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Zweiter Abschuitt.

Anwendung der Theorie auf lineare
Differentialgleichungen.

In dem ersten Abschnitt haben wir die Theorie der Integralglei-
chungen zweiter Art

f(s) = g(s) — A [ K(s, ) p(t)dt

behandelt und sind dabei zu einer Reihe allgemeiner Resultate iiber die
Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach den zum Kern K(s, t) ge-
hirigen Eigenfunktionen gelangt; wir behaupteten in der Einleitung, daf
in diesen Resultaten als spezielle Fille die Entwicklungen nach trigono-
metrischen, Besselschen, nach Kugel-, Laméschen und Sturmschen Funk-
tionen, sowie die Entwicklungen nach denjenigen Funktionen mit mehr
Veriinderlichen enthalten sind, wie sie zuerst H. Poincaré bei seihen
Untersuchungen iiber gewisse Randwertaufgaben in der Potentialtheorie
nachwies. In dem folgenden zweiten Abschnitt soll diese Behauptung
durch Erorterung einiger Anwendungen der Theorie im Gebiete der ge-
wihnlichen und partiellen Differentialgleichungen begriindet werden; dabei
werden die schinen und wichtigen Resultate E. Picards!), soweit diese
die linearen Differentialgleichungen betreffen, auf das engste beriihrt.

Siebentes Kapitel

Gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Es sei # eine Funktion der Veriinderlichen z, deren zwei erste Ab-
leitungen innerhalb des Intervalles & = a bis # = b sowie an den Grenzen
dieses Intervalles stetig sind; ferner sei p irgendeine innerhalb jenes
Intervalles nebst der ersten Ableitung stetige Funktion von z, die iiberdies
innerhalb des Intervalles positiv ausfiillt; endlich sei ¢ irgendeine inner-
halb jenes Intervalles stetige Funktion von #: dann ist der allgemeinste
homogene lineare, sich selbst adjungierte Differentialausdruck zweiter
Ordnung von der Gestalt

(P du')
PR da, o d*uw | dpdu
L(u) = gy T AU =P g+ 5o 5= + Q.

"

1) Vgl. insbesondere Traité d'analyse t. III chap. VI.
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Bedeutet » ebenfalls eine Funktion von z mit stetiger erster und
zweiter Ableitung, so gilt die sogenannte Greensche Formel

dv) ]t

(1) f vL(u) — uwL(v) dx—[p .*:——E ud.c”,;

Der Kiirze halber benutzen wir folgende Ausdrucksweise: Wenn eine

Funktion die erste Ableitung besitzt und diese Ableitung stetig ist, so0

heiBe die Funktion (einmal) stetig differenzierbar und, wenn aunch

ihre zweite Ableitung existiert und stetig ist, so heife sie zweimal
stetig differentiierbar.

Es sel p(x, £) eine Funktion der Variabeln z und des Parameters &,

die in bezug auf z zweimal stetig differenzierbar ist und fiir alle von £

-]
verschiedenen Werte von 2 innerhalb des Intervalles @ bis & der Differential-

gleichung
L(u)=0

geniigt, die ferner fiir x — & stetig verliuft, withrend ihre erste Ableitung
fir x = & den Abfall — 1 aufweist!), so dafi

phd . Ll -1

wird: eine solche Funktion p(x, £) werde eine (;rtmdwsung der Diffe-
rentialgleichung L.(1) = 0 fiir das Intervall z =a bis 2z = b genannt.

Sind w, (#), u,(2) zwei unabhiingige partikulire Losungen von L(u)=0,
so labt sich eine Grundlésung offenbar in der Gestalt darstellen

iz E) — — 1 a—E|  u(uy(a) —u, uy(x)
SR 2 xz—¢E . (S)dul['g; o Aty (E)
s (&

dE —uB =g
So besitzt beispielsweise die Differentialgleichung

d*u

dx® 0
die Grundlsung
p@,8) =—§la—&);
ferner besitzen die Differentialgleichungen
d " du
e + de ¢,
) d*u dw .
(#*—1) dx* e 2az = %

1) Diese Unstetigkeit hat wohl E. Picard (L. ¢.), den Begriff der Greenschen
Funktion einer Verinderlichen dagegen H. Burkhardt zuerst eingefiihrt, Bull. soc.
math. de France Bd. 22 (1804). Vgl ferner die Inauguraldissertation von Ch. M.
Mason, Randwertaufgaben bei gewihnlichen Differentialgleichungen, Goéttingen 1903,
sowie dessen Arbeit ,,Zur Theorie der Randwertaufgaben® Math. Ann. Bd. 58.
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2
::J:; +u=0,
Siu —u=20
bzw. die Grundlésungen
y(z, ) = — 1§ 1z — 1|,
. ° 1421—¢§

7z, ‘E) - 5(1 o g-l Z(\l —z 1+ g) ’
?(®, ) =—Lsin (Jo — &),
yim B = — e

Zu einer vorgelegten Differentialgleichung gibt es offenbar unendlich
viele Grundlosungen; diese werden simtlich aus einer von ihnen erhalten,
wenn man derselben ein beliebiges Integral der Differentialgleichung
hinzufiigt, das an jeder Stelle innerhalb des Intervalles stetig differenzier-
bar ist. Fiir unsere weiteren Entwicklungen sind diejenigen Grundldsungen
von besonderer Bedeutung, die an den Randpunkten = a und » = b des
Intervalles gewisse homogene Bedingungen erfiillen. Die besonders in
Betracht kommenden homogenen Randbedingungen sind folgende:

I. fl@)=0,  f(b)=0,

o [ o, [ k] o
IV. fla) =hf(b),  pla) hdi(& )J =p;:1) [dﬂf}lzb
IV f(a) = hp(b) [‘{’l‘(jjw‘ ., »(a) [d,’:ff) o 2 ().

Bei der Anwendung dieser Randbedingungen I—IV* ist stets die Annahme
zu machen, daB die Funktionen p(«) und g¢(z) auch in den Randpunkten
#=a und z = b stetig sind und ebenda die Funktion p(x) von Null ver-
schieden ausfillt. Ist diese Voraussetzung fiir einen Randpunkt oder beide
Randpunkte nicht erfiillt, so wihle man als Randbedingung eine solche
Forderung, durch welche an dem betreffenden Randpunkt ein Integral von
L(u) = 0 bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt wird. Die
einfachsten in unseren spiteren Beispielen zur Anwendung kommenden
Randbedingungen dieser Art bestehen fiir den Randpunkt 2 = a in einer
der Forderungen:

V. flxz) soll bei der Anndherung an den Randpunkt z—=a
endlich bleiben.
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Diese Randbedingung ist zuliissig, falls die Differentialgleichung
L(u) =0 an der Stelle £ = a ein endlich bleibendes Integral besitzt und
auflerdem die Funktion p in der Niihe von # — a sich in der Gestalt

p(@) = (z — a)' E(z)
darstellen lifit, wo s einen Exponenten > 1 und £(z) eine fiir z =a
endlich bleibende Funktion bedeutet. In der Tat, bezeichnet u, ein end-
lich bleibendes Integral, so stellen sich die von w, unabhiingigen Integrale
der Differentialgleichung L(u) = 0 in der Form

U = U e
2 p()we, (@)?

dar, und diese wachsen wegen s > 1 gewill iiber alle Grenzen; die Be-
dingung der Endlichkeit bestimmt mithin ein Integral von L(u) = 0 bis
auf einen konstanten Faktor eindeutig.

V# flz) soll in der Niithe des Randpunktes # — @ sich in der
Form (x — a)e(x) darstellen lassen, wo e¢(x) eine fiir x =a end-
lich bleibende Funktion bedeutet.

Diese Randbedingung ist zulissig, falls die Differentialgleichung
L(u) =0 an der Stelle 2 = a Integrale von eben jener Form (z — a)"e(x)
besitzt und aulerdem die Funktion p in der Niihe von # = @ sich in der
Gestalt

p@)=(x—a)E)
darstellen liBt, wo s einen Exponenten > 1 — 2» und F(z) eine fiir
= «a endlich bleibende Funktion bedeutet. Der Beweis dafiir, daBl unter
diesen Umstiinden die Forderung V* ein Integral von L(w)= 0 bis auf
einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt; wird leicht wie im vorigen
spezielleren IMalle gefiihrt.

Die Randbedingungen I—V (V#) sind stets so zu verstehen, dal}
flz) (bzw. e(x)) in dem betreffenden Randpunkt einmal stetig differenzier-
_ bar ist.

Die genannten Randbedingungen konnen noch in verschiedenster
Weise miteinander kombiniert werden.

Eine Grundlésung gz, §) fir das Intervall & — a bis x =0, die an
den Randpunkten zwei homogene Randbedingungen der genannten Art
erfiillt, heibe die zu diesen Randbedingungen gehirige Greensche
Funktion der Differentialgleichung L(u) = 0; ferner heile der Quotient

04 g, &

G (2, E} L ”1{9("3'}
die zu jenen Randbedingungen gehirige Greensche Funktion des
Differentialausdruckes Lu); wir bezeichnen die GGreenschen Funktionen
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je nach den Randbedingungen, zu denen sie gehoren, auch als Grreensche
Funktionen G', G, G, G oder GV
Beispielsweise lautet die Greensche Funktion GT fiir den Differential-
ausdruck
L(u)= d-
d. h. die zu den Randbedingungen I gehi:irige Greensche Funktion, fiir
das Intervall O bis 1

Gz, &) =(1—§&z, (z

= (1 —=a)§, (z

)5
).

Noch einfacher wird die Greensche Funktion fiir jenen Differential-
ausdruck, wenn wir am Randpunkt # = O die Bedingung 1 und am Rand-
punkt = 1 die Bedingung Il wiihlen; sie lautet dann

G(z, &) = =, (z L E),
g, (z = t’

gee e

IV lIA

l

Ferner wird die Greensche Funktion G* desselben Differentialausdruckes

d*u

L(u) = da

fiir das Intervall — 1 bis 4+ 1 durch die Formel

Gz, ) — — }{|o — &+ o — 1]
dargestellt.

Die Greensche Funktion GV (i =— 1) fiir denselben Differential-
ausdruck und das Intervall O bis 1, die also den Bandbedingungen
O PN rdfi) - dfl’r

f(0) =—f(1), Lde ’7 1__
geniigt, lautet _
G(a &) = — 4|z —E|+ 1
Die Greensche Funktion des Differentialausdruckes
; _dPu de
La}y= %0t + 0y

fiir das Intervall # —= 0 bis =1, die am Randpunkt z =0 der Be-
dingung V und am Randpunkt # — 1 der Bedingung I geniigt, lautet:
G(x, E) =g, (x £ ),
= lz, (z =E).

Ein weiteres sehr interessantes Beispiel liefert der Differentialausdruelk:

poN G g, dut 4e®
Lu)= {(_1—:5_)(7—9: — 1=,

wo « irgendeine positive Konstante bedeuten soll; die Greensche
Funktion GV fiir das Intervall # = — 1 bis o = 4+ 1 ist:
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i 1 1421 — &\«
T E) = — 3 3
Gz, §) 4,1(1*3;1_%;): (:ré‘:-_)r
1 14£1—a\« .
ZIE(_I—,Eﬁ.r)’ (@ = E).
Fiir die unendliche Gerade 2z = — ~ bis @ = 4 oo Dbesitzt der
Differentialausdruck
Tt d*u
L(w) = gz — MU

die Greensche Funktion GV
G(z, &) = Lei=-FL,

Es kann vorkommen, daBl fiir einen Differentialausdruck L(w) bei
gewissen Randbedingungen keine Greensche Funktion im eben definierten
Sinne vorhanden ist; in diesem Falle existiert, wie aus den spateren all-
gemeinen Entwicklungen im Kap. IX sowie Kap. XVIII folgt, eine nicht
identisch verschwindende Losung 4@ (z) der Differentialgleichung I (u) = 0,
die fiberall innerhalb des Intervalles stetig differenzierbar ist und den
betreffenden Randbedingungen geniigt; dabei sei der noch willkiirliche kon-
stante Faktor so bestimmt, daB

[

JwO@)yde =1

wird. Wir konstruieren dann ein Integral g(z, §) der inhomogenen
Differentialgleichung

L(u) = p(§) v (2) v (8),
dessen Ableitung an der Stelle # = £ den Abfall — 1 erfihrt, wihrend
g(x, £) an allen anderen Stellen innerhalb des Intervalles stetig differenzier-
bar ist, an den Randpunkten die betreffenden Randbedingungen und iiber-
dies die Gleichung

b
Jo(@, §)yO(z)dz — 0
erfilllt; die Funktion

5 _g=xd
Gl ) = rE

geniigt der Differentialgleichung

L(w) = 9 (x)p@(E).
Diese Funktionen g(w, £) bzw. G (z, &) leisten die niimlichen Dienste wie
sonst die Greensche Funktion und werden daher in dem vorliegenden
besonderen Falle als Greensche Funktionen im erweiterten Sinne
bezeichnet. Existiert auch diese Funktion nicht, so kann man einen ana-

logen weiteren Schritt tun, um zu einer geeigneten Greenschen Funktion
zu gelangen.
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Als Beispiel diene der Differentialausdruck
d*u

mit den Randbedingungen IV (/ = 1) fiir das Intervall — 1 bis 4 1, so
dafl die Bedingungen lauten:
_[dfix

f— 1) =f+1), [42]

In der Tat existiert hier eine von Null verschiedene Lijsung der homogenen

xTr=

Differentialgleichung, niimlich v () = v die die Randbedingungen er-

fiillt, und die Greensche Funktion im eben erkliirten erweiterten Sinne wird:
G §) ==tz —E+1E— O+
Ein anderes Beispiel fiir das letztere Vorkommnis liefert der Differential-
ausdruck

{1 - %

L(u) = 2
fiir das Intervall - 1 bis 4 1 bei den Randbedingungen V. Auch hier
ist y,(z) = %2, und die Greensche Funktion im erweiterten Sinne lautet
65,8 = — 4Ll —2) (L4 B}t @<,

1
=—3{d+2) QA -8}+e (x2¥)
wo ¢ den numerischen Wert 12 — 1 bedeutet.

Setzen wir in der Greenschen Formel (1) an Stelle von u(z), v(z)
bzw. die Funktionen (i (z, &), (¢(x, £*) und beriicksichtigen die Unstetigkeit
der Ableitungen dieser Funktionen an der Stelle # = £ in gehoriger Weise,
indem wir dieselbe in ein kleines Intervall einschliefen und dann den
Grenzitbergang zum verschwindenden Intervall ausfiihren, so finden wir
leicht das Symmetriegesetz der Greenschen Funkiion eines Diffe-
rentialousdruckes

G(E %) — G(E% B).

In allen oben berechneten Beispielen bestiitigt sich dieses Symmetrie-

gesetz.

Bezeichnet ¢(z) eine gegebene stetige Funktion der Variabeln z, und
verstehen wir unter f eine iiberall stetig differenzierbare Lisung der in-
homogenen Differentialgleichung
@ L(f) = — ¢(@),
die einem Paar unserer Randbedingungen I—V geniigt, setzen wir dann
in der Greenschen Formel (1) an Stelle von « die Lisung f und an Stelle
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von v die zu jenen Randbedingungen gehérige Greensche Funktion des
Differentialausdruckes L(u), so finden wir fiir jede der fiinf Arten von
Randbedingungen

4

JG(x, &) L(f@)dz = f(E),

und hierans erschen wir mit Riicksicht auf das Symmetriegesetz der
Greenschen Funktion, daBl die Lisung f(z) sich folgendermaflen durch ein
bestimmtes Integral darstellt:

b
(3) f(@) =[Gz, &) ¢ (8)dE.

DaBl die so dargestellte Funktion f(z) wirklich den betreffenden Rand-
bedingungen geniigt, ist offenbar, weil G («, &) denselben geniigt; die durch
(3) dargestellte Funktion f(r) geniigt aber auch der Ditferentialgleichung (2),
wie durch Rechnung leicht gezeigt wird. Wenn somit eine zweimal stetig
differenzierbare und einem Paar unserer Randbedingungen I—V geniigende
Funktion f(z) und irgendeine stetige Funktion ¢ (z) durch die Relation (2)
miteinander verkniipft sind, so folgt fiir dieselben notwendig auch die
Relation (3), und umgekehrt, wenn fiir zwei solche Funktionen f(z) und
@ () die Relation (3) besteht, so folgt fiir sie notwendig auch die Relation (2).
Hieraus entnehmen wir sofort, dall einerseits die Funktion f unter Hinzu-
nahme der bhetreffenden Randbedingungen durch die Differentialgleichung (2),
wobei ¢ gegeben, und andrerseits die Funktion ¢(a) durch die Integral-
gleichung (3), wobei f gegeben, eindeutig bestimmt ist.

Die Gleichung (3) ist eine als Integralgleichung erster Art; Gz, §)
ist der Kern dieser Integralgleichung und wegen des Symmetriegesetzes
eine symmetrische 'unktion der Argumente.

Wir fassen die Ergebnisse der vorstehenden Entwicklungen, wie folgt,
zusammen:

Satz 11.  Wenn die Greensche I'unktion eines Differentialausdrucles
L(n) fiir irgendein Paar der Randbedingungen 1—VN als Kern einer Integral-

gleichung erster Awrl
;

f(z) =J'J(r'(':z¢, £) g (E)dE

genommen wird, wo f(x) eine gegebene zweimal stetig differenzierbare Funktion
ist, die den betreffenden Randbedingungen geniigt, so besitzt diese Integral-
gleichung eine wnd nwr eine Lisung @(x), und man erhdlt ihre Lisuny
durel die Formel

¢(z) = — L(f@);
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umgekehrt, wenn ¢ (z) irgendeine stetige Funktion ist, und eine Lisung f()
der Differentialgleichung

L(f@) + eo(z)=0
gefunden werden soll, die cinem ausgewéihlten Paar von Randbedingungen 1—V
geniigt, so ist diese Losung dadwrch eindeuntiy bestimmt, und man erhilt sie
dirch die Formel

() =[G (@, &) p (&) di.

Aus diesem Satze entnehmen wir leicht, daB die Greensche Funktion
(i(a, &) einen Kern darstellt, der nach der im ersten Abschnitt Kap. IV
eingefiihrten Ausdrucksweise sowohl abgeschlossen wie auch all-
gemein ist.

In der Tat, sei @(x) eine solche Funktion, dall

JG(z, &) p(§)dt

identisch fiir alle » verschwindet, so miifite die Funktion f(z)=0 der
Differentialgleichung L (/) — — ¢ eceniigen, und hieraus folgt, daB @)

identisch fiir alle # verschwindet, d. h. 7(z, £) ist ein abgeschlossener Kern.

Andrerseits sei g(z) irgendeine stetige Funktion; wir wiihlen dann
eine zweimal stetig differenzierbare und den Randbedingungen geniigende
Funktion ¢*(z) derart, daB

b
[(g@) — g*@)*d=

a@
kleiner als die beliebig kleine positive Grifle & aunsfillt: die stetige
Funktion k(z) = — L(g*(x)) erfiillt dann dasjenige Erfordernis, das unserer
Definition zufolge einen allgemeinen Kern charakterisiert.

In den vorstehenden Betrachtungen spielte die Integralgleichung
erster Art eine wesentliche Rolle; wir werden zu einer Integralgleichung
zweiter Art gelangen, wenn wir neben L(u) noch den Differentialausdruck

A(u) = Liw) + lu
betrachten, wo 1 einen Parameter bezeichnet. Es sei wie bisher G (z, &
die zu gewissen Randbedingungen gehirige Greensche Funktion des Aus-
druckes L(u), und I'(z, £) die zu den nimlichen Randbedingungen gehirige
Greensche Funktion des Ausdruckes A4(u). Sodann wenden wir die
Greensche Formel (1) an; nehmen wir
u(x) = Gz, &), v(z)=I(a E%),
so erhalten wir
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(4) I'(EE*)— G(E% &) = lJ (r(x, E)I'(z, E*)dz

k‘plx) lﬂm &) 36@‘5] r (, ‘E_Jcrﬁgﬁﬂt-
Wir ertrtern zuniichst die Randbedingnngou [—IV; wenn wir dem-
gemii die Annahme machen, daB die Funktionen p, ¢ in den Randpunkten
sich regulir verhalten und daB iiberdies p in den Randpunkten von Null
verschieden ausfillt, so verhalten sich auch die Integrale der Differential-
gle:chuncren L(u) =0 und A(u)==0 und somit auch die Funktionen G (x,§)
und I'(z, £%) in den Randpunkten reguliir, und wir erkennen hieraus, daB
die eckige Klammer auf der rechten Seite der Formel (4) verschwindet.
Nunmehr erértern wir den Fall, daB fiir den Randpunkt z — a die
Bedingung V bzw. V¥ gestellt sei; demgemil nehmen wir an, dal die
Differentialgleichungen L(u) = 0 und A(u) = 0 je ein partikuliires Integral
besitzen, welches in der Nithe des Randpunktes # = a sich in der Form
u(z) = (x — a)ye(z)

darstellt, und daff p in der Nihe des Randpunktes # =a von der Form
(x —ayp E(r) sei, wo s einen Exponenten > 1 — 2» bedeutet. Es wird
dann

I'(z, £%) ”Gw’g’ — Gz, E

oDz, &%
e yiy == 2

2r g
ie = (@ —a)Tet(2),
wo e wiederum fiir # = a endlich bleibt, und es ist daher gewil}

5, 06 (.r 13 (,1{1 YT
L [p(2) (X &) — Gz, NN =o0.
Nehmen wir sehlieBlich, damit das bestimmte Integral in {_—1) gewil} einen
endlichen Wert erhiillt, den Exponenten » > — L an, so erhalten wir in
jedem Falle aus (4) die Formel

I'(§ &) — G(E%, £) = 4 [ G (z, §) Iz, E¥) da

oder, wenn wir die Buchstaben K, K bzw. an Stelle von &, I’ setzen:
]

K(z, &) — K(a, &) = 4 [IK':I‘, £ K (&, &%) dE

Dabei werde hervorgehoben, dab K(z, &) und Kz, &) stetige Funktionen
threr Argumente sind, auBler fiir die Randbedingung V#; in diesem Falle
aber sind wegen unserer Annahme » > — 1 die auftretenden Singularititen
von K(z, &) und K(z, £) von niederer als der 1ten Ordnung, und daher
erscheinen jene Greenschen Funktionen als Kerne von Integralgleichungen
zweiter Art unmittelbar zulissig. Die eben erlangte Formel stimmt genan
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mit derjenigen iiberein, die wir im ersten Abschnitt untersucht haben.
Wir sprechen somit den Satz aus:

Satz 12. Wenn die Greensche Funktion des Differentialausdruckes L(u)
fiir irgendein Paar der Randbedingungen 1—V als Kern der Integral-
gleichung zweiter Art

(®) fla) = g (@) — 1 [ K(z, &9 (£) d

genommen wird, so erhilt man die losende Funktion K(z,8) dieser Inlegral-
gleichung, indem man die zu den ndmlichen Randlbedingungen gehirende
Greensche Iunltion des Differentialavsdruckes
A(w) = L(u) + Au

bildet.

Da nach Satz 11 die den Randbedingungen geniigende Losung der
Differentialgleichung
(6) A(u) + ¢(z) -
unmittelbar aus der Greenschen Funktion des Differentialausdruckes .4(u)
gefunden wird, so crweisen sich also die Integration dieser Differential-
gleichung (6) bei gegebenen Randbedingungen und die Lisung der
Integralgleichung (5) zweiter Art als i juivalente Probleme.

Indem wir die in Kapitel I—VI entwickelte Theorie der Integral-
gleichungen heranziehen, gelangen wir zu einer Reihe bemerkenswerter
Resultate iiber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung und er-
kennen zugleich die Bedeutung, die den Eigenwerten und Eigenfunktionen
der Integralgleichung (5) fiir die lineare Differentialgleichung 4(u) = 0
zukommt.

Da die losende Funktion K(z, &) sich in der Form eines Bruches
Ao &)
3(3)
schwindet, so folgt unter der Voraussetzung, dafl der Differentialausdruck
L(u) eine Greensche Funktion fiir die betreffenden Randbedingungen be-
sitzt, dall es auch stets eine solche fiir den Differentialausdruck A(u) gibt,
es sei denn A ein Eigenwert (™ der Integralgleichung (5); in dem letzteren
Falle bezeichne 2")(z) eine normierte zum Eigenwert 1% gehirige Eigen-

funktion des Kerns K (z, £); dann ist

b

(@) = 4 [ Kz, §)v (E) dE,

darstellt, dessen Nenuer nur fiir die Figenwerte 4 = i) ver-

und wegen ’ '
K(z &) = G(=, &)

Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 4
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folgt aus Satz 11, daB ¢ (z) ein iiberall innerhalb des Intervalles stetig
differenzierbares Integral der homogenen Differentialgleichung

@ L(w) 4 4w =0

ist, welches die betreffenden Randbedingungen erfiillt. Umgekehrt, wenn
die homogene Differentialgleichung A(u) = 0 fiir- den Wert 1 = i) ein
Integral besitzt, das die betreffenden Randbedingungen erfiillt, so ist it
ein Eigenwert, und das Integral ist eine zugehorige Eigenfunktion fiim
den Kern A(x, §); der Differentialausdruck 4(u) aber besitzt fir diesen
Wert 2 = 2 keine Greensche Funktion im urspriinglichen engeren Sinne.

Wir bezeichnen den Wert 1" auch kurz als einen Figenwert der
Differentialgleichung A(u) =0 und jene Lisungen ¢ (z) auch als
Ligenfunktion dieser Differentialgleichunyg [ir die betreffenden
Randbedingungen.

Da die Differentialgleichung (7) iiberhaupt nur zwei voneinander
unabhiingige Losungen besitzt, so ist A9 hichstens ein zweifacher
Eigenwert, Ist 20 ein zweifacher Eigenwert, so miiBiten simtliche Integrale
der Differentialgleichung (7) die betreffenden Randbedingungen erfiillen,
und da dies offenbar nur im Falle der Randbedingung IV statthaben
kann, so ist in allen anderen FKiillen jeder Eigenwert gewil nur ein ein-
facher.

Da der Kern Az, &) ein abgeschlossener ist, so gibt es jedenfalls
unendlich viele Eigenwerte der Differentialgleichung A(u) = 0. (VgL
Kapitel IV.) Wegen desselben Umstandes entnehmen wir aus den Siitzen 5
und 6 in Kapitel IV die Tatsachen:

Satz 13. Wenn hiz) cine stetige Funktion von z bezeichnet, so daf
fir alle Figenfunktionen ' (x) der Differentialgleichung A(uw) = 0 die

Gleichung
[/

S h(z) v (z)da = 0
erfiillt ist, so ist h(x) identisch Null.
Satz 14.  Wenn die in Fourierscher Weise gebildete Reihe
Q@) + quda) + oy

tn = [F(2) 9™ (z)da

gleichmdfig konvergiert, so stelll sie die Funltion f(x) dar.

Nach 8. 47 ist K(z, &) auch ein allgemeiner Kern. Da ferner
wegen Satz 11 jede zweimal stetig differenzierbare und den Randbedingungen
geniigende Funktion f(z) die Darstellung
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[

) — [ K(x, §)p (&)

gestattet, sobald man
p(z) = — L(f(x))

withlt, so folgt aus Satz T der ersten Mitteilung das folgende wichtige
Resultat:

Satz 15,  Jede ziceimal stetiy differenzierbare und den betreffenden
Randbedingungen  geniigende I'unltion [(x) ist auf die Fouriersche Weise
in eine Reihe entwickelbar, dienach den Eigenfunktionen ") (z) der Differential-
gleichung A(w) = 0 fortselreitel; diese Eeihe konvergiert absolui und gleichmdif3iy.

Die Sitze 13, 14, 15 schliefen den wesentlichen Teil der in neuerer
Zeit insbesondere von W. Stekloff!) und A. Kneser®) gefundenen Re-
sultate tiber die Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen in Sturm-
Liouvillesche Reihen ein.

Ist statt des Differentialansdruckes .4(u) ein Differentialausdruck von
der allgemeineren Gestalt

du
d (P_ d:.t:)

iz T @+ 2k)u

vorgelegt, wo k£ irgendeine innerhalb des Intervalles positive Funktion
von # bedeutet, so setze man

L(u) 4 Aku =

R

und multipliziere dann den erhaltenen Ausdruck mit 1__.; dann entsteht

u

ein Ausdruck von der fritheren Gestalt, nimlich

A*¥(@) = L*(v) + iv,

wWo
d (p*2~
L*(L‘)= (}:(m([&)+q*i’,
p* 2";—7-7
" 1 d { (11-'1‘1?}]- q 1 1
qa-zi/]}d.i' IP dax l + k =ﬁL(1—/-‘E)
1st.

1} Vgl. z. B. Annales de la faculté des seiences de Toulouse (2) II (1901).
2) Math. Ann. Bd. 58 (1903).
4#
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Als erstes Beispiel dienen die Differentialausdriicke
d*u d*u
L) = dmt? A(u) = = T A,

die zur Randbedingung I gehdrige Greensche Funktion fiir den Differential-
ausdruck L(w) im Intervall z =0 bis 2 =1 ist bereits oben (S. 43) auf-
gestellt worden; wir nehmen sie als Kern:
K(z, g) - (1 - E}x; (r < g,]:
= (1 —2x)¢, (x = E).
Die zur Randbedingung I gehorige Greensche Funktion 4(u) in demselben
Intervall lautet

I'(z,¢) = sin (vi (};Si}]-_/;in (VJ..'::': (<8,
=Bin_{VI{l:—-f‘)}'iin(]/ig), &> E).
Vi sin Y1

Nach Satz 12 ist sie zugleich die lisende Funktion fir den Kern K(z, §)
und werde als solche mit K(z, £) bezeichnet. Um die Eigenwerte und
Eigenfunktionen der Differentialgleichung 4(u)= 0 zu berechnen, setzen wir
ey ke ey Az &)
F(\J., ‘E} o Kl__.T, ':) o (T(l)i
Hier bestimmen sich 4 als Funktion von 1, z, £ und 9 als Funktion von 4
allein eindeutig durch die Forderungen

flzl(l; z,2)dz = 100 und §(0) =1,
]
und zwar ergibt sich
A% 2, 8) = — sin | Vi (1 —E}')}-sin t']/I:cf), @<b),
—— BB o,
i o si;}/.f.

Hieraus folgen dic Eigenwerte
AN =137 21®= 2% 1M = 3%}

und vermige

A0 4 (3™ 2, §) = + o™(x) p™)(§)
die bzw. zu jenen Eigenwerten gehdrigen Eigenfunktionen

sin zx, sin2zxz, sindxw,
Unser Satz 15 iiber die Entwicklung nach Eigenfunktionen der Differential-
gleichung 4(u) = 0 liuft auf die Aussage hinaus, dall jede zweimal stetig
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differenzierbare Funktion von z, die fiir =0 und 2z =1 verschwindet,
sich in eine absolut und gleichmiiig konvergente Reihe entwickeln lift,
die nach den Sinus der ganzen Vielfachen von za fortschreitet.

Als weiteres Beispiel wiihlen wir die Differentialgleichung

d*u | du
Yz + dx + =8

und fragen nach ihren ]*]igenwerten und Eigenfunktionen fiir das Intervall
=10 his # =1, wenn an dem Randpunkte z =0 die Bedingung V
und an dem Randpunkte 2z =1 die Bedingung 1 erfiillt sein soll.
Nach einer fritheren Bemerkung (S. 51) haben wir die Substitution

u = ° anzuwenden; wir gewinnen so die Differentialausdriicke
x
L#(v d”+__1_v A% (p) = L*(v) + iv
)=t im0  4*(0)=I*@) + v

Die Greensche IFunktion des Differentialansdruckes I*(v), die in a2 =0
der Randbedingung V* (r = 1) und in z =1 der Randbedingung I ge-
niigt, lautet:
K(z, &) = VzEl(E), (z£L§),
= Vakl(z), (@=4¥),
und die zu den niimlichen Randbedingungen gehérige Greensche Funktion
des Differentialausdruckes A(») ist, wenn in der iiblichen Weise

J(x) und K(z) = J(z)l(x) + P(x)
die Besselschen Funktionen erster und zweiter Art bezeichnen:

/g T@VDII VD) K(EYE) — J( :;I/UK(W)I

KU",E'. =V /{1/3,) [Iggjj
— gt J(Vi)K ) —dJ( Ky
- vag LD S IRGD), (o o

Diese Funktion K(z, £) ist mithin nach Satz 12 die lsende Funktion des
Kerns A, und wir finden hieraus
(&) = J(V4);

mithin sind die Nullstellen i von J(}'2) die gesuchten Eigenwerte und,
wenn man diese fiir 2 in den Zihler des Ausdruckes fiir K(z, &) einfiibrt,
so ergeben sich die zugehorigen Eigenfunktionen

¢"(z) = Vad(zy im).
Unser Satz iiber die Entwicklung nach Eigenfunktionen des Differential-
ausdruckes A (u) liuft, wenn wir nachtriglich die zu entwickelnde Funktion
durch Vz dividieren und den Faktor Jx ebenfalls in allen Eigenfunktionen
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fortlassen, anf die Aussage hinaus, daB im Intervalle O bis 1 jede zweimal
stetig differenzierbare Funktion von z, die fiir » = 1 verschwindet, sich
in eine absolut und gleichmiiBig konvergente Reihe entwickeln lift, die
nach den Besselschen Funktionen J(z}1/2") fortschreitet.!)

Weitere interessante Beispiele fiir unsere Theorie erhalten wir, wenn
wir die Differentialgleichungen der Zylinder- und Kugelfunktionen héherer
Art heranziehen; so fiihrt die frither (S. 44) aufgestellte Greensche

Funktion:
A 1 1 x 1 — E\« "
(_T(my g)= 4o (1i; 14;’;) 3 (Té;)’
1 (14§ 1—ax\ .
:E[-l—-'f, I—]—x)’ (3’25)

zu der neuen Definition der Kugelfunktion P
+1
P (z) =A™ [ Gz, £) P (E)AE,
-1

und zu der Tatsache der Entwickelbarkeit einer jeden zweimal stetig differen-
zierbaren Funktion in eine Reihe, die nach den Kugelfunktionen P;*
fortschreitet.

Tritt der oben (5. 44) behandelte besondere Fall ein, daB zum
Differentialausdruck L bei den betreffenden Randbedingungen eine Green-
sche Funktion im engeren Sinne nicht existiert, so gelten unsere Ent-
wicklungen fiir die Greensche Funktion in dem dort erklarten erweiterten
Sinne. Bezeichnet nimlich wie oben ®(z) die alsdann vorhandene, den
Randbedingungen geniigende, {iiberall stetig differenzierbare Losung der
Gleichung L(u) =0, so ergibt sich durch Anwendung der Greenschen
Formel (1) an Stelle des Satzes 11 leicht die folgende Tatsache:

Satz 16, Wenn [ eine zweimal stetig differenzierbare, den Rand-
bedingungen und der Dedingung

b
[1@)$ (@) dz =0
(4]
geniigende Funltion bedeulet, so ist die Integralgleichung erster Art
3
f(x) = [G(x, &) p(&) dE
lisbar und thre Lisung gewinnt man durch die Forinel
¢(x) = — L(f().
1) Neuerdings hat A. Kneser die Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion
nach Besselschen Funktionen nach einer Methode bewiesen, die derjenigen analog

ist, die er in der oben genannten Abhandlung auf die Sturm-Liouvilleschen
Reihen angewandt hat. Archiv der Math, und Phys, 1903,
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Diesem Satze 16 entsprechend miissen wir auch in den Voraus-
setzungen des Satzes 1) iiber die Entwickelbarkeit nach Eigenfunktionen
der Differentialgleichung A4(u) = 0 fiir die zu entwickelnde Funktion f(x)
die Bedingung

. f}f(a-) 0O(z) dz = 0

hinzufiigen; lassen wir jedoch im vorliegenden Falle i = 0 als Eigenwert
und die Funktion ¢©@(x) als zugehérige Eigenfunktion gelten, so bleibt
unser fritherer Satz 15 auch bei unveriindertem Wortlaut giiltig.

Als einfachstes Beispiel fiir das zuletzt behandelte Vorkommnis dienen
die Differentialausdriicke

Lu)=0%,  40) =544 1.
Wenn wir die Randbedingungen 1V (7 — l\ fiir das Intervall — 1 bis + 1
wiithlen, niimlich
fi+1)=f(=1), F+1)=f(=1),

dann wird ¢©(x) =1, und der Ausdruck der Greenschen Funktion im
weiteren Sinne ist bereits oben (3. 45) angegeben worden. Wir erhalten
dieselben Eigenwerte wie im ersten Beispiel (S.52); jedoch ist ]etler
dieser Figenwerte zweifach: allgemein gehoren zn A0 = w’a® die
zwei Eigenfunktionen sin maux, cos maw. Zu diesen kommt, den letzten
Ausfithrungen entsprechend, 2 =0 als einfacher Bigenwert der Differential-
gleichung A4 (u«) = 0 mit der zugehirigen Ligenfunktion 3 (z) — 1—:; hinzu.

Als zweites Beispiel fiir das in Rede stehende besondere Vorkommnis
migen die Differentialausdriicke

Li(w) = '! l( )dr“_l A() = “f—i {(1 — )rht} + Au
mit den Ramlbedinguugen V fiir das Intervall — 1 bis + 1 dienen. Wir
haben bereits oben (S. 45) fiir L(u) die Greensche Funktion ((z, &) im
erweiterten Sinne aufgestellt.  Da diec Legendreschen Polynome Pt
(m=0,1,23, ... die Differentialgleichungen
L) + m(m + Du=0

erfiillen und an den Randpunkten endlich bleiben, so sind sie dle zu den

Eigenwerten - , ;
. A = m(m + 1)

gehorigen Eigenfunktionen; die so entstehende neue Definition fiir die
Kugelfunktion P:

+1
Pin(z) = 4™ [G(z, &) PW(E)dE, (m=0,1,2,...)
=1

oder einfacher:
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+1
P{"”(.I‘) - A(MIG*(L EyP(E)dE, (m=1,2,...)
L

“—0 o - x

GHa, &) = — 11 —2) 1 + 8}, (z£9),

=—3{A +2)(A1 -8}, (=¥

ist, kann als Grundlage fiir die Theorie der Kugelfunktionen dienen.
Unser soeben verallgemeinerter Satz 15 liefert die Entwicklung einer
beliebigen zweimal stetig differentiierbaren und an den Randpunkten + 1,
— 1 endlich bleibenden Funktion nach Legendreschen Polynomen.

Wir haben im Vorstehenden den engen Zusammenhang zwischen der

Theorie des Differentialausdruckes

A(w) = L(u) + Ju
und der Theorie der Integralgleichung zweiter Art mit dem Kern K (a, &)
kennen gelernt. Dieser enge Zusammenhang zeigte sich am klarsten
in der Ubereinstimmung der Eigenfunktionen der Differentialgleichung
A(uw) =0 mit denjenigen jener Integralgleichung.

Nun erscheint bekanntlich die Differentialgleichung 4(u) = 0, wenn
man nach den Regeln der Variationsrechnung das folgende (Dirichletsche)
Variationsproblem 16st: man soll eine den Randbedingungen I gentigende
Funktion » von z derart bestimmen, daBl das Integral

b

(8) D(u) =f{p (ﬁ:)s— qug]d:z:

T

zu einem Minimum wird, wihrend die Nebenbedingung

L]

€)) fu?dx =1

3

erfiillt ist. Andererseits haben wir in Kapitel V allgemein erkannt, wie
durch meine Theorie der Integralgleichungen zweiter Art das folgende
(GauBsche) Variationsproblem gelost wird: es ist ein definiter Kern ge-
geben; man soll diejenige Funktion @(z) finden, fiir welche das Integral

hob

(10) J(o) = [[K(z,{o (@) o) deds
seinen groBten Wert besitzt, wiihrend die Nebenbedingung

(11) J@@)dz =1
erfiillt ist.
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Wir wollen den engen Zusammenhang zwischen diesen beiden Variations-
problemen kurz darlegen. Zu dem Zwecke bestimmen wir zuniichst eine
Konstante ¢ derart, dafl fiir alle Punkte #, y innerhalb .J

c—gqg=>0

ausfiillt. Denken wir uns dann in (8) an Stelle von — ¢ die Funktion
¢ — ¢ eingesetzt, so unterscheidet sich das Variationsproblem, das so
modifizierte Integral bei der Nebenbedingung (9) zum Minimum zu machen,
in nichts von dem urspriinglichen Variationsproblem; d. h. wir diirfen in
unserem ersten Variationsproblem von vornherein — ¢ >0 annehmen, ohne
die Allgemeinheit zu beeintriichtigen.

Nunmehr setzen wir zwischen irgend zwei Funktionen # und @, mit
denen wir die Integrale (8) bzw. (10) bilden, die Bezichung

(12) Lu@) = — w(z)
fest. Bedenken wir, dafl
G(.j") g) — I((x; g)

die Greensche Funktion des Differentialausdruckes L(w) ist, so folgt nach
Satz 11 aus (12)

(13) (@) = [K(z, §)o(k)dE,
und hieraus entnehmen wir wegen (10), (12) und (13), da

D(u) = *juL(_u)dx

ist, die Gleichung

D(u) = J(0).
Wegen — ¢ = 0 ist D(u) nur positiver Werte fihig; mithin ist K(z, &)
ein definiter Kern und seine Eigenwerte A%, 18, 1 ... sind siimtlich

positiv (vgl. Abschnitt 1, Kap. V). Setzen wir nun

b
e,= [o(z)y¥(z)dz,

wo ¢vW(x), v¥(x), v¥(z), ... die normierten Eigenfunktionen des Kerns
K(xz, &) bezeichnen, und entwickeln wir u(x) in eine nach diesen Eigen-
funktionen fortschreitende Reihe, so erhalten wir unter Beriicksichtigung
der Gleichung

b
S K (z, ) (£)dE = ;o5 v (z)
Siox Bhe !

Ce

u(z) = ;(1“ ¥(@) + 1 ¥I(@) + -
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und folglich

h

A - el ct
'[{u(m))'dm = (1‘.1‘])! + ey e ww,
a
Andererseits ist wegen (10)
T(@) = g + g+
Nunmehr wird die Reihe rechter Hand, wenn wir die Nebenbedingung (9)
¢ e
de o =2 SN
@.1;)2 I (lﬂfa)ﬁ + 1

stellen, ihren Minimalwert fiir

e, =4 ¢=0, ¢=0,
und, wenn wir die Nebenbedingung (11)

g4+ =1

stellen, ihren Maximalwert fiir

e,=1, ¢,=0, ¢ =0,
erhalten, wobei A den kleinsten Eigenwert bedeutet. Demnach werden

w(z) = pW(z) und o(z) = ™ (x)
die gesuchten Losungen der beiden Variationsprobleme.

Wir sehen also, dafl vermige der Transformation (12) oder (13) das
Integral (8) in das Integral (10) iibergeht, dagegen nicht zugleich die
Nebenbedingung (9) in die Nebenbedingung (11). Wollen wir letztere
Nebenbedingung erhalten, so miissen wir vielmehr in dem ersten Variations-
problem an Stelle von (9) die Nebenbedingung

h

[z =1,

a
wihlen, wobei # an den Randpunkten £ — @ und # = b verschwinden soll;
in der Tat iiberzeugt man sich leicht, dall die daraus nach den Regeln
der Variationsrechnung entspringende Differentialgleichung wiederum keine
andere als /(o) =0 wird, wo @ = — L(u) ist. Das letztgenannte Variations-

problem erscheint in diesem Sinne mit dem erstgenannten Variations-
probleme iiquivalent.

Achtes Kapitel.
Sich selbst adjungierte partielle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung von elliptischem Typus.

Die in Kapitel VII entwickelte Theorie der gewihnlichen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung liBt sich vollkommen auf die sich selbst
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adjungierten partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung von ellip-
tischem Typus iibertragen, da ja, wie wir in der Einleitung zu Kapitel 1
bemerkt haben, unsere Methoden und Resultate tiber die Integralgleichungen
auch giiltig sind, wenn in denselben an Stelle der einfachen Integrale
mehrfache Integrale stehen und dementsprechend der Kern K eine
symmetrische Funktion zweier Reihen von Variabeln bedeutet.

In der zy-Ebene sei eine geschlossene Kurve C durch die Gleichungen
x=a(s), y=~"b(s)

gegeben, wo a(s), b(s) stetige Funktionen der Bogenlinge s sind, deren
Ableitungen — von einer endlichen Anzahl von Werten s abgesehen —
ebenfalls stetig ausfallen. Das von dieser Kurve ' umschlossene endliche
Gebiet der ay-Ebene werde mit J bezeichnet, die Kurve (' heile die
Randkurve des Gebietes .J. Der allgemeinste homogene lineare, sich selbst
adjungierte, partielle Differentialausdruck zweiter Ordnung von elliptischem
Typus kann stets aut die Form
(P '3“) 4 Sﬁf)
L{u)= + — + qu
op o‘rt f’ IeRT
_pf_)'cr-|—;," Fo a‘;f 57 + qu

gebracht werden. Wir machen iiber die in 7(u) auftretenden Funktionen
folgende Annahmen. Es sei « eine Funktion der Veriinderlichen z, 1,
deren zwei erste Ableitungen innerhalb des Gebietes .J,
Randkurve C stetig sind; ferner sei p irgendeine innerhalb jenes Gebietes
einmal nach z und y stetig differenzierbare Funktion von z, y, die iiber-

sowle an der

dies innerhalb J positiv ausfiillt; endlich sei g irgendeine innerhalb J
stetige Funktion von x, 1.
Bedeutet » wie 2« eine zweimal stetig differenzierbare [Funktion
von z, ¥, so gilt die sogenannte Greensche Formel
: : Lou)
(14) J{FL u) — uL(v)jdJ U!p H——— 'raal({"

darin ist das Integral links iiber das Gebiet o/, das Integral rechts iiber

on

. cv . .
die Randkurve ¢ zu erstrecken, und -, = bedeuten die Ableitungen nach

der ins Innere gerichteten Normale der Randkurve ('; d.J bedeutet das
Fliichenelement von .J, und ds das Lingenelement von (.

Es seien p;, p, solche Funktionen der Variabeln z, y und der Para-
meter & %, die innerhalb J und auf der Randkurve € in bezug auf z, ¥
zweimal stetig differenzierbar und von der Art sind, dall der Ansdruck
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y(@y, En) = — 7l (V@ — '+ (s —0)) + »
1 : ¥ 8 = \
= nl(y)+7n le=vVe—+uy—1)
in bezug auf das Variabelnpaar x, y — wenn nicht gerade x =§ y =1y
wird — der Differentialgleichung
L(u)=0

geniigt; auferdem sei identisch fiir alle & 7

?l(g’b g'}) =1
Ein solcher Ausdruck y (zy, £v) werde eine Grundlisung der Diffe-
rentialgleichung L(u) =0 fiir das Gebiet J genannt.')

So besitzt 4 (u) = 0 die Grundlosung — /(g), und fiir die Differential-
gleichung A(w) + u =0 ist — K(p) eine Grundlosung, wenn K die be-
reits oben (S. 53) benutzte Besselsche Funktion zweiter Art bedeutet.

Setzen wir in der Greenschen Formel (14) fiir » irgendeine Lisung
der inhomogenen Differentialgleichung

L(uxy) = — 2ap(xy)
und an Stelle von ¢ eine Grundlésung y(zy, £9) ein, wobei & % einen
festen Punkt innerhalb o darstellt, so ergibt sich die Formel

(15)  u(ty) =pr'«.15%;) j v(@y, En) p(ry)dS

”-rp(gn j[p xu){ (x'ﬂ J:: aﬂ(r” ?(x'j’gn)}l:a(.qu'
o=bh(

Zu einer vorgelegten Differentialgleichung L(u) = 0 werden offenbar
aus einer Grundlisung unendlich viele erhalten, wenn man ein beliebiges
Integral von L(w) = 0 hinzufiigt, das an jeder Stelle innerhalb J stetig
ist. Fiir unsere weiteren Entwicklungen sind diejenigen Grundlosungen
von besonderer Bedeutung, die an der Randkurve (' gewisse homogene
Randbedingungen erfiillen, und zwar kommen dabei insbesondere diejenigen
Randbedingungen in Betracht, die den Randbedingungen I—V* (8. 41)
in der Theorie der gewéhnlichen Differentialgleichungen entsprechen. Wir
heben hier nur folgende fiinf Arten von Randbedingungen fiir eine Funk-
tion f(xy) hervor:

I. fley) =0  fiir alle Punkte 2, y der Randkurve C.

i, 0

T e »oo» ” ) » ” »

1) Dieser Begriff der Grundlosung ist zuerst von A. Sommerfeld eingefiihrt
worden, vgl. Mathematische Enzyklopiidie Bd. Il, 8. 515. Hinsichtlich ihrer Existenz
vgl. E. Holmgren, Math. Aun. Bd. 58 S. 404.
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af i 2 e £
IIL sk i 0 fiir alle Punkte z, y der Randkurve C.

IV. [fenl = [l [55]- |-3nl+ fiir alle s;

dabei bedeutet der Parameter s die Bogenlange der Randkurve C von
einem festen Punkte s =0 an bis zu einem beliebigen Punkte derselben
gerechnet, wihrend ! die Gesamtlinge der Randkurve (' bezeichnet.

V. Ist die Randkurve C singulire Linie der Differentialgleichung
L(u)=0 von gewisser Art (Nullinie von p), so ist als Randbedingung
die Forderung zulissig: es soll f(zy) bei der Anniherung an die
Randkurve endlich bleiben.

V# Wird die bisherige Betrachtungsweise in der Weise verall-
gemeinert, daB an Stelle der xy-Ebene eine beliebige geschlossene
singularititenfreie Fliche tritt (vgl. diesen Abschnitt S. 64), so kann die
Randbedingung fiir f(zy) durch die Forderung ersetzt werden, daB die
Funktion f(zy) sich tiberall auf der Fliiche reguliir verhalten soll.

Diese Randbedingungen kénnen noch in verschiedenster Weise mit-
einander kombiniert werden derart, daB auf einem Teile der Randkurve C
die eine, auf einem anderen Teile eine andere Randbedingung erfiillt ist.

Eine Grundlssung g(ay, £y) fiir das Gebiet JJ, die als Funktion von
z,y an der Randkurve C eine homogene Randbedingung der genannten
Arten erfiillt, heibt die zu dieser Randbedingung gehirige Green-
sehe Funktion der Differentialgleichung L(u) = 0; ferner heibe

der Quotient
glxy, &n)

pEn) ?
die zu jener Randbedingung gehirige Greensche Funktion des
Differentialausdruckes Lu).

Wenn fiir einen Differentialausdruck L (%) keine Greensche Funktion
im eben definierten Sinne existiert, so verfahren wir genau analog, wie
in dem entsprechenden Falle in der Theorie der gewihnlichen Differential-
gleichungen (S. 44): ist dann nimlich ¥ (zy) eine von Null verschiedene
iiberall stetige Losung der Differentialgleichung L (x) = 0, die die be-
treffende Randbedingung, sowie die Relation

S @O @y)dT =1

)

G(zy, Ey)-——

erfiilllt, so konstruleren wir eine Losung g(xzy, £y) der inhomogenen
Differentialgleichung
L(u) = 2xap(En) v (zy) @ (Ey),

die an der Stelle 2 = & y =7 in derselben Weise wie eine Grundlisung
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logarithmisch unendlich wird, auf ' die betreffende Randbedingung und
iiberdies die Gleichung

Ja(ay, En)vO(@y)dT =0
(e
erfiillt. Die IFunktion

. glxy, En
geniigt der Differentialgleichung
L(u) = 2ayO(xy)p®(Ey).
Die Funktionen g(xy, &), G(zy, £n) werden als Greensche Funktionen
im erweiterten Sinne bezeichnet. Man sieht leicht ein, wie die Definition
der Greenschen Funktion weiter zu verallgemeinern ist, wenn auch im
eben definierten Sinne eine Greensche Funktion nicht existiert.!)
Wie oben (8. 45) gewinnen wir leicht das Symmetriegesetz der
Greenschen Funktion eines Differentialausdruckes
G (§m, E5%) = G (£ 0%, En)
und sodann unter Heranziehung der Formel (15) die folgende Tatsache:
Satz 17. Wenn die Greensche Funktion ecines Differentialansdruckes
L(u) fir eine gewisse Randbedingung als Kern - einer Integralgleichung
erster Art
flay) =fG(3;y, EN ey dd
()
genommen wird, wo [(xy) eine gegebene zweimal stelig differenzierbare, jener
Randbedingung geniigende Funktion ist, so besitzt diese Integralgleiclung
cine und nur eine Lisung @(xy), wnd man erhilt diese Liswng dureh
die Formel

p(ey) = — o L{fay);

wimgelehrt, wenn o (xy) irgendeine stetig differenzierbare Iunktion ist und
eine Lisung der Differentialgleichung
L(f(xy) + 2z (2y) = O
gefunden werden soll, die der gewdhlten Randbedingung gendigt, so ist diese
Lisung dadureh eindeutiq bestimmt, und man erhilt sie durch dic Formel
fay) = [Gay, &n) p(En) dJ.
(C3]

Aus diesem Satze entnehmen wir leicht wie oben (8. 47), daB die

Greensche Funktion G (zy, £%) einen Kern darstellt, der nach der im

1) Uber den Existenzbeweis der erweiterten Greenschen Funktion vergleiche
Kap. IX, und Kap XVIIL
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ersten Abschnitt eingefiihrten Ausdrucksweise sowohl abgeschlossen
als auch allgemein ist.

Nunmehr gehen wir zur Behandlung des Differentialansdruckes
A(w) = L(u) + 2niu
iither und erhalten genau wie oben (8. 46 —51) durch die analogen Schliisse
der Reihe nach folgende Siitze:

Satz 18, Wenn die Greensche Funltion eines Differentialausdruches
L(uw) fiir eine gewisse Randbedingung als Kern der  Integralgleichung
ziweiter Art
(16) fley) = gley) — 2 [Klay, En)g(Ey) dJ

)
genommen wird, so erhilt man die losende Funktion K(xy, &v) dieser Dutegral-
gleichung, indem man die zu der ndmlichen Randbedingung gehirende
Grreensche Funktion des Differentialavsdruches
3 i ) -’
— A(w) = L(uw) + 2xiu

Wir bezeichnen die Eigenwerte 1YY und Eigenfunktionen ¢(zy)
der Integralgleichung zweiter Art (16) auch als die Figenwerte baw.
Eigenfunktionen der Diffeventialgleichung A(u) =10 fiir die be-
treffende Randbedingung.')

Satz 19. Wenn h(zy) eine stetige Funktion von wx, y bezeichnet, so
daf fiir alle Eigenfunktionen &™) (xy) der Differentialyleichuny A(u) = 0

die Gleichung . )
Jh(zy) g (zy)dd = 0
(5]
erfiillt ist, so ist h(xy) identisch 0. <
Satz 20, Wenn die in Fowrierscher Weise gebildete Reilie

v (@y) + v (ay) + - -,
C, = J Flay) ™ (xy)dJ
)

gleichmafiig Lonvergiert, so stellt sie die Funlition f(xy) dar.

1) Die Eigenfunktionen der Differentialgleichung 4w 4 4w = 0 hat . Poincaré
untersucht und als  fonctions harmoniques* bezeichnet. Seit dem Erscheinen seiner
grundlegenden Abhandlung ,Sur les équations de la physique mathématique,
Rendiconti del Circolo matematico di Palermo (1894) haben sich zahlreiche Forscher
mit dem Beweise fiir die Existenz jener fonctions harmoniques und mit dem Problem
der Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach denselben erfolgreich beschiiftigt:
u. a. Le Roy (Annales de 1'Ecole normale supérieure 1898), W. Stekloff (Annales
de la faculté de Toulouse 1900), 8. Zaremba (Annales de 'Ecole normale supérieure
1899, Journ. de Math. 1900), A. Korn (Abhandlungen zur Potentialtheorie 4. Berlin 1902).
Wie es scheint, umschliefen die im folgenden gewonnenen allgemeinen Sitze die
wesentlichen Resultate der genannten Forscher.
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Satz 21. Jede zweimal stetig differenzierbare wund den betreffenden
Randbedingungen geniigende Funltion f(xy) ist auf die Fouriersche Weise
in eime Reihe entwickelbar, die nach den FEigenfunktionen ™ (xy) der
Differentialgleichung A(nw) = O fortschreitet; dicse Reihe Lonvergiert absolut
und gleichmafiy.

Ist statt des Differentialausdruckes 4(u) ein Differentialausdruck von
der allgemeineren Gestalt

v, 0%

L(u) + Mhu= M 4+ Lk + (g + Ak)u

vorgelegt, wo k irgendeine innerhalb des (xebzetes J positive Funktion
von x, y bedeutet, so setze man

"= —
]/A
und multipliziere dann den erhaltenen Ausdruck mit L. dann entsteht

Vi

ein Ausdruck von der fritheren Gestalt, nimlich

3 (1) = I¥() + o,

wo
P dx T oy T,
P$= )
1 1
e
ist. ¥ v

Die Betrachtungen dieses Kapitels VIII lassen sich leicht auf den
Fall iibertragen, dall das Integrationsgebiet -/ auf einer beliebigen Fliche
im Raume gelegen ist: an Stelle des bisherigen Differentialausdruckes fiir
das ebene Gebiet .J tritt dann eine gewisse Verallgemeinerung des Beltra-
mischen Differentialparameters, niimlich der Differentialausdrock

Y ( 92_:*"“: 2 ( 2:T_fii
darin bedeuten x, y die krummluugen Koordinaten der Fliiche und ¢, f, ¢
in bekannter Weise die Koeffizienten des Quadrates des Linienelementes
ds® = eda® + 2fdxdy + gdy®

der Fliche; p bedeutet eine innerhalb oJ positive stetig differentiierbare
Funktion und 4 irgendeine stetige Funktion auf der Fliche. Die Green-
sche Formel (14) gilt fiir irgendein Gebiet J auf der Fliche mit der
Randkurve €' unveriindert in der bisherigen Gestalt.?)

1) Vgl. G. Darboux, Theorie générale des surfaces liv. VII chap. L
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Ist insbesondere die Fliche geschlossen und singularitiitenfrei, so
kann die Randbedingung fiir eine Funktion f(xy) durch die Forderung
ersetzt werden, dafl die Funktion f(zy) sich iiberall auf der Fliche reguliir
verhalten soll (Randbedingung V* 8. 42). Auch in diesem Falle lehrt
unsere Theorie die Existenz der Eigenfunktionen und die Entwickelbarkeit
einer willkiirlichen Funktion auf der Fliche nach jenen Eigenfunktionen
der Fliche.!)

Als Beispiel diene die Kugel A mit dem Radius 1. Wihlen wir fiir
x, y die Polarkoordinaten &, ¢, so erMilt wegen

e=1,
f=0,
g = sin?§

unser Differentialausdruck fiir p = ,—1_; , ¢ = 0 die Gestalt:
v _ 1 1 ¢ ; du 1 7*u)
L(u) — 2x {sin& 29 (Sln 8?‘9) + sin® i Ef?l
Die Greensche Funktion g(#¢, 8 ¢¥) im erweiterten Sinne hat wegen
PO = = ! der Gleichung

T

. 1
Lg) = PED

zu geniigen. Bedeutet ¢ die kleinste sphirische Entfernung der Punkte &, ¢
und 9% ¢* auf der Kugel, so ergibt sich

g(Dg, 9Fg¥) = —1 (2 sin g)

dieselbe erfiillt in der Tat das Symmetriegesetz.)
Die Eigenwerte zum Kern (r = 2xg d. h. die Eigenwerte der Diffe-
rentialgleichung
Aw)= L(u) 4+ Au=20
sind

1) ‘
i =20+ g0 1,9 ..)

und zwar wird allgemein 2" ein 2 4+ 1 facher Kigenwert, indem zu A0
als Eigenfunktionen die 2 + 1 Kugelflichenfunktionen P vom # ten
Grade gehoren; die letzteren erfiilllen mithin die Differentialgleichung

L(w) + 1™y =0

1) Vgl. Kap. XVIIL

2) Diese Greensche Funktion fiir die Kugelfliche haben bereits E. Zermelo,

Hydrodynamische Untersuchungen iiber die Wirbelbewegungen in einer Kugelffiiche,

Zeitzchrift fir Math. und Phys. Bd. 47 (1902) und J. Hadamard, Propagation des

ondes, Paris 1903, berechnet. Beziiglich der Existenz eines Potentials auf einer ge-
schlossenen Fliche vgl. E. Picard C. R. (Paris, 1900 und 1903

Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. b
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und die Integralgleichung
1 [P (9%¢*) G (99, 9%¢*) dK — PW(8p)
(1)
oder

Sn
—nln 4+ 1) / [ Pei(92g®) 1 (2 sin L) sin #dgdo = P (o)
¢ ¢ .

Unser Satz 21 lehrt, daB jede zweimal stetig differenzierbare Funktion
auf der Kugel nach den Kugelflichenfunktionen entwickelbar ist.

SchlieBlich sei noch erwihnt, dafl die Bedeutung der Eigenfunktionen
als Losungen gewisser Variationsprobleme, sowie alle hiermit in Zu-
sammenhang stehenden Tatsachen, wie sie fiir den Fall gewdhnlicher
Differentialgleichungen am SechluBl des Kapitels VII angedeutet sind, ent-
sprechend auch fiir den gegenwiirtigen Fall der partiellen Differential-
gleichungen zutreffen.

Neuntes Kapitel.

Existenz der Greenschen Funktion.
Auftreten eines Parameters in der Randhedingung
bei partiellen Differentialgleichungen.

Auch die Untersuchungen dieses Kapitels betreffen die Integration
partieller Differentialgleichungen mit zwei unabhiingigen Variabeln z, y;
doeh soll nicht wie in Kapitel VIII die Differentialgleichung den Para-
meter 4 enthalten, sondern wir nehmen vielmehr an, daBl der Parameter 1
in der Randbedingung aunftritt. Fs wird sich zeigen, daf auf gewisse
dann entstehende IFragen ebenfalls die im ersten Abschnitt entwickelte
Theorie der Integralgleichungen erfolgreiche Anwendung findet.

Wenn die zu einer Randbedingung gehirige Greensche Funktion
bekannt ist, so wird stets eine gewisse zugehirige Randwertaufgabe lisbar.
Setzen wir beispielsweise in der Formel (15) (S. 60)

y(y, §n) = p(§n) G (xy, £n),
wo G'(xy, &) die zur Randbedingung I gehorige Greensche Funktion
des Differentialausdruckes L(w) bezeichnet, und wihlen dann fiir « irgend-
eine Lisung der Differentialgleichung L{u) = 0, so entsteht die Gleichung

. 1 e oG (xy, &n) .
u(ky) = 2‘1‘./ Lp(my)at(xy) o L:«(Sj{?‘g’
& y=b(s)
diese Formel list die Aufgabe, das stetige Integral u jener Differential-
gleichung L(x) = O im Innern des Gebietes -/ zu finden, wenn seine Werte

auf der Randkurve ¢ gegeben sind.
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In entsprechender Weise bezeichnen wir mit G™(zy, £n) die zur
Randbedingung II gehorige Greensche Funktion des Differentialausdruckes
L(u) und setzen in Formel (15) (S. 60)

y(xy) = p(En) GM(zy, En);
wihlen wir dann fiir « wiederum eine Lisung der Differentialgleichung
L(u) =0, so wird

g 1 (] l U@EY) iy
(17) u(fn) = — 2#5/[—” ay) =5, G (zy, En)LHm

(©) y="hs)

ds;

diese Formel 16st die Aufgabe, das Integral u jener Differentialgleichung
L{u) =10 im Innern des Gebietes J zu finden, wenn die Werte seiner
normalen Ableitung auf der Randkurve (' gegeben sind.

Umgekehrt sieht man sofort wie in der Potentialtheorie ein, daB,
wenn die letztgenannten Randwertanfgaben als losbar erkannt sind, daraus
mit Hilfe einer Grundlésung stets die Ixistenz der Greenschen Funk-
tionen G' bzw. G folgt.

Ehe wir nun der Frage nach der Existenz der Greenschen Funktionen
nither treten, schicken wir einige Betrachtungen voraus, die sich auf
den Zusammenhang zwischen gewissen Kernen von Integral-
gleichungen beziehen. Wie in Kapitel 11l werde, wenn XK (s, ) irgend-
ein Kern ist, die Funktion

b
KK(s,t) = [K(s,r) K(t, r) dr
@
als der aus K (s, t) zweifach zusammengesetzie Kern bezeichnet.
Eine Reihe von Kigenschaften lassen sich von dem Kern K(s, {) aussagen,
wenn die entsprechenden Eigenschaften von KK(s, f) bekannt sind; hier
mogen nur folgende Sitze erwihnt werden:

Satz 20. Wenn der aus K(s,t) zweifach zusammengesetzte Kern
abgesehlossen oder allgemein ist, so ist stets auch der Kern K(s,t) ab-
geschiossen bzw. allgemein.

Satz 21. Wenn K(s, 1) ein abgeschlossener Kern ist und die Integral-
gleichung erster Art mit dem Kern KK (s t) losbar ist, so ist es auch
die Integralgleichung erster Art mit dem Kern K(s, t).

In der Tat, aus ‘

k]
f(s) = [K(s, t) g(t) dt
folgt durch Multiplikation mit K(r, s) und Integration nach s die Gleichung

b b
SEC, $)f(s)ds = [KK(r, t) p (£) dL.

6*



68 Kap. IX. Existenz der Greenschen Funktion.

Wenn f(s) eine gegebene Funktion ist, so wird die linke Seite dieser
“Gleichung ebenfalls eine bestimmte Funktion, und aus dieser folgt die
Funktion ¢(f) durch Losung der Integralgleichung erster Art mit dem
Kern KK(s,1).

Satz 22, Wenn KK(s, t) ein allgemeiner Kern ist, so lifit er sich
stets in eine Reihe entwickeln:

KK(s, t) = 'L'”“‘(;:f}m(o ,_;,r.er.':\:;‘:.;f,- . .. “
wobei 1, 23, . und ¢ (s), PO(s), ... die zu KK(s,t) gehivigen Eigen-
funktionen bzw. Figenwerte bedeuten.

Zum Beweise wende man Satz 7 des ersten Abschnittes auf den
Kern K(s,¢) an und setze in der so entstehenden Entwicklung an Stelle
der Funktion g(f) den Kern K(¢, r) ein.

Da in den Entwicklungen des Kapitels IT und in Kap. VI die Sym-
metrie des Kernes K(s, f) nirgends vorausgesetzt wurde, so existiert fiir
eine Integralgleichung zweiter Art, auch wenn ihr Kern K(s, t) un-
symmetrisch ist, eine ljsende Funktion, d. h. eine Funktion K(s, /) von
der Art, daB

b
K(s, t) = K(s, t) — 4 [K(s, ) K(r, t) dr
a

wird, allemal dann, wenn K(s, ) nur Singularititen von niederer als der
4ten Ordnung hesitzt. Ebenso folgt, dall eine Integralgleichung zweiter
Art, deren Kern K(xy, £4) eine Funktion zweier Variabelnpaare ist, ge-
wil) eine losende Funktion besitzt, wenn der Kern K(zy, &%) nur Singulari-
titen von niederer als erster Ordnung besitzt.

Wenn der Kern K(s, ) baw. K(zy, £y) einer Integralgleichung nicht
symmetrisch ist, so verstehen wir unter dem aus A{(s, ) bzw. K(xy, &)
zweifach zusammengesetzten Kern die Funktionen

KK(s, t) = [K(s, r) K(r, t) dr

bzw.
KK(oy, &) = [K(zy, 1) K, £ a.

&)
Auch die Begriffe Kigenwert und Figenfunktion sind unmittelbar anf
den unsymmetrischen Kern iibertraghar. s kann nun vorkommen, dal
der zweifach zusammengesetzte Kern KN K(s, ¢) bzw. K KN(xzy, £y) an den
Stellen

s=1 bazw. z=E, y=1

nur von niederer als der lten bzw. der ersten Ordnung ‘singuldr ist,
withrend dies fiir den urspriinglichen Kern K(s, f) bzw. K(zy, £y) nicht
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zutrifft.’) In diesem Falle kimnen wir von folgenden Sitzen Gebrauch
machen, die von dem Zusammenhange zwischen den Integral-
gleichungen zweiter Art mit dem urspriinglichen und dem
zweifach zusammengesetzten Kern handeln:

Satz 23, Wewn A =1 ecin Eigewwert der Infegralgleichung zweiter
Art mit dem Kern KK(s,t) ist, so gibl es wunter den zu diesem Figen-
wert gehirigen Fligenfunktionen gewify eine solche  Eigenfunktion ¢(s), die
entweder die Integralgleichuny

¢(s) = +J'1f(_s, t)p(t)dt

ader die Integralgleichung
¢(s) = — [ K(s, t) o (¢) dt

@

befriedigt.
Zum Beweise setzen wir
b
(18) v (s) -.:‘/']\f(s, £ q(t)d

dann wird

[K(r,s)v(s)ds = [KK(r, ) g (t) dt

oder, da ¢(s) als Eigenfunktion von KK(s, ) der Gleichung

(19) @pls) =.['KK‘ s, )t dt
geniigh: r
(20) ¢ (r) = [K(r, s)v(s)ds.

Tragen wir diesen Wert von ¢@(r) in die rechte Seite von (18) ein, so
entsteht

1
¢(s) = [[KK(s, t) y(f) dt,
d. h. die Funktion v(s) erfiillt die néimliche Integralgleichung wie ¢(s).
Wir nehmen der Kiirze wegen an, es giibe nicht zwei voneinander linear
unabhiingige Losungen ¢(s) der Gleichung (19); alsdann folgt notwendig
d'(S) - (.‘(IJ(.‘S‘),

1) Diese Tatsache ist bereits von I. Fredholm bemerkt und in ithnlicher Weise

wie hier zur Auflésung von Integralgleichungen benutzt worden, wenn der Kern fiir
s =1t bzw, &= §, y=n sich singuliir verhialt, vgl. Acta math. Bd. 27 5. 384.
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wo ¢ eine Konstante bedeutet. Die Beriicksichtigung dieser Beziehung in
(18) und (20) fithrt zu der Gleichung ¢* = 1, womit die in Satz 23 auf-
gestellte Behauptung bewiesen ist. Ebenso leicht gestaltet sich der Nach-
weis ohne jene Annahme.

Satz 24,  Wenn die Integralgleichung ziweiter Art it dem  Kern
KK(s, t) fiir den Parameterwert . = 1, d. h. die Integralgleichung

@1) F(s) = p(s) — [ KK (5, 0) g(0)dt

lisbar ist und L =1 mnicht gerade einen FEigenwert des Kerns KK(s, t)
bedeutel, so ist auch die Integralgleichung zweiter Art mit dem Kern K(s, 1),
namlich die Integralgleichung

(22) f(s) = @(s) — [ K(s, ) p(t) dt

a
losbar.
Zum Beweise setzen wir, wenn f(s) eine gegebene Funktion bedeutet,

F(s)=f(s) + [ (O K(s, t) dt

und bezeichnen mit ¢(s) die Liosung der mit diesem F'(s) gebildeten
Integralgleichung (21). Bilden wir dann die Funktion

(23) 08 = [K(s, ) (&) dt + (&)

und setzen dieselbe in (21) an Stelle von g(s) ein, so ist die entstehende
Gleichung genau dieselbe wie die, die man aus (21) durech Multiplikation
mit K(r,s) und Integration nach s erhilt. Daraus folgt, daBl auch ¥ (s)
eine Losung von (21) sein muB. Da aber 1 =1 kein Eigenwert des
Kerns KK (s, t) sein sollte, so besitzt diese Integralgleichung nur eine
Losung; daher mub ¢(s) mit ¢(s) iibereinstimmen, d. h. wegen (23): @(s)
ist zugleich die gesuchte Losung der Integralgleichung (22).

Nach diesen Vorbereitungen stellen wir uns nunmehr die Aufgabe,
fiir exn beliebiges Gebiet J mit der Randkurve ¢ die Greensche
Funktion erster Art, d.h. diejenige Greensche Funktion G*ay, &%),
die zu der Randbedingung I gehirt, fiir einen beliebigen Diffe-
rentialausdruck L(u) zu konstruieren.

Zu dem Zwecke betrachten wir zuniichst den Differentialausdruck

2w 2 u 0P du dP du
D) = por + 50 + 72 by oy

dw cy oy’
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wo P eine beliebige innerhalb J und auf der Randkurve C stetig diffe-
renzierbare Funktion sein moge. Wir nehmen nun an, es sei die zur
Randbedimmng I gehirige Greensche Funktion fiir den Differentialausdruck
dtu

529 s oy " bekannt, und bezeichnen dieselbe mit I'(zy, £v). Ist dann

eine innerhalb .J zweimal stetig differenzierbare und aunf (' verschwindende
Funktion, und setzen wir

(24) D(u) = f(ay),

so entnehmen wir aus der Formel (15) die Gleichung

1 4 : I P
wgn) = o [Tloy, ) (R 2L 222 _ g1 gy
o]

oy oy

und unter Anwendung der Regel fiir die Integration eines Produktes:

1 [IE(FEWQEH)%—D . (I'("Cu,ér.l)h)
— 2_“;(}) l - .

u(gn) = w(@y)dd

dx dy

= g—l,;ff(xy, &) flay)dd,
d. h. die der Randbedingung ;)genﬁgende innerhalb .J stetige Lisung w(z, y)
der Differentialgleichung (24) geniigt der Integralgleichung
(25) F(gn) = u(kn) — [ K(zy, &n) u(zy)dd,
wo zur Abkiirzung v

F(gn) = — o= [ Dlay, o0)f(ey)dd,

V)
E)(I"'(af?h :f) + (P(”"Eﬂ) 2 )}

cx B dy

1

2w

K(!L‘y, ‘E}I’) e
gesetzt ist.

Wir betrachten nun den aus K(xy, £1) zweifach zusammengesetzten
Kern KK(zy, £y). Da der Kern K(zy, &%) fir 2 =§, y = von der
ersten Ordnung unendlich wird, so folgt leicht, dall der Kern KK(xy, £7)
fiir # =&, y = nur logarithmisch unendlich wird. Nach dem oben
Gesagten (S. 68) ist daher die Integralgleichung zweiter Art

F*(zy) = w*(zy) — AJ‘I{K(M , En)w*(En)dJ
)
fiir den variablen Parameter A aufldsbar.

Wiire 4 =1 ein Eigenwert fiir diesen Kern KK(zy, £7), so miibte
nach Satz 23 eine Eigenfunktion g(zy) existieren, die zugleich auch eine
der Integralgleichungen

g(xy) = + [ K(ay, En)@(En)dT
)
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befriedigt; dann aber wiire ¢ (£%) ein auf der Randkurve (' verschwindendes
Integral einer der beiden Differentialgleichungen

ciu LT (}'P au +&1‘ '(u)
¢zt ' 9y* - \fx 3z ' 0y oy/

Da aber fiir jede auf € verschwindende Funktion u die Identitiit
+p([fou\2 du\? S Y ip(o%u . 9% 6Pouw  ePou

(}fe {(-ﬂ) +(ﬁ) }(]J— (})je {Em*+r:- e (51: 5% Oy oy aj)}“‘”

)

gilt, so wiirde sich ¢ (zy) notwendig als Konstante und mithin gleich Null

argeben, was nicht der Fall sein sollte. Die Annahme, da 2 =1 ein

Eigenwert fiir den Kern K K(xzy, £%) sei, ist somit als unzutreffend erkannt.
Nunmehr lehrt Satz 24, dall auch die Integralgleichung (25) eine

Losung besitzt; diese Losung wu(zy) ist das gewiinschte Integral der

Differentialgleichung (24), welches auf der Randkurve C verschwindet.
Es sei zur Abkiirzung gesetzt:

_ 3P(En) AP
PE -__(’jg ? P:“ = Clj ]
o*Pikn) B 0% P(En) c*Pén)
ng*' agﬂ ] Ey — ,g(.ﬂ ] P.'-,‘.__'E.qi e,

r=V@—&+u—n?,
?1=1—§P; 2=~ P, (=)
+4{(8P2+ P2—2P, 2P, }(z— &)
+ 1 { PP, — 2P, } (z— )y —m)
,h{1”+.51”+2P55_21),iq}(3,—a;)2.

Wegen

D(pi )= D) 15— (258 + S0 25— (250 4+ G0 15"

oy
folgt durch eine leichte Rechnung, dalB D(Jﬁz‘,.‘) eine auch an den

Stellen z = £, y =y stetige Funktion wird. Wir bezeichnen mit p,
irgendeine Funktion von x, y, die innerhalb J zweimal stetig differenzier-

bar ist und auf der Randkurve 7 dieselben Werte wie yJ% annimmpt,
und konstruieren alsdann nach dem Vorstehenden die auf (' verschwindende
Losung der Differentialgleichung (24) fiir

7 1

f@y) =D (1l — n);
ist p, diese Losung, so stellt offenbar

: 1
(’L:?’izT“?z‘—?a

die zur Randbedingung I gehorige Greensche |[Funktion der Differential-
gleichung D(u) =0 dar.
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Mit Hilfe des, Satzes 18 und unter Beriicksichtigung einer friiheren
Bemerkung (S.64) folgt dann auch die Existenz der zur Randbedingung I
gehorigen Greenschen Funktion fiir den beliebigen Differentialausdruck L ().

Wir wenden uns nun zu der Frage nach der Existenz der zur
Randbedingung Il gehérigen Greenschen Funktion und betrachten
zuniichst den spezielleren Differentialausdruck

E(p .E__u"-) ‘ (p _c_zs)
& o e/l | ay
L (u) = 9z T oy

der aus L(u) entsteht, wenn man ¢ =0 nimmt. Ist « eine der Differen-
tialgleichung L#(u) = 0 geniigende Funktion, so gibt es offenbar eine

Funktion » der nimlichen Verinderlichen 2,y von der Art, dall

)

g v
) = e
P ciy
du cw
ay 2

wird. Die Funktion » ist hierdurch bis auf eine additive Konstante be-
stimmt; sie geniigt der Differentialgleichung
-1 &v ({1 ov
ey = i) | G
v oy
und heifle die zu # konjugierte Funktion.

Wenn durch s, » irgend zwei von einem Punkte ausgehende Rich-
tungen bezeichnet werden, die in dem Sinne wie die positiven Richtungen
der - und y-Achse zueinander senkrecht stehen, so ist stets

A EH L
cs on’ o0 p oS

Nehmen wir nun an, es gibe fiir den Differentialausdruck M*(v)
eine zur Randbedingung I gehtrige Greensche Funktion ', so existiert
notwendig fiir den Differentialausdruck L*(w) eine zur Randbedingung II
gehorige Greensche Funktion G

In der Tat liflt sich die zweite Randwertaufgabe fiir L¥(u) = O auf
die erste Randwertaufgabe fiir J*(v) = O zuriickfithren. Bezeichnen wir

2

nimlich mit /(s) die fiir ;

i ; =
. vorgeschriebenen Werte auf der Randkurve C
so mufi notwendig

J‘pf'(s) ds =0
()
ausfallen, und daher stellt

g(s) = —._['p;‘ (s)ds
0
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eine stetige Funktion auf der Randkurve C dar. Wir bestimmen nun das
Integral » der Differentialgleichung M* (v) = 0 mit den Randwerten g(s);
ist alsdann — u die zu v konjugierte Funktion, so besitat u offenbar die
vorgeschriebenen normalen Ableitungen auf der Randkurve C.

Wir wenden jetzt die Greensche Formel (14) an, indem wir in der-
selben fiir » die eben konstruierte Greensche Funktion G™ und fiir u
irgendeine stetige Losung von L#(u) = 0 nehmen. G ist im gegen-
wirtigen Falle der Differentialgleichung L*(u) = O eine Greensche Funk-
tion im erweiterten Sinne, da die Konstante eine Lisung von L*(u) =0
mit verschwindender normaler Ableitung liefert; wir haben demgemifi

1
VO (zy) = Vi
IF(G s o2

fG”(a:y, En)dd =0,

)
worin ./ den [licheninhalt des Gebietes J bhedeutet. Die Greensche
Formel (14) liefert
u(En) =—§‘;f[p_-‘j% GH] s+ 5 fuad.
(©) (3)

y=b(s) )
Setzen wir

[“(my)]:zf((:)) - u{s),
[v (xy)]r = a(s) =2(s),

[y, Emle=ac, 'EZ“E = GY(s, 9),
g="bls), n=4b(o
so folgt )
(26) w@) =5, [0 676 05+ e,

()
wo ¢, eine durch die Funktion # bestimmte Konstante bedeutet.
Andererseits gehen wir von der Gleichung M*(v) =0 aus und be-
zeichnen mit ' (xy, ) die zugehorige Greensche Funktion fiir die Rand-
bedingung Il und mit H'(s, 6) die betreffende aus ihr entsprechend
hervorgehende Funktion von s, 6. Da offenbar die zu »(zy) konjugierte
Funktion — u(x, y) wird, so erhalten wir nunmehr die Gleichung
(27 v(6) = — --—J d;—‘és\ HY(s, 6)ds + ¢,,
(=)
wo ¢, wiederum eine Konstante bedeutet.
Die gefundenen Gleichungen (26), (27) sind Integralgleichungen erster
Art mit den symmetrischen Kernen GY(s, ), H'(s, 6). Diese Kerne
sind von der Gestalt
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c(|ls—a )+ 5(s, 0),
wo ¢ eine Konstante und S(s, ¢) eine stetige Funktion von s, 6 bedeutet.
Mittelst (27) folgern wir dann, daB v(¢) gewill einmal stetig differentiier-
bar ist, sobald
bar ist. Da unte1 dieser Voraussetzung die Formel (27) die Integral-
gleichung (26) auflost, so schliefen wir leicht, daB der Kern G'(s, @)
der Integralgleichung (26) sowohl abgeschlossen wie allgemein ist,

o 8) einmal, d. h. sobald wu(s) zweimal stetig differentiier-

Als Beispiel wihlen wir den Fall p = 1, wo die Gleichung L#*(u) =0
die bekannte Potentialgleichung wird; als Jebzet JJ diene der Kreis mit
dem Radius 1, Die Rechnung el'gibt das Statthaben der Relationen

T

dv(s) . 88—
u(6) = ;J :i;s 1(2 sin.~ 2 )u’s,

v(e) = ——j d“ks ) sin ® a— )ds,

wobei u(s) die Werte des Realteiles, »(s) diejenigen des Imaginiirteiles
einer analytischen Funktion auf der Kreisperipherie bedeuten, wiihrend

die Gleichungen
+n

f u(s)ds =0,
_.ﬂ
/1‘(3\&75 =0

.
1

erfiillt sind.
Setzen wir an Stelle der Veriinderlichen s, ¢ baw. 7z, x§ so nehmen

die gefundenen Formeln die Gestalt an

+1
(28) u(t)= %'](EZE:)Z(? sina” (13 :——f (x)cotrr 7 —n—)d.z 3
1

+1 +1
(29) v(f)=— if";? (2 sinx *7%) dz= lju(a:)cotﬂ'( S 5)da.
o |
Die letztere Formel (29) geht durch Produktintegration und Differentiation
nach « in die Formel

|
el

+1

dv(& 1 d*u(x) 9 r—& .
7 i Z(H sinx )d:r

=1
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iiber. Die Einsetzung dieses Wertes von ;—: in die erstere Formel (28)
liefert

§) =— fd ’:_ﬂ Ljf (2.' sing =Y ) l (2 sin::igyg) a’y} da;
diese Formel gilt fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion u, die
von — 1 bis + 1 integriert Null liefert.
= i £ 5 o : : 1*
Wenden wir nun Satz 11 (8. 46) auf den Differentialansdruck ;:;ﬁ

(30)  u(

an, indem wir als Greensche Funktion die zu den Randbedingungen 1V
gehorige, oben (S. 45) berechnete Funktion wiihlen, so folgt fiir jede
zweimal stetig differenzierbare, jenen Randbedingungen gentigende Funk-
tion w die Identitiit

-t]
; 3 d*w (x)
(31) w@)=— [t o— b+ 1@t 1) T g

=1
Aus den Formeln (30) und (31) entnehmen wir durch eine sehr leichte
Uberlegung, daB notwendig
+1
— &=~ l+3(F—E 4 3 :;;IT(2 ».1n:r--T” )l(..‘? sin:rx;y')d;‘l
-1

sein mull; wenn wir also die symmetrischen Funktionen

K(z,8) =1 (-3 sinx®7),

2
KK(z,&§)=—1z—E|+ 1 (x—E)?
als Kerne auffassen, so ist der letztere derjenige Kel'n, dvr aus dem
ersteren durch zweifache Zusammensetzung entsteht. Der Kern K(z, &)
mufl mithin dieselben Ligenfunktionen besitzen, wie K K(x, §): dieselben
sind nach dem Obigen (5. 55)
sin mar, Cos mMaTL, (m=1,2,38 ...).

Die Eigenwerte von K (z, &) sind die Quadratwurzeln aus den Eigenwerten
des Kerns K K(x, &), d. h. da jener Kern definit ist, gleich den ganzen
positiven Vielfachen von z. Diese Eigenwerte sind zweifach; doch ist
der Kigenwert Null, zu dem die Konstante als Kigenfunktion gehért, noch
als einfacher Eigenwert hinzuzurechnen.

Die Formeln (28), (29) sind wegen ihrer fruchtbaren Anwendung auf
die Theorie der analytischen Funktionen von besonderer Wichtigkeit.!)

1) Vgl. 0. D. Kellogg, Zur Theorie der Integralgleichungen, Inauguraldisser-
tation Gottingen 1902, wo einige der in den Vorlesungen des Verfassers dargelegten
Anwendungen beriihrt werden.
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Wir haben oben die Greensche Funktion G (xy, &%) fiir den Differential-
ausdruck L*(u) konstruiert. Wenn aber die Gleichung I#(u) = 0 eine
zur Randbedingung Il gehirige Greensche Funktion besitzt, so folgt aus
Satz 18 unter Heranziehung einer fritheren Bemerkung (8. 64) auch die
Existenz der Greenschen Funktion G"(zy, &y) fiir den allgemeinen

Differentialausdruck
L(u) = L*(u) + qu.

Wir kommen endlich auf das zu Beginn dieses Kapitels in
Aussicht gestellte Problem zuriick.

Es sei fiir das Gebiet J der xy-Ebene die sich selbst adjungierte
Differentialgleichung L(u) = O vorgelegt; man soll dasjenige Integral
dieser Differentialgleichung finden, welches auf der Randkurve €' des
Gebietes JJ die Randbedingung

(32) 29 St du+h(s)=0

erfiillt, wo 1 den Parameter und A(s) eine gegebene Funktion der Bogen-
linge s auf der Randkurve €' bedeutet. G™(xry, £y) bezeichne wiederum
die zur Randbedingung II gehorige Greensche Funktion, so dall iiberall

auf der Randkurve €

oG (xy, &n) 0

L ‘
wird; alsdann gilt die Formel (18) und wegen (32) erhilt diese die
Gestalt
u(bfq) 5 /q[[){ri;) (Aulzy) + his) (rH(J,J, ;11) ] - a(, yds;
({) y==b(s)

diese Formel werde mit 1p (&%) multipliziert und in ihr &€ — a(6), y="0(0)
genommen. Setzen wir dann zur Abkiirzung

h/i”('-; 1”’!4'; Y] '.i)]-.:;!(”) o (]'?((ﬂ,

n="h(a)

1 : 7 e
27 [th."""yip(\‘-” 1) “"(:ﬂj’}, ‘E ?”-I::u(a}- Si=a(v) = K(S) g),

=4, n==bt(o)

i fl'p(wy)l/p( M) G @Y, E0), — o, <o b (5) ds = £(),

“5) y="b(s8), n==4(n)
so erhilt sie die einfache Gestalt

(33) 1(6) = (o) — 2 [ K(s, o) g (s) ds.
()

Da wegen des Symmetriegesetzes der Greenschen Funktion auech die
Funktion K (s, 6) in den Veriinderlichen s, ¢ symmetrisch wird, so er-
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kennen wir in der Gleichung (33) eine Integralgleichung zweiter Art, die
genau von derjenigen Gestalt ist, wie wir sie im ersten Abschnitt be-
handelt haben. Der Kern K(s, 6) dieser Integralgleichung ist in den
Variabeln s, ¢ stetig auller fir s =g, wo A{(s, ¢) wie der mit einer Kon-
stanten multiplizierte Logarithmus von |s — ¢| unendlich wird.

Wir bezeichnen die Eigenwerte A und Eigenfunktionen 3(s) der
Integralgleichung (33) auch als die Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen
der Randbedingung

o
= +du=0
fiir die Differentialgleichung L(u) = 0.

Da K(s, 6) nach der obigen Bemerkung (8. 75) ein abgeschlossener
und allgemeiner Kern ist, so folgen, wenn wir die oben (S. T4) gefundene
Auflosung der Integralgleichung erster Art (26) beriicksichtigen, aus den
Sitzen 3—7 des Abschnittes I eine Reihe von Tatsachen, unter denen der
Kiirze halber nur die folgende hervorgehoben werde:

Satz 25. Jede zweimal stetig differenzierbare Funktion auf der Rand-
fwrve ' ist in der Fourierschen Weise tn eine Reilie entwickelbar, die nach
den Ligenfunltionen der Randbedingung

au
5 +iu=0
fortschreitet; die Reihe Tonvergiert absolut und gleichmif3ig.

Aus den letzten Betrachtungen kann zugleich die Existenz einer zur
Randbedingung III gehiorigen Greenschen Funktion ' gefolgert werden.
Da wir oben unter der Annahme der Greenschen Funktion G' fiir die

Potentialgleichung ;;' g1 .iy;: = 0 die Existenz von G und G™ fiir den all-
gemeinen Differentialausdruck L(u) bewiesen haben,.so kimnen wir zu-
sammenfassend folgendes Resultat aussprechen:

Satz 26.  Fir einen Differentialausdruck L(w) gibt es stets die Green-
schen Funltionen G4, GY GY die zu den Randbedingungen bzw. 1, 11 111
gehiven, wobei besonderenfalls der Begriff der Greenschen IPunltion im er-
weiterten Sinne zu verstehen ist.

Um noch kurz das zugehorige Variationsproblem zu berithren, nehmen
wir an, es sei g eine innerhalb J nirgends positive Funktion; alsdann
wird das Integral

o) = f 1o () + (53)) vt}
)

gewill niemals negative Werte erhalten. Sollen wir nun diejenige Funk-
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tion # bestimmen, die D(u) zu einem Minimum macht, wihrend fiir die
Randwerte von w die Bedingung

ﬁm"ci’s =1

()
erfiillt ist, so fiithrt die Variationsrechnung auf die Differentialgleichung
L(u) = 0, wihrend am Rande die Gleichung

9% 4 Ju=0 (4 = konst.)

on
gelten muB. (Dirichletsches Variationsproblem.)
Setzen wir, wenn wu(xy) irgendeine Lisung der Differentialgleichung
L(u) = 0 bedeutet, zar Abkiirzung

w(s) = []/pt.rr;) gy m”:|

r:ﬂ(s),
y="0b(s)
so ist wegen Formel (17)
! o d )
|VP(§'E)”(E’?)IE=t:(~)=_ ILJ’(x"J')] p(En) GY(zy, En) 1!((-;:;?!] e ds
y="b{a) r=a(s), S=a(o)
lf-'} y= b() n=b(0)
=— [K(s, 0) o(s) ds.
(©)
Andererseits wird
ou
D) =— fuL(u)dJ_ ﬁm 5 ds
) ()

j (s,6)w(s)w(e)dsds.
[(5]

Hiernach geht das vorige Variationsproblem in folgende Aufgabe
iiber: man soll eine Funktion w(s) bestimmen, fiir welche das Integral
[ [K(s, 0)o(s)o(s)dsds

() ()

ein Minimum wird, wenn die Nebenbedingung
SUJE (s, 0)o(s)ds)*de = 1
© (©

erfiillt ist. (GauBsches Variationsproblem).

Die Formel (34) lehrt, daB bei unseren Annahmen der Kern K(s, o)
definit ist und daher die Eigenwerte siimtlich positiv ausfallen; wir be-
zeichnen die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des Kerns K(s, ¢) mit
AN, 2@, .. baw. 9(s), E(s), .

In ganz analoger Weise, wie in Kapitel VII (8. 57—58) ausgefithrt
wurde, erkennen wir nunmehr leicht, dafl

0(s) = A0pM(s)
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das gewiinschte Minimum liefert; mithin ist:

[Vaag)utay)le—giy = v

y=b

Eine interessante Anwendung findet unser Satz 25 zur Losung des
Problems der kleinen Schwingungen einer in einem (efiiBe befindlichen,
der Schwere unterworfenen Fliissigkeit.!) Hierbei handelt es sich um
die  Auffindung des Geschwindigkeitspotentiales /.  Dasselbe ist eine
Funktion des Ortes @, y und der Zeit ¢, die im Innern der Fliissigkeit
fiir alle Zeiten ¢ der Gleichung

LU | U
= ozt i ay* Y
an der festen Wand fiir alle ¢ der Bedingung
aut
an 0
und auf der Horizontalen y = O fiir alle ¢ der Gleichung
AL
oi* oy

geniigt, withrend fiir # = 0 die freie Oberfliche in der Horizontalen y = 0
liegen und daselbst die vertikale Geschwindigkeit (Ej; als Funktion von x
etwa = f(x) gegeben sein soll.
Der Ansatz
U= u cos (Yit)

liefert fiir die von ¢ unabhiingige Funktion x an der festen Wand die
Bedingung .

1t N

¥ )

an
und an der Horizontalen y = 0 die Bedingung

0% + Ju=0, (4= konst

5+ Au=0, (1=konst),
withrend im Inneren der Fliissigkeit iiberall 4u = 0 sein muB. In der
voranstehenden allgemeineren Entwicklung haben wir mithin p=1; ¢ =0
zu nehmen und das Randintegral nicht iiber die ganze Randkurve C,
sondern nur iiber die Horizontale y = 0 zu erstrecken. DBedentet also
G(zy, £y) die zur Randbedingung 11 gehirige Greensche Funktion fiir
das von der Gefillwand und der Horizontalen y = 0 begrenzte Gebiet, so
lantet der in Betracht kommende Kern

K(z,8) =, G"(x0, £0).

1) Vgl insbesondere Poincaré, Journ. de Math., 1896.
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Bezeichnen wir mit 10, 23, ... ¢vO(z), y&(z), ... die Eigenwerte bzw.
die Eigenfunktionen dieses Kerns und entwickeln wir die gegebene
Funktion f(z) nach diesen Eigenfunktionen, wie folgt

(@) = ¢90(2) + ey®(@) 4 - - -,
so wird das hydrodynamische Problem durch die Formeln
[i;j] g () eos (VANE) + ¢, @(x) cos (Y1®E) + - - -
[Uly=0= 425 cos (Va02) + %@ cos (a8) 4 - - -
gelost.
Die Ausdehnung unserer Untersuchungsmethode auf mehr als zwei
Veriinderliche bietet keine prinzipielle Schwierigkeit.

Dritter Abschuitt.
Anwendungen auf Probleme der Funktionentheorie.

Zehntes Kapitel.

Riemanns Probleme in der Theorie der Funktionen
einer komplexen Verdnderlichen.

Riemann hat in seiner Inauguraldissertation (Abschnitt 19) die all-
gemeine Aufgabe gestellt, Funktionen einer komplexen Verinderlichen
innerhalb eines von einer gegebenen Randkurve begrenzten (ebietes der
komplexen Ebene zu bestimmen, wenn zwischen den Real- und Imaginiir-
teilen der Funktionen auf jener Randkurve Relationen gelten sollen, deren
Koeffizienten auf der Randkurve sich stetig findernde gegebene Funktionen
sind. Die Theorie der Integralgleichungen bietet die Mittel zur Losung
dieser Riemannschen Fragestellung fiir den Fall, dal die auf der Rand-
kurve gegebenen Relationen lineare sind.')

Die Methode der Integralgleichungen ist auch auf weit allgemeinere
Probleme anwendbar; sie fiilhrt insbesondere nicht nur zum Ziele, wenn
fiir die Werte der gesuchten Funktionen selbst auf der Randkurve lineare
homogene oder inhomogene Relationen vorgeschrieben sind, sondern auch,
wenn noch die Ableitungen erster oder hoherer Ordnung der gesuchten

1) Man vgl. einen Vortrag des Verfassers ,Uber eine Anwendung der Integral-
gleichungen auf ein Problem der Funktionentheorte. Verhandlungen des III. Inter-
nationalen Mathematiker-Kongresses Heidelberg 1904*, sowie die Dissertationen von
Kellogg und Haseman, Gittingen 1902 u. 1907; vgl. auch den Auszug aus der Disser-
tation von Haseman: Math. Ann, Bd. 66.

Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 6
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