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Erster Abschnitt.
Allgemeine Theorie der linearen Integralgleichungen.

Es sei K(s,#) eine Funktion der reellen Veriinderlichen «, ¢; f(s) sei
eine gegebene Funktion von s und ¢(s) werde als die zu bestimmende
Funktion von s angesehen; jede der Veriinderlichen s, # mige sich in dem
Intervalle a bis b bewegen: dann heifle

b
f(s) = | K(s, ) 9 (1) at
eine Integralgleichung erster Art und
b
f(s) = p(s) — & [K(s, ) ¢ () dt

eine Integralgleichung zweiter Art; dabei bedeutet 2 einen Parameter.
Die Funktion K(s, f) heille der Kern der Integralgleichung.

Durch die Randwertaufgabe in der Potentialtheorie wurde zuerst
Gaufl auf eine besondere Integralgleichung gefiihrt; die Benennung
oIntegralgleichung® hat hereits P. du Bois-Reymond') angewandt. Die
erste Methode zur Auflisung der Integralgleichung zweiter Art riithrt von
C. Neumann?®) her; dieser Methode zufolge erscheint die Funktion ¢ (s)
direkt als eine unendliche Reihe, die nach Potenzen des Parameters 1 fort-
schreitet und deren Koeffizienten gewisse durch mehrfache Integrale
definierte Funktionen von s sind. Eine andere Formel zur Auflésung der
Integralgleichung zweiter Art fand Fredholm?®), indem es ihm gelang,
¢ (s) als Bruch darzustellen, dessen Zihler eine bestiindig konvergente
Potenzreihe in 4 mit gewissen von s abhiingigen Koetfizienten ist, wiithrend
als Nenner ecine bestiindig konvergente Potenzreihe in 2 mit numerischen
Koeffizienten auftritt. Den direkten Nachweis der Ubereinstimmung der

1) Bemerkungen iiber 42 =0. Journ. f. Math. Bd. 103 (1888).
2) Uber die Methode des arithmetischen Mittels. Leipz. Abh. Bd. 13 (1887).
3) Sur une classe d'équations fonctionnelles. Acta mathematica Bd. 27 (1903),
und die daselbst zitierte Abhandlung iiber denselben Gegenstand aus dem Jahre 1899,
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 1



2 Einleitung zu Kap, I—VI,

Formeln von C. Neumann und Fredholm erbrachte auf meine Anregung
hin Kellogg'). In dem besonderen Falle gewisser Randwertanfgaben
in der Potentialtheorie hat Poincaré®) als der Erste den Parameter 1
eingefiihrt, und ihm gelang es auch zuerst nachzuweisen, dafl die Losung
notwendig als Quotient zweier bestiindig konvergenter Potenzrethen in 1
darstellbar sein mufl. Eine dritte Methode zur Losung der Integralgleichung
zweiter Art, die auch zugleich auf die Integralgleichung erster Art an-
wendbar ist, werde ich in Kapitel XIII auseinandersetzen. Die Auflosung
besonderer Integralgleichungen gelang Volterra®). In gewissen Fillen
liBt sich die Integralgleichung erster Art auf die zweiter Art nach einer
von mir angegebenen Methode?!) zuriickfiihren.

Die niihere Beschiiftigung mit dem Gegenstande fiithrte mich zu der
Erkenntnis, dafi der systematische Aunfbau einer allgemeinen Theorie der
linearen Integralgleichungen fiir die gesamte Analysis, insbesondere fiir
die Theorie der bestimmten Integrale und die Theorie der Entwicklung
willkiirlicher Funktionen in unendliche Reihen, ferner fiir die Theorie der
linearen Differentialgleichungen und der analytischen Funktionen sowie
fiir die Potentialtheorie und Variationsrechnung von hochster Bedentung
ist. Ich beabsichtige in diesem Buche die Frage nach der Losung der Integral-
gleichungen zu behandeln, vor allem aber den Zusammenhang und die
allgemeinen Eigenschaften der Losungen aufzusuchen, wobei ich meist die
fiir meine Resultate wesentliche Voraussetzung mache, dall der Kern K(s,7)
der Integralgleichung eine symmetrische Funktion der Verinderlichen s,
ist. Insbesondere im vierten Kapitel gelange ich zu Formeln, die die
Entwicklung einer willkiirlichen Funktion nach gewissen ausgezeichneten
Funktionen, die ich Figenfunlktionen nenne, liefern: es ist dies ein
Resultat, in dem als spezielle Fiille die bekannten Entwicklungen nach
trigonometrischen, Besselschen, nach Kugel-, Laméschen und Sturm-
schen Funktionen, sowie die Entwicklungen nach Funktionen mit mehreren
Veriinderlichen enthalten sind, wie sie zuerst Poincaré (a.a.0.) bei seinen
Untersuchungen iiber gewisse Randwertaufgaben in der Potentialtheorie
nachwies.  Meine Untersuchung wird zeigen, dafi die Theorie der Enl-
wicklung  willkiirlicher  Funlktionen dwrchaus wicht die  Heranzichung wvon
gewilnlichen oder partiellen Differentinlgleichungen erfordert, sondern daf

1) Zur Theorie der Integralgleichungen. Gott. Nachr. 1902,

2) Sur les équations de la physique mathématique. Rendiconti del eircolo di
Palermo t. 8 (1894). La mdéthode de Neumann et le probleme de Dirichlet. Acta
mathematica Bd. 20 (1896—97).

3) Sopra alcune questioni di inversione di integrali definiti, Annali di mate-
matica 8. 2 t. 25 (1897.)

4) Vgl. Kellogg, Zur Theorie der Integralgleichungen. Inaugural-Dissertation,
Gittingen 1902, sowie Math. Ann. Bd. 58.



Einleitung zu Kap. I—VIL. 3

die Integralgleichung es ist, die die notwendige Grundlage und den
natiirlichen  Ausgangspunkt fiir eine Theorie der Reihenentwicklung bildet
und dafy eben jene erwdilmten Intwicklungen nach  Orthogonalfunktionen
wur  Spezialfildle eines  allyemeinen Integralsatzes sind — eines Satzes
iiberdies, der als die direkte Erweiterung des bekannten algebraischen
Satzes von der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form in
die Summe von Quadraten anzusehen ist. Das merkwiirdigste Resultat
ist, dafy die Entwickelbarkeil einer Funlklion nach den zu einer Integral-
gleichung zweiter Art zugehivigen Eigenfunktionen als abhéingig erscheint
von der Lisbarkeit der entsprechenden Integralgleichung erster Art.

Zugleich erhiilt dabei die Frage nach der Existenz der Eigenfunk-
tionen eine neue und vollstindigere Beantwortung. In dem besonderen
Fall der Randwertaufgaben der Potentialtheorie hat bekanntlich die Existenz
der Eigenfunktionen zuerst H. Weber!) auf Grund des Dirichlet-
Thomsonschen Minimalprinzipes zu heweisen gesucht, und sodann hat
Poinecaré (a.a. 0.) den Existenzbeweis mit Benutzung der von H. A. Schwarz
ausgebildeten Methoden wirklich erbracht.  Dwreh  Anmwendung meiner
Theoveme folgt wicht nur die Fzistenz der Figenfunktionen im allgemeinsten
Falle, sondern meine Theoric liefert zugleich in einfacher Form eine not-
wendige und  hinvelchende Bedingung  fiir  die Lwistenz wnendlich vieler
Figenfunkiionen.

Die Methode, die ich in den folgenden Kapiteln I—VI anwende,
besteht darin, daB ich von einem algebraischen Problem, nimlich dem
Problem der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form von »
Variabeln in eine Quadratsumme, ausgehe und dann durch strenge Aus-
fiihrung des Grenziiberganges fiir » = oo zur Losung des zu behandeln-
den transzendenten Problemes gelange.?) Dieselben Theoreme iiber Integral-
gleichungen mit symmetrischem Kern werde ich in Kapitel XIV auf einem
anderen Wege mittels der Methode der unendlichvielen Variabeln entwickeln.

Der leichteren Fafilichkeit und der kiirzeren Darstellung wegen habe
ich mich bei Darlegung der allgemeinen Theorie stets auf den Fall einer
Integralgleichung mit einfachew Integrale beschrinkt. Doch sind die
Methoden und Resultate auch giiltig, wenn in den oben angegebenen
Integralgleichungen an Stelle der einfachen Integrale Doppel- oder mehr-
fache Integrale stehen und K sodann entsprechend eine symmetrische
Funktion zweier Reihen von Variabeln bedeutet.

1) Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung Ju 4 k*u — 0.
Math. Ann. Bd. 1. (1868.)
2) Die Grundidee dieser Methode habe ich seit W.-8. 1900—1901 wiederholt im
Seminar und in Vorlesungen zum Vortrag gebracht.
1*



4 Kap. I. Lisung des algebraischen Problems.

Erstes Kapitel

Losung des algebraischen Problems.

Es migen K(s, 1), f(5), ¢(s) die zu Anfang dieser Mitteilung an-
gegebene Bedeutung haben; Jedoch nehmen wir das Intervall der Variabeln s, ¢
der Einfachheit halber als das Intervall 0 bis 1 an; auflerdem sei K(s, )
eine symmetrische Funktion in s,f. Ferner verstehen wir unter » eine
bestimmte positive ganze Zahl und benutzen fiir die folgenden Beweis-
fithrungen die abkiirzenden Bezeichnungen:

-K( g g=1,2, ..., 0)

n' m

Kay = K2y, + Ko,y + Koy 239, + -+ - + K, 2,9,

nntn
!
= Ixm.r‘.,u 11{ Aw),
] o [ } Ly
¥p =9 { :4 )4’ f;* = (zn—)’ (p =12 .. s “)’
Kz = Ko, + Ko, + - - + Kz,
]{.’:q ]\.alml 4+ K, 9y + < ¢+ Kgn-rn:

K, =K, 2z, + K 2, +---+ K =z,
Lz, y] = 2 + Tl + - + 2,9,
Es ist offenbar
Koy = [Ka, y] = [Ky, ).
Wir legen nun das algebraische Problem zugrunde: es seien aus den
n linearen Gleichungen
f1=‘h Zk-hn‘ﬁ i "+I(1;.(Iu)s
(1‘.’ ‘: I(I{EI qjl = = J{i’uqn)a

—
\I

oder kiirzer

&y 2000 GaiwswEiEs

die. » Unbekannten ¢,, ¢,, ..., ¢, zu ermitteln, wiihrend die Werte f,
und die Koeffizienten K, gegeben sind und [ ebenfalls als ein bekannter
Parameterwert anzusehen ist. Wir ziehen zugleich die Eigenschaften der
Losungen und den Zusammenhang wmit dem Problem der orthogonalen
Transformation der quadratischen Form Kaz in Betracht,
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Um dieses algebraische Problem zu losen, gebrauchen wir die Deter-

minanten
1— LICH; o IKIB-‘ “aay e ["I{Iu

- M oikn i
- IJ{M) - (:}(nE ? L — IK/m
Y1 1 I?Kln "11{12 —"Km
x
DL =gy —1K,, 1 —1K,, — 1% 5
Yis: = "'Km) o ’j{n:’ ® sy i lﬁ‘mr

deren erste die Diskriminante der quadratischen Form
|z, z] — I Kzx

x
»

ist. Bezeichnen wir mit D (?, I; ) diejenige Determinante, die aus I (I )
y ! Y,
entsteht, wenn man darin allgemein y, durch
-K'.'fp - -Kp:ffl + ]‘r)ﬂ?".‘ ki ‘[{_puyn
ersetzt, so gilt, wie leicht ersichtlich ist, identisch in 2z, y und [ die
Gleichung:

5 N Fi i
(3) () [z 9] + D (1, 5) = 1D (4 h.”) — 0.
Unser Problem bestand nun darin, aus den Gleichungen (1) oder (2)
die # Unbekannten ¢, ¢,, ..., @, zu ermitteln, d. h. eine Linearform
[-‘T? ql = 3"] ff‘l + xﬂq:ﬁ Tttt -J[“ a:uqu
zu finden, die identisch in x die Gleichung
£ 2] = [g; @] — [ Ky, 7]

erfiillt.

Diese Gleichung wird, wie aus (3) unmittelbar einleuchtet, durch die Formel:
D, )

! SN

[,4) [xr tp] T Al

gelost. Wenn also der Parameterwert / so beschaffen ist, daB d(I) <0
ausfillt, so sind die Koeffizienten der Linearform (4) die gesuchten Werte
der Unbekannten ¢, @, ..., ¢@,. Dieses Resultat ist von der Voraus-
setzung der Symmetrie K, = K , unabhiingig,.
Bekanntlich sind die Wurzeln der Gleichung
d(l)=0
simtlich reell; wir bezeichnen sie mit
10, 1@, W

und nehmen an, daB sie voneinander verschieden sind.



6 Kap. . Losung des algebraischen Problems.

Bedeuten d,, (1), . .., d,,(I) die Unterdeterminanten der Determinante d({)
in bezug auf ihre » Diagonalelemente und ist d'(f) die Ableitung von d({)
nach [, so gilt identisch in [ die Gleichung

dy @) + -+ + dyy () = nd() — 14 @),
und hieraus folgt fiir { ="

) GaU) -+ 4, (1) = — IO (10).

Da unserer Annahme zufolge ' (I?)) nicht Null sein kann, so sind auch
die links stehenden Unterdeterminanten gewifl nicht simtlich Null, d. h.
die homogenen Gleichungen

(6) S i

besitzen fiir [ — /" ein gewisses Lisungssystem

— ) —_ .’
Pr=0 ..., 9, =@
das bis auf einen allen diesen n# Grofien gemeinsamen [aktor eindeutig

bestimmt ist. Da wegen (3) die Koeffizienten von y,, ..., y, in dem
Ausdruck

h T
D (1®,7)

unabhiingig von den Werten z,, ... z, Lisungen der homogenen Glei-
chungen (6) sein miissen, so gilt der Ansatz
t x g " g
D (10, %) = [v, 2] [g®, y].
wo der erste Faktor rechts eine lineare Form in z,, ..., 2, bedeutet.
Hieraus folgt wegen der Symmetrie des Ausdrucks linker Hand bei Ver-
tauschung von z mit y

D (1, %) = Clg®, 2] [¢%, 4],

wo unter (! eine von @, y unabhiingige Konstante zu verstehen ist, und
wenn wir den vorhin erwiihnten gemeinsamen Faktor geeignet gewiihlt
denken, so finden wir

(T D (19, %) = + [¢, 2] [ 9]

Aus dieser Gleichung schlieflen wir durch Vergleich der Koeffizienten
der Produkte

TyYuiy - ooy LYy
auf beiden Seiten die speziellere Formel
(®) Ay (1) + - + d,, (10) = F [, g0),

und wegen () ist somit
(9) [, g®] = £ IOTA®), (h=1,2, ..., n)
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und sodann nach (7)

D (Nl, m) ) o
yx 1 0
(10) T 'tgmgn;) ~le [‘puu]‘ Eg:m] :'!l, (h=1,2, ..., n).

Die Gleichung (9) zeigt an, daB in den Gleichungen (7), (8) das obere
bzw. das untere Vorzeichen auf der rechten Seite zu nehmen ist, je nach-
dem I™d’(I™) positiv oder negativ ausfiillt. Die Gleichungen (6) schreiben
wir als Identitiit in z, wie folgt
(11) [¢®, 2] = {“[p®, Kz]
und entnehmen daraus, weil /) und {®) bei ungleichen Indizes verschieden
sind, die Beziehung

(90, ¥ =0,  (h+1).

Um endlich den Zusammenhang mit der Theorie der orthogonalen
Transformation der quadratischen Form zu erhalten, gehen wir von dem
Ausdruck

T
L_’ (l’ y)
d(l)
aus. Da der Zihler eine Funktion (# — 1)-ten Grades in ! und der
Nenner vom nten Grade in [ ist, so erhalten wir nach den Regeln der
Partialbruchentwicklung unter Benutzung von (10)

x x n &
D,) D) D(1,)
d(l) S i'('l:'ﬁj Tl — S d’ (1) I — jta
_ ['lpm ] [pn,y] IV Do [e™, ] [p™,y] I®
[q,m mun} T —q i [(Pmi g 1 — ™2

eine Formel, die identisch in @, y, I erfiillt ist. Fiir I = 0 gehen hieraus
die Formeln

/ ! 1 &
(12) [x]—DU%J+ +D(’Q
= b y - I o (!-’1}) Il o an})
- . [lp{”, (EJ [qz,fl'r‘ J] o [rp“”, .‘L‘] [q;un’ y_l
(l‘}) o [q}m) q_,fl:J 4 i [(p'm_ ‘F"”IJ

hervor. Setzen wir hier an Stelle von y die lineare Kombination Ky,
so erhalten wir mit Riicksicht auf (11) die Identitéit

_ D7) D (1, 7)
(14) Koy=[Kz y]=[z, Ky]= doEFaay T 3 [ AL
_ ll)‘ (1)I 1 n) (n)
(15) = [r?m [z](l[)?:q,myl e [q;m; Ian[)tp ch]

Wir fiigen noch die besonderen Formeln hinzu, die aus den beiden letzteren
durch Gleichsetzen der 2 mit den y hervorgehen:



8 Kap. II. Losung des transzendenten Problems.

bnd
(16) [« z] = 1y i EeE g (g{m).
BT SN CLY
o [0, 1] t i [, gin]

D1, 7) D (1, %)
'(gtl,-fd' (1 Rl U;.‘jé&r(;.,‘,.j
[q;"l?. 33]'3 . . [rpi"', 13]5

— I"l'[tp‘l“ ® lJ| s R T I""[q;a’, (mej'

(17) Koy =

Zweites Kapitel
Losung des transzendenten Problems.

Wir erinnern an die Bedeutung der GroBen K, , wie sie am Anfange
vom ersten Kapitel aus der Funktion K(s, f) gebildet worden sind, und
nehmen an, dal K(s, f) eine stelige Funktion der Variabeln s, ¢ in den be-
trachteten Intervallen O bis 1 sein mdge. Unsere Methode erheischt die
strenge Durchfiihrung des Grenziiberganges fiir # = oo. Der im ersten
Kapitel zuniichst erledigten algebraischen Aufgabe entspricht das tran-
szendente Problem, die Integralgleichung zweiter Art

f(s) = g(s) — i../'K(.s, Ho(t)dt
0

aufzulosen. Wir beschriinken uns in diesem zweiten Kapitel im wesent-
lichen darauf, nach unserer Methode die zur Auflésung der Integral-
gleichung nétigen Formeln zu gewinnen, wie sie von Fredholm zuerst
angegeben worden sind. Hierbei wird die Symmetrie von A(s, f) noch
nicht vorausgesetzt.

Entwickeln wir d(l) nach Potenzen von [, wie folgt:

d(l) =1 —dl 4+ d,l* —--- + d i*,
so ist, wenn /i irgendeinen der Indizes 1, 2, ..., n bedeutet,
]{p. n Kpp - Kﬂ.m.
i3 K, K, K, B (pl <Py <py<-- .'.< P )
g ay =2 5B | v v w e e e e e Dy Py =y My =1,2,-- -, m
Kp;,-p; ‘KM; P Ifm.m

Die Summe rechter Hand besteht aus (;:) Determinanten; nach einem be-

kannten Satze!) iiberschreitet der absolute Wert einer jeden Determinante

1) Hadamard, Bulletin des sciences mathématiques (2) XVII (1893).
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gewiB nicht die Grenze V/i"A", wo K das Maximum der absoluten Be-
triige der Funktionswerte K(s, ) bedeutet. Hieraus entnehmen wir

o N
4| < (3 Viere <V 1111{)"2("1{;{}
d. h. es ist
!k e Kk
18 | <( 2l
( ) N,}‘ —— l/h)

Andererseits finden wir leicht, wenn /i festgehalten wird, in der
Grenze bei unendlich wachsendem »

(19) .Lﬁ == 61.,

ﬂ:w’!h
wo 0, die Bedeutung eines Ji-tachen Integrales hat:
x | K(s, 8,), K(sy, 85), -5 K(s,,35)

K(s), 50, K(s), 5),
Aus (18) und (19) folgt auch

o 05 ()

Wir tiithren nun die von Fredholm zuerst angegebene und wegen (20)
bestiindig konvergente Potenzreihe

0(A)=1—0,240,A*— 0,2+ ---
ein und stellen dann folgenden Hilfssatz auf:

Hilfssatz 1. Der Ausdruck d ( ) konvergiert bei unendlich wachsen-

dem »n gegen d(i), und zwar ist diese Konvergenz eine gleichmiBige
fiir alle Werte von 4, deren absoluter Betrag unterhalb einer beliebig
gewithlten positiven Grenze 4 gelegen ist. In demselben Sinne konver-
giert der Ausdruck —i d'(i-) gegen 0’ (4).

Um diesen Hilfssatz zu beweisen, nehmen wir im Gegensatz zu dem-
selben an, es existiere eine positive GroBe & derart, daf fiir unendlich
viele ganzzahlige » und zugehorice Werte von 1 mit absoluten Betriigen
unterhalb 4 stets

rh ‘
()=o) >
ausfiillt. Nunmehr wihlen wir die ganze Zahl m so groB, dab folgende
Bedingungen erfiillt sind: es soll fiir alle 4, deren absoluter Betrag unter-
halb 4 liegt,
(21) |8y 41— 0

sein; ferner sollen die Ungleichungen
2 of llen die Ungleichung

lm+:.’+_“;§ E

E
m+2 3
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(22) m> (2e K A)
1
(23) <

erfiillt sein; dann ist gewiB im Hinblick auf (18) und (22) fiir jedes n
auch

i o fiL B dm m dm‘-l Tm+1 dn
d(‘“)—l—'nﬂ.-{— kR ANF B4 SRR
d, d

bt mamy 0 (0<8 <)
oder wegen (23)

c g
(24) d ( n n

)~ (=%t imam) <2

Nachdem die ganze Zahl m in dieser Art bestimmt worden ist,
withlen wir die ganze Zahl n so groB, dall
OR dl 1 f‘fz 28 i m
(20) (1_ n’""‘l“_”:""_"'inm)“)

‘_‘(1 _dl):'—,_d‘_';'s_‘-'j:amlm) < :

ausfiillt; wegen der Gleichung (19) ist eine solche Bestimmung von n
gewiB moglich. Die Ungleichungen (21), (24), (25) zeigen nun, daB der
Unterschied zwischen d (i) und ¢ (4) absolut genommen weniger als &

betragen muf}; diese Folgerung widerspricht unserer Annahme, und damit
ist Hilfssatz 1 bewiesen.

Um zu erkennen, wie sich fiir die Determinante D(E,;) der Grenz-

iibergang zum transzendenten Problem gestaltet, verstehen wir unter z(s)
und y(s) zwei willkiirliche stetige Funktionen der reellen Variabeln s im
Intervall O bis 1 und setzen allgemein

- p . P
J'P_x(n)’ yﬂ—y(n)

in jene Determinante D (Z,;) ein. Sodann entwickeln wir dieselbe nach

Potenzen von [, wie folgt:

I)(zj) - D, () — D, (j)z +D, ()= = D, (5)r
und finden leicht in der Grenze bel unendlich wachsendem n, wenn

festbleibt, )
L 20)

24 oo n'

xd,‘ (;),

wo A, (*) die Bedeutung eines h-fachen Integrales hat:
y o
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0, z(s,), x(8s) ... z(sp) ,
Ah(;) 0[ f J(sl)'.' K("l:“t) K(slrss)s': I{(Sl?sh)|d3 oo ds,.

?I(Sh)r If(sm.s].), K(s;, 83); -+ -5 K(s,, Sﬁ)

Fiithren wir nun die bestindig konvergente Potenzreihe ein:

(52 m [P () 8 1 ()

so folgt durch einen entsprechenden Beweis wie vorhin der folgende
Hilfssatz:
x

Hilfssatz 2. Der Ausdruck ~;—'D( -, ;) konvergiert bei unendlich

N
wachsendem n gegen 4 (J., ;), und zwar ist diese Konvergenz eine gleich-
mibBige fiir alle 1, deren absoluter Betrag unterhalb einer beliebig ge-
withlten positiven Grenze 4 gelegen ist.

Wie man sieht, ist (l, ;) eine Potenzreihe in 4, deren Koeffizienten

noch von den willkiirlichen Funktionen z(s), ¥(s) abhiingen.
Wir gehen dazu iiber, in der Formel (3) den Grenziibergang fiir
2% = oo zu vollziehen,

Bedenken wir, dafl zufolge der eingangs eingefithrten Abkiirzungen
Kyp pl’ll+K2J2+.”+Knyn

—E(2, D) +EE, Dy + -+ K, )y (D)

n

ist, so erhalten wir durch das n#mliche Verfahren, das zu den Hilfs-
sitzen 1 und 2 fiihrte, die Formel

(& i A z
N{’m n* (; 4 K_u) o ekl (31_’ L Ky)
L)) o 4
gls)=[ K(sHy)de
0

~JJ{ ( '5)

Setzen wir daher in der Formel (3) l=:; ein und dividieren dieselbe

y(t)dt.

y(s)=K(s, r)

durch », so liefert der Grenziibergang fiir unendlich wachsende n:

(26) a(@j.r(s)y(s) ds + 4(,1,;) - Aéf{.d (J., ;)}wﬂ(x.”y(t)dt =0.

Diese Formel ist eine Identitit in 1 und gilt, wenn 2(s), y(s) irgend-
welche stetige Funktionen ihres Argumentes sind.
Setzen wir in dieser Formel (26)
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z(r) = K(s,r) und y(r) = K(r, )

ein und benutzen die Abkiirzung

7 (e s )il 401 F &
(27) é"’-v“’r‘)*"IJ(’~:y)}I(r;;h—<,,,.) d(1) K(s, 1),
y(r)=K{r,1)
so geht (26) iiber in

(28) O(A) K (s, t) + A(A; s,6) — 4 [ A(2; 8,7) K(r, 8)dr = 0.
0

Setzt man endlich

o A@sst)
K(S, t) = &(1) y
so erhidlt man
1
(29) K(s, t) =K(s, t) — .’.J'K{'x, r) K(r, t)dr.
0

Ebenso erhiilt man, von der zu (3) analogen Identitit

0+ [P -1 D63, s, =0

der D) gleichfalls geniigt, ausgehend, die Gleichung

1
(29" K(s,t) = K(s, t) — 4 [K(s, ") K(r, t) dr.
0

Im vorstehenden sind A(Z;s,f) und K(s, #) Funktionen der reellen
Veriinderlichen s, t, die noch den Parameter 4 enthalten; die Formeln (28),
(29) und (29") gelten identisch in s, # und 4.

Die Funktion K(s,7) heille die ldsende Funktion fiir den Kern
K(s,1); mittels derselben Lillit sich niimlich die zugrunde gelegte Integral-
gleichung zweiter Art

1
f(s) = @(s) — 4 [ K (s, ) p(t) dt
0
auflosen, wie folgt:

g (s) =f(s) + }.‘]'K (s, 1) f(¢) dt.
0

Man erkennt dies sofort durch Einfiihrung der rechten Seite der letzten
Formel in die voranstehende Integralgleichung; zugleich erkennen wir,
da auch umgekehrt die zweite Integralgleichung durch die erste aut-
geldst wird, die Eindeutigkeit der Auflosung der Integralgleichung zweiter
Art fiir solche Z, die nicht Nullstellen von &(Z) sind.

Fiir (Z;s,7) erhalten wir aus den obigen Angaben die Reihen-
entwicklung

Ad;s5,8) =— K(s,t) + A,(s,8) b — Ay(8,8) 124+ — - -+,
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i Kis; ) K(s; 8 wavs Ks8|
4,(s, t) - ?}! " .. /’ :K(-suf): -I(.(slr‘sl)-’ 'r- K-(slfsh)' ds, .. .ds,

K(s;,t), K(s4,8,), -y K(),8,)
bedeutet. Aus dieser Formel folgt leicht die Identitit in i:

1
(30) 8'(2) = [A4(iys, s)ds.
p

Die so erhaltenen Formeln sind nichts anderes als die bereits mehr-
mals erwihnten Formeln von Fredholm.

Drittes Kapitel.

Das transzendente Problem, welches der orthogonalen Trans-
formation der quadratischen Form in eine Quadratsumme
entspricht.

Unsere wichtigste Aufgabe besteht darmn, diejenigen algebraischen
Untersuchungen im ersten Kapitel, welche die orthogonale Transformation
der qunadratischen Form Kazax betreffen, durch Ausfithrung des Grenz-
iiberganges fiir » = oo auf das transzendente Gebiet zu iibertragen. Von
hier ab machen wir die wesentliche Voraussetzung, daB K(s, t) eine
symmetrische Funktion in s und £ ist.

Zu dem Zwecke beweisen wir zuniichst folgende Sitze iiber die Null-
stellen von d(2).

Satz 1. Die Funktion o(1) besitzt keine Lomplezen Nullstellen.

Zum Beweise nehmen wir im Gegenteil das Vorhandensein einer
solchen Nullstelle an, schlagen dann um dieselbe als Mittelpunkt in der
komplexen i-Ebene einen Kreis, aunf dessen Peripherie und in dessen
Inneres keine weitere Nullstelle von 0(4) fillt und auf dessen Peripherie

iiberdies 0"(4) von Null verschieden ist. Da d ( :) nach Hilfssatz 1 fiir

: i i o T o fEN i
unendlich wachsendes n gleichmiiBig gegen (i) und —d (—] gegen §' (1)
£ ™ b il n L=

konvergiert, so miilite fiir geniigend grofie Werte von #n auf der ganzen
L o fid
—d

n "

d (L)

T,

Peripherie jenes Kreises der Quotient sich von den Werten des

: 4’ (% T . ; "
Quotienten --a—fi—; um beliebig wenig unterscheiden, und ebenso wiirde dann

auch der Unterschied der iiber die Kreisperipherie erstreckten Integrale
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LR

@ &)
2% 33 and f —dA
A d(i)
d (_ .
b n

beliebig nahe an Null liegen; dies aber wiire unméglich; denn das erste
Integral hat den Wert Null, da die Nullstellen von d(—:ﬂ simtlich reell

sind, das letzte Integral dagegen wird derjenigen ganzen Zahl gleich, die
die Vielfachheit der Nullstelle von (1) im Kreismittelpunkt angibt.
In #hnlicher Weise erkennen wir auf Grund der in Hilfssatz 1 an-
gegebenen gleichmifigen Konvergenz auch folgende Tatsache:
Satz 2. Wir denken wuns fiir jede der Gleichungen d(l) =0 ihre
n Wurzeln dem absoluten Betrage nach geordnet
LS oy P00

derart, daf3, wenn entgegengesetzt gleiche Wurzeln vorhanden sind, die
positive vorangeht und iiberdies beim Vorhandensein melafacher Wurzeln
jede so oft gesetzt werden soll, als ihre Vielfachheit betrigt.  Ebenso ordne
man die Nullstellen von 6(), soweit solche da sind: alsdann st
Lal®=70,  Lal®=;0  [al®=10, . .

Man darf jedoch aus Satz 2 keineswegs auf die Existenz von Null-
stellen von d(4) schlieBen, da sehr wohl der Fall eintreten konnte, dalB
bereits nl(Y fiir unendlich wachsendes » absolut iiber alle Grenzen zu-
nimmt.

Wir fithren hier noch folgende Bezeichnungen ein: die Nullstellen
von d(4) mogen die zum Kern K(s,t) gehirigen Eigenwerte heillen.

Unter K(s,t) wurde bisher irgendeine symmetrische Funktion der
reellen Veriinderlichen s,/ verstanden; wir machen nun in diesem dritten
Kapitel durchweg die Annahme, daB die zu K(s, {) gehérige Funktion §(1)
keine mehrfache Nullstelle besitzen mige, so dall fiir eine jede
Wurzel der Gleichung 0(4) = 0 gewiB 0'(1) von Null verschieden ausfiillt.

Wir bhaben ferner zu beachten, daB die gegen SchluB des ersten
Kapitels entwickelte Transformationstheorie der quadratischen aus K(s, t)
gebildeten Form

I(:rx=§7((%, :—) z,x, (p,g=1,2 ..., mn)
zur Voraussetzung hatte, daBl die Determinante (/) keine mehrfache Null-
stelle besitzt. Sollte nun fiir irgendwelche Werte von n die zu K(s, ¢)
gehorige Determinante d(l) eine mehrfache Nullstelle aufweisen, so ver-
fahre man in folgender Weise: man denke sich fiir jeden solchen Wert
von n an Stelle von K(s,f) eine modifizierte Funktion K (s, ?) gesetzt,
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so daB die Nullstellen der entsprechend gebildeten Determinante d (I) fiir
K (s, 1) simtlich einfach ausfallen; doch sollen die Werte der modifizierten
Funktion K (s,t) sich von denen des urspriinglichen Kerns K(s,f) nur
so wenig unterscheiden, daB fiir alle Werte der Variabeln s, ¢, fiir alle
Indizes (h=1,2,...,n) und fiir alle Paare von stetigen Funktionen z(s),
y(s) die Ungleichungen
| K(s,t) — E(s,0) | < 5
ld,—d, | <1,

- 1
@) __ 1™ 5 ; F
| 1 l |<,l=’ (h=1,2,...,0)

D,(3)—Dy(;) < M@)- M)
erfiilllt sind; dabei bedeuten d,, I_)',,(';)die Koeffizienten der entsprechend
fir K (s,¢) gebildeten Determinanten d (1), D (l, ;), ferner (™ die ent-
sprechenden Nullstellen von d (1) und M(x), M(y) sollen die Maxima
der absoluten Werte der Funktionen z(s) bzw. y(s) sein. Offenbar niithern

sich dann die Ausdriicke

= ) = 2 1 i
Jl '.S, i)v ([ (\“ _l? i " j)()? ’;)

fiir unendlich wachsendes » gleichmiifiig den Grenzen bzw.
,ip o @
K(s,t), ok,  4(4,),

d. h. den niimlichen Grenzen, wie die mittels des nicht modifizierten
Kernes gebildeten Ausdriicke. Wir sind dadurch in den Stand gesetat,
auch diejenigen Formeln der im ersten Kapitel entwickelten Theorie der
guadratischen Form Kzz anzuwenden, zun deren Giiltigkeit das Nicht-
vorhandensein mehrfacher Nullstellen von d(!) eine notwendige Voraus-
setzung war. Obwohl wir in den fraglichen Fillen mit den modifizierten
Ausdriicken operieren miissen, wollen wir doch fortan bei unserer Dar-
stellung der griBeren Ubersicht halber die urspriinglichen Ausdriicke ohne
die Querstriche beibehalten.

Es bezeichne A" die ' Nullstelle von d(4) unter Beachtung der
S. 14 festgesetzten Reihenfolge; aus (26) folgt

» a’ A my & )

(31) 4, 7) = :.maj (4 (2,2} gy Dt
und wegen der Symmetrie des Ausdruckes (1, ;) in bezug auf z(s),
y(s) ist daher auch: o

- A ]. -
4 (0, :) - Msl {.4 (M =

Ty ) l T (r)=K(r,9) a{g)ds
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und, wenn wir hierin y(7) = K(r, {) einsetzen:

1 .
[ (k) T ) 1 ‘(fa) T l o i
A I 03] 0

() =K(r,

oder im Hinblick auf (27)

, 1
o (atiy 2 ¥
(32) { A u) } y(r) = K(r, 8 = | 4005 s, 1) 2(s) ds.
v/ hyt )8

Aus (31) und (32) erhalten wir
: 11
(33) 4 (i, ';) = [ [a(0; s, ) 2(s) y(d) ds dt.
' 0o
Zugleich ergiebt sich, wenn wir in (32) x(r) = K(r,s) einfithren, im
Hinblick auf (27)
1
(34) A0 s, 8) = 10 [ 4295 v, 1) K(r, s) dr.
0

Nunmehr bezeichne I#) die L' Nullstelle von d(I) unter Beachtung
der ohen festgesetzten Reihenfolge. Wegen Formel (7) ist allgemein

(A) ) vy & wy Y
D(in, )1)([ , 3] D (i, ) (1 y),
und hieraus folgt in der Grenze fiir unendlich wachsendes »

A (1‘”‘): ‘:) A (-;{(M, ;:) — 1 (:),(;,), :ﬁ) A (‘1(;.)’ ?.;) :

Yy

wenn hierin #¥, y* ebenso wie x, y stetige Funktionen ihres Argumentes

vorstellen, und folglich im Hinblick auf (27)

(35) A(2M; 5, 8) 4(AW; ¥, ) = A(IW®; 5, §¥) A(AD; ¢, ).
Wegen (30) ist
1
(36) [a(3; 5, 5)ds = 6" (A",
o

und da unserer Annahme zufolge die Nullstellen von (1) simtlich ein-
fach sind, so fillt 0’(1") von Null verschieden aus, und folglich ist auch
gewiB 4(i"); s, s) nicht identisch fiir alle Werte von s Null; es sei s* ein
solcher spezieller Wert, daB 7(2"; &% s*) von Null velschledeu ausfallt.
Alsdann setzen wir

P 2 - il:‘u_- . . 5
(37) P (s) = Vd(lfz,:::(,.:é:"'gﬁ A (A% 3, §);

dadurch ist ¢™(s) als eine stetige Funktion der Variabeln s definiert: sie
heifle die zu dem Figenwerte A gehidrige Eigenfunktion. Wir ge-
winnen aus (35), (37), wenn wir noch #* durch s* ersetzen, die Gleichung

(38) WD AW s, 8) = + "(s) p"(f).
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Mit Hilfe von (36) folgt mithin
1
[(g®@)ds — + 108 (40),
0

und daraus erkennen wir, daB in den beiden letzten Gleichungen das
obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem A% d'(1™) positiv oder
negativ ausfillt.

Unter Hinzuziehung von (33) leiten wir noch die Formeln ab:

2 (10, ) = & fg(s)a(s)ds - g0 (s)y(s)ds
und ' '

4 (xm, ‘j) 6f'qo“-l(s)s:(s)ds /‘ PP (s)y(s)ds

A0 g7 (0

1
[(o™® (9)%ds
1]

Endlich ergibt die Formel (34) in Verbindung mit (38) nach Weglassung
des Faktors ¢(¢)

1
PO (s) = 4 [ K(s, 1) p(t) at,
0

und hieraus leiten wir, wenn ¢®(s) die zu einem anderen Eigenwerte A%
gehirige Eigenfunktion bezeichnet, sofort die Gleichung ab:

S0 gs)ds =0, (h=+7)
0

Oftmals ist es im Interesse einer kiirzeren Schreibweise vorzuziehen,
an Stelle der Eigenfunktionen ¢ (s) die Funktionen

(FANEY)
() . &
P (s) 77 ——
] /‘(mur:m-)sds.
0
einzufiihren; dieselben mogen normierte Iigenfunlktionen oder, wenn

ein MiBverstindnis ausgeschlossen erscheint, Figenfunlktionen schlecht-
weg heilen: sie geniigen den Gleichungen

4 (am *
(39) u w,,) = [ e ds- [0 s,

i '( p(8)ds —
0
3
JuP(s)p®(s)ds =0,  (h=+k)
0
(40) PP (s) = l‘“Z’J'K(S, t) v®(¢t) dt.
(1]

Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 2
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Nunmehr haben wir die Vorbereitungen beendet, um diejenige Frage-
stellung zu erledigen, welche aus dem algebraischen Problem der ortho-
gonalen Transformation der quadratischen Form beim Grenziibergange fiir
unendlich wachsendes » entsteht.

Wir haben am Schluff des ersten Kapitels die Formeln erhalten:

I T
[#, #] = g (1) + 1 (1) T+ 1" iy 7

iy L
20%5) _ oo, op
Wa @) g, g™’
Die letzte Formel zeigt, daB jedes Glied der Summe rechter Hand im
Ausdruck fiir [, ] positiv ausfillt; mithin gilt, wenn m irgendeine
ganze Zahl unterhalb » bedeutet, die Ungleichung:

(h=1,2,...,n).

1)({!’“‘"1] C) 1)(“;}{1—2! x ] D(z(u) z
41 Ly X ' Y =
( ) l(;'rli»l)dr(r(ﬂs-}—i'};) - Z(m+b,d'(f(m+2’) I s s l(’”d’(l(’”) = [SE‘, .i")].
Da wegen
: | (9, 2] [p®, 9] | < +([e™, 2]* + [@®, ¥T)
notwendig

| iy TY | oy T (m Y
D(f(}’y-) ;<,L D(Z "‘"") s ”J))
ﬂ“d'{lw}) ‘ = I{th; (EU‘]) l("” a (JW) )

ist, so folgt, indem wir (41) anwenden

4 1i x ( +2) & I n) ¥
D (.;( H"y) D (‘ﬂm ﬂ"y) D(.;c J’ y) g a
ftm+1]d'(2(_m+“) s immda(ﬂm+$}) ) + z(n}d:(l(n]} =72 \[‘T! x] + [y} y])’

und mithin ist um so mehr die Summe der n — m letzten Glieder auf der
rechten Seite der Formel (14) absolut nicht gréBer als

1 .
:-;__1'(_,,'.].”1}‘ ([.1‘,‘, xJ + [.% y]);
demnach ist mit Riicksicht auf jene Formel (14) auch
x @ Ay
D,(Z,m;y),ﬂb(?(?’y) S— ,,DU( ,)’.v),
) (10 (£9) @ (1) (RPR)

< e @2+ [y, 9.

(42) | Kzy —

)

In dieser Formel wollen wir, wie bereits frither geschehen ist,

K,—-K(2,4) z=2(2), =92

n? n,
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eingesetzt denken und sodann nach Division durch »?, wihrend m fest-
bleibt, den Grenziibergang fiir 2 = oo ausfiithren. Beriicksichtigen wir
die Grenzgleichungen:

1 1 e
7;2”?!21{2:3; #,.Ix’m’ﬂ"}‘K(i:’ ") Ty, = IJ K(s,t)yxz(s)y(t)dsdt,
L nl® — a0,
L [r’ —/Uls;a's "_wy;y] I(Jé)d:’

und beachten wir, dal den Hilfssitzen 1 und 2 gemifl die Ausdriicke
oD (5, %) und L a' (%) gleichmibig fir alle unterhalb einer festen
Y n "

n 2
Grenze liegenden 1 gegen A L ) bzw. 0" (4) konvergieren, so geht die
Ungleichung (42) in die folgende iiber:

11 4 (3, ") A (N}} “"’)
g N #il 3 Y ]
(43) ojo‘j K(s,t)z(s)y(t)dsdt — @A) T GGy
A (am, ")
—\_j;u'ﬁ))ﬁa’(;,‘vf{a.a") | = l:u*-] (ltx s))Fds +J (y(s) d")

Nunmehr benutzen wir die Tatsache, daf die Eigenwerte A0 falls
es ihrer unendlich viele gibt, mit unendlich wachsendem m absolut ge-
nommen selbst {iber jede Grenze wachsen, und erkennen dann mit Hilfe
der Formel (39), indem wir noch statt der Integrationsgrenzen 0,1 die
allgemeineren Grenzen a, b einfiihren, folgendes grundlegende Theorem:

/\

Theorem. FEs sei der Kern K(s, t) einer Integralgleichung
cweiter Art

f(s) = g(s) — & [ K (s, t) p(¢t) dt

eine symmetrische stetige Funktion von s, t; ferner seien 2% die
zu K(s, t) gehiirigen Eigenwerte und v (s) die zugehirigen nor-
mierten Eigenfunktionen; endlich seien x(s), y(s) irgendwelche
stetige Funltionen von s: alsdann gilt die Entwicklung

b B

(44) [ [K(s,tyz(s)y(t)dsdt— ;“ J"w(”(s)x(s) ds -Jl'w,b‘-”(s)y(s}ds

+ 7w JeO(s)a(s)ds - [eD(s)y(s)ds + -,

wobei die Reihe rechter Hand absolut und gleichmdfig fiir alle
Funktionen z(s), y(s) konvergiert, fiir welche die Integrale

Q®
-
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» b
]'(x(s‘;)”ds, .['(yﬁsj)?ds
a .,
unterhall einer festen endlichen Grenze bleiben.

Dies ist dasjenige Theorem, das fiir #(s) = y(s) dem im ersten Kapitel
genannten algebraischen Satze iiber die Transformation einer quadratischen
Form in die Quadratsumme von linearen Formen entspricht.

Einige unmittelbare Folgerungen dieses Theorems sind folgende:

Die niimlichen Eigenwerte 2’ und Eigenfunktionen % (s) konnen
nicht noch zu einem anderen von A(s,{) verschiedenen Kern gehoren;
die A® und ¢™®(s) bestimmen vielmehr in ihrer Gesamtheit den
Kern K(s,t) vollstindig.

Setzt man in die Formel des Theorems an Stelle von y(¢) das Inte-

b
gral fK(}r, t)y(r)dr ein, so entsteht mit Riicksicht auf (40) die folgende

Formel:
b & 1 b ]
ffKIf(s,j) z(s)y(t)dsdt = (e v {s)x(s)ds -sz(“(s')y(s)ds
a a oa a

b b
L pas o N .
+ by [ [HO s+,
wobei zur Abkiirzung
[}
KK(s,t) = [K(s,7) K(t,r)dr

gesetzt ist; diese Funktion K K (s, t) mige der aus K(s,t) zweifach zu-
sammengesetzte Kern heilen. Aus Formel (44) erkennen wir, daB der
aus K(s,t) zweifach zusammengesetzte Kern dieselben Eigenfunktionen
besitzt, wie A(s,t), wiihrend die Eigenwerte die Quadrate der zu K(s,?)
gehdrigen Eigenwerte sind.

Es miége hier noch eine Verallgemeinerung der Formel (29) Platz
finden. Bringen wir niimlich die Abhiingigkeit der losenden Funktion K(s,¢)
vom ['arameter 4 zum Ausdruck, indem wir fiir dieselbe die Bezeichnung
K(4;s,t) anwenden, und setzen wir zur voriibergehenden Abkiirzung

Fis, t) = K(A; 8, 6) — K(u; 8, ) + (w0 — l)‘f‘K(l; s, 1) K(u; r, t) dr,
so erhalten wir imittelst wiederholter Anwendung von (29°) die Identitiit
(s, t) — J.j ‘K(r,s) F(r,t)dr =0

und diese zeigt zu Folge einer Bemerkung am SchluB von II, daB (s, ?)
jedenfalls fiir jeden solchen Wert von 4 verschwindet, der von den Higen-
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werten 2%) verschieden ausfillt. Daher ist F'(s, f) notwendig fiir alle
Argumente 1, u, s, ¢ identisch Null, d. h. es gilt die allgemeine Formel

b
(45) K(4; 5, 8) — K(us s, ) = (A — w) [K(4; 5, ) K(us 1, £) dr.
Diese Formel konnen wir anch in der Gestalt schreiben:
(46) Ky s, t) =K(4 + w35, 6) — 2 /‘K('l + s s, r)K(p; r, ) dr;

hieraus folgt, dafl, wenn wir K (u; s, #) als Kern fiir eine Integralgleichung
zweiter Art nehmen, die zugehirige lisende Funktion notwendig K(2 + w3, 7)
ist. Zugleich finden wir
b
’ u,l;’n"s)
S i e a7/
JYP @) K45 8, 8) dt = 55—
a
und erkennen hierans, daf zum Kern K (u; s, ) dieselben Eigenfunktionen
wie zum Kern K (s, t) gehoren, withrend die zugehorigen Eigenwerte die
Grifen A% — p sind.

Viertes Kapitel.

Entwicklung einer willkiirlichen Funktion nach
Eigenfunktionen.

Die erste wichtige Anwendung des im dritten Kapitel bewiesenen
Theorems geschehe zur Beantwortung der Frage nach der Existenz der
Eigenwerte 1. . Diese Frage ist von besonderem Interesse, weil die ent-
sprechende speziellere Aufgabe in der Theorie der linearen partiellen
Differentialgleichungen, néimlich der Nachweis der Existenz gewisser aus-
gezeichneter Werte fiir die in der Differentialgleichung oder in der Rand-
bedingung auftretenden Parameter bisher wesentliche Schwierigkeiten ver-
ursacht hat. Durch Heranziehung unseres Theorems wird die weit all-
gemeinere Frage nach der Existenz der Eigenwerte, die zu einer Integral-
gleichung zweiter Art gehoren, auf einfache und vollstindige Weise
beantwortet. Nehmen wir niimlich an, es gibe keine oder nur eine
endliche Anzahl, etwa m Eigenwerte, so ist die in dem Theorem auftretende
Reihe (44) eine endliche mit m Gliedern und, da die Formel (44) des
Theorems fiir alle stetigen Funktionen z(s) und y(s) gelten soll, so folgt
aus derselben mit Notwendigkeit

K(s t) = % P (s‘) P (ﬂ e IITm ¢(~0(3) PU(t),
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d. h. K(s,t) vermag, wenn man eine der beiden Variablen, etwa ¢, als -
Parameter auffaft und diesem irgendwelche konstante Werte erteilt, nur
m linear unabhiingige Funktionen der anderen Variabeln s darzustellen.
Umgekehrt, wenn K(s,{) diese Besonderheit aufweist, so verschwinden,
wie man sieht, alle Koeffizienten der Potenzreihe 0(Z), die mit einer
hiheren als der m-ten Potenz von 1 wmultipliziert sind, d. h. d(1) wird
eine ganze rationale Funktion in 4, und es gibt dann gewiB nur m Eigen-
werte. Wir sprechen somit den Satz aus:

Satz 3. Die zu K(s, t) gehirigen Eigenwerte sind stets in unendlicher
Anzalhl vorhanden — es sei denn. dafy K(s.t) als eine endliche Summe
von Produliten darstellbar ist, deren einer Faltor nur von s, deren anderer
nur von t abhdngt; tritt dieser Fall ein, so ist die Zall der Iigenmwerte
gleich der Anzahl der Swmmanden in jener Swmme, wnd O(L) ist eine
ganze rationale Funktion von einem Grade gleich dieser Anzahl)

Wir wenden uns nunmehr zu der Frage der Entwicklung jener will-
kiirlichen Funktion in eine unendliche Reihe, die nach Eigenfunktionen
fortschreitet. Fithren wir in die Formel (44) unseres Theorems

y(t) = K@, ?)

ein und setzen
f(r) =f./'1{(s, t) K(r, t)x(s)dsdt,

bedenken wir sodann, dall mit Riicksicht auf (40)
i b

[Fr) v (r)dr = (1'-1n-w ]1(5) P (s)ds

.
a“ a

wird, so geht die Formel (44) unseres Theorems iiber in
b b
f(r)= ff(s'} D (s)ds - PN (r) + /f(b\ vE(s)ds- R (r) + - - -,

d. h. es gilt der Satz:
Satz 4. Wenn eine Funktion f(s) sich in der Gestalt
bhoh
f(s) =f'['Kt r, 0) K (s, 8) h(r)dr dt

darstellen 1ifit, wo h(r) eine stetige Funltion von r ist, so lidfit sie sich auf

1) Der von mir hier zuerst aufgestellte und bewiesene Satz von der Existenz eines
Eigenwertes fiir jeden nicht identisch verschwindenden Kern bildet einen integrieren-
den Bestandteil meiner Theorie und ist, als ich meine Untersuchungen tiber Integral-
gleichungen begann, eines meiner friihesten Ergebnisse gewesen; in neueren Arbeiten
findet sich — offenbar versehentlich — eine gegenteilige Behauptung ausgesprochen.
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die Fouriersche Weise in eine nach Eigenfunltionen des Kernes K (s, t)
fortschreitende Deithe entwickeln, wie folgt -

F(s) = e,vW(s) + e¥®(s) + - - -3
¢, = [F(s) ¥ (s)ds.

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichmiifsig.)

Die in diesem Satze gemachte Voraussetzung tiber f(s) ist gleich-
bedeutend mit der Forderung, es soll eine stetige Funktion A (s) geben,
so daff die Integraldarstellung

f(s)=[KK(s t)h(t)dt

gilt, oder auch mit der Forderung, es soll zwei stetige Funktionen g(s)
und /i(s) geben, so daB

7(s) = [ K(s, t)g(t)at,

g(s) =_f]\'(n‘, th(t)dt

wird.
Wenn K(s,t) eine solche symmetrische Funktion von s, ¢ ist, daB
die Gleichung

b
.fK(Sr t){l(S) ds =0

sich niemals durch eine stetige von Null verschiedene Funktion g(s)
identisch in ¢ erfilllen Lift, so heile K(s, ¢) ein abgeschlossencr Kern.
Es ist leicht, aus Satz 3 zu erkennen, daf zu einem abgeschlossenen Kern
stets unendlich viele Eigenwerte gehoren. Ferner kiénnen wir fiir einen
abgeschlossenen Kern folgende Behauptungen aufstellen:

Satz 5. Fs sei K(s.t) ein abgeschlossener Kern und @™ (s) die
zugehirigen Eigenfunltionen: wenn dann h(s) eine stetige Funktion ist, so
daf3 fiiv alle m die Gleichung

Sh(s)pm(s)ds = 0
erfiillt ist, so ist h(s) identisch Null.

1) Das soll heifen: die Reihe der absolut genommenen Glieder konvergiert
gleichmiiBig.
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Um diesen Satz zu beweisen, setzen wir

g(s) =_f}’f(s, t)h(t)dt,

f(s) =.['}€(s, ) g (t)dt.

Nach Satz 4 gestattet f(s) die Entwicklung nach den Eigenfunktionen
™ (s), und zwar erhilt man fiir die Koeffizienten dieser Entwicklung

b h b
Ty i 1 .
Cn =,f ﬂ") u’(m)(\s) ds = j_‘ﬁhfg(\‘g) ';b(’"J(S)(?S - (l\:,ljzf]t(s)w('"}(‘?) ds = 0;

folglich ist f(s) identisch Null. Da K(s, ) ein abgeschlossener Kern sein
sollte, so folgt hieraus zuniichst g(s) = O und sodann auch A(s) = 0.
Satz 6. ILs sei K(s, 1) ein abgeschlossener Kern und f(s) irgend-
eine stetige Funltion: wenn sich alsdann herausstellt, daf3 die im Fourier-
scher Weise gebildete Reihe
64 0(s) + v (s) + -+

G =[50 (5)ds

gleichmiifig konvergiert, so stellt sie die Funktion f(s) dar.

In der Tat erweist sich die Differenz von f(s) und der durch jene
Reihe dargestellten Funktion von s unter Benutzung des Satzes 5 als Null,

Fiir die Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion f(s) nach
Eigenfunktionen haben wir in den Siitzen 4 und 6 gewisse Kriterien auf-
gestellt. Wir konnen die Bedingungen des Satzes 4 wesentlich verein-
fachen; es gilt niimlich der Satz:

Satz T.') Jede wunter Vermittlung einer stetigen IFunktion ¢(s) durch
das Integral

1(s) = [K(s, t)g(t) at

darstellbare Funktion ist in eine nach Iigenfunktionen fortschreitende Reile
auf Fouriersche Weise entwickelbar, wie folgt

f(s) = e v(s) + e9®(s) + - -,
& =j'f(s)w(”"(s) ds.
Diese Reihe Lonvergiert absolut ;:mi gleichmifliy.
1) Vgl. die auf E. Schmidt beziigliche Anmerkung in Kapitel XIV sowie den

dort von mir gegebenen Beweis des Satzes 7 mittels der Methode der unendlichvielen
Variabeln.
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Den Beweis fiithren wir hier nur unter einer gewissen Voraussetzung
iiber den Kern K(s,¢). Wir wollen niimlich eine symmetrische stetige
Funktion K (s, ) dann einen allgemeinen Kern nennen, wenn es moglich
ist, zu jeder stetigen Funktion g(s) und zu jedem beliebig kleinen posi-
tiven ¢ stets eine stetige Funktion /i(s) zu ermitteln, so dal, wenn

z(s) =g (s) - ‘/’:K(s, B h(t)dt
gesetzt wird, die Ungleichung )
Jb(x, ($)¥ds < ¢
gilt, d. h. der Kern K (s, ¢) heibt allgemein, wenn das Integral
i :}{ (s, t)h(t) dt

bei geeigneter Wahl der stetigen Funktion /i (s) jede stetige Funktion g (s)
in dem eben bezeichneten Sinne angeniihert darzustellen fiihig ist. Nun-
mehr bezeichnen wir mit & irgendeine beliebig kleine positive Grife;
sodann bedeute M das Maximum der Funktion

[ (K s, )2 dt,

wenn die Variabele s sich im Intervall @ bis b bewegt. Da K (s, ¢) ein
allgemeiner Kern und g(s) eine stetige Ifunktion sein soll, so ldBt sich
eine stetige Funktion % (s) finden, so daB, wenn

2

z(8) = g(s) —J'If{s, tyh(t)dt
gesetzt wird, die Ungleichung
b
i My g g 2¢& ;
7 J (@) ds < (3;1 s M).)

o

erfiilllt ist. Wir setzen

g¥(s) = [K(s, )k (2) dt,

#(s) = J K(s, t) g*(¢)dt.

Nach Satz 4 gestattet die Funktion f*(s) die Reihenentwicklung nach
Eigenfunktionen

1*(s) = () + GuA(s) + GO(s) + -+,
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und wegen der gleichmiiligen und absoluten Konvergenz dieser Reihe ist
es gewif miglich, eine ganze Zahl m zu finden, so daB fiir alle s

(48) |1%(5) — o (s) — Ge@(s) — -+ — U™ (s)| <

ausfiillt und auch die Ungleichungen noch gelten, die entstehen, wenn
man 7 hierin durch eine grioBere Zahl ersetzt.
Nun ist

JKL.S Ha(t)dt! < l/j (K (s, \)”d‘t ](m(t)) dt
und mit Rucl\mcht auf (47) mlthm
20 511:111 é
Wegen )
(49) £(8) = [#(s) + [ K (s, )z (t) dt
haben wir folglich die Ungleichung”
(50) FOETROIFETE

Andererseits ist wegen (49)
b

& b -
¢, — ¢ =.',/ f K (s, ) v0(s) @ () dt — 5[40 @) a ()t
und folglich
(51) (¢; — ) w0 (s) = [vV () (s)ds - [ K (s, &) () dt.

Nehmen wir
1

]:p(ﬂ(s)x(«)ds

]//(r\a;i ds

so folgt wegen

- h fj -
5=V faoras fx6 o0,

| AB| <4 (4* 4+ BY)
aus (51) die Ungleichung
" | (¢; — ¢ w(s) | <
(02)\ [ 2
( f YOI (s)z(s) cls) 5 -, .
L =" l/f(x(s})“’ds (fK(s, ) PO (t) dz‘)

[w@)yds
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Wir wenden uns nunmehr zu der Formel (16) zuriick. Da jedes
Glied der Summe auf der rechten Seite dieser Formel (16) = 0 auqfallt
so gilt fiir m < » die Ungleichung

D (1, ':) D ({t-’)} :] D (!("'), z]
-‘Z[.l?d:w + l“.’;&_'tl‘(grj e + zmud’(zfm:) é ['TJ ‘T—I‘

Denken wir uns in dieser Formel wieder, wie friiher
2. 4 — i)
KPI'—K(H’ rr_)’ mﬂ_m(n)
eingesetzt und sodann nach Division durch n, wihrend m festbleibt, den
Grenziibergang fiir » = o0 ausgefiihrt, so entsteht die Ungleichung

2

{ _fl'd'“)(.s)x(s)ds} -+ { j‘w(?"{\s)x(s) ds} &I

(53) ! l 1 ! 1
+ ]fz,b(’“)(s):c(s)ds gfxls))ﬂds.
Y]
Mit Benutzung dieser Ungleichung, in der wir wieder die Integrations-

grenzen a bis b cingefiihrt annehmen, folgt, wenu wir (52) firj=1,2,...,m
bilden und summieren:

(e;(—e*) P (s) | £ ?_,-]/l]"(x(_s})%i’s (1 + M)
J=1j..um a

oder im Hinblick auf (47)

2E &
<% 30 4+ ) (1+M)=—,
d. h. es ist auch
(B4) e p®(s) + -+ €, v (s) — GUd(s) — - — ¥™(s) | <
Aus (48), (80), (54) folgt fiir alle s
| f(S) o Cl w(l) (S) - 02 w(SJ (3) ____ o cm w(m) (3) { < ‘E?

und man sieht zugleich, daB diese Ungleichung giiltig bleibt, wenn man
auf der linken Seite statt m eine grifiere Zahl wiihlt; damit ist der Be-
weis fiir unseren Satz unter den gemachten Voraussetzungen erbracht.

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes 7 1Bt sich auch zeigen, daB
die unendliche Reihe

(f;;,(h‘ (s)x(s) ds).—l— (fwm (s)z(s) ds)‘ +
konvergiert und den Wert
&
Jz@)*ds

besitzt; dabei ist wiederum K (s, ¢) als allgemeiner Kern vorausgesetat,
und z(s) bedeutet eine beliebige stetige Funktion.
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Fiinftes Kapitel.

Das Variationsproblem, das der algebraischen Frage nach
den Minima und Maxima einer quadratischen Form entspricht.

Die im dritten und vierten Kapitel entwickelte Theorie ist fiir die
Variationsrechnung von besonderer Bedeutung. Ieh méchte jedoch hier
nur dasjenige transzendente Problem hehandeln, welches der algebraischen
Frage nach den relativen Maxima und Minima einer guadratischen Form
bei Konstanz einer zweiten anderen Form entspricht: es ist dies das
Problem, diejenigen Funktionen #(s) zu finden, fiir welche das Doppelintegral

b b
J(z) = [ [ K(s, ya(s)z(t)dsdt

a a

minimale oder maximale Werte besitzt, wihrend die Nebenbedingung
h

(55) [(zs)ds = 1
@

erfiillt ist.

Wenn der Kern A(s, f) die Eigenschaft hat, daB das Integral J(z)
nur positive Werte besitzt, was auch z(s) fiir eine stetige Funlktion sei,
und Null nur fiir 2(s) = 0 wird, so heile der Kern K(s,t) definit. Wir
machen im folgenden die Annahme, daB K(s, t) ein definiter Kern sei.

Wenn fiir eine gewisse stetige Funktion z(s) identisch in allen s

[K(s,tyz(t)dt =0

wird, so folgt offenbar J(z) =0 und hieraus auch z(s) =0, d. h. ein
definiter Kern ist stets auch ein abgeschlossener Kern; es gibt fiir ihn also
gewill unendlich viele Eigenwerte und Bigenfunktionen.

Die Figenwerte eines definiten Kerns'sind stets positiv. Denn fiele im
Gegenteil etwa A" negativ aus, so wiirde sich aus

i 2 h 2

(56) J(z) = lll {‘['d'“’ (s)z(s) ds]l = } { J‘wm (s)w(s)dsy +
fiir @(s) = v"(s) der Wert des Doppelintegrals /() negativ ergeben.

Betrefts der Minima und Maxima von J(z) gelten folgende Siitze:

Satz 8. Es gibt keine stetige Funlktion x(s), welche das Doppel-
wntegral J(x) zu cinene Minimum macht, wihrend dic Nebenbedingung (55)
erfullt ist.

In der Tat, die Eigenfunktionen ¢®(s), v®(s), ... erfiilllen siimtlich
die Nebenbedingung (55); wegen
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1 2 1
) =y T =,
kénnte daher der gewiinschte Minimalwert nur gleich Null sein; diesen
Wert nimmt J(z) aber nur fiir 2(s) = 0 an.

Satz 9. Der grioffte Wert, den das Doppeliniegral J(z) annimmt,

falls z(s) eine stetige der Nebenbedingunyg (55) geniigende Funlition sein soll,
ist 1%,; denselben wimmt das Doppelintegral fiir x(s) = ¢ (s) an.

Sei nimlich im Gegenteil 2(s) eine Funktion, die der Nebenbedingung
(55) geniigt und fiir welche

; 1
J\_JC) = A
ausfiele, so miifite sich eine ganze Zahl m so wihlen lassen, daB auch die

. T 1
Summe S(z) der ersten m Glieder rechter Hand in (56) groBer als -
wird. Nunmehr setzen wir

2(8) = ¢, ¥V(s) + ¢ (s) + - -+ + €, ¥™(s) + y(s),
wo zur Abkiirzung

h
¢, = fﬂ’“”(s)-’»"(;"‘) ds (h=1,2,..,,m)
gesetzt ist und demnach
b
f:,{-(f-J(s)y(S) ds =0 (ho==1,2,...,m)

ausfillt; wir finden dann leicht

b b
(57) f(:z:(s))?ds = +d4--- 4 —|—'f{'y (8)*ds,
(58) S(x) =75+ 54+

Aus (57) folgt mit Ricksicht auf (55)

i o s o
um so mehr ist also

o 3 3
CI C; | U;n P 1
20 + s + e qm = 1.1_. )

und diese Gleichung steht mit (58) in Widerspruch, da S(z) groBer als
1(1;, sein sollte; die urspriinglich gemachte Annahme trifft mithin nicht zu.

In analoger Weise erkennen wir die Richtigkeit des folgenden all-
gemeineren Satzes:
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Satz 10.  Der grifite Wert, den das Doppelintegral J(z) annimmd,
falls x(s) eine stetige Funktion sein soll, die den Nebenbedingungen
S(@@)ds =1,

@
f

Jv(s)z(s)ds = 0 h=1,2,....m—1)

geniigt,. ist }_',1,,“; denselben nimmt das Doppelintegral fiir x(s) = ¢ (s) an.

Durch iihnliche Schliisse erlangen wir auch die Losung weiterer
Maximalprobleme. Beispielsweise gelingt ohne wesentliche Schwierigkeit
die Auffindung der Funktion «(s), die das Integral .J(z) zu einem Maximum
macht, wenn aufer der Nebenbedingung (55) noch die folgende Neben-
bedingung :

(59) ]f(s\ x(s)ds =0

erfiillt sein soll, wobei f(s) irgendeine gegebene Funktion bedeutet.
Wenn der Kern A(s, t) die Higenschaft besitzt, stets positive Werte
anzunehmen, sobald x(s) eine dieser Nebenbedingung (H9) geniigende
stetige Funktion ist, so heifle er kurz relativ definit.
Unter den Eigemwerten eines relativ definiten Kernes ist hichstens einer
negativ.  Denn wiren etwa 1Y und A® negativ. so bestimme man die
Konstanten ¢, ¢, derart, daB die Funktion

z(s) = ¢, p(s) + ¢, v (s)

der Nebenbedingung (H9) geniigt, und iiberdies ¢ + ¢ = 1 ausfillt: als-
dann fiilllt nach (56) gewiBl J(x) negativ aus.

Sechstes Kapitel.
Ergénzung und Erweiterung der Theorie.

Wir haben bisher im ersten bis fiinften Kapitel stets vorausgesetzt,
daBl K(s, ¢) eine stetige Funktion der Veriinderlichen s,{ sei; es ist unsere
niichste Aufgabe, festzustellen, inwieweit sich diese Annahme beseitigen liBt.

Wenn es eine endliche Anzahl von analytischen Linien 1,

s = F(f) oder t = G(s)
in der s{-Ebene gibt, so dafl K (s, ) in den Punkten dieser Linien unstetig
oder unendlich wird, wiihrend fiir einen gewissen positiven, unterhalb }
liegenden Exponenten « das Produkt

(s —F@)=K(s,t) bzw. (t — G(s)*K(s, 1)
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daselbst stetig bleibt, so sagen wir, daB K(s, {) Singularititen von
niederer als der Lten Ordnunyg besitzt. Dabei setzen wir voraus, daf
K(s, t) auberhalb der Linien L durchweg stetig sei. Nunmehr stellen wir
die Behauptung auf:

Die simitlichen im dritten bis fiinften Kapitel bewiesenen Resultate sind
giiltg, auch wenn der Kern K (s,t) der zugrunde geleglen Integralgleichuny
Singularititen von niederer als der Lten Ordnung besitzt. Zugleich diirfen
auch die in unserer Theorie auftretenden Funltionen x(s), y(s) solche Funk-
tionen sein, die an einer endlichen Anzahl von Stellen von niederer als der
Sien Ordnung unendlich werden, wenn sie sonst stetige Funlitionen von s sind.

Die Methode, mittelst der wir die Giiltigkeit dieser Behauptung er-
kennen, besteht darin, dall wir die Linien L durch Gebietsstreifen der
st-Ebene von beliebig geringer Breite & ausschliefen und alsdann eine
Funktion K (s, f) konstruieren, die innerhalb jener Gebietsstreifen Null ist,
withrend sie anBerhalb derselben mit K (s, {) iibereinstimmt. Die Funktion
K, (s, t) ist iiberall stetic mit Ausnahme der Grenzlinien jener Gebiets-
streifen, in denen sie, wie man sieht, sprungweise Wertiinderungen erfihrt.
Fiir einen solchen Kern wie K (s, ¢), dessen Werte iiberall unterhalb einer
endlichen (renze bleiben und nur in gewissen Linien unstetig werden,
sind unsere fritheren Beweise unveriindert giiltig. Um ihre Giiltigkeit fiir
den Kern K(s,t) zu erkennen, bedarf es der Ausfiihrung des Grenziiber-
ganges fiir ¢ = 0. Wir wollen im folgenden auseinandersetzen, wie dies
zu geschehen hat.

Zu dem Zwecke wenden wir uns zunichst zu den Potenzreihen (1)

S, 9 und o (/l, ';) 5. 11. Die Koeffizienten o, bzw. 1, (:) derselben

lassen sich fiir den Kern K(s, f) gewif dann nicht bilden, wenn K(s,s)
als Funktion von s keine Bedeutung hat, d. h. sobald die Linie s = ¢ oder
ein Teil derselben zu den singuliren Linien des Kerns gehort. Diesem
Ubelstande helfen wir dadurch ab, daB wir an Stelle der frither angewandten

Formeln fir 9, S. 9 bzw. 4, (;) 5. 11 die folgenden eingesetzt denken
0, K(sy, 8) -5 K(sp 8

5, — ;:!.ufl' . nfl Ji(sf,, sl), 0, v K.(sET s,‘.)i e ol
l K(sm 81)s K(SH Sg)y o0 U i
0, 2(), () ,--- (s)
LY, 0 K(sy8y), - K(syy 8,)
4,(5) = j S y(s): K(sg, ) 0y cy Kloys) ds. sy

|y (Sh)s ]c(sﬁ: S ): K (SM '52)1 “iee 0
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Wie man sieht, unterscheiden sich die neuen Ausdriicke fiir J, baw.

A, (;) von den fritheren nur dadurch, daB in der Determinante die Ele-

mente der Diagonalreihe iiberall 0 sind. Die mit den neuen Koeffizienten
gebildeten Potenzreihen o(%) bzw. 4 (l, :;:) stimmen mit den fritheren bis
auf einen unwesentlichen Exponentialfaktor iiberein, der fiir 0(4i) und

@ (2,7
4 ("1'? y) derselbe ist und daher bei der Bildung des Quotienten 7—( 3’)

(L)
wegfllt.")

Hilfssatz 3. Die neuen Ausdriicke 0, und 4, (;:) haben fiir unsern
Kern K(s,f) stets einen Sinn und die mit ihnen gebildeten Potenz-
reihen d(%) und 4 (J., ";) in L sind bestindig konvergent.

Wir wollen der Einfachheit halber den Beweis hierfiir nur in dem
Falle erbringen, daBl s =¢ die einzige singuliire Linie von K(s,?) ist.
In dem h-fachen Integrale fiir o, sollen die Integrationsveriinderlichen
Sy - .. 8, alle Werte zwischen 0 und 1 durchlaufen. Wir betrachten
zuniichst den /fil-ten Teil 7' dieses h-dimensionalen Integrationsgebietes,
der durch die Ungleichungen

§ >8> 2>5,
charakterisiert ist. Wir denken uns dann in der /-reihigen Determinante,
die im Ausdruck fiir d, auftritt, die Elemente

der ersten Horizontalreihe mit | (8, — 85)*!

» Zweiten ” p (S — )+ (5— )| |
, dritten ” o RIS 8)7% | [lsy—37% |}
» h-ten 5 . | (8_y — 8)% |

multipliziert; dadurch entsteht eine Determinante, deren Elemente, wie
man leicht sieht, gewill simtlich fiir alle Werte der Variabeln absolut
genommen unterhalb einer endlichen positiven GriBe K liegen. Der Wert
der letzteren Determinante ist gewiB < J//* K, und folglich ergibt sich
fir das iiber 7' erstreckte /i-fache Integral als obere Grenze der Ausdruck

60) VIR [ f (o — )| (166 — 597+ (5 — %)}
[1'(3? o 5:3)_“ + (“":s o '5'.1}_“ } o (SJ._I s S,‘)_" dslds?. e dSM

L8 8 e gy > 0;

Wenn wir in dem %-fachen Integral hier die neuen Veriinderlichen

81— 8 =0y § — 83 =0py +oy S — 8 =041y §=0,

1) Vgl. Kellogg, Zur Theorie der Integralgleichungen, § 5. Gittinger Nachr. 1902,
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einfiihren und die Produkte unter den Integralzeichen ausmultiplizieren,
so erkennen wir, dal jenes Integral sich aus 2'=% J;-fachen Integralen von
folgender Gestalt zusammensetzt:

(61) f ’ '.1167' oy -+ - 6y do, doy - - - day,
(61 >0,6,2>0 ... a,,>0)
6|+62+"'+6i.<1

wo die Exponenten ¢, &, ..., «, die Werte 0, — « oder — 2« haben,
ihre Summe «, + «, + - -+ + «, jedoch stets gleich — he ausfillt. Die
Berechnung des Integrals (61) liefert fiir dasselbe als obere Grenze einen
Ausdruck
AP B

't +h—ah) hti=al?
wo A, B gewisse von I unabhiingige positive GriBen bedeuten, und
hieraus folgt fiir (60) eine obere Grenze
h

.
(62) Wil — a)?

wo (' wiederum eine von /i unabhiingige positive GriBe darstellt. Der
Ausdruck (62) ist zugleich eine obere Grenze fiir den iiber 7' erstreckten
Teil des h-fachen Integrales, das in 4, auftritt. Da aber alle iibrigen
L!—1 Teile jenes /:-fachen Integrales, wie sich bei Vertauschung der
Integrationsveriinderlichen zeigt, den gleichen Wert besitzen, so folgt,
daB das vollstiindige f-fache Integral, das in 0, auftritt, den mit 7!
multiplizierten Ausdruck (62) zur oberen Grenze hat, d. h. es ist

O

(63) 9, | < W — o)’

Wegen « < 1 folgt hieraus die Richtigkeit des Hilfssatzes 3 in betreff
der Potenzreithe d(4)%)

Die nimliche Beweisfiihrung gelingt fiir die Potenzreihe 4 (J., ;)

Wir kehren nun zu dem Kern K (s, #) zuriick; erinnern wir uns, wie
K,(s, 1) aus K(s,¢) durch Ausschalten der singuliiren Stellen entstand,
so erhellt, daB} K,(s, ) als abhiingig von der Streifenbreite & zu betrachten
ist. Da fiir ein bestimmtes ¢ A (s, ) absolut genommen stets unterhalb
einer endlichen Grenze bleibt, so ist unsere frithere Theorie fiir K,(s, ?)
unveriindert giiltig. Wir bezeichnen die hier zu K (s, ) gehirigen Potenz-

reihen in 1 mit d,(1) bzw. 4, (i., ”:D Da offenbar die Ungleichung (63)
1) Die Darstellung dieses Beweises in den friiher genannten Dissertationen von

Kellogg und Andrae ist unrichtig.
Math. Monogr, 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen, 3
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und die entsprechende fiir -, (:;) um so mehr fiir die Koeffizienten der

Potenzreihen d,(1) bzw. A, (A, ;) giiltig sind, so erkennen wir durch das

néimliche Schluliverfahren, wie wir es zum Beweise des Hilfssatzes 1 (Kap. II)
angewandt haben, die Richtigkeit der folgenden Tatsache:

Hilfssatz 4. Die Funktionen d,(1) bzw. A, (1, ;} konvergieren fiir

e =0 gegen (A bzw. J (A, ;), und zwar ist diese Konvergenz eine gleich-
miflige fiir alle Werte von 4, deren absoluter Betrag unterhalb einer
beliebig gewiihlten positiven Grenze 4 gelegen ist.

Es ist nicht schwer, nach diesen Vorbereitungen die Giiltigkeit unseres
grundlegenden Theorems S. 19 auf den Fall auszudehnen, dafl der Kern
K (s, t) Singularititen von niederer als der lten Ordnung aufwelst.

Fiir den Kern K, (s,{) ist unser Theorem bereits als giiltig erkannt,
vorausgesetzt, dafl die Nullstellen der zugehorigen Funktion 0,(4) simt-
lich einfach sind.  Sollte diese Voraussetzung fiir einen Kern (s, f)

nicht zutreffen, so denke man sich — idhnlich wie zu Beginn des dritten
Kapitels ausgefiihrt worden ist — den betreffenden Kern K (s, ) ein wenig

modifiziert, so dafl jener Voraussetzung geniigt wird und doch die modi-
fizierten Ausdriicke fiir ¢ = 0 nach denselben Grenzen K(s, ) bzw. d(2)

T . ey .
A (\l, y.] gleichmiiig konvergieren.

Es sei jetzt A irgendeine positive Gribe; aus Hilfssatz 4 kann dann
geschlossen werden, dall diejenmigen Nullstellen 4 von d,(1), deren ab-
solute Betriige anch filr ¢ =0 unterhalb 4 bleiben, in der Grenze fiir
¢ =0 in die Nullstellen i® von d(%), die absolut genommen unterhalb 4
liegen, iibergehen, und daB die zu jenen Nullstellen 4" zugehdrigen Werte

von A, (J.‘é"}, ;} bei diesem Grenziibergang & = 0 in die beziiglichen Werte
. 0 T 5 e
von A (A ’.’ﬂ) ithergehen.
Wir bezeichnen nun die zam Kern K (s, ¢) gehorigen Eigenfunktionen
mit ."(s), ¢ *(s), .... Da wegen (53) S. 27 fiir jedes noch so grofie m
die Ungleichung

|f¢r;“(s)x{s) ds] + ]IJI'IL'Z”(S).Z(S) c!s} s wie

2 b
< ](.:c ($))ds
@

+ { j'w‘;’" (s)x(s) ds}

gilt, so ist auch gewild:
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(64) Z 1fu~”’ (s)a (s)ds <f(.rf5| 2ds.

@M=y

Nunmehr setzen wir in der Formel (44) unseres Theorems an Stelle von
y(s) die Funktion z(s) ein und schreiben die entstehende Formel dann
in der Gestalt

(65) f‘j K, (s,yx(s)z(t)dsdt = 2 1“ 1 J;w:f-“::s):r:'s) r!'.s].

1:]< 1 J

h 2
1 AN

T Z iw {,H’f’ ‘S)x(h')ffs} ;

ez © la

dabei soll die erstere Summe rechter Hand iiber alle Eigenfunktionen ¢ (s)
erstreckt werden, deren zugehirige Eigenwerte 1/’ absolut genommen
unterhalb 4 bleiben, wiihrend die zweite Summe rechter Hand ebenso
wie die Summe linker Hand in (64) alle iibrigen Glieder enthiilt. Wegen
(64) folgt aus (65) die Gleichung:

'['.]'KF('S, Ha(s)z(t)dsdt = 2 W { fti‘f' (s)x(s) r(.»] - 1; [(a‘ s)ids.

£ I3 @
' el Ay =n=1

@

und durch Grenziibergang fiir ¢ — O entsteht hieraus:
F 2
i b of o m - o N ) &
JJIUS, Ne(s)z(t)dsdt = /\ B { I"'U (8)x(s)ds } :»Zl(,t:sjdq

@M 1y (0= < =1).

A

Wenn wir nun 4 iiber jede Grenze zunehmen lassen, so ergibt sich die
Formel (44) unseres Theorems fiir den Kern A'(s, ¢), im Falle z(s) = y(s)
genommen wird.  Die letzte Hinschriinkung lilt sich sofort beseitigen.

Wir erkennen ohne Schwierigkeit auch alle fritheren Folgerungen
unseres Theorems fiir den Kern A'(s, #) als giiltig, insbesondere die Sitze 4+
und 7 iiber die Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach den Kigen-
funktionen, die zu K(s, f) gehiren.

Sollte der vorgelegte Kern K (s, ¢) singulire Linien von hioherer als
der {ten und niederer als erster Ordnung besitzen, so bediirfen unsere
Sitze gewisser Modifikationen; man erkennt diese leicht, wenn man die
zweifach bzw, mehrfach aus A(s, ¢) zusammengesetzten Kerne (vgl. S 20)
bildet; bedenkt man, dafll unter diesen Kernen stets soleche Kerne vor-
handen sein miissen, fiir die unsere oben dargelegte Theorie giiltig ist,
so ergeben sich die gewiinschten Folgerungen fiir den Kern Kis, {).

Wir haben bhisher durchweg — auch in den Entwicklungen dieses
Kapitels VI — die Voraussetzung gemacht, daB fiir den zugrunde

3%
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gelegten Kern K (s, t) die Potenzrethe 6(4) nur einfache Nullstellen be-
sitzt. Es sind nunmehr die Modifikationen zu ermitteln, die unsere
Theorie erfithrt, wenn wir diese beschriinkende Annahme fallen lassen.
Zu dem Zwecke sei A(s,¢) ein solcher Kern, zu dem 1% als
n,-facher Eigenwert gehirt, d. h. 2% sei genau eine n,-fache
Nullstelle von 0(4). Sodann hietet es keine erhebliche prinzipielle
Schwierigkeit, einen Kern K (s, {) von folgenden Kigenschaften zu finden:
K, (s, 1) sei eine solche Potenzreihe von u, deren Koeffizienten stetige
symmetrische Funktionen von s, ¢ sind, die fiir geniigend kleine Werte
von p konvergiert und fiir w =0 in K(s,?) iibergeht. Es sei 0,(1) die
fragliche zum Kern K, (s, #) gehirige Potenzreihe, so daB 9, (1) fir uw =0
in die zu K(s, {) gehirige Potenzreihe 0 (1) iibergeht; 6‘,,(.7.‘)‘Wird, wie man
aus dem fritheren Beweise leicht erkennt, eine Potenzreihe in A, die fiir
alle 7 und geniigend kleine u konvergiert; diese Konvergenz ist auBer-
dem fiir alle absolut unterhalb einer endlichen Grenze .4 liegenden 7 bei
geniigend kleinem w gewil} eine gleichmifBlige, so daB d,() auch als Potenz-

reihe in 2 und g darstellbar ist. Endlich gestatte — so sei der Para-
meter @ gewiihlt — die Gleichung
0, (1) =0

in der Umgebung von i = i® die folgenden #, Auflésungen:
= B(w),
T =By (1),
(l‘}li) w  a wen am
b TR = Py ma ()

hierin sollen Y¥(w), B, (n), ... B, ((u) Potenzreihen in u bedeuten, und
unter diesen scien keine zwei in u cinander identisch gleich.
Die letztere Festsetzung bringt die fiir die nachfolgenden Entwicklungen
wesentliche Figenschaft der Funktion K, (s,f) zam Ausdruck, die darin
besteht, daf} fiir alle geniigend kleinen, von Null verschiedenen Werte des
Parameters ¢ die Funktion K (s, #) einen Kern darstellt, der lauter ein-
fache Kigenwerte besitat. Wir bilden nunmehr fiir K, (s,t) nach Art
von (27) die Potenzreihe 4, (4;s,¢), die fir g =0 in die zu K(s, ) ge-
hirige Potenzreihe (4;s,t) iibergeht. A, (1;s,¢) ist gewill fiir alle 7
und geniigend kleine u ebenso wie 0, (4) gleichmiibig konvergent und auch
als Potenzreihe von i und u darstellbar. Endlich konstruieren wir fiir
K, (s, t) die zu

ll»‘*)

(h+ 1) (h4np—1)
i 'J-Ju F Y )“fi
rehiiricen normierten Eicenfunktionen

(=] D

(e

IL'E:'J(-N'), v E |.~(.S.\’ o u.-ff‘+"“‘“”f\.\'),
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indem wir in 0,(4) und 4, (i;s,¢) an Stelle von 7 der Reihe nach aus
(66) die Werte fiir A%, A%*V .. . A%*m=Y qals Potenzreihen in w ein-
setzen; wir erhalten zuniichst

Au(P;5,)

ﬂ'if’?t“‘)wif‘){t) _' & (i T i_"{ FN(s, t) =4 qr‘;&)(sl Ha+--},

A (Ahe+1h 5 1) 3 ) )
”*”@)u“*“(@———-( Ay = B B0 (s, 1) UG, ) p o),
: e~ o vl J_H:+n,‘—1’5-f, Ao —

g ) = et = ik ens W+,
+ om0
darin bedeuten ¢, ¢, ... ¢,,_, gewisse ganze rationale Exponenten, die

= 0 sind; ferner bedeuten die Ausdriicke (s, #) auf der rechten Seite
stetige Funktionen von s, ¢ Hs fillt nicht schwer, hieraus fir die ge-
suchten Eigenfunktionen Formeln von folgender Art abzuleiten:

(6 = S W06) £ 9 -,
(67) - .

wu.w,,—u( i - P+f,.,,_:{u,m+,.,,_1)(b) + () A )y
darin bedeuten wiederum f, fi, ..., fx,—1 gewisse ganze rationale Ex-
pouenten, die >0 sind. Ferner bedeuten die Ausdriicke 3U(s) auf der
rechten Seite stetige Funktionen von s, und insbesondere diirfen wir an-
nehmen, dafl von den Funktionen

(68) W), OHIs), .y D)
keine fiir alle s identisch gleich Null sei. Da andererseits fiir alle ge-
niigend kleinen von Null verschiedenen w die Gleichungen

h

HW“Pw=1V~,IwwawWh=l

bestehen miissen, so folgt, daB die Exponenten f, 7, ..., f.,—1 simtlich
Null sind, und die Formeln (67) lehren dann, daB die Funktionen

WO, W), - H)

fiir = 0 stetig in die Funktwnen (G8) iibergehen. Diese Funktionen (63)
heiBen die zum n,-fachen Eigenwert A" gehirigen Eiqenfmaktionen;
sie erfiillen, wie man aus den Formeln fiir die Eigenfunktionen ¢ (s), v’ (s), ...
durch Glen/,uhergang zu u = O sofort erkennt, die folgenden Gleichungen:

b
JS@®e)3rds =1,

SO () et (s) ds = 0,
T=hh+1, ... hh+n—1; ¥k
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Wir wenden nunmehr die Formel (43) auf den Kern K, (s,?)
wobel u einen geniigend kleinen von Null verschiedenen Wert bedeutet.
Mit Riicksicht auf (39) erhalten wir

11 1
.]'_f'le"fs, Ha(s)y()dsdt — .- [w“’(s):r(s) ds-fzpi,”(sdy(snls
[\]
1 1
}l [q,u (8)z(s)ds- ]w 2(s)y(s)ds — -+ — J,,,, wI(s)z(s)ds - /:L“"{au[srds
£ o K}

1 1
s LD (th_s.-_l'rls +'] {y._s,-)gd.s);
g 0 0

wenn wir hierin zur Grenze u = 0 iibergehen und alsdann m iiber jede
Grenze wachsen lassen, so erkennen wir, daB auch fiir den Kern Ki(s, )
die Formel (44) des grundlegenden Theorems unveriindert giiltig bleibt;
man hat nwur nitig, fir den Iall eines n,-fachen Iigenwertes )" rechter
Hand in (44) der Reihe nach jede der n, verschiedenen, zu 1 gehivigen
Ligenfunltionen zu beriicksichtigen, so daf3 in jedem dieser wn, Glieder der
reziproke Wert desselben Figewwertes 1) als Faktor zu stehen Lommt.
Eine einfache Methode zur Berechnung der Eigenfunktionen (68)

gewinnen wir, indem wir von der Formel
hob

b ]
[fKu.;s) Ha(s)y(t)dsdt = E o — (s)z(s)ds- [w) (s)y(s)ds
aa =1y Byaas) Ca a
ausgehen., Setzen wir hierin
: - A(1; s, i).
K(s,t) = o)

ein, multiplizieren dann die Formel mit 2 — 2" und gehen zur Grenze
=) iiber, so erhalten wir schlieBlich:
"‘.,':_ A(4ys,t)
oL M () 1 o
o, YO ()P (F) + p+0 () ph I (E) + -
] E.,”Hh C,(Aj J;.:;l(m +w(h+u;,—1)(s)wh+nﬁ—l[{’

Durch diese Gleichung sind die zu dem »,-fachen Eigenwerte i) gehorigen
Eigenfunktionen (68) eindeutig bestimmt, wenn man von einer unwesent-
lichen orthogonalen Kombination derselben mit konstanten Koeffizienten
absieht.

Mittelst der echen bewiesenen Verallgemeinerung unseres grund-
legenden Theorems sind wir imstande, auch die anderen im FKalle mehr-
facher Eigenwerte entstehenden Fragen ohne Schwierigkeit zu beantworten.
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