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Yorwort,

Im vorliegenden Buche bringe ich meine sechs Mitteilungen ,Grund-
ziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen® im
wesentlichen so, wie ich sie wihrend der Jahre 1904—1910 in den
Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen ver-
dffentlicht habe, zum Wiederabdruck.!) Die in diesen Mitteilungen ent-
haltene Theorie ist seitdem von meinen Schiilern und anderen jiingeren
Mathematikern durch wertvolle Untersuchungen ergiinzt und in wesent-
lichen Punkten weitergefiihrt worden. Ich sehe von allen besonderen An-
gaben hinsichtlich der an meine Mitteilungen ankniipfenden Literatur ab
und erwidhne nur, dafl Herr O. Toeplitz ein umfassendes Lehrbuch der
Theorie der linearen Integralgleichungen und der unendlichvielen Variabeln
gegenwiirtig bearbeitet.

Neu hinzugefiigt habe ich zum Schluf ein Kapitel iiber kinetische
Gastheorie. Wiithrend es bisher bei allen zahlreichen Anwendungen der
Theorie der Integralgleichungen stets eine Differentialgleichung gewesen
ist, die die Theorie der Integralgleichungen vermittelte, erscheint in der
Gastheorie die lineare Integralgleichung primir als direkte Folgerung aus
der StoBformel, und da sich iiberdies die Theorie der Integralgleichungen
zur systematischen Begriindung der Gastheorie als unentbehrlich heraus-
stellt, so erblicke ich in der Gastheorie die glinzendste Anwendung der
die Auflésung der Integralgleichungen betreffenden Theoreme.

Die vorausgeschickte sachlich geordnete Inhaltsangabe®) soll zu-
gleich als ein Leitfaden fiir die gesamte Theorie der Integral-
gleichungen und ihrer Anwendungen dienen, wie sich diese gegenwirtig
systematisch aufbauen und am iibersichtlichsten darstellen lift.

Gottingen, Juni 1912,
David Hilbert,

1) Erste Mitteilung (Gott. Nachr. 1904, S. 49—u1), zweite Mitteilung (Gott.
Nachr. 1904, S. 213—259), dritte Mitteilung (Gott. Nachr. 1905, 5. 307—338), vierte
Mitteilung (Gott. Nachr. 1906, S, 157—227), fiinfte Mitteilung (Gott. Nachr. 1908,
8. 439—480), sechste Mitteilung (Gott. Nachr. 1910, 8. 355—417): den sechs Mit-
teilungen entsprechen die sechs Abschnitte dieses Buches.

2; Gott. Nachr. 1910, S, 595—618.
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Sachlich geordnete Inhaltsangabe.

(Die rimischen Zahlen bezeichnen die Kapitelnummern.)

Hauptleile A—F:
A. Theorie der Iunktionen unendlich vieler Verdnderlicher (1.—7.).
B. Theorie der lineaven Integralgleichungen (3 —11.).
(. Awnwendung anf gewdhnliche Differentialgleichungen (12.—1Y9.).
D. Awwendung awf partielle Differentialgleichungen (20.—25.).
Anwendung auf die Theori: der Funltionen einer komplexen Variabeln
(26.—28.).

I Awwendung  awf  Variationsrechnung, Geometrie, Hydvodynamil: wnd
Grastheorie (29.—32.).

A. Theorie der Funktionen unendlich vieler Yeriinderlicher.

1. Definition der Beschranktheit. Eine Funktion von unendlich vielen
Veriinderlichen Fiz,, «,, x;, ...) heifit beschriinkt, wenn ihr n-ter Ab-

schnitt F(x, 2, ... «,, 0, 0, ...) dem absoluten Betrage nach fiir alle
Wertsysteme z,, z,, ..., fir die
Seig1
(=1 ..

ist, unterhalb einer festen, von » unabhiingigen Schranke M liegt. Spezielk
ist eine Linearform
O Ty + QgXg 4+ -

dann und nur dann beschrénkt, wenn

o el
a;” +ag® 4+ -
konvergiert; eine Bilinearform
"“
—_ am‘rﬁyﬂ
(pa=1,2"..)
wenn
3
__ama.ﬂu
pag=L 2 ...

unterhalb einer von » unabhiingigen Grenze M liegt.
Eine lineare Transformation

U = \(! ?)‘
U=l ?,..,

q (3):1’ 2?"')



A. Theorie der Funktionen unendlich vieler Veriinderlicher. 2.—4. v

heiBt beschriinkt, wenn die zugehirige Bilinearform

)a

ﬂ] P
(¥R g'—l

beschriinkt ist. Eine solche Trausformation fiithrt jedes Wertsystem mit
konvergenter Quadratsumme in ein ebensolches iiber. (XL S. 125—126.)

2. Die Faltungssitze besagen, dabb die sukzessive Ausfiihrung, d. h.
,Faltung®, zweier oder mehrerer beschrinkter Transformationen selbst
wieder eine beschriinkte lineare Transformation ergibt, (XI. S. 128) und
ferner, daB dieser ZusammensetzungsprozeB assoziativ ist (XL S. 129).
Wendet man auf die Variabeln einer beschriinkten linearen, quadratischen
oder bilinearen Form eine beschriinkte lineare Transformation an, so ist
das Resultat eine beschrinkte Form derselben Art.

3. Line orthogonale Transformation ist eine solche lineare Trans-
formation
‘ Y= _(:-_fop,f;rv, =1; 2, i),
die den beiden Bedingungen

s 0, p==¢
201,’ f}f 7
(r) |1, p=¢q

0, ‘
20,01_ y P4
n T 1, p=gq

geniigt (XL S. 120—130). Zwei Linearformen
Saz, Sbux
{p) ¥ {p) 2

heiBen zueinander orthogonal, wenn
>a b, =

W
ist. Unendlich viele Linearformen bilden ein vollstindiges Orthogonal-
system, wenn ihr Koeffizientenschema dasjenige einer orthogonalen
Transformation ist. Ein System von endlich oder unendlich vielen ortho-
gonalen Linearformen kann durch Hinzufiigung von endlich oder abzihl-
bar vielen Linearformen zu einem vollstindigen Orthogonalsystem ergiinzt

werden. (XI. 8. 141—143.)
Die Faltung zweier Bilinearformen ist orthogonalen Transformationen

gegeniiber kovariant. (XI. S. 131.)
4. Vollstetigheit. Es seien
3;1[1)’ 3;2“)? 3’_‘3{3)’
2,® 2,0 2,®



VI A. Theorie der Funktionen unendlich vieler Veriinderlicher. 3.

unendlich viele Wertsysteme, deren Quadratsumme kleiner als 1 ist und

die die ,Hiufungsstelle“ z,, @,, wy, ... besitzen in dem Sinne, daB
M — g
Lz, z,
n=x

ist; dann heiBt eine Funktion I'(z,, x,, ...) vollstetig, wenn fiir jede
Folge solcher Wertsysteme
L F(Il("): xﬂ(")J O, ) - F(JL'” gy » - )

ist. (XL S. 147, XIIL S. 174—175.) Jede beschriinkte Linearform ist voll-
stetig, indessen nicht jede beschrinkte quadratische oder bilineare Form;
s0 1st
T R S T R
dann und nur dann vollstetig, wenn
W5 v, = 0,
withrend diese Form z B. fiir
=1, v,=1,...
noch beschriinkt bleibt. (XI. 8. 148.) Die Bilinearform
= %Yy
ist jedenfalls dann vollstetig, wenn
=,
(e 9)
konvergiert (XI. S. 150—151, XIL S. 164).

Weitere hinreichende Kriterien fiir Vollstetigkeit beschriinkter quadra-
tischer Formen (XI. 8. 151. Satz 36).

Fiir vollstetige Funktionen gilt, wie bei endlicher Variabelnzahl, der
Satz von der Existenz des Maximums (XI. S. 148). Weiteres iiber voll-
stetige Funktionen (XIIL 8. 1756—177).

5. Theorie der vollstetigen Formen. Jede vollstetige quadratische
Form liBt sich durch orthogonale Transformation ihrer Veriinderlichen
auf die Form bringen

by + kyay® + - -,
L ];n == 0

ist; die %, sind die reziproken Eigenwerte (XI. S. 148, Satz 35). Direkter
independenter Beweis dieses Satzes (XL 8. 148—150).

Analoge Sitze gelten fiir die simultane Transformation zweier
quadratischer Formen, deren eine vollstetig und definit ist, wiihrend die
andere die Form v,2,?+ v,a,* + - - - hat — unter v, die Werte 4 1 ver-
standen — (XIIL S. 156—162 Satz 38, 38%), sowie fiir die Transformation

wobel



A. Theorie der Funktionen unendlich vieler Veriinderlicher. 6.—7. viI
der Hermiteschen und der schiefsymmetrischen Form auf eine Normal-
form (XII. S. 162—164, Satz 39).

6. Vollstetige lineare Gleichungssysteme. Ist
>

L;-',;’)u’w TpY,
eine vollstetige Bilinearform, so hat das Gleichungssystem
(1 + ay)a; + @320+ 325+ - = ay,
g1 Ty + (1 + Ggy) 2y + gy + - - - = @y,

Qg &y + gy + (1 + agg) 2y + - - - = ag,

alle wesentlichen Eigenschaften der linearen Gleichungen mit endlich
vielen Unbekannten; d. h. dieses Gleichungssystem hat entweder fiir jedes

Wertsystem a,, a,, ... mit konvergenter Quadratsumme eine und nur
eine Losung x,, x,, ... von konvergenter Quadratsumme, oder das homo-
gene Gleichungssystem, das aus ihm entsteht, wenn man

a,=0, a,=0,

setzt, besitzt eine endliche Anzahl linear unabhingiger solcher Lisungen;
im letzteren Kalle besitzt das ,fransponierte” Gleichungssystem

(‘?a”;ﬁx~0 (g=1, 2, .

genau ebenso viele linear unabhiingige Losungen, und das urspriingliche
inhomogene Gleichungssystem ist dann und nur dann auflésbar, wenn die
rechten Seiten a,, a,, ... ebenso vielen linearen Bedingungen geniigen
(XIL. 8. 164—174, Satz 70).

1. Theorie der beschrinkten quadratischen Formen. Im Gegensatz zu
den vollstetigen Formen bieten die nicht vollstetigen beschréinkten Formen
Verhiiltnisse dar, die denen bei endlicher Variabelnzahl nicht analog sind;
doch gilt das folgende Theorem, das durch Grenziibergang vom algebrai-
schen Problem (XI. S. 111-—112) aus gewonnen wird (XL S. 1134t): In

einer nicht vollstetigen beschriinkten quadratischen Form

E() = Kz, @, -- )

lassen sich die Variabeln z,, #,, ... stets so orthogonal in z/, ), ...
£, &, ... transformieren, dafl
do (u; §)
A -fq v 5
I((L)— }_, ,, z, + —=

wird. Dabei ist das Integral (im St-1e1t3esschen Sinne) iiber eine perfekte
Punktmenge s der w-Achse, das ,Streckenspeltrum®, zu erstrecken, und die

Spektralform o(u; b)_./_,ﬁﬁ ()g,E, bedeutet eine vom Parameter p
7 9



VIII A. Theorie der Funktionen unendlich vieler Veriinderlicher. 7.

abhiingige positiv definite quadratische Form, deren Wert fiir jedes feste

Wertsystem der & als Funktion von w von O bis S’E monoton wichst
()

und die die zu ihrer Charakterisierung hinreichenden Relationen

\ju(y )da,,.( u}fn w)deo,,(u) = ] w(w)do,, ()
(r) (%) (s)

[do(u; &) = 38}
(%) (V2]

identisch fiir alle stetigen Funktionen w(u) erfiillt (XI. S. 145—146, Satz 33).

Die aus dem Streckenspektrum, den Eigenwerten ; : ;, ... d. h. dem
‘1 |
o Punktspeltrum® (XI. 8. 119) und ihren Hiufungsstellen bestehende Punkt-
menge heillt das Speltrum von K(z) (XI. 8. 122); fiir jedes dem Spektrum
nicht angehorige 4 haben die aus der Form
S t— LK (x)
(I‘
entspringenden inhomogenen Gleichungen
£— L.k z, =y, (p=1,2..)

P =l pg g
()

fir jedes Wertsystem y, von konvergenter Quadratsumme eine eindeutig
bestimmte Losung z,, z,, 2y, ... von konvergenter Quadratsumme; diese
wird mit Hilfe einer beschriinkten quadratischen Form

2 *da(u; &)
K(i; z) =2xm(l)xﬂx? :21 gf”“) -}-/1 =y

A

(9 p=12... 2 T u

) '

der , Resolvente von K(z), dargestellt durch die Formeln
xp =ﬁ xp‘,‘(i) y'['

Fiir jedes Wertsystem der x ist K(4; ) eine analytische Funktion von A.
(XI. 8. 137—138, Satz 32.) Die homogenen Gleichungen
z,— A ?meﬁﬂ (= 1,02 o)
@)

haben dann und nur dann eine Losung von konvergenter Quadratsumme,
wenn 1 ein Higenwert ist, und so viele unabhiingige Losungen, als dessen
Vielfachheit angibt (XL 8. 147, Satz 34).

Ein Beispiel einer beschriinkten Form mit Streckenspektrum
(XI. 8. 153—155).

Die Resolvente gewisser nicht beschriinkter Formen (XL S. 124 bis
125, Satz 31).



B. Theorie der linearen Integralgleichungen. 8.—9. IX

B. Theorie der linearen Integralgleichungen.

8. Der Zusammenhang ziwischen wnendlich vielen Variabeln wnd Integral-
gleichungen wird vermittelt durch ein vollstindiges orthogonales
Funktionensystem @ (s), @,(s), ... fiir das Intervall « <s <0, d. L.
ein System von abziihlbar vielen Funktionen, die den Bedingungen geniigen

s 0 q)
f D,(s)D,(s)ds = v @ +9) , (Orthogonalitétsrelationen),
i 'L (p=q)
f 2 3
z(f-u,(s) IDI,(:S')c?s) =f-u(.~{}?ds, ( Vollstindigkeitsrelation):
(p) ‘a @

dabei mufl die letztere Relation fiir jede stetige Funktion w(s) gelten.
(XIIL. 8. 177—178.) Jeder endlichen und stetigen Funktion /(s) sind in
bezug auf dieses System unendlich viele GroBen, ihre , Fourierkoeffizienten® a,
zugeorduet vermdge der Gleichungen

b
a,= [1(5)@,(8)ds (P=1,2 ..

jeder endlichen und stetigen Funktion A(s, f) von zwei Variabeln s, ¢
ebenso zweifach unendlich viele Griifen
b &

a,,= [ [K(sO)®,()®,()dsdt  (p,q=1,2,...).

@

Die a, sind Koeffizienten einer beschrinkten Linearform, die a,, Koeffi-
zienten einer beschriinkten und sogar vollstetigen Bilinearform (XIIL 8. 181).
Ist K(s,¢) symmetrisch, so sind a, =a, =Fk,  Koeffizienten einer voll-
stetigen quadratischen Form (XIV. 8. 186).

9. Lineare Integralyleichungen ziweiter Art.  Setzt man
]
.rp=l[¢.Dp(s)qJ(s)d’s (=T 8, 57

so liefert jede stetige Lisung der unhomogenen bzw. homogenen Integral-
gleichung mit dem , Kern* K(s, 1)

f(s) = @(s) + [K(s, O)g(t)dt
hzw. =
0= g(s) + [K(s, g(t)at

eine und nur eine Lisung des inhomogenen bzw. homogenen Gleichungs-
systemes



X B. Theorie der linearen Integralgleichungen. 10,

a, = xl'+%ﬂﬂ‘1x‘f
bzw, (p=1,2..).
0= xp+%'amm?.

Umgekehrt gehort zu jeder Lisung von konvergenter Quadratsumme des
einen dieser Gleichungssysteme mit unendlich vielen Variabeln eine und
nur eine stetige Lisung der entsprechenden Integralgleichung, niimlich:

b

¢ (s) = £(s) — ;':r:mfff(s, Hao,(t)dt;
P a

demnach liefern die Sitze von 6. die Fredholmschen Sitze iiber die Auf-

losung der unhomogenen und homogenen Integralgleichung (XIIL S. 180

bis 185).

Ableitung der Lisungsformeln (Fredholmsche Formeln) unab-
hiingig von der Theorie unendlich vieler Variabler durch Grenziibergang
vom algebraischen Problem aus (II. S. 8—13; IX. S. 68.)

Sitze iiber die aus K zusammengesetzten Kerne (IX. S. 67—70).

Ausdehnung auf unstetige Kerne (XV. 8. 204; IX. S. 68).

Zusammenfassung zweier simultaner Integralgleichungen in eine
Integralgleichung (XVI. 8. 210).

10. Orthogonale lineare Integralgleichung. In gleicher Weise liefern
die Siitze von 5. die Theorie der Integralgleichung mit stetigem symmetri-
schen Kern K(s, 1) = K(f,s) und einem Parameter 1 (XIV. S. 185—194).

b
1(s) = 9(s) — 2 [K(s, O)p(t)dt.

Jeder nicht identisch verschwindende Kern K(s, ) hat mindestens einen
wLigemwert® 4, fiir den die gzuehorige homogene Integralgleichung (f'= 0)
eine nicht identisch verschwindende Losung, die zugehirige ,, Eigenfunktion®,
besitzt. (XIV. S. 188; zum ersten Male bewiesen 1II. 8. 16.) Jeder Eigen-
wert hat endliche Vielfachheit, d. h. es gibt nur endlich viele zu-
gehirige linear unabhiingige Eigenfunktionen. Falls der stetige Kern K(s, £}
nicht eine Summe von endlich vielen Produkten ¢, (s)¢,(f) ist, so gibt es
unendlich viele Eigenwerte, die sich nur gegen oo hiinfen (XIV. S. 192;
IV. 8. 22). Ist 4 kein Bigenwert, so hat die homogene Integralgleichung
keme, die unhomogene eine und nur eine Losung, die sich durch eine,
vom Parameter / analytisch abhiingende , Resolvente* K(s, t; 1) in der Form

g (s) = £(s) + 4 [K(s, &; D)t
ausdriickt (11, S, 12). ’



B. Theorie der linearen Integralgleichungen. 10. X1

Das zugehorige ,Gaufsche Variationsproblem: das Maximum der
Werte, die das Doppelintegral
J(u) = [ [K(s, Hu(s)u(t)dsdt,

die ,quadratische Integralform®, fiir alle der Bedingung
f‘(u(s))ﬂds =1

genfigenden stetigen Funktionen w annimmt, ist gleich dem kleinsten
positiven Eigenwert, die zugehirige Funktion u ist irgend eine der zum
betreffenden FEigenwert gehorigen Eigenfunktionen; die weiteren Eigen-
werte und Eigenfunktionen erhiilt man, indem man zu diesem Variations-
problem noch sukzessive lineare Nebenbedingungen hinzufiigt (XIV. S.193;
V. 5. 28—30). Ist stets J(u) > 0, so heibt der Kern definit. Alle Eigen-
werte sind dann positiv (V. S. 28).

Die simtlichen Eigenfunktionen ¢,(s), ¢;(s), ... bilden ein orthogo-
nales Funktionensystem (XIV. 8. 187); unter Umstinden ist es zugleich
ein vollstindiges (XIV. 5. 193—194).

Jede durch Vermittlung einer stetigen Funktion ¢ in der Gestalt

P

f(s)= [ }((s, Hg(t)dt

darstellbare Funktion f(s) liBt sich auf Fouriersche Weise in eine nach
den Eigenfunktionen @,, ¢,, ... fortschreitende, gleichmiBig und absolut
konvergente Reihe

1(5) = 3e,9,05) = 3,6 [f(s)p,(s)ds

w) ) a

S Pl )
= (2 ‘Fj‘_ﬂs)fg (s)g,(s)ds
Pi ha

entwickeln. (XIV. 8.190.) Speziellere Entwicklungssiitze tiber ,abgeschlossene’
und ,allgemeine® Kerne. (IV. 8. 24—25.)
Die quadratische Integralform .J(u) gestattet fiir alle stetigen Funk-
tionen #(s) die Entwicklung
b o g

J(at) =§;p( ju(s)q:ﬂ(s)ds) :

:

dieselbe konvergiert fiir alle u(s), fiir die [u*ds unterhalb einer Schranke

bleibt, absolut und gleichmiiBig. (IIL, 8. 19—20.)



XII C. Anwendung auf gewidhnliche Differentialgleichungen. 12.—13.

Ableitung dieser Theorie unabhiingig von der Theorie der Funktionen
unendlich vieler Variabeln durch Grenziibergang vom entsprechenden
algebraischen Problem aus (III. S 13—21; das algebraische Problem:
I. 5. 4—8). Darstellung dgr Resolvente K(s,#; 1) als Quotient zweier
ganzer transzendenter Funktionen von 4, d. h. die Iredholmschen Formeln
(IL. 8. 11—13). Ergiinzung betreffend mehrfache Eigenwerte (V1. 5. 35—38).

Ausdehnung auf unstetige Kerne (VI 8. 30—35); (XV. 8. 204).

Anwendung der Theorie auf die adjungierten Eigenfunktionen eines
unsymmetrischen Kernes (XIV. 8. 194).

11. Polare lineare Integralgleichungen.

Entwicklung der analogen Eigenwert- nud Eigenfunktionentheorie
fiir die Integralgleichung

f(s) = V(s)p(s) — 2 [ K(s, () dt,

wo V(s) stiickweise 4+ 1 oder — 1 ist und K(s, f) einen symmetrischen
positiv-definiten’ Kern bedeutet (XV. 8. 105—204).

C. Anwendung auf gewihnliche Differentialgleichungen,

12. Die Greensche Formel.
Fir die allgemeinste sich selbst adjungierte Differentialgleichung
zweiter Ordnung

L(u) = dda; (p g—g) + qu—=20 (»>0)

lautet die Greensche Formel, wie folgt (VIL S. 40):
du dv 7
f{tL(u} —uL(y))da = [p {'u e =itk ﬁ”:
@

Die Grundlisung (., &) ist in bezug auf 2 zweimal stetig differen-
zierbar und geniigt fiir alle von £ verschiedenen Werte » innerhalb des
Intervalles @ bis b der Gleichung L(u) = 0; fiir » =& ist sie stetig,
withrend ihre erste Ableitung den Abfall — 1 aufweist. Sind u, (), u,(x)
zwel unabhiingige Losungen von L(u) = 0, so stellt sich eine Grundlosung
in der Gestalt dar:

P (1‘ £ _ 1 x—§ g (&), () — u, (B (x)
it & ¥ op—t o A, (£) du, ()

w8 = r—— W E—

R F- ! dag

(VIL 8. 40).

13. Randbedingungen.

Es kommen fiinf Arten von homogenen Randbedingungen in Be-
tracht (VII. S. 41—42):



C. Anwendung auf gewdhnliche Differentinlgleichungen. 14.—15. XIIE

L fl@=0, f)=0
1L (fff('U) :0, (df(:c‘_.) — 0
de Jz=a r=1ub '

dax
L [F9 4+ af]_ =0, [”f”ﬂ‘+w

daf( 0 () rdf(x)T
IV. f(a) = kf(®), p(a) [*1] 22T jf,)

e ) = [, 205 -5

V. f(2) soll in der Nihe des Randpunktes 2 — a sich in der Bmm
(# — a)” e(x) darstellen lassen, wo e(x) eine fiir # = a endlich bleibende
Funktion bedeutet;

V# f(x) soll bei der Anniherung an den Randpunkt 2 = @ endlich
bleiben.

14. Die Greensche Funktion G(z, &

Eine Grundlosung g(z, &) fiir das Intervall (a, b), die in bezug auf @
und identisch in & an den Randpunkten zwei homogene Randbedingungen
befriedigt, heifit die zu diesen Randbedingungen gehirige Greensche Funk-
tion der Differentialgleichung L(u) = O: ferner heilit der Quotient

Gz, &)= q;{"t? die Greensche Funktion des Differentialausdruckes 1(u)
(VIL 8. 42—43).

Wenn eine Greensche Funktion nicht existiert, so besitzt die Differen-
tialgleichung L(w) = O eine nicht identisch verschwindende stetig differen-
zierbare Lisung v°(x), die die betreffenden Randbedingungen erfiillt. Wir

konstruieren dann ein Integral g(, £) der inhomogenen Differentialgleichung
L) =p®W@e®, [P =1,
dessen Ableitung an der Stelle 2 = § den Abfall — 1 e:'f'a'.hrt, das an den
Randpunkten die Randbedingungen erfiillt und die Gleichung
ol ©ur@)dz =0

befriedigt. Die Funktionen g(z, £) und 7'* (=, "J. werden als Greensehe Funl-

tionen im erweiterten Sinne bezeichnet, (V[I S. 44—4b, XVIII. 8. 233.)

Das Symmetriegesetz der Greenschen Funktion G (x, &) = G (& x)
(VIL S. 45).

15. Die Lisung der Randwertaufyabe.
Die Integralgleichung erster Art
b

fla) = [G(x, &) p(E)dE



XIV C. Anwendung aunf gewthnliche Differentialgleichungen. 16.—17.

wird durch die Formel

¢ (@) = — Lf(()
gelist; und umgekehrt gibt die Integralgleichung dasjenige Integral f(z)
der Differentialgleichung, das dieselben Randbedingungen wie G-(z, &) er-
filllt (VIL S. 45—47).

Die lisende Funktion der Integralgleichung
]
f(z) = p(@) — 1/ G(z, E)p (E)ds

ist gleich der zu denselben Randbedingungen wie G gehirigen Green-
schen Funktion des Differentialausdruckes

A(w) = L(u) + Au.
(VIL. 8. 47—49))

16. Eigenwert- und FEigenfunltionentheorie der Differentialgleichung.

Die Differentialgleichung 4(u) = O besitzt unendlich viele Figen-
werte, d. h. es gibt unendlich viele Werte des Parameters 4, fiir die die
Differentialgleichung .(#) 4+ Au = 0 eine nicht identisch verschwindende
Losung, die zugehorige Eigenfunktion, besitzt, die an den Randpunkten
die betr. homogenen Randbedingungen erfiillt (VII. S. 49—50).

Sind ¢W(z), ¢&(z), ... die zu irgend welchen Randbedingungen
gehorigen Bigenfunktionen von A(u) = 0, so folgt fiir jede stetige Funk-
tion % (z) aus )
Sh(z)p(2)de =0 (m=1,2, ...

stets, dal A(z) identisch Null ist (VIL S. 50).

Jede zweimal stetig differenzierbare und den Randbedingungen ge-
niigende Funktion f(2) ist auf die Fouriersche Weise in eine nach den
Eigenfunktionen fortschreitende gleichmilig konvergente Reihe entwickel-
bar (VIIL. S. 51).

Ubertragung der Resultate auf die Differentialgleichung
ddm (p i—ii;) + (q@) + Ak@)u =0,
wobei k(x) >0 ist. Beispiele. (2. S. 51—56.)

Differentialgleichungen, fiir die nur eine Greensche Funktion im er-
weiterten Sinne existiert, und der zugehdrige Entwicklungssatz. Beispiele.
{VIL. 8. 55—56.)

17. Allgemeine Differentialgleichungen.

Mittelst der Theorie der polaren Integralgleichungen werden die
simtlichen Resultate auf die Differentialgleichung

2 (p j?) + (¢@) + 1k@)u =0 (p > 0)

da



C. Anwendung auf gewdhnliche Differentialgleichungen. 18, XV

ausgedehnt, wobei k(z) eine endliche Anzahl von Malen sein Vorzeichen
dndert. Existenz von unendlich vielen Eigenwerten (XVI. 8. 205—206).
18. Systeme von simultanen Differentialgleichungen.
Aus dem Variationsproblem

b
fQ(u'” Wy, %, t)dx = Min.,
WO
Q = py (@) + 2pypw sy + Psa“’ P+ 2qwyu + 2 “Qu Wty + 250y u,

+ 25005ty + 13,7 + 205040 + 1oy,
entspringen die linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung (XVI. S. 206
bis 207):

i 2 ;0 d 8¢ ¢
Ly (g, uy) = % (ﬁ; ( Q) —F‘) =0, L,(u,u)= _-( (’7')) = B t’) 0.

du ou dx \cu du,

Die G?“cem('he Formel fiir diese Differentialgleichungen (XVI1. 8. 207):
f(vlLl (u) — wu, Ly (¢) + v, Ly (w) — uy Ly (v)) dx
2 5 A e
=.,}|:r 0@ _ 1,1(/@ + v 26? — U A |

18w, v’ 28v . s
Das Greensche Funlktionensystem fiir diese Differentialgleichungen ist
ein System von Funktionen:
Gy (7, &), Gya(2, &),
Gy (2, 8), Gy (2, §),
die paarweise die Differentialgleichungen L, = 0, L, = 0 sowie die Rand-
bedingungen in bezug auf z befriedigen, und deren Ableitungen fiir 2 =
einen gegebenen Abfall erfahren. (XVI S. 207—208.)
Das Symmetriegesetz dieses Funktionensystems lautet: (XVI. 8. 208)
G (2, §) = Gy, (§, @),
Gy (x, £) = Gy (§ @),
Gy (@, §) = Gy (§, 2).
Die Losung der Randwertaufgabe: diejenigen Liosungen der Differential-
gleichungen

/

Li(fisfs) = — 91, Ly(f1, f2) = — @,

die bestimmte homogene Randbedingungen erfiillen, werden durch

(@) = [{ Gy (@, ©) @, () + Gyy(x, E)y(8) ) dE,

£2(8) = [{ Goa(@ D9(8) + Gon(@r £ py(8)) &

dargestellt, und umgekehrt, diese Integralgleichungen erster Art werden
durch jene Funktionen ¢,(x), @,(z) gelost. (XVI. S. 208.)



XVI Anwendung auf partielle Differentialgleichungen. 19.—20,
diejenigen Funktionenpaare

Ez'r;camw t- und  Eigenfunktionentheorie:
z), die an den Randpunkten homogene Randbedingungen erfiillen

(@), 15
und das Glemhungssystem.
=Ly (uy, up) + A (byy (), + Iy (2)u,) = 0,

4=
Ay = Ly(uy, ug) + 2 (kyy (2)14 + Fisg(w) 1) = 0
befriedigen, sind Eigenfunktionen der Integralgleichungen
b
() = ’i'.fl Gy (2, &) By y + Rigtty) + Grg(2, &) (Rgyy + Fypn) } AE,
a
g (2) = 4 [{ Gy (2, E) gy ty + Fystt5) + Gig (w, £) (Ryyt4y + Fipgts) } dE?
(XVIL. 8. 209—211.) Die Existenz unendlich vieler Eigenwerte und Eigen-
funktionen; Entwicklungssitze. (XVI S 211.)
Greensche Funltionen im erweiterten Sinne (XVI S. 211—212).
19. Fine zweiparametrige Randwertaufgabe (Kleins Oszillationstheorem).

Treten in den Differentialgleichungen

17 dy
= (} (,*) + (Aa + ub)y =0,
4 () et 9=
(plo) > 0, a® > 0, fir JC'; Lz 7)
(R'\w = O ﬁf(&f B U fiir ‘-'1 é gé ‘:‘&.‘)
+ Cu auf (C = const.)

die Parameter 4, ¢ nicht bloB in der Verbindung 1
auf, so existieren unendlich viele Paare von Werten 2, u, fiir welche das
2 2

Differentialgleichungssystem ein Liosungssystem y, (), ,(&) besitst, derart
daB w,(x) an den Enden und nicht iiberall im Inneren des Intervalles
&y, &y, 1, (E) an den Enden und nicht iiberall im Inneren des Intervalles
£, & verschwindet; zugehoriger Entwicklungssatz. (XXI. S. 262—267.)

D. Anwendung auf partielle Differentialgleichungen

20. Die Greensche Formel.
Fiir die allgemeinste sich selbst adjungierte Differentialgleichung
zweiter Ordnung von elliptischem Typus

r( au) L0 ( ”")-f-(juﬁ (p>0)

L(u) = — 7z T 5y
lnutet die Greensche Formel, wie folgt (VIIL. S. 59):
/JaLrun —uL(v)] (ipf—-ﬁ Uz — vi—::) ds,

IJl
wo oJ ein Gebiet der wy-Ebene mit der Randkurve €' ist.



D. Anwendung auf partielle Differentialgleichungen. 21,—23. XVII

Die Grundlisung ist eine Lisung der Differentialgleichung 7.(u) = 0
von der Gestalt

@y E0) =@y ) llog V(e — O+ (y —w' + nlz,y; &),
wobel y,, 7, zweimal stetig differenzierbare Funktionen sind, und auBer-
dem identisch in & v

& &) =1
ist (VIIL 8. 59—60).
21. Randbedingungen.
Es kommen fiinf Arten von Randbedingungen in Betracht (VIIL S.60
bis 61):
L f(z,y) =0 fiir alle Punkte x, ¥y der Randkurve (';
L 2L — 0

" 2w » FIRT » 3

of |
m. 2y wf=o0,

” bH] ”» ”

én
2 3+

2

. oy _ (i S
IV, (f(x, ¥),= (f, 3)'))u+ 1 (ﬂ)' - (__) ) tiir alle s,

wobei s die Bogenlinge von einem beliebigen Punkte von (', I die Ge-
samtlinge bedeutet;

V. f(z,y) soll bei der Annitherung an die Randkurve endlich bleiben.

22. Greensche Funltion.

Eine Grundlésung g(x, y; & 1), die als Funktion von 2, y identisch
in 7, £ an der Randkurve € eine homogene Randbedingung befriedigt,
heiBt Greensche I'unktion der Differentialgleichung L(u) = 0; ferner heibit

der Quotient g(jit'j)‘ " die Greensche Funktion des Differentialausdruckes
L(u). (VIIL 8. 61.) Symmetriegesetz der Greenschen Funktion. (VIIL
S. 62.)

Gireensche Funltion im erweiterten Sinne. (XVIIL 5. 233.)

23. Die Lisung der Randwertaufgabe.

Die Integralgleichung erster Art

f(x, y) =[Gy, En)g & n)dEdn
()
wird durch die Funktion '
: 1 .
¢ (&, y) = — 5 L(fx, y)

gelost; umgekehrt stellt f(xz, y) diejenige Lésung der Differentialgleichung
dar, die denselben Randbedingungen geniigt wie G (zy;&y). (VIIL S. 62.)

Die losende Funktion der Integralgleichung

flz,9) =@z y) — lf(x'(xy; En)o(En)dEdy
@)

Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. b



XVIII D. Anwendung auf partielle Differentialgleichungen. 24.—25.

ist die zu den niimlichen Randbedingungen gehorige Greensche Funktion
der Differentialgleichung
A(u) = (Lu) + Au = 0.

Beweis der Existenz der Greenschen Funktion und der Lisbarkeit
der Randwertaufgabe bei den Randbedingungen I und II (IX. S. 7T0—77).
Existenz der Greenschen Funktion fiir die Randbedingung III (IX. 8. 78).

Andere Beispiele. Die sich gegenseitig aufldsenden Integralgleichungen.
erster Art:

+1
u() =4 /t’(m) cot g (:r lg g) dz -
-1
+1

v(E) = Jj'ﬁc(x) cot g(rz 1-!_'5) dx.

(IX. 8. 76.)

24, Figenwert- und Eigenfunktionentheorie der partiellen Differential-
gleichung.

Es gibt abziihlbar unendlichviele reelle Werte — die Eigenwerte —
des Parameters A, fiir die die Differentialgleichung

L(u) 4+ du=0
eine nicht identisch verschwindende Lisung — die Eigenfunktion — be-
sitzt und die auf einer geschlossenen Randkurve homogene Randbedin-
gungen erfiillt (VIII. S. 63); jede willkiirliche Funktion ist auf die
Fouriersche Weise in eine nach diesen Eigenfunktionen fortschreitende
gleichmiiig konvergente Reihe entwickelbar. (VIIL S. 64.)

Auftreten eines Parameters in der Randbedingung. Es gibt unendlich
viele Werte 1, bei denen die vorgelegte Differentialgleichung L(u) = 0
eine nicht identisch verschwindende Losung besitzt, die der Randbedingung

‘u

S P lu=0
on

geniigt; der zugehdrige Entwicklungssatz (IX. S. 77—80).

20. Allgemeinere partielle Differentialgleichungen.

Verallgemeinerung anf partielle Differentialgleichungen, die zu Ge-
bieten aut einer beliebigen krnmmen Fliche (statt zu ebenen Gebieten)
gehoren (VIIL S. 64—65).

Die Randwertaufgabe fiir das folgende System partieller Differential-
gleichungen erster Ordnung von elliptischem Typus:

O i
cx oy
o

2y 4+ ;i = Lu + lv.



D. Anwendung auf partielle Differentialgleichungen. 23. XIX

Wenn diese Differentialgleichungen aufer w =0, v =0, kein Ldsungs-
system w, v besitzen, derart, dal » auf der gegebenen geschlossenen
Randkurve (' verschwindet, so besitzen sie ein Losungssystem u, v derart,
daf « anf O die vorgeschriebenen Werte f(s) annimmt; im entgegen-
gesetzten Falle existiert ein solches Losungssystem dann und nur dann,
wenn f(s) gewissen, endlichvielen Integralbedingungen geniigt (XVIL 8. 213
bis 219).

Definition des auf der Volllugel reguliren Differentialausdruckes; seine
Transformation und der adjungierte Differentialausdruck. (XVIIL 8. 219
bis 223.) Die Methode der Parametriz. Die Parametrix ist eine symmetrische
Funktion des Argumentpunktes s, { und des Parameterpunktes ¢, v aunf
der Kugel, die in allen 4 Veriinderlichen beliebig oft differenzierbar ist,
aufler wenn Parameterpunkt und Argumentpunkt zusammenfallen, in
welchem Falle sie in bestimmter Weise logarithmisch unendlich wird (XVIII.
S.223—224). Konstruktion der Parametrix einer auf der Vollkugel reguliren
Differentialgleichung und Nachweis ihrer Figenschaften (XVIII. S.224—226).
Wenn die auf der Vollkugel regulire Differentialgleichung vom elliptischen
Typus L(z) = 0 keine von Null verschiedene, auf der ganzen Kugel stetige
Losung besitzt, so hat die Differentialgleichung L(z) = f, wo [ irgend
eine gevebene Funktion auf der Kugel bedeutet, stets eine solche Lésung.
Verallgemeinerung dieses Satzes fiir den Fall, da L(z) — O solche
Lésungen besitzt (XVIIL S. 226—232). Konstruktion der Greenschen Funk-
tion, d. h. einer Parametrix, die die vorgelegte Differentialgleichung be-
friedigt. (XVIIL 8.232—234.) Beweis der Existenz der Greenschen Funktion
im ,erweiterten Sinne“. (XVIIL. 8.233.) Es gibt unendlichviele Werte von 4,
derart daB L(z) + iz =0 eine auf der Vollkugel stetige Losung, die
zu diesem ,Eigenwerte® gehorige ,Eigenfunktion®, besitzt: jede willkiir-
liche Funktion ist nach diesen KEigenfunktionen auf die Fouriersche
Weise entwickelbar, (XVIIL. 8.234—235.) Die sich selbst adjungierte ellip-
tische Differentialgleichung L(z) 4+ 12 = O hat nur eine endliche Anzahl
negativer Kigenwerte (XVIII. S. 235—237).

Hiingen die Koeffizienten in L(z) =0 von einem Parameter u ana-
lytisch ab, so ist der /-te Eigenwert eine stetige Funktion von wu
(XVIIL S. 238—241).

Mittelst der Theorie der polaren Integralgleichungen werden die
simtlichen in 23., 24. erwiihnten Resultate auf die partielle Differential-
gleichung

2 (0w, o [ ou -
ox (p (:c) T3y (P ;,y) + @+ Ak)u=0
ausgedehnt, wobei &(z,y) in einer endlichen Anzahl von Teilgebieten
verschiedene Vorzeichen besitzt (XVI S. 206).
bc



XX E. Anwendung auf die Theorie der Funktionen einer komplexen Variabeln. 26.

E. Anwendung auf die Theorie der Funktionen einer komplexen
Yariabeln.

26. Allgemeines Riemannsches Problem.

Formulierung desselben: man soll Funktionen einer komplexen
Variablen bestimmen, wenn zwischen den Real- und Imaginiirteilen der
Funktionen auf einer gegebenen geschlossenen Randkurve (' gegebene
Relationen gelten sollen. Man bezeichne die Greenschen Funktionen
zweiter Art der Potentialgleichung o/ (u) = 0 fiir das Innere und AuBere
der Kurve C bzw. mit G,(z, y; &%) und G,(z, y; & %) und definiere dann
zwel ]nteqm(mtsdmd.(* wie folgt

¢ G (6,
Mw = —f H'(o')dﬁ,

a

™ .

Bfaw—- l Sk w(a)da,

wobei w(¢) irgend einen komplexon Augdruck auf der Kurve € bedeutet.
Die Bedingung dafiir, daB ein auf C definierter komplexer Ausdruck f;(s)
die Randwerten einer innerhalb € reguliren Funktion darstellt, ist

(6 =M+ 1 [1@)s,
(€

wobei ! die Gesamtlinge der Kurve C bezeichnet; ein analoger Satz gilt
fiir die Operation M w und das AuBere von . Die Ausdriicke

w4+ M bzw. w — M,w
stellen stets Randwerte einer innerhalb bzw. auBerhalb C reguliren Funk-
tion dar. (X. 8. 81—88.)

Durch die erlangten Hilfsmittel wird der Satz bewiesen, daB, wenn
¢(s) ein gegebener stetiger komplexer Ausdruck auf der Kurve € ist und
¢(s) den konjugierten Ausdruck bedeutet, entweder ein Paar von Funk-
tionen f,(z), f,(#) existiert, von denen die erstere innerhalb, die zweite
auBerhalb C regulir analytisch ist und welche auf C die Relation

fa(8) = c(s)fy(s)
erfiillen, oder ein Funktionenpaar g,(#) und g,(z) von demselben Charakter,
deren Randwerte die Relation

9a(8) = €(5)g,(5)
erfiillen (X. S. 89—91). Von diesen beiden Fillen tritt der erste bzw.

der zweite ein, je nachdem log ¢(s) beim Umlauf in positivem Sinne ent-
lang C eine negative bzw. positive Anderung erfihrt (X. S. 91).
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Es gibt stets ein Paar von Funktionen f,(2), f;(#), von denen die
erste auBerhalb C, die zweite innerhalb € den Charakter einer rationalen
Funktion besitzt, wihrend auf C die Relation

 fa(8) = e(s)fy(s)
erfiilllt ist (X. S. 91—92).

Untersuchung des I'alles, wo ¢(s) an einer endlichen Anzahl von
Stellen eine Unterbrechung der Stetigkeit anfweist (X. S. 92—94),

Aufstellung der Aufgabe: zwei aullerhalb C und zwei innerhalb €
regulire analytische Funktionen f,, f°, bzw. f,, f’,, sollen so bestimmt
werden, daf sie auf C die Relationen

fa(8) = ey (5)f5(5) + €5()f 4(s)
f’a(‘s) — 6’1 (-ﬂf;(’) + ¢ (S)f’;‘(s)
erfilllen, wobei ¢,, ¢, ¢,, ¢, gegebene komplexe zweimal stetig differen-
zlerbare Ausdriicke in s sind, deren Determinante
63— GE
fiir alle s von Null verschieden ausfillt (X. S. 94—95).

Es wird bewiesen, dafi entweder die genannte Aufgabe eine Lésung
besitzt, oder zwei Funktionenpaare g,, ¢',, ¢;, y'; existieren, die auf €'
die Relationen

9. =C19; + 599'1‘

Ja=7219;+ 49
erfiillen, wobei ¢,, ¢,, ¢',, ¢’y die zu den gegebenen Ausdriicken ¢,, ¢, ¢}, ¢y
konjugiert komplexen Ausdriicke bedeuten. (X. S. 95—98.)

Die Randwerte der soeben konstruierten Funktionen f,, ', f;, ;
bzw. g,y 940 9;, 9'; sind auf O stetig differenzierbare Funktionen von s,
und die gestellte Aufgabe besitzt nur eine endliche Anzahl linear von-
einander unabhiingiger Systeme von Lésungen. (X. S. 98—100.)

Beweis des Satzes, daB es stets Funktionen f,, [7,, f,, '; gibt, die
innerhalb bzw. auBerhalb C regulir analytisch sind mit etwaiger Aus-
nahme einer Stelle innerhalb ¢/, die fiir eine der Funktionen f;, f'; oder
fiir beide ein Pol ist, und die auf €' die Relationen

fa - Cl.fj + Ci'f’.f
["a=c1f; + €&f';
erfiilllen (X. 8. 100—102.)

27. Das Riemannsche Giruppenproblem.

Das speziellere Riemannsche Problem, die Existenz linearer Differential-
gleichungen mit vorgeschriebener Monodromiegruppe zu beweisen, ist
fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung iquivalent mit der folgenden
Aufgabe: man verbinde die gegebenen singuliren Punkte z(), 2%, ... 2™
der Differentialgleichung zweiter Ordnung durch eine regulire analytische:



XXIT F. Anwendung auf Variationsrechnung, Geometrie und Hydrodynamik. 27.—29.

Kurve C; dann sollen zwei Funktionenpaare f,, f°, bzw. f}, f’; bestimm$
werden, die auBerhalb bzw. innerhalb ' vom Charakter rationaler Funk-
tionen sind, derart, daB ihre Randwerte auf (' iiberall stetig sind und
auf dem Kurvenstiicke zwischen 2" und "+ (h =1, 2. .m) die Relationen

fe= ?’1{&%‘ + ?:szd;‘

Fa=70F, + 75
erfiillen, wobei 3, 2,00, o" @ 2" " gegebene Konstante mit nicht ver-
schwindender Determinante sind. (X. S. 102—104.)

Diese Aufgabe wird durch Einfithrung neuer Funktionen auf die
in 26. am Schlub geloste (wo die Substitutionskoeffizienten stetige
Funktionen des Ortes sind) zuriickgefiithrt (X. S. 104—106).

Durchfiihrung des Existenzbeweises (Riemannsches Gruppenproblem)
(X. S. 106—108).

28. Problem aus der Theorie der automorphen Funktionen.

Automorphe Funktionen mit reeller Substitution, die vier gegehene
Werte oo, a, b, ¢ auslassen. Beweis des Satzes: es gibt unendlichviele
Werte 4, so daB der Quotient zweier Losungen der Differentialgleichung

ie(@— )@= @@=y +@+y=—0
beim Umlauf der Variabeln # um die singuliren Stellen @, b, ¢ Sub-
stitutionen mit reellen Koeffizienten erfiihrt. (XX. 8. 258—262.)

F. Anwendung auf Variationsrechnung, Geometrie,
Hydrodynamik und Gastheorie.

29. Variationsprobleme.
Zusammenhang zwischen dem Dirichletschen Variationsproblem
b
du\2 5 ;
f[p (u m) — qu —Irl’.’l..‘ — Min.

bei der Nebenbedingung
)

fz)rgd.:u =1

und dem Gaufschen Variationsproblem (s. oben, 10)

bob

[ [G(z, §o(@)o(E)deds — Max.

a a

bei der Nebenbedingung

J};Jicfx = 1.



F. Anwendung auf Variationsrechnung, Geometrie und Hydrodynamik. 30, XXIII

(VII. 8. 56—58.) Das gleiche Problem fiir zwei unabhiéngige Variable.
(VIIL. 8. 66.)
Das  Dirichletsche Variationsproblem auf der Kugel: das absolute
Minimum des iiber die Vollkugel erstreckten Integrals
- Caz?+ 2bzz, + ezt — nzt
D{z :Jﬂ—_h".*.l { S
#) Veg—r*
bei der Nebenbedingung
JRRak =1
ist gleich dem kleinsten Eigenwert der Differentialgleichung
L(Z) = (izﬁ_'{" 2bz.vti_(i_+‘_(an + bri:a—i__(bu:{' ct)3r+ "z _[_ lz = O
Veg—r*
Verallgemeinerung dieses Satzes. (XVIII. S. 237—238)
30. Minkowskis Theorie von Volumen und Oberfliche.
Das Volumen ¥ eines konvexen Kérpers K ist
V = [H(H, H)drk,
wobel H(e, 8, 7) diejenige auf der Kugel definierte homogene Funktion
hedeutet, die die Entfernung der Tangentialebene des Korpers vom Null-
punkt mit den Richtungskosinus «, g, y angibt, und wobei allgemein
fiir zwei beliebige homogene Funktionen V(z,y, 2), W(a,y, 2)
(W, V) = Wyy V. —2 U'; Ve + W.. Viy
== IV:; V.r.r = "‘:x V:.-r -+ lV.rx V.—.‘
= j = Yozt
Wee Ve =2 Wy Vi + Wy Vo

" xx

gesetzt 1st. (XIX. 8. 242—245.) Das gemischte Volumen dreier konvexer
Korper
Vies= %fm(}]g: Hy)dl:
und ihre Symmetrieeigenschaften. (XIX. S. 245.)
Ist H eine gegebene homogene Funktion, so stellt
L) = (W, H), W(z,y2) —Vat+ 4+ 22, 5 2)
einen fiir £ linearen Differentialausdruck auf der Kugel dar, der sich
selbst adjungiert und vom elliptischen Typus ist. (XIX. 8. 245—247.)
Beweis der Sitze: Jede auf der Vollkugel stetige Lisung von
L(8) =0 ist eine lineare Kombination der drei Lisungen
Q=g R=y, L=2z.
(XIX. 8. 247—250.) Die partielle Differentialgleichung

H, H) o - .
L@ +2% 0 a0, (H=Va'+ y*+ #H)
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besitzt 4 — — 1 als einfachen, 2 = 0 als dreifachen Eigenwert, und die
zugehdrigen Eigenfunktionen sind H bzw. 2, y, z; die iibrigen Eigen-
werte sind positiv. (XIX. 250—254.)
Beweis der Minkowskischen Ungleichung
V(H, H, Gy > V(H, H, H)V(H, G, 6),
wobei das Gleichheitszeichen nur dann statthat, wenn der eine Korper
aus dem anderen durch Parallelverschicbung und Ahnlichkeitstransformation
hervorgeht. (XIX. S. 254—257.)
Die Ungleichungen:
0:>3VM, M:*>4x0, 0?=36xV?
wobei O die Oberfliiche, V' das Volumen und

=t (L4 2)da

die mittlere Kriimmung eines konvexen Korpers bedeutet, und das Gleich-
heitszeichen nur statthaft, wenn der konvexe Kérper die Kugel ist.
(XIX. 8. 257—258.)

31. Ein Problem der Hydrodynamil.

"Anwendung des Entwicklungssatzes in 23. (Parameter 4 in der Rand-
bedingung) auf das Problem der kleinen Schwingungen einer der Schwere
unterworfenen Fliissigkeit. (IX. S. 80—81.)

32. Begriindung der Guastheorie.

Aus der Maxwell-Boltzmannschen StoBformel entspringt eine lineare
(orthogonale) Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem Kern;
diese spielt beim Aufbau der (Gastheorie die fundamentale Rolle, indem

sie die Losung der StoBformel durch sukzessive Approximationen ermig-
licht. (S. 2681t
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Erster Abschnitt.
Allgemeine Theorie der linearen Integralgleichungen.

Es sei K(s,#) eine Funktion der reellen Veriinderlichen «, ¢; f(s) sei
eine gegebene Funktion von s und ¢(s) werde als die zu bestimmende
Funktion von s angesehen; jede der Veriinderlichen s, # mige sich in dem
Intervalle a bis b bewegen: dann heifle

b
f(s) = | K(s, ) 9 (1) at
eine Integralgleichung erster Art und
b
f(s) = p(s) — & [K(s, ) ¢ () dt

eine Integralgleichung zweiter Art; dabei bedeutet 2 einen Parameter.
Die Funktion K(s, f) heille der Kern der Integralgleichung.

Durch die Randwertaufgabe in der Potentialtheorie wurde zuerst
Gaufl auf eine besondere Integralgleichung gefiihrt; die Benennung
oIntegralgleichung® hat hereits P. du Bois-Reymond') angewandt. Die
erste Methode zur Auflisung der Integralgleichung zweiter Art riithrt von
C. Neumann?®) her; dieser Methode zufolge erscheint die Funktion ¢ (s)
direkt als eine unendliche Reihe, die nach Potenzen des Parameters 1 fort-
schreitet und deren Koeffizienten gewisse durch mehrfache Integrale
definierte Funktionen von s sind. Eine andere Formel zur Auflésung der
Integralgleichung zweiter Art fand Fredholm?®), indem es ihm gelang,
¢ (s) als Bruch darzustellen, dessen Zihler eine bestiindig konvergente
Potenzreihe in 4 mit gewissen von s abhiingigen Koetfizienten ist, wiithrend
als Nenner ecine bestiindig konvergente Potenzreihe in 2 mit numerischen
Koeffizienten auftritt. Den direkten Nachweis der Ubereinstimmung der

1) Bemerkungen iiber 42 =0. Journ. f. Math. Bd. 103 (1888).
2) Uber die Methode des arithmetischen Mittels. Leipz. Abh. Bd. 13 (1887).
3) Sur une classe d'équations fonctionnelles. Acta mathematica Bd. 27 (1903),
und die daselbst zitierte Abhandlung iiber denselben Gegenstand aus dem Jahre 1899,
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 1



2 Einleitung zu Kap, I—VI,

Formeln von C. Neumann und Fredholm erbrachte auf meine Anregung
hin Kellogg'). In dem besonderen Falle gewisser Randwertanfgaben
in der Potentialtheorie hat Poincaré®) als der Erste den Parameter 1
eingefiihrt, und ihm gelang es auch zuerst nachzuweisen, dafl die Losung
notwendig als Quotient zweier bestiindig konvergenter Potenzrethen in 1
darstellbar sein mufl. Eine dritte Methode zur Losung der Integralgleichung
zweiter Art, die auch zugleich auf die Integralgleichung erster Art an-
wendbar ist, werde ich in Kapitel XIII auseinandersetzen. Die Auflosung
besonderer Integralgleichungen gelang Volterra®). In gewissen Fillen
liBt sich die Integralgleichung erster Art auf die zweiter Art nach einer
von mir angegebenen Methode?!) zuriickfiihren.

Die niihere Beschiiftigung mit dem Gegenstande fiithrte mich zu der
Erkenntnis, dafi der systematische Aunfbau einer allgemeinen Theorie der
linearen Integralgleichungen fiir die gesamte Analysis, insbesondere fiir
die Theorie der bestimmten Integrale und die Theorie der Entwicklung
willkiirlicher Funktionen in unendliche Reihen, ferner fiir die Theorie der
linearen Differentialgleichungen und der analytischen Funktionen sowie
fiir die Potentialtheorie und Variationsrechnung von hochster Bedentung
ist. Ich beabsichtige in diesem Buche die Frage nach der Losung der Integral-
gleichungen zu behandeln, vor allem aber den Zusammenhang und die
allgemeinen Eigenschaften der Losungen aufzusuchen, wobei ich meist die
fiir meine Resultate wesentliche Voraussetzung mache, dall der Kern K(s,7)
der Integralgleichung eine symmetrische Funktion der Verinderlichen s,
ist. Insbesondere im vierten Kapitel gelange ich zu Formeln, die die
Entwicklung einer willkiirlichen Funktion nach gewissen ausgezeichneten
Funktionen, die ich Figenfunlktionen nenne, liefern: es ist dies ein
Resultat, in dem als spezielle Fiille die bekannten Entwicklungen nach
trigonometrischen, Besselschen, nach Kugel-, Laméschen und Sturm-
schen Funktionen, sowie die Entwicklungen nach Funktionen mit mehreren
Veriinderlichen enthalten sind, wie sie zuerst Poincaré (a.a.0.) bei seinen
Untersuchungen iiber gewisse Randwertaufgaben in der Potentialtheorie
nachwies.  Meine Untersuchung wird zeigen, dafi die Theorie der Enl-
wicklung  willkiirlicher  Funlktionen dwrchaus wicht die  Heranzichung wvon
gewilnlichen oder partiellen Differentinlgleichungen erfordert, sondern daf

1) Zur Theorie der Integralgleichungen. Gott. Nachr. 1902,

2) Sur les équations de la physique mathématique. Rendiconti del eircolo di
Palermo t. 8 (1894). La mdéthode de Neumann et le probleme de Dirichlet. Acta
mathematica Bd. 20 (1896—97).

3) Sopra alcune questioni di inversione di integrali definiti, Annali di mate-
matica 8. 2 t. 25 (1897.)

4) Vgl. Kellogg, Zur Theorie der Integralgleichungen. Inaugural-Dissertation,
Gittingen 1902, sowie Math. Ann. Bd. 58.



Einleitung zu Kap. I—VIL. 3

die Integralgleichung es ist, die die notwendige Grundlage und den
natiirlichen  Ausgangspunkt fiir eine Theorie der Reihenentwicklung bildet
und dafy eben jene erwdilmten Intwicklungen nach  Orthogonalfunktionen
wur  Spezialfildle eines  allyemeinen Integralsatzes sind — eines Satzes
iiberdies, der als die direkte Erweiterung des bekannten algebraischen
Satzes von der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form in
die Summe von Quadraten anzusehen ist. Das merkwiirdigste Resultat
ist, dafy die Entwickelbarkeil einer Funlklion nach den zu einer Integral-
gleichung zweiter Art zugehivigen Eigenfunktionen als abhéingig erscheint
von der Lisbarkeit der entsprechenden Integralgleichung erster Art.

Zugleich erhiilt dabei die Frage nach der Existenz der Eigenfunk-
tionen eine neue und vollstindigere Beantwortung. In dem besonderen
Fall der Randwertaufgaben der Potentialtheorie hat bekanntlich die Existenz
der Eigenfunktionen zuerst H. Weber!) auf Grund des Dirichlet-
Thomsonschen Minimalprinzipes zu heweisen gesucht, und sodann hat
Poinecaré (a.a. 0.) den Existenzbeweis mit Benutzung der von H. A. Schwarz
ausgebildeten Methoden wirklich erbracht.  Dwreh  Anmwendung meiner
Theoveme folgt wicht nur die Fzistenz der Figenfunktionen im allgemeinsten
Falle, sondern meine Theoric liefert zugleich in einfacher Form eine not-
wendige und  hinvelchende Bedingung  fiir  die Lwistenz wnendlich vieler
Figenfunkiionen.

Die Methode, die ich in den folgenden Kapiteln I—VI anwende,
besteht darin, daB ich von einem algebraischen Problem, nimlich dem
Problem der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form von »
Variabeln in eine Quadratsumme, ausgehe und dann durch strenge Aus-
fiihrung des Grenziiberganges fiir » = oo zur Losung des zu behandeln-
den transzendenten Problemes gelange.?) Dieselben Theoreme iiber Integral-
gleichungen mit symmetrischem Kern werde ich in Kapitel XIV auf einem
anderen Wege mittels der Methode der unendlichvielen Variabeln entwickeln.

Der leichteren Fafilichkeit und der kiirzeren Darstellung wegen habe
ich mich bei Darlegung der allgemeinen Theorie stets auf den Fall einer
Integralgleichung mit einfachew Integrale beschrinkt. Doch sind die
Methoden und Resultate auch giiltig, wenn in den oben angegebenen
Integralgleichungen an Stelle der einfachen Integrale Doppel- oder mehr-
fache Integrale stehen und K sodann entsprechend eine symmetrische
Funktion zweier Reihen von Variabeln bedeutet.

1) Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung Ju 4 k*u — 0.
Math. Ann. Bd. 1. (1868.)
2) Die Grundidee dieser Methode habe ich seit W.-8. 1900—1901 wiederholt im
Seminar und in Vorlesungen zum Vortrag gebracht.
1*



4 Kap. I. Lisung des algebraischen Problems.

Erstes Kapitel

Losung des algebraischen Problems.

Es migen K(s, 1), f(5), ¢(s) die zu Anfang dieser Mitteilung an-
gegebene Bedeutung haben; Jedoch nehmen wir das Intervall der Variabeln s, ¢
der Einfachheit halber als das Intervall 0 bis 1 an; auflerdem sei K(s, )
eine symmetrische Funktion in s,f. Ferner verstehen wir unter » eine
bestimmte positive ganze Zahl und benutzen fiir die folgenden Beweis-
fithrungen die abkiirzenden Bezeichnungen:

-K( g g=1,2, ..., 0)

n' m

Kay = K2y, + Ko,y + Koy 239, + -+ - + K, 2,9,

nntn
!
= Ixm.r‘.,u 11{ Aw),
] o [ } Ly
¥p =9 { :4 )4’ f;* = (zn—)’ (p =12 .. s “)’
Kz = Ko, + Ko, + - - + Kz,
]{.’:q ]\.alml 4+ K, 9y + < ¢+ Kgn-rn:

K, =K, 2z, + K 2, +---+ K =z,
Lz, y] = 2 + Tl + - + 2,9,
Es ist offenbar
Koy = [Ka, y] = [Ky, ).
Wir legen nun das algebraische Problem zugrunde: es seien aus den
n linearen Gleichungen
f1=‘h Zk-hn‘ﬁ i "+I(1;.(Iu)s
(1‘.’ ‘: I(I{EI qjl = = J{i’uqn)a

—
\I

oder kiirzer

&y 2000 GaiwswEiEs

die. » Unbekannten ¢,, ¢,, ..., ¢, zu ermitteln, wiihrend die Werte f,
und die Koeffizienten K, gegeben sind und [ ebenfalls als ein bekannter
Parameterwert anzusehen ist. Wir ziehen zugleich die Eigenschaften der
Losungen und den Zusammenhang wmit dem Problem der orthogonalen
Transformation der quadratischen Form Kaz in Betracht,
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Um dieses algebraische Problem zu losen, gebrauchen wir die Deter-

minanten
1— LICH; o IKIB-‘ “aay e ["I{Iu

- M oikn i
- IJ{M) - (:}(nE ? L — IK/m
Y1 1 I?Kln "11{12 —"Km
x
DL =gy —1K,, 1 —1K,, — 1% 5
Yis: = "'Km) o ’j{n:’ ® sy i lﬁ‘mr

deren erste die Diskriminante der quadratischen Form
|z, z] — I Kzx

x
»

ist. Bezeichnen wir mit D (?, I; ) diejenige Determinante, die aus I (I )
y ! Y,
entsteht, wenn man darin allgemein y, durch
-K'.'fp - -Kp:ffl + ]‘r)ﬂ?".‘ ki ‘[{_puyn
ersetzt, so gilt, wie leicht ersichtlich ist, identisch in 2z, y und [ die
Gleichung:

5 N Fi i
(3) () [z 9] + D (1, 5) = 1D (4 h.”) — 0.
Unser Problem bestand nun darin, aus den Gleichungen (1) oder (2)
die # Unbekannten ¢, ¢,, ..., @, zu ermitteln, d. h. eine Linearform
[-‘T? ql = 3"] ff‘l + xﬂq:ﬁ Tttt -J[“ a:uqu
zu finden, die identisch in x die Gleichung
£ 2] = [g; @] — [ Ky, 7]

erfiillt.

Diese Gleichung wird, wie aus (3) unmittelbar einleuchtet, durch die Formel:
D, )

! SN

[,4) [xr tp] T Al

gelost. Wenn also der Parameterwert / so beschaffen ist, daB d(I) <0
ausfillt, so sind die Koeffizienten der Linearform (4) die gesuchten Werte
der Unbekannten ¢, @, ..., ¢@,. Dieses Resultat ist von der Voraus-
setzung der Symmetrie K, = K , unabhiingig,.
Bekanntlich sind die Wurzeln der Gleichung
d(l)=0
simtlich reell; wir bezeichnen sie mit
10, 1@, W

und nehmen an, daB sie voneinander verschieden sind.
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Bedeuten d,, (1), . .., d,,(I) die Unterdeterminanten der Determinante d({)
in bezug auf ihre » Diagonalelemente und ist d'(f) die Ableitung von d({)
nach [, so gilt identisch in [ die Gleichung

dy @) + -+ + dyy () = nd() — 14 @),
und hieraus folgt fiir { ="

) GaU) -+ 4, (1) = — IO (10).

Da unserer Annahme zufolge ' (I?)) nicht Null sein kann, so sind auch
die links stehenden Unterdeterminanten gewifl nicht simtlich Null, d. h.
die homogenen Gleichungen

(6) S i

besitzen fiir [ — /" ein gewisses Lisungssystem

— ) —_ .’
Pr=0 ..., 9, =@
das bis auf einen allen diesen n# Grofien gemeinsamen [aktor eindeutig

bestimmt ist. Da wegen (3) die Koeffizienten von y,, ..., y, in dem
Ausdruck

h T
D (1®,7)

unabhiingig von den Werten z,, ... z, Lisungen der homogenen Glei-
chungen (6) sein miissen, so gilt der Ansatz
t x g " g
D (10, %) = [v, 2] [g®, y].
wo der erste Faktor rechts eine lineare Form in z,, ..., 2, bedeutet.
Hieraus folgt wegen der Symmetrie des Ausdrucks linker Hand bei Ver-
tauschung von z mit y

D (1, %) = Clg®, 2] [¢%, 4],

wo unter (! eine von @, y unabhiingige Konstante zu verstehen ist, und
wenn wir den vorhin erwiihnten gemeinsamen Faktor geeignet gewiihlt
denken, so finden wir

(T D (19, %) = + [¢, 2] [ 9]

Aus dieser Gleichung schlieflen wir durch Vergleich der Koeffizienten
der Produkte

TyYuiy - ooy LYy
auf beiden Seiten die speziellere Formel
(®) Ay (1) + - + d,, (10) = F [, g0),

und wegen () ist somit
(9) [, g®] = £ IOTA®), (h=1,2, ..., n)
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und sodann nach (7)

D (Nl, m) ) o
yx 1 0
(10) T 'tgmgn;) ~le [‘puu]‘ Eg:m] :'!l, (h=1,2, ..., n).

Die Gleichung (9) zeigt an, daB in den Gleichungen (7), (8) das obere
bzw. das untere Vorzeichen auf der rechten Seite zu nehmen ist, je nach-
dem I™d’(I™) positiv oder negativ ausfiillt. Die Gleichungen (6) schreiben
wir als Identitiit in z, wie folgt
(11) [¢®, 2] = {“[p®, Kz]
und entnehmen daraus, weil /) und {®) bei ungleichen Indizes verschieden
sind, die Beziehung

(90, ¥ =0,  (h+1).

Um endlich den Zusammenhang mit der Theorie der orthogonalen
Transformation der quadratischen Form zu erhalten, gehen wir von dem
Ausdruck

T
L_’ (l’ y)
d(l)
aus. Da der Zihler eine Funktion (# — 1)-ten Grades in ! und der
Nenner vom nten Grade in [ ist, so erhalten wir nach den Regeln der
Partialbruchentwicklung unter Benutzung von (10)

x x n &
D,) D) D(1,)
d(l) S i'('l:'ﬁj Tl — S d’ (1) I — jta
_ ['lpm ] [pn,y] IV Do [e™, ] [p™,y] I®
[q,m mun} T —q i [(Pmi g 1 — ™2

eine Formel, die identisch in @, y, I erfiillt ist. Fiir I = 0 gehen hieraus
die Formeln

/ ! 1 &
(12) [x]—DU%J+ +D(’Q
= b y - I o (!-’1}) Il o an})
- . [lp{”, (EJ [qz,fl'r‘ J] o [rp“”, .‘L‘] [q;un’ y_l
(l‘}) o [q}m) q_,fl:J 4 i [(p'm_ ‘F"”IJ

hervor. Setzen wir hier an Stelle von y die lineare Kombination Ky,
so erhalten wir mit Riicksicht auf (11) die Identitéit

_ D7) D (1, 7)
(14) Koy=[Kz y]=[z, Ky]= doEFaay T 3 [ AL
_ ll)‘ (1)I 1 n) (n)
(15) = [r?m [z](l[)?:q,myl e [q;m; Ian[)tp ch]

Wir fiigen noch die besonderen Formeln hinzu, die aus den beiden letzteren
durch Gleichsetzen der 2 mit den y hervorgehen:
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bnd
(16) [« z] = 1y i EeE g (g{m).
BT SN CLY
o [0, 1] t i [, gin]

D1, 7) D (1, %)
'(gtl,-fd' (1 Rl U;.‘jé&r(;.,‘,.j
[q;"l?. 33]'3 . . [rpi"', 13]5

— I"l'[tp‘l“ ® lJ| s R T I""[q;a’, (mej'

(17) Koy =

Zweites Kapitel
Losung des transzendenten Problems.

Wir erinnern an die Bedeutung der GroBen K, , wie sie am Anfange
vom ersten Kapitel aus der Funktion K(s, f) gebildet worden sind, und
nehmen an, dal K(s, f) eine stelige Funktion der Variabeln s, ¢ in den be-
trachteten Intervallen O bis 1 sein mdge. Unsere Methode erheischt die
strenge Durchfiihrung des Grenziiberganges fiir # = oo. Der im ersten
Kapitel zuniichst erledigten algebraischen Aufgabe entspricht das tran-
szendente Problem, die Integralgleichung zweiter Art

f(s) = g(s) — i../'K(.s, Ho(t)dt
0

aufzulosen. Wir beschriinken uns in diesem zweiten Kapitel im wesent-
lichen darauf, nach unserer Methode die zur Auflésung der Integral-
gleichung nétigen Formeln zu gewinnen, wie sie von Fredholm zuerst
angegeben worden sind. Hierbei wird die Symmetrie von A(s, f) noch
nicht vorausgesetzt.

Entwickeln wir d(l) nach Potenzen von [, wie folgt:

d(l) =1 —dl 4+ d,l* —--- + d i*,
so ist, wenn /i irgendeinen der Indizes 1, 2, ..., n bedeutet,
]{p. n Kpp - Kﬂ.m.
i3 K, K, K, B (pl <Py <py<-- .'.< P )
g ay =2 5B | v v w e e e e e Dy Py =y My =1,2,-- -, m
Kp;,-p; ‘KM; P Ifm.m

Die Summe rechter Hand besteht aus (;:) Determinanten; nach einem be-

kannten Satze!) iiberschreitet der absolute Wert einer jeden Determinante

1) Hadamard, Bulletin des sciences mathématiques (2) XVII (1893).
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gewiB nicht die Grenze V/i"A", wo K das Maximum der absoluten Be-
triige der Funktionswerte K(s, ) bedeutet. Hieraus entnehmen wir

o N
4| < (3 Viere <V 1111{)"2("1{;{}
d. h. es ist
!k e Kk
18 | <( 2l
( ) N,}‘ —— l/h)

Andererseits finden wir leicht, wenn /i festgehalten wird, in der
Grenze bei unendlich wachsendem »

(19) .Lﬁ == 61.,

ﬂ:w’!h
wo 0, die Bedeutung eines Ji-tachen Integrales hat:
x | K(s, 8,), K(sy, 85), -5 K(s,,35)

K(s), 50, K(s), 5),
Aus (18) und (19) folgt auch

o 05 ()

Wir tiithren nun die von Fredholm zuerst angegebene und wegen (20)
bestiindig konvergente Potenzreihe

0(A)=1—0,240,A*— 0,2+ ---
ein und stellen dann folgenden Hilfssatz auf:

Hilfssatz 1. Der Ausdruck d ( ) konvergiert bei unendlich wachsen-

dem »n gegen d(i), und zwar ist diese Konvergenz eine gleichmiBige
fiir alle Werte von 4, deren absoluter Betrag unterhalb einer beliebig
gewithlten positiven Grenze 4 gelegen ist. In demselben Sinne konver-
giert der Ausdruck —i d'(i-) gegen 0’ (4).

Um diesen Hilfssatz zu beweisen, nehmen wir im Gegensatz zu dem-
selben an, es existiere eine positive GroBe & derart, daf fiir unendlich
viele ganzzahlige » und zugehorice Werte von 1 mit absoluten Betriigen
unterhalb 4 stets

rh ‘
()=o) >
ausfiillt. Nunmehr wihlen wir die ganze Zahl m so groB, dab folgende
Bedingungen erfiillt sind: es soll fiir alle 4, deren absoluter Betrag unter-
halb 4 liegt,
(21) |8y 41— 0

sein; ferner sollen die Ungleichungen
2 of llen die Ungleichung

lm+:.’+_“;§ E

E
m+2 3
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(22) m> (2e K A)
1
(23) <

erfiillt sein; dann ist gewiB im Hinblick auf (18) und (22) fiir jedes n
auch

i o fiL B dm m dm‘-l Tm+1 dn
d(‘“)—l—'nﬂ.-{— kR ANF B4 SRR
d, d

bt mamy 0 (0<8 <)
oder wegen (23)

c g
(24) d ( n n

)~ (=%t imam) <2

Nachdem die ganze Zahl m in dieser Art bestimmt worden ist,
withlen wir die ganze Zahl n so groB, dall
OR dl 1 f‘fz 28 i m
(20) (1_ n’""‘l“_”:""_"'inm)“)

‘_‘(1 _dl):'—,_d‘_';'s_‘-'j:amlm) < :

ausfiillt; wegen der Gleichung (19) ist eine solche Bestimmung von n
gewiB moglich. Die Ungleichungen (21), (24), (25) zeigen nun, daB der
Unterschied zwischen d (i) und ¢ (4) absolut genommen weniger als &

betragen muf}; diese Folgerung widerspricht unserer Annahme, und damit
ist Hilfssatz 1 bewiesen.

Um zu erkennen, wie sich fiir die Determinante D(E,;) der Grenz-

iibergang zum transzendenten Problem gestaltet, verstehen wir unter z(s)
und y(s) zwei willkiirliche stetige Funktionen der reellen Variabeln s im
Intervall O bis 1 und setzen allgemein

- p . P
J'P_x(n)’ yﬂ—y(n)

in jene Determinante D (Z,;) ein. Sodann entwickeln wir dieselbe nach

Potenzen von [, wie folgt:

I)(zj) - D, () — D, (j)z +D, ()= = D, (5)r
und finden leicht in der Grenze bel unendlich wachsendem n, wenn

festbleibt, )
L 20)

24 oo n'

xd,‘ (;),

wo A, (*) die Bedeutung eines h-fachen Integrales hat:
y o
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0, z(s,), x(8s) ... z(sp) ,
Ah(;) 0[ f J(sl)'.' K("l:“t) K(slrss)s': I{(Sl?sh)|d3 oo ds,.

?I(Sh)r If(sm.s].), K(s;, 83); -+ -5 K(s,, Sﬁ)

Fiithren wir nun die bestindig konvergente Potenzreihe ein:

(52 m [P () 8 1 ()

so folgt durch einen entsprechenden Beweis wie vorhin der folgende
Hilfssatz:
x

Hilfssatz 2. Der Ausdruck ~;—'D( -, ;) konvergiert bei unendlich

N
wachsendem n gegen 4 (J., ;), und zwar ist diese Konvergenz eine gleich-
mibBige fiir alle 1, deren absoluter Betrag unterhalb einer beliebig ge-
withlten positiven Grenze 4 gelegen ist.

Wie man sieht, ist (l, ;) eine Potenzreihe in 4, deren Koeffizienten

noch von den willkiirlichen Funktionen z(s), ¥(s) abhiingen.
Wir gehen dazu iiber, in der Formel (3) den Grenziibergang fiir
2% = oo zu vollziehen,

Bedenken wir, dafl zufolge der eingangs eingefithrten Abkiirzungen
Kyp pl’ll+K2J2+.”+Knyn

—E(2, D) +EE, Dy + -+ K, )y (D)

n

ist, so erhalten wir durch das n#mliche Verfahren, das zu den Hilfs-
sitzen 1 und 2 fiihrte, die Formel

(& i A z
N{’m n* (; 4 K_u) o ekl (31_’ L Ky)
L)) o 4
gls)=[ K(sHy)de
0

~JJ{ ( '5)

Setzen wir daher in der Formel (3) l=:; ein und dividieren dieselbe

y(t)dt.

y(s)=K(s, r)

durch », so liefert der Grenziibergang fiir unendlich wachsende n:

(26) a(@j.r(s)y(s) ds + 4(,1,;) - Aéf{.d (J., ;)}wﬂ(x.”y(t)dt =0.

Diese Formel ist eine Identitit in 1 und gilt, wenn 2(s), y(s) irgend-
welche stetige Funktionen ihres Argumentes sind.
Setzen wir in dieser Formel (26)



12 Kap. II. Lésung des transzendenten Problems.

z(r) = K(s,r) und y(r) = K(r, )

ein und benutzen die Abkiirzung

7 (e s )il 401 F &
(27) é"’-v“’r‘)*"IJ(’~:y)}I(r;;h—<,,,.) d(1) K(s, 1),
y(r)=K{r,1)
so geht (26) iiber in

(28) O(A) K (s, t) + A(A; s,6) — 4 [ A(2; 8,7) K(r, 8)dr = 0.
0

Setzt man endlich

o A@sst)
K(S, t) = &(1) y
so erhidlt man
1
(29) K(s, t) =K(s, t) — .’.J'K{'x, r) K(r, t)dr.
0

Ebenso erhiilt man, von der zu (3) analogen Identitit

0+ [P -1 D63, s, =0

der D) gleichfalls geniigt, ausgehend, die Gleichung

1
(29" K(s,t) = K(s, t) — 4 [K(s, ") K(r, t) dr.
0

Im vorstehenden sind A(Z;s,f) und K(s, #) Funktionen der reellen
Veriinderlichen s, t, die noch den Parameter 4 enthalten; die Formeln (28),
(29) und (29") gelten identisch in s, # und 4.

Die Funktion K(s,7) heille die ldsende Funktion fiir den Kern
K(s,1); mittels derselben Lillit sich niimlich die zugrunde gelegte Integral-
gleichung zweiter Art

1
f(s) = @(s) — 4 [ K (s, ) p(t) dt
0
auflosen, wie folgt:

g (s) =f(s) + }.‘]'K (s, 1) f(¢) dt.
0

Man erkennt dies sofort durch Einfiihrung der rechten Seite der letzten
Formel in die voranstehende Integralgleichung; zugleich erkennen wir,
da auch umgekehrt die zweite Integralgleichung durch die erste aut-
geldst wird, die Eindeutigkeit der Auflosung der Integralgleichung zweiter
Art fiir solche Z, die nicht Nullstellen von &(Z) sind.

Fiir (Z;s,7) erhalten wir aus den obigen Angaben die Reihen-
entwicklung

Ad;s5,8) =— K(s,t) + A,(s,8) b — Ay(8,8) 124+ — - -+,
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i Kis; ) K(s; 8 wavs Ks8|
4,(s, t) - ?}! " .. /’ :K(-suf): -I(.(slr‘sl)-’ 'r- K-(slfsh)' ds, .. .ds,

K(s;,t), K(s4,8,), -y K(),8,)
bedeutet. Aus dieser Formel folgt leicht die Identitit in i:

1
(30) 8'(2) = [A4(iys, s)ds.
p

Die so erhaltenen Formeln sind nichts anderes als die bereits mehr-
mals erwihnten Formeln von Fredholm.

Drittes Kapitel.

Das transzendente Problem, welches der orthogonalen Trans-
formation der quadratischen Form in eine Quadratsumme
entspricht.

Unsere wichtigste Aufgabe besteht darmn, diejenigen algebraischen
Untersuchungen im ersten Kapitel, welche die orthogonale Transformation
der qunadratischen Form Kazax betreffen, durch Ausfithrung des Grenz-
iiberganges fiir » = oo auf das transzendente Gebiet zu iibertragen. Von
hier ab machen wir die wesentliche Voraussetzung, daB K(s, t) eine
symmetrische Funktion in s und £ ist.

Zu dem Zwecke beweisen wir zuniichst folgende Sitze iiber die Null-
stellen von d(2).

Satz 1. Die Funktion o(1) besitzt keine Lomplezen Nullstellen.

Zum Beweise nehmen wir im Gegenteil das Vorhandensein einer
solchen Nullstelle an, schlagen dann um dieselbe als Mittelpunkt in der
komplexen i-Ebene einen Kreis, aunf dessen Peripherie und in dessen
Inneres keine weitere Nullstelle von 0(4) fillt und auf dessen Peripherie

iiberdies 0"(4) von Null verschieden ist. Da d ( :) nach Hilfssatz 1 fiir

: i i o T o fEN i
unendlich wachsendes n gleichmiiBig gegen (i) und —d (—] gegen §' (1)
£ ™ b il n L=

konvergiert, so miilite fiir geniigend grofie Werte von #n auf der ganzen
L o fid
—d

n "

d (L)

T,

Peripherie jenes Kreises der Quotient sich von den Werten des

: 4’ (% T . ; "
Quotienten --a—fi—; um beliebig wenig unterscheiden, und ebenso wiirde dann

auch der Unterschied der iiber die Kreisperipherie erstreckten Integrale
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LR

@ &)
2% 33 and f —dA
A d(i)
d (_ .
b n

beliebig nahe an Null liegen; dies aber wiire unméglich; denn das erste
Integral hat den Wert Null, da die Nullstellen von d(—:ﬂ simtlich reell

sind, das letzte Integral dagegen wird derjenigen ganzen Zahl gleich, die
die Vielfachheit der Nullstelle von (1) im Kreismittelpunkt angibt.
In #hnlicher Weise erkennen wir auf Grund der in Hilfssatz 1 an-
gegebenen gleichmifigen Konvergenz auch folgende Tatsache:
Satz 2. Wir denken wuns fiir jede der Gleichungen d(l) =0 ihre
n Wurzeln dem absoluten Betrage nach geordnet
LS oy P00

derart, daf3, wenn entgegengesetzt gleiche Wurzeln vorhanden sind, die
positive vorangeht und iiberdies beim Vorhandensein melafacher Wurzeln
jede so oft gesetzt werden soll, als ihre Vielfachheit betrigt.  Ebenso ordne
man die Nullstellen von 6(), soweit solche da sind: alsdann st
Lal®=70,  Lal®=;0  [al®=10, . .

Man darf jedoch aus Satz 2 keineswegs auf die Existenz von Null-
stellen von d(4) schlieBen, da sehr wohl der Fall eintreten konnte, dalB
bereits nl(Y fiir unendlich wachsendes » absolut iiber alle Grenzen zu-
nimmt.

Wir fithren hier noch folgende Bezeichnungen ein: die Nullstellen
von d(4) mogen die zum Kern K(s,t) gehirigen Eigenwerte heillen.

Unter K(s,t) wurde bisher irgendeine symmetrische Funktion der
reellen Veriinderlichen s,/ verstanden; wir machen nun in diesem dritten
Kapitel durchweg die Annahme, daB die zu K(s, {) gehérige Funktion §(1)
keine mehrfache Nullstelle besitzen mige, so dall fiir eine jede
Wurzel der Gleichung 0(4) = 0 gewiB 0'(1) von Null verschieden ausfiillt.

Wir bhaben ferner zu beachten, daB die gegen SchluB des ersten
Kapitels entwickelte Transformationstheorie der quadratischen aus K(s, t)
gebildeten Form

I(:rx=§7((%, :—) z,x, (p,g=1,2 ..., mn)
zur Voraussetzung hatte, daBl die Determinante (/) keine mehrfache Null-
stelle besitzt. Sollte nun fiir irgendwelche Werte von n die zu K(s, ¢)
gehorige Determinante d(l) eine mehrfache Nullstelle aufweisen, so ver-
fahre man in folgender Weise: man denke sich fiir jeden solchen Wert
von n an Stelle von K(s,f) eine modifizierte Funktion K (s, ?) gesetzt,
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so daB die Nullstellen der entsprechend gebildeten Determinante d (I) fiir
K (s, 1) simtlich einfach ausfallen; doch sollen die Werte der modifizierten
Funktion K (s,t) sich von denen des urspriinglichen Kerns K(s,f) nur
so wenig unterscheiden, daB fiir alle Werte der Variabeln s, ¢, fiir alle
Indizes (h=1,2,...,n) und fiir alle Paare von stetigen Funktionen z(s),
y(s) die Ungleichungen
| K(s,t) — E(s,0) | < 5
ld,—d, | <1,

- 1
@) __ 1™ 5 ; F
| 1 l |<,l=’ (h=1,2,...,0)

D,(3)—Dy(;) < M@)- M)
erfiilllt sind; dabei bedeuten d,, I_)',,(';)die Koeffizienten der entsprechend
fir K (s,¢) gebildeten Determinanten d (1), D (l, ;), ferner (™ die ent-
sprechenden Nullstellen von d (1) und M(x), M(y) sollen die Maxima
der absoluten Werte der Funktionen z(s) bzw. y(s) sein. Offenbar niithern

sich dann die Ausdriicke

= ) = 2 1 i
Jl '.S, i)v ([ (\“ _l? i " j)()? ’;)

fiir unendlich wachsendes » gleichmiifiig den Grenzen bzw.
,ip o @
K(s,t), ok,  4(4,),

d. h. den niimlichen Grenzen, wie die mittels des nicht modifizierten
Kernes gebildeten Ausdriicke. Wir sind dadurch in den Stand gesetat,
auch diejenigen Formeln der im ersten Kapitel entwickelten Theorie der
guadratischen Form Kzz anzuwenden, zun deren Giiltigkeit das Nicht-
vorhandensein mehrfacher Nullstellen von d(!) eine notwendige Voraus-
setzung war. Obwohl wir in den fraglichen Fillen mit den modifizierten
Ausdriicken operieren miissen, wollen wir doch fortan bei unserer Dar-
stellung der griBeren Ubersicht halber die urspriinglichen Ausdriicke ohne
die Querstriche beibehalten.

Es bezeichne A" die ' Nullstelle von d(4) unter Beachtung der
S. 14 festgesetzten Reihenfolge; aus (26) folgt

» a’ A my & )

(31) 4, 7) = :.maj (4 (2,2} gy Dt
und wegen der Symmetrie des Ausdruckes (1, ;) in bezug auf z(s),
y(s) ist daher auch: o

- A ]. -
4 (0, :) - Msl {.4 (M =

Ty ) l T (r)=K(r,9) a{g)ds



16 Kap. III. Transzendentes Analogon zur Orthogonaltransformation.

und, wenn wir hierin y(7) = K(r, {) einsetzen:

1 .
[ (k) T ) 1 ‘(fa) T l o i
A I 03] 0

() =K(r,

oder im Hinblick auf (27)

, 1
o (atiy 2 ¥
(32) { A u) } y(r) = K(r, 8 = | 4005 s, 1) 2(s) ds.
v/ hyt )8

Aus (31) und (32) erhalten wir
: 11
(33) 4 (i, ';) = [ [a(0; s, ) 2(s) y(d) ds dt.
' 0o
Zugleich ergiebt sich, wenn wir in (32) x(r) = K(r,s) einfithren, im
Hinblick auf (27)
1
(34) A0 s, 8) = 10 [ 4295 v, 1) K(r, s) dr.
0

Nunmehr bezeichne I#) die L' Nullstelle von d(I) unter Beachtung
der ohen festgesetzten Reihenfolge. Wegen Formel (7) ist allgemein

(A) ) vy & wy Y
D(in, )1)([ , 3] D (i, ) (1 y),
und hieraus folgt in der Grenze fiir unendlich wachsendes »

A (1‘”‘): ‘:) A (-;{(M, ;:) — 1 (:),(;,), :ﬁ) A (‘1(;.)’ ?.;) :

Yy

wenn hierin #¥, y* ebenso wie x, y stetige Funktionen ihres Argumentes

vorstellen, und folglich im Hinblick auf (27)

(35) A(2M; 5, 8) 4(AW; ¥, ) = A(IW®; 5, §¥) A(AD; ¢, ).
Wegen (30) ist
1
(36) [a(3; 5, 5)ds = 6" (A",
o

und da unserer Annahme zufolge die Nullstellen von (1) simtlich ein-
fach sind, so fillt 0’(1") von Null verschieden aus, und folglich ist auch
gewiB 4(i"); s, s) nicht identisch fiir alle Werte von s Null; es sei s* ein
solcher spezieller Wert, daB 7(2"; &% s*) von Null velschledeu ausfallt.
Alsdann setzen wir

P 2 - il:‘u_- . . 5
(37) P (s) = Vd(lfz,:::(,.:é:"'gﬁ A (A% 3, §);

dadurch ist ¢™(s) als eine stetige Funktion der Variabeln s definiert: sie
heifle die zu dem Figenwerte A gehidrige Eigenfunktion. Wir ge-
winnen aus (35), (37), wenn wir noch #* durch s* ersetzen, die Gleichung

(38) WD AW s, 8) = + "(s) p"(f).
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Mit Hilfe von (36) folgt mithin
1
[(g®@)ds — + 108 (40),
0

und daraus erkennen wir, daB in den beiden letzten Gleichungen das
obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem A% d'(1™) positiv oder
negativ ausfillt.

Unter Hinzuziehung von (33) leiten wir noch die Formeln ab:

2 (10, ) = & fg(s)a(s)ds - g0 (s)y(s)ds
und ' '

4 (xm, ‘j) 6f'qo“-l(s)s:(s)ds /‘ PP (s)y(s)ds

A0 g7 (0

1
[(o™® (9)%ds
1]

Endlich ergibt die Formel (34) in Verbindung mit (38) nach Weglassung
des Faktors ¢(¢)

1
PO (s) = 4 [ K(s, 1) p(t) at,
0

und hieraus leiten wir, wenn ¢®(s) die zu einem anderen Eigenwerte A%
gehirige Eigenfunktion bezeichnet, sofort die Gleichung ab:

S0 gs)ds =0, (h=+7)
0

Oftmals ist es im Interesse einer kiirzeren Schreibweise vorzuziehen,
an Stelle der Eigenfunktionen ¢ (s) die Funktionen

(FANEY)
() . &
P (s) 77 ——
] /‘(mur:m-)sds.
0
einzufiihren; dieselben mogen normierte Iigenfunlktionen oder, wenn

ein MiBverstindnis ausgeschlossen erscheint, Figenfunlktionen schlecht-
weg heilen: sie geniigen den Gleichungen

4 (am *
(39) u w,,) = [ e ds- [0 s,

i '( p(8)ds —
0
3
JuP(s)p®(s)ds =0,  (h=+k)
0
(40) PP (s) = l‘“Z’J'K(S, t) v®(¢t) dt.
(1]

Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 2
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Nunmehr haben wir die Vorbereitungen beendet, um diejenige Frage-
stellung zu erledigen, welche aus dem algebraischen Problem der ortho-
gonalen Transformation der quadratischen Form beim Grenziibergange fiir
unendlich wachsendes » entsteht.

Wir haben am Schluff des ersten Kapitels die Formeln erhalten:

I T
[#, #] = g (1) + 1 (1) T+ 1" iy 7

iy L
20%5) _ oo, op
Wa @) g, g™’
Die letzte Formel zeigt, daB jedes Glied der Summe rechter Hand im
Ausdruck fiir [, ] positiv ausfillt; mithin gilt, wenn m irgendeine
ganze Zahl unterhalb » bedeutet, die Ungleichung:

(h=1,2,...,n).

1)({!’“‘"1] C) 1)(“;}{1—2! x ] D(z(u) z
41 Ly X ' Y =
( ) l(;'rli»l)dr(r(ﬂs-}—i'};) - Z(m+b,d'(f(m+2’) I s s l(’”d’(l(’”) = [SE‘, .i")].
Da wegen
: | (9, 2] [p®, 9] | < +([e™, 2]* + [@®, ¥T)
notwendig

| iy TY | oy T (m Y
D(f(}’y-) ;<,L D(Z "‘"") s ”J))
ﬂ“d'{lw}) ‘ = I{th; (EU‘]) l("” a (JW) )

ist, so folgt, indem wir (41) anwenden

4 1i x ( +2) & I n) ¥
D (.;( H"y) D (‘ﬂm ﬂ"y) D(.;c J’ y) g a
ftm+1]d'(2(_m+“) s immda(ﬂm+$}) ) + z(n}d:(l(n]} =72 \[‘T! x] + [y} y])’

und mithin ist um so mehr die Summe der n — m letzten Glieder auf der
rechten Seite der Formel (14) absolut nicht gréBer als

1 .
:-;__1'(_,,'.].”1}‘ ([.1‘,‘, xJ + [.% y]);
demnach ist mit Riicksicht auf jene Formel (14) auch
x @ Ay
D,(Z,m;y),ﬂb(?(?’y) S— ,,DU( ,)’.v),
) (10 (£9) @ (1) (RPR)

< e @2+ [y, 9.

(42) | Kzy —

)

In dieser Formel wollen wir, wie bereits frither geschehen ist,

K,—-K(2,4) z=2(2), =92

n? n,
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eingesetzt denken und sodann nach Division durch »?, wihrend m fest-
bleibt, den Grenziibergang fiir 2 = oo ausfiithren. Beriicksichtigen wir
die Grenzgleichungen:

1 1 e
7;2”?!21{2:3; #,.Ix’m’ﬂ"}‘K(i:’ ") Ty, = IJ K(s,t)yxz(s)y(t)dsdt,
L nl® — a0,
L [r’ —/Uls;a's "_wy;y] I(Jé)d:’

und beachten wir, dal den Hilfssitzen 1 und 2 gemifl die Ausdriicke
oD (5, %) und L a' (%) gleichmibig fir alle unterhalb einer festen
Y n "

n 2
Grenze liegenden 1 gegen A L ) bzw. 0" (4) konvergieren, so geht die
Ungleichung (42) in die folgende iiber:

11 4 (3, ") A (N}} “"’)
g N #il 3 Y ]
(43) ojo‘j K(s,t)z(s)y(t)dsdt — @A) T GGy
A (am, ")
—\_j;u'ﬁ))ﬁa’(;,‘vf{a.a") | = l:u*-] (ltx s))Fds +J (y(s) d")

Nunmehr benutzen wir die Tatsache, daf die Eigenwerte A0 falls
es ihrer unendlich viele gibt, mit unendlich wachsendem m absolut ge-
nommen selbst {iber jede Grenze wachsen, und erkennen dann mit Hilfe
der Formel (39), indem wir noch statt der Integrationsgrenzen 0,1 die
allgemeineren Grenzen a, b einfiihren, folgendes grundlegende Theorem:

/\

Theorem. FEs sei der Kern K(s, t) einer Integralgleichung
cweiter Art

f(s) = g(s) — & [ K (s, t) p(¢t) dt

eine symmetrische stetige Funktion von s, t; ferner seien 2% die
zu K(s, t) gehiirigen Eigenwerte und v (s) die zugehirigen nor-
mierten Eigenfunktionen; endlich seien x(s), y(s) irgendwelche
stetige Funltionen von s: alsdann gilt die Entwicklung

b B

(44) [ [K(s,tyz(s)y(t)dsdt— ;“ J"w(”(s)x(s) ds -Jl'w,b‘-”(s)y(s}ds

+ 7w JeO(s)a(s)ds - [eD(s)y(s)ds + -,

wobei die Reihe rechter Hand absolut und gleichmdfig fiir alle
Funktionen z(s), y(s) konvergiert, fiir welche die Integrale

Q®
-
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» b
]'(x(s‘;)”ds, .['(yﬁsj)?ds
a .,
unterhall einer festen endlichen Grenze bleiben.

Dies ist dasjenige Theorem, das fiir #(s) = y(s) dem im ersten Kapitel
genannten algebraischen Satze iiber die Transformation einer quadratischen
Form in die Quadratsumme von linearen Formen entspricht.

Einige unmittelbare Folgerungen dieses Theorems sind folgende:

Die niimlichen Eigenwerte 2’ und Eigenfunktionen % (s) konnen
nicht noch zu einem anderen von A(s,{) verschiedenen Kern gehoren;
die A® und ¢™®(s) bestimmen vielmehr in ihrer Gesamtheit den
Kern K(s,t) vollstindig.

Setzt man in die Formel des Theorems an Stelle von y(¢) das Inte-

b
gral fK(}r, t)y(r)dr ein, so entsteht mit Riicksicht auf (40) die folgende

Formel:
b & 1 b ]
ffKIf(s,j) z(s)y(t)dsdt = (e v {s)x(s)ds -sz(“(s')y(s)ds
a a oa a

b b
L pas o N .
+ by [ [HO s+,
wobei zur Abkiirzung
[}
KK(s,t) = [K(s,7) K(t,r)dr

gesetzt ist; diese Funktion K K (s, t) mige der aus K(s,t) zweifach zu-
sammengesetzte Kern heilen. Aus Formel (44) erkennen wir, daB der
aus K(s,t) zweifach zusammengesetzte Kern dieselben Eigenfunktionen
besitzt, wie A(s,t), wiihrend die Eigenwerte die Quadrate der zu K(s,?)
gehdrigen Eigenwerte sind.

Es miége hier noch eine Verallgemeinerung der Formel (29) Platz
finden. Bringen wir niimlich die Abhiingigkeit der losenden Funktion K(s,¢)
vom ['arameter 4 zum Ausdruck, indem wir fiir dieselbe die Bezeichnung
K(4;s,t) anwenden, und setzen wir zur voriibergehenden Abkiirzung

Fis, t) = K(A; 8, 6) — K(u; 8, ) + (w0 — l)‘f‘K(l; s, 1) K(u; r, t) dr,
so erhalten wir imittelst wiederholter Anwendung von (29°) die Identitiit
(s, t) — J.j ‘K(r,s) F(r,t)dr =0

und diese zeigt zu Folge einer Bemerkung am SchluB von II, daB (s, ?)
jedenfalls fiir jeden solchen Wert von 4 verschwindet, der von den Higen-



Kap. IV. Entwicklung nach Eigenfunktionen. 21

werten 2%) verschieden ausfillt. Daher ist F'(s, f) notwendig fiir alle
Argumente 1, u, s, ¢ identisch Null, d. h. es gilt die allgemeine Formel

b
(45) K(4; 5, 8) — K(us s, ) = (A — w) [K(4; 5, ) K(us 1, £) dr.
Diese Formel konnen wir anch in der Gestalt schreiben:
(46) Ky s, t) =K(4 + w35, 6) — 2 /‘K('l + s s, r)K(p; r, ) dr;

hieraus folgt, dafl, wenn wir K (u; s, #) als Kern fiir eine Integralgleichung
zweiter Art nehmen, die zugehirige lisende Funktion notwendig K(2 + w3, 7)
ist. Zugleich finden wir
b
’ u,l;’n"s)
S i e a7/
JYP @) K45 8, 8) dt = 55—
a
und erkennen hierans, daf zum Kern K (u; s, ) dieselben Eigenfunktionen
wie zum Kern K (s, t) gehoren, withrend die zugehorigen Eigenwerte die
Grifen A% — p sind.

Viertes Kapitel.

Entwicklung einer willkiirlichen Funktion nach
Eigenfunktionen.

Die erste wichtige Anwendung des im dritten Kapitel bewiesenen
Theorems geschehe zur Beantwortung der Frage nach der Existenz der
Eigenwerte 1. . Diese Frage ist von besonderem Interesse, weil die ent-
sprechende speziellere Aufgabe in der Theorie der linearen partiellen
Differentialgleichungen, néimlich der Nachweis der Existenz gewisser aus-
gezeichneter Werte fiir die in der Differentialgleichung oder in der Rand-
bedingung auftretenden Parameter bisher wesentliche Schwierigkeiten ver-
ursacht hat. Durch Heranziehung unseres Theorems wird die weit all-
gemeinere Frage nach der Existenz der Eigenwerte, die zu einer Integral-
gleichung zweiter Art gehoren, auf einfache und vollstindige Weise
beantwortet. Nehmen wir niimlich an, es gibe keine oder nur eine
endliche Anzahl, etwa m Eigenwerte, so ist die in dem Theorem auftretende
Reihe (44) eine endliche mit m Gliedern und, da die Formel (44) des
Theorems fiir alle stetigen Funktionen z(s) und y(s) gelten soll, so folgt
aus derselben mit Notwendigkeit

K(s t) = % P (s‘) P (ﬂ e IITm ¢(~0(3) PU(t),
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d. h. K(s,t) vermag, wenn man eine der beiden Variablen, etwa ¢, als -
Parameter auffaft und diesem irgendwelche konstante Werte erteilt, nur
m linear unabhiingige Funktionen der anderen Variabeln s darzustellen.
Umgekehrt, wenn K(s,{) diese Besonderheit aufweist, so verschwinden,
wie man sieht, alle Koeffizienten der Potenzreihe 0(Z), die mit einer
hiheren als der m-ten Potenz von 1 wmultipliziert sind, d. h. d(1) wird
eine ganze rationale Funktion in 4, und es gibt dann gewiB nur m Eigen-
werte. Wir sprechen somit den Satz aus:

Satz 3. Die zu K(s, t) gehirigen Eigenwerte sind stets in unendlicher
Anzalhl vorhanden — es sei denn. dafy K(s.t) als eine endliche Summe
von Produliten darstellbar ist, deren einer Faltor nur von s, deren anderer
nur von t abhdngt; tritt dieser Fall ein, so ist die Zall der Iigenmwerte
gleich der Anzahl der Swmmanden in jener Swmme, wnd O(L) ist eine
ganze rationale Funktion von einem Grade gleich dieser Anzahl)

Wir wenden uns nunmehr zu der Frage der Entwicklung jener will-
kiirlichen Funktion in eine unendliche Reihe, die nach Eigenfunktionen
fortschreitet. Fithren wir in die Formel (44) unseres Theorems

y(t) = K@, ?)

ein und setzen
f(r) =f./'1{(s, t) K(r, t)x(s)dsdt,

bedenken wir sodann, dall mit Riicksicht auf (40)
i b

[Fr) v (r)dr = (1'-1n-w ]1(5) P (s)ds

.
a“ a

wird, so geht die Formel (44) unseres Theorems iiber in
b b
f(r)= ff(s'} D (s)ds - PN (r) + /f(b\ vE(s)ds- R (r) + - - -,

d. h. es gilt der Satz:
Satz 4. Wenn eine Funktion f(s) sich in der Gestalt
bhoh
f(s) =f'['Kt r, 0) K (s, 8) h(r)dr dt

darstellen 1ifit, wo h(r) eine stetige Funltion von r ist, so lidfit sie sich auf

1) Der von mir hier zuerst aufgestellte und bewiesene Satz von der Existenz eines
Eigenwertes fiir jeden nicht identisch verschwindenden Kern bildet einen integrieren-
den Bestandteil meiner Theorie und ist, als ich meine Untersuchungen tiber Integral-
gleichungen begann, eines meiner friihesten Ergebnisse gewesen; in neueren Arbeiten
findet sich — offenbar versehentlich — eine gegenteilige Behauptung ausgesprochen.
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die Fouriersche Weise in eine nach Eigenfunltionen des Kernes K (s, t)
fortschreitende Deithe entwickeln, wie folgt -

F(s) = e,vW(s) + e¥®(s) + - - -3
¢, = [F(s) ¥ (s)ds.

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichmiifsig.)

Die in diesem Satze gemachte Voraussetzung tiber f(s) ist gleich-
bedeutend mit der Forderung, es soll eine stetige Funktion A (s) geben,
so daff die Integraldarstellung

f(s)=[KK(s t)h(t)dt

gilt, oder auch mit der Forderung, es soll zwei stetige Funktionen g(s)
und /i(s) geben, so daB

7(s) = [ K(s, t)g(t)at,

g(s) =_f]\'(n‘, th(t)dt

wird.
Wenn K(s,t) eine solche symmetrische Funktion von s, ¢ ist, daB
die Gleichung

b
.fK(Sr t){l(S) ds =0

sich niemals durch eine stetige von Null verschiedene Funktion g(s)
identisch in ¢ erfilllen Lift, so heile K(s, ¢) ein abgeschlossencr Kern.
Es ist leicht, aus Satz 3 zu erkennen, daf zu einem abgeschlossenen Kern
stets unendlich viele Eigenwerte gehoren. Ferner kiénnen wir fiir einen
abgeschlossenen Kern folgende Behauptungen aufstellen:

Satz 5. Fs sei K(s.t) ein abgeschlossener Kern und @™ (s) die
zugehirigen Eigenfunltionen: wenn dann h(s) eine stetige Funktion ist, so
daf3 fiiv alle m die Gleichung

Sh(s)pm(s)ds = 0
erfiillt ist, so ist h(s) identisch Null.

1) Das soll heifen: die Reihe der absolut genommenen Glieder konvergiert
gleichmiiBig.
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Um diesen Satz zu beweisen, setzen wir

g(s) =_f}’f(s, t)h(t)dt,

f(s) =.['}€(s, ) g (t)dt.

Nach Satz 4 gestattet f(s) die Entwicklung nach den Eigenfunktionen
™ (s), und zwar erhilt man fiir die Koeffizienten dieser Entwicklung

b h b
Ty i 1 .
Cn =,f ﬂ") u’(m)(\s) ds = j_‘ﬁhfg(\‘g) ';b(’"J(S)(?S - (l\:,ljzf]t(s)w('"}(‘?) ds = 0;

folglich ist f(s) identisch Null. Da K(s, ) ein abgeschlossener Kern sein
sollte, so folgt hieraus zuniichst g(s) = O und sodann auch A(s) = 0.
Satz 6. ILs sei K(s, 1) ein abgeschlossener Kern und f(s) irgend-
eine stetige Funltion: wenn sich alsdann herausstellt, daf3 die im Fourier-
scher Weise gebildete Reihe
64 0(s) + v (s) + -+

G =[50 (5)ds

gleichmiifig konvergiert, so stellt sie die Funktion f(s) dar.

In der Tat erweist sich die Differenz von f(s) und der durch jene
Reihe dargestellten Funktion von s unter Benutzung des Satzes 5 als Null,

Fiir die Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion f(s) nach
Eigenfunktionen haben wir in den Siitzen 4 und 6 gewisse Kriterien auf-
gestellt. Wir konnen die Bedingungen des Satzes 4 wesentlich verein-
fachen; es gilt niimlich der Satz:

Satz T.') Jede wunter Vermittlung einer stetigen IFunktion ¢(s) durch
das Integral

1(s) = [K(s, t)g(t) at

darstellbare Funktion ist in eine nach Iigenfunktionen fortschreitende Reile
auf Fouriersche Weise entwickelbar, wie folgt

f(s) = e v(s) + e9®(s) + - -,
& =j'f(s)w(”"(s) ds.
Diese Reihe Lonvergiert absolut ;:mi gleichmifliy.
1) Vgl. die auf E. Schmidt beziigliche Anmerkung in Kapitel XIV sowie den

dort von mir gegebenen Beweis des Satzes 7 mittels der Methode der unendlichvielen
Variabeln.
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Den Beweis fiithren wir hier nur unter einer gewissen Voraussetzung
iiber den Kern K(s,¢). Wir wollen niimlich eine symmetrische stetige
Funktion K (s, ) dann einen allgemeinen Kern nennen, wenn es moglich
ist, zu jeder stetigen Funktion g(s) und zu jedem beliebig kleinen posi-
tiven ¢ stets eine stetige Funktion /i(s) zu ermitteln, so dal, wenn

z(s) =g (s) - ‘/’:K(s, B h(t)dt
gesetzt wird, die Ungleichung )
Jb(x, ($)¥ds < ¢
gilt, d. h. der Kern K (s, ¢) heibt allgemein, wenn das Integral
i :}{ (s, t)h(t) dt

bei geeigneter Wahl der stetigen Funktion /i (s) jede stetige Funktion g (s)
in dem eben bezeichneten Sinne angeniihert darzustellen fiihig ist. Nun-
mehr bezeichnen wir mit & irgendeine beliebig kleine positive Grife;
sodann bedeute M das Maximum der Funktion

[ (K s, )2 dt,

wenn die Variabele s sich im Intervall @ bis b bewegt. Da K (s, ¢) ein
allgemeiner Kern und g(s) eine stetige Ifunktion sein soll, so ldBt sich
eine stetige Funktion % (s) finden, so daB, wenn

2

z(8) = g(s) —J'If{s, tyh(t)dt
gesetzt wird, die Ungleichung
b
i My g g 2¢& ;
7 J (@) ds < (3;1 s M).)

o

erfiilllt ist. Wir setzen

g¥(s) = [K(s, )k (2) dt,

#(s) = J K(s, t) g*(¢)dt.

Nach Satz 4 gestattet die Funktion f*(s) die Reihenentwicklung nach
Eigenfunktionen

1*(s) = () + GuA(s) + GO(s) + -+,
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und wegen der gleichmiiligen und absoluten Konvergenz dieser Reihe ist
es gewif miglich, eine ganze Zahl m zu finden, so daB fiir alle s

(48) |1%(5) — o (s) — Ge@(s) — -+ — U™ (s)| <

ausfiillt und auch die Ungleichungen noch gelten, die entstehen, wenn
man 7 hierin durch eine grioBere Zahl ersetzt.
Nun ist

JKL.S Ha(t)dt! < l/j (K (s, \)”d‘t ](m(t)) dt
und mit Rucl\mcht auf (47) mlthm
20 511:111 é
Wegen )
(49) £(8) = [#(s) + [ K (s, )z (t) dt
haben wir folglich die Ungleichung”
(50) FOETROIFETE

Andererseits ist wegen (49)
b

& b -
¢, — ¢ =.',/ f K (s, ) v0(s) @ () dt — 5[40 @) a ()t
und folglich
(51) (¢; — ) w0 (s) = [vV () (s)ds - [ K (s, &) () dt.

Nehmen wir
1

]:p(ﬂ(s)x(«)ds

]//(r\a;i ds

so folgt wegen

- h fj -
5=V faoras fx6 o0,

| AB| <4 (4* 4+ BY)
aus (51) die Ungleichung
" | (¢; — ¢ w(s) | <
(02)\ [ 2
( f YOI (s)z(s) cls) 5 -, .
L =" l/f(x(s})“’ds (fK(s, ) PO (t) dz‘)

[w@)yds
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Wir wenden uns nunmehr zu der Formel (16) zuriick. Da jedes
Glied der Summe auf der rechten Seite dieser Formel (16) = 0 auqfallt
so gilt fiir m < » die Ungleichung

D (1, ':) D ({t-’)} :] D (!("'), z]
-‘Z[.l?d:w + l“.’;&_'tl‘(grj e + zmud’(zfm:) é ['TJ ‘T—I‘

Denken wir uns in dieser Formel wieder, wie friiher
2. 4 — i)
KPI'—K(H’ rr_)’ mﬂ_m(n)
eingesetzt und sodann nach Division durch n, wihrend m festbleibt, den
Grenziibergang fiir » = o0 ausgefiihrt, so entsteht die Ungleichung

2

{ _fl'd'“)(.s)x(s)ds} -+ { j‘w(?"{\s)x(s) ds} &I

(53) ! l 1 ! 1
+ ]fz,b(’“)(s):c(s)ds gfxls))ﬂds.
Y]
Mit Benutzung dieser Ungleichung, in der wir wieder die Integrations-

grenzen a bis b cingefiihrt annehmen, folgt, wenu wir (52) firj=1,2,...,m
bilden und summieren:

(e;(—e*) P (s) | £ ?_,-]/l]"(x(_s})%i’s (1 + M)
J=1j..um a

oder im Hinblick auf (47)

2E &
<% 30 4+ ) (1+M)=—,
d. h. es ist auch
(B4) e p®(s) + -+ €, v (s) — GUd(s) — - — ¥™(s) | <
Aus (48), (80), (54) folgt fiir alle s
| f(S) o Cl w(l) (S) - 02 w(SJ (3) ____ o cm w(m) (3) { < ‘E?

und man sieht zugleich, daB diese Ungleichung giiltig bleibt, wenn man
auf der linken Seite statt m eine grifiere Zahl wiihlt; damit ist der Be-
weis fiir unseren Satz unter den gemachten Voraussetzungen erbracht.

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes 7 1Bt sich auch zeigen, daB
die unendliche Reihe

(f;;,(h‘ (s)x(s) ds).—l— (fwm (s)z(s) ds)‘ +
konvergiert und den Wert
&
Jz@)*ds

besitzt; dabei ist wiederum K (s, ¢) als allgemeiner Kern vorausgesetat,
und z(s) bedeutet eine beliebige stetige Funktion.
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Fiinftes Kapitel.

Das Variationsproblem, das der algebraischen Frage nach
den Minima und Maxima einer quadratischen Form entspricht.

Die im dritten und vierten Kapitel entwickelte Theorie ist fiir die
Variationsrechnung von besonderer Bedeutung. Ieh méchte jedoch hier
nur dasjenige transzendente Problem hehandeln, welches der algebraischen
Frage nach den relativen Maxima und Minima einer guadratischen Form
bei Konstanz einer zweiten anderen Form entspricht: es ist dies das
Problem, diejenigen Funktionen #(s) zu finden, fiir welche das Doppelintegral

b b
J(z) = [ [ K(s, ya(s)z(t)dsdt

a a

minimale oder maximale Werte besitzt, wihrend die Nebenbedingung
h

(55) [(zs)ds = 1
@

erfiillt ist.

Wenn der Kern A(s, f) die Eigenschaft hat, daB das Integral J(z)
nur positive Werte besitzt, was auch z(s) fiir eine stetige Funlktion sei,
und Null nur fiir 2(s) = 0 wird, so heile der Kern K(s,t) definit. Wir
machen im folgenden die Annahme, daB K(s, t) ein definiter Kern sei.

Wenn fiir eine gewisse stetige Funktion z(s) identisch in allen s

[K(s,tyz(t)dt =0

wird, so folgt offenbar J(z) =0 und hieraus auch z(s) =0, d. h. ein
definiter Kern ist stets auch ein abgeschlossener Kern; es gibt fiir ihn also
gewill unendlich viele Eigenwerte und Bigenfunktionen.

Die Figenwerte eines definiten Kerns'sind stets positiv. Denn fiele im
Gegenteil etwa A" negativ aus, so wiirde sich aus

i 2 h 2

(56) J(z) = lll {‘['d'“’ (s)z(s) ds]l = } { J‘wm (s)w(s)dsy +
fiir @(s) = v"(s) der Wert des Doppelintegrals /() negativ ergeben.

Betrefts der Minima und Maxima von J(z) gelten folgende Siitze:

Satz 8. Es gibt keine stetige Funlktion x(s), welche das Doppel-
wntegral J(x) zu cinene Minimum macht, wihrend dic Nebenbedingung (55)
erfullt ist.

In der Tat, die Eigenfunktionen ¢®(s), v®(s), ... erfiilllen siimtlich
die Nebenbedingung (55); wegen
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1 2 1
) =y T =,
kénnte daher der gewiinschte Minimalwert nur gleich Null sein; diesen
Wert nimmt J(z) aber nur fiir 2(s) = 0 an.

Satz 9. Der grioffte Wert, den das Doppeliniegral J(z) annimmt,

falls z(s) eine stetige der Nebenbedingunyg (55) geniigende Funlition sein soll,
ist 1%,; denselben wimmt das Doppelintegral fiir x(s) = ¢ (s) an.

Sei nimlich im Gegenteil 2(s) eine Funktion, die der Nebenbedingung
(55) geniigt und fiir welche

; 1
J\_JC) = A
ausfiele, so miifite sich eine ganze Zahl m so wihlen lassen, daB auch die

. T 1
Summe S(z) der ersten m Glieder rechter Hand in (56) groBer als -
wird. Nunmehr setzen wir

2(8) = ¢, ¥V(s) + ¢ (s) + - -+ + €, ¥™(s) + y(s),
wo zur Abkiirzung

h
¢, = fﬂ’“”(s)-’»"(;"‘) ds (h=1,2,..,,m)
gesetzt ist und demnach
b
f:,{-(f-J(s)y(S) ds =0 (ho==1,2,...,m)

ausfillt; wir finden dann leicht

b b
(57) f(:z:(s))?ds = +d4--- 4 —|—'f{'y (8)*ds,
(58) S(x) =75+ 54+

Aus (57) folgt mit Ricksicht auf (55)

i o s o
um so mehr ist also

o 3 3
CI C; | U;n P 1
20 + s + e qm = 1.1_. )

und diese Gleichung steht mit (58) in Widerspruch, da S(z) groBer als
1(1;, sein sollte; die urspriinglich gemachte Annahme trifft mithin nicht zu.

In analoger Weise erkennen wir die Richtigkeit des folgenden all-
gemeineren Satzes:
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Satz 10.  Der grifite Wert, den das Doppelintegral J(z) annimmd,
falls x(s) eine stetige Funktion sein soll, die den Nebenbedingungen
S(@@)ds =1,

@
f

Jv(s)z(s)ds = 0 h=1,2,....m—1)

geniigt,. ist }_',1,,“; denselben nimmt das Doppelintegral fiir x(s) = ¢ (s) an.

Durch iihnliche Schliisse erlangen wir auch die Losung weiterer
Maximalprobleme. Beispielsweise gelingt ohne wesentliche Schwierigkeit
die Auffindung der Funktion «(s), die das Integral .J(z) zu einem Maximum
macht, wenn aufer der Nebenbedingung (55) noch die folgende Neben-
bedingung :

(59) ]f(s\ x(s)ds =0

erfiillt sein soll, wobei f(s) irgendeine gegebene Funktion bedeutet.
Wenn der Kern A(s, t) die Higenschaft besitzt, stets positive Werte
anzunehmen, sobald x(s) eine dieser Nebenbedingung (H9) geniigende
stetige Funktion ist, so heifle er kurz relativ definit.
Unter den Eigemwerten eines relativ definiten Kernes ist hichstens einer
negativ.  Denn wiren etwa 1Y und A® negativ. so bestimme man die
Konstanten ¢, ¢, derart, daB die Funktion

z(s) = ¢, p(s) + ¢, v (s)

der Nebenbedingung (H9) geniigt, und iiberdies ¢ + ¢ = 1 ausfillt: als-
dann fiilllt nach (56) gewiBl J(x) negativ aus.

Sechstes Kapitel.
Ergénzung und Erweiterung der Theorie.

Wir haben bisher im ersten bis fiinften Kapitel stets vorausgesetzt,
daBl K(s, ¢) eine stetige Funktion der Veriinderlichen s,{ sei; es ist unsere
niichste Aufgabe, festzustellen, inwieweit sich diese Annahme beseitigen liBt.

Wenn es eine endliche Anzahl von analytischen Linien 1,

s = F(f) oder t = G(s)
in der s{-Ebene gibt, so dafl K (s, ) in den Punkten dieser Linien unstetig
oder unendlich wird, wiihrend fiir einen gewissen positiven, unterhalb }
liegenden Exponenten « das Produkt

(s —F@)=K(s,t) bzw. (t — G(s)*K(s, 1)
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daselbst stetig bleibt, so sagen wir, daB K(s, {) Singularititen von
niederer als der Lten Ordnunyg besitzt. Dabei setzen wir voraus, daf
K(s, t) auberhalb der Linien L durchweg stetig sei. Nunmehr stellen wir
die Behauptung auf:

Die simitlichen im dritten bis fiinften Kapitel bewiesenen Resultate sind
giiltg, auch wenn der Kern K (s,t) der zugrunde geleglen Integralgleichuny
Singularititen von niederer als der Lten Ordnung besitzt. Zugleich diirfen
auch die in unserer Theorie auftretenden Funltionen x(s), y(s) solche Funk-
tionen sein, die an einer endlichen Anzahl von Stellen von niederer als der
Sien Ordnung unendlich werden, wenn sie sonst stetige Funlitionen von s sind.

Die Methode, mittelst der wir die Giiltigkeit dieser Behauptung er-
kennen, besteht darin, dall wir die Linien L durch Gebietsstreifen der
st-Ebene von beliebig geringer Breite & ausschliefen und alsdann eine
Funktion K (s, f) konstruieren, die innerhalb jener Gebietsstreifen Null ist,
withrend sie anBerhalb derselben mit K (s, {) iibereinstimmt. Die Funktion
K, (s, t) ist iiberall stetic mit Ausnahme der Grenzlinien jener Gebiets-
streifen, in denen sie, wie man sieht, sprungweise Wertiinderungen erfihrt.
Fiir einen solchen Kern wie K (s, ¢), dessen Werte iiberall unterhalb einer
endlichen (renze bleiben und nur in gewissen Linien unstetig werden,
sind unsere fritheren Beweise unveriindert giiltig. Um ihre Giiltigkeit fiir
den Kern K(s,t) zu erkennen, bedarf es der Ausfiihrung des Grenziiber-
ganges fiir ¢ = 0. Wir wollen im folgenden auseinandersetzen, wie dies
zu geschehen hat.

Zu dem Zwecke wenden wir uns zunichst zu den Potenzreihen (1)

S, 9 und o (/l, ';) 5. 11. Die Koeffizienten o, bzw. 1, (:) derselben

lassen sich fiir den Kern K(s, f) gewif dann nicht bilden, wenn K(s,s)
als Funktion von s keine Bedeutung hat, d. h. sobald die Linie s = ¢ oder
ein Teil derselben zu den singuliren Linien des Kerns gehort. Diesem
Ubelstande helfen wir dadurch ab, daB wir an Stelle der frither angewandten

Formeln fir 9, S. 9 bzw. 4, (;) 5. 11 die folgenden eingesetzt denken
0, K(sy, 8) -5 K(sp 8

5, — ;:!.ufl' . nfl Ji(sf,, sl), 0, v K.(sET s,‘.)i e ol
l K(sm 81)s K(SH Sg)y o0 U i
0, 2(), () ,--- (s)
LY, 0 K(sy8y), - K(syy 8,)
4,(5) = j S y(s): K(sg, ) 0y cy Kloys) ds. sy

|y (Sh)s ]c(sﬁ: S ): K (SM '52)1 “iee 0
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Wie man sieht, unterscheiden sich die neuen Ausdriicke fiir J, baw.

A, (;) von den fritheren nur dadurch, daB in der Determinante die Ele-

mente der Diagonalreihe iiberall 0 sind. Die mit den neuen Koeffizienten
gebildeten Potenzreihen o(%) bzw. 4 (l, :;:) stimmen mit den fritheren bis
auf einen unwesentlichen Exponentialfaktor iiberein, der fiir 0(4i) und

@ (2,7
4 ("1'? y) derselbe ist und daher bei der Bildung des Quotienten 7—( 3’)

(L)
wegfllt.")

Hilfssatz 3. Die neuen Ausdriicke 0, und 4, (;:) haben fiir unsern
Kern K(s,f) stets einen Sinn und die mit ihnen gebildeten Potenz-
reihen d(%) und 4 (J., ";) in L sind bestindig konvergent.

Wir wollen der Einfachheit halber den Beweis hierfiir nur in dem
Falle erbringen, daBl s =¢ die einzige singuliire Linie von K(s,?) ist.
In dem h-fachen Integrale fiir o, sollen die Integrationsveriinderlichen
Sy - .. 8, alle Werte zwischen 0 und 1 durchlaufen. Wir betrachten
zuniichst den /fil-ten Teil 7' dieses h-dimensionalen Integrationsgebietes,
der durch die Ungleichungen

§ >8> 2>5,
charakterisiert ist. Wir denken uns dann in der /-reihigen Determinante,
die im Ausdruck fiir d, auftritt, die Elemente

der ersten Horizontalreihe mit | (8, — 85)*!

» Zweiten ” p (S — )+ (5— )| |
, dritten ” o RIS 8)7% | [lsy—37% |}
» h-ten 5 . | (8_y — 8)% |

multipliziert; dadurch entsteht eine Determinante, deren Elemente, wie
man leicht sieht, gewill simtlich fiir alle Werte der Variabeln absolut
genommen unterhalb einer endlichen positiven GriBe K liegen. Der Wert
der letzteren Determinante ist gewiB < J//* K, und folglich ergibt sich
fir das iiber 7' erstreckte /i-fache Integral als obere Grenze der Ausdruck

60) VIR [ f (o — )| (166 — 597+ (5 — %)}
[1'(3? o 5:3)_“ + (“":s o '5'.1}_“ } o (SJ._I s S,‘)_" dslds?. e dSM

L8 8 e gy > 0;

Wenn wir in dem %-fachen Integral hier die neuen Veriinderlichen

81— 8 =0y § — 83 =0py +oy S — 8 =041y §=0,

1) Vgl. Kellogg, Zur Theorie der Integralgleichungen, § 5. Gittinger Nachr. 1902,
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einfiihren und die Produkte unter den Integralzeichen ausmultiplizieren,
so erkennen wir, dal jenes Integral sich aus 2'=% J;-fachen Integralen von
folgender Gestalt zusammensetzt:

(61) f ’ '.1167' oy -+ - 6y do, doy - - - day,
(61 >0,6,2>0 ... a,,>0)
6|+62+"'+6i.<1

wo die Exponenten ¢, &, ..., «, die Werte 0, — « oder — 2« haben,
ihre Summe «, + «, + - -+ + «, jedoch stets gleich — he ausfillt. Die
Berechnung des Integrals (61) liefert fiir dasselbe als obere Grenze einen
Ausdruck
AP B

't +h—ah) hti=al?
wo A, B gewisse von I unabhiingige positive GriBen bedeuten, und
hieraus folgt fiir (60) eine obere Grenze
h

.
(62) Wil — a)?

wo (' wiederum eine von /i unabhiingige positive GriBe darstellt. Der
Ausdruck (62) ist zugleich eine obere Grenze fiir den iiber 7' erstreckten
Teil des h-fachen Integrales, das in 4, auftritt. Da aber alle iibrigen
L!—1 Teile jenes /:-fachen Integrales, wie sich bei Vertauschung der
Integrationsveriinderlichen zeigt, den gleichen Wert besitzen, so folgt,
daB das vollstiindige f-fache Integral, das in 0, auftritt, den mit 7!
multiplizierten Ausdruck (62) zur oberen Grenze hat, d. h. es ist

O

(63) 9, | < W — o)’

Wegen « < 1 folgt hieraus die Richtigkeit des Hilfssatzes 3 in betreff
der Potenzreithe d(4)%)

Die nimliche Beweisfiihrung gelingt fiir die Potenzreihe 4 (J., ;)

Wir kehren nun zu dem Kern K (s, #) zuriick; erinnern wir uns, wie
K,(s, 1) aus K(s,¢) durch Ausschalten der singuliiren Stellen entstand,
so erhellt, daB} K,(s, ) als abhiingig von der Streifenbreite & zu betrachten
ist. Da fiir ein bestimmtes ¢ A (s, ) absolut genommen stets unterhalb
einer endlichen Grenze bleibt, so ist unsere frithere Theorie fiir K,(s, ?)
unveriindert giiltig. Wir bezeichnen die hier zu K (s, ) gehirigen Potenz-

reihen in 1 mit d,(1) bzw. 4, (i., ”:D Da offenbar die Ungleichung (63)
1) Die Darstellung dieses Beweises in den friiher genannten Dissertationen von

Kellogg und Andrae ist unrichtig.
Math. Monogr, 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen, 3
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und die entsprechende fiir -, (:;) um so mehr fiir die Koeffizienten der

Potenzreihen d,(1) bzw. A, (A, ;) giiltig sind, so erkennen wir durch das

néimliche Schluliverfahren, wie wir es zum Beweise des Hilfssatzes 1 (Kap. II)
angewandt haben, die Richtigkeit der folgenden Tatsache:

Hilfssatz 4. Die Funktionen d,(1) bzw. A, (1, ;} konvergieren fiir

e =0 gegen (A bzw. J (A, ;), und zwar ist diese Konvergenz eine gleich-
miflige fiir alle Werte von 4, deren absoluter Betrag unterhalb einer
beliebig gewiihlten positiven Grenze 4 gelegen ist.

Es ist nicht schwer, nach diesen Vorbereitungen die Giiltigkeit unseres
grundlegenden Theorems S. 19 auf den Fall auszudehnen, dafl der Kern
K (s, t) Singularititen von niederer als der lten Ordnung aufwelst.

Fiir den Kern K, (s,{) ist unser Theorem bereits als giiltig erkannt,
vorausgesetzt, dafl die Nullstellen der zugehorigen Funktion 0,(4) simt-
lich einfach sind.  Sollte diese Voraussetzung fiir einen Kern (s, f)

nicht zutreffen, so denke man sich — idhnlich wie zu Beginn des dritten
Kapitels ausgefiihrt worden ist — den betreffenden Kern K (s, ) ein wenig

modifiziert, so dafl jener Voraussetzung geniigt wird und doch die modi-
fizierten Ausdriicke fiir ¢ = 0 nach denselben Grenzen K(s, ) bzw. d(2)

T . ey .
A (\l, y.] gleichmiiig konvergieren.

Es sei jetzt A irgendeine positive Gribe; aus Hilfssatz 4 kann dann
geschlossen werden, dall diejenmigen Nullstellen 4 von d,(1), deren ab-
solute Betriige anch filr ¢ =0 unterhalb 4 bleiben, in der Grenze fiir
¢ =0 in die Nullstellen i® von d(%), die absolut genommen unterhalb 4
liegen, iibergehen, und daB die zu jenen Nullstellen 4" zugehdrigen Werte

von A, (J.‘é"}, ;} bei diesem Grenziibergang & = 0 in die beziiglichen Werte
. 0 T 5 e
von A (A ’.’ﬂ) ithergehen.
Wir bezeichnen nun die zam Kern K (s, ¢) gehorigen Eigenfunktionen
mit ."(s), ¢ *(s), .... Da wegen (53) S. 27 fiir jedes noch so grofie m
die Ungleichung

|f¢r;“(s)x{s) ds] + ]IJI'IL'Z”(S).Z(S) c!s} s wie

2 b
< ](.:c ($))ds
@

+ { j'w‘;’" (s)x(s) ds}

gilt, so ist auch gewild:
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(64) Z 1fu~”’ (s)a (s)ds <f(.rf5| 2ds.

@M=y

Nunmehr setzen wir in der Formel (44) unseres Theorems an Stelle von
y(s) die Funktion z(s) ein und schreiben die entstehende Formel dann
in der Gestalt

(65) f‘j K, (s,yx(s)z(t)dsdt = 2 1“ 1 J;w:f-“::s):r:'s) r!'.s].

1:]< 1 J

h 2
1 AN

T Z iw {,H’f’ ‘S)x(h')ffs} ;

ez © la

dabei soll die erstere Summe rechter Hand iiber alle Eigenfunktionen ¢ (s)
erstreckt werden, deren zugehirige Eigenwerte 1/’ absolut genommen
unterhalb 4 bleiben, wiihrend die zweite Summe rechter Hand ebenso
wie die Summe linker Hand in (64) alle iibrigen Glieder enthiilt. Wegen
(64) folgt aus (65) die Gleichung:

'['.]'KF('S, Ha(s)z(t)dsdt = 2 W { fti‘f' (s)x(s) r(.»] - 1; [(a‘ s)ids.

£ I3 @
' el Ay =n=1

@

und durch Grenziibergang fiir ¢ — O entsteht hieraus:
F 2
i b of o m - o N ) &
JJIUS, Ne(s)z(t)dsdt = /\ B { I"'U (8)x(s)ds } :»Zl(,t:sjdq

@M 1y (0= < =1).

A

Wenn wir nun 4 iiber jede Grenze zunehmen lassen, so ergibt sich die
Formel (44) unseres Theorems fiir den Kern A'(s, ¢), im Falle z(s) = y(s)
genommen wird.  Die letzte Hinschriinkung lilt sich sofort beseitigen.

Wir erkennen ohne Schwierigkeit auch alle fritheren Folgerungen
unseres Theorems fiir den Kern A'(s, #) als giiltig, insbesondere die Sitze 4+
und 7 iiber die Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach den Kigen-
funktionen, die zu K(s, f) gehiren.

Sollte der vorgelegte Kern K (s, ¢) singulire Linien von hioherer als
der {ten und niederer als erster Ordnung besitzen, so bediirfen unsere
Sitze gewisser Modifikationen; man erkennt diese leicht, wenn man die
zweifach bzw, mehrfach aus A(s, ¢) zusammengesetzten Kerne (vgl. S 20)
bildet; bedenkt man, dafll unter diesen Kernen stets soleche Kerne vor-
handen sein miissen, fiir die unsere oben dargelegte Theorie giiltig ist,
so ergeben sich die gewiinschten Folgerungen fiir den Kern Kis, {).

Wir haben bhisher durchweg — auch in den Entwicklungen dieses
Kapitels VI — die Voraussetzung gemacht, daB fiir den zugrunde

3%



36 Kap. VI Erginzung der Theorie.

gelegten Kern K (s, t) die Potenzrethe 6(4) nur einfache Nullstellen be-
sitzt. Es sind nunmehr die Modifikationen zu ermitteln, die unsere
Theorie erfithrt, wenn wir diese beschriinkende Annahme fallen lassen.
Zu dem Zwecke sei A(s,¢) ein solcher Kern, zu dem 1% als
n,-facher Eigenwert gehirt, d. h. 2% sei genau eine n,-fache
Nullstelle von 0(4). Sodann hietet es keine erhebliche prinzipielle
Schwierigkeit, einen Kern K (s, {) von folgenden Kigenschaften zu finden:
K, (s, 1) sei eine solche Potenzreihe von u, deren Koeffizienten stetige
symmetrische Funktionen von s, ¢ sind, die fiir geniigend kleine Werte
von p konvergiert und fiir w =0 in K(s,?) iibergeht. Es sei 0,(1) die
fragliche zum Kern K, (s, #) gehirige Potenzreihe, so daB 9, (1) fir uw =0
in die zu K(s, {) gehirige Potenzreihe 0 (1) iibergeht; 6‘,,(.7.‘)‘Wird, wie man
aus dem fritheren Beweise leicht erkennt, eine Potenzreihe in A, die fiir
alle 7 und geniigend kleine u konvergiert; diese Konvergenz ist auBer-
dem fiir alle absolut unterhalb einer endlichen Grenze .4 liegenden 7 bei
geniigend kleinem w gewil} eine gleichmifBlige, so daB d,() auch als Potenz-

reihe in 2 und g darstellbar ist. Endlich gestatte — so sei der Para-
meter @ gewiihlt — die Gleichung
0, (1) =0

in der Umgebung von i = i® die folgenden #, Auflésungen:
= B(w),
T =By (1),
(l‘}li) w  a wen am
b TR = Py ma ()

hierin sollen Y¥(w), B, (n), ... B, ((u) Potenzreihen in u bedeuten, und
unter diesen scien keine zwei in u cinander identisch gleich.
Die letztere Festsetzung bringt die fiir die nachfolgenden Entwicklungen
wesentliche Figenschaft der Funktion K, (s,f) zam Ausdruck, die darin
besteht, daf} fiir alle geniigend kleinen, von Null verschiedenen Werte des
Parameters ¢ die Funktion K (s, #) einen Kern darstellt, der lauter ein-
fache Kigenwerte besitat. Wir bilden nunmehr fiir K, (s,t) nach Art
von (27) die Potenzreihe 4, (4;s,¢), die fir g =0 in die zu K(s, ) ge-
hirige Potenzreihe (4;s,t) iibergeht. A, (1;s,¢) ist gewill fiir alle 7
und geniigend kleine u ebenso wie 0, (4) gleichmiibig konvergent und auch
als Potenzreihe von i und u darstellbar. Endlich konstruieren wir fiir
K, (s, t) die zu

ll»‘*)

(h+ 1) (h4np—1)
i 'J-Ju F Y )“fi
rehiiricen normierten Eicenfunktionen

(=] D

(e

IL'E:'J(-N'), v E |.~(.S.\’ o u.-ff‘+"“‘“”f\.\'),
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indem wir in 0,(4) und 4, (i;s,¢) an Stelle von 7 der Reihe nach aus
(66) die Werte fiir A%, A%*V .. . A%*m=Y qals Potenzreihen in w ein-
setzen; wir erhalten zuniichst

Au(P;5,)

ﬂ'if’?t“‘)wif‘){t) _' & (i T i_"{ FN(s, t) =4 qr‘;&)(sl Ha+--},

A (Ahe+1h 5 1) 3 ) )
”*”@)u“*“(@———-( Ay = B B0 (s, 1) UG, ) p o),
: e~ o vl J_H:+n,‘—1’5-f, Ao —

g ) = et = ik ens W+,
+ om0
darin bedeuten ¢, ¢, ... ¢,,_, gewisse ganze rationale Exponenten, die

= 0 sind; ferner bedeuten die Ausdriicke (s, #) auf der rechten Seite
stetige Funktionen von s, ¢ Hs fillt nicht schwer, hieraus fir die ge-
suchten Eigenfunktionen Formeln von folgender Art abzuleiten:

(6 = S W06) £ 9 -,
(67) - .

wu.w,,—u( i - P+f,.,,_:{u,m+,.,,_1)(b) + () A )y
darin bedeuten wiederum f, fi, ..., fx,—1 gewisse ganze rationale Ex-
pouenten, die >0 sind. Ferner bedeuten die Ausdriicke 3U(s) auf der
rechten Seite stetige Funktionen von s, und insbesondere diirfen wir an-
nehmen, dafl von den Funktionen

(68) W), OHIs), .y D)
keine fiir alle s identisch gleich Null sei. Da andererseits fiir alle ge-
niigend kleinen von Null verschiedenen w die Gleichungen

h

HW“Pw=1V~,IwwawWh=l

bestehen miissen, so folgt, daB die Exponenten f, 7, ..., f.,—1 simtlich
Null sind, und die Formeln (67) lehren dann, daB die Funktionen

WO, W), - H)

fiir = 0 stetig in die Funktwnen (G8) iibergehen. Diese Funktionen (63)
heiBen die zum n,-fachen Eigenwert A" gehirigen Eiqenfmaktionen;
sie erfiillen, wie man aus den Formeln fiir die Eigenfunktionen ¢ (s), v’ (s), ...
durch Glen/,uhergang zu u = O sofort erkennt, die folgenden Gleichungen:

b
JS@®e)3rds =1,

SO () et (s) ds = 0,
T=hh+1, ... hh+n—1; ¥k
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Wir wenden nunmehr die Formel (43) auf den Kern K, (s,?)
wobel u einen geniigend kleinen von Null verschiedenen Wert bedeutet.
Mit Riicksicht auf (39) erhalten wir

11 1
.]'_f'le"fs, Ha(s)y()dsdt — .- [w“’(s):r(s) ds-fzpi,”(sdy(snls
[\]
1 1
}l [q,u (8)z(s)ds- ]w 2(s)y(s)ds — -+ — J,,,, wI(s)z(s)ds - /:L“"{au[srds
£ o K}

1 1
s LD (th_s.-_l'rls +'] {y._s,-)gd.s);
g 0 0

wenn wir hierin zur Grenze u = 0 iibergehen und alsdann m iiber jede
Grenze wachsen lassen, so erkennen wir, daB auch fiir den Kern Ki(s, )
die Formel (44) des grundlegenden Theorems unveriindert giiltig bleibt;
man hat nwur nitig, fir den Iall eines n,-fachen Iigenwertes )" rechter
Hand in (44) der Reihe nach jede der n, verschiedenen, zu 1 gehivigen
Ligenfunltionen zu beriicksichtigen, so daf3 in jedem dieser wn, Glieder der
reziproke Wert desselben Figewwertes 1) als Faktor zu stehen Lommt.
Eine einfache Methode zur Berechnung der Eigenfunktionen (68)

gewinnen wir, indem wir von der Formel
hob

b ]
[fKu.;s) Ha(s)y(t)dsdt = E o — (s)z(s)ds- [w) (s)y(s)ds
aa =1y Byaas) Ca a
ausgehen., Setzen wir hierin
: - A(1; s, i).
K(s,t) = o)

ein, multiplizieren dann die Formel mit 2 — 2" und gehen zur Grenze
=) iiber, so erhalten wir schlieBlich:
"‘.,':_ A(4ys,t)
oL M () 1 o
o, YO ()P (F) + p+0 () ph I (E) + -
] E.,”Hh C,(Aj J;.:;l(m +w(h+u;,—1)(s)wh+nﬁ—l[{’

Durch diese Gleichung sind die zu dem »,-fachen Eigenwerte i) gehorigen
Eigenfunktionen (68) eindeutig bestimmt, wenn man von einer unwesent-
lichen orthogonalen Kombination derselben mit konstanten Koeffizienten
absieht.

Mittelst der echen bewiesenen Verallgemeinerung unseres grund-
legenden Theorems sind wir imstande, auch die anderen im FKalle mehr-
facher Eigenwerte entstehenden Fragen ohne Schwierigkeit zu beantworten.
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Zweiter Abschuitt.

Anwendung der Theorie auf lineare
Differentialgleichungen.

In dem ersten Abschnitt haben wir die Theorie der Integralglei-
chungen zweiter Art

f(s) = g(s) — A [ K(s, ) p(t)dt

behandelt und sind dabei zu einer Reihe allgemeiner Resultate iiber die
Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach den zum Kern K(s, t) ge-
hirigen Eigenfunktionen gelangt; wir behaupteten in der Einleitung, daf
in diesen Resultaten als spezielle Fille die Entwicklungen nach trigono-
metrischen, Besselschen, nach Kugel-, Laméschen und Sturmschen Funk-
tionen, sowie die Entwicklungen nach denjenigen Funktionen mit mehr
Veriinderlichen enthalten sind, wie sie zuerst H. Poincaré bei seihen
Untersuchungen iiber gewisse Randwertaufgaben in der Potentialtheorie
nachwies. In dem folgenden zweiten Abschnitt soll diese Behauptung
durch Erorterung einiger Anwendungen der Theorie im Gebiete der ge-
wihnlichen und partiellen Differentialgleichungen begriindet werden; dabei
werden die schinen und wichtigen Resultate E. Picards!), soweit diese
die linearen Differentialgleichungen betreffen, auf das engste beriihrt.

Siebentes Kapitel

Gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Es sei # eine Funktion der Veriinderlichen z, deren zwei erste Ab-
leitungen innerhalb des Intervalles & = a bis # = b sowie an den Grenzen
dieses Intervalles stetig sind; ferner sei p irgendeine innerhalb jenes
Intervalles nebst der ersten Ableitung stetige Funktion von z, die iiberdies
innerhalb des Intervalles positiv ausfiillt; endlich sei ¢ irgendeine inner-
halb jenes Intervalles stetige Funktion von #: dann ist der allgemeinste
homogene lineare, sich selbst adjungierte Differentialausdruck zweiter
Ordnung von der Gestalt

(P du')
PR da, o d*uw | dpdu
L(u) = gy T AU =P g+ 5o 5= + Q.

"

1) Vgl. insbesondere Traité d'analyse t. III chap. VI.
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Bedeutet » ebenfalls eine Funktion von z mit stetiger erster und
zweiter Ableitung, so gilt die sogenannte Greensche Formel

dv) ]t

(1) f vL(u) — uwL(v) dx—[p .*:——E ud.c”,;

Der Kiirze halber benutzen wir folgende Ausdrucksweise: Wenn eine

Funktion die erste Ableitung besitzt und diese Ableitung stetig ist, so0

heiBe die Funktion (einmal) stetig differenzierbar und, wenn aunch

ihre zweite Ableitung existiert und stetig ist, so heife sie zweimal
stetig differentiierbar.

Es sel p(x, £) eine Funktion der Variabeln z und des Parameters &,

die in bezug auf z zweimal stetig differenzierbar ist und fiir alle von £

-]
verschiedenen Werte von 2 innerhalb des Intervalles @ bis & der Differential-

gleichung
L(u)=0

geniigt, die ferner fiir x — & stetig verliuft, withrend ihre erste Ableitung
fir x = & den Abfall — 1 aufweist!), so dafi

phd . Ll -1

wird: eine solche Funktion p(x, £) werde eine (;rtmdwsung der Diffe-
rentialgleichung L.(1) = 0 fiir das Intervall z =a bis 2z = b genannt.

Sind w, (#), u,(2) zwei unabhiingige partikulire Losungen von L(u)=0,
so labt sich eine Grundlésung offenbar in der Gestalt darstellen

iz E) — — 1 a—E|  u(uy(a) —u, uy(x)
SR 2 xz—¢E . (S)dul['g; o Aty (E)
s (&

dE —uB =g
So besitzt beispielsweise die Differentialgleichung

d*u

dx® 0
die Grundlsung
p@,8) =—§la—&);
ferner besitzen die Differentialgleichungen
d " du
e + de ¢,
) d*u dw .
(#*—1) dx* e 2az = %

1) Diese Unstetigkeit hat wohl E. Picard (L. ¢.), den Begriff der Greenschen
Funktion einer Verinderlichen dagegen H. Burkhardt zuerst eingefiihrt, Bull. soc.
math. de France Bd. 22 (1804). Vgl ferner die Inauguraldissertation von Ch. M.
Mason, Randwertaufgaben bei gewihnlichen Differentialgleichungen, Goéttingen 1903,
sowie dessen Arbeit ,,Zur Theorie der Randwertaufgaben® Math. Ann. Bd. 58.
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2
::J:; +u=0,
Siu —u=20
bzw. die Grundlésungen
y(z, ) = — 1§ 1z — 1|,
. ° 1421—¢§

7z, ‘E) - 5(1 o g-l Z(\l —z 1+ g) ’
?(®, ) =—Lsin (Jo — &),
yim B = — e

Zu einer vorgelegten Differentialgleichung gibt es offenbar unendlich
viele Grundlosungen; diese werden simtlich aus einer von ihnen erhalten,
wenn man derselben ein beliebiges Integral der Differentialgleichung
hinzufiigt, das an jeder Stelle innerhalb des Intervalles stetig differenzier-
bar ist. Fiir unsere weiteren Entwicklungen sind diejenigen Grundldsungen
von besonderer Bedeutung, die an den Randpunkten = a und » = b des
Intervalles gewisse homogene Bedingungen erfiillen. Die besonders in
Betracht kommenden homogenen Randbedingungen sind folgende:

I. fl@)=0,  f(b)=0,

o [ o, [ k] o
IV. fla) =hf(b),  pla) hdi(& )J =p;:1) [dﬂf}lzb
IV f(a) = hp(b) [‘{’l‘(jjw‘ ., »(a) [d,’:ff) o 2 ().

Bei der Anwendung dieser Randbedingungen I—IV* ist stets die Annahme
zu machen, daB die Funktionen p(«) und g¢(z) auch in den Randpunkten
#=a und z = b stetig sind und ebenda die Funktion p(x) von Null ver-
schieden ausfillt. Ist diese Voraussetzung fiir einen Randpunkt oder beide
Randpunkte nicht erfiillt, so wihle man als Randbedingung eine solche
Forderung, durch welche an dem betreffenden Randpunkt ein Integral von
L(u) = 0 bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt wird. Die
einfachsten in unseren spiteren Beispielen zur Anwendung kommenden
Randbedingungen dieser Art bestehen fiir den Randpunkt 2 = a in einer
der Forderungen:

V. flxz) soll bei der Anndherung an den Randpunkt z—=a
endlich bleiben.
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Diese Randbedingung ist zuliissig, falls die Differentialgleichung
L(u) =0 an der Stelle £ = a ein endlich bleibendes Integral besitzt und
auflerdem die Funktion p in der Niihe von # — a sich in der Gestalt

p(@) = (z — a)' E(z)
darstellen lifit, wo s einen Exponenten > 1 und £(z) eine fiir z =a
endlich bleibende Funktion bedeutet. In der Tat, bezeichnet u, ein end-
lich bleibendes Integral, so stellen sich die von w, unabhiingigen Integrale
der Differentialgleichung L(u) = 0 in der Form

U = U e
2 p()we, (@)?

dar, und diese wachsen wegen s > 1 gewill iiber alle Grenzen; die Be-
dingung der Endlichkeit bestimmt mithin ein Integral von L(u) = 0 bis
auf einen konstanten Faktor eindeutig.

V# flz) soll in der Niithe des Randpunktes # — @ sich in der
Form (x — a)e(x) darstellen lassen, wo e¢(x) eine fiir x =a end-
lich bleibende Funktion bedeutet.

Diese Randbedingung ist zulissig, falls die Differentialgleichung
L(u) =0 an der Stelle 2 = a Integrale von eben jener Form (z — a)"e(x)
besitzt und aulerdem die Funktion p in der Niihe von # = @ sich in der
Gestalt

p@)=(x—a)E)
darstellen liBt, wo s einen Exponenten > 1 — 2» und F(z) eine fiir
= «a endlich bleibende Funktion bedeutet. Der Beweis dafiir, daBl unter
diesen Umstiinden die Forderung V* ein Integral von L(w)= 0 bis auf
einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt; wird leicht wie im vorigen
spezielleren IMalle gefiihrt.

Die Randbedingungen I—V (V#) sind stets so zu verstehen, dal}
flz) (bzw. e(x)) in dem betreffenden Randpunkt einmal stetig differenzier-
_ bar ist.

Die genannten Randbedingungen konnen noch in verschiedenster
Weise miteinander kombiniert werden.

Eine Grundlésung gz, §) fir das Intervall & — a bis x =0, die an
den Randpunkten zwei homogene Randbedingungen der genannten Art
erfiillt, heibe die zu diesen Randbedingungen gehirige Greensche
Funktion der Differentialgleichung L(u) = 0; ferner heile der Quotient

04 g, &

G (2, E} L ”1{9("3'}
die zu jenen Randbedingungen gehirige Greensche Funktion des
Differentialausdruckes Lu); wir bezeichnen die GGreenschen Funktionen
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je nach den Randbedingungen, zu denen sie gehoren, auch als Grreensche
Funktionen G', G, G, G oder GV
Beispielsweise lautet die Greensche Funktion GT fiir den Differential-
ausdruck
L(u)= d-
d. h. die zu den Randbedingungen I gehi:irige Greensche Funktion, fiir
das Intervall O bis 1

Gz, &) =(1—§&z, (z

= (1 —=a)§, (z

)5
).

Noch einfacher wird die Greensche Funktion fiir jenen Differential-
ausdruck, wenn wir am Randpunkt # = O die Bedingung 1 und am Rand-
punkt = 1 die Bedingung Il wiihlen; sie lautet dann

G(z, &) = =, (z L E),
g, (z = t’

gee e

IV lIA

l

Ferner wird die Greensche Funktion G* desselben Differentialausdruckes

d*u

L(u) = da

fiir das Intervall — 1 bis 4+ 1 durch die Formel

Gz, ) — — }{|o — &+ o — 1]
dargestellt.

Die Greensche Funktion GV (i =— 1) fiir denselben Differential-
ausdruck und das Intervall O bis 1, die also den Bandbedingungen
O PN rdfi) - dfl’r

f(0) =—f(1), Lde ’7 1__
geniigt, lautet _
G(a &) = — 4|z —E|+ 1
Die Greensche Funktion des Differentialausdruckes
; _dPu de
La}y= %0t + 0y

fiir das Intervall # —= 0 bis =1, die am Randpunkt z =0 der Be-
dingung V und am Randpunkt # — 1 der Bedingung I geniigt, lautet:
G(x, E) =g, (x £ ),
= lz, (z =E).

Ein weiteres sehr interessantes Beispiel liefert der Differentialausdruelk:

poN G g, dut 4e®
Lu)= {(_1—:5_)(7—9: — 1=,

wo « irgendeine positive Konstante bedeuten soll; die Greensche
Funktion GV fiir das Intervall # = — 1 bis o = 4+ 1 ist:
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i 1 1421 — &\«
T E) = — 3 3
Gz, §) 4,1(1*3;1_%;): (:ré‘:-_)r
1 14£1—a\« .
ZIE(_I—,Eﬁ.r)’ (@ = E).
Fiir die unendliche Gerade 2z = — ~ bis @ = 4 oo Dbesitzt der
Differentialausdruck
Tt d*u
L(w) = gz — MU

die Greensche Funktion GV
G(z, &) = Lei=-FL,

Es kann vorkommen, daBl fiir einen Differentialausdruck L(w) bei
gewissen Randbedingungen keine Greensche Funktion im eben definierten
Sinne vorhanden ist; in diesem Falle existiert, wie aus den spateren all-
gemeinen Entwicklungen im Kap. IX sowie Kap. XVIII folgt, eine nicht
identisch verschwindende Losung 4@ (z) der Differentialgleichung I (u) = 0,
die fiberall innerhalb des Intervalles stetig differenzierbar ist und den
betreffenden Randbedingungen geniigt; dabei sei der noch willkiirliche kon-
stante Faktor so bestimmt, daB

[

JwO@)yde =1

wird. Wir konstruieren dann ein Integral g(z, §) der inhomogenen
Differentialgleichung

L(u) = p(§) v (2) v (8),
dessen Ableitung an der Stelle # = £ den Abfall — 1 erfihrt, wihrend
g(x, £) an allen anderen Stellen innerhalb des Intervalles stetig differenzier-
bar ist, an den Randpunkten die betreffenden Randbedingungen und iiber-
dies die Gleichung

b
Jo(@, §)yO(z)dz — 0
erfilllt; die Funktion

5 _g=xd
Gl ) = rE

geniigt der Differentialgleichung

L(w) = 9 (x)p@(E).
Diese Funktionen g(w, £) bzw. G (z, &) leisten die niimlichen Dienste wie
sonst die Greensche Funktion und werden daher in dem vorliegenden
besonderen Falle als Greensche Funktionen im erweiterten Sinne
bezeichnet. Existiert auch diese Funktion nicht, so kann man einen ana-

logen weiteren Schritt tun, um zu einer geeigneten Greenschen Funktion
zu gelangen.
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Als Beispiel diene der Differentialausdruck
d*u

mit den Randbedingungen IV (/ = 1) fiir das Intervall — 1 bis 4 1, so
dafl die Bedingungen lauten:
_[dfix

f— 1) =f+1), [42]

In der Tat existiert hier eine von Null verschiedene Lijsung der homogenen

xTr=

Differentialgleichung, niimlich v () = v die die Randbedingungen er-

fiillt, und die Greensche Funktion im eben erkliirten erweiterten Sinne wird:
G §) ==tz —E+1E— O+
Ein anderes Beispiel fiir das letztere Vorkommnis liefert der Differential-
ausdruck

{1 - %

L(u) = 2
fiir das Intervall - 1 bis 4 1 bei den Randbedingungen V. Auch hier
ist y,(z) = %2, und die Greensche Funktion im erweiterten Sinne lautet
65,8 = — 4Ll —2) (L4 B}t @<,

1
=—3{d+2) QA -8}+e (x2¥)
wo ¢ den numerischen Wert 12 — 1 bedeutet.

Setzen wir in der Greenschen Formel (1) an Stelle von u(z), v(z)
bzw. die Funktionen (i (z, &), (¢(x, £*) und beriicksichtigen die Unstetigkeit
der Ableitungen dieser Funktionen an der Stelle # = £ in gehoriger Weise,
indem wir dieselbe in ein kleines Intervall einschliefen und dann den
Grenzitbergang zum verschwindenden Intervall ausfiihren, so finden wir
leicht das Symmetriegesetz der Greenschen Funkiion eines Diffe-
rentialousdruckes

G(E %) — G(E% B).

In allen oben berechneten Beispielen bestiitigt sich dieses Symmetrie-

gesetz.

Bezeichnet ¢(z) eine gegebene stetige Funktion der Variabeln z, und
verstehen wir unter f eine iiberall stetig differenzierbare Lisung der in-
homogenen Differentialgleichung
@ L(f) = — ¢(@),
die einem Paar unserer Randbedingungen I—V geniigt, setzen wir dann
in der Greenschen Formel (1) an Stelle von « die Lisung f und an Stelle
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von v die zu jenen Randbedingungen gehérige Greensche Funktion des
Differentialausdruckes L(u), so finden wir fiir jede der fiinf Arten von
Randbedingungen

4

JG(x, &) L(f@)dz = f(E),

und hierans erschen wir mit Riicksicht auf das Symmetriegesetz der
Greenschen Funktion, daBl die Lisung f(z) sich folgendermaflen durch ein
bestimmtes Integral darstellt:

b
(3) f(@) =[Gz, &) ¢ (8)dE.

DaBl die so dargestellte Funktion f(z) wirklich den betreffenden Rand-
bedingungen geniigt, ist offenbar, weil G («, &) denselben geniigt; die durch
(3) dargestellte Funktion f(r) geniigt aber auch der Ditferentialgleichung (2),
wie durch Rechnung leicht gezeigt wird. Wenn somit eine zweimal stetig
differenzierbare und einem Paar unserer Randbedingungen I—V geniigende
Funktion f(z) und irgendeine stetige Funktion ¢ (z) durch die Relation (2)
miteinander verkniipft sind, so folgt fiir dieselben notwendig auch die
Relation (3), und umgekehrt, wenn fiir zwei solche Funktionen f(z) und
@ () die Relation (3) besteht, so folgt fiir sie notwendig auch die Relation (2).
Hieraus entnehmen wir sofort, dall einerseits die Funktion f unter Hinzu-
nahme der bhetreffenden Randbedingungen durch die Differentialgleichung (2),
wobei ¢ gegeben, und andrerseits die Funktion ¢(a) durch die Integral-
gleichung (3), wobei f gegeben, eindeutig bestimmt ist.

Die Gleichung (3) ist eine als Integralgleichung erster Art; Gz, §)
ist der Kern dieser Integralgleichung und wegen des Symmetriegesetzes
eine symmetrische 'unktion der Argumente.

Wir fassen die Ergebnisse der vorstehenden Entwicklungen, wie folgt,
zusammen:

Satz 11.  Wenn die Greensche I'unktion eines Differentialausdrucles
L(n) fiir irgendein Paar der Randbedingungen 1—VN als Kern einer Integral-

gleichung erster Awrl
;

f(z) =J'J(r'(':z¢, £) g (E)dE

genommen wird, wo f(x) eine gegebene zweimal stetig differenzierbare Funktion
ist, die den betreffenden Randbedingungen geniigt, so besitzt diese Integral-
gleichung eine wnd nwr eine Lisung @(x), und man erhdlt ihre Lisuny
durel die Formel

¢(z) = — L(f@);
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umgekehrt, wenn ¢ (z) irgendeine stetige Funktion ist, und eine Lisung f()
der Differentialgleichung

L(f@) + eo(z)=0
gefunden werden soll, die cinem ausgewéihlten Paar von Randbedingungen 1—V
geniigt, so ist diese Losung dadwrch eindeuntiy bestimmt, und man erhilt sie
dirch die Formel

() =[G (@, &) p (&) di.

Aus diesem Satze entnehmen wir leicht, daB die Greensche Funktion
(i(a, &) einen Kern darstellt, der nach der im ersten Abschnitt Kap. IV
eingefiihrten Ausdrucksweise sowohl abgeschlossen wie auch all-
gemein ist.

In der Tat, sei @(x) eine solche Funktion, dall

JG(z, &) p(§)dt

identisch fiir alle » verschwindet, so miifite die Funktion f(z)=0 der
Differentialgleichung L (/) — — ¢ eceniigen, und hieraus folgt, daB @)

identisch fiir alle # verschwindet, d. h. 7(z, £) ist ein abgeschlossener Kern.

Andrerseits sei g(z) irgendeine stetige Funktion; wir wiihlen dann
eine zweimal stetig differenzierbare und den Randbedingungen geniigende
Funktion ¢*(z) derart, daB

b
[(g@) — g*@)*d=

a@
kleiner als die beliebig kleine positive Grifle & aunsfillt: die stetige
Funktion k(z) = — L(g*(x)) erfiillt dann dasjenige Erfordernis, das unserer
Definition zufolge einen allgemeinen Kern charakterisiert.

In den vorstehenden Betrachtungen spielte die Integralgleichung
erster Art eine wesentliche Rolle; wir werden zu einer Integralgleichung
zweiter Art gelangen, wenn wir neben L(u) noch den Differentialausdruck

A(u) = Liw) + lu
betrachten, wo 1 einen Parameter bezeichnet. Es sei wie bisher G (z, &
die zu gewissen Randbedingungen gehirige Greensche Funktion des Aus-
druckes L(u), und I'(z, £) die zu den nimlichen Randbedingungen gehirige
Greensche Funktion des Ausdruckes A4(u). Sodann wenden wir die
Greensche Formel (1) an; nehmen wir
u(x) = Gz, &), v(z)=I(a E%),
so erhalten wir
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(4) I'(EE*)— G(E% &) = lJ (r(x, E)I'(z, E*)dz

k‘plx) lﬂm &) 36@‘5] r (, ‘E_Jcrﬁgﬁﬂt-
Wir ertrtern zuniichst die Randbedingnngou [—IV; wenn wir dem-
gemii die Annahme machen, daB die Funktionen p, ¢ in den Randpunkten
sich regulir verhalten und daB iiberdies p in den Randpunkten von Null
verschieden ausfillt, so verhalten sich auch die Integrale der Differential-
gle:chuncren L(u) =0 und A(u)==0 und somit auch die Funktionen G (x,§)
und I'(z, £%) in den Randpunkten reguliir, und wir erkennen hieraus, daB
die eckige Klammer auf der rechten Seite der Formel (4) verschwindet.
Nunmehr erértern wir den Fall, daB fiir den Randpunkt z — a die
Bedingung V bzw. V¥ gestellt sei; demgemil nehmen wir an, dal die
Differentialgleichungen L(u) = 0 und A(u) = 0 je ein partikuliires Integral
besitzen, welches in der Nithe des Randpunktes # = a sich in der Form
u(z) = (x — a)ye(z)

darstellt, und daff p in der Nihe des Randpunktes # =a von der Form
(x —ayp E(r) sei, wo s einen Exponenten > 1 — 2» bedeutet. Es wird
dann

I'(z, £%) ”Gw’g’ — Gz, E

oDz, &%
e yiy == 2

2r g
ie = (@ —a)Tet(2),
wo e wiederum fiir # = a endlich bleibt, und es ist daher gewil}

5, 06 (.r 13 (,1{1 YT
L [p(2) (X &) — Gz, NN =o0.
Nehmen wir sehlieBlich, damit das bestimmte Integral in {_—1) gewil} einen
endlichen Wert erhiillt, den Exponenten » > — L an, so erhalten wir in
jedem Falle aus (4) die Formel

I'(§ &) — G(E%, £) = 4 [ G (z, §) Iz, E¥) da

oder, wenn wir die Buchstaben K, K bzw. an Stelle von &, I’ setzen:
]

K(z, &) — K(a, &) = 4 [IK':I‘, £ K (&, &%) dE

Dabei werde hervorgehoben, dab K(z, &) und Kz, &) stetige Funktionen
threr Argumente sind, auBler fiir die Randbedingung V#; in diesem Falle
aber sind wegen unserer Annahme » > — 1 die auftretenden Singularititen
von K(z, &) und K(z, £) von niederer als der 1ten Ordnung, und daher
erscheinen jene Greenschen Funktionen als Kerne von Integralgleichungen
zweiter Art unmittelbar zulissig. Die eben erlangte Formel stimmt genan
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mit derjenigen iiberein, die wir im ersten Abschnitt untersucht haben.
Wir sprechen somit den Satz aus:

Satz 12. Wenn die Greensche Funktion des Differentialausdruckes L(u)
fiir irgendein Paar der Randbedingungen 1—V als Kern der Integral-
gleichung zweiter Art

(®) fla) = g (@) — 1 [ K(z, &9 (£) d

genommen wird, so erhilt man die losende Funktion K(z,8) dieser Inlegral-
gleichung, indem man die zu den ndmlichen Randlbedingungen gehirende
Greensche Iunltion des Differentialavsdruckes
A(w) = L(u) + Au

bildet.

Da nach Satz 11 die den Randbedingungen geniigende Losung der
Differentialgleichung
(6) A(u) + ¢(z) -
unmittelbar aus der Greenschen Funktion des Differentialausdruckes .4(u)
gefunden wird, so crweisen sich also die Integration dieser Differential-
gleichung (6) bei gegebenen Randbedingungen und die Lisung der
Integralgleichung (5) zweiter Art als i juivalente Probleme.

Indem wir die in Kapitel I—VI entwickelte Theorie der Integral-
gleichungen heranziehen, gelangen wir zu einer Reihe bemerkenswerter
Resultate iiber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung und er-
kennen zugleich die Bedeutung, die den Eigenwerten und Eigenfunktionen
der Integralgleichung (5) fiir die lineare Differentialgleichung 4(u) = 0
zukommt.

Da die losende Funktion K(z, &) sich in der Form eines Bruches
Ao &)
3(3)
schwindet, so folgt unter der Voraussetzung, dafl der Differentialausdruck
L(u) eine Greensche Funktion fiir die betreffenden Randbedingungen be-
sitzt, dall es auch stets eine solche fiir den Differentialausdruck A(u) gibt,
es sei denn A ein Eigenwert (™ der Integralgleichung (5); in dem letzteren
Falle bezeichne 2")(z) eine normierte zum Eigenwert 1% gehirige Eigen-

funktion des Kerns K (z, £); dann ist

b

(@) = 4 [ Kz, §)v (E) dE,

darstellt, dessen Nenuer nur fiir die Figenwerte 4 = i) ver-

und wegen ’ '
K(z &) = G(=, &)

Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 4
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folgt aus Satz 11, daB ¢ (z) ein iiberall innerhalb des Intervalles stetig
differenzierbares Integral der homogenen Differentialgleichung

@ L(w) 4 4w =0

ist, welches die betreffenden Randbedingungen erfiillt. Umgekehrt, wenn
die homogene Differentialgleichung A(u) = 0 fiir- den Wert 1 = i) ein
Integral besitzt, das die betreffenden Randbedingungen erfiillt, so ist it
ein Eigenwert, und das Integral ist eine zugehorige Eigenfunktion fiim
den Kern A(x, §); der Differentialausdruck 4(u) aber besitzt fir diesen
Wert 2 = 2 keine Greensche Funktion im urspriinglichen engeren Sinne.

Wir bezeichnen den Wert 1" auch kurz als einen Figenwert der
Differentialgleichung A(u) =0 und jene Lisungen ¢ (z) auch als
Ligenfunktion dieser Differentialgleichunyg [ir die betreffenden
Randbedingungen.

Da die Differentialgleichung (7) iiberhaupt nur zwei voneinander
unabhiingige Losungen besitzt, so ist A9 hichstens ein zweifacher
Eigenwert, Ist 20 ein zweifacher Eigenwert, so miiBiten simtliche Integrale
der Differentialgleichung (7) die betreffenden Randbedingungen erfiillen,
und da dies offenbar nur im Falle der Randbedingung IV statthaben
kann, so ist in allen anderen FKiillen jeder Eigenwert gewil nur ein ein-
facher.

Da der Kern Az, &) ein abgeschlossener ist, so gibt es jedenfalls
unendlich viele Eigenwerte der Differentialgleichung A(u) = 0. (VgL
Kapitel IV.) Wegen desselben Umstandes entnehmen wir aus den Siitzen 5
und 6 in Kapitel IV die Tatsachen:

Satz 13. Wenn hiz) cine stetige Funktion von z bezeichnet, so daf
fir alle Figenfunktionen ' (x) der Differentialgleichung A(uw) = 0 die

Gleichung
[/

S h(z) v (z)da = 0
erfiillt ist, so ist h(x) identisch Null.
Satz 14.  Wenn die in Fourierscher Weise gebildete Reihe
Q@) + quda) + oy

tn = [F(2) 9™ (z)da

gleichmdfig konvergiert, so stelll sie die Funltion f(x) dar.

Nach 8. 47 ist K(z, &) auch ein allgemeiner Kern. Da ferner
wegen Satz 11 jede zweimal stetig differenzierbare und den Randbedingungen
geniigende Funktion f(z) die Darstellung
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[

) — [ K(x, §)p (&)

gestattet, sobald man
p(z) = — L(f(x))

withlt, so folgt aus Satz T der ersten Mitteilung das folgende wichtige
Resultat:

Satz 15,  Jede ziceimal stetiy differenzierbare und den betreffenden
Randbedingungen  geniigende I'unltion [(x) ist auf die Fouriersche Weise
in eine Reihe entwickelbar, dienach den Eigenfunktionen ") (z) der Differential-
gleichung A(w) = 0 fortselreitel; diese Eeihe konvergiert absolui und gleichmdif3iy.

Die Sitze 13, 14, 15 schliefen den wesentlichen Teil der in neuerer
Zeit insbesondere von W. Stekloff!) und A. Kneser®) gefundenen Re-
sultate tiber die Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen in Sturm-
Liouvillesche Reihen ein.

Ist statt des Differentialansdruckes .4(u) ein Differentialausdruck von
der allgemeineren Gestalt

du
d (P_ d:.t:)

iz T @+ 2k)u

vorgelegt, wo k£ irgendeine innerhalb des Intervalles positive Funktion
von # bedeutet, so setze man

L(u) 4 Aku =

R

und multipliziere dann den erhaltenen Ausdruck mit 1__.; dann entsteht

u

ein Ausdruck von der fritheren Gestalt, nimlich

A*¥(@) = L*(v) + iv,

wWo
d (p*2~
L*(L‘)= (}:(m([&)+q*i’,
p* 2";—7-7
" 1 d { (11-'1‘1?}]- q 1 1
qa-zi/]}d.i' IP dax l + k =ﬁL(1—/-‘E)
1st.

1} Vgl. z. B. Annales de la faculté des seiences de Toulouse (2) II (1901).
2) Math. Ann. Bd. 58 (1903).
4#
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Als erstes Beispiel dienen die Differentialausdriicke
d*u d*u
L) = dmt? A(u) = = T A,

die zur Randbedingung I gehdrige Greensche Funktion fiir den Differential-
ausdruck L(w) im Intervall z =0 bis 2 =1 ist bereits oben (S. 43) auf-
gestellt worden; wir nehmen sie als Kern:
K(z, g) - (1 - E}x; (r < g,]:
= (1 —2x)¢, (x = E).
Die zur Randbedingung I gehorige Greensche Funktion 4(u) in demselben
Intervall lautet

I'(z,¢) = sin (vi (};Si}]-_/;in (VJ..'::': (<8,
=Bin_{VI{l:—-f‘)}'iin(]/ig), &> E).
Vi sin Y1

Nach Satz 12 ist sie zugleich die lisende Funktion fir den Kern K(z, §)
und werde als solche mit K(z, £) bezeichnet. Um die Eigenwerte und
Eigenfunktionen der Differentialgleichung 4(u)= 0 zu berechnen, setzen wir
ey ke ey Az &)
F(\J., ‘E} o Kl__.T, ':) o (T(l)i
Hier bestimmen sich 4 als Funktion von 1, z, £ und 9 als Funktion von 4
allein eindeutig durch die Forderungen

flzl(l; z,2)dz = 100 und §(0) =1,
]
und zwar ergibt sich
A% 2, 8) = — sin | Vi (1 —E}')}-sin t']/I:cf), @<b),
—— BB o,
i o si;}/.f.

Hieraus folgen dic Eigenwerte
AN =137 21®= 2% 1M = 3%}

und vermige

A0 4 (3™ 2, §) = + o™(x) p™)(§)
die bzw. zu jenen Eigenwerten gehdrigen Eigenfunktionen

sin zx, sin2zxz, sindxw,
Unser Satz 15 iiber die Entwicklung nach Eigenfunktionen der Differential-
gleichung 4(u) = 0 liuft auf die Aussage hinaus, dall jede zweimal stetig
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differenzierbare Funktion von z, die fiir =0 und 2z =1 verschwindet,
sich in eine absolut und gleichmiiig konvergente Reihe entwickeln lift,
die nach den Sinus der ganzen Vielfachen von za fortschreitet.

Als weiteres Beispiel wiihlen wir die Differentialgleichung

d*u | du
Yz + dx + =8

und fragen nach ihren ]*]igenwerten und Eigenfunktionen fiir das Intervall
=10 his # =1, wenn an dem Randpunkte z =0 die Bedingung V
und an dem Randpunkte 2z =1 die Bedingung 1 erfiillt sein soll.
Nach einer fritheren Bemerkung (S. 51) haben wir die Substitution

u = ° anzuwenden; wir gewinnen so die Differentialausdriicke
x
L#(v d”+__1_v A% (p) = L*(v) + iv
)=t im0  4*(0)=I*@) + v

Die Greensche IFunktion des Differentialansdruckes I*(v), die in a2 =0
der Randbedingung V* (r = 1) und in z =1 der Randbedingung I ge-
niigt, lautet:
K(z, &) = VzEl(E), (z£L§),
= Vakl(z), (@=4¥),
und die zu den niimlichen Randbedingungen gehérige Greensche Funktion
des Differentialausdruckes A(») ist, wenn in der iiblichen Weise

J(x) und K(z) = J(z)l(x) + P(x)
die Besselschen Funktionen erster und zweiter Art bezeichnen:

/g T@VDII VD) K(EYE) — J( :;I/UK(W)I

KU",E'. =V /{1/3,) [Iggjj
— gt J(Vi)K ) —dJ( Ky
- vag LD S IRGD), (o o

Diese Funktion K(z, £) ist mithin nach Satz 12 die lsende Funktion des
Kerns A, und wir finden hieraus
(&) = J(V4);

mithin sind die Nullstellen i von J(}'2) die gesuchten Eigenwerte und,
wenn man diese fiir 2 in den Zihler des Ausdruckes fiir K(z, &) einfiibrt,
so ergeben sich die zugehorigen Eigenfunktionen

¢"(z) = Vad(zy im).
Unser Satz iiber die Entwicklung nach Eigenfunktionen des Differential-
ausdruckes A (u) liuft, wenn wir nachtriglich die zu entwickelnde Funktion
durch Vz dividieren und den Faktor Jx ebenfalls in allen Eigenfunktionen
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fortlassen, anf die Aussage hinaus, daB im Intervalle O bis 1 jede zweimal
stetig differenzierbare Funktion von z, die fiir » = 1 verschwindet, sich
in eine absolut und gleichmiiBig konvergente Reihe entwickeln lift, die
nach den Besselschen Funktionen J(z}1/2") fortschreitet.!)

Weitere interessante Beispiele fiir unsere Theorie erhalten wir, wenn
wir die Differentialgleichungen der Zylinder- und Kugelfunktionen héherer
Art heranziehen; so fiihrt die frither (S. 44) aufgestellte Greensche

Funktion:
A 1 1 x 1 — E\« "
(_T(my g)= 4o (1i; 14;’;) 3 (Té;)’
1 (14§ 1—ax\ .
:E[-l—-'f, I—]—x)’ (3’25)

zu der neuen Definition der Kugelfunktion P
+1
P (z) =A™ [ Gz, £) P (E)AE,
-1

und zu der Tatsache der Entwickelbarkeit einer jeden zweimal stetig differen-
zierbaren Funktion in eine Reihe, die nach den Kugelfunktionen P;*
fortschreitet.

Tritt der oben (5. 44) behandelte besondere Fall ein, daB zum
Differentialausdruck L bei den betreffenden Randbedingungen eine Green-
sche Funktion im engeren Sinne nicht existiert, so gelten unsere Ent-
wicklungen fiir die Greensche Funktion in dem dort erklarten erweiterten
Sinne. Bezeichnet nimlich wie oben ®(z) die alsdann vorhandene, den
Randbedingungen geniigende, {iiberall stetig differenzierbare Losung der
Gleichung L(u) =0, so ergibt sich durch Anwendung der Greenschen
Formel (1) an Stelle des Satzes 11 leicht die folgende Tatsache:

Satz 16, Wenn [ eine zweimal stetig differenzierbare, den Rand-
bedingungen und der Dedingung

b
[1@)$ (@) dz =0
(4]
geniigende Funltion bedeulet, so ist die Integralgleichung erster Art
3
f(x) = [G(x, &) p(&) dE
lisbar und thre Lisung gewinnt man durch die Forinel
¢(x) = — L(f().
1) Neuerdings hat A. Kneser die Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion
nach Besselschen Funktionen nach einer Methode bewiesen, die derjenigen analog

ist, die er in der oben genannten Abhandlung auf die Sturm-Liouvilleschen
Reihen angewandt hat. Archiv der Math, und Phys, 1903,
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Diesem Satze 16 entsprechend miissen wir auch in den Voraus-
setzungen des Satzes 1) iiber die Entwickelbarkeit nach Eigenfunktionen
der Differentialgleichung A4(u) = 0 fiir die zu entwickelnde Funktion f(x)
die Bedingung

. f}f(a-) 0O(z) dz = 0

hinzufiigen; lassen wir jedoch im vorliegenden Falle i = 0 als Eigenwert
und die Funktion ¢©@(x) als zugehérige Eigenfunktion gelten, so bleibt
unser fritherer Satz 15 auch bei unveriindertem Wortlaut giiltig.

Als einfachstes Beispiel fiir das zuletzt behandelte Vorkommnis dienen
die Differentialausdriicke

Lu)=0%,  40) =544 1.
Wenn wir die Randbedingungen 1V (7 — l\ fiir das Intervall — 1 bis + 1
wiithlen, niimlich
fi+1)=f(=1), F+1)=f(=1),

dann wird ¢©(x) =1, und der Ausdruck der Greenschen Funktion im
weiteren Sinne ist bereits oben (3. 45) angegeben worden. Wir erhalten
dieselben Eigenwerte wie im ersten Beispiel (S.52); jedoch ist ]etler
dieser Figenwerte zweifach: allgemein gehoren zn A0 = w’a® die
zwei Eigenfunktionen sin maux, cos maw. Zu diesen kommt, den letzten
Ausfithrungen entsprechend, 2 =0 als einfacher Bigenwert der Differential-
gleichung A4 (u«) = 0 mit der zugehirigen Ligenfunktion 3 (z) — 1—:; hinzu.

Als zweites Beispiel fiir das in Rede stehende besondere Vorkommnis
migen die Differentialausdriicke

Li(w) = '! l( )dr“_l A() = “f—i {(1 — )rht} + Au
mit den Ramlbedinguugen V fiir das Intervall — 1 bis + 1 dienen. Wir
haben bereits oben (S. 45) fiir L(u) die Greensche Funktion ((z, &) im
erweiterten Sinne aufgestellt.  Da diec Legendreschen Polynome Pt
(m=0,1,23, ... die Differentialgleichungen
L) + m(m + Du=0

erfiillen und an den Randpunkten endlich bleiben, so sind sie dle zu den

Eigenwerten - , ;
. A = m(m + 1)

gehorigen Eigenfunktionen; die so entstehende neue Definition fiir die
Kugelfunktion P:

+1
Pin(z) = 4™ [G(z, &) PW(E)dE, (m=0,1,2,...)
=1

oder einfacher:
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+1
P{"”(.I‘) - A(MIG*(L EyP(E)dE, (m=1,2,...)
L

“—0 o - x

GHa, &) = — 11 —2) 1 + 8}, (z£9),

=—3{A +2)(A1 -8}, (=¥

ist, kann als Grundlage fiir die Theorie der Kugelfunktionen dienen.
Unser soeben verallgemeinerter Satz 15 liefert die Entwicklung einer
beliebigen zweimal stetig differentiierbaren und an den Randpunkten + 1,
— 1 endlich bleibenden Funktion nach Legendreschen Polynomen.

Wir haben im Vorstehenden den engen Zusammenhang zwischen der

Theorie des Differentialausdruckes

A(w) = L(u) + Ju
und der Theorie der Integralgleichung zweiter Art mit dem Kern K (a, &)
kennen gelernt. Dieser enge Zusammenhang zeigte sich am klarsten
in der Ubereinstimmung der Eigenfunktionen der Differentialgleichung
A(uw) =0 mit denjenigen jener Integralgleichung.

Nun erscheint bekanntlich die Differentialgleichung 4(u) = 0, wenn
man nach den Regeln der Variationsrechnung das folgende (Dirichletsche)
Variationsproblem 16st: man soll eine den Randbedingungen I gentigende
Funktion » von z derart bestimmen, daBl das Integral

b

(8) D(u) =f{p (ﬁ:)s— qug]d:z:

T

zu einem Minimum wird, wihrend die Nebenbedingung

L]

€)) fu?dx =1

3

erfiillt ist. Andererseits haben wir in Kapitel V allgemein erkannt, wie
durch meine Theorie der Integralgleichungen zweiter Art das folgende
(GauBsche) Variationsproblem gelost wird: es ist ein definiter Kern ge-
geben; man soll diejenige Funktion @(z) finden, fiir welche das Integral

hob

(10) J(o) = [[K(z,{o (@) o) deds
seinen groBten Wert besitzt, wiihrend die Nebenbedingung

(11) J@@)dz =1
erfiillt ist.
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Wir wollen den engen Zusammenhang zwischen diesen beiden Variations-
problemen kurz darlegen. Zu dem Zwecke bestimmen wir zuniichst eine
Konstante ¢ derart, dafl fiir alle Punkte #, y innerhalb .J

c—gqg=>0

ausfiillt. Denken wir uns dann in (8) an Stelle von — ¢ die Funktion
¢ — ¢ eingesetzt, so unterscheidet sich das Variationsproblem, das so
modifizierte Integral bei der Nebenbedingung (9) zum Minimum zu machen,
in nichts von dem urspriinglichen Variationsproblem; d. h. wir diirfen in
unserem ersten Variationsproblem von vornherein — ¢ >0 annehmen, ohne
die Allgemeinheit zu beeintriichtigen.

Nunmehr setzen wir zwischen irgend zwei Funktionen # und @, mit
denen wir die Integrale (8) bzw. (10) bilden, die Bezichung

(12) Lu@) = — w(z)
fest. Bedenken wir, dafl
G(.j") g) — I((x; g)

die Greensche Funktion des Differentialausdruckes L(w) ist, so folgt nach
Satz 11 aus (12)

(13) (@) = [K(z, §)o(k)dE,
und hieraus entnehmen wir wegen (10), (12) und (13), da

D(u) = *juL(_u)dx

ist, die Gleichung

D(u) = J(0).
Wegen — ¢ = 0 ist D(u) nur positiver Werte fihig; mithin ist K(z, &)
ein definiter Kern und seine Eigenwerte A%, 18, 1 ... sind siimtlich

positiv (vgl. Abschnitt 1, Kap. V). Setzen wir nun

b
e,= [o(z)y¥(z)dz,

wo ¢vW(x), v¥(x), v¥(z), ... die normierten Eigenfunktionen des Kerns
K(xz, &) bezeichnen, und entwickeln wir u(x) in eine nach diesen Eigen-
funktionen fortschreitende Reihe, so erhalten wir unter Beriicksichtigung
der Gleichung

b
S K (z, ) (£)dE = ;o5 v (z)
Siox Bhe !

Ce

u(z) = ;(1“ ¥(@) + 1 ¥I(@) + -
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und folglich

h

A - el ct
'[{u(m))'dm = (1‘.1‘])! + ey e ww,
a
Andererseits ist wegen (10)
T(@) = g + g+
Nunmehr wird die Reihe rechter Hand, wenn wir die Nebenbedingung (9)
¢ e
de o =2 SN
@.1;)2 I (lﬂfa)ﬁ + 1

stellen, ihren Minimalwert fiir

e, =4 ¢=0, ¢=0,
und, wenn wir die Nebenbedingung (11)

g4+ =1

stellen, ihren Maximalwert fiir

e,=1, ¢,=0, ¢ =0,
erhalten, wobei A den kleinsten Eigenwert bedeutet. Demnach werden

w(z) = pW(z) und o(z) = ™ (x)
die gesuchten Losungen der beiden Variationsprobleme.

Wir sehen also, dafl vermige der Transformation (12) oder (13) das
Integral (8) in das Integral (10) iibergeht, dagegen nicht zugleich die
Nebenbedingung (9) in die Nebenbedingung (11). Wollen wir letztere
Nebenbedingung erhalten, so miissen wir vielmehr in dem ersten Variations-
problem an Stelle von (9) die Nebenbedingung

h

[z =1,

a
wihlen, wobei # an den Randpunkten £ — @ und # = b verschwinden soll;
in der Tat iiberzeugt man sich leicht, dall die daraus nach den Regeln
der Variationsrechnung entspringende Differentialgleichung wiederum keine
andere als /(o) =0 wird, wo @ = — L(u) ist. Das letztgenannte Variations-

problem erscheint in diesem Sinne mit dem erstgenannten Variations-
probleme iiquivalent.

Achtes Kapitel.
Sich selbst adjungierte partielle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung von elliptischem Typus.

Die in Kapitel VII entwickelte Theorie der gewihnlichen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung liBt sich vollkommen auf die sich selbst
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adjungierten partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung von ellip-
tischem Typus iibertragen, da ja, wie wir in der Einleitung zu Kapitel 1
bemerkt haben, unsere Methoden und Resultate tiber die Integralgleichungen
auch giiltig sind, wenn in denselben an Stelle der einfachen Integrale
mehrfache Integrale stehen und dementsprechend der Kern K eine
symmetrische Funktion zweier Reihen von Variabeln bedeutet.

In der zy-Ebene sei eine geschlossene Kurve C durch die Gleichungen
x=a(s), y=~"b(s)

gegeben, wo a(s), b(s) stetige Funktionen der Bogenlinge s sind, deren
Ableitungen — von einer endlichen Anzahl von Werten s abgesehen —
ebenfalls stetig ausfallen. Das von dieser Kurve ' umschlossene endliche
Gebiet der ay-Ebene werde mit J bezeichnet, die Kurve (' heile die
Randkurve des Gebietes .J. Der allgemeinste homogene lineare, sich selbst
adjungierte, partielle Differentialausdruck zweiter Ordnung von elliptischem
Typus kann stets aut die Form
(P '3“) 4 Sﬁf)
L{u)= + — + qu
op o‘rt f’ IeRT
_pf_)'cr-|—;," Fo a‘;f 57 + qu

gebracht werden. Wir machen iiber die in 7(u) auftretenden Funktionen
folgende Annahmen. Es sei « eine Funktion der Veriinderlichen z, 1,
deren zwei erste Ableitungen innerhalb des Gebietes .J,
Randkurve C stetig sind; ferner sei p irgendeine innerhalb jenes Gebietes
einmal nach z und y stetig differenzierbare Funktion von z, y, die iiber-

sowle an der

dies innerhalb J positiv ausfiillt; endlich sei g irgendeine innerhalb J
stetige Funktion von x, 1.
Bedeutet » wie 2« eine zweimal stetig differenzierbare [Funktion
von z, ¥, so gilt die sogenannte Greensche Formel
: : Lou)
(14) J{FL u) — uL(v)jdJ U!p H——— 'raal({"

darin ist das Integral links iiber das Gebiet o/, das Integral rechts iiber

on

. cv . .
die Randkurve ¢ zu erstrecken, und -, = bedeuten die Ableitungen nach

der ins Innere gerichteten Normale der Randkurve ('; d.J bedeutet das
Fliichenelement von .J, und ds das Lingenelement von (.

Es seien p;, p, solche Funktionen der Variabeln z, y und der Para-
meter & %, die innerhalb J und auf der Randkurve € in bezug auf z, ¥
zweimal stetig differenzierbar und von der Art sind, dall der Ansdruck



60 Kap. VIIL. Partielle Differentialgleichungen.

y(@y, En) = — 7l (V@ — '+ (s —0)) + »
1 : ¥ 8 = \
= nl(y)+7n le=vVe—+uy—1)
in bezug auf das Variabelnpaar x, y — wenn nicht gerade x =§ y =1y
wird — der Differentialgleichung
L(u)=0

geniigt; auferdem sei identisch fiir alle & 7

?l(g’b g'}) =1
Ein solcher Ausdruck y (zy, £v) werde eine Grundlisung der Diffe-
rentialgleichung L(u) =0 fiir das Gebiet J genannt.')

So besitzt 4 (u) = 0 die Grundlosung — /(g), und fiir die Differential-
gleichung A(w) + u =0 ist — K(p) eine Grundlosung, wenn K die be-
reits oben (S. 53) benutzte Besselsche Funktion zweiter Art bedeutet.

Setzen wir in der Greenschen Formel (14) fiir » irgendeine Lisung
der inhomogenen Differentialgleichung

L(uxy) = — 2ap(xy)
und an Stelle von ¢ eine Grundlésung y(zy, £9) ein, wobei & % einen
festen Punkt innerhalb o darstellt, so ergibt sich die Formel

(15)  u(ty) =pr'«.15%;) j v(@y, En) p(ry)dS

”-rp(gn j[p xu){ (x'ﬂ J:: aﬂ(r” ?(x'j’gn)}l:a(.qu'
o=bh(

Zu einer vorgelegten Differentialgleichung L(u) = 0 werden offenbar
aus einer Grundlisung unendlich viele erhalten, wenn man ein beliebiges
Integral von L(w) = 0 hinzufiigt, das an jeder Stelle innerhalb J stetig
ist. Fiir unsere weiteren Entwicklungen sind diejenigen Grundlosungen
von besonderer Bedeutung, die an der Randkurve (' gewisse homogene
Randbedingungen erfiillen, und zwar kommen dabei insbesondere diejenigen
Randbedingungen in Betracht, die den Randbedingungen I—V* (8. 41)
in der Theorie der gewéhnlichen Differentialgleichungen entsprechen. Wir
heben hier nur folgende fiinf Arten von Randbedingungen fiir eine Funk-
tion f(xy) hervor:

I. fley) =0  fiir alle Punkte 2, y der Randkurve C.

i, 0

T e »oo» ” ) » ” »

1) Dieser Begriff der Grundlosung ist zuerst von A. Sommerfeld eingefiihrt
worden, vgl. Mathematische Enzyklopiidie Bd. Il, 8. 515. Hinsichtlich ihrer Existenz
vgl. E. Holmgren, Math. Aun. Bd. 58 S. 404.
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af i 2 e £
IIL sk i 0 fiir alle Punkte z, y der Randkurve C.

IV. [fenl = [l [55]- |-3nl+ fiir alle s;

dabei bedeutet der Parameter s die Bogenlange der Randkurve C von
einem festen Punkte s =0 an bis zu einem beliebigen Punkte derselben
gerechnet, wihrend ! die Gesamtlinge der Randkurve (' bezeichnet.

V. Ist die Randkurve C singulire Linie der Differentialgleichung
L(u)=0 von gewisser Art (Nullinie von p), so ist als Randbedingung
die Forderung zulissig: es soll f(zy) bei der Anniherung an die
Randkurve endlich bleiben.

V# Wird die bisherige Betrachtungsweise in der Weise verall-
gemeinert, daB an Stelle der xy-Ebene eine beliebige geschlossene
singularititenfreie Fliche tritt (vgl. diesen Abschnitt S. 64), so kann die
Randbedingung fiir f(zy) durch die Forderung ersetzt werden, daB die
Funktion f(zy) sich tiberall auf der Fliiche reguliir verhalten soll.

Diese Randbedingungen kénnen noch in verschiedenster Weise mit-
einander kombiniert werden derart, daB auf einem Teile der Randkurve C
die eine, auf einem anderen Teile eine andere Randbedingung erfiillt ist.

Eine Grundlssung g(ay, £y) fiir das Gebiet JJ, die als Funktion von
z,y an der Randkurve C eine homogene Randbedingung der genannten
Arten erfiillt, heibt die zu dieser Randbedingung gehirige Green-
sehe Funktion der Differentialgleichung L(u) = 0; ferner heibe

der Quotient
glxy, &n)

pEn) ?
die zu jener Randbedingung gehirige Greensche Funktion des
Differentialausdruckes Lu).

Wenn fiir einen Differentialausdruck L (%) keine Greensche Funktion
im eben definierten Sinne existiert, so verfahren wir genau analog, wie
in dem entsprechenden Falle in der Theorie der gewihnlichen Differential-
gleichungen (S. 44): ist dann nimlich ¥ (zy) eine von Null verschiedene
iiberall stetige Losung der Differentialgleichung L (x) = 0, die die be-
treffende Randbedingung, sowie die Relation

S @O @y)dT =1

)

G(zy, Ey)-——

erfiilllt, so konstruleren wir eine Losung g(xzy, £y) der inhomogenen
Differentialgleichung
L(u) = 2xap(En) v (zy) @ (Ey),

die an der Stelle 2 = & y =7 in derselben Weise wie eine Grundlisung
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logarithmisch unendlich wird, auf ' die betreffende Randbedingung und
iiberdies die Gleichung

Ja(ay, En)vO(@y)dT =0
(e
erfiillt. Die IFunktion

. glxy, En
geniigt der Differentialgleichung
L(u) = 2ayO(xy)p®(Ey).
Die Funktionen g(xy, &), G(zy, £n) werden als Greensche Funktionen
im erweiterten Sinne bezeichnet. Man sieht leicht ein, wie die Definition
der Greenschen Funktion weiter zu verallgemeinern ist, wenn auch im
eben definierten Sinne eine Greensche Funktion nicht existiert.!)
Wie oben (8. 45) gewinnen wir leicht das Symmetriegesetz der
Greenschen Funktion eines Differentialausdruckes
G (§m, E5%) = G (£ 0%, En)
und sodann unter Heranziehung der Formel (15) die folgende Tatsache:
Satz 17. Wenn die Greensche Funktion ecines Differentialansdruckes
L(u) fir eine gewisse Randbedingung als Kern - einer Integralgleichung
erster Art
flay) =fG(3;y, EN ey dd
()
genommen wird, wo [(xy) eine gegebene zweimal stelig differenzierbare, jener
Randbedingung geniigende Funktion ist, so besitzt diese Integralgleiclung
cine und nur eine Lisung @(xy), wnd man erhilt diese Liswng dureh
die Formel

p(ey) = — o L{fay);

wimgelehrt, wenn o (xy) irgendeine stetig differenzierbare Iunktion ist und
eine Lisung der Differentialgleichung
L(f(xy) + 2z (2y) = O
gefunden werden soll, die der gewdhlten Randbedingung gendigt, so ist diese
Lisung dadureh eindeutiq bestimmt, und man erhilt sie durch dic Formel
fay) = [Gay, &n) p(En) dJ.
(C3]

Aus diesem Satze entnehmen wir leicht wie oben (8. 47), daB die

Greensche Funktion G (zy, £%) einen Kern darstellt, der nach der im

1) Uber den Existenzbeweis der erweiterten Greenschen Funktion vergleiche
Kap. IX, und Kap XVIIL
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ersten Abschnitt eingefiihrten Ausdrucksweise sowohl abgeschlossen
als auch allgemein ist.

Nunmehr gehen wir zur Behandlung des Differentialansdruckes
A(w) = L(u) + 2niu
iither und erhalten genau wie oben (8. 46 —51) durch die analogen Schliisse
der Reihe nach folgende Siitze:

Satz 18, Wenn die Greensche Funltion eines Differentialausdruches
L(uw) fiir eine gewisse Randbedingung als Kern der  Integralgleichung
ziweiter Art
(16) fley) = gley) — 2 [Klay, En)g(Ey) dJ

)
genommen wird, so erhilt man die losende Funktion K(xy, &v) dieser Dutegral-
gleichung, indem man die zu der ndmlichen Randbedingung gehirende
Grreensche Funktion des Differentialavsdruches
3 i ) -’
— A(w) = L(uw) + 2xiu

Wir bezeichnen die Eigenwerte 1YY und Eigenfunktionen ¢(zy)
der Integralgleichung zweiter Art (16) auch als die Figenwerte baw.
Eigenfunktionen der Diffeventialgleichung A(u) =10 fiir die be-
treffende Randbedingung.')

Satz 19. Wenn h(zy) eine stetige Funktion von wx, y bezeichnet, so
daf fiir alle Eigenfunktionen &™) (xy) der Differentialyleichuny A(u) = 0

die Gleichung . )
Jh(zy) g (zy)dd = 0
(5]
erfiillt ist, so ist h(xy) identisch 0. <
Satz 20, Wenn die in Fowrierscher Weise gebildete Reilie

v (@y) + v (ay) + - -,
C, = J Flay) ™ (xy)dJ
)

gleichmafiig Lonvergiert, so stellt sie die Funlition f(xy) dar.

1) Die Eigenfunktionen der Differentialgleichung 4w 4 4w = 0 hat . Poincaré
untersucht und als  fonctions harmoniques* bezeichnet. Seit dem Erscheinen seiner
grundlegenden Abhandlung ,Sur les équations de la physique mathématique,
Rendiconti del Circolo matematico di Palermo (1894) haben sich zahlreiche Forscher
mit dem Beweise fiir die Existenz jener fonctions harmoniques und mit dem Problem
der Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach denselben erfolgreich beschiiftigt:
u. a. Le Roy (Annales de 1'Ecole normale supérieure 1898), W. Stekloff (Annales
de la faculté de Toulouse 1900), 8. Zaremba (Annales de 'Ecole normale supérieure
1899, Journ. de Math. 1900), A. Korn (Abhandlungen zur Potentialtheorie 4. Berlin 1902).
Wie es scheint, umschliefen die im folgenden gewonnenen allgemeinen Sitze die
wesentlichen Resultate der genannten Forscher.
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Satz 21. Jede zweimal stetig differenzierbare wund den betreffenden
Randbedingungen geniigende Funltion f(xy) ist auf die Fouriersche Weise
in eime Reihe entwickelbar, die nach den FEigenfunktionen ™ (xy) der
Differentialgleichung A(nw) = O fortschreitet; dicse Reihe Lonvergiert absolut
und gleichmafiy.

Ist statt des Differentialausdruckes 4(u) ein Differentialausdruck von
der allgemeineren Gestalt

v, 0%

L(u) + Mhu= M 4+ Lk + (g + Ak)u

vorgelegt, wo k irgendeine innerhalb des (xebzetes J positive Funktion
von x, y bedeutet, so setze man

"= —
]/A
und multipliziere dann den erhaltenen Ausdruck mit L. dann entsteht

Vi

ein Ausdruck von der fritheren Gestalt, nimlich

3 (1) = I¥() + o,

wo
P dx T oy T,
P$= )
1 1
e
ist. ¥ v

Die Betrachtungen dieses Kapitels VIII lassen sich leicht auf den
Fall iibertragen, dall das Integrationsgebiet -/ auf einer beliebigen Fliche
im Raume gelegen ist: an Stelle des bisherigen Differentialausdruckes fiir
das ebene Gebiet .J tritt dann eine gewisse Verallgemeinerung des Beltra-
mischen Differentialparameters, niimlich der Differentialausdrock

Y ( 92_:*"“: 2 ( 2:T_fii
darin bedeuten x, y die krummluugen Koordinaten der Fliiche und ¢, f, ¢
in bekannter Weise die Koeffizienten des Quadrates des Linienelementes
ds® = eda® + 2fdxdy + gdy®

der Fliche; p bedeutet eine innerhalb oJ positive stetig differentiierbare
Funktion und 4 irgendeine stetige Funktion auf der Fliche. Die Green-
sche Formel (14) gilt fiir irgendein Gebiet J auf der Fliche mit der
Randkurve €' unveriindert in der bisherigen Gestalt.?)

1) Vgl. G. Darboux, Theorie générale des surfaces liv. VII chap. L



Kap. VIII, Partielle Differentialgleichungen. 65

Ist insbesondere die Fliche geschlossen und singularitiitenfrei, so
kann die Randbedingung fiir eine Funktion f(xy) durch die Forderung
ersetzt werden, dafl die Funktion f(zy) sich iiberall auf der Fliche reguliir
verhalten soll (Randbedingung V* 8. 42). Auch in diesem Falle lehrt
unsere Theorie die Existenz der Eigenfunktionen und die Entwickelbarkeit
einer willkiirlichen Funktion auf der Fliche nach jenen Eigenfunktionen
der Fliche.!)

Als Beispiel diene die Kugel A mit dem Radius 1. Wihlen wir fiir
x, y die Polarkoordinaten &, ¢, so erMilt wegen

e=1,
f=0,
g = sin?§

unser Differentialausdruck fiir p = ,—1_; , ¢ = 0 die Gestalt:
v _ 1 1 ¢ ; du 1 7*u)
L(u) — 2x {sin& 29 (Sln 8?‘9) + sin® i Ef?l
Die Greensche Funktion g(#¢, 8 ¢¥) im erweiterten Sinne hat wegen
PO = = ! der Gleichung

T

. 1
Lg) = PED

zu geniigen. Bedeutet ¢ die kleinste sphirische Entfernung der Punkte &, ¢
und 9% ¢* auf der Kugel, so ergibt sich

g(Dg, 9Fg¥) = —1 (2 sin g)

dieselbe erfiillt in der Tat das Symmetriegesetz.)
Die Eigenwerte zum Kern (r = 2xg d. h. die Eigenwerte der Diffe-
rentialgleichung
Aw)= L(u) 4+ Au=20
sind

1) ‘
i =20+ g0 1,9 ..)

und zwar wird allgemein 2" ein 2 4+ 1 facher Kigenwert, indem zu A0
als Eigenfunktionen die 2 + 1 Kugelflichenfunktionen P vom # ten
Grade gehoren; die letzteren erfiilllen mithin die Differentialgleichung

L(w) + 1™y =0

1) Vgl. Kap. XVIIL

2) Diese Greensche Funktion fiir die Kugelfliche haben bereits E. Zermelo,

Hydrodynamische Untersuchungen iiber die Wirbelbewegungen in einer Kugelffiiche,

Zeitzchrift fir Math. und Phys. Bd. 47 (1902) und J. Hadamard, Propagation des

ondes, Paris 1903, berechnet. Beziiglich der Existenz eines Potentials auf einer ge-
schlossenen Fliche vgl. E. Picard C. R. (Paris, 1900 und 1903

Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. b
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und die Integralgleichung
1 [P (9%¢*) G (99, 9%¢*) dK — PW(8p)
(1)
oder

Sn
—nln 4+ 1) / [ Pei(92g®) 1 (2 sin L) sin #dgdo = P (o)
¢ ¢ .

Unser Satz 21 lehrt, daB jede zweimal stetig differenzierbare Funktion
auf der Kugel nach den Kugelflichenfunktionen entwickelbar ist.

SchlieBlich sei noch erwihnt, dafl die Bedeutung der Eigenfunktionen
als Losungen gewisser Variationsprobleme, sowie alle hiermit in Zu-
sammenhang stehenden Tatsachen, wie sie fiir den Fall gewdhnlicher
Differentialgleichungen am SechluBl des Kapitels VII angedeutet sind, ent-
sprechend auch fiir den gegenwiirtigen Fall der partiellen Differential-
gleichungen zutreffen.

Neuntes Kapitel.

Existenz der Greenschen Funktion.
Auftreten eines Parameters in der Randhedingung
bei partiellen Differentialgleichungen.

Auch die Untersuchungen dieses Kapitels betreffen die Integration
partieller Differentialgleichungen mit zwei unabhiingigen Variabeln z, y;
doeh soll nicht wie in Kapitel VIII die Differentialgleichung den Para-
meter 4 enthalten, sondern wir nehmen vielmehr an, daBl der Parameter 1
in der Randbedingung aunftritt. Fs wird sich zeigen, daf auf gewisse
dann entstehende IFragen ebenfalls die im ersten Abschnitt entwickelte
Theorie der Integralgleichungen erfolgreiche Anwendung findet.

Wenn die zu einer Randbedingung gehirige Greensche Funktion
bekannt ist, so wird stets eine gewisse zugehirige Randwertaufgabe lisbar.
Setzen wir beispielsweise in der Formel (15) (S. 60)

y(y, §n) = p(§n) G (xy, £n),
wo G'(xy, &) die zur Randbedingung I gehorige Greensche Funktion
des Differentialausdruckes L(w) bezeichnet, und wihlen dann fiir « irgend-
eine Lisung der Differentialgleichung L{u) = 0, so entsteht die Gleichung

. 1 e oG (xy, &n) .
u(ky) = 2‘1‘./ Lp(my)at(xy) o L:«(Sj{?‘g’
& y=b(s)
diese Formel list die Aufgabe, das stetige Integral u jener Differential-
gleichung L(x) = O im Innern des Gebietes -/ zu finden, wenn seine Werte

auf der Randkurve ¢ gegeben sind.
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In entsprechender Weise bezeichnen wir mit G™(zy, £n) die zur
Randbedingung II gehorige Greensche Funktion des Differentialausdruckes
L(u) und setzen in Formel (15) (S. 60)

y(xy) = p(En) GM(zy, En);
wihlen wir dann fiir « wiederum eine Lisung der Differentialgleichung
L(u) =0, so wird

g 1 (] l U@EY) iy
(17) u(fn) = — 2#5/[—” ay) =5, G (zy, En)LHm

(©) y="hs)

ds;

diese Formel 16st die Aufgabe, das Integral u jener Differentialgleichung
L{u) =10 im Innern des Gebietes J zu finden, wenn die Werte seiner
normalen Ableitung auf der Randkurve (' gegeben sind.

Umgekehrt sieht man sofort wie in der Potentialtheorie ein, daB,
wenn die letztgenannten Randwertanfgaben als losbar erkannt sind, daraus
mit Hilfe einer Grundlésung stets die Ixistenz der Greenschen Funk-
tionen G' bzw. G folgt.

Ehe wir nun der Frage nach der Existenz der Greenschen Funktionen
nither treten, schicken wir einige Betrachtungen voraus, die sich auf
den Zusammenhang zwischen gewissen Kernen von Integral-
gleichungen beziehen. Wie in Kapitel 11l werde, wenn XK (s, ) irgend-
ein Kern ist, die Funktion

b
KK(s,t) = [K(s,r) K(t, r) dr
@
als der aus K (s, t) zweifach zusammengesetzie Kern bezeichnet.
Eine Reihe von Kigenschaften lassen sich von dem Kern K(s, {) aussagen,
wenn die entsprechenden Eigenschaften von KK(s, f) bekannt sind; hier
mogen nur folgende Sitze erwihnt werden:

Satz 20. Wenn der aus K(s,t) zweifach zusammengesetzte Kern
abgesehlossen oder allgemein ist, so ist stets auch der Kern K(s,t) ab-
geschiossen bzw. allgemein.

Satz 21. Wenn K(s, 1) ein abgeschlossener Kern ist und die Integral-
gleichung erster Art mit dem Kern KK (s t) losbar ist, so ist es auch
die Integralgleichung erster Art mit dem Kern K(s, t).

In der Tat, aus ‘

k]
f(s) = [K(s, t) g(t) dt
folgt durch Multiplikation mit K(r, s) und Integration nach s die Gleichung

b b
SEC, $)f(s)ds = [KK(r, t) p (£) dL.

6*
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Wenn f(s) eine gegebene Funktion ist, so wird die linke Seite dieser
“Gleichung ebenfalls eine bestimmte Funktion, und aus dieser folgt die
Funktion ¢(f) durch Losung der Integralgleichung erster Art mit dem
Kern KK(s,1).

Satz 22, Wenn KK(s, t) ein allgemeiner Kern ist, so lifit er sich
stets in eine Reihe entwickeln:

KK(s, t) = 'L'”“‘(;:f}m(o ,_;,r.er.':\:;‘:.;f,- . .. “
wobei 1, 23, . und ¢ (s), PO(s), ... die zu KK(s,t) gehivigen Eigen-
funktionen bzw. Figenwerte bedeuten.

Zum Beweise wende man Satz 7 des ersten Abschnittes auf den
Kern K(s,¢) an und setze in der so entstehenden Entwicklung an Stelle
der Funktion g(f) den Kern K(¢, r) ein.

Da in den Entwicklungen des Kapitels IT und in Kap. VI die Sym-
metrie des Kernes K(s, f) nirgends vorausgesetzt wurde, so existiert fiir
eine Integralgleichung zweiter Art, auch wenn ihr Kern K(s, t) un-
symmetrisch ist, eine ljsende Funktion, d. h. eine Funktion K(s, /) von
der Art, daB

b
K(s, t) = K(s, t) — 4 [K(s, ) K(r, t) dr
a

wird, allemal dann, wenn K(s, ) nur Singularititen von niederer als der
4ten Ordnung hesitzt. Ebenso folgt, dall eine Integralgleichung zweiter
Art, deren Kern K(xy, £4) eine Funktion zweier Variabelnpaare ist, ge-
wil) eine losende Funktion besitzt, wenn der Kern K(zy, &%) nur Singulari-
titen von niederer als erster Ordnung besitzt.

Wenn der Kern K(s, ) baw. K(zy, £y) einer Integralgleichung nicht
symmetrisch ist, so verstehen wir unter dem aus A{(s, ) bzw. K(xy, &)
zweifach zusammengesetzten Kern die Funktionen

KK(s, t) = [K(s, r) K(r, t) dr

bzw.
KK(oy, &) = [K(zy, 1) K, £ a.

&)
Auch die Begriffe Kigenwert und Figenfunktion sind unmittelbar anf
den unsymmetrischen Kern iibertraghar. s kann nun vorkommen, dal
der zweifach zusammengesetzte Kern KN K(s, ¢) bzw. K KN(xzy, £y) an den
Stellen

s=1 bazw. z=E, y=1

nur von niederer als der lten bzw. der ersten Ordnung ‘singuldr ist,
withrend dies fiir den urspriinglichen Kern K(s, f) bzw. K(zy, £y) nicht
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zutrifft.’) In diesem Falle kimnen wir von folgenden Sitzen Gebrauch
machen, die von dem Zusammenhange zwischen den Integral-
gleichungen zweiter Art mit dem urspriinglichen und dem
zweifach zusammengesetzten Kern handeln:

Satz 23, Wewn A =1 ecin Eigewwert der Infegralgleichung zweiter
Art mit dem Kern KK(s,t) ist, so gibl es wunter den zu diesem Figen-
wert gehirigen Fligenfunktionen gewify eine solche  Eigenfunktion ¢(s), die
entweder die Integralgleichuny

¢(s) = +J'1f(_s, t)p(t)dt

ader die Integralgleichung
¢(s) = — [ K(s, t) o (¢) dt

@

befriedigt.
Zum Beweise setzen wir
b
(18) v (s) -.:‘/']\f(s, £ q(t)d

dann wird

[K(r,s)v(s)ds = [KK(r, ) g (t) dt

oder, da ¢(s) als Eigenfunktion von KK(s, ) der Gleichung

(19) @pls) =.['KK‘ s, )t dt
geniigh: r
(20) ¢ (r) = [K(r, s)v(s)ds.

Tragen wir diesen Wert von ¢@(r) in die rechte Seite von (18) ein, so
entsteht

1
¢(s) = [[KK(s, t) y(f) dt,
d. h. die Funktion v(s) erfiillt die néimliche Integralgleichung wie ¢(s).
Wir nehmen der Kiirze wegen an, es giibe nicht zwei voneinander linear
unabhiingige Losungen ¢(s) der Gleichung (19); alsdann folgt notwendig
d'(S) - (.‘(IJ(.‘S‘),

1) Diese Tatsache ist bereits von I. Fredholm bemerkt und in ithnlicher Weise

wie hier zur Auflésung von Integralgleichungen benutzt worden, wenn der Kern fiir
s =1t bzw, &= §, y=n sich singuliir verhialt, vgl. Acta math. Bd. 27 5. 384.
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wo ¢ eine Konstante bedeutet. Die Beriicksichtigung dieser Beziehung in
(18) und (20) fithrt zu der Gleichung ¢* = 1, womit die in Satz 23 auf-
gestellte Behauptung bewiesen ist. Ebenso leicht gestaltet sich der Nach-
weis ohne jene Annahme.

Satz 24,  Wenn die Integralgleichung ziweiter Art it dem  Kern
KK(s, t) fiir den Parameterwert . = 1, d. h. die Integralgleichung

@1) F(s) = p(s) — [ KK (5, 0) g(0)dt

lisbar ist und L =1 mnicht gerade einen FEigenwert des Kerns KK(s, t)
bedeutel, so ist auch die Integralgleichung zweiter Art mit dem Kern K(s, 1),
namlich die Integralgleichung

(22) f(s) = @(s) — [ K(s, ) p(t) dt

a
losbar.
Zum Beweise setzen wir, wenn f(s) eine gegebene Funktion bedeutet,

F(s)=f(s) + [ (O K(s, t) dt

und bezeichnen mit ¢(s) die Liosung der mit diesem F'(s) gebildeten
Integralgleichung (21). Bilden wir dann die Funktion

(23) 08 = [K(s, ) (&) dt + (&)

und setzen dieselbe in (21) an Stelle von g(s) ein, so ist die entstehende
Gleichung genau dieselbe wie die, die man aus (21) durech Multiplikation
mit K(r,s) und Integration nach s erhilt. Daraus folgt, daBl auch ¥ (s)
eine Losung von (21) sein muB. Da aber 1 =1 kein Eigenwert des
Kerns KK (s, t) sein sollte, so besitzt diese Integralgleichung nur eine
Losung; daher mub ¢(s) mit ¢(s) iibereinstimmen, d. h. wegen (23): @(s)
ist zugleich die gesuchte Losung der Integralgleichung (22).

Nach diesen Vorbereitungen stellen wir uns nunmehr die Aufgabe,
fiir exn beliebiges Gebiet J mit der Randkurve ¢ die Greensche
Funktion erster Art, d.h. diejenige Greensche Funktion G*ay, &%),
die zu der Randbedingung I gehirt, fiir einen beliebigen Diffe-
rentialausdruck L(u) zu konstruieren.

Zu dem Zwecke betrachten wir zuniichst den Differentialausdruck

2w 2 u 0P du dP du
D) = por + 50 + 72 by oy

dw cy oy’
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wo P eine beliebige innerhalb J und auf der Randkurve C stetig diffe-
renzierbare Funktion sein moge. Wir nehmen nun an, es sei die zur
Randbedimmng I gehirige Greensche Funktion fiir den Differentialausdruck
dtu

529 s oy " bekannt, und bezeichnen dieselbe mit I'(zy, £v). Ist dann

eine innerhalb .J zweimal stetig differenzierbare und aunf (' verschwindende
Funktion, und setzen wir

(24) D(u) = f(ay),

so entnehmen wir aus der Formel (15) die Gleichung

1 4 : I P
wgn) = o [Tloy, ) (R 2L 222 _ g1 gy
o]

oy oy

und unter Anwendung der Regel fiir die Integration eines Produktes:

1 [IE(FEWQEH)%—D . (I'("Cu,ér.l)h)
— 2_“;(}) l - .

u(gn) = w(@y)dd

dx dy

= g—l,;ff(xy, &) flay)dd,
d. h. die der Randbedingung ;)genﬁgende innerhalb .J stetige Lisung w(z, y)
der Differentialgleichung (24) geniigt der Integralgleichung
(25) F(gn) = u(kn) — [ K(zy, &n) u(zy)dd,
wo zur Abkiirzung v

F(gn) = — o= [ Dlay, o0)f(ey)dd,

V)
E)(I"'(af?h :f) + (P(”"Eﬂ) 2 )}

cx B dy

1

2w

K(!L‘y, ‘E}I’) e
gesetzt ist.

Wir betrachten nun den aus K(xy, £1) zweifach zusammengesetzten
Kern KK(zy, £y). Da der Kern K(zy, &%) fir 2 =§, y = von der
ersten Ordnung unendlich wird, so folgt leicht, dall der Kern KK(xy, £7)
fiir # =&, y = nur logarithmisch unendlich wird. Nach dem oben
Gesagten (S. 68) ist daher die Integralgleichung zweiter Art

F*(zy) = w*(zy) — AJ‘I{K(M , En)w*(En)dJ
)
fiir den variablen Parameter A aufldsbar.

Wiire 4 =1 ein Eigenwert fiir diesen Kern KK(zy, £7), so miibte
nach Satz 23 eine Eigenfunktion g(zy) existieren, die zugleich auch eine
der Integralgleichungen

g(xy) = + [ K(ay, En)@(En)dT
)
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befriedigt; dann aber wiire ¢ (£%) ein auf der Randkurve (' verschwindendes
Integral einer der beiden Differentialgleichungen

ciu LT (}'P au +&1‘ '(u)
¢zt ' 9y* - \fx 3z ' 0y oy/

Da aber fiir jede auf € verschwindende Funktion u die Identitiit
+p([fou\2 du\? S Y ip(o%u . 9% 6Pouw  ePou

(}fe {(-ﬂ) +(ﬁ) }(]J— (})je {Em*+r:- e (51: 5% Oy oy aj)}“‘”

)

gilt, so wiirde sich ¢ (zy) notwendig als Konstante und mithin gleich Null

argeben, was nicht der Fall sein sollte. Die Annahme, da 2 =1 ein

Eigenwert fiir den Kern K K(xzy, £%) sei, ist somit als unzutreffend erkannt.
Nunmehr lehrt Satz 24, dall auch die Integralgleichung (25) eine

Losung besitzt; diese Losung wu(zy) ist das gewiinschte Integral der

Differentialgleichung (24), welches auf der Randkurve C verschwindet.
Es sei zur Abkiirzung gesetzt:

_ 3P(En) AP
PE -__(’jg ? P:“ = Clj ]
o*Pikn) B 0% P(En) c*Pén)
ng*' agﬂ ] Ey — ,g(.ﬂ ] P.'-,‘.__'E.qi e,

r=V@—&+u—n?,
?1=1—§P; 2=~ P, (=)
+4{(8P2+ P2—2P, 2P, }(z— &)
+ 1 { PP, — 2P, } (z— )y —m)
,h{1”+.51”+2P55_21),iq}(3,—a;)2.

Wegen

D(pi )= D) 15— (258 + S0 25— (250 4+ G0 15"

oy
folgt durch eine leichte Rechnung, dalB D(Jﬁz‘,.‘) eine auch an den

Stellen z = £, y =y stetige Funktion wird. Wir bezeichnen mit p,
irgendeine Funktion von x, y, die innerhalb J zweimal stetig differenzier-

bar ist und auf der Randkurve 7 dieselben Werte wie yJ% annimmpt,
und konstruieren alsdann nach dem Vorstehenden die auf (' verschwindende
Losung der Differentialgleichung (24) fiir

7 1

f@y) =D (1l — n);
ist p, diese Losung, so stellt offenbar

: 1
(’L:?’izT“?z‘—?a

die zur Randbedingung I gehorige Greensche |[Funktion der Differential-
gleichung D(u) =0 dar.
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Mit Hilfe des, Satzes 18 und unter Beriicksichtigung einer friiheren
Bemerkung (S.64) folgt dann auch die Existenz der zur Randbedingung I
gehorigen Greenschen Funktion fiir den beliebigen Differentialausdruck L ().

Wir wenden uns nun zu der Frage nach der Existenz der zur
Randbedingung Il gehérigen Greenschen Funktion und betrachten
zuniichst den spezielleren Differentialausdruck

E(p .E__u"-) ‘ (p _c_zs)
& o e/l | ay
L (u) = 9z T oy

der aus L(u) entsteht, wenn man ¢ =0 nimmt. Ist « eine der Differen-
tialgleichung L#(u) = 0 geniigende Funktion, so gibt es offenbar eine

Funktion » der nimlichen Verinderlichen 2,y von der Art, dall

)

g v
) = e
P ciy
du cw
ay 2

wird. Die Funktion » ist hierdurch bis auf eine additive Konstante be-
stimmt; sie geniigt der Differentialgleichung
-1 &v ({1 ov
ey = i) | G
v oy
und heifle die zu # konjugierte Funktion.

Wenn durch s, » irgend zwei von einem Punkte ausgehende Rich-
tungen bezeichnet werden, die in dem Sinne wie die positiven Richtungen
der - und y-Achse zueinander senkrecht stehen, so ist stets

A EH L
cs on’ o0 p oS

Nehmen wir nun an, es gibe fiir den Differentialausdruck M*(v)
eine zur Randbedingung I gehtrige Greensche Funktion ', so existiert
notwendig fiir den Differentialausdruck L*(w) eine zur Randbedingung II
gehorige Greensche Funktion G

In der Tat liflt sich die zweite Randwertaufgabe fiir L¥(u) = O auf
die erste Randwertaufgabe fiir J*(v) = O zuriickfithren. Bezeichnen wir

2

nimlich mit /(s) die fiir ;

i ; =
. vorgeschriebenen Werte auf der Randkurve C
so mufi notwendig

J‘pf'(s) ds =0
()
ausfallen, und daher stellt

g(s) = —._['p;‘ (s)ds
0
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eine stetige Funktion auf der Randkurve C dar. Wir bestimmen nun das
Integral » der Differentialgleichung M* (v) = 0 mit den Randwerten g(s);
ist alsdann — u die zu v konjugierte Funktion, so besitat u offenbar die
vorgeschriebenen normalen Ableitungen auf der Randkurve C.

Wir wenden jetzt die Greensche Formel (14) an, indem wir in der-
selben fiir » die eben konstruierte Greensche Funktion G™ und fiir u
irgendeine stetige Losung von L#(u) = 0 nehmen. G ist im gegen-
wirtigen Falle der Differentialgleichung L*(u) = O eine Greensche Funk-
tion im erweiterten Sinne, da die Konstante eine Lisung von L*(u) =0
mit verschwindender normaler Ableitung liefert; wir haben demgemifi

1
VO (zy) = Vi
IF(G s o2

fG”(a:y, En)dd =0,

)
worin ./ den [licheninhalt des Gebietes J bhedeutet. Die Greensche
Formel (14) liefert
u(En) =—§‘;f[p_-‘j% GH] s+ 5 fuad.
(©) (3)

y=b(s) )
Setzen wir

[“(my)]:zf((:)) - u{s),
[v (xy)]r = a(s) =2(s),

[y, Emle=ac, 'EZ“E = GY(s, 9),
g="bls), n=4b(o
so folgt )
(26) w@) =5, [0 676 05+ e,

()
wo ¢, eine durch die Funktion # bestimmte Konstante bedeutet.
Andererseits gehen wir von der Gleichung M*(v) =0 aus und be-
zeichnen mit ' (xy, ) die zugehorige Greensche Funktion fiir die Rand-
bedingung Il und mit H'(s, 6) die betreffende aus ihr entsprechend
hervorgehende Funktion von s, 6. Da offenbar die zu »(zy) konjugierte
Funktion — u(x, y) wird, so erhalten wir nunmehr die Gleichung
(27 v(6) = — --—J d;—‘és\ HY(s, 6)ds + ¢,,
(=)
wo ¢, wiederum eine Konstante bedeutet.
Die gefundenen Gleichungen (26), (27) sind Integralgleichungen erster
Art mit den symmetrischen Kernen GY(s, ), H'(s, 6). Diese Kerne
sind von der Gestalt
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c(|ls—a )+ 5(s, 0),
wo ¢ eine Konstante und S(s, ¢) eine stetige Funktion von s, 6 bedeutet.
Mittelst (27) folgern wir dann, daB v(¢) gewill einmal stetig differentiier-
bar ist, sobald
bar ist. Da unte1 dieser Voraussetzung die Formel (27) die Integral-
gleichung (26) auflost, so schliefen wir leicht, daB der Kern G'(s, @)
der Integralgleichung (26) sowohl abgeschlossen wie allgemein ist,

o 8) einmal, d. h. sobald wu(s) zweimal stetig differentiier-

Als Beispiel wihlen wir den Fall p = 1, wo die Gleichung L#*(u) =0
die bekannte Potentialgleichung wird; als Jebzet JJ diene der Kreis mit
dem Radius 1, Die Rechnung el'gibt das Statthaben der Relationen

T

dv(s) . 88—
u(6) = ;J :i;s 1(2 sin.~ 2 )u’s,

v(e) = ——j d“ks ) sin ® a— )ds,

wobei u(s) die Werte des Realteiles, »(s) diejenigen des Imaginiirteiles
einer analytischen Funktion auf der Kreisperipherie bedeuten, wiihrend

die Gleichungen
+n

f u(s)ds =0,
_.ﬂ
/1‘(3\&75 =0

.
1

erfiillt sind.
Setzen wir an Stelle der Veriinderlichen s, ¢ baw. 7z, x§ so nehmen

die gefundenen Formeln die Gestalt an

+1
(28) u(t)= %'](EZE:)Z(? sina” (13 :——f (x)cotrr 7 —n—)d.z 3
1

+1 +1
(29) v(f)=— if";? (2 sinx *7%) dz= lju(a:)cotﬂ'( S 5)da.
o |
Die letztere Formel (29) geht durch Produktintegration und Differentiation
nach « in die Formel

|
el

+1

dv(& 1 d*u(x) 9 r—& .
7 i Z(H sinx )d:r

=1
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iiber. Die Einsetzung dieses Wertes von ;—: in die erstere Formel (28)
liefert

§) =— fd ’:_ﬂ Ljf (2.' sing =Y ) l (2 sin::igyg) a’y} da;
diese Formel gilt fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion u, die
von — 1 bis + 1 integriert Null liefert.
= i £ 5 o : : 1*
Wenden wir nun Satz 11 (8. 46) auf den Differentialansdruck ;:;ﬁ

(30)  u(

an, indem wir als Greensche Funktion die zu den Randbedingungen 1V
gehorige, oben (S. 45) berechnete Funktion wiihlen, so folgt fiir jede
zweimal stetig differenzierbare, jenen Randbedingungen gentigende Funk-
tion w die Identitiit

-t]
; 3 d*w (x)
(31) w@)=— [t o— b+ 1@t 1) T g

=1
Aus den Formeln (30) und (31) entnehmen wir durch eine sehr leichte
Uberlegung, daB notwendig
+1
— &=~ l+3(F—E 4 3 :;;IT(2 ».1n:r--T” )l(..‘? sin:rx;y')d;‘l
-1

sein mull; wenn wir also die symmetrischen Funktionen

K(z,8) =1 (-3 sinx®7),

2
KK(z,&§)=—1z—E|+ 1 (x—E)?
als Kerne auffassen, so ist der letztere derjenige Kel'n, dvr aus dem
ersteren durch zweifache Zusammensetzung entsteht. Der Kern K(z, &)
mufl mithin dieselben Ligenfunktionen besitzen, wie K K(x, §): dieselben
sind nach dem Obigen (5. 55)
sin mar, Cos mMaTL, (m=1,2,38 ...).

Die Eigenwerte von K (z, &) sind die Quadratwurzeln aus den Eigenwerten
des Kerns K K(x, &), d. h. da jener Kern definit ist, gleich den ganzen
positiven Vielfachen von z. Diese Eigenwerte sind zweifach; doch ist
der Kigenwert Null, zu dem die Konstante als Kigenfunktion gehért, noch
als einfacher Eigenwert hinzuzurechnen.

Die Formeln (28), (29) sind wegen ihrer fruchtbaren Anwendung auf
die Theorie der analytischen Funktionen von besonderer Wichtigkeit.!)

1) Vgl. 0. D. Kellogg, Zur Theorie der Integralgleichungen, Inauguraldisser-
tation Gottingen 1902, wo einige der in den Vorlesungen des Verfassers dargelegten
Anwendungen beriihrt werden.
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Wir haben oben die Greensche Funktion G (xy, &%) fiir den Differential-
ausdruck L*(u) konstruiert. Wenn aber die Gleichung I#(u) = 0 eine
zur Randbedingung Il gehirige Greensche Funktion besitzt, so folgt aus
Satz 18 unter Heranziehung einer fritheren Bemerkung (8. 64) auch die
Existenz der Greenschen Funktion G"(zy, &y) fiir den allgemeinen

Differentialausdruck
L(u) = L*(u) + qu.

Wir kommen endlich auf das zu Beginn dieses Kapitels in
Aussicht gestellte Problem zuriick.

Es sei fiir das Gebiet J der xy-Ebene die sich selbst adjungierte
Differentialgleichung L(u) = O vorgelegt; man soll dasjenige Integral
dieser Differentialgleichung finden, welches auf der Randkurve €' des
Gebietes JJ die Randbedingung

(32) 29 St du+h(s)=0

erfiillt, wo 1 den Parameter und A(s) eine gegebene Funktion der Bogen-
linge s auf der Randkurve €' bedeutet. G™(xry, £y) bezeichne wiederum
die zur Randbedingung II gehorige Greensche Funktion, so dall iiberall

auf der Randkurve €

oG (xy, &n) 0

L ‘
wird; alsdann gilt die Formel (18) und wegen (32) erhilt diese die
Gestalt
u(bfq) 5 /q[[){ri;) (Aulzy) + his) (rH(J,J, ;11) ] - a(, yds;
({) y==b(s)

diese Formel werde mit 1p (&%) multipliziert und in ihr &€ — a(6), y="0(0)
genommen. Setzen wir dann zur Abkiirzung

h/i”('-; 1”’!4'; Y] '.i)]-.:;!(”) o (]'?((ﬂ,

n="h(a)

1 : 7 e
27 [th."""yip(\‘-” 1) “"(:ﬂj’}, ‘E ?”-I::u(a}- Si=a(v) = K(S) g),

=4, n==bt(o)

i fl'p(wy)l/p( M) G @Y, E0), — o, <o b (5) ds = £(),

“5) y="b(s8), n==4(n)
so erhilt sie die einfache Gestalt

(33) 1(6) = (o) — 2 [ K(s, o) g (s) ds.
()

Da wegen des Symmetriegesetzes der Greenschen Funktion auech die
Funktion K (s, 6) in den Veriinderlichen s, ¢ symmetrisch wird, so er-
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kennen wir in der Gleichung (33) eine Integralgleichung zweiter Art, die
genau von derjenigen Gestalt ist, wie wir sie im ersten Abschnitt be-
handelt haben. Der Kern K(s, 6) dieser Integralgleichung ist in den
Variabeln s, ¢ stetig auller fir s =g, wo A{(s, ¢) wie der mit einer Kon-
stanten multiplizierte Logarithmus von |s — ¢| unendlich wird.

Wir bezeichnen die Eigenwerte A und Eigenfunktionen 3(s) der
Integralgleichung (33) auch als die Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen
der Randbedingung

o
= +du=0
fiir die Differentialgleichung L(u) = 0.

Da K(s, 6) nach der obigen Bemerkung (8. 75) ein abgeschlossener
und allgemeiner Kern ist, so folgen, wenn wir die oben (S. T4) gefundene
Auflosung der Integralgleichung erster Art (26) beriicksichtigen, aus den
Sitzen 3—7 des Abschnittes I eine Reihe von Tatsachen, unter denen der
Kiirze halber nur die folgende hervorgehoben werde:

Satz 25. Jede zweimal stetig differenzierbare Funktion auf der Rand-
fwrve ' ist in der Fourierschen Weise tn eine Reilie entwickelbar, die nach
den Ligenfunltionen der Randbedingung

au
5 +iu=0
fortschreitet; die Reihe Tonvergiert absolut und gleichmif3ig.

Aus den letzten Betrachtungen kann zugleich die Existenz einer zur
Randbedingung III gehiorigen Greenschen Funktion ' gefolgert werden.
Da wir oben unter der Annahme der Greenschen Funktion G' fiir die

Potentialgleichung ;;' g1 .iy;: = 0 die Existenz von G und G™ fiir den all-
gemeinen Differentialausdruck L(u) bewiesen haben,.so kimnen wir zu-
sammenfassend folgendes Resultat aussprechen:

Satz 26.  Fir einen Differentialausdruck L(w) gibt es stets die Green-
schen Funltionen G4, GY GY die zu den Randbedingungen bzw. 1, 11 111
gehiven, wobei besonderenfalls der Begriff der Greenschen IPunltion im er-
weiterten Sinne zu verstehen ist.

Um noch kurz das zugehorige Variationsproblem zu berithren, nehmen
wir an, es sei g eine innerhalb J nirgends positive Funktion; alsdann
wird das Integral

o) = f 1o () + (53)) vt}
)

gewill niemals negative Werte erhalten. Sollen wir nun diejenige Funk-
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tion # bestimmen, die D(u) zu einem Minimum macht, wihrend fiir die
Randwerte von w die Bedingung

ﬁm"ci’s =1

()
erfiillt ist, so fiithrt die Variationsrechnung auf die Differentialgleichung
L(u) = 0, wihrend am Rande die Gleichung

9% 4 Ju=0 (4 = konst.)

on
gelten muB. (Dirichletsches Variationsproblem.)
Setzen wir, wenn wu(xy) irgendeine Lisung der Differentialgleichung
L(u) = 0 bedeutet, zar Abkiirzung

w(s) = []/pt.rr;) gy m”:|

r:ﬂ(s),
y="0b(s)
so ist wegen Formel (17)
! o d )
|VP(§'E)”(E’?)IE=t:(~)=_ ILJ’(x"J')] p(En) GY(zy, En) 1!((-;:;?!] e ds
y="b{a) r=a(s), S=a(o)
lf-'} y= b() n=b(0)
=— [K(s, 0) o(s) ds.
(©)
Andererseits wird
ou
D) =— fuL(u)dJ_ ﬁm 5 ds
) ()

j (s,6)w(s)w(e)dsds.
[(5]

Hiernach geht das vorige Variationsproblem in folgende Aufgabe
iiber: man soll eine Funktion w(s) bestimmen, fiir welche das Integral
[ [K(s, 0)o(s)o(s)dsds

() ()

ein Minimum wird, wenn die Nebenbedingung
SUJE (s, 0)o(s)ds)*de = 1
© (©

erfiillt ist. (GauBsches Variationsproblem).

Die Formel (34) lehrt, daB bei unseren Annahmen der Kern K(s, o)
definit ist und daher die Eigenwerte siimtlich positiv ausfallen; wir be-
zeichnen die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des Kerns K(s, ¢) mit
AN, 2@, .. baw. 9(s), E(s), .

In ganz analoger Weise, wie in Kapitel VII (8. 57—58) ausgefithrt
wurde, erkennen wir nunmehr leicht, dafl

0(s) = A0pM(s)
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das gewiinschte Minimum liefert; mithin ist:

[Vaag)utay)le—giy = v

y=b

Eine interessante Anwendung findet unser Satz 25 zur Losung des
Problems der kleinen Schwingungen einer in einem (efiiBe befindlichen,
der Schwere unterworfenen Fliissigkeit.!) Hierbei handelt es sich um
die  Auffindung des Geschwindigkeitspotentiales /.  Dasselbe ist eine
Funktion des Ortes @, y und der Zeit ¢, die im Innern der Fliissigkeit
fiir alle Zeiten ¢ der Gleichung

LU | U
= ozt i ay* Y
an der festen Wand fiir alle ¢ der Bedingung
aut
an 0
und auf der Horizontalen y = O fiir alle ¢ der Gleichung
AL
oi* oy

geniigt, withrend fiir # = 0 die freie Oberfliche in der Horizontalen y = 0
liegen und daselbst die vertikale Geschwindigkeit (Ej; als Funktion von x
etwa = f(x) gegeben sein soll.
Der Ansatz
U= u cos (Yit)

liefert fiir die von ¢ unabhiingige Funktion x an der festen Wand die
Bedingung .

1t N

¥ )

an
und an der Horizontalen y = 0 die Bedingung

0% + Ju=0, (4= konst

5+ Au=0, (1=konst),
withrend im Inneren der Fliissigkeit iiberall 4u = 0 sein muB. In der
voranstehenden allgemeineren Entwicklung haben wir mithin p=1; ¢ =0
zu nehmen und das Randintegral nicht iiber die ganze Randkurve C,
sondern nur iiber die Horizontale y = 0 zu erstrecken. DBedentet also
G(zy, £y) die zur Randbedingung 11 gehirige Greensche Funktion fiir
das von der Gefillwand und der Horizontalen y = 0 begrenzte Gebiet, so
lantet der in Betracht kommende Kern

K(z,8) =, G"(x0, £0).

1) Vgl insbesondere Poincaré, Journ. de Math., 1896.
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Bezeichnen wir mit 10, 23, ... ¢vO(z), y&(z), ... die Eigenwerte bzw.
die Eigenfunktionen dieses Kerns und entwickeln wir die gegebene
Funktion f(z) nach diesen Eigenfunktionen, wie folgt

(@) = ¢90(2) + ey®(@) 4 - - -,
so wird das hydrodynamische Problem durch die Formeln
[i;j] g () eos (VANE) + ¢, @(x) cos (Y1®E) + - - -
[Uly=0= 425 cos (Va02) + %@ cos (a8) 4 - - -
gelost.
Die Ausdehnung unserer Untersuchungsmethode auf mehr als zwei
Veriinderliche bietet keine prinzipielle Schwierigkeit.

Dritter Abschuitt.
Anwendungen auf Probleme der Funktionentheorie.

Zehntes Kapitel.

Riemanns Probleme in der Theorie der Funktionen
einer komplexen Verdnderlichen.

Riemann hat in seiner Inauguraldissertation (Abschnitt 19) die all-
gemeine Aufgabe gestellt, Funktionen einer komplexen Verinderlichen
innerhalb eines von einer gegebenen Randkurve begrenzten (ebietes der
komplexen Ebene zu bestimmen, wenn zwischen den Real- und Imaginiir-
teilen der Funktionen auf jener Randkurve Relationen gelten sollen, deren
Koeffizienten auf der Randkurve sich stetig findernde gegebene Funktionen
sind. Die Theorie der Integralgleichungen bietet die Mittel zur Losung
dieser Riemannschen Fragestellung fiir den Fall, dal die auf der Rand-
kurve gegebenen Relationen lineare sind.')

Die Methode der Integralgleichungen ist auch auf weit allgemeinere
Probleme anwendbar; sie fiilhrt insbesondere nicht nur zum Ziele, wenn
fiir die Werte der gesuchten Funktionen selbst auf der Randkurve lineare
homogene oder inhomogene Relationen vorgeschrieben sind, sondern auch,
wenn noch die Ableitungen erster oder hoherer Ordnung der gesuchten

1) Man vgl. einen Vortrag des Verfassers ,Uber eine Anwendung der Integral-
gleichungen auf ein Problem der Funktionentheorte. Verhandlungen des III. Inter-
nationalen Mathematiker-Kongresses Heidelberg 1904*, sowie die Dissertationen von
Kellogg und Haseman, Gittingen 1902 u. 1907; vgl. auch den Auszug aus der Disser-
tation von Haseman: Math. Ann, Bd. 66.

Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 6
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Funktionen mit den Funktionswerten auf der Randkurve in linearer Weise
verkniipft auftreten. Durech Behandlung solcher Aufgaben wird, wie mir
scheint, der Theorie der Funktionen einer komplexen Variabeln ein neues
dankbares Kapitel hinzugefiigt.

Die in dem oben zitierten Vortrage zur Erliuterung der Methode
gewiihlte Aufgahe ist freilich wegen ihrer hesonderen Finfachheit auch
ohne dieses Hilfsmittel losbar, und zwar, indem man zweimal die ge-
wohnliche Randwertaufgabe aus der Theorie des logarithmischen Potentials
anwendet.

Das dort behandelte Problem besteht darin, innerhalb einer ge-
schlossenen Kurve ' mit stetig sich fndernder Tangente und von der
Gesamtbogenlinge ¢ eine reguliir analytische Funktion der komplexen
Veriinderlichen z =z + iy

f(2) = u(zy) + iv(zy)
zu finden, deren Real- und Imaginirteil w(s) bzw. »(s) auf C der linearen
Relation
a(s)u(s) + b(s)v(s) +e(s) =0
geniigen; dabei sind a(s), b(s), ¢(s) als stetig differenzierbare Funktionen
der Bogenlinge s mit der Periode I — die ersteren beiden «a(s), b(s) ohne
gemeinsame Nullstelle — gegeben.!)

Iech will nun kurz zeigen, wie mun eine dieser Aufgabe geniigende
Funktion findet, die innerhalb €' (nicht notwendig auf C) den Charakter
einer ganzen Funktion besitzt. Zu dem Zwecke bezeichne ich mit 2nim
die f&uderung, die I(a(s) +z'b(s)) heim positiven Umlauf lings der ge-
schlossenen Kurve O erfithrt. Durch den Imaginiirteil von [(a(s) + ib(s)),
d. h. durch einen Zweig des Ausdruckes
(1) arctg :g,
wird dann eine reelle Funktion auf € dargestellt, die von s stetig ab-
hiingt mit Ausnahme ecines Punktes, etwa des Punktes s =0, wo ein
Sprung ihrer Werte um 2n=z stattfindet.

Mittelst der bekannten Randwertaufgabe in der Theorie des logarith-

1) Aus dem oben zitierten Heidelberger Vortrage geht unmittelbar nur hervor,
daB tberhaupt eine der Aufgabe geniigende Funktion vom Charakter einer rationalen
Funktion existiert. Es ist jedoch leicht mdglich, durch eine geringe Modifikation des
dort angegebenen Verfahrens die etwa innerhalb €' auftretenden Pole auf die Kuive €
selbst zu verlegen. KEbenso leicht kann man i{ibrigens, indem man den Begriff des
Cauchyschen Index heranzieht oder wie hier weiterhin im Text verfithrt, feststellen,
wann eine Funktion der Aufgabe geniigt, die iiberall innerhalb und auf dem Rande
von (' den Charakter einer ganzen Funktion hat, und wie grob die Mannigfaltigkeit
solcher Lisungen ist. l
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mischen Potentials bestimme man nun eine analytische Funktion F(z),
die sich innerhalb der Kurve ' wie eine ganze Funktion verhiilt und
deren Imaginirteil die Randwerte (1) besitzt. Wird dann

G(2) = eF&) = U(xy) + i V(xy)
U(s) +iV(s)

die Randwerte dieser Funktion (i(z) bezeichnen, so erkennen wir auf der
Kurve €' die Ubereinstimmung der Imaginiirteile von
LU +4Vi) und (as) + 106),
d. h. es ist auf der Kurve C
a(s) V(s)—b(s)U(s) = 0.

Endlich konstruieren wir eine analytische Funktion f*(z), die inner-
halb C den Charakter einer ganzen Funktion hat und deren Realteil
auf C die Randwerte

gesetzt, wihrend

) c(s) Uls) o es)Vis)
a(s)(U*s + VE@s) bs)(Us) + Vi)

() = G(2)f*(2)
eine analytische Funktion, die das vorgelegte Prohlem lost.

Die gefundene I'unktion f(z) hat innerhalb € den Charakter einer
ganzen Funktion; sie besitzt jedoch, wenn » negativ ausfillt, auf C im
Punkte s = 0 einen Pol — 2xnter Ordnung.

besitzt; dann ist

Wir wenden uns nunmehr zu einer Aufgabe, welche als eine der
einfachsten Aufgaben in der Theorie der Funktionen einer komplexen Ver-
inderlichen im Sinne der Riemannschen Fragestellung angesehen werden
kann: es ist dies die Aufgabe, eine auBlerhalb der geschlossenen Kurve C
reguliir analytische Funktion f,(#) und eine innerhalb ' regulir analy-
tische bzw. sich wie eine rationale Funktion verhaltende Funktion f;(2)
zu finden, so daf die Randwerte beider Funktionen auf der Kurve
selbst in einem gegebenen komplexen Verhiiltnis stehen, d. h. daB

fa(8) = €(8)f(5)
wird, wo in dem komplexen Ausdrucke
c(s) = a(s) + ib(s)
Real- und Imaginirteil a(s), b(s) als zweimal stetig differenzierbare
Funktionen der Bogenlinge s — ohne gemeinsame Nullstelle — gegeben
sind. Die Kurve (' werde der Einfachheit halber analytisch vorausgesetzt.

Um diese Aufgabe zu lisen, konstruieren wir zunichst eine Green-

sche Funktion G (zy, £y) von folgender Art: sie soll in bezug auf zy

innerhalb (' iiberall der Gleichung
L‘I*
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2*°G; | 0°Gj
aa:E + d:’[“ — 0

geniigen, ferner an der innerhalb € gelegenen Stelle £y logarithmisch

unendlich werden derart, daf bei dem Ansatze

(2) .'IJJ, g’?) 10" 1/(“'9 o “) + (J o 1[)2 = A(x% gﬂ)
die F unktlon A(xy, £x) regulir analytisch in 2, y, & % ausfillt, und end-
lich soll die in Richtung der inneren Normalen genommene Ableitung
von Gj(xy, £n) auf C einen von s unabhiingigen Wert x besitzen. Lassen
wir den Punkt 2y bzw. die Punkte 2y und &% in die Randpunkte s bzw. s
und 6 wandern, so mégen die betreffenden Werte der Greenschen Funktion mit
Y le £ Y e
bezeichnet werden. Gyl En) baw. Gyls, o)
Wenn u,(zy) irgendeine innerhalb ' der Gleichung
2wy | 0uy

At =0

™ L A . Cuj . . . s
geniigende stetige IPunktion, P’;' ihre in Richtung der inneren Normalen

genommene Ableitung auf € und wu,(s) ihre Randwerte auf ' bezeichnen,
so liefert die Greensche Formel in bekannter Weise:

I !
*
s 5 1 » O uj % i
o £,y 0% 4 o
(3) u;(En) = Qﬂ-[(}j{s, En) o ds + Qx,[“-f(s)d'b’
1] 0
wo [ die Gesamtlinge von C bedeutit. Fiir u;=1 folgt hieraus
2x
*’ = 1 .

Nunmehr sei v (wy) eine zu u;(xy) konjugierte Potentialfunktion,

0; dab uj(;‘:‘y) -+ ir}.(.x‘y)
eine innerhalb (! reguliire analytische Funktion der komplexen Variabeln z
bedeutet. Bezeichnet »(s) deren Randwerte, so ist
ouj __dwj(s)
én ds
Mit Riicksicht hierauf entsteht aus der Gleichung (3), wenn wir den

Punkt £y in den Randpunkt ¢ wandern lassen:

i L
PN v i dvj 1
u;(6) = + %J G,(s, a) 5 ds + T,f“f(s)ds
] 0

oder bei Vertauschung von s, G:

o v;

(4) (s) = + 2”/ G,(s,5) " do+ }]'ﬂj(a‘; do.
0
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Aus (2) entnehmen wir?')
. I . =,
G,(6,5) = — 2log _ sin 1; (6—38) + A*(q, ),

wo A*(a, s) eine regulire analytische Funktion von 6, s ist. Demnach wird
- é(iila,s) 7 ] ed* (6 s)
5) 8\6 =2 cotg5 (s—0) +-

Unter Anwendung der Formel fiir die Produkt-mtegration nimmt (4)
die Gestalt an:

1
v 86 (6,5 : i
(6) u;(s) = — ?ﬁf ;;ﬁ ) v,(6)de + TJ u,(o)de,
0 0
wo fiir das erste Integral rechter Hand sein Cauchyscher Hauptwert zu
nohmen ist; derselbe existiert gewiB stets dann, wenn v,(6) eine stetig
differenzierbare Funktion von ¢ ist.

Die eben gefundene Formel (6) gilt, wenn u,(s) + iv,(s) die Rand-
werte auf C irgendeiner Funktion der komplexen Verinderlichen #

f;(8) = u;(z, y) + iv,(zy)

sind, die innerhalb € den Charakter einer ganzen Funktion hat. Wenden
wir diese Formel auf die Funktion if;(2) an, so entsteht:

0 B =+ PG‘“ D w,(0) do + T /v(c do,
U
wo wieder fiir das erste Integral rechter Hand dE‘l Cauchysche Hauptwert
zu nehmen ist.
Ist also der Realteil u,(s) einer innerhalb C reguliren Funktion auf
C bekannt, so findet man die Randwerte des Imaginirteiles v,(s) durch

die Formel
1

(7% 0(6) = o [75ED 4 () da,
;

wobei iiber die additive Konstante in v,(s) alsdann derart verfiigt ist, dab

i

Ia-j(a)da =10
o

ausfillt. Ist andererseits der Imaginiirteil v,(s) einer innerhalb €' reguliren
Funktion auf C bekannt, so findet man die Randwerte des Realteiles u,(s)
durch die Formel

1) Vgl. E. E. Levi, Nachr, der Kgl. Ges. der Wiss., zu Gottingen 1908, S. 249.
In meiner urspriinglichen Verdffentlichung war im folgenden irrtiimlich der Faktor 2
weggeblieben.
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06

(=) u () = — g [ 140 0 (0)do,
0

wobei iiber die additive Konstante in u,(s) alsdann derart verfiigt ist, daB
4

‘[uj(a')dﬁ =0

0
ausfiillt.

Wir fithren nunmehr, wenn W(s) irgendeinen komplexen Ausdruck
auf C bedeutet, die Abkiirzung ein:

[

. 1 0 Gi(a,
MW= - f 26169 W (6)ds.
0
Die Formeln (6) und (7) lassen sich dann in die folgende zusammen-

fassen

£, = 15, + + [ £ (0)do,

wobei
15(8) = w,(s) + i,(s)
gesetzt ist. Hiernach stellt also das Integral
M. f,
wiederum wesentlich die Funktion f,(s) dar, diese nur um eine komplexe
Konstante derart vermehrt, daB das iiber die Kurve C erstreckte Integral
verschwindet. Man sieht auch zugleich, dal diese letztere Dar-
stellung eine hinreichende Bedingung dafiir ist, daB der kom-
plexe Ausdruck
f;(s) - uj(s) o i”j(s)
den Randwerten einer innerhalb C reguldren Funktion der
komplexen Veriinderlichen gleich ist.
Endlich gilt die Tatsache, daB, wenn e (s) einen willkiirlichen kom-
plexen Ausdruck auf C bedeutet, der Ausdruck
w + Maw
stets die Randwerte einer innerhalb C reguliren Funktion der
komplexen Variabeln darstellt. Wir erkennen dies, indem wir fiir
w(s) erst einen reellen und dann einen rein imaginiren Ausdruck nehmen
und jedesmal bzw. (7%), (7%¥) anwenden.
Nunmehr konstruieren wir eine Greensche Funktion G (zy, £%) von
folgender Art: sie soll in bezug auf z, y auBerhalb C iiberall der Gleichung
G, | 2°G,
dat T oy =0
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geniigen, ferner an der auBerhalb C gelegenen Stelle &% logarithmisch
unendlich werden, derart daB bei dem Ansatze
G, (zy, &n) = — log | V(@ — &)+ (y — n)* |+ B(y, &)
die Funktion B(zy, £7) regulir analytisch in a, y, £, % ausfillt, und end-
lich sollen die in Richtung der #HuBeren Normalen genommenen Ab-
leitungen von G, (zy, £n) auf C einen von s unabhiingigen Wert 1 besitzen.
Lassen wir den Punkt zy bzw. die Punkte 2y und £ in die Randpunkte s
bzw. s und ¢ wandern, so migen die betreffenden Werte der Greenschen
Funktion mit
G, (s, £1) bow. G (s, @)
hezeichnet werden.
Wenn u,(zy) irgendeine auBlerhalb C der Gleichung
3 tca o*u,
+ 5y — 0
crenﬁgende stetige (auch im TUnendlichen endlich bleibende) Funktion,
5.¢ ihre in Richtung der iiufieren Normalen genommenen Ableitungen

auf C und w,(s) ihre Randwerte auf C bezeichnen, so erhalten wir in

bekannter Weise
I

i
. i [ £ * .
(8) u,(§m) = — -2-;5'] G, (s,En) i‘;" ds + %./ua(s)ds.
0 0

Nunmehr sei »,(zy) eine zu u,(2y) konjugierte Potentialfunktion,
so dafl
Uy (2Y) + v, (2y)
eine auflerhalb C regulire Funktion der komplexen Veriinderlichen # be-
deutet. Bezeichnet v,(s) die Randwerte von v (zy), so ist
du, _ du,ls)
dn —  ds ?
und mit Riicksicht hierauf folgt aus (8)

]

9) U, (8) = —3 / (g, ) d?’“'“—)dti-l— fu“(u‘)dﬁ.

Setzen wir

G, (0,5) = — 2 log | E

- sin % (6 —s) ’ + B*(a, s),

wo B¥(s, s) eine stetig differenzierbare Funktion von o, s ist, so wird
(10) 0G4(5,9) cB (6 s)

da

=2 cotcr——(s—ﬁ)—{-

Die Formel (9) transformieren wir in die Gestalt
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i
(11) u,(s) = fﬁ 65(" 1) v,(6)do + ‘1, ]rr-“(ciflo‘
0 (T

und fiigen dieser die entsprechende Formel fiir ua(s) hinzu:

(12) 0(8) = — oo [ws‘“ ' (o) de + fa(o‘)dcs
;

In den beiden letzten Formeln sind fiir die ersten Integrale rechter Hand
die Cauchyschen Hauptwerte zu nehmen.
Wir fithren nunmelr, wenn W(s) irgendeinen komplexen Ausdruck
auf C bedeutet, die Abkiirzung ein:
4

MW — _)s_ (Gu(6.5) (0)ds.
2x, G
0

Die beiden Formeln (11) und (12) lassen sich dann in die folgende zu-
sammentassen

!
fs) = — Mof 4+ [1(0)as,
wobei ‘ ’
fa(8) = 1,(5) +10,(5)
gesetzt ist. Hiernach stellt also das Integral
—m,f,
wiederum wesentlich die Funktion f,(s) dar, diese nur um eine komplexe
Konstante derart vermehrt, daf das iiber die Kurve O erstreckte Integral
verschwindet. Man sieht auch zugleich, daB diese Darstellung eine
hinreichende Bedingung dafiir ist, dall der komplexe Ausdruck
[.(8) = w,(s) + iv,(s)
den Randwerten einer auBerhalb C reguliren Funktion der
komplexen Veriinderlichen gleich ist.
Endlich erkennen wir noch, dafi, wenn w(s) einen willkiirlichen .
komplexen Ausdruck auf € bedeutet, der Ausdruck
w— M, w
stets die Randwerte einer auBlerhalb ¢ reguliren Funktion der
komplexen Veriinderlichen darstellf.
Wegen (5) und (10) ist fiir jeden komplexen Ausdruck W identisch

i
(13) M, W =M, W + [D(s,s) W(s)ds,
1]

wo D(6,s) eine reguliir analytische Funktion der reellen Variabeln o, s
mit rein imaginiren Werten bedeutet.
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Nunmehr kehren wir zu unserer Anfgabe zuriick, die Funktionen
f.(2),f;(2) zu finden derart, daB ihre Randwerte auf C die Relation
(14) fa(8) = €(8)15(s)
erfiilllen. Wir setzen — unter Fortlassung des Argumentes s —
Fo= o+ Mf,
Fj:_f:;+ ﬂfjf;"f“'}"’
wo y eine noch zu bestimmende Konstante hedeutet, und ferner

(15)

(16) ¢(0) = ¢(s) + ¢(q, s) sin 7 (s — 0),

wo ¢(6, s) eine komplexe Funktion bedeutet, die wegen der angenommenen
zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von ¢(s) gewiB einmal stetig
differenzierbar nach s, ¢ wird.

Wenden wir nun auf (14) die Operation M, an, so entsteht mit
Riicksicht auf (13) die Gleichung

M,f, = My(ef;) + D (o, $)e (o)1 (o) do,
0
und hieraus entnehmen wir wegen (16)
i
(IT) Mllf;l- — C(,Q) “”;nf; +'I'E(6! S,\f:i(d)d(j?
0

wo [(6,s) eine stetig differenzierbare Funktion von ¢, s wird.
Multiplizieren wir die zweite der Gleichungen (15) mit — ¢(s) und
addieren sie zar ersten, so folgt mit Riicksicht auf (17) und (14)
i
| F, = F,=f,+ of, + | E(s, 9)f,(0)do — ¢y
o
(18) :
_s)c’.,)[ r [E(_G,S) -f—G fﬁ— ap
- L"’ l/; +._ EU(S} f_, )0 ;'}'
0

1o |~

Da ¢(s) unserer Annahme zufolge nirgends verschwindet, so stellt

(19) K(6,s) = — "_j}j{j’

eine stetig differenzierbare Funktion von 0,5 dar. Wir betrachten die
Integralgleichung zweiter Art mit dem komplexen Kern K(g, s)

(20) L —f— | Ko, 9)f(0)ds;
0

auf dieselbe sind die Fredholmschen Formeln in gleicher Weise anwend-
bar, wie wenn der Kern eine reelle Funktion von 6, s wiire, und wir
schlieBen hieraus, daB diese Integralgleichung gewil eine Losung
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f3(s) = u;(s) + iv,(s)

besitzen muf}, und zwar entweder, indem wir die Konstante » von Null
verschieden setzen oder — falls gerade 1 eine Wurzel der transzendenten
zu jener Integralgleichung zweiter Art gehdrigen Gleichung, d. h. ein
Eigenwert fiir den Kern K(6,s) wird — indem wir fiir die Konstante p
den Wert Null setzen. Aus der Tatsache, daB der Kern der Integral-
gleichung stetig differenzierbar ist, folgt —, wie leicht zu erkennen ist —
daBl gewil auch die Losung der Integralgleichung d. h. die Funktionen
u,(s), v;(s) stetig differenzierbare Funktionen sind.

Nunmehr bilden wir aus f;(s) nach (14) den Ausdruck f,(s) und
alsdann nach (15) die Ausdriicke F7,(s), F';(s). Ergeben sich diese beiden
Ausdriicke 7”,(s), I';(s) identisch gleich Null, so zeigen die vorhin ge-
fundenen Resultate (vgl. S. 86 und 5. 88), daB die Ausdriicke f, bzw. f; die
Randwerte einer aufBlerhalb bzw. innerhalb € reguliren Funktion der
komplexen Veriinderlichen darstellen; unsere Aufgabe ist mithin in diesem
Falle gelst.

Ergeben sich nicht beide Ausdriicke F),(s), F;(s) identisch gleich
Null, so betrachten wir die zu f; bzw. f, konjugiert komplexen Aus-
driicke f, bzw. f,. Nach den oben gefundenen Resultaten (vgl. S. 86 und
S. 88) stellen fiir beliebige w die Ausdriicke

w + M;w bzw. w — M, w

stets Randwerte gewisser innerhalb bzw. auflerhalb C regulir analytischer
Funktionen dar. Nehmen wir fiir w die komplexen Ausdriicke £, baw. Fas
so erkennen wir hieraus, daf gewil die zu I, bzw. F, konjugiert kom-
plexen Ausdriicke F'; baw. F', Randwerte gewisser innerhalb bzw. auBer-
halb €' reguliir analytischer Funktionen g,(z) bzw. g,(2) sind. Da anderer-
seits unter Vermittlung von (19), (20) aus (18)

P, —oFj=0,

d. h. wenn ¢ den zu ¢ konjugiert komplexen Ausdruck bedeutet,

F,=tF,

folgt, so sind g,(2), g,(#) analytische Funktionen der komplexen Variabeln,
die die Bedingungen unserer Aufgabe erfiillen, wenn wir in der fiir den
Rand vorgeschriebenen Relation an Stelle von ¢(s) den konjugiert imagi-
niren Ausdruck ¢(s) setzen, d. h. unsere Aufgabe ist alsdann bei dieser
Modifikation lisbar.

Zusammenfassend sprechen wir das Resultat aus:

Satz 27, Wenn e(s) ein  gegebener  Eomplexer Ausdruck auf der
Kurve C ist, so gibt ¢s entweder ein Paar von Funktionen f,(2), f,(2), von
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denen die erste inmerhalb, dic ziweite awflerhalb der Kurve € requlir
analytisch ist, deren Randwerte auf C stetig sind und die Relation

fo(5) = €($)f;(s)
erfiillen, oder ein Funktionenpaar g,(2), g,(z) von demselben. Charakter, deren
Randwerte auf C stetig sind und die Relation
0.5) = £(9)g,(s)
erfiillen.

Um zu entscheiden, welcher von beiden Fillen eintritt, bedenken wir,
daB die Anderung, die logf,(s) bzw. log f;(s), beim positiven Umlauf
entlang der Kurve O erfiihrt, gleich — 24xn, baw. 2izn, ist, wo n,, n; die
Anzahl der Nullstellen der Funktionen f,(z) bzw. f;(z) bezeichnen. Dem-
nach ist — 2ix(n, 4+ n;) gleich der Anderung, die

fa(s)
. 108
beim Umlauf im positiven Sinne erfithrt, und es wird demnach der erste
Fall eintreten, wenn die Anderung von log ¢(s) beim Umlauf im positiven
Sinne entlang C negativ ausfiillt, dagegen tritt der zweite Fall ein, wenn
jene Anderung positiv ausfillt.

Ist insbesondere jene Anderung von log ¢(s) gleich Null, so existiert
sowohl ein Paar auBlerhalb bzw. innerhalb €' holomorpher Funktionen
f.(2),f;(2), die die Relation
(21) fu(s) = e()f;(5)
erfiillen, als auch ein Funktionenpaar g,(2), 7,(¢) von diesem Charakter
mit der Relation
(22) 9.(s) = €(8)g,(s)-

Um dies einzusehen, bedenken wir, dall nach dem vorhin bewiesenen

Satze jedenfalls ein Funktionenpaar F,(z), I';(z) existieren muB, das die
Relation

= log ¢(s)

F,(s) =c(s)e(s) Fy(s)
erfiillt, da ja e(s)é(s) mit dem konjugierten Ausdrucke iibereinstimmt.
Ist nun etwa die Gleichung (21) lgsbar, so ist wegen unserer Annahme
iiber ¢(s) notwendig die Anzahl n, + n; =0, d. h. f,(2), f;(z) besitzen
keine Nullstellen, und folglich sind
Fo( Fi(2)
9.(2) = ,"”, 9,(8) = 2

,,.(Z) o f;[;)
ebenfalls reguliir analytische Funktionen; dieselben befriedigen die

Relation (22).

Die Funktionenpaare f,(), f;(#) und 9,.(2), gj(z) sind, wie man iiber-
dies sofort sieht, im eben betrachteten besonderen Falle bis auf je einen
konstanten Faktor eindeutig bestimmt.
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Die gleiche Uberlegung dient zum Nachweise, daB es stets bei be-
liebig gegebenem ¢(s) ein Paar von Funktionen f,(2), f;(z) gibt, von denen
die erste auBerhalb € die zweite innerhalb ' den Charakter einer ratio-
nalen Funktion hat, withrend auf €' die Relation

| £, = (9
erfiillt ist.

Wenn y(s) = log ¢(s) eine eindeutige Funktion von s wird, so ge-
langen wir dorch Logarithmierung zu der Aufgabe, ein Paar von Funk-
tionen £, (2), f;(2) zu finden, von denen die erstere auflerhalb C, die letztere
mmnerhalb (' reguliir analytisch ist und fiir die die Differenz ihrer Randwerte
auf € einem gegebenen komplexen Ausdrucke p(s) gleich wird. Wie wir
sehen, hat diese Aufgabe stets eine Losung. Im Falle die Kurve € ein
Kreis ist, liBt sich die Lisung auch durch die Entwicklung von y(s)
in eine trigonometrische Reihe ableiten.

Es bedarl endlich noch der Umstand einer nitheren Untersuchung,
daB die Funktion e¢(s) an einer endlichen Anzahl von Stellen eine Unter-
brechung ihrer Stetigkeit aufweist.

Wir fassen zuniichst einen Punkt der Kurve C ins Auge; derselbe
sel der Koordinatenanfang und zugleich der Anfangspunkt fiir die Ab-
messung der Bogenlinge s. Da die Kurve ' keine Ecke besitzt, so er-
halten wir die Punkte auf €' in der Umgebung des Koordinatenanfangs
fiir geniigend kleine positive oder negative Werte von s durch die Formel
(23) 2(8) = Cis + Co8* + C58* + - - -
dargestellt, wo rechter Hand eine Potenzreihe steht, deren erster Koeffi-
zient C; von Null verschieden ausfillt.

Alsdann handelt es sich zuniichst darum, irgendeine innerhalb C
nirgends verschwindende, regulir analytische Funktion f*(#z) und irgend-
eine aullerhalb ¢ nirgends verschwindende, reguliir analytische Funktion
1.¥(2) zu bestimmen, so daB der Quotient der Randwerte dieser beiden
Hilfsfunktionen auf

; (s
26 =56
i der Umgebung von z =0 den folgenden Bedingungen geniigt: Q.(s)
goll fiir geniigend kleine positive s durch eine nach Potenzen von s fort-
schreitende Reihe L (s) und fiir geniigend kleine negative s durch eine
andere nach Potenzen von s fortschreitende Reihe £_(s) darstellbar sein
derart, dall der Quotient dieser beiden Potenzreihen die Kongruenz

.0 .
(24) ot =g+ @8 + @ ()
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erfiillt; dabei sind g,, ¢,, ¢, gegebene komplexe Konstante, g, =0, und
diese Kongruenz bedeutet, dafl
D)
2_(s)
eine durch s* teilbare Potenzreilhe werden soll.
Um die Bestimmung solcher Funktionen f*(2), f,*(z) zu ermdglichen,
betrachten wir die Funktion

(%0 + 0,8 + ¢:5%)

®;(2) = log (2)
innerhalb der Kurve C; die Werte derselben in der Umgebung von z =0
auf C stellen sich, wie folgt, dar:

D) = — ix + 1) + Ty + s + Lty (53 0),
= =)+ S+ s+ hs*+ -1, (s<0),
wo I(s), I(—s) die reellen Logarithmen und J,, .J,, J,, ... gewisse

komplexe Koeffizienten bedeuten. Ferner betrachten wir auBerhalb der
Kurve (! die Funktion

Pu(2) = log (;—),

: —pj
wo p; einen innerhalb (' gelegenen Punkt bedeutet; die Werte dieser
Funktion in der Umgebung von z = 0 auf (' stellen sich, wie folgt, dar:

g (8)=ix+1(s)+ Ay + A;s+ Ays* + - -+, (s> 0),
= U—8)+4,+ 45+ 4,5+, (s5<0),
wo I(s), I(—s) wiederum die reellen Logarithmen und A4, A4,, 4,, ...
gewisse komplexe Koeffizienten bedeuten.
Nunmehr bestimmen wir die ganze rationale Funktion K (z) vom
zweiten Grade in der komplexen Veriinderlichen z derart, daB vermdoge (23)

oK K,(z9)) __ 1 4. By £aE

(‘20) r';Zl'.s'?-— pi)? = ix [(QD o NS -+ VER )J (s7)

wird, und ferner die ganze rationale Funktion K (z) zweiten Grades in
der komplexen Veriinderlichen z derart, daBl vermdge (23)

05 \ 1 _ o /.
(26) Ky(e) = 5 1t + 45 + 55 ()
wird.
Setzen wir nunmehr
f‘;i:(a‘) — eﬁ}-(:]ﬂ(:),

Xald P s)
f.5(e) = demm "0,
so erfilllen diese Funktionen der komplexen Veriinderlichen z alle ver-

langten Bedingungen. In der Tat haben wir auf € in der Umgebung
von ¢ =0
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Pa(8) — 9;(5) = 2im+ (Ao — o) 4+ (Ay = J)5 4 (Ay— ) 8+ -+ (s> 0)
= (Ao— Jo) + (A — Jp) s + (dy — Iy) s*+-+- (s < 0);
folglich gilt mit Riicksicht auf (25) und (26) auch die Kongruenz (24).

Die gefundenen Funktionen f*(2), /¥ (#) sind, wie man sieht, auch
auf der Kurve C, vom Punkte s = O abgesehen, regulir analytisch.

Es sei nun in dem vorgelegten, oben behandelten Problem ¢(s) ein
komplexer Ausdruck, der an einer Stelle, etwa fiir s =0, eine Unter-
brechung seiner Stetigkeit bzw. stetigen Differenzierbarkeit erleidet derart,
daB die Darstellung der Werte von ¢(s) in der Umgebung von s =0
durch zwei voneinander verschiedene Potenzreihen $PB,(s) und B_(s) be-
wirkt wird, je nachdem s > 0 oder s < 0 ist. Alsdann bestimmen wir drei
Konstante ¢,, ¢,, ¢, aus der Kongruenz

(27) G+ @5 + 15" = 3::* f(‘:ﬂ
und bilden dann in der eben angegebenen Weise zu diesen Konstan_ten’
@os 41, o die analytischen Funktionen /,%(2), f;*(2), so daB deren Rand-
wertquotient Q.(s) die Kongruenz (24) erfiillt und folglich mit Riicksicht
auf (27) auch

R.6) __ B

D_(s) 7 B
oder
P_is) __ P
) Q_(s) '51(-*‘}
wird. Setzen wir
c(8)
C) = g2

so lehrt (28), daB C(s) auch fir s =0 zweimal stetig differenzierbar
wird; mithin ist nach dem Fritheren das Problem, eine innerhalb und
eine auBerhalb der Kurve € reguliire Funktion F,(z) bzw. Fj(z) mit der
Randbedingung

F,(s) = C(&) Fy(s)
zu finden, lsbar; wegen

f465) = DEFE)
erfiilllen die Funktionen

f.(2) = F (OfF (@), fi(2) = F,()f*(2)

die Randbedingung

fu(8) = e(s)f;(s)
und lisen daher unser vorgelegtes Problem.

Die Aufgabe, die wir nunmehr in Angriff nehmen, besteht darin,
zwel aullerhalb der geschlossenen Kurve € regulir analytische Funktionen
f.(2), f./(z) und zwei innerhalb (' regulir analytische bzw. sich wie
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rationale Funktionen verhaltende Funktionen f;(2), f;(¢) zu finden, so daB
die Randwerte dieser beiden Funktionenpaare auf der Kurve C selbst eine
gegebene lineare Transformation mit komplexen Koeffizienten erfahren,

d. h. daB :
(2(]) I fa(s) :(-'1(|“')fj{3) + 02(8)/; (S)!
UF ) =6 (5)1() + ¢ (5)1 (5)
wird, wo ¢,(s), &(s), ¢'(s), ¢'(s) gegebene komplexe, zweimal stetig
differenzierbare Ausdriicke in s sind, deren Determinante
¢ (8)e'(s) — ¢y(s)6,(8)
fiir alle s von Null verschieden bleibt. Die Kurve C' werde der Einfach-
heit halber wiederum analytisch vorausgesetat.
Zur Losung der Aufgabe setzen wir, indem wir der Kiirze halber
das Argument s fortlassen:
(-‘0) Iﬂm i fa - :lfuﬁu j'ﬂﬂl - fa’ -+ 'El{af(;
Fy=—fi+Mfi+y, Fj=—f+MUf}

wo y eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet, und ferner

¢,(6) = ¢,(s) + ¢ (g, s) sin I (s — @),

¢y(6) = ¢5(5) + ¢4(0, s) sin ’: (s — @),
(31)

¢/ (6) =¢,/(8) + ¢/ (6,9) sin T (s — o),

¢)'(6) = ¢, (s) + ¢’ (o, 5) sin l; (s — o),

wo nun die Funktionen ¢ (g, s), ¢(q,s), ¢,'(q,s), ¢,'(g,s) gewiB fir alle
Argumente 6, s einmal stetig differenzierbar nach diesen Argumenten sind.

Wenden wir auf (29), indem wir uns die Randwerte [, [,/ /; als
stetig differenzierbare Funktionen von s denken, die Operation M, an,
so entsteht mit Riicksicht auf (13) und (31)

{
l M, f,=e, M;f; + ¢, MLf; -{—‘]'(.lz‘l (6, 5)f;(0) + E, (6, 9)f; (0))do,
(32) !

)
M, f,) =/ M;f;+ ¢ Mf/ -+~J'(El’{6, $)f;0) + Ey(6,9)f; (@)dg,
0

wo FE (a,s), By(g,s), E,(o,s), I,(6,s) stetig differenzierbare Funktionen
von 6, s sind und das Argument s wiederum der Kiirze halber weg-
gelassen worden ist.

Multiplizieren wir die in der unteren Zeile von (30) stehenden zwei
Gleichungen einmal mit — ¢,, — ¢, und ein anderes Mal mit — ¢, — ¢’
und addieren sie das erste Mal zu der ersten und. das zweite Mal zu der
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zweiten der dariiber stehenden Gleichungen, so ergibt sich mit Riicksicht
auf (32)

3

{
F,— ¢ F,— . F/ =f,+f;+af, +[(E,(6,35)f;(6) + Ey (0,9 (@) ds—e,7,
0

1
_If'a'—-—cler— r_'.‘,’Fj'= fote'fi+ cz’fj’—l-f(El’(s, 8$)f;(6) + By (6, s)fj'(o))defcl’y,
Q
und mit Hilfe von (29)

1
F,— o, F,— ¢, F/ = 2(e,f; + &:f;) + [(E, (6, 8)f;(6) + Es(0,9)f; (9))d6—e, y,
(33) !

a

}
F/—&/F;—e'F)=2(c¢, T+ &)+ f (' (6,9)1;(0) + Ey'(0)f} (6, ) d6—c"p
[i]

Setzen wir die rechten Seiten dieser beiden letzten Formeln gleich
Null, so erhalten wir durch Kombination der so entstehenden Gleichungen
— da ja die Determinante ¢ ¢,"— e,¢,” unserer Annahme zufolge fiir
keinen Wert von s verschwindet — Gleichungen von der Form

i

’ % =f;— J (K, (0, 9)f;6) + K. (g, 9)f; (@)do,
(34) o
| 0 =f/— | (K(e,9)f;(0) + K, (0,5 (0)da,

0
wo K, (e,s), K,(0,s), K/(s,s), K,'(6,s) ebenfalls stetig differenzierbare
Funktionen von ¢, s sind. Diese Gleichungen lassen sich in eine einzige
Integralgleichung zweiter Art

24
(85) y(5) = 9(s) — [K (5, 5)gp(d)do

zusammenfassen, indem wir die Funktionen y(s), ¢(s), K(g, s), wie folgt
definieren:

p(=1, 0Ls<l
=0, Il<sZL2l
ps)=1(s), 0Zs<Zl1
=fis—=10, I<sZ2i

" i 0s<l

K(o, 5s) = K, (g, 5), iOZé’ZJ
o 0<s<£li
=L2K6&-£!3)7 {Z<6§22
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[1<sL21
10<a<1
I<sL21
I<a<£?2l.

Die Anwendung der Fredholmschen Formeln zeigt, daB die Integral-
gleichung (3b) stets eine Lisung ¢(s) besitzen muB, und zwar entweder,
indem wir der Konstanten y irgendeinen von Null verschiedenen Wert
erteilen oder — falls gerade 1 ein Eigenwert fiir den Kern K(g,s) wird
— indem wir fiir die Konstante y den Wert Null wihlen, wodurch die
Integralgleichung zu einer homogenen wird. Diese Lisung g(s) liefert
die Losungen f,(s), f;(s) der Gleichungen (34), und die so gewonnenen
Funktionen f,(s), /7(s) sind gewiBl ebenfalls stetig differenzierbar — wie
aus der stetigen Differenzierbarkeit der Funktionen K, (g,s), K,(g,s),
K,'(6, s), I,/ (6, s) sofort zu erkennen ist, indem man allgemein zeigt, daB
Integrale von der Gestalt

= K,'(6,5 — 1),

=K,(6 —1 s—1),

6[1{‘5’ (a.8)p(o)da

gewifl notwendig stetig differenzierbare Funktionen von s darstellen, so-
bald @(¢) stetig in 6 und K#(s, s) stetig differenzierbar in bezug aunf
beide Variable g, s ist.

Nunmehr bilden wir aus f,(s), f;’(s) nach (29) die Ausdriicke £, (s), f, (s)
und alsdann nach (30) die Ausdriicke F,(s), I, (s), F(s), F/(s). Ergeben
sich diese vier Ausdriicke F,(s), F,'(s), F,(s), F/(s) simtlich identisch
gleich Null, so zeigen unsere obigen Resultate (vgl. S. 86 und S. 8%), daB
die Ausdriicke £, f,” und f}, /; die Randwerte auBerhalb bzw. innerhalb C
reguliirer analytischer Funktionen der komplexen Veriinderlichen darstellen;
unsere Aufgabe ist mithin in diesem Falle geldst.

Ergeben sich nicht alle vier Ausdriicke F,(s), F/(s), I(s), I/ (s)
identisch gleich Null, so betrachten wir die zu /), f und £, f,” konjugiert
komplexen Ausdriicke [, f; baw. f,, f,. Nach den oben gefundenen
Resultaten (vgl. S. 86 und S. 88) stellen fiir beliebige w die Ausdriicke

w + Mw bzw. w — M w
stets Randwerte gewisser innerhalb bzw. auBerhalb € reguliirer analytischer
Funktionen dar. Nehmen wir fiir 2 die komplexen Ausdriicke ]FJ-, fi baw.
fusfa so erkennen wir hieraus, dab gewiB die zu F), I'/ baw. F,, I/
konjugiert komplexen Ausdriicke ¥, ¥/, F,, F',' Randwerte gewisser
innerhalb bzw. auBerhalb €' regulirer analytischer Funktionen ¢;(2), g, (2)
bzw. g,(2), 9, (2) sind. Da andererseits unter Vermittlung von (32), (34)
aus (33) offenbar
Math. Monogr. §: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 1
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F,=c¢F;+ ¢ F},

F/'=¢'F;+ ¢'F;
folgt und mithin, wenn @, @,, ', ¢.” die zu ¢, ¢, ¢, ¢, konjugiert
komplexen Ausdriicke bedeuten, auch

F,=¢,F,+¢F/

"l T L4 J’,

F/'=¢'F;+¢c L
wird, so sind offenbar g;(2), g,(2), g,(2), 9,/(#) analytische und auf '
gewil stetige Funktionen der komplexen Variabeln z, die die Bedingungen
unserer Aufgabe erfiillen, wenn wir in den fiir den Rand vorgeschriebenen
linearen Relationen an Stelle der Koeffizienten ¢, ¢, ¢, ¢, die konjugiert
komplexen Ausdriicke ¢, ¢,, ¢, ¢ setzen, d. h. unsere Aufgabe ist als-
dann bei dieser Modifikation gewill losbar.

Zusammenfassend sprechen wir das Resultat aus:

Satz 28. Wenn ¢, ¢, ¢,', ¢, gegebene Lomplexe zweimal stetig differen-
gierbare Ausdriicke auf der Kurve C sind, so gibt es entweder zwei Funk-
tionenpaare f;(2), f/(2) und f,(2), f,(2), von denen die ersteren innerhalb,
die letzteren auferhalb der Kurve C veguldr analytisch sind, deren Rand-
werle auf C stetig sind und die Relationen

f.=af,+af;,
-/ ’ tyer
fr1=cif}+fﬁfj
erfilllen, oder zwei Funliionenpaare ebenfalls von requlirem Charakter inner-
halb bzw. auferhall C: g,(2), 9/ () wnd g,(2), g, (2), deren Randwerte
auf O stetig sind und die Relationen
9s="7019; T €2 0;,
’ _r ’ ’
9. =01 9;+ C: 9;
erfiillen, wo ¢,, ¢, ¢, ¢, die zu den gegebenen Ausdriicken ¢, ¢, ¢/, ¢, bz
konjugiert komplexen Ausdriicke bedeuten.

Wir fiigen diesem Resultate noch folgende Bemerkungen hinzu.

Es seien f,(2), f,'(2), f;(2), fy(#) auBerhalb bzw. inuerhalb von €
stetig differenzierbare Funktionen, deren Randwerte auf (! stetig differen-
zierbare Funktionen von s seien und den Bedingungen (29) geniigen

g s ! . e A o v a _ . r ’
mdgen: dann gelten, wie vor%nn gezeigt, fiir die Randwerte ;‘m,}fa, fis 15
die Gleichungen (32). Ferner ist unseren fritheren Ausfilhrungen (vgl. S. 86
bis S. 88) zufolge

1 1
ot Mf= 5 [ fuldao =0, £+ M1/~ [fo(@)aa =0,
1] 0

I3 ﬂ
fi— Ml — }j};(s)da =0, ff —Mf/ — ilffj'(a)da =0.
0 0
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Multiplizieren wir hier die in der unteren Zeile stehenden zwei Glei-
chungen einmal mit ¢, ¢, und ein anderes Mal mit ¢,’, ¢;" und addieren sie
das erste Mal zu der ersten und das zweite Mal zu der zweiten der
dariiber stehenden Gleichungen, so gelangen wir mit Riicksicht auf (32)
und bei Benutzung von (29) zu Gleichungen der Gestalt

I
2(erf; + &f}) + [(G(0,9f;0) + G40,/ (6))da =0,
0

i
2(e/f; + &'f7) + [(G6,9(,0) + Gy ©6,9)f; @) ds = 0;
0
und durch deren Kombination entstehen die Integralgleichungen:

[
f, = (Iy (6,9, + Ly(a,9)f/(6))de = 0,
< 0
(36) ,
fi =) (L6, 9)fy6) + Ly (6,8} @)de = 0;
0

dabei sind G, (6,s), G,(0,s), G,'(6,s) Gy'(6,s) und mithin anch L,(s,s),
1y(a,8), L/(a,s), Ly(0,s) stetig differenzierbare Funktionen von g,s.
Die Integralgleichungen (36) lassen sich wieder in analoger Weise wie
frither die Integralgleichungen (34) in eine homogene Integralgleichung
zweiter Art zusammenfassen, wenn wir wie dort an Stelle der Funktionen
f;» i eme Funktion ¢(s) einfiithren. Da aber eine Integralgleichung
zweiter Art gewi nur eine endliche Anzahl linear von einander unab-
hiingiger Losungen besitzt, so folgt, daB es auch nur eine endliche Anzahl
von KFunktionenpaaren f;, f;/ und zugehérigen f,, f, von der in Rede
stehenden Beschaffenheit geben kann.

Setzen wir von den Randwerten f,, £, f; f, der analytischen Funk-
tionen f,(2), f,/(2), f;(2), /() nicht die stetige Differenzierbarkeit, sondern
nur Stetigkeit in s voraus, so konnen wir diese Randwerte f,, £, f;, f;
doch stets durch gewisse Ausdriicke £, ., £, f/©) in s gleichmiBig
anniihern, welche die Randwerte von analytischen auBerhalb und auf (7
bzw. innerhalb und auf € reguliren Funktionen in z sind und welche
daher in s analytisch ausfallen.

Um dies etwa fiir die Randwerte f}, f;” einzusehen, seien

Z=®(z) oder z= ¢(Z)
die analytischen Beziehungen zwischen den komplexen Verinderlichen
2z, 7, vermige derer das Inmere der Kurve (' in der komplexen z-Ebene
auf das Innere des Einheitskreises in der komplexen Z-Ebene konform
abgebildet wird. Alsdann stellen fiir » << 1 die Ausdriicke

fi(por®@)), fi(plrd@))
'f*
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innerhalb und auf € regulir analytische Funktionen von # dar, deren
Randwerte auf C '

10 =filpr @), [0 =f(prds))
beim Grenziibergange zu » — 1 gleichmiBig gegen die Randwerte fj; /7
konvergieren.

Entsprechend gelangen wir fiir die Randwerte £,, f,” zu gleichmiBig
annihernden Randwerten £, /") von der gewiinschten Art.

Bestimmen wir nun vier Funktionen ¢, ¢, ¢, ¢, auf C, die
noch von dem Parameter » abhingen und fiir » = 1 bzw. in ¢, ¢, &l By
itbergehen, wihrend fiir alle » die Relationen

1,0 = eOf) 4 ¢ 00,

£/ = ¢/ OF® 4 ¢/Of0)
gelten, so miissen unserer obigen Uberlegung zufolge die Werte /¢, £,/
gewisse entsprechende Integralgleichungen von der Gestalt (36) erfiillen,
die fiir » — 1 in die Integralgleichungen (36) iibergehen. Hieraus er-
kennen wir, daB die Funktionen /), /" die Integralgleichungen (36) be-
friedigen, und erschlieflen so ihre stetige Differenzierbarkeit.

Wir fassen diese Bemerkungen in folgendem Satze zusammen:

Satz 29. Wenn f,(2), 1./(2), [;(2), [ (2) auferhalb bzw. inmerhalb C
requlir analytische Funktionen von z und ilwe Randwerte auf C sletige,
den Relationen (29) geniigende Funktionen von s sind, so sind diese Rand-
werte awf” C notwendig auch stetig differenzicrbare Funktionen von s.

Es gibt gar leine oder nur eine endliche Anzahl linear voneinander
unabhingiger Systeme von Funktionen f,(2), f,'(2), f;(2), f; (2), die aufer-
halb bzw. innevhalb O regulir analytisch sind und auf O stetige, den Re-
lationen (29) geniigende Randwerte besitzen. —

Wir wenden uns nun zu der Frage, ob es stets Funktionen f, (2),
1./ (2), f,(2), f{(z) mit stetigen und den Relationen (29) geniigenden Rand-
werten auf (' gibt, wenn wir von f,(2), [, (#) wiederum reguliir analyti-
schen Charakter auflerhalb €, dagegen von den Funktionen f;(2), f} (2)
nur verlangen, daB sie innerhalb € den Charakter rationaler Funktionen
besitzen.

Um diese Frage zu beantworten, fassen wir diejenigen Systeme von
Funktionen g,(2), g,'(2), 9,(2), g/ (#) ins Auge, die auBerhalb bzw. inner-
halb C reguliir analytischen Charakter besitzen, deren Randwerte auf C
stetig sind und den Relationen

-/ —_ ’

{ 9, =C1 9; + 6:4,,

r — r r

.r/a o ci.q_,' + {"2 !fj
geniigen, wo ¢;, €y, ¢, ¢, die zu den gegebenen Ausdriicken bzw. ¢,
¢, ¢, ¢ konjugiert imagindiren Ausdriicke bedeuten. Nach dem eben

(37)
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bewiesenen Satze gtht es nur eine endliche Anzahl linear unabhiingiger
Funktionensysteme solcher Art, und deswegen fillt es uns leicht, wenn
# = p, einen irgendwie gegebenen Punkt innerhalb (' bedeutet, eine ganze
positive Zahl » zu finden, so daB gewiB kein Funktionensystem g (z),
9. (%), 9,(2), g/ () der in Rede stehenden Art existiert, wobei die Funk-
tionen g,(2), g,'(z) im Punkte z = p, von der mten Ordnung Null sind.
Bezeichnen wir nun die Randwerte der Funktion (2 — p,)* auf C mit
@, so gibt es sicherlich kein System von Funktionen g,*(2), g,%(2),
9%(2), 9/#(2), die auBerhalb bzw. innerhalb C reguliir analytisch sind
und stetige, den Relationen
9.5 =B ‘TJ.’/;E: =4 E’;QGJ.{’J‘“E:}
9. %=r¢'0g*+ ¢, og*
gentigende Randwerte auf (' besitzen:; denn andernfalls wiiren
94.(2) = 9.*(2), 9.(2) = 9,%(2)
9;,(8) = (¢ —p,)"9,*(2), 9/(2) = (2 —py;*(e)
regulir analytische Funktionen, deren Randwerte den Relationen (37) ge-
niigen und von denen g,(z), ¢,/(z) im Punkte 2 = p, eine Nullstelle nter
Ordnung besitzen, was nicht der Fall sein sollte.

Auf Grund der eben festgestellten Tatsache schliefen wir wegen
Satz 28, daB es gewiB ein System von Funktionen f*(2), f,"*(z), f*(2),
f/#(2) geben muB, die auBerhalb bzw. innerhalb C' sich reguliéir analytisch
verhalten und stetige, den Relationen

£} = adf + cof)*,

e . o= N T

frz = (10))';' i Oy mf_;‘
geniigende Randwerte anf C besitzen, wobei @ den zu & konjugiert kom-
plexen Ausdruck auf € bedeutet.

Nunmehr bestimmen wir — was unseren Ausfithrungen auf 8. 91
zufolge miglich ist — eine auflerhalbh (’ und eine innerhalb C regulir
analytische Funktion #,(2) baw. ¢,(2), deren Randwerte auf (' stetig sind
und der Relation

geniigen. Dann sind offenbar
f.(2) = v, (2)f *(2), 1.(#) = v, ()1, * ()
) = 220 ), 16 = M 1)

—p)"
Funktionen der verlangten Art mit stetigen und den Relationen (29) ge-
niigenden Randwerten auf (.
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Wir sprechen daher den Satz aus: .

Satz 30: Es gibt stets Funktionen f,(2), [, (2), f;(2), [, (2) der kom-
plexen Variabeln z, die auf der Kurve C stetige, den Relationen (29) ge-
nitgende Randwerte besitzen und die aufierhalt bziw. tnnerhalb C von regulir
analytischem Charalter sind — wmit etwaiger Ausnalime einer Stelle inmner-
halb C, die fiir eine der Funktionen f(2), f,(2) oder fir leide ein Pol ist.

Zum Schlufl mache ich von dem eben bewiesenen Satze eine An-
wendung auf den Beweis fiir die Existenz linearer Differentialgleichungen
mit vorgeschriebener Monodromiegruppe, d. h. auf die Lisung des beson-
deren der Theorie der linearen Differentialgleichungen entsprungenen Rie-
mannschen Problems’). Zu dem Zwecke verhinde ich die gegebenen
singuliiren Punkte 2V, 2%, . 2™ der linearen Differentialgleichung in der
komplexen z-Ebene in dieser Folge zyklisch mittels einer geschlossenen
analytischen Kurve C: es kommt dann darauf an — wir haben der Ein-
fachheit halber den Fall einer linearen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung im Sinn?) —, ein Paar yon Funktionen f(z), f'(#) zu konstruieren,
die sich iiberall in der Ebene, insbesondere auch auf dem zwischen z"
und 2 = "+ yerlaufenden Stiicke der Kurve ' wie rationale Funktio-
nen der komplexen Veriinderlichen z verhalten und nur in den zwischen
£ und 22 2® und 2%, ..., 2=V und 2 verlaufenden Kurvenstiicken
ein singulires Verhalten zeigen, insofern ihre Werte auf der duBeren
Seite dieser Kurvenstiicke aus den Werten auf der inneren Seite durch
lineare homogene Kombinationen mit gegebenen konstanten Koeffizienten
abzuleiten sind. Bezeichnen wir die Funktionen f(z), f'(#) innerhalb bzw.
auberhalb C mit f,(2), £/ (2) baw. [, (2), [,

das Kurvenstiick zwischen # und 2z geltende Iorderung

'{'5) und bedenken, dafl die fiir

1) Diesen Gedanken zur Lisung des besonderen Riemannschen Problems hat
der Verfasser bereits in Vorlesungen iiber Integralgleichungen (Wintersemester 1901/02)
entwickelt; O. Kelloeg hat ihn dann in einer Note |, Unstetigkeiten bei den linearen
Integralgleichungen mit Anwendung auf ein Problem von Riemann“, Math. Ann,
Bd. 60) auszufiithren gesucht., — Kiirzlich hat L. Schlesinger (,.,Zur Theorie der linearen
Differentialgleichungen im Anschlu-se an das Riemannsche Problem*, Journ. fiir Math.,
Bd. 130 und Math Ann.. 63) die Kontinuitiitsmethode zum Beweise fiir die Lisbarkeit
des besonderen Riemannschen Problems heranzuziehen gesucht. — Man vgl. ferner
die Abhandlung von Plemelj |, Riemannsche Funktionenscharen mit gegebener Monodro-
miegruppe'’, Monatshefte fiir Math, und Phys. XIX., wo eine vereinfachte Darstellung
meiner Lisung des speziellen Riemannschen Problems gegeben wird.

2) Fiir den Kenner der Determinantentheorie gilt dann die SchluBiweise zugleich
fiir den Fall einer linearven Diflerentialgleichung wter Ordnung.
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f:: == f:r'!

=1
der identischen Substitution gleich kommt, so gelangen wir zu der fol-
genden Aufgabe:

Man soll auBerhalb der Kurve € die Funktionen f,(2), f,'(#) und
innerhalb € die Funktionen f;(2), f,(¢) vom Charakter rationaler Funk-
tionen derart bestimmen, dab die Randwerte f,, 1., f;, f; dieser Funktio-
nen auf € iiberall stetig sind und bzw. fir die Kurvenstiicke

zwischen £ und *Y (h=1,2,...,m)
o= 1F, + ) )
fo'= 00 + 98]
7%, 7®, 71%)’ n? (h=12...,m

gegebene Konstanten mit nicht verschwindender Determinante sind. Der
doppelten Schreibweise des Punktes

die Relationen
(38)

erfiillen, wobei

h=1,2,...,m)

Sl t1) — (1)
entsprechend werde noch
T S § I, ar (1) ) ap f(m — ’(1) P 1) {1
Pt =g @), gty ), O —=g ) EFD =@
gesetzt.
Zur Lisung dieser Aufgabe setzen wir zunichst

fuac = ?’Lih_ l)f)_ + ?"s(ﬁ_”/;"
fﬂ’:a . y;'uﬁl)fj + ?2’{!;*1}]‘;_”
wo f* f"* Hilfsausdriicke in s sind, berechnen hieraus die Werte von
f;, f] und fiihren dieselben rechter Hand in (38) ein. Die so aus (38)
und (39) entstehende Substitution

f:r - Fl(']‘}l{:r:i: + I.‘E(h)fn’:ﬁ:’

£l = TYOFF + Ty0f
schreiben wir nun in der Form
[ BLOF, + MOF, = wO(M0fE 4 MOF),
(BL/OF, + MyWF, — g OMOF % + MOF%),
imdem wir der Kiirze halber annehmen, dafl die Elementarteiler der zu
jener Substitution gehérigen charakteristischen Determinante demgemif
ausfallen. Bei Gebrauch von (39) werde identisch:
MOfF 4 MOf* = ‘\’ltffjf‘j + N’g(’f)f;,
l-”l((i;)f“:;: + ﬂ{gf(;.)f:c:g: = jvxf(.la)f;l _I_ Aw;[f,)f},;

(39)

(40)

(41)
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dabei bedeuten die GroBen I', I bzw. M, M’ bzw. N, N’ Konstante
jedesmal mit nicht verschwindender Determinante und g, w’ von Null
verschiedene Konstante.

Nunmehr konstruieren wir in ihnlicher Weise, wie dies oben (vergl.
S. 92) geschehen ist, innerhalb bzw. auBerhalb von C regulir analytische
Hilfsfunktionen, deren Randwertquotienten auf ' in den Punkten 2z ge-
wisse Unstetigkeiten aufweisen.

Zunichst bilden wir die innerhalb bzw. auBerhalb € regulir analy-
tischen Funktionen

§0(E) = U — #) baw. ¢,0(:) =1 (5727,

Z—I}J'

wo p, wiederum irgendeinen, innerhalb (' gelegenen Punkt bedeutet.
Setzen wir dann

; 1 1
) = = ) ) = )
& 2, gim i,

21
wo fiir [u®, [u'® diejenigen Werte des Logarithmus zu nehmen sind, fiir
die — unter NR(e"), RN(¢™) Realteil von ", £ verstanden —

O<REM <L, OKREW) L1
ausfillt, und bilden die Funktionen:

1) 7 ) o (0 (2) Y. ) o (%) (2)
d'.:.(”‘-.z,) — gf " Pq (z,’ v, U)(,g) A (2) .

(%) o (4 - %) o (4
wj(m(z) = & P )(z), v @ (g) = ¢ P J(z),

so sind die Funktionen w,(z), ¢ /®(z) auflerhalb C, die Funktionen
¥, (2), ¢ /") (2) innerhalb ' und siimtliche Funktionen iiberdies auch auf
C regulir analytisch mit Ausnahme jedesmal des Punktes z — 2.

Ferner bestimmen wir die ganzen rationalen Funktionen von z
AW(Z), AW (2), JW(2), JW(2), (h=1,2,...,m)
in der Weise, daB} sie folgende Kongruenzen erfiillen:

AP =1, (2 — M)
AW =0, (z— 2@
AP () =1, (¢— 2")
AN =0, (¢—a MkE=12...,m
JW(2)=1, (2— M) ( h=4Fk )
JN (=0, (z2— M)
g (3) =1, (22— _g(ff))-l
JW() =0, (z2—2")1),

(42)
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und setzen dann der Kiirze halber
Ml(z) = A(U(g) jlfl_('-) Jooe i A (z) ﬂ’fl(”‘),
M, (2) = AV (2) MM + - - - + ABI(2) M),
M/ (&) = AD() MO+ - . . 4 A (Z) M, "™,
M, (2) = AN (2) M,V + . . . + A (2) M,
v, (2) =AW(z)e, W)+ - - - + A™(2)y,"(2),
¥, () =AY 2)+ - - - + A2y, ™(2),
Ny(2) = JO () N,® + . .« 4 JI(2) Ny,
Ny(2) = JO () Ny® + - - - 4 JOI(5) N,
N/(5) = JOGN® + -+ T0(s) N,
Ny () = JOE N oo 4 TN,
4,(8) =TH)U,E)+ -+ - + TOE ),
¥/ (2) =T V(&) PN(&) + - - - + J™(2)p,;"(2).

(43)

Endlich denken wir uns nitigenfalls die Kurve (' ein wenig variiert
derart, daB auf der variierten Kurve — die wiederum analytisch sei, die
Punkte 2, ..., 2" enthalte und auch kurz mit (' bezeichnet werde —
die Funktionen

ﬂ"j (3 )a ¥ j’(z ): wa(z )! wu'(z ): M, 1('3 )s M s’[ﬁ' ); My(2), M, '(3 ) N (3 ) N, '(5 )i N? (‘3 ): Ivl ( )

tiberall mit etwaiger Ausnahme dieser Punkte 2, ..., 500 von Null ver-
schieden ausfullen.

Bezeichnen wir dann mit s den zu " gehirigen Wert der Bogen-
linge s, so gelten wie oben (vgl. S. 93) anf €' in geniigender Nihe
von § = s die Entwickelungen

) = —im+ Us — o) + SO + SO — ) 4 -+, (s> 89)
= (™ — §) -+ Jo®) + J B (g — gy ... (s < ™),

@, = dx+1(s—s") + AW L 4P (s— D) + ... (s> 50
— z(_’s{flj = 3) + Aam I _,11(#;(3 — Sr;.';) S {j_.; < s(ﬂf},,

(44)

wo I(s — s"), I(s") — s) die reellen Logarithmen und /), J/®, ... 4"
AW, ... gewisse komplexe Koeffizienten bedeuten.

Bezeichnen wir die Randwerte der Funktionen v, (2), v, (2), v (),
v, "(2) auf C bzw. mit ¢ ,“, v, ", Y, /™, so gelten demnach auf C
in geniigender Nithe des Punktes s — s die FEntwickelungen
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S O LT (4 — ol z
p 0 =e Slu™ "l — s )g[;_,;ff), (s > s)
= (s — sj;_B (i) (s < s™)
: v .
g0 = g WO HEPUs—sT) P o) (s > s®)
_ E;mrlLsUr?_s} " ) sr:_;‘)
(45) el T h 2.3) -(;) ( < )r
P, = ghlu® + e ls—sM)p o) (s > s™)
) ] (5h) —ug i "
= cé b ‘k) %{t(})) (S< 3{”) 2}
” ‘U ) T fe — oth) ’
P, W) = bW+ W —sM)p i) (s > &™)
*(h) () r
= g MU —a)q ), (s < s™),

wo P00, PO, BH, P, regulire, nach Potenzen von s—s® fort-
schreitende, fiir s = ) nicht verschwindende Potenzreihen sind.

Wenden wir uns nach diesen Vorbereitungen zu der urspriinglich
vorgelegten Aufgabe zuriick und fithren statt der gesuchten Funktionen
f.(2), 1,/ (2) die Funktionen g, (2), g,’(2) vermige der Gleichungen
M, (2)f,(2) + My ()1, (2) = ¢.(2)9.(2),

M (&)1, (2) + My ()1, (2) = ¢,/ ()9, (2)

und statt der gesuchten Funktionen f;(z), f/(z) die Funktionen g,(z),
9, (2) vermige der Gleichungen

N (2)f;(2) + N (2)f} (2) = v,(2)9,(2),

N (@f(2) + Ny (@15 () = v (2)97 ()

ein, so geht die urspriinglich vorgelegte Aufgabe in die Aufgabe iiber,
die Funktionen g,(2), g,'(2), 9,(2), g¢/(#) auberhalb bzw. innerhalb der
Kurve ' vom Charakter rationaler Funktionen derart zu bestimmen, dafB
ihre Randwerte g,, g, #,, ¥,/ auf €' die Relationen

(48)

(49)

. 9.=69;,+ 6y,
{00) L7¥ 72

’ i ’ I gt ’
25 =6 @y Gy
erfilllen, wobei die Koeffizienten ¢, ¢,, ¢, ¢,” gewisse endliche Ausdriicke
in s mit von Null verschiedener Determinante sind, die leicht aus (33)
vermittels (458) und (49) berechnet werden kénnen.

Zur Liosung dieser letzteren Aufgabe konnen wir unseren Satz 30
anwenden, da die Koeffizienten ¢, ¢, ¢,’, ¢," zweimal stetig differenzierbare
Ausdriicke in s werden. Den Nachweis hierfiir erbringen wir, wie folgt.

Da die Kurve (' als analytisch angenommen war, so erhalten wir die
Punkte auf ¢! in der Umgebung von z = z* durch die Formel

2(s) =2 4 Cy(s — W) + Cy(s — s 4 - . -,
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wo rechter Hand eine regulire nach Potenzen von s — s® fortschreitende
Reihe steht. Die Kongruenzen (42) werden demnach, wenn wir die Variable 2
in die Umgebung von z" auf (! wandern lassen, unmittelbar in Kon-
gruenzen fiir die entsprechenden Randwerte nach dem Modul (s — s®)*
iibergehen,

Wir erweitern noch den Begriff der Kongruenz auf allgemeinera
Ausdriicke S;, S, in s, indem wir, wenn in einer Formel

Si— Sy = (s— s B+ (s — s F
beide Exponenten ¢, ¢ Realteile > 3 bzw. > 4 besitzen und P, P’ reguliire
Potenzreihen in s — s sind, ebenfalls

8, =08, (s—s®)3
bzw.

'S'I = JSFZI (S = SU’)‘)‘i
schreiben.

Alsdann folgt aus (48), wenn wir die Variable z in die Umgebung
von 2" auf €' wandern lassen, mit Riicksicht auf die Kongruenzen (42)
und (43):
1) MF, 4+ MOf =g ®g (s — s
M/Of + M/Of =, Wg ' (5 — sh),
Andererseits folgt aus (49) mit Riicksicht auf (42) und (43):
N,Of, + NI F, = w,0g,, (5 — st
N/OF + N/ Of =9/ Mg/, (s — W),
und hieraus ergibt sich wegen (41)
M (’f}f' * 4 M, (ﬁ,‘f e ‘g. lf’dq s (q‘ = S(fi))'l
M, Of * 4 M/Of %=y g, (s — s
Nunmehr unterscheiden wir die beiden Fillle, ob s < s~"-i oder s > s
ausfillt. Im ersteren Falle liefert (3%) die Relationen
fo= 1"~ + 3V,
= 10+ 7 OO
d. h. mit Benutzung der Hilfsansdriicke (3)
Ta =1d
fa =Ta™;
folglich ergeben (51) und (52) die Kongruenzen
v, Mg, = vy, (s — sO)
v Mg, =/ Mg/, (8 — ")
und, wenn wir hier die Bedeutung der Ausdricke ¢, ¢ /'@, ¢ ®, ¢ /®
bei s < s aus (45) beriicksichtigen und bedenken, dall die Realteile der
Exponenten von &), ¢ zwischen O und 1 liegen,

(52)
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B9, =B, (s —5"9),)
SB"‘."(ff)g"’ = %j!(ﬁ)gj’) {\b‘ - S(h)s) [
Ferner, im zweiten Falle s > s, liefert (38) die Relationen
f:; = ?’1(5)1‘} + 7”2"”2‘}')
fs = Wt 2
dies sind mit Benutzung der Hilfsausdriicke (39) die Formeln (40), und
folglich ergeben jetzt (51) und (52) die Kongruenzen
g g : 8
Iﬁ',;(}‘}”u = #(}')fi‘,-m!lp (s — S{ﬁ})da

’

P ’(}']g“‘ — !;J(f’)!’{ij’(ﬁ')g;’ (S = s("‘})‘l.

(63) s < 5O,

,,
Beriicksichtigen wir hierin die Bedeutung der Ausdriicke ¢,, v /'@, ¢ *
/™ bei s> 5" aus (45) und bedenken, dal die Realteile der Ex-
ponenten ", &® zwischen O und 1 liegen, so wird bei Forthebung von
u® w'" wiederum

(B0, =B, =0,

|, 9. =B, Mg/, (s — )P
Da B0, B0 P @, B,? regulire nach Potenzen von s — s* fort-
schreitende und iiberdies fiir s — s/ nicht verschwindende Potenzreihen
sind, so erkennen wir aus (53) und (54), daB, gleichviel ob s < s oder
s > s ausfillt, die Kongruenzen

(H4) 5> g™,

"Bi”"
g, = B w9 (s — st J)
a

SRy

T . ‘o i3
9, = R 95 (s — s™)

gelten miissen.  Durch Vergleichung dieser Kongruenzen mit der Sub-
stitution (50) folgen fiir die Koeffizienten dieser Substitution die Kongru-
enzen
\B--m
3 == T - g (h))3
€ = 1;&;,-: Cy = 05 (‘S — & ]) y
a
Biw

— g P ‘@ N3
e .;.-U’ [ —— ‘,B o) (,t, _‘Sl"] .
a

und diese zeigen, daB die Ausdriicke ¢, ¢,, ¢, ¢’ beim Durechgang durch
den Punkt s = s gewifl zweimal stetig differenzierbare Funktionen sind.

Damit haben wir unsere Behauptung, wonach ¢, e, ¢, ¢, in (50)
zweimal stetig differenzierbar in s sind, als richtig erkannt und zugleich
das besondere Riemannsche Problem der Auffindung von Funltionensystemen
mit vorgeschrichener Monodvomicgruppe vollstindiy gelist.
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Vierter Abschnitt.

Theorie der quadratischen Formen mit unendlich
vielen Variabeln.

In diesem und dem folgenden Abschnitt wollen wir eine neue Methode
zur Behandlung der Integralgleichungen entwickeln, die auf einer Theorie
der quadratischen Formen mit unendlich vielen Variabeln beruht.

Die systematische Behandlung der quadratischen Formen mit unend-
lich vielen Variabeln ist auch an sich von grofier Wichtigkeit und bildet
eine wesentliche FKrgiinzung der bekannten Theorie der quadratischen
Formen mit endlicher Variabelnzahl. Die Anwendungen der Theorie
der quadratischen Formen mit unendlich vielen Variabeln sind nicht
auf die Integralgleichungen beschriinkt: es bietet sich nicht minder eine
Berithrung dieser Theorie mit der schinen Theorie der Kettenbriiche
von Stieltjes!) dar, wie andererseits mit der Irage nach der Anf-
losung von Systemen unendlich vieler linearer Gleichungen, deren Unter-
suchung Hill, Poincaré, H. v. Koch und andere erfolgreich in Angriff
genommen haben. Auch zu den Untersuchungen Minkowskis iiber
Volumen und Oberfliiche findet in methodischer Hinsicht nahe Beziehung
statt. Vor allem aber eriffnet die Theorie der quadratischen Formen
mit unendlich vielen Variabeln einen nenen Zugang zn den allgemeinsten
Entwicklungen willkiirlicher Funktionen in unendliche Reihen nach Fourier-
scher Art, wie am Schlusse von Kapitel XI angedeutet werden wird.?)

Elftes Kapitel.

Theorie der orthogonalen Transformation einer guadratischen
Form mit unendlichvielen Variabeln.
Es seien

k,=k
P yp?
wo jeder der beiden Indizes p, ¢ die Reihe aller ganzen Zahlen 1,2, ...

durchliuft, beliebig gegebene reelle l'{onstanten, dann stellt
K(z) = _‘_, mxpari
@ a=
eine quadratische Form mit den unendllch vielen Variabeln z,, 2, . ..
dar; die Konstanten %, heifen die Koeffizienten dieser quadratischen
Form. Ein Ausdruck

1) Recherches sur les fractions continues, Ann. de Toulouse Bd. 8 (1894).

2) Man vergleiche zu der hier entwickelten Theorie die Habilitationsschrift von
Hellinger ,,Neue Begriindung der Theorie der quadratischen Formen von unendlich
vielen Veriinderlichen*. Journal fiir Math. Bd. 136.
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=
Az, y) _,am 7,9,
(p,9=1,2

mit irgendwelchen Koeffizienten a, heiit ein bilinearer Ausdruck oder
eine bilineare Form der unendlich vielen Variabeln @, @y, ..., 9, #s - . ..
Der Ausdruck
K(x, y) =2k, 2,9,
(pyg=1,2,..2
heiBt die zu K(z) gehirige Bilivearform der unendlich vielen Variabeln
Ly By ooy Y1y Uy -+ -
Lassen wir die Indizes p, ¢ nur die Werte 1,..., % durchlaufen, wo
n eine endliche Zahl bedeutet, so entspringen die Formen mit der end-
lichen Variabelnzahl n, wie folgt:
K, (@) =3k,,2,2,
Bri=1,. 050
K, (z,y) = )
(P = 1
Die Formen K, (z), K, (x,y) mogen dle Absehnitte der Form K(x)
bzw. K(z, ) heiBen und auch, mitunter, ohne den Index n ausdriicklich
hinzuzusetzen, mit [A| bezeichnet werden.
Wenn irgendein bilinearer Ausdruck mit endlicher Variabelnzahl

P;‘ ?’y’f

A(z,y) =a vy z,Y,
(pogy=1,...,n)

vorgelegt ist, so heife die Summe aller Koeffizienten der Glieder z,y,
die Faltung des Ausdruckes A, (z, y) und werde mit A4,(.,.) bezeichnet;
es ist also

A.(,) =2,
. (p=1,..., n)
und insbhesondere )
I{n(\'i "} = ll-ll + gt + ksm
Ist

B, (z,y) = m pyy

(pa= 1) Sy
eine zweite Bilinearform, so bilden wir in diesem Sinne die Faltung des
als Bilinearform der #z, und 2z, betrachteten Produktes 4,(z, 2)- B, (7, y):
A (%, B, (. 1; >a, b P, Y,
(pygyr=1,..

und bezeichnen diese Bilinearform der xz,, y, kurz als Faltung von A,
und B,

Aufer den allgemeinen quadratischen Formen K, K ziehen wir noch
die besonderen quadratischen Formen

(z, :C) =zt g4,
(.r-, x)n= ;’r12+ coefox®
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und die besonderen Bilinearformen
(x; f"!) =T Yy + Tolfp
(E, y)n= mlyl—l- e -{_‘q;ﬂ?n
in Betracht.
Die Diskriminante der Form
(z, x)u — A K,,(.’E)
d. h. die Determinante
1— Ak, —Akgyoosy — iy, |
— kg, 1 — Ay, ..., — Ak,

— ik, —Akg,..., 1—1k, |

ist bekanntlich eine ganze rationale Funktion nten Grades in 2 mit lauter
reellen Nullstellen; diese mogen mit

‘li{u)} AE(”;? R | j'n(")

bezeichnet werden und die [ligenwerte der Form K heiflen; die Ge-
samtheit dieser n Eigenwerte heille das Spektrum der Form K. Wenn
ein reeller Wert 4 so beschaffen ist, dali in ithm oder in beliebiger Niihe
desselben noch fiir unendlich viele » Eigenwerte von K liegen, so heifle
dieser Wert 1 ein Verdichtungswert von KA. Wenn die Betriige der
absolut grifiten Eigenwerte von K, mit wachsendem » iiber alle Grenzen
wachsen, so soll der Wert 2 = oo ebenfalls als Verdichtungswert der
Form K gerechnet werden.

Wir bilden nun aus (1) durch Riinderung die Determinante

~k ]{l n? &y

= i"'lnl! vy X = Afk.ml’
yl’ e ”u} “

X

n

und nennen den Quotienten
D,d;x,m

Kol 2, y) = D, (%)

bzw.
K, (4 &) = K,(4; z, z)
die Resolvente der quadratischen Form K, ; die Koeffizienten von
&y ooy 2, in K (152, 9) geben, wenn 1 kein Eigenwert ist, die Losung
der linearen Gleichungen
Zy— Al + -+ E,2,) = Y,y p=1,...,n)

wir driicken dies durch die Identitit aus:

Ku(;"; &, y) - j.Iir"(.’,L‘, ')Kn(‘]": iy -”)': (.T, y)
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Es ist offenbar
(2) K (l. .T, U) = (Z', y) + l‘h.u(x’ ?") + j'EKuKn(m! ?f) + lsKnKn Kn(xl y.) + e
wo K, K,K K K,... die aus K, durch fortgesetzte Faltungen ent-

n?

stehenden Forme
K Iln (“‘") y) u(‘Tl ) I(n( J) lprquxpy;:

(p r_:,.v-—L....

KnKuKu(x} y) - ‘K:(‘r} 'I) I{n‘ﬁ’n g} JJ v] ]‘r:]s;xp.!p

(B, s 1y 8= 1'-- o

Fiir die Resolvente K, gilt die Pm'tialbruchdm-stellung

bedeuten.
L.t (x\ I, fn,"(y Lufm )y 1, () o)
@) Kb y) = OB L WO,
1— :'l ‘n) 1— l"fm

wo LW, ..., L gewisse lineare Formen der Variabeln z,, ..., z, mit
reellen Koeffizienten, die ,Eigenformen“ von K, bedeuten. Insbesondere
gelten mithin die Formeln:
(@ Y= 210 + -+ - + 2,9, = L@ LY(Y) + - - - + L,"(2) L"),
LIIJ:J(;,;)_I_,!'.';.‘(”) L”(H}(mL on(y)

{4) I{n(‘TJ y) = j‘l'm + i g I j_ (n)
(.T, m:)ﬂ = $12+ ¥ig = xr.'ﬂ == (Ll("}":‘r))g T o (L,a(za}($)) ’
= (L, () L, (z))?
K, () = _;'lm; ) pal e o ( 1”05 ?
i) (L, (x))* (L, (x))*
() K ‘An(‘l) - J_ (w2 : SR *, mkr-x 2

() (g J

L, L
KEX, @ =58 . Ol
Aus (4) folgen die Orthogonalitii-tseigwnschaften der Linearformen

Lo, ... L
LY LM() =0, (p+q),

L) 90 = 1,
wo L,()L,() die Faltung der Bilinearform L ™ (x)
und alsdann wiederum ergibt sich durch Faltung

L,"(y) bedeutet,

1 1
Byt }m—l.s..l‘?ﬂ) A S TR
+ 1 1
(b) Jk ]in( ) karf'rp e (1ICMJ)2 + T + (1'1()&])'5‘1
: | 1

I(IJ]{RI{ ( “2’ g%’pr ‘1‘; xp (4, w3 o Sl (}‘n(“})_“

- -
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Unsere erste wichtige Aufgabe besteht darin, den Begriff
der Resolvente der Form K, auf die Form K zu iibertragen und
zu der Partialbruchdarstellung (3) das Analogon fiir die Form K
mit unendlich vielen Variabeln aufzusuchen.

Zu dem Zwecke bedienen wir uns eines allgemeinen Hilfssatzes aus
dem Gebiete der stetigen (gleichmiBigen) Konvergenz.')

Hilfssatz 1. Es sei J ein ganz im Endlichen gelegenes Intervall fiir
die Variable s, ferner
™ 11(8), 1:(5), fi(s), - - -
eine unendliche Reihe von Funktionen der Variabeln s, die in .J stetig
sind, deren Werte absolut genommen unterhalb einer endlichen Grenze
bleiben und deren Differenzenquotienten siimtlich unterhalb einer endlichen
Grenze bleiben, so daB fiir alle s, ¢ in J und fiir alle /.

2=t <=

gilt, wo ¥ eine endliche von 7 und von der Wahl der Argumente s,¢
unabhiingige Gribe bedeutet:

Alsdann lassen sich aus ebendieser Reihe von Funktionen (7) un-
endlich viele Funktionen :

1%(8), £5*(8), £5¥(3), - - -

auswithlen derart, daB die Reihe dieser Funktionen fiir jeden beliebigen
Punkt in J gegen einen endlichen Grenzwert, und zwar stetig (mithin
auch gleichmiBig) konvergiert, woraus ersichtlich ist, daB der Limes

70

eine in ./ stetige Funktion von s darstellt.

Zum Beweise bestimmen wir auf die Art, wie es in § 5 der oben
zitierten Abhandlung {iber das Dirichletsche Prinzip geschehen ist, aus
der Reihe (7) eine Reihe von Funktionen fi*(s), £;%(s), ... derart, daB die
Reihe dieser Funktionen fiir jeden Punkt einer in oJJ iiberall dichten ab-
zihlbaren Punktmenge P* gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert;
die so ausgewihlten Funktionen sind, wie wir nun zeigen wollen, von
der im Hilfssatze verlangten Art.

In der Tat bezeichnen wir mit s, s,, ... irgendeine unendliche Reihe
von Punkten aus oJJ, die gegen einen bestimmten Punkt s konvergiert.
Bedeutet dann ¢ irgendeine beliehig kleine positive Grifie, so bestimmen
wir zuniichst einen Punkt s¥ der Punktmenge P¥ derart, daB

(8) st —s| <gp

1) Vgl. die Abhandlung des Verf ,Uber das Dirichletsche Prinzip*, Math, Ann.
Bd. 59 (1904).
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 8
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wird; wegen der Konvergenz der Wertreihe

17%(s%), % (%), - ...
liBt sich alsdann gewill eine Zahl N finden, so daB fiir alle N iiber-
schreitenden Indizes p, ¢
(9) L@ -1l <5
wird; wegen der Konvergenz der Punktreihe s, s,,... kann diese ganze
Zahl N zugleich auch so grof gewihlt werden, daB fiir alle N iiber-
schreitenden Indizes p, g

s——sp!<;b., \s—s,} <&

ausfillt. Mit Hilfe von (8) folgt hieraus fiir alle N iiberschreitenden
Indizes p, q

E

% £ 5 "
(10) |s*— 8| <ip [8*— 4| <1m
Andrerseits ist nun wegen der Voraussetzung unseres Hilfssatzes
fp*(s*) — £p*(38) 10 6Y) — 12" (89) 7
§*—sp <% & — 8 <E,

und folglich mit Hilfe von (10)
£ — F2,) | < 5, 1F5(5%) — £2(8) | < -

Addieren wir diese Gleichungen zu (9), so folgt fiir alle NV iiberschreiten-
den Indizes p, g
|75(%) — 5 | + 1 65(%) | = £F ) |+ [7FF) — £*6) | <,
und um so mehr
|75%(s,) — £3(s) | <e.
Da ¢ eine beliebig kleine Grofie war, so folgt hieraus, dall die Wertreihe
11¥(83), 1:%(82), - - -
gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert, d. h. die Funktionenreihe
1*(8), H¥s), -
konvergiert stetig an jeder Stelle s des Intervalles ./, womit der Hilfssatz
vollstandig erwiesen ist.

Wir kehren zur Theorie der (uadratischen Formen zuriick, und zwar
nehmen wir im folgenden zuniichst an, es sei 1= co nicht Ver-
dichtungswert von K, d. h. es sei K eine solche Form, daB die
simtlichen Eigenwerte von K, fir alle » in dem endlichen
Intervalle J liegen. Wir definieren sodann gewisse zu K, gehdrige
Funktionen der Variabeln 1, wie folgt: es werde allgemein
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M) =0 fir l< 4.
(11) %p () . 1.1.1 =7 Ip=1...,n
: #,®(3) = (L, @) (& — 2,/) fir 1> 4,®
und

x(”)(l) = xl{”)()__) + .. -+ xu(’i)(l}
gesetzt; dann sind %™ und folglich auch % stetige Funktionen von 1,
die nirgends negativ ausfallen und bei wachsendem Argument 4 und fest-
gehaltenem » niemals abnehmen; die Differenzenquotienten dieser Funk-
tionen, d. h. die Ausdriicke
xp™ () — %™ ()

I—u ’
2 (R — xi’_"(p_)
L—u

sind, wie wir ebenfalls sofort sehen, nirgends negativ und nehmen, wenn
eines der Argumente 1, u fest bleibt und das andere wiichst, niemals ab,
und zwar gelten die Gleichungen
xp" '_(_"3_:_;’;{_’_’1(“‘? — a,(L,™@)
und folglich
w3 — = (1)

= 1 (L@ + -+ 47, (LY@,

l—u
W0 @y, ..., ¥, zwischen 0 und 1 liegende, von 1, u abhiingige GroBen
bedeuten. Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar die Ungleichung

(A () — petn) ) o
— —-.: B < @@y + - + ZO@),
oder wegen ()
w1y — ginlf & &
(12) W ettt

Endlich bemerken wir noch, dafl auf jeder Strecke, die keinen der
Eigenwerte 2, von K, enthiilt, die Funktionen » (1) und folglich auch
die % (1) lineare Funktionen von 1 sind. Fiir alle auBerhalb auf der
negativen Seite von ./ gelegenen i ist x((A) identisch Null; daher ist
mit Riicksicht aunf (12) stets:

A0 < @+ 2,0)d,
wo J die Linge des Intervalles J bezeichnet. Auf der positiven Seite
auBerhalb von .J ist
#0(8) = Aa2+ - 4 2,9 + C,(2),
wo () (z) eine von A unabhiingige Form bedeutet. In bezug auf die
Variabeln 2, ..., 2, ist 2z eine quadratische Form.

Es seien nunmehr unendlich viele Variable &, a,, ... vorgelegt; wir

ziehen dann diejenigen speziellen Wertsysteme in Betracht, die entstehen,

wenn wir irgendeine dieser Variabeln gleich 1 und alle iibrigen gleich 0,
S*

<&
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" g s - c o o~
oder wenn wir irgend zwei dieser Variabeln gleich 7 und alle iibrigen

-

gleich O setzen. Wir denken uns alle diese speziellen Wertsysteme der
unendlich vielen Variabeln 2, #,, ... In bestimmter Weise in eine Reihe
geordnet und bezeichnen sie in dieser Reihenfolge als erstes, zweites,
drittes usf. spezielles Wertsystem der unendlich vielen Variabeln a,, 2, ..
Fiir alle diese speziellen Wertsysteme gilt wegen (12) die Ungleichung
(13) v.”"(i.; ::'"f’(_uJ: g 1.

Wir betrachten nun die Formenreihe
(14) #(4), x3(4), x9(), .. .
und wenden, indem wir fiir die Variabeln a, a,, ... das erste spezielle
Wertsystem eingesetzt denken, unsern Hilfssatz 1 an: wir sehen, dafl
dann im Intervalle J fiir 4 die Werte der Formenreihe (14) simtlich
unterhalb einer endlichen Grenze liegen miissen und wegen (13) auch
die weitere Voraussetzung unseres Hilfssatzes erfiillt ist. Diesem Hilfssatz
zufolge lift sich daher aus (14) gewiB eine unendliche Reihe von Formen
(15) x@(L), x3(4), xBP(D), ...
auswiihlen, die, wenn wir darin fiir die Variabeln z,, z,, ... das erste
spezielle Wertsystem einsetzen, gegen eine gewisse stetige Funktion von 2
in dem Intervalle J gleichmiiBig konvergiert.

Sodann wenden wir unsern Hilfssatz auf die Formenreihe (15) an.
Diesem Hilfssatz zufolge liBt sich aus jener Formenreihe gewill eine
unendliche Reihe
(16) #1(4), #E(2), »**9Q), ...
auswihlen, die, wenn wir darin fiir die Variabeln z;, z,, ... das zweite
spezielle Wertsystem einsetzen, gegen eine gewisse stetige Funktion von 2
gleichmiiBig konvergiert. Indem wir ferner unsern Hilfssatz auf die
Funktionenreihe (16) anwenden, gelangen wir durch Auswahl zu einer
Funktionenreihe S

2R, @ HR), (D)
die nach Einsetzung des dritten speziellen Wertsystems gegen eine ge-
wisse stetige Funktion von 1 gleichmiilig konvergiert.

Endlich betrachten wir, indem wir uns das Verfahren unbegrenzt
fortgesetzt denken, die Formenreihe

.2

(17) AR, 2@, #D), .
dieselbe konvergiert in 1 gleichmiBig, sowohl wenn wir darin fiir die
Variabeln ,, z,, ... das erste, als auch wenn wir das zweite, als auch

wenn wir das dritte spezielle Wertsystem usf. einsetzen. Da sich aber

allgemein der Koeffizient von x, 2, einer quadratischen Form linear aus
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den drei Werten zusammensetzen liBt, die die quadratische Form fiir

1 1 . 4 wy
z,, ,= 1,0 bzw. 0,1, bzw. —, — annimmt, wihrend man alle iibrigen
v yz2

Variabeln gleich O setzt, so folgt, daB auch allgemein der Koeffizient von
z,z, in der Formenreihe (17) gegen eine gewisse in 4 stetige Funktion
#,,(4) konvergiert. Wir setzen
z(d) = S«,, (D x,,
p,9=1,2...

so dall %(1) eine quadratische Form der unendlich vielen Variabeln z,, a,, . .
bedeutet, deren Koeffizienten stetige Funktionen von 1 sind. Diese
Funktionen von A sind zuniichst nur innerhalb .J definiert; da wir aber
statt J ein beliebig groBes, J enthaltendes Intervall wiihlen diirfen, so ist
damit die Definition jenmer Funktionen fiir alle endlichen Werte von 1
gegeben.

Die Werte irgendeines Abschnittes einer quadratischen Form mit
unendlich vielen Variabeln sind als lineare Kombinationen derjenigen Werte
darstellbar, die die quadratische Form fitr unsere speziellen Wertsysteme
annimmt. Daraus folgt, daB, wenn wir in den Formen der Formenreihe (17)
&y, ..., @, beliehig lassen, die iibrigen Variabeln z,_ ,, z,,,, ... simt-
lich = O setzen, d. h. von jeder Form in (17) denselben Abschnitt nehmen,
diese aus den Abschnitten gebildete Reihe gewil ebenfalls gleichmiilig
konvergiert, und zwar gegen denjenigen Wert, den der betreffende Ab-
schnitt von %(1) annimmt. Wenn wir noch

1% =gy, P¥R—p, BP9y ..
setzen, so gilt also die Gleichung:
I @) = [x(3)])

Der Kiirze und Ubersicht halber wollen wir im folgenden bei
einer Gleichung oder einer Ungleichung die eckigen Klammern
fortlassen, d. h. nach dieser Festsetzung ist eine Gleichung oder Un-
gleichung zwischen Formen mit unendlich vielen Variabeln stets so zu ver-
stehen, dafl sie identisch fiir alle Variabeln gilt, wenn man in der Formel
auf beiden Seiten die gleichen Abschnitte der Formen nimmt; so lautet
die letzte Gleichung

(18) L #m)(2) = #(3).

Zugleich bemerken wir, daB die obengenannten Eigenschaften der
Funktionen «((4) als Funktion von i sich sofort auf einen beliebigen
Abschnitt [2(4)] der Form #%(A) iibertragen, wenn wir diesen als Funktion
von 4 betrachten. Wir erkennen so, dall die Funktion [x(4)] ebenfalls
nirgends negativ ausfiillt und bei wachsendem Argument 4 niemals ab-
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nimmt, ferner, da der Differenzenquotient dieser Funktion d. h. der Aus-
druck

[=(2)] — [(w)]

A—u

wiederum nirgends negativ wird, und, wenn eines der Argumente 1, u
fest bleibt, wiihrend das andere wichst, niemals abnimmt. Wegen (12)
folgt fiir jenen Differenzenquotienten die Ungleichung
(19) <@ a)
Innerhalb eines Intervalles, das keinen Verdichtungswert der Form A
enthiilt, wird [%(4)] eine lineare Funktion von A. AuBerhalb J ist aof
der negativen Seite [%(1)] identisch Null, auf der positiven Seite gleich
1@, 2)] + C(@).

Wir denken uns nun in der Form x(1) das erste spezielle Wert-
system eingesetzt und bezeichnen die so entstehende Funktion von 4 mit
#(4),. Nach den obigen Ausfilhrungen wird, wenn wir A festhalten und
u einen 7 {ibersteigenden Wert beilegen, der Differenzenquotient von #(1),,
sobald w gegen A hin abnimmt, gewi nicht wachsen und mithin, wenn
w nach 4 fiillt, einem Grenzwert zustreben, d. b. %(1), besitzt gewif fiir
jedes 4 einen vorderen Differentialquotienten; wir bezeichnen denselben
mit f+)(1),. In derselben Weise wird gezeigt, dab x(2), fiir jedes 4 einen
hinteren Differentialquotienten besitzt; wir bezeichnen denselben mit ¥-)(2),.

Aus den obengenannten Tatsachen iiber die Differenzenquotienten
von x(), folgt zugleich, daB sowohl {+)(1),, wie f~)(1), Funktionen von
sind, die nirgends negativ ausfallen, mit wachsendem Argument 1 nicht
abnehmen und iiberdies stets den Ungleichungen

f2), KB (), fir A< u

2{ = = 2
(20) (), S 1O (w), fiir A< p

geniigen.

Da ferner wegen (13) die Differentialquotienten £*+)(1),, f(4); den
Wert 1 nicht iiberschreiten kdnnen, so gilt dasselbe um so mehr fiir die
Differenz vom vorderen und hinteren Differentialquotienten an der nam-
lichen Stelle 4, und wir ersehen hieraus, daB, wenn m irgendeine ganze
Zahl bedeutet, hochstens m Stellen 2 vorhanden sind, fiir welche

FO (L), — F(2), =

gilt. Wegen dieser Tatsache ist die Menge derjenigen Werte A, fiir welche
vorderer und hinterer Differentialquotient voneinander verschieden aus-
fallen, notwendig abzihlbar.

Nunmehr denken wir uns in %(4) das zweite spezielle Wertsystem
eingesetzt, verfahren mit der so entstehenden Funktion x(1),, wie vorhin
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mit #(1); geschehen ist, und suchen diejenige Menge von Stellen 1, fiir
welche der vordere und hintere Differentialquotient voneinander ver-
schieden ausfallen. Die Menge dieser Stellen 1 ist gewil wiederum ab-
zihlbar. Mit Benutzung des dritten speziellen Wertsystems erhalten wir
entsprechend eine abzilhlbare Menge von Stellen 2 usf. Die Gesamtheit
aller solchen Stellen ist wiederum abzihlbar; sie mégen die Eigenwerte
der Form K heiBen und mit ,, 4,, ... bezeichnet werden. Die Stellen
Ay, Ay, ... und ihre Verdichtungsstellen sind gewiff Verdichtungswerte
der Form K, da ja »(1),, #(4),, ... auBerhalb der Verdichtungswerte
lineare Funktionen von 1 sind und folglich die vorderen und hinteren
Differentialquotienten daselbst einander gleich ausfallen. Die Gesamtheit
der Stellen i,, 1y, ... werde das Punltspektrum oder das diskon-
tinuierliche Speltrum der Form K genannt.

Da die Koeffizienten einer quadratischen Form sich linear aus den
Werten zusammensetzen lassen, die die quadratische Form fiir die Reihe
der speziellen Wertsysteme der Variabeln annimmt, so schlieflen wir, dall
die simtlichen Koeffizienten », der Form x(Z) ebeufalls sowohl vordere
wie hintere Differentialquotienten besitzen, und daB dieselben fiir jede
Stelle mit Ausnahme der Stellen 1,, 1,, ... einander gleich sind; die
vorderen und hinteren Differentialquotienten von », mogen mit £ bzw.
f,, bezeichnet werden. Fiir jede von 4, 1,, ... verschiedene Stelle 2
stimmen diese beiden Differentialquotienten miteinander iiberein; wir
setzen daselbst _

=5 =t
die quadratischen Formen mit den Koeffizienten ), f,, mogen mit §+)(4)
bzw. ¥-)(1) bezeichnet werden. Fiir jede von 1;, 4,, ... verschiedene
Stelle setzen wir
£(A) = EH(1) = ¥ (2).

Wir bilden nun allgemein fiir die Stelle i, die Differenz ) — £,/
und nehmen diese Differenz als Koeffizient von x,4; die so entstehende
quadratische Form mit unendlich vielen Variabeln, deren Koeffizienten
jedenfalls nicht simtlich verschwinden, werde die zum FEigenwert 2,
gehirige quadratische Kigenform von K genannt und mit 15, be-
zeichnet. Offenbar ist fiir jeden Eigenwert 1,

(21) W) — 1) = E,
und da auch zu (20) analog

) (A) L 10 () fiir A L,
D) L ) (w) fiir A < u
gelten muB, so fiillt gewill

(23) E,>0

(22)
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aus. Andererseits folgt aus (19), wenn wir fiir u einen 1 iibersteigenden
Wert wihlen und diesen gegen 4 konvergieren lassen,
(24) (1) < ( 2).

Wir betrachten nunmehr irgend m nach zunehmender GriBe ge-
ordnete Eigenwerte der Form K, etwa

2 or ol

R P’
und die diesen zugehorigen Eigenformen
v,
Eyy oo By

Wegen (21) haben wir

(25) @) —-10@)=E, (h=12..., m)

und wegen (22)
f(“j(i“p;_;) o f(‘H(lpL) ; 0?

) = 90, ) 20

Die Addition von (25) und (26) ergibt

(27 M@, -84, )=E, 4+ E,,

und diese Ungleichung lehrt, da [£)(4)] nirgends negativ ist, wegen (24)
die weitere Ungleichung

(28) B, +---+E, <(%%)

Aus (23) und (28) erkennen wir, dal die iiber alle Indizes p er-
streckte Summe X[ I | konvergiert, und zwar gegen eine quadratische Form
der » Variabeln z,, ..., z,, die <z *+ .-+ z,® ausfillt, d. h. es ist

%1‘4}, = (@, x).

Wir definieren jetzt folgende Formen der unendlich vielen Variabeln

Byy Bgyoos -8
e(l) - EW_E;;:
@p<

n(A) = E,(d— 1),

(p<h

wo die Summen rechter Hand iiber alle diejenigen Indizes p zu erstrecken

sind, fir die 1,<<21 ausfiilll. Die Koeffizienten von %(1) sind stetige

Funktionen von A. Die Abschnitte [e(2)], |4(2)] dieser Formen sind

Funktionen von 4, die, wie sich ohne Schwierigkeit mit Benutzung von

(23) und der Konvergenz von (_\).T[EP'] ergibt, folgende Eigenschaften
)

besitzen:
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[e(2)] ist nirgends negativ und nimmt mit wachsendem A niemals
ab; auBerhalb oJ ist [e(4)] auf der negativen Seite Null, auf der positiven
cleich >[ )

[e(ll] ist an allen Stellen stetig, die nicht Eigenwerte sind; fiir den
Eigenwert 1, besitzt [¢(4)] einen endlichen Sprung, und zwar ist bei
positivem gegen Null abnehmendem 7:

’{,u?(lp— 7) =e(4,),
j__’,ue(.lp +17)=¢(4,) + E,.

[#(4)] hat sowohl einen vorderen, wie einen hinteren Differential-
quotienten; diese stimmen an allen Stellen, die nicht Eigenwerte sind,
miteinander i{iberein und haben den Wert [¢(2)]; fiir den Eigenwert 2,
ist der hintere Differentialquotient [e(4,)], der vordere [e(4,)] + [E,], so
daB der UberschuB des vorderen Differentialquotienten uher den hinteren
[£,] betriigt.

Aus (27) folgt, wenn 1/, A"> A" keine Kigenwerte sind:

(W) —tA) > DE 2
(4 -(/_u<r
nun ist
Sk =e(d) —e(d)
(A< ip < af; ‘
und folglich auch

(29) H(A") — HA) = e(X") — e(X).

Ist eine der Grofen A, 17 ein Eigenwert, bzw. sind beide Eigen-
werte von K, so folgt ebenso statt (29) eine entsprechende Ungleichung.
Setzen wir nun

o(A) = =(i) — n(2),
so besitzt mit Riicksicht auf (21) die Funktion [o(4)] vordere und hintere
Differentialuotienten, die fiir jede Stelle A miteinander iibereinstimmen,
und dieser Differentialquotient ist iiberdies, wie aus (29) bzw. aus der
entsprechenden Ungleichung folgt, eine mit wachsendem Argument nicht
abnehmende Funktion von 1; daher stellt dieser Differentialquotient eine
Funktion dar, die in i stetig ist. Setzen wir also
(30) o) = 2o, z,3,~ d':,ll' = f(1) —e(d),
so ist jeder Abschnitt der Form @(1) eine stetige, nicht negative, mit
‘wachsendem 1 nicht abnehmende Funktion von 1. Die Form ¢(i) der
unendlich vielen Variabeln, deren Koeffizienten s stetige Funktionen von 4
sind, heife die Spekiralform von K.
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Wegen (24) gilt die Ungleichung
(31) 0(2) + e(1) < (%, 2).

Die Formen (1), ¢(4), ¢(1) werden fiir alle auBerhalb auf der nega-
tiven Seite von .J liegenden Werte 4 identisch gleich Null; auf der positiven

Seite gehen sie in von i unabhingige Formen iiber, die wir bzw. mit
f(4+ o0), e(+ o), 6(+ oo) bezeichnen wollen. Wegen (30) haben wir

(32) o(+ 00) = H(+ 00) — e(+ o).
Da [#(4)] rechts von J in i[|z, #)] + C(z) iibergeht, so haben wir
(33) tH(+ o©) = (z, 2)

und, wie friither bemerkt ist,
e(+ o0) = 2'E,.
p)

Wir wiihlen jetzt solche reelle Werte 1 aus, in deren beliebiger
Niihe noch Punkte 4" existieren, fiir die nicht identisch in allen Variabeln
Tyy Tgy -

a(l)=o0a(i)

ausfillt. Die Menge s aller solchen Punkte 4 ist perfekt (abgeschlossen
und in sich dicht); sie heile das Streckenspektrum oder das kontinuier-
liche Spektrum der Form K. AuBerhalb der Verdichtungswerte von K
sind die Koeffizienten von x(4) simtlich linear in 4, diejenigen von ¢(1)
konstant, und folglich werden auch die Koeffizienten von (1) konstant,
d. h. das Streckenspektrum liegt gewifl innerhalb der Verdichtungswerte
der Form K. Das Punktspektrum nebst den Hiufungsstellen der Eigen-
werte und das Streckenspektrum zusammengenommen heile das Spekérum
der Form K.

Betzen wir nun
+ =
6(+ 00) = [da(d) = [da(2),
—™ (%)
so erhalten wir aus (32), (33)
(2, 2) = e(+ 00) + fda(1)
(s)

oder

(34) (x,2) = J'E, +fdo'(?.),

§)] (%)
wo die Summe iiber alle p zu erstrecken ist.

Wir kehren nunmehr zu der guadratischen Form K, mit endlicher
Variabelnzahl » zuriick. Bedeutet 1 eine komplexe oder eine von simt-
lichen Eigenwerten 4" der Form K, verschiedene reelle Grofe, so er-
halten wir aus der Definition (11) der Funktion »," sofort die Gleichung
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+ =
s ’“‘fi ) () “—’P D V)
(o — d“ (L .?J) (— 1)® Iu ] hptn — B ]
-0 n)
die Integration ist hier reell von g = — o0 bis u = + oo, im Falle eines

reellen A jedoch mit kurzer Umgehung des Punktes 4 in der komplexen
t-Ebene auszufiihren, wobei man beachte, daB »,(u) in der Umgebung
des Punktes 4 als lineare Funktion auch fiir komplexe u definiert ist.
Durch Snmmation iiber p =1,..., n finden wir

p W) o 1 (L () (L™ (@) |
(30) f(u L)a ZP' 2 {.;.li""—-—l + LA + ‘1”0“ — 1 I .

wobel die Integration wie vorhin auszufithren ist. Andererseits ist, wie
aus (3) und (5) folgt,

. Kk o) — (z,2),  (L,™(@)* ™ (@)
(3b) i i 11'.": —3 i il + }'”m — 2

Wenn wir in (35), (36) fir » die besonderen Zahlen m,, i, . ..

einsetzen und auf beiden Seiten einen bestimmten Abschnitt nehmen, ferner
unter i irgendeine komplexe GriBe oder eine solche reelle Grofe ver-
stehen, die nicht zum Spektrum der Form K gehort, so erhalten wir
wegen (18) durch Grenziibergang die Formel

=g 7 [K," (4, .Tﬂ — [IJL‘ .’Bm.,] fxmﬁ
(37) L 2f —

h=oo

die Integration ist hier wiedernm reell von p= — oo his u = + 0o, im
Falle eines reellen A jedoch mit kurzer Umgehung des Punktes i in der
komplexen p-Ebene auszufiihren, wobei man beachte, daB #(u) in der
Umgebung des Punktes A als lineare Funktion auch fiir komplexe u de-
finiert ist. Infolgedessen stellt das Integral rechter Hand eine Funktion
von A dar, die fiir alle komplexen und fiir die nicht zum Spektrum von
K gehorigen reellen A regulir analytischen Charakter in bezug auf 2
besitzt.
Wir setzen

(38) K(3, 2) = (z, &) + 24 f w"“”l)*

und nennen diesen Ausdruck die Resolvente der Form K: jeder Ko-
effizient oder Abschnitt derselben ist ebenfalls fiir alle komplexen und
fiir die nicht zum Spektrum von K gehorigen endlichen reellen Werte
von A regulir analytisch, und man sieht auch, daB derselbe fiir 1 = co
regulir analytisch ist.
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Die oben gefundene Gleichung (37) geht iiber in
LK., (% x) = K(4, ).

=0
Aus der Definition der Form (1) entnehmen wir die Gleichung
+x -I—m
' C o 1N By
(39) S = FJ,J (o choo

n
wobel unter A irgendeine komplexe Grife oder eine solche reelle Grifie
zu verstehen ist, die nicht zum Spektrum der Form K gehort, und die
Integration nach g im Falle eines reellen 1 mit kurzer Umgehung des
Punktes 4 in der komplexen w-Ebene ausgefiihrt werden soll.

Wegen
o(A) = =(2) — n(4),

. ((gu.)
() = 1

erhalten wir durch wiederholte Produktintegration und Einfiihrung einer

naturgemiien Erweiterung des Integralbegriffes
+ {- o0 + @ + oo

() Lol " elw 1 o (k) 1 (Tdsw
f(n—z)“""”i/ w—ayp = Jw—a) o =3 fp_b dg =--2—f—l;_-,;
- ® - — o - (s)
Aus (38), (39) ergibt sich
: < d 3
(40) K (1, z) = (z, a:)+,1f,_1p_k+ f U(u

und hieraus mit Riicksicht auf (34)

tl x)% N hf’i _}_’/'.f?ﬁ(y'; i
® 1 =]
Ly &
(%)

Diese Formel ist das gesuchte Analogon zu der Partial-
bruchdarstellung (3) der Resolvente K, (4, 2) der Form K, mit
der endlichen Variabelnzahl n.

Wir fassen die gefundenen Resultate in folgender Weise zusammen:

Satz 31: Die Resolvente einer gquadratischen Form K, fiir welche
4 = oo nicht Verdichtungswert ist, ist eine quadratische Form mit unendlich
vielen Variabeln K(1, &)= 3K (),

P

v??’

deren Koeffizienten fiir alle auflerhalb des Spektrums der Form K gelegenen
Argumente L regulitr analytische Funktionen dieses Argumentes sind.

Ist my, m,, ... eine gewisse Reithe ins Unendliche zunelmender gamzer
Zahlen, so gilt fiir jeden Absclnitlt der Resolvente die Gleichung
(4!1) , .._L Kmh(i, :L‘,I' == K(l, .:C)’

wo K, die Resolvente der Form K., bedeutet.
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Die Resolvente K gestattet fufqendr’ Darstellung (fiir jeden Abschnitt)

(42) K@, @) = S—To 4 j dols) ,
(;J 1__

(%)

dabei ist die Swinme iiber das gc.samfe Pamﬂ{spem wum von K, d. h. iiber
alle Eigenwerte von K zu erstrecken; F, bezeichnet allgemein die zu 1,
gehorige quadratische Iligenform. sic ist eine Form, deren Abschwitie fir
ketnen Wert der Variabeln wm, xg, ... negativ sind. Das Integral ist iiber
das Streckenspektriom von K zu erstrecken.  Die Spektralform (1) ist eine
Form, deren Koeffizienten stetige Iunktionen in L, und deren Abschnitte
bei wachsendem Avgument 1 innerhall des Streckenspeltrums s — von be-
sonderen Werten der x,, x, ... abgesehen — wachsende Funktionen von 1,
in jedem auferhalb s gelegenen Intervalle aber sdmtlich Lonstant sind.
Endlich gilt die Gleichung (fiir jeden Abschnitt)
(43) (z, x) = T?LJ + [do(3).
P ()

Wenn die siimtlichen Abschnitte einer quadratischen oder einer bi-
linearen Form mit unendlich vielen Variabeln x, @y, ..., ¥, %, .. . absolut
genommen unterhalb einer von der Wahl des Abschnittes unabhiingigen
endlichen Grenze liegen, sobald man die Variabeln den Bedingungen
(44) (zx) <1, (my)<1

unterwirft, so heifle die quadratische bzw. bilineare Form eine beschrinkte
Form.

Die zu einer beschriinkten quadratischen Form gehirige bilineare
Form ist ebenfalls eine beschrinkte IForm.

Beispielsweise sind wegen (23) und (28) die Kigenformen £ stets
beschriinkte Formen, und da nach (31) die Ungleichung

(i) + e(d) < (z, )

gilt, so sind aunch die Spektralformen @(1), ebenso wie die Formen F(4)
und e(4) beschriinkte Formen. Endlich ist, wenn 2 einen aullerhalb des
Spektrums von KA(x) liegenden Wert bedeutet, die Resolvente K(4, 2),
und zwar sowohl der Summen- wie der Integralbestandteil von K(Z, )
fiir sich, eine beschrinkte Form.

Ein wichtiges spezielles Beipiel einer beschriinkten quadratischen

Form ist 2;’?::{

1) Die von mir gegebene und zuerst von H. Weyl (Inauguraldissertation, Gottingen
1908, S, 83) publizierte Beweisidee hierfir ist kurz folgende: Es gibt identisch in

Lyy Loy oo o3 Yy Yooy -
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Die Begriffe ,,Abschnitt“ und ,beschriinkt” konnen offenbar in gleichem
Sinne auch fiir lineare Formen mit unendlich vielen Variabeln angewandt
werden. Eine lineare Form

L(z) =la, + Ly + -
ist dann und nur dann eine beschriinkte Form, wenn die Summe der
Quadrate ihrer Koeffizienten

2 % 0w s
endlich bleibt. SO A

Die Richtigkeit hiervon erkennt man leicht mit Hilfe der beiden
folgenden Tatsachen:

I Wenn w,, #,,... und v, v,,... irgendwelche Grolen sind, so
gilt stets die Ungleichung

(u, v)* < (u, w)(v, v).

I. Wenn u,, u,,... irgendwelche Groflen sind, ferner M eine end-

liche positive Zahl bedeutet und {iberdies fiir alle der Bedingung (44)

geniigenden Werte a,, a,,... die Ungleichung
,z) <M

stattfindet, so ist stets ,
(uy w) < M2

Fortan ziehen wir durchweg nur solche Wertsysteme der
unendlich vielen Variabeln z,, 2,,... %, %,... u.s. f. in Betracht,
die der Bedingung (44) geniigen. Ist a,, ay,... ein solches Wert-
system, so existiert, wenn L(x) eine beschrinkte lincare Form ist, gewiB
der Limes des nten Abschnittes [L(«)], derselben fiir n = co; wir setzen

IA_ H) = {x |L(a>!fl;

somit haben wir erkannt, dall eine beschriinkte Linearform der unendlich
vielen Variabeln a,, x,, ... fiir alle in Betracht kommenden Wertsysteme

+ @

*
z’ L, b }= -’-[—- in ¢ 08 § in 2f — 2—----]’
Ty o o e = x, 8in ¢ 4y, cos ¢t 4, .Bitl Yy COS 2¢ dt,
-7

(ne=1,2,...n)

wobei fiir p = ¢ anstatt = - = linker Hand 0 zu nehmen ist. [ie rechte Seite dieser
—4

Identitiit ergibt sich, indem wir unter dem Integral ¢ vor der Klammer durch = er-
setzen, durch kurze Rechnung kleiner als z(r * 4 a,° 4 -« 42 F y 24w, -+ 9,9,
d. h. kleiner als 2z Setzen wir @y = yp, so erhalten wir daher unmittelbar

AR
i r+u
Po=1,..%)
Andere Beweise sowie Erweiterungen dieses Satzes sind gegeben worden von F. Wiener
(Math. Ann. Bd. 68, 8. 361), J. Schur (Journ. f. Math. Bd. 140, 8. 16), O. Toeplitz

(Gott. Nachr. 19106, 8. 489).
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dieser Variabeln einen hestimmten endlichen Wert annimmt und demnach
eine Funlition der unendlich vielen Variabeln z,, ,, ... darstellt.

Es heiBe allgemein eine Funktion I7(z,, &, ...) der unendlich vielen
Variabeln #, #,,... an der Stelle a,, a,, ... stetig, wenn der Wert von
Fla, + &, a, + &, ...) gegen den Wert von Ff(a,, a,,...) konvergiert,
sobald die Summe der Quadrate der Grofen &, ¢, ... nach Null abnimmt,
d. h. wenn

L Fla, + &) ay + &,.. ) = F(ay, ay,. . )
) (et =0)
wird.

Wir sehen sofort, daB die beschriinkte Linearform L(x) eine stetige
Funktion der unendlich vielen Variabeln darstellt.

Die entsprechenden Sitze gelten auch fiir eine beschrdnkte Bilinear-
form. Um dies zu erkennen, bezeichnen wir mit A(z, y) eine beschriinkte
Bilinearform und mit a,, a,,... und b,, b,,... besondere Wertsysteme
der unendlich vielen Variabeln, sodann setzen wir

Ty = Qyy . ooy Xy = Oy, xn+1=0! ‘Tu+2=0r"'
4 _— @1 Mpye e am
3‘31 =0} 0 xuq—l . H ‘ru«}—" T o 3w ey mm_“ m-H. 0 ‘I’m+2
nin nm J'ITH
Yy = JU cey YWy = bﬂ? Yy = 03 Yy = 01 L

!ﬁ’

r ¥ r @ o r — r
=0:'--: y,,=0, y”"'l:[i ) ?],Ha:ﬁ' e ym_ﬁ )3’m+1_01?fm+2
nim wm nm

b w2

I"s.r‘v‘l Iin

(i -

—0,...

anm - Va2ﬂ+1 + a2n+2 + e -i_ ar_’rn? ﬁ-.-zm - Vb:zn;_l —i: b2ﬂ+2_+ T —I_ bgﬂ;

worin » und m > n irgendwelche ganze Zahlen bedeuten. Nun ist, wenn
wir mit [4],, [4], die betreffenden Abschnitte von A bezeichnen,

['A (ﬂ'? b)]m == “1('2: + aﬂinm’, Y + ﬁﬂm?j’))
- """(‘E) y) —I_ “'xnmri('x’? y) + ﬁum‘fi<r} y') + ‘x»nmdnm‘A(‘r’r y’),’
= [4’1 ((I’ b)]n + “u m Il (‘rr’ y) + ﬂr! e ‘4 ('T'} y’) + “umﬁn m “1 (x” y’)'

Da A(«,y), A(x,y"), A(2',y’) absolut unterhalb einer von », m unab-
hiingigen Grenze bleiben und iiberdies «,,, f,, mit wachsenden n, m
verschwinden, so folgt, daf [A(a,?)], mit wachsendem » gegen einen
Grenzwert konvergieren muf; derselbe werde kurz mit A(a, b) bezeichnet.
In analoger Weise folgt, daf die durch A(z,y) dargestellte Funktion der
unendlich vielen Variabeln a,, @,,... und y,, y,, ... stetig ist.

Inshesondere schlieffen wir, daB auch eine beschriinkte, quadratische
Form unendlich vieler Veriinderlichen ,, a,,... stets eine stetige Funktion
derselben darstellt.

Wir entnehmen aus den eben bewiesenen Sitzen noch folgende Tat-
sache: Wenn auf beiden Seiten einer Formel eine endliche Anzahl
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quadratischer oder bilinearer beschriinkter Formen von unendlich vielen
Variabeln steht und die durch die Formel dargestellte Gleichung oder
Ungleichung fiir alle Abschnitte beider Seiten giiltig ist, so ist sie tiber-
haupt fiir alle Wertsysteme der unendlich vielen Variabeln giiltig — wobei
stets nur solche Wertsysteme dieser Variabeln gemeint sind, die den Be-
dingungen (44) geniigen.

Wenn wir in der beschriinkten Bilinearform A(z,y) die Variabeln

Yy Vs, ... simtlich Null setzen mit alleiniger Ausnahme der einen Varia-
beln y,, der wir den Wert 1 erteilen, so entsteht eine beschriinkte Linear-
form der Variabeln #,, a,,...; dieselbe werde mit Mz.(j’ Y) bezeichnet.
Yp
Da A(z,y) beschriinkt ist, so folgt auch, daf fiir n = m
old@nl, |, . d[A(z ),
oy, T TR gy,

absolut unter einer endlichen, von »n und m unabhingigen Grenze liegt,
und mit Riicksicht auf die oben angefiihrte Tatsache II liegt mithin auch

';_I-A (1_"_:2)]" s . clAx, y)l, #
( oY, )+ +( Y )
unterhalb einer von » und m unabhiingigen Grenze. Nehmen wir nun
zuerst 7 = oo und dann m = oo, so erkennen wir, dafi die Quadratsumme

0 A, 2 o Alx, y)\2

( i ) +( Y, )+
gegen eine endliche GriBe konvergiert. Ist nun B(z,y) ebenfalls eine
beschriinkte Bilinearform, so bleibt aunch die Quadratsumme

(¢ Bz, y)\*2 ¢ Bz, y)\2

( r‘.xl) +( dx, ) L
unterhalb einer endlichen Girenze, und folglich muB mit Riicksicht auf die
oben angefithrte Tatsache I anch die unendliche Reihe

dAx,y) dBxy) | A y) éB(zy) +

e __-;-‘Tl B Y. - _-F"'z R o

absolut konvergieren; dieselbe stellt dann notwendig wiederum eine Bi-
linearform der Variabeln z,, #,,..., %, ¥, ... dar, die wir analog wie
oben bei endlichen Formen mit

A(z, ) B(., y)

bezeichnen und die Faltung der Bilinearformen A, I3 nennen.

Die Faltung ist gewill eine beschrinkte Bilinearform, und zwar er-
kennen wir mit Riicksicht auf die oben angefiihrten Tatsachen I und II
aus der vorangehenden Betrachtung die Richtigkeit des folgenden Satzes:

Hilfssatz 2. Wenn M, N zwei positive Konstanten bedeaten, so dall
fuir ‘alle @), By oo 00E Yy Mpyies -
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:A(SL’, y) } < ‘FII: ;B(x: ?f) g N

ausfillt, so gentigt die Faltung notwendig der Ungleichung
| A(z, )B(.,y) | < MN.
Zugleich stellen wir folgende Hilfssitze auf, deren Richtigkeit un-
mittelbar einleuchtet.
Hilfssatz 3. Fiir jeden Abschnitt der Faltung zweier beschriinkter
Bilinearformen A, B gilt
[4(z, ) B(, ). = L[4,z )B,(.,9)],,

wo rechts unter dem Limes der mte Abschnitt der Faltung der nten Ab-
schnitte von 4, B steht. Der Wert der Faltung ist demnach:

A(@, )B(,y) = L L [4,@.)B,(, )l

Es folgt daraus inshesondere:
A(‘T; )( :f"]) =4 (T) ?f):
d. h. jede Bilinearform reproduziert sich durch Faltung mit (z,y); wir
konnen daher auch den Wert der Bilinearform darstellen als:

g4 4 ) A o4 o g

3 0.
‘(1(:?.' y) o .?,1 ﬁyl -}" y? '(:y.3 + o 'T] E"-"l + xﬂ t;.'.._]:.i
Hilfssatz 4. Wenn A, B, C, ... beschriinkte Bilinearformen sind und
mit denselben wiederholt der Prozell der I"altung ausgefiihrt wird, so ist
das Resultat von der Reihenfolge der einzelnen Faltungen unabhiingig;
es ist beispielsweise

(A@, )B(,))C(,y) = A, (B, )06, y).

Wir entwickeln nunmehr die einfachsten Begriffe und Tatsachen iiber
orthogonale Transformationen unendlich vieler Variabler.
Bedeuten
0, (p,0=1,2,..)
irgendwelche unendlich viele, den Relationen

‘?__' 0,0, =0 (r=+9q)
und

). OrpOra = 0 (p+19)

geniigende Konstanten, so definieren die Formeln
Math, Monogr. 5: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 9
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r ‘J'
Ty = 0Ty + 05 + -+ -,

’ ¥
Ty == 0Ty + Oy + -+,

(45)

und
@'y =0y &y + 0y + -,

@'y = 03y + 0925 + . . .,

je eine orthogonale Transformation; die letztere Transformation ist die
Umkehrung der ersteren. Die Ausdriicke rechter Hand sind beschrinkte
Linearformen der unendlich vielen Variabeln z,, z,,... bzw. 2y, a,,....

Die Bilinearform , ,
O(z,z') = Zomxpxy
heiBle die zur orthogonalen Transformation (45) zugehirige Bilinearform;
dieselbe ist, wie man leicht aus der oben angefiihrten Tatsache I erkennt,
gewill eine beschrinkte Form. Iis gelten nach Hilfssatz 3 die Formeln
(46) 0(,2)0(.,y) = (z,y), 0(,2)0(,y)=(9);
insbesondere wird:
%'(Oplxll e s Opﬂ'r’:: e ')E - (,‘I",J m'),
‘S-Jf'(alp"rl o 0353 s - ')2 = (‘F: "’)
w
Wenn wir auf irgendeine beschriinkte Linearform L(z) die ortho-
gonale Transformation (45) anwenden, so entsteht die Linearform
L&) = L()O(,«);
mithin entsteht, wenn wir beide Variabelnreihen irgendeiner beschrinkten
Bilinearform A (z, %) jener Transformation unterwerfen, die Bilinearform
L@, 9) = A(,)0(,7) 0, ).
Sind A(x, y), B(x,y) irgend zwei besehriinkte Bilinearformen, setzen
e b Ca, y) — A(% ) BC.,v)
und berechnen die orthogonal transformierten Formen
L () = A(,2) O(, @) 0, ),
I)y('r'a y') = B(, v O(O ’ 'T’,) 0(# ’ y') ’
C'(@,y) = C(.,.) 00, 2) 0(.,9),
so finden wir als Faltung der transformierten IFormen
b i (;I', O)B’(_n: .U) = ‘1( ) ') U( 3 ‘T) UL' H D)J;e‘(! 256) U(*’ 0) O(*? y)
und mit Benutzung des Hilfssatzes 3 und 4 und der Formel (46)
A’(.’I‘, 0)1}’(0; y) = A-{: ’ D)B(U ’ *) O( ’ I:) U(‘s ’ y) = U( ’ *) O( ’ 3‘) 0(*,_1/)
und mithin
(47) Az, )B'(.,y) = C'(2, 9)

.
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d. h. die Faltung zweier Bilinearformen ist eine Kovariante gegeniiber
einer orthogonalen Transformation.

Wenn die Summe der Koeffizienten von z,y, einer Bilinearform
A(z, y) konvergiert, so bezeichnen wir diese Summe allgemein wie bei end-
lichen Formen mit A(.,.).

Wir erwithnen hier noch folgende ebenfalls leicht zu heweisende
Tatsache:

Hilfssatz 5. Wenn
K@) = 2 by Tp,
(Pya=1,2..3)
eine quadratische Form von solcher Art ist, dall
(i) Blgg=- 2 P
‘ (re=12..1)
gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert, so stellt derselbe eine In-

variante gegeniiber einer orthogonalen Transformation von K(z) dar;
d. h. jener Grenzwert stimmt mit

K‘(.';JK}(':-) = 2 kgm
. @e=12..)
iiberein, wobel
K@= 2> K, 42
=) @a=18,..) T4 P
die durch orthogonale Transformation aus K (z) hervorgehende quadratische
Form bedeutet.

Wir kebren nunmehr zu der oben entwickelten Theorie der quadra-
tischen Form K (#) zuriick und nehmen an, daB diese quadratische
Form K(z) eine beschrinkte Form sei.

Bedeutet wiederum ’ S

K,(z) = [K(z)],
den nten Abschnitt von K (z), so ist der grobte Wert, den K, (z) absolut

: : 1 ;
genommen annimmt, gleich -z, wenn 4,*) den absolut kleinsten der
"1

n Bigenwerte von K (x) bezeichnet. Da K(z) eine beschriinkte Form
sein soll, so gibt es eine positive Konstante M, so daB fiir alle Werte n
und jedes Variabelnsystem K. (2)| < M

ausfillt, und mithin gilt auch

1 |
| =

oder
. 1 1
|4, ] = M

d. h. die absoluten Betrige der Eigenwerte von K (z) bleiben simtlich
oberhalb einer von Null verschiedenen positiven GroBe, und es gehort
9‘
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somit A =0 gewil nicht zum Spektrum von K(z). Nehmen wir um-
gekehrt von einer quadratischen Form K(z) an, da 1 = O nicht zu ihrem
Spektrum gehire, so miissen siimtliche Eigenwerte 1, ihrer Abschnitte
K,(z) von einem gewissen # an absolut genommen oberhalb einer von
Null verschiedenen positiven Grenze m bleiben, und hieraus wiederum

folgt, daB die Maxima der absolut genommenen Abschnitte K ()

1
3]
unterhalb der Grenze —i—b bleiben miissen, d. h. die Form K(a) ist not-

wendig eine beschriinkte.

Die soeben gemachte und im folgenden stets hbeibehaltene Annahme,
daB K(z) eine beschrinkte Form sei, ist also damit villig iiquivalent,
daB 2 = 0 nicht zum Spektrum von K(z) gehire, wihrend die absoluten
Betriige der Higenwerte von A'(z) sehr wohl iiber alle Grenzen wachsen
diirfen.

Wir bestimmen nun eine Grifle ¢ so klein, daff anch 1 = « nicht
dem Spektrum von A(z) angehdrt. Da dann die Nullstellen der Diskrimi-
nanten der Abschnitte von

(z, &) — A K(x)
sich an der Stelle 2 = ¢ nicht hiiufen, so werden diejenigen der Ab-

schnitte von (z, 2) — A {(2, &) — «K(2))

absolut gemommen nicht iiber alle Grenzen wachsen, d. h. die quadratische

Form — -
! K#¥(x) = (2, x) — a« K(x)

hat 2 = oo nicht zum Verdichtungswert; diese ist zugleich auch be-
schriinkt. Bezeichnen wir mit K (i;a,7) die Resolvente von X (z) und
mit K* (%; 2, y) diejenige von A* (z), so finden wir unmittelbar ans der
Definition der Resolvente die Gleichung:
(48) K.(%; 2 y) = ) _1 53 K,* (;. = PRl 3’) ‘
[£4
Wenden wir nun unseren Satz I auf die Form K%(z) an und be-
zeichnen die Eigenwerte, Eigenformen, ferner das Streckenspektrum und
die Spektralform von K*(z) bzw. mit
A AT sy BE B ey 865,
so ergibt sich fiir alle auBerhalb des Spektrums von K* liegenden Werte
von A% die fiir jeden Abschnitt bestehende Gleichung

o B do* (u*
Ed Ed - V P ! :
(49) " -:I;x: K my (;" b x) m’ 7 1 e i i*
o 1p* e u*
(¢%)

und ebenso
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(z,2) = SE* + [do*(2¥).
(¥)

(%)
Setzen wir in (49)

oo ‘ i hp N
4 T i—e! ]'P Ay — e? H w—
ein, wobel
A
o=
1 «
1% == R
1— 1—
2 ip
A
q
1 %
g
Foomit R
u ®

wird, und bezeichnen mit s die Menge der Punkte w, die der Menge s*
der Punkte u* entspricht, so ergibt sich mit Riicksicht auf (48) die fiir
jeden Abschnitt bestehende Gleichung:

- = _'_., * d
L K, a)= 3 —Fo_y (000
h=m ] |p,ac)1_ A 1 %

Ap . B
®
dabei sind dann 4, als die Bigenwerte, [, = [ * als die zugehorigen
Eigenformen, s als das Streckenspektrum, ¢(u) = ¢*(u*) als die Spektral-
form von K(z) zu bezeichnen, und®es ist 4 = oo als Eigenwert, F, als
zugehirige Eigenfunktion von KA (2) mitzurechnen, falls 1* — 1 igenwert
von K*(z) war. Aus der obigen Formel fiir (z,2) wird

(50) (, a-):{;_r‘i I:;,—Q—J).tf(i(i.).

Die beiden letzten Formeln stimmen mit (42), (43) iiberein, wenn
K(z) nicht 2 = oc zum Verdichtungswert hat; in der Tat folgt dann
aus der Definition von K*#(z), daf i* =1 nicht Verdichtungswert und
daher auch nicht Eigenwert von K ist; demmach ist 1 = oc gewil} nicht
Eigenwert von K(z).

Bleibt A(x, y) fiir alle Variabeln x absolut unterhalb der endlichen
Grenze MM, so entnehmen wir aus (2) und Hilfssatz 2, daB aueh fiir alle m
K,(d;2,9) = (z,9), + iK, (2,y) + A*K K, (2,9)+---

2, M)+

+ KK, ... K, (2,9 + 150

gilt, wo ‘
n<m, A <3 - 1<t <+1
ist. Mit Riicksicht auf Hilfssatz 3 erhalten wir dann, wenn wir fiir z,y

soleche feste Werte nehmen, die von einem endlichen Index an simtlich
verschwinden, fiir m = m, in der Grenze I = oo die Formel
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L Ku,(2; 2, y) = (z, )+ IK(z,y) + A2 KK (z,y) + - - -

(51) h=co Y ) an(lﬂi)"+1
+ A*KK...K(z,y) + — M

und hieraus fiir »n = oo

h=m

Die so gewonnene Formel sowie die Tatsache, duB jeder Abschnitt der
Resolvente auBlerhalb des Spektrums regulir analytisch in 4 ist, zeigt,

daf die Resolvente
Klj"l z, ?I) = L K”‘h(’j’; z, ?f)
h=m

der Form K(z,y) eindeutig durch A(x) bestimmt ist, und hieraus
wiederum folgt, indem wir auf den Beweis fiir die Existenz des Grenz-
wertes

L Kua(2; 2, )

zuriickgreifen, dall auch allgemein der Grenzwert
L K, (4 2,9)

existiert und dem obigen Grenzwert gleich sein mufl, Die letzten Formeln
gelten stets fiir jeden Abschnitt der in Betracht kommenden Formen.
Aus (51) schlieBen wir, daB die Differenz
(52) K(133,9)— ((0,9) + 1K(5,9)+ PEK(@,9) +-+ P KE... K(z,y))
eine Form ist, bei welcher der absolute Betrag jedes Abschnittes fiir
[id| == x:I unterhalb der GrofBe
AL ™
i—| 40|
bleibt. Durch Faltung jenes Ausdruckes (52) mit K(z, y) ergibt sich
dann nach Hilfssatz 2, daB der Ausdruck
K (x, )K(4;.,y) — (K(z,y) + AKK(z,y)
+ ZKKK(z,y)+---+ A"KKK... . K(z,vy)}
absolut genommen im gleichen Sinne die Grifle
l“’[ n+1
M 1— i M
nicht iiberschreitet. Setzen wir in (52) die Zahl % + 1 an Stelle von =
und subtrahieren dann davon das A-fache des Ausdruckes (53), so ent-
steht der Ausdruck
K(4; 2, y) — AK(2, JK(4; -, 9) — (2, 9),
und dieser Ausdruck bleibt demmach absolut genommen unterhalb der

GriBe

(53)

2| AN |mEe
1—[idf|
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Da nun diese GriBe fiir n = oo gegen Null konvergiert, so ist damit die
Giiltigkeit der Gleichung

(54) K(i; 2,9) — AK (2, )K(%; ., 9) = (%, y)

fiir 1| <I?I und fiir jeden Abschnitt, und einer oben gemachten Be-
merkung (8. 127) zufolge daher auch fiir beliebige Werte der unendlich

vielen Variabeln bewiesen.
Wir sind vorhin zu der Gleichung

(55) K(l! Z, y)=(x, y)_}_'lK(Tr ﬂ)‘i'j-g}{ﬂ'{x; y)+"
gelangt und haben die Giiltigkeit derselben fiir jeden Abschnitt und fiir

|4 | < ;I erkannt. Aus diesem Umstande wiederum schlieBen wir, daB
fiir beliebige Werte der Variabeln und 1 < ;{jeder Abschnitt von

(56)  K@;29) —{(%y) +1K(%y) + -+ VKK ... K(z,y)]

absolut kleiner als

r VAL

o) e

ausfillt, und daher muB einer oben (5. 127) gemachten Bemerkung zufolge
auch jener Ausdruck (56) selbst fiir beliebige Werte der unendlich vielen
Variabeln absolut kleiner oder gleich der Grife (57) bleiben. Hieraus
folgt, indem wir % ins Unendliche zunehmen lassen, daB die Gleichung (55)
fiir beliebige Werte der unendlich vielen Variabeln z,, @,, ... und y,, v, . .

und fiir [1]< 5, giiltig ist.
Die Gleichung

= : E, *daw)
(OR) K(R'J 3’) . .2' B Pl Jl_!/ o
(p)y 1——

bp

12
.

(s)

ist — ebenso wie (50) — vorhin nur in dem Sinne als giiltig erkannt
worden, daB man darin auf beiden Seiten die néimlichen Abschnitte ge-
nommen denkt; wir wollen nun zeigen, daBl diese Gleichung fiir beliebige
Werte der unendlich vielen Variabeln gilt — vorausgesetzt, da 1 einen
auflerhalb des Spektrums von K gelegenen Wert bedeutet.

Es sei a,, a,,... ein bestimmtes Wertsystem der unendlich vielen
Variabeln z,, z,,...; dann bezeichne

Ep(a)! [Ep(a'),]n} [Ep(a]]
den Wert, den I, bzw. der nte und mte Abschnitt von I, fiir jenes be-
stimmte Wertsystem annimmt. Wegen (50) liegt

2 [E(a)],

(p=1..0y P)

-3

m
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unterhalb der von » und P unabhingigen endlichen Grenze (a, a); wir
sefzen

= [E,(a)], = &(n, P),

(p=P+1,P+8,..)

wo &(n, P) eine Grofle ist, die bei festem 5 fiir I” = oo nach Null kon-

vergiert. Da bei festem, aulerhalb des Spektrums gelegenen A die Griflen

simtlich eine endliche obere Grenze (7 haben, so ist, wenn

E,( ,
[ ¥ r‘}lu= ﬁln, ]J‘)

(p=P+1,P+2,..) 1 —7—
§ ) i
gesetzt wird, die GriBe o(n, ) ebenfalls eine solche, die bei festem n»
fiir P = oo nach Null konvergiert.

= -Ev"r )
>

R 1=
(p =100, P)

Da andererseits

ip
eine beschriinkte Form ist, und zwar derart, daB die absoluten Betrige
ihrer Werte siimtlich unterhalb der von P unabhiingigen Grenze (¢ bleiben,
so folgt aus unseren fritheren Betrachtungen (5. 127), daB
[j"‘ k‘“" m [El'(ﬂ]]n : a 9 === "
= j_] o 2 : ! i =S (G.)V“"u+1 + a.ra+‘-" + L + a'emi

(p=1y...,0)1 — 3 (r=1,.0, F)

by
(e =>mn)
wird, worin () eine zwischen endlichen von n, m, P unabhingigen
Grenzen gelegene Grie bedeutet.

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich

— [, (@) N )
ILI a.)l]m:l 2., [ 13”2"_'_ {.(I)Vu"n+1+a‘n+2+“'+a=m+ ?ﬂ\n!P)!

" it o f—
tp=1,1.0 ) 7, @=LE.) 7,

und wenn wir hierin zuerst m = oo und zuletzt » = oo werden lassen,
so erhalten wir

Ey(a) — 7 [Hp(a)],, ;
. ‘ I a—e 1 ¥_i
(=1 8500) .1-_,, (r=1;%;..) 7.p

Andererseits wenden wir die oben (S. 127) zum Beweise der Konver-
genz von A(a,b) dargelegte SchluBweise auf die Bilinearform 6(1; z, y)
an. Da mit Riicksicht auf (31)

[Gi\’.u; &€, y)l =1
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folgt und mithin fiir alle Werte von g bei beliehigen z,, z,, ... und
Y1s Yap oo , )
G(uy;z,y) <1
sein mufl, so folgt durch jene SchluBweise zugleich in bezug auf alle w
die GleichmiBigkeit der Konvergenz von [o(u;z,y)|, gegen o(u;z,y);
mithin stellt die Bilinearform o(u;x, y) fiir jedes Wertsystem der un-
endlich vielen Variabeln 2, z,,... und #,,#,,... eine stetige Funktion
von p dar, und hieraus wiederum folgt

'(i’ﬁ(y,; - e dﬂ.y;—i )
1— = n=of 1— |
. 1 i I _in
() (2
Mit den beiden letzteren Limesgleichungen ist unsere Behauptung er-
wiesen, d. h. die Giiltigkeit der Partialbruchdarstellung von K(i;z) auf
beliebige Werte der unendlich vielen Variabeln erweitert.

Die soeben als allgemeingiiltig erwiesene Partialbruchdarstellung von
K(Z; z) liBt zugleich erkennen, daB der Wert der Resolvente K(Z,z) fiir
jedes beliebige System der unendlich vielen Variabeln z,x,,... eine in
i auBlerhalb des Spektrums reguliir analytische Funktion ist.

Setzen wir in K(Z;z,y) allgemein an Stelle von z, den Ausdruck
¢ Kz, y)

, so entsteht die FFaltung:
Yp )

K (@) KA . 41);
und daher stellt auch diese fiir jedes Wertsystem der unendlich vielen
Variabeln a, ay,... und 9, 9, ... eine in A aullerhalb des Spektrums
reguliiv analytische Funktion dar.

Aus diesen Tatsachen folgern wir die Giiltigkeit der Gleichung (54)
nicht nur fiir beliebige Wertsysteme der unendlich vielen Variabeln 2, a,, ...
und y, #, ..., sondern auch fiir alle aullerhalb des Spektrums liegenden
Werte von 1.

Wir fassen die wichtigsten der gewonnenen Resultate, wie folgt,
Zusammen:

Satz 32, Es sei KN(2) eine beschrinkte quadratische Form der wn-
endlich vielen Variabeln «,, a,, . ... Die Resolvente K(1:x) vom K(z) ist
eine eindeutig bestimmie quadratische Form eben dieser Variabeln x,, 2y, . . .

K(4, z) :[IT}T,JKPV(IJI},Q:W
deren Koeffizienten K, (1) fiir alle auflerhall des Spektrums von K gelegenen
Werte 4 regulir analytische Funlktionen von 1 sind.

Die Resolvente K(i; x) ist, wenn A einen aufierhalb des Speltrums von

I gelegenen Wert bedeutet, eine besclriinkte Form; sie slellt fiir jedes be-
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licbige Wertsystem der unendlich vielen Variabeln x,, x,, .. . eine analytische
Funktion von L dar.
Die Resolvente K(2, x) gestaitet fiir beliebige Werte der unendlich vielen

Variabeln wx,, z,, ... wnd fiir geniigend Fkletne Werte von 4 die Potenz-
rethenentwickling
(59) K(, 2) = (z,2) + AK(x) + 2*KK(z) + - - -,

und ferner gilt ebenfalls fiir beliebige Werte der unendlich vielen Variabeln
und diberhaupt fiir alle auferhalb des Spektrums von K gelegenen Werte A
die Partialbruchdarstellung

(60) K(4, z) =E B Ep?‘ 1 t?d(y,?? -
peo)] — 2 k

iy @ n

Dabei ist die Summe iiber das gesamte Punkispeltrum von K, d. h. iiber
alle Eigenwerte ecventuell it Einschiufd des Figenmwertes oo zu erstrecken;
E, bezeichnet allgemein die zu 1, gehorige quadratische Eigenform; sie ist
eine beschriimkte Form, die fir kein Wertsystem der Variabeln z,, x,, . . .
negativ ausfdllt.  Die Spektralform 6(1) ist eine beschrankte Form der
unendlich vielen Variabeln xy, @, ..., und zwar stellt sie fir jedes Wert-
system derselben in bezug auf A eine Funktion dar, die stetig ist und bei
wachsendem A innerhally des Streckenspelitrums s — von besonderen Werten
der @, x,, . .. abgeselien — wdchst, in jedem auferhalb s gelegenen Intervalle
aber Tonstant bleibt.

Insbesondere gelten die Gleichungen

(61) (#,2) = DB, + | do(8),
)

(p, ) (
c - E ‘EIG(‘(I)
9 _— ¥ e
(62) K(e) = D52+ [ 290
(p) ()
Die Resolvente K(J, z) ist mit K(z) durch die Relation
(63) K(h3 2, 9) — 4K (2, K (-, 9) = (3,9)

verkniipft, die fiir alle auferhalb des Spekirums von K liegenden Werte
von A giiltig ist.
Setzen wir
K(A; 2, y) = oy 2, + a2y + -+
WO @y, @, ... gewisse lineare Funktionen von #, %,, . . . mit konvergenter
Quadratsumme sind, so folgt aus (63) durch Gleichsetzung der Koeffizienten

yvon x?:
o, — lgi’-‘“a{!=y,, (=1, 2:"'):
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d. h. @, e, ... losen diese inhomogenen, aus der quadratischen Form
(z, ) — AK(z) (wo A auBerhalb des Spektrums liegt) entspringenden un-
endlich vielen Gleichungen, wenn %,, 1, ... irgendwelche GréBen mit
konvergenter Quadratsumme sind; sie sind die einzige Losung mit kon-
vergenter Quadratsumme. —

Wir wollen nunmehr das Verhalten der Resolvente K(4, ) fiir einen
innerhalb des Spektrums von K liegenden Wert von 1 untersuchen.

Zu dem Zwecke setzen wir

A=wv+ 0,

wo »,7 reelle Zahlen bedeuten, und fragen, ob das Produkt

do(u)
Vﬁl){le—/. ,u—i.}
(») (s)
fiir ' = 0 einem Grenzwerte zustrebt.
Es sei zuniichst » eine Verdichtungsstelle der FKigenwerte von K(z),
aber nicht gleich einem Eigenwerte von K(x); dann setzen wir
{‘)"E E+.-+E,+R,
P
und bezeichnen mit », denjenigen unter den Figenwerten 1,,...,1

m m? der
dem Werte » am niichsten liegt. Nehmen wir nunmebr m so groB, daB

gerade noch
1)’ é (v - 1’!”)2
ist, so wird

und daher auch
L, R . o
-0 2 SVF B+ -+ E)+ R, SVV + B,
()

Da nun fiir » = 0 notwendig m iiber alle Grenzen wichst und daher R
gegen Null kouvergiert so folgt

(64) ACEEP) )=

(#)
Die letztere Grenzgleichung gilt gewifl auch, wenn » weder Verdichtungs-
stelle der Eigenwerte von K(z) noch selbst gleich einem Eigenwert ist.
Aus diesen Tatsachen entnehmen wir andererseits, daB, wenn v dem
Higenwerte 4, gleich ist, stets notwendig

(65) L (0~ 5 X5

(p)
ausfillt.
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Es sei jetzt » ein Punkt des Streckenspektrums s und u’ eine reelle
Zahl > ». Nehmen wir alsdann
v = (v—u)

so erhalten wir durch eine dhnliche Abschiitzung des bis u” erstreckten

Integrales
o (+ )
2 e [ s f Aol
(‘lb) l'=‘0'l(v— }.]' l" —J—.«] == 0.
a(¥)
Ebenso folgt auch
:ig.l')
6T 7 [/ de (W) __ o
(67) ,.i‘o{k”_“,qu.ﬁ""

a(— o)
Wegen
K4, 2)= (2, 2) + 2 [ S B _,_-ffr_(uj}.}

% s
(115 ) (s)
folgt aus (64), (65), (66), (67), dab
Liv—0DK(,z)=0
. PAEI

bzw. = 1 _F
hzw, ’p]y

ist, je nachdem » keiner der Eigenwerte von K(w) ist bzw. dem Eigen-
wert 1, gleich wird.
Als Ergiinzung hierzu tritt, wenn

A =12
gesetzt wird, die Grenzgleichung
LK) =0
(‘;91 #'=gs0 ( ) .
bzw. = L,

je machdem 1 = oo kein Eigenwert ist oder als solcher gerechnet werden
mufl. Um dies einzusehen, dienen die analogen Uberlegungen wie vorhin:
man nehme bei der Untersuchung der Summe m so groly, dal gerade noch
¥ > w7 wenn v, den absolut grofiten der Eigenwerte 1., ... 1, bedeutet,
und nehme bei der Untersuchung des Integrals +" = p'*

Bedeutet u irgendeinen aullerhalb das Spektrums von K liegenden
Wert, so folgt aus (63) durch Faltung mit K(u; 2, )

AK(,.) K23, 2) K(us.y) = K(4;.,2) K(ui., ) — K(u;2,).

Aus dieser Formel und derjenigen, welche aus ihr durch gleichzeitige Ver-
tauschung von i; z,, a4y, ... mit w; ,, #., ... entsteht, finden wir die Formel
(70) (A— K@ 2, )K(u; 9, = AK(4; 2, ) — wK(w; 2, ).

Bedenken wir nun, daf die Faltung

K(d;z,.) K(u;.,y)
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denjenigen Ausdruck bedeutet, der entsteht, wenn wir in K(i;z,y) an
Stelle der Variabeln ¥, #,, ... bzw. die Werte
dK(wsw y)  dK(usa, )
gz, ' pmy
eintragen, so erkennen wir aus (68), dall bei festgehaltenem w und fiir
A= 4,4+ iv" die Limesgleichung
(1) ’L”: L,— )K(A; z, )K(u; ., y) = 4, E,(x, JK(u; -, 9)

gelten muB. Da andererseits ebenfalls mit Riicksicht auf (68) in gleichem
Sinne
(72) :iTJ,gli"_ P)(AK(2; 2, ) — uK(u; 2, 9) | = 4,7 E, (2, y)

wird, so folgt aus (71), (72) wegen (70), wenn wir noch A statt u
schreiben;

= o ! T
(13) E, (x,)K(d;y,.) = i LB ()

Setzen wir in dieser Gleichung wiederum . = 2, + v, so folgb aus
ihr durch Multiplikation mit i, — 2 und Anwendung von (68) die Formel
(14) E,(2,.)E,(.,y) = E,(x, y).

Nehmen wir jedoch zuvor in (73) an Stelle von p den von p ver-
schiedenen Index ¢ und verfahren dann in gleicher Weise, so folgt
(1) Bya)E(,0) =0,  (p0).

Mit Benutzung von (69) erkennen wir in gleicher Weise, dafl die
Formeln (74), (75) auch giiltig sind, wenn statt I, die ev. zu 1 = oo
gehirige Eigenform I, gesetzt wird.

Setzt man den Wert von K(Z1:z, ) aus (60) in (73) ein, so folgt
aus (74), (7d), dab identisch in 4 die Gleichung

(76) p(x )/‘dr L)

erfiillt ist; dieselbe Gleichung gllt auch ev. fiir die Eigenform F..

In der nachfolgenden Betrachtung verstehen wir allgemein unter
einer Finzelform eine solche beschriinkte quadratische Form [, deren
Punktspektraom im Endlichen nur aus dem einen Punkte 1 besteht und
die kein Streckenspektrum besitzt. Wenden wir unsere Darstellung (62
auf die Einzelform [ an, so folgt, dall IV selbst die zum Eigenwert 1
gehirige Eigenform ist und mithin wegen (74) der Relation
a7 B, B(.,9) = E(s, )
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geniigen muB. Umgekehrt, wenn eine beschrinkte quadratische Form E
der Relation (77) geniigt, so erhalten wir fiir ihre Resolvente bei An-
wendung der Formel (59) den Ausdruck

@)+ AE+ 2E+ - = (5,2) — B+ 2

und hieraus erkennen wir mit Riicksicht anf (68), (69), daB E nur den
einen endlichen Eigenwert 1 besitzt, und sodann folgt auch das Nicht-
vorhandensein eines Streckenspektrums; d. h. F ist eine Einzelform.
Wenn
Li(z) = ly@ + L2y + -
Ly(%) = by, + lyg@g+ -+ -,

irgendwelche Linearformen in endlicher oder unendlicher Zahl bedeuten,
deren Koeffizienten den Relationen

L,()L,() = 2@,,,2 =1,
L,()L,() 25,,J,r 0 (»+9)

geniigen, so heile jenes Formensystem ein System orthogonaler Lanea’r—
formen oder kurz ein orthogonales System.

Der enge Zusammenhang des so definierten Begriffes mit dem Be-
griff der Einzelform wird erkennbar durch den folgenden Satz:

Jede Einzelform ist als Swmme von Quadraten der Linearformen eines
orthogonalen Systems darstellbar, wnd wingekehrt stellt die Swmme der Quadrate
der Linearformen eines orthogonalen Systems stets eine Iinzelform dar.

Zum Beweise der ersten Aussage bedenken wir, dal, wenn

E(z) =2 M;Upa,;

gesetzt wird, wegen (77)
e =en’+ ey’ + 5"+
sein muf; wenn daher die Variabele #; in F iiberhaupt vorkommt, so ist

gewiB der Koeffizient von z,* in F positiv. Setzen wir

_ 1 9By
=" !

11
so erhalten wir wegen (77)

Li()E(z,) = L(x),

L ()L () =
Bilden wir daher
(78) E(z) = E(z) — L (),

so ergibt sich
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L()E\(z,.)=0,
E (z,)E(.,y) = E,(z,9),
d. h. F, ist ebenfalls eine Einzelform; da I, als solche eine definite
Form ist und wegen (78) der Koeffizient von #* in FE, den Wert Null hat,
so kommt die Variable x; in 79, iiberhaupt nicht vor.
Wenden wir das nimliche Verfahren statt auf £ nunmehr auf E|
an, so gelangen wir zu einer Linearform I, und der Einzelform

(79)

Ey(x) = E,(2) — Ly(x)* = E(z) — L, (x)* — L,(2),
die die Variablen x,, x, nicht enthiilt; zugleich folgt aus (79)
L ()L(.)=0.

SchlieBlich ergibt sich der Ausdruck

E(z)— L(z)* — Ly(x)* — - .-
als eine definite beschriinkte Form, die keine der Variabeln «, z,, ...
enthiilt und daher identisch Null ist, d. h. es ist

E(z)= L, (xp® + Ly(z)* + - - -

Um die umgekehrte Aussage des Satzes zu beweisen, bilden wir zu-

niichst aus den ersten m Linearformen L,, ..., I des vorgelegten ortho-
gonalen Systems den in x,, ,,... linearen Ausdruck
M(z) = (x,y) — L(2)L,(y) — - - - — L, (x) L, (y).

Da die Quadratsumme der Koeffizienten von M(x)
MOM()=(y,y) — L (y®*—--+ — L,(y)*
wird, so folgt, daB hier auch die rechte Seite positiv ausfiillt; mithin
stellt auch die endliche bzw. unendlich fortgesetzte Formenreihe
Li(y)?+ Ly(y)* + - -

eine beschriinkte quadratische Form dar, und wegen der Orthogonalitiits-
eigenschaften der Linearformen L, L,, ... folgt sodann, daB diese Form
die Relation (77) erfiillt.

Die Einzelform (z, #) und nur diese besitzt auch 1 = oo nicht als
Higenwert.

Wir wenden nun die vorstehenden Ergebnisse auf die Eigenformen
der quadratischen Form K(x) an. Indem wir die siimtlichen Eigen-
formen FE, bzw. E,, E. von K(z), die wegen t’i‘-i) Einzelformen sind,
als Summen von Quadraten linearer orthogonaler Formen z/, &, ...
dargestellt denken, gelangen wir in folgender Weise zu einer orthogonalen
Substitution der Variabeln x,, z,, .. ..

Wir bilden zuniichst die Form

9

(@ 2) —2,  — 2 — - . 5
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dieselbe geniigt der Relation (77) und ist daher eine Einzelform der
Variabeln »,, x,, ...; setzen wir dieselbe in die Gestalt £*+4 £2+ ...,

wo &, &, ... ebenfalls ein orthogonales System linearer Formen bedeuten,
die auch zu =, x,” . .. orthogonal sind, so haben wir

: o 2 2 2

t.'I":-T.]:-‘q +'1-> s il &12"+' ‘Eg T 5y
und mithin definieren die linearen Formen x, z,, .. ., &, &, ... zusammen-

genommen eine orthogonale Substitution der Variabeln z,, z,, ...

Da die Gleichung (76) gewil fiir alle in geniigend kleiner Umgebung
von 4 =0 liegenden Werte von 1 gelten soll, so schliefen wir, da man
jede stetige Funktion «(x) in dem O nicht enthaltenden Intervall s durch

lineare Aggregate von Funktionen 1 — 3 gleichmiifiig approximieren lkann,

daB aunch fiir jede stetige Funktion w(u)

]*,‘P(.r, ."}.f'-m_n yda(u:.,y) =0
(%)
und folglich anch fiir alle g«
(80) E, (z,.)6(u;.,y) =0

sein muB. Denken wir nun hierin an Stelle der Variabeln x,, @y, ... die
Variabeln z”, 2, ..., &, &, ... eingefilhrt, so lehrt (80) mit Riicksicht
auf die Kovarianz der Faltung bei orthogonaler Transformation, dal die
so transformierte Spektralform von den Variabeln ., ., ... frei ist; wir
bezeichnen sie mit ¢(u; £). Die Formel (60) nimmt alsdann die Gestalt an

. 1,1, 'd;(P: g)
(81) K(4, t) E I——I 1 1
: o u
() e
wo ky, ky, ... die betreffenden reziproken Eigenwerte bedeuten, nachdem

sie in eine einfach unendliche Reile gebracht worden sind, wobei derselbe
Wert mehrfach vorkommen kann,

Um die charakteristischen Eigenschaften der Spektralform &(u; &) zu
finden, tragen wir in (70) den eben gefundenen Ausdruck (81) fiir die
Resolvente ein; wir erhalten

(1 — ) d&ie; E ) ,w, 21
§
()

M

= /] *dilo; “E; ) = *dflesé, 1) .
e faylt
. . @ . e

(%) (s)
und mit Riicksicht auf die Identitit
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% w
] u
i = S
e o 1 l__
A fremd § =t
Q [+

folgt

dflo; &) diles. ) >4 1
f— _-A—/ = “‘ == / 1 . w dg(g“g?n)'
i i s e
e ¢ . 0 [/

(s) () ()
Da diese Gleichung fiir alle Werte von 4, u giiltig sein soll, so schliefen
wir wie oben, daB auch fiir beliebige stetige Funktionen u(o), »(o)
Jule)dt(os &) fo(a)d&(0s-,m) = fulo)v(0)dt(os & %)
(s) () (s)
gilt; fiir u(9) =v(g), £ =% nimmt die gefundene Relation die Form an
Jw(@)dt(e; &) = [u(o)dt(os &) fulo)dt(es ., E).
() (%) (%)
Weiterhin folgt aus (81) fir A =10

(& &) = ff?’é(#; &)
)

Da umgekehrt aus der vorletzten Relation die vorhergehenden und
mithin schlieflich auch (70) und daraus mit Hilfe der letzten Gleichung
auch (63) gefolgert werden kann, so erkennen wir, daBl die beiden zuletzt
gefundenen Bedingungen zur Charakterisierung der Spektralform { auch
hinreichend sind. Aus (68), (69), (74) folgt die eindeutige Bestimmtheit
von 2,, F,, und andererseits schliefen wir, daB auch die Spektralform
durch die obigen fiir sie charakteristischen Relationen und durch die
Forderung, es solle K die Darstellung (62) gestatten, eindeutig bestimmt
ist; denn die eben angedeutete von den HEigenschaften der Spektralform
ausgehende Betrachtungsweise ergibt, daB die Resolvente durch (60) dar-
gestellt ist, und daB also wegen deren eindeutiger Bestimmtheit auch

da( )

1—
1

y-i fiir alle 4 und daher auch die Spektralform selbst eindeutig

)
bestimmt ist.

Wir fassen die gewonnenen Resultate wie folgt zusammen:

Satz 33. Jede beschrinkte quadratische Form™ K unendlich vieler
Variablen ifit sich stets und nwr auf eine Weise durch eine orthogonale
Substitution in dic Gestalt bringen

K= 7»'1«’1'12+ l‘g-'l'gﬂ'f‘ R & dﬁ(f::ﬁj

L
(O]
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 10

!
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wo ky, ky, ... gewisse absolul wnterhalb einer endlichen Grenze liegende
Grifien (die reziproken Figenwerte) bedeuten und die Spektralform o(u; E)
die zu ihrer Charakterisierung hinreichenden Relationen

(82) Jww)de(u; §) = fu(w)do(u; &) fu(wdo(w;.,E),
(%) (%) (3)
& &) = fdo(u; &)
)

identisch fiir alle stetigen Funltionen u(w) erfillt.
Setzen wir in (63) 1= 4,4 i7/, so folgt nach Multiplikation mit
Ay— 4 fiir ¥ =0 wegen (68):
E,(z,y) — 1,K(z, ) E (-, 4) = 0.
Wenn wir E, als Quadratsumme eines orthogonalen Systemes darstellen:
E, =%'(Lp,i @)%,
so ergibt sich durch Faltung mit L,,(y):
Lpb(‘r) == JPK(I: Iopy() =0,
d. h. die Gleichung
AL()K(z,.) = L(z)
kann durch eine beschrinkte Linearform I, gewiB dann identisch in
¥y, &y, ... befriedigt werden, wenn 4 einer der Eigenwerte von K ist.
Ebenso folgt aus (69), dab
L()K(z,)=0

gewil dann befriedigt werden kann, wenn 1 = oo ein Eigenwert ist.

Wir konnen uns jetzt auch umgekehrt davon iiberzeugen, daB die obige
Gleichung nur in diesem Falle durch eine beschriinkte Linearform losbar
ist. Mit Riicksicht auf Satz 33 bedarf es dazu nur des Nachweises, daB,
wenn [ eine beschrinkte Linearform der Variabeln &, &,... ist, die
Relation

N ELITR ,
1L() [ 2RI 1)
(s)

fiir keinen Wert von 2 statthaben kann. Bezeichnen wir die Koeffizienten
von L mit /, so nimmt die letztere Relation die Gestalt an

lo(u: &)
£ t; == (‘5: Z)' A

A
(2)
Hiervon subtrahieren wir die Relation
Jado(u; &) = (& 1)
(s)
und erhalten so die Relation
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P “
Uf(l— Y dolu; &) =0,
die ebenfalls identisch in &, &, ... erfiillt wire. Nehmen wir nun in (82)

u(p) =1— i , 80 folgt hieraus

J(I -—-%)2(36(‘!&; =0,

(s
und dies ist, da

‘fdﬁ(ﬂi H=(@1
(®

ist und da ¢ nie abnimmt, nur moglich fir (,{)=0; wir gewinnen so
folgende Tatsache:

Satz 34. Wenn K irgendeine beschrinkte quadratische Form ist, so
ist die Relation

AL()K(=z,.) = L(z)

durch eine beschrinkte Linearform L dann und nuwr dann losbar, wenn
ein Ihigenwert von K ist.

Inshesondere ist die Gleichung

L(O)K(z,.)=0

dann und nur dann losbar, wenn A = o0 ein Eigenwert von K ist. Ist
A = occ kein Eigenwert, diese Gleichung also nicht losbar, so heifle die
quadratische Form abgeschlossen. .

Wir wollen uns fortan in diesem Kapitel XI mit gewissen
zwei Spezialfillen des Satzes 33 ausfiihrlicher beschiftigen.
Wir nennen eine Funktion F'(z,, z,, ...) der unendlich vielen Variabeln

&y, @y, ... fiir ein bestimmtes Wertsystem derselben vollstetig, wenn die
Werte von F(z, + &, @, + &,...) gegen den Wert F(z, z,,...) kon-
vergieren, wie man auch immer &, ¢, ... fiir sich zu Null werden ldfit
d. h. wenn

LFE(z, + &,%+ &,...) =F(zx, 2, ...)

6§=0 £=0...

wird, sobald man ¢, &, ... irgend solche Wertsysteme & ®, &®, ... durch-
laufen LiBt, daB einzeln

L&W=0; Lé&M=0, ...
h=e h=c

ist. Wenn eine Funktion fiir jedes Wertsystem der Variabeln mit kon-

vergenter Quadratsumme vollstetig ist, so heifle sie schlechthin vollstetiy.

An den Begriff der Vollstetigkeit kniipfen sich unmittelbar folgende Schliisse.
10°*
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Hat eine vollstetige Funktion ' die Eigenschaft, absolut genommen
fiir alle Werte der Variabeln unterhalb einer endlichen GribBe zu bleiben,
so besitzt sie — wie leicht durch das bekannte fiir endliche Variabeln-
zahl angewandte Verfahren bewiesen werden kann — ein Maximum. Be-
deuten ferner L (w), ..., L,(z) noch m weitere vollstetige Funktionen
der Variabeln x;, «,, ... und werden nur dicjenigen Wertsysteme dieser
Variabeln zugelassen, die den Bedingungen

Ll(x) == OJ R | Lm(‘r) = 0

geniigen, so besitzt F' ein relatives Maximum; dabei sind die Variabeln

stets an die Ungleichung
(z, 2) <1
gebunden.

Eine beschrinkte Linearform der Variabeln z,, ay, ... ist, wie man
sofort sieht, anch vollstetig in diesen Variabeln. Wir schliefen darans
leicht, dafi eine vollstetige Funktion der Variabeln z,, a,, ... durch
orthogonale Transformation derselben wiederum eine vollstetige Iunktion
der neuen Variabeln wird.

Ist eine beschriinkte quadratische Form K vollstetig, so ist offenbar,
daf ihre Kigenwerte sich im Endlichen nicht hiiufen; zugleich liBt sich
zeigen, dafl ein Streckenspektrum iiberhaupt nicht vorhanden sein kann.
Aus Satz 33 gewinnen wir mithin folgendes Resultat:

Satz 35, Wenn eine beschrinkte Form K wvollstetiy ist, so lafit sie
sich stets durel eine orthogonale Substitution in die Gestalt bringen

(88) K(z) = ko + kyzy® + - -

dabei sind die Grofen Ly, ks, ... diec rveziproken Figenwerte von K wund
besitzen, falls sic in wnendlicher Anzahl vorkommen, Null s einzige Ver-
dichtungsstelle.

Wegen der mannigfultigen und wichtigen Anwendungen dieses Satzes
geben wir hier fiir ihn einen sehr einfachen und von der obigen Theorie
unabhéingigen Beweis,

Wir nehmen zuniichst an, daB K eine positiv definite Form sei;
alsdann selen

Ty=1ly, @y=1ly, ...
solche Werte der Variabeln, fiir welche A(z) das Maximum £, erlangt.
Offenbar fillt die Quadratsumme dieser Werte gleich 1 aus, da wir ja
sonst den Wert der Form ohne Verletzung der Bedingung (z, 2) <1
vergriflern konnten.

Wir setzen

Li(z) = by @ + lgvs + -
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und bestimmen, indem wir nunmehr den Variabeln die Bedingung
Li(x)=0

auferlegen, das relative Maximum %, von K(z): dasselbe werde fiir die

Werte

Zy=1ly, Ty=1ly, ...
erlangt, deren Quadratsumme wiederum gleich 1 ausfallen muB. Ferner
setzen wir

Ly(2) = loy 2y + lyg s+ - - -
und bestimmen, indem wir den Variabeln die Bedingungen
Li(z)=0, Lyx)=0
auferlegen, das relative Maximum /%; von K(z); dasselbe werde fiir
Ty =lgy, Ty=ly,
erlangt. Wir setzen dann
Ly(2) = 13,2, + lyy 23 + -

und erhalten durch Fortsetzung dieses Verfahrens ein System von linearen

Formen L, L,, L, ... mit den Orthogonalitiitseigenschaften
L,()L,(.) =1,
L,()L()=0 (p = q).

Auf Grund der fritheren Betrachtungen (S. 143) bestimmen wir zu
diesen Linearformen ein solches System von Linearformen

MUy (@), My(a), -

dafl
T ,) .
2‘2, = L (33),
i p (x),
Yy = My (),
eine orthogonale Substitution der Variabeln @, z,, ... bilden. Die ver-

moge dieser orthogonalen Substitution fransformierte Form K(z) be-
zeichnen wir mit K (2, y). Der Koeffizient von #,"* in K(2/, y) muB offen-
bar gleich %, ausfallen. Andererseits diirfen weitere z,” enthaltende Glieder
in K(«', y) nicht vorkommen, da ja die Differenz

K@, y) — k(2 + a2+ - + 9+ 37+ - ) = K(2) — ki (2, 2)
fiir alle Werte der Variabeln 2, @/, ..., ¥, ¥, .- - uegativ oder Null

ausfallen soll. Da die niimlichen Uberlegungen fiir @y, @y, ... gelten, so
haben wir

K&, y) = " + ke, - -+ B(y),
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wo R(y) eine quadratische Form bedeutet, die allein die Variabeln #, ¥, . .-
enthiilt.

Da K vollstetig ist, so gilt dies auch von der Form
K(a,0) = ky2* + key™ + - - -,
und mithin miissen die GriBen %, %, ..., falls sie in unendlicher Anzahl
vorkommen, gegen Null konvergieren; denn sonst wiirde es eine Reihe
von Werten von K(2'0) geben, die gegen einen von Null verschiedenen
Wert konvergiert, wiihrend jedes der Argumente ", 2, ... fiir sich gegen
Null konvergiert.

Gibe es nun ein Wertsystem y, = m,, y, = my, ..., fiir welches
R(m) > 0 ausfiele, so kénnte man ¢ so bestimmen, daB auch R(m) > I,
wird. Alsdann wiirde fiir

2 =0, $2'=0, sy =My, Yp=Mg, e
auch K > I, ausfallen; die Gleichungen
L(2) =0, L(z)=0, .... M (x)=my, My(x)=m,, .
wiirden mithin ein Wertsystem der Variabeln z,, z,, ... bestimmen, fiir
welches inshesondere die Bedingungen
Ll(‘r) = 0’ vueiiny Lq—l(‘f) =0

erfiillt sind und zugleich K >k, ausfiillt; dies widerspricht der Be-
stimmungsweise von &, und mithin ist R(y) nicht positiver Werte fihig.

i K(0, ) = RW)
ist R(y) gewil auch negativer Werte nicht fihig, und folglich ist R(y)
identisch gleich Null; d. h. es ist

K(z) =k L3*(z) + kL (x) + -

Wird K(x) nicht als eine definite Form angenommen, so fiihrt die

nimliche Uberlegung auf die Darstellung
K(z) =k L*@) + k. L*(2) + - - - + R(y),

wo Ii(y) positiver Werte nicht fihig ist. Da sodann — E(y) als positiv
definite Form eine Darstellung derselben Art zulift, so erhalten wir schlief-
lich auch fiir K eine Darstellung durch die Quadrate orthogonaler Linear-
formen, und damit ist der Beweis fiir den Satz 35 vollstindig erbracht. —

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Vollstetigkeit einer Form ge-
winnen wir durch folgenden Satz

Satz 36. Wenn fur eine r;mrdaatwrhe Form K cine der Swinmmen

ko K =R S
(P, Py QP {m; )P?’
=k, b, T K

pegrratsp)
P 1y arJ
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endlich bleibt oder wenn [fiir eine definite quadratische Form K eine der

Summen
— 2 _pp!

®

Y
3 —Lp??l;r rp?

(B0, 7)

endlich bleibt, so ist K eine bpschmnlte w?l?fehge Form.
In der Tat, ist K eine quadratische Form, deren Koeffizienten eine

endliche Quadratsumme besitzen, so folgt wegen

o @Y |, K@y g(amx,y))Jr( (:n,y)) -

oYy 2 oy, =\ oy aits
o K(x,y) ;
(R <hrt b+

notwendig
K@) | <V k2
(py9)
Durch Anwendung dieser Tatsache auf die quadratische Form

K(z) — K,(z) = ‘;( W, 2.,

PP

wo rechts p, ¢ alle ganzzahligen Weltepn.are, abgesehen von solchen, fiir
die zugleich p < und ¢ < » ist, durchliuft, finden wir
K@) — K@) < )/ S0k,
(& 9)

und hieraus entnehmen wir, da doch

j § S‘(ﬂm =0

a=xl (g 7)
wird, die verlangte Vollstetigkeit von K(x)

Ist K eine definite Form, so muf
[ W

= Pr 9

Sk 2 (S M,)“’;
o) 0}

wenn also bei einer definiten Form AL endlich bleibt, so haben ihre

sein, und es ist mithin

Koeffizienten gewil auch eine eudllchs, Quadratsumme, und die Form ist
nach der vorigen Betrachtung wiederum eine vollstetige Funktion der
Variabeln.
Nunmehr erkennen wir leicht der Reihe nach folgende Tatsachen:
1. Wenn eine beschriinkte quadratische Form K nicht vollstetig ist,
so ist sie auch fiir das besondere Wertsystem O, O, ... nicht vollstetig.
Diese Behauptung folgt durch Anwendung der Formel

K(x + a) = K(z) + 2K(z, a) + K(a),



152 Kap. X1. Theorie der orthogonalen Transformation.

wenn darin fiir @, a,, ... ein Wertsystem genommen wird, fiir welches K
nicht vollstetig ist — mit Beriicksichtigung des Umstandes, daB K(z, a)
als eine beschriinkte Linearform gewiB vollstetig ist.

2. Wenn K eine vollstetige quadratische Form ist, so ist es auch
die Form K A; dies ergibt unmittelbar der Satz 3b.

3. Wenn K eine vollstetige, K* irgendeine quadratische Form ist

und fiir alle Wertsysteme z;, oy, ... die Ungleichung
K¥(z) < | K(=)|

gilt, so ist auch K* vollstetig; denn aus dieser Ungleichung folgt die
Vollstetigkeit fiir das Wertsystem 0, O, .. ..

4. Wenn K eine vollstetige, A eine beschrinkte Form ist, so ist
die Faltung beider Formen vollstetig; wegen

| K(z,)K*(z,.) < V(KK@)(K*K*z))

ist nimlich diese Faltung fiir das Wertsystem 0, 0, ... gewiB vollstetig,
da nach 2 die Form KK vollstetig ist.

5. Wenn die Faltung KK einer quadratischen Form K mit sich selbst

vollstetig ist, so ist es auch die Form A selbst; dies ergibt sich ebenso
vermdge 1 aus der Ungleichung

K(2)| VKK (2).

6. Ist eine der Formen, die durch wiederholte Faltung aus der be-
schrinkten Form K entstanden sind:

K®= KKK, KW=KKKEK, K®=KKKKK,

vollstetig, so ist auch K vollstetig. Denn ist etwa K vollstetig, so
sind wegen 4 auch die Formen

b R R

vollstetig; wihlen wir unter diesen eine Form aus, fiir die die Faltungs-
zahl eine Potenz von 2 ist, etwa K% so schlieBen wir durch g-malige
Anwendung von 5 auf die Vollstetigkeit von K.

7. Wenn K eine beschriinkte definite Form ist, so sind auch die
Faltungen K K, ... definit; denn es entsteht beispielsweise K aus K,
indem wir in K(z) an Stelle der Variabeln z, die Ausdriicke BKS;;:’.V_).
einsetzen.

Da nun allgemein s, nichts anderes als die Invariante K(.,.) d. h.
die Summe der Koeffizienten von z,* in K\ ist, so folgt aus 6 und 7,
da der Fall f= 1 bereits zuvor erledigt worden ist, die Richtigkeit des
Satzes 30 allgemein.

Aus Satz 35 und 36 entnehmen wir die folgende Tatsache:
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Satz 37. Fine quadratische Form K, die eine der Voraussetzungen
des Sutzes 36 erfiillt, gestattet gewif3 die orthogonale Transformation (83) auf
eine Quadralsumme.

Ein Gegenstiick z 37 behandelten
Fall bildet die Annahme, dall die Form K kein Punktspektrum,
sondern nur ein Streckenspektrum besitzt. Um hier nur den ein-
fachsten Fall — der iiberdies typisch ist — ins Auge zu fassen, fiigen
wir dieser Annahme noch die weiteren hinzu, dall das Streckenspektrum s
aus einer endlichen Anzahl von Intervallen bestehen mige, daB ferner die
Koeffizienten der Spektralform o(u, &) stetig differenzierbare Funktionen
von g seien und endlich, dafl, wenn

de(u, §) - y ¢ g
‘_d.u = = 'f'(l“; %)r i% zj"pj,-(iu’);p;y 1)
gesetzt wird, ¢,,(x) innerhalb s nirgends verschwindet und, wenn der
Kiirze halber
Bolu) = Bl g
. V"‘r’“(»u)’ : VU"H(.“)’
ist, diese unendlich vielen Funktionen #,(w), ¥ (%), ... linear voneinander
unabhiingig ausfallen, in dem Sinne, daB bei willkiirlicher Wahl von u(u)
zwischen den Integralen
(84) S @dw,  [ulw)vy(w)du,
O] ()
keine lineare Relation bestehen soll, deren Koeffizienten Konstanten mit
endlicher Quadratsumme sind.
Fiithren wir in die Relation (82) diese Annahmen ein und setzen

‘51211 £=0, =0, ..,

und an Stelle von u(p) die Funktion'
i)
Vb (."‘)3
so ergibt sich
(8D) f(uﬁu.)) rfp, = { [‘M(#)d (u)(lu.} ,
=1,%..) 1

und hieraus entnehmen wir dle allgemeinere Formel

(86) fu(u)v(u)d.u = 2 fzd ‘u)wp(u)c?u fa, (W)e, (w)du.

p=12..)(@
Fiir

o v(p) = ¥, (1)
folgt mithin
1) Diese Gleichungen und die daraus entspringenden gelten nur fiir jeden
Abschnitt, da (g, § nicht beschriinkt ist.
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(87) fu Wy (u)dp= pr(,u,) wq(,w)d‘mpr(p)u(p)dp.
(s} (p=1,2..9 () ()

Aus unserer Annahme iiber die lineare Unabhiingigkeit der Integrale (84)

erkennen wir, daB die Relation (87) identisch fiir alle Funktionen w(u)

nicht anders erfiillt sein kann, als wenn

(8%) S@,w)ydu =1,

()

S, e, (wdu =0 (»+49)
ist. v

Wegen des positiv definiten Charakters der Form ¢(u, &) ist

(¢'11(.‘")§1 + Yy C‘”)E'z e )2§ w(.“: g)'f’u
oder

(89) (W + v i+ -+ PP L v (y, §).

Andererseits haben wir wegen (85)

S@E+ gaks+ - )2de = (8,
0 .
und, da auch

Ju(w Haw= (&)
0]
ist, so wird

S0, & — @ (W& + vy (g + - - )} da = 0.

Da aber der hier unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck nach (89)
fiir keinen Wert von w negativ ausfillt, so ist er stets gleich Null, d. h.
es ist

¥, &) = (¥, W& + v + - )%

Wir ersehen hieraus, daB unter den gemachten Annahmen die
charakteristische Higenschaft der Spektralform a(g, §) darin
besteht, daf ihre Ableitung nach wu das Quadrat einer Linear-
form wird, deren Koeffizienten die Orthogonalititseigen-
schaften (85) und (88) besitzen. Da umgekehrt eine solche Form
alle charakteristischen Eigenschaften einer Spektralform erfiillt, so ist es
hiernach leicht, eine quadratische 'orm A zu konstruieren, deren Spektrum
aus einer Zahl gegebener Intervalle besteht: man bestimme fiir die Inter-
valle s ein vollstindiges System von orthogonalen Funktionen wy, 9y, ..
d. h. ein System solcher Funktionen, die den Relationen (85) und (88)
geniigen, — was leicht geschehen kann (vgl. Kap. XIII) — und setze dann

K(E) :f('—'H &+ w:&s_‘j“_"‘_)! dlu

. !1
()
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Als einfachstes Beispiel diene die quadratische Form
(90) K(z) = 2,2, + 2y + 232, + -
diese besitzt kein Punktspektrum, und ihr Streckenspektrum besteht aus
den Intervallen

A=—o00 bis —1 und 4+ 1 bis + oco.
Wir finden

=
v (u.) V:-z Ven sin pf,

wo ¢ den zwischen 0 und =z gelegenen Wert von are cos% bedeutet.
In der Tat bestiitigt sich dann durch Rechnung

f(w Wz, + Yewzy + - - )2dp = (z, z),

(G55
K@) f(wl CLELACLLII0
(G350

In Bestitigung von Satz 34 haben ferner, wie man erkennt, die unendlich
vielen Gleichungen

fir keinen Wert von . Losungen z,, xz,, ..., deren Quadratsumme end-
lich bleibt.
Ein anderes Beispiel liefert die quatlratische Form

(91) Z Xy + = 3:2&3 %%4‘ !

2
o i oo
das Spektrum ist das nimliche wie im ersten Belspiel. Wir finden

1'D‘"(:;L)=]/2,n2—'1 !11 Pplo—1) (i),

wo die P die Legendreschen Polynome sind. Setzen wir noch

x,,(.u):]/”’_l L ge- s o),

wo die @ die zugehdrigen Kugelfunktionen zweiter Art bedeuten, so er-
hilt die Resolvente von K folgende Gestalt:

K(4, z) = - f-uw (2)x, (%),

i
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Die beiden quadratischen Formen (90) und (91) lassen sich durch
eine orthogonale Substitution der Variabeln in einander iiberfithren, wie
aus ihrer Darstellung durch die Spektralform hervorgeht.

LiBt man die oben gemachte Annahme der linearen Unabhiingigkeit
der Funktionen v, (u), ¢ (u), ... fallen, so wird die Ableitung der Spektral-
form mnicht ein Quadrat, sondern eine Summe von Quadraten linearer
Formen von entsprechender Art.

Ziwolftes Kapitel

Simultanes System quadratischer Formen, die Hermitesche
Form, die schiefsymmetrische Form und die Bilinearform
mit unendlich vielen Variabeln.

Die in Kapitel XI entwickelten Methoden und Resultate lassen sich
ohne prinzipielle Schwierigkeit auf allgemeinere Formen mit unendlich
vielen Variabeln ausdehnen, Wir betrachten zuniichst den Fall eines
simultanen Systems zweier quadratischer Formen, von denen die eine
definiten Charakter hat, die andere als Aggregat von positiven und
negativen Quadraten der Variabeln vorgelegt ist. Mit Hilfe unserer
Methode des Grenziiberganges, ausgehend von Formen mit endlicher
\-".ariabelnzah], konnen wir leicht die entsprechende Theorie entwickeln;
wir heben nur folgendes Resultat hervor:

Satz 38, Ls sei eine positiv definite, vollstetige, abgeschlossene qiadra-
tische Form K (x) und aufierdem eine quadratische IForm von der Gestalt

Viz) = vz + v, + - - -

vorgelegt, wo vy, v,, ... bestimmte Werte + 1 oder — 1 sind: alsdann gibt
es stets eine unendliche Reile von Null verschiedencr Grifien =, %, . . .,
deren Vorzeichen bz, vy, vy, ... sind und die gegen Null konvergieren —
ire reziproken Werte migen FEigewwerte von IC in bezug auf V heifien —
und von zugehirigen beschrinkten Linearformen L,(x), Ly(z), ... — sie
mogen die zugehirigen Ligenformen heiflen — wvon solcher Art, daf3 die
wlolarititsrelationen’

LOVC, L) =1,

L(OV(, L) =0, »=+q)

erfiillt sind und daf} ferner die vorgelegte quadratische Form die Darstellung

K(x) =% (Ly@)*+ |2 | (Ly@)*+ - -
gestattet.
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Man kann diesen Satz 38 auch ohne den Grenzibergang von end-
licher zu unendlicher Variabelnzahl lediglich auf Grund des Satzes 35 mit
AusschluB neuer Konvergenzhetrachtungen beweisen.

Zu dem Zwecke bringen wir die Form K(z) nach Satz 35 durch eine
orthogonale Transformation der Variabeln z,, @y, ... in die Gestalt einer
Quadratsumme; wir .bezeichnen die neuen Variabeln mit 2’ 2’, ... und
finden

K(z) = Ea' 4 kya'yl? + - -,
wo dann [y, ks, ... lauter positive Griflen sind, die gegen Null konver-
gieren. Ferner bezeichnen wir mit V’(2") die durch jene orthogonale
Transformation aus V(z) hervorgehende ¢uadratische Form der Variabeln
%'y, @'y, ... und endlich mit V'l:]/f'.‘g;} diejenige quadratische Form der
Variabeln &, &, ..., die ans V'(2) hervorgeht, wenn wir in derselben
an Stelle von 2,, 2°,, ... die Ausdriicke V&, &, Vk.&, ... einsetzen.

Wir kinnen nun leicht zeigen, daB J'()/4E) eine vollstetize Form
der Variabeln §, &, ... ist. In der Tat ist, wie man sieht, V" (2") als
Differenz zweier Einzelformen F (2") und FE,(«") darstellbar: diese ge-
niigen als solche den Ungleichungen

E (&)< (2,%), Ba) < (,a):

Setzen wir an Stelle von 2y, 2%y, ... wieder V5§, V&, ... ein, so
gehen diese Ungleichungen iiber in

{’11(]"/}_'.5} < kE+ Iigi.:zz 5 dalsy
E,(V/hE) < E24 kb2t oo

Wiiren nun diese Einzelformen nicht vollstetig in den Variabeln &, &,, .. .,

so miiiten sich auch Wertsysteme ¢, ¢, ... finden lassen, fir die
Lrtlt"]ﬁ 0, chz\"}: L3 SE—
n=o0 "=

wird, withrend die Einzelformen, die ja positiv definit sind, fiir

EL - alm: ‘52 i “‘.'I‘“);
Werte erhalten miiiten, die oberhalb einer positiven von 7 unabhingigen
GroBe bleiben; dies aber widerspriiche den obigen Ungleichungen, da K (x)
vollstetig ist. Da demnach F,(Vkg), E,(y1E) vollstetig in &, &, .. . sind,
so ist dies auch V7(}hE). Die Tatsache der Vollstetigkeit von I&'l(]/kﬁ),

E,(VEE) in den Variabeln £, £, ... folet auch unmittelbar aus 4. auf
2 1 22 D
S. 152,
Nunmehr transformieren wir nach Satz 35 die Variabeln &, &, ...
orthogonal in die neuen Variabeln &7, &, ... derart, dal die Form
=] =1 =2 ?

V' (VkE) die Gestalt |
T”(Vf-‘:‘_;'_} =y I.E'I.J2 + #, 3912 e s
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erhiilt, worin %, %,, ... gewisse reelle Grofen sind, die gegen Null kon-
vergieren. Bezeichnen wir nun diejenigen Linearformen von z,,%y,.. .,
die aus den Formen £(§) hervorgehen, wenn wir darin fiir Eyy gy 0o

bzw. die Ausdriicke Vk,x,, V. .. einsetzen, mit §/(Vka'), so ist, da
jene Formen eine orthogonale Transformation definieren,
K(z) = (V?"xxx’)? + (Vkyay ) +
_ = (&' (Vka)® + (& (VEa)) +
ferner wird:

OV (VRE, Vi) = smvu_u.;,]fn) 28y ® 8 V' (V&E, wn)

o, f‘§= o1,
=g (VUV(VA U
und folglich wird B -
£ (VE) V' (VEE,.) = %8, ().

Aus dieser Formel schliefen wir in gleicher Weise
EVE) V(08 (VE) = 5,8/ (8O-

Wenn wir nun wieder zu den Variabeln x,, #,, ... zuriickkehren und all-

gemein mit A, (x) diejenige Linearform von a,,a;,... bezeichnen, die
dabei aus EP’(VI:J:’) wird, so erhalten wir

AV, ) 4,0) = 5,8 (8 ()
und das ist wegen der Orthogonalitit der Formen £,(£) gleich x, (p = ¢)
oder gleich Null (p < ¢); andererseits wird

K(z) = A*(z) + 4°(2) + - -

Wiire %, = 0, so miifite fiir alle 2, x,, ...

A Ve ) E(ey2) = 0
sein, was der Abgeschlossenheit von K und von V widerspriiche; folglich
sind %, #,, ... lauter von Null verschiedene GriBen.

Wir kénnen nunmehr die Summanden &% #,£, ... in der obigen
Darstellung von V7 (]/..,) derart angeordnet denken, dafl allgemein x, das
Vorzeichen von v, besitzt. In der Tat: eine solche Anordnung jener
Summanden wire nur dann nicht ausfithrbar, wenn entweder die Anzahl
der negativen (bzw. positiven) Einheiten in der Reihe ¢, v,, ... endlich
und zugleich die Anzahl der negativen (bzw. positiven) Griflen, die in der
Reihe 2, %, ... vorkommen, grifier als die erstere Anzahl ausfiele, oder
wenn die Anzahl der negativen (bzw. positiven) Grilen in der Reihe
Ay, %y, . .. endlich und zugleich die Anzahl der negativen (bzw. positiven)
Einheiten in der Reihe v, v,,... grofler als die erstere Anzahl ausfiele.

Wenn wir nun mit z,(VkE), ,(VEE), ... diejenigen Linearformen in
£, &, ... bezeichnen, die aus z,(2"), 2,(a’), ... entstehen, wenn wir fiir
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z/,xy, ... die Ausdriicke V&, Vk&,, ... einsetzen, so ist identisch in
SPETRE

(@ (VEOP + va(2(VEE)! + - - = 1, (&' ®) + 1 (&' ®) + -,
da beide Seiten dieser Gleichung ¥’ (}%&) darstellen.

Wir nehmen — entsprechend dem ersten Falle — an, es seien
vy, ...,0, negativ (bzw. positiv), v, v,.,,... simtlich positiv (bzw. ne-
gativ), ferner x,,...,%,,, negativ (bzw. positiv) Da die Formen E (&),
£,/(E), . .. eine orthogonale Substitution bestimmen, d. h. ein vollstindi-
ges orthogonales System von Linearformen — wie wir sagen wollen —
bilden, so ist jede beschriinkte Linearform von £, &, ... als lineare Kom-
bination der Formen §,"(§), £(£), . .. darstellbar; wir setzen inshesondere

x:(]/‘f’g) =a,, ' (§) + a8 (8) + -+,
-Tc(VIg) =a,&'(§) + 2k (E) + -,
WO Gy, Gygy .y @y, Uy, .. gewisse Koeffizienten bedeuten. Sodann be-

stimmen wir solche nicht simtlich verschwindende GréBen «,..., @,
die den e Gleichungen

ag, e + -+ A1y = O;
ST R ol P Uop1 = 0
geniigen, und bilden die Gleichungen

gl’ﬂg) = Uy,
Eoi(®) = a1,
g’z-ﬁ-ﬁ ( g) - 0;
g

‘c+3 (‘9 =0 2

Die durch Auflosung dieser Gleichungen entstehenden Werte von &, &,, ...
wiirden einen Widerspruch ergeben, da sie in die vorhin aufgestellte
Tdentitiit

o, (2, (VEE)® + vy(as(VEE)® + - - - = (8 ®) + % (&7 @) + - - -
eingesetzt der linken Seite einen mnicht negativen (bzw. nicht positiven)
Wert, der rechten Seite dagegen gewill einen negativen (bzw. positiven)
Wert erteilen wiirden.

Um den zweiten der oben genannten Fille zu behandeln, gehen wir
von der in x’, z,, ... identischen Gleichung

]

vy (2, @) + 0y(2, @) 4+ - =, (511(5’;&))24- #g (gol(;})) |
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#
aus, wo El’( _,),

deuten, die aus £(£), &'(§),... entstehen, wenn wir an Stelle von £,

. . A
£,... die Ausdriicke ! =

Ve Vi
51'(]'/}) ; (111), ... nicht notwendig beschriinkte Linearformen in ',
&, ... werden, so hat obige Identitit nur als Abschnittsgleichung einen
Sinn, und das im ersten Falle eingeschlagene Verfahren bedarf der fol-
genden Modifikation.

Wir nehmen an, es seien x,...,% negativ (bzw. positiv), z,,,
%42y - - - samtlich positiv (bzw. negativ), ferner v,,..., v, negativ (bzw.
positiv)., Alsdann setzen wir

crf & _— ’ ’
=1 (1f) =0, & + ¥ -,

ofee

N (Vﬂ) .. diejenigen Linearformen von z,’, 2, ... be-

’

setzen. Da jedoch die Linearformen

fee
o

-,

rf T . ’
ge (VE) = T + oy s s
Ferner denken wir uns die Gleichungen
xl(x) =y .-y ‘I'c+1('x) = i1y c;—E[’I) =0, 'T'e+3(.37) =0,

nach «, x,/, ... aufgelost und stellen die Lisungen als Funktionen von
ay,...,a,,, wie folgt, dar:

Xy =013 + vt 0y g1y,

Ly = 019y + =+ 0,01 @epy
Endlich bestimmen wir fiir jedes # solche e + 1 Grofen o, ..., a",
daB nach Eintragung dieser Werte von z,/, #,,... die ¢ 4+ 1 Gleichungen

o &y A+ oo,z =0,

rCul'Tl' + 2 + (Cz.n‘TJ} o= O!
a9 a

i al+...+ac+i=1

fiir

a =a,®™, ..., «a

= g™
1 15 ’ et

s . e+l
erfiillt sind.

Wiihlen wir nun solche # = n, aus, daB die Grenzwerte von a,™), .. .,
a) ., fir h = oo existieren, und setzen die durch diese Werte a,™, . . .,

af’WL_H vermittelten GroBen /,...,2", in den n,ten Abschnitt der obigen
Identitit

B@EE + @)+ = u(8 (7)) e () +
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ein, so erkennen wir, daB die linke Seite dieser Identitit, da sie eine be-
schrinkte Form der Variabeln 2, x,,,.. darstellt und als solehe nach
8. 127 stetig in diesen Variabeln ist, in der Grenze fiir h — oo den Wert
— 1 erhilt, withrend die rechte Seite bestiindig > 0 ausfiillt.

Hiernach sind beide Iiille als unmdéglich erkannt, und wir diirfen
also von vorneherein allgemein %, vom selben Vorzeichen wie v, an-

nehmen.
Setzen wir daher jetzt

\ Ap(x)
Lw(ﬂ:) = F 3

i

*p
so sind die Linearformen L,(z), Ly(z),... von der im Satze 3% ver-
langten Beschaffenheit. '

Das niimliche SchluBverfahren ermédglicht die Behandlung einer nicht
abgeschlossenen Form K.

Um dies einzusehen, bringen wir wiederum die Form K nach Satz 35
durch eine orthogonale Transformation der Variabeln z,,z,,... in die
Gestalt einer Quadratsumme. Wir setzen

K(z) = ko + ka,* + - - -,
wo ky, ky, ... teils positive, teils verschwindende Grifien sind.

Wir bezeichnen wiederum mit V’(2") die durch jene orthogonale
Transformation aus J7(z) hervorgehende quadratische Form der Variabeln
@,y @y, ... und endlich mit V’()/kg) diejenige quadratische Form der Vari-
abeln & &,,..., die aus J7(2") hervorgeht, wenn wir in derselben an Stelle
von z, %, ... die Ausdriicke V&, Vh&,, ... einsetzen. Da V'(VikE)
eine vollstetige Form 1in &, &, ... ist, so kdnnen wir nach Satz 35 die
Variabeln &, &, ... orthogonal in die neuen Variabeln &, &/, ... trans-
formieren derart, daB

V/(VEE) = mb,* + gk 4 - -
sind, worin %, #,, ... gewisse teils positive oder negative teils verschwin-
dende Grifen sind, die, wenn in unendlicher Anzahl vorhanden, gegen
Null konvergieren. Bilden wir endlich entsprechend wie vorhin die Aus-
driicke 5,,'{:1/7;'.1-"] und bezeichnen allgemein mit 4, (z) diejenige Linearform,
die aus &,/ (Vka') wird, wenn wir darin statt der Variabeln =, a,,...
wieder die urspriinglichen Variabeln x,, #,,... einfiilhren, so wird wie
worhin
K(z) = 43(z) + A2 (x) +---,
Ay()V(,0)4()=0 (p=+gq), bzw. =%, (p=q)
Wir sprechen dieses den Satz 38 ergfinzende Resultat wie folgt ans:
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 1L
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Satz 38%  FKs sei eime positiv definite vollstetige quadratische Forme

K(xz) und auflerdem eine quadratische Fovm von der Gestalt
V(z) = v,2® + 02, + - - -

vorgelegt, wo vy, vy, ... bestimmte Werte + 1 oder — 1 sind: alsdann  gibt
es stets eine Reihe von leils positiven oder negativen, teils verschwindenden
Grifien uy, #y, ..., die, wenn in wnendlicher Anzahl vorhanden, gegen Null
Fonvergicren, und von zugehivigen beschrinkten Linearformen A,(x), Ay(x),. ..
derart, daf} die Polaritilsrelationen

AJ'C') V':‘ ye) Ap(s) = %,

4,()A(, ) 4,() =0, r+a9
erfiilllt sind, wnd daf3 ferner die vorgelegte quadratische Form die Dar-
stelluny

K() = 4}(a) + 43@) + - -
gestattet.
Unter einer Hermiteschen Form der unendlich vielen Variabeln z,,
Lgy ...y UYyy Yo, . .. verstehen wir eine Bilinearform dieser Variabeln von
der Gestalt
H(:I?, y)= 2 L‘pqxl‘yv;7
@9

deren Koeffizienten h,, komplexe der Bedingung

Ty km + 88, = hy = k‘f.ﬂ — 15,
geniigende Groben sind. Stellt sowohl Real- wie Imaginiirteil von H(z, y)
eine vollstetige Funktion der reellen Variabeln @y, a,...., ¥, 4, ... dar,

so lassen sich reelle, im Endlichen nirgends sich verdichtende Werte

Ay ko, ... — die Eigenwerte von H — und zugehorige Linearformen mit
komplexen Koeffizienten 1, (x), Ly(z), ... — die Eigenformen von H —
finden, g0 dab B -
(2, y) = Ly (@) Ly (y) + Lo () Ly(y) + - - -,
\_ D@L |, L)L) |
B, ) DB LY L LOTY) 5.,

wird, und daB die Orthogonalitéitseigenschaften

L,()L,()=1, L,()L()=0 (p=q
erfiillt sind; die horizontalen Striche deuten die Vertauschung von i mit
— ¢ an. — Der Beweis dieser Tatsache kann apalog wie unten der Be-

weis des spezielleren Satzes 39 gefiihrt werden.

Nehmen wir die Koeffizienten der Hermiteschen Form rein imaginir
an und unterdriicken alsdann den Faktor /, so entspringt die schief-
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symmetrische Form; unter einer schiefsymmietrischen Form verstehen
wir mithin eine Bilinearform der Variabeln z,, @,,..., y,, %, ... von der
Geestalt

H(_x’ y) = {‘pzjspv'mpyy H
» 4.

deren Koeffizienten reelle der Bedingung

Spa = 7 Sy
geniigende GriBen sind. Die vorhin fiir eine Hermitesche Form aus-
gesprochene Tatsache driickt sich fiir den besonderen Fall der schief-
symmetrischen Form, wie folgt, aus:

Satz 39: Wenn die schiefsymmetrische Form S(xz, y) vollstetig ist, so
gibt es eine orthogonale Transformation der Variabeln

SM=O

S ) iy Foy Ty Tgy -
in die neuen Variabeln
r 4

£ Bl E
5 g1y, =

o1 T1 ©22

Fre

so daf3, wenn die Variabeln iy, yo, 4y, Yy, - .. mittelst derselben orthogonalen
Transformation simultan in die Variabeln v, %', v, 4, . . . iibergehen, die
Form S die Gestalt

Bz, y) =k (Eym — E'my) + he(Bamy” — &'me) + - -
erhdlt; dabei sind ky, koy... Groflen, die. falls sic i unendlicher Zahl
vorkommen, Null als einzige Verdichtungsstelle besitzen.

Zum Beweise betrachten wir 2S(x, y) als quadratische Form der
unendlich vielen Variabeln x,, ¥,, &y, #,... und erkennen sodann aus
Satz 35 das Vorbandensein von GréBen k, k,, ... und zugehorigen Linear-
formen L, (z,y), Ly(x,y),... jener Variabeln, so daB

25(z, y) = by (Ly (2, ))* + Ky (Lg (@, 9))* + - -«
und
@2) + Wy = (L@ )+ (Lol )+
wird. Mit Riicksicht auf die Eigenschaften der schiefsymmetrischen Form
Sy y) = — Sy, ),
S y) = — S(— 2, y)
folgt leicht, daB in der obigen Darstellung fiir 25(x, y) zu jedem £k,, L,
stets noch die Figenwerte und zugehorigen Linearformen

jll!-" - A‘f" L}J'(E, y\} - L;‘l‘.’."j} I:} s
7-'},., = — k_,,, LP,,(I, y) = LP(__ x, y')’
i".u"' - ?"P' - ]"# me("!.! -"\} - Lr-(_ &Ly ;ff) = Ll'(ff:_ .’l‘)

vorbanden sein miissen
die Glieder
f"f* {(sz(:"': y))g o [‘_L',, f."f* :'"\')2 o (Lr’_ &, ff))g e (La-(y; - “T))EII
11*

T 3 : Rl > 1
, deren Vercinigung in der Darstellung von 2S(z, y)
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und in der Darstellung von (z, z) + (y,y) die Glieder
(L.J/ (@, y))? =+ (L:'(yr '7")}2 ¥ CL.'(_ ] y:])g =+ (Lr'(y: = x))g
liefert.
Setzen wir nun fiir jedes solche Quadrupel

Ly(z,y) = 115 (Op(@) + 0,/ W),

wo 0,(z) eine lineare Form von 2, &, ... und 0,'(y) eine lineare Form
vOn iy, Yo, - .. ist, so gehen die obigen Darstellungen iiber in

S[‘-": .) = y]lp(o "x'op’(y' o Oﬂ"fr‘: OI"'}y;’)’
(2, @) + (, ) = Z(0,@)* + (0, @) + (0,@)* + (0, )3,

und da L (z,y), Lg(a, y‘}, ... zueinander orthogonal sind, folgt leicht

’

auch die Orthogonalitit der Formen O,, O,,..., 0/, 0, ...; mithin be-

stimmen £, = 0,(z), & = 0,()
eine orthogonale Transformation von der verlangten Beschaffenheit.

Aus dieser Darstellung folgt durch eine einfache Uberlegung, wie sie
-spiiter iihnlich angestellt werden wird (5. 171), dall die aus (2, y) — A5(x, y)
entspringenden inhomogenen Gleichungen eindeutig losbar sind, auBer
i
B2k ?
Form S(z, i) haben die homogenen Gleichungen eine nicht identisch ver-
schwindende Lisung, und zwar ist die Anzahl der voneinander unab-
hiingigen Losungen stets endlich.

wenn A= ist; fiir diese rein imaginiren FEigenwerte der

Was schlieBlich die Theorie der Bilinearform betrifft, so sehen wir
zuniichst ohne Schwierigkeit folgende Tatsachen ein:

Wenn die Bilinearform A(z, y) eine vollstetige Funktion der unend-
lich vielen Variabeln z,,z,, ..., u,, %, ... darstellt, so ist, wenn A, den
anten Abschnitt der Bilinearform A bezeichnet, fiir jedes Wertsystem der
unendlich vielen Variabeln

LA, 2)A,(,2)=A(,z2)A(.,2),

n=o
und zwar im Sinne gleichmilliger Konvergenz, d. h. es ist

(92) | A, 2)A(.,2) — A (., 2)A4.(,2) <¢,,

wo ¢, gewisse von den Variabeln 2, x,,... unabhingige, mit unendlich
wachsendem 7 gegen Null abm'hmen(le Groflen sind.  Daraus folgt, daB
die quadratische Form A(., ., x) stets vollstetig ist, wenn die Bilinear-

form A(z, y) vollstetig 1st.
Eine Bilinearform A(z, y) ist stets vollstetig, wenn die quadratische

Form A(.,z)A(.,x) vollstetig ist, also beispielsweise gewill, wenn die
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Summe der Quadrate der Koeffizienten von A endlich bleibt, In der Tat,
fassen wir von A(z,y) als quadratische Form der Variabeln z,,z,, ..
Wy Yy, - - - aunf, so folgt aus der Ungleichung

| A(z,y) <VA(,2)A(,x),
durch die in 4. und 5. (8. 152) angewandte Schluliweise, dafi A(x, y) voll-
stetig ist.

Diesen Abschnitt wollen wir mit der Entwickelung eines Satzes be-
schliefen, der — wie sich im folgenden Abschnitt zeigen wird — auf
die einfachste Weise zur Auflosung der Integralgleichungen zweiter Art
mit unsymmetrischem Kern verwandt werden kann; derselbe lautet:

Satz 40.  Wenn

'y

Y VI, .
‘l'{'J} .',j) = A;‘ﬂ'pqxpyq
(2 9}

eine wvollstetige  Bilinearform  der wnendlich viden Variabeln z,, a,. ..

Yis Usy o .o 18, S0 haben gewify entweder die unendlichvielen Gleichungen
(L + ay)e, + @25 + - = ay,

(93) Ao %y + (1 + @35)@; + - -+ = ay,

tiir alle miglichen Grifien a,, a,, ... mit konvergenter Quadratsunume eine

eindentig  bestimmte  Lisung a, x,, ... mit konvergenter Quadratsumme
— oder die entsprechenden homogenen Gleichungen

(1 +ay)a, + a2, +--- =0,
(94) A, &y + (1 + agy)2y +-- - =0,

lassen eine Liosung @y, &y, ... mit der Quadratsumme 1 zuw.

Zum Beweise betrachten wir zuniichst irgendein System von n line-
aren (leichungen und » Unbekannten mit nicht verschwindender Deter-
minante von der Gestalt

by + -+ bya, =1y,

bul ‘rl + e + b-nn"!'lix - bu .
Bezeichmen g, ..., g, die Liosungen dieser Gleichungen, so ist
(bllﬁi i sk blmﬁn)ﬂ e o {bulﬁl —fan s bnuﬁn):

o bl(bllﬁl + e + blnﬂn) + Y + bn“"nlﬁl + e + bnnﬂﬂ)l
und folglich wird

BBy v 3 BB Ao o b By Bl A - BB

J’:lb_ﬂ)z}'

Nunmehr sei m das Minimum der quadratischen Form
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bz + -+ b2 ) + o+ Gz + -+ 0,,2,)
bei der Nebenbedingung
(95) 2i4 -t at=1
und M das Maximum der quadratischen Form
(bllxl o g = bﬂlwu)g + Al + (blnxl + i bnn‘(‘cﬂ>2
bei derselben Nebenbedingung: dann folgt aus der vorigen Ungleichung
die Ungleichung

(96) Bl BB+ D)

Wir wenden dieses Resultat auf die Gleichungen
(]‘ + ”':I.l)xl + e _1_ aluxu =0y,

M

m?

(97)
a2 +---+1A+a,)z,=a,

an und bezeichnen zu dem Zwecke mit m, das Minimum der quadra-
tischen Form

(1 + @2, - 0, 5+ -+ (@0 + -+ (1 + 0,0,
bei der Nebenbedingung (95) und mit M, das Maximum der quadratischen
Form

((1 o ﬂ'll:l‘:'r'.l s ¢ +an1xu)2 e s (alﬁ‘l‘l panan <l aﬂn).ﬁ'")?
ber derselben Nebenbedingung.

Wegen der vorausgesetzten Vollstetigkeit der Bilinearform A(z, y)
ist die quadratische Form der unendlich vielen Variabeln z,, a,, ...

(A +a )z +a5,23+ -+ P+ (35 + (1 + aggdzg + -+ -
gewill eine beschriinkte Form, und daraus ersehen wir, dall auch die
Maxima M, unterhalb einer endlichen, von 7 unabhiingigen Grébe M
bleiben.

Was die Minima m, betrifft, so sind zwei Fille zu unterscheiden:

Erstens gebe es unendlich viele », fiir die die Minima m, siimtlich
grifler als eine feste positive Grobe m sind: dann sind fiir solche » die
Gleichnngen (97) losbar, und es folgt aus (96), daB die Quadratsumme
ihrer Losungen unterhalb der endlichen von »n unabhiingigen GriBe

(98) (@, a)
lLiegt.
Bezeichnen wir nun fiir solche » mit
al(m, ce mﬂ("l
die Losungen von (97), so konnen wir aus jenen » mach dem von uns
oft angewandten Verfahren solche ganzen Zahlen n , %,, ... herausgreifen,

dall die Grenzwerte
o, = L al(";ﬁ, ws = I, oW, oo

h=m h=c0
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existieren; die GriBen ¢, «,, ... haben eine ebenfalls unterhalb der Grenze
(98) liegende Quadratsumme und miissen wegen der Vollstetigkeit der
Linearformen
Cpy i+ BpgZe + -+

gewiB jede der Gleichungen des vorgelegten Systems (93) befriedigen.

Zweitens mogen die Minima m, m,, ... gegen Null konvergieren;
die Werte der Variabeln mit der Quadratsumme 1, fiir welche diese
Minima eintreten, seien

FI(“).' EE pﬂ("’;'

Nun ist

A+a ey + - +a,2)}+ -+ (a2 +---+1A +a,)2,)

= 4,0, 8)4,(,2) + 24,(z, 7) + (3, 2),

und folglich
(99) 4,0 W) A, 0) + 24,6, u®) + 1= m,.

Nun denken wir uns wieder eine solche Reihe ganzer Zahlen 1, u,,. ..
herausgegriffen, daB die Grenzwerte

e [
u = L w,"%, gy =L ™, ..

h === h=o
existieren; die GroBen u,, u,,... geniigen dann der Bedingung
(100) (v, ) 1.

Mit Riicksicht auf (92) und wegen der Vollstetigkeit der quadratischen
Form A(z, x) folgt aus (99), wenn wir darin n, an Stelle von » ein-;
setzen und zur Grenze h = oo iibergehen,

(101) A( ) A(,u) +24(u, u) +1=0.
Wir betrachten nun die quadratische Form
(A + a1)x, + aye2s + <+ ) + (ayy 2y + (1 + 09) % + -+ °)°
= A(,20)A(.,2) + 2 Az, ) + (2, );
da dieselbe positiv definit ist, so folgt inshesondere
(103) A(,u)A(,u) + 24w, u) + (g, u) 2 0;
hieraus entnehmen wir wegen (101)
(1, ) = 15

(102)

mithin ist wegen (100):
(_lu’) .H’) =1.
Nunmehr erkennen wir wegen (101), daf auch
A(,u)A(,u) +24(g, 1) + (4, 0) =0
ist, d. h. im Hinblick auf (102), die GroBen u,, uy, ... befriedigen die
homogenen Gleichungen (94). Damit ist gezeigt, daB stets mindestens
einer der in Satz 40 unterschiedenen Fille stattfindet.
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Wenn die homogenen Gleichungen (94) eine Lésung mit der Quadrat-
summe 1 besitzen, so konnen die durch Transposition entstehenden in-
homogenen Gleichungen

4+ )z + a2+ =a,
(104) oy + (1 4 agp) a0y + -+ - = ay,

gewil nicht fiir alle «,, @,,... mit endlicher Quadratsumme eine Losung
von endlicher Quadratsumme besitzen, da ja zwischen ihren linken Seiten
eine lineare Identitiit besteht: es miissen daher dem eben Bewiesenen zu-
folge alsdann die transponierten homogenen (ileichungen

(L+ a)2 + ag 2+ - =0,
(105) oy + (1 + agg)azy + - =0,
eine Lisung mit der Quadratsumme 1 zulassen. Also konnen die in
homogenen Gleichungen (93) gewiB nicht fiir alle «,, a,.... eine Lisung
mit endlicher Quadratsumme besitzen: daher schlieben sich die beiden
Fiille des Satzes 40 wirklich aus, und die Lésung im ersten Falle ist ein-
deutig. Damit ist der Beweis fiir unsern Satz véllig erbracht.

Um die Mannigfaltigkeit der Losungen der homogenen Gleichungen
{94) festzustellen, haben wir nur notig, die in Kapitel XI entwickelte
Theorie der orthogonalen Transformation der quadratischen Formen auf
die Form (102) anzuwenden. Da A(.,x)A(.,2) und A(z, x) vollstetige
quadratische Formen sind, so ist dies auch die Form

A (.};L')A(:. ,J_'} + 2A(z, .‘1‘);
dieselbe besitzt daher den Wert — 1 hichstens als FEigenwert von end-
licher Vielfachheit; mithin besitzt die guadratische Form (102) den Wert
~ nur als ]i.lwenwelt von endlicher Vielfachheit, d. h. es gzbt eine ortho-
gonale Transformation der Verinderlichen z, #,,... in o/, 2,/,..., so

dafl jene (uadratische Form (102) die Gestalt
S LML, B L R
erhilt, wo &, ,, &, ., ... lauter positive, von Null verschiedene, gegen 1

]\onvergletende Grifen und e eine endliche ganze Zahl bedeuten. Die
Losungen der homogenen Gleichungen (94) erhilt man aus

=ty iy B,=, %, =0; @, .,5=0,
willkiirliche Konstanten sind, und wir ersehen daraus, dal
es nur eine endliche Anzahl, und zwar genau e linear unabhiingige
Losungen von (94) gibt.

Wir erkennen ferner, daB, wenn ¢ die genaue Anzahl der linear un-
abhiingigen Lisungssysteme der homogenen Gleichungen

e}
WO Ui et

»
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(106) L@)=x,+ ap 2, + a2, +---=0, (p=1,2,..))
sind, zwischen den Linearformen [, (x), L,(x),... genau e voneinander
unabhiingige lineare Identititen von der Gestalt

(107) B Ly (%) + P Ly(2) + -+ - =0, (h=1,...,€)

bestehen miissen, wobei die Koeffizienten §,% 8, ... in diesen Identi-
titen eine endliche Quadratsumme besitzen, und ferner, daB die inhomo-
genen Gleichungen (13)

Ty + By @py + B35 + - = @y, r=12..)
nur dann und stets dann losbar sind, wenn die Grofen a,, a,.... die
¢ Bedingungen
(108) B, Pa, + p,Pay + -+ =0, (he=1,...,¢)
erfiillen,

In der Tat, es sei wie oben ¢ die genaue Zahl der linear unab-
hiingigen Losungen der homogenen Gleichungen (106) und f die Zahl der
voneinander unabhiingigen Identitiiten von der Gestalt (107): dann lassen
sich aus den Variabeln z,,2,,... gewill ¢ solche auswiihlen, dall die
Gleichungen (106) keine Lésung mehr besitzen, bei der die ¢ ausgewiihl-
ten Variabeln simtlich Null sind; wir bezeichnen die iibrighleibenden
Variabeln mit », z/,.... Wire nun > ¢, so miiiten sich aus den
Linearformen I (), L,(x), ... e solche aussuchen lassen, die lineare Kom-
binationen der iibrigen sind, wiithrend die iibrighleibenden unendlich vielen
Linearformen, die mit L,"(x), L, (%), ... bezeichnet werden mogen, gewif.
noch einer linearen Identitit von der Gestalt
(109) B L) + By (@) + -+ =0
geniigen, wo die Koeffizienten g,, ,,... eine endliche Quadratsumme
haben und nicht simtlich Null sind. Wir setzen nun in den Linear-
formen L,"(z), L, (), ... die vorhin ausgewiihlten ¢ Variabeln Null und
bezeichnen die so entstehenden Linearformen der Variabeln ., z,, ...
mit L,"(z"), Ly'(«'),.... Lndlich bestimmen wir irgendwelche Griflen
a,, s, ... mit endlicher Quadratsumme, fiir welche
(110) Bray + By 4 -0
ausfilllt.

Wir betrachten nun das Gleichungssystem

L‘l’(a",) =l
(111) L (x) = as,

mit den Unbekannten ay’, z,,...; dasselbe nimmt bei geeigneter Anord-
nung der Gleichungen wieder die Gestalt des Gleichungssystems (93).
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an. Wir sehen dies am leichtesten ein, indem wir zum Gleichungs-
system (106) den zugehdrigen Bilinearausdruck

(112) YLy (@) 4y Ly (@) + - - = (1, y) + A(2, y)
bilden; darin ist A(z, y) eine stetige Bilincarform der Variabeln z,
Zyy..uy YyyUsy---. Der entsprechende Bilinearausdruck fiir das Gleichungs-

system (111)

- Y 4y (&) + v Ly () + - - -
entsteht dem Obigen zufolge, indem wir in (112) gewisse ¢ von den Va-
riabeln &, z,... und gewisse ¢ von den Variabeln y,, u,, ... Null setzen
und die iibrighleibenden Variabeln wit z,2,,... baw. »/, %/, ... be-
zeichnen. Hierbei verwandelt sich nun (z, y), wenn wir noch nétigenfalls
gewisse Produkte @,'y,” in endlicher Anzahl addieren, in

(35", .'/,) = $1ry1' - ;r;_.»;g’ + e,

und da sich zugleich A4(z, y) in eine vollstetige Bilinearform der Variabeln
2 % .., ¥y %'y .. verwandelt, so haben wir
YAy (@) + 9 L (@) + - = (2, y) + A, ),

wo A'(«', y) gewiBl ebenfalls eine vollstetige Bilinearform von 2%, 2,". ..,
o, ¥y ... wird; daraus folgt die behauptete Gestalt des Gleichungssystems
(111).  Aus (109), (110) erkennen wir, daB das Gleichungssystem (111)
keine Losung besitzt; da aber das ans 1thm durch Nullsetzen der linken
Seiten entstehende homogene Gleichungssystem ehenfalls keine Lisung
zuliibit, so zeigt dieser Widerspruch mit dem Satze 40 (5. 165), daB
die Annahme f> ¢ unzutreffend war. Da die Anwendung des eben Be-
wiesenen auf das transponierte Gleichungssystem zeigt, dall auch ¢ > f
unzutreffend sein mub, so ist notwendig ¢ =f Zugleich erkennen wir
auch die Richtigkeit der letzten oben gemachten Aussage.

Bei der Voraussetzung daB A(z,y) eine vollstetige Bilinear-
form ist, kommen also dem Gleichungssysteme (93) alle wesent-
lichen Eigenschaften eines Systemes von endlich vielen Glei-
chungen mit endlich vielen Unbekannten zu. —

Zum Schlufl mige noch gezeigt werden, mit welch iiberraschender
Eleganz und Einfachheit der Satz 40 ohne irgendeine neue Kon-
vergenzhetrachtung bewiesen werden kann, indem man sich der Siitze
35 und 39 bedient.

In der Tat, ans Satz 39 leiten wir sofort folgende Tatsache ab:

Hilfssatz 6. Wenn #,, #,,... eine unendliche Reihe positiver Grilen
ist, die gegen 1 konvergieren und

S(:L‘, ?j) - Jé\dqux.a'y':
(@ 9)
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eine vollstetige schiefsymmetrische Form der unendlich vielen Variabeln
Xy gy vy Uiy Yo, ... bedeutet, so gibt es stets eine vollstetige Bilinear-
form T(z,y) der niimlichen Variabeln, so dal
(113) {2(z,) + S ) G+ T, =@y
wird, wo x%(z) die quadratische Form

#(2) = 0, 2,* + % 2g® + - - -
bedeutet. Die Relation (113) ist damit gleichbedeutend, dall das Gleichungs-
system

T+ 8%y F Syg%s =Y,
(114) S Wy + 3Ty + Soyy + =1,
S50 ®y + Sya®y + gy 40 =Yy,
die Auflosungen
¢ Tz, ¥
& =y + ca,

) ¢ T'(x, v
5"":52'."\."{' pr"’

besitzt.
Zum Beweise setzen wir in S(z, y)
B r -, . | S
il:V’h 2y s :x.i,:}/xiw,,,...,
1 ’ 1 ’
Y= =%y Y= Yorp oy

V= Vay
ein und erhalten dann eine schiefsymmetrische vollstetige Form S"(«, %),
wiihrend %(z) in (2, ") iibergeht. Aus (114) wird ein Gleichungssystem
von folgender Gestalt

2 + 810 T+ Sigly o=y,
Lt p El g o g
(115) Sg ¥y + %y T S93% T+ =¥
512 + &ge %y + " + - - - = ¥,

Fithren wir nunmehr in S" nach Satz 39 die orthogonale Transformation
aus, so geht das zu S” gehdrige Gleichungssystem (115) in ein Gleichungs-
system von folgender Gestalt iiber:

g+ hE =,
— k& +E =0,
Ey + lgBy' =9,

) . o’
“I‘2§2+Ee =Nz,
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Dieses (Gleichungssystem besitzt, wie man sieht, die Auflésungen

) OT(EE, n)
EE=m + ‘

r;_\gl 2
r g CTEE )
‘El = + 0k ’
¢ OT(EE, )
Lo =1y + o, ’
: GT(EE, nn)
E_, . ,r2r+ fglulr].,
e |
wenn
e ” k! ol P
T{QE,’W,}:_I_;_‘A.:(51’31+E1 n)— +; "(W’n’u Eng)—
l'.‘. r
o ; (o — &) — 1 +ﬂ-“2(\‘-§'2n2 — &) —
gesetzt wird. Da die Grifen &y, %y, ... gegen Null konvergieren, so ist

T eine vollstetige Form.

Die Riickkehr zu den Variabeln x, &y, ..., »/, %, ... und von
diesen zu den wrspriinglichen Variabeln @, @,, ..., 4, 9, ..., wobei aus
T die Form 7" entsteht, lehrt die Richtigkeit des Hilfssatzes.

Um nunmehr Satz 40 zu beweisen, bedenken wir, dall das Gleichungs-
system (93) In Satz 40 seine Gestalt behilt, wenn wir anf die Variabeln
&, @, ... irgendeine orthogonale Transformation ausfithren und zugleich
entsprechend die linken Seiten jener Gleichungen orthogonal kombinieren,
da dies ja auf eine simultane orthogonale Transformation beider Variabeln-
reihen in A(z, y) hinausliuft. Der Einfachheit halber nehmen wir an,
es sel bereits eine solche orthogonale Transformation der Bilinearform
A(x, y) ausgefithrt, da die aus A(z, y) durch Gleichsetzung der beiden
Variabelnreihen entspringende quadratische, vollstetige Form A(z, z) nur
die Quadrate der Variabeln enthilt und demnach in der Gestalt

Az, ) = a,2,® + wyw® + - - -
oder

(116) Az, y) + Ay, ) = 2(ey 2,4y + Y5 + -+ -)
erscheint. Da hierin «,, «, ... gegen Null konvergierende Grifien sind,

so gibt es gewi nur eine endliche Anzahl unter ihnen, die < — 1 ausfallen;
es sei etwa e eine ganze Zahl, so daff

117y . R s (p=1,2...)
ausfillt.

Alsdann sondern wir von den Gleichungen (93) in Satz 40 zuniichst
die ersten ¢ Gleichungen ab und schreiben die iibrigen in der Gestalt:
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(“e+1,e+1 - 1)'1?-.-41. i 5 @yii,oq2 Toga e de A e Yerrs
(118) o o1 Loy T (“}-+2,c+2 + D)Z 0t = Yeyes

>3

-

wobei zur Abkiirzung
Yesr = Cppt — Cpgr 0% — = 7 — Q0%
(119) Yoro = Uppg — Qo &y — 77" — g, T,

gesetzt ist; diese Gleichungen (118) sind dann, da wegen (116)
Ay + 8yp =10 (p+19)
App = Cp

wird, mit Riicksicht auf (117) von der Gestalt (114) und gestatten dem-

nach die Anwendung des vorhin bewiesenen Hilfssatzes.
Diesem zufolge gibt es eine vollstetige Bilinearform 7'(x,y) der

Variabeln z,,,, @,.5,- -+, Y,uy, Yous,- - - derart, daB die Gleichungen (118)
die Auflésungen
oT
Zegr = Yopn + g, !

20 a1
(l )) .'Ji'uJr2 - ?fHLg +' EL;"U‘!'"L’

’

besitzen. Tragen wir diese Auflosungen unter Beriicksichtigung der
Werte (119) von ¥,.y, ¥,.s,- .. in die ¢ ersten vorhin abgesonderten Glei-
chungen des vorgelegten Systems (93) ein, so entsteht ein System von
e Gleichungen mit den ¢ Unbekannten x, ..., z,, wie folgt:

Ego +--+ E 2, =E,

(121) .
Y = i g et nl
}:"cl‘q’l s nat J‘cua’e T I‘c?
wo E ..., F, homogene Linearformen von a,, a,,... sind, wihrend
E,, ..., E, in bekannter Weise durch die Koeffizienten von A(z, y) sich

ausdriicken. Haben nun diese Gleichungen Lésungen a,,..., x,, so be-
rechnen sich daraus vermdge (119) und (120) die Werte z_,, 2,.5,...,
und wir gelangen so zu den Lésungen des urspriinglich vorgelegten
Gleichungssystems (93); im anderen Falle lassen sich gewil die homo-
genen Gleichungen

E, 2+ -+ E,2,=0,

B toved-B 2,

&

= ()
durch solche Werte z, ..., @, befriedigen, die nicht alle Null sind; neh-

men wir alsdann an Stelle von a,, a,, . .. iiberall die Werte Null, wodurch

in der Tat E =0, ..., E=0
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wird, so gelangen wir vermige (119) und (120) zu solchen Werten
Zypyy &y, .- ., die zusammen mit den gefundenen z,, ..., z, ein Losungs-
system der homogenen Gleichungen (94) in Satz X ausmachen.

Damit ist Satz 40 vollstindig bewiesen.

Da oben auch der Satz 39 iiber die schiefsymmetrischen Formen
lediglich mit Hilfe des Satzes 35 iiber die orthogonale Transformation
vollstetiger quadratischer Formen ohne irgendeine nene Konvergenz-
betrachtung bewiesen worden ist, so ergibt sich, daf auch die Theorie
der Gleichungen von der Gestalt (93) und damit iiberhaupt die Theorie
der vollstetigen Bilinearform lediglich auf die Theorie der orthogonalen
Transformation vollstetiger quadratischer Formen ohne neue Konvergenz-
betrachtungen begriindet werden kann — cine bemerkenswerte Tat-
sache, die der Theorie der vollstetigen Formen von unendlich
vielen Variabeln eine wunderbare Durchsichtigkeit und Ein-
heitlichkeit verleiht.

Fiinfter Abschnitt.
Neue Begriindung der allgemeinen Theorie der
linearen Integralgleichungen.

In den folgenden Kapiteln XIII—XVI wollen wir die in den Kapiteln
XI—XII entwickelte Theorie der linearen, der quadratischen und bilinearen
Formen mit unendlich vielen Variabeln auf die Theorie der linearen
Integralgleichungen anwenden. Ks werden durch dieses neue einfachere
und durchsichtigere Verfahren nicht nur alle bekannten Resultate iiber
Integralgleichungen wieder gewonnen werden, sondern es gelingt auch
die Theorie der Integralgleichungen wesentlich auszudehnen und zu ver-
vollkommnen. — Weiterhin entsteht dann die Aufgabe, die Methode der
unendlich vielen Variabeln direkt ohne Vermittlung der Integralgleichungen
in die Theorie der Differentialgleichungen einzufiihren.

Dreizehntes Kapitel
Die Integralgleichung mit unsymmetrischem Kern.

In Kapitel XI') haben wir den Begriff ,vollstetig” fiir eine Funk-
tion der unendlich vielen Variabeln z, x,, ... definiert?): wir nennen

1) Die in Kapitel XI und diesem Kapitel XIII angeregten Fragen aus der Theorie
der Funktionen von unendlich vielen Variabeln habe ich in meiner Abhandlung:
Wesen und Ziele einer Analysis der unendlich vielen Variabeln, Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo t. XXVII (1909), weiter ausgefiihrt.

2) In dem urspriinglichen Abdruck meiner ,fiinften Mitteilung® hatte ich an
Stelle des jetzt durchweg gebrauchten Wortes | vollstetig® das Wort | stetig* eingefiihrt.
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somit eine Funktion F'(a,, x,, .. .) der unendlich vielen Variabeln 2, @y, ...
fiir ein bestimmtes Wertsystem derselben volistetig, wenn die Werte

von F(x, + &, &3+ &, ...) gegen den Wert F(x,, z,,...) konvergieren,
wie man auch immer &, &, ... fiir sich zu Null werden lifit, d. h. wenn
LF(x 4+ &, x5+ &, ...) = F(zy, 7y, .. .)
6n="0,8=0 ...
wird, sobald man ¢, &, ... irgend solche Wertsysteme ), &%, ...

durchlaufen liBt, dal einzeln
L®W=0, Legh=0, ...
b= k=2
ist; dabei sind die Variabeln stets an die Ungleichung
a4 x4 <1
gebunden.

Wenn eine Funktion fiir jedes dieser Ungleichung geniigende Wert-
system der Variabeln stetig ist, so heille sie schlechthin volistetig. Eine
soleche Funktion bleibt, wie man unmittelbar durch das bei endlicher
Variabelnzahl angewandte Verfahren erkennt, fiir alle Werte der Variabeln
absolut genommen unterhalb einer endlichen Grenze und besitzt stets ein
Maximum.

Wenn wir in der Funktion F' den Variabeln z,,,, #, .5, ... simtlich
den Wert O erteilen, so heilje die so entstehende Funktion der n Variabeln
Eyy ooy @, der n-te Abschnitt von F; derselbe werde mit [F], oder
mit F bezeichnet.

Ist 1" eine vollstetige Funktion von x, 2,, ..., so konvergiert das
Maximum von _

=T
mit unendlich wachsendem # gewill gegen Null. Im entgegengesetzten
Falle niimlich miifte es unendlich viele Wertsysteme
(R A

geben, so dafl die Differenz
(1) | F'(a™) — F (a™)
fiir alle n oberhalb einer von Null verschiedenen positiven GroBe ausfiillt.
Wiithlen wir aus jenen Wertsystemen nach einem im 4. Abschnitt oft an-
gewandten Verfahren solche unendlich viele Wertsysteme

b ™ = q, ), b") = q,"w),
aus, dab

LbM=1b, Lb"=0,

h= h=o
existiert, wo b, b,, ... gewisse Werte bedeuten, so ist wegen der Voll-
stetigkeit der Funktion I
@ L F) = Fb),

h=wx
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Setzen wir nun allgemein

(»p(’f) = bp(") (p<ny),
o (rp{in) = () (Q‘ > ”h)’
S0 is
L=t LeM=bh
h=x h=m
und folglich auch
3 LF(™) = [ F,, 60 = Fb);
h=w h=o

die Grenzgleichungen (2), (3) widersprechen aber der obigen Annahme,
wonach (1) stets oberhalb einer von Null verschiedenen positiven GriBe
ausfallen sollte.

Aus der eben bewiesenen Tatsache, dal das Maximum von I — F,
mit unendlich wachsendem » gegen Null konvergiert, folgern wir leicht
folgende Sitze:

1. Die Abschnitte /' (x) einer vollstetigen Funktion F(x) konvergieren

gleichindifliy fiiv alle xy, =, ... geven I'(2).
2. Ist I'(x,, #,, ...) eine vollstetige Funktion von z, #,, . . und
werden (&), (), ... solche vollstetige Funktionen der endlich vielen

oder unendlich vielen Variabeln £, &, ..., dall stets
(#,(0) + (@B)?+--- 1
ausfiillt, so geht F' in eine vollstetige Funktion der neuen Variabeln
ither. Inshesondere geht daher eine vollstetige Funktion durch orthogonale
Transformation der Variabeln wieder in eine vollstetige Funktion iiber.
Wird allgemein |
F(x, &), 23(8), .. ) = Fz®),
F, (z,&),...,2,8) = F, (z()
gesetzt, so konvergiert die Funktionenreihe
Fi(z®), Fy(z®), ...
gleichmdifig fiir alle & gegen I'(x(£)).
3. Ist insbesondere eine vollstetige Linearform
L(z) =Lz, + lywg4- -+
vorgelegt, so ist der nte Abschnitt nichts anderes als die Summe der n
ersten Glieder der unendlichen Reihe rechter Hand. Nach Satz 1 kon-
vergiert diese Summe mit wachsendem % gleichmibig fiir alle z,, ,, ...
gegen L(z). Die Konvergenz jener unendlichen Reihe ist zugleich eine
absolute; denn wenn wir die Variabeln x,, a2y, ... in irgendeiner anderen
Anordnung mit 2%, 27, ... benennen, so miissen nach 1, da L(x)
in eine vollstetige Funktion von |, #’,, ... iibergeht, die dieser neuen
Benennung entsprechend gebildeten Abschnitte der Funktion L(z), d. h.
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die Summen der »n ersten Glieder der entsprechend umgeordneten unend-
lichen Reihe, ebenfalls gegen den Wert L(») konvergieren. Ebenso lehrt 2,
daB, wenn wir an Stelle von x,, 7,, ... stetige Funktionen von endlich
vielen oder unendlich vielen Variabeln &, &, ... setzen, die der Bedingung
(2, @)+ (2 ®)P+---L 1
geniigen, die Reihe
L(x®) =42 (&) + Lag(E) + - - -
gleichmiiBig und absolut konvergiert. Wegen des linearen und homogenen
Charakters von L(z) kann jene Bedingung auch durch die Bedingung
(@ ®)+ (2,E) '+ <M
ersetzt werden, wenn J/ irgendeine von den Variabeln &,
hiingige Griofle bedentet.
Die in 3 aufcestellten Behauptungen sind auch leicht direkt be-
welisbar.

E
<

Shyield 8

unab-

Als Bindeglied zwischen der Theorie der Funktionen und Gleichungen
mit unendlich vielen Variabeln, wie sie im vierten Abschnitt entwickelt
ist, und andererseits der Theorie der Integralgleichungen, die doch Rela-
tionen fiir Funktionen einer Variabeln s ausdriicken, bedarf es irgend-
eines Systems von unendlich vielen stetigen Funktionen

D (s), Dy(s), ...
der Variabeln s, die im Intervalle s — a bis s = b die folgenden Eigen-
schaften erfiillen:

I. die sogenannte Orthogonalitits-FEigenschaft:

J @, () D, (s)ds =0 @=*9,

(4) ’
[(o,@)ds =1;

IL. die Vollstindigkeits-Lelation, die darin besteht, daB identisch
fiir jedes Paar stetiger Funktionen u(s), #(s) der Variabeln s
] I b
J'u-(s') v(s)ds =‘['u1_:s') (.Dl(s)dsf-t'gsl) D, (s)ds
b b

+ [u(s) fl’._,{s)ds] v(s) Dy(s)ds + - -
a a
'\\']rd.

Wir bezeichnen ein solches System von Funktionen @,(s), @,(s),..
als ein orthogonales vollstindiges Funktionensystem fir das Inter
vall s =a bis s = 0.

Math., Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen 12
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Ist u(s) irgendeine im Intervall s =« bis s =7 stetige Funktion
von s, so migen die Integrale

i

‘,‘Jf (s)D,(s)ds, f-u(s) D, (s)ds,

die Fourier-Koeffizienten der Funktion u(s) in bezug auf das
orthogonale vollstindige Funktionensystem @, (s), @,(s), ... heilen und
kurz bzw. mit

{'!t(:*)}17 {i“”‘)}'z; siorte

bezeichnet werden, so daf allgemein
b
(w(+) }P=f-u (s)®D,(s)ds, (p=12,...)
a

ist. Bei Benutzung dieser Bezeichnungsweise nimmt die obige Voll-
stiindigkeits-Ilelation die Gestalt an:

b
®) Jus)v(s)ds = {u()] {v() )+ () e{e(G) et - - -
i
Um fiir ein gegebenes Intervall s =@ bis s =10 ein orthogonales
vollstiindiges Funktionensystem zun konstruieren, bestimme man zunichst
irgendein Syvstem von stetigen Funktionen

PI(S), PE(S)} " oriey

die die Eigenschaft besitzen, dafl fiir eine endliche Anzahl von ihnen
niemals eine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten besteht, und
die iiberdies von der Art sind, daB, wenn u(s) irgendeine stetige Funktion
von s, und & eine beliebig kleine positive Grifle bedeutet, allemal eine
endliche Anzahl von Konstanten ¢, ¢,, ..., ¢, gefunden werden kann,
so dal}

(6) S — e Pys) — ¢, Py(s) — - - - — ¢, P, (5)ds < ¢
ausfiilll. Wie man sieht, bildet beispielsweise das System aller ganzen
Potenzen von s
Pi(s) =1, Py(s)=s, Py(s)=¢,
ein Funktionensystem von der verlangten Art.
Wir setzen

D, = p Iy,

D, = p Py + 3, D,

Dy=y3 Ps+ 7' @, + 7" Dy

und kénnen dann, wie leicht ersichtlich, der Reihe nach die Konstanten
713 Veor Voi Vas Vs Vs 3+« - 50 bestimmen, daB die Funktionen @, @,, @,, ...
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den Orthogonalitits-Relationen (4) siimtlich Geniige leisten) Die so
konstruierten Funktionen @,., @,, ... erfiillen alsdann auch die Voll-
stiindigkeits-Relation (5).

Um dies einzusehen, bedenken wir zunichst, dal, wenn u(s) eine
stetige Funktion von s ist, die Summe der Quadrate aller Fourier-
Koeffizienten von wu(s) konvergiert und den Wert des Integrals

h

f(-u (s))*ds

niemals iibersteigen kann In der Tat ist fiir eine beliebige ganze
Zahl n gewild

5
[(u(s) —{u@} D) — - — (U], P,$)ds =0

&

und mithin, wie die Rechnung lehrt,
b
(a4 + (w0} < [ (o) ds;
also auch fiir die so entstehende konwrgente” Reihe
{u(*)) 24 w24 - - é‘f;u{s‘;)ﬂda‘.
Wir zeigen sodann, dall genau ‘:
™ (W) fule)) 4 - = flats)?ds
ausfillt.  Wiire niimlich im Gegenteil "

{u() )+ {u() )+ - <f(u(s))2ff.~_.-

d. h.
b
(®) e = [u)ds — ()} = {u(®)}F— >0,
so denken wir uns zu u(s) und ¢ in (6) die Koeffizienten ¢,, .. .. ¢, be-

stimmt; setzen wir
(QJ ﬂ' (s) - C] Pl (S) + te + Cm Pm(s) - Ci' ¢1 (S) + e + cm‘ "Dm (3),
wo ¢, ..., ¢, ebenfalls gewisse Konstanten bedeuten, so fillt

]
(10) f{u () —u'(s)ds < ¢
aus. Andererseits ergibt sich mit Riicksicht auf (9) und (8)

1) Vgl. hiermit E. Schmidt, Entwicklung willkiirlicher Funktionen usw.,

Inaugural-Dissertation (Gottingen 1905), § 3. Abgedruckt in Math. Ann. 63, S 442.
12*
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b

f(u (8) — ' (s)%ds ='f'(u ) — ¢ Dy(s) — - — ¢, D,(9))ds

b
=ﬁmwa—2qm&nr~~—2¢mwnm+qu~~+%ﬁ

=&+ {u(@} H{u()} =24 (u(x) };——2¢, {u(®)} at6 + 105"
_£+({u(*)} _(‘l + +({“( )}m,_cm'i' +{“(*)J’ m+1+{u(*)}g:u-+-9+'“!
und folglich

b

[(uis) — wis)Pds 2 e,

“
was der Ungleichung (10) widerspricht.

Damit ist die Gleichung (7) bewiesen, und aus dieser folgt, wenn
wir einmal fiir w(s) die Summe und dann die Differenz irgend zweier
stetiger Funktionen nehmen und die erhaltenen Gleichungen subtrahieren,
aunch die allgemeine Vollstindigkeits-Relation (5).

Es sei noch erwithnt, daf man in analoger Weise auch fiir beliebige
Intervallsysteme, ferner fiir mehrere unabhiingige Variable und auf einer
beliebigen Fliiche ein vollstéindiges orthogonales Funktionensystem kon-
struieren kann.

Wir zeigen zuniichst, wie die Fredholmschen Siitze!) iiber
die Lisung der Integralgleichungen mit unsymmetrischem Kern
aus der im vierten Abschnitt entwickelten Theorie der linearen
Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten folgen.

Es sei die Integralgleichung zweiter Art

(11) £(8) = 9(s) + [K(s, iyt

vorgelegt; in derselben hedeute der Kern K(s,#) eine stetige nicht not-
wendig symmetrische Funktion von s,¢, und f(s) sei ebenfalls als eine
stetige Funktion gegeben: f(s) mige iiberdies nieht identisch fiir alle
Werte der Variabeln Null sein; ¢(s) ist die zu bestimmende Funktion.
Wir bilden die Fourier-Koeffizienten von K(s, #), als einer Funktion von ¢
und alsdann die Fourier-Koeffizienten der so entstandenen Funktion von s,
wie folgt:

(s) = (K(s, ), = [ K(s )@, (8)t,

b b

a,,= (&3}, _f;ms Hd,(s) D, () dsdt.

1) Sur une classe d'équations fonctionnelles. Acta mathematica Bd. 27 (1903).
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Setzen wir in der Vollstindigkeits-Relation (5), indem wir ¢ als Integrations-
variable nelimen
u(t)y =v(t) = K(s, t)
ein, so finden wir
L

(12) J (& s, 0)pdt = (b (9)* + (ky(8)*+ - - -.

Setzen wir andererseits in (5)

u(s) = v(s) = k,(s),
so ergibt sich

[

]”’J ($)*ds = ”142 + “-z,;."]"]‘ )

Aus (12) entnehmen wir die Ungleichung
]
(@) + - - + (b, ©) < [(KGs, n)%dt;
mithin folgt aus der zuletzt gefundenen Gleichung fiir jedes m
h b
Sa, <[ [(Kis, t)ydsdt,

p=1,2,... @

(3=1:%000)
und daher ist auch

hoh
g ¥ ] [I['K’,s, 1))*dsdt.
(p,9=1,2,...) r.‘. :;
Diese Ungleichung lehrt mit Riicksicht auf eine Bemerkung in Kapitel XII
(S. 165), daB die mit den GriBen a, als Koeffizienten gebildete Bilinearform

. = N
“1(\&‘3 y)= = (rpgmpy-‘:
(B 9)
gewill vollstetic in den unendlich vielen Variabeln 2, @, ..., 4, 4, - ..
ist. Setzen wir endlich noch
#

a,={f()},= [1(s) D, (s)ds,

so wird

[

]'(J_f'-'ls)_}?ds = a4 a2+ - .

i

Wegen der Stetigkeit der Bilinearform A(z, y) und der eben be-

wiesenen Endlichkeit der Quadratsumme der a,, a,, ..., ist die An-
wendung des Satzes 40 (S. 165) in Kapitel XII auf jene Bilinearform
A(x,y) und dieses GriBensystem a,, @,, ... gestattet: es sei — dem

ersten Falle des Satzes 40 entsprechend —

= o, o= Uy,
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ein Lisungssystem der Gleichungen (93) daselbst, d. h. es sei

(13) t,+ Gyt + Gyt - =ay, (pi=1; Bjia)s
Wegen der Tindlichkeit der Quadratsumme der «,, oy, ... stellt die

Linearform

(14) @I, @,

eine stetice Funktion der unendlich vielen Variabeln z,, z,, ... dar.

Bezeichnen wir mit M eine endliche obere Grenze fiir die Werte des
Integrales

J (K (s, tyPat

als Funktion von s, so sind wegen (12)

By (s), Rols), - -

eine unendliche Reihe stetiger Funktionen von s, deren Quadratsumme
den Wert M nicht iibersteigt. Setzen wir daher diese Funktionen in die
Linearform (14) an Stelle der Variabeln z, x,, ... ein, so wird dieselbe
nach dem zu Anfang dieses Kapitels XIII bewiesenen Satze 3 (S. 176)
eine stetige Funktion von s: wir setzen

(15) “(3) = “1I"1(S) + “2‘7‘72L3) =S

Hier konvergiert nach Satz 3 (176) die Reihe rechter Hand gleich-
mafig fir alle s; multiplizieren wir demnach (15) mit @,(s) und inte-
grieren nach s zwischen den Grenzen s =a und s =5, so erhalten wir

b

fdip(s)a(s)ds =0, + ¢l + -
und wegen (13) ! 2
«,+ f@p(s‘)a(s) ds =,

oder, wenn
(16) @(s) = f(s) — a(s)
gesetzt wird,
e,= {1}, — (e}, = 9@},
d. h. die Losungen «,, «,, ... unserer linearen Gleichungen ergeben sich
als die Fourier-Koeffizienten einer in s stetigen Funktion ¢ (s).

Nunmehr folgt unmittelbar, dafi ¢(s) eine Lisung der wrspriinglich
vorgelegten Infegralgleichung (11) dst. In der Tat, setzen wir in der Voll-
stindigkeitsrelation (5), indem wir / als Integrationsvariable nehmen,

w() = p(t), o(t) = K(s, ),
so ergibt sich aus derselben
[«

(17) J"q:(t)K(s, Hdt = e, by (5) + ks (s) + -+ -,
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d. h. wegen (15) und (16)

b
(18) JoOK(s, tydt = f(s) — g(s).
Umgekehrt, wenn ¢(s) irgendeine in s stetige Lisung der Integral-
gleichung (11) oder (18) hezeichnet und dann «, «,, ... die Fourier-

Koetfizienten dieser Lisung ¢(s) bedeuten, so folgt nach der Vollstindig-
keits-Relation (5) zuniichst (17) und wegen (18)
a Ky (5) + asky(s) + - - - =f(s) — @(s).

Da wegen

I
o'+ et + - = [(p)ds
@

die Quadratsumme der «,, «,, ... endlich ist, so stellt
G2+ 0y - -
eine vollstetige Funktion der unendlich vielen Variabeln z,, z,, ... dar,
und somit entnehmen wir, wie vorhin, aus der letzten Gleichung durch
Multiplikation mit @, (s) und Integration nach s das Gleichungssystem
oy @y =+ Gyl o Hr s a,— G, (D= 1,25 cu

Wir erkennen somit, dafl die Fourier-Koeffizienten einer Lisung der
Integralgleichung stets anch ein  System von Lisungen unserer lincaren
Gleichungen (13) und zwar ein solches mit endlicher Quadratsumme liefert.

Zugleich ist klar, daB, wenn irgend e linear unabhiingige Lisungen
der Integralgleichung vorliegen, die auns diesen durch Bildung der Fourier-
Koeffizienten entstehenden ¢ Losungssysteme der linearen (ileichungen
ebenfalls voneinander linear unabhiingig sind.

Trifft fiir die aus A(x, y) entspringenden linearen Gleichungen der
zweite Fall des Satzes 40 im vierten Abschnitte (8. 165) zu, so
gibt es diesem Satze zufolge ein Losungssystem der homogenen linearen
Gleichungen (94) (8. 165); es sei alsdann

X,= 0y, &y= t,,

ein solches Lisungssystem mit der Quadratsumme 1. Nehmen wir nun-
mehr in der vorigen Betrachtung

(6 =0, @#.=0, @=20;

so erwelsen sich genau wie vorhin, die Lisungen o, w,, ... als die
Fourier-Koeffizienten einer in s stetigen Lisung der Liomogenen Integral-
gleichung

b

(19) ¢(s) + [K(s, ig(hdt =0,

und wegen
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L
f(q;-”s})gds =+ e+ =1

erkennen wir, dafl @(s) nicht identisch verschwindet.

Umgekelrt. wenn q(s) eine nicht identisch verschwindende Losung der
liomogenen Integralgleichung (19) ist, so lefern deren Fourier-Koeffizienten
ein Losungssystem unserer homogenen linearven Gleichungen.

Nunmehr sei, wie in Kapitel XII S, 168, ¢ die genane Anzahl der
linear unabhiingigen Losungssysteme der homogenen Gleichungen
(20) L(z)=2x,+ a2+ a4+ ---=0 (p'=1,2, .. )
Die dort bewiesenen ¢ linearen Relationen (107) sagen dann aus, daf die
aus (20) durch Transposition entstehenden linearen homogenen Gleichungen

T, + 4@ + a2+ =0 (g=12,..)
die ¢ Lisungssysteme
(21) e BB, (h =5 8)
zulassen.  Dieselben Schliisse, die wir oben auf die urspriinglichen
linearen Gleichungen und deren Lisungssvstem ¢, «,, ... angewandt

haben, lassen uns erkennen, dall die GroBen (21) die Fourier-Koeffizien-
ten gewisser ¢ linear voneinander unabhiingiger in s stetiger Funktionen
p(s), ..., ¢¥s) sind, die der homogenen Integralgleichung mit dem
transponierten Kern K'(#, s) geniigen. Infolge dieses Umstandes erhalten
die ¢ Bedingungen (108) die Gestalt

(22) Je0©fs)ds =0, ..., [vO(s)f(s)ds = 0.

Nach den obigen Ausfithrungen zieht unsere Annahme, daB die
homogenen Gleichungen (20) genau e linear unabhingige LOsungen be-
sitzen, die Folge nach sich, daff anch die homogene Integralgleichung (19)
venau ¢ linear unabhiingige stetige Lisungen besitzt. Da ferner jedes
System von Lsungen der inhomogenen lincaren Gleichungen (13) eine
Losung der inhomogenen Integralgleichung (11) liefert und umgekehrt,
so erweisen sich alsdann die e Bedingungen (22) fiir die Funktion f(s) als
notwendig wnd hinreichend  fir die Lisharkeit der wrspriinglich vorgelegten
inhomogenen  Integralgleichung (11); dabei sind die ¥ (s), ..., ¥O(s) die
Liiswngen der homogenen Integralgleichung mit dem transponivrten Kern K(t, s).

Die erhaltenen Lisungen der Integralgleichungen (11), (19) sind von
der Wahl des gerade benutzten besonderen orthogonalen vollstindigen
Funktionensystems @, (s), ®,(s), ... wesentlich unabhingig: in der Tat
jede aus A'(s, 1) unter Vermittlung eines anderen orthogonalen vollstiindigen
Funktionensystems entspringende Bilinearform geht aus der Bilinearform
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A(z, y) durch eine simultane orthogonale Transformation der Variabeln
T, Tyy .o} Yy Ys,y - .. hervor, so daB auch das neue Gleichungssystem
und dessen Lijsungen sich von dem urspriinglichen Gleichungssysteme
und dessen Losungen nicht wesentlich unterscheidet.

Vierzehntes Kapitel.
Die Theorie der orthogonalen Integralgleichuilg.

Derselbe Grundgedanke, der uns in Kapitel XIII zur Herleitung der
Fredholmschen Sitze iiber die Liosung von Integralgleichungen zweiter
Art gedient hat, ermglicht anch die Neubegriindung der im ersten Abschnitt
entwickelten Theorie der Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem
Kern. Um dies einzusehen, sei eine Integralgleichung von der Gestalt
(28) [(s)=gq(s) — 4 [K(s, )p(t)dt
vorgelegt, worin K(s, ) eine stetige symmetrische Funktion von s, ¢, f(s)
eine ebenfalls gegebene stetige Funktion von s, ¢(s) die zu bestimmende
Funktion von s und 1 einen Parameter bedeute, Der Kiirze halber werde
eine Integralgleichung von der Gestalt (23) mit symmetrischem Kern als
orthogonale Integralgleichung bezeichnet.

Wir bilden zuniichst durch Vermittlung des orthogonalen vollstiindigen
I*un]\tlonen-,}wtems D,(s), @y(s), ... aus dem Kern K(s, f) eine Bilinear-
form, indem wir wie in Kapitel \III

(24) k,(8) = { K(s, *) 1—-fKtst)(D(f)df
(25) by =(kM), =[)K@)D,(s)D,()dsdt

setzen. Wegen der Symmetrie des Kerns K(s,f) in s, ¢ haben wir

k.=,
P qp
und demnach ist die mit den Koeffizienten £, gebildete Bilinearform
(26) K(x,y) = = iﬁm Y,
,

eine solche symmetrische Form, wie sie aus der quadratischen Form

27) K(#) = Sk, 2,4,
)

abgeleitet wird.

Analog wie vorhin in Kapitel XIII (S. 181) schliefert wir aus der
wie dort folgenden Ungleichung
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w\*} bt < ]J(A s, b)) dsdt
mit Hilfe des Satzes 36 in Kapitel XI, daf die aus A(s, ) entsprungene
quadratische Form K(x) eine vollstetige Funktion der unendlich vielen
Variabeln @, x,, ... ist. Infolgedessen ist die Anwendung des Satzes 3D
in Kapitel XI gestattet, und dieser Satz ergibt, dall jene quadratische

Form durch eine mthomnale Substitution der Variabeln 2, z,, ... in
die Variabeln z/, #,, ... die Gestalt

(28) K(z) = Iha*+ kha*+ -

erhiilt. Die Variabeln z,, 4y, ... sind lineare IFormen der urspriinglichen
Variabeln #,, 2,, .... Falls nun unter den GroBen £, k,, ... solche vor-

handen sind, die den Wert Null haben, sondern wir die diesen Grofen %
zugehorigen Linearformen ab: es seien dies die Linearformen

:
Ty, = M ()= m o, + mpa,+ - -,
@, = My(x) = My, &, + Moy @y + - - -,

Die iibrigbleibenden Groflen . bezeichnen wir mit %, %, ...; die zu
diesen (Groflen x zugehorigen Linearformen seien
¥, =L (x) =12+ Lz, + -,

__Igtt}#lyi 1+1’;.,I‘,,-r"',

Die Formel (28) nimmt dann die Gestalt an
K(z) = o, (L @)+ sy (Ly @)+ - - -,

und da die Linearformen IL,(x), L,(x), ..., M (2), My(x), ... ein voll-
stiindiges orthogonales System bilden, so haben wir

(29) L) L/()=0, »=+q)
(30) L,()L,()=1,
L,()M,() =0,
i xt+ o= (L@ + (L@ - - -+ (M @) 4+ (M) +
(31) Ty T XY m = Ll{:x)Ll(.‘)',} =+ thfc,jLz(.y.' R

M) My(y) + M, (@) M) +
iiberdies ist
(32) K(z,.) L,(.) = %,L,(z),
(33) Kz, )M, ()= 0.

Da die Quadratsumme der Koeffizienten der Linearform LP(;L') nach
(30) den Wert 1 hat, also endlich bleibt, so ist diese Linearform eine
vollstetige Funktion der unendlich vielen Variabeln x, 2, ..., und wir
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konnen sie daher in derselben Weise wie oben S. 182 die Linearform (14)
behandeln: wir finden dann, daf die Reihe

(34) L, (k@) =1,k (3) + Lsk(s) + - -

gleichmibBig fiir alle s konvergiert und also eine stetige Funktion von s
bestimmt. Durch Multiplikation mit @ (s) und Integration nach s er-
halten wir wegen (24), (25)

p

JL,(k() D, (s)ds = Lk + ks + -

Andererseits liefert die Vergleichung der Koeffizienten von z, auf beiden
Seiten von (32)

Ipl ?“r,:l + ers'k + plp q?
und folglich ist

fL (k(s) ®,(s)ds = =1

!‘ I
Setzen wir
(35) L,(%19) = x,9,(5),
so ist, da ja %, O ausfiillt, ¢ (s) eine ebenfalls in s stetige Funktion,
die die Gleichung

b

(36) [, ()@ (s)ds =1,

g

erfiillt, d. h. die Koeffizienten 7 ,, [ ,,
Fourier-Koeffizienten einer gewissen stetigen Funktion ¢ (s) in bezug auf
das vollstiindige orthogonale Funktionensystem @, @,, ..

Nehmen wir nun in der Vollstindigkeits-Relation (5)

.+ der Linearform L (z) sind die

w(s) = 9,(8), 2(5) = 9,(9),
so lehrt diese

So,)9,(8)ds = by + Lyl + - = L,()L,()

und folglich wegen (29) und (30)

[

,l 9, (s)p,(s)ds =0 (v +9),

(37) /:.p, $)ds =1,

d. h. die Funltionen @, (), @,(s). ... bilden ein orthogonales I'unktionensysten.
Nehmen wir ferner in der Vollstindigkeits-Relation (5) ¢ als Inte-
grationsvariable und setzen

u(t) = K(s, 1), v(t) = 9,(1),
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so folgt mit Riicksicht auf (34) und (35)

A

(38) J K (s, g, () dt = Ty (s)ly + k() s+ - - - = #,0,(s),
oder, wenn wir
1
hy=
einfiihren,
(39) P,(8) = F.j‘.]"IL'('s, e, (t)dt,

24

d. h. dic zu unserer wrspriinglich vorgelegten Integralgleichung (23) gehirige

homogene Integralgleiching
h

(40) p(s) — 4 [K(s, p(Hydt =0
besitzt fiir A = 4, die wegen (37) gewifs wmicht identisch versclwindende
Lisung q(s) = @,(s).

Wir wenden uns nun zun der wichtigsten Frage, nfimlich zur Frage
nach der Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion in eine
Reihe, die nach den Funktionen des orthogonalen Systems g, (s), ¢@s(s), . ..
fortschreitet.

Da die Linearform M (z) eine vollstetige Funktion der unendlich-
vielen Variabeln »,, 2., ... darstellt, so erkennen wir genau wie oben

S. 182, daB ‘ )
2 M, (s)) = myyley () 4 mgly(s) 4 - -

gleichmifig tir alle s konvergiert und eine stetige Funktion von s be-

stimmt, und hieraus wiederum schliefien wir wie oben

; | M S(K(s) D (s)ds = m, Kb,y + moky+ -
Durch Vergleichung der Koeffizienten von #, auf beiden Seiten von (33)

erhalten wir ; :
My kg + mpke+ - =0,

und folglich ist auch

b
M (k) @, (s)ds = 0, (@=1,2,...;
hieraus aber schlielen wir sofort, indem wir in dev Vollstindigkeits-
Relation (9)
u(s) = v(s) = M,(ls)
einsetzen,
7

J (M, (kis)2ds =0,

(13
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1. h. es ist identisch fiir alle Werte s
M P:_J’.-(s;ﬁ) =0,
Nunmehr wenden wir die Identitit (31) an; wir betrachten zunichst
den darin rechter Hand vorkommenden Ausdruck

(41) Ly(x) Ly (y) + Ly () Ly(y) + - - -

Wenn wir hierin den Variabeln @, z,, ... irgendwelche konstante Werte
mit endlicher Quadratsumme erteilen, so stellt wegen

(L@ + (Ly@) - < (7, @)
der Ausdruck (41) eine vollstetige lineare Funktion von I, (y), Ly(y), ...
dar; der Tatsache 3 (S. 176) zufolge muB (41) demnach gleichmiBig und
absolut konvergieren fiir alle Werte von y,, u,, ..., fiir die
Ly + (L)) + - -
unterhalb einer von y,, ¥,, ... unabhiingigen Grenze bleibt, und dies ist
wegen . '
(Lya)*+ (Lyap)t 4+ - < (g, )
gewif immer der Fall, wenn (y, y) unterhalb einer endlichen Grenze bleibt.
Wir verstehen nunmehr unter g(s) eine willkiirliche in s stetige
Funktion und setzen in der Identitit (31) an Stelle der Variabeln
&y, &y, ... die Konstanten

(42) 'q‘:.u-__ {g(‘.)}p)
deren Quadratsumme

()7 + (9} + - = [(g)ds

endlich ist, und an Stelle der Variabeln y,, #,, ... die in s stetigen
Funktionen
(43) ¥, =k,(s) = { K(s, «)

deren Quadratsumme

(R 902+ (hy(s))*+ - - _](Im t)2dt

.:J!

gewil unterhalb einer von s unabhiingigen Grenze, niimlich dem maxi-
malen Werte M des rechts stehenden Integrales liegt. Mit Riicksicht
auf die Vollstindigkeits-Relation erhilt dann die linke Seite jener
Identitiit (31) den Wert

I ){(s, ty(t)dt.

Andererseits wird bei Heranziehung der Gleichung (36) und der Voll-
stindigkeits-Relation
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L,({g}) = Lifo®) )i+ Le{g())e+ - =J".9‘(S)%(S)rfs,

und da Zl[p(?;(s)') identisch verschwindet, so geht die rechte Seite jener
Identitit (31) mit Riicksicht auf (35) nach der Substitution (42), (43) in

(Sos)0u(51s) G s) + ( 9 ©)ma(5)s) Gau0) + -
iiber. Setzen wir daher
(44) fis) = [K(s, tyg(t)dt
a

und, indem wir (38) beriicksichtigen,

¢, = [fS)g,(s)ds ==, [9(t)y,(t)dt,

so fiihrt die Vergleichung beider Seiten jener Identitiit zu der Formel
f(s) = e,@1(s) + capp(s) + -+,

wo die Reihe rechter Hand nach den obigen Ausfithrungen gleichmiiBig

und absolut konvergiert; d. h. jede durch Vermittlung ciner stetigen

LFunktion g(s) in der Gestalt (44) darstellbare Funktion f(s) lift sich auf

Fouriersche Weise in eine nach den orthogonalen Funltionen ¢ (s), gy(s), . . .

fortschreitende, gleichmdfiy und absolut konvergente Reihe entwickeln.')

Wir haben oben erkannt, dal} die homogene Integralgleichung (40)
fiir 2 = 1, eine nicht verschwindende Losung besitzt; sie besitzt auch nur
fiir diese Werle 2 = 4, eine nicht verschwindende Lisung. In der Tat, ist
A ein von 4,. 4, ... verschiedener Wert und ¢(s) eine stetige jener
Integralgleichung (40) gentigende Funktion, so lehrt diese Integralgleichung,
daB @(s) eine in der Gestalt (44) darstellbare Funktion ist; nach dem
eben bewiesenen Entwicklungssatze haben wir mithin

(45) 9(s) = () [ @ () pi ()5 + @u(s) [ (5)pu(s)ds + - -.
Nun finden wir andererseits, indem wir (39) wmit Ag(s) multiplizieren
und nach s integrieren, ferner (40) mit 2 ¢, (s) multiplizieren und nach s
integrieren und endlich die so entstehenden Gleichungen voneinander
subtrahieren

1) Diesen Entwicklungssatz hatte ich in der urspriinglichen Verdftentlichung
meiner ,ersten Mitteilung® lediglich unter der Annahme eines ,allgemeinen* Kerns
bewiesen bzw. bei beliebigem Kern noch die Darstellbarkeit von f(s) durch den
zweifach zusammengesetzten Kern K K(s,t) als Bedingung hingestellt; E. Sechmidt
ist es zuerst in seiner Inaugural-Dissertation (Gittingen, 1905, gelungen, diese Ein-
schriinkung zu beseitigen.
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b
(2 —1,) [o(s)p,(s)ds =0,
d. h. wegen 142,
Jos)9,(s)ds = 0;

und folglich wegen (45)
¢(s) = 0.

Da die oben S. 186 eingefiihrten Grilen ky, &y, ... dem dort an-
gewandten Satze 40 in Kapitel XII zufolge notwendig gegen Null kon-
vergieren, so konnen die Werte 4,, 1,, ... im Endlichen keine Verdichtungs-
stelle haben, und es kann daher inshesondere jedesmal nur eine endliche
Anzahl von gleichem Werte unter ihnen geben. Sei etwa

Ry= Ay =A== A
und jeder andere Eigenwert von 2, verschieden, so sind die n linear von
einander unabhiingigen Funktionen

(46) Pps Pps1r -+ Ppra—1

gewil Losungen der homogenen Integralgleichung fiir 4 =1, FEs gibt
nun fiir A= ﬁ.p auch keine andere Lisung jener Integralgleiclhumg, die nicht
eine lineare Kombination der n Lisungen (46) wire. In der Tat, ist ¢(s)
irgendeine Losung der Integralgleichung (40) fir 4 =1, so kinnten wir
wie vorhin den Ansatz (4D) machen; das entsprechende Verfahren fithrt
dann zu der Gleichung

b
(:l‘u — J.,f‘_}‘_['qa(s) @, (s)ds =0

d. h. es wird

fiir alle Werte von ¢ mit Ausnahme der n Werte
g=p, p+1, .., ptn—1
damit ist die Behauptung bewiesen.

Was die inhomogene Integralgleichung (25) betrifit, so hat die-
selbe nach den allgemeinen Ausfithrungen im vorigen Kapitel XIII fiir
jedes von A, verschiedene A eine und nur eine Losung ¢(s); fir 4 =4,
jedoch ist sie nur ldsbar, wenn f(s) genau n lineare von einander unab-
hiingige Integralbedingungen erfiillt. Nun ergibt sich aber, wenn wir die
Gleichung

(47) f(s) = o(s) — ipfff(s, tp(t)dt

mit @,(s) multiplizieren und nach s integrieren
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b #

Lo s = [0,8)g(s)ds — 3, [ [K(s, O, (s)p(t)dsdt
und mit Riicksicht auf die Symmetrie von A(s, £) wegen (39), wenn g,(s)
eine der » Funktionen (46) bedeutet:

f:p,,(s)f{s)(?s =0 (g=p,p+1,...,p+n—1).

Diese n Bedingungen sind daher notwendiy wund hinveichend zur Lisharkeit
der inhomogenen  Integralgleichung (47).

Die Werte 4,, 1, ... und die zugehdrigen Funktionen g, (s), ¢,(s), ...
sind wesentlich durch den Kern A(s, ) bestimmt; ich habe sie Eigen-
werte bzw. Eigenfunlitionen des Kerns K(s,t) genannt.

Aus dem Entwickelungssatze folgt wegen

[ b
[ris)9,sis == [og,00at (p=1,...%)

sofort
[ b
f(s) = ]K(s, Hg(t)dt = : l;,r(_z‘npl (&) dt. g (8
[} 1

(48)
O
i > { g(O)@y(t) dt.py(s) +-- -+
Besitzt ein Kern K(s, t) wur eine endliche Anzalbl von Figenwerten
Aiy ...y Ay, 80 bricht die Reihe rechts beim nten Gliede ab, und da diese
Gleichung fiir jede stetige Funktion g(f) statthaben mufl, so ergibt sich

(s, ) = 2RO 4. 4 2020,
d. h. K(s, 1) vermag, wenn man eine der beiden Variabeln, etwa ¢, als
Parameter auffalt und diesem irgendwelehe konstanten Werte erteilt, nur
n linear unabhingige Funltionen dey anderen Variabeln s darzustellen; ins-
besondere ist gewifs ein Iigewicert immer vorhanden, wenn nicht K(s, t)
identisch in s, t versehucindet. .
Schreibt man in (48) an Stelle von g(f) die willkiirliche Funktion
u(t), multipliziert diese Formel mit «(s) und integriert nach s, so entsteht
hob b

S 6 guwu@asae= | fuon @i
+ 1, {j.u(t')qﬂg(t_lrll}g-i- R

@

Setzen wir zur Abkiirzung
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boh
J(u) =_-/J K(s, Hyu(s)u(t)ds dt,

#

(s ju(i) p,(t)dt,

s0 nimmt jene Formel die Gestalt an

w, * 1"

J(u) = s e A
Andererseits haben wir i

S @@ ds = u + gt + - -
und folglich “

b
J(w) — 111 j (wis)*ds < ( f - %) u? + (ll - 11) et e
a
Nehmen wir nun an, dall die Eigenwerte nicht siimtlich negativ seien und
bedeutet dann A, den kleinsten positiven Higenwert, so filllt die rechte
Seite dieser Formel gewill nicht positiv aus; hieraus folgt, dal der grifite
Wert, den das Doppelintegral J () annimmt, wenn u(s) eine stetige, der
Bedingunyg

[
.’.(N'Sj)gds =1
geniigende  Funltion sein soll. gleich dem veziproken Werte des kleinsten
positiven Figenwertes von K(s, t) ist; dieses Maximuwm tritt ein, wenn u(s)
gleich der zugehiivigen Iigenfunltion genominen wird.
7Zum Schlusse dieses Kapitels beriihren wir noch die wichtige Frage,
unter welchen Umstiinden die Eigenfunktionen ¢, (s), g4(s), ... des Kerns
K (s,t) ein wvollstaindiges orthogonales Funktionensytem bilden. Wie
schon in Kapitel IV angegeben ist, bilden die Eigenfunktionen gewif3
dann ein vollstindiges orthogonales Funktionensystem, wenn der Kern
Kis, t) der orthogonalen Integralgleichung allgemein (Kapitel IV S, 25) ist.
In der Tat, ist g(s) irgendeine stetige Funktion von s, so gibt es dann
eine stetige Funktion h(s), so daB die Ungleichung
b

J; {51(8) —J"K(s, Hh(t)dt }-rls <&

o

9

gilt; daher wird, indem wir

JK(.\', Hh(t)dt = ¢, (s) + capy(s) + - -

einsetzen, auch
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 18
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5

._’.'{."“:5-) — Py (8) — €y (5) — - PPl <.

Da die linke Scite durch Subtraktion der positiven GroBe
(e So)p)as)

sicher nicht vergriBlert wird, so folgt leicht

a

b 2
+ (62 — ,I'y(s)%(ailda“) + .-

@

' b 2 b 2
f(g(s‘f‘pids — ( [9(s)9, (s)ds) — (J'gt"s'lwﬂ(_s)(fs) e
Bedenken wir, da diese Ungleichung fiir beliebig kleine positive & geltem
mub, so ergibt sich sofort die zu beweisende Vollstindigkeits- Relation.

Eine andere Bedingung dafiir, daB die Higenfunktionen von K(s, )
ein vollstiindiges orthogonales Iunktionensystem bilden, ist die Ab-
geschlossenheit der aus K entspringenden quadratischen Form K(z). Man
erkennt auch leicht, daB die aus einem allgemeinen Kerne K(s, ¢) ent-
springende quadratische Form stets abgeschlossen sein muBl, womit die
soeben bewiesene Behauptung iibereinstimmt.

Wie wir sehen, sind die Eigenwerte 1,, 4,,... und Eigenfunktionen
@, (8), @y(s),... und deren Eigenschaften von der Wahl des gerade be-
nutzten besonderen orthogonalen vollstindigen Funktionensystems @, (s),
D,(s),... wesentlich unabhiingig: in der Tat, jede aus K(s, ) unter Ver-
mittelong eines anderen orthogonalen vollstindigen Funktionensystems
entspringende guadratische Form geht aus der quadratischen Form K(x)
durch eine orthogonale Transformation der Variabeln z,, x,,... hervor,
so daf die neuen Linearformen von den urspriinglichen sich nicht wesent-
lich unterscheiden.

Ist 8(s, 1) eine nicht symmetrische Funktion der im Intervall a bis b
sich bewegenden Variabeln s, { und setzt man

K(s, t)=10 fir a<s< b, a<t<< b
=8 t—b+a) , aes< b, b<t<L2bh—a,
=8ts—b+a) , b<s<L2b—a, a<t<h,
=0 y 0ZLsZL2b—a, bZtL2b—a,

so stellt K (s, f) eine symmetrische Funktion der im Intervall a bis 2b— @
sich bewegenden Variabeln s, ¢ dar. Die Anwendung meiner Theorie auf
diesen Kern K'(s, 7) fiihrt unmittelbar zn den Intwickelungssitzen von
E. Schmidt?), betreffend den unsymmetrischen Kern (s, ?).

1 a.a U %12—8 14
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Fiinfzehntes Kapitel.
Die Theorie der polaren Integralgleichung.

Wenn k(s) irgendeine gegebene Funktion von s bedeutet, so mige
allgemein

f(5) = kg (s) — L[ K(s, p(t)dt

eine Integralgleichung dritter Art heiBen. Es sei im folgenden K(s, ¢)
eine symmetrische Funktion von s, ¢ mit der Eigenschaft eines positiv
definiten Kerns, d. h., wenn u(s) irgendeine stetige Funktion bedeutet,

so moge immer
b b

S K (s, tyus)u(t)dsdt =0

ausfallen; ferner setzen wir insbhesondere

k(s)=V(s),
wo V(s) eine Funktion von s bedeutet, die streckenweise abwechselnd
die konstanten Werte - 1 oder — 1 und iiberhaupt keine anderen Werte
annimmt und zwar so, da V(s) wenigstens an einer Stelle innerhalb des
Intervalls @ bis & und sicher nur an endlich vielen Stellen sein Zeichen
iindert; die so entstehende Integralgleichung

b

(49) [(5) = V(s)gp(s) — L[ K(s, ) g (t)dt

mit symmetrischem definitem Kern werde der Kiirze halber als polare
Integralgleichung bezeichnet,

Mit Hilfe unserer Theorie der quadratischen Formen unendlich vieler
Variabler gelingt es, fiir die polare Integralgleichung eine analoge Theorie
zu entwickeln wie fiir die orthogonale Integralgleichung. Dabei bedarf es
als Bindeglied und zur Vermittelung zwischen Integralgleichung und gua-
dratischer Form irgendeines Systems von unendlichvielen Funktionen

,(s), IL(s),. ..
der Variabeln s, die im Intervall s =a his s =10 stetig ev. abteilungs-
weise stetig mit endlichvielen Sprungstellen an bestimmten Punkten des
Intervalles sind und die folgenden Eigenschaften erfiillen:
I. die Polaritits-Eigenschaft

5
f V(s)II,(s)IT,(s)ds =0 (p=q),
(50) “
SV UL@)zds =y,

13*
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wobei zur Abkiirzung .
Tl:+1! t':.':'_l! t’3=+11 t’.l:_l; v,=+1,

gesetzt ist;
Il die Vollstindigheits-Relation, die darin besteht, daB identisch
fiir jedes Paar stetiger Funktionen w(s), »(s) der Variabeln s

/ V(s)u(s)ds = ulf Vis)yu(s) 11, {'s)ds.];V(s)w(s)Hx(_sjds

h h
+ vg.]'V(s)u(s)H._,(s)ds.[‘ Vis)yu(s) I, (s)ds + - -

wird. H |

Wir bezeichnen ein solehes System von Funktionen I7,(s), IT,(s), . . .
als ein polares vollstindiges Funltionensystem fiir das Intervall
s=a bis s=21.

Ist u(s) irgendeine im Intervall s —a bis s =10 stetige Funktion
von s, so migen die Integrale
[/

vy ]‘I':s)u(fsﬂ!k(s) ds, v, ]‘V(:sjrff's}IIg(n-;r!s,
die Fourier-Koeffizienten der Funktion u(s) in bezug auf das polare
vollstiindige Funktionensystem I7, (s), II,(s), . .. heilen und mit

[e())g, [#($)e, .-

bezeichnet werden, so dafl allgemein

[w(x)], = v,,fV(s)zt{s') IT,(s)ds (p=1,2,...)

wird.
Bei Benutzung dieser Bezeichnungsweise nimmt die obige Voll-
stindigkeits-Relation die Gestalt an:

h
B1)  [VEus)is)ds = v[u@ Lo, + @ hpE] + - -

Um fiir das Intervall @ bis b ein polares vollstindiges Funktionen-
system zu konstruieren, fassen wir einmal die Teilintervalle ins Auge, in
denen

Vis)=+1
ausfiillt, und bestimmen fiir dieses Intervallsystem ein orthogonales voll-
stindiges Funktionensystem:

+){ a . > .
@,)(s), Dy (8)y <3
sodann fassen wir die Teilintervalle ins Auge, in denen

Vis)=—1
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ausfillt, und bestimmen fiir dieses Intervallsystem ebenfalls ein ortho-
gonales vollstindiges Funktionensystem

@,)(8), BLNs), ...
Setzen wir nunmehr

11,(s) = @,1(s),

Il,(s) =0,

IIy(s) = @,)(s),

I,(s)=0,

IT,(s) = @,")(s),

e G B g
sobald s in einem der ersteren Teilintervalle liegt, und

II,(s) =0,
() = 0,05,
IIy(s) = 0,
II,(s) = @,(s),

II_’;(.""’ - 0}
. : o5
sobald s in einem der letzteren Teilintervalle liegt, so erkennen wir sofort,

daB die so definierten Funktionen II,(s), II,(s), ... sowohl die Polaritiits-
Eigenschaft besitzen, als auch die Vollstiindigkeits-Relation erfiillen,

Wir bilden nun durch Vermittelung des polaren vollstiindigen Funk-
tionensystems [IT,(s), IL,(s), ... aus dem Kemn K(s,{) der vorgelegten
polaren Integralgleichung eine Bilinearform, indem wir analog wie in
Kapitel XIV )

k() = [K(s, »)], = v, VO K(s, O I, 0)t,
(52) "
kyy = [k (=)]p = vpr, [ JV(s) V() K(s, ¢) IT, (5) 11,(t) ds d

a “
setzen. Wegen der Symmetrie von A(s, ¢) in s, ¢ haben wir
]"P'J = A‘w:

und demnach ist die mit den Koeffizienten k,, gebildete Bilinearform
K(z,y) = .-2;“':17 oYy
(. 9)
eine solche, wie sie aus der guadratischen Form

(53) K(‘tj ={2£‘P','x.v Ly
"y

abgeleitet wird,
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Nun ist unser spezielles Polarsystem [I1,(s), IT,(s), ..., wie sich un-
mittelbar aus seiner Definition ergibt, auch zugleich ein orthogonales voll-
stiindiges Funktionensystem fiir das Intervall « bis b; fiir den in dieser
Auffassung gebildeten Fourier-Koeffizienten einer Funktion w(s) ergibt
sich leicht

()} p = [u(®) ()t = v, [ V(&) T (8)dt = [4()],

und daher sind insbesondere auch %,, als Fourier-Koeffizienten von K(s, {)
in bezug auf ein orthogonales System anzusehen; wir kinnen also genau
wie in Kapitel XIV (8. 186) schlieBen, daB K(z) eine vollstetige Funk-
tion der unendlichvielen Variabeln ist. Uberdies ist K(x) eine positiv
definite Form; denn der nte Abschnitt derselben liBt sich in die Gestalt
bringen

h b

K, (@) = X vo,mm, [ [V(s)V () K(s, 8) 1L,(s) IT,(t)ds dit
(p a a

g=1,2,...,m)
b b

= [ [ K(s,t)P(s) P()dsdt,

worin zur Abkiirzung 7
P(s) = > v,x, V(s)II,(s)
{(p=1,2,...yn)
gesetzt ist; das letztere Doppelintegral besitzt aber gewifl keine nega-
tiven Werte, da K(s, #) nack Voraussetzung ein positiv definiter Kern ist.
Infolge dieser Tatsachen ist die Anwendung des Satzes 3%% in Ka-

pitel XII (S. 162) auf die Form K(z) und die mit abwechselnden Vor-
zeichen gebildete Form

.2 2
Vig) =02+ v,z + - - =22 — 22+ —---

gestattet, und dieser Satz liefert fiir jeme quadratische Form eine Dar-
stellung

(54) K(x) = 4.%(z) + 4,*(x) + - - -3

darin sind A, (z), A,(x) ... stetige Linearformen, die den Relationen
(55) () V() 4,(.) =0 (p=+2),
(56) AP(') V. ? ') AP(J o tﬂ

gentigen, wo f, f,, ..., wenn in unendlicher Anzahl vorhanden, gegen
Null konvergente Grifen sind. Aus (54), (55), (56) folgt iiberdies

(37) A (Y V() K(s,2) = b, 4,().

Aus den obigen Bemerkungen iiber die orthogonale Natur des Funk-
tionensystems 11, (s), I1,(s), ... folgt auch wie oben

S (s, 0)2dt = K2 (8) + T(s) + -+« -
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Setzen wir daher

() = Apy By + Ipgy + - - - p=12--),
so finden wir analog wie in Kapitel XIV, daB die Reihe
(58) Ap(vk($)) = Ay, v,y () + Lpgvalia(s) + - - -

gleichmiiBig konvergiert und also eine stetige Funktion in s bestimmt.
Durch Multiplikation mit v, V(s)I,(s) und Integration nach s erhalten
wir wegen (52)

[y ()= Apy vy ky + Apsvokips + - - -
Andererseits liefert die Vergleichung der Koeffizienten von z, auf beiden
Seiten von (D7)

;-TJIL("}—l L}l{2+ '=fj.,
und folglich ist = : s
(39) [,k )], = b4
Ist nun inshesondere f,= 0, so folgt aus (59) — da ja nach einer

obigen Bemerkung die GroBen [4,(vk(+))], auch zugleich Fourier-Koeffi-
zienten in bezug auf ein orthogonales vollstindiges System sind — wie
oben (S. 189), da die Funktion 4,(vk(s)) identisch Null ist. Anderer-
seits bezeichnen wir die von Null verschiedenen Grofien £, mit #, (p = 1,2,..)
und die entsprechenden Linearformen 4, mit ', sowie deren Koeffizienten

mit 27, 4, .. .; setzen wir dann
3 )
(60) A'p(rlf{sju) = %,|° V(s)n:p(‘s),
so sind m, (s), @,(s), . .. abteilungsweise stetige I'unktionen von s, fiir die

wegen (H9)
[0, (),] = & 1), 2,

wird, wo (4 1), den Wert 4+ 1 oder — 1 bedeuten soll, je nachdem zx,
positiv oder negativ ist.
Nehmen wir nun in der Vollstindigkeits-Relation (51)
u(s) = V(s)x,(s), v(s) = V(s)x,(s),
so lehrt dieselbe

JW@awaw®=uﬂminq‘&{ Vplpt oylhat o)
a HpHy
= (£ D, D), — 5 £,0V(,) 4,
?C.uuq

und folglich wegen (H5) und (56)

[V (), (), (s)ds = 0 (0 + )
(61) >
SV (=, )%ds = (£ 1),
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wegen des Bestehens  dieser  Gleichungen sagen wiv, dafy die I'unltionen
w,(8), my(8), . .. et polares Funktionensystem bilden.
Nehmen wir ferner in der Vollstiindigkeits-Relation (51) ¢ als Inte-
grationsvariable und setzen
u(t) = K(s, t), v(t)= V(t)x,(¢),
so folgt mit Riicksicht aunf (58), (60)

62)  [K(s, O, (H)dt = (+ 1), 1‘% (O Oy + kO g+ -+ )
a “p

- xp V(S) Ip(.s)}

oder wenn wir

1
=
einfiithren,
h
(63) V(s)x,(s) = 2, [K(s, ), (t)dt;

d. h. die zu wnserer wrspriinglichen vorgelegten polaren Integralgleichung (49)
gehirige howmogene polare Integralgleichung

(64) Vis)g(s) — 1 [K(s, t)yp(t)dt = 0

besitzt fiir 4 =4, die wegen (61) gewify nicht identisch verschwindende
Lisung ¢(s) = 7 ,(s).

Wir wenden uns nun zu der wichtigsten Frage, niimlich der Frage
nach der Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion in eine
Reihe, die nach den Funktionen des polaren Systems m, (s), w,(s), . .. fort-
schreitet.

Bei dieser Untersuchung legen wir die aus (54) hervorgehende
Identitit
(65) Kz, y) = 4, ( 1|«1!a,ry+.4(mu!:r;)—t-
zugrunde und wenden auf den hier rechts stehenden Ausdruck die
analoge Betrachtung an, wie sie in Kapitel XIV auf den Ausdruck (41)
angewandt worden ist. Wir verstehen dann wiederum unter g(s) eine
willkiirliche in s stetige Funktion und setzen in die Identitit (65)

=1, V()9(:)],,

= I.p(s) J_K(s, )],
ein. Da mit R-ﬁcksicht auf die Vollstiindigkeits-Relation (51) mit Hilfe
von (52)

(66) s
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&
ky,, v [V()g(*)) + A V(= )g(*)le+ - =J.'{"p[s)9(3)ds
= 3
- L._/K(s, *)g(s')dsl
wird, so bekommt die linke Seite jener Identitit (65) nach Eingetzung

von (66) den Wert
; o 1 ; I
vk (s) [J}L({, “)git)dt | —i—-c'gr('g{_s}f | K, -]_q:f}n’t] +
a —y L g

=.[l['1f(s, r)V(r)K(r, t)g(t)drdt.

Andererseits wird bei Heranziehung von (5Y) und der Vollstindigkeits-

Relation (51)
A (0[V(xgx]) =4, 0, [V(*)g() + 4,/ 20[V(*)g(*)])s + - - -

1 ;
- xpg,/ AJ:’('UI'”SJ.J.'](S)dS

b
- L /I*’(s)m)(s)y(s)ds.
LY L b
a

Folglich geht die rechte Seite jener Identitiit (65) nach der Substitution (66)
mit Riicksicht auf die Tatsache, daB 4 (vk(s)) verschwindet, sobald f,
Null ist, und mit Bemerkung von (60) in

b 13
V(s_){z, | f?’(s:):cl(s)g(s)ds-:r] (s)+ 22f;:2[l/'lf’(s)fcg(s_n_r;(s}ds-:1:2 (8) + - - }

iiber. Setzen wir daher
b &
(67) 1(5) = [ JV(s)K(s, ) V(&) K(t, r)g(r)dtdr

a a
h
— [VEVK(s, r)g(r)dr,

wo zur Abkiirzung

b
VKVK(s,r) = | V(s)K(s, t) V() K (t, r)dt
gesetzt ist, und sefzen wir ferner, indem wir (62) beriicksichtigen,

e,= (£ 1), [f(&) V(s)a,(s)ds = =, |%, [V(s)g(s)x,(s) ds,
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so fithrt die Vergleichung beider Seiten der Identitit (65) nach Multi-
plikation mit F7(s) zu der Formel

fr") = c:“x(‘s) = 02‘12(3) =8
wo die Reihe rechter Hand nach den obigen Ausfiihrungen gleichmiiBig
und absolut konvergiert; d. h. wir erhalten den Satz:

Satz 41. Jede durch Vermittlung einer stetigen Funktion g(s) in der
Gestalt (GT) darstellbare Punktion f(s) L@t sich auf Fouriersche Weise in
eine nach den Funktionen x,(s), x,(s), ... fortschreitende gleichméfig und
absolut konvergente Reile

fis) = ey (s) + oy (s) + -+

b
¢,= (£ 1), [f(s) V(s)m,(s)ds
entwickeln. ”

Die Werte 1,, iy, ... wachsen, wenn in unendlicher Zahl vorhanden,
absolut genommen iiber alle Grenzen; sie und die zugehirigen polaren
Funktionen =, (s), @,(s), ... sind wesentlich dureh KA(s, f) und ¥(s) be-
stimmt; wir nennen sie die Figencerte bzw. Eigenfunktionen der polaren
Integralgleichung (49). Den Eigenwerten und Kigenfunktionen einer polaren
Integralgleichung kommen die entsprechenden Eigenschaften zu, wie wir
sie oben in Kapitel XIV im Falle der orthogonalen Integralgleichung
gefunden haben. Insbesondere erkennen wir durch ganz analoge Betrach-
tungen folgenden Satz:

Satz 42, Die zur polaren Integralyleichung (49) gehirige homogene
polare Integralgleichung (G4) besitzt nur fiir diese Figenwerte 4 = 3, eine
nicht verschwindende Lisung, und die zu 1, gehdrigen polaren Eigenfunltionen
bz, deren lineare Kombinationen sind auch die einzigen Lisungen der
homogenen Integralgleichung (64 ).

Besitzt  eine polare Integralgleiching wur eine endliche Anzahl von
FEigenwerten L, ..., 4, so folgt aus dem Entwicklungssatze wegen

“n?

(1), [ 16) V), (5)ds = Ve 6eOds =1 m)

sofort
b

[(s) = [VEVK(s,r)g(r)dr

I/

b d
1 P S .
-l J V(iryxr)g(rydr-m, (s) 4+ —1—}_” J.,,'./ V(r)z,(r)g(r)dr-z(s),

und da diese Gleichung fiir jede stetige Funktion g(») statthaben muB,
so ergibt sich
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VEVE(s, ) = VO m@m@ +- -+,

“n

1 ;
L T()m(0)]
oder nach Mulfiplikation mit V7(s)

h
4 ; 1 . 1
fK(s, P V() K(r,tydr=V(s)V(t) {?Tix -'"1(.3)"1(“‘*‘"'“{“;_"]';;' -, (s)x, (1) } |
d. h, K(s, 1) ist eine derartige Funltion von s, ¢, daf3, wenn man die Funltion
KVK(st) =JIK(3, r)V(r)K(r, t)dr

bildet und darin eine der beiden Variabeln, ctwa f, als Parameter auffaft,
diese Funlktion KV K(s,t) fiir beliebige t mar n linear unabhiingige Funktionen
der anderen Variabeln darzustellen vermag; insbesondere ist gewifp ein
FEigenwert der polaren Integralgleichung tmmer vorhanden, wenn nicht
KV K(s, t) identisch wn s, t verschwindet.

Die letzte Aussage gestattet die Umkehrung. In der Tat, verschwindet
KVK(s,t) identisch in s, f und besiBe dann die homogene polare Integral-
gleichung (64) fiir irgendeinen Wert von i eine Lisung ¢(s), so wiirde
durch Multiplikation derselben mit K(r, s) V(s) und Integration nach s

[K(r,s)p(s)ds — i [KVE(r, t)p(t)dt =0,
mithin

JE @, s)@(s)ds =0

und wegen (64)
p(s) =0
folgen, d. h. die polare Integralgleichung besitzt gewifs Leinen Eigenwert,
wenn KV K(s, t) identisch verselivindet.
Nehmen wir beispielsweise das Intervall @ = 0 bis b =1,
Vis)=+1 fir 0<s<4,

Vis)=—1 fir $<s<L1
und

K=K+ 4,8 = IL’(S, t+ 1),
s0 gewinnen wir eine polare Integralgleichung mit nicht verschwindendem
Kern K(s,t), die keinen Kigenwert besitzt, da, wie leicht erkannt wird,
die Funktion KV K(s, {) identisch verschwindet.

Wird von dem Kern K(s, f) der vorgelegten polaren Integralgleichung
vorausgesetzt, dafll er ein allgemeiner ist, so lillt sich leicht zeigen, daB,
wenn f(s) eine beliebige stetige Funktion und & irgendeine noch so kleine
positive GroBe bedeutet, stets mittelst geeigneter Koeffizienten eine solche
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lineare Kombination /*(s) aus einer endlichen Anzahl der Eigenfunktionen
@, (s), A5(s), ... gebildet werden kann, dall

h

S (o) — H9)ds < e
ausfillt.  Ferner ist dann die quadratische Form K(z) abgeschlossen
(S 194), und wir kionnen daher in der obigen Entwicklung an Stelle des
Satzes 38% in Kapitel XII den Satz 38 ebenda (S. 156) anwenden; wir
finden so, dab in diesem Falle die polare Integralgleichung sowohl unend-
lich wviele positive als auch unendlich viele negative Iigeniverte besitzt.

Wie man unmittelbar sieht, bleiben die siimtlichen Entwicklungen
und Resultate der Kapitel XIII, XIV, XV gewif dann giiltig, wenn der
Kern K(s, f) Singularitiiten von niederer als der ! ten Ordnung besitzt —
in dem Sinne, den wir in Kapitel VI (5. 31) festgesetzt haben; denn dann
bleibt (K (s, #)) integrierbar und daher die aus K(s, 7) entstehende bilineare
bzw. quadratische Form stetig.

Aber es zeigt sich sogar, daB im wesentlichen die absolute
Integrabilitit des Kerns — wenn dieser bei s = ¢ unendlich wird —
fiir die Giiltigkeit der Theorie geniigt. Hier sei nur erwiihnt,
dafl der Beweis hierfiir wiedernm in der einfachsten Weise mittelst
der Methode der unendlich vielen Variabeln durch eine geringe Modi-
fikation des obigen Verfahrens gelingt, wiihrend, wie es scheint, alle
bisher zur Auflisuug der Integralgleichungen benutzten Methoden | ins-
besondere auch die Methode von I'redholm nicht anwendbar sind, da fiir
einen solchen Kern die im Nenner der ,Fredholmschen Resolvente® auf-
tretende Potenzreihe nicht konvergieren mufl und auch fiir keinen der
durch Iteration entstehenden Kerne die Konvergenz der entsprechenden
Potenzreihe stattzufinden braucht. Um mittelst der Methode der un-
endlich vielen Variabeln die Lissung der Integralgleichung in diesem Falle
zu erzielen, bedienen wir uns des Satzes, dab die aus einem Kern K(s, #)
entspringende Bilinearform mit unendlich vielen Variabeln gewiB voll-
stetig ausfillt, sobald die Singularitiit des I{erns von der Art wie f(s —¢)
ist, wo f(z) eine bei x = O absolut integrable, sonst stetige Funktion be-
deutet. Man hat alsdann zum Beweise nur notig, diejenige Integral
gleichung heranzuziehen, der die Funktion

v(s) =fq: (s)ds

geniigt.
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Sechszehntes Kapitel

Anwendung der Theorie der polaren Integralgleichungen auf
Differentialgleichungen und auf Systeme von simultanen
Differentialgleichungen.

Die im vorigen Kapitel XV gefundene Intwicklung willkiirlicher
Funktionen, die nach polaren Funktionen fortschreiten, bildet eine wesent-
liche Ergiinzung der bekannten Entwicklungen nach orthogonalen Funk-
tionen; insbesondere kommen in der Theorie der Differentialgleichungen
pelare Funktionensysteme neben den orthogonalen Systemen zur An-
wendung und erweisen sich dann als ein ebenso notwendiges Hilfsmittel,
wie die in der Literatur bisher allein behandelten orthogonalen Funktionen-
systeme.

So ist bisher in der bekannten Sturm-Liouvilleschen Theorie der
Differentialgleichung)

d(p d“}

dir

(68) Ia'\;: + (@ + ik)u=20

stets die Voraussetzung gemacht worden, da /& eine im betrachteten
Intervalle @ bis & positive Funktion sei.?) Lassen wir diese Voraus-
setzung fallen und nehmen vielmehr an, dall /' eine stetige Funktion sei,
die im Intervalle a bis b eine endliche Anzahl von Malen ihr Vorzeichen
wechselt, so fithrt, wenn ¢ < 0 ausfillt, die in Kapitel VII—VIII dargelegte
Methode nicht wie dort auf eine orthogonale, sondern auf eine polare
Integralgleichung mit definitem Kern, und da dieser Kern iiberdies all-
gemein ist, so zeigt die im vorigen Kapitel XV begriindete Theorie, daB
die Differentialgleichung (6%) nunmehr sowohl fiir unendlich viele positive,

wie fiir unendlich viele negative Werte des Parameters . — die so-
genannten Eigenwerte — Losungen besitzt, die den betreffenden homo-

genen Randbedingungen geniigen und die Figenfunktionen der Diffe-
rentialgleichung heifen migen. Diese Eigenfunktionen bilden, von dem

Faktor }/|k abgesehen, ein polares Funktionensystem, und es folgt der
Satz, dall jede viermal stetig differenzierbare Funktion, die in den Rand-
punkten @, b und den Nullpunkten von & gewisse Bedingungen erfiills,
sich in eine nach jenen Eigenfunktionen fortschreitende Reihe entwickeln
Lift. Wir erkennen somit, daB alle wesentlichen Aussagen der Sturm-

1) Vgl. Kapitel VIIL
2) Vgl. indes Bocher, Bulletin of the Amer. Math. Soc., Vol. 1V (1898), pag. 367,
wo das die Gleichung y" = g (x, 1)y betretfende Oszillationstheorem bewiesen wird.



206  Kap. XVI. Anwendung der Theorie der polaren Iniegra]gleichungen.

Liouvilleschen Theorie unabhiingig von der Voraussetzung des definiten
Charakters der Funktion % giiltig bleiben, wenn nur die Funktion p den
definiten Charakter bhesitzt und ¢ < 0 ist,

Die in Kapitel VIII gegebene Theorie der partiellen Differential-
gleichung

o . fu
-"Pa 14 ?H ; 0
T gy T @HAe=

gestattet nunmehr die entsprechende Erweiterung auf den Fall, daB die
stetige Funktion & in einer endlichen Anzahl von regulir begrenzten
Teilgebieten innerhalb des Gebietes J verschiedene Vorzeichen besitzt.
Wir erkennen wiederum genau auf dem eben angedeuteten Wege, daB
diese partielle Differentialgleichung sowohl fiir unendlich viele positive,
wie fiir unendlich viele negative Werte des Parameters 4 der betreffenden
homogenen Randbedingung geniigende Lisungen besitzt'), nach denen
sich gewiB eine jede viermal stetig differenzierbare Funktion entwickeln
lift, wenn sie anf dem Rande sowie in den Grenzkurven jener Teilgebiete
gewisse leicht anzugebende Bedingungen erfiillt.

Die in Kapitel VII— VIII entwickelte Theorie der linearen gewihnlichen
und partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung liBt sich auch auf
Systeme von simultanen linearen Differentialgleichungen aus-
dehnen. Dies soll an dem Beispiel des Systems zweier Differential-
gleichungen zweiter Ordnung mit einer, unabhiingigen Variabeln gezeigt
werden.

Es seien u,(2), uy(x) die zu bestimmenden Iunktionen der unah-
hiingigen Variabeln « und

QUuy usy uyy uy) = P (@), + 2y () u s + Pt
+ 2qu (@) uy + g0 g + 200 0 + 2500,
. a2 ; 2
+ Yy + 27 w0, + 1l

ein homogener quadratischer Ausdruck in u,, u, und den ersten Ableitungen

\!

, duy(z) . du, (@)
u, = Lo g =ty
da 2 dae

dessen Koeffizienten pyi, Piay Poss @115 izs Gexs Gazs P11r Tres Toe Gegebene
stetige Funktionen von & sind und worin iiberdies p,,pss — pyo* fiir keinen
Wert des Intervalles @ = @ his & = b verschwinden soll.

1, Die Existenz dieser Funktionen fiir die partielle Differentialgleichung
du - 2ku=0 hat bereits M. Mason nach einer von mir herriilhrenden Methode
gezeigt; Journ. de Math. 1904.
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Durch Nullsetzen der ersten Variation des Integrals

]
D(uy, u,) =J.Qf"”1'; gy Uy, Up)d
a

entsteht das System der zwei linearen Differentialgleichungen
(69) Ly(uy, 1) =0, Ly(ug, uy) =0,

wenn zur Abkiirzung

gdy,
Ll(u) - I‘l(“u ”s) - 1( ;:.(1 - ffﬁ) ]
(70) i @ ,

gLl .
L,(u) = Ly(uy, uy) = }( —t — ;,,_)

gesetzt wird.

Bedeuten v, v, wiedernm zwei Funktionen von z, so finden wir
durch Anwendung der Produktintegration das Analogon der Greenschen
Formel, wie folgt

b

A1) [0 Ly) = 1,y () + v Ly () — wy Ly (v) ) de
PR O 1B I | N )}

12w’ v, 2 2w’ 2 oy o
Wir wollen nun die Losungen u, (), u,(s) der Differentialgleichungen (69)

bei homogenen Randbedingungen nach Analogie der in Kapitel VII

(S. 41—42) aufgestellten Bedingungen I—V unterwerfen. Der Kiirze

halber ziehen wir jedoch hier nar die Forderung des Verschwindens beider

Funktionen an den Randpunkten a, b, also die Randbedingungen

u (@) =0, wu(b)=0,

ug(a) =0, u(b)=0

in Betracht. Wir nehmen nunmehr an, es giibe zwei den Parameter &

enthaltende Systeme von Lésungen der Differentialgleichungen (69)

(13) o= Gy (2, 8), u =Gz, &),
i . 4

{ Uy= Gy (2, 5), 1ty= Gy(2, &)

von folgender Beschaffenheit:

(12)

1. Die vier Funktionen (7,, Gy, G,, Gy, sind simtlich zweimal
stetig differenzierbare I'unktionen fiir alle 2 mit Ausnahme der Stelle » — &
innerhalb des Intervalles « bis b; fiir # = £ sind jene vier Funktionen
vielmehr von der Gestalt
Gy (2, 8) =— 37, (E) @ —& +8,;(2), Gia(%8) =—3m5(8) 2—& + 8p(a),
Gy (2,6) = — 15 (8) |2 — & + 85 (%), (2, 8) = — 375 (8) | — E[+ S (2),

WO oy, Tyas Tay, Ty die aus den Gleichungen
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TPt Ty Pre=1, Py + TP =0,

TPiet TaPre =0, TPy + TasPpe =1
zu bestimmenden Funktionen des Parameters & und S, S,, Ss, Se
stetig differenzierbare Iunktionen von # sind.

2. Die beiden Funktionenpaare G, G, und (4, G, geniigen
identisch in & den Randbedingungen (72).

Das System der vier Funktionen (73) heiBe dann das Greensche
System fiir die Differentialausdriicke L,, L, bei den Rand-
bedingungen (72).

Setzen wir in der Greenschen Formel (71)

= Gy (x, ), v,=Gy(2 5
Uy = Gy (2, 8), ©vy= Gy(, £),

Uy = Gy, (7, £), v,= Gz, &%),
)y = Gyp(m, EF

ferner

wee

Uy = gy (2,
und endlich

u, = Gy, (2,
ty = Gyy(2,
so finden wir leicht das Symmetriegesetz des Greenschen Systems
der Diffeventialausdriicke Ly, L,,
Gy (2, 8) = Gy (§ @),
(;12(‘31 §) = GEI [‘E ;?")J

{"22{5‘3‘; E) — G:z-.* .‘gr z).

]: 1;1 = (Twi_(?_.‘, g"‘:_),
£
0

dee g

)y Dy= Gu(,

Bezeichnen nun ¢, (), @,(r) gegebene stetige Funktionen der Varia-
beln # und verstehen wir unter f;(z), fy(x) Lisungen der inhomogenen
Differentialgleichungen
L, (fl) a’(z) = q"l(x)?

]“E(f‘];f;') s (pi'[:'r"):
die durchweg innerhalb des Intervalles stetig differenzierbar sind und den
Randbedingungen (72) geniigen, so finden wir mit Hilte der Greenschen
Formel (71) ebenfalls leicht

¢

(14)

fi(@) = [{ G (2, 9, (8) + Gralz E)ga(E) ) 8,

(15) b
fe(@) ;:[{ Goy (2, 8) 9 (5) + Gus(x, E) s (£) ) dE.

Umgekehrt, die so dargestellten Funktionen f, (), f,(x) sind Lisungen
von (74) und geniigen zugleich den Randbedingungen (72).
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Wir definieren jetzt folgende Funktion von # bzw. x, & in dem Inter-
valle a bis 20 — a:

f@) = £,(2) fir a <z < b

=folx — b + a) y bZLaL2b—aq
¢(r) = 9, (2) w 652 b
=g —b+ a) s DL —a,

G(‘T: E):Gu(l‘sg) » ﬂ-_gm‘( b, aZ<E<L b
t—(ﬂg(.ﬁ‘,ﬁ—b—l—a) » a§7'< b bégg?b—a,
=Gz —b+af) yw 0L 2L20—a,a<E<
=Gu@-bt+tat—b+a) , 1<2<2b—a, b<LEL2D—a.

Alsdann stellen sich die Integralgleichungen (75) in der Gestalt der
einen Integralgleichung dar (vgl. Kap. XIV, 5. 194):

2b—a

(76) f@) = [(,(x £y (E)ds

Die Funktion (7 (z, £) ist nach dem vorhin aufgestellten Symmetriegesetz
symmetrisch in bezug auf die beiden Variabeln x, &; sie stellt iiberdies
einen Kern dar, der, wie wir aus (74) schlicBen, abgeschlossen und all-
gemein ist.

Wir betrachten nun die durch Einfiigung eines Parameters 41 er-
weiterten simultanen Differentialausdriicke
Ay (g, 1y) = Ly (g, ug) + Ay, @20 + Fyp@)uy),
Ay (”1} uz) - L?(“’n uy) + )“('!"21(‘1;]'21"1 + ke (2) ”’2):
WO [y, by = kyy, by, gegebene stetige Funktionen von z sein magen, deren

Determinante f:; kyy — /% nur in einer endlichen Zahl von Teilintervallen
verschiedene Vorzeichen besitzt.

(17)

Wir losen nun die Gleichungen

= ky, 4y + kygttg,

(%)

vy = kyyty + kgt
nach u,, u, auf, wie folgt
(79) Uy = #,, 0y + Hyay,

Up = Hyy Uy + Hyely, (i1 = %gy),

und bestimmen dann ey, ¢, ¢, sy als irgendwelche Funktionen von
derart, daf), wenn
(80) Uy = Gy Py T G P,y
Vg = Usy Py T Cge Py
gesetzt wird, in @,, @, die Identitiit
(81) 0+ 2ap0 0+ w0’ = V(@) g + Ti(2) g0

Math. Monogr 3: Hilbert, lin, Integralgleichungen. 14
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besteht, wo V,(z), Vy(#) Funktionen von & sein sollen, die nur die
Werte + 1 oder — 1 annehmen. Die Substitution (80) mdoge ferner
die ldentitiit
(82) Gy 0, () 0y (§) + Gia0, (@)v5(8) + Gy v:(2) v, (E) + Goyy(2)25(8)
b= Hy g, (0), () + Hyy 0, (2)p(€) + Hyy 0y @) 9y () + Hayy ps() ()
liefern, wo H,,, H,y, H, , H,, Funktionen von z, £ werden; endlich be-
zeichne H(z, §) diejenige symmetrische Funktion von z, £ im Intervalle @
bis 2b — a, die aus H,,, H,, H, 6 H, ebenso gebildet ist, wie vorhin
G(x, &) aus Gyyy Gygy Goyy Gy

Damit haben wir die Mittel zur Erledigung der Frage gewonnen,
ob die homogenen Differentialgleichungen
(83) Ay (g, ) = 0, Ay(uy, u5) =0

aufer Null Losungen besitzen, die zugleich den Randbedingungen geniigen.
In der Tat, aus '

Ly (uyy uy) = — Ay uy + kypuy),

Ly(uy, ty) = — A(kgg2ty + Kgotts)
folgt nach (74), (75)

]

uy(2) = }-J.{ Gy (0, €) (Fyy Bty (B) + Ty B)reg () + Gy, (1, E) (g By (B) + Ky By (8)) } 5,

b
uy () = -{f{ Gy (2, E) (b ©)r, &) + Fyy O 8) + Grg(, ) (g 82, §) + Ty B0y (8)) } G,
oder nach Ausfiihrung der Substitution (78), (79)

s, ()0, (%) + 19 (2) 9 (4) = 1 (Gl 1(8) + Gala, D (®)) e,

101 (2)0,(2) + %3 (5)3(8) = 1 [ G (2, )0, (E) + Gal, By (8)) .

Wenden wir endlich auf die Funktionen v, », die Substitution (80) an
und kombinieren diese Gleichungen entsprechend, so erhalten dieselben
unter Zuziehung von (81), (82) die Gestalt

V@)@, (@) = 2 [ { H (2, E)9y (E) + Hyy (2, E) 9o (B) ) dE,

Vo (@)9y(@) = 4 [ { Hyy (@ 9, (6) + Han (2, D5 ()},

@
oder
2b—a

(84) V(z)g(z) — 1 [ H(z, §)p(8)dE = 0,

wo @, H die festgesetzte Bedeutung haben und V(z) dureh die Gleichungen
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]'(x) = Vl(x)y @ g & g b}
=Vy(z—b+a), bZa<L2b—a
definiert ist.

Aus (84) haben wir zunichst ¢ zu bestimmen und daraus die Funk-
tionenpaare ¢,, @,, alsdann nach (80) #,, v, und schlieBlich aus (79) die
gesuchten Integrale w,, u, von (83) zu entnehmen. Hinsichtlich des
Charakters der Integralgleichung (84) sind zwei Fiille zu unterscheiden,
je nachdem V(x) fiir alle # dasselbe Vorzeichen darstellt oder nicht.

Der erste Fall tritt ein, wenn die quadratische Form

By 4+ 2k 0w, g + Fogrty®

fiir alle Argumente x positiv oder negativ definit ausfillt, d. h. wenn fiir
alle «

(85) s () b () — By (2) > 0

ist. Die Integralgleichung (84) ist dann eine orthogonale, und es gibt
unserer Theorie zufolge unendlich viele Werte von i — die Eigewwerte 1% —,
fiir die Lisungen der verlangten Art vorhanden sind — die zugehdrigen
Figenfunktionenpaare w,®), u, ") jenes Differentialgleichungssytems (83). Jedes
Paar zweimal stetig differenzierbarer, in den Randpunkten verschwinden-
der Funktionen f; (), f,(x) 1Bt sich in Reihen nach jenen Kigenfunktionen-
paaren simultan mit gleichen Fourier-Koeffizienten entwickeln wie folgt

fi(z) = G '”'zm(x) + 0 “‘1(2)[.3"} T
fo(2) = € u,M(2) + 6" () + - - -

Ist die Bedingung (85) nicht erfiillt, so wird V(z) gewiBb beide
Werte + 1 und — 1 annehmen. Die Integralgleichung (84) ist dann
eine polare Integralgleichung mit definitem Kern, sobald die quadra-
tische Form @Q(w,, u,’, u;, u,) fiir alle Variabelnwerte z hinsichtlich der
vier Argumente wu,’, u,’, w,, u, positiv definiten oder negativ definiten
Charakter hat. Ist diese Bedingung erfiillt, so findet die in Kapitel XV
entwickelte Theorie der polaren Integralgleichung Anwendung, und wir
erkennen, dall es wiederum unendlich viele und zwar sowohl wunendlich
viele positive als auch unendlich viele negative Werte von A — die Eigen-
werle — gibt, fiir die Losungen von der verlangten Art vorhanden sind —
die zugehdorigen [igenfunlktionenpaare jenes Differentialgleichungssystems (83).
Jedes Paar viermal stetig differenzierbarer Funktionen, die in Rand-
punkten und in den Nullstellen von £k k,,— k,* gewissen Bedingungen
gentigen, liBt sich in Reihen nach jenen Eigenfunktionenpaaren simultan
mit gleichen Fourier-Koeffizienten entwickeln.

DaBl es fiir die simultanen Differentialgleichungen (6Y) stets ein
Greensches Funktionensystem ev. im erweiterten Sinne (vgl. Kapitel VII

14*
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S. 44) gibt, wird in derselben Weise gezeigt, wie im Falle einer einzigen
Differentialgleichung.

Eine genau entsprechende Behandlung gestatten die Systeme simul-
taner partieller Differentialgleichungen.

Was die Konstruktion Greenscher Funktionen fiir simultane partielle
Differentialansdriicke betrifft, so konnen wir uns desselben Verfahrens
bedienen, das ich im zweiten Abschnitt fiir einen einzelnen linearen
partiellen Differentialansdruck entwickelt habe.!) Dieses Verfahren er-
fordert aber nicht nur, dafl der vorgelegte Differentialausdruck die Normal-
form besitzt, sondern es setst auch die Kenntnis der Greenschen Funktion
fir den Ausdruck 4 voraus — zwei Umstiinde, die die Verallgemeinerungs-
fihigkeit des Verfahrens erheblich heeintrichtigen. s ist daher die Be-
merkung von Wichtigkeit, daB bei jenem Verfahren die Eigenschaft der
Greenschen Funktion, der Gleichung 4 = 0 zn geniigen, gar nicht wesent-
lich benutzt wird und daher in demselben die Greensche Funktion sich
durch irgendeine Funktion der Variabelnpaare zy, &v ersetzen libt, die
nur die iibrigen fiir das Verfahren wesentlichen Eigenschaften der Green-
schen Funktion besitzt. Auf diese Weise entsteht ein neues Verfahren,?)
welches, wie mir scheint, eine sehr weite Anwendungsfahigkeit besitat,
indem es auch zum Ziele fithrt, wenn die Glieder zweiter Ordnung in
den partiellen Differentialgleichungen nicht in der fiblichen Normal-
form vorgelegt sind, ja sogar auch auf Differentialgleichungen erster
Ordnung, sowie auf partielle Differentialgleichungen von parabolischem
und hyperbolischem Typus mit vollem Erfolge anwendbar ist. — I
folgenden Abschnitt wird diese Methode an dem Beispiel der partiellen
Differentialgleichung auf der Kugel ausfiihrlich dargelegt werden (Kap. X VIII).

1) Betreffs der hier angedeuteten Methode der ,Parametrix* vgl. den Bericht
iiber einen von wir in der mathematischen Gesellschaft zu Gottingen gehaltenen
Vortrag, Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 16 (1907),
S. 717—178.

2) Dieses von mir in Kapitel IX (zuerst Gott. Nachr. 1904, 8. 247—250)
dargelegte Verfahren ist dasselbe, dessen sich neuerdings anch I. Picard (Rendiconti
del cireolo matematico di Palermo, t. XXII, 1906, 8. 250—254) zur Liisung der linearen
partiellen Differentialgleichung, die auch erste Ableitungen enthilt, bedient hat.



Kap. XVIL Simultane partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 213

Sechster Abschnitt.

Anwendung der Theorie auf verschiedene Probleme
der Analysis und Geometrie.

In den folgenden Kapiteln XVII-—XXI behandeln wir zuniichst die
Randwertanfgabe fiir ein simultanes System von linearen Differential-
gleichungen erster Ordnung von elliptisechem Typus, sodann wird die
Methode der ,Parametrix® zur Zuriickfiilhrung von Differentialglei-
chungen auf Integralgleichungen auseinander gesetzt und zur Integration
der allgemeinsten elliptischen linearen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung auf der Kugel verwandt, wobei die Theorie der Eigenwerte und
der Eigenfunktionen auf der Kugel sowie das zugehirige Variations-
problem vollstiindig erledigt wird. Die dann folgenden letzten drei Ab-
schnitte beschiiftigen sich mit besonderen, ganz verschiedenartigen Pro-
blemen aus der Geometrie und Analysis, niimlich mit Minkowskis Theorie
von Volumen und Oberfliiche, mit einem Problem ans der Theorie
der automorphen Funktionen und endlich mit einer gewissen zweipara-
metrigen Randwertaufgabe, die mit Kleins Oszillationstheorem in engster
Beziehung steht: ich wollte durch die Auswahl dieser Beispicle die
mannigfache Verwendbarkeit meiner Theorie der orthogonalen
und polaren Integralgleichungen offenbar machen.

Siebzehntes Kapitel

Die Randwertaufgabe fiir ein System simultaner partieller
Differentialgleichungen erster Ordnung
von elliptischem Typus.

In Kapitel VIII habe ich eine Methode angegeben, wie die Rand-
wertaufgaben fiir eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
von elliptischem Typus mittels der Theorie der Integralgleichungen gelést
werden konnen. Diese Methode ist auch anwendbar, wenn ein System
von simultanen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung vorliegt:
nur bedarf es dann einer entsprechenden Greenschen Formel, und an Stelle
der fritheren Greenschen Funktion mit logarithmischer Unendlichkeits-
stelle # = &, y =y tritt ein System von Greenschen Funktionen, die an
jener Stelle gewisse Singularitiiten erster Ordnung aufweisen. Wir wollen
hier die damit angedeuteten Modifikationen der Methode an dem folgen-
den speziellen Probleme erlintern.
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In der zy-Ebene sei eine geschlossene Kurve C durch die Gleichungen

z=a(s), ¥="b)
gegeben, wo a(s), b(s) zweimal stetig differenzierbare Funktionen der
Bogenliinge s sind; das von (' umschlossene Gebiet der zy-Ebene werde
mit J bezeichnet. Es seien die zwei simultanen partiellen Differential-
gleichungen

Pu-__ ‘v
dx E}y
(1) i ;

7y + = ku + lv

= pu + qv,

vorgelegt, wo p, q, k, 1 gegebene innerhalb ./ einschlieilich ¢ zweimal
stetig differenzierbare KFunktionen der unabhiingigen Variabeln z, y be-
deuten; es wird nun nach zwei solchen Funktionen u(zy), v(zy) ge-
fragt, die innerhalb .J den partiellen Differentialgleichungen (1) geniigen,
withrend #(2y) auf der Randkurve (' gegebene viermal stetig differen-
zierbare Werte

u(s) = f(s)
annimmt.?)
Fiir die linker Hand in (1) stehenden Differentialausdriicke erster
Ordnung fithren wir zur Abkiirzung die Bezeichnungen

L(u,v) =

~

o gv

3 EJ

™ ﬁw

Min, o) =22 4. 8%

M(u, v) EJ 2 % |
ein. Alsdann stellen wir die folgende, der bekannten Greenschen Formel
entsprechende, fiir zwei willkiirliche Funktionenpaare u(zy), v(ay), u*(zy),
v*(xy) giiltige Identitdt auf:

f{ w* L(u, v) — v* M (u, v) + uL(u¥, v¥*) — o M(u*, v%) | dJ

P L d d x
:f{u (r;";,—:: ' ry) —i—b( (?':— {h)}ds,

wo das Doppelintegral linker Hand iiber J oder irgendein innerhalb J
gelegenes Gebiet und das einfache Integral rechter Hand iiber die Rand-
kurven dieses Gebietes zu erstrecken ist.

Es mégen nun G'(zy, &), G"(zy, &y) fiir die Differentialgleichung

.det_?“—l-fzh.f:[)

gz* ' oyt

1) Die hier dargelegte Methode ist in der Inauguraldissertation von W. A. Hurwitz
(Gottingen 1910) auch auf Systeme partieller Differentialgleichungen erster Ordnung
von nicht elliptischem Typus sowie anf kompliziertere Randbedingungen ausgedehnt
worden.
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die Greenschen Funktionen erster Art bzw. zweiter Art im erweiterten
Sinne') sein; dies sind solche Funktionen der Variabelnpaare z, y; & ,
deren jede die Form besitzt

— Y log {(z — 8)*+ (y — %)*) + v(ay, &n)
— unter y eine fiir jeden mnerhalb .J liegenden Punkt & % und fiir jeden
innerhalb J oder anf € liegenden Punkt z, y zweimal stetig differenzier-
bare Funktion verstanden —, die ferner identisch in £, % den Differential-

gleichungen G 30
L/
ozt ays o Or
9*Gu. PGU 2x
ox? oy?

sowie den Randbedingungen bzw. der Integralbedingung
[Gl(xy, ‘E’?)]Imlw - 0:

y=0b(s)

1T : .
®) R, =0 [ 65 maT=0
y="(s) @)
geniigen, wo J den Flicheninhalt des Gebietes JJ bedeutet und uuter »
die Richtung der inneren Normalen auf der Kurve (7 zu verstehen ist.
Wir nehmen jetzt erstens
06T . BGI

= — V=
¢ e Y dy ’?

sodal
L(u*, v¥) =0,

M(u*, v¥) =0
wird, und fithren diese Werte in die Formel (2) ein, indem wir zuvor
die Unendlichkeitsstelle £ v durch einen kleinen Kreis ausschliefen. Der
Grenziibergang bel Zusammenziehung dieses Kreises auf den Mittelpunkt &, »
liefert dann die Gleichung

]{5 L(w, 1,)-}— 2y IPI(u v) }u’J u() - (?5—2::2{(&1;),
G

w0 dab Doppelmtegral linker Hand iiber das Gebiet J und das einfache
Integral reehts iiher dessen Randkurve € zu erstrecken ist, wihrend »
die Richtung der inneren Normale auf € bezeichnet.

Nehmen wir zweitens

. oGU L. oG
=%y VT e
wobel
Lu* v*) =0,
27:

M(u*, v* r

1) Vgl. Kapitel IX, 8. 70—75.
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wird, so fithrt das eutsprechende Verfahren zu der Formel

) J{af;‘L(u,a-)_‘;ij‘mu,m_?—;'-p-}d,ri[ () "% ds — 200 (&)

@ (©)

Hilfssatz. Wenn zwei Funktionen A(zy), B(xy) innerhalb .J ein-
schlieBlich des Randes € zweimal stetig differenzierbar und iiberdies von
der Beschaffenheit sind, daB fiir sie identisch in & » die zwei Integral-
gleichungen

] (2% Awy) + °2' Blay))aT=o,
(6) ) )
.] {‘.";i:lfl{ry) — (I(i;“ I)'(.'x;gf)}(sz 0
()
erfiillt sind, so sind 4 und B selbst identisch Null.

Zum Beweise dieses Hilfssatzes bestimmen wir durch Berechnung
des ebenen Fliichenpotentials auf die in der Potentialtheorie iibliche Weise
eine Funktion w(zy), die innerhalb .J einschlieBlich ' der Differential-
gleichung

g A ¢ b
cx oy
geniigt. Alsdann finden wir durch Integration sofort eine zugehirige
Funktion #, so daf§
L(u,v) = A,
@ e
M(u,v) =B
wird. Fiithren wir nun die so gefundenen Funktionen w(xy), v(zy) in
(4) und () ein, so erhalten wir mit Riicksicht auf (7) und (6) die
Gleichungen

L o o O
u(gEn) =g‘/u{s) on ds,

()
eI 1 ’ N (;IL s oy 1 : . g
v(kEy) = 73 u(s) a5 4+ 7, v(zy)d..
() )

Die erstere Gleichung zeigt, daB u(xy) nichts anderes als dasjenige ebene
Potential ist, das in J der Gleichung Au = 0 geniigt und auf C die
Werte u(s) aufweist. Bringen wir andererseits die letzte Gleichung auf
die Form
1 dit(8) G
e‘(?__"q):—-—/ “O Guas + ! [ o@y)ad,

2w
{t'} (h

so erkennen wir, daBl v dasjenige ebene Potential ist, dessen normale
u(s)

Ableitungen :Bz auf C gleich den Werten 2(“— sind, d. h. es ist » genan
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ein zu u konjugiertes ebenes Potential, so daB iiberall innerhalb J die
Differentialgleichungen

L(u,v) =0,

Mu,v)=10
gelten. Wegen (7) folgt hieraus, daf A und B identisch Null sind, und
damit ist unser Ililfssatz bewiesen. —

Um nunmehr die anfangs gestellte Randwertaufgabe fiir die Differential-

gleichungen (1) zu lésen, betrachten wir das folgende System von Integral-
gleichungen

() —j { '((; (]errje‘a-r (?.,uJ—Zﬂ]dJ j)‘(.-,l : ds—2zu(gy),

W)

(9) f{?;j?ur(]?u{f[{{-)é r:': (ﬁc¢+fz)— - (?J [;‘\s) ‘ds—2nv(Ey),
s} E
das sich auch in die Gestalt
cG

Iea(._,:lr +] K, (&g, ay)u(zy) + Ky (&, ay)v(zy)) d]—. /ﬁ){”

" ('.';
(10) e . . = : a‘fr.
o) + [ (Ko(Enzn)u(en) + K, ay)o(en) ) ad = — & [0 guas,
) )

bringen lifit, wo zur Abkiirzung
y o ofrl ¢ Gl
2K, (¢, y) = — 7 play) — . k(zy),

" g(ey) — 5?‘ I(xy),

rx

2x K, (Ey, zy) = —

: ; Gu
2Ky (b, oy) = 5 p(ry) — f(TJ),

: . \ e \ 1
2x K, (§v, 2y) = (,a, q(ry) — l(-’ﬂ.ﬁ.l —d

gesetzt ist. Nehmen wir in (10) rechter Hand Null. so entstehen die
zu (10) zugehorigen homogenen Integralgleichungen.

Wir machen nun zuniichst die Annahme, daff diese homogenen Integral-
gleichungen keine Lésung besitzen. Nach dem bekannten von Fredholm
aufgestellten Satze haben dann die inhomogenen Integralgleichungen (10)
gewil eine Losung, d. h. es gibt stetige Funktionen u (£y), v(&7), die den
Gleichungen (10) geniigen. Da wegen du' dreimal stetigen Difterenzierbar-
df(s)
ds

keit der Funktionen f(s), auch die rechten Seiten in (10) dreimal

stetig differenzierbare Funktionen von & » innerhalb ./ und auf €' sind,
so folgt in der iiblichen Weise durch dreimalige lteration der Formeln (10),
wonach sich w(Ey), v(Ey) schlieBlich als achtfache Integrale darstellen,
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daB diese Funktionen w(£y), v(£y) ebenfalls dreimal stetig differenzierbar
innerhalb . und auf ' sind.

Wegen der Symmetrie der Greenschen Funktion ' in den Variabeln-
paaren z, ¥ und & 7 folgt nach (3), dal sie identisch in &, y verschwindet,
sobald der Punkt & % in einen Punkt ¢ der Randkurve ' riickt, und mit-
hin miissen dann auch K (6, 2y) und K,(6, 2y) identisch in z, y ver-
sghwinden; die erstere der beiden Gleichungen (10) liefert mithin fiir die
Funktion % die vorgeschriebenen Randwerte

(11) u(e) = f(o).

Nunmehr fithren wir die eben als Losung der Integralgleichungen (10)
erhaltenen Funktionen w«, » sowohl in die Formeln (4), (5) wie in die
Formeln (), (9) ein. Subtrahieren wir dann (8) von (4) und anderer-
seits (9) von (D), so entstehen unter Benutzung von (11) Gleichungen
von der Gestalt

oG o 8GT ,. :

f 5 Aly) + aaﬁ B(ay)}dJ =0,

) )
s

. pen
J oy A(xy) — {.«'-:r B(@U)}dJ:O}
)

wo zur Abkiirzung

A(zy) = ?T - g; — (pu + qv),
Blay) — ;;’ + 22— (k4 10),

gesetzt ist. Da hier offenbar A, B zweimal stetig differenzierbare Funk-
tionen der Variabeln #, y innerhalb J und auf ' werden, so sind die-
selben mit Riicksicht auf den oben bewiesenen Hilfssatz identisch Null,
d. h. die Funktionen w, v geniigen den anfangs vorgelegten partiellen
Differentialgleichungen (1) erster Ordnung.

Nunmehr migen entgegen der oben gemachten Annahme die zu (10)
gehorigen homogenen Integralgleichungen eine Losung wu(&y), v(E%) be-
sitzen, so dab nicht zugleich u = O, v+ = 0 ist. Dann zeigen die eben dar-
gelegten Uberlegungen, daB diese Funktionen Losungen der Differential-
gleichungen (1) sind, von denen die erstere, wu(xy), die Randwerte Null
besitzt. Ferner sind in diesem Falle — wie die Theorie der Integral-
gleichungen lehrt —, die inhomogenen Integralgleichungen (10) gewill
16shar, sobald ihre rechten Seiten gewisse lineare Integralbedingungen
erfiillen, d. h. bei der gegenwiirtigen Annahme gibt es gewifl dann eine
Losung der partiellen Differentialgleichungen (1), wobei u die Rand-
werte [(s) hat, wenn jf(s) gewissen linearen Integralbedingungeu ge-
niigt. Doch sei hemerkt, dall unter besonderen Umstiinden diese Integral-
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bedingungen identisch von allen Funktionen f(s) erfiillt sein konnen; so
besitzt offenbar das fiir
' p=0, g=0, k=0, 1=0

aus (1) hervorgehende Gleichungssystem stets Lisungen, wobei u beliebig
vorgeschriebene Randwerte f(s) aufweist, obwohl dieses Gleichungssystem
die von # =0, v =0 verschiedenen Losungen u =0, # =1 mit den
Randwerten f(s) = 0 zulaft.

Durch Zusammenfassung der erhaltenen Resultate gewinnen wir
den Satz:

Satz 43. Wenn die particllen Differentialgleichungen (1) aufler w = 0,
v = O kein Losungssystem w, v besitzen, derart dafy w auf der Randhwrve €
verschicindet, so besitzen sie stets noltwendig ein Lisungssystem u, v derart,
daf3 w auf der BRandlwrve C irgend vorgeschricbene Werte f(s) anninmmt.
Im  entgegengesetzten Falle, d. h. wenn es cin  Lisungssystem u, v der
partiellen Differentialgleichungen (1) derart gqibt, daf w awf C verschwindet
und die Funktionen w, v nicht beide diberall in JJ Null sind, so existiert
ein Lisungssystem w, v, wobei w auf C dic vorgeschriebenen Randwerte f(s)
anvimmt, sicher tmmer dann, wenn f(s) gewissen linearen Integralbedingungen

in endlicher Anzahl geniigt.

Achtzehntes Kapitel

Eine neue Methode der Zuriickfiilhrung von Differential-
gleichungen auf Integralgleichungen.
Begriff der Parametrix.

Zum SchluB von Kapitel XVI habe ich auf eine neue Methode')
hingewiesen, durch welche sich die Lisung linearer Differentialglei-
chungen mit Hilfe von Integralgleichungen hewerkstelligen lift. Diese
Methode unterscheidet sich von dem in Kapitel VII—VIII entwickelten Ver-
fahren wesentlich dadurch, daB an Stelle der dort benutzten Greenschen
Funktion die ,Parametrix* tritt, d. h. eine Funktion, die ebenso, wie
die Greensche l'unktion auBer von den Variabeln noch von Parametern
abhiingt, und auch die Unstetigkeits- und Randbedingungen wie die
Greensche Iunktion erfiillen mul}, aber keineswegs wie diese einer Ditfe-

1) Vgl. auch die inzwischen erschienene scharfsinnige Abhandlung von E. E. Levi:
I problemi dei valori al contorno per le equazioni lineari totalmente ellittiche alle
derivate parziali, Row 1909.
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rentialgleichung zu  geniigen braucht. Die hierdurch gekennzeichnete
Modifikation bringt den Vorteil mit sich, daB man bei der Integration der
Differentialgleichung nicht nétig hat, zuvor die Lisbarkeit einer anderen
Ditferentialgleichung vorauszusetzen, und dall es daher auch gelingt, solche
partielle Differentialgleichungen auf Integralgleichungen zuriickzufiihren,
die nicht in derjenigen Normalform vorliegen, wie wir sie im zweiten
Abschnitt stets angenommen haben.

Ich entwickle in diesem Kapitel die neue Methode an dem Beispiel
der allgemeinsten linearen partiellen Differentialgleichung vom elliptischen
Typus, withrend das Integrationsgebict die Vollkugel ist.

Es seien s, ¢ die unabhiingigen Variabeln und z, w irgendwelche
Funktionen derselben; als untere Indizes an einer Funktion mdgen s, &
bedeuten, dall die partiellen Ableifungen der Funktion nach s, £ zu nehmen
sind. Wir gehen aus von dem allgemeinsten linearen partiellen Differential-
ausdruck zweiter Ordnung

L) =az,+ 2be, + ez, + 12, + me,+ ne,,

wo a, b, ¢, [, m, n gegebene Funktionen von s, f sind. Der zu £(2)
adjungierte Differentialausdruck ist

M (2) = (a2),,+ 2(b2),. + (c2),— (I2),— (m2),+ nz;
ferner migen

P =alws,— zw,) + blwz,— zw) + (1 —a,— bwe,

Q=0b(wz,— 2w,) + e(wz,— zgw,) + (m — b,— ¢)wz
die zu L(z) gehirigen Bilinearausdriicke heifen: es gilt dann bekannt-
lich die Identitiit ‘
(12) w(z) — zM(w) =P, + L.,

Wenn wir in %(z) statt s, £ irgendwelche neue Variable s/, ¢ ein-
fithren und den Differentialansdruck dann mit der Funktionaldeterminante
der urspriinglichen Variabeln nach den neunen d. h. mit

tysy— tr8y
multiplizieren, so heifle der so entstehende Differentialausdruck
W()y=a'z, 0+ 2V 0+ app+ Uz, + Mz, + 02

der transformierte Ausdr.ck von ¥(2); desgleichen heifle der aus
M (z) darch Einfithrung der neuen Variabeln s, ¢ und Multiplikation mit
jener Funktionaldeterminante entstehende Ausdruck M'(z) der trans-
formierte Ausdruck von M (z). Endlich miogen die Ausdriicke

R — Rt — Ne.

s 5
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wenn man rechter Hand in 8, & die neuen Variabeln s, # an Stelle
von &, t einfithrt, die transformierten Ausdriicke von P, & heiflen.
Indem wir in der ldentitit statt s, ¢ die neuen Variabeln ¢, ¢ einfiihren,
gelangen wir zu der Identitiit

w(2) — 2 M (w) =P, + O
und von dieser fiihren leichte Uberlegungen unter Beriicksichtigung der
Bauart der Ausdriicke P, 2, T, Q' zum Beweise des folgenden Satzes:

Der transformierte Ausdruck IM'(z) ist genau der zu 2'(2)
adjungierte Ausdruck, und die transformierten Ausdriicke P’, Q'
sind genau die zu £'(2) gehiirigen Bilinearausdriicke.

Im folgenden wollen wir der Kiirze halber die Koeffizienten a, b, ¢, 1, m, n
des Differentialausdruckes ¥, desgleichen alle anderen vorkommenden Funk-
tionen stets als beliebig oft difterenzierbar voraussetzen — soweit nicht
ausdriicklich Ausnahmen festgesetzt werden.

Es seien nun aunf der Kugel mit dem Radius 1 irgend zwei einfach
zusammenhiingende Gebiete K| und K, gegeben, die in dem Gebiete K,
iibereinandergreifen; s,, #, seien irgendwelche krummlinige Koordinaten
fiir das Gebiet K, und s,, f, irgendwelche krummlinige Koordinaten fiir
K5 ferner sei ¥,(z) ein Differentialansdruck in den Variabeln s, f, und
2,(2) ein Differentialausdruck in den Variabeln s,, ¢, Bezeichnen wir
das Linienelement auf der Kugel in iiblicher Weise mit

e ds®+ 2f ds dt, + g, di?,
bzw. e,ds,* + 2f,ds,dt, + g,di,7,
so ist das Flichenelement der Kugel
dk = Ve, g, — f;’ds,dt,,
bzw. = Veyg, — L2 ds,dty;
ferner wird innerhalb des Gebietes K,
és, oty — 08 Cty = Vesge - 1®
cs, it dty 08 — !
und wegen o Kb

; S8 Bt o8, ot
210) = 842 (55 5¢ — o1, 95)
folgt mithin £ 2,0

V“"i 0 — -fl:‘ h -I'JJ'-J: J: — ’:“
Wenn nun der besondere Umstand zutritit, daB der auf die Variabeln
Sy, 1, transformierte Differentialansdruck &', mit &, identisch ist, so stellt
die Formel ‘ &
L(¢) = —-—— in K,
' Veg,—h?
L
—— — in K,
Vez g — f-_'.
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in dem gemeinsamen Gebiete K, den niimlichen Differentialausdruck dar;
zugleich erweist sich der Wert dieses Differentialausdruckes L(z), wenn #
eine Funktion einer innerhalb K, oder K, gelegenen Stelle auf der Kugel
bedeutet, als unabhiingig von der Wahl der krummlinigen Koordinaten s, f.
Ist die Vollkugel mit einer endlichen Anzahl von {ibereinandergreifenden

Gebieten K, K,, ... bedeckt und in diesen je ein reguliirer Differential-
ausdruck bzw. ¢, &,, ... gegeber von der Art, dal immer in dem ge-

meinsamen Teile von je zwei {ibereinandergreifenden Gebieten der trans-
formierte Differentialausdruck des einen Gebietes mit dem Differential-
ausdineke des anderen iibereinstimmt, so definieren die Formeln

£,(9)

L(2) = — in K
) ) l’f"i yi_fls v
2,(2) . .
= R in A,
Ves s — f!..l -

eindeutig und widerspruchslos iiberall anf der Kugel einen Differential-
ausdruck, dessen Wert, wenn z eine Funktion der Stelle auf der Kugel
bedeutet, ebenfalls unabhiingig von der Wahl der krummlinigen Koordi-
naten s, ¢ ausfiillt: der Differentialansdruck L(z) heille em auf der Voll-
kugel regulirer Differentialausdruck. Wie man leicht erkennt, bestimmen

die zu ¥, %, ... bzw. in K, K,, ... adjungierten Differentialausdriicke
M, M,, ... vermbge der Formeln
. M, (2 : -
M(z) = a2l — in I,
o —h7
%® K,

 Van—5h

ebenfalls einen auf der Vollkugel reguliren Differentialausdruck M(2);
dieser heifle der zu L(2) adjungierte Differentialausdruck.

Wenn wir die Formel (12) in einem von beliebigen geschlossenen
Kurven berandeten Gebiete ¢ der Kugel mit den krummlinigen Koordi-
naten s, ¢ integrieren, so erhalten wir die Integralformel
(14) S [lw&(e) — eM(w) ) dsdt — [(Pdt — Qds),

@#)
wo das Doppelintegral linker Hand iiber das Innere von G und das
Linienintegral rechter Hand iber simtliche Randkurven It und zwar jedes-
mal in der Richtung hin zu erstrecken ist, daBl das Gebiet (+ zur linken
Hand bleibt. ’

Wenn wir in dem Linienintegral rechter Hand an Stelle der Variabeln
s, t beliebig neue Variable s, ¢ einfithren, so sind nach dem oben be-
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wiesenen Satze die transformierten Ausdriicke P, T genau die zu £(2)
gehorigen Bilinearausdriicke; mittels der Formeln (13) folgt hicraus die
wichtige Tatsache, daB der Integrand des Linienintegrals rechter Hand in.
(14) derselbe bleibt, wenn wir bei der Bildung derselben an Stelle von £
den beliebig transformierten Ausdruck &' zugrunde legen.

Teilen wir jetzt die Vollkugel etwa durch den Aquator in die zwei
Hilften A, K, und wenden auf jede derselben die Formel (14) an, so
entsteht — wegen der eben bewiesenen Invarianz der Integranden in den
Linienintegralen und da in dem Linienintegral der zweiten Formel der
Aquator in entgegengesetzter Richtung zu durchlaufen ist, wie bei der
ersten Formel — durch Addition die Formel

jf{ w&(2) — 2M(w)}dsdt = 0,

wo das Doppelintegral iiber beide Kugelhilften zu erstrecken ist. Fihren
wir hierin die auf der Kugel reguliren Differentialausdriicke L(z), M(z)
und das Flichenelement dk der Kugel ein, so erhalten wir

(15) J{wL(s) — s M(w)}dk = 0,

wo das Integral iiber die Vollkugel zu erstrecken ist.

Der Differentialausdruck L heille von elliptischem Typus, wenn iiberall
in jedem der Ausdriicke € fiir alle Werte der Variabeln s, ¢ die Ungleichung
(16) ac—b*>0
erfiillt ist; wir nehmen zugleich @ und ¢ positiv an.

Unser Hauptproblem besteht zunichst in der Integration
der Differentialgleichung von elliptischem Typus

L(SJ =
wo [ eine iiberall auf der Kugel definierte Funktion bedeutet.

Um dieses Problem auf ein Problem der Theorie der Integralglei-
chungen zuriickzufiihren, bedarf es des Begriffes der Parametrix. Fiir den
vorliegenden Fall verstehen wir unter einer Paramefriz eine Funktion
p(st, ar) des Argumentpunktes s, # und des Parameterpunktes ¢, r auf
der Kugel von folgenden Eigenschaften:

1. Die Parametrix p(st, 67) ist iiberall in den Koordinaten des
Argumentpunktes s, £ und des Parameterpunktes o, v stetic und beliebig
oft differenzierbar, aufler wenn der erstere mit dem letzteren zusammen-
fallt, d. h. wenn gleichzeitig s = 6, t=1 wird: alsdann wird p(st, 67)
logarithmisch unendlich, wie folgt:

_log{elot) (s —a6)* —2b(67) (s — 6) (t — 1) + a(67) (t —
4::Vu-"m:)e(sr‘,-—(b(u‘r}j“"

p(stor)= s +S(st, 67),.
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wo S(sf, 6r) eine Funktion vom Argumentpunkt s, # und vom Parameter-
punkt ¢, ¢ auf der Kugel bedeutet, die fiir s =6, f =7 zwar stetig sein
muf, deren zweite Ableitungen aber fiir s = 6, { = r von erster Ordnung
unendlich werden diirfen — wiihrend sonst iiberall mindestens dreimal
stetige Differenzierbarkeit statt haben soll.

2. Die Parametrix ist symmetrisch in bezug auf Argumentpunkt und
Parameterpunkt, d. h. es ist

p(st,ot) = p(ar, st).

Um eine Parametrix zu konstruieren, betrachten wir die riiumlichen
Koordinaten #, ¥, z eines Punktes der Kugel als Funktionen der krumm-
linigen Koordinaten s, { — indem wir immer in jedem Teilgebiet auf
der Kugel die demselben eigenen Koordinaten s, ¢ derart wiihlen, daB
iiberall auf der Kugel

(17) v.2,—ey,+0, egr,—z2+0, zy—yx+0

ausfiillt. Dann bestimmen wir ans den drei Gleichungen
Ax?4+ By 4+ Cz2 = e(st)Veg — 13,

(18) Az .z, + Byy,+ Cz2,= — b(st)Veg — f*
Az} + By?2+ Czp = a(st)Yeg—f*

die GriBen A, B, (' als Funktionen des Argumentpunktes s, ¢; dieselben
sind gegeniiber einer Transformation der Koordinaten s, £ invariant und
stellen daher Funktionen auf der Kugel dar: ans (17) folgt leicht, daB
die Determinante dieser Gleichungen

L A

T YUY, E 2
oy 8
stets von Null verschieden ist.

Nunmehr verstehen wir unter £ 7, ¢ die riiumlichen Koordinaten des
Parameterpunktes o, = auf der Kugel, so daB & », { bzw. ebenso von g, 7
abhiingen, wie x, y, z von s, {, und bilden dann den Ausdruck

v(st,01) = A(x — E)°+ By — 5)*+ C(z — &)
Setzen wir hierin
r—E=z(s—0)+zt—1)+" -
y—m=y(s—06)+y{t—v)+---,
i—§f=z(—060)+2z,(t—1)+ -

ein, so ergibt sich mit Benutzung von (18) die Entwicklung

Y(st,67) =Veg — [*{c(st)(s —0)* —2b(st)(s—0) (t — 7) +- a(st) ({—1)*} + (s — 6, £ — 7]
=Veg — f*{ c(ot)(s— 6) — 2b(67)(s—6) (t — 1) + a(or)(t — 7)) + (s—6,t —7)
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wo beidemal (s — o, { — 1), Ausdriicke mit Gliedern von dritter und
hioherer Ordnung in s -— 6, { — t bezeichnen. Mit Riicksicht hierauf ist
wegen (16) gewill
{19) Y (st ar) >0,
sobald die Differenzen s — o, t — r ahsolut geniigend klein gewiihlt, aber
nicht beide Null sind: es sel ¢ eine so kleine Konstante, dal die Un-
gleichung (19) statt hat, sobald

0<@—8+@y—n'+(—§'<é
ist. Endlich sei p der absolut gribite Wert, den v(sf, 67) annimmt, wenn
der Argumentpunkt s, { und der Parameterpunkt (6, r) beliebig auf der
Kugel variieren: alsdann stellt der Ausdrueck

W(st, 61) = v(st,60) + 1 (6 — B+ (y —n) + (2 —

tfee
)

)

12
I

eine Funktion dar, die stets positiv ausfillt und nur fiir s =0, t =1
verschwindet. Da andererseits

qf(.ﬁ’f,ﬁt‘)‘:]/l?’:q—f?[(‘(ﬁr) (s—0)*—2b(er)(s—0) (t—7)+al(or)(t—1)) {1 +(5—06,t—1),}
wird, wo (s — ¢, t — 1), einen fiir s = 0, { = v mindestens von der ersten
Ordnung in s — 6, { — v verschwindenden Ausdruck bedeutet und, wie
man sofort sieht, #(sr, sf) sich in die gleiche Gestalt bringen Libt, so
besitzt der Ausdruck
p 1 log Wist, 6r) log W(or, st)
p(st, o7) = s R L Y
8% | Valer)elor) — blar)®  Valstielst) — (blst)?]

die fiir die Parametrix geforderten Eigenschaften; die Existenz einer
Parametrix ist damit bewiesen.

Aus der oben aufgestellten Definition der Parametrix folgern wir
eine Reihe von Tatsachen — analog wie dies in der bekannten Theorie
des logarithmischen Potentials geschieht.

Erstens: der Ausdruck

Mip(st,61))
stellt eine Funktion dar, die fiir s = 6, { = v hichstens von der ersten
Ordnung unendlich wird. Wenn man niimlich alle diejenigen Glieder, die
allein von der zweiten Ordnung unendlich werden, ausrechnet, so erkennt
man, dal} sie sich gegenseitig zerstiren.

Zweitens: Wenn z(st) irgendeine iiberall zweimal stetig ditferen-
zierbare Funktion auf der Kugel bedeutet, so ist stets

(20) J'{;)L(z') — 2 M(p)}dk = — z(67),

wo das Integral iiber die Vollkugel zu erstrecken ist.
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 15
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Zum Beweise dieser Formel beschreiben wir um den Punkt ¢, v au
der Kugel einen Kreis &, mit dem kleinen Radius » und zerlegen dadurch
die Oberfliche der Vollkugel in das kreisformig begrenzte Gebiet £, und
das auBerhalb %  gelegene Gebiet K ; dann wenden wir die Integral-
formel (14), indem wir w(st) = p(st, 6r) nehmen, anf das Gebiet A an
und fithren den Grenziibergang zu 7 = O aus.

Drittens: wenn wir unter z(sf), wie soeben, eine Funktion aunf der
Kugel verstchen und ferner mit M denjenigen Differentialausdruck be-
zeichnen, der aus I hervorgeht, wenn wir darin die Variabeln s, £ durch
die Parameter ¢, v ersetzen, so gilt die Formel

(21) M{'[}pdk}=J}Mr\p)dk — 2(a7),
wo die Integrale wiederum iiber die Vollkugel zu erstrecken sind.

Zum Beweise haben wir die in dem Ausdruck M linker Hand ge-
forderten Differentiationen erster und zweiter Ordnung auszufithren. Da
die Parametrix p(s{, 6r) fiir s =0, { =1 nur logarithmisch unendlich
wird, so sind die einmaligen Differentiationen nach ¢, r linker Hand
ohne weiteres durch Differentiationen unter dem Integralzeichen ausfithr-
bar. Aus der ersten Eigenschaft der Parametrix entnehmen wir nun die
Griiltigkeit von Gleichungen der Gestalt
(22) Py=—2,+ 85,

o=~ —p— T,

wo S, T solche Funktionen von s, t; 6, v sind, deren erste Ableitungen
fiir s = ¢, ¢{ = v hochstens von erster Ordnung unendlich werden. Zerlegen
wir jetzt wiederum die Oberfliche der Vollkugel in die zwei Teile K
und %, und setzen dann in dem iiber k. zu erstreckenden Integral die
letzteren Ausdriicke fiir p,, p, aus (22) ein, so entstehen bei geeigneter
Anwendung der Produktintegration (partiellen Integration) Integralaus-
driicke, bei denen eine nochmalige Differentiation nach ¢, v ummittelbar
durch Differentiation unter dem Integralzeichen mdoglich ist. Der Grenz-
ibergang zu » = O fiihrt schlieflich zu der angegebenen Formel. —

Nunmehr sind wir imstande, das oben bezeichnete Integrations-
problem zu lisen, indem wir den folgenden Satz aufstellen und beweisen.

Satz 44.  Wenn die homogene Differentialgleichuny
(23) L(z)=0
Leine won Null verschiedene, auf der ganzen Kuyel sletige Lisung besitzet,
so hat die Differentialgleiching
(24) L&) =,
wo [ irgendeine gegebene Funlktion auf der Kugel bedeutel, stets eine stetige
Lisung; die adjungicrte Difierentialgleichung
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(25) M(z)=0
laft in diesem Falle gewifs keine Lisung zu.

Desitzt dagegen die homogene Differentialgleichung (23) Lisungen, so
lassen sich aus diesen slets eine gewisse endliche Anzahl, n, linear von ein-
ander unabhingiger Lisungen auswdihlen, so dafi jede Lisung von (23) eine
lincare Kombination derselben wird; die adjungierte Differentialgleichung (25)
besitzt in diesem Falle auel genaw wn linear unabhiimgige Lisungen, und die
Differentialgleichung (24) ist dann und nur dann losbar, wenn dic gegebene
Funktion [ die n Integralbedingungen
(26) S, dk =0 (h=1,2,3...n)
erfiillt, wo vy, ..., ¢, jene linear voneinander unabliingigen Lisungen von
(25) ledeuten.

Zum Beweise setzen wir zunichst voraus, daB die Differential.
gleichung (23) keine Lisung besitzt. Eine Losung z der Differential-
gleichung (24) muBl wegen (20) die Integralgleichung

‘f{pfﬁ eM(p))dk =— z(67)
oder
27) JzM(p)dk — z(a7) — [pfidi
befriedigen; der Kern M(p) dieser Integralgleichung ist der ersten Be-
merkung auf 5. 225 zufolge eine solche Funktion von s, 4, o, 7, die fiir
§=0, t =7 von der ersten Ordnung unendlich wird. Die Gesetze iiber
die Auflésung von Integralgleichungen sind, wie bereits Fredholm gezeigt
hat, in diesem Falle in gleicher Weise giiltig, wie wenn der Kern eine
durchweg stetige Funktion wiire. Andrerseits lifit sich auch, ihnlich wie
dies auf S. 217—218 geschehen ist, zeigen, daB eine Lisung der Integral-
gleichung (27) beliebig oft stetig differenzierbar ist, falls diese Annahme
fiir / zutrifft.

Nach der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen hiingt die
Lisbarkeit der Integralgleichung (27) von der Beschaffenheit der ent-
sprechenden homogenen Integralgleichung
(28) JeM(p)dk — z(s7) = 0
ab. Die Anzahl der linear unabhiingigen Losungen dieser homogenen
Integralgleichung sei N, und die Losungen seien @, ..., @y, Wegen (20)
haben wir dann

[pL(®,)dk =0 (h=1, ..., N),
oder wenn )
(29) X, = L(®,) (=1, ..., N)

gesetzt wird,
15*
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(30) [pX,dl: =0 (o= Ly 5 DY,
d. h. die N Funktionen X, ..., Xy geniigen, fiir z eingesetzt, der Gleichung
(31) [pzdk =0,

und wegen (21) sind sie demnach auch Losungen der homogenen Integral-
gleichung
(32) JzM(p)dk — z(a7) = 0.

Diese homogene Integralgleichung ist aber diejenige, die aus der
homogenen Integralgleichung (28) entsteht, wenn man in deren Kern die
Argumente s, { mit den Parametern ¢, r vertauscht. Nun sind die
N Fuanktionen X, voneinander linear unabhingig, da ja sonst wegen (29)
eine von Null verschiedene Liosung der Differentialgleichung (23) existieren
miiite. Nach den allgemeinen Sitzen iiber Integralgleichungen besitzt
die Integralgleichung mit dem transponierten Kern M(p) genau ebenso
viele linear unabhiingige Losungen wie die urspriingliche; es ist mithin
jede Funktion z, die der Gleichung (31) geniigt, da sie dann auch (32)
erfiillt, notwendig in der Gestalt

=0 X+ -+ CyXy
darstellbar, wo €, ..., ('y geeignete Konstante bedeuten.

Da hiernach die N Funktionen X, die simtlichen Ldsungen der
homogenen Integralgleichung (32) ausmachen, so sind nach der all-
gemeinen Theorie der Integralgleichungen die notwendigen und hinreichen-
den Bedingungen fiir die Lisbarkeit der inhomogenen Integralgleichung (27)
die folgenden S : ;
J JXi(er)pf(stydkdz =0, (h=1,..., N)
wo die Vollkugel sowohl bei der Integration nach dem Argumentpunkt s, ¢,
als auch bei der Integration nach dem Parameterpuunkt 6, v als Integrations-
gebiet zu nehmen ist. Da aber wegen (30) diese Bedingungen stets er-
filllt sind, so besitzt (27) stets eine Lisung; es sei g* diese Lisung, so daB

(33) Jo* M(p)dk — g*(o7) = [pfdk

wird. Setzen wir dann andererseits in (20) z= ¢* ein und addieren
die so entstehende Gleichung zu (33), so ergibt sich

Jp(L(g®) —f)dk = 0.
Wegen der vorhin gefundenen Tatsache folgt hieraus
L(g*) —f=C X, + - - - + Oy Xy,
wo (', ..., Cy geeignete Konstanten sind. Wegen (29) ist demnach
@ =gF— C® —: - — CyPy
eine Liosung der Differentialgleichung (24).
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Wir erkennen nunmehr auch leicht, daB (25) keine von Null ver-
schiedene Losung besitzt. Wire niimlich v eine solche Losung und be-
stimmen wir dann — was nach dem eben Bewiesenen stets moglich ist —
eine Funktion ¢ derart, daB

L(p) =v

ist, so wird aus (15) fiir w = ¢, 2 = ¢ die Gleichung
[vidk =0,

die nicht statthaben kann, da ja @ nicht identisch verschwinden sollte.
Damit ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen.

Zum Beweise des zweiten Teiles des Satzes bezeichnen wirmit ¢, ..., ¢,
ein vollstindiges System von » linear unabhiingigen Losungen der Diffe-
rentialgleichung (23). Sodann hetrachten wir wiederum die inhomogene
Integralgleichung (27) und die zu ihr zugehirige homogene Integral-
gleichung (28). Die letztere lifit, wie aus (20) sofort folgt, die Losungen
@iy - @, 7. Auber diesen » Liosungen und deren linearen Kom-
binationen kann die Integralgleichung (28) noch weitere Liésungen be-
sitzen; unter diesen wiihlen wir ein System untereinander und von den
Funktionen ¢,, ..., ¢, linear unabhiingiger Losungen @, ..., @y derart
aus, dafl alle Losungen von (28) durch @, ..., ¢,, @,, ..., @y linear
darstellbar sind. Wir bilden nun, wie vorhin beim Beweise des ersten
Teils unseres Satzes, die N Funktionen

(34) X, = L(®,) (Bo=1, c005s Nz
dieselben geniigen, wie aus (20) folgt, den Gleichungen
(35) JpX,dk =0 (h=1,...,N)

und sind demmnach, fiir 2 eingesetzt, wegen (21) auch Losungen der
homogenen Integralgleichung (32). Die N Funktionen X, ..., Xy sind
voneinander linear unabhiingig, da sonst entgegen unserer Annahme
aus (34) sofort das Bestehen einer linearen Relation zwischen ¢, ..., ¢,
D, ..., Oy folgen wiirde.

Da die homogene Integralgleichung (28) genau » + N linear un-
abhiingige Losungen besitzt, so muB nach der allgemeinen Theorie die
Integralgleichung (32) mit dem transponierten Kern ebenfalls genau
n -+ N linear unabhiingige Lisungen besitzen, d. h. auBer den Funktionen
Xyy -+, Xy gibt es noch genau n Funktionen y,, ..., z,, die ecbenfalls
der Integralgleichung (32) geniigen und mit X, ..., Xy zusammen ein
volles System von n 4 N Losungen der Integralgleichung (32) bilden.

Die » Funktionen 7, ..., z, denken wir uns nun durch geeignete
lineare Kombinationen ihrer selbst derart ersetzt, daB gerade fiir die
v Funktionen z,, ..., 7, (0 < v = n) die Gleichungen
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(36) ﬁ%dz.- =0 (h=1,...,v)
statthaben und iiberdies, falls wir aus den iibrigen » — v Funktionen
. 1, die n — v Funktionen

Uy ':"fpx;.({k (h=v+1,..,n)

bilden, diese # — v Funktionen ¥, , - .., ¥, noch linear voneinander
unabhiingig ausfallen. Wegen (21) sind #,.,, ..., ¥, LOsungen der
Differentialgleichung (25).

Nunmehr nehmen wir an, daf der zn beweisende Satz fiir alle Fille,
in denen die Anzahl der linear unabhingigen Lisungen der vorgelegten
Differentialgleichung kleiner als » ausfilllt, bereits als richtig erkannt sei;
dann folgt, daB die Differentialgleichung (25) mindestens » linear unab-
hiingige Lésungen besitzen muB; denn wiire ihre Anzahl kleiner als n,
so wiirde unser Satz, auf (25) angewandt, aussagen, daB die zu (25) ad-
jungierte Differentialgleichung (23) nur ebensoviel, gewill also nicht »
linear unabhiingige Losungen besitzen kdnnte, wie wir doch gegenwiirtig
vorausgesetzt haben. Is ist hiernach gewill moglich zu den #» — » Funk-
tionen @, ,, ..., ¥, noch » weitere Funktionen ¢, ..., ¢, hinzuzufiigen,
derart, daB die Funktionen ¢, ..., ¢, ein System von % linear unab-
hiingigen Losungen der Differentialgleichung (25) bilden.

Aus (15) folgt sofort, daB, wenn die Differentialgleichung (24) losbar
sein soll, notwendig die Integralbedingungen (26) erfiillt sein miissen.
Andererseits besitzt die inhomogene Integralgleichung (27) der allgemeinen
Theorie zufolge gewill eine Lisung, wenn die » + N Bedingungen

Z:'+1} B3

(37) S [ X (o0t (stydkdz = 0 (h=1,..., N),
(38) S [ralom)pf(stydkdz = 0 (h=1,...,v),
(39) ffx_,,(a‘r)pf'(st_)dku’x =0 (h=v+1,...,n)

bestehen. Nun sind aber wegen (35), (36) die Gleichungen (37), (38)
fiir jede Funktion f erfiillt und die Gleichungen (39) erhalten die Gestalt
(40) Jftndk =0 (h=v+1,...,0n).

Bedeutet also f eine diesen # — v Bedingungen (40) geniigende Funktion,
so gibt es gewiB eine Funktion z = ¢¥ die der Integralgleichung (27)
geniigt. Addieren wir diese Gleichung zu derjenigen, die aus (20) fiir
2z = @ entsteht, so erhalten wir

(41) Jp{L(g*) — fldk =0,

und hieraus entnehmen wir wie vorhin

Lp*) —f=epu+--+ Gt O X+ -+ + Ox Xy,
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., Uy, ..., Cy geeignete Konstante bedeuten. Setzen wir
aber diesen Ausdruck fir L(¢*) — f in (41) ein, so folgt sofort mit Riick-
sicht auf (35), (36) wegen der linearen Unabhingigkeit der » — v Funk-
tionen ¥, daf

WO Byie vy B

6p1=0,...,¢,=0

sein muB.  Wegen (34) befriedigt mithin

9= 9*— O @ — - — Cyy
die Differentialgleichung
(42) Lig)=f+ant -+

Wir wollen nun zeigen, daB die weiteren der Funktion f aufzuer-
legenden » Bedingungen

(43) Jfwdk =0 h=1,...,v)
notwendig
(44) 6="1, . iu; &,=0

zur Folge haben. Zu dem Zwecke setzen wir in (10) w =v, (h=1,...,7)
und z = ¢; dann erhalten wir wegen (42)

Jufdk + e [updk+- - +e, [u0,dk=0 (h=1,..,v)

oder
(45) i +---+a,c,=4 (h=1,...,%),
wenn zur Abkiirzung
J}‘L.-,!fr?!;———-—A,, (h=1,...,9),
fq,",,xidk = @, (hl=1, ..., v)

gesetzt. ist. Da wir nun offenbar durch geeignete Wahl der Funktion f

unter Wahrung der Bedingungen (40) den Grifen 4, beliebige Werte

erteilen kénnen und nach dem eben Bewiesenen die Gleichungen (45) fiir

alle solehen A, Losungen ¢, ..., ¢, haben, so muf die Determinante der

GriBen «,, notwendig von Null verschieden sein. Legen wir daher der

Funktion f' noch die weiteren » Bedingungen (43) auf, d. h. nehmen wir
Ay 0y vy A, =10,

so folgt aus (45) notwendig (44), d. h. wegen (42) ist ¢ eine Liosung
der Ditferentialgleichung (24).

Um den Beweis unseres Satzes zu vollenden, bleibt nur noch iibrig
zu bemerken, daB die Gleichung (25) auch nicht mehr als » linear un-
abhiingige Losungen haben kann. In der Tat, giibe es noch eine von
Py, ..., ¥, linear unabhiingige Lisung von (25), etwa v, ., so wiirde,

wie aus (15) sofort folgt, die Gleichung
it 1@l =0
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noch eine weitere notwendige Bedingung fiir die Lisbarkeit von (?4)
darstellen, was dem eben Bewiesenen widerspricht

Fiir die weitere Entwicklung unserer Theorie ist eine Bemerkung
- iiber die Beschaffenheit der Funktion f* wichtic. Wenn niimlich £ in (24)
eine nicht durchweg stetige Funktion ist, so bleiben bei geeigneten Voraus-
setzungen dennoch alle bisher angestellten Uberlegungen giiltig: es sei etwa
/ eine solche Funktion des Argumentpunktes s, ¢ anf der Kugel, die iiberall
stetig ist mit Ausnahme der Stelle s =6, =17, wo sie von der ersten
Ordnung unendlich wird. Um bei dieser Annahme den Charakter der Losung 2
der Integralgleichung (24) an der Stelle g, v festzustellen, bedenken wir, —
wie dies aus der Fredholmschen Methode der inhomogenen Integralgleichung
ersichtlich ist — daB fiir die Beurteillung des Verhaltens jener Liosung 2
von (24) das Verhalten der rechten Seite der Integralgleichung (27) den
Ausschlag geben mufl. Nun ist diese rechte Seite, wie man durch eine
leichte Untersuchung feststellen kann, bei der iiber / gemachten Annahme
eine solche Funktion des Argumentpunktes s, 7, die an der Stelle o, 7
stetig ist und deren zweite Ableitungen daselbst von der ersten Ordnung
unendlich werden; den gleichen Charakter an der Stelle ¢, ¢ zeigt also
in diesem Falle die Losung der Differentialgleichung (24).

Wir wollen dieses Ergebnis zur Konstruktion der Greenschen
Funktion des Differentialausdruckes £(z) anwenden; dabei sei der Kiirze
halber L(z) als ein sich selbst adjungierter Differentialausdruck voraus-
gesetzt.

Es sind wie im obigen Satze 44 (S. 226—227) zwei Fille zu unter-
scheiden, je nachdem die Differentialgleichung (23) stetige Lisungen besitzt
oder nicht. In letzterem Falle ist jederzeit eine geeignet gewihlte Losung
der Integralgleichung (27), wenn wir darin f = L(p) nehmen, zugleich
die Losung der Differentialgleichung

L(z) = L(p).
Bezeichnen wir diese Lisung mit ¢, so befriedigt offenbar die Funktion
G(st,or)=p—19p

die Differentialgleichung (23); G heille die Greensche Funktion des
Differentialausdruckes L(z). Aus den obigen Darlegungen iiber das Ver-
halten der Lésung ¢ an der Stelle 6, erkennen wir, daB die Greensche
Funktion (+ an der Stelle g,z gerade die logarithmische Unstetigkeit be-
sitzt, wie sie fiir die Parametrix verlangt worden ist; sie ist durch diese
Eigenschaft, sowie durch die Forderung, der Differentialgleichung (23) zu
geniigen, villig eindeutig bestimmt.
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Die Symmetrieeigenschaft der Greenschen Funktion
G (st, 67) = G (o7, si)
folgt in der iiblichen Weise!) mit Benutzung des Umstandes, daB der
Differentialausdruck M(z) nach Voraussetzung mit L(z) identisch ausfillt.
Nunmehr nehmen wir im Gegenteil an, die Differentialgleichung (23)
besitze genau » voneinander linear unabhiingige Losungen ¢, ..., ¢,;
wir denken uns dieselben derart normiert, daB die Orthogonalititsrelationen

fq',,r;-fdf."=0 (hl=15nmh+D),
Joldk=1 (h=1,...,n)
gelten. Nehmen wir dann
f(st) = L(p) — ¢, (67) gy (st) — - - - — g, (a7)g,(st),
so erfiillt f, wie aus (20) sofort zu ersehen ist, die » Bedingungen
ffrphdff:() (h=1,...,n),

und nach dem Friiheren besitzt mithin die Differentialgleichung (24) eine
Losung 2 = ¢, die an der Stelle ¢, v stetig ausfillt und deren zweite
Ableitungen daselbst von der ersten Ordnung unendlich werden. Wir

setzen nunmehr

G(stor)=p—g—[(p— Qg dk-g,— - — [(p— @)p,dk-q,;
damn erfiillt & die » Integralbedingungen
(46) [G(st, 67) g, (st)dl = 0 (h=1,...,n)
und geniigt iiberdies der Differentialgleichung
(47) L(G) =g, (6t)g,(st) +- - + @, (67) g, (s1).

G leifie die Greensche Funktion (im erweiterten Sinne) des Differential-
ausdruckes L(z). Die Greensche Funktion G besitzt an der Stelle g, 7
gerade die logarithmische Unstetigkeitsstelle, wie sie fiir die Parametrix
verlangt worden ist; sie ist durch diese Eigenschaft, sowie durch die
Forderung, der Differentialgleichung (47) und den Integralbedingungen (46)
zu geniigen, vollig eindeutig bestimmt. Auch gilt fiir sie das Symmetrie-

gesetz G(st,61) = Glar, st).

Endlich zeigt man in iiblicher Weise, daB stets vermittels der
Greenschen Funktion die Losung der Differentialgleichung (24) durch

die Formel
(48) :—=— [Gf(or)dx

1) Vgl. den Beweis dieses Symmetriegesetzes im Falle einer Variabeln, wie er
in Kapitel VII 8. 45 angedeuntet worden ist.
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geliefert wird, und zwar in dem zuletzt ertrterten Falle diejenige Losung,
die die n Orthogonalititsrelationen

(49) Jzg,dk =0 (h=1,...,n)
erfiillt.

Nachdem im Vorstehenden die Theorie der Integration der linearen
partiellen Differentialgleichung vom elliptischen Typus auf der Kugel er-
ledigt worden ist, soll nunmehr die in Kapitel I—VI und XIV dar-
gelegte Theorie der Integralgleichungen mit symmetrischem Kern und
zwar die der orthogonalen Integralgleichungen auf die lineare Differential-
gleichung

L)+ 22=0

angewandt werden, wo L(z) einen sich selbst adjungierten elliptischen
Differentialausdruck auf der Kugel bedeutet. Die Greensche Funktion
G (st, 67) dieses Differentialausdrucks I(z) wird nach dem Obigen sym-
metrisch in bezug auf den Argumentpunkt s, £ und den Parameterpunkt o, ¢
der Kugel. Unsere Theorie liefert nun, wenn wir (+(sf, 67) als Kern einer
orthogonalen Integralgleichung auf der Kugel nehmen, folgende Sitze:

Es gibt gewill einen oder beliebig viele Werte 200, 2®), . und zu-
gehorige Funktionen ¢, ¢, ... auf der Kugel, so daf
(50) e (s8) = A [G(st, o7)v (o7)dx

wird, die sogenannten Figenwerte und FEigenfunktionen des Kerns G die
letzteren besitzen die Orthogonalitiitseigenschaft.

Jede Funktion, die sich bei geeigneter Wahl der Funktion g(67) in
der Gestalt
(51) f(st) = [G(st, et)g(o7)d>
darstellen liBt, ist in eine auf Fouriersche Weise gebildete Reihe nach
den Eigenfunktionen ¢, 9@ ... entwickelbar:
(52) f= 51 P 4 Cs v+ .. £y
WO ¢, €, ... die Fourier-Koeffizienten von f in bezug auf das Orthogonal-
system ¢ 9@ ... hedeuten.

Wir stellen nunmehr die Bedeutung der Bedingung (51) fest. Hs
seien ¢, @,, ..., @, die n zueinander orthogonalen Integrale der Gleichung
L(z) =0,
dann muf wegen (46) jede in der Gestalt (51) darstellbare Funktion f

die » Bedingungen

(53) S (s0f(st)dk = 0, (h=1,...,m)

erfiillen. Umgekehrt ist jede diesen n Bedingungen geniigende mindestens
zweimal stetig differenzierbare Funktion / in der Gestalt (51) darstellbar,
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Setzen wir niimlich g = — L(f), so gentigt, wie aus (15) folgt, die Funktion ¢
den n Bedingungen

?

Itp,jgdk=0 (h=1,...,n)
und daher wird nach (48)
i =J.G(st, ar)g(et)dn
eine den Bedingungen (49) geniigende Lisung der Differentialgleichung
L(2) = g(st).
Da aber diese Gleichung nur eine diesen n Bedingungen geniigende
Losung besitzen kann, so ist genau f* = f und mithin f in der Gestalt (51)
darstellbar.  Aus (50) und (46) schliefen wir leicht, daf
Jou0dk =0
ausfiillt; mithin bilden die Funktionen
(54) Pry - Py ¥, ¥, L
ein System von Orthogonalfunktionen auf der Kugel.
Wir setzen
h=0,...,4,=0, 2'»4-122'(1)) A el
Fii1= v, @, e =91, ...
und bezeichnen die Konstanten ., i, ... als die Iligenwerte und die

n+2

Funktionen @y, ¢y, ... als dic zugehirigen Ligenfunltionen der Differential-
gleichung
(35) L(z)+ 4z=0,

da sie das volle System stetiger Losungen dieser Differentialgleichung
bilden. Nach dem Obigen ergibt sich sofort:

Satz 45, Jede mindestens zweimal sietig differenzierbare Funktion auf
der Kugel lift sich in der Fourierschen Weise in eine nach den Figen-
funktionen @y, @s, ... fortschreitende Deihe entwickeln; dic Anzahl der
Eigenwerte und der Figenfunktionen der Differentialgleichung (55) ist mithin
unendlich.

Wir gehen nun dazu iiber, das zur Differentialgleichung (55) ge-
horige Dirichletsche Variationsproblem aufzustellen und zu unter-
suchen.') Da der Differentialausdruck

L(2) =ae,,+ 2bz,+ cz,+ lz,+ mz,+ nz
als sich selbst adjungiert angenommen worden ist, so haben wir
a+b=1
b+ e,=m,

1) Vgl. die den Fall einer Variabeln betreffenden analogen Entwicklungen
in Kapitel VII, 8. 57f.
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und es gilt die Identitit
(56) #2() + () = B+ D,
WO
WA(e) =asz+ 2bz,e,+ c22— nd’

der zu ¥(z) gehorige quadratische Differentialausdruck und

B=z(as,+ bz,),

Q=z(bz,+ ¢z)
die zu ¥(z) gehorigen Nebenausdriicke heien moégen. Fiihren wir in
A(z) an Stelle von s, ¢ neue Variable s, # ein, so heille der durch
Multiplikation mit der Funktionaldeterminante

Sty — 8¢ty

entstehende Ausdruck A'(z) der transformierte Ausdruck von A(z); ferner
mogen die Ausdriicke

¥'= Pty — Qs

D’ == ﬂstsr —|— Q.’\';,
wenn man rechter Hand in P, & die neuen Variabeln s, ¢ an Stelle von
s, t einfiihrt, die transformierten Ausdriicke von B, £ heiflen. s besteht
dann die Tatsache:

Der transformierte Ausdruck (z) ist genau der zu ¥'(2)
gehorige quadratische Differentialausdruck, und die trans-
formierten Ausdriicke L', &’ sind genau die zu £'(2) gehorigen
Nebenausdriicke.

Aus der Differentialformel (56) ergibt sich durch Integration iiber
ein Gebiet G mit der Randkurve It die Integralformel

‘II.’I{ZS_IHE'\] + A(2) | dsdt =‘[l($(ft — D.ds),
() ()
und indem wir diese — entsprechend wie wir oben auf S. 222—223 beim
Beweise der Formel (15) verfahren — auf die zwei Hiilften der Vollkugel
anwenden, gelangen wir auf Grund der eben gewonnenen Tatsache zu
der Formel
J J128() + U(e) | dsdt = 0,

wo das Doppelintegral iiber beide Kugelhilften zu erstrecken ist. Setzen
wir nun — entsprechend wie ohen S. 222 bei der Definition des
Ausdruckes L(z) —

. A(z) A2
A(z) = — i —
3 Veg—F* Vg —r*
so ist, — ebenso wie oben der Ausdruck L(z) —, der quadratische

Differentialausdruck A(z) eindeutig und widerspruchslos iiberall auf der
Kugel definiert, und, wenn 2 eine Funktion des Ortes auf der Kugel be-
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deutet, so stellt 4(z) einen von der Wahl der krummlinigen Koordinaten s, ¢
unabhiingigen Wert dar. Durch Einfilhrung von L(z) und A(z) nimmt
die obige Integralformel die Gestalt an

JlaL(z) + A(2)}dk = 0,
wo das Integral iiber die Vollkugel zu erstrecken ist. Das Integral
(57) D(2) = [A(z)dk = — [z L(z)dk
heife das zu I(z) gehirige Dirichletsche Integral. Durch Variation von
(57) erhalten wir leicht mit Riicksicht auf (15)
0D () = — 2 [L(z)dzdk.
Wegen (16) ist, wenn wir noch @ > 0 annehmen, gewiB stets
ast+ 2bzz,+ c22 = 0.
Bestimmen wir sodann eine solche Konstante (7, die iiberall auf der Kugel
die Werte der Funktion

n W
Veg—f* Veg—r-
iibertrifft, so ist gewill fiir alle Funktionen
A()+ C£ =0
und folglich auch

J14() + C22)dk = [{— 2L(2) + C2*}dl: = 0.
Insbesondere ergibt sich hieraus fiir 2z — ¢, mit Riicksicht auf die

Gleichungen
L ‘pi,) T 3-;‘%,

Sk =1

L+ C=0 oder 4,=—C,

die Ungleichung

d. h. es gibt zur Differentialyleichung (55) nur eine endliche Anzahl
negativer Ligenawerte.

Wir denken uns die Eigenwerte von (55) der GriBe nach geordnet,
so daB 2, der kleinste wird und allgemein
. S g s = ..
1st. .

Das zur Differentialgleichung (55) gehirige Variationsproblem lautet
nun: man soll eine Funktion 2 auf der Kugel derart bestimmen, daB D(z)
zum Minimum wird, wihrend die Nebenbedingung

(58) J#dk =1
erfiilllt ist. Zur Liosung dieses Problems setzen wir an

2=0C P+ Pyt
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Wegen

D(z)=— [zL(2)dk
wird

D(z) = Ael+ e+

withrend die Nebenbedingung (58) die Gestalt

clg+322+... __1
erhiilt. Daraus entnehmen wir sofort den

Satz 46.  Das Minimuwm des Dirichletschen Integrals D(z) bei der

Nebenbedingung (58) ist gleich dem Kleinsten Eigenwert 2, der Differential-
gleichung (55) wnd wird fiir z = ¢, angenommen, wo @, dic zu 2, gehorige
FEigenfunktion von (55) bedeutet. Werden zu der Nebenbedingung (55) noch
die weiteren h — 1 Nebenbedingungen

[g,2dk =0, ..., [¢,_2dk=0
lanzugefiigt, so ist 4, der Minimalwert von D(z); derselbe wird fiir z = @,
ARGENOMMEN.
Als einfachstes Beispiel fiir die vorstehende Theorie kinnen die be-
reits in Kapitel VIII behandelten Kugelfunktionen dienen.

Zum Schluf dieses Abschnittes beweisen wir noch folgenden Satz,
welcher besonders fiir die Anwendungen dieser Theorie von Wichtigkeit ist.
Satz 47, Wenn die Koeffizienten des linearen Differentialausdruckes
L(z) fiir alle ivnerhall wund auf dic Grenzen des Intervalles
<<

fallenden. Werle von w regulir analytische Funktionen eines Paramelers w
sind, und wenn fiir eben diese Werte w auch stets die Ungleichung (16) gilt,
so ist allemal der h-te Figenwwert &, eine stetige Funktion von w.

Da nach den oben bewiesenen Sitzen fiir jeden besonderen Wert
u = u, stets 1, eine endliche und eindeutig bestimmte GriBe darstellt, so
kommt es nur darauf an, zu zeigen, dafl i, als Funktion von wu an der
Stelle u = u, anch stetig ausfillt. Zu dem Zwecke bezeichnen wir mit
Ly(z) den Differentialausdruck L(z) fiir g = g, und nehmen zuniichst
der Kiirze halber an, dall die Eigenwerte der Differentialgleichung

(59) Lyz2) + iz=0
simtlich positiv ausfallen, so daB die Differentialgleichung
Ly(2) =0

gewill keine stetige Lisung besitzt; es sei Gy die zu L,(2) gehorige
Greensche Iunktion, ferner p die nach der Vorschrift auf S. 224—225
konstruierte von u abhiingige Parametrix fiir L(z), und endlich bedeute
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P den aus p fiir g = u, entstehenden Ausdruck, so daB p, zugleich die
nach jener Vorschrift gebildete Parametrix fiir L, ist.

Um nun die Greensche Funktion fiir L(z) zu bilden, wenden wir
das oben 8. 232f. eingeschlagene Verfahren an, indem wir in (27) an
Stelle der dort mit p bezeichneten Parametrix den Ausdruck

pP=p+ Go— py
nehmen, der ebenfalls die Eigenschaften einer Parametrix tir L(z) besitzt.
Die so aus (27) entstehende Integralgleichung
(60) JEL(p¥)dl — z(ow) = [p*fdk
besitzt den Kern
K(st, 6t) = L(p*) = L(p) + L(G,— o)
= L(p) + Lo(Gy— m) + (& — 1) L(Go — py),
wo L einen gewissen noch vom Parameter g abhiingigen Differential-
ausdruck zweiter Ordnung bedeutet. Da (j — p, eine Funktion von
s, t; 6, t ist, deren zweite Ableitungen fiir s = 6, ¢ = 7 hichstens von der
ersten Ordnung unendlich werden, so stellt L(G,— p,) eine Funktion
dar, deren Produkt mit J/(s—7)*+ (f—r)® gewiB absolut genommen
fiir alle s, f: 6,  unterhalb einer von w unabhiingigen Schranke bleibt.
Andererseits ist, wenn wir
L(p) + Ly(Go— po) = L(p) — Lo(p) = (& — 1) L
setzen, L, ebenfalls eine Funktion, deren Produkt mit V(s — 6)+ (f — 7)*
absolut genommen gewif fiir alle s,7#; 6, 7 unterhalb einer von w unab-
hiingigen Schranke bleibt — da ja L(p) fiir s =6, f =7 nur hichstens
von der ersten Ordnung unendlich wird und Z,(p,) den Wert von L(p)
fiir w = u, bedeutet. Wegen (61) ist demnach auch
K(st, 01) = (u — uo) K (st, o1),
wo K eine Funktion ist, deren Produkt mit ¥(s — 6)*+ (f — 7)* absolut
genommen fiir alle s, ¢; 6, v unterhalb einer von @ unabhiingigen Schranke
bleibt. Infolge der letzteren Iigenschaft erkennt man, daB der aus A
gebildete dreifach zusammengesetzte Kern A K K eine stetige Funktion
von s, t; 6, 7 wird, deren absolute Werte fiir alle s, #; 6, r unterhalb einer
von w abhiingigen Schranke bleiben. Hieraus wiederum folgt, daB der
aus K gebildete dreifach zusammengesetste Kern K A K ebenfalls stetig
ist und iiberdies fiir ihn eine positive Zahl ¢ gefunden werden kann derart,
daf} die absoluten Werte von KKK fiir alle s, #; 6, v kleiner als 1 bleiben,
sobald nur u innerhalb des durch die Ungleichung
(62) =y | <

(61)

bestimmten Intervalles bleibt. Die so gefundene Tatsache bedingt, daB
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unter “dieser einschriinkenden Bedingung (62) fiir u die inhomogene
Integralgleichung
[zKdk — z(67) = F(o7)

stets nach der Neumannschen Methode losbar ist, und dafi die Lisung #
gleichmiiig fiir alle s, #; 6,z in w stetig wird, wihrend die entsprechende
homogene Integralgleichung

JzKdk — z(67) = 0

keine Lisung besitzt. Wenden wir dieses Resultat auf die Integralgleichung(60)
fiir f = L(p¥) an, so erkennen wir, dal dieselbe, falls u der Bedingung (62)
geniigt, gewill eine und nur eine Lisung ¢ besitzt, und dafi diese Losung
fiir w = u, gleichmiiBig fiir alle s, ¢; 6,7 gegen Null konvergiert — da
ja p* fiir w — wy in G, und demnach L(p*) fiir s,¢ =+ 6,7 in Null iber-
geht. Nach dem von uns befolgten Verfahren ist
G =p*— @
die Greensche Funktion von L(z), falls u der Bedingung (62) geniigt.
Hieraus folgt wegen der eben erkannten Beschaffenheit von ¢, dafB der
aus (r zweifach zusammengesetzte Kern G G gleichmiibig fiir alle s, ¢; o, T
in u stetig ausfiillt, Bilden wir daher nach Fredholm den Nenner der
Iosenden Funktion fiir die Integralgleichung
i[2GGdk - z(o7) = F(o1),
so erkennen wir, daB diese bestindig konvergente Potenzreihe in 1 iiber-
dies gleichmiibig fiir alle der Bedingung (62) geniigenden Werte von w
konvergiert. Da andererseits die Nullstellen dieser Potenzreihe siimtlich
reell, und zwar die Eigenwerte des Kerns G G sind, diese aber nichts
anderes als die Quadrate der Eigenwerte i,, 1,, ... sind, so folgt, daf
allgemein der /te Eigenwert 2,7 sich stetig in g iindert; das gleiche gilt
mithin auch von 7, solange u auf das Intervall (62) beschrinkt bleibt.
Trittt die zu Anfang dieser Beweisfiihrung gemachte Annahme, wonach
die Eigenwerte der Differentialgleichung (59) siimtlich positiv ausfallen,
nicht zu, so bezeichnen wir' mit 19 den kleinsten Eigenwert von L,(2);
sodann setzen wir
L#(z2) = L(g) +(1°—1)g,
Li*(2) = Lo(#) + (10— 1)z,
Die Eigenwerte der Difterentialgleichung

L¥z) 4+ iz =0
sind offenbar
A — 41 (h=1,2,...),
und diejenigen von
LF#(#)+ 1z =0
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sind daher simtlich > 1; folglich lifit sich unsere bisherige Betrachtung

auf den Differentialausdruck IL*(z) anwenden und lehrt, daB allgemein
Jy— 2,°4 1 und mithin auch 4, sich in der Umgebung von u, stetig
mit g #ndert.

Da gy, willkiirlich gewiihlt werden kann, so ist damit der Beweis des
aufoestellten Satzes vollstiindig erbracht.

Endlich sei noch bemerkt, daB die eben entwickelte Theorie sich
unmittelbar auf die Differentialgleichung

(63) L(2) + igz =0
itbertragen liBt, wenn ¢ eine beliebige iiberall positive (oder negative)
Funktion auf der Kugel bedeutet. s ist nimlich leicht ersichtlich, daB
der Differentialausdruck
; 1 " &
Lbe: )= —= L =
{ ) Ve (,Vq)
wiederum sich selbst adjungiert ist, und durch Einfiithrung dieses Differential-
ausdruckes erhilt die Differentialgleichung (63) die vorhin der Unter-
suchung zugrunde liegende Gestalt
L¥(z) + 42 =0.
Wir fiihren die wesentlichen Sitze iiber die Differentialgleichung (63)
hier kurz, wie folgt, an.

Satz 48.  Die Differentialgleichung (63) besitzt unendlichviele Iigen-
werte Ayy dyy - .., von denen jedoch wur cine endliche Anzahl negativ ausfillt.
Die zu diesen Eigewwerten gehivigen Figenfunktionen besitzen die Ortho-
gonalititseigenschaft

J?‘Pn‘ﬂ"”& =0 (h =+ 1),
‘fq:p,""d?.' = 1.

Jede zweimal stetiy  differenzierbare Funiction f auf der Kugel lift sich
nach den zu jenen Figenwerten gehivigen Eigenfunktionen @, @z, .. auf
Fouriersche Weise wie folgt
[=ep + capg+ - - - (¢, = [afp,dk)
entwickeln. -
Das  Mivimum des Dirichletschen Integrals D(z) bei den Neben-
bedingungen
(q2dl =1,
J'Q(plzdl‘ =0 .. ‘f‘qtp,,_lzdk =0

ast 4,3 dasselbe wird fiir 2 = @, angenommen.

Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 16
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Hingen die Koeffizienten in L(z) von einem Parameter w analytisch
ab und denken wir uns fiir jeden Wert von w die Eigenwerte 1., 4,
der Grifie nach geordnet, so ist allgemein der Ite Eigenwert i, eine stetige
Funktion von u.

Neunzehntes Kapitel.
Minkowskis Theorie von Volumen und Oberfliche.

Der folgende Abschnitt enthiilt eine Neubegriindung der Minkowski-
schen Theorie von Volumen und Oberfliche. Der Gedanke, die Kugel
der gewohnlichen Raumgeometrie als Ort der Punkte gleicher Entfernungen
von einem festen Punkte durch eine beliebige konvexe Fliche, die so-
genannte , Eichfliiche,“ zu ersetzen, bildet die Grundlage der arithmetischen
Untersuchungen Minkowkis.') Die mehr geometrische Verfolgung dieses.
Gedankens hat ihn zu dem fundamentalen Begriffe des gemischten Volumens
Viss von drei Korpern gefiihrt®), und den Kernpunkt seiner Theorie von
Volumen und Oberfliiche bildet dann die Entdeckung der Ungleichung

Vie® 2 Vin Viass

einer Ungleichung, welche lediglich quadratischen Charakter besitzt,
withrend der Beweis derselben von Minkowski aut Grund einer kubischen
Ungleichung gefiihrt wird. Die nachfolgende neue Begriindung der
Minkowskischen Theorie geschieht mittels der im vorigen Abschnitt ent-
wickelten Siitze iiher die lineare sich selbst adjungierte partielle Differential-
gleichung auf der Kugel, und inshesondere der Nachweis jener quadra-
tischen Ungleichung gelingt hierbei direkt auf Grund der Minimaleigen-
schaft des Dirichletschen Integrals. Insofern gerade allein die quadratische
Ungleichung es ist, die sich eines direkten Beweises mittels der Theorie
der linearen Differentialgleichungen filhig erweist — die kubische Un-
gleichung erscheint als leichte Folge der quadratischen —, scheint mir
die Bedeutung der Minkowskischen Entdeckung durch den hier folgenden
Beweis noch in helleres Licht gesetzt, und zugleich liefert diese Begriin-
dung der Minkowskischen Theorie von Volumen und Oberfiiiche ein gliinzen-
des Beispiel fiir die Anwendung meiner Theorie der orthogonalen Integral-
gleichungen.

Im folgenden wollen wir allgemein unter einer homogenen Funktion
vten Grades der Variabeln 2, y, # eine solche® Funktion W(z, y, 2) ver-
stehen, die fiir alle positiven Werte von p der Gleichung

W(nz, uy, wz) = w Wz, y, 2)

- 1) Vgl. meinen Vortrag auf dem internationalen Mathematiker-Kongref zun
Paris 1900, Nr. 4. Gdtt. Nachr, 1900,

2) Vgl. meine Gediichtnisrede auf Minkowski, Gott. Nachr. 1909, 8. 16—17.
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geniigt. Ist inshesondere IV eine homogene Funktion ersten Grades und
werden wieder partielle Ableitungen durch Indizes bezeichnet, so gelten

die Identitiiten

(64) W, 4y W, +2W,= W,
[ & W:'cx-[_ Yy ”.’_!f.l'+ zIIr:.t: 0’
(6:-)) | & ”r.\'y + .‘y ]lVg:‘r_J + g IV.',y = ”}

& .H;.z: + ?} -’/V‘,_,_- + 2 ”(':.' - U.
Aus den Identitiiten (65) folgt leicht
War Wy — Wyt Wy Wee — Wy.?

22 ax* 4

und hieraus entnehmen wir, wenn ¥ irgendeine andere homogene Funktion
ersten Grades in 1z, ¥, z bedeutet, die weitere Identitit
Wes Vyy —2 u’_'.-ry_l"'ff_;_‘l‘ “v_u:r Vi _”"ryg! V::_""_? .”"_u: I_'u;'_:‘{‘_“r:: I"yy

G£E

Wir setzen zur Abkiirzung

. Wy Vee — 2W . Ve + W_ Wy,
(66) (W, V) =—* 1 = ibidhoiisd
Il'.‘_' I'.}'t N 2 il';.r I’C»: + II'-:J‘J‘. }’}:
’ ¥*
WV = 2 Wy Ve Won Ve,

Es sei nunmehr im X Y Z-Raum ein konvexer Kérper gegeben, der
den Nullpunkt im Inneren enthdlt; wir bezeichnen die Entfernung des
Nullpunktes von derjenigen Tangentialebene dieses Kérpers, deren Normale
die Richtungskosinus «, f3, y besitzt, mit H(e, §, ) und denken uns die
so bestimmte Funktion H auf der Kugel mit dem Radius 1 ausgebreitet.
Wir nehmen an, daB H eine mindestens zweimal stetig differenzierbare
Funktion des Parameters auf der Kugeloberfliche sei. Die Gleichung
jener Tangentialebene ist

«X+pY+ypZ=H

oder, wenn wir

o——— B=- N y = L A

Vaityit s V't y e Vaity' et
H(z,y,2) = Vit +y + 2 H C __Y . b )
#,9,8) = Ve +y* 1 5 (1/zg+yg+__,: o i i U e

setzen, )

e X +yY + 24 = H(z, y, 2),
wo H eine homogene Funktion ersten Grades in , ¥, 2 ist. Aus dieser
Gleichung erhalten wir durch Differentiation nach z, ¥, 2z sofort die Koor-
dinaten des Beriihrungspunktes der Tangentialebene als homogene Funk-

tionen nullten Grades von z, y, 2, wie folgt:
16*
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X=1H,
¥ H,,,
Z=H;

diese Gleichungen liefern zugleich eine Parameterdarstellung der Ober-
fliche des Korpers.

Bezeichnen wir mit S ein ganz auf der oberen Hilfte 2 >0 der
Einheitskugel verlaufendes Gebiet und lassen wir in den Gleichungen

= l“’HzJ
Y=uH,
Z=uH

den Faktor p die Werte O bis 1 und @, y, 2z alle Punkte von S dureh-
laufen, so durchliuft der Punkt X, Y, 7 denjenigen Raumteil @, der durch
einen gewissen Kegel mit der Spitze im Nullpunkte aus unserem konvexen
Kérper ausgeschnitten wird. Um das Volumen von ¢ zu berechnen,
fithren wir statt der Koordinaten X, 7, Y die Variabeln

t="Y

w, §=-
ein und erhalten demn

Vo= [[[dXdYaz = ff Adudsdt,

()

(& -(.l o 1)
wo die Funktionaldeterminante den Wert
If:? H;! H: Hz} IJ‘;}? H
4= uwH,, uH,eH, =u2d| H, H,H,

)-.r’ yx?

wH,,, uH,, oH, By By Hy

besitzt. Multiplizieren wir nun in der letzten Determinante dle Elemente

r . . . s . . . 1 . .
der ersten Vertikalreihe mit * , die der zweiten mit f und addieren sie

dann zur dritten, so erhalten wir mit Riicksicht anf (64), (6D), genommen
fir W=H,

4 =u*+H(H, H, — H?),
und demnach wird bei Ausfithrung der Integration nach w

r}—- —1 ]j}f{ f! H—y” ][xyﬂ)zdsdt.

Wie eine leichte Reuhnung Aelgt-, ist fiir die Kugel bei Verwendung der
Parameter s, ¢

(67) Veg — =2,
und demnach driickt sich das Oberflichenelement dk der Einheitskugel
durch die Koordinaten s, £ wie folgt aus

dk = 2dsdi;
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wir erhalten flaher schlieflich
T’rq = l{ [H Has I[yf; ’Hm! dk

68) =
e — i [H(H, H)dk.

()
Da nun (H, H), wie aus der Definition (66) hervorgeht, iiberall auf der
Kugel wohl definiert ist, so liBt sich in (68) jetzt das Integral iiber die
ganze Oberfliche der FEinheitskugel ausdehnen, und wir erhalten das
Gesamtvolumen unseres konvexen Korpers in der Gestalt

V=1 [H(H, H)dk.
Ist & eine willkiirliche Funktion auf der Einheitskugel, so stellt
Wz, y,2) = Y&+ y* + 222(% y, 2)
eine willkiirliche homogene Funktion ersten Grades von z, y, 2 dar.
Nach (66) ist
(W, H)= (W, H.,—2W,H, + W, H),

ry.
1 . o 7 ,
- yﬁ (” ::Hxx"— 2 ” :I‘II:A’ + .H/:r.‘r}I::)J'
] r <) rd r
= (W, H, —2W, H, + W, H,),

zy

und da hier der erste Ausdruck rechter Hand iiberall auf der Kugel fiir
x =+ 0, der zweite fiir y <+ 0, der dritte fiir z < 0 definlert ist, so erkennen

wir, dafl L(R) = (W, H) ’

im Sinne der Festsetzung zu Beginn des vorigen Kapitels XVIII ein
auf der Kugel reguliirer linearer Differentialausdruck ist; derselbe ist durch
die Funktion H eindeutig bestimmt. Es gilt ferner

Satz 49, Der lineare Differentialausdruck L(Q) auf der Kugel ist
sich selbst adjungiert und von elliptischem Typus.

Um die erstere Behauptung zu beweisen, denken wir uns wie vorhin
auf einem Teilgebiet S der Kugel als krammlinige Koordinaten die Variabeln
z . Y

=

8§ =

eingefiihrt und wollen dann den zu L(£) gehirigen Differentialausdruck € ()
in den Variabeln s, ¢ aufstellen. Zu dem Zwecke bedenken wir, daf in
unserem Ausdrucke (1, H) die Differentintionen nach z, 9, # so zu ver-
stehen sind, dall dabei #, y, # drei unabhiingige Variabele sind. Nun
gewinnen wir W, H aus den £, H, indem wir diese als Funktionen der
krummlinigen Koordinaten s, { auf dem Teilgebiet S der Kugel auffassen,
durch die Formeln
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W(z, 4,2 =V + y* + £
VL4 82+ £8(s, 1),

H(z,y,2) =V2*+ y¥* + 22H
=2V1 + s+ £H(s, b),

und da hiernach

o= (VT + 84805, 1),
1

W,, == (V1 + s+ £Q(s, 8),,

”"rw — ;: (z Vl + g +_?é5‘1(": "())u:
H,= (V14 s+ EHGs 1),
1 5 -~
Hvy= 2 (.3 Vl + s+ £H(s, {))s::

H, = ‘1 (z V1 + s*+ £2H(s, t)),,
wird, so gelangen wir schlieBlich mit Riicksicht auf (67) zu dem Ergebnis
(69)  £(R) =Vey — FL(Q) = #(W, H)
—V1i+ s+ {1+ 2+ £9),, (V1 + s+ £H),,
—2(V1+ s+ 89), (V1 +s+ £H),,
+(V1+ 8+ £92), (V1 + 8+ £H),|.

Nehmen wir in dem allgemeinsten lincaren Differentialausdruck €(z)

(S. 220) — unter « irgendeine Funktion von s, £ verstanden —
a=0, b=—ea, c=q,
=0, m=0, n=70,

so sind die Bedingungen dafiir, daB €(z) sich selbst adjungiert ist, niim-

lich die Gleichungen l=a,+b,

m =0+ ¢,
erfiillt; demnach ist der Ausdruck
0,2, —2a,2,,+ @, 2,
und folglich mit Riicksicht auf eine S. 241 gemachte Bemerkung auch der
Ausdruck (69) sich selbst adjungiert; das gleiche gilt mithin nach unserer
Festsetzung auch fiir den linearen Differentialausdruck L(£) auf der Kugel.

Um ferner den elliptischen Charakter des Differentialausdruckes
L(L) zu erkennen, haben wir offenbar den Nachweis der Ungleichung

(70) B H.—H.>
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nitig. Nach den Uberlegungen, wie wir sie zu Anfang dieses Kapitels NIX
(S. 243) angestellt haben, wurden die Tangentialebenen unseres konvexen
Korpers durch die Gleichung

s X+ yY+24=H(zy,z2)
dargestellt. Dividieren wir diese Gleichung durch z und fithren dann

F [
§ = - t:J

z? z

ein, so erhilt jene Gleichung die Gestalt
sX+4+tY+ Z=H(st1),
and folglich wird
X = H:n
Y=H,
Z=H—sH —tl,

Wie wir hieraus ersehen, ist der Ubergang von der Darstellung der
Oberfliche unseres Korpers durch Punktkoordinaten, wobei Z als Funktion
der unabhiingigen Variabeln X, Y betrachtet wird, zu der Darstellung
durch Ebenenkoordinaten, wobei H als Funktion der unabhiingigen Varia-
beln s, ¢ betrachtet wird, nichts anderes als die in der Theorie der par-
tiellen Differentialgleichungen iibliche Legendresche Transformation. Die
Theorie der Legendreschen Transformation lehrt bekanntlich, daB zwischen
den Ableitungen zweiter Ordnung die Gleichung

O S
Hr” }{”— 'H;: B ZxxZyyr—Zxy"
gilt, und da wegen der Konvexitiit unserer Fliche der Nenner des Bruches
rechter Hand positiv ausfillt, so folgt das gleiche fiir die linke Seite,
und mithin gilt auch die Ungleichung (70).

Wir sind nunmehr in der Lage, die allgemeine Theorie des vorigen
Kapitels XVIII auf den linearen Differentialausdruck L(£) anzuwenden.
Was zuniichst das Integrationsproblem betrifft (vgl. den allgemeinen
S. 226—227 aufgestellten Satz 44), so bedarf es zu dessen Erledigung
vor allem der Kenntnis der folgenden wichtigen Tatsache:

Satz 50.  Jede stetige Lisung der homogenen Differentialgleichung auf
der Kugel
(1) L(L)=0
st eine lineare Kombination der drer Lisungen

=z L=y, L=¢.

Zum Beweise nehmen wir an, es sei ® eine stetige Funktion auf
der Kugel, die der Differentialgleichung (71) geniigt. Setzen wir sodann
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T ¥ &
Vat+yt+: Vatty 427 V.n*+yﬂ+z’)’
so wird v eine hemogene Funktion ersten Grades von z, y, 2z, die der
Gleichung

w(z, y, 2) = Va® + '+ P (

(w, H) =0
und daher wegen (66) auch als Funktion der drei unabhiingigen Variabeln
#, y, z den Gleichungen
I u'wH____ — 2w, H, +w,, Hw= 0,
w,, H,,— 2w, H _+ w,  H_ =0,
[ w,,H,,— 2w, H +w, H =0

geniigt. Es sel jetzt z,, ¥,, 2z, eine Stelle auf der Einheitskugel, an der
die Funktion w«, den kleinsten Wert auf der Kugel annimmt. Da w,
homogen vom nullten Grade ist, so wird dieser kleinste Wert £ zugleich
auch das Minimum der Funktion #«_ im Raume fiir die drei unabhiingigen
Variabeln z, y, 2. Wir setzen

(12)

‘-E:x_xn
iy =
§=2— 2

und entwickeln w, in eine nach Potenzen von &, w, { fortschreitende
Reihe wie folgt
(13) w,=k+ N5 8 + -3
hier bezeichne .\ die in der Entwicklung vorkommenden Glieder niedrigster
Dimension, und » sei der Girad dieses homogenen Ausdruckes N in §, 9, &:
dabei ist die Annahme gemacht, daB e, nicht konstant sei. Da w, an
der Stelle £ =0, =0, { =0 ein Minimaum haben soll, so ist N not-
wendig eine definite Form: es gilt fiir alle & », £ die Ungleichung
Ng 7 0 20.
Andererseits entwickeln wir aueh ¢ in eine nach Potenzen von & %, £
fortschreitende Reihe, wie folgt
(74) w=c+1En+ MERH+
dabei bezeichne ¢ eine Konstante, ! die homogenen linearen Glieder und
endlich M die niichst den linearen in der Entwicklung vorkommenden
Glieder niedrigster Dimension; m sei der Grad dieses homogenen Aus-
druckes M in & %, &
_ Wir bezeichnen nun die Werte der Ausdriicke
]:I:z:u H_u'y? }I::? ][y:? ]_I:,m ][.t'_u

fily § =0, =0, £ =0 d. h: 3 =2, y=21;, 2=2; bzw. mit

w, B, ¥, A &, v
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dann ergibt sich, indem wir (74) in die beiden letzten Gleichungen (72)
einfiihren, durch Beriicksichticung der Glieder niedrigster Dimension
- Mew —2M-eu+ M.y =0,
L9) M f—2M, 0+ M, a=0.

Es werde erstens angenommen, dal 3/ ein Glied mit der Variabeln &
enthiilt: alsdann lehrt der Vergleich von (73) mit (74), daB

N=M,

wird, und daraus wiederum ersehen wir, indem wir (75) nach & differen-
zieren, dal auch N denselben Gleichungen

(76) ‘\'::rc _ 23‘7:&.:& L A-\’YE_Ey =0,

(77) Neep— 2N, v+ N, =0

geniigt. Wir setzen nun

(78) N=Nt+ 2 0Lk n),

wo N, eine nicht identisch verschwindende Funktion vom »n — /-ten Grade
in & % und Z eine Funktion von g v, ¢ ist, die den Faktor ¢+' enthilt.
Indem wir diesen Ausdruck fiir N in (77) einfithren, erkennen wir, dal
auch N, der Gleichung (77) geniigen muB.
Wegen der Konvexitit der durch f1 dargestellten Fliche gelten fiir
die Konstanten «, g, 3, u, v die Ungleichungen
ay — u* >0,
aff —v* > 0;
die letztere zeigt, daB jede nicht konstante Lisung der partiellen Differential-
gleichung (77) notwendig eine indefinite Funktion d. h. eine solche Funktion
von £, 5 ist, die sowohl positive wie negative Werte annimmt. Wenn
aber N, indefinit wiire, so wire wegen (78) auch N gewiB bei geniigend
kleinen Werten von ¢ sowohl positiver, wie negativer Werte fiihig, was
dem oben festgestellten definiten Charakter von N widerspricht. Demnach
miiBte N, notwendig eine nicht verschwindende Konstante und zugleich
b=n, N=WN©

sein: Die Einsetzung dieses Wertes fiir N in (76) lehrt aber, da « + 0
ist, die Unmiglichkeit hiervon.

Es bleibt also noch die zweite Annahme zu untersuchen iibrig, daf
M nur von g n abhingt. Die Einfiihrung von M. = 0 in (75) lehrt

M.=0, M =0

d. h. : .
(79) M= Crt,
wo C eine von Null verschiedene Konstante bedeutet. Nun geniigt w
als homogene Funktion ersten Grades in z, ¥, z der Identitiit
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2w, 4+ Yyw, + 2w, = 1w
d. h.
(3'.1 + ‘E) H"_? _:“ Uh + 'rl'),w?; + Lzl + ;)10: — 2

oder unter Beriicksichtigung von (73), (74), (79)
(80) (@ +&Ek+N+--)+ @+l + 06+ )+ (5 +HE+Cy+-)
=e¢+14+COnf+-
Sammeln wir auf beiden Seiten dieser Identitiit die Glieder erster Ordnung
m gy, § so ergibt sich
& +y,C8+ ’Il;'- + 20y +8l.=1,

und wegen

et k=1, &L+l +E.=1

d. h. piEate

und folglich netesed
2=+ 1.

Durch Einfiihrung dieser Werte verwandelt sich (80) in
(F14+EE;+N+-)+ 5@, + Cf+--) + 80+ O+ ) =c+1+ Cy§+---
und wenn wir hierin die Glieder zweiten Grades auf beiden Seiten
sammeln, so wird, je nachdem der Grad # von N gleich 2 oder griBer
als 2 ausfiillt, die Gleichung
+ N+ Cpt+ Oyt = Oyt

oder die Gleichung

(-‘,Tjg + Oy = Cy§
erfiillt sein miissen. Die letztere Gleichung ist unmiglich: die erstere
ergibt

N = F Oyt
was dem definiten Charakter von N widerspricht,

Damit ist unsere urspriingliche Annahme widerlegt: in der Entwick-
lung (73) darf ein Glied N nicht auftreten, d. h. w, ist eine Konstante.
Da in gleicher Weise auch w, und . Konstanten seir miissen, so folgt,
daB 2 nichts anderes als eine lineare Kombination der drei Funktionen

z, y, # ist.
Aus dem eben Bewiesenen folgt auf Grund des in Kapitel XVIII

(8. 226—227) aufgestellten Satzes 44:
Satz H1.  Die inhomogene Differentialgleichung auf der Kugel
L(R)={,
ast dann und nwr dann losbar, wenn die gegebene Funktion [ auf der Kugel
die drei Integralbedingungen
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[fzdk =0,
Jfyak =0,
Jfzdk =0

erfiilt.
Nehmen wir in L(L) insbesondere
H=R=V2'+ y*+ &,
so wird
L(Q) = (W, R) = 5{(1 =) W, + 20y W,,+ (1 — ) W,,} (240

da, wie eine einfache Rechnung lehrt, der Ausdruck rechts hier nichts
anderes als die Summe der beiden Hauptkriimmnungsradien der durch W
gegebenen Fliche darstellt, so geht in diesem Falle unser allgemeiner Satz
in einen bekannten von A. Hurwitz!) aufgestellten und mittelst der Theorie
der Kugelfunktionen bewiesenen Satz iiber.

Dem obigen Ausdruck V (S. 245) fiir das Volumen eines konvesen
Korpers stellt Minkowski einen allgemeineren fiir das gemischte Volumen
von drei konvexen Korpern zur Seite: sind H,, H,, H, die diese Korper
bestimmenden homogenen Funktionen ersten Grades, so definiert Minkowski
das gemischte Volumen dreier Kérper durch das iiber die ganze Ein-
heitskugel zu erstreckende Integral

V(H,, Hy, Hy) = Vysy — 4 [H, (I, H))dk.

Setzen wir in Formel (15)

w=H, 2=.H,
und beriicksichtigen, daB unser Differentialausdruck
' L(Q) = (W, H,)

sich selbst adjungiert ist, so zeigt dieselbe unmittelbar die Richtigkeit,
der (Gleichung
JH(H,, Hy)dk = [Hy(H,, Hy)dk

d. h. es ist

Viss = Vas;
und da offenbar aach ) -

Viss = Vs
wird, so findet sich damit der Minkowskische Satz bestitigt, daf das
gemischte Volumen dreier Kirper bei den Permutationen derselben  seinen

Wert beibehdilt.

1) Vgl. Ann. Ec. Norm. Sup. 19 (1902), S. 404,
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Da iiberall auf der Kugel

H>0, (H,H)>0

n . H. HY . e 5 i
ausfillt, so ist auch ' ’HH eine durchweg positive Funktion, und daher

1iBt sich unsere Theorie der partiellen Differentialgleichung auf der Kugel,
wie sie in dem zum Schlusse des Kapitels XVIII S. 241—242 ausgesproche-
nen Satze 48 gipfelt, auf die Differentialgleichung

; : (H, H) :
(81) L@ +1+%5 e=0

anwenden. Aus jenem allgemeinen Satze entnehmen wir unmittelbar,
daB diese Gleichung nur endlichviele negative, dagegen unendlichviele
positive Eigenwerte hat. Nach dem vorhin Bewiesenen wissen wir ferner,
daf 2 = 0 ein dreifacher Eigenwert ist. AuBerdem sehen wir, dab

= — 1 jedenfalls ein Eigenwert jener Differentialgleichung und Q = H
eine zugehirige Eigenfunktion ist. Wir wollen nunmehr zeigen, daB

= — 1 nur ein einfacher Higenwert ist und aufler ihm keine weiteren
negativen Eigenwerte vorhanden sind. Zu dem Zwecke fiihren wir in (81)

H=R=yz+ y*+ &
(R, R)=2
erhalten wir so die speziellere Differentialgleichung
(82) Ly(R)+212=0,
WO
(83) L,(2)=(W,R)= :2 (A=) W+ 2ay W, + (1 —2Y)W,,} (¢40)
ist.

ein; wegen

Diese Differentialgleichung ist mit der Differentialgleichung der Kugel-
funktionen identisch. Bezeichnet néimlich V' eine homogene Funktion
li-ten Grades, die der Potentialgleichung
(84) Vet Foget Vig=1
geniigt, und setzen wir

V=R,

so wird

Vo= R'*"IW,, 4+ 2(h — 1)aR" W,

+{(h— 1) R34 (h — 1)(h — B)a*R*~%) W.

Addieren wir hierzu die entsprechenden Ausdriicke fiir 7, ,, V,. und be-
riicksichtigen dann die Identitiiten (G4), (65) — entsprechend dem Um-
stande, daB 1 eine homogene Funktion ersten Grades ist —, so erhalten
wir auf der Kugel wegen I = 1 die Gleichung

Vet Vot V= W= W, + Wt (h=1)(h + 2) W.
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Nun ist wegen (65) fiir R =1
. 1 - - 9 r
szz+ ﬁ?’yy + IP:: == {(l o !’2) ].Vrr_i— 2.’1:y " J:'_P}+ Ll - CIT') I"yy}f

und mithin geht wegen (83) die Potentialgleichung (84) iiber in die
Differentialgleichung

(W, R)+ (h—1)(h +2) W =0,
W=15e

oder wenn

gesetzt wird, in
L&)+ (h—1D(h+2)2 =0
Die Theorie der Kugelfunktionen lehrt, daf diese Gleichung keine anderen
auf der Kugel stetigen Lisungen zulidBt als eben jene aus den homogenen
Potentialen von den Graden
h=10,1,2...

entspringenden Funktionen £, und da die Potentialgleichung (84) genau
2h + 1 solche Lisungen /-ten Grades besitzt, so folgt, daB die Differential-
gleichung (82) allgemein fiir 4 =0, 1, 2, ... die GriBe
Ai=1(h—1)(h + 2)

als 2h + 1 fachen Eigenwert besitzt. Fiir h = 0 erhalten wir 1 = —1,
fiir h =1 ergibt sich 7 =0 als dreifacher Eigenwert, womit sich das
vorhin fiir die allgemeine Differentialgleichung (81) gefundene Resaltat
bestiitigt. Dariiber hinaus aber erkennen wir die wichtige Tatsache, daB
die spezielle Differentialgleichung (82) den Eigenwert 4 — —1 als ein-
fachen Eigenwert besitzt, und dall, von diesem Werte und 2 =0 ab-
gesehen, alle iibrigen Eigenwerte positiv ausfallen, daB inshesondere der
kleinste positive Kigenwert 4 = 2 (fiir /1 = 2) wird.

Bs ist nun leicht vermige des Satzes 47 iiber die stetige Anderung
der Bigenwerte bei stetiger Anderung eines Parameters in der Differential-
gleichung (5. 238) die eben gefundene Tatsache auf die allgemeine Diffe-
rentialgleichung (31) zu {ibertragen.

Wegen (70) hat die in ¢ quadratische Gleichung

H, ¢+2H,t+ H, =0

keine reelle Wurzel, und da das gleiche von der quadratischen Gleichung
R, B+2R {+R,—0

gilt, so besitzt auch die Gleichung

(eH,,+ (1 — R )¢+ 2(uH,, + 1 —wR, )t + uH, + (1—w)R,, =0,
wo u einen reellen auf das Intervall
(85) 0<u<l

beschriinkten Parameter bedeutet, keine reelle Wurzel 7, und demnach ist



954 Kap. XIX. Minkowskis Theorie von Volumen und Oberfliche.

(eH,.+ 1 —wR,)(eH, +1—whR)— (eH,, +1d—-wR, ) >0
d. h. die simtlichen durch die Funktionenschar
H,—uH+(1— R

dargestellten Flichen sind konvex; mithin gelten die vorhin fiir L(Q)
entwickelten Tatsachen auch fiir den Differentialausdruck
‘L;t ('Q‘) - (1V! Ijtlu-)

und fiir die Differentialgleichung
I{_.u N HH)

(86) L&)+ a5t g 0.
Die Differentialgleichung (86) geht fiir x = 0 in (82), fir g =1 in (81)
iiber. Die Differentialgleichung (82) besitzt, wie wir sahen, vom kleinsten
an der GriBe nach geordnet, die folgenden Eigenwerte

Aipm—1, =10; =0, A4,=0, =2

Die Heranziehung des vorhin genannten Satzes iiber die stetige Ande-
rung der Eigenwerte (S. 258) und die Beriicksichtigung des Umstandes,
daB 1 =0 fiir alle Werte des Parameters g genau ein dreifacher Eigen-
wert sein mub, zeigt, dafl, wihrend p das Intervall (80) durchliuft, der
fiinfte Eigenwert stets positiv bleiben muB, insbesondere aunch fiir w = 1.
Wir fassen die gefundenen Resultate, wie folgt, zusammen:
Satz 2. Die partielle Differentialgleichung (81) auf der Kugel besitzt
= — 1 als einfachen FEigenwert: die zugehorige Figenfunktion ist £ = H;
ferner ist fir sie L= 0 ein dreifacher Eigenwert: die zugehirigen Eigen-
funktionen auf der Kugel sind z, y, z: die iibrigen Figenwerte sind positiv.
Das System der Eigenfunktionen von (S1)
2=H, Ry=u1u 2=y 2=z L; 2,

bildet cin System von Funktionen, welches fiir H=1 in das System der
Kugelfunktionen iibergeht und als die Verallyemeinerung des letzteren an-
zuschen ist, wenn man im Sinne der Minkowskischen Geometrie die Kugel
durch eine belichige Lonvexe Fliche ersetzt.  Denlit man L2, £,, 24, ..,
wie wblich, orthogonal normiert, so ist jede willkiirliche zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion | anf der Kugel nach jenen Eigenfunltionen auf Fourier-
sche Weise entwickelbar wie folgt:

JF =¢ _(al + G 522 + ‘.3523 + - Yy O = ](H;_;H) f.Q.hd;n

Nunmehr sind wir imstande, diejenige fundamentale quadratische
Ungleichung zwischen den gemischten Volumina zweier Kérper abzuleiten,
die bereits in der Einleitung zu diesem Abschnitte erwihnt worden ist;
dieselbe wird uns als AusfluB der Tatsache erscheinen, daB der fiinfte
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Eigenwert 4, der Differentialgleichung (81) positiv ausfillt. In der
Tat, zufolge des am Schlusse des Abschnittes XVIII aufgestellten all-
gemeinen Satzes ist i; das Minimum des Dirichletschen Integrales

D(R) = — [H(W, W)dk

bei den Nebenbedingungen

(87) fH'HH 'k =1,
(88) J.(H, H)Qdl: =0,
L /"@;-ﬁ?' 2Qdk — 0,
(89) f B yQar =0,
JKH'HH) cQdk = 0.

Es sei nun G eine beliebige homogene Funktion ersten Grades, die auf
der Kugel, fiir £ eingesetzt, der Bedingung (88) geniigt. Die durch &
bestimmte Funktion auf der Kugel bezeichnen wir mit I Wir wihlen
dann die drei Konstanten a, b, ¢ derart, daB die Funktion

(90) Q=TI++ar+ by +ecz

auf der Kugel die drei Bedingungen (89) erfiillt. Dies ist gewill mdg-
lich, da im entgegengesetzten Falle solche Konstante a, b, ¢, die nicht
samtlich Null sind, existieren miiten, daB die lineare Verbindung
ax + by + cz fir Q eingesetzt die drei Bedingungen (89) erfiillt; dann
aber wiire als Folge davon, wie man sofort sieht, auch

j(H‘HH) (az + by + e2)*dk =0,

und dies ist nicht der Fall, da der Integrand positiv ausfillt.
Wegen
J(H, H) (az + by + cz)dk = [H(H, az + by + cz)dk =0

erfiillt die in (90) dargestellte Funktion © auch die Bedingung (88). Ist
nun die Funktion £ nicht identisch fiir alle Punkte der Kugel Null, —
was nur miglich ist, wenn G einer linearen Kombination von z, y, 2
gleich wird — so konnen wir sie mit einer Konstanten derart multi-
pliziert denken, dall auch die Bedingung (87) erfiillt wird,. Wegen 4; > 0
folgt alsdann D(L) > 0. Da aber

D(R) = —_]'HI:G +azr+by+cz, G+ az + by + cz)dk
= — [H(G, G)dk
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wird, so gelangen wir zu dem Ergebnis: es gilt stets die Ungleichung

(91) JH(G, G)ak <0,

wenn (v eine beliebige homogene Funktion ersten Grades bedeutet, fiir die
fG(H, H)ydk =0

ausfillt, und dabei gilt in jener Ungleichung (91) das Gleichheitszeichen

nur, wenn ( eine lineare Verbindung der drei Funktionen z, y, z ist.
Aus dieser Tatsache entnehmen wir, indem wir G — H — F' setzen,

unmittelbar das weitere Ergebnis: es gilt stets die Ungleichung

(92) J H(H, H)dk > [ H(F, F)dk,
wenn I’ eine beliebige homogene Funktion ersten Grades bedeutet, fiir die
[H(H, H)dk = [F(H, H)dk

ausfiillt, und dabei gilt in jener Ungleichung (92) das Gleichheitszeichen
nur, wenn drei Konstanten a, b, ¢ existieren, derart daf

(93) F=H-+ az + by + cz

wird.

Die Formeln fiir die Punktkoordinaten X, Y, Z der Fliche, wie sie
zu Anfang dieses Abschnittes S. 244 aufgestellt worden sind, lehren, daB,
wenn zwel zu konvexen Korpern gehorige Funktionen F, H durch eine
Relation der Gestalt (93) mit einander verbunden sind, der eine Korper
durch eine bloBe Parallelverschiebung aus dem anderen Korper hervor-
gegangen ist. Verstehen wir daher unter /7 eine zu einem konvexen
Korper gehorige homogene Funktion ersten Grades, wie es H ist, so
spricht sich das vorhin gefundene Resultat auch wie folgt aus: Wenn
fiir zwei konvexe Korper, die durch A, F' bestimmt sind,

(94) V(H, H, H) =V (H, H, F)
ist, so gilt stets die Ungleichung
(95) V(H, H, H)> V(H, F, ),

und hier hat das Gleichheitszeichen nur statt, wenn der eine Korper durch
eine bloBe Parallelverschiebung aus dem anderen Kirper hervorgegangen ist.
Nunmehr seien irgend zwei konvexe Kirper vorgelegt; die zu ihnen
gehorigen Funktionen seien FI, G. Wegen G >0 ist die Konstante
V(Hd, H, G) = -ka(H, H)dk
positiv und folglich anch die Funktion
F{H; H, H)
F=vyan et
Der durch I definierte Korper geht aus dem durch G definierten Korper,
wie man sieht, durch eine Ahnlichkeitstransformation hervor. Da auBer-
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dem I” offenbar die Bedingung (94) erfiillt, so folgt aus dem Vorigen
die Giltigkeit der Ungleichung (95), d. h. es ist

: (v -
Vi, B> (i a) VG 6)
oder
(96) V(H, H G > V(H, B, H)V(H, G, G).

Es gilt mithin der folgende Satz, der den Kernpunkt der Minkowskischen
Theorie von Volumen und Oberfliche ausmacht.

Fiir zwei konvexe Korper besteht stets die quadratische Ungleichung (96),
wobei das Gleichheitszeichen nur dann stalt hat, wenn der eine Korper aus
dem anderen  durch Parallelverschicbung und —Ahnlichkeitstransformation
hervorgeht.

Durch Vertauschung der beiden Koérper folgt aus (96) die Ungleichung
97) V(H, G,G? = V(G, G, ) V(H, H, G).

Durch Quadrieren von (96) und Multiplikation mit (97) folgt nach Fort-
hebung des positiven Faktors V(H, G, G)*V(H, H, G) die Ungleichung
(9%) V(H, H,G)*> V(H, H, HFV(G, G, G);

d. h. es gilt der Satz:

Fliir zwei Lonvexe Korper besteht stets die kubische Ungleichung (98),
wobet das Gleichheitszeichen nur dann statt hat, wenn der eine Kirper aus
dem anderen durch Parallelverschicbung wnd — Almlichkeitstransformation
hervorgeldt.

Ist wie frither

R=VFTPTH,
so stellt H/ + ¢ R eine Parallelfliche zu dem durch H definierten Korper
im Abstande & dar. Da nun offenbar die Oberfliche O des durch H
definierten Korpers
0=, V(IH+e¢R H+4-¢R H+ ¢ R)— V(H H, H)
=0 £
wird, so erhalten wir
O=3V(H H R)=} [(H, H)dk.
Andererseits ist
V(H, R, R) =} [Hdk
=1 [ (R, H)dk

= f{ +Og (I;m

=s-.—j(‘ +,.)do,

wenn g, 0, die Hauptkriimmungsradien der durch H definierten Fliche
and do deren Oberflichenelement bedeutet; wir setzen
Math. Monogr, 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 17
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M= LJ(; +)do

und bezeichnen dieses Integral als das Integral der mittleren Kriimmung
und des konvexen Korpers.

Nehmen wir in den Ungleichungen (96), (97), (98) G = R und
nennen J das Volumen des Korpers, so erhalten wir

[ 0*=3VD,
99 .

(99) | 2> 4z0,
(100) 0° > 36z 1,

und in diesen Ungleichungen gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn der
konvexe Korper aus der Einheitskugel durch Parallelverschiebung und
Ahnlichkeitstransformation hervorgegangen ist, d. h. wenn er selbst eine
Kugel ist. Hiernach driicken die Ungleichungen (99), (100) gewisse leicht
zu formulierende charakteristische Minimaleigenschaften der Kugel aus.
Die Minkowskischen Ungleichungen (96), (98) sind hiernach Verall-
gemeinerungen solcher Eigenschaften, wie sie in einer Minkowskischen
Geometrie gelten, wo statt der Kugel eine beliebige konvexe Fliche als
Eichfliche genommen ist.

Zwanzigstes Kapitel.

Anwendung auf ein Problem der Theorie der automorphen
Funktionen,

In diesem Abschnitte will ich kurz an einem speziellen Beispiele
zeigen, wie die orthogonalen Integralgleichungen auch in der Theorie der
automorphen Funktionen erfolgreiche Anwendung finden kénnen.

Die niichstliegende Verallgemeinerung der elliptischen Modulfunktion
ist die einfachste automorphe Funktion mit reellen Substitutionen, die
vier gegebene reelle Werte oo, a, b, ¢ ausliBt. Die Aufgabe, diese zu
konstruieren, fiilhrt zu der allgemeineren, in der linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit den vier singuliren Stellen oo, a, b, ¢

¢ e (10— G0N (0 BY {2 e )
W) &) +erny=0, [PmEEobE—)
den Parameter 4 so zu bestimmen, dall der Quotient zweier partilulirer
Losungen bei den Umliufen der komplexen Variabeln x um die singuliiren
Punkte stets Substitutionen mit reellen Koeffizienten erfiihrt.

Wir konstruieren nun diejenigen Potenzreihen, die bzw. nach Potenzen
von 2 — a, & — b, © — ¢ fortschreiten, fiir x = a, = b, 2 = ¢ den Wert 1
annehmen und in der Umgebung dieser Stellen reguliire analytische
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Losungen der Differentialgleichung (101) darstellen. Diese Potenzreihen
sind, wie die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung lehrt, durch jene Forderungen eindeutig bestimmt; sie mgen bzw.
mit ¥,, ¥,, ¥, bezeichnet werden. Die anderen Losungen der Differential-
gleichungen sind dann in der Umgebung jener Stellen # =a, 2 =0, 2 = ¢
bzw. in der Gestalt

Ay, log (z —a) + P, (z — a),

By, log (x —b) + B, (z — b),

Cy.log (¢ —¢) + ¥.(z —¢)
darstellbar, wo A, B, C Konstante sind und ¥,, %,, B, Potenzreihen
mit reellen Koeffizienten bedeuten. Hieraus folgt, daB insbesondere die
Losung y,, wenn wir # von ¢ bis b zunehmen lassen, in der Nihe von
b fiir << b die Darstellung
(102) Ya= By, log (b — &) + Rz —})
gestattet, wo f eine bestimmte Konstante, Q. eine Potenzreihe mit reellen
Koeffizienten bedeutet und der Logarithmus reell zu nehmen ist. Nun-
mehr setzen wir die Lésung y, reell iitber den Punkt b hinaus in der
Weise fort, dab wir fiir x > D unter y, diejenige Ldsung verstehen, die
in der Nithe des Punktes b durch die Formel

Y= By, log (z — b) + Q(x —-b)

gegeben ist. Sodann stellen wir die Frage, ob der Parameter 2 in der
Differentialgleichung (101) sich so bestimmen LiBt, dab fiir denselben die
in Rede stehende Losung y,, wenn 2 von b aus in den Punkt ¢ hinein-
wandert, dort endlich bleibt d. h. bis auf einen konstanten Faktor mit y,
iibereinstimmt.

Ehe wir diese Frage untersuchen, wollen wir ihre Bedeutung fiir das
vorhin gestellte, die recllen Substitutionen betreffende Problem feststellen.
Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei 4 = 4, ein Parameterwert, fiir den
die Losung y, die obengenannte KEigenschaft besitzt; diese Losung y,
die wir nunmehr kurz mit y bezeichnen wollen, hat dann die folgenden
Eigenschaften: sie ist eine reelle stetige Funktion innerhalb des Intervalles

alz<ec
einschlieBlich der Grenzen, mit Ausnahme des Punktes # = b, in dessen
Niihe sie sich in der Gestalt
(103) y =By log 2—b + Dy(r — )
darstellen liBt. Hierbei ist die Konstante 3 gewifl nicht Null. Denn in
diesem Ialle wire y als Funktion der komplexen Variabeln # in den
Punkten a, b, ¢ regulir analytisch und kénnte daher auch nicht im Un-

endlichfernen logarithmisch singuliir sein; mit Riicksicht hierauf ergibt
17*
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sich aber aus der Differentialgleichung, daf fiir y im Unendlichfernen die
Entwicklung c T r
y=2+%(;) (C'+ 0)
gilt, d. h. y hitte den unendlichfernen Punkt zur Nullstelle und wiire
demnach iiberall gleich der Konstanten Null, was nicht angeht.

Neben dieser Lisung y betrachten wir nun die bei # =15 regulire
Losung y,, die nach dem eben Bewiesenen gewil von Cy, wo O eine
Konstante ist, verschieden ausfillt; lassen wir # von b nach @ wandern,
so wird in der Umgebung von # =a

(104) y,= ey log (z — a) + 2, (z — a) (> a),
wenn andererseits # auf den Punkt ¢ zu geht, haben wir
Yp=7*y.log (¢ — 2) + X, (x —¢) (z <),

oder da y, bis auf eine Konstante mit y {ibereinstimmen muB,
Y= 7y log (¢ — 2) + 1 (z — ¢).
Nunmehr untersuchen wir den Quotienten
oy ¥
72(“‘:) o i,
an einer zwischen @ und b gelegenen Stelle  als Funktion der komplexen

-

Variabeln #: es zeigt sich dann, dafll die analytische Funktion »(z) beim
Umlauf der Variabeln z um eine jede der Stellen a, b, ¢ stets eine lineare
Substitution mit reellen Koeffizienten erfihrt. In der Tat, bezeichnen
wir mit S, das Ergebnis des Umlaufes um den Punkt a, so wird

Say = y;
iiberdies ist wegen (104)

Sty = Yp+ 2izay
und folglich

%
1—2xany
Bezeichnet ferner S, das Ergebnis des Umlaufes um den Punkt b, so wird
wegen (102)

S,y =

Sy =y + 2izfy,;
iiberdies ist

Sy¥s= Yy
S, =n+ 2=xap.

Nun lassen wir y von d aus einen Halbumlauf in positivem Sinne um b
machen bis zu einem zwischen b und ¢ gelegenen Punkte e, dann einen

und folglich
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vollen Umlauf in positivem Sinne um ¢ und alsdann einen Halbumlauf
in negativem Sinne um b zum Punkte ¢ zuriick: dabei verwandelt sich
der Reihe nach y in

Yy + inpy,,

y+ixp(y,+ 2izyy) = (1 —22°Bp)y + iz By,

(1 —22°8y) (y — i7By,) + ix By,

= (1 —2a%Bp)y + 212°Bypy,.

Bei derselben Wanderung der Variabeln z wird aus y, der Reihe nach

Yos
Yo 1 2iz Y,
Yot 2iay(y — izfy,) = 2ixyy + (1 + 22°By)y,
und folglich wird, wenn wir mit S, das Ergebnis des Umlaufes um ¢

bezeichnen: .
(1 —2a*fy)y 4 2x'p%y

— 2myn+ (1 27%fy)

Wie wir sehen, haben die siimtlichen drei Substitutionen S, S,, S, reelle
Koeffizienten, und wir kiinnen auch leicht schliefien, dafl umgekehrt dieser
Umstand, wonach der Quotient zweier Partikularlosungen der Differential-
gleichung (101) beim Umlauf der Variabeln um die singuliren Stellen
Substitutionen mit reellen Koeffizienten erfilirt, nur dann eintritt, wenn
eine Liosung von den Eigenschaften wie y — Endlichkeit in @, ¢ und
logarithmisches Verhalten gemif (103) in & — vorhanden ist.

Um nun die Frage nach der Existenz der Funktion y in Angriff
zu nehmen, beweisen wir zuniichst, daB es gewisse Werte von 1 gibt, fiir
die die Losung y, der Differentialgleichung (101) nach ihrer reellen Fort-
setzung gemidfy (103) iiber b hinaus im Punkte ¢ endlich bleibt, Wir
beweisen erstens, dall dieses Verhalten gewill nicht fiir jeden Wert
von % stattfindet. In der Tat, nehmen wir dies an und bestimmen wir
alsdann einen Wert von A, fiir den y, im Punkte b endlich bleibt —
nach den Darlegungen des zweiten Abschnittes S. 55 am Beispiel der
Kugelfunktion gibt es solcher Werte 4 notwendig unendlich viele — so
wiirde fiir einen Wert von 1 die Losung y, in allen Punkten «, , ¢ endlich
sein, was nach dem vorhin Bewiesenen nicht zutreffen kann.

Es sei 2 =2 (> —¢) ein Wert von der Art, dafl y,, iiber & hinaus
gemiB (103) fortgesetzt, in ¢ nicht endlich bleibt: dann bleibt auch y,,
iiber b hinaus gemif (103) fortgesetzt, nicht endlich. Aus dem Umstande,
daB y,, y, Losungen der Differentialgleichung

. 1 1)
L=, b3 +@+0y=0

sind, folgt leicht die Konstanz des Ausdruckes

S =
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v dy- dy,
N=p (y“ dx — Y d{b)

im ganzen Intervall ¢ bis ¢. Da aber als Folge unserer Annahme iiber x

der Quotient g_;d- nicht konstant ist, so fillt die Konstante N von Null

/

verschieden aus. Setzen wir nun

G(z, §) = N Yl 2)y.(8) (z£8),
1
=« ¥.(8)y:(%) (@ > §),
so wird
rd G F 67 _ =1
(£J{)|—{"'r‘ix=.;'+:-_“s£;0 —{Ix‘/x-_-.ffs— }J(E}’

und folglich ist G{x &) die Greensche Funktion des Differentialaus-
druckes L(y), wenn man als Randbedingungen das Endlichbleiben in a
und ¢ und reelle Fortsetzung iiber & hinweg gemil (103) verlangt.

Nehmen wir (7(z, ) als Kern einer Integralgleichung zweiter Art,
so fithrt die Anwendung meiner Theorie der orthogonalen Integral-
gleichungen zu dem Satze:

Satz b3. Ls gibt unendlich viele Werte . (die Eigenwerte des Problems),
so dafs die Differentialgleichung (101) eine Lisung (die zugehirige Eigen-
funktion) besitzt, die bei reeller Fortsetzung iiber den Punkt b hinweyg in den
Punkten a wnd ¢ endlich beibt; fir eben diese Werte 1 ist der Quotient
ziwveier  Lisungen der  Differentialgleichung eine analytische Funktion, die
beim Umlanf der Variabeln = wm die singuliren Stellen der Differential-
gleichung Substitutioncn mit veellen Koeffizienten erfilit.

Die Kennzeichnung der unendlichvielen Eigenfunktionen durch
Oszillationseigenschaften, sowie den Zusammenhang mit dem Problem der
konformen Abbildung der nullwinkligen Kreishogenvierecke mit Orthogonal-
kreis hat F. Klein') untersucht.

Einundzwanzigstes Kapitel.

Eine zweiparametrige Randwertaufgabe (Kleins Oszillations-
theorem).

Bei allen bisherigen Anwendungen der Theorie der orthogonalen
und polaren Integralgleichungen handelte es sich um Randwertaufgaben
tiir gewihnliche oder partielle Differentialgleichungen, wobei jedesmal ein
Parameter 1, sei es in der Differentialgleichung selbst, sei es in der Rand-
bedingung als zu bestimmende Grofe anftrat. Im folgenden mochte ich

1) Math. Ann. Bd. 64 (1907), 8. 175,
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an einem Beispiel zeigen, wie auch im Falle zweiler zu bestimmender
Parameter 4, w die Theorie sich als anwendbar erweist.
Es seien fiir y als Funktion von 2 und fiir 5 als Funktion von &

zwei gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung vorgelegt von
der Gestalt

dy
(105 (2 32) Aa 4+ ub)y =0 &4 G
' ) e + (ha + ub)y = (2, S 2 £ &),
d (:r :,!; ) _
'(1”6) T dE == —(da + up)y =20 B <E<E),

worin p, a, b Funktionen der unabhiingigen Variabeln # und =z, «, g
Funktionen der unabhiingigen Variabeln & bedeuten; diese Funktionen
mogen simtlich der Kiirze halber als reguliir analytisch angenommen
werden, und die Funktionen p, ¢; x, « mogen iiberdies die Bedingungen
erfiillen:
(107) P(@)>0, a@)>0 (0, < v <),
(108) 2(®) >0, «)>0 & <E<E).
Alsdann multiplizieren wir die Differentialgleichung (105) mit e% und
{106) mit ay; durch Addition erhalten wir fiir die Funktion

#(z, &) = y(«)n (&)
die partielle Differentialgleichung
(109) w(ps,),+ a(xzy); + u(eb — af)s = 0;
dieselbe ist wegen (107), (108) von elliptischem Typus und iiberdies, wie
man leicht erkennt, sich selbst adjungiert. Da das zu dem Differential-
ausdruck
(110) «(pz,), + a(wzy);

gehirige Dirichletsche Integral

J.J'(apz_f + amz)drdE

nur positiver Werte fihig ist, so besitzt auch die Greensche Funktion
zu (110) definiten Charakter. Endlich ist

eh—af =0
nur fiir eine endliche Anzahl analytischer Kurven erfiillt — es sei denn, daB
(111) b(z) = Ca(x), B(&) = Cu(k)

ausfillt, wo C eine geeignete Konstante bedeutet; dieser Fall (111) ist
aber auszuschlieBen, da ja alsdann die beiden urspriinglichen Differential-
gleichungen (105), (10G) nur die eine Verbindung 4 4+ Cu der beiden
Parameter enthielten.
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Wie diese Uberlegungen zeigen, erfiillt die partielle Differential-
gleichung (109), in der der lineare Parameter w auftritt, alle Voraus-
setzungen fiir die Giiltigkeit des Satzes, den ich in Kap. XXI, 8. 206
ausgesprochen habe. Diesem Satze zufolge besitzt die partielle Diffe-
rentialgleichung (109) fiir unendlich viele Werte des Parameters u, die

Eigenwerte, u,, w,, ... LOsungen, die zugehdrigen Eigenfunktionen z,
Zy, ..., deren jede innerhalb des durch die Ungleichungen

- n<rLx

112) 1 s=S¥¥u=—m g

o L<EZE

bestimmten Rechteckes stetig ist und auf den Seiten dieses Rechteckes
verschwindet; nach diesen Eigenfunktionen ist die Entwicklung einer will-
kiirlichen (gewissen Voraunssetzungen unterworfenen) Funktion in diesem
Rechteck auf die Fouriersche Weise miglich.

Ich betrachte nun die gewdhnliche Differentialgleichung

dy
d (p _ d;)
dx
die aus (105) entsteht, wenn darin fir w der besondere Eigenwert u,
von (109) eingesetzt wird. Da hierin p(x) und a(x) nach der Voraus-
setzung (107) positive Funktionen sind, so folgt auf Grund meiner Theorie
der orthogonalen Integralgleichungen, dal (113) unendlich viele positive
Eigenwerte und zugehorige Eigenfunktionen

A =Lk At

y(@) =y."=), %"@) ...

besitzt, wenn wir als Randbedingung das Verschwinden fiir # = 2, und
& = x, nehmen. Entwickeln wir insbesondere die zu g, gehorige Eigen-
funktion z, der partiellen Differentialgleichung (109), indem wir sie als
Funktion von z betrachten, anf Fouriersche Weise nach den Funktionenm
" ™, ..., so ergibt sich

(113) + w,by + lay =0,

(114)

(115) 2,2, &) = m (@) 5, "(2) + 1,0 )"(2) + -,
wo allgemein

{.l 16) ‘ra‘m(ﬁ)(‘g) =J‘atx)£h (JL", g) ym{k) (‘T} dw

ist. -

_ Wir setzen nun zur Abkiirzung

lfy
d(p )
I0(y) = (d;‘“' — by,

€
/IUJ)(?‘}) = dg = !lﬁﬂir
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dann ist die linke Seite der partiellen Differentialgleichung (109), ge-
nommen fiir ¢ = yu,, identisch mit dem Ausdrucke
al(2) + aA4®(2);
da z, eine Losung von (109) ist, so haben wir
«L®(2,) + a 4% (z,) =0

und, wemn wir mit »," multiplizieren und zwischen den Grenzen z,
und @, nach  integrieren

iy 2y
JuL"’)(z,,)ymf"’c?x <L /a AN (2)y,Mdx = 0.
Ty xry

Wenden wir hier auf das erste Integral die Greensche Formel an und
fithren wir sodann mittelst (116) die Funktion 7, der Variabeln £ ein,
so erhalten wir

Ty Tg
« [LO(y, @e,dz + _/1(”)( J az, ymf”‘d;z) =
2,7 xy .
oder, indem wir berficksichtigen, daf
(IITJ L(}‘)(yﬂlh) + )'H'l(ET H'I{}‘} = 0
wird, und alsdann vermittelst (116) die Funktion #, " der Variabeln &
einfithren,
(118) AN (™) 4+ «d 5, = 0.
Da wegen (116) #,%(E) eine fiir £=E und §=§ verschwindende
Funktion ist, so wird das Produkt

1, (E) 4, ()
eine auf den Kanten unseres Rechteckes (112) in der z — &-Ebene ver-
schwindende Funktion; dieselbe geniigt, wie aus (117), (118) unmittelbar
folgt, der partiellen Differentialgleichung (109) fiir u = u,. Andererseits
besitzt diese Differentialgleichung gewill nur eine endliche Anzahl linear
unabhiingiger Losungen, niimlich die zu w, gehdrigen Eigenfunktionen;
mithin diirfen unter den Funktionen zweier Variabeln «, &

A AL AL

gewi nur eine endliche Anzahl linear voneinander unabhingiger Funk-
tionen vorkommen. Da aber unter den Funktionen der Variabeln x

A AR
gewill keine lineare Abhiingigkeit statt hat, so folgt, daB nur eine end-
liche Anzahl von Funktionen der Variabeln £ in der Reihe

7i1‘“; ’is{#}s ces

von Null verschieden ist, und die Gleichung (115) zeigt mithin, daf eine
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jede zu 1, gehorige Eigenfunktion z, der partiellen Ditferentialgleichung (109)
sich durch eine endliche Summe von Produkten der Gestalt

" (E)y" (x)

darstellen liflt, wo jedes einzelne Produkt ebenfalls eine zu u, gehirige
Eigenfunktion jener partiellen Differentialgleichung (113) ist. Wir denken
uns nun in solcher Weise alle zu u, gehdrigen Eigenfunktionen von (109)
durch Produkte dargestellt und alsdann aus den siimtlichen auftretenden
Produkten solche ausgewiihlt, die voneinander linear unabhingig sind
und durch die die iibrigen Produkte sich linear ausdriicken lassen; die
so ausgewihlten Produkte bilden nach dem eben Bewiesenen offenbar ein
volles System von Eigenfunktionen der partiellen Differentialgleichung (109)
fir den Eigenwert u,.

Die wesentlichsten der bisher gefundenen Resultate fassen wir wie
folgt zusammen:

Satz D4 Ist ein System von ziwei gewihnlichen Difjeventialgleichungen
von der Gestall (10D), (106) vorgelegt, fiir dic dic Bedingungen (107), (108)
erfiillt sind, und treten in denselben die zwei Parameler 2, w nicht blof3 in der
Verbinduny 2+ Cu auf — unler ' eine Konstante verstanden, — so
existieren unendlichviele Paare von Werten i, w, fiir welche die Differential-
gleichungen  solche simultane Lisungen vy, (x). n,(8) halen, daff y,(z) an
den Enden wnd nicht iiberall im Inneren des Ditervalles xyx, und cbenso
(&) an den Enden und wicht iiberall im Invern des Intervalles & &, ver-
sehucindet.  Lotme wedllidivliche (gewissen Voraussetzungen wnterworfene) Funktion
der Variabeln x, & ist in Fowrierscher Weise in eine nach den Produlten
y,(2), () fortselveitende Reihe entwickelbar.

Ist noch die Bedingung erfiillt, daf die Funktion ¢l — a3 innerhalb
und auf dem Rande des Rechteckes nirgends verschwindet, so bedarf es
zur Behandlung der partiellen Differentialgleichung (109) nur der Theorie
der orthogonalen Integralgleichungen, und es ergibt sich dann, daB
jede zweimal stetig differenzierbare Funktion der Variabeln #, & in Fourier-
scher Weise nach den Produkten der Losungen der simultanen Differential-
gleichungen (105), (106) entwickelbar ist.

Wir betrachten zum SchluB als Beispiel die Lamésche Differential-
gleichung

ey 0 1. 1 \dy At4+ R B
ae T2 (t_»l il was gy - i ey sy L

Wie die Anwendung unseres Theorems zeigt, lassen sich hierin die Para-
meter A, B auf unendlichviele Weisen so bestimmen, daB die Differential-
gleichung eine Lisung y besitzt, die an den Endpunkten eines gegebenen
Intervalles #,¢, verschwindet und zugleich eine solche, die an den End-
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punkten eines anderen Intervalles r, 7, verschwindet — ein Resultat,
welches, wie wir sehen, im engsten Zusammenhange mit der Aussage des
Kleinschen Oszillationstheorems steht. — Dabel sind die Intervalle ¢, 4,
und 7,7, nur der Binschrinkung unterworfen, dab sie einander ausschliefen
und keinen der Punkte e, ¢,, e, enthalten; dagegen ist es fiir die Giiltig-
keit meines Theorems nicht nitig anzunehmen, daB die Intervalle durch
einen der Punkte ¢, ¢,, ¢; getrennt sind. Um dies einzusehen, nehmen
wir etwa
<<l <h<ny<

an, wihlen dann einen zwischen #, und r, gelegenen Punkt a und setzen
einmal

t=a—x (B,=a—1t;, z,—=a—t)
und andererseits

t=a+& (=71—a E=r1,—a).
Nehmen wir endlich

A=4, w=ad+ B,

so entstehen aus der Laméschen Gleichung die folgenden:

du
{f (p“rl'?;) Az —u

e 0, (7 L2 <)
In
dp
1 A i
= ) (B <ESE)

Wwo

p=VYa—z—¢)la—z—e)(a—2—e,),

z=V(@+E—e)a+E—e)(a+E—g)
gesetzt ist. Da 2 und & in ihren Intervallen z 2, bzw. £, stets positiv
bleiben, so sind die Bedingungen unseres Theorems erfiillt und damit die
Existenz unendlich vieler Parameterpaare A, B von der verlangten Be-
schaffenheit erwiesen.

Zweiundzwanzigstes Kapitel
Begriindung der kinetischen Gastheorie.

In alten bisher erorterten Anwendungen der Theorie der Integral-

gleichungen — sei es auf analytische oder geometrische Probleme oder
im (ebiete der theoretischen Physik — war es stets eine gewdhnliche

oder partielle Differentialgleichung oder ein System von solchen Differential-
gleichungen, das uns bei der Aufstellung der Integralgleichung zur Ver-
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mittelung diente. Im folgenden mache ich eine neue direkte Anwen-
dung der Theorie der linearen Integralgleichungen, indem ich zeige, daB
es eine gewisse lineare Integralgleichung zweiter Art mit sym-
metrischem Kern ist, die die mathematische Grundlage der
kinetischen Gastheorie hildet und ohne deren Erforschung nach
den modernen Methoden der Integralgleichungstheorie eine
systematische Begriindung der Gastheorie unmoglich ist.

Wir fithren zuniichst folgende Bezeichnungen und Annahmen ein. Es
seien z, y, z die rechtwinkligen Raumkoordinaten und ¢ die Zeit; & #, £
seien die Geschwindigkeitskomponenten der Molekiile; die Molekiile seien
Kugeln vom Durchmesser 6. Zur Abkiirzung werde ferner das Volumen-
element im 2yz-Raume mit

do=dzxdydz

und das Volumenelement in £y¢-Raume mit
do = dgdyd

bezeichnet. Den gesamten Zustand des Gases sehen wir als gegeben an
durch die Funktion I’ der sieben Argumente & #, & #, y, 2, f, wobei die
Bedeutung dieser Funktion die ist, daB

Fdodo
die Anzabl der Molekiile angibt, deren Mittelpunktskoordinaten zur Zeit ¢ bzw.

zwischen z und = + dx
» ¥y » Y+ dy
. z , #Z4+dz

und deren Geschwindigkeitskomponenten zugleich bzw.

zwischen & und & 4 d&
»o Mo Wty

£ 5, §4dE
liegen oder kurz, die zur Zeit £ in do und deren Geschwindigkeitspunkte
& %, £ In do fallen. Wir nennen diese Funktion I die Maxwellsche
Fundamentalfunktion.

»”

Es seien ferner 1, 1, 3 die Koordinaten eines Punktes der Einheitskugel

EE+1J2+52=1 (1}

und d8 das Oberflichenelement dieser Einheitskugel. Bringen wir nun

zwei Molekiile mit den Geschwindigkeiten & 9, ¢ und &, %, § zum Zu-

sammensto derart, dal im Moment ihrer Beriihrung die Richtungskosinusse

ihrer Zentrilinie r, 1, 3 sind, so werden die Geschwindigkeiten der beiden
Molekiile nach dem Zusammenstof durch die Formeln gegeben:
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E=E+ W,
=n+y W, (2)
§’= g o SIVJ

und
51’ = g] — I I'Vr
m=n—YyW, (3)
§1!= ‘;1 = § TV.-

wobei zur Abkiirzung
_ W=y —&+90m—mn+3E—0)

gesetzt ist. Diese Formeln (2), (3) stellen eine lineare homogene Trans-
formation der sechs Variabeln & %, & &, %,  dar, die folgende Eigen-
schaft besitzt:

Satz 1. Die Transformation ist mit ihrer inversen identisch; ihre
Determinante ist gleich 1.

Satz 2. Vertauscht man in einem Ausdrucke, welcher &, o/, €, &', 4., &
enthiilt, die GroBen & », & bzw. mit &, »,, { und umgekehrt, so ver-
tauschen sich in jenem Ausdrucke gegenseitig &, o, ¢ baw. mit &, ", §.

Satz 3. Unsere Transformation besitzt die vier Invarianten

E+E,

Ui ak¥

; + gl?

B+ 4+ 2+ 0+ 85
withrend W bei ihrer Anwendung das Vorzeichen iindert.

Auch setzen wir noch fest, daB, wenn (£4§) irgend einen Ausdruck
in & 7, ¢ bedeutet, stets die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen gelten
sollen:

(Enf), = Em &),

(Eng) = E"'E),

(E90), = E'n'&)
und endlich definieren wir die Klammersymbole:

[F,Gl=1i¢* W|(F G '+ F/ ¢—FG —F,QG)

[F, F| = 0| W (F'F/— FF,)

Fl-X%0+ Y5

an

+ 28 e e o+ O
in letzterer Formel bedeuten rechts die GroBen X, Y, Z die Komponenten
der duBeren auf das Gas wirkenden Kraft, bezogen auf die Masseneinheit;
sie sind gegebene Funktionen von z, 7, z, &

Nunmehr lege ich meiner Untersuchung die Maxwell-Boltzmannsche
Fundamentalformel

[J1F, Fldo,ds = [F] (4)
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zugrunde; darin ist links die Integration dw, iiber den gesamten Ge-
schwindigkeitsraum
&, ny, § =— o0 bis 4+ c©

und die Integration d% iiber die gesamte Oberfliiche der Einheitskugel (1)
zu erstrecken. Diese Gleichung (4) muf identisch fiir alle & », §, 2,9, 2, ¢
erfiillt sein: -sie stellt eine notwendige Bedingung dafiir dar, dafl die
Funktion 7' der sieben Argumente £, 1, §, @, 9, 2, { die Maxwellsche Funda-
mentalfunktion unseres einatomigen Gases ist.

Hierzu fiigen wir fiir /' noch folgende Bedingungen hinzu:

1. F' darf keinenfalls negative Werte annehmen.

2. I" muB verschwinden, sobald eines der Argumente & v, § positiv
oder negativ unendlich wird.

3. F soll fiir alle Zeiten ¢ endlich und stetig bleiben.

Die Bedingungen 1. und 2. ergeben sich unmittelbar aus der Be-
deutung von I; die Bedingung 3. ist der Ausdruck fiir die Stabilitit des
Bewegungszustandes unseres (rases.

Um F auf die allgemeinste Weise als Losung der Gleichung (4) zu
bestimmen, kénnte der Ansatz dienen:

F=Fy+F,(t—t) +Ft—25)>+--- (5)
Da 631:1 in (4) nur rechter Hand auftritt, so folgen, wenn F; eine willkiir-
lich gewihlte Funktion von & %, § #, 9, # ist, aus (4) offenbar in ein-
deutiger Weise die weiteren Koeffizienten I, I, . .. als Funktionen eben-
dieser sechs Argumente. Durch Abschiitzung dieser Koeffizienten werden
wir jedoch eine Konvergenz der Potenzreihe (5) nur dann erwarten diirfen,
wenn { — ¢, absolut geniigend klein ausfillt, und solche Lisungen wiirden
der obigen Stabilititsbedingung 3. widersprechen. Daher verwerfen wir
die Entwicklung (5) und erzielen vielmehr die Auflosung dadurch, dall
wir einen positiven Parameter . mittels des Ansatzes

68
F==
in die Gleichung (4) einfilhren und die so entstehende Gleichung

JJ(G, @) de, ds = i[G] (6)

vermdge der nach Potenzen von 1 fortschreitenden Reihe

G=@+ Pi+ XA+ .- M
l6sen — was darauf hinauslduft, in der urspriinglichen Gleichung (4)
o
F=aq T+ X1+ (8)
einzusetzen; dabei bedeuten @, ¥, X, ... zu bestimmende Funktionen der

sieben Argumente & 7, § @, ¥, %, f, von denen jedenfalls die erste @ moch
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den obigen Bedingungen 1, 2, 3. zu geniigen hat. In dem Potenzreihen-
ansatze (8) erblicke ich die strenge Formulierung des Maxwellschen Ge-
dankens einer sukzessiven Approximation zur Berechnung seiner Funda-
mentalfunktion F: in der Tat sollen spiiterhin beim systematischen Aufhau
der Gastheorie sukzessive die Abschnitte

@

42

&
it iaqr
T+ @, ©

@ .
L+ W+ XA,

in erster, zweiter, dritter Anniiherung usw. als Ersatz an Stelle der
Fundamentalfunktion 7' genommen werden. Die Potenzreihe (8), die
die Fundamentalgleichung (4) befriedigt, ist der allgemeinste
Ausdrueck fiir die Maxwellsche Fundamentalfunktion eines in
stabilem Bewegungszustand befindlichen Gases.

Unsere wichtigste allgemeine Aufgabe besteht darin, die Mannigfaltig-
keit aller derjenigen Lisungen der Fundamentalgleichung (4) zu ermitteln,
die durch die Potenzreihenentwicklung (8) dargestellt werden.

Zu dem Zwecke tragen wir (7) in (6) ein; dann finden wir durch
Vergleichung der Koeffizienten der Potenzen von 1 auf beiden Seiten

J[1®, ®)do,ds = 0, (10)
(@, #] do,ds = 4[], (11)
JS(@ X1+ L[, ®)) do,ds = L[], (12)

Die Gleichung (10) ist bereits von Boltzmann vollstindig gelost worden,
wie folgt. Wegen Satz 1. und Satz 2. auf S. 269 haben wir, wenn H
ebenso wie /” und & Funktionen der Argumente & 3, { bedeuten:

J[JH[F, Gl dodo,d8 = [[[H,[F, (¢]dodo,ds
=—[[JH'|F, Gldodo ds = — [[[H/[F, G] dedo, 3,
und daher wird
J[[HF,Gldodo,ds= [[[(H+ H,— H'— H,)[F,¢ldo do,d3. (13)
Aus dieser Formel folgt fiir

H —log @,
F=o,
G=0,

mit Riicksicht aunf (10)
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L[/ (log @ + log @, — log @ — log @,)[®, ®] dw do, d8 =0

oder

S W tog gt (00, — 0,)dodo,ds — 0

d. h., da der Integrand hier nirgends positiv ausfallen kann,
DD, — dD, — 0.
Die allgemeinste dieser Gleichung geniigende Funktion von & 7, §,
z, 2, y, t mit den Eigenschaften 1. und 2. auf S. 270 ist, wie aus dem Satze 3.
auf S. 269 leicht erkannt wird:
® = qet G-t =R+ G-wt) (14)

wenn u, ¢, w beliebige Funktionen von z, 9, 2, £ und @, b solche Funk-
tionen derselben Variabeln z, , z, ¢ bedeuten, die nirgends negativ ausfallen.

Nunmehr haben wir den soeben aus (10) gefundenen Ausdruck (14)
fir @ in (11) einzutragen und aus der so entstehenden Gleichung die
Funktion ¥ zu ermitteln. Sefzen wir zu dem Zwecke

T=4d,
wo ¢ eine neune zu hestimmende Funktion ist, und beriicksichtigen die
obige Relation "

DD, =P D/,
so nimmt (11) die Gestalt an
L [[1W @D, (v + v — ¥, — ¥) do, d$ = £ [D]. (15)
Fithren wir hier in dem Ausdrucke linker Hand an Stelle von

E wm & & omn §
bzw. die Argumente

£ m 2 '5 £ T é'l
w4 = w ., ==, v+ L w -
+Vb’ +Vb +]/b’ +Vb' +]/5’ +]/b
ein, so geht derselbe iiber in
3 e o
=" G- 52 ]-

wo zur Abkiirzung
T=[[IW|e-@rmessbivnseid (p + g, — ¢'— g,) dayds  (16)
gesetzt worden ist; darin hat ¢ die Bedeutung

¢(5"?§)=¢(“+I§Ej; w—: ff+l—/'5)

Es ist nun fiir die Begriindung der kinetischen Gastheorie
von entscheidender Bedeutung, daB der Ausdruck (16) in die
Gestalt

I = ko + [K(Eng; &) 9, do, (17)
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gebracht werden kann und dall sich daher die zur Bestimmung
von 3 dienende Gleichung (15) als eine lineare (orthogonale)
Integralgleichung zweiter Art herausstellt.
Um dies zu zeigen, hemerken wir zunichst, daf
JW a5 =22V(E = + (o — 0)°+ (6 — &
wird, und setzen
k(Eng) = e~ @+rtd [ W -Gl tnt+i) doy, d8

=2z~ ®+2 D [YE —EP + (n— 0 + (5, — O e €r+w+iddo,,

so dafl % eine gewisse nur von £ + 3* -+ §* abhiingige stets positive Funk-
tion bedeutet:

(18)

Ferner fiihre ich in dem Integralausdrucke
= f] W e G+t +i) o'deo, d3
statt des Integrales iiber die Oberfliche der Hinheitskugel ein solches iiber
das Innere derselben ein, indem ich in

1
JE= EEIJ*T"’J?‘
0

statt » und der Richtungskosinusse die drei unabhiingigen rechtwinkligen
Koordinaten nehme x, v, 3. Wegen

rdrd8 =dydydy

wird dann
Ji—s ([ & —&+90m —n) 36 —9 oG tno+ 30 do, dpdyds,
. IZ 1-= F
(‘Jé£1+n'*+3"-§1] Yi+9* 43
wo nunmehr i
’ W i y W 3
v =@ =9 (+ prig 1+ prnEr ST Erres

zu nehmen ist. Fithren wir jetzt im Integral J# statt &, #;, § die neuen
Integrationsvariablen

PRSI s T
B SR
T —7
W = 1_2:1_ nz"+ 5”
§|_";
=37 vt | 2
1 E"T“"‘E‘a'

ein, so erhalten wir

—3ff]ff] YA+ yu 43y, B2+ 0 + 3

0sg2+n+2s1)
o {(Il(ﬂ+l]?+51)+g]l+(n @+ ) 0+ ) @ d A, d dv, dydyds,

-4_,

wo
Math. Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen, 18
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¢ =@+ +yu, +3v), 1+ YE4L + yu, + ),
£+ 3k +1m+sv,>)
zu nehmen ist. Sodann withlen wir statt I, v, 3 die neuen Integrations-

variablen
1 =x(td, + v +§70),

u =1l + Y9y, + ),
A= 3(2‘11 + yuy + 3vy)s

A+ g+ vvy = (04 + 9y + 32,
Btut+oi=(E+ 9 +3) (A3 + up + o)

und da die Funktionaldeterminante

wegen

2xd + Yy, + vy, Iy y LV
v 4 y Th + 290 + vy, Yy, = 2(A4 + pu, + vv,)
34, y Al y L +UF1+25"’1 |

wird, erhalten wir mit Riicksicht darauf, dal zu jedem Wertsystem 7, u, v
zwei Wertsysteme g, V), 3 gehdren:

‘Uff/]j el e ke B

A, +uu, —I—v:ﬁ)

0= +n=+v"=-tl.+ﬂ.u;+nl (19)
= FEENTEE B 2?2 / yEENTLE ) x ) P T A2

e_{ﬁ_l-il+lu,u,+”’1 +!) ¥ ('miﬁ.l +_,|.‘a|+|'r;+r') * (r].ﬁ.;.]+lll‘il1+yl’1+,) }

pEFLy+u,+v)didadvdidu dv,.

Um hierin die Integration nach ,, u,, », auszufithren, bedenken wir,

daB das Integral

fj (A1, + pay + v2)%

0SITH VS AL+ w4 vn) (20)
e~ { (‘1 u::-tfi,i‘:” * E)2*' (-"=z;:‘++ﬁ++':.\, + "‘)‘. -3 (" );P::it‘:.l :)ﬂ} di, du, dv,
eine Orthogonalinvariante der beiden Variabelnreihen

A w, v und & %, §

ist und folglich nur eine Funktion der drei Ausdriicke

B+prt+ot E+unt+v, EB+44+8
werden kann. Um diese Funktion zu ermitteln, nehmen wir w =0,
v=0. Fiir 1 > 0 geht jenes Integral (20) dann iiber in:

+ 00 4 x4 20

Hy A A
Jff(}. (hh) +( +.) (’-l-h) }‘uld#ld%
A "'r.)’
%.
e A %m oo
= ”gu-i-,}’j.i'_._alﬁg (431
A A2

i

W

F



Kap. XXII. Begriindung der kinetischen Gastheorie. 215

und mithin wird das Integral (20) notwendigerweise gleich
2x {20+ +ulusn+rir+D)?
3_(13_[_ps ;|__L.x}1 € A2 g 40 ’
da ja dieser Ausdruck fiir ¢ =0, v =0 den eben berechneten Wert bekommt.
Infolgedessen wird, wenn wir endlich in J% anstatt 1, u, » die Argumente
von ¢, namlich

E}_ e E ‘I‘ l:
=Nt
§1 =&+
als Integrationsvariable einfithren,
JE =_fK*(§W§5 En k) 9y do, (21)
wo
2x (GGi=3+min-—n+5G=0)2
K* T Gt G-

Vet m 0+ G-
gesetzt 1st.
Nunmehr behandeln wir das Integral
JEE =ff W e-&+n+al @ do, d8
dhnlich, wie soeben das Integral J*. Zuniichst finden wir genan wie vorhin
T =3 [fT1] xa 4 g+ av (P + 90+ 392

0=+ 447 =1
e~ (@ + 00+ 37 + 8P + (2 + 02+ ) + ) + O (2 + 0+ %) + 5P o di dp, dv, dy dyds,

wo jetzt
@ =@ (L@ + 9 +3) —r@d + 9y + 3v) + E,
m @+ 9+ 50 — 9G4, + Y+ ) + 1,
v @&+ 9+ ) — (A + Yy + §2) + )

zu nehmen ist. Sodann wiihlen wir statt r, v, 3 die neuen Integrations-
variablen

= ll(f—f- RS 52) —t(xd + 9oy + 311),

w=u, (2 + 9"+ 3°) — (&4 + 9u, + 3y),

v = (" + v+ §°) — 34 + Yu, + 39y);

Z':)" +pu + FVi= 0:
Bt 2=+ 0+ §) A+ oy + vy,
und da die Funktionaldeterminante, abgesehen vom Vorzeichen,

Yuy+ 3vy, oy — 294, Ty, — 234,
YA —2ru,, th 43y, Yv,— 23u, =200A4+uu+vv) (LA +Yu+3v,)
§h— 2Ly, juy — 29y, T+ Yy,

wegen

18*
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wird, erhalten wir durch Vergleich mit (19) das einfache Resultat
I T (22)
Mit Riicksicht auf (18), (21), (22) erhiilt der Integralausdruck (16)
die Gestalt (17), wie oben behauptet worden ist, wo der Kern K die
Bedeutung hat:
K(Eng; Emy &) =2me- @+ 2+ DV — B+ (g — o) + (G — [P e i+ nt+ i)
2 _taE-9rmtn-n+iG-D)ty) (28)
— ———— ¢ L= (p—nPr+(G—0 .
VE— 0+ —n G —gr O Ges ]
Unter Benutzung der Identitit

{ g] (& — &+ n,(n __7?:’ + :1 _(.':1 — g‘J }

£2 .2 2
s o] i e 5 1
= F o —n+&—0F S+

(& — PP+ SE+8,—2P) (S48 —PP—
R S e e
wo
‘S_'- + 5* +b:

=&+ i+ &5
-P = ggl + q + gg]
bedeutet, ersehen wir, daB K ein symmetrischer Kern der beiden Variabeln-
reihen £, %, { und §. %, & ist AuBerdem zeigt der eben gefundene
Ausdruck (23), dall der Kern K fiir
E=&, n=m, £=§
nur von der ersten Ordnung unendlich wird und daher die gesamte Theorie
der Integralgleichungen auf ihn anwendbar ist.
Insbesondere entnehmen wir hieraus, dafl die Frage der Auflisung
der Integralgleichung
J=1(En), (24)
wenn [ eine gegebene Funktion von & #, § ist, notwendig durch die Kennt-
nis der Lisungen der homogenen Integralgleichung
J=0 (25)
bedingt ist. Um diese Lisungen zu ermitteln, multipliziere man den Aus-
druck (16) fiir J mit @ und integriere nach & 4, { iiber den unendlichen
Geschwindigkeitsraum; nach Formel (13) wird dann, wenn wir in derselben
H—gp, Fee-@+i+8) G=e-@+r+hg
nehmen:
‘ﬁp.fdm e %J.U Wle-@+p+ 248202+ 3 (g + g, — ¢’ — @, do do, ds.
Soll nun ¢ eine Lisung von (23) sein, so muf fiir ein solches ¢ auch
das Integral rechts hier verschwinden, und dies ist nur miglich, wenn
der Integrand Null ist, d. h. wenn

@ity — =0
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wird. Dem Fritheren zufolge gibt es lediglich die fiinf linear voneinander
unabhiingigen Funktionen

u‘,ll'\ _-— 1’
,J,\’E'J — ‘g’
oo =1, (26)
IJI'M) = ;.'

e i

die jene Gleichung erfiillen, und damit ist bewiesen, daB die lineare
homogene Integralgleichung (25) keine anderen Lisungen be-
sitzt als diejenigen, die aus jenen fiinf Lisungen durch lineare
Kombination mit konstanten Koeffizienten entstehen.!)

Hiermit ist die Untersuchung der linearen Integralgleichung (24),
auf welche wir durch die Gleichung (11) gefiihrt wurden, beendet, und
ich fasse die gefundenen Resultate, wie folgt, zusammen:

Die zur Bestimmung der Funltion @ dienende Gleichung (24) st eine
lineare (orthogonale) Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem Kern.
Die zugelidrige homogene Integralgleichung (25) hat genaw die fiinf linear
voneinander unabhangigen Lisungen (26), wnd mithin besitzt (24) dann und
wur dann eine Lisung @, wenn [ die finf Integralbedingungen ( Orthogonalitits-
bedingun ge;z )

JvOfdo =0, (i=1,23,4,3)
erfiillt.

Auf Grund dieses Satzes ergibt sich als notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Moglichkeit, ¢ aus (15) d. h. % aus (11) zu bestimmen,
dus Bestehen der fiinf (Gleichungen:

[vO[®)do =0, (i=1,2, 3,4, b). (27)

Dies sind, wie die Ausrechnung zeigt und schon von Maxwell erkannt
worden ist, nichts anderes als die hydrodynamischen Gleichungen ein-
schlieflich der Kontinuititsgleichung und der thermodynamischen Grund-
gleichung fiir ein ideales Gas in erster Anniherung: die hydrodynami-
schen Gleichungen erscheinen somit als die Orthogonalitiits-
bedingungen fiir die L&sbarkeit unserer linearen Integral-
gleichung; es sind fiinf partielle Differentialgleichungen fiir die fiinf
Grofen a, b, u, v, w (bez. Dichte, Temperatur und Geschwindigkeit) als

1) Den schénen Beweis dieses Satzes hat zuerst Herr Dr. E. Hecke gefunden,
dessen Hilfe — er war in der von mir im Wintersemester 1911/12 iiber (:astheorie
gehaltenen Vorlesung mein Assistent — mir auch sonst bei der Ausarbeitung der hier
entwickelten Theorie von groBem Werte war,
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Funktionen von z, y, 2z, £ Da die Determinante ihrer linken Seiten in
bezug auf die zeitlichen Ableitungen
da ¢b ouw cdv Gw -
gt’ gt’ ot’ gt’ ot (28)
— sie ist im wesentlichen die aus den Elementen
[voy@dda, (i,j=1,2, 3,4, 5)

gebildete Determinante — nicht Null ist, so sind die Losungen der fiinf
partiellen Differentialgleichungen (27) eindeutig bestimmt, wenn man die

Werte von @, b, u, v, w oder auch — was offenbar auf das nimliche
hinauslduft — die Werte von
Judde, (i=1,2 3, 4,5) (29)

fiir £ =¢, als Funktionen von z, y, # willkiirlich — etwa gleich f® —
vorschreibt; wir wollen die so erhaltenen allgemeinsten Lisungen von (27)
mit a¥ ¥ u¥ o*, «* bezeichnen und iiberdies

D — gFe—t* LE =P+ — o2+ (E— w?)
setzen.

Nachdem wir so das erste Glied in der Entwicklung (8) von I auf
die allgemeinste Weise bestimmt haben, fithren wir die nimliche Aufgabe
fiir das zweite Glied durch.

Es sei jetzt 4% diejenige villig bestimmte Losung der aus (15) hervor-
gehenden linearen Integralgleichung

Y GEJ:f W o*d* (" + ¢ — ¢, — v)do, ds = L[ D#],
fiir welche
[viyp*d*do =0, (i=1,2, 3, 4,5)
wird; dann ist
o — wD ks
diejenige véllig bestimmte Liésung der aus (11) hervorgehenden Integral-
gleichung
[[[@% ®ldo,lds = }[@¥], (30)
fiir welche
fzp(‘) e =0, (i=1,2 3 4,5) (31)
wird, und die allgemeinste Losung von (30) ist
[£)]

P =Py &F Dy, (j=1,2, 3, 4,5) (32)
wobel die fiinf Grofen ¢ willkiirliche Funktionen von z, ¥, 2, ¢ bedeuten.
Nunmehr schreiben wir die zur Bestimmung von X dienende Gleichung (12)
wie folgt
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[fi@, X]do,ds = 1 [¥] — L [[|¥, ¥]do, ds, (33)
und tragen darin @* an Stelle von @ und den Ausdruck (32) an Stelle
von ¥ ein. Da diese Gleichung dieselbe Gestalt wie (11) oder (30) auf-
weist und daher ebenfalls auf die lineare Integralgleichung (24) zuriick-
fithrbar ist, so erhalten wir als notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Moglichkeit, X zu bestimmen, die Gleichungen

JeO[®ldo — [[[v9[®, P)dodo,ds =0, (i=1,2, 3, 4,5)
oder, da wegen (13) das zweite Integral verschwindet,
SO [#]do =0, (i=1,23,4,5) (34)

d. h. wenn (32) an Stelle von ¥ eingetragen wird:

1)
fw‘"[@'"-ﬁ- o* e pi|do =0. (i=1,2, 3,4, 5)

Dies sind fiinf lineare partielle Differentialgleichungen fiir die fiinf Funk-
tionen ¢, Da die Funktionaldeterminante ihrer linken Seiten nach den
zeitlichen Ableitungen (28) genau mit der oben betrachteten Determinante
tibereinstimmt und daher von Null verschieden ausfiillt, so sind die Lésungen
dieser Differentialgleichungen eindeutig bestimmt, sobald man die Werte

von ¢) oder auch, — was offenbar auf das nimliche hinausliuft — die
Werte von

fw‘i-‘ Tdo, (i=1,2 3 4,5) (85)
fiir ¢ = ¢, willkiirlich als Funktionen von z, y, # — etwa gleich ¢ —

vorschreibt; wir wollen die so erhaltene allgemeinste Losung von (34) mit
P# bhezeichnen.
So fortfahrend verstehen wir unter X° diejenige villig bestimmte
Losung der Integralgleichung (33), fiir welche
J.d"{i)Xodm - OJ (; =123 4 '?).J (36)

wird; die allgemeinste Losung von (33) ist dann
()
X=X4 % Sy, (j=1,2, 3, 4,5)

wobei die GrioBen ¢ willkiirliche Funktionen von z, y, 2, £ bedeuten. Da
jedoeh wiederum die Orthogonalitiitsbedingungen

f‘({)ml—‘] (Z(O = “, (:‘ s 1:' 2\ 3: 4? 5} (37)

erfiillt sein miissen, so bleiben nur die Werte von ¢ fir ¢ = ¢, willkiir-
lich: wir schreiben statt ihrer die Werte von

]'(Ir'_y'-’J X ({m, (z = 1’ 2’ 3, 4, 5) (3?")

fir ¢t = ¢, willkiirlich als Funktionen von z, y, # — etwa gleich A — vor
und bezeichnen die so erhaltene allgemeinste Lisung von (37) mit X*
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Bei diesem Prozesse der Herstellung der allgemeinsten Lisung
Fr= W x4 (39)

der Fundamentalgleichung (4) treten in jedes einzelne Glied jedesmal fiinf
neue willkiirliche Funktionen von :x, y, z, niimlich die Funktionen (29),
(35), (88), ... ein; diese willkiirlichen Funktionen erscheinen
aber in dem Gesamtausdruck fiir /' in der Weise kombiniert,
daB derselbe in Wahrheit nur fiinf willkiirliche Funktionen der
Variabeln z, y, # enthilt.

Um diese wichtige Tatsache einzusehen, bedenken wir, dafl (39) eine
der Fundamentalgleichung (4) geniigende Potenzreihe von 1 ist derart, daB
die Ausdriicke

JvoF*da =-"":"'i‘ 40 4 [y0wtdo 4 2 [$0 X*do +--- (i—1,2,3,4,5)
fiir £ = {, bzw. in die Potenzreihen:
40 =T L oL A0+, (i=1,2,8,4,5)

itbergehen, und dall es nur eine solche Potenzreihe gibt. Wir bestimmen
jetzt andererseits nach dem eben dargelegten Verfahren eine der Funda-
mentalgleichung (4) geniigende Potenzreihe F' von A derart, daB wir fiir
die finf Ausdriicke (29) fiir ¢ ={, nicht wie frither /¥ sondern die
Werte 2.4% und sodann filr (35), (38), ... an Stelle g, A", ... jedesmal
Null vorschreiben. Dieser Konstruktion zufolge wird I eine solehe Potenz-
reihe von A, daB die fiinf Ausdriicke J'v.-“'f I'dw ebenfalls fiir = {; iden-
tisch fiir alle 2 in A4 iibergehen. Folglich ist '
I'=I e
wir erkennen also, dall auch F' die allgemeinste Potenzreithenlosung der
Fundamentalgleichung (4) darstellt, und damit ist unsere Bebauptung be-
wiesen. Die gefundenen Resultate fassen wir in folgendem Theorem zu-
sammen:

In der Mannigfaltigheit aller nach Potengen von 1 fortschreifenden
Lisungen der Fundamentalgleichung (4) ist eine Lisung I eindeutig bestimmt,
sobald man fiir sie die Werte der fiinf Integrale

Sy Fde, (i=1,2,3,4,5) (40)
fiir t =t, als Funktionen von x, ¥y, & vorschreibt — etwa gleich A%

Man erhilt diesc Liosung duwrch folgendes Verfalren: zunichst nehme
man fir @ den Ausdruck (14) und bestimme davin a, b, u, v, w als Funk-
tionen von z, vy, z, t aus den fimf partiellen Differentialgleichungen (27),
wobet man fiir t =1, die finf Integralwerte (29) gleich 2. AY vorschreibt;
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sodann bestimme man diejenige Losung P der linearen Integralgleichung
(11), fiir welche die fimf DBedingungen (31) erfiillt sind, setze

()
V=P & Sy (j=1,2 38, 4, 5)
und bestimme die finf Funltionen ¢V von z, y, 2, t aus den finf linearen
partiellen Differentialgleichungen (34), wober man fiir t = t, die finf Integral-
werte (35) gleich Null vorschreibe; endlich bestimme man diejenige Lisung X°
der linearen Integralgleichung (12), welche die fiinf Bedingungen (36) er-
fiillt, setze
X=X+ cbg’.cm PV

und bestimme hierin die fiinf Funktionen ¢) von x, y, 2, t aus den linearen
partiellen Differentialgleichungen (37), wobei man wiederum fiir t = t, die
Integralwerte (38) gleich Null vorschreibe usw. Die Ausdriicke (9) stellen dann
die Fundamentalfunltion F' in erster, zweiter, dritter Anniherung usw. dar.

Nach den Ausfithrungen auf S. 270 ist die Potenzreihenentwicklung
(8) nach A der mathematische Ausdruck fiir die Stabilitiit des Bewegungs-
zustandes des Gases, und da /' den Zustand des Gases fiir alle Zeit be-
stimmt und die Kenntnis der Integralwerte (40) uns gerade die Dichte,
Temperatur und Geschwindigkeit des Gases liefert, so entnehmen wir aus
dem obigen Theorem das folgende fiir die Gastheorie grundlegende Resultat.

Der Zustand eines stabilen Gases ist fiir alle Zeit cindeutig bestimmdt,
wenn man fiir dasselbe zur Zeit t = 1, Dichte, Temperatur und Gescluvindig-
keit als Funktionen des Ortes kennt.

Wir haben frither anf 8. 270 gesehen, daB bei der Entwicklung nach
Potenzen von ¢ — {1, die Mannigfaltigkeit der Losungen 7' der Fundamental-
gleichung (4) eine weit hohere ist, als sie sich jetzt bei der Entwicklung
nach Potenzen von 1 unserem Theorem zufolge herausstellt: damals durfte
F fiir t =t, willkiivlich als Funktion von & v, & x, , # vorgeschrieben
werden, jetzt dagegen nur die fiinf Integralwerte (40) als Funktionen von
z, ¥y, 2. Bs ist also lediglich die Forderung der Stabilitiit in
der von mir aufgestellten Formulierung auf 8. 270, die die
Mannigfaltigkeit der Liésungen der Fundamentalgleichung (4)
so wesentlich einschrinkt, daB dadurch eine Gastheorie mdog-
lich wird. — Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen, wie sie zur Begriindung
der Fundamentalformel selber herangezogen werden, spielen hierbei keine
Rolle. Zur weiteren Begriindung der Gastheorie haben wir vielmehr nur
nitig, die Vorschriften unseres oben aufgestellten Theorems auszufithren;
‘dieses Verfahren bietet keinerlei Schwierigkeit und liBt nirgends einen
Zweifel entstehen, welche Glieder bei Berechnung einer bestimmten An-

nitherung zu beriicksichtigen sind. So liefert ohne Zuhilfenahme einer
Math, Monogr. 3: Hilbert, lin. Integralgleichungen. 1%



282 Kap. XXIL. Begriindung der kinetischen Gastheorie.

neuen Annahme beispielsweise die Berechnung der zweiten Annfiherung
nicht nur den Beweis des zweiten Wirmesatzes und den Boltzmannschen
Ausdruck fiir die Entropie des Gases, sondern auch die Bewegungs-
gleichungen mit Beriicksichtigung der inneren Reibung und der Wirme-
leitung'); dabei erscheinen die Reibungs- und Wiirmeleitungskonstanten
als Zahlen, die durch Auflosung gewisser Integralgleichungen numerisch zu
berechnen sind.

Zum Schlusse sei noch eines Ergebnisses Erwihnung getan, das ich
eben gefunden habe und die elementare Theorie der Strahlung, insbe-
sondere den bekannten Kirchhoffschen Satz iiber das Verhiltnis zwischen
Emission und Absorption betrifft. Ich erkannte, dall es wiederum eine
gewisse Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem Kern ist, die
den Mittelpunkt dieser Theorie bildet, und wiihrend bei niherer Priifung
alle bisherigen Beweise des Kirchhoffschen Satzes sich als ungeniigend
herausstellten, gelingt mittelst jener Integralgleichung dieser Beweis auf
Grund der elementaren Definitionen und Begriffe der Strahlungstheorie
auf die einfachste und vollstiindigste Weise — ein neues bedeuntsames
Zeugnis fiir die weitreichende Kraft, die der Theorie der linearen Integral-
gleichungen innewohnt.

1) H. A. Lorenfz hat in seinen anregenden und tiefsinnigen Untersuchungen iiber
Gastheorie das nimliche Ziel verfolgt; er gelangt dort zu einer Gleichung, die die
Rolle der Gleichung (11) in meiner Theorie vertritt, und sucht die Eindeutigkeit
der Losung derselben durch Berufung auf einen Satz von Boltzmann zu beweisen (vgl
H. A. Lorentz, Gesammelte Abhandlungen Bd. I 8. 88); diese Schlufweise von H. A.
Lorentz ist aber nicht stichhaltig, und auch seine weiteren Entwicklungen daselbst
sind, selbst fiir den einfachsten Fall des einatomigen (iases, mathematisch unbegriindet,
nicht nur weil sie wesentlich die Tatsache der eindeutigen Bestimmtheit der Losung
benutzen, sondern vor allem auch weil die Existenz einer Losung fiir die Lorentzsche
Gleichung nicht erwiesen wird — und ohne Heranziehung der Theorie der linearen
Integralgleichungen auch nicht erwiesen werden kann.
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