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Kapitel IX.

Dispersion und Achromasie.

§ 165. In unseren bisherigen Untersuchungen wurde das Licht
als etwas in allen seinen Theilen Gleichartiges behandelt. Indessen
ist das Sonnenlieht nicht homogen, sondern zusammengesetzt. Jeder
einzelne Strahl des Sonnenlichts besteht aus einer unendlich grossen
Anzahl homogener Elementarlichtstrahlen, welche von einander in
Farbe und Brechungsvermogen verschieden sind. Diese Thatsache
wurde zuerst von Newton festgestellt.

Bei seinen diesbeziiglichen Versuchen verdunkelte Newton
einen Raum und liess ein Sonnenlichtbiindel durch eine kleine kreis-
formige Oeffnung, welche in einem der Fensterliden angebracht
war, in den dunklen Raum einfallen. Dieses Lichtbiindel bildete
einen kleinen weissen Fleck auf der gegeniiberliegenden Wand. Er
setzte nun ein dreiseitiges Glasprisma mit seiner brechenden Kante
nach unten und rechtwinklig zur Strahlenrichtung dicht vor die
Oeffnung im Fensterladen und richtete das Prisma so, dass die
Strahlen dicht an der Kante durch dasselbe drangen. Der Licht-
fleck an der Wand war nun nicht mehr kreisformig und weiss, viel-
mehr erhielt Newton eine in die Liinge gezogene, in lebhaften
Farben glinzende Fliche. Seitlich war dieses farbige Bild oder
Spektrum durch gérade, zur Prismenkante senkrechte Linien be-
grenzt, die Enden desselben dagegen erschienen als halbkreisformige
Bégen. Die Breite des Spektrums stimmte mit dem Durchmesser
des urspriinglichen weissen Flecks iiberein, wiihrend seine Liinge
etwa fiinfmal so gross war.

Diese Verlingerung des Bildes kann man sich nur erkliren,
wenn man die Strahlen des Sonnenlichtes als mit versehiedenartiger
Brechbarkeit behaftet ansieht. Die Sonnenstrahlen sind bekanntlich
nicht streng parallel. Wird aber das Prisma in seine Stellung
kleinster Ablenkung gebracht, so bringt eine kleine Differenz im

Einfallswinkel keine merkliche Differenz in der Ablenkung mit sich;
Heath-Kanthack. - 14
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folglich wird die Neigung der austretenden Strahlen zu ecinander
dieselbe wie diejenige der einfallenden Strahlen sein; wenn daher
das Lichtbiindel aus gleichartigen Strahlen bestinde, so wiirde in
Folge seines Durchtritts durch das Prisma auf der auffangenden
Wand ein kreisformiger Fleck von weissem Licht von derselben
Grosse wie vorher, aber in einer der Ablenkung entsprechenden ver-
schobenen Lage sichtbar werden.

Dieses Experiment beweist ferner, dass diejenigen Strahlen,
welche in ihrer Brechbarkeit verschieden sind, auch in ihren Farben
von einander abweichen; es ist nimlich das farbige Spektrum roth
an seinem unteren oder den am geringsten gebrochenen Strahlen
entsprechenden Ende, und von hier aus geht die Farbenskala in
unmerklich feinen Abstufungen allmiihlich durch gelb, griin, blau,
bis zum oberen oder der stiirksten Brechung entsprechenden Ende,
dem Violett, tiber. Newton unterschied sieben primiire Farben;
dieses waren, nach steigender Brechbarkeit aufgereiht, folgende:
roth, orange, gelb, griin, blau, indigo, violett. Unter ihnen sind
orange und gelb die am hellsten leuchtenden, es folgen dann roth
und griin, wiithrend indigo und violett die lichtschwiichsten Farben sind.

§ 166. Nach verschiedenen, auf die Gewinnung einer Erklirung
fiir diese Erscheinungen gerichteten Versuchen gelangte Newton
schliesslich zu dem folgenden experimentum cruecis, das wir fast
in seinen eigenen Worten wiedergeben wollen.

Er nahm zwei Bretter und stellte das eine dicht hinter dem
Prisma am Fenster auf, so dass das Licht dureh ein in das Brett
geschnittenes kleines Loch hindurchtreten und auf das zweite Brett
fallen konnte, welches in einer Entfernung von ungefihr zwolf Fuss
von dem ersteren aufgestellt war und ebenfalls mit einer kleinen
QOefinung versehen war, welche einem beschrinkten Theil des durch
die Oeffnung im ersten Brett einfallenden Lichtes den Durchtritt ge-
stattete. Er stellte hinter diesem zweiten Brett ebenfalls ein Prisma
so auf, dass das durch die beiden Oeffnungen hindurchgehende Licht
durch das zweite Prisma treten musste und einer zweiten Brechung
unterworfen wurde, ehe es die auffangende Wand erreichte. Nach-
dem dies geschehen, drehte er das erste Prisma um seine Axe lang-
sam hin und her und erreichte dadurch, dass die Theile des auf das
zweite Brett projicirten Bildes der Reihe nach getrennt dureh die
Oeffnung in demselben traten, wodurch er ein Mittel gewann, die
Stelle der auffangenden Wand, nach welcher die einzelnen Gattungen
der von dem Spektrum ausgehenden Strahlen durch die Wirkung
des zweiten Prismas projicirt wurden, zu beobachten. Er entdeckte
hierbei, dass die dem violetten Ende des Spektrums entsprechenden
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Lichtstrahlen erheblich stiirker gebrochen wurden, als die von dem
rothen Ende ausgehenden Strahlen. Hieraus schloss er, dass Sonnen-
licht nicht homogen sei, dass es vielmehr aus Strahlen von ver-
schiedener Farbe und verschiedener Brechbarkeit bestehe.

§ 167, In der soeben beschriebenen Form ausgefiihrt, hat das
Experiment den Nachtheil, dass die farbigen, lings einer geraden
Linie angeordneten Sonnenbilder eine betriichtliche Grisse haben;
die farbigen Bilder iiberdecken daher einander theilweise und man
erhilt nicht mehr vollig getrennte Farben. Das Spektrum ist ein
unreines. Wir wollen nun zeigen, auf welche Weise man ein reines
Spektrum erhalten kann.

Die Sonne bewegt sich stindig relativ zur Erde und somit
dindert sich bestiindig fiir einen Punkt der Erde die Richtung der
Sonnenstrahlen. Diese Verdnderlichkeit der Richtung lisst sich
durch einen Heliostaten korrigiren; dies Instrument besteht aus
einem Spiegel, welcher durch ein Uhrwerk derartig gedreht wird,
dass das Licht in eine konstante Richtung reflektirt wird. Die so
reflektirten Sonnenstrahlen lisst man nun auf eine konvexe Linse
von kurzer Brennweite fallen, wodurch ein sehr kleines Bild der
Sanne im Brennpunkte der Linse entsteht; dieses Bild kann man
leicht so klein werden lassen, dass es als Punkt angesehen werden
kann. Ein schmales Biischel lisst sich von den durch diesen Punkt
hindurchtretenden Strahlen auswiihlen, indem man sie durch einen
sehr engen, durch zwei dusserst sorgtiltiz bearbeitete Plittchen ge-
bildeten Spalt fallen lisst. Bedient man sich einer mit ihren Er-
zeugenden zum Spalt parallel gerichteten eylindrischen Linse, so
kiénnen die Strahlen auf dem Spalt seiner ganzen Linge nach kon-
centrirt werden und man erhiilt ein sehr schmales, helles Strahlen-
biischel. Dieses Lichtbiischel lisst man auf ein Prisma in der Nihe
der zum Spalt parallel gestellten brechenden Kante einfallen. Das
Prisma muss in seine Stellung kleinster Ablenkung fiir Strahlen
mittlerer Brechbarkeit gebracht werden, und es wird dann an-
niihernd in einer der minimalen Ablenkung fiir alle Strahlen-
gattungen entsprechenden Lage sein. Man will hierdurch erreichen,
dass die mittleren austretenden Strahlen von Punkten und nicht von
Paaren von Brennlinien ausgehen.

In Fig. 101 sei () die kleine Brennfliche oder der Spalt, in wel-
chem die Strahlen koncentrirt sind. s werden dann nach der Bre-
chung durch das Prisma A die rothen Strahlen von einem Punkt 7, die
violetten Strahlen von einem Punkt » ausgehen, wobei Av=Ar=AQ.
Fingt man die Farben auf einem Schirm auf, so werden sie einander

theilweise iiberdecken und wenngleich man sie durch Entfernung des
14*



212 Kapitel IX.

Schirmes von der Prismenkante mehr und mehr trennen kann, so
werden sie hierbei immer lichtschwiicher und undeutlicher. Man
lisst daher das Lichtbiischel durch eine achromatische Linse (deren
Konstruktion spiiter beschrieben werden wird) mit dem Mittelpunkt
B treten, so dass nach der Brechung die rothen Strahlen in einem
Punkte ', die violetten in einem Punkte »' konvergiren, wobei r B 7'
und v Be¢' gerade Linien sind. Die Farben sind jetzt vollstindig
getrennt, aber das Spektrum »'»' ist ein sehr kleines, so dass es,
wenn es genaue Messungen gestatten soll, vergrossert werden muss.
Man betrachtet daher das Spektrum durch eine andere Linse, ein
Okular (welches ehenfalls fiir chromatische Dispersion korrigirt ist).
Die beiden Linsen bilden ein gewdéhnliches astronomisches Fernrohr.
Wenn daher die von dem Prisma kommenden Strahlen von einem
Fernrohr aufgenommen werden, indem man letzteres aul das Spektrum

Fig. 101.

cinstellt, so wird man ein reines Spektrum beobachten koénnen. Will
man das Spektrum auf einen Schirm projiciren, so muss das Okular
entfernt werden. In diesem Falle schaltet man zweckmiissig zwischen
Q und A eine Linse ein, deren Brennpunkt mit  zusammenfiillt.
Es werden dann die Strahlen, nachdem sie durch diese Linse ge-
treten sind, parallel und die Punkte » und = befinden sich in unend-
licher Entfernung; indem man nun den Schirm von A entfernt, kann
man die Farben mehr oder weniger trennen, ohne ihre Intensitiit zu
beeintriichtigen.

§ 168, Untersucht man ein reines Spektrum genau, so findet
man, dass es nicht, wie Newton annahm, ein kontinuirliches Farben-
band darstellt, dass es vielmehr in bestimmten Intervallen lichtlose
Stellen anfweist, welche als dunkle, das Spektrum durchkreuzende
Linien auftreten. Diese Linien sind stets unregelmiissig iiber das
Spektrum vertheilt, was auch immer die brechende Substanz sein
mag. Mit dem brechenden Korper éndert sich auch die Lage der
Linien; aber sowoll sie, wie die Farben treten immer in derselben
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Aufeinanderfolge auf, so dass man jede Linie identificiren kann. Da
diese Linien deutlich und scharf begrenzt erscheinen, so lassen sie
sich vortheilhaft zur Bestimmung von Brechungsexponenten be-
nutzen; die Brechungsexponenten fiir die Strahlen, welchen die
Linien entsprechen, kénnen in der That fiir eine jede Substanz mit
der Genauigkeit astronomischer Messungen bestimmt werden. Die
Lagen dieser Linien sind, wenigstens fiir etwa 700 derselben, sorg-
filtig von Fraunhofer und Anderen gemessen und zusammen-
gestellt worden und man hat fiir eine sehr grosse Zahl von brechen-
den Substanzen die verschiedenen Strahlen entsprechenden Brechungs-
exponenten bestimmt. Mittelst Prismen gleicher Substanz, aber von
verschiedenen brechenden Winkeln bestiitigte Fraunhofer experi-
mentell das Brechungsgesetz fiir die den verschicdenen charakte-
ristischen Linien entsprechenden Strahlen mit iusserster Genauigkeit.
Diese dunklen Linien bilden kein Charakteristicum fiir das Lieht
im Allgemeinen, sondern nur fiir Sonnenlicht; beleuchtet man néimlich
den Spalt durch eine Gasflamme, so erhiilt man ein vollstiindig kon-
tinuirliches Spektrum.

Die Helligkeit des Sonnenspektrums ist keineswegs gleich-
miissig; es hat seine grosste Helligkeit in den gelben und benach-
barten Farben, orange und hellgriin, und fillt von da nach beiden
Seiten allmiihlich ab. Wir bemerken hier, obgleich dies streng-
genommen nicht zur geometrischen Optik gehort, dass die in ein
Spektrum zerlegten Sonnenstrahlen aueh in ihren kalorischen und
chemischen Wirkungen ein verschiedenes Verhalten zeigen. Die
kalorische Wirkung wiichst in dem Maasse, als wir von den violetten
zu den rothen Strahlen iibergehen, und nimmt auch noch zu, wenn
bereits das rothe Ende des sichtbaren Spektrums iiberschritten ist.
Ebenso wenn man die Wirkung der verschiedenen Strahlen auf
lichtempfindliches Papier beobachtet, ist die Wirkung der rothen
Strahlen eine sehr schwache, wiithrend die blauen und violetten
Strahlen kriiftig wirken, und es erstreckt sich diese photo-chemische
Wirkung der Strahlen noch um ein Betriichtliches {iber das violette
Ende des sichtbaren Spektrums hinaus.

§169. Es giebt drei verschiedene Arten von Spektren, welche
von der Natur der benutzten Lichtquelle abhingig sind.

I. Das Sonnenspektrum ist, abgeschen von dem dasselbe durch-
ziehenden System dunkler Linien, ein kontinuirliches. Die Spektra
der Fixsterne weisen ebenfalls derartige dunkle Linien auf, welche
fiir verschiedene Sterne verschieden sind.

II. Die von gliithenden festen und fliilssigen Substanzen her-
rithrenden Spektra sind kontinuirlich und enthalten Lieht aller mog-
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lichen Grade der Brechbarkeit von dem iiussersten roth bis zu einer
hoheren, durch die Temperatur bedingten Grenze.

III. Flammen, in welchen keine festen Theilehen sechwebend
enthalten sind, sondern nur das Licht gliihender Gase ausstrahlen,
liefern diskontinuirliche Spektra, welche aus einer bestimmten Anzahl
heller Linien oder Banden bestehen.

§ 170. Neuere Versuche haben gezeigt, dass das Fehlen von
Strahlen in dem Sonnen- und ihnlichen Spektren auf Absorption
beruht. Denn bekanntlich absorbirt jede Substanz, welche aus-
schliesslich Strahlen bestimmter Gattungen aussendet, nur Strahlen
der von ihr ausgestrahlten Art; ist die Temperatur in beiden Fiillen
die nidmliche, so sind ausgestrahltes und absorbirtes Licht quantitativ
einander gleich. Werden die leuchtenden Dimpfe einer Substanz,
welche nur Strahlen ganz bestimmter Brechbarkeit aussenden,
zwischen das beobachtende Auge und eine intensive, ein kontinuir-
liches Spektrum liefernde Lichtquelle eingeschaltet, so absorbiren
jene gliihenden Dimpfe von dem einfallenden Licht gerade diejenigen
Strahlen, welche sie selbst ausstrahlen, derart, dass das von dem
(Giase ausgestrahlte Licht an die Stelle des von ihm absorbirten
Lichtes tritt. Es hingt von der relativen Helligkeit der beiden
Lichtquellen ab, ob nun die von dem Gase ausgehenden Strahlen
ein Plus oder Minus aufweisen. Sind die beiden Lichtquellen an-
niithernd gleich an Helligkeit, so werden diese Strahlen stark iiber-
wiegend vorhanden sein und als helle, das Spektrum durchkreuzende
Linien auftreten; denn es bilden diese Strahlen das gesammte Licht
der einen, dagegen nur einen sehr geringen Bruchtheil des Lichtes
der anderen Lichtquelle. Vermindert man aber die Helligkeit des
eingeschalteten Dampfes, wiithrend man diejenige der das kontinuir-
liche Spektrum liefernden Quelle geniigend verstiirkt, so werden die
von dem Dampfe ausgestrahlten Strahlen eine geringere Helligkeit
haben, als diec von ihm absorbirten und es erscheinen somit in Folge
dieser Unterschiedlichkeit die entsprechenden Linien des Spektrums
nicht mehr hell, sondern dunkel. IZs lassen sich hiernach die dunklen
Linien in dem Sonnenspektrum dadurch erkliren, dass man an-
nimmt, dass der Haupttheil des Sonnenlichtes von dem inneren Kern
derselben kommt, welcher ein kontinuirliches Spektrum liefert, wih-
rend eine denselben umgebende Gashiille solche Dimpfe enthiilt,
welehe bestimmte Strahlen absorbiren und so jene dunklen Ab-
sorptionslinien entstehen lassen.

Fiir Weiteres iiber den Gegenstand der Spektralanalyse miissen
wir aunf die darauf beziigliche Speciallitteratur verweisen.

§ 171.  Fillt ein Sonnenstrahl auf ein Glasprisma, so wird er,
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wie wir gesehen haben, in Strahlen verschiedener Farben zerlegt;
man bezeichnet diese Erscheinung als die Dispersion oder Zer-
streuung des Lichtes. Wir wollen nun einen geeigneten mathe-
matischen Ausdruck fiir die Dispersion oder das Zerstrenungsver-
mogen einer Substanz auffinden.

Es wird hierbei zuniichst nothig sein, einen bestimmten Strahl
des Spektrums als Normalstrahl fiir die Untersuchung auszuwiihlen,
und es wiirde sich hierzu am besten der einer bestimmten, deut-
lichen Linie aus der Mitte des Spektrums entsprechende Strahl
eignen. Es habe dieser Normalstrahl den Brechungsindex n.

Da ein Ausdruck fiir die Dispersion einer Substanz unabhiingig
von dem brechenden Winkel des bei der Bestimmung benutzten
Prismas sein muss, so nimmt man hierzu ein Prisma von kleinem
brechenden Winkel a. Ist D der Ablenkungswinkel des Normal-
strahls, so ist, vorausgesetzt, dass das Licht in einer zu den Prismen-
flichen fast senkrechten Richtung durch das Prisma tritt, nach (20, 1I)

D=m—1e.

Gelten nun fiir irgend einen anderen Strahl des Spektrums die
P
entsprechenden Bezeichnungen D' und =»', so ist

D=@m—1«
und somit erhalten wir als Differenz der beiden Grossen D und D'

D—D'=«@®m—n')
oder
AD=eAn.

Um « zu eliminiren, dividiren wir diesen Ausdruck durch D
resp. seinen Werth und erhalten
dD o “dn
D a—1
Diese Gleichung liefert einen Ausdruek fiir die Dispersion des
brechenden Korpers fiir den Strahl, dessen Brechungsexponent
n-+dn ist, und bezeichnen wir die Dispersion mit w, so lautet
unsere Formel:
1 dn
= =z (1
» n—1
§ 172. Ferner liisst sich unseren Bestimmungen eine Normal-
substanz zu Grunde legen. Herschel sechlug vor, man solle Wasser
bei seiner Temperatur grosster Dichte als Norm benutzen, so dass
demnach ein jeder beliebiger Strahl durch seinen auf Wasser be-
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zogenen Brechungsexponenten oder, wie wir sagen kinnten, durch
seine Stellung in der Skala des Wassers definirt werden kinnte.

Bezeichnet man mit » den Brechungsindex des Normalstrahles,
bezogen auf diese Normalsubstanz und mit » den Brechungsexponenten
desselben Strahls, bezogen auf irgend eine andere Substanz, so muss
n eine Funktion von z sein, deren Form von der Art des Mediums
abhiingig ist. Wir haben somit

n=f(x),

und bezeichnen nun -+ 4z und n+ dn die irgend einem anderen
Strahl entsprechenden Brechungsexponenten, so ist

n+da=fz+ d)
=f(z)+Adas+Bdx)*+CldapP+....,

wo A, B, C..... von dem Wachsthum 4z unabhiingige Funktionen
von r darstellen.
Es ist daher

dn=Adz+Bda))+C(dz)p+....,

und hierfiir kénnen wir, da » und n konstante Grossen sind, schreiben:

dn dzx dz \*? dz \3 &

P e ey il (‘.1-':1) ke (—?1) Faony o« )
worin a, b, ¢..... von der Art des Mediums abhiingige Konstanten
darstellen.

Um die Werthe der Konstanten a, b, ¢..... fiir jedes der ver-

schiedenen Medien zu bestimmen, miissen wir mehrere zusammen-

£

A . dn
gehorige Werthe der Grossen —— und kennen. Fraun-

n—1 z—1
hofer’s Beobachtungen iiber die Brechungsexponenten fiir Strahlen,
welche den verschiedenen Absorptionslinien des Spektrums ent-

sprechen, liefern alle erforderlichen Daten. Da der Bruch r‘J_ ""1,

immer klein ist, und ebenfalls die Konstanten «, b, ¢.... sich als
nicht sehr gross ergeben, so kénnen wir, ohne einen merklichen
Fehler zu begehen, alle Summanden des letzten Ausdruckes ausser
den beiden ersten vernachlissigen. Der erste Summand ist der
weitaus wichtigste und wir ersehen daraus, dass das Verhiiltnis der
Dispersionen fast konstant und gleich a ist, so dass man « als die
Dispersion der Substanz fiir alle Strahlen, bezogen auf die Normal-
einheiten, ansehen kann. Dieses Verhiiltnis ist indessen nicht streng
konstant und man bezeichnet diese Thatsache als die Disproportio-
nalitit der Dispersion. Stellt man zwei Prismen her, eins aus
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der als Vergleichsnorm gewiihlten und das andere aus der zu unter-
suchenden Substanz, und untersucht man das von jedem derselben
herrithrende Spektrum, so treten die Linien und farbigen Strahlen
in beiden in derselben Ordnung der Aufeinanderfolge auf; da aber
die relative Dispersion fiir gleichwerthige Strahlen nicht auch fiir
verschiedene Substanzen einen proportionalen Gang aufweisen, so
werden auch die Spektren in geometrischem Sinne von einander ab-
weichen miissen. Werden die beiden Prismen neben einander an-
geordnet in der Weise, dass man zwei iiber einander liegende gleich
lange, mit ihren iiussersten Strahlen sich deckende Spektra erhiilt,
so werden die zwischenliegenden Strahlen nicht genau in ihrer Lage
ibereinstimmen.

§173. Wir gehen nun tiiber zur Bestimmung der von der
Brechung dureh ein Prisma herriihrenden Dispersion eines Sonnen-
lichtstrahls.

Um diese Untersuchung sowohl moglichst allgemein als auch
symmetrisch zu gestalten, wollen wir annehmen, es werde das Licht
zerstreut, bevor es in das Prisma gelangt. Es bedeuten ¢ und i’
Einfalls- und Brechungswinkel an der ersten, /' und i, dieselben
Winkel an der zweiten Prismafliiche fiir den Normalstrahl mit dem
Brechungsindex n. Ist @ wieder der brechende Winkel des Prismas,
so sind diese Grossen nach (15 und 16, II) unter einander ver-
bunden durch die Relationen:

sini=unsini'
sind=n sin i,
i =
Bedeuten
i+0i, '"+0i', H+diy, und ¢'+04i

die entsprechenden Winkel fiir irgend einen anderen Strahl, dessen
Brechungsindex n+ dn ist, so erhalten wir durch Differentiation der
obigen Relationen zwischen den Grossen ¢, ¢/, 7, {' und = die
Gleichungen:

cosidi=0nsini' ++ ncosi' @i’
cos,0ly=2>0nsini'+ neosi'd i)
0 +0di'=0
Aus diesen Gleichungen lassen sich ¢¢' und ¢4’ eliminiren,

indem man die erste Gleichung mit cos ¢/, die zweite mit cos i mul-
tiplicirt und beide dann addirt; auf diese Weise erhalten wir
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cosicosi,' @i+ cosi, co8i' di,=0n {sin i’ cos iy’ +sin 4, cos i':

=adnsin (" +14'),
und daher
cosicost' di+4cosi, cosi' O, =>dasine. . . . . (3)

Diese Gleichung charakterisirt die Relation zwischen den Dis-
persionen der einfallenden und austretenden Strahlen.

Wo der einfallende Strahl iiberhaupt keine Dispersion erleidet,
lisst man 07 verschwinden und die Gleichung fiir die Dispersion
erhiilt dann die Form

_ dnsine

8 = a&};’éasi;‘ L T T (4)

In Worten heisst das:

Die Dispersion ist umgekehrt proportional dem Produkte der Kosinusse
der Brechungswinkel an den beiden Prismenfldchen.

§ 174, Fiillt der Strahl senkrecht auf die erste Fliche, so ist
i'=0, also i,' =« und somit sin 7, = = sin @, so dass dann nach (4)
¢t den Werth hat

0a=2Tgi. ... ®

Die Bedingung dafiir, dass f{ir den Normalstrahl ein Minimum
der Ablenkung stattfindet, ist, dass ¢' =z‘,'=—g—, somit dass
9

sine=2sin7 ' cosi' = 7; sin i, cos ',
U

oder, nach Einsetzung dieses Werthes von sina in (4),

0, = “” he o e = 3 @ & a @ (6)

Newton nahm an, dass der Stellung kleinster Ablenkung auch
diejenige kleinster Dispersion entspriiche; die Formeln (5) und (6)
zeigen indessen, dass diese Annahme unrichtig war. Um die durch
die kleinste Dispersion bedingte Stellung des Prismas zu finden,
miissen wir den Nenner des Ausdrucks (4), d. h. cos i, cos i, ein
Maximum werden lassen. Setzen wir den ersten Differentialquotienten
dieses Ausdrucks gleich 0, so erhalten wir

tgn 04 +tgi'di' =0
Setzen wir in diese Gleichung

0i'=—201',
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so wird daraus
tehdn=—12¥04: = = v = 5 4 ¢ « D

Die Winkel 4, und 4, sind aber durch die Relation sini,=nsini,’
unter einander verbunden und differentiirt man beide Seiten dieser
Relation, nachdem man sie logarithmirt hat, so erhilt man

_6\"_1 oy
tgi,  tgh”

Dureh Division dieser Gleichung mit (7) fallen ¢4, und @4’ fort
und man erhiilt die Gleichung

tghi =18’ t85, « .+« . . e . . (8

welehe in  Verbindung mit den beiden anderen Bedingungen
sin 4, =mn sin {' und ¢ +17'=a die der kleinsten Dispersion ent-
sprechende Stellung des Prismas vollstiindig bestimmt.

Die Elimination von # und ¢’ lidsst sich auf folgende Weise
erreichen:

Zwischen 4, und 7" besteht die Relation

sin {; = n sin¢,’,
oder, wenn man die Sinusse durch die Tangenten ersetzt,

tg?, attg?y
1-+tg¥,  1+tgi,"’

und wenn man hierin fiir tg?7; seinen Werth aus (8) einsetzt, so er-
geben sich folgende Relationen:
nttg i = Ly 'I(] —_?:_tg_"’_r:l_”)_ 3
14+tgi'.tgd
hieraus
tgi'Hitgd' A+t tgdy)) —tgd
1-+tgi'tgid

R y I —
an tgll—- H]

te ' —tod,'!
2 __ e -t S
(n Dtgd 1+ tgi'tgd' 2

= tg‘ (P" —_ 1‘-1') 5
oder endlich, da i' +i'=a,
m—Dtgd' =tg@—24% . . . « « « . (9

Es ist dies eine kubische Gleichung nach tgié/, aus welcher
sich 7,' bestimmen liisst.
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§ 175. So lange der brechende Winkel des Prismas kleiner
als der Grenzwinkel fiir das betreffende Glas ist, existirt immer ein
solches Minimmum der Dispersion. Denn fillt der einfallende Strahl
fast parallel zu den brechenden Flichen ein, und nehmen wir an,
der Einfallswinkel liege auf der von der brechenden Kante abge-

. . s - ki
kehrten Seite des Prismas, so ist nahezu h=regr und daher, wenn

man den Grenzwinkel mit y bezeichnet, :' =y. Dies ist der grosste
mogliche Werth von ¢ und es hat dann gleichzeitig ¢ seinen
kleinsten Werth. Ist aber #<Ty, so ist ¢’ und ebenso 7, negativ
und letzterer hat dann seinen grossten numerischen Werth. In diesem
Falle ist daher cos¢ cosé ein Minimum und daher nach (4) die Dis-
persion ein Maximum.

In dem Maasse, wie der Einfallswinkel abnimmt, wiichst cos i’
bestindig, bis '=0 und damit cosi'=1 wird; von hier ab nimmt
i' einen negativen Werth an und cos ' nimmt seinerseits von 1 bis
cos (y —a) ab. Ferner wiichst cos i, zuerst bis zur Einheit, wo
i, =0 ist; hierauf wird 7, positiv und nimmt bis - zu, so dass cos,

=

von 1 bhis O abnimmt. s wird somit anfinglich die Dispersion
kleiner, sie erreicht darauf ihr Minimum und nimmt darauf unbe-
grenzt zu.

Da die Dispersion durch die Anordnung der Prismenstellung in
Bezug auf den einfallenden Strahl bis ins Unendliche vergrossert
werden kann, so gelangen wir zu dem Schluss:

Die durch ein Prisma mit ganz beliebig grossem brechenden Winkel er-
zeugte Dispersion ldsst sich durch die Dispersion eines anderen Prismas
gleichen Materials mit beliebig kleinem brechenden Winkel aufheben,

§ 176. Bestimmmung der Dispersion, welche zwei mit ihren brechenden
Kanten parallel gestellte Prismen erzeugen.

Es sei «' der brechende Winkel des zweiten Prismas und =»'
der dem Normalstrahl entsprechende Brechungsexponent fiir die
Substanz, aus welcher dieses Prisma besteht; 4, 7, 75, ;' seien die
den Winkeln 7, ¢', 4, 7' bei dem ersten Prisma entsprechenden
Winkel fiir das zweite Prisma. Es bestehen dann zwischen den
Winkeln die folgenden Relationen:

sini=uasind, sini=nasin{', sindi=1n'sind,
sin ;= n'sind,, i'+i' =, iy i =

Ferner, bedeutet ® die Neigung zweier benachbarter Prismen-
fliichen zu einander, so ist
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Suchen wir das fiir einen Strahl mit dem Brechungsexponenten
n-4@n resp. n' -+ &@n' bestehende Abhiingigkeitsverhiiltnis aller dieser
Grossen auf, so erhalten wir nach (3) die Gleichungen:

cos? cosi' i+ cosi cosi''0f,=0nsine

€08 7, C08 3’ @ iy cos i; cos 4, d iy, = n'sin ' (10)
und

94, + 05, =0

Um nun ¢4 und @4 zu eliminiren, haben wir nur deren Werthe
aus den beiden ersten Gleichungen in die letzte zu substituiren und
die daraus sich ergebende Gleichung enthilt nur ¢ und @4 und
charakterisirt daher die Dispersionen des einfallenden und austreten-
den Strahls.

§ 177, In ganz analoger Weise konnen wir die von einer
Kombination einer beliebigen Anzahl von Prismen mit parallel ge-
stellten Axen herriihrenden Dispersionen bestimmen.

Der Kiirze halber bedienen wir uns der Substitutionen:

sin e __cosicosy'

L e P=—0
2 cosicosi'’ P cosi cosiy’

wo die Winkel ¢, i, 7, 4,' und « sich auf irgend eines der Prismen
bezichen, und nehmen wir an, es seien m, symbolisch durch die
Indices (1), (2), (3) ....(m) von einander unterschiedene, Prismen
vorhanden. Wenden wir auf jedes dieser m Prismen der Reihe nach
die bereits ermittelten Gleichungen an, so erhalten wir aus ¢10),
wenn wir die ganze Gleichung durch cosi' cosi, dividiren, folgende
Gleichungen:

Pimy @ émy + 0 iy = 8 My Gy

}’1‘1“71,8 ‘{m—t)+ 7 Il('m—l ) =d Nm—1) (f\m—!)

Pie) @ ig)+ 0ty 9,=0ns) 99

Pay @iy + 9y =08n 4

¢ il(m—l) -+ 0 J‘gm) =0
a l-l[‘m—ﬂ) :a c‘w(‘—lj =0

d 1‘1(1)+ 3 JILQJ =0
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Multipliciren wir die erste Gruppe der Gleichungen der Reihe
nach mit

]’ P(m)’ P(m) .lu(m-—l)’ f"(m)P(m—l)p(m-—E'l’ LERE lul'm)P(m—-i) v Py

und addiren die dadurch entstehenden Gleichungen, so verschwinden
gemiiss den Gleichungen der zweiten Gruppe alle Winkel bis auf
@iy, und @i, , so dass demnach

a‘;lwl_'_P(nuP(m—h =M p:2,1p(116':|1) - an'im) Ttm) + a"n’m— 1) ‘I'(m—l)P(m)
& a”{m—i’) ?(m-—2)P|'m‘rp(m—ﬂ

e e e e 1t 6""-1) 91 p;m)p(m-—l)
..... Pgyr + v - oo - - (11)

Diese Gleichung charakterisivt das Abhdngigkeitsverhiltnis zwischen den
Dispersionswinkeln des Strahlenbiindels beim Fintritt und Austritt.

§178. Wenn der brechende Winkel der Prismen nur klein ist
und der Strahl fast senkrecht durch jedes derselben hindurchgeht,
so erhiilt der Ausdruck fiir die Grosse der Dispersion eine sehr ein-
fache Form. Sind niimlich a, o', «".... die brechenden Winkel der
Prismen und =, »', »".... die dem Normalstrahl entsprechenden
Brechungsexponenten fiir die verschiedenen Substanzen, aus denen
die Prismen hergestellt sind, so ist die durch das erste Prisma her-
vorgerufene Ablenkung nach (20, II)

D=(n—1)«,
und iihnliche Ausdriicke gelten fiir alle folgenden Ablenkungen.
Bezeichnen wir die gesammte Ablenkung mit D,, so erhalten wir
durch Addition der einzelnen Ablenkungen
Dy=(n—Dae+ 0 —1De'"+0"—1e" +.....

und somit ist fiir irgend einen Strahl anderer Brechbarkeit die Dis-
persion gegeben durch die Gleichung

0Dy=0ne+0on ¢ +a0" " +.....
1 1 1 : § . ;
Stellen. ——» — 55 ... die relativen Dispersionen der ver-

schiedenen Substanzen fiir diesen Strahl dar, so ist nach (1)
1 E . ; ;
3D.,=_;-(n-—1}«+—”, W —1D« 4.4+, . .. (12)

der Werth der gesammten Dispersion.
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§ 179. Liisst man einen Lichtstrahl durch zwei Prismen nach
einander treten, so ist es immer méglich, ihre brechenden Winkel
80 zu wihlen, dass die von dem ersten herrihrende Dispersion an-
nithernd durch die des zweiten aufgehoben wird, und es ist somit
ein Mittel gegeben, den austretenden Strahl farblos erscheinen zu
lassen.

Newton hielt dieses Resultat fiir unmoglich, ohne auch gleich-
zeitig eine gegenseitige Aufhebung der Ablenkungen der beiden
Prismen, somit ein Verschwinden der gesammten Ablenkung des
Strahlenbiischels, herbeifiihren zn miissen. Er scheint auf diese irr-
thiimliche Annahme durch einen zufilligen Umstand bei einem Ex-
periment gefiihrt zu sein, bei welchem er die brechende Wirkung
eines Glasprismas dadurch aufhob, dass er es mit einem Wasser-
prisma umgab. Er hatte dem Wasser Bleizueker zugesetzt, um sein
Brechungsvermégen zu erhdhen und hatte ihm damit auch ein gros-
seres Zerstreuungsvermdogen verliechen, und hierbei allerdings trat
die Achromasie des austretenden Strahls erst ein, wenn durch die
gehorige Finstellung des brechenden Winkels des Wasserprismas der
austretende Strahl dem eintretenden parallel gemacht worden war.
Hieraus schloss nun Newton, dass die Dispersion aller Substanzen
der Ablenkung des mittleren Strahls proportional sei, dass daher die
Dispersion niemals aufgehoben werden kénne, so lange iiberhaupt
noch Brechung der Strahlen stattfinde. Aus diesem Grunde gab er
es auch auf, auf eine Verbesserung dioptrischer Fernrohre zu sinnen,
und er widmete nun seine Aufmerksamkeit der Aushildung der
Spiegelteleskope.

Newton’s Irrthum entdeckte zuerst der Englinder Hall, wel-
cher das erste achromatische Fernrohr herstellte. Diese Entdeckung
verfiel indessen wieder in Vergessenheit, bis das Experiment von
Dollond, einem Londoner Optiker, wieder aufgenommen wurde.
Diesem gelang es, die Dispersion aufzuheben, ohne die Brechung zu
beeintriichtigen, und damit die Unrichtigkeit der Newton’schen
Sehlussfolgerung darzulegen.

Wir haben indessen gesehen, dass verschiedenfarbige Strahlen
nicht durch verschiedene Substanzen in demselben Verhiiltnis zer-
streut werden, oder in anderen Worten, dass die von Prismen aus
verschiedenem Material herriihrenden Spektra nicht geometrisch
dihnlich sind. Wenn daher die Prismen so angeordnet werden, dass
sie zwei Strahlengattungen (z. B. die dussersten rothen und die #Hus-
sersten violetten Strahlen) in dem Austrittsstrahl vereinigen, so wird
immer noch eine, wenn auch verminderte, Dispersion der iibrigen
Strahlen vorhanden sein. Es wird somit das Lichtbiischel, anstatt
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ganz farblos auszutreten, ein zweites, aber erheblich kleineres Spek-
trum bilden; man nennt dieses Spektrum das sekundire Spektrum.
Ferner ermoglicht die Anwendung dreier Prismen von verschiedenem
Material die Vereinigung dreier Strahlen des austretenden Biischels
(z. B. der rothen, griinen und violetten Strahlen); aber es werden
immer noch, infolge der Disproportionalitiit der Dispersion, die iibrigen
Strahlen nicht ganz vereinigt, und hieraus ergiebt sich ein mnoch
kleineres Spektrum, das sogenannte tertiiire Spektrum; diesc
Betrachtung liesse sich big ins Unendliche fortsetzen. In der Theorie
ist daher vollkommene Achromasie ohne die Anwendung einer sehr
grossen Anzahl verschiedener Medien unmoglich; bei der praktischen
Ausfithrung nehmen diese successiven Spektra an Lichtstiirke dusserst
schnell ab und werden alsbald praktisch wirkungslos, und zwar in
dem Maasse, dass es in den meisten Fiillen iiberfliissig erscheint,
mehr als zwei Strahlen zu vereinigen. Als die zu vereinigenden
Strahlen wird man in dem letzteren Falle nicht die dussersten rothen
und violetten Strahlen wiihlen, da diese ohnehin sehr lichtschwach
sind; sondern es ist zweckmiissiger, diejenigen beiden Strahlen zu
vereinigen, deren Helligkeit und Farbendifferenz am grossten ist,
z. B. einen Strahl aus dem gelb-orangen mit einem solchen aus dem
griin-blanen Theil des Spektrums.

Der erste erfolgreiche Versuch, das sekundire Spektrum zu
beseitigen, wurde von Blair angestellt; einen Bericht seiner Arbeit
enthalten die Phil. Trans. Edinb., 1791. Er fand in dem Spektrum
der Salzsiiure eine Kontraktion des stirker brechbaren Theils des
Spektrums (griin bis violett) und eine Expansion des weniger brech-
baren Theils gegeniiber dem Spektrum der meisten metallischen
Losungen, und dureh Mischung wvon Antimon- und Quecksilber-
chlorid in geeignetem Verhiiltnis mit Salzsiiure oder mit Salmiak
erhielt er eine Flissigkeit, welche bei einer von der des Crown-
glases abweichenden absoluten Dispersion ein Spektrum ergab, wel-
ches demjenigen des Crownglases geometrisech #ihnlich war. Kom-
binirte man daher zwei Linsen oder Prismen aus einer solchen
Fliissigkeit und Crownglas derart, dass in dem austretenden Strahlen-
biischel zwei verschiedenfarbige Strahlen vereinigt wurden, so war
auch das austretende Lichtbiischel vollstindig farblos. Blair’s Ob-
jektive wurden seiner Zeit als etwas sehr Werthvolles angesehen,
aber wegen der Unbequemlichkeit, welche die Anwendung fliissiger
Linsen im Gefolge haben, kamen sie niemals in Gebrauch.

Was Blair mit flissigen Linsen gelang, erreichte Prof. Abbe
in Jena durch seine Entdeckung neuer Glasarten. Im Jahre 1881
unternahm Prof. Abbe, unterstiitzt durch Dr. Schott und Dr. Carl
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Zeiss eine Untersuchung der optischen Eigenschaften aller Glas-
arten, d. h. aller bekannten Substanzen, welche sich verglasen lassen
und zu einer amorphen, durchsichtigen Masse erstarren. Diese Arbeit
wurde fortgesetzt bis Ende 1883 und richtete sich auf die Lésung
zweier praktischer Aufgaben. Die erste derselben bestand in der
Herstellung solcher Flint- und Crownglaspaare, bei welchen der
Gang der Dispersion in den verschiedenen Regionen des Spektrums
fiir jedes Paar ein moglichst proportionaler sei. Die zweite Aufgabe
hatte als Ziel die Gewinnung einer griosseren Mannigfaltigkeit an
Abstufungen in dem Charakter optischer Gliser, in Bezug auf die
wichtigsten optischen Konstanten, den Brechungsexponenten und die
mittlere Dispersion, um hierdurch dem rechnenden Optiker einen
grosseren Spielraum fiir seine Rechnungen zu gewiihren. Die erstere
Aufgabe ist in befriedigender Weise gelost worden, mit dem Er-
gebnis niimlich, dass die Benutzung der neuen Gliser die Herstellung
achromatiseher Linsen weitaus vollkommenerer Art gestattet, als dies
vorher jemals moglich war; auch die zweite Aufgabe ist mit Erfolg
verwirklicht worden und es stehen dem Optiker bereits cine ganze
Reihe neuer Gliser mit abgestuften Eigenschaften zur Verfiigung. .
Als ein besonderer Fortsehritt muss wohl auch der Umstand an-
erkannt werden — und es wird sich derselbe noch immer mehr als
ein wesentlicher Fortsehritt geltend machen, wenn erst die aus-
fiihrende Optik auf die zu seiner vollen Verwerthung unumgiinglich
erforderliche theoretische und rechnerische Stufe der Entwicklung
gebracht sein wird —, dass das Abbe-Schott’sche Schmelzverfahren
dem Optiker Gliiser liefert, in welchen bei gleichem Brechungsindex
die Dispersion, bei gleicher Dispersion der Brechungsindex einen er-
heblichen Spielraum fiir die Auswahl gewiihrt, wiihrend bekanntlich
bei den bis dahin allein angewandten Silikatgliisern, der Einartig-
keit ihrer chemischen Zusammensetzung entsprechend, eine Zunahme
des Brechungsexponenten auch eine entsprechende Zunahme der
Dispersion im Gefolge hatte, abgesehen von ganz minimalen Ab-
weichungen, welche keine praktische Bedeutung haben.

§ 180. Wir werden nun die Bedingungen aufsuchen, unter
welchen ein durch ein Prismenpaar fallender Sonnenlichtstrahl als
farbloser Strahl wieder austritt.

Zu diesem Ende untersuchen wir zuniichst die Bedingung, unter
welcher zwei der hellsten Strahlen sich beim Austritt aus dem Prismen-
system vereinigen lassen, und wir werden hierbei annehmen, dass
das sekundiire Spektrum so klein ist, dass es vernachliissigt werden
kann. Man wihle einen der Strahlen als Norm und driicke, wie

bisher, den Brechungsindex des anderen Strahls aus durch eine,
Heath-Kanthack. 15
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cine kleine Abweichung vom mittleren Strahl charakterisirende Be-
zeichnung. Wir haben dann, da die einfallenden und austretenden
Strahlen chromatisch vereinigt sind, ¢/=0 und 84, =0.

Die Gleichungen (10) erhalten somit die Form:

cos ?, cosi' 01, = Onsine I
cos ¥, cos iy 0i, = On'sine' | .
6?.1 + 352 = 0 [

Eliminiren wir in diesen Gleichungen @i, und é1i,, indem wir
deren aus denselben siech ergebenden Werthe addiren, so finden wir

Onsinecosiycosdy 4 dn'sine cosiyeosi' = 0. . . . (13)

Die Winkel ¢, ', i, und 4, welche in dieser Gleichung vor-
kommen, sind unter einander verbunden durch die Relationen:

sint, = asind' = asin (¢ —1'),
sini, = a'sind’ = »'sin (' —3"),

so dass, wenn n und n»' gegeben sind, vier unabhingige Winkel in
der Bedingungsgleichung vorkommen, nimlich «, ', iy und i, Wenn
daher Form und Stellung des ersten Prismas gegeben sind, so dass
bei ihm das Licht unter einem bekannten Einfallswinkel einfillt, so
sind damit die Winkel « und ¢ gegeben und nur die Winkel ' und
iy bleiben unbestimmt. Der Bedingungsgleichung kann daher auf
zweierlei Weise geniigt werden: Entweder man wiihlt fiir das zweite
Prisma eine bestimmte Stellung und veriindert entsprechend der
durch die Forderung der Achromasie bedingten Gleichung die Grosse
des brechenden Winkels, oder man nimmt den brechenden Winkel
als unverinderlich an und bestimmt die der Gleichung (13) geniigende
Stellung des Prismas. Bestehen beide Prismen aus gleichem Material,
so dass dann dx=27x', so lisst sich dennoch der Austrittsstrahl nach
der einen sowohl als nach der anderen Methode achromatisiren.

Bringt man beide Prismen in ihre Lage kleinster Ablenkung
in Bezug auf den mittleren Strahl, so gestaltet sich die Bedingungs-
gleichung fiir die Achromatisirung der Prismen wesentlich einfacher.
In diesem Falle ist bekanntlieh

'

. . €« 3 = [Y
;'=f]r= -—")— ]_]_ﬂd p__,'=3‘1'::—,

2 2

und die Bedingungsgleichung (13) erhilt die Form.

: : 3 i G ; «
dnsin « cos iy c0s 5~ 4+ @n' sin e’ cos i, cos -

2:0.
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Dividiren wir nun jede Seite dureh 2 cos g cos % und beachten,

dass

sin i = nsin % , sinz,=n'sin —; g & s owow (1)
so erhilt die Bedingungsgleichung die einfache Form:
ndntgi + adn'tgi,=0,. . . . . . . (15

wo i und i, ihrerseits durch die Gleichungen (14) bestimmt sind.

§ 181. Sind m Prismen vorhanden, so lassen sich nach Analogie
der eben dargelegten Untersuchungen die Bedingungen fiir die
Achromatisirung auffinden. Sollen zwei Strahlen vereinigt werden,
von denen der eine als mittlerer Strahl gewihlt ist, wihrend der
andere ein Strahl ist, fiir welchen der Brechungsexponent der ver-
schiedenen Medien von demjenigen fiir den mittleren Strahl um ein
Geringes abweicht, so haben wir nur in Gleichung (11) ¢4 = 0 und
Jiy,, =0 werden zu lassen, und wir erhalten hierdurch als Bedin-
gungsgleichung

a”’(mj Y(m) +an(m—l) g(m—l)p(m) i a"’(m—?) Y(m—2) P(m) P(m—l) o e
o Oy Gy Py Pim—ry -+ + - Py=0. . . . (16)

Wenn ein Strahl fast senkrecht durch ein System von Prismen
von sehr kleinem brechenden Winkel tritt, so erhilt die Gleichung
(16) die einfache Form:

O myy ey +Ongy g+ . .o Dngy @y =0.. . . . (17)

Bei einer gegebenen Anzahl von m Prismen liisst sich eine An-
ordnung auffinden, welche es ermdoglicht, m Strahlen des Spektrums
zu vereinigen. Denn angenommen, die Substanzen und brechenden
Winkel aller Prismen seien vorgeschrieben, und ferner sei die Stel-
lung des ersten Prismas gegeben, so dass das Licht auf dasselbe
unter einem gegebenen Einfallswinkel einfillt, so bleiben uns noch
die Winkel zwischen den benachbarten Seiten auf einander folgen-
der Prismen als Variablen zur Verfiigung. Diese m—1 verinder-
baren Winkel liefern uns ein Mittel, um die (m—1) Gleichungen zu
befriedigen, welche die Bedingungen enthalten, dass m—1 Strahlen
des Spektrums in der Richtung des mittleren Strahls austreten.
Stellt man simmtliche Prismen aus gleichem Material her, so ist

Oy =0m, 5= ....=08ny,

und wenn daher die Kombination fiir nur ein Paar farbiger Strahlen
achromatisch ist, so werden alle Farben vereinigt werden. In diesem
15*
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Falle liisst sich vollkommene Achromasie erreichen durch nur eine
Relation zwischen den Winkeln, welche uns als Variable zur Ver-
fiigung stehen.

Achromasie der Linsen.

§ 182, Durch eine zweckmiissige Verbindung von Linsen lisst
sich die Dispersion verschiedenfarbiger Strahlengattungen nahezu
aufheben; ebenso wie in dem Falle des Strahlenganges durch zwei
Prismen, so lisst sich die durch eine Linse hervorgerufene Dispersion
angeniihert durch die von einer zweiten Linse herrithrende kompen-
siren, so dass das austretende Strahlenbiischel farblos erscheint.

Wir werden zuniichst unsere Aufmerksamkeit auf die approxi-
mative Untersuchung solcher Linsen beschriinken, in welchen die
Dicke der Linse vernachliissigt werden kann, die Hauptpunkte somit
als in einem Punkte, dem Linsenmittelpunkt, zusammenfallend ange-
sechen werden diirfen. Es wird niéimlich die strenge Durchfiihrung
der Untersuchung der Dispersion bei Linsen darum so sehr kom-
plicirt, weil die Hauptpunkte der Linsen, von denen aus bekannt-
lich gewthnlich alle Abstinde gemessen werden, selbst eine variable
Lage einnehmen, je nach dem Brechungsexponenten fiir denjenigen
einzelnen Strahl, welchen wir unserer Untersuchung zu Grunde legen.

In allen Fillen wollen wir » als den Brechungsexponenten
des mittleren Strahls, und n-+dn als den Brechungsexponenten
irgend eines anderen Strahls annehmen. Die Brennweiten der
Linsen wollen wir als eine Funktion des dem mittleren Strahl ent-
sprechenden Brechungsexponenten ansehen.

Wir untersuchen zuniichst die Veriinderung, welche die Brenn-
weite einer Linse erleidet, entsprechend dem Uebergange von dem
mittleren zu irgend einem anderen Strahl. Die Grosse der Brenn-
weite einer Bikonvexlinse mit den Kriimmungsradien » und s ist
nach (14, 1IV) durch die Gleichung

1 1 1
Feen(ied)
/ r 8

gegeben, wo n der Brechungsexponent der Linsenmasse in Bezug
auf den mittleren Strahl ist. Lisst man » um ein Geringes zu-
nehmen, so dass es n-+&n wird, so folgt aus der letzten Gleichung

durch Differentiation:
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und hieraus ergiebt sich, wenn wir das Zerstreuungsvermogen des

1
Mediums mit - - bezeichnen, als die Verinderung der Brennweite
nach (1)
8(—L)= e NG W EE (18)

§ 183. Wenn ein Bild durch eine Linse oder ein System von
Linsen entsteht, welches nicht achromatisirt ist, so wird es, das Lieht
als nicht monochromatisch vorausgesetzt, in zweifacher Hinsicht
durch die Dispersion beeinflusst. Erstens, die verschiedenen far-
bigen Bilder reihen sich aunf verschiedenen Punkten der Axe des
Systems hinter einander auf, und zweitens die verschiedenen far-
bigen Bilder haben verschiedene Dimensionen. In gewissen Fillen
lassen sich diese Miingel beide beseitigen, in anderen liisst sich nur
dem einen derselben begegnen, und um zu entscheiden, weleche von
den beiden Korrektionen vorgenommen werden muss, hat man den
besonderen Zweck, dem das System dienen soll, in’s Auge zu fassen,
und dementsprechend den in dem besonderen Fall sechwerstwiegen-
den Fehler zu korrigiren.

Beil Fernrohrobjektiven kommen zwei Linsen in Anwendung
und sind so dicht neben einander angeordnet, dass sie als nur eine
Linse wirken. Es liegt dann ein Punkt und sein Bild immer auf
derselben durch den Linsenmittelpunkt gelegten Linie, so dass,
wenn die Linse derart korrigirt wird, dass die verschiedenfarbigen
Bilder alle in derselben zur Axe senkrechten Ebene liegen, sie auch
alle dieselbe Grdsse haben werden. Es geniigt daher, nur die
erstere Korrektion vorzunehmen, indem die zweite sich hieraus von
selbst ergiebt.

Diese Objektive setzt man gewdhnlich zusammen aus einer
dusseren Bikonvexlinse von Crownglas und einer mit ihr verkitteten
Bikonkavlinse von Flintglas, das eine grdssere Dispersion hat als
das Crownglas. Man erkennt an diesem Beispiel unschwer das
Prineip der chromatischen Korrektion. Durch die Bikonvexlinse
entstehen die farbigen Bilder in verschiedenen Abstinden lings der
Axe, so zwar, dass das violette Bild das der Linse zuniichst liegende,
das rothe Bild das am weitesten abliegende ist. Die Wirkung der
konkaven Linse auf diese Bilder besteht nur darin, dass sie sie von
der Linse entfernt, und die Wirkung auf das violette Bild ist hier-
bei eine stiirkere als die auf das rothe Bild ausgeiibte. Durch eine
richtige Wahl und Kombination der Linsen lisst sich das resultirende
violette Bild zur Deckung mit dem resultirenden rothen Bild bringen,
oder es lassen sich irgend zwei andere Farben in dem letzten Bilde




230 Kapitel 1X.

vereinigen. Wiren beide Linsen aus demselben Glas herzustellen,
wiihrend gleichzeitig an sie die Forderung gestellt wird, dass die
durch die eine hervorgernfene Dispersion durch die der anderen
wieder aufgehoben werde, so miissten die Linsen derartig dimen-
sionirt werden, dass mit der Aufhebung der Dispersion auch eine
gegenseitige Aufhebung der den einzelnen Linsen zukommenden
Ablenkungen verbunden sein wiirde, und eine solche Kombination
wiirde iiberhaupt nicht als Linse wirken. Wir haben aber gesehen,
dass fiir verschiedene Glasarten die Dispersion nicht der Ablenkung
proportional ist, dass vielmehr Flintglas ein stirkeres Zerstrenungs-
vermdgen besitzt als Crownglas, so dass es moglich ist, die Farben-
zerstreuung zu kompensiren, ohne damit auch die Ablenkung auf-
zuheben.

§ 184, Untersuchen wir jetzt die Bedingung, unter welcher
eine Verbindung zweier aus verschiedenen Glasarten hergestellten
und diecht neben einander angeordneten Linsen fiir zwei Farben
achromatisirt werden kénnen.

Wir nehmen an, dass die eine dieser Farben derjenigen eines
mittleren Strahls entspricht und bezeichnen die Brennweiten der
beiden Linsen mit / und f'. Es werden zwei Bilder entstehen, wo-
von das erste das von der ersten Linse herrithrende Bild des Ob-
jektes, das zweite das durch die zweite Linse erzeugte Bild des
ersten Bildes ist. Sind z und z' die Abstinde, num welche das Ob-
jekt und sein erstes Bild vor bezw. hinter dem Mittelpunkt der
ersten Linse liegen, y', y die Abstiinde, um welche das erste und
zweite Bild vor bezw. hinter dem Mittelpunkt der zweiten Linse
liegen, so ist nach (20, IV)

11t
.r+.:.-"_f
1t 1
y g S

Vernachlissigen wir die Linsendicken und die Abstiinde
zwischen den Linsen, so ist ' = —a' und daher

SO S T |
—t—=—

=13 19
x gy ff &=

Die Bedingung fiir die Achromatisirung des Systems liegt in
der Identitit von y fiir zwei verschiedene Farben und ist daher, da
z von der Farbe unabhiingig ist, gegeben durch die Gleichung
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o) =e )=

1 1

VT

oder nach (18)
N T )

Diese Gleichung enthilt die Bedingung fiir die Achromasie der
Kombination, sofern man die Linsendicken und die Abstinde der
Linsen von einander vernachlissigen kann.

Es ist diese Bedingungsgleichung unabhiingig von « und y, so
dass sie als Bedingung fiir die Achromasie fir eine jede Stellung des Objektes
gilt. Es ist auch fiir die Achromatisirung gleichgiiltig, in welcher
Aufeinanderfolge die Linsen verbunden werden.

Bei der Konstruktion mikroskopischer Objektive werden achro-
matische Paare dieser Art sehr allgemein verwendet; es besteht hier-
bei jedes aus einer plan-konkaven Linse aus Flintglas, welche mit
einer Bikonvexlinse von Crownglas verkittet ist, wobei die plane
Linsenfliiche dem einfallenden Licht zugekehrt wird.

§ 185. Hat man die Kombination zweier in Kontakt angeord-
neter Linsen fiir die Dispersion iiberkorrigirt, d. h. befindet sich das
durch das Linsenpaar hervorgerufene violette Bild in einem grisseren
Abstande von demselben als das rothe Bild, so lisst sich der Fehler
dadurch kompensiren, dass man zwischen den verkitteten Linsen
einen dem begangenen Fehler entsprechenden geringen Zwischen-
raum schafft. Dieser Zwischenraum zwischen den beiden Linsen
darf indessen nur ein sehr geringer sein, oder es wird eine Korrektion
der farbigen Bilder in Bezug auf deren Abstiinde eine Differenz in
dem Abbildungsverhiiltnis zur Folge haben.

Es gelten hier dieselben Gleichungen wie die in § 184 ange-
fiihrten, niimlich

1 1 1
FTTTTF
Poe o (21)
1,11
T N
und ausserdem besteht die Gleichung
d+y=a, .. .. ... .. 22

wo a jenen kleinen Zwischenraum zwischen den beiden Linsen be-
deutet. Nehmen wir nun an, die farbigen Bilder entstiinden in einem
gleichen Abstande von der Linse, so ist éx=0 und dy=0 und da-
her nach (18):
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- dz' 1
@ ey
ay _ 1|

— (y,)z fo-‘

oder, da nach (22) éa'+2y'=0

(.r')’:—f - (y')’r,if, =)

Setzt man hierin fiir ' seinen Werth ¢ — #' und vernachlissigt
die Quadrate des Quotienten —;, so erhilt man fir diese Glei-

chung die Niherungsform

2 . gt . 1

l"f' T vf v'f! 2
oder, wenn man hierin nach (21) @' durch seinen Werth nach z und
[ ersetzt,
.

2¢ (1 1) 1
{‘fm—w+7?

E2a ¥
Hiernach ist der Abstand nicht unabhiingig von dem Objekt-
abstand; tritt aber das Linsenpaar als Objektiv eines Fernrohrs auf,
so ist der Objektabstand x sehr gross im Vergleich mit den Brenn-
weiten. Vernachliissigt man daher den reciproken Werth von z, so
erhiilt man als Bedingungsgleichung fiir die Achromatisirung solcher
Linsenglieder, welche in einem geringen Abstande von einander an-
geordnet sind:

(23)

_2a 1, 1
l"ff' o l’f l_l'fi' 4
oder, da nach (20) 717:. fast denselben Werth hat wie — ylf..
2a 1 1
—— A=ty - (24)
Dies zeigt, dass, wenn die Korrektion moglich sein soll, ;lf + ;,1}.,

einen negativen Werth haben miissen.

Wenn aber in der urspriinglichen, durch Gleichung (19) charak-
terisirten Linsenkombination ¢y die Aenderung von y darstellt, welche
eine Aenderung ¢n in dem Brechungsexponenten verursacht, so ist

dy 1 7
B AT
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es muss daher dy positiv sein. Die violetten Strahlen vereinigen
sich zu einem Bilde, welches in einem grdsseren Abstande von der
Linse liegt, als das den rothen Strahlen entsprechende; d. h. die
urspriingliche Linse war tiberkorrigirt.

§ 186. Verbindet man drei diinne, aus Medien von verschie-
denem Dispersionsvermogen hergestellte Linsen zu einer einzigen,
so lisst sich das System in einem mnoch hodheren Grade der An-
niiherung achromatisiren; es lassen sich niimlich die drei verschie-
denen Farbengattungen entsprechenden Bilder vereinigen. Ganz
allgemein gesagt, wenn m Linsen zu einem Linsensystem verbunden
werden, dessen Dicke vernachliissigt werden kann, so lisst sich das
System achromatisiren fiir die Strahlen, deren Brechungsexponenten
n und 7 -+ dn sind, vorausgesetzt, dass

1
2(7)=o-

Dies liisst sich nach Analogie des Vorhergehenden darlegen.
Der Bedingungsgleichung liisst sich fiir m—1 Gruppen von Werthen
von dn geniigen und somit lisst sich die Achromatisirung auf die
m Linien des Spektrums entsprechenden Bilder ausdehnen.

§ 187. Wenn zwei Linsen, welche zusammen ein System bilden
sollen, durch einen Zwischenraum getrennt sind, so ist es unmaglich,
beide Arten der Korrektionen fiir die Dispersion gleichzeitig zu er-

reichen. Denn bedeuten in Fig. 102 # und «' die Abstiinde des Ob-
Jjektes und seines ersten Bildes beziehungsweise vor und hinter der

Fig. 102.

ersten Linse, ' und y diejenigen des ersten und zweiten Bildes, be-
ziehungsweise vor und hinter der zweiten Linse und stellen 3, f,
und 4 die linearen Dimensionen des Objektes und seiner successiven
Bilder dar, so bestehen nach (23, 1V) die Gleichungen:

i:
B

B ’

T
xl

g Y
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und daher

Wenn die den Brechungsexponenten » und n + &n entsprechen-
den Bilder in gleichem Abstande entstehen und auch die gleiche
Grosse haben sollen, so muss

('3.:;-:0}

dy=20
ebenso

und daher

sein. Es ist aber, wenn mit ¢ der Abstand zwischen den beiden
Linsen bezeichnet wird, &' -+ y' = a, so dass @y’ und ¢2' beide ver-
schwinden miissen. In anderen Worten, es muss jede Linse fiir sich
achromatisch sein. Dies lidsst sich aber nur dadurch erreichen, dass
man jede Linse des Systems fiir sich als ein verkittetes, achromati-
sirtes Linsenpaar ausfiihrt.

§188. Oft wird es indessen nothwendig, ein System von zwei
durch einen Zwischenraum getrennten Linsen auf Dispersionsfehler
so weit als moglich zu korrigiren und man hat sich dann zu fragen,
welche der zweierlei Arten von Korrektionen man vorzunehmen hat
und welche man unterlassen kann.

In diesem Falle ist es iiblich, die Verhiiltnisse so zu wiihlen,
dass die farbigen Bilder dieselbe Gréisse haben; denn bekanntlich
vermag das Auge besser die Grisse eines Objektes, als seine Ent-
fernung abzuschiitzen.

Bedienen wir uns der bisherigen Bezeichnungsweise, so ist

(2)-

die Bedingung fir eine gleiche Bildgrosse.
Wir haben aber gesehen, dass

oder, da
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-3 s r { .'fr —1 1 .
- |
Ferner ist ' + y'= e und somit

B _z [a—3
=% (*F=1)

8' X
€ a £
-5 {515
() () =5
oder endlich
ﬁ____l_i“::—i—(z axr
[ i I rr

Setzen wir das Differential dieses Ausdruckes der obigen Be-
dingungsgleichung entsprechend gleich 0, so erhalten wir nach (18)

x% (.r-}-a)% ax(%—i——})
7 -+ 7 = 77 ~. v . s . (26)

Dieser Ausdruck stellt daher die Bedingung fiir die partielle
Achromatisirung der beiden Linsen dar. Im Allgemeinen ist sie
nicht unabhiingig von dem Objektabstande.

§ 189. Ziehen wir die Konvergenz der Strahlen in Bezug auf
die optische Axe an Stelle des Abbildungsverhiiltnisses in unsere,
auf die Feststellung der Bedingungen fiir die Achromasie gerichtete
Untersuchung hinein, so lidsst sich auch auf diese Weise die Be-
dingung dafiir aufstellen, dass zwei farbige, von dem Objekt aus-
gehende Strahlen parallel zu einander zum Austritt gelangen.

Sind némlich « und o' die Konvergenzwinkel fiir den ersten
und letzten Strahl und schneiden diese die Axe in den durch die
Abscissen @ und y bestimmten Punkten, so ergiebt sich sofort aus
einer Figur oder aus der Helmholtz’'schen Formel fiir das Ab-
bildungsverhiiltnis und (5a, IV), dass

B _ tgd  zy
P - 7-uas: ~s UNERUE (27)
so dass, wenn der Bedingung 8(%—)=0 oder der in (26) ent-

haltenen geniigt ist, damit auch die, dass @' =0, erfiillt wird; das
aber bedeutet, die Strahlen treten aus der achromatischen Linse als
parallele Strahlen wieder heraus.
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§ 190. Ihre niitzlichste Anwendung findet diese Bedingungs-
gleichung bei der Achromatisirung von Okularen. Die Strahlen
fallen von dem durch das Objektiv erzeugten Bilde ausgehend excen-
trisch auf das Okular. Die durch die Linsen des Okulars erzeugten
Bilder entstehen in derselben Weise, als ob die Strahlen von einem
wirklichen Objekt ausgingen, abgesehen davon, dass die von irgend
einem Punkte des Bildes kommenden Strahlen nicht die ganze Linse
fiillen.

Der Mittelpunkt des Objektivs ist gewodhnlich sehr weit entfernt
von dem Okular im Vergleich mit den Brennweiten der Linsen des
Okulars. Dividiren wir daher die Bedingungsgleichung (26) durch «
und lassen » = oo werden, so wird aus (26)

L., 0
1 . 1 Yt

T T

oder
%.fr == _':‘Lr_ f

1 1 ’

v

I

(28)

a =

Ils erscheint als besonders vortheilhaft, die Linsen aus der-
selben Glasart herzustellen, indem dann, wenn man zwei farbige
Bilder zur Deckung bringt, alle farbigen Bilder vereinigt werden.
Die Bedingung fiir die Achromatisirung wird dann nach (28)

fr
a:f‘g-’,.........(eg)
oder in Worten ausgedriickt, der Abstand zwischen den aus derselben
Glasart hergestellten Linsen muss gleich der halben Summe ihrer Brenn-
weiten sein.

§ 191. Die Bedingungen fiir die Achromatisirung irgend eines
Systems centrirter dicker sowohl als diinner Linsen lassen sich leicht
aus der Gauss’schen Theorie ableiten.

Denn es lassen sich nach §§ 78 und 79 die Relationen zwischen
den Koordinaten eines Punktes und seines Bildes in den Formen
ausdriicken :

k¢ —a)@E —ad)+n'g@E—a)—nl{f —a)—an'h = 0
und
i=i= k(E —a)+a'g )

5 & n

Nehmen wir nun den Punkt (£, 5, £) als fest an, so miissten
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bei vollkommener Achromasie die Koordinaten des konjugirten
Punktes unabhingig von dem bhesonderen, der Rechnung zu Grunde
gelegten Strahl sein; und dies gilt fiir alle Werthe von & 3, £
Diese Bedingungen lassen sich fiir zwei Strahlen dadurch erfiillen,
dass man

[(7'g
a( 2

):0, a(.L‘A.’_):o, a(’“’ - )zo, a(--"',--)=o, d g
: k
macht.
Diese Relationen sind gleichbedeutend mit
8g=0, &8nh)=0, a(ii,-)=o und a(f:L, 1)=0.
i
Die Grossen g, &, k, I sind aber unter einander verbunden

durch die Gleichung
gl—hk=1,

woraus man durch Multiplikation mit —::. erhiilt:

L0 Ty 5
.’!("-) "(nr)_nlr

woraus sich ohne Weiteres die Bedingung ergicbt:

12
2 (T) —o.

Dieser Bedingung lisst sich aber nur geniigen, wenn man das
erste und letzte Medium gleichartig sein lidsst; in den meisten
optischen Instrumenten liegt dieser Fall thatsfichlich vor. Die an-
gefiihrten Bedingungen lassen sich dann auf drei der vier folgenden
zuriickfiihren:

gl BlRR 0, a(§)=o, Bl

Vergleicht man hiermit die Werthe der Koordinaten der Kar-
dinalpunkte des Systems, so erkennt man ohne Weiteres, dass die
angefiihrten Bedingungen damit gleichbedeutend sind, dass man die
Hauptpunkte und Brennweiten des Systems fiir die beiden Farben
gleichwerthig macht,
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