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Kapitel VIII.

Gestalt und Eigenschaften enger Strahlenbiischel
im Allgemeinen.

Allgemeine Theorie der Brechung diinner Biischel.

§185. Das diinne Strahlenbiischel, welches den Gegenstand
der folgenden Untersuchung bhildet, denken wir uns derartig kon-
stituirt, dass in demselben im Allgemeinen nur ein einziger Strahl
durch einen gegebenen Punkt geht, dass ferner die dasselbe bilden-
den Strahlen von ecinem als festliegend gedachten Strahl, dem Haupt-
strahl, nur um ein geringes entfernt sind und dass die Neigung
simmtlicher Strahlen zum Hauptstrahl kleine Grossen erster Ord-
nung darstellen. Die im Folgenden entwickelte Theorie riihrt von
E. E. Kummer her.

Nehmen wir den Hauptstrahl als Z-Axe eines riumlichen
Koordinatensystems an, bezeichnen mit (a, 3, y) die Richtungs-
kosinusse irgend eines dem Hauptstrahl unendlich benachbarten
Strahls des Lichtbiischels, wiihrend (z, y, 0) die Koordinaten des
Punktes darstellen, in welchem dieser Strahl die X Y-Ebene schneidet,
g0 sind nach unserer Voraussetzung ¢ und £ kleine Grissen erster
Ordnung und angeniihert ist y=1. Da nun aber, wie hervorgehoben,
nur ein einziger Strahl dureh irgend einen bestimmten Punkt gehen
kann, so sind die Koordinaten z, y als Funktionen der Richtungs-
kosinusse @, 7 anzusehen und lassen sich nach dem Maclaurin'-
schen Theorem in eine Reihe nach ¢ und S entwickeln. Vernach-
lissigen wir hierbei die Potenzen der kleinen Grossen o und f3, so
erhalten wir die Gleichungen:

dr e dx
T d « a3 B l
(1
y=7yf « -+ —dyfﬁ l
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oder (sagen wir)
v=e« + f ’
; @)
y=f'rc+‘r}ﬂ!
wo e, f, /' und g von der Beschaffenheit des Strahlenbiischels ab-
hiingige Konstanten sind. -

§ 136. Im Allgemeinen schneiden sich unendlich benachbarte
Strahlen nicht; es lisst sich aber immer ein Punkt auf dem Haupt-
strahl bestimmen, welcher den geringsten Abstand von allen, den
letzteren umgebenden unendlich benachbarten Strahlen hat. Wir
werden alsbald sehen, dass diese Punilcile kleinsten Abstandes sdmmtlich
innerhalb eines (durch zwei bestimmte Punkte) begrenzten Theiles des Haupt-
strahls liegen. Ist nimlich z der Abstand desjenigen Punktes auf dem
Hauptstrahl vom Ursprunge, in welchem dieser von dem dureh seine
Richtungskosinusse («, 3, ) bestimmten unendlich benachbarten Strahl
seinen geringsten Abstand hat, und stellen (4, p, v) die Richtungs-
kosinusse der Linie dieses kleinsten Abstandes zwischen den beiden
Strahlen dar, so ist die Richtung der Linie (4, g, v) senkrecht zu
derjenigen des Hauptstrahls und des Strahls («, 2, y) und somit

,lrc—|—|u.,8—[—;‘y=0
oder, da
»=0,
ist
ledtpup=0. . . . & & o« v « (8
Die Gleichung einer Ebene, die durch den Strahl (a, 2, y), so-
mit auch durch den Punkt (z, y, z) und jene Strecke kiirzesten Ab-
standes (4, 4, v), deren Punkte die Koordinaten £, », £ haben migen,
gelegt wird, ist:

E—a)Br—yw+a—@i—ae)+(E—2)(ep—18)=0

oder, da hier z=0 und v=0,
—(E—Quy+h—yiy+ilcu—2i8=0.

Diese Ebene schneidet den Hauptstrahl in dem gesuchten Fuss-
punkt des kiirzesten Abstandes. Um seine Lage zu finden, hat man
nur in der letzten Gleichung £=0, 7 =0 zu setzen und { in z iiber-
gehen zu lassen; man erhiilt dann, wenn man ausserdem fiir y
seinen Niiherungswerth 1 setzt,

s{lepu—ig)=ly—unx.

Mit Hilfe der Gleichung (3) lassen sich hieraus 4 und p elimi-
niren und man erhiilt
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(4 ) =—(ex+ 3y,
oder nach (2)

Bezeichnet ¢ den Winkel, welchen eine parallel zum Strahl
(@, 3, y) durch den Hauptstrahl gelegte Ebene mit der XZ-Ebene
einschliesst, so hat man zuniichst tgd =%=f—‘ und, wenn man
diese Bezichung in die letzte Gleichung einfiihrt, und noch durch
a? -+ ,# beiderseits dividirt,

= —{ccos"d‘+ (f+/f")sindcosd+ g sin":f}-.

Diese Gleichung erhiilt eine einfachere Form, wenn man das
mittlere Glied des Ausdrucks fortschafft. Zu diesem Zweck sub-
stituiren wir @ + @ fiir ¢, wo w einen vorliufig unbekannten Winkel
darstellt. Wir erhalten dann fiir die letzte Gleichung:

2=— cos”(ls{eeosgm—i— & i) sinm(:OSw—I—ysin“m} -
— sinl"‘(p{csin”m—(f+f') sin w cos w -+ g cos*w } —_
— sind> cos tp{(f+f’) cos 2w — (e —g) sin Bm}.

Wiihlt man nun @ so, dass

(e—g)—kcos2wm l
und i s )
(f+[f)=ksin2w |
mithin

k=(e—ygP+ (/+J")
wird, so verschwindet der Koefficient von sin @ cos @, der Koefficient
von cos? @ wird

_,,3’;{e(l+cos2w)+(_f+f')sin2w—|—y{1—cos?m}},
oder

—;(e+y+m,

und als denjenigen von sin?@ findet man

1
—glet+g—0.

Fiihrt man diese Koefficienten in Gleichung (4) ein, so erhiilt man:

z=rycos b +rysin?p, . . . .. . . . (6)
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wenn hierin
1
?‘lﬂ—ﬁ(e—kg-{uk)
(6a)

n_.z-——%—(@—i—g——ﬂ

Es liegt somit der Punkt kiirzesten Abstandes innerhalb be-
stimmter, durch die Gleichungen z=r, fiir #=0, und z=r, fir

T - = - .
@ = - charakterisirter Grenzen. Man bezeichnet daher diese Punkte

als die Grenzpunkte des Strahls, und die entsprechenden, zwei un-
endlich benachbarten Strahlen parallelen Ebenen, d. h. die beiden

Ebenen, fiir welche #=0 und &= g— ist, heissendie Hauptebenen

des Strahls.

§ 187. In dem Strahlensystem sind nun zwei Strahlen vorhanden, fir
welche der erste Naherungswerth der kiirzesten Abstinde von dem Hauptstrahl
verschwindet. Die Liinge des kiirzesten Abstandes zwischen dem Strahl
(«, 3, y) und dem Hauptstrahl ist Az + py. Dieser erste Niherungs-
werth verschwindet also nach (2), wenn

Aee+rfB)+u(fat+gp) =20

oder

i : .

u@«+jm+fa+yﬁ:0
wird.

Eliminirt man das Verhiiltnis 2:p, indem man aus (3) hierin
i .

= 7% = — tg ¢ einsetzt, so erhilt man

—e—ftgd+ 7' — g ===,

ter d
oder
Jleos?d—+ (g — ¢) sin & cos & — fsin?d = 0,

oder

(g—e)sin2d+ (F+f)eos2d=j1—f".

N

Substituiren wir hierin w -+ @ fiir ¢, so erhiilt diese Gleichung
die Form:

cos?-p{(f+f’)cos?m+(g-—e)sin2w}+

+sin2cp{(y—e) 082w — (/1" sin2m} = e
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Hieraus ergiebt sich, da aus (5)
—esino=—(f+/)cos2w

und
(e—g)cos 2w+ (f+f")sin 2w =k,
—ksin2¢=f—f'. . . . . . . . . D
Setzt man hierin ¢
Sin£'= }‘_fs
80 ist
& Fi 4 &

Ls lassen sich somit durch den Hauptstrahl zwei Ebenen legen, welche
beide auch noch einen unendlich benachbarten Strahl enthalten. Diese Ebenen
nennt man die Fokalebenen des Strahls und die Punkte, in welchen
die unendlich benachbarten Strahlen den Hauptstrahl schneiden,
bezeichnet man als die beiden Brennpunkte des Strahls. Die beiden
Fokalebenen liegen symmetrisch in Bezug auf die Hauptebenen des Strahls;
mit anderen Worten, die den Winkel zwischen den Hauptebenen
halbirende Ebene halbirt auch den Winkel zwischen den Fokal-
ebenen.

Sind ¢, und ¢, die Abstiinde der Fokalebenen vom Ursprung,
so ist nach (6)

0y =1, c08* P -+ 7y sin?p ]

: ]
oy =7y 8in* P 47, cos?p J
worin nach (7)

i)

in2 p=——=——"_
si o I

und
GLFoa=% T v v o s v e oo s (D)

Hieraus geht hervor, dass die Bremnpunkte zu den Grenzpunkten
eine symmetrische Lage einnehimen, oder mit anderen Worten, der in der
Mitte zwischen den Grenzpunkten liegende Punkt liegt auch in der
Mitte zwischen den Brennpunkten. Aus der Charakteristik der
Grenzpunkte folgt, dass die Brennpunkte zwischen den Grenzpunkten
liegen miissen.

§ 138. Die Fokalabstinde lassen sich bequemer nach einer
anderen Methode bestimmen. Schneidet der durch (z, y, 0) gehende
Strahl die Ebene z=¢ im Punkte (£, ), so miissen die Gleichungen
bestehen:

f=ztee=(+oe+/f |

. (10)
n=y+ep=1"e+(g+0 8]
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Ist nun der Punkt z=g¢ ein Brennpunkt, so ist z=g¢ auch die
Bedingung dafiir, dass der unendlich benachbarte Strahl den Haupt-
strahl schneidet, und es ist in diesem Falle £§=0 und 5=0. IHier-
nach specialisiren sich die Gleichungen (10) folgendermaassen:

e+ et fA=0)
Fla+@+o)p=0]

Eliminirt man hierin das Verhiiltnis a:/3, so erhilt man die
quadratische Gleichung

e+lg+o=sr" . . . . . . . . @D

als Bestimmungsgleichung fiir die Fokalabstinde.

§ 139. Alle Strahlen eines engen Strahlenbiischels gehen, wie wir im
Folgenden zeigen werden, durch zwei feste Linien, welche den Hauptstrahl
in den Brennpunkten unter rechtem Winkel schneiden. Diese Linien nennt
man Brennlinien und zwar liegt die erste Brennlinie in der zweiten
Fokalebene und die zweite Brennlinie in der ersten Fokalebene.
Um dies darzulegen, haben wir den Schnittpunkt irgend eines Strahls
mit der Ebene z=yg¢; zu bestimmen. Die Koordinaten eines solchen
Schnittpunktes sind:

E=zr+pe«
n=y-+op
(=g

Legt man durch diesen Punkt und den Hauptstrahl eine Ebene,
so zeigt es sich, dass die Lage einer solehen Ebene unabhiingig ist
von dem betreffenden Strabl. Es ist niimlich die Gleichung der
Ebene nach Analogie von (10)

Ey+oB)=n(r+oa),
oder

v:(¢+9:)cc+,fﬁ}=§{f'u+(y+01)ﬁ}; R )

und setzt man in die nach Analogiec von (11) gebildete Gleichung

(e+o) (g+o)=1r1

e+o f

Vi 79'*‘1’::“, T  E )]

so erhilt man, wenn man in (12) e+ g, durch m /" und g+ ¢, durch
2 ersetzt:
m

E=mg . . . . . .. .. . (14
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als die Gleichung der den Hauptstrahl und den Schnittpunkt des
betrachteten Strahls mit der Ebene z= g, enthaltenden Ebene, und
die Lage derselben ist, wie wir hieraus erkennen, unabhingig von
a und f.

Hieraus ergiebt sich, dass alle Strahlen die Ebene =g, in
Punkten schneiden, welche auf einer durch den Brennpunkt gehen-
den Linie liegen; wir wollen diese Linie als die erste Brennlinie
bezeichnen. Auf analoge Weise lisst sich nachweisen, dass alle
Strahlen eine #hnliche, dureh den anderen Brennpunkt gehende
zweite Brennlinie durchschneiden.

Es leuchtet ein, dass die erste Brennlinie in der zweiten Fokal-
chene liegt, indem diese zwei in dem zweiten Brennpunkt sich
schneidende Strahlen enthilt und jeder dieser Strahlen die Brenn-
linie schneidet. Umgekehrt liegt die zweite Brennlinie in der ersten
Fokalebene.

§ 140. Wir gelangen nun zu der Theorie der Strahlen-
dichtigkeit, weleche analog ist der Gauss’schen Messung ge-
krimmter Raumkurvenfliichen. Die Dichtigkeit der Strahlen fiir
irgend einen zum Hauptstrahl rechtwinkligen Schnitt wollen wir
folgendermaassen definiren. Wir nehmen zunichst an, der ebene
Schnitt des Strahlenbiisehels stelle eine kleine krummlinig begrenzte
Ebene dar. Denkt man sich nun von dem Mittelpunkt einer Kugel
vom Radius 1 parallel zu den iiussersten Strahlen des Biischels
Linien nach der Fliche der Kugel gezogen, so schneiden diese auf
ihr ein durch eine geschlossene Kurve begrenztes Ilichenelement
ab. Das Verhiiltnis nun der Fliche dieses Kugelelementes zu der
Fliche jenes ebenen Schnittes giebt uns ein Maass fiir die erwiihnte
Dichtigkeit der Strahlen.

Lassen wir das Strahlenbiischel durch die Ebene z=R ge-
schnitten werden und schneidet der dureh den Punkt (z, y, 0)
gehende Strahl diese Ebene in (4, %), so bestehen die Gleichungen

EZ£+R“I

n=y+Rg I ’
oder nach (2)
$=(9+R)({+'fﬂ l

H
n=s"e+(@g+R)§ |
und somit

ndE—Edp=(Bde—adp) {(e+ R) (g +R) — 7/’ }

Aus der Integration dieses Ausdrucks ergiebt sich:
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-1
o

S(rg(l’g'—-;‘d:;)z S'f,sda#red,jl) {(e-{—R)(g—!—R)——j’f’}.

J(fda — adf) nun stellt die Grosse der vorerwiihnten kleinen
krummlinigen Fliche auf der Kugel vom Radius 1 dar, wihrend
J(pd&— &dy) den Inhalt des ebenen Schnittes des Strahlenbiischels
bedeutet. Bezeichnet man somit die Dichtigkeit mit 4. so liisst sich
die letzte Gleichung auch folgendermaassen schreiben

Sods—&dy) 1

ST e T e Pirs — 1.
f(ﬁdra-—adﬂ) d +RE+g+es—17r,

oder, da nach (6a) e+ g=— (¢, + ;) und nach (13) ff" = ey — 0,0,

S —R—®—), ... . .. ()
wo p, und p, die Fokalabstiinde darstellen.

§ 141. Fiir die praktischen Zwecke der Optik ist nun der
wichtigste Fall derjenige, wo die Strahlen des Biindels eine Gruppe
von Normalen zur Fliche darstellen. Untersuchen wir nun, in
welcher Weise die zuletzt gewonnenen Resultate fiir diesen Fall zu
specialisiren sind.

Die Bedingung, dass die Strahlen von einer Fliiche unter
rechtem Winkel geschnitten werden, ist, dass adx + % dy ein totales
Differential darstellt. Dieser Bedingung wird geniigt, wenn

de df
dy d.ax

Differentiiren wir die Gleichungen (1) nach # und y, so erhalten
wir die Gleichungen
. da e dr dg

L= de du -rfnfi- T d

dy de dy dg

9= de  dr dg  dx
de de  dx dg
de dy T dg " dy

1__!73;_'du_ dy . dpg
T de  dy dg  dy

Aus dem ersteren Gleichungspaar ergiebt sich

a8 5 .. R

o de’
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aus dem zweiten

L1
dy °— ~ dg’
d (@, y)

wo J das Jacobin’sche Ditferential darstellt.

d (e, B)
Die Bedingung, dass die Strahlen senkrecht zu einer Fliche
stehen, ist somit
de  dy
W‘_ d o !

oder, wenn wir hierfiir die in den Gleichungen (1) und (2) ent-
haltenen Bezeichnungen einfiihren, f=j".
Die Gleichung fiir die Azimuthe der Fokalschnitte wird somit

nach (7) sin 2 @ =0, woraus folgt, dass @?=0 oder % . Es fallen

somit in diesem Fall die Brennpunkte mit den Grenzpunkten zu-
sammen und die Fokalebenen schneiden einander unter rechtem
Winkel. Jeder Strahl einer Gruppe von Normalstrahlen geht daker durch
awel senkrecht zum Hauptstrahl gerichtete gerade Linien, welche in Ebenen
liegen, die auch zu einander senkrecht sind.

Die beiden Brennpunkte fallen zusammen, wenn =0 und f' =0
und in diesem Falle schneiden sich alle Linien des engen Strahlenbiischels
in einem Punkt.

§ 142. Um uns eine Vorstellung von dem Charakter eines
engen Strahlenbiischels zu bilden, wollen wir fiir einige einzelne
Fille die Gleichung fiir die Mantelfliiche des Biischels aufstellen.

Wir nehmen an, das Strahlenbiischel schneide auf der ortho-
gonalen Fliche eine kleine Ellipse ab, deren Axen in den Haupt-
ebenen liegen. Die Richtung der Z-Axe verlegen wir, wie vorhin,
wieder in diejenige des Hauptstrahls, der Punkt, wo dieser Strahl
die orthogonale Fliiche schneidet, sei der Nullpunkt, und die X Z-
und Y Z-Ebene seien dureh die erste und zweite Fokalebene darge-
stellt. Bezeichnet man dann die Fokalabstinde mit », und v,, so
lauten die Gleichungen der Begrenzungskurven des Strahlen-
biischels:

(16)

a7
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=1V I
‘ (18)
y=0 |

Jede Erzeugende der Mantelfliiche muss diese Begrenzungs-
kurven schneiden. Nimmt man somit als Gleichungen irgend einer
Erzeugenden der Mantelfliche

t=Az+4 B |

y=Cz:+D ’ :
so miissen, da diese Linie die durch die Gleichungen (16), (17) und
(18) bestimmten Kurven schneiden, A, B, C und D den folgenden

Forderungen geniigen:
B: D3

=1 . .. (19)
A b0 (191)
Cou,+D=0]

Aus den beiden letzten Gleichungen lassen sich A und C durch
B und D ausdriicken und man erhiilt dann als Gleichungen fiir die

Erzeugende
r=B (1 —- 3—)
v

-oi-3)

vy

(20)

Eliminiren wir nun hierin die beiden Konstanten B und D
mit Hilfe der Gleichungen (20) und (19a), so ist

o

e Y —1. .. ... (@)
a® (1—-——?) s (1—- :' )
'y Vs
§ 148. Nimmt man fiir z verschiedene Werthe an, so lisst
gich die Gestalt der Begrenzungskurven normaler Schnittflichen be-
stimmen. Diese werden im Allgemeinen die Form von Ellipsen

haben; sie kénnen aber auch als Kreise auftreten. Der letztere Fall
liegt vor, wenn man 2z so wiihlt, dass der Gleichung

~ 12 = \2
ﬂ'"(l— < )=(J-.»(1__.!'_"._)
Ll 2
geniigt wird. '

Man erhiilt somit immer zwei kreisformige Schnitte des Licht-

biischels, von denen der eine stets zwischen den Brennlinien liegt.
Heath-Kanthack. 12
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Denn angenommen, =, sei grisser als ¢, und setzen wir nach der
letzten Gleichung

R

so erhalten wir damit einen kreisférmigen Schnitt, dessen Lage und
Radius bestimmt sind durch die Gleichungen

a+ b _a b
z oy
(22)
L s ) Uy
r a * b '

Aus der ersteren Gleichung ergiebt sich ohne Weiteres, dass =
zwischen »; und », liegt.

Man bezeichnet diesen Kreis auch als den Kreis kleinster
Verzerrung., Wir kommen hierauf weiter unten wieder zuriick.

§ 144. Es weist indessen nicht jedes enge Strahlenbiischel
cine derartige kreisformige Schnittfliiche auf; die im letzten Kapitel
gepflogene Betrachtung gilt nur fiir symmetrisch verlaufende Strahlen-
biischel. Ist z. B. die Schnittkurve des Strahlenbiischels mit der
orthogonalen Kurve eine Ellipse, deren Axen nicht in der
Fokalebene liegen, so haben wir als allgemeine Gleichung der
Schnittkurve:

ar’+2hry+bhy=1 I
)

2=0 I

und folgern hieraus nach Analogie des vorigen Falles

o

ax® e 2haxy iy by =
e )
2 [ g Ty
als die Gleichung des Mantels des Strahlenbiischels. Welchen kon-
stanten Werth wir auch immer z geben mogen, kann die Gleichung
des Schnittes niemals auf die Form der Kreisgleichung gebracht
werden.

In optischen Instrumenten sind indessen die orthogonalen
Fliichen stets Rotationsfliichen, deren Axen mit der optischen Axe
des Instrumentes zusammenfallen, und die erste Fokalebene eines
kleinen Theils eines symmetrisch verlaufenden Strahlenbiischels ist
cin Meridianschnitt, so dass das enge Strahlenbiischel die ndthige
Symmetrie erhiilt und in Folge dessen einen kreisfdrmigen Quer-
schnitt besitzt.

=1




Gestalt und Eigenschaften enger Strahlenbiischel im Allgemeinen. 179

§ 145, Wie wir gesehen haben, werden im Allgemeinen nicht
die simmtlichen Strahlen eines aus einem optischen System aus-
tretenden Strahlenbiischels in einem Punkte homocentrisch; vielmehr
haben wir friiher gesehen, dass alle Strahlen durch zwei Brenn-
linien gehen. Untersuchen wir nun weiter die Eigenschaften und
die Lage des von einem solchen Strahlenbiischel herriihrenden
Bildes eines Objektes! Wir nehmen zu diesem Zwecke an, es werde
einer der engen Strahlenbiischel von einem Schirm aufgefangen.
Fiillt die Schirmebene mit der ersten Brennlinie zusammen, so er-
giebt der Schnitt des Strahlenbiischels eine kleine Linie, etwa eine
horizontale Linie. Wird eine Anzahl solcher von verschiedenen
Punkten eines Objektes ausgehenden Strahlenbiischel von dem
Schirm aufgefangen, so entspricht jedem Strahlembiischel eine kurze
Horizontallinie auf dem Sechirm, und es wird in Folge dessen die
Breite des Bildes gegeniiber der Liinge desselben stark iibertrieben
erscheinen. Bringt man dagegen den Schirm in die andere Brenn-
linie des Strahlenbiischels, so wird jeder Punkt des Objektes auf der
Bildfliiche als kleine Vertikallinie abgebildet, und jetzt wird es die
Linge des Bildes sein, welche gegeniiber der Breite desselben stark
iibertriehen erscheint. Die so erhaltenen Bilder sind beide mangel-
haft, indem in beiden Fiillen das Bild verzerrt erscheint. Das beste
Bild erhiilt man, wenn der Schirm sich in der Ebene des Kreises
kleinster Verzerrung befindet; in diesem Falle entsteht nimlich,
entsprechend jedem Punkte des Objektes, ein kleiner kreisférmiger
Lichtfleck auf dem Schirm und, ist der Kreis kleinster Verzerrung
sehr klein, so wird hierdurch der Werth des Bildes nicht wesentlich
beeintriichtigt. Das Bild stellt sich somit dar als das Aggregat der
einander iiberdeckenden Kreise kleinster Verzerrung. Die Grosse
des Kreises kleinster Verzerrung kann als Maass fiir die Undeut-
lichkeit des Bildes dienen.

§ 146. Der Charakter eines engen Strahlenbiischels lisst sich,
allerdings in einer weniger befriedigenden Weise, auch mit elementar-
geometrischen Mitteln untersuchen. Wenn das Strahlensystem um
eine Linie als Axe symmetrisch gruppirt ist, so ist, wie wir gesehen
haben, die orthogonale Fliche eine Rotationsfliiche. Wir wollen im
Folgenden ein enges Strahlenbiischel, dessen Strahlen die orthogo-
nale Fliiche in einem Kkleinen Flichenelement schneiden, unter-
suchen und nehmen hierbei an, die Schnittkurve des Strahlenbiischels
mit der orthogonalen Fliche habe die Form einer kleinen Ellipse
mit den Axen 2a und 2b und dem Mittelpunkt C.

MCN, PRS.... (Fig. 95) seien die Kriimmungslinien des Systems

von Kreisen, deren Mittelpunkte auf der Axe liegen. Es werden
12%



180 Kapitel VIIL

dann solche Strahlen, weleche von allen Punkten der Linie MCN aus-
gehen, die Axe in einem Punkt ¢, schneiden, und da die Fliche
sehr klein ist, so kann man M CN als gerade Linie ansehen, und
somit liegen alle durch M CN gehenden Strahlen in der Ebene
g; M N und schneiden sich in ¢,. Ebenso liegen alle Strahlen, welche
die orthogonale Fliche in der Linie P RS schneiden, in einer Ebene
¢ P S und schneiden die Axe im Punkte ¢. m ¢, » sei die Schnitt-
linie beider Ebenen. Wenn die Linie PRS bis zum Zusammen-
fallen mit M C N wverschoben wird, so gelangt die Schnittlinie m g, n
in cine bestimmte Grenzstellung: und da die auf der orthogonalen
Fliche abgeschnittene Fliche sehr klein ist, so gehen alle Ebenen
wie P ¢S sehr angeniihert durch diese Grenzlage der Linie m g, n.

Fig. 95.

Wir bezeichnen diese Linie als die erste Brennlinie und der
Punkt ¢,, in welchem sie von dem Hauptstrahl geschnitten wird,
heisst der erste Brennpunkt. Is gehen somit alle Strahlen des
Strahlenbiischels sehr angenihert durch die erste Brennlinie und
konnen als thatsiichlich dureh dieselbe gehend behandelt werden.

§ 147. Ferner schneiden alle Strahlen des Strahlenbiischels die
Axe und man koénnte somit die Axe als die zweite Brennlinie
ansehen; dies ist indessen nicht zweckmiissig, da diese Linie zum
Hauptstrahl des Strahlenbiischels nicht senkrecht gerichtet ist. Der
Schnitt des Strahlenbiischels mit einer dureh ¢, gelegten, zum Haupt-
strahl senkrecht stehenden Ebene weicht kaum von einer geraden
Linie ab; streng genommen hat dieser Schnitt die Form einer Kurve
mit zwei Schleifen, in Gestalt einer langgezogenen, schmalen 8¢
fihnlich. Denn da alle von MCN ausgehenden Strahlen durch g,
gehen, so verschwindet die Breite der Schnittfiiiche bei ¢, Die von
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der Linie PRS ausgehenden Strahlen aber schneiden sich in ¢ und
werden folglich bereits wieder auseinandergegangen sein, ehe sie
die Ebene des Schnittes treffen, woraus sich eine Schnittfliche von
der grisseren Breite prs ergiebt; und ebenso, gehen wir von einer
Kriimmungslinie unterhalb MCN aus, so schneiden sich die von dieser
ausgehenden Strahlen in einem {iiber ¢, hinausliegenden Punkt der
Axe und werden daher noch nieht zur Vereinigung gelangt sein,
wenn sie die Schnittebene erreichen. KEs ergiebt sich hieraus, dass
die Figur sowohl oberhalb als auch unterhalb sich ausbuchtet; wir
werden aber durch die folgende Untersuchung zeigen, dass die Breite
der Schnittfliiche eine kleine Grisse der zweiten Ordnung ist und
dass man somit die Breite vernachliissigen und daher den Schnitt
als eine gerade Linie ansehen kann.

Die Breite des Schnittes ergiebt sich mit Riicksicht auf die
Figur aus der Betrachtung iihnlicher Dreiecke. Ist # die Neigung
des Hauptstrahles zur Axe, so ist

pr qr a7 cotg #
PR ¢R — qR !
indem der Winkel ¢7¢, sehr angeniihert ein rechter Winkel ist.
Ferner ist
Gt i Ta— 1y

CR Cq v

wo v, und z, mit den Abstiinden Cg, und Cg, identisch sind. Setzt
man daher hieraus den Werth von g7 in die erste dieser Gleichungen
ein, so erhiilt man

PR.CR

iR o ootg e

b und a sind die grossten Werthe von PR und CR und ¢R ist
angeniihert gleich »,, so dass pr dem Grade nach mit L (:l’: u)
identisch ist. « und #» sind aber im Vergleich mit ¢, und », sehr
klein und es ist daher die Breite pr immer eine kleine Grisse
zweiter Ordnung.

Man nennt diese Linie die zweite Brennlinie und den Punkt
g, den zweiten Brennpunkt. Die dureh C und die Axe gelegte
Ebene heisst die erste Fokalebene und die zu dieser senkrecht
gerichtete und durch den Hauptstrahl gelegte Ebene nennt man die
zweite Fokalebene. Somit enthiilt die erste Fokalebene die zweite
Brennlinie, wiihrend die erste Brennlinie immer in der zweiten Fokal-

ebene liegt.
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§ 148. Wiihlen wir einen Schnitt zwischen den beiden Brenn-
linien derart, dass die Breite des Schnittes in der ersten Fokalebene
gleich ist derjenigen in der zweiten Fokalebene, und setzen wir
voraus, dass dieser Schnitt kreisformig ist, so lisst sich die Lage
und Grosse des Kreises kleinster Verzerrung auf elementar-geometri-
schem Wege finden,

In Fig. 96 sei mhnk ein zum Hauptstrahl senkrechter Schnitt
und kok und mon seien die Breitendimensionen dieses Schnittes
innerhalb der ersten resp. zweiten Fokalebene.

Fig. 96.

Setzt man jede dieser gleich 2+ und z=Co, so ergiebt sich
aus der Aehnlichkeit der Dreiecke HK ¢, und %k ¢, einerseits und
M N g, und mn ¢, andererseits:

hk:HK=0¢,:Cq l
mn:MN=0¢y:Cqy ‘

r__ 2—1
a vy

7 Vo — 2

und

!

d. h.

b Uy

Diese Gleichungen bestimmen die Lage und den Radius des
Kreises kleinster Verzerrung, und man erhiilt aus ihnen dieselben
Resultate wie oben (s. Gl 22), nimlich

2 iy vy
Ty — ¥y v, Uy
—_—— — + —

r a f

Ist der Schnitt, welchen das Strahlenbiischel mit der ortho-
gonalen Fliche bildet, kreisformig, so ist ¢ =204 und man erhiilt dann
fiir diesen Specialfall die Gleichung



Gestalt und Eigenschaften enger Strahlenbiischel im Allgemeinen. 183

2
i=1+i.........(23)

F vy vy

und es stellt somit z das harmonische Mittel zwischen »; und », dar.

§ 149. Wir wollen nun auf elementar-geometrischem Wege die
Lage des ersten und zweiten Brennpunktes eines von einem Punkte
ausgehenden, an einer ebenen oder sphiirischen Fliche reflektirten
oder gebrochenen engen Strahlenbiischels bestimmen.

Wird ein enges Strahlenbiischel, welches auf eine Ebene schief
auffillt, von dieser reflektirt, so gehen, wie wir wissen, die reflek-
tirten Strahlen simmtlich durch einen Punkt, so dass also in diesem
Falle die beiden Brennpunkte zusammenfallen. In diesem Falle ist
also auch kein Kreis geringster Verzerrung vorhanden; das Bild des
Punktes ist wieder ein Punkt und die Definition ist somit eine voll-
kommene.

Als zweiten Fall nehmen wir an, das Strahlenbiischel werde
von einer ebenen Fliche gebrochen.

QP sei in Fig.97 der Hauptstrahl des Strahlenbiischels, ¢,P dessen
Richtung nach der Brechung. Einfalls- und Brechungswinkel dieses

A

r [4 ¢
Fig. 97.

Strahles seien mit ¢ bezw. ' bezeichinet. QP' sei ein dem Haupt-
strahl unendlich benachbarter, in der ersten Fokalebene verlaufen-
der Strahl und wir nehmen an, es schneide dieser Strahl nach der
Brechung den Strahl ¢, P in ¢,. In dem Grenzfalle, wo P' mit P
zusammentiillt, wird ¢, der erste Brennpunkt. Zieht man nun QA
senkrecht zur brechenden Ebene und wird diese Linie von dem ge-
brochenen Strahl in seiner Riickwiirtsverlingerung im Punkte ¢,
gesehnitten, so stellt ¢, den zweiten Brennpunkt dar. Nimmt man
nun QP=u, ¢P=v, und ¢.P=v,, so erhilt man folgende Re-
lationen:
Zuniichst ist bekanntlich

nsini=n' gin ',

A8
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und hieraus
neosidi=n'cosi'di'.

Bezeichnet man PP’ mit z, so ist, da di ein unendlich kleines
Waehsthum des Winkels ¢, also den Winkel PQP' darstellt,

z x 8in PP’ . reos i
r{rz——i({ oder di=-—— ]
u u
und analog
xcosi’
di’ S
i"]

Setzen wir diese Werthe von i und di' in die letzte Gleichung
ein, so erhalten wir, wenn wir ausserdem beiderseitig durch = divi-
diren,

neos?i n' cos?e’
————— . . . . . e . (2D
u ry
Ferner ist
Sill."=—¢
1
.., AP
sin{' = 3
und hieraus, da nsini=n'sin i,
f
n I
N B T P
u Uy o

wodureh die Werthe von », und #, bestimmt sind.

§ 150. Endlich werde das Strahlenbiischel an einer Kugelfliiche
vom Radius » gebrochen.

QP sei in Fig. 98 der Hauptstrahl und ¢,¢, P seine Riehtung nach
der Brechung. Ist QTI'' ein in der ersten Fokalebene verlaufender,
dem Hauptstrahl unendlich benachbarter Strahl und schneidet der zu-
gehorige gebrochene Strahl den Hauptstrahl in ¢;, so wird im Greng-
falle, wo QP und QP' zusammenfallen, ¢, zum ersten Brennpunkt,
und wenn Pg, die Axe in g, schneidet, so ist ¢, der zweite Brenn-
punkt. O sei der Mittelpunkt der Kugelfliiche und, wie oben, setzen
wir QP =u, ¢, P=7v,, ¢P=v,. Die Winkel, welche der Einfalls-
strahl QP, der gebrochene Strahl ¢,P und der Radius OP mit der
Axe cinschliessen, seien der Reihe nach mit y, 7', ¢ bezeichnet.
Sind dann ¢ und ¢ der Einfalls- und Brechungswinkel, so ist
i=0—y, i'=0— 7\

Nach dem Brechungsgesetz ist

nsint=n"sin/'
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und hieraus
neosidi=n"cosi'di'.

Ersetzen wir di und di' durch ihre Differentialwerthe nach
7> 75 0, so erhalten wir aus der letzten Relation die Gleichung:

neostdy —un' cosi'dy' = (ncosi—n'cosi')da.
Z 4

Bezeichnen wir nun den Bogen PP' mit #, so erhalten wir die

3 reosi reosi' x o
Relationen dy = —— A= = und d#=--und substituiren
g 1

wir diese Werthe in die letzte Gleichung, so ergiebt sich hieraus
nach der Division mit :

neos®i n'cos®i'  wmcosi— ' cosi'

(26)

u v r

Fig. 98.

Diese Gleichung bestimmt den Werth von ;. Ferner ist
dpPO—4QP0=4¢.PQ;

driicken wir die Grossen dieser Flichen durch u, », und r aus, so
wird
vy 7 8N 7' — wr 8in 7 = w vy sin (I' — 7).

Nach dem Brechungsgesetz ist aber nsini=n'sin¢' und fiihrt
man diese Relation in die letzte Gleichung ein, indem man dieselbe
mit =" multiplicirt, so erhiilt sie die Form:

nvgr —a'u 7"=l('v2{?l cosi—n' cos i'},

oder
r i —a' coss' _
ﬁ_ilﬁ_=_'1005! 7 COS 1 L (2‘)
u vy 7
und es ist damit auch der Werth von #, bestimmt.
§151. Den Fall der Reflexion an einer sphirischen Fliche

kénnten wir in genau derselben Weise behandeln, wie das eben fiir
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die Brechung geschah, oder aber wir leiten die Formeln fiir die
Reflexion aus jenen fiir die Brechung ab, indem wir »'=—n und
i'=1i setzen. Wir erhalten sodann aus (26) und (27)

1 1 2 ‘
u ¥ o, = rcosi
(28)
1 1 2cosi
w m r

Allgemeine Theorie der Brechung diinner Strahlenbiischel.

§ 152. Es wurde bereits nachgewiesen, dass alle Strahlen eines
engen Strahlenbiischels, welches sich von einer Fliche unter rechtem
Winkel schneiden liisst, durch zwei Linien gehen, der Art, dass die
durch diese Linien und den Hauptstrahl gelegten Ebenen rechte
Winkel einschliessen. Liisst man die Axe des Strahlenbiischels mit
der Z-Axe, die Brennebenen mit der XZ- und YZ-Ebene zusammen-
fallen (Fig. 99), so dass alle Strahlen des Biischels durch eine Linie
x=0, z=a als die eine Brennlinie und y =0, z=12» als die andere
Brennlinie gehen; schneidet ferner irgend einer der Strahlen die Ebene
XY in einem Punkt (z, y), so hat dieser Strahl die Gleichung

5 E—x _n—y ¢

o ) ¥

=y,

wo r den Abstand des Schnittpunktes (z, y)

: von dem Punkt (£, 7, £) bedeutet und es ist

daher, da der Strahl die erste Brennlinie schnei-
- det, also fiir §=0 und {=a,

rcr+.r=0]

—
und daher

e

;f o a@

Analog ist fiir den Sehnitt mit der zwei-
ten Brennlinie, d. h. fiir =0 und §=0b

Fig. 99.

und daher
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Es ist aber bei dem unserer Entwickelung zu Grunde gelegten
Grade der Genauigkeit y=1, und wir erhalten, wenn V, wie in § 88,
die charakteristische Funktion darstellt, nach 8, VI die Gleichungen

AdV=n(ede+ gdy—+ yd=z)

zdx  gdy
a b

=n (cl F——
und daher

a? I
V:K—%n(;_é—u——-—;‘é). e e . . (29

Die charakteristische Funktion flir ein beliebig gerichtetes
enges Biischel lisst sich aus diesem letzteren Ausdruck durch Trans-
formation der Axen bestimmen. Zuniichst seien die X- und Y-Axe
um die Z-Axe in der Richtung von X nach Y um einen Winkel ¢
gedreht; als Gleichung fiir die charakteristische Funktion erhiilt
man dann

. LYy ay :
V__K—i—n(~ 2A 5B C ) o a o« e (30)
worin

1 cos2f sinZ#

A a £ b 1

1 sin®4 cos?y

== cous et LE e e - . . (30a

B @ e b ( )

-2 -1--—-—1— sin # cos @

C \a b '

Umgekehrt lassen sich, wenn die charakteristische Funktion in
der Form der Gleichung (30) gegeben ist, die Werthe von ¢, a und
b aus diesen Gleichungen bestimmen; mit anderen Worten, die
Richtungen der Fokalebenen und der beiden Fokalabstiinde lassen
sich durech A, B und C ausdriicken.

Hierauf denke man sich die Axen um die Y-Axe um einen
Winkel ¢ in der Richtung von X nach 7 gedreht; es lisst sich dann
die Gleichung ableiten:

(. cos i + 2 sin /)*
2A

V=K+4n [zcosi—.usina‘—

U y(xeosi—+zsini)

e c ’ 6

und es stellt diese Gleichung einen allgemeinen Ausdruck fiir die
charakteristische Funktion eines engen Strahlenbiischels dar.
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§ 1563, Destimmung der Relationen zwischen den Konstanien A, B, C,
0,4, A', B', C', 0'. &' fiir den einfallenden und gebrochenen Strahl.

Man nehme das Einfallsloth als Z-Axe und die Einfallsebene
als XZ-Ebene, so dass, wenn ¢ der Einfallswinkel des Hauptstrahls
ist, die charakteristische Funktion fir das einfallende Strahlen-
biischel die Form der Gleichung (31) haben wird. Die Form der
charakteristischen Funktion fiir den gebrochenen Strahl ist dieselbe
wie diegjenige fiir den Austrittsstrahl, nur treten die Grossen A', B/,
', #',i" an Stelle von A, B, C, 8, 7. Ist die Gleichung eines den
Finfallspunkt umgebenden Flichenelementes

* o Xy

9P Teq TR

und beriicksichtigt man, dass die charakteristische Funktion inner-
halb dieser Fliche kontinuirlich ist, somit V=V', so erhiilt man,
wenn man in die Gleichung

V—-V'=0
den Werth von z aus der Gleichung fiir die Fliche einfiibrt und
die hoheren Potenzen von @ und y vernachlissigt,

o a? ? x g . L L
K—K'+ (";Pi -+ gﬂq + *}_‘;:,L) (ncosi —n'cosi') — x(nsini — ' sin¢') —

rieos?i I &rycosi
. (—EA— TeB T O )
x*cos?i’ y* £ cos i’
-+ n' (—gr -+ élB, '—'—}CT'—‘) =10 (32}

Diese Gleichung behilt fir alle Werthe von z« und y ihre
Giiltigkeit. Setzt man die einzelnen Koefficienten der Reihe nach
gleich 0, so findet man

K=K/
agind=—n'gind’, . . . . . . , . (33
nCos*e n' cos*i'  ncosi—u' cosi'
A Al o P
(] e g r a1
" " nCeoOSt—n COS?
—_—— = —— . . . . (3D
B B Q
0 eos i n'cos i’ neosi —n'cos ¢’
C Y o R

In-der Gleichung (33) erkennen wir das bekannte Brechungs-
gesetz wieder und es ist hiermit /' bestimmt; aus den Gleichungen
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(34) lassen sich dann die Werthe der Konstanten A', B', C' be-
stimmen und aus diesen wieder kinnen alle iibrigen dem Strahlen-
biischel zukommenden Grossen berechnet werden.

§ 1564. In der letzten Untersuchung wurden KEinfalls- und
Brechungsebene des Hauptstrahls in die XZ-Ebene verlegt. Stellt
diese Ebene gleichzeitig eine Hauptkrimmungsebene der brechenden

; 1 : 5 :
Ebene dar, so ist —'R7=0. In diesem Falle miissen, wenn die Brenn-

linien des einfallenden Strahls beziechungsweise in der Einfallsebene
liegen oder zu dieser senkrecht gerichtet sind, auch die Brennlinien
des Austrittsstrahls beziehungsweise in dieser Ebene liegen oder

: z ; 1 1
senkrecht zu ihr gerichtet sein. Denn, wenn ¢ =0 und =0, so

1 2 i
muss nach (34) auch o =0 sein. Ist die brechende Fliche eine

Ebene oder eine Kugelfliche, so ist die Einfallsebene stets ecine
Hauptkriimmungsebene, und wenn die brechende Fliiche durch eine
Rotationsfliiche gebildet wird, so stellt die Einfallsebene in dem
Falle eine Hauptkriimmungsebene dar, wenn der Hauptstrahl die
Axe schneidet. In diesen Fillen miissen daher, wenn die Brenn-
linien des Kinfallsbiischels beziehungsweise in der Einfallsebene
liegen oder senkrecht zu dieser gerichtet sind, auch die Brennlinien
des Austrittsbiisehels in dieser selben Ebene liegen oder zu derselben
senkrecht gerichtet sein. Hierbei ist es gleichgiltig, ob das Einfalls-
biischel von einem Punkt divergirt oder nach einem Punkte con-
vergirt.

§ 155. Ist die brechende Fliche eine Kugelfliche, so ist
f;—=0 und P=Q=r, wo r der Radius der Kugel ist. Die Ver-
bindungsgleichungen (84) zwischen den Konstanten des einfallenden
und gebrochenen Strahlenbiischels erhalten in diesem Fall die Form

neos?i n' cos®i’ neosi—n'cosi'
A A' o »
n n' neosi—n'cosi' -
T ow = .. . (3D)
i Cos i n'cos i’ 0
C ¢/

Liegen die Brennlinien des eintretenden Strahlenbiischels in
- .. 1 s
resp. senkrecht zu der Meridianebene, so ist —c—:O, und somit auch

-C—,--=O, so dass die Brenmlinien des Austrittsbiischels ebenfalls in
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oder senkrecht zu der Meridianebene liegen. Dasselbe gilt von

einem Strahlenbiischel, dessen Strahlen von einem Punkt divergiren;
1

denn in diesem Ialle ist a=24, so dass nach (30a) o —0 und

A=DB. Wenn wir, wie oben, den Abstand des leuchtenden Punktes
von der brechenden Fliche mit u, die Abstinde der Brennlinien
mit », »' bezeichnen, so erhalten die Gleichungen (34) die Form

n CoS*i n' cos®i' ncost—n' cosi’
u v r

L]

n " neosi—n' cosi'
u v r

woraus sich die Uebereinstimmung dieser Gleichungen mit den
Gleichungen (26) und (27) ergiebt.

§ 156.  DBestimmung der Brennlinien eines engen Strahlenbiischels nach
der Brechung durch ein Prisma.

Wir setzen zuniichst voraus, die Axe des Strahlenbiischels liege
in einer zu beiden Prismenflichen senkrechten Ebene und nehmen
an, das Strahlenbiischel trete in so geringem Abstande von der
brechenden Kante durch das Prisma, dass der in das Prisma fallende
Theil des Strahlenweges als verschwindend klein vernachliissigt wer-
den kann. ¢ und ¢" seien der Einfalls- und Brechungswinkel des
Hauptstrahles in Bezug auf die erste Prismenfliche, ¢ und 7, die-
selben Winkel in Bezug auf die zweite Prismenfliche. Die Einfalls-

“ebene ist, der gemachten Voraussetzung entsprechend, fiir beide
Brechungen dieselbe. Die charakteristische Funktion fiir das ein-
fallende Strahlenbiischel, dessen Hauptstrahl in der Richtung der
Z-Axe liegen soll, habe die Form

FK _® ¥ =y
V“R+F 9A 9B %

und es sei V, die entsprechende Funktion fiir das Strahlenbiischel
nach der ersten Brechung, so dass

r K i ¥y sy
V=Kt (s — g~ — )

und nach der zweiten Brechung habe die Funktion die Form

§ .
? A

- .i'y
2A' _'QBr —_C_:_ ’

W=K+F#

wobei die positive Richtung der Z-Axe in jedem Falle derjenigen
des transmittirten Lichtes entgegengesetzt ist. Es bestehen dann
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nach der ersten Brechung zwischen A, B, C und A,, B,, C, nach (35)
die Verbindungsgleichungen

cos?i _ mcos*i’
A A,
1 n
B B, :
cosi _ neosi'
e C,

und zwischen A;, B,, C, und A', B', C' nach der zweiten Brechung

neos®i'  cosy L
A, A
w1
B, B
neosd,'  eosq
C, I o2

Eliminirt man A,, B;, C, aus diesen Gruppen von Gleichungen,
so erhiilt man die Beziehungen

L fod 1 Gty
A cos®' T A" cos*i
1 1 ap
BB T )
_1 _c.osf_#_l_ cosr’._
C cosi' O cost,

Durch diese Gleichungen ist das Strahlenbiischel seiner Lage
und Form nach vollstiindig bestimmt.

1 1 :
Wenn ---C-~=0 ist, so ist auch —C.-ZO, d. h. wenn die Brenn-

linien des Einfallsbiischels parallel resp. senkrecht zur Prismenkante
gerichtet sind, so miissen auch die Brennlinien fiir das austretende
Biischel parallel resp. senkrecht zur Prismenkante gerichtet sein.

1
Divergirt das Einfallsbiischel von einem Punkte aus, so dass =0

und A=D5B, so wird im Allgemeinen das austretende Biindel nicht
von einem Punkte divergiren, sondern vielmehr von einem Paar von
Brennlinien, welche bezichungsweise parallel und senkrecht zur
Prismenkante gerichtet sind. Wenn aber der Hauptstrahl derartig
durch das Prisma tritt, dass®er hierbei das Minimum seiner Ab-
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lenkung erfiihrt, so wird bekanntlich i=4, und i'=1, somit auch
nach (36) A=A' und daher auch A'=DB'. In diesem Falle wird
das Austrittsbiischel von einem Punkte divergiren. Die Abstiinde
der beiden Bremnpunkte von der Prismenkante sind beziehungsweise
A und A, beide in der Riehtung des Strahlenganges gemessen; es
liegen somit die Brennpunkte in gleichem Abstande von dem
brechenden Winkel des Prismas.

§ 157. Untersuchen wir jetzt die Brechung eines engen Strahlen-
biischels durch eine diinne Linse, deren brechende Fliichen beide
cylindrisch sind und eine derartige Lage zu einander einnehmen,
dass die Erzeugenden der beiden Cylinder unter einem Winkel 2a
zu einander gendigt sind.

Die Radien der beiden Cylinderfliichen seien ¢ und & und in
dem vorliegenden Falle seien diese Radien und alle Abstiinde nach
der der Richtung des einfallenden Strahlenbiischels entgegengesetzten
Richtung gemessen. Die Linsenaxe werde durch die Z-Axe darge-
stellt, und man denke sich die Linse so gelegt, dass der spitze
Winkel zwischen den Erzeugenden der beiden Cylinderfliichen von
der YZ-Ebene halbirt wird. Das urspriingliche Strahlenbiischel sei
charakterisirt nach Analogie der Gleichungen (30a) durch die Kon-
stanten A, B und C, nach der ersten Brechung durch A,, B,, C,,
nach der zweiten Brechung durch A', B', C'. Die Werthe von P,
Q, R sind dann fiir die erste Fliche

cos?e
P=
@
sin® e
Q=—\— 37
R— sin ¢ cos «
_ @
und fiir die zweite Fliche
co8” e
Pl=
b
sin®«
Q'=kAb— & & o5 omow s e (B8)
R sin e cos «
N = —— —
b

Ferner sind Einfalls- und Brechungswinkel sehr klein, so dass
man mit geniigender Genauigkeit cos i=1 und cosi'=1 setzen
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kann, und die Verbindungsgleichungen zwischen den einzelnen
Konstanten lauten dann nach (34):

n 1 = (m—1)cos?e
i A P
.]';_ e % - bimi“_ (89)
1
K 1-_ (n — 1) sin « cos «
C, - a
und ferner
1 ' n  (1—n)cos’e
;T T TR
_é_r . %_ o (= n;’_ﬂn'-u (40)
1
1 (1 — n) sin « co8 «
C' C b

Eliminiren wir aus den beiden letzten Gruppen von Glei-
chungen A, B,, C; durch Addition der entsprechenden Gleichungen,
so erhalten wir sehliesslich

1 1 1 1
,Ar,r_f=(n’1)0052(e(—a-—T)

1 1 g 1 1

-5 =G—Dbsnte(—F) L. a
Cl* - é =(n—1)sine¢cose (%—{—%)

Bezeichnet man mit © und ¢ die Abstinde der beiden Brenn-
linien von der Linse, mit # den Winkel zwischen der Y Z-Ebene
und der im Abstande » liegenden Brennlinie von der Y-Axe nach
der X-Axe zu gemessen, so ist nach (30a)

_1__ cos?a sin?g

AT v

1 sin?# cos*

— e 2 | o
B . -+ = iow s onow s (42
WS- £ sin 4 cos #

C \u v

und divergirt das Strahlenbiischel von einem im Abstande x von

der Linse liegenden Punkte, so ist
Heath-Kanthack, 13
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717_71

A =

2 S |

= e . 4
1

6_0

Subtrahirt man daher die ersten und zweiten Gleichungen der

Gruppen (41) und (42) und beriicksichtigt, dass nach (43) %zéﬁ,
s0 erhélt man

(—1 - - %) cos20—=(n—1)cos2c (% — - 1—)
und Co (44

1 1 ; 7
(,7 — ——) sin26=(—1)sin2 ¢« ( 1—+ ---1—)
u v I [
aus der dritten Gleichung dieser Gruppen.

Eine Linie dieser Art vereinigt ein von einem Punkt aus-
gehendes Strahlenbiischel nieht in einem Punkt; man bezeichnet sie

1 1
als astigmatisch und der Werth von —-——-— kann daher als

Astigmatismus angesehen werden.

Um den Werth dieser Grisse zu bestimmen, haben wir nur
die beiden Gleichungen (44) zu quadriren und die so entstehenden
Quadrate zu addiren; es wird dann

1 1 e 2 -
-;‘—WT—(JE—"I)‘VF—F'ZF—HCOE*({.. . . (40)

: 1 o
Ist die zweite Fliiche eben, so ist T=O und in diesem Falle

wird
A A B i oo s B
113 v @

Eine Linse der letzteren Art ist von Prof. Stokes als eine
astigmatische Linse bezeichnet worden und die durch den Mittel-
punkt der Linse in der Richtung der Erzeugenden der cylindrischen
Fliiche gelegte Linie als die astigmatische Axe der Linse.

§ 158. DBestimmung der DBrennlinien eines engen, in schiefer Richtung
durch den Mittelpunkt einer diinnen Linse einfallenden und von dieser ge-
brochenen Strahlenbiischels.

Der Mittelstrahl des Strahlenbiischels geht durch den Mittel-
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punkt der Linse und wird daher parallel zu seiner urspriinglichen
‘Richtung zum Austritt gelangen. Verlegt man die Richtung des
Einfallsstrahls in die Z-Axe und reprisentirt die X Z-Ebene die
Einfallsebene, so lassen sich die charakteristischen Funktionen fiir
den einfallenden, einmal und zweimal gebrochenen Strahl der Reihe
nach durch folgende Gleichungen darstellen:

- w2
¥=Ktio—gr—on o
.2 x ~2
V,-——K—I—nlz———'z'- 2]

LN

e . o]
V=K+¢—sxn 2 O

wenn 2 der Brechungsexponent der Linse ist und die Abstinde auf
der Z-Axe in dem der Richtung des transmittirten Lichtes entgegen-
gesetzten Sinne gemessen werden. Ist ferner ¢ der Einfalls- und Aus-
trittswinkel des Hauptstrahls, i der Brechungswinkel innerhalb der

Linse, und beriicksichtigt man, dass die Einfallsebene fiir beide
Brechungen dieselbe ist, so gilt fiir die erste Brechung nach (35)

cos*{  ncos?i'  cosi—ncosi'
A A, r ’

1 n _ eosi—ncosi'
B B, r 3

cosi  meosi' 0
C C, :
und fiir die zweite Brechung

neos®i' cos®i  ncosi' — cosi
A] Al o » H]

" 1  ncosi'—cosi
B, B 7' !

neosi So_g»_i__o
C, cr T

unter r und »' die Kriimmungsradien der sphiirischen Flichen ver-
standen.

Eliminirt man in den letzten Gleichungen A,, B, und C,, so
erhiilt man die folgenden Relationen zwischen den Konstanten des
cinfallenden und austretenden Strahls:

13+
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Wi S B . i eosty | L 1]
cos z.lA, AJ (ncost [LE] a)l = = J
1 1
T%?-——B——-_.(ncosz"—cosﬂ{-—: ——:,} <+« (4T)
11
=0

§ 159. Geht das einfallende Strahlenbiischel von einem im Ab-

stande % von der Linse befindlichen Punkt aus, so ist é— =0 und

1 i
A=B=u. s ist dann auch ol =0, so dass die Brennlinien des

austretenden Biischels beziehungsweise in und rechtwinklig zu der
Einfallsebene liegen. Sind » und »' die Abstiinde der Brennlinien
von der Linsenfliiche, so ist nach (47)

). 4’

r

COS"!!-I 1 _LI _—_..1]..-..!.-.:(?3 cos i’ — cos l) (i_
| » wl v u g

Fiir den Fall, dass ¢ und ¢' sehr kleine Werthe annehmen,
; ; 1 . ; 1 .

konnen wir cosi=1 — R 2, cosi' =1 — 9 i'? und nach dem Bre-
chungsgesetz i=mn:' setzen und es wird dann

2

cosi'=1— —.
2 n?

Setzen wir fiir cos ¢ und cos ' ihre Werthe nach ¢ ein, so er-
halten wir
neosi' —eosi=(n—1) {1 + %}
Bezeichnen wir daher die Brennweite der Linse mit f, so
dass nach (14, IV)

i & 1 1
7w (r ‘)
so folgt aus (48)
1 1 1 =
T"T:?{“‘" (1+9n)}
(49)

1 1 1 i
T o f {1+-—,}

§ 160. Einer von den Mingeln, welcher dem Bild eines durch
eine Linse betrachteten Objektes anhaftet, besteht darin, dass das
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Bild eines ebenen Objektes gekrimmt erscheint. Wir wollen im
Folgenden die Krimmung eines Bildes in der Nihe der Axe
bestimmen; mit anderen Worten, wir wollen die Krimmungen der
durch eine beliebige durch die Axe gelegte Ebene entstehenden
Schnittfliichen des Objektes und seines Bildes vergleichen. Diese
Krimmung des Bildes hingt zum Theil von der Schiefe der von
den ausseraxialen Punkten des Objektes ausgehenden Strahlen-
hiischel ab.

w sei der Abstand des betrachteten Objektpunktes von dem
Mittelpunkt der Linse und ¢ die Neigung des Hauptstrahls des
Biischels. Es werden im Allgemeinen zwei im Abstande » und o'
vom Mittelpunkte der Linse liegende Brennlinien vorhanden sein,
und es ist dann nach (49)

11 1 . -

Lode i)

1 1 __1_[ !:2] .

AR A Ty e B0)
oder

111

7”17_’;"(14"’“2)

wenn man die Lage beider Brennpunkte durch eine gemeinsame
Gleichung kennzeichnen will. P und p seien in Fig. 100 einander

Fig. 100.

entsprechende Punkte der Abschnitte PQ und pg des Objektes und
seines Bildes, Q und ¢ die Punkte, in welchen diese Abschnitte von
der Axe geschnitten werden. Man ziehe die Ordinaten PN und pn
senkrecht zur Axe. Fiir die Punkte ¢ und @ ist die Strahlenschiefe
i =0 und daher nach (50)
1 11
C;Ca 7

und fiir die iibrigen korrespondirenden Punkte besteht die Be-
ziehung:

1

1 1 &
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Multiplieirt man die erstere Gleichung mit cos? und subtrahirt
die letztere, so erhiilt man:
i

Py _pal
) 1 Ltl

gn_ QN 1 [
Cp.C¢ CP.CQ_ 71|

1 (1 .
=—T{‘-2—+k}?’.

Cp.Cq hat aber den Grenzwerth Cp? und es wird, wenn
dieser erreicht ist,
Cp.Cygit= fc P .l'}“::;rﬁQ

und analog
CP.CQ#={CP.ij»=PN’,

und wir erhalten aus der letzten Gleichung:

gn QN _  2k+1

prt PN' 27

Bezeichnen wir mit ¢ und ¢' die Kriimmungsradien des Ob-
jektes und seines Bildes, so ist nach Newton’'s Theorie der Kriim-
. 1 gn 1 QN
mungen im Grenzfalle ;—=-"—, s—=-—:,
g 2y pn’ 2¢  PN?
als Verbindungsgleichung zwischen den Kriimmungen des Objektes
und seines Bildes

und wir haben somit

1 g k41
R e e———m——

51
" : 7 (51)

Die Kriimmung des Bildes ist unabhingiq von der Lage des Objektes ;
denn wie wir aus der letzten Gleichung ersehen, ist das Verhiiltnis
zwischen den Kriimmungen des Objektes und seines Bildes unab-
hiingig von den Abstiinden » und w.

Ist das Objekt eben, so dass die Kriimmung des Objektab-
schnittes verschwindet, so ist ¢ = 0 und somit

1 @k+1)
g 7

Der Kriimmungsradius hat also das entgegengesetzte Vor-
zeichen wie f.

Der Werth von & hiingt, wie die Gleichungen (50) zeigen, von
der Lage des Brennpunktes, in welchen das Bild fallen soll, ab; fiir

. . 1 S ;
einen ersten Brennpunkt ist k=1 -+ TS fiir einen zweiten Brenn-
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1 : "
punkt ist k=—‘); und fiir den Kreis kleinster Verzerrung stellt der

Werth von & das Mittel zwischen beiden dar.
Fiir den geometrischen Brennpunkt ist £=0 und daher

§ 161. Mittelst der charakteristischen Funktion liisst sich die
Theorie eines jeden um eine Axe symmetrisch angeordneten opti-
schen Instrumentes entwickeln.

Zu diesem Zwecke nehme man auf der Axe zwei feste Punkte
O und O', im ersten und letzten Medium als Koordinatenurspriinge
an, withrend die Axe des Instrumentes zur Z-Axe wird, und zwar
lasse man die positive Riehtung der von O ausgehenden Z-Axe der-
Jjenigen des einfallenden Lichtes entgegengesetzt sein, dagegen die
positive Richtung der von O' ausgehenden Axe mit derjenigen des
austretenden Lichtes iibereinstimmen. Betrachtet man nun die cha-
rakteristische Funktion fiir den zwischen zwei Punkten (z, y, z) und
(=, ¥, 2") liegenden Theil irgend eines Strahls im ersten und letzten
Medium, und schneidet der durch diese Punkte gehende Strahl die
durch O resp. O' gelegten X Y-Ebenen in den Punkten (£, 7) resp.
£', ¥'), so lisst sich, wenn V, den Werth der charakteristischen
Funktion zwischen O und O' darstellt, der Werth der charakteristi-
schen Funktion innerhalb der Punkte (£, ) und (£', ') nach dem
Taylor'schen Theorem folgendermaassen entwickeln:

. av . 4V ., dV _ ,dV 1 , &V

C=Ny b+ v T ot d'+2s a8
d*V 1 d*V a3V d*V
k 2 - gh_ et L DR R
T8 gy T ap T Grar T Gray

&V L@V 1, BV, @Y 1, BV

e £2 L S e m s
e Gra, T dndy R I R T e R e

+ Glieder mlt hiheren Potenzen von &, 5, &, ¥

Nimmt man an, dass bei der Entwicklung dieser Reihe in
simmtlichen Koefficienten & und » nach der Differentiation gleich 0
gemacht worden sind, so dass die Koefficienten Konstanten dar-
stellen, so kann man den Werth von V auch in dieser Form schreiben:

: 1 o h
V=Vo+féit+gn+f¥+gd+5alteint 5 byt pEE 4 gy +

+ré'gtsyy +§a'~'3+u'“'ﬂ’+-% L R
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Bezeichnet man mit U die charakteristische Funktion fiir den
Strahl innerhalb der Punkte (2, y, z) und (2, ¥, 2'), so ergiebt sich
aus der Definition dieser Funktion

U=V+H{(‘r7EJ?+(yﬁq)2+zg}l[B+ n'{(.z:’—E')"+(y'—:;')2+2
oder

12 llf?
f

U=V,+ n{(.::—s)u- (y—nP+ 2 }’

4w 1 (@ — &P+ — ") +2" }V"'
+fEtyn+fE gy

1 1
—1—-§-aS”+c$q+§6q’

+pEE iy +rEgtsyy
1 I g12 LB L | 1 LR
+5a £ 2" G S g e
Da aber die Funktion in Bezug auf die Z-Axe symmetrisch ist,
s0 miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:
f=0, =0, =0, =0; =0, =0; =0, r=0;
a=1b, od=¥, p=as.

Die charakteristische Funktion erhiilt daher, wenn man diese
Bedingungen einfiihrt und die Wurzeln in der Gleichung fiir U nach
dem binomischen Satz entwickelt, die folgende vereinfachte Form:

U=V,,+uz—§—u'z‘-{—gz{(.:--—;_1.')5’—{— (y——-»g)"}

y

22|

+ o f@ -t =+ @+ [ . 6

1 s <
+ 5 @) pEE )+

Die eharakteristische Funktion bleibt fiir kleine Verdinderungen
von &, 7, &, 7' unverindert; vernachlissigt man daher die hiheren
Potenzen kleiner Grossen, so erhiilt man die folgenden Gleichungen:
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(3]

=

(53)

Lost man die erste und dritte dieser Gleichungen nach £ und
§' auf, so erhilt man:

nx

”f f'l
Di="= (a'+ ’—)_ T I

worin
Di(ﬂ.ﬁ-%-)(ﬂ'-l—i)—p, .. . . . (P4a)

und analoge Formeln erhiilt man fiir y und %', wenn man die zweite
und dritte Gleichung nach y und y' auflost.
Es ist somit

(54)
D(.L"-—-E'J:{a’ (a -+ ;';’) —-,h'*‘},rr'-l— —”'::-P J

Die charakteristische Funktion U ldsst sich aber nach ent-
sprechender Umformung der Gleichung (52) auch folgendermaassen
schreiben:

U:Vo+-ns+ﬂ'z'+%(.v2—‘2.r )+ ,(L" 2a'Eh

1
Forik { (a ) _;L) § +p§'}+——-5’lp -+ (a —+= —-—) g'} ......
~+ dhnliche Glieder nach y und »; oder nach (53)

; Pt
U:Vu+n;:+u'z’-+--Z-f:(.!:—é‘)—l—-—;;i, (' — &N

-+ dhnliche Glieder nach y und 5.
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Setzen wir hierin fiir * — § und 2' — &' deren aus (54) sich er-
gebende Werthe nach z und 2', so wird

U=V0+n:+w’2'-{—2LD['j {a (a'+ L:r)—;n"“}.f’+2-——pz.r -

r
+£-,--'[a' A ;-'1.1
2" | 2 I
+ ihnliches Glied nach y4-4. . . . . . . (6B

Fithren wir in diese Gleichung die folgenden Substitutionen ein:

o nd . n'a
- P;;_aarr g = ‘.Uz_&(l' l
2is & 4 o (DG
L np w n'p
= p*—aad’ = —aa'

was wir, da die Symbole f, /', ¢, ' in Kkeiner anderweitigen Be-
deutung mehr in der Untersuchung vorkommen, anstandslos thun
konnen; multipliciren wir dann in dem Ausdruck fiir U Zihler und
Nenner des Bruches mit 22" und dividiren beide durch aa' — p?, so
ergiebt sich als Werth von U:

1 n(x'—g)a®+n'(e—g)a" 4 (fa' + fla)aa'
—9@E" —g)—1r"'

+ 1 G =P+ =gy + '+ [ n)yy
2 e—g @ —g)—rr

U=V,+nz-n'2 #e

- (56)

§ 162. Bezeichnet man mit (7,

durch (x, ¥, z) gehenden Einfallsstrahls, so ergiebt sich aus der
Natur der charakteristischen Funktion die Proportion:

i,, i) die Richtungskosinusse des

i'z'z—dv av _dv
A A dy Y de

Setzen wir der Kiirze halber
Z — g = u
1 (] ' I ?
2 —g'=u I
so folgt, da nach (56a) f»'= f'n, aus der Differentiation der Glei-
chung (56) nach z, y, =

dV _ a('z +f112' EE (', w;+ 7'y r!V
de  ww —f7 ' dy wu —ff 0 dz
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Aus der Proportion zwischen i, i, i. ergeben sich somit die
Gleichungen
i, - -i# i -
S wy+f o = S E e ke (57)

Auf ganz analoge Weise erhiilt man fiir den austretenden Strahl,
wenn dessen Richtungskosinusse mit 7., r,, r, bezeichnet werden,

£ 8 ¥

b - z
ux' —fr - uy —ry wu' — ff' "

(58)

Denkt man sich nun den einen der beiden Punkte, etwa (x,y, 2)
als festliegend, wiihrend die Richtung des durch ihn gehenden Strahls
sich indert, so ist durch die Gleichungen (57) der Punkt bestimmt,
in welchem ein beliebiger Strahl die Ebene =2z sehneidet.

Wiihlt man aber 2, ', 2’ so, dass die Nenner der Quotienten
verschwinden, d. h. so, dass

wao=—f"a 1
wy=—f'y .,
wu'=ff

wird, so wird jeder Werth des Verhiiltnisses i, : i, : 7, den Gleichungen
(67) geniigen; mit anderen Worten, es wird, was auch die Riehtung
des durch (z, 7, 2) gehenden Einfallsstrahls sein mag, derselbe durch
den durch die Gleichungen bestimmten Punkt (2', ', 2') hindurch-
gehen. Aus den Gleichungen fiir das Verhiltnis 7, : 7, : 7, erkennt
man unschwer, dass diese Relation eine umkehrbare ist. Es sind
somit (2, 7, z) und (2, y', 2') konjugirte Punkte. Ihre Koordinaten
sind also durch folgende Gleichungen verbunden:

wu' =ff'

B Ul

2 e o 5 a4 ow s = m 0
v ' u

e sl

Diese Gleichungen bestimmen die Lage und charakteristischen
Eigenschaften der Kardinalpunkte des Systems, welche wir bereits
in dem Kapitel iiber die Gauss’sche Theorie centrirter Linsen-
systeme behandelt haben. Lassen wir also » = = werden, so wird
dadurch »' =0, und umgekehrt, so dass Strahlen, welche im ersten
Medinm parallel sind, alle im zweiten Medium duoreh einen Punkt
in der Ebene »' =0 hindurchgehen; mit anderen Worten, »' =0 ist
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die Gleichung der zweiten Brennebene. Analog ist u=0 die
Gleichung der ersten Brennebene.

Lassen wir ferner v = — f und somit »' = — f' werden, so wird
nach (59)

=z l

y=y'
Hieraus geht hervor, dass jeder Strahl die Ebenen v = —  und
w'=—j" in solchen Punkten schneidet, deren Verbindungslinie

parallel zur Axe des Systems gerichtet ist. Diese Ebenen sind
daher die Ebenen, welchen das Abbildungsverhiiltnis 1 entspricht,
also die Hauptebenen.

Von diesen Kardinalpunkten ausgehend, konnen wir die Lage
der Knotenpunkte bestimmen und ferner lassen sich auch hier die
simmtlichen in fritheren Kapiteln behandelten Konstruktionsmethoden
zur Bestimmung der Lage des einem gegebenen Punkte konjugirten
Vereinigungspunktes, sowie der Richtung des einem gegebenen Ein-
fallsstrahl zugeordneten Austrittsstrahls anwenden.

§ 163. Jene Konstruktionsmethoden lassen sich aber in dem
Falle nicht anwenden, wo p?=aa’ wird; denn dann werden die
Werthe der Koordinaten der Kardinalpunkte und der Brennweiten
unendlich gross. Die Gleichung (55) fiir die charakteristische Funk-
tion redueirt sich in diesem Falle auf die Form:

1 oo '

U=Vo+uz—i—u'z'+—2—-ﬁ— —=gr ax?+2pra’ +aa'?|,

oder, wenn man hierin den Werth von D aus (54a) einfiihrt,
1 ad*+2paa’ +a o'

Gz a's

-+ ——+ 1
i

U:Vo-l—n.:—i-ll'.‘:r—l—

ol

it

-+ i@hnliches Glied nach y und y'.

Differentiirt man die Gleichung der charakteristischen Funktion
in dieser I'orm nach #, y und z, so erhilt man fiir die Richtungs-
kosinusse des einfallenden und austretenden Strahls die folgenden
Gleichungen:
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i:r fy o f‘z
ax—+pa' ay-+py ,3(‘1 n a’;' +1)
und . wow K00}
T, = .
prtda " py+dy ' ('Erf_ = :z: r:" -+ 1)

Durch einen ganz dhnlichen Schluss, wie bei der Behandlung
des allgemeinen Falles, gelangt man zu folgenden Verbindungs-
gleichungen zwischen einem Paar konjugirter Punkte:

az+pa'=0
ay+py =0

L
az +(12F +1=0|
n n

Aus den beiden ersten dieser letzten Gleichungen gewinnen
wir dann die einfachen Beziehungen:

& y p
=y a
(61)
AN S
x oy a'

Es ist also in diesem Falle die lineare Vergrisserung fiir alle mig-
lichen Lagen des Objektes konstant, und zwar ist

.‘!7_7__})__*_ "
Z = ——N. . . . .. .. (62

Ferner ist, wie ohne Weiteres aus (60) folgt,

s '
n t;t q Tx

az—+pa :p::+a'x”

wofiir wir, da p*=aad’ ist, setzen kdnnen

ni n' r

G r

Eine dhnliche Verbindungsgleichung lisst sich zwischen i,
und 7, aufstellen und als Verbindungsgleichung zwischen den
Richtungskosinussen des einfallenden und austretenden Strahls ge-
winnen wir dann die Relation:
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T = Ty o P
i i 4 a
- L S % e o s d (B
__aN
==
nN

Der Ausdruck symbolisirt die Winkelvergrisserung; die

'
Gleichung besagt also, dass fiir p*=a«a' oder fiir parallel einfallende
Strahlen die Winkelvergrosserung konstant ist. Strahlen, welche im
ersten Medium parallel sind, sind es auch im letzten. Als Beispiel
fiir diesen Fall haben wir ein fiir ein normales Auge auf einen
Stern eingestelltes Fernrohr.

§ 164.  Destimmung der charakieristischen I'unktion fiir ein  enges
Strahlenbiischel nach seinem Durchtritt durch irgend ein heterogenes Medium.

Wir wollen annehmen, die beiden #ussersten Medien, deren
Brechungsexponenten 2 und =' sein mogen, seien homogen.
O sei ein unbeweglicher Punkt auf dem Hauptstrahl im ersten Me-
dium und O' ein ebensolcher Punkt auf demselben Strahl im letzten
Medium. Wir verlegen die Koordinatenurspriinge nach O und O'
und lassen die Richtungen des Hauptstrahls in den beiden Medien
in die Z-Axe fallen. Im ersten Medium soll die der Richtung des
einfallenden Lichtes entgegengesetzte Richtung der Z-Axe, im letzten
Medium dagegen die mit der Richtung des Lichtes iibereinstimmende
Richtung der Z-Axe als positiv angesehen werden. FEin beliebiger
Strahl treffe die durch O gelegte X Y-Ebene im Punkt (z, y) und
die durch O' gelegte X Y-Ebene in (z', y'). Stellt U den Werth der
charakteristischen Funktion fiir die Grenzen von (z, y) bis (z', 3')
und U, fiir die Grenzen von O bis O' dar, so liisst sich U nach
dem Taylor’schen Theorem folgendermaassen entwickeln:

- dU dU . a0 . . dlU 1 ,d*U
U=lta -ty +e gty mtafem
boy-20 o 1 @U ., i PU i B0
""r(l.r!dy IR dy " dadx Y dxdy'
L RU L @U 1 L PU L PU 1
T Ydu dy +uy dydy' g YA Y g dy' 2 y dy'

-+ Glieder mit hiheren Potenzen von w, y, ', y'.

Hierfiir liisst sich schreiben:
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U=Uu+f-'ﬂ+gy+f'$’+g'y'+f;*ﬂw=+cwy+-;—by’
2 insinil ] ' ] 1 1.2 T al: 1 1,09
+pad'+gxy+ra'y+syy +Ta rd o'y +?by oy

worin die Konstanten von der Natur des Mediums abhiingige Funk-
tionen sind und als bekannt vorausgesetzt werden.
Ist

- _‘_.r'-'l_y”__.r_;,r_
V—K+“(” 9A 2B C)

die charakteristische Funktion des einfallenden Strahls,
L 1 a'? iy 2y
V=Kt (o~ T~ — )
diejenige fiir den austretenden Strahl, so erhalten wir unter ge-
horiger Beachtung der Richtung der Z-Axe die Gleichung

U=V+V'
d. h: .

K+K’=Un+f-b'+yy+j"-r"+5j'y'+f;f axlyay
"‘_;—F.'/"'-!-p-f-‘-v'+Wy'+“r'.f1+-°.-fy’

1 1 5
+ 5 ealt Yy + 5 Bl vy

worin

n
e=a -+ —

A

l3=ﬁ—|——i-;-- &)

u
y =t T

und o', A, ¥ analoge Werthe im zweiten Medinum bedeuten.

Dem Begriffe der charakteristischen Funktion entsprechend, be-
hiilt diese Gleichung auch dann noch ihre Giiltigkeit, wenn man
die Punkte (z, #) und (¥, y) kleine Verschiebungen erfahren lisst.
Durch Differentiation ergeben sich folgende Gleichungen:

«v+yy+pad+qy +r=0
ye+py+ra+ey+g=0
pr+ry+ o'+ y+ f'=0
yr+sy+y e+ py+g'=0
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Da aber z, y, 2" und »' simmtlich verschwinden, so wird auch
f=0, g=0, f'=0 und ¢'=0.

Losen wir die beiden ersten dieser Gleichungen nach 2 und y
auf und setzen d =af — % so finden wir

rd=@Fy—ppa'+(sy—qgBfy |
yod=@y—raa' +(gy—sa)y ]

Aus der Substitution dieser Werthe in die beiden ersten
Gleichungen jener Gruppe ergiebt sich: '

(e d+pry—pp+rpy—ra)+y ' d+psy—pgh+gry —rse)=0;
o Itgry—pyBtspy—sra)+y (B d+gsy—¢ 8+ qsy—sa)=0.

Diese Gleichungen gelten fiir jeden Strahl, d. h. fiir jeden Werth
von 2' und y' und somit ist:

I=p*g—2pry+rie
Y d=pgf—(ps+qny+rse
Bo=¢*"f—2¢sy+4&«

Durch diese Gleichungen sind die Koefficienten a', ', y' be-
stimmt; sie dienen ihrerseits zur Bestimmung von A', B' und C,
sowie der iibrigen fiir das Austrittsbiischel in Betracht kommenden
Grossen.

Die Koordinaten (z, y) und (z', »') sind durch eine lineare
Transformation unter einander verbunden. Wird daher das enge
Biischel durch die dem Ursprung O zukommende X Y-Ebene in
ciner Ellipse geschnitten, so wird auch der Schnitt des Biischels
durch die dem Ursprung O' entsprechende X Y-Ebene eine Ellipse
sein. Hieraus folgt, dass, wenn in irgend einem Punkt des Biischels
der Normalschnitt elliptisch ist, dann auch simmtliche Normal-
schnitte des Biischels Ellipsen darstellen.
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