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Kapitel VII.

Aberration centraler Strahlenbiischel.

§ 115. Wenn Lichtstrahlen, welche von einem Punkte ausgehen,
auf eine ebene, reflektirende Fliche treffen, so vereinigen sie
sich bekanntlich simmtlich nach der Reflexion in einem anderen
Punkte, den wir schon frither als den dem Ausgangspunkte der
Strahlen konjugirten Punkt bezeichneten. Trifft dagegen ein von
einem Punkte ausgehendes Strahlenbiischel auf eine ebene,
brechende Fliiche oder auf eine sphiiriseche reflektirende oder
brechende Fliiche, so sind es nur die axialen Strahlen des Strahlen-
biischels, weleche man nach der Reflexion oder Brechung als durch
einen einzigen Punkt gehend ansehen kann; die iibrigen reflektirten
oder gebrochenen Strahlen sind die Tangenten an eine Brennfliiche.
Wir wollen annchmen, dass das einfallende Strahlenbiischel die
reflektirende oder brechende TFliche innerhalb eines Kreises mit
dem sehr kleinen Radius y schneide, und wir wollen diesen Kreis
als die Apertur der Fliche bezeichnen.

In Fig. 90 sei ¢ der Vereini-

P/‘\__ gungspunkt der axialen Strahlen,
/ ™~ Pq' der iusserste Strahl des Bii-
schels nach der Reflexion oder

| 7 Brechung, 4" dessen Schnittpunkt
?’\}L\ mit der Axe und ¢ endlich der

Schnittpunkt derselben mit einer

senkrecht zur Axe durch ¢ geleg-

Fig. 90, ten Ebene. Es stellt dann ¢ ¢' die

sogenannte Longitudinalaber-

ration des Strahles P¢', ¢t dessen Lateralaberration dar. Die

Grossen dieser Aberrationen lassen sich anniihernd durch die Apertur
ausdriicken, vorausgesetzt, dass dieselbe klein ist.

Es geniigt, wie wir sehen werden, wenn wir die Aberration fiir
solche Strahlenbiischel bestimmen, welche von Punkten der Axe
divergiren; denn divergirt ein Biischel von einem ausserhalb der
Axe liegenden Punkte, so hat man sich nur zu vergegenwiirtigen,
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dass das Bild auf einer Linie liegt, welche die Lichtquelle mit dem
Mittelpunkt der reflektirenden oder brechenden Fliche verbindet;
diese Linie kann dann als die Axe des Biischels angesehen werden
und es lisst sich die Longitudinalaberration in Bezug auf diese neue
Axe ohne Weiteres bestimmen. Die so gefundene Aberration hat
man dann nur auf die urspriingliche Axe zu projiciren, indem man
deren Grisse mit dem Kosinus der Neigung der Hiilfsaxe zur
urspriinglichen Axe multiplicirt. Da diese Neigung nach unserer
Voraussetzung nur eine sehr kleine ist, so wird man ihren Kosinus
als Multiplikator der sehr kleinen Aberration gleich 1 setzen kinnen,
und danach ist die Longitudinalaberration, sofern wir uns auf unser
Niiherungsverfahren beschrinken wollen, die nimliche fiir alle
Punkte, welche in einer zur Axe senkrechten Ebene liegen.

§ 116. DBestimmung der Aberration eines centralen Strahlenbiischels
durch Reflezion an einer sphdrischen I'léiche.

Fig. 91.

QPR sei in Fig. 91 der Weg des iiussersten Strahls des Blischels
und es sei ¢’ der Punkt, in welchem die Riickwiirtsverlingerung des
Strahls PR die Axe trifft.

Ist ferner O der Mittelpunkt der reflektirenden Kugelfliiche,
QAO die Axe des Einfallsbiischels, OQ=p, O¢'=p', OA=r, und
bezeichnet man den Winkel POA mit # und den Einfallswinkel des
Strahles QP mit &, so ist

r sin (¢ — 4)

P o sin

kl

z sin (b 4 6)

P! sin ¢

I

und hieraus erhalten wir durch Addition die Beziehung:
10%
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r _ sin (b — &) 4 sin (b 4 6)

= . = 2cos 6,
P P sin <

oder
1 1 2cos#

P

1

Denken wir uns # verschwindend klein und bezeichnen den
entsprechenden Werth von p' mit p,’, so erhalten wir

1 1 2
_+ . —_—

= s 2
I -
und daher schliesslich aus (1) und (2)
1 1 2
— ——=—(1—co0886). ... . . . . (8
Po P = ¢ ) ®

In dieser Gleichung konnen hohere Potenzen von ¢ vernach-
liissigt werden; beriicksichtigen wir ferner, dass p' anniihernd gleich
P ist, so dass wir p' p,' = p'? setzen konnen, so erhiilt Gleichung (3)
die Form:

P—p _ ¢
P“.' r

und da angenihert y=rgin # =r60, so erhalten wir schliesslich

2
q {‘r' == 7':{3" }Jr.”. o e e o w w e e e (4)

Dies ist der Werth der Longitudinalaberration des #ussersten
Strahls. Wir bemerken, dass ¢q dasselbe Vorzeichen hat wie r;
dies bedeutet: wenn wir vor einem Spiegel stehen und nach dessen Mittel-
punkt hin blicken, so lduft die Brennlinie in allen Fillen in der Sehrichtung
in einen Punlt aus.

Fallen die Strahlen parallel zur Axe des Spiegels ein, so fillt
g mit dem Brennpunkt des Spiegels zusammen, so dass Oq die
Brennweite / darstellt; in diesem Falle hat die Longitudinalaberration
die Grosse

Wzﬁ%“.........@

§ 117,  Bestimmung der Aberration eines an einer ebenen Fliche ge-
brochenen ceniralen Strahlenbiischels.

QPR (Fig. 92) stelle den iiussersten Strahl des Biischels dar, so
dass AP als der Radius der Apertur anzusehen ist. Der Strahl PR
schneide in seiner Riickwiirtsverlingerung die Axe in ¢' und ferner sei
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AQ=wu, A¢'=v und AP=y. Bezeichnet man mit ¢ und ¢ Ein-
falls- resp. Brechungswinkel, so ist

sini= F
= PQ* )
sin ' = g
= I 11' ’
und somit, da sini=mnsin i,
Py =nPQ.

Fiihren wir in diese letztere Beziehung die Grossen u, u' und y
ein, so erhalten wir
W'yt =t + ),
oder

r V.

Af=v =0+ —1) ¢
\ 4

R

i

Fig. 92.

Solange die Apertur sehr klein ist, kénnen alle hoheren Potenzen
von y vernachlissigt werden, und wir erhalten dann niherungsweise
aus der Entwickelung der Binomialreihe:

yE

1
' 3 = 23 LSS
u-mz+2(n 1) pevatICEIIIP I (6)

Nehmen wir aber y=0 an, so geht A¢' in Ag iiber und wir
erhalten als Werth von Ag:

Ag=nuw. . . . . . . . . ..
Hieraus folgt durch Subtraktion:
rjg' = ].'I‘J cng i 1) % T R T S (8)

Diese Formel stellt die Longitudinalaberration des iHussersten
an einer ebenen Fliche gebrochenen Strahls dar.

§ 18,  Bestimmung der Aberration eines an einer Kugelfliche ge-
brochenen centralen Strahlenbiischels.

OPR (Fig. 93) sei wiederum der Weg eines beliebigen Strahls
eines Biischels mit der Axe QAO und der gebrochene Strahl PR
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schneide die Axe in dem Punkte g. Ferner sei 0Q=p, Og=¢ und
AO=r. ?

Die Formel fiir die Aberration des iussersten Strahls lisst sich,
wie wir bald erkennen werden, wesentlich vereinfachen, wenn wir
die Grossen p, g, r durch ihre
reciproken Werthe ersetzen; es
seien diese der Reihe nach durch
u, v, p ausgedriickt. Bezeichnen
wir sehliesslich den Winkel POA
mit # und den Einfalls- und
Brechungswinkel wie bisher mit
i und ¢, so ist

\ sini QO sind' 40
sing — QP sing~ ¢P°

A

Fig. 95.
und daher nach dem Brechungsgesetz

Q0 40
) n B "

Fiihren wir in diese Relation die Grossen p, ¢, r ein und
quadriren, so wird hieraus

»* ) ,,_2

— 5 s e
Pt —2preoso ¢+t —2rqgceosn
oder, wenn wir die reciproken Werthe von p, ¢, r einfiihren,
v 4pP—2vgeos=n’ W+ o* —2ugcoss), . . . (9

eine Gleichung, aus welcher sich fiir jedes # das Abhiingigkeitsver-
hiiltnis von # und » bestimmen Lisst.

§ 119. Unter Umstiinden ist indessen der Werth von » unab-
hiingig von #; dies ist, wie man aus (9) erkennt, dann der Fall,
wenn v=n?», indem dann der Faktor von cos# verschwindet.
Setzen wir diesen speciellen Werth von » in die Gleichung (9) ein,

so erhalten wir ntu? + p? =n?u?+n?p? und hieraus nu=p, d. h.

1

—=n- :, oder endlich p=nr. Die Bedeutung dieser Formel ist

in dem folgenden Satze ausgesprochen: Wenn ein Strahlenbiischel nach
einem Punkte convergirt, dessen Abstand von dem Mittelpunkt der brechenden
Kugelfidche das n-jacke des Radius ist, so gehen alle gebrochenen Strahlen
genaw durch einen anderen Punkt, unter welchem Winkel sie auch immer
einfallen migen.

Wenn wir in Gleichung (9) #=0 werden lassen, so er-
halten wir
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vp—o=n{E—@gh . . . . . « . . (10)

n—1 n 1 5
= — " gebracht mit
? o
derjenigen fiir die Beziehung der Abscissen conjugirter Punkte fiir
solehe Strahlen, die nur wenig von der Axenrichtung abweichen,
ibereinstimmt (vergl. § 41).

Um einen genaueren Werth von ¢ zu finden, denken wir uns
die Apertur so klein, dass die hoéheren Potenzen unbeschadet der
geniigenden Genauigkeit wvernachlissigt werden konnen. Die
Gleichung (9) lisst sich dann in dieser Form schreiben:

eine Gleichung, welche auf die Form

(v— o)+ vot:=n? {(u — o) -f-ugfa‘21 y

oder wenn man aus beiden Seiten nach dem binomischen Lehrsatz
die Quadratwurzel zieht,

SO PR LA DAY | wptt |
b=l +gp—ep = "¢ Ot 3u g

Mit Hiilfe der Gleichung (10) kénnen wir diese Gleichung wesent-
lich vereinfachen und wir erhalten dann:

of nu v | 11
ity EERERIRRI €1}

v — =

¢

1o =

Diese Formel kénnen wir als die Fundamentalformel fiir die
Bestimmung der sphiirischen Aberration bei der Brechung an einer
Kugelfliiche ansehen.

§ 120. Es ist im Allgemeinen bequemer, die Abstiinde von der
brechenden Fliche und nicht von deren Mittelpunkt zu messen. Die
Formel (11) lidsst sich ohne Schwierigkeit unter Einfiihrung dieser
neuen Variablen umformen. Bezeichnen ¢ und f die reciproken
Werthe der Abstiinde AQ und A¢ von der brechenden Fliiche aus
nach rechts gemessen, so ist

und (12)

L_L_LJ

Aus Gleichung (10) wird durch Einsetzung der Werthe von u
und » aus (12) in dieselbe:

ce—o=n(f—@), + - + « « . . . (13)

aus Gleichung (11) durch dieselbe Operation:
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dvzvl—fﬁ{nu—ﬁ}. Y ¢ 1)
Aus der Differentiation der Gleichung (12), %:l_ _‘.].‘._, er-
v
giebt sich aber ¢
dg _  dv
'82 _ o
Somit ist
dv=—~f-:;~dﬁ,
oder, da nach (12)
0.
TEi-e’
e
dv= (#—9)2(1'&

Setzen wir hierin fiir dv den in (14) gefundenen Werth ein
und losen die so entstandene Gleichung nach d 2 auf, so ist

1 .
Up=g 0 G B —na),

oder, da der schr kleine Winkel 0= -";{— =y o gesetzt werden kann,

1 4 3 -
df=—5 @—F@—nag. . . . ... (15
Eliminirt man in dieser Gleichung 2 mit Hiilfe von (13), so
gelangt man zu dem schliesslichen Resultat:

e | -
dp="5le—le—(+Day . . . . . (16

als Gleichung fiir die Aberration eines durch eine Kugelfliche gebrochenen
Strahlenbiischels.

§ 121.  Aberration in Folge der Brechung centraler Strahlenbiischel
durch Linsen.

Bezeichnen ¢ und § die reciproken Werthe der Abstinde der
Punkte, in welchen die Axe von dem einfallenden und gebrochenen
Strahl geschnitten wird, von der ersten Linsenfliche aus gemessen,
und bedeuten f', a' iihnliche Grossen in Bezug auf die zweite
Linsenfliche, ist ferner = der reciproke Werth der Linsendicke und
bedeuten ¢ und o' die reciproken Werthe der Kriimmungsradien
der Linsenflichen, so bestehen, unter der Voraussetzung, dass die
Apertur eine sehr kleine ist, nach (13) unter diesen Grossen die
folgenden Relationen:
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e—o=n(g—9), « —¢'=n(@'—¢), l

und
E T _ % | « & {0

Sind ferner y und y' die Radien der Aperturen der ersten resp.
zweiten Fliche, so lisst sich «' als eine Funktion der beiden Va-
riablen ' und y' ansehen und wir erhalten dann auf dem Wege
partieller Differentiation:

dea' = ("““)ap+(;)¢rJ B ¢ 1)

Differentiiren wir aber die beiden letzten von den Glei-
chungen (17), so erhalten wir

§$§,=n, ‘;,‘z - ﬁf. R ¢ 1)

Wird die Verdnderung von 2, welche durch eine Verinderung
der Apertur an der ersten Linsenfliche verursacht wird, mit xy?
und unter der Annahme, dass 8’ unveriindert bleibt, die durch eine
Veriinderung der Apertur der zweiten Linsenfliche verursachte Ver-
inderung von e’ mit x'y'? bezeichnet, so ist d2=xy* und daher
nach den Gleichungen (19):

r
(%;,) dpg'=n

ke gttt B g
(dJ)dy ==y % e -4

letzteres indem, in Folge Aehnlichkeit der Dreiecke,

und ferner

y iy = T
D ﬁ' & ﬁ 2
Fiihren wir diese Werthe in Gleichung (18) ein, so wird
S 8
la =y s wo@ ow w s (20
de' =y 2 FE (20)

Wir haben nun hierin die Werthe von x, %', die sich aus den
friitheren Untersuchungen ergeben, einzusetzen. Aus df=xy* und
(15) ergiebt sich

tlﬁ:xf:—g B—ol@BE—nay,

und eliminiren wir hierin ¢ mittelst der Gleichung (13), so ergiebt
sich als Werth von x
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1
z=m(ﬁ*—‘a)‘-‘('3—na). AR R s 2D

Den Werth von »' erhiilt man durch Substitution von ' und

a' fiir @« und B3, sowie von % fiir n in die letzte Gleichung und

man erhiilt dann den Ausdruck
gl W gt RE g '
L St — 1 @ —e)P (P —nd).

Setzen wir die fiir » und »' gefundenen Werthe in (20) ein, so

wird hieraus
2 k] 2 :

=5t = —na— L5 =y —nd)| @
und wir erhalten somit einen allgemeinen Ausdruck fiir d «', welcher
fiir jede beliebige Linse gilt, von welcher Dicke sie auch sein moge.
Die Grossen # und ' lassen sich nun auch durch «, ¢, «' und o'
ersetzen und wir erhalten dann fiir d e’ einen Ausdruck, welcher
eine symmetrische Funktion von «, ¢ und «', ¢' darstellt.

§ 122, Solange als die Dicke der Linse als unwesentlich nicht
in Betracht kommt, kann &' =/ gesetzt werden; in diesem Falle
erhiilt Gleichung (22) die Form:

ny
2(n— 1)

[(B—af(f—ne) —(@—ea)P(B—nd)]. (22a)

dgl=—

Multiplicirt man den Klammerausdruck aus, so entsteht daraus
4+ —a)f*—2n+1)(«'"?*— ) g+ n (' — );

wir erhalten also fiir da'

=Gy e+ F—
—2a+D(e+e)g+n(@+eae'+H]. . . . . (23)

Dieser Ausdruck fiir die Aberration einer diinnen Linse liisst
sich in eine mehr symmetrische Form bringen, wenn man J elimi-
nirt. Aus den Gleichungen (17) unter Einsetzung von f=pj3", d. h.

c—o=n(f—p), «—p'=n(—g")
finden wir
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n—1
poe="""(r— ),
n—1
p—ne=""Z[o— @+,

und

n—1

n

f—ne'= [0 —(r+1)e.
Substituiren wir diese Werthe in (22a), so erhiilt jene Gleichung
die Form:

-
de' = 7'2;— Y (o — e)? e (n+1) (c} — (o' — &) {g' —(n+1) «f} . (24)

Dureh diese symmetrische Gleichung in Verbindung mit der
aus (17) sich ergebenden Relation
¢ —e=m—1@—09") . . . . . . . (2D
ist die sphiirische Aberration diinner Linsen vollstiindig bestimmt.
§123. Wenn die einfallenden Strahlen parallel sind, so ist
a=0 und o' =@=(n—1)(p —o'); da' erhiilt in diesem Falle nach
(24) den Werth

e | ;
ﬂ?n” v [93+ {n(ggg)k 9}

a

d g =—

{n"' (e —o)— 9}]

Fiihrt man innerhalb der Klammer die Multiplikation aus,
so wird
n

d = T:ul ¥ [nlo—o" {n“ (p—o)P—nRa+1(e—¢ho+(+2) g”Jl]

und daher schliesslich
d = ﬂT_l (e—o)y? {(? — 20+ 0% o+ (n+-20*—20%) g o' 4+ n® 9'3}. (26)
n

§ 124, Die letzte Formel giebt uns ein Mittel, um die Vor-
theile, welche die einzelnen Linsenformen beziiglich der Grosse der
Aberrationsfehler bieten, mit einander zu vergleichen. In einer plan-
sphiirisechen Linse, welche ihre flache Seite dem einfallenden Lichte
zugekehrt hat, ist 9==0. In diesem Falle ist nach (26), wenn der
Radius der Kugelfliiche mit ¢ bezeichnet wird,

dd=— —;— n*(n—1) % 4~
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Es ist aber in diesem Falle nach § 123

b=—(n—1)¢
und daher

1 n o\ s
dn':_T(n_l)qby.. B W ()
Fiir eine plan-sphiirische Linse, welche ihre gewdlbte Seite
dem ecinfallenden Lieht zugewendet hat, ist ¢'= 0 und daher
nach (26)
= :
,{:;;:167 (n* — 2 0% 4 2) o 3?3

und da aus (25) @=(n— 1) ¢, so wird hieraus

_n“’—?:t"’—}—i‘ p—
(z‘;#m‘py. T (II)
Fiir eine Bikonvexlinse mit gleichen Flichen ist ¢'= — ¢ und
der Werth von d @ wird in diesem Fall

h—

= 1—(4::”—4::'3—n+ 2) o* y-.

dd—

Oder, da in diesem Falle nach § 123 @=(n—1)29,

_4dn—dnt—n42 .,
i ;’__gﬁﬂ_—_lj."_‘p y. LR (IID

Unter der Annahme, dass die Linse aus Crownglas hergestellt
wird, wo n =73/, (ungefihr), haben die Koefficienten von @ ® in
den verschiedenen angefiihrten Fillen die Werthe %, 7, 5. Nun

1 {
ist (l’:T, so dass also d(b:—‘—;z—.. Die Werthe der Aberra-
. ' 9 2
tionen in den drei Iéllen sind daher beziehungsweise — -:.qu ;

7 o2 5/ o8
_ ﬁf_.'.t. and — -BY,

Somit ist von den angefiihrten Typen die plan-sphiirische
Linse, welche ihre sphirische Seite dem einfallenden Licht zukehrt
(Typus 1I), als der beste anzusehen, und die Aberration tritt am
stiirksten bei derselben Linse auf, wenn diese ihre plane Fliche
dem einfallenden Licht zukehrt.

Wir fiigen hier ein, dass bei einer diinnen Glaslinse, deren
halber Durchmesser y und deren Brennweite f ist, die Dicke der

oo . . . .
Linse gleich -‘-’;.— ist. Denn aus den Eigenschaften zweier sich

schneidender Kreise erhillt man als deren Werth
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=1

o

£=r-—Vr"——J"’—I—7" —Vrf""—y'-’

oder als angeniiherten Werth fiir die Dicke der Linse

y* ¥
27y 2
wenn man die Wurzeln mittelst der Binomialreihe auflist und hier-
bei hohere Potenzen vernachliissigt.

Ferner ist nach (14, IV) fiir eine diinne Crownglaslinse vom
Brechungsexponenten n=1,5

== () =5 +-7)

- - - . I 12
und daher die Dicke einer solchen Glaslinse angeniihert ';

Wir fiigen dies ein, wmn die Bedeutung der oben gewonnenen
Formeln zu veranschaulichen.

§ 125. Wir wollen nun die Form einer Linse festzustellen
suchen, welche ein von einem gegebenen Punkte ausgehendes
Strahlenbiischel in einem anderen gegebenen Punkt vereinigt unter
gleichzeitiger Erfiillung der Bedingung, dass die hierbei auftretende
Aberration ein Minimum darstelle.

Hier sind ¢ und «' gegeben und f ist die Variable, deren
Werth ein Minimum fiir d«' verursachen soll. Wir miissen dem-
nach f# so wiihlen, dass in (23) der Ausdruck

A+ —Cn+1De+e)fg+n(c®+ ae +a'?)
ein Minimum wird.

Setzt man den ersten Differentialquotienten gleich 0 und ldst
nach § auf, so ist
@Cn+1)(e+e)

2(n+2)

.8=
der Bedingungswerth fiir die Entstehung eines Minimums.
Dies in den obigen Ausdruck eingesetzt, giebt

1
n—+4+2

/ (7* +2n) (e® + ce' +e'?) — (u’ +n -+ —;jl'_—) (e + rz'je}

:ﬁ {(u — i—) (e — &) — (n—1)* (ea'} g

Das Minimum der Aberration findet also statt, wenn

[ n— o

PR (' — )

T 2(n+2) v [(n-r-l)"'

((:'—«)"’—(m'l woa s w RE

Um die dieser Forderung entsprechende Form der Linse zu
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finden, haben wir nur den soeben fiir A ermittelten Werth, welcher
ein Minimum fiir da’ verursacht, in die unmittelbar aus (17) sich
ergebenden Gleichungen

(n—1)o=ng—« l

(28)
n—1o'=npg—cd J
einzusetzen und wir erhalten
o =pe+yqye l
o =pe+gd]’
worin . - (29)

o I — 2 —n—d
P=ot—1)m+2)° "r_‘.?(n—l)(it—{-?)

als die reciproken Werthe der Kriimmungsradien einer Linse, welche ein von
einem Punkte ausgehendes Strahlenbiischel derartiy in einem anderen Punlkte
vereinigt, dass die hierbei auftretende Aberration ein Minimum wird.

§126. Die Gestalt einer solchen Linse hiingt ab von der Lage
des Punktes, von welchem das Licht ausgeht, sowie desjenigen
Punktes, in welchem sich die Strahlen vereinigen.

Wenn die ecinfallenden Strahlen parallel sind, so ist a=0,
a'= @, wobei @ den reciproken Werth der Brennweite bedeutet,
und als kleinsten Werth von de' haben wir dann nach (27)

1)

Q= =1y

GE . . ... (30)

Fir eine Crownglaslinse hat #» etwa den Werth 3/, und es wird,
; " 3 o 15 :
wenn man diesen Niiherungswerth einfiihrt, d@:—ﬁ @ y2.  Die

32
Grosse der Aberration ist also in diesem Fall — —i—i— -:";;— . Die Form
dieser Linse bestimmt sich nach (29) durch die Gleichungen ¢=p®,
o'=gq®. s ist also das Verhdltnis der Linsenkriimmungen unabhingiq

von der Vergrisserung; vielmehr hat man

9_'._ii 2n? —n—4
e p  2nf4n

Fiir n =73/, wird dieses Verhiiltnis

o %_1

0 G

N

Die beiden Linsenflichen sind in diesem Fall in entgegengesetztem Sinne
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gekriimmt. Die Linse ist also entweder bikonvex oder bikonkav und der Kriim-
mungsradius der hinteren Fldche betrigt % desjenigen der vorderen IFldche.

Ist der Brechungsexponent derart, dass er der Gleichung
2n? —n — 4 =0 geniigt, d. h. ist n= —i— 1+ V33) ~ 1,686, was un-

gefiihr der Werth von = fiir stark brechende Glasarten ist, so wird
q =0, somit auch ¢'=0 und die Linse erhiilt dann eine plane hin-
tere Fliche. Bei einer Glaslinse mit entgegengesetzt gekriimmten
Flichen vom mittleren Brechungsexponenten n=15 betriigt die
: s ; ) 15
Aberration fiir parallele Strahlen, wie wir bereits fanden, — —1% -3:.- s
wihrend bei einer plan-konvexen Linse aus gleichem Material, deren
gekriimmte Fliche dem einfallenden Licht zugekehrt ist, die Ab-

erration — ;;{ i}, ist. Die plan-kon'vexe Linse ist daher fast ebenso
gut als die bikonvexe oder bikonkave Linse, sie ist indessen weit
leichter herzustellen und erfreut sich daher einer viel allgemeineren
Verwendung.

Wenn plan-konvexe Linsen in Objektiven fiir Mikroskope ver-
wendet werden, so gehen die Strahlen von einem der Linsenober-
fliche sehr nahegeriickten Punkte aus und treten fast zu einander
parallel wieder hervor, so dass die flache Seite diejenige ist, welche
dem Objekt zugekehrt sein muss.

§ 127, Die Aberration bei irgend einer ditnen Linse lisst sich unter
Beibehaltung der Bezeichnungen des letzten Paragraphen in einer
einfachen Form ausdriicken. Die Forderung, dass die Aberration
einer Linse ihren kleinsten Werth erhiilt, bedingt, wie wir in § 125
fanden, die Relation:

2n+41

m (({ -+ “r)_

P"=

Nehmen wir daher an, es sei ganz allgemein fiir jede be-
liebige Linse .
n—1

4 —_—
(e« +e") + oL £y o

(31)

setzen wir diesen Werth von £ in Gleichung (23) ein und fiihren in
die daraus sich ergebende Gleichung die Substitutionen

o S
n 4
—_— _  — 39
at2 (n—1)? # 82)

ein, so wird nach entsprechender Reduktion
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de' = ;- m (¢ — &) y* {‘u (¢' =) — e + eﬂj. s w5 ABB)

Die Linsenkriimmungen lassen sich durch «, «' und e aus-
driicken, wenn man in die Gleichungen (28)

_ (@n41)
b= 2(n+2)

7 1

)i

n-+4+2 £

(e + ') + -

einsetzt und in dem sich hieraus ergebenden Ausdruck die Sub-
stitutionen mit p und ¢ aus (29) und @ aus (32) vornimmt. Man
gewinnt dann fiir die Krimmungsradien die Gleichungen:
o =pc + g + me]
. 34)
Q': pe e Qn'—]— ms‘

§128. Wird die Forderung an uns gestellt, eine aplanatische
Linse herzustellen, d. h. eine solche, bei welcher die Aberration ver-
schwindet, so ergiebt sich aus (33), indem wir da' = 0 setzen, hier-
fiir die Bedingungsgleichung:

b"::rcﬂ'—‘u(u'—n)g. R T P 15

Die erste Bedingung besteht also darin, dass « und &' gleiches
Vorzeichen haben; und ferner miissen beide Grossen in einem sol-
chen Verhiltnis zu einander stehen, dass aa' >>n (&' — a)? ist.

Diese Bedingungen lassen sich fiir parallelen Strahlengang
niemals verwirklichen; denn in diesem Falle ist « =0, o' =@ und
der Werth von & wiirde sich sodann aus der Gleichung

= —ng?

bestimmen miissen und es ergibe sich somit fiir ¢ ein imaginiirer
Werth.

§129. Aberration eines durch eine beliebige Anzahl centrirter Kugel-
Jlichen gebrochenen centralen Strahlenbiischels.

Es seien n, n', »'" ... der Reihe nach die Brechungsexponenten
der Medien; « und 8 seien die reciproken Werthe der Abstiinde des
Objektpunktes bezw. seines ersten Bildes von dem Scheitel der ersten
Kugelfliiche; p sei der reciproke Werth des Kriimmungsradius der
letzteren und es bedeuten die mit Indices versehenen Buchstaben
die nimlichen Gréssen in Bezug auf die iibrigen brechenden Kugel-
fliichen, wobei siimmtliche Abstinde von links nach rechts als positiv
gemessen werden. Aus der Fundamentalgleichung (11, IIL.) ergeben
sich dann ohne Weiteres die Relationen:



Aberration centraler Strahlenbiischel. 161

n(c—g) = n'(8—0g), ]
n' (¢ —p") = n'" (§' — o), e e e e (36)
?’i”(a” . Q”) e (,3" _9”)1 [
Bezeichnen wir die reciproken Werthe der Dicken der zwischen

den Flichen liegenden Medien mit =, 7 ..., so miissen ferner die
Beziehungen bestehen:

1 1 1 l
= =,

i @ T (37)
111

j‘i' all "'_;l' 3

Sind die Radien der Aperturen der verschiedenen Flichen,
durch welche das Strahlenbiischel geht, mit y, ¥/, 3" . .. bezeichnet,
s0 hat man aus der Aehnlichkeit der Dreiecke

2 R |

TG SO SIS U SR
g ] T Y .’3] et T ¥
d. i
py=e'y' |
ﬁ' (R I v I E (38)
y'=d'y

Wir werden zunichst unsere Aufmerksamkeit auf nur drei
brechende Kugelfliichen beschriinken. In diesem Falle wiirde es
sich darum handeln, die Veriinderung von #" in Folge Aenderung
der Aperturen der successiven -Kugelfliichen zu bestimmen. Zu
diesem Zweck sehen wir A" als eine IFunktion von «' und der
Apertur 3" an. Die der Apertur y" entsprechende Veriinderung
von 3" hat die Grosse x" %2 Somit erhalten wir durch partielle
Differentiation:

aﬁ”
[ — |} ] i "
ds'=zu"y +(_6r:")J“'

Die Apertur y" ldsst sich nach (38) auch durch die erste
Apertur y ausdriicken und wir erhalten dann:

8 \* B8 \*
z!lyrl2 :Z” (7“'7’ ylﬂzzﬂ a| “” ”!.

Aus der Differentiation der Gleichungen (36) und (37) er-

giebt sich
08" o n'! ‘“‘”, — iﬁ;

7&}“’ - ?T ? 7“” g ﬁi'-;

Heath-Kanthack. 11
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Fiihrt man diese Werthe in den Ausdruck fiir 45" ein, so wird
A A LA
Ganz analog erhilt man als Veriinderung von 3’ .

dp=zy*+ (g'::) de,

o ! ryz
:Z' (’ff) y‘d + ':ll’ ( %7) dﬁ;

dp = xy,

({ﬁ” — 2” (

und endlich

Setzen wir nun die Werthe von df und d/3' in den letzten
Ausdruck fiir 43" ein, so wird dieser

N A R L e A

Bestimmt man nun auf eine der in § 121 vorgenommenen Ent-
wickelung der Formel (21) ganz analoge Weise den Werth von x,
indem man anstatt von den Gleichungen (17) von den Gleichungen
(36) ausgeht, so hat » den Werth:

1 1 5 !
e Y U B—«)F (ﬁ - —”;:* -),
-

und es ist daher

n'x— % ( e —). (B — «)? (“ﬁ;' — .r—t) '

n—n n

und ganz idhnliche Ausdriicke findet man fir ="' 2" und »'" %",
Sind ¢ + 1 brechende Flichen vorhanden, so gestaltet sich die
entsprechende Formel folgendermaassen:

. Pt _an (q) L
—— i e e e
i1+ )({ﬁ 1) y? [M’ # ( Y ﬁ”_-_ }{,{ —1) ) -+
i () vt (1) 3
', g ... i BBa ...«
+ ' z'( gt gl T g ) T
T EOE v lf

!t (g—1) \2
BR B ...B ) ]_ @9

(1+1) (9)

evw = 0 z ( e e, . R(r;)
§ 130. In derselben Weise lisst sich auch ein System diinner

Linsen untersuchen. Sind « und # beziehungsweise die reciproken
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Werthe der Entfernungen des Objektpunktes und seines ersten Bildes
von der ersten Linse, bezeichnet @ den reciproken Werth der Brenn-
weite der Linse und gelten iihnliche Bezeichnungen fiir die folgenden
Linsen, so haben wir nach (14, IV) die Bedingungsgleichungen:

B—o =<
ﬁl_“l —igil
........... (40)
1 _1_ 1
B « T

wo - der Abstand zwischen der ersten und zweiten Linse ist; fiir,

die iibrigen Linsenpaare erhalten wir analoge Gleichungen. Fiir
¢ Linsen lidsst sich dann auf ganz analoge Weise, wie es in § 129
geschah, die folgende Endformel entwickeln:

) \ PUP UL "fq— 1) |2 ﬁ“u UL aff;— 1)
Prap ) | RULELL I T
ﬁ K ‘Bﬁl 'gll’ L ‘g(q —2) & ﬁ’ {3” L. ﬂw 2)

4_( ﬁﬂ;ﬁn_.,ﬁw—-‘?))Ezw_n]I o (41)

7—1
ea e, .. a2 Y

Die Werthe von x, »' ... waren bereits im Vorhergehenden
bestimmt worden. Nach (33) erhiilt man, da df=xy* wenn man
in jener Gleichung «' durch /5 und d«' durch dj ersetzt,

z=%—m(ﬁ—a)[,u(ﬂ——u}ﬂ_.nﬂ_k}:’]’ )

und #hnliche Werthe ergeben sich fiir »', " .... Die Kriimmungs-
radien der Linsen sind nach (34) bestimmt durch die Gleichungen:

g:-plﬂ-!—q«—l—mél 43)

(:’=;;(¢+qﬂ—f-1aifj
und analoge Gleichungen fiir die {ibrigen Kriimiuungsradien.
Beriihren sich die Linsen, so wird «' =2, «"=§" u.s.f,
so dass die Koefficienten von x, %' ... der Gleichung (41) simmtlich
gleich 1 werden und es erhiilt dann diese Gleichung die Form:

dﬁ"f—”=y'-'{z+z'+...zf’f—”}. v e e e (4

Um daher ein System sich beriihrender Linsen aplanatisch
zu machen, miissen wir
x4+, 227 V=0, . . . . . . (45
11*
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werden lassen, so dass die unbekannten Grossen e, &' .... an nur
eine Bedingung gebunden sind. Die Linsen konnen daher so ge-
wihlt werden, dass sie noch (¢ — 1) weiteren Bedingungen geniigen.

§ 131. Wir wollen den Fall zweier sich beriihrender Linsen
niither untersuchen. Die Bedingung fiir den Aplanatismus ist nach

(45) in diesem Falle
R =00 0 v v w ow e s s (IDHE)

Setzen wir hierin auns (42) die Werthe von » und x' ein und
nehmen nach (40) die Substitution #—a=@, 3'—a'= @' vor, so
erhalten wir nach (42) als DBedingungsgleichung fiir den Aplanatismus
zweier sich beriihrender unendlich diinner Linsen:

md (3 — e+ pud?)fm' D (& — g+ =0, . . (46)

Wir haben also hier zwei willkiirliche Grossen ¢ und &' und
nur eine Gleichung zu ihrer Bestimmung. Wir diirfen somit noch
eine weitere Bedingung einfiihren.

In der Praxis ist es hier sehr {iblich, diese darin bestehen zu
lassen, dass man den einander zugekehrten Linsenflichen gleiche
Kriimmungsradien giebt, so zwar, dass die eine konvex, die andere
konkav wird und man die beiden Linsen zusammenkitten kann.
Diese Bedingung ist ausgedriickt durch ¢' =¢", wenn wir die bis-
herige Bezeichnungsweise beibehalten. Fiir ¢' =" kénnen wir nach
(43) schreiben

petqgB+me=p'pg g +md .. L L . 4D

und dureh diese Gleichung in Verbindung mit (46) sind ¢ und &'
vollstiindig bestimmt und somit auch die Kriimmungen siimmtlicher
Linsenfliichen.

§ 182. Der Annehmlichkeit dieser Rechnungsmethode stehen
indessen praktische Bedenken gegeniiber. Eine nach dieser Methode
hergestellte verkittete Linse ist der Gefahr der Verzerrung ausge-
setzt, indem die beiden Gliser bei einer Temperaturinderung sich
ungleichartig ausdehnen oder zusammenziehen. Man hat daher als
zweite Bedingung d (x + x") =0 vorgeschlagen, damit die Linse nicht
nur fiir einen bestimmten Werth von « aplanatisch sei, sondern auch
dann noch, wenn e eine kleine Verinderung erleidet.

Um die Bedeutung dieser Gleichung zu ermitteln, setzen wir
die Werthe von x und x' aus (42) in die Gleichung

B R
de de'
ein.
Beriicksichtigt man ferner, dass da=dfi=da'=df', so er-



Aberration centraler Strahlenbiischel. 165

hilt man dureh Differentiation von Gleichung (46) die Bedingungs-
gleichung
r

[2;(“ (a+ﬂ)l+5‘n ¢*{2 Ve — +‘3)I_0

m'l-'l

Differentiirt man nun die als Funktionen von «, 4, ¢ und
o, A, & ausgedriickten Werthe von ¢ und ¢' aus (43), so ist

5

i de P 0
b=l qg=
d e« Py

dé
mdr+l’+’1 |

. . . {
Setzt man die hieraus sich ergebenden Werthe von m—~ und

de

1 !
m' :(l :,- in die letzte Gleichung ein und schreibt nach (29) der Kiirze

wegen :
_anl
. (48)
; nw__an'=+1 L I 2
so wird unsere Bedingungsgleichung fiir den Aplanatismus
d’:{fs-l—m(u-{-ﬂ)J ‘P']i'&’-l-'m'(a -I-ﬂ)} .. (49

Die Grissen ¢ und &' sind somit vollstindig bestimmt und aus

ihmen lassen sich die Kriimmungsradien der verschiedenen Linsen-
fliichen berechnen.

§183. Wenn die einfallenden Strahlen parallel sind, ist fiir den
im letzten Paragraphen behandelten Fall

(CIO, ﬁ:(c':cp? ﬂ':r}a+:};'

und es lautet dann nach (46) die Bedingungsgleichung fiir den Apla-
natismus :

m¢{é3+,utb2}—l—*m'dl{6'2—4’(¢+4")+F"b"}=0

oder nach (49) (50)

r.f-:{le+m4»] +4x’f!'e’+m (2tb+¢)[=0

Aus diesen Gleichungen lassen sich ¢ und &' bestimmen, und
nach Einsetzung der gefundenen Werthe in die Gleichungen
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o=pd+me, ¢"'=¢P4+p(P+d)+w'd,

N

o' =qgb+me, o"=p b4y (P4 D)+,

5

welche sich aus (43) ergeben, ist die gekittete Linse vollstindig be-
stimmt und wird nicht nur fiir parallel einfallende Strahlen apla-
natiseh, sondern auch fiir solehe, welche von einem in endlichem
und betrichtlichem Abstande liegenden Punkte divergiren.

Wir bemerken hier, dass die angegebenen Gleichungen zur Be-
stimmung der Linsenkriimmungen nicht die Brennweiten der beiden
Einzellinsen in irgend ein gegenseitiges Abhiingigkeitsverhiltnis
bringen, dass ihnen also immer geniigt werden kann, was auch
immer die Werthe von @ und @' sein mégen.

§ 184, Die Grosse, welche wir in dem Vorhergehenden zu be-
stimmen suchten, war die von der Apertur hervorgerufene Verinde-
rung des reciproken Werthes des Abstandes des Schnittpunktes des
austretenden Strahls mit der Axe. Bezeichnen wir diese Grisse mit
— Ky’ wo y die halbe Apertur der ersten Linse ist, und ist

' 1 .
=", S0 haben wir

und daher
det=KzmPyk . : o« « & &« = o« » (Bl)

Diese Grosse du' stellt die Longitudinalaberration dar und ihr
Werth wird bekannt, wenn wir fiir K an der Hand der vorher-
gehenden Paragraphen dessen Werth einsetzen.

Ist A7 (Fig. 94) der iHusserste

Strahl, welcher die Axe in f und

das im geometrischen Fokus F zur

Axe errichtete Loth in T schneidet,
il £ 50 ist Ff die Longitudinalaberration

> a2 und FT stellt die Lateralaberra-
tion dar. Zieht man Am senkrecht
zur Axe, so dass Am die Apertur
der letzten Linse darstellt, so folgt
aus der Aehnlichkeit der Dreiecke:

FT:Ff=Am:mf,

A
/

Fig. 94.

oder angeniihert

F'F=y7rjr‘”=- I 55

wenn y' die halbe Apertur der letzten Linse darstellt.
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Bedeuten ferner « und 3 die reciproken Werthe der Abstiinde
des Objektpunktes und seines ersten Bildes von der ersten Linse,
' und ' die entsprechenden Grissen fiir die zweite Linse u. s. f.,
so ist :
Y B8 ...

y [ {4 l!' ({”I- .. ?
oder sagen wir
!
,%_:\{.........--£53)

Substituiren wir demmnach in (52) die Werthe von d2' und y'
aus (51) und (53), so erhalten wir als Werth der Lateral-
aberration

FT=MEKa's' . . . . . . . . . (54

Grosse und Lage des kleinsten Aberrationskreises wurden
schon frither bestimmt; es wurde dort dargethan, dass der Radius
dieses Kreises ein Viertel der Lateralaberration des iiussersten
Strahls betriigt und dass der Abstand seines Mittelpunktes vom
geometrischen Vereinigungspunkt dreiviertel der Longitudinalaber-
ration des Hussersten Strahls betriigt.
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