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Kapitel VI.

Allgemeine Siitze, Brennlinien und Brennebenen.

§ 86, Erfihrt ein Strahl bei seinem Verlaufe von einem
Punkte A nach cinem anderen Punkte B durch beliebige Medien
eine beliebige Anzahl von Reflexionen oder Brechungen, so bedingt
das Reflexions- sowohl als das Brechungsgesetz, dass 2 (np) ein
Grenzwerth (in speciellem Falle ein Minimum) wird, wenn p die
Wegliinge des Strahles in einem Medium vom Brechungsexponenten »
bedeutet. Erfolgt umgekehrt der Strahlengang derart, dass d 3'(np)
=0 wird, so ist auch damit gleichzeitig die Bedingung dafiir ge-
geben, dass der Strahlengang nach den durch die Empirie aufge-
stellten Gesetzen fir die Reflexion und Brechung verlduft. Den
Ausdruck np nennt man auch die optische Weglinge.

Wir geben zuniichst einen elementaren (angeniherten) Beweis
fiir die Richtigkeit dieses allgemeinen Satzes fiir eine einzelne
Reflexion und eine einzelne Brechung und werden spiiter diese
Untersuchung auf eine heliebige Anzahl von Reflexionen oder
Brechungen ausdehnen.

A P

Fig. 62.

Es sei in Fig. 62 APB der Weg eines Lichtstrahles, welcher in
einem homogenen Medium von einem Punkte A ausgehend nach
einem Punkte B verliuft und hierbei eine Reflexion an der Fliche
CD erleidet. Unsere Behauptung geht nun dahin, dass der Gesammt-
weg, welchen der von A ausgehende Strahl wiihlt, um von CD
reflektirt nach B zu gelangen, ein Grenzwerth ist, d. h. AP+ PB,



Allgemeine Siitze, Brennlinien und Brennebenen. 107

die Summe der Theile des wirklichen Strahlenverlaufes, von irgend
einer anderen, einer unendlich kleinen Verschiebung des Punktes P
um das Bogenelement P() entsprechenden, Verbindungslinie AQB
zwischen A und B garnicht oder nur um kleine Grissen zweiter
Ordnung abweicht.

Es sei AQB der einer unendlich kleinen Verschiebung inner-
halb der Ebene APB entsprechende Strahlengang. Die Differenz
AQ— AP ist dann bis auf Grossen von mindestens der zweiten
Ordnung der Kleinheit gleich der Projektion von PQ auf AP, und
ebenso ist die Differenz PB — PQ, unter gleicher Voraussetzung,
gleich der Projektion von P(Q auf PB. Diese Projektionen sind aber
einander gleich, da AP und PB gleiche Neigungswinkel mit PQ
einschliessen. Bs ist somit AQ + QB = (AP + PB), woraus hervor-
geht, dass fiir eine verschwindend kleine Verschiebung des Einfalls-
punktes aus der dem Reflexionsgesetz entsprechenden Lage die’
hierdurch verursachte Variation des optischen Weges, d. h. der
Summe AP + PB, verschwindet. Die optische Wegliinge stellt somit
cin Maximum, Minimuwm oder keines von beiden dar. Bis auf
Grossen zweiter Ordnung liegt also jedenfalls ein Gremzwerth vor
und in jedem specicllen Falle wird man zu bestimmen haben, ob
dieser Grenzwerth ein Maximum oder Minimum repriisentirt.

Zu einem analogen Schluss
gelangen wir, wenn wir annehmen,
dass der Strahl bei seinem Ver-
laufe von A nach B an der Fliche
CD eine Brechung erleidet. Sind
n und »' die Brechungsexponenten
der beiden Medien, so stellt, wenn
unsere Behauptung richtig ist, die
optische Weglinge »AP + »'PB
einen Grenzwerth fiir den Strahlen-
gang dar.

Es wird auch hier geniigen,
nur den Fall einer Betrachtung zu
unterziehen, wo () in der Ebene
APB liegt.

Man ziehe in Fig. 63 das Ein- Fig. 63.
fallsloth PN und bezeichne den
Einfalls- und Brechungswinkel mit ¢ und . Es ist dann nach dem
Brechungsgesetz nsini=ux'siné. Nehmen wir nun AQB als den
ciner verschwindend kleinen Verschiebung des Einfallspunktes ent-
sprechenden Strahlengang von A nach B an und bilden die Differenz
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von AP und der Projektion von AQ auf AP, sowie diejenige von
BP und der Projektion von BQ auf BP, so ist:
nAQ—nAP=nPQsing,
2 BP —2'BQ =x"PQsin".

Somit wird die Aenderung in der gesammten optischen Weg-
linge bei einer verschwindend kleinen Verschiebung des Einfalls-
punktes

nAQ+n"'BQ— (nAP + 2'BP)=PQ (nsini— a'sini") =0.

Hieraus geht hervor, dass fiir eine verschwindend kleine Ver-
schiebung des Eintrittspunktes liings der brechenden Fliche die
durch diese Verschiebung verursachte Variation verschwindet, worin,
wenn wir auch hier wie bei der Reflexion von einer streng analy-
tischen Untersuchung absehen, die Bedingung dafiir gegeben ist,
dass die optische Weglinge, d.h. nAP 4+ »'PB, einen Grenzwerth
fiir den Strahlengang darstellt.

zZ

Fig. 64.

Der fiir die Reflexion bewiesene Satz ist nur als ein specieller
Fall des letzten Satzes anzusehen. Man hat niimlich nur fiir jenen
Fall n' = — n zu setzen, um ihn von dem letzteren, als dem allge-
meineren, Satze abzuleiten.,

Ehe wir die soeben besprochenen Fille auf ecine beliebige An-
zahl von Reflexionen oder Brechungen ausdehnen, mag noch folgen-
der analytischer Beweis fiir zwei Specialfiille, den der Reflexion an
einer konvexen Fliiche und den der Brechung an einer Ebene, ein-
gefiigt werden. )

Es seien mit Bezugnahme auf Fig. 64 zwei Punkte A und B
im Raume dureh ihre Koordinaten (a,, b, 0) und (ay, &, 0) und
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eine konvexe Fliche =/ (v, y) gegeben. Ein Strahl gehe nun von
A aus und werde bei P von der Fliche z=f(z, y) nach B reflektirt.
Um zu zeigen, dass diese Lage des Punktes P der Fliiche 2=/ (z, y)
ein Minimum fiir die Weglinge AP + PB ergiebt, beziehen wir die
gegebenen Grossen auf ein Koordinatensystem, dessen XY-Ebene
mit der Einfallsebene zusammenfillt, wihrend die XZ-Ebene die
Tangentialebene im Punkte P an die reflektirende Fliche darstellt
und die X-Axe durch den Punkt P geht.
Die Abscisse des Punktes P sei mit # bezeichnet, es ist dann

F@)=AP+PB=V(c—a,)’ + b+ Viz—a,? + b,

Als Bedingung dafiir, dass f(r) moglicherweise ein Maximum
oder Minimum wird, ergiebt sich hieraus:

r— T —dag

e —_—— =\
Vie—a) + b? V(e—a)® + b}

I (x)

E—a)f+b* _ (r—af+b

(@ —ay)* (r —a)?

b2 . by
@—a) (x— an)* ?

und hieraus

Diese Gleichung bedeutet aber nichts anderes, als dass
te APN = tg BPN,
oder
La=3
und als entsprechenden Werth von 2 haben wir:

by ag — by ay

by — by

X =

Um zu bhestimmen, ob dieser Werth von @ ein Maximum oder
Minimum verursacht, bilden wir den zweiten Differentialquotienten:

Vo—al+5— o) s

i RN -

e ‘r -
V(e—ag)® + by* — (x— ay) ﬁf 2

ki @— e+ b
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b b?

= —— i e
Ve—a)+ b2 Va—af +68  \a—a) + b2 Va—a) + b

Hieraus erkennen wir ohne Weiteres, dass /"' (2) einen positiven
Werth hat; es ist also ea=/ die Bedingung dafiir, dass AP+ PB
ein Minimum ist; denn fiir eine Verschiebung des Punktes P in der
Riehtung der Y-Axe wird die Strecke AP+ PB offenbar grosser.

Ganz analog lisst sich der Fall behandeln, wo der Strahl in
scinem Verlaufe von A nach B durch eine Ebene gebrochen
wird. Wieder seien zwei Punkte durch ihre Koordinaten (a,, 4,, 0)
und (ay, by, 0) gegeben. Wir setzen voraus, dass der Strahl von A
nach P, dem Punkte der brechenden Ebene, und von da nach B
verliuft, dass durch die Ablenkung bei P dem Brechungsgesetz ge-
niigt wird, und behaupten, dass unter dieser Voraussetzung nAP
+#'PB ein Minimum wird. Die XY-Axe bilde, wie im vorigen
Falle, die Tangentialebene, also hier die brechende Ebene selbst

¥

N

Fig. 65.

und der Einfallspunkt liege demnach in der X-Axe. Verfahren wir
nun ganz ihnlich wie im vorigen Falle, so erhalten wir mit Bezug-
nahme auf Fig. 65 die folgende Entwicklung:

F@)=nAP+a'PB=nl(v—a)* + b4 ' V{x —a)? + bs*;

T—0a x* — ay
f’ (J) =N —?l,i + ﬂ' —-*:la__,_. = 0,
Vie—a)? + b2 Vix—ay)® + byt
nd ('" T al)2 P {$ = a.l):r

@—a) b ! (@ — ag)* + bt '
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n* '

b, ) hy® ?
1+ ———— g <
(& —a) @ —a)?
das heisst,
n* - n'*
14ctg?e ~  14cte:p
oder
nsine = u'sin g

ist die Bedingung dafiir, dass f(r) moglicherweise ein Maximum
oder Minimum wird.
Setzen wir in den zweiten Differentialquotienten

n b n' by*

f” ') = —— W ————
/e @—a)+ ”125 Vie—a)+ b (@ —a)*+ b.fz V(@ —a)? + b,°

die Wurzel der auf O reducirten ersten Derivirten ein, so erkennen
wir ohne Weiteres, dass /" (2) einen positiven Werth hat. Es ist
somit nsin « =n"sin # die Bedingung dafiir, dass nAP +#'PB ein
Minimum darstellt. Fir eine Verschiebung des Punktes P in der
Riehtung der Y-Axe ist dies evident.

Nehmen wir nun den Fall, es ftreten in dem Verlaufe des
Strahles von A nach B eine beliebige Anzahl von Reflexionen oder
Brechungen auf. s sei mit ¢ die Weglinge eines Strahles in
irgend einem Medium mit dem Brechungsexponenten » bezeichnet.
Nachdem nun bereits gezeigt worden ist, dass Xng¢ einen Grenz-
werth darstellt fiir die Verschiebung der Einfallspunkte zwischen je
zwei benachbarten Medien, so wird dieser Ausdruck nach dem
Principe der Superposition kleiner Verschiebungen auch dann einen
Grenzwerth darstellen, wenn eine Reihe von gleichzeitigen Ver-
schiebungen zugelassen wird. Die optische Weglinge YXng der
zwei Punkte verbindenden Strahlen stellt also einen Grenzwerth
dar. Findet eine kontinuirliche Veriinderung des Brechungsexpo-
nenten statt, so gilt dasselbe Gesetz, und der Strahl verliuft dann
in der Weise, dass Snds ein Grenzwerth oder b‘Snds:O ist.

§ 87. Ein anderer, von Malus aufgestellter Satz ergiebt sich
ohne Weiteres aus dem Vorgehenden. FEr lautet:

Jedes System von normal zu einer Fliche einfallenden Strahlen behdlt
auch nach einer beliebigen Anzahl von Reflexionen und Brechungen an beliebig
gestalteten Fldchen stets die Eigenschajt bei, dass die Strahlen desselben Nor-
male zu einer Fliche sein kinnen.
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Die allgemeine Theorie der Liniensysteme wird spiiter be-
handelt werden; wir kionnen aber schon an dieser Stelle anfiihren,
dass ein doppelt unendliches System von Linien nicht auch im All-
gemeinen ein System von Senkrechten darstellt.

Es seien in Fig. 66 ABCDE... .,
A'B'C'D'E" die Richtungen einer Reihe
von Strahlen, welche senkrecht zu einer
durch A gehenden Fliche gerichtet sind
und eine beliebige Anzahl von Reflexionen
und Brechungen erleiden. Von diesen
Strahlen denke man sich derartig bis EE'
Wegestrecken abgegrenzt, dass Xng fiir
jede derselben den gleichen Werth hat;
nach dem Malus’schen Satze sollen dann
die Strahlen schliesslich alle Senkrechte zur
Fliiche EE' sein. Um dies zu beweisen,
ziehen wir A'B und E'D. Nach unserer
Voraussetzung hat Yng sowohl fir ABCDE als auch fiir A'B'C'D'E’
denselben Werth. Da aber Xno fiir den Strahlengang A'B' C'D'E'
ein Minimum darstellt, somit fiir eine unendlich kleine Verschiebung
BB' die erste Variation verschwindet, so hat X'z ¢ fiir den Strahlen-
gang A'BCDE' und A'B'C'D'E' und daher auch fir ABCDE
den gleichen Werth. Subtrahirt man von den beiden Strahlenwegen
A'BCDE und ABCD E die beiden gemeinsamen Strecken, so hat
man, wenn z und »' die Brechungsexponenten der beiden Hussersten
Medien sind, die Gleichung nA'B+#'E'D=nAB+#»'DE. Da
aber A B senkrecht zur Fliche A A' gerichtet ist, so muss fiir un-
endlich benachbarte Strahlen A'B=AB, daher auch DE=DF'
sein; das ist aber nur dann der Fall, wenn E E' senkrecht zu D E
ist. Dasselbe liisst sich fiir jeden anderen dem Punkte E benach-
barten Punkt darlegen und es ist somit die Fliche E E' senkrecht
zum Strahl D E und zu jedem anderen Strahl des Systems, wie sich
auf ganz analoge Weise zeigen lisst.

§ 88, In dem Folgenden geben wir eine analytische Behand-
lung dieser Siitze.

Ein Lichtstrahl gehe dureh mehrere Medien mit verschiedenen
Brechungsexponenten hindurch. Sind («;, &, 7,) die Richtungs-
kosinusse des einfallenden Strahles und (&, ¥, 2,) die Koordinaten
eines Punktes auf demselben, so kann man (a,, 5,, 7;) als bekannte
Funktionen von (#, #,, z) ansehen. Es treffe dieser Strahl die
erste brechende Fliche in dem Punkte (£, %, &), und (u,y, By, 72)
scien die Richtungskosinusse des in das zweite Medium gebrochenen

Fig. 66.
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Strahles. Es sind dann nach (12, II) die Richtungskosinusse der
Strahlen unter einander verbunden durch die Gleichungen:

0y ey — Ny s == (n; COS {, — ny COS ;) A I

Wy — g fa=(n CO8% —my€O8i) ey ¢, . . . . (1)

ny Yy — gy Yy == () COS 1, — ny COS 7)1 ]
worin (4, p;, v) die Richtungskosinusse des Einfallslothes zur ersten
brechenden Fliche hedeuten.

Ferner ist:
Lhds+mdp+ndoh=0. . . . . . . (@

und daher, wenn man die Gleichungen (1) der Reihe nach mit d &,
dy, und d& multiplicirt und sie dann addirt,
(moey—nyeg) dé == (m gy —ng o) doy 4+ (myy, —myya)d§=0. . (3)

Bezeichnet man mit », den Abstand zwischen (z,, 7, 2,) und
(5., i, &) und mit r," den Abstand zwischen (&, #,, {) und
(%2, Yo, 22), 8O ist:

= — o)+ (g — )+ (G — ) I

‘ 4)
A= (= § 4 G — ) (e — 5
Ferner ist
& — &y —&
(el=‘[——13 oy = '_,—"
L5 LB
n—h Yo—m -
_—— y = . s nd & B W )
A z s B2 a7 )
M — 3 z—§&
fy T — l_,:
7 P ¥z ?'1'

Aus der Differentiation der Gleichungen (4) und aus Glei-
chungen (5) ergiebt sich:

dry = (d& — day) + 8y (dyy — dy,) + 9, (& — dz) l (6

dry'= ey (day — d&) + B (dys — dny) + y3 (dz2 — di) I -

Hieraus folgt unter Beniitzung von (3)
ny dry == ng dr)" =ny (g dv, =+ By dyy + 32 dz) — iy (e dy + 8, dy, 45, dz).

Ist ferner r, der Abstand des Punktes (i, 7, 2,) von der
nichstfolgenden Fliche und r," der Abstand zwischen dieser Fliche
und einem Punkte (z;, 5, z;) auf dem gebrochenen Strahl in dem
nichsten Medium, so haben wir wieder:

ng dry +ny dry) =ny (e dag + By dygy +y3 d2g) — 02 (2 dxy + By dys + 32 d25)
Heath-Kanthack., 8
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u. s. f. Bezeichnet man daher mit ¢,, 0, ¢3....¢, ,, ¢ die ge-
sammten optischen Weglingen in den verschiedenen Medien, d. h.
0, ="y, Q=141 @=r)+r;.... etc., so ergiebt sich durch

Addition aller nach Analogie der beiden letzten Gleichungen ge-
bildeten Bezichungen :

wydoy o doa 4+ . oo .. +n'do'=un'(¢' da' + ' dy + y' d2') —
—m(doyy+gdy+ndz).. . . . . . . (D

Wenn #n, (a, dx, + 3, dy, + r, dz;) ein vollstiindiges Differential
ist, so muss auch 2' (a'da' -+ #' dy' -+ y' dz') ein solches darstellen;
mit anderen Worten: Strahlen, welche einmal innerhalb ilwes Verlaufes als
Normale zu einer brechenden Fliche auftreten, haben fir den ganzen Strahlen-
gang die Eigenschaft, Normale zu einer Fliche zu sein.

Setzen wir

y (et diry 4+ gy dyy + 3, d2))=dV ,
w (o'da' +p8'dy + 9 d2')=dV',
so folgt hieraus und aus (7) durch Integration:
Vi—V=2(no)

Die zwischen je zwei Normalfliichen eingeschlossene optische
Wegliinge ist somit fiir alle Strahlen des Systems die nimliche.

Ist die Lage des Ausgangs- und Endpunktes des Strahlen-
ganges eine unveriinderliche, so verschwinden dz,, dy,, dz; und
ebenso da', dy', d2', es wird nach (7) 3 (ndg)=0 und es stellt so-
mit bis auf kleine Grossen 2. Ordnung X (ng¢), oder die optische
Wegliinge, einen Grenzwerth fiir den Strahlengang dar.

Die Funktion V bezeichnet man als die charakteristische
Funktion des Systems. '

§ 89. Von hier ausgehend konnen wir das allgemeine Gesetz
des Strahlenganges fiir irgend ein heterogenes Medium bestimmen.
Der Strahlengang wird immer ein solcher sein, dass Snds oder V
ein Minimum wird. Die Strahlen werden simmtlich zur Fliche V
= konstant lothrecht sein.

Kennen wir V als eine Funktion von z, y, z fiir alle durch
ihre Koordinaten (z, y, z) bestimmten Punkte des Raumes, so kennen
wir damit auch die Richtung des Strahles in irgend einem Punkte.

Denn

av dV

—— =« —— = —— =N
z 1 7

dy Y e
und daher
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3 2 2
AV (VN (VY
dx dy dz

wodureh n, @, # und y bestimmt sind.

§ 90. Ein Strahlensystem, welches sich rechtwinklig von einer
Fliche schneiden lisst, wollen wir als ein orthotomisches System
bezeichnen., Ein System von einem Punkte ausgehender Strahlen
oder solcher Strahlen, welche durch irgend eine katoptrische oder
dioptrische Anordnung zur Vereinigung in einem Punkte gebracht
werden konnen, ist, wie ohne Weiteres einzusehen ist, stets ortho-
tomisch; denn es wird eine Kugelfliche, deren Mittelpunkt in dem
Vereinigungspunkt der Strahlen liegt, siimmtliche Strahlen unter
rechtem Winkel schneiden.

Wenn die Strahlen eines von einem Punkte ausgehenden
Strahlensystems nach einer beliebigen Anzahl von Reflexionen und
Brechungen wieder in einem anderen Punkte homocentrisch werden,
s0 hat Ynp, die optische Wegliinge von einem Punkte zum anderen,
denselben Werth fiir alle Strahlen. TUm daher Strahlen, welche von
einem Punkte S ausgehen, mit Hilfe einer einfachen Reflexion an
einer krummen Fliche in einem zweiten Punkt H zu sammeln,
wiihlen wir unsere Fliche derartig, dass SP -~ PH fiir alle Strahlen-
wege denselben Werth hat und finden somit, dass diese Fliche ein
Rotationsellipsoid mit den Brennpunkten S und H sein muss (Fig. 67).

&z

Fig. 67, Fig. 68.

Sind die Strahlen parallel, so liegt der Punkt S in der Unend-
lichkeit, die Fliche ist somit e¢in Rotationsparaboloid, dessen Axe
parallel zur gemeinsamen Strahlenrichtung gerichtet ist.

Bestimmen wir nun die Form einer brechenden Fliche, durch
welehe alle von einem Punkte S ausgehenden Strahlen in einem
Punkte H vereinigt werden. S8ind = und »' die Brechungsexponenten
der Medien und ist in Fig. 68 P irgend ein Punkt der brechenden
Fliche, so muss die Fliiche der Gleichung

aSP + nHP =¢
gentigen.
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Diese Gleichung charakterisirt aber eine Rotationsfliche, deren
Erzeugende ein Cartesianisches Oval mit den Brennpunkten S und
H ist.

Als besonderen Fall nehmen wir an, dass die Strahlen parallel
sind, so dass 8 in unendlicher Entfernung liegt. Man denke sich
eine Ebene MX rechtwinklig dureh die Strahlenrichtung gelegt
(Fig. 69) und verliingere irgend einen Strahl bis zu seinem Sechnitt-
punkt M mit jener Ebene. Es ist dann

nSP+nHP =«

Fig. 69.

Es ist aber auch nSP -+ 2PM konstant. Wihlt man nun die
Lage der Ebene MX so, dass diese konstante Grosse ebenfalls gleich
¢ wird, so ist " HP =nPM, d. h. die Fliiche ist eine Rotationsfliiche,
deren Erzeugende ein Kegelschnitt mit dem Brennpunkt H und der
Direktrix MX ist und deren Rotationsaxe durch die grosse Axe des
Kegelschnittes gebildet wird.

§ 9. Im Allgemeinen schneiden sich unendlich benachbarte
Strahlen nicht. Fassen wir aber unendlich benachbarte Strahlen
eines orthotomischen Systems, welche die rechtwinklig durch sie
gelegte Flache in PPunkten einer Kriimmungslinie treffen, ins Auge,
so werden sich diese Strahlen schneiden und eine Kurve, die so-
genannte Brennlinie, einhiillen.

Unendlich benachbarten Kriimmungslinien desselben Systems
entsprechen unendlich benachbarte Brennlinien und diese stellen in
ihrer Gesammtheit eine Brennfliiche dar, welche von jedem Strahl
des Systems tangirt werden. Ebenso bestimmt die andere Gruppe
von Kriimmungslinien eine zweite Brennfliiche. Jeder Strahl des
Systems tangirt somit zwei Brennflichen.

Sind die Strahlen symmetrisch um eine Axe gruppirt, so ist
die orthogonale Fliche eine Rotationsfliiche. Die eine Gruppe von
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Kriimmungslinien bilden die Meridiankurven und die ihmen ent-
sprechende Brennfliiche entsteht geometrisch durch die Rotation der
Evolute der Meridiankurve um die Symmetrieaxe. Die andere Gruppe
von Kriimmungslinien sind Kreise, deren Mittelpunkte auf der Axe
liegen. Diejenigen Strahlen, welche in Punkten einer dieser Kreis-
linien die orthogonale Flidche rechtwinklig durchschneiden, vereinigen
sich in einem Punkte der Axe und bilden einen Rotationskegel. Es
wird daher die zweite Brennfliiche durch einen Theil der Symmetrie-
axe dargestellt.

§ 92. Der Charakter eines begrenzten Strahlenbiischels ist in
Figur 70 dargestellt; BAB' sei die orthogonale Fliche, F der Riick-
kehrpunkt der Brennlinie.

5

Fig. 70.

Wird das Strahlenbiischel von einem senkrecht zur Axe auf-
gestellten Sehirm aufgefangen, so liisst sich die Form der Brennfliiche
feststellen, indem man, wiihrend man den Schirm von DD’ nach I
verschiebt, den hellen Lichtfleck auf dem Schirm beobachtet. In
seiner Stellung bei DD’ zeigt der Schirm einen kreisformigen Licht-
fleck, welcher von einem helleren Ring umgeben ist, und wihrend
man nun den Schirm von DD’ nach F' verschiebt, verengt sich all-
méhlich dieser Ring. Sobald C erreicht ist, wird der andere Theil
der Brennfliiche sichtbar und ein heller Lichtpunkt zeigt sich in der
Mitte des hellen Fleckes. Wenn die Stelle EE' erreicht ist, so hat
der Lichtkreis seine geringstc Ausdehnung; man nennt diesen Kreis
den kleinsten Zerstreuungskreis. Wihrend der Verschiebung
des Schirmes iiber diese Stelle hinaus erweitert sich die Peripherie
des ganzen Lichtfleckes, wihrend sich gleichzeitig der helle Ring
verengt. Ueber I' hinaus horen die Unterschiede in der Helligkeit
des von dem Schirm aufgefangenen Lichtes auf.

§ 93. Trifft irgend ein Strahl BCE' die Axe in C, so bezeichnet
man FC als die longitudinale Aberration dieses Strahles. In-
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folge des symmetrischen Strahlenganges ist FC eine gerade Funktion
der Neigung des Strahles zur Axe und, wenn das Strahlenbiischel
ein enges ist, so kionnen wir die longitudinale Aberration als dem
Quadrat jener Neigung proportional ansehen. Bedeutet daher m die
Tangente der Neigung des Strahles zur Axe und vernachliissigen
wir die hoheren Potenzen der kleinen Grisse m, so ist die longitudi-
nale Aberration angenihert gegeben durch die Gleichung FC=em?,
Nimmt man nun F als Koordinatenursprung und F'A als die X-Axe
eines rechtwinkligen Koordinatensystems an, so haben wir als Glei-
chung des Strahles:
y=m@—cm?). . . .. . . . . .

Suchen wir die Umbhiillungskurve zu dieser Linie auf, wiihrend
wir m als einen variablen Parameter ansehen, so bildet diese die
Brennlinie in der Nihe von F. Differentiiren wir (9) nach m, so
ergiebt sich

O=2x —3Bcw’,

und aus (9), wenn wir hierin m eliminiren:
Qeyp=4a¥> ., , . o . + . . (10

als die Gleichung der Umhiillungskurve.

Die Brennlinie hat, wie uns diese Gleichung erkennen lisst, an
ihrer Spitze die Gestalt einer semilubischen Parabel.

§ 94. Um die Grosse und Lage des kleinsten Zerstreuungs-
kreises zu finden, miissen wir den Schnittpunkt irgend eines Strahles
mit dem iussersten Strahl bestimmen; lassen wir dann die Ordinate
dieses Schnittpunktes ein Minimum werden, so finden wir damit die
Lage und den Radius des gesuchten Kreises.

Der dusserste Kreis habe mnach Analogie der Relation (9) die
Gleichung:

g=kz—ek® . + . o ¢ oo O (AD

und irgend ein anderer Strahl, wie in (9), die Gleichung
y=mx —cmd,
Eliminirt man mittelst dieser beiden Gleichungen w, so hat man

y (m— k)= cmk (m* — £k?),
hieraus
y==ck(m® - km),
oder

yzck-{ (-m —+ ;)2 — -E{-} .
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Hieraus erkennen wir ohne Weiteres, dass y seinen kleinsten
- L : ;
Werth erreicht, wenn m = — —~ wird, und als Radius des kleinsten
Zerstreuungskreises ergiebt sich somit

y=—--i—ck3=—r. i onow o ow e (12)

Als zngehoriger Werth von z ergiebt sich aus (11)

.1.-=§L<-:.*—'. R £
Der Abstand des Mittelpunktes des kleinsten Aberrationskreises
von dem Riickkehrpunkt der Brennkurve betrigt somit drei Viertel
der Longitudinal-Aberration des #ussersten Strahles.
Um die Lateral-Aberration des iussersten Strahles zu finden,
haben wir nur in der Gleichung (11) fiir diesen Strahl =0 zu
setzen und finden dann

y=—ck. . . . ... ... (14

Der Radius des kleinsten Zerstreuungskreises betrdgt somit ein Viertel
der Lateral-Aberration des dussersten Strahles.

§ 95. Wenn nun ein Spiegel oder eine Linse, worin die Aber-
ration nicht vollstiindig korrigirt worden ist, als Theil eines optischen
Instrumentes auftritt, so werden, wie sich leicht aus der soeben ge-
gebenen Untersuchung erkennen lisst, symmetrische Strahlenbiischel
im Allgemeinen nicht in einem Punkte vereinigt, vielmehr stellt ein
Schnitt eines solchen Strahlenbiischels ecine kleine Kreisfliche dar.
Soll ein moglichst scharfes Bild gewonnen werden, so muss dafiir
gesorgt werden, dass dieser Kreis moglichst klein wird; es muss
mit anderen Worten der auffangende Schirm sich in der Ebene
des kleinsten Aberrationskreises befinden. Das im mangelhaft
korrigirten Instrument sichtbare Bild eines Objektes wird somit
nicht deutlich sein; es besteht vielmehr aus einer Reihe kleiner, ein-
ander iiberdeckender kreisférmiger Lichtflecken. Dieser Uebelstand
ist indessen nicht so gross, als man annchmen konnte; denn der
kleinste Aberrationskreis ist nieht gleichmiissig hell, sondern er hat
seine grosste Helligkeit im Mittelpunkt und es nimmt diese nach
dem Umfange zu sehr schnell ab; das Bild eines Punktes redueirt
sich deshalb, schwaches einfallendes Licht vorausgesetzt, fast aunf
diesen Mittelpunkt selbst.

Um das Gesagte niiher zu begriinden, wollen wir einen ein-
fachen Fall niiherungsweise geometrisch untersuchen. Unter Bei-
behaltung unserer bisherigen Bezeichnungsweise wollen wir einen
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Ausdruek fiir die Apertur des Strahlenbiischels an der orthogonalen
Fliche finden. Ist y der Radius dieser Apertur und « die Abseisse
des Scheitels dieser Fliche, so ist nach (11), wenn man hierin ¢ =a
und y =7y setzt, angeniihert

p=khka —chkd,

und somit erhalten wir, da ck* verschwindend klein im Vergleich
zu ka ist, als Niherungswerth von z

e A T R e 2 )

Der zugehorige Radius des kleinsten Aberrationskreises ist
nach (12)
1

y-'———TCA“s_ 5 % % & 5 o5 & & (lba)

Betrachten wir nun die zwischen zwei Kreisen mit den Radien 7
und 7+ dy liegenden Strahlen. Die Fliche der durch diese Kreise
abgegrenzten Zone ist 2zydy, diejenige der entsprechenden Zone
auf dem auffangenden Schirm 2#zydy. Vorausgesetzt nun, dass die
von der orthogonalen Fliche ausgehende Lichtmenge proportional
der Fliiche der Zone auf jener Fliche ist, so wird die Helligkeit
der kleinen Zone des kleinsten Aberrationskreises proportional sein
dem Quotienten

__‘27::7(11_ ndy
2aydy ydy ’

d. h. nach (15) und (12)

~a*kdk e 16 w1
e
—1— ch? - % ckdk S

4 ist aber, wie wir gesehen haben, 1® proportional, und somit
ist die Helligkeit des Kkleinsten Aberrationskreises umgekehrt pro-
portional y"’“; sie nimmt also vom Mittelpunkt nach dem Umfange ab.

Diese letztere Untersuchung ist zwar nur niherungsweise richtig,
sie geniigt aber immerhin, um eine Erklirung dafiir zu liefern, warum
Bilder anch dann noch ihre Deutlichkeit behalten, wenn ein kleiner
Aberrationsfehler vorhanden ist.

§ 96. Untersuchen wir jetzt fiir ecinige einfache Fille die
Gleichungen und Eigenschaften der Brennlinien fiir Strahlengruppen,
welche von einem Punkte ausgehen und von einer Fliiche reflektirt
oder gebrochen werden!

Eine Gleichung der Brennlinie fiir die Reflexion von einem
leuchtenden Punkte ausgehender Strahlen an einem Kreise ent-
wickelte Lagrange in folgender Weise:
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Ist C der leuchtende Punkt und AOB der durch C gehende
Durchmesser des reflektirenden Kreises (Fig. 71), so wird irgend ein
auf den Kreis in P anffallender Strahl CP in die Richtung P () reflek-
tirt, derart, dass CP und PQ mit dem Radius OP gleiche Winkel
einschliessen. Bezeichnet man den Winkel AOP mit «, setzt OC=¢

1 1
= und OA=a=--, so lassen sich die Gleichungen des ein-

fallenden und reflektirten Strahles in Polarkoordinaten folgender-
maassen schreiben:

i|
—_r-zazAcosa—!—Bsina fiir CP,

1 .
T:u=Acos&'+Bsmﬂ’,

oder fiir PQ.

—%:u:Acos(?rz—ﬂ)—f—Bsin(?n—&}I

Fig. 71.

Denn schliessen zwei Leitstrahlen mit PO gleiche Winkel ein,
so ist die Summe ihrer Polarwinkel # 4 6#'=2« und es sind somit
die durch die beiden letzten Gleichungen gegebenen zusammen-
gehtrigen Werthe von » einander gleich. Dic Konstanten A und B
bestimmen sich durch die Bedingung, dass der Einfallsstrahl durch
die Punkte C und P hindurchgeht. Setzt man daher beziehungs-
weise =0 und # =a, so ergiebt sich aus der Gleichung fiir CP:

=p=A,

%; —=k=Acos«-+ Bsinec.

Setzen wir die hieraus sich ergebenden Werthe von A und B
in die Gleichung des reflektirten Strahles ein, so erhalten wir

wsin =k sin (2 « — #) — p sin (e« — 4).
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b
Setzen wir noch 2 —60=2®, so dass a= @+ 51 S0 ergeben
sich die folgenden Gleichungen:

. . [ p
w sin (q': -+~ %) ~+ psin (d’a — —) =k sin 2 ¢

(u - p) cos g sin & < (¢ — p) sin —;— cos &

2 ksin ¢ cos & =1
(u+ p) s - (u— p) sin g
 2kcosd + 2 ksin o =1,
oder, wenn man sich der beiden Substitutionen
(u+ p) cos g
2
P= 5
= (16a)
. b
(u — p) sin ——
o 2
Y ok
bedient, so ist schliesslich
X Q:L........(IGJ

cosd | sing»
Der willkiirliche Parameter e erscheint in dieser Gleichung
nur als in @ enthalten. Um daher die Einhiillende des reflektirten

Strahles zu finden, differentiiren wir (16) nach @ und setzen den
ersten Differentialquotienten gleich 0, woraus sich ergiebt

P sin ¢ Q cos
_ Teosth T sinte U
und hieraus
P __Q _
cosdes sinddy

Sectzt man die hieraus sich ergebenden Werthe von P und Q,
niimlich P=1cos*® und Q =2sin?®4®, in (16) ein, so wird A=1 und
man hat somit

P Q
cosPd | sind

Eliminirt man @, indem man die aus dieser Relation sich
ergebenden Werthe cos @="P'" und sin ®=Q”* in (16) einsetzt, so
erhiilt man die Beziehung

PhyQh=1. .. ... ... a9
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In Parallelkoordinaten ausgedriickt, heisst das nach (16a)

f ?zfli 2
Q]I — @ k)’

9

{(u +p) cos %} b { (x — p) sin

Um die irrationale Gleichung (17) auf eine rationale Form zu

bringen, erheben wir beide Seiten der Gleichung in die dritte
Potenz; sie erhiilt dann die Form

Pt 4+ Q43 PR QB (p% + Q) =1,
oder
1—P'— Q*=3PhQh
Erheben wir diese Gleichung abermals in die dritte Potenz, so
erhalten wir sehliesslich
A—P—=Q=21P2Q% . . . . . . . ({18
Nach einer einfachen Transformation lisst sich diese Gleichung

auch durch Parallelkoordinaten ausdriicken. Es ist niimlich nach
(16a), da

1
=,
3)
und
1
o
und
1
a= ==
ist,

(19)

und somit

t 11 0 |
2 2 [_ - B e
P+Qﬁ4lr3+c,+r (2cos 5 1)j
_a l i1 1 2
T4 l_r"-’_+ ¢? + re s

_ @ [s 2 ;
=4 lc +r*+2¢(rcost)

?

oder
2 . @ Jz 5 g
P+Q—4c2rﬂl’"+‘+“”- N 1)
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Ferner folgt aus (19) durch Multiplikation der Werthe von
»
P und Q

PQ= gaa¢— r?) sin 4
oder
PQ:ﬁ(c"——r”)y. T

Wir erhalten somit nach (18), (20) und (21) als Gleichung der
Brennlinie

{ de*—a)r—2atcxr— a* ¢? }“= 2T at ¢ (&8 — ) y?
oder

{ (4e*—a*) (@* + ) — 2a° ca — @ c”}sz Mat Pyt (@ +y* — e (22)

§ 97. Setzen wir in die Gleichung fiir die Brennlinie (18)

f# =0 und somit nach (16a) Q=0 und Pﬁ%’*, so wird jene
(1—PP=0,

und hieraus ergiebt sich P =1 oder
utp=42k . . . . .. ... (28)

und es stellt jeder dieser Punkte einen dreifachen Punkt dar.
Durch ¢ und ¢ ausgedriickt, erhiilt man hieraus, wenn man fiir u,

; 1. 1 L -
p und k ihre betreffenden Werthe .+ . und -, ecinsetzt, als

Werthe fiir die Abstinde dieser Punkte von dem Mittelpunkte des
Kreises
) ac @

und r=—

r= .
Q¢—a 2¢—a

(24)

Diese Ausdriicke bestimmen die Lage der Kuspidalpunkte
der Katakaustik.

Wollen wir indessen die Schnittpunkte der Katakaustik mit
dem Kreise, fiir welchen die Relation #=p gilt, bestimmen, so er-
halten wir, da nach (16a) fiir diesen Fall ) =0 und P=L]:_ cos%,
als Gleichung der Katakaustik nach (18):

(1—P¥=0 oder P=1
und hieraus
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oder (25)

Jeder der hierdurch bestimmten Punkte ist ein dreifacher
Punkt, der reflektivte Strahl tangirt daher den Kreis r=c¢ und der zuge-
hirige  Einfallsstrahl steht senkrecht zu OC. Diese dreifachen Punkte
sind Kuspidalpunkte und die durch die Spitze gelegte Tangente
zur Kurve steht senkrecht zum Radiusvektor; sie werden imaginiir,
sobald ¢ grosser als ¢ wird, d. h. wenn der leuchtende Punkt sich
ausserhalb des kreisformigen Reflektors befindet.

§ 98. Um die Riehtungen der Asymptoten zu bestimmen,
lassen wir in der Gleichung der Kurve »=0 werden. Die Werthe
von P und Q sind dann nach (16a)

prliopnpe t e B o O
P= 7 08 g =g 0S5 l
und S
=P gn 9% —_ % gn 9
S=—pr ity ="9 73

und aus der Gleichung (18) fiir die Katakaustik ergiebt sich dann
unter Einsetzung dieser Werthe von P und () die folgende
Gleichung:
1 -—ic:n:nsE iy sin * Al 27 S sin -2 cos 2r
¢ 2 ¢ T 716t 2 2

5

oder

a*\3 at s
(1 — __.) =927 Fpm sina,
und endlich

Mate?sin*g—= @At —a? . . . . . . . (20)

Diese Gleichung charakterisirt die Richtung der Asymptoten
. a .
und zeigt, dass sie imaginir werden, wenn ¢ kleiner als —- ist.
Wir wollen nun die Linge des von dem Ursprunge aus auf
sie errichteten Lothes bestimmen. Differentiiren wir die Glei-
chung (17), d. h. also die Gleichung
6 )% . 6 )%
I(u+p) cos "c)'l ' f(u-—p) sin —- !
3k |z =1
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setzen dann »=0 und dividiren durch gemeinsame Faktoren, so
erhalten wir

B S S
( o )‘Ia df 2 2 a2
cos —
2) | |
] du . # P f
Aﬁjﬁ sin —9— -—-‘ICOS’Q l=0.
sin 5 l I

Hieraus entsteht durch Reduktion:

du ol f\'h l 2, 8 T I
— —_— =S Yo |
a0 (Sln 5 co8 ) cos 5] sin B -+

oder

du [, 4 o \'% p 2, O T
-;'h)_ (Bln —:'2— cos —2—) TR cos 3-2“" -+ sIn 3—2"- s

=

1 2y 6 a6
=— (cos-dfé— 4 sin’s -

oder nach (26)
und nach (17)

Somit ist

du ot _ 1 (e )
de (i a) e c ?

und hieraus folgt aus (27)

du «i’cﬂ—fﬁ___l
do 3 ’

Bezeichnen wir die Linge des Lothes von dem Mittelpunkte
auf die Asymptote mit y, so haben wir demnach
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. y _— . a
Diese Asymptoten werden imaginir, sobald ¢ kleiner als -5

. . . @ P
wird, und sie fallen mit der X-Axe zusammen, wenn c¢= 5 wird.

§99. Wir gehen nun iiber zur Bestimmung der Schnittpunkte
der Katakaustik und des reflektirenden Kreises. Dieser Unter-
suchung legen wir zweckmiissigerweise das Cartesianische Koordi-
natensystem zu Grunde. Substituiren wir in der Gleichung (22) fiir
die Katakaustik «® fiir 2>+ 3%, so erhiilt dieselbe die Form:

Ba* e —a' —2a’ca)P) =2Ta* * (a* — ) (a* — 2?)
oder nach gehtriger Erweiterung und Division dureh af,

Ba*Pad — ! (1bat— 18 —2Te) +6eca (B¢ — a?)? +
+a*+18afc* —2Tat * =0

oder schliesslich
(¢ x — a*)p? {8 a*cr+at+18a* ¢ — 27 c‘} =0 . . . (29

Die Katakaustik beriihrt somit den reflektirenden Kreis in
Punkten, welche durch die Gleichung cax=a® bestimmt sind; es
sind dies die Beriibrungspunkte der durch den ausserhalb des
reflektirenden Kreises liegenden leuchtenden Punkt an den reflek-
tirenden Kreis gelegten Tangenten. Diese Beriihrungspunkte werden
imaginiir, wenn der leuchtende Punkt innerhalb des reflektirenden
Kreises liegt. Der andere Schnittpunkt ist bestimmt durch die aus
(29) sich ergebende Gleichung

_ 21¢t—18a* ¢ —at )

8a*¢

Dieser Werth von @ ist numerisch kleiner oder grosser als a,
je nachdem ¢ grosser oder kleiner als e ist, d. h. je nachdem
der leuchtende Punkt ausserhalb oder innerhalb des reflektirenden
Kreises liegt.

In den folgenden Figuren ist die den verschiedenen Lagen des
leuchtenden Punktes entsprechende Form der Brennkurven dar-
gestellt. In Fig. 72 ist fiir das einfallende Strahlenbiischel paralleler
Strahlengang vorausgesetzt; die anderen Figuren zeigen, in welcher
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Weise sich die Gestalt der Katakaustik wiihrend einer allmiihlichen
Anniiherung des leuchtenden Punktes an den Mittelpunkt des Kreises

#indert.

a
Fig. T4, e=aq. Fig. 75. c<_a> 3

§ 100. Die Katakaustik fiir den Kreis lisst sich in zwei Fillen
auch auf elementar-geometrischem Wege bestimmen; erstens niimlich,
wenn die Einfallsstrahlen parallel sind; zweitens wenn sie von einem

Punkte des Kreisumfanges ausgehen.
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Wenn die Einfallsstrahlen parallel sind, ist die Katakaustik eine dureh
Rollen eines Kreises auf einem anderen vom doppelien Radius des ersteren
erzeugte Epicylloide.

Zieht man niimlich, wie in Fig. 78 dargestellt, vom Mittelpunkte
C des reflektirenden Kreises den Radius CA parallel zur Richtung des
einfallenden Strahles, so ist die Katakaustik in Bezug auf CA sym-
metrisch, Ist SP irgend ein einfallender Strahl, welcher im Punkte P
vom Kreise in die Richtung P Q reflektirt wird, und verbindet man C
mit P, so muss nach dem Reflexionsgesetz PC den Winkel SPQ hal-
biren. Um C als Mittelpunkt beschreibe man einen Kreis mit einem
Radius, welcher halb so gross ist wie der Radius des gegebenen Kreises;
es wird dieser dann die Radien CA und CP in B resp. R halbiren.
Ueber PR als Durchmesser bheschreibe man einen zweiten Kreis,
welcher den reflektirten Strahl in Q schneiden
mage; man verbinde Q mit R. Da SP parallel
CB ist, so ist der Winkel SPC gleich dem
Winkel PCB und mithin auch Winkel QPR
gleich dem Winkel PCB. Der Peripherie- 2 S
winkel QPR steht auf dem Kreisbogen QR
und der Centriwinkel RCB auf dem Kreis-
bogen BR; da aber der zweite Kreis einen
doppelt so grossen Radius hat, wie der erste,
so ist der Bogen QR gleich dem Bogen RB,
und lisst man den Kreis PQR auf dem Kreise
RB sich abrollen, so miissen schliesslich die
Punkte ) und B zusammenfallen. In dem
Augenblick nun, wo Q anfiingt, sich zu be-
wegen, kann man den Beriihrungspunkt der
beiden Kreise als momentan festliegend an- Fig. 8.
sehen, so dass die Bewegung von () in einer
zu QR senkrechten Richtung erfolgt; es stellt somit der reflektirte
Strahl PQ eine Tangente an die von Q durchlaufene Bahn dar.
Diese Betrachtung gilt aber fiir jede Lage des Punktes P. Der geo-
metrische Ort von Q ist also eine Epicykloide und diese ist daher
die gesuchte Katakaustik.

§ 101. Gehen die Einfallsstrahlen von einem Punkte des Umfanges
des reflektirenden Kreises aus, so stelll die Katakaustil eine Kardioide dar,
oder in anderen Worten, die Katakaustik hat die Form einer Epi-
cykloide, deren Rollkreis ebenso gross ist wie der unbewegliche Kreis.

Ist in Fig. 79 O der Ausgangspunkt des Einfallsstrahles und O CA
der Durchmesser des reflektirenden Kreises, so ist die Katakaustik in
Bezug auf OCA symmetrisch. Ist OP irgend ein KEinfallsstrahl,

Heath- Kanthack, 4]
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welcher von I’ aus durch den Kreis in die Richtung PQ reflektirt
wird, und verbindet man C mit P, so ist nach dem Reflexionsgesetz
CP die Halbirungslinie des Winkels OPQ. Um C als Mittelpunkt
und mit einem Radius, welcher ein Drittel des Radius des gegebenen
reflektirenden Kreises betriigt, besehreibe man einen Kreis, welcher
CA und CP in B resp. R sehneiden moge; iiber PR als Durchmesser
beschreibe man einen zweiten Kreis, welcher den reflektirenden Kreis
in @ sehneide, und verbinde Q mit R. Die Radien der beiden klei-
neren Kreise sind nach der Konstruktion einander gleich. Da nun
das Dreieck CPO ein gleichschenkliges ist, so ist der Aussenwinkel
PCB doppelt so gross wie der Winkel CPO, also auch doppelt so
gross wie der Winkel QPR. Es stehen somit auf den Bogen RB
und QR gleichgrosse Centriwinkel gleichgrosser Kreise und es miissen

2

Fig. 79.
daher diese Bogen einander gleich sein. Lisst man nun den Kreis
PQR auf dem Kreis RB sich abrollen, so miissen die Punkte () und
B zur Deckung gelangen. In dem Augenblicke nun, wo der Kreis
PQR zu rollen beginnt, hat man den Beriihrungspunkt R als
momentan feststehend anzusehen und Q erfihrt daher eine Ver-
schiebung in der zu QR senkrechten Richtung P(). Hieraus folgt,
dass der reflektirte Strahl die von dem Punkte () beschriebene Kurve
beriihrt. Dies gilt aber fiir jede beliebige Lage von P. Der geo-
metrische Ort von (Q ist also eine Kardioide und es stellt diese
somit die gesuchte Katakaustik dar.

§ 102, Es giebt zwei Fille, in welchen wir unschwer die Kata-
kaustik fiir einen an einem Kreise belichig oft reflektirten Strahl
bestimmen kdnnen; es sind dies die beiden Fiille, wo die Strahlen
parallel einfallen oder von einem Punkt des Kreisumfanges divergiren.

Angenommen G,G, (Fig. 80) sei der Weg des erstmals von
einem Punkt des Kreisumfanges nach einem anderen Punkt des-
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selben reflektirten Strahles, und es schliesse diese Richtung mit der
positiven Richtung der X-Axe cinen Winkel ¥, ein, und Winkel
G,0X sei mit 6, bezeichnet. € und ¥ seien die entsprechenden zu-
sammengehorigen Winkel fiir die mte Reflexion. Als Gleichung dieses
mten Strahles haben wir dann, wenn ¢ der Radius des Kreises ist,

y=Rz+q,

=uatg -+ (esinb — ccos 6 tg )
oder
y — e sin 8 =1tg p (r — ¢ cos 6)
und hieraus
y cos yp — xsiny 4 esin (p — ) =0.

Fig. 80.

Bezeichnet man ferner den Winkel 0G,G, mit &, so ist

6= O,+m(n— 2P) = 6, + mnan — 2D,
und
p=vyo+m@a—2d)=1yy+2ma—2md.
Hiernach wird die Gleichung fiir den mten reflektirten Strahl
2 8in (g — 2m b) — y cos (1 — 2mep) = ¢ sin (i, — 6, + ma) =
=(—1"csin(pp—0). . . . . . . . (30)

Fallen die Strahlen parallel zur X-Axe ein, so setzen wir in
der letzten Gleichung 6,= ¢ und y,= = und diese erhilt dann die
Form:

rsin2mep + yeos2mep = (— D™esingp. . . . . (31)

Um die Einhiillende dieser Linien zu bestimmen, differentiiren
wir die Gleichung in Bezug auf den Parameter @ und erhalten

hierbei die Gleichung:
a¥
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. i, L
xcos2mp — ysin2mp=(—1) ‘O—MCCOSQ:.. . .. (31a)

Diese Gleichung in Verbindung mit der Gleichung des Strahles
kennzeichnet die Gestalt der Katakaustik.

Losen wir die Gleichung nach z und y auf, so ist jeder Punkt
der Kurve bestimmt durch die Koordinaten
¢ |

a=(— 1"

e l(‘2m “+1)cos (2m—1)db — (2m—1) cos (2m + 1)«!»}

. (31D)

y=(— 1" o 2m—+1)sin(2m —1) b+ (2m —1)sin 2m+1)t.l’=1
y= dm | ( ( J

Die Gleichung aber einer Epieykloide, fiir welche der feste
Kreis den Radius @, der rollende den Radius & hat, ist

r = (a+ b)cos 8 — b cos a_;_b ﬁr}
i G (8lc)
y=(a -+ b) sin § — 4 sin a:‘;b 6[

Beide Gleichungspaare (31b) und (31¢) lassen sich auf dieselbe
Form bringen, wenn man — (2m — 1) @ an Stelle von € setzt. Um
terner die Identitiit der Gleichungspaare zu vervollstiindigen, miissen
wir haben

2 1
il p—e el
4m
2mm—1
b=¢c ——
¢ 4m
somit
5 1
ad=
2m

Die Katakaustik ist somit eine Epicykloide.

Ist m eine gerade Zahl, so liegt der Riickkehrpunkt auf der
X-Axe und zwar auf der positiven Seite des Ursprunges. Ist m da-
gegen eine ungerade Zahl, so hat man die Vorzeichen von x und y
zu vertauschen; die Epicykloidenspitze zeigt dann nach der entgegen-
gesetzten Richtung und zwar liegt nun der Riickkehrpunkt aunf der
negativen Seite des Koordinatenursprunges.

§ 103. Nehmen wir ferner an, die Strahlen divergiren von dem
Punkte A des Kreisumfanges, so ist #,=0 und w,= = — @, und die
Gleichung des reflektirten Strahles wird dann nach (30)

@ sin (2m 1) b+ gy cos (2 m - 1) b = (— 1) ¢ sin .
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Die Einhiillende dieser Linie bestimmen wir wieder durch
Differentiation der Gleichung nach dem variablen Parameter . Wir
erhalten dann als Gleichung der Einhiillenden:

xcos@m+1)p—ysin@m+1) p=(—1" ceos &

__1
2m+1

und aus beiden Gleichungen ergeben sich fiir die Koordinaten der
Kurvenpunkte folgende Werthe:

= E;}j_—lc— J[ (m—1)cos 2m & — mcos (2m -+ 2) & } ]
.32
y= -%-1}_--1"- { — (m+1)sin2m & + msin (2m + 2) b } ’

Diese Gleichungen charakterisiren wiederum eine Epieykloide,
deren fester und rollender Kreis beziehungsweise die Radien haben

¢ m
= Fm+i’' T Ta+1 "

Ist m eine gerade Zahl, so liegt der Riickkehrpunkt auf der
positiven Seite des Koordinatenursprunges, ist m dagegen eine un-
gerade Zahl, so liegt er auf der negativen Seite des Ursprunges.

In dem Ialle, wo m=1 ist, werden die Werthe von ¢ und &
einander gleich und die Epieykloide wird zur Kardioide.

§ 104. Im Allgemeinen sind, wie wir gesehen haben, die
reflektirten und gebrochenen Strahlen die Normalen einer Kurven-
schaar, welche man auch als sekundiire Brennlinien bezeichnet.
Zu einer jeden dieser Kurven stehen die reflektirten und gebrochenen
Strahlen lothrecht; es ist somit die Brennlinie die Evolute der Kurven-
schaar. Die sekundiire Brennlinie lisst sich in der Regel leichter
bestimmen als die Brennlinie selber; so ist z. B. die sekundiire
Brennlinie fiir Strahlen, welche an einer geraden Linie gebrochen
werden, eine Ellipse, und fiir an einem Kreise gebrochene Strahlen
ein Cartesianisches Oval.

Die sekundiiren Brennlinien fiir Strahlen, welche von einem
Punkte ausgehen und von einer Kurve reflektirt oder gebrochen
werden, lassen sich sehr bequem graphisch bestimmen.

Ist PT in Fig. 81 die Tangente in irgend einem Punkte einer
Kurve und S der leuchtende Punkt, so ziehe man ST senkrecht zur
Tangente und mache die Verliingerung dieser Senkrechten TR =ST.
Man verbinde ferner S mit P und R mit P und verlingere RP nach
Q hin. SP und PQ stellen dann beziehungsweise den bei P einfallen-
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den und reflektirten Strahl dar. Da fermer SP=PR, so ist der
geometrische Ort von R die durch die Gleichung

e+e'=0

bestimmte orthotomische Fliche.

Der geometrische Ort des Punktes R ist eine der Fusspunkt-
linie der reflektirenden Kurve dhnliche Kurve von doppelter linearer
Ausdehnung. Die Evolute dieser Kurve ist die gesuchte Brennlinie.

In dem Falle eines Kreises lidsst sich die Gleichung des
geometrischen Ortes von R in der Form r=2(a— ccosfl) aus-
driicken, wo ¢ der Radius des Kreises und ¢ der Abstand des
leuchtenden Punktes von dem Mittelpunkte des Kreises ist; fir einen
reflektirenden  Kreis ist somit die Brennlinie die Evolute einer ., Limagon®

(Fig. 82).

s
£ 2 0 57,
/ [/ &
2 5
Fig. 81. Fig. 82.

§ 105. Um auf dhnliche Weise die Brennlinie fiir die Brechung
an einer Kurve graphisch zu bestimmen, liefert uns die durch die
Gleichung

no—+n'p' =0

bestimmte orthotomische Kurve ein bequemes Mittel.

Diese Kurve lisst sich in einfacher Weise folgendermaassen
konstruiren (Fig. 83):

Um irgend einen Punkt der brechenden Kurve als Mittelpunkt
beschreibe man einen Kreis vom Radius p', so dass »n' p' =np und
p=5P; es ist dann die Einhiillende dieser Kreise fiir verschiedene
Lagen des Punktes P die gesuchte orthotomische Kurve.

Wir werden im Folgenden einige geometrische Untersuchungen
der durch Brechung an einer Linie und am Kreise hervorgerufenen
Brennlinien ausfiihren.

§ 106. Bestimmung der Brennlinie fir die Brechung an einer geraden
Linie fiir Strahlen, welche von einem Punkte ausqehen.
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In Fig. 84 sei S der leuchtende Punkt. Man ziehe SC senkrecht
zur brechenden Linie und verliingere diese Senkrechte bis H, derart,
dass SC=CH ist. SQ sei ein beliebiger Einfallsstrahl, QR der zu-
gehorige gebrochene Strahl. Um das Dreieck SHQ beschreibe man
einen Kreis, welcher QR in P schneiden moge; PQ halbirt dann
den Winkel SPH, da Bogen SQ=QH ist. ¢ sei der Einfalls-, ¢ der
Brechungswinkel bei Q; es ist dann £ POS=4¢ und i=AHSQ
=AHPQ=48PQ. Mithin

SO:SP=sin¢:sin i,

und daher
nSO=n'SP.

T

Fig. 83. Fig. #4.
Da aber der Winkel hei P halbirt ist, so besteht die Proportion
HO:HP=80:8P,
mithin ist
nHO=4"HP.
Da aber
nSO=n'SP,

so ergiebt sich aus der Addition beider Relationen
aSH = (SP -+ HP).

Der geometrische Ort von P ist somit eine Ellipse mit den
Brennpunkten S und H; PQ ist eine Normale zur Ellipse und daher
die Ellipse eine orthotomische Kurve. Die Evolute dieser Ellipse ist
die gesuchte Brennlinie.

Ist das zweite Medium stiirker brechend als das erstere, so
erscheint, wie sich durch eine analoge Untersuchung nachweisen
lisst, die Brennlinie als die Evolute ciner Hyperbel mit den Brenn-
punkten S und H.
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§ 10%7. Bestimmung der Brennlinie fiir die Brechung am Kreise fiir Strahlen,
welche von einem Punkte ausgehen. O sei in Fig. 85 der Mittelpunkt des
brechenden Kreises, S der lichtaussendende Punkt, S() ein einfallen-
der, QR der zugehorige gebrochene Strahl. Man beschreibe durch
S einen Kreis, welcher den Radius OQ in Q tangirt, und welcher
OS in H, den gebrochenen Strahl QR in P schneidet. Es ist dann
OH.08=0Q? und somit H ein festliegender Punkt. Ferner folgt
aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 0QS und OHQ, dass QS:HQ

=085:0Q, und somit

i sei der Einfalls-, ¢ der Brechungswinkel. Verliingert man 0Q
nach T hin, so ist i=ABSQT =4 QPS; und analog ist  =APQT
=AQHP=4A 7 — QSP.

S . 5
f](iqu ein  konstantes Verhiiltnis darstellt.

Fig. 85.

In dem Dreiecke QSP ist

QS___ sinQPS _ sin i
QP sinQSP  sind

welches ein konstantes Verhiiltnis darstellt; und somit ist auch

—?;; cin konstantes Verhiiltnis, da nach Obigem _((3_181 konstant ist.
Nun ist nach einem bekannten Satze
QH-SP+QS.-PH=SH.QP,
und setzt man daher SP=p, PH=p', so ist

H s
o ¢+ gp ¢ =55,

X QH Qs : _
oder, wenn man QP =™ qp =m und SH =c setzt,

mo—+m'g' =c.
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Der geometrische Ort von P ist somit ein Cartesianisches Oval
mit den Brennpunkten S und H. Da ferner P den Winkel zwischen
den Leitstrahlen in zwei Theile theilt, deren Sinus in dem Verhiiltnis
der Sehnen QS und QH stehen, d.h. in dem Verhiltnis »' :m, so
ist PQ eine Normale zur Kurve. Die Diakaustik ist somit die Evolute
eines Cartesianischen Ovals mit den Brennpunkten S und H.

§ 108, Diese Konstruktion wird in dem Falle unmdoglich, wenn
die Strahlen parallel sind. Die Gleichung der Brennlinie liisst sich
indessen in diesem Falle nach einer anderen Methode analytiseh
bestimmen. ¢ und ¢ seien Einfalls- und Brechungswinkel fiir irgend

Fig. 86.

einen zur X-Axe parallel einfallenden Strahl, so dass sini =k sini,
M 2 =3
wenn k= 7+ Nehmen wir dann den Mittelpunkt des Kreises als
Koordinatenursprung an, so finden wir als Gleichung des gebrochenen
Strahles unter Bezugnahme auf Fig. S6:
y=(tge)r+gq
oder
y=tg(i—{a+TO-T§
oder
y=tg(l—ir—+asini—acosityg (i —1i'):

und hieraus

y=asini+-tg (| — ) (@ — acosi),
oder

yeos(i—i')—asin (i —¢)=asin/.

Driicken wir ¢ als elliptische Funktion aus und setzen demnach
i=amu, so wird
sin i’ = ksnu, cos ' = }1 — k¥snuv=dnuw.
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Somit erhalten wir als Gleichung des gebrochenen Strahles:
y(enudnu + ksn®u) — & (dnu — kenw) snu = aksnu.

Multiplicirt man beide Seiten dieser Gleichung mit tenu -+ dnw,
so erhiilt man ohne Weiteres

y(enw + kdnu) — xk'*snu=aksnu (kenu + dnw)

oder, wenn man durch snu dividirt,

o [Cne —+ kdnu
snu

) —xk'*=uqk (kenu -+ dnu).
Um die Einhiillende dieser Kurve zu finden, differentiiren wir

nach » und erhalten dann

dnu 4 kenu
snu

= —ak?*snu(dnu -+ kenw),
woraus sich ergiebt
y=ak*snsu.
 Substituiren wir diesen Werth von y in die Gleichung des ge-
brochenen Strahles, so ist
— k?r=ak (kenu + dnu) — ak*sn?u (enu + kdnw)
=a (k?en®u+ kdndu).

Wir kénnen nun leicht » mit Hilfe dieser Gleichungen elimi-
niren und erhalten als Gleichung der Brennlinie

/.

oder, wenn wir fiir £ und %' ihre Werthe einsetzen:

("‘J S 11'2) r= (u'fu a-:l[:l — JLM“ ygfs)sfz +n ("f"'.l':: 02/3 P “% ygfa):‘/x . Cgs)

Diese Gleichung riihrt von St. Laurent, der angegebene Gang
der Entwickelung von Glaisher her.

na

Vertauschen wir in (33) » und »' und schreiben — fiir a, so

i
n
erhiilt die Gleichung die Form:

[ p—, (”J% als — p'ls y'ﬁ':t)% -+ (,,_‘l's als—n'h y"/:l)afz :

und es charakterisirt diese Gleichung dieselbe Kurve, wie die durch
Gleichung (33) dargestellte; denn bringen wir die Gleichung auf

eine rationale Form, so verschwindet die Anomalie beziigl. der Vor-
zeichen.
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Die Diakaustik fiir parallel auf einen Kreis vom Radius a und einem

)
Brechungsexponenten % einfallende Strahlen ist identisch mit derjenigen fur

an

einen ithm koncentrischen Kreis mit dem Radius =

und dem Brechungs-

exponenten :—, . :

Weiteres {iber diesen Gegenstand findet sich in Prof. Cayley’s
»2Memoirs on Caustics®, Phil. Trans. 1856.

§ 109. Bestimmung der Katakaustil fir eine Ellipse, in deren Mittel-
punkt sich der leuchtende Punkt befindet.

Fig. 87.

Bezeichnen wir in Fig. 87 mit RP () die Riehtung des reflektirten
Strahles, mit () den Punkt, in welchem er die Katakaustik tangirt, mit
R den zngeordneten Punkt auf der sekundiren Brennlinie, so ist
RQ der Kriimmungsradius der letzteren, d. h. RQ =2 p, wenn p der
Kriimmungsradius des geometrischen Ortes von Y, dem Fusspunkt des
Lothes von C auf die Tangente, ist. Bedeutet nun ¢ die Linge des
in Y auf die Tangente an den geometrischen Ort von Y errichteten
Lothes und » den Kriimmungsradius der Ellipse, so ist 6r=p?, oder,
wenn man differentiirt,

da dr! .
= r+o T 2p.
Es ist aber
d rdr a*h*
9=£{?§ und dp o pt ’
Somit ist
r p* a’h?
e r  ppr !
oder ' !
0t g T E
por [ @
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Sind (v, v) die Koordinaten von R, so findet man, wenn man
den Excentricititswinkel fiir P mit @ bezeichnet, als deren Werthe
. 2ab?cos P

T atsintg -+ breosta’
. 2bha*sine
T afsin?ds - hicosid

Sind ferner (z, y) die Koordinaten von Q, so ist

r—u o y—u __ QR _ 2o
w—acosd  y—bsmd QP 2p—7
somit
r—u _ 2Rt 272
r—acosd @'t atbr—irt’

indem gemiiss der Eigenschaft der Ellipse
p? (aﬂ - bﬂ . TE) — {IE 52.
Durch entsprechende Umformung erhalten wir die Beziehungen:
@+ —3r)=u(@+b*—r)—2r’acosd,
Nun ist .
u (a® 4+ h* — r?) =u (a®sin?*s + b2 cos? o) = 2ab?cos b,
und somit
(a4 b —8r*)=2acos & (i* —r?) = — 2acos’d (a* — b?).
Auf analoge Weise findet man
y(a*+ 0* —8r) =2 asind (a? — %) =2 b sin’b (a? — 17).
Hieraus ergiebt sich durch Division

Eliminirt man ferner aus jenen beiden Gleichungen @ durch
Addition, so erhiilt man

{ (i_)’-"u_ (?bl_)’f"} @+ 1 —8eth = 2 @— )",

a@
und hieraus

() @ e ersa—ven

Es ist aber

P =g?cosid + h¥sin*h =



Allgemeine Sitze, Brennlinien und Brennebenen. 141

Man erhiilt somit schliesslich

T+ (I el (2] -l

v )"’fs
="+

(2]

d. h.

)+ BT ) (5 o)+ () (5 - o)) =

als Gleichung der gesuchten Diakaustik fiir die Ellipse.

§ 110. Bestimmung der Bogenldnge einer Brennlinie. Es lisst sich
stets die Bogenlinge einer Brennlinie irgend eines orthotomischen
Strahlensystems fiir eine Ebene bestimmen; denn die Brennlinie ist
nichts weiter als die Evolute der orthogonalen Kurven. Nehmen
wir an, es werde eine Gruppe von Strahlen, welche von einem
Punkt ausgehen oder normal zu einer gegebenen Fliche gerichtet

P,

@ \ F:j
Fig. 88.

sind, einer beliebigen Anzahl von Reflexionen oder Brechungen
unterworfen! I'iir ecinen jeden Strahl der Gruppe bilden wir die
Funktion Xng und setzen V=2ng. Ferner sei der Brechungs-
exponent des letzten Mediums mit » bezeichnet und V=1V, stelle
die Gleichung einer orthogonalen Kurve in diesem Medium, sagen
wir der Kurve P(Q, dar. AB (Fig. 88) sei ein beliebiges Kurven-
stiick der Brennlinie, welche von den Strahlen PA und QB in den
Punkten A und B tangirt wird. Es ist dann gemiiss der Eigen-
schaft der Evoluten AB=QB — PA. Ferner ist

V,=Vo+aPA,

Ve=Vo+nQB;
und hieraus ergiebt sich durch Subtraktion

Vg—V,yi=n AB.

§ 11, Wir koénnen nun mit Hilfe der Brennlinien uns eine
etwas klarere Vorstellung dariiber verschaffen, in welcher Art und
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Weise und in welcher scheinbaren Lage ein ausserhalb des Wassers
befindliches Auge ein unter der Wasserfliiche befindliches Objekt
erblickt.

Angenommen z. B., das Wasser sei durch eine horizontal
liegende, nicht sehr tiefe Bodenfliiche begrenzt; auf dem Boden be-
finde sich ein Objektpunkt P (Fig. 89). Man errichte in P das Loth
PM und untersuche den Strahlengang fiir die Ebene EPM. Man
konstruire nun innerhalb dieser Ebene die Brennlinie, welche von ge-
brochenen, urspriinglich von P divergirenden Strahlen beriihrt wird.
Ziehen wir nun die beiden Hussersten in das Auge gelangenden
Tangenten an die Brennlinie, so begrenzen diese den die Luft

Fig. 89,

durchschneidenden Theil des Strahlenbiischels; verbinden wir die
Schnittpunkte dieser Tangenten und der Wasseroberfliiche mit P,
so werden diese Verbindungslinien das durch das Wasser ver-
laufende Strahlenbiischel begrenzen. Die beiden Tangenten zur
Brennlinie schneiden sich nahezu in dem beiden fast gemeinschaft-
lichen Beriihrungspunkt p. Ein ausserhalb des Wassers befindliches
Auge erblickt daher den Punkt P in p.

Beleuchtungskurven.

§ 12, Fallen Lichtstrahlen auf eine Reihe dicht neben ein-
ander liegender reflektirender Kurven oder Kurvenfliichen, derart
dass das reflektirte Licht ins Auge des Beobachters gelangt, so
wird dieser eine oder mehrere jene Kurven oder Rinnen durch-
kreuzende Kurven von besonderer Helligkeit bemerken. Diese
Beobachtung kann man tagtiglich machen, wenn glinzende Stangen,
z. B. die Speichen eines Velocipedrades in hellem Sonnenlicht sich
drehen. Untersuchen wir nun, wie diese hellen Kurven entstehen



Allgemeine Siitze, Brennlinien und Brennebenen. 143

und in welcher Weise ihre Gestalt von derjenigen der reflektirenden
Kurve abhiingt.

Jeder Punkt einer reflektirenden Kurve diffundirt einen Theil
des auf dieselbe auffallenden Lichtes und wird dadurch auch fiir
ein nieht in der Richtung reflektirter Strahlen befindliches Auge
sichtbar; es werden aber in das Auge gleichzeitiz auch solche
Strahlen gelangen, welche von einem oder mehreren Punkten jener
Kurve direkt nach dem Reflexionsgesetz in die Richtung, in welcher
sich das Auge befindet, reflektirt werden. Von einem solchen Punkt
der Kurve wird mehr Licht in das Aunge gelangen als von den
anderen Punkten derselben, und es wird somit jener Punkt heller
leuchtend erscheinen als der iibrige Theil der Kurve. Der geome-
trische Ort dieser hellen Punkte bildet eine helle Kurve und es
fragt sich nun, wie bestimmt sich die Gestalt derselben.

Zu diesem Zweck seci das System reflektirender Kurven darge-
stellt durch die Gleichung @ (z,y) =a«, wo « ein willkiirlicher Para-
meter ist, und das einfallende Licht gehe von einem leuchtenden
Punkt ) aus. E sei ferner der Punkt, in welchem sich das Auge
des Beobachters befindet, und P irgend ein Punkt auf einer der
reflektirenden Kurven. Man lege in der Ebene der reflektirenden
Kurve im Punkt P eine Tangente an die reflektirende Kurve.
Denkt man sich nun an Stelle der Kurve eine sehr kleine Rinne
oder ein diinnes Stiibchen, so wird man durch jene Tangente un-
endlich viele Tangentialebenen an die Rinne oder das Stiibchen
legen kénnen. Liisst sich nun eine dieser Ebenen so legen, dass sie
einen von (Q ausgehenden Lichtstrahl in die Richtung P E reflektirt,
s0 wird P ein heller Punkt sein. Damit dieser Fall eintritt, miissen
die Bedingungen dafiir erfiillt sein, dass ein im Punkt P auf die
reflektirende Rinne errichtetes Loth in der Ebene QPE liegt und
den Winkel QPE halbirt. Ist diese Bedingung erfiillt, so schliessen
die Strahlen QP und PE gleiche Winkel mit der Tangente in P
ein; umgekehrt ist nach Analogie des in § 12 behandelten Falles,
wenn diese Bedingung erfiillt ist, auch den beiden anderen damit
gentgt.

Es seien (z, y, O) die Koordinaten des Punktes P, (f, g, #) die-
jenigen des Punktes ) und (e, b, ¢) diejenigen des Punktes E.
Sind dann {, m, 0 die Richtungskosinusse der Tangente in P, so ist

I, +mdb, =0 . . . . . . ... (8

und die Bedingung, dass die Linien QP und EP gleiche Winkel
mit der Tangente in P auf entgegengesetzten Seiten derselben ein-
schliessen, lisst sich durch die Gleichung ausdriicken:
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_ Ui+t g—pm | (@—xlt+—gm

V=P + =9+ Va—ap+b—yr+e

Das Verhiiltniss oy ldsst sich mit Hilfe von (34) eliminiren und
wir erhalten alsdann

V=D —0—Pb: | @D —C—9d (35)
Vir—af+@—p*+8  Vie—aP+(b—y?+¢
als Gleichung der gesuchten hellen Kurve.

§ 113. Dieselben Gleichungen lassen sich auf kiirzerem Wege
entwickeln, wenn man von dem Satz ausgeht, dass die optische
Wegliinge zwischen zwei Punkten ein Minimum darstellt.

Denn ist P der helle Punkt, so muss die optische Weglinge
QP+ PE ein Minimum sein, wihrend gleichzeitig die Bedingung
gestellt wird, dass P stets auf der Kurve @ (x,7) = a liegt.

Sind (@, #, 0), (f, g, k) und (a, b, ¢) der Reihe nach die Koordi-
naten von P, () und E, so ist

QP+PE=Vu—7P+@—g* + P+ Ve—af+y—bF+ .

Damit dieser Ausdruck ein Minimum darstellt, wiihrend gleich-
zeitig der Bedingung bezliglich der Lage des Punktes P geniigt
wird, setzen wir den ersten Differentialquotienten jeder Gleichung
gleich 0. Wir erhalten dann die Gleichungen:

by de+ &, dy=0,

_(1—— Nde+(y—g)dy (0 —a)da 4 (y—b)dy
Ve—P+G—9r+8  Ve—af+G—0F+3

. (i . .
Eliminiren wir hierin das Verhiiltniss %, so erhalten wir wie-
der als Gleichung der hellen Kurve:
e=Ne,——9P, @—a)d, —@y—b) P,
Ve—rP+w—gf+#  Ve—af+@—8°+2

§ 114. Beispielsweise wollen wir die Resultate dieser letzten
Untersuchung auf die Bestimmung der hellen Kurven, welche man
auf den blanken Speichen eines im Sonnenlicht rotirenden Velociped-
rades oft zu beobachten Gelegenheit hat, anwenden.

Man denke sich die Radaxe in die Z-Axe des Koordinaten-
systems verlegt und nehme an, die Sonnenstrahlen fallen in einer
durch die Richtungskosinusse (/, m, n) bestimmten Richtung auf jene
Radspeichen, withrend die Lage des Auges durch die Koordinaten
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(a, b, ¢) bestimmt sei. Sieht man nun ferner die Radspeichen als alle
in einer Ebene liegend an, so hat man als Gleichung der reflektiren-
den Kurven y=uwatg , und daher, wenn man die Thatsache berick-
sichtigt, dass einfallende und reflektirte Strahlen gleiche Winkel mit
der durch die Richtungskosinusse (cos #, sin ¢, O) bestimmten Linie
einschliessen,

1¢os 6 - msin o - A x{)_.cogg—lf (L__y)_sln&— —
Via—a) + (b—y)P + ¢

Eliminirt man hierin #, so erhiilt man
(x4 my)? -Il(a — a4 (b—y) + c-'-’} = {(a —x)ax+(b—y) y}:

als die Gleichung der hellen Kurve.

Heath-Kanthack. 10
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