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Kapitel IV.

Elementare Theorie der Brechung durch Linsen.

§ B1. Unter einer Linse versteht man den Theil eines
brechenden Mediums, welcher durch zwei Rotationsflichen mit ge-
meinsamer Axe, Linsenaxe genannt, begrenzt ist. In den aller-
meisten praktischen Iillen sind diese Rotationsflichen sphiirisch
oder eben. Wenn sich die Begrenzungsflichen nicht schneiden, hat
man sich die Linse als einen an seinen beiden Enden durch die
eben definirten Flichen begrenzten Cylinder vorzustellen, dessen
Axe mit derjenigen der Rotationsfliichen zusammenfillt.

Den Abstand der Begrenzungsfliichen, gemessen als Abschnitt
auf der Axe, nennt man die Dicke der Linse. Die Dicke wird im
Vergleich mit den Kriimmungsradien der Begrenzungsfliichen im All-
gemeinen klein sein.

Man unterscheidet und benennt die Linsen nach ihrer Form.
Eine von zwei konvexen Flichen begrenzte Linse nennt man eine
Bikonvexlinse, eine von zwei konkaven Flichen begrenzte da-
gegen eine Bikonkavlinse. Eine Linse, deren eine Fliche konvex,
die andere konkav ist, heisst eine konvex-konkave oder eine
konkav-konvexe Linse, je nachdem das Licht zuerst auf die
konvexe oder konkave Fliche fillt. Die Bezeichnungen plan-
konvex, konvex-plan, plan-konkav und konkav-plan be-
diirfen hiernach keiner weiteren Erliuterung.

§ 52. Untersuchen wir zuniichst die Brechung des Lichtes
durch eine einzelne hikonvexe Linse, deren Kriimmungsradien mit »
und ' bezeichnet sein mdgen. In der Folge werden wir uns der
Kiirze halber der folgenden aus (12, III) fir den Uebergang aus
Luft in ein anderes Medium sich ergebenden Bezeichnungen be-
dienen :

L O ¢
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und setzen nc fir die Dicke der Linse, wobei n der Brechungsex-
ponent des Linsenmaterials ist, denjenigen der Luft als Einheit
vorausgesetzt.

Wie wir schen werden, liegen auf der Axe zwei Punkte, deren
Eigenschaften ein bequemes Mittel liefern, um die Lagen konjugirter
‘Punkte sowie die Richtung zusammengehtriger Ein- und Austritts-
strahlen zu bestimmen. Es sind diese Punkte ein Paar konjugirter
Punkte, welche die Eigenthiimlichkeit besitzen, dass jeder durch
einen derselben gehende Eintrittsstrahl als zu letzterem parallel ge-
richteter Austrittsstrahl durch den anderen Punkt geht. Man be-
zeichnet solche Punkte als Knotenpunkte, und auch infolge einer
weiteren ihnen zukommenden Eigenthiimlichkeit, welche spiiter be-
handelt werden soll, als die Hauptpunkte der Linse. Um nun die
Lage und Eigenschaften jener Knotenpunkte zu bestimmen, ziehen
wir in Fig. 39 zwei beliebige parallele Radien OQ und O'Q' nach
den beiden sphiérischen Linsenflichen, verbinden Q mit Q' und be-

Fig. 39.

zeichnen den Schnittpunkt dieser letzteren Verbindungslinie und der
Axe mit C. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke OCQ und O'CQ’ er-
giebt sich die Proportion:

0C:0'C=r:r"y

es ist somit C ein festliegender Punkt. Jeder bei seinem Durchtrits
durch die Linse durch C gehende Strahl tritt in einer zu seiner ur-
spriinglichen Richtung parallelen Richtung aus der Linse hervor,
indem die Tangentialebenen in Q und Q' zu einander parallel sind
und die Linse in diesem Falle genau wie eine plan-parallele Platte
wirkt. Nehmen wir also an, N und N' seien die dem Punkte C kon-
jugirten Punkte in Bezug auf jede der beiden Linsenflichen, so
wird ein von N ausgehender Lichtstrahl nach der ersten Brechung
durch C gehen, und daher nach der -zweiten Brechung durch N'
und parallel zu seiner urspriinglichen Richtung wieder aus der
Linse hervortreten; mit anderen Worten: N und N' sind die
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Knotenpunkte der Linse. Den Punkt C nennt man den Mittel-
punkt der Linse.

Es liisst sich nun leicht die Lage der Knotenpunkte be-
stimmen. Der Abstand zwischen den Kriimmungsmittelpunkten der
brechenden Kugelflichen von einander liisst sich, wie mgn ohne
Weiteres aus der Figur ersieht, durch die Gleichung ausdriicken:

00'=r+r'—ne,

wobei die Kriimmungsradien von den Scheiteln aus in die Linse
hinein als positiv gemessen werden, Ferner, da

0C:0C+0'C=r:ir+4r,

80 ist
OC=T+1_,-(r+r—nc),
. ner .
T e
somit ist .
) _omer nef
AC*’_OC#r—l—r’__f—pf' ‘
und analog e . (D)
o mer  aef
ik o ‘

Bezeichnet man mit % den Abstand zwischen N und A, mit 4’
denjenigen zwischen N’ und A', und misst man beide Entfernungen
von den Linsenflichen auswiirts und giebt also diesen Abstinden
ein negatives oder positives Vorzeichen, je nachdem die Abmessung
der Abstinde durch die Linse hindurch oder auswiirts erfolgt, so
hat man, da N und C konjugirte Punkte sind, nach (11, III) die

Relation:
L + n_ n— 1
h AC J

r

und hieraus nach Gleichung (1) und (2)

1 i 1
...j} s Tf._ + _f_
Hieraus folgt als Werth von #:
G S
h= FEf—e l
analog ist (3)
. |

NZTcTh
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§ 53. Einem gegebenen Objekt entsprechen zwei Bilder in-
folge der zweimaligen Brechung an den beiden Linsenfliichen; wir
wollen bei der folgenden Untersuchung der Abbildungsvorgiinge
uns einer symmetrischen Bezeichnungsweise fiir die Lagen der
Bilder auf der Axe bedienen.

2 und 2' bezeichnen den Abstand des Objektes und seines
ersten Bildes vor beziehungsweise hinter der Fliche A; mit y und '
sei der Abstand des zweiten und ersten Bildes hinter resp. vor der
zweiten brechenden Fliche bezeichnet. Nach der Formel (11, III)
fiir die Brechung an einer einzelnen sphiirischen Fliiche erhalten
wir die Gleichungen

.1__|_ ri-Ir _ n—1
T £ r
1 n a—1 } . . . . . ... @
Yy ¥ T
'+ y'=nce

Denkt man sich rechtwinklig zur Axe durch die Knotenpunkte
Ebenen gelegt, so entspricht diesen Ebenen, wie wir sehen werden,
das Abbildungsverhiiltniss 1, d. h. irgend ein in der ersten der
beiden Ebenen liegendes Objekt erzeugt in der zweiten der ge-
nannten Ebenen ein ihm kongruentes Bild. Iis liisst sich dieser
Satz in der folgenden, etwas modificirten Form zum Ausdruck
bringen: Die Verbindungslinie der Schnittpunkte des einfallenden und aus-
tretenden Strahles mit der ersten resp. zweiten der erwdhnten Ebenen ist
parallel der Axe des Systems. Diese beiden Ebenen heissen die Haupt-
ebenen und die Punkte, in welchen dieselben die Axe schneiden
(und welche in diesem Falle mit den Knotenpunkten identisch sind),
bezeichnet man dementsprechend als Hauptpunkte.

Um fiir diesen Satz einen Beweis zu liefern, bezeichnen wir
die linearen Dimensionen des Objektes und seines ersten und
zweiten Bildes der Reihe nach mit 8, 2 und . Wir erhalten dann
nach der Helmholtz’schen Formel (17, III) fiir unseren Fall nach
gehoriger Beriicksichtigung der Vorzeichen die Beziehungen:

i’i_nrlzl

x @
, (H)
_ﬁ__;__ﬂfl_go

Y Y

und hieraus durch Division
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gy
An den Knotenpunkten ist aber naech (2) das Verhiiltniss 3:7,

b2 ... G

gleichbedeutend mit —:,—-
Aus den Gleichungen (4) folgt aber dann:

n—1 1
g 7 _—r'_ Ty
Y T a—1 1
T
hieraus
]
il e ] — ¥
v y
oder
vt
Ty
und hieraus
L ‘i
v
Es ist somit
'
LI O R
y‘ x T "
daher nach (5a)
o
B yi' - Jgr = 1)
Yy 8

oder

§ 54. Eliminirt man « und y aus (4), so erhiilt man fiir ¢
folgenden Werth:

1 1
e=— 14—11.......(6)
T Py
oder
_J= fy
Ty Ly
Dieser Ausdruck reducirt sich auf die bequemere Form:
sy(f+f'—e)—fy(f'—)—Sa(f—=cff.. . . (0)

Mittelst dieser Formel lassen sich die Fokalabstinde be-
stimmen; es sind dies die Abstiinde derartig gelegener Punkte, dass
die von ihnen divergirenden Strahlen nach der Brechung durch die
Linse eine parallele Richtung erhalten; mit anderen Worten, sie
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bestimmen die Lage der beiden Punkte, welche den auf beiden
Seiten der Linse in unendlichen Entfernungen liegenden Punkten
konjugirt sind; man nennt diese Punkte die Brennpunkte der
Linse. Nehmen wir y als unendlich gross an, so erhalten wir aus
(7) als Werth des ersten Fokalabstandes:

e ﬂﬂ—dl
Jf+fl—c
und analog Y ()]
,_fﬂ—ﬂl

A v =

als Gleichung fiir den zweiten Fokalabstand, wenn man x unend-
lich gross werden lisst.

Die Entfernung zwischen dem ersten Brennpunkt und dem
ersten Hauptpunkt ist, wie sich aus (3) und (8) ergiebt, gleich der-
Jjenigen zwischen dem zweiten Brennpunkt und dem zweiten Haupt-
punkt und wird als die Brennweite der Linse bezeichnet. DBe-
zeichnen wir diese Brennweite mit @, so muss nach dem eben Ge-
sagten die Relation bestehen:

b=g—h=g" —1I'

denn wenn man die Werthe von ¢ und % resp. ' und #' aus (8)
und (3) einsetzt, so erhiilt man in heiden Fiillen

TR T

oder schliesslich
11 1_ e
« =TT I
Fiihren wir nach der Division der Gleichung (7) durch f+f' —¢
die Bezeichnungen g, ¢' und @ ein, so gewinnt die Gleichung (7)
die Form:

(9a)

TYy—gy—gr=ced,
oder
' —a JSif—a
f+['—e f+]'—e
J7
f+rf—ec

@—y—yg)=cd+gg=cd+

f'—e)(f—¢)

=g ]’,( -|=r:
-—bl Frl—e) +cl I

und schliesslich nach (9)
(T—@y—gh =% . . . . . . . . (10
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Bezeichnet man die Abstinde eines Paares konjugirter Punkte
vor resp. hinter den Brennpunkten mit » beziehungsweise mit », so
liisst sich das Abhiingigkeitsverhiltnis dieser Abstinde durch die
einfache Relation ausdriicken:

pp=Ppd . L L. o o s s o w (1)

Bezeichnet man schliesslich die Abstiinde eines Paares konju-
girter Punkte von den Hauptpunkten mit & resp. ¢ und verfihrt
beziiglich der Vorzeichen analog den bisher in diesem Kapitel be-
handelten Fiillen, so hat man ohne Weiteres

u=e¢—P, v=¢—P
und somit nach (11)
(e — P) (! — b) = b
oder
1 1 1

§ 55. Wir besitzen nunmehr die Mittel, durch geometrische Kon-
struktion die Lage des einem gegebenen Punkte P konjugirten Punktes
P' zu bestimmen. F und F' (Fig. 40) seien die Brennpunkte, H und

2 & | ,
? - —if
’\-_-- 3,,_;;;

Fig. 40.

H' die Hauptpunkte der Linse. Gelingt es uns, den Gang nur zweier
von P ausgehender Strahlen nach der Brechung durch die Linse
darzustellen, so ergiebt sich aus dem Schnittpunkt dieser der ge-
suchte Punkt P'. Als den einen dieser Ausgangsstrahlen wiihlen
wir den zur Axe parallelen Strahl PR, welcher die erste Hauptebene
in dem Punkte R schneiden moge; es wird dann der zugehorige
austretende Strahl durch R' treten, wenn PR' die geradlinige Ver-
lingerung von PR bis zur zweiten Hauptebene darstellt. PR und
QH sind aber zwei parallel einfallende Strahlen und miissen daher
nach der Brechung in dem Punkte F' homoeentriseh werden; somit
stellt R'F' die Richtung des fraglichen Austrittsstrahles dar. Als
zweiten Strahl nehmen wir den Strahl PF, welcher die erste Haupt-
ebene in S schneiden mag; es wird dann der Austrittsstrahl parallel
zur Axe sein und geht durch $', die Projektion des Punktes S auf
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die zweite Hauptebene. Hierdureh ist die Lage des Punktes P' ohne
Weiteres bestimmt.

§ 56. Bezeichnen J und £ die linearen Dimensionen des
Objektes PQ und seines nach der oben angegebenen Methode kon-
struirten Bildes P'Q" und sieht man diese Grossen als positiv an,
wenn sie iiber der Axe, als negativ, wenn sie unter derselben liegen,
so ergeben sich aus der Aehnlichkeit der Dreiecke PQF und SHF,
sowie der Dreiecke P'Q'F’ und R'H'F" die Proportionen:

PQ:QF = SH:HF,
und
P'Q:QF = R'H:H'F.

Da aber PQ=pj, QF=u, SH=P'Q =—7, QF =uv,
RH =PQ=/ und HF=H'F' =@, so lassen sich die letzteren
Relationen auch in dieser Form schreiben:

-] = u
T
und (13)
8 _ v
R

§ b7. Zwei Specialfiille seien hier besonders behandelt: Nehmen
wir als ersten Fall an,.die Dicke der Linse sei gegeniiber den
Krimmungsradien ihrer Flichen sehr klein; eine solehe Linse be-
zeichnen wir als eine diinne Linse. In diesem Falle kann man die
Scheitelpunkte als mit C zusammenfallend ansehen und ebenso
decken sich, wie unmittelbar aus (3) hervorgeht, indem e¢=0, die
Knotenpunkte mit den Scheiteln A und A'. Wir haben in diesem
Fall nach (4) die Gleichungen:

1 n n—1
- @ r

1 n n—1
=
Y Y r

und
! il yl —0.

Dureh Addition verschwinden z' und »' und man erhilt dann

nach (1)

i_}_l n—l__}“n—'l:_%'_’_?li_’

a ?f o 7 I
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daher nach (9a)

Loyl o 21 L
Py y_(n l)lr+r'l_¢' :
Wie oben ausgefiihrt, erhalten wir auch hier zwei Brennpunkte,
deren jeder sich in einem Abstande @ von der Linse befindet.
Bezeichnen « und v die Abstiinde eines Paares Kkonjugirter Punkte
von diesen Brennpunkten, so dass also

(14)

u:::—‘b]
’
U=y—4’|

so ist nach (10), da in dem vorliegenden Falle @ =g,
wy =,

§ 58. Zweitens sei die Linse eine vollstiindige Kugel. In
diesem Falle messen wir alle Abstinde von dem Mittelpunkte der
Kugel.

z und z' seien die Abstiinde des Objektes und seines ersten
Bildes vor beziehungsweise hinter dem Mittelpunkt, y und 3’ die
Abstiinde des letzten und ersten Bildes hinter bezichungsweise vor
dem Mittelpunkt der Kugel. Wir erbalten in diesem Falle nach
(10, III) die Beziehungen:

n i_u 1
T & .
7t 1 n—1
— 4=

Yy Yy r
L'—l—y':o

Hieraus
1,1 _20-1

z Yy nr

P 1 +f'—ec r ,

Nach (9) ist aber 75=f__{f7_' und da nach (1) S
D,

und ne=2r, also c=—'§, 80 ist

2r 2y

n—1 n 2(n—1)

_;:: r \F =  ar
n—1
mithin
1 1 1
sty =g e e (1B)

Heath-Kanthack. 5}
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Setzt man in Fig. 41 OF =0F' =@, so dass F und F’' als die
Brennpunkte anzusehen sind und bezeichnet PF und P'F', die Ab-
stinde zweier konjugirter Punkte P und P' von den zugehdrigen

P F 0 F »
Fig. 41.

Brennpunkten I und F', mit « und », so besteht auch hier die im
letzten Paragraphen angegebene Relation:

wo=<F . . . . L . . .. L. (16)
indem wieder

u=x—<&
und

v=y— .

§59. Wir wollen an dieser Stelle an der Hand der im Vor-
hergehenden erhaltenen Formeln die Lagen der Kardinalpunkte fiir
verschiedene Linsenformen bestimmen.

I. Bikonvexe Linsen (Fig. 42).

Es liegt hier der typische Fall vor, welchen wir unserer Unter-
suchung zu Grunde legten; wir haben die Radien » und #' hier beide
als positiv anzusehen. Wir nehmen an, dass in diesem wie in allen
folgenden Fillen das Licht von links nach rechts gehe und wollen
dementsprechend die Reihenfolge der brechenden Flichen durch die
Ziffern 1 und 2 unterscheiden.

Fig. 42.

Die Abstiinde der Hauptpunkte gemessen von den brechenden
Flichen durch den Linsenkdrper hindureh sind nach (3) und (1)
beziehungsweise

g

X ef n—1 o cr

S F+f—c r 7' T orr—(—1)¢
____|_ PO e
n—1 n—1 17

und
Ve oY
L r=4-r'—(—1)c
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Der Abstand zwischen den Hauptpunkten von links nach rechts
gemessen ist demnach ne— /4 — &', d. h.

—— (n—l)c(r-l—r'—-nc)' 1)

HH r+r—@—1)¢

Ebenso ergiebt sich fiir die Brennweite aus (9)

&

NON . 8 ... (19
F+l'=c a—Dlr+r—@—1)¢q W2

Ist die Dicke der Linse kleiner als r-+ ', d. h. r=7' >ne,
so haben %, &', @ und @ alle einen positiven Werth und die in Be-
tracht kommenden Punkte liegen in der durch Fig. 42 veranschau-
lichten Reihenfolge.

In dem Grenzfall, wo einer der Radien unendlich gross wird,
tritt die Linse als plan-konvexe Linse auf. Wenn z. B. r als unend-
lich gross angenommen wird, so ist £'=0, so dass in diesem Falle
einer der Hauptpunkte auf der sphiirischen Fliche liegt.

II. Bikonkave Linse (Fig. 43).

Bei dieser sind » und »' beide negativ, so dass 4, ' und a alle
positiv sind, @ dagegen ein negatives Vorzeichen hat. Die Reihen-
folge der Kardinalpunkte ist durch Fig. 43 gekennzeichnet. Wenn

7 2

H It
Fad Afi s

Fig. 43.

der Krimmungsradius einer der Flichen unendlich gross ist, so
wird die Linse eine plan-konkave Linse und einer der Hauptpunkte
liegt alsdann auf der gekriimmten Fliche.

ITII. Konvex-konkave Linse.

Betrachten wir den Fall, wo  positiv, ' negativ ist. Der um-
gekehrte Fall lisst sich dann aus diesem in der Weise ableiten, dass
man sich den Strahlengang als in umgekehrter Richtung verlaufend
vorstellt; die Lagen der Kardinalpunkte werden in beiden Fiillen
die niimlichen sein. Der bequemeren Uebersicht halber schreiben
wir uns wiederum die Werthe fiir #, #', ¢ und @ mit entsprechend
verinderten Vorzeichen von » hin. Es sind diese demnach

51:
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cr

= r—r'—@m—1c¢ '

W — e’

e r—r'—@m—1e ’
_ (a—1c(r—r' —ne)
o r—r'—@m—Dec °’

= —rr'

T =D —r—@—1)c
Betrachten wir die verschiedenen Fille einzeln fiir sich:

1. » sei Kleiner als »' (Fig. 44). In diesem Falle ist & negativ,
a ist positiv und ebenfalls @ positiv. Die relative Lage der Kriim-

r/7e
HH
F AK P il

Fig. 44,

mungsmittelpunkte und der Kardinalpunkte ist in Fig. 44 ange-
deutet. Eine solche Linse hat ihre grosste Dicke in der Mitte,
wiihrend sie nach dem Rande zu diinner wird.

2. r sel grosser als 7', aber der Kriimmungsmittelpunkt der
Fliche 1 liege hinter dem Kriimmungsmittelpunkt der Fliche 2
(Fig. 45).

r 2

Hl’
F3 A| g [/ ¢

Fig. 45.

Hierdurch wird bedingt, dass r=>7'-+ne¢ oder r — ' >mnc¢ und
a fortiori r —r' > (n—1)ec.

Der Werth von & wird positiv, ¢ ebenfalls positiv, » und @ da-
gegen negativ. Die relativen Lagen der Kriimmungsmittelpunkte
und der Kardinalpunkte fiir diesen Fall sind in Fig. 45 angedeutet.
Diese Linse wird in der Mitte am diinnsten sein und nach dem
Rande zu ihre grossere Dicke haben.

3. r sei grosser als ', aber der Kriimmungsmittelpunkt der
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Fliche 1 liege vor demjenigen der Flache 2. In diesem Falle ist
r—r'<<ne, kann aber ebensowohl kleiner als grosser als (n—1)¢ sein.

a) Nehmen wir den ersteren Fall an, dass also r—r'<<(n—1)¢
ist, so erhiilt 4 einen negativen, « einen positiven und ebenfalls @
einen positiven Werth, und dieser Fall stimmt mit jenem unter (1)
diskutirten iiberein.

/) Setzen wir den anderen Fall voraus, ist also r—»'<<me, aber
r—7'>(n—1)e, so stellen sich @ und « als negativ, % als positiv
heraus. Die Kardinalpunkte sind in Fig. 46 ihrer Lage nach an-
gegeben. Die unter 3. betrachtete Linse hat ihre grisste Dieke in
der Mitte.

¥ JUF A ] F

Fig. 46.

Fassen wir die Resultate der letzten Diskussionen der Glei-
chungen fiir %, %', @ und @ zusammen, so gelangen wir zu dem
folgenden Schluss:

Digjenigen Linsen, welche positive Brennweiten haben, haben in der Mitie
ihre grissten Dicken, wdhrend solche Linsen, welche in der Mitte ihre geringste
Dicke haben, negative Brenmweiten haben.

Diese Schlussfolgerungen sind indessen nicht ohne Weiteres
umkehrbar; denn es giebt, wie wir sub 3 #) gesehen haben, eine
Linsenform, bei welcher die grosste Dicke in der Mitte der Linse
auftritt und die Linse dennoch eine negative Brennweite hat.

§ 60. In derselben Weise, wie die Untersuchung einer einzelnen
Linse in § 53 u. s. f. vorgenommen wurde, lisst sich auch der Fall
eines Systems mehrerer Linsen behandeln.

Es seien in Fig. 47 H und H' die Hauptpunkte und / die Brenn-
weite der ersten Linse; ferner seien mit K und K' die Hauptpunkte und

o
ey (
I‘Lqﬁ x|
———— e u—v——V‘Iﬁ' K‘—v‘-"—ﬂz——’r F
i .t' T‘ P v L F F u'

Fig. 47.

mit /' die Brennweite der zweiten Linse bezeichnet. P sei ein leuch-
tender Punkt, P, der ihm infolge der Brechung durch die erste Linse
konjugirte Punkt,  der infolge der Brechung durch die zweite Linse
dem letzteren konjugirte Bildpunkt. Bezeichnet man ferner mit z
und z' die Abstiinde der Punkte P’ und P>, von den Hauptpunkten I
und H' beziehungsweise, wobei diese Abstiinde wie bisher beziiglich
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ihrer Vorzeichen gemessen sein sollen, und bezeichnet man endlich
mit y und y' die Abstinde der Punkte Q und P, von den Haupt-
punkten K resp. K', so ist, wenn man fir H'K' die Bezeichnung ¢
wiihlt, 2' + ' = ¢. Ferner ist, da nach (11) vo = /%, (z—f) (2'—/f) =/
und hieraus

P .
S R l
und analog (20)
111
Y y 7

Eliminirt man z' und y', so erhilt man die Gleichung:

1 1
R Sy
y

VA f!
woraus nach gehoriger Umformung entsteht:
ay(f+f——=fy(f'—ea—fla(f—e)—cff'=0.. . (21)
Um die Lagen der Brennpunkte zu bestimmen, lassen wir ein-
mal # und dann y unendlich gross werden; lassen wir y unendlich
gross werden, so erhalten wir als Ausdruck fiir den ersten Fokal-

abstand, bezogen auf den ersten Hauptpunkt der ersten Linse, wenn
wir =g setzen,

o S0
§= f‘f“f,—(‘ l
und analog TP
PO A € )
¥= f+f'—fr‘ I

wenn y=yg' den zweiten Fokalabstand, bezogen auf den zweiten
Hauptpunkt der zweiten Linse, bezeichnet.

Bedeuten 3, 3, und ' der Reihe nach die linearen Dimensionen
des Objektes P und seiner successiven Bilder P, und Q, so ist ge-
miiss der Definition der Hauptpunkte

8
) x
und ' S 55)]
P B ‘
y y

Die Hauptpunkte entsprechen, wie bereits angefiihrt und in
§ 53 bewiesen wurde, dem Abbildungsverhiiltnis 1, und um die Lage
der Hauptpunkte des Systems zu bestimmen, haben wir demnach
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nur #=/" zu setzen; unter dieser Voraussetzung miissen auch die
F

zugehtrigen Abscissen der Bedingung gentigen —:—zy—,, wie sich
ohne Weiteres aus (23) ergiebt, und aus (20) folgt, dass diese heiden

l
Quotienten gleichbedeutend mit f—f, sind. Es ist also — f’ , und
(]
daher aneh = Y —7 "} 7 Beriicksichtigen wir endlich, dass
&'+ y'=¢, so erhalten wir als schliessliche Werthe von &' und #':
g of
=TT l
und analog (24)
r__ ef
¥y = r+)cr

Bezeichnen % und »' die Werthe von » und y, welche diesen
soeben charakterisirten Werthen von z' und y' entsprechen, so haben
wir nach (20) und (24):

S L L

h cf  f
hierauns
cf
BT
und analog Do s w  wke w L20)
],_r:_,_cif' :
F¥f—e

als die Abscissen der Haupipunkte des Systems, bezogen auf den ersten Haupi-
punkt der ersten resp. zweiten Hauptpunkt der zweiten Linse.
Bedeutet @ die Brennweite des Systems, so ist

b=g—h=g'—1I,
und somit
c:»—f’” e B w ow e s 0
JH+r—e

Die Lage siimmtlicher Kardinalpunkte des Systems ist hiermit
bestimmt und es ist damit das Problem vollstindig gelost.

Die Lage der Hauptpunkte H und H' und die Brennweite f
kénnen nun ebensowohl auf irgend ein Linsensystem wie auf eine
einzelne Linse bezogen werden, und dieselbe Bemerkung gilt fiir
die Hauptpunkte K und K' und die Brennweite /. Diese Unter-
suchung eines Systems zweier Linsen giebt uns somit ein Mittel,
zwei beliebige Systeme von Linsen zu verbinden.
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§ 61, Wir stellen uns nun die Aufgabe, das Abhingigkeits-
verhiiltnis zwischen den Abseissen und Dimensionen eines Objektes
und seines Bildes nach der Brechung an einer beliebigen Anzahl von cen-
trirten brechenden Kugelflichen zu bestimmen. Als besonderer Fall Lisst
sich hieraus die Brechung durch eine beliebige Anzahl centrirter
Linsen beliebiger Dicke ableiten.

st
M

Fig. 48.

2 Le T

Wir wollen annehmen, es seien m brechende Fliichen vor-
handen und bezeichnen die absoluten Brechungsexponenten der ver-
schiedenen Medien mit », n;, #, ....n , die m Radien der brechen-
den Flichen mit r, 7, 7y ... 7 _ , und setzen der Kiirze halber

=k
= 0
ny — Na
: =k,
!
'“'m—]._”m__k
T T Ym—1
T—1

Ferner seien die Dicken der Medien auf der Axe gemessen
der Reihe nach mit », ¢, ngty, ....m _ ¢ bezeichnet. Endlich
bezeichnen wir den Abstand des Objektes von der ersten Fliche
mit ne, den Abstand des ersten Bildes, ebenfalls von der ersten
Fliche gemessen, mit », »;, den Abstand des zweiten Bildes, ge-
messen von der zweiten Fliche, mit n, v, u. s. f. und schliesslich den
Abstand des letzten Bildes von der letzten Fliche mit n v , wobei
wir in der Richtung des einfallenden Lichtes gemessene Abstinde
als positiv ansehen, und verfolgen wir nun von dem letzten Bilde
ausgehend die Abbildungsvorgiinge riickwiirts, um das Abhlingig-
keitsverhiiltnis dieser Grossen zu bestimmen, so erkennen wir unter
Bezugnahme auf Fig. 48 als die Abstiinde der beiden letzten Bilder
von der letzten Fliche ohne Weiteres

U und — (R-m -1 tm -1 M1 Y — ].) — ﬂm— 1 (vm -1 tm —_ l) 4
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und da dies die Abstinde konjugirter Punkte in Bezug auf die
letzte brechende Fliche sind, so ist nach (11, III):

L™ Ap—1 By — Ty 1

“-m 'vm nm —1 (U;n —1 tm — l) Tm -1
oder

1 1
. _T.‘ —t ='_-km—1'
Ui m=—1

m=—=1

Diese Gleichung lisst sich nun auch in dieser Form schreiben:

1

Yn—1= m—1+ 1
k, —

=1 Ko v,

In ganz analoger Weise lisst sich zeigen, dass

Up—o= tm—2 7t 7771 ’
k, _o+
= i"m —1
und daher
ik
rm--ﬂztmf2+ 1
]‘.m -2 = 1

tm o b + 1

}‘m—-l e v

Setzen wir diese Untersuchung riickwiirts weiter fort, so ge-
langen wir schliesslich zu dem Ausdruck:

1
1

=t +
k-

tr+
2 1
ky+ ..

1
Am——1+a

Da aber die Abstinde ne und =, ¢, als Abscissen konjugirter
Punkte in Bezug auf die erste Fliche durch die Relation

n n, n—n
ne oy r

verbunden sind, so ist
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und daher

1

vﬂl

km -1 +

§ 62. Sind ::;L und -;”—- die beiden letzten Niherungswerthe
L

des Kettenbruches

ko —+
4+

i
B e =

il
km -1 ks
v’ﬂl
so dass gemiiss der Kigenthiimlichkeit eines solchen Kettenbruches,
dessen simmtlichen Theilzdhler gleich 1 sind, gl —Ahk=1, so er-
giebt sich der Werth von » aus der Gleichung:

1 v,k+y
Der besseren Uebersicht halber bezeichnen wir den Abstand
des Objektes und seines letzten Bildes von der ersten resp. letzten
Fliche mit £ und &', so dass §=nv und §'=n'v_, wo n' an Stelle
von =, fiir den Brechungsexponenten des letzten Mediums treten
moge. Die Relation zwischen £ und £ ist dann nach (27), wenn
man Zihler und Nenner der rechten Seite mit »' multiplieirt,

n _ Hk+aly 5
L (28)
oder

REE 4+n'gE—nlf' —an'h=0 . . . . . . (29

§ 63. Die Brennebenen des Systems sind die den in unend-
licher Entfernung befindlichen Ebenen konjugirten Ebenen.

Um die Lage der ersten Brennebene zu bestimmen, miissen
wir £ unendlich gross werden lassen; es werden dann die Strahlen
im letzten Medium parallel sein miissen. Der dieser Bedingung ent-
sprechende Werth von £ ist nach (29), wenn man diese Gleichung
durch &' dividirt,
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ni
‘und analog ist swr @ ¥ o5 o ow @ v (0]
n'
y=—"E=n

-

indem §=-oc die Bedingung fiir den Parallelismus der Strahled im
ersten Medium liefert.
Das Abhiingigkeitsverhéltnis von § und &' kann nach (29)
nun f'olgendermaaséen geschrieben werden:
n'g& alf  an'h
A=y 3 —%
oder nach (30)

oder
nn'h an'lg

E—m) (5'—“‘?2):T—T

nn'

_nnf )
iR CAat £

d. h,, da fiir den vorliegenden Kettenbruch gl —hk=1 ist,

nn'

(5%1’1)(51'?’2):‘—?. e e e .. (B

Bedeuten z und «' die Abstinde zweier konjugirter Ebenen
von den Brennebenen, wobei die bisherigen Annahmen beziiglich
der Vorzeichen beibehalten werden sollen, so ist u=y;, — ¢ und

!
w'=§ — 7, Setzt man ferner f= — % und f'=— Jl:f , 80 nimmt

die Beziehung zwischen den Abscissen konjugirter Punkte die
Form an:

wit = " ¢« ww oa e oa e (B2

§ 64, @, a, oy .... seien der Reihe nach die Konvergenz-
winkel eines durech verschiedene Medien verlaufenden Strahles;
b, by, by.... bedeuten der Reihe nach die entsprechenden Axen-
abstiinde der Punkte, in welchen der Strahl die sphiirische Fliche
trifft, die sogenannten Einfallshohen; ferner beniitzen wir die Sub-
stitutionen :

ntge=g; mtge=4g .

In Fig. 49 stelle QAA, die Axe des Systems dar, QP den
einfallenden Strahl, Q,PP, die Richtung des erstmals gebrochenen
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Strahles in seiner Riickwiirtsverliingerung bis zum Sechnittpunkt Q,
mit der Axe. Es ist dann
b hn

A= e ™

Hieraus ergiebt sich die Relation

n 8

AQ b

Analog liisst sich zeigen, dass

Nach (11, III) aber ist

n m n—n n—1n,

AQ TAQ T+ T r
oder
Iid B
BT =k
und hieraus
=8+ kyb.

Aus Fig. 49 ist ferner ohne Weiteres ersichtlich, dass

by=b-+n t, tg «;
das heisst
f)[ =bhH-+ ty P
In ganz analoger Weise lisst sich zeigen, wenn man die Relation
zwischen den Abstiinden A, Q, und A;Q, bestimmt, dass

Br=p+ kb,
&2‘:51-"‘32 ﬁg w81
§ 65. Aus diesen Gleichungen lassen sich die Grossen Sy, b,

By, by ... simmtlich als Funktionen von & und J ausdriicken; es
erhalten jene Grossen hierbei folgende Werthe:
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B = ko b <+ B, l
b=ty +1) b4t 8,

(33)

B =1k, (ko ty 1) kol b (k1) 8 s f. I

Die Faktoren von & und 4 in diesen Gleichungen erkennt man

ohne Weiteres als die Zihler beziehungsweise Nenner der auf ein-
ander folgenden Nitherungswerthe des Kettenbruches

1
ko + : ;
tl+ 7_-4-—i—_‘-;7
B .
e Bt
1
A+
km—l
indem
k
ko__lu_r
1 kot 1
k‘,+t_=%,
1 1
; 1 kit k4k k(1) 4k
Kzt T = 4k 1 T Wkl B
‘1+Tl

Bezeichnet man diese Niherungswerthe der Kiirze halber mit

BB B g0 dass also

0o 6
= ko,
n=1,
pe=koty + 1,
J2=1,
pa=k (ko t, + 1) + &y,
a=hk+1....... 5

so lassen sich die Gleichungen (33) folgendermaassen ausdriicken:
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Br=pib+qp
bh=pb+qp
Ba=psb—+ g
by=p, b+ q.8 T )

hmfl=P2m-—-2b+92m—2ﬂ

ﬁm=P2m—lb+g2m—-1ﬁ

wo m die Anzahl der vorhandenen brechenden Flichen bedeutet.

Bezeichnen wir die beiden letzten Niherungswerthe mit v

und —- und beachten, dass gemiiss der Eigenthiimlichkeit eines

Kettenbruches, dessen Theilziihler simmtlich = 1 sind, g/ —Ahk=1
ist, und fiihren wir endlich fiir die Endwerthe b, —1, 5. und n, bezw.
die Bezeichnungen %', 8 und »' ein, so erhalten die beiden letzten
Gleichungen der Gruppe (34) die Form:

W=gb+hp
; (39)
B=kb+1p

Losen wir diese Gleichungen nach & und 4 auf, so ergiebt sich
unter Beriicksichtigung der Relation gl —hk=1,

b=l —hg |
; (36)
p=—kt'+gp|

§ 66. Suchen wir nun einen Ausdruck fiir das Abbildungs-
verhiiltnis eines Punktes und seines Endbildes.

Bezeichnen %, %, 7, . . . die linearen Dimensionen eines Objektes
und seiner Bilder der Reihe nach, so ist nach der Helmholtz’schen
Formel (18, III)

nytge=mn ptge=nyptga, . . . . . (B0
das heisst
1B=mp=mph=....48 . . . . . . (38

worin 7' die lineare Grisse des letzten Bildes bedeutet. Nach (35)
wurde bereits als Werth von #' gefunden §'=4ko+ 15 Aus Fig. 49
&g

aber geht ohne Weiteres hervor, dass b= — 3 tga=— -y und es

ist daher
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' £
F=—featif
oder
(kg [ al
ﬁ“_n"_"k__g}° ¥ oa o sioa o8 s w39
Nach (30) aber ist

und fithren wir, wie in § 63, fiir diese Differenz die Bezeichnung u

cin und setzen [= — %, so nimmt die Gleichung (39) die folgende

Form an:
4 w

A
5 T e (0)

Das Abbildungsverhiiltnis charakterisirt sich nach (88) dem-
nach durch die Relation

BB e e

Hieraus leitet sich unter Bezugnahme auf (32) die Gleichung ah:

! )

i S TS 49

u 7! G
§ 67. Machen wir « = — f und daher nach (32) »'= — /', so
ergiebt sich aus den letzten beiden Gleichungen y=7'; hierans geht
hervor, dass die den Abscissen = — f und u' = — f' entsprechen-

den Ebenen dem Abbildungsverhiiltnis 1 entsprechen; mit anderen
Worten, jeder beliebige durch das System tretende Strahl schneidet
diese beiden Ebenen in zwei Punkten, welche derart gelegen sind,
dass ihre Verbindungslinie parallel zur Axe gerichtet ist. Man nennt
sie die Hauptebenen und die Punkte, in welchen sie von der Axe
geschnitten werden, die Hauptpunkte des Systems.

H und H" seien die Hauptpunkte, Q und Q' irgend ein Paar
konjugirter Punkte; ferner sei QH=—a und Q H'==2', wobei die

—_— —_—e——
¢ W F F ¥ A A
Fig. 50.

Messung der Abstiinde als in dem bisher iiblichen Sinne vorge-
nommen vorausgesetzt wird (Fig. 50).

Die Gleichung (32): uwu' =7/ ist dann gleichbedeutend mit
(¢—f) (@ —f") =/, woraus wir die Beziehung ableiten:
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I
%-+--—:,—:1. - 1

Die Abstiinde f und // nennt man die Brennweiten des
Systems.

§ 68. Wir konnen jetzt die Lage des Vereinigungspunktes,
welcher einem gegebenen Punkte konjugirt ist, sowie die Richtung
des einem gegebenen Eintrittsstrahl zugeordneten Austrittsstrahles
graphisch bestimmen.

Es seien in Fig. 51 F und F' die Brennpunkte, H und H' die Haupt-
punkte des Systems. P sei ein gegebener Punkt und es ist der ihm
konjugirte Punkt graphisch zu bestimmen. Koénnen wir den Verlauf
nur zweier von P ausgehender Strahlen graphisch bestimmen, so ist
damit der Punkt P’ bestimmt. Zuniichst denke man sich einen
Strahl durch F gelegt und es schneide dieser die erste Hauptebene

Fig. 51.

in 8. Man ziehe alsdann SS' parallel zur Axe und bezeichne mit S'
den Schnittpunkt dieser Parallelen mit der zweiten Hauptebene.
Da nun die Strahlen FH und FS von demselben Punkte einer
Brennehene divergiren, so werden beide Strahlen schliesslich parallel
austreten; ziehen wir daher S'P' parallel zur Axe, so muss diese
Linie den dem Strahl PF zugeordneten Austrittsstrahl repriisentiren
und wird somit durch den gesuchten Punkt gehen. Zieht man als-
dann als zweiten Strahl PR parallel zur Axe, bezeichnet dessen
Sehnittpunkt mit der ersten Hauptebene mit R und zieht RR' parallel
zur Axe bis zum Punkte R' der zweiten Hauptebene, so ist R'F' der
entsprechende Austrittsstrahl. Verlingert man nun R'F' bis zum
Sechnitte mit 8'P' in P', so ist P' der gesuchte Punkt.

§ 69. Der Austrittsstrahl kann auch auf folgende Weise be-
stimmt werden:

Es sei in Fig. 52 QPR der Einfallsstrahl, welcher die erste Brenn-
ebene in P und die erste Hauptebene in R schneiden moge. Man ziehe
RR' parallel zur Axe his zum Schnitt mit der zweiten Hauptebene
in R". Der Austrittsstrahl geht dann durch R'. Ferner ziche man
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von F' aus einen dem ersthetrachteten parallelen Strahl, welcher die
erste Hauptebene in 8 treffen mdoge. Man ziehe SS'T parallel zur
Axe, so dass 8 der Schnittpunkt dieser Geraden mit der zweiten
Hauptebene, T derjenige mit der zweiten Brennebene ist; S'T ist

B el
|
|
¢ F H . P
Fig. 52.

dann der dem Strahl 'S zugeordnete Austrittsstrahl. PR und F'S
sind aber parallel und miissen daher nach der Brechung in einem
Punkte der durch I' gelegten Brennebene homocentrisch werden.
Es ist somit R'T der gesuchte Austrittsstrahl.

§ 70. Zu einer bhesonders eleganten Konstruktion gelangen
wir, wenn wir von den sogenannten Knotenpunkten ausgehen.
Es sind dies zwei Punkte, deren Abscissen die Werthe v = — /' und
u' = — f haben. Bezeichnen wir sie mit N und N', so sind N und
N’ nach (32) einander konjugirt. Sie lesitzen die fernere FEigenthiim-
lichkeit, dass ein durch N hindurchgehender Einfallsstrahl parallel zur Einfalls-
richtung durch N' heraustritt.

Es lisst sich dies darlegen, indem man nach Fig. 53 den Aus-
trittsstrahl, welcher dem durch N gehenden Eintrittsstrahl zugeordnet

Fig. 53.

ist, konstruirt. Man konstruirt die Punkte R' und T zuniichst in der-
selben Weise, wie dies in § 69 geschah; es wird dann der Austritts-
strahl durch die Verbindungslinie R'T dargestellt. Wenn aber N' der
zweite Knotenpunkt ist nach der Bedingung, dass ' = —/, so ist
F'N'=FH und somit sind die Dreiecke TN'F' und SIFH einander
kongruent. Ferner ist H'N'=HN und es ergiebt sich daraus die
Kongruenz der Dreiecke R'N'H' und RNH. Somit liegen, da F'S
und PR einander parallel sind, die Linien N'T und ‘N'R' in der-
seélben geraden Linie. Is ist hiermit bewiesen, dass der dem Strahl
PN zugeordnete Austrittsstrahl durch N' hindurchgeht und zur

Richtung des Einfallsstrahles parallel gerichtet ist.
Heath-Kanthack. 6



82 Kapitel V.

Sind das erste und letzte Medium gleichartig, so ist f=f', und es fallen
dann die Knotenpunkte mit den Hauptpunkten zusammen.

§ 7. Es sei in Fig. 54 PQ irgend ein durch P gehender Ein-
trittsstrahl und N und N' seien die Knotenpunkte. PQ moge die erste
Brennebene in Q schneiden. Man ziehe N'Q' parallel PQ bis zum
Schnitte mit der zweiten Brennebene in ()’ und ziehe Q'P' parallel
QN, verbinde dann P und N und ziehe N'P' parallel zu NP bis zum
Schnitte mit dem Strahl Q'P' im Punkte P'; es ist dann P' dem
Punkte P konjugirt. Denn zieht man RN parallel zu P() und N'R’
parallel zu Q'P’', so miissen die einander parallelen Strahlen PQ und
RN nach der Brechung in der zweiten Brennebene zur Vereinigung
kommen. N'(Q)' entspricht aber dem Strahl RN und der Austritts-

E’
Fig. 54.

strahl geht daher durch Q'. Ferner stellen P(Q und QN zwei von
einem Punkte der ersten Brennebene ausgehende Strahlen dar und
werden somit parallel zu einander zum Austritt gelangen miissen.
QN wird parallel zu seiner urspriinglichen Richtung heraustreten
und somit ist der Austrittsstrahl Q'P' parallel dem Strahl QN. Der
Strahl PN endlich verlduft von N’ aus in einer zu seiner urspriing-
lichen Lage parallelen Richtung und somit ist P’ dem Punkte P
konjugirt.

§ 72. In allen Fillen, wo es sich um Brechung durch Linsen

in Luft handelt, sind Anfangs- und Endmedium gleicher Art, somit

. n . : . .
n=n', f=f = — = und die Relation zwischen den Abscissen kon-

Jjugirter Punkte wird
T R = 3]

Die Knotenpunkte decken sich in diesem Falle mit den Haupt-
punkten, und es ergeben sich sdmmtliche Konstruktionen in sehr
einfacher Weise aus der Lage von vier Ebenen und der Schnitt-
punkte derselben mit der Axe, nimlich der beiden Brennebenen
und der beiden Brennpunkte, der beiden Hauptebenen und der
beiden Hauptpunkte.
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