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Dritter Abschnitt.

Das elektromagnetische Feld.

Erstes Kapitel.

Die magnetischen Vektoren.

§ 60. Die Analogie der elektrischen und der

magnetischen Gréfien.

Schon die Vertreter der Fernwirkungstheorie bemerkten,
daf die Elektrostatik und die Magnetostatik vielfach Analogien
aufweisen und bisweilen eine durchaus iibereinstimmende mathe-
matische Behandlung gestatten. O.Heaviside, H. Hertz und
E. Cohn haben sich bei ihrer Darstellung der Maxwellschen
Theorie gleichfalls von der Analogie der elektrischen und der
magnetischen Griofen leiten lassen, sie haben den Grund-
gleichungen des elektromagnetischen Feldes eine Form gegeben,
welche diese an das Dualitiitsgesetz der Geometrie erinnernde
Beziehung deutlich hervortreten liflit. Dabei wird der elek-
trischen Feldstirke @ die ,magnetische Feldstirke® $
gegeniibergestellt, wilhrend die ,magnetische Induktion®
B der mit 4z multiplizierten elektrischen Verschiebung D
gegeniibergestellt wird. Demgemill entspricht der riumlichen
Dichte der wahren Elektrizitit

o=divd
die Dichte
0,, = 4l-r div®
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des ,wahren Magnetismus“; der riumlichen Dichte der
freien Elektrizitiit

gl= %r divE
entspricht die Dichte

oh = o div
des ,freien Magnetismus®. Der Dielektrizititskonstanten &
entspricht die ,magnetische Permeabilitit® g, welche,
durch die Gleichung B = u$ definiert, das magnetische Ver-
halten des betreffenden isotropen Korpers kennzeichnet. Diese
Analogie fiihrt auch zu einem Ausdrucke fiir die Energie des
magnetischen Feldes. Die im Volumelemente dv des elek-
trischen Feldes enthaltene Energie war

1 :
al = o (@g)d‘t‘
Diesem Ausdrucke der elektrischen Energie wiirde der Ausdruck
1
dT = o (98)dv

fiir die im Volumelemente dv enthaltene magnetische Energie
entsprechen. Die Integration iiber den unendlichen Raum

ergibt
(162) T =fd-r . (99)

als Energie des magnetischen Feldes.

So niitzlich es nun bisweilen ist, die soeben skizzierte
Analogie zu verfolgen, so darf doch nicht verschwiegen werden,
daff manche wesentliche Unterschiede zwischen den elektrischen
und den magnetischen GriBen bestehen. Zunichst lehrt die
Erfahrung, daB es nicht moglich ist, ein Quantum von posi-
tivem oder negativem wahren Magnetismus zu isolieren. In
jedem Korper ist der gesamte Magnetismus gleich Null und
ebenso in jedem Volumelemente eines Korpers. Wahrer
Magnetismus kommt in der Natur iiberhaupt nicht
vor. Das Feld des Vektors 8 ist demnach stets ein quellen-
freies Ield, der magnetische Induktionsflu durch eine jede
geschlossene Fliche ist stets gleich Null
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Mit dem Fehlen des magnetischen Gegenstiickes der wahren
Elektrizitiit ist das Fehlen magnetischer Leiter eng verkniipft.
Es wiiren dies, gemiB der elektrischen Analogie, solche Kirper,
in denen das Bestehen eines magnetischen Feldes von dauernder
Wirmeentwickelung begleitet ist. Solche magnetischen
Leiter gibt es in der Natur nicht. Es entfillt daher auch
der Begriff der magnetischen Leitungsfihigkeit.

Die magnetische Permeabilitiit ¢ entspricht insofern ihrem
elektrischen Gegenstiicke, der Dielektrizititskonstanten, als sie
ebenfalls einem und demselben Grenzwerte zustrebt, wenn man
ein mit einem beliebigen Gase gefiilltes GefiBl evakuiert. Den
Grenzwert bezeichnet man als Permeabilitit des leeren Raumes
oder des J,I.ii:hers“. Die Nahewirkungstheorie sieht auch den
leeren Raum als Sitz eines magnetischen Feldes, als Speicher
magnetischer Energie an. Es liegt nahe, den leeren Raum
gewissermaflen als Normalsubstanz zu wihlen und den Zahl-
wert seiner Permeabilitit gleich 1 zu setzen, ebenso wie wir
die Dielektrizititskonstante des Athers gleich 1 setzten (§ 42).

Bezieht man die Permeabilititen der Korper auf diese
Einheit, so tritt wiederum eine Liicke der elektrisch-magne-
tischen Analogie zutage. Neben den paramagnetischeun
Korpern, deren Permeabilitit griBer als 1 ist, die mithin den
dielektrischen Korpern entsprechen, gibt es andere, deren
Permeabilitit etwas geringer als 1 ist, die diamagnetischen
Korper. Ferner ist das Verhalten der ferromagnetischen
Metalle bemerkenswert, deren Permeabilitit nicht nur sehr
grofi ist — bei weichem Schmiedeeisen unter Umstiinden einige
tausendmal so groB, als fiir das Vakuum —, sondern fiir ein
und dasselbe Material sich in sehr weiten Grenzen zu findern
vermag. Die ferromagnetischen Korper zeigen auferdem bei
geeigneter Behandlungsweise die eigentiimliche Erscheinung des
permanenten Magnetismus, welche der Theorie noch heute
bedentende Schwierigkeiten bietet, obwohl sie zuerst zur Ent-
deckung der magnetischen Felder gefiihrt hat.

Setzt demmnach die unmittelbare Erfahrung der Verfolgung
der elektrisch-magnetischen Analogie gewisse Grenzen, so hat
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die Weiterbildung der Maxwellschen Theorie im letzten Jahr-
zehnt Wege eingeschlagen, die dazu gefiihrt haben, die Be-
ziehung der elektrischen und magnetischen Grioflen von einem
anderen Standpunkte aus zu betrachten.

Wie wir sahen, wirkt das elektrische Feld & auf einen
ruhenden, elektrisch geladenen Probekorper. Die elektrische
Verschiebung ® hat ihre Quelle in der ruhenden Elektrizitiit.
Der elektrische Strom hingegen erregt ein magnetisches Feld §,
und die Erregung eines solchen ist mit Induktionswirkungen
in elektrischen Stromkreisen verkniipft, Wirkungen, fiir die
der Vektor 8B der magnetischen Induktion maBgebend ist. Auf
diese wohlerforschten Beziehungen zu den elektrischen Strémen
wollen wir die Theorie der magnetischen Felder griinden. Die
noch sehr unvollkommene Theorie des permanenten Magne-
tismus tritt dabei in den Hintergrund und wird erst im vierten
Abschnitte behandelt werden.

Die Voranstellung der magnetischen Felder elektrischer
Strome entspricht einem Gedanken, der von Ampere zuerst
ausgesprochen ist und der von der Elektronentheorie jetzt
wieder aufgenommen wird, ndmlich alle magnetischen Felder
als durch Elektrizititsbewegungen erregt anzusehen. Es scheint
zweckmiibig, der Einfiihrung in die Maxwellsche Theorie eine
Fassung zu geben, in die sich diese Vorstellungen ungezwungen
einfiigen lassen.

§ 61. Die magnetische Induktion.

Zur Untersuchung eines magnetischen Feldes bedienen
wir uns einer Probespule; wir nehmen der Einfachheit wegen
an, dafl dieselbe nur aus einer einzigen Drahtwindung besteht,
daB die Leitlinie des Drahtes eine geschlossene ebene Kurve
ist und daB die Abmessungen des umschlossenen Flichenstiickes
f grof gegen den Radius des Drahtquerschnittes sind. Wir
denken uns die Spule an einem Orte befindlich, an dem
anfangs kein magnetisches Feld vorhanden war. Nun erregen
wir ein solches Ield, etwa durch Heranbringen eines Magneten
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oder eines elektrischen Stromes, oder auch durch SchlieBen
eines Stromes in einer benachbarten Leitung. Dann beginnt
in der Probespule ein Strom ./ zu flieBen. Ohne uns nun
um den zeitlichen Verlauf dieses Stromes zu kiimmern, warten
wir, bis J =0 geworden ist; alsdann bestimmen wir, etwa mit
Hilfe eines Voltameters, die Elektrizititsmenge ¢, welche im
ganzen infolge der Hrregung des weiterhin konstant zu halten-
den Magnetfeldes die Spule durchflossen hat.

Wir denken uns den Gesamtwiderstand R der Spule ge-
geben, ebenso den Flicheninhalt /' des umschlossenen ebenen
Flichenstiickes. Wir ordnen ferner dem Sinne, in dem die
Elektrizitit die Spule durchstrémt hat, mit Hilfe einer Rechts-
schraube eine zu [ senkrechte Richtung n zu.

Die Gleichung

Ee

(163) - "Bn =46 ¢ _’& ]

in der ¢ einen von den MaBeinheiten abhiingigen universellen
Faktor bedeutet, bestimmt die nach der Richtung » genommene
Komponente eines Vektors . Diesen Vektor bezeichnen wir
als die ,magnetische Induktion® des erregten stationiiren
Magnetfeldes. Diese Beziehung gilt selbstverstindlich strenge
nur fiir homogene Felder; fiir inhomogene Felder ergibt die
rechte Seite von (163) nur einen iiber die Fliche /" genommenen
Mittelwert von $,; wir miissen demnach, um jene Beziehung
aufrecht zu erhalten, die Einschrinkung hinzufiigen: es sind
* die Abmessungen der Spulenfliche f so klein zu wiihlen, daB das
magnetische Feld auf ihr als merklich homogen anzusehen ist.

Eine iihnliche Einschrinkung beziiglich der Abmessungen
des Probekirpers muBten wir in Kauf nehmen, als wir die
elektrische Feldstirke & mit Hilfe einer elektrisch geladenen
Probekugel definierten. Eine Einsicht in die Gesetze der
ponderomotorischen Kriifte des elektrostatischen Feldes, die
jener Definition zugrunde lagen, ergab sich erst im Laufe der
weiteren Betrachtungen. KEbenso miissen wir hier die genauere
Erorterung der Gesetze der induzierten Strome, auf denen die
Gleichung (163) beruht, einem spiiteren Kapitel vorbehalten.
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Wir konnen die obige Folgerung des Faradayschen Induk-
tionsgesetzes als Definition des Vektors B auffassen. Wir
wollen jetzt die Betrachtung auf beliebige geschlossene lineare
Leiter ausdehnen. Die Elektrizititsmenge, welche einen solchen
Leiter beim Erregen des Magnetfeldes durchstromt, wird nach
dem Induktionsgesetze durch die Gleichung gegeben

(164) ufﬂnd’f'= cRe.

GemiB der zugrunde gelegten Definition des Vektors B
sagt diese Gleichung folgendes aus: Man nehme irgendeine
von dem linearen Leiter begrenzte Fliche, zerlege diese in
kleine Flichenstiicke df, auf denen das magnetische Feld als
merklich homogen zu betrachten ist, denke sich diese Flichen-
stiicke von Probespulen von gegebenem Widerstande begrenzt
und summiere nach Festlegung eines bestimmten Umlaufs-
sinnes die Produkte aus dem Widerstande der betreffenden
Probespule und der bei Erregung des Feldes hindurchstromen-
den Elektrizititsmenge. Die Summe dieser Produkte ist dem
Produkte aus Widerstand und hindurchgeflossener Elektrizitits-
menge fiir den urspriinglichen linearen Leiter gleich.

Nun ist die rechte Seite der Gleichung (164) von der
Fliche f unabhingig. Betrachten wir verschiedene Flichen, die
alle von der Leitlinie eines und desselben Drahtes umschlossen
sind, so mufl das Integral der magnetischen Induktion fiir alle
diese Flichen das gleiche sein. Wir wollen das Feld des
Vektors 8 durch Kurven darstellen, sogenannte ,Induktions-
linien®; die Tangente dieser Kurven soll an jedem Punkte des
Feldes die Richtung von B anzeigen, wihrend die Zahl der
durch ein gegebenes Flichenstiick hindurchtretenden Kurven
dem Induktionsflusse durch das Flichenstiick proportional ist.
Alsdann muB die Zahl der Induktionslinien, die zwei Flichen
derselben Randkurve in einem gegebenen Sinne durchsetzen,
stets die gleiche sein. Die Zahl der Induktionslinien, die aus
einer geschlossenen Fliche heraustritt, ist also stets gleich
Null.  Der Induktionsfluf durch eine geschlossene Fliche ist
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stets gleich Null. Das Feld des Vektors 8 ist somit
iiberall quellenfrei; es gilt

(165) div® = 0.

Wir haben bereits hier in ungezwungener Weise das
Fehlen des wahren Magnetismus in die Theorie ein-
gefithrt. Wir gingen dabei von einem unmagnetischen Zustande
des betreffenden Korpers aus und dachten uns ein stationires
Magnetfeld erregt.. Hat man es mit einem Felde im Innern
permanenter Magnete zu tun, so kann die Anwendbarkeit der
Betrachtungen auf den ersten Blick fraglich erscheinen, da
hier anscheinend kein unmagnetischer Anfangszustand vorliegt.
Immerhin ist die Annahme plausibel, daB ein solcher Zustand
einmal existiert hat. Denkt man sich im Innern des ferro-
magnetischen Metalles einen engen Kanal gebohrt, in den die
Probespule bzw. der lineare Leiter gebracht wird, und die
Elektrizititsmengen gemessen, die von dem Zeitpunkte des
unmagnetischen Zustandes an bis zu dem gegenwiirtigen Zeit-
punkte der permanenten Magnetisierung hindurchgestrémt sind,
so gelangt man auch hier zur Definition des Vektors 8 und
zur Erkenntnis seines quellenfreien Charakters. Auch im Innern
permanenter Magnete werden wir daher wahren Magnetismus
nicht annehmen.

Wie wir durch Untersuchung des elektrostatischen Feldes
mit Hilfe des Probekorpers zuniichst das Feld des Vektors
konstruierten, so fithrt uns die Probespule zunichst auf den
Vektor 8. Insofern entspricht der Vektor 8 der elektrischen
Feldstirke . Wihrend aber der Vektor & im -elektrostati-
schen Felde wirbelfrei war, ist 8 — und zwar allgemein —
quellenfrei. Wie @ als wirbelfreier Vektor vom elektrostati-
schen Potentiale, so leitet sich 8 als quellenfreier Vektor von
einem Vektorpotentiale 9 ab:

(165a) B = curl A.

Hiernach darf man bei stationiren Feldern von
einer Analogie zwischen den Vektoren ¢ und 8 reden
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in demselben Sinne, in dem wir im ersten Abschnitte
dieses Bandes von einer Analogie des wirbelfreien
und des quellenfreien Vektorfeldes sprachen.

§ 62. Die magnetische Feldstirke.

Wir haben im ersten Abschnitte dieses Buches gezeigt,
daB ein den unendlichen Raum quellenfrei erfiillendes Feld
durch seine Wirbel bestimmt ist (vgl. § 28). Es liegt daher
nahe, nach den Wirbeln des Vektors B zu fragen, ebenso wie
im zweiten Abschnitte dieses Buches die Frage nach den
Quellen des Feldes €& auftrat. Ein einfacher Zusammenhang
zwischen der Divergenz von & und der wahren Elektrizitit
lag nur fiir das Feld im leeren Raume vor; waren dielektrische
Korper im Felde, so bestimmte sich die Divergenz von 9,
nicht diejenige von @, durch die Dichte der wahren Elek-
trizitit. Untersuchen wir nun die Umgebung eines strom-
fithrenden Drahtes in der im vorigen Paragraphen angegebenen
Weise mit einer Probespule, so finden wir nur im leeren
Raume einen allgemeingiiltigen Zusammenhang zwischen dem
Felde B und dem elektrischen Leitungsstrome; es ist der Vek-
tor B in dem stromlosen Gebiete wirbelfrei; seine Wirbel haben
ausschliefilich in den stromdurchflossenen Leitern ihren Sitz und
sind der Stromdichte proportional. Sind aber paramagnetische
oder diamagnetische Kérper im Felde, so fillt dieser einfache Zu-
sammenhang fort. Es empfiehlt sich dann, einen zweiten magne-
tischen Vektor $ einzufiihren, den wir ,magnetische Feld-
stirke® oderauch ,magnetische Kraft“ nennen wollen; dessen
Wirbel soll stets in dem elektrischen Strome seinen Sitz haben.

Denken wir uns einen geschlossenen linearen Leiter von
einem konstanten Strome .J durchflossen, so ist der Vektor
folgendermalen zu definieren. Iiir jede den Leiter einmal um-
schlingende Kurve 8 soll das Linienintegral von § der Strom-
stiirke J proportional sein:

i
(166) j@ds — =7
¥
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fiir jede den Stromleiter nicht umschlingende Kurve aber soll
das Linienintegral gleich Null sein. — Die in (166) auf-
tretende universelle Konstante ¢ ist mit der in (163) eingefiihrten
identisch; sie hiingt in einer spiiter genauer zu erdrternden
Weise von den Einheiten ab, in denen J und § gemessen
werden. Der Umlaufssinn lings 8 soll der Stromungsrichtung
der Elektrizitit sich zuordnen, wie der Umlaufssinn der Fort-
schreitungsrichtung bei einer Rechtsschraube.

Der diesen Bedingungen geniigende Vektor § ist nun —

das besagt das zugrunde zu legende Erfahrungsgesetz — dem
Vektor 8 der magnetischen Induktion proportional. Es gilt
(167) B —ub

fiir isotrope Korper.

Die hier auftretende Materialkonstante u soll, wie erwiihnt,
fiir den Ather gleich 1 gesetzt werden.

Verbinden wir mit diesen Aussagen den Ansatz (162) fiir
die magnetische Energie, so haben wir das magnetische Feld
eines linearen, von einem stationiiren Strome durchflossenen
Leiters erschopfend charakterisiert. SchlieBen wir ferromagne-
tische Korper aus, in denen w nicht konstant ist, so sind die
Gleichungen (165), (166), (167) alle linear, es superponieren
sich demmnach die Felder verschiedener Stromleiter.

Der fiir die Energie des magnetischen Feldes zugrunde
gelegte Ansatz (162) machte es notwendig, in die Beziehung
zwischen J und § (166) dieselbe von den MaBeinheiten ab-
hiingige Konstante ¢ aufzunehmen, die in der Definitionsgleichung
(163) des Vektors B auftrat. Denn die Energie des magneti-
schen Feldes eines Stromleiters muB offenbar unabhingig von
der Wahl der Einheit sein, in der die Stromstirken gemessen
werden, wenn anders diese Wahl mit dem absoluten C.-G.-S.-
System vertriiglich ist. Soll das skalare Produkt von  und 8
von der Wahl der MaBeinheiten unabhiingig sein, so muB der
Faktor ¢ bei der Multiplikation sich herausheben, da ReJ von
der Dimension einer Energie, mithin seinerseits von der Wahl
des MaBsystems unabhiingig ist.

Abraham, Theorie der Elektrizitit. I 3. Aufl 15
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Wir denken uns den ganzen Raum von einem Medium
konstanter magnetischer Permeabilitit erfiillt. Fiir diesen
speziellen Fall kénnen wir das magnetische Feld eines linearen
Leiters ohne weiteres bestimmen. In diesem Falle folgt ndmlich
aus (165) und (167)

divud =pdivd =0,

es ist also nicht nur 8, sondern auch § durchweg quellenfrei
verteilt. Wir haben es daher mit dem quellenfreien Felde
einer einzigen Wirbellinie zu tun, deren Eigenschaften uns
durch die Entwickelungen des § 31 bekannt sind. Dem Mo-

mente 47 der Wirbellinie entspricht hier der Ausdruck 4z -'c{,
so daB die Gleichung (110) ergibt

(168) §= %fri [dsr].

Dies ist das magnetische Feld einer geschlossenen
Stromlinie.

Wir kionnen den Ausdruck interpretieren als Summe der
Beitriige, die von den einzelnen Stromelementen Jd$ in dem
in der Entfernung r befindlichen Aufpunkte erregt werden
und die sich aus dem Biot-Savartschen Elementar-
gesetze bestimmen. Aber hier, wie auch in § 31, ist zu be-
merken, daB die Zerlegung einigermafen willkiirlich ist; die
Stromelemente sind einzeln nicht existenzfihig; wir haben es
vielmehr mit einem geschlossenen, von einem stationiiren
Strome durchflossenen Leitungsdrahte zu tun und haben nach
der Maxwellschen Theorie dessen Feld als Ganzes zu be-
trachten.

Was nun das Vektorpotential % anbelangt, so empfiehlt
es sich, mit Maxwell dieses Vektorpotential der magnetischen
Induktion 8 zuznordnen gemiB Gleichung (165a). In dem
jetzt in Rede stehenden Falle einer iiberall gleichen Permeabilitit
ist zwar auch § quellenfrei und daher als Curl eines Vektor-
potentiales darzustellen, aber auf den allgemeinen Fall eines
von Korpern verschiedener Permeabilitit erfiillten Rdhmes
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wiirde sich eine solche Beziehung nicht ausdehnen lassen. Wir
setzen daher

1 A
@—~” curl ¥ = curl;

und erhalten durch Vergleichung mit (109)

(168a) [ ——

c r

als Vektorpotential der Stromlinie.

Fiir das magnetische Feld elektrischer Strome gibt uns
die Erfahrung zunichst nur Integralgesetze. Wir gelangen
auch hier, wie beim Ohmschen Gesetze, zu den fiir die weitere
theoretische Formulierung zweckmiiBigeren Differentialgesetzen,
indem wir zu unendlich kleinen Gebietsteilen iibergehen.

Die Gleichung (166) ergibt

f ds®, =" f i df,

wo [ eine beliebige, von der Kurve 8 umrandete Fliche ist
und i, die Dichte der das Element df dieser Fliche senkrecht
durchflieBenden Strimung.

Ziehen wir nun die Kurve 8 mehr und mehr zusammen,
so ergibt nach § 27 die linke Seite den Curl von ; es wird

(169) curl § = 27§,

Dieses differentielle Verkniipfungsgesetz von
Leitungsstrom und magnetischem Felde wollen wir
als erste Hauptgleichung des Elektromagnetismus
bezeichnen.

Beschriinken wir uns wiederum auf den Fall einer durch-
weg konstanten Permeabilitit, so konnen wir das magnetische
Feld eines vollstindigen Stromsystemes in ganz ent-
sprechender Weise ableiten, wie wir im § 28 des ersten
Abschnittes das quellenfreie Vektorfeld bei gegebener Wirbel-
verteilung bestimmten. Wir haben

div — %div&} -
15*
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und diese Gleichung zusammen mit (169) entspricht durchaus
den Gleichungen (96) des § 28. Wir haben nur dort an Stelle

i .
von ¢ zu schreiben und ferner, da
A
» = curl
w

gesetzt werden soll, % an Stelle von . Dann ergibt Glei-
chung (100)

B doi
a) =l

aus diesem Vektorpotential leiten sich ¥ und $ folgender-
maBen ab:

(170a) B=curl A, H= :L 3.

Hierdurch ist die vorgelegte Aufgabe gelost. Es folgt
iibrigens aus den Entwicklungen des § 28, daB div ¥ ver-
schwindet, wenn die Integration iiber das ganze von Elektrizitit
durchstromte Gebiet erstreckt wird.

Ganz #hnlich, wie wir im § 28 die Energie des quellen-
freien Vektorfeldes durch ein tber die Wirbel erstrecktes
Integral darstellten, so konnen wir die magnetische Energie
(162) eines beliebigen elektrischen Stromsystemes durch ein
iiber das stromerfiillte Gebiet erstrecktes Integral ausdriicken.
Nach (162) und (165a) ist die magnetische Energie

1
T=é—£fdv(@curlﬁ).
Die Rechnungsregel (102) ergibt

Hoeurl A = A curl § — div[HA],
daher

T gttfdv(ﬁcurl@) —Sl-ﬂfdvdiv (HN].

Die Anwendung des GauBschen Satzes bringt das letate
Glied auf die Form

— o [ artew,;
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lift man die Begrenzungsfliiche des Feldes in das Unendliche
riicken, so verschwindet dieses Integral fiir ein jedes im
Endlichen liegende Stromsystem und es wird nach (169)

. 1 .
(170D) T = Q—CIdv(nm).

Diese Umformung des Energieausdruckes (162) ist von
der Annahme durchweg konstanter Permeabilitit unabhingig.
Sie beruht nur auf der ersten Hauptgleichung (169) und der
durch (165) ausgedriickten Eigenschaft des Vektors 8, iiberall
quellenfrei zu sein, einer Eigenschaft, die wir auch dem Felde
im Innern permanenter Magnete zuschrieben. Lassen wir nun
die elektrischen Stréme verschwinden, so verschwindet auch
die rechte Seite des umgeformten Energieausdruckes (170b).
Hiernach wiire die Energie eines permanenten Magneten gleich
Null, wenn kein elektrischer Strom ihn durchflieBt. Dieses Er-
gebnis ist mit der Erfahrung nicht vertriiglich. Wir kinnen
die Uberlegung auch direkt an den Satz des § 30 ankniipfen:
Das iiber den ganzen Raum erstreckte Integral des inneren
Produktes aus einem quellenfreien und einem wirbelfreien
Vektor ist Null. In der Tat, nehmen wir allgemein

div83=0

an und setzen fiir das Innere eines nicht von elektrischen
Strémen durchflossenen Magneten nach (169)

curl § =0,

so folgt aus jenem Satze, daB die nach der Formel (162) be-
rechnete Energie des Magneten gleich Null ist. Da wir nun
den Vektor § geradezu dadurch definierten, daB seine Wirbel
nur in wahren elektrischen Stromen ihren Sitz haben, so bleibt
uns nichts anderes iibrig, als fiir ferromagnetische Korper
den Energieansatz (162) aufzugeben. Das wird in der
Tat bei der Behandlung dieser Kérper im vierten Abschnitte
dieses Bandes geschehen.

Der urspriingliche Ansatz (162) fiir die magnetische Energie
betrachtet, den Vorstellungen der Nahewirkungstheorie gemiB,
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das ganze Feld als Sitz der Energie. Es ist sehr bemerkens-
wert, daB der umgeformte Ausdruck (170b), der fiir stationire
elektrische Strome denselben Energiebetrag ergibt, eine der
Fernwirkungstheorie entsprechende Deutung zuliBt, indem die
Energie als iiber die Stromfiden verteilt erscheint. Fiir die
magnetische Energie stationdrer Strome ergeben in der Tat
Nahewirkungstheorie und Fernwirkungstheorie den gleichen
Wert. Die Vorziige des Maxwellschen Energieausdruckes
treten erst bei rasch verénderlichen Feldern hervor.

§ 63. Der freie Magnetismus und das skalare Potential
eines magnetisierten Korpers.

Ein gegebenes System elektrischer Stréme mag im leeren
Raume ein magnetisches Feld erregen, dessen magnetische
Feldstirke mit §,, dessen magnetische Induktion mit B, be-
zeichnet werde. Nach (170), (170a) hat man

9, =8B, = curl ¥,
und

(171) ", = %j dvt,
daher

(1710) 8o=8,= 1 [%in),

wo t den von dem durchstromten Volumelemente nach dem
Aufpunkte hin gezogenen Radiusvektor bezeichnet.

Wir denken uns in dem Felde ein stromloses Gebiet ab-
gegrenzt und in dieses jetzt Korper gebracht, deren magnetische
Permeabilitit @ von 1 verschieden ist. Es kann g von Punkt
zu Punkt sich stetig éindern, sei es infolge der Inhomogenitit
“des betreffenden Korpers, sei es, weil in ferromagnetischen
Korpern die Permeabilitit von der Feldstirke abhingt. Es
kénnen aber auch an der Trennungsfliche verschiedener Korper
sprungweise Anderungen von w vorkommen. Es wird sich
nach Einfilhrung jener Korper ein Feld herstellen, dessen
Feldstirke § und dessen Induktion 8B von $, bzw. B, ver-
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schieden sind. Wir stellen uns die Aufgabe, die Eigenschaften
dieser Vektoren zu untersuchen.

Nun muB, unseren Grundannahmen zufolge, wie in jedem
Felde, so auch hier das Integral der normalen Komponente der
Induktion fiir jede geschlossene Fliche gleich Null sein. Es
mubB also nicht nur iiberall die riumliche Divergenz, sondern
auch an den Trennungsflichen verschiedener Korper die Flichen-
divergenz (§ 24) von 8B verschwinden. Daraus folgt: die
Normalkomponente von 8 durchsetzt stetig die
Trennungsfliche zweier verschiedener Korper.

Da ferner das zu betrachtende Gebiet des Feldes stromlos
ist, so muB das Linienintegral von § fiir jede in dem Ge-
biete verlaufende geschlossene Kurve verschwinden. Es ist
also nicht nur iiberall

(172) curl =0,

sondern auBerdem ist an den Trennungsflichen verschiedener
Korper der Flichenwirbel (§ 29) von § gleich Null. Daraus
folgt: die Tangentialkomponenten von § durchsetzen
stetig die Trennungsflichen zweier verschiedener
Korper.

Vergleicht man das in Rede stehende stromlose Gebiet
des konstanten magnetischen Feldes mit dem von wahrer
Elektrizitit freien Gebiete eines elektrostatischen Feldes, so
bemerkt man, daB hier die Heaviside-Hertzsche Analogie (§ 60)
sich durchfithren liBt. Der Gleichung

div®8 =0
entspricht

divd =0,
der Gleichung

curl =0
entspricht

curl & = 0.

Auch in den Grenzbedingungen entsprechen sich die
Vektoren @, §, deren Tangentialkomponenten, und die Vektoren
D, B, deren Normalkomponenten stetig sein miissen. Man
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kann daher das im § 44 abgeleitete Brechungsgesetz der
elektrischen Kraftlinien unmittelbar auf die magnetischen
Kraftlinien iibertragen. In der Tat, sind ¢, ¢, die Winkel,
welche die magnetischen Vektoren zu beiden Seiten der
Trennungsfliche mit einer der Flichennormalen einschlieBen,
so hat man

B, |cose; = |B, | cosay, |P,|sine =|H,|sin a,
daher

(172a) tg @, 2 tg ay =y, : u,.

DaB hier die Analogie sich vollstindig durchfiihren liBt,
liegt an der Spezialisierung, die wir einfiihrten. Verschwindet
die wahre Elektrizitit, so ist D quellenfrei, wie B es stets
ist; verschwindet der elektrische Strom, so ist § wirbelfrei,
wie es @ im Falle des elektrischen Gleichgewichtes ist. Ob-
wohl nun bei einer allgemeineren Problemstellung die Analogie
versagt, so wird es doch niitzlich sein, sich gerade im vor-
liegenden Falle von ihr leiten zu lassen.

Das wirbelfreie Feld  wird bestimmt sein, wenn man
die Verteilung seiner Quellen kennt. Man setze die riumliche
Divergenz von § gleich 4xg/, die Flichendivergenz an den
Trennungsflichen verschiedener Korper gleich 4xw,. Es gibt
dapn g/, die riumliche Dichte, «! die Flichendichte des
freien Magnetismus an.

Freier Magnetismus tritt nur dort auf, wo g variiert.
Denn an der Trennungsfliche zweier Korper derselben Per-
meabilitit wiire die Flichendivergenz von $§ derjenigen von 8
proportional, die stets gleich Null ist. Und fiir das Innere
der Korper folgt aus dem Verschwinden der Divergenz von 8B

O=divB8=divup=pdiv9 + (pVu),
daher

(172b) dmg), = div P = — - (§Vu).

Es tritt demnach nur dort freier Magnetismus
auf, wo die Permeabilitit einen Gradienten besitzt,
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d. h. in imhomogenen oder in ferromagnetischen Kérpern und
an der Grenzfliche zweier Korper verschiedener Permeabilitiit.

Da das durch das Hereinbringen der Korper modifizierte
Feld  von denselben Stromen erregt ist wie das urspriingliche
Feld ,, so ist § — 9, wirbelfrei. Da aber $, keine Quellen
besitzt, sondern nur Wirbel, so sind die Quellen von  — 9,
wie diejenigen von §, nur in den hereingebrachten Korpern
befindlich, niimlich dort, wo freier Magnetismus sich befindet.
Das skalare Potential des Feldes  — 9, ist daher

(172¢) P = [ 40 +]‘1f:°£“,
entsprechend der Formel (138a) fiir das skalare Potential des
elektrostatischen Feldes. Kennen wir also die Verteilung des
freien Magnetismus, so sind wir vermige der (leichung

(172d) -9 -=—Veo,

imstande, anzugeben, wie durch Hereinbringen der Kérper in
das stromlose Gebiet das magnetische Feld geiindert ist; und
zwar beziehen sich die Formeln sowohl auf das Feld auBer-
halb, wie auf das Feld innerhalb der hereingebrachten para-,
dia- oder ferromagnetischen Korper.

Wir kinnen den Ausdruck fiir das skalare Potential des
von diesen Korpern erregten Feldes § — §, auf eine Form
bringen, welche der im § 47 fiir das Potential eines Di-
elektrikums erhaltenen entspricht und eine entsprechende
Deutung gestattet. Wir wollen bei der Umformung die Ver-
inderungen der Permeabilitit im Innern des betrachteten
Kérpersystemes als stetig ansehen und Unstetigkeiten nur an
der Trennungsfliche gegen den Ather zulassen. Wir fithren
einen neuen Vektor M ein, den wir durch die Gleichung

(173) M= (B—9)

definieren und als ,Magnetisierung® bezeichnen. Er entspricht
dem im § 47 eingefithrten Vektor P der elektrischen Polarisation.
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Wir kénnen schreiben

(173a) M==x9,

wo

w—1
imx

x =

die ,magnetische Suszeptibilitit® genannt wird. Im
leeren Raume ist die Suszeptibilitit wie die Magnetisierung
Null. Einen materiellen Korper, in dem der Vektor M von
Null verschieden ist, bezeichnet man als magnetisiert.

Da B durchweg quellenfrei ist, so folgt auns (173)

(173b) ol = — div 1,
(173¢) o, = M,

wo n die von der Begrenzungsfliche der magnetisierten Korper
nach auBen (mach dem Ather hin) gezogene Normale be-
zeichnet. Das Potential (172¢) des magnetisierten Korpers

wird jetzt
dv di dfi
w.m“—-f - :vﬂ +f f,. s

Das Flichenintegral mit Hilfe der aus dem GauBschen
Satze abgeleiteten Gleichung (73) umformend, erhalten wir fiir
@,, ein iiber das Volumen des magnetisierten Korpers zu er-
streckendes Integral

(173d) P =fdv(smv? +)

Dieser Ausdruck fiir das skalare Potential eines
magnetisierten Kdrpers entspricht durchaus dem in Formel
(142¢) des § 47 fiir das Potential eines dielektrisch polari-
sierten Korpers abgeleiteten. Wir konnen ihn in entsprechender
Weise deuten, indem wir den Korper in seine Volumelemente
zerlegt denken. Jedes Volumelement wird dann als Triger
einer Doppelbelegung von freiem Magnetismus angesehen.
Durch Superposition der Felder aller magnetisierten Volum-
elemente erhilt man mit Riicksicht auf Gleichung (80)

1Be) - By=— Vg =V, [v (WY, 1),
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einen Ausdruck, der das Feld des magnetisierten Korpers
sowohl innerhalb wie auBerhalb richtig angibt. Nach den
Koordinatenachsen zerlegend und die durch V, angedeuteten
Differentiationen nach den Koordinaten 2yz des Aufpunktes
ausfithrend, erhilt man

T
6. — 00 = d”]”"x%:*”‘yéﬁyﬂ’%?é;,

(173£)) 8, — 8, = /‘}01 z 5y aa.-f-m,, T +!m‘aé’8a;l’

Da §, durch (171a) gegeben ist, so bestimmt sich, wenn
IR bekannt ist, hieraus das Feld §, und vermoge

B—=ud

dann auch die magnetische Induktion im Innern des magneti-
sierten Korpers. Die rechnerische Ermittelung der Magneti-
sierung eines Korpers in einem gegebenen Felde ist allerdings
meist keine einfache Aufgabe.

Fiir eine in ein homogenes Feld $, gebrachte Kugel liBt
sich die Magnetisierung und das Feld bestimmen, genau so
- wie im § 48 das analoge elektrostatische Problem geldst
wurde. Man findet (vgl. Gleichung 145), daB die entstehende
Magnetisierung der Kugel homogen und zwar gleich

7 3 u—1
(1‘38) m 4ﬂ:+2 @0
ist.

Im Innern der homogen magnetisierten Kugel befindet
sich, wie aus (173b) hervorgeht, kein freier Magnetismus.

Derselbe hat ausschlieBlich auf der Oberfliche seinen Sitz, wo
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er, nach (173¢), mit der Dichte

B op—t

(1731) i b

9, cos &

verteilt ist; & gibt dabei den Winkel an, den der Kugelradius
an dem betreffenden Punkte der Oberfliche mit der Richtung
des urspriinglichen Feldes §, einschlieft. Die Fliachendichte
des freien Magnetismus ist Null am Aquator, sie ist auf der
einen Kugelhilfte positiv, auf der anderen negativ; die vom
Pole der negativ belegten Halbkugel nach dem der positiv be-
legten weisende Richtung stimmt mit §, iiberein, wenn u>1
ist, sie weist §, entgegen, wenn p <1 ist.

§ 64. Der freie elektrische Strom und das Vektorpotential
eines magnetisierten Korpers.

Wir wollen das im vorigen Paragraphen behandelte Pro-
blem noch von einem anderen Standpunkte aus diskutieren.
Wir wollen der Losung eine soleche Form geben, daf bei ge-
gebener Magnetisierung 3R nicht sowohl die Feldstirke § — 9,
als vielmehr die magnetische Induktion 8 — 8, direkt bestimmt
wird. Da in dem urspriinglichen Felde u = 1, daher 8,= &,
war, so folgt aus (173) und (173f) fiir die 2-Komponente

P ot 8
81 — 8012 41’5!“1 +/d'b’ imz'g—a:—, + !myaxay + mz a;—aél .

Nun ist nach der Poissonschen Gleichung

. " 1 1 1
o dvmz ¢ r e T 0’“1;
4%9}=z=—V" = = — d?)mix 'é'x',-l—"a ,+ 72 ?

sowohl im Innern des magnetisierten Korpers, als auch auBer-
halb, wo beide Seiten der letzten Gleichung verschwinden.
Wir erhalten daher
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I al gL
Sx—$0x=aay/tiv|$ﬁy 35— Py
2 l 5% fi'

——a-;l dvl‘.mz—aﬁ;-ﬂll:&—xl-

Diese Formel und die entsprechenden beiden fiir die y-
Komponente und die z-Komponente geltenden schreiben wir in
Vektorform

(174) 8 — B, —curl (A — A},
wo
(174a) % — %, =— | dv [smv“}] - +fdvl:9]lvq%]

das Vektorpotential des magnetisierten Korpers dar-
stellt.

Diese durch formale Umrechnung der Resultate des vorigen
Paragraphen erhaltene Darstellung des Feldes erfordert eine
eingehendere Diskussion. Sie bestimmt direkt die vom magne-
tisierten Korper herriihrende Veriinderung der magnetischen
Induktion 8. Die Darstellung mit Hilfe des skalaren Poten-
tiales ist offenbar auf stromlose Felder beschrinkt, in denen

curl {§ — Ho}=0

ist. Die Darstellung mit Hilfe des Vektorpotentiales stiitzt
sich auf die quellenfreie Beschaffenheit des Vektors 8 und ist
daher nicht auf stromlose Felder beschrinkt, sondern sie gilt
allgemein fiir jedes konstante magnetische Feld. Wir wollen
daher den Ausdruck fiir das Vektorpotential ¥ direkt ableiten,
und zwar fiir beliebige Stromverteilung und fiir beliebige
magnetisierbare Korper. Wir wollen dabei die in den §§ 61
und 62 bemerkte Analogie der Vektoren & und B einerseits,
D und $ anderseits deutlicher hervortreten lassen.

Wie div @ durch die wahre Elektrizitit bestimmt wird,
so wird curl § durch den elektrischen Strom bestimmt. Da
aber im elektrostatischen Felde nicht D, sondern @ sich allgemein



238 Dritter Abschnitt. Das elektromagnetische Feld. § 64

als negativer Gradient eines skalaren Potentiales darstellt, so
wiinscht man behufs Berechnung desselben nicht die Quellen
von D, sondern diejenigen von & zu kennen. Daher fithrt
man die RechnungsgriBe ein, die man als ,freie Elektrizitit®
bezeichnet und deren Dichte der Divergenz von & proportional
ist. Hier, im magnetischen Felde, ist 8 allgemein als Curl
eines Vektorpotentiales ¥ darzustellen. Behufs Berechnung
dieses Vektorpotentiales miifiten wir die Wirbel von 8 kennen.
Zunichst kennen wir indessen nur die Wirbel von §, die der
wahren Stromdichte proportional sind. Daher fithren wir eine
RechnungsgréBe ein, welche die Verteilung der Wirbel von 8
anzeigt und welche wir als ,Dichte des freien elektrischen
Stromes* bezeichnen. Wir definieren, der Gleichung (169)
fiir die wirkliche Stromdichte entsprechend, durch

4ni
(175) curl 8 =- =

die ,riumliche Dichte i’ des freien Stromes“ und, da
wir Unstetigkeitsflichen in Betracht ziehen wollen, durch
(175a) [if, 98, — ] 221

c

die ,Flichendichte j' des freien Stromes® Diese letztere
Formel ergibt sich aus der in Gleichung (104) des § 29 fiir
den Flachenwirbel erhaltenen; n bezeichnet dabei einen Ein-
heitsvektor, der nach der durch den Index 1 gekennzeichneten
Seite der betreffenden Trennungsfliche f,, zweier Kérper hin-
weist. Der freie Strom stimmt im ganzen Raume mit dem
Wirbel des Vektors B iiberein, bis auf den universellen Faktor c.
Der freie Strom ist demnach, ebenso wie der wirkliche Strom,
im stationiiren Felde durchweg quellenfrei verteilt.

Aus den Resultaten der §§ 28, 29 erhalten wir jetzt das
Vektorpotential
(175b) =1 i;i+1f-‘ii',
wobel das erste Integral iiber den Raum, das zweite iiber die
Unstetigkeitsflichen zu erstrecken ist. Da das Feld des freien
Stromes als Wirbelfeld des Vektors B definiert ist, so folgt
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nach § 28, daB die Gleichung
(175¢) div¥ =0

erfillt ist, wofern nur die Integration iiber das ganze Wirbel-
gebiet von B erstreckt wird. Kennt man die Verteilung des
freien Stromes, so kann man das Vektorpotential und vermige

(1754d) B = curl %

die magnetische Induktion finden, iihnlich wie man bei Kenntnis

der Verteilung der freien Elektrizitit das skalare Potential

und die elektrische Kraft des elektrostatischen Feldes bestimmen

kann. Freilich ist der freie Strom nur eine RechnungsgriBe;

seine Verteilung ist keineswegs von vornherein bekannt.
Nach (175), (112) und (169) ist

27— el = w7 4 [V, B],

c

daher
(175e) i' = ui + . [Vn, ).

Es tritt demnach dort freie Strémung auf, wo ein
wirklicher Strom fliefit oder die Permeabilitit einen
Gradienten besitzt; letzteres kann in inhomogenen sowie
in ferromagnetischen Korpern stattfinden. Unstetigkeitsflichen
mit flichenhaft verteilter Strimung sind als extremer Grenzfall
eines inhomogenen Kérpers aufzufassen.

Aus (175D, e) ergibt sich fiir den Fall einer stetig sich
indernden Permeabilitiit, d. h. riumlich verteilten freien Strom,
der folgende Ausdruck des Vektorpotentiales
(1751) =B+ ) T Ve, 81,

¢ r

Nur ein konstantes u darf in dem ersten Gliede vor das Inte-
gralzeichen gesetzt werden, wodurch der Ausdruck, weil das
zweite Glied verschwindet, in (170) iibergeht.
Wir wollen jetzt den freien Strom zu der Magnetisierung
M, die in (173) definiert wurde, in Beziehung setzen. Es ist
dxi

il I curl { + 4aM} = = + 47 curl M,

¢
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daher y )
(176) =+ ewrl M.

c

Ganz entsprechend wie die riumliche Dichte, driickt sich
die Flichendichte des freien Stromes durch die Flichendichte j
des wirklichen Stromes und den Flichenwirbel von MM aus:

(176a) ' ——-|—[n m, — M, ].

Wir werden indessen den wirklichen Leitungsstrom in-
folge des endlichen Widerstandes der Leiter im allgemeinen
nur als riumlich verteilt ansehen diirfen und seine Flichen-

dichte j daher gleich Null zu setzen haben. Daher wird (175b)

d d d
(1761) m_-f“+ "curnm+j n, M, — M,].

Wir fassen die Glieder zusammen, die von der Magne-
tisierung der durch den Index 1, 2 charakterisierten Korper
herrithren, wobei wir beriicksichtigen, dall die #uBeren Nor-
malen n,, n, der Begrenzungsflichen dieser Korper dem Vek-
tor u entgegen bzw. ihm parallel weisen. Aus der Regel
(102b) folgt dann

[a’v1 curl{?:—}= Jd‘f' [, E!R]

[d::2 curl{-gf }= - é;f—" [n, M, ]
Beriicksichtigt man weiter, daB nach Regel (112)

;l;curl M = curl {9:3} - [V'; : s 9]2]

zu setzen ist — selbstverstiindlich handelt es sich in (176b)
um Differentiation nach den Koordinaten des magnetisierten
Korpers, d. h. um Quellpunktdifferentiation —, so folgt

J@;curlm ff[nzm f.ln]+fdvzmv ]

Hier ist das Flachenintegral iiber simtliche Begrenzungs-
flichen zweier magnetisierter Korper, das Volumintegral iiber
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alle magnetisierten Volumelemente zu erstrecken. Durch Kin-
setzen in (176b) erhalten wir als Ausdruck des Vektor-
potentiales

s 1 favi | [ 1
foo e fulas, ]

Er stimmt durchaus iiberein mit dem frither auf Grund
spezieller Voraussetzungen in den Formeln (171), (174a) er-
haltenen. Der jetzt gegebene Beweis ist ganz allgemein. Er
beruht neben den allgemeinen Eigenschaften der Vektorfelder
nur auf den Grundgleichungen

div® =0, curl =7

Die Formel (176¢) gilt demnach, ebenso wie diese
Grundformeln, fiir jedes stationire magnetische Feld,
z. B. auch dann, wenn magnetisierbare Korper vom Strome
durchflossen sind. Ist die Verteilung des elektrischen Stromes
sowie die Magnetisierung der Korper bekannt, so bestimmt
(175d) zusammen mit (176¢) das Feld des Vektors 8 sowohl
auBerhalb wie auch innerhalb der magnetisierten und der den
elektrischen Strom leitenden Korper.

Eine homogene, stromlose Eisenkugel nimmt in einem
homogenen Felde $, die durch (173g) gegebene homogene
Magnetisierung an. Nach (176) ist in ihrem Innern keine freie
Strémung, wohl aber zirkuliert nach (176a) eine solche lings
ihrer Oberfliche. Beziehen wir den Index 1 auf den umgeben-
den Ather, so daB die von (2) nach (1) weisende Normale n
mit dem vom Mittelpunkte aus gezogenen Radiusvektor zu-
sammenfillt, so wird

. i’ 3 p—1
(1764) e = TmaT3l0on]:

Die freie Stromung zirkuliert also lings der Breitenkreise,
und zwar von Westen nach Osten, wenn $, vom Siidpol zum
Nordpol weist und w > 1 ist. Der Betrag der Flichendichte
der Stromung ist

. 3 u—1 [t
i =cL—rE+—2-@0|sm&, & =m0,

Abraham, Theorie der Elektrizitit I. 3. Aunfl 16
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Wiirde man die Eisenkugel beseitigen und statt dessen
dieses fingierte Stromsystem anbringen, so wiirde jetzt im
Ather die Verteilung von 8 die gleiche sein wie vorher inner-
halb und auBerhalb der Eisenkugel. Das Feld  aber wiirde
jetzt innerhalb der Kugel ein anderes sein. Wiire es hingegen
moglich, die durch (173h) gegebene Verteilung von freiem
Magnetismus durch wahren Magnetismus im leeren Raume zu
ersetzen, so wiirde das Feld § innerhalb und auBerhalb der
Kugel jetzt im Ather das gleiche sein, das vorher von der
magnetisierten Eisenkugel erregt wurde. Die magnetische
Induktion B aber hiitte innerhalb der Kugel einen anderen
Betrag.

So dient die Einfiihrung des freien Magnetismus zur
Darstellung des Feldes §, die allgemeiner verwendbare des
freien Stromes zur Darstellung des Feldes der magnetischen

Induktion 8.

§ 6D. Die beiden Hauptgleichungen.

Die erste Hauptgleichung war in der Form, die wir ihr
gaben (169), auf stationiire elektrische Strome beschriankt.
Denn nur der stationire Leitungsstrom ist quellenfrei verteilt,
wie es Gleichung (169) verlangt. In der Tat folgt aus (169)
und (94), daB die Divergenz von i gleich Null ist. Ist der
Leitungsstrom nicht quellenfrei, so ist es nicht miglich, ihn
dem curl § proportional zu setzen. Nun wissen wir aber
(§ H4), daB ein nicht stationirer Strom im allgemeinen nicht
durchweg quellenfrei ist. Wihrend der stationdre Strom nur
in geschlossenen Leitungskreisen zirkuliert, kénnen wechselnde
Strome auch in offenen, etwa durch einen Kondensator unter-
brochenen Bahnen flieBen. Hier bilden die Kondensator-
belegungen Quellen bzw. Senken des Leitungsstromes. Es ist
daher nicht moglich, die Form (169) der ersten Hauptgleichung
allgemein aufrecht zu erhalten.

Wir bemerkten indessen bereits in § 54, dall in diesem
Falle der Leitungsstrom seine Fortsetzung in dem Verschie-
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bungsstrome findet, daB Leitungsstrom und Verschiebungsstrom
zusammen eine quellenfreie Stromung bilden. Es ist mithin
vom Standpunkte der Nahewirkungstheorie aus eine
sehr plausible Annahme, daB im allgemeinen, fiir zeit-
lich wechselnde Felder, der ,wahre Strom“ ¢, der sich
aus Leitungsstrom und Verschiebungsstrom zusam-
mensetzt, in der ersten Hauptgleichung den Leitungs-
strom ersetzt. Das ist in der Tat die Annahme, welche
Maxwell gemacht hat und welche die Maxwellsche
Theorie von den anderen, auf den Anschauungen der
Fernwirkung aufgebauten elektrodynamischen Theo-
rien unterscheidet.

Jene Fernwirkungstheorien ergaben fiir die Elektrostatik
sowie fiir stationdre elektrische Strome Resultate, die mit
denen der Maxwellschen Theorie iibereinstimmten; nur die
Interpretation war eine andere. Dort sah man die Potentiale,
das skalare Potential bzw. das Vektorpotential, als das primire
an, die Erweiterung der Theorie auf ungeschlossene Leitungs-
strome suchte man durch Korrektion der Potentiale zu erzielen.
Die Maxwellsche Theorie, welche die elektromagnetischen
Vektoren als die fundamentalen Grifien betrachtet, nimmt die
Erweiterung in den differentiellen Verkettungsgleichungen vor
und gelangt so zu der erweiterten ersten Hauptgleichung:

(177) curl § = 2% .¢.

(4

Der Wirbel der magnetischen Feldstirke ist dem
wahren Strome proportional

Wir ziehen zuniichst nur ruhende Kérper in Betracht und
haben daher Konvektionsstrome nicht zu beriicksichtigen,
sondern fiir den wahren Strom ¢ den Ausdruck (157) zu setzen:

il i
(177a) curl § =_.::_' 4 _c"f Ea;?

ist die allgemeinste Form der ersten Hauptgleichung
fiir ruhende Korper.

Die zweite Hauptgleichung der Maxwellschen Theorie
16*
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ergibt sich aus dem Faradayschen Induktionsgesetz. Wir
haben dasselbe bereits im § 61 bei der Definition des Vektors
B herangezogen, haben aber dort nur von dem Zeitintegrale
des Stromes gesprochen, der bei Erregung eines magnetischen
Feldes in einem linearen Leiter induziert wird. Das Faradaysche
Induktionsgesetz reicht aber weiter, es bezieht sich auf beliebig
veriinderliche magnetische Felder.

Wir denken uns in einem solchen Felde einen geschlossenen
linearen Leiter. Dieser Leiter bilde die Umfangslinie eines
Fliichenstiickes, welches so gelegt ist, daB jede Induktionslinie
des Feldes die Fliche nicht mehr als einmal durchschneidet.
Nach dem Faradayschen Induktionsgesetz wird dann in dem
Leiter eine elektromotorische Integralkraft induziert, die der
zeitlichen Abnahme der Zahl der die Fliche durchsetzenden
magnetischen Induktionslinien proportional ist. Der Durch-
setzungssinn der Induktionslinien und der Sinn der elektro-
motorischen Kraft im Leitungskreise sind einander wieder
durch eine Rechtsschraube zugeordnet (vgl. § 61).

Wir kionnen die induzierte elektrische Kraft zuniichst als
eingeprigte Kraft im Sinne des § 56 einfithren. Bezeichnen
wir sie mit @, ihr Integral lings des geschlossenen Kreises
mit EY, so lautet die Formulierung des Induktions-

gesetzes
i i 1 ’ asn
Ezf@.d3=—?'jdf’2t

Der universelle Faktor 2— ist hier eingefilhrt, um die Uber-

einstimmung mit den Definitionen des § 61 zu erzielen.

Im § 56 sahen wir, dall die totale elektrische Keldstiirke
&, welcher die Dichte des Leitungsstromes proportional ist,
sich zusammensetzt aus der von der Ansammlung freier
Ladungen herriihrenden ,elektrostatischen Kraft® G* und der
durch chemische oder thermische Inhomogenitit des Leiters
bedingten eingepriigten oder elektromotorischen Kraft G°. In-
dem wir nun die durch Verinderung des Magnetfeldes ent-
stehende induzierte Kraft @& als der elektromotorischen Kraft
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@ gleichwertig betrachten, haben wir zu setzen
C=6C+ ¢+ E.
Da G°, die ,elektrostatische Kraft, stets wirbelfrei ver-

teilt ist, so fillt sie bei Integration ldngs des linearen Leiters
heraus und es wird

/'{@1 AL =f(i;ds ~ E-

Das soeben formulierte Induktionsgesetz verkniipft nun das
Linienintegral E' mit der zeitlichen Anderung des Induktions-
flusses, welchen die Kurve s umschlingt. An Stelle des Linien-
integrales von @ tritt der Wirbel dieses Vektors, wenn wir zu
unendlich kleinen Gebietsteilen iibergehen und anf diese das
Integralgesetz der Induktion mit Hilfe des Stockesschen Satzes
(§ 27) iibertragen. Es wird dann

(178) crl{ € — G} = —

.

Diese differentielle Form des Induktionsgesetzes
stellt fiir ruhende Korper die zweite Hauptgleichung
des elektromagnetischen Feldes dar.

Das Integralgesetz, aus dem wir sie ableiteten, bezog
sich zuniichst nur auf einen geschlossenen Leitungskreis. In-
dessen liegt, vom Standpunkte der Nahewirkungstheorie aus,
die Auffassung nahe, daB elektrische Kriifte durch Veriinderung
des Magnetfeldes im Raume auch dann erregt werden, wenn
kein Leiter anwesend ist, und daf wir des Leitungskreises nur
bediirfen, um das erregte elektrische Feld beobachten zu kinnen.
Dieser Auffassung entsprechend sieht die Maxwellsche Theorie
die Hauptgleichung (178) fiir alle Punkte des Raumes als
giiltig an.

Bilden wir in (178) beiderseits die Divergenz, so folgt
nach (94) .

77 div® = 0.

Wir kénnen also zuniichst nur schlieBen, daB die Divergenz
von B an allen Punkten des von ruhenden Korpern erfiillten
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Feldes konstant ist. Machen wir indessen die Annahme, daB
zu einer fritheren Zeit einmal das betreffende Volumelement
von magnetischer Erregung frei war, so gelangen wir zu der

Grundgleichung (165) zuriick:
(1784) div® = 0.

Wie bereits im § 61 erwihnt wurde, kann die Hypothese
eines unmagnetischen Anfangszustandes Bedenken erregen,
wenn permanente Magnete sich im Felde befinden; dennoch
werden wir auch bei ferromagnetischen Korpern den Vektor
8 als quellenfrei betrachten, wahren Magnetismus demnach
ausschlieBen.

Stellt man die zweite Hauptgleichung (178) der ersten
(177a) gegeniiber, so fillt die Hertz-Heavisidesche Analogie
der Vektoren & und $ einerseits, ® und B anderseits auf.
Auf der linken Seite steht in der Tat jedesmal der Curl der
Feldstirke @ bzw. §, auf der refhten steht die zeitliche Ande-
rung der Vektoren D bzw. 8. Die Symmetrie wird nur ge-
stort durch das Fehlen des magnetischen Leitungsstromes und
durch die hiermit zusammenhiingende, dem Vektor 8 auferlegte
Bedingung der Quellenlosigkeit, der D im allgemeinen nicht zu
geniigen braucht. Man kann indessen diese Liicken der Analogie
duBerlich verhiillen, indem man, mit dem Begriffe des ,wahren
elektrischen Stromes“ operierend, der Form (177) der ersten
Hauptgleichung die zweite in der Form gegeniiberstellt

(178D) curl {@ — G°} = — .8
und

- . 1 08
(1(80) gzacgt

als ,Dichte des wahren magnetischen Stromes“ be-
zeichnet. Fiihrt man dann noch in (177) eingepriigte magne-
tische Kriifte ein, wovon wir hier noch absehen wollen, so ist
die Analogie vollkommen, nur das Vorzeichen ist in der zweiten
Hauptgleichung ein anderes als in der ersten.

Diese Verschiedenheit des Vorzeichens ist eng mit dem
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Mechanismus der elektromagnetischen Wechselwirkungen ver-
kniipft. Die beste Ubersicht iiber die Vorzeichenverhiltnisse
wird man aus den nachstehenden vier Figuren erhalten, von
denen Abb. 10a die Amperesche Schwimmregel fiir einen
geradlinigen Strom vor Augen fiihrt. Abb. 10b zeigt, was
aus der Ampereschen Schwimmregel fiir die Richtung des von
einem elektrischen Kreisstrome erregten magnetischen Feldes
folgt. Die Amperesche Regel ist in der Formel (168) fiir das
Feld eines linearen Stromes enthalten. Stromrichtung in den

O <>

10a 10b 10¢c 10d
Abb. 10.

Leiterelementen, Radiusvektor nach dem Aufpunkt und mag-
" netische Feldrichtung entsprechen sich wie Daumen, Zeige-
finger und Mittelfinger der rechten Hand.

Eine analoge Vorzeichenregel iiber die Richtung der mit
einem magnetischen Strome verbundenen elektrischen Kraft
liefert uns das Lenzsche Gesetz. lhm zufolge ruft der indu-
zierte elektrische Strom selbst eine magnetische Induktion
hervor, die dem erregenden magnetischen Strome entgegen-
gesetzt gerichtet ist. Auf Grund dieses Gesetzes geht fiir die
Richtung der mit einem geradlinigen magnetischen Strom ver-
bundenen elektrischen Kraft Abb. 10c¢ aus 10b, fiir einen
magnetischen Kreisstrom Abb. 10d aus 10a hervor. Fiir den
magnetischen Strom und die zugehorige elektrische
Kraft kehrt sich also die Amperesche Schwimmregel
um. Dem entspricht das entgegengesetzte Vorzeichen in den
beiden Hauptgleichungen.
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Daff wir bei der Festlegung der Richtung der magne-
tischen Vektoren stets von rechter oder linker Hand, von
Rechtsschraube oder Linksschraube reden miissen, lift schon
vermuten, daB hier axiale Vektoren eine Rolle spielen. Das
ist in der Tat der Falll. Wir erkannten schon in § 26, daB
der Curl eines polaren Vektors stets axialer, der Curl eines
axialen Vektors stets polarer Natur ist. Nun miissen wir un-
bedingt annehmen, dafl die Vektoren @, i und D zu derselben
Art von Vektoren gehtren; denn auch in isotropen Korpern
ruft ein elektrisches Feld Leitungsstrom bzw. elektrische
Verschiebung hervor, es kann aber nur in Korpern von
schraubenartiger Struktur ein polarer Vektor einen axialen,
oder ein axialer Vektor einen polaren erregen. Aus demselben
Grunde miissen die beiden magnetischen Vektoren $, 8 Vek-
toren derselben Art sein. Demgemill lassen die Differential-
gleichungen des elektromagnetischen Feldes nur zwei Moglich-
keiten offen: entweder alle elektrischen Vektoren sind
polarer und alle magnetischen axialer Art; oder alle
magnetischen Vektoren sind polarer, alle elektrischen
axialer Art. Wir hatten bereits in § 35 die erstere Alter-
native bevorzugt. In der Tat wirkt im homogenen elektrischen
Felde auf ein geladenes Probekiigelchen eine translatorische
Kraft, wihrend eine Magnetnadel im homogenen Magnetfelde
nur Drehkriften unterworfen ist. KEs liegt hiernach nahe, mit
Maxwell die elektrische Kraft als polar, die magnetische als
axial anzusehen.

Ein biindigerer Beweis dafiir, dall die erstere Alternative
zutrifft, it sich auf Grund der Existenz des sogenannten
Hall-Effektes erbringen. In einer diinnen Metallplatte flieBe
ein elektrischer Strom; diesem parallel ist zunichst das elek-
trische Feld in der Platte gerichtet. Nun errege man ein inten-
sites Magnetfeld, dessen Kraftlinien die Plattenebene senkrecht
durchschneiden. Alsdann entsteht in der Platte ein transversales
elektrisches Feld, dessen Richtung sich umkehrt, wenn entweder
der Strom kommutiert oder das Magnetfeld umgekehrt wird.
Nun kann ein polarer Vektor und ein axialer mit einer auf



& 65 Erstes Kapitel. Die magnetischen Vektoren. 249

jenem senkrechten Achse sehr wohl einen dritten polaren
Vektor bestimmen; denn die Richtung des letzteren kann ein-
deutig gekennzeichnet werden durch die Festsetzung, daB sie
erhalten wird, wenn man die Richtung des ersten, polaren
Vektors um einen Rechten in dem durch den zweiten, axialen
Vektor festgelegten Sinne dreht. Dieser dritte Vektor wird
dann sowohl bei Umkehrung der Richtung des ersten, wie
auch bei Umkehrung des Drehsinnes des zweiten Vektors die
Richtung umkehren. Dieser Moglichkeit entspricht der Hall-
Effekt, wenn man den elektrischen Vektoren polare, den magne-
tischen axiale Natur zuschreibt. Hingegen ist es nicht denkbar,
daB ein axialer Vektor zusammen mit einem auf ihm senk-
rechten polaren eindeutig den Drehungssinn um eine Achse
bestimmt, die senkrecht auf der. Achse des ersten und der
Richtung des zweiten Vektors ist. Denn spiegelt man dieses
Gebilde an der Ebene, die durch die Richtung des zweiten
und die Achse des dritten Vektors geht, die mithin auf der
Achse des ersten senkrecht steht, so bleibt die Richtung des
zweiten und der Drehsinn des ersten unveriindert, der Drehsinn
des dritten aber kehrt sich um. Es ist daher nicht méglich, daf
in einem isotropen Korper ein polarer Vektor zusammen mit
einem axialen in der angenommenen Weise einen dritten axi-
alen Vektor bestimmt. Das kann nur in solchen anisotropen
Korpern stattfinden, in denen zwei spiegelbildlich einander ent-
sprechende Felder nicht als gleichwertig zu betrachten sind.
Es ist also mit der Existenz des Hall-Effektes in isotropen
Metallen die Annahme nicht vereinbar, dall die elektrische
Kraft ein axialer Vektor ist. Der Hall-Effekt entscheidet
zugunsten der ersten der beiden mit den Grund-
gleichungen vertriglichen Mdglichkeiten: die elek-
trischen Vektoren sind polarer, die magnetischen
axialer Art.

Da die Divergenz eines polaren Vektors ein richtiger
Skalar, die Divergenz eines axialen Vektors hingegen ein
Pseudoskalar ist (§ 8), so haben wir die Dichte der wahren
Elektrizitiit als Skalar im eigentlichen Sinne des Wortes zu
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betrachten. Die Dichte des wahren Magnetismus hin-
gegen wiirde, wenn sie von Null verschieden wire,
ein Pseudoskalar sein, der beim Ubergang von einem
Rechtssystem zu einem Linkssystem das Vorzeichen
wechselte. Der wahre Magnetismus konnte daher niemals als
MaB der Menge einer Substanz oder auch nur als MaB der
zeitlichen Zunahme oder Abnahme einer solchen Menge be-
trachtet werden. Durch diese Bemerkung wird allen Fluidums-
hypothesen des Magnetismus der Boden entzogen. Der Maxwell-
schen Theorie, welche wahren Magnetismus von vornherein als
nicht existierend betrachtet, liegt allerdings die Einfithrung
einer solchen Hypothese auch ohnedies sehr fern.

§ 66. Die Differentialgleichungen des elektromagnetischen
Feldes fiir ruhende Korper.

Die Hauptgleichungen (177a) und (178) sind zunichst
nur ein allgemeines Schema; dasselbe wird erst durch Hinzu-
fiigung der Beziehungen ausgefiillt, die einerseits die elektrische
Feldstirke & mit der elektrischen Stromdichte bzw. der elek-
trischen Verschiebung P, anderseits die magnetische Feldstirke
 mit der magnetischen Induktion 8 verkniipfen. Nun ist im
elektrostatischen Felde nach (136)

&
9__“4”(&’

ferner gilt fiir stationfiren elektrischen Strom gemiB dem Ohm-
schen Gesetz

i=06;
dabei sind die Dielektrizititskonstante ¢ und die Leitfihigkeit ¢
Konstanten, die das elektrische Verhalten des betreffenden iso-
tropen Korpers kennzeichnen. Auch die magnetischen Vektoren
B und $ werden (vgl. § 60) einander proportional gesetzt:

8-;.“'@:

doch ist die so definierte Permeabilitit u nur fiir diamagne-
tische und paramagnetische Korper wirklich konstant, fiir ferro-
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magnetische Kérper aber hiingt sie nicht nur von dem momen-
tanen Felde, sondern auch von der Vorgeschichte des Feldes ab.
Wir schlieBen daher ferromagnetische Kérper hier aus-
driicklich aus, indem wir uns vorbehalten, im vierten Ab-
schnitte auf dieselben zuriickzukommen. Die Maxwellsche
Theorie nimmt nun an, daB die Proportionalitit der
elektrischen Vektoren @, D, i einerseits, der magne-
tischen Vektoren $, B anderseits, die fiir statische
und stationire Felder durch die Erfahrung bestitigt
wird, auch fiir beliebig rasch wechselnde Felder gilt.
Fihrt man diese Annahme in die Hauptgleichungen (177a),
(178) und (178a) ein, so erhilt man die Differential-
gleichungen des elektromagnetischen Feldes fiir
ruhende Koérper in der Heaviside-Hertzschen Form:

A 4
(179) o —cul —=°6,
d
(179a) -f a?=curi[(§—(§‘],
(179b) divud =0,

Die dritte Gleichung schrinkt allgemein die rdum-
liche Verteilung des magnetischen Feldes ein. Ist die
momentane Verteilung des magnetischen und des elek-
trischen KFeldes gegeben und sind die eingepriigten
elektrischen Krifte bekannt, so bestimmen die beiden
ersten Differentialgleichungen eindeutig die zeitliche
Anderung des elektrischen Vektors @ und des magne-
tischen Vektors § an allen Punkten des Feldes. Sie
bestimmen daher die aus einem Anfangszustande des
Feldes entstehenden Folgezustinde.

Wir sind zu diesen Grundgleichungen der Elektrodynamik
auf synthetischem Wege gelangt, indem wir von den durch
die Erfahrung bestitigten Gesetzen des elektrostatischen Feldes
und des magnetischen Feldes stationiirer Stréme ausgingen
und diese (esetze in einer zwar hypothetischen, aber doch
vom Standpunkte der Nahewirkungstheorie aus plausiblen
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Weise verallgemeinerten. FEin Beweis, dafl diese Gleichungen
nun auch fiir ein jedes elektromagnetische Feld gelten, 4Bt
sich auf Grund der auf statische und stationire Felder beziig-
lichen Erfahrungen selbstverstiindlich nicht erbringen. Die
Maxwellsche Theorie unterscheidet sich ja gerade durch die
Einfithrung des Verschiebungsstromes in die erste Haupt-
gleichung wesentlich von den in dem Boden der Fernwirkung
wurzelnden Theorien, welche im Gebiete der Elektrostatik und
des stationdren Stromes die Erscheinungen ebenso gut dar-
stellen.  Der Verschiebungsstrom ist aber der zeitlichen
Anderung von @ proportional; er wird gegeniiber dem
Leitungsstrome um so mehr zur Geltung gelangen, je
schneller die zeitlichen Anderungen des Feldes erfolgen. Da-
her waren die von Heinrich Hertz entdeckten, schnellen elek-
trischen Schwingungen fiir die experimentelle Priifung der
Maxwellschen Theorie von so grofer Bedeutung.

Der Beweis der Grundgleichungen wird nicht anders zu
erbringen sein als durch Entwickelung der Folgerungen, die
sich fiir rasch wechselnde Felder aus ihnen ergeben. Wir
werden in den folgenden Kapiteln, insbesondere im dritten
Kapitel dieses Abschnittes sehen, daB sich dieselben in guter
Ubereinstimmung mit den Tatsachen befinden.

Die Erweiterungen, die man neuerdings der Maxwellschen
Theorie gegeben hat, lassen das Schema der Hauptgleichungen
(177) und (178) unveriindert. Sie fiillen es aber in einer
etwas anderen Weise aus, indem sie die Beziehungen zwischen
der elektrischen Feldstiirke @& und dem Leitungsstrom oder
dem Verschiebungsstrom erweitern. Das erweist sich fiir an-
isotrope Korper als notwendig, sowie auch z B. wenn man
den oben erwihnten Hall-Effekt mathematisch zur Darstellung
bringen will. Auch in der elektromagnetischen Lichttheorie
hat man behufs der Erklirung der Dispersionserscheinungen
die einfache Proportionalitit der elektrischen Feldstiirke und
der elektrischen Verschiebung aufgegeben. Daher haben wir
es zweckmibig gefunden, hier zuniichst die beiden Haupt-
gleichungen zu entwickeln und erst dann zu den Differential-
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gleichungen des elektromagnetischen Feldes herabzusteigen,
welche der Maxwellschen Theorie in engerem Sinne eigen-
tiimlich sind.

Die Ausdriicke fiir die elektrische Feldenergie (146) und
fiir die magnetische Feldenergie (162) konnten bisher als
einigermaBen willkiirlich gewiihlt erscheinen. Wir wollen jetzt
zeigen, daf dem Energieprinzip geniigt wird, wenn man die
Energie eines elektromagnetischen Feldes der Summe der
elektrischen Energie U und der magnetischen Energie 7'

gleichsetzt:

(180) W=U+1,

wo

(180a) U=-;fdv (GD) =9‘51[{zv5@2,

(180b) T~ —B%Idv(@!li) =g‘nfdw@2.

Wir fithren den Beweis, indem wir die zeitliche Zunahme
der GriBe W berechnen und uns davon iiberzeugen, dall sie
fiir ein abgeschlossenes elektromagnetisches Feld der Differenz
der von den elektromotorischen Kriften @ geleisteten Arbeit
und der pro Zeiteinheit in den Leitern entwickelten Jouleschen
Wirme gleich ist. Hs ist

%= ol 5+ (e 5 e)]

Setzt man hier fiir s—aif und U 4 9 die durch die beiden ersten

Feldgleichungen 179, 179a gegebenen Werte ein, so erhilt man
aw :
W= i v (6wl §) — (6 curl )
+ ;wj dv (9 curl &) —fdvrj(iz.

Das erste Integral auf der rechten Seite wird mit Hilfe der
allgemeinen Formel (102a) in ein iiber die Begrenzungsfliche
des Feldes erstrecktes Oberflichenintegral umgewandelt, nim-
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lich in
€
& [artee),

Auf Grund derselben Formel geht das zweite Integral der
rechten Seite iiber in

+ & fartes)+ & [iv (@ anp),
was mit Riicksicht auf (179) ergibt

+ i [ artee, + [ av(@o),

wenn wiederum, was hier zweckmiBig ist, die Dichte des
wahren Stromes

eingefiithrt wird.

Das dritte Glied der rechten Seite endlich gibt die in
dem ganzen Felde entwickelte Joulesche Wérme an; denn
diese betriigt

(180¢) Q=dv(i€) =[d'v6(§3.
Wir erhalten also schlieBlich

(180d) F=— % f af(€ — &, §), + ] ‘dv((ier) w

Wir denken uns nun das ganze Feld in eine Fliche ein-
geschlossen, welche im Verlaufe des ganzen Vorganges niemals
von einer magnetischen Erregung erreicht wird. Fiir das von
der Fliche eingeschlossene System geht (180d) iiber in

(180e) 1L fdv (G6) — .

Wir wollen zuniichst den speziellen Fall ins Auge fassen,
wo eingeprigte Krifte G¢ nicht vorhanden sind. Dann besagt
die zuletzt erhaltene Gleichung: Die zeitliche Abnahme der
GroBe W ist der entwickelten Jouleschen Wirme gleich. Da
es sich hier um ruhende K&rper handelt, wo weder kinetische
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Energie ponderabler Massen noch etwa eine Arbeitsleistung
ponderomotorischer Kriifte in Frage kommt, so kann nach
dem Energieprinzip die Grife W nur durch eine additive
Konstante vom Werte der elektromagnetischen Energie ab-
weichen; doch ist es das einfachste, diese so zu wihlen, daB
sie mit verschwindendem elektromagnetischen Felde gleich Null
wird. So ergibt sich denn, wenigstens falls eingepriigte Kriifte
G fehlen, der Ausdruck (180) fiir die gesamte elektromagne-
tische Energie mit Notwendigkeit aus den Feldgleichungen.

Wenn nun die Maxwellsche Theorie diese Gesamtenergie
in bestimmter Weise, niimlich mit der Dichte

(150%) v =5a{ e @ + 00}

iiber das Feld verteilt denkt, so liegt hierin allerdings eine
gewisse Willkiir. Wir hatten fiir gewisse spezielle Felder auch
andere Annahmen iiber die Verteillung als zulissig erkannt.
Doch diirfte der Ansatz (180f) fiir die Energiedichte sich
kaum durch einen andern, ebenso einfachen, ersetzen lassen,
welcher die Energie des Volumelementes nur von den daselbst
herrschenden Feldstirken abhiingig macht.

Nicht ganz so einfach liegt die Sache, wenn eingepriigte
Kriifte G wirken. Die nichstliegende Deutung der Beziehung
(180e) ist dann die folgende.

Das erste Glied der rechten Seite stellt die von den ein-
gepriigten elektromotorischen Kriitten @° pro Zeiteinheit im
ganzen Felde geleistete Arbeit dar:

daA iy - Y
(ISOg) (‘Itr =J dﬁ((&et) EJ d?)((g’, 1 +%);

es leisten nach dieser Auffassung die elektromotorischen Krifte
nicht nur dann Arbeit, wenn ein Leitungsstrom, sondern auch
dann, wenn ein Verschiebungsstrom den Korper durchstromt,
in dem jene Kriifte ihren Sitz haben. Die Gleichung (180e)
besagt nun: Die zeitliche Zunahme, welche die durch (180)
definierte GroBe W erfiihrt, ist gleich dem UberschuB der von
den eingepriigten elektrischen Kriiften geleisteten Arbeit tiber
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die Joulesche Wirme. Die elektrische Energie ist dabei durch
die totale elektrische Kraft & bestimmt, in welcher die ein-
gepriigte Kraft (& wmitgerechnet ist. Diese Annahme wird
natiirlich nur dann zulidssig sein, wenn die elektrische Ver-
schiebung dem Vektor @ proportional ist.

Hs ist jedoch noch eine zweite, von jener abweichende
Deutung der Beziehung (180e) mioglich. Wirken die ein-
gepriigten Kriifte & bei der elektrischen Verschiebung D mit,
so wird, nach Analogie von (161), zu setzen sein

LU g s

wo (', gemiiB (179a), in statischen oder stationiiren elektrischen
Feldern wirbelfrei ist. Da jedoch die eingepriigte Kraft wiihrend
des betreffenden elektromagnetischen Vorganges konstant ge-
halten zu denken ist, so ist

ph _ e i€ & AC

dt  4m ot 4w 9t
Man kann nun auch, in (180e), den Anteil des Verschiebungs-
stromes auf die linke Seite schaffen und erhilt so

JEE @)+ F o)) =) m@n—e

Diese Form der Energiegleichung gestattet die Deutung, daB
nicht (180g), sondern

(180h) oS =fdv((§*’i)

die Arbeitsleistung der eingeprigten Kriifte darstellt, und dab
fiir die Energie, statt (180), zu setzen ist:
(180i) W =f§f§ (6(6 — 62 + u?).

Der zweite Ansatz (180h) fiir die Arbeitsleistung der einge-
prigten Kriifte ist von dem ersten nur dann verschieden, wenn dort,
wo eingeprigte Krifte wirken, ein Verschiebungsstrom stattfindet.
Nach der ersten Annahme leisten die eingepriigten Kriifte dann
Arbeit, nach der zweiten nicht; je nachdem man jener oder dieser
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Annahme sich anschlieBt, hat man im Ausdrucke der elek-
trischen Energie die eingepriigte Kraft ¢ mitzurechnen oder
nicht. Man kann zwischen den heiden Annahmen wohl nur
auf Grund spezieller Vorstellungen iiber die Wirkungsweise
der eingepriigten Kriifte entscheiden.

In einer wisserigen Losung eines Elektrolyten wirken
nach der osmotischen Theorie die osmotischen Kriifte & nur auf
die gelosten Ionen, welche den Leitungsstrom bilden. Finden
nun elektrische Schwingungen in dem Lisungsmittel statt, so
ist der Verschiebungsstrom wesentlich durch das Losungs-
mittel bedingt, auf welches die osmotischen Kriifte nicht
wirtken. In diesem Falle wird also eine Arbeitsleistung der
eingepriigten Krifte nur beim Leitungsstrom, nicht beim Ver-
schiebungsstrom in Rechnung zu ziehen sein, entsprechend der
zweiten Auffassung. Hier ist allerdings die Verschiebung ®
nicht dem Vektor &, sondern (* proportional, so daB von
vornherein der Energieausdruck (1801i) als der zutreffende
erscheint.

§ 67. MaBeinheiten und Dimensionen,

Wir erkannten im § 59, dal die verschiedenen absoluten
Einheitssysteme der elektrischen GréBen sich durch die Einheit
und Dimension kennzeichnen lieBen, welche der Dielektrizitiits-
konstanten & zugeschrieben werden. Das sogenannte elektro-
statische MaBsystem betrachtet ¢ als reine Zahl, deren Wert
fiir den leeren Raum gleich 1 gesetzt wird. Wir wollen jetzt,
nachdem wir die Verkettungsgleichungen der elektrischen und
magnetischen GriBen kennen gelernt haben, eine Ubersicht
tiber die verschiedenen absoluten MaBsysteme geben. In den
Verkettungsgleichungen (179), (179a) kommen auber ¢ noch
zwei GroBen w und ¢ vor, iiber deren Dimension wir noch
nichts ausgesagt haben; wir haben deren Dimension gerade
darum zuniichst unbestimmt gelassen, weil wir der Wahl des
Mafsystemes nicht vorgreifen wollten. Wir wurden indessen

durch das Energieprinzip dazu veranlaBt, die Konstante ¢ in
Abraham, Theorie der Elektrizitit. I. 3. Aufl. 17
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beide Hauptgleichungen aufzunehmen. Wir konnen jetzt auf
Grund der Feldgleichungen (179), (179a) uns davon iiber-
zeugen, daf wir, welche Verfigung wir auch iiber die Ein-
heiten von &, u, ¢ treffen, fiir die elektrische und die magne-
tische Energiedichte die gleiche Dimension erhalten. Zu diesem
Zwecke multiplizieren wir die beiden Feldgleichungen iiber
Kreuz; dabei konnen wir das mit der Leitfihigkeit ¢ behaftete
Glied in (179) aufler acht lassen, weil wir die Dimension
von ¢ bereits in § 59 mit der Dimension von & in Verbindung
gebracht haben. Da die Bildung des Curl der Division durch
eine Linge in bezug auf die Dimension dquivalent ist, so steht
auf der einen Seite ein Ausdruck, dessen Dimension dem

Quotienten aus elektrischer Energiedichte é(&“’ und dem

Produkte von Linge, Zeit und ¢ #quivalent ist; die andere
Seite hingegen ist in bezug auf die Dimension dem Quotienten

aus der magnetischen Energiedichte &@2 und dem Produkte

aus Liinge, Zeit und ¢ dquivalent. Hitten wir die universelle
Konstante ¢ nur in eine der beiden Hauptgleichungen ein-
gefithrt, so wiirde es unmdglich sein, beiden KEnergiearten die
vom absoluten MaBsystem vorgeschriebene Dimension zu geben.

Das absolute MaBsystem legt aber den zu wihlenden
Dimensionen noch eine weitere Einschrinkung auf. Wir er-
kennen dieses, indem wir die linken und rechten Seiten der
Feldgleichungen miteinander multiplizieren (der Leitungsstrom
mag dabel wieder gestrichen werden, weil seine Dimension
allgemein derjenigen des Verschiebungsstromes gleich gemacht
ist). Dann heben sich die Dimensionen von & und $ heraus
und man erhilt

(181) LT

Die hier auftretende Verbindung der drei Konstanten ¢, &, p
hat demnach die Dimension einer Geschwindigkeit. Es ist,
wie hier vorweg bemerkt werden mag, die Geschwindigkeit,
mit der sich elektromagnetische Stirungen in dem betreffenden
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Isolator fortpflanzen. Es diirfen also nur zweien der drei
Konstanten willkiirliche Dimensionen beigelegt werden, die
Dimension der dritten ist dann durch (181) festgelegt. Das
allgemeinste absolute Maflsystem der elektrischen und magne-
tischen Gréfen miiite also die Dimension zweier der drei
Konstanten unbestimmt lassen,

Man hat es indessen vorgezogen, das MaBsystem nicht
sowohl miglichst allgemein zu lassen, als vielmehr es so ein-
fach zu gestalten, wie es fiir den ins Auge gefaBten Zweck
zuliissig war. Dabei sind nun verschiedene Auffassungen
moglich. Man kann beabsichtigen, in den Dimensionen den
Unterschied von € und ®, von § und 8 hervortreten zu lassen,
so daB man etwa in einem gegebenen Falle kontrollieren kann,
ob die Einfihrung von wahrer oder freier Elekrizitit, von
wahrem oder freiem Strome in eine Gleichung die angemessene
ist. Dann wird man ¢ und g eine Dimension geben und wird
nur ¢ als reine Zahl betrachten, deren Wert man dann kon-
sequenterweise gleich 1 setzt. Dieser Auffassung entsprechen
die beiden ersten Spalten der beigegebenen Dimensionstafel.
In der ersten Spalte ist die Dimension von &, in der zweiten
diejenige von w unbestimmt gelassen.

Vernachlissigt man in der ersten Spalte der Tafel die
Dimension von ¢, so gelangt man zu den Angaben des elektro-
statischen MaBsystemes. Dieses setzt den Zahlwert von ¢
gleich 1 und schreibt ¢ wie ¢ die Dimension Null zu; daher
muB es, gemiB (181), u die Dimension L=?T? geben.

Streicht man in der zweiten Spalte die Dimension von y,
so erhilt man die Angaben des elektromagnetischen Maf-
systemes. Dieses setzt gleichfalls den Zahlwert von ¢ gleich 1
und schreibt ¢ wie g die Dimension Null, mithin & die Dimen-
sion L=2T? zu.

Man kann von der ersten Spalte zur zweiten iibergehen,
indem man fiir die Dimension von ¢ in die erste Spalte den
Wert einfithrt, der ihm in der zweiten Spalte zukommt.
Umgekehrt gelangt man von den Angaben der zweiten Spalte

zu denen der ersten, indem man die Dimension von w durch
) 17*
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diejeninge von ¢ ansdriickt. Dabei gehen dann stets ganzzahlige
Potenzen einer Geschwindigkeit ein. So kommt es, daB die
Dimensionen des elektrostatischen und elektromagnetischen
Systemes, die man durch Unterdriickung von & bzw. w in der
ersten bzw. zweiten Spalte erhilt, sich durch ganzzahlige
Potenzen einer Geschwindigkeit unterscheiden. Man hat z. B,
um eine elektromagnetisch gemessene Stromstiirke auf elektro-
statisches MaB umzurechnen, mit einer Geschwindigkeit zu
multiplizieven; diese Geschwindigkeit hat man experimentell

gleich 3 >< 1()“’:%? gefunden. Die gleiche Geschwindigkeit

bzw. eine ganze positive oder negative Potenz derselben tritt
bei der Umrechnung der anderen Grifien auf.

Wiihrend in diesen Systemen entweder die elektrischen
oder die magnetischen GrdBen bevorzugt werden, werden in
dem GauBschen MaBsysteme elektrische und magnetische
GroBen parititisch behandelt. Es werden nimlich die Kon-
stanten ¢ und g beide als reine Zahlen betrachtet, wodurch
dann ¢ nach (181) die Dimension einer Geschwindigkeit erhilt,
deren Zahlwert gleich 3 >< 10" ist. Elektrische und magnetische
Feldstiirke werden hier beide gleich der Wurzel aus einer
Energiedichte, wahre und freie Elektrizitit werden dimensions-
gleich, ebenso wahrer und freier Strom. Die Dimensionen
dieses auch von H. Hertz zugrunde gelegten MaBsystemes finden
sich in der dritten Spalte der Tabelle. Der von den neueren
Weiterbildungen der Maxwellschen Theorie gemachten An-
nahme, daB das elektromagnetische Feld eigentlich als Feld im
Ather zu betrachten ist, das nur durch die in der Materie ent-
haltene Elektrizitit bzw. durch deren Bewegung modifiziert
wird, pallt sich dieses Dimensionssystem am besten an. Denn
@ und D,  und B werden hier wesensgleich, ¢ und w sinken
daher zum Range dimensionsloser Grifen herab, deren Zahl-
wert fiir den Ather gleich 1 gesetzt wird. Dieses GauBsche
MaBsystem wird daher den weiteren Entwickelungen zugrunde
gelegt werden.
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Zweites Kapitel

Elektrodynamik quasistationiirer Strome.

§ 68. Die Anwendung des Vektorpotentiales in der
Elektrodynamik.

Wir stellen uns in diesem Kapitel die Aufgabe, den zeit-
lichen Verlauf elektrischer Strome in ruhenden Leitern zu unter-
suchen. Den im vorigen Kapitel entwickelten Anschauungen
gemiB haben wir uns die Wechselwirkung zweier elektrischer
Strome folgendermalien vorzustellen. Der erste Strom erzeugt,
der ersten Hauptgleichung entsprechend, ein magnetisches Feld
. Dieses gibt zu einem Induktionsflusse durch den zweiten
Leiter Veranlassung, der wesentlich von der Permeabilitit der
im Felde befindlichen Korper abhiingt. Solange als der In-
duktionsfluB durch den zweiten Leiter konstant ist, beeinflufit
er den daselbst zirkulierenden Strfom nicht; &ndert sich aber
der InduktionsfluB, d. h. die Zahl der vom zweiten Leiter um-
schlungenen Induktionslinien, so wird in diesem Leiter eine
elektromotorische Kraft induziert. Das Linienintegral der indu-
zierten elektromotorischen Kraft ist nach dem Induktions-
gesetze (vgl. § 65) fiir einen ruhenden Leiter

(182) E"=f(&,;ds— Lo fw,ar,

wenn § die Leitlinie des geschlossenen Stromkreises, [ die
umrandete Fliche bedeutet.

Nun liBt sich der stets quellenfreie Vektor B als Curl
des Vektorpotentiales W darstellen. Wir haben in den §§ 62
und 64 gelernt, fiir ein stationfires magnetisches Feld das
Vektorpotential zu berechnen, wenn die Stromverteilung bzw.
die Magnetisierung der Kirper bekannt war. Nach dem Stokes-
schen Satze (§ 27) erhalten wir fiilr den InduktionsfluB

(182a) fﬂind,"z curl ﬂﬁdfmfﬁnds,
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und somit fiir die lings der geschlossenen Leitlinie integrierte
elektromotorische Kraft (182)

¢ I t7._ 1 d p
(182) E_f@,ds_ L s

Die in einem geschlossenen Stromkreise indu-
zierte elektromotorische Integralkraft ist propor-
tional der zeitlichen Abnahme des lings der Leit-
linie des Stromkreises erstreckten Linienintegrales
des Vektorpotentiales.

Die in den §§ 62 und 64 gegebene Berechnung des Vektor-
potentiales war, wie erwiihnt, auf das Feld stationdrer elektri-
scher Strome beschrinkt, indem die erste Hauptgleichung in
der Form (169) zugrunde gelegt wurde. Fiir den Fall, daB
die Permeabilitit ¢ im ganzen Raume konstant ist, lieB sich
das Vektorpotential durch Integration iiber das ganze Feld
der quellenfreien Stromung i berechnen (170). Jetzt haben
wir es indessen nicht mit einem stationiren, sondern mit einem
verinderlichen Strome zu tun. Hier ist streng genommen der
Leitungsstrom i nicht quellenfrei, er wird erst durch den Ver-
schiebungsstrom zu einer quellenfreien Strémung ergiinzt. Der
erweiterten ersten Hauptgleichung (177) gemiB ist hier das
Vektorpotential nicht aus dem Leitungsstrome i, sondern aus
dem wahren Strome ¢ zu berechnen. Tut man dieses, so kann
man an der bisherigen Definition des Vektorpotentiales (§ 2R)
festhalten, als eines Vektors, dessen Divergenz gleich Null ist
und dessen Komponenten der Laplaceschen bzw. der Poisson-
schen Gleichung geniigen. Man kann so die bisherige Ent-
wickelung formal auf das Feld beliebig rasch wechselnder
Stréme iibertragen, indem nur neben dem Leitungsstrome der
Verschiebungsstrom beriicksichtigt wird. Hierbei verliert in-
dessen die Lisung ihre einfache physikalische Bedeutung; denn
der Verschiebungsstrom ist nicht aut den Leiter beschriinkt,
sondern er erfiillt den ganzen umgebenden Isolator; auch ist
seine Verteilung nicht bekannt, so daB dieser Ausdruck des
Vektorpotentiales sich gar nicht auswerten liBt. Man ist also
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nicht imstande, auf Grund dieses Ausdruckes das Vektor-
potential und, mit Hilfe der Gleichung (182b), die in einem
benachbarten Leiter induzierte elektromotorische Integralkraft
zu berechnen, wenn man es mit hochfrequenten Wechselstromen
zu tun hat.

Es ist ja auch ohne weiteres einleuchtend, daB die Aus-
breitung der von einem solchen Strome ausgehenden elektro-
magnetischen Erregung sich nicht durch Potentialausdriicke
darstellen lassen wird. Denn diese Ausdriicke machen das
Feld im Aufpunkte von den gleichzeitigen Zustinden in den
Quellpunkten der Erregung abhiingig, sie beriicksichtigen nicht,
daB die Storung nach unserer Theorie Zeit gebraucht, um vom
Quellpunkte zum Aufpunkte zu gelangen. Fiir die allgemeine
Theorie des elektromagnetischen Feldes ist das Vektorpotential
in der bisherigen Form ebensowenig verwertbar, wie das ska-
lare Potential der Elektrostatik.

Man kann allerdings die Potentiale fiir die Theorie rasch
verinderlicher Felder verwertbar machen, indem man die Zeit
der Ausbreitung in Rechnung ziebt, also eine gewisse ,Latens-
zeit“ einfiihrt. Doch geniigen die so abgeiinderten Ausdriicke
nicht mehr der Laplaceschen Gleichung, sondern der sogenann-
ten Wellengleichung; die im ersten Abschnitte gegebenen De-
finitionen des skalaren und des Vektorpotentiales sind dem-
gemil wesentlich zu modifizieren, wenn man jenen Ausdriicken
diese Benennung beizulegen wiinscht. Wir kommen darauf im
zweiten Bande dieses Werkes ausfithrlich zuriick; hier im
ersten Bande jedoch werden wir der bisherigen Definition ge-
mif das skalare Potential und das Vektorpotential aus den
gleichzeitigen Ladungen und Stromen berechnen.

Wenn wir nun trotzdem in diesem Kapitel mit
dem Vektorpotentiale operieren, so schrinken wir
den Giiltigkeitsbereich der Entwickelungen von
vornherein sehr wesentlich ein. Wir beschrinken
ihn auf solehe Fille, wo der Verschiebungsstrom
gegeniiber dem Leitungsstrom zu vernachlissigen ist.
Wir beseitigen also gerade dasjenige, was die Maxwellsche
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Theorie von den in dem Boden der Fernwirkungsvorstellung
wurzelnden Theorien trennt, und kénnen daher nicht hoffen,
irgendein Kriterium zu finden, welches die Maxwellsche
Theorie von den Fernwirkungstheorien sondert. In den
Griiltigkeitsbereich der Entwickelungen dieses Kapitels fallen
nur solche Systeme veréinderlicher Strome, deren Anderungs-
zeit (Schwingungsdauer bei Wechselstromen) groB ist gegen
die Zeit, welche die elektromagnetischen Storungen gebrauchen,
um den Abstand zwischen den beiden entferntesten Punkten
des Systemes zu durchmessen. Solche Strome werden wir als
quasistationir bezeichnen. Wir berechnen das magnetische
Feld quasistationiirer Strome und dessen Knergie so, als ob
der Strom stationiir wire, und bestimmen aus dem so he-
rechneten Felde die Induktionswirkungen. Ob wir in einem
gegebenen Falle so verfahren diirfen, das hingt, wie erwiihnt,
erstens von der Frequenz der Strome ab und zweitens von
ihrem Abstande. Auf dem Gebiete des gewdhnlichen Wechsel-
stromes hat sich die mit quasistationéirem Strome operierende
Theorie gut bewiihrt, bei den hochfrequenten Storungen in-
dessen, mit denen die drahtlose Telegraphie arbeitet, versagt
diese Theorie vielfach.

§ 69. Induktionswirkungen in einem aus zwei Stromringen
bestehenden Systeme.

Wir denken uns zwei Stromringe, deren Entfernung so
gering ist, daB den Bedingungen geniigt wird, welche die
Theorie der quasistationiiven Stromung stellt, und doch so
groB, daB der kleinste Abstand der beiden Leiter grof gegen
den Querschnittsradius eines jeden Leiters ist. Alsdann kann fiir
die in der Nachbarschaft des zweiten Leiter liegenden Aufpunkte
.der erste Leiter als linear betrachtet werden und umgekehrt;
fiir die gegenseitigen Induktionswirkungen kommen dann nicht
die Querschnittsdimensionen, sondern nur die Leitlinien 8, 8,
der beiden Stromringe bzw. deren gegenseitige Lage in Betracht.

Es ist JJ; der im ersten Leiter zirkulierende, etwa durch
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eingepriigte Krifte unterhaltene Strom; nach Gleichung (168a)
leitet sich das magnetische Feld bzw. die magnetische Induktion
aus dem Vektorpotentiale ah:

. wt, (a8
(183) W th [,

Dieser Gleichung liegt die Voraussetzung zugrunde, daB
im ganzen Raume die Permeabilitit die gleiche ist; diese
Voraussetzung wollen wir zuniichst festhalten.

Da wir nun im vorigen Paragraphen gelernt haben, den
Induktionsfluf direkt durch das Linienintegral des Vektor-
potentiales auszudriicken, so kinnen wir uns die Berechnung
des Vektors B ersparen. Die Gleichung (182a) ergibt als
InduktionsfluB, den der erste Leiter durch den zweiten sendet

/&xl df, =fu1 ds,.

Fiihrt man hier den Ausdruck (183) des Vektorpotentiales
A, ein, so erhiilt man als InduktionsfluB, den der im
ersten Leiter zirkulierende Strom /; durch eine vom
zweiten Leiter begrenzte Fliche sendet,
(188a) B~ f‘iﬁn.d%_

Tis

Der hierbei auftretende Koeffizient von JJ,

(183b) L=y J'JS; X
12

wird Koeffizient der gegenseitigen Induktion der
beiden linearen Leiter genannt. Er ist der Permeabilitit
des raumerfiillenden Korpers proportional, hingt aber im
iibrigen nur von der Form der beiden Leitlinien und ihrer
gegenseitigen Lage ab. Es ist, behufs Auswertung des Aus-
druckes fiir L,,, das Produkt aus je zwei Linienelementen der
beiden linearen Leiter und dem Cosinus des von den Strom-
richtungen in den beiden Elementen eingeschlossenen Winkels 7

ds, ds, cos = d8, ds,

durch den Abstand der beiden Elemente zu dividieren und
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godann iiber alle Kombinationen je zweier solcher Elemente
zu integrieren. Da das Resultat dieser Operationen offenbar
unabhiingig davon ist, welchen Leiter man als ersten und
welchen man als zweiten bezeichnet, so ist

(183¢) Li; = Ly.

Dabei ist der InduktionsfluB, den ein im zweiten
Stromring zirkulierender Strom J, durch den ersten

sendet,
S an = s,

wofiir, in entsprechender Weise, wie oben, erhalten wird
1 * (as, as
(1834)  rnG=df [t

Die Dimension des Induktionskoeffizienten ist gleich dem
Produkte von Linge und Dimension der Permeabilitit. In
der Dimensionstafel des § 67 ist dies bereits beriicksichtigt
und fiir L in jeder der drei Spalten der betreffende Dimensions-
ausdruck eingefithrt worden. Im GauBschen System z. B., wo
@ eine reine Zahl ist, wird L,, eine Liinge.

Wenn wir nun die Induktionswirkungen in dem be-
trachteten Systeme zweier quasistationiirer elektrischer Strome
erschipfend darstellen wollen, so haben wir in Betracht zu
ziehen, daB durch eine von der Leitlinie des zweiten Strom-
kreises umrandete Fliche mnicht nur der erste Strom, sondern
auch der zweite Strom selbst Induktionslinien hindurchsendet.
Eine elektromotorische Kraft wird daher in jedem der beiden
Leiter nicht nur dann induziert, wenn die Stromstirke in dem
anderen, sondern auch, wenn die Stromstirke in dem be-
treffenden Leiter selbst sich éndert. Der gegenseitigen In-
duktion tritt daher die Selbstinduktion an die Seite.

Bei der Definition des Koeffizienten der Selbstinduktion
tritt nun eine Schwierigkeit auf. Zuniichst ist bei der Be-
stimmung des Vektorpotentiales in den Punkten eines Leiters
der in dem Leiter selbst zirkulierende Strom nicht als linearer
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Strom zu betrachten, da die Entfernung je zweier Leiter-
elemente durchaus nicht immer groB gegen die Querschnitts-
dimensionen ist. Das magnetische Feld in der Nachbarschaft
des Stromes und der Induktionsfluf, den er durch sich selbst
hindurchsendet, hiingt daher auch wesentlich von der Gestalt
des Querschnittes ab. AuBerdem ist die Wahl der Leitlinie,
die das von den Induktionslinien durchsetzte Flichenstiick be-
grenzen soll, mit einiger Willkiir verbunden. Behufs ein-
deutiger Festlegung des Koeffizienten der Selbstinduktion
miissen wir anders verfahren.

Wir gehen zuriick auf den Ausdruck (170b), auf den wir
die magnetische Energie eines stationiren Stromsystemes ge-
bracht hatten und der ganz allgemein gilt:

(184) =) J a0(i%).

Wir wollen das Stromfeld in Stromfiiden zerlegen und
einen einzelnen Stromfaden betrachten; es ist das Volumen
eines Elementes des Stromfadens

dv = qds,
wo ¢ den Querschnitt, ds die Linge des Stromelementes be-

deutet. Der Beitrag, den dieses Element zur magnetischen
Energie beisteuert, ist gleich

3. 4li tfdsﬁ,.
Dabei bedeutet ¢|i| die Stromstirke des Fadens,

/a’s’ll,

den Induktionsfluf durch eine von dem Faden umrandete
Flichee Um die magnetische Energie des Strom-
systemes zu berechnen, hat man fiir jeden Stromfaden
das Produkt aus Stromstirke und umschlungenem In-
duktionsfluB zu bilden, iiber alle Stromfiiden zu in-
tegrieren und das Integral durch 2¢ zu dividieren.

Wir wenden dieses Ergebnis auf unser Problem an, indem
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wir den Induktionsfluf in zwei Teile zerlegen, den vom ersten
und den vom zweiten Strome erzeugten. Der vom ersten
Strome erzeugte InduktionsfluB ist fiir alle Stromfiden des
zweiten Stromes merklich der gleiche, da wir ja die Entfernung
grof gegen die Querschnittsabmessungen annahmen. Der
zweite Stromring ist hier als Stromfaden anzusehen und der
entsprechende Energieanteil gleich
=4+ Ludy =55 Ludid,

zu setzen.

Entsprechend ergibt der vom zweiten Strom durch den
ersten gesandte Induktionsflub einen Energieanteil

1
2¢

1 1
J "C'L21J-2: ;ZLSIJE']-l'

2¢ "1

Die Summe der beiden von der wechselseitigen Induktion
der beiden Stréme herriihrenden Energieanteile ist nach (183 ¢)

(184a) Ty =" 7,7,

Hierzu treten diejenigen Energieanteile, welche von dem
InduktionsfluB herrithren, den jeder der beiden Strome durch
seine eigenen Stromfiiden hindurchsendet. Diese Anteile be-
zeichnen wir mit 7, Ty, und erhalten

(184D) P Ty = T e T

T,, ist von der Anwesenheit des zweiten Stromes ganz
unabhiingig. Sein Wert hiingt nur von dem ersten Strome
ab. Steigert man dessen Stromstirke J;, so nimmt 7}, dem
Quadrate von o, proportional zu. Denn es wachsen die Strom-
stiirken der einzelnen Fiiden und daher auch die Induktions-
fliisse alle wie J;. Setzen wir

(184c) WL

I e,
so ist L, eine mit L, dimensionsgleiche Griofle, welche nur
von der Beschaffenheit des ersten Leiters abhingt, tibrigens
aber der Permeabilitit proportional ist, die innerhalb und
auBerhalb des Leiters durchweg den gleichen Wert besitzen
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mag. Wir nemnen L,, den ,Selbstinduktionskoeffi-
zienten® des ersten Leiters.

Fihrt man in (184) den Ausdruck (170) des Vektor-
potentiales ein, so erhiilt man fiir die Energie eines einzelnen
Stromkreises

a A
o Y AT
7=t dbj i)

Dabei bezeichnen dv', dv" je zwel in der Entfernung r
voneinander befindliche Volumelemente des Stromkreises. Jede
Kombination zweier Volumelemente kommt zweimal vor, ein-
mal niimlich steuert das eine, das andere Mal das andere seinen
Beitrag zum Vektorpotential bei. Nimmt man jede Kom-
bination nur einmal, so ist zu setzen

(1844) Tt [ (S

Ist J die Stromstirke dieses Kreises, so ist der Selbst-
induktionskoeffizient L gemiB (184c) zu definieren durch

(184¢) L= f A i,

Der Quotient L/u hiingt nur von der Beschaffenheit des
Leiters ab; denn die Stromverteilung ist — wofern sie mit
der Verteilung des stationiiren Stromes iibereinstimmt — von
der Stromstirke unabhiingig, die Quotienten i'/J, i"/J haben
demnach Betriige und Richtungen, die nur von der geometrischen
und physikalischen Beschaffenheit des Stromkreises, nicht aber
von der Stromstirke o abhiingen. Hat man es mit einem
durchweg homogenen Leiter zu tun, dessen Permeabilitiit gleich
1 ist und der sich im Luftraume befindet, so ist L durch die
geometrische Form des Leiters allein bestimmt. Dabei kommt
nicht nur die Form der Leitlinie, sondern auch diejenige des
Querschnittes in Betracht. Bei schnellen elektrischen Schwin-
gungen allerdings kann, auch wenn im ibrigen die Voraus-
setzungen der quasistationiren Stromung erfiillt sind, die
Stromverteilung von derjenigen des stationéiren Stromes ab-
weichen. Alsdann hiingt auch L von der Frequenz der
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Schwingungen ab. Doch wiirde es hier zu weit filhren, wenn
wir auf diese Fragen eingehen wollten. Fiir langsame Strom-
schwankungen ist der Selbstinduktionskoeffizient eines
Stromringes nunmehr eindeutig durch die magnetische
Energie definiert.

Zu unserm Systeme zweier Stromringe zuriickkehrend,
erhalten wir fiir die gesamte magnetische Energie

(185)  T=—(g Lud? + Ludids + 5 Lud} }-

Hat man es mit dem ersten Strome allein zu tun, so ist
die Abnahme der Stromstirke o, mit einer KEnergieabnahme
verbunden:

dT, d
—~F% — @ {“’c’ LnJ"} ; “ J’ dt

Diese Energieabnahme mul der Arbeitsleistung der in-
duzierten elektromotorischen Kriifte dquivalent sein; da die
Arbeit der induzierten Integralkraft E| gleich J, E} ist, so
erhilt man

J, B, = b Jl dt ’

daher
(185a) B —— D],

Treten aber auBerdem Stromschwankungen im zweiten
Leiter ein, so erhiilt man eine zeitliche Anderung des Induktions-
flusses (183 d), den der zweite Stromring durch den ersten
sendet. Dieselbe betriigt

d [ Ly Jy)

dtl e |’
und nach dem Induktionsgesetz (§ 65) wird die induzierte
elektromotorische Integralkraft

v d [ Ly, J,
(185b) B, ——{™)

Die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion (185a)
entspricht also durchaus derjenigen der gegenseitigen Induktion
(185b), obwohl wir behufs ihrer eindeutigen Definition auf
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den Ausdruck (184e) fiir die Energie eines Stromringes zuriick-
gehen muBten, und obwohl es bei der Berechnung des
Koeffizienten der Selbstinduktion nicht gestattet ist, den Strom-
ring als Stromlinie zu betrachten Mithin konnen wir das
Resultat jetzt so deuten, daB wir fiir den gesamten Induk-
tionsfluB, der von einem passend gewihlten Strom-
faden des ersten Ringes umschlungen wird, setzen:

1 ;
(185¢) o Ly + Lygdy

und entsprechend filr den InduktionsfluB, der von einem
passend gewiihlten Stromfaden des zweiten Ringes
umschlungen wird:

: 1
(185&} ?{Lqu + Lyydy |

Fiir die in den beiden Leitern induzierten elektro-
motorischen Integralkrifte erhilt man alsdann:

o ’ 1 d
(185e) E,=— 55 Ludi+ Lyedy),
. 1 d
(185f) Ey—— 5o Ledi+ L dy).

Die hierbei auftretenden Induktionskoeffizienten sind iden-
tisch mit den Koeffizienten des Energieausdruckes (185).

Wir haben uns bei der Berechnung der Induktions-
koeffizienten auf den Fall durchweg konstanter Permeabilitit
beschriinkt. Diese Einschrinkung war indessen nur zur Ab-
leitung der Formeln (183h), (184e) erforderlich, welche die
Induktionskoeffizienten bzw. die magnetische Energie auf eine
Form bringen, die mehr der Fernwirkungstheorie als der Nahe-
wirkungstheorie angepabt ist. Es leuchtet ein, daBl diese Aus-
driicke abzuiindern sind, wenn ein Korper abweichender Per-
meabilitit in das Feld gebracht wird. Denn dieser Korper
veriindert den Verlauf der Induktionslinien und den Betrag der
magnetischen Feldenergie. Anderseits ist klar, daB dem Aus-

druck (185) der magnetischen Energie eine allgemeinere Giiltig-
Abraham, Theorie der Elektrizitit. I. 3. Aufl, 18
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keit zukommt; denn die magnetische Energie des Feldes

1 [
T— & | doug?
kann stets — wofern u von der Feldstirke unabhiingig ist —
in drei Teile zerlegt werden:

7= | faug+ 2 [ a0us,6,+ [ avess),

wo §, die vom ersten, §, die vom zweiten Strome erregte
magnetische Kraft ist. Da aber die Grundgleichungen linear
sind, so ist §, proportional J;, §, proportional oJ;; mithin ist
der erste Teil der magnetischen Energie proportional zu .J %
der zweite zu JJ,, der dritte zu J,°. Damit ist bewiesen,
daf die magnetische Feldenergie stationiirer Strome sich stets
als Funktion zweiten Grades der Stromstirken darstellen lassen
muB, deren Koeffizienten von der Beschaffenheit und Form der
im Felde befindlichen Kérper abhiingen, von den Stromstiirken
aber unabhiingig ist. Diese SchluBweise versagt nur bei ferro-
magnetischen Korpern; hier hingt w von der Feldstirke ab;
es sind daher auch die Grundgleichungen nicht linear; endlich
ist auch (vgl § 62) der zugrunde gelegte Energieausdruck bei
diesen Korpern abzuiindern.

Es mag nochmals ausdriicklich bemerkt werden, daB die
Anwendung des Energieausdruckes (185) quasistationire Stro-
mung voraussetzt; denn die Energie ist von den gleichzeitigen
Werten der Stromstiirken abhiingig gemacht, sie ist der Energie
des stationiiren Stromes gleichgesetzt worden. Die Anwendung
aut veriinderliche Strome zur Bestimmung der Induktions-
wirkungen unterliegt daher den im vorigen Paragraphen an-
gefiihrten Einschrinkungen.

§ 70. Der elektrische Strom als zyklisches System.
Die Lagrangeschen Gleichungen.

Die Entwickelungen des letzten Paragraphen kénnen in
gewisser Hinsicht einen unbefriedigenden Eindruck hinter-
lassen; insofern némlich, als zwar die Selbstinduktion aus dem
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Energieprinzip, die gegenseitige Induktion aber aus dem
Faradayschen Induktionsgesetz hergeleitet wurde. Man wird
wiinschen, die Selbstinduktion und die gegenseitige Induktion
aus einem und demselben Prinzipe herzuleiten. Das Energie-
prinzip kann dieses nicht leisten; denn, wie aus der Mechanik
bekannt ist, fithrt es nur fiir ein System von einem Freiheits-
grade zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen. Nun gibt
aber die analytische Mechanik eine Methode an die Hand,
welche es gestattet, aus dem Ausdrucke der kinetischen Energie
ohne weiteres die Bewegungsgleichungen eines Systemes von
beliebig vielen Freiheitsgraden herzuleiten. Dieses leisten die
im § 15 des ersten Abschnittes hergeleiteten Lagrangeschen
Gleichungen. Wir wollen diese Gleichungen als heuristisches
Prinzip verwenden; es zeigt sich, daB sie auch in der Elektro-
dynamik zu Ergebnissen fiihren, die mit der Erfahrung iiber-
einstimmen.

Wir nehmen demgemidB an; daB in dem Felde eines
elektrischen Stromes irgendeine unseren Sinnen verborgene Be-
wegung vor sich geht. Das war in der Tat eine der Arbeits-
hypothesen, von denen Maxwell sich leiten lie. Entsprechend
der Nahewirkungsvorstellung soll diese Bewegung nicht auf die
Stromleiter beschriinkt sein, sondern sie soll den umgebenden
Raum erfiillen. lhre lebendige Kraft ist die magnetische
Energie, die von Maxwell daher auch als elektrokinetische
Energie bezeichnet worden ist. Fiir stationire und quasi-
stationdire Strome ist die lebendige Kraft der verborgenen Be-
wegung durch (185) als Funktion zweiten Grades der Strom-
stirken gegeben. Ihre Koeffizienten hiingen von der Gestalt
und der gegenseitigen Lage der Stromleiter ab.

Der elektrische Strom gehort, vom Standpunkte dieses
mechanischen Bildes aus betrachtet, einer Klasse von Be-
wegungen an, weleche von Helmholtz als zyklische Be-
wegungen bezeichnet worden sind. Die Parameter, welche
die augenblickliche Lage eines zyklischen Systemes kennzeichnen,
lassen sich in zwel Gruppen bringen. Die Parameter der einen

Gruppe #ndern sich withrend der Bewegung gar nicht oder
18*
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doch so langsam, daB die ihren Anderungsgeschwindigkeiten
entsprechenden Glieder im Ausdrucke der lebendigen Kraft zu
vernachldssigen sind. Diese Parameter gehen mithin zwar
selbst im allgemeinen in den Ausdruck der lebendigen Kraft
ein, aber nicht ihre Differentialquotienten nach der Zeit. Dieser
ersten Gruppe gehoren in dem vorliegenden Falle diejenigen
Parameter an, welche die Lage der Stromkreise bestimmen.
Die Parameter der zweiten Gruppe hingegen, die wir Koordi-
naten der zyklischen Bewegung nennen wollen, kommen zwar
selbst nicht im Ausdrucke der lebendigen Kraft vor, wohl aber
ihre Differentialquotienten nach der Zeit, die zyklischen Ge-
schwindigkeiten. In unserem Falle kinnen als zyklische Ge-
schwindigkeiten die Stromintensititen .J,, J, gewihlt werden;
die zyklischen Koordinaten sind dann deren Integrale nach
der Zeit, von einem bestimmten Zeitpunkte an gerechnet, d. h.
die Elektrizititsmengen, die seitdem durch die Querschnitte
der beiden Leiter hindurchgestromt sind; dieselben gehen nicht
in den Ausdruck der lebendigen Kraft ein.

Ein anderes Beispiel fiir eine zyklische Bewegung ist eine
inkompressible Fliissigkeit, die in einer geschlossenen Rohre
stromt und dieselbe ganz erfiillt. Hier tritt bei der zyklischen
Bewegung immer ein Teilchen an die Stelle des anderen, in-
dem es dessen Geschwindigkeit annimmt. Die lebendige Kraft
hiingt daher von der Lage der einzelnen Fliissigkeitsteilchen
nicht ab; sie ist bei gegebener Form der Réhre bestimmt
durch die Fliissigkeitsmenge, die pro Sekunde die Querschnitte
durchstromt. Dieses ist hier die zyklische Geschwindigkeit.
Ein solches System mit nur einer zyklischen Koordinate wird
als Monozykel bezeichnet. In dem hydrodynamischen Bei-
spiele kénnen wir von der mechanischen Bedeutung der zykli-
schen Geschwindigkeit Rechenschaft geben. Im Falle des
elektrischen Stromes ist dieses nicht ohne neue, das mecha-
nische Bild genauer zeichnende Hypothesen moglich. Bei der
Anwendung der Lagrangeschen Gleichungen brauchen wir in-
dessen die zyklische Bewegung nicht genauer zu beschreiben;
es kommt nur auf den Ausdruck der lebendigen Kraft 7' ang
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aus diesem konnen wir alles ableiten, was der Wahrnehmung
zuginglich ist, ndmlich die elektromotorischen und die pondero-
motorischen Krifte.

Das zyklische System, auf welches wir die Lagrangeschen
Gleichungen anwenden wollen, hat zwei zyklische Koordinaten
Py, Py s wird daher als Bizykel bezeichnet. Die betreffenden
zyklischen Geschwindigkeiten ¢, ¢, sollen mit den Strom-
intensititen identisch sein. Die entsprechenden verallgemei-
nerten Kraftkomponenten sind die elektromotorischen Kriifte,
die beim Durchgang der Elektrizitit Arbeit leisten. In § 15
sind die von auBlen her wirkenden Krifte mit P,, P, be-
zeichnet worden; zu ihnen sind die eingeprigten elektromoto-
rischen Kriifte und die reibungsartigen Widerstiinde des Leiters
zu rechnen.

Wir gingen im § 15 von dem d’Alembertschen Prinzip aus.
Dieses verlangt, daBl Gleichgewicht zwischen den duBeren Kriften
P, und den Triigheitskriften besteht; durch eine passende
Umformung des Ausdrucks der Triigheitskriifte ergaben sich
die Lagrangeschen Gleichungen (64)

(186) d (21’) aT_P

at ;) =~ Pr

Da nun die zyklischen Koordinaten p,, p, in den Ausdruck
der lebendigen Kraft nicht eingehen, so ist

il aldag
0P 0P
zu setzen.
Ferner folgt aus dem Energieausdruck (185)
(186a) ?g:=§§='c:{1‘u']1+laﬂ.fi]’
¢
50— o7 = ot (L i+ Lg o)

Diese Differentialquotienten von 7' nach den zyklischen
Geschwindigkeiten werden in der Mechanik als zyklische
Momente oder zyklische Impulskomponenten bezeichnet. Nach
(185¢,d) sind sie, abgesehen von dem universellen Faktor ¢,
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identisch mit den magnetischen Induktionsfliissen, welche von
den beiden Stromringen umschlungen werden. Diese werden
daher wohl auch als elektrokinetische Momente der beiden
Stromringe bezeichnet. Fiir die Trigheitskrifte, welche bei
einer Anderung der elektrokinetischen Momente entstehen,
erhilt man

¢q,

(186D) P
(/]
_dt(aq'i)=—czgt{fameﬁ + Ly Jy}-

d (6T 1 -d
_r“(ﬂ )=_c‘-’df_t{LuJi+Lsz]:
1d

In der mechanischen Analogie sollen nun, wie erwiihnt
wurde, diesen Trigheitskriiften der zyklischen Bewegung die
induzierten elektromotorischen Kriifte entsprechen. Wir
finden, daB sie in der Tat tibereinstimmen mit den im vorigen
Paragraphen (185e,f) gefundenen Werten der induzierten
Krifte. Thre Ubereinstimmung mit der Erfahrung beschrinkt
sich indessen nicht auf StrSme in ruhenden Leitern. Denn
auch fiir bewegte Stromringe bleibt das Faradaysche Induk-
tionsgesetz giiltig, welches die induzierten elektromotorischen
Kriifte der zeitlichen Abnahme der Zahl der umschlungenen
magnetischen Induktionslinien proportional setzt. Auch fiir
bewegte Stromkreise werden also die induzierten elektro-
motorischen Krifte Ej, Ei durch (186b) gegeben.

Setzen wir nun fiir die #uBeren Krifte die Summe der
eingepriigten und der Widerstandskriifte

? = [t —
(1860) P,=E'—J R,
P2 = E; o JE RE:
so ergeben die Lagrangeschen (leichungen (186)

1d
cidt

1d y
sail b+ Ledy) = E;—Jy Ry

Lqu +L12J2}=E5_J1 Ru
(186 d)

Diese Gleichungen bestimmen allgemein den zeit-
lichen Verlauf quasistationfirer elektrischer Strome
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in zwei Stromringen. Wir werden in den folgenden Para-
graphen zahlreiche Anwendungen derselben kennen lernen.

Wir kehren jetzt zuriick zu unserem Bizykel. Bisher
wurden die Lagrangeschen Gleichungen nur auf die zyklischen
Koordinaten angewandt. Wir wollen jetst die Gleichungen
aufstellen, welche den Koordinaten der ersten Gruppe zu-
gehoren, d. h. den Parametern, welche die Lage der Strom-
kreise bestimmen. Wir wollen sie mit p;, p, ... bezeichnen
und die zugehrigen verallgemeinerten Kraftkomponenten mit
P,, P,.... Dieses sind die iuBeren ponderomotorischen
Krifte, welche den zwischen den Stromringen wirksamen
elektrodynamischen Kriften das Gleichgewicht halten.

Halten wir die Leiter fest und die Stromintensititen
konstant, so fallen alle Differentialquotienten nach der Zeit
fort und die Lagrangeschen Gleichungen (186) ergeben fiir die
durch die zyklischen Bewegungen bedingten pondero-
motorischen Krifte

+g—i, -I—%—i, usf.
Diese Kriifte sind in der zugrunde gelegten Analogie den
elektrodynamischen Kriften iiquivalent. Man erhilt fiir die
Arbeit, welche diese Krifte bei einer virtuellen Verriickung
der Leiter bzw. ihrer Teile leisten:
gr‘gaps +g_;161’4 T

Es ist zu beachten, daB hier die partiellen Differential-
quotienten nach p,, p, bel konstant gehaltenen zyklischen
Geschwindigkeiten ¢,, g, zu nehmen sind. Daraus folgt: Die
virtuelle Arbeit der elektrodynamischen Krifte ist
gleich der Zunahme, welche die elektrokinetische
Energie erfihrt, wenn die Verriickung bei konstant
gehaltenen Stromintensitiiten ausgefiihrt wird. Die
elektrodynamischen Krifte stationirer Strome streben
demnach die elektrokinetische Energie so weit zu ver-
griBern, als es mit der Bewegungsfreiheit des Systemes

vertriglich ist.
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"Es spielt in diesem Sinne die negative elektrokine-
tische Energie — 7T die Rolle der Kriftefunktion der elektro-
dynamischen Kriifte. Man nennt sie daher das ,elektro-
dynamische Potential®

Diese aus den Lagrangeschen Gleichungen gezogene Fol-
gerung befindet sich in Ubereinstimmung mit den Tatsachen.
Denken wir uns z. B, die beiden Leiter starr und den einen
fest, den anderen um seinen Mittelpunkt drehbar. Da J,, J,
konstant gehalten werden sollen und die Selbstinduktions-
koeffizienten L., L,, von der relativen Lage der Stromkreise
unabhingig sind, so #ndert sich bei einer Drehung des zweiten
Leiters nur der durch (184a) bestimmte Anteil 7|, der Energie;
B g 1. dem InduktionsfluB, der vom
ersten Strome durch den zweiten hindurchgesandt wird. Der
zweite drehbare Stromleiter wird sich demnach so
einzustellen streben, daB er miglichst viele der vom
ersten festen Stromringe herriihrenden magnetischen
Induktionslinien umschlingt.

Die elektrodynamischen Kriifte, die zwischen zwei starren
Stromringen wirken, leisten bei einer beliebigen Anderung der
relativen Lage der beiden Ringe die Arbeit

dieser ist proportional

0T ="201,.

Diese Arbeit kann gleichgesetzt werden der bei konstant ge-
haltenen Stromstérken erfolgenden Abnahme eines elektro-
dynamischen Potentiales

b g
— e

Ist der Raum von einem Medium konstanter Permeabilitit
erfiillt, so wird das Potential nach (183b) gleich

. J, J, "ds, ds
(186¢) ~ad, ff LS

Dieser Ausdruck wurde zuerst von F. E. Neumann auf Grund
der Fernwirkungstheorie entwickelt.
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Unsere Ableitungen gelten auch fiir biegsame Stromleiter,
bei denen L, L,, variabel sind. Hier ist das elektro-
dynamische Potential der negativen magnetischen
Energie gleichzusetzen, und es ist zu beachten, daf die
Variation des Potentiales bei konstant gehaltenen Stromstirken
auszufiihren ist. Aus diesem allgemeinen Ausdrucke ergeben
gich die ponderomotorischen Kriifte stationiirer oder quasi-
stationiirer Strome stets in Ubereinstimmung mit der Erfahrung.
Wir kommen iibrigens im vierten Abschnitte auf die Arbeits-
leistungen, welche an bewegten Stromleitern stattfinden, und
auf die entsprechenden Energieumsetzungen zuriick.

Die Feststellung, daB die Gesetze der Elektrodynamik
sich aus den allgemeinen Gleichungen der Mechanik ableiten
lassen, ist von der griBten Bedeutung fiir die gesamte Natur-
anschauung geworden. Einmal hat diese Feststellung Maxwells
auf die Mechanik insofern zuriickgewirkt, als man unter Be-
seitigung der Fernkriifte der Mechanik eine Form zu geben
suchte, welche geeignet war, die im elektromagnetischen Felde
wirkenden Kriifte zu umfassen. Diese Richtung, die in der
Hertzschen Mechanik gipfelt, hilt an der Vorstellung fest, daB
alle physikalischen Vorgiinge schlieBlich anf Bewegungen triger
Massen zuriickzufiihren sind. Sie muB, wo die Bewegung der
sichtbaren Massen die Erscheinungen nicht erkliirt, verborgene
Massen zn Hilfe nehmen, die in Bewegung begriffen sind.
Der ganze Raum muf als von solchen Massen erfiillt be-
trachtet werden. Dieselben sind miteinander gekoppelt und
iibertragen so die Bewegung von einem Korper auf den anderen;
die Hertzsche Mechanik postuliert die Zurtickfilhrung aller
Fernkriifte auf solche Mechanismen verborgener Massen.

Die Vorstellung eines Mechanismus in dem von ponde-
rabler Materie leeren Raume hat manches Gekiinstelte. Aber
auch derjenige, der sie nicht akzeptiert, muB die Wichtigkeit
der Entdeckung anerkennen, daf die Bewegungen der ponde-
rablen Kérper und die elektrodynamischen Vorginge denselben
Gesetzen unterworfen sind. Man braucht allerdings diese enge
Beziehung der Mechanik zur Elektrodynamik nicht unbedingt
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zugunsten der mechanischen Naturanschauung zu deuten. Man
kann in ihr mit demselben Rechte einen Hinweis darauf sehen,
daB die Bewegungen der Korper den Gesetzen der Elektro-
dynamik unterworfen sind. Dieser Auffassung neigt in der Tat
die moderne Physik mehr und mehr zu; man wiinscht die
Mechanik aus den Gleichungen des elektromagnetischen Feldes
abzuleiten und iiberhaupt die ganze Physik elektromagnetisch
zu begriinden.

Da wir uns von vornherein weder fiir die mechanische noch
auch fiir die elektromagnetische Anschanung entscheiden
wollten, haben wir es vorgezogen, die (resetze der Indukfion
direkt an der Hand der Erfahrung zu entwickeln. Wir werden
auch die Behandlung der ponderomotorischen Krifte von dem-
selben Standpunkte aus im vierten Abschnitte wieder auf-
nehmen.

§ 71. Ein Stromkreis mit Widerstand und
Selbstinduktion.

Wir betrachten einen einzelnen geschlossenen Stromring.
In demselben mogen gewisse eingepriigte Kriifte wirken, welche
durch die chemische und thermische Beschaffenheit der zum
Stromring zusammengefiigten Leiter bedingt sind. Zu diesen
Kriften konnen noch solche elektromotorischen Krifte treten,
die von Stromschwankungen in anderen Stromkreisen oder von
irgendwelchen sonstigen Anderungen des umschlungenen magne-
tischen Induktionsflusses herriihren. Diese Kriifte wollen wir
hier zu den eingepriigten rechnen, indem wir die induktive
Riickwirkung unseres Stromringes auf die iibrigen Leiter auBer
Betracht lassen. Das Linienintegral aller der eingeprigten
Kriifte bezeichnen wir mit F. Die Summe dieser elektro-
motorischen Kraft und der elektromotorischen Kraft der Selbst-
induktion muB. dann dem Produkte aus Widerstand und
Stromstiirke gleich sein:

(187) Bl =B
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Bringen wir die Stromstirke J, die als Unbekannte zu
gelten hat, auf die linke Seite, so wird die Differentialgleichung
erhalten

(1878) LdJ

¢ dt

+ RJ =E.

Deren Integration ergibt bei gegebener elektromotorischer
Kraft die zeitliche Anderung der Stromintensitiit .J.

A. F konstant. In diesem Falle erhilt man, da auch L
und R Konstanten sind, als Lésung der Differentialgleichung
(187a)

R

(188) J=% e "

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus den An-
fangsbedingungen. Wird der Strom zur Zeit { = 0 geschlossen
und von nun an der Einwirkung einer konstanten, eingepriigten
elektromotorischen Kraft unterworfen, so ist

zu setzen, damit J fiir { =0 verschwindet. Wir haben dann
~ ¢

(188a) J = ﬁ(l —e_“’),

wobei abkiirzungsweise /

(188b) o=

gesetzt ist.

Die Konstante # hat die Dimension einer Zeit. Sie wird
als Zeitkonstante des Stromkreises bezeichnet. Von ihr
hiingt das zeitliche Anschwellen der Stromstirke nach dem
Stromschlusse ab. Dasselbe erfolgt um so langsamer, je griBer
die Selbstinduktion im Verhiltnis zum Widerstande ist.

B. E periodisch. Wir nehmen die #uBere elektro-
motorische Kraft als periodisch an, etwa nach dem Gesetze

E = a sin (vi)
schwingend; @ stellt hier die Amplitude, » die Frequenz
(Schwingungszahl in 27 Sekunden) dar. Uns interessiert nur
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der Wechselstrom J von der Frequenz », der sich unter der Ein-
wirkung dieser periodischen elektromotorischen Kraft herstellt.
DemgemiB suchen wir (187a) durch den Ansatz zu geniigen

(189) J =bsin (vt + ) =1"b {sin vt cos  + cos visin f}.

Es wird dann

(;'t]= bv cos (vt + B) = by {cos vt cos f — sin vt sin §}.
Soll (187a) fiir alle ¢ erfiillt sein; so haben die Kon-
stanten b, f den Gleichungen zu gentigen

ibvcosﬁ—i—Rbsinﬁ:O,
(189a) i
—&ébvsinﬁ-}-Rb cos f§ = a.

Aus der ersten dieser Gleichungen erhilt man

(189b) tg p=—

und durch Kombination der ersten und zweiten

[ a
(189¢) b= g cosf= Vjﬁ’}}
R® 4 pe

Die Gleichung (189b) zeigt an, daB der durch (189) be-
stimmte Strom J der Phase nach hinter der erregenden elektro-
motorischen Kraft zuriickbleibt. Die Gleichung (189c) bestimmt
das Verhiltnis b:a der Amplituden von Strom und elektro-
motorischer Kraft. Dasselbe wird nicht, wie bei Gleichstrom,
durch den reziproken Widerstand @ gegeben, sondern durch
das Reziproke des Ausdruckes

(1894) r-)r+2L,

der stets groBer als R ist und der ,scheinbarer Wider-
stand“ oder auch ,Impedanz® genannt wird.

Wir wollen die Differentialgleichung (187a) noch auf die
Probespule anwenden, die wirin § 61 zur Definition des Vektors 8
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verwandt haben. Die bei der zeitlichen Anderung des magne-
tischen Feldes induzierte elektromotorische Kraft ist nach dem

Induktionsgesetz gleich ‘
. 1d
—— 33 [ B.8f

Nun sollte die Probespule so klein gewihlt werden, daB das
magnetische Feld auf f wirklich homogen ist, daher ist der
InduktionsfluB gleich

8, df

zu setzen; demnach wird die elektromotorische Kraft
" 1 ,.d8,
E=—ofa

Ferner war in § 61 von einem Felde die Rede, welches
vom unmagnetischen Anfangszustande (fiir ¢ = 0) aus erregt
und dann konstant gehalten wird; fiir ein solches wird

fEdt = %f%rn
J
und es ergibt Gleichung (187a)

L (dJ ’ 1

Ff?ﬁ dt+RJJdt=——c- rs,.

0 o

Da der induzierte Strom schlieBlich wieder erlischt, so ist
dJ
¥ =0

es fillt also das erste Glied fort. Ferner ist

'(][Jda‘-=e

die Elektrizititsmenge, die im ganzen den Querschnitt durch-
stromt hat. HEs wird daher

1
Re = — ?fﬁﬂ,
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d. h. es hiingt ¢ nicht von der Selbstinduktion, sondern nur
von dem Widerstande der Spule und dem schlieBlich um-
schlungenen Induktionsflusse ab. Wir durften daher in § 61,
ohne von der Selbstinduktion der Spule zu reden, den Vek-
tor B durch die Gleichung (163)
B, B

definieren. Die Definition von 8 durch die Probespule
stimmt also mit den uns nunmehr genauer bekannten
Gesetzen der Elektrodynamik iiberein.

Wir haben hier nur von der magnetischen Energie des
Stromes gesprochen, npicht von seiner elektrischen Energie.
Und doch wird im allgemeinen auch der stationiire Strom von
einem elektrischen Felde umgeben sein.

Denken wir uns nimlich den Kreisstrom durch eine ein-
geprigte Kraft unterhalten, die an einer bestimmten Stelle in
die Strombahn eingeschaltet ist (etwa ein galvanisches Element),
so entstehen freie elektrische Ladungen und in deren Folge
ein elektrostatisches Feld; denn nur dadurch, daB ein tangen-
tielles Potentialgefille lings der Leitung besteht, wird der
Strom in den homogenen Teilen der Leitung aufrechterhalten.
Dem elektrostatischen Felde aber entspricht eine elektrische
Energie.

Die elektrostatische Energie eines geschlossenen Leitungs-
stromes 1st aber meist nur gering im Vergleiche zu der mag-
netischen Energie, die man deshalb gewdhnlich allein als Strom-
energie bezeichnet. Insbesondere fiir diinne Leitungsdrihte ist
der elektrische Anteil der Energie zu vernachlissigen. Wir
konnen uns in dieser Hinsicht auf das Resultat des § 40 be-
rufen, wonach die Kapazitit eines stabformigen Leiters mit
abnehmender Dicke kleiner und kleiner wird. Demnach wird
bei gegebener Spannungsverteilung lings der Leitung mit ab-
nehmender Dicke die Ladung immer geringer. Da nun die
elektrische Energie eines elektrostatischen Feldes sich nach
Gleichung (146a) durch die Produkte der Ladungen und
Spannungen ausdriickt, so wird mit abnehmendem Querschnitte
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der Leitung die elektrische Energie immer geringer. Die
magnetische Energie aber verhilt sich gerade umgekehrt. Bei
gegebenem Strome ist die Feldstdrke in der unmittelbaren Um-
gebung des Drahtes dem Abstand von der Drahtachse um-
gekehrt proportional, die magnetische Energiedichte also dem
Quadrate derselben, die magnetische Energie wird daher loga-
rithmisch unendlich, wenn der Querschnittsradius gleich Null
wird. Aus diesem Grunde durften wir auch bei der Be-
rechnung der Selbstinduktion nicht den Leiter als linearen
Leiter ansehen; die Selbstinduktion eines solchen wiirde un-
endlich sein. Da nun mit abnehmendem Querschnitt der
Leitung die magnetische Energie des Stromes immer groBer,
die elektrische immer kleiner wird, so wird die letztere schlieB-
lich gegen die erstere zu vernachlissigen sein.

Neben dem Querschnitt kommt allerdings noch die Leit-
fihigkeit des Materials in Frage. Wird die Strombahn aus
einem schlechten Leiter gebildet, so wird die elektrische Energie
betriichtlich. Denn hier bediirfen wir weit gréfierer elektrischer
Krifte als bei einem guten Leiter, um einen Strom von be-
stimmter Stiirke, also auch ein magnetisches Feld von ge-
gebener Energie, aufrechtzuerhalten. Die elektrische Energie
wiichst daher, bei gegebener magnetischer Energie, umgekehrt
proportional dem Quadrate der Leitfihigkeit.

Von solchen Fillen sehen wir hier ab und verstehen, wie
iiblich, unter der Energie eines geschlossenen Stromes aus-
schlieBlich die Energie des von ihm erzeugten magnetischen
Feldes. Man kann iibrigens die elektrostatische Energie ganz
ausschliefen, wenn man die den Strom unterhaltenden ein-
geprigten Kriifte nicht auf eine kurze Strecke konzentriert,
sondern in passender Weise lings der Strombahn verteilt an-
nimmt; durch geeignete Verteilung der eingepriigten elek-
trischen Krifte kann man in der Tat erreichen, daB kein
elektrisches Feld in der Umgebung des Drahtes entsteht.
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§ 72. Ein Stromkreis mit Selbstinduktion, Kapagzitit und
Widerstand. Elektrische Eigenschwingungen.

Bisher haben wir in diesem Kapitel nur von Stromen ge-
sprochen, die in geschlossenen Bahnen flieBen. Jetzt betrach-
ten wir einen Leitungsdraht, dessen Enden in die sich gegen-
tiberstehenden Platten eines Kondensators ausmiinden. Bei
dieser Anordnung wird, wie wir wissen, der Leitungsstrom
durch den die Kondensatorplatten verbindenden Verschiebungs-
strom zu einer geschlossenen Stromung erginzt. Ist indessen
die dielektrische Schicht hinreichend diinn, so kann fiir die
Berechnung des magnetischen Feldes und der magnetischen
Energie die Anordnung als einem geschlossenen Stromkreise
gleichwertig betrachtet werden, indem der Verschiebungsstrom
in der diinnen dielektrischen Schicht durch ein kurzes, vom
Leitungsstrom durchflossenes Drahtstiick ersetzt gedacht wird.

Die Einschaltung des Kondensators bringt nun aber in-
sofern eine wesentlich neue Problemstellung mit sich, als
seine Kapazitit und seine elektrische Energie zu beriicksich-
tigen sind. In der Tat geht z. B. aus der fiir die Kapazitiit
K des Kugelkondensators abgeleiteten Formel (130) hervor,
daB die Kapazitit gerade fiir geringen Abstand der Konden-
satorbelegungen betrichtlich wird. Und aus der Formel (146d)
folgt, daB die elektrische Energie des Kondensators

1
U=, K¢*

ist, wenn ¢ jetzt fiir die Potentialdifferenz der Kondensator-
belegungen geschrieben wird. Da anderseits die magnetische
Energie

1L
2 ¢t

y I L

ist, so betriigt die jeweilige Energie des Systemes

(190) W=U4T=1 Ko*+ 3 5J°

2 ¢t
AuBere elektromotorische Kriifte sollen nicht wirksam sein.
Alsdann muB die Joulesche Wirmeentwickelung durch eine
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Energieabnahme des Systemes kompensiert werden; es ist
s AW dp L ,dJ
BI'=—"gp =— Ko gz — I 5
Da nun der Strom der einen Kondensatorbelegung Elek-
trizitit entzieht und der anderen die gleiche Menge zufiihrt,

so bat man
de d
(190a) J=—0=—K3;
dabei ist Leitungsstrom und Potentialgefille lings des Drahtes
in demselben Sinne gerechnet.
Wir erhalten jetzt "

(190D) RI—g— L3

=

1

Q,

eine Gleichung, die wir auch direkt gewonnen hitten, wenn
wir in Gleichung (187) des vorigen Paragraphen fiir E die
Potentialdifferenz der Kondensatorbelegungen gesetzt hitten.
Aus (190a, b) folgt
(190¢) o RO g

dit todgt

c

Diese Differentialgleichung bestimmt den zeitlichen Ver-
lauf der Potentialdifferenz der Kondensatorplatten.
Nach (190a) ist dieselbe Differentialgleichung

LK da*J

: dJ
(1904d) J+ RKm—i——Cg T =Y

fiir den zeitlichen Verlauf des Stromes maBgebend.
Die Gleichungen sind beide von der Form
(191) y'+ 20y + (¥ + 0Ny =0,

wenn abkiirzungsweise gesetzt wird

(1914) 8= 2
und

& c? 1 Rt
(191 b) v = iE — 'it L?‘-

Das vollstiindige Integral der Differentialgleichung (191) ist
(191¢) y = ¢ eht 4 gyett,

Abraham, Theorie der Elektrizitit. I. 3. Aufl 19
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worin ¢, ¢, Integrationskonstanten, %, und %, aber die Wurzeln
der quadratischen Gleichung

(1914d) B+20k 4+ 4+ 02=0
sind.

Wir erhalten zwei wesentlich verschiedene Arten der
Entladung des Kondensators, je nachdem »* negativ oder
positiv ist.

Ist 21/ L
so sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung (191d)

(192) by=—0d+wvi, ky=—0—wi
reell.

Die Losung (191¢) ergibt in diesem Falle eine aperiodische
Entladung. Je mehr wir aber den Widerstand B verkleinern,
oder L vergroBern und K verkleinern, desto mehr nihern
wir uns dem Falle, wo

ist.

In diesem Falle findet eine oszillatorische Ent-
ladung statt. Durch Umformung der Losung (191¢) und
indem wir die Integrationskonstanten durch andere ersetzen,
erhalten wir

(192a) y=ae % sin (vt + «).

Hier kann y sowohl Strom o wie Potentialdifferenz ¢ be-
deuten. Die Integrationskonstanten ¢ und « sind aus den
Anfangsbedingungen zu bestimmen.

Das hier behandelte Problem geht iibrigens in das im
vorigen Paragraphen behandelte iiber, wenn man K = oo

setzt, Dann wird
v =41,
daher
Re?

hy=—20=—"", k=0.



§ 72 Zweites Kapitel. Elektrodynamik quasistationiirer Stréme. 991

Die Gleichung (191¢) ergibt dann

R

e
y=ce " +aq,

einen Ausdruck, der das vollstindige Integral der Differential-
gleichung (187a) des geschlossenen Kreisstromes darstellt, fiir
den FKall, daB die eingepriigte Kraft I gleich Null ist. Ein
Stromkreis, in den ein Kondensator von unendlich groBer
Kapazitit eingeschaltet ist, ist demnach einem geschlossenen
Stromkreis dquivalent.

Ein anderer Grenzfall wird erhalten, wenn der Wider-
stand B =0 gesetzt wird Damn wird 0 =0, mithin geht
(192a) iiber in
(192b) Yy = a sin (vt + «).

Die Schwingung ist dann eine rein periodische. Die Schwin-
gungsfrequenz » (Schwingungszahl in 2z Sekunden) wird in
diesem Falle nach (191b)

c

(1920) V= ]7Ljf.
Bezeichnet v die Dauer einer ganzen Schwingung, so ist
2 o=
(1924d) r==—"=="YLK.

Die theoretische Moglichkeit oszillatorischer Flaschen-
entladungen wurde zuerst von W. Thomson erkannt. Nach
ihm wird die Formel (192d) fiir die Schwingungsdauer die
sLhomsonsche Formel® genannt. DaB die rechte Seite
in der Tat die Dimension einer Zeit hat, davon iiberzeugt man
sich an der Hand der Dimensionstafel des § 67. Das GauBsche
System, welches die Kapazitit elektrostatisch, die Selbst-
induktion aber elektromagnetisch definiert, also beide GréBen
in Zentimetern miBt, ist hier das zweckmiBigste. Die Wellen-
linge der elektrischen Wellen von der Schwingungsdauer t im

Ather wird hier durch die Gleichung
(192e) A=ct=2a)LK

in Zentimetern berechnet.
19*
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Kommt der Leitungswiderstand R in Betracht, so ist die
Entladung nicht mehr streng periodisch, sondern sie erfihrt
eine Diimpfung, die sich in (192a) durch den Exponentialfaktor
kundgibt; dabei wird dann die elektromagnetische Energie
des Kreises allmiihlich in Joulesche Wirme verwandelt. Fiir
die Schwingungsfrequenz gilt jetzt die Formel (192¢) nicht
mehr genau, sondern sie ist durch die exakte Formel (191b)
zu ersetzen. Auch die Thomsonsche Formel ist entsprechend
zu korrigieren, doch kommt die Korrektion nicht in Betracht,

8
Wir wollen die Formeln auf einen konkreten Fall an-

wenden. Die Kapazitit K konnen wir fiir einen Kugel-
kondensator nach Gleichung (134) berechnen. Hat man z. B.

e¢=D5, a=10cm, b = 10,2 cm,

falls R* klein gegen

so folgt
K = 2550 em.

Wir denken uns eine Leydener Flasche von dieser Kapazitiit
durch einen einfachen SchlieBungsbogen entladen; es mag etwa

L=10" em

sein. Der Widerstand sei gleich 1 Ohm, daher in absolutem
elektrostatischen Mafe
R=-10-1

Diese Zahl ist hier fiir B zu setzen, da das GauBsche
System den Widerstand elektrostatisch mift. DemgemiB wird
E_L 4.107 16

b el 50 dpcar
#K = 9109 3550 — g 107" zirka.

R T
R = = 1022,
Der Quotient

4L
B:ox
ist demnach etwa gleich 10-7.
Der Widerstand beeinflut also die Frequenz der Schwin-
gungen nur sehr wenig, und man darf mit der Thomsonschen
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Formel rechnen. Dieselbe ergibt gemiB (192d, e)

A=2x /2250 . 10" = 10° ¢m
und

1
o —4
T = 3 10 sec.

Die Dimpfungskonstante ¢ endlich wird nach (191a)
0 =50,

d. h. der Exponentialfaktor in (192a), der die Dimpfung der
Schwingungen ausdriickt, nimmt unter den angenommenen
Verhiiltnissen erst nach 0,02 Sekunden den Wert

1
T
an. Wihrend dieser Zeit erfolgen aber 600 Schwingungen, so
daB in der Tat fiir eine kleine Anzahl aufeinanderfolgender
Schwingungen die Abnahme der Amplitude kaum merklich
ist. Der durch (192b) dargestellte Fall der ungedimpften
Schwingung hat daher als Grenzfall, der sich oft in grofier
Anniherung mit dem wahren Vorgange deckt, eine nicht zu
unterschiitzende Bedeutung.

Wir wollen diesen Grenzfall noch etwas eingehender er-
ortern. Setzen wir

e—1

(193) J = a sin (vi),
so folgt aus Gleichung (190b), die hier in
_LaJ
Y= crar
iibergeht,

@ = CI, av cos (vl),
oder nach (192¢)

(193a) Q= %V—icos (vt).

Diese Form der Losung ist bereits den Anfangsbedingungen
angepaBt, die man zu stellen hat, falls die Belegungen des
geladenen Kondensators zur Zeit £ = O in leitende Verbindung
gebracht werden; diese plétzliche Herstellung der leitenden Ver-
bindung wird in der Tat durch den elektrischen Funken ver-
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wirklicht. Zur Zeit { = 0 flieBt noch kein Strom. DemgemiB
ist die magnetische Energie Null; es ist die Energie nur in
elektrischer Form vorhanden. Sie betriigt
(193b) W=U= Kg*=1L.

Nun beginnt der Strom zu flieBen; die elektrische Energie
wird im Verlaufe einer Viertelschwingung in magnetische
Energie verwandelt; zu dieser Zeit

T T
T
1st
U=0
und
(193c) w=r=1"F.

Im Verlaufe der ndchsten Viertelschwingung kehrt die
Energie wieder zwischen die Kondensatorplatten zuriick und
‘dann  beginnt das Spiel von neuem, indem ein pulsierender
Energiestrom bald vom Kondensator in das den Leitungsdraht
umgehende Magnetfeld, bald wieder zuriickstromt; dabei ist
im Mittel die magnetische Energie der elektrischen gleich.

Die anfingliche Potentialdifferenz ¢, hiingt von der Schlag-
weite der Funkenstrecke ab; die Stromamplitude @ bestimmt
sich hieraus; es ist nach (193a)

ay/L
Po=2V K7
daher

K
(194) a= o)/ %

Die Stromamplitude ist daher um so griBer, je grifler
die Kapazitit des Kondensators und je kleiner die Selbst-
induktion des Schliefungsbogens ist.

Die Wellenlinge des vorhin durchgerechneten Zahlenbei-
spiels betrug 10 Kilometer; dies entspricht der Gréfenordnung
nach den von Feddersen beobachteten Schwingungen. Hier
ist die Annahme quasistationirer Strémung durchaus zulissig.
Denn die Dimensionen des Flaschenkreises sind klein gegen
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die Wellenliinge; fiir die Berechnung der Selbstinduktion einer-
seits kommt die kurze, vom Verschiebungsstrom eingenommene
Strecke des Kreises nicht in Betracht, und anderseits ist die
Kapazitiit des Leitungsdrahtes sehr gering gegen die Flaschen-
kapazitit. DemgemiB ist die obige mit den Begriffen der
Potentialtheorie operierende Betrachtung hier angemessen. Wir
konnten das Problem so behandeln, als ob das elektrische
Feld momentan der Ladung der Kondensatorbelegungen, das
magnetische dem im SchlieBungskreise zirkulierenden Strome
entspricht. Daher reichen diejenigen mathematischen Methoden
aus, welche zundchst nur fiir die Elektrostatik bzw. die statio-
nire elektrische Stromung entwickelt worden sind. Gerade
dasjenige, was die Maxwellsche Theorie von der Fernwirkungs-
theorie unterscheidet, kommt bei diesen Schwingungen noch
nicht zur Geltung. Fiir die experimentelle Priifung der Max-
wellschen Theorie war daher die Erzeugung schnellerer elek-
trischer Schwingungen notwendig.

Es war Heinrich Hertz, der zuerst lehrte, elektrische
Wellen von wesentlich kiirzerer, im Laboratorium meBbarer
Wellenléinge zu erregen und zu beobachten, und der so die
~Grundlage fiir die experimentelle Priifung der Maxwellschen
Theorie schuf. Aus der Thomsonschen Formel folgt, daB man
theoretisch die Wellenlinge verkleinern kann, indem man Kapa-
zitit des Kondensators und Selbstinduktion des SchlieBungs-
bogens moglichst klein wihlt. Man wird also den Abstand
der Kondensatorplatten moglichst vergréBern und, an Stelle
eines mehrfach gewundenen, einen miglichst gestreckten Draht
setzen. Tut man dies, so gelangt man schlieBlich zu der-
jenigen Erregerform, die von Hertz bei seinen ersten Versuchen
verwandt wurde. Derselbe besteht aus zwei Kugeln, die durch
einen geradlinigen, in der Mitte durch die Funkenstrecke unter-
brochenen Draht verbunden sind. Die Wellenléinge der von
diesem Erreger entsandten Wellen betrug nur wenige Meter.
Es ist sehr bemerkenswert und war theoretisch nicht voraus-
zusehen, daf der elektrische Funke die Eigenschaft besitzt, in
einer gegen die Schwingungsdauer dieser schnellen Schwingungen
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kurzen Zeit den die Funkenbahn ausfiillenden Isolator leitend
zu machen und seinen Widerstand so zu erniedrigen, daB
wirklich oszillatorische, nicht aperiodische Entladungen ein-
treten.

Bei diesen Hertzschen Schwingungen ist es nun
nicht mehr gestattet, den Strom als quasistationir
anzusehen. In der Tat, der Leitungsstrom ist hier auch
nicht ndherungsweise geschlossen, der Verschiebungsstrom, der
die eine Kugel des Erregers mit der anderen durch den Isolator
hindurch verbindet, kommt hier wesentlich in Betracht. Auch
ist die Linge der offenen Bahn des Leitungsstromes hier durch-
aus nicht mehr klein gegen die Wellenlinge, sondern nur
wenig kleiner als eine halbe Wellenlinge. Man muB daher
die zeitliche Ausbreitung des Feldes beriicksichtigen, d. h. die
Differentialgleichungen des Feldes integrieren, wenn man die
hier stattfindenden Schwingungsvorgiinge mathematisch be-
handeln will. Das wird inshesondere dann notwendig, wenn
man zu noch kiirzeren Wellen iibergeht. Hertz selbst gelangte
in seinen Hohlspiegelversuchen zu einer Wellenlinge von 60 ¢m
herab, spitere Experimentatoren haben elektrische Wellen von
nur wenigen Millimetern Wellenlinge beobachtet.

Bei der praktischen Verwendung der schnellen Schwin-
gungen in der drahtlosen Telegraphie hat man es mit Wellen
von 100 bis 1000 Metern Wellenliinge zu tun. Die Sende-
driihte oder Antennen, die man dabei verwendet, sind ihrerseits
von derselben GréBenordnung; auch hier darf man demnach
nicht ohne weiteres mit den Begriffen operieren, welche der
Theorie der quasistationdren Stromung entnommen sind.

Diese Theorie erweist sich insbesondere insofern als un-
zureichend, als sie die vom Erreger ausgesandten Wellen nicht
enthiilt. Diese Wellen fithren Energie mit sich, und je weiter
bei dem Fortgange der Schwingungen die Wellenziige sich im
Raume ausbreiten, desto mehr muB der Energieinhalt des
Wellenerregers aufgezehrt werden. Auf diese Energiestrahlung
nimmt die Theorie der quasistationiiren Strémung keine Riick-
sicht. Sie fiihrt die Dimpfung ausschlieBlich auf die Joule-
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sche Wirme zuriick, wihrend in Wirklichkeit auch bei ver-
schwindendem Widerstande die Erregerschwingungen eine
Dimpfung durch Strahlung erfahren. Auch sind es ge-
rade die von dem Sendedrahte ausgesandten Wellen, die in der
drahtlosen Telegraphie wirksam sind.

Um iiber die Wirkung einer gegebenen Senderanordnung
ein Urteil zu gewinnen, geniigt es nicht, die Vorgiinge in dem
Senderapparat zu verfolgen; man muB auch wissen, welches
die Amplituden der auf den Empfinger fallenden Wellen sind
und wie diese durch Verinderungen am Sender beeinflubt
werden. Auf diese Fragen werden wir im zweiten Bande des
Werkes genauer eingehen.

§ 73. Elektrische Resonanz.

Die Wellen, welche ein Hertzscher Erreger aussendet,
werden der Beobachtung dadurch zuginglich gemacht, daB
man einen Resonator in das Feld der Wellen bringt. H. Hertz
selbst beobachtete die kleinen Funken, die sich an den einander
gegeniiberstehenden Enden eines kreisformigen Resonators aus-
bilden, spiitere Experimentatoren wandten elektrometrische und
bolometrische Messungsmethoden an. In der drahtlosen Tele-
graphie verwendet man als Empfangsapparat eine dem Sende-
apparat iihnliche, mit einer Empfangsantenne versehene Anord-
nung und gibt beiden Apparaten die gleiche Schwingungsdauer.
Als Reagens fiir die elektrische Erregung des Empfiingers
bedient man meist sich des Kohiirers. Fiir das Uberspringen der
Funken bzw. das Ansprechen des Kohiirers ist die maximale
elektrische Spannung maBgebend, wihrend die elektrometrischen
und bolometrischen Methoden Zeitintegrale des Quadrates von
Spannung bzw. Strom messen.

Die strenge Theorie der elektrischen Resonanz kann nur
durch Integration der Differentialgleichungen des elektro-
magnetischen Feldes gewonnen werden. Denn die Dimensionen
der Resonatoren sind, insbesondere bei Verwendung von
Antennen, mit der Wellenlinge der in ihnen stattfindenden
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Schwingungen vergleichbar. Dennoch komnte V. Bjerknes,
der die Untersuchungen von Heinrich Hertz in dieser Richtung
weiterfiihrte, die wichtigsten Erscheinungen der elektrischen
Resonanz auf Grund der elementaren Schwingungslehre er-
kléiren.

Wir gelangen zu dem Ansatze der Bjerknesschen Theorie,
indem wir in der Grundgleichung (187) der Theorie der
quasistationiiren Strémung fiir die elektromotorische Kraft E
einen allgemeineren Ausdruck setzen. Die von den Ladungen
der Kondensatorbelegungen herrithrende elektromotorische
Kraft ¢ hatten wir bereits im vorigen Paragraphen beriick-
sichtigh. Dazu tritt jetzt die von den auffallenden Wellen
herriihrende, #uBere elektromotorische Kraft, die wir mit E”
bezeichnen wollen. Dieselbe wird der lings des Resonator-
kreises integrierten elektrischen Feldstirke der auffallenden
Wellen gleich zu setzen sein und wird nicht nur von der
Amplitude und Frequenz dieser Wellen abhingen, sondern
auch von der Form des Resonators, sowie von seiner Stellung
gegen die Wellen und gegen die Richtungen des elektrischen
und des magnetischen Vektors in den Wellen. Die Einfiihrung
dieser HuBeren Kraft in (187) ergibt

” LadJ
(195) & dt + RJ = ¢ + E,
oder infolge von

I gpin

dt dt ?
- .dgp  LEd¢  ,,
(195a) ¢+ RE .+ o =—E~

Um nun zu der Differentialgleichung zu gelangen, welche
der Gleichung (191) fiir die Eigenschwingungen entspricht,
setzen wir wieder

(195h) L=t

R 20,
und erhalten
(195¢) ¢ +20¢ + (¥ + 0N = — (v + 6% En.

Bjerknes setzt nun fiir die von den Erregerwellen aus-
gelibte elektromotorische Kraft eine gedimpft periodische
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Funktion der Zeit, deren Frequenz und Dimpfungskonstante
mit denen der Erregerschwingungen identisch sind. Er fiihrt
die Integration der Differentialgleichung (195¢) fiir den all-
gemeinen Fall durch, daB Erreger und Resonator verschiedene
Frequenz und verschiedene Dimpfung besitzen. Wir wollen
uns indessen hier auf die Behandlung des speziellen Falles
beschriinken, wo der Erreger dieselbe Frequenz » und Dimpfungs-
konstante 0 hesitzt wie der Resonator. Wir setzen

(196) — E*(v® 4 8%) = e~ cos (vi).

A ist der Bjerknessche ,Intensitiitsfaktor”, der von der Am-
plitude und Frequenz der Erregerschwingungen und von der
Form und Stellung des Resonators abhingt. Jetzt wird

(196a)  @" + 209" + (v* 4+ 0%)p = Ae~%* cos (vi).

Eine Partikulirlosung dieser Diﬁ‘erentia.lgleichung ist
A . 6 .

(197) ¢ =5 -te~’'sin (vf),

wie man durch Einsetzen in die Differentialgleichung leicht
beweist. Das vollstindige Integral von (196a) erhilt man,
indem man zu (197) das mit zwei Integrationskonstanten ver-
schene Integral der homogenen Gleichung hinzufiigt, die durch
Nullsetzung der rechten Seite von (196a) entsteht. Dieses
hinzuzufiigende Glied entspricht der gedimpften Eigenschwin-
gung des Resonators. Setzt man aber voraus, daB vor dem
Eintreffen der Welle, das zur Zeit ¢ = 0O stattfindet, der Reso-
nator ungeladen und stromlos war, so gelten die Anfangs-
bedingungen: fiir ¢ = 0 ist

(Icp
H_O‘

p=0,

Diesen Anfangsbedingungen nun geniigt bereits das partikulire
Integral (197); dies ist also schon das vollstindige Integral.
Die Amplitude der Resonatorschwingungen steigt, wie aus
(197) hervorgeht, nach dem Gesetze fe—?* zunichst an, um

dann, wenn die schwiicher gewordene fuBere Kraft die eigene
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Diimpfung des Resonators nicht mehr kompensieren kann,
wiederum abzunehmen. Der Zeitpunkt, wo die Potential-
amplitude am groBten geworden ist, wird gegeben durch

1
0= (te~%) = e~%(1 — d1),
oder

1
t= 5

Die dann eintretende maximale Potentialamplitude ist

A
Pm = 2pae’
Ihr Wert ist fiir die mit Hilfe des elektrischen Funkens
oder des Kohirers festzustellende Erregung des Resonators
mafgebend.

Wir haben uns hier auf die Behandlung des speziellen
Falles beschriinkt, wo Erreger und Resonator die gleiche
Frequenz und die gleiche Dimpfungskonstante besitzen. Dieser
Fall ist in der drahtlosen Telegraphie nahezu realisiert, wenn
man als Erreger einen einfachen Marconischen Sendedraht und
als Resonator einen Empfangsdraht der gleichen Linge und
Dicke verwendet. Dann stimmen die Frequenzen der Eigen-
schwingungen iiberein und auch die Dimpfungen der beiden
Leiter, die hauptsichlich durch Strahlung bedingt sind, sind
nicht sehr verschieden. Es geht aus (197a) hervor, daf die
Erregung des Empfingers um so groBer ist, je geringer die
Dimpfung der beiden Leiter gewihlt ist. In der Tat wird der
Empfinger von den isochronen Erregerwellen um so stirker
ins Mitschwingen versetzt werden, je geringer seine eigene
Dimpfang sowie auch die Didmpfung der Erregerschwin-
gungen ist.

Das Ansprechen des Resonators ist indessen nicht auf
den Fall vollkommener Isochronitit beschrinkt. Man kann
das Verhalten des Resonators am besten durch Konstruktion
der sogenannten ,Resonanzkurve“ veranschaulichen; diese
Kurve erhilt man, indem man etwa den Erreger in bestimmter
Weise abiindert, die Frequenz des Erregers als Abszisse und

(197a)
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das Ansprechen des Resonators als Ordinate auftriigt. Diese
Resonanzkurven fallen natiirlich verschieden aus, je nach der
Art, wie man den Erreger abiindert, d.h. je nachdem man
seine Frequenz durch Verinderung der Kapazitit oder der
Selbstinduktion variiert; sie fallen ferner verschieden aus,
je nach der zur Messung des Ansprechens verwandten Methode.
Alle diese Resonanzkurven aber haben einen gemeinsamen
Charakter. Sie besitzen ein Maximum in der Nihe der Iso-
chronitit. Nach beiden Seiten hin fallen die Kurven um so
steiler ab, je geringer die Dampfung des Erregers sowie die
Démpfung des Resonators ist. Konstruiert man die zu ver-
schiedenen Werten der Dimpfungsdekremente gehorigen Reso-
nanzkurven, von groferen zu geringeren Dekrementen fort-
schreitend, so erhiilt man eine Kurvenschar, in der jede Kurve
die vorhergehende einhiillt; in der Nihe der Isochromitit er-
heben sich die Kurven zu einem immer hoheren und steileren
Maximum. Ein solches Verhalten ergibt sich aus der elementaren
Schwingungslehre in Ubereinstimmung mit der Erfahrung.
Diese Verhiltnisse sind fiir die drahtlose Telegraphie von
Wichtigkeit. Man wird hier aus zwei Griinden wiinschen, mit
einer moglichst geringen Didmpfung zu arbeiten. Erstens,
weil dadurch die Maximalamplitude der Spannung entsprechend
vergroBert wiirde, zweitens, weil nur bei hinreichend geringer
Diimpfung eine abgestimmte Telegraphie moglich ist. Infolge der
mehr oder weniger veriinderlichen Empfindlichkeit des Kohirers
ist man némlich gezwungen, die Anordnung so zu treffen, daB
der Kohirer in einem Augenblicke groBter Empfindlichkeit
auch dann reagiert, wenn die maximale Potentialamplitude
des Empféngers in einem bestimmten Verhiltnis kleiner ist
als das Maximum der Resonanzkurve. Daher findet ein An-
sprechen des Empfingers nicht nur bei genauer Isochronitit
des Senders statt, sondern auch dann, wenn der Sender eine
etwas abweichende Frequenz besitzt. HEs gibt einen ganzen
Bereich an Frequenzen, auf die der Empfinger anspricht.
Dieser Bereich ist um so kleiner, je steiler das Maximum der
Resonanzkurve ist, d. h. je geringer die Dimpfungen der beiden
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Apparate sind. Wiinscht man nun den Empfangsapparat einer
Station so abzustimmen, daB er nur auf einen bestimmten
Sender, nicht aber auf andere, gleichzeitig nach anderen
Stationen telegraphierende Sender anspricht, so miissen die
Frequenzen dieser anderen Sender auBlerhalb des Bereiches des
Ansprechens liegen. Man wird mit um so mehr Sendern nach
verschiedenen Stationen unabhingig telegraphieren konnen, je
kleiner die Bereiche des Ansprechens, d. h. je geringer die
Dampfungen der Apparate sind.

Man kann nun aber die Dimpfung eines Marconi-Senders
nicht beliebig erniedrigen. Die vom Sender zum Empfinger
eilenden elektromagnetischen Wellen sind es ja gerade, welche
die telegraphischen Zeichen iibermitteln. Ihre Energie wird
den Senderschwingungen entzogen und die so entstehende
Dimpfung mub man mit in Kauf nehmen, wofern es nicht
gelingt, dem Sender die verlorene Energie nachzuliefern. Die
Strahlungsdimpfung ist um so gréBer, als es bisher nicht ge-
lungen ist, die Wellen nach dem Orte der Empfangsstation
zu konzentrieren. Die Wellen breiten sich nach allen Seiten
hin aus und entziehen dem Sender erhebliche Energiemengen.
Wir werden im zweiten Bande dieses Werkes zeigen, wie man
die von einer Antenne entsandte Strahlung berechnet. Durch
die Strahlungsfihigkeit der Antenne und die anfinglich auf-
gespeicherte Energie bestimmt sich der Verlauf der durch den
elektrischen I'unken ausgelésten Schwingungen des Marconi-
Senders. Die anfingliche Energie jedoch hingt von dem
Funkenpotential und von der Kapazitit der eingeschalteten
Kondensatoren ah. Diese Kapazitit ist nicht beliebig zu
steigern; denn es miiBte, um gleich schnelle Schwingungen zu
erhalten, der Thomsonschen Formel gemi8 die Selbstinduktion
gleichzeitig verringert werden. Aber auch ein kurzer und
dicker SchlieBungsbogen besitzt eine bestimmte Selbstinduktion;
diese kann nicht unterschritten werden.

Die Herabdriickung der Dimpfung des Senders ist dem-
nach nur durch Schwiichung der entsandten Wellen miglich.
Hierdurch wiirde der Intensititsfaktor A verkleinert und so
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die Tragweite des Senders verringert werden. Die Forderungen
guter Abstimmbarkeit und grofer Tragweite widersprechen
sich also.

Wir haben hier den Fall behandelt, dall der Sender nur
eine einzige gediimpfte Schwingung ausfiihrt. Dieser Voraus-
setzung entspricht die wurspriingliche Marconische Sender-
schaltung, bestehend aus einer Antenne, eventuell mit ein-
geschalteter Kapazitit. Esist aber klar, da der oben gezogene
Schluf aus rein energetischen Griinden auch bei komplizierteren
Senderschaltungen zutreffen muB. Wiinsecht man lange an-
haltende Schwingungen zu erzeugen, so muB man die Aus-
strahlung verringern, daher auf groBe Tragweite verzichten.
Wiinscht man hingegen eine miglichst groBe Entfernung zu
erreichen, so muB man moglichst intensive Wellen erzeugen.
Alsdann erschépft sich die Energie des Senders rasch; die
Schwingungen erloschen und gestatten so keine scharfe Ab-
stimmung.

Neuerdings scheint man jedoch im elektrischen Licht-
bogen ein Mittel gefunden zu haben, Gleichstrom in hoch-
frequenten Wechselstrom zu verwandeln und so dem Sender
die ausgestrahlte Energie fortgesetzt nachzuliefern; dies wiirde
einen wesentlichen Fortschritt der drahtlosen Telegraphie be-
deuten.

§ 74. Zwei induktiv gekoppelte Stromkreise.

Wir haben im letzten Paragraphen den Fall behandelt,
daB ein Stromkreis einen zweiten zu Schwingungen anregt.
Wir haben indessen eine Riickwirkung des zweiten Kreises
auf den ersten nicht in Betracht gezogen. Eine solche Riick-
wirkung wird stattfinden, wenn die Entfernung der beiden
Kreise gering, etwa von der Ordnung der Wellenlinge ist.
Im Rahmen dieses Kapitels, d. h. auf Grund der Theorie der
quasistationiiren Stromung, kénnen wir strenge nur den Fall
behandeln, daB die Entfernung der beiden Stromkreise klein
gegen die Wellenlinge der in ihnen pulsierenden Strome ist.
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Die von A. Oberbeck und anderen gegebene Theorie der
Schwingungen zweier induktiv gekoppelter Stromkreise, welche
in diesem Paragraphen dargelegt werden soll, gilt exakt z B.
fiir den Tesla-Transformator, auf die Senderanordnungen der
drahtlosen Telegraphie ist sie aus den in § 72 dargelegten
Griinden nur mit Vorsicht anzuwenden. Diese Braun-Slaby-
schen Senderanordnungen sind aus zwei Teilen zusammen-
gesetzt. Der erste Teil stellt einen geschlossenen Stromkreis
dar, bestehend aus einer Zahl Leydener Flaschen und einem
SchlieBungsbogen bzw. einer Spule, der zweite Teil des Systemes
enthilt die Sendeantenne. Letztere ist entweder direkt an den
ersten Kreis angeschlossen oder vermittels elektromagnetischer
Induktion mit ithm verkoppelt. Den ersten Kreis, der klein
gegen die Wellenlinge der entstehenden Schwingungen ist,
kann man unter Umstéinden auf Grund der Theorie der quasi-
stationéiren Stromung behandeln, den zweiten hingegen, der die
Antenne enthilt, nicht. Nichtsdestoweniger konnte M. Wien
zeigen, daB gewisse Eigenschaften dieser Sendeapparate sich
auf Grund jener Theorie ableiten lassen. Wir wollen diese,
auf den Regeln der allgemeinen Schwingungslehre beruhenden
Eigenschaften gleichfalls entwickeln, indem wir die Vorginge
in zwei induktiv gekoppelten Stromkreisen unter Annahme
quasistationirer Stromung verfolgen.

Wir gehen dabei zuriick auf die Gleichungen (1864d),
welche bereits der Selbstinduktion und der gegenseitigen In-
duktion Rechnung tragen. Die dort eingefiithrten elektro-
motorischen Krifte £7, E? wollen wir jetzt durch die von den
Ladungen eingeschalteter Kondensatoren herriihrenden ersetzen,
d. h. durch die Potentialdifferenzen ¢,, ¢, ihrer Belegungen.
Dann erhalten wir

P dFE 1w BE

P~ ol gy — Lo g7 = i By,
(198) 1. dJ, 1, aJ,

P, — Cz.LHd_f = Eing 'at = Jg.Rﬂ.

Diese Gleichungen gehen auch aus der in § 72 fiir einen
einzelnen Stromkreis aufgestellten Gleichung (190b) durch
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Einfilhrung der gegenseitigen Induktion hervor. Wir setzen,
wie dort,

do, d
(198a) J=—K, dq;, J2=—K2%,
indem wir unter K,, K, die Kapazititen des in den ersten bzw.
den zweiten Kreis eingeschalteten Kondensators verstehen. Da-
durch geht (198) iiber in

Kd%

[, K,
¢1+RK1dlpl+j”— 12 d*e,

L
+ et di*

-
198D
e o + R E, 20 In "’d?’+ -0,

Wir wollen nun annehmen, daB die Widerstinde R,, R,
gering sind, so daB die von ihnen herrithrende Dimpfung
nicht wesentlich den Schwingungsvorgang beeinfluit. Setzen
wir sie gleich Null, so werden die Frequenzen der beiden
Stromkreise bei fehlender Koppelung nach (191b)

(i 4

198 - = — =
= VLR U TVLLE

Schreiben wir weiter abkiirzungsweise

K, L, I, Eus
(1984) ky zj‘?; L:’ ky = :
so gelten fiir ¢,, ¢, die simultanen Differential-
gleichungen

My g2 koot =0
(1989) v e+ R ;

Py + v p + " = 0.
Da die Vermutung nahe liegt, daB die Gleichungen sich

durch periodische Lisungen befriedigen lassen, so machen wir
den Ansatz

=q,é"*
(199) P 1€

@y = Gye*t.

Gelingt es, durch diesen komplexen Ansatz den Differential-
gleichungen zu geniigen, so stellen die reellen Teile dieser

Ausdriicke ein reelles Losungssystem der linearen Gleichungen
Abraham, Theorie der Elektrizitit. I 3. Aufl. 20
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dar. Wir erhalten durch Einsetzen in (198e)

ay (v® — %) =k ay0*,

199
] a (2 — V%) =k a, 12
oder
g .2 o vt
(199D) :: = ”1kl ',,':' = 1,!:21',2

Ist demnach die Frequenz v der entstehenden Schwin-
gungen gefunden, so ist @, durch @, bestimmt. Ferner folgt
fir »* die quadratische Gleichung

(199¢) 41—k k) — 22 (1,24 02) 4+ 1,20, 2 = 0.

Fiithrt man durch die Substitutionen

2% 2x 2x
(199d) p= e My

die Schwingungsdauern ein, so erhilt man

(199¢) v — () + 2 (1 — K k) =0,
daher

(1996) o= [nl+ 0! £ VT o) + Ao n),

&

wenn abkiirzungsweise

g L

A T S |
(199¢) k2= k, oy
gesetzt wird. Wir nennen A? den ,Koppelungskoeffizienten®.

Wir verstehen nun unter 7, die groBere, unter 7, die

kleinere der Schwingungsdauern der beiden Kreise vor der
Koppelung, hingegen unter 7/, 7" die Schwingungsdauern der
beiden Eigenschwingungen des gekoppelten Systemes, und zwar
mag t'* die groBere, t"? die kleinere der Wurzeln (199f) be-
zeichnen. Dann folgt aus jener Gleichung

(200) g M 8T L

Die langsamere Eigenschwingung des gekoppelten
Systemes ist langsamer, die schnellere schneller als
jede der beiden Eigenschwingungen der ungekoppelten
Kreise.
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Auch wenn man den Fall betrachtet, daB die beiden
Stromkreise vor der Koppelung die gleiche Schwingungsdauer

(2004) 5 e e R

v, v,
besitzen, d. h. daB
L, K, = Ly K,
ist, fallen die Perioden des gekoppelten Systemes keineswegs
zusammen; es wird vielmehr

t' =1, V1+k,

(200b) —
=1, Y1k

Zwei Kreise der gleichen Periode geben, mit-
einander gekoppelt, ein System von zwel verschie-
denen Perioden, von denen die eine griofer, die andere
kleiner als die Periode der ungekoppelten Kreise ist.

Wir wollen fiir diesen letzteren Fall, wo die ungekoppelten
Kreise aufeinander abgestimmt sind, den Schwingungsvorgang
genauer verfolgen. Zu den Frequenzen iibergehend, erhalten wir

,,rz_ioi
1+4+%
(200¢) 3
gl Y
1—k

Der Frequenz v = v' entspricht nun eine Partikularlésung
q)ll — aj' eir'tJI (pzf — agf eir't,

der Frequenz v = v" eine Partikularlsung

n

et @l = a,l eftt

¢ = )

der Differentialgleichungen (198e). Fiir die entsprechenden
Konstanten folgt aus (199b), (200¢) und (199g)

2

R SR 7/
R T k
2

u . _rre 3 —
ay’ _ kyv ”*_“!’__th'
T e e T 2

a, v —w k k,
2

-

(2004)

0*
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Da nun die beiden ungekoppelten Kreise aufeinander ab-

gestimmt sind, d. h.

L, K, = Ly, K,
ist, so folgt aus (198d)

r, K, L,

(2009) k, =E=Lu.

Die beiden Systeme von Partikularlésungen werden demnach

o g
| P ,iv't P I 1 it
o =a' e, @ =a —ng
und

; K i
n n !/t " Hn 1 g
¢ =a" e, @ =—aq V_K i
2

Wir konnen etwa fiir die komplexen Konstanten a,', a,"

setzen
I I sia' " " gia”
a =ae*, a"=d e,

wo a, o, a", ¢" jetzt vier reelle Integrationskonstanten be-
deuten. Der Ubergang zu den reellen Bestandteilen und die
Zusammensetzung der Partikularlésungen ergibt dann

p,=da cos(Vt+ )+ a" cos (V' E+ "),
KI ! I I " n "
‘Ps:]/;g{a cos(v't + a') — a" cos (v t+a)}-

Dieses ist die vollstéindige Lésung fiir den Fall
zweier urspriinglich in Resonanz befindlicher wund
dann induktiv gekoppelter Kreise. Durch geeignete Wahl
der Integrationskonstanten kann sie jedem vorgegebenen An-
fangszustande angepaBt werden. Die entsprechenden Strom-
stirken in den beiden Kreisen sind nach (198a)

(201)

2010) J, =K, {a'v'sin (W't + &)+ a" V' sin (V'E4a")},

a =
Jy=VEK, K, |d vsin (v t+ o) —a" " sin (0"t + o))
Ist nun der erste Kreis anfangs geladen und stromlos

und der zweite Kreis ungeladen und stromlos und wird zur
Zeit t=0 der Schwingungsvorgang durch einen Funken-
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ibergang im ersten Kreise eingeleitet, so sind die Anfangs-
bedingungen zu stellen

(201b) t=0: g,—gy &,=0, @ =0, J—0.
Den beiden Bedingungen J, =0, J, =0 geniigen wir,
indem wir die Phasenkonstanten «' = 0, «" = 0 setzen.
Alsdann folgt gemib (201) aus @, = 0:
a — a"
und daher aus @, = ¢,:

(201 (3) a’ = a" = %.

Die Potentiale in den beiden Kreisen werden jetzt

@, =q_;" {cosv't+cos -v”t},

(2014d) %
P = ?Vf; {cosv’ t—cos" t}-

Es tritt also jede der beiden Schwingungsfrequenzen in
beiden Kreisen auf; die Amplituden des Potentiales im zweiten
Kreise hingen wesentlich von dem Verhiltnisse der Kapazi-
titen ab. Der Koppelungskoeffizient & spielt nur insofern eine
Rolle, als er gemidf (200¢) die Frequenzen der beiden Eigen-
schwingungen beeinfluBt; dabei ist die Differenz der beiden
Schwingungszahlen um so kleiner, je loser die Koppelung, d. h.
je kleiner k& ist. Bei loser Koppelung und geringer Schwingungs-
differenz darf man setzen

(201) ¥ =wy(1—3F), v =wn(1+5E),
daher
(2011) V" =20, V' — =y,

Fiir lose Koppelung entspricht demnach das arith-
metische Mittel der beiden Schwingungsfrequenzen
der gemeinsamen Frequenz der ungekoppelten Kreise,
die Differenz der beiden Frequenzen ist dem Koppe-
lungskoeffizienten proportional

Zwei Schwingungen der gleichen Amplitude und nur
wenig verschiedener Periode ergeben nun bekanntlich Schwe-
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bungen. Die Zahl der Schwebungen in einer gegebenen Zeit
ist gleich der Differenz der Zahlen der Schwingungen, die in
der gleichen Zeit stattfinden. Es ist mithin die Zahl der
Schwebungen in 2z Sekunden oder die Schwebungsfrequenz
gleich

v — v =F,.

Zur Zeit ¢ = 0 ist das Potential im zweiten Kreise Null;

nach einer halben Schwebung, zur Zeit ¢ = y.,“ wird das

_.1,'7
Potential daselbst seinen gréBten Wert erreicht haben, um
wiederum nach einer halben Schwebung gleich Null zu werden.
Dieser Zusammensetzung der beiden Partialschwingungen zu
einer einzigen Schwebung entspricht die Umformung von
(201d) in o o

P, = @, COS (V ;—”-t) - cos (” :—v t),

P: = @ V;f; sin (y—;—l t) - sin (v j o 1‘) .

Bei geringer Schwingungsdifferenz, d. h. loser Koppelung,
sind diese Ausdriicke zu deuten als Schwingungen der Fre-
quenz v, von periodisch wechselnder Amplitude. Nach einer
halben Schwebung ist die Potentialamplitude im ersten Kreise
Null, im zweiten Kreise ist sie gleich

K, Ly

Po VI(g Po ¥ I,
geworden. Wenn man also die Kapazitit im ersten Kreise
eines Tesla-Transformators erheblich groBer und gemil der
Resonanzbedingung die Selbstinduktion entsprechend kleiner

wihlt als im zweiten Kreise, so erzielt man eine Steigerung
der Potentialamplitude im zweiten Kreise. Nach einer ganzen

(201g)

Schwebung, zur Zeit ¢ = 1’};;2_5;,, ist die Potentialamplitude im

zweiten Kreise Null geworden, im ersten ist sie zum anfiing-
lichen Werte ¢, zuriickgekehrt; dabei ist aber die Schwingungs-
phase die entgegengesetzte geworden; das gleiche gilt von den
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Schwingungsphasen des zweiten Kreises, die durch das Zeit-
intervall einer ganzen Schwebung voneinander getrennt sind.
Die anfingliche Energie des ersten Kreises

1
) 9" K,
findet sich nach einer halben Schwebung im zweiten Kreise
wieder, da

1 ok 1 ;
) (‘Po K:) Kz — §¢02K1

ist. Die Energie pendelt also gewissermafien zwischen den
beiden Kreisen hin und her,

Wir wollen noch zum Grenzfalle sehr loser Koppelung
der beiden in Resonanz befindlichen Kreise iibergehen. Hier

wird (201¢g)
P1 = @, cos (vyt),

(20")') K, kv 5 vy Ly o s
@y = %Vf:' == tsin (rof) = @ 5 Ll; t sin (v, t).

1

Diese Losung ist zu verwenden, wenn die Zeit einer
Schwebung sehr groB ist gegen die sonst in Betracht kommen-
den Zeiten. Alsdann steigt die Amplitude des Potentiales im
zweiten Kreise der Zeit proportional an; die Riickwirkung auf
den ersten Kreis aber ist herausgefallen. Diese L&sung ent-
spricht der Problemstellung des vorigen Paragraphen; dort
wurde die Einwirkung des Erregers auf den Resonator
behandelt, ohne eine Riickwirkung in Betracht zu ziehen.
Der ,Intensititsfaktor 4 wurde dort unbestimmt gelassen,
wiihrend hier dieser Faktor einen bestimmten, dem Koppelungs-
koeffizienten proportionalen Wert annimmt. Setzen wir in
Gleichung (197) des vorigen Paragraphen die Dampfungs-
konstante des Erregers gleich Null und wiihlen den Intensitits-
faktor A passend, so erhalten wir fiir @, den durch Glei-
chung (202) gegebenen Ausdruck. Wiirden wir anderseits die
allgemeinen Ansitze dieses Paragraphen verfolgen, ohne die
Dimpfungsglieder zu vernachléssigen und ohne speziell Reso-
nanz der beiden Kreise anzunchmen, so wiirde der Grenz-
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iibergang zu sehr loser Koppelung die allgemeine Bjerknessche
Theorie des elektrischen Resonators ergeben, welche der Riick-
wirkung des Resonators auf den Erreger nicht Rechnung trigt.

Bei enger Koppelung treten die beiden Eigenschwingungen
des Systemes deutlich hervor; in diesem Falle ist die Form
(201g) der Losung zur Deutung der beobachteten Vorginge
weniger geeignet als die urspriingliche Form (201d). Bei den
enggekoppelten Sendern der drahtlosen Telegraphie hat man
nun in der Tat zwei Eigenschwingungen festgestellt. Qualitativ
lassen sich demnach die Schwingungsvorginge in diesen Sende-
apparaten auf Grund der Theorie der guasistationéiren Stromung
diskutieren. DaBl aber diese Theorie unzureichend ist, geht
schon daraus hervor, daB die Entstehung elektromagnetischer
Wellen, auf der die Moglichkeit einer drahtlosen Telegraphie
beruht, von ihr nicht erklirt wird. Ein griindliches Ver-
stindnis der bei der drahtlosen Telegraphie stattfindenden
Vorginge ist nur auf Grund der Theorie der elektrischen
Wellen miglich. Wir kommen im zweiten Bande dieses
Werkes auf die mit der drahtlosen Telegraphie verkniipften
Probleme der Elektrodynamik zuriick.

Drittes Kapitel.

Elektromagnetische Wellen,

§ 75. Ebene Wellen in einem isotropen, homogenen
Dielektrikum,

Wir gehen in diesem Kapitel zur Behandlung solcher
elektromagnetischer Felder iiber, die zeitlich und riumlich
rasch wechseln. Bei diesen versagt die Theorie des quasi-
stationéiren Stromes. Man hat der mathematischen Theorie
der elektrischen Wellen die Differentialgleichungen des elektro-
magnetischen Feldes fiir ruhende Korper (§ 66) zugrunde zu
legen.
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Wir betrachten zunichst ein homogenes, isotropes Dielek-
trikum; ein solches ist von eingeprigten Kriiften frei. Die
Feldgleichungen (179), (179a) ergeben hier

@
(203a) £ 0% = curl B,
' w09 _
(203 1) — ¢ g =curl €
Da u konstant ist, so wird (179b)
(203¢c) div § = 0.

Dazu kommt, wenn wir wahre Ladungen im Innern des
Isolators ausschliefen,

(203d) div € = 0.

Durch dieses Gleichungssystem bestimmt sich die Fort-
pflanzung elektromagnetischer Wellen in dem Dielektrikum.

Wir kénnen aus dem Gleichungssystem leicht einen der
“beiden Vektoren G oder $ eliminieren. Man eliminiert @,
indem man von der ersten Gleichung den Curl nimmt, die

zweite nach ¢ differentiiert und, mit dem Faktor f: multipli-

ziert, zur ersten addiert. Dann folgt

ndtd

— e curl curl §.

Nach der Rechnungsregel (95) geht diese Gleichung mit
Riicksicht auf (203¢) iiber in
; 529
(203e) £5E =V

Anderseits kann man auch $ eliminieren, indem man
(203a) mit % multipliziert und nach ¢ differentiiert, hieranf

von (203b) den Curl nimmt und diese Gleichung sodann von
der ersten subtrahiert. Man erhilt dann

" tn 026 9
(2031) S g =V G.

Die beiden Vektoren @& und § erfiillen demnach dieselbe
Differentialgleichung. Fiir zeitlich nicht wechselnde Felder

geht diese in die Laplacesche Differentialgleichung iiber.
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Wir suchen jetzt partikulire Losungen der Feldgleichungen,
die ebenen, homogenen Wellenziigen entsprechen. Man be-
zeichnet einen Wellenzug als homogen, wenn man im Felde
eine Schar paralleler Ebenen so legen kann, daB die elektrische
und die magnetische Feldstirke lings einer jeden dieser Ebenen
sich nach Betrag und Richtung nicht verindern; jene Ebenen
nennt man die Wellenebenen, ihre Normalenrichtung die
Wellennormale. Wir wollen die z-Achse in die Wellennormale
legen, so daB die Wellenebenen der (y2z)-Ebene parallel werden.
Da lings der Wellenebenen @& und § konstant sein sollen, so
fallen die partiellen Differentialquotienten nach y und z fort
und es lauten die Feldgleichungen:

= aa(? 0,
(204a) L _a;::y _ ‘?a%,
= ?a% _— aag;;’
=2 'aa% = 0y
(204h) i 3;::: _ ?fx ’
S PN . )
(204¢) Ca % —o0,
(204 d) fc‘j —o,

Aus (204c,d) folgt, daB die longitudinalen, d. h. die
parallel der Wellennormale genommenen, Komponenten der
Vektoren G, § lings der Wellennormale nicht variieren. Die
ersten beiden der Gleichungen (204a), (204b) aber besagen,
daB diese Komponenten @,, §,  auch von der Zeit nicht ab-
hingen. Wir kennen also diese GriBen fiir alle Zeiten und
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fir alle Werte von z, wenn wir ihren Wert fiir irgendeine
Zeit und fiir irgendeine Parallelebene zur (yz)-Ebene angeben.
Wir wollen nun voraussetzen, daB zu Beginn des Vorganges
es eine Parallelebene zur (yz)-Ebene gibt, die von den Wellen
noch nicht erreicht ist. Hier wird sein

(204e) G,=0, =0

Dann verschwinden die longitudinalen Komponenten der Feld-
stirken im ganzen Raume und zu jeder Zeit.

Wiirden wir G,, $, nicht gleich Null, sondern konstant
annehmen, so wiirde ein konstantes elektrisches bzw. mag-
netisches Feld parallel der z-Achse sich dem Felde der Wellen
iiberlagern; konstante Felder parallel der y-Achse oder der
z-Achse konnen wir ebenfalls einer Losung der Gleichungen
(204a, b) stets hinzufiigen, da diese linearen Differential-
gleichungen durch Einsetzen konstanter Werte von €, G,
bzw. ,, ®, erfiillt werden. Die Wellenfortpflanzung wiirde
durch Hinzuftigung eines solchen Feldes nicht gefindert werden.
Daher haben solche Felder fiir uns kein Interesse. Sie riihren
von elektrischen Ladungen oder Stromen her, die ihren Sitz
auBerhalb des betrachteten Feldes haben und die Wellen in
dem hier betrachteten Falle nicht beeinflussen.

Wir bemerken, daf die beiden letzten, noch zu erfiillenden
der Gleichungen (204a,b) die Komponenten @, §, einerseits
und @, », andererseits miteinander verkniipfen. Wir kinnen
daher diese Paare von Komponenten getrennt behandeln. Die

Gleichungen

™

_ T T Y 9 G,
@4 o — % 5

F=

cx’ ¢ 0ot

L]

ergeben nach Elimination von &, bzw. §,
2 a2
eu 0°€, 3'G,

(204g) ¢t otr  oat?
. *9 o*H
.) _E.u’ : __ __ "¢

("04]1) et gt* ozt

Gleichungen, die aus (203e, f) direkt folgen, wenn man, der
Annahme homogener ebener Wellen entsprechend, die Differential-
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quotienten nach y und z streicht. Diese partiellen Differential-
gleichungen sind aus der Theorie der schwingenden Saite be-
kannt. Die allgemeine Losung von (204g) schreiben wir in
der Form

(205) €, =f(lz—wt)+g(z + wi),
wobel
(205a) w = V:_p

gesetzt wird.
Die Gleichungen (204f,h) werden dann erfiillt durch

200h) B, =)/ (flo—wt)—g (@ + wt).
Die willkiirlichen Funktionen
f(x — wt) und g(z + wi)
stellen Wellen dar, die sich in Richtung der positiven bzw.
der negativen x-Achse fortpflanzen.

Wir beschrinken uns weiterhin auf die Diskussion der-
jenigen Partikulirlosung, welche durech die Funktion
flz — wt)
gegeben ist. Die Form der Funktion f ist durch die Wellen-
kurve zur Zeit { = 0 bestimmt; diese Wellenkurve pflanzt sich
unverzerrt mit der Geschwindigkeit w fort. Die Geschwindig-
keit einer ebenen elektromagnetischen Welle in einem isotropen

Isolator hiingt also nicht von der Wellenform und Wellen-
linge ab. Im leeren Raume, wo das GauBsche MaBsystem

e=1und u=1

setzt, wird nach (205a) die Geschwindigkeit mit der univer-
sellen Konstanten ¢ identisch, welche durch Vergleichung der
elektrostatischen und der elektromagnetischen Einheiten gleich

3.100 2
sec

gefunden ist. (Vgl § 67.) Diese Zahl stimmt mit der Ge-
schwindigkeit des Lichtes im leeren Raume iiberein. Wir sehen
also: im leeren Raume ist die Geschwindigkeit ebener
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elektromagnetischer Wellen der Lichtgeschwindigkeit
¢ gleich.

Nicht nur die Geschwindigkeit ist den Lichtwellen und
den elektromagnetischen Wellen gemeinsam. Die elektro-
magnetischen Wellen sind wie die Lichtwellen trans-
versal. In der Tat fanden wir, daB weder @& noch § eine
periodisch  wechselnde longitudinale Komponente besitzen
kann. Beide Vektoren stehen senkrecht auf der Wellen-
normalen. Im leeren Raume zeigen demnach die elektro-
magnetischen Wellen und die Lichtwellen ein ganz analoges
Verhalten, wenn auch ihre Wellenliingen sehr verschieden sind.

Diese Konsequenzen seiner Feldgleichungen waren es, die Max-
well zur Aufstellung der elektromagnetischen Lichttheorie
fiilhrten. Die elektromagnetische Lichttheorie betrachtet die
Lichtstrahlen und die Wirmestrahlen als elektromagnetische
Wellen. Sie ist der alten mechanischen Theorie des Lichtes
dadurch iiberlegen, daf sie den numerischen Wert der Fort-
pllanzungsgeschwindigkeit aus rein elektrischen Messungen zu
berechnen gestattet, und dadurch, daf sie von vornherein nur
transversale ebene Lichtwellen zulifit. Die alte Theorie,
welche das Licht als Wellenbewegung eines elastischen Mediums
betrachtete, konnte nur schwer das Fehlen longitudinalen
Lichtes erkliren. Die elektromagnetische Lichttheorie
schlieBt longitudinales Licht von vornherein aus.

In dielektrischen Korpern, deren Dielektrizititskonstante
bzw. magnetische Permeabilitit von 1 verschieden ist, ist die
Geschwindigkeit elektromagnetischer Wellen durch (205a) ge-
geben. Der Brechungsindex eines Dielektrikums ist demnach
allgemein gleich
(205a) n= 'Tc = Ven.

Fiir den Fall speziell, wo u =1 ist, folgt die sogenannte
sMaxwellsche Relation®
(2054d) n? =g

Fiir Isolatoren, die weder paramagnetisch noch
diamagnetisch sind, muB nach der Maxwellschen
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elektromagnetischen Lichttheorie die Dielektrizi-
titskonstante gleich dem Quadrate des optischen
Brechungsindex sein. Die experimentelle Priifung dieser
Folgerung gestattet es, im Sinne der elektromagnetischen Licht-
theorie zu beurteilen, ob die Feldgleichungen das dielektrische
Verhalten der Korper diesen sehr schnellen elektrisehen
Schwingungen gegeniiber richtig beschreiben. Es entstanden
ja, wie im § 66 dargelegt wurde, die Feldgleichungen fiir
Isolatoren dadurch aus den allgemeinen Hauptgleichungen des
§ 65, daB die Beziehung

von elektrostatischen auf beliebig rasch wechselnde Felder
iibertragen wurde. Die Giiltigkeit der Maxwellschen Relation
(205d) ist ein Kriterium fiir die Richtigkeit dieser Annahme.

Fiir Gase, z B. Wasserstoff, Kohlenoxyd, Luft, hat
L. Boltzmann die Dielektrizititskonstante ¢ gemessen und sie
in guter Ubereinstimmung mit dem Quadrate des optischen
Brechungsindex gefunden. Andere Korper wiederum, wie z. B.
das Wasser, gehorchen nicht der Maxwellschen Relation, indem
die Dielektrizititskonstante sich als weit grofer ergibt als
das Quadrat des optischen Brechungsindex. Diese K&rper
zeigen indessen bereits im (Gebiete der Hertzschen Wellen
Dispersion, d. h. Abhiingigkeit der Wellengeschwindigkeit von
der Wellenlinge. Is kann daher nicht wundernehmen, dall
in solchen Kérpern die Lichtwellen eine ganz andere Ge-
schwindigkeit besitzen, als sich aus der elektrostatisch ge-
messenen Dielektrizititskonstante ergibt. Dieser Umstand 1a8t
sich nicht als Argument gegen die Grundvorstellungen der
elektromagnetischen Lichttheorie geltend machen, da ja bereits
fiir rein elektrische Wellen in solchen Korpern die Geschwindig-
keit nicht durchweg der Maxwellschen Relation entspricht.
Man wird, um diese Abweichung von der Maxwellschen Re-
lation zu erkléiren, das optische Verhalten dieser Isolatoren
auf Grund der allgemeinen Hauptgleichungen des § 65 be-
handeln, aber die Beziehung zwischen elektrischer Feld-
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stirke € und elektrischer Verschiebung 2 erweitern; das ge-
schieht in der Tat in den elektromagnetischen Theorien der
Dispersion.

Indem wir aus dem Gleichungssystem (204a,b) diejenigen
Gleichungen herausgriffen, welche €, . miteinander ver-
kniipfen, beschréankten wir die Betrachtung auf eine gerad-
linig polarisierte elektromagnetische Welle. In einer solchen
folgen sich elektrischer Vektor, magnetischer Vektor und
Richtung der Wellenfortpflanzung, wie y-, z-, az-Achse eines
rechtshiindigen Achsensystems, d. h. wie Daumen, Zeigefinger
und Mittelfinger der rechten Hand. In der Tat kehrt sich
dieser Regel gemiB die Richtung von  um, wenn die Fort-
pflanzungsrichtung umgekehrt, aber die Richtung von @ bei-
behalten wird; daher das negative Vorzeichen, mit dem

9(x + wi)

in Gleichung (205b) versehen ist. Die Gleichungen des Systems
(204a,b), welche @,, , miteinander verkniipfen, gehen aus
den fir €, 9, geltenden hervor, indem €, durch €, 9,
durch — ®, ersetzt wird. Dieser Substitution entspricht eine
Drehung um einen Rechten um die Wellennormale als Achse.
Die Integration ergibt hier Wellen, die senkrecht zu den
bisher behandelten polarisiert sind, die aber im iibrigen die-
selben Eigenschaften aufweisen wie jene.

Ob die Polarisationsebene eines geradlinig polarisierten
Strahles durch den Vektor G oder durch $ bestimmt wird,
lifit sich auf Grund der bisherigen Entwickelungen nicht an-
geben. Doch ergibt die Ausdehnung der elektromagnetischen
Theorie auf Kristalle, daB man zu den Gesetzen der Kristalloptik
gelangt, wenn man die optische Anisotropie auf die dielektrische
zuriickfithrt und die Polarisationsebene mit der durch $ und
die Wellennormale gelegten Ebene identifiziert. Auch die
Gesetze der Reflexion des Lichtes an der Oberfliiche durch-
sichtiger Korper, auf die wir hier nicht eingehen wollen, er-
geben sich aus der elektromagnetischen Theorie in [berein-
stimmung mit den Formeln Fresnels, wenn man die Polarisations-
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ebene eines geradlinig polarisierten Strahles senkrecht zum
Vektor & annimmt.

Wir wollen jetzt die Energie berechnen, welche eine ebene
elektromagnetische Welle mit sich fithrt. Die in der Volum-
einheit enthaltene Energie betrigt nach (180f)

V=35 (2@ +08)-

Da nun in einer parallel der z-Achse fortschreitenden Welle,
wie sie durch den ersten Summanden in (205, 205b) dar-
gestellt wird,

(205€) @ = uP®

ist, so ist die in einem gegebenen Volumen des Feldes enthaltene
Energie fiir ebene Wellen in Isolatoren zur einen Hilfte elek-
trischer, zur anderen magnetischer Art. Wihrend die Welle
mit der durch (205a) bestimmten Geschwindigkeit w fort-
schreitet, tritt in der Sekunde durch den Quadratzentimeter
einer zur Wellenebene parallelen Ebene die folgende Energie-
menge hindurch:

1 ¢

(4 & g c

-SVe-Lie e

Der so bestimmte Ausdruck S ist ein MaB der Energie-
stromung oder der Strahlung. Wir wollen, an den aus
der Optik gelinfigen Begriffen des Lichtstrahles uns anlehnend,
S als Betrag eines Vektors deuten, dessen Richtung durch die
Fortpflanzungsrichtung der ebenen Welle bestimmt ist. Da,
wie wir wissen, die Fortpflanzungsrichtung mit der Richtung
des iuferen Produktes der beiden aufeinander senkrechten
Vektoren &,  iibereinstimmt, so liegt es nahe, fiir den
yStrahlvektor® zu setzen

(205¢) = [€D]

(@ + ud?)
(205f)

Dann  wird die Strahlung nicht nur auf senkrecht zur
Wellennormale gestellte, sondern auch auf schief gestellte
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Flichen durch die zur Fliche normale Komponente von &
angegeben. Der erhaltene Ausdruck des Energiestromes durch
die Feldstirken ergab sich hier fiir ebene Wellen unmittelbar
aus dem fiir die Energiedichte angenommenen Werte. Er
ist aber, wie wir spiiter sehen werden, von weit allgemeinerer
Bedeutung.

§ 76. Ebene Wellen in Halbleitern.

Wenn der homogene isotrope Korper, in welchem sich
die elektromagnetische Welle fortpflanzt, zugleich elektrisch
leitet, so ist die Gleichung (203a) durch Einfithrung des
Leitungsstromes zu erweitern. Die allgemeinen Feldgleichungen
(179, 179a,b) ergeben hier

:0€&  4=x

(2064a) = -a-t-+76(£=cur1@,
(2061) L0 _ ol 6,
(206 ¢) div § = 0.

Die Gleichung (203d), welche das Verschwinden der freien
Elektrizitdt im Innern des homogenen Mediums ausspricht,
bleibt auch fir die Wellen im Innern dds homogenen Leiters
giiltig. Um dieses einzusehen, bilden wir die Divergenz von
(206a). Wir erhalten dann

e 0
¢ dt

Aus dieser Gleichung schlossen wir bereits im § 54, daB
die riumliche Dichte der freien Elektrizitit an jedem Punkte
des Feldes nach dem Gesetze

div G + i*-‘;‘—“ div G = 0.

£
1 5. —g
o' =i;rdlv(&=9'06

abnimmt (vgl 158, 158a), wo

die sogenannte Relaxationszeit ist. Das Abklingen einer durch
Abraham, Theorie der Elektrizitit. I. 3. Aufl 21



399 Dritter Abschnitt. Das elektromagnetische Feld. § 76

o', gegebenen Anfangsverteilung freier Elektrizitit ist also
ganz unabhiingig von den elektromagnetischen Stérungen, die
von aufen her in das Innere des homogenen Leiters eindringen.
Nehmen wir z. B. an, daB zur Zeit {=0 das Feld im Innern
des Leiters Null war, so ist auch o', =0 und daher ¢/, die
Dichte der freien Elektrizitit, dauernd gleich Null. Aus der
so gewonnenen Gleichung

(206d) div G = 0

und aus (206¢) schlieBen wir nun, ganz ebenso wie im vorigen
Paragraphen, daB nur transversale, ebene elektromagnetische
Wellen im Innern des homogenen Leiters sich fortpflanzen
konnen. Auch liBt sich die Elimination von & bzw. § in
ganz entsprechender Weise ausfilhren wie dort. Sie ergibt
fiir diese beiden Vektoren die Differentialgleichungen

(206e) 00 ploid v,

¢t ot

¢ 4 (5
- ot o mj‘u (‘ = V2@,

e*

(206f)

die jetzt an Stelle von (203e, f) treten.

Wir untersuchen wieder ebene homogene Wellen; wir
legen die z-Achse in die Fortpflanzungsrichtung und zerlegen
die in die Wellenebenen fallenden Vektoren G, § in ihre
Komponenten. Wir betrachten auch hier nur die Komponenten
G, 9, die, optisch gesprochen, einer geradlinig und zwar
parallel der z-Achse polarisierten Welle angehoren. Fiir @,
gilt sodann die partielle Differentialgleichung
mn B*Gy Ao E(E 3§(§
¢t gt? CLl 73t Bw’ !

(206 ¢g)

die man als ,Telegraphengleichung® bezeichnet. Derselben
Differentialgleichung hat auch §, zu geniigen.

Wir wollen uns etwa den Leiter durech die (yz)-Ebene
begrenzt denken und ebene Wellen senkrecht auf diese Ebene
fallend annehmen. Fiir £ = 0 nehmen wir einen periodischen
Schwingungszustand als gegeben an, von der Frequenz v.
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Dieser Annahme entspricht der reelle Teil des komplexen Aus-
druckes @e™, durch den wir die elektrische Feldstirke @,
in der (yz)-Ebene darstellen wollen. Wir suchen nun der
Differentialgleichung (206g) durch den Ansatz
(207) G, — a" (%)
zu geniigen. Der reelle Teil des Ausdruckes gibt eine physi-
kalisch zulissige Losung der linearen Differentialgleichung.
Damit der komplexe Ausdruck (207) die vorgelegte
Differentialgleichung erfiillt, ist die komplexe Konstante p
folgendermabBen zu bestimmen:
(207a) p=ep — it
Wir wihlen fiir p diejenige Wurzel, deren reeller Teil
positiv ist, und zerlegen diese in den reellen und imaginiiren
Bestandteil

(207D) p=mn—ix.
Die physikalische Bedeutung der reellen Grifen n, » erkennen
wir, indem wir sie in (207) einfiihren; es wird

(207¢) T S i

14
Es ist, wie dieser Ausdruck zeigt, %die Geschwindigkeit,

mit der die Wellenphasen im Leiter forteilen, daher n der
Brechungsindex des Leiters. Da ferner

XV 2mx

=%

¢ A

ist, wenn 1 die Wellenlinge von Wellen der Frequenz » im
Vakuum bedeutet, so nimmt die Amplitude der Wellen im
Leiter beim Fortschreiten um die Strecke # = 4 im Verhiltnis
e—27% ah.  Die so definierte Konstante » nennt man den , Ex-
tinktionskoeffizienten®

Der Brechungsindex # und der Extinktionskoeffizient

hiingen nun mit den elektromagnetischen Materialkonstanten
21*
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& u, ¢ und der Schwingungsdauer
2n

T=—

v
durch die aus (207a, b) folgenden Gleichungen zusammen:
(2074d) nt— x'= ¢y,
(207e) nx = 6ur.

Es folgt aus diesen beiden Gleichungen

nt 4 2= ”VES+46212’

daher

I
(207f) nt = £(Ve +4a' + 6},
(207g) xd = -;{VE2+46’1:2—5}.

Diese beiden Konstanten bestimmen die Geschwindigkeit und
die riumliche Dampfung der im Leiter sich fortpflanzenden
elektromagnetischen Wellen.

Wir haben jetzt durch den fiir €, gemachten Ansatz (207)
die Differentialgleichung (206g) erfiillt. Der entsprechenden,
fiir , geltenden Differentialgleichung werden wir durch einen

entsprechenden Ansatz
ii-(s—E)
(208) §,=be V-

geniigen. Damit durch (207, 208) auch die Feldgleichungen
(206a,b) erfiillt sind, miissen die Konstanten a, b in einem
bestimmten Verhéltnis stehen. Gleichung (206h) ergibt

w09, 8(5

v,
= E - ¥,
hieraus folgt

(208a) b=a§ _m—u)

Die Konstanten @ und  stehen hiernach in einem kom-
plexen Verhiiltnis. Um die physikalische Bedeutung dieses
Ergebnisses zu erkennen, bilden wir die reellen Teile von
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(207, 208), nachdem wir

a=|ale®, b=|b|er
gesetzt haben.

Dann wird
_i2Bxe omt 2
G =|ae * cos{—-—:: —-"—7-!;2" +o¢},
(208Db) .

-@zw——§b|e—*—cos{2—ff—-g—z_@-x+ﬁ}.

Es bestimmen also « und g die Phasen der elektrischen
und magnetischen Feldstirke in den Wellen. Fiir ebene Wellen
in Isolatoren sind diese Phasen einander gleich; fiir ebene
Wellen in dem Leiter aber folgt aus (208a)

(208¢) '2 i (F—a) — E,—Fli‘.’
setzen wir
(2084) y = arc tg (%),
so erhalten wir
_lalysr= . /8L
(208¢) b= Lelyma= e )/
und
(208f) PR

Es bleibt daher in Leitern die magnetische Feld-
stiirke der Wellen um den Winkel y der Phase nach
hinter der elektrischen Feldstirke zuriick. Fir einen
Isolator wird y = 0, und das Amplitudenverhéltnis der magne-

tischen und elektrischen Feldstirke wird gleich-l/ﬁ , entsprechend

der Gleichheit der elektrischen und magnetischen Energie der
Wellen, die wir im vorigen Paragraphen feststellten. Gemif
(208e) iindert das Hinzukommen der Leitfihigkeit ¢ das Ver-
hiiltnis der Amplituden und hebt die Gleichheit der beiden
Energiebetrige auf.

Wir haben die Beziehung (208a) der komplexen Kon-

stanten @ und b aus der zweiten der Feldgleichungen abgeleitet.
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Die erste I'eldgleichung wiirde nichts Neues ergeben; sie wiirde
nur zu der Relation (207a) fiir p? zuriickfiihren.

Die Entwickelung Joulescher Wirme in Leitern bedingt
die Extinktion der elektromagnetischen Wellen, die durch
Gleichung (207g) angezeigt wird. Die elektromagnetische
Lichttheorie behauptet also, daB die Isolatoren durch-
sichtig sind und daB nur leitende Koérper das Licht
absorbieren. Diese Behauptung entspricht im groBen und
ganzen den Tatsachen. Die besten Leiter, die Metalle, ab-
sorbieren das Licht am stirksten. Im einzelnen aber kommen,
wie schon Maxwell selbst erkannt hat, Abweichungen vor. So
sind die Elektrolyte, obwohl leitend, oft durchsichtig. Diese
Tatsache aber erklirt sich, wie E. Cohn bemerkt hat, ganz
ungezwungen auf Grund des Faradayschen Gesetzes, wonach
in Elektrolyten der -elektrische Strom mit einem Massen-
transport verbunden ist. Auch in den Lichtwellen wird gleich-
zeitig mit der Elektrizitit die mit der Elektrizitit verkoppelte
Masse schwingen miissen. Die Triigheit der elektrochemischen
Tonen ist aber im Verhiltnis zu ihrer elektrischen Ladung so
betriichtlich, daB sie ein merkliches Mitschwingen in den hohen
Frequenzen der Lichtwellen nicht gestattet; der Elektrolyt
verhiilt sich dann wie ein Isolator.

Die Maxwellsche Theorie beriicksichtigt, indem sie all-
gemein i=6GE setzt, die individuellen Eigenschaften der
stromfithrenden Ionen oder Elektronen nicht. Sie nimmt an,
daB die Leitfihigkeit eines Korpers fiir stationiiren Strom auch
noch bei beliebig rasch wechselnden Stromen maBgebend ist.
Ganz entsprechend, wie die Giiltigkeit der Maxwellschen Re-
lation &= »* fiir Licht- und Wirmestrahlen als Kriterium
fir die Proportionalitit von & und @ in Isolatoren gelten
konnte, so wird die Giiltigkeit der soeben fiir leitende Kérper
gewonnenen Beziehungen in der Optik ein Priifstein fiir die
Richtigkeit der Annahme Maxwells sein, daB Feldstirke &
und Dichte i des Leitungsstromes auch fiir die schnellsten
elektrischen Schwingungen in demselben Verhiltnis stehen
wie fiir stationfiren Strom. Der Relation (207g) zufolge miifite
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nun fiir Licht bestimmter Farbe die Absorption mit der Leit-
fihigkeit der Korper parallel gehen. Ordnet man die Kérper
nach ihrer Durchsichtigkeit, so miiite ihre Reihenfolge die
gleiche sein, wie wenn man sie nach dem reziproken Werte
des Leitvermdgens ordnet. Diese Beziehung zwischen Durch-
sichtigkeit und Leitvermdgen hat sich nun gerade bei den
metallischen Leitern im sichtbaren Spektralgebiete durchaus
nicht bestiitigt.

Um so mehr iiberraschte es, als neuerdings E. Hagen
und H. Rubens feststellten, daB im ultraroten Spektralgebiete
die optischen Eigenschaften der Metalle durchaus den Forde-
rungen der Maxwellschen Theorie Geniige leisten. Wir wollen
jetzt die Theorie dieser Versuche' entwickeln.

§ 77. Das Reflexionsvermdgen der Metalle.

Wir haben bisher in diesem Kapitel nur die Fortpflanzung
elektromagnetischer Wellen in homogenen Kérpern behandelt.
In diesem Paragraphen wollen wir den Fall behandeln, daB
die elektromagnetischen Wellen auf die Oberfliche eines
mefallischen Leiters fallen. Wir haben neben den Differential-
gleichungen, die im Innern der aneinander grenzenden K&rper
gelten, noch die Grenzbedingungen an ihrer Trennungsfliche
heranzuziehen. Wir hatten diese Grenzbedingungen bisher
nur filr den speziellen Fall stationirer Felder in stromlosen
Bereichen entwickelt (§ 63). Fiir ein beliebiges elektromagne-
tisches Feld ergeben sich die Grenzbedingungen durch sinn-
gemile Anwendungen der Integralsitze, die uns zu den Feld-
gleichungen fiihrten. Diese Integralsitze besagen, daB das
Linienintegral der magnetischen Feldstiirke lings einer Kurve
dem elektrischen Strome durch die umschlossene Fliche, und
daf das Linienintegral der elektrischen Feldstirke lings einer
Kurve der zeitlichen Abnahme des umschlungenen magne-
tischen Induktionsflusses proportional ist. Durch ﬁbergang
zu Flichenelementen ergaben sich aus diesen Sitzen die Haupt-
gleichungen (177) und (178). Diese Differentialgleichungen
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verkniipfen den Wirbel von § mit der Dichte des wahren
elektrischen Stromes, den Wirbel von & mit der Dichte des
magnetischen Stromes (178b,¢). Die Anwendung derselhen
Sitze auf die Trennungsfliche zweier Korper ergibt, daB die
Dichten des elektrischen bzw. des magnetischen Flichenstromes
dem Flichenwirbel der magnetischen bzw. elektrischen Feld-
stirke proportional sind. Wenn wir zulassen, daB der elek-
trische Strom auf eine unendlich diinne Schicht an der Ober-
fliche eines Metalles sich zusammendringt, so wird dieser
Flichenstrom mit einem Flichenwirbel der magnetischen Feld-
stirke verkniipft sein. Ein solcher flichenhafter Strom wiirde
aber in der Oberflichenschicht unendliche rdumliche Strom-
dichte besitzen. Da wir unendliche Werte der Feldstirken
von vornherein ausschlieBen, so ist unendliche riumliche
Dichte des wahren elektrischen Stromes nur bei unendlichen
Werten von 6 oder & unendliche Raumdichte des wahren
magnetischen Stromes nur bei unendlichen Werten von u
moglich. Wir werden im niichsten Paragraphen den idealen
Grenzfall eines vollkommenen Leiters erdrtern, der unendlicher
Leitfihigkeit ¢ entspricht. In Wirklichkeit aber kommen jenen
drei Materialkonstanten stets endliche Werte zu, es ist daher
ein flichenhafter elektrischer oder magnetischer Strom auszu-
schlieBen. Hieraus ergeben sich die Grenzbedingungen: Der
Flichenwirbel der elektrischen sowie der magnetischen
Feldstiirke an der Trennungsfliche zweier Korper ist
gleich Null. Das heiit (§ 29): die tangentiellen Kom-
ponenten von @ und § durchsetzen stetig die Tren-
nungsfliche zweier Korper.

Auf Grund dieser Grenzbedingungen soll nun das Problem
der Metallreflexion in Angriff genommen werden. Das Metall
soll gegen den leeren Raum durch eine Ebene begrenzt sein,
die wir als (yz)-Ebene wihlen. Auf diese Ebene fillt senk-
recht ein periodischer Zug ebener, geradlinig polarisierter Wellen

(209) R (-3)

Dieser Ansatz ist in den fiir Wellen in Isolatoren ab-
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geleiteten allgemeinen Ausdriicken (205), (205b) enthalten, er
geniigt also den Feldgleichungen. Die 2-Achse weist nach
dem Innern des Metalles hin. Fiir die reflektierte Welle
machen wir den gleichfalls mit (205), (205b) vertriiglichen
Ansatz

(209a) —G,=p,—d'c (+3)

Die reellen Teile dieser komplexen Ausdriicke sollen die
einfallenden und die reflektierten Wellen darstellen. Ihre
Amplituden werden durch die absoluten Betriige von a' bzw. o'’
angegeben. Die in der einfallenden und der reflektierten
Welle fortgepflanzten Strahlungen sind nach (205f) den
Quadraten ihrer Amplituden proportional. Der Quotient
aus reflektierter und einfallender Strahlung

(209D) pla- 2L

ist das gesuchte ,Reflexionsvermdgen® des Metalles
fiir senkrechte Incidenz.

Um dieses zu ermitteln, haben wir die Wellen zu be-
riicksichtigen, die in das Innere des Metalles eindringen. Fiir
die Feldstirken dieser Wellen fithren wir die im vorigen
Paragraphen abgeleiteten Ausdriicke ein (207, 208, 208a):

(209¢) G, —ac (-%) :

(209) @,=a<’t?”3e”(r )

Diese Feldstirken der im Metalle fortgepflanzten Wellen
sind nun mit denjenigen der im leeren Raume fortgepflanzten
durch die im Eingange dieses Paragraphen entwickelten Grenz-
bedingungen verkniipft, welche Stetigkeit der tangentiellen
Komponenten an der Trennungsfliiche fordern. Die Feldstiirken
an der einen Seite der Trennungsfliche 2z =0 erhilt man,
indem man diejenigen der einfallenden Welle (209) und der
reflektierten (209a) superponiert, die Feldstéirken auf der
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anderen Seite der Trennungsfliche werden durch (209¢,d) ge-
geben.

Sollen jederzeit die Komponenten @, §, zu beiden Seiten
der Trennungsfliche einander gleich sein, so miissen die kom-
plexen Konstanten a, a', a" den Gleichungen gentigen

a—d'=a,

(209¢) _ (mn—ix
a +a" -
Dieselben ergehen
v=felris?
(2091)
a" :‘2*“ (14 ”_T_“_‘},

daher wird das Reflexionsvermdgen nach (209b)

: n—u—ix2 (n—p %
(210) o= n -[—/i:—‘ik En—}—u% ix
Brechungsindex n und Extinktionskoeffizient x des Korpers
sind dabei fiir jede Frequenz » gemiB den Gleichungen (207f, g)
durch die in GauBichem MaBe gemessenen Materialkonstanten &,
6, w zu bestimmen. Nach der Maxwellschen Theorie gilt (210)
fiir jeden isotropen Kdrper, sowohl Isolator, wie Halbleiter
oder metallischen Leiter.

Da indessen, wie erwihnt, in dem sichtbaren Spektral-
bereiche die von der Maxwellschen Theorie geforderten Be-
ziehungen sich nicht bestiitigt haben, so wollen wir der Dis-
kussion dieses Ausdruckes den Fall zugrunde legen, auf den
die Beobachtungen von E. Hagen und H. Rubens (Ann. d.
Phys. (4) 11. 8. 873. 1903) sich beziehen. Diese Forscher
untersuchten das Reflexionsvermdgen von Metallspiegeln fiir
langwellige ultrarote Strahlung von der Wellenlinge

A=12><10"3*cm.

Die Schwingungsdauer 7 ist hier

7=t =04>10-" Sekunde.



§ 77 Drittes Kapitel. Elektromagnetische Wellen. 331

Die Leitfihigkeit ¢ des Kupfers z. B. ist in absolutem elektro-

statischem Mafe
6 = 5,14 >< 107,

Es wird demnach
201 = 4,11 >< 10%

In den Gleichungen (207f, g) kommt nun die hypo-
thetische Dielektrizititskonstante des Metalles vor. Nimmt
man an, dal & <4 ist, so ist der Quotient von & durch 4¢%z*
kleiner als 10-% fiir Kupfer. Es wird also fiir Kupfer, und
auch fiir hundertmal schlechter leitende Metalle hier & zu
streichen und 27 in (207f, g) an Stelle der Wurzel zu setzen
sein. Dann steht auf der rechten Seite 267 + . Fiir Kupfer
bedeutet hier das Streichen des ¢ nur einen Fehler von 0,017,
fiir ¢ <4, und auch fiir Stahl, der eine etwa zehnmal so kleine
Leitfihigkeit besitzt, begehen wir nur einen geringen Fehler,
wenn wir setzen
(2104a) n=zx=)uar.

Beschriinken wir uns ferner auf Metalle, deren magnetische
Permeabilitiit nicht merklich von 1 abweicht, so erhalten wir
als Wert des Reflexionsvermigens (210)

. (Vor—1) 461 _ 20r—2)/or+1

© (Ver+1) 4+t 20t+2)er+1

oder, da konsequenterweise 1 gegen 267 zu vernachlissigen ist,

; 2
(210b) r=1— s

Diese Formel fiir das Reflexionsvermogen der
Metalle gegeniiber langen Wellen haben nun E. Hagen
und H. Rubens durchweg bestiitigt gefunden (nur das
Wismut macht eine Ausnahme). So ergibt z. B. fiir Kupfer
die theoretische Formel

1 _,).=____2_.ﬁ. -= 14 > 10_2,

/2,06 >< 10*

der Versuch ergab
1,6 > 10-2
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Fiir schlechter leitende Metalle ist das Reflexionsvermigen
entsprechend kleiner. Es hat bei gegebener Wellenlinge immer
das Produkt

(a-nve

fiir alle Metalle den gleichen Wert; dabei bedeutet (1 — r)
offenbar den in das Metall eindringenden Bruchteil der Strah-
lung, d. h. das Absorptionsvermdgen des Metalles.

Geht man zu Wirmestrahlen noch gréferer Wellenlinge
iiber, so weicht das Reflexionsvermiogen der Metalle noch
weniger von 1 ab und der geringe Unterschied ist nur un-
genau festzustellen. Daher haben die genannten Forscher es
vorgezogen, fiir lingere Wellen an Stelle des Reflexionsver-
mogens das Emissionsvermdgen zu untersuchen. Nach dem Kirch-
hoffschen Gesetze ist bei gegebener Temperatur das Emissions-
vermigen der Korper fiir Wiarmestrahlen bestimmter Wellen-
linge dem Absorptionsvermdgen proportional. Es muB dem-
nach fiir alle Metalle bei derselben Temperatur das
Produkt aus Emissionsvermdgen fiir strahlende Wiirme
bestimmter Wellenlinge und Wuarzel aus der Leit-
fihigkeit den gleichen Wert haben. Auch dieses Gesetz
haben die Versuche bestitigt; es ergab sich das Emissions-
vermigen der Metalle gleich dem Emissionsvermigen des
schwarzen Korpers, multipliziert mit

2
1l—r=

]/m;',
iibereinstimmend mit der Forderung der Theorie.

Diese Versuche sind in mehrfacher Hinsicht von Interesse.
Das wichtigste Ergebnis ist: Bei den Metallen ist die von
der Maxwellschen Theorie postulierte Beziehung i=0€
selbst fiir die hohen Frequenzen der Wiarmestrahlen
noch giiltig. Man kann das Reflexionsvermdgen und Emissions-
vermogen der Metalle aus ihrer elektrischen Leitfihigkeit be-
stimmen und umgekehrt die Leitfihigkeit des Metalles aus dem
Reflexionsvermdgen oder Emissionsvermogen fiir ultrarote
Strahlen berechnen. Dieses Ergebnis bildet neben der Giiltig-



§ 77 Drittes Kapitel. Elektromagnetische Wellen. 333

keit der Maxwellschen Relation fiir Gase die wichtigste Stiitze
der elektromagnetischen Lichttheorie.

Wir gelangten zu der Formel (210b), indem wir ¢ gegen
267 vernachlissigten. Das war jedenfalls erlaubt, wenn 1 < ¢ < 4
war. Die Giiltigkeit jener Formel zeigt, daB die Dielektrizitits-
konstante hier. nicht wesentlich in Betracht kommt; es ist
daher gleichgiiltig, welchen Wert man dieser Konstanten zu-
schreibt. M. Planck hat bei der Ableitung der Formel (210D)
die Dielektrizititskonstante der Metalle gleich 1 gesetat;
E. Cohn hingegen hat befiirwortet, den Wert dieser Kon-
stanten zuniichst unbestimmt zu lassen, indem er es als mog-
lich betrachtet, daB zwischen den sichtbaren Strahlen und jenen
langwelligen Strahlen es ein Gebiet gibt, wo der Wert von ¢
von EinfluB wird. Im sichtbaren Gebiete reicht, wie erwihnt,
auch die Einfiihrung zweier Konstanten ¢ und & nicht zur
Darstellung der Beobachtung an Metallen aus. Hier kommen
offenbar die von der Maxwellschen Theorie nicht beriicksichtig-
ten Eigenschaften der stromfiihrenden Teilchen zur Geltung.
Eine befriedigende Theorie der Metallreflexion im sichtbaren
und ultravioletten Gebiete steht noch aus.

Was nun drittens die magnetische Permeabilitit anbelangt,
so haben wir sie gleich 1 gesetzt, um zur Formel (210b) zu
gelangen. Wiirde man u in den Formeln (210), (210a) bei-
behalten, so wiirde der EinfluB der Permeabilitit zum Aus-
druck gebracht werden. Nun gilt aber die Formel (210b)
auch fiir die ferromagnetischen Metalle Kisen und Nickel;
hier ist also bei diesen hohen Frequenzen nicht mehr der fiir
statische oder langsam wechselnde Felder giiltige Wert von u
einzufiihren, sondern es ist g nicht merklich von 1 verschieden
anzunehmen, d. h. B = § zu setzen. Das ist um so bemerkens-
werter, als nach Versuchen von V. Bjerknes beim Eindringen
Hertzscher Wellen in ferromagnetische Metalle deren Permea-
bilitit sich sehr wohl geltend macht. Es mulB demnach im
Intervalle zwischen den Hertzschen Wellen und den
Wirmestrahlen die Permeabilitit der ferromagne-
tischen Metalle mit der Wellenldinge stark abnehmen.
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Das ist aber insofern nicht auffillig, als die Permeabilitit
dieser Korper in keiner Weise als Konstante anzusehen ist.

§ 78. Das Bindringen elektrischer Schwingungen
in Metalle; der vollkommene Leiter.

Die Resultate des letzten Paragraphen sind auch fiir die
Theorie der elektrischen Wellen in engerem Sinne von Wichtig-
keit. Gilt bis zu den ultraroten Wiirmestrahlen herab der fiir
stationdren Strom maBigebende Wert der Leitfihigkeit ¢, so
wird derselbe fiir Hertzsche Wellen sicher giiltig sein. Ist
fiir die geringe Schwingungsdauer der Wirmestrahlen ¢ gegen
207, d.h. der Verschiebungsstrom gegen den Leitungsstrom,
in Metallen zu vernachlissigen, so wird das fiir die grifere
Schwingungsdaner der elektrischen Schwingungen in engerem
Sinne gewiB erlaubt sein. Wir diirfen demnach in Metallen
an Stelle der fiir Halbleiter giiltigen Differentialgleichungen
(206¢,f) allgemein die folgenden setzen

dmeu o o
(211) c? E_ v '@J
imop 0@
(2114) Pkt _ v 6.

Fiir die Komponenten der Feldstiirken gelten im
Innern der Metalle Differentialgleichungen von der
Form der Wirmeleitungsgleichung. Das Eindringen der
elektrischen Schwingungen in Metalle ist eine Erscheinung,
welche dem Eindringen periodischer Temperaturschwankungen
in Wirmeleiter ganz analog ist.

Das Absorptionsvermogen nicht ferromagnetischer Metalle
fiir senkrecht auffallende Wellen, d. h. der in das Metall ein-
dringende und von ihm absorbierte Teil der Energie ist nach
(210Db):

2
211b l—r=—-.
(211b) P

Fiir elektromagnetische Wellen von der Wellenlinge i = 30 cm,
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d. h. von der Schwingungsdauer
1 g
r=—=10 " seec,
c
wird das Absorptionsvermégen des Kupfers (6 = 5,14 >< 10'7)
4

V5,14 < 10° L

2

1l—r=

Fir diese Wellen wirkt daher eine Kupferplatte
nahezu wie ein vollkommener Spiegel Noch genauer
gilt das, wenn man zu noch langsameren Schwingungen iiber-
geht. Doch ist dann die Reflexion der Wellen schwer zu
realisieren, weil dabei eine ebene Oberfliche vorausgesetzt
wird, deren Abmessungen grof gegen die Wellenlinge sind.
Wir wollen das Eindringen der Wellen in das Metall
noch etwas genauer verfolgen. Da wir u =1 gesetzt und &
gestrichen haben, so bestimmen sich Brechungsindex » und
Extinktionskoeffizient » aus (210a). Es ist

(211 ¢) n=2x=Yer.
Gleichung (208a) ergibt als Verhiltnis der Konstanten &
und a, das fir das Amplitudenverhiltnis und die Phasen-

differenz der elektrischen und der magnetischen Feldstirke
mafigebend war,

(2114) b=aVer(l—i),

daher -

(211e) 1b|=|a|) 267 (GL 208e)
und

(211£) B=u—7. (G1.2084,1)

Es ist also fiir jeden Wert von z die magnetische Feld-
stirke von 45" hinter der elektrischen an Phase zuriick. Die
Amplitude | der magnetischen Feldstirke ist betrichtlich
grifer als die Amplitude | @ | der elektrischen Feldstiirke.

Beim Eindringen in das Innere des Metalles nehmen die
Amplituden der Feldstiirken nach der Exponentialfunktion

2nxzx
i
€
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ab (vgl. 208b). Die Amplituden werden also auf den Bruch-
teil ¢—27 ihres an der Oberfliche herrschenden Wertes in einem

Abstande
i y !

% Ve

von der Oberfliche herabgesunken sein, die Energien mithin
auf den Bruchteil e—*7. Betriigt die Dicke einer metallischen
Platte

(212) d=——=c V  Zentimeter,

so dringt praktisch die Strahlung nicht durch die Platte hin-
durch. In dem obigen Beispiele war

1 1 —4
L R N 10 =
Vor V5,14><10° D= ) A=30cm,
daher

d=182><10"" em.

Eine Kupferplatte von der Dicke eines hundertstel Millimeter
liBt somit bereits praktisch Wellen jener Wellenlinge nicht
hindurchdringen.

Geht man indessen zu langsameren Schwingungen
fiber, so wichst die fiir das Abschirmen der elek-
trischen Wellen erforderliche Dicke der Metallplatte
proportional der Wurzel aus der Schwingungsdauer.
Fiir 2 = 3 Kilometer muB die Kupferplatte eine Dicke von
einem Millimeter besitzen, fiir 2 = 300 Kilometer, entsprechend

einer Schwingungsdauer von 107° Sekunden, eine Dicke von
einem Zentimeter, um als Schirm fiir die elektromagnetischen
Wechselfelder zu dienen. Stationiire magnetische Felder end-
lich werden durch eine Kupferhiille von endlicher Dicke iiber-
haupt nicht abgeschirmt.

Nach (207) wird die ridumliche Stromdichte im Innern
des Metalles durch den reellen Teil des komplexen Ausdruckes
gegeben:

(21211] =6@y=6a3£v(tup;).
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Wir wollen das iiber alle Schichten erstreckte Integral

(212b) iy=ﬁfx i,
;

berechnen. In dem idealen Grenzfalle, wo der Strom sich auf
eine unendlich diinne Schicht an der Oberfliche des Metalles
zusammendringt, wird dieses Integral mit der Dichte des
Flichenstromes identisch. Wir erhalten
5 - eac .

(212¢) ]y=”pe'--=.

Anderseits folgt aus (208), (208a) fiir die magnetische Feld-
stirke an der Oberfliche des Metalles

(2124) 9, =Dbeit =‘:f’ef-'r.

Es besteht folglich zwischen den komplexen Ausdriicken von
j, und ., mithin auch zwischen ihren reellen Teilen, die Be-
ziehung _

=2
(212e) P, = sue Iy
Da nun bei Vernachlissigung des vom Verschiebungsstrom
herrithrenden Gliedes (207a) iibergeht in

ot s — 200

» 2
so wird
(4]

(212f) iy ==,

Diese Beziehung zwischen den im Metalle flieBenden
Btrome und der tangentiellen Komponente der magnetischen
Feldstirke an der Oberfliche hiitte auch direkt aus der ersten
Hauptgleichung abgeleitet werden kinnen.

Fiir einen vollkommenen Leiter (von unendlicher Leit-
fahigkeit ¢) wird die Dicke der Stromschicht unendlich klein
(nach 212); j, gibt hier die Dichte des ,Flichenstromes®
an. Dieser schirmt das Innere gegen das Eindringen der elek-
trischen Wellen. Die Joulesche Wiirmeentwickelung wird Null,

das Absorptionsvermdgen Null, das Reflexionsvermigen 1
Abraham, Theorie der Elektrizitit. 1. 3. Aufl. 22
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(vgl. 211b). Der vollkommene Leiter ist ein idealer
Spiegel fiir die elektromagnetischen Wellen.

Der Satz, daB elektrische Schwingungen nicht in das
Innere vollkommener Leiter eindringen konnen, ist nicht auf
ebene Begrenzung und senkrecht einfallende Wellen beschrinkt,
er gilt vielmehr allgemein. Um dieses einzusehen, gehen wir
aus von den im Innern der Metalle geltenden Differential-
gleichungen (211), (211a). Die réumliche Verteilung des
Feldes im Innern des Leiters mul stetig sein, daher sind die
rechten Seiten dieser Differentialgleichungen sicher nicht un-
endlich. Geht man nun zum Grenzfall 6 = oo iiber, so miissen
die zeitlichen Anderungen

i€ ¢

ot "a?‘ ==
sein, damit die linken Seiten nicht unendlich werden. Es
dringt also das Wechselfeld nicht in das Innere des
vollkommenen Leiters ein. Da auflen ein Feld vorhanden
ist, so ist die Grenzfliche des vollkommenen Leiters eine Un-
stetigkeitsfliche des Feldes, in der endliche Flichendichte der
Elektrizitit und des Leitungsstromes zuzulassen sind. Die
Verteilung der Elektrizitit und des Stromes findet eben derart
statt, daB das Innere gegen das Eindringen des Feldes ge-
schirmt wird. Der ideale Leiter spielt in der Elektrodynamik
eine dhnliche Rolle wie die metallischen Leiter iiberhaupt in
der Elektrostatik. Wir wollen nun die Grenzbedingungen, die
an seiner Oberfliche vorzuschreiben sind, aufstellen.

Als wir im vorigen Paragraphen die Grenzbedingungen
ableiteten, welche Stetigkeit der tangentiellen Komponenten
von & und ® verlungten, da schlossen wir ausdriicklich den
Fall 6 = o0 aus. Wir wollen jet:t die Grenzbedingungen an-
geben, welche an der Oberfliche eines vollkommenen, an ein
beliebiges Dielektrikum angrenzenden Leiters von beliebiger
Oberfliche gelten, dessen Inneres durch eine flichenhafte Ver-
teilung von Elektrizitit und Leitungsstrom vor dem Eindringen
des elektromagnetischen Wechselfeldes geschiitzt wird. Die
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riumliche Dichte des magnetischen Stromes muB auch hier
endlich bleiben, die Flichendichte des magnetischen Stromes
ist also Null, es verschwindet folglich der Flichenwirbel der
elektrischen Feldstirke. Die tangentiellen Komponenten von &
gind demnach auch an der Begrenzungsfliiche des vollkommenen
Leiters stetic. Da nun im Innern des vollkommenen Leiters
das elektrische Feld Null ist, so sind auch auBen die tangen-
tiellen Komponenten der Feldstirke Null, d. h. der Vektor @
steht senkrecht auf der Oberfliche des vollkommenen
Leiters. Sein Betrag ist mit der Oberflichendichte der
wahren Elektrizitit durch die Beziehung verkniipft

@
(218) - Y S,

4w

(n @uBere Normale des Leiters). Denn im Innern ist das Feld
und, da & in Metallen keinesfalls unendlich ist, auch die
Normalkomponente der elektrischen Verschiebung Null.

Die Flichendivergenz von 8 ist Null, da wahrer Magne-
tismus nicht angenommen wird. Da innen durchweg 8 =0
ist, so ist auflen

(2131) =0, =0,

d. h. der Vektor § weist tangentiell zur Oberfliche
des vollkommenen Leiters. Was aber die tangentiellen
Komponenten von § anbelangt, so sind sie mit denen des
Flichenstromes j durch den aus der ersten Hauptgleichung
folgenden Satz verkniipft. Der Flichenwirbel von § ist gleich

der mit f: multiplizierten Flichendichte des elektrischen

Stromes. Dieses ergibt mit Riicksicht auf den Ausdruck (104)
des Flichenwirbels

7 [ng] = [Pn].

Dabei zeigt der Einheitsvektor n die nach dem Innern
des Metalles hinweisende Normalenrichtung an. Wihlen wir
diese wie oben als z-Achse, so folgt

g8+
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4xj
Ty = @:?
(213D) wie oben in Gleichung (212f), und
411iz
c 9,

DaB die Vorzeichen hier richtig gefunden sind, ist mit
Hilfe der Ampereschen Regel leicht zu kontrollieren.

In der Theorie der elektrischen Schwingungen kann man
die analytische Behandlung oft erheblich dadurch vereinfachen,
daB man die im Felde befindlichen Leiter als vollkommene be-
trachtet. Man erzielt dadurch in vielen Fillen eine recht gute
Anniiherung an die Wirklichkeit. Man muB dabei aber immer
bedenken, da8 im Grunde die Annahme unendlicher Leitfihig-
keit unzulissig ist, und wenn Widerspriiche in den auf den
obigen Grenzbedingungen fuBenden Entwickelungen hervor-
treten, so muB man priifen, ob diese nicht durch Beriick-
sichtigung des endlichen Wertes der Leitfihigkeit sich besei-
tigen lassen. Mit diesem Vorbehalt werden wir in den niichsten
Abschnitten der Theorie der Drahtwellen die soeben ent-
wickelten Grenzbedingungen zugrunde legen, welche das Ver-
schwinden der normalen Komponente von § und der tangen-
tiellen Komponenten von G an der Oberfliche eines voll-
kommen leitenden Drahtes fordern.

§ 79. Fortpflanzung elektrischer Wellen lings
zylindrischer Leiter.

Wir denken uns im Raume eine Anzahl von Leitern, die
durch zylindrische Flichen mit parallelen Erzeugenden begrenzt
sind. Im iibrigen sei der Raum von einem homogenen iso-
tropen Dielektrikum mit der Dielektrizititskonstante ¢ und der
Permeabilitit u erfiillt. Die Leiter werden als unendlich gut
leitend angenommen, so daB nur an ihrer Oberfliche Elek-
trizitit und Leitungsstrom sich befindet; alsdann gelten an
den durch die Leiteroberflichen gebildeten Begrenzungen des
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Dielektrikums die am Schlusse des vorigen Paragraphen ent-
wickelten Grenzbedingungen.

Wir legen die xz-Achse den erzeugenden Geraden der
zylindrischen Leiteroberflichen parallel und betrachten Wellen,
die sich im Dielektrikum lings der z-Achse fortpflanzen.
Diese Wellen sollen jetzt nicht homogen sein, d. h. es sollen
die Feldstirken von y und z abhiingen. Wir wollen annehmen,
dafl diese lings der zylindrischen Leiter fortschreitenden
Wellen transversal sind, d. h. wir wollen die Komponenten
G, », gleich Null setzen. Die Berechtigung dieser beiden
Annahmen wird nachtriglich dadurch zu beweisen sein, daB
die Feldgleichungen und die Grenzbedingungen sich durch ihre
Einfithrung erfiillen lassen.

Die Differentialgleichungen (203a—d), die im Innern des
Dielektrikums gelten, ergeben, wenn

gesetzt wird, €.=9.=0

(214) 0 = _aa% _ ‘ij,

(214b) 0— fo‘; _@ a@z

e (=T — =t
(2144) ?a%, gﬁai:z 0,

e 88(? ?af‘ =0

Die vier Gleichungen (214a, ¢) sind mit den Gleichungen
(2044, b) identisch. Sie ergeben fiir die Komponenten €, @,
9,, 9, partielle Differentialgleichungen von der Form (204g, h),
Letztere werden integriert, indem man z. B.

(215) C,=f(x—wty 2
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setat, wobei

c
215 w= —
(..41031) VGEL

die Geschwindigkeit homogener ebener Wellen ist (205a).

Dieses partikulire Integral entspricht Wellen, die mit der
Geschwindigkeit w unverzerrt in Richtung der z-Achse fort-
eilen. Entsprechende Ausdriicke gelten auch fiir die anderen
drei Komponenten. Aus der zugrunde gelegten Annahme
der Transversalitit der Wellen folgt demmnach, daB
die Geschwindigkeit der Wellenphasen der Geschwin-
digkeit homogener ebener Wellen gleich ist und daB
ihre Amplitude sich beim Fortschreiten nicht indert.
Kommt hingegen die Absorption der Energie in den Leitern in
Betracht, so nimmt beim Fortschreiten der Welle ihre Amplitude
ab; dann sind die Vektoren @, $ nicht streng transversal.

Wir konnen jetzt die Betrachtung auf eine der Wellen-
ebenen beschriinken, welche die zylindrischen Leiter senkrecht
schneiden. Die Komponenten €,, @ sind hier nicht unab-
hangig voneinander, sondern sie sind durch die Differential-
gleichungen (214 b,e) miteinander verkniipft; andererseits miissen
die Komponenten §,, , den Differentialgleichungen (214),
(214d) geniigen. Hierzu treten die Grenzbedingungen, die an
der Oberfliche der Leiter gelten. An den Schnittkurven s,, s,...
der Leiteroberflichen mit der betrachteten Wellenebene muB
die tangentielle Komponente von @ und die Normalkomponente
von § gleich Null sein. Wir betrachten zuniichst das elek-
trische Feld.

Nach (214b) verschwindet im Innern des Dielektrikums
die z-Komponente vom curl G; auch Flichenwirbel von &
an den Leiteroberflichen sind durch die Grenzbedingungen aus-
geschlossen. Ks ist demmach das Linienintegral von @ fiir
alle in Wellenebenen verlaufenden geschlossenen Kurven Null;
dieser Vektor leitet sich, wenn man die Betrachtung auf solche
Ebenen beschriinkt, aus einem einwertigen Skalar @ ab:

215 - g —
("‘IOb) (“y ay? G' oz
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Nach (214e) hat dieser Skalar der Gleichung zu geniigen:

(215¢) g

Liings der Schnittkurven der Leiteroberflichen soll den Grenz-
bedingungen zufolge der tangentielle Gradient von @ Null
sein, d. h. @ soll aut den Kurven s;,s,... konstant sein.
Sein normaler Gradient, integriert iiber die Schuittkurve, er-
gibt den von jener Kurve ausgehenden Kraftflu

f@ ds, = d“

Multipliziert man mit - d, so erhillt man die elektrische

Verschiebung, welche von einem Stiicke des ersten Leiters
von der Linge dz ausgeht. Wir wollen diese Verschiebung
gleich e, dz setzen, indem wir unter ¢ die auf die Lingen-
einheit des ersten Leiters berechnete wahre Ladung verstehen.
Entsprechende Bedeutung werde den GroBen ey, ¢5... bei-
gelegt. Dann gilt:

E

(215d) e =— dsl, b= — an a’s_,, .

Z’nl

Es wird nun eine Funktion @ (x, y) gesucht, welche der
Differentialgleichung (215¢) geniigt, auf den Kurven s;,s, ...
konstant ist und mit den Ladungen e, e, durch die Glei-
chungen (215d) verkniipft ist. Dieses Problem ist durch-
aus identisch mit dem elektrostatischen Probleme,
bei gegebenen Ladungen der unendlichen zylindri-
schen Leiter das elektrostatische Potential zu be-
stimmen. Denn dieses elektrostatische Potential geniigt der
Laplaceschen Gleichung; da es von z unabhiingig ist, so geht
die Laplacesche Gleichung in ihre zweidimensionale Form
(215¢) iiber. Auch sonst sind die Bedingungen identisch. Wir
schliefen, wofern das elektrostatische Problem sich losen liBt,
daB die Funktion @ jenen Bedingungen gemiB sich bestimmen
lussen mub.

Es muB jedoch eine Hinschrinkung gemacht werden,
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die wir bei der Behandlung der Elektrostatik, wo wir nur von
Leitern endlicher Ausdehnung sprachen, nicht erwihnt haben.
Es muB, damit das Problem eine physikalisch zulissige Lisung
besitzt, die Summe der Ladungen

e=é¢ +e+e+--=0

sein fiir einen jeden Querschnitt durch das Leitersystem. Um
dieses einzusehen, konstruieren wir einen Kreiszylinder, der
das ganze Leitersystem einschliebt und dessen Querschnitt-
radius B grof gegen die Abmessungen der Leiterquerschnitte
und gegen ihre Abstinde ist. Die elektrische Verschiebung,
die aus der Lingeneinheit des Zylinders heraustritt, ist gleich

d. h. das elektrische Feld ist auf dem Zylinder gleich dem
einer geladenen Linie von der Ladung ¢ pro Liingeneinheit.
Auflerhalb des Zylinders gilt derselbe Ausdruck. Es nimmt
also die elektrische Energiedichte mit wachsendem I¢ ab, wie
1 2w ¢

vy (€)= D= orp-
Fiir die auBerhalb des Zylinders befindliche elektrische Energie

erhiilt man somit
et ("dR,
f?anRw _ ;./ i5
% 5

Dieser Ausdruck wird aber logarithmisch unendlich, es sei
denn, daB ¢ =0 ist. Um einen unendlichen Wert der Energie
zu vermeiden, miissen wir annehmen, daf die Summe aller
Ladungen, die zwischen zwei beliebigen, die Leiter senkrecht
durchschneidenden Ebenen liegen, gleich Null ist. Beispiele
sind das Kabel, dessen innerer und iiuflerer Zylinder entgegen-
gesetzt geladen sind, oder zwei parallele, jeweils in gegeniiber-
liegenden Querschnitten entgegengesetzt geladene Driihte.
Wellen lings eines einzelnen Drahtes aber fallen nicht
in den Giiltigkeitsbereich der hier dargelegten Me-
thode, weil bei solchen e notwendig von Null verschieden ist.
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Dafl der Einzeldraht hier auszuschlieBen ist, liegt an den ein-
schrinkenden Annahmen unendlich guter Leitfihigkeit bzw.
transversaler Wellen. In der Tat ergibt die von A. Sommer-
feld entwickelte strenge Theorie der lings eines Einzeldrahtes
fortschreitenden Wellen, daf bei Beriicksichtigung der endlichen
Leitfihigkeit des Drahtes die Wellen nicht vollkommen trans-
versal sind.
Beschriinken wir uns auf zwel Leiter, so ist

b= —¢

zu setzen. Wir verbinden zwei Punkte P,, P, der beiden
Leiter, die in demselben Querschnitte liegen, durch eine be-
liebige Kurve, die aber durchweg in einer zur z-Achse senk-
rechten Ebene verliuft. Dann ist das Integral

P,

E,ds =, — @,

P,

von dem Verlaufe der ebenen Kurve und der Lage der Punkte
P,, P, auf den beiden Leitern unabhiingig. Wir wollen es
als ,Spannung® bezeichnen. Es entspricht der Potential-
differenz der beiden Leiter in dem elektrostatischen Probleme,
doch reden wir hier bei Drahtwellen besser nicht von einem
Potentiale, weil das elektrische Feld hier keineswegs wirbel-
frei ist; es verschwindet nur die z-Komponente von curl G,
nicht aber die beiden anderen Komponenten. Haben wir das
elektrostatische Problem fiir die beiden unendlichen zylin-
drischen Leiter gelost, so kennen wir auch die Kapazitiit
der Lingeneinheit des Systemes, die durch

(215e) e = K(®, — ®@,)

definiert ist, und die elektrische Energie pro Lingen-
einheit der Leitung:

— .1 1 ¢
(215f) U=y (a®+ead) =5 %

Wir gehen nunmehr zum magnetischen Felde iiber, dessen
Verteilung in der betreffenden Wellenebene den Differential-



346 Dritter Abschnitt. Das elektromagnetische Feld. § 79

gleichungen (214), (214d) gemiB zu wihlen ist. Der Diffe-
rentialgleichung (214d), welche das Verschwinden des freien
Magnetismus im Innern des homogenen Dielektrikums aus-
driickt, geniigen wir durch den Ansatz

R ¥
(216) lu'@y 32’ @ =i J
Die Gleichung (214) geht hierdurch iiber in

. v '

(216a) e +03=0.

Die Funktion 4 stellt, fiir die betreffende Querschnittsebene
der Leitung, eine Stromfunktion des Induktionsflusses dar.
Ordnet man die Richtungen s, % einander so zu wie die y-
und die z-Achse des Koordinationssystems, so folgt aus (216)
3n - lu@n - (az:f
Die Grenzbedingung (213a), welche verlangt, daf an der
Oberfliche eines vollkommenen Leiters die Normalkomponente
der magnetischen Induktion verschwindet, erfiillen wir, indem
wir die Funktion ¥ der Bedingung unterwerfen: Lings der
Kurven s, s,, in denen die Querschnittsebene die Leiter-
oberflichen schneidet, ist ¥ konstant. Es mogen %,
P, die Werte sein, welche ¥ auf diesen Kurven annimmt.
Wir verbinden nun zwei Punkte P, und P,, welche auf
8, bzw. s, liegen, durch eine ganz in der Querschnittsebene
verlaufende Kurve. Die durch diese Kurve hindurchtretende
magnetische Induktion

Py Py
(2161) fsands - —fa,_q‘ ds = W, — T,
G cs
P ;

1

ergibt sich als unabhiingig von dem Verlaufe der Kurve. Sie
stellt den, auf die Lingeneinheit der Leitung bezogenenen ,In-
duktionsflufl der Leitung® dar.

Das magnetische Feld in der Querschnittsebene ist mit
den in den Leitern flieBenden Strémen o, J, durch die erste
Hauptgleichung verkniipft; diese ergibt ‘
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J{st =27, f@dﬁs—-—J

Da, nach (216)
1 0%

b, =— on
zu setzen ist (der Strom J; w1rd parallel der z-Achse ge-
rechnet; duBere Normale » und Umlaufssinn s folgen sich nach
der Ampereschen Regel wie y und z-Ache), so hat man

(4
(2160) JI = ‘i?ﬂfaﬂ dsl, cf’ 4?‘Hf dS,

Die Funktion ¥ ist fiir jede Querschnittsebene dadurch be-
stimmt, daf sie der Gleichung (216a) geniigt, auf den Quer-
schnittskurven s, und s, konstante Werte annimmt und in dem
soeben formulierten Zusammenhange mit den Stromstirken
J,, J, steht.

Denkt man sich die Verteilung des Flichenstromes, der
senkrecht zu s, s, lings der Leiter flieBt, durch einen
stationiiren Strom verwirklicht, so wiirde dessen Feld in der
betrachteten Wellenebene genau mit dem magnetischen Felde
der Wellen iibereinstimmen. Das Vektorpotential ¥ dieses
stationdren Stromes wiirde parallel der a-Achse gerichtet sein
A, wiire von z unabhiingig, so daB die Laplacesche Gleichung,
der M zu geniigen hat, iibergeht in

RD. | U

-ay;‘- —a = 0
Identifiziert man % mit %, so erhilt man auf Grund der
Beziehung

B=up=curl A
die Gleichungen (216, 216a) und auch die Gleichungen (216c¢).
Die Grenzbedingung, daB % fiir s,, s, konstant ist, gilt aller-
dings fiir den stationdiren Strom, der in den Leitern wirklich
flieBt, nicht, da dessen magnetisches Feld in das Innere der
Leiter eindringt. Doch kann man die hier geforderte fliichen-
hafte Stromverteilung anniihernd durch réhrenformige Leiter
realisieren.
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Der Form nach genau identisch sind jedoch die Be-
dingungen, die fiir die Funktionen @ und 9 gelten. Beide
miissen auf s, s, konstant sein, im Dielektrikum derselben
Differentialgleichung geniigen und in dem durch (215d) hzw.
(216¢) formulierten Zusammenhange mit den Ladungen der
Leiter bzw. den in den Leitern flieBenden Stromen stehen.
Ist das elektrische Feld der lings der Leitung fort-
schreitenden Wellen fiir gegebene Ladungen e, ¢ der
Leiter bestimmt, so ergibt sich sofort das magnetische
Feld, das gegebenen Stromen ., J; entspricht. Es
gehen die fiir ¢ geltenden Gleichungen einfach aus den fiir
@ geltenden hervor, indem gesetzt wird: an Stelle von e¢;:

I Cz‘f’
an Stelle von e,:

eu
Jy

.
Der oben fiir zwei Leiter eingefithrten einschriinkenden Be-
dingung

e +e=0
entspricht hier die Bedingung
J]_ + t]-, = 0.

Dieselbe ergibt sich auch aus dem Prinzip des quellenfreien
Stromes. In der Tat haben wir vorausgesetzt, daB die longi-
tudinale Komponente von @ verschwindet; es werden daher
die senkrecht zur Leitung verlaufenden Ebenen von Ver-
schiebungsstromen nicht durchflossen. Durch eine jede solche
unendliche Ebene muff demnach im ganzen derselbe Leitungs-
strom parallel, wie entgegen der z-Achse fliefen.

Die Kurven & = konstans schneiden, da nach (215b) @
in der Querschnittsebene der negative Gradient von @ ist, die
elektrischen Kraftlinien orthogonal. Anderseits wird die Glei-
chung der magnetischen Induktionslinien, weil nach (216) ¥
die Stromfunktion des quellenfreien Vektors u$ ist, durch
¥ = konstans gegeben. Aus der Proportionalitit der Funk-
tionen @ und ¥ kionnen wir jetzt den Schluf zichen: In
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jeder Querschnittsebene stellen die elektrischen Kraft-
linien und die magnetischen Induktionslinien zwei
zueinander orthogonale Kurvenscharen dar.

Ist fiir eine gegebene Leitung die fiir das elelktrische Feld
maBgebende Funktion @ gefunden, so ist die fiir das magne-
tische Feld maBgebende Funktion ¥ ohne weiteres anzugeben.
Es ist einfach

e
I

statt ¢, zu schreiben, wodurch @ in ¥ iibergeht.

Haben wir @ auf Grund der elektrostatischen Analogie

berechnet, so ist nach (215e)

® —d, 1

S
wo K, die Kapazitit der Liingeneinheit der Leitung, eine von
¢, unabhiingige Konstante der Leitung ist. Nach dem soeben
Gesagten folgt jetzt

¥ —w, 1

e JEP" -5

[

Wir definieren durch die Gleichung
(216 d) w,— =L,
die GroBe L, die wir die ,Selbstinduktion der Lingen-
einheit der Leitung® nennen. Dann erhdlt man die Relation
(216e) LK = ¢u.

Das Produkt aus Selbstinduktion und Kapazitiit
pro Lingeneinheit der Leitung ist gleich dem Pro-
dukte aus Dielektrizititskonstante und magnetischer
Permeabilitit des Dielektrikums. — Da L und K auf die
Lingeneinheit bezogen sind, so sind im GauBschen Systeme
beides reine Zahlen, so dall in Gleichung (216€) die Dimen-
sionen beiderseits iihereinstimmen. Wir konnen die Gleichung
(21Ha) fiir die Geschwindigkeit der Wellen jetzt auch schreiben

216§ .
L Y= yik
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Was die magnetische Energie pro Lingeneinheit der
Leitung anbelangt, so wird sie durch
(216¢) T—gadd
gegeben.

Leitet man aus den beiden Funktionen @, ¥ vermige
(215b) und (216) das elektrische und das magnetische Feld ab,
so werden, wie wir zeigten, die Feldgleichungen (214), (214b),
(2144d), (214e) erfiillt. Es bleibt nur iibrig, zu beweisen, daB
(214a, c) gleichfalls befriedigt sind. Diese Gleichungen lauten
jetzt

(217) ' P¥ o d® W
3 ¢ ¢ydt  @yéx’ ¢ czet  faea’

1 ¢*% i 1 ¢*¢ c:o
Bl%s) Cam™ O — o 0E T ow

Dieselben sind erfiillt, wenn allgemein die Beziehungen

fwod oW 10% ¢
(217b) ¢c ¢t 9z’ ¢ ¢t o=z

gelten.

Nun ist fiir eine Leitung, die aus zwei jeweils entgegen-
gesetzt geladenen und von entgegengesetzten Stromen durch-
flossenen Leitern besteht,

(217¢) D = ¢, Dy(y, 2)
zu setzen.
Dabei ist @ (y, z) das elektrostatische Potential der beiden,
mit den Ladungen
=41, e=—1

pro Lingeneinheit versehenen zylindrischen Leiter. Diese Dar-
stellung fiir @ folgt aus dem oben Dargelegten mit Riicksicht
darauf, daB die fiir @ geltenden Bedingungsgleichungen linear
sind. Entsprechend gilt, wie wir sahen

(2174d) = J, Dy, 2)
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Demgemi geht (217b) iiber in

ce, 04,
(AaE) 7t~

ew 0, _de,
(2171) T ot

In der Kirchhoffschen, auf den Anschauungen der Fern-
wirkungstheorie beruhenden Behandlung der elektrischen Wellen
in Drihten wird die erste dieser Gleichungen daraus abgeleitet,
daB die zeitliche Anderung der Ladung ¢,dx eines Stiickes da
des ersten Drahtes gleich dem UberschuB des eintretenden iiber
den austretenden Strom ist. Die zweite der Gleichungen aber
ist nach (216e) identisch mit
arie e
Diese wird auch in der Fernwirkungstheorie durch An-
wendung des Induktionsgesetzes gewonnen. Wir sehen hier,
daB die Maxwellsche Theorie, die vom Standpunkte der Nahe-
wirkung aus die Drahtwellen betrachtet, im vorliegenden Falle
zu Ergebnissen gelangt, die formal mit denen der Fernwirkungs-
theorie iibereinstimmen.

Die Elimination von o, ergibt fiir ¢, die partielle Diffe-
rentialgleichung . .

(218) o
deren allgemeine Lésung ist
4

(218a) o =f(@—wt)+ gz +wt), w=—

Vew
Die Gleichungen (217e, f) werden erfiillt, wenn auBerdem gilt
(218h) J=w {f(x — wt) — g(x + wt)}.

Der allgemeinen Lisung entsprechen zwei Ladungs- und
Stromwellen, die lings der Leitung in entgegengesetzten Rich-
tungen laufen. Durch Einfithrung in (217¢, d) bestimmen sich
die Funktionen @, ¥, aus denen sich vermdge (215b) und
(216) das elektromagnetische Feld. ableitet. Die so erhaltene
Losung ist die allgemeine Losung der partiellen Differential-
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gleichungen (214—214e), unter den vorliegenden Grenz-
bedingungen. Es ist also die allgemeinste Ldsung der Feld-
gleichungen und der Grenzbedingungen, welche mit dem Ver-
schwinden der longitudinalen Komponenten von & und $ ver-
triiglich ist.

Wir betrachten die Wellen, die in Richtung der positiven
2-Achse fortschreiten. Die elektrische Energie pro Lingen-
einheit der Leitung ist nach (215f), (218a)

(2150) S e
Die magnetische Energie pro Lingeneinheit der Leitung hin-
gegen ist nach (216g) und (218b)

= 1 L4 1- L

(_)18(1) T = 5 c_"i J12 = o H" f2($ — iwt).
Nach (216Ge) folgt
(218¢) T-T.

Die magnetische Energie der Drahtwellen ist im
vorliegenden Falle der elektrischen gleich. Die pro
Sekunde durch eine feste Querschnittsebene hindurchtretende
Energie ist

w(U+T)=w2U = M’K‘ Wt),

oder nach (215e) und (218a, b)

Jr1(91&1 - qu)'
Der gesamte Energiestrom lings der Leitung ist das
Produkt aus Stromstirke und Spannung.

Wir behandeln jetzt die beiden wichtigsten Spezialfiille,
das Kabel und die Paralleldriihte.

§ 80. Wellen in Kabeln.

Die Leitung, lings der die Wellen fortschreiten, soll
aus zwel konzentrischen, vollkommen leitenden Kreiszylindern
bestehen. KEs soll & der Querschnittsradius der #uBeren Be-
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grenzung des inneren Zyvlinders, a der Querschnittsradius der
inneren Begrenzung des fuBeren Zylinders sein. Es handelt
sich nun darum, fiir dieses System das elektrostatische Problem
zu losen, d. h. das elektrostatische Feld zu bestimmen, das
sich herstellt, wenn + ¢, die Ladung der inneren, —e die
Ladung des #uBeren Zylinders pro Lingeneinheit ist.

Da die beiden Zylinder als vollkommen leitend betrachtet
werden, so ist das Feld auf den zwischen ihnen befindlichen
leeren oder von einem dielektrischen Korper erfiillten Raum
beschriinkt. Das Feld ist hier leicht anzugeben, da ja Symmetrie
um die gemeinsame Achse der beiden Zylinder besteht. Legt
man einen konzentrischen Zylinder vom Querschnittsradius »
durch das Feld, so betriigt die elektrische Verschiebung durch
die Liingeneinheit des Zylinders:

e, =2ar D, =%E G,

Es ist demnach die radiale elektrische Feldstirke
2e 0 [2e
€ =5 =ta (i)

Die anderen Komponenten von ¢ verschwinden nach Sym-
metrie; es ist daher das elektrostatische Potential

(219) @ = — 2,

mithin die Spannung zwischen dem inneren und dem iHuBeren

Zylinder
2 1
(219a) @, — &, == (3),

und die Kapazitit der Lingeneinheit des Kabels

T ;[ B
By =y 2n (g)

Die magnetischen Kraftlinien verlaufen in konzentrischen
Kreisen um die Zylinderachsen. Der Betrag der Feldstiirke
ist nach der ersten Hauptgleichung

85
cr’
Abraham, Theorie der Elektrizitit. I. 3. Aufl 23

(219h) K
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mithin der gesamte InduktionsfluB pro Lingeneinheit des Kabels

a a
2 2
Sarui =25 [ 2 (@)
b ]

Da anderseits die gesamte Induktion pro Liingeneinheit durch

L

-
ausgedriickt wird (vgl. 216d), so folgt
(219¢) L=2uin(;)

als Selbstinduktion pro Langeneinheit des Kabels.

Wie man sieht, geniigen Kapazitit und Selbstinduktion
des Kabels (219b,c) der allgemeinen, im vorigen Paragraphen
aufgestellten Beziehung (216e):

KL = ¢p.

Je kleiner der Quotient % der Querschnittsradien der

duBeren und inneren Begrenzung der dielektrischen Schicht
ist, desto groBer ist die Kapazitiit, desto kleiner die Selbst-
induktion des Kabels.

§ 81. Wellen lings zweier paralleler Drihte.

Der Ausdruck (219) stellt das elektrostatische Potential
einer gleichféirmig geladenen unendlichen Geraden dar. Man
iiberzeugt sich leicht davon, daB er der Differentialgleichung
(215¢) Geniige leistet. Wir konnen aus ihm sofort neue
Losungen dieser Differentialgleichung ableiten, indem wir die
Potentiale paralleler Geraden superponieren. Wir denken uns
z. B. durch zwei Punkte O; und O, senkrecht zu ihrer Ver-
bindungslinie zwei Gerade gelegt und diese mit den Ladungen
+ ¢, pro Liingeneinheit versehen. Das elektrostatische Potential
ist dann
(220) = — ?:—‘ Inr, + ?:‘ Inrg = 'E:; In (;5) s
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wenn r,, 7, die Abstinde eines Aufpunktes P von den beiden
Geraden bezeichnet. In Abbildung 11 ist ein Querschnitt
durch die Punkte O, und O, gelegt; der Koordinatenanfang O
halbiert die Verbindungslinie O, O,, deren Linge wir gleich
27 setzen wollen. 00, zeigt die Richturg der y-Achse an,
die z-Achse ist gleichfalls in der Querschnittsebene gelegen,
wihrend die z-Achse den beiden Geraden parallel weist.

Die Punkte O, O, sind aus dem Felde auszuschlieBen, da
in ihnen das Potential unendlich wird. Wir wollen sie in
zwei zylindrische Flichen einhiillen, auf denen @ konstant ist.

‘Z
Abb. 11.

Ersetzen wir diese Flichen durch die Oberflichen zweier
leitender Zylinder, so erfiillt @ bereits die an solchen Flichen
dem elektrostatischen Potentiale vorgeschricbene Grenz-
bedingung. Aus dem um O, gelegten Zylinder dringt pro
Lingeneinheit die elektrische Verschiehung e, aus dem um
0, gelegten die entgegengesetzte — ¢, heraus. AuBerhalb der
beiden Zylinder stellt demnach (220) das Potential des elektro-
statischen Feldes dar, welches sich wirklich herstellt, wenn
den beiden leitenden Zylindern die Ladungen + ¢ pro Liingen-
einheit gegeben werden.

Nun ist, wie aus der elementaren Geometrie bekannt ist,
der geometrische Ort der Punkte, fiir die das Verhiltnis r,:7,
der Abstinde von zwei festen Punkten konstant ist, ein Kreis,
der einen der beiden festen Punkte exzentrisch einschliefit.

Wir erhalten demnach aus (220) die Losung des elektro-
23*
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statischen Problems fiir den Fall zweier Kreiszylinder. Hier-
aus konnen wir, auf Grund der Entwickelungen des § 79, das
Feld elektrischer Wellen lings zweier paralleler Drithte von
kreisférmigem Querschnitt ableiten. Dabei diirfen sogar die
Querschnittsradien der beiden Driihte verschieden sein; wir
wollen uns indessen auf den Fall beschrinken, dall sie beide
gleich b sind, und wollen mit 2d den Abstand der Draht-
achsen bezeichnen (vgl. Abbildung 11).

Der Abstand d der Drahtachsen von O ist offenbar durch
00, =7 und durch den Querschnittsradius & bestimmt. Da
die beiden Durchschnittspunkte des O, einschliefenden Kreises
in Abbildung 11 die Strecke 0,0, in demselben Verhiltnis
teilen, so gilt

BBl G-
n—d+b d+b—y’

oder

(=D =+ 0 — B,
daher
(220a) d? = 9?4 b2

Das Potential auf dem ersten Zylinder ist demnach

o =)=

Driickt man » durch d und b aus, so wird

dtbtn_d+b+ V&V _Vatb+yYa—b_d+ V& 48

d+b—n d+b—ydi—0® Vd+b—Vd—b b
daher

. 2e, , (d+Vd—b*
(2201) o = (LT =),

Auf dem anderen Zylinder hat :2 den reziproken, @ daher
den entgegengesetzten Wert l
D, —— D,

Es ist folglich die Spannung zwischen den beiden Driihten

(220} o — 0= 4—? In (ﬁw)’
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die Kapazitit der Lingeneinheit der Leitung bestimmt
sich aus
(220d) &—9 1 _ 4. (ﬁl‘tl/;zib_!)

€ K

Aus (216e) folgt die Selbstinduktion der Léngen-
einheit der Leitung

d df—b*
(220¢) L =‘}§=nyzn(_+_1/;___).

Ist der Querschnittsdurchmesser 25 klein gegen den Abstand
2d der Drahtachsen, so gelten die Niherungswerte

£ 2d
(2201) L=K=4Mn(b)_

In den Wellen, die sich lings der Paralleldrihte fort-
pflanzen, sind die Kurven, auf denen @ konstant ist, eine
Schar von Kreisen. Diese Kreise, zu denen auch die Be-
grenzungskreise der Drahtquerschnitte gehdren, teilen har-
monisch den Abstand 0,0, zweier fester Punkte. Mit den
zu den elektrischen Kraftlinien orthogonalen Kurven
@ = constans fallen die magnetischen Induktionslinien
P = constans zusammen. Die elektrischen Kraftlinien, die
orthogonal zu jenen Kreisen verlaufen, sind gleichfalls Kreise;
dieselben gehen, wenn man sie in das Innere der Driihte fort-
gesetzt denkt, durch die festen Punkte O, 0,.

Die hier entwickelte Theorie beruht auf der Voraussetzung,
daBl die elektrischen Wellen nicht merklich in das Innere der
Driihte eindringen. Bei den schnellen Hertzschen Schwingungen,
bei denen Paralleldrihte hiufig zur Fortleitung der Wellen
verwandt werden, trifft diese Voraussetzung mit groBer
Anniherung zu. Bei langsamen Schwingungen, z. B. in Fern-
sprechleitungen, ist diese Vorausetzung fiir diinne Driihte
nicht mehr zuliissig (vgl. § 78, Formel 212). Hier ist bei der
Berechnung der Selbstinduktion das magnetische Feld im
Drahtinnern zu beriicksichtigen, und es ist der Einflufi des
Widerstandes anf die Wellenfortpflanzung in Betracht zu ziehen.
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§ 82. Kondensator am Ende der Leitung.

Wir haben bisher angenommen, daB die Leitung beider-
seits ins Unendliche reicht. In Wirklichkeit hat man es
natiirlich stets mit Leitungsdrihten von endlicher Linge zu
tun. Wir wollen annehmen, daB die Driihte in die einander
gegeniiberstehenden Platten eines Kondensators einmiinden.
Es sei K, die Kapazitit des Kondensators, der bei 2 =0 liegt.
Von der Seite der negativen a treffe ein Zug einfach har-
monischer Wellen ein. Wir stellen denselben mathematisch
dar, indem wir fiir die dort willkiirliche Funktion

o — wt)

des § 79 hier den komplexen Ausdruck setzen

(221) f(z — wt) - are(-3)
Nach (218a), (215e) ist dann die Spannung im einfallenden
Wellenzuge gleich dem reellen Teile von
Fog g 4
(221 1) o — @) =% =% e (7).
Der Strom aber ist nach (218b) gleich dem reellen Teile von

(221b) iy P ]

Die einfallende Welle wird nun den am Ende der Leitung
befindlichen Kondensator laden. Hierdurch wird zunichst der
Welle Energie entzogen. Ks wird sich jedoch alsbald ein
stationfirer Schwingungszustand herstellen, wobei die Energie
des Kondensators im Mittel konstant ist. Da Energieverluste
durch Joulesche Wirme und durch Strahlung nicht in Betracht
gezogen werden, so wird sich ein reflektierter, nach der Seite
der negativen z hineilender Wellenzug aushilden. Wir setzen
fiir diesen

(222) g(o+wt)=A"¢" (+3) ,
und gemil (215e, 218a, b)
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” "oy )
(222a) @ — @ =% = 1_ e e+ o),

(222h) o e sadnEE )

Die reellen Teile dieser Ausdriicke stellen den reflektierten
Wellenzug dar.

Wir superponieren nun die beiden Wellen. Die resul-
tierende Spannung @, — @, soll am Ende der Leitung (2 = 0)
der jeweiligen Ladung des Kondensators entsprechen. Ist ¢,
die Ladung der mit dem ersten Drahte verbundenen Konden-
satorplatte, so ist hier

ivt
(228) @, — D=, — B+ @ — B, = (4 4") = 2

Die resultierenden Stromstiirken + oJ; anderseits miissen der
zeitlichen Anderung der Ladungen + ¢, der Kondensatorplatten
gleich sein:

(2238) J,=J +J" =wer! (A — A7) =% — iy,
Durch Division der beiden letzten Gleichungen folgt

A —4" _ ivK,
A+4 " wkK

?

daher
e iv K,
A" w K
(223 b) A, = ;'*’71(70 2
tw K

So bestimmt sich aus den am Ende der Leitung vor-
geschriebenen Bedingungen das Verhiltnis der komplexen
Konstanten A", A', die fir Amplitude und Phase der reflek-
tierten und der einfallenden Welle maligebend sind. Die ab-
soluten Betriige, daher auch die Spannungs- und Strom-
amplituden der beiden Wellen sind die nach (223b) gleichen.
Wir konnen setzen

(228¢) A'=|Aleri, A"—=|A|e—7¢
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und erhalten
A" 1—itg 7,
AT 1+4iatgy’
folglich
v K,

(223d) tgy=o%"

Dabei gibt 2y den Phasenvorsprung an, um den am
Ende der Leitung die Spannung der einfallenden Welle
derjenigen der reflektierten Welle voreilt.

Die resultierende Spannungsverteilung lings der
Leitung wird gegeben durch

(224) @, — @, =2 2l cos (% — ) cos (v)
und die Stromverteilung durch
(224a) J,=—J2=w2|Ajsin(%—y)sin(vt),

wie durch Superposition der komplexen Ausdriicke fiir die
Spannungen und Strome der beiden Wellen und durch Ab-
sonderung der reellen Teile folgt.

Wir zichen zwei Grenzfille in Betracht. Der erste Grenz-
fall soll der sein, wo die Endkapazitit K, gleich Null ist.
Hier ergibt (223d), daB p =0 ist, d. h. daB fiir z =0 die
Spannungsphasen der einfallenden und der reflektierten Welle
einander gleich sind. Die Stromstiirken der beiden Wellen
sind dann fiir # = 0 in entgegengesetzten Phasen. Demgemil
befindet sich nach (224) in diesem Falle am Ende der Leitung
ein Spannungsbauch, nach (224a) ein Stromknoten.

Der andere Grenzfall ist K, = co. Hier wird y — 7, die
Spannungen der beiden Wellen fiir # = 0 haben die Phasen-
differenz 2y = @, die Stromstiirken sind in gleichen Phasen.
Demgemiiff ist das Ende der Leitung ein Spannungsknoten
und ein Strombauch.

Im allgemeinen Falle verhalten sich die Spannungsphasen
so, als ob die Endkapazitit beseitigt, d. h. K; =0 gesetst
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wiire, dafiir aber die Leitung um die Strecke

v w w i
(224b) Y=V =7V5s

verlingert wiire. Dann wiirde in der Tat die reflektierte Welle,
welche diese Strecke zweimal durchlaufen hat, erst dann bei
x = ( eintreffen, wenn die Spannung der einfallenden Welle
bereits den Phasenvorsprung 2y gewonnen hat. Im Grenz-

falle K, — 0o, y =~ wiirde die Verlingerung der Leitung,

2
welche der Endkapazitit diquivalent ist, ein Viertel der Wellen-
linge betragen.

Wir wollen uns nun die Leitung auch auf der Seite der
negativen & begrenzt denken, und zwar wollen wir an diesem
Ende einen Spannungsknoten der stehenden Schwingung an-
nehmen. Ein solcher ist, wie erwihnt, durch Einschaltung
eines Kondensators von sehr groBer Kapazitiit zu erzielen. Bei
Leitungen, die aus zwei Paralleldrihten bestehen, stellt man
am Ende der Leitung nahezu einen Spannungsknoten her, in-
dem man die Driihte dort leitend iiberbriickt. Bei dieser
letzteren Anordnung werden die Belegungen des bei @ = O be-
findlichen Kondensators durch den aus den Paralleldrihten und
der Briicke bestehenden SchlieBungskreis leitend verbunden.
Welche Bedingung muB erfilllt sein, damit die in einem
solchen Kreise maglichen stehenden Schwingungen durch (224),
(224a) dargestellt werden?

Wir denken uns den Spannungsknoten bei z = —{ ge-
legen, withrend an dem anderen Ende, bei z = 0, der Konden-
sator von der Kapazitit K, eingeschaltet ist. Wie oben ge-
zeigt, kann man sich die Kapazitit K, beseitigt und dafiir
die Leitung um die Strecke (224b) verlingert denken; dann
wiirden an den Enden ein Spannungsknoten bzw. ein Spannungs-
bauch liegen, so daB die Lénge der gedachten Leitung gleich
einem ungeradzahligen Vielfachen der Viertelwellenlinge
sein mub:

L+t em 4.
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Hieraus folgt
(225) :UI + =% + mmx,

wo m eine ganze Zahl ist. In der Tat verschwindet unter
dieser Bedingung die durch (224) gegebene Spannung bei
z=—1

Ist die Liinge ! der Paralleldriihte gegeben, gerechnet vom
Spannungsknoten bis zur Endkapazitit K, so ergibt (225) in
Verbindung mit (223d) die Frequenzen » der miglichen Eigen-
schwingungen. Diese sind bestimmt durch die transzendente
Gleichung )
(2258) cotg (5) =~ -

Wir setzen zur Abkiirzung

(225b) ALY
und ferner

(225¢) @ = ;‘(—: ;
Dann wird (225a)

(2254) Etgt —a.

Diese transzendente Gleichung bestimmt die Wellenlingen
der Figenschwingungen. Dabei ist « das Verhiiltnis der
Kapazitit K/ der Paralleldrihte zur Kapazitit K, des Kon-
densators.

Ist e sehr klein, d. h. kommt die Kapazitit der Leitung
nicht gegen die Kapazitit des Kondensators in Betracht, so
ergibt (225d)

=Vea

als kleinste Wurzel. Setzt man hier, nach (2256b, 216f)

wee

g 2wl _ 27l YLK
° wrt cT

s0 wird
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oder

(225¢) «=""YILK,.

Wir erhalten also, wenn wir die Kapazitit des SchlieBungs-
kreises vernachliissigen, fiir die Grundschwingung die Thom-
sonsche Formel (192d); denn [L ist hier die Selbstinduktion
der Paralleldrihte, da ja L die auf die Léngeneinheit be-
berechnete Selbstinduktion bedeutet.

Die Formel (225d) stellt nun die Verallgemeine-
rung der Thomsonschen Formel dar, die sich durch
Beriicksichtigung der Kapazitit des SchlieBungs-
kreises ergibt. Neben der Grundschwingung ldBt sie
eine Reihe von Oberschwingungen als moglich vor-
aussehen.

Jene Formel wurde zuerst von G. Kirchhoff aus der
Fernwirkungstheorie abgeleitet, und zwar fiir beliebige
Form des SchlieBungsbogens. Wir haben uns bei ihrer Ab-
leitung aus der Maxwellschen Theorie auf eine ganz spe-
zielle Anordnung beschrinkt, nimlich auf den Fall, daB der
SchlieBungskreis aus zwei Paralleldrihten und einer kurzen
Briicke besteht. Fiir diese Anordnung hat der Begriff der
Leitungskapazitiit eine ganz bestimmte Bedeutung (vgl. § 79).
Fiir beliebige Form des SchlieBungskreises jedoch und fiir
Abmessungen desselben, die nicht klein gegen die Wellenlinge
sind, schwebt der Begriff der Kapazitit und Selbstinduktion
der Leitung ganz in der Luft. Das hiingt damit zusammen,
daB im allgemeinen von einem solchen SchlieBungskreise
Wellen in den Raum hinausgesandt werden und dall die
elektromagnetische Energie der Schwingung nicht auf die un-
mittelbare Nachbarschaft des Leitungskreises zusammengedringt
ist. Der Einwand, der am Schlusse des § 72 gegen die auf
der Theorie des quasistationiiren Stromes fuBende Thomsonsche
Behandlung der Xondensatorentladung erhoben wurde, ist
auch gegen die Kirchhoffsche Verallgemeinerung geltend zu
machen, da auch diese auf die ausgesandte Strahlung keine
Riicksicht nimmt. Allein gerade der hier behandelte Fall
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zweier paralleler Drihte, die jeweils von entgegengesetzt
gleichen Stromen in gegeniiberliegenden Querschnitten durch-
flossen werden, ist diesem Einwande nicht ausgesetzt. Hier
hat die magnetische Energie in der unmittelbaren Umgebung
der Leitung ihren Sitz; die Strahlung ist zu vernachlissigen.
Das kann allerdings an dieser Stelle noch nicht gezeigt werden,
sondern erst im zweiten Bande dieses Werkes, wo die Theorie
der elektromagnetischen Strahlung ausfithrlich entwickelt
werden soll.
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