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Erster Abschnitt.
- Vektoren und Vektorfelder.

Erstes Kapitel
Die Vektoren.

§ 1. Definition des Vektors.

Unter den GrioBen, die zur mathematischen Darstellung
geometrischer Gebilde oder physikalischer Zustinde und Vor-
ginge dienen, zeichnen sich durch ihre Einfachheit die so-
genannten Skalaren aus. Eine GroBe wird Skalar genannt,
wenn die Gesamtheit der verschiedenen Werte, die sie annehmen
kann, in stetiger, umkehrbar eindeutiger Weise einer Reihe
reeller Zahlen zuzuordnen ist. Die Forderung der umkehrbar
eindeutigen Zuordnung besagt, daB nach Festsetzung der MaB-
einheit die Gleichheit zweier Werte der GroBe an der Gleich-
heit der MaBzahlen, die Forderung der Stetigkeit, daB die
niherungsweise Gleichheit der Werte an der niherungsweisen
Gleichheit der MaBzahlen erkennbar sein soll. Es gibt Skalaren,
z. B. Masse, Volumen, Dichte, deren MaBzahlen stets positiv
sind; andere, z. B. Potential, Elektrizititsmenge, sind sowohl
positiver, wie negativer Werte fihig.

In manchen Zweigen der Wissenschaft pflegt man die
MaBeinheiten auf die drei Grundeinheiten der Linge, Masse
und Zeit zu beziehen; die Dimension einer GréBe in einem
solchen ,absoluten MaBsystem® driickt die MaBeinheit durch
die Grundeinheiten aus. Ob man nun jene drei Grundeinheiten,
oder andere dem Dimensionssystem zugrunde legt, dariiber
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mag zuniichst keine Festsetzung getroffen werden. Jedenfalls
miissen in einer Gleichung stets die beiderseits stehenden
GroBen nicht nur der MaBzahl, sondern auch der Dimension
nach gleich sein; Verschiedenheit der Dimension wiirde nim-
lich bedingen, daB bei einer Anderung der Grundeinheiten die
Gleichheit der MaBzahlen fortfiele.

Es gibt geometrische und physikalische GriBen, die nicht
zur Klasse der Skalaren gehoren. So ist die Gesamtheit der
geradlinigen Verriickungen, die einen beweglichen Punkt aus
einer bestimmten Anfangslage in eine beliebige Endlage iiber-
fiihren, keineswegs in umkehrbar eindeutiger und stetiger
Weise einer Reihe reeller Zahlen zuznordnen; zur eindentigen
Festlegung der Endlage sind vielmehr drei Zahlangaben not-
wendig; denn eine Zahlangabe ist erforderlich, um den Betrag
der Verriickung zu bestimmen, d. h. den Abstand von Anfangs-
lage und Endlage, zwei weitere zur Bestimmung der Richtung.
Die Verriickung eines Punktes repriisentiert eine Klasse von
GroBen, die man als Vektoren bezeichnet.

Wir nennen eine physikalische GriBe einen
Vektor, wenn die Gesamtheit der verschiedenen
Werte, die sie annehmen kann, in umkehrbar ein-
deutiger und stetiger Weise der Gesamtheit der
geradlinigen Verriickungen zuzuordnen ist, welche
einen Punkt aus einer festen Anfangslage in eine
beliebige Endlage fiberfiithren. Die an einem materiellen
Punkte angreifende Kraft ist ein Beispiel eines Vektors; in
der Tat betrachtet man zwei Krifte dann und nur dann als
physikalisch gleichwertig, wenn sie dem Betrage und der
Richtung nach iibereinstimmen. Andere Vektoren sind Ge-
schwindigkeit, Beschleunigung, elektrische und magnetische
Feldstirke. )

Jedem Vektor kommt eine bestimmte Dimension zuj; zwei
Vektoren werden als gleich nur dann zu bezeichnen sein,
wenn nicht nur die reprisentierenden Verriickungen, sondern
auch die Dimensionen gleich sind.

Jedem Vektor kann ein Skalar zugeordnet werden, der
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dem Betrage der repriisentierenden Verriickung entspricht.
Wir -nennen diesen Skalar ,Betrag des Vektors und
schreiben ithm die Dimension des Vektors selbst zu.

Zur Kennzeichnung der Vektoren sind in dieser Schrift
ein fiir allemal fett gedruckte gotische Buchstaben angewendet,
wihrend die lateinischen und griechischen Lettern zur Be-
zeichnung von Skalaren dienen. So bezeichnet B einen Vektor;
sein Betrag wird durch | 8 | dargestellt.

§ 2. Addition und Subtraktion von Vektoren.

Die Regeln der Vektoraddition gewinnen wir durch Zu-
sammensetzung geradliniger Verriickungen. Dabei mégen solche
Verriickungen als gleichwertig betrachtet, d. h. einem und
demselben Werte des darzustellenden Vektors
zugeordnet werden, die nach Richtung und
Betrag iibereinstimmen, wenn sie auch von
verschiedenen Punkten des Raumes ausgehen.
Diese Kestsetzung ermiglicht es, zwei Ver-
riickungen ¥, B aneinander zu fiigen; infolge
der Verriickung % gelangt der bewegliche Punkt
von 1 nach 2, infolge der Verriickung B von
2 nach 3. Die geradlinige Verriickung €, die
direkt von 1 nach 3 fiihrt, definiert die geo-
metrische Summe oder Resultierende der Verriickungen %
und B:

(1) C=A+B (Abb. 1.)

Fiihrt man zuerst die Verriickung 8 und darauf die Ver-

riickung ¥ aus, so beschreibt der bewegliche Punkt den Weg
3 (143), welcher den Weg (12 3)

/ W zu einem Parallelogramm ergiinzt;
die Resultierende der Verriickungen 8
= % und ¥ wird demnach, ebenso wie

diejenige der Verriickungen % und B,
durch die Diagonale (1, 3) jenes
Parallelogramms dargestellt (vgl. Abb. 2). Es befolgt daher

Abb. 1.
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die Vektoraddition das kommutative Gesetz: Die geo-
metrische Summe zweier Vektoren ist unabhingig von der
Reihenfolge der Summanden:

(2) A+B=B+A

Wenn wir in der soeben erklirten Weise die Vektoren
durch Zusammensetzung der sie repriisentierenden Verriickungen
addieren, so folgt ohne weiteres die Giiltigkeit des assozia-
tiven Gesetzes der Vektoraddition:

3) A+B)+6=%+(B+6)

Welche Bedeutung soll nun der geometrischen Diffe-
renz zweier Vektoren ¥ und B beigelegt werden? Die
Differenz soll so definiert werden, daB fiir Vektoren, ebenso
wie fiir Skalare, die Beziehung gilt:

(4) B3-8=0

Demgemif ordnet man dem Vektor — 8B eine Verriickung
zu, welche die Verriickung 8 aufhebt, indem sie den beweg-
lichen Punkt zur Anfangslage zuriickfiihrt, d. h. eine Verriickung
von gleichem Betrage, wie 8B, aber von entgegengesetzter
Richtung. Unter der geometrischen Differenz der Vektoren %
und B jedoch versteht man die geometrische Summe der
Vektoren % und — B, und definiert dementsprechend die
Vektorsubtraktion folgendermaBen: Von einem Vektor %
wird ein Vektor 8 subtrahiert, indem man zu % einen
Vektor von gleichem Betrage, wie 8, aber von ent-
gegengesetzter Richtung, addiert.

In dem Parallelogramm der Abb. 2 stellt die Diagonale (1 3)
die geometrische Summe % + 8, die Diagonale (4 2) die
geometrische Differenz % — B vor.

Die vorstehend entwickelten Regeln der Addition und
Subtraktion von Vektoren stimmen formal mit den Gresetzen
der gewohnlichen Algebra iiberein.

§ 3. Einheitsvektoren und Grundvektoren.

Wie fiir die Addition und Subtraktion von Vektoren, so
nehmen wir auch fiir die Multiplikation von Vektoren mit
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Skalaren die Rechnungsregeln der gewdhnlichen Algebra als
giiltig an; so gilt beispielsweise die Gleichung
A+A+A=3N

Allgemein verstehen wir unter dem Produkte aus einem
Vektor A und einem Skalar m einen Vektor vom Betrage m - | ¥,
dessen Richtung durch diejenige von % bestimmt ist.

Als ,Einheitsvektor® bezeichnet man einen Vektor
vom Betrage 1. Vermige der Beziehung
®) U=[A[ 1,
kann man durch einen festen Einheitsvektor t, alle diejenigen
Vektoren ¥ ausdriicken, welche der Richtung nach mit
iibereinstimmen.

Da wir in § 1 tibereingekommen waren, dem Betrage
eines Vektors stets die Dimension des Vektors selbst zu-
zuschreiben, so kommt Einheitsvektoren stets die Dimension
Null zu.

Wie durch Gl (5) alle Vektoren von iibereinstimmender
Richtung auf einen festen Einheitsvektor zu beziehen sind, so
kann man auch Vektoren beliebiger Richtung und beliebigen
Betrages auf feste Einheitsvektoren beziehen. Dazu bedarf es
jedoch dreier nicht in einer Ebene liegender Einheitsvektoren.
Wir withlen drei wechselseitig aufeinander senkrechte Ein-
heitsvektoren i, j, f als ,Grundvektoren®; ihre Richtungen
mogen mit den Achsen eines cartesischen Koordinatensystems
zusammenfallen.

Bekanntlich gibt es zwei Arten von Achsensystemen z, ¥, 2,
die man als Rechtssysteme und Linkssysteme unterscheidet;
alle Rechtssysteme lassen sich miteinander zur Deckung bringen
und ebenso alle Linkssysteme miteinander, aber nicht die
Rechtssysteme mit den Linkssystemen. Durch Spiegelung an
einer der Koordinatenebenen entsteht aus einem Rechtssystem
ein Linkssystem, aus einem Linkssystem ein Rechtssystem.
Auch durch Spiegelung am Anfangspunkt der Koordinaten
(Umkehrung der drei Achsenrichtungen) wird aus einem Rechts-
system ein Linkssystem, aus einem Linkssystem ein Rechts-
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system, Wir werden uns weiterhin stets des von Maxwell
(und den englischen Gelehrten iiberhaupt) gewihiten Rechts-
systemes bedienen.

Durch Abbildung 3 wird dieses in axonometrischer
Zeichnung zur Darstellung gebracht. Die xyz-Achsen, in die
zugleich die Grund- =
vektoren i, j, f fallen,
folgen so aufeinan-
der, daB eine Drehung
aus der z-Richtung
in die y-Richtung,
verbunden mit einer
fortschreitenden Be-
wegung in der z-
Richtung, zu einer

rechtsgiingigen
Schraube fiihrt; die
zyz-Richtungen
eines Rechtssystemes
kténnen durch Dau-
men, Zeigefinger und Abb.18,
Mittelfinger der rechten Hand angezeigt werden.

Um den Vektor n auf die drei Grundvektoren zu be-
ziehen, projiziere man (Abb. 3) zundchst den Vektor a auf
die zy-Ebene und die Projektion wiederum auf die z-Achse
und die y-Achse. Schreitet man lings der z-Achse um die
Strecke z, sodann parallel der y-Achse um y, endlich parallel
der z-Achse um z fort, so gelangt man zum Endpunkte des
Vektors a.

DemgemiB ist a als geometrische Summe dreier den
Grundvektoren i j f paralleler Vektoren darzustellen:

(6) o a=zityj+set

Die skalaren Grofen z; y, z sind die Koordinaten des
Endpunktes von a; sie messen die Linge der Projektionen der
Verriickung a- auf die Koordinatenachsen. Man bezeichnet
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diese GriBen als ,Komponenten“ des Vektors s. Um die
Verkniipfung mit dem Vektor selbst kenntlich zu machen,
schreiben wir weiterhin die Komponenten:

L) Ily, a,,
so daB (6) zu ersetzen ist durch
(6a) e=a0i+oj+al

Damit ist die Zerlegung des Vektors a in drei den Grund-
vektoren i, j, t parallele Teilvektoren, deren Betrag und Sinn
durch Betrag und Vorzeichen der Komponenten bestimmt ist,
ausgefiihrt; diese Zerlegung ist eine eindeutige; ist nimlich a
gegeben, so sind die Komponenten eindeutig bestimmt durch
die Gleichungen

(1) wu,=|a|cos(a,2), a,=|a]cos (a,y), a,=|a|cos (a,2)

Umgekehrt ist durch Angabe der drei Komponenten
der Vektor a eindeutig festgelegt als Diagonale des recht-
winkligen Parallelepipeds, dessen Kanten die Vektoren a,i,
0,j, 0t sind; sein Betrag ist

(Ta) la|=Ve+0a2+0}
seine Richtung bestimmen die Gleichungen (7).

Die Komponenten der geometrischen Summe zweier
Vektoren % und B erhilt man, indem man die Komponenten
von % und B algebraisch summiert; ist € =% + B, so ist
€, =% + B, usf. Das leuchtet sofort ein, wenn man die
Verriickungen, welche den Vektoren % und B entsprechen,
gemiB § 2 aneinander reiht und dabei die Projektion des
beweglichen Punktes auf die z-Achse verfolgt.

Es gilt sogar der allgemeinere Satz: Die Komponente
der geometrischen Summe einer beliebigen Zahl von
Vektoren nach irgendeiner festen Richtung ist gleich
der algebraischen Summe der Komponenten der ein-
zelnen Vektoren nach dieser Richtung.

Dieser Satz gestattet es, die Kompouenten eines Vektors a
auf neue Achsensysteme umzurechnen. HEs sei {'j'¥ ein neues
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System von Grundvektoren; dasselbe sei mit dem urspriing-
lichen Systeme durch die Gleichungen verkniipft

| _lelele]

V=i 4y + ot a“aﬂ‘%‘

®  {r—fi+hitat | v 688
V=ni+ni+nt z|?1|7’=|7’31

I

Die Koeffizienten des Glelchungssystemes (8) sind die
Kosinus der Winkel, welche die neuen Achsen z’, %', 2 mit
den alten z, y, # einschlieBen; diese 9 Richtungskosinus sind in
der beigefiigten Tabelle zusammengestellt. Es seien a,,u,, 0,
die Komponenten von a, bezogen auf die neuen Achsen; sie
werden erhalten, indem man die Vektoren a,i, 0 j, 0, einzeln
auf die neuen Achsen 2, ¥/, #° projiziert und die entsprechenden

Komponenten addiert,

0, =0, + &0, + a0,
) o, = f,a, + B0, + Byu,,

0, =0, + 730, + 738,
Zerlegt man anderseits a in die Vektoren a, i, a,j, a,¥ und
addiert die Projektionen auf die alten Achsen z, y, 7, so er-
hilt man

6, =0, + B8, + pe,,
(9a) 0, = oa, + g0, + 0,

6, = o0, + 8, + p;0,.
Die 9 Richtungskosinus, die in diesen Formeln auftreten, sind
natiirlich nicht unabhiingig voneinander (vgl. § 6).

§ 4. Differentiierung nach einer skalaren Veriinderlichen.

Der Differentialquotient %:u eines Vektors r nach einer
skalaren Variabeln s ist definiert als der Grenzwert, dem der
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Differenzenquotient fT: zustrebt, wenn der Zuwachs s der

unabhingigen Veréinderlichen verschwindend klein wird; dabei
ist die Differenz v zweier, den Werten s und s + A5 der
Unabhiingigen entsprechender Werte des Vektors in dem Sinne
zu verstehen, der im vorigen Paragraphen erklirt wurde.

Als Beispiel betrachten wir eine beliebige Raumkurve
(Abb. 4); r bezeichne den von einem festen Punkte O nach
einem beliebigen Kurvenpunkte gezogenen Radiusvektor, s die
Linge des von einem bestimmten Punkte P an gerechneten
Bogens. Der Zuwachs r ist gleich der
Sehne, die zu dem Bogen As gehort. In
der Grenze ist Ar ein Vektor, der tangen-
tiell zur Kurve gerichtet ist und dessen Be-
trag gleich s ist.

Es ist daher
(10) I,
ein Einheitsvektor, der die Richtung der Tan-
gente in dem betreffenden Kurvenpunkte anzeigt.

Welches ist nun die Bedeutung des zweiten Differential-

dt @

. d*t i ; R . .
quotienten _i="-*? Der Vektor -, liegt in der durch zwei

Abb. 4.

benachbarte Tangentenrichtungen f, wund t, 4+ dt, gelegten
Ebene, d. h. in der Schmiegungsebene der Kurve. Da der
Betrag von t; stets gleich 1 ist, so bewegt sich beim Fort-
schreiten lings der Kurve der Endpunkt von t,, wenn man
diesen Vektor von einem festen Punkte aus auftrigt, auf
einer Kugel vom Radius 1; mithin steht der Vektor df;, senk-
recht auf t;; seine Richtung weist parallel der vom Kurven-
punkte nach dem Krimmungsmittelpunkte hin gezogenen
Hauptnormalen. Der Betrag von dt, ist gleich dem Be-
trage von t; mal dem von zwei benachbarten Hauptnormalen
eingeschlossenen Kontingenzwinkel dg, also einfach gleich
dg. Tolglich ist der Betrag von /' gleich 2 — 1,
den Kriimmungsradius der Kurve angibt. Bezeichnet ®, einen

wo R
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nach dem Kriimmungsmittelpunkte hin weisenden Einheits-
vektor, so ist
(11) d’r _dt, R

ds*  ds R
zu setzen.

In den vorangehenden Paragraphen haben wir die Addition
und Subtraktion von Vektoren, sowie deren Multiplikation
mit Skalaren so erklirt, daB fiir alle diese Operationen die
Rechnungsregeln der gewihnlichen Algebra gelten. Nun ist
die Differentiation nach einer skalaren Veriinderlichen, wie
soeben erliutert wurde, durch einen GrenzprozeB aus diesen
Operationen abgeleitet. Auf die Differentiation nach einer
skalaren Verénderlichen sind also, auch wenn Vektoren differen-
zilert werden, die Rechnungsregeln der Differentialrechnung
anzuwenden. So gilt z B. fir den Differentialquotienten des
Produktes ans dem Vektor a und dem Skalar p die Regel:
(12) s Rt

Ist die unabhingige Verinderliche s als Funktion einer
anderen skalaren Veriinderlichen # anzusehen, so gilt allgemein
13 =% a

Ein Beispiel hierfiir bietet die Bewegung eines Punktes
lings einer Raumkurve, wenn statt der Bogenlinge s die Zeit ¢
als Unabhiingige eingefiihrt wird. Der erste Differentialquotient
des Vektors r nach der Zeit

dr dr ds ds
s Y=~ a—har
definiert den Geschwindigkeitsvektor des bewegten Punktes.
Er weist parallel der Tangente der Bahn, sein Betrag ist
ds
2

Nochmaliges Differentiieren nach der Zeit ergibt, unter
Berticksichtigung der Regeln (12) und (13), den Beschleuni-
gungsvektor:

dv v df,  (ds\® dts
(Z) + 4 7

gleich

at = der T ds
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oder nach Gleichung (11)
ab 1 (ds\? d*s
(14a) ar R, 7 (d_t) +1 g
Diese Gleichung stellt den Beschleunigungsvektor als geo-
metrische Summe zweier Vektoren dar; der erste ist parallel
der Hauptnormalen der Bahnkurve gerichtet und seinem Be-
trage nach gleich dem Quadrate der Geschwindigkeit, dividiert
durch den Kriimmungsradius; der zweite weist parallel der
Bahntangente, sein Betrag ist gleich der zeitlichen Anderung
des Betrages der Geschwindigkeit. Diese Zerlegung der Be-
schleunigung in Tangentialbeschleunigung und Normal-

beschleunigung ergibt sich durch Vektorrechnung in iiberaus
einfacher Weise.

§ 5. Das innere (skalare) Produkt.

Die Bewegungsgleichung eines freien materiellen Punktes
von der Masse m lautet

an
(15) mﬁ=ﬁ=29b

Der Vektor & stellt die Resultierende aller an dem be-
weglichen Punkte angreifenden Krifte dar. Der Satz vom
Krifteparallelogramm besagt, daB die Zusammensetzung der
einzelnen Kriifte nach den Regeln der Vektoraddition zu ge-
schehen hat. Dieser Satz ist natiirlich a priori ebensowenig
durch Vektorrechnung wie durch gewohnliche Analysis und
Algebra beweisbar, er ist ein Erfahrungssatz.

Nach Gleichung (14a) ist

d*s
m it == ﬁa
die tangentielle Komponente der Kraft & Wir multiplizieren
mit g—:, setzen ; m (gi:)2= 7 fir die lebendige Kraft des

materiellen Punktes und erhalten

(16) ff-zi-'-=.ﬂ',-ji=\ﬁi- b |- cos (& v).
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Hier steht links die zeitliche Zunahme der lebendigen
Kraft, rechts die pro Zeiteinheit von der Kraft & geleistete
Arbeit; beides sind skalare GroBen.

Wir bezeichnen nun das rechts stehende Produkt aus den
Betriigen der Vektoren & und v und dem Kosinus des ein-
geschlossenen Winkels
a7) K= & |-/p]|-cos(fv)
als skalares oder (nach GraBmann) inneres Produkt der
beiden Vektoren und iibertragen diese Bezeichnung auf be-
liebige andere Vektoren.

Der Kosinus des Winkels zwischen den Richtungen der
beiden Vektoren wird + 1, wenn die beiden Vektoren gleich
gerichtet, — 1, wenn sie entgegengesetzt gerichtet sind; er
wird Null, wenn sie einen rechten Winkel einschliefen. Wendet
man dies auf die Grundvektoren i, j, f an, so erhilt man

(18) ij=jt=ti=0,
hingegen
(19) ili=jj=HH=1

Das skalare Produkt bleibt,nach der Definitionsgleichung (17),
ungeiindert, wenn man die Reihenfolge der Faktoren vertauscht.
Die innere Multiplikation zweier Vektoren befolgt
das kommutative Gesetz. Man kann das skalare Produkt (17)
zweier Vektoren & und b auch auffassen als algebraisches
Produkt aus dem Betrage des einen Vektors (etwa b), und aus
der nach dessen Richtung genommenen Komponente des anderen
Vektors (&). Aus dieser Deutung folgt sofort das distribu-
tive Gesetz der skalaren Multiplikation:

(20) nzn: 8§, =Zn7 b,

h=1 h=1

Es ist nimlich nach einem bereits in § 2 benutzten Satze
die nach irgendeiner Richtung genommene Komponente der
geometrischen Summe der Vektoren &, gleich der algebraischen
Summe der nach dieser Richtung genommenen Komponenten
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der Vektoren &, Werden, wie oben, die Vektoren §, als
Krifte, b als Geschwindigkeit angesehen, so besagt (20): Die
Arbeit der resultierenden Kraft ist gleich der algebraischen
Summe der Arbeiten der einzelnen Kriifte.

Aus der Giiltigkeit des kommutativen und des distribu-
tiven Gesetzes ergeben sich fiir die innere Multiplikation die
Rechnungsregeln der gewdhnlichen Algebra. So gilt z. B.:

(21) (a+5) (e +d)=nc+bc+ad+ bbd.

Driickt man die beiden Faktoren % und B des skalaren
Produktes durch die Grundvektoren i, j, ¥ aus, so erhilt man:

AB = (W, i + A+ AT (B,i+B,j +8.1)

Wenn man die rechte Seite nach den gewdhnlichen Multipli-
kationsregeln ausrechnet und (18) und (19) beriicksichtigt,
so folgt

(22) AB=AB, +AB +AY,,

eine Formel, die gemiif der Definition des skalaren Produktes
und der Gleichung (7) in die bekannte Formel der analytischen
Geometrie ) '

(22a) cos (UB) = cos (Uz) cos (Bz) + cos (Ay) cos (By) +
+ cos (Uz) cos (Bz)
iibergeht. ‘
Eine andere, cinfache Anwendung des skalaren Produktes

mag das Parallelogramm der Abb. 2 betreffen, dessen Seifen
die Vektoren %, B, dessen Diagonalen die Vektoren % + B
A — B darstellen. Es ist

(W +B) =% 4 2UB + B

(A —B2=N"—2UB | B
Durch Addition der beiden Gleichungen erhalten wir

(U+ B2+ (A—B)T=2% 282

Da nach (Gl Ta) allgemein das Quadrat eines Vektors gleich dem

Quadrate seines Betrages ist, so haben wir den Satz bewiesen, daf
die Summe der Quadrate iiber den Diagonalen eines Parallelo-
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grammes gleich der Summe der Quadrate iiber allen vier
Seiten ist. Ferner gilt

(U + B)? — (A — B — 4UB,

d. h. das skalare Produkt aus den Seiten eines Parallelogrammes
ist gleich dem vierten Teile von der Differenz der Quadrate
der Diagonalen.

Will man das innere Produkt zweier Vektoren 9, B nach
der gemeinsamen unabhingigen Veriinderlichen ¢ differentiieren,
s0 hat man den Grenzwert zu berechnen, dem der Quotient

W+ 2% (B + a8 —UB
At

mit verschwindendem /¢ zustrebt. Die Anwendung der Mul-
tiplikationsregeln ergibt

d(UB dB d)

(23) -4 +8 .
Es gilt demnach fiir die Differentiation des skalaren
Produktes zweier Vektoren nach einer skalaren Verfinderlichen

die bekannte Differentiationsregel.

§ 6. Das duBere Produkt oder Vektorprodukt.

Die Verriickungen %, B bestimmen ein Parallelogramm
(Abb. 5). Mit GraBmann nennen wir dasselbe ,iuBeres Pro-
dukt“ der beiden Verriickungen und schreiben es [¥®B], in-
dem wir die beiden Vektoren in
eckige Klammern einschlieBen. Der
Flicheninhalt des Parallelo-
grammes betriigt

(B sin (U, 9),
seine Ebenenstellung ist durch
die Richtungen, sein Umlaufs-
sinn durch die Reihenfolge der
Vektoren A, B festgelegt. Da wir Verriickungen als gleich-
wertig betrachten, falls sie nach Betrag und Richtung iiber-

einstimmen, auch dann, wenn sie von verschiedenen Anfangslagen
Abraham, Theorie der Elektrizitit. I 3. Aufl 2
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ausgehen, so gelten zwei derartige Parallelogramme als gleich-
wertig, wenn sie von beliebigen Punkten des Raumes aus in zwei
parallelen Ebenen konstruiert sind. Wir wollen sie sogar auch
dann noch als gleichwertig betrachten, wenn ihre Seitenlingen
verschieden sind und sie nur nach Flicheninhalt, Ebenenstellung
und Umlaufssinn iibereinstimmen. Ferner ordnen wir allen
gleichwertigen Parallelogrammen eine einzige Verrlickung zu
durch folgende Festsetzung: der Betrag der Verriickung soll
numerisch gleich dem Flicheninhalte des Parallelogramms sein,
seine Richtung soll senkrecht zu der Ebene des Parallelo-
gramms stehen, und dessen Umlaufssinne so zugeordnet sein,
wie bei einer rechtsgingigen Schraube die Fortschreitungs-
richtung dem Umlaufssinne zugeordnet ist. KEs entsprechen
also zwei gleichwertige Parallelogramme einer und derselben
Verriickung, zwei verschiedenwertige entsprechen verschiedenen
Verriickungen, umgekehrt ist durch Angabe der repriisentieren-
den Verriickung das Parallelogramm nach Betrag, Ebenenstellung
und Umlaufssinn festgelegt, und zwar #@ndern sich diese Be-
stimmungsstiicke in stetiger Weise mit Betrag und Richtung
der Verriickung.

Nach der von uns zugrunde gelegten Definition des Vek-
tors (§ 1) ist das so erklirte duBlere Produkt zweier Vek-
toren selbst ein Vektor; es wird daher vielfach auch
yvektorielles Produkt® oder ,Vektorprodukt® genannt.
Gerade darum haben wir die Definition des Vektors (§ 1) so
allgemein gehalten, um auch solche geometrische und physi-
kalische Grifen, die nicht einen Fortschreitungssinn, sondern
einen Umlaufs- oder Drehsinn besitzen, als Vektoren bezeichnen
zu konnen.

Welche Bedeutung kommt nun den Komponenten des Vektors

(24) 6 —[AB]

zu? Da € mit einer jeden der Achsen denselben Winkel ein-
schlieBt, wie das dem Vektor € zugeordnete Parallelogramm mit
der zu der Achse senkrechten Ebene, so sind die Komponenten
von € nach den Koordinatenachsen (zy#) numerisch gleich den
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Flicheninhalten der senkrechten Projektionen des Parallelo-
gramms auf die ys-, z2-, zy-Ebene, ihr Vorzeichen legt den
Umlaufssinn dieser Projektionen fest.

Andert man die Reihenfolge der Faktoren im Vektor-
produkte, so kehrt sich nach unseren Festsetzungen der Um- -
laufssinn des Parallelogramms, mithin die Richtung der zu-
geordneten Verriickung um. Es gilt

(25) (AB] = — [BA].

Die iduBere Multiplikation befolgt nicht das
kommutative Gesetz.

Dagegen bleibt das distributive Gesetz auch fiir die
Vektorprodukte giiltig. Es ist

(26) (% + B)C] —[AC) + [BE].

Um diese Behauptung zu beweisen, setze man { +B =2
und konstruiere das Parallelogramm, dessen Seiten den Vek-
toren %, B, dessen Diagonale dem Vektor @ entspricht. Man
projiziere es auf die zu € senkrechte Ebene; man erhilt so
wiederum ein Parallelogramm mit den Seiten % |- sin (AE),
|8 |- sin(BE) und der Diagonale | D |- sin ($(5,) Dieses
Parallelogramm vergréBere man im Verhdltnis | € |: 1 und
drehe es in seiner Ebene um einen rechten Winkel. Alsdann-
stellen die Seiten die duBeren Produkte [ €], [BE] dar, die
Diagonale aber das duBere Produkt [D€]; dieses letztere ist
mithin die geometrische Summe der beiden ersteren, wie die
Gleichung (26) behauptet.

Man darf also bei der Ausrechnung der Vektorprodukte
die Regeln der gewéhnlichen Algebra anwenden, mit der Ein-
schrinkung, daB bei der Vertauschung der Reihenfolge zweier
Vektoren das Vorzeichen des Produktes umzukehren ist.

Die Vektorprodukte der Grundvektoren i, j, f sind
[il=% =i [t]={;
(27) l[ll ==t [fl=—1i [iH=—j;

[ii] = [jj] = ff] = O.
2*
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Mithin gilt
[%B] — [(W, i+ Aj+ A (B,i+8j+8,1)
=i(%,B,—-AB)+jAB, —AB) +1(AB, —AB).

In Determinantenform LiBt sich diese Gleichung wie folgt
schreiben
1 |

ot
-

(28) [AB] = , %

- 8, 8,

Die Unterdeterminanten ﬁy?B, —4%8, %3 %8,
B, —AYB, sind die Komponenten des Vektorproduktes,
d. h. die Projektionen des Parallelogramms [¥®B] auf die Ko-
ordinatenebenen.

Fiir die Differentiierung des Vektorproduktes nach einer
skalaren Variabeln ¢ gilt die Rechnungsregel

(29) 7 [we) = [uP] + 47 8].

Wir betrachteten in § 3 zwei Systeme von Grundvektoren
ijt und i'j't', die durch die Gleichungen (8) verkniipft waren.

Wir erhalten Beziehungen zwischen den Koeffizienten
dieser Gleichungen, indem wir die Regeln (18, 19) der inneren
und die Regeln (27) der #uBeren Multiplikation von Grund-
vektoren anwenden.

Die Regeln (18) ergeben 6 Gleichungen, von denen es
geniigt, die beiden folgenden zu schreiben.

o fy + afy + ayfy =05 ayep + By + 11y =0.

Die Regeln (19) liefern gleichfalls 6 Beziehungen von der
Form

@ﬁ"

o+ e’ +oa?=1; ¢+ B+ =1 usf
Aus den Regeln (27) aber folgt [j't'] =i’, und wenn wir
die i'j't’ durch die ijf ausdriicken

i(ﬂz?’a = |33V2) + i (Bsyy — By7s) + 1(Byyve — ﬁe?’:.)
=i+ e + ot
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Die Gleichung zerfillt in die drei folgenden

& = Pyys — Byye; o =Fsr1— Bi¥ss =Py —atr-
Zu diesen Gleichungen kommen die durch zyklische Ver-
tauschung der «, 8, y entstehenden. Ferner folgt, mit Riick-
sicht auf die Beziehung «*+ «® 4 a® =1, fiir die Deter-
minante der 9 Winkelkosinus
; L T L
B B B
it Yo Vs
Diese Beziehungen gelten nur dann, wenn das System
i'j't" wie das der ijf ein Rechtssystem ist. Wire es ein
Linkssystem, so wiirde [i'j’] = — ', [j'f'] = — i’ sein und es
wiirde die Determinante der 9 Winkelkosinus den Wert — 1
annehmen.

=1.

§ 7. Produkte dreier Vektoren.

Da wir weiterhin die eckigen Klammern zur Kennzeichnung
der Vektorprodukte verwenden, so werden wir runde Klammern
benutzen, wenn wir zwei skalar zu multiplizierende Vektoren
von den iibrigen tremnen wollen. Produkte dreier Vektoren
kann man in drei verschiedenen Weisen ableiten.

I. Produkt aus einem Vektor und dem skalaren
Produkte zweier anderer Vektoren: %(BG). Da (BC)
ein Skalar ist, so ist A(BE) ein zu A paralleler Vektor.
Hieraus erhellt, daf z. B. (¥B)€ ein von dem vorigen villig
verschiedener Vektor ist.

II. Skalares Produkt aus einem Vektor und dem
vektoriellen Produkte zweier anderer Vektoren:
ABEC).

Hier gilt die wichtige Relation

(30) ABE] — B[CA] — 6 [AB].

Es stellt ndmlich jeder dieser Ausdriicke den Rauminhalt
des aus den Kanten %, 8, G gebildeten Parallelepipeds dar.
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Um sich hiervon zu iiberzeugen, beachte man, daB der
Betrag von [B€] dem Flicheninhalt der durch die Kanten 8¢
gebildeten Seitenfliche des Parallelepipeds gleich ist; die Rich-
tung von [BE] steht senkrecht auf diesem Parallelogramm,
und zwar weist sie nach derselben Seite, wie W, vorausgesetat,
daB die Aufeinanderfolge der Vektoren %, 8B, € zu einem
Rechtssystem fiihrt. In diesem Falle erhalten wir das skalare
Produkt ¥ [BE], indem wir den Flicheninhalt jener Seiten-
fliche mit der Linge des vom Endpunkte der Kante % auf
sie gefillten Lotes multiplizieren. Damit ist bewiesen, daB
UA[BE] in der Tat den Inhalt des Parallelepipeds angibt, und
zwar mit positivem Vorzeichen, wenn die Aufeinanderfolge
ABE ein Rechtssystem, mit negativem Vorzeichen, wenn sie
ein Linkssystem bildet.

Es folgt gleichzeitig, daB die Beziehungen (30) erfiillt
sind, indem fiir jedes der beiden anderen Produkte dieselben
Schliisse gelten, und weil die Folge BEN oder EAB gleich-
falls zu Rechtssystemen fithrt, wenn dies fiir B E zutrifft.

Der Ausdruck der drei Produkte durch die Komponenten
der Vektoren ABE ist nach (22) und (28)

u oA A
(31) WA[BC]=B[CA =C[AB]—= B, B, B, .
6, 6, G,

III. Vektorprodukt aus einem Vektor und dem

Vektorprodukte zweier anderer Vektoren: [A[B6]]=g.

Der Vektor § liegt in der Ebene, die durch die Vektoren
B und € bestimmt ist, und zwar senkrecht zur Projektion von %
auf diese Ebene. Denn der Vektor [B@] steht senkrecht zu
jener Ebene, und § steht senkrecht auf ¥ und auf [BE].

Die z-Komponente des Vektors § ist nach (23)
%z - ay(arg’y - By(s‘z) = az. (S: (s’x = $:(5=)!
wir ordnen folgendermaBen

%x = 83(“&'{5: o5 gy (s"y + u:(s‘:) - @':(uzgz + uymy + uz @z)’
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oder nach (22)
entsprechende Gleichungen gelten fiir die beiden anderen Kom-
ponenten; wir fassen sie zu der Vektorgleichung zusammen

(32) [%[B6]] = B(U6) — 6(UY).

Hierdurch ist ein Produkt der dritten Art auf zwei Pro-
dukte der ersten Art zuriickgefithrt. Mit Hilfe dieser Be-
ziehung findet man auch leicht

(32a) [[B6]] + [B[6%] + [6[AB]] =0,

indem man die Glieder nach (32) entwickelt.

Endlich berechne man das skalare Produkt aus zwei
Vektorprodukten [%B] - [€D].

Dieses ist ein Produkt der zweiten Art, in dem der erste
Vektor durch das Vektorprodukt zweier anderer ersetzt ist:
wir wenden die Regel (31) an und erhalten

[(UAB]- [6D]=6C [$ [ﬁﬂ}]].
Da nun nach Regel (32)

[D[uB]] = ABD) — BUAD)

zu setzen ist, so folgt

(33) [AB] - [6D] = (AGC) (BD) — (BE) (AD).

g 8.

Polare und axiale Vektoren. Skalare und Pseudoskalare.

Obwohl man dem Vektorprodukte zweier Verriickungen
in umkehrbar eindeutiger Weise eine Verriickung zuordnen
kann, so besteht doch zwischen dem mit Umlaufssinn begabten
Parallelogramme und der ihm zugeordneten, mit einem Fort-
schreitungssinne versehenen Strecke (Abb. 5) ein gewisser
Unterschied. Das Wesentliche dieses Unterschiedes erkennt
man, wenn man das Parallelogramm [%®B] an seiner eigenen
Ebene spiegelt; der Umlaufssinn bleibt bei dieser Spiegelung
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ungeiindert, die zugeordnete Verriickung hingegen kehrt ihre
Richtung um. Hiermit hdngt es zusammen, daB wir zur ein-
deutigen Bestimmung der zugeordneten Verriickung einer rechts-
giingigen Schraube bedurften; bei der Spiegelung wird diese
zu einer linksgiingigen, in dem gespiegelten Systeme entspricht
mithin die Fortschreitungsrichtung dem Umlaufssinne wie bei
einer linksgiingigen Schraube.

Die geradlinige Verriickung und das Vektorprodukt zweier
soleher sind die Repriisentanten zweier Arten von Vektoren,
die wir als polare und axiale Vektoren unterscheiden.
Den polaren Vektoren kommt eine Fortschreitungs-
richtung, den axialen ein Drehsinn zu. Ist einem mecha-
nischen Vorgange ein Vektor zuzuordnen, so kann man folgen-
dermalflen tiber die Art des Vektors entscheiden: Man konstruiere
die durch den Vektor bestimmte Gerade; bleibt bei Spiegelung
an einer zur Geraden senkrechten Ebene der Vorgang un-
geiindert, so ist ithm ein axialer Vektor zuzuordnen; verlduft
dagegen der gespiegelte Vorgang in entgegengesetztem Sinne,
so gehort zu ihm ein polarer Vektor. In der Mechanik starrer
Korper sind Translationsgeschwindigkeit und Kraft polare,
Rotationsgeschwindigkeit und Drehkraft axiale Vektoren.

Solange man keine allgemein giiltige mechanische Theorie
der elektromagnetischen Vorgiinge besitzt, ist es nicht ohne
weiteres moglich, die polare oder axiale Natur der elektrischen
und magnetischen Vektoren zu erkennen. Man mufl hier nach
anderen Kriterien suchen; doch hat die Entwicklung der Wissen-
schaft die Vermutung Maxwells bestiitigt, daf die magnetischen
Vektoren axialer, die elektrischen polarer Art sind.

Rechnet man mit Komponenten, so kommt der Unter-
schied der beiden Arten von Vektoren nicht zur Geltung, so-
lange man ausschlieBlich ein Rechtssystem zugrunde legt. Geht
man aber zu einem Linkssystem iiber, indem man etwa die
Richtungen der drei Grundvektoren umkehrt, so wechseln die
Komponenten eines polaren Vektors das Vorzeichen, diejenigen
eines axialen Vektors hingegen behalten es bei, da der durch
die Reihenfolge der Grundvektoren festgelegte Umlaufssinn in
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den Koordinatenebenen der gleiche bleibt. So kommt es, daB
in Gleichungen, welche Komponenten beider Arten von Vek-
toren zueinander in Beziehung setzen, Vorzeichenwechsel vor-
zunehmen sind, sobald man ein Rechtssystem mit einem Links-
system vertauscht. Aus dem Umstande, daB die Komponenten
des #ufleren Produktes zweier Vektoren sich aus algebraischen
Produkten der Komponenten der beiden Vektoren zusammen-
setzen, folgt ohne weiteres die Regel:

Das Vektorprodukt zweier polarer und ebenso
das zweler axialer Vektoren ist ein axialer, das
Vektorprodukt eines polaren und eines axialen
Vektors ist ein polarer Vektor.

Wie steht es nun mit dem skalaren Produkte eines
polaren und eines axialen Vektors? Ein solches wurde im
vorigen Paragraphen betrachtet (Gleichung 30, 31) und als
Rauminhalt des durch drei polare Vektoren bestimmten
Parallelepipeds gedeutet; es wurde bemerkt, daB das Vor-
zeichen des Produktes positiv oder negativ sein kann. Wir
konnen jetzt hinzufiigen, daB das Vorzeichen zu wechseln ist, wenn
man von einem Rechtssysteme zu einem Linkssysteme iibergeht.

Wir werden so dazu gefiihrt, anch bei den Skalaren zwei
Arten zu unterscheiden, die wir als Skalare erster und
zweiter Art, oder als Skalare schlechtweg und Pseudo-
skalare unterscheiden. Zu der ersten Art gehdoren alle die-
jenigen Skalaren, die nicht bloBe RechnungsgriBen sind, son-
dern die Mengen wirklicher Substanzen messen, so z. B. Masse,
Energie; denn diese werden bei Verinderung des Koordinaten-
systemes das Vorzeichen nicht dndern. Als RechnungsgroBen
hingegen treten, wie wir spiiter sehen werden, auch Pseudo-
skalare in der mathematischen Physik auf.

Durch Multiplikation mit einem Pseudoskalar wird der
polare Vektor zum axialen, der axiale zum polaren.

§ 9. Bewegung starrer Korper.

Es wird sich als niitzlich erweisen, die Begriffe der Vektor-
algebra zuniichst an einigen, der Mechanik starrer Korper ent-
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nommenen Beispielen zu erliutern, um an geliufigen Dingen
die Anwendung der Regeln zu iiben.
Ein starrer Korper sei in einem
/& Punkte O festgehalten, er rotiere um
eine Achse ON (Abb.6). Wir tragen
von O aus auf dieser Achse eine
Strecke ab, deren Liinge den Betrag
der Winkelgeschwindigkeit anzeigt,
und zwar nach derjenigen Richtung,
die der Drehbewegung sich zuordnet
wie die Fortschreitungsrichtung dem
Drehsinne bei einer rechtshindigen
Schraubenbewegung.  Durch diese
Festsetzung ist der Rotationshewegung
ABE. ein Vektor u zugeordnet. Ist ferner ¢
der von O aus nach irgendeinem
Punkte P des starren Korpers gezogene Radiusvektor, so ist
offenbar dessen Geschwindigkeit b

(34) v =[ur].

In der Tat, der Punkt P bewegt sich senkrecht zu der
durch r und u gelegten Ebene; der Pfeil, der die Richtung
von b anzeigt, ist, wie die Figur lehrt, so gerichtet, wie das
Vektorprodukt. Dem Betrage nach finden wir » durch Fillen
eines Perpendikels von P auf die Drehachse und Multiplikation
desselben mit der Winkelgeschwindigkeit; das gibt aber genau
den Betrag | u |- |t |- sin (ur) des Vektorproduktes, womit
die Behauptung bewiesen ist.

Aus dem durch Gleichung (34) ausgesprochenen Satze
folgt sofort die Art der Zusammensetzung mehrerer Dreh-
geschwindigkeiten, deren Achsen alle durch denselben festen
Punkt O gehen. Man hat, wenn w', u"... die Drehgeschwindig-
keiten und v, v ... die durch sie hervorgebrachten Geschwindig-
keiten des willkiirlichen Punktes P des starren Kirpers angeben,
fiir die resultierende Geschwindigkeit von P den Ausdruck

p=0v +v" + - =[we]+ [W'r] +. - =[ur],




§9 Erstes Kapitel. Die Vektoren. 27

wo # =u' 4+ u" 4 ... eine Drehgeschwindigkeit um eine gleich-
falls durch O gehende Achse darstellt, die sich aus den ein-
zelnen Drehgeschwindigkeiten u', u"... nach den Regeln der
Vektoraddition zusammensetzt.

In der Kinematik starrer Korper wird gezeigt, daB, bei
festgehaltenem Bezugspunkt O, die Rotationsbewegung (34)
die allgemeinste Bewegung des starren Kiorpers darstellt. Ist
- jedoch der Punkt O nicht fest, sondern bewegt er sich mit
der Geschwindigkeit v, im Raume, so wird die Geschwindig-
keit der Punkte des starren Korpers gegeben durch

(39) v =0b, 4 [ur].

Man erhilt, entsprechend den 6 Freiheitsgraden des
starren Korpers, den allgemeinsten Bewegungszustand desselben,
wenn man die Vektoren v,, u der Translations- und Rotations-
geschwindigkeit beliebig liBt. Es sind, wenn man den Bezugs-
punkt O vorgibt, durch den Bewegungszustand des Korpers
die Vektoren v, und u eindeutig bestimmt.

Die Zerlegung in eine translatorische und eine rotatorische
Bewegung hiingt indessen von der Wahl des Bezugspunktes
ab; wihlen wir statt O einen anderen Bezugspunkt O', so
stellt sich die Geschwindigkeit v dar als Resultierende der
Geschwindigkeit b, des neuen Bezugspunktes O' und der durch
die Rotation u' um eine durch O' gehende Achse hervor-
gebrachten Geschwindigkeit; es gilt neben (35) die Gleichung

(35a) =1, + [u't],

wo t' den von O' nach dem Punkte P gezogenen Radius-
vektor darstellt. Ist weiter a = r — ' der Radiusvektor 00',
so ist nach (35)

(36) b = b, + [ua]

die Geschwindigkeit des neuen Bezugspunktes. Setzt man dies
in die Gleichung (35) ein, so erhilt man

b= ”0' o [u: = “] = no' 12 [uri];
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und es wird die in (35a) noch unbestimmt gelassene Ge-
schwindigkeit u' der Drehung um 0’
(37 W=u.

Bei Verlegung des Bezugspunktes bleibt mithin der Vek-
tor der Drehgeschwindigkeit u stets der gleiche, der Vektor #,
der translatorischen Geschwindigkeit nur dann, wenn der Be-
zugspunkt parallel dem Vektor u verschoben wird. Im all-
gemeinen indert er sich bei Verlegung des Bezugspunktes
gemif. (36). Es kommt eine zu u senkrechte Geschwindig-
keit dazu.

War fiir den Bezugspunkt O speziell b, senkrecht zu u,
so kann man den neuen Bezugspunkt O’ immer so wihlen,
daB vy = — [ua] wird. Die von O' aus betrachtete Bewegung
stellt sich alsdann als reine Rotation dar.

Im anderen Falle, wenn der Vektor v, nicht zu u senk-
recht steht, kann man ihn durch geeignete Wahl von a in
zwei Vektoren zerlegen: vy — v, — [un], von denen der erste
zu u parallel, der zweite zu u senkrecht ist. Verlegt man
den Bezugspunkt O' nach dem Endpunkte von a, oder nach
irgendeinem Punkte der durch den Endpunkt von a gehenden,
zu u parallelen Geraden, so kann man die Bewegung als
Schraubenbewegung auffassen. Die Geschwindigkeit von O’
wird ndmlich, nach (36), b/ =, und die Drehbewegung um
0" wird durch den zu b, parallelen Vektor u bestimmt. Da-
bei hiingt es von dem Vorzeichen (4 oder —) des skalaren
Produktes v, -u =1, -u ab, ob die Schraubenbewegung eine
rechtshiindige oder eine linkshindige ist.

Der Vektor u ist ein axialer Vektor; das folgt aus Glei-
chung (’4), welche den polaren Vektor v als Vektorprodukt
von u und dem polaren Vektor r darstellt, gemifl dem Satze
des § 8; bei der Festlegung eines dem Vektor u zugehdrigen
Fortschreitungssinnes konnten wir in der Tat nicht umbhin,
von einer rechtsgingigen Schraube zu reden.

Die axiale Natur von u geht auch daraus hervor, daB
die Drehbewegung ungeiindert bleibt, wenn wir sie an einer
zur Drehachse senkrechten Ebene spiegeln.
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Die allgemeinste Bewegung des starren Korpers ist be-
stimmt durch zwei Vektoren, einen polaren b, und einen
axialen u, die beide von demselben Punkte aus zu konstruieren
sind. Der Pseudoskalar v u, der einen Schraubungssinn fest-
legt, ist ein ftypischer Repriisentant dieser GriBenklasse. Er
ist positiv oder negativ, je nachdem die Schranbenbewegung
ihrer Art nach mit der bei der eindeutigen Festlegung von u
verwandten {ibereinstimmt oder nicht. Da wir uns bei der
Zuordnung des Vektors u einer Rechtsschraube bedient haben,
so ist jener Pseudoskalar positiv fiir solche Bewegungen des
starren Kirpers, die sich durch eine Rechtsschraube, negativ
fiir solche, die sich durch eine Linksschranhe darstellen lassen.
Umgekehrt wire sein Vorzeichen zu wihlen, wenn wir der
Drehbewegung den Vektor u durch eine Linksschraube zu-
geordnet hiitten.

§ 10. Prinzip der virtuellen Arbeit und Satz der
statischen Momente.

An den Punkten eines starren Korpers mogen die Krifte
R, &, K, ... & angreifen. Um zu beurteilen, ob Gleich-
gewicht besteht, denke man sich von der betreffenden Lage
aus eine Bewegung vorgenommen. Diese Bewegung wird in
Wirklichkeit nur dann eintreten kénnen, wenn die algebraische
Summe der Arbeiten, die von den einzelnen Kriiften dabei
geleistet werden, positiv ist; denn nur dann ist der Zuwachs
an lebendiger Kraft, der den Ubergang von Ruhe zur Be-
wegung begleitet, mit dem Energieprinzip vertriglich. Geniigt
keine der kinematisch méglichen Bewegungen jener Bedingung,
so wird der Korper in Ruhe bleiben; die allgemeinste Gleich-
gewichtsbedingung verlangt daher, daB bei allen kinematisch
mdoglichen (virtuellen) Bewegungen die Arbeit der angreifenden
Kriifte negativ oder Null ist.

Hat man es insbesondere mit einem System zu tun, in
dem zu einer jeden Bewegung auch die entgegengesetzte
kinematisch mdglich ist, so wiirde negativer Arbeit bei jener
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positive bei dieser entsprechen. Hier nimmt die Gleich-
gewichtsbedingung die Form an

(39) a4 _ i‘(ﬁ b) =0

fiir alle virtuellen Bewegungen. Diese fiir das Gleichgewicht
notwendige und hinreichende Bedingung spricht das ,Prinzip
der virtuellen Arbeit“ aus.

Fiir unseren starren Korper ist die allgemeinste Bewegung
durch (35) gegeben. Wir erhalten daher

dd’: =1, -vaﬁ —i—jﬂ Jurl;
1 1

indem wir das zweite Glied nach Regel (30) umformen,
formulieren wir die Gleichgewichtsbedingung folgendermaBen

(39) =y DRt D[R] =0
1 1

fiir 1beliefbige Werte der Translations- und Rotationsgeschwindig-
keit. Diese Forderung ist offenbar dann und nur dann erfiillt,

wenn sowohl
Ss-o
1

als auch
(40) Z[t&] = 0.
1

Die erste Gleichung verlangt, daB die geometrische Summe
aller Krifte verschwindet; in der zweiten bedeutet r den Radius-
vektor, der von dem Bezugspunkte O nach dem Angriffspunkte
der betreffenden Kraft gezogen ist; wir kinnen ihn als Hebel-
arm der Kraft & bezeichnen und das Vektorprodukt aus
Hebelarm und Kraft als statisches Moment der Kraft.
Wir fassen also das statische Moment als VektorgriBe auf,
und zwar als axialen Vektor, weil es einen Umlaufssinn in
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einer Ebene anzeigt, und sprechen die Gleichung (40) so aus:
Die Vektorsumme der statischen Momente der einzelnen Kriifte
fiir den gegebenen Momentenpunkt soll gleich Null sein. Diese
vektorielle Auffassung des Momentensatzes besitzt manche
Vorziige vor der sonst gebriinchlichen, welche fiir die Kom-
ponenten der Momente nach drei senkrechten Achsen einzeln
die Gleichgewichtsbhedingung aufstellt.

Geht man zu einem neuen Bezugspunkt O' iiber, dessen
Lage relativ zu O durch a gegeben ist, so ist die Resultierende der

Kriifte Zﬁ offenbar die gleiche. Hingegen ist das resul-
1

tierende Moment jetzt Z‘[r'ﬁ], wo t' den von O' als Mo-
1

mentenpunkt ausgehenden Hebelarm bezeichnet. Da allgemein
r=a+r' gilt, so wird das resultierende Moment fiir O

(41) j[r.&] = (a, j’ﬁ} 4 j[r'&].

Das Moment fiir O wird demnach erhalten, indem zu dem
Moment fiir 0" das Moment der in O’ angreitfenden Resultierenden

Zﬁ‘ in bezug auf O hinzugefiigt wird.
T

Das allgemeinste, an einem starren Korper angreifende
Kriiftesystem liBt sich durch Angabe zweier Vektoren, eines
polaren, der Kraft, und eines axialen, des Momentes, fiir einen
gegebenen Momentenpunkt darstellen. Der polare Vektor, die
Kraft, spielt in der Statik die entsprechende Rolle, wie in der
Kinematik der axiale Vektor u der Rotationsgeschwindigkeit,
insofern, als er bei Verlegung des Bezugspunktes ungefindert
bleibt: der axiale Vektor hingegen, das Moment, entspricht
dem polaren Geschwindigkeitsvektor v,, indem er bei Verlegung
des Bezugspunktes im allgemeinen seinen Wert dndert. Ebenso
wie der Vektor u lings seiner Richtung verschoben werden
konnte, ohne b, zu indern, so kann die Kraft lings ihrer
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eigenen Richtung verschoben werden, ohne ein neues Moment
zu ergeben. Und wie die allgemeinste Bewegung des starren
Korpers sich bei geeigneter Wahl der Drehachse als Schrauben-
bewegung darstellte, so ist das allgemeinste Kriftesystem,
wenn man die Angriffslinie der Kraft passend wihlt, auf-
zufassen als Kraft, kombiniert mit einem Moment um die
Angriffslinie als Achse. Der Charakter der hierdurch be-
stimmten Schraube wird wiederum durch einen Pseudoskalar,
nimlich das skalare Produkt aus Kraft und Moment angezeigt;
positives Vorzeichen desselben entspricht der Rechts-, negatives
der Linksschraube. Wirkliche Skalare hingegen sind selbst-
verstindlich die in den Ausdruck der Arbeit (39) eingehenden
inneren Produkte aus Geschwindigkeit und Kraft, sowie aus
Drehgeschwindigkeit und Moment.

§ 11. Stabilitdt des Gleichgewichtes.

Das Prinzip der virtuellen Arbeit unterscheidet nicht
zwischen stabilem und instabilem Gleichgewicht. Betrachten
wir etwa ein homogen mit Masse erfiilltes Ellipsoid, das auf
einer horizontalen Ebene rollen kann. Beriihrt es in dem
Endpunkte einer der drei Achsen die Ebene, so verschwindet
das Moment aus der im Schwerpunkte angreifenden Schwer-
kraft und der ihr entgegengesetzt gleichen Reaktionskraft der
Ebene. Dennoch liegen sehr verschiedene Fiille des Gleich-
gewichtes vor, je nachdem die groBe, die mittlere oder die
kleine Achse des Ellipsoids vertikal steht.

Man kann hier die Arbeit der iufleren Kriifte

dd dU

di —  dt

setzen, wo U die potentielle Energie bezeichnet, die der Korper
infolge der Schwerkraft besitzt. Es ist dann zwischen solchen
Gleichgewichten zu unterscheiden, bei denen U ein Maximum,
und solchen, bei denen es ein Minimum ist. Ist U in der zu
betrachtenden Lage ein Maximum, so gebe man dem Korper
einen kleinen StoB: die lebendige Kraft, die der Korper durch
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den StoB erhielt, wird im Verlaufe der Bewegung sich auf
Kosten der potentiellen Energie vergroBern, und er wird mit
wachsender Geschwindigkeit die Gleichgewichtslage verlassen.
Ein solches Gleichgewicht ist demnach labil. Ist hingegen U
ein Minimum, so vergrofert sich die potentielle Energie
bei Entfernung aus der Gleichgewichtslage auf Kosten der
lebendigen Kraft, und der Korper wird sich nur so weit be-
wegen komnen, bis die lebendige Kraft des StoBes erschdpft
ist. Je geringer die lebendige Kraft des Stoles war, desto
kleiner ist die erreichte Entfernung aus der Gleichgewichts-
lage. Dieses Gleichgewicht ist stabil.

Bei dem vorhin angefiihrten Beispiele ist die potentielle
Energie proportional der Héhe des Schwerpunktes iiber einer
beliebig festzusetzenden horizontalen Kbene. Die potentielle
Energie ist ein absolutes Maximum, wenn das Ellipsoid im
Endpunkte der groBen Achse, ein absolutes Minimum, wenn
es im Endpunkte der kleinen Achse die Ebene berithrt. Im
ersteren Falle ist das Gleichgewicht labil, im zweiten stabil.
Fraglich kann nur im dritten Falle, wo die mittlere Achse
vertikal steht, die Stabilitit des Gleichgewichtes sein; hier
nimmt die potentielle Energie bei einigen der mdoglichen Be-
wegungen zu, bei anderen nimmt sie ab. Da jedenfalls StoBe
eintreten konnen, welche Bewegungen der letzteren Art ein-
leiten, so wird auch in diesem Falle das Gleichgewicht labil
ZU nennen sein.

Artet das Ellipsoid in eine Kugel aus, so bleibt die
potentielle Energie auch bei endlichen Bewegungen ungeiindert.
Alsdann  liegt ein  Fall des indifferenten Gleich
gewichtes vor.

§ 12. D’Alemberts Prinzip. Die Impulssitze.
D’Alemberts Prinzip fithrt die Dynamik auf die Statik
zuriick. Hs beriicksichtigt den Einfluf der Massentrigheit in

der Weise, dab es an jedem Massenpunkt auller der duBeren

Kraft & die ,Trigheitskraft® — m% angreifen liBt, und ver-

Abraham, Theorie der Elektrizitat. L 3. Aufl 3
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langt, daB #uflere und Trigheitskrifte zusammen sich in jedem
Augenblick das Gleichgewicht halten. Fiir den freien starren
Ko6rper besagt das: es sollen die resultierenden Krifte und
Momente verschwinden

(42) Z (& —m3}) =0,

(43) Sy, #—n]=o0.

1

Dabei ist zu beachten, dafl die statischen Momente auf
einen im Raume festen Momentenpunkt O zu beziehen sind.

Es ist zweckmiBig, zwei neue Vektoren einzufiihren.
Der erste ist die Resultierende der BewegungsgriBen
aller Massenpunkte des Korpers

(44) 8 — Dlms,
1

der andere das resultierende Moment der Bewegungs-
grifien

(45) n =§7 [r, mb].

Diese Vektoren, von denen der erste polarer, der zweite
axialer Art ist, bezeichnet man wohl auch kurz als ,Jmpuls®
und ,Drehimpuls® oder ,Impulsmoment“ des Korpers.
Man bemerkt, dal in dem Differentialquotienten des Impuls-
momentes Wl nach der Zeit das von der Anderung der Hebel-
arme r herrithrende Glied

S, m]

1

verschwindet, weil :IT: =1 und das #uBlere Produkt daher Null

ist; bei dieser Uberlegung ist allerdings wesentlich, daB die
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Hebelarme t von einem im Raume festen Momentenpunkte
aus zu nehmen sind. Es wird in diesem Falle

dll 2[ mdt

und man kann dahel (42), (43) durch folgende Gleichungen
ersetzen

(46) - —Z 8,

(47) E —_—Z’ [r&]
1

Diese Gleichungen formulieren die beiden ,Impulssiitze“:
die zeitliche }inderung__des Impulses ist gleich der resultierenden
Kraft; die zeitliche Anderung des Impulsmomentes ist gleich
dem resultierenden Kraftmomente, bezogen auf denselben im
Raume festen Momentenpunkt.

Hat man es mit einem sogenannten ,Kreisel“ zu tun,
d. h. mit einem starren Korper, der in einem seiner Punkte
festgehalten wird, so wird man diesen festen Punkt als Bezugs-
punkt wihlen, und durch (47) die Drehbewegung um den
festen Punkt darstellen.

Beziehen wir hingegen das Impulsmoment auf einen im
Korper festen Punkt, der sich mit der Geschwindigkeit v,
bewegt, so ist die zeitliche Anderung des Hebelarmes nicht
gleich v, sondern gleich der Differenz (b — ) der Geschwindig-
keit des betreffenden Massenpunktes und derjenigen des
Momentenpunktes zu setzen. Aus

dr

Z=v—0

aber folgt, da nunmehr das von der zeitlichen Anderung der
Hebelarme t herrithrende Glied nicht gleich Null ist,

?:= ;“0’2”‘” —{—2[1‘ m “]

ks
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und es wird nach (43), (44) die auf einen bewegten Momenten-
punkt bezogene zweite Impulsgleichung

(48) I+ 8] = D[

Meist fiihrt man bei der Behandlung der freien Bewegung
des starren Korpers den Schwerpunkt als Momentenpunkt ein.
Ist M die gesamte Masse des Korpers, so ist der Impuls
B = M - v, er weist parallel der Schwerpunktsgeschwindigkeit.
Alsdann fillt das Zusatzglied in (48) fort, und es lauten die
Bewegungsgleichungen

v, N
(49) b =Zﬁ,

(50) W=
&

Die erste Gleichung spricht den Schwerpunktsatz aus:
Der Schwerpunkt bewegt sich wie ein materieller Punkt von
der Masse M, an dem die Resultierende der Hulleren Kriifte
angreift. Die zweite Gleichung ist formal mit (47) identisch;
sie filhrt mithin die Bestimmung der Bewegung um den
Schwerpunkt auf das Problem der Rotation des in einem seiner
Punkte festgehaltenen starren Korpers, des sogenannten Kreisels,
zuriick.

§ 13. Rotierendes Bezugssystem.

Wie es soeben zweckmiifig war, einen Bezugspunkt zu
withlen, der die Bewegung des Korpers mitmacht, so empfiehlt
es sich auch zuweilen, die zeitliche Zunahme eines Vektors ¥,
den wir uns im Koordinatenanfang aufgetragen denken, micht
von einem im Raume festen, sondern von einem mit dem
Korper rotierenden Bezugssysteme aus zu beurteilen; so nehmen
wir z. B. an der Oberfliche der rotierenden Erde nicht die
wirkliche Bewegung, sondern die Relativbewegung der Massen
gegen die Erde wahr, wir beurteilen also die Bewegung der
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Korper von einem rotierenden Bezugssysteme aus. Wir fragen
allgemein nach der zeitlichen Zunahme von %, beurteilt von
einem Bezugssysteme aus, das mit der Geschwindigkeit u um

’

den Koordinatenanfangspunkt frotiert; wir wollen sie - -

schreiben.
Der Endpunkt des Vektors A bewegt sich mit der Ge-

schwindigkeit — ﬂ gegen das urspriingliche im Raume feste

Bezugssystem. Dle Punkte des starren Korpers und des mit
ihm starr verbundenen Systemes bewegen sich nach (35) mit
Geschwindigkeiten, die durch das Vektorprodukt [ur] angegeben
werden, wenn r den vom festen Anfangspunkte aus kon- -
struierten Radiusvektor anzeigt. . Betrachten wir jetzt die Be-
wegung, die der Endpunkt des Vektors % in dem rotierenden
Systeme beschreibt im Raume bewegt er sich mit der Ge-

schwmdxgkelt der Punkt des rotierenden Systemes, in den

dt ’
er gerade fillt, bewegt sich mit der Geschwindigkeit [n%] im
Raume. Die Geschwindigkeit, mit welcher der Endpunkt von %
in dem rotierenden System fortwandert, ist offenbar die Relativ-
geschwindigkeit

— [n¥].

Wir erhalten demmach als die vom rotierenden
Systeme aus beurteilte zeitliche Anderung des
Vektors %

d%  adl

(1) ar — ag T [%u].

Wir sind jetzt imstande, die Bewegungsgleichungen des
freien starren Korpers auf ein im Korper festes Bezugssystem
umzurechnen. Lassen wir zuniichst die Lage des Bezugspunktes
im Korper beliebig, so folgt aus (46) und (48)

(52) 2 + (%) Z’@
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n

(53) T8 + (W] + [5,8] = D[r 8.

Legt man inshesondere, im I'alle des {freien starren
Korpers, den Momentenpunkt in den Schwerpunkt, oder, im
Falle des Kreisels, in den festgehaltenen Punkt, so wird die
Rotationsbewegung durch die Gleichung bestimmt

(54) + [ul] Z[r 8],

die man direkter aus (47) oder (50), in Verbindung mit (51),
erhalten hitte.

Es mogen die Gleichungen (52, 53) in den allgemeinen
Ausdruck (39) fiir die Arbeit der Hufleren Krifte eingesetzt
werden.

Die hier auftretende Summe

v, [uB] + ulv,B]
verschwindet nach den Rechnungsregeln (25, 30), ebenso das

Glied u[uM], weil das Vektorprodukt [ull] senkrecht zu u ist.
Es wird daher

dA d B an
g %o g TR

Da nach dem Energieprinzip der Zuwachs der lebendigen
Kraft der Arbeit der duBeren Kriifte gleich ist, so folgt
o aT a'B d'n
(55) at =% ar T4

Bei der Differentiierung von Skalaren, wie v,®, ull nach
der Zeit kommt es nicht darauf an, ob ein im Raume festes
oder ein rotierendes Bezugssystem zugrunde gelegt wird. Wir
erhalten daher

o d d d’

(56) B tut—T) =80 L u

und fiir den speziellen Fall der Kreiselbewegung (v, = 0)
(57) A uu—T)=u?’
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§ 14. Trigheitsmomente. Tensortripel.

Die Form (54) des Momentensatzes fithrt sofort zu den
Eulerschen Bewegungsgleichungen des Kreisels; da hier ein im
Kreisel festes Bezugssystem z'y'z" angenommen ist, so kann
man den Drehimpuls U ein fiir allemal durch die Dreh-
geschwindigkeit u ausdriicken; denn die Massenverteilung in
bezug auf die Achsen 2'y'2" ist konstant.

Der Bezugspunkt bewegt sich nicht, es ist v, = 0, mithin
sind nach (35) die Geschwindigkeiten der Massenpunkte ge-
geben durch

b= [ur].
Der Ausdruck (45) des Drehimpulses wird daher

1 =2m [r[u r]],
1

er geht nach der Regel (32) iiber in

u =Z:m{ur2 —t(ur)}.

Nehmen wir Komponenten nach den Achsen #'y'z, so
erhalten wir

u, =2m {n (@8 +y 2+ 2% —2"(n, 2"+ u, 9 40, 7))
1

und entsprechende Gleichungen, die wir schreiben kénnen
W, = kyu, + kpu, + kgu,,
(58) N, =kyu, + kyuy, + kg,
N, =kyu, + kpu, + kgu,..
Die Koeffizienten dieser linearen Gleichungen sind die
Trigheits- und Deviationsmomente des Korpers

n n n
) ry 9 Q) ’ .
By = Dom (2 +2%), Tyg= Dm(Z4+2?), k= Dim (2 +y),
1 1 1
n n n

kg =ky=— 2 MEYy kgg =Fss :—HZ, my' &, by =k =—2m gz
1 1 1
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Die Gleichungen (58) stellen, wie man sagt, die Abhiingig-
keit des Vektors 1 von u durch eine lineare Vektorfunktion
dar, d. h. die Komponenten der beiden Vektoren sind durch
lineare Gleichungen miteinander verkniipft. Hier haben wir
es insbesondere mit homogenen linearen Gleichungen zu tun,
deren Koeffizienten gewisse Symmetrieeigenschaften %y, =k, usf.
besitzen. Die Gleichungen (58) stellen eine sogenannte ,sym-
metrische® lineare Vektorfunktion dar.

Es wird gut sein, diesen einfachsten Fall sogleich genauer
zu diskutieren. Die Symmetrieeigenschaft bringt es mit sich,
daf man nach Einfiihrung des Skalars

1 1 1 1
(59) L= o Wl = o kgt o+ o kg 5 Ky ® o Bypu
+ kggum, + kg uu,
die Beziehung der Vektoren u, W zueinander folgendermaBen
ausdriicken kann
oL oL ¢L
(60) u, = on_’ n, = 37“;.,’ n = o,

Die Bedeutung des Skalars L ergibt sich sofort, wenn

man die aus (60) folgende Gleichung

aL d'u
=W
mit (57) vergleicht; es wird namlich »
dL d
e g =1},
oder, nach (59)
dT dL
dt — dt?

und da sowohl L wie 7' fiir u = 0 verschwinden, so ist
L=T.

Es ist L mit der lebendigen Kraft des rotierenden Kreisels
identisch. g

Wir denken uns den Kreisel um eine beliebige Achse
rotierend; das Trigheitsmoment % fiir eine solche Achse ist
definiert als Quotient aus der in Richtung der Drehachse :
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genommenen Komponente des Drehimpulses und dem Betrage
der Rotationsgeschwindigkeit

. 'Il‘~cos(llu) Nu 2L
M= —rar— g s

u u u

Es driickt sich durch die sechs Koeffizienten %, - - - Iy,
und die Richtungskosinusse «fy des Vektors n gegen (he

Achsen der z'y’2" folgendermaBen aus
(61) k= ki + ko 2+ kggp* + 2kygaf + 2kyy By + 2k pet.
Man stellt die Gesamtheit der Trigheitsmomente fiir die

verschiedenen Achsen bekanntlich geometrisch dar, indem man
das Triagheitsellipsoid
1=l &2+ kg * 4 Ty * + 2802"y + 2hpgt/ &' + 285, 2’2

konstruiert; es gilt dann %»'*= 1, d. h. das reziproke Quadrat
der Radienvektoren des Ellipsoides gibt das Trigheitsmoment
fiir die betreffende Achse an.

Fithrt man die Hauptachsen des Triigheitsellipsoides als
Koordinatenachsen £xn§ ein und schreibt die Haupttrigheits-
momente &, kyk;, so erhilt man

uE - klug, 11..', = ]{:.lt,l, u; — kan:-

Die Form (54) der Momentengleichung fiihrt dann sofort
zu den Eulerschen Gleichungen

}‘1 dt _(' ky) w,uy —2("?9 tR,),

du

(62) ky - Fry — (kg — k) u-u; =2(§‘“E - Eﬁ;),

Iy S — O — T wgn, = (e, — 7).
1
In dem Systeme der Trigheits- und Deviationsmomente
kyy - - Iy, des Kreisels tritt uns eine neue Klasse physikalischer
Grifen gegeniiber, die sowohl von den Vektoren, als auch
von den Skalaren verschieden ist; dasselbe ist durch sechs Be-
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stimmungsstiicke festgelegt, sei es, da wir als solche jene
sechs Grofen oder die drei Haupttrigheitsmomente £, k;, &y und
drei die Lage der Hauptachsen bestimmende Angaben wihlen

Zustandsgrifen dieser Art sind in der theoretischen Physik
nicht selten, insbesondere in der Elastizititstheorie werden sie
von Wichtigkeit. Der Spannungszustand eines homogen de-
formierten Korpers wird durch ein System von sechs GriBen
von diesem Charakter bestimmt; er ist immer aufzufassen als
Zusammensetzung dreier Druck- oder Zugspannungen nach
drei aufeinander senkrechten Richtungen. Daher rithrt die
Bezeichnung der in Rede stehenden Klasse physikalischer
GréBen als ,Tensortripel®, der auf ein bestimmtes Achsen-
system bezogenen sechs Komponenten fy, - - - ky; als ,Tensor-
komponenten®. GroBen dieser Art treten, wie die obige
Betrachtung lehrt, bei einer jeden symmetrischen linearen
Vektorfunktion auf; sie lassen sich stets durch eine Mittelpunkt-
fliche zweiten Grades darstellen, die allerdings im allgemeinen
auch ein Hyperboloid sein kann (das stets positive Vorzeichen
der Trigheitsmomente bedingt es, dal diese stets durch
Ellipsoide repriisentiert werden). Sind die drei Hauptachsen
der repriisentierenden Fliche zweiten Grades einander gleich,
so artet das Tensortripel in einen Skalar aus; Beispiele hierfiir
sind das Triigheitsmoment ener homogenen Kugel um ihren
Mittelpunkt, der Druck in einer reibungslosen Fliissigkeit.

Auf die allgemeine lineare Vektorfunktion, die 12 Koeffi-
zienten besitzt, kommen wir im § 17 zuriick.

15. Die Gleichungen von Lagrange.

/e

Hat man es mit einem Systeme von Massenpunkten zu
tun, das gewissen, durch Gleichungen zwischen den Koordinaten
der Massenpunkte auszudriickenden Einschrinkungen der Be-
wegungsfreiheit unterworfen ist, so fithrt man mit Lagrange
neue Parameter pp, ---p,---p, ein, welche die Lage des
Systemes bestimmen; man wiihlt sie so, dab sie unabhingig
voneinander sind; ihre Zahl (7) zeigt alsdann die Zahl der
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Freiheitsgrade des Systemes an. Die Lage der simtlichen
n Massenpunkte werde durch die von einem festen Punkte aus

konstruierten (») Radienvektoren v, v, ---r -..t, angezeigt,
die Funktionen der Parameter p, sind. Die Geschwindigkeiten
i dr,
4 dt

sind abhiingig von den p, und von deren Differentialquotienten
nach der Zeit
dpi
a4 = dt’
diec man als Geschwindigkeitskomponenten im allgemeineren
Sinne bezeichnen kann. Aus diesen Festsetzungen folgt

" dr as ér, Jr,
v At apl' QI+" - apl (12."' S BPIV qy
on, 7't or, o*t,
op, ~ v, 0p, 4+ “‘+apze‘fb.+“‘+ p,0p, 0
mithin
- or an d (0t )
ﬁ,,,‘, = L4 und M =i el | 1
aq, apj_ apx dt 3pA

Die Bewegungsgesetze erhilt man, indem man das
D’Alembertsche Prinzip (§ 12), das die Dynamik auf die Statik
zuriickfiithrt, mit dem statischen Prinzip der virtuellen Arbeit
(§ 10) vereinigt. Dabei bezeichnet man die virtuellen Ver-
riickungen der Massenpunkte, um sie von den bei der Bewegung
wirklich stattfindenden dr, zu unterscheiden, mit dr,. Ras
D’Alembertsche Prinzip verlangt: Die Summe der virtuellen
Arbeiten der an den einzelnen Massenpunkten angreifenden
auberen Krifte & und der Trigheitskriifte

db

— m ¥
v dt

soll fiir jede mit den Systembedingungen vertrigliche Ver-
riickung verschwinden

n

2(9, —m, %! , 6":-\) =il

y=1
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Da die Konfiguration des Systemes durch die Parameter p,
bestimmt ist, so muB die Arbeit, welche die #uBleren Krifte
bei einer virtuellen Verriickung leisten, sich in folgender
Form schreiben lassen

n I
54 =Z(R,ar,) =12=:P3 3.

Die P, sind dabei als Kraftkomponenten im allgemeineren
Sinne zu bezeichnen.
Die virtuelle Arbeit der Triigheitskriifte hingegen ist

! - do  ¢r
g&m;;( by dt’ 51’;)

Wir erhalten, die oben abgeleiteten Beziehungen zwischen
den Differentialquotienten der b, und r, beachtend

ds or d 7/ ar, d 9t
(_ v dt’ cp) T dt (imrur) FP;) + (m1 n, dt ap)
d os, on
s g (m,,b‘,, E@.) + (m,,u,_, 3151')'

Daher wird
n n
dn al‘) d @ 5 1
¥ LN e . 2
2( ", dt’ ap,, dt ¢q 2mb +@p g ™\
=1 ¢ Av= Ay=
__4deéT &1
o dt 391'*"6‘1:;

Es folgt schlieBlich als Forderﬂng des D’Alembertschen
Prinzipes

{
1 d 9T }
op, P, — + =0
,Z 11‘1 ATy 3(11 ép, )
da die dp, voneinander unabhingig sind, so gelten ! Diffe-
rentialgleichungen

(63) 21—

- %) G—%_P e A =1, 8 vl

Das sind die Lagrangeschen Gleichungen. Wir ver-
stehen 1hre Bedeutung am besten, wenn wir die Parameter p,
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als durch die Lage gewisser, auf vorgeschriebenen Bahnen
sich bewegender Antriebspunkte bestimmt ansehen; durch die
Lage und Bewegung der Antriehspunkte soll die Konfiguration
und Bewegung des ganzen Systemes, mithin auch die lebendige
Kratt 7' bestimmt sein; die ¢, sind die Geschwindigkeiten der
Antriebspunkte, die P, die Komponenten der iuBeren Krifte
in Richtung der Bahn, die entweder, direkt oder durch den
Mechanismus des Systemes iibertragen, auf den betreffenden
Antriebspunkt wirken. Diesen Kriften P, sollen nun, das
verlangen die Lagrangeschen Gleichungen, die an jedem An-
triebspunkt angreifenden Triigheitskriifte der bewegten Massen
das Gleichgewicht halten.

Kommt dem mechanischen Systeme, auller der kinetischen
Energie T, noch eine potentielle Energie U zu, so tritt zu der
virtuellen Arbeit der duBeren Kriifte und der Trigheitskrifte
noch die Abnahme der potentiellen Energie:

i
r— _\oU
— U= 12 Epjrfp;.
=1 v

Durch Hinzufiigung dieses Gliedes ergibt die obige Be-
trachtung an Stelle von (63):

A4 @1\ _2(T-U) _
(64) dt (&:ql) op, = F;.

Fiihrt man endlich die sogenannte ,Lagrangesche
Funktion®
L=T-U
ein, und beriicksichtigt, dall / von den ¢, unabhingig ist, so
kann man die Lagrangeschen Gleichungen schreiben:

o @ (i0) =i, = B

Wenn wir es mit einer Maschine zu tun haben, deren
innere Bewegungen wir nicht kennen, und die wir nur nach
gewissen KraftiiuBerungen beurteilen, so werden wir zweck-
mifig die Gleichungen von Lagrange verwenden; dieselben
verlangen nur die Kenntnis der Lagrangeschen Funktion, in
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ihrer Abhiingigkeit von Lage und Geschwindigkeit der An-
triebspunkte; kennen wir diese Abhiingigkeit, so konnen wir
die Kriifte bestimmen, mit denen das System nach aufen wirkt,
auch wenn uns die Kenntnis der inneren Bewegung des
Systemes fehlt.

Das ist der Standpunkt, den Maxwell schlieBlich den
elektromagnetischen Erscheinungen gegeniiber einnahm. Er
suchte diese als den Gesetzen der Mechanik unterworfen zu
begreifen; er sah indessen von den speziellen mechanischen
Bildern, die ihn wohl frither geleitet hatten, ab und begniigte
sich damit, nachzuweisen, daB die allgemeinen Eigenschaften
der Massensysteme, welche die Lagrangeschen Gleichungen aus-
driicken, auch den elektromagnetischen Systemen zukommen.

Zweites Kapitel
Die Vektorfelder.

§ 16. Die hydrodynamische Abbildung.

Im ersten Kapitel dieses Abschnittes entwickelten wir den
Begriff des Vektors und die Regeln der Vektoralgebra in An-
lehnung an die Mechanik des materiellen Punktes. Die Ge-
schwindigkeit eines solchen wurde durch einen einzigen Vektor
dargestellt. Die allgemeinste Bewegung des starren Korpers,
der doch aus einer unendlichen Zahl materieller Punkte
besteht, konnten wir durch zwei Vektoren abbilden, die von
einem beliebig gewiihlten Bezugspunkte aus zu konstruieren
waren. In diesem Kapitel kniipfen wir an die Aufgabe an, den
Bewegungszustand einer den Raum erfiillenden Fliissigkeit zu
analysieren. Hier sind die Geschwindigkeiten verschiedener
Massenteilchen im allgemeinen als voneinander unabhiingig
anzusehen, es ist jedem Punkte sein besonderer Geschwindig-
keitsvektor zuzuordnen. Die bewegte, den Raum erfiillende
Fliissigkeit repriisentiert, wie man sagt, ein Vektorfeld.
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Man spricht in der mathematischen Physik von dem Felde
einer Zustandsgrifie, wenn man den Wert der ZustandsgroBe
in einem rdnmlichen Bereiche in seiner Abhiingigkeit vom
Orte betrachtet, und nimmt die Werte im allgemeinen, d. h. mit
Ausnahme einzelner Flichen, Linien und Punkte, als stetig an.
Es gibt Skalarfelder (z.B. das Temperaturfeld) und Vektorfelder
(z. B. das Schwerkraftfeld).

Durch das Studium der Fliissigkeitshewegungen ist die
Theorie der Vektorfelder auBerordentlich geférdert worden,
inshesondere durch die grundlegenden Untersuchungen von
Helmholtz iiber die Wirbelbewegungen. Auf ihnen fuBte
Maxwell, als er es unternahm, die Faradaysche Idee des Kraft-
feldes mathematisch zu begriinden. Maxwell waren hydro-
dynamische Analogien sogar mehr als rein mathematische
Bilder, hydrodynamische Vorstellungen iiber den Feld-
mechanismus leiteten ihn bet der Aufstellung der Nahe-
wirkungsgesetze des elektromagnetischen Feldes.

Wir schlieBen uns demnach der historischen Entwicklung
an, wenn wir in diesem Kapitel die mathematische Theorie
der Vektorfelder an der Hand der hydrodynamischen Abbildung
entwickeln. Wir denken uns eine den Raum erfiillende Fliissig-
keit; den von Punkt zu Punkt im allgemeinen stetig wechselnden
Geschwindigkeitsvektor b betrachten wir als Funktion des von
dem festen Anfangspunkte aus konstruierten Radiusvektors r.
Die Vektorfunktion v = f(r) gibt die Geschwindigkeit an, die
an der Stelle herrscht, auf die sich r bezieht. Wir stellen in
dieser Weise durch die hydrodynamische Abbildung ein be-
liebiges Vektorfeld dar, in demselben Sinne, in dem wir im
vorigen Kapitel einem beliebigen Vektor eine Verriickung zu-
ordneten. Allerdings miissen wir dabei, um nicht auf spezielle
Vektorfunktionen beschrinkt zu sein, der Flissigkeit zuweilen
Eigenschaften zuschreiben, die von denen der wirklichen
Fliissigkeiten einigermaBen abweichen. Das wird gestattet
sein, da es sich hier nur um eine mathematische Analogie
handelt.
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§ 17. Die lineare Vektorfunktion.

Die einfachste Vektorfunktion erhalten wir, indem wir
die Komponenten des abbildenden Vektors v linearen Funktionen
der Raumkoordinaten gleichsetzen

b, =By, + 0y % + Gl + Byy?,
(65) D, =By, + Gy & + Ayl + Ag37,
B, =0y, + Ay T + Ayl + B2

Die drei von xzyz freien Glieder sind offenbar die Kom-

ponenten der Geschwindigkeit b, des Anfangspunktes.
Wir zerlegen den Vektor v in zwei Vektoren b' und b"

p=1v + v
Dabei sollen die Komponenten von v/, v’ folgendermaBen

bestimmt sein

" 1

b, =0, — Y5 (A — ) + 2 5 (a3 — 1),
1 1

b, =0, — 2 5 (43— 0y) + 2 5 (@ — ),

1 1
n.’ . noa — & 2’ (a'lﬂ - a31) + y 2’ (a'SB o a’23)'

1 1

b =y + 5 (4 + s,) Y + 5 (a5 + a33)2,
1 1

b = (o + 09,)2 + gy + 5 (A + a35) 7,

1 1
b = ] (ay + ayg)x + 3 (G + G32)Y + @g5 2.

Fiihren wir zur Abkiirzung einen Vektor u ein, mit den

Komponenten
1 1 1
=y (33 — @tag), w =3 (Gyg — g1), W, = g (G — yq),

so ist, in vektorieller Schreibweise, zu setzen
v =, — [ru] = v, + [ur].

Der Vektor v’ stellt also eine Bewegung dar, die auch
ein starrer Korper ausfiihren konnte, d. h. bei der immer je
zwei Fliissigkeitsteilchen ihren Abstand behalten, bei der also
die Form eines gegebenen Quantums der Fliissigkeit sich nicht
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dndert. Der Vektor v" hingegen ist mit den Komponenten
von t durch lineare homogene Gleichungen verkniipft, die eine
symmetrische lineare Vektorfunktion von der aus § 14 be-
kannten Art darstellen. Die sechs Koeffizienten

1 1 1
Qyyy Ogg; Qggy (a3 + ay), 2 (a3 + agy), 3 (a5, + ay3)

sind daher als Komponenten eines Tensortripels zu bezeichnen.
Fiihren wir die Hauptachsen der durch dieses Tensortripel be-
stimmten Mittelpunktsfliche zweiten Grades als Koordinaten-
achsen (£7§) ein, so erhalten wir Gleichungen von der Form

DE” — a,&, ",J-H — ay7, B;” - gL,

Die hierdurch dargestellte Bewegung setzt sich aus drei
Bewegungen, parallel den Achsen der £7§, zusammen, bei denen
die diesen Achsen parallelen Fliissigkeitszylinder mit den
durch a,, a,, a; angezeigten Geschwindigkeiten sich verlingern
oder verkiirzen, je nachdem diese Koeffizienten positiv oder
negativ sind. Die Bewegung konnen wir als Formiinderungs-
bewegung bezeichnen, oder als Dilatation nach drei senk-
rechten Richtungen, indem wir Kompression als negative
Dilatation einschlieBen. Die allgemeinste, durch eine lineare
Vektorfunktion (65) darzustellende Bewegung setzt sich nach
den Regeln der Vektoraddition zusammen aus einer Parallel-
verschiebung der Fliissigkeit, welche den Anfangspunkt mit
der ihm vorgeschriebenen Geschwindigkeit v, bewegt, einer
Rotation, und einer Dilatation nach drei senkrechten Richtungen.
Der Vektor u der Rotationsgeschwindigkeit und das fiir die
Forménderungsbewegung mafigebende Tensortripel sind durch
die neun Koeffizienten a,, ... a;; bestimmt.

Obwohl die Fliissigkeitshewegung, welche durch die lineare
Vektorfunktion dargestellt wird, sehr spezieller Art ist, so
kann man doch die allgemeinste stetige Bewegung auf diese
zuriickfithren, wenn man nicht die ganze Fliissigkeit, sondern
einen Teil ins Auge faBt, der nur einen kleinen Bereich
erfiillt. Is wag der Bereich den Punkt O umgeben, der fiir

den Moment als Koordinatenanfang genommen werden mag.
Abraham, Theorie der Elektrizitit. I. 3. Aufl 4
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Alsdann fiihrt eine Mac-Laurinsche Entwicklung, die bei hin-
reichender Einschrinkung des Bereiches mit den linearen
Gliedern abzubrechen ist, zu der linearen Vektorfu.nktiou

ab an
b, um+az uc+” J-}—
ahy ah anJ
(66) b, =0y, + 5 @+ 5 Y+ 55
b A v,
nui‘nos'i'a;'x"%afy?l'f"g;z-

Die Koeffizienten der xyz sind dabei die Werte der

: . . b ”
Differentialquotienten 2—; usf. im Punkte O.

Aus den oben an die allgemeine lineare Vektorfunktion
angekniipften Betrachtungen folgt jetzt der Helmholtzsche
Satz: Man kann die Flissigkeitsbewegung eines hin-
reichend kleinen Bereiches immer betrachten als
Superposition einer Translation, einer Rotation und
einer Dilatation nach drei senkrechten Richtungen.
Die Komponenten der Rotation sind

1 b 1 oh 6!!2
(67) ”x=2(;.>y 62) u, 2(8, ax) B, = é(hé;_fay)’
withrend die Komponenten des fiir die Forménderungsbewegung
mafgebenden Tensortripels gegeben werden durch

dv, Gv Gb g b, 8ny) 1708, an:) 100 an)
7z Gy oz 2('39+E’ E('e'z““a?’ (3.1:+

Die soeben vorgenommene Zerlegung ist fiir jeden Punkt
verschieden; sie ist daher nicht geeignet, eine Ubersicht tiber
die Fliissigkeitsbewegung im ganzen zu geben. Hierfiir sind
andere Methoden ausgebildet worden, zu deren Darlegung wir
uns jetzt wenden.

§ 18. Das wirbelfreie Feld und das Potential.

Aus einem jeden Skalarfelde ktnnen wir folgendermafBen
ein Vektorfeld ableiten. Wir denken uns den Skalar ¢ von
Punkt zu Punkt stetig veriinderlich. Die Zunahme, welche
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er beim Fortschreiten lings des Linienelementes «§ erfihrt,
dividiert durch dessen Linge ds, mag die Komponente des
Vektors v in Richtung des Linienelementes ergeben. Es soll
also

b, = —

sein und speziell die Komponenten parallel den Koordinaten-
achsen

_ 0y _ _Jg
D= o Y=m bW
Aus der Beziehung
g o9 @5 4 29 otp ay oz
?s = éx Ts os oz os’
fx ¢y az
in welcher den 78’ 98’ 75 die Bedeutung von Richtungscosi-

nussen zukommt, geht hervor, daff sich die Komponenten von
b in der Tat wie Vektorkomponenten verhalten.

Der soeben eingefithrte Vektor v zeigt die Richtung des
grofiten Anstieges des Skalars ¢ an, sein Betrag den auf die
Langeneinheit bezogenen Betrag des groBten Anstieges

¢ 2 o @\ 2 2
o=V G+ (G
Wir nennen ihn den ,Gradienten“ des Skalars g; wir
wollen uns indessen nicht des von manchen Autoren ver-
wandten Symboles ,grad fiir diesen Begriff bedienen, sondern
einer anderen symbolischen Schreibweise, die auf Hamilton,
den Erfinder des Quaternionenkalkiils, zuriickgeht. Greifen
wir néimlich auf die im § 3 eingefiihrten Grundvektoren ijf
zuriick, so kénnen wir schreiben
(68) v= (2 +ig +15)
Man fithre nun den sogenannten Hamiltonschen Opera-
tor V ein

v“77+l +a-

und rechne mit thm nach den Rege}n, die fiir die Multiplika-

tion eines Vektors mit Skalaren im vorigen Kapitel angegeben
4!!
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wurden, indem man die an Stelle der Vektorkomponenten
tretenden Differentialoperatoren

FRR

ox’ dy’ o=
wie Skalare behandelt; dann erhdlt man
(68a) ‘bD=Vo= ( -i—] fa(p)

als symbolischen Ausdruck der Glelchung (68).
Fiir zwei Wege s, s, die beide von einem Punkte 1 zu
einem Punkte 2 fithren, ist nach der Definition des Vektors u

Inds~f°{pds—tpn ¥y,
[D ds—/a(pds~(pg—qal
i

Das hier auftretende Integral nennen wir kurz das
Linienintegral des Vektors v, Es ist das iiber alle
Elemente des Integrationsweges erstreckte Integral des inneren
Produktes aus b und d8. In dem Felde eines Gradienten hat
es, wie wir sehen, den gleichen Wert fiir irgend zwei Wege,
die zwei bestimmte Punkte des Feldes verbinden. Es ver-
schwindet fiir jeden geschlossenen Weg

P
(69) f pds =0.
¥

Wir wollen die Flissigkeitsstromung, die das Feld des
Vektors v abbildet, wirbelfrei nennen, wenn sein Linien-
integral lings eines jeden geschlossenen Weges verschwindet,
und auch das abgebildete Feld in diesem Falle als wirbelfreies
bezeichnen. Dann konnen wir den Satz aussprechen: Das
I'eld des Gradienten eines Skalars ¢ ist stets ein
wirbelfreies.

In einem Kraftfelde gibt das Linienintegral des Kraft-
vektors die Arbeit an. Die Bedingung, daf das Linienintegral
lings einer jeden geschlossenen Kurve Null sein soll, besagt
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hier das Folgende: es ist nicht mdglich, durch wiederholtes
Herumfiihren eines materiellen Punktes lings eines geschlossenen
Weges unbegrenzt Arbeit zu gewinnen. Wir haben gezeigt,
daB diese Bedingung erfiillt ist, wenn der Kraftvektor der
Gradient eines Skalars ist. Umgekehrt gilt der Satz: Ein
wirbelfreies Vektorfeld ist stets als Feld des Gra-
dienten eines Skalars aufzufassen.
In der Tat, es ist durch

P2 = ¢, +J b,ds
1

ein Skalar von der verlangten Eigenschaft definiert. Die
Definition ist eine eindeutige, wenn der Wert im Punkte 1
festgesetzt ist, denn das Linienintegral des wirbelfreien Vektors b
verschwindet fiir jeden geschlossenen Weg, es hat daher den
gleichen Wert fiir alle diejenigen Wege, die von dem festen
Punkte 1 zu dem beliebigen Punkte 2 fithren. Der Wert ¢,
im Punkte 1 ist willkiirlich. Ist das ganze unendliche Feld,
nicht nur ein Teil desselben, wirbelfrei, so bestimmt man diese
additive Konstante meist so, daB ¢ im Unendlichen ver-
schwindet.

Ist das Feld, um das es sich handelt, ein Kraftfeld, so
nennt man (— ¢) das Potential, oder besser das skalare Po-
tential. Die Existenz eines Potentials ist die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, dafl nicht aus dem Kraftfelde
auf die angegebene Weise Arbeit unbegrenzt zu gewinnen ist.
Das wirbelfreie Kraftfeld der Schwerkraft war es, aus dem
zuerst der Begriff des Potentiales erwuchs. Auf die Hydro-
dynamik hat man diesen Begriff iibertragen, indem man den
jeder wirbelfreien Bewegung zugeordneten Skalar (— ¢) als
Geschwindigkeitspotential bezeichnete.

§ 19. Die Ergiebigkeit eines Quellenfeldes
und die Divergenz.

Der idealen Fliissigkeit, die unserer hydrodynamischen
Abbildung zugrunde liegt, schreiben wir weiterhin die Eigen-



LY ! Erster Abschnitt. Vektoren und Vektorfelder. § 19

schaft der Inkompressibilitit zu. Hierdurch wird eine Be-
schrinkung der Bewegungsfreiheit der Fliissigkeit eingefiihrt,
da in dem mit Fliissigkeit gefiillten Gebiete durch eine jede
geschlossene Fliche im ganzen ebensoviel Fliissigkeit aus-
stromen, wie einstromen mufl. Mit Hilfe einer solchen Stri-
mung konnten wir nur ganz spezielle Vektorfelder abbilden.

Um diese Beschriinkung nachtriiglich wieder aufzuheben,
lassen wir zu, daB an gewissen Stellen des Raumes unsere
ideale Fliissigkeit fortwiihrend neu erzeugt, an anderen solche
vernichtet wird. Stellen der ersten Art wollen wir als Quellen,
Stellen der zweiten Art als Senken oder auch als negative
Quellen bezeichnen; wir behalten uns indessen vor, das Wort
Quelle auch in dem allgemeineren Sinne zu gebrauchen, daB
es die positiven und negativen Quellen umfaft. Durch An-
nahme eines geeigneten Quellensystemes sind wir nun in der
Lage, ein beliebiges Vektorfeld durch eine stationiire Bewegung
einer inkompressibeln Fliissigkeit abzubilden.

Wir nehmen die Quellen als stetig iiber den Raum ver-
teilt an. KEs entsteht dann die Aufgabe, ein Mal fiir die Er-
giebigkeit des (Quellensystemes zu finden.

Wir denken uns zu diesem Zwecke im Innern der Flissig-
keit ein kleines rechtwinkliges Parallelepiped von den Kanten-
lingen a, b, ¢. Den Koordinatenumfang legen wir in den
Mittelpunkt des Parallelepipeds, die Koordinatenachsen zyz
seinen Kanten parallel. Die Fliissigkeitshewegung soll stetig
und das Parallelepiped so klein sein, daBl wir auf seinen Seiten-
flichen den Vektor v mit Hilfe der Formeln (66) berechnen
kénnen.

Wir berechnen die Fliissigkeitsmenge, die im ganzen in
der Zeiteinheit aus dem Parallelepiped herausstromt. Wir
betrachten zuerst die beiden zur z-Achse senkrechten Seiten-
flachen, fiir die

a

ist. Durch die eine auf der Seite der positiven z liegende
Fliche entstromt die Menge
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+y +5
a 6!1 b
dy dzv, —/dyfdz ”o:"‘ax-‘* y+ax.
Da
ab_ an_ on
0z7  Ga? gy’ Bz

hier Konstanten sind, die sich auf den Mittelpunkt des Parallel-
epipeds beziehen, so fallen die mit # und z behafteten Glieder
heraus und wir erhalten

) b, a)
‘C{n°='+'&i" 2 |
fiir die Strémung durch diese Fliche, und ebenso

on_a)
—b”hw—fg'w
fiir die Stromung, die durch die gegeniiberliegende Seite das
Parallelepiped verliiBt; die Summe beider Glieder ist
(‘IJ
a-b-c. =
Fiigt man zwei entsprechende Ausdriicke hinzu, welche die
Stromung durch die beiden anderen, zur y- bzw. z-Achse senk-
rechten Seitenpaare angeben, so erhiilt man fiir die Ergiebigkeit
der im Innern des Parallelepipeds liegenden Quellen
éw, dv, 0v,
abc( 7z - ay + )

Dieser Ausdruck gilt mit um so grioferer Anniherung, je
kleiner das Parallelepiped ist, er gilt exakt im Grenzfalle eines
verschwindend kleinen Parallelepipeds, falls die der Gleichung
(66) zugrunde liegende Voraussetzung einer stetigen Fliissigkeits-
stromung erfiillt ist.

Die auf die Volumeinheit bezogene Ergiebigkeit der
Fliissigkeitsquellen nennen wir die Divergenz des Vektorsv
und schreiben symbolisch

; ov, b, b,
(70) dlvn:}}_x+§§+?z"
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Der hydrodynamischen Bedeutung der Divergenz ent-
sprechend, ist dieselbe als skalare GriBe zu betrachten. Positive
Werte dieses Skalars zeigen an, daB an dem betreffenden Punkte
des Feldes Quellen, negative, daB Senken vorhanden sind,
Aus jedem Vektorfelde ist durch Berechnung dex
Divergenz ein Skalarfeld, das Quellenfeld, abzuleiten.
Die Divergenz eines Vektors ist ein eigentlicher
Skalar oder ein Pseudoskalar, je nachdem der be-
treffende Vektor ein polarer oder ein axialer ist; denn
geht man durch Umkehrung der Koordinatenachsen von dem

Rechtssysteme zu einem Linkssysteme iiber, so wechseln die
Differentiationssymbole -8%, aay, (% wie polare Vektorkompo-
nenten das Vorzeichen, die Divergenz eines polaren Vektors
behilt also beim Ubergang zu einem Linkssysteme das Vor-
zeichen bei, die Divergenz eines axialen Vektors kehrt es um.

Es ist bemerkenswert, daB man die Divergenz erhiilt, wenn

man den Hamiltonschen Operator
. 0 . 0 d

nach den Regeln der skalaren Multiplikation (§ 5) mit dem
Vektor

o p=0ui+0j+ot
vereinigt:

Vb = div b.

Maxwell nannte die mit negativem Vorzeichen genommene
Divergenz die Konvergenz des betreffenden Vektors; da er
nicht die Multiplikationsregeln (19) fiir die Grundvektoren
ii =+ 1, sondern die Regeln der Quaternionentheorie ii = — 1
verwandte, so schrieb er

Vb = conv 1.

In dieser Schrift wird das Symbol V fiir den Gradienten
reserviert und fiir die Divergenz immer das Symbol div ge-
schrieben.

Wir berechnen die gesamte Fliissigkeitsstromung durch
eine geschlossene Fliche f, die einen mit Fliissigkeit erfiillten
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Raum v begrenzt. Infolge der Unzusammendriickbarkeit muB
die Menge Fliissigkeit, welche die in einem Raume enthaltenen
Quellen im ganzen in der Zeiteinheit erzeugen, durch die Ober-
fliche nach aufen stromen. Fithrt man die Summation iiber
alle die infinitesimalen Parallelepipede aus, in die man den
Raum geteilt denkt, so erhilt man den UberschuB der in der
Zeiteinheit ausstromenden iiber die einstromende Fliissigkeit.
Ist » die nach auBen weisende Normale der Fliche, so gibt
df . v, die durch df in der Zeiteinheit von innen nach auBen
stromende Fliissigkeit an, es wird daher

(11) f dv div b = f dfv,.

Diese Gleichung spricht dem sogenannten GauBschen Satz
aus. Mit Riicksicht auf die grofe Bedeutung dieses Satzes
filr die Elektrizititslehre geben wir einen zweiten strengeren
Beweis, der sich von Spezialisierung, die in der parallelepipe-
dischen Einteilung des Raumes liegt, frei macht.

§ 20. Die Sitze von GauB und Green.

Wir beweisen den GauBschen Satz fiir ein begrenztes
riumliches Gebiet von folgenden Eigenschaften. Jede Parallele
zu einer der Koordinatenachsen soll die Oberfliche / nur zweimal
schneiden. Besitzt ein Gebiet nicht diese Higenschaft, so liBt
es sich doch durch geeignet gelegte Schnittflichen stets in eine
endliche Zahl von Stiicken zerlegen, denen die vorausgesetzte
Eigenschaft zukommt. Ist der GauBsche Satz fiir die einzelnen
Raumstiicke bewiesen, so folgt durch Summation seine Giiltig-
keit fiir das ganze Gebiet, da die auf die Schnittflichen beziig-
lichen Beitriige der Flichenintegrale sich aufheben.

Wir legen jetzt eine Gerade parallel der z-Achse. Es
seien «, 2" die z-Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden
mit der Fliche f, ferner n’, n” die nach auBlen weisenden, in
diesen Schnittpunkten auf der Fliche errichteten Normalen.
Die erste Normale »' schlieBt einen stumpfen, die zweite n”
einen spitzen Winkel mit der z-Achse ein. Wir legen ferner
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einen Balken (Abb. 7) von dem unendlich kleinen rechteckigen
Querschnitt dydz und mit jener Geraden als Achse; derselbe
mag aus der Oberfliche f die Elemente df’, df” heraus-
schneiden; dann ist

—df cosn'z =+ df"" cosn’z=dydz.
Wir erhalten durch Integration lings des Balkens

3

o,

dydz | =*dx = dydz{ b))% =dyds(v” —u,),
i
_— .___'!'___ ”
N
P P
& Y (S

Abb. 7.

wo v/, v, sich auf die durch 2/, 2" bestimmten Schnittpunkte
beziehen. Es wird -

Ian
dydz | s =dx =df'v. cos (n'x) + df"v cos (n"z).
. ax xr x

'l
x

Indem man nun den ganzen Raum durch Ebenen parallel der
(zy)- und (zz)-Ebene in derartige Balken zerlegt, teilt man
gleichzeitig die Oberfliche in Elemente df, von denen jedes
nur einmal vorkommt. Es ist daher

b,
fd'va—m =fdfbx CO8 N .

Durch entsprechende Zerlegungen des Raumes in Balken, deren
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Lingsachsen der y-Achse bzw. z-Achse parallel sind, und durch
Integration der beiden anderen Glieder der Divergenz iiber den
so zerlegten Raum erhiilt man entsprechende Gleichungen;
die Addition der drei so gewonnenen Gleichungen ergibt den
GauBschen Satz

(71&)/dvdivn =fdf{nxcosnx+ny cos ny+b, cos nz}=fdfn,‘.

Die soeben gegebene Ableitung zeigt, daB der GauBsche
Satz nichts anderes als eine Formel der Integralrechnung ist,
deren Giiltigkeit nur die Stetigkeit des Vektors v in dem
betrachteten Gebiete voraussetzt. Sie fithrt uns zu einer all-
gemeineren Fassung der Definition der Divergenz: Der Wert
der Divergenz des Vektors v in einem Punkte P des
Feldes wird erhalten, indem eine kleine, den Punkt P
einschliessende Fliche f konstruiert und die nach

aullen tretende Strﬁmungﬁz‘fnn berechnet wird; der

Grenzwert, dem der Quotient aus dieser Stromung
und Volum Av des von [ begrenzten Raumes zustrebt,
wenn man das Volumen mehr und mehr verkleinert,
definiert den Wert der Divergenz im Punkte I
JSv.df

divy = lim*~ .
Adp=0 v

Diese Definition ist insofern allgemeiner als diejenige des
vorigen Paragraphen, als sie iiber die Form der Fliche, fiir
welche die Stromung berechnet wird, keine einschrinkende
Voraussetzung macht. Der erhaltene Wert ist, wie wir er-
kennen, unabhiingig von der Form der Fliche, insbesondere
auch von dem der friiheren parallelepipedischen Definition
zugrunde liegenden Koordinatensystem. Damit ist erst die
skalare Natur der Divergenz streng bewiesen.

Jede fiir die Divergenz irgendeines Vektors erhaltene
Relation laBt sich mit Hilfe des GauBschen Satzes sofort
in eine Beziechung zwischen Volumintegralen und Flichen-
integralen umsetzen. Es sei z. B. ein Vektor v das Produkt
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ausg einem Skalar ¥ und einem zweiten Vektor %
b=y -

Dann wird die Divergenz von b
dGivo—pdiv 4+ 22 o, 4 0¥ g 4 OOy

oder, da doz, 2—1; 6—1: nach § 18 die Komponenten von V¢ sind

(712) dlv N =¢divil + AV,

Die Anwendung des GauBschen Satzes ergibt
(73) [ared, — [av |y div¥ + AVy)
fiir jede geschlossene, den Raum » des Feldes einschlieBende
Fliiche £.

Es sei zweitens der Vektor v in dem betrachteten
Raume wirbelfrei verteilt, also, nach § 18, als Gradient eines
Skalars @ aufzufassen

b= Vg

Alsdann ist die Divergenz

"\\

(Pu

(13a) dl\’ﬂ—dl\"vq:*;::;-{—

Q)

Die Divergenz eines Vektors erhilt man, wie im vorigen
Paragraphen erwidhnt wurde, mit Hilfe des Hamiltonschen
Operators, indem man diesen mit dem Vektor nach den Regeln
der skalaren Mu]tip]ikation verkniipft. Man schreibt daher
(73b) Cw + + az,, =VVg = Vg

0 x?

Den Operator V¥ = s+ ﬁ-’, nennt man ,Laplace-

cc’ + 3y
schen Operator® mit Riicksicht darauf, daB die Gleichung
V2p = 0 die Laplacesche Gleichung heift.

Die Laplacesche Gleichung sagt nichts anderes
aus, als daB die wirbelfreie Strémung v = Vg gleich-
zeitig quellenfrei sein soll
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Den GauBschen Satz auf den Vektor Vg anwendend, er-
hilt man

(74) fdf 3 _fde

Wir setzen endlich in Gleichung (73) % = Vg und er-
halten

(15) [areZ ~ [ao (w929 + (ToTu))-

Diese Formel wird der ,Greensche Satz® genannt; sie
geht, wenn ¢ = 1 gesetzt wird, in (74) iber.

Vertauscht man in Gleichung (75) die Skalaren ¢, ¥, so
erhiillt man

fdf b fdv V2% + (Vo V))-

Zieht man diese Gleichung von jener ab, so fillt das innere
Produkt (V@V ) heraus, und man erhiilt die wichtige Formel

a6 far{sZ2 —o5t| = [av(vvre — gvru).

Die Giiltigkeit des GauBschen Satzes hatte die Endlichkeit
und Stetigkeit des Vektors v, deren Divergenz einging, zur
Voraussetzung. Die letzte Formel (76), die durch Integration
von div{yVg — ¢V} iiber das Raumstiick v entstanden ist,
setzt demgemiB die Endlichkeit und Stetigkeit der Skalaren
@, ¥ und ihrer Gradienten in dem von der Fliche f be-
grenzten Gebiete voraus.

§ 21. Quellpunkte.

Wir haben bisher die Quellen immer als stetig verteilt,
den Wert der Divergenz immer als endlich vorausgesetzt. In
Wirklichkeit ist diese Annahme bei allen Vektorfeldern erfiillt.
Indessen gibt es Fille, wo die Verteilung der Quellen sich
einer unstetigen niihert, indem sie nahezu auf Punkte, Linien
und Flichen zusammengedringt erscheinen. Da die unstetigen
Verteilungen sich mathematisch zuweilen einfacher behandeln



62 Erster Abschnitt. Vektoren und Vektorfelder. § 21

lassen, als die stetigen, so idealisiert man wohl die Probleme,
indem man mit unstetiger Verteilung rechnet. Man muB dabei
allerdings, wenn man Fehlschliisse vermeiden will, im Auge
behalten, da man mit Annahmen operiert, die der Wirklich-
keit nicht genau entsprechen.

Immerhin erscheint es zweckmiflig, in diesem Paragraphen
die von Quellpunkten erzeugte wirbelfreie Stromung zu be-
handeln. Wir gehen von dem Falle eines einzelnen Quell-
punktes in einer den ganzen Raum erfiilllenden Fliissigkeit
aus. Nach der Symmetrie wird die dem Quellpunkte ent-
stromende inkompressible Fliissigkeit sich nach allen Richtungen
gleichmifig ausbreiten. Sie wird radial abflieBen, indem
durch alle die konzentrischen, um den Quellpunkt als Mittel-
punkt gelegten Kugelflichen die gleiche Strémung hindurch-
tritt. Dieselbe gibt die Ergiebigkeit der Quelle an, wenn
wir diese, wie bisher, durch das Volumen der heraustretenden
Fliissigkeit messen. KEs soll aber von jetzt an die Ergiebig-
keit durch die Masse der idealen Fliissigkeit bestimmt und
deren Dichte, iiber die wir noch beliebig verfiigen kénnen,

gleich i gesetzt werden. Das geschieht, um in den Formeln

die Analogie des Stromungsfeldes und des in absoluten elektro-
statischen Einheiten gemessenen elektrischen Kraftfeldes deut-
lich hervortreten zu lassen.

Die so gemessene Ergiebigkeit ¢ der Quelle betrigt

LT
e= G/dfbn =iy

umgekehrt driickt sich die radiale Geschwindigkeit durch die
Ergiebigkeit folgendermafBlen aus:

4
nr = S
r

sie nimmt mit dem reziproken Quadrate der Entfernung » vom
Quellpunkte ab und wird unendlich, wenn man in den Quell-
punkt hineingeht.

Die wirbelfreie Natur der Stromung bringt es mit sich, daB
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der Vektor v sich als negativer Gradient eines Potentiales darstellt
(1) b=—Vop, g="-

r

Im Ausdruck des Potentiales ¢ und der Geschwindigkeit v
wird, wie man sieht, der Faktor 4z durch die iiber die Dichte
getroffene Festsetzung beseitigt; er kommt aber an einer
anderen Stelle wieder herein, nimlich in die Beziehung, welche
die Ergiebigkeit ¢ mit der iiber eine den Quellpunkt ein-
schlieBende Fliche integrierten Normalkomponente von b ver-
kniipft:

(18) [v,df = 4me.

Haben wir nun eine Reihe von / Quellpunkten, von den
Ergiebigkeiten ¢, ... ¢,, deren Felder sich superponieren, so
kann man das resultierende Feld entweder durch geometrische
Addition der Vektoren b, ... w,, oder einfacher durch alge-
braische Addition der skalaren Potentiale ¢, ... ¢, bestimmen:

h h
. €.
(719) n=2;ni=_v¢" ‘;3:2;,':'
i=1 i=1 @

Konstruiert man eine geschlossene Fliche, die eine Zahl von
Quellpunkten einschlieBt, so ist das Fliissigkeitsvolumen, welches
durch die Fliche nach auBen tritt, gleich 4xmal der alge-
braischen Summe der Ergiebigkeiten der eingeschlossenen Quellen.

SchlieBt die Fliche das ganze endlich ausgedehnte Quell-
system ein, so ist das Volum der herausstromenden Fliissigkeit

);
4:-:2753..
i=1

Ist die Fliche eine Kugel, deren Mittelpunkt innerhalb des
Quellsystems liegt, so nihert sich in dem MaBe, wie der
Radius R der Kugel wichst, die Stromung einer radialen;
denn je griBer der Kugelradius gegen den groBten Abstand
zweier Quellpunkte ist, um so geringer ist der FKehler, den
man begeht, wenn man in (79)

rn—R

L
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gegen 1 vernachliissigt, d. h. jedes »; durch R ersetzt, wodurch
h

>

_i=1

R
wird. In solchen Entfernungen wirkt das Quellsystem wie ein
einzelner Quellpunkt im Mittelpunkt der Kugel, dessen FEr-
giebigkeit gleich der gesamten Ergiebigkeit des Quellsystems
ist. Im allgemeinen verschwindet daher das Potential im Un-
endlichen wie die reziproke erste Potenz, die radiale Ge-
schwindigkeit, wie die reziproke zweite Potenz von R.

§ 22. Doppelquellen.

Besonderes Interesse verdienen diejenigen Quellensysteme,
in denen die Summe der Ergiebigkeiten der positiven und
der negativen Quellen Null ist. Hier verschwindet im Unend-
lichen das Potential von hoherer als der ersten, die radiale
Greschwindigkeit von hoherer als der zweiten Ordnung; die
Strémung durch eine das ganze Quellensystem einschlieBende
Fliche ist gleich Null

Das einfachste Feld dieser Art ist dasjenige, welches von
zwei benachbarten Quellpunkten von gleicher Krgiebigkeit,
aber entgegengesetztem Vorzeichen, erzeugt wird. Wir wollen
dieses Quellensystem eine ,Doppelquelle“ nennen. Das
Potential des zugehirigen wirbelfreien Feldes wird erhalten,

indem der Grenzwert berechnet wird, dem die Differenz
;f: zustrebt, wenn Quellpunkt und Senkpunkt ganz nahe
1 2

aneinander riicken. KEs wird fiir das Verstindnis dieses Grenz-
iberganges niitzlich sein, einige Begriffe zu erliutern, die
bisher nicht zur Sprache gekommen sind.

Wir haben in § 18 die Operation V kennen gelernt; die-
selbe gab den auf die Liéngeneinheit berechneten Zuwachs an,
den der betreffende Skalar bei einer Verschiebung nach
irgendeiner Richtung erfuhr. Wir haben nun im Felde

eines Quellpunktes zwei Arten von Verschiebungen zu unter-



§ 22 Zweites Kapitel. Die Vektorfelder. 65

scheiden, solche, bei denen der betrachtete Punkt des Feldes,
den wir Aufpunkt nennen wollen, verschoben, aber der
Quellpunkt festgehalten wird, und soleche, bei denen der Auf-
punkt festgehalten und der Quellpunkt verschoben wird.
Erteilt man dem Quellpunkt und dem Aufpunkt gleiche und
gleichgerichtete Verriickungen, so behilt jede Grofe, die nur
vom Abstand » der beiden Punkte abhiingt, ihren Wert bei;
denn der Abstand von Quellpunkt und Aufpunkt #ndert sich
bei einer solchen gemeinsamen Verschiebung nicht. Mithin
ist eine Verriickung des Quellpunktes nach irgend-
einer Richtung fiquivalent einer Verriickung des Auf-
punktes von dem gleichen Betrage, aber nach der
entgegengesetzten Richtung. Indem wir den Zuwachs bei
Verschiebung des Aufpunktes und des Quellpunktes V, und
V, schreiben, konnen wir das Ergebnis unserer Betrachtung,

angewandt auf die GroBe 1, ausdriicken durch

(80) Voo W2

@y g

Die gewdhnliche, an skalare Grofen sich anlehnende Be-
trachtungsweise fiihrt zu demselben Resultate, indem sie den
Abstand von Quellpunkt und Aufpunkt

r=Ve—8+@—u+E—8

setzt, wo xyz die Koordinaten des Aufpunktes, Ey§ die-
jenigen des Quellpunktes sind. Es ist dann

™

or or ro cr or or
o c&’ y

1

T on' 9z et?

=¥}

woraus der obige Satz fiir jede ausschlieBlich von » abhingige
GriBe folgt.

Bei der Aufgabe, von der wir ausgingen, nidmlich das
Potential einer Doppelquelle zu berechnen, 1st eine Ver-
riickung des Quellpunktes vorzunehmen, und zwar in der
Richtung vom Senkpunkte zum Quellpunkte, und um eine
sehr kleine Strecke, die gleich dem Abstande ! der beiden

Abraham, Theorie der Elektrizitit. I. 3. Aufl. b
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Punkte ist. Wir fiilhren einen neuen Vektor m ein, den wir
»Moment der Doppelquelle” nennen; seine Richtung soll
vom Senkpunkte nach dem Quellpunkte weisen, und sein
Betrag soll gleich sein der Ergiebigkeit (¢) des Quellpunktes,
multipliziert mit dem Abstande ! vom Quellpunkt und Senk-
punkt: |m|=el. Dann erhalten wir als Potential der
Doppelquelle:

(81) g=(mv,)=—mv,)),

oder, in skalarer Schreibweise

(81a) $ =,z +m,5
e o TE O
Mo T Mgy T M0
Die Formel (81) gilt als Niherungsformel fiir ein Quell-
paar entgegengesetzten Vorzeichens und fiir Entfernungen
des Aufpunktes, die groB sind gegen den Abstand von
Quellpunkt und Senkpunkt. Sie gilt streng fiir beliehige Ab-
stinde des Aufpunktes von der Doppelquelle, wenn man 1
gleich Null macht; dabei mufl natiirlich, wenn |m| endlich
bleiben soll, die Ergiebigkeit ¢ unendlich werden, in der
Weise, daB das Produkt e-l bei dem Grenziibergang einem
bestimmten endlichen Werte zustrebt. Der Punkt » =0 ist
natiirlich bei der Doppelquelle ebenso wie bei der einfachen
Quelle, aus dem Felde auszuschlieflen, weil die Geschwindig-
keit dort unendlich wird. Hier liegt ein Fall vor, wo die
idealisierende Voraussetzung unstetiger Verteilung der Quellen,
auf das Quellgebiet selbst angewandt, zum Widerspruche mit
der Wirklichkeit fiihrt.

§ 23. Berechnung des wirbelfreien Vektorfeldes
aus dem Quellenfelde.

Wir kehren zur Untersuchung des wirbelfreien Vektor-
feldes mit stetig iiber den Raum verteilten Quellen zuriick.
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Dabei soll, ebenso wie im letzten Paragraphen, die Ergiebig-
keit der Quellen nicht durch das Volumen, sondern durch
die Masse der erzeugten idealen Fliissigkeit von der Dichte

11; definiert sein. Man hat dann, auf die Volumeinheit be-
rechnet, die Ergiehigkeit
Q= % divp,

und da in dem wirbelfreien Felde der Vektor v der negativ
genommene Gradient eines Potentiales ist,
(82) 47 = divh = — divVep = — Vig.

Die letzte Gleichung lehrt, aus dem Vektor b, bzw.
aus seinem Potentiale ¢, die Verteilung der Quellen zu be-
rechnen. Es mag jetzt die umgekehrte Aufgabe vorgelegt
sein: Aus dem gegebenen Quellenfelde soll das Vektorfeld
berechnet werden, das als stetig und wirbelfrei vorausgesetzt
wird; dabei wird angenommen, daf die Quellen durchweg im
Endlichen liegen, daB also auflerhalb eines gewissen endlichen
Bereiches o gleich Null ist.

Es fragt sich zunichst, ob durch diese Angaben das
Feld des Vektors v eindeutig bestimmt ist, oder ob es nicht
zwei Vektoren b, v, gibt, die beide den Voraussetzungen
Geniige leisten, ohne daB ihre Felder = durchaus tiber-
einstimmen. Um diese Frage zu entscheiden, untersuchen
wir den Vektor b, —p,, den wir fiir den Moment mit v be-
zeichnen wollen. Sein Feld soll einerseits wirbelfrei, ander-
seits, weil ja b, b, dieselben Quellen haben, quellenfrei sein.
Aus der letzteren Eigenschaft folgt, daf das ganze Stromungs-
feld sich liickenlos in Rihren teilen 1iBt, derart, daB durch
alle Querschnitte einer bestimmten Réhre die gleiche Fliissig-
keitsmenge stromt, und daf die Rohren im Endlichen weder
beginnen mnoch endigen. Ins Unendliche aber kinnen sie
nicht reichen; denn es verschwindet, da die gesamte Ergiebig-
keit der Quellen von b gleich Null ist, die Geschwindigkeit im
Unendlichen von héherer als der zweiten Ordnung. KEs miiBiten
also die Stromrohren geschlossene Rihren sein.  Wir berechnen

5*
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nun die kinetische Energie, die in einer solchen, hinreichend

klein gewiihlten Rohre enthalten ist, indem wir h;iv iiher die

Volumelemente der Rohre integrieren. Ist s die Leitkurve der
Réhre, der parallel die Stromung flieft, und ¢ ihr Querschnitt,
so ist ¥ =17 und dv = gds, ferner vg konstant lings der
Riohre. Wir erhalten mithin fiir die kinetische Energie, die
in der ganzen Rohre enthalten ist,

P

1
501 | Bl
2

Da nun aber die Stromung als wirbelfrei vorausgesetzt war,
so ist das lings der geschlossenen Leitkurve erstreckte Linien-
integral von v Null, mithin die in einer jeden Rohre ent-
haltene Energie Null, und daher schlieflich die gesamte kine-
tische Energie der Fliissigkeitsstromung Null.

Das ist aber unmdglich, sofern nicht im ganzen Felde
b =0, mithin v, =uv, ist. Die beiden Vektoren b, v,, die
zuniichst als verschieden betrachtet wurden, sind also in
Wirklichkeit identisch, das gestellte Problem kann nicht
mehrere Liésungen besitzen.

Der soeben gegebene Eindeutigkeitsbeweis ist natiirlich
ganz unabhingig davon, ob unserer idealen Fliissigkeit lebendige
Kraft zugeschrieben wird oder micht, er beruht nur auf dem
Verschwinden des mathematischen Ausdruckes

v a0 Ly
i’—vjd’bsﬂb,

der allerdings zweckmillig als lebendige Kraft der Stromung
gedeutet wird. Das tritt vielleicht klarer hervor, wenn wir
den gefiihrten Beweis in analytischem Gewande wiederholen.
Wir setzen in der Greenschen Formel (75)

b=—Vg, dxe=—Vig=0, g=1.
Das Oberflichenintegral verschwindet, wenn die Fliche f
in das Unendliche riickt, und es folgt

def:u.
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Da v* niemals negativ werden kann, so kann das iiber
den ganzen Raum erstreckte Integral nur verschwinden, wenn
v durchweg Null ist.

Die Greenschen Sitze fithren uns nun weiter zur Lésung
der gestellten Aufgabe; sie gestatten es, aus dem Quellen-
felde p zuniichst das Feld des Potentiales ¢ zu berechnen, als
dessen negativer Gradient dann der Vektor v erhalten wird.
Wir legen die Formel (76) zugrunde; ¢, ¢ bedeuteten daselbst
Skalare, die nebst ihren Gradienten im ganzen Raume endlich
und stetig sein sollten. Wir verstehen unter ¢ das gesuchte
Potential, wiithrend wir

setzen, wo » die Entfernung von ecinem beliebig gewiihlten
Punkte P des Feldes angibt. Der Punkt P mufl dann aus
dem Felde ausgeschlossen werden, etwa durch eine kleine
Kugelfliiche f;, damit ¥ in dem ganzen Gebiete, auf das wir
die Formel (76) anwenden, endlich und stetig wird.

Die Begrenzung dieses (ebietes besteht erstens aus der
kleinen, um £ als Mittelpunkt konstruierten Kugel f;, zweitens
aus einer das ganze Quellensystem -einschlieBenden Fliche f.
Das iiber die letztere erstreckte Integral

,1.]
fff v

verschwindet, wenn wir die Fliche f in das Unendliche riicken

lassen; denn es wachsen zwar die Flichenelemente wie % aber
‘ . ; f - .

¢ verschwindet mindestens wie »~1, mi: mindestens wie =%

Es ergibt daher Gleichung (76)

1 cp 1 2 1
/dfo roén qJBu 2,]‘(3”{)‘ vijﬁ(pvzrrr}.
In dem iiber die kleine Kugel f, zu erstreckenden Flichen-

integral bedeutet n diejenige Normale, die von dem betrachteten
Gebiete nach auflen weist, also nach dem Mittelpunkte der
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Kugel hin gerichtet ist. Es folgt

r 1

2

QJ|
=
~

LiBt man nun die Kugel f; mehr und mehr sich auf den
Punkt P zusammenziehen, so verschwindet in der Grenze das Glied

.1l
fdfo roon

und das andere Glied wird

d
_f ?am' =—4ng,

wo ¢ jetzt den Wert des Potentiales im Punkte P bezeichnet.
Da ferner in dem Volumintegrale nach Gleichung (82)

4o =divy = — Vig
einzufithren und

wl_o
r

zu setzen ist — es stellt : das Potential eines in P be-

findlichen Quellpunktes von der Ergiebigkeit 1 dar, dessen
Feld auBlerhalb f, quellenfrei ist —, so erhilt man schlieBlich
(83) g =2
als Wert des Potentiales in dem jetzt heliebig zu wiihlenden
Aufpunkte P.

Vergleicht man diese Formel mit der im vorigen Para-
graphen fiir das Potential eines System:s von Quellpunkten
abgeleiteten Formel (79), so bemerkt man, daB hier das
resultierende Potential ebenso durch algebraische Summation
von den einzelnen Volumelementen herrithrender Beitriige ent-
steht, wie es dort durch Addition der Potentiale der einzelnen
Quellpunkte entstand. Doch fiihrt das jetzt fiir stetig verteilte
Quellen erhaltene Resultat insofern weiter, als es auch auf
das Innere des Quellengebietes anwendbar ist. Auch hier be-
rechnet sich das Potential nach (83), der Vektor v wird als-
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dann als negativer Gradient von ¢ erhalten:
i —— Vs

er entsteht durch geometrische Addition der von den einzelnen
Volumelementen des Quellensystemes erzeugten Geschwindig-
keiten.

Bisweilen gelingt es auf Grund dieses Superpositions-
prinzipes, durch blofe Symmetriebetrachtungen die von einem
gegebenen Quellensystem herrithrende Stromung zu finden.
Es mogen etwa die Quellen gleichformig iiber eine Vollkugel
vom Radius a verteilt sein. Nach der Symmetrie folgt, daB
die Stromung iiberall radial verliuft. Mithin ist das Fliissig-
keitsvolumen, das durch konzentrische Kugeln vom Radius R

nach aullen tritt,
4z |v| R,

und der GauBsche Satz ergibt gemiB Gleichung (82) fiir R > a

¥ 4
b =0'1'§é=£s=' (V= ;“3)

Die Stromung erfolgt auBerhalb der mit Quellen gleich-
formig erfiillten Kugel so, als ob im Mittelpunkte ein Quell-
punkt sich befinde, dessen Krgiebigkeit gleich der gesamten
Ergiebigkeit der Kugel ist.

Durch Kugeln hingegen, welche innerhalb des Quellen-
gebietes liegen, tritt nur dasjenige Fliissigkeitsvolumen, welches
den eingeschlossenen Quellen von der Ergiebigkeit

47 R?
o
entspricht; die #ulleren Iugelschichten, allein vorhanden,
wiirden in dem inneren Hohlraum nach Symmetrie eine wirbel-
freie Stromung nicht erzeugen kénnen. Mithin ist fiir R <a

im
B - R-o.

Das Potential @ bestimmt man nun so, daB es im Un-
endlichen verschwindet. Es ist fir R>a
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) V  4ma®
@*J‘Il\dngRm,é,R,,g,
R

folglich fiir R =«

daher fir R <a

2 2 2
(p=fi_:_ga__Q_l_fuid]{:i:rsa_.g_i_{27:31{ @},
b R
oder schlieflich
(83a) R>a =

47xa® 1

3 ¢ R
(83h) R<a qo=(2m2—2§'1~:2)g.

Das sind die Werte des Potentiales auBerhalb und
innerhalb der gleichférmig mit Quellen erfiillten

Vollkugel.
Es ist von Interesse, den allgemeinen Ausdruck
dv o
T'= s U5

den wir oben als’lebendige Kraft der Stromung gedeutet
haben, auf eine andere Form zu bringen. Das geschieht, indem
wieder in (75) ¢ = ¢ gesetzt und diese Gleichung auf das
ganze Feld angewandt wird. Das iiber die unendlich entfernte
Grenzfliche erstreckte Flichenintegral ist Null. Es folgt

a1 s __ 1 f
r= fan@gp ==L favgv,
daher mit Riicksicht auf (82):

(84) T = ;fdlfgqo.

Die lebendige Kraft der Strémung stellt sich
hier dar als ein nur iber das Quellengebiet zu er-
streckendes Integral; diese Art der Darstellung erweckt
den Anschein, als ob der Sitz der Energie ausschlieBlich das
Gebiet der Quellen wiire, withrend doch in Wirklichkeit alle
Volumelemente des Stromungsfeldes Energie enthalten.
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Die Berechnung der Energie des Stromungsfeldes wird oft
erleichtert, wenn man die Formel (84) zugrunde legt; in dem
soeben behandelten Beispiele ist die Integration nur iiber das
Innere der Kugel zu erstrecken; da die Dichte ¢ hier konstant
ist, so erhiilt man aus (83b)

T 29;92de]£2(271:@2— 2% Bo);
v

dies ergibt fiir die homogen mit Quellen erfiillte Voll-

kugel
_ 16=m®g%a® 3 e

(84a) e i

§ 24. Flichenhaft verteilte Quellen.

Die Uberlegungen des vorigen Paragraphen fuBten auf
der Voraussetzung, dall die betrachtete wirbelfreie Stromung
tiberall endlich und stetig verliuft, dall mithin weder das
Potential, noch der Vektor v selbst ihre Werte etwa beim
Durchschreiten gewisser Flichen sprunghaft fndern. Wir
wollen diese Voraussetzung jetzt fallen lassen, indem wir es
als zulissig ansehen, dall sowohl ¢, wie auch die Komponenten
des wirbelfreien Vektors

b=—Vop

an gewissen Flichen Unstetigkeiten besitzen. Hs wird ge-
niigen, eine einzige Unstetigkeitsfliche (f,;) in Betracht zu
ziehen (Abb. 8), die zwei Gebiete (1, 2) des
Feldes scheidet. Da zu beiden Seiten der
Unstetigkeitsfliche v der Gradient von (— ¢)
sein soll, so werden die tangentiellen Kompo-
nenten von v zu jeder Seite von f, sich aus
dem Anstiege des Potentiales ¢ beim Fort-
schreiten lings der Fliche berechnen, ihre
Spriinge aus dem Sprunge der Potentialwerte.
Es wird daher auBler dem Sprunge von ¢ nur
noch der Sprung der Normalkomponente von v unabhiingig vor-

Abb. 8.
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zuschreiben sein. Wir wollen zwei diesen Spriingen propor-
tionale GroBen o, v einfiihren, die genauer durch folgende
Gleichungen definiert sind

(85) dro = g,i:] i g:; = (:nm + nﬂ‘.’))
(86) dnt =@, — ;.

Dabei sollen diec Normalen =, n, so gerichtet sein, daB sie
von dem betreffenden Gebiete (1) bzw. (2) aus, um dessen
Feld es sich gerade handelt, nach der Fliche f;, hinweisen
(Abb. 8). Diese Festsetzung stimmt iiberein mit der bei der
Formulierung des Gaufischen Satzes getroffenen, daf niimlich
die Normale einer das Feld begrenzenden Fliche stets nach
der Fliche hin gezogen werden soll.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dal durch Angabe der
Verteilung von @ und t lings der Unstetigkeitsfliche, sowie
der riumlichen Verteilung des Quellenfeldes o die wirbelfreie
Stromung eindeutig bestimmt ist. In der Tat, betrachten wir
zwei wirbelfreie Felder v/, v", fiir die sowohl die riumliche
Verteilung der Quellen, wie auch die durch (85, 86) vor-
geschriebenen Unstetigkeiten an der Fliche f,, die gleichen
sind, die im iibrigen endlich und stetig sind. Die Differenz v’ — "
wird dann ein wirbelfreies Feld darstellen, das iiberall quellen-
frei, endlich und stetig ist; wir haben aber im vorigen Para-
graphen gezeigt, dafll ein solches Feld durchweg verschwindet;
es ist daher v’ — " gleich Null

Um nun das Feld bei gegebenen Unstetigkeiten auf f,,
wirklich zu berechnen, gehen wir wieder, wie im vorigen
Paragraphen, von der Formel (76) aus; wir setzen dort

P = %7

wo # die von irgendeinem Punkte P des Feldes aus gerechnete
Entfernung ist. Wir legen diesen Punkt so, daB er nicht
gerade in die Unstetigkeitsfliiche fillt. Wir legen wieder eine
kleine Kugel um P als Mittelpunkt, um diesen Unstetigkeits-
punkt von ¥ aus dem Integrationsgebiete auszuschlieBen. Macht
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man diese Kugel kleiner und kleiner, so ergibt das entsprechende
Flichenintegral in (76) wiederum als Grenzwert — 4w, wo ¢
das Potential im Punkte P ist. Jetzt muB man aber auch
die Unstetigkeitsfliiche f,, aus dem Integrationsgebiete aus-
schlieBen, weil ja Endlichkeit und Stetigkeit sowohl von g,
wie von Vg in dem Gebiete notwendig zur Giiltigkeit von
(76) waren.

Es mag f,, zunichst ein ungeschlossenes Flichenstiick
sein. Wir denken uns eine derselben beiderseits dicht an-
liegende geschlossene Fliche f, welche f;, von dem Integrations-
gebiete ausschlieBt, und berechnen fiir f das in (76) ein-
gehende Integral

Dasselbe setzt sich aus zwei Teilen zusammen, die von
den beiden Seiten der Unstetigkeitsfliche f,, herriihren; es
wird daher

1 1

ca ' 161;3 [n 09‘ a?
de]rgn ‘P@,, dfm ‘rn mr;) %Bn]——q}"?)n_

Wir wollen nun diejenige Normalenrichtung bevorzugen,
welche von (2) nach (1) geht, und wollen sie durch den Ein-
heitsvektor n zur Darstellung bringen, den wir den einzelnen
Punkten der Fliche f;, zuordnen (Abb. 8). Dann wird

L _ !
o

ﬁr_:w(nv%), :: =+(nvi)-

ony

Dabei bezieht sich der Zuwachs V% nicht auf Verriickung des

Aufpunktes P, sondern auf ein Fortschreiten durch die
Unstetigkeitsfliche hindurch. Da diese in einem im niichsten
Paragraphen zu erliuternden Sinne als System von Doppel-
quellen zu betrachten ist, so schreiben wir in der Bezeichnungs-
weise des § 21 und mit Riicksicht auf (80)
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4 1 1
B Tl e (mv,7)=—(nv.7)
und erhalten durch Einfiithrung der durch (85, 86) definierten
Griflen o, 7:
L | |

fdf 1ig_g a;]=4n:[dfn,l-;—(-ruva:)‘-

Hierzu ist jetzt das von der um P konstruierten Kugel
herrithrende Glied — 4z ¢ hinzuzufiigen und die Summe ist
dem iiber den ganzen Raum erstreckten Volumintegral der
Formel (76) gleichzusetzen, fiir das sich, wie im vorigen
Paragraphen

~,z?vv2¢=_4,, /'s“je

¥

s

ergibt. Wir erhalten daher
‘i . el rl - 1
) g [T far,® — [afy (e, )

als das Potential, dessen negativ genommener Gradient
b=—Vg
der gesuchte Vektor ist.

Wir deuten das Resultat, indem wir die drei Glieder
einzeln diskutieren. Das erste Glied entspricht gemiB (83)
den stetig iiber den Raum verteilten Quellen von der Ergiebig-
keit ¢ pro Volumeinheit. Zu diesem kommt nun das zweite
Glied, das als Potential des Systemes iiber die Fliche f,, ver-
breiteter Quellen, von der Ergiebigkeit @ pro Flicheneinheit,
zu deuten ist. In der Tat erkennt man diese Bedeutung der
GriBe ©, wenn man das Flichenelement df,, in einen sehr
kleinen Zylinder einschlieBt, dessen Grundflichen df;, parallel
und gleich sind, wihrend seine Hohe gegen die Abmessungen
der Grundfliche verschwindend klein ist. Durech die Grund-
flichen entstromt das Fliissigkeitsvolumen

—d fl? (nnl + nﬂ!)
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— es weisen die Normalenrichtungen #,, %, der Abbildung 8 nach
der Fliche fi, hin, daher das negative Vorzeichen. Die Menge

unserer idealen Fliissigkeit von der Dichte 4%, die in der Zeit-

einheit der Flichenelemente df,, entstrémt, betrigt mithin

« : 1 ¢ 0
= dfys (0, +9,,) = Z,;dfm (;:i + a;Z) = 0df,

es ist also wirklich @ die auf die Flicheneinheit berechnete
Ergiebigkeit.
Neben der Ergiebigkeit der riumlich verteilten Quellen

1 .
Q=Gd1vn

lernen wir jetzt die Ergiebigkeit der flichenhaft verteilten
Quellen

1
O = ix (nm & L)

kennen, als einen dem Sprunge der normalen Geschwindig-
keitskomponente porportionalen Skalar. Der ,Divergenz® bei
stetigen Feldern tritt hei Unstetigkeitsflichen die ,Flichen-
divergenz“
— (nm 5 nns)

an die Seite.

Der Formel (83) entspricht, beim Auftreten von flichen-
haften Quellenverteilungen, die folgende

3 ’dfl o)
(87a) g EJ, e,

Es ist ibrigens nicht notwendig, daBl /, eine ungeschlossene
Fliche ist; auch fiir geschlossene Flichen gelten die gleichen
Resultate. Man beweist das, indem man die Formel (76) auf
die beiden Gebiete, in die der Raum durch die Unstetigkeits-
fliche zerlegt wird, einzeln anwendet und die erhaltenen
Relationen addiert. Ebenso ist das Resultat auf den Fall zu
iibertragen, dafl nicht eine einzige, sondern mehrere Unstetig-
keitsflichen das Feld durchschneiden. Auch hier liBt sich der
Einfluf der Unstetigkeitsfliichen stets durch Annahme flichen-
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haft verteilter Quellen darstellen, solange v =0 ist, d. h. so-
lange als das Potential ¢ bei Durchquerung jener Flichen
sich stetig verhilt.

§ 25. Doppelschichten.

Besitzt hingegen das Potential ¢ selbst Unstetigkeiten,
so kommt das dritte Glied in (87) fiir die Berechnung des
Feldes in Betracht, wobei ¢ durch (86) gegeben wird. Die
Vergleichung dieses dritten Gliedes mit dem Ausdrucke (81),
der in § 22 fiir das Potential einer Doppelquelle erhalten
war, zeigt, welche Quellenverteilung hier anzunehmen ist.

Es sind Doppelquellen von dem Momente = n pro Flichen-
einheit, die iiber die Unstetigkeitsfliche hin verteilt sind.
Man bezeichnet ein solches Quellensystem kurz als ,Doppel-
schicht, den Vektor zun als ,Moment der Doppel-
schicht“. Da n einen Einheitsvektor vorstellt, so ist nach
(86) der Betrag des Momentes, multipliziert mit 4z, gleich
dem Sprunge, den das Potential ¢ beim Durchschreiten der
Unstetigkeitsfliiche erfihrt. Da ferner n die Richtung von (2)
nach (1) anzeigt und 7 positiv ist, wenn beim Durchschreiten
in dieser Richtung ¢ sprungweise wichst, negativ, wenn ¢
sprungweise abnimmt, so ist die Richtung des Vektors zn
stets diejenige Normalenrichtung, die von niederen zu héheren
Potentialwerten fiihrt.

Denkt man sich zwei Parallelflichen zur Unstetigkeits-
fliche f,, gelegt, die eine auf der Seite der griBeren, die
andere auf der Seite der kleineren Potentialwerte, und die
erste mit einer einfachen Schicht von Quellen, die zweite mit
einer einfachen Schicht von Senken belegt, derart, daB zwei
einander gegeniiberliegende Elemente der beiden Flichen im
ganzen die Ergiebigkeit Null besitzen, und liBt man die beiden
Flichen n#iher und niher aneinanderriicken, so besitzt im
Grenzfalle die erzeugte wirbelfreie Stromung das Potential

(87b) ¢=+J'dfm(rn, Vﬂl,) = —J.dfu(rn, Va:).
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orn
L
o

Das erkennt man sofort durch Betrachtungen, die durch-
aus denen entsprechen, die im § 22 zum Ausdrucke (81) fiir
das Potential einer Doppelquelle fithrten. Der absolute Betrag
von t ist dem Produkte aus Abstand der beiden Schichten
und Flichendichte der Quellenschicht gleichzusetzen. Wenn
man nicht zur (Grenze eines verschwindenden Abstandes iiber-
geht, sondern zwei derartige Schichten in einem kleinen,
jedoch endlichen Abstande annimmt, so gilt der obige Aus-
druck fiir das Potential angenihert in solchen Aufpunkten,
deren Abstand von den Punkten der beiden Schichten groB
ist gegen den Abstand der beiden Schichten; er gilt in diesem
Falle auch dann noch, wenn die Verteilung auf jeder der
Schichten eine nicht streng, sondern nur angenihert fldchen-
hafte ist. Solche Verteilungen der Quellen kommen in
Wirklichkeit vor. Man idealisiert sie, indem man die positiven
und negativerr Quellen auf zwei Flichen konzentriert denkt,
die dann ihrerseits wieder ganz dicht aneinanderriicken. Der
Potentialausdruck, der diesem idealisierten Quellensysteme
zukommt, gilt fiir beliebige Entfernungen des Aufpunktes von
der Doppelschicht. Man mub aber im Auge behalten, daB in
unmittelbarer Nihe des Quellengebietes und innerhalb desselben
die vorgenommene Idealisierung nicht der Wirklichkeit ent-
spricht, und muf sich davor hiiten, hier die erhaltene Formel
anzuwenden.

Man betrachte ein Flichenelement df,, der Doppelschicht
und ziehe von seinem Mittelpunkte aus Radienvektoren r nach
den Aufpunkten. Wir wollen sagen, ein Aufpunkt liege auf
der positiven oder negativen Seite von df,,, je nachdem der
Radiusvektor r mit der Richtung des Momentes rndf;, des
betreffenden Flichenelementes einen spitzen oder einen stumpfen
Winkel einschlieBt. Nun besitzt

Tcos(rnm)

_(rn, Va:’)=+ e

im ersten Falle einen positiven, im zweiten einen negativen
Wert, mithin ist
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df**—’fi’i(t'—')=+ a8 |z,

wo d& den korperlichen Winkel angibt, unter dem das
Flichenelement df;, von dem betreffenden Aufpunkte aus
erscheint und wo das obere oder das untere Vorzeichen gilt,
je nachdem der Aufpunkt auf der positiven oder auf der
negativen Seite der Doppelschicht liegt; daher wird das aus
den Beitriigen der Elemente der Doppelschicht sich zusammen-

setzende Potential
(88) e;o=f_-i_—_|r\rlﬁ.

Man hat demnach den Betrag des Momentes | 7 | zu
multiplizieren mit dem korperlichen Winkel /&, unter dem das
Flichenelement von dem betreffenden Aufpunkte aus gesehen
wird, und iiber die ganze Doppelschicht zu integrieren, wobei
die Beitriige derjenigen Flichenelemente positiv' in Rechnung
zu setzen sind, auf deren positiver Seite der Aufpunkt liegt,
diejenigen negativ, auf deren negativer Seite der Aufpunkt liegt.

Im allgemeinen wird | = | lings der Fliche variabel sein
ist es konstant, so nennt man die Doppelschicht homogen;
hier wird

(88a) :p=|1r[fj:d.§!=+it|52.

Dabei gibt @ den korperlichen Winkel an, unter dem
die Fliche von einem im Aufpunkte befindlichen Beobachter
gesehen wird. Das folgt ohne weiteres, wenn der Aufpunkt
fiir alle Elemente der Schicht auf der positiven, oder fiir alle
auf der negativen Seite liegt, und hiernach ist das Vorzeichen
zu bestimmen. Ist aber die homogene Doppelschicht so be-
schaffen, daBl der Aufpunkt fiir einzelne Teile der Schicht auf
der positiven, fiir andere auf der negativen Seite sich befindet,
80 hat man die Potentiale dieser Flichenstiicke einzeln aus
thren korperlichen Winkeln zu berechnen und die Winkel,
mit dem richtigen Vorzeichen versehen, zu addieren.

Auch fiir eine geschlossene Doppelschicht gelten die er-
haltenen Resultate. Ist die Doppelschicht homogen und weist
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das Moment in Richtung der iuBeren Normalen, so ist auBen
¢ =0

denn jeder von einem HuBeren Punkte aus konstruierte

Elementarkegel schneidet aus der Doppelschicht eine gerade

Anzahl von Flichenelementen heraus, deren Potentiale numerisch

gleich sind und abwechselnd mit positivem und negativem
Vorzeichen zu nehmen sind. Innen aber ist

g =—4ar.

Denn die von inneren Punkten ausgehenden Elementarkegel
schneiden aus der Doppelschicht eine ungerade Anzahl von
Flichenstiicken heraus, von denen das erste mit negativem
Vorzeichen zu nehmen ist, wihrend die folgenden sich auf-
heben. Das einer solchen geschlossenen homogenen Doppel-
schicht entsprechende Feld ist auBen und innen Null, dabei
springt aber das Potential beim Durchschreiten der Doppel-
schicht um 4xr, entsprechend der Voraussetzung, von der
wir ausgingen.

Dafi auch fiir ungeschlossene homogene Doppelschichten
der Sprung des Potentiales 4z v ist, erkennt man, indem man
sie zu einer geschlossenen erginzt denkt; das Potential der zu
diesem Zwecke hinzuzufiigenden Doppelschicht ist dasselbe fiir
zwel Punkte, die auf den beiden Seiten der urspriinglichen
Doppelschicht einander gegeniiberliegen, abgesehen von den
dem Rande benachbarten Punkten. Der Sprung 4xz der
geschlossenen Doppelschicht ist also gleichzeitig der Sprung
der urspriinglich gegebenen ungeschlossenen, ausgenommen in
unmittelbarer Niihe der Randkurve.

Auf das Potential und das Feld ungeschlossener Doppel-
schichten kommen wir weiter unten zuriick.

§ 26. Der Wirbel oder Curl eines Vektors.
Wir haben im § 18 ein Vektorfeld wirbelfrei genannt,
wenn fiir einen jeden im Feld verlaufenen geschlossenen Weg

das Linienintegral
Abraham, Theorie der Elektrizitit. 1. 3. Aufl 6
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P

(R9) f v,ds

P

verschwindet. Als hinreichende und notwendige Bedingung
hierfiir ergab sich, daB der Vektor v als negativer Gradient
aus dem Felde eines Skalars ¢ abzuleiten sein muBte, d. h. daB
die Komponenten sich in der Form darstellen lieBen

i b — ap b o 28

b= e - WL

x L
' Das Kriterium hierfiir ist das Verschwinden der drei
Ausdriicke

ov. gb, ov, db, v, OB

By 0z @z oz’ dx oy
in allen Punkten des betreffenden Gebietes. Das Verschwin-
den jener drei GriBen ist mithin fiir das wirbelfreie Feld
charakteristisch.

Wir werden anderseits ein Feld als Wirbelfeld be-
zeichnen, wenn in dem Felde in sich zuriickkehrende Be-
wegungen vorkommen, derart, daf das Linienintegral (89) nicht
fiir alle im Felde zu konstruierenden geschlossenen Linien
verschwindet. s liegt nahe, dieses Linienintegral als MaB
der Wirbelstiirke zugrunde zu legen; das soll in der Tat ge-
schehen. Um aber fiir die Wirbelstirke an einem bestimmten
Punkte des Feldes ein MaB zu erhalten, welches der Divergenz
des Quellenfeldes entspricht, wollen wir das Linienintegral aus-
werten fiir eine sehr kleine, den hetreffenden Punkt des Feldes
umschlingende Kurve.

Wir wiihlen den betreffenden Punkt des als stetig voraus-
gesetzten Feldes zum Anfangspunkte O des Koordinatensystemes
und konstruieren in der (yz)-Ebene ein Rechteck von den
Seitenlingen b, ¢, in dessen Mittelpunkt der Punkt O liegt.
Wir wihlen es so klein, daB wir auf seinem Umfange mit
den Gleichungen (66) rechnen diirfen.

Wir durchlaufen das Rechteck in demjenigen Sinne, der
sich der z-Achse unseres Rechtssystemes zuordnet, wie der
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Umlaufssinn  der Fortschreitungsrichtung bei einer rechts-
giingigen Schraube zuzuordnen ist, und berechnen das Linien-
integral (89) fiir diesen geschlossenen Weg. Die beiden zur
y-Achse parallelen Seiten liefern die Beitrige

b

b
+ . )
b , ¢ b o8, ¢
—-_y . - y . — —.-.y - ——y . —_— -
fdy{”ﬂy+6y ! 0z Q}bzw. fdy{”oﬁay y+3z 2}
b b
T g +3
Thre Summe ist
Pl
— b i,,yf.
0z

Die beiden anderen zur z-Achse parallelen Seiten ergeben

- S < I
by b, y [ s p 0B,
fdz{nm-i_?g'é_‘_ﬁ'z}bzw"'[‘]'z'[no;ﬁ’a’y'2’+_Z‘_z_'z}’
T e

in Summa also

b.c- L8

mit um so griBerer Annitherung gegeben, je kleiner das
betreffende Rechteck ist. Dividieren wir jetzt durch den
Flicheninhalt b -¢ und lassen denselben kleiner und kleiner
werden, so definiert der Grenzwert
o, on,
W, =%y oz
die im Punkte O herrschende ,Wirbelstiirke um die z-
Achse“; entsprechende, durch zyklische Vertauschung der zyz
abzuleitende Grifen
Gb, @b, oy, o,
vy gz oz’ £ [
geben die im Punkte O bestehenden Wirbelstirken um die

y-Achse bzw. z-Achse an.
6*
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Die Vergleichung dieser Ausdriicke mit denen des Vektors u
(GL 67), den wir im § 17 bei der Helmholtzschen Zerlegung
als Rotationsgeschwindigkeit eines kleinen Fliissigkeitsbereiches
kennen lernten, ergibt

(90) w,=2u, W =2u

" g W, = 2un,.

Jene drei Wirbelstiirken um die Koordinatenachsen sind
daher gleich den doppelten Rotationsgeschwindigkeiten um die
Koordinatenachsen. Sie sind die Komponenten eines Vektors w,
den wir kurz den ,Wirbel“ der Fliissigkeitsstromung nennen.
Wegen der Proportionalitit zum Vektor u nennen manche
Autoren den Vektor w ,Rotation des Vektors v* und schreiben
ihn rot v.

Da aber der Wirbel das Doppelte der Rotationsgeschwindig-
keit ist, so kann diese Schreibweise leicht zu Irrtiimern Ver-
anlassung geben. Wir ziehen es daher vor, mit Maxwell und
Heaviside zu schreiben

¢h, b cn oh ‘ch, OB
— o B A T C M A - y__ 7w
(91) m—curlu—(\ay &z)t+(8z a$)1+(m ay)t_
Es ist bemerkenswert, daB auch der Curl eines Vektors
mit Hilfe des Hamiltonschen Operators

: 0 . 0 ¢
v=13x+lﬁy+!b’2

abzuleiten ist. Mit einem Vektor nach den Regeln der skalaren
Multiplikation verbunden, ergab dieser Operator die Divergenz
(§ 19). Vereinigen wir ihn aber mit v nach den Gesetzen des
Vektorproduktes, so erhalten wir den Curl:

VU =div ¥
[VU] = curl A.
Wir merken ferner die Identitit an
(91a) curl Vg = 0,

welche die im Eingange dieses Paragraphen angefiihrten Glei-
chungen in Vektorsymbolik darstellt.
Der Wirbel des polaren Stromungsvektors b ist ein axialer
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Vektor; das ist schon daran zu erkennen, daB wir zur Fest-
legung seiner Komponenten einen Umlaufssinn mit Hilfe eines
Rechtssystemes festlegen muBten. Das analytische Kriterium
des axialen Vektors, daB niimlich seine Komponenten bei Um-
kehrung der drei Achsenrichtungen die Vorzeichen behalten,
ist in der Tat erfiillt; denn der Geschwindigkeitsvektor b ist
polar, seine Komponenten, ebenso wie die Operationen

0 0 ¢

éx’ ¢y’ 0z
wechseln bei Umkehrung der drei Achsenrichtungen das Vor-
zeichen. Allgemein gilt die Regel: Der Curl eines polaren
Vektors ist ein axialer, der Curl eines axialen ein
polarer Vektor.

§ 27. Der Satz von Stokes.

Dem Gauflschen Satze (§ 20), der zu der Divergenz in
enger Beziehung steht, tritt jetzt ein Satz an die Seite, der
dem Curl eines Vektors in ihnlicher Weise zugeordnet ist,
und der von Stokes zuerst allgemein formuliert ist. Derselbe
verkniipft das Linienintegral eines Vektors u, lings einer ge-
schlossenen Kurve genommen, mit dem Flichenintegrale des
Wirbels w, das iiber eine von der Kurve umrandete Fliche
zu erstrecken ist.

Bei der Auswertung des Linienintegrals von v mubl die
Kurve s in einem bestimmten Sinne durchlaufen werden. Wir
betrachten nur eine beliebige, von der Kurve umrandete
Fliche f, die in ihrer ganzen Ausdehnung innerhalb des
stetigen Stromungsfeldes liegt. Der Umlaufssinn der Rand-
kurve legt auch den Umlaufssinn fest, den wir den einzelnen
Elementen df zuordnen kénnen (Abb. 9); diese Elemente sind
also Parallelogramme von der im § ( betrachteten Art. Thre
Projektionen auf die Koordinatenebenen df,, df,, df. besitzen
einen bestimmten Umlaufssinn, der durch ihr Vorzeichen be-
stimmt ist. Das Vorzeichen ist positiv, wenn der Umlaufssinn
sich der z-Achse bzw. der y- oder z-Achse zuordnet, wie der
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Umlaufssinn  der Fortschreitungsrichtung bei einer rechts-
gingigen Schraube; der entgegengesetzte Umlaufssinn hingegen
findet statt, wenn das Vorzeichen negativ ist.

Wir nehmen nun an, daB die betrachtete Fliche von der
Beschaffenheit ist, daB eine jede Parallelebene zu einer der
drei Koordinatenebenen ihren Rand nur in zwei Punkten
schneidet. Sollte das nicht der Fall sein, so liBt sich doch
die Fliche durch geeignete Schnittkurven stets in eine endliche
Zahl von Flichenstiicken zerlegen, von denen jedes einzelne
die genannte Eigenschaft hat. Die iiber die Randkurven der
einzelnen Stiicke erstreckten Linienintegrale setzen sich dann
zu dem tiber die Randkurve der ganzen Fliche erstreckten zu-
sammen, da die Beitrige der zweimal in entgegengesetztem
Sinne zu durchlaufenden Randkurven der einzelnen Stiicke sich
herausheben.

Wir legen jetzt zwei benachbarte Parallelebenen zur (yz)-
Ebene im Abstande da; dieselben schneiden (vgl. Abb. 9) aus

1z P

5
b
e o2

der Fliche f einen Streifen heraus, aus der Randkurve zwei
Elemente d8', d3”. Dem Streifen ist ein bestimmter Umlaufs-
sinn zuzuordnen, entsprechend dem Sinne, in dem die Linien-
elemente d8', d8" zu durchlaufen sind; die Begrenzungslinie
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des Streifens besteht aus jenen beiden Elementen und aus
den Schnittkurven jener beiden Parallelebenen zur (yz)-Ebene.
Von diesen beiden Schunittkurven wollen wir diejenige, welche
beim Umlauf um den Streifen auf @8’ folgt, und auf welche
sodann 8" folgt, mit 2 und Anfangs- bzw. Endpunkt von
4 mit P', P" bezeichnen. Wir teilen weiter den Streifen
durch Ebenen senkrecht zur z-Achse in Elemente df. Ihre
Projektionen auf die (2z)-Ebene sind Rechtecke, von dem
durch .
(lfy i gf di dz

angegebenen Flicheninhalte. Auch der Umlaufssinn dieser

Rechtecke wird durch das Vorzeichen von df, richtig an-

gegeben, wenn das Vorzeichen von dz so gewiihlt wird, daB
dz =dz" = —dz'

ist, wo dz' und dz" die Projektionen der Linienelemente d8'

und d8" auf die xz-Achse sind; denn in diesem Falle folgt

z. B., wenn gi->() ist, auf ein Fortschreiten in Richtung

der positiven z-Achse ein Fortschreiten in Richtung der posi-
tiven oder negativen x-Achse (lings der Projektion von d8"),
je nachdem d8" einen spitzen oder stumpfen Winkel mit
der z-Achse einschlieBt; im ersteren Falle wird daher der
Umlaufssinn von df, positiver, im letzteren negativer Drehung

0z

um die y-Achse entsprechen. Mit dem Vorzeichen von 5
kehrt sich auch der Umlaufssinn von df, um. Da nun
dz
diy = 6‘- di d.T”,

so wird das iber den Streifen erstreckte Integral

P
on, B .i' o, oz
dfy T i dz ) ;"'c"znai.'
M

Teilen wir anderseits unseren Streifen durch Ebenen senk-
recht zur y-Achse in Flichenelemente, deren Projektionen auf
die (zy)-Ebene df, sind, so erkennt man, daf
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df, = — 2 araz"

nicht nur den Inhalt, sondern auch den Umlaufssinn dieser
Flichenelemente richtig wiedergibt; ist z. B.

if >0, dz">0,

so folgt auf wachsendes y lings 1 wachsendes x lings d8",
was negativer Drehung um die z-Achse entspricht. Wir er-
halten daher durch Integration iiber den Streifen

»
T * on,
Jc?f: E;=—r1xJu'A _ f’:

P*

Subtrahiert man die beiden Integrale und beriicksichtigt,
daP @ lings der Kurve A konstant ist — dieselbe war ja durch
eine zur r-Achse senkrechte Ebene aus der Fliche heraus-
geschnitten worden —, so folgt

o

i, 2,
dfj . df, ?y—=rlx /r(’l 517
i

und da ferner dz'' = — dz', so ist

t.on, o,
I df, 5 Hfdf; A dz"v ) 4+ dz'p,.

Setzt man nun alle die Streifen, in welche die Fliche f durch
Ebenen senkrecht zur x-Achse geteilt wird, zusammen, so
kommt jedes Element d% der Randkurve nur einmal vor.

Man erhilt
£l & b-r El
j (lt?f az ’j df: 6]} ‘;' dm nz °

In entsprechender Weise kann man die Fliche durch
Ebenen senkrecht zur y-Achse oder zur z-Achse in Streifen
teilen und gelangt dann durch analoge Uberlegungen zu folgen-
den, durch zyklische Vertauschung der zyz aus der soeben be-
wiesenen Formel abzuleitenden Relationen
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v 0B, an, i’
dez 5w = df, 6; =j dyv,,

Lo, [ v, [
dex 2 — ) @1, G = [ae..

Die drei Gleichungen addierend und die Grifen w,, w,, w,
des vorigen Paragraphen einfithrend, erhilt man

/ df,m, + df,w, + df.w, =fdxn1 + dyv, + dzav,,

oder, in vektorieller Fassung (nach Vertauschung der beiden
Seiten der Gleichung)

(92) Jwas =jdfcurln.

Das ist die als Stokesscher Satz bezeichnete Integraltrans-
formation, die fiir jedes stetige Vektorfeld giiltig ist. In dem
Linienintegrale steht das skalare Produkt aus v und d8, in
dem Flichenintegrale steht das skalare Produkt aus dem
Flichenelemente df, das mit einem Umlaufssinn versehen ist,
und dem Wirbel w, der gleichfalls einen Umlaufssinn be-
sitzt. Ist der Vektor v polar, so sind beide Produkte Skalare
im eigentlichen Sinne, der erste als Produkt zweier polarer,
der zweite als Produkt zweier axialer Vektoren. Die ohige
Formulierung des Stokesschen Satzes ist mithin vom Koordi-
natensysteme unabhiingig, aunch dann, wenn man von einem
Rechtssysteme zu einem Linkssysteme iibergeht.

Beschrinkt man sich indessen auf ein Rechtssystem, so
entfallt die Unterscheidung polarer und axialer Vektoren; es
wird dann der Umlaufssinn des Flichenelementes durch Zu-
ordnung einer bestimmten Normalenrichtung festgelegt, und
ebenso wird dem Wirbel mit Hilfe einer Rechtsschraube ein
Verriickungsvektor zugeordnet. So gelangt man zu der ge-
wohnlichen Fassung des Stokesschen Satzes

(92a) / dsb, = I dfw,.

Die Stokessche Transformation kann dazu dienen, die De-
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finition des Curl eines Vektors allgemeiner und priziser zu
formulieren, als es im vorigen Paragraphen geschah. Um die
Komponente von curl v nach irgendeiner Richtung n zu de-
finieren, konstruiere man eine Kurve s in einer zu n senk-
rechten Ebene und ordne mit Hilfe einer Rechtsschraube der
Fortschreitungsrichtung » einen Umlaufssinn lings der Kurve
zu. Man berechne alsdann das Linienintegral von b und divi-
diere durch den Flicheninhalt Af der umschlossenen Fliche.
Endlich gehe man zur Grenze iiber, indem man die Kurve
mehr und mehr auf einen Punkt P zusammenzieht. Der
Grenzwert, dem der Quotient aus dem Linienintegral
von v und dem Flicheninhalt Af der umschlossenen
Fliche bei fortgesetzter Verkleinerung des letzteren
zustrebt, definiert die Komponente von curl v nach
der Normalenrichtung. Der Stokessche Satz ergibt

;l,ds
(93) curl,p =Alfi1£1;{Af ~=1mw, cos (n2) 4w, cos (ny) + w, cos (nz),
wobei
av, o,
, = Jy 9z usw.

die im vorigen Paragraphen angegebenen Werte besitzen.

Diese Definition ist allgemeiner als die im vorigen Para-
graphen zugrunde gelegte, erstens weil sie nicht mit Recht-
ecken, sondern mit beliebig gestalteten ebenen Flichenstiicken
operiert, und zweitens, weil diese nicht in die Koordinaten-
ebenen zu fallen brauchen. LiBt man sie mit diesen zu-
sammenfallen, so erhiilt man als Komponenten von curl v die
GroBen w,, w,, w, des vorigen Paragraphen wieder. Liilit
man die Stellung der Ebene beliebig, so besagt (93), dafi die
Komponente von curlv nach irgendeiner Richtung aus den
Komponenten nach den Koordinatenachsen wirklich nach den
fiir Vektorkomponenten giiltigen Regeln zu berechnen ist. Den
Betrag des Vektors w wollen wir weiterhin kurz die ,Wirbel-
stirke“ nennen.
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Man kann nunmehr den Stokesschen Satz anschaulich
deuten, indem man die Fliche f in kleine, als eben anzu-
sehende Elemente zerlegt und dfw, nach der Definition (93)
durch das Linienintegral von b lings der Randkurve ersetzt.
Diejenigen Kurvenelemente, welche zwei Flichenelemente be-
grenzen, sind zweimal in entgegengesetztem Sinne zu durch-
laufen; es heben sich daher die entsprechenden Linienintegrale
auf, und es bleibt nur das iiber die Randkurve der ganzen
Fliiche erstreckte iibrig.

Aus dem Stokesschen Satze folgt: Die Normalkom-
ponente von curlwp, integriert iiber eine geschlossene
Fldache, ist Null. In der Tat, trennen wir die geschlossene
Fliche durch eine Kurve s in zwei ungeschlossene Teile und
legen etwa » in Richtung der fiufleren Normalen der ganzen
Fliiche, so ersetzt der Stokessche Satz die iiber die un-
geschlossenen Flichen erstreckten Integrale durch zwei Linien-
integrale, die lings der Randkurve in entgegengesetztem Sinne
zu erstrecken sind. Es verschwindet mithin das iiber die ge-
schlossene Fliche erstreckte Integral von curl, v; nach der
Definition der Divergenz gilt daher

(94) div earl v = 0,

eine Relation, die durch Ausrechnen sofort zu verifizieren ist.
Aus ihr folgt umgekehrt mit Hilfe des GauBchen Satzes

(94a) fa’f curl, b =0

fiir eine geschlossene Fliche. Da nach (94) der Wirbel w
ein quellenfreier Vektor ist, so kann man ein unendliches
Wirbelfeld vollstindig in diinne Réhren teilen, derart, daB
der Vektor w iiberall tangentiell zu der Rohrenwand weist,
und daf fiir alle Querschnitte einer bestimmten Réhre das
Produkt aus Querschnitt ¢ und Wirbelstirke w konstant ist.
Diese Réhren werden vielfach als ,Wirbelfiden® das Pro-
dukt ¢ |w als ,Moment des Wirbelfadens® hezeichnet.
Die Wirbelfiden konnen im Innern der Fliissigkeit weder
beginuen noch endigen.
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Die Formel (94) legt die Frage nahe, welche Bedeutung
dem Vektor curl curl b zukommt. Die Ausrechnung ergibt als
z-Komponente

ow, ow, 5 (Eny_ Enx\)_ ¢ (‘{w _an;)

dy ¢z ady\dx 0y, ¥,
o (6v, @b, @b, _ ;
= oG+ o+ ) — v = L divn— o,
Schreiben wir kurz fiir den Vektor, dessen Komponenten
Vi, Vi, V', sind, V*u, so kinnen wir die Gleichung
fiir die 2-Komponente und die entsprechenden fiir die y- und
z-Komponenten zusammenfassen zu der Vektorgleichung

(95) curl curl p = V divnp — V.

§ 28. Berechnung des guellenfreien Vektorfeldes aus dem
‘Wirbelfelde.

Wir wollen in diesem Abschnitte von einem stetigen,
quellenfreien Vektorfelde reden; wir stellen dasselbe dem in
§ 23 behandelten wirbelfreien Felde gegeniiber. Dort war

divo =4z, ecurlp=0.

Hier wollen wir, um die Analogie vollstindig zu machen, den
Wirbel w des vorigen Paragraphen gleich 4z¢ setzen, so daB
man hat

(96) curl b = dxc, divy = 0.

Es mag nun die Aufgabe gegeben sein, aus dem Felde
des Vektors r, der die Wirbelverteilung bestimmt, den fir
die quellenfreie Stromung mafgebenden Vektor v zu be-
rechnen, dessen Ield als stetig betrachtet wird; wir setzen
voraus, dal} die Wirbel durchweg in einem endlichen Bereiche
liegen, so dafl der Vektor ¢ auBerhalb dieses Bereiches ver-
schwindet. HEs kann ein Vektorfeld nur dann als Wirbelfeld
betrachtet werden, wenn durchweg div e = 0 ist; sonst wire
es nach (94) unméglich, den Vektor v der ersten Gleichung (96)
gemidl zu bestimmen. Schreibt man nun das Feld ¢ diesen
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Bedingungen entsprechend vor, so entsteht die Frage, ob durch
(96) das Stromungsfeld v eindeutig bestimmt ist. Das ist es
nun in der Tat. Wiirden etwa zwei Felder v,, b, den Be-
dingungen (96) Geniige leisten, so wire das Feld v, — b, zu-
gleich quellenfrei und wirbelfrei; wir zeigten aber bereits in
§ 23, daB ein solches Feld durchweg Null ist, also v, b,
nicht verschieden sein konnen. Wie dort das wirbelfreie Feld
durch die Quellen eindeutig bestimmt war, so ist jetzt das
quellenfreie Feld eindeutig durch die Wirbel bestimmt.

Die Bedingung der wirbelfreien Stromung curl b = 0 wurde
erfiillt, indem v als negativer Gradient eines skalaren Poten-
tiales dargestellt wurde, das sich aus dem Quellenfelde be-
rechnen lief. In analoger Weise geniigen wir jetzt der Bedingung
der quellenfreien Strémung div b = 0, indem wir setzen

(97) = curl A.

Aus (94) folgt, daB die Bedingung div b = 0 dann erfiillt ist.
Den neuen Hilfsvektor ¥ wollen wir das ,,Vektorpotential®
des quellenfreien Feldes nennen.

Das Vektorpotential kann natiirlich bis zu einem ge-
wissen Grade willkiirlich bestimmt werden, ebenso wie das
skalare Potential. Im skalaren Potentiale war eine additive
Konstante willkiirlich, die bei Bildung des Gradienten fortfiel.
Ahnlich wird zu % ein wirbelfreier Vektor hinzutreten konnen,
der bei der Berechnung des Curl herausfillt. Wir wollen
diese Willkiir heben, indem wir das Vektorpotential der ein-
schrinkenden Bedingung
(98) div¥ =0
unterwerfen. Die Beziehungen (97, 98), die % mit b ver-
kuniipfen, sind durchaus identisch mit den Gleichungen (96),
die v aus 4xc bestimmen. Der oben gegebene Eindeutigkeits-
beweis zeigt, da W, falls es im Unendlichen verschwindet,
durch v eindeutig bestimmt ist, ebenso wie b durch 4mr.
Es muB daher auch % durch ¢ eindeutig bestimmt sein.

Um nun das Vektorpotential % aus dem Wirbelfelde ¢
zu berechnen, setzen wir (97) in (96) ein und erhalten
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curl curl % = 4.

Wenden wir aber die Rechnungsregel (95) auf % an und be-
achten, daB nach (98) div % = 0 ist, so folgt:
(99) dme = — VU
Diese Gleichung ist drei Gleichungen fiir die Komponenten,

dme, = — VU, usf.
dquivalent, welche durchaus der Gleichung

4m0 = — Vig

entsprechen, die das skalare Potential ¢ mit der Quellen-
verteilung ¢ des wirbelfreien Feldes verkniipft. Diese Ana-
logie - fiihrt sofort zu den Ausdriicken fiir die Komponenten
des Vektorpotentiales, die dem Ausdruck (83) des skalaren
Potentiales entsprechen

dv dv dv
ﬂx= —r—f_.” Qiy= _Tr-’f’ glz =f"‘ C,-

Die drei Gleichungen fiir die Komponenten ersetzen wir durch
die Vektorgleichung

(100) -

duvt
r

Es steht noch der Nachweis aus, daB der so bestimmte
Vektor A wirklich der Bedingung (98) Geniige leistet. Um

ihn zu fiihren, berechnen wir
live = [a [ ai+ 2i+ a:'l—fzi- 7, 2
div % = vltxax tygy T 5 az-lﬁ (L(t ar)'

Es sind natiirlich die Anderungen von : bei Verriickung des

Aufpunktes, die bei der Berechnung des Integrales zuniichst
eingehen. Mit Riicksicht auf die Gleichung (80) des § 22
konnen wir diese durch die Veriinderung bei entgegengesetzter
Verriickung des Quellpunktes

=
Y

S e

—+V

a
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ersetzen, oder, wie wir hier besser sagen, durch die Veriinde-
rung, die beim Fortschreiten im Wirbelfelde stattfindet. Uber
das Wirbelfeld soll also das Integral

div ¥ = —fd'v (v, )
erstreckt werden.

Der Integrand lifit sich mit Hilfe der Rechnungsregel (72)
umformen; dieselbe ergibt niimlich

1 i B 1 ..
—, = =-—d1v(r) g div e;

da ferner dive= 0 eine wesentliche Eigenschaft des Wirbel-
feldes ist, so folgt:

div ¥ — —fdudiv (:)

wo jetzt das Raumintegral der Divergenz iiber das Wirbelfeld
mit Hilfe des GauBschen Satzes in ein Oberflichenintegral
umzuformen ist, das sich auf die Begrenzungsfliiche des Wirbel-
feldes bezieht.

Wir legen die Fliche f so, daB sie das ganze Wirbel-
system einschlieBt; dann ist auf ihr ¢, = 0, und daher

(101) div % = — [ Y,

r

Von Null verschieden wiirde niimlich ¢, nur dann sein
konnen, wenn die Fliche f Wirbelfiden durchschneiden wiirde;
alsdann wiirde aber f nicht das ganze Wirbelsystem ein-
schlieflen; denn, wie wir im vorigen Paragraphen sahen,
konnen die Wirbelfiden im Innern der Fliissigkeitsstromung
nicht endigen. Die Aussage, daB die Fliiche f das Wirbel-
system einschlieBt, enthédlt mithin fiir ein unbegrenztes
Strémungsfeld ¢, = 0 als Konsequenz.

Es folgt also in der Tat: Wird das Vektorpotential
(100) aus dem gesamten Wirbelsystem berechnet, so
verschwindet div % im ganzen Felde.

Fiir das Folgende ist eine allgemeine Rechnungsregel
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wichtig, die sich auf die Divergenz des Vektorproduktes
bezieht. Es ist

div [B6] = - (8,6, — 8,6, + ;y (8,6, —8.6)
+ 7 (8.6,—8,6,) =

Ut

26 6, (6 6 26, 06,
B =8 == =)
8

g (ag’.a._i’%) +6, (aasz am:) ry 8, asx),

oy 02 dz  ow
oder in vektorieller Schreibweise
(102) div [B86] =6 curl 8 — B cwl €.
Diese, fiir beliehige Vektoren B, € giiltige Beziehung
laBt sich durch Anwendung des GauBschen Satzes sofort in

eine Volum- und Flachenintegrale verkniipfende Gleichung
umwandeln

(102a) fdf[% €], =J:1v(5, curl B —[.dv% curl €.

Ein bemerkenswerter Spezialfall dieser Formel ergibt
sich, wenn einer der beiden Vektoren, etwa €, im ganzen
Felde nach Richtung und Betrag konstant gesetzt wird; dann
ist curl € gleich Null. Setzen wir nun, gemifi Regel (30),
indem wir pnter n einen in Richtung der iuBeren Normalen
von [ weisenden Hinheitsvektor verstehen:

[BC], =u[BC|=C[nB],
so folgt

6 [ af n®) - «f Bl 8,

und da dies fiir beliebige Richtung des konstanten Vektors €
gelten soll:

(1021b) /'df[n%] =[dr curl B,

eine Regel, der eine gewisse Analogie zum GauBschen Satze
zukommt.
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Eine zweite Anwendung von (102a) betrifft die Energie
des Stromungsfeldes

. dv 9 dv
1_,]'851 b —fé;hcurlﬁ.

Wir erhalten hierfiir aus (102a)
) 7 d
7 =f;j: b curl % =f8:- A curl v _fdf[nu],,.

Da im Unendlichen % mindestens von erster Ordnung,
v daher mindestens von zweiter Ordnung verschwindet, so wird
das Flichenintegral Null, wenn man die Fliche f ins Unend-
liche riicken liBt, und es folgt aus (96)

(103) T— f dv(c ).

Die lebendige Kraft der Stromung driickt sich
fiir das quellenfreie Feld durch das Integral iiber
das halbe innere Produkt aus ¢ und ¥ aus, ganz
dhnlich, wie fiir das wirbelfreie Feld sie sich (Gl 84) durch
das Integral iiber das halbe Produkt aus ¢ und ¢ ausdriickte.
Dort erschien sie als ein iiber das Quellengebiet, hier erscheint
sie als ein iiber das Wirbelgebiet erstrecktes Integral.

§ 29. Flichenhaft verteilte Wirbel.

Ein Feld, welches von einer Unstetigkeitsfliche durch-
schnitten wird, kann nur dann als quellenfrei gelten, wenn
nicht nur in den stetigen Teilen des Feldes die Divergenz div v,
sondern auch auf der Unstetigkeitsfliche £, (vgl. Abb. 8) die
Flichendivergenz von v verschwindet, d. h. wenn die Normal-
komponente von b stetig die Fliche f;; durchsetzt.

Die einfachste Unstetigkeit des durchweg quellenfreien
Feldes ist ein Sprung der tangentiellen Komponenten von b.
Liegt ein solcher vor, so sagen wir, die Fliche sei der Sitz
eines ,Flichenwirbels®. Um ein exaktes MaB fiir diesen zu
erhalten, gehen wir auf unsere Definition des Wirbels zuriick,

als Grenzwert des Quotienten aus Linienintegral von b und
Abraham, Theorie der Elektrizitit. 1. 3. Aufl 7
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Flicheninhalt der umschlungenen Fliche. Freilich miissen wir
hier, wo es sich um flichenhaft verteilte Wirbel handelt, das
MaB der Wirbelstirke nicht durch den Quotienten aus einem
Linienintegral und einer Fliche, sondern aus einem Linien-
integral und einer Linge nehmen, idhnlich wie die Divergenz
als Ergiebigkeit pro Volumeinheit, die Flichendivergenz hin-
gegen als Ergiebigkeit pro Flicheneinheit definiert war. Wir
lassen nun die (zy)-Ebene mit der Tangentialebene in dem
betreffenden Punkte der Fliche zusammenfallen, die z-Achse
mit derjenigen Normalenrichtung, die von (2) nach (1) weist,
und die im § 24 durch den Einheitsvektor n bestimmt
worden ist.

Wir konstruieren ferner ein kleines Rechteck in der
(y2)-Ebene, das von der Unstetigkeitsfliche halbiert wird, und
umlanfen es, indem wir zundchst auf der Seite (2) parallel
der y-Achse, dann von (2) nach (1) parallel der z-Achse,
sodann auf der Seite (1) parallel der negativen y-Achse und
von (1) nach (2) parallel der negativen z-Achse gehen. LBt
man die Linge der zur y-Achse parallelen Seiten 4y konstant,
verkleinert aber die beiden anderen mehr und mehr, so wird
der Wert des lings des beschriebenen Weges erstreckten
Linienintegrales )

j b,ds

(ngl - nyl) Ay'

Dividiert man durch 4y und geht zur Grenze iiber, so
erhiilt man die z-Komponente des Flichenwirbels

gleich

b, — b,

In entsprechender Weise folgt die y-Komponente

b, —b.,.

Setzen wir den resultierenden Flichenwirbel gleich
4wy, so hat man die Vektorgleichung

(104) dmg = [n, b, — b,].
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Man kann den soeben angedeuteten Grenziibergang derart
modifizieren, daB man das Wirbelfeld zuerst zwischen zwei
zu fy, parallele Flichen einschlieBt und dann durch Anniherung
dieser beiden Flichen an f;, zum Grenzfalle des Flichenwirbels
tibergeht. Dabei entwickelt sich aus dem rdumlich verteilten
Wirbel, in dem die Geschwindigkeitskomponenten noch end-
liche Differentialquotienten besitzen, die Unstetigkeitsfliiche,
lings deren die Fliissigkeitsschichten mit verschiedenen Ge-
schwindigkeiten aneinander vorbeigleiten. Es liegt nahe, in
diesem Falle, nach Analogie der Gleichung (100), das Vektor-
potential des Flichenwirbels folgendermaBen zu bestimmen

(105) u=faf, L

Wir wollen diese Formel noch auf einem anderen Wege
begriinden. Wir gehen aus von dem im § 24 gewonnenen
Resultate, dafi das skalare Potential eines flichenhaft verteilten

Quellensystemes
o= [ dfs 2

ist, wenn ¢ selbst auf der Fliche stetig ist, die normale
Ableitung aber den durch Gleichung (85) definierten Sprung
oy

ong

erfihrt. Haben wir es mit einer Unstetigkeitsfliche im quellen-
freien Felde zu tun, bei deren Durchquerung das Vektor-
potential ¥ selbst sich stetig verhilt, aber die Differential-
quotienten von ,, A, N, gewisse Spriinge erfahren:

¢n ‘N 0¥ 0N on o
= & . % — y 4 PRt L
4mg, = n, + o, 4mg, B + 4y, e e

ony’ N €y

=

so wird die Formel (105) gelten; denn zu beiden Seiten der
Unstetigkeitsfliche befriedigen das skalare Potential, wie die
Komponenten des Vektorpotentiales die Laplacesche Gleichung.

Es ist nur der Nachweis erforderlich, daB diese GriBen g,,

8, 8., die sich zuniichst auf ein beliebiges Koordinatensystem
7% 4
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beziehen, die Komponenten eben des Vektors g sind, den wir
in (104) erhalten. Um ihn zu fiihren, spezialisieren wir das
Koordinatensystem in derselben Weise wie oben, indem wir

setzen
6 ¢ 0
on, 0z’ ony

™
m\’m

und wegen der Stetigkeit von ¥ bei Durchquerung der Fliche

a8 auz) aaz) o)
(3-’3')1':(537 e \dy /i \dy /s

Man erhilt dann

4 auz) (aﬂlx) (bﬁx 5&8) (amx aaz)
“gxi(az 2_ 55’ 1= _Bz o ax 2_ lagﬂ_ 3:!: 1’

/

4 (3%) (aay) o amy) (auz asny)
8 =\3z2 s \oz/y \oy — 9z/)i \oy — 9z/)y

woraus wegen v — curl % folgt

4”9.: = nyﬁ - nyt: 4““;} =b,—0

x2
in Ubereinstimmung mit dem obigen Resultate (104).

Das Verschwinden der dritten, zur Unstetigkeitsfliche
normalen Komponente des Flichenwirbels, das aus den all-
gemeinen Sitzen iiber Wirbelfiiden folgt, hiingt mit dem Ver-
schwinden von div ¥ zu beiden Seiten der Unstetigkeitsfliche
zusamimen.

Der Doppelschicht von Quellen entgegengesetzt gleicher
Ergiebigkeit wiirde hier eine Doppelschicht von Flichenwirbeln
entsprechen, dem Sprunge des skalaren Potentiales ein Sprung
des Vektorpotentiales. Ein Beispiel wire eine strémende, sehr
diinne Fliissigkeitsschicht, an die beiderseits ruhende Fliissigkeit
angrenzt. Beim Durchqueren der Schicht springt die Ge-
schwindigkeit auf einen endlichen Wert und sinkt dann wieder
auf Null. Dabei wire, um einen endlichen Sprung von % zu
erhalten, die Geschwindigkeit in der Schicht unendlich zu
machen, derart, daB beim Grenziibergang das Produkt aus
Geschwindigkeit und Dicke der Schicht einem endlichen Werte
zustrebt. Es ist jedoch der Grenzfall eben wegen der er-
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forderlichen unendlichen Geschwindigkeit nicht strenge zu
realisieren, ebensowenig, wie eine Doppelschicht von Quellen,
innerhalb deren die normale Komponente der Geschwindigkeit
unendlich werden miiBte. Beides sind mathematische Ab-
straktionen, die nur bei der Darstellung des Feldes in einiger
Entfernung von der Schicht in Betracht kommen.

§ 30. Zerlegung eines beliebigen Vektorfeldes in ein quellen-
freies und ein wirbelfreies Feld.

Es sei jetzt ein beliebiges unbegrenztes Vektorfeld o
gegeben; dasselbe sei im allgemeinen stetig; nur beim Durch-
schreiten gewisser Flichen mogen die Komponenten von 1
sich unstetig findern. KEs soll jedoch b stets endlich sein,
auch auf den Unstetigkeitsflichen; durch diese Festsetzung
werden Doppelschichten von Quellen oder Wirbeln von der
Betrachtung ausgeschlossen. Die Quellen und Wirbel des
Stromungsfeldes mogen durchweg im Endlichen liegen.

Dieses Feld liBt sich als Superposition eines wirbelfreien
Feldes: v' und eines quellenfreien Feldes v" darstellen, und
zwar nur auf eine einzige Weise. Das Feld v’ werde so be-
stimmt, daB im ganzen Raume seine Divergenz und auf
etwaigen Unstetigkeitsflichen f;, seine Flichendivergenz der-
jenigen des gegebenen Vektorfeldes gleich sei,

dive' =dive =4z, — (O, +0,)=—@0,+0,) =470
Hierdurch ist das wirbelfreie Feld v’ eindeutig bestimmt.
Es ist nach den Vorschriften der §§ 23, 24 mit Hilfe des

skalaren Potentiales ¢ zu berechnen, das auf f,, stetig ist, da
ja Doppelschichten ausgeschlossen sind:

. dv if,
(106) V=— Vg, p=[lrey [lhao

Der Vektor v — ' =" ist jetzt quellenfrei, er ist, wie
im § 28 bewiesen wurde, eindeutig durch die Wirbelverteilung
bestimmt, die auf den Unstetigkeitsflichen auch als Flichen-

wirbel (§ 29) sich darstellen kann; riumliche und flichenhafte
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Wirbelverteilung von v ist mit derjenigen von ® identisch,
da ja b’ wirbelfrei ist,

curl b = curl b = 4xc, [, v," — 0] =[n, b, —b,] = 4xg.

Es wird mithin

(107) o' = curl ¥, %= [2 4 [hd,

Dureh (106, 107) ist das Vektorfeld b in seinen
wirbelfreien und seinen quellenfreien Bestandteil zer-
legt. Fiir ein unbegrenztes Feld ist diese Zerlegung
nur auf eine einzige Weise miglich.

Hat man es mit einem begrenzten Vektorfelde zu tun, so
ist die Zerlegung im allgemeinen auf vielerlei Weisen mdaglich.,
Denn denkt man es sich zu einem den unendlichen Raum
erfilllenden Felde erginzt, so kann man in dem hinzugefiigten
Felde die Verteilung der Quellen und Wirbel bis zu einem
gewissen Grade willkiirlich variieren, ohne das urspriingliche
Feld dadurch zu indern. Grenzt man etwa in einem Vektor-
felde einen Bereich ab, in dem weder Quellen noch Wirbel
liegen, so kann man innerhalb dieses Bereiches das Feld nach
Belieben entweder aus einem Vektorpotential oder aus einem
skalaren Potential ableiten; die erstere Darstellung wiirde der
Annahme von Wirbeln auBerhalb des Bereiches, die zweite
der Annahme von Quellen entsprechen. KEin Beispiel dieser
Art werden wir im niichsten Abschnitte kennen lernen. '

Wir kehren zum unbegrenzten Felde zuriick und stellen
die Aufgabe, die Energie dieses Feldes zu berechnen. Indem

wir der idealen Fliissigkeit unserer hydrodynamischen Abbildung
wiederum die Dichte El?:' zuschreiben, erhalten wir fiir die ge-
samte lebendige Kraft des Stromungsfeldes

Y 1
T:EJ(ZUD’=§ do{v? 40" 4+ 20'p").

Wir untersuchen zuerst das dritte Glied, das sich als ein
tiber den ganzen Raum erstrecktes Integral aus dem wirbel-
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freien Vektor

v=—Vg
und dem quellenfreien Vektor " darstellt. Beriicksichtigt man
divy" =0,

so ergibt die Formel (72)
divpp" =p"Vo = —p'p".
Bei der Berechnung des Volumintegrales

fdfvn’h” = —fdv div pp'

diirfen wir nicht ohne weiteres iiber die Unstetigkeitsflichen
hinweg integrieren, wir haben vielmehr den Raum in Raum-
stiicke zu zerlegen, innerhall) deren das Feld stetig ist. Zu
den Begrenzungsflichen gehoren die Unstetigkeitsflichen fi,.
Jedes Element derselben kommt zweimal vor als Begrenzung
der beiderseits liegenden Raumstiicke (Abb. 8). Daher ergibt
der GauBsche Satz

fd” by = _deu (@0, + @e0,," ) — [ dfp,".

Das erste, iiber die Unstetigkeitsfliche erstreckte Integral
verschwindet, denn es ist

P = Pa
da Doppelschichten ausgeschlossen waren, und
nm" 4 nne” - 0:

weil der Vektor »" quellenfrei ist. Das zweite Integral,'
welches iiber die unendlich entfernte, das ganze Feld ein-
schlieBende Fliche zu erstrecken ist, verschwindet und zwar
mindestens von der ersten Ordnung. Mithin ist

ja‘!v 'y =0,

es gilt folgender wichtige Satz: Das iiber den ganzen
Raum erstreckte Integral des inneren Produktes aus
einem quellenfreien und einem wirbelfreien Vektor

ist Null
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Nunmehr wird die lebendige Kraft der Strémung

(108) ngl&fdvllm-{—ﬁl—”-fdvh"?:T'-l—.T".

Die Energie eines Stromungstfeldes stellt sich dar
als Summe der Energien des wirbelfreien und des
quellenfreien Bestandteiles.

Fiir stetige Felder hatten wir die Berechnung der Energie
durchgefiihrt, sowohl fiir wirbelfreie (84), wie fiir quellenfreie
Felder (103). Unter Beriicksichtigung der Flichendivergenz
und des Flichenwirbels gestaltet sich jetzt die Berechnung
von T' bzw. T" folgendermaBen:

1 [ 1 [
T'=8“-:L/dvn’2=— éﬂjdvn'an
wird mit Hilfe von (72) umgeformt in
1 ; 1 5w
= andt}cpdlvn'— S—H'jdvdlvrp .
Das erste Glied ergibt

1
'2‘fd”999§

das zweite wird wiederum mit Hilfe des GauBschen Satzes
umgeformt; der Beitrag der das ganze unendliche Feld ein-
schlieBenden Fliche verschwindet und es bleibt nur der Bei-
trag der Unstetigkeitsflichen iibrig, die als Begrenzungsflichen
der stetigen Teile des Feldes auftreten; dieser Beitrag ist

df, 1
—,/(_8_:'?2 P (“’m + n'nz) = 2ﬁﬂ2¢m‘
Es wird daher

(108a) T =-;-fdvptp+—; dfys @ .

In analoger Weise wird

I T”=Slﬂfdvn”3=%fdvn"curlﬂ
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mit Hilfe der Rechnungsregel (102) umgeformt in
1 1 .
T"= 2fdvﬁt Fia= dvdiv [%p"].

Das Volumintegral der Divergenz wird wieder mit Hilfe
des GauBschen Satzes in ein Aggregat von Flichenintegralen
umgewandelt, wobei die Komponente des Vektorproduktes
[¥v"] in Richtung der Normalen der Unstetigkeitstliche f,
auftritt. Hs ist

[an”]m = ﬂ[ﬁ] ulrr]a
(A0"],, = n[A;0."];
denn n sollte ein Einheitsvektor sein, welcher die von 1 nach 2
weisende Normalenrichtung darstellt (Abb. 8). Die Rechnungs-
regel (31) ergibt nun
—n [0, ] =% [n0,"];  n[W0,"]=— U [np,"].
Daher wird

o favaiv oo = L far,, (9, T, — 96w,

das iiber die Begrenzung des ganzen Feldes erstreckte Integral
verschwindet auch hier. Da Doppelschichten von Wirbeln
ausgeschlossen waren, so darf das Vektorpotential auf df,
keinen Sprung erfahren; es ist hier

911 =912:

hingegen

mithin
W [up,"] — Wy [np,"] =A-[n(p,” —b,")] = dng.
Es wird daher schlieBlich

(108b) il ;—fdmsu -:Jcifn, g¥.

Auch fiir die Berechnung der Energie des Feldes ersetzt
die Flichendivergenz vollstindig die rdumliche Divergenz, der
flichenhaft verteilte Wirbel den réiumlich verteilten. Wir
hitten in der Tat die Formeln (108a), (108b) erhalten, wenn
wir das Feld zuniichst als stetig angesehen hitten und dann zum
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Grenzfall des unstetigen Feldes iibergegangen wiren, wobei
aus der riumlich verteilten Divergenz die Flichendivergenz, aus
dem riumlich verteilten Wirbel der Flichenwirbel entsteht.

§ 31. Die Aquivalenz von Wirbellinie
und Doppelschicht.

Wir denken uns wieder ein unbegrenztes, quellenfreies
Stromungsfeld. Die Strémung soll von einem einzigen Wirbel-
faden von gegebener Leitlinie herrithren; es soll also das
Linienintegral von b fiir jede geschlossene Linie verschwinden,
welche den Wirbelfaden nicht umschlingt; fiir eine geschlossene
Linie hingegen, welche den Wirbelfaden einmal umkettet, er-
gibt der Stokessche Satz:

P
/h,ds=‘jdfmn' = curlp.
P

Wir konnen die Fliche f bei festgehaltener Rundkurve s
beliebig deformieren, so daB sie den Wirbelfaden in verschie-
denen Querschnitten senkrecht durchschneidet. Da hierbei das
Linienintegral seinen Wert nicht iindert und da das Flichen-
integral gleich dem Momente des Wirbelfadens, d. h. gleich dem
Produkte ¢|w| aus Querschnitt und Wirbelstirke sich ergibt,
so muB das Moment fiir alle Querschnitte des Wirbelfadens
dasselbe sein. Der Wirbelfaden kann demnach nicht innerhalb
der Fliissigkeit endigen; denn gesetzt dieses wiire der Fall, so
konnte man die Fliche f so ausbiegen, dafl sie ganz im wirbel-
freien Gebiete verlduft, da mithin das Limienintegral von b
gleich Null wird; vorhin aber war das iiber dieselbe Kurve
erstreckte Linienintegral durech Konstruktion einer den Wirbel-
faden schneidenden Fliche von Null verschieden gefunden
worden. Das ist ein Widerspruch, der nur vermieden wird,
indem der Wirbelfaden beiderseits ins Unendliche liuft oder
eine im KEndlichen verlaufende, geschlossene Leitlinie besitat.

Wir verringern nun den Querschnitt des Wirbelfadens
und vergriéBern zugleich die Wirbelstéirke innerhalb des Fadens
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derart, daB das Produkt aus beiden Grifen, das Moment des
Wirbelfadens, konstant bleibt. Dann reduziert sich schlieBlich
der Wirbelfaden auf eine Wirbellinie, von dem Momente
limg|w|=4xlimg|c|=4x7,
g=0 g=0
und es wird fiir jede die Wirbellinie einmal umschlingende

Kurve
P

fn, ds=4nz.

P

Das Vektorpotential dieser Wirbellinie wird gegeben durch
den aus (100) hervorgehenden Ausdruck

(109) Wor i:.

Hierbei stellt das gerichtete Linienelement d$ die Richtung
der Wirbelachse dar, der sich der Umlaufssinn der Fliissig-
keitshewegung zuordnet, wie der Umlaufssinn der Fortschrei-
tungsrichtung bei einer rechtsgiingigen Schraube. In der
unmittelbaren Nihe der Wirbellinie wird die Geschwindigkeit
der Stromung unendlich; in diesem Gebiete fiihrt die Ideali-
sierung der Aufgabe, die in dem vorgenommenen Grenziiber-
gange liegt, zu unzulissigen Konsequenzen. In der Tat
kann ein Wirbel von endlichem Momente ebensowenig auf
eine mathematische Linie zusammengedringt werden, wie eine
Quelle von endlicher Ergiebigkeit auf einen mathematischen
Punkt. Wohl aber kann man einen Wirbelfaden von end-
lichem Querschnitt unter Umstinden durch eine  Wirbellinie
ersetzen, nimlich dann, wenn die Abmessungen des Quer-
schnittes klein sind sowohl gegen die Lingsabmessungen des
Fadens, wie gegen den Abstand des Aufpunktes von den
Elementen des Fadens. Hier leistet die Wirbellinie dieselben
Dienste, die fiir das wirbelfreie Feld der Quellpunkt oder die
Doppelquelle leistete.

Wir berechnen jetzt nach den Regeln des § 28 die Ge-

schwindigkeit der Strémung, v = curl ¥, wobei wir nach den
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Koordinaten zyz des Aufpunktes zu differentiieren haben;
stellt r den von ¢8 nach dem Aufpunkte hin gezogenen Radius-

vektor vor, 1, v , r, seine Komponenten, so wird

N h. | 2 -t —t
A S (T L - —
b= 5= _J{(zsz(,_s) as, ()]

usf.
Mithin wird der Vektor b

(110) b= rf} [d8t).

Der Geschwindigkeitsvektor in irgendeinem Punkte des
Feldes stellt sich hier dar als geometrische Summe von Ge-
schwindigkeiten

dv =, [dsr],

die von den einzelnen Elementen der Wirbellinie herriihren.
Der Beitrag eines jeden Wirbglelementes ist proportional dem
Momente 4zt der Wirbellinie, ferner dem reziproken Qua-
drate des Abstandes von Wirbelelement und Aufpunkt und
dem Sinus des Winkels, den die Wirbelachse und der nach
dem Aufpunkte hin gezogene Radiusvektor miteinander ein-
schlieBen; die Richtung von db steht senkrecht auf der Ebene,
die durch Wirbelachse und Radiusvektor gelegt ist. Die
Vektoren d8, r, dv folgen aufeinander in dem Sinne, wie
Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand. Diese
Regel ist identisch mit der Ampereschen Schwimmregel,
wie man erkennt, wenn man den Daumen der rechten Hand
der Richtung vom Fufle zum Kopfe parallel und den Zeige-
finger nach vorn streckt; der Mittelfinger weist dann nach
links. Wir haben damit das Biot-Savartsche Gesetz
gewonnen, welches in der Lehre vom Elektromagnetismus
eine so wichtige Rolle spielt. Dabei ist zu beachten, dafl die
Zerlegung des Ausdruckes (110) in Beitrige der einzelnen
Wirbelelemente einigermaBen willkiirlich ist; ein Wirbel-
element fiir sich allein kann nicht existieren, sondern nur die
geschlossene Wirbellinie als Ganzes; nicht den hypothetischen
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Beitriigen der einzelnen Wirbelelemente, sondern nur ihrer
Vektorsumme (110) kommt eine physikalische Bedeutung zu.

Man kann nun das Feld einer Wirbellinie noch von
einem wesentlich anderen Standpunkte aus betrachten. Das-
selbe ist nimlich, von der Wirbellinie selbst abgesehen,
wirbelfrei und muB sich daher von einem skalaren Potentiale ¢
ableiten. Freilich ist dieses Potential nicht, wie das soeben
untersuchte Vektorpotential, einwertig, sondern es nimmt bei
jeder Umkreisung der Wirbellinie um 4xz ab. Indessen kann
man diese Vieldeutigkeit beseitigen, wenn man irgendeine von
der Wirbellinie umrandete Fliche f;, konstruiert und diese
aus dem Felde ausschlieBt. Alsdann entsteht ein Feld, welches
iiberall quellenfrei und wirbelfrei ist, und f;, als Unstetig-
keitsfliche besitzt. Diese Unstetigkeitsfliche des wirbelfreien
Feldes ist nun nach den Regeln des § 25 zu behandeln.
Die Geschwindigkeit v selbst hat zu beiden Seiten der Fliche
den gleichen Wert; denn die Fliche verlauft ja, von der
Randkurve abgesehen, in dem Gebiete der stetigen Stromung.
Die Fliichendivergenz ist mithin Null. Das Potential hingegen
erfilhrt eine Abnahme

2
@, — = | b ds=4nr,
1

wenn man, der Stromung der Fliissigkeit folgend, von der
Seite (1) der Unstetigkeitsfliche, die Wirbellinie umkreisend
zur Seite (2) gelangt; es wiichst um 477 beim Durchschreiten
der Fliche. Diese Unstetigkeit des Potentiales war es, die
wir im § 25 durch eine Doppelschicht von Quellen darstellten.
Wir zeigten daselbst, daB durch die Unstetigkeiten der Ge-
schwindigkeit und des Potentiales das quellenfreie Feld ein-
deutig bestimmt ist. Mithin ist das Feld einer Wirbel-
linie identisch mit dem Felde einer homogenen
Doppelschicht, die auf einer von der Wirbellinie um-
randeten Fliche ausgebreitet ist. Dabei ist die positive
Seite der Doppelschicht durch die Amperesche Regel der
Wirbellinie zugeordnet. Das vektoriell aufgefaBte Moment der
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Doppelschicht, das im § 25 mit zn bezeichnet wurde, und
das von der negativen nach der positiven Seite der Doppel-
schicht weist, entspricht dem durch d8 festgelegten Umlaufs-
sinn lings der Wirbellinie, wie der Fortschreitungssinn der
Umlaufsbewegung bei einer Rechtsschranbe. Das Moment der
Wirbellinie wird durch 4zz dargestellt, wo 7 eine stets positive
Grife ist.

Wir kénnen jetzt die im § 25 fiir das Potential einer
homogenen Doppelschicht abgeleitete Beziehung (88a):

(111) qah——itSZ

unmittelbar auf den vorliegenden Fall iibertragen. £ stellt
dabei den korperlichen Winkel dar, unter dem vom Auf-
punkte aus die Doppelschicht erscheint, mit positivem oder
negativem Vorzeichen genommen, je nachdem der Aufpunkt
sich auf der positiven oder negativen Seite der Doppelschicht
befindet. Gehen wir von der Doppelschicht zur fquivalenten
Wirbellinie iiber, so haben wir vom Aufpunkte aus Gerade
durch die Punkte der Wirbellinie zu legen und so die Wirbel-
linie auf die um den Aufpunkt als Mittelpunkt gelegte Ein-
heitskugel zu projizieren; der Flicheninhalt der Projektion
ist 2. Je nachdem der Umlaufssinn um diese Flichenstiicke
der Einheitskugel durch den Umlaufssinn der Wirbellinie in
dem einen oder anderen Sinne bestimmt wird, hat man in
(111) = & zu setzen. Hiernach ist klar, daB das Potential
einer Doppelschicht nur von der Randkurve abhingt. Es er-
ledigt sich auch die Frage nach dem Potential einer Doppel-
schicht, fiir deren Stiicke der Aufpunkt bald auf der positiven,
bald auf der negativen Seite liegt. Hier wird die auf die
Einheitskugel projizierte Randkurve sich selbst schneiden und
demgemiB die Flichenstiicke der Einheitskugel bald in dem
einen, bald in dem anderen Sinne umlaufen; danach sind
diese mit positivem bzw. negativem Vorzeichen in Rechnung
zu ziehen. Kndlich wird auch die zu Ende des § 25 ge-
machte Bemerkung verstindlich, daB am Rande der Doppel-
schicht die angewandte Rechnungsmethode unzulissig wird.
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In der Tat ist hier die Geschwindigkeit der Strémung un-
endlich, und es ist aus diesem Grunde die Randkurve durch
eine Rohre aus dem Felde auszuschlieBen, wenn man nut einer
ungeschlossenen Doppelschicht operiert.

Zeigt die Aquivalenz von Doppelschicht und Wirbellinie
manche der Resultate, die fiir erstere vom Standpunkte des
Quellenfeldes aus gewonnen wurden, in neuer Belenchtung, so
gestattet sie anderseits, das Feld der Wirbellinie auf Grund
der Theorie der wirbelfreien Felder zu berechnen, ohne das
Vektorpotential zu benutzen. Wir wollen diese Ableitung an-
geben und uns davon iiberzeugen, daf auch auf diesem Wege
die Relation (110) erhalten wird. Wir berechnen den Gra-
dienten des Potentiales (111), wobei wir der Einfachheit wegen
den Aufpunkt auf der positiven Seite der zugeordneten Doppel-
schicht annehmen; dann wird

p=—Vp=—1V, Q2.

Hierbei stellt V, 2 die Anderung vor, welche der kirper-
liche Winkel & erfihrt, wenn der Aufpunkt um die Lingen-
einheit verschoben wird. Verschiebt man statt dessen die
Wirbellinie translatorisch, so ist, da £ nur von der relativen
Lage von Aufpunkt und Wirbellinie abhiingt, nach § 22

=1V Q

zu setzen. Der durch Verriickung des Wirbelfadens bei festﬁ
gehaltenem Aufpunkte entstehende Zuwachs von & setzt sich
zusammen aus den Flicheninhalten der auf die Einheitskugel
um den Aufpunkt projizierten Flichenelemente, welche die
Elemente @8 der Wirbellinie bei der Verriickung bestreichen;
diese Flichenelemente sind so zu behandeln, als ob sie mit
Doppelschichten vom Momente 1 belegt wiren; ihre Poten-
tiale zusammengenommen ergeben den Zuwachs von £. Ver-
schiebt man nun den ganzen Wirbelfaden in der, durch den
Einheitsvektor t, festgelegten Richtung um die Lingeneinheit,
so bestreicht das Element d8 der Wirbellinie das Parallelo~
gramm

[t,d8];
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die Projektion desselben auf die Einheitskugel wird positiv in
Rechnung zu ziehen sein, wenn der jenes Vektorprodukt dar-
stellende, auf der Ebene von t, und d8 senkrechte Vektor mit
dem von d§ nach dem Aufpunkte hingezogenen Radiusvektor
einen spitzen Winkel einschlieft; denn in diesem Falle liegt
der Aufpunkt auf der positiven Seite der hinzukommenden
Doppelschicht. In dem entgegengesetzten Falle, wo jener
Winkel ein stumpfer ist, liegt der Aufpunkt auf der negativen
Seite. Beide Fille faft man zusammen, indem man den Bei-
trag, den d8 zum Zuwachs von L liefert, mit Riicksicht auf
Formel (30) schreibt

b
L e[t a8] = b [asn).

Integriert man nun iiber die Wirbellinie, so resultiert

t, f ldsr]

als Zuwachs von & bei einer translatorischen Verriickung der
Wirbellinie parallel einem beliebigen Einheitsvekfor t,. Wir
erhalten mithin

) &
b= ’I:VQ.Q: = t.[r—a[(?ﬁr],

eine Formel, die mit (110) identisch ist,

Eine andere Methode, die Aquivalenz von Wirbellinie
und Doppelschicht zu kontrollieren, ist die, daB man dem
Felde der Doppelschicht ein Vektorpotential zuordnet und
dieses auf die Form (109) bringt. Wir gehen indessen an
dieser Stelle hierauf nicht ein, da die Aquivalenz der beiden
Felder geniigend sichergestellt erscheint.

§ 32. Rechnungsregeln. Die Operation (AV)B.

Den Rechnungsregeln, die uns bisher bei der Entwicklung
der Theorie der Vektorfelder begegneten, treten noch eine Reihe
weiterer Regeln an die Seite.
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Wir beginnen mit der Regel fiir den Curl des Produktes
aus eidem Skalar v und einem Vektor %

(112) curl v = v ewrl A + [V, A,

von deren Richtigkeit man sich durch Nachrechnen leicht
iiberzengt. Ist z. B. A der Gradient eines zweiten Skalars p

A=Vp,
so ist das Feld von ¥ wirbelfrei, mithin
curl W = curl Vp = 0;
es folgt daher aus (112):
(112a) eurl {vVp = [V, Vp].

Die letzte Gleichung findet Anwendung, wenn es sich um
die resultierende Kraft handelt, die in einer kompressiblen
Fliissigkeit oder in einem Gase auf die Masseneinheit wirkt
Diese Kraft findet man entgegengesetzt gleich dem Produkte
aus spezifischem Volumen v und dem Druckgradienten Vp.
Der Curl dieses Produktes steht links; integriert man ihn
iiber eine ungeschlossene Fliche f, so ergibt der Stokessche
Satz

¥ ok
(112b) _f 2 gs = —fdf[Vv, vyl..
¥

Links steht jetzt die Arbeit, welche die von dem
Drucke der umgebenden Fliissigkeit herriihrende
Kraft bei Verschiebung der Masseneinheit auf einem
geschlossenen Wege leistet. Soll diese Arbeit fir
einen beliebigen geschlossenen Weg Null sein, so muB
der Gradient von v iiberall parallel dem Gradienten von p
sein, d. h. es miissen die Flichen konstanten spezi-
fischen Volumens und konstanten Druckes zusammen-
fallen. Ist das nicht durchweg der Fall, so wird es Wege
geben, fiir die das Linienintegral der Kraft von Null ver-
schieden ist.

Abraham, Theorie der Elektrizitit. I 3. Aufl. 8
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Es wurde bereits hiufig die Operation (UV) auf Skalare
angewandt. (V) gab allgemein den Zuwachs an, den der
Skalar ¢ beim Fortschreiten in der Richtung von ¥ erfuhr;
derselbe war auf die Lingeneinheit zu beziehen und mit dem
Betrage von ¥ zu multiplizieren. Die gleiche Operation
konnen wir nun auch auf einen Vektor B anwenden. Ist %
ein Einheitsvektor, so stellt (V)8 den auf die Liingeneinheit
berechneten Zuwachs dar, den der Vektor B erfihrt, wenn
man in seinem Felde in der durch % angezeigten Richtung
fortschreitet. Ist U kein Einheitsvektor, so geht der Betrag
von A als Faktor ein. Ks sind die Komponenten von

(AV)B:

B ¢B
mw&=,m+ﬂ +%%;

5 5 8 EBU 88' as’
(11:3) (uv)gl == uzlamb + 9[” a_y{ + ua _BZJ,
%,
mws_u +% +%@;

Wir berechnen jetzt den Vektor
(AV)B — N div B.

Seine z-Komponente ist

¢B k) ¢
AV)B, — % div B — %ay—%;j+%a;—m

Durch Vertauschung von ¥ und 8 folgt

_ o, o o,
(BV)A, — B divUA =193, oy B, -” = B — B, 5z

und durch Subtraktion der vorigen Formel von dieser

(BY)U — (AV)B + A div B — B div A,
¢ 7
- a_ry (axﬂay R aygz) - aé (azaz o axsz)'

Hier steht rechts die z-Komponente von curl [¥8]. Es
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gilt mithin fiir den Curl des Vektorproduktes die
Rechnungsregel
(114) curl [AB] = (BV)A — (AV)B + A divB — B div A.
Wir berechnen anderseits
(AV)B + [A curl B].
Die z-Komrponente ist

o8, 08, 0%, B, %, o8, 0%
t¥ -+ 9,5 +g{!’(3x _'By')_ ‘( )

T fa v oy

% 75 7z

2% 798 P
— T ¥ Sl
=W W 5, U5,

Addieren wir hierzu die durch Vertauschung von % und 8
entstehende Beziehung, so erhalten wir:

(115) V(UAB) = (AV)B + (BV)UA + [U curl B] + [B curl %]

In den beiden niichsten Paragraphen werden die Regeln
(114), (115) Anwendung finden.

§ 33. Zeitliche Anderung eines Vektorfeldes,
beurteilt von einem bewegten Bezugssysteme aus.
Die Grundgleichungen der Hydrodynamik.

Bisher haben wir nur stationire Vektorfelder untersucht,
d. h. solche, die sich mit der Zeit nicht iindern. Die Gesetze
der zeitlichen Anderung eines Vektorfeldes gehiren nicht zu
der allgemeinen Geometrie der Vektorfelder, sondern zu der
Dynamik der speziellen Kraftfelder und Stromungsfelder.
Immerhin gibt es einige allgemeine Regeln dariiber, wie man
die zeitliche Anderung eines Vektorfeldes, wenn sie fiir ein
ruhendes Bezugssystem gegeben sind, auf ein bewegtes Be-
zugssystem umzurechnen hat. Die analoge Aufgabe haben
wir in den Paragraphen 12 und 13 fiir den einzelnen, am Ko-
ordinatenanfang abgetragenen Vektor gelist.

Wir denken uns jetzt ein starres Geriist, welches sich durch
das Vektorfeld bewegt, indem die Achsen zuniichst sich selbst
parallel bleiben. Es sei v, die Geschwindigkeit des Geriistes.

g*
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‘Wir nennen %Et die zeitliche Anderung, die der Vektor % an

einem im Raume festen Punkte erfihrt, 5;‘;‘ die zeitliche Ande-

rung an einem Punkte des Gerilistes. Die Differenz
o
ot ot
ist derjenige Zuwachs, den der Vektor ¥ infolge der Bewegung
des Geriistes durch das Feld erfihrt. Dieser von einem mit-
bewegten Beobachter festzustellende Zuwachs betrigt (v,V)%.
Es ist mithin die gesamte zeitliche Anderung, beurteilt von
einem translatorisch bewegten Bezugssystem aus,
N cUu o
(116) e o (8, V).
Hat man es z. B. mit einem bewegten Fliissigkeitsteilchen
zu tun, so stellt %ﬂg die Beschleunigung des betreffenden Massen-

elementes dar, vorausgesetzt, daB man das Bezugssystem mit
der Geschwindigkeit v bewegt, die eben jenem Massenteile zu-
kommt. Hier gilt
2 V).

Diese Beschleunigung ist nun nach den Grundgesetzen der
Mechanik der auf die Masseneinheit bezogenen Kraft gleich.
SchlieBt man Reibung aus, so setzt sich die Kraft zusammen
aus der Kraft der Gravitation, die sich aus einem Poten-
tiale @ ableitet, und der von den benachbarten Fliissigkeits-
teilchen ausgeiibten Kraft — »Vyp, von der im vorigen Para-
graphen die Rede war. Die erhaltene Gleichung

(117) D V)= —V® 0V

ist die Grundgleichung der Hydrodynamik in der Form,
die man als ,Eulersche Form“ zu bezeichnen pflegt, und
die ein im Raume festes Bezugssystem zugrunde legt.

Die Rechnungsregel (115) ergibt

(8V)b = 1 Vo2 — [bw],
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wenn W = curl b wieder den Wirbel bezeichnet. Ks ist daher

\ b
(118) o7 ==— V{ D+ 30} —0Vp-+ ],

Bisher wurde das starre Geriist nur translatorisch durch
das Vektorfeld bewegt. Wir wollen jetzt auch Rotationen in
Betracht ziehen, so daB die Geschwindigkeit der Punkte des
Geriistes durch Gleichung (35)

b =1, [ur],
bestimmt ist, woraus
dive=0, curlp=2u
folgt.

: o “ oW . . .
Die zeitliche Anderung —" in diesem allgemeineren Falle

r

setzt sich jetzt aus drei Teilen zusammen: Erstens der zeit-

lichen Anderung GFQ: des Vektors ¥, die an einem im Raume

festen Punkte stattfindet; zweitens der Anderung, die infolge
der Bewegung des betreffenden Punktes des Geriistes durch
das Feld einem mithewegten Beobachter stattzufinden scheint:
(8 V)U; drittens endlich kommt die Anderung in Betracht, die
infolge der Rotation des Bezugssystemes stattfindet, wenn wir
die zeitliche Anderung von ¥ eben von dem rotierenden
Systeme aus beurteilen, d. h. % auf ein im Geriiste festes
Achsensystem beziehen. Nach § 13 ist die letstere Anderung
[Uu]. Wir erhalten daher

o' N oA
(119) % =5 + (V) + [An)

als resultierende, von dem rotatorisch wund trans-
latorisch bewegten Geriiste aus beurteilte zeitliche
Anderung des Vektors 9.

Man iiberzeugt sich durch Nachrechnen davon, dab

(AV)D = — [Un]
zu setzen ist; da ferner
curl b = 2u

gilt, so ist

[Uu] = [H curl v] + (AV)p,
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mithin nach (115).

(119a) % =% V(%) — [v curl ]

Setzt man anderseits in (119)

[Uu] =— (AV)y, dive =0
und beriicksichtigt die Regel (114), so wird
7% = 7% + ourl [#0] + v div .

Fiir die Berechnung der Divergenz, sowie des Curl und
des Gradienten ist es selbstverstindlich ganz gleichgiiltig, ob
man ein im Raume festes oder ein bewegtes Bezugssystem
zugrunde legt. Sind doch diese GroBen vom Koordinaten-
systeme unabhingig definiert. Wenn man freilich mit Kom-
ponenten operiert und diese vom ruhenden auf das bewegte
Bezugssystem umrechnet, so ist die relative Lage der beiden
Achsenkreuze in dem betreffenden Zeitpunkte in Betracht zu
ziehen, aber dic Umrechnung geschieht genau so, als ob das
bewegte System in seiner augenblicklichen Lage ruhte. Rechnet
man mit den Vektoren selbst, so kommt die Bewegung des
Bezugssystemes nur fiir die durch Differentiation nach der
Zeit abgeleiteten Vektoren in Betracht, nicht fiir die von der
augenblicklichen riumlichen Verteilung des Feldes abhingigen
Vektoren und Skalaren.

(119b)

§ 34. Zeitliche Anderung von Linien- und Flichenintegralen,
bezogen auf bewegte Linien und Fldchen. Die Wirbelsitze
von Helmholtz.

Es soll die Aufgabe gestellt sein, die zeitliche Anderung
eines Linienintegrales

2
(120) f W, ds,
:

erstreckt iiber eine ungeschlossene Linie, oder eines Flichen-
integrales
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(120a) f B, df,

erstreckt iiber eine ungeschlossene Fliche, zu berechnen, wenn
die Punkte der Linie oder der Fliche sich in beliebiger stetiger
Weise bewegen. Wird die Linie oder Fliche als Ganzes be-
wegt, ohne daB die relative Lage ihrer Punkte sich #ndert, so
ist die Losung auf Grund der Ergebnisse des vorigen Para-
graphen zu erhalten. Man fiihrt dann ein starres Geriist ein,
in dem die betreffende Kurve oder Fliche befestigt ist; von
diesem aus betrachtet sind ds, df feste Linien- und Flichen-
elemente, man hat daher

2 2
a o, d Ve,
E.[ W.ds =.f B d"t,f B, df =) 7% 4
1 1

wobei die Komponenten von (a? 4 a(;,?l parallel zur bewegten

Kurve bzw. senkrecht zur bewegten Fliche nach den Regeln
des vorigen Paragraphen zu berechnen sind.

Wir wollen indessen die Aufgabe allgemeiner fassen, in-
dem wir beliebige stetige Bewegungen der Kurve hzw. Fliche
zulassen, {iber welche das Integral zu erstrecken ist. Wir be-
trachten zunichst das Linienintegral (120). Seine zeitliche
Anderung wird sich aus zwei Teilen zusammensetzen: Erstens
aus derjenigen, die stattfinden wiirde, wenn die Kurve 8 ruhte;

diese betrigt
2

o
fat ds.
1

Dazu kommt zweitens die Anderung, die infolge der Be-
wegung der Kurve durch das Vektorfeld eintritt; fir deren
Berechnung kommt das Feld des Vektors ¥ nur zur Zeit ¢ in
Betracht, aber die Lagen der Integrationskurve in den beiden
Zeitpunkten ¢ und ¢ + df. Wir wollen diese Lagen durch An-
gabe der Endpunkte (1, 2) bzw. (1', 2') kennzeichnen; dann
ist die totale Anderung des Linienintegrales in der Zeit d¢:



120 Erster Abschnitt. Vektoren und Vektorfelder. § 34

b} 2 2’ 2
dtiJ Wds — d:,:j AN +Jsm —jvm.
(If Gt .
1 1 1 1

Nun ist

.fiidﬁ i/gadé =/:‘;[d§ +/}5.'Ids.
< i 1 1 4

Wir fiigen zu diesem Ausdruck die Integrale hinzu, die
sich auf die Kurvenstiicke (11') und (2'2) beziehen; (11')
und (22") sind die vom Anfangs- und Endpunkte der Kurve
in der Zeit dt beschriebenen Wege; daher ist

17 2
JQ[tlﬁ = (Uv),di und /?{dé = — (Up), dt.
! g

Das Ergebnis ist das Integral von W, erstreckt iiber die
geschlossene Kurve 1'2'211'; dasselbe wird mit Hilfe des
Stokesschen Satzes umgerechnet in das Integral von curl %,
erstreckt iiber die von der Kurve umrandete Fliche. Diese
Fliche aber setzt sich zusammen aus den Flichenstiicken
[bd8]dt, die von den einzelnen Elementen d§ in der Zeit df
bestrichen werden. Die Reihenfolge der Faktoren in dem
Vektorprodukte ist hier bereits so gewiihlt, dall der Umlaufs-
sinn mit dem oben festgesetzten 1'2'211" des Integrations-
weges {ibereinstimmt. Zum Flichenintegrale von curl % liefert
jedes Flichenelement den Beitrag

dt curl A [vds] = di ds[cuarl U, v].

Mithin erhalten wir als Folge des Stokesschen Satzes
2’ 1 9
]ﬂdé —|—f9ld’§ + (Uv),dt — (Av),dt = dtj d8[curl A, v].
it g i

Schreiben wir hier

2

(Av), — (Ap)y = — [ d8V(AD),
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so erhalten wir

2! 2 2
[ uas —fws — at [ s [V (v%) — o curl 9]}

als denjenigen Teil der Anderung des Linienintegrales, der
von der Bewegung der Kurve herriihrt.

Es folgt daher

2 g
K d [t e N
(121) d—tjﬁlds =fds{?at + V(0 %) — [ curl )} .
1

Fiir eine als starr hewegte Kurve ist dieses Resultat bereits
in der Formel (119a) des vorigen Paragraphen enthalten.

Als Beispiel betrachten wir den Vektor v der Geschwindig-
keit einer beliebigen reibungslosen Flissigkeit. Wird % = b,
curl = w gesetzt, so wird

2

dt nda-[ds{ + Vv — [vw]},

und nach der hydrodynamischen Grundgleichung (118)

X ¢ (.
—(ﬁfnds =Ja'fs {ﬁvfpju , Vo —Wp}-
1 5

Ist die Kurve geschlossen, so folgt als zeitliche Anderung
des Linienintegrales der Geschwindigkeit

1 1 1
, d ‘ i N P
(121a) a—tjnds - fJ Ry = —fdw@f-
. | < 1

Ist der Zustand der Fliissigkeit so beschaffen, daf} iiberall
die Fliichen konstanten spezifischen Volumens ¢ und konstanten
Druckes p zusammenfallen, so verschwindet nach § 32 das
Linienintegral der rechten Seite fiir die geschlossene Kurve;
in diesem Falle wird das Linienintegral von v konstant fiir
jede mit der Fliissigkeit bewegte geschlossene Kurve, und es
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gilt der Satz: Das Linienintegral der Geschwindigkeit,
erstreckt iber eine beliebige mit der Fliissigkeit
bewegte geschlossene Kurve, bleibt bei der Bewegung
ungeindert.

Dieser Satz enthilt eine wichtige, von Helmholtz zuerst
erkannte Eigenschaft reibungsloser Fliissigkeitshewegungen.

Wir behandeln jetzt das Flichenintegral (120a); seine
zeitliche Anderung

d
X dtaﬁfdﬂlﬂn

im Zeitelemente dt setzt sich zusammen aus der Anderung,
die bei festgehaltener Fliche f in der gleichen Zeit stattfinden

wiirde,
.08,
dt.[df ot ?

und aus der Anderung, welche infolge der Bewegung der
Fliche f durch das Vektorfeld eintritt. Bei der Berechnung
der letztgenannten Anderung ist wiederum nur das Feld zur
Zeit ¢ in Betracht zu ziehen, aber die Lagen der Fliche f in
den beiden Zeitpunkten ¢ und ¢t + dt. Wir wollen diese als f
und f' unterscheiden. Die infolge der Bewegung der Fliche
hinzukommende Anderung ist

fdf'm,, —fdf&in.

Die beiden ungeschlossenen Flichen f', f werden nun zu
einer geschlossenen Fliche F' erginzt, indem die von der
Randkurve & im Zeitelemente df bestrichene Fliche hinzu-
gefiigt wird; dabei bestreicht jedes Linienelement d& das
Flichenelement d¢[d8b]. Die Reihenfolge der Faktoren in
dem Vektorprodukte ist hier so gew#hlt, daB der dem Flichen-
elemente zugeordnete Vektor der Richtung nach mit der
duBeren Normale der geschlossenen Fliche F' iibereinstimmt,
sofern die dem Umlaufssinn der Randkurve 8 zugeordneten
Normalen von f, /' einen spitzen Winkel mit dem Geschwindig-
keitsvektor n bilden; nach denselben Normalen ist die Kom-
ponente von B in den obigen iiber die Flichen f, /' erstreck-
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ten Integralen zu nehmen. Auf f' stimmt diese Normalen-
richtung mit der #uberen Normalen der geschlossenen Fliche
iiberein, auf f mit der inneren Normalen. Xs wird daher
nach dem GauBschen Satze

fdf’!Bn —fdf?Bn-}- dt | B[dsv] =fdv div ®.

Hier ist dv ein Element des von der geschlossenen
Fliche F begrenzten Raumes; da diese Raumelemente von
den Flichenelementen df wiithrend der Zeit df bestrichen
werden, so ist

dv =dtdfn,

zu setzen. Schreiben wir ferner

B[dsv] = — d5[Bb],

so wird

fdf's,, — far®, = a {fdfn,, div B +fd§[!3n}}-

Die Anwendung des Stokesschen Satzes auf das Linien-
integral ergibt schlieBlich

f ar's, — f s, — dzf df (v, div 8 + curl, [Bv])

als diejenige zeitliche Anderung des Flichenintegrales, welche
infolge der Bewegung der Fliche / eintritt. Die resultierende,
auf die Zeiteinheit berechnete Anderung ist daher

@z 2 f ars, = f df{ 7% 4 curl [Bu] + b divs}

Fiir eine starr bewegte Fliche ist auch dieses Resultat be-
reits in der Formel (119b) des vorigen Paragraphen enthalten.
Ist

n

B=curl¥,

go ist nach dem Stokesschen Satze

f(if$ﬂ=fd§ﬁ;

es wird folglich die linke Seite von (122) nach (121) gleich
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dem iiber die geschlossene Kurve § erstreckten Integrale:

(” dBQI—J dé{-— — [b curl QI]]

Wir wollen uns davon iiberzeugen, dall dieses Linien-
integral mit der rechten Seite von (122) identisch ist; wir
formen dasselbe mit Hilfe des Stokesschen Satzes in das
Fliichenintegral:

‘jdf{ curl %% — curl [b curl 9(]} .
um. Da nun

curl 2 = = 73¢» — curl [b curl A] = curl [By]
und

div® = div curl A =0,

so ist die Identitiit in der Tat nachgewiesen.

Wir wenden die Formel (122) auf den Wirbel w = curl v
an, indem wir die zeitliche Anderung des Wirbels fiir ein be-
wegtes Fliissigkeitsteilchen verfolgen. Offenbar ist die linke
Seite der so erhaltenen Gleichung

flfm fd’f + curl [mn]}

mit derjenigen von (121a) identisch. Nach (118) wird ander-
seits

gt
Z¢— —curl oVp — curl [wo]

und nach (112a)

aait’ + curl [wy] = — [Vv, Vp],
mithin _
(123) dit f dfw, = — j df [Vv, Vp],.

Sind inshesondere iiberall die Gradienten von v und p
einander parallel, so wird

(128a) - j dfw, = 0.
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Diese Relation enthiilt eine andere Form des Helmholtz-
schen Wirbelsatzes: Das Flichenintegral des Wirbels,
genommen iiber eine mit der Flissigkeit bewegte
Fléche, ist konstant, wenn die Flichen konstanten
Druckes und konstanten spezifischen Volumens durch-
weg zusammenfallen.

Fallen jene Flichen nicht zusammen, so ist nach (123)
fiir jedes Fliissigkeitsteilchen die Achse des pro Sekunde er-
zeugten Wirbels senkrecht zu den Gradienten von v und p
gerichtet, sie ist mithin parallel der Schnittkurve der
Flichen konstanten Druckes und konstanten spezi-
fischen Volumens.

Die entstehende Fliissigkeitszirkulation umkreist die Schnitt-
kurve in dem Sinne, daB auf die Richtung des zunehmenden
spezifischen Volumens (abnehmender Dichte) die Richtung ab-
nehmenden Druckes folgt. Dieses Gesetz beherrscht die durch
ungleichférmige Erwirmung der Luft entstehenden Wirbel.
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