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Sechster Teil.

Theorie der speziellen Stérungen.

Abschnitt XXIX.
Mechanische Integration.

152, Bezeichnung. Vorbereitende Entwicklungen. Die Methoden zur Be-
rechnung der speziellen Storungen, die in den folgenden Abschnitten dargestellt
werden, haben zur Voraussetzung ein Integrationsverfahren, das unter dem Namen
»mechanische Integration« bekannt ist; es soll daher eine kurze Darlegung desselben
vorausgeschickt werden, jedoch mit Beschriinkung auf die sogenannte Summenmethode,
die hier allein in Betracht kommt; betreff der iibrigen sei auf das Buch von
H. Brums, »Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnense« verwiesen.

Die zu lésende Aufgabe besteht darin, von eciner stetigen Funktion f(f) das be-
stimmte Integral zwischen gegebenen Grenzen numerisch anzugeben, wenn die Funk-
tion »tabuliert< ist, d. h. wenn fiir eine Anzahl gleichmillig zwischen den Grenzen
verteilter Werte des Arguments der Wert der Funktion berechnet vorliegt. Die
Liosung macht ausschlielllich von den GréBen des Summen- und Differenzenschemas
Grebrauch, das aus den tabulierten Funktionswerten gebildet werden kann und das
in der GauB-Enckeschen Bezeichnungsweise folgende Form annimmt:

IL Summ. R, I. Summ. R. Funktion, 1. Diff, . 1L Dif. 111, Diff. LV. Diff. V. Diff.
Ifﬁ'_éw} fla—3u) e — 2a0) : : :
If(a — 2 [le — 2) x 11(&_2 ; .

fla—w) II;E: _ 1 ::)3 fla — ) ';:?: : iﬂj ﬁu((ﬂ —w) % fMa—3w) pve, _ w)
e ;w) f(a) [ + lzzr,}} f"(a) f;l: {a—;iu.') V(a f:: o % )
flatdu) [@+20) e o s f ("+“‘l L '
1f(a -+ Lew) ”“.+ 3e) .

Hierin ist mit a ein bestimmter Argumentwert, mit « das konstante Intérvall zwischen
zwei aufeinander folgenden Argumentwerten bezeichnet. Offenbar kann dann jeder
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Wert des Arguments, fiir welchen der numerische Betrag der Funktion vorliegen soll,
allgemein durch

t=a+nw, n=---—3, —2, —1,0, +1, +2, ...
ausgedriickt werden. Die ersten Differenzen entstehen dadurch, daB der voraus-
gehende Funktionswert vom folgenden abgezogen wird, und werden auBler durch den
rechts stehenden Index I durch das Argument gekennzeichnet, das dem arithme-
tischen Mittel der konkurrierenden Argumentwerte entspricht. Die weiteren Differenz-

reihen entstehen dadurch, dall man jede vorhergehende ebenso behandelt, wie hier
die Funktionsreihe. Die Summenreihen entstehen, indem man zu einem willkiirlich

angenommenen Werte 'f(a — 1w), "fla), ... den rechts darunter stchenden Funk-
tionswert, bez. den der ersten, ... Summenreihe addiert; die Bezeichnung entspricht
auBer dem links angesetsten Index I, II, ... der auf derselben Zeile stehenden

Differenz. Sowohl dem Wert als der Bezeichnung nach ist die Funktionsreihe dic
erste Differenzreihe der ersten Summenreihe, die erste Summenrveihe die erste Diffe-
renzreihe der zweiten Summenreihe u. s. f.

Es ist zweckmiiflig, auch fiir die arithmetischen Mittel je zweier aufeinander
folgender GroBen des Schemas eine abkiirzende Bezeichnung einzufithren; wir setzen
dem allgemeinen Prinzip der Bezeichnung folgend:

fHa—4iw) = 2(fYa+ @ — 2 w)+ Lo+ (( + 1)w)
[Ma—+ (i + 2)ew) = ({1 a + iew) + a4 (2 + 1))

e+ iw) = (fla+ (F — 2)w) 4+ Yfla 4 (2 4 3)w)
U@+ (64 3w) = ;(”fa —+ )+ "fla 4 (¢ 4 1)w)).

Diese Bezeichnungsweise vorausgesetzt, lassen wir noch an Stelle der Variabeln ¢
die durch
t=a-+4+zw
definierte Variabele r treten, die jeden beliehigen Wert annehmen kann, und ent-
wickeln die Funktion nach dem Taylorschen Satz:

xw? .
+ A+

hier sind mit f,(a), fy(a), ... die ersten, zweiten, ... Differenzialquotienten nach «
bezeichnet. Setzt man hierin fiir  die ganzen Zahlen .. — 2, —1, 0, 41, 4-2,...
so erhiilt man eine Reihe von Gleichungen, welche links die bekannten, tabulierten
Funktionswerte, rechts die mit Zahlenkoeffizienten multiplizierten Griflen wf, (a),
wfy(a), ... enthalten. Bildet man von beiden Seiten das Differenzenschema, so
erhiilt man durch Vergleichung der beiden Seiten eine Reihe von linearen Bezieh-
ungen zwischen den Griflen von 1) einerseits und den GrioBen wf|(a), w*f,(a)

andererseits. Werden diese Beziehungen als Gleichungen mit den Unbekannten
wf,(a), ... behandelt und nach diesen aufgelist, so erscheinen die Unbekannten
als lineare Funktionen der GriBen des Differenzenschemas 1), in denen sonst nur von
der Funktion und von # unabhiingige Zahlenkoeffizienten auftreten. Zur Bestimmung
dieser letzteren bedient man sich, statt das beschriebene weitliufige Verfahren durch-

fla+zw) = fla) + zwf,(a)
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zufithren, eines Kunstgriffes, der rascher zum Ziel fithrt. Da nemlich Jede Funktion
zu denselben Koeffizienten fithren muB, kann man sich einer bestimmten bedienen,
fiir welche die analytische Entwicklung bekannt ist; dieselbe muB auBerdem noch
die Eigenschaft haben, dafi weder Differenzen noch Differenzialquotienten jemals
abbrechen. Eine solche Funktion ist die Exponentialfunktion, die wir mit exp be-
zeichnen. Es wird dafiir cinerseits
fla) = expa, fia) = expa, fi(a) = expa, ..
und andererseits :
[X(e 4 ) = exp (a 4 w) — expa = exp (@ + L) (exp () — exp (— L w))
@ — ;) = exp a — exp(a — ) = exp (@ — L) (exp () — exp (—iw))
[ (a) =(explw—exp(— Lw))(exp(a+iiw)—expla—iw))=expa(exp(iw)—exp(—Lew))?
usf,
Setzt man zur Abkiirzung
exp (220) — exp (—2uw) = u

so wird das Differenzenschema fiir die Exponentialfunktion:

Funlktion 1. Diff. II. Dift. LLL Diff.

oxp (¢ — 2w)
exp (@ — )
exp a

exp (a -+ w)
exp (a4 2w)

wexp (@ — 2w)
uexp (@ — ew)
w exp (e -+ L)
wexp (@ 2w)

u exp (o0 — )
u* exp a
w?* exp (a -+ w)

' exp (@ — ;)
wrexp (a4 jw) T

L
—_—

Stellt man sich jetzt die Aufgabe, die wf, (@), w*[f.(a), ... durch diejenigen GriBen
des Schemas 1) auszudriicken, welche von einem durch f(#) hindurchgelegten Hori-
zontalstrich getroffen werden (gerade Differenzen) und durch das arithmetische Mittel
derjenigen, zwischen welchen der Strich hindurchgeht (ungerade Differenzen), so hat
man folgenden Ansatz zu machen:

wf,(@) = e,f"@)+B,/Ma) + 7,/Ma) + - - -
wfyl0) = e f(a) -+ Bof™(@) + 7o/ ™M) + - - - 3

worin die «, #, y, ... die zu bestimmenden Zahlenkoeffizienten vorstellen.
Die erste Gleichung 4) wird, wenn an Stelle der Funktion / die Funktion exp
gesetzt wird:
wexp a = a,ux(exp(:w) -+ exp(— ;w)) expa - g, u* expa
+ 7,5 (exp (3w) + exp (— Sw)) expa + - - -
Nun ist ,
[exp (3er) — 2 (exp(iew) — exp (— )] = 1 + Ju*
[exp (—3 ) + f(exp (3w) — exp (—Fw))}! = 1 + o

exp (o) = - fu—+ Vi+Iu*

exp (—iw) = — iu - Vi+ju
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und daher

, exp (x u)—|~m.p(—-u)—-2]r’1—[—’u“
Mithin wird obige Entwicklung:

w=cuV1+ 1w 4 g + y Vi + 0 + du* 4 - - -
oder wenn darin:

/ T8 — Y (R L PO LR TR N S SN SR R
h—]—,af—.t—[—zfn i il +3.4.6 . i Y
eingetragen wird:
B 1 '
w—_:cr,u.+;3,n"+(7,+T-;a,)u“—]—é,u‘+--- 5)

Durch Differenziation von

exp(fw) = tu + Vi +
folgt:

—ewp(‘w)dw_[ + Tu(1 4wt }du
oder nach kurzer Reduktion:

dw = (1 -I—%Jti]_""ff?t:(l —T%f—,+2—:—:;;;— ;ig_=+)d"‘
und Integration:

T il 1-3 1 ¥ 1:3-5 1

W % 2 32’+z-4 5 2 2:-4:6 06 z“+ )

Die Vergleichung von 5) und 6) ergibt:

&, =1T; ;=0
I 111 e o 1
-;._]__._——-_ o . R e—
71 s 2 3 2 /1 6

d, =o usk
Es wird also:

wfa) = fYa) — g (@) + 55/ (a) —
In derselben Weise werden die weiteren Gleichungen 4) behandelt, worauf man
folgende Zusammcnstcllung erhiilt:

o f0) =11 ) — SR+ & o) e

wfy(a) = f‘ll — 2fY (a) + 9—qu‘n (@) — o

w3 f,a) = Ill{rr] LY (@) 4 1 () — - - 7)
w'f,la) =f“' = 2 f T {a)=e

w* (e ]= f“rJ — 3" {a) +

w'f.(a) =fV(a) + -

153. Formeln fiir einfache Integrale. Um das Integral

Jrwat

zwischen bestimmten Grenzen zu ermitteln, setzen wir wie oben

l=a+4zw
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und dann in .
jf(fj dt = w [ fla+ xw) dz 8)

fiir f(a@ -+ zw) die in voriger Nr. gewonnene Entwicklung; es kommt zuerst:
Jrlataw)ds = Ctafl@) + Zwfa)+ 5 wf) +
und nach Substitution der Ausdriicke 7)
[l +zw)iz = C -+ xfla) + f{f{ (@) — 3@+ 577 @) — - )
+ ()"“ @) — 51 (@) + 35 (@) — - =)

+ D — Y @+ )

+ E}(f"’ (@) — sf"(@)+--) 9)
+ 700 )
+5040(f“ (@) +---),

wobei wir uns auf die Differenzen 6. Ordnung beschriinkt haben, iiber die man wohl
nie hinausgeht. Die Wahl der Grenzen hat man in praxi meistens in der Hand und
wird sie daher so treffen, dali mioglichst einfache und konvergente Ausdriicke ent-
stehen, Dies ist in nahezu gleicher Weise der Fall, ob man die Grenzen in den
Anfang oder in die Mitte eines Intervalles 2 verlegt. Man hat zuniichst nach ein-
facher Ausrechnung:

+'-
Jlla+zwdr = fla) + 5 f™0) — 371" (0) + 52l VHa) — - - 10)

und

+3
[flat @)tz = (a)+ 370+ 6 — 55 ™(0) = rdesf(0) - 523V (0) 4 -+

Da Y (a) = 1fY (@ + 2ew) + =f" (@ — L)
und M (a) = 1f" (a 4+ Few) — if! (@ — %u0),
so folgt: ffla)= [' (a 4+ tw)— 1f"(a)

und ebenso: Wa) = fUa + —wj Lf V(@)

Y0 = 1" (e+iu) = "

Wird dies in die letzte Formel cinget.ragen, so wird daraus:
+3
ff(a + zw)dr = if(a) + (@ + tw) — 5[ a) — 55 @ + jw) 4 mof“’(a) -+
! ;2:0)"‘-’ (“ + J :-:‘:'J:,i:(.'cif‘ri{“') = I‘]'

Da es offenbar gleichgiiltig ist, welehes der Argumente wir als Ausgangsargument
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@ wihlen, so folgt aus den Gl. 10) und 11) sofort, wenn mit 7 eine beliehige ganze
Zahl bezeichnet wird:

i+

ff(a—!—:;:w}dm = fla+iw)+ 2 Y atiw) — S Y (a4 iw)+ 5555 atiw)— - 12)
-4

|+‘~
jf{rz+rae]dz_ fla+iw) + a4 (i3 w)— S atiw) — 5 M (a4 3)w) +

1440f”(a’ = ”( 4;230 v(ﬂ = (‘* 5= 2)”] uloggﬁof“{a 2 = “f’) = 13)
Aus den Formeln 10)—13) lassen sich nun leicht die Integrale zwischen den
unteren Grenzen —! und o und den oberen ¢ und ¢ + % bilden. Man hat zuerst

2

i+} & i+
e Y
also S S 4
g 3 n=i n=i =i
/. a4 +axw)de _—Zfﬂ,—i—nw —{—,421"“ a-++nw -—3—?-5—,,2}"“ (a4 nw) +

Da nuch der Entstehung der ersten Summenreihe und der Differenzreihen.
n=i

Zf [a+nw) =1 (a+ i+ 3w)—"f (e —;w)

n=t

S'filla +nw)= 1 (@+ (i +Huw)— ' (@ —iw)

2f1V(rr +nw) = Mo+ (i + 2w) — Me — Fw)

n=o

so folgt, wenn das willkiirliche Glied der ersten Summenreihe (e — ;) durch

Ifla—3w) = — %Y e — jw) + 555 M@ — 30) — gdss (@ —3w) 4+ -+ 14)
bestimmt wird:
i)
ﬁ‘"{u. + zw)de = "fla+ (i+ 2)w) + 5 e+ (E+3w)— gL MM a+ 43 u,)-i— T
4 + séresl @+ (4 3)w) — -

Nimmt man als obere Grenze ¢ statt ¢+ ;, so erhiilt man wegen:

und mit Beachtung von

fla i) = f(a + i+ 3)) — (@ + (6 — 2)u)
f“{rr-+-rw =@+ i+ 3i0) — [0+ =3}

die Formel:

jf{:—{-x w)de = fladiw)— }, fHad-iw) 25 e+ lw)— S Y (e+iw) 4 L
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Wird als untere Grenze o statt — X genommen, so hat man von I. und TL, welche
die Bestimmung des willkiirlichen Gliedes 'fla — ) nach 14) voraussetzen, in Ab-
zug zu bringen:

S+ we)dz = 1fla) = & 110) + 72 fU(0) — g2t Vi) +
-4

was am einfachsten dadurch geschieht, daBi man diesen Betrag von f(a — }w) nach
14) abzieht, d. h. daB man 'f{e — %) nicht nach 14), sondern durch

'fla — 3) — 'fla) + 5511 (6) — 7" (6) + siss ¥ (@) —
bestimmt; da aber
'fla) = 3'fla — 30) +3'fla +3w),

~— 'fla) + 'fla — 2w) = ;'fla — 2w) — 3'fla +30) = — 3 fla),
und bei der unteren Grenze o ist also 'fla — fu) durch

'fla — sw) = —3fla) + (@) — 756 ") + goiss FY (@) — - - - 15)
zu hestimmen, worauf wird:

i+

[fla+ww)de = fa-+ i+ 2)w) + 2 fila+ i +3)w) — Sl M@+ i+ o)+ T
) ) + geressl (@ + [+ Zw) — - -
.ﬁ'(a+mw}dx= fla4iw)— S adiw) 50 M a+iw) — 255V (a+diw)4-- -« TV.

so wird

Werden die Formeln I.—IV. nach 8) noch mit # multipliziert, so ergibt sich das
urspriinglich gesuchte Integral, fiir das wir die Formeln nochmals zusammenstellen:
Ist die uniere Grense des Integrales a — 5w, so bilde man das erste Glied der ersten
Summenreihe nach
lﬂﬂ' — W) =— _'fl a—3 s:aofm(”' gl r;rs?ﬁrieofv!..“ L ey R
ist die untere Grenze a, so ba.!de man cs durch
'fla — 300) = — 3 fl0) + 351 (0) — 2o M a) + ga3sa ¥ (@) —
dann wird:
o+ dw
jf{!)dt =w(fla 4+ iw) — 5 Ma+ dw) 4+ 75 M a + ) — S5V e+iw) 4+ - - 2),

a+ i+ 3w
SOt = w0 (4 G+ 2 a0) + 2 [+ D) — 0 (4 2) ) +
I '—;}Lart?H‘f"{ff+I!+ ‘]H)'—"'

(T

154. Formeln fiir Doppelintegrale. Um das Doppelintegral-

_ /ff{t}dt*

zu bilden, setzen wir wieder [ = « -+ xw, dt* = w*dz* und haben daher
1 ?

./.Tf“:i A4t = ”'Tfff(ﬂ ~+ wer)dat, 16)
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Nach g) ist
Sl +zw)de = O+ afl)+ 2% e+ 1234 507 + 520+ s Pe +-

wo «, £, 7, ... zur Abkiirzung fiir bekannte Funktionen der Griiien des Differenzen-
schemas gesetzt sind, deren Bedeutung durch Vergleich mit g) ersichtlich ist. Ehe
wir diesen Ausdruck ein zweitesmal integrieren, muf iiber die Konstante C eine Fest-

setzung gemacht werden; wir bestimmen sie zuniichst so, daB das Integral fiir ¥ = — %
verschwindet; es wird dann:

o=C—3fle)+3¢— 58+ - = U—/?[(&—}-Mt?}d.t,
oder

C= f(a + zw)d.
-4
Wird dies oben eingetragen und nochmals integriert, so kommt:

. e 3 i
i+ wwyin = o, + xﬁjm wu)de+ " fla)+ Cat B+

und genommen zwischen den Grenzen — . und 4 %:

i
[ff{ﬁ-—l— xie)da? _—/frr+x.*u)f?.r+“a+ o S U I
-4 =4

Wird hier nach II. (Seite 479)
/fa + zw)de ="fla) — 5 a) + 555 /M a) — 22 V(@) + - - -

(welche Formel die Bestimmung des Summengliedes 'f(« — L2¢) nach 14) voraussetzt)
und ferner «, y, ... eingetragen, so folgt:

o
Jffla+zw)dat = i) — 2 fHl0) + 53 @) — i V() +
- _1

und dalier auch:

+
jjfrr+ xw)de? = la+iw) — 3 fHla+iw) + 35 e+ dw) — -

Durch Summation folgt weiter:

i+3 n=i¢ n=1¢ n=r1
jjj (et - xew)d a? ——-21[ r.f—|—u.*rJ—i42,f (et 92 20) W,‘_to'”z(a—{—rut).'.

Ba uschinger, Eahnbestimmung. 31
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Nun ist:
flg) = 3fla+iw)+ e —tw) = fla+ w)— (@ —w)
Ifla+ w)=L'fla-+3w)+ 3 fla+1w) = ;"fla + 20) — ;1f(a)
'fa—i—.w) = "/ a—]— zr) "f((:-{- w) = ”f a+3u) “f(u -4 'u')

‘fa+m)-—--‘ [f(a-i-[ u)+‘ 'f‘(a+(a—~)u)-—‘"f(ﬂ+ r-|—uu}— ’"f(rz—l— i—1)w),
also durch Summation:

S/ i@+ naw) = 21f (@ + (i + 1)10) + 37 (@ 4 i) — 1f0) — 37 (@ — w).

n=o

In derselben Weise findet man:

n=i

é:fi (@+mnw) =if(@+ 4+ 1))+ Lf (@ + iw) —Lf (@) — Lf (@ — w)
anl(a -+ u_-) — -;fll(a -} {;.' + ;} w} -+ ;_fll(,, o f-'a-'} . %f" (a) o —;f” [a o u-')
B usf,
Ferner ist: 8
f(a) 4 "fla — w) = 21f(a) — If(a—iw)

fla)+fla—w) = 2f (a—w)+f'(a—Zw)
f” a]—}-f“(s—ro -—zf”a—u. [1“ (@ — £w)

Beachtet man nun, dall die Anwendung der Formel IIJ bereits voraussetzte, daBl

Ifla—sw) = — 5 Mo —s0) + 555 Ma —3%) — s @ —zw)+ - -
und ferner, daBB man das willkiirliche Glied der zweiten Summenreihe durch
tf(g) = 2 fla—w) — 55 (2" (@ — ) + (@) 4+ 555 GV la—w) 2 Y(@) +- -+ 17)
bestimmen kann, so fallen nach der Zusammensetzung des Integrales aus den Summen
die jeweils dritten und vierten Glieder weg und es bleibt folgender Ausdruck iibrig:

1'+—_}
[ 1 ww)dar =@t i+ 2 0)— 5l D)+ e M@+ 20—y,
= — sl @+ E43w) + - -
'm statt der oberen Grenze ¢ 4+ ! die Grenze ¢ einzufithren, bilden wir nach

de1 allgemeinen Formel:

/‘/f(r—!—tn;dr* ffrt—j—:rw)d;r—|— fla)+ 5+ 58+ s64a? + 50550+ -

oder nach Suhstltutlon des oben abgeleiteten Wertes des rechtsstehenden Integrales
und der «, 2, 7, ..

f .f(rr.-{—:r w)da® = Lf(a) 3 fla)— % fMa) + 555 M (@) 4 sirs M (a) — s M (@) 4 - -

Daraus folgt wieder:
i+ 'i

jff{r.f +xwjde® = Mla+dw) 4 L fla+ tw) — 5 e+ iw) 4
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Wird dies von V. abgezogen, so ergibt sich das gewiinschte Integral:

j!l [la 4+ zw)da? = "fla 4 iw) + 5 fla+tw) — 515 M@+ iw) + VI.

-4 sogss /(@ + i) —

Will man von der unteren Grenze o ausgehen, so hat man von V. und VI. den
aus VI. folgenden Betrag

Jftla+aw)de = (@) + 510 — s fM0) + gise ™ (@) —

n .*’Lbzug-zu bringen, was wieder am einfachsten durch entsprechende Bildung der
Anfangsglieder der Summenreihen geschieht; das Anfangsglied der ersten Summen-
reihe 'f(a — %w) ist nach 15) zu bilden und das Anfangsglied der zweiten Summen-

reihe 'f (@) nach:

Uf(a) = — 35 f(a) + 53 M 0) — s M (@) + 18)

Dann wird:
i+
fff(a +zw)da =Vf(a+ i+ Hw)—5fla+ (43 w)+ 5l Ma+ i+ 3 w)— VIL
— oyemsl V(@ (F4F)w) + -

jff a+zw)dr*="fla+iw)+5flatiw)— ;5 [Me+-iw)+ Y a+iw) . - VIIL

Um das urspriinglich gesuchte Doppelintegral zu erhalten, sind V.—VIII. noch
mit «?* zu multiplizieren. Wir stellen hierfiir die Formeln nochmals zusammen, der
Ubersicht halber zugleich mit denen fiir das einfache Integral.

Ist die untere Grenze des Integrales @, dann bildet man die ersten Glieder der
beiden Summenreihen nach den Formeln:

fla—3zw) = —3fla) ++51 @) — 725 a) + i (@) —
Tfla) = — 5 f(a) + 53" (@) — whss M (@)

Ist die untere Grenze des Integrales « — %, so bildet man die ersten Glieder
der Summenreihen nach:
f(“—%”")= e ;‘fl{”l - L”) + smofm ﬂ i ‘“) ‘)63?66?3“{'\’(a - %w)'f‘ s

(@) = - 2, fla—t0) — 537 (2 M {a—10) -+ (@) 4555 G (a—10) + 2/ () —

Dann wird:

i.;-l-:‘:ﬂ
Jrwat = w(flatin) — & i {atin) 4 55 M a+iwe) — giags Y (@) 4 - - )

abiw

ﬂ‘f{f)mt = w0 (Mf{a+4dw) 4 5 fla-+iw) — sz Ma+w) + goygo [N (@+-t00] — - ).
rr‘+ (F44)w

jf(t}d:! =w(fla+ @4 ;)w) + 5 [Ma 4+t 4+ ;) — 55 M e+ @4 5)w) +
ast(i4 1w + sevensl | 1B (642w} — v )

S r0ae = wr (a4 ) — 2 flat li42)00) + 37 M0+ 4 D) —
== _I93;55?M/'w @443 w) +---).

31*
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Abschnitt XXX,

Berechnung der speziellen Stdrungen in den Elementen.

155. Einfithrung. Geschichtliche Bemerkungen. In den vorausgehenden
Teilen haben wir die Annahme gemacht, daBl die Bewegung der Korper, deren
Bahnen wir untersuchten, durch eine Zentralkraft bestimmt wird, die im Mittelpunkt
der Sonne ihren Sitz hat und nach dem Newtonschen Gesetz wirkt (Nr. 41); das
Resultat war die Kegelschnittsbewegung, und darauf gegriindet haben wir die Be-
stimmung der Bahnen aus geozentrischen Beobachtungen durchgefiihrt. Diese An-
nahme entspricht nun nur niherungsweise der Walivheit, da auf jeden Kirper des
Sonnensystems alle iibrigen ebenfalls nach dem Newtonschen Gesetz einwirken und
seine Baln modifizieren. Die dadurch hervorgebrachten Anderungen der reinen
Kegelschnittsbewegung nennt man die Sfirengen. Da die Massen der stirenden
Korper klein sind, sind auch die Stérungen klein und werden erst nach lingeren
Zeitrilumen merkbar. In kurzen Zeitriiumen, wie wir sie bisher bei der Bahnbe-
stimmung vorausgesetzt haben, ist die Abweichung von der reinen Kegelschnittshe-
wegung eine so geringe, daB sie von den Beobachtungen nicht angezeigt werden
kann und daher war es berechtigt die Bahnen mit Vernachliissigung der Stérungen
zu ermitteln. Wird aber ein Korper durch lange Zeitriiume hindurch verfolgt, dann
erweist es sich als unmoglich, seine Bewegung durch eine reine Kegelschnittshewegung
darzustellen und es mull dann, um ﬁbereiusthmnung zwischen Beobachtung und
Rechnung herzustellen, aunf die Storungen Riicksicht gemommen werden. Die Er-
mittelung der genauen Bahn setzt also die Kenntnis der Stérungen voraus; umgekehrt
aber kann man die Storungen ohne Kenntnis der Bahn nicht berechnen, da die
Grife der Storungen von der gegenseitigen Entfernung der Gestirne abhiingt. Dar-
aus geht hervor, dall man das Problem nur auf dem Wege der sukzessiven Niihe-
rung wird losen konnen, zu der der erste Schritt offenbar der bisher ausgefiihrte
war, den vorhandenen Beobachtungen, die sich iiber einen beschriinkten Zeitraum
erstreckten, eine erste Bahn anzupassen. Der zweite Schritt wird sein, mittels dieser
und der als bekannt vorausgesetzten Bewegung der stirenden Korper die Stérungen
zu berechnen; der dritte, eine neue Bahn mit Riicksicht auf die Stérungen abzu-
leiten. Mit dieser sind dann weiter die Storungen neu zu rechnen usf., bis keine
Anderung in der Bahn und den Stérungswerten mehr eintritt, worauf man Uberein-
stimmung der Reehnung mit den Beobachtungen erwarten darf, falls die iibrigen
Grundlagen der Rechnung zutreffend sind. In diesem Teil soll nun zuniichst die
Berechnung der Stirungen gezeigt werden, worauf sich ihre Verbindung mit der
Bahnbestimmung leicht erledigen liisst.

Fiir die Berechnung der Storungen sind zweierlei Methoden in Gebrauch. Bei
der einen werden analytische Ausdriicke fiir die Stérungen aufgestellt, aus denen
man diese’ entnehmen kann, wenn man fiir die Zeit oder Funktionen derselben den
entsprechenden Wert substituiert; diese Methode, welche die der absoluten Stirungen
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genannt wird, ist nur unter besonders giinstigen Verhiiltnissen anwendbar, wie sie
im Sonnensystem nur bei den groBen und der Mehrzahl der kleinen Planeten zu-
treffen; sie setzt bedeutende Rechnungen voraus und gestattet doch nicht in allen
Fillen bis zur wiinschenswerten Genauigkeit fortzuschreiten. Die zweite Methode,
die der spexicllen Stirungen, verlangt zu ihrer Ausfithrung eine kontinuierliche
Rechnung, die sich iiber den ganzen Zeitraum erstreckt, innerhalb dessen die Stor-
ungen wirken; d. h. man kann hiernach den Betrag einer Stérung in einer spiteren
Zeit nur dadurch kennen lernen, dall man auch die Storungen in der ganzen Zwischen-
zeit berechnet. Diesem Nachteil, der bei langen Zeitriiumen Hullerst listig sich gel-
tend macht, stehen erhebliche Vorteile gegeniiber: die Methode ist in allen Fiillen
anwendbar, den numerischen Rechnungen kann jede wiinschenswerte Genaunigkeit ge-
geben werden, die hoheren Potenzen der Massen konnen so gut wie vollstiindig und
ohne wesentliche Erhhung der Arbeit beriicksichtigt werden, die Rechnung ist kurz
und einfach, wenn es sich um kleine Zeitriume handelt. Einen Einblick in den all-
gemeinen Mechanismus des Planetensystems gewiithren nur die absoluten Stérungen;
die speziellen Stérungen aber sind auf dem heutigen Stande der Analyse unentbehr-
lich, da man mit ihrer Hilfe allein die in der Praxis vorkommenden Fille mit der
notwendigen Schirfe und Kiirze der Rechnung bewiiltigen kann. Fiir das Problem
der Bahnbestimmung kommen nur die speziellen Stérungen in Betracht, die deshalb
hier allein zur Darstellung gelangen.

Der Erste, der von den speziellen Stérungen Gebrauch machte, war Clairaut
(Theorie du mouvement des cométes, 1760), indem er die Wiederkehr des Halleyschen
Kometen fiir das Jahr 1759 vorausberechnete. Er berechnete die Storungen des
Radiusvektors und der Umlaufszeit. Den niichsten Schritt tat Lagrange in der Ab-
handlung: Sur les perturbations, que les cométes peuvent éprouver per I'action des
planétes, 1785 (Oeuvres Vol. VI), indem er die Variation der Konstanten, die fiir die
absoluten Storungen sich bewiihrt hatte, auf die Berechnung der speziellen Storungen
anwandte; die Methode ist reproduziert in Laplace, Mée. cél. Vol IV. Livre IX: Sur
les Cométes, und ist von Anfang des 19. Jahrhunderts ab viel gebraucht worden. Selb-
stiindige Bearbeitungen hat sic erfahren durch Dessel (» Entwicklung einer allgemeinen
Methode die Storungen der Kometen zu berechnene, 1810, und »Beitrag zu den
Stirungsmethoden der Kometen« 1836, Ges. Abh. Band I) und Eucke (»iiber dic Be-
rechnung der speziellen Storungene, Berliner Jahrbuch fiir 1837/38). Als die Riick-
kehr des Halleyschen Kometen 1835 bevorstand, kamen die neuen Methoden zu um-
fangreichen Anwendungen (Damoisean, Pontécoulant, Rosenberger). Fiir die kleinen
Planeten hat zuerst Gauf spezielle Storungen berechnet, hieriiber aber nichts ver-
Gffentlicht; er hat auch das Verdienst, die fiir die Methode unentbehrlichen Formeln
der mechanischen Integration in eine geschmeidige Form gebracht zu haben; Encke
hat sie veriffentlicht und weiter ausgebaut (Berl. Jahrb. 1837 und 1862). Als von der
Mitte des 19. Jahrhunderts ab die Zahl der kleinen Planeten immer mehr wuchs, machte
sich das Bediirfnis nach Methoden geltend, die eine kiirzere Rechnung gestatteten;
man erkannte, daB dies durch die Berechnung der Stérungen von drei Koordinaten
(statt von sechs Elementen) geleistet wiirde. Bond, Encke, Hansen, DBrimnow u. a.
haben in die Entwicklung dieser Methoden eingegriffen, die sich untereinander haupt-
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sichlich in der Wahl der Koordinaten unterscheiden. Bond (On some applications
of the Method of Mechanical Quadrature, Boston, Mem. of the American Academy
Vol. IV 1849) und Fncke (Uber die Berechnung der speziellen Stérungen, Denkschr.
Berl. Ak. 1851, Astr. Nachr. Bd. 33, 34, Berl. Jahrb. fiir 1858) wiihlten rechtwinklige
Koordinaten, Hansen (Uber die Berechnung der Storungen durch mechanische Qua-
dratur, Astr. Nachr. Band 34) wiihlte Polarkoordinaten und zwar Radiusvektor, mitt-
lere Liinge und Breite, Briinnow (Astr. Nachr. Band 34) nimmt ebenfalls Polar-
koordinaten, aber Radiusvektor, wahre Linge und Breite iiber der Bahn, Zictjen
(Spezielle Storungen in Bezug auf Polarkoordinaten, Berl. Jahrb. fiir 1877/78) erreicht
Vereinfachungen durch cine Verbindung der Hansenschen mit der Briinnowschen
Methode. Endlich hat Oppol:er eine Verbindung der Variation der Konstanten
mit der in Polarkoordinaten angegeben (»Entwicklung der Stérungswerte in den
Koordinaten durch die Variation entsprechend gewiihlter Konstanten, Denkschr. Wien,
Ak. Band 46, 1883) und auch durch die rechnerische Ausbildung der iibrigen Methoden
nach der Richtung der grifiten Schirfe verdienstvoll gewirkt (Bahnbestimmung
Band 11).

Wir bringen im folgenden die drei hauptsiichlichsten heute verwendeten Metho-
den zur Darstellung und beginnen mit der Variation der Konstanten.

156. Aufstellung der Grundgleichungen fiir die elliptischen Elemente.
Um die Bewegung eines Kiorpers zu untersuchen, auf den Kriifte einwirken, haben
wir in Nr. 17 neben einem festen Koordinatensystem zyx ein bewegliches &5l ein-
gefithrt, das denselben Anfangspunkt hat, dessen $-Achse stindig mit dem Radius-
vektor des bewegten Punktes zusammenfillt und das um die drei Achsen & 7, £
‘;l;, ‘é? ¥ gj ausfithrt. Fiir die Beschleuni-
gungen des Korpers ergaben sich dann die Ausdriicke 12) (Seite 45), niimlich:

1 g 3 3
BT 1'[(dq + (dS)J in der 5-Achse,

Drehungen mit den Geschwindigkeiten

di dl di
|d*s | dqdp] , drds . o
JLH-‘ + dl 'd"{-J T2 @ " der ;-Achse, 1)

det ~ dt dt) ™ “dt dt

Nennt man die Neigung der instantanen §s-Ebene gegen die xy-Ebene: 7, die

Liinge des Knotens, geziihlt von der z-Achse: §) und die Winkelentfernung der

&-Achse (des Radiusvektors) vom Knoten: #, so ergeben die Gleichungen 6) (Seite 13),
da hier:

" .
B "ld q s "'FPJ ,drdq in der Z-Achse.

s p=u, 0=t ‘P=—Q
zu setzen ist:

dp di i . .d8)

A= COS U I3 —+ sin# sin ¢ dt

dq . di .. d8)

41 = — sinu g 4 cosusini ~ % 2)
ds  du S

E == di + Cos? -‘TE*'
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Kann der Kérper als Punkt aufgefalit werden, so geniigen zur Fixierung seiner Lage
drei Angaben: r, die Drehungsgeschwindigkeit der instantanen Ebene, in der er sich

bewegt, um den Radiusvektor: i,f und die Drehungsgeschwindigkeit in dieser Ebene:

Ef,—f; die Drehungsgeschwindigkeit um die 5-Achse kann also Null gesetzt werden.

Damit wird aus den Beschleunigungen 1):

d*r s (ds)
di? dt

“‘,( ds
d s dr ds 3)
de T2 at at 'a-
2 ds dp
dit dt
y -
und aus den Gl. 2) folgt: X
df) di a:
_____ - Fig. ¢8.
COS 1 §In ¢ — dt sin 2 dt 4) g5
und:
; 1
%— = cosu ;l;
d§ _ .  dp
sma dt‘ = S8l ¥ di 5)
et ds .d 5
dt — dt “'ar

Es werde nun der Anfangspunkt der Koordinatens;;stemé in den Mittelpunkt
der Sonne verlegt und dieser als Sitz einer Zentralkraft gedacht, die nach dem
Newtonschen Gesetz wirkt. Die relative Beschleunigung lings des Radiusvektors 7,
welche diese in der Bewegung des Punktes hervorbringt, haben wir in Nr. 41 zu

(1 4m)

8 festgestellt, wenn wir die Sonnenmasse als Einheit einfiihren und dem-

gemidll unter & die GauBsche Konstante verstehen, Die Beschleunigungen in der
y- und der C-Achse, welche von dieser Kraft herrithren, sind Null. Sollen auBer
der Sonnenanziehung auch die Anziehungen beriicksichtigt werden, welche von den
Planeten des Sonnensystems herrithren, so erhalten die Beschleunigungen lings der
drei Achsen &, v, L Zusiitze, die wir mit S, 7', W bezeichnen und dic Komponenten
der stérenden Kriifte nennen wollen. Indem wir uns die Aufstellung der Aus-
driicke fiir dieselben fiir spiiter vorbehalten, kinnen wir jetzt als Beschleunigungen

des bewegten Punktes in der Richtung des Radiusvektors: — Ll + ) ~+ S, in der

Richtung der y-Achse: 7' und in der Richtung der {-Achse: W lnnstellen.
In Verbindung mit 3) resultieren also die Gleichungen:
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dtr el {1—|—m; .
a —rlg) + T =5
n'* drds ( r“) P 6)
. TR
ds r.-'p W
i TR

deren Integration die den Ort des Punktes bestimmenden Stiicke ergibt. Eine strénge
Integration nach Einsetzung der komplizierten analytischen Ausdriicke fiir S, 7, W
ist nicht moglich. Man geht daher so vor, daB man zuerst die tatsiichlich kleinen
GriBen S, T, W gleich Null setzt. Die dann entstehenden Gleichungen sind streng
integrierbar, wie in den Nr. 41 ff. gezeigt worden ist. Das Resultat ist folgendes. Da
aus der zweiten Gleichung sich

rt %j— = const.

ergibt, wenn 7 stets einen von Null verschiedenen Wert hat, so folgt aus der dritten

dp

dt
d. h. das Koordinatensystem &nZ dreht sich um den Radiusvektor » nicht, die §n-
Ebene behiilt also die einmal cingenommene Lage bei und der Radiusvektor und
damit der Punkt bewegen sich in dieser Ebene und zwar nach den Gleichungen:

d* v rfs) + K (1 +m) =

:.0’

di* " \dt Vi
ds : 7
(o 5 = const. = k V14 mVp (Seite 127).

Das Integral derselben ist fiir die elliptische Bewegung aus Nr. 44 zusammen-
gestellt:
1@ = k(14 m)

IN—esinlf = u(t—1t,) 4+ M,

rsin(s —y) = aVi—e*sin K

reos(s — y) = a(cos K — ¢
und enthiilt die vier unabhiingigen Konstanten M, @, ¢, ; die Winkel s und yz, von
denen letzterer die Liage des Perihels anzeigt, kinnen von einer heliehigen Richtung
in der Fbene &y aus gezihlt werden; wir wollen festsetzen, dall sie von einer Rich-
tung . an gerechmet werden, die von der Knotenlinie aus um §) in der &y-Ebene
nach riickwiirts liegt. Nimmt man hierzu das aus 5) folgende Resultat, dall die
Bestimmungsstiicke der §y-Ebene gegen die feste Fundamentalebene §) und ¢ Kon-
stante werden, so hat man im ganzen sechs Konstante, durch welche die Bewegung
des Korpers bestimmt ist. In der Tat werden die Polarkoordinaten / und 4 im
System xyx aus folgenden Gleichungen gefunden:

cos b sin(l — §)) = cosi sin(s — )

cosh cos(l — §)) = cos(s — &) 9)
sin b = sin? sin (s — §)).
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Die Gruppen 8) und g) stellen das vollstiindige Integral der Gleichungen 6) dar unter
der Voraussetzung, dall die storenden Krifte Null sind, und ergeben fiir jede Zeit
dic Polarkoordinaten », I, b.

Werden jetzt die storenden Kriifte S, 7', W nicht als verschwindend angenommen,
so stellen 8) und g¢) die Integrale von 6) nicht mehr dar; nach einer unter dem Namen
der Variation der Konstanten bekannten Methode der Integralrechnung kann man
aber 8) und g) noch als Integrale der vollstindigen Gleichungen 6) betrachten, wenn
man M, a, ¢, %, &, ¢ nicht mehr als Konstante, sondern als Funktionen der Zeit
einfithrt; mit anderen Worten, man kann die Bewegung nach wie vor als eine ellip-
tische betrachten, aber als eine mit fortwihrend wechselnden Elementen. Die hierzu
nitige Bestimmung der Elemente als Funktionen der Zeit kann auf unendlich ver-
schiedene Arten geschehen und es wird darauf ankommen, die zweckmiilligste heraus-
zufinden.

Wir behandeln zuerst die beiden ersten Gleichungen 6), von denen die Bestimmung
von s und 7 allein abhiingt. Trigt man darin die aus 8) folgenden Ausdriicke

r= f(t, M, a, ¢, 7)
s=F(t, M, a, ¢, 7)

10)
ein, so erhiilt man zur Bestimmung von M, a, ¢, y als Funktionen der Zeit zwei
Gleichungen: y -
b dr 2 (1 + m)
a2 f(df) = __'("fg'_ = S
T

: d (f 2 (i?—f; . Al

foar = b
die hierzu nicht ausreichen; man darf noch zwei Gleichungen hinzufiigen, denen die
Funktionen @, ¢, M, y ebenfalls geniigen sollen. In der Wahl dieser Gleichungen
lifit man sich von folgender ﬂber]egung leiten. Der gestorte und der ungestorte Ort
7, s werden in jedem Zeitmoment durch dieselben Ausdriicke 8) oder 10) gegeben.
Wiirde dies auch noch fiir die ersten Differenzialquotienten von » und s nach der
Zeit der Fall sein, so wiirde hierdurch ein moglichstes Aneinanderschmiegen der ge-
stirten und der ungestorten Bewegung herbeigefithrt, d. h. der mit unveriinderten
Elementen gerechnete Ort wiirde anch noch im jeweils niichsten Zeitmoment den
gestorten Ort darstellen. Wir fiihren daher als weitere Bedingung fiir die Bestimmung
von My, a, ¢, y als Funktionen der Zeit die ein, dall die ersten Differenzialquotienten
von 7 und s in der gestorten Bewegung durch dieselben Ausdriicke gegeben seien
wie in der ungestérten. Da in der gestérten Bewegung (mit variabeln Elementen)

dr _df  df dM, dfda  dfde dfdy
di — 3t M, di T30 dt Treai vy di

ds 3F 3 F (LH"_J_GP'J(:_][_B_I'E{E W dy
dt — 3t "M, di " dadi ' dedt ' dy di

und in der ungestrten
dr _ df ds _dF
dt — dt’ dit — dt
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so kommen beide iiberein, wenn
d3f dM, | ¥f da df de 3fdy
dM, dt t3aat T seat oy dt
3 dM, + dF da VE'de a}«’dy
oM, dt da dt dedt " dy dt

und dies sind die zwei Zusatzgleichungen. Aus den vier Gleichungen 11) und 12)
sind M, a, ¢,  als Funktionen der Zeit zu bestimmen. Dies kann man durch
folgendes Verfahren rascher erreichen, als durch direkte Behandlung der GL 11) und 12).

Die Koordinaten » und s und ihre ersten Differenzialquotienten (Nr. 46 und
Gl g) Seite 127)

-
3

)

dr _k Vi+m

——— e sin(s —

dt Vp { ’ 13)
ds _ kVp Vi4m o kV!+?”'(1_!r_.« cos(s — z))*
dt r Vop ‘

sind nach den oben gemachten Festsetzungen in der gestirten Bewegung durch die-
selben Ausdriicke gegeben wie in der ungestérten Bewegung. Die zweiten Differenzial-
quotienten dagegen haben in der elliptischen Bewegung den Wert

d*r _ (ds) k2 (1 4+ m)

dt? di r
d*’s zdaj@
di* —  rdtdt’

in der gestirten Bewegung aber treten nach 6) hierzu noch die Glieder S bzw. :— T

Differenziert man also die Gl 13) nach der Zeit, so werden die Unterschiede der
entstehenden zweiten Differenzialquotienten linker Hand von ihren Werten in der

elliptischen Bewegung: S bzw. : T und rechter Hand werden die Unterschiede der

Koordinaten und ihrer ersten Differenzialquotienten in beiden Bewegungen verschwin-
den, und nur die Unterschiede der Differenzialquotienten der Elemente iibrig bleiben,

welche in der elliptischen Bewegung Null, in der gestorten aber r;%, .+ . sind.
Man erhiilt also:
S — —kyl-Hnecos(s-—z)dZ +kV:—_;-mSin{S_z)dc 1 kV :—|—me i —) }dp
Vp di Vp dt 2 pVp dt 14)
LT' 1 kVidm dp
r 2 Vp dt
Stellt man die Gleichungen 13) so
]/p c-zi——esin(s—xj
kVi4m dt 13
Vo a'd—s=ecos(s—x)+1,

kVi4m dt
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quadriert und addiert, so kommt:

2 1—e?

.2 X
1 }[:;ii—k?"(:;':—?]: [14-e*+2¢ecos(s — ) = - ——

(@) + (&) = wotm (2-2)

Wird diese Gleichung, die wir auch direkt aus Nr. 42 entnehmen konnten, nach den
obigen Prinzipien differenziert, so erscheint:

dr a’sf i . 1.da
2 0 S - 20* —.—ﬁ (l+m)a-* di

oder

oder nach Substitution von 13)

/ 3 .
1 da e —) 8 2Vp T

atdl kVi4mVp kVitm r -

Man kann die Gl 13*) aber auch direkt der Differenziation unterwerfen, worauf sich
ergibt:

— B EHE—F) ffzwi-sin(s—z)dp _ V.}J _gat 1 dr dp
dt dt kVitm 2 Vp!»}”:+m dt dt
e sin(s — y) dx—l— cos s — ¥ & — yp—— Pt ———— } I ,asdp
dl dt  kVi+m 2 Vp kVi+m dt dt
oder mit Benutzung von 13) und der zweiten Gleichung in 14):
dy . de Vp ” Vp s g
—cecos(s—y) “+sins—y = -S4 - ~esin(s—y) T
se—2) dt sind Z}dt kVi4m p kVidm & =2

; dy de Vp
e sin (s — cos(s —y) =
( 2 d.‘f+ { z}dt IV:-{-m

Hieraus folgt mit ? =1-¢cos(s —y

dy Vp : Vp ( )
= — ) 8+ —
‘ i~k Vitm cos(s —2) AV1—|—m sinfs —2) |1+ 16)
de Vo ; i r) T
g BE . : - S
‘ di kVi4-m EEIE =) +r'¢ Vl—l—m (

Diese letztere Gleichung kann man auch noch aus 14) und 15) ableiten, wenn man aus

p=a(i—eé)

entnimmt :
) de sda  dp
cat = =N a—ar
Setzt man zur Abkiirzung
Vp Vp
L g=s, — L _ 71— (1),
EVim kY 14m

so haben wir jetzt folgende Differenzialgleichungen zur Bestimmung der Funktionen
b & i e
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dp

a!‘ == 2!'(1}
da sin({s — y) (S —|—2 (7
a'!f!.;_'_'p E 7) (8] ?.-.J
Ly _ & - 17)
€ o = cﬂS(S—zHS;—i—(:+ )sm{s—zm‘}
de P_7\mp
nf”_cfsm(s—y S}+( ) (7).
Durch - _d_é ist ‘l.llC]l gegebcn indem aus
- {._V 1+ 1+ i
az
folgt
d o da 1 da
= iky — =—3ua —
dt tm V ua’ dt a at dt’
also
die wae . ! na
i el S L e L 18)

Statt der Gleichung fiir ¢ kann man auch die fiir den Exzentrizititswinkel ¢ auf-
stellen, da cosqpd@ = de ist. Aus
{{=1+r:cos(s—;;) und ; =1—ceccoskf
folgt
n_F ’
o =8 (cos(s — x) + cos IY),

so daBl man statt obiger Gl. fiir de auch setzen kann:
1 . : ,
cosrpf{-;’; = sin(s — z) - (S) 4+ cos(s — z) - (T) 4 cos & - (T'), 19)
Wozu wegen ; sin(s — y) = secp sin /' symmetrisch tritt:

sin g ?; = —cos(s — y) - (S)+sin(s — z) - (T') +secep sin & - (T). 20)

Um die Differenzialgleichung fiir M, zu ermitteln, geht man, wenn man nicht
von 12) Gebrauch machen will, da dies auf eine ziemlich komplizierte Rechnung

fithrt, direkt von
M=u(t—1t)+M,=E—esink
und
r=a—aecos kK

aus, die nach den obigen Grundsiitzen differenziert auf

d M r dFE

. de
it “aat P

und
o=aesinE(21:ﬁ-uct)sE I8

r da
a dt
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fithren, Wird hieraus 2l eliminiert, so kommt:

dt
. o dM : p— R
e SIHEW— (? COSE—GBSIIIE) EE——ai ?3? .
Nun ist nach 8)
. 4 “ [
aesnli = r sm[s-—x} —
Vi—e¢

reosk —aesin B* = a cos i/ — ae cos B* — ae sin B* = a (cos K — ¢) = r cos(s — g)

also folgt:

(JM = V_._I ___eg cot {s S o ) de_ ?_'}2 - 3_-‘ ek da
dt — e & Yt esin(s—z) a* dt
. de da : ;
‘Werden hier T und g s 19) und 17) eingetragen, so erhiilt man zuerst
! ! \ L =
2 I cose—)(8)— 20r(8) - SREH )y co0E—pooeByyy 2
Vi—e* di P sin(s — ) sin(s — y) sin(s—y)

Nun ist nach 8) und r = a — ae cos E:

a

= ¥,
reos(s—y cosk =acosl*—aecosll =r —asmb?* = r — I—Jsxn (s — 7%
also
¥
cos(s — y) cos =1 ~p sin (s — )%

Somit wird:

. aM = cos(s — %) (S) —sin(s — z) (1 -+ ?‘){T)— 26, (S),
Vi—e* di P P
oder nach 17)
;"{?3[2_(—11—2£(ng. 21:]
Vi—e di dt P

Nun folgt aus
M= M,+ult—t,)

dM _ dM, du
dt ai’

die Beziehung

(E—1t,) 22)

dt — dt
wenn niimlich, wie in der eben beendeten Ableitung nur auf die Anderung von M,
soweit sie von den Stirungen herriihrt, Riicksicht genommen wird. Man hat also
dureh Vergleichung mit 21)
d M, du —s dy — ¥
—(“--+(x_tu) f-”ﬁm;/;—r, (”—zlfs—c P(S)' 23)
Ehe wir die jetzt aunfgestellten (Gleichungen fiir «, e(y), 1, z, M, weiter hehandeln,
stellen wir die Gleichungen auf, welche die Bahnlage bestimmen. Die dritte Gleichung
in 6) kann so geschriehen werden:
2ds dp
"dt dt

=
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und gibt, da nach 7) (Seite 488) in der gestérten wie in der ungestirten Bewegung

.5Efs N % 7
i =kVi4+mVp
ist:
dp _ ” W

At kVa +mVyp

oder wenn analog (S) und (7') gesetzt wird

Yo ).
Vi m
dp i

Hierdurch ist die Drehungsgeschwindigkeit um die §-Achse (den Radiusvektor) und
damit die Bahnlage bestimmt. Will man diese durch Knoten und Neigung kennen
lernen, so wird nach 5) (Seite 487)

di P

B8 el T

di cowp( ) 25)
. .d§) T

Bl LT
sind —p- == sinu - . 26)

Wir haben bisher die Bewegung in der &n-Ebene: ds und dr getrennt behandelt
von der Drehung dieser Ilbene um den Radiusvektor: dp. Wir gehen nun an die
Verbindung beider, wobei offenbar nur das Element 7 in Betracht zu ziehen ist, das
in einer von der Balinlage abhiingigen Weise ge-
zihlt wird, nimlich von der festen x-Achse bis
zum Knoten und von da bis zum Perihel. Wiih-
rend bei unbewegter &rn-Ebene das Perihel von
P, nach P geht, wird es durch die Drehung der
Ebene um die £&-Achse noch von P nach P’ trans-
feriert, wobei §P = £P' ist. Durch die GI. 16)
wird nur die Verschiebung von P, nach P be-
stimmt. Um eine Gleichung aufzustellen, durch

Fig. 50. welche die ganze durch die Stérungen bedingte

Verschiebung des Perihels erhalten wird, nennen

wir 7t +dx die Liinge des Perihels, gemessen in der gedrehten Bahm, also den

gebrochenen Bogen &K'~ K'P'; stellt hierin d die Stirung der Perihelslinge
dar, so ist « = K - K, P, also identisch mit dem bisherigen 7. Nun ist:

du=KM—K§=KP+Psit+ds—K,P,—dy— P& =

= (NP4 Q+dQ)— (KP4 Q) —di) +ds—dy
=(uwt+da)—a—dQ +ds—dy=du—d\) 4+ds—dy

und andererseits nach der letzten Gleichung 5)

du = ds — cosid )
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also folgt:
LI
dit = dt

52

+(1— cosa) 27)

Die Gleichung fiir den Abstand des Perihels vom Knoten w lLilit sich hieraus
leicht bilden, da
do _dw__ 4%
dt — dt — dt
do _dy | '2

dat = Elit Cans =gy

Es wird:
28)

Nachdem jetzt alle Differenzialgleichungen zur Berechnung der gestiorten Ele-
mente aufgestellt sind, ist nur noch zu besprechen, in welcher Weise die mittlere
Anomalie

M=u(t—t)+ M,
in die Gleichungen 8) eingefithrt werden mufl, da die Zeit hier auch explizit auf-
tritt. Die wollstindige Difterenziation von M gibt:
dM _ dM, du
ar = ap T hlg e

wird zur Abkiirzung gesetat:

flM du dM,
+{ }dt dt?

e

so folgt:
M _ad, 19
daE @ T 9

Das erste Glied rechts ist durch 23) bestimmt; das zweite Glied u ist das variable
Element, dessen Wert nach Integration von 18) erhalten wird.

Bei kleinen Exzentrizitiiten wird “f‘t wegen des Divisors ¢ sehr groli, also auch

;;“, es empfiehlt sich dann statt der mittleren Anomalie die mittlere

Linge L zu benutzen und statt des Elementes M, die mittlere Liinge fiir die
Epoche I, einzufiihren. Diese GroBen sind niimlich definiert durch
L=M+a=M+4ut—1t)+a=L+u(t—1)
Ly=M+«

und es wird daher

nach 23) -

dL, dM,  dx
dt T dt U dt
d L dL, d 7

@ = @ Tapt s

wenn wir gleich die Gesamtiinderung mit der Zeit in L zusammennehmen,
Netzt man wieder zur Abkiirzung

dl, _dL, | du
dt ~ dt + di (t=14),
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so wird _ =
dL, dM, dx
a at tar
oder nach 23) und 27)

dL, ——sdy i z
a7 == VI—P1H—|—( — €0sd) ¢ —2V1—¢ E(S)
oder .
dLy _ 4 1, "’)’ 459 r
o= ta 1y + tgie.sine—— qf T 2cosy » (S) 30)
und dann
dL d.i&u
at = at T .

Infolge der Einfiilhrung der Elemente ;#+ und L, miissen auch die Formeln 8)
in anderer Weise geschrieben werden. s wird ebenso wie # von einer festen Rich-
tung in der Bahn aus geziihlt; fithrt man die Liinge » in der gedrehten Bahn ein,
so wird sich » von s um ebensoviel unterscheiden wie .+ von y und es wird also
s — y = ¥ — w = v = wahre Anomalie. In den Formeln g) mul} gesetzt werden:

s—8 =r—§,
da nach der Herleitung derselben s darin die Liinge in der gedrehten Bahn bedeutet.
Das gesamte Integral fiir die Bewegung des gestorten Korpers ist also:
E—esmE=M=L—uxn
rsin (v — 7t) = a cos ¢ sin K
7 cos (v — i) = a(cos Bl — ¢

; : G 32)
cosb sin({ — Q) = cos? sin (v — Q)
cos b cos(l — §) = cos (v — ()
sinh = sin Z sin (¥ — ())
und die hierin auftretenden GriBlen sind zu bestimmen durch
,[/ ) \ L1 YO m
e gy = —cos (¥ — @) (S) + (1 —|——)) sin (v — a)(T')
dM, dy
—p = s —2 coqqi (S) 33)
dM  dM,
di ol
oder wenn statt der mittleren Anomalie die mittlere Liinge benutzt wird:
nf/ r . \
e e s ||',__‘. S B — 1)
e cos (1 :)[S’)-{—(I—[— J)‘iln(lf o) (T)
L N, ® ;
| p— T . 3 h ' ;
o tg > +t,.,, . sind i 2(‘095(1)“:1 34)
d L dl,

o Gk ¢
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und in beiden Fiillen weiter:

dw tfx d§)
_rff = -+.tg—r Sme
(II; [ r
qp = cos (v — ) P (17)
i3 8 S?_ = i (v — Q) ;, (W) 35)
d.;f - uae . 5 3ua m
=3 5 sin (v — a (S) — ,.,."(”
de

o = sin (v — ) () + ({’ - ")(T).

[

Um hier alles beisammen zu haben, seien noch die Varianten hinzugefiigt:

5 -

gi - ()

da 2a%¢ Sy 20

T sm(y-—..t){.‘s}+-?:-(!]

do _ dy Ld8

at —at — % a 3)

cos¢‘3§- = sin (v — ) (S) + (cos (v — ) 4 cos E) (T)
sin ¢ % = — ¢08 (¥ — ) (S) 4 (sin (v — 7r) + sec ip sin ) (7).

Die Verwertung dieser Formeln sei durch folgende Definition eingeleitet: Under
etnem oskulierenden Elementensystem fiir einen bestimmien Zeitmoment versteht man
dasjenige System , durch welches Ort wund Geschwindigheit in diesem Moment wieder-

gegeben wird. Durch ein solches System wird also in diesem Moment — der Os-

kulationsepoche — die Bewegung des Korpers dargestellt. Wiiren Stérungen nicht
vorhanden, so wiire dadurch die Bewegung iiberhaupt bestimmt; wirken dagegen
stiirende Kru.fbe, so werden in dem der Oskulationsepoche folgenden Zeitmoment
die Elemente Ort und Geschwindigkeit nicht mehr darstellen, wohl aber wird dies
der Fall sein durch Elemente, die nach den eben aufgestellten Differenzialgleichungen
als Funktionen der Zeit bestimmt sind, wenn darin der neue Zeitmoment eingetragen
wird. Dies geht aus der Herleitung der Formeln unmittelbar hervor; denn man
erhiilt durch sie oskulierende fiir den zweiten Zeitmoment. Schlieit man so weiter,
so kann man oskulierende Elemente fiir jeden beliebigen spiiteren oder fritheren Zeit-
punkt sich verschaffen. Den Unterschied zwischen den Endelementen und den Aus-
gangselementen nennt man die Elementenstinvungen fiiv die Zwischenzeit.

Die Integration der aufgestellten Differenzialgleichungen vollzieht man nach dem
im vorigen Abschnitt auseinandergesetzten Verfahren der mechanischen Integration
in folgender Weise. HEs sei §) ein belichiges der Elemente &, ¢, «, L,, ¢, u,
dann wird das allgemeine Tntegral von

ds?  n
dat 1t

Banschinger, Bahnbestimmung. 32
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folgendes:
= Q+frwar= g+ a,

wo & die Integrationskonstante ist. Ist /; die Oskulationsepoche der Ausgangs-
elemente, #, die Epoche, fiir welche die Elemente gesucht werden, so hat man

o=+ ([0 4)
Lk Ufzst? H)f =3

und daher die Elementenstorung von £, bis #, in §):

Quen— Quen=42 =[Gt a)_—~(fat4)_, fd(?‘”- 37)

Daraus folgt:

‘521 tl_Q+ Q s

wenn das oskulierende Element fiir die Epoche £, kurz mit §), bezeichnet wird. Bei
der Bildung des bestimmten Integrales j {;‘? dt nach den Formeln Seite 480 ist also
Jd

. . . : wo .

in erster Linie darauf zu achten, daBl die untere Grenze @ bez. a — mit der Os-
2

kulationsepoche der vorgelegten Elemente zusammenfalle, weiter hat man nur die

: !; nach den Formeln 33) bis 35) in angemessenen Zeitinter-
vallen ' zu berechnen und deren Differenzen- und Summenschema zu bilden.
Die mittlere Anomalie bez. mittlere Liinge bediirfen einer besonderen Behand-

Differenzialquotienten :

lung. Aus _
dL _ dlL,

GE—dr TH

folgt, da ¢ Funktion der Zeit ist, fiir die gestorte mittlere Liinge der Epoche £ :

L f‘”‘ dt+ I, _j‘”‘- -;-_/ifwrﬂu,
1y

wo die hinzugefiigte Konstante offenbar die mittlere Linge fiir die Epoche #, be-
deutet. Nun ist ferner
W
= '” di 4 u,

(]

= Ly i, (£, r,_.+fﬂ’° H+[fd" 1. 38)

also
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M, = M,+ u, (t,—t, “"fu u+ﬂ‘“‘ die . 39)

Bei diesen Elementen ist also eine doppelte Integration zu leisten. Es konnte be-
fremden, dall man sieben Integrationen auszufithren hat, allein die eine iiberschiissige
Integration steht dem eigentlichen Problem fern und wird nur zur Bequemlichkeit
ausgefithrt, um mit dem Element @ nicht von Intervall zu Intervall wechseln zu
miissen. Das ist aber hier wegen der Multiplikation mit der Zeit nitig, withrend man
nur Storungen zweiter Ordnung vernachlissigt, wenn man sonst in den rechten Seiten
der Gleichungen 35) die auftretenden Elemente konstant hiilt. Da I, - p, (£ — t,)
und M, + (¢t — ¢,) die ungestirte mittlere Liinge bzw. Anomalie bedeuten, so stellen:

Ebenso:

I [
o dL‘u | dl“‘ 2
4L = 'zn"’”+ f?s‘f”“ 4}

AM = “EM u-;-ﬂd‘“ di 41)

die Storungen in mittlerer Liinge bzw. Anomalie dar.

o S ; e dM, dL, die . dy ds
Fiir die Berechnung ist es zweckmiilliger TR 7 und 57 nicht aus 7i Z und -y
zusammenzusetzen, sondern sie direkt in den Komponenten (S), (7'), (W) auszudriicken;

man erhiilt:

M, : »
d ‘ru — (cot.gcp cos(y — ) — 2 i €os rp) (S) — cotgep (1 -+ ’) sin (v — ) (1)

dt P P
dL, R r ry . S : -
= —(tg;rp cos (v—r) +2- cosq)){S)Hg;qn(l +}}-) sin (v — ) (T) + tg-;;:.l—mn(-u—.sgj(ll- )
drw _ cos(v — 1' sin (v —m) , r =

T -SJ;,,P (‘*H—( )-——Smrp - (T)+ tgii 5 sin(v —82) (W) 42)
f!(u__cos{v 7T sin (v — 7z) s e e

dEi = _——sinrp (S:]—E—(l-l—p ~Sie (T )—cotga;sm(u —8)(W).

157. Berechnung der stirenden Kriifte. Zur Aufstelling der Differenzial-
quotienten der Elemente bedarf man der Komponenten der stiovenden Kriifte S, 7, 17,
welche unserer Seite 487 gemachten Voraussetzung gemiill lings der positiven Richtungen
der Koordinatenachsen &, i, U des beweglichen Systems wirken. Wird der Anfangs-
punkt dieses Systems in den Mittelpunkt der Sonne gelegt, so werden die Koordinaten
des gestirten Korpers P

;-;:"! =10, ;TO- 1}
Indem wir zuerst nur einen stirenden Kiilpel in Betracht ziehen, bezeichnen wir

dessen Koordinaten in demselben System mit &, »,, L, seine Entfernung von der
32+
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Sonne mit », seine Entfernung vom Korper P mit ¢, und seine Masse mit m,; die

: ; 2 : : k2 .
von ihm auf die Sonne ausgeiibte Beschleunigung ist dann ~ "' und wenn sie nach
7

den drei Achsen zerlegt wird:

5 . p £
-2 =1 L2 il 5 =1 .
k2, =5 ko, ! I2m, =5
1 1 1
. . ) . A
ebenso ist seine Wirkung auf den Korper P gleich o und nach denselben Achsen
1
zerlegt:
E—& 7, — L —tL
Bam, 2> km, -ﬂ—s—?‘l ko, =«
¢ ¢ ¢

Da wir die relative Bewegung von P um die Sonne suchen, haben wir die relative
Bescheunigung der Masse #, auf P in Betracht zu ziehen, deren Komponenten S,, 7, W,
also sein werden:

S, = i*m, (_ - ’) T, = Im, (’fg%’* - :i‘s), W, = ktm, ( = s - J-:,)
oder wenn
1 I
B P o
glu ,r‘:\i :
gesetzt und 1) beachtet wird:
8, = I*m, |&§ K, — ;;) y P=KkmnK,, W, =BmniLkK,. 2)
I

Hierin sind noch zur Berechnung von ¢, und &, y,, £, die von den Jahrbiichern ge-
botenen Stiicke einzufiihren. Diese geben von den hier in Betracht kommenden groBen
Planeten auller dem Radiusvektor », die heliozen-
trische Liinge und Breite 4, und 2, bezogen auf
die Ekliptik und den Friihlingspunkt. Ist wie
frither « die Entfernung der £-Achse vom Knoten
und nennt man L,— » und B, die Polarkoordi-
naten des storenden Korpers o, im System &1L,
so wird

& =r,cos B, cos(L, — u)
), =7, cos. sin (L, — u) 3)
£, =r, smB,

Fig. 6o.

und L, und B, hiingen mit 4, und g, durch fol-

gende aus dem Dreieck zwischen J,, { und dem Pol der Ekliptik sich ergebenden
Formeln zusammen:

cos 3, cos [, = cos(i, — §) cosp,

cos It sin I, = sini sin@, 4 cost cos 2, sin(4, — £p) 4)

_ sin [}, = cos? sinf, — siné cos 3, sin(d, — £)).
Da ferner
(’ig = (§, — g}a . i ({Ill - ﬂ')e + (!\ - ‘:}!
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so ergibt sich g, aus der Durchrechnung des Systems

0, cos ¥ cosll = r, cos B, cos(l,, — u) —r

¢, cos? sinf) = », cos B, sin (L, — u) 5)

0, sin ¥ =r, sinB, ,
Man hat also folgende Ausdriicke fiir die Komponenten der stirenden Kraft, die
von 2, ausgeht:

S, = k*m, (:'l K, cos B, cos(L, — u) — t’i")

i
T, = I*mr K, cos D, sin(L, — u) 6)

W, = kP*m,r, K, sinB,
worin

und ¢, durch s5) berechnet wird.
Zicht man mehrere stirende Korper in Betracht, so werden die Gesamtkomponenten

S=84+8+8+ -+, I'=0+T,4+T+--, W=W,+W,+W,+...
‘Wir haben in den SchluBformeln der Nr. 156 (Seite 496—g7) die GriBen

=—T2_ 5, (=22 _1 (W) 2w

T kVi4m =:"cV1+m ~ ki +m

eingefiithrt; wenn man, um bei der Anwendung der Formeln der mechanischen Inte-
gration der schlieBlichen Multiplikation mit dem gewiihlten Intervall 20 iiberhoben
zu sein, gleich den w-fachen Betrag von (S), (7'), (W) rechnet, wenn man ferner,
um die Storungsbetriige in den Elementen gleich in Sekunden zu erhalten, die Multi-
plikation mit 206 264.8 dadurch ausfiihrt, daB man in den stirenden Komponenten £
ansetzt und wenn man endlich die stets unbekannte Masse m = o setzt, so werden
die so modifizierten Ausdriicke der stérenden Komponenten

w(S " — = . : r
-Silf.l')' =8 = (K"ewm,)Vp (r, K, cos B, cos (L, — u) — %
g;[ﬁ) =T= (k"wm,)Vpr, K, cos B, sin(L, — u) 7)
EL‘(W " = -
Eﬁ_:—”] =W = ("wm,)Vpr, K, sinB,
B 1 1
S TR

L,,B, 0, durch 4) und s).

Die Faktoren (k" m,) sind fiir die groBen Planeten und fiir die Intervalle w = zo
und 4o Tage in Taf. XXXXV zusammengestellt.

158. Zusammenstellung der Formeln. In der fiir die Anwendung geeignetsten
Form zusammengestellt, werden die abgeleiteten Ausdriicke fiir die Berechnung der
Storungen in den Elementen folgende.
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Methode der Variation der Elemente fiir die Ellipse.

L. M=L—nw=M+u(t—1t)=L, —n—+ut—1t)
E—¢"'snkE =M ¢’ = [5.314425] sin¢p
7 siny = a cos g sin Ve — (Is”)';'
rcos? = a(cos I — sin ¢) #

#=v4+0wv=v4+x—7F§ log k" = 3.550007

P = acos .
IL, cos B, cos I, = cos 8, cos (4, — §))
cos BB, sin [,, = siné sin 3, + cosi cos 3, sin (L, — ()
sin [, = cos? sinf,— sinz cos 3, sin (4, — &)

0,c08 % cosfl =y cos B cos ([, —u) —r =& —r
g, cos ¥ sinf) = 7, cos B, sin (L, — u) =1
o, sin =7, Sind, =L

Ls ist darauf zu achien, daB ¢, &, 2, 8, sich auf Ekliptik und Aquinoktium derselben
Epoche beziehen,

I11. 1 1
K, = 0l e
s —— (;.::'u)?ﬂ,{j Vp(gl _If’ e 9‘!3)
i 1
T = (K"wm,)Vpy K,

W = (I"wm,)VpL,K,.

i w & cosu W
dt — p
d ) 7 sinw
W—p = — =
dt  p sing
dop sin » 1 )
] E— sl le 3 1
w - S S - e [cos v+ cos )T
d COS ¥ B oma = e SR
Yisrp =i e = -+ sng (sinv + sec sin ) T+ tgzeﬁ sin W
i w COs? 7\ sinw o
oder Wy = — .s'_in_-jps - (1 +j3 sinrﬁT_— ci:tt-gaaJEJI sinu W
w Ei{? = —(tgip cosv+z%cosq1}s+tg§ o (sinv+-secep sin E)T-]—tggz';—;sinuw
. - ,dMﬂ — s X 7 r 5 .
oder = (cotg ¢ cosv — 21; cosq)§ — cotg ¢ (1 - p) sineT
du 3hw sing . 3w 1
W ——= — PSS — 2T
dt Va P Va 7

w = 20" log 3k = 0.013733
w = 40" log 3kw = 0.314763.
In der letzten Formel wurde mit * multipliziert, weil in u eine doppelte Integration

auszufithren ist; da auch das Resultat der ersten Integration zur Ermittelung von /x und

Ja gebraucht wird, hat man dabei zu beachten, daB dann obiger Ausdruck wJu
ergibt.
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V. LiBt man die Oskulationsepoche auf @ — Lu fallen, so berechne man obige
di

W oy fiir die Zeitmomente

a—z2w, a—w, a+w, a-f2w,...a-fnw,
bezeichne allgemein 2 ﬂ:{j? = fla + iw),, w’j—"; = fla+ -,,‘”-)ﬂ” . . ., dann bilde
man das Differenzen- und Summenschema mit den Anfangsgliedern

lf(a —3u) = — Mo — 1) + g M — Fu)

if(a) =+ fle—w) — g (2" (@ — w) 4 f1(a)
und erhiilt schlieBlich fiir die Storungsbetriige bis zur Zeit a 4 new:

49 = "fla+nw), — ,Qf”a-l-uar)g—i— no[‘”(u—k Nw)y — « «»

wan = Tf (e + 7 w),t L (m+ nw)“

AL = AL, +Vf(a4n ar),‘ + Sfla—n w).. — oM 4 nw), + -
AIM = AM, 4+ "f(a + nw). + 5 fla + nw), — 7 M (@ 4+ nw), + -
und fiir die neuen oskulierenden Elemente

t =ty-Fdi, § =8,+48, ..., L =L+ p,(t — t,)+ 4L
M= M+ u,(t —t,) 4 4 M.

Zieht man eine Epoche von der Form a - (»n < ;) vor, so wird hierfiir:

A ='fla+m+Dwo+ 51 @+ + 3 we — w5 M@+ (n+3)w), +
AL = 4 L+ "f (a4 (n 43 w)e — S fa+ (n43) ) + 555 M@+ (- 3) 20)— - -

Bei der Bildung der Werte f(a 4- i) fiir die einzelnen Zeitmomente kann man
in verschiedener Weise verfahren. Man kann die Koeffizienten der stérenden Kom-
ponenten mit den wngestiirten Werten der Elemente und der Koordinaten u, », r
berechnen und begeht dann einen Fehler xweifer Ordnung in bezug auf die stirenden
Massen; dieser Weg hat den Vorteil, daB einige Faktoren konstant bleiben und die
Koordinaten des gestirten Korpers in einem Zuge vorweg gerechnet werden kinnen;
er hat aber den Nachteil, daB} die Stiorungen zweiter Ordnung vernachliissigt werden,
was sich bei lingerer Storungsrechnung immerhin im unregelmifiigen Verlauf der
Differenzen und in der geringeren Exaktheit der Stirungswerte bemerkbar machen
wird; schligt man ihn ein, so wird man wenigstens die Vorsicht gebrauchen, die
Elemente zur Berechnung der Koordinaten und der Faktoren von Zeit zu Zeit, etwa
alle Jahre, zu wechseln, wobei freilich einige Diskontinuitiit in den Differenzen nicht
zu vermeiden sein wird. Der zweite strenge Weg ist der, die Elemente von Intervall
zu Intervall zu wechseln, die Koeffizienten also mit ihren gestorten Werten anzu-
setzen; er setzt voraus, daB man die Rechnung fiir jedes Intervall zu Ende fiihrt,
ehe man das nichste beginnt, und daB man die Integration fiir jedes Intervall aus-
fithrt. Diese Art der Rechnung, die insbesondere von Oppolrer empfohlen worden
ist, withrend man frither sich mit dem einfacheren Weg begniigte, hat den Vorteil,
daB die Storungen zweiter Ordnung streng beriicksichtigt werden, und er ist auch
bei zweckmiiBiger Anlage der Rechnung nicht erheblich unbequemer als der andere;
man sollte sich daher, wenigstens bei strengen Rechnungen, an ihn gewthnen. Bei
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provisorischen Stirungsrechnungen, die etwa mit noch ungeniigenden Elementen vor-
genommen werden miissen, kann aber immerhin der erste Weg eingeschlagen werden.

159. Beispiel. Storungen von (221) Eos durch Jupiter. Auf den Seiten 505 bis
507 ist der Anfang emer Storungsrechnung vollstiindig mitgeteilt, um fiir eine zweck-
miifige Anordnung der Rechnung ein Muster zu geben; es ist dabei angenommen,
daB von Intervall zu Intervall die Elemente gewechsclt werden sollen, daBl also eine
strenge Beriicksichtigung der Storungen hiherer Ordnung beabsichtigt ist. Auf einem
ersten Blatt (I) sind alle auf den gestorten Planeten beziiglichen Rechnungen ent-
halten, auf Blatt 1T die sich auf den stirenden Korper beziechenden zugleich mit der
Berechnung der storenden Komponenten und der Differenzialquotienten der Elemente;
auf Blatt II1 sind die Differenzen- und Summenreihen gebildet und in der jeweils
letzten Kolumne dic genitherten Werte der Integrale cingesetst, wie sie zur Berech-
nung der Ausdriicke fiir das niichste Intervall gebraucht werden. Die strenge Inte-
gration braucht man nur fiir die neue Oskulationsepoche durchzufiihren.

Die Ausgangselemente sind:
Epoche und Oskulation 1888 April 16.0 M. Z. B.
M, = 239°23' 5679

w = 187 55 11.5
§0 =142 38 43.1; 18go.0
{= 10 50 59‘8[
= 554 35
no= 67971421

loga = 0.4786973
Woraus:
w = 330°33" 546
L, =209 57 51.5
Fiir die neue Oskulationsepoche 1888 Sept. 23.0 ergeben sich die Storungsbetriige
in den Elementen folgendermalien:

A4t = — 67330 + ,, 07894 = — 6”30
A5 = — 1117206 — }; 60497 = — 111748 = — 1" 51748
dip = — 60447 — 5, 0lo10 = — 60”45 = — 1' 0l35
Adw = — 10427020 — 5 147056 — ;1. 7" = — 1042763 = — 17’ 22763
j0du = — 227006 4 ; 0/0382 = — 22”7080
Au = — 05677
4L, = — 36'907 — % 87450 = — 377259
do =dnw —4§) = — 15" 31115
AL = — 37/259 — 437275 + 3 69274 + 51s 0'a = — 1" 20)274.
Ferner ist

to (8= t) = 67971421 > 160 = 30° 11’ 20736,
(Fortsetzung Seite 508,
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505

Blatt I (221) Bos 1888 oh M. Z. B.
Datum Miirz 27 |  Mai 6 Juni 15 Juli 25 Sept. 3 Okt. 13
u 679" 14 679" 14 678103 | 67882 67865 67850
L 206"(1'29" 2|3“{.¢'|5" 22!016"53" I 228049'I9" 236”21'36" 24305313+ﬂ
18go.0 17 | 3303355 | 3303355 3302822 | 33024 9 [33019 3 = 3301355
@ | 1423843 | 1423843 | 1423813 | 1423744 | 1423711 142 36 30
i 10 51 © 1051 © 10 30 57 10 50 55 10 50 54 10 50 54
7| 5543 554 3 5 5341 ‘ 55526 | 55310 55255
u 2.831 06 2.831 06 ! 2.831 84 2.831 75 2.831 63 2.831 55
':u| o71803 o.718 03 o0.718 17 ‘ 0.718 26 0.718 36 0.718 46
Va | 023935 0.239 35 0.239 39 0.239 42 0.239 45 0.239 49
@ 0.478 70 0.478 70 0.478 78 0.478 84 0.478 91 0.478 98
cosp  9.997 b9 9.997 69 9.99770 | 9.997 70 9.997 71 9:997 71
sin ¢ 9.012 02 9.012 02 9.01157 | 9.01127 9.010 94 9.010 64
¢ 432645 4.326 45 432600 | 432570 4.325 36 4.325 06
M 23503?;34" 243"! o'20" a 50"43'3 W I 258“25’ ro" 266° 2;33" 2731139r39-r
E| 231 243 238 10 3 245 2722 | 2524728 26015 6 | 267 47 37
sin 9.890 %78, 9.929 21, 995887, | 9.98011, 9.993 68, 9.999 68,
@ cos g 0.476 39 0.476 39 0.476 48 | 0.476 54 0.476 62 0.476 69
cosE | 9.79843, 9.722 17, 9.61846, | 9.47108, | 9.22871,  8.583545,
cosB —sing | 986422, | 979951, = 971441, | 0.60041, | 943437, & 9-149 16,
7 siny 0.367 17, 0.403 6o, 0.43535, | ©0.456 65, 0.47030, = 0.47637,
reosv | 0.3429z2, 0.278 21, 0.193 19, | 0.079 25, 9.91328, | 9.628 14,
v| 226%g'55" | 2337" 1" | 240°12'19" | 247ia’sq” | 254°300 17 | 261°55'39"
o | 187 5512 187 55 12 18750 9 | 1874623 187 41 52 187 37 25
w 5431 7 611219 68 228 75 119 82 11 53 8933 4
r 0,505 90 0.301 63 . 0.496 77 0.401 83 0.48639 | 048070
P | 047408 0.474 08 0.474 18 0.474 24 0.47433 | 0:47440
cosy | 9.83702, 9.776 58, 9.696 26, 9.587 42, 9.426 89, | 9.14745,
sinv | 9.861 27, 9.903 97, 9.938 42, 9.964 82, 9.983 91, | 9.995 67n
COs % 9.763 76 9.682 76 0.572 81 0.412 37 9.13274 | 7.80401
sinu 9.910 79 9.042 68 9.967 20 9.984 99 9.99596 | 9.99999
rip 0.031 82 0.027 55 0.02259 | 0.017359 0.012 06 0.006 30
rip) sinuy 0.042 61 9.970 23 098988 | o0.002 38 c.co8oz | 0.00629
sind | og.274 71 927471 | 0.27468 9.274 63 9.27464 | 9.27464
cosv - cos ' | o.1921, 0.05126, | 9.06013, 9.854 16, 9.640 04, 9.252 67,
secp sin® | 989309, | 993152, | 996117, | 998241, | 999597, | 000197,
sing {-secepsin & | 0,178 50, 0.21900, | 0.25097, 0.274 73, 0.291 oI, | 0.299 86,
tglep 8.712 15 8.712 15 8.711 69 8.711 39 8.711 06 871075
2r:p 0.332 83 0.328 58 0.323 62 0.318 62 0.313 09 0.307 33
2riplcosg 0.330 54 0.326 27 032132 | 031632 0.310 8o 0.305 04
tglpcose 8.54917, 8.488 73, 8.407 03, 8.208 81, 8.137 05, 7.858 20,
tgdd | 8.97758 8.977 38 8.977 54 8.977 51 8.977 51 8.977 51
(—3kw):Va 0.075 41, 0.075 41, 0.075 37, 0.075 34, 0.07531, | 007527,
sing:p | 8.53794 8.537 94 8.537 39 8.537 03 8.536 61 8.556 24
{:W} | 979558 9.710 31 9.595 40 9.429 96 9.14480 | 7.900 31
12 W} 0.667 90 069552 | 0.71520 0.727 93 0.73338 | 0.73163
i9:8} | 0.86353," | 090628, = 994072, | 096712, | 998620, | 9.997 96,
{g:T) | orxzrsz, | 005357, @ 906243, @ 0983646, | 064233,  9.25496,
{n:8} | o0.82500 076436 | 068469 | 057613 041505 | 0.136 81
{a:T} 1.166 48, 1.20698, | 123940, ‘ 1.263 46, 1.280 07, i 1.289 22,
W 8.920 19 8.94781 | 8.96742 8.98009 8.98553 | 8.083 81
{L,:8} | 032330, | 031991, | 031599, | 031213, | 030787, | 030348,
'I‘Lur : T} 8‘390 65:: 8‘93] 15u 8962 66;: | 8986 Izn 94002 07" 9-010 61);
18 8.474 62 8.517 32 8.55118 8.577 19 8.505 83 | 8.607 18
iw:TH| 956951, 9.573 78, 9.578 6o, 9.58351, 9.58892, | 9.59457,
Ve | 023704 | 023704 | 023709 | 023712 | 023716 0.237 20



506 Abschnitt XXX. Berechnung der speziellen Storungen in den Flementen,
Blatt L1, Jupiter 1888 o M. Z. B,
Datum Miirz 27 Mai 6 | Juni 13 Juli 23 J Sept. 3 | Okt. 13
‘ ?_‘ 237°10" 45" | 240" 17’ 32.» 243n23; SH ! 246“ 33 25» 249“42; 36" 252“ 52: 4°i'r
1896.0 Q@ 142 38 43 | 142 38 43 | 142 38 13 | 142 37 44 | 142 37 11 | 142 36 30
t' 3 +0 52 45.1 40 49 306 |40 46 6.5 +o0 42 33.2|+40 38 51.1 |40 35 LI
A= 94 32 2 | 97 38 49 | 100 46 52 103 55 41 ‘ 107 5 25 | 110 106 10
sin (A, — ¢} 9.998 64 9.996 12 9.992 26 9.98704 | 9.98038 i 9.972 23
cos 3, —5 | -— —_a -3 | —3 —_—2
cos(dy — i) 8.897 89, 9.124 08, 9.271 97, 9.381 48, lt 9.468 17, | 9.33963,
'i Io‘ls:] 0" Ioﬂslf DH' | Ieﬂscfs.?ff | IOHSOJSSH | 10050!'54!!’ | loﬂsof54"
sing [ 9.274 71 927471 | 027468 | 0927463 | 9.27464 9.274 64
sin 3, 8.185 94 8.158 40 8.12749 | 8.00264 805313 8.008 o1
cos ¢ 9.99217 0.992 17 9.992 17 | 9.902 17 9.092 17 9.992 17
sin ¢ sin 3, 7.460 63 7.433 11 7.402 17 |  7.36729 7.327 77 7.282 65
cos ¢ cos 3, sin (4, — & 9.990 76 0.988 24 9.98439 | 097918 | 0.97252 9.964 38
cos B, sin 1, 0.992 04 9.080 44 9.98352 | 008024 | 997350 | 0.96529
cos B, cos I, 8.897 84,, 9.124 03, 927103, | 038145, | 0.46814, | 0.53961,
cos ¢ sin 3, 8178 11 S8.13037 | 8.ar966 l 8.08481 | 8.043 30 | 800018
—singcos 3, sin(4,—4) 9.273 30, 09.27078, | 0.26690, | 0.261 66, 0.254 90, 0.246 85,
sin I3, 9.236 94, 9.236 34, 9.23480, | 9.23175, 9.22735, | 9.22151,
7y 0.730 39 0.729 73 0.72882 | o.9278% 0.726 88 | 0.725 83
cos By 9.993 44 9.993 44 9.993 51 9.993 59 9-99372 | 9.99390
Ly | 94°36" 9"  97°45747" | 100°56'41" | 104" 8'17" | 107°20' 46" | 11034 6"
F L,—ul 40 5 =2 36 33 28 325413 | 29 6358 25 8 33 21 1 2
sin (L, — ) 9.808 82 9.774 98 | 0.734 98 0.687 135 9.628 35 9.554 67
7y cos By 0.724 03 0.72317 | 0.72233 0.721 46 0.720 6o ©.719 75
cos(Ly—u) | 988372 | 090485 | 9.92406 9.941 33 9956 75 9.970 10
&= cosByeos(L,—u) 0.607 75 l 062802 | 0.64639 o.662 79 0.677 35 0.689 85
r | 0.503090 o.501 63 | 0.496 77 0.491 83 0.486 39 0.480 70
ny=1, cos B sin([,—u) 0.532 83 0.498 15 0.457 31 0.408 61 0.348 95 0.274 42
S—1 | 9.928 o1 1 0.030 28 ©.110 94 0.175 23 0.228 53 0.272 13
) sinfi | 9.987 00 9.976 18 9.959 88 9.936 23 9.001 45 9.85063
L, =ur,sinB, =g, sin | 9.967 §3,, 9.906 27, 0.963 62, 9.059 62, 9.954 23, 0.947 36,
0y cos & 0.545 85 052197 | 0.497 43 0.472 38 0.447 50 ©.423 79
cosé | 9.98537 | 0998382 | 998217 9.93043 9.97869 |  9.97706
iy 9.439 52 9.46185 | 0.48474 9.508 05 9.531 19 0.553 27
1:0,° | 8.318 56 [ 838355 | 8.45422 8.524 15 8.593 57 8.659 81
it | 7.808 23 78108t | 7.81354 7.816 39 7.819 36 7.822 43
K S8.158 17 8251 11 8.341 42 8.429 42 8.513 6o 8.501 50
LK, 8965092 8.879 13 8.987 81 0,092 21 9.190 g5 9.281 41
—rie | 882446, | 888718, | 8935099, | 9013508, 967996, | 0.14051,
K —r:iof 7.925 16, 7.151 18, ! 7.897 89 8.208 98 8.544 13 8.723 08
ny By | 8.69102 8.74026 | 8.798 73 8.838 03 8.862 55 8.865 98
LK | 82570, 821738, | 8.30504, 8.389 04, 8.46783, | 83538092,
'wm,Vp | 236901 236001 | 2.36906 2.369 09 2.369 13 2.360 17
S| o.20417, 0.520 19, | 0.266 93 0.668 o7 0.913 26 1.093 15
T i 1.060 03 1.118 27 1.167 79 1.207 12 1.231 68 1.235 1§
W | o49471, 0.586 39, ‘ 0.674 10, 0.758 13, 0.836 96, 0.908 09,
dizdt | — 1951 — TI'g8o ‘ — 1.860 1"542 | — o0los8 | — olobg
dip:dt | — 14.542 | — 19.139 | — 24.508 | — 30.623 | — g37.128 | — g43.625
- |+ 1.43% |+ o0.267 | — 1613 | — 4317 | — 7.933 | — I12.334
- — 15.190 | — 14.883 | — 13.496 | — 11055 | — 7.482 | — 3.001
dp:dt | — 13.952 | — 14.586 | — 15.100 | — 15.372 | — 15.415 | — 15.425
. ‘ — 13.157 | — 1.926 | 4+ 8.046 | 4 17.548 | 4 21.341 | 4 16.981
— 168.465 | —211.470 —255.380 | —205.515 | — 324.900 | — 334.480
. ‘ — o0.260 | — 0.342 — 0438 | — o0.547 | — 0664 | — o.78
dm:df | — 181.882 —213.738 | — 246.872 — 278,814 | — 304.223 | — 318.279
. ‘ + 4.144 |+ o692 | — 3828 | — o9.334 | — 16,639 | — 24.925
. —  0.893 —  IL.I21 — 1.350 | — 1.560 — 1713 | — 1.761
dlg:dt | 4+ 2.991 | — oyt | — 5.616 | — 11.661 | — 19.016 | — 27.466
- | — o0.03587 | — o.0109 4 00638 | 4 o.1759 | 4+ 0.3229 | + o0.5016
- | — 4.2613 | — 49210 | — 5.3769 | — 6.1749 | — 6.6160 | — 6.7565
godu:dt | — 4.3200| — 4.0319 | — 5.5111 | — 5.9990 | — 6.2031 | — 6.2549




159. Beispicl. Stérungen von (221) Eos’ durch Jupiter. ”O7
Blatt 111. 7 £
| s dp
1 1 | ks 1 2 i1 1 —_ =
Bl N L R S Bl L LA
Mirz 24 | | — 1951 | i — 147542
— 0.029 — oloot — 4.59% -+ olig2
Mai 6 -+ 0.091 — 1.980 — 0.772 — 10.139
: + o.1z0 — 1.979 | — 5.369 | — 18.947
Juni 13 + 0.198 — 1.860 —3" | —o.746 — 24.508 | — 30"
: +0.318 —3.839 —6.115 — 43.455
Juli 23 -+ 0.266 — 1.542 —35 — 0.390 — 30.623 — 58
| +0.584 — 5.381 — 6.503 — 74.078
Sept 3 + 0.310 | —o0.058 | —6 -+ 0.008 —37.128 — 92
+4- 0.894 —6.339 | — 6.497 — 111.206
Okt. 13 — 0.064 —6 — 43.62% — 133
, . — 6.403 : — 154.831
Nov. 22 | | | I
I'p i g
1888 i /1 dp i - ol [ /1 ‘ an if | An
. . di | , el .
Miirz 27 . — 13752 _— — 181882 |
. | — 0.834 | + 0lo35) — 31846 | == 1,327
Mai 6 | 4 o311 — 14.586 | — 1,278 — 213.738|
) — 0.523 . 14.551 - | —33.134 | | — 212411 |
Juni 15 | 4 o.260 — 15.109 — 22" |4+ 1.492 — 246.872 | — 333"
) | — 0.263 1—- 29.660 — 31.642 | — 459283
Juli 25 | 4 o.220 — 15.372 | - + 5.933| - |—278.514/ ’ — 596
— 0.043 ‘ — 45.032 — 25.799 | == I30797
Sept. 3 + 0.033 — 15.415 - + 11.653 — 304.223 [ = 838
| — 0.0l10 — 60.447 — 14.056 | — 1042.020
Okt. 13 | — 15.425 | = — 318.279| ‘ — 1200
- | — 75.872 | | — 1360.299
Nov. 22 | | | | |
Ly
| n’ﬂ‘, . , |
1888 | /o m | i 41, §§ | Letuli—td| L
Mirz 27 | + 27991 | I | | 206"11'29" !
. + 31762 + ol1s7 |
Mai 6 — 1’083 — o771 213 44 15
. | —4.845 — obig
Juni 15 — 1.200 — 35.616 — 3" — 5" | 22117 1 221"16'53"
— 6.043 — 6.230 |
Juli 23 — 1.310 — 11.661 —12 — 16 | 2284947 | 22849 19
. | —7.353 — 17891 i
Sept. 3 | — 1.005 — 19.016 — 27 — 32 236 22 33 236 21 34
| ‘ ~ 8.450 — 36.0907 !
Okt. 13 ; — 27.466 —50 | —55 | 2435519 | 2435334
i — 64.373 .
Nov. 22 | 25128 §
‘H
1888 ‘ | f1 40 'fi‘: If iy 40 du
Mirz 27 | | . — 43200
; — 06119 + ooz55
Mai 6 | + 327 —4.9319 — 01800
. : — 5792 — 4.9064 ;
Juni 15 I -+ 913 — 5.5111 — 5.0864 — 7.62 — 0.19
. | —o.4879 — 104175
Juli 23 + 1938 | — 5.0990 — 15.5030 —13.38 —0.33
— 0.2041 — 16.4163
Sept. 3 | +3323 | — 6.2931 —31.9204 | —19.54 — 049
| | 4 0.0382 | — 22.7096
Okt. 13 ’ | —6.25409 —54.6300 | —25.84 — 0.05
| | —28.9645
Nov. 22 | | | | —83.5045
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Die neuen oskulierenden Elemente werden also:
Epoche und Oskulation 1888 Sept. 23.0 M. Z. B.

L, = 240° 7' 34’0

a4 =330 16 32.0

M, = 269 51 2.0
@ = 187 39 40.4
fd =142 36 51.6
f= 10 %0 53.&
= 5153 3.0
w= 6785744

loga = 0.4789394
Aquin. 18go.0

160. Variation der Elemente bei Kometenbahnen. Die bisher aufgestellten
Formeln fiir die Variationen der Elemente sind durchaus bequem in der Anwendung
auf Bahnen kleiner Planeten und kurzperiodischer Kometen. Handelt es sich dagegen
um parabolische und langperiodische Kometenbahnen, so ist es vorzuziehen, statt der
Storungen der mittieren Bewegung (oder der grofien Halbachse) und der mittleren
Anomalie (oder mittleren Liinge) die Storungen der Periheldistanz ¢ und der Durch-
gangszeit durchs Perihel § zu berechnen. Unter § fiir eine gewisse Zeit ¢ ist dann
jener Zeitpunkt zu verstehen, zu welchem der Perihelsdurchgang stattfinden wiirde,
wenn von der Zeit / an keine stirenden Krifte mehr auf den Kometen einwirken
wiirden.

Um fiir ¢ und § die Differenzialgleichungen aufzustellen, gehen wir aus von

——r s =
1=2-=ali—a,

woraus folat:

L/ SO N W, .

dt — 14edt (14¢} di
oder dg 1 dp q de

dt — 14edt 14ecdt’

. 0 : ; de 3 g .

Wird hier di s 14) (Seite 490) und di 2us 16) eingetragen, so ergibt sich zu-

nichst:

dg _ 2rVp T ¢ Vp .o a _Vp .,{_(g_L)T
dt — kViftmi+e 14¢LVitm 1t+e Vitme\r a

oder wenn man iiberall 4 einfiihrt und wie frither

Vahtdg g Yilitdp_ p

Wit m Wite

setzt :
dg _ _ _q ... ar q 1 [qlir+e r(1—e)),,
at 1—|~e&mi‘ls)+(x+e_:+e?(' r . q ))(PJ'
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Wird im Klammerausdruck rechts

ali+0)

= = 1-ecosw
eingetragen, so folgt leicht:
r?q g .. 47 sin L2?
sin (S _._2.‘._ 2
5y P SN )+ Cid (1 4+ ¢ cos 0¥ (T)

oder nach Einfiihrung der Seite sor definierten §, T

dyg gsinv 4rsin;o?
) —— = 2
w I+gs+ (I-I-B) (14+ecosiv®)T. 1)
Hieraus geht die Stérung von ¢ in Bogensekunden hervor und ist durch Mul-
tiplikation mit sin 1" in Linearmal} zu iibertragen.

Um die Gileichung fiir & abzuleiten, setzen wir die mittlere Anomalie in der

Gestalt an:

M=(t—8)u,

e M
e)_—}T—l—i.

woraus:

Wird dies vollstiindig nach der Zeit differenziert, so kommt:

ds 1 dM M du
=" pdaTeat?
oder nach 29) (Seite 495):
ds 1 dM, t—8 du
dt — ~ u dit Tw dt
Wird weiter dﬁ“ aus 33) und 2%5 aus 35) (Seite 407) eingetragen, so erscheint:
ds Vi— Vi— 2V1-—e i
s [s @ : e LB
T J - ccsa{3}+ (1—|— l’) - sme (7) + 7 " (S)
3e(t—§) \_39(t—79) 1
l— =5 sin # (S) — s — (T
3
. Ik k(1 —e)= .
oder wenn $ und T eingetragen und y = — = ———— gesetzt wird:
= f,.l?
ds‘ — 2¥q —- (r— L) (] COS 1" - i e csma)S
Lt k(1—e)Vite 2¢ 2 Vp 2)
A4 ---(I+f( + )Gsm: 3Mt— )‘E’)T

k(1—e)Vi+e 'l/p

Fiir die iibrigen Elemente kinnen die fritheren Formeln beibehalten werden;
doch ist es angezeigt, auch in ihmen die Periheldistanz einzufithren und die exzen-
trische Anomalie, die bei Bahnen dieser Art nicht gebraucht wird, zu beseitigen.

Man erhiilt leicht:
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w 'g; = q(:‘ cosue W 3
9= i " | 2
:;f = sin2§ 4+ — (ff{lj'f] ?'(Iq—_r’-‘a)]. "

w df: B LOS’S—}- ( 14— TG +c})31ntT+tg*asmzf —(_!_—}W 6)

Mit eéner Ausnahme sind diese Formeln durchaus zuverlissig und kénnen auth
unmittelbar dadurch, dall man ¢=1 setzt, auf die Parabel angewendet werden. Die
Ausnahme betrifit die Formel 2) fiir die Durchgangszeit durchs Perihel wegen des
Divisors 1 — ¢, der hier sehr klein wird und im Fall der Parabel verschwindet. Man
mull daher die beiden Klammerausdriicke so umformen, dall der Faktor (1 — ¢) aus
ihnen heraustritt. Diese schwierige Aufgabe ist bereits in Nr. 146 (Seite 456 ff.) gelost
worden, denn nennt man obige Klammerausdriicke U" und ¥V’ und vergleicht sie mit
den Seite 456 eingefithrten Funktionen {7 und ¥, so findet man:

P T__I—(.’ i iz l—c( ;.) S
U L 5o 1087 V ¥+ e I+P G sin1

DaB in beiden Problemen dieselben Ausdriicke auftreten, hat darin seinen Grund,
dall diese in d» und rd» vorkommen. Fiir U7 und ¥ erhiilt man aus den Seite 457
abgeleiteten Kombinationen derselben:

U= irsine :;Z{—k cos ;v sin 2o (1 - me) 4 cos v sin ¢ (1 -+ 7))

T o Mg B0 b ol e ; 1,8
V== Lrsini I—E—C{ sin 3 ¢* (14 m) 4 cos2v* (1 4+ n)),

worin:
e atgzvt 1
1+e & £ und 5 aus
o 2tgart Taf. XXVIIL.
1+¢

Setzt man:
[sin (F'— 2¢) = 4+ m sinfv
feos(F — 2v) = + n cos 3u,

s0 wird
7= lrsinw :—;z (sinv - fsin F)
. I—€ : .
"= psinv ~(cos v cos I’
Lrosing 1_|_c{{: st -+ f )
und die Formel 2} Lilit sich nun folgendermafien sehreiben:
d 8 Vi rsine | . v e COS
s T sin » sin F el
oy iVirelide (sine -+ fsin /") — ]S
Vi rsin e ( s
(cos r - feos I (t+ )———]T
_!_f.'l 1-+¢ .1"{“’"‘ ! )+
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oder nach kuwrzer Reduktion etwas einfacher:

. 7E)
i

[

— I . (sin v fsinF —cos 20 — i r) S
kVide(14e)
Vgsinz | r
EFfi}(r+w
Rechnet man die Stérungen unter Zugrundelegung einer parabolischen Bahn, wobei
man dann Storungen zweiter Ordnung vernachliissigen mul}, so nehmen die Formeln
1)—0) hierfiir eine einfachere Gestalt an:

2a)
. AR §
f cos f+6) -

Formeln fiir die Parabel:

w —?:r? = —igsineS+qgtgie*(1-FcosieY) T
d§ V& e _ Vg s i
D= P__E_J' (fsin F'sinv — cos2e — cos ) S +-'IV; sin v (fcoslf -;—|—-2q)T
di »
B 35 cosu W
d £ 7 sinu
W —r- = s
it 2q sing
cde . 2q
W — = Sin S+ ",,.".'T
B »S (1—|— ") sinoT -+ tg i sinu —W
Wiy — cos?S -+ ”;{) T+ tg 32 2 ?(}-
r T 1.8
— = Zsec ;v
21‘[

Die HilfsgréBen f und F' gehen hier, da (Seite 495)
m = tg;v?, n = ttgivt
wird, hervor aus:
fsin(F— jv) = tg;v* sinjv,
[ eos (I — ;v) = ; tg ;0" cos ;v

Die Werte von ¢, 7, ¢ erhillt man mit 206264.8 multipliziert, hat also zum
Schlull noch mit dieser Zahl zu dividieren.

Die Stirungen parabolischer und parabelnaher Bahnen durch die Variation der
Elemente zu berechnen, ist im allgemeinen nicht zu empfehlen, da man fast immer
rascher und sicherer zum Ziel kommt, wenn man die Storungen in den Koordinaten
rechnet, niimlich fiir kurze Zeiten in den rechtwinkligen und fiir lange in den Polar-
koordinaten (siche Abschnitt XXXII und XXXI).

161. Verfahren bei Bahmen von geringer Exzentrizitiit. Die Betrachtung
der Formeln fiir do und d M, zeigt, dal bei nahe kreisformigen Balmen die Sto-
rungen in diesen Elementen wegen des Divisors sing sebr bedeutende Werte an-
nehmen miissen.  Da kleine Exzentrizitiiten bei den kleinen Planeten hiiufig vor-
kommen, haben wir deshalb schon d 1., statt M, eingefiibrt und dadurch in diesem
Element den Millstand beseitist; bei o r und natiiclich ebenso bei dw ist er aber
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gebliehen. Wird nun die Exzentrizitiit sehr klein, so ist es nicht weiter miglich, von
der Formel fiir d Gebrauch zu machen, sondern es mull ein anderes Verfahren
eingeschlagen werden. Das von ZVetjen angegebene (siche P. V. Neugebauer Diss.
Breslan 1go1) hat sich gut bewiihrt und besitzt auch, wenn es nicht unbedingt an-
gewendet werden mul}, einige Vorziige gegeniiber dem frither besprochenen. Es
beruht auf der Anwendung von (sing siny) und (sing cosy)*) als neuen Elementen,
deren Storungen ermittelt werden. Schreibt man die Gleichungen von dy und d¢
(Seite 497) in der Form:

w sin %;‘% = — cosvS -+ (sinv +secp sin B) T
W COSqp ff;‘; = sineS - (cosv 4cos )T

und verbindet sie durch leicht ersichtliche Operationen, so erscheint:

w dimpiny ... cos(y 4+ v) S =sin(z 4 ) T - (cos ' siny - secp sin ki cosy) T

“dt
w d—@ly%goix-) = +sin(y +#)S + cos(y 4+ 2) T + (cos F cosy — secy sink siny) T.

Nun ist:
: o
secq sin B = — sinv
P
r :
cosE = 5 (cos # -+ sin ¢)
also wird:
cos I5 siny - secq sin k¥ cos y = ’ﬁ sin (y + ) + ;—} sin ¢ sin y
cos I7 cosy — secp sinl siny = }i) cos(y + v) -+ Ji; sing cosy,

und daher, wenn man die Elemente sing siny und sing cosy mit @ und ¥ be-
zeichmet und y 4 v =" setzt:

di ; 7 r
' g v 74 51 By
Wy == cosy' § - sinag (I—{—p)'[' 1 }JwT
A =iy Stcosy’ (14 ) T LT ’
" 4t =1 sin? S+ cosy |1 P » 3

Kann man sich auf Stirungen erster Ordnung beschriinken, so ist die Anwendung
dieser Formeln iiberans bequem, denn es wird dann erlaubt sein, rechter Hand 7,
statt %, d. h. fiir »* die Linge in der Baln zu gebrauchen. Nach der Integration
erhiilt man 4 ® und 4% und wmittels dieser die iiblichen Elemente 7 und ¢ fiir die
neue Oskulationsepoche durch folgendes Verfahren. Es ist, da yz, = o, und A @
und #°F aus der Integration in Sekunden ausgedriickt hervorgehen:

sin ¢ sin y = sin¢, sinzr, -+ 4@ sin 1"

sing cosy = sing, cosm, -+ 4 sin1”;

¥ Tieljen selbst bedient sich der Klemente sing sinw und sin g cosw, es wurden aber obige
vorgezogen, weil bei ihnen der Finflull der StOrungen zweiter Ordnung ein geringerer ist,
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entnimmt man die HilfsgriBen # und N den Gleichungen

nsin N =AM . sint”
7% cosN = AW . sin1"
so folgt: 2)
sin ¢ sin (g — 7r,) == n sin (N — 7,
sing cos(y — 7)) = sin ¢, + n cos (N — ;)
woraus 4y = y — m, und ¢ mit Sicherheit bestimmt werden kénnen, wenn man
siebenstellige Logarithmen benutzt und sich zur Ermittelung von sin ¢, -+ 7 cos (N — ;)
der Additionslogarithmen oder eines trigonometrischen Verfahrens bedient. Weiter
wird nach Gl 28) (Seite 495)

oder nach GL 27)

Adw = dy— cosidE) }
3)

A= dy+ 2sin;82 4§,

womit die Storungen der Elemente w oder & bestimmt sind.

Da
do . dy L
gF = Smpcosy g+ cosgsmy
A L dy a9
gf = T Sm@ sy i+ cosg cosy g

so wird auch mit Vernachlissigung von Storungen zweiter Ordnung:
sing cosy - Ay 4 cosgpsiny . dp = 4O =n"sin N
—sing siny - Ay +cosqp cosy - dp = 4P = n"cos N
und daher:
cosgp - dp =n" cos(N — y)
sing . dy =n"sin (N — y) 4)
Ao = dy—cosi-A8).
Hierin ist in erster Nitherung y = 7, zu setzen und in zweiter y = n, 4 4 5.

Will man Stérungen hoherer Ordnung nicht iibergehen, so muf man fiir jedes
Intervall 47 aus 4) bestimmen und in 1) »' = w, + Ay -+ v setzen, sowie natiirlich
in den letzten Gliedern die gestorten Werte von @ und ¥. Dieses Verfahren ist
ziemlich umstiindlich und man wird daher in diesem Falle von den G1. 1) nur Gebrauch
machen, wenn es unbedingt geboten ist, d. h. bei sehr kleinen Exzentrizititen, withrend
man sonst die fritheren Formeln vorziehen wird. Bei Beschriinkung auf®Storungen
erster Ordnung aber verdienen die Formeln 1) allgemein angewendet zu werden, da
sie leichter zu berechnen sind als die fritheren fiir dgp und dz oder dw.

Hat man % nach der hier dargelegten Methode bestimmt, dann ist es auch
nicht notig, statt der mittleren Anomalic die mittlere Liinge einzufiihren, denn man
kann mittels /7 fir erstere einen hinliinglich sicheren Ausdruck aufstellen. Nach
Gl. 33) (Seite 496) ist niimlich

diun o . dz = r
00— =— 008910 5. — 2008 }_Js’
und daher
_— r
AM,= —cosqp d y —fz cos (p ;Sm' 5)

Bauschinger, Balmbestimmung. 33
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Rechnet man also

w da, - = — 2COS( 5PS
dt o ﬁp }
so wird
AM =+ AM' — cosep Ay
und

M= M,+u,(t—t) + dM' — cosip 4y + f% de.
Eine Zusammenstellung der Formeln geben wir am Schlufl der niichsten Nummer.

162. Verfahren bei Bahnen von sehr geringer Neigung. Die Differenzial-
gleichung zur Bestimmung der gestorten Liinge des Knotens

wird bei sehr kleinen Neigungen in der Anwendung beschwerlich, da die Storungs-
betriige rasch zu sehr erheblichen Betriigen anwachsen. Die niichstliegende Abhilfe
ist die, die Elemente w, ¢, {) auf eine andere Fundamentalebene etwa den .ELquator
zu beziehen und nach Ausfithrung der Integration wieder auf die Ekliptik zuriick-
zugehen. Man kann aber auch leicht eine Umformung der Gleichungen angeben,
bei der dies vermieden werden kann. Fiihrt man niimlich, wie bei der Bahnverbesserung
(Seite 435) die durch

dy = sinw sinid§) + coswdi

dl = cosw sinid§) — sinwdi 1)

dy = coszd§) +dw

definierten Differenziale ein (sie sind dort mit dp, dq, ds bezeichnet, welche Buch-
staben im gegenwiirtigen Abschnitt bereits in anderer Bedeutung vorkommen), so
erhiillt man dafiir aus den Gleichungen

4

10 SNt —— sm uW
!!

di
w Y 2—)(:03(:\'!

sofort:
dy »
W = - cosv W
w 1L 4 sinv W,
jl

2)
dt

aus denen die Storungshetriige 4» und 47 ermittelt werden kinnen. Dann geben
die GL. D. (Seite 443)
Ai=cosw+ Ay —sinw - A4
sinéd- A45) =sinw - Av-cosw - A7
wobei allerdings nur Stirungen erster Ordnung beriicksichtigt sind.  Die dritte
Gleichung in 1) ist uns schon Scite 495 Gl. 28) entgegengetreten und in der vorigen
dy di dy

di0 di dt? wie schon frither

Nummer benutzt worden. Geometrisch hedenten die



163, Variation hyperbolischer Elemente. 515

auseinandergesetzt, die Drehungsgeschwindigkeiten um die Achsen eines Systems, dessen
$-Achse durch das Perihel geht, dessen n-Achse in der Bahnebene in go® wahrer
Anomalie liegt und dessen Z-Achse durch den Nordpol der Bahnebene geht.

Zum SchluB dieses Abschnittes sammeln wir die in den letzten Nummern er-
haltenen Formeln mit dem Bemerken, daB die Anwendung dieses Systems, welches
sich an die Formelgruppen I.—IIL Seite 502 anschliefit, vor den Formeln IV. Seite 502
rechnerisch den Vorzug verdient, wenn es sich nur um Stérungen erster Ordnung
handelt, etwa mit der Modifikation, daf man die Formeln fiir / und §) aus IV. bei-
behilt, wenn die Neigung #nickt sehr klein ist; auBlerdem bietet es den Vorteil, nicht
zu versagen, wenn die Exzentrizititen und Neigungen klein sind.

V=4
Ivy) do - s r T 5
W — 3 _—cosr-S—[—snw.(:+}’)T+}—Jsuupsun€T
?‘__dqj__i_'..,s CS” (l ?‘)T-{_i i]l 'I'
0 gp = s - cosy - +P PS o cosit
{”[F——-ch s
“at T . B p
ey v
Wi = P cosv - W
iy T
W =;sm? -W
it de _  3kw smr,n ]ws_;ﬂ,w o
dt Va p Va »

w = 20, log 3kw = 0.013 733
w = 40% log 3kw = 0.314 763
nsin N = 4@ sin1”
% cosN = 4 sin1”
sing, sin(y — ,) = n sin (N — )
sing, cos(y — m,) = sin¢p, 4 n cos (N — i)
dop = @, — oy dy =y — 1,
Adw = dy— cosid§, A= dy -+ 2sin;i*4§)

=M, + pt, (E— 1) 4 A M, — cosp A3 + f’ji‘
Ai=cosw. . Ay — sinw - AL
smid§) =sinw - v+ cosw - 1.

163. Variation hyperbolischer Elemente. Es kommen Fille vor, wo man
die Stirungen hyperbolischer Elemente berechnen mul}; zwar die wenigen wirklich
konstatierten Hyperbelbahnen, welche von Kometen um die Sonne beschrieben werden,
wiirden hierzu keinen Anlall geben, da man bei ihnen entweder von den Formeln
fiir die Parabel Gebrauch macht oder noch zweckmiilliger die Stérungen in den
Koordinaten rechnet; aber diejenigen kurzperiodischen Kometen, welche zeitweise in

a3t
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die niichste Umgebung eines grofien Planeten insbesondere des Jupiter kommen,
beschreiben um diesen in der Regel Hyperbeln, deren Stiérungen durch die Sonne
man berechnen muf}, wenn man fiir die Dauer der Jupitersnihe diesen als Haupt-
kirper und die Sonne als storenden einfiihrt. Wir stellen die Formeln daher auch
fiir die Hyperbel auf, behalten aber hier die Sonne als Hauptkirper bei und nehmen
die Ubertragung auf Jupiter erst spiiter vor.

Die Bewegung in der Hyperbel von der reellen Halbachse @ = — a (a positiv)
und der Exzentrizitiit e = secp wird nach Nr. 60 durch folgende Formeln beschrieben :
Mod. i
"= 3
as

Modetg I —logtg(45° + 2 F)=u(t—1)=N
rsin(s —y) =rsinv=pecotgy tg ' = atgy tg I
7 cos(s — y) = rcosv = p cotg Y*(e —sec ') = a(e — sec F)
sl r=aleseclt — 1)
tgiv = cotg 2y tg L .
t — T ist die seit dem Perihelsdurchgang verflossene Zeit; der Winkel y zeigt
die Lage des Perihels an und wird wie s in der momentanen Bahnebene von einer
Richtung an gerechnet, die von der Knotenlinie aus um §) in der §p-Ebene nach
riickwiirts liegt.
Fiir die Differenzialquotienten von » und s nach der Zeit hat man wie bei der

Ellipse die Ausdriicke:

Vedr ..

T dt—csm(s—,f}

Vp ds

_ﬂ_'._ C_z_t =€ COS(S — A} + 1

und erhiilt also wie dort (Seite 491) .

dy _ Vp cos (s — ]'p smfs — %)
at= "k e 5' 3 e ( i )
de

= ];P sin(s —z)S—[——f—’ (%e sin(s — y)* -} 2cos(s — x})T

oder wenn wieder
Vp Vp
T8=(), Fr=m
I I
gesetzt und in der zweiten Formel
ro_ 1 ed-cosls —yx) . aiqa
S e und e sec " (Seite 202)
beachtet wird:

dy _  cos(s— ) sin ( =) p -
"  —2g) 4 206 ( p) () 1)
de

oF sin (s — z) (S) + (cos(s — ) -+ sec I") (7). 2)
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Ferner ergibt sich genau wie bei der Ellipse

1 da 28 . y 2 \
—a 3 = p W=+ (T) 3)
und daraus
du juae . a na
{lt o= T sin ts - x:] (,S}H + 3 ?_— (T}. 4)

Um endlich die Differenzialgleichung fiir N aufzustellen, gehen wir von den

Gleichungen
N = Mod ¢ tg F' — log tg(45° + 1 F)

und r=aleseck —1)
aus, die nach den fiir die Variation der Elemente geltenden Grundsiitzen (Seite 490)
differenziert auf die folgenden fiihren:

(N 1 1 \dI’ yide  Mod #» dI e
dt — (Mode st ) gy Ml ek dt ~cosFadi Modte¥ 5
sin ' d I de  r da

¢ o d® qu T H seo F ai T+ a di

Wird hieraus it eliminiert, so folgt:

dt
dN r reosk 1 da r 1 \ de
dt — .—MOdE esin ' a® dt — Mad (E esin tg ¥ dt
oder wenn
L da_ 2 1 du
a* dt — 3 pa dit

eingetragen wird, nach einfacher Reduktion:
dN 2 Modrsiny du y de
771 ey d Mod sin cotg » T 5)
Ersetzt man hier dy und de durch 4) und 2) und beachtet, daB aus r cos v =
ale—sect’) und » = ae sec [ — a folgt:

.
cosv sect =1 — 5 sinv*?,

so ergibt sich:

dN

—F

Man wird also etwas bequemer nach s5) rechnen unter Benutzung der vorher

erhaltenen du und de oder noch besser nach:

L

dt

das sich durch Vergleichung von 6) mit 1) ergibt, und die vorherige Berechnung von
dy voraussetzt. Wird N = u(t — T') volistindig nach der Zeit differenziert

dN T daT
T S U T

= Mod sin y (2;? — €08 r) (S) 4+ Mod sinwp sin» (1+ %) (7). 6)

= Mod tg y ‘:;Jg + Mod tg v %" (8), 7)
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so sind die beiden ersten Glieder rechts durch die bisher aufgestellten Gleichungen

5), 6) oder 7) fiir den Bogen N gegeben und sollen kurz mit aN bezeichnet werden,

so daB also: di
AN dy | o r
at — Mod tgy gy + Mod tgy = (8) 8)
und dann
dN dN
_fg-t- dt + L

ist. Hierin stellt y¢ den durch Integration aus 4) gewonnenen Wert dar, muf} also mit

= —|—fc;";

bewertet werden. Dlie (zesamtiinderung des Bogens A wird hiernach:

u,(t—1T) +j’mdt+fjd” £, 9)

Die die Bahnlage bestimmenden Gleichungen bleiben natiirlich dieselben, wie bei
der Ellipse und ebenso wird wie dort die Ergiinzung des Bogens y zur Liinge des
Perihels gefunden.

Variation der Elemente fiir die Hyperbel.

— "-J (S!r'.l T= a_f){Tgn W= IU-(n(n)
Sin 1 sin 1 sin 1
di T

Wy = B cosu W

i A8 7 sinu
dt — p sini

w :i; = sine § 4 (cosv -} sect) T

» dy __cosvg +§m_: (I-I--{‘-)T
dt
i r.’y

i

dt =" ap T8 a}’_m v
AN dy 27
w— = Mod tgyw % + Mod tgy P S
s"’--d'“ 3pnacw 3“3” T

= ~ sine § 4 =—
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Abschnitt XXXI.

Berechnung der speziellen Storungen in den Polarkoordinaten.

164. Aufstellung der Grundgleichungen. Ks ist, namentlich von Hansen,
mit Nachdruck betont worden, dali die Berechnung der Stiérungen in den Polar-
koordinaten entschiedene Vorteile gegeniiber der Variation der Elemente besitze. An
Griinden werden geltend gemacht, daf man Koordinatenstorungen nur drei gegen
scchs bei den Elementen zu rechmen habe, dali die Koordinatenstérungen kleiner
sind als die Elementenstérungen und dal} infolge dessen auch die Stérungen hoherer
Ordnung einen geringeren Einfluf bei ihnen haben, endlich daB das Verfahren wegen.
griferer Konvergenz der auftretenden Summationen eine hihere Genauigkeit besitze.
Diese Griinde treffen zu, aber es steht ihnen ein Nachteil der Koordinatenstorungen
gegeniiber, der trotzdem der Variation der Elemente die griBere Verwendbarkeit
sichert, niimlich der, daB der Ubergang von den Koordinaten- zu den Elementen-
storungen nur durch langwierige und penible Rechnung zu erreichen ist; da aber
oskulierende Elementensysteme fiiv die Zwecke der Ephemeridenrechnung und der
Bahnverbesserung immer die zweckmiiBigste Grundlage bilden, so ist dieser Ubergang
nicht zu vermeiden. Bei der Methode der Variation der Elemente dagegen ist man
ohne besondere Rechnung im Stande, die oskulierenden Elemente fiir jeden Zeit-
punkt anzugeben. Aus diesem Grunde wird in der rechnerischen Praxis die Variation
der Elemente bevorzugt mit Ausnahme von zwei Fillen, wo ihre Vorziige nicht zur
Geltung kommen und daher die zweifellos kiirzere und bequemere Rechnung der
Koordinatenstérungen eingeschlagen wird; nimlich 1) wenn ein sehr langer Zeitraum,
in welchem keine Beobachtungen vorkommen, durch Storungsrechnung zu iiberbriicken
ist, 2) wenn es sich um die Stérungen ecines langperiodischen Kometen wiilirend seiner
Sichtbarkeitsdauer handelt; hier wird nimlich, wie wir schon Seite 511 erwiihnt, die
Variation der Elemente unbequem, wiihrend die Methode der Polarkoordinaten ge-
rade die Storungen des Hauptelementes, der Durchgangszeit durch das Perihel, mit
besonderer Einfachheit ergibt.

Den naturgemiillen Ausgangspunkt fiir die Ableitung der zugrunde zu legenden
Differenzialgleichungen bilden auch hier wieder die Gleichungen (siehe Seite 488):

d*r ds\* | k(1 +4m)
an ! ((H) +—r_* =
L ds
1 d(? i’it-‘) -y 1)
r _d'_'t -
d? —W,

dt*
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in deren letzter wir statt der Drehung um den Radiusvektor (der &-Achse) die Be-
schleunigung liings der I-Achse direkt eingefiihrt haben. Es sei daran erinnert,
dafl s die Linge des gestirten Planeten in seiner instantanen Bahn bedeutet und
daB S, T, W die Komponenten der storenden Kraft lings des Radiusvektors, senk-
recht darauf in der instantanen Bahnebene, und senkrecht zu dieser letzteren sind.
Hansen hat die beiden ersten Gleichungen, welche die Bewegung in der instantanen
Bahnebene geben, beibehalten und statt der dritten eine andere eingefiihrt, welche
die Storung in einer zur festen Bahnebene der Anfangsepoche senkrechten Achse
gibt, woraus dann sofort die Breitenstorung in bezug auf die ungestorte Bahnebene
folgt. Es haben aber Briinnow und dann Tietjen nachgewiesen, daB es rechnerisch
zweckmiiliger ist, auch statt der Bewegung in der instantanen Ebene die in derselben
festen, ungestirten Bahnebene zu betrachten.  Wir wollen daher von vornherein das
feste System einfithren, um so mehr, als wir dadurch auf Gleichungen gefiihrt werden,
die den Gl 1) ganz iihnlich sind und die die Anwendung der Hansenschen Analyse
ebenso zulassen, wie diese.

In bezug auf ein im Raum festes Koordinatensystem zy: mit dem Anfangs-
punkt in der Sonne seien die Koordinaten des gestirten Korpers P: z, y, x, des
storenden Korpers P, : z, y,, »,, die Radienvektoren » und #», und die Entfernung
zwischen P und P,: ¢,, dann sind die von der Sonne bez. von P, herriihrenden
relativen Beschleunigungen von P:

" T i/ . i
e L)) g — 12 (1 4 m) ?_’3 ; — I* (1 ++m) ”~
und
s, [T —T @ o (=Y _ ¥ s [Bi—23 %
k*m, ( o — ﬁ) : k*m, (‘QT —_ r,_la) s I*m, ( ‘9-." — r,;)’

worin mit 1, m und 2, die Massen von Sonne, P und P, bezeichnet sind. Die
Komponenten der Gesamtbeschleunigung von I” in bezug auf die Sonne sind also,
wenn noch zur Abkiirzung

QI“ . rI“ =&y
gesetzt wird: - '
e ) @ . ) -
diE = I3 (1 - m) 7 = k*an, (ILI Ty — {’;J)
Y i Y g ( ?!)
g = — R+ m) s+ B Ky — 05 2)
d%f = — k(14 m) i + &2m, (J{l Xy — is) :
dt* Il 0,

Um diese Gleichungen auf die Form 1) iiberzufithren, fiihren wir Polarkoordinaten
ein; sind (r) die Projektion des Radiusvektors » auf die #y-Ebene und I der Winkel,
den (r) mit der a-Achse bildet, ferner L, und B, Linge und Breite von P, bezogen
auf die #y-Ebene, so wird )
x = (r] cosl, @, =7, cos B, cos I,
o= (r)sinl, Yy, =7, cos B, sin I, 3)
% =1, sin B,,
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also:
gt =]
xy, —yx, = (r)r, cos B, sin (L, — )
rx, 4 yy, = [?]'r[ cos B, cos(L, — )

dox = d(r) cosl — (r) sin ldl = L. d(r) — ydl

(r)

dy = d(r)sinl— (r) cosldl = %d[?'} + wdl
xdy — ydr = (r)*dl
xdx 4 ydy = (r)d(r)
dz* - dy? = d(r)* 4 (r)*d(3.
Verbindet man nun die beiden ersten Gleichungen 2) durch die Operationen
7, 4y und —», 4 x, so erscheinen mit Beachtung von
, vdiz - ydiy = dzde 4+ ydy) — (dx* 4 diy?)
un
xd*y — ydie = dxdy — ydz)
die (Gleichungen:

£(r)
] (G
_(_d_;_”_)_. ??{)) (dt — L+m.)( g +im (]1 r, cos B cos(L,—1) — (:)
dl
()
7( dtd = k*m, K, (r)r, cos B,sin(L, — )

oder wenn zur Abkiirzung gesetzt wird :

B = = JL m, K, r, cos B, cos (L, — I

Ul. — ( ch’ J?li_‘[{' i COSBI sin {LI —1
W, = I*m, K, r, sin B,
w, = kFm, —
1
und die dritte Gleichung 2) ungeiindert hinzugenommen wird, nach einfacher Reduktion:
d* (7)
dt*

(d[ + B (x +m}“ (IR, — (),
©odley
(__fl_t- =T, 6)

d*x 2 Y W—
d?-’- v ([+?ﬂ).}.5 — ’—tvft‘;’-

Die Form 1) ist hier hergestellt bis auf den Umstand, daB in 6) noch der Radius-

vektor # selbst auftritt, der mit (#) im Zusammenhange
=ty = () 2

steht, aber einfach beseitigt werden kann, wenn wir x# als kleine GriBe annehmen

diirfen. Dies tritt aber ein, sobald wir die zy-Ebene mit der Bahnebene von P

zusammenfallen lassen, die durch die oskulierenden Elemente der Anfangsepoche
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gegeben ist; denn dann wird & die Storung in der Breite iiber der festen Bahnebene.
Es wird

=+ T =g )

_ U 3P (s 57 2 sp9 2 )
Die Reih _{T]S {[ 2(;'}:(1 22( )f.""zsze(ﬂ: 2.3.4 23{,}.}.;+ )[
1€ e
A WY SO+ 2 T
f—3(1 2q+2.39 2.3_4’}1-{— )

hat Ewcle (Berl. Jahrb, fir 1858) mit dem Argumente ¢ tabuliert. Setzt man also

A

1 =1,

2 (7

LI R S )

A ("J“(! 2073’

und f kann mit dem Argument 4 der genannten Tafel entnommen werden (siche
sTafeln« Nr. XXVI). Die in 6) auftretenden Glieder mit » werden also:

so wird

und bei der Kleinheit der Breitenstorungen erd man hierin fast immer } f = 1 setzen
diirfen. Wir setzen noch

R —w, +3L(1+m){5[3f 7

w, + i I{J_.__ 7 w 7)

W, 42k (1 + m)( - 3fi=W

und erhalten dann statt 6):

d*(r) dl\? 21 4 m) o
dre ,)(dﬁ —*—"——(?_}, == {1‘}”'
(i)
35 =0 8)
d*x
ar ~+wx = W.

Diese Gleichungen sind vollig von der Form 1); der Unterschied zwischen beiden
Systemen besteht darin, daB 1) die in der instantanen Balnebene gezihlten Koordi-
naten 7 und s, 8) aber die in einer festen Ebene gezihlten Koordinaten () und 1/
geben. Ehe wir die Gl 8) weiter behandeln, sei noch darauf aufmerksam gemacht,
daB man sie auch durch eine Koordinatentransformation aus 1) ableiten kann; die
direkte Aufstellung wurde aber vorgezogen, weil sie gestattete sofort die giinstigsten
RechnungsgroBen einzufiihren.
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Die letzte Gleichung in 8) enthiilt nur die Koordinate + und gibt also durch
Integration direkt die Breitenstorungen; die beiden ersten enthalten die Koordinaten
() und ! noch gemischt und man wird daher eine Trennung derselben amstreben
miissen. Dabei ist es von Vorteil auch noch eine Zerlegung des Bogens ! in zwei
Teile vorzunehmen, die einzelnen bestimmt werden. Zuniichst gibt die Integration
der zweiten Gleichung

t
fd S —
(r)? Hi =kVi4mVp, +.fU’r1t, 9)
&

indem die Integrationskonstante gleich durch ihren Wert ersetzt wurde, der offenbar
- b .
gleich ist dem Wert, den (1';‘1:!,;' in der ungestorten Bewegung, also fiir U/, = o, an-

nimmt; mit p, ist der fiir die diec Anfangsepoche /, oskulierende Parameter be-
zeichnet. Wird nun [ zerlegt:

l=V4w,+ dw, 10)
wo @, eine Konstante, ¥ und 4 aber zuniichst willkiirlich zu withlende Bogen sind,

so folgt:
1 adde
OF qg= 07 Gz + 074

und der Vergleich mit o) zeigt, daB, wenn das eine Stiick 4@ durch die Gleichung

t
ddw .
[ —— = J U, d¢ 1)
bestimmt wird, dann das andere ¥ aus
i =
¢ I :g? =LkVi+mVp, 12)

hervorgehen muB. Um gleich die Bedeutung der Bogen 4w und V festzustellen,
integrieren wir g):

Lz i
kVit+mVa i i
l =f. o ‘TP g} +/(;)=E/U|rit-dt -+~ const. 13)

und haben die Konstante so zu bestimmen, dall bei Verschwinden der stiérenden
Kraft der ungestirte Wert von / aus 13) hervorgeht. In der ungestorten Bewegung
wird aber
kVidm Vp, _ kVi+m Vp, _ dv, -
G = T ] und U, = o,

also

[, = v, + const,,
wenn mit », die ungestorte wahre Anomalie bezeichnet wird. Wird /; vom Schnitt
der ungestirten Bahn mit der Ekliptik, also vom Knoten der oskulierenden Elemente
fiir die Epoche f, ab gezihlt, so stellt die Konstante den Abstand des Perihels vom
Knoten dar. Bei der hierdurch definierten Lage der z-Achse wird also in 13)
const, = o, und nach Substitution von 11) und 12)

l=V+dow+ w,.
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Es stellt also bei der Zerlegung 10) V die gestorte wahre Anomalie, geziihlt in der
festen zy-Ebene, o, den Abstand des Perihels vom Knoten der ungestirten Bahn dar,
und Aw, das nach 11) von der Ordnung der Storungen ist, kann als Storung des
Perihelabstandes bezeichnet werden. 4« kinnen wir durch 11) bestimmen, da hierzu
nur eine geniitherte Kenntnis von (#) nitig ist. Dagegen mull 7 aus der Verbindung
von 12) mit der ersten Gleichung in 8) hervorgehen und es mufi dadurch zugleich
(r) erhalten werden. Die Behandlung dieser Gleichungen in der ungestirten Be-
wegung fithrt bekanntlich auf das System

M= M+ u,(t—t) = E—sing, sin
7, sinw, = a, cosqp, sin &/
7, c0sv, = @, (cos I — singp,).

Soll daraus statt der ungestirten wahren Anomalie », die gestorte V7 hervorgehen,
so mull man M um ecinen gewissen Betrag 4 iindern; der damit erhaltene Radius-
vektor [r] wird sich von (r) nur um eine GriBe von der Ordnung der Stirungen
unterscheiden, so daB etwa (r) = [#](1 4 ») angesetzt werden kann und » von der
Ordnung der Storungen sein wird. Es gehen somit V" und () aus dem System
M= M, + u(t—1t)+dM = E —sing, sink
[] sin V' = a, cos ¢, sin K
[r]cosV = a,(cos I& — sinp,)
(r) =[x+

hervor und die Aufgabe ist darauf hingefithrt, #M und » zu bestimmen. Um hier-
fiir Differenzialgleichungen zu erlangen, muBl 14) zweimal differenziert und das Resultat
mit den beiden ersten Gleichungen 8) verglichen werden. Wird der aus 14) folgende
‘Wert des Radiusvektors

14)

Palr-te)

= 1+ ¢, cosV

ein erstes Mal differenziert und 12) beachtet, so ergibt sich:

dip) _ () dv  kVi4mVp, . .
7/ LT T sine, sin V'
und nach nochmaliger Differenziation, wenn wieder 12) und der oben erhaltene Wert
von d(r) eingetragen wird:
ar) () dv  RB(14m) 1
o " irvar T gyt

Setzt man hierin
"l

| |
U

__Dpo(1+9)
="

¢, COS I

so folgt:

a*r)  E(x4+m)  (r) &v  Bri4+m) » k2 (14 m)
a T T i o F

vde T pp e T P
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Die erste Gleichung g) ins Quadrat erhoben gibt ferner:

dl\? a Judt l
— k U.dt
! dt Rlrtrmip VI-l—?uVonf !I_I_zklf:—l—ml/pul
oder wenn zur Abkiirzung
__JU,dt -
Udit- = | U'dt
f g { 2kVi-+m Vpo} j 's)
gesetzt wird:
) _ R (I—I—m _ 2!;V1(:|-—j_:nVﬁ U dt:

subtrahiert man dies von obiger Glem]lung und vergleicht das Resultat mit der ersten
Gleichung 8), so folgt:

(") &y  Bla+m) v 2kVidmVp, (1.,
1 v df (r)® 14 () ./Udt- &

oder nach Einfiihrung der Abkiirzungen

2k Vid+-m Vp., B '
Udt+ H=H
(1)‘ f l lb)
12 (1 4 m) L o— ]
BGE
die definitive Differenzialgleichung fiir »:
q:—f—|—vk——H’ 17)

Um zweitens die Gleichung fiir # M aufzustellen, differenzieren wir die erste
Gleichung 14):

dM daM 7] d B
aF Tt = LT] dt’
beachten, daB (Nr. 46):
dE _ kVi4m 1 [r] dV
dt = Ya, [11 a,cosg, dt
und erhalten:
AV _ a,? cosep, ddaM
dt — [ (‘“+
oder, wenn (i) =[r](14») und a,:",u =IkVi+m, Va,cosp, = Vp, eingetragen wird:

dV

k
G = (1o

Vikm Vi, o d44).
1, Ho it

Wird dies nun wieder mit dem Resultat des anderen Systems, niimlich mit der
GL 12) verglichen, so folgt:
ddM _
dt — (149

— U,

oder daM 1 e u 24
di "t (I F[l-{—-}#}*) L S’
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also schliefilich mit der Abkiirzung:

B - R _ G
rI_2(1-{-1”)*_I+1*(i+1-|-ﬂr) i£)
die definitive Differenzialgleichung fiir &M
dAM
qE T 19)

Das Problem, die gestirten Polarkoordinaten #, /, &/ zu crmitteln, ist jetzt auf
die Losung folgender Gleichungen hingefiihrt

d*y ;
Eﬁ—: -1 hv=H
dAM

dt

dAw 1
N e Wﬁ’i'”

dix
ar

= —, 07

+ wz=W.

Sind hieraus », 4 M, 4w und z gefunden, so wird:
M=M 4+ u(t—1t)+ dM=FE—sinp, sink
[#] sin V' = a, cos ¢, sin &
[r]eosV = a, cos K — a, singp,
(") =149, l=V+w,+do

1 = (r)* + 2%, sinb = —-

Die Polarkoordinaten ergeben sich also schlielilich durch eine nahezu ebenso
einfache Rechnung, wie bei der elliptischen Bewegung; der ﬂbergang von den auf
das feste System der xy+ (der festen Bahmebene) bezogenen Koordinaten / und x auf
die rechtwinkligen Aquatorkoordilmten wird unten gezeigt werden (Nr. 167 am Schlul}).

165. Berechnung der eingefiihrten Grofiem. Wir haben im Laufe der Ent-
wicklungen eine Reihe von Grifien eingefiihrt, deren Berechnung jetzt gezeigt werden
muf}; zuniichst kommen folgende in Betracht:

1 I
K=_—21
1 3 . 3
1 ?l

;- 1 e m, K,r, cos B, cos!L, — ()

()
U = (r) K*m K, r, cosB, sin{L, — 1) .
W, = IPwm K r sinB,
I
w, = I*m, PEE

denen sich natiirlich fiir cinen zweiten, dritten, . . . stirenden Planeten entsprechende
Glieder anreihen, die schlicBilich alle zu summieren sind: wir wollen der Einfachheit
der Schreibweise halber es bei I, U7, W, w, belassen, statt X 12, ... zu schreiben.
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Die Distanz g, ergibt sich aus

0= (z,— @) + (g, —y* + &, — 2}
= (r, cos B, cos L, — (r) cos)* 4 (r, cos B, sin L, — () sinl)* - (r, sin B, — z)*
=7+ (r)* — 2(r)7, cos B, cos(L, — I) +2* — 27,z sinB,,

man wird also am bequemsten nach den Formeln

9, cos & cos@ = r, cos B, cos(L, — 1) — ()
0, cos & sin ) = r, cos B, sin (L, — ) 2)
o, sin ¥ =7, 8inB, —x

rechnen, deren Quadratsumme den obigen Ausdruck gibt.

Da alle GriBen 1) mit der stirenden Masse »2, multipliziert sind, wird man zu
ihrer Berechnung geniiherte Werte der Koordinaten (r) und ! benutzen diirfen, die
man sich leicht verschaffen kann; zu Beginn der Rechnung kann man dié Stérungen
von (r) und ! direkt Null setzen, und im weiteren Verlauf der Rechnung wird man
die in

M=M + put+aM, @ =pFla+v), =V w + do
vorkommenden Stérungswerte mit hinreichender Sicherheit extrapolieren kinnen. Beab-
sicht:igt man nur Stérungen erster Ordnung zu beriicksichtigen, was hiiufig fiir mehrere
Jahre geniigt, dann kann man 1) mit den elliptischen Werten von » und / aufstellen,
wodurch die Rechnung an Annehmlichkeit erheblich gewinnt.

Die Koordinaten L, und B, des stirenden Korpers beziehen sich auf die unge-
storte Bahnebene des gestorten Planeten und zwar wird L, vom Knoten dieser
letzteren mit der Ekliptik ab gezihlt, da wir durch diesen die z-Achse gelegt haben;
in den Ephemeriden findet man die heliozentrischen Liingen und Breiten bezogen
auf die Ekliptik: 4,, 8,; es ist also der Zusammenhang zwischen L,, B, und 4,, #,
zu ermitteln. Aus dem Dreieck zwischen dem Pol der ungestirten Bahn, dem Pol
der Ekliptik und dem Ort des stirenden Korpers findet man:

cos B, sin L, = sini, sin 3, 4 cos?, cos 3, sin(4, — Q)
cos B, cosL, = cosf, cos (A, — &,) 3)
sin B, = cos#, sin 8, — sin#; cos @, sin(, — &),

bei deren Anwendung man darauf zu sehen hat, daB 1, 8, und §),, ¢, sich auf die-
selbe Ekliptik und dasselbe Aquinoktium beziehen. Die Berechnung von I, und B,
LiBt sich aber nicht unwesentlich vereinfachen, wenn die Ephemeriden der stérenden
Kirper in einer gewissen Form gegeben werden, die auch tatsiichlich seit 1880 auf
einen Vorschlag Oppol:ers hin im Berliner Jahrbuch angenommen ist. Man macht
niimlich von dem Umstande Gebrauch, daB der storende Korper sich nie weit von
einer bestimmten mittleren Lage seiner Bahnebene, gegeben durch 7, und §),, ent-
fernen wird, daB also seine Breite B, iiber dieser Ebene eine kleine GriBe sein wird.
Geben die Ephemeriden diese Breite 13, und die Liinge L, in der Bahn 7, ), — die
angefithrt sein mull —, so gestaltet sich die Berechnung von L, und B, aus L, und
B, folgendermaBen. Zuniichst kann ein fiir allemal die gegenseitige Tage der beiden
Bahnebenen )7, des gestorten und (), 7, des stérenden Kirpers berechnet werden.
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Aus dem von diesen Bahnen und der Ekliptik gebildeten Knotendreieck &2, 8, O
folgt niimlich in der Bezeichnung der Fig. 61:
sintJ sin L () + ¥) = sin (8, — Q) sinZ(i, 4+ 7,)
sinted cosi(® + ) = cos; (80, — &) sinz{i, — )

. i « . : 4
cosyd sin; (@ — F) = sin3(§2, — ) cosz (i, + 7)) )
cosid cost( — ) = cosi(8), — &, cos;(é, — 7,

90% Ly woraus die GriBen J, @, ¥ sich ergeben.

Da L, von §),, L, aber vom Friihlings-
punkt aus geziihlt wird, folgt weiter aus
dem Dreieck zwischen dem Ort P, des
storenden Korpers und den Polen der
beiden Bahnen:

cos B sin (L, — W)=

cos B, sin (L, — §) ,—F)cosJ — sin B, sinJ

o GestK  cosB, cos(L,—M)=cos B, cos(L,— & ,—P)
ot i sin B, =cos B, sin(L,— § ,—¥F) sin.J
Fig. 61. <+ sin B, cos .

Wegen der Kleinheit von B, kann man
setzen, so dall schlieBlich kommt:
cos B, sin(L, — @) = sin (L, — §), — ¥) cosJ — B, sin1” sinJ
cos B, cos(L, — @) = cos(Ly— 8§, — F) 5)
sin B, = sin(L, — §, — ¥) sind + B, sin1” cosdJ;
die kleinen zweiten Glieder rechts wird man in vielen Fiillen iibergehen kénnen. Die
(leichungen 5) sind einfacher aufzuldsen als 3), vorausgesetzt, daBl die Angaben L,
B, gemacht sind, so daB} sich die in der Regel nur fiir jedes Jahrzehnt einmal vor-
zunehmende Berechnung der GréBen @, P, J durch 4) lohnt.
Aus den GroBen 1) setzen sich die in den Differenzialgleichungen auftretenden
Koeffizienten in folgender Weise zusammen:

L

immer cos B, =1 und sin B, = B, sin1

x‘!

B, — w31 4m) s if = H
o Bia4m
oy + - {?.}a_ =t
W, 4+ 2k(1 + m) (;'} tf— W
T ./U'I d’ l ] ]
[7.dt: —S = [Udl
/ ' {l + 2kVim Vp, | / ‘ 6)

La T 2o frat+ =1

(7)
I (1 ~ m)
0

Uﬁr—;—v(”rl_—il:ﬁ)'

—H =
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Betreff der Berechnung dieser Ausdriicke ist nur zur bemerken, daB das dritte Glied
in H nur selten, das zweite Glied in 177 wohl niemals einen nennenswerten Betrag
liefern werden und daBl man darin immer ;f =1 wird setzen diirfen und den Wert
von % extrapolieren muB.

166. Ausfiihrung der Integration. Die aufzulisenden Differenzialgleichungen 20)
(Seite 520) sind von den Formen:

dx d'z
‘ aa=% ga=F-ry

deren erste keiner weiteren Erliuterung bedarf, als da8 z fiir die Zeit der Oskulation
der vorgelegten Elemente verschwinden mull, da es hier die Storungsbetrige 4M
bzw. 4o darstellt. Man wird also die Funktion @ in einem angemessenen Zeit-
intervall 0 (fiir einen kleinen Planeten und Jupiter reicht w = 40 Tage fast immer
aus) tabulieren und dann die Formeln des Abschnittes XXIX zur Anwendung bringen;
die ganze Rechnung ist direkt. Bei der zweiten Form dagegen hat man das Doppel-

integral
% =fﬁP—px)d{*

zu bilden, was die Berechnung von
flat+iw) = P—px= P—pff}"fﬂ.+ iw)dt,

also die zn ermittelnde Funktion f(e -4 72) als bekannt voraussetzt; man wird also
nur durch eine indirekte Rechnung zum Ziel kommen, die sich aber leicht in eine
fast villig direkte verwandeln lLifit. In der hier bequemsten Integralformel (w = 1
gesetzt)

a4 fw

% =fff(a +iw)dtt = f(a 4 iw)+ Zfla+iw) — M a4-iw) 4+ - -

kann man "f(a i) als genau bekannt ansehen, da die bis zum Argument f(a—-(i—1)w)
gefithrte Rechnung bereits zur Kenntnis von Yfla - i) gefiihrt hat, ferner wird man
das Glied — i f"a-+éw) stets genau genug durch Extrapolation erhalten; es
kommt also nur noch auf f(@ - ée) an, das man zwar auch durch Extrapolation
bilden konnte, aber ebenso leicht und sicherer durch folgende direkte Rechnung
beriicksichtigt. Hs wird:

2= @fla+iw)+ 5 P— 5pz— s fMa+iw) + )

(1 - 5p)% = "fla+ 610} 5 P — o [ @+ i) = 8.,
wo S. als villig bekannte Grisle zu betrachten ist, und somit:
i
1+ 5P
Mit diesem Wert liBt sich f(e 4 {w) = P — px direkt rechnen.

Das gewiihlte Intervall « filhrt man als Zeiteinheit ein, d. h. man setzt in allen

Formeln (a0 k)* statt *; in den Integralformeln ist damm 2 = 1 zu setzen, wie wir

eben schon getan haben. Um ferner das Anschreiben vieler Nullen zu ersparen,
Banschinger, Bahnbestimmung, a4

oder

pa=

.
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empfiehlt es sich, alles in Einheiten der siebenten Dezimale des Radius auszudriicken.
‘Dies geschieht durch Multiplikation mit 107, die am einfachsten zugleich mit der von
(wk)* ausgefiihrt wird; in den noch mit m, multiplizierten Gliedern hat man dann
den Faktor (wk)*107-m,, den man fiir « = 20 und 40 in Taf. XXXXV fiir alle
groBen Planeten angegeben findet.

167. Zusammenstellung der Formeln fiir die Berechnung der Stérungen
in Polarkoordinaten.

% sin}J sin X(@ + ) = sin 3 (8, — &) sin 3 (¢, 4 %)
sin 2J cosi (@ + W) = cos; (82, — &,) sin 3 (¢, — &)
cosiJ sin (@ — F) = sin (D, — Q) cos’[ —+ 2,)
cosid cosi(D — F) = cos3 (R, — &) cos3 (4, — ).

§2, und ¢, sind am FuBl der Ephemeriden fiir die hellorentrischen Orter

der groBen Planeten im Berliner Jahrbuch angegeben; (), und ¢, mull man
auf dasselbe Aquumktlum beziehen, wie diese.

II.  cosB, sin (L, — @) = sin (L, — Ql P) cosJ — B, sin1” sind
cos B, cos(L, — @) = cos(L,— ,— F)
sin B, = sin (L, — 82, — ) sind + B, sin1” cosJ .
L, und B, sind als Linge in der Bahn und Breite iiber derselben im
Berliner Jahrbuch angegeben.

Statt nach I. und II, kann man auch nach den Formeln 3) (Seite 527) rechnen,
fiir welche die Liinge und Breite 4,,8,, bezogen auf die Ekliptik, ebenfalls dem Ber-
liner Jahrbuch entnommen werden kiénnen.

TI1. M=M-+u(t—1t)+4dM=FE—sing,” sin
[r] sinV = @, cos g, sin E
[r] cosV = a, cos ' — a, singp,
() =[](1 +»), l=V+wo,+ duw.

IV. ¢, cos ¢ cosf) = r, cos B, cos (L, — ) — (r) = & — (r)
o, cos ¢ sin O = »r, cos B, sin (L, — ) 3
o, sin & =, sin B,—=z =L —x
I I
K =—— .
1 E,‘;i ?.i;l

V. (kw)*m, 10" =g, aus Tafel XXXXYV.

‘()
Jr{ == .")’lIH{"J ",
W, = g, KL,

R,=g,K, >

in Einheiten der 7. Dezimale.

w b=
g | .;I.‘

=
¢
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Werden mehrere stirende Planeten beriicksichtigt, so hat man diese Werte

fiir jeden einzelnen zu bilden und dann alle zu summieren; die Summe tritt
in die weiteren Rechnungen ein.

VI. Wenn die Breitenstérungen anfangen, merklicher zu werden, was jedenfalls

erst in einem spiiteren Stadium der Rechnung eintritt, hat man
2wki*10'=¢
w = 20, loge = 6.2493
w = 40, log ¢ = 6.8519

A’ch()

AW = c(J;

zu rechnen, wo x die Summe der Breitenstorungen bedeutet.
H— R,—w,+ 4R
W=W,4+4W.
VII. Mit den Werten U, bilde man /U, dt nach

fla — 2e0) = — & Y@ — 2o) + 535 M@ — o) — -

atinw
U,dt =f(a+1w) — 5 fla+ iw) + 756 " (@ + 1)
a—Le
und dann , fU dt
fU dt ._fU dt . 1 + Yoy 1-0—“?;}
log 2(wk) 10" = { ;J?g;g:::: :z ; 22.
VIIL AH = wk: 72 fora
log = 10k) = {21?23;2?12 =40
H'= H+4 4H, w = w,+ (“"?f ),101
log (wh)? 107 =‘—‘{ 2 g;:i;zg , fj; ; :2
IX. _‘(%;j'_ = H'— v (Auflésung nach Nr. 166)
= =ty ()
d_jtw (_:F 2062(;4?8.[U1dt
il_;!_;; — W — s, iog 20(;26.4':8_ — 8.314425.
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In die Gleichung fiir M ist p, in Sekunden einzutragen, dann erscheint auch
A M in dieser Einheit; », welches aus der ersten (Gleichung in Einheiten der siebenten
Dezimale hervorgeht, ist matiirlich erst durch 107 zu dividieren. » ergibt sich aus
der letzten Gleichung ebenfalls in Einheiten der 7. Dezimale.
X. M4yt —t,) + dM = I — (sin )" sin I/
7] sin V= a, cos ¢, sin I
[#] cos V'=a, cos Il — a, sin ¢,

(1) =[x +9)

;= l’,’-}!_}_ v2
l = V4 w,+ dw
sinb = =

r

Sind », /, * gefunden, von denen / in der ungestérten Bahn vom Knoten ab
gerechnet wird, dann vollzieht sich die Berechnung des gestorten georentrischen Ortes
oder allgemeiner die Berechnung einer Ephemeride am einfachsten durch Berechnung
der rechtwinkligen Aquatorealkoordinaten, fiir die man nach den Formeln 12)
(Seite 2g) sofort hat:
= () sina sin (4 + 1) -+ x cosa
= (r) sinb sin (B 1) 4 x cos b
(r) sine sin (C + 1) 4 z cose.

Hierin sind 4, B, ... die auch sonst bei der Ephemeridenrechnung benutzten Gauf-
schen Konstanten, die mit den konstanten Elementen (), 7, zu berechnen sind (Gl 1,

Seite 230).

168. Ubergang von den Storungen in den Polarkoordinaten anf Elementen-
storungen. FEs ist ein Vorzug der Stérungen in den Polarkoordinaten, daB sie nur
langsam anwachsen, aber schlieBlich stellt sich doch die Notwendigkeit ein, ein neues
oskulierendes Elementensystem den Rechnungen zugrunde zu legen. Hs entsteht
daher die Aufgabe, aus den ermittelten Storungen in den Polarkoordinaten solche
in den Elementen herzustellen oder oskulierende Elemente fiir eine neue Oskulations-
epoche zu bilden. Auch sonst kann die Kenntnis des neuen Systems von Interesse
sein, Die Aufgabe lLilt sich auf zwei Wegen losen, entweder indem man die Ele-
mente direkt aus den Koordinaten und ihren Geschwindigkeiten fiir die neue Osku-
lationsepoche berechnet, oder indem man die Unterschiede der neuen Elemente von
den fritheren durch die ermittelten Storungsbetriige ausdriickt. Der erstere Weg ist
der kiirzere, aber weniger genaue, weshalb meist der letztere eingeschlagen werden mul.

Wir bezeichnen die urspriinglichen Elemente fiir die Zeit #, wie bisher mit
,y €4y «.., die fiir die neue Oskulationsepoche { mit @, e, ... und setzen voraus,
dali die Storungsrechnung uns mit folgenden Griflen, geltend fiir £, bekannt ge-
macht hat:

dv dx :
AM, 4w, », di? Xy at’ '/.U‘(H,
ly
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also auch mit
() =1[r](rt +» und
Die Gleichung o) (Seite 523)

dlr) _ (kw) sin g, sinV |
at =y, 1+v

(r)® = = (wk) Vp, /Udl 1)

ist offenbar geeignet, zum Parameter p zu fiihren, wenn es gelingt, statt der in der
ungestirten Bahnebene geziihlten Liinge [/ die Liinge in der gestirten Bahn ein-
zufiithren. Bezeichnet man die gegenseitige Neigung der beiden Bahnen mit J und
dic Bogen von ihren Knoten mit der Ekliptik bis zum gegenseitigen Schnitt N (dem
aufsteigenden Knoten der gestorten auf der ungestirten Bahn) mit K, und K, so
wird in dem bei F' rechtwinkligen Dreieck NPF (Fig. 62) NF =1 — K,, FP=1b
und daher

tgJ sin(l — K) = tgh =

Durch Differenziation folgt hieraus,
da nach Gl 4) (Seite 487) bel os-
kulierenden Elementen

cos NP sin J%K — sin NP dJ Fig. 62.
oder: p
dK, sin(l— K)dJ
cos(l — K, }SIHJ_”_-_W 75 =0
ist, also J und A, konstant gehalten werden kinnen:
) dx o _rf?('r]
tgd cos(l — I()) = ___@-{Ttﬂ .
) g4

Wird hier 1) substituiert, so hat man die zwei Gleichungen

tgJ sin(l — K,) = m

(r) dz _ dfr) 2)
i

J l— K,) =
g cosl = &) = o Vm T/ 0,at

in denen rechts alles bekannt ist, aus demen also J und KA, hervorgehen, da
l=V+w,+ 4w ist. Nennt man die Linge in der gestirten Bahn von N aus
geziihlt «w = NP, so ist

tgu = tg(l — K|) secd

u=1—K,+ gt sinz2(l — K,)+ - - - =1 — K, + Ju. 3)

oder

Das Fliichenteilchen »* s = (wk)Vp auf die ungestorte Bahnebene projiziert gibt

t
dl !

7)* ==, also hat man:
dt’



H34 Abschnitt XXX1. Berechnung der speziellen Stirungen in den Polarkoordinaten.

(wh)Vp = 0 7 secJ__ (k) Vp,+ fU di) secJ 4)
woraus p berechnet werden kann. Es ist aber vorzuziehen, die Differenz

4(Vp) =Vp—Vp,

zu berechnen, fiir die man aus 4) sofort erhiilt, wenn secJ = 1+ 2 sinlJ? sec./
gesetat wird:

AVp = (g JUd 2V, sinz) secd 3

Den Unterschied der Parameter selbst erhiilt man hieraus, wenn man Vp — Vp, = 4V p
mit Vp -+ Vp, multipliziert:

Adp =p—p,= AVp (2Vp,+ 4V p). 6)
'Wir gehen nun zur Exzentrizitiit iiber. Fiir den gestorten Ort gelten die Gleichungen:

. Vp dr

¢S lew) dt
7)

ecosv == —1;

substituiert man darin
=k
dr ( dir) % dx 8)
@ dTT

so hat man alle Mittel, um e und » zu bestimmen, doch empfiehlt es sich auch hier
die Differenzen zu rechnen. Aus 7) folgt, wenn der ungestiérte Radiusvektor und

sein Differenzialquotient fiir die Zeit £ mit », und '{;"- bezeichnet und ferner die
Differenzen
N A dr dr, dr
r—1,=dr und i dt = (f”)
eingefithrt werden:

Vpn -+ A V?_?t (r."?
(wl) at +

ecosy=Po -+ (P — —“) =g, cosV, + — [po + dp — puj
7y A r '

esiny =

)_e sin v vt ( Vpd?°—|—lf J(dr))

= ¢, Cosv, + '; (dp + {'" Ar);

setzt man also

dry, & e (wk)
dt ' " Vp,
I —dr, — gy
o (.de it Vpd (ﬂ)) =n sin N

: (dp+ P Ar) = cos N
r 7o
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so wird:
e sinv = ¢, sinv, 4 n sin N
e cosv = g, cosv, + n cos N

und daher: .
e sin (v — vy) = n sin (N — v,)

¢ cos(v — v,) = €, 4 1 cos(N — v,).
Hieraus folgt » — », und durch Quadrieren und Addieren

e — e = z¢,m cos (N — v,) + n.
Fithrt man singp, = ¢,, sing = ¢ ein, so wird:

et —¢,* = sin(p + @) sin(p — ¢,
also
& —et

sin(p — ¢,) = sin(p + ¢,)

was mit zwei Niherungen aufgelost wird.

0

dr  dr dr
Zur Berechnung von g) braucht man 47 = » — r, und dd.t = ey

535

12)

deren

Ausdriicke nun aufzustellen sind. In der ungestirten bzw. gestirten Bewegung hat

man die Gleichungen:
M,y (t —t,) = K, — ¢, sin E,
M+ dMApu, (t—1t) = E—e, sink,
mithin
AM = (E — E,) — 2¢, sini (E — E,) cos}(E+ E,)

oder, wenn das Verhiiltnis des sin zum Bogen
sing (B —FE,) 8
HEZERN

(den Logarithmentafeln zu entnehmen) gesetzt wird:

s AM
BB = e Feos (B By

Ebenso hat man

ry = (1 — ¢, cos )

(] = a, (1 — ¢, cos E),
woraus

[r] —r, = 24,6, sini(E — E) cos:(E + E,).

Endlich ist:

V[r] costV = Va, (1 — ¢,) costE

Vr, sintv, = Va, (1 + ¢,) sin L E,

Vr, cosiv, = Va,(1 — ¢,) cos E,

woraus:

sink (V — v,) = ——— a, cosqp, sin(E — E,).

Vr,[7]

Dies vorausgesetzt folgt aus (r) = r cosbh:

28in1b*
cosbh

r=(r) (1 -

15)
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oder
sin L b*
r—(r) = 2(r) el 16)
und b kann hierin durch
x
tgb = &) 17)

als bekannt angesehen werden. Endlich ist

(r) — [r) = []». 18)
Setzt man also 4r = »r —r, aus (r — (r)) + () — [*]) + (7] — »,) d. h. aus 16), 18),
14) zusammen, so folgt:

sin £ b?

dyr =1r—ry=2(r)— cosb +[r]v 4+ 2a, ¢, sin; (K — E) cos (K 4 K, 19)

worin & und ¥ — K, durch 17) und 13) gegeben sind.

Um A4 (:;:,) zu erhalten, substituieren wir in 8)

(r) = r cosh, 2 =7sinb
d(r wk) sing, sinV dv
()=( ‘} m g, 4+ 9}
dt Vp, 14 dt

so dall kommt:

d’r (w?.) sing, sinV dv

tg b
rlt Yp, 1+ +Hdt + At
Wird hiervon

cbdﬁ __(wk) sing, sinv, | 2sin3b* (wk)sing, siny,

Vp, ~cosb Vp,
subtrahiert, so folgt nach geringer Reduktion:
Ir ¢ wwlksi sinV — sinv . i 2sin L h? %
cech ( _ ru) fy ]rh ru‘sx_n_(p,,_(sm sinv, i ( ) sinlh ))-ﬁ-—tgb'—j :
dt  di dt Vp, 1+ v 1+»  cosb dt
oder
/ s/ v k) si . . . 1-2s8inlh? zdz
J(r ?) cos J( ; dv | (u -”S“”’ﬂ"(zsnlg( V—u,)cos( lr—f-."uj—:-smr.‘u? ~-2s8intb ) % d: ) 46)
dil 142\ dt Vi, cosh [r]dt
Zur Ermittelung der grofien Halbachse hat man
R . . . . 1\ _ dpta(@—6)
b= =1"¢g 1—e,t I'——c‘+? (1—(, 1—e¢, )_ 1—e
oder

da _a—a, _ dp+ a8 —¢&')
a,  a,  p,— a,(¢t — ek

21)

Daraus kann man 4u = pu— u, berechnen; es ist:

3 3

3
w=u, + du =ka * =kla, + 4a) * =ka, (1—}«4&) -

wird also
Aa .,
2a, !
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gesetzt, so folgt nach der Entwicklung Seite 522:
H=sfu(!-3q+%%gq*—?:Z:;q*—%--‘}

oder du= —uqf 22)
(f mit Arg. ¢ aus Taf. XXVI).

Die mittlere Anomalie fiir die Epoche ¢ berechnet man am einfachsten mit Hilfe

der durch 10) bekannt gewordenen wahren Anomalie ». Aus der Formel (VIL Seite 138)

sing (v — E) = siniep V;_, sinv 23)

folgt [, und dann M mit geniigender Genauigkeit aus:
M = E — sin¢p sin E. 24y
Auch aus 13) kann K zu diesem Zwecke entnommen werden.

Um endlich noch 2 — 4,  —&,, @ — o, zu bestimmen, bedienen wir uns der
bereits durch 2) und 3) bekannten Stiicke J, K, und # und entnehmen aus dem
Knotendreieck ,QN (Fig. 62), die Seite QN mit K bezeichnend, nach den Napier-
schen Analogien (Seite g):
cos _[zﬂ

tg;(ﬁ+(52—520) cost { +Jth A -
10K — (Q—)) = 53l =Ty i N
g3 =582, sini(i, J) Bl
woraus &) —§2, und K, und dann:
sy C8F(K+K) |
tg (et —1,) = cos & [K K,) tgzd, 26)
woraus ¢ — 7, hervorgehen. Endlich ist:
£0:1:0—|—m", 3=V+mn+:/w,
also L=l =V =9, 4+ 4w 29)
und w, = l, —v,, o=u++K—v=I01—K + du-+K—ur,
also o—w,=(—1)4 (K- K)+ du—(v—r,)
oder nach 27)
w—w,=(K—K) 4+ du+ do 4+ (V—2,) — (v—2,); 28)

hier sind Ju, V—v;, v—v, bezw. den Formeln 3), 15), 10) zu entnehmen.

169. Zusammenstellung der Formeln fiir den ('bergang von den Storungen
in Polarkoordinaten zu den Elementenstorungen.

L Man berechne fiir die neue Oskulationsepoche ¢:
M, + u,(t—1,) = B, —sing, sinE, | M, +u,(t—t)+ AM = E—sin¢, sin E
7, Sinw, = @, cos ¢, sin K, - [r] sin V = a, cosgp, sin B
7y cosv, = a, cos I, — a, sin ¢, i (rlcos V = a, cos B — a, sinp,
(r) =[r]1+»), d») __ [kw) sing, sin ¥V dy -
= v tgb=—.
r = (r) secb, dt VP 1+ +0 ]dt £ J (r)
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1L tg sin (I K)._-{—)
dx _d(r)
tgd cos(l — K,) = N
e V' (k) Vi, + fULdt

=V4+ow,+ do
Au = tgiJ*sin 2(l — K) 206264"8.

L Vp—Vp, = 4Vp = (ﬁjfﬂdt-{— 2 Vp, sin;Jf) sec S

p—py=Adp = 4Vp (2Vp,+ 4Vp)
log # = S — 4.6855749_,
(S ist dic am FulBl der Logarithmentafeln angegehene Grifie
zur Berechnung der sin kleiner Bogen)
A M
I— p‘ sing, cos; (k4 E,)

E—FE, =

siny(V—1v,) = — @, cOs (p, sini (K — E,)

V? o[7])

4 2sinzh? ; i3l .
Ar =r—r _—{]T oy =+ 2a,¢, cos;(E + E) sini (K — E,)
co§b Ay | (wk) sm_rp“[ <y o vi2singd?] =z dx
4( ) 1+V( e Vo 2sin 5( V—v,) cost( V4o, —sinv,—— e [r] dt)
o dr, (e k)
IV. N!-SIDN-—_- (JV}J At —I—V}JJ( ), =% smbqua

ncos N = L(_/fp—[— Dy dr)
r ¥

esin(v —o) = nsin(N—wv) \
ecos(v —v,) = ¢, + ncos(N—v,) [
¢t —et = 2¢,m cos (N —u,) + n?

hieraus » — #,

et —e,t?
B
_e—a _ 4dp+a, (e* —e,?)
28, 2(1’0 — @y (€ —e,” D
—uy = —p,qf (f aus Taf. XXVI)

sin (p — q,) =

sini(v — E) =sinig V; sinv
M= FE —sin¢g sin E.

VL %ﬂf+@—Q$=$z&+£%K—
g3 (K — (Q— Q) = 52 ((: +?)t W

cpe ey cosi (K4 K)
tg;(?'—%}——cosmtg;

w—w,=K—K +du+ do + (V—1)— (v —v,).
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Abschnitt XXXII.
Berechnung der speziellen Storungen in den rechtwinkligen Koordinaten.

170. Grundgleichungen der Enckeschen Methode. Diese Methode herechnet
die Stérungen in den rechtwinkligen Koordinaten durch fast unmittelbare Verwendung
der in diesen Koordinaten aufgestellten allgemeinen Bewegungsgleichungen eines Pla-
neten. Bezeichnen », y, » die Koordinaten des gestirten, x,, #,, 2, die des storenden
Planeten, dann » und 7, die beiden Radienvektoren von der Sonne aus und ¢, die
gegenseitige Entfernung der beiden Korper, m und s, ihre Massen in Teilen der
Sonnenmasse, so sind die genannten Gleichungen:

d*a T, —a @,

_dt ;‘L (1 4 m) = E i ( _5“|’)

d‘?f J g )$—y

dir T+ sk (1 +m) = I? E' m, ( "TJ) 1)
d*x %

T -|- (1 +m)=1I? E’ " (—- - ——) .

Das Summenzeichen soll andeuten, daBl die daneben stehenden Ausdriicke fiir jeden
in Rechnung gezogenen storenden Planeten aufzustellen und dann zu summieren
sind. Bezeichnen ferner z,, y,, z, die Koordinaten der ungestirten Bewegung, wie
sie sich gestalten wiirde, wenn keine stérenden Massen vorhanden wiren, so gelten
fir diese die Gleichungen:

d*x z,

dt* 12 (1 + m) ;—- =0

d?

e TR =o 2)
d*z,

W+f;’{:+:r&)%=o,
0

deren Integration die Kegelschnittshewegung gibt; durch die vorhandenen oskulieren-
den Elemente lassen sich die z,, ¥,, %, fiir jede Zeit finden. Bezeichnen endlich &, ¥, ¢
die Unterschiede zwischen den gestirten und den ungestirten Koordinaten oder wie
wir uns ausdriicken konnen, die Storungen in den Koordinaten, so wird wegen
§=2—@, n=Y—Y, L =2—2:

a*s _ dz  da,

dt* — dt* ~ d it

und daher nach Eintragung der Gl 1) und 2):
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d*'S  aT [B—% x
¥ 7 k 2 ml( PRy ( ?_3)

ds'.* 2 T, Yo=Y il 2 [ Yo o Yy \
TB i.2m,(- 913 Tl,)+fo u+m)(f_, _3) 3)

d*C a7 [Fi—2 % : %
=i 37m, = r‘3)+f. (1—1—m)( ;—3)

.,-“i = J-UQ_[_ yui__]_ >

?.‘2 po— x*!. + J + ”i

rd =z 4y + % :

0= (& — 2+ (J.—:rf}*+(~n—f=J"-
Dies sind die Differenzialgleichungen fiir die Storungsbetriige &, y, £, die den Koor-
dinaten x,, #,, %, hinzuzufiigen sind, um die gestorten Werte derselben zu erhalten;
sic bilden die Grundlage fiir deren Berechnung und sind hierzu nur noch kleinen
Umformungen zu unterwerfen.

Analysiert man die beiden Glieder, aus denen sich die rechten Seiten von 3)
zusammensetzen, so bemerkt man zunichst, daB in beiden z, y, #, also auch die zu
ermittelnden GroBen &, 1, T selbst auftreten; es besteht aber zwischen beiden der
wesentliche Unterschied, dall die ersten mit den Faktoren s, multipliziert sind, die
anderen aber nicht; da nun &, n, £ selbst von der Ordnung der kleinen GriBfien m,
sind, so begeht man nur einen Fehler zweiter Ordnung in bezug auf die Massen,
wenn man in den ersten Gliedern statt z, , » die ungestirten Werte z,, ¥,, %, setzt,
die ebenso wie die z,, 7,, %, als bekannt angenommen werden konnen; diese ersten
Glieder kénnen also bis auf Glieder zweiter Ordnung direkt berechnet werden und
werden daher die direkten Glieder genannt; es wird spiiter gezeigt werden, wie man
in ihnen ohne besondere Miihe auch die Glieder zweiter, ... Ordnung aufnehmen
kann.

Die zweiten Glieder verlangen dagegen zu ihrer Berechnung eine genaue Kennt-
nis der &, 4, {; eine direkte Berechnung derselben ist also nicht méglich, wohl aber
filhrt eine indirekte in der Regel rasch zum Ziel: man verschafft sich zuerst ge-
niherte Werte von &, 5, £, wie solche durch die nachher auseinanderzusetzende In-
tegrationsmethode sich von selbst darbieten, setzt diese ein und erhilt durch Integration
Werte von &, 5, £, die nun an Stelle der ersteren treten, worauf die Integration wieder-
holt wird. Dieses Verfahren wird fortgesetzt, bis sich die &, , £ nicht mehr iindern.
Man nennt diese Glieder die indirekten.

Bei den indirekten Gliedern tritt noch die weitere Schwierigkeit auf, daB sie
Differenzen zweier nahe gleich grofien Zahlen sind, so daff man zu ihrer scharfen
Berechnung Tafeln von emer hiheren Stellenzahl bendtigte, um sie scharf rechnen
zu konnen; dieser MiBstand wird durch folgende Umformung beseitigt. Es ist:

& @ _T—8 T _ T _Toy g
#1 BT g Lol T (x (I r“’ ;)
und die Schwierigkeit ist jetzt auf den allen drei Koordinaten gemeinsamen Faktor

s . :
1 — % geworfen. Nun ist aber weiter:

worin
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1= @t £ e 0P (G U= 1 (23 D5 + (em )y + (22,4 DT,

also
2
L=t (ot 25+ a2 (e 2DD).
o

]

Setzt man also

¢ = — (@+ 35)E + (W + 3000 + 5+ 300, 4)
so wird
.?.".'
‘f'n% = +2q
und
To =3 _ ki 8 T 50 Ly e
= {rarag) ¥ err—gg-kT—y .-2.3‘f+

=1—gq{3(1 —3qg4+ 3¢ — ”q i

oder wenn die Reihe {--.} mit f bezeichnet wird:

—
o

?-03

N L= qf.

Die Reihe f kann mit dem Argument ¢ leicht tabuliert werden, was zuerst von Encke

(Astr. Nachr. Band 34, S. 355; Berl. Jahrh. 1858) ausgefiihrt wurde. Siehe Tafeln

Nr. XXVI. Es wird also jetzt:

T, =z
P

ry F

= 5lafz—%)

und die Grundgleichungen gehen in folgende iiber, die der Integration unterworfen
werden:

— ]2
dt‘ £ T ”)+
d*n % 7
drsm’lzu(h J' fi)+ 3'1f"f’f_" 5}
—:;*—L 2 Dm ( ! Y
({f I:i I’.Da =

171. Ausfithrang der Integration. Um die (Gl 5) zu integrieren, berechnet
man fiir eine Reihe #quidistanter zwischen die gegebene und die neue Oskulations-
epoche eingeschobener Zeitpunkte die rechten Seiten. Dies ist miglich, denn die
x,, Y, *, kimmen aus den Angaben der Jahrbiicher, die x,, ¥,, #, aus den gegebenen
oskulierenden Elementen gefunden werden und weiter wird sich gleich zeigen, dal}
man, abgesehen vom Anfang des Verfahrens, durch die Rechnung fiir einen be-
stimmten Zeitmoment bereits einen geniiherten Wert von &, 5, { fiir den niichsten
erhiilt. Mit diesen Niiherungswerten &, 5, £ kann man in den direkten Gliedern so-
gleich die Storungen hioherer Ordnung soviel wie vollstiindig mitnehmen, indem man
setzt: @, — & =z, — (r,4+ §), ..., und die indirekten Glieder fast direkt ansetzen,
indem man zuerst ¢ aus 4) rechnet, damit £ aus der Tafel entnimmt und z = x4 &, ...
£=&, ... setzt. Eine Wiederholung der Rechnung geniigt, falls sich der Unter-
schied zwischen den Nilherungswerten &, ... und den durch Integration erlangten,
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genaueren als zu grof} herausstellt. Am Anfang des Verfahrens wird unter Um-
stinden eine mehrfache Wiederholung der Rechmung nitig sein, falls die Niitherungs-

werte § = o, y = o, L = o, von denen man ausgehen muf, trotz der Niihe der Osku-

lationsepoche zu fehlerhaft sein sollten. Man erhiilt auf diese Weise fiir eine Reihe

- ; ; 3 ;
fiquidistanter Zeitmomente die Werte a—éﬁ-}, +++, aus denen durch die Formeln der
mechanischen Integration die &, 5, L hervorgehen. Die fiir den vorliegenden Fall

2
zweckmiiBigste Formel ist, wenn (d §) = fla + iw) gesetzt wird:
t=a-+iw

dt*
=1
E= J}(f)u‘tez w? (U (@ 4-n10) 4 % f @ 4+ nw) — M a—4nw) 4 - - ),

wobei die ersten (Glieder der Summenreihen nach

fla—3w) = — 5 e— 2w+ 55&Ma — jw)+ - -

fla) = +55fle — w) — g5 (2 e —w) + Ma) + - - -
anzusetzen sind. & verschwindet hiernach fiir { = @ — I und es ist also die Ein-
teilung der Zeit so zu treffen, daB die Oskulationsepoche mit #, — @ — Jw zusam-
menfillt.

Wenn die Berechnung der Funktionswerte bis einschlieBlich f(a -+ éw) fortge-
schritten ist, so ist dadurch, wie der Anblick des Schemas Seite 474 lehrt, ' f(a 4 (£ 4 1) )
bekannt geworden; dies ist aber das Hauptglied in dem Ausdrucke von & fiir die
Zeit @ + (2 4 1)w, welcher lautet:

Satrwrne=2("f(a+ (I +1)w)+ 5@+ (4 1)w) = ;5 e+ @+ 1)w) — - ).

Beachtet man, daB} f(a —+ (¢ 1)) und fY(a + (i 4 1)2), die mit kleinen Faktoren
multipliziert sind, hinreichend genau durch Extrapolation ermittelt werden kinnen,
so ist ersichtlich, daBl nach AbschluB der Rechnung fiir @ - éw bereits ein guter
Niiherungswert von § fiir @ - (4 1) von selbst dargeboten wird, mit dem in der
oben auseinandergestetzten Weise die Berechnung der direkten und indirekten Glieder
erfoigen kann.

Oppolzer hat das Verfahren in folgendes Schema gebracht, welches eine indirekte
Rechnung fast ganz ausschlieBt. Wir nehmen an, die Rechnung sei bis zum Argu-
ment ¢ + 4w vollendet und man beginne mit f(« -~ (i + 1)). Um die Multiplikation
mit 20 am SchluBl zu ersparen, rechnen wir gleich w?*f(a -~ ¢w), was am einfachsten
geschieht, wenn iiberall #®* statt /* genommen oder w als Zeiteinheit eingefiihrt
wird. Setzt man dann zur Abkiirzung die direkt zu berechnenden (ilieder

7 2 LH —« )
Soen, (557~ #) = S

w2

s =h !
‘}'u
so wird aus der ersten Gleichung s)

12§ ) . )
juf = D (X)+kfqz — 1§, 6)
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Nun ist
Sadwrnn=" (a4 @+ 1))+ 7 f@ 4+ @+ 1)) — M@+ (¢ + 1))

o~ - T dt
Sad(i+1)e =— "f(l’i + (e'+ I) w}+ S (d&f)u—i-(l'-{-!lfl'

oder
— sl @+ (0 41))
oder nach Eintragung der eben erhaltenen Gleichung
Ear s =6+ (4 1)) + 5 > (X) +5hfer—EhE— G M @+ + 1)),
Fassen wir die Glieder rechts, die direkt anzusetzen sind, ndamlich "f(a -+ (i - 1)),

s Z(X} und i, f"(a + (i + 1)w) (letateres weil kleine Fehler in der Extrapolation
durch den Faktor 1: 240 vernichtet werden) unter einer Bezeichnung zusammen:

S, = 1f(a+ i+ 1)w0) + 5 Z(X) — sz @ + 4+ 1)),
(14 5h) = S+ Shfg. 7)

In dem Ausdrucke 4) von ¢ kann man die &, iy, ;L durch extrapolierte Werte
dieser Grioflen ersetzen, da sie nochmals mit &, », £ multipliziert werden; die §, 5,
selbst werden durch 7) gegeben. Setzt man also zur Abkiirzung die direkt zu be-
rechnenden GriBen

n+]E Yo+ 30 Bt _x_n"l"i:ig 8)

= A (R = R A (=

so wird

so wird aus 4)

g =aS;+ B8, 4+ 7S+ Shfqlax + gy + 2)

“S..__t_ﬁ iS',,iy_S 9)
1— hfes+ gy +72)

Hiermit liBit sich ein genauer Wert von ¢ berechnen, denn die auf der rechten Seite
noch auftretende, nicht direkt bekannte Grifie f° lilit sich wegen ihres einfachen
(Ganges leicht extrapolieren, wenn man es nicht vorzieht den ganzen Nenner zu
extrapolieren.

Ferner folgt aus der Verbindung der Gleichungen 6) und 7)

oder

g =

A2 & - ) h ‘ o
af = = (X)+ hfge— oy (et Shfea
oder wenn
Tt :
AR =17 . 10)
gesetzt wird:
c
:j 2= 2 (X)+ ¥ (fqz — S.). 1)
Da ¢ durch g) bekannt geworden ist, gibt dies einen direkt berechenbaren Wert von

(7 = fla+(i+1)u),

rt‘-'t‘)u+f.'+:jn-
worauf & fiir dasselbe Argument aus

E=Ufla+ (i+1)w)+ 5@+ T4+ 1)w) — 4 MMa+ i 4 1)w) 12)
folgt.
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Diese Vorschriften setzen voraus, dafi die Rechnung hereits im Gang ist; es ist
also noch zu zeigen, wie man beim Beginn derselben zu verfahren hat, wenn man
"fla 4+ iw) noch nicht kennt. DMan rechnet fiir die vier die Oskulationsepoche
a — e symmetrisch einschlieBenden Zeitpunkte @ — 2 #, @« — w, @ und a + w nach

5) die Ausdriicke f[:f,
der Niithe der Oskulationsepoche e einen Fehler veranlassen kann, und indem man
die indirekten Glieder ganz vernachliissigt. Mit den vier Werten bildet man die
Differenzen- und Summenreilen und gelangt nach Integration zu geniiherten Werten
von & mit denen die Rechnung wiederholt wird, nachdem man sie in die indirekten
Glieder eingefithrt hat. Dies wird so lange fortgesetzt, bis die & sich nicht mehr
iindern, worauf diese als die strengen Werte betrachtet werden konnen. Daran
schlieBt sich dann das oben auseinandergesetzte direkte Verfahren fiir die weiteren
Zeitpunkte. Die ersten Niiherungsrechnungen fithrt man zweckmiilig auf einem
Nebenblatt aus,

imdem man in den dirckten Gliedern & = o setzt, was in

172. Berechnung der Koordinaten. In der Regel wird die Stirungsrechnung
in einem Koordinatensystem ausgefiihrt, dessen zy-Ebene mit der Ekliptik zusammen-
fillt und dessen w-Achse durch den Friihlingspunkt geht. Die rechtwinkligen
Koordinaten ,, y,, », der stirenden Planeten muB man dann aus den Ekliptikal-
Polarkoordinaten »,, 4,, 2, die in den Jahrbiichern gegeben werden, durch

r, =, cosf, cosi,
Y, =17, cos 3, sini,
% =17, sing,

berechnen, wobei darauf zu sehen ist, daB das Atluinuktium, auf das sich die vor-
gelegten Elemente bezichen, in Ubereinstimmung gebracht werde mit dem von 4,
und g, oder umgekehrt. Das Berliner Jahrbuch gibt die 7,, 8, bezogen auf das
Aquinoktium des benachbarten Jahrzehnts; auf dieses wird man also zweckmiiBig
die Elemente iibertragen und erreicht dadurch den Vorteil, daB man im Laufe einer
Rechnung das Aquinoktium in der Regel nicht zu wechseln braucht. Die recht-
winkligen Jupiterkoordinaten von 1770—1830 findet man in Publikation VI der
Astronomischen Gesellschaft fertig berechnet vor; ebenso fiir 1830—1865 von Jupiter
und den iibrigen in Betracht kommenden Planeten in der Publikation I. Die iilteren
Jahrgiinge des Berliner Jahrbuches geben bis 1867 neben dem Radiusvektor die
heliozentrische Liinge und Breite, bezogen auf das wahre "xqumoktmm diese muB
man also vorher auf das wmittlere Al;umoktmnl iibertragen, das man der Rechnung
itherhaupt zugrunde legt. Das Berliner Jahrbuch fiir 1868—1870 gibt die recht-
winkligen Koordinaten direkt und noch die Glieder, die vom gestérten Planeten
unabhiingig sind. Vom Jahrgang 1871 an ist die oben erwiihnte Einrichtung getroffen.

Die Koordinaten x,, y,, *, des gestirten Planeten miissen aus den gegebenen
Elementen der Anfangsepoche berechnet werden, wofiir man nach Nr. 44 bzw. Nr. 55
und nach den Formeln 10) (Seite 27) hat:
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Ellipse: Parabel:

M f —t) = K —si in i k(it—T
=) 2 e S tgko, + Hglvg = o)
r, sinw, = a, cos ¢, sink 2q,
7, cosv, = a, cos N — a, sing, (Barkersche Tafel)

R
° 7 coszv,’

Uy = v, + @,
r, =7, (cosu, cos §), — sinz, sin §), cos#)
Y, = 7, (cosu, sin §), + sinw, cos §), cosi,)
Xy = T, sin, sing,

oder mit Einfiilhrung der GauBschen Konstanten fiir die Ekliptik

sine sin A = cos §), sinb sin B = sin §)

sina cos.d = — cos?, sin §), sinb cos b = cosi, cos §),
x, = r, sina sin(4 4+ %)

Yy, = 7, sinb sin(B + u,)

%, = ¥, sint, sin,.

Zur Ermittelung der gegenseitigen Entfernung ¢, der beiden Planeten aus
ef= (@ —af+(y, — 9+ & — 3
rechnet man am besten das System durch:

o, cosd cosltl =, — &
0, cosd sinfl =y, —y
0, sin ¢ =X, — .

Es sind noch einige Bemerkungen iiber die praktische Ausfithrung der ganzen
Rechnung zu machen. Eine allgemeine Regel, wie grofi das Intervall #« zu wiihlen
sei, liBt sich namentlich bei Anwendung der Methode auf Kometen nicht geben. Man
wird nur im Auge behalten miissen, dali die mechanische Integration stets mit Sicher-
heit ausfithrbar sei, dali also die Differenzen der Funktionswerte regelmiliig laufen.
Das ist gerade bei den rechtwinkligen Koordinaten linfig nicht der Fall, weshalb
man sich hiiten muB, das Intervall zu grofl zu nehmen. Bei kleinen Planeten, bei
denen aber die Methode kaum mehr angewendet wird, kann auBer in bedeutender
Jupitersnithe w = 40 Tage gesetzt werden. Bei Kometen, die nur in einer Er-
scheinung sichtbar waren, wird die Methode wegen der Kiirze und Ubersichtlichkeit
der Rechnung mit besonderen Vorteil angewendet, doch ist dann das Intervall von
20 Tagen oder nach Umstiinden noch ein kiirzeres anzuraten. — Das Intervall «
fithrt man als Zeiteinheit ein, d. h. man setzt (e0k)® statt /*, dann fillt in der Formel
fiir mechanische Integration der Faktor «* weg. Ferner rechnet man meist in Ein-
heiten der 7. Dezimale der astronomischen Einheit, d. h. man rechnet die mit 10
multiplizierten Stérungen; den dann auftretenden Faktor (wkj*ro’m, findet man in
Taf. XXXXV fiir & = 20 und o« = 40 und fiir alle Planeten; in den nicht mit

m, multiplizierten Gliedern hat man:
Bauschinger, Bahnbestimmung. 3b
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log (wk)*
w =10 8.471163
20 Q.07 3223

40 9.67 5283.
Zur Ausfithrung der Rechnung geniigen meist sechsstellige Logarithmentafeln.

Die Verwertung der Stirungen in den rechtwinkligen Koordinaten ist eine unge-
mein einfache, besonders wemn es sich um die Aufstellung einer Ephemeride der
gestirten geozentrischen Orter handelt. Da diese niimlich (Nr. 72) durch Benutzung
der aus den Elementen berechneten ungestirten heliozentrischen Aquatorealkoordinaten
x, =7, sin@ sin(4 4+ w -+ ), . . . entsteht, so kann man diesen die Stérungen in den
rechtwinkligen Koordinaten unmittelbar hinzufiigen, wenn man diese nur vorher eben-
falls auf den Aquat.m‘ bezogen hat. Die Umwandlung der Ekliptikalstorungen & 4 L
in fiquatoreale & ' L' aber vollzieht sich nach den Formeln (Nr. 10)

=g
n'=mn cose — L sine¢
['=1y sine + [ cosg,
wo & die Schiefe der Ekliptik bedeutet. Die gestirte, geozentrische Rektaszension
und Deklination geht dann hervor aus

0 cosd cose =1:0+X+§’
0 cosd sine = gy, + ¥ -+
o sind — u—]—/—'—"’

wo X, ¥, Z die Aqufttorcalkomdmaten der Sonme sind.

Man kann auch die Anderungen der ungestortul geozentrischen Rektaszension
und Deklination infolge der Storungen durch & ' ' ausdriicken. Durch Differen-
ziation der letzten Gleichungen erhiilt man nach leichter Umwandlung:

¢ cosdde = — sina &' 4 cosay’
pidd = — sind cos«& — sind sinan’ - cosd .

Die Storungen in den rechtwinkligen Koordinaten haben den Nachteil ziemlich
rasch stark anzuwachsen, sie iiberhaupt groBer erscheinen zu lassen, als sie sind, was
aufler der Unannehmlichkeit des Operierens mit grolien Zahlen auch Unsicherheit der
Rechnung herbeifithrt. Diesem Ubelstand kann nur dadurch entgegengetreten werden,
dall man zu mneuen oskulierenden Elementen iibergeht, von deren Oskulationsepoche
aus man die Storungsrechnung von vorne beginnt. Die Aufgabe, neue Elemente
aufzustellen, haben wir bereits in Nr. 110 gelost, indem dort gezeigt ist, wie aus den
rechtwinkligen Koordinaten eines Ortes und ihren ersten Differenzialquotienten die
de dy dx
dt’ dit’ dt
abgeleitet; sicherer ist es offenbar, durch die ermittelten Stérungsbetriige & », L
%, (2—3, f!; selbst die Zuwiichse der fritheren Elemente darzustellen. Auch diese
Aufgabe werden wir an anderer Stelle in einem anderen Zusammenhange lisen (Nr. 178),

hier aber darauf verzichten, da der genannte Ubergang auf neue oskulierende Ele-

Bahn ermittelt wird. Es sind dort die Elemente direkt aus z, 7, z,
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mente nur selten ausgefithrt wird. Da dieser nimlich erhebliche Rechenarbeit ver-
ursacht, durch welche die sonstige Kiirze und Annehmlichkeit der Rechnung nach
der Enckeschen Methode fast villig kompensiert wird, so wird man von der An-
wendung dieser Methode iiberhaupt absehen, wenn ein solcher Ubergang in Aussicht
steht. Tatsiichlich ist die Methode nur fiir kiirzere Zeitriiume zu empfehlen, etwa
fiir die Erscheinung eines Kometen, wo sie allerdings unschiitzbare Dienste leistet,
da sie auf Bahnen jeder Form gleich gut anwendbar ist.

173. Zusammenstellung der Formeln fiir die Berechnung der Stérungen
in den rechtwinkligen Koordinaten.

i 4 Ellipse Parabel
- =FE— kt—T
J1‘,-|| i Hy ? tu) sin 0o sin I/ t_g;_ru ;tgi_}_.ua — “{ - 3]
r, sinv, = @, cosqp, sin fJ V2q,2
7, cosv, = a, cos If — a, singp, q
"0 = Cosiv,?
=7, + w,
sina sin A = cos §), sind sin B = sin ),
sina cos A = — cos#, sin ), sind cos I? = cos i, cos §,
2, =7, sina sin(4 + u,)
Y, = 1, sinb sin(B + u,)
X, = T, Sinz; sinu,.
IL &, = 7, cosp, cosi,
y, = 7, cosB, sink,
%, =7, sinfly.
1IT. wrl? h
o= — o= n=r14+5h
7 ! 1+ 5k ot { )
log (e k)?
w="10 8.471163
20 Q.07 3223
40 0.67 5283.
V. Fiir die vier die Oskulationsepoche « — I einschlieBenden Zeitmomente
@ — 2, a —w, @, - w rechnet man in erster Niiherung:
0, cosd cosfl = &, — x,
0, cos Y sin ) = y, — ¥,
¢, sind = X, — %,
. dE —z, =, s o B 4
ff(“‘l‘"”"’»':ﬁi: o' (ewk)* m, ( ?Fs.._‘.'_.?._':‘).{_ §2§§ = 2 (X)
. d*y ioptt o (Y= Yo _ Y ER2EM N7
fyla =+ iw) = —3 = 107 (wk)* m, ("!(_,Ix - ,,.l’,-)+ U8R 5 =2(¥)
d*l T T &% 2§ 5
[:(a -+ 2w) = an = 107 (elk) -m,(——a:-i——?_—&s)-}— Eggg = ()

10" (wk)p*m,, ... aus Taf. XXXXV.'

-
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fla —2w) = — J‘(a — 20) + 5215/ (a — 3u0) —
M) = (6 — 1) — 533 (2@ — ) + 1 (a)) +
§=”f[a-+aw 2 fla+idw) — 545 “(u—-|—ur)
Ebenso fiir » und £.

V. Die weiteren Niiherungen fiir die genannten vier Zeitmomente und sodann
die ganze Fortsetzung der Rechnung erfolgen nach:

xu'{_':ig . . e
S i S,,_llf,[a—kur,)—{—uz (X) — 25 M (a + d20)
8= Ya _,:;Jf ’ 8, = 1f, (@ 4 7w) + '-l'ﬁZfY) — 1 (a4 )
FE= Dotsh ’ 8. =1, (a 4 iw) 4+ :'—zZ(ZJ aia M (@ - 2ew)

e
g “Su""‘ﬁs.u_l‘?’sz
= 1= 1I‘zkf(ax+bdy +}”:}

f mit Arg. g aus Taf. XXVI

T E
d*E

dis === fr(uf -+ i,.'t‘b') — Z(X) + h’{fgﬂ': o Sx)
tjt? = fyla 4 tw) = Z(Y) + Kifqy — 8,)
o? '

ap = fla+iw)= 3 (2)+¥(fqz—8)

Satin="fla+1w) + 55 fla+ tw) — 55 Ma + dw) -
Ebenso # und .

VL =&, 1 = ncose — Lsineg, {' = ysine 4 L cose
ocosdcosa = x, - X+ &
ocosdsine = y,+ Y 41/
osind =z, +Z+ L
oder
vcosdde = — sine &’ - cosay’
0d) = — sind cose &’ — sind siney’ - cosdl’
«=a,+da, d=4J,4dd.

174. Beispiel fiir die Berechnung der Storungem in den rechtwinkligen
Koordinaten. Wir wiihlen die Berechnung der Storungen des periodischen Kometen
Brooks durch Jupiter und Saturn withrend seiner Erscheinung im Jahre 1896. Die
Elemente sind auf Ekliptik und Aquinoktium des benachbarten Jahrzehnts 19oo.o
iibertragen worden, um die Angaben des Berliner Jahrbuchs fiir die Koordinaten
der storenden Planeten umgeiindert benutzen zu konnen, und lauten:
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Komet 1896 VI.
Oskulationsepoche 1896 Okt. 11.0 M. Z. Berlin
Epoche 1896 Nov. 4.5 M. Z. Berlin
M, = o° 238012
@ = 343 47 42.27 .
§) = 18 4 21.13 Ekliptik und Aquinoktium 1goo.o
t= 6 33540
= 27595129
it = 49979894
loga = 0.567 36309
Rechtwinklige Ekliptikalkoordinaten:
x, = 7,[9.999 7679] sin(107°58'41703 4 u,)
Yy = 1,[0.007 8018] sin( 18 10 2.77 + u,)
%y = 1,[9.023 5281] sinw,
logacosp o.51 3309
logasing 0.238939
log (sing)”  4.98 6000
Wir wiihlen ein 4o-tiigiges Intervall und berechnen zuniichst fiir die vier Zeit-
momente 1896 Aug. 12.0, Sept. 21.0, Okt. 31.0, Dez 10.0, welche die Oskulations-
epoche symmetrisch einschlieBlen, in erster Nitherung nach den Formeln I1.—IV. die
Storungswerte &, », I; bis anf die Integration kann alles in definitiver Weise ge-
schehen und im eigentlichen Schema (Blatt 1, 2, 3 Seite 550 ff.) eingetragen werden,
diese selbst aber filhrt man zuerst auf einem Nebenblatt aus:

ug If X (X) f1 fu T Z(X) =8,
— 108.66
a—2w + 55.03 + 55.68 + 4.64 + 59.69
— 52.98 — 2.55
a—w + 207 +53.13 — 1.03 + 443 + 650
+ ois — 3.58
a + 2.22 + 49.55 — 1.02 + 4.13 + 635
+ 49.70 — 4.60
a+w =+ 51.02 + 44.95 +3.75 + 55.67
+ 94.65
HE lf X(Y) fi fi 112 2( Y} n = Sy
+ 94.24
a—2w — 48.23 — 47.91 — 3.99 —52.22
+ 46.33 + 1.55
a—w — 190 — 46.36 — a.80 — 3.86 — 5.6
— ©0.03 -+ 0.75
a — 193 — 45.61 —0.97 —3.80 — 573
— 43.64 — 0.22
a -+ w — 47.57 — 45.83 —3.82 — 51.39
— 91.47
uf If X2 1 fu s Z(Z) {=8,
—0.47
a—zw —0.12 + 0.56 + o0.05 — 0.07
-+ 0.09 — 0.62
a—w —0.03 — 0.06 — 0,09 0.00 — 0.03
+-0.03 —0.71
I 0.00 —0.77 — 0.00 — 0.06 — 0.06
—0.74 —o.50
a4 w —0.74 — 1.57 —0.14 — 0.88
—2.31

(Fortsetzung Seite 554 unten.)
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Blatt 12, Komet.
1896 Aug. 120 Sept. z1.0 Okt. 31.0 | Dez. 10,0 | Dez 500
| ]
I M 348°18'29%0 | 353°51' 4876 | 350°25" 82 ! 4°58' 277 10°31’ 473
. B | 33824432 | 34830 79 | 338 54 177 9 20 205 19 30 52.3
sin & 9.56 5765, 9.29 9574, 8.28 1298, 9.21 0254 9.52 3806
cos B 9.96 8415 9.99 1196 | 9.99 9920 9:994205 9974397
7, 8in o, 0.079074 | 9.812883, 8.79 4607, 9.72 3563 | ©oo37115
T, COS ¥, 0230519 | 0.27 5359 0.29 1952 0281116 | 0242337
€os 2, 9.912264 |  9.975612 9.99 9780 9.98 3049 9.92 8704
% 324°47736/4 | 340°5873973 | 358°10' 3003 15728 5378 31756 243
Te 0.31 8255 0.20 9747 0.29 2172 0.29 7167 0.31 3633
A4o+9, 56% 33" 507 72%45" 276 89%57 28 107°15" 171 123°42' 476
sin (A + w + 7, 0.92 1441 0.98 0014 0.00 0000 9.98 ooot 9.92 0032
log x, ©.239463 | 0.279528 0.29 1939 0.27 6935 0.23 3432
x5, +1.73563 | -+ 1.90339 + 1.95 857 + 1.89 206 + 71172
 BHw+mu 326"45" 214 | 34256’ 2472 o” 82473 17726 388 33°54’ 93
sin (B + v 47, 0.73 8945, 9.46 7418, 7.38 8436 9.47 6796 9.74 6465
log ¥, 0.05 5002, 9.76 4967, 7.67 8410 9.77 1765 0.05 7900
%o —1.13 502 — 0.58 206 + 0.00477 4+ 0.59 124 + 1.14 262
. CHo+tu, 308°35" 1817 32446’ 2176 341°587 2108 | 359°16" 3671 | 15°44’ 6.6
sin (C + o + 7, 9.89 3010, 9.76 1042, 9.49 0618, 8.101187, | 9.433276
log %, 9.23 4793, 9.08 4317, 8.806318, 7.42 1882, 8.77 0437
% — 0.17 171 — 0.12 143 — 0.06 402 — 0.00 264 + 0.05 894
III. T 0.63 6510 0.59 0494 0.58 4344 0.50 4334 , 0.62 7266
o 0.954765 | 0.899241 0.87 6516 o8g1501 | 0.940809
h 8.72 0318 | 8.77 6og2 8798767 | 883782 | 8.73438%
3l 7.64 1337 7.69 6861 7.910586 |  7.70 4601 7.65 5203
1+ 5h 0.001398 | o0.002156 0.00 2271 0002194 | ©0.001959
Rt 8.71 8620 8.77 3886 8.7g 6496 8.78 1588 |  8.73 2425
7 0.63 8408 0.60 1650 0.58 6615 0.59 6528 0.62 9225
V. it 0.60 105 9.67 788 9.70 532 9.68 041 9.60 421
S; 1.77 590 0.81 291 0.80277 1.74 562 2.18 971
«S, 1.37 695 0.49 079 0.50 809 | 142603 | 1.79 392
3 9.41 659, 9.16 332, 7.09 180 | 917524 | 9.42868
Sy 1.71 784, 0.76 402, 075815, | 1.71088, 2.13 688,
."IS_'.I' L.13443 { 9.92 374 7-84 995, | 088612, | 156536,
S 8.59638, | 8.48267, 8.21 971, 6.82 535, 8.14121
. 8.845, | 8477m 8.778, | 99445, | 05T455
»S. 7.441 6.960 6.998 | 6.770 i 8.65 570
@S, +23.82 | + 3.10 + 3.22 + 26.67 | + 62.22
35 + 13.62 | 4084 — 0.01 | — 17.69 | —36.78
LT -+ o0 | 0.00 0.00 | .00 i “+ 0.05
Zihler +37.44 | + 394 +3.21 | 41898 | 2549
log > 1.5733 | 0.5955 o.5065 | 1.2783 | 1.4064
«x + o693 | - ogo7 4+ 0.994 |+ o0.906 -+ 0.688
Ay + 0.206 -4 0.085 ~+ 0.000 + 0.088 | 4 o307
¥R -+ o0.007 -+ 0.004 -+ o.001 <+ o0.000 | <+ o.000
fiummq -+ 0.996 + 0.996 +0995 |+ 0.994 + 0.995
log( » ) 99983 | 9:9983 9.9978 | 9:9974 9.9978
teh (ew + 8y + y2) 76396 7.6952 77174 | 7.7020 7.6530
f 0.4771 0.4771 04771 04771 0.4771
8.1167 8.1723 8.1045 8.1791 8.1301
log Nelnner 9.9943 9:9935 9.9931 ‘ 99934 9.9941
og g 1.5790 o.60z0 .5134 1.2849 1.4123
Taf. XXVI log [ 0.4771 0.4771 0.4771 | 0.4771 0.4771
fq 2.0561 1.0791 0.0005 | 1.76z0 | 1.8894
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Blatt 1b, Komet.
1896 | Aug. 12.0 Sept. 21.0 Okt. 31.0 | Dez. 10.0 I Dez. 500
fqx 2.2956 1.3586 1.2824 ] 2.0389 2.1228
Zahl | 4 197.50 -+ 22.84 + 19.16 ! + 109.37 + 132.68
— 5 — 59.69 — 6.50 — 635 r — 5567 — 154.78
fqe— S, + 137.81 + 16.34 + 12.81 + 53.70 — 2z.10
log (fqw — S, 2.1392 1.2133 1.1075 | 1.7300 1.3444,
Wifqe— 8, 0.8578 9.9872 9.9040 | o513 0.0768,,
Ziahl + 721 + o097 4+ 080 | 4 323 — LI1g
X(X) -+ 55.68 +53.13 -+ 49.55 I + 44.95 + 39.44
d*E + 62.89 + 54.10 +35035 | 4 48.20 4+ 38.25
fay 21111, 08441, 86689 | 15338 1.0473
Zahl — 129.15 — 6.98 + o.03 4+ 34.19 + 88.58
— 8, + 52.22 + 5.76 + 573 | + 3139 + 137.05
foy— 8, | — 76.93 — T.22 + 5.78 + 85.58 + 225.63
log i(fqy — S,) 1.8851, 0.0864,, 0.7619 1.9324 2.3534
R fqy— S 0.6047, 8.8603, 9.5584 0.7140 1.0858
Zahl — 4.0z — 0,07 + 0.36 + 5.18 + 12.18
() — 4791 — 46.36 —45.61 — 4583 — 4717
d*n — 51.93 — 46.43 —45.25 — 4065 — 34.99
fqx 1.2909,, 0.1634,, 9.7968, 91839, 0.6598
Zahl — 19.54 — 1.46 — 063 — 0,15 + 4.57
— 8 4+ o.07 -+ 0.03 + o0.06 + 0.88 = 3.27
fax—S. — 19.47 — 143 — o057 | o3 + 784
log (fqz — 8) 1.2894,, 0.1553, 9.7559, | 9.8633 0.80943
W (fgx— S 0.0080,, 8.9292,, 8.5524, 8.6449 9.6267
Zahl — 1.02 — 0.08 — 0.04 +-0.04 4 o042
Z) 4+ o.56 — o0.06 — o797 — 1.57 — 249
d*l — o046 o O —  O.81 —1.53 — 207
Berechnung der Stérungen in geoz. AR. und Dekl
vit. Dez. 3 1.7243, 0.778, 0.778, 1.6990, 2.1335n
9.6000 7 8in & | — 21 — 2 — 2 — 20 — 54
9.9625 1 CoSE | — 49 — 6 — 6 — 46 — 125
vir. Dez. ¢ > » » ¢.000, 0.477,
{sin e o o | o o — 1
{cose o o ' o — 1 — 3
14 + 61 + 7 I + 6 + 57 + 153
V]l.Dez.[r;’ | — 49 — 6 [ — 6 — 46 — 124
& ‘ — 21 — 2z — 2 —21 — 57
sin « i 9.5662,, 9.6655, 9.6175, 9.2967, 9.0346
Aus der | %% | 99683 9.9470 | 9.9591 9.9913 9.9974
Ephem, | i ¢ 93007, 94975, 9.3568, 8.941, 8.880
cosd | 9.9760 9.9774 |  9.9885 9.5983 9.9988
log e 0.0363 0.0202 [ 0.1254 0.2418 0.3463
log & l in S 0.0998 9.150% | 9.0926 0.0703 0.5048
¥ 'i" l kunden 0-0045:; 9'0926u 9'0926H 9'9772" D‘4o’8n
> r 9.6366, 8.6154, 8.6154, 9.6366, 0.0703,
de” — 047 — o004 —o'log — 0.40 — 1731
dd" I + 0.08 ~+ 0.02 0.00 —0.18 —0.63
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Blatt 2. Jupiter.
1896 Aung. 12.0 Sept. 210 | Okt 310 Dez. 10.0 Dez. 50.0
s | 2y | 140" 8 977 | 143°16" 9'5 | 146°23'2207 | 149°29' 517 | 152°35' 3973
’ “18 | +osr150 | 4054258 | +057 260 | +1 o 154 | +1 2 53.5
cos 8, 9.99 995 9.99 995 9.99 994 9.99 993 9-99 993
oS 7, 9.88 512, 9.90 388, 9.92 055, 9.93 531, 9.94 830,
7y 0.72 830 072923 | ej3omu j 0.73 095 0.73 173
sin 4, 9.80 684 9.77674 | 974315 | 9.70550 9.66 303
sin 3, | 87340 8.19954 | 8.22287 8.24 371 8.26 230
logz, | 061337, 0.63 306, 0.65 o6o, 0.66 619, 0.67 996,
> Y 0.53 509 0.50 592 ©.47 320 0.43 638 0.39 469
> % | 800170 8.92 877 8.95 298 8.97 466 8.99 403
2 — 4.1085 — 4.2960 — 4.4730 — 4.63063 — 4.7859
U ‘ + 34284 -+ 3.2057 -+ 2.9731 +2.7314 -+ 2.4814
% | +oo0797 + 0.0849 + 0.0897 + 0.0943 + 0.0986
r® | 218490 2.18 769 | 2.19 033 2.19 285 2.19 519
G+ & | + 17336 -+ 1.0034 -+ 1.9586 4 1.8921 + 1117
Yot 7 — 1.1350 — 0.5821 -+ 0.0048 +0.5912 + 1.1426
Tt & 1 — o717 —0.1214 — 0.0640 — 0.0026 + 0.0589
Ty—xy—E | —5.8411 —6.1994 | —6.4316 — 6.5286 — 6.4976
h—%—n | + 43634 + 3.7878 + 2.9683 + 2.1402 + 1.3388
M—&—s | +oz514 + 0.2063 —0.1537 ~+ 0.0969 +-0.0397
IV. ¢, cos #cos0 | o0.76 630, 079233, | 080832, | 081482, 0.8127s,
@, cos & sin 6 0.65 929 0.57 830 l 0.47 250 033 045 0.1z 672
sin 0 9.78 933 9.71 716 9.62 225 9:49 347 9.30494
¢y COS & 0.86 996 0.86 123 0.85 oz5 0.83 698 0.3z 178
0, sin # | 940037 0.31 430 9.18 667 8.98 632 8.59 879
cos & | 9.99 975 9.99 982 9.99 990 9.99 996 9.99 999
o 0.87 o21 0.86 141 0.85 0335 0.83 702 0.82 179
0% 2.61 063 2,58 423 2.55 103 2.51 106 2.46 537
(#y—x—&:0° | 815387, 8.20 813, 8.25 727, 8.30376, 8.34 738,
B—yo—1) e’ 8.04 366 7-99 416 7-92 145 781 939 7.66 135
By — 29— L} 10, ‘ 6.78 974 6.73 027 6.63 562 6.47 326 6.13 342
wir® | 842847, 8.44 537, 8.46 027, 8.47 334, 8.48477,
g 8.35 019 8.31 823 8.28 287 8.24 3353 8.19 050
E 6.71 680 6.74 108 6.76 265 6.78 181 6.79 884
| 412124 + 126.05 + 130.43 4+ 134.44 + 138.03
| — b64.72 — 72.09 — 81.73 — 90.96 — 100.57
(X) | - 56.52 + 353.06 + 48.72 + 4348 + 37.46
— 101.2% — 94.07 — 86.70 — 79.20 — 71.57
+ 50.56 + 44.60 + 37:73 -+ 29.82 + 2073
(¥) — 35069 — 49.47 — 48.97 — 49.38 — 5084
- Z35 —  2.49 — 2.62 — 273 — 284
| =+ 2.78 + 243 + 1.03 + 135 + o1
() + 043 —  0.06 — 067 — 1.38 —  2.23
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Blatt 3. Saturn.
1896 Aug. 12,0 Sept. 21.0 Okt. 31.0 Dez. 10.0 Dez. 50.0
11‘ g {}‘ 228!1541' 54" 2300 9!]41'! 23 1023' 25" | 2320371300 33305“28“
18 421411 + 21243 +z 1113 | +2 938 +2 8 1
cos 3, 9.99 967 9.99 967 999968 | 9.99 969 9.99 970
cos 4, 9.81 768, 9.80 668, 9.79 519 9.78 321, 9.77 070,
7 0.99 614 0.99 650 0.99 686 0.99 721 0.99 754
sin, 9.87 722, 9.88 523, 0.89 288 0.90 019, 9.90 717,
sin 3, 8.59 130 8.58 657 8.58 159 8.57 636 8.57 088
logx, 0.81 349, 0.80 283, 0.79 173, o.78 011, 0.76 794,
logy, 0.87 303, 0.88 140, 0.88 942, | 0.89 709, 0.90 441,
logz, 9.58 744 058307 | 957845 | 957357 9.56 842
x, — 6.5087 — 6.3511 | — 6.1906 — 6.0271 — 5.8606
¥ — 7.4630 — 7.6103 [ —7.7522 — 7.8902 — 8.0243
%y + 0.3868 + 0.3829 | +0.3788 -+ 0.3746 + 0.3702
e 2.98 842 2.98 950 | 2.99 058 2.99 163 2.99 262
T & + 1.7356 + 1.9034 ! -+ 1.0386 4 1.8g21 + 17117
Yot — 1.1350 — 0.5821 | + 0.0048 + 0.5912 + 1.1426
o4 € —o0.1717 —o0.1214 | — o0.0640 — 0.0026 -+ 0.0389
X — Ly, — & — 8.2443 — 8.2545 | — 8.1492 — 7.9192 — 75723
Yo —Y%o— 1 — 6.3300 — 7.0282 | — 17570 — 8.4814 — 9.1669
A —#%—< | 405585 + 0.5043 +04428 | +03772 +0.3113
1L g cos i cosn 0.91 613, 0.91 669, .91 111, l 0.89 868, 0.87 923,
¢y cos i sin 0.80 140, 0.84 684, 0.88 069, | 0.92 843, 0.96 223,
xin 9.78 461,, 981177, | 9.838s1, 9.86 386, 9.8 704,
0y cOs 1.01 679 1.03 507 1.05 118 1.06 459 1.07 519
0, 8in ¥ 9.74 702 9.70 269 9.64 621 9.57 657 9.49 318
cos & 9-99 937 9-99 953 9.99 967 9.99 977 9.99 985
¢ 1.01 742 1.03 554 | 1.03 151 1.06 482 107 534
o, 3.05 226 3.10 662 3.15453 3.19 446 3.22 602
(@, — x5 — &)1 0,° 7.86 380, 7.81 0oy, 775657, |  7.70422, 7.65 321,
W= —7) 0y 7.74 914, 7.74 022, 7-73 516, 773 399, 7.73 621,
(&g — %9 — &) 1 00,? 6.60 476 6.59 607 6.49 168 6.38 211 6.26 716
iy’ 7.82 507, 7-81 335, 7.80 115, 7.78 848, 777 532
Yoy 7.88 461, 7-89 190, 7.89 884, 7.90 546, 7-91 179,
dypiy? 6.59 9oz 6.59 357 6.58 787 6.58 194 6.57 580
-+ 9.04 + 8.80 + 8.53 + 8.31 + 8.06
—0.88 — 8.73 — 7.2 — 6.84 — 6.08
{X) —0.84 -+ o.07 . + o0.83 + T.47 + 1.08
+ 10.37 ~+ 10.54 | + 10.71 + 10.88 + 11.04
— 7.59 — 743 | — 735 — 733 — 7.37
(Y) + 278 + 31t |+ 336 + 355 + 3.67
— 0.54 — 0.53 l — 0.52 | — 0.52 — 0.51
+ o0.67 -+ o0.53 + 0.42 i + 0.33 =+ o0.25
(%) + o.13 0.00 — o10 | — 0.19 — 0.26
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Blatt 4. X
a*E — | . .
f" f ae ¥ Uf | %2X) | =k 8, |#(VILDez;
[ | — 116.72
Aug. 12 | | —62.89 + s6or| + 4.64 + 59.69 + 61
- —8.79 — 3393
Sept..zt; + 5.04 4+ 54.10 i 4+ 2.08| 4443 —o002 |4 6.50 + 7
— 3.75 0.17
a Okt. 31 + 1.60 + 50.35 i + 225| 4413  —oor 4 635 + 6
- — 2.15 50.52
Dez. 10 —780 . + 48.20 . + 52.77| +3.75 + 5367 + 57
— 99 95.72
Dez. 50 +33-=5'+ 2 + 15849 4 3.29 + 154.78| 4155
130.97
—+ 288.46
y
L
mo|op | & oy uf | =) —gterm| S, |%(VILDez)
+ 98.33
Aug. 12 — 51.93 — 48.28] —3.00 — 52.22 — 53
+ 550 + 4640 [
Sept. 21| —4.32 gl — 46.43 |— 1.88] —3.86 — 5.6 — &
I.1 — 0.03 ,
a Okt 31| 4 3.42 crugl —45.25 .28|- 1.91| —3.80 | — 573 — 6
4- — 45
Dez. 10 | 4 1.06 5 — 40.65 i |— 47.19 — 3.82 : — 5139 — 350
=+ 5 — 9593 |
Dez. 50 —34»99i : —133.02| —3.93 —137.05| —136
— 120.92
—254.04
Z
*L | — '
i fl | :i_{: ir | uf T4 £(2) !_'-z LU S £(VIL Dez.)
| + 0.63
Aug. 12 — 0.46 | —o0.20 | +o0.03 — 0.07 o
+ 0.32 -+ o0.17 I
Sept. 21| —o.99 z — o014 —0.03 0.00 — 0.03 o
[ — 0.67 + 0.03
a Okt. 31| —o.05 —o0.81 +0.03 | —o0.06 — 0.06 o
— 0.7z —0.78
Dez. 10 | 4-0.18 — T | —o0.7 —0.14 — 0.88 — 1
5 53 5
' — 0.54 — 2.31
Dez. 50 — 2.07 ‘ —3.06 | —oa21 — 3.27 —3
—4.38
— 7.44

und setzt dann mit den erhaltenen, geniherten Werten &, 5, J die Rechnung nach V.

2
Sind die strengen Werte von f,—;,
endgiiltige Integration auf Blatt 4 bewerkstelligt; auf diesem fithrt man zweckmiiBlig
auch die Berechnung von S,, S,, S; aus.

Um den Raum nicht iiber Gebiihr in Anspruch zu nehmen, ist hier die Rech-
nung nur fiir die fiinf ersten Intervalle durchgefiihrt, die Fortsetzung nach vor- oder

riickwiirts vollzieht sich ganz schematisch ohne jede Schwierigkeit.

auf dem Blatt 1 fort. erlangt, so wird die




175. Kometenstorungen in den Polarkoordinaten. Dhd

Abschnitt XXXIII.
Spezielle Storungen bei Kometenbahnen.

175. Xometenstorungen in den Polarkoordinaten. Wiihrend bei den kleinen
Planeten die Erfahrung immer mehr zu dem Ergebnis fithrt, daB die Variation der
Elemente zur Berechnung der speziellen Storungen die griBten Vorteile bietet, und
die anderen Methoden kaum mehr zur Anwendung gelangen, liBt sich ein ihnlich
allgemeiner Satz fiir die Kometen infolge der verschiedenen dabei auftretenden
Verhiiltnisse nicht aufstellen. Bei kurxperiodischen Kometen (Jupitergruppe), wo die
wahre Anomalie noch mittels der exzentrischen gerechnet wird, liegen die Be-
dingungen ganz iihnlich wie bei den kleinen Planeten und es wird daher auch hier
die Variation der Elemente den Vorrang behaupten. Bei den Kometen von lingerer
Periode kann man durch Einfithrung anderer Elemente (siche Nr. 159) zwar die
Methode noch anwenden, aber sie wird um so listiger, je mehr die Bahn sich der
Parabel niihert; kann man direkt eine Parabel zugrunde legen und verzichtet man
auf die Stérungen hiherer Ordnung, so bleibt die Rechnung zwar noch einfach genug;
ist dies aber nicht der Fall, so ist entschieden zu empfehlen, die Storungsrechnung
in den Koordinaten vorzunehmen, und zwar in den rechtwinkligen, wenn es sich nur
um Stoérungen wihrend eéner Erscheinung handelt, und in den Polarkoordinaten,
wenn es gilt, mehrere Erscheinungen miteinander zu verbinden. Die erstere Methode
bedarf hierbei keiner Modifikation; ihr Vorzug, Kiirze und Ubersichtlichkeit der Rech-
nung kommt voll zur Geltung, ihr Nachteil, starkes Anwachsen der Stérungen, kann
aufler in Ausnahmefillen nicht auftreten. Bei Anwendung der letzteren Methode
dagegen auf langperiodische Kometen, mull man an den Gleichungen eine kleine
Anderung vornehmen, die nun besprochen werden soll. Man bedient sich niimlich
bei solchen Kometen der mittleren Anomalie nieht und es mull daher die Differenzial-
gleichung fiir die Storung in dieser durch eine andere ersetzt werden. Die drei
ithrigen Gleichungen jedoch fiir », 4@ und x bleiben ungeiindert fortbestehen (Ab-
schnitt XXXIT).

Bei langperiodischen Kometen wird die wahre Anomalie aus der seit dem Perihel-
durchgang verflossenen Zeit berechnet; es liegt daher nahe, die Differenzialgleichung
fir den Betrag der Zeit aufzustellen, um welchen zu einem bestimmten Zeitmoment
die genannte Zeit korrigiert werden muB, damit mit derselben statt der ungestérten
wahren Anomalie v, die gestirte ¥ (berechnet mit den konstanten Elementen §, und
q,) enthalten werde. Nennt man diese Korrektion gewissermaBen die »Stérung der
Zeit« und bezeichnet sie mit /¢, so hat man offenbar:

AM = u, A4t

und daher statt der Gleichung
dAM
Cdt

= — U0V
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die andere:
dAdt 1 I
i = T (U: 1+ (I+ 1-|—“1)])’
die auch unmittelbar fiir die Parabel verwendbar ist.
Die aus der Integration dieser Gleichung hervorgehenden ¢ geben fiir jeden
Zeitmoment £ den zugehirvigen !+ At, mittels dessen unter Anwendung von ¢, und
§, sich nach den Methoden Nr. 64 V" und [r] ergeben, worauf wie frither (Seite 526):

(1) = [)(1 40}, L=V 40,4 4o

7 = (r) 4 at, sinb = ;1

Fiir die Parabel hat man natiirlich einfach

V2 tgiV + V2 tgi Vs = t—|——..-.ft3— 3,
k Sk =
Ty
= _ T
[7] = cos i usf.

Bei langperiodischen Kometen ist es von Interesse, die »Stérung der Durchgangszeit
durchs Perihel« fiir den Moment des neuen Periheldurchganges kennen zu lernen. Da

t+ At — §,=t— (5, — A1)

in’ jedem Augenblick ¢ die seit dem Perihelsdurchgang verflossene Zeit darstellt, so
ist — At die Storung der Durchgangszeit durchs Perihel fiir jeden Moment . Wird
(4%’ durch Interpolation fiir jenen Zeitmoment ¢ bestimmt, fiir den V = 360° wird,
so stellt — (#7)" die Stérung der Durchgangszeit durchs Perihel fiir den ganzen Um-
lauf dar. Der neue Perihelsdurchgang findet zur Zeit ¢ statt und liegt um — (A¢)
spiiter als jener, der statthaben wiirde, wenn keine Stérungen vorhanden wiiren; die
gestorte Umlaufszeit wird ¢'— §,, withrend die ungestorte sich zu ' 4 (41 — §,
stellen wiirde.

Ist ein langperiodischer Komet nur in ¢iner Erscheinung beobachtet, so ist die grofie
Halbachse seiner Bahn betriichtlich unsicher, sonach auch seine mittlere tigliche Be-
wegung und die Umlaufszeit. Die Zeit seiner Wiederkehr zur Sonnennihe kann also
nur roh vorausberechnet werden, zumal da auch die Storungsbetriige erheblichen Fehlern
unterworfen sein kémnen. Um seine Aufsuchung durch Ephemeriden zu erleichtern
bleibt dann nichts iibrig, als die Durchgangszeit durchs Perihel zu variieren und fiir
jede Annahme eine geozentrische Ephemeride zu rechnen. Innerhalb der Grenzen
aller Ephemeriden muBl dann gesucht werden und die erste Beobachtung entscheidet,
welche Annahme fiir §, die richtigere war.

196, Storungen der Kometen in unmittelbarer Niihe der grofien Planeten.
Die Berechnung der speziellen Stérungen nach jeder der im vorigen auseinander-
gesetzten Methoden fiihrt zu bedeutenden Schwierigkeiten, wenn der gestirte Korper
in die unmittelbare Nithe des stérenden Korpers gelangt. Dieser Fall tritt besonders
ein bei Kometen, deren Aphel in der Niihe der Jupiterbahn liegt. Es ist dann ein
Verfahren einzuschlagen, das von Laplace (Méc. eél. Livre IX, Chap. II) entwickelt
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wurde, und darin besteht, daBl Jupiter als Hauptkorper und die Sonne als storender
Kirper eingefithrt wird.
In bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt im Mittelpunkt der
Somne liegt, seien
x, Y, % die rechtwinkligen Koordinaten des Kometen,
x,, Y,, % die rechtwinkligen Koordinaten des Jupiter;
ferner seien in Bezug auf ein zum ersten paralleles System, dessen Anfangspunkt
im Mittelpunkt des Jupiter liegt,
§ n, L die rechtwinkligen Koordinaten des Kometen.
Sind endlich 7 und », die Entfernungen des Kometen und des Jupiter von der Sonne,
¢ die Entfernung Jupiter—Komet, 1 die Masse der Sonne, ., die Masse des Jupiter,
so hat man fiir die Bewegung der beiden Korper in Bezug auf den Mittelpunkt der
Sonne die bekannten Gleichungen, bei denen angenommen ist, dali auBer Sonne,
Jupiter und Komet kein weiterer Korper vorhanden ist und daBfi die Masse des
Kometen Null ist:
fiir den Kometen:

d*x £, — & x
F7 tana IS &= 12 m, ( IQ’ — ;::T)
Sy Y g (WY Y
e e | = _._n_s) 1)
ddz % X, —% X
.2 s Jals 1 P L1
aE +k o I, ( 3 ?_{3)

fiir Jupiter: ,
3
T (w5 = o

d*y, J
dt‘ L2 (1 +m)

dt’i + 2 (1 —1—395,)#3— = o.
Setzt man in 1) ) ‘
1"=x1+51 ?f:yl_l_’?v %=§¥-‘—}—~r=

und subtrahiert davon die Gl 2), so kommt:

aE . S .l @
b + I2omn, A k (’_.;.a._.;_;)
d*y n 3 [ Uy Yy &
o em—p(l -2 )
dl L z %

T = =2 — ).
drg + ;'/ igs } ?-13 ?-3)

Die Gleichungen 1) geben die kelioxentrische Bewegung des Kometen unter dem Ein-
fluB der Hauptkraft Attraktion der Somne: R, und der storenden Kraft des Jupiter:
F'; die Ausdriicke dieser Kriifte sind
2 y: L w2 2
R=!c*]/x .ol e e o

e F 1

e VRS- B B

¢




Hb8 Abschnitt XXXI1II. Spezielle Stérungen bei Kometenbahnen.

Die Gleichungen 3) stellen ehenso die jowvexentrische Bewegung des Kometen dar
unter dem EinfluBl der Hauptkraft Attraktion des Jupiter B, und der storenden Kraft
der Sonne I, und die Ausdriicke fiir diese Kriifte werden:

It m x z\' 1y, y\. [= z\*
i 2 - d ¥ = L U ol L, Y] oo
1 92 ] i r|l 113 + :rl:.i }-J + ?.‘3 ?a:!
Es fragt sich nun in erster Linie, von ewelcher Lage des Komelen an ist es xwech-
miéipig, den Jupiter als Hauptlirper, die Sonne als stivenden Kiorper xw betrachien.

v

Hierfiir maBgebend ist das Verhiiltnis der storenden Kraft zur Hauptkraft f{ und

es wird die Wahl des Hauptkorpers so zu treffen sein, dall dieses Verhiiltnis kleiner
wird, als wenn man den andern Korper als Hauptkorper gewiihlt hiitte. Tst

P <« B 5 wird man die S
< I3 so wird man die Sonne
und ist
- B i so wird man den Jupiter
I R’ Jup
als Hauptkorper wiihlen. Die Grenze wird also gegeben sein durch
¥ K.
B2 R 4)

wird die durch diese Gleichung definierte Fliche vom Kometen iiberschritten, so ist
es zweckmiifliger auf den Jupiter als Hauptkorper iiberzugehen.

Die Diskussion dieser Fliche gehort nicht hierher; es sei betreft derselben auf
Tisserand, Mécanique céleste Tome IV. p. 198 verwiesen und nur als Resultat ange-
fithrt, daB ihre Gleichung in Polarkoordinaten ¢ und # in Bezug auf Jupiter als
Ausgangspunkt, sehr nahe durch

m,*

\s
=7 | —
¥ "\V1+ 3 cos ﬂ’_)

wiedergegeben wird. Es ist dies eine Rotationsfliche, deren Polarhalbachse (6§ = 0°)

4 e :
e/
2

hat und deren Aquatorealhalbachse (# = go°) senkrecht dazu liegt und den Wert

in 7, liegt und den Wert

i
annimmt. Da das Verhiiltnis der beiden Achsen gleich ];’3: 1.15 ... ist, so ist die

5
Fliche nahe eine Kugel vom Radius », Jm* Laplace nennt sie die Wirkungssphiire
des Planeten (sphere d'activité). Nach Tisserand hat sie fiir die verschiedenen Planeten
folgende Radien in astronomischen Einheiten:

Merkur o.co1 Jupiter o0.322
Venus o0.004 Saturn 0.363
Erde o©.006 Uranus 0.339

Mars o.004 Neptun o.576.
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Solange der Komet auBerhalb dieser Sphiiren sich befindet, behiilt man die Sonne
als Hauptkirper bei; dringt er aber in sie ein, so ist es vorteilhafter, den Planeten
als Hauptkirper und die Sonne als stirenden einzufithren. Da die Sphiiren klein
sind, verweilt der Komet in der Regel nur kurze Zeit innerhalb derselben und es ist
oft gestattet, die Storungen durch die Sonne wiihrend dieser kurzen Zeit ganz zu
vernachliissigen. Ist dies nicht der Fall, so werden die Storungen nach einer der
besprochenen Methoden ermittelt, woriiber unten noch einiges zu sagen ist. Beim
Austritt aus der Sphiire wird auf die Sonne als Hauptkirper zuriickgegangen und
werden die Storungen durch den Planeten berechnet, wie vorher.

Um den Kometen wiihrend seines Aufenthaltes in der Wirkungssphire verfolgen
zu komnen, stellt sich die Aufgabe: seine Baln in bexuy auf den neuen Hauptkirper
xu ermitteln.

Hiezu berechnet man fiir einen runden Zeitpunkt, welcher demjenigen nahe ist,

fir den ¢ =1‘,]:/m." wird (also fiir Jupiter etwa ; der astronomischen Einheit) die
dz dy dx

di? d—‘t, di’ erstere
nach den hekannten Ausdriicken, letztere am einfachsten nach den Formeln fiir die
mechanische Differenziation, indem man als Einheit der Zeit den Tag nimmt. Fir
dieselbe Zeit berechnet man aus den Angaben der astronomischen Jahrbiicher die helio-

heliozentrischen Koordinaten z, 7, » und ihre Geschwindigkeiten

. : N — le, d iz .
zentrischen Koordinaten und Geschwindigkeiten z,, y,, x,, fd}', 2 ;;‘ 3 de' des Jupiter.

Dann hat man offenbar in den Griofien

§=$—:!;“ n=uy—1,, ;z*t—'ﬁ
p_d5_dz _dx, , dn_dy dy, ., _dl_dx _dx
ST At dt _ dt "TarTdt T dt C T dt —dt  dt

die relativen Koordinaten und ihre Geschwindigkeiten des Kometen in bezug auf den
Jupiter als Zentralkorper. Aus diesen sechs GriBen aber lassen sich, wie wir in
Nr. 110 gezeigt haben, die Elemente des Kegelschnittes berechnen, den der Komet
um den Jupiter beschreibt. Die Gleichungen fiir seine ungestirte Bewegung werden
nach 3)

PE e B
b -+ im, -65_0
d*n

pT + IFm, g* =0
di?' 'C

R—;-—I—k'mié=o,

es ist also in den dortigen Formeln allenthalben 4*m, statt k*, d. h. die anziehende
Kraft des Jupiter in der Distanz 1 statt der der Sonne zu setzen. Alle Einheiten
bleiben dieselben, insbesondere ist 72, in Einheiten der Sonnenmasse auszudriicken.
Wir stellen die Formeln aus Nr. 110 zusammen mit dem Bemerken, daB wir hier
natiirlich die Ekliptik als Grundebene beibehalten und daB mit &, 4, ... die jovi-
zentrischen Elemente bezeichnet sind.
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I Vo, kVp sini sin =y’ — Ly

Vi, kVp sinicos ) = §0' — L&

l,-‘}:l-; I ]/p cos ¢ =&y —nf.

i V}; et ’ to ey
H- esmy = —=— (§&" 4+ npy 4+ CC

Vi, ko
ecosv =L — i,
¢
T11. g sinu = — &sin §) sec? - 1 cos §) sec i = s
LY. peosu = Ecos § - 5 sin §
rr=;-£—--{;i, W= — .
Vi Ellipse. Hyperbel
ol i — Z;? I X ,_VB*—!_ Imp
t’c:}l‘_ ]_t_ﬂtgzi! t'gn};_ e_’_itga?
M=FK—¢smnE, = k MOd; Vim,
az
IV,
"= 3, w (t—T)=DMod.etg I'— log tg (: F' -+ 435°).
@z
Parabel
g=73p
t—T=g L2 (tgio43tgLe.
Vi, I

Betreff einer Auswahl von Kontrollen sei auf Nr. 110 verwiesen.

Mit den erlangten Elementen kann der Weg des Kometen durch die Wirkungs-
sphiire verfolgt werden; ist der Aufenthalt in ibr ein lingerer, so wird man die
Sonnenstorungen nicht iibergehen diirfen. Deren Berechnung erfolgt ganz nach den
gewohnlichen Methoden; man wird nur zu beachten haben, dali als stérende Masse
die Sonnenmasse = 1 einzufithren ist und daB die Koordinaten der Sonne in bezug
auf Jupiter gleich 180°+ 4 und — g werden, wenn 4 und g die Koordinaten von
Jupiter in bezug auf die Somne sind. Am meisten wird sich die Anwendung der
Methode der Variation der Elemente empfehlen, da bei den anderen Methoden die
Berechnung der indirekten Glieder wegen der Kleinheit von p Sechwierigkeiten ver-
ursacht. Die jovizentrischen Bahnen sind meist Hyperbeln; wir haben daher in
Nr. 163 die Formeln fiir die Variation hyperbolischer Elemente entwickelt und haben
betreffs ihrer Anwendung auf den vorliegenden Fall nur auf die oben gemachten
Bemerkungen iiber die Berechnung der storenden Komponenten hinzuweisen.

Beim Austritt aus der Wirkungssphiire geht man wieder auf die Sonne als
Hauptkorper zuriick, was mit entsprechender Vertauschung der GréBen nach den-
selben Formeln bewerkstelligt wird, wie beim Eintritt.
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Beim Durchgang eines Kometen durch die Wirkungssphiire des Jupiter kimnen
seine Bahnelemente eine vollstindige Uminderung erfahren, so zwar, dall sie jenen
vor der Anniiherung nicht einmal mehr iihnlich sind. Es wire unter diesen Um-
stiinden sehr schwierig, die Identitiit eines Kometen in zwei Erscheinungen fest-
zustellen, zwischen denen der IKomet eine Jupitersniihe passiert hat, wenn man nicht
ein Kriterium hiitte, mittels dessen erkannt werden kann, ob zwei Elementensysteme
einem und demselben Kérper angehoren konnen. Ein solches Kriterium hat Tisserand
aus einem Integral von Jacobi abgeleitet®). KEs kann wie folgt mit elementaren
Hilfsmitteln abgeleitet werden**). Beriicksichtigt man nur die Stérungen durch

Jupiter (Masse m,, Koordinaten z,, y,, %,), so werden die Bewegungsgleichungen des

Kometen:
d*x x T, —x G
ap = k5 +Em= g k2 my =5

1

dx d-;,; dx
dt’ di’ dt
de d*x  dy dy  dxdxz B dy

e b R b a e R dt

k? l d dx
+ '% ({xl — ) {d‘j + il— ?f}d_gt" + (%, — %) _"')

Nach Multiplikation mit und Addition folgt daraus:

dt

k2, dax dy
T (:r., at g T dt

Nennt man V7 die Geschwindigkeit des Kometen, so ist
. [(dx\ | (dy\*, (dx)\?
7= (G) + () + (&)

av  dz d*x dy d*?f dx di‘:
dt ~ dt dtt 7 dt de* " dt di*’

und daher
T

ferner ist

d'r

und

d dy dx l d :
(0= 252 (g, — 5L -l — ) o = — 0 - — ) T -y — 9+ (e — ) G

also gibt obige Gleichung:

av I2dr  km, do | km, dx km, (| dzx _ )
P == g g e gt =S )

und wenn integriert wird:

—2C—|— —i—z}' m'—i—- o m/ (r—- )(if;‘+ )—2# m /‘tf( m - (a)

*) Méc. cél. Tome IV, p. 2z03.
**) Seeliger, Astr. Nachr. Band 124, p. 2o9.
Bauschinger, Bahnbestimmung. 36
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Nimmt man nun an, daB Jupiter sich in einer Kreishahn um die Sonne bewege und
daB die Ebene derselben als zy-Ebene gewiihlt werde, so wird

x, =, cosu,l dz, = — 1, U

1 1 fad dt Yoy
1

iy = sin lI‘.!‘t, t{j:jtl — + xou,

. dzx,

Ay = (8] y ﬁlt_ —

und daher das erste Integral in (a):
2k*m, .u‘f—'f (zy, — yz,).
J & " L

Weiter folgt aus den beiden ersten Grundgleichungen:

> d’s; Jnf* s b : 1 I
df Y ” "l( A yx, |(‘ _,’.l.‘s)
und nach Integration:
ds; dx

A Ly ‘d‘_t - — ]2 /’ﬂ S P
=Y =k M.j P (xy,— yx,) — k*m, _’.13(:1"-::'11 VEDE

also wird man (a) folgendermaBen schreiben konnen:

s o )R e e
oder wenn = ‘+ ;dy' r, ;i:}"‘?f' i,?; g ” +’1_: beachtet und das In-
tegral ausgefi.ihrt wird:

‘04 2}. +2f. m 2 ( d}?}l tfg;)_l_.’.“n: (0" — 7%).

Nennt man ¢ und p grolie Halbachse und Parameter der Kometenbahn, ¢ ihre
Neigung gegen die Jupiterbahnebene, so wird '

‘i"’; Y t—i = kVp cosi
und
Ve— 2 (2 1 ),
r a
also folgt aus nhignr Gleichung endlich:
20+ —{—J" m'+2;e‘ch§cosi+"E:%(gi—r’)=0. (b)
A

Legt man nun um den Mittelpunkt des Jupiter eine Kugel mit dem Radius ¢ und
stellt fiir die beiden Punkte, in denen der Komet in diese Kugel ein- und austritt,
die Gleichung (b) auf, indem man die Elemente beim Eintritt mit dem Index e, beim
Austritt mit dem Index e« bezeichnet, so kommt:

2/i2m, m,‘ (e

zU-l—i%+ —[—21:!.]/}3;-(:01.'.,—{-

21. m,

70_.'_. +.__.

—rd =0

20, kY, cosa,‘—l— ( *—rd)=o0
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und daher
i? — CI
= + 2u,kVp, cosi, = = + 2u,kVp,

m,
sI (,,.02 "‘a‘} )
1

Das letzte Glied rechts wird stets sehr klein sein; liBlt man es weg und setzt
auflerdem

k
= —3
ﬂ’-l‘°
so erscheint das gesuchte Kriterium;
i+ 2VP’ P O V‘f COS 7.
@, a’!. @, al;

Vergleicht man die Elemente @, p, ¢ zweier Kometenerscheinungen durch diese Formel,
so kann man sofort entscheiden, ob dieselben einem und demselben Kérper, der in
der Zwischenzeit die Jupitersniithe passiert hat, angehoren oder nicht. Callandreau
nennt den Ausdruck

= -+ - & Vp cos?
12
die Invgriante des Kometen.

Interessante Beispiele fiir die in dieser Nummer gegebenen Entwicklungen sind
die Bearbeitungen des Lexellschen Kometen von Leverrier (Annales de 1'Obs. de
Paris T. I), des Wolfschen Kometen von Lehmann-Filhés (Astr. Nachr. Band 124)
und des Brooksschen Kometen von C. L. Poor (Contr. from the Observatory of Co-
lumbia University New York No. 22, Annals of the New York Academy of Sciences,

Vol. XV).

177. Kometenstorungen bei sehr weiter Entfernung des storenden Korpers.
Wenn ein Komet sich weit von den stérenden Planeten entfernt, so werden die
Storungen naturgemiil sehr klein und wenn der Planet sich rasch um die Sonne
bewegt, wie das bei den inneren der Fall ist, so wechseln die Stérungen zudem
periodisch das Zeichen, so dafl das SchluBresultat einer sehr langen Rechnung nahezu
Null ist. Diese also ziemlich vergeblich zu filhrende Rechnung ist noch um so
listiger, als bei der raschen Bewegung des storenden Korpers das Intervall klein
gewiihlt werden muB, wenn die Integration nicht alle Sicherheit verlieren soll. Diesem
Ubelstand begegnet man nach einer Bemerkung von Bessel am geschicktesten dadurch,
daB man das urspriingliche Elementensystem, das sich auf den Mittelpunkt der Sonne
bezieht, auf den Schwerpunkt des Systems: Sonne und stirender Planet, iibertriigt.
Der Grund hierfiir liegt in folgendem. Bezogen auf ein System mit beliebigem
festem Anfangspunkt, seien X, ¥, Z die Koordinaten der Sonne, X', Y’, Z' die des
Planeten, dann ist vermige der Anziehung der Sonne auf den Planeten

PX XX
] i e
b4 +L¥=o
oA

ar Fe—g =2
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und vermoge der Amnziechung des Planeten auf die Sonne, wenn die Masse des
Planeten ' ist:

#X L, X=X
?H! +£ m - 9'3 =
2 _ (]

cf!: T : Q“Y -
T o7 __ o

f'{;: = I’ o -9“4 =o,

wo
ot=(X'— X4 (Y — YP+ (2 — 21

Fiir die relative Bewegung des Planeten zur Sonne ergeben sich daraus die Gleichungen

d*(X'— X) " . O
dit +B+m')= 0° —
di{}_ﬂ'__}}'} . ; Y —Y o
——F =B 14m) = & =0
4 — Z) . ni' —Z
dP —+ I (1 4-m) 7 =0

Der Schwerpunkt des Systems Sonne und Planet liegt auf der Verbindungslinie
beider und hat die Koordinaten X, ¥, Z,; letztere sind bestimmt durch:

: X m' =
o= 1+m’+ 1 +m

2 m' ;

¥,= 1 —|—m’+| 4+ Y

p Z m

e -

Daraus folgt unmittelbar mit Bezug auf die vorigen Gleichungen

&¢X,
ar
@Y,

det =
A
at

=0

d. h. auf den Schwerpunkt wirkt eine Kraft, welche durch relative Anziehung zweier
Korper hervorgebracht werden konnte, nicht ein. Er bleibt also entweder in Ruhe
oder er bewegt sich auf einer geraden Linie gleichfirmig, was zur Folge hat, daB
er in bezug auf die relative Bewegung der zwei Kirper als ruhend betrachtet werden
kann. — Es liBt sich nun zeigen, daB die periodischen Stiérungen, welche bei einer
auf den Sonnenmittelpunkt bezogenen Bahn starke, abwechselnd positive und negative
Schwankungen haben, bei einer auf den Schwerpunkt bezogenen Bahn nur einen sehr
geringen Gesamthetrag geben, so gering, dall man in vielen Fillen ihn ganz vernach-
liissigen kann.
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In der Tat, es seien:

x, 9, % r die Koordinaten des Kometen bezogen auf den Sonnenmittelpunkt

Ty Yy &y 0" 3 » > Planeten » 5. s 3
Loy Yyy wgy Ty ? * » Kometen 2 » » Schwgrpunkt
2y Yo Xy Ty 2 » »  Planeten » — .

Da nach der Definition des Schwerpunktes:

-z =m'z, y—y' =my’, =z—z' =mz

so folgt:
T =ux,+m'z, = :Eﬂ’ (1 n)
y=y,+m'y,, y=y'(1+m)
x=x,+m'z,, =z (1+m)

=/ (14+m).
Die Differenzialgleichungen fiir die gestirte Bewegung des Kometen

d*x ' —x

& r x
dE -4 it 7 _,’;-m( o —?‘,3), USW.

kann man damit schreiben:

d'x; Jdiz z,+m'z
5 + m d!‘ _;_,{ = = I*m .

(a:n'—;fc_“_ .ru_+_m'r )
|

und die hierin vorkommenden Glieder

T, —+ ' x,
m(d,'t“ ~+ k2 ?)

kann man ersetzen durch:

m' B

B | Wy 1 )
dat r3 (1 +m)?

Daraus ist ersichtlich, dalB letatere bis auf GriBen 2. Ordnung in bezug auf m' ver-
schwinden, wenn der stirende Planet in elliptischer Bewegung angenommen wird;
sie kimnen also vernachliissigt werden. Die iibrigen Glieder lassen sich so zusammen-
fassen:

a*x m') k* x, W
At +L‘+—foi}_" +’{i{x -+ m’ z, )(_ ) = k*m'(z,) — z,) ((;1'_ ._,.IDJ)'

Die beiden ersten Glieder links sind die, welche eine rein elliptische Bewegung um
den Schwerpunkt ergeben wiirden, wenn man in demselben sich die Masse 1 -} '
vereinigt denkt. Die anderen Glieder der Gleichung stellen die stérenden Kriifte

dar; von ihnen ist jenes, welches den Faktor ?%—~;3 hat, sehr klein, weil der Unter-
o

schied zwischen » und 7, nie groB sein kann; setzt man

r=r,+ &
so wird:

L= = ) =)t )

1
e 9.03 - P ,.a: .?-3 9- 3 {,ru _|_ ?‘) = ,,.“3
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) |
)
0

Ist ¥V der Winkel, den ¢ mit ' oder r,” einschlieBt, so wird:

oder
S e 2 L 15 8 .55
rﬂ_'ru’__(r" T){z r 4 1,°' 8

=4 r'*—201r cosV

oder
rr= ' (1 +m'r* — 200/ (1 4+ ) cos V,
ebenso:
rt=o*+41r/*— 201/ cosV;
folglich ' ’
r—(14-m)rt=—m o'+ m' (m' 4 1)r,?
oder

rrerit=m (r—e*+ (m + 1)r,}) =w'E.
Andererseits ist
r—ri=(r—r)rtr) =c(zr,+ &) = 21,6 4 &
2, e+ =mE

also

woraus
m'E 1 m"E?
2y, & 1

& =

Wird also gesetzt
E = ?o= == 9‘+ (m, == I)'rn’gl

so folgt nach leichter Umrechnung:

ﬂf’(:cu—f—m'xu’J( ):——k‘(’r “+m'x,)m'E {% %— 13 m ol g }

I 1
. ry 8 r

oder wenn die Glieder mit »'* weggelassen werden:

12 (x, + m' x) ({"i‘l ) =—Pr,m E

t we

.
?
Wird dies jetzt in die Hauptgleichungen substituiert, so gehen diese iiber in:

d*zx, (14w )k o 1 k* m'
d#: x x, = Itm' (z,) — x,) (E )+ i 3Ex,, usw.

Da E mit »' multipliziert ist, so kann man zur Berechnung von E auch ver-
wenden
BE=rt4 7t — o= zr,r, cos ¥,
wo V' der Winkel zwischen », und »," ist.
Zu der durch die Gleichungen

1+m)

dt* _|_( _______ Zy=0, USW.

bestimmten elliptischen Bewegung um den Schwerpunkt des Systems kommen also
noch Storungsglieder hinzu, die von den rechtsstehenden stérenden Kriiften abhﬁ,ngen.
Fithren wir zur bequemen Berechnung dieser letzteren das Koordinatensystem der-
art ein, daB wir die X-Achse durch 7, legen, die Y-Achse in der Bahnebene des
Kometen und senkrecht zur X-Achse, die Z-Achse senkrecht zur Bahnebene und



177. Kometenstirungen bei sehr weiter Entfernung des stiirenden Kirpers. 567

nennen wir die Komponenten der storenden Kraft in diesem System R, S, W, so
werden diese, da

Ty =T,y Yo=0, %,=o0, E=2r1 cosV' =27,z

' r l k, ’ .
R=m (z, — 1'0}(53 - ’-'1_3) 43 _:zﬁn_ ,
. [) 0
S=k m,yﬂ: ( 13 == ?TI__-;)
1]
W=1Imz (“! ,-is)
1]

Aus diesen Gleichungen ist nun der groBe Vorzug, den die Betrachtung der Bewegung
um den Schwerpunkt gewiihrt, sofort herauszulesen. Man erkennt, daB derjenige
Teil der storenden Kraft, der +'* im Nenner hat, der also bei sonnennahen Planeten
den Hauptteil der storenden Kraft ausmacht und der wegen der raschen Bewegung
fortwithrend das Zeichen wechselt, niimlich

! ’

?}’ z
A J i B
— I*m 5 — kB o

x
— I SR
in Wegfall gekommen ist. Ist zudem der Komet sehr weit entfernt und der storende
Planet ein sonnennaher, so werden sich ¢ und », nicht sehr voneinander unterscheiden

und daher die stirenden Kuriifte wegen des Faktors (‘:3 — J—I‘) auch sehr klein wer-
w

den, so daB sie unter Umstiinden fiir lingere Zeitriiume (Komet im Aphel) unberiick-
sichtigt bleiben kinnen.

Damit ist nachgewiesen, daB der Ubergang auf den Schwerpunkt bedeutende
Vorteile darbietet und es ist jetzt zu zeigen, wie er ausgefithrt wird.

Die rechtwinkligen Koordinaten des Kometen @, #, »+ und ihre Geschwindigkeiten
s:, 3?, %—;, bezogen auf den Sonnenmittelpunkt gehen, sobald sie auf den Schwer-

punkt bezogen werden, iiber in x,, #,, %, %’, %, %; die Unterschiede sind:

0x =1 r=—mz'= " 4
i i T T 4w
Sy=y, —y=—m'y, = — - m o
o= sy

Vo m' .
51=&u—x=—n¢zn __I_.._alx
(i)t _de__ ot 2t

dt] — dt dt = 14-m di
a(d?f _dy, _dy__ _ m ady
dt ] di dt — 1 4-m' di

§(A) _dn_dx__wdx
(dt‘)_dt dt ~  14m dt
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AuBerdem geht 4* beim Wechsel des Attraktionszentrums iiber in A*(1 4 »') und der
Unterschied d(k*) wird »'k* oder

2kok =m'l*
oder 6:' =im.

Diese Unterschiede sind also sofort angebbar und damit auch die x,, y,, 4,
1z, dy, dx, . it B
{_*.;; ) ] d?’;’ e Aus diesen letzteren aber kann man das zugehirige Elementen-

system nach den Formeln der Nr. 110 sofort ableiten; man hat nur zu setzen (1 + m/)
statt A3, .
Diese Art der Losung der Aufgabe ist aber hier wenig zweckmiilig, da die dz, ...
naturgemiiB kleine Grifen sind und daher auch die auf den Schwerpunkt bezogenen
Elemente nur wenig von jenen, die auf den Sonnenmittelpunkt sich beziehen, abweichen
werden. Hs ist sicherer, die Differenzen der Elemente direkt durch die Differenzen
der Koordinaten und ihrer Geschwindigkeiten auszudriicken. Diese Aufgabe, die
auch zu lésen ist, wenn man bei der Encke’schen Methode, spezielle Stérungen zu
berechnen, auf neue oskulierende Elemente, die den gestérten IKoordinaten

i dx Az
J-+d$r""d“’?‘+da}',"'

entsprechen, iibergehen will, soll in der niichsten Nummer im Anschlu an die von
Enelke im Berl. Jahrb. fitr 1858 gegebenen Entwickelungen behandelt werden.

178. Ubertragung der Elemente vom Sonmenmittelpunkt auf den Schwer-
punkt von Somne und stirendem Planeten. Der Zusammenhang zwischen den
Differenzialen der Elemente und den Differenzialen von r, y, 1, i;, i?;, % mufl
sich durch Differenziation der Ausdriicke ergeben, die zwischen den Elementen und

den rechtwinkligen Koordinaten und ihren Geschwindigkeiten bestehen. Diese sind
nach Nr. 110:
. M=FE—esinkl

O . al -
tg;b-_]/l -—etg“}b 1)
— 1 = ecosv

@ = r(cos (v - v) cos § — sin (w - v) sin §) cosz)
y = r(cos (w -+ v) sin § 4 sin (v + v) cos §) cosi) 2)

% =1 sin (w -+ v) siné.

k .
fﬁ = — V; ((sin (v 4 w) 4 e sinw) cos &) + (cos (v 4 w) 4 ¢ cos w) sin §) cos 3’

I
%% = — 17}—;{(5111{» + ) 4 e sinw) sin § — (cos (v + w) 4 € cos w) cos ;) cosi) 3)
dx k

----- = -+ = (cos (v + w) 4 ¢ cosw) sin ‘.
dt p (cos ( v) )
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Setzt man die Richtungscosinus des Systems xy: gegen das durch Ort und Bahn
des Kometen bestimmte System (v = © + ?)

cos u €08 §) — sin « sin § cos? = cos ¢,
cos sin §) + sin % cos &) Cosi = cos &,
sin % sin ¢

€cos «,

— sin % cos §) — cosu sin §) cos i = cos g,

— sin u sin ) - cosw cos §) cosi = cosf, 4)
COS# Sin 2 €os fiy

sin §) sin z = cos 7,
— €088 sin z = cos 7,
COS ¢ = €08 ¥,
und fiithrt gleich hier die weiterhin gebrauchten und véllig bekannten Grifien
o8 ¢, 0 + €08 0y - cos a,dx = M°
cos 3, 0z - cos 3,0y + cos g, dx = N°
cos ;/, 0z 4 cos 7,0y -+ cos y, dx = P°

cosad —|-co:osu6 y—l—cosaé

’
di o= 5)
dx dy dx
vzl il ‘ pa— I\Tf
cos 3, d e cosfd, 0 di T cos I, 0 it
dz L dy dx
cos y, 0 dt 4+ cos y; 0 ?—% ~cos y,0 7 ¢ G =i
ein, so wird zunichst:
T = ¥ CO8
i = 7 COS ¢, 2%)
% =008, . /
Schreibt man weiter in 3)
sin # - ¢ sin @ = sin % (1 + e cosv) — cos w - ¢ sinv = j? Sin # — e sin v + coS %

COS U - € COs & = Cos (1 4 ¢ cosv) 4 sin u - ¢ sin v = 3:’ CcosSU --esinv - sin u,

so wird daraus:

315 Ve ( {:os,d,—kesinv-cosa,)

iy I .

fT‘:.: V ( cos#,+ e sin # - cos a,) 3
dx __ k (p .

= ?ﬁ (T COS 3, ~~ € sin v - cos us) ’

Aus 2*) und 3*) folgt dann mit Beachtung der Formeln in Nr. 2:

& eosy, |y cosy,+a cosy, =0 6)

-1
—

dr dy . dx Lo
di cos ¥, + di cos y,— di COS ¥y = O
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dx di;

e E—t._kl/;_lcosy‘
dx dx —
mdt—x—&it-:!&lfp cos 7, 8)

dy ax . ;.-
Y gE = kVp cosy,
und aus den letzten drei Formeln durch Quadrieren und Addieren:

dr

’ d 1z
ey ((dtl +(d3§) +( ) ( dz""’d?;'*‘”izz)"k'f" 9)
Endlich gibt die bekannte Formel

Preit{ 2]
r @

@+ @ dJ) ”

Differenziert man nun 27 total, so kommt

sofort:

dz = cos «, dr 479 cos«,

0y = cos a, 0r -+ 70 cos e,

dx = cosa, 07 4+ 7d cos
und hieraus nach den Formeln in Nr. 6, die auch im folgenden fortwihrend zur
Anwendung gelangen:

&'T: Me
ros = N° 11)
— ‘1'5q =P

Statt die Gleichungen 3*) zu differenzieren, behandeln wir die an ihre Stelle ge-
tretenen 6), 7), g) und 10); die totale Differenziation von 6) und 7) ergibt:

— ?d'q —
:;; (cos @, dq—cos 3, ﬁp)-i- — (cos «,dq —cos 3,0p) rflt (cose,dq —cosp,dp)=—P",
wovon die erste bereits in 11) vorkommt, die zweite aber nach Substitution der Werte
von 3* in:
: (P—d —esinwd ) = P
Vp \ 7 : q

iibergeht. Dies gibt nach Eintragung von dq aus 11):
e siny
0 P — ——. P, 12
P=1 V}J p )
Bei den Differenziationen von g) und 10) treten einige Differenziale auf, die wir
vorweg ableiten. Nach 10) ist:
(@4 f+2%) = 0 (r?) = 2rdr = 20 M°; 13)

ferner folgt aus 2¢) direkt:

dr '
od oy T 6dt+ st_"M 14)
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und ebenso aus 3*)

d;:dx-[- 5J+§';6' +esnv. M") 15)
de jdz  dy  dy d,v__i.p, .
aidaitae 6;1:"31:"&&‘%(-:—N""’*‘“’“M)' 16)
Also hat man:
dx "_zk P . ' .
o((ae) + () + (@) ) = (F 2+ osine- ) g

und

de  dy (. .d=x dy dx P o
d | dt+Jd't+"?H) z( dt—i—ya-i- [ ( N'-I-BSIHLM")“I*JM]

oder mit Riicksicht auf

dy dx dr - —
dt+ydt+ a3 = dtﬁ_rv—besxne.

dx 2k , L VP p
( dt+ dt dt)'_ (re sinv* M°~- pe sino N P esunM) 18)

Die Differenziation von g) ergibt nun:
l’l‘ap = 2){7‘ V}_) dy;:

5($‘+?/’+x‘)((§? Ey -)+{x’+y'+>=*Jd((ij=+- : ) —6(9.'- z-‘;—l—--—]‘,

also mit Beachtung von

V= :;;; ---——L*(*—I)-—-I' (1 4+ 2z ecos v+ ¢,
ferner von 13), 17) und 18) nach leichter Reduktion:
ovp =Y2 apo_ ”‘“_"N°+ =N I
" Vp
Desgleichen gibt die Differenziation von 10)
1 2k* dar?
o =—"0or—o () +- )
also nach 11) und 17)
1 2 2¢sinv 2 Vp A
0—=—, M — M -—__LN. 11.
a rt ‘”/P rk
Da aus p = folgt S = ,;m:d—, so ist weiter
{;a
Su—=—3H%yp 368MY ar_ 3VP LN 1.
r EVp rk !
und da p=wa(1 — ¢*) ergibt: dp = (1 — ¢*)da — 2aede oder
P ek WO OO LB V"’ Vp,

2ae 203 2¢ @
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so hat man auch nach einfacher Zusammenziehung:

de= BT gy TR

sin

NO 2 VP sin 2 M° -} P (cos v + cos E) N’ IV.

( L = exzentnsche Anomalle).

‘Wir gehen nun zur Verwertung der Gleichungen 11) und 12) iiber; im vorliegen-
den Fall ist nach den GI. 6) (Seite 13), da ¢ =, = — §), # =7 zu setzen ist:

dp=sinwsinid{) -+ coswudi
dq=rcosusinzd§) — sinudi
ds = du —+ cosid )
also
di=cosudp — sinudq
sinZ d§) = sinudp -+ cos udq
du = ds — cos 2d5)
oder nach 11) und 12)

. 20
d’i:( J_P’—”““P“)coau—*-l sin %
kVp 2
,_csmft: o) s Po

sinidé}:(;’—;_P P)slnu-——-r-cosu
‘Vp

a:;:f:; N® — cosi6) 19)

; ’ . ;
oder endlich, wenn ‘t—: 1 + ¢ cos ¢ beachtet wird:

S BB OERY 7 O08Y. v.
4 kEVp
siné d.:? —_— w PO + r 5]_1]._?,1_’ P VI
» kVp

Um dw und 0M zu erlangen, muB das Differenzial der Gleichungen 1) gebildet
werden. Die Gleichung

{—’_—- 1 =¢Cc0S (% — w)
gibt:
—-dp — £ 07 = cos (4 — w) de — esin (4 — w) du + ¢ sin (4 — ©) dw
oder
/== -?_i: :I'I"lflJ (4 JV___?zeiiﬂ v lj"f' - C%Oi?_l{;r de + 0u

Werden hier die Ausdriicke 1., 11), IV. und 1g) eingetragen, so kommt nach einiger
Reduktion:
s _sine .., coskE Vpcosw

o (r-p) e sin v ., g
= 0 N i N' —cosidl). VIL
w = M = N i My 8 keVp cosi08). V.



178. Tbertragung der Elemente vom Sonnenmittelpunkt anf den Schwerpunkt nsw, 573

Aus den Gleichungen
M=F—esmnKE

tgiv=1g (45" ;) tg; E

” 7 sin v
folgt M= —30FE — ——de
@ aVi — et
und durch logarithmische Differenziation der zweiten:
dw d I de (eosq .
22 e O = L+ P §E
. sin»  cosg @ sink  cos ¢ ' 7sinv
oder
2 r r sinv
0 E=——¢dvr— — S
@ Cos ¢ @ cos ¢

Dies in d M eingetragen fiihrt aunf
vap T _ rtsinw P
dM = T i (0w — dw) e (1 - ;) de

oder nach Eintragung von 1g), VIL und IV.:

) . jcotgep | tgo eosv o 1 cosv\ ., Vpsine P\ oy
oM — (5L ) sinude 220 No— e (o — PE) 2 — f’tgf (1 7)vva,
In der bis jetzt angegebenen Weise sind die Formeln I.—VIIL zu verwenden,

wenn lediglich eine Anderung der Koordinaten und ihrer Geschwindigkeiten vorliegt,
also etwa bei der Umwandlung von Koordinatenstorungen in Elementenstérungen,
wie sie hei der Enckeschen Methode behufs Erlangung neuer oskulierender Elemente
vorzunehmen ist. Bei der Ubertragung der Elemente auf den Schwerpunkt eines
Systems kommt noch ein weiterer Punkt in Frage, niimlich die Anderung der An-
ziehungskraft, die im System des Mittelpunkts der Sonne gleich /*, im System des
Schwerpunktes von Sonne und Planet aber gleich &*(1 - ') anzusetzen ist. Man
hat also in diesem Falle noch ein o/ einzufithren und den fritheren Formeln hinzu-
zufiigen; es ist schon Seite 568 angegeben, dal

dk -
A .

Die Formel I. ging hervor aus g); hierin mufl man nun setzen

3 (ph?) = 2k*VpoVp + 2pkok

d. h. man muB dem Ausdruck I. fiir d¥p hinzufiigen
dk

—Vp T i i
Die Formel TI. ging hervor aus 10), welches so geschrieben werden kann
X4 B,
a = > gl.‘! 1

daraus ist ersichtlich, daBl TI. den Zusatz erheischt

2 dl "
. 2?——?);{.- 1T,
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Aus u = — folgt du = —uad— + u d;' ; es ist also zu ITI. im ganzen hinzuzufiigen:
r.f= ]

(3;:(52 ‘———)—I— It --._-(0“ )uél— T
Vermige der Zusammensetzung von de aus 5! = und dVp folgt als Zusatz von 1V.:

(_ P, (3 VP y ) ok ok 2peoskl 0k Ve,

2 \r i L E— T r Tk
In den Formeln 6) und 7), aus demen d¢ und d§) hervorgingen, kommt k& nicht vor,
die Ausdriicke V. und VL. erheischen also keinen Zusatz. Ebenso geht daraus hervor,
daB d» und du keinen Zusatz erfordern, so dafl der Zusatz von dw in Formel VIL
sich lediglich aus den von 0¥p und de¢ herrihrenden Inkrementen zusammensetst;
diese geben:
— — sinw L3 VR

resine esmo? r )k T I

(_ 2Vp Vi 4 22087 cos K\ Ol 2

Der Zusatz von 0 M endlich setzt sich aus dem von dew und de zusammen und wird

nach einiger Reduktion:
=+ (CPl Egtﬁ + tg;:p ) 2780w ‘?;i

YL~

Wir stellen zum SchluB die vollstiindigen Formeln fiir die Ubertragung eines Ele-
mentensystems vom Mittelpunkt der %mme auf den Schwerpunkt von Sonne und
stivender Planet zusammen. Sind », @', %', x’ Masse und Koordinaten des stiérenden
Planeten, so rechne man zuerst

P I (;( ”)= m _dw
T 14w ! ! Ta4m di? !

sodann die sechs GriBen M, N, P°, M', N', " aus den Gl. 5) (Seite 560); dann wird:

Spu=—3H% ppo Pgm?j_:uf.M —V-P3.ua-j—\:-+(6a—z) .u&k
' 93 Vp k . ; r k
de= B_l_lfosvﬂf“—l— Sty N®+ Vpsinv £+1p{cosa -L-cosF} T 2p(:}_s_E_' %{‘
§i— sinw - e Smeﬂ_'_-? cosu 7 2
P Vp k
§Q =— cusu—|—’cc‘:05w poy rsine P’
P sing Vpsxm k
- sinv T cosk costl vy Vpcosv M’ {f'_—!:j_}_)_san 008 $85) — 2 sinw rM'
re re e k eVp k
SM — (cotgcp +tgp sing. M4 VN0 Ly pcosv) Vpsmv( )
r atge Va k k

—i—(wtg - —I—ti‘;o) 27 siny %:. .

L3
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Sind dz, ... d gi: y - - . die Stiorungsbetriige in den rechtwinkligen Koordinaten bei

einer nach der Enckeschen Methode gefiihrten Stérungsrechnung, so kann man die
ihnen entsprechenden Inkremente der oskulierenden Elemente nach denselben Formeln

rechnen, nur fallen dann die mit J;z multiplizierten Glieder weg.

Um ein auf den Schwerpunkt bezogenes Elementensystem wieder auf den Mittel-
punkt der Sonne zuriickzufithren, eine Operation, die man vornehmen muB, wenn der
Komet sich dem stérenden Korper wieder nihert, hat man obige Formeln mit ent-
gegengesetzten Zeichen zu benutzen.

Die obigen Rechenvorschriften entbehren noch der wiinschenswerten Kontrollen.
Es lassen sich wirklich durchgreifende auch kaum aufstellen, so daB man, um gréBere
Fehler zu vermeiden, gut tun wird, die Elemente auch direkt aus den variierten
Koordinaten und ihren Geschwindigkeiten zu berechnen. Weiter hat man nur die
Méiglichkeit, die Formel

r cosu -+ singd§) — r sinw - 4 = — P°

anzuwenden, und etwa auch d¥p und JE—Z nach I. und IL zu rechnen und nachzu-
sehen, ob die Gleichungen

e a ae p
jpa g1 Ok
on = = 5a+.“ I:
- »t T s r* sinw P\
M = m(; N — cosid§) ——Jw)—m(l =+ ,.,:)6"

befriedigt werden.
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Abschnitt XXXIV.
Die definitive Bahn.

179. Begriff und Bestimmung der definitiven Bahn, Die definitive Bahn ist
der Abschlufl des Niiherungsprozesses, den die Aufgabe, die Bewegungen der Himmels-
kirper zu beschreiben, zu ihrer Lisung erheischt. Man versteht darunter dasjenige
oskulierende Elementensystem, welches nach Anbringung der jeweiligen Storungs-
betriige die Gesamtheit der vorhandenen Beobachtungen am besten darstellt. Seine
Bildung ist durch die schon frither gegebenen Erliuterungen (Nr. 1go, 155) vor-
geschrieben und braucht hier nur mehr in Kiirze zusammengefafit zu werden. Not-
wendige Voraussetzung ist ein geniihert richtiges Elementensystem, mittels dessen man
fiir den ganzen von den Beobachtungen bedeckten Zeitraum die Stérungen durch die
groflen Planeten mit hinliinglicher Genauigkeit berechnen kann; hinliinglich ist diese
Genauigkeit dann, wenn die Stirungsbetriige, berechnet mit dem definitiven System,
sich nicht wesentlich anders ergeben wiirden, als mit dem vorliufigen. Das geniiherte
System kann ferner dazu benutzt werden, die Beobachtungen zu Normalirtern zu-
sammenzufassen, indem die Kphemeridenkorrektionen zeitlich nahe gelegener Beobach-
tungen zu Mitteln vereinigt und diese zum Ephemeridenort fiir das Mittel der Be-
obachtungszeiten hinzugefiigt werden; iibrigens kimnen die ecinzelnen Normalirter
auch mittels verschiedener, etwa schon frither erhaltener provisorischer Elemente
gebildet werden, wenn diese nur genau genug sind, wm fiir einen beschriinkten Zeit-
raum die Bewegung des Himmelskirpers ohne systematischen Fehler darzustellen.
Das geniiherte System einschlieBlich der Storungen wird endlich mit allen Normal-
trtern verglichen und durch eine der im Abschnitt XX VII auseinandergesetzten Bahn-
verbesserungsmethoden unter Zugrundelegung eines plausiblen Ausgleichungsprinzips
— in der Regel wird das der kleinsten Fehlerquadratsumme genommen — zur defini-
tiven Bahn verbessert,

Die Beriicksichtigung der Storungen kann entweder dadurch geschehen, dali man
direkt gestirte Orter rechnet und diese dann mit den Beobachtungen vergleicht, oder
dadurch, dafl man die Beobachtungen von den Stirungen befreit und die reduzierten
Orter mit der aus dem vorhandenen Elementensystem hervorgehenden Ephemeride
vergleicht. Der letztere Weg setzt voraus, dall die Umwandlung der Elementen-
storungen bzw. der Storungen der heliozentrischen Koordinaten in die Stérungen der
geozentrischen Koordinaten leicht und sicher bewerkstelligt werden kann. Es wird
dies in der Regel nur dann der Fall sein, wenn die Storungsbetriige llein sind, so
daB man mit Differenzialformeln ausreicht, und wenn man die nitigen Differenzial-
quotienten der geozentrischen Koordinaten nach den Elementen bzw. heliozentrischen
Koordinaten entweder ohnehin berechnen muBl oder leicht bilden kann. Klein genug
sind die Stérungen meist nur, wenn es sich um kleinere Zeitriiume handelt, also etwa
um die Erscheinung eines nichtperiodischen Kometen. Die genannten Differenzial-
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quotienten nach den FElementen braucht man fiir die Zeiten der Normalirter ohnehin
fiir die Bahnverbesserung. Treffen beide Umstiinde zusammen, so ist es vorzuziehen,
diesen Weg einzuschlagen, da man dann die ganze Ephemeride mit einem Elementen-
system rechnen kann. Auch die genannten Differenzialquotienten nach den recht-
winkligen Koordinaten sind nach den Formeln Seite 546 so leicht zu bilden, dall
man von der Methode Gebrauch machen kann. Hat man aber die Stirungen in den
Polarkoordinaten gerechnet, so werden die nitigen Differenzialquotienten weder ander-
weitig gebraucht, noch sind sie leicht zu rechnen; hier wird man also von diesem
Wege um so mehr absehen, als sich die Ephemeridenrechnung dann auch fiir die
gestorten Orter sehr einfach gestaltet (Seite 532).

Bei langen Zeitriumen schligt man den oben angegebenen ersten Weg ein d. h.
man rechnet die gestorten Orter. Hat man die Stérungen durch die Variation der
Elemente berechnet, so stellt man fiir die Zeit jedes Normalortes das oskulierende
Elementensystem auf und berechnet daraus den Ort; hat man die Stérungen in den
Koordinaten gerechnet, so fiigt man diese auf die Seite 532 bzw. 546 angegebene
‘Weise bei der Ephemeridenrechnung hinzu.

180. Beispiel. (221) Eos. Um die Beriicksichtigung der Stirungen bei defini-
tiven Bahnbestimmungen an einem Beispiel zu erliiutern, soll die in Nr. 143 bereits
durchgefithrte Rechnung mit den hierhergehirigen Ergiinzungen versehen werden,
Die Stirungsrechnung nach der Methode der Variation der Elemente ergibt folgende
Stiirungshetriige zwischen den einzelnen Oskulationsepochen:

AM Aw A8 A

e Au

Von1882 Kebr. 7.0 bis1883 Mai 13.0 -}-10'40"1 —11'19Y4 —
» 1883 Mai 13.0 » 1884Juli
» 1883 Mai 13.0

» 1887 Febr. 1.0
> 1888 Apr.16.0
» 1889 Junijzo.o
» 18g4 Juni 4.0

»

»

»

>

»

3172 — 72 —1'220 —o5007
6.0 + 944.9 —1148.6 — 27.5 + 1.9 —016.1 —0.3131
1887 Febr. 1.0 4-29 34.4 —32 25.0 — 58.0 4+ 5.7 —0 32.6 -}-0.2632
1888 Apr.16.0 +16 41.0 —15 5.1 — 44.7 — 0.6 —I 10.4 —0.45Q1
188¢Juni 30.0 +3047.3 —34 29.5 —428.2 4+19.6 —3 26.3 —0.9051
1894Juni 40 — 7 6.5 +2327.8 —109.8 + 8.1 —7350.6 +0.1382
1898 Miirzis.o —11 44.5 415 53.4 — 35.4 —21.1 —7 59.0 —1.0200

Zu bemerken ist hierbei nur, daB Jupiter und Saturn als stérende Korper beriick-
sichtigt sind und daB unter 4 M der Gesamtbetrag der Stirung in mittlerer Anomalie
zusammengefalit ist. Hiermit ergibt sich folgendes System von oskulierenden Elementen:

1 1T 11T v
Ep. und Osk. 1882 Febr. 7.0 | 1883 Mai 13.0 | 1884 Juli 6.0 | 1887 Febr. 1.0
M 171%52'22"5 258%5'1375 338%20"25"1 156° 372278
w 188 54 9.1 188 42 49.7 188 31 1.1 188 10 37.7
8 142 32 46.1 142 32 14.9 142 31 47.5 142 39 260.6
7 10 51 14.7 10 51 7.5 10 51 Q.4 1051 Q.1
s 557 0.5 555445 555 28.4 555119
u 67978499 67973492 679-0361 67976124
‘log a 0.478 3957 0.478 6ogo 0.478 7425 0.478 4969
Aqu. 1880.0 1880.0 1880.0 18go.o
t o -+ 460 -+ 880 -+ 1820

Bauschinger, Bahnbestimmung.

37
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v VI VII VIII
Ep. und Osk. | 1888 Apr. 16.0 | 1889 Junizo.o | 1894 Juni 4.0 | 1898 Mirz 15.0
M 230%23'53"2 322%5" 8o 301%5'28'3 201%46"37%0
w 187 55 32.6 187 21 3.1 187 44 43-9 188 037.3
& 142 3841.9 142 31 33.7 142 37 53.7 142 37 18.3
b 10 50 50.5 10 51 1Q.1 10 51 23.1 10 51 2.0
P 554 1.5 5 50 35.2 542 44.6 53445.6
u 6791533 67872482 | 67873864 67773658
log « - — ' = 0.479 4555
Aqu. 1890.0 1890.0 . 1900.0 1900.0
4 -+ 2260 -+ 2700 i —+- 4500 -+ 5880
Aw A48 A%
Priizession von 1880.0 bis 18go.0 —13'0 -8 g7 — 41
» 18go.0 » 1900.0 -+ 130 48 0.8 — 4.1

Mit den Elementen I, [T, ITI, IV, VIII sind fiir die Zeiten der beobachteten Normal-
orter die geozentrischen Koordinaten gerechnet und in der in Nr. 143 ausfiihrlich
angegebenen Weise zur Ermittlung der definitiven Bahn verwertet worden.
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