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Fiinfter Teil.

Die Bahnverbesserung.

Abschnitt XXVL
Die Ausgleichungsrechnung.

130. Aufgabe. Prinzip der kleinsten Quadratsumme. Die Methoden der
Ausgleichungsrechnung sollen hier nur soweit zur Darstellung gelangen, als sie fiir
die Bahnverbesserung gebraucht werden.

Wenn eine Grofe oder bekannte Verbindungen mehrerer GriBen ofter beobachtet
sind, als zu ihrer rein algebraischen Bestimmung nitig ist, dann werden infolge der
unvermeidlichen, zufilligen Beobachtungsfehler zwischen den Gleichungen, welche den
Zusammenhang der zu ermittelnden und der beobachteten GroBen herstellen, Wider-
spriiche entstehen, die durch keinerlei Annahme iiber die zu ermittelnden, iiber-
bestimmten Grifien zu beseitigen sind; es ist Aufgabe der Ausgleichungsrechnung,
aus solchen Gleichungen durch eine strenge und einfache Analyse die Werte der
Unbekannten so zu bestimmen, daB sie der Wahrheit miglichst nahe kommen.
Ohne ein Prinzip, welches sich dariiber ausspricht, wann diese letztere Bedingung als
erfilllt angesehen wird, ist die Losung der Aufgabe unmiglich, und, soweit es sich
um die Wahl des Prinzips handelt, ist also eine gewisse Willkiir notwendig mit der
Natur des Problems verbunden. Fiir die Wahl des Prinzips sind maBgebend: 1. dald
dasselbe mit annehmbaren Anschauungen iiber die Natur der Beobachtungsfehler in
Ubereinstimmung stehe, 2. dall die aus ihm flicBende Analyse eine cinfache sei. Das
Prinzip:

»Die Unbekannten sind so xu bestimmen, daf dic Summe der Quadrate der
iibrigbleibendenn Widerspriiche cin. Mininaan werdes,
geniigt, wie die Durchfiihrung zeigt, beiden Bedingungen und wird jetzt fast allgemein
als Grundlage der Ausgleichung angenommen. Diese heilt daher hiufig »Methode
der Kleinsten Quadratec.

Analytisch formuliert sich die Aufgabe der Ausgleichungsrechnung wie folgt:

Sind /; die Beobachtungsergebnisse fiir die gegebenen Verbindungen

A = aix +biy+ x4 - (¢ = 1 bis n)
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zwischen den m unbekannten GriBen z, ¥, x,... (>>m), so ist jenes Wertsystem
anzugeben, fiir welches die Summe der Quadrate von A; —/ ein Minimum wird.
A; kann stets als linear angenommen werden; ist dies von Anfang an nicht der Fall,
so stellt man die lineare Form durch Annahme von Niiherungswerten und Entwicklung
nach dem Taylorschen Satz fiir mehrere Variable her. TIst nur eine Unbekannte vor-
handen, so hat man das Problem der Ausgleichung direkter Beobachtungen. Der
ailgemeine Fall wird als Awsgleichung vermittelnder Beobachtungen bezeichnet.

131. Mittlerer Fehler. Gewicht. Um verschiedene Beobachtungsreihen be-
ziiglich ihrer Gienauigkeit miteinander vergleichen zu kiénnen, fiilhrt man ein Maf der
Genauighedt ein. Man kann sich ein solches aus der Betrachtung der Fehler ver-
schaffen. Dabei hat man zu unterscheiden zwischen den wakren Beobachtungsfehlern
(die in der Regel unbekannt sind) und den Abweichungen der Beobachtungen von
den mit den besten Werten der Unbekannten berechneten Werten 4;, den scheinbaren
Fehlern. Sind 4, 4,, ... 4, die wahren Fehler und wird mit | ;| der absolute
Wert von : bezeichnet, so ist

A | Ay - |
1
ein Mall der Genauigkeit fiir jeden Wert von ¢ o0, in dem Sinne, daB eine Be-
obachtungsreihe um so genauer ist, je kleiner dieser Ausdruck ist. Da jeder Wert
von ¢ denselben Dienst leistet, beschriinkt man sich auf die einfachsten Fiille:

J g S ® IJH . . Al
q=1: o+ |4 :: o) # = durchschnittlicher Fehler
FE 2 = g2
q = 2: Ay _: iz ol 1* = Quadrat des mittleren Fehlers

und gebraucht insbesondere den witlleren Fehler u als MaB der Genauigkeit. Das
oben aunfgestellte Prinzip der Ausgleichung kann dann so ausgesprochen werden: Es
ist jenes System der Unbekannten zu ermitteln, fiir welches der mittlere Fehler der
Reihe den kleinsten Wert annimmt. Da man mittels dieses Prinzips nicht die wahren
Werte der Unbekannten kennen lernt, sondern nur die annehmbarsten, so bleiben
auch die wahren Beobachtungsfehler unbekannt und die Formel

kann also zur Bestimmung des mittleren Fehlers nicht dienen. Dagegen werden die
scheinbaren KFehler bekannt und wir werden unten zeigen, wie diese zur Bestimmung
von ¢ benutzt werden kimnen.

Um Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit bequem miteinander verbinden
zu konnen, fithrt man den Begriff des Gewiclifes ein, dessen einfachste Definition ist:
cine Beobachtung vom Gewichie p ist gleichwertiy mit p Deobachtungen vom Gewichte 1.
Daraus wird sich unten der Zusammenhang zwischen Gewicht und mittlerem Fehler
leicht ableiten lassen.
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Wir werden uns im folgenden nachstehender von GauBl eingefiihrten Bezeichnung
bedienen: )
a, += 1y -t 4y = ‘“‘
".‘ + a’g% 'E' s + ﬂi&% = [(“"]
ab,+a,b,4 - 4 a,b, = [ab] .
Wir besprechen jetzt die einzelnen Aufgaben der Ausgleichungsrechnung und
beginmen mit der einfachsten.

132. Ausgleichung direkter Beobachtungen von gleichem Gewicht. Ist
eine zu ermittelnde GroBe direkt durch Beobachtungen von gleicher Genauigkeit

!';: gu l:n .

gemessen, so ist die Aufgabe, daraus den Wert x der GriBe abzuleiten, der dem
wahren Werte X moglichst nahe kommt; = wollen wir den >annehmbarsten< Wert
der Unbekannten nennen und ihn nach dem oben aufgestellten Prinzip als denjenigen
definieren, fiir welchen dic Summe der Quadrate der Widerspriiche ein Minimum
wird. Weicht =z von den einzelnen Messungen /,, . ..., um die Betriige d,,...d,
ab, in dem Sinme, daB die ¢ die Verbesserungen sind, welche den [ hinzugefiigt
werden miissen, damit diese unter sich und mit x identisch werden, so hat man die
Gleichungen

r=1I-+d, oder d, =x—I

=1, 4+ d, Oy=—

o= {,-4 6, d,=x—1,.

Darin nennt man d,, d,, ... d, die scheinbaren Beobachtungsfeller, 1, 44, ... L=+ d,
die ausgeglichenen Beobachtungswerte und die letztangeschriebenen Gleichungen die
Fehlergleichungen. Das aufgestellte Prinzip fordert, dafl

d 4024 i =—l)+@—L)?+ -+ (x — 1) = Minimum

sei oder also, daf:

e—1)+—l)+- e —l)=o

A ;L__’__IQ_F o + !"”
n

sei.  Daraus folgt:

d. h. der annehnbarste Wert der Unbel:annten ist das arvithinetische Mitlel aus den
Finxelmessungen. Fiir die iibrig bleibenden Fehler folgt:

04+d+---+d,=o,
eine Gleichung, die zur Kontrolle dienen kann. Um den mittleren Fehler eciner
Messung [ und den mittleren Fehler des Resultates = abzuleiten, lisen wir folgende
allgemeine Aufgabe: Eine GriBe f sei nicht direkt gemessen worden, sondern sei
abhiingig von den GriBen x,, z,, ... z,, welche dirckt gemessen sind; die mittleren
Fehler der Messungen ,, x,, ... @, seien bzw. g, sy, ... t,. Man bestimme
den mittleren Fehler von f(z,, @,, ... Zu).

i/
Es sei zuerst
f = (I,
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wo «, eine Konstante und x, mit dem mittleren Fehler u, gemessen ist. Sind #,,

dyy ... d, die bei den Messungen von x, begangenen wahren Fehler, so wird:

s __ jl!+-ﬂ‘~;’+ o '+Jn! )

L1
) 7

Wenn aber in », der Fehler 4 begangen wurde, so wird / mit dem Fehler «,4 be-
haftet sein und der mittlere Fehler von f wird also:

E.‘:ﬁ|g_+ Cﬁs_g'd_,* . I s

M2 = = =« u,’.
Sei ferner i
[f=ax,+ayr,
und sei z, mit den ¥ehlern 4", 4,", ... 4,/
x* . » ) .d‘ n’ .Jg", L Jmn
gemessen, dann wird f folgende i Fehler aufweisen:
ad’+ a,d4," a4+ a,d” a, 4+ 4"

L3 . " r " A4 ! L
a4+ w A, a4, 4 ad, _ o a4+ a,d,

a4+ a4 o d)+ a,d)" a4y + ayd,”
und der mittlere Fehler M von [ wird also gefunden aus
Summe der Quadrate aller men Fehler

ek ma
oder
mnM* =c«*m(d*+ 42+ -4 42 Fan (4 4+ ")+
k= m
4 2¢,a, Z (d/ A=+ A4
Da nun ok
‘j\rg'—fﬂji’:_l— te + J:i’z s 2 '41"-! _|_ —:’3”2 + T + me"2 s 2
” == s = Mty
und
4+ 4+ -+ 4= o0,
so folgt:

M = au,? + ay’uy’.
Nun kann man leicht weiter schliellen; ist
[= x4 .2, + .2y,
f=Ff+ ay,
und hat hiervon dann als mittleren Fehler:
M2= M:® 4 an,?
M = a1 4 e, 4 o tpt
f= “1‘T|+ @, Ty + te + Ty
und sind u,, wy, ... p, die mittleren Fehler von z,, x,, ... ,, so ist der mittlere
Fehler von f zu finden aus
Mt = “.i."ui wf “g!.“;‘"‘ i e ane'““e'
Hat man endlich eine beliebige Funktion f(z,, x,, ... x,), so kann man nach dem
letzten Satze verfahren, wenn die Messungsfehler als klein angenommen werden kinnen.

s0 setze man

oder

Allgemein: Ist

Setzt man niimlich ’ .
® £ = ‘il '+' A‘g vae gy Wy = Iiau + Ao 5
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wo die ! gemessene, also genitherte, konstante Werte der « und somit die 4 klein
sind, so hat man

N . ) B (e A ) & (i.l ;{ + 7, 2;: N o = :tf,‘,_,) ST
und nun wieder, wenn die hiheren Potenzen von 4, ... 4, vernachlissigt werden,
die lineare Form, vermige welcher wird:

T R i}

Auf Grund dieses Satzes bestimmen wir den mittleren Fehler des annehmbarsten

Wertes
R o ok )

K

den wir oben gefunden haben. Es wird hier

I
“|=ai_—_---=a"=;
und daher, wenn 1, . .. u, die mittleren Fehler der Messungen /,, .../, sind:

M= () G )

_Sind die Messungen gleich genau, also

.”I=-“i:-.':."ﬂ:.”!

so wird

1 2

M= (—) et

n

oder
M3
Vn

Um «, den mittleren Fehler einer Messung zu erhalten, haben wir bis jetzt:

G VA R
E=Y= &

!

wo die ./ die wahren Beobachtungsfehler sind. Bekannt sind uns nur die Ab-
weichungen der Kinzelmessungen vom annehmbarsten Resultat, niimlich von

L:ll+££+"'+£u

"

oder die Griillen

by=Li—y O=L—8; ..« « Oy=L—ly
withrend
d=X—-1, 4,=X-1, ... dhg=X-—]I,

ist, wo X' den wahren Wert darstellt. Setzt man N — L = S, so wird
4,=6+8, 4,=38,+8, ... dy=6,+8
und daher
A4 42+ A4 =02 402 4+ YY)+ 2800, +0d, 4 - -+ 0) +nS*
oder, da &, d, 4+ 40, =o0:
A A2 d =848 48 SR
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S ist véllig unbekannt; wir werden aber offenbar im allgemeinen am besten verfahren,
wenn wir dafiiv den mittleren Wert nehmen, den es haben kann, oder wir werden es
als sehr plausible Hypothese ansehen diirfen, wenn wir § gleich dem mittleren Fehler
des arithmetischen Mittels I setzen, also

V'lff‘:l- AFA o}
gl n
Vo
oder
A4 2 2 . . A 2 .
nS* = ‘_Iﬂe_t 14 Sl =2
Damit folgt:

‘-4;‘+-'jg!+ * ¥ "l""—"’lni _— J;i'%"'d.gi'i"' 5 '+‘jlre+."i

2 ‘! 2 L ]
!_Vd —|—J +d,,_+u

und daher

oder

-y
J n—1

Nach dieser Formel kann der mittlere Fehler einer Messung durch die scheinbaren
Fehler oder die Abweichungen vom arithmetischen Mittel berechnet werden. Man
hat dann auch Riicksicht darauf genommen, daB das arithmetische Mittel vom wahren

Wert der Unbekannten um den Betrag _ abweichen kann.
Ve

Zusammenstellung der Iormeln fiir gleich genawe Messungen einer Grife.

Ly byy ... 1, Messungen der Grille .

Amnehmbarster Wert von x: f—‘ +4 +:*?. kb =l
Einzelfehler: 6, =L —1I,,... =L —1,.

) ) (2 2 S ),
Mittlerer Fehler einer Messung: n = Vd' a5t A 2

n—1

17

Mittlerer Fehler des Resultates: M — -'/d +9 5 f-*#— ) s 8 .

133. Ausgleichung direkter Beobachtungen von verschiedenem Gewicht.
Nach der oben gegebenen Definition von »Gewichte ersetzt eine Messung oder ein
Resultat vom Gewichte p p Beobachtungen vom Gewicht 1. Ist also eine GriBe «
p,mal gemessen und hat jede Messung das Gewicht 1, so hat das arithmetische Mittel
aus den p,Messungen das Gewicht p,. Wird dieselbe GroBe noch p,mal gemessen
und hat wieder jede Messung das Gewicht 1, so hat das arithmetische Mittel aus
den p, Messungen das Gewicht p,. Hat man also die Grilie z p, + p,mal gemessen:

x=I L=l 41
z=Il, *=ly .

v =1, T =lp 4t
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und daraus die Mittel gebildet:

I_l|+'€-:+""‘m T _'_‘IJJ|+r"{_"’+IjJ|+J=
Yy w0y iy = —_—
Py

Py
denen die Gewichte bzw. p, und p,

zukommen, wird der annehmbarste Wert von
aus allen Messungen nach Nr. 132

b+l b+ ll'rJ"_l_+1 o s by + ain Lyp,+ Lyp,
PPy

PP
Dies LBt sich sofort verallcemeinern: hat man » Resultate

© = L, mit den Gewichten p,

Ll —— L_= » » * .?J:!
b e L-" » * » }j”
so ist der annehmbarste Wert von = aus allen:

‘,n:?}lLl_i_P!Li_{_'"-!""‘U;_;;qu I)
P +:|”-l+' 2 '+f}u

Nennen wir x den mittleren Fehler einer Messung vom Gewichte 1, so wird der
mittlere Fehler von L, mit dem Gewichte p, :

T
==
V.
Daraus folgt: .
Hi\"
n=u)
Tk |
und ebenso

wy
(2

e
p":(.u,.)

I 1 1
PyiPeteon Py =it

d. h.

; oder:
2 n
Die Gewichte verhallen sich wmgekehrt wie die Quadrale der wmittleren Fehler.

Mit Hilfe dieses Satzes kann das Gewicht und der mittlere Fehler des annehm-
barsten Wertes 1) gefunden werden.

In der Tat wird letzterer gefunden aus:
i — PR EPI R A - 4t

PSR
wenn uy, iy, -+ -, die mittleren Fehler von L,, L,, .. L, sind. Tst ferner y der
mittlere Fehler der Gewichtseinheit, so wird
it Yo s s o = Y
i Py P Pa
oder
W=pul=put=-.=pu’
mithin:
u_izlrf:{p‘—}-r}!g-{----—]—p,“}:__ I
i {IJI ,_l_ Pa + T +_Pn}=

_ijl+?)9,+" '_i_j’n
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oder u

M—=— .
V_?'“ +Ps + t R +P!t
Nennt man P das Gewicht des Ausdruckes 1), so ist auch:

. [\
PFIM

P=p +ps+- - +pn

und somit

und

M= —'li—,
vr

d. h. das Gewicht des Resultales ist gleich der Summe der Gewichile der Finxelresullate
wil der mitllere Fehler desselben ist gleich dem mittleren Felder der Gewichiseinheit,
dividiert durch die Quadratwnrzel aus dem Gewlieht des Resullates.

Es eriibrigt noch, den mittleren Fehler der Gewichtseinheit p¢ zu ermitteln.  Ist u,
der mittlere Fehler von I, so ist Vp, i, = j der mittlere Fehler von Vp, L,. Mul-
tipliziert man also die Gleichungen

z=1I, Gewicht p,
=1L, » Py
x =L, » P

mit den Quadratwurzeln aus ihren Gewichten, so haben die entstehenden Gleichungen
'fE == V}_i{ !Jl
VP-: n o= ]’F}Ji L,

Vput =V puli
alle als mittleren Fehler den der Gewichtseinheit, d. h. sie sind alle von derselben
Genanigkeit und alle vom Gewichte 1. Weichen die L, L,, - -1, von
g it ekl
b P e o
um hzw. d,, d,, -+ -0, ab, so weichen die Vp, L, -+ -Vp, L, um Vp,d,, - -Vp,d,
von Vp, o, -+ Vp,x ab und der mittlere Fehler einer der Gleichungen, der nach
obigem identisch ist ¢, dem mittleren Fehler der Gewichtseinheit, wird also nach Nr. 132

- VM J‘H—,- s Lo

P —1

Zusammenstellung der Formeln fiir direlile Messungen ciner Grifie
von. verschicdenem Gewichl.
L,, L, -+ L, Bestimmungen einer Grilie,
Puy Py - o - pu Gewichte der einzelnen Bestimmungen.
plyApa Lyt L
}‘|+Pe+' o +.’Pn Y

Annehmbarster Wert der Grille » =

d,, d,,-+0, Abweichungen der I, .- L, von .
4 2 . - e J .;_'i.n! b i sﬂ"
Mittlerer Fehler der Gewichtseinheit o = 1//3}-? % +P-'-[_J; -_—1_1 T PuOn”
T [T

Mittlerer Fehler des Resultates @: M = : = -
V.'nul N i o V£
Gewicht des Resultates: I’ —= p, 4 py— -4 p..

Bauvschinger, Bahnbestimmung. 26
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134. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. Sind m Unbekannte
z,, - - - o, durch Beobachtung bestimmt, aber der Art, daB sie nicht direkt, sondern
in bekannten Verbindungen f;(z,, - - - 2,,) beobachtet sind, so hat man das allgemeinste
Ausgleichungsproblem zu lisen, nimlich die Auflisung der Gleichungen

fl.{'x‘.l!"'mm}:l'
fol@yy-xm) =1,

f;'[.xl! =11 '.:r'm.) .z.lu

zu leisten; hierin sind f,, f,, - - - bekannte Funktionen, /,, /,,- - -1, die Beobachtungen.
Eine Aufgabe der Ausgleichungsrechnung liegt nur vor, wenn » > m, d. h, wenn iber-
sehiissige Gleichungen vorhanden sitd. Die Aufgabe ist in der gestellten Allgemein-
heit nicht loshar, sondern nur in folgenden speziellen Fiillen:

a) wenn séimtliche Gleichungen linear sind;

b) wenn Niiherungswerte der z,,-.-, bekannt sind, mittels deren unter An-
wendung des Taylorschen Satzes die Gleichungen auf lineare Form gebracht werden
kinnen, wenn nitig durch mehrmalige Wiederholung des Prozesses.

In praxi ist dies immer der Fall. Man muB und kann sich also auf die Be-
trachtung linearer Gleichungen beschriinken, die man in der Regel in folgender
Form schreibt:

ft‘;::.—|—bly_|_g‘x.+ s _—_,{l
a,z+by+ex+4---=I, "
ac+byytex+4- =1,

(n Gleichungen mit 7 Unbekannten).

Ein System der Unbekannten, welches diese Gleichungen streng erfiillt, gibt es nicht,
da die {,, I,,- - - I, beobachtete GrioBen sind und 2 > ist. Es kommt vielmehr dar-
auf an, jenes System aus den unendlich vielen moglichen herauszufinden, welches als
das annehmbarste anzusehen ist. Als dieses aber wird nach dem Nr. 130 aufgestellten
Prinzip dasjenige betrachtet, welches die Eigenschaft hat, dafi die Summe der Qua-
drate der iibrig bleibenden Fehler ein Minimum wird. Ist x, , 5, - - dieses System,
so wird

axt+by+tex+. - —1 =4

a,v-Fbytex+4-.-—1, =9, 2)

€, huy et — =2,
(System der Feldergleichungen) und es ist
02+ 0,2+ - - - 4 9, = Minimum

die aufzustellende und zu befriedigende Bedingung. Wir werden zum SchluB} zeigen,
dall dieses System die kleinsten mittleren Fehler (grifiten Gewichte) fiir die Unbe-
kannten ergibt. (Nr. 136.)
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Die Bedingung des Minimums erfordert:

ds, . dé, dd.
L d:::' R ;O dz
o, ddn
fh el ‘dy ”'+6"dy__0
Nun ist nach 2) . .
s, ds,
dz = Y 4 T %
do, do,

Ey"__blr dj =by,-

also werden die Bedingungen des Minimums

d,a,+ d,a,+ -+ -+ dua,= o0 oder [da]=o0
0,0, —i-6b+ +J,.b,,--o oder [00] =o0

" ® s s = s s w =

oder wenn nach 1) die Werte d,, d,, - - - eingetragen werden:

@e~++by+ - —1)a,+ ez +by+---—L)ag4---=o0
(”lm+bty+"'_js)b1+(ﬂix+bty+' '_'s”’"l' =0

oder endlich, wenn ausmultipliziert wird:

laalx + [ably + [aclx + - -+ = [al]
[balx -+ [bb)y + [belx + - - - = [bl] |
(cale + [ebly + [pelat-+- - = o] 3

......... = s o=

{m Glelchungen mit 72 Unbe]—.amlten),

Dies sind so viele Gleichungen als Unbekannte vorhanden sind und aus ihmen geht
also das vollstiindig bestimmte System a, 7, %, -+ - von der gewiinschten Figenschaft
hervor. Man nennt die Gleichungen 3) die Normalgleichungen.

Wir wollen die bisher gemachte Voraussetzung, daBl die /,, - - -1, mit gleicher Ge-
nauigkeit gemessen seien, fallen lassen und annehmen, daB den Gl 1) der Reihe nach
die Gewichte p,, p,, - - - p. zukommen. Die aufzustellende Bedingung wird dann nach
der Definition des »Gewichtese«

2,0, +p,0,2 4+ - - 4 p,0,* = Minimum
oder:
(Vp,8,) 4 (Vpe 8y + - - -+ (Vpu rj":li: Minimum.

Daraus folgt, daff man die Gl 1) ganx ebenso wie Gleichungen von gleichem Gewicht
behandeln kann, wenn man sie vorher mit den Quadratwurseln aus ihren Gewichlen
maultipliziert hat.
Die Gleichungen 1) werden dann:
Vp,u,.z —I—Vplb ?,r+ = V'pl l, )
g 4

V}Ju“n - }PubﬂJ s 30 = Vj;nfu
26%*
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und daher die Normalgleichungen:

[aap)z+[abply + - - - = [aip]
Lfmp]fr+ [bbp] J + = [bip]

wo allgemein:
[abp] = a,b,p, + abypy+ - - - + @ bupy .

Wir kinnen daher im folgenden den einfacheren Fall von Gleichungen gleichen
Gewichtes voraussetzen, da er durch eine einfache Operation sofort hergestellt werden
kann; und zwar kinnen wir dieses Gewicht als gleich 1 annehmen; denn wenn die
urspriingliche Gleichung mit dem Gewicht p; nach Einsetzung der annehmbarsten
Werte der Unbekannten den Restfehler &; LiBt, so LiBt die mit Vp; multiplizierte
Gleichung den Fehler Vp; d;, und da sich die Gewichte umgekehrt wie die Quadrate der
Fehler verhalten, so kommt der mit ¥p, multiplizierten Gleichung das Gewicht 1 zu.

Die Bestimmaung des mittleren Fehlers einer Deobachbung uwnd des miitileren Fellers
Jeder Unbekannten gelingt wie folgt. Die Algebra lehrt, daB die Auflosung der
Normalgleichungen 3) die Unbekannten x,, #,,... in folgender Form liefert:

v =al ol 4+ -+ a,l,

?)':.‘5’;1'|+18!g-:+"' + Bula 6)
Ist g der mittlere Fehler eines I vom Gewichte 1, so werden also nach dem in
Nr. 132 bewiesenen allgemeinen Satz die mittleren Fehler der Unbekannten, die wir

mit g, , 1, ,... bezeichnen wollen:
g = Vet (ee,* 4 «,® + - a, ) = pu} m
iy =VIEET+ B+ - B) = V) 7

Wir werden nun zuerst zeigen, wie u bestmunt wird, und dann, wie die [ae], [35]
aus der Auflésung der Normalgleichungen sich elgelmn. Es seien d,, d,,... 6,, die
Restfehler, welche iibrig bleiben, wenn die gefundenen Werte von #, #, x,... in
die (eventuell auf gleiches Gewicht gebrachten) Bedingungsgleichungen 1) oder 4)
eingetragen werden. Da diese Werte der Unbekannten nicht die wahren sind, so
werden auch die iibrig bleibenden Fehler nicht die wirklichen Beobachtungsfehler
sein.  Wir wollen die waliren Werte der Unbekannten mit X, 1V, Z bezeichnen und
die damn iibrig bleibenden Fehler der Bedingungsgleichungen mit 4, , 4, ... 4,.
Dann ist nach der Definition des mittleren Fehlers:

AA
H'"__'V{ n I:

wo also: ) )
j: -: : j:_ i ;:;' j: i: ;'__:: X, ¥,... wahre Werte, 8)

withrend nach 2)
by=—lL+ar+byt-- N :

5.‘!_-—(—|—H.|‘—| b, f;+---
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Multipliziert man 8) der Reihe nach mit 4., #,,... und addiert, so kommt:
[44) = — (L4} + X[ad)+ Y[bA) 4 - - - 10)
und ebenso folgt aus g)
[08) = — [1) -+ [ad] + y[bd] + - - -

Nun lauteten die oben aufgestellten Bedingungen des Minimums:

[@d) =[bd] = --- =0,
also wird :
[0d] = — [t0]. 11)
Ferner ergibt sich aus 8)
[4d] = — [10] + X[ad]+ Y[bd] 4 -
oder
[40] = —[10],
also ist
(00] = [9]. 12)

indlich folgt aus g)
(0] = — [14) + a[a ) + y{bA) + - -
Wird dies mit 10} durch Subtraktion verbunden und 12) beachtet, so hat man:
[dA)] = [00]+ [aL)(X — )+ [bAY —y)+---. 13)
Die Differenzen X — =z, ¥V —y,... sind véllig unbekannt; man mull also wieder
eine Abschiitzung ihrer Werte vornchmen, was wie folgt gelingt. Denkt man sich
die wahren Werte X, Y, Z,... in die Bedingungsgleichungen eingetragen, so wird
darans
a, X+ b0Y+ .- =1+ 4,
agl—kb Y- _£!—|—.d,,

und wenn man die Normalgleichungen bildet

[aa) X - [ab]Y - - -« = [a,l 4 A]
[ba}X LY + - -« = [bi+ 4],

so folgt durch deren Auflésung ebenso wie in 6)

X = &y {.tl +--”|) & & “1”@ +—4:} = R o u,.(t,,—l— _-I,‘}

Y-—_-— ﬂlul +J|) + ﬁ%(l’-f_ + Jg) "|" T + F;u{tu_i_ Aﬂ);
wo die «, #,... dieselben Werte haben wie in den Ausdriicken 6) von &, ¥, %, ...
Also folgt:

X—z=[ad], Y—=y=|[8d],; ...
und der Ausdruck 13) kann also zuniichst so geschrieben werden:
(44) = [00] + [a A« d] + (bA) B L) + -

Nun ist:

[edad) = (a,a,4* + aya, 43+ - - - + aya,d,*)+ Zﬂ'iakdi-‘-‘jk :
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die Summe kann man gleich Null setzen, da jedem Fehler + .7, ein Fehler — ; ent-
sprechen wird; fiir den ersten Teil aber muB man Mittelwerte einfiihren. Der mitt-
lere Wert von 4,* kann offenbar
4+ 4+ -+ 4}
n

= |u,3
geschiitzt werden; ebenso der von 4,*,...4,*. Es wird also der mittlere Wert von
[ad)[«d) = *[ca]
(bA[pA) = w*[pb].
[44) = (0] + p*(ac] + [b3] + - - ) 14)

(m Glieder, wenn s die Anzahl der Unbekannten ist.)

und ebenso wird im Mittel:

Dies gibt:

Der Wert der Klammergrilie wird zugleich mit einigen spiiter gebrauchten Relationen
wie folgt erhalten. Triigt man

= [al], y=[pl],...
in die Normalgleichungen ein, so entstehen die Identititen:

[aa)[cl] 4 [ab)(B] 4+ - - - = [al]
[:’u.f][crlj + [bO) R+ - - - = [bl].

Durch Vergleichung der Koeffizienten von / , [,,...1, in diesen m Gleichungen er-
hiilt man die 2 Gruppen von je n Relationen:

o [aa) + 2, [ab] + - a,

G, [(Iﬂ + ﬁi[ab] _i_ 3 A
n G-luchungen.
@[] + B o)+ - - =D,
(c, [ba,] + ,3 [bb)+ - - =10, B
" G‘rleichungen
m (rruppen
Multipliziert man die Gl. A. der Reihe nach mit «,, «,,... und addiert; dann die
GL B. mit a,, @,,... und addiert usf., so kommen die 2 Gleichungen:
(0a)(aa] + [ab][#a] + - - - = [ac]

[bal[ea) 4 [bb)[Ba] 4+« - - = [ab].

Nennt man
[wa] —1=§, el =n,...,
so werden diese Gleichungen:
[aalE+[abln+ -+ =0
[bﬂ]-.- + [bb]f} s 0,

------
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und da die Determinante
|[aa], [ab],. ..
‘[’m], be], ...

welche auch die des Systems der Normalgleichungen ist, nicht verschwindet, so muB§ sein :

E=o, (=210, vrose
d. h.
[ea=1, [fa]=o,... 1)
Multipliziert man die G1. A., B.,... mit4,, b,,..., so erhiilt man auf dieselbe Weise
[Ba] = o, [B6] = 1,... usf. 154
Multipliziert man die GL A. mit «, , «,,... und addiert, ferner B. mit ¢, . «,,...
und addiert usf., so kommt:
[wa)[aa] 4 [puc][ba] + - - - = [aa] =1
[ac][ab] + [pe][bb) 4+« « = [ba] = 0. 16)
Ahnliche Gleichungen erhiilt man, wenn man A., B.,... mit 8,, #,,... multipliziert.
Multipliziert man endlich die Gl. 16) der Reihe nach mit «,, #,,..., dann mit
@y, #y,... und addiert jedesmal, so erscheint mit Riicksicht auf A., B.,...
[¢ala, + [Balb, + - - - = «a,
[aa]a, +[P’a]be. +--=0 17)
S e s e e B w ooan w g ey MAES
Gehen wir jetzt auf 14) zuriick, so wird daraus nach 15)
[4A) = [d0] + ne .
Da nun
e [..r!.-./l]’
9
so folgt RYacr
= '/-u, —m 18)

Hierin sind die ¢ die Restfehler von den auf gleiches Gewicht 1 gebrachten » Be-

dingungsgleichungen mit 2z Unbekannten. Ermittelt man, wie das hiiufig geschieht,

die Restfehler 2 der urspriinglichen Bedingungsgleichungen, welche die Gewichte

Py, - - - Pu haben, so wird nach den obigen Uberlegungen

A
n—m

18%)

i
'

Ist m = 1, so erhilt man die frither in Nr. 132, 133 aufgestellten Formeln fiir eine
Unbekannte.

Nachdem jetzt der mittlere Fehler der Gewichtseinheit festgestellt ist, bedarf es,
um die mittleren Fehler der Unbekannten zu bestimmen, nach den Formeln 7) nur
mehr der Bestimmung von [««], [#73], ..., zu der wir nun iihergehen. Wir ver-
binden dieselbe mit der Darlegung einer Methode, nach welcher das System der
Normalgleichungen _

[aa)z +[ably + - - - = [al]
[ba]w + 6]y + - - - = [bl]

- -
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aufgelost werden kann. Wir schicken voraus, dall dieses System ein symmetrisches
ist, d. h. dali
(¢k] = [kd],

wie aus der Definition unmittelbar hervorgeht, und dali die Koeffizienten der Diagonal-
reihe [wa], [bb], . .. als Quadratsummen lauter positive Zahlen sind. Wir behandeln
das dem System der Normalgleichungen verwandte System

[aa)d + [ab) B+ [ae]C+ - -+ =P

[bald +[b0)B+[be]C+ - - - = R

[cra 14 4 [eb) B+ [cc]C+ o= 19)

........

(e (zlelcllungeuJ,
worin 4, B, C, ... di¢ Unbekannten sind und P, R, S, ... algebraische Zeichen.
L-Iultipliziert man die Gl 1g) der Reihe nachymit den unbestimmten Koeffizienten
Quyy Qiay - - - @, und addiert, so erscheint:
({ﬂ{"‘] Qu =t [bﬁ] tya G CH} {X)IJ X JA

+ (004 B8 Ot DOt B :
([M]Q..—l—lbe]f.):: o)+ - )¢ [ = Tt Hlu 450+

O Tt e R N e
Bestimmt man also die GriBlen €),,, @,,, ... aus den Gleichungen:
[aalQ,,+ ba]@,, +[cal Qs + - - - =1
(@b) Q)+ [68] @y +-[cb] Q)+ - - =0 A
[“(’] lll+[&(1{21* +["‘( (}u + =0
sowied oot S
4= PQ“-FRQ.,—E—SQ,:,—}-- i (a)

Multipliziert man ebenso die Gl 1g) mit den Koeffizienten @,,, ¢,,, ... und addiert,
und bestimmt diese Koeftizienten dann aus

[aa] Qg - [ba] Q,q -{-[{,a} Qu+---=o0
[ab] )y, +[00) Qe +[eb) Qyy 4+ - - - =1 IT.

[@c] Uy, - [b(](')e-: -+ [Gt] ()-'.1 +-:r=0

sowird T oorormrrnnnn
B = P(t-)u = R(u);e s SQ.” == ris 2 {b)

Man sieht nun weiter, wenn man ), , ¢,,, ... aus

[aa) Q,, + [ba) @y, +[ca] Qyy 4+ - - - = 0
[@b] Oy + [00] @5 + [cb] Qs +- - - =0 111

[a¢| (l)!l + [b-ﬂ] Q;!t + Lﬁc] ()33 — 1

bestimmt, dann wird _. o -
= I)f;-).'ll + -IiQ;i;: -+ S‘l)sa _|_ L G [c}

Allgemein: Bestimmt man die m* Grilien ),
{J|l (“)IE Ql.‘i
Qil Q’t! 023
Q-'.I{ Qﬂ‘l Q"K!v
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aus den Gleichungen I., IL, IIL, ..., so erhiilt man die Unbekannten 4, B, C, . ..
aus den G (a), (b), (), . . . Man zeigt leicht, daB die @);x ebenfalls ein symmetrisches
System bilden, d. h. daB @, = (@, ist. Multipliziert man z. B. die Gl. L. der Reihe
nach mit @y, @y, @ssy .. ., addiert und gruppiert in andercr Weise, so folgt:

([a"]{o)il "l" [“b] Cas + [”r‘] be_, + s J Qll
4 ([ba] @y 1 [bb] Qsy + [b €] @y + - - +) Qs
+ ([ea) @y [ b) @y + [c€] (t)-s 4. 1) Qs
B A R g g . T

Qe = @y, -
Daraus folgt, daB wenn man das System 10) auflist, indem man fiir (aa], [ab], ... die
Zahlenwerte einsetat, die I, I, S, ... aber in diesen algebraischen Zeichen beibehiilt,
sich die Unbekannten A, B, €, ... in den Formen (a), (b), (c), ... ergeben, womit
gleichzeitig die Koeffizienten (J;; als die Faktoren der P, R, S, ... bekannt werden.
Setzt man P = [al], B =[bl], S=[el], ..., so geht das System 19) in das
der urspriinglichen Normalgleichungen ubel und es wird r =4, y=B, 2=0C, ...

oder nach 11

oder

[@l)Q,, + (DU Qe 4 [ Qs =+ - - -
[{If] (o}u bl} (:,)oa -+ [Cf] (1_)2; -+ e
[" f] Q;u bd] Qsa lel] @y +

x
J 20)

II

Daraus folgt die fl’vyr!: Man setzt fiir [a a], [ab], ... ihre numerischen Werte, fiir
\al], [61], . .. aber unbestimmte Zeichen P, 12, S, . .. und lost die Normalgleichungen
auf; ¢s erscheinen dann die Unbekannten in der Form

= P(i:)u"}‘R uis+8n|3+ = e
y= PQy+ B0y + 8@y + - -
&= ‘I)(*)SI_‘_ R(Qaz + S(J“ o il

ersetzt man hier P, @, ... durch [al], [b]], ..., so hat man die Werte der Un-
bekannten.  (Unbestimmte Aufliosung der Normalgleichungen.) Gleichzeitig hat man
die Koeffizienten (), erlangt, die, wie jetzt gezeigt werden soll, zur Berechnung der
mittleren Fehler dienen. Vergleicht man die Darstellung 20) der Unbekannten mit
der fritheren (Gl 6) Secite 404), niimlich '

= al, + a,l, + - - csfanly
Y=L + b+ +Bula 21)
so erkennt man, daB: O T R
«, =alQ,,+b‘Qig+c‘Qu+“
0y =8, ()”—|—b Ql-“"ch;
_“Qn+bsbp+£ Qm
#'_aQﬂl+ang—|—LQ”+
8. = a,0Q,,+ b,Q,, + .0, +
ﬁaﬁasl..+b Q,_..;.cQQa
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Daraus folgt aber:
[ea] = [aa]Q,+ [be]Q,; +[ca]Q,, +
(B8] = [ap)Qay+ [08] Qs +[c $] Qs + - - -
oder nach 15) (Seite 407)

[oe] = @, [BBl= @i, ... 22)

Man hat also nach 7) fiir die mittleren Fehler der Unbekannten:
= [t Vki}l_l_: y = 1t Vftj;: M = VQ.\::-; B Ham 23)
worin die @,,, ¢,,, ... durch die unbestimmte Auflisung der Normalgleichungen

bekannt geworden sind.
Nennt man p,, p,, ... die Gewickte der Unbekannten, so ist

I [
|”J? = - — {f —t s »
Vo My pr .
und daher
[y — I — I 2
ix'—(‘)”: P:;_'Qﬂ:°'- 24)

d. h. die Gewichte der Unbekannten sind die reziproken Werte der Koeffizienten

QII? QQ%? e
Die iibrigen ¢ stehen gleichfalls in einer einfachen Beziehung zu den «, 3, .. .;

in der Tat folgt:
[¢f] = [ap] @+ [08] Qs +[eB] Qs + - - -

oder
[“ ﬁ] = le =
Ebenso
[ey] = @5, [B7] = @y ust.
Multipliziert man die obigen Gleichungen fir «,, «,, ..., g,, f,, ... der Reihe

nach mit den Restfehlern d,, d,, ..., so erhiilt man vermige der frither abgeleiteten
Gleichungen [da] = o, [dh] = o,

el =0, [0f] =0, [0y]=0, . .. 25)
die zur Kontrolle dienen kinnen, wenn man sich die Miihe nimmt, die «, g8, ...
zu berechnen.

135. Der Gaubsche Algorithmus zur Auflisung der Normalgleichungen.
Die eben gegebene, theoretisch grundlegende Auflisungsmethode der Normalgleichungen
kann in praxi nur selten zur Anwendung kommen, da sie nur bequem ausfithrbar ist,
wenn die Koeffizienten in den Normalgleichungen runde Zahlen und viele derselben
gleich Null sind. Im allgemeinen Falle schligt man folgendes von GauB gegebene
Eliminationsverfahren ein, das wir fiir vier Unbekannte in extenso ansetzen mit dem
Bemerken, dalB es sich ohne weiteres auf beliebig viele Unbekannte ausdehnen liBt.
Es seien die Normalgleichungen
[aa)x +-[ably + [ac)x + [ad]t = [al]
[balax 4 [bbly + [be]x + [bd]t = [b] 1)
[calx + [cbly + [ce]x +[ed]t = [cl]
[da]z + [db]y + [de]s + [dd]t = [d1].
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Wird der aus der ersten folgende Wert von z:

@b], _[acl  _[ad)

= (29
[aa] [aa) ™ [aal

e [aa)

t+
in die drei iibrigen eingetragen, so kommt:

({M] [nhl]ifm) ([M [ac]lbn]) n ([m led] [ba]) , — (bl — [al] [ba)

@a a [@a]  [aa]
[ad] [eal) gl [ae][eal) - __[ad][ealy, _- _al] [ca]
([cl] [aa) ) y+ (I' ] 2 )“' + (L d [t et] )t = o] [aa]
({db] [ﬂi{ﬂ {::ia]) i ([dc] | t{zl|:irﬂ) + (U 1— [rfr[lj :.’rﬂ — [dl] — [mE(I ;f]a] )

Man iiberzeugt sich sofort, daB dieses System wieder ein symmetrisches ist. Setat

man es kurz so an:
[bb 1]y [ber]a 4 [bdr]t = [bl1]

[be1ly 4+ [ee1]lx +[ed1]t = [el1] 2)
[bd1ly + [der]x 4 [dd1]t = [di1]
so ist die Bedeutung der Koeffizienten unmittelbar ersichtlich. Man kann auch leicht
zeigen, daBl die Koeffizienten der Diagonalreihe ebenfalls Quadratsummen sind, also
siimtlich positiv sein miissen; in der Tat ist:
o — i
(B0 e ] = [ab] [ba] _ [aa][bb] — [ab][ba] . (rﬂ_ff, - b,a,
' [aa] [a) V]aal
Das System 2) wird nun genau so behandelt wie 1), d. h. man setzt
_ [bex]  [bdi] [B11]
Y="ba* T pen) Tk
in die beiden letzten Gleichungen ein, setat zur Abkiirzung
[ber][ber] [bl1] [ben]

[eer] —* [bb 1] wclwels fekr}— Lf»!)‘f‘*_ = [elz2]
[eds]—L d[;)]b[f]" U (eds], [dla]— [E’I[L]J’:]‘"- 1} )
[dd;]—[bd{;}b[b]‘“] [ddz],

und erhiilt:
[ecz]x +[ed 2]t = [el2]
[ed2]x 4 [dd 2]t = [dl2]
wovon dasselbe gilt, wie von 2).
Wir fahren fort und tragen

fomam 02y, [0R2]
c [ccz]t+[ccz]
in die letzte Gleichung ein, worauf, wenn
dz][ed
[dda] 2 [f: ["’] 2 —tauyg
lelz][ed2]
ats) — 2T = paig)

gesetzt wird, erscheint:
[dd 3]t = [dl3] 4)
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Stellt man die sukzessive erlangten Gleichungen zusammen:

[aa)e 4Tably +[aclx +[ad]t = [al]

[bo1)y+[ber)x 4 [bdr]t = [bl]

[eez]x 4 [ed 2]t = [elz2]

[dd3)t = [dl3]

so erkennt man, dall die letzte ¢ ergibt, dann die vorletzte = usf. Man nennt die

Gleichungen s5) die Eliminationsgleichungen oder in der bequemeren Form:

[ab] [ac] | (ad] ,  [al]
[aa] ¥ [aa] © * [aa) o= [aal
[bex] , , [bdx], [bl1]
Y+ eg* e T [661)

x4

_ . 6)
Lo led2],  [el2]
”+[t:£: 2]{ [eez2]
g [d13])
[dd3)]

die redicsierten Normalyleichingen. Die Koeffizienten derselben lassen sich durch ein
ganz mechanisches Verfalwen bilden, ohne dali man auf die angegebenen Formeln
rekurrieren miilite.  Wir werden dies unten an einem Beispiel auseinandersetzen.
Ein besonderes Verfahren zur Ermittelung der Unbekannten aus 6) abzuleiten,
ist eigentlich kaum notig, doch kann zuweilen die unabhiingige Berechnung einer
Unbekannten von Nutzen sein.  Schreibt man 6) in der abgekiirzten Form:
x-Ay +j}| &+ Ci t=p,
y+Bg'5+Cgt:;{g
2+ Cs t= s
=
und multipliziert diese Gleichungen der Reihe nach mit 1, —4,, —4,, —4;, wo
A, und A, noch zu bestimmende Koeffizienten sind, und addiert, so wird:

6")

= —A gy — Aty — A3 14,
wenn man A, und A, so bestimmt, dall die Koeffizienten von : und ¢ gleich Null
werden, d. h. wenn man die (Gleichungen
B, —A4,B,—4,=o0
C,—A4,0,—4,0,—A4, =o
befriedigt; dies gibt aber
' 4, = B,— A,B, )
413 = Gt —-J.I., C.- -—j.l,_Cu.
Multipliziert man ebenso, um » zu finden, die drei letzten Gleichungen 6*) mit 1,
—B,, — D, und addiert, so wird
Y= ya—Bysts— By 1,
B, = C,—B,C,. 8)
Endlich folgt aus den beiden letzten Gleichungen 6%)

wenn gesetzt wird

x:}fs""caxn b=y,



135. Der GauBsche Algorithmus zur Auflésung der Normalgleichungen. 413

Rechnet man also aus 7) und 8) die Koefffzienten 4,, 4,, B,, so hat man folgende
direkte, lineare Darstellung der Unbekannten in den y:

=y —A ge— Ay 35— 4y %,
y= Xa'_'Bsxa__ ada
=y 0.124

=24,

9)

woraus man sie in beliebiger Reihenfolge berechnen kann.
Wir kommen nun zur Berechmung der Gewichic wund der wmittleren Feller der

Unbelannten. Man mul hierzu Q,,, ,,, @,,, @,, aus folgenden Gleichungen be-
stimmen:

[aa] Q,,+ [ab] Q,,+ [ac]Q,,+ [ad] Q),, =
ba]Qy+ [b0]Qy s+ [be] Qs+ [bd] O,

[ea) Q)+ [cb] Qs+ [ce]Q,+ [cd] Q=
[da] Q.+ [40] Q.. +-[de] @15+ [dd] (Ju =

[aa] Qg+ [ad] @y, + [ac] st 4 [“‘ d] Qss
(6] Quy+ [55) Opy+ [b.€] @y -+ [bd] 0,
(00) Quy -+ (68 +- [ €] Quy -+ [ 41,
[da]Qy, 4+ [db) Q,, 4 [d ] Q,, + [dd] (J'“

]
]
[aa] @y + [ab] @y + [a €] Qs+ (2 d] Qy,
]
]

10)

II]
DO-O:ODO-‘

iI

ll

!
o =~ 0 0
"

(ba] @y, + [b6] Qs + [b €] @y + [bd] @y,
[ea] Qs+ + (e D] Qs+ [e c] Oy +[ed] Q,, =
{f?ft] frl” + [t”)] Qe + [d(}] s+ [ded] @,

[aa] Q)+ [ab] Qyy + [ae] @)y + [ad] @,

(ba] @+ [bb] Qe+ [be] @+ [bd]Q,, =

[eal @+ [e D) Qu+ [cc] Q)4 [ed] Q=

(0] Quy 4 [40] Qyy + [d] @y +[Ad) Q,, =
Wie man sicht, sind dies links genau dieselben Gleichungen wie die Normalgleichungen,
nur rechts stehen andere Zahlenwerte; man kann sie also mit demselben Algorithmus
auflosen wie diese, wenn man an Stelle der [6/1], [el2], [dl3], ... die entsprechenden
Werte einsetzt. Dadurch vercinfachen sich aber die Gleichungen wesentlich, mit Aus-
nahme von 10}, welche ungeiindert zur Ermittlung von (), herangezogen werden
miissen. Dagegen fithrt die oben fiir die Normalgleichungen durchgefiihrte Rechnung,
angewendet auf 11), unter Beachtung, daB hier

=0, Bli=r1, [l=o, [@l]=o,
i1l =1, [el1]=0, [dl1]l=0
wird, zu den Gleichungen (vgl. GL 2))

(b5 1)@yt [bo 110y + 1] @y = 1
[(be1]Qu+[cc1]Qy4[cd1]Q,, = o 14)
[bd1]Qy+[der]Qy, + [dd1],, = o

woraus sich ),, ergibt.

I

-~ O 0 ©

also
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Ferner ist fiir die Gl 12)

alj =0, [BY=o, [e=1, [dlj=o,
also
[bli]=0, [elz]=1
[eli]=1, [dizl=o0

[dI1] =0

und daher nach 3):
[gcz]st+[€d2—|JQ“= 1 )
[ed2] @y + [dd2] @y, = 0, h

woraus sich @, findet.
Endlich ist fiir die Auflosung von 13) zu setzen:

[@l]] =0, [bll=0, [¢l]]=0, [di]=1,

also
[bi1]=0, [el2]=0, [di3z]l=1
[cl1]=0, [diz]=1
[dii] =1,
so daB nach 4) kommt:
[dds] Qu =1, 16)

wodurch Q,, gegeben ist. Die Gleichungen 10), 14), 15), 16) nennt man die Gewichts-
gleichungen. .

Aus 16) ersicht man, dal}
 §

“T [dds]
und da @,, der reziproke Wert des Gewichtes der Unbekannten ¢ ist, so erkennt
man, dall @n der letzten Eliminationsgleichung

[dd3]t = [dl3]
der Koeffizient der Unbelannten ihr Gewicht ist. Hiernach kinnte man die Gewichte
der Unbekannten auch so erhalten, daB man eine nach der anderen an den Schluli
stellt und die Gleichungen von neuem auflost. In der Regel ist jedoch der Gebrauch
der Gewichtsgleichungen kiirzer, insbesondere wenn man die Auflisung derselben durch
Hinzufiigung entsprechender Kolummen gleich mit der Auflosung der Normalgleichungen
fir die Unbekannten verbindet, wie an dem unten folgenden Beispiel gezeigt wer-
den soll.

Hat man das Seite 412 beschriebene Verfahren zur Auflosung der Eliminations-
gleichungen eingeschlagen, so kann man mit den dort zur Verwendung gelangten
Koeffizienten 4, B, C auch die Gewichte bestimmen, was sich oft kiirzer stellt,
namentlich wenn man nur auf das Gewicht einer bestimmten Unbekannten Wert legt.
Vergleicht man [dd3]{ = [dl3] mit [dd3]€,, = 1, so ersicht man, dal} ¢in ¢,, tiber-
geht, wenn man 1 statt [d/3] setzt; man hat also, wie bereits bekannt,

Q

Q

1
=)’
Vergleicht man ferner die Gewichtsgleichungen

[ee2] @y + [ed2] @5y =1
[ed2] @y + [dd2] @y, =0
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mit den Gleichungen
[ee2]x 4 [ed2]t = [el2]
[ed2]x + [dd2]t = [dl2],

woraus
[cez]x 4 [ed2]t = [el2]
[dd3]t = [di3],

so siecht man, daB » und ¢ in @, und @,, iibergehen, wenn man [el2] =1, [dl2] =0
setzt. Da nun

[d13] = [dl2] — -[-‘ifg- é[j]d—zl, ‘
so wird zu setzen sein: ‘
___ [ed2]
[f”g}] o [662] !
und daher wird:
[ed 2] 1
Yoot (622 %= eq
'y [ed 2]

* [ec2] [dd3]
oder nach der eingefithrten Bezeichnung

Qu.‘! = C:: Qﬂ = [E;_E}
c,
Qs: = [_dds_] ’

woraus
( _— _(’3
!’-"i‘ = | E + .[(". E _[ .

So kann man fortfahren und hat dann folgende Zusammenstellung:

= 1
Y= [ad;]

3 1 C":\e
@aa = lcez2] " [dd3)
o B2 B
Yo =30t ey T s
' A2 Ar 42

W= Ta t Bt fes T @dy

Hierin kann man simtliche auftretenden Grifien der Rechnung fiir die Unbekannten
entnehmen.

136. Der GauBsche Satz iiber das Gewicht der Umbekanntem. Zur Be-
griindung des oben durchgefiihrten Ausgleichungsverfahrens haben wir uns des Prinzips
bedient, daB die Fehlerquadratsumme ein Minimum werden miisse. Gaull hat nun
gezeigt, daB die hieraus fliefende Bestimmung der Unbekannten denselben das griipte
Gewicht verleiht oder dafp bed derselben thr mitilerer Fehler der denkbar Ileinste wird.
Durch diesen Satz riickt das Verfahren offenbar in ein neues Licht; es wird unab-
hiingig vom genannten Prinzip und erscheint lediglich als der AusfluB der Forderung,
das beste Ausgleichsverfahren zur Bestimmung der Unbekannten zu finden.
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Wir haben die Unbekannten der vorgelegten Bedingungsgleichungen :

a,x by e x4 -
(ty r—|—~b ?;—|—ci,,+---:—.=

.....

a,ﬂ+bu+c..~ cre=1l,

(# Gleichungen mit 22 Unbekannten)

durch die Normalgleichungen

[@a) + [ably + - - - = [a]
[r’m} % + [b b] ?j + [h ]

(m (Jlevlclmngen Imt m Ulﬂmkfmnten]
n

I = “!It —{-— ﬂ,l’-ﬁ‘—!— L + €y "u
y=_4, "': -+ P‘e“t“{' S o p’,,f"

bestimmt und deren Gewicht zn

o 1 o I
P = faa P )

festgestellt. Wir werden jetzt zeigen, dafi die Bestimmung der Unbekannten durch 2) °
denselben das griBtmigliche Gewicht verleiht unter allen linearen Kombinationen,
die man aus 1) bilden kann. Wie wir also 2) gebildet haben, so bilden wir jetzt
ganz beliebige lineare Kombinationen, an Anzahl ., um die m Unbekannten zu

bestimmen, niimlich folgende:

A fa, x4+ by -+ - - L+ Ay(aye +byy 4 ---— 1)+ - --

B,(a-.rr+bty+~-~f)+b’(a 7+ by + o s sy

(m []'lL]Chlln rrelﬂ

Dies kann man auch so schreiben:

[Aa)w + [Ab]y + - - - = [41]
(Balz + [Bbly + - - - = [ !]

(m Gleichungen).
List man sie nach @, #, «, ... auf, so erhiilt man wie frither

T = Z!EI b ""e’fi'!' .
W= )'J'l -+ ;'eze."_ e dald

und die Gewichte derselben werden (siche Seite 404)

PI=—I.: Py = - 3
[#] [£4]

5)

Um [x%], - - - zu bestimmen, substituieren wir 5) in 4) und erhalten die Identititen:

[Aa] (e, b, + by + - - )+ [AD] (A 4, + A by + - - )+ - - - = [4]]
(Bal (2 l, 4+ 2 by + - - ) + [BO) (A, 4, 4+ 20, + - - ) 4 - - - = [B]]
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aus denen sich, da die 4, B, ..., %, 4, ... unabhiingig von den [ sind, durch Gleich-

setzung der Koeffizienten von 1,, l‘, ... links und rechts ergiebt:
[Aalz, 4+ [Ab]4, 4+ -+ - = [Ba)z, + [Bb]1, + = B,
[Aa];i+[r1b]] + - [Brzj; + [Bb]4, + =B, | .. 6)
Werden die Gleichungen dieser m Gruppen mit @,, a,, ... multipliziert und addiert,
so erscheinen die m Gleichungen: r
[da)[za] + bl[la]l 4 - - - = [da)
[Ba] i/-'?] + [) (:} + ... =[Bad]
FaBt man hierin [za], [Aa], ... als Unbekannte auf, und lgst auf, so kommt:

[xa] =1, [Aa]=o0, [va]=o,
denn die Determinante des Systems, welche auch die von 4) ist, ist notwendig von

Null verschieden, wenn 4) iiberhaupt geeignet sein soll, die Unbekannten zu be-
stimmen. — DMultipliziert man die Gruppen 6) mit b,, b,, . . ., so erhilt man ebenso:

[#b] =0, [Ab]=1, [¥b]=0, ...

Wir haben also die Gleichungen:

2 4 w0yt =1

2 b+ w4+ =0

2o+ #6+---=0
Fiir die Koeffizienten «,, «,, ..., welche durch die Methode der kleinsten Quadrate
eingefiihrt werden (Gl. 3), haben wir frither die Gleichungen bewiesen (Seite 407)

e a0, 4 =1

a b, + b+ ---=o0 8)

@ e g8+ =0

7)

Durch Subtraktion folgt aus 7) und 8)

(/ —a,)a, + (1, —a)a, 4 -+ =o0
—a)b, 4 (2 — @) by, + =0

............

Werden diese Gleichungen der Reihe nach mit [ec], [¢g], [e¢y], ... multipliziert
und addiert, so ergiebt sich:

(2,— a,)(a,[ac] +b,[af] e, [ay]+ - - ) + (#s— @) (@[ ea] +-b[a] +e[ay] 4+ )4+ =0
oder nach den Gl. 17) (Seite 407)

(zl_al)ﬂ‘lm{_ {x-z'_'ae}“e"i- R0,
oder
2a, (0, —=%) + 2¢,(dg—#;) + - - - = 0.
Nun ist
2a(e —z) =26 — 202 = (¢ — %) 4- a®*— 2?,

Bauschinger, Bahnbestimmung. 29
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also liBt sich die letzte Gleichung auch so schreiben:

(o — )" 4 (ay— )"+ <o - + e+ at+ ) — @+ %>+ ---)=0
oder
[#2] = [ea] + [a— 2z, ¢ — 1],

[#4] > [ea].
Die nach der Methode der kleinsten Quadrate genommene Kombination gibt also

unter allen miglichen den kleinsten Wert [2%] und folglich den Unbekannten das
groBte Gewicht oder den kleinsten mittleren Fehler.

d. h. es ist Zmmer:

137. Bildung der Normalgleichungen. KontrollmaBregeln. Die praktische
Ausfithrung der im vorigen begriindeten Rechnungsmethoden erheischt eine streng
systematische Anordnung und die Einfiihrung einiger fortlaufenden KontrollmaBregeln,
da sonst bei dem Umfange, den die Rechnungen bei vielen Unbekannten und Be-
dingungsgleichungen annehmen, alle Ubersicht und Sicherheit verloren ginge. Der
Zuwachs an Arbeit, der dadurch entsteht, wird, wie jeder erfahrene Rechner weiB,
reichlich aufgewogen durch das Gefithl der Sicherheit und durch die Schuelligkeit,
mit der jeder begangene Fehler aufgefunden wird.

Eine erste wichtige Mafiregel ist die Homogenisieruny der vorgelegten Bedingungs-
gleichungen:

a,S4+0 4+ i+ =1 Gewichtp,
0,5+ b n+cf+---=1 S 1)

»

a.s I)H'I‘}‘ Gl o=, » Pa
(n Gleichungen mit # Unbekannten).

Nachdem diese Gleichungen niimlich, um auf gleiches Gewicht 1 gebracht zu werden’
mit den Quadratwurzeln aus ihren respektiven Gewichten durchmultipliziert worden
sind, sind die Koeffizienten der einzelnen Unbekannten meistens von sehr verschiedener
Grofenordnung geworden; dies macht sich bei der Bildung der [aa], [ab], - - + inso-
fern unangenechm bemerkbar, als man, um die Genauigkeit einer bestimmten Dezimal-
stelle festzuhalten, verschiedene Hilfsmittel fiir die groBen und fiir die kleinen Zahlen
heranziehen muB. Der einfachste Weg, dem abzuhelfen, ist die Einfithrung anderer
Unbekannten, was am zweckmiiBigsten wie folgt geschieht. Ist « der griBte von den
Koeffizienten von &, nimlich

aVp,, &Vpy, ... aVp.,
ebenso g der grifte von den Koeffizienten von 1, nimlich
Dlyj’_n fJ‘Vﬁ;, SR B,[Vp_,.
usf., so schreibe man die auf gleiches Gewicht gebrachten Bedingungsgleichungen so:
“Il/jj = {’1]6’_1 _ " I1VE
e e
aVp, o, 0.Vps LVp, .
i“au. (“;)"f‘ ___Er {P’E)—F ce.= 2232},

.i'J' ;.
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d. h. man dividiere alle Koeffizienten einer Unbekannten durch den gréiBten derselben
und fiithre das Produkt aus diesem griBten Koeffizienten in die Unbekannte als neue

Unbekannte ein:
_ =k, y=gn s=yL ... 2)
Setzt man noch :
a, Vp,
= = ft',
o
so werden die Gleichungen:

ﬂ.l;z:+b1y+c|;'.+...=:{l

x4+ by + x4 =1, 3)

x40,y +c,x 4 - =1,.
Bestimmt man aus diesen Gleichungen, die nun homogene Koeffizienten haben werden,
die Unbekannten x, y, ... mit ihren Gewichten p., p,, ..., so ergeben sich die
eigentlichen Unbekannten und ihre Gewichte sofort aus:

- T i
B N =
-] ct r i p} 7
und
Pe Py

) == Dy, = v e
.?- “? ji ‘d?

Um aus den Gleichungen 3) die Normalgleichungen zu bilden, mull man die
laa], [ab], ... berechnen. Dies gelingt am schnellsten und sichersten mittels einer
Rechenmaschine; hat man eine solche nicht zur Verfiigung, so bedient man sich nach
Bessels Vorschlag am besten einer Quadrattafel, wiihrend die Berechnung mit Loga-
rithmen in der Regel wegen der leichten Moglichkeit eines Zeichenfehlers nicht zu
empfehlen ist. Mit der Quadrattafel kann man nicht nur die reinen Quadratsummen
[wal, [64], ... bilden, indem man die ihr entnommenen Quadrate einfach summiert,
sondern man kann auch die Produktsummen [«b], [ae], ... mittels eines einfachen
Verfahrens erhalten. Denn bildet man auller [aa], [bb], die man ohnehin braucht,
auch noch [« -+ b, a 4 ] oder [« — b, @ — b], so hat man wegen
(4 D)@+ b) = a* 4+ 1 4 2ab
(@ —b)a—b =a* 4+ —2ab

[ab] = e+ b, a + b] — [aa] — [bb]} 4)
[ab] = J{[aa] + [bb] —[a — b, a —b}).

sofort:

oder:

Um siimtliche Koeffizienten der Normalgleichungen aus Bedingungsgleichungen mit
6 Unbekannten
w4 by 4 ex 4 dt +eu -+ fv =1

zu erhalten, hat man also zu bilden die Quadratsummen von

a, b, e; 4, ¢ f, I

a+b,a+4c a+d ate a+f, a +1,

bde b4+d b4e b4 f, b+

c+d ecte e+ f, e+,

d-+e d4f, d+ 1,

e+ f, e+

l
f+4 -~
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womit sich siimtliche Quadrat- und Produktsummen ergeben. Man wird dieses Ver-
fahren auch anwenden, wenn man eine Rechenmaschine benutzt, da man dann aller
Vorsicht betreffs der Vorzeichen iiberhoben ist.

Da die Normalgleichungen die Grundlage fiir alle folgenden Rechnungen bilden,
ist es wichtig, sie genau zu kontrollieren. Dies geschieht am sichersten durch die
Einfilhrang der sogenannten »Summengleichunge, die dann auch weiterhin bei der
Auflosung der Normalgleichungen die wertvollste, fortlaufende Kontrolle bietet und
deren Bildung daher niemals unterlassen wird. Rechnet man nimlich

a+b e+ - =s

ag+bg+cg+."=si 4,)
ay+ bt - =3s,,
und multipliziert die Bedingungsgleichungen 3) der Reihe nach mit s, s,, ... s,, so

erhiillt man durch Addition aller zu einer Unbekannten gehirigen Koeffizienten die
Groben:

[sal, [sb], [se], ... [sl].
Addiert man ebenso in den Normalgleichungen alle zu einer Unbekannten gehirigen
Koeffizienten, so kommt z. B.

laa) + [ba] + [ca]l + - - - = a8, + a,s, + - - - + a,8, = [as].
Man hat also die Kontrollgleichungen:
[aa) 4 [ba] + [ea] 4 - - - = [as]
[ab] + [bB) 4+ [eb) 4 - - - = [bs]
[@c) +[be]+[ce] + - - - =|[cs] 5)
[al] + [b1] + [el] + - - - = [I5],

zu deren Anwendung es lediglich der Berechnung von |as], [bs], ... [ls] bedarf; um
diese zu erhalten, hat man den oben angegebenen Quadratsummen noch die von
folgenden GréBen hinzuzufiigen:

s, a+s b+s e4s d-+4s, e+4s f+4+s I+s
Diese Art von Kontrolle der Normalgleichungen ist durchgreifend und hat den
Vorteil, den Ort, wo ein Fehler begangen wurde, ungefihr anzuzeigen; dagegen er-
fordert sie viel Mehrarbeit. Man behilft sich daher oft mit nachstehender mehr
summarischer Kontrolle. Wenn man die Gleichungen 4*) quadriert und addiert und
die auftretenden Produkte ersetzt durch z. B.

20b=(a 4+ b} —a® =

so kommt:
[s8] = [aa]+ [bb]+[ce] 4+ - - -+ [[a4+bF] +[@a4e]+ - - + [B+4€?] 4 - - -
— [aa] = [bb] —[aa] — [ce] — -+« — [bD] — [e€] — - -+
oder:
(s8] + (m — 2) {[aa] + [bb] + - - -} = [a 4+ b}*)+[[@a+)*] +[@ +dP] +- - -
B+ T+ [B+dP)+ - 6)

e s e R

...............................
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wo m die Zahl der Unbekannten ist. Die Quadratbildung wird hierdurch mit Aus-
nahme der von / abhiingigen Glieder vollstindig kontrolliert. Man kann aber auch
eine Gleichung aufstellen, wodurch die Koeffizienten der Normalgleichungen selbst
gepriift werden. Wenn man niimlich die Relationen:

2[ab] = [(@a+ b)}] — [aa] — [bb)]
2[ne] = [(a+ ¢)*] — [aa] — [cc]

...............

addiert, so kommt nach Anwendung der Formel 6) sofort:

[ab] 4 [ac] + [ad] - - -
+ [be] + [bd)+-- - -
Fled) 4 -
L
Zur Anwendung dieser Formel braucht man nur [ss] zu berechnen.
Wenn man in die s auch die / aufnimmt, also setzt

sS$=a4btc4--- 41, 8)

= (s8] — ([aa) +[6b]) + [ec]+- - -). 7)

so wird die Formel 7)

[@b] + [ac] + [ad] + - - - + [al]
+[be]+-[bd] 4+ U _ o
fe led] s s Tol] = ['s'] — ([aa] +- (BB +---+[U) o)

und es werden dann auch die von / abhiingigen Koeffizienten der Normalgleichung
gepriift. Fiir die weiteren Kontrollrechnungen sind die nach 4*) definierten s etwas
bequemer und es sollen daher diese beibehalten werden. Zur vollstindigen Kontrolle
der Normalgleichungen aber kann man auch dann ohne viel Mithe von 8) und g) Ge-
brauch machen.

Wenn man die Normalgleichungen addiert, so erhiilt man die »Summen-
gleichung« :

[sa]x 4 [sb]y + [sejx + « - - = [sl]. 10)

Es liBt sich nun leicht zeigen, daB wenn man diese gewissermaBien als letzte Normal-
gleichung mitfiithrt und sie beim Eliminationsprozess stiindig denselben Operationen
unterwirft wie die Normalgleichungen selbst, dadurch auf jeder Stufe der Rechnung
eine Kontrolle erlangt wird. In der Tat, schlieBt man 10) den GI 1) (Seite 410) an
und eliminiert # auch aus ihr, so kommt:

([sb] o [ab) [sa)

[@a]
oder nach der dort eingefiihrten Bezeichnungsweise

[sb1]y 4 [se1] 2 4 [sd1) t = [sl1]

) y+ ([sf:] — [E‘?]—[‘“d) P (sd; - -[“-dj-[-s“-‘) t=[sl] —

aa) [aa)

[al] [sa]
] (s
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Man zeigt nun ohne weiteres, dali die Koeffizienten dieser Gleichung die Summen
der entsprechenden Koeffizienten der drei anderen Gleichungen sind. In der Tat
ist z. B.

g [ab] [be] | . . [ab] [ea] [ab [da
L) [ae] Filbel lat rr] b} — [aa]
= [bb) + [be] -Hbm_f— ((ba) + [ca] + [da])

= [ab] + [bb] + be —+ bd'-—%{aa]—k ba! 4 ca) 4 da’)

[
= [bs] — ::: [as] = [sb1].

Dasselbe gilt fiir alle folgenden Eliminationen. Durch einfache Bildung der Summen
und Vergleich mit den durch die Summengleichung gelieferten Resultaten hat man
die Kontrolle, die auch stets anzeigt, wo ein begangener Fehler ungefihr liegt.

Eine andere Kontrolle besteht in der doppelten Berechmung der Fehlerquadrat-
summe dd. Man kann diese niimlich einmal direkt durch Einsetzung der annehm-
barsten Werte der Unbekannten in die Bedingungsgleichungen und Bestimmung der
iibrighleibenden Fehler berechnen, eine Operation, die man schon aus anderen Griinden
niemals unterlassen wird, zweitens aber wird sie auch durch die Eliminationsrechnung
selbst dargeboten. In der Tat, multipliziert man die Fehlergleichungen

Jl=a‘m+b.y+..._
d,=a,x+byy+ - —1,

mit 7, Z,, - - - und addiert, so wird:
[(01] = ] + [}y + - - - — [i1]
und multipliziert man sie mit d,, d,, - - - und addiert, so kommt:
[00] = [da]z+ [00]y + - - - — [d(]
oder da [da] = [00] = -+ - = o Ist:
[00] = — [97];

somit hat man:
[99] = (1] — [la)z — [1bly — - - -

Eliminiert man hier @ durch

[@b), _ fac] fal]
Tlea? T e F T faa)
und dann y dwrch
[ber] | [bl1]

Y= "b T T b
dann z usf.,, so erhiilt man nach einfachen Reduktionen:

[l _ [blx]* _ [el2]

gaf= [l = [aa]-__ [6b1] [cez] o 1
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oder, wenn wir ebenfalls die GauBsche Abkiirzung einfithren:

[al}?

[ — =]

Bl _ o)

p — Gk =

schlieflich: r @ e um
[0 0] = [Hm] 12)

wenn m die Anzahl der Unbekannten bedeutet. Die simmtlichen Koeffizienten in 11)
konnen der Eliminationsrechnung entnommen werden; man kann durch Berechnung
der einzelnen Glieder konstatieren, um welchen Betrag die urspriingliche Quadrat-
summe [/{] durch jede einzelne Unbekannte reduziert wird, bis mit Ersetzung der
letzten Unbekannten durch ihren Wert die definitive Fehlerquadratsumme iibrig
bleibt, die mit der direkt berechneten iibereinstimmen muf.

138. Unsicherheit in der Auflésung der Normalgleichungen., In den An-
wendungen der Ausgleichungsrechnung auf die Bahnverbesserung tritt nicht selten
der Fall ein, dall sich die Auflosung der Normalgleichungen nur mit grofier Un-
sicherheit vollzieht. Man erkennt das Auftreten dieses Falles schon von vornherein
daran, dall eine oder mehrere Normalgleichungen Vielfache einer anderen sind. Die
Gleichungen sind dann nicht voneinander unabhiingig und reichen somit zur Be-
stimmung aller Unbekannten nicht aus. Ist man nicht von vornherein hierauf auf-
merksam geworden, so wird man bei der Bildung der Eliminationsgleichungen von
selbst darauf gefithrt. Es werden dann niimlich, wie man leicht iibersieht, die ersfen
Koeffizienten in den Eliminationsgleichungen sehr klein oder sogar negativ, withrend
sie theoretisch positiv sein miissen. Die Bestimmung der betreffenden Unbekannten
ist dann offenbar einer besonderen Unsicherheit unterworfen.

Theoretisch ist in einem solchen Falle natiirlich nichts zu machen und die Un-
sicherheit ist ohne Hinzuziehung neuer Bedingungsgleichungen nicht zu beseitigen.
Da aber die Unsicherheit der einen Unbekannten auch auf die Bestimmung der
anderen riickwirkt, so wird man in praxi die unsicheren Unbekannten an das Ende
der Normalgleichungen stellen und die Gleichungen dann soweit auflésen, bis die
Unsicherheit eintritt. Die soweit erlangten Eliminationsgleichungen gestatten dann,
die ersten Unbekannten durch die unsicheren auszudriicken und man kann nun weiter
in verschiedener dem jeweiligen Fall angepaliter Weise verfahren. Entweder man
verzichtet auf die Bestimmung der unsicheren Unbekannten ganz, d. h. man setzt sie
Null und bestimmt demgemiil} die anderen, oder man wartet weitere Beobachtungen
ab, durch welche die unsicheren Unbekannten bestimmt werden und bestimmt dann
die iibrigen mittels der erlangten Gleichungen, oder man macht verschiedene Hypo-
thesen iiber die unsicheren Unbekannten, untersucht fiir jede die Darstellung der
Bedingungsgleichungen und wiihlt diejenige aus, die am plausibelsten erscheint. Will
man mit dem vorgelegten Material die unsicheren Unbekannten wenigstens so gut es
geht bestimmen, so vermeidet man die Unsicherheit der Rechnung am besten, wenn
man folgendermafBen verfihrt. Man setzt die sicheren Unbekannten als Funktionen
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der unsicheren in die Bedingungsgleichungen ein, welche dann eine Reihe von Glei-
chungen 72 zwischen den unsicheren Unbekannten darstellen werden; diese Gleichungen
16st man dann von neuem nach der Methode der kleinsten Quadrate auf.

139. Beispiel fiir die Durchfiihrung einer Ausgleichung. Wir behandeln
folgende der Nr. 143 entnommenen Bedingungsgleichungen, die bereits durch Multipli-
kation mit den Quadratwurzeln aus den Gewichten auf das gleiche Gewicht 1 ge-

bracht sind (Koeffizienten in Logarithmen).

0.2071d M, + 1.2517du + 9.5382d¢p 4 0.3132ds + 8.5183dp -+ 9.5007dq = 0.4172

0.0819
0.2824
0.0043
0.2130
9-4154y
9-4983,
9-2598
8.9457n
9-5734n

2.7248
3.2408
3.3223
3.9817
0.4016,
2.0576,
2.2522

2.2011,

3.3384,

0.3705, 0.1127
0.0665, 0.1954
9.9630 0.1459
0.0438, 0.2916
8.7551n 9.5182,
9-7755 9-5444n
8.6151, 9.1656
8.8680, q.0266,,
9.2425 9.6550,

9.5517x
8.7700
8.5129
Q.1560,
93134
0.0928,
9.7849,
9.6305
9.7885,

9.0942
9.1458
0.0688
9.6371
0.2958
9.6354
o.1607,
0.1265
0.26g0

Um sie homogen zu machen, fiihren wir folgende Unbekannte ein

xr = [0.2824]d M,
y = [3.9817]du
x = [0.3705]dp
t = [0.3132])ds
u = [0.0928]dp
v = [0.2958]dq

0.1651

1.2801,

= 2.02606,
== 0.1505
= 0.4771
= 0.6628
= g.6020
= 1.4009

und driicken die I statt in Sekunden in einer Einheit aus, deren log gleich 2.0266
ist. Die Gleichungen werden dann:

@

b

e

+ 0.8408 2 4 o0.0019y 4 0.1471

+ 0.6303
-+ 1.0000
-+ o.6052
-+ 0.8524
—o0.1358
— 0.1644
+ 0.0949
— 0.0461
— 0.1954

-+ 0.0553
~+ 0.1816
—+o0.2191
-}~ 1.0000
— 0.0003
— 0.0119
-+ 0.0186
— 0.0166
— 0.2274

— 1.0000
— 0.4964
-+ 0.3913
— 0.4713
— 0.0242
-+ 0.2541
— 0.0176
— 0.0314
-+ 0.0745

d
-+ 1.ocoo f
-+ 0.6303
+ 0.7624
+ 0.6803
-+ 0.9515
— 0.1603
— 0.1703
-+ 0.0712
—o0.0317
— 0.2197

o f !
+ 0.0266 4 - 0.1603 2 = -} 0.0246
—o0.2877 00629 = 4 0.0000
+ 0.0476 +o0.0708 = -4 o.0138
+0.0263 400516 = — 0.1793
— 0.1158 + 0.2194 = — 1.0000
+o0.1662 4 1.0000 = — 0.0013
— 1.0000 + 0.2186 = - 0.0282
— 04912 —0.7327 = + 0.0433
+ 03449 + 06772 = -4 0.0038
— 0.4962 + 0.0402 = - 0.2368

§
4 2.1767
+ 0.0911
+ 1.5660
-+ 1.9738
- 2.4362
-+ 0.8456
—o0.8739
— 1.0568
-+ 0.8763

— 0.1240
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Bildung der Koeffizienten der Normalgleichungen,

(Nach Seite 419.)

425

aa bb ce dd | ee f wo| s | @+b?| @o?
0.7070 | 0.0000 | 0.0216 1,0000 0.0007 0.0257 0.0006 4.7380 o.7101 0.9759
0.3973 | 0.003I 1.0000 0.3973 0.0827 0.0040 0.0000 0.0083 0.4700 0.1367
1.0000 0.0330 0.2464 0.5812 0.0023 0.0050 0.0002 2.4524 1.3962 0.2536
0.3662 | 0.0480 | 0.1531 0.4628 | o0.0007 0.0027 00321 3.8959 | 0.6793 0.9930
0.7266 | 1.0000 | 0.2221 0.9053 0.0134 0.0482 1.0000 5.9351 3.4314 0.1453
0.0184 | o0.0000 | 0.0006 0.0257 0.0277 1.0000 0.0000 0.7150 0.01835 0.0256
0.0270 | 0.000I 0.0645 0.02090 1.0000 0.0478 0.0008 0.7637 0.0311 0.0080
0.0090 | 0.0004 | 0.0003 0.0050 0.2413 0.5368 0.0018 1.1168 0.0129 0.0060
0.0021 0.0003 0.0010 0.0027 o.118¢ 0.4586 0.0000 0.7679 0.0039 o oobo
0.0382 | ©0.0517 | ©0.0055 0.0483 0.2462 0.8840 0.0561 | 00154 0.1787 0.0146
3-2918 | 11366 | 1.7151 34573 | 1.7339 3.0128 1.0916 | 20.4085 6.9323 2.5647

E 4.4284 | 35.0069
(@+d?| (a4e? (G+ﬂ’f @+ | b+ | B+d? | b+ | B4/ I b4+ I (e 4 d)?
3.3886 | o0.7524 | 1.0022 0.7489 0.0222 1.c038 0.0008 0.0263 0.0007 1.3158
1.5891 | o.1174 | o.4803 0.3973 0.8024 0.4700 0.0540 0.0140 0.0030 0.1367
3.1060 | 1.0975 | 1.1466 1.0278 ©0.0991 0.8911 0.0525 0.0637 0.0382 0.0708
1.6525 | 0.3988 | 0.4313 0.1814 0.3726 0.8089 o.0602 0.0732 0.0016 1.1483
3.2340 | 0.5426 | 1.1488 0.0218 0.2793 3.8084 0.7818 1.4870 0.0000 0.2306
0.0878 | 0.0009 | 0.7468 0.0188 | o0.0006 | 0.0258 | o©.0276 0.9994 | ©.0000 0.0340
o.r1zo | 1.3338 | o.cozg 0.0186 0.0587 0.0332 1.0239 0.0427 0.0003 0.0071
0.0276 | 0.1370 | 0.4068 | o0.0191 0,0000 0.0081 0.2233 0.5099 0.0038 0.0029
0.0096 | 00893 | 0.3983 [ 0.0018 0.0023 0.0047 o.1078 0.4364 0.0002 0.0069
0.1723 | 0.4783 0.5547 | 0.0017 ' 0.0234 0.1999 0.5236 0.5081 0,0001 0.0211
13.3995 | 4.9900 | 6.3189 | 2.4372 | 17508 | 7.2539 | 2.85355 | 4.1607 | 0.0479 | 2.9742
6.7491 | 5.0257 | 6.3046 | 4.3834 | 283517 | 4.5939 2.8705 4.1494 2.2282 5.1724
(e [le+172] le+0? | d+e? | @+7*) d+4* | e+N* )| e+ | F+H J s+0?
0.0302 | 0.0045 | ©.0295 1.0539 1.3463 1.0498 0.0350 0.0026 0.0342 4.8457
1.6581 | 0.8782 | 10000 | o174 | 04803 0.3973 | ©0.030% 0.0827 | o.0040 | 0.0083
o.2013 | o.1811 | 0.2329 0.6561 0.6942 o.6025 0.0140 0.0037 0.0072 2.4958
0.1744 | ©.1961 0.0449 0.4992 0.5357 0.2510 0.0061 0.0234 0.0163 3.2202
0.3447 | ©0.0634 | 2.1647 0.0984 1.3710 0.0023 0.0108 1.2450 0.6094 2.0627
0.0202 0.9522 0.0007 0,0000 0.7051 0.0261 1.3601 0.0272 0.9974 0.7128
0.5563 | 0.2234 | ©.0797 1.3696 0.0023 0.0202 o.6106 0.9444 0.0609 0.7152
0.2589 | 0.5630 0.0007 0.1764 0.4375 0.0131 1.4980 0.2006 0.4753 1.0272
0.0983 | 04170 | 0.0008 0.08359 0.3913 0.0023 1.0447 0.1216 0.4638 0.7746
0.1778 1.0296 | 0.0970 0.5125 0.5191 0.0003 0.1971 0.0673 1.3853 0.0127
3.5202 | 4.5985 | 3.6509 51604 | 6.4830 | 2.3649 | 4.8269 | 2.7185 | 4.0538 | 15.8752
3.4490 | 4.7279 | 2.8067 | 5.1912 | 64701 | 4.5489 | 4.7467 | 2.8255 | 4.1044 |
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Die Anwendung der Kontrollgleichung 6) (Seite 420) gibt:

20.4085 + 4 < 14.3475 = 77.7985
und zeigt vollstindige Ubereinstimmung der beiden Seiten.
Die Produktsummen werden nach 4) (Seite 4109)

[ab]=--1.2519" [be]=—o0.5504" [cd]=—1.0991 [de]=—o0.0109 [¢f]=-}o0.0401 [fl|]==—0.0253
[ael=—1.2211 [bd]=+1.3300 [ce]=-}0.0356 [df]=-0.0004" [el]=—0.0535
[@ad]=—43.3252 [be]=—0.0075 [¢f]=—0.0647 [dl]=—1.0920
[ae] =—o0.0178" [bf]=-0.0056" [el] =-}0.4221
[af]=-o0.0071" [bl] =—1.0061"
[al] =—o0.9731

Die Anwendung der Kontrollgleichung 7) (Seite 421) gibt fiir die doppelte Summe der

von ! unabhiingigen Produktsummen -+ 6.0609 und fiir [ss] — [@a] — [bb] — --- 4 6.0610.

Die von 7 abhiingigen Glieder wurden durch 8) und g) kontrolliert, wobei sich eben-

falls geniigende Ubereinstimmung ergab.

Die Normalgleichungen werden somit:

-+ 3.2918x -+ 1.25109 — 1.22112 4 3.3252¢ — 0.0178% 4 0.0071 ¥ = — 0.9731
' —+ 1.2519 <+ 1.1366 — 0.5504 -+ 1.3300 — 0.0075 - 0.0056 = — 1.0Q0I
— 1.2211 — 0.5504 -+ 1.7151 — 1.0991 -+ 0.03560 -—o0.0647 = - 04221
-+ 3.3252 -+ 1.3300 — 1.0991 - 3.4573 — 0.0109 - 0.0004 = — 1,0920
— 0.0178 — 0.0075 -} 00356 — o0.0109 - 1.7339 - 0.0401 = — 0.0535
+ 0.0071 - 0.0056 — 0.0647 -} 0.0064 -+ 0.0401 -+ 3.0128 = — 0.0253

Summengleichung:

—+ 6.6371@ -} 3.16629% — 1.1846x 4 7.0089% 4 1.7734% + 3.00730 = — 2.8119
[[1] = + 1.0916.

Die Bildung der Eliminationsgleichungen ist auf den Seiten 428 und 429 durch-
gefithrt und zwar zugleich fiir die Unbekannten und .fiir ihre Gewichte; fiir letatere
tritt, wie auf Seite 413 gezeigt ist, an Stelle der Kolumne [ fiir die erste Unbekannte
1, 0, 0, 0, 0, 0, fiir die zweite 1, 0, 0, 0, 0 usf. Die Zahlen werden in ein vorbereitetes
Schema eingeschrieben, woraunf sich der ProzeB ganz mechanisch und unter fort-
withrender Kontrolle vollzieht. Alle auflerhalb der Diagonalreihen stehenden Koef-
fizienten erscheinen in doppelter Rechnung; wenn man auf die hierdurch gebotene
Kontrolle verzichten will, kann man die betreffenden Zeilen leer lassen; die Resultate
doppelt anzuschreiben, empfiehlt sich aber wegen leichterer Anwendung der Summen-
gleichung. — Die mit N bezeichneten Zeilen enthalten die Zahlen der Normal-
gleichungen. Fiir die erste Normalgleichung schreibt man unter die Zahlen ihre
Logarithmen und unter diese die mit dem Koeffizienten von @ durchdividierte
Gleichung, somit die erste Eliminationsgleichung, bezeichnet mit E. Nun schreibt
man sich auf den unteren Rand eines Papierstreifens die Logarithmen der Koeffi-
zienten von @ der iibrigen Normalgleichungen und der Summengleichung, hilt diese
der Reihe nach iiber alle Logarithmen der Zeile £, bildet die Summe im Kopf, und
schreibt die der Logarithmentafel entnommene zugehirige Zahl unter die entsprechenden
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Koeffizienten der Zeilen N. Die Differenzen der untereinander stehenden Zahlen sind
die Koeffizienten der fiinf Gleichungen und der Summengleichung, aus denen = eli-
miniert ist, und die in derselben Weise, wie vorhin die Normalgleichungen, in die
Rubriken der niichsten Gruppe eingetragen werden. Hier priift man zuerst, ob die
Summen der fiinf untereinander stehenden Zahlen mit den entsprechenden Zahlen
der Summengleichung iibereinstimmen; wegen der Abrundungsfehler kann eine Ab-
weichung um 1—2 Einheiten der letzten Stelle zugelassen werden; um aber ein
weiteres Summieren der Fehler zu vermeiden, wird man gut tun, die wirklichen
Summen weiter zu benutzen. Mit den erhaltenen s Gleichungen und der zugehiorigen
Summengleichung verfilhrt man genau so, wie zuerst mit den Normalgleichungen,
und setzt dieses Verfahren fort, bis man nur mehr eine (Gleichung mit einer Unbe-
kannten hat. Die ersten Gleichungen in jeder Gruppe sind dann die Eliminations-
gleichungen (im Schema mit E bezeichnet). Behufs Anwendung der Kontrolgleichung 12)
(Seite 423) berechnet man [//6] nach 11); man iiberzeugt sich leicht, daB die Grifien
[al]l* [bl1]*.

laa)* [bb1]?
unmittelbar dem Schema entnommen werden kénnen, indem ihre Logarithmen die

Summen der in der Kolumne / mit starken Vertikalstrichen angezeigten Zahlen sind.
Hier wird:

[ll6] = - 1.0916 — (0.2877 + 0.7849 -+ 0.0009 - 0.0152 - 0.0019 -+ 0.0001)
oder

[116] = -+ 0.0009.

Die Fehlerquadratsumme geht also von 1.0916 auf o.000g9 herab, so daBl die Aus-
gleichung eine bedeutende Verbesserung herbeifiithren wird.
Die Eliminationsgleichungen fiir die Unbekannten werden:

0.000002Z —+ 9.58014 Y + 0.50032,% + 0.00439% -~ 7.73299, % + 7.33383¢ = 9.47073,

0.00000 9.11403, 8.99571 7:025, 7.0425 = 0.03740,
0.00000 0.05781 8.36368 8.69307, = 8.418635,
0.00000 8.7132 8.8930 == 9.65225,

0.0000 8.3761 = 8.5170,

0.0000 = 7.7672,

Fiir die Gewichtsgleichungen tritt an Stelle der rechten Seiten dieser Gleichungen
beziehungsweise :

() (7) (*) (t) () (v)
9-48257
9.76026, | 0.18013
9.40996 | 9.01739 | 9.90278
1.12603, | 0.17857, | 0.17972, | 1.12203
8.4576 7.3033 7.9967, | 8.4747 | 9.76123
8.4906 7:5551 8.28g6 8.4082 7.8083, | 0.52108
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x Y x l | i f v | !
:— 3.2918 -+ l.251§ — 1.2211 + 3.3252 —0517;8 - B o,oo;;!__ - l:‘.'_.9}'3l
0.51743 0.09757 0.08675, 0.52182 8.25042,, 7.85126 | | 0.98816,,
000000 9.58014 9.56932, | 000439 |  7.73299, 7:33383 9.47073n
-+ 1.2519 + 1.1366 — 0.5504 -+ 1.3300 — 0.0075 +o0.0056 | — 1.0901
+ 12519 | 404761 — 0.4044 -+ 1.2646 — 0.0068 -+ o.0027 — 0.3701
— r.2z211 — 0.5504 -+ 1.7151 — 1.0991 - 0.0356 —0.0647 | 4 0.4221
— n2211 —0.4644 | 404330 —1.2335 | + 0.0066 — 0.0026 +o0.3610
-+ 3-3252 -+ 1.3300 — 1.0991 -+ 3-4573 — 0.0109 -+ 0.0064 — 1.0920
433252 | 4 1.2646 — 1.2335 +3.3590 | —o.0180 -+ 0.0072 — 0.9830
— 0.0178 — 0.0075 -+ 0.0356 — 0.010Q -+ 1.7339 - 0.0401 — 0.0533%
— 0.0178 — 0.0068 -+ 0.0066 —o0.0180 | <+ 0.0001 —0.0000 | +0.0053
s 6,0_-o7i i - 0.0056 — 0.0647 -+ 0.0064 4 0.0401 -4 3.0128 — 0.0253
+o0.0071 | + 0.0027 — 0,0026 -+ 0.0072 — 0.0000 - 0.0000 — 0.0021
+6.6371 -+ 3.1662 — 1.1846 —+- 7.0089 + 1.7734 + 3.0073 —2.8119
0.82198 + 2.5242 — 2.4621 + 6.7046 — 0.0359 + 0.0143 — 1.9620
+ o.6603 — o0.0860 -+ 0.0654 — 0.0007 -+ o.0029 — 0.7200
9.81987 8.93450, 8.81558 6.845, | 7.4624 9.85733,
E ©.00000 9.11463, 8.99571 | 7.025, | 7.6425 | 003746,
— 0.0860 + 1.2621 —+ 0.1344 - 0.0290 — 0.0621 + 0.0611
— 0.0860 +o.0112 — 0.00835 ~+ 0.0001 —0.0004 | -+0.0939
400654 | +0.1344 +0.0983 | + 0.0071 — 0.0008 — 0.1090
-+ 0.0654 — 0.0085 | - o0.0063 — 0.0001 +o0.0003 | —o.0714
— 0.0007 +o0.02g0 | + 0.00TI <+ 1.7338 - 0.0401 — 0.0588
— 0,0007 - 0.0001 —0.0001 | - 0.0000 — 0.0000 -+ 0.0008
+ 0.0029 | — 0.0621 —0.0008 | + o0.0401 + 3.0128 —0.0232
—+ 0.0029 — 0.0004 + 0.0003 — 0.0000 -+ 0.0000 — 0.0032
S| 4 0.6421 + 1.2774 -+ 0.3044 -+ 1.8003 + 2.9929 — 0.8499
9.80760 | — 0.0836 + 0.0636 — 0.0007 + 00028 | —0.6999
+ 1.2509 + o.1429 -+ 0.028q — 0.0517 — 0.0328
0.09722 9.15503 8.46090 8.79029, 8.51587,
E 0.00000 9.05781 8.136368 ~_ 8.69307,, 8.41865,,
“+0.1429 + 0.0918 -+ o.0072 — 0.0011 —0.0376
-+ ©.1429 + 0.0163 -+ 0.0033 | —o.0070 | —0.0037
+ 0.0289 -+ o.0072 + 1.7338 + 0.0401 — 0.0596
4 0.0289 +00033 | 400007 | —o.0014 — 0.0008
—0.0617 — 0.0011 ~+ 0.0401 + 3.0128 — 0.0200
— 0.0617 — 0.0070 — 0.0014 -+ 0.0030 -+ 0.0016
S| + 13610 + 0.2408 +- 1.8100 -+ 2.g9901 — 0.1500
0.13386 -+ 0.1553 -+ 0.0314 — 0.0671 — 0.0357
=+ 0.0755 -+ 0.0039 -+ 0.0059 — 0.0339
8.87795 7:5911 77709 8.53020,
E 0.00000 8.7132 _ 8.8930 9.63225,
-+ 0.0039 -+ 1.7331 + 0.0415 — 0.,0588
~+o0.0039 -+ 0.0002 -+ 0.0003 ;9199_{8
+ 0.0059 -+ 0.0415 + 3.0008 —o0.0216 -
_+000359 | 00003 | + o0.0005 — 0.0026
S| +o0.0853 | -+ 1.7785 + 30572 | —o.1143
8.93095 | -+ o.co44 + 0.0067 — 0.0383
-+ 1.7329 -+ 0.0412 — 0.0570
0.23877 8.6149 8.7539,,
E 0.00000 8.3761 8.5170,
-+ 0.0412 -+ 3.0093 — 0.0190
<4 0.0412 -+ 0 co10 — 0.0014
S| +1.7741 + 3.05035 — 0.0760
0.24897 + 0.0422 — 0.0583
-+ 3.0083 — 0.0176
) 0.47832 8.2455,
Bl oocco00 || 77672,
S| + 3.0083 — 0.0177
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(ce]
—+ 1.0000
0.00000
_ 948257
—+ 0.0000
+0.3803
- 0.0000
—O:3710
- 0.0000
+ 1.0102
-~ 0.0000
==0.0054
- 0.0000
+o0.0022
~+- 1.0000
+ 2.0163 ly)
—0.3803 i + 1.0000
9.38013,, 0.00000
9.76026,, 1 o.18013
+o0.3710 | + 0.0000
_too495 | —o.1302
— 1.0102 ~+ 0.0000
—0:0377 +-0.0990
+-0.0054 -+ o.0000
_+-0.0004 — 0.0011
— 0.0022 -+ 0.0000
=081 | wotom
— 1.0163 -+ 1.0000
—0.3697 + 0.9721 ()
+ 0.3215 -+ o0.1302 - 1.0000
9.50718 Q.11461 0.00000
9-40996 9.01739 990278
— 0,072§ | —0.0990 -+ 0.0000
+ 0.0367 | 400149 _+o.u42
-+ 0.0050 -+ 0.0011 + 0.0000
_+o.0074 _+ 0.0030 + 0.0231
— 0.0003 | — 0.0044 ~+ o0.0000
—0.0159 | —00064 | —0.0493
—0.6465 | 4 0.0279 | -+ 1.0000
+0.3498 | 4 o0.1417 - 1.0880 ®
— 1.0092 —o0.1139 | —O0.1142 | - 1.0000
0.00398, 9.05652, |  9.05767, ©.00000
L2603, | 0.17857, | 0.17972, 1.12205
— 0.0024 — 0.0019 — 00231 | -+ 0.0000
00521 | —00059 |—0.0059 | - 00517
-+ 0.0154 -+ 0.0020 -+ 0.0493 | - 0.0000
_—_-9.0_789__ __—_o,t_xng'_ foAOOSQ N +o.o_;r_Sz
— 0.9962 —o.1138 | —o0.0880 | 4+ 1.0000
— 11402 | —o.1287 | —o.arzgo | +4 rniz2g8 ()
<+ 0.0497 ' - 0.0040 — 0.01%2 -+ o0.0517 | -+ 1.0000
8.6964 7.6021 8.2355, 8.7133 0.00000
84576 | 7.3633 | 7.9967. | 8.4747 | ¢ 976123
-+ 0.0943 + 00109 | -4 0.0552 + 0.0782 -+ 0.0000
_heoooia. | oocor | o000 | oooi | fooasd
+ 0.1440 “+ 00149 + o0.0410 + 0.1299 | +o0.0000
+ 0.0500 + 0.0041 —o.0176 | +0.0529 + 1.0238 (o)
-l 0.0931 + 00108 | 4 0.0586 +o0.0770 | —o0.0238 -+ 1.0000
8.0689 8.0334 | 8.7679 8.8865 8.3766,, 0.00000
8.4906 7.5551 | 82896 | 8.4082 | 7.8083, | 9.52168
+0.0931 | 4 0.0108 + 0.0586 + 00770 | —o0.0238 -+ 1.0000

429
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Die sukzessive Auflosung ergibt:

Zur Priifung wird
Die Riickkehr

und gibt

»

»

>

-}

»

log v

[

t

~

N

man die Unbekannten

Abschnitt XXVI. Die Ausgleichungsrechnung.
77672, | log @, 9.52168 | logp, 0.47832
|

8.5152, » @ 976137 | » pu 0.23863
0.65016, | » @,, o.12000 | »pr  9.87910
8.40312 i » @3 9.08833 | * p: ©0.01163
o.0180g, | » Q,, 0.23030 | »p, 0.76970
9-74933 » @y 114923 | 2 p. 885077

in eine der Normalgleichungen eintragen.

zu den urspriinglichen Unbekannten und zur Einheit von Bogen-
sekunden wird vermittelt durch

Die Eintragung der
(Seite 424) fithrt zu

dM,

-+ 50019
-+ 37.62
+ 59.69
-+ 36.12
-+ 50.88

+

8.11
g.81
5.67
2.75
11.66

ot

d

021

6.13
20.13
24.28
110,85
0.03
1.32
2.07
1.84

25.20

Der mittlere Fehler

dM, = [1.7442] 2
du = [8.0449] y
dip = [1.6561] 2
ds = [1.7134]¢
dp = [1.9338] u
dq = [1.7308] ¢

S

==

dM, = 431715  [1.4935 ]
di = — o/o1156 [B.0630,]
dgp =+ 1715 [0.0502 |
ds = — 23”10 [1.3636,]
dp= — 2/81 [0.4490,]
dq= — o0.31 [9.4980,]

ermittelten Werte der Unbekannten in die Bedingungsgleichungen

folgender Darstellung

dy ds dp dq
+ol40 —47%s1 — olog — olio
— 2.60 — 20.94 - 1.00 — 0.04
— 1.33 —36.22 —o.17 — 0.04
-+ 1.05 — 32.32 — 0.0 — 0.0}
— 1.27 — 45.21 -+ 0.40 — 0,14
—o0.06 4+ 7.62 —o0.58 —o0.62
+0.68 + 809 +3.48 —o.14
— 0.05 — 3.38 4 1.71 -+ 0.46
—o0.08 -+ 2.46 —1.20 — 0.42
-+ 0.20 4 10.44 =1.73 — 0.58

einer Beobachtung vom Gewichte 1

_1/ [pod] _

n —
: 10— 06

%+ 174764.

—1 |
2761
0.00
1.46

19.06

106,32
0.14
3.00
4.6o
0.40

25.17

| o o= 1

1

wird also

Vpo po?
| 4 oo7  0.0049
— 0.18 0.0324
-+ 0.33 o.108g
— 0.49 0.2401
-+ o0.13 o0.0169
— 1.58 2.4964
+ o0.62 0.3844
— 2.26 5.1076
— 0.55 0.3025
+ 0.16 0.0256

[0dp] = 8.7197
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Wird die Fehlerquadratsumme in der frither benutzten Einheit von [2.0266] Sckunden
ausgedriickt, so wird sie 0.0008, was mit dem frither gefundenen Werte von
[116] = 0.0009 in geniigender Ubereinstimmung ist.

Die mittleren Fehler der Unbekannten dJ, - - - berechnen sich nach den For-
meln 23) (Seite 410), wobei wir zu beachten haben, daBl, wenn der eben abgeleitete
Wert von p benutzt wird, die Verwandlung in Bogensekunden bereits geschehen ist
und daB die oben angegebenen Gewichte sich auf die Unbekannten x, g, - -- be-
ziehen. Ist

X = {zd;p oder drp = i

so wird der mittlere Fehler von dg

] '_—"“
lttp__ VJ‘)—!C‘ '

Hiernach kommt fiir die mitteren Fehler der 6 Unbekannten /M, - - -

dM, == 2Y8q
d == 0.00020
dp =£o0.62
ds =+ 0.82
dp == o0.g1

dq =£o0.43
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Abschnitt XXVIL
Die Bahnverbesserung durch Variation der Elemente.

140. Formulierung des Problems. Durch die im vierten Teil auseinander-
gesetzten Methoden wurden fiir einen zu untersuchenden Himmelskiorper Bahnelemente
erlangt, welche den drei ausgewiihlten Beobachtungen streng geniigen. Da diese
Beobachtungen mit Fehlern behaftet sind, werden auch die erlangten Elemente noch
nicht die wahren sein, und es werden infolgedessen die noch vorhandenen anderen
Beobachtungen durch die Elemente um so weniger dargestellt werden, als sie ebenfalls
mit Fehlern behaftet sind. Die genannten Methoden verlangen, daB die drei der
Bahnbestimmung zugrunde gelegten Beobachtungen zeitlich nahe beisammen liegen;
dadurch wird der Einflull der Beobachtungsfehler auf diejenigen Teile der Bahn, die
weit abstehenden Beobachtungen zugehéren, ein bedeutender und es kinnen sehr er-
hebliche Abweichungen der Bahn von den Beobachtungen zutage treten. Es entsteht
daher die Aufgabe, die ersten Elemente zu verbessern; dies derart auszufithren, daf}
allen Beobachtungen streng geniigt wird, ist unmiglich, da alle Beobachtungen mit
Fehlern behaftet sind; man mul} sich vielmehr damit hegniigen, ein solches Elementen-
system aufzustellen, welches allen Beobachtungen so weit geniigt, dall die Unter-
schiede zwischen Beobachtung und Rechnung als Beobachtungsfehler anfgefalit werden
konnen. Solcher Systeme gibt es unendlich viele und es entsteht daher die Aufgabe,
aus ihnen das beste zu ermitteln. Nach der Theorie der Beobachtungsfehler und der
Ausgleichungsrechnung (siehe Abschnitt XXVI) ist jenes System als das annehmbarste
anzusehen, fiir welches die Summe der Quadrate aller Beobachtungsfehler ein Minimum
wird, Bezeichnen wir mit s den Fehler einer Beobachtung, so mull also werden

2 §* = Minimum.
Sind «, ¢ die Koordinaten des beobachteten Ortes, « 4+ 4 «, & 4 40 die Koordi-
naten des wahren Ortes, so wird:

§* = (cosdd«)* 4 (A0)*

und die Bedingung wird daher

2((;0564&)‘4—-2(.! ¢ = Minimum.

Nehmen wir als wahren Ort, der uns ja an sich unbekannt sein mul, denjenigen an,
der sich nachtriglich durch die Rechnung mit dem annehmbarsten Elementensystem
fiir die Beobachtungszeit ergibt, so werden die Fehler cosd 4« und 49 direkt die
Unterschiede zwischen Beobachtung und Rechnung geben, und das zu lisende Problem
kann jetzt so formuliert werden: Es ist jenes Elementensystem aufzustellen, fiir welches
die Summe der Quadrate der Unterschiede zwischen Beobachtung und Rechnung ein
Minimum wird,

Sind E,, ... E,, allgemein E;, die vorgelegten Elemente, die zu verbessern sind,
und E; 4+ d E; diejenigen, welche der genannten Bedingung entsprechen, so daB d E;
die zu ermittelnden Unbekannten werden, ist ferner «y die beobachtete Koordinate,
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ap die mit dem System F; gerechnete, «; die mit dem System X; 4 d E; gerechnete
Koordinate, so lautet die Bedingung

2 (ap — ay)* = Min.

oder

Zg(a,, — ap) — lep — ay)]* = Min. ,
d. h. wenn die direkt angebbaren GriBen ¢y — «p von den zu ermittelnden e« — g
abgezogen werden, so miissen Reste iibrig bleiben deren Quadratsumme ein Minimum
ist. Bezeichnet man diese Reste mit o, so wird

(ap — ap) — (up — ag) = &
und es muB werden
Ed‘ —— Min.

Wenn «; — eg so klein ist, dal} es als Differenzial aufgefalit werden kann, macht
seine Bildung keine Schwierigkeit; denn da die Koordinate « als Funktion der Ele-
mente K, ... E

. darstellbar ist:

a=f{E,,E,, . W E\,],
so wird:
{f;;—ayzda.—;}f £E+ade+ _|_3de
U
Es gibt also jede beobachtete Koordinate eine (Gleichung von der Form:

R

aE dF+ dﬂ—i— +—d1"' (a;;—a;;).:d‘ 1)

und aus der Gesamtheit aller sind die Unbekannten dE, , dE,, . .. d'E‘; nach den
Regeln der Ausgleichungsrechnung zu bestimmen. Sind die Elemente £; so mangel-
haft, daB die Korrektionen dF,, . . . d E; nicht als Differenziale anfgefaBlt werden
kénnen, so kann die lineare Form der Gl. 1), welche Bedingung fiir die Anwendung
der Ausgleichungsrechnung ist, nicht hergestellt werden und es mull also ein anderes
Verfahren der Verbesserung eingeschlagen werden. Vielfach geniigt es, mit den er-
langten Elementen F; 4 dE; den Prozeli zu wiederholen.

Die Bildung der Differenzialquotienten da auf welche nach der GL 1) das

d
Problem der Bahnverbesserung zuriickgefiihrt ist, ist theoretisch leicht ausfithrbar,
verlangt aber bei der praktischen Berechnung fiir jede einzelne Beobachtung eine
nicht unerhebliche Arbeit. Das einfachste Mittel, diese abzukiirzen, besteht in der
Zusammenfassung mehrerer Beobachtungen in einen sogenannten » Normalort=; es wird
dann auch die Anzahl der Gleichungen 1) eine geringere und dadurch ihre Behand-
lung mittels der Ausgleichungsrechnung abgekiirzt. Behufs Bildung eines Normal-
ortes nimmt man von einer ganzen Gruppe von zeitlich einander nahen Beobachtungen
das Mittel aus allen «p — «p und lLilit dasselbe als Ephemeridenkorrektion fiir das
Mittel der zugehirigen Beobachtungszeiten gelten. Ist dann Ay der fiir die Zeit

7 FACTI (R O S By (L
o "
Bauschinger, Bahnbestimmung. 28
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geltende Ephemeridenort, also das Rechnungsresultat, so wird

() — o) + (o« — @)+ - -+ (o — aft)
n

Ap = Ap +

der fingierte beobachtete Ort fiir die Zeit 7 sein, der vermige seiner Zusammen-
setzung aus 7 Beobachtungen natiirlich eine erhohte Genaunigkeit besitzt. Dieses
Verfahren setzt voraus, daBl die ¢y — «g der Gruppe nur um Betriige von der Ordnung
der Beobachtungsfehler voneinander abweichen oder wenigstens, dall der Gang ein
der Zeit proportionaler sei. Je besser die zu korrigierenden Elemente bereits sind,
auf desto griflere Zeitriiume wird dies zutreffen und mit desto weniger Normalorten
hat man also zu operieren.

141. Die Grundformeln der Bahnverbesserung. Es sind die Beziehungen
zwischen den Anderungen der geozentrischen Koordinaten einerseits und den Ande-
rungen der Elemente andererseits aufzustellen. Da sich erstere auf ein geozentrisches,
letztere auf ein heliozentrisches System beziehen, empfichlt es sich, von rechtwinkligen
Koordinaten Gebrauch zu machen und dann folgendermafBien zu verfahren: Man variiert
den Planetenort im Raume und stellt die Betriige der Variationen nach den Achsen
eines geozentrischen rechtwinkligen Systems auf, dessen Grundebene mit der der ge-
messenen Koordinaten zusammentiillt; desgleichen bhildet man die Variationen nach
den Achsen eines heliozentrischen Systems, das so gewiihlt wird, dall die genannten
Variationen sich bequem durch die Variationen der Elemente ausdriicken lassen;
beide Gruppen von Variationen werden schlieBlich auf die Achsen eines zweckmiilBig
gewiihlten Systems projiziert und miissen hier zu denselben Betriigen fithren, wodurch
Gleichungen zwischen den gewiinschten Grifien hergestellt sind; der Anfangspunkt
dieses letzteren Systems kann im Mittelpunkt der Erde oder der Sonne gewiihlt
werden, da die Lage der Erde gegen die Sonne als konstant anzusehen ist und nicht
variiert wird.

Wir legen ein festes, vorliufig beliebiges Koordinatensystem xyx zugrunde, auf
welches sich die geozentrischen Polarkoordinaten g, «, d beziehen; auf dasselbe System,
parallel zu sich selbst nach dem Mittelpunkt der Sonne verschoben, beziehen sich
auch die Elemente: Abstand des Perihels vom Knoten w, Liinge des Knotens § und
Neigung der Bahnebene 7.

Man hat nun erstens fiiv den geozentrischen Ort A die geozentrischen recht-
winkligen Koordinaten:

x == pcosd cos
Y = pcosd sin « 1)
x=psind
und wenn der Planetenort im Raume variiert wird, die ent-
sprechenden Variationen des geozentrischen Ortes:

da = cosd coswdp — g cosdsinede — psind cosadd
dy = cosd sinado +pcosdcoseda —psindsinadd  2)
do— smddo 4 g cosddd.
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Wird ein Koordinatensystem A C eingefiihrt, dessen eine Achse durch A4 geht und
dessen A C-Ebene die x-Achse des vorigen Systems enthiilt, und werden auf die
Achsen dieses Systems die dz, dy, dx projiziert, so werden die Variationen erhalten:

dA = cos (Ax)dx + cos(Ay)dy - cos(Ax)dx
dB = cos(Ba)dx + cos(By)dy + cos(Bx)dx 3)
dC = cos(Cz)dz + cos(Cy)dy + cos(Cx)dx.

Nun ist, wie man leicht der Figur 55 entnimmt:

cos(Ax) = cosd cosc, cos(Ay) = cosdsine, cos(Az) = sind
cos(Bx) = — sina, cos (By) = cos«, cos(Bx) = o
cos(Ca) = —sind cosee, cos(Cy) = —sindsine, cos(Cx) = cosd.

Hiermit und mit den Werten 2) folgt aus 3)

dA —=dp
dB = g cosdda 4)
dC=gdd.

Um xweitens die Variationen des heliozentrischen Ortes durch die Anderungen der
Elemente auszudriicken, bestimmen wir ein Koordinatensystem £nl derart, daB die
&1y-Ebene mit der Bahnebene zusammentfiillt, die §-Achse
durch das Perihel, die 5-Achse durch go® der wahren
Anomalie und die {-Achse durch den Nordpol der
Bahn geht. Der Bogen vom Knoten K der Bahn bis
zur §-Achse ist dann w und der Bogen von der x-Achse
bis K ist §). Variiert man nun die Bestimmungsstiicke
der Bahn um die Betrige dw, df), di, so lassen
sich diese nach den Darlegungen in Nr. 6 durch die
Drehungen des Systems &yl um die urspriingliche
Lage der Achsen &, n, { ausdriicken. Bezeichnet man
die Drehung um die &-Achse mit dp, um die y-Achse mit dq, um die {-Achse mit
ds, so wird nach GIl. 6) (Seite 13), da hier

P =w, Yy=—={, 0=1

dp = sini sinw d§) + cosw di
dq = sin? cosw d§) — sinw dv 5)
ds = cosi d§) + dw.
Sind &, 7, { die Koordinaten des Planetenortes in dem System §5C, so erfahren
diese durch die Drehungen nach den GI. 8) (Seite 13) die Anderungen

dE = —qds +Ldq
dyn= —C{dp+ §ds 6)
di = — &dq + ndp.
Bestimmt man den Planetenort durch seine Polarkoordinaten », », b im beweglichen
System &nl, wo » der Radiusvektor, » die wahre Anomalie, & die Breite iiber der
Bahnebene bezeichnen, so wird

Fig. 56.

zu setzen ist:

o8
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reosh cosv
reosh sinw
= rsinb;

i

LT e 3

setzt man weiter fest, dafi der Planetenort stets in der Bahnebene &y liegen soll, so
wird stiindig b = o und daher

§ = rcosv
)= rsinv 7)
{=o0.

Die Anderungen der die Koordinaten » und ¢ bestimmenden Elemente bringen
also in den & #, U die Anderungen
d& = cosv-dr —vsine-dv
dy=sinv-dr+vcose-dv 8)
idl=o0
hervor. Die Gesamtinderung des Ortes, hervorgerufen durch die Variationen aller
Elemente, ist die Summe von 6] und 8), niimlich
—nds 4 Ldq+cosv - dr —rsme.dv
— Zdp 4 §ds+-sine .dr+4rcosv-dv
— Sdq + ydp
oder, wenn 7) eingetragen und zur Abkiirzung
dv+ds =dw

dp simv — dq cosv = dn 9
gesetzt wird:
cosv - dr —rsinv-dw
sinv-dr4-rcosv.dw 10)

rdmn.
Diese Anderung&n vereinfachen sich noch, wenn man statt des Systems &yl ein
anderes R W N einfiihrt, das aus dem ersteren dadurch entsteht, daBl man es um die
{-Achse um den Winkel # dreht. Die R-Achse geht dann stindig durch den
Radiusvektor » oder durch den heliozentrischen Ort des Planeten, die W-Achse liegt
in der variabeln Balmehene go® vorwiirts, die N-Achse ist der Nordpol der variabeln
Bahn. Da

R= &cosv4ysine
W = — & sinv + y cosv
N= ¢
und daher
dlR = cosv-dE—+sinv-dy
AW = —sine - d & + cosv - dy
dN= d

so werden die Anderungen 10) im neuen System:

dr, rdw, rdn. 11)
Projiziert man diese auf die Achsen 4, B, C (Seite 435), so ist die Summe der Pro-
jektionen auf jeder Achse gleich den frither aufgestellten dA, d B, dC (Gl 4)) d. L.
wir haben die Gleichungen:
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do = cos (AR)dr + cos (AW )rdw -+ cos(AN)rdn
o cosdda = cos(BR)dr + cos(BW)rdw + cos(BN)rdn L
pdd = cos (CR)dr + cos(CW)rdw + cos(CN)rdn

die wir als die Normalform der Bahnverbesserungsgleichungen bezeichnen kinnen.
Dieselbe hat zuerst Clausen (Crellesches Journ. Band VII, S. 108) und spiiter Radaw
(Bull. Astr. T.V, 1888) eingefithrt. Das System ABC ist durch das feste System
xyx und durch den geozentrischen Ort A gegeben; das System RWN- durch die
Bahnebene und den heliozentrischen Ort R. Hieraus lassen sich die cos(4R), . ..
leicht ableiten. Ihe wir darauf eingehen und iiberhaupt I auf eine gebrauchsfihige
Form iiberfiihren, stellen wir noch eine zweite wichtige Grundform auf, die aus folgen-
der Uberlegung hervorgeht. Die Variationen d7 und #du des heliozentrischen Ortes
im System EWN hiingen nur von den Variationen derjenigen Elemente der Bahn
ab, welche die Bewegung én der Bahnebene bestimmen, die Variation rdn dagegen
von den Variationen der Elemente, welche die Lage der Bahnebene angeben; wenn
man in den Gleichungen I. erstere von der letzteren trennen konnte, hiitte man die
Miglichkeit, Bedingungsgleichungen mit nur wier Unbekannten statt 6 auflosen zu
miissen; gleichzeitig eine Gleichung zu bilden, welche nur »dn enthiilt, gelingt natiir-
lich nicht, da man unter allen Umstiinden dafiir sorgen muB, daBl das unbekannte
dg in zweien von den (ileichungen I. nicht auftritt; dagegen hat man eine Bedingung
noch frei; diese dazu zu verwenden, daB dr oder rdie verschwindet, bringt keinen
Nutzen, da die vier elliptischen Elemente in beiden vorkommen; wenn man sie aber
so withlt, daB der Faktor von »dn ein Maximum wird, so erhiilt man eine Gleichung,
die zwar alle drei GroBien rdn, rdw und dr enthiilt, aber erstere mit einem so grofen
Faktor multipliziert, daB in vielen Fiillen der Praxis die daraus hervorgehenden Be-
dingungsgleichungen als nahe unabhiingig von 7dw und dr betrachtet und fiir sich
aufgelost werden kimnen. Statt 27 Gleichungen mit 6 Unbekannten, hat man dann
zwei Gruppen von je 2 Gleichungen, deren
erste nach 4, und deren zweite nach 2 Un-
bekannten aufgelist werden kann, was ein
wesentlicher Gewinn ist.

Um diesen Gedanken auszufiihren,
haben wir die dg, ocosdde, odd einer-
seits und die dr, rdw, rdn andererseits
statt auf die Achsen 4, B, C auf andere
Achsen zu projizieren, die folgenden Bedin-
gungen entsprechen: aus zwei Gleichungen
muBl do verschwinden und in der einen
mub rdn den Faktor Null und in der
anderen seinen grilitmoglichen Wert haben.
Wenn dg verschwinden soll, mulBl es mit
cos9o? multipliziert sein d. h. die be-
treffenden Achsen miissen in der Ebene
des Polkreises von A liegen, oder die erste Achse mu nach wie vor durch 4 gehen.
Wenn ferner der Ifaktor von rdn verschwinden soll, so muB die zweite Achse auf

Fig. 57.
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dem Polkreis von N liegen, d. h. sie muB durch den Schnitt ¢ der griBten Kreise
RW und BC gehen. Soll endlich der Faktor von rdn seinen griBiten Wert an-
nehmen, so muB die betreffende Achse die kiirzeste Entfernung von N haben, also
auf dem griBten Kreis AN liegen, somit in P. DaB QP = go°, folgt leicht aus den
Siitzen Seite 2. Projizieren wir jetzt auf die Achsen des Systems 4@ P, so entstehen
die Glleichungen:
do = dr cos(AR) 4+ rdw cos(AW) + rdn cos(AN)

o cosdda cos(QB) 4 odd cos(QC) = dr cos(QR) + rdw cos(Q) W) IL
o0 cosdda cos (PB) 4 odd cos (PC) = dr cos (PR) + rdw cos(PW) 4 rdn cos(PN).

. In den Gleichungen 1. stehen links unmittelbar die Differenziale der geozentrischen
Koordinaten in dem zugrunde gelegten festen System xyx; in den GL IL ist dies
nicht der Fall; man kann aber leicht zeigen, daB die linken Seiten von IL die
Differenziale der geozentrischen Koordinaten in einem anderen Koordinatensystem
sind. Nennt man niimlich 1 und 3 die Polarkoordinaten des geozentrischen Planeten-
ortes 4 in dem durch die Bahnebene bestimmten Koordinatensystem RN, so dal}
y vom groBten Kreis RN aus in der Richtung der Bahnbewegung gezihlt wird und
y von der Ebene R aus nach dem nérdlichen Teil der Bahnebene positiv gerechnet
wird, nennt man ferner F den Positionswinkel des Deklinationskreises 4x in bezug
auf den Breitenkreis AN, so wird im Dreieck 4 Nx:

Seite N =i, Ax = go®— ¢, AN = go®°—y

Winkel Ndz =¥, ANz =9o’— ¢ —ow —wv, AxN=9g0°—{) 4+«

ferner:

12]

QB=%, QC=go°—F, PB=qo°+ ¥, PC=1". 13)
Wendet man daher auf das Dreieck Ax N die Differenzialformeln der sphiirischen
Trigonometrie an, indem man Nx konstant hiilt und nur den Punkt 4 variiert, so
kommt: .
cosdda = — sin Fd y 4 cosy cos Tdy

dd = - cos Pdy - cosy sin Pdy
oder
p cosdda cos ¥+ odd sin ¥ = g cosydi

— g cosdda sinF + gdd cosF = gdy. 14)

Da die linken Seiten dieser Gleichungen nach 13) mit den linken Seiten von IL
identisch sind, so folgt fiir diese letzteren nach 14), dall sie die Differenziale der
geozentrischen Koordinaten des Planetenortes A4 im System der Bahnebene E W N sind.

142. Die Formeln der Bahnverbesserung, erste Methode. Um die GleichungenI.
in eine gebrauchsfertige Form iiberzufithren, miissen wir beachten, daB die rein ellip-
tischen Elemente in d#» wnd in rdw auftreten, daB den Faktoren cos(4R), cos(4 W),

. also eine Form gegeben werden muB, welche die leichte Vereinigung beider er-
moglicht, weiter daB die einzufiihrenden Hilfsgréfien sich bequem aus den gegebenen
Stiicken berechnen lassen miissen. Die sphiirischen Koordinaten des Punktes N im
System A B C besitzen diese Eigenschaften. Nennt man die Bogen

NA = a, NB = b, NC=c¢
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und ihre Positionswinkel, gerechnet von Nz aus, bzw.
A, B, C,

so wird mit Beachtung, dall der sphiirische Winkel * NW = dem Bogen KR = « + v
ist, im Dreieck N4 R:

cos (4 R) = sina sin (A + o - v),
im Dreieck NAW:

cos(4 W) = sina cos(A + w + v)
usf. Damit gehen die GIl. I. iiber in:

do = sina sin(A 4 w 4 v) dr -+ sina cos(A + o - v) rdw + cosa - rdn
o cosdda = sinb sin(B - @ +- ] dr -+ sinb cos(B - » - v) rdw - cosb - rdn I4)
odd = sinc sin(C 4 v + #) dr —+sinc cos (C + v + v) rdw 4 cosc - rdn
und haben offenbar die gewiinschte Form. Die HilfsgriBen A, B, C, a, b, c ergeben
sich leicht aus den Dreiecken Nx4, Nz B, NxC, wofiir die Formeln unten zusammen-
gestellt werden sollen. Die in den Gl I*. adoptierte Form hat zuerst Schinfeld
benutzt (Astr. Nachr. Band 113, Seite 73, Gl 1g), doch ist er auf einem weniger
allgemeinen Wege dazu gelangt.

In die G1L I*. sind nun die Elemente einzufithren; hierzu sind zuerst die Differenziale
dr und dv durch die Differenziale der Elemente auszudriicken; dabei ist zwischen
elliptischen Bahnen von miiBiger Exzentrizitit und parabelnahen und parabolischen
Bahnen zu unterscheiden. Wir behandeln vorliufig nur die Ellipse und kommen auf
die iibrigen in Nr. 146 zuriick.

Sind ¢, M, a, (p), 1, ¢ Epoche, mittlere Anomalie der Epoche, grofie Halb-
achse, (Parameter), mittlere tiigliche Bewegung und Exzentrizititswinkel der zu ver-
bessernden Bahn, so hat man folgende aus Nr. 44 gesammelte Formeln fiir die ellip-
tische Bewegung:

@ p="

nz
(b) M= M+ (t—1t)p
(c) E —sing sin¥ = M
@ rsiny = a cos @ sin I/

7 cosv = a (cos K — sin ¢)

(e) tgsv=1tg(45 +39) tgz &
(f) r=a(1 —sing cosk) = 4

1 sing cosv ’
Die Differenziation dieser Formeln gibt

da 2 du z a
— = —_——— = A
a 3 u k
dl-_-_-iﬁd

a 3 k

dM = dM, 4 (t —t,)du

(1 —sinp cosE)dE — cosqpsimnEdep = dM
oder:

dE = ‘:dﬂ+ sinv - dg = ;i_dﬂu + %{t— t,) du + sinv - dg.
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Wird (e) logarithmisch differenziert, so kommt:
dv _ dgp | dE
sinw ~ cosp ' sink
oder

7 siny .
rdv = ——dg acosopdk
cos P+ P2

oder nach Eintragung des Wertes von dE

@*cos ¢

: ]
rdv = dM, + = c:sqs (¢ —1t,)du+ acosp sinv (1 -+ ;—;) dp. 15)
Aus der Differenziation von (f) folgt:

dr = r—?da+ asingsink.-dE—acosp cosE - dg
oder wenn fiir (% und dE ihre oben angegebenen Werte substituiert werden:
dr = atggsinvd M, + (a- tgp sinw . (£ —t,) — film'g) du—acospcosv-dp. 16)

In den GI. I*, setzen wir ferner nach q)

rdw = rdv -+ rds
rdn = rsinv -dp — r cosv - dq,

17)

indem es Vorteile bietet, nach einem Vorschlag von Schinfeld die Differenziale dp,
dq, ds (von ihm mit bezw. d», — d4, d» bezeichnet) als Unbekannte beizubehalten
und erst zum SchluB mittels 5) auf die gewohnlichen Elemente 7, { und o iiber-
zugehen.

Die Eintragung von 15), 16), 17) in I*, fithrt in den Faktoren von dM, und du
auf folgenden Ausdruck

sina (Sin{A 4w+ v)atge sinv 4 cos(A -+ w4 v) ﬂ—;r cos (p) :
der sich leicht auf eine geschmeidigere Form bringen lifit:
sina - @ secq (sin (A~ —4-v) sing sinv 4 cos (A + w -+ v) 3:)

und wenn nach (f)

i~

= 1 sing cosv gesetzt wird:
sina - a sec ¢ (cos (A + @ - ) + sing cos (A -+ w)).
Ebenso hat man fiir d¢ den Faktor:

@ sina (cos (A + w + v) cos ¢ sinv (1 - ;}) — sin(A —+ w -} ») cos ¢ cos v),
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der unter Anwendung von 7 sinv = @ cos¢ sin E sofort in die einfache Form iibergeht:
asina (sin £ cos (A + o -+ v) — cos ¢ sin (A - w)).

Die iibrigen Faktoren bediirfen keiner Umgestaltung. Man erhilt die symmetrischen
Ausdriicke:

dg = sina (cos (A 4 © + v) 4 sing cos (A + v)) asecpd M,
+ sina (cos (A + @ + v) + sing cos (A + w)) aseco(t — &) du
— sina sin (A + w + v) 32k a%'rdy
-+ sina (sin &' cos (A + @ -+ v) — cos ¢ sin (A + o)) adp
—+ sina cos (A + w + v)rds
~+ cosa7rsinvdp
— cosar cosvdq

o cosdda = sinb (cos (B - w + v) + sing cos(B -+ w)) a sec g d M,
+ sinb (cos (B 4 & + v) - sing cos (B 4 w)) aseceo (t — t,)du
— sinb sin(B + w - 2) ;L a%rdg:
+ sinb (sin £ cos (B - @ + 2) — cos ¢ sin (B - w)) ad g
=+ sinb cos(B 4+ w + v) rds
-+ cosbrsinvdp
— cosb 7 cosvdq

0dd = sinc (cos(C 4 @ = v) 4 sin ¢ cos(C -+ w)) a secpd M,
—+ sinc (cos (C + w + v) 4 sing cos (C + w)) asecqp (I — {,)du
— sinc sin (C + w + ) 3—2}; @ rdu
-+ sinc (sin £ ¢os(C + @ + v) — cos g sin(C + v)) ad
~+ sine cos(C + w + v) rds
—~+ coscrsinvdp
— cosc 7 cosvdq.

Die Einfithrung von Hilfswinkeln zur Vereinfachung dieser Gleichungen ist rechnerisch
nicht vorteilhaft, dagegen empfehlen sich einige abkiirzende Bezeichnungen. Bevor
wir diese angeben und mit den definitiven Formeln zusammenstellen, wollen wir die
Berechnung der A, B, C, a, b, ¢ erliutern. In Dreieck Nx 4 (Fig. 57, Seite 437) ist:
Seite: 2N =i, Adx=90°—d, AN=a
Winkel: 2 NA=A, AxN=090"— ) +«
und daher
sina sin A = cosd cos(e — )
sina cos A = sind siné +- cosd cosé sin(a — §))
cosa = sind cosé — cosd sinésin(¢ — §)).
Ahnlich folgen b, B, ¢, C aus den Dreiecken NxB und Nz C.
In die folgende Zusammenstelling nehmen wir nur die Formeln fiir ¢ cosdd e
und ¢dd auf, da die fiir dp in praxi nicht gebraucht wird und im vorigen nur der
Vollstiindigkeit und Symmetrie halber mitgefiithrt wurde.
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Zusammenstellung der Bahnverbesserungsformeln fiir Ellipsen von mdBiger
Exxentrixitit (Plancten und kurxperiodische Kometen). Erste Methode.

w, i und § bezichen sich auf dieselbe Grundebene und dasselbe Aquinoktium,
wie die Koordinaten « und 0.

sinb sin B = — sin(a¢ — §))
sinb cosB = - cos? cos(« — §))
cosb = — sini cos(e — §))
sinc sin C = — sind cos (¢ — §)) A.

sinc cosC = - sin ¢ cosd — cosZ sind sin(e — §))
cos ¢ == - 08¢ c08d - siné sind sin (¢ — §))
sinb und sinc sind positiv

g sinb cos(B + o +v) = F{ : sinc cos(C + @} v) =
g sinb sin(B 4+ w +4 ) = Fy —sincsin(C + w4 v) = h oM
a . @ @ . v i
= sinb ¢os (B + w) = @, o sinc cos(C + w) = &
a . . @ a . : J
Esmb sin (B + w) ==y > sin ¢ sin(C + w) = O
:;cosbfrcos-r = H} ; COSC 7" COS ¥ — H?
1 . @ | 1 : il
— cosb rsinw =Hy | —coscrsine = H,
G > Va =K | :)o 2 — 1.58 83
3% = | g3k = 1.56 0327

cosddu = (F'; 4 sing - G7) secqp d M,
+ ((F? + sing - G)secop (t—1t,) — KrFy) du
+ (sinE - F; — cosgp-Gy) dgp
(4] r
—|- Fc a‘ ds
+ Hidp
— Hidgq
dd = (P} +sing - GI) secp d M,
= ({Ir % sing « G seco (t —t,) — K!Ff) du
+ (sinE - F? —cosgp - G dp
4= ; ds
+ H{dp
— Hldg
Fiir « und ¢ nimmt man am besten die aus den Beobachtungen abgeleiteten Werte;
r cosv, r8inv, v, sink, ¢ sind der Ephemeridenrechnung zu entnehmen.
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Von dp, dq, ds geht man mittels der Formeln 5) (Seite 435) auf die gewthn-
lichen Bahnelemente dw, d §, dt iiber:

di = coswdp —sinwdq
sinéd §) = sinwdp -+ coswdq D.
d(§ + w) =ds 4 tgiisinid Q).

Da die dp, dq, ds ihrer Definition nach vom zugrunde gelegten Koordinatensystem
unabhiingig sind, dienen die Formeln D. zum Ubergang auf jedes Grundsystem,
Ekliptik oder ﬁquator. In der Regel hat man Ekliptikalelemente vorliegen; nimmt
man, wie ebenfalls meist der Fall ist, fiir ¢ und J Rektaszension und Deklination,
so muf man bei Durchrechnung von A. und B. sich natiirlich der Aquatoreal-
elemente bedienen. Mittels D). kann man dann aber gleich die Korrektionen der
Ekliptikalelemente erhalten.

Die Gleichungen C. sind fiir jeden Normalort aufzustellen; fiir cosdde¢ und dd
sind die Unterschiede Beobachtung — Rechnung zu setzen, die sich mit dem zur
Verbesserung vorgelegten System %; ergeben. Die Auflosung der Gleichungen erfolgt
nach den Regeln der Ausgleichungsrechnung (Abschnitt XXVI) und gibt die Korrek-
tionen, die den Elementen F; hinzuzufiigen sind, um diejenigen Elemente zu erhalten,
welche die Beobachtungen am annehmbarsten darstellen.

143. Beispiel fiir eine Bahnverbesserung nach der ersten Methode. Es sei
die Aufgabe gestellt, das schon nahe richtige Elementensystem des Planeten (221) Eos:

Ep. und Osk. 1882 Februar 7.0 M. Z. Berlin
M, 171°52"22'5
& 158 54 9: Ekl. und Aqu.
52' 142 32 46.1 o
10 51 14.7
P 557 6.5
w 67978499
loga  0.4783957
so zu verbessern, daB es die folgenden beobachteten Normalbrter méglichst gut
darstellt:
Beobachtete Normalérter.
Datum Aqu. c 0 Gew.
I. 1882 Febr. 11.5 1880.0 148°56' 2470 4 13°27' 3878 2
II. 1883 Mai 30.5 1880.0 212 35 51.7 4+ 227 2.2 1
III. 1884 Juli 225 1880.0 314 28 19.9 — 12 48 44.8 1
IV. 1887 Febr. 13.5 1890.0 130 6 50.5 + 15 44 59.3 1
V. 1898 Miirz 16.5 1000.0 168 57 50.4 412 9 1.1 2
Um zuniichst die Differenzen Beobachtung — Rechnung zu bilden, werden die
aus obigen Elementen (unter Beriicksichtigung der Storungen, siehe Nr. 180) fiir die
angegebenen Zeiten folgenden Orter berechnet; sie sind in nachstehender Tabelle zu-
gleich mit den Differenzen gegen die Beobachtungen aufgefiihrt.
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Gerechnete Orter.

B Beob. — Rech.
Datum Aqu. « b de di  Gew.
I 1882 Febr. 11.5 1880.0 148°56' 2271 4 13%27'38"9 + 179 — o1 2
II. 1883 Mai 30.5 1880.0 212 35 51.7 -+ 2 206 50.2 0.0 -+ 30 1
III. 1884 Juli 22.5 1880.0 314 28 184 —1248 49.4 -+ 1.5 4+ 4.6 1
IV. 1887 Febr. 13.5 18go.o0 130 7 19.3 1544 589 —19.8 4 0.4 1
V. 1898 Miirz 16.5 1goo.o 168 59 7.3 —+12 8 43.3 —76.9 -+ 17.8 2

Die Berechnung der Koeffizienten der Bedingungsgleichungen erheischt die Kenntnis
der auf den Aquator iibertragenen Bahnelemente o, ¢, (), die wir zusammen mit
einigen HilfsgriBien in folgender Tabelle zusammenstellen.

Normalort.

I 1T I1T IV ’ Y
Aquator- | © 308° 045 | 30794893 | 308° 6.85 | 307°56/21 | 307°44.38
i Q 24 17.48 | 24 17.29 24 17.13 24 14.83 24 15.28
; 16 g.85 16 9.99 16 10.15 16 8.81 16 g.13
Aqu. 1880.0 1880.0 1880.0 18g0.0 1900.0
siné 9-44 465 9.44 472 944 479 9:44420 | 9.44434
cosi | 9-98248 998248 |  0.98 247 9.98252 | 0.98 251
e 0.47 840 0.47 861 | 0.47 874 0.47 850 ‘ 0.47 946
sin ¢ ‘ 901574 | 901409 g.01 376 9.01343 | 8.98777
cos i 9.99765 | 0.99767 9.99 768 9.09768 | 09.99 704
K| 182753 1.82765 | 1.82770 1.82758 | 1.82806

Die folgende vollstindige Berechnung der Koeffizienten bedarf keiner Erliuterung,
auBer daB die zuerst zusammengestellten heliozentrischen und geozentrischen Koordi-
naten unmittelbar den vorhandenen Ephemeridenrechnungen entnommen werden kinnen.

t, = 1882 Febr. 7.0
| L | IL | IIT. . IY: V.

by +45| +a175| 48965 | +18325| +5881s

Ul 174°3134 250”4637 I 337 10130 162° 1797 198”1816

" 0.52 097 0.48 898 | 0.43 462 0.51 878 0.51 730
rsing 9.53 618 0.46 405, 0.02 339, 0.00 170 0.01 437,
T Cosw 0.51 863, 0.00 659, 0.39 920 0.49 771, 0.49 485,

r.aQ 0.05 778 . 0.01 037 9.95 588 0,04 028 0.03 703
sin I/ 0.06 013 | 9.98 777, 9.54 698, 9.32 361 9.53 698,

1280.0 @ 148”5640 212%35.86 | 314"2833 130" 7/o0 168°57.84

;922:2 0| +1327.65 | +2 2708 | —1248.75 | +15 44.99 | + 12 9.0z

0 0.36 781 | 0.35 253 0.23 610 0.36 998 0.36 443

sind 936694 |  8.63113 9-34 388, 943367 9.32320

cosd 9.98 790 | 9.99 960 9.98 go§ 9.98 338 9.99 016

«— 0 124”3892 [ 188°18.57 290° 11.20 105 5217 144" 42156

sin(¢ — &) 9:91 522 915993, 9.97 247, 9.98 312 9.76 172
cos (e — &2 9:75 476, 9.99 542, 9.53 792 9.43 687, 9.91 181,
A. sinb sinB 9.91522,]  9.15993 9.97 247 0.98312,  9.76 172,
sinb cosB 9.73 724n 9.97 790, 9.52 039 9.41 939, 9.89 432,
cos B 0.74 274, 9.99 503, 0.52 240 9.42 065, 9.90 582,

B | 236°25/50 171°21.21 70°33.05 254" 43.60 2162313

sinb 9.99 450 9.98 287 9.99 799 9.99 874 9.98 850

cosb 0.19 941 | 9.44014 | 8.98 271, 8.88 107 9.35 615



— cos¢ sind sinfe—)

sing sind sin (e — )

143. Beispiel fiir eine Bahnverbesserung nach der ersten Methode,

sing cosd

sinc sinC
sinc cosC

cosC
cosd cosd

Cc
sine
cosc
w: o
f:p)sinb
B4 w
B+w+v
sin (B -+ w)
cos(B - w)
sin /B 4 o - #)
cos (B - w - #)
o
singp G |
F|
s
cosddee ;o M,
t— fu
Y o
— Kr
— Kr F:
(o)E—¢)
cosdde:du

Gl{ |

& |
—cosg G
Fe
cosdda:dg |

sin K+

cosddeds
cosb:p |

cosdde:dp
cosdde:dq

(@:0)sine

C + w
Ct4+w+v
sin (C - w)
cos(C 4 w)

sin (C 4 w 4 v)
cos(CH+ w49 |
y

!

singp Gf

Ift::ﬂ |
|
|

dd:d M,

9:43 255
9.26 464,
9.12 170
8.03 859
9.73918
9.97 038
8.72 681
56744135
Q.19 941
9.99 449
0.11 059
0.10 5¢9
184°25.95
— 1 30.71
8.88 809,
9.99 870,,
8.42 133,
9.99 985

0.13 079,
9-14 653,/
0.10 404

0.05430 |
0.05 665

0.05 321 |
8.2 642,
2.34 850,
0.87 492 |
0.70 986
.10 122
8.99 318,
8.99 083
9.16 507

9.38 766
o.16272 |
8.83 160 |
8.36 778 |
9.35 023
0.31 000 I
+4"4460 |
178 47.94
8.91 746
9.99 851
8.32 139 |
9.99 990,,|

0.30 831 |
8.32 425
9.30 990,

9.26 253,
9.26 488,

9.44 432
7.77 354
8.62 6355
9-45 349
9.99523
9.98 208 |
7-23 578,
872834
9.45 826
9.98 130 |
0.12 608
o.10 8g3
119" 1014
+9 56.51
9.94 ITT
9.68 787,
9.23 716 |
9.99 343 |

9.79 682,

8.81 091,

0.10238

0.07 959
o.08 192

2.67 807
9.34 011
2.31 661,,
1.66 272,
2.76 08g
2.72479
0.05 006

0.04 773,
0.0 0I5,
.37 049

o.xr 273 |

9.08 761 |

9.55 166,
9.09 420

9-58 434 |
—43%42.73 |
207 3.64 |
9*83 959,
9.85 903 |
9.65 795,
9.04 965,

9.44 337
8.45 746

9.53 399,
9.49 596,
9.49 829,

9.43 384 |
9.30 082,
8.88 380
8.85 519
9.83 471
9.97 152 |
8.76 314 |
46753716 |
9.02 048
9.99 760
0.24 264
0.24 063
18739.90
—4 9.70
9.50 519
9.97 653
8.86 076,
9.99 885 |

o.21 716

9.23 092
0.23 048
o.28 010
0.28 242 |
2.95 255
9.10 139,
2.26 232,
1.36 371
3.23 497
3.24 078

9.74 582 ]
9.74 350,
9.78 646,
0.06 634,

©.19536 |
8.74 661,

8.77 ooo
9.14 581
9.26 312
—4"59'99
332 10:41
8.94 029,
9.99 834
9.66 913,
9.94 063,

0.26 146
8.27 522
9-20 975

9.25 752
9.25 984

9.42 758 |
9.39 931,
§.87 0354
8.22 708 |
9.34 560
9.96 590
886039 |
77711176 |
8.88 148
9.99 874
0.10 852
0,10 726
202" 39.81
+4 57.58
9.58 582,
9.96 510,
8.93 679
9-99 837

0.07 236,

9.08 579,
0.10 563
0.06 202
0.06 434
3.26 304
9:04 405 |
2.34 636,
1.39 041,
332738
3.32233

9.69 308,
9.69 076 ‘
9.63 124
9.96 305
0.14 591
8.51 109

8.31 288
9.00 880

8.99 coo

+ 25" 7/97

187 25.74

9.62 811

9.95 680
9.1 159,
9.99 634,

8.94 680
7.96 023
8.98 634,

8.94 339
8.94 571,

9.43 450
9.00 7434
0.23 501
9.19 078
9.82 624
9.97 267
8.52 926
47°54276
9.36 454
9.98 804
0.11 503
0.10353
164" 7!53
-+ 2 25.69
9.43 701
9.98 311,
8.62 703
9.99 961

0.08 6634,

9.07 441,
0.10 314
0.06 046
0.06 252
3.70949
8.73 056
2.34 5454
1.07 6or,
3.83 zo1
3.83 125
9.54 054
0.53 848,
6.64 012,
9.89 330,
0.14 107
8.99 172
9.00 60y,
9.48 657

947957
— 4"20!86
193 57.30
8.87 972,
9.99 875
9.38 230,
9.98 699

9.47 832
8.46 609
9.46 656,

9.42 085,
9-42 291,

445
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"
— KrF!
odt—1
dd:du |
]
G |
— cos g Gs |
sin Y - F":
dd:deg
dd:ds |

cosc:o

dd‘:dp|
dd:dq |

dee
cosdd e
dd

7.63 139
9.97 989,

9.91 80g,
0.25 112,

8.22 746

8.22 511,
8.37 003,
8.60 461,
9.36 768,|
9.62 668 |

.16 286
0.14 531 |
0.27 88

0.26 67
9.00 00,

9.24 229,
1.55 890
2.17 726,
2.05 762,
9-42 384,
9.42 151
9.52 176

8'93 225]!
1.19 457
2.21239
2.25 219
8.20 341,

8.20 109

8.75 673,

9.77 555
9.54 436,
9.62 877 |

0.09 282,
9.63 536

>
0.47 71 |

861514,
9.16 563
9.76 150

9.78 489,
0.16 070,

0.16 51

0.17 61
0,66 28

8.10 159,

0.44 795
2.20 875,
2.20115,

8.61 811

8.61 579,

8.51 105,
8.86 800,

9.02 662,
9.62 876 |

9.63 035
o.12 647 |

1.29 67,
1.28 or,
9.60 20

8.86 187,
1.20 732
3-19 240,
3.18 788,
8.35 929,
8.35723
9.00 354
9.09 195
9.50 449,

g.62 361

9.63 798,
o.r1 846

1.88 59,
1.87 61,

1.25 04

Die Bedingungsgleichungen werden somit (Koeffizienten in Logarithmen):

~0.0819
0.2824
0.0043
0.0025
9.2649,
0.4083,
9.2598
8.9457x
0.4220,

2.7248
3.2408
3-3223
3.8312
0.2511,
2,05760,
2.2522
2.2011,
3.1879,

0.3705,
0.006065,
9.9630
9-8933a
8.6046,
9:7755
8.6151,
8.8680,
0.0g20

0.1127

0.1954
0.1459
0.1411
9.3677,
9:5444n
0.1056
0.02606,,
9.5045x

9:5517n
8.7700
8.5129
g.0061,
g.1629
0.0928,
9-7840,
9.6305
9.6380,

0.0942
9.1458
(.0088
0.4866
0.1453
9.0354
o.1607,
0.1205
0.1185

Gew.
0.0566 dM,+1.1012 dw+09.3877 dp +0.1627 ds+8.3678 dp +9.3502 dq = 0.2007 2

= 0.1051
= 1.2801,

= 1.87061,

= §.0000,
= 0.4771
= 0.6628
= g.0020
= 1.2504

Thre Auflosung nach der Methode der kleinsten Quadrate haben wir in Nr. 139
Beispiel einer Ausgleichung durchgefithrt und konnen uns beschriinken, die Resultate
hier anzufithren:

Werden diese Werte in die

dM,= + 31”15

+

du
dp
ds

dp
dq

[

0.01156
I.15

— 23.10

2.81
0.31

=+ 2789
=+ o0.000z0
=+ 0.62
=+ 0.82
=% 0.91
=+ 0.43

1
1
1
2
2
1
1

1
2

als

linken Seiten der Bedingungsgleichungen eingetragen,

dann stellen diese die Betriige dar, um welche sich die gerechneten Koordinaten
findern, wenn man statt der vorgelegten Elemente die korrigierten benutzt. Die Dar-
stellung der Beobachtungen im Sinne Beobachtung — Rechnung durch die neuen
Elemente wird also erhalten, wenn man die Seite 430 angegebenen ¥Vpd mit Vp divi-

diert und ihr Zeichen umkehrt.

Es kommt:
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Beob. — Rechn.

cosdda dd
I. 1882 Febr. 11.5 — 0705 + 1’12
II. 1883 Mai 30.5 + 0.18 — 0.62
IIL. 1884 Juli =22.5 —0.33 + 2.26
IV. 1887 Febr. 13.5 +0.49 -+ 0.55
V. 1898 Mirz 16.5 — 0.09 — 0.11

Die Darstellung der Normalirter durch die neuen Elemente ist also eine recht be-
friedigende. Um das korrigierte Elementensystem in der gewthnlichen Form auf-
stellen zn kénnen, miissen noch die ds, dp, dq in die Korrektionen der Elemente
w, &, ¢ verwandelt werden, was durch die Formeln D. Seite 443 erreicht wird.

Berechnung der Korrektion der Ekliptikalelemente:
COS®  9.0947, sined§) 9.8727

sinw 9.18g0, tgze 8.9777
dp 0.4490, siné  9.2749
dq 9.4980,
di =+ 2'78 —olos = 2773
sinedf) = + 0.435 +0.311 =+ 0.746
d(f)+ w)= —23.10 4007 = — 23.03
df = =+ 3.96
dow = = — 26.99

Die verbesserten Elemente sind also:
(221) Kos.
Ep. und Osk. 1882 Februar 7.0 M. Z. Berlin.
M, = 171°52" 53.65

@ ="18353 4L | oy gia Aqu.
§@ = 142 32 50.00 (880.0
= 10 5I 17.43 '
9= 557 7:65
o= 679:83834

loga = 0.478 4007 .

144. Die Formeln der Bahnverbesserung, zweite Methode. Wir fithren jetzt
die Grundform II. (Seite 438) in eine fiir die Anwendung geeignete Gestalt iiber, was
mittels der schon Seite 438 eingefiihrten Koordinaten i und y des geozentrischen
Planetenortes 4 im System RN der Bahnebene und mittels des Positionswinkels ¥
leicht gelingt. Aus den Dreiecken (Fig. 57, Seite 437) ANR, ANW; QNE, QNW;
PNR, PNW folgt:

cos (A R) = cosy cosy cos (QR) = —siny | cos(PR)= —sinycosy
cos(A W)= cos y sin i cos(Q W) = cosy | cos(PW)= —siny siny
cos (A N) = siny " cos (PN) = cosy
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und daher wird aus IL. in Verbindung mit 14)
do = cosycosy-dr-4cosysing rdw -+ siny - rdn
pocosydyp = —siny -dr-4cosyy - rdw i E.S
ody = —sinycosy -dr —sinysiny - rdw 4 cosy - rdn.
Dies sind mit den Modifikationen, welche durch die Einfithrung der Differenziale »dw
und rd» bedingt sind, die Gleichungen, welche Tiefjen (Berl. Jahrb. 1878) auf anderem
Wege abgeleitet und seiner Methode der Bahnverbesserung zugrunde gelegt hat. Werden
fiar die Differenziale dr, »dw, rdn die Ausdriicke 15), 16), 17) eingetragen, so kommen,
wenn wir gleich dieselben Zusammenziehungen vornehmen wie Seite 440, die Formeln:
do = cosy (siny -} sin g sin (1 - v))a sec g d M,
~+ cos x ([Sin Y 4 sin g sin (1 -+ v)] sec ¢ (t — #,) — cos 3—2;» V'Er)adp

+ cos y (sin K'sin 1) — cos ¢ cos (@ + v))adg
~+cosy sinrds
~+sin gy rsinvdp
— sin g rcosvdgq
g cosydy = (costp - sing cos (Y + v))asecqpd M,

-+ ({cus Y =+ sing cos (Y -+ 2)] secp ({ — t,) 4 sin ;-,-,-_ Vﬁr)ad_u

-+ (sin F cos iy - cos ¢p sin (¢ + v))ad ¢
~+ cosyrds
g9dy = — sin y(sinyy + sin ¢ sin (Y -+ v))a sec pd M,
— siny ([sin Y+ sing sin (¢ + v)] secqp (£ — &) — cos B—ZK VE?') adu
— sin y (sin K'sin ¢y — cos ¢ cos (i + 2)) ad g
—singsiny - rds
+ cosyrsinedp
— cosyreosvdq.
Der Zusammenhang der hier eingefiihrten Koordinaten ¢ und y mit den direkt ge-
gebenen « und 0 ergibt sich aus dem Dreieck zwischen den Polen der beiden Systeme
und dem Ort A, also NxA, dessen Stiicke wir bereits in 12) (Seite 438) angegeben
haben; dasselbe ergibt zugleich den Winkel ¥, dessen man zur Uberfithrung von
cosdda und do in cosydy und dy bedarf. In der nachfolgenden Zusammenstellung
aller Formeln fithren wir wieder einige abkiirzende Bezeichnungen ein und beschriinken
uns auf die Koordinaten d und dy.

Zusammenstellung der Balnverbesserungsformeln  fiir Ellipsen von wdifiger
Erxentrivitit (Planeten wnd kurxperiodische Koweten).  Zweite Methode.
cos z sin (@ + » - ) = sinésind 4 cosé cosd sin (¢ — §))
€08 1 €os (@ == v - ) = cosd cos (@ — ))

cos y sin P = sinz cos (¢ — §)) A

cos y cos'P = cosicosd + sinesind sin (¢ — §))

sin y = cosisin d — siné cosd sin (¢ — §))

cos y ist stets positiv,
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cosydiy = —+ cosP . cosdda 4 siniF-dd

dy = —sim¥.cosddw -+ cosif.dd
@ @ | 7 2
—cosYy =F, | —cosfv+y)=0G | —cosv=H, | ZVa=K
¢ e | e 3k o
Eﬁ—‘;inlrt:“F msin{s'—kl,[;)«—*G Tsinv=H, | log > = 1.58832 -
e =+ .2 ) il ) = H, c3k—-5 327
cos yd iy = (F, 4 singp G) secpd M,
+ ([, + singp G]secp(t —1,) + KvF.)du
—+ (sin I8 17, 4 cos p G d p
-+ chds |
dy = cosyH,dp D
— cosyH,dq

— sin g (Fs + sing Gy) secpd M
— sing ([Fy+singpG,])secp(t —t,) — KrF)du
— siny (sin KKy — cosep G)d p

- sinx%ﬁ’,ds.

Der Ubergang auf die Ekliptikal- oder Aquatorealelemente erfolgt wie oben (Seite 443):

di=coswdp — sinwdq ‘
sinéd§) = sinwdp - coswdq E.
d(§)+ ) =ds + tgiisinidf).

Die Anwendung der Gleichungen D. als Bedingungsgleichungen der Bahnverbesserung
verlangt zwar gegeniiber den Formeln der ersten Methode (Nr. 142) die Umrechnung
von cosdde und dd in cosydy und dy, ist aber im iibrigen wesentlich einfacher
als diese. Nicht nur, daB die Faktoren sich leichter berechnen lassen, sondern es
sind auch weniger, denn in cosydy fallen zwei Elemente ganz weg, womit, wenn
n Normalirter auszugleichen sind, die Berechnung von 2n Faktoren und die Bildung
der zugehorigen Quadratsummen sich eriibrigt. 'Wir haben ferner oben geschen, dall
der Faktor cosy von dp und dq im Ausdruck von dy seinen Maximalwert hat; siny,
der Faktor der iibrigen vier Elemente, hat also seinen Minimalwert, der héchstens

bis siny = -~ sin/ steigen kann, also von der Ordnung der Bahmmneigung gegen die
¢

Ekliptik ist; da iiberdies die meisten dieser Glieder noch mit sin¢g oder siny mul-
tipliziert sind, letzteres aber in der Nihe der Oillmsition, in der die Normalirter
meist beobachtet werden, klein wird (in der Opposition, bezogen auf die Bahnebene,
wird 1 = o), so sind auch aus diesem Grunde die Faktoren der vier rein elliptischen
Elemente in dem Ausdrucke von dy klein, kimnen also mit verminderter Stellenzahl
berechnet werden. Diese Sachlage kann aber nach einem Vorschlage von Tietjen
noch in anderer Weise ausgenutzt werden. Offenbar beruht die Bestimmung der

Unbekannten dM,, du, d¢ und ds wesentlich auf den Gleichungen fiir coszdy,
Bauschinger, Bahubestimmung, 29
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withrend die Gleichungen fiir dy hierzu wegen der Kleinheit der entsprechenden
Faktoren nichts entscheidendes beitragen konnen; ferner sind umgekehrt die letzteren
Gleichungen ausschlieBlich maBgebend fiir die Bestimmung von dp und dq, die hier
iiberdies mit ihren Maximalfaktoren multipliziert sind. Daraus folgt, daB sich sehr
nahe richtige Resultate ergeben miissen, wenn man zuerst das System der Bedingungs-
gleichungen cosydy = - - - mit den vier Unbekannten d.M,, du, dp, ds auflost, die
erhaltenen Werte in die Gleichungen dy = - - einsetzt und diese dann nach den
Unbekannten dp und dq auflost. Liegen n Normalorter vor, so hat man also statt
2n Gleichungen mit 6 Unbekannten, zwei Systeme von je n Gleichungen und mit 4
bzw. 2 Unbekannten nach der Methode der kleinsten Quadrate aufzulésen.

145. Beispiel einer Bahnbestimmung nach der zweiten Methode. Wir
behandeln die Verbesserung der Bahn des periodischen Kometen Brooks aus den
drei Erscheinungen 188g/go, 18¢6/97, 1g903/03. An Hilfszahlen werden folgende
gebraucht, wenn wir ,Eiquatnr und ﬁquinoktium 1900.0 als Fundamentalkoordinaten-
system wiihlen:

Ersch. 188q. Ersch. 18g6. Ersch. 1903.

“ 8°12/ 8252 01492

Aquator | © 3581275 3587 22.30 358°14.9

iacag 1 % 35133 3 5045 3 50.42
909, i 29 16.70 29 16.20 29 16.36

sinz  9.68937 9.68024 9.68028

cosi  9.940064 9.940068 9.94067

a 0.56039 0.56737 0.50756

singp  9.67285 9.07157 g.67190

CoS®P  9.94559 9.94594 9.94585

K—_—-%Va_ 1.87153 1.87201 1.87211

Wir geben die vollstiindige Berechnung der Koeffizienten der Bedingungsgleichungen
fir fiinf Normalorter (die bei der definitiven Bearbeitung des Kometen benutzten
librigen Normalorter sind hier weggelassen). Die Zahlen der ersten Abteilung konnten
den vorausgegangenen Ephemeridenrechnungen entnommen werden,

t, = 1889 Sept. 30.5
[1880Aug.21.5/1890 Febr.5.5[1896 Aug. 4.5/ 1897 Jan. 7.551903Aug.1g.5

t—1, — 40 + 128 2500 + 2656 -+ 5070
¢ | 342"39.90 512785 | 321735155 27"20l75 | —44"27.90
7 0.29 636 0.34 585 | 0.32 266 | 0.30 787 0.33 370
rsing 9.77 052, 023918 011272, 997003 | 0.17909,
7 Cosw 0.27617 0.14034 | o.z1 8735 0.25 641 .18 720
lgoo,ol 7 2"7/90 24"55.37 | 33916118 o”55/51 | 315”2690
\d| —6322|+4135435|—1837.37| —1 3877 | —27 6.98
0 0.01 790 0.36 837 0.05 297 0.31 797 0.06 go4.
sind 9.02 309, 9.38 080 9.50 425, 8.45 832 9.65 877,
cos 9.99 757 09.98 708 9.97 664 9.99 982 9.94 943
ria 9.72 997 9.77 946 9.75 529 9.74050 | 9.76614
sin 9.25 855, 9.72721 | 9.30041, 9.45 672 9.66 567,



145. Beispiel einer Bahnverbesserung nach der zweiten Methode. 451

«—Q | —1°4343 | +21°4/04 i 335°25.73 | —2°54/94 | 311°36148
sin (¢ — ) | 8.47 831, 9-55 565 | 9.61 891, 8.70 643, 9-87 373u
cosfe—&) 999981 |  9.96996 = 9.95877 9.99 944 9.82 219

sinésind | 8.71 246, 9.07 017 I 9.19 349, 8.14 756 9.34 803,

sin{ cosd 9.68 694 9.67 645 | 9.66 588 9.68 gob | 9.63 871

cosicosd 9.93 821 9.92 772 | 9.91 732 9.94 050 9.89 oro

cos ¢ sind 8.96373s 932144 |  9.44493,  8.39900 9.59 944,
sin¢ sin J'sin{e — Q) 7.19077 8.62 582 | 8.81 240 6.85 300, 9.22 178
cos y sin ¥ i 9.68 918 9.65033 | 9.64 Sor 9.68 868 9.51 147
cosycos¥ | 9.93 809 9.94886 | 9.95016 |  9g.g4015 9.97 454

cos ¥’ 9.94 029 9.04 919 9.95 177 9.94 069 9.97 567

¥ 42921070 | 4+ 27°1061 | +26°30/36 | +29°16l07 -+ 18°59/g0

sin % 9.69 048 9.65 967 0.64 962 9.68 922 9.51 250

—sin+ cosdsin [« — ) : 8.16 523 9:23 210, 9.28 479 8.39 549 9.51 244
sin y | 8.88 830, 8.59 079 8.93 403, 8.69 828 8.85 839,

cost cosd'sin (e —@Q) | 8-4r652u: 9.48 337 9.53623,  8.64693,  9.70383,

cosysin{w+v+41v) | 889025,  9.62519 9.69 886, 848155,  9.90493,
cosycos(w+v+y) | 999738 | 9.95704 |  9.93 541 9.99 926 9.77 162
cosf+v+v)| 099868 005736 093703 | 0.0998 977276
4o | 4472808 | 424758143 | —30°6190 | —1°44/33 | —53°39'52
€08 ¥ 9.99870 | 9.99 967 ‘ 9-99839 |  9.99946 9.99 887
v | — 2°40:83 | + 2674568 | —28%29/15 | — 0° 658 | —31°54!44
W | 414 39.27 | —24 42.17 | + 9 35.30 | —27 27.33 | — 7 26.54
cos 9.98564 | 9.95832 9:99389 | 9.94 811 9.99 632
siny 9.40 310 | 9.62 109, 9.22 159 9.66 376, 9.11 333,
cos (v + ) 9-99952 | 9.95080 9.94 396 000000 | 9.79024
sin (2 + ¥) 8.66 994,  9.65348 9.67 846,  7.282, 9.89 598,
a:p 0.54 849 | 0.19 802 9.31 440 0.24 940 0.49 832
aq, | 0.54 801 0.14 882 0.45 836 0.24 940 0.28 876
F, 0.53 413 o.15 634 o.50 829 0.19 751 0.49 484
G.sing 0.22 086 9.82 167 0.12 993 9.92 097 9.96 066
F,4G,singp | 070618 0.32 151 0.66 010 0.38 192 0.60 620
cosydy:dM, | 0.76 059 0.37 592 0.71 416 | 0.43 598 0.66 035
Gy | 9.21 843, 9.85 150 | .19 286, 7:531, 0.39 459,
F, 9.95 159 981911,/  9.73599 9.91 316, 9.61 185,
Gy sing 8.89 128, 9.52 435 9.86 443, 7.203, 0.06 640,
Fy+ Gysing 9.91 204 9.5I 172, 9.27 272, 9.91 401, 0.19 710,
secq (I', + G, sing) 9.96 645 956613, 932678,  0.96807,[ o0.25125,
dy:dM,  8.85403 8.15602 |  8.26081,]  8.66635 9.10964,,
K-r 2.16 789 2.21738 | 2.19 467 | 2.17 988 2.20 581
(F,+ G, sing)secp (t—1,) | 2.36 265, 2.48 313 4.11 210 3.86 021 4.36 536
K.rk, 2.11 948 2.03 639, 1.93 066 2.00 304, 1.81 766,
cos pdp tdu ‘ 1.99 485, 2.29 095 4.11 405 3.85 272 4.36 411
(Fy+-G,sing)secql—L,) | 1.56 351"| 167334,  2.72472, 339230,  3.95626,
—K.rF, | 2.j0202,  '2.37372, 2.70 296, 2.37 739 2.70 063,
Summe | 2.73284,| 245267, 301521, 343235,  3.97972,
dy:du| 162134, 1.04 346 1.94 924, 213063 | 283811,

b, sin ¥ 9.79 268, 9.88 355 o.10 770, 9.65 423 o.16 051,

G, cos 9.16 402, 9.79 709 o.13 880, 7-477n .34 035,
cos ydw:dg 9.88 440,/  o.14350 0.42 456,/  9.65133 0.56 079,

Fysin B 9.21014,/ 954632, 933540, 9.36988,]  9.27752

—Geosgp 049360, 009445,/ 040430, 019534,  0.23 461,
(F,sin E — &, cos¢) 0.51 565, 0.20 266, 0.43 986, 0.25 584, 0.18 381,
dy:idp 9.40415,  8.79345 9.37 339,.| 8.95 412 9.04 220,
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cosydi):ds | 0.26 410 | ' 9.93 380 | 0.26 358 9.93 8or1 | 0.26 094 -

(r:a)Fy 9.68 156 | 959857, 949128 l 9.65 366, 9:37 799

dy:ds 8.57006 | 818936 | 842531 8.35194  8.23638,

1, ‘ 0.25 827 9.77 197 0.16 578 | 9.93 844 I o.11 816,

dy:dq 0.25697,/  9.77164,  0.16417,  9.93790,]  ©O.11703,

H, 9.73 262, 9.87 081 0.03 975, 9.65 206 | 0.11 0035,

e | | |
dy:dp 9.75 132, 9.87 048 o.05 814,/ 965152 | 010892,

Hieraus zieht man folgende Bedingungsgleichungen, deren Koeffizienten in Loga-
rithmen angesetzt sind:
cos y, p, = o0.760350 M, +8.90485, (1000Su)+9.88440, Jip +0.26410 s

€os <Py = 0.37592 9.29005 0.14350 9.93 580
cos yy i, = 0.71416 1.11495 0.42 456, 0.26358
cos g, I, = 0.43598 085272 9.65133 9.93801
cos y, <, = 0.66035 1.36 411 0.56070, 0.26004

oy, =8.85495 JM,+8.62134, (1000 u)+9.40415, Jp-+8.57006 Js +0.25697, Jq+9.75132,/p

yy=8.15692 8.04 346 8.79345 8.18936 9.77 164,, 9.87048
s = 8.26081, 8.94924, 937389, 8.42531 0.16417, 0.05814,,
iy = 8.66633 9.13063 8.95412 8.35194 9.93 799, 9.65152
Ay, = 9.10964, 9.83811, 0.04220, 8.23638, 0.11703, 0.10892,

Fiir die cosy4 iy und Ay sind ihre nach den Formeln B. berechneten Zahlenwerte
einzutragen und dann die Auflésung zu bewerkstelligen. Da wir hierfiir schon Bei-
spiele gegeben haben, soll sie hier nicht durchgefiihrt werden. Es sei nur noch be-
merkt, dall es im vorliegenden Fall offenbar ausreicht, die A4M,, Ju, ¢, 4s aus
den Gleichungen fiir cosy .7y allein zu bestimmen und dann mit Benutzung dieser
Werte die #/q und 4p aus den Gleichungen fiir .

146. Verbesserung von parabelnahen und parabolischen Bahnen. Bei
Bahnen dieser Art bedient man sich bekanntlich zur Berechnung der heliozentrischen
Orter anderer Elemente, als bei der Ellipse von milliger Exzentrizitiit; man gebraucht
niimlich statt A,, w, e die Stiicke:

T = Durchgangszeit durchs Perihel,

¢ = Periheldistanz,

a = groBe Halbachse (bei der Parabel = o0).
Es ist daher nothwendig, in den Bedingungsgleichungen der Bahnverbesserung die
Differenziale dieser Elemente einzufithren; statt « kinnte man neben ¢ die Exzen-
trizitiit ¢ wiihlen, ersteres ist aber vorzuzichen, weil man dann durch die Aus-
gleichungsrechnung direkt das Gewicht von «, also auch das der Umlaufszeit be-

stimmen kann, was hiiufig von Interesse ist. Da ¢, ¢, a durch

g =a(1 —¢) Ellipse
Hyperbel
zusammenhiingen, so ist durch ¢ und @ auch die Exzentrizitiit bestimmt.

Wir stellen #d e und dr durch d7', dq, da dar und zwar zuerst fiir die Ellipse.
Aus

folgt

G=ale —1)

M=ult—"1)
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AdM =du(t— 1) — ndT ,

und aus ’
p‘. —— -—vi
a?
folgt:
3 k da
d!fﬂ—';;?i (a)
az
somit wird
iM=—Lar_3%,_pde, (b)
a: 2 a= %
Ferner folgt aus:
qg=a(1 —e)
dq = (1 — e)da — ade
und daher
ade = q d: —dq. (e)

Nun haben wir oben (Seite 440) bereits gefunden:

rdv =2 ‘;?S(p dM+-a sinv(l + ?F) de

3
dr = atgesined M — = razdu — a cosvde

3k
die Eintragung von (a), (b), (c) fiilhrt also auf:
rdy = — VP— kd? — 2k Vf’ (t — ) —|— sin (: —+- —) — —sinw ( - i)e:l‘g
dr = — i'c iy dT =3 m?j(t— I’}da +r d_a —q cosv— ~ —[—- cosvdq
Vp 2 Vp

oder e

5 pAd —ski=Tp\de . 1)

rdv = — = V_—l—(gsm'u(l—f—p) : Vp ?_) = 51111:(1-—{—P dq

dr = — ¢sinv I—iT—|— (-r — ( COS¥ — LA ik e sm?) & —+ coswvdgq .

Vp 2 Vp a

Um die entsprechenden Ausdriicke fiir die Hyperbel abzuleiten, stellen wir
zuniichst aus Nr. 60 folgende die Bewegung in dieser Kurve beschreibenden Formeln
Zusammen: R P
e = secy, p=atgy?, q:é—_f-_—l=a.(c—1}

Ne=L(t— 1) = etgF—logtglas® + 1 F)

a2
tgiv = cotgiy tgil’

r=aleseck — 1) = 4

14 ecosv

rsinv =a tgy tgF

rcosv = ale — sec ),
wo a den absoluten Wert der groBen Halbachse bedeutet und der auftretende log ein
natiirlicher ist. Durch Differenziation erhiilt man hieraus:



Abschnitt XXVI1L Die Bahnverhesserung durch Variation der Flemente.

454
de = tgy secipd i
LY L
a2 2a7 @
., d4aF
BN =g au-k co sF’ ~ cosk
oder
AN = tgFde +- — F(e secF'— 1)dF
oder
A GOSFJ N — secy sinv cosF'dy
dv ﬂ di
sine = sink  siny
dr = 2 da - a sec I tgw secywdp + a secy tg F sec F'd I
dg = (e — 1)da+ ade
oder: ey
ade = — ¢ a: “+dyq.

Wird nun alles in dr und dv eingetragen, so kommt nach einfacher Reduktion:

; _,ﬁ*ﬂ ; —Np
rdv = " ({5“1-!.’( -+ ) VI’ < )
(t—1T)

dr= —e¢ sinvfii_i'-‘-ig (r — qcosv — 3k
Vp

Vp

smv(l - p)dq

e sim;) df’ —+ cosvdyq,

d. h. man hat fiir die Hyperbel genau dieselben Ausdriicke wie fiir die Ellipse.

Die Differenziale ds, dp, dq behalten wir auch hier bei, so daB wir nun nach
den Grundformeln I*. (Seite 439) die Beziehungen zwischen cosdde, dd einerseits
und d7T, dq, da, ds, dp, dq andererseits und zwar gleichlautend fiir Ellipse und
Hyperbel zusammenstellen konnen:

pcosdda = —sinb (cos(B + w + v) + ¢ cos(B 4 ©

kdT
>V

—sinb{%sinﬂ cos(B + @ 4 7) — sin(B + m}) dyq

(t-T)
Vi
~+sinb cos(B -+ o - v)rds
~-cosb r sinvdp
—cosb 7 cosvdg

~+sinb ([J —qcosr—>ik

tsmr]sm(B+m+-r i—[qb[nl(l+ )-

kdT

odd = —sinc(cos(C + w + v) + e cos(C + w) )—--

—sinc ‘;} sine cos (C ~+ @ -+ v) — sin (C - m}) dg

t—T)

P
~+sine cos(C + w —+ )rds
--cosc 7 sinvdp

— cosc 7 cosvdq .

~+ sin c([?'—q cosv—3 .’i:(

esi111:]sin(C+w+z'] +[q sin» (I + )—--

—T)p

Vp

] J cos (B+w+ r"}) “';

=1)p ] cos(C+w+ u)) &a
P 13
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Von den hier auftretenden Koeffizienten verursachen nur die von da Schwierig-
keiten, zu deren Uberwindung verschiedene Verfahren*)in Vorschlag gebracht wurden.
Handelt es sich um eine bestimmte, bereits vorliegende Ellipse oder Hyperbel, die
verbessert werden soll, so ist allerdings eine weitere Umformung kaum nétig, denn

man sieht leicht, daB der Koeffizient von sinb (i;' folgendermaBen geschrieben werden

kann:

¥ : ; I = : ¢

iq (;} sin 2 cos(B—-w—+ ) —sin(B+4-w) | — i ?---(t— T')(cos(B—+-w--v)+- e cos(B+-w))+rsin(B4w+v),
P

daB hier also dieselben Faktoren auftreten, wie in den Koeffizienten von 47" und

dy, die man ohnehin berechnen muB. Fiihrt man einige abkiirzende Bezeichnungen

ein, so ergibt sich dann folgende
Zusanmmenstellung der Balmeerbesserungsformeln fiir Ellipsen und Hyperbeln.

m, 7, & beziehen sich auf dieselbe Grundebene und dasselbe Aquinoktium wie « und .

sinbsinB = — sin(¢ — §)) ' sine sinC = — sind cos(a — §))
sinb cosB = -}~ cosi cos(e — §)) | sinc cosC = -} sin? cos d — cos? sind sin(e — §))
cosb = — sini cos(¢ — §) | cos ¢ = - cosi cosd - siné sind sin(« — §))
sinb und sinc sind positiv.
;—sinb (cos(B+ w+v)+ecos(B+w)) = G« Iésin c(cos(C+w+v) +¢ cos(C+w)) = G
;, Sinb{;;’*imfcos(3+fﬂ+?-‘]*Sin(B+f=fJ)=D" é—sinc(gsinv cos(C+w+w)~—sin(C+w}) = DY
g sinb sin(B + o + v) = I« :T sinc sin(C + w + v) = "
;-; sinb cos(B + w +#) =K~ % sinc cos(C + o + v) = K’
E cosb sinv = P« ” cosc siny = P?
:; cosbeosy = ()¢ :T cosc cosv ="’
cos o = — Ge 4T 4= —asE 2]
Vp Vp
— D“ df" e Dul dq
3 k S da : 3 k w\da
+({Dn+__ (=T ﬁ’”‘l"F‘")' ( D:i__ LAY | | G | —
q D%+ VP{ ) = + ¢ 2 Vp (¢—=1)G'+ 1) —
-+ K=ds | + Kds
+ Pedp + Pldp

log k' = 3.55 o006
log 2k = 8.41 1673.

*) Oppolxer, Monatsberichte Akad. Berlin 1878. Weif, Sitzungsber. Akad. Wien 1881. Schin-
feld, Astr. Nachr. Bd. 113, S. 87.
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Statt 95: kann man auch — n:d:? schreiben.
Werden wie gewohnlich cosdde und dd in Bogensekunden angesetzt, so ergeben
sich auch dgq, da bzw. rfé in dieser Einheit; um sie in Lingenmall zu erhalten, muBs

man sie also noch mit sin1” multiplizieren; d7' erscheint in Tagen, wenn der damit
multiplizierte Faktor s in Sekunden angesetzt wird, wie in obiger Ubersicht bereits
angegeben.

Der hier supponierte Fall tritt in praxi nur selten ein, sondern meist ist die
Aufgabe die, aus einer parabolischen Bahn durch das Verbesserungsverfahren eine
parabelnahe Baln abxuleitern, was offenbar dadurch geschehen kann, daB man die
Verhesserung der Exzentrizitit 1 der Parabel zu ermitteln strebt; fillt diese nach
der negativen Seite aus, so hat man eine parabelnahe Ellipse und wenn nach der
positiven eine parabelnahe Hyperbel. Obige Formeln gelten nun zwar auch fiir den
Grenzfall, die Parabel; aber ob man nun da beibehiilt, oder de durch

da o de dq
a 1—e¢ ' q

einfiihrt, immer erhilt man den Koeffizienten von «a oder de in unbestimmter Form.
Diese zu beseitigen ist das Ziel der oben zitierten Arbeiten. Wir werden hier die
Schénfeldsche Umformung vorfithren, fiir deren Anwendung in der Tafelsammlung
die Tafeln XXVII—XXIX aufgenommen sind. Offenbar kommt alles darauf an,
aus dem Koeffizienten von da den Faktor (1 — ¢) herauszuziehen, was uns wegen
1—£
I
gelingen wird, wenn wir die halbe wahre Anomalie einzufiihren suchen; auch der
Umstand, dafi in den Koeffizienten von d7' und dq die halbe wahre Anomalie auf-
tritt, sobald ¢ = 1 darin gesetzt wird, weist darauf hin, auch in da ihre Einfiilhrung
zu unternehmen.
Setzt man

tgi Bt = tg3o*

E-j-slr—j“lcsinr =T
Vp
. r\_ut=1p
{]bl]lf(l—kp) ==

’r—q cosv — 2k

. — sinb da
so wird der Koeffizient von —— —:
) [43

Usin(B -+ o+ v) 4V ecos (B4 @+ 1),
wofiir wir schreiben:
sin (B -+ w4 32) [ecosiv-U—sinio-V] 4 cos (B + w —+ f#) [sinjv- U~ cosiv-V]
und nun zuerst die [-- -] entwickeln. HEs ist dabei zwischen Ellipse und Hyperbel
zu unterscheiden.
In der Ellipse hat man folgende Relationen, die wir vorweg angeben, um nach-
her nicht die Entwicklungen unterbrechen zu miissen:
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p=4q(+e | i Ll COY Uy [ RO Y MP7
%)-:I-{—GCOS’U : a 7 i

k(t—1T)  ,~—— . tgiv' K —sink

r—q _ ze _ _1—e ( E_—~V1+e=tg;vcos§E’+Ig+g PEPIyoE

rsinie® 1-4e = 1-4e 29" *
q L 0T ] 3 b | L 5
I—e ' = sec; v = sec3 E*.
ip=/ """ telp r
tgi - tgie
Somit wird:
‘ . TR e s (E =T N
cosivU—sinio«V=(r—gqjcos; !+e-sm=i.+2:’., Vs (1 —e) siniv
ey I—C, . . . tgg OB sml_f.
= —rsinvsiniv- -—-+-,-r51nvsm;v— + rsine sini v se E‘ :
- I4¢ 14e 1+c gLl
i 31837 ceor B fi—_sl'_l_’_‘t)
costv.U—sinie- V=1 rsinvsinie +c(1+ Ty iil::l::2 ey i
und: . _
sini—v-U-ﬁ-cos;w-V=(-r+qjsin§v+ﬂ COS k(t - }(1-{-6} COSLV
1-}¢ Vp
2

"\l_ , ],‘1‘_ . P‘

s AR ; ap 1.2 1 T2 3t'g21, b b B S 1%
=2Xysinvcosiv [seciv sect 3 =222 geCl Y —

N * ( s 1~-0803 1+¢ 1-}e T tgiE?
2 1—

oder wenn — = 1+

¢
L R T _!_ ?
e = PR und secv* — 1 = tgi¢® beachtet wird:

— T, TR | 1 on g L= _,_?3#31;;;;-?- " B — sm}g)
sinfo: U+4cosiv.V==1rsint coszw(l+ +tgze + ctgzz +c sect F B
io ;. 1= }u-—smF
H-,-asmvcos,v1+ (1+tg=¢ + ﬂ( o Tiet E“ )

Setzt man nun

E—sinE |
sec B ———— P7ES o0 F—98,
so wird:

Il

coszv - U —siniv. V=

e 2tgze?
irsinesinie +0(I+ (1*38))

1-+¢
— . . . S 2tg2 38 )
sintv - U~ cosjo -V = Lrsinv cosiv ( . e tgiﬁf')
Fiir S ist leicht eine Reihenentwicklung aufzustellen; setzt man
t'g';'Ei=T:
so wird nach Seite 212
E—sink = 2?’1?(%1‘—%1;‘—}--‘}:3—----)
und daher:
I —sinl
—S=(+0) =2 =(—3r+i— )1+
ﬂ/r
1 A
e
oder:




458 Abschnitt XXVIL. Die Bahnverbesserung durch Variation der Elemente.

Wichtiger aber ist, daB man es sofort mit dem GauBschen Argument

15(E —sink)
g I+ sin Y

dessen man zur Berechnung der wahren Anomalie bedarf (Nr. 64), in Verbindung

bringen kann. Da nach Seite 212

A=

)

S A
Y =340
so wird Ty
T +J 1
lA—C
5_
38"1——?;4

38 __1—-‘A—{—C( __[.-‘ ____I_(_z C)___ )

tgik* = 1—34 \5 A)_ E\sTa)— "
und » kann man hiernach mit dem Argument 4 tabulieren, wie in Taf. XXVII
Hat man sich des Argumentes 4 zur Bildung der wahren Anomalie

[
-]

geschehen ist.
nicht bedient, so wird man 7z aus

T =

I—e

1}e

berechnen und kann dann derselben Tafel die Hilfsgrofen & und 5 entnehmen, wenn
die Tafel zu jedem Wert von A4 auch den von = gibt; dies ist in Taf. XXVIL eben-

falls geschehen (z ist dort mit & bezeichnet).

tgio?

Setzt man jetzt:

2tg;0* o a2tgge* 1

I+e (=g f] == 1+¢ & |& und 5 mit Arg. 4 oder z
2tg Lot 3S - 2tgot aus Taf, XXVII
14e tgik T T 14e

so wird:
1 T - 1 . 22y 1—¢
costv-U—siniv-V = Irsinvsiniv i (1 4 )

. . i 1—e
sinjv:U--cosiv- V = rsinvcosiv - (1 n)

und die Vereinigung dieser beiden zum Koeffizienten von de kann nun unmittelbar

ausgefithrt werden. In der folgenden Ubersicht haben wir statt t—? eingefiihrt o -;-,

weil dies fiir die Rechnung Vorteile bietet; es ist:
1—eda q B .

1+e @ 1+¢e @

Man konnte auch das Differenzial de durch
1—e da de _I_i—edq
146 @& 14€ ' 14¢ q
einfithren, doch ist dies, wie schon erwiihnt, nicht zweckmiiBig.
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Zusanvmenstellung der Balnverbesserungsformeln fitr parabelnahe Ellipsen.

b, B, ¢, C, wie Seite 455.

I tgzv® 1
I+e s & und 5 mit Arg. 4 oder 7z aus Taf. XXVII
o 2B,
T 14 /
Isin(L —%v) = —msiniv

leos(L — iv) = 4+ ncosiv

; sinb(cos (B -4 ¢ cos(B-4-w)) = G ; sin ¢ (c08(C+4- 2 +-¢ cos(CHm)) =G’
; smb( :}—'sinr cos[B+m+r}—sin(B—i—w}):f)“ ;— sin c(;sinrcosfc+m+rj— sin(C+ m)) =]NM
; sinb(/ cos (B o +1j+cos(B4w))=N« ; sinc ({ cos(C + w 4 L)+ cos(C+-w)) =N?
Z; sinb cos(B - w - v) =N« % sinc cos (C + © + ) =K’
r . ' r :
cosb siny = I’ cos ¢ siny =P’
@ [ 4
:; cosb cosv = (J° ; cosc casv_—.@t’
cosdda = — G« kds | dd = — G'"rb d_T
Vp : Vp
— D~ dq — D"dq
W 1
— 4 _ginyNed~ smuN"d—
ey STE
e Kods -+ K,ids
-+ Pedp -+ Pdp
— (dq ' — (dq

log k" 3.550000.
Die hieraus hervorgehenden dq und dE sind mit sin 1" zu multiplizieren, um sie

in LingenmalB zu erhalten; d 7 erscheint in Tagen.

Den Fall der Hyperbel zu behandeln, kionnen wir unterlassen, da die Ent-
wicklungen ganz analog denen der Ellipse sind, und da zu verbessernde Hyperbeln
in praxi kaum vorkommen diirften. Die SchluBformeln werden dieselben, nur treten
an Stelle von & und # andere Funktionen, die in Taf. XXVIII tabuliert sind.

Wir gehen nun in dem Seite 456 auseinandergesetzten Sinne zum Falle der
Parabel iber. Setzt man in den Formeln finr die Ellipse (oder Hyperbel) ¢ = 1,

so wird:

E=1, y=3, m=tgiv*, n=11tgiv', Vp=V2Vq="VzVrcosiv, %sinv=tg§v

57

e (cos(B ~+w—+v)+e cos(B+w)) = V_f 008 (B - © + 27)
Ve Vr
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; sinv cos(B—+- 0 42) — sin(B+ ) = tgiv cos (B -+ w =+ v) — sin(B + w)

(cos(B+w -1 2) sinv — sin(B—+-w + 32))

COS v
=————(7sin
P o (sin(B + o +J)),
wenn gesetzt wird:

jsin(S — ty) = —sinw

jeos(d —2v) =1,
Isin(l — fv) = — tgle*sinie | IsinL=—tgiv*sin v cosiv—; tgiv! sinjvcosiy
leos(L — o) = + ¢ tgivt cosiv | leosL=-- tgiv® sin}o® 4 L tgio' costo?

gy ({cos B--w—-L)+4-cos[B-- m,.)__ctgslt —[cos(B—-m)(cos;v’--sinjvicos v--Esinie! cosiv)
oy

— sin(B -+ o) (— sin»? cos}v* 4 L sinio?)].

Setzt man:
cos;v? -+ sin; et cosiv 4 ¢sinjvt cosiv = h, cosH

— sinj v cosjv? 4 §singv® = by sinH
oder
hysin(H — jv) = — Lsine
) e, cos(H — ;v) = cosie' - ¢ sini!
so wird:

SIll v

" (Lcos(B+ w+ L) + cos(B + ) = -OS_:; h, cos(B + o + H).

Endlich ist

Wird dies in die Formeln fiir die Ellipse eingetragen, so erhiilt man folgende
Zusammenstellung der Formeln fir dic Bahverbesserung der Parabel,

b, B, ¢, C wie Seite 455.

Jsin(d — 2¢) = — sinw l hysin(H — o) = — Xsinw
jeos(J—Ltv) =1 | h,cos(H— %v) = cosiv' - L sinp!
cosdda = —b—g—tzcos(3+u 44y ]VZ'{ a7
_|_sinb B Id
o conry) B + 0 J)dg
sinb rtgliv .
o oeis Iy cos(B + w -+ H)Lde

- % sinb cos(B + @ -+ v)ds
r ;
-+ o cosb sinvdp

— fé- cosb cosvdq
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Vak
vr
gine T oo
2 cosiy)sin(C+w + J)dq
sinc 7 tgzv
0 cosiv

dT

dd = — §1-2—": cos(C 4w+ ;7]

+
h,cos(C+ w- H)ide
+ % sinc cos(C + w + »)ds

<f5 % cosc sinvdp

¥y
— —cosc cosvdq
4

log V2 k" = 3.700 522.

Die GriBen j, J, &, H kionnen mit dem Argument » tabuliert werden; dies ist i
der Schinfeldschen Tafel Nr. XXIX ausgefithrt. d7 ergibt sich in Tagen; die er-
mittelten dg und de miissen mit sin1” multipliziert werden, um in LiingenmaB zu
erscheinen. Betreff des Uberganges von dp, dq, ds auf di, d§), dw sehe man
Seite 443.

Erstrebt man nur eine Verbesserung der rein parabolischen Elemente, indem
die Beobachtungen auf das Vorhandensein einer von 1 verschiedenen Exzentrizitit
nicht hinweisen, so bleiben die Glieder mit de weg.
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Abschnitt XXVIIL
Die Bahnverbesserung durch die Variation der geozentrischen Distanzen.

147, Formulierung des Problems. Bei den im vorigen Abschnitt besprochenen
Methoden der Bahnverbesserung wurden die Verbesserungen der FElemente durch die
Unterschiede der Beobachtung von dem durch Rechnung mit dem vorgelegten
Elementensystem erhaltenen geozentrischen Ort ausgedriickt. Hierzu muBten die
Differenzialquotienten der geozentrischen Koordinaten nach den Elementen aufgestellt
werden und es multe ein linearer Zusammenhang zwischen den Differenzialen an-
genommen werden, damit die Ausgleichungsrechnung Anwendung finden konnte.
- Ersteres ist rechnerisch miihsam, letzteres ist oft in praxi nicht der Fall, wenn die
Ausgangselemente noch zu mangelhaft sind; das wiirde zu einer Wiederholung der
ohnehin langen Rechnung zwingen. Gewéhnlich verfiigt man bei einer solchen Sach-
lage auch nur iiber eine kleine Anzahl von Beobachtungen, so daB sich ein strenges
Ausgleichungsverfahren nicht lohnt. Da tritt nun eine Methode der Bahnverbesserung
in die Liicke, bekannt unter dem Namen der Variation der geoxentrischen Distanxen,
die bei geringerer Arbeit wenn auch nicht definitive so doch brauchbare Resultate
liefert. Wir haben sie schon in Nr. g8 kennen gelernt und wollen sie nun unter
allgemeineren Gesichtspunkten betrachten.

Ein Elementensystem geht aus zwei vollstindigen heliozentrischen Ortern a,, 4,
7, @, dy, 7, hervor, die sich ihrerseits aus zwei vollstiindigen geozentrischen Ortern
@, 0,0, @,0,0, ergeben; von den letzteren sechs Koordinaten sind «,, d,, e, 0,
durch die Beobachtung gegeben, ¢, und ¢, miissen durch die Bahnbestimmung
geliefert werden. Ein bereits bekanntes zur Verbesserung vorgelegtes Elementen-
system liefert bestimmte Werte von g, und ¢, und zeigt verglichen mit den einzelnen
vorhandenen Beobachtungen «,d,, «,d, und «;d, Abweichungen cosd,de,, dd,,
cosd,da,, dd,, cosdda;, dd;, die abgesehen von den zufilligen Beobachtungsfehlern
nur davon herrithren kinnen, daB mit den geozentrischen Distanzen ¢, und g, noch
nicht die richtigen getroffen sind. Es stellt sich also die allgemeine Aufgabe, jene
Korrektionen de, und do, von ¢, und g, zu ermitteln, durch welche die genannten
Abweichungen im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate auf ihr Minimum redu-
ziert werden, Hierzu mull man die Differenzialquotienten

cosdda dd cosdda dd

do, ' do,’ dgy ' do,
aufstellen. Dies kann auf empirischem Wege geschehen, indem man die Distanzen
willkiirlich variiert und damit Elementensysteme und deren Abweichungen von den
Beobachtungen rechmet — ein in praxi wirksames, selten fehlschlagendes Mittel, das
wir bereits in Nr. g8 auseinandergesetzt haben. Man kann hierfiir aber auch ana-
lytische Ausdriicke aufstellen, welche wenn streng entwickelt allerdings weitliufig
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sind, aber zu rechnerisch brauchbaren sich gestalten, wenn man Entwickelungen nach
den Potenzen der Zwischenzeiten zulassen kann. Handelt es sich um die Darstellung
aller Beobachtungen, die einer Opposition angehéren, durch eine Bahn, so wird diese
Annahme fast immer zutreffen und auf diesen hiufigen Fall sollen also die folgenden
Entwickelungen berechnet sein.

148. Aufstellung der Grundgleichungen. Wenn das vorgelegte Elementen-
system aus « d, 9, «,d;0, selbst berechnet ist, so werden cosd, dea,, dd,, cosd,dea,,
dd; gleich Null; hierdurch ergibt sich einige Vereinfachung, die wir aber nicht von
Anfang an einfithren wollen, wenn sie auch in der Regel vorhanden ist und jedenfalls
herbeigefiihrt werden kann; sie wird sich als Spezialfall leicht aus den allgemeinen
Formeln abziehen lassen. .

Nach den Grundformeln I. (Seite 437) kann man ansetzen:

do, = cos W, dr, + cos B, r,dw, + cosC,r dn,
0, cosd, da, = cosF, dr, 4 cos®, r,dw, 4 cosH, r,dn,
0,dd, = cos &, dr, + cos, 7 dw, + cosN,r,dn,

und 1)
do, = cos W, dr, -+ cos B,r,dw, + cos €, r,dn,

0y €080, day = cos Fydry, + cos &, r,dw, 4 cos H,r,dn,
0, dd, = cos & dr, + cosM,r,dw, + cos N, r,dn,
und hieraus folgt umgekehrt:
dr, = cos W, do, + cosF, 0, cosd, da, - cos &, ¢,d0,
7, dw, = cosB,dg, + cos®, ¢, cosd,da, + cosM, e, dd,
rydn, = cos @, do, 4 cos$, 0, cosd,dea, 4 cosN, 9, d0d,
dr, = cos Uydo, -+ cosF, e, cosd, da, - cos & 0,d0,
r,dw, = cosB,dp, + cos®, o, cosd,de, + cosM,p,dd,
rydn, = cos G do, + cos §,0, cosd,de, + cos N, 0,ddy;
man hat ferner fiir jede weitere Beobachtung i:
do; = cos W,dr; + cos Brdw; + cos Cridn,
0; cos b, da; = cos F,dr; + cos &7 dw; + cosDiridn; 3)
0,d0; = cos Ldr; 4 cosMrydew; 4 cos N7 idn,.
Die Bedentung der als bekannt anzusehenden GréBlen cos¥, ... ergibt sich leicht
durch Vergleichung mit den bei Ableitung der Grundformeln gemachten Festsetzungen.
Wenn es gelingt dr;, ».dw;, ridn; durch dr,, r,dw, r.dr, wd dr,, r,dw,,
ryln, auszudriicken, so geben die Gl 3) in Verbindung mit 2) offenbar Beziehungen
zwischen dg;, ¢,cosd;de;, ¢.dd; einerseits und do,, o,cosd,dea,, ¢,dd, und dg,,
g co80,dw,, o dd, andererseits, aus denen dg, und dg, und iiberdies dg; bestimmt
werden kinnen, wenn cosd.da;, dd; als bekannt angenommen werden; oder anders
ausgedriickt, man erhiilt die Differenzialquotienten
cos 0 a; d d; cos 0, da; d d;
do, '’ de,’ do, '} do,

Wir wenden uns daher zuniichst der ersteenannten Aufgabe zu.
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Im Koordinatensystem IR, W; N; (siehe Seite 436) lautet die Bedingung dafiir,
daB die drei Punkte 1, 3, ¢ in einer Ebene mit der Sonne liegen (nach Seite 255)

[r 7] By = [rin] B, + [r, 7] R,
(ror ) Wi = [rir, )W, + [r,r] W,
[ 73] Ni = [rery] Ny + [ 7] Ny

oder wenn die Verhiiltnisse der Dreiecksflichen

) i .
7y 75 % (7, 75] »
genannt werden:
Ri=q, B, +q, Ry, Wi=qW,+qW,, Ni=gqN, +qN,. 4)

Nun ist
dR; = dr;, dW;=ridw;, dN;= rdn;
dR, =  cos(v;— v,)dr, 4 sin(v;— v,)r,duw,
dW, = — sin(v; — v,)dr, -+ cos(v; — v,)r, dw,
AN, = r dn,

I

usf.
Differenziert man also 4), so kommt:

dr; = q, cos(v; — v, ) dr, + q, sin(v; — v,)r, dw, + q,cos(v; — v,)dr, +
~+ q, sin(v; — v)rydw, + 7, cos(v; — v,)dq, + 7, cos(v; — v,)dq,
ridw; = — ¢, sin(v; —v,)dr,~-q, cos (v;—v,)r,dw, — q,sin(v; — v,)dry+ 5)
—+ q, cos(v; — v,)ry,dw, — v, sin(v; — v,)dq, — 7, sin (v; — v,)dg,

ridn; =q,r,dn, 4 q,r,dn,.

Werden diese Ausdriicke, nachdem in ihnen dr,, » dw,, ... durch die 2) ersetzt
sind, in 3) eingetragen, so lassen die Faktoren von dg,, cosd dw,, dd,, ... sofort eine
einfache Deutung zu. Es wird z. B. der Faktor von ¢,dg, in dem Ausdruck von dg;

cos U, cos A, cos(r; — v,) -+ cosYB; cosBY, cos(v; — v,) + cosC; cos €,
-+ cos¥; cos B, sin(v; — v,) — cosB; cos A, sin (v, — v,);

transformiert man die 9, B,, €, auf das System der U, B, C;, was durch eine Drehung
um die Achse der Bahnebene um den Winkel »; — #, geschicht, so wird

cos A, cos(v; — »,) 4 cosB, sin(v; — »,) = eos A’
cos Y, cos(v; — v,) — cos U, sin(v; — v,) = cosY,’
cos@, = cosC,’
und daher der obige Ausdruck gleich

cosU; cosA," - cosB; cos W, + cosC; cosC,’ = cos (4;4,),

d. h. der Faktor von ¢, do, ist gleich dem cos des Winkels zwischen den Punkten
A; und A,. Man erhiilt so:
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do;=cos(4;4,)q,do, —+ cos (4, 4,)q,do,
~+cos(4;B,)q,0, cosd,de, + cos(4;B,)q,0, cosd,da,
~+cos(4,C,)q, 0,dd, + cos(4;Cy)q,0,d0,
+ 7 (cos Ascos(v;—v,)—cos B;sin (v;—v,)) dg, + 1, (cos A; cos (v;—v,)— cosB,sin(v; —v,))dq,
0ic080,da; = cos(B; 4,)q,do, -+ cos(B;4,) g do,
~cos(BiB,)q, ¢, cosd,de, 4 cos(B;B,)q,0, cosd,du,
4 cos(B; C))q, 0,9, + cos(B: C,)q,0,d8, 6)
=+ 7, (cos Ficos (v;— v, ) —cos@sin (v;—v, ))dq, +7r, (cos Ficos(v;—v,) — cos®;sin (v, —v,))dg,
oiddi=cos(C;A,)q,do, + cos(C; 4,)q,do,
-+ cos(CiB,)q,0, cosd,de, + cos(C;B,)q,0,cosd,d,
+cos(C; C,) q, ¢,d3, + cos(C; Cy)qy 0,49,
+ 7, (cos;cos (v;—v,)— cosI;sin (v,—v, ))dg, + 7, (cos &;cos (v,—v,) — cosM; sin v, —v,) )y,
Die cos(4;4,), ... lassen sich aus Dreiecken, deren Ecken 4;, 4, und z, ...
sind, durch bekannte Grofen ausdriicken:
cos(4; 4,) = sin d; sind, 4 cosd; cosd, cos(e; — «,)
cos (4;B,) = cosd; sin(e¢; — «,)
cos (4; C,) = sin d; cosd, — cosd; sind, cos(¢; — «,)

cos (B; 4,) = — cosd, sin(a;, — «,)
cos (B; B|) = cos(e; — «,)
cos (B; C,) = sind, sin(¢; — «,)

cos (C; A,) = cosd; sind, — sind; cosd, cos(a; — «,)

cos ((; B,) = — sind, sin(«; — «,)

cos (C; C) = cosd; cosd, + sind; sind, cos(e; — «,)

cos(4; 4,) = sind, sin d, + cos d; cos J, cos (e; — «,) 7)
cos (A, B;) = cosd; sin(e; — «,)

cos (4; Cy) = sind; cos d, — cosd; sind, cos(e; — «,)
cos (B A,) = — cosd, sin(¢; — a,)
cos (1 Bs) = cos(n; — «,)
cos (B; U) = sind, sin(¢; — «,)
(Ci

cos (C; A,) = cosd; sind, — sind; cosd, cos(«; — «,)
cos(C; By) = — sind; sin(e; — «,)
cos (C; C;) = cosd; cosd, + sind; sind, cos(¢; — «,).

Die Faktoren von dg, und dq, findet man, da nach Seite 430

cos U, = sina; sin (A; + o 4 #,)

cos Y,; = sina, cos(A; + v 4 v))

cos §; = sinb; sin (B; + o -+ ;)

cos &, = sinb; cos(B; -+~ w -+ 1))

cos &; = sing; sin (C; + @ -+ 7))

cosiI; — sinc; cos(C; + @ + v _
unter Benutzung der Seite 141 aufgestellten Ausdriicke fiir sina; sinA,, ... folgender-

malien:
Bauschinger, Bahnbestimmung, 30
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7, (cosU; cos(v; — v,) — cosY; sin(v; — v,)) = 7, sina; sin(A; + v + v,)
=17, c080; cos(¢; — &) cos(w 4-»,) 4 », (sind; siné +- cosd; cosi sin(e; — §)) sin(w 4 v,).
Fiihrt man hier die heliozentrischen Koordinaten «, und d, durch
cos (w + v,) = cosd, cos(a, — §))
sind, __ cosd, sin(a,— §))
T sind cosi

ein, so kommt:
7, (cos A; cos (v, — v,) — cos B; sin(v; — v,)) = 7, (cosd, cos §; cos(a; —a,) + sind, sind,)

und iihnlich die iibrigen. Alles zusammengestellt gibt:

7, (cos¥A; cos(v;—v,) —cos Y;sin(v;—v,))= », (cosd, cosd,cos(«;— @,) + sind, sind;) = [
7, (cosF; cos(v;—v,) — cos @,sin(v;—v,)) = —r, cosd, sin(e; —a,) =7¢
7, (cos &; cos(v;—w,) — cos M sin (v, —v,)) = — 7, (cosd, sind; cos (a; — a,) — sind, cosd;) = [
7y (cos¥A; cos(v; —v,) —cos Y;sin(v;—w,)) = »;(cosd, cosd; cos(«;—a,)+ sind, sin d;) = [
7y (cos Fi cos(v; —vy) — cos @ sin(v;—v,)) = — », cosd, sin(a; —a,) =74
7y (cos €; cos(v;— v,) — cos M, sin (v; — v,]) = — 7, (cosd, sin d; cos (a; —a,) — sind, cosd;) =12

149. Die Differenziale der Verhiiltnisse der Dreiecksflichen. Gelingt es
Jetzt noch fiir ¢, ¢,, dg,, dqg, geeignete Ausdriicke aufzustellen, so lisen die
Gleichungen 6) in Verbindung mit 7) und 8) das Problem. Dabei darf man nicht
die geometrischen Werte einfiihren, da sonst die Gl. 5) Identitiiten werden, sondern
man mufl dynamische aus den Gesetzen der Planetenbewegung folgende Ausdriicke
heranziehen. Fiir ¢, und ¢, selbst wird man entweder nehmen

A Ya Tig 7 4] Yis | Tai

- = vid 13 G — — . 22
0 [ry75] Yis Tis ' . [, 7] Yii Ty 9
wo die y die Verhiiltnisse: Sektor durch Dreieck, die z die mit % multiplizierten
Zwischenzeiten sind und zwar mit ihren Zeichen, so daB z. B. v, = ({, — )k = — 7,

= — (t; — £,) k bedeutet, und die y je nach der GriBe der Zwischenzeiten durch das
Gaulbsche, Enckesche oder Hansenschen Verfahren ermitteln (Nr. 49, 57); oder man
benutzt die Reihenentwickelungen (Nr. 52):

b E‘-"-(l e b " — ) _|_l T, (0, Ty 7 —73,%) sing sinz:.-+ N )
Tyy 6 o 4 rd Vp
as = .'.*".-'“( 7 — 7 1 Ty (% 7 7 —7) singsine: ) .
Is = 1 = 5 =
Ty, 6 P 4 i Vp
oder endlich man bedient sich der Gibbsschen Formeln (Nr. 53)
B, B
4, (’ -+ t,'."s) Aa(l +3 :)
S 1 = 3
0 = B _1}_':_ 1 I, = __.B,
1 — ;3 I — i 11)
A= Tiy = Tig A = i - Thi
: T+ Ty Tyy 4 3 Ty T iy

J;l — niz("""fe'sg_[" LTy i "'ls'-:_llr lj)-‘: 112{";':19_‘_ 3 riillis“l' ru‘g}r ‘I;;I = l‘,‘,{?‘“i-—}—«‘r”-'l'l-a—%'“-‘!}
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beziehungsweise fiir die Rechnung bequemer:
B, = 5ttt tulry— ), Bi=wrurn+1,), By= x:é{f_u"l's — 74 (71 — Tig))-

Die Differenziale dq, und dg, sind im Verhiltnis zu den Anderungen der Ele- -
mente oder der Koordinaten klein, Unsicherheiten in ihrer Bestimmung fallen also
nicht stark ins Gewicht.

Sind die Zwischenzeiten klein, so geht man am einfachsten von den Gl g)
aus, indem man fiir die y die Enckesche Reihenentwicklung (Nr. 49) benutzt (Tietjen,
Berl. Jahrb. 1878). Man erhiilt streng durch logarithmische Differenziation:

dyg,
q,

44 _ g logy,; — d log y,;.
qy

-=d logy,, —d logy;,

Da nun nach Nr. 49

: 4 iyt
r,4r) 23

und die kleinen héheren Glieder als Lonst:mt bc,t.rachtret werden kinnen, so folgt:

108'!)‘” e

. dlogy,, = —4{;7; ).(rfr - dry)
1 3
und ihnlich fiir die iibrigen. Damit kommt:
dq, T ¥
7 __4@.-!- s dr, +d:)+4{ —i—?){(h 4 dr,)
dgy _
q:‘ = {5 (d" +(IJ )+4 +'J‘(d’ _f_'d? )!

woraus nun noch dr; zu heseltlgcn ist. Nach (11. z} in Nr. 54 hat man mit Ver-
nachliissigung von Gliedern 3. Ordnung:

T ¥y = Ty = Ty 75,
also: dy; = r—” dr, + r_” dr, .
13 R
Dies oben eingetragen fiihrt auf:
T;.3
4 13
— 43'13‘ T, ) ( 4 T::‘. )
= (i ) o e g 2
4’5..-_
rfq, ( 4"1:; 47, Ty ) ( A" [ 7 )
= 1) ) dr dr,
(|+"'i}4( fn) e +"}J+( h‘]
oder dyq, = a,, dr, + a,,dr,
dq, = a, dr - a,dr,
wo
47, o Z;
. —I—ii;.}‘ =0i, a, = ('- 0; + ;:'z ﬁ.)fh
47 Ty 2
[,-._l_';."ji L T = ("" o; - (I o t:; 61)% § ]
i 3
AR Ny - Tis
t,,.l + ?.!.}4 s ﬂ:; ! a.'n = ( U; + (I + I.w) 63) ‘h
Fyi ,
Uy = \— 0i + I_l 0‘3) Gy
13

30*
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Diese Formeln sind hinreichend fiir Zwischenzeiten, wie sie etwa bei einer Er-
scheinung eines kleinen Planeten vorkommen; fiir linger beobachtete Kometen
und Planeten muB man genauere zu erlangen suchen. Aus den Gibbsschen For-

meln 11) folgt:
B, B,
(458 (+53)

q,qy=A, 4, IR
(l o J",-"')
’Bl
0 _4 T
o B
VI g j- 28
7 3
Wird dies logarithmisch differenziert, so ergibt sich:

B, b4 B;
dq, , dq, re 7" r®
— = — : r o dr —3 . dr,—6 ridr
{!l v:i 3 . _!_ -Et 1 1 3 : —EL B H : — E

?.'-'I .?-53 rl":‘
d l Bl o
g dq, ks 7"
'(I'l‘_'q#:—fi ! rdr -+ 3 {B. rydr,
i ' L - 1+
!‘1 ry

Um #;dr; zu bilden, haben wir zwischen parabolischen und elliptischen Bahnen

zu unterscheiden. Tm Fall der Parabel ergibt die Differenziation der Gl. 2) in Nr. 509:
A, (1 —i—?;-)da',—}— A:,?’u(l —i—f‘;)dra— r,-(l - f{:) dri=o
L L ]
oder:
ridry= q,7,dr -+ q,rydry,

eine Relation, die bis auf GriBen vierter Ordnung inklusive genau ist. Wird dies in
die erste obiger Gleichungen eingetragen, so wird sie:

B, B B
dyg,  dg ;B_t' ‘ ‘r‘ \ s . AT \
— + =i el 3 ! + o . '?I. I"’.I{lr‘ = 3‘ — + — (f.'l rl'.:: f?»“:i
U Ty i {_gi_ -3 _-B.' } i 4 1_;3_ e B,
7, e 7y e

und in Verbindung mit der zweiten Gleichung folgt:

Bl _B, q b’,- q
s Py £ | o6 43
dq, __ _ ‘ £ 7 o rdry—3- LA rodr,
7 B, B | " B, "+
\1 = e rrd 1= e
B; q B, &, q \
o5 LA - ge.3 43
”"‘1“}! —— 5 i 7 d"‘l —3 Ty ; -+ o = 17, l'h'.l “
1. B! I, B2
ad [ -J: 1 + g 8 I = } 3
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Setzt man die leicht zu berechnenden Ausdriicke

B, 5, B
3 7 4 3 e 3 e
/] = —f =a = L __—q
73 B i ry? Ii Rl 2 B; !
1+ s 1 4 v 1 =
so ist einfach:
i
(;‘ = — (@, aiq) rydr, — auq,rdr,
1
dq, . A
—q:;-'-‘- = — ayy, r dr, — (a, 4 a.q,) rydr, . L +3) [Parsbel]
Setzt man noch
a, = — (@, a;q,)r,q,
Qg == — @il 31y
gy = — @i {37,
Agqg = — (ﬂ.‘i + aiqy) iy,

so wird

dg,= a, dr,+ a,,d
diy = a5, dr,+ ay,dr,
Im Falle der Ellipse fiihrt der bisher eingeschlagene Weg nicht zum Ziel; man
kann aber in folgender Weise vorgehen. Ganz ihnlich, wie die GIl. 26) (Seite 183)
leitet man folgende beide ab:

i " li 715’ Tig’ e 2 sy 2 'l."i‘;r“-!
Tyy Ty 47 u‘i‘h; 2=\ "%is "1"3"13 ”-I—f” + 6?‘ s | L= T T T T6r3
7 3‘ : ) Tis Ty A
e T LN A e ; "fl_'_(ri:se‘}'rs'szm'l"‘w%_ !'#___)FIE_IH 0T T — 5
br, 67,° o
Die halbe Summe bezw. Differenz derselben ergibt, wenn zur Abkiirzung
1 I I 1 '
i - = § —— =
: r? k3 Y , A !
gesetzt wird:
Tii ey T, Tyqo Tt .
( —Tno)at (= Tro)n =~ @)
Ty Ty Tia~ Tig — Ty 'F‘aa'f' £ &
i 1. d T d i ! iy,
(I+Iu )I ( + 3 + )“!s T3 12"”13:(
Durch Differenziation folgt hieraus:
Ty _rw! ‘d- ‘_ri; ___771.1g ) oy o Tig i is)
r“(l = 0') q,+ » 1 L dg, = =% f:s g -8 < 2, — r” do
(I -+ = - Sk d)d‘? == (I ‘+‘ 2] ‘+‘ H"Fj, = "I rll u( ‘?|+ &‘93 'F.sfu) do.
Tys Fyi
Der rechts auftretende gemeinsame Faktor wird aber nach (a)
1 — Tyitis
T T, T,iT; Pt —+ 744 Tia
f‘i’t = T:.\: g, — ;l ‘ax Vi 1 111: 5 —_ _?_I_;I__
i3 1 ‘E,f(l __ta U’) I —1% g
12 12

und die Determinante der beiden Gleichungen ist:
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e L PO OO

L)
TiT; TiTis

so daB die Elimination von dq, und dg, leicht ergibt:

IR
(1_1;_:0) T\t Tt dry 7 T\ Y dr
B ol S N | O
TyiTiy [ T Eis e 1:“) or,* J4r,* T +‘r,3 Tis +ﬁ7‘|3 41y’
g 3 A2
([ o %a) T T\, T, ]dr, 7y 7, dr
_\y L — i 1 z et § i i) i et 0
Tyitiy s [l iz Fay (rl.'l) ¥ 6?‘33]-1 rd _'_[ ’li T ( ) 6"'13]4?'3'
Setzt man:
1 I
’? +;;5 =0
Tyitis — iy e 7 H_ ;
(I ?‘:lau)i_ Iy a7, £y, 47, s
12
Tiy Tt — i
Tyy 4y R 2 - 14) [Ellipse]
B 7y o iy .
- ! (”.ls Vi I 6?‘33 =7
so hat man kurz:
dy = —u (1 + A, A v )dr,— u, (1 + 4, — A,*»,) dr,
d‘?x = = (I + A:: e Axsya] d"i — My (l + Aa -+ A:cij'lj (31'3
oder dq, = a,,dr,+ a,dr,

dq, = a,dr,+ a,dr, .

150. Zusammenstellung der Formeln. Nachdem man fiir kleine Zwischen-
zeiten aus 12}, fiir grifere aus 13) bez. 14) die Koeffizienten a,,, a,,, a,,, @,, be-
stimmt hat, folgt weiter nach 2)

dq,=a,,(cosW,dg,+cosfF, 0, cosd,de,+cos€,0,dd,)+a,, (cosU,do,+cosF,0, cosd, de,+cosL 0, d0,)
dq,=a,,(cosA,do,+cosf 0, cosd,de,+cos¥,0,dd,)+ay, (cosA, do,+ cosF,o0, cos 0, da,+cos L 0,d0,)

und wenn dies in 6) eingetragen wird, folgende Endformeln: .
f;"“u + fia,, = my, fios+ 13 ay,, =mg
fiay + fia, = mg, VG + [ a, = mg
Jall _|_ f“ a:! = I“i t] ﬁ:ﬂ'la + ﬂrﬁ":m = ]“':T
do; = (q,cos(4;4,) + m cos,)do, ~+ (g, cos (4;4,) + mg cosA,)d o,
-+ (g, cos(4;B,) 4 m{ cosF,) ¢, cos d, det, 4 (q, cos (4, B,) + mg cosF,) o, cosd, d e,
—+ (g, cos(4; C,) 4+ mf cos¥, ) o,d0d, —+ (q4 cos (4, C,) + mg cos&,) o, d0,
o.cosd,da;= (q,cos(B;4,) + m¢cos,) do, ~+ (g, cos (B:4,) + mZ cos?U,) do,
~+ (g, cos(B; B,) -+ mycos,) o, cosd, da, + (q, cos (B;B,) -+ m? cosg,) 0, cosd, de,
~+ (q,cos(B; C,) + mgcos¥, ) o, dd, - (1, cos (B; () 4 mg cos¥,) g, dd,
0idd; = (q,co8(C; A,) + m!cosU,) do, —+ (q, cos (C; A,) + m) cosU,)dog,

—+ (g, cos(C; B,) + mlcosF,) g, cosd, du, -+ (¢, cos (C; B,) 4 m! cosF,) o, cosd,de,
—+ (g,c08(C; C,) + mlcos ¥, ) 0,d0, -+ (g5 cos (C: Cy) + mJ cos&,) o,dd, .
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Es ist noch die Berechnung der cos ¥, , ... zu zeigen. Aus
cos A, = sina, sin (A, + v +v,)
in Verbindung mit den a, und A, bestimmenden Formeln Seite 441 und nach
Einfithrung der heliozentrischen Koordinaten a,, d, durch die Formeln Seite 466 folgt:

cos A, = cos(e, — () cosd, cos(w—-+w,) + (sind, sini + cosd, cosésin(a,— £Q)) sin(w--2,)
= cos(e,— ) cosd, cosd, cos(a,— &) - sind, sind, - cosd, cosd, sin(a, — &) sin(e,— &)
= sind, sind, - cosd, cosd, cos(x, — a,).

Ebenso erhiilt man die anderen und alles zusammengestellt gibt:

cos A, = cos d, cosd, cos (¢, — a,) - sin d, sind, )
cos i, = — cosd, sin (¢, — a,)
cos € = — (cos d, sind, cos (¢, — a,) — sind, cos d,)

. ‘ 16
cos A, = cos d, cos d, cos (¢, — a,) + sin d; sin d, )

cos &, = — cos d, sin (¢, — @)
cos €, = — (cos d, sin d, cos (e, — a,) — sin d, cos ;).

I

Wie schon oben erwiihnt, triigt die Benutzung eines Elementensystems, welches
den Beobachtungen 1 und 3 streng geniigt, wesentlich zur Vereinfachung der For-
meln bei. Da man also in praxi meistens diesen Fall herbeifiihren wird, wollen wir
fiir ihn die Formeln besonders zusammenstellen:

i cosd;de; = (q, cos(B;A,) 4 m¢ cosq, ) do, - (q, cos(B; Ay) + mg cosA,) do,
0:dd; = (q, cos(C; A,) 4 m! cos ) do,~+ (¢, cos(C; A;) 4 m) cosA;) do,

cos (I, A ) = — co0s d, sin (c;— ¢, )
cos (C; 4,) = cos d; sin §, — sin d; cos d, cos (¢i— «,)
cos (3 A ) = — ¢0s d, sin (o;— «,)
cos (C; A,) = cos d; sin d, — sin d; cos &, cos («;— «,)
“ = —r, cosd, sin (¢,— @,)

[l = r, (cos d; sine, — sin d; cos d, cos («;— a,))

[ = — r, cos d, sin («; — a,)

[? = r, (cos d; sin d; — sin d; cos d; cos (¢, — a,)) - 17)

dq, = a, dr, + “mdra}
dg, = a, dr,+ agdr,

my = fra, + fia,

l.":rl‘ = ﬂla'n_[_f:a.‘!l

my = fia,+ fiay,

m) = fla,,+ f3ay,
cos A, = sin d, sind, - cos d, cos d, cos (¢, — a,)
cos A, = sin d, sin d, -+ cos d; cos d, cos (a;— ay).

. aus 12) oder 13) bezw, 14)

(Gleichungspaare 17) kann man so viele aufstellen, als man neben den Beob-
achtungen 1 und 3 noch Beobachtungen ¢ mit dem aus 1 und 3 bestimmten Ele-
mentensystem verglichen hat. Aus der Gesamtheit aller ermittelt man dg¢, und dg,
und dann schlieBlich mit

d,, 0,4+ do,, tty, Oy, 05 do,
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die verbesserten Elemente, Es kann sich manchmal empfehlen, die verbesserten Ele-
mente aus den Ortern 1 und ¢ zu berechnen, wozu man dg, gebraucht. Man hat
hierfiir:
do; = (q, cos (d,4,) + my cos A,)d o, + (q, cos (4, 4,) + my cos A;) doy
f¢ = r, (cos d, cos d; cos (¢, — a,) -+ sin d, sin 0;)
fi = r,(cos d, cos 0, cos (¢;— a,) -} sin d, sin d;)
my = fiia|l+ f-_’f”:u
mg = f;" a,+ iy,
Es sei noch hervorgehoben, dafi die obigen Formeln fir jedes Koordinaten-
system Giiltigkeit haben, dali man also unter «, d, ... sowohl Rektaszensionen,
Deklinationen, . .. als Lingen, Breiten, . .. verstehen kann.

151. Beispiel fiir die Variation der Distanzen. Zuwr Erliuterung der For-
meln 17) withlen wir die Verbesserung folgenden Elementensystems von (434 Hungaria
{, = 1898 Sept. 15.5 m. Z. Berlin
M, = 49°51" 23"8
W =122 59 34.7
{ =174 36 33.0

i= 22 30 33.5

p= 4 14 48.9

= 13087445

loga = 0.28 8834
welches aus 3 Beobachtungen von 1898 Sept. 15.5, Okt. 10.5 und Nov. 12.5 hervorge-
gangen ist, diese Orter vollstindig darstellt, von einer spiiteren Beobachtung von
18gg Jan. 6.3 aber folgende Abweichungen
cos 0;da; = 4+ 1274, dd;= — 3’0 (B.—R)

aufweist. Mit « und d sind hier Lingen und Breiten bezeichnet; es ist iiberhaupt
das System der Ekliptik zugrunde gelegt, da dann aus der Bahnrechnung eine An-
zahl von GroBien direkt heritbergenommen werden kann.  Diese Griofien seien zuerst
zusammengestellt, alles auf Ekliptik und Aquinoktium 1g00.0 bezogen

" sind cosd @ sind cosd 0 >

f, = 1898 Sept.15.5 355°56" 11’0 7.503062  9.999997 354724’ 368 7.253408 9.999999 9.931300 0.269154
t,= 1898 Nov. 12.5 347 22 49.0 ¢.342122, 9.989243 15 17 21.2 0.159795, 9.995420 0.098122 0.280448
ti = 1898 Dez. 37.3 4 8 59.7 9.423061, 9.984z01 — — — 0.279564 0.291673
Fiir die Zeit #; sind hier die mit den Elementen gerechneten Koordinaten an-
gegeben, withrend die Beobachtung geliefert hatte:

[+

¢« = 49126, 0= —15%21"30"8.
Mit
7ys  9:099009
7,; 0.287890

Ty 9.974362,
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findet man nach den Gibbsschen Formeln 11)

B, 8.940904 4, 9975353, 4 9.977222,
By 0593439, A, 0.288881 9 0259636
B; 8.841837,

und dann nach 14)

@, 8.5723 y, 8.4789,
@, 8.47009, ay;  9.3815
Ferner:

1N 94975, 5 95619

[\ 9.6888 i 9.3518

ms 8.356s, me¢  8.9871

m?  8.03596 m?  8.5085

cos, 0.9998 cos¥U;  0.0468

cos(B;4,) 9.1549, cos(B:4,)  0.4494,

cos(Cid,) 9.4564 - cos(Cid,) 8.5483

und schlieBlich die Gleichungen

[8.7729 Jd e, + [9-34974)des = [5.7790 |

[9-1353a]d o, +[8.7177 |de, = [5.1627,], .
worin die rechten Seiten in Teilen des Radius angesetzt sind. Die Auflosung ergibt:

do, = [4.624], doy = [6.4275,)
oder

dloge, = -+ 0.000002, dloge, = — 0.000093
Mit den Distanzen log ¢, = g9.931502, loge, = 0.098029 erhiilt man die Elemente:

t, 1898 Sept. 15.5
M 48°43 44'2

®w 123 Q 32.3
0 174 39 33.3 [ 1900.0
i 22 30 14.1

9 413 52.9
1 1308/470
loge 0.28 8828
welche fiir Dez. 37.3 ergeben:
a 4°9' 13%, 4 —15°21"30'4 logo; 0.279440
so daB jetzt mit der Beobachtung eine fiir sechsstellige Rechnung mehr als geniigende
Ubereinstimmung erreicht ist.
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