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Zweiter Teil.

Die heliozentrische Bewegung.

Abschnitt IX.
Geometrie der Kegelschnitte.

36. Entstehung der Kegelschnitte. Die Untersuchung der Bewegung der
Himmelskirper um die Sonne wird uns zu dem Resultate fiihren, dall dieselbe in
Kegelschnitten erfolgt. Es erscheint daher notwendig, eine kurze Theorie dieser
Kurven vorauszuschicken und zwar mit besonderer Riicksicht auf die astronomischen
Verhiiltnisse. Die ilteste Definition dieser Kurven, als Schnitte eines Kegelmantels,
wird sich am besten als Grundlage unserer Entwicklungen eignen.

Aus dem Mantel eines geraden Kreiskegels (Fig. 22) schneiden eine durch seine
Achse gelegte Ebene die Mantellinien M M" und NN’ und beliebig viele senkrecht
zur Achse gezogene Ebenen die Kreislinien e, n,, myn,, ... aus. Der Schnitt von
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senkrecht zur Ebene MM NN’ gelegten Ebenen mit dem Kegelmantel fithrt dann,
wenn wir von Ebenen, die durch die Spitze K gehen, absehen, auf Kurven, die
Kegelschnitte, von denen wir sofort drei charakteristische Formen unterscheiden:
1. Schneidet die Ebene die beiden Mantellinien MM und NN’ auf derselben
Seite der Spitze K oder ist der Winkel, den ihre Schnittlinie SE mit der Ebene
MM'NN" mit der Mantellinie SN bildet, groBer als der Offnungswinkel des
Kegels, dann entsteht eine geschlossene Kurve SFE, die Elipse, von der ein Spezial-
fall der Kreis ist, wenn die Schnittebene gleichzeitig senkrecht auf der Achse steht.
2. Ist die Ebene parallel zur Mantellinie M ", also der Winkel ihrer Schnittgeraden
mit SN gleich dem Offnungswinkel, so entsteht eine Kurve SP, die Parabel, die
sich nach einer Richtung ins Unendliche erstreckt. 3. Schneidet die Ebene die
Mantellinien auf verschiedenon Seiten von K oder ist der Winkel der Schnittlinie
SH mit der Mantellinie NN” kleiner als der Offnungswinkel, so entsteht eine Kurve
SH, S'H', die Hyperbel, welche aus zwei Asten besteht, die beide sich ins Unend-
liche erstrecken.

Aus der Entstehung der Kurven ergibt sich sofort eine Haupteigenschaft, die wir
getrennt fiir die drei Formen ableiten.

1. Kllipse. Sind e¢, und e, beliebige Punkte der Kurve, m,e,n,, m,e,n, die
durch sie gelegten Kegelkreise, so ist '

2
e =mg, - ng,

2
Ja€y = Mygy - a9, ,

also:
gie’ _mg g _ Fg, Sg,
{}EB; Mylds My, Eg, Sg,’
somit:

: .ﬂ! _w_gie:

Eg,-Sg, — Eg,-Sy,’

- d. h. fiir jeden Punkt der Ellipse besitzt dieses Verhiiltnis denselben Wert, den wir
mit ¢ bezeichnen wollen. Legt man durch S als Anfangspunkt in die Ebene der
Kurve ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen X-Achse mit S/ zusammen-
fillt, so kann die eben gefundene Eigenschaft der Koordinaten @, 4 eines Kurven-

punktes durch
2

Y
x(2a — x)

ausgedriickt werden, wenn man SKE = 2a setzt. Setzt man weiter ae = p, so wird
daraus:
P

. G - :
W= 2px r 1
Y P g

was wir die Scheitelgleichung der Ellipse nennen wollen.

2. Parabel. Hier wird
bp _ mb b, _ Sb,
byp,  maby-mb, S’

Bauschinger, Bahnbestimmung. 8
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d. h. = —

b,p,‘_ — E?_E;. = 2p

Sb, Sb,
oder

Y= z2pax. 2.
(Scheitelgleichung der Parabel.)
3. Hyperbel. o
."u !‘-lf_ R Walkl L — {S’S’_}_ SAI] Sk'

Tk, Maky-ngky (S8’ Sky) " Sk,
d. h.
(88" 8k,)Sk, — (8S8'—+ Sk,) Sk,
in einem Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt in S liegt, wird also, wenn
S8’ = 2a und aec = p gesetzt wird:

= £,

¥
z(2ata)
oder
; P _ji 2
y._.zpz+ax. 3)

(Scheitelgleichung der Hyperbel.)
Vergleicht man die Gl. 1)—3), so sieht man, daf} sie alle in der Form

p

1 2
YW=2pr——0T
y=2pr—-,

enthalten sind, wenn man im Fall der Ellipse a positiv, im Fall der Parabel « un-
endlich und im Fall der Hyperbel a negativ vorausgesetzt.

Verschiebt man bei der Ellipse und Hyperbel den Anfangspunkt der Koordinaten-
systems um die Strecke @, d. h. verlegt man ihn in die Mitte der Linien SE bez.
S8’ und nennt die neuen Koordinaten & und 7, so wird

bei der Ellipse: z=©§5-1a, y=1
bei der Hyperbel: =z =§ —a, y=n

und die Gleichungen der Kurven im neuen Koordinatensystem werden daher:

Ellipse: = pa — _P{_E_ it
Hyperbel: #*= — pa - -f’: £
oder wenn pa = b* gesetzt wird:
o2 2
Ellipse: ;s k' \.’3_2_ = i
Hyperbel: B _n_ 1 5
a* b? 5 .

Dies sind die Mittelpunktsgleichungen der Kegelschnitte. Bei der Parabel filli
der Mittelpunkt ins Unendliche, kann also nicht zum Anfangspunkt gemacht werden.
Wir diskutieren nun die GL 4) 5) 2) jede fiir sich.
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37. Die Ellipse. List man die Gl 4) nach » bez. & auf, so kommt:
n=tkb VI — ;,

§==+a VI e _E;?

d. h. die Kurve ist symmetrisch in bezug auf beide Koordinatenachsen. Fiir & =o
folgt y === 0 und fiir » = o folgt E==*4¢, d. h. @ und b sind die in den Koor-
dinatenachsen gelegenen Halbachsen. Wiichst &, so nimmt der absolute Wert von
y ab, bis er fiir §=-=a zu Null wird. In den Punkten & = == a, n = o schlieBen
sich also die ober- und unterhalb der X-Achse verlaufenden Zweige der Kurve zu-
sammen. Werten von &, die groBer sind als @, entsprechen keine reellen Werte
von n mehr. Wiichst #, so nimmt der absolute Betrag von & ab, bis er fiir y == b
zu Null wird. In den Punkten 5 = == b, & = o schlieBen sich also die links und
rechts der Y-Achse verlaufenden Zweige der Kurve zusammen. Werten von 7, die
grifler sind als &, entsprechen keine reellen § mehr. Die Kurve ist also geschlossen,
die X- und Y-Achsen sind Symmetrieachsen und die ihn ihnen gelegenen Halb-
messer @ und & sind die groften bez. kleinsten, die auftreten kiénnen. Man nennt
sie daher groBe und kleine Halbachse. Fiithrt man Mittelpunktspolarkoordinaten ein
durch

oder

= —pcost, n=opsinf,
wo also # von der negativen Seite der X-Achse oder von der Richtung vom Mittel-
punkt M nach dem Scheitel S aus gezihlt wird, so wird die Gleichung der Ellipse
o cos 6  g*sind?
= =
oder:
. a*l?

¢ = b+ (c_x_‘_:-—_ia“} Sino?’

hieraus erkennt man den eben ausgesprochenen Satz am schnellsten; offenbar wird o
am grifiten fiir 6 =o0 (p=a) und am klein- ‘

sten fiir @ = go® (e = b0). Wird a =1, %
so dall die Gleichung der Kurve sich auf
B4 np'=a 6) "
reduziert, so wird _
o'=a* oder ¢ =a, X 3\ a 5

d. h. die Kurve ist ein Kreis.

Beliebige durch den Anfangspunkt ge-
zogene Durchmesser der Ellipse werden in

ihm halbiert, ebenso wie die in den Achsen
gelegenen. Der Anfangspunkt ist daher
Mittelpunkt der Kurve.
Zieht man eine Schar paralleler Sehnen, so liegen deren Halbierungspunkte auf
einem Durchmesser der Ellipse, der kowjugierter Durchinesser genannt wird zu dem,
B*

Fig. 23.
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welcher der Sehnenschar angehdrt. Die an den Enden eines Durchmessers gezogenen
Tangenten sind parallel zum konjugierten Durchmesser.

Fiihrt man einen Parameter E ein, so kinnen die Koordinaten der Punkte der
Ellipse in der Form

E= —acosk, p=bsinll 7)

geschrieben werden, denn offenbar erhiilt man hieraus durch Elimination von E die
Ellipsengleichung. Um die geometrische Bedeutung von X zu erkennen, schlagen wir
um die groBe Achse 2¢ als Durchmesser einen Kreis, dessen (Gleichung sein wird

§i + };_s — q?.
Einem bestimmten § = MP entspricht dann in der Ellipse der Punkt N mit

o
o = —Va*— E*
n=_Va—§
I und im Kreis der Punkt N mit
J‘_’IJ = .y'a""é_':g_!’
E d. h. die Ordinaten beider Kurven verhalten
X \\ s sich wie b:a. Also wird:
P 7

PN = n= bsinlf = :—:I)A'”
oder

g e T N

Fig. 24. a MN"?
d. h. E ist jener Winkel, den der zum Punkt N’ gehirige Halbmesser mit der
X-Achse einschliefit und zwar mit dem negativen Teil derselben oder dem, der nach
dem Scheitel S fiihrt, da M P = — a cos I.

Mittels des Winkels % erhiilt man die einfachste Konstruktion der Ellipse.

Aus obigem Satz folgt sofort, dal aunch der Inhalt der Ellipse sich zum Inhalt
des iiber der groflen Achse konstruierten Kreises wie 4:@ verhiilt, d. h. daB der
Inhalt der Ellipse = abr ist.

Triigt man auf der groBen Achse der Ellipse vom Mittelpunkt aus nach beiden
Seiten die Strecke Va® — * ab, so erhilt man zwei Punkte, ¥’ und F’, die man
Brenmpunkte der Kurve nennt und die offenbar von dem Endpunkte der kleinen
Achse um die Strecke Vi®— (a*— b*) = a abstehen. Wir wollen die Strecke kurz mit

ae = Vat— ii?

bezeichnen, wo also ¢ eine Zahl << 1 ist und Erzentrivitdt genannt wird. Die Ent-
fernung » eines Punktes N der Ellipse vom Brennpunkte F, der beim Scheitel S
liegt, wird gefunden aus:

?.‘!= '?‘-+ {;: “-I—ﬂe;.-i
oder wenn aus der Gleichung der Ellipse

b e

'?%=52_Fb
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eingetragen wird:
b* i ;.
?-!.__bi 15’_[._ E\;if a,’-_.b‘!_'_ 2(18_:

oder B} ” ” i
r*= e84 a*4 20ef = (a4 e§&)?
r=a —'—(’;‘-

Ebenso findet man als Entfernung »° vom anderen Brennpunkt F”

r=a—es.
Es wird also

r4+r"=2a,

7 r
d. h. die Summe der beiden Radienvektoren, \(_v\
die von denl Brennpunkten nach. einem +— 7 % S
Punkt der Ellipse gezogen werden, ist kon-
stant, nimlich gleich der grofien Achse.
Wir verschieben jetzt den Anfangspunkt

unseres Koordinatensystems nach dem einen Fig. 25.
Brennpunkt #"; dann ist der Zusammenhang
der neuen Koordinaten X, ¥ mit den Mittelpunktskoordinaten &,

n:

)I=§—i—ae, Y=F}‘. 8)

Es wird daher der Radiusvektor »
r=atef=a-+te(X—ae)=a(1 —e)4eX.
Nennt man » den Winkel, den 7 mit der Richtung von F mach dem Scheitel S
bildet, so daB », » die Brennpunktspolarkoordinaten eines Punktes sind, so wird
X = — rcosv und daher
r=a(1 —e) —ercosv
oder
a1 — e

1+ecosv’ 9)

welches die Gleichung der Ellipse in Brennpunktspolarkoordinaten ist. Fiir » = o
wird 7 = a(1 —e¢); der entsprechende Punkt der Ellipse, der eine Endpunkt der
grossen Achse, liegt dem Brennpunkt # am niichsten und heiBt Perihel; fiir
v = 180° wird » = a(1 -} ¢); der entsprechende Punkt der Kurve, der andere End-
punkt der groBen Achse, ist am weitesten von F entfernt und heiBt Aphel; die sie
verbindende Linie, in welcher die groBe Achse liegt, heit Apsidenlinie. Fiir v = go®
wird

r=a(1 — e*;
man nennt diese Konstante den Parameter der Ellipse. Der Zusammenhang der-
selben mit der in der Scheitelgleichung 1) der Ellipse eingefiihrten Konstante p er-
gibt sich sofort, wenn wir 4* = pa in ae = Va*— b* ecintragen:

p=a(r—eé). 10)
Die Gleichung der Ellipse kann also auch

1

r=1+£cos-u 4 “)

geschrieben werden.
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Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes werden:
X = —rcosv, Y=+ rsine;
also wird nach 7) und 8)
reosv=acosk —ae, rsinv=>bsinE=aV1—¢'sink 12)
und durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen:
r=a(t —ecos k), 13)

In der Astronomie bezeichnet man ¥ als exzentrische, » als wahre Anomalie.

38. Die Hyperbel. Lost man die Mittelpunktsgleichung s5) der Hyperbel,
nimlich

£2 ]
>

L
a b
nach & und % auf,

v ey, s 1
)‘]E_ ;f]'_.i-_l’ bz___ﬂ'. ]__b_i.’

so erkennt man, daBl zu jedem Werte von & zwei nur dem Vorzeichen nach ver-
schiedene Werte von 5 gehoren und umgekehrt. Zugleich sehen wir, daB der erste
reelle Wert von # sich erst fiir § = + a er-
gibt, nimlich y» = o; in dem ganzen von den
Linien §=-+a und &= —a begrenzten
Parallelstreifen kann also kein Punkt der
Kurve liegen. Ferner ersieht man, daB die
beiden Achsen auch hier Symmetrieachsen sind;
aber withrend die X-Achse die Kurve trifft
und zwar in den Scheitelpunkten § = =+ a,
1y = o, liegt die andere ganz auBerhalb des
reellen Teiles der Kurve. Das Stiick der X-
Achse zwischen den beiden Scheiteln heilit
Hauptachse der Hyperbel und ist gleich 2a. Geht man durch

Fig. 26.

E=pcosf, 7 =psnb
auf die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten iiber und schreibt sie
A a& b'l
T T costF —at s
so erkennt man, daB reelle Werte von ¢ sich nur ergeben, so lange 0 zwischen - 6,
und — #, und zwischen 180° — 0, und 180°+ 6, liegt, wo

b
tgﬂnzg' 14)

Fir 6 = 6,, — 0,, 180°— 6, und 180°+ 6, erhiilt man ¢ = oo und fiir alle auler-
halb der genannten Grenzen liegende # wird ¢ imaginiir; die Kurve liegt also zwischen
den zwei durch den Anfangspunkt gehenden Geraden, die durch

b
—_
tgh =+
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bestimmt sind, oder durch

Auf diesen Geraden, den Asymptoten der Kurve, liegen die unendlich fernen Punkte
derselben. Betrachtet man die Gleichungen der Asymptoten

und der Kurve

—+_§V i:n

so erkennt man die Beziehung der Hyperbel zu ihren Asymptoten. Fiir ein be-
liebiges & = @ wird immer das zur Kurve gehirige n absolut genommen kleiner sein,
als das zur Asymptote gehirige: dieser Unterschied wird aber um so kleiner, je
groBer § wird und er verschwindet ganz, wenn & = oo geworden ist; also auBerhalb
der Asymptoten kann kein Punkt der Kurve liegen; die Kurve schmiegt sich an die
Asymptoten immer mehr und mehr an, bis sie dieselben im Unendlichen beriihrt. Zu-
gleich erkennen wir die geometrische Bedeutung von &: Liinge des im Scheitel der
Kurve zur X-Achse errichteten Lotes bis zur Asymptote; in der Tat gibt die

Gleichung der Asymptote fiir & = a den Wert yn = b.
Fiihrt man einen Parameter F ein, so kinnen die Punkte der Hyperbel durch

E=aseck, n=0tgl

dargestellt werden; denn es wird

g I sin £

a* ¥ cosF?* cos BT

Um die geometrische Bedeutung von /' zu erkennen, schlagen wir um die Haupt-
achse 2a als Durchmesser einen Kreis und ziehen vom Endpunkt der Abszisse & eine
Tangente P an ihm; dann ist F = = PM¢); denn & = a sect'; ferner hat der
der Abszisse & entsprechende Punkt N' der Asymptote die Ordinate »' = & tgd,

e
2 und folglich der Punkt der Hyperbel die Ordinate: 5 = %b 1——;—-

=
f: aseckF V1 — cos F'* = btg . Konstruktion der Hyperbel (siche Fig. 27).
Triigt man auf der Hauptachse der Hyperbel vom Mittelpunkt M aus nach
beiden Seiten die Strecke

ae = Va* 4 b* 16)
ab, wo also jetzt die Exzentrizitiit ¢ > 1 ist, so erhiilt man die Brennpunkte ¥
und 7", ebenfalls auf der konkaven Seite der Kurve liegend. Sind wieder » und
die Radienvektoren eines Punktes der Kurve nach den Brennpunkten, so findet man

ihnlich wie vorhin

r? = (Ee — a)?,
r==%e—a

=ef + a.

oder

und ebenso
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Bei der Hyperbel wird also
r—r=2a,
d. h. die Differenz der beiden Radienvektoren ist eine Konstante gleich der Haupt-
achse.
Verschiebt man den Anfangspunkt des Koordinatensystems nach dem Brenn-
punkt ), dann ist der Zusammenhang
& AL der neuen Koordinaten X, ¥ mit den
Mittelpunktskoordinaten &,

X=§—ae, Y=nq 17)
! und es wird daher der Radiusvektor:

r=c¢f{—a=c¢eX-+ ae)—a

Vol =a(e*— 1) + ¢ X.

Nennt man » den Winkel, den » mit
der negativen Richtung der X-Achse,
also mit der Richtung von F' nach
dem Scheitel S bildet, so wird

X = r cos(180° — v) = — rcosv
und daher
wf Ju 1 2 .

t]
Fig. 27. o "(p —1)
1 4+ ecosp’

18)

welches die Gleichung der Hyperbel in Brennpunktspolarkoordinaten ist. Fiir » =o
ergibt sich » = ale — 1) und dieser Punkt der Hyperbel heiBt auch hier Perihel.
Wiichst », so ergeben sich aus 18) zuniichst die Punkte des Kurventeiles 1 bis zu

dem Werte cosv = — : ; hier wird » = o0, d. h. der Radiusvektor wird der Asymp-
tote I parallel. Fiir den Winkel, den die Asymptote mit der X-Achse bildet, ergibt

sich also hier der Wert », aus cosv, = — > es stimmt dies mit der friiheren Be-
stimmung 14)

l
tgl,=—

iiberein, denn cosf, = -—— : S S BN | fl,= 180%— v,. Wichst »
Vi4-tgd,?* Va'4b ¢

weiter, so ergeben sich negative Werte von 7, die auf den zweiten Zweig der Kurve,
nimlich die Teile 2 und 3 fiihren; endlich wird » zur Asymptote IL parallel, erhilt
wieder positive Werte und gibt die Punkte des Teiles 4. Fir » = ¢go® wird
r = a(e* — 1); diese Strecke, die auch hier Parameter heillt, ist, wie aus pa = 4*
und ae = Va*+ b* hervorgeht, gleich der in der Scheitelgleichung 3) eingefiihrten
Konstanten p, so daBl 18) auch

PO
T 1 - ecosv 19)
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geschrieben werden kann, d. h. genau so wie die Ellipsengleichung 11), nur daB hier
e > 1 ist.
Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes werden
X=—rcosv und Y =rsinv,

also nach 15) und 17)

rCosv = a (c — ﬁ) , rsmv=btgF=aVeE—11gF 20)
und durch Quadrieren und Addieren:
-r:(;_(._ﬁ._'_l). 2!)
cos I

39. Die Parabel. Aus der Scheitelgleichung 2) der Parabel:

Y= 2px
ergibt sich wegen -
=t Vepa
die Symmetrie der Kurve in Bezug auf die X-Achse und wegen
YL
N
zap

daBl jedem y nur ein Wert von = entspricht, der fiir absolut genommen gleich grofe,
aber dem Vorzeichen nach entgegengesetzte Werte von y derselbe ist. Fiir negative
wird y imaginiir, die Kurve liegt also ganz auf der einen

Seite der Y-Achse. Fiir z = oo wird auch y = oo; die Y
Kurve erstreckt sich also nach einer Seite ins Unendliche.
P

Der Abszisse x = = entspricht y = 2 p.  Der

Punkt = =£Z, y = o der Abszissenachse hat also die-
selbe bei der Ellipse und Hyperbel nachgewiesene Eigen-
schaft, daB die zugehorige Ordinate der Kurve gleich y
dem Parameter p ist. Wir nennen ihn ebenfalls den ¥
Brennpunkt £ der Parabel. Bei der Ellipse ist sein Ab-

stand vom Scheitel S gleich @ (1 —¢), bei der Hyperbel

gleich a(e — 1); da bei der Ellipse p = a(r — ¢2), bei

der Hyperbel p = a(e* — 1) ist, so wird der Abstand des

Brennpunkts vom Scheitel in der Ellipse und in der Hy-

perbel gleich = _‘:)_ =5e Wollen wir also den Begriff der Fig. 28.
Exzentrizitiit auch bei der Parabel einfiihven, so haben wir ¢ = 1 zu setzen. Wir
konnen mithin die Parabel als die Ubergangskurve zwischen Ellipse und Hyperbel
bezeichnen, indem

e < 1 eine Ellipse,

¢ = 1 eine Parabel,

¢ > 1 eine Hyperbel
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gibt. Da p = “=a(1 —¢*) in allen drei Kurven endlich herauskommen muf}, so
mull bei der Parabel @ = co angenommen werden, wie wir schon oben konstatiert
haben.

Der Radiusvektor » vom Brennpunkt nach einem Punkt der Parabel wird

=y + (@ —p),
woraus
r=x 4 Ip.

Hiernach kann man die Parabel am einfachsten konstruieren.

Verlegt man den Anfangspunkt vom Scheitel nach dem Brennpunkt, so werden
die neuen Koordinaten
P

2

X=zx—=, Y=y

und der Radiusvektor stellt sich daher zu:

Pe=u 4 ip = (X-{—’:)+}2) =p 4 X.
Nennt man » den Winkel, den » mit der negativen X-Achse oder mit der Richtung
von /7 nach dem Scheitel bildet, so wird X = #» cos(180°— #) = — # cosv und daher

”

= —,
1 -} cosv’

22)

d. h. wir erhalten fiir die Parabel dieselbe Brennpunktspolargleichung wie fiir Ellipse
und Hyperbel, wenn wir beachten, daB hier e = 1 ist. Mit Hilfe der Gl. 22) kann
man wieder den Verlauf der Kurve verfolgen, insbesondere wird fiir » = o0 » = ip,
fir » =go® r =p, wie wir schon oben kennen gelernt haben. Es ist bei der
Parabel iiblich, statt p den Abstand des Brennpunkts vom Scheitel, nimlich fp = ¢
oder die Periheldistanz zu benutzen; die Gl. 22) wird dann

2q q

S . 2
1 -+ cosv cos;et 3)

y==

40. Gesamtbetrachtung der drei Kurven. Die auf den einen Brennpunkt

bezogenen Gleichungen der drei Kurven:

Ellipse: r=ua(1 —¢)+eX

Hyperbel: » = afe* — 1) 4+ ¢ X

Parabel: »r=p 4+ X
zeigen, daB sie die gemeinsame Form

r=a(t —e)+eX

haben, wobei zu beachten ist, daB wir X in der Richtung vom Scheitel nach dem
Brennpunkt positiv gezihlt haben. Da » positiv herauskommen mul, so mull dann
fir e < 1 die groBe Halbachse @ positiv (Ellipse), fiir ¢ = 1 dieselbe GroBe negativ
(Hyperbel) ‘und fiir e = 1 unendlich grof (Parabel) angenommen werden. Drehen
wir das Koordinatensystem um den Brennpunkt, so wird

r=a(t — &)+ e(ar + 3Y);
r=A+Br+ Cy

oder
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ist die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes, bezogen auf ein durch seinen einen
Brennpunkt gelegtes rechtwinkliges Koordinatensystem.
Stellen wir die Brennpunktspolargicichungen zusammen, so finden wir, dal} sie

alle lauten:
4

e
1 - e cosv’
wo v von der Apsidenlinie aus zu zihlen ist und zwar von der Richtung vom Brenn-

punkt nach dem Perihel aus. Die Gleichung stellt eine Ellipse, Parabel oder
Hyperbel dar, je nachdem cg 1 ist.

Es erscheint niitzlich, noch den Ubergang der ecinen Kurvenart in die andere
zu betrachten. Zu dem Ende halten wir den Scheitel S und den ihm niichstliegenden
Brennpunkt F' fest und ziehen alle Kurven, welche durch S hindurchgehen und F' zu
P

E e

dem einen Brennpunkt haben. Die Distanz F'S = ¢ ist gleich a(1 —e¢) =

Ist ¢ = o0, so wird » = p = a = ¢, d. h. es entsteht cin Kreis, der den Mittelpunkt
in ' und den Radius ¢ hat; ist ¢ von Null verschieden, aber <Z 1, so hat @, die
Entfernung des Mittel-
punktes der Kurve vom
Scheitel S einen positiven
Wert, der um so grilier
wird, je mehr ¢ wiichst;
der Mittelpunkt und der
andere Brennpunkt riicken
in der Richtung S F immer
weiter hinaus: die Form
der Kurve streckt sich. Der
Parameter wiichst ebenfalls
vom Werte ¢, den er beim
Kreis hat, zum Werte
q(1 + ¢ (Ellipse). Wird
e =1, so mufl & unend-
lich angenommen werden,
d. h. der Mittelpunkt und
der zweite Brennpunkt sind
ins Unendliche geriickt, der
Parameter nimmt den Wert p = 24 an (Parabel). Wiichst e iiber 1 hinaus, so
mufl @ negativ angenommen werden, d. h. der Mittelpunkt ist auf der anderen Seite
von S anzunehmen, als auf der F liegt. Dieser und der zweite Brennpunkt sind bei
wenig von 1 sich unterscheidendem ¢ in groBer negativer Entfernung von S und
riicken mit wachsendem ¢ an dieses heran, d. h. @ wird absolut gemommen mit
wachsendem e stiindig kleiner, bis fiir ¢ =00 @ = o anzunehmen ist. Der Parameter
dagegen wiichst von dem Werte, den er fiir die Parabel inne hatte, mit wachsendem e
zum Werte p = ¢(1 - ¢), der fiir e = oo ebenfalls unendlich groB ist (Hyperbel mit
einer Doppelgeraden als Grenzkurve).

i’,‘r

Fig. 20.
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Abschnitt X.
Die Bewegung um die Sonne im allgemeinen.

41. Erstes und zweites Keplersches Gesetz. Um die Bewegung eines Korpers
im Sonnensystem zu untersuchen, nehmen wir zuerst an, daB auBer ihm und der Sonne
kein weiterer Korper vorhanden sei und daB beide als Punkte betrachtet werden
kénnen; die Ursache der Bewegung sei lediglich die gegenseitige Anziehung, welche
die beiden Korper aufeinander ausiiben und welche nach dem Newtonschen Gesetz
wirken soll. Nach diesem Gesetz wirkt zwischen beiden Kérpern eine Kraft, deren
Richtung mit ihrer Verbindungslinie zusammenfiillt und deren Intensitiit proportional
ist ihren Massen und umgekehrt proportional dem Quadrat ihrer gegenseitigen Ent-
fernung. Andererseits ist die Kraft, welche die Sonne S mit der Masse M auf den
Korper P mit der Masse m ausiibt, gleich dem Produkt aus der Masse m und der
Beschleunigung, welche diese Kraft dem Korper P mitteilt (Nr. 17). Hebt man beider-
seits den Faktor me, so stellt sich die Beschleunigung von P dar als Produkt aus
dem Proportionalitiitsfaktor des Newtonschen Gesetzes und der Masse der Sonne,
dividiert durch das Quadrat der gegenseitigen Entfernung. Ferner ist die Kraft,
welche der Korper I” auf die Sonne ausiibt, gleich dem Produkt aus der Masse M
und der Beschleunigung, welche diese Kraft der Sonne mitteilt. Hebt man hier bei-
derseits den Faktor M, so stellt sich die Beschleunigung von S dar als Produkt aus
dem Proportionalitiitsfaktor des Newtonschen Gesetzes und der Masse des Korpers m,
dividiert durch das Quadrat der gegenseitigen Entfernung. Die Beschleunigung findet
in beiden Fiillen in der Verbindungslinie statt, aber das erste Mal in der Richtung
von I’ nach S, das zweite Mal in der Richtung von S nach . Nimmt man diese
letztere Richtung in der Verbindungslinie als die positive an, so hat man die erstere
negativ zu zihlen, d. h. die beiden Beschleunigungen werden, wenn 4* der Propor-
tionalitiitsfaktor und » die gegenseitige Entfernung ist:

; < 2 M : I*m
Beschleunigung von I: — e und Beschleunigung von §: - 5
Die relative Beschleunigung von P in bezug auf S wird also
BM Pm 12 (M + m)
B T T 1)

und findet in der Verbindungslinie statt. Wenn nur die Newtonsche Anziehung
wirksam ist, findet in feirer anderen Richtung eine Beschleunigung statt.

Da uns kein Mittel zur Verfiigung steht, absolute Orter im Raum zu bestimmen,
so miissen wir die anfiinglich gestellte Aufgabe dahin abiindern, dal} wir die relative
Bewegung von [I” in bezug auf S kennen lernen wollen. Wir legen deshalb ein
bewegliches Koordinatensystem £yl durch S als Anfangspunkt, so daB die positive
E-Achse stets mit der Verbindungslinie SP” = » — dem Radiusvektor — zusammen-
d.

* die um die E-Achse

fallt; die Drehungsgeschwindigkeit um die [-Achse sei mit di’
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dp
dt
gesetzt werden, da es sich um die Bewegung eines Punktes handelt, die durch drei
Stiicke vollstiindig dargestellt werden kann. Unter diesen Voraussetzungen stellen die
Ausdriicke 13) (S. 45) die Beschleunigungen nach den drei Achsen dar und da im
vorliegenden Falle nur die lings der &-Achse den Wert 1) hat, die anderen aber
Null sind, so entstehen die drei Gleichungen:

mit bezeichnet; die Drehungsgeschwindigkeit um die ;-Achse kann gleich Null

d*r iP(n"s PP M+m

et~ "\dt) = o
(F(?“!(E
I dt 2)
e —0
rdt
dsdp
Tatdai = °

Nimmt man an, daB niemals ein Zusammenstol3 der zwei Kirper stattfindet und
daB der Kérper P sich nicht stiindig in unendlicher Entfernung von S befinde, mit
anderen Worten, daB@ » im allgemeinen einen endlichen, von Null verschiedenen Wert
besitze, dann giebt die Integration der zweiten Gleichung:

ds
3 =
r ﬁ(t e 26{ 3)
ds

wenn mit ¢, eine Konstante bezeichnet wird. Da hieraus hervorgeht, dafl 7 im

allgemeinen einen von Null verschiedenen Wert besitzt, so folgt aus der dritten
Gleichung

(p
dt = 4)
d. h. die Drehungsgeschwindigkeit um die -Achse ist stindig gleich Null oder der
Punkt geht aus der &y-Ebene, in der er sich im ersten Zeitteilchen bewegt haben
mige, niemals heraus, mit anderen Worten:

Der Punkt P bewegt sich in ciner Ebene, die durch S geht.

Die in der Form
;rids = e dt 3%

geschriebene G1. 3) liBt folgende Interpretation zu. Die linke Seite stellt den Flichen-
inhalt des von zwei aufeinanderfolgenden Radienvektoren gebildeten Elementarsek-
tors von der Offnung ds dar, wobei ds den auf dem Kreis vom Radius 1 zwischen
den Radienvektoren liegenden Bogen bedeutet; die rechte Seite ist proportional der
zur Beschreibung des Sektors gebrauchten Zeit; also der Satz:

Die Bewegung des Punktes geht so vor sich, daf vom Radiusvektor in gleichen

Zeiten gleiche Flichenriwme iiberstrichen werden.

Dieser unter dem Namen des ersten Keplerschen Gesetxes (Kepler, Astronomia
nova 1609) bekannte Satz gilt, wie schon Kepler wuBite und wie aus unserer Ableitung
unmittelbar hervorgeht, fiir jede Zentralbewegung, gleichviel nach welchem Giesetz
diese erfolgt.
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Um die Differenzialgleichung der ebenen Kurve zu erhalten, in der P sich bewegt,
muBl man aus den Gl. 2) die Zeit eliminieren. Nun ist

1 1
dr _ ’_,d_F g by ds
dt =~ dt — ds dt’

also nach 3)
-l
d'?- 2 ¢ q*
dt =~ 24 ds?
und wenn nach der Zeit differenziert wird:
d*r 2 7 ds
et = 9 asdi
oder wieder nach 3)
1:n
a*r [26’1)" 7
ST a

Wird dies und
{25\ e
(22) =

_?.:l

in die erste Gleichung 2} eingetragen, so wird daraus:

1
(2¢,)? 4 7 (2¢)* _ E*(M A m)
- 2t ds? P 92
oder
-
7 1 B (MA+m) 5)
il s* T (2¢)?
Diese Differenzialgleichung der Kurve lilt sich sofort integrieren:
1 I (M~ m)
+— B = o eon(s — ),

wo mit ¢, und ¢, zwei neue Konstanten bezeichnet sind. Also hat man:

_(2ef
L (L m) )
I Mcus (s — ¢,)
12 (M - m) .
Nach Nr. g0 ist dies die Polargleichung eines Kegelschnittes, dessen Parameter
_._ (2e)?
P= (M~ m)’ 7)
dessen Exzentrizitiit
2
e (2¢)c, 8)

= (M ~+ m)

ist und dessen einer Brennpunkt mit dem Anfangspunkt des Koordinatensystems, also
hier mit der Sonne zusammenfiillt. KEin spezieller Fall des hieraus hervorgehenden
Satzes:
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Der Korper bewegt sich in einem Kegelschnitt, in dessen einem Brennpunkte

die Somne steht,
ist fiir die elliptische Planetenbewegung von Kepler auf empirischem Wege aufge-
funden worden (Astronomia nova 160g) und unter dem Namen des xweifen Keplerschen
(lesetres bekannt.

Durch 7) ist die Bedeutung der in 3) eingefiihrten Konstante z2¢, ermittelt; wir

wollen statt 2¢, im folgenden p als Konstante gebrauchen und infolgedessen die
Gleichung 3) in folgender Form schreiben:

P9 — VI mVp. o)

Ferner ist nach 8) e=pe
= pe,,

so daB man auch statt der bisherigen Konstanten ¢, die neue e einfithren kann; ge-
schieht dies, so wird die Gleichung der Kurve:

P

1-4-ecos(s—c,)
Man kann, ohne die Allgemeinheit zu verletzen, ¢ als positive Grile betrachten;
fiir s—e¢, = o nimmt dann der Radiusvektor » seinen kleinsten Wert

=k
o -
und fiir s—e, = 7 seinen griBten Wert
n— i
et

an; die entsprechenden Punkte der Kurve nennt man die Apsiden und speziell den
ersteren das Perihel, den letzteren das Aphel. Die sie verbindende Gerade, die
durch den Awnfangspunkt geht, heillt Apsidenlinie. Die Linge dieser Linie ist

- p—— p _  2p
}’+?’#1-—f—c+l—cﬂ1——e"
und heiBt die groffe Achse der Bahn, die wir mit 2@ bezeichnen wollen, so daB
i]
a = L—_S—Q‘— oder p=a(1 — e 10)
wird. — Fiir s —e, =§ wird » = p oder der Parameter ist gleich dem auf der

Apsidenlinie senkrecht stehenden Radiusvektor.

Da der Richtung des Perihels der Wert s = ¢, entspricht, nennt man ¢, die
Liinge des Perihels; wir wollen es kurz mit @ bezeichnen und haben dann als defi-
nitive Gleichung der Kurve:

" p

T 14 cecosls — @) 1)

Andere, mitunter dienliche Formen dieser Gleichung sind:
" iz _ P
1+e— zesini(s — @) 1—e-t 2ecosi(s — o)

_ P ,
" (14 € cost(s — @)+ (1 — e)sini(s — @)
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Der Mittelpunkt der groBen Achse steht vom Anfangspunkt um die Strecke ah:
a—all —e = ae,
welche die geometrische Bedeutung von e gibt.
Die Kurve nimmt drei charakteristische Formen an, jenachdem e kleiner, gleich
oder grifer als 1 ist.
Wenn ¢ <71 ist, ergibt sich fiir jeden Wert von s ein endlicher Wert von #;
die Kurve liegt also im Endlichen und ist geschlossen; die Kurve ist eine Ellipse.
Wenn e = 1 ist, tritt fiir s — @ = & ein unendlich groBer Wert des Radius-
vektors auf; die Kurve schickt also Zweige ins Unendliche. Die groBe Achse wird

unendlich groB, der Parameter aber bleibt endlich. Fiir s — @ = o0 wird », = 3:, d. h.

die Distanz von der Sonne bis zum Perihel — die Periheldistanz — ist gleich dem
halben Parameter. Nennt man ¢ diese Periheldistanz, so wird p = 2¢ und daher die
Gleichung der Kurve:

P — q
1+ cos(s — @) cosils—m)

12)

Die Kurve ist eine Parabel.

Ist ¢ >> 1 — der Fall der Hyperbel —, so wird, da p nach 7), wenigstens wenn
nur anziehende Kriifte in Betracht gezogen werden, eine wesentlich positive Grifie
ist, die Konstante « negativ. Bis zu dem Punkte, wo cos (s — @) im zweiten Qua-

dranten den Wert -—% annimmt, bleibt der Wert von » positiv und endlich; dann

tritt an der genannten Stelle ein unendlich groBer Wert des Radiusvektors ein und
dariiber hinaus wird dieser negativ fiir alle weiteren Werte von s — &, bis dessen

cos im dritten Quadranten wieder gleich — ; geworden ist; darauf folgen wieder

endliche positive Werte des Radiusvektors. Die genannten negativen Werte von #
fithren zu Kurvenpunkten, die zwischen den riickwiirtigen Verliingerungen der zu

1 e . . 5
Cos(s — @)= — c gehorigen beiden Radienvektoren liegen und werden erhalten, wenn

man den absoluten Wert des Radiusvektors nach der entgegengesetzten Seite ab-
triigt. », (fiir s — & = «) fiillt somit in dieselbe Richtung wie », und die Entfernung
der beiden zugehirigen Kurvenpunkte wird daher:
=P o & _ P o P
— e 1+e c—1 1 e

Astronomisch haben negative Radienvektoren keine Bedeutung und insofern hat der
zweite Kurventeil nur eine formale Existenz. Er gewinnt aber physikalisches Interesse,
wenn man statt anziehender Zentralkriifte abstoBende, die nach demselben Gesetz wirken,
annimmt. In der urspriinglichen Gleichung #indert sich dann nur das Zeichen von A*:

;= — 2.

nl=n=| =

(2¢)e
PR b | e Y g
b=y o+ m) cos(s — ¢,)
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oder wenn nach wie vor
(2¢,) _ [23) €y
BMym — P BMEm

gesetzt wird,
— r
ecos(s—m) —1

Diese Gleichung liefert positive Werte von » nur wenn e > 1, d. h. abstoBende
Kriifte haben stets eine hyperbolische Bewegung zur Folge. Diese Werte fiir » ent-
sprechen fiir s — @ den vorhin fiir 180” -+ s — @ erhaltenen und durch Zeichen-
wechsel zu absoluten Betriigen gemachten, d. h. sie entsprechen dem zweiten Zweig
der Hyperbel, welcher dem abstoBenden Punkt die convexe Seite zukehrt.

42. Kriterium fiir die Art der Bahn. Um ein Kriterium fiir das Eintreten
der drei eben besprochenen Kurven zu erhalten, multipliziert man die erste Gleichung 2)

mit " und fiigt dazu die mit » multiplizierte zweite Gleichung, dann kommt:

di & dt

d*r dr ds\* dr d’s ds (M A+ m)dr
aeai T (dt‘) PR T P " ar
oder:
1 od (dr\* (d's k(M - ) dr
2 dt (dt " ai ) A dt

Die Integration dieser Gleichung ergibt:

dry? L (ds 212 (M <+ m) .
(dt)+’ (H) ; Lot 13)

Hierin stellt die linke Seite das Quadrat der Geschwindigkeit in der Bahn dar, aus-
gedriickt durch die Komponenten im Radiusvektor und senkrecht dazu: % und » d.i'
Setzt man diese Geschwindigkeit », so wird 13)

o 212 (M + m) il

P
Um die Bedeutung von ¢’ aufzudecken, stellen wir »* auch noch auf andere Art dar.
Ist do das Kurvenelement, so wird

de* = dr* + rtds:.

Nun folgt aus 11) durch Differenziation:

se sin(s — @ 1,
dr = (1 _"']_ 5 co{s[s . 3;’”1:{3 = ;} esin(s — @)ds;
also wird:
do* — ( rs1nf.s-~w )d :
oder wenn nach 11)
_L (1 -+ ¢ cos(s — @)* + 2¢ cos(s — @)
,J'l !’-

substituiert wird:
do* = ;! (z + 2¢cos(s — @) — (1 — ¢¥)) ds?

Bauschinger, Bahnbestimmung, 9
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oder endlich nach 11) und 10)
g Thf2 1 "
do® = — —-——)u’s.
p\r  a
da\*

Wird dies durch # dividiert, so erscheint links (d';) = ¢* und rechts wird nach g}

74 ( 4y ): 12 (M~ m)p

dt
gesetzt werden kinnen, so daBl schlieflich kommt:
vt =k (M + m)(::--%)- 14)

Aus dieser mit 13) identischen Gleichung ersicht man folgendes: Wenn @ positiv
2k (M + m)

und endlich ist (Ellipse,, dann wird @* <Z -

213 (M ~+ i)

¥

, wenn @ negativ und endlich

ist (Hyperbel), dann wird #* >
21 (M 4 m)
pe

, wenn @ unendlich groB ist (Parabel),

dann wird »* = Demnach hingt die Art der Bahn lediglieh von der

in der Enlfernung r von der Sonne statlfindenden Gesclcindigheit ab, indem

- z;,-=m£+ i)

2 ~ 2k* [Mr.—!— i)

einer Ellipse
einer Hyperbel

ot

2]
— 2RM+ ™) iner Parabel

entspricht.
Der fiir die Art der Kurve maBigebende Ausdruck
282 M 4 m)
e
‘besitzt eine physikalische Bedeutung. Wenn ein Massenteilchen aus dem Unendlichen

2(M -+ m)
—_——

in gerader Linie auf einen mit der Zentralkraft ausgestatteten Korper

fillt, so kann die Geschwindigkeit », desselben in der Entfernung # leicht gefunden
werden; in der Tat ist:

v (M4 m)
e
oder
[ Brdr 2RO dr
dt* dt i dt’

oder integriert:

dr\* 213 (M -+ m)

(rlt T ar F 15)
Geht der Korper im Unendlichen vom Zustand der Ruhe aus, so folgt ¢ = o und
daher wird seine Geschwindigkeit in der Entfernung » gefunden aus:
212 (M 4 m)

L |
(1 -
3 ’

159
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Geht also durch den Punkt in der Entfernung » von der Zentralkraft in beliebiger
Richtung ein Kérper mit der Geschwindigkeit », so bewegt er sich in einer Ellipse,
Hyperbel oder Parabel, je nachdem »* kleiner, griBer oder gleich »,? ist.
Man kann auch folgendermaBen schlieBen. Die Differenz von 14) und 15*) gibt:
R . KM+ m)
v — =
@
oder, wenn nach 7) und 10)

(2¢,)? (2¢,)}
% S i AR i ' AL
(M - ) = 5 i =)
gesetzt wird:
o (2¢,) .
UU — !.i — ﬁ"-i{] _l__‘,'],) 1

hiernach ist die vom Kirper beschriebene Kurve
eine Ellipse (e <Z 1), wenn #* < v},
eine Hyperbel (¢ > 1), wenn ¢* > ¢}
oder eine Parabel (e = 1), wenn ¢* = »,* ist.

Die Gleichung 14) LiBt auch noch folgende interessante Interpretation zu.
Schliigt man mit dem Radius 2¢ um das Kraftzentrum einen Kreis, und liBt von
den Punkten desselben vom Zustand der Ruhe ausgehend, das Massenteilchen nach
dem Zentrum fallen, so erhiilt es im Schnittpunkte der Falllinie mit jeder Ellipse,
die 2a zur groBen Achse und das Zentrum zum einen Bremnpunkt hat, eine Ge-
schwindigkeit, die jener der elliptischen Bewegung in der Bahn "gleich ist. Denn ist
die Geschwindigkeit in der Entfernung 2z« Null, so bestimmt sich jetzt das ¢ der
Gleichung 15) aus

213 (M - )
24

+e=o0
und die in der Entfernung » erlangte (Geschwindigkeit wird also:
'e /| / \ i —_— L)
2(M -+ m) ( ~ =1
welches nach 14) auch die der elliptischen Bewegung ist. Der Satz gilt auch noch

fiir die Parabel, wo ; = o ist (Satz von Schrider van der Kolk, Astr. Nachr.
Nr. 1426).

43. Bestimmung der Bahn aus Ort und Geschwindigkeif, Mittels der bis-
her erlangten Integrale der Gl 2) LiBt sich folgender wichiige Satz erweisen:

Ist fiir einen Punkt P in gegebener Enifernung v von der Sonne S Grife und
Richtung der Gesclwindigheit bekannt, so kann damit seine Bahn ermittelt werden.,
In der Tat, fiillt man von S aus das Lot 8¢ = » auf die Richtung der Geschwindig-
keit, so wird einerseits (Fig. 30):

sin@P'S= ?
und andererseits: {
: v rds
sin QIS = ==

g*
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also:
re ds N
rtds dt VM mVp
W= = = .
do do H
dt

Hieraus ergibt sich p, wenn 7, #, k als bekannt angenommen werden. Ferner folgt auns

p=a(1—e) und o*=}*M 4 m) (% — ;)

a und e. Errichtet man in P zur Bahnrichtung das Lot PN’ und macht = SPN'
= <J N'PS’, so geht PS’" durch den zweiten Brennpunkt S’,
und dieser selbst wird durch seine Entfernung von P, niimlich

PS' = za—1»r
erhalten; die Verbindungslinie SS’ gibt die Richtung der
Apsidenlinie und damit die Lage der Bahn. Im Fall der
Parabel wird die Richtung der Achse durch eine Parallele
gegeben, die durch S zu PS8’ gezogen wird, Im Fall der
Hyperbel ist der Winkel SPN’ an dem #uBeren Teil der
Normalen PN” anzutragen, so daB =¥ N"PS" = SPN' wird,
und dann

PS8 "= za+}»
zu machen. — Damit ist gezeigt, daB mit den gegebenen
Stiicken in jedem Fall die Bahn rechnerisch und graphisch
ermittelt werden kann. '

Wir haben bis jetzt drei Integrale der Differenzialgleichungen 2) ermittelt und

dementsprechend drei unabhiingige Konstante @, ¢, @ eingefiihrt. Die vierte Inte-
gration erfordert fiir die drei verschiedenen Kurven eine gesonderte Behandlung, zu
der wir nun iibergehen.
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Abschnitt XI.
Die Bewegung in der Ellipse.

44. Die Bewegung in der Ellipse. Es ist das Integral der Gleichung g)
trtds = 2kVM + mVpdi
aufzustellen unter der Annahme, daB der Korper sich in einer Ellipse, also einer
geschlossenen Kurve bewegt. Da die linke Seite den Elementarsektor zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Radienvektoren vorstellt, so kann das Integral leicht aufgestellt
werden, wenn man die Integration iiber die Zeit eines ganzen Umlaufes des Korpers
erstreckt; es erscheint dann niimlich links die Fliiche der Ellipse und rechts die Um-
laufszeit 7' B
abmw = kVM +~mVpT,
wo & die kleine Halbachse der Ellipse bezeichnet. Ersetzt man b durch Vap
(Nr. 37), so wird aus der (ileichung:

3
a’w = kVM—+mT
oder
a* k(M4 m)
= aar
Kann man, wie dies im Sonnensystem der Fall ist, die Massen m als sehr klein
gegen die Sonnenmasse M betrachten, so steht auf der rechten Seite dieser Gleichung
eine GiréBe, die sehr nahe konstant ist. Nimmt man sie in erster Niiherung als eine
Konstante, so hat man das dritle Keplersche Gesetz (Harmonices mundi 1619):
Die Kuben der grofen Achsere der in Ellipsen win die Sowne laufenden Himmnels-
kirper verhalten sich wie die Quadrate der Umlaufszeiten.
Nennt man «', 77, m' die zu einem zweiten um die Sonne laufenden Korper ge-
horigen Stiicke, so ist die strenge Form des Gesetzes:
a? T*(M + m)
P T S '7)
Um aber den Ort des Planeten fiir eine beliebige Zeit angeben zu kionnen, muB
man die Gl. ¢) iiber beliehige Zeitriiume integrieren. Zu dem Zwecke wollen wir
zuerst statt der Umlaufszeit den Winkel einfithren, der im Mittel in der Zeiteinheit
zuriickgelegt wird; da der Radiusvektor in der Zeit 7" den Umkreis 272 zuriicklegt,
so wird dieser Winkel

16)

= 18)

27
T
Aus der Gleichung 16) folgt dann:

wWrat = B*(M -4 m), 10)
d. h. wenn die Massen m zu vernachliissigen sind, verhalten sich die Kuben der groBen
Achsen umgekehrt wie die Quadrate der mittleren Bewegungen.
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Dies vorausgesetzt, eliminieren wir mittels der in der Form
d s\*
i) = &F i
? (dt) I3 (M~ m)p

geschriebenen (GGleichung o) aus der Gleichung 13) bez. 14) niimlich

(g + () = puc+mfz - )

ds )

die GrioBe r-(d! :

(= orsm(z — - 2)

r a
Multipliziert man dies mit »* und beachtet 19) so kommt:
r* fdry? s o ‘ o
]u*a‘(dt =2 — 1" —ap =2ar — 1 —a’ 4 a‘*e*,
letzteres mit Beriicksichtigung von p = a1 — ¢*); also ist:
rt(dry? 2,2 ( a2
P(!a_‘ ((!t) = &'e¢" — |~4T — P

Um hier integrieren zu kionnen, fithrt man statt » eine neue Variable ein, niimlich
die durch

@ — 1 =qaeccosli 20)
definierte Variable K mit dieser wird:

dr . 4 dF
i aesin it
und

(@ —7)* = a*e* — a’e*sin 1,
so daB die Differenzialgleichung in die Form

r dl
wa dt =
oder wenn nach 2o ; =1 — ecos I/ gesetzt wird, in die Form

(1t —ecosE)dE = udt
iibergeht. Diese gibt durch Integration:

E—esinkl = ut+4e¢, 21)
wo ¢ eine neue Integrationskonstante bezeichnet. Den Winkel ot 4-e = M nennt
man die mittlere Anomalie. Zihlt man die Zeit von dem Momente £, an, den wir
als Hpoche bezeichnen wollen, so kann man 21) auch schreiben:

F—esinlil = u(t—1t,)4c 22)
und es bedeutet hiernach die Konstante ¢ die mittlere Anomalie fiir die Zeit der
Epoche. Die Konstante 1, die in 22} noch vorkommt, ist keine neue unabhiingige
Konstante, denn sie hiingt durch die Gl 19) mit @ zusammen.

Wenn ¢, die vierte unabhiingige Integrationskonstante des Problems, bekannt ist,
kann aus der (. 22) fiir jede beliebige Zeit ¢ der Winkel E' ermittelt werden: damit
aber gestaltet sich die vollstiindige Lisung der Aufgabe folgendermalien. Die Gl zo):

r=a(1 —ecosk) z0)
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ergibt den Radiusvektor. Da die Beziechung zwischen diesem und der Variabeln s
bereits durch die Gl 11)
a1 — e

1} ecos(s — @) )

bekannt ist, so muB auch letztere sich durch K ausdriicken lassen. In der Tat

folgt aus
a1 — e*)

14 ecos(s — @)
1 —e* = (1 —ecosk)(1 4 ecos(s — @)

r=ualt —ecos k) =

oder nach Auflisung der rechten Seite:

cosll — e

e i A 1 —ecoskh 23)

Die Gl 20) und 23) lésen die Aufgabe, sind aber unbequem. Multipliziert man 23)
mit » in der Form 20), so kommt

7 cos(s — @) = a(cos I — ¢). 24)
Quadriert man 20) und zicht die ebenfalls quadrierte Gl 24) davon ab, so erhiilt man:

r*sin(s — @) = «* sin £* — @*¢* sin 1*
oder )
rsinis —w)=aV1 —¢ sink. 25)
Durch 24) und 25) erhiilt man r und s gleichzeitig. Man kann noch eine Reihe
derartiger Relationen aufstellen; wir gehen darauf aber erst ein, wenn wir die geo-
metrische Bedeutung der bisher eingefithrten Grifien festgestellt haben.

Wir haben die Variable s in der Gestalt :i:, der Drehungsgeschwindigkeit um

die Z-Achse, eingefiithrt und dann nachgewiesen, dafi der Korper I’ in der &y-Ebene,
in der er seine erste Elementarbewegung aus-
fithrte, dauernd bleibt. Nehmen wir also eine
feste Richtung &, als Anfangslage der &-Achse
an, so wird s den Winkel der beweglichen &-A chse,
also des Radiusvektors, mit dieser festen Rich-
tung bezeichnen. Die Konstante @ haben wir
als Wert des Winkels s, den dieser im Perihel
der Kurve annimmt, erkannt. In nebenstehender
Figur 31 wird also I §,SP=s, §SIT=w
und daher s — @ = ISP gleich dem Winkel
des Radiusvektors mit der Richtung nach dem
Perihel.  Man nennt diesen Winkel, den wir in
Zukunft mit » bezeichnen wollen, die wahre Fig. 31.
Anomalie.  Durch die Koordinaten » und » ist

ein Punkt der Ellipse bestimmt; die Gleichungen 24) und 25), niimlich:

rsine =aVi — e sink

r cosv = a (cos K — e) 26)
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zeigen, wie sie mit dem Hilfswinkel £ zusammenhiingen. Damit liBt sich dessen
geometrische Bedeutung leicht feststellen. Verlingert man das von I” auf die Apsiden-
linie gefillte Lot I’ nach der anderen Seite, bis es den um die groBie Achse als
Durchmesser gezogenen Kreis in R schneidet, und verbindet man 2 mit dem Zentrum €
des Kreises, so ist der Winkel von C'R mit der Apsidenlinie gleich dem Winkel £ denn
SQ=C— C8S
oder
¥ cosv = a cos ] — ae,

in Ubereinstimmung mit der zweiten Gl 26. Man nennt /' die exzentrische Anomalie
(von ex centro). Der Zusammenhang von K mit der Zeit ist durch 22)

EF—esmll=ult—1,)+ece=M 22)
gegeben. Daraus folgt, dalb fir K=o, 22, g, ... M ebenfalls diese Werte an-
nimmt, d. h. daB} auch die mittlere Anomalie gleich der wahren und der exzentrischen
von der Richtung nach dem Perihel an gezihlt wird. Aus
M=u(t—1t)+ec=z2zu (=005 250 )
folgt

2RI — C

Z="‘u'|_ 1

i

woraus sich die Zeiten der Durchgiinge durch das Perihel ergeben. Die Periode

E
4

derselben ist natiirlich die Umlaufsdaner 7—5 =T Fillt die Epoche /, mit einer

dieser Durchgangszeiten zusammen, so wird
¢ = 2%7. (== 0 1, 25..0)
Die GriBe w ist durch die Gleichung 19) oder durch
VI ++ m
i = e
az

gegeben; sie erscheint hier zuniichst in Teilen des Radius ausgedriickt; multipliziert
man sie mit der Anzahl von Seckunden, die auf einen Bogen von der Liinge des
Radius kommen, d. h. mit 206264.8, so ist sie in Sekunden verwandelt und stellt
dann den Winkel dar, um den die mittlere Anomalie in jeder Zeiteinheit wiichst;
sie heiBt daher smittlere Bewegunge. Offenbar erhilt man die mittlere Anomalie,
wenn man u mit der seit dem letzten Periheldurchgang vertlossenen Zeit multipliziert.

Das gegenseitige Verhalten der drei Winkel, die wir mit wahrer, exzentrischer
und mittlerer Anomalie bezeichnet haben, ergibt sich leicht aus den aufgestellten
Gleichungen. Tm Perihel sind alle drei gleich Null, mit wachsender wahrer Ano-
malie wachsen auch die beiden anderen, aber so, dall bis zum Aphel die exzentrische
kleiner bleibt als die walre und die mittlere kleiner als die exzentrische; im Aphel
selbst werden alle drei gleichzeitig gleich 180°; von hier an aber bis wieder zum
Perihel ist die exzentrische Anomalie immer grofler als die wahre und die mittlere
grofler als die exzentrische. Oder: im ersten Halbkreis ist die wahre Anomalie gréBer
als die mittlere, im zweiten umgekehrt die mittlere grioBer als die wahre; die exzen-
trische liegt stets zwischen beiden; v — M wird Mittelpunkisgleichung genannt. Auch
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das ist ersichtlich: gehiren v, M, E zusammen, so entsprechen auch 360°— #, 360°— M,
360% — K einander.

Wir wollen nun noch weitere Beziehungen zwischen der wahren und der exzen-
trischen Anomalie und dem Radiusvektor aufstellen. Dabei empfiehlt es sich, den
durch

e = Blﬂ!‘p

definierten sogenannten Exzentrizititswinkel ¢ einzufithren, der offenbar der Winkel
ist, den die von einem Endpunkt der kleinen Achse nach dem Mittelpunkt und dem
einen Brennpunkt gezogenen Strahlen miteinander einschliefen. Es wird dann:

1+=e=1=sing = cosip? sin}p® =+ 2sinleg coslep = (coslyp &= sinlp)’

Vi—e = cosgp, Vi-4e=cos45°— o) V2, V
Vi—e=cos(45°4 1) V2
Vide+Vi—e=z2cosle
Vi4e—Vi—e= zsinlg;

ferner
der Parameter P = acosg®

die kleine Halbachse & = a cosp.
Die bisherigen Formeln werden in dieser Schreibweise:

a cos ¢*

= —
1-}-sing cosv
r=a(1 — sing cos ) 1L

7 cosv = afcos I — sing)
rsine = acose sin IJ.

IIL.

Bildet man aus
~cos E—e

cCOsy —l—
1 —ecoskl

die Ausdriicke

(1 —e)(14cosE) (1 —e)2cos; K*
1—ecoskl 1 —ecosHE

1 - cosp = 2cosietr=

g . 1 e)(1 — cos K 1+ e) 2sini K?
1 — sy =2smf'e'==( el ) { =h=%) .
1 —ecoskth I—ecos!f

so folgt:

CO8TY = —————— C083

Iv.
sinj ¢ = L sing I
Vi—ccosk

' I8
tg;b—Vl_e V-

und daher
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oder
tgle = tg(45°+ L) tg: B = 1tg(45°+ L ¢)sin K'sec K2,

Multipliziert man IV. mit
Vr =VaV1i—jcosE,
so erscheint:
Vrcositv =Va(r —e) cosiE

. === — VI
Vrsiniv =Va(t 4e¢) sini E = Va(1 + ¢) sin E sec; K

oder B
Vicosiv =Va(cosip —sinlyp)cosiK

Vr sin 2o = Va(cos L + sinZ¢) sin 1 F.
Hieraus folgt:
Vrsini(r — E) =Vasinlgsink

Vrcos! (v — E) = Va (cos 1 — sin L¢ cos E)
und
tg L sin K

tgifv — E)= - —t-g;}rpcos}f‘

Verbindet man die beiden Gleichungen VI. durch die Multiplikatoren — sin}F
und cos ! ¥, bezichungsweise sin:F und cos; %, so kommt

. . a . r..
sint(v — E) = sm-;-gaVF sin I = sin -;-rpV-P sin v
und VIL

. . a . [k
sini(v 4+ E) = cos;rp]/ = sin = cm;gr,r]/E sin.

Aus all diesen Formeln wird man je nach dem vorliegenden Fall die Auswahl
treffen. Handelt es sich um die Berechnung des Radiusvektors und der wahren
Anomalie aus der exzentrischen, eine Aufgabe, die stindig bei der Ephemeriden-
rechnung zu losen ist, so wird im allgemeinen die Anwendung der Gruppen III. oder
VI. die schnellste Rechnung gewiihren; erstere sind namentlich dann wohl iiberhaupt
die bequemsten, wenn man Additionslogarithmen verwendet, letztere wird man nur
dann wiihlen, wenn viele Orter zu rechnen sind, weil sonst die Berechnung der Hilfs-
griBen Va(r —¢) und Va(1 4 ¢) sich nicht lohnt. Man kann auch » aus IL. und »
aus V. berechnen oder » aus II. und dann # mittels der ersten Gl VIL und wird
letzteren Weg namentlich dann einschlagen, wenn die duBerste Genauigkeit erfordert
wird. Endlich kann man » aus V. und dann » aus L. bestimmen. — Eine besondere
Kontrolle dieser Rechnungen ist gewthnlich, besonders bei Ephemeridenrechnungen,
nicht erforderlich, da man durch Bildung der Differenzen des fiir dquidistante Zeiten
berechneten » leicht jede Unregelmiifligkeit bemerkt. Fiir einzelne Orter rechnet
man nach zwei der angegebenen Methoden. Wir fithren nun ein Beispiel nach allen
angefithrten Methoden durch.
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Fiir den periodischen Kometen Brooks war 1896 Juni 17.5

loga  0.5673639 45° + 29 58°59" 55.65

¢ 27°59 51729 tg(45° + 1) o0.2212055

sing  9.6715748 1-|singp 01671502

COS (P  9.045 Q447 1 —sing  9.7247392

@cosp  0.5133086 Va(1 + sing) 0.3672570

“ 5“:9” 2'23'8 9?’87 Va(i —sing) o0.1460515
2% 13°59' 55.65
singg  9.3836384
cos;p  0.086 goby

P 04592533

Nach IIT Nach VI. Nach IL. und V.
I 325°16" 50786 I 325°16" 5086 E 325°16" 5086
sin i/ 0.755 5357x & 162 38 25.43 cos IY 0.914 8470
cos 7 0.914 8470 sin 2 17 0.474 7521 e cos If 0.586 4218
Sub. 0.367 6648 cos L K 9.979 7530, 1 — ¢ cosly 0.788 2724
cos K —e 95471822 Vrsinie  9.842 0001 r o 0.3556363
r sin e 0.2688443, V7 cos Ly 0.125 8051, 1E 162°38 25743
7 COS ¥ 0.114 5461 cos X2 9.947 9870 tgLtl 0.494 9985
*cos v 0.758 g100 * tgly 9.716 2040, tg .; & 9.7:’6 2240
tg» 3.15'4 2282" Iy 15230 53703 * 29 152°30" 53703
v 305" 17 46J03 v 305 1 46.07 v 305 1 46.07
x 0:355 0301 Vr 0.177 8181
¥ 0.355 6362
Nach II. und VIIL Nach V. und I
F 32516 50786 E 325°16' 50786
cos 4 9.914 8470 1FE 162 38 25.43
ae cos I 0.153 7857 tg I I 0.494 9985
Sub. 0.211 7276 tgiv 9.716 2040
r 0.355 6363 v 305" 1’ 46l07
a cos v 9.758 g101
V-r 0.105 8638 - 04304849
sin f7 0.7555357n 14 ecosv 0.103 6170
sin ; (v — K) 9-245 0379, r  0.3556363
v—FE — 20°15" 478
v 305 1 46,08

Die mit * bezeichneten Zeilen schreibt cin geiibter Rechner nicht an. Konstante
Logarithmen sind in der Rechnung nicht angegeben; man hat diese zur Benutzung
fir die fortlaufende Rechnung auf den unteren Rand eines Papierstreifens auf-
geschrieben,
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Die umgekehrte Aufgabe, die exzentrische Anomalie aus der wahren zu ermitteln,
kommt weit seltener vor. Man kann sich hierzu der Formel V.:

tg: K = tg(as°— Jy) tg v
bedienen, es ist aber, besonders bei kleiner Exzentrizitit, sicherer, dic Formel aus VIL

. . r .
sint(v — K) =sinjp VI’ sin ¢

heranzuziehen, vorausgesetzt, dall » gegeben oder aus I. berechnet ist; der Vorteil
dieses Weges tritt besonders dann hervor, wenn man aus der exzentrischen Anomalie
dann weiter auch die mittlere aus M = # — esin i zu berechnen hat, was meistens
der Fall ist; man braucht dann sin ¥, das man einerseits durch direktes Aufschla-
gen des aus VIIL folgenden Wertes von I, andererseits aber ohne erhebliche Mehr-
arbeit aus I11:

: -' r ;

sin /) = - = — COS (p Sinv

acosp P

erhalten kann, wodurch eine Kontrolle erzielt wird. Wir behandeln obiges Beispiel,
indem wir jetat

loga  0.567 3639 sinl¢g 0.3836384

sing  9.6715748 P 04592533

Cos p  9.045 9447 v 305°1" 4608
¢’ 4.9859999

als hekannt voraussetzen und / und M suchen:

e~

v 305°1" 46707 K 325°16" 5087
cos g.758 9101 sin ' 0.755 3357x
ecosr  0.4304849 =

Kontrolle
1-}ecosv o0.1036170 RORFOES
.J'
1} 5:8063830 ; cosgp 9.842 3277
ki sin®  9.913 2081,
]/_;)_ AR sin B 9.7555358,
sine  9.913 2081, ¢'sin . 4.7415356,
sinX(v—K) 9.245 0380, —15°19" 8'74
v— K —20%15' 4.80 M 340 35 50.01

Wir leiten noch einen geniitherten Wert fir die Mitlelpunkitsgleichung v — M ab,
der bei kleinen Exzentrizititen von Nutzen ist. Da tgs = s+ tgs®*+ .., so folgt
mit Vernachléissigung von (irifen dritter Ordnung aus der oben gegebenen Beziehung

te iy — I = tgzgc: sin / :
: 1 —tgipcosk
sofort:
r— K= 2tgipsinE+tgigsinz 4 ---.
Wird dies mit
E—M=esmFE
verbunden, so ergibt sich

v — M= (e 2tgzp)sin K - tglgp*sinza 64 ---
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oder wenn wieder mit Vernachlissigung von GréBen dritter Ordnung
2tgzp =e

gesetzt wird:

v—M=zesmnF+ jetsin2 K+ ---.
Wird rechts £ durch M ersetzt, so gibt eine einfache Entwicklung

v — M= 2esin M+ je*sinz2 M4 ...
und ebenso, wenm es durch  ersetzt wird:

v— M= z2esinv + .

Auf die allgemeinen Entwicklungen einzugehen, ist hier nicht am Platz.

45. Die Keplersche Gleichung. Die Bestimmung der exzentrischen Anomalie
I aus der seit dem Perihelsdurchgang verflossenen Zeit oder der mittleren Ano-
malie M, wird durch die Gl 22) '

E—esnli=M

geboten, die unter dem Namen der Aeplerschen bekannt ist. Wenn darin E und M
in Graden, ... ausgedriickt sind, mull aunch e sin &' so ausgedriickt werden, was am
einfachsten geschieht, indem man den in Sekunden verwandelten, d. h. mit 206 264”8
multiplizierten Wert von e = sing benutzt. Die Gleichung ist eine transzendente,
also direkt nicht auflosbar, es gibt aber sehr viele Methoden, den Wert von £ durch
sukzessive Niiherung zu erlangen. Da der astronomische Rechner die Keplersche
Gleichung namentlich bei Herstellung von Ephemeriden schr hiiufig aufzulésen hat,
wollen wir die bewiihrtesten dieser Methoden besprechen. Eine graphische Darstellung
der hier vorliegenden Verhiiltnisse wird uns
sofort einen wichtigen Fingerzeig geben und
aullerdem zu einer brauchbaren graphischen
Methode der Auflisung verhelfen. Wir
tragen auf der Abszissenachse O X die Bogen
und als zugehorige Ordinaten deren Sinus
auf, d. h. wir konstruieren die Sinuskurve; Fig. 32.
macht man dann den Bogen O4 = M und
zieht durch 4 eine Linie 4C der Art, daB = XAC =y wird, wo i durch
cotg 1 = e bestimmt ist — eine Konstruktion, die am einfachsten auf die in der
Figur angegebene Weise ausgefiilhrt wird —, so erkennt man, wenn €' der Schnitt
dieser Linie mit der Sinuskurve und OB die zugehiorige Abszisse ist, sofort:

AB OB — 04 OB — M
COtgl;-':ff: e e R e————
BC sin OB sin OB
oder: -
OB —esinOB = M,
d. h. OB wird die exzentrische Anomalie, wenn M die mittlere ist. Die hieraus
sich ergebende Methode der graphischen Bestimmung von E (zuerst angegeben von
Waterstone, Monthly Not. Vol. X, 1850 und Dubois, Astr. Nachr. Nr. 1404) findet
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man ausfiihrlich erliutert und mit der nétigen Sinuskurve ausgestattet in den »Tafeln«
Nr. XIIL. Hier wollen wir aus der graphischen Darstellung nur den SchluB ziehen,
daBl offenbar bei Exzentrizititen in der Nihe von 1 und bei kleinen Werten von M
der Schnitt von AC mit der Sinuskurve nur sehr unsicher festgestellt werden kann,
daB also I sich dann aus der Keplerschen Gleichung nicht bestimmen LiBt. Wir
werden also zwei Fiille zu unterscheiden haben: kleine Exzentrizitiiten, wo die Kep-
lersche Gleichung immer aufgeldst werden kann, und groBe in der Nihe von 1
befindliche Exzentrizititen, wo fiir kleine M iiberhaupt ein anderes Verfahren ein-
geschlagen werden muB. Wir betrachten vorliufig nur den ersten Fall und kommen
auf den zweiten erst spiiter zuriick.

Der Weg der sukzessiven Nitherung setzt den Besitz eines ersfen Niherungs-
wertes voraus und dann eine rasch fordernde Methode, ihn zum wahren zu verbessern.
Was ersteren anbelangt, so kanm man ihn, wie oben erliutert, graphisch erhalten,
oder man kann ihn aus Tabellen entnehmen, die mit den zwei Argumenten ¢ und M
angelegt sind; eine solche Tabelle ist in Taf. X in den Tafeln« oder in weitaus
griferem Umfang in den »Hilfstafeln zur leichten und genauen Auflosung des
Keplerschen Problems von J. J. -Astrand, mit einer Einleitung von H. Brunse< geboten.
Sind keine solchen Hilfsmittel zur Hand, so wird man davon Gebrauch machen,
dall I zwischen den Grenzen M und M = ¢” liegen muBl, wo ¢’ die in Sekunden
ausgedriickte Exzentrizitiit bezeichnet und wo das obere Zeichen im ersten, das untere
im zweiten Halbkreis zu nehmen ist; bei kleiner Exzentrizitiit wird also schon M
oder ein schiitzungsweise vermehrter oder verminderter Wert eine Nitherung darstellen.
KEs gibt auch mehrere Methoden, die durch eine kleine direkte Rechnung einen sehr
guten Nitherungswert verschaffen, so zuniichst das Enclesche Verfahren (Astr. Nachr.
Nr. 714), das beliebig weit ausgebaut werden kann (siche N. Herx, Astr. Nachr.
Nr. 2354), aber dann aufhtrt bequem zu sein. In diesem wird

E—M=x
gesetzt, worauf die Keplersche Gleichung die Form
x =¢sin(M+ x),
oder nach Entwicklung des sin die Form:
x=csinM(1 —i2a*+ .- )t ecosMz—ta' 4 .- .)
annimmt; diese gibt:

e=-e¢sinM -+ ¢cosMxr — tesinMa®— tesinM cotg Ma® 4 - - -
oder
__ esinM 1 esinM 1 esinM
1—ecosM 21 —ecosM 6 1—e¢cosM

cotg Ma* -+«
ivd -
w esimM tor
1—ecosM ™ 'BY
und in den héheren Gliedern = = tgy gesetat, so folgt:

x=1gy — J tgy’ — G cotgM tgy* + - - -;
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einen ebenso genauen, aber einfacheren Ausdruck erhilt man hieraus, wenn man
siny = 1 statt tgy einfiihrt; da

tg?f=——y- ! ==n+i+-, gY=9+ .., gy'=9'4+...,
I—7
so wird

z=n—fcotgMn*-4 .- -

und man hat daher folgendes einfache System zur Erlangung eines Niherungswertes

durchzurechnen:
tey — — & sin M
8Y = 1 e cos
5y = tgy cosy A.

x = ay -+ @ cotg My,
wobei die Zahlenwerte von ¢ und g, wenn z gleich in Sekunden erscheinen soll,
folgendermalien zu nehmen sind:
loga = 5.3144251
logp = 4.536 274, .
Nimmt man ohiges Beispiel (Seite 140] vor, wo
loge = log sing = 9.6715748
loge” = 49859999,
so wird fiir M = 340”35’ 59”61 die Rechnung sich folgendermaBen stellen:

sinM qg.5213511, 1 9.4305287,
cosM 0.9746139 ' 7.7221148
e cosM g.646 1887 cotgM 0.453 2628,
1:(1 —ecosM) 0.2539739 cotg Mn* 8.1753776,
esinM g.1929259, an — 15°20" 24751
tgy  9.4468908, g cotg Mn* + 8 34.82
cosy 9.983 6289 E—M — 15 17 49.69

Dieser Wert weicht nur wenig mehr als 1" von dem wahren ab und kann leicht

durch eine der im folgenden anzugebenden Methoden zum wahren verbessert werden.
Bin zweites, ziemlich iihnliches Verfahren hat Tiefjenn angegeben (Verdff. des

Rechen-Institutes Nr. 1). Setzt man hier ebenfalls £ = M+ z, so wird

x = e¢sin(M 4 x) = e sin M cosx -+ e cos M sinx,

oder 5
o3 3
=csinM 4+ ecosMtegx;
oy -+ tgx;
wird hiervon
smae
— g &x
cos

subtrahiert, so folgt:
x— sinx

: =esinM — (1 —ecos M) tgx,
cosx

oder )
e sin M @ — sinz
1—ecosM cosz(t — e cosM)

tgr =
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Wird «; aus

b e sin M
S = I —ecosM
berechnet, so folgt:
sinz _ sinz, [ — sinz) cos x,
cosr cosx, [1—ecosM)cosxcosz,’
oder
) (x — sinz) cos x,
sin (# — #,) = — =—— -
Nun ist
r—sine = (z, — sinz,) + (¢ — x,) — [sinx — sinz,)

: R : r Ly . X— X

= (r, — sinz) 4+ (* — x,) — 2 cos" t % gin ——=
Beachtet man, dali x und x, sich nur um Groflen dritter Ordnung voneinander
unterscheiden, wenn die Exzentrizitiit erster Ordnung genannt wird, so wird man
statt des sin}(x — x,) den Bogen setzen diirfen und dann erhalten:

- - ai ey 5
r — sing = [z, — sinz,) + 2(z — x,) sin}(x 4+ x,)%
Wird dies oben eingetragen und auBerdem

cosx, i
1—ecosM

gesetzt, so ergibt sich:
[t —x)=—(p,—sinz)4d — 24x — x,) sin}(lz — x)}
ader
(x, — sinx,) 4
g
I 4+ 24 sing(x 4 «,)

.!‘—Sﬁu:—

Da geniihert
I

I + 24 sinz(x 4 z,)?

e m L , e .
=1 — 2 8inix*= cosr,,
so wird in

(x,— sinx,) A cosx,
cosx, (1 + 2.4 sing(z+ x,)%)

_t?—I‘u=——

der Nenner sehr nahe gleich 1 sein. Da ferner bekanntlich
@, — sin z, = sinx,* + 2, sing,* 4 - - -,
80 wird man
(x¢, — sinz,) cosz, = C sinz,®
setzen diirfen, und es wird € eine wenig veriinderliche, mit dem Argument x, leicht
tabulierbare Grifle sein. Es folgt dann schlieBlich die fast strenge Formel:
AC sinz,®

" cosz, (14 24 sin(z -z, )f)

Die zweckmiilligste Anwendung derselben wird sein, den Nenner gleich 1 zu setzen
und aus

r—x, =

& = x,— AC sinz,*

den Niiherungswert der exzentrischen Anomalie abzuleiten, der dann, wie unten an-
gegeben, weiter verbessert wird. Eine Variante dieser Methode ist, zu setzen:

o = ('sinz® cosx,
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und ¢ zu tabulieren; es wird dann:
a

e —ecosM

Die Taf. XT gibt log C, bereits in Bogensekunden ausgedriickt; die Taf. XII gibt o.
Wir stellen die Formeln dieser Methode zusammen:

faa & sin MW
8% = T ¢ cosll
cos,
A= 9 .
1—e cosM B

E= M+ x,— AC sinz®
C aus Taf. XTI

oder:
trw = _° sin M
Bl = | _ecosM
4 = B g C.
B=Mt+2— o

o aus Taf. XIIL.

Fiir Exzentrizititswinkel unter 15° geben diese Formeln fiir eine fiinfstellige Rech-
nung den genauen Wert, fiir sechs- und siebenstellige Rechnung einen so guten
Nitherungswert, daBi man mit einer weiteren Niherung am Ziel ist. Fiir groBere
Exzentrizititen kommt man ebenso weit, wenn man die frither angegebene strengere
Formel benutzt, es ist aber rechnerisch vorteilhafter, B. oder (. zu benutzen und
cine Niiherung mehr zu machen.
Beispiel: Nimmt man wieder die obigen Zahlen (Seite 143):
loge = 9.6715748
M = 340"35" 59761,
so wird hier:
sinM  g.52135171,
cos M g.9746139 A
eccosM  g.6461887 c
1:(1—ecosM) o0.2539739
‘ smﬂf 9.192 9252" — AU sinz*  3.063681
tg:: ‘;_‘4(:5‘?35?' ;'.'25 + 19"1793
: E—M —15°18 42732
sinr,  9.4305286,
cosx, .983628g

0.237 603

4534492
sinz,* 8.291 586,

Dieser Wert weicht nur 26” vom wahren ab.

Die bisher besprochenen Methoden zur Erlangung eines ersten Niiherungswertes
fir &' braucht man nur anzuwenden, wenn vereinzelte Werte zu rechnen sind oder
am Anfang der Berechnung einer Ephemeride. Hat man aber fiir viele Hquidistante
Werte von M die K zu rechnen, so wird man nach Durchrechnung der zwei bis drei
ersten Fille fiir die folgenden durch Extrapolation der Grifien £ — M, Werte von I
finden, die bereits bis auf wenige Sekunden an die Wahrheit herankommen, also
leicht verbessert werden kimnen. Hat man z B. gefunden:

Bauschinger, Bahnbestimmung. 10
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M '
Dez. 15 10°38" 28769 19°44" 3445
19 II II 5§59.32 20 44 32.60
23 11 45 2905 21 44 12.21
27 12 19 0.58 22 43 32.69
so legt man das Schema an:
E—-M A’ A" A"
Dez. * 6 5076
19 9 32 3328 o 185“]' rr
-+ 26 8.98 — 0.59
23 g 58 42.26 — 1Q.13
2 10 24 32.11 + 25 49.85 19.72 =TiiaR
7 4 ; — I (a
! 43 + 25 30.18

31 10 50 2.24
und findet fiir Dez. 31. den kursiv eingetragenen Wert, der
E = 12°52" 31721 -} 10°50" 224 = 23°42"33"45
gibt und nur o'r3 von dem wahren Wert abweicht.

Die Verbesserung des Niiherungswertes zum wahren geschieht am einfachsten
dE 1 :
dM 1 —ecosk’
mit dem Niiherungswert %, den zugehiérigen Wert von M, niimlich M, = E,— ¢"sinFE,,
so ist offenbar sehr nahe

durch Bildung des Differenzialquotienten rechnet man niimlich

dr
dM

und F,+ (E— FE,) wird dem strengen Werte um so niiher liegen, je genauer K,

E—E = (M—M,)

bereits war. Die Berechnung von = BI Ty ist leicht auszufiihren; fertig berechnet

gibt diesen Ausdruck die Taf. XIV; in den Astrandschen Tafeln wird er durch die
ersten Differenzen geboten. Nach einem Vorschlag von Gaull (Theoria motus art. 11)
benutzt man zur empirischen Bildung des Differenzialquotienten die logarithmischen
Differenzen. Sei F, der geniiherte, I, 4 x = F der strenge Wert, dann notiere man
bei Entnahme von log sin £, die logarithmische Differenz in Einheiten der letzten
Stelle fiir 1”7 Anderung von K, mit ihrem Zeichen und nemne sie d (dieses wird
positiv im ersten und vierten, negativ im zweiten und dritten Quadranten sein), ferner
ebenso in Einheiten derselben Dezimale die Anderung von loge” sin ki, fiir 1 Einheit
der Zahl ¢”" sink, und nenne sie D (stets positiv), dann ist

i ..
¢ sin(E, + z) = ¢' sinE, - DE>

wo r in Sekunden ausgedriickt gedacht ist; also wird

B e M 2 o) e M wlail e %x
oder D
x= (M4 ¢ sin B, — E|) —d
oder wenn _ - :
M+ ¢'sink, = FE,
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gesetzt wird:

ol n D
r = (}‘51_ E')D—- (-I.
Der wahre Wert wird also:
. D d
E=E+E—-E)p5—g D
oder
. d
E=E,+ (E,— E)5—a

Wir wollen nur die GauBische Methode durch ein Beispiel erliutern. Es sei wie
oben (Seite 143)
M 340°35 59.61
loge 9.6715748
loge” 4.9859999
und als Niherungswert von /7 werde der dort gefundene
E, = 340°35' 59"61 — 15°17" 49769
genommen, den man abrunden wird auf:
K, 325°18 10’00
sinfi,  9.7552952y d = - 305
¢ sinE, 4.7412951,
¢ sink, —15°18 38721 D = + 790
B, 325 17 21.40

; , " d 30.5
E,—E, —48o et =[0:7086]
_d (E,— E,) — 30756

D—d
E  325°16" 508
sink' 9.7555358,
¢ sink 4.7415357,
¢ sinl] — 1519 8770
M+ ¢ sinkl 325 16 50.85.
Der strenge Wert ist also £ = 325°16' 5085 -|- jolor.

Um die wahre Anomalie aus der mittleren zu erhalten, haben wir die Zwischen-
grifle der exzentrischen Anomalie eing fikrt. Man kann aber auch den Unterschied
v — M in Reihen entwickeln, wodurch man die walire Anomalie unmittelbar erhiilt.
Dieses Verfahren empfiehlt sich aber nur bei ganz kleinen Exzentrizititen, wie sie
bei den groBen Planeten auftreten, weshalb wwir hier nicht weiter darauf eingehen.
Zu erwiithnen ist aber, dall Tiefjere ausfiihrliche Tafeln konstruiert hat (Veroff. des
Rechen-Instituts Nr. 1), die fir die Exzentrizititswinkel von o°0" bis 20°20" von
20" zu 20' fortschreitend v — M zu entnechmen gestatten, allerdings nur mit einer
Genauigkeit, wie sie etwa fiir rohere Ephemeriden und Storungsrechnungen aus-
reichend ist.

46. Die Differenzialquotienten der Polarkoordinaten nach der Zeit werden
hiufig gebraucht und migen daher an dieser Stelle im Zusammenhang abgeleitet
werden.

10*
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Da sich s von der wahren Anomalie # nur um eine Konstante unterscheidet,
gibt die Gl. ¢) (Seite 127) unmittelbar

dv Vi m VI}

dt »?
Ferner ist
1
dr s ¥ ad (1 .
gy = ’ a5 =1 a0 5 (1 e cosa))
=} ° sine 53—!'-!- ='F-'-—~F-—' V'_+ " ¢ sina
P dt l"}}
== kY + s tgp sina
Va
Wird nochmals differenziert, so kommt:
dv _ 2kV: +mVp dr . 2R .
T = = g7 = e ¢ sine
und
2 e I . e Ry i 3 \
d’—i = "'—_V: + e cos Ei'r—i = f;——{' -+ ) £ Ccose .
dat: Vp dt 7?

Eine elegante Gleichung erhiilt man auch, wenn man die Differenzialquotienten von »*
bildet:

d 2r LA -2}'?]/1__}_ " er sinw
dt dit Vp
oder wenn
rsine = a cos¢ sin
substituiert wird:

dr = e
;e 2kV14meVasnk,
Hieraus folgt:
d*r? ——— e andb
dp =2 Vi meVacosk T

oder da aus

E—esink =

V14 m
—

=
sich ergibt
. dE __ kVi+ma __“}-‘Vl 1
dt “% rT Va y

d*r*  21*(1 4 m)e cos K
vt =

oder wenn #» — a — ae cosk beachtet wird:

it ; I I
Ty 212 (1 + m) (_r —_— )

i



47. Die GauBsche Konstante k; die astronom. Einheiten der Zeit, der Liinge und der Masse. 149

Wir stellen die Formeln nochmals zusammen:

Ellipse: 8 Vi+m — V L
dt
dr z”;m.' — — tgp sinv
d! =k Vl ]/p Ll’l-—&—-?ﬂ, V(;
d*v 2¢ sine
df‘;. F— ( e H)
d*r e cosv
dae = (1 + m)
o 5 _ . :
g = tm)2 ( == E]

Wir fiigen gleich die Werte fiir die Parabel an, da sie sich hieraus ergeben, wenn
man ¢ = 1 setzt. Wir fithren gleichzeitig die Periheldistanz ¢ = .p ein:

Parabel: 47 =kV1i+m m f

dt

-[:;;- =kVi4+m i/l:l_;
:{—3: = — K +m)E Be
if; = k*(1 4 m) cof?'

47, Die GauBsche Konstante /3 die astronomischen Einheiten der Zeit,
der Liinge und der Masse. Die in den Grundgleichungen 2) (Seite 125) eingefiihrte
Konstante &, welche die Gravitationskonstante des Sonnensystems heifit, kann jetzt
bestimmt werden. Zuniichst sind aber die Einheiten der Zeit, der Liinge und der
Masse festzusetzen, die wir dieser Bestimmung zugrunde legen wollen. Wir be-
stimmen als

Einheit der Zeit den mittleren Sonnentag,
Einheit der Linge die halbe grofie Achse der Erdbahn,
Einheit der Masse die Sonnenmasse.
Dann wird in der auf den Planeten Erde angewendeten Gleichung 16) (Seite 133)
o 2d% 7
VM 4+ mT
zu setzen sein « = 1, M = 1, m die Erdmasse in Teilen der Sonnenmasse, 7' die

Umlaufszeit der Erde um die Sonne oder das siderische Jahr, ausgedriickt in mitt-
leren Sonnentagen. Nach den Annahmen von Gaull (Theoria motus art. 1) ist:

= TR = 0.000002 8192

T = 365.256 3835
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und es stellt sich daher die Berechnung von & folgendermaBen
log zm 0.708 179 8684
compl, log 7'  7-437 402 1852
compl. log V1 +m 9.999 999 3878
loghk = 8.2355814414_,,
k= o0.017 202 09895

Sehr hiufig tritt & in Verbindungen ein, die durch Multiplikation mit 206 264.806
aus Teilen des Radius in Sekunden zu verwandeln sind. Man fiihrt dies am ein-
fachsten dadurch aus, daB man £, ausgedriickt in Sekunden, benutzt. Dieser
Wert ist

K'= 354818761

log i/ = 3.550 006 5746
und ist offenbar wegen Gl 19) (Seite 133), die hier wird:
w=1I"V1+4m

sehr nahe gleich der mittleren tiglichen Bewegung der Erde.

Mit den angegebenen Zahlenwerten nennt man & wohl auch die GauBische
Konstante.

Die Angaben, welche GauBl der Bestimmung von /' zugrunde gelegt hat, sind
gegenwiirtig veraltet und miiBten durch andere ersetzt werden; da eine derartige
Anderung von k, die wegen der Unsicherheit der Erdmasse doch nie als eine defini-
tive gelten konnte, manche Nachteile hat, zieht man es vor, & als absolute Konstante
beizubehalten und dafiir die Lingeneinheit derart zu findern, daB die Gleichung 16)
bestehen bleibt trotz der neuen Annahmen iiber m und 7. Die Liingeneinheit ist
nach dieser Ubereinkunft durch % bestimmt; in ihr ausgedriickt wird die halbe grofe
Achse der Erdbahn nicht genau gleich 1, sondern eine hiervon etwas abweichende
Zahl. Da diese Abweichung sehr klein ist (mit den Annahmen, die Newcomb ge-
macht hat, wird loga@ = o.000 000 013, Astr. Papers, Vol. VI, S. 10} ist sie eine leichter
zu ertragende Unbequemlichkeit, als die Anderung der fundamentalen Konstanten F.

Durch Einfiihrung einer anderen Zeiteinheit kann man es dahin bringen, dal
k=1 wird, was bei theoretischen Untersuchungen zur Vereinfachung der Schreib-
weise beitriigt und daher vielfach benutzt wird. Diese Zeiteinheit ist offenbar

1 1 . ~ .
= o v 58.132 44087 mittlere Sonnentage.

48. Beziehungen zwischen mehreren Orten einer Ellipse und den Ele-
menten. Wir haben bisher einen Ort in der Ellipse betrachtet und gezeigt, wie er
durch die Elemente der Bahn und die Zeit ermittelt werden kann; wir wollen jetat
xwei und drei Orte in ihren Beziehungen zu den Bahnelementen untersuchen, dabei
aber mit Riicksicht auf unsere Hauptaufgabe, die Bahnbestimmung, folgende Be-
merkung - vorausschicken. Eine Ellipse ist nach Lage und GréBe in ihrer Ebene
vollstiindig bestimmt, wenn die drei Elemente: Liinge des Perihel, Exzentrizitit und
Parameter bekannt sind. Zur Bestimmung einer Ellipse sind also drei Gleichungen
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zwischen diesen Elementen einerseits und anderweitig bekannt gewordenen GréBen
andererseits notwendig. Die ersten Entwicklungen der Bahnbestimmung weisen
darauf hin, dal die ihrer GroBie und Lage nach gegebenen Radienvektoren, vom
Brennpunkt nach den Ellipsenorten gezogen, die natiirlichsten Griflen der letzteren
Art sind. Deren Verbindung mit den genannten Elementen liefert Gleichungen von
der Form

= 1} ecos(s — o).

Demnach wiirden drei Paare von GriiBen s und » nitig sein, um die nétigen Gleichungen
zur Bestimmung von p, ¢, @ aufstellen zu konnen. Kann man eines der Elemente
als bekannt annchmen, so braucht man nur noch zwei Paare s, 7, um die Ellipse
vollig zu bestimmen; diese Daten wiirden also auch erméglichen, die Zeit zu berechnen,
die der Radiusvektor braucht, um von der einen Lage in die andere iiberzugehen.
Daraus geht umgekehrt hervor, dali man aus zwei ihrer Gréfle und Lage nach be-
kannten Radienvektoren und der Zwischenzeit jenes Element und dann auch die
iibrigen, also die ganze Bahn mull berechnen kionnen. Hieraus ist klar, daB die
Liosung dieser Aufgabe in den Mittelpunkt geriickt werden muBl, und daBl aus der
groBen Zahl von Beziehungen zwischen mehreren Orten der Bahn diejenigen heran-
zuziehen sind, die hierzu beitragen kinnen.

Dasjenige Element, welches zuerst bestimmt zu werden pflegt, ist der Para-
meter p; durch ibn und durch zwei nach Lage und GriBe gegebene Radienvektoren
die beiden anderen Elemente ¢ und & auszudriicken, gelingt wie folgt. Die Gleich-
ungen:

P i=e cos(s, — @)
ri.
) 1)
f;—— 1= e cos(s, — @)
:
werden, wenn
P r
;;;—1:.7,, v, 1=4
und s, — & = (s, — @) + (5,— 5,) gesetzt wird:
e cos(s, — @) = q,
¢ COs(s, — @) cOo8(s,— §,) — e sin(s, — @) sin(s,—s,) = ¢q,
oder:
e cos(s, — @) = ¢,
e sin (SI S, m) — q‘ CO%{‘?,;—'- H‘) 23 q‘ . 2)
sin (s, — s,
Hieraus ergibt sich gleichzeitig ¢ und @. Man kann aber auch @ durch
t.gl[e-‘ p— m‘) - c()t.gf.e — &) — 4y .
ks o l q, sin(s, — s,)
oder: . pr !
s, — @) = cotg(s,—s,) — L4 2
Bl — ) =R — ) — e . — 7] 3)
ermitteln und dann ¢ durch:
g )

e =
r, Cos(s, — @) — 7, COS(S, — @)’
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wovon 3) unmittelbar durch Division der Gleichungen 2), und 4) durch Gleichsetzung
von p = r,¢ cos(s, — @) -+ r, = rye cos(s,— @)+ », entsteht. Oder endlich man er-
hdalt durch addieren und subtrahieren von 1)

S, — & s, 1 s ) )

26 cos +——* cos |- ‘——m)=f_f_f__2
= < ’y Ty
W T y
2¢ sin +—-! sm(; — m) e AR
2 2 r, /i

und daraus wieder @ und ¢ gleichzeitig.

Konnen demgemill zwei Radienvektoren nach Grilie und Lage als bekannt an-
genommen werden, und aullerdem die von vornherein hekannte Zwischenzeit, so
kommt alles darauf an, den Parameter zu ermitteln. Man kann sogar zeigen,
daB ein Niherungswert desselben geniigt. Denn rechnet man mittels eines solchen
nach 2) die zugehérigen Werte von ¢ und @, so kann daraus die Zwischenzeit ab-
geleitet werden; stimmt diese mit der bekannten iiberein, so ist mit dem Niiherungs-
werte von p bereits der richtige getroffen gewesen, wenn nicht, so kann man durch
ein einfaches Niherungsverfahren allmihlich zum wahren Wert von p fortschreiten.

Durch diese Uberlegungen sind wir dahin gefithrt, den Beziehungen des Para-
meters zu den Radienvektoren, den zwischen ihnen liegenden Winkeln und den
Zwischenzeiten das Hauptaugenmerk zuzuwenden.

Nehmen wir fiirs erste drei Radienvektoren », r,, 7, mit ihren Bestimmungs-
winkeln s, s,, s,, so filhren die drei Gleichungen:

r :

=1 = ¢ cos(s, — @)

i

L \
=1 -} ¢ cos(s, — @)

’y 2

” \

=it 1 -} ¢ cos(s,— o)

&
zu einem eleganten Ausdruck von p; denn multipliziert man sie der Reihe nach mit
sin(s,— s,), — sin(s, — s,), sin(s,—s,) und addiert, so kommt wegen des bekannten
Satzes

cos A sin(C' — B) + cosB sin(d — C) 4- cosCsin(B — 4) = o,

der fiir beliehige Winkel A, B, (' gilt:

sin (s, — s,) — sin (s, — ,) - sin(s, — s,)

p= e =y

. 1 . \ "
;- Sin (8, —s,) — P (83 — 8,) + ;. Sin (s,— ,)
1 2 3

Hierin wird der Ziihler

2 sinf(s,— s8,) cos:(s,— s,) — 2 sin3 (s, — 8,) cos(Ls; + Es,— s,)
= 4 sing(s, — s,) sing (s, — 8,) sing (s, — s,)

und wenn man daher Zihler und Nenner mit », 7,7, multipliziert, so erscheint:

47 ryr

N s SinZ(sy — 8,) sing (s, —s,) sin (s, — 3,)
7,7, sin|

s — Sq) — T, 7y SIn(s,— 5,) + 7,7, sin(s,— 5,) 5)

r
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Da Zr,r, sin(s,—s,) die Fliche des Dreiecks darstellt, welches von den Radien-
vektoren »,, », und der Verbindungslinie ihrer Endpunkte gebildet wird, usf., so
stellt der Nenmer dieses Ausdruckes offenbar die doppelte Fliiche des von den End-
punkten der drei Radienvektoren gebildeten Dreiecks dar, ist also, wenn die Radien-
vektoren nahe aneinander liegen, sehr klein. Kleine Fehler in », r,, 7, 5,, 8,, s, wiirden
also sehr betriichtliche in p hervorrufen, weshalb sich der Ausdruck s) zur Be-
rechnung von p nicht eignet, auBer wenn die Radienvektoren betriichtliche Winkel
miteinander bilden. Ubrigens kann 5), wenn man die erwiihnten doppelten Dreiecks-
fiichen mit [r,7,], [; ryl, [r,ry] bezeichnet, auch so geschrieben werden:

‘” e [ i 'fl ‘l] [il" I —— e — 511
(77 !} [:, W] - [7y 7] 29,757, cost(s,— s, | cos ! (*-',—.s‘h] cos ! (s,— &) J
oder so:
§ = }'1£?-1!I|:| = [ [ ] 3“.
[ry ?‘1]F[?l?'3]'+ (7] ' )

die sich zur Berechnung von p natiirlich ebensowenig eignen, wie 5.
Zu einem anderen Ausdruck fiir p bietet die Gl. g) (Seite 127)
rids = kVi-+mVpdt
die Hand. Wenn man niimlich zwischen den Grenzen s, und s, linkerhand und den
zugehirigen Zeiten /, und ¢, rechterhand integriert, so hat man in
5

[ras=kVitmVpt,—1)

L
einen Ausdruck fiir p, sobald es gelingt das linksstehende Integral, welches offenbar
die doppelte Fliche des elliptischen Sektors zwischen den Radienvektoren », und 7,
darstellt, anszuwerten. Gauf hat hierzu unter Heranzichung der Cotesschen Formeln
fiir mechanische Quadratur und unter Benutzung der Gl 5) zur Ermittlung des zu
'+ * gehirigen Radiusvektors 7 eine Methode ausgearbeitet (Theoria motus art. 85
bis 8;), indem er setzt:

52

f‘l"! ds = ¢ (r® =4 47 4 7,7 (5, — 8,
51

und einen ihnlichen Weg hat Fuler*) in seinen Abhandlungen iiber Bahnbestimmung
eingeschlagen; da diese Methoden aber durch neuere und bessere villlig in den Hinter-
grund gedriingt sind, soll hier nicht niiher darauf eingegangen werden.

Moulton hat neuerdings den Gedanken der direkten Auswertung des Integrales
wieder aufgenommen (Astr. Journal Nr. 510, 1901), indem er #* in eine Potenzreihe
von s — s, entwickelt:

re=rd4c(s—s,) 4+ (s —s)

*| Fuler, Theoria motus planetarum et cometarum ...; Recherches sur la vraie orbite de la
cométe de 1769 . ...
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und die Koeffizienten ¢ und ¢” durch die Radienvektoren », und », und die zu-
gehorigen Winkel s, und s, bestimmt. Die Gleichungen

J-‘! p— r-s! + cl‘ {.ﬁ'. e Sg} + &' (-'\'I o .\'i:]!
f-:‘E — ?-ﬁi "E_ cl' (’Sa o h'!) + cr! (.‘\_3 _— ..N'_!}!

geben, wenn zur Abkiirzung

: Ra—\i=0'!, '«‘—-.ﬂ“:ﬂ,, -"','—"‘=0'3
gesetzt wird:
—co, ‘o r=r2—1r2
= g, + & O“e - ;.34. = ?.zs ,
woraus:
. 3 o g 2 2 T
dee— WO NG =0 (07— 0}
T, (5,0,
. O | g 2
A= rooy i Vg Oy — 7y U!‘
D O"O"[}'ﬁ
a
rds =r2(s—s,) + ;¢ (s —s8, )+ 3¢ (s —s8,)°
- L
und daher
53
3 Ry « T 1 2 n' 1 3L . 2 1 i 1L a3
fr ds =o,r,* + L6+ j0,.°¢"+ 0,0, — Jo,2 '+ ¢ 0,
s
so folgt:

g o

EVy-m ("‘.1 == "t) VJ” = !',‘ g, + rz (”la = 0—.12} e ("; (0'1.3 == ﬂ'aaj
und nach Substitution der Werte von ¢ und ¢”:
— 1 o
kVi+m(t,—t) V?] 6 ﬂ] :Fa (re’ + ro,(20y— o)) 4 1,20,(20,— 0)). 6)

Da in der Entwicklung von #* die Glieder dritter, ... Ordnung iibergangen sind,
ist 6) natiirlich nur ein Niherungsausdruck; betreff Untersuchung seiner Genauigkeit
mull auf die zitierte Abhandlung verwiesen werden; hier sei nur erwiihnt, dall er bei
kleinen Planeten noch bei Zwischenzeiten von g0 Tagen gute Resultate liefert; ist
eine erste Nitherung der Elemente bekannt geworden, dann konnen auch die hiheren
Glieder berechnet und damit seine Genanigkeit wesentlich erhtht werden; allein die
hierzu dienenden Formeln sind bereits sehr kompliziert.

49. Verhiltnis des Sektors zum Dreieck in der Ellipse. Wir kommen jetzt
zu denjenigen Methoden, den Parameter p zu ermitteln, welche sich des Verhilt-
nisses zwischen dem elliptischen Sektor zwischen zwei Radienvektoren und dem
zugehorigen Dreieck bedienen. DaB die Einfithrung dieses Verhiiltnisses von groBem
Nutzen ist, scheint zuerst Lambert 1772 in seinen - Beitriigen zum Gebrauch der
Mathematik Teil 3<*) bemerkt zu haben; nachher haben GauBi, Encke, Hansen u. a.
die Methode ausgebaut. Wir wollen diese wichtigen Entwicklungen kennen lernen
und beginnen mit der Gaufischen (Theoria motus art. 88—qq4).

*) Siehe Ostwalds Klassiker Nr. 133, Seite 133.
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Sind » und # die Radienvektoren, die zu den seit dem Durchgang durchs
Perihel verflossenen Zeiten ¢ und ¢’ gehéren und ist 2/ der von beiden ein-
geschlossene Winkel, dann ist &V -+ mVp (' — {) die doppelte «Fliiche des Sektors
und 77" sinz f die doppelte Fliiche des Dreiecks, und das Verhiiltnis der beiden

y=kh4¢wﬁw_n

r’' sinzf

1)

fiihrt zu einem Werte von V p, sobald es gelingt 7 lediglich durch », #', ¥ — ¢ und 2f
auszudriicken. Hierzu mufl in 1) p als Funktion dieser Grilen dargestellt werden,
was in einem geschlossenen Ausdruck nur durch Einfithrung einer neuen Unbekannten,
des Unterschiedes der exzentrischen Anomalien, geschehen kann. Zur Elimination
derselben muB dann eine zweite Gleichung aufgestellt werden. Diese beiden (ilei-
chungen leiten wir zuerst ab. Aus den fiir die Zeiten ¢ und ¢’ aufgestellten Glei-
chungen VI. (Seite 138) niimlich

Vr cosiv =Va(t —¢) cos L K
Vr ginfy = Va(t + e) sin . i/

Vo' cos Ly = Va( T :) cos ik’

z
Vo' sin e’ =Va(1 4 ¢) sin i K’

wo die » die wahren, die /' die exzentrischen Anomalien bezeichnen, folgt durch eine
leicht ersichtliche Operation:

Vrr'cosi(v'— o) = a cos } (B'— K) — ae cos L (K'+ E)
oder wenn
v — v = 2f v v = 2F
B — =2y E'+4 = 2@
gesetzt wird:
Vre' cos f = a cosg — ae cos G.
Ganz dhnlich findet sich:

Vryr' cos ' = a cos G — ae cosg.
Multipliziert man diese letzte Gleichung mit ¢ und addiert sie zur ersten, so folgt

Vrr' cosf-eVrr'cos F' = a1 — ¢*) cosg = p cosg

oder
/]
g cos = — cosf-{—_/,?._r cos g
Vir
und ganz dhnlich
Vry'
¢ COS G = cos g — COS}‘-.

Wenn man jetzt die Gleichungen fiir die Radienvektoren in den wahren Anomalien

f_=1—!—rzcosr und g,:1+g¢05;:'

addiert:
plr—+17)

= 2 2¢ cos [ cos I
rr + f
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und den eben erhaltenen Wert von ¢ cos F' eintriigt, so ergibt sich

(9* ' i
5 P—%}'}’—}: 2 —z2co08 l—/ﬂi cos g cos [
rr

oder:

o zsin 2y
. r— 1" — 2Vrr' cosf cosg
Dieses p in die quadrierte Gleichung 1) eingetragen fiihrt auf folgende erste Haupt-

gleichung:
oyt = R (1 A4 m) (¢'—2)?
’ 290 cos f2r 42" — 2Vrr cos fcosg)

die wir bald durch Einfiihrung von HilfsgriBlen einfacher schreiben werden. Um zur
zweiten Hauptgleichung zu gelangen, addieren wir zuniichst die Gleichungen fiir die
Radienvektoren in den exzentrischen Anomalien
r=a—aecos I
'=a — ae cos I
*—9'= 2a — 2ae cos g cos (7
und erhalten durch Eintragung des obigen Ausdruckes fiir ¢ cos
r—1 — 2Vrr' cosf cosg = 2a sing®
oder unter Heranzichung der ersten Grundgleichung:
1 4sing®rr cos [Py} =
ORI i
Werden jetzt die Keplerschen Gleichungen

nt = ’W—Ij_-ﬂt= E—e¢sn
a:
kVi—+m . .
il = £ —;""73 t' =K —esin k'
“ﬂ

voneinander subtrahiert: -
EVi—4m(t'—t)
ot

3 = 2¢ — 2¢ cos (¥ sing
az
und wird wieder fiir ¢ cos ¢ sein Wert eingetragen, so kommt:
EVidm(t— ¥ o
: . e
oder wenn @ durch den eben abgeleiteten Wert eliminiert wird:

: |
= 2g —sin2g 2 sin g cos [

29 —sinzg _ (2cosfVry')
simg® T IE(r 4 om) (T — 1)

o — o)

Dies ist die zweite Grundgleichung. Ehe wir sie mit der ersten zusammen weiter
behandeln, wollen wir beide durch Einfithrung einiger Hilfsgrofien einfacher schreiben.
Zuniichst setzen wir den in der zweiten auftretenden Faktor
k2 (1 4 m) (£ — ¢)?
(2cos fVrr)’

= m 2)
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und fithren diesen auch in der ersten ein, womit sie wird:
b 4m cosf Vor' . m
' r=4-1'—2Vrr cosf cosg rar cosg
_ qcosfVre 7
Setzt man dann weiter:
7 _+_ J" .
— o 3 =1 . 3}
qecos [Virr
so wird daraus
5 m
Y= {4 sinigt’ L
wiihrend die zweite Hauptgleichung sich so schreibt:
Y—yr=m 2g—smag IT.

sin g*
Die HilfsgriBe 7 1iBt sich auf mannigfache Weise fiir die Rechnung bequemer ge-
stalten; wir stellen einige Formen zusammen, ohne uns mit der einfachen Ableitung
derselben aufzuhalten:

’.-_{_‘ Tr VI’T
sec y = . P
" zeosfVrr g 4) tg (45° + ) :
| = (secy — 1) I—M‘_"'_Egﬁ“"
- o cos [
s LY 4
[} r o =
s )= V‘r‘ 2tgw = V?*’V;J
__tgew 6) _ tgw )
tgq—sin;-f tgﬂ_ﬁﬂ'
{ = sin £ f*sec f sec ¢* l = sin;f* sec fsec B

Die Gleichungen I. und II. lisen das vorgelegte Problem, demn sie enthalten
zwei Unbekannte  und g, so daB durch Elimination von g das gesuchte Verhiiltnis »
durch bekannte GroBen dargestellt wird. Da die eine Gleichung transzendent ist,
muB die Auflosung indirekt oder durch Reihenentwicklung gefiihrt werden. Ist 2g¢
ein groBer Winkel, so wird man auf ersterem Wege, der der kiirzere ist, keinerlei
Schwierigkeiten begegnen, denn 2g — sinzg wird sich ohne Genauigkeitsverlust fifr
angenommene Werte von g mittels der gewidhnlichen Tafeln der trigonometrischen
Funktionen berechnen lassen; in diesem Falle, wo also eine groBe heliozentrische
Bewegung vorliegt, wird man erstens iiber einen guten Niiherungswert von 2g bereits
verfiigen und zweitens wird dann nicht 7, sondern der genaue Wert von 2g eigent-
lich der fiir die weitere Rechnung (die Elementenbestimmung, siehe unten Nr. s50),
belangreiche sein. Nach einem Vorschlag von Oppolzer (Bahnbestimmung, Bd. I,
S. 84) eliminiert man dann aus I. und IL besser y und schreibt:

2g—sin2g _ o AT T
“BF =X, l+sinig*=17%,

womit

y=XY 1
m= XY+ 1)}Y 8)

und dann nach T.
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wird. Diese GL 8) enthiilt nur mehr g als Unbekannte und kann leicht durch Ver-
suche aufgelést werden, indem man g so lange variiert, bis sie befriedigt ist. Will
man y hierauf doch bestimmen, was am leichtesten durch Anwendung von I. gelingt,
so wird man zu beachten haben, daB fiir 29 = 180° wegen

i kKVi4mVpt' — 0
y= rr’ sin2f

der Wert von # negativ anzusetzen ist.

Ist dagegen 2g¢ ein kleiner Winkel, etwa kleiner als 60° was bei ersten Bahn-
bestimmungen immer der Fall sein muB, dann lit sich dieses Verfahren nicht durch-
fiithren, da man 2g — sinz2g nicht mit der nétigen Genaunigkeit den Tafeln entnehmen
kann. Man mull also zur Reihenentwicklung schreiten, was auf mannigfache Art
geschehen kann. GauB entwickelt den Ausdruck

X=29— sinz g

nach Potenzen der kleinen Grolie
x =sinj g
Um die Koeffizienten dieser Reihenentwicklung zu erhalten, differenziiert man
sing®* X = 29 —sin 2y,
woraus hervorgeht:

3X cosg sing® -} sin ¢* ddf =2 — 2 c0s2g = 4 sing®

oder
. dX - :
sing.- - =4— 3 X cosg sing.
g
Da nun
@ s B Bk
a} = S8Inzg CoOSz0 = ; sig,

so folgt:

dX _8—6Xcosg 4—3X(1 —22)

dov — sing* 20(1 —x)
oder

dX

i 2 - = S |'I — | I,
(22 — 22%) Je 4—(3— 60X
Setzt man also:
X=3(1+ ax+ Ba* 4 ya* 4 da* 4 . . ),
so folgt die Gleichung:
$(ew -+ (28 — @)a* + (37 — 28)2 + (40 — 37)2* + - - )
= (8 —4qujz + (Ba — 4p)x* 4 (88 — 4y)2* + (8y — gd)a* + - - -
welche identisch sein mufi und daher durch Gleichsetzung der zu gleichen Potenzen
von = gehorigen Koeffizienten die Beziehungen liefert:

?

— i RRETE 1 T <
=7, ﬂ_".!'“) L =gy 6“"12/3

deren Gesetz ersichtlich ist. Es wird somit:

.6 .6.8 6.8.10
-X=4-+L.'r:+4—a:‘+~—-——4' b 0 B
3 3.5 3.5.7 3.5.7-9 + '
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oder
6 6.8
X=i-( P oy D908 )
3 l+:‘>3ﬂ+5-7$ ™

Es ist dies nicht die konvergenteste Entwickelung, die man fiir X aufstellen kann;
so besitzt z. B.

X 1

I l I T ] & T
= e 1+ 5 B3 — e+ e — e )

5.7-9 5.7-9.11
(siche Hansen, Bestimmung der Bahn eines Himmelskorpers art. 29 und Fabritius,
Astr. Nachr. Bd. 129, 49) eine weit stiirkere Konvergenz; allein fiir den vorliegenden
Fall ist sie die geeignetste, weil auch die Formel I. die GriBle = enthiilt. Die
Gl I, und II, kénnen jetzt so geschrieben werden:

T = —;i | I=

y—l:yﬁgx II,

und es wird sich nur noch darum handeln, ein angemessenes Niherungsverfahren
zur Bestimmung von y auszumitteln, wozu vor allem die GriBenordnung festzusetzen
ist. Nennt man den Bogen g von der ersten Ordnung, so wird x von der zweiten,
und setzt man mit Gaul:
4
S v e =i(1+¢e—H+Ee—8r+--),

so folgt durch Vergleichung mit obiger Entwickelung, dall
§ = 5?5 x? —+ - .-
eine GriBe der vierten Ordnung ist. Hierauf baut sich folgendes Verfahren auf.

Setzt man in dem eben aufgestellten Ausdruck von X den Wert von « aus I% ein,
so kommt:

4 10
X e 3 — g
s M i PR OO, TR i
1 —57 T3 425 4 ttE——
Y Y
oder
10
m i
G £
AR Ty Py S
Y P

oder wenn man zur Abkiirzung setzt:
m

h= —— 9
i )
my_ _Bh_
T
Wird dies mit ITI*. verglichen, so folgt:
2oh
Gy & e S
y—1 yt—h

oder:
Yy —y*—hy—ih=o. 10)
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Da fiir 2f <7 180% was hier stets vorausgesetzt wird, m positiv ist, und ebenso [,
so ist auch & positiv; diese kubische Gleichung in » hat also nur eine positive Wurzel,
welche den Wert von y darstellen wird, da dieses fiir 2/ < 180 positiv heraus-
kommen muBl, Man kann diese Wurzel oder noch besser #* mit dem Argument A
tabulieren; dies hat Gaul} in einer Tafel der Theoria motus getan, welche in >Taf. XIX«
reproduziert ist. Kann man also % als bekannt annehmen, dann ist die Aufgabe
gelost.  Nun ist ~ aber nach g¢) noch von & abhiingig, welches unbekannt ist; aber
wie hervorgehoben, ist & von der vierten Ordnung, kamn somit in erster Niiherung
gleich Null gesetzt werden; mit dem Niiherungswerte

R

mul} sich also ein Niitherungswert von #* ergeben, der seinerseits wegen

(h)

13

B = %i —1
zu einem Niiherungswert von x fithrt. Stellt man schlieBlich & als Funktion von x
dar, so kann das Niiherungsverfahren jetzt mit dem Werte g) von 7% fortgesetat
werden, bis eine Anderung der Zahlenwerte nicht mehr ehitritt, womit der strenge
Wert von ¥ erreicht ist. In der Regel ist dies schon nach dem ersten Schritt der
Fall. Um & als Funktion von x zu erhalten, zieht man (nach Gaull im Berliner
Jahrbuch fiir 1814) am einfachsten die Definitionsgleichung:

4
b . R

T—§@—§

heran und schreibt sie in der Gestalt:

e X—2X “—f
X

§ =

Fiir den Ziihler dieses Bruches bekommt man nach Einsetzung der Reihenentwicklung

filr X

8.10 8.10.12
— ot s : e

Q.11 T4 g.ll.[jl +5

setzt man also die Reihe in der Klammer gleich 4, womit

.8.10.12.14 -

8
_8_ a2 . 3l at - .
Fog ([ ] 9" 3 Q.11.13.15

+ o)

wird, so folgt

und daher:
2 a2 6 A
;_-H___ss"" 41 — 3z

Gaull hat & mit dem Argument = in eine Tafel gebracht, die als »Taf. XX« in die
Sammlung aufgenommen wurde,
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Zusammenstellung der GauBschen Methode.

Rt — 1)
m =
(2 cosfVry)?
s t
7 o gz(d
tg(45n+td)= ?-! tgq—sm—;f
| = sin 1 f* sec [ sec ¢* A.
h= ﬁ (zuerst & = o).
Aus Tafel XIX log#* mit Arg. k
"
r= 5 —
Yy

Aus Tafel XX & mit Arg. «.

Die Tafeln XIX und XX sind so weit ausgedehnt, daB iiber ihre Grenze hinaus das
oben beschriebene indirekte Verfahren eintreten kann. Fiir grolle Bogen empfiehlt
es sich, statt mit & = o mit dem zu (r) = sin}f* gehirigen § zu beginnen, da man
dann eine Niherung erspart.

Tietjerr hat (Berl. Jahrbuch 187¢) bemerkt, dall man viel weniger umfangreiche
Tafeln gebraucht, wenn man das GauBsche Verfahren in folgender Weise modifiziert.
Schreibt man die Gl 10) in der Form

o 2
=y i

y+3
und setzt
) y=1-+3,
so wird daraus:
x(1 4+ 2)?
ot =h
oder (1 2)?
(1 4+ % o
1+ %E i
Nun ist

(142 = (x + %52) (1 + 52) + 552,
also wird aus der letzten Gleichung:
w1 af -t

~d
10

TEEE T
Soweit ist die Gleichung streng und wir werden sie auch nachher in dieser Strenge
weiter behandeln. Vorher aber wollen wir daraus den bequemen Kettenbruch ab-
leiten, den Hansen (Bahnbestimmung Art. 29) auf einem anderen Wege gefunden
hat. Da niimlich x von der zweiten Ordnung ist, so ist das dritte Glied linker Hand
reichlich von der sechsten Ordnung und kann daher bei kleineren Bogen weggelassen
werden. Dann aber wird:

11)

(1 + %) =79h
oder

und daher:
Banschinger, Bahnbestimmung. 11
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Der Hansensche Kettenbruch

g1l log 17 = 9.958 673
14+5h log 'y = 0.087 1502 B.
1A, log 2 = 9.9208188
Fiir 7 nimmt man %t_f’ da in allen Fiillen, wo der Kettenbruch anwendbar ist, &
: /

gleich Null gesetzt werden darf. Die Anwendung des Kettenbruches gibt auch fiir
siebenstellige Rechnung bis zu Bogen 2f = 20° noch véllig strenge Werte; bis zu
Bogen von 30° aber kann man mit sechsstelliger Rechnung gehen. Die Berechnung
geschieht sehr bequem mit Additionslogarithmen.

Will man die Gleichung 11) streng beibehalten, so wird man setzen:

Sa=% h=h,

und dann erhalten: ,
s (14%) =h, — 151 (1 '_Jf_"_‘g;_/:.'} =,

und:

s It

N a4k

FE S =
T

Um diesen Kettenbruch anzuwenden, kann man zuerst &, = I, setzen, damit einen
genitherten Wert von x, erhalten, dann /%, berechnen usf. und an angemessener Stelle
& beriicksichtigen. Bei griBeren Bogen aber, wo man allein auf dieses strengere
Verfahren zu rekurrieren braucht, wird die Berechnung des Kettenbruches nicht kurz
und man wird daher licher zu folgendem trigonometrischen Verfahren greifen: Setat

man zuerst
, 2 (% 1) =1
so wird, wenn i aus
tgzy = 2Vh,
berechnet wird:

L siny?
" cos2y =ity
Bezeichnet man also den strengen Wert von #,, der aus %, (¥, 4 1) = %, hervorgeht, mit

%y = ax,' = aVh, tgy = aVEVh tgy,
so wird

v =124, =« VP Vhtgy = aVh tgy
und @ wird ein veriinderlicher Faktor sein, der aber von der Einheit nicht sehr ver-
schieden ist und sich daher bequem in eine Tafel bringen lLiBt. Diese Tafel ist in
XXIT gegeben und wesentlich kiirzer als die GauBsche. Auch die Tafel fiir & Lillt
sich kiirzer gestalten, wenn man & — ba* setzt und 4 tabuliert; auch diese ist in
XXT aufgenommen.
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Zusammenstellung des Tietjenschen Verfahrens.

VoE V43 tg w
2t'gﬂ’ =V?_V?.'! th: gi]l;f

!l = (sin L f)?® sec [ sec B*
-

"= v " T IFITE v
tg2yp = 2ViVh log 2V = 0.344 6051
y=1-4aVhtgy (amitArg. % aus Taf. XXI)
r = e -1
¥

§=0bx* (bmit Arg. x aus Taf. XXT).

Enecke (Berl. Jahrb. fiir 1854 Art. 15—17, auch Ostwalds Klassiker Nr. 141, S. 32)
hat fiir ¥ eine Reihenentwicklung gegeben, die fiir kurze Zwischenzeiten sehr bequem
ist und daher noch angegeben werden mige, da sie sich aus dem GauBschen Algo-
rithmus rasch ergibt. Setzt man nimlich den Wert von z aus I*. (Seite 15¢) in die
Reihenentwicklung fiir X in IT* ein, so erscheint:

y=‘+::(i++"9 ”i_£)+357"y )+ )

3 3.5 ‘?f
Nun ist nach 2), 3), 4) (Seite 156—157)
K (1m)(t" —2) _ k(1 4m) (' — ) und

me= —

(2 cosfVrr)  (r+7") cosy)?
__sinjy* ,_ 2cosfVre
= ey wenn cosy = FEf
setzt man also
_ =
’? o (r_'_ J-'}a !
so wird
— "
m = G087 k(1 - m)

und daher:

yk’(l-—l—m}{4_+51:_6(£1‘(1+?nj?)_sin;}" 4-6-8(?;‘{|+m]:; siny
yreosy' (3 " 3.5\ 9 cosy? cos y 3:5+7\ y* cosy? cos y

1 )_|_

Kehrt man diese Reihe um und ordnet nach Potenzen von 7, so kommt:

log nat. y = 34 (1 4+ m)y -+ 32 (sm,/ — sl m) ) (1 4~ m)y
—+ 8 (sinfy* — 22 sin 2k (1 + m) k(1 +m)P ) 2 (1 +m)y.
Da # von der zweiten Ordnung ist und y von der ersten, so ist dieser Ausdruck

genan bis auf Glieder der sechsten Ordnung. Die Faktoren sin 1y, ... kann man
mit Hilfe der Subtraktionslogarithmen leicht beriicksichtigen. Diese geben niimlich

mit dem Argument loga den Wert logaf_ = ist folglich @ = secy, so geben diese

Tafeln sofort durch einmaliges Eingehen mit dem Argument log secy den Ausdruck
11*
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log ——o?  —log—— . = I'. Geht man jetzt in obiger Formel zum Briggsschen

secy — 1 2 sinly?
Logarithmus iiber und setzt alle Koeffizienten in Zahlen um, wobei 1 -+ m mit
1 identifiziert wird, so liBit sich die Reihe, wenn die siebente Dezimale des Briggs-
schen Logarithmus als Kinheit genommen wird, so schreiben:

Die Enckesche Reihe:

cosy = ?Vﬁ SEy = log ———
= T 0 = 8 sini,t
(I" mit Arg. log sec y aus den Zechschen Subtraktionslogarithmen)

| Ol i
= (=473
logy = a'y 2. Ord.
G a'y — byt 4. » D.
+a"y—b" 4" 6.
wo, wenn die sichente Dezimale als Einheit genommen wird:
log ¢’ = 3.233 8859
loga" = 3.6140972 — I' | logd" = 0.034 1076 _
loga”= 3.8296970 — 2 I" | logh"=0.7124306 — I' | logc”= 7.006 4167 _,,
Bei kleinen Planeten (bei Kometen wird man diese Methode nicht anwenden) reicht
man bei etwa 3o-tiigiger Zwischenzeit und sechsstelliger Rechnung mit dem einen
Glied :
logy =da'y
villig aus; bhei Zwischenzeiten bis zu 6o Tagen reichen ebenso die Glieder
logy = a'n 4 a"y — "2,
In den weitaus meisten Fiillen der Praxis gewiihrt diese Entwicklung also eine sehr
kurze Rechnung. Bei grolleren Zwischenzeiten wird man aber die (GauBsche Methode
vorziehen.
Beispiele zu den Methoden 4, B, € finden sich bei den Tafeln. Dagegen wollen
wir hier ein solches nach der Enckeschen Reihe durchfiihren.

t'—t=41"19804, logr = 0466845, log? 0.461914, 2f= 8238 26”6

r 0.466845 a  3.233886

" 04061914 y  0.933524

r—+1 0765416 @’ 1.060813

2Vr?"  0.765410 *  1.867048

cos [ g.g98764 " ©0.034 108
cos .98 758

;’: 9-990 75 'y + 100.8

2'544 284 "

— 't vIL ™ 79.6

t"—t 1.614886 rr-'r; 14703.1

(' — t}  3.22977:2 logy o0.0014724

(r=7")* 2.206248
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Die Glieder vierter Ordnung (a”y — &"y?) machen hier also nur mehr 2 Einheiten
der 6. Stelle aus; die der sechsten Ordnung sind giinzlich verschwindend.

50. Bestimmung der elliptischen Elemente. Nachdem wir gezeigt haben,
wie das Verhiiltnis des Sektors zum Dreieck durch die Zwischenzeit, zwei Radien-
vektoren und den: von ihnen eingeschlossenen Winkel bestimmt werden kann, wen-
den wir uns zur Benutzung dieses Ausdruckes fiir die Bestimmung der elliptischen
Elemente. Die Gl. 1) (Seite 155) gibt unmittelbar fiir den Parameter:

5 ( rorgsinzfy |2 1)
EVi+m(t,—¢)

und ebenso findet man aus 1*) (Seite 156) den Ausdruck fiir die grofle Halbachse:

(x4 m) (¢, — )
4singtr ry, cosfryt’
der die Berechnung von ¢ aus

1%)

sin,¢* = w
voraussetzt, Da p — a cosg? kann man aus 1) und 1) die Exzentrizitit finden,
jedoch ist fiir kleine Exzentrizitiiten der entstehende Ausdruck ungeeignet. Es ist
vorzuziehen, ¢ und @ vermittels des schon oben (Seite 151) auseinandergesetzten Ver-
fahrens zu bestimmen, worauf man @ durch

P

s 2)
Cos

ermitteln kann. Durch @ werden die wahren Anomalien », und #, bekannt, die

durch die Gl VIL (Seite 138)

sin(v, — E,) = sinjg V:_; sinw,
. 3)
sin (v, — E,) = sin;rp]/;;- sinv,
zu den exzentrischen Anomalien K, und ¥, fithren. Aus diesen folgen die mittleren
Anomalien
M, = E, —esinE,
M, = K, — esink,

und dann die mittlere tigliche Bewegung
M, — M
b= g
. . 2 1
die mit der aus
k'f

g=r—3
a=
zu ermittelnden iibereinstimmen muB.
Dieser Weg der Elementenbestimmung kann an Kiirze der Rechnung kaum
itberboten werden; es gibt aber ein von Gaull angegebenes Verfahren (Theoria motus
Nr. g6}, das ihm an Symmetrie iiberlegen ist und daher nicht iibergangen werden
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kann. Die Entwicklungen schlieBen sich eng an die in Nr. 49 durchgefiibrten an.
Setzt man wie dort

vy— v, = 2f Vv, v, =2F
E,— E = 29 E,+E =:@G,
so wird:
"1=1;1_f Ei=G_g
t’,:F—!—f E,:G-’i—g

und die GL VI. (Seite 138):

! siniv, = V1 4 e sinlFE,

- cosiv, = V1 — e cosiE,
s s —_—

V *singv, = Vi1 e sini kK,

r
-2 cosiv, = V1 — ¢ cosiE
29 2%

gehen daher, wenn noch

Vizze=V1 = sing = Vsinlgp®+ cosie® &= 2 sinlg cosigp = cosjp == sinig

beachtet wird, iiber in:

V% sing (¥ — f) = (cosi¢p + sinie)sini (G —g) A.
V‘a—‘ cos; (I — f) = (coszp — sinie) cos; (G —yg) B.
V% sin2 (F+ f) = (cos2p + sintg) sint (G4 c.
l/% cos; (K f) = (coslep — sin} ¢) cos} (G +g). D.
Unterwirft man diese den folgenden vier Operationen:
L i f I11. 1V.

A, +sini(F -4y — cos3 (F'4g) + cosi (F— g — sin [F—g]

B. 4 cosi(F+yg) + sin % (F+g) —+ sin ; (F'— g) —+ cosi (B —g)

C. —sini(F—yg —cosk(F— g — cos; (I g) + sin ; (F'+4g)

D. —cosi(F—y) -+ sin X (F'— g) —sini(F+4g) —cos; (F+4g),

so erhiilt man die nachstehend aufgefiihrten Gleichungen I.—IV., wie wir nur an
der ersten derselben ausfiihrlicher zeigen wollen. Die erste Operation ergibt:

-f. I \ ﬁ Tf T S L
V'™ cosi(f + 9l — V22 cosi(f + g) = costgp cos (3 (F— @) + g) —

— sin; ¢ cos; (K + G) — cosie cos(; (F'— G) — g) + sinl ¢ cosk (F + G)
oder

(V;'- - V%) cos; (f + g) = — 2 cosi ¢ sin} (F — G) sing .
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Wird nun, wie in den GL 5) bis 7) (Seite 157)

.
=

V,,,—' = tg(45° + )
gesetzt, so folgt: !

V%-V%_'_—;]‘/f_;—;j(]yf__! _‘]‘/5’) 5]‘/?5 (cotg(45°+w) — tg(45°+w))=—~2]1/a§ tgzw
V%+V5=V3:E(V V ) V * (cotg(45° +‘°’1+tg(45°+fﬂ)]~2]/——secztu

und aus der letzten Gleichung wird daher:

cos;(f 4+ 9) V ! ‘tgzw— cosz e sing (F'— @) sing .
Setzt man zur Abkiirzung:
. 1/ a*
CoS; @ smgl/— =M
Ty

4 -_{.!-!_
sin ; sing]/ =N,
oy

so ist das Ergebnis der genannten vier Operationen:

Msini(F— G) =cos;(f+ g tg2m
M cosi(F — G) =sinz(f+g) seczw
Nsini(F+ G)=cos;(f—g)tgzw
N cosi(F 4 G) =sini(f —g)secz2w.

dBE

Die GroBen auf den rechten Seiten dieser Gleichungen sind durch die Rechnungen
behufs Ermittelung des Verhiiltnisses Sektor durch Dreieck bekannt geworden. Man
kann aus ihnen also

M, N, F— G, F4+ G

bestimmen. Aus den beiden ersten folgt:

. N
tgip = M
und
o o "y 3
sing]/ (s = j‘{ 4\]' R
r,ry COSLegp sinle
und dann:
__ R Vr‘ o
S].'ﬂ g

Aus den beiden letzteren ergibt sich # und ¢ und damit zunichst:
oy=F—f und v,=F-4f.
Da
m=§— 0, =85—1,,
ist damit die Liinge des Perihels bekannt geworden. Endlich wird:
E=G—yg E=G+4+yg

M =E —e¢sinE,, M,=FE —esnk,.

und damit
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Hieraus folgt:

M,— M, K
== —5,
ti e tl =

was zur Kontrole dienen kann. Man hat auch
M,— M, = (E,—E,)—e¢ (sinE,—sink|) = 29 — 2¢ cos G sing

und kann daraus g berechnen. Die mittlere Anomalie fiir die Epoche (£, 4 ¢,)
wird dann
(M, + M) = G — esin( cosg .

Die erstere Rechnungsart ist jedoch dieser letzteren vorzuziehen.

51. Die Lambertsche Gleichung fiir die elliptische Bewegung. Wir be-
trachten weiter zwei Orter in der Ellipse und suchen nach Beziehungen zwischen
ihren Polarkoordinaten, der Zwischenzeit und den Elementen; fithren wir dabei die
die beiden Orter verbindende Sehne ein, so stoBen wir auf einen merkwiirdigen Satz,
den zuerst Lambert (Ins. orb, Comet. Proprietates 1761, art. 210, siche auch Ostwalds
Klassiker Nr. 133, Seite 102) aufgefunden hat. Unter Beibehaltung der Bezeichnungs-
weise der Nr. 49 entnehmen wir derselben zuniichst die beiden Gleichungen (Seite 156)

= 29— 2¢cos (7 sing 1)
=
r

= 2 (1 — e cos i cosyg) 2)

und suchen dazu einen Ausdruck fiir die Sehne s in den exzentrischen Anomalien.
Aus

st=rr4 =2 cos2f
oder

= (r 4 ') — 47 cosf?
folgt:

(Y= ety

[

oder mit Benutzung von 2) und der oben (Seite 155) abgeleiteten Gleichung

Vv cosf

= cosg —e cos G
a

(%) = 4 (1 — e cosg cos G)* — 4(cosg — ¢ cos G)?

oder
('?;)=J,sing‘ (1 — ¢ cos GY). 3)
Nun fithren wir einen Hilfswinkel /% ein, definiert durch
cosh = e cos ¢

und setzen fest, dal /i zwischen o und = liegen, also sin/ stets positiv sein solle.
Da, wenn man nur einen Umlauf in Betracht zieht, g ebenfalls zwischen o und =
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liegt, so schreiben sich jetzt die drei Gleichungen 1) 2) 3) in folgender unzwei-
deutigen Weise:
EVi4+m(t' —1
3

= 24 — 2sing cosh 1%)
iz
r— '
_!; = 2 (1 — cosg cosh) 2")
& . .
— = 2sing sink. 3%

Da sich hiernach die drei GriBen

EVi4m(t'—t) »r4r s
a% 1 a ! E

durch zwei ausdriicken lassen, ¢ und /%, so ist klar, daB zwischen ihnen eine Be-
zichung bestehen muB. Um diese zu ermitteln, setzen wir

k+9=51 "*-—9‘=J; 2916—5!
und schreiben damit die drei Gleichungen so:

WV b mE =8 pg—iinhfegieoinh—g) o= fo—ul) = (3= gind)

iz
'-r+:;+3-—-—2(1—cos(_k+y))———4sin§e* 4)
e : — = (1 — cos(k — g)) = 4sin ;0%

Hiernach kann aus den beiden letzten Gleichungen & und & durch » 4 7', s und a
ermittelt werden und darauf aus der ersten die Zeit. Dabei bleibt nur eine Zwei-
deutigkeit des Zeichens bestehen, die zuerst geregelt werden muB. Wir setzen vor-
aus, daff die beiden Orter einem und demselben Umlauf angehoren, dann ist

g<a und G < 2m;
ferner haben wir schon festgesetat
h<w,
also wird k + g = ¢ << 27z und daher fe < 7 und sin e positiv. Es ist somit aus
der zweiten Gl 4) sin 1& stets mit dem positiven Zeichen zu nehmen. Bei sin ;d da-
gegen sind zwei Vorzeichen miglich; denn ziehen wir die obige Gleichung

Vry'

o= cosf = cosg — ¢ cos &

oder

Vo'

cos ; (v'— v) = cosg — cosh = 2 sin’ (k + g) sini (h —g) = 2z sin} e sinid
heran, so zeigt sich, da sinie stets positiv ist, daB sinXd immer dasselbe Vorzeichen
haben muB, wie cos(v'— »), d. h.

sintd ist positiv, wenn ' —v < m
und sin}d  ist negativ, wenn ' — v > .
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Wir miissen also setzen

Sll‘l £ = + Vf..ﬂ:t._‘.’

i ) (8]
3 =_’_Vr_—|_-__1 — 48 v'— v < 180
LG ga ' — v > 180°

5)

Um nun aus 4) eine geschlossene Gleichung ableiten zu kinnen, miissen wir & — sine
und d — sind entwickeln. Aus
sing = 2sin 1¢ cos L& = 2sinle )1 —sin 1t
folgt:
. : 1 sinjée® 1.3sinjé' 1.3,
sme:zsm-;e(l——-- — Bt AL
2 1 2.4 3 2.4.6 5

ferner ist bekanntlich:

£=z(sin;s+%-% sin,je“ﬂ—%-:-'ism;a“—{—-- ),
also wird: )
sm 1 sin 1.3 8In &’ )
& —sing = — bt ot I TR
4( 3 + 5 +2.4 7 + )

eine ebensolche Reihe nimmt man fiir § — sind. Werden diese Reihen in die erste
Gl. 4) eingetragen und wird 5) dabei benutzt, so entsteht:

kVi—+m (t'—!}_i( rr' s 3’__,{_(#'%— r— s}':)+
3

an 4a 4a

+m(r+r e +(’*'_-_!r.*'.'—_-.')':')_,_1(.,.)+ o

Ja 4t 14
oder, wenn mit as multipliziert wird:
3
EVi4m (' —t) = {l’r~|—r 2;(—}-}'—\)4—
6)
g o (7 4 92 —;-,-+,--_g-;} + 2 b R =) + -
8oa ' gk 4 :792 a’ +

Hierin gilt das obere Zeichen fiir Bogen »'— » <7 180°, das untere fiir +'— ¢ > 180°.

Die Gleichung 6) stellt den Lambertschen Satz dar. Fiir die Parabel (%:o) wird
er besonders einfach:

kVIm(t'—t) = —;(I:.P —+ r' 4+ \J: =+ — .w}i) :

wir werden darauf bei Besprechung der parabolischen Bewegung zuriickkommen.

Der allgemeine Lambertsche Satz ist fiir die Bahnbestimmung im Falle einer
gewohnlichen Planetenellipse wenig geeignet, da seine Reihenentwicklung nicht sehr
konvergent ist; hier kann er also nicht fruchtbar gemacht werden, so sehr er sich bei
der Parabel bewiihrt. Dagegen wird er wieder ein sehr schiitzenswertes Hilfsmittel
bei langgestreckten Ellipsen oder parabelnahen Bahnen; hierzu bedarf er aber noch-



52. Die Dreiecksflichen und ihre Verhiltnisse als Funktionen der Zeit. 171

einiger Zurichtungen, die wir bei der Besprechung dieser Bahnen kennen lernen
werden (Nr. 66).

An dieser Stelle muBl noch der merkwiirdige Ausdruck erwiihnt werden, der sich
ergibt, wenn man die Entwicklungen dieser Nummer zu einer Bestimmung des Verhilt-
nisses Sektor : Dreieck = y heranzieht. Aus den Gl. VI (Seite 138) haben wir oben
(Seite 155) bereits abgeleitet:

Vrr' cosf = a (cosg — cosh) ;
man findet ebenso: - -

Vrr'sinf=aVi1 — ¢ sing.
Damit aber ergibt sich die doppelte Fliche des von den Radienvektoren ein-
geschlossenen Dreiecks

re gin2f = 27y sinfcosf = 2a Vp (cosg — cosh) sing
s Vp (sinzg — sin(h -+ g) + sin(k — g))
= a» Vp (sin(e — 0) — (sine — sind)).
Da nun der doppelte Sektor nach der ersten Gl. in 4) (Seite 169) gleich ist:
EViFmVp (' — ) —as Vp ((c — sine) — (§ — sind)),
so folgt:
__ [(e—0) — (sing — sind)
" sin(¢ — d) — (sing — sind)

¥y 7)

e und d sind durch 5) bestimmt; man kann also sagen: y hingt ebenso, wie die
Zwischenzeit im Lambertschen Satz, lediglich von den zwei GroBen:

=l und
4@ 4

&

ab.*)

52. Die Dreiecksflichen und ihre Verhiiltnisse als Funktionen der Zeit.
In den Grundgleichungen der Bahnbestimmung treten die Verhiiltnisse der Flichen
der von den heliozentrischen Radienvektoren gebildeten Dreiecke auf. Kann man die
Elemente der Bahn schon so weit als bekannt annehmen, daB man damit die Ver-
hiiltnisse Sektor durch Dreieck ermitteln kann, dann lassen sich damit die Verhiilt-
nisse der Dreiecksflichen leicht bilden, da das Verhiiltnis der Sektoren identisch ist
mit dem Verhiltnis der Zwischenzeiten. Ist die Bahn aber noch ganz unbekannt,
so muB man die Verhiltnisse der Dreiecksfliichen selbst durch bekannte GroBen und
durch solche ausdriicken, die auch sonst als Unbekannte in das Problem eintreten.
Als solche bieten sich nur die Zwischenzeiten und die Radienvektoren dar, und es
wird daher unsere Aufgabe sein, die Dreiecksflichen nach diesen Grifien zu entwickeln.
Dies ist nur in Gestalt von Reihen moglich, die nach Potenzen der Zwischenzeiten
fortschreiten, und wir erkennen daher schon jetzt, daB diese Entwicklungen und da-
mit die darauf basierte Bahnbestimmung nur so lange richtige Resultate geben kinnen,
als diese Reihen konvergieren. Wovon dies abhiingt, wird spiiter zu besprechen sein.

* Callandreaw, Det. des orbites, Seite 16.
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Fiir die doppelte Fliiche [»7'] des von den Radienvektoren » und #° gebildeten

Dreiecks haben wir oben (Seite 171) den Ausdruck erhalten:
] = 202 Vp (cosg — cos k)sing,
den wir vermige der Bedeutung von g und % zuniichst wieder auf die exzentrischen
Anomalien E und E’ zuriickfiihren:
(rr'] = a Vp (sin(E — E) — zesin L(E' — E)cos 1 (E' — E))
und dann folgendermaBen schreiben:
(7] = @& Vp (sin(E’ — E) — esin E’ -+ esin E).

Wird hier der aus den Keplerschen Gleichungen:

E —esinF = k V—I;_l&t
1z

EVi—+m,
2 t

az

E' — esinE' =
entstehende Ausdruck:

— e¢sink’' - esin B = -f{"—V—I;—_-E{t' — ) — (E'— E)

eingetragen, so folgt, wenn wieder ¥’ — K = 2¢ gesetzt wird:

[r] = ng V}?( lej m(ﬁ' — t) 4 sin2g — 2g)
a,ﬂ
oder:
) = vplkViF m(t —t) — (29 — sin 2g) a=). 1)

Hieraus ergibt sich noch ein merkwiirdiger Ausdruck fiir das Verhiiltnis Sektor
zu Dreieck; denn da der doppelte Sektor gleich Vi - m Vp(t'— t) ist, so folgt:

1__,__ 2g—sin2g 29 —sinzg
y EVi+m, M —-M"’ 2)
e (t'— 1)
a‘z

wenn mit M die mittleren Anomalien bezeichnet werden.

Um einen zweiten Ausdruck fiir die Dreiecksfliche abzuleiten, bezichen wir das
Dreieck auf ein rechtwinkliges in seiner Ebene liegendes Koordinatensystem, dessen
Anfangspunkt in der Sonne liegt und dessen X-Achse durch das Perihel hindurch-
geht. Wir nennen = und %, #' und ' die Koordinaten der Endpunkte der beiden
Radienvektoren » und #', dann ist (Nr. 44 und 46)

x = rcosv = a(cos E — ¢)
Y = rsin v = acosgsin K

dx . LdE —— . p¥a

= —esinE—r=—kVi+m sin = 3)
dy JAE — Va

dp = @eosp cosﬁm =kVi+m coarpcoaf&T
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und ganz entsprechende Gleichungen erhiilt man fiir 2’ und 3. Setzt man nun an*):
, . dx
Wi—= F LI + (:l‘ . EE

dy 4)

y=F.y+G- %,

wo F und G Funktionen der Zeit sind, so ergibt sich nach Eintragung der eben an-
gegebenen Werte von # y «' ', und Weglassung der gemeinsamen Faktoren:
sl — e T (oo — b SEV1 T msin
Var
sin ' = Fsin K -+ L AAT Vi - '?’EOSE,
Var
woraus sofort folgt:
cos (F'— K) = F (1 —ecosE) 4 ccos &
oder wenn beiderseits 1 subtrahiert und

P

7
1 —ecosH = —
@

gesetzt wird
mﬂF~EL—n=%mFU
oder endlich:
F=1+%(coszy—1) 5)
Der Wert fiir G ergibt sich, wenn man aus dem Ansatz 4) den Ausdruck 2y — z'y

bildet, der bekanntlich die doppelte Fliiche des vom Anfangspunkt und den Punkten
xy, «'y’ gebildeten Dreiecks, also [#2'] darstellt; es kommt zuniichst:

at Yt

Nun ist die doppelte Fliiche des Elementarsektors zwischen den Punkten z, % und
x +dx, y+ dy einerseits xdy — ydx und andererseits (Nr. q4) &V mVp dt,
also wird:

Yy —x'y=[r] =G (r dy .«_f:r:) .

dy dx

B Y = Ve +mVp
und daher
G = 7__[?'?' ] -
EVi+mVp
oder nach (1)
1 SN _ &
s o k]./ t’-—*lf—z — gin 2 as
I.'Vl—}-m( e { J= g 9) )
G (o - 2T — 7020, 6)

o
i

Die geschlossenen Ausdriicke 5) und 6) von F und G, die zuerst von Kiiknert in
Astr. Nachr. Nr. 2266 aufgestellt wurden, miissen nun, da die Elemente unbekannt

* Lagrange, Oenvres Vol. 1V, Seite 5o0.
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sind, als Funktionen der Zwischenzeit dargestellt werden. -

Ansatz 4) folgenden gegeniiber:

m'=x+[f'-—t}df+ 1.2 dt
dq t— i d*y
y=uy-t'—1 f+(1 2} di

dx (t'—t* d*x

Die Bewegung in der Ellipse.

(:.'— 1) da (r = r)'

-3dP?

kt —tj iy -—t)‘ i
c2-3dt° 1-2-3-4dt‘

Hierzu stellen wir dem

7)

der sich aus dem Taylorschen Satz ergibt, und miissen nun die Differenzialquotienten

dx

F ik . entwickeln. Aus

x == reosv, ¥y = rsinv

folgt durch Differenziation:

dr

- =

dy
dt

x dr dw

rdt Y at
— GOy G
=vatoa

woraus, da 2* -4 y* = 7* ist, (nach Gl g Seite 127.)

_de; de . dv__ , . —
g5 Vs =1 H?-_.f'..hq—ml/p.

Wird dies nochmals differenziert, so ergibt sich

d*y d*z

di? —Y di — 0

Durch Quadrieren und Addieren von 8) erhiilt man ferner:
dx dy dr o (dvy?
(d.:) (r!t) (n".‘?) = (;'.ri

oder wenn der aus der Differenziation der Ellipsengleichung

r=—2=
1 + ecosw
hervorgehende Ausdruck
A = ¢ sinvs £ = £V +_”—(f sin 1
dt P dit Vp

darin eingetragen wird:

da\? dy\*_ k*(x +m) ( p &
(d! +(n’t L ( ’»"+e _I)'

Hieraus folgt durch Differenziation:

dediz  dy &y (1 4 m) dr
dt dt= " dt dir r dt-

Nimmt man hierzu g)

iz d*y
—y g +T g =

8)
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so ergibt sich aus der Verbindung beider GGleichungen leicht:

dx dy\ d*x x dr

* df"" yar) e =~ FO+mE G
dy\ d*y ’ y dr

( ait+y dt) gh = —RlTmGa s

oder da aus a4 y* = »* folgt = i -+ {:;é Tl

dt di’
&z :
= —Ratm
A
d’y - Y e
gz = —F{+m-5.

‘Wir hiitten diese Gleichungen auch direkt hinschreiben kénnen, da sie offenbar nichts
anderes ausdriicken, als daB die Bewegung des Kiorpers nach dem Newtonschen Ge-
setz erfolgt; allein da wir in Nr. 41 (Seite 125) von anderen Grundgleichungen aus-
gegangen sind, war es niitzlich zu zeigen, wie man von den dort erhaltenen Resultaten
(den Keplerschen Gesetzen) zu Grundgleichungen von anderer Gestaltung gelangen
kann, die ihrerseits ebenfalls das Newtonsche Gesetz ausdriicken.

Setzt man die mit & V1 + m multiplizierte Zeit gleich 7, so wird:

dix x
= "
d’?; Y
dr* r
und die weiteren Differenziationen, die wir nur fiir «# anschreiben, ergeben:
dsxz 1 dx 3a dr
de* = ¥dr 7 dr 1)
e unlif, sats |, biuie
dr? g r* \dr od? rdrdr’

Werden alle diese Differenzialquotienten in 7) eingetragen und wird dabei gleichzeitig
die Form 4) hergestellt, so erhiilt man ohne nennenswerte Reduktion:

" ' 2 ri 3 r_ 4 2
Py 1 (¢ r)_+i_(r 7) ﬂ_l__[z _?:}_(1 __1 a’?) 3 d?)_i_

2 2 2 dz 24 7° dr rtdz? 2
et 1 (r —’r}’ 1 (@ —a)fdr  (F—2)f (1 36dnr?, odr K !
G e=(e T)—_E +_ —w dr T 10 (-r“_ "'(d.t) rdz? )+
wobei wir die G‘rlelchungen 4) gleich auf die Zeit = d. h. auf
d=F. x4 Gd—x
4%)
y=F.y+ Gd?

umgeschrieben angenommen haben. Vergleicht man die Gl. 2) und 6) und setzt fiir
G seinen Wert aus 12), so erkennt man die Richtigkeit des folgenden Ausdruckes fiir
das Verhiiltnis des Sektors zum Dreiecke ¥:

— G p— 1 (f'_ F}! I 1'3' —_ 'II dr {t'ﬁ r)l ( P g(d?')’ 9 d2r

I
y T —1 6 4 dr 120 \7° s\dz] ' r d+?

o)+
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Fiir die Dreiecksfliiche endlich ergibt sich aus 4%

" : dy dz\ .,
ry—wr—J:ﬁE; ;dJ*Jp-G, 13)

wo fiir (G sein Wert aus 12) einzutreten hat.

Auf Grund der vorausgehenden Entwicklungen ist es leicht, die in der Bahn-
bestimmung gebrauchten Dreiecksfliichen und ihre Verhiiltnisse aufzustellen. Es sind
drei Punkte in der Bahn zu betrachten, zu denen die Radienvektoren r,, 7,, 7, gehiren
migen, und deren Koordinaten im obigen System z,y,, z,¥,, z,y, seien. Die Zeiten,
zu denen sie vom Korper eingenommen werden, seien 4, ¢,, ¢,; die daraus hervor-

31
gehenden Zwischenzeiten, multipliziert mit % V1 -+ m, bezeichnen wir mit:

ty=(t, — ) kVi+m, r,=(t, —t)kVi+m, r,=(t,—t)kV1i+m;

die doppelten Fliichen der Dreiecke endlich seien [r,7,], [»,7,] und [7,7,].

Die Ausdriicke fiir diese Flichen sind zuniichst so zu gestalten, daB in allen ein
und derselbe Radiusvektor und zwar », auftritt, da dieser in der Bahnbestimmung als
Unbekannte eingefiihrt wird. Fiir [»,7,] hat man in den vorigen Formeln zu nehmen:

=R 'r,—l—(j'r_,u;,':':r
d? 14)
=Fy, + G, I“
und daher:
. . - 4 - 17, Ydy,
[ra?y] = 23y, — Yy, =Vp Gy =Vp (rl = _()- t!" e 4 _,Iq dr = s )
Fiir [r,r,] wird:
o, = Fz,+ G, dJ"
15)
=F,y, +G, (h;,z
und, da v'— v = — 7y ist,
r : iy A 1 Tt dr
[ry7e] = 2,9, — g7, = —Vp G, = —Vp ( T+ 0 ; o a é.':i ﬂr: = )
gdar: — 17 Y di
MM=W& 0}— 7mw~}
Fiir [»,#,] endlich hat man nach 14) und 15)
: dy, dzx, : = .
(] =2y —y 2, = (2, d{." e | i e )( G, — G F,) =Vp (F,G, —G,F,).

G, und G, sind bereits angegeben; fiir ¥, und ¥, erhiilt man aus 12), da fiir ersteres
7' — 7 = z,, fiir letateres v'— r —= — 7, zu setzen ist:
1z,* 1 gdr,
F =] — — — 1 “en
. 2r? " 298 dc T
17,0 1 oglidr,
27 2 7t dr
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Mithin durch direktes Ausmultiplizieren:

[ 7] ——Vp( IT’+

1 7, (1, — 7,)dr,
e dv

sl
Wir stellen die drei Ausdriicke nochmals zusammen:

. T 1 %Y dr
[J“?‘J]ZI‘V})(I—E}—{:‘ *"|')

Ir‘d,’z
- T T, 1 vidr
7 = TsVP(I = 7y a 1 }’a d; S ) 10)
el e Vil — L% | 15 r—1)dr, )
(7,7y] = 7,Vp (1 3 _,.!s+‘ 4 ryt dr

Fiir die Zwecke der Bahnbestimmung werden die Verhiiltnisse der beiden dem
Radiusvektor », anliegenden Dreiecke zum groflen Dreieck [7,7,] gebraucht; dieselben
ergeben sich aus 16) durch direkte Ausrechnung:

s [ BgTg] T — 71 | 1 T (57— d} )
n, =T ( + X e 2 r + 5
1
) _[’_l?_'g]_ ( _lf_t —’a ir|{"'t""t )d’i
= (7,7 * re 4 Ty o )
Hieraus folgt fiir die Summe:
L T 1 7,7 1 %,%(r, —1,)dr,
Rl = T]__ =1+ 2 7 2 et dr 77 &)
und fiir den Quotienten'
My (17 ( 17— 17+ d?\, )
n, (7 71] + 7’ 4 71 ;T 19)

An diese wichtigen Formeln kniipfen wir einige Bemerkungen. Es wurde schon
oben (Gl. 5% Seite 153) darauf hingewiesen, daB die Bestimmung des Parameters
wesentlich abhiingt von dem Inhalt des kleinen Dreiecks, das die drei Punkte der
Bahn miteinander bilden. Wir konnen fiir dieses Dreieck jetzt einen Ausdruck auf-
stellen. Nach 16) wird sein doppelter Inhalt nach einiger leichter Reduktion:

rd? )

' dr 20)

[rery] + [ry7e] — [y 73] = VI_’- 1; ( =+ 2 h

womit sich, wie nebenbei bemerkt sei, folgender elegante und genaune Ausdruck fiir
den Parameter ergibt:
sin §(sy — s,) sin %(Ss = §,) sin 3 (s, — s,)

3 T, — T, dr
pF= Sftfi?‘ar,: L 1I')'
T, T, T

: (l Ea r, dr

Der Ausdruck 20) ist von der dritten Ordnung in bezug auf die Zwischenzeiten.
Glieder dritter Ordnung in den Ausdriicken 16) fiir die Dreiecksflichen zu vernach-
liissigen, wiire also identisch damit, den Parameter des zu bestimmenden Kegelschnittes
von vornherein als unendlich groB anzunehmen, d. h. vorauszusetzen, da der Kirper
sich in gerader Linie bewege. Jedes Niherungsverfahren muB also mindestens die
(zlieder dritter Ordnung in 16) bzw. die Glieder zweiter Ordnung in 17) von vorn-

herein beriicksichtigen. Dies kann aber auch geschehen, da r, ohnehin als Unbekannte
Bauschinger, Babnbestimmung. 12
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ins Problem aufzunehmen ist. Dagegen kinnen schon die folgenden Glieder in der

ersten Niherung nicht mehr beriicksichtigt werden, da die Bildung von %’: die
Kenntnis der Elemente voraussetzt, —

Die ersten fiir die Bahnbestimmung notwendigen Glieder kann man sich auch
auf folgende einfachere Weise aus den geschlossenen Ausdriicken 5) und 6) von F
und G- verschaffen. Wenn man niimlich

F= 1—f~£:- (cos2g — 1)

G={—1)— as (29 — sin zg)
nach Potenzen von 29 — K'— E entwickelt:
a(E'—EP  a(E'—E)
r 2 ro 24

G=("—1)— a ((E’_. E)} _(E'— E)

F=1—

6 120

sl

und beachtet, dall aus K — e sin £ = 13 folgt
a2

dE I 1

oy
v g1 —ecoskE) Var

also fiir kleine Zwischenzeiten geniihert

r

o (I L
Var
gesetzt werden kann, so lassen sich F und G folgendermalBlen schreiben:
1 (7— 7)®
F = | — ; - ?-3 ._|_ R
1 (¢—2)?
G.:(.L.’_r\_g_( )3 _+

Damit erhiilt man ebenso wie vorhin die zwei ersten Glieder in den Ausdriicken 16)

und 17). Man kann daraus schlieBen, daB die in der Bahnbestimmung zur Anwen-

dung gelangenden Ausdriicke fiir die Verhiiltnisse der Dreiecke fiir Zwischenzeiten
von der Ordnung der Differenziale streng sind. —

Wenn man von den Punkten 3 und 1 Lote auf den

2 mittleren Radiusvektor », fiillt, so verhalten sich deren Liingen

und folglich auch die Abschnitte, in welche die Sehne 13

vom mittleren Radiusvektor zerlegt wird, wie die Fliichen der

Dreiecke [ry7,] und [r,7,]; d. h. das Verhiiltnis dieser Ab-

schnitte ist durch die Formel 19) gegeben. Man schlieBit

A daraus, daB die Abschnitte der Sehne sich bis auf GriBen

Fig. 33. zweiter Ordnung wie die zugehirigen Zwischenzeiten verhalten

und daf dies bis auf Griofen dritter Ordnung zutrifft, wenn

die Zwischenzeiten gleich sind. Dieser Satz spielt in der iilteren Bahnbestimmung

(Newton) eine groBe Rolle. —
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Wir wollen endlich das Stiick M2 des Radiusvektors 7, zwischen der Sehne 13
und dem Punkt 2, d. h. den Pfeil f = M2 berechnen. Ist % das Lot von 2z auf 13,
so wird

f - v—_-—-—@—--—_ ——a ...—.1._3}‘;—— — [‘?"1 ?.‘] + [r"rS] = [.?-‘ ?'!]
smSM3  13sinSM3 1M sin SM3 + M3 sin SM3
— Ty Il'l:‘rl ’.1] = [?‘! r:l] e [?‘l ?‘J_} S 7y ”ra ?-!-J -+ [?‘, "’-:l] = [’.l ?'x]) :
ry(rysin(v, —v,) + 7 sin(v, —v,)) [ryre] 4 [rary]

‘Werden hier die Ausdriicke 20) und 16) mit Beiseitelassung der Glieder vierter
Ordnung eingetragen, so kommt nach leichter Reduktion:

f_ irr|(l+6’ 1.{ 37'}?::1))
oder bis auf GriBen vierter Ol‘dnung genau
f=—=n7- 21)

‘Wir werden spiiter sehen, daBl auf der Moglichkeit, dieses Stiick f aus Messungen
am Himmel abzuleiten, alle Bahnbestimmung beruht.

Das Verhiiltnis des Pfeiles M2 zur Strecke SM liBt sich ebenfalls durch die
Dreiecksfliichen ausdriicken:

] ren] =[] _ [ +[ren]

SM [r,7,] 7,7 b =

also nach 18) bis auf GriBen vierter Ordnung genau
Tt _5% b
S = 2r} 25

53. Die Formeln von Gibbs. Man hat vielfach versucht, statt der Formeln 17)
fiir die Verhiiltnisse der Dreiecksfliichen genauere zu erhalten, um bei der Bahn-
bestimmung schon bei der ersten Niherung der Wahrheit niher zu kommen. Das
war natiirlich nur méglich, wenn man statt des einen Radiusvektors r, entweder
r, und 7, oder alle drei einfiihrte. Die bemerkenswertesten von diesen Formeln sind
die von Gibbs*), der alle drei Radienvektoren benutzt. Man kann sie ohne alle
fremdartigen Voraussetzungen kurz wie folgt ableiten. Stellt man die rechtwinkligen
Koordinaten eines Punktes der Bahn statt durch die Gleichungen 4) durch die nach
Potenzen der Zeit fortschreitenden Reihen dar, die man mit der vierten Ordnung

abbricht:
z=a,+ a1+ a7 + a7 + a, vt

= y=bu+b‘;+b,f*+b3-;3—|—-b“r", (a)
s0 wird:

d*x 2

= Jaan 2a, + 6a,7 4+ 124,7

%’3 = 2b, + 6b,r + 12b,7*

* @ibbs, On the det. of ell. orbits; Nat. Ac. of Science, Vol. IV (8. Mem.), 1888.
12%
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und daher wegen:
d*z x dy Y

dr* = P 2 ™
x
o= . za, + 6a,v + 120a,7*
, ()
— g = 2b, + 6b,7 + 12b,7%.
Setzt man die Gl (a) und (b) fiir die 3 Punkte =, 7,, «,%,, ;y, an, indem man
die Zeit von der des zweiten Ortes an zihlt und wie oben die Zwischenzeiten
zwischen 2 und 3 mit 7z, und zwischen 1 und 2 mit 7z, bezeichnet, so erhiilt man:

P, . | e | L]
T, =y — Ty + @7, — a7, - 4,7
T, = 4a,
e pana . 2 3 4
T, =, &, 7, + &, 7, + ¢, + a,7T,
T
e, O a
_——= 2, — ba,T, -} 128, 7T,
2 (c)
Ty
-—— = 20,
Iy
X
- . 2
— % =2a,+ 6a,7, + 120,7,

-

3

und ein ebensolches System fiir die . Wenn man aus beiden Systemen von je
6 (Gleichungen die 5 Grolen a,, ..., @, bzaw. b, ..., b, eliminiert, was man mit wenigen
Strichen erreicht, wenn man einige Kunstgriffe nicht iibersieht, so bleiben folgende
Gleichungen iibrig, deren Koeffizienten lediglich aus den » und z sich zusammen-
setzen, also fiir beide Gruppen gleich sind: )

B B B
x, (' % ’ll;) 4, _-xj.-(l = "i;) + 2 (I + ';I':) Ay =
B B B
Yy (1 + -_;‘.-.—) 4, — ?i,(r _;-_:')+ .?!;(I + },-:) Ay=o0
1 1 3
Hierin ist zur Abkiirzung gesetat:
PR, S e T 8
A‘_n""'l._[_rs_t:1 R o A ry '

‘RlE 1[1 (_Tle+r|"’—3+rutj 3 Rizili (ril+ 31'1.?"3"1_7:3.2 3 3= '-I‘z' (I|!—|—T|Z‘3—T:)
oder:
B, = 5@+ 75 (vs— 7)); By=HEm%+ %Y Bi=50@E75—r1(h—r1))

oder:
BI. = xl:; (rir:l - Tli} ; B‘! = !‘? {rl T'-:I + TS‘) ; 'HB = ?l; (1.11"1 - rs’) =

Aus diesen Gleichungen aber folgt, wenn man sie einmal durch die Multiplikatoren

+ y, und — x,, dann durch die Multiplikatoren + », und — x, miteinander ver-
bindet: )

B B
(" = _a!') (xy Yy — I!?)'I) = A:i (I -+ ';_?;-) (JH ?Is—l'-a;-'h) =%

B B
= (: = -,;:) (s — 239,) + 4, (r+ ?.1'3) (#,Ys— 233,) = 0
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oder
1+TB:— fige L
| A "y [ra73) = S 22)
[’1’31 ’ B,’ [ri7s] ! B,
s L— —%
re ry

die Dreiecke [r,7,], [7,7,], [r,7;] verhalten sich also wie:

it B) ol B) =B
Ty L Ty
Die Formeln 22) geben die Verhiiltnisse der Dreieckstliichen bis auf GroBen vierter
Ordnung inkl. in den Zwischenzeiten genau an, fibertreffen die Gl 17) also ganz
erheblich. Die auf ihnen aufgebaute Methode der ersten Bahnbestimmung hat aber
den Nachteil, daB sie keine weitere Verbesserung der Elemente gestattet, wenn die
Glieder vierter Ordnung nicht ausreichen, abgesechen davon, daBl sie naturgemiB zu
viel komplizierteren Formeln fiir die Rechnung fithren muB.

Wenn man in den Formeln 17) statt », die Radienvektoren », und r, einfiihrt,

dann kann man den Wert des Differenzialquotienten d; .
sichtigen und dadurch genauere Formeln erhalten. Dies hat Encke*) und ausfiihr-
licher ». Oppolxer**) in folgender Weise durchgefithrt und der Bahnbestimmung zu-

grunde gelegt. Aus den Entwickelungen

wenigstens geniithert beriick-

e N P 7

folgt leicht

: dr
"i"-:z[’l""".a)’i"a[zs fl)‘a-;:‘
und
dr, ry—r,
e = 1, T
also

=i n) i =)+ -

Fithrt man dies in 17) und 19) ein, so erhilt man nach leichter Reduktion:

'l}a"] mt 47—z} 'L'Sfl! Fa— 1y i E

[y o ( 1+ 3 (r, +"';)5 + 4 Ty (r, 4T } -+ )

[-r. 7 -s] 4 z‘, : - % 1".1 Py— 1, e

[ﬂ-r] ( + +33}s 4 7 Ty ) 2y}
[!'g-r]__rr 4:‘3—1: "

A e R e R |

#) Berliner Jahrbuch fiir 1833, Seite 292.
**) . Oppolxer, Bahnbestimmuug, Band I, Seite 100.
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Diese Formeln beriicksichtigen die Glieder dritter Ordnung vollstindig, aber auch sie
fiihren zu einer umstiindlichen Methode der Bahnbestimmung, auBer wenn es sich
um eine Parabel handelt, wo die letzte Formel wichtige Dienste leistet.
Eine vergleichende Kritik der Formeln 17) 22) und 23) hat E. Weif*) gegeben.
Wenn man die Analyse, die wir oben zur Ableitung der Gibbsschen Formeln
durchgefithrt haben, mit einem Gliede weniger ausfiihrt, also mit dem Ansatz

T =, a,t + a,v* 4 a,t",

so kann man aus den ebenso wie dort aufzustellenden 6 Gleichungen (c) (Seite 180)
nicht nur die vier GréBen «,, . .. @,, sondern noch einen Radiusvektor z. B. », elimi-
nieren. Man kommt dann auf die Gleichung

(1+ ﬁr')xl—r,;r,+-53(1—]— z’)x,:o
1 3
und leitet daraus wie dort folgende Formeln ab:
["9"'3 — Ty —1,
[ry 7] ( = 6? )
b o,y i al *
el = ! or,’

Die Ahnlichkeit mit 17) ist in die Augen springend, sie stehen auch, natiirlich ab-

gesehen von dem unbekannten mit fi t‘ multiplizierten Gliede, denselben an Genauig-
keit micht nach,
Reduziert man den Ansatz noch um ein Glied, setzt also:
r=a, 4 0, T - a7,

so werden die 6 Gleichungen:

5
I

P |
1 @y — ATy~ Ay Ty
a,

Ty = @y a, T, 4 a,7,*

=
|

=k = 21,
g B 2
rl
€T

— %= 24,
.r!

@
&y
— 5 = 2a,

und wenn man hier die GroBen a,, a,, a,, », und r, eliminiert, so bleibt die Gleichung
iibrig:

* Uber die Bestimmung der Bahn eines Himmelskorpers aus drei Beobachtungen. Denkschr,
Ak. d. W. Wien, Band 60, Seite [353]. 1803.
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aus der folgt:

[[:‘:"‘] ( + 23 1. 25)
par e )

Dies sind die Werte, welche der ersten Niilherung in der GauBschen Methode zu-
grunde liegen; denn in der Theoria motus art. 134 wird gesetzt

Pi= ["'"‘1] ==y

- J'.’»“,]_'t

welche Gleichungen sich unmittelbar aus 25) ergeben. Die Gl 17) enthalten die
Glieder zweiter Ordnung vollstiindig; die Gl. 25) aber nicht, denn der Unterschied ist

T, I 1 T, T, Tt I

1 35 | 3 1™ 1 s

=2 X - p— !. .,_r — — — — T ‘; —r

T,__, ;-*3 (f! { L ] 1 ) 2 ) 6 t" }.,a 3( 3 1}

bzw.

T, 1 (1 T, T 17, 1
_s-_a(___(reg_.ra”_ : x)_—_‘""a"—_i‘ft (73— %),
Ty T2\ 6 2 Gy 1

verschwindet also nur bei gleichen Zwischenzeiten. Es ist also gerechtfertigt, die
genauern und ebenso einfachen Gl 17) statt 25) zu benutzen, wie Encke zuerst vor-
geschlagen hat. '

Ziwischen den Verhiltnissen (17):

[re74] (7, 7)
i =mn, und 2 =n,
[ry 73] : (7] :
besteht eine einfache Bezichung, die vom Differenzialquotienten % unabhiingig und

doch bis auf GriBien vierter Ordnung in den Zwischenzeiten genau ist. Man erhiilt
sie leicht, wenn man die Gl 16) in folgender Weise miteinander verbindet:

p— I 7
i [rrs) + 5P (5, — %) [rr ] =Vp (I’—I T, 7 (v, 7, — 7') — e T .. )
2
Tl‘ lrl'ral = rsa (II T rs) ["'!."a:l == VI’ (rl'[!r: {rsr: = r|i) - 6}. LT %uria .

und diese Gleichungen dann durcheinander dividiert:

£ 1,0 (v, — 1,) n, — b AR
T, ' — 1, (v, — 1) m,

Wird hier kreuzweise ausmultipliziert und gehorig reduziert, so kommt:

: 2
r,t T T T,
g __ Fg Ty 2 LN = =y e U3 Uy
(rl T,— T, o7y )n -+ (L Ty =T, 679 )u,:, =7 T, T, T — 26)
i

6.?"
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54. Beziehungen zwischen drei Radienvektoren und den Zwischenzeiten
sind hiiufig von Nutzen und kinnen in verschiedenen Genauigkeitsgraden aufgestellt
werden. Aus den Ansiitzen

dry | 7, d'r,
= dr 1.2 d+®
3= T +z, d +1 :etf;;"“2

ry=0y— 7%

folgt leicht:
T, T, T, d'r,
2 dr’ )

W T, =T, - 22

Da nach Seite 149
d'r, _ ecosv,
der — "i! ’

so wird, wenn die Bahn geniihert bekannt ist, die Formel

T, Ty 388()5!!

L+ =fr+ —2 1)

bis auf Gréfen dritter Ordnung inkl. genau sein. Vernachliissigt man GroBen dritter
Ordnung, so wird

’s

L1 Ty = 7,0, . 2)

Setzt man an .
4 2 : . PP

S U S {_lf‘_!_ Tsd"vz_
*dr 1.2 dzt
L 4 2 2
’___J,_I_Tldf +1: d*r,
dr 1.2 dz‘

so erhiilt man ebenso nach den Formeln Seite 149

1 I
Tt Tyt =1 - T T, ('.Z - _) ) 3)

r, a
also wieder mit Vernachlissigung von GréBen dritter Ordnung
TPt Rt =t 4)

Eine genauere Formel erhiilt man durch ein Verfahren, das dem bei der Ableitung
der Gibbsschen Formel eingeschlagenen iihnlich ist. Macht man nimlich den Ansatz

rr=a, 4 a,v + a,7* + a,7* + a,r’,
so folgt

dr? . I I
- 2a,+ 6ayTt + 120,7* = 2(?—.— a)'

Zihlt man = von der Zeit des mittleren Radiusvektors aus, so wird fiir

d?p® I 1
T e S : — -
3 1 dr‘! ,r'
d*r? 1 1
T=0 =" —— =2 |— ==
2 dz*? Ty

d*r? 1 1
=] P P — iy
E I ¥ rt = ry _dr'l ? (-}- (E)
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und man erhiilt daher die sechs Gleichungen
r? =a, — 5,a, + v,*a, — 1,°e, 4+ r,'a,

}‘g‘ — “’u

ry =a, + 7,a, + 1'a, + v, + 1 'e,

('.'f_ - l) = a, — 37,0, + 67'a,

(I 1) P
—— — — — 3
7y a

1 I
(.?', —E) =a,+ 37,0, + 67 %a,.

Eliminiert man hieraus die fiinf GriéBen «,, ... a,, so resultiert die Gleichung:
Agr® (l'— ilf‘ )+Aa":le(1 - 2_,{)") — 7y (1+ in‘)_FE[?:_a =93 5)
I 3 2

die bis auf GroBen vierter Ordnung genau ist und offenbar eine Erweiterung von 3)
darstellt. Die 4 und B haben dieselben Werte wie Seite 180, niimlich

.z‘l|=?, As=-z:-
2
B, = (r5,— 7%, By, = 5 (z,5, + %), B, = {5 (va7, — 7,%).

Bei kleinen Exzentrizitiiten wird man 5) so schreiben:
4 o, _ 2B wrf, 2B _.:( _E”t_f)_ (I..._I —
4,7, (I r? )—|—A3r, (I r, ) A rye T Ty ’e ) =0 6)
B, = (.75 — (vs—7,)%) .

Kennt man also die groBe Achse einer Bahn geniihert, so gewiihren s5) oder 6) be-
queme Mittel, um aus zwei Radienvektoren einen dritten abzuleiten.
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Abschnitt XII.
Die Bewegung in der Parabel.

55. Die Bewegung in der Parabel. Um die Bewegung in der Parabel kennen

zu lernen, ist die Gl g) (Seite 127)
ds

J"a—t=k}"1+ml/}_l 1)

unter der Voraussetzung zu integrieren, daBi » und s durch die Gleichung der Parabel
(12) Seite 128) miteinander verbunden sind:

q 2)

wo ¢ = ;:i die Periheldistanz bezeichnet. Setzt man s — @ = #, wo » auch hier die

wahre Anomalie genannt wird, so folgt durch Einsetzung von 2) in 1)

2
q
.b.l
cos —
2

dv = kV1+ mVzqdt.

Das Integral dieser Gleichung ist:

] "
zq‘(tg-f- —[—%tg?—é ) =kVi4+mVaqt+ e,

denn
d v I »* I 1 I [ g 1
-t — tg— | =- —tg— —_ =
dt(g2+3gz 2 -z;‘_hzgz vt
COs — COS —
2 2
1 1 . vt v 1
= — sin— —4cos— |=—+-
2 vt ( 2 +F 3 ) pt
cos 2008 —
2 2

Nennt man T den Moment, wo der Korper durch das Perihel geht, so mul fiir
t =T v»=o0 sein; damit bestimmt sich die Konstante ¢ zu — k V1 -+ m ¥V2¢T und
die Gleichung wird, wenn iiberdies 7, = o gesetzt wird, da wir bei den hier in Betracht
kommenden Korpern die Masse niemals werden bestimmen konnen,

. S— kt—"T

tgiv+stgav’=——v- 3)
vV q"?
Diese Gleichung, die der Keplerschen bei der Ellipse entspricht, liefert die wahre
Anomalie direkt durch die seit dem Periheldurchgang verflossene Zeit. Es gelingt
hier durch einen einfachen Kunstgriff eine direkte Auflésung. Setzt man nimlich
tgzv = 2cotg2y

und beachtet, dali

2(cos y* — sin y?)

.?COth;’ = —?im'— == Cotg}’ — tg 7
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s0 wird: % i X \
tg v+ 3tg3v° = (cotg y — tg ) + 3(cotgy — tg7)°
= }(cotg y* — tg7*);

3,
tgy =Vtgis,

und setzt man weiter

folgt:
ki tg v -+ Stg 1v* = S(cotg 1 — tg34) = jcotg .
Die Gleichung 3) kann also so geschrieben werden
kE t—T
2otgf = —= 5
V2 gs

oder 1 :

-
tg'd-_:;!.:t—T

und ihre ganze Auflosung wiirde also durch folgendes Formelsystem bewerkstelligt:

3 3 3
L 2 _
tgg = 3k I—T 10g3k—1.7388423
3, 4)
tgy = Vigip

tgZv = zcotgzy.
Man kann hieraus sowohl » ermitteln, wenn ¢ gegeben ist, als auch umgekehrt die
zu der wahren Anomalie v gehorige, seit dem Periheldurchgang verflossene Zeit ¢t — T.
Der Radiusvektor wird stets durch

29 _ g
T 14-cosv  cosiv?

5)

gefunden, nachdem ¢ bereits ermittelt ist.

In der Regel bedient man sich des Formelsystems 4) nicht, sondern man benutzt
eine Tafel, die unter dem Namen der Barkerschen*) bekannt ist. Schreibt man
nimlich 3) in der Form

]—/i tgiv -+ Y tg lod = t;]_j = M,
ke 3k ¢

so liBt sich die Auflésung dieser Gleichung nach M oder nach » einer Tafel ent-
nehmen, welche mit dem Argument » das M tabuliert. Die umfangreichste Tafel
dieser Art ist die von Oppolzer, welche von 10” zu 10” fortschreitet. Die iilteren
Ausgaben der Barkerschen Tafel tabulieren in der Regel nicht M sondern

%M (logl;;:—"=g.9601277);
dementsprechend hat man natiirlich den Wert zu bilden, mit dem man in die Tafel
eingeht, bzw. bei der Berechnung von / — T zu verfahren.

Man kann auch umgekehrt M als Argument nehmen und » tabulieren; die Tafel
erhiilt dann wesentlich geringeren Umfang, ohne an Bequemlichkeit viel zu verlieren.
In der Tafelsammlung (Taf. XV) ist eine solche Tafel aufgenommen, deren Einrich-
tung und Gebrauch dort nachzulesen ist.

*| Barker, An account of the discoveries concerning Planets with the way to find their orbits.
London 1737.
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Wenn M sehr groB wird, d.h. wenn sich ¢ der Grenze 180" nihert, dann werden
alle Tafeln zur Ermittelung der wahren Anomalie in der parabolischen Bewegung
unbequem und zuletzt unbrauchbar. Zur Abhilfe hat man verschiedene Mittel vor-
geschlagen, das bequemste diirfte das von Bessel angegebene sein. Schreibt man die
Gl 3) in der Form

; k t— b
stg3v* (1 + 3cotgzet) = =
VZ q:
und multipliziert und dividiert links mit
3
(1+ cotg 1= (Grres)
dann geht sie iiber in:
8 1-+43cotgivt k- t—T_
3sine? (14 cotg 2e%)*  y3 q’i‘
Nihert sich nun » der Grenze 180° dann wird der zweite Faktor links nahe gleich
1 und der Wert von «, der sich aus der Auflésung der Gleichung

8 Lkit—-T
3sinw® Y, qi'
ergibt, wird also nur einer kleinen Korrektion d bediirfen, um in » iiberzugehen.

d kann man leicht mit dem Argument 2 tabulieren (Taf. XVI der Sammlung). Die
Rechnung wird sich somit nach folgendem Schema vollziehen:

1 |?2
M~ i—T
sinw = .l/i ¥ig log LI 3409023 ( 0)
3 kM 3 k ’
w im 1L Quadr.
v=uw-+0 (6 aus Taf. XVI).

Die umgekehrte Aufgabe, zu einer gegebenen wahren Anomalie die seit der
Perihelzeit T verflossene Zeit ¢ — T zu ermitteln, kann natiirlich mittels der Barker-
schen Tafel gelist werden. Man kann aber auch direkt nach

% o G )

t—T=4¢g5 tgl b-—l-———tgv

7)
oder nach Einsetzung der Zahlenwerte, nach

t— T = g2 ([1.9149336] tg v + [1.4378123] tg2e?)

rechnen. Bei Werten von » nahe an 180° wird man die direkte Rechnung am
bequemsten finden, wenn man 7) in der Form schreibt:

= _Vz 31+ 3cotgiet
= 3k cotg 2 v*

V2
log FT 1.437 81233
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dies wird sich besonders empfehlen, wenn der Radiusvektor bekannt ist, aus dem
sich ergibt

cos v

sintv’

r
cos iy = Vqr' und dann cotglv =

Liegt ¢ vor dem Periheldurchgang, so zihlt man ¢ — T und ebenso die zugehirige
wahre Anomalie negativ, withrend die absoluten Werte dieselben sind, wie fiir die
entsprechenden Zeiten nach dem Periheldurchgang.

Beispiele.
1. Fiir den Kometen 1896 T ist
T = 18g6 Jan. 31.79848
logq = 9.768740;
man berechne die wahre Anomalie und den Radiusvektor fiir 1896 Mai 2.5

a) ohne Tafel nach 4).

t—T -+ 9170152
qz g.653 1100
t—T 1.962 3765
7.6907335

tg 8- 94295758
E1 77313058
tgip 9.1209004
tgy 9.706 9668
2y 53758743754
cotg 2y 9.861 50995
tg v 0.162 6295

i H

b) Mit einer Tafel nach der Barkerschen Einrichtung. Man hat zu rechnen

110°58' 15726

;;fk t_ﬁ 1 und mit diesem Argument aus der Tafel # zu interpolieren.
2 @
t—T + g1l70152
log(t — T '1.962 3765
q% 9.653 1100
2.30q 2665
Arg. 2.269 3042
v 110”58 1539
¢) Mit der Oppolzerschen Tafel; das Argument ist log M — logt_sT
=
t—T 1.962 3765
qg' 0.653 1100
M 2.300 2665

v 110°58" 15"34
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d) Mit Tafel XV; das Argument ist log M — log t:;E
gz
log M 2.309 2665 log 4 5.38523
110°57' 1063 6.42570
+ 1 4.704
v 110 58 15.33
Berechnung des Radiusvektors nach s):
cos” 9.5537540, oder — 55°29’ 7'67
1 4 cosv q.807 6066 cos ;v  0.753 2883
2q 0.06g 7700 cos ;1*  0.5005766
r 0.2021034 g 9.768 7400

r 0206210634

2. Man berechne fiir denselben Kometen die wahre Anomalie 10000 Tage nach
dem Periheldurchgang. Nach den Formeln 6) wird:

qi‘ 9.653 1100
t—T 4.0000000
I‘III 5.653 1100
79940123
sine Q.331 3374
w 167°36' 59706
Taf. XVI -} 6.08

v 167 37 5.14
3. Bei einer ersten Bahnbestimmung desselben Kometen wurde gefunden
log g = 9.768 874
und fiir die Zeit der letzten Beobachtung
t = 1896 Febr. 21.71344 v = 54948 82.
Man ermittle daraus die Zeit des Periheldurchganges.
Die direkte Rechnung nach 7) ergibt:

v 27%24" 41
tgiv  9.714 645
tgiv®  0.143035
1.629579

0.581 747

Summe  1.666 834
gz 9.653310
t—T 1.320144
-+ 20.899g0

also T 1896 Jan. 31.81354
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Mit Taf. XV findet man:

log M, 1.667 v, 54°49'3'50
v — v, 1.7427,
log A 5.5229
M — M; — 0.000166
log M 1.666 834

q:‘ 9.653 310
t—T - 20.89990
T 18g6 Jan. 31.81354

Mit einer Barkerschen Tafel ergibt sich unmittelbar:

log zj}-‘M 1.6269618
V2
75k
— 9.9601277
V2 :
M 1.6668341
qi g9.653 310
t—T -+ 20.89g9g0

T 1896 Jan. 31.81354.

56. Beziehungen zwischen mehreren Ortern in der Parabel. Die Eulersche
Gleichung. Zwischen dem Element ¢, welches die Parabel ihrer GriBe nach be-
stimmt, den Polarkoordinaten einzelner Punkte der Kurve und der Zwischenzeit,
welche zur Beschreibung der Bogen gebraucht wird, gibt es eine groBle Zahl von
Beziehungen, deren meiste Lambert in seinem Werke Ins. orbitae Cometarum pro-
prietates 1761 (Ostwalds Klassiker Nr. 133) zusammengestellt hat. 'Wir wollen davon
diejenigen, die fiir die heutige Bahnbestimmung von Nutzen sind, kennen lernen und
beginnen mit dem Satz, den wir schon oben als Spezialfall aus der entsprechenden
Formel fiir die Ellipse abgeleitet haben.

Wir nennen die zu den Zeiten ¢ und ¢ gehorigen wahren Anomalien » und ',
Radienvektoren # und ', die Sehne zwischen den Endpunkten derselben s und

#'— v = 2f, dann wird in der Parabel der doppelte im Zeitraum ¢ — ¢ tiberstrichene
Sektor

. = i i ‘.g  om q!

E(t —f) Vaq= ./J dy = 7005%_!,4632!

v v

oder nach Ausfithrung der schon oben behandelten Integration:
k(¢ —t)V2q = 2¢*(tg3v' +3tgiv° —tgiv—5tgiv)
Es ist:

S=r4r*—2rr cos2f = (r4»')* — 477 cosf*

Hier suchen wir nun 7, »' und s einzufiihren.

oder

arr cosft = (r 7P — st = (r 1 8) (r 1 — )

also: - S
2Vrreosf = = V(r 47 +s) Vir+1r —s). (a)
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Ferner ist

sinf* = sin } (v' — #)* = cos ; 2'*+ cos } #* — 2c08 % (' — @) cos L o' cos L v
oder

. ‘ r+r" — 2co8f Vir'
51nf‘=;,+%—2cosfyfr,: = = r q.

Setzt man hier fiir » 4+ ' den Ausdruck
et = (0 ) (4 — )
und fiir 2cosfVr»" den Ausdruck (a), so kommt, wenn noch die Wurzel ausgezogen
wird :
2Vrr'sinf=Vaq(Vr + 7 s Vr +7 —s). (b)
Schreibt man nun den obigen Ausdruck fiir den doppelten parabolischen Sektor so:
B —)Vaqg =20 (tg e’ —tgio) (1 4+ itgiv 4 1 tgi ot + Lt ! vtgle)

oder:
B —4V2q = 2q* (tg 30 —tg3v) (1 +tg3vtg i o + 3 (tg o —tg 2 o))
und beachtet, dafB:

Y ] ¥ e L)
sint (v — # Vorr' sin
tgio —tgio= sl Y f

COS3 ¥ COSE W q
uuti 1 ' V_f

, cosi(v —v 1 cos

1+ tgietgie = —ILL—I—J,z ___.[,

# €OS; ¥ COS3 ¥ q

so findet man leicht: -
Ve sinf (V:r_w' cosf 4 1 77 sin f‘)
q q 3¢

= 2sinfeosfrr 4 ? ¥ Ve,

kit — 1 VE_(]-—_— 2q*

(e)

Ehe wir hier die 1. (a) und (b) und damit die Sehne s einfiihren, womit, wie sich
herausstellen wird, die Periheldistanz ¢ eliminiert wird, wollen wir zeigen, daB die
rechte Seite von (c) auf einen von ¢ unabhiingigen Ausdruck hingefiithrt werden kann.
Zu dem Ende leiten wir einen merkwiirdigen Ausdruck fiir ¢ ab*).

Setzt man fiir einen Augenblick
;(V"+v)=F neben :(v' —v)={,

ry

so wird: B
V r__cosiv  cosi(F4f) 1 —tgiFtglf
¥ cosju. cosi(F—f) 14tgiFtglf
WOraus: e
te* B — Vr'—Vr
Sy,
Triigt man dies in
_i—tglF L iR
cos ' = f—rtg% i SN F= I__—_!—_tg; 7
ein, so erhilt man rasch:
cos F' = 2 Vrr — i +_J_) cosf} sin F' = r—1 sm}_’ :
r 4 — 2Vre cosf =1 —2Vre cosf

*) Lagrange, Oeuvres Vol. 1V, p. 476.
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Da nun - - .
q = Vrr' cosivcosiv' = LVrs (cosf+ cosk),
so folgt nach kurzer Reduktion
'J'?" Sin :
g == : f ; 2 (d)
r+ 7 — 2 Vrr' cosf

Wird dies im letzten Gliede von (c¢) eingetragen, so entsteht folgender Ausdruck fiir
den doppelten parabolischen Sektor*):

% Vrr sinf (r 7 4+ Vrr cosf) (e)
und wenn dies noch mit B
Vig—= Yz Vrrsinf

r41r —2Vrr cosf
dividiert wird, folgender Ausdruck fiir die Zwischenzeit:

ifﬁ- k(' —t) = (r + '+ Voo cosf) Vrik;‘— 2 Vrr cosf. (f)

2

Bemerkenswert ist, daB er sowohl von ¢ als von der Perihelzeit villig unabhiingig ist.
Wir fithren in (¢) jetzt durch (a) und (b) die Sehne ein; schneller kommt man

zum Ziel, wenn man (c) in der Form (e} benutzt, wir wollen diese Zwischenrechnung

aber nicht heranziehen. Wird zur Abkiirzung

Vit r +s=m, Vr+r —s=mn
gesetzt, so kommt:

2Vrr' cosf = = mn, 2Vre'sinf = Vzaq (m = n)

und daher:
I I i sy
ﬁ'.[t“.-t)}’zq:quq(wg.;-n,)(i 7:_: %(”%ﬂ)
oder:
6l (' — t) = (m == n) (m == n)? = 3mn) =m® n
oder:
3 3
6k(t' — ) = (r42' 4 sp 5 (r+ r'—s)= . 9)

Durch Einfithrung der Sehne hat sich also die Periheldistanz aus der ganzen
Gleichung weggehoben und es ist eine Beziehung zwischen der Summe dér Radien-
vektoren, der Sehme und der Zwischenzeit entstanden. Dieselbe wurde zuerst von
Fiuler (Miscell. Berolin. T. VII, p. 20, 1743) aufgefunden, aber nicht benutzt; spiiter
hat Lambert (Orb. Com. § 83, 1761) sie selbstindig entwickelt und ihre Wichtigkeit
fiir die Bahnbestimmung gezeigt. Lagrange (1. c¢.), GauBl (Theoria mot. art. 108) und
Encke (Berl. Jahrb. fiir 1833) haben analytische Ableitungen gegeben.

Was das doppelte Zeichen anlangt, so gilt hier dasselbe, was wir schon bei der
Ellipse (Seite 170) fanden, nimlich daB das obere Zeichen fiir " — # < 180°, das
untere fiir v — » > 180° zu nehmen ist. In der Anwendung kommt fast nur der
erste Fall vor.

*) Lambert, Orb. Com. § 29; Lagrange. Oeuvres Vol. 1V, p. 478.
Bauschinger, Bahnbestimmung. 13
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Lambert hat die Eulersche Gleichung g) in eine Reihe entwickelt (Orb. Com,
art. 125). Beachtet man nur das obere Zeichen, so wird, da die ungeraden Glieder
sich aufheben

6K — B =3 (.q (r )7 — ﬁ S+ 1) 7 — 4—.’()‘_38‘.510 ol N e S ) :

oder

kit —1)_ (s ) )_ 1.3.5 -
{»“—F*") (a+a 46:+r 4()810(;—{—;)
Durch Umkehrung dieser Reihe erhiilt man, wenn
2k(t —8)

e R
(r+ 7>

gesetzt wird:
=n4+ 5P+ 0T+ '9':‘:?.’} s

i —1— r
Encke (Berl. Jahrbuch fiir 1833, S. 267) hat diese Reihe so geschrieben:
2k(t'— ¢
=W%-]( + St st i+ - )

und gezeigt, daBl der zweite Faktor
=145+ 550 + 5k +-

der bei kleinen Zwischenzeiten sich wenig von 1 unterschelden wird, leicht tabuliert

werden kann. In der Tat findet man dafiir auf folgende Weise einen endlichen
Ausdruck. Wird

8 .
e = Ay
gesetzt, so geht g) iiber in:

6k (t' — Y
(r 4 )
Da y stets kleiner als go° ist, so kann man

3
2

(x—l—smy} =+ (1 —siny)=.

(1 == siny) = 1 == 2s8iniy cosiy = (cosiy = siniy)®
gebrauchen und findet damit:
6l (t' — ?)

5 == (cosiy 4 sinzy)’ 7 (coszy — singy)”.
(.,- + ._,J}E
Nimmt man zuerst das obere Zeichen und entwickelt die Kuben, so kommt:
M = 6cosiy? sinfy 4 2siniy?
r+ 1)

= 6sinly — 4sin3 >
3
Dividiert man beiderseits mit 2z und setzt

sm_zy

V2

sm:r
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so folgt: .
6 k(t'—1 ; s .
— 5 = 38InT — 4Smz* = sin3x.
2% (r 4 r')=

Macht man also 32 = @, so wird folgendes System bestehen:

sin @ — .6_3 k(t__?
2% (r = 1) 10)
sinfy = V2 sin@®

- § = (r + +) siny,

aus dem die Sehne bequem berechnet werden kann. Da andererseits nach obigem:

(! ¢
- fﬁ———-—),u, 1)
r 7
so folgt:
2k (' — 1) . . . e
—— u=siny = 2singy cos;y == 28in3y V1 —sin 3y
(=t 2)*

— . —_——r 3 .
=2VzsiniO V1 — 2sin}6* = 27 sin} O Vceos3 O

oder wenn nach der ersten Gl 10)

.—W — 1)3 = isin@
2;(_3. + ?J);
beachtet wird: . o
- 3sini@® Veosi @ )
== sin @
Da
: 6 k(t'—1t
sin & = _3_—( -_._)q-———sér;,
22 (r 4 ')z 22

so kann man u leicht mit dem Argument » tabulieren. Encke hat eine solche Tafel
berechnet; sie ist als Taf. XXII der Sammlung einverleibt. Die Berechnung der
Sehne gestaltet sich hiernach einfach so:

2k (' —¥)
= log2k = 8.536 6114
(r 4+ o")2 12)
s=(r—+1r)qu
w mit Arg. y aus Taf XXITIL
Reicht die Tafel nicht aus, so rechnet man nach 10) oder nach der geschlossenen
Form:

S s O B —ij
k8 (r 72 13)
 _ 6k(t'—#sini® VeosiO
T Vr 4o sin @

Kommt das untere Zeichen in Frage, was selten genug der Fall sein wird, so gibt

die Entwicklung:
6k (¢ — )
TE o

(r )2

= 6 cos;y — 4 coszy*

13*
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oder
6k(t'—1%) _ _coszy  [cosiy\}
3 3 3 = 4 F ) 1
22 (r -+ -;")2 | i3
oder wenn
sin2 @ = %57
V2
gesetzt wird, wie vorhin:
63!: (t"— t)3 i
2:(r 4 7')=
?'— 2 > 180° 14)

cosiy = V2sin}@
§ = (r++)siny.
Da y stets kleiner als go°® ist, so folgt aus der zweiten Gleichung 10), daB man
im ersten Falle (oberes Zeichen: v — # < 180%) fiir @ stets den Wert aus der ersten
Gl. 10) zu nehmen habe, der kleiner ist als go®; dagegen folgt aus der =zweiten
Gl 14) (unteres Zeichen: v'— » => 180°), daB man fiir @ den zwischen go” und 180°
sich ergebenden Wert zu wiihlen hat.

Ubrigens folgt sowohl aus sinly = V2 sinl@ als aus cosiy = V2sini0Q:

siny = 22 sin} @ Veos? @

und das System 13) gilt somit allgemein fiir beide Fiille, nur hat man fiir +'— v < 180°
@ zwischen o® und 9o und fiir +' — » > 180° @ zwischen go® und 180° zu nehmen.

Die urspriingliche Form g) der Eulerschen Gleichung hat gerade fiir die Fiille,
wo sie am hiiufigsten gebraucht wird, niimlich fiir kleine Werte der Sehne, den
Nachteil, daBl sich daraus 6k (' — #) als Differenz zweier nahe gleich grofien Zahlen
nur unsicher berechnen liBt; die Enckesche Form ist hiervon frei und wird daher
jetzt ausschlieBlich bei der Bahnbestimmung benutzt. Man erhilt dadurch direkt
den Wert der Sehme aus den Radienvektoren und der Zwischenzeit; die umgekehrte
Aufgabe, die Zwischenzeit aus der Sehne und den Radienvektoren zu berechnen,
liBt sich zwar mittels Durchrechnung des Systems 10) in umgekehrter Reihenfolge
losen, kann aber durch Benutzung einer von Nécolai entworfenen Tafel (Astr. Nachr.
Bd. 10, S. 233) wesentlich erleichtert werden (Taf. XXIV der Sammlung). Nach
13) ist:
sin &

k' — )= Vet rs = Vr s

sin @ Vcos? @ u

und auBerdem findet man leicht

1 I I I I .
2n = ;coszy (1 +3tg2y?) = @3

man kann also ¢ mit dem Argument log sin y tabulieren und hat dann einfach:

siny = z _: P
k(t' —8) =Vr4 vsQ 1s)

¢) mit Arg. log siny aus Taf. XXITV.
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Die Benutzung der Tafel hebt den oben beriihrten Millstand bei der Berechnung
der Zwischenzeit auf; in Fillen, wo die Tafel nicht ausreicht, kann man direkt nach
g) rechnen.

57. Verhiiltnis des Sektors zum Dreieck in der Parabel. Wird wie friiher
der Winkel zwischen den beiden Radienvektoren » und »' gleich 2f gesetzt, so wird
nach Seite 193 die Fliche des parabolischen Sektors )

LVry sinf (r =+ ' < Vo' cosf)
und die Fliche des zugehirigen Dreiecks
rr'sinf cosf,

also das Verhiltnis beider o

gy L K ' Vrr' cosf.

=3 Vri' cosf
Man kann diesen Ausdruck noch mannigfach umgestalten. Sind die wahren Ano-
malien ¢ und ', so wird:

1)

r = q sec;v?
= q seciv'®
T (o
[=3:('—7)
und daher: ,
1 seciv® -+ seciv'? - seciv sec v’ cosy (v — v)
Y = —
y 3 seciv seciv' cost (v —v)
oder

v P3Hteiettgre’t + tgiv tgie’
=3 14 tgie tgie

Setzt man fiir den Augenblick

tgzv ==
. t‘g%"‘;’: ,‘.’.—|—z_:,
so wird
3433+ 3zx0 4+ &° 1 ¢
y: 3 e 1 =R —
3+ 384348 314274 ag
oder

S i(tgivi—tgle}t .
V=t ety | T L8l bieivialy).

Ersetzt man hier 1 + tgle tgle’ durch
1+ tg3o tg(f + sv) =

seciv?
1—tgiv tgf’
. T seciv® tgf?
YT S gt tef
(Lambert, Beitriige Teil 3, Seite 266; Ostwald, Klassiker Nr. 133, Seite 137); ersetzt
man es aber durch den oben bereits abgeleiteten Wert

so kommt
2)

'+ tgto tgie = L
so erscheint:

oy
1 sinf* o5

3 g cosf ’ 3)

y=1+
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Man kann diesen Ausdruck direkt aus (c) (Seite 192) ableiten, wenn man durch die
doppelte Fliiche des Dreiecks 277" sinf cosf dividiert. Endlich kann man in 1) auch
den frither bereits benutzten Winkel y, der durch

E
7 r'

siny =

definiert ist, einfithren und dadurch einen besonders einfachen Ausdruck erhalten.

Ersetzt man nimlich in

; r ' — s*
cosy’-——l—sm;"z—————( rf—e

(r+r)?
s* durch
st=r 4 — 207 cos2f = (r 4 ') — 477 cosf?,
so folgt: ot 477 cosf?
BN N
oder

Vry' cosf = L (r + ') cosy.

Dies gibt in 1) eingetragen:
114 ;cosy

Y= 3 Zcosy

oder
y=73(1+ 2 secy) 4)

(Encke, Berl. Jahrb. f. 1833, Seite 290).
Da nach 12) (Seite 195)
siny = as—,. =,
so kann man y ebenso wie 4 mit dem Argument
_ 2k('—1
Cprr

tabulieren und erhilt so y gleichzeitig mit der Sehne. Diese Tabulierung ist in
Taf. XXTI* ausgefiihrt.

58. Bestimmung der parabolischen Elemente. Die Ermittelung der Elemente
der Parabel durch zwei ihrer GriBe und Lage nach gegebene Radienvektoren r,
und r, erledigt sich nach den vorausgehenden Entwickelungen sehr rasch. Ein erster
ganz einfacher Weg ist, von den Gleichungen:

cog_%j{,__ 1 cosgw!_ I
Vg vr,’ Vq Vr,

auszugehen; setzt man nimlich

vy =1, + 2f,
wo 2f wie oben der von den beiden Radienvektoren eingeschlossene Winkel ist, so
wird aus der zweiten Gleichung

cosiv, cosf —siniy, sinf 1
Vq ke
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oder )
SIn v,
— cosf — —= = —

. Vr, ! V¢ ! Vr,
oder

VI_ sin 3 v, = —— cotg [ ——— cosecf

q

Dazu ' ’ 1)

" cosz v, = 8

Vq Vr,

liefert die Mittel ¢ und », zu berechnen. Aus
B=8§—1, 2}
folgt dann die Liinge des Perihels, und aus:

Va2, , Vo, |, i
k—tg;-:-',-i-?ktg;v,‘-;‘—l- =M, 3)
qﬁ

eventuell mit Benutzung der Barkerschen Tafel die Durchgangszeit durchs Perihel

T:t.—Mlq%.

@ und T ergeben sich auch aus den entsprechenden Gleichungen fiir »,, wenn man
dieses durch », 4~ 2 f berechnet.
Ein anderer Weg bietet sich durch die Zusammenstellung folgender oben (Seite 192)

abgeleiteter Gleichungen dar:
(r, 4 r,—2Vrr, cosf) sin F = (r,— »,) sinf
(ry 4 ry—2Vr,r,cosf) cos¥ = 2 Vr,ry— (r, + r,) cosf 4)
(¢, 4 74— 2 V7, cosf) q = »,r, sinf™.

Aus den beiden ersten folgt /' und », 4 r,— 2 Vr,7, cosf, welch letztere GroBe zur
Kontrole auch direkt berechnet werden kann, und aus der dritten ergibt sich q. Aus:

n=F—f, w=F+f

ergeben sich dann », und ¢,, mittels derer man wie vorhin zu @ und T gelangt.

Ein dritter Weg endlich bedient sich des Verhiiltnisses Sektor durch Dreieck .
Dieses spielt also hier nicht die groBe Rolle wie bei der elliptischen Bewegung,
sondern kann entbehrt werden, wenn man die anderen Methoden anwendet. Da
einerseits

k (t']. e tl.) V2_'}' s
T sinzf Y

und andererseits nach Gl 4) (Seite 198)

siny =

iy
fri-{-r,_'”
y = & (1 + 2 secy)
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ist, wo die Sehne s bei der Bahnbestimmung ohnehin berechnet werden muB}, so folgt:

747y Sin2f ?_f)

2q = ‘k.(t‘-———t‘} 7)

Die iibrigen Elemente bestimmt man wie vorhin. In der Regel wird man sich also
des Ausdruckes 7) nur zur Kontrolle bedienen.

59. Das Verhiiltnis der Dreiecksflichen in der Parabel braucht nicht be-
sonders abgeleitet zu werden, denn die Resultate der Nr. sz gelten ihrer Entstehung
gemil fiir alle um die Sonne laufenden Himmelskorper.

Ebenso kinnen die Beziehungen zwischen drei Radienvektoren der Parabel un-

mittelbar den Entwicklungen der Nr. 54 entnommen werden, indem man L 0
setzt. Man erhiilt aus Formel 3) (Seite 184)

. 17173
T, 7 Tyt = v, 4 T ) 1)
1

genau bis auf Glieder dritter Ordnung inkl., und aus Formel 5) (Seite 185)
Alrli(l_i._B:li)"i— Aa"a‘(l_i:ljg)= ’}i(l +i.ljg): 2)
i 3 2

genau bis auf Glieder vierter Ordnung inkl. Die Anwendung beider setzt einen
Niherungswert des gesuchten Radiusvektors voraus.
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Abschnitt XIII.
Die Bewegung in der Hyperbel.

60. Die Bewegung in der Hyperbel. Im Fall der Hyperbel, wo die Exzen-
trizitit e groBer ist als 1, wird, wie wir oben (Seite 128) bereits konstatiert haben,
die Konstante a negativ. Die bei der Ellipse eingefiihrten HilfsgriBen ¢ und E
wiirden also imaginir. Es empfiehlt sich daher, andere HilfsgroBen zu gebrauchen.
Fiihrt man zuniichst den Winkel @ ein, definiert durch

cosy = ;-, 1)

so wird die Gleichung

P
I} €ecosv

sofort in folgender Form geschrieben werden kénnen:

pcos P cosipy

=Es¢+c05'uzzcos§(v+ ) cosg[v'-— },b)’ #
aus der ersichtlich ist, daB von » = o bis » = 180°— » der Radiusvektor » stets
wachsende positive Werte annimmt, daB fiir * = 180°— y selbst der Radiusvektor
unendlich groB wird, dall er dann von da an bis v = 180° - w stets negative Werte
annimmt, die einem zweiten hier nicht weiter in Betracht kommenden Zweig der
Kurve entsprechen (siehe Seite 128), und daBl von ¢ = 180° 4 ¢ bis 360° wieder
positive Werte von » sich ergeben. Wir betrachten hier nur den Zweig der Kurve,
der zu Werten von » zwischen 180° 4 ¢ und 180°—  gehort; fiir die letztere Grenze
verschwindet der erste der beiden Faktoren cos} (v 4 @) und cos; (v — ) und fiir
die erstere der zweite; filr + = o werden beide einander gleich. Setzt man daher

cos: (v — )

G &
so wird w = 1 fiir » = o, und gleichen Werten von », aber von entgegengesetzten
Vorzeichen, entsprechen reziproke Werte von #; ferner wiithrend » von 180°-4 i bis
180° — ¢ sich bewegt, geht » von Null bis Unendlich. Diese GriBe empfiehlt sich
also als HilfsgréBe. Wir fithren gleich noch eine zweite ein, die der exzentrischen
Anomalie bei der Ellipse entspricht und definiert ist durch

T 8__1 1
tg;F=V3+,tg;ir- 4)

Deren geometrische Bedeutung haben wir bereits Seite 119 kennen gelernt. Endlich
wollen wir den absoluten Wert der Konstanten @, die negativ ist und nach wie vor
als groBe Halbachse bezeichnet werden soll, mit a bezeichnen. Dann ist

p=a(t1—e)=—a(1—¢e) =a(*—1) =atgy’
oder
a = p cotgy?, 5)
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die Periheldistanz ¢ wird:
pcosy peosy p

1= 2 costy® 1+costp_3+1=a{e_.l)'
Zwischen » und F bestehen folgende Beziehungen:
Ly 7 jp— e—1 I — tok g

tg'z'F_Ve_l_lt’get_'t'gﬂwt'gut’_u_‘_'l 6)
und umgekehrt: .

_cosj(v—uy)  1+4tgil o s

sty 1—tgF BT, 7)
und ferner noch:

1 I - cos il cosv __ e+ cosv

: |, L (. _—

cosF ~— ® (u—f— u 20083 (v + Y)cosk(v — ) 14 ecosv
x 3 S
tgF=;(u——u)

Jetzt konnen leicht die Beziehungen zwischen den Polarkoordinaten einerseits
und den Hilfsgriflen F' oder « andererseits aufgestellt werden. Wenn man in 8) auf
beiden Seiten einmal 1 subtrahiert und dann addiert, so ergibt sich:

V; Sin %U —— V'(E_—-_I’;_C_USF S]-_Il%j“ — Va" {:D:_FI_) Sin%F

: a(e ,
Vrcostv _V(e—i-l cos T °0%3 IF= V .t cos L F

beziehungsweise:

Vrsin u:—;&]/(;_— (w—1) = p Va,(e+ 3 ~(w—1)

(6 41) =— V&{S; 1) (= 1).

8)

10)
= I
Vrcostv = —
(e+1)u + 1) u
Aus der Multiplikation der Gleichungen dieser beiden Gruppen erhilt man die
ersten Gleichungen der beiden nachstehenden Systeme und aus der Verbindung von
2) und 8) die zweiten:

rsinv = p cotgy tgl'= a tgy tg ¥

rsinv = 1p cotgy (u — -;) = 3a tg‘P(u - é)

11)

12
rcosw=1pcotgw*(ze—u—i)=la(zg_u__l). )
@ u 2 .

Endlich erhilt man durch Quadrieren und Addieren von g) bzw. 10)

7= a(____e 1
= "N\eosF )
oder 13)

r=iafeferg) —2)
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und aus 6)

tgio = eotgiy ter = )/ O L igim

oder 14)
L S : “_le.
tgsv COtgatPu__]_l

e—1u+1

Nach diesen Vorbereitungen kann die Integration der Gl. g) (Seite 127) im Falle
der Hyperbel leicht erledigt werden. Wir erhalten dadurch die Beziehung zwischen
der Zeit und den HilfsgriBen « oder F), welche in Verbindung mit einer geeigneten
Auswahl aus den Formeln g) bis 14) die ganze Aufgabe lésen. Wird die Formel 7)

cos; (v — o)
U = ———T
cos; (v + y)
logarithmisch differenziert:
du . . =
w —steslv+ ) — tg3 (v — y)dv

und dann mittels 2) transformiert:

du _rtgy ,
w  p

v!
so kann man die Gleichung o)

rrde =kV1i+mVpdt
zuniichst in der Form: p

rp du __ o ———

und nach Substitution von » aus 13) und p aus 5) in der Form
3f, 1 1 N
ﬂa’(;e(l—l—aﬁ')-—‘g)du:k I+mdt

schreiben, die leicht der Integration unterworfen werden kann:

kVi+m
—

(%e(u-——;)—lognat.u): t4c.

a2

Im Perihel wird « = 1, also die linke Seite dieser Gleichung Null. Nennt man also
die Durchgangszeit durchs Perihel T, so wird die Integrationskonstante

kY m
1 ;— T :

aﬁ

H

multipliziert man gleichzeitig mit dem Modulus Mod der Briggsschen Logarithmen,
so erscheint die Gleichung schlieBlich in der Form:

ModkVi1 + m
T

a!

i Mode (u — é)u-Logu= t—T) 15)

oder wenn statt « durch 7) und 8) F eingefiihrt wird:
ModkVi +m

a

Mode tg F' — Logtg (45°+ 21") = (t—"T). 16)

w0
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Durch die wieder am zweckmiiBigsten durch Versuche geleistete Auflosung dieser
transzendenten Gleichungen wird % bzw. /' durch die Zeit bestimmt und hierauf »
und » durch eines der Systeme g bis 14). Ist umgekehrt die wahre Anomalie v ge-
geben und soll daraus die Zeit ermittelt werden, so wird man « aus 7) (und gleich-
zeitig » aus 2)) und dann ¢ — T aus 15) oder man wird /" aus 6) (und » aus 11)) und
dann ¢ — T aus 16) bestimmen.

Wir gehen auf diese Rechnungen hier nicht niiher ein, da hyperbolische Be-
wegungen am Himmel nur unter Verhiiltnissen vorkommen, wo man von anderen
Vorschriften Gebrauch machen muB, deren Erliuterung erst spiiter (Nr. 64) zn
geben ist.

61. Das Verhiiltnis des Sektors zum Dreieck in der Hyperbel kann in
ganz ihnlicher Weise behandelt werden, wie dieselbe Aufgabe bei der Ellipse (Nr. 49).
Indem wir hier nur der Analyse von Gaull (Theoria motus art. gg—103) folgen, be-
halten wir die bei der Ellipse eingefithrten Bezeichnungen p, », ¢/, f= L(v'— v),
F = (¢4 ») (nicht zu verwechseln mit dem Hilfswinkel ), #, #, ¢"— ¢ bei, nennen

die groBe Halbachse, wie in voriger Nummer, —a und setzen die Exzentrizitit
e= EU;_!,U; die HilfsgrioBe u sei fiir den ersten Ort mit %, fiir den zweiten mit Ce

bezeichnet. Dann geben die Gl. 10) (S. 202)
st —: =12 (1/C_ Ve
o= VIS (V2 /5)
LIS TR I{e -+ I_a -C_ c
slnzu_;V—-—}_—-—-— _c-_Vo.

cossv'=3 ) ———

sin o' = ;VL _t_,’) =

woraus man sofort ableitet:
. et—1 I
sin =1 ]/—-— ( =
sin = a4 = C c

sinf = ,a"/gi_l (G 1
T rr e

et = 2 (o) = (04 )
oosf = 7= (e (0+¢) = [+ )
ferner gibt die Gl 13) (S. 202)
C= (S )
Ll
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Trele- ) )

S o) 2=

a

woraus

Verbindet man die letzte Gleichung mit obiger fiir cos f, so folgt:

I - I "
e+
oder wenn wie bei der Ellipse
r+r I !
aVrr cosf B

gesetzt wird, indem wir nur den Fall eines positiven cosf, also »' — » < 180° be-

trachten: - -
8‘5 — i(Vc — V-::—)‘} cos fVrr'

=T

Subtrahiert man die fiir die Zeiten ¢ und ¢ angesetzten Gleichungen 15) (Seite 203):

: (__- )_1 C ﬂVl—!-m{t__TJ
a?

. 1 8 EVi+m —|—m

2.«3(0’0-— _()‘E:) —logCe=—4— 3 (¢ —1T)

voneinander:
kVi++m(t —t i 1 1 ‘
PR (o o= ) e
eliminiert € mittels obiger Gleichung fiir cos f:

- %) cos fVrr'

a

e

3
a2

—{—g(c'-—%)— 215g0,

und ersetzt endlich a durch den oben abgeleiteten Wert, so erscheint, wenn zur
Abkiirzung

I
B ¢t — — — aloge R (r +m)t' — &) _
. L —Cn .
_-(VG—VE') ="y : ‘(c—i i % (2 cos fVrr)?
¢

gesetzt wird:

Vm=Vli—z+ (VI—2)%,
worin Z folgende Funktion von x ist:
(1 4 22) Vz +2* — log(Vl +zx4Vz) .
2 a’.- + n)

Z =
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Nach der Bedeutung von ¢ ist es um so weniger von 1 verschieden, je niither die
beiden Orte einander liegen. Nehmen wir diesen Fall an, so wird x eine kleine

GrioBe sein, nach deren Potenzen wir Z entwickeln wollen. Differenziert man
2(x 4 -x*]-‘E Z=(1+422)Vz+2* —log(V1 +z +Vz),
so folgt:

3dZs : : —
26+ 2 G+ 340+ 2 Va2 = 4Va £ 2
oder 7
d
% ) = 4 — x

(2x + 22%) = = 4 — (3 +6%)Z.
Daraus sieht man, daB Z in derselben Weise von — » abhiingt, wie bei der Ellipse
(siehe Seite 158) X von x, so daBl man ebenso wie dort erhiilt:

-6-8
7

5

+

Z=4 _
3

a2

e

|

v 43
A

(4]

und wenn
4
r

— 3
T4 +0)

gesetzt wird, so wird I sich ebenso durch — x bestimmen, wie dort & durch z. GauBl
hat auch fiir { eine Tafel berechnet, die sich in Taf. XX unter der Uberschrift
»Hyperbel« vorfindet und in die mit » als Argument eingegangen werden muB.

Diese Entwicklungen vorausgesetzt, quadrieren wir den Ausdruck fiir das Ver-
hiiltnis des Sektors zum Dreieck (sieche Gl 1) Seite 155)

Y EYi4+mVp(t' —1
= rr' sinz2f

ersetzen p durch ale* — 1) und fithren die vorhin definierte Abkiirzung m ein, dann

kommt zuniichst:
2cosfalet— 1)

¥y=m - =
sin f*Vry'
Wird hier
. et — 1 (i R
T — 1t R
sin f* = 1a =2 (t‘, c)
und
8 (1 — x) cos fVry
iy
)
C
eingetragen, so folgt
TN e e
yrm—— o.der - l I

Wird dies mit der vorhin abgeleiteten Gleichung
Vm=Vi—z+4+(VI—2)Z
verbunden, so ergibt sich

m
y—-:=y—,Z, 1II.
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d. h. wir haben in I. und II. dieselben Gleichungen zur Bestimmung von y, wie fiir
die Ellipse, nur daB an Stelle von z tritt — x; es kann also zu ihrer Auflésung das-
selbe Verfahren eingeschlagen werden, wie fiir die Ellipse, d. h. wir setzen

m
h=—
g
entnehmen damit, zuerst £ — o setzend, aus Tafel XIX #* berechnen damit x aus
) m
— ?’_‘ —=biy

entnehmen mit x als Argument aus Tafel XX, Kolumne Hyperbel, I, berechnen
damit einen genaueren Wert von /% usf.
Da x positiv ist, so ist die GriBe

|B

y
im Fall der Hyperbel negativ; im Fall der Ellipse ist sie positiv, da = (Seite 158)
positiv ist. In der Parabel, wo e =1, ¥ =0, also # = 1 und ¢ = 1 wird, folgt
x =o0. Diese Grofle gibt also ein Kriterium fiir die Art des Kegelschnittes ab,
indem

D =i

yl

Il

positiv einer Ellipse,
o einer Parabel,

I

I

negativ einer Hyperbel
entspricht.

62. Die Bestimmung der Elemente der Hyperbel erledigt sich in derselben
Weise wie bei der Ellipse. Zuniichst ergibt sich aus der Gleichung:

==

e=142x+2Vz+2a;
durch Einfithrung des Hilfswinkels »

der Wert von ¢

tgzn = 2Vz 4 2*
wird bequemer:

c=tgzn+Vi+tgzn® =tg45°+n). 1)
Weiter wird aus der Gl. Seite 206:
rryysinz f\*
e fEAIEG IO 2
» ( k (ts T t|] )

oder auch, wenn m eingefithrt wird:

__ytsinftgf Vr,r, _ sinftgf Vrr,
- {ong z2m T 2(l—a)

Da ¢ — % = tg (45°+ n) — cotg (45°+ n) = 2tg 2n, so folgt aus der Gl. Seite 205:

. (l —z) cosfVr,r,
o tg 22*
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und daher _—
V=i =ty =)/ £ =8, 3

woraus sich die Exzentrizitit ergibt. Die wahren Anomalien #», und », bekommt
man folgendermaBen. Wenn man aus den Gleichungen Seite 204 und 203 '

sinf_..a]/?(c >
=te{0—g) (=)

1 e . .
e eliminiert, so erhiilt man zur Bestimmung von C die Gleichung:

c_1 _(n=r)Ve—1_ sny@r,—r)
0T eanfvrn T fvi,
oder: Sm —
ol == Y s —
2sinf V'r‘ 2 4)

C = tg(45°+ N)
oder wenn, wie bei der Ellipse, der Hilfswinkel w durch

4
tg (45°+ ) = VT‘
eingefithrt wird: l
taa N e 2sinytgzw

sinf cosz2 w 4%

C=tg(45°+ N).
Die fiir die beiden Orter geltenden HilfsgriBen

u, = — und  u, = Ce

sind jetzt als bekannt anzunehmen und ergeben durch die Gleichung 14) (Seite 203)

tg.’_g pa— 2.6__1 -___1___
T ut gty
die wahren Anomalien, niimlich:
g O—F 8 _mmlV ) 3
B0 Tke Wiy~ cos(N+n tgiy ,
tgio,— Ce—1 1 _ sinN+m ’
*T Ce+41 tgiy cos(N—m) tgiy
Kontrole v, — v, = 2f.

Man kann sich auch der Hilfsgrifle # bedienen und nach

: C
tg(4s°+ ) =u, =

tg (45°+ L F,) = u, = Ce

1 I
t‘g;vlztgﬂ 1 tg lp

tg'v—tgth "
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rechnen, doch ist der erste Weg der kiirzere. Aus v, und », folgt die Liinge des

Perihels
W=8,—0U, =8 —1,. 6)

Die Durchgangszeit durchs Perihel endlich ergibt sich aus Gl. 15) (Seite 203), an-
gewendet auf die beiden Orter:

e
t,—T = :{Mocl (Mod = (ecl — -—) — Logu, )
3

e Mod - [, —-—)—Logu)

2 Mod (
oder nach Einsetzung der Werte von %, und u,:

t, —T =

3
az (2eco8(N - n)sin (N — n) 4, tg (45° 4 1 '})
- Mod cos2 Ncoszn Mod —Tuog tg (45° +n)

3
__a* [zecos (N — n)sin (N + n) T 5 ;
== kMod cosz2 N coszn Mod — Log (tg (a5°-+N) te (45°+ n)))

Da die halbe Summe dieser beiden Ausdriicke

3
'tl —- t'l az e tg 2 N . o -0 '.)
2 — T = iafod\ coszn Med — Logtg (s5°+ X) 7

sich am einfachsten rechnet, wird man sie zur Berechnung von ' verwenden. Die
Differenz 5 .

__2ac fetgon
t, — t, = Mod \soc s N Mod — Log tg (45° 4 HI)

kann dann zur Kontrole dienen.

63. Der Lambertsche Satz fiir die Hyperbel. Wie fiir die Ellipse und
Parabel kann auch fiir die Hyperbel eine Beziehung zwischen der Zwischenzeit, der
Summe der Radienvektoren und der Sehne abgeleitet werden, welche nur mehr die
Halbachse enthiilt. Die direkte Ableitung ist ganz iihnlich der fiir die Ellipse durch-
gefiihrten (siche GauB, Theoria motus art. 10g); wir wollen hier darauf wegen der
seltenen Anwendung nicht eingehen und bemerken nur, daB man den Satz fiir die
Hyperbel erhiilt, wenn man in dem fiir die Ellipse statt @« — a setzt. Es wird:

EVidmt—t) =244 s o4 r—ef) — = S (r+r+ofxr+r—9)

8o a

-}~ 3 1 (;-+:“—[—s)3:‘:(r+r’—s}£)—---

1792 al

und das obere Zeichen gilt fiir v — » < 180° und das untere fiir " — » >> 180"

Bauschinger, Bahobestimmung. 14
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Abschnitt XIV.
Bewegung in parabelnahen Bahnen.

64. Bewegung in parabelnahen Bahnen. Die Formeln, die wir fiir die Er-
mittlung der Polarkoordinaten » und » aus der Zeit in der elliptischen und hyper-
bolischen Bewegung abgeleitet haben, versagen in rechmerischer Beziehung, sobald
die Exzentrizitit ¢ sich der Einheit niihert; man muBl daher fiir diese, in der Natur
nicht seltenen, sogenannten »parabelnahen< Bahnen, besondere Vorschriften aufstellen.
Wenn man die Keplersche Gleichung

M=FE—e¢sink

dFE 1

dM ~ 1—ccosE’
so erkennt man, daB bei diesen Bahnen fiir kleine Werte von E die versuchsweise
Auflosung dieser Gleichung deshalb miBlich wird, weil M als Differenz zweier nahe
gleich groBen GriBen zu rechnen ist und weil der Korrektionsfaktor zur Verbesserung
von [, nimlich 1:(1—eccoskE) groB wird. Schreibt man mit Bruns (Astrand,
Hilfstafeln, S. IX) die Keplersche Gleichung so:

M=FE—snkK -+ (1 —¢) sink

differenziert:

und beschafft sich ein Mittel, um K — sin£ sicher zu bilden, so wird der erst-
genannte Ubelstand vermieden, und man kann mit Hilfe der regula falsi rasch zum
Ziel kommen. (Siche »Tafeln« 8. 17.) Andere Verfahren beruhen auf dem Umstand,
daBl die wahre Anomalic in der parabelnahen Baln sich nur wenig von der
der parabolischen von gleicher Periheldistanz unterscheidet und daB daher der
Unterschied zwischen beiden als Reihe, die nach einer passenden Funktion der Ex-
zentrizitiit fortschreitet, entwickelt und tabuliert werden kann; es ist dies das Simp-
son-Besselsche Verfahren (Bessel, Ges. Abh. Bd. 1, S. ¢), wo nach Potenzen von 1 — ¢
entwickelt wird, und das konvergentere und genauere Briinnowsche Verfahren (Astr.
Notices Nr. 2 und 23), wo nach Potenzen von :—_T_—Z entwickelt wird.  Oppolzer
(Bahnbestimmung Bd. I, 8. 65) und W. Ebert (Klinkerfues, Bahnbest. 2. Aufl. S. 49)
fithren die Gleichung zwischen # und » direkt auf die Form der Barkerschen Gleich-
ung iiber. Vor allen diesen Methoden behauptet die Gaupfsche (Theoria motus
Nr. 37—46) den Vorzug der Allgemeinheit und Schiirfe und soll daher allein hier
zur Darstellung kommen.

Wenn E groB ist (etwa > 60°), dann treten die oben genannten Hindernisse
der Auflésung der Keplerschen Gleichung nicht auf; die jetzt auseinanderzusetzende
Methode braucht also nur kleine Werte von F in Betracht zu ziehen.

Um zuerst die Ellipse zu behandeln, schreiben wir die Keplersche Gleichung in

der Form =
EVi—+m(t —T)
3 )

w=

E—¢sinll =
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wo offenbar T die Durchgangszeit durchs Perihel, also # —T die seit dieser ver-
flossene Zeit bedeutet. Vernachlissigt man die Masse 2, was bei den hier in Be-
tracht kommenden Korpern stets geschehen kann, und fithrt die Periheldistanz ¢
ein, die nach Gl 20) (Seite 134) gegeben ist durch

g=ua(1—¢),

so liBt sich der Gleichung folgende Gestalt geben:
3

t— ) (5F + & sinE) + (5 + 56 (E—sinE) = k(t—T) (*—2)’
(1—e)( z

oder: -
LloB 4 B+ 5 it E g TV e
{}2
Setzt man nun % B
4 — 81N f%
A =18 (a)
B— g_E+ Ja_nnE (b)
20V 4
alap? — __!_:'.:_Q._ﬂ.’._
teglwu —5(1_E}A (c)
so findet man leicht, dali die Gleichung iibergeht in:
V2, o0 V2, . o (t—T)VE(+ 99
'1._‘ t'g'z t + F t'gq w? = 3 B 1 '[d_)

q!
die mit Hilfe der Barkerschen Tafel nach « aufgelost werden kann, sobald B be-
kannt ist. Wir untersuchen die Grofienordnung von B, indem wir ¥ als eine kleine
GriBe erster Ordnung betrachten. Es ist

oF 4 sinil = 10K — B+ B8 — - .

120

E—sinE= B — 5B 4 B —

120

folglich wird:
A=iE— L E'— i -E'— ...

120 20160

B=1+4 ;B —---,

d. h. 4 ist von der zweiten Ordnung und B unterscheidet sich von 1 nur um eine
GriBe der vierten Ordnung. Darauf baut sich folgendes Niiherungsverfahren auf.
Man setzt zuerst B = 1 und bestimmt damit w aus (d), dann 4 aus (c¢) und B aus
(b); damit wird die Rechnung wiederholt, bis sie steht. Dadurch kommt man in
den Besitz des wahren Wertes von 4, der zur weiteren Lisung der Aufgabe, die
wahre Anomalie v zu bestimmen, wie folgt dienen kann. Da

‘14+e¢e, .,
tgiv = VT__F_B tg: &,

so empfiehlt es sich augenscheinlich, tgX K mit 4 in Verbindung zu bringen. Setat

man
t‘g;Ei= T,
14*
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so wird:
_ 2tgiE 2V R 5 .
e - g o R Y b L)
und B B
E=zarctgVe=2Ve(1—3v+ 22— 3234 -..);
also:
15(F —sinE) = 2Vr (107 — 20 4 P2 — .. .)
und
9F + sinE = 2V7 (10 — 27 4 He* — 2873 4. . )
und folglich durch Division:
15 (K —sink) =

= rap = i T
Kehrt man diese Reihe um, so folgt:

A
_=I—';'A+ 1?5*’1‘ 525‘13+ 336875A{+

T

oder, wenn die GriBe vierter Ordnung

izt wird :?SA +'ST=_5A3 ;EE;SA G =C
gesetzt wird:
%mz—-}A + C.

Somit wird:

tgi?'=Visz_ V:iil/x-——sj—l-c

' l/1+e s(i—e)  tgiw
tgiv = ey
I —¢ 1’“[*‘99]/1—";‘1--{(,

oder nach (c)

oder
LI p— me) i T
tgiv = S 0% o-tgiw, (e)
wenn
1
"= Vicidt o H

gesetzt wird, Hier kann gleich die Bestimmung von » mit angefiigt werden; nach
GL VI (Seite 138) ist:

o . cosz F* 1
=1 cosiv* T 1 (r 4+ tgz5*) cosieo®’
also:
L1 g _1—34+4+C ¢
S I T cosiet 1+ 14+ C cosiet
oder
— q
A (v cosZo)®’ (&)
wenn
s +
S 5._ L e h

gesetzt wird.



64. Bewegung in parabelnahen Bahnen. 213

Ehe wir zusammenfassen, zeigen wir, dal B als Funktion von A dargestellt
werden kann. Es ist

Vad= V“(l_“""l' 5T — Hsr+ )

und daher

_9E—|—-sin§__ 5 g
 20V4 ok
woraus:
B=1+ 354"+ 5482+ - - (i)

Da hiernach B mit dem Argument A leicht tabuliert werden kann, so erledigt sich
der oben beschriebene NiherungsprozeB zur Ermittelung des wahren Wertes von 4
sehr rasch. Ist aber dieser erlangt und hat man ¢ und » ebenfalls mit Argument A
nach (f) und (h) tabuliert (was zuerst Marth Astr. Nachr. Bd. 43, S. 115 ausgefiihrt
hat), so folgen » und » durch (e) und (g). Die hier als wiinschenswert erkannten
Tabulierungen sind in Taf. XVII gegeben. Wir stellen die Formeln zur Berechnung
eines Ortes nochmals zusammen. Mit einem bei Ephemeridenrechnungen sich von
selbst darbietenden Niitherungswert von #, oder in Ermangelung eines solchen mit
dem aus

?tg w + Va tgzzcﬁ

W | P
— Vis(1 +9¢)
q?
mittelst der Barkerschen Tafel gefundenen Werte von 2 rechnet man

_5(t—e

%
A tgZw
entnimmt damit B aus Taf. XVII, sucht da.nn W VOn neuem Aaus
Vztgﬂu,..{_l/ tga wd = ;EM,
q: B

rechnet 4 usf., bis die Rechnung steht. Mit dem definitiven Wert von 4 entnimmt
man ¢ und » aus Taf. XVII und hat dann

5(r+e)tg

tgzv=ua F o8

- q
(v cosiv)?

7, sin: 5(+€)
Vr_; ysingv = UVT-FQ_B tgzw

r’" I
— P COSIV=1.
q

Die umgekehrte Aufgabe, niimlich die seit dem Periheldurchgang verflossene
Zeit ¢ — T aus » zu ermitteln, erledigt sich leicht mit denselben Hilfsmitteln. KEs
kommt offenbar nur darauf an, einen ersten Niherungswert von 4 zu erhalten; ein
solcher ist aber nach obiger Reihenentwicklung, wenn Glieder vierter Ordnung iiber-
gangen werden:

oder auch:

r = tgiE = _:'L—g tgiot,
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Entnimmt man mit diesem der Taf. XVII ¢ und rechnet:
tgle
T v i 9
VA ) ()
14 ge

tglw =

so folgt ein strengerer Wert von 4 durch

=
1 + 98 t'g:u 1

mit dem man wieder ¢ entnimmt. Dies wird so lange fortgesetat, bis sich ¢ nicht
mehr findert, worauf man gleichzeitig B entnimmt. Dann gibt (e) den strengen Wert
von 2; mit diesem als Argument entnimmt man nach Gl. (d) (Seite 211) der Barker-
schen Tafel _

W — t'—TV'ix_o(I -+ QgJ

eSS B 8

q?
woraus
3
V&5t +9¢
Der Fall der parabelnahen Hyperbel wird in ganz analoger Weise behandelt wie
der der Ellipse. Die Gleichung zwischen der Zeit und der HilfsgroBe « (Seite 203)
3
%c(tc — :{) — log nat. u = -F-Ls t—T)=k (p ;—]-)'(t —T)

=

t—T =

liilBt sich so schreiben:
3
G K] £y B Afxf, TV . N _ pfe— IV,
{G_I)(zo (” ,”) +lO logu)+(lo+sne)(= (H ?t) log“)_]'( q ) (t T)'

Wird logz als GriBle erster Ordnung angesehen, so werden die beiden Klammer-
ausdriicke von der ersten beziehungsweise dritten Ordnung und daher wird

w— > log
:(“ ;;)_ g

A — _Z- :
X i o
na(u' R)_f—- 10 ]Qb“
von der zweiten Ordnung, und
1
st — )+ % logu
B= ( “)_ o (b)
2V 4

wird sich von 1 nur um eine GroBe der vierten Ordnung unterscheiden. Setat
man noch

s n— 1 9e
t'gé'”g—' 5[:0— I}A’ (G}

so fiilhrt man obige Gleichung leicht in folgende Form iiber:

Va .. 1 ¥z s o
- tglew +€~k-— tglu® =

A

2 t—TVE 1+ 06
q_% ; (IB+ oe}? ()
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die mittels der Barkerschen Tafel nach w aufgelist werden kann, sobald B bekannt
ist. Nun ist in erster Niiherung B gleich 1 und allgemein kann es als Funktion
von 4 dargestellt und tabuliert werden. Bestimmt man also mit dem ersten Niihe-
rungswert von w« aus (d), indem man B =1 setzt, die GroBe 4 aus (¢):
—S—1), s
_ 1__|_ qe tl:z w ?
sucht den zugehirigen Wert von B, lost (d) nochmals auf usf., so erhiilt man
schlieBlich den wahren Wert von 4, der zum wahren Wert von » in folgender Weise
fiihrt. Da nach Gl 14) (Seite 203)

S e 1u—1
tg -_'Ve—lu—l-l’

=)
= i -—;— o
in Verbindung bringen. Man erhiilt fihnlich, wie bei der Ellipse:

A
) 4 8 42 _8 43 1896 a__
==} + A4 A — S A 1004

so wird man A mit

oder %z 1+ 14+ C. Somit wird:

. e—i—r e -1
tg;v=V '''''' Vg._ly 4L C
oder nach (c)
tgiy = 5 (e 1) tg 2w

t+9¢ Vit idt C
1

Vi—i--‘-jﬁl—[—()

V5 c+ J o tglw.

Zur Berechnung von » bedient man sich am swherst.cn und bequemsten der Formel

e P _ g
1 + e cosv 1 +ecoss
Die nach dieser Methode erforderlichen Tabulierungen von B und ¢ mit dem Argu-
ment A sind in Taf. XVIII gegeben.

Zur Losung der umgekehrten Aufgabe, die Perihelzeit aus der wahren Anomalie
zu ermitteln, ist in Taf. X VIIT die hier mit 7, in der Tafel mit T bezeichnete GriBe
aufgenommen worden, welche aus

oder endlich, wenn
ag =

gesetzt wird:

e — 1
e-+1
gefunden wird und sofort zu einem fast strengen Wert von ¢ fithrt. Wird mittels
desselben 2 aus

= tg it

tgle
5.(e+ 1)
N 1 ge

tglw =
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berechnet und sodann A aus

56— 1)

149ge’

so gibt die Tafel mit diesem Argument A4 die strengen Werte von ¢ und B. Damit
rechnet man den strengen Wert von % und bestimmt dann aus Gl. (d) den Wert
von ¢ — T. Hierbei kann man sich der Barkerschen Tafel bedienen, indem man den
zu 2w gehorigen Wert von M aufsucht und dann hat:

A =tgiu*

3
M B>
O '
Vie(t + 9¢)
Vergleicht man die fiir die Hyperbel abgeleiteten Formeln mit denen fiir die Ellipse,
so erkennt man, daBl erstere aus den letzteren sich ergeben, wenn man in diesen A,

(1 —e)

—runds

14 ge

t—T =

negativ nimmt. Das folgt schon daraus, da} in der Ellipse

tely = ]+ptnr§F1
gV = —

T e + 1 T nl
t.g."; v =V.{-_-__l tg,F

tgiE=V—1tg.F
ist; wir konnten also, wenn wir nicht imaginiire Griflen hiitten vermeiden wollen,
aus den Formeln fiir die Ellipse sofort jene fiir die Hyperbel abschreiben.

in der Hyperbel aber

und somit

65. Ephemeridenrechnung bei parabelnahen Bahnen. Das ehen ausein-
andergesetzte GaulBlsche Verfahren zur Berechnung der Polarkoordinaten ¢ und »
in parabelnahen Bahnen LiBt an Schirfe nichts zu wiinschen iibrig, bei Herstellung
einer lingeren Ephemeride ist es aber trotz einiger sich von selbst darbietenden
Erleichterungen etwas miihsam, wenn Ort fiir Ort nach demselben gerechnet wird.
Das ist nun aber nach einer Bemerkung von Kruweger (Astr. Nachr. Bd. 117, S. 300)
nicht notwendig, sondern man kann alle weiteren » sich durch einen einfachen
Kunstgriff verschaffen, wenn man etwa die drei ersten durch den GauBschen Algo-
rithmus erhalten hat. Da nimlich der Radiusvektor sich sehr regelmiiBig iindert,
kann man ihn leicht fiir das folgende Intervall extrapolieren und damit dann

, e
w tﬂ; =W ¥ ¥e _f_,_[ =)
berechnen (w0 = Intervall der Ephemeride in Tagen); wird die Reihe der w %?t der
mechanischen Quadratur unterworfen, so erhiilt man die ». Rechnet man dann »
durch

q(1t+¢)

I | ¢ cosv

und findet l:'berninstimmung mit dem extrapolierten Wert, so ist » streng richtig,
wenn nicht, dann wird mit dem neuen » die Rechnung wiederholt. Man kann auf
diese Weise grofle Strecken der Ephemeride berechmen, ohne auch nur die mittlere
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Anomalie anzusetzen. Von Zeit zu Zeit wird man zur Kontrolle ein » nach dem
Gaulischen Verfahren rechnen. Betreff Einzelheiten der Ausfiihrung sei auf die
Tafeln Seite 22 verwiesen, wo auch ein Beispiel durchgefiihrt ist.

66. Die Lambertsche Gleichung bei parabelnahen Bahnen. In den Num-
mern 51 und 63 haben wir den Lambertschen Satz fiir die elliptische und hyper-
polische Bewegung abgeleitet, der eine merkwiirdige Beziechung zwischen der Zwischen-
zeit {' — ¢ einerseits und zwei Radienvektoren » und #, der zwischen ihnen liegenden
Sehne s und der groflen Halbachse @ andererseits darstellt. Wie wir schon hervor-
gehoben haben, ist dieser Satz fiir die Bahnbestimmung im allgemeinen von geringer
Bedeutung, im Falle parabelnaher Bahnen, also groller @, aber leistet er sehr
schiitzenswerte Dienste. In der Form der Reihenentwicklung 6) (Seite 170) ist er
allerdings auch dann nicht zu verwenden, da sie eine zu geringe Konvergenz besitat,
und in der endlichen Form 4) (Seite 169), niimlich: '

fLﬂ:(e—sine)—{J—SindJ 1)
a,Q
+V?+?+S=S].II-EE 2)
’J'—E—f'—s___ - v — v < 180°
- V - s..- = 5In -ﬂJ yp__ ”> 1800 3)

wird er fir die numerische Rechnung gerade im Falle grofier @« ungeeignet, da
dann ¢ und & kleine Winkel werden, ihr Unterschied von den sin also mit den ge-
wohnlichen trigonometrischen Tafeln nicht mit geniigender Schiirfe berechnet werden
kann. Dieser Mifistand lit sich aber durch einfache Umgestaltungen beseitigen.
Eine erste besteht darin, daffi man die Gleichung 1) in folgender Form schreibt:

& — sing 3§ —sind

- a 3 '.‘ .2 -
6k(t'—t) = (4a sin L¢¥)z ST (4@ sin 10%)= 3 prRe U

oder nach 2) und 3)

' O 2 0. tr ey — 2 v'— v < 180°
6k(t' — ) =(r+r 4+ Q. F (r+4+»—s) Qs P’ s 1600
__ 3(e —sing)
s &= 4sinigd
3 (0 —sind)
Q=" 4sin 6%

und @, und @5 in geeigneter Weise entwickelt und tabuliert. Aus der oben (Seite 170)
abgeleiteten Entwicklung

sin § 1 sinie® | 1.3 sinig
£ —sing = 2 _|_ e LB SR (i oo - )
! 3 2 5 2.4 7 +
folgt:
s T T
Q=i (1 SIN & 1.3 sInze 1.3.5 sin;é . )
R el =55 24 7 Tzab g T
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woraus man ¢, leicht mit dem Argument sin &’ berechnen kann. Taf. XXIIT gibt
diese Werte. Die Anwendung der Lambertschen Gleichung verlangt dann einfach
die Durchrechnung der Formeln:

T P e i e G i =
2 4a
R g r+ov—s 4)

6k(t —t) = (r =+ =+ s)2 Q. F (r + ' — 5)2Qy
). und 5 mit den Argumenten sin l&* bzw. sin !d* aus Taf. XXIIL
Im Fall der Hyperbel (¢ negativ) werden sin le&* und sin 20® negativ; die Reihe fiir
(). erhiilt dann abwechselnd positive und negative Glieder. In Taf. XXIIT sind
diese ), unter der Uberschrift Hyperbel ebenfalls angefithrt und miissen mit dem
absoluten Werte von sin [¢* als Argument entnommen werden.

Die Anwendung dcs Systems 4) kann nur dann unsicher werden, wenn die
Sehne s klein ist, da dann ¢ — ¢ als die Differenz zweier nahe gleich groBen Zahlen
zu ermitteln ist. In diesem Fall empfichlt sich eine andere Umformung der Lam-
bertschen Gleichung, niimlich diejenige, die Marih (Astr. Nachr. Bd. 65, S. 321) vor-
geschlagen und mit Tafeln ausgestattet hat. Hier werden zuniichst die einzelnen
Glieder der Reihenentwicklung 6) (Seite 170) in folgender Weise entwickelt. Setzt

man

= siny

s
r + ?.f
und nennt ¢ eine ganze ungerade Zahl, so wird:

I

(r 7' 7 T (0 — 9 = o ) (4 sing)e — (1 — sing)e)

= (r 4+ ?-'}; cos Lyt ((lt;ﬂl:z);- (_1 = a;ung;,);)

cos 1y COS 17

2tg sy P 18,
T und i 1+ tgiy

oder, da siny =
(7' 5 T (- 8 — )7 = - 1) cos 27 (1 tg 1) — (1 — tg 7))
Wird rechts entwickelt und beachtet, daB ¢ ungerade ist, so kommt nach leichter
Zusammenziehung: .
(r 4+ )J${r+?-——sz—-
f'__‘ﬂ___%_ 2y s nq 21 =2} 5=3) (=)
1.2.3 1.2.3.4.5

+M tg37=3 + tg iy

(?+1}751n/c0s i ’(a—}— tg Iyt

— (r 4 7')7 siny W;.

Speziell wird, wenn tgl;®*= z gesetzt wird:
W, = cosy (3 + ©)
W, = costy* (5 + 107 - 7%
W.=cos3y°(7 + 357 + 212 + 7?)
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Nach Eintragung dieser Entwicklungen in die Gl. 6) (Seite 170) kommt nach kurzer
Reduktion:

T, & 14 3% L—_l-?_'_'_l_-i-ZT-l-';-'r 3 r_-+—_:"’1+5z'—|—31:'+;r3

k(f—f)=sVrs 2V1+1:(l+ 8a (1437)(141) 2 ( sa (r =4 357) (1 4+ 7)¢
5 7=\ 14 28 4 142 4 4% 4 32

2\ 8a ) (1 37) (1 4 2)?

+ +-)
oder
kit —t)=sVr 4+ Q. V.
Hierin ist
_ I14-37
o Vi«

=tcos;7(r+3tg37"

gesetzt, so dal
k(' — ) =sVr47"Q

der parabolischen Bewegung (-:; —— o) entspricht, wie wir auch schon Seite 196 ge-

sehen haben. Der Faktor V, welcher gleich ist dem gesamten Klammerausdruck,
rithrt von der Abweichung der Bahn von der Parabel her und muBl in geeigneter
Weise tabuliert werden. Marth wiihlt, wie hier nicht weiter auseinandergesetzt werden
soll, die Form:

of 3
LogV'="""0,R + () &.R,,

wo @, und (), ebenso wie ) Funktionen von _;-_:7, R, und 2, Funktionen von ’”_": ¥
sind. Die Tafeln XXTIV geben diese Grélien, aber nur in einer Ausdehnung, die bei
kleinen Werten der Sehne ausreicht; fiir groBe Sehnen muBli man den Tafeln eine
bedeutende Ausdebnung geben, so daB dann das vorhin beschriebene Verfahren 4)
zweckmiiliger erscheint. Reicht auch dieses mnicht aus, so wird die Anwendung der

Lambertschen Gleichung in der Form 1) keine Schwierigkeit bereiten.

67, Bestimmung der Elemente bei parabelnahen Bahnen. Besondere Ent-
wickelungen fiir das Verhiiltnis Sektor durch Dreieck brauchen fiir diese Bahnen nicht
ausgefiihrt zu werden, da die in den Nrn. 49 und 61 fiir die Ellipse und die Hyperbel
gegebenen Vorschriften auch dafiir vollig ansreichen; wir konnen also hier  und die bei
seiner Bestimmung vorkommenden Grioflen als bekannt voraussetzen. Dagegen
empfiehlt es sich, das Verfahren der Elementenbestimmung mehr dem bei der Pa-
rabel gegebenen anzuniithern. Zur Bestimmung des Parameters hat man in allen Fiillen
(Seite 165, 207)

p=(rizatnary J )
EVi—+m(t,—t)

man kamm aber noch einen anderen Ausdruck anfiihren, der hier gute Dienste leistet,
nimlich den Seite 156 fiir die Ellipse abgeleiteten:

27,7, sinf? . 4)

2= 7,4 7y — 2 Vr,r, cosfcosg ’
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das hierbei gebrauchte g wird entweder durch das Seite 157 auseinandergesetzte
Niitherungsverfahren oder, wenn 7 mit den GauBlschen Tafeln berechenbar ist, aus

- m
m=sm;g’=}}e‘- — 1

gewonnen. In der bei der Hyperbel adoptierten Schreibweise wird die Gleichung,
wie leicht aus Seite 207 hervorgeht,
pmEnmsf

re+r,— 2Vr,r, cosf (1 + 2z)
m
Y

Zur Ermittelung von ¢ und den wahren Anomalien ist das einfachste Verfahren
wohl das schon Seite 151 abgeleitete, d. h.in der hier angewendeten Bezeichnungs-
weise die Rechnung nach folgenden Formeln:

3)
wo

—_—
~

esing, = (£ — 1) cotg2f— (£ —1 cosec 2 [
1 r g =
1 2
£cosv, = 1£ —1 4)
i
v, =, +2f

T =25, — VY, =8, — Vg,

Man kann aber auch Formeln aufstellen, die den Gl 4) (Seite 199) fiir die Parabel
entsprechen. Aus

1 1-4ecosv, 1 14 ecosy,

= —

_ ¥ —

! 2 Ty p
folgt durch Addieren und Subtrahieren, wenn wie immer v, — v, = 2f, v, v, = 2 F
gesetzt wird:

1 1 2

— 4= — = — (1 4 e cosf cos F)
Ty T3 r ( f

f _ ’ =iesinfsin1r‘.

'JI l’! P

Triigt man hier fiir p obigen Wert 2) ein, so gehen diese Gleichungen nach einfacher
Reduktion in folgende iiber:

e(r, + r, — 2Vr, 7y cosf cosg) sin¥F' = (r, — r,) sinf )
e(r, 4 r, — 2 Vr,r, cosf cosg) cos F' = 2 cosy Vr,r, — (r, 4 14) cosf .

woraus ¢ und # unter Benutzung des bei der Berechnung von # erhaltenen g ermittelt
werden kiénnen. Es folgt dann weiter:

'3'.1:1"_']"3 ve=F+f

=38 —V, =8 —V,.

Die Bestimmung der Durchgangszeit durchs Perihel aus den wahren Anomalien ist
schon oben Seite 213 und 215 auseinandergesetzt worden.
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68. Bestimmung der Elemente parabelnaher Bahnen, wenn die grofie
Halbachse bekannt ist. Kann die groBe Halbachse als bekannt angemommen
werden entweder weil die Umlaufszeit bekannt ist oder weil man bestimmte Hypo-
thesen iiber @ der Bahnbestimmung zugrunde legen will, so erfihrt die Bestimmung
der Elemente einige Modifikationen. Zuniichst bemerkt man, daB der Winkel 2f
zwischen den beiden Radienvektoren », und », auller auf die gewthnliche Weise als
Differenz zwischen den Liingen in der Bahn auch durch die Sehne zwischen den
Endpunkten der Radienvektoren gefunden werden kann. Da diese Sehne s im vor-
liegenden Fall fast immer bekannt sein wird, ist es angemessen, den Ausdruck

(=20 —2)
(-] )

o=z +r.+9

tgf =

zur Ermittelung von 2/ zu verwenden, sei es auch nur zur Kontrolle.

Ferner bedarf es hier offenbar der Berechnung des Verhiiltnisses Sektor durch
Dreieck iiberhaupt nicht; denn aus den vorhin (Seite 220) aufgestellten Gleichungen

2esinfsinF——-p(; —;)
1 2

2ecosfcosk = p (: + :) D
1 2

folgt, wenn man

. % & ry—7 :
(—-—-)=—e = w sin W
r, r

sin f' s sinf |
2
1 I 1 7y 5
—— —) M ands BERERI,
cosf \r, ' 1, 7,7, cosf
setzt:
esin ' = IpwsnW
1
ecos ' = LpwcosW — :
cosf
oder

esin(F'— W)= simW secf

ecos(F'—W) = Ipw —cosWsecf,;
hieraus folgt ferner:

e* = (L pw)* — pw cos W secf + sec f*,

also, da ¢ =1 —

o — — ' Veos N P
Ipw = cosWsecf a5 F V(coa Wseef a-w) tgr*;
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dies gibt oben eingetragen die Gleichungen:

esin (I'—W) = sinlW secf

L ]
ecos(F—W)= — a_l.aE = V(cos W secf — élz?) —tgf*,

3)

aus denen e und /7 bestimmt werden konnen.

Es ist das obere oder untere Zeichen zu nehmen, je nachdem die heliozentrische
Bewegung zwischen den Orten kleiner oder grifler als 180° ist. Aus F und [ er-
geben sich die wahren Anomalien », und #,:

".|:Ft_ft 'L'i-_—l'j-l-f,

dann die Linge des Perihels:

und endlich die Periheldistanz

q=a(1—e).

Die Ermittelung der Durchgangszeit durchs Perihel aus v, oder v, erfolgt wie
Seite 213 und 215.
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Abschnitt XV,
Die Bahn im Raum.

69. Knoten, Neigung, Perihelslinge. Nachdem wir in Nr. 41 8. 125 nach-
gewiesen hatten, daB die Bewegung eines Himmelskérpers um die Sonne in einer
durch diese hindurchgehenden Ebene stattfindet, solange angenommen wird, dal}
lediglich die beiden Kérper aufeinander einwirken, konnten wir zuniichst die Bewegung
in dieser Ebene untersuchen, wie in den Abschnitten XT-— X1V geschehen ist. Es eriibrigt
also moch, die Lage dieser Ebene im Raum zu bestimmen und die Lage der Bahn-
kurve in ihrer Ebene zu fixieren. Wir haben bereits in Nr. 11 die hierzu geeignetsten
Mittel angegeben: um die Sonne wird eine Kugel mit beliebigem Radius beschrieben
und auf dieser ein bestimmtes Koordinatensystem etwa das der Ekliptik angenommen;
die Bahnebene schneidet diese Kugel in einem grifiten Kreis, der durch die Liinge
seines aufsteigenden Knotens auf der Ekliptik: () und seine Neigung gegen diese:
i unzweideutig festgelegt ist und dadurch zugleich die Bahnebene im Raum fixiert.
Wird ein ausgezeichmeter Punkt der Bahnkurve, in der Regel das Perihel, ebenfalls
an die Sphiire projiziert und wird der projizierte Punkt, der im gribten Kreis der
Bahn liegen muB}, durch seinen Abstand vom genannten Knoten bestimmt, so ist
dadurch die Lage der Bahn in ihrer Ebene gegeben. Man nennt dieses Stiick den
Abstand des Perihels von Knoten und bezeichnet es mit . Den gebrochenen Bogen

m=w 4+ §
nennt man die Liinge des Perihels.

Bei der Betrachtung der Bewegung in der Balinebene haben wir die Koordinate s,
d. h. den Winkel zwischen dem Radiusvektor » und der &-Achse von einer beliebigen
Lage der §-Achse aus geziihlt. Wir wollen jetzt diese Lage so bestimmen, daB ihr
Abstand vom Knoten, nach riickwiirts gerechnet, gleich §) wird. Es wird dann:

s=§totr=o4+72
wo v die wahre Anomalie darstellt. Den Bogen vom Knoten bis zum Schnitt des
Radiusvektors mit der Kugel nennt man dArgument der Breite; es sei im folgenden
mit « bezeichnet; offenbar ist )
_ U=w-Fr=T—§ 4.
Nebenstehende Figur 34 zeigt die bisher
beschriebenen Stiicke:
'K = Ekliptik.
&, H = Bahn.
“" = Friihlingspunkt.
VK =§ K =)= Liinge des Knotens.
= HKF = i = Neigung der Bahn.
KP = w = Abstand des Perihels vom Knoten.
PH = v = wahre Anomalie.
KH=w+»=wu= Argument der Breite.
YE+ KP=§K+ KP=§ P = o = Linge des Perihels.
SH=YVEK+4+KH=s= §) +u= § + w-+ v = o+ v = Liinge in der Bahn.
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Durch die Bahnbestimmung wird die Lage des Radiusvektors, also des Punktes i
gegen die Ekliptik durch heliozentrische Liinge und Breite 7 und b gegeben, d. h.
wenn H K senkrecht zur Ekliptik gezogen wird, durch die Stiicke "\ E =1 und EH = 0.
Es ist daher der Zusammenhang zwischen diesen und den Elementen 9, 7, w oder &
aufzustellen. In dem rechtwinkligen Dreieck K EH hat man:

cosb sin (I — §) = cosi sinu

cosb cos(l — §)) = cosu 1)

sinb = sin# sinw,
woraus hervorgeht, daBl / — £ und « stets in demselben Quadranten liegen, solange
¢ zwischen o° und go® liegt, dall dagegen / — ) und 360°— 2 demselben Quadranten
angehdren, wenn ¢ zwischen go® und 180° liegt. Wenn man also die aus obigen
hervorgehenden Formeln

tg(l — §) = cosi tgu

tgb =tgesin(l — Q) 2)
anwendet, kann in der ersteren ein Zweifel iiber den Quadranten nicht entstehen.
Aus den Formeln 1) folgen leicht:

sin(u—(l— £))=2sinli*sinucos(l— )=tg i sinb cos (| — §))=tgli tgh cosu
sin(w—(I— {))=2cosie*sinu cos(l— Q) =cotg tisinb cos(l— [))=cotg 2e tgb cosu,

die zuweilen zur Berechnung von / Verwendung finden.

Wenn # = o 4 » durch die wahre Anomalie und das Element « gegeben ist
und aullerdem ¢ und §) bekannt sind, dann geben die Gleichungen 1) oder 2) die
Koordinaten / und 4. Die umgekehrte Aufgabe, aus heliozentrischen Koordinaten 7, b
die Elemente §, ¢ und das Argument der Breite # (welches mittels der anderweitig
bekannt gewordenen wahren Anomalie » dann auf w =% — v oder & —=u — v + §)
filhrt) zu bestimmen, erfordert offenbar die Kenntnis zweier Orter 4, b, und i,, b,.
Diese geben zuerst nach 2) die Gleichungen

tge sin (l, — &) = tgb,
tgi sin (i, — Q) = tgb, , 4
welche auf verschiedene Weise nach ¢ und [ aufgelist werden konnen. Schreibt
man die zweite so:

tgb,=tge sin(l,— + I, —{,) =1tgisin({, — ) cos(l,—I,) 4 tgi cos(l,— §2) sin(l,— 1,)
oder

tgh, = tgb, cos(l,—1) 4 tgé cos(l, — &) sin(l, — 1),
so erhiilt man die zweite der folgenden (ileichungen:

tgi sin(l, — §) = tgb,
. tgh, — tgb, cos(l,—1,) 5)
. l — D)= ot - )
tge cos(l, — §) FEnll, — 1) ,
die gleichzeitig ) und ¢ mit voller Sicherheit geben. Tst /,, b, der der Zeit nach
vorausgehende Ort und kennt man die Richtung, in welcher der Himmelskirper sich
von /,, b, nach l,, b, bewegt, so ist die Entscheidung iiber den Quadranten, in dem ¢

liegt, leicht zu treffen. Denn die Richtung der Bewegung bestimmt, welcher Knoten
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der aufsteigende oder absteigende sei, und es wird dann bei einer Bewegung, die in
der Richtung der Lingenzihlung erfolgt (direkte Bewegung) ¢ <Z go” und bei der
entgegengesetzten (retrograden) Bewegung ¢ > go® anzunehmen sein. Sind nur die
Koordinaten gegeben, nicht aber die Richtung, in der der Ubergang von der einen
zur anderen erfolgte, dann konnen der aufsteigende und absteigende Knoten nicht
voneinander unterschieden werden und es bleibt also auch der Quadrant von ¢
zweifelhaft.

Man kann aus den Gl 4) die Liinge des Knotens §) auch unabhiingig von
bestimmen. Denn durch Addition und Subtraktion der Gleichungen ergibt sich

2tgisin(i(l, + 4,) — ) cosi(l, — 1,) = tgb, + tgb,
2tgicos(G (L, 4 1,) — &) SITIQU! — 1,) = tgh, — tgb,
und daher:
1 o t'gbi + tg E’: gi(
wenn man die Breiten &, und b, selbst bestimmt hat und nicht ihre Tangenten,
rechnet man bequemer nach:

Gl + 1) — ) = Sl

311’1 le tg;‘{d'!_?l)' 7J

Die Neigung ¢ mull nach Ermittlang von §) aus:

~ tgh, -  tgh, 8)
sin(l, — &)~ sin(l,— Q)
bestimmt werden. Der Quadrant von £, den die Gl 6) bzw. 7) unentschieden
lassen, mul} nach obigem so bestimmt werden, dall tgs bei direkter Bewegung
positiv, bei retrograder aber negativ wird.

Die Argumente der Breite 2, und u, ergeben sich nach Bestimmung von &
und ¢ durch eine geeignete Auswahl aus folgenden Formeln, die man alle leicht
aus 1) ableiten kann:

tgi =

tg(l, — &) tg(l,— Q)
BN == on B ==
mu, = Binb, siner, = satihy
S = i ST sing
cosu, = cosb, cos(l,— £) cos #, = cosb, cos(l,— &) 0)

cosh, cosb,

sin (z, -+ u,) = _cosz in (I, 4 I, — 282)
; cosb, cosh, .
sin (v, — %,) = '"_cosa sin({y—1,).

Der Quadrant von w« bestimmt sich entweder nach der schon oben gegebenen Regel
oder noch einfacher durch die Uberlegung, dali bei positiven Breiten # zwischen o°
und 180° bei negativen zwischen 180° und 360° liegen muf.
Aus u folgt die Tuage des Perihels durch
w=wu—r oder @w=uwu-}+ ) —w.

Bauschinger, Babnbestimmung. 15
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70. Die Gleichung der Bahnebene. Stellt
Az + By + Cxz =

die Gleichung der Bahnebene in dem der Ekliptik zugehirigen rechtwinkligen
Koordinatensystem vor, so kann man die Koeffizienten A, I3, €' leicht ermitteln. Hat
man die rechtwinkligen Koordinaten zweier Punkte: @ y, v, x,y,%x, gerechnet, die
der Ebene angehoren sollen, so hat man:
Yoo #
Yo %
Hat man wie bei der Balmbestimmung dvei Punkte =, 4,x,, x,9.%,, 2,91, zur
Verfiigung, so kann man 4, B, C symmetrisch aus:

R .| T U
~ A
Xy Ty ‘ Ty Y |

A% B . 10)

1Y, % T 1 & z, Y 1
A:B:C=| 1 34 2 B N B N A 11)
|1 Yy Ry By 1T X | %5 Yy 3

ermitteln. Der Zusammenhang von 4, B, (' mit den Bestimmungsstiicken {) und ¢
der Bahn ergibt sich leicht, wenn man

Y %

@ A
Ar +B,- —i- ("r =}

oder
A cosa 4 Beospl 4 Ccosy = o

schreibt, wo «, 3,  die Winkel des beliebigen Radiusvektors » mit den Achsen sind.
Da diese aber durch

a 3 . . W

, = oS = cosu cos & — sinwu sin §) cos?

Y . : - )
= cos# == cosu sin §) -} sinu cos §) cosi 12)

r

x . o

= Cosy = sinw sing

gegeben sind und die Gleichung
A(coswu cos §) — sinu sin §) cosi) 4 B(cosu sin §) - sinu cos {) cosi) 4 Csmusini = o

fiir jeden Wert von « gelten mufll, so folgt:

U =0 Aeos’) + Bsinf) = o
u = go° — Asin §Q cosi - Beos{p cosi 4 Csiné = o,
woraus: -y i _
A sinzsin§) B sinicos )
C cosi c cosé

Die Gleichung der Ebene wird also:
sing sin §) @ — siné cos )y -+ coséx = 0. 13)
Wiinscht man die Argumente der Breite # durch rechtwinklige Koordinaten
auszudriicken, so bieten hierzu die G1. 12) die Hand; denn man entnimmt denselben:
sini 14)
reosu = xcosf) -+ ysin§) .

r8ing —
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71. Die Bahnelemente. Uberblicken wir am SchluB dieses Teiles die Lisung
der behandelten Aufgabe: »die Differenzialgleichungen 2) (Seite 125) der Bewegung
ecines Kirpers von gegebener Masse um die Sonne zu integrieren und das Integral
im Hinblick auf die Aufgabe der Bahnbestimmung zu studieren«, so erkennen wir,
dall die genannte Bewegung von sechs Konstanten abhiingig ist, den Integrations-
konstanten der drei Differenzialgleichungen zweiter Ordnung. Wir zihlen diese Kon-
stanten, welche die Bahnelemente genannt werden, im folgenden nochmals auf, indem
wir zuerst die vier Konstanten nennen, welche die Bewegung in der Bahnebene be-
stimmen und dann die zwei, welche die Bahnebene im Raum angeben:

1. Die halbe groBe Achse « beziehungsweise die dadurch gegebene mittlere Be-
wegung i,

2. Die Exzentritiit e. In der Parabel, wo @ unendlich groB und e gleich 1 ist,
tritt an Stelle dieser beiden Elemente der Parameter p oder die Periheldistanz g.

3. Die Linge des Perihels @ oder der Abstand des Perihels vom Knoten w.

4. Die Epoche {, oder die Zeitangabe, zu welcher sich der Kirper in einem
bestimmten Punkte seiner Bahn befindet. In der Ellipse gibt man hierzu die mittlere
Anomalie M, fiir eine bestimmte Zeit. In der Hyperbel und Parabel pflegt man die
Zeit des Periheldurchganges T anzugeben.

5. Die Linge des Knotens [), gezithlt auf der Ekliptik oder einer anderen
Grundebene,

6. Die Neigung gegen die Ekliptik oder die angenommene Grundebene: 4.

Fine Zusammenstellung des vollstiindigen Integrales, getrennt nach den drei
Kurven, wird die Ubersicht erleichtern.

A. Ellipse:
Vi +m
p=——5—"
e

M, 4+ ut—1t)=E—esink
rsing =aVi — ¢ sink
7 cosv = a(cos I — ¢
s= t+oudv=a+4+72
U=8s§— QP =wt+r=0—8 +
tg(l — &) = cosi tgu
teb = tgisin(l — ).

B. Parabel:
tgev+3tgav’ = ‘i"i_igﬂ (¢t —T)
Vayq:
g — .—"{‘ 3
cos | v*?
Hw=w-+r

tg(l -— §)) = cosi tgu
tgh =tgismn(l — §).
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C. Hyperbel:
Mod X" V1 + m

il ey

Mode tg /' — Log tg(45° 4 2 F) = u(t —T)
rsiny = ale —1 tgF

1
rcosy = & (r: _ cosF)
Hw=uw-+r
tg (l — §)) = cosi tgu
tgh = tgisin(l — Q).

Wir haben hier natiirlich nur je eine von den mannigfachen Formen, die wir kennen
lernten, aufgenommen.

Man ersieht, dali bei bekannten Elementen fiir jede Zeit ¢ die heliozentrischen
Polarkoordinaten », I, & berechnet werden kinnen. Der Ubergang auf den geozen-
trischen Ort ist bereits in Nr. 13 gezeigt worden.
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