B universitat
Innsbruck

Universitats- und
Landesbibliothek Tirol

Universitats- und Landesbibliothek Tirol

Lehrbuch der spharischen Astronomie

Ball, Leo de
Leipzig, 1912

Kapitel Ill. Spharische Trigonometrie.

urn:nbn:at:at-ubi:2-6337



https://resolver.obvsg.at/urn:nbn:at:at-ubi:2-6337

§9 Sphiirische Trigonometrie 29

Zur Bestimmung von z kann man die Normalgleichungen in folgender Weise
anordnen:
dd t+ ed x 4+ [bd y + [adix = dn
ed|l+ celx 4 ey +acle = en
bdt+helx41bby 4+ labx = [bn
ad t + ac x4 ably -+ laa x = lan

Hat man hieraus » gefunden, so setze man, um y zu bestimmen,

dd t+ ed x4 ad.r - bdy = [dn
edt-+ ccx+ acar—+bhey = en
ad|t 4+ aclx+ aa xc+ aby = an
hd t4hex 4+ ab e+ by = hn)

Kapitel IIL
Sphérische Trigonometrie.

9. Einleitung. Man beschreibe um den Punkt O (Fig. 1) eine Kugel mit dem
Radius 1 und lege durch O die Ebenen OAB, OAC, OBC; die Bogen AB, AC, BC
der griBten Kreise, in denen die Kugelfliche von den genannten Ebenen geschnitten
wird, bilden dann ein sphiirisches Dreieck
und werden als Seiten dieses Dreiecks be- Fig. 1.
zeichnet. Da der Radius der Kugel als
Lingeneinheit gewiihlt wurde, so ist AR
gleich dem Winkel 40B, desgleichen ist
AC gleich dem Winkel 40 C und B gleich
dem Winkel BOC. Unter dem Winkel, den
zwei Seiten eines sphiirischen Dreiecks z. B.
AB und AC miteinander bilden, versteht
man den Winkel zwischen den in 4 an 4B
und 4 C gezogenen Tangenten; derselbe ist
also gleich dem Winkel, den die Ebenen
AOB und A0OC miteinander bilden.

Errichtet man in O senkrecht zu der
Ebene 4 OB eine GGerade, und sind z und 2’ :
die Durchschnittspunkte dieser Geraden mit der Kugelfliche, so ist der von O aus
gesehene Winkelabstand zwischen x, bzw. 2’ und einem beliebigen Punkte des griBten
Kreises ABA'A gleich go® Die beiden Punkte der Sphire nun, welche von allen

Punkten eines dieser Sphiire angehérigen griBten Kreises um go® abstehen, werden
die Pole des betreffenden Kreises genannt: z und 2 sind also die>Pole des Kreises
ABA"A. Man lege jetzt durch Oz eine Ebenc senkrecht zu OB und eine zweite
senkrecht zu OA, diese Ebenen schneiden die Kugelfliche in den griBiten Kreisen
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nxiy, bzw. y'xy’. Die Pole des Kreises nazy sind B und B, diejenigen des Kreises
y'ay sind A4 und A4'; da aber die Durchschnittspunkte x und 2" dieser griBten
Kreise die Pole des griliten Kreises 4B A’ A darstellen, so hat man den Satz:
Bezeichnet man mit P und @ Pole zweier griliten Kreise, so sind die
Durchschnittspunkte diesér groliten Kreise gleichzeitig die Pole des durch
Pund @ gelegten griliten Kreises.

Der sphiirische Winkel ey’ ist der Definition nach gleich dem Winkel zwischen
den Ebenen Ozy und Oxy'; da nun Oy und Oy senkrecht zu der Durchschnitts-
linie O der eben genannten Ebenen sind, so ist der Winkel zwischen diesen Ebenen
gleich dem Winkel y'Oy oder, da Oy=0y =1 angenommen wurde, gleich dem Bogen
y'y. Beriicksichtigt man jetzt noch, dall 'y cinen Bogen des grifiten Kreises dar-
stellt, welcher den Scheitel des Winkels yxy’ zum Pol hat, so erhilt man den Satz:
Ein sphirischer Winkel oder der Winkel zwischen zwei Seiten eines
sphiirischen Dreiecks ist gleich dem Bogen, welchen die Schenkel des
Winkels auf dem griliten Kreise abschneiden, dessen Pol der Scheitel
des Winkels ist. Dieser Satz lilit sich durch einen anderen ersetzen. Da OB
senkrecht zu Oy, und 04 senkrecht zu Oy’ ist, so folgt zumiichst yy' = AB. Wenn
man sich nun zwei bewegliche Punkte denkt, die beide von dem Scheitel des
Winkels yzy' ausgehen, und von denen der eine den Schenkel xzy und der andere
den Schenkel xy’ durchliinft, so ist die Bewegungsrichtung des ersteren Punktes,
geschen von dem Pol 4 aus, gleich derjenigen des zweiten Punktes, gesehen von dem
Pol B aus. Bezeichnet man in einem solchen Falle 4 und B als gleichnamige
Pole, so hat man den Satz: Ein sphiirischer Winkel ist gleich dem Abstand
der gleichnamigen Pole seiner Schenkel.

Mit Hilfe des zuletzt bewiesenen Satzes lassen sich aus den Seiten und Winkeln
des sphiirischen Dreiecks 4 B C diejenigen des Dreiecks N M bestimmen, dessen Ecken
die Durchschnittspunkte der zu den Polen 4, B, €' gehirigen grifiten Kreise y'zy/,
pay und Nd bilden. Man setze BC=—a, AC=105, AB=c¢. Da Bund C gleich-
namige Pole der Schenkel des Winkels = NM sind, so ist dieser Winkel gleich dem
Bogen BC = a; in derselben Weise findet man, dall der Winkel Ma N gleich dem
Bogen AB = ¢ ist. Gleichnamige Pole der Schenkel des Winkels NMxz sind C
und der dem A gegeniiberliegende Pol A'; da nun €Ad" = 180" — A = 180° — b
ist, so folgt NMu» = 180" — /. Um die Beziehungen zwischen den Seiten des Drei-
ecks NMx und den Winkeln des Dreiecks A8 C zu finden, gehe man von dem oben
bewiesenen Satze aus, wonach N als Durchschnittspunkt der grifiten Kreise Ny
und dNd, einen Pol des durch die Pole B und € gehenden grébiten Kreises dar-
stellt, ferner M cinen Pol des durch die Pole 4 und €', und @ ecinen Pol des durch
die Pole 4 und B gehenden griliten Kreises bedentet. Nun sind o und M gleich-
namige Pole der Schenkel des Winkels B4 € bezeiclmet man diesen Winkel mit 4,
so ist also der Bogen'zM gleich 4. Ebenso findet man, dafi, wenn der Winkel
BCA gleich € gesetzt wird, der Bogen NM = C ist. Ferner ist der Winkel
ABC = 180° —y'B(C oder, wenn man den Winkel ABC mit I bezeichnet,
iy BC = 180" — B; da nun z und N gleichnamige Pole der Schenkel des Winkels
y' BC sind, so folgt Ne = ' BC, also Nr = 180° — B.
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10. Fundamentalformeln. Die drei zueinander senkrechten Geraden Oz, Oy
und OB in Fig. 1 sollen nun zu Koordinatenachsen gewiihlt werden. Es sei ¢ der
Winkel, den die Projektion OM (Fig. 2) des Radiusvektors OC auf die zy-Ebene

mit O bildet, und zwar werde ¢ von O aus in der Richtung
nach Oy von 0° bis 360° gezihlt; ferner mige @ den Fig. 2.

von OF ans von o° bis 180° geziihlten Winkel B0 C be-
zeichnen, Da der Voraussetzung nach O = 1 ist, so
erhiilt man, wenn =z, y, x die auf die Achsen Oz, Oy, OB
bezogenen Koordinaten von € bedeuten,

x=sin@cosy, y=snGsing, :=-cosO

Nun lehrt die Fig. 1, dali der nach § ¢ mit B be-
zeichnete sphiivische Winkel 4 BC gleich der Summe der M
Winkel 4 Bx und B C ist; da der Winkel 4 Bx = go®,
und der Winkel 2BC = ¢ ist, so ergibt sich also
¢ = — (9o® — B). Ferner ist @ gleich der in Fig. 1 mit
@ bezeichneten Seite BC des sphiirischen Dreiecks ABC. Die vorigen Gleichungen
werden demnach

X

(1) # = sina sin B, i = —sina cos B, X == cosa

Wiihlt man jetzt die drei zueinander senkrecht stehenden Geraden Ox, Oy', O A
in Fig. 1 zu Koordinatenachsen, und sind ', 5" und 1" die auf diese Achsen bezogenen
Koordinaten von ', so erhiilt man, wenn ON (Fig. 3) die Projektion von OC auf
die Ebene Oxy’ bedeutet, und die Winkel 2 ON = ¢, )

A0OC = & gesetzt werden, Fig. 3.

' =sin@ cosg’, y =sin@ sing’, ' =cos@'

In dem sphiirischen Dreiecke A BC (Fig. 1) ist nun
der in § g mit A bezeichnete Winkel BA C gleich der
Differenz der Winkel A8 und zAC.  Der Winkel
wAB ist aber gleich go® und der Winkel 4 (' ist
identisch mit dem vorhin mit ¢’ bezeichneten Winkel.
Man hat also 4 = go” — ¢'. Beriicksichtigt man noch,
daB @' gleich der oben mit / bezeichneten Seite A4 C-
des sphiirischen Dreiecks 4 B (7 ist, so werden die drei  x

letzten Gleichungen
(2) ' = sinh sind, iy =sinb cos 4, v = cosh

Nun ist das Koordinatensystem ', 3, +' aus @, y, 2 entstanden, indem man
letzteres um die @-Axe usw. um den Winkel y0y' gedreht hat; dieser Winkel ist
aber gleich dem Winkel BOA in Fig. 1, also auch gleich dem Bogen AB = ¢, Die
bekannten Formeln zur Verwandlung rechtwinkeliger Koordinaten geben demnach

- x
£o=r

iy =y cosc— x' sine

4=y sine 44" cose
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Substituiert man hierin die fiir die Koordinaten gefundenen Werte (1) und (2),
so erhiillt man die folgenden Fundamentalformeln der sphirischen Trigonometrie

sina sin B = sind sin 4
(3) sina cos B = cosh sine — sind cose cos 4
cosa = cosh cose - sind sine cos A

Man wende jetzt diese Formeln auf das in Fig. 1 gezeichnete Dreieck x MN
an und betrachte xM als Seite «, Nx als Seite b und NM als Seite ¢. Die erste
Gleichung (3) gibt dann

sinae M sin NMx = sin Nz sine N M

Wie aber oben gezeigt wurde, ist a M = A, Nz = 180°— B, NM = (C, ferner
2NM —=a, NMr = 180° — b und MzN = ¢. Die vorige Gleichung wird demnach

sind sinly = sin I sinw

d. h. sie wird mit der ersten Gleichung (3) identisch. Dagegen erhiillt man aus den
zwei letzten der Gleichungen (3)

) sin A cosh = cos B2 sin O 4 sin B cos C cosa
(4 cos d = — cos B cos C - sin I3 sin C cosa

In den Gleichungen (3) und {4) lassen sich noch die Buchstaben a, 4, ¢ und die
ihnen entsprechenden A, B, C miteinander vertauschen; beispielsweise erhiilt man
aus (3)

sina sin B = sinb sin 4
I sindr sin (' = sine sin B
sing sin A = sina sin ('

sina cos 3 = cosh sine — sinb cose cos 4
sinh cos (' = cose sinag — sine cosa cos B
sine cosd = cosa sinlh — sina cosl cos C
sina cos O = cose sinh — sin e cos b cos 4
sinb cos A = cosa sin¢ — sina cose cos [3
sine cos 3 = cosbh sine — sind cosa cos C

11

cosa — cosh cose -+ sinf sine cos A
IIT cosl = cos¢ cos@ - sine sina cos B
cos ¢ = cosa cosb - sina sinb cos C

Ebenso folgt aus der zweiten (Gleichung (4)
cos A = — cos B3 cos O 4 sin 3 sin € cosa@
v cos B — — cos Ccos A - sin C sin A cosh
cos (' = — cosd cos B+ sind sin B cose

und aus der ersten Gleichung (4)

sind cosh = cos B sin C - sin B cos C cosa
sin BB cos¢ = cos C sin A + sin € cos A cosbh
sin ' cosa = cos A sin B - sin 4 cos B cose
sind cose = cos O sin B -}- sin €' cos B cosa
sin 3 cosa = cos A sin € - sin 2 cos (' cosh
sin €' cosbh = cos B sin A -} sin I? cos A cose

"T
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Die beiden ersten (leichungen (I) geben

sing _sinh __ sine

sind = sinB  sinC
Ersetzt man demgemiil in der letzten der Gleichungen (II) sina, sind, sine durch
sind, sin B, sin C, so erhilt man wieder die erste der Gleichungen (4). bzw. V.

11. Transformation der Fundamentalformeln, Gleichungen von Gauf und
Napier. Mit Hilfe der bis jetzt gefundenen Formeln lassen sich andere ableiten,
in denen die halben Seiten, bzw. Winkel auftreten. Aus der ersten Gleichung TIT

ergibt sich zuniichst

cosa — cosh cose
cosd = ————————
sind sine

Hieraus folgt

1 — cosd cos{b —¢) — cosa sm Ha—b—+4¢ sinila-+b—e

sin®id = — =
2 2 sinb sine sinb sine
(5) :
os?id— L +cosd _ cosa — cos| b+e) _ __sinila+b -|— ¢) sin (b4 ¢ —a)
* 2 2 sinb sine sinb sine
oder, wenn
a+b+ec=2s

gesetzt wird,
sin (s — &) sin(s — ¢)
sinb sine

sins sin(s — a)

A
sind sine

(6) sin®

\

; cos® 14 =

2

|

£ 3
z

In derselben Weise erhiilt man aus der zweiten und dritten Gleichung IIT oder
einfach durch zyklische Vertauschung der Buchstaben 4, B, C, a, b, ¢ in den Glei-
chungen (6)

sin (s — ¢) sin (s — a) i sins sin (s — &)

(7) sin"t B = - : cos* 1B = — :
sine sina sing sina
(8) sint O — sin(s — a) sin(s — b) L — E‘li_llf sin {{_—c
/ ry —— 0 B - !
: sina sinh ' : sina sinl

Durch Division der Gleichungen (6) ergibt sich

sin(s — ) sin(s — ¢)

at o
tang® 34 = sins sin (s — )

Dividiert man auch die Gleichungen (7), bzw. (8) durcheinander und setzt

sin (s — a) sin(s — J) sin(s — ¢)
(©) e g B BB — :
sins
so wird ;
. k K p—— k
(10) tangid = =% = tang ;B = £ - =0 tang ; C === )

Was die doppelten Vorzeichen betrifft, so folgt zuniichst aus der Identitit

sind _ z2cos”;d tang ;A
sina sina
de Ball, Sphiir. Astronomie, 3

[}
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wenn man fiir cos® 4 seinen Wert aus (6) und fiir tang ] 4 die beiden in (10) ge-
gebenen Werte substituiert,

fs‘l.l_l_:‘! — zk.sms.
sina sing sin b sin e
= . sin B} sin (7 % .
Denselben Ausdruck erhiilt man fir =y und e Nach (I) ist aber
L 7

sind _ sinB __ sinC
sinae ~ sind sine

Wenn also in einer der Formeln (10) das obere Vorzeichen gewiihlt wird, so ist
auch in den beiden anderen das obere Vorzeichen anzuwenden; dieselbe Bemerkung
gilt fiir das untere Vorzeichen, Ist nun # ein Wert von 4, welcher der Gleichung

fl.
tang f A = —_
g3 + sin (s — a)
geniigt, so geniigt ihr auch der Wert 14 — u - 7r; die diesen beiden Werten von
1 4 entsprechenden Werte von A sind 2w und 27 -+ 2%, sind also als identisch zu
betrachten. Lifit man dem # seine eben angegebene Bedeutung, so erhiilt man fiir
die Werte von !4, welche der Gleichung

',i;‘

tang 34 = — sin (s — a)

geniigen, — u und  — u; die entsprechenden Werte von A sind — 22 und 270 — 24,
fallen also praktisch in einen zusammen.
Man wende jetzt die aus (5) folgende Formel

sin (a4 b —¢) sinile — b+ ¢
sin (@ 4 b - ¢) sin 3 (b -+ ¢ — a)

(ro*) tang® ; A =

auf das Dreieck * MN in Fig. 1 an, und zwar bezeichne man mit @ die Seite 2 M,
mit & die Seite Nz, mit ¢ die Seite NM, also mit A den Winkel z NM. Da, wie
oben gezeigt, « M = A, No = 180° — B, NM = € und a NM = a ist, so folgt
g 1 o 03+ 180° — B — C) sin (4 — 180° + B+ ()
8 = Gni(Af 180°— B+ C)sin2(180°— B+ C— 4)
oder, wenn man sin (A4 4+ 180" — B+ () = sin 180" — }(4 -+ 180" — B+ ()| und
A4+B+4 C—18"=FE

setzt, wo I der sphiirische Exzell des Dreiecks 4 BC genannt wird,

sin(fd — 1E)sinl sin*(A— LK) sinlE

g 20 = SnB— 1K) sin[C— ' £) — sin(d — 1 E) sin(B — ' E) sin(C — LK)

[

X
2

Ganz jihnliche Gleichungen ergeben sich fiir tang® 10 und tang® ie. Wird nun

e 4]/ ) s — ] O 5B
- sin L 1
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gesetzt, so erhilt man
sin(4 —3 E) : sin(B— LK) _sin{C—1E)
(r1) tangze=<t e , tangib=—1:- I 220, tangle=== i £
Beziiglich des Vorzeichens gilt dieselbe Regel wie bei den Gleichungen (10
Aus den Gleichungen (7), (8) und (6) folgt
cos* % B cos® 10 = S_ln s 3111 (s—0b)sin(s — ¢ = sin"'s' Sing ;4
“sin*a sind sine sin*a
o8 LB et 50 sin s sin(s — @) sin®(s — &) - s_in_“-_[s—.bja cos®Z4
sin®a sinb sine sin“a
usw. Es wird also
1 I si —-
oSO8 ?.B :;03 iC — sin § 8) sin ; B cos 3 C — hm{.s c)
g sin £ A sina costd sina
sin; B sin;C | sin(s —a) zj cos ; B sz_n ;C_  sinfs—b
e 1A == sina “cosid T sina

Das Produkt aus den Gleichungen «) und ) gibt

. . . .
sin B cos® ; U _ 4 Sinssin (s —¢
sin 4 sin®a

oder, mit Beriicksichtigung der zweiten Gleichung (8),
smB cos*;C _ , sinbcos® ;0

~ sin sin

Da aber sinB:sind = sinb:sina ist, so gilt nur das positive Vorzeichen

Demnach ist in «) und 3) gleichzeitig entweder das obere oder das untere Vorzeichen

anzuwenden; dieselbe Regel gilt auch fiir y) und 9.

Der Quotient aus y) und «) ist

tang 2B tang 2 C = == o [‘? — )
sins
oder, unter Benutzung der Gleichung (q),
1 f“g
tang ; B tang 3¢ = smm — b) sinfs — ¢€)

Aus den Gleichungen (10) folgt aber mit Beriicksichtigung der fiir sie gefundenen

k*

Vorzeichenregel
g 2B g s G = sin(s — b) sin(s — ¢)

Somit darf man in den Gleichungen «) und 7] gleichzeitig entweder nur das
obere oder nur das untere Vorzeichen anwenden; dieselbe Regel gilt auch fiir 3)
Wiihlt man nun in den Gleichungen «) bis d) das obere Vorzeichen, so wird

und d).
sin ;5 cos ; C _ sin(s — ¢) cos; Bsin;C _ sin(s — )
cos 2.4 sinag ' coq 4 sina
cos ;Beos;C _ sins sin j Bsin } (' sin(s —a)
sinid ~ sina’ sin £ A T sina

Durch Addition und Subtraktion der nebeneinander stehenden Gleichungen ergibt

sich, wenn noch auf die Bedeutung von s Riicksicht genommen wird
g%
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sinj (B4 C) _ sin(s —¢)+sin(s — _b} oS ; {b =0

cos t A sina cos fa
Cos «fB-{- C) sins — sin(s — a) cos —;-fb+c}

smid sina ~  cosia
sin w{B — () _ sin(s—e) —sin(s—b)  sing(b— ¢

costd sina T sinla
Cos | r‘B B—C) sins 4 sin(s —a)  sing(b+4¢
T sinid . sina T sinla

Es ist somit
sin 2| B4 (') cos ta = cos (b — ¢) cos LA
cos 2(B - C) cos za = cos (b +¢) sin 2 A
(12) sin z(B — C) sin;a == sin ;(b — ¢) cos ; 4

cos (B — () sinta = sin (b4 ¢) sin 14
Diese Gleichungen werden gewdhnlich als die Gawufischen Gleichungen be-
zeichnet; die franzosischen Autoren nennen sie die Delambreschen Gleichungen und

verstehen unter den Gaufschen Gleichungen die unter (3) angegebenen.
Durch Division der Gleichungen (12 entstehen die sogenannten Napierschen

Analogien, nimlich:

tang (B4 C) = tgz ’Ez s L; cotg : 4

| tang :(B — () = Z:E{b = Z)) cotg & A
bl tang ; (b + ¢) = w-s- é{g; ((}3 tang fa
tangZ(b — ¢) = ::Ir: QEEI g{ tang ta

12. Rechtwinkelige sphiirische Dreiecke. Die Formeln der sphiirischen
Trigonometrie werden besonders einfach, wenn einer der Winkel ein Rechter ist.
Man nehme an, dall 4 = go® sei, .und bezeichne @, also die Hypotenuse, mit /;
ferner setze man & = ¢, B= (", Aus den Gleichungen (3) folgt dann

sink sin " = sin¢’
sink cos C' = cose’ sine
cosh = cose' cose
Dividiert man die erste dieser Gleichungen durch die zweite und die zweite durch
die dritte, so erhiilt man
sineg = tangc’ cotg ("
cos C' = tange cotgh
Aus der zweiten Gleichung (V) ergibt sich
sin (" cose = cos ('
Ferner erhiilt man aus der ersten Gleichung (I'V)
cos e = cotg C' cotg '
Stellt man die gewonnenen Formeln zusammen, so folgt

) sing’ = sink sin €', cos C = sin (" cose, cosl = cosc' cose
Y sine = tange’ cotg 7, cos (' = tang e cotgh, cosh = cotg €' eotg €'
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13. Differentialformeln. In der Praxis tritt hiiufig die folgende Aufgabe auf:
Mit Hilfe der gegebenen Stiicke eines sphiirischen Dreiecks sind die unbekannten
Seiten und Winkel des Dreiecks berechnet worden; es sollen nun die Korrektionen
bestimmt werden, welche an die berechneten Werte anzubringen sind, wenn die fiir
die gegebenen Stiicke des Dreiecks gemachten Annahmen um ein weniges geindert
werden. Zur Losung dieser Aufgabe geht man von dem Satze aus: Bedeutet
Fla, b, e, A, B, C) eine Funktion von @, b, ..., O, und sind die Inkremente da,
db, ..., dC so klein, daB man ihre Quadrate und Produkte vernachlissigen kann,
so st

Fla+da, b+db, ..., C+dC) = Fla, b, .. r;+£d +°I db—+ - +ZE
‘Wenn also mit @, b, .... C Werte bezeichnet werden, welche der Gleichung
(15) Fla, b, ..., C)=o

geniigen, so ist die Bedingung dafiir, dali auch
Fla+da, b+db, ..., C+dC)=o0

a F Ve o F

D
(16) d +abdi+ + dA+aI}dB+a(' dC=o0

sei,

Beispielsweise werde unter der Gleichung (15) die letzte der (ileichungen (3)
verstanden:
cosa — cosh cose — sinb sine cos 4 = o
Soll diese Gleichung auch noch gelten, wenn a, b, ¢, 4 durch a--da, b4 db,
e+4de, A4 dA ersetzt werden, so mull der Gleichung (16) zufolge

— sinada - (sind cose — cosb sine cos A)db
~+ (cosh sine — sinb cose cos A)de
- sinb sine sinddAd = o

sein. Unter Benutzung der Gleichungen (II) und (I), S. 32, wird hieraus
(177 — da -~ cos Cdb - cos Bde - sine sin Bd4d = o

oder auch

(17%) — da -}~ cos Cdb + cos Bde + sinb sin Cd A = o

Um die Anwendung dieser Gleichungen zu zeigen, werde angenommen, dafl man
mit Hilfe der gegebenen Werte b = 40% ¢ = 60°% 4 = 60" die Seite a sowie die
Winkel B und € berechnet habe, und daB nun die Korrektion ermittelt werden soll,
welche an den fiir @ erhaltenen Wert anzubringen ist, wenn die fiir 4, ¢ und 4 an-
genommenen Werte die Korrektionen db = + 10’, de¢ = + 30" und d4d = -+ 40'
erfordern. Substituiert man zuniichst die vorhin fiir 4, ¢ und A angefiihrten Werte
in die Gleichungen (3) und in die unter (I) und (lI) fiir sine sin C' und sina cos C
angegebenen Gleichungen, so erhilt man, bei Anwendung fiinfstelliger Logarithmen-
tafeln, @ = 48°35'8, B = 47°55.0, C = g0°47"2; darauf ergibt sich aus (177) oder
(177 da = + 45.7. Der fir b= 40°10", ¢ = 60°30", 4 = 60°40" giiltige Wert
von a ist somit 48°35.8 4+ 45.7 = 49“21'5. Ebendenselben Wert findet man, wenn
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in den Gleichungen (3) &= 40"10", ¢ = 60”30, 4 = 60°40' angenommen wird.
Falls also eine Genauigkeit von o.1 ausreichend ist, so darf die Gleichung (177,
bzw. (177 zur Berechnung der den Korrektionen db = - 10/, de = + 30', d4d =+ 40’
entsprechenden Werte von da verwandt werden.

Soll der Wert von a bis auf wenige Zehntel einer Bogensekunde richtig erhalten
werden, so sind sechsstellige Logarithmentafeln anzuwenden. Unter der Annahme
b= 40° ¢=60° A—=060" erhilt man dann aus (3) @ = 48°35"4;"7, B=47"54"55"7,
C = go°47" 163 und weiterhin aus (177), bzw. (177, wenn db = + 10, de = + 30/,
dAd = + 40’ angenommen wird, da = + 45"40.7. Der fiir b = 40”10/, ¢ = 60°30’,
A = 60"40" giiltige Wert von « wiirde hiernach 49°21'28"4 sein, dagegen gibt
die mit Hilfe der Gleichungen (3) ausgefiihrte direkte Rechnung e = 4¢°21" 32",
Die den Gleichungen (17°) und (177) zugrunde liegende Voraussetzung, dall die
Quadrate und Produkte von db, de, dA vernachlissigt werden konnen, ist also fiir
die gegenwiirtig verlangte Genauigkeit nicht erfiillt.

Man wende jetzt die Gleichung (177 auf das Dreieck MNz in Fig. 1 an und
identifiziere daber Mo mit ¢, No mit & und MN mit ¢, also den Winkel M Nz mit
A, NMz mit B und MxN mit (. Beriicksichtigt man, daB nach § 9 Mz = 4,
Nz = 180° — B, MN = C, MNx =a, NMz = 180" — b und Mz N = ¢ ist, so
hat man bei der Anwendung der Gleichung (177) auf das Dreieck M N.c den Buch-
staben @ mit 4, ferner » mit 180° — B, ¢ mit C, 4 mit ¢, B mit 180° — b und
(" mit ¢ zu vertauschen: es ergibt sich also

(187 —dAd —cosedB —cosh dC +sinCsinb dan = o
oder auch
(187 " —dA—cosedB — cosb dC 4 sin B sine da = o

Um eine weitere Differentialformel zu finden, differenziere man die erste der
Gileichungen (3) logarithmisch; man erhilt damit

(19) cotgada -+ cotg Bd B — cotgbdh — cotg Ad 4 = o
Wird ferner die zweite der Gleichungen (3) durch die erste dividiert, so folgt
. cotgh sine — cose cos A = sin A cotg B

Durch Differentiation dieser Gleichung erhiilt man

(cotg b cosc -+ sine cos d)de + (cose sind — cos A cotg B)d A
sine sin 4
— sin’b b= sin® B %8

Wird diese Gleichung mit sind sin ' multipliziert und auf die Gleichungen (I1I),
(IV) und (I} Riicksicht genommen, so ergibt sich

(20) cosa sin Bde + sinb cos Cd A — sin Cdb - sinadB = o
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