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10 Kapitel 11

Kapitel IL
Die Methode der kleinsten Quadrate,

5. Mittelwerte. Wird eine unveriinderliche Grifie, z. B. die Liinge emer festen
Strecke, die Grifle eines konstanten Winkels usw., wiederholt gemessen, so stimmen
die erhaltenen Einzelwerte durchweg nicht genaun miteinander iiberein. Hat man
nun keinen Grund, die eine Beobachtung fiir weniger sicher als die andere zu halten,
so betrachtet man das arithmetische Mittel aus den Einzelwerten als den wahrschein-
lichsten Wert der gemessenen Gréfle.  Anstatt die Beobachtungen als gleich genau
zit bezeichnen, bedient man sich gewihnlich des Ausdrucks, dali dieselben gleiches
Gewicht haben; setzt man dieses gleich 1, so hat man das Gewicht des arithmeti-
schen Mittels gleich der Zahl der Einzelwerte anzunehmen.

Das arithmetische Mittel hat eine bemerkenswerte Eigenschaft. Es sei @ die zu
bestimmende Grofie, a,, a,, ..., a, seien die fir » gefundenen, als gleich genau
vorausgesetzten Einzelwerte; nimmt man dann fiir = irgend einen Wert an und bildet
die Differenzen

r—a, =1,
r—a, =7,

(1) o
L — am= Vi ]

so sind die » Funktionen von ». Man kann sich jetzt die Frage vorlegen: Welches
ist der Wert von o, fiir den die Summe der Quadrate der » am kleinsten ist?
Bekanntlich ergibt sich dieser aus der Gleichung

(.r ”:HF‘I o

p e 2 (r —a,)” =o0

n=t

Fiithrt man die angedeutete Differentiation aus, so folgt
l:.i"——ﬂJ—'—l‘{ﬂ‘.'-—-ﬂ?)—'— 3=y +(-73'—f3m} =0
T = a, +a‘-i- it +am

m

oder

Der gesuchte Wert von x ist also gleich dem arithmetischen Mittel aus den beob-
achteten Einzelwerten.

Das Mittel aus m gleich genauen Werten a,, a,, ..., a, liBt sich auch in der
Form

'3' a! + a4, + e + Qv + (?n = 11} a'+r_’_—_' a"}'_g +;_- _.__{:-_au?f

4 m-—yw

v =+ (m — »)

xr =

darstellen. Setzt man hierin
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Qi+ Crga -+ -+ G

i ——

— E_+£;t___“

s » L o m—v
=7, p=m—v,
so wird
a Ijtxt +F=‘Ts
I P
(1) pt+p.

Wenn man nun das Gewicht einer Beobachtung gleich 1 annimmt, so sind »
und m — » und demmach auch p, und p, die Gewichte der Partialmittel x, und a,.
Aus dem Vorigen ergibt sich also der Satz: Teilt man eine Anzahl gleich genauer
Einzelwerte in zwei Gruppen und bildet fiir jede Gruppe ein Partialmittel, so ist der
Quotient aus der Summe der Produkte der Partialmittel in die zugehorigen Gewichte
und der Summe dieser Gewichte gleich dem Gesamtmittel.

Auf den zuletzt fir » gefundenen Quotienten stoBt man auch bei der Losung
der folgenden Aufgabe. Es seien V, und V7, die Differenzen zwischen irgend einem
Werte von @ und den vorhin mit », und x, bezeichneten Partialmitteln, es sei also

o R—— T
x—a =V,
r—u, =V,

Multipliziert man jede dieser Gleichungen mit der Quadratwurzel aus dem Gewicht
des 1n ihr enthaltenen Partialmittels, so folgt

oVp, —x,Vp, =V, Vp,
ﬂ'?;'{.}?, — T, V}Jz - Vi VIP:
Will man jetzt denjenigen Wert von . finden, fiir den die Summe der Quadrate der

auf der rechten Seite dieser (leichungen stehenden Ausdriicke, also die Summe
P Vi p, V2 ein Minimum wird, so ergibt sich dieser aus der Gleichung

d
& @ —2)+p@—a)) =o
oder
N ('I: . ;I‘"] -+ P,(-‘i' - ﬂ",} =0

Der gesuchte Wert von « ist somit

xr = p] J:l + pc'r'n

b+ p.
Ist die Zahl der aus den gleich genauen Werten a,, «@,, ..., a, gebildeten
Partialmittel griBer wie zwei, hat man z B. die Mittel =z, x,, =, ... und be-
zeichnet man mit p,, p,, p,, ... die Anzahl der den =z, x,, x,, ... zugrunde lie-

genden Einzelwerte also auch die Gewichte der Partialmittel, so erhiilt man fiir das
arithmetische Mittel aus a,, a,, ..., @, den Ausdruck

(2) P e b R o Y il
P -+ P, + _?}3 +"'
Hierbei ist der Voraussetzung nach p, + p, + p, + - - - = m; der Divisor des Quo-

tienten (2) ist also gleich dem Gewicht von .
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Fiir den unter (2) gegebenen Ausdruck von a gilt ein dem vorhin fiir {1*) be-
wiesenen ganz analoger Satz. Wenn man niimlich die Gleichungen

r—x, =7,
rT— X, =1,
{3} X — T, = b‘s
mit Vp,, Vp., Vp,, ... multipliziert und in die so entstehenden Gleichungen
& V.pl = .!'-‘ Vpl T @“I VPI
'?‘Vps — T Vp'z =, Vpn
(4)

xVp, — & Vp, = v, Vp,

den Wert (2) von x substituiert, so erhilt die Summe p, o] + p,o; +po; + - - -
ihren kleinsten Wert.

Bisher sind die Beobachtungen als gleich genau vorausgesetzt worden. Haben
aber die beobachteten Werte verschiedene (Genauigkeit, so kann man sich denken,
daB dieselben Partialmittel einer Reihe gleich genauer Beobachtungen vorstellen,
wobei jedoch jedes Partialmittel aus einer verschieden grofien Anzahl von Einzelwerten
gebildet ist; wie man diese Anzahl, also die GGewichte der beobachteten Werte be-
stimmt, ergibt sich aus den im niichsten Paragraphen enthaltenen Ausfithrungen.
Damit ist aber der Fall verschieden genauer Beobachtungen auf denjenigen gleich
genauer zuriickgefithrt. Man hat jetzt nur unter den vorhin mit @, z,, @, ... be-
zeichneten Partialmitteln die beobachteten Werte und unter p,, p,, p,, ... die Ge-
wichte der letzteren zu verstehen; der Ausdruck (2), fiir welchen gleichzeitig die
Summe der Quadrate der auf der rechten Seite der Gleichungen (4) stehenden GriBen
ein Minimum wird, ist dann der wahrscheinlichste Wert der gesuchten GréoBe, und
das Gewicht dieses Wertes ist gleich der Summe der p.

6. Mittlerer Fehler und wahrscheinlicher Fehler. Denkt man sich in den
Gleichungen (1) an Stelle von a seinen wahren Wert eingesetzt, und bezeichnet man
die Werte, welche in diesem Falle die Differenzen #,, #,, ..., v, annehmen, mit
Ay, Ay, ..., dy, so stellen diese 4 die wahren Beobachtungsfehler dar. Haben
dann alle Beobachtungen dasselbe Gewicht, und bezeichnet man mit [ 4] die Summe

. e
der Quadrate #? + 42 4 .. 4 A2 5o nennt man == ]/;ifl den mittleren Fehler

einer Beobachtung. Der mittlere Fehler einer Beobachtung ist also ein Fehler,
dessen Quadrat gleich dem Mittel aus der Summe der Quadrate der wirklich be-
gangenen Fehler ist. Auller von dem mittleren spricht man auch noch von dem
wahrscheinlichen Fehler einer Beobachtung; man versteht darunter einen
Fehler, der so beschaffen ist, dal von allen in einer Reihe von Messungen begangenen
und ihrem absoluten Werte nach genommenen Fehlern die eine Hiilfte der Wahr-
scheinlichkeit nach unter-, die andere oberhalb jenes Fehlers liegt. Da die Weahr-
scheinlichkeit eines positiven Fehlers dieselbe ist wie die eines gleich groBen negativen,
so versieht man die fiir den wahrscheinlichen Fehler erhaltenen Werte mit dem
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doppelten Vorzeichen. Wenn man also beispielsweise fiir einen Winkel = durch
Beobachtung den Wert a gefunden hat, und der wahrscheinliche Fehler von @ seinem
absoluten Betrage nach gleich ols ist, so schreibt man: 2 =a, w. F. =0’5. In
Worten kann man dies folgendermaBen ausdriicken: Die Wahrscheinlichkeit, dali der
wahre Wert von = zwischen den Grenzen @ — oYs und a -} o’5 eingeschlossen ist,
ist ebenso groll wie diejenige, daBl der wahre Wert auBerhalb der angefiihrten Grenzen
liegt. Zwischen dem wahrscheinlichen Fehler (r) und dem mittleren Fehler (¢) gilt
der Wahrscheinlichkeitsrechnung zufolge die Beziehung

(5 r = o0.6745¢
Man hat somit auch
(5% & = 1.48267

Nimmt man vorliufig den mittleren, bzw. wahrscheinlichen Fehler einer Beobachtung
als bekannt an, so lilit sich auch der mittlere, hzw. wahrscheinliche Fehler des Mittels
aus mehreren Beobachtungen berechnen. Hierzu dient der in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung bewiesene Satz: Hat man einen Ausdruck von der Form

f(yn Yoy «oy Ym) =B+ 3%+ -+ Bnln,
WO ¥,, ¥,, ... voneinander unabhiingige Quantitiiten und 3, #,, ... Konstanten
bedeuten, sind ferner »,, #,, ... die wahrscheinlichen Fehler von y,, #,, ..., und be-
zeichnet man den wahrscheinlichen Fehler von g, %, + - - + gy, mit R(8, y, 4+ - |
Putfum)y 80 ist

(OJ R{f}! ?f. + 13‘2”: + ki + ﬁlll?f’u) — 'fi":r‘: + ﬁ:f: + T + #r’:u?':r
Der Gleichung (5*) zufolge hat man aber, wenn ¢, den mittleren Fehler von y, be-

deutet, &, = 1.48267,; multipliziert man also die Gleichung (6) mit 1.4826 und setzt

1'4826R{|8r Y+ B, e J = E{ﬁx Y.+ P}.% +--:), wo nun E{I&! Y p‘ayo = it ']
als der mittlere Fehler von 2, 7, + #,%, + -+ zu bezeichnen ist, so erhilt man

(©%) BBy, + B9+ - + Butpm) = V&I + Bies + - + Pasn
Fiir den Fall, daB 8, =8, =--- = é und 7, =7, = ... =7, also, wenn
1.48267 = ¢ gesetzt wird, auch e = &, = ... = ¢ ist, folgt aus (6) und (6Y)
(7) » (y( + ¥ -{:” e ym) _ r-%[; ,
(79 B (y. e ym) _ Ve
m

Der wahrscheinliche, hzw. mittlere Fehler des arithmetischen Mittels aus m gleich
genaunen Beobachtungen ist demmach gleich dem wahrscheinlichen, bzw. mittleren
Fehler einer Beobachtung, dividiert durch die Quadratwurzel aus m. Da eine
Beobachtung vor Gewichte m als das arithmetische Mittel aus m Beobachtungen
vom Gewichte 1 aufgefaBt werden kann, so gilt auch der Satz: Der wahrscheinliche,
bzw. mittlere Fehler einer Beobachtung vom Gewichte e ist gleich dem wahrschein-
lichen, bzw. mittleren Fehler der Gewichtseinheit, dividiert durch die Quadratwurzel

aus .,
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Setzt man
po=L =1 Pa

1 ‘\:I}! a "\_P! L) x')’mzv_!

p
wo

Sp=ptt A
sein soll, so folgt aus (0)

R (}_’r. htPYt -+ Pm_}*;‘---) .
=p

sp VPRI

Der auf der linken Seite in Klammern stehende Ausdruck gibt nach obigem
das Mittel aus den y an, wenn diese die Gewichte p , p,, ..., p. haben; in diesem
Falle stellt =p das Gewicht des Mittels dar. Bezeichnet man jetzt den wahrschein-
lichen Fehler der Gewichtseinheit mit », so ist dem vorhin bewiesenen Satze gemiill
r,=r:Vp,, r,=r:Vp,, usw. Substituiert man diese Werte in die vorige Glei-

chung, so erhiilt man
R ( Y+ E{ffs_j'ifh?_f{f.) .
=p VZp
In analoger Weise folgt aus (6*), wenn & den mittleren Fehler der Gewichts-
einheit bedeutet,

(8)

[f;(_fﬁ_.yifﬁia'_.}_‘;' + P “’) .
p VZp

Es ergibt sich also der Satz: Der wahrscheinliche, bzw. mittlere Fehler des mit

Beriicksichtigung der Gewichte gebildeten Mittels aus ungleich genaunen Werten ist

gleich dem wahrscheinlichen, bzw. mittleren Fehler der Gewichtseinheit, dividiert durch

die Quadratwurzel aus dem Gewichte des Mittels,

Man denke sich jetzt wieder eine gréflere Anzall gleich guter Beobachtungen
in zwei Gruppen mit p,, bzw. p, Gliedern zerlegt und fiir jede Gruppe den Mittel-
wert gebildet. Bezeichnet man dann die wahrscheinlichen Fehler der Mittelwerte
mit &, bzw. 12, und ihre mittleren Fehler mit E,, baw. I, so folgt aus (7) und (79,
wenn » den wahrscheinlichen und & den mittleren Fehler einer Beobachtung bedeutet,

(8%)

- AR ) S B

2 ?

" Vn, Ve, 7Y

[— ¥
=V
Hieraus erhilt man

(9) Pip=R: R =E,: E}

Da man nun zwei beobachtete Werte mit den Gewichten p, und p, als Mittel-
werte von p,, bzw. p, gleich genauen Beobachtungen betrachten kann, so folgt aus
der letzten Gleichung: Die Gewichte zweier ungleich genauen Beobachtungen verhalten
sich umgekelrt wie die Quadrate ihrer wahrscheinlichen, bzw. mittleren Fehler.

Zur Vervollstindigung des Vorigen ist noch anzugeben, wie man den mittleren,
bzw. wahrscheinlichen Fehler einer Beobachtung, bzw., bei ungleich genaunen Beob-
achtungen, den mittleren, bzw. wahrscheinlichen Fehler der Gewichtseinheit bestimmt.
Es soll zuniichst angenommen werden, dali die Beobachtungen gleich genau sind.
Der fiir diesen Fall zur Definition des mittleren Fehlers einer Beobachtung auf S. 12

R
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gegebene Ausdruck & ==& r%' ist allein nicht hinreichend, weil derselbe die Kenntnis
des wahren Wertes der zu bestimmenden Grifie verlangt; man kennt eben nur
den wahrscheinlichsten Wert der Unbekannten, also das arithmetische Mittel aus
den beobachteten Werten «,, a,, ..., @,. Versteht man aber unter v, »,, ..., v,
die Abweichungen der beobachteten Werte von ihrem arithmetischen Mittel, und be-
zeichnet man die Abweichung des arithmetischen Mittels von dem wahren Wert der
Unbekannten mit J, so gelten die Gleichungen

A4 = P, + 6? "{12 =1, + ﬁ.r ey jlli =V + d

T

Die Summe der Quadrate dieser Gleichungen gibt, wenn zur Abkiirzung

(25 1= Y, + -t = ¥

vy v, e vl = (00
gesetzt wird,

Add) = [vv|+ 2[v|0 +md?
Infolge der Bedeutung der # ist aber (» = o, und somit erhilt man
(A) A4 = ve + md?

Unter der Voraussetzung nun, daB die Beobachtungen nicht alle
nach derselben Seite hin von der Wahrheit abweichen, also nicht mit
einem konstanten Fehler behaftet sind, kann man als Niherungswert von 9§
den mittleren Fehler des arithmetischen Mittels aus den m Beobachtungen annehmen;
man hat also nach (7*), wenn & wieder den mittleren Fehler einer Beobachtung be-

deutet,
£

0= -
Vi
Substituiert man diesen Ausdruck in die Gleichung (A) und beriicksichtigt, dal}, der
Definition von ¢ gemill, (47| = me” ist, so folgt

me® = lve 4 ¢&°
Damit ergibt sich fiir den mittleren, bzw., unter Benutzung der Gleichung (5*), fiir
den wahrscheinlichen Fehler einer Beobachtung

:+V [vo] R V v
(10) Eimmes ? ' 0.6745 m—1

m — 1

Mit Beriicksichtigung der Gleichungen (7) und (7%} folgt hieraus fiir den mittleren,
bzw. wahrscheinlichen Fehler des Mittels aus den m Beobachtungen

v
me(m—1)

= fov] i
(10 ¥ i.l/m_i R === 0.6745

m—r1)’

Sind die Beobachtungen von verschiedener (enauigkeit, haben also beispielsweise
die fiir eine Unbekannte z erhaltenen Werte ,, x,, ..., ., die Gewichte p,, p,, ...,
Py S0 leite man mit Hilfe der Gleichung (2) den wahrscheinlichsten Wert von
ab und bilde die Differenzen = — x, = v,, * — x, = ,, usw.; wird dann die Summe
P, A vip, A -~ vapa = [pre) gesetat, so erhilt man in ganz ihnlicher Weise
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wie vorhin*), wenn & und 7 den mittleren, bzw. wahrscheinlichen Fehler der Gewichts-
einheit bedeuten,

) / 7
(11) s—"'-]/ p‘u'z r=io.6745]/?%,
[prv] [pro

(11%) E = +]/ f:;—:}’ 06745]/”3{*:3 ]

Beispiel. An der v. Kuffnerschen Sternwarte wurden fiir 10 Sterne die in der
mit ¢ bezeichneten Kolumne der folgenden Tabelle mitgeteilten Winkelabstiinde vom
ﬁquator beobachtet; alle diese Werte sollen als gleich genau angesehen werden.
In der zweiten Kolumne ist fiir jeden Stern das Mittel aus den in der ersten Kolumne
stehenden Sekunden angefithrt. Die mit -~ v bezeichnete Kolumne enthiilt die ab-
solut genommenen Differenzen zwischen den beobachteten d und ihren Mittelwerten;
die vierte Kolumne gibt die Quadrate der v.

) M v v ) M +v o
7°52' 2470 238 o2 o0.04 7°14" 2171 2172 o/t o.01
23.6 0.2 004 21.7 0.5 0.25
21.2 0.0 0.00
7 59 45.6 47.0 1.4 1.6 21.0 0.2 0.04
47.7 0.7 049
47.1 0.1 0.0l 7 56 15.7 166 0.9 0.81
47.6 0.6 0.36 17.5 0.g o0.81
7 17 41.4 41.0 0.4 o0.16 7 10 40,0 39.8 0.2 0.0}
40.5 0.5 0.25 39.7 0.1 0,01
7 12 47.1  47.1 0.0 0.00 7 6 204 207 0.3 0.09
47.0 0.1 0.0l 21.0 0.3 0.09
7 10 4.5 3.7 0.8 o0.64 7 28 45.7 46.3 0.6 o0.36
3.0 0.2 0.04 46.8 0.5 0.25
2.7 1.0 1.00

Um nun den mittleren Fehler einer Beobachtung zu erhalten, nehme man zu-
nichst allgemein an, daB die Zahl der beobachteten Sterne gleich n sei, und daf§
man fiir den ersten Stern 72, Beobachtungen erhalten habe, fiir den zweiten m,
Beobachtungen, usw. Bezeichnet man jetzt die dem ersten Sterne entsprechende
Summe der v* mit [vv,, die dem zweiten Stern entsprechende mit (v2, usw., so
erhiillt man der ersten Gleichung (10) zufolge

PR a__ (vl § [vw),

= = £ = .o & =
1 . ] ]
m, —1 nm, — 1 m,—1

*1 Oppolrer, Lehrbuch der Bahnbestimmung, 11, Band, S. 306f.
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Da das Gewicht des ersten dieser » Werte von &* gleich m, — 1, das des
zweiten gleich m, — 1 usw. ist, so ist der wahrscheinlichste Wert von ¢°, nach Glei-
chung (2), gleich

&*(m, — 1)+ &*(m, — 1) + cA-em — 1)  [vo] - [vol, 4 - S [vv),
(m, —1)4(m, — 1)+ -+ - 4 (M), — 1_‘1 - m, —|-_m_-,_+-- _—|— m, —n

In dem vorliegenden Falle ist nun die Summe aller »*, d. L. die Summe
v+ vv, 4 - 4 lve, = 7.70, ferner ist m, +m, + -+« 4~ m, = 25 und n= 10;
somit ergibt sich fiir den wahrscheinlichsten Wert des Quadrates des mittleren

Fehlers einer Beobachtung &¢* = 7.76: 15. Hieraus folgt

6 o
]/‘r A ol'72

Da fiir den ersten Stern zwei Buulmchtungml vorliegen, so ist der mittlere Fehler
des Mittels 7°52" 238 gleich ¢:V2 = == 0l51. Fiir denselben Stern sei nun durch
eine andere Beobachtungsreihe d = 7"52' 23”0 und als mittlerer Fehler dieses § der
Wert == 033 gefunden worden. Will man jetzt den wahrscheinlichsten Wert von
0 ableiten und den mittleren Feller desselben bestimmen, so hat man zuniichst die
Gewichte der zwei fiir d erhaltenen Resultate zu berechnen. Mit Hilfe der (ilei-
chung (g) erhilt man aber, wenn p, das Gewicht des ersten und p, das Gewicht
des zweiten Wertes von d bedeutet,

p,= 0'5—1) P

0-33
oder, wenn p, = 1 gesetzt wird,

p,=1-0, P.== 24

Somit ist der wahrscheinlichste Wert von ¢
0un 1238 +2-43230 ., .,

2 = %%52" 2372

5 S 7°52" 23724
Dieser Wert hat das Gewicht 3-4. Da nun der mittlere Fehler desjenigen Wertes
von d, dessen Gewicht als Einheit gewiihlt wurde, gleich o's1 ist, 'so ist der mittlere
Fehler von 7°52" 23724 gleich ols1: V3.4 = o28.

7. Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten. Zwischen den Un-
bekannten x, y, xz, ..., den als gegeben betrachteten Koeffizienten a,, a,, ...,

b, by, ..., ¢, ¢, ... und den durch Beobachtung zu ermittelnden GriBien n,, n,, ...
mogen die linearen Gleichungen bestehen

("'J'T"i" blﬁ <+ C. X + v g =0
(12) arx+by—+ei4---—mn=o0

deren Zahl grilier als diejenizge der Unbekannten sein soll. Substituiert

man fiir »,, %, ... ilre beobachteten und demnach mehr oder weniger fehlerhaften

Werte, so ist es im allgemeinen nicht méglich, Werte von #, y, x, ... zu finden,

welche die vorigen Gleichungen villig befriedigen; vielmehr unterscheiden sich die
deBall, 8phiir. Astronomie, 2
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auf der linken Seite der Gleichungen (12) stehenden Ausdriicke durchweg mehr oder
weniger von o, welche Werte man auch fiir die Unbekannten annimmt. Um dies
durch Gleichungen auszudriicken, setze man

x4+ by+ex—+4 - —n =,

12%)
( a,x+by4ex—+4 - —n,=nu,
wo 2, #,, ... die Werte bezeichnen, welche man fiir die linken Seiten erhiilt, wenn

fiir «, y, x, ... irgend ein Wertsystem angenommen wird. Es werde jetzt voraus-
gesetzt, dal} die beobachteten Werte #,, #,, ... gleich genan sind oder, anders aus-
gedriickt, daB die Gleichungen (12*) dasselbe Gewicht haben; in Ubereinstimmung
mit dem bei den Gleichungen (1) angewandten Prinzip sollen dann als wahrschein-
lichste Werte von x, g, &, ... diejenigen betrachtet werden, fiiv welche die Summe
der Fehlerquadrate, d. h. die Summe ¢? + 2 4 ... =r¢ ein Minimum ist. Aus
(12%) erhdlt man als Summe der Fehlerquadrate

{al‘T—'— !)t?!-’.-cl:‘: + T ”‘:]: + (nz‘r"—'h'zy—i‘cn; —f" A "’g)q_i‘ £

Damit dieser Ausdruck seinen kleinsten Wert erhalte, imiissen die ersten par-
tiellen Differentialquotienten desselben, genommen nach z, y, x, ... verschwinden.
Fiihrt man die Differentiation aus und setzt zur Abkiirzung

a, 4 al+al4--- aau
ab, + a,b, +-ab, + - = ab| = ba

(13) . an, + a0, 4 an, 4 .- = [an| = [na
b =02 4+ b 4 oo = b
!JJ e: + IJECD + f’j"} _]_ Ei— bc. — ICb j

L L L

so erhiilt man die zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte von W Yz Baes
dienenden Gleichungen

ada x - abjy =+ laex - = lan
(13) able 4 bby 4+ be sy 4 -
aclx +bely + leely -

ba -

I

I

cin

Diese Gleichungen, deren Zahl gleich derjenigen der Unbekannten ist, nennt
man die Normalgleichungen, wihrend die Gleichungen (12*) als Bedingungs-
gleichungen bezeichnet werden.

Sind die Gewichte der Bedingungsgleichungen voneinander verschieden, hat
z. B. m, das Gewicht p,, », das Gewicht p, usw., so multipliziere man jede Gleichung
mit der Quadratwurzel aus dem zugehirigen Gewicht, wie das bereits frither bei der
Bildung der Gleichungen (4) aus den Gleichungen (3) geschehen ist. Setzt man dann

al VPI S Ga! b: V}JI = [’n A Y ﬂ’( Vpx = nl'-'
Q,V'j), = 0y !‘J’,P, = E’a‘ LR n, VIP& = W,

= 1
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so erhiilt man Gleichungen von der Form (124, denen allen dasselbe Gewicht zu-
kommt*).  Der Fall, wo die Bedingungsgleichungen verschiedene (Gewichte haben,
ist damit auf denjenigen zuriickgefiihrt, wo die Gewichte fiir alle Gleichungen die-
selben sind. In der Folge wird nun vorausgesetzt, dall die Gleichungen (12") bereits
die mit den Quadratwurzeln aus den zugehirigen Gewichten multiplizierten Be-
dingungsgleichungen darstellen,

Bevor gezeigt wird, in welcher Weise man die Normalgleichungen auflist und
die mittleren Fehler der Unbekannten bestimmt, sind noch einige Bemerkungen be-
ziiglich der numerischen Berechmung der Koeffizienten der Normalgleichungen zu
machen. Sind die in (12), bzw. (12°) enthaltenen Koeffizienten an Grife wesentlich
voneinander verschieden, so empfiehlt es sich, zuniichst den gréBiten Koeffizienten
jeder Unbekannten anfzusuchen: fiiv » sei dies a,,, fiir y sei es b,, fir » sei es e,
usw., endlich sei #, der grifite der Werte ». Man dividiere nun simtliche @ durch
ty, simtliche & durch b, usw. und setze

a,r by CyX -
’ =il =k seey

M, i, s

<

die Gleichungen (12*) nehmen dann die Form an

a; s b, e n, ;

— & n —_ L R e )

} [/ 'bu 5 + Cy ) + n, :
(15

By o o 185 & 5 n, ,

. - =y + £ B ——

@ =T bu ! cy ” + ", ’

Es entstehien also wieder Gleichungen von der Form (129, deren Koeffizienten aber
simtlich zwischen den Grenzen == 1 liegen.

Man nehme jetzt an, daB die Gleichungen (129) bereits die in der eben erliun-
terten Weise transformierten oder homogen gemachten Bedingungsgleichungen
darstellen.  Um dann die Koeffizienten der Normalgleichungen (14) zu erhalten,
kann man sich einer Produktentafel bedienen; indessen ist es notwendig, die Richtig-
keit der Endresultate zu priifen. Zu diesem Zwecke bildet man die Summen

a,+b+e+---Fn=3
(16) a,+b, 4o, 4 Fn =8

und ferner
a8~ a8 4 - = |[as
b:“: + ;.l,‘.Si + O bS
(17) O
8 = 1,8, = = 08
w, +mn. 4 ---=[nn
Wenn man jetzt die erste der Gleichungen (10) mit «,, die zweite mit a,, ... multi-
pliziert und dann alle Gleichungen addiert, wenn man ferner die erste der Glei-

* Ist ndmlich e der mittlere Fehler von w, und ¢ der m. F. der Gewichtseinheit, so ist
g = —f—:_; folglich ist der m. F. von .} pr gleich &) pe = ¢. Ebenso ist der m. F. von .} p.
m
gleich ¢ usw.

D
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chungen (16) mit &, die zweite mit b,, ... multipliziert und wieder alle Gleichungen
addiert usw., so erhilt man

aa -+ ab 4+ lae 4 - -4 an = as

(18) ab) +[bb] +[be| + -+ + [bn] = [bs

an|-+ bn 4 leni+ -+ 4+ [nn| = ns
Sind also die berechneten Werte aa, ab, ..., nn fehlerfrei, so miissen sie die
Gleichungen (18) befriedigen.

Zur Bildung der Koeffizienten der Normalgleichungen kann man auch eine
Quadrattafel benutzen. Fiir die Anwendung der letzteren ist zu beriicksichtigen,
dal} beispielsweise

2ab = (a + b)* — a* — b*
gesetzt werden kann und demnach, wenn in Ubereinstimmung mit der vorhin ange-
wandten Bezeichnung
(@ 4 B) + @+ &)+ - =@+ )"
gesetzt wird,
(18%) ab) = ;{lla + b)*] — laa] — [bb)}
ist.  Man bilde nun die folgenden Quadratsummen:

aa, la+b*, (at+e, ..., [(a-+n)?
[bbl, (b42o)*, ..., [[b6+n)?
fee, ..., [le+mn)*
nn
AuBerdem berechne man
st 4 =88
Um eine Kontrollformel fiir die Quadratsummen zu erhalten, erhebe man die Glei-
chungen (16) ins Quadrat, addiere sie dann und mache hierauf von der Gleichung (18%)
und den dieser analogen Gleichungen Gebrauch.  Bedeutet m die Anzahl der Un-
bekannten, so ergibt sich

ss = (m—a){aa 4 bb 4 cel+ -+ nn}
— i@+ 8|+ (@4 o)+ -+ [(a+ )"
+ (b4 4 [0+ n)
Geniigen die fiir die Quadratsummen gefundenen Werte dieser Gleichung, so wendet
man die Formel (18) und die ihr analogen an und erhiilt damit die gesuchten
Koeffizienten ‘@b, ac, ..., ‘an, be, ... bn, .... Zum Schluff bilde man noch

(19)

die Numme

S='ab +|ac +---+ an
(z0) ~+(be, 4 -~ - [bn
i

und hat dann zur Kontrolle der Berechnung die durch Summierung der ins Quadrat
erhobenen Gleichungen (16) entstehende Formel

[21) 28 =lssi — {laal +'bb + - .- + 'nn)
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8. Auflosung der Normalgleichungen. Mittlere Fehler der Unbekannten.
Bei den in der sphiirischen Astronomie vorkommenden Aufgaben handelt es sich
gewohnlich um Normalgleichungen mit 2, 3 oder 4 Unbekannten.  Die Auflosung
dieser Gleichungen erfolgt nach demselben Prinzip; aus didaktischen Griinden soll aber
die Auflosung der Normalgleichungen mit 3 Unbekannten voraufgestellt werden.

I. Normalgleichungen mit 3 Unbekannten. Die Normalgleichungen seien

aa x~+ aby -+ acx = an
(22) abx 4 bby—+ bex = bn
aclx 4 bely +leelx = len

S . . .. ab .
Multipliziert man die erste Gleichung mit = und subtrahiert das Produkt von der
zweiten Gleichung, so erhiilt man, wenn zur Abkiirzung

[adi{ab]
aa

lab|lac ab an
L = [bel., br| — '

= 6] = [bn],

(22%) |bb] — = |bb],, be} —
gesetzt wird,
{223) fbb'l:-’,' —|- -bc_;tz = Ibn!t

Multipliziert man die erste (Gleichung (22] mit ;; und subtrahiert das Produkt von
der dritten Gleichung (22), so folgt, wenn '

5 . acllac acl an|
(229 :cci—T = [eel,, [en) — ==
la aal

= |en

gesetzt und die zweite Gleichung (227 beriicksichtigt wird,

(224 bely+ cejx = [en),
‘Wenn man jetzt das Produkt aus (227 und gz’ von (22*) subtrahiert und
(22%) ce, — beifbel ce e, — L L. e
gl bb, S B o Ibbl — a2

setzt, so erhdlt man die zur Bestimmung von x dienende Gleichung
(229 eelx = en,

Es liBt sich nun zeigen (vergl. Oppolier, Liehrbuch der Bahnbestimmung,
IL. Band, 8. 353 ff.), dali der Koeffizient ec, gleichzeitic das Gewicht von x angibt;
wenn also & den mittleren Fehler der Gewichtseinheit bedeuntet, so ergibt sich fiir
den mittleren Fehler von »

(227) Eix) = —

Die zur Berechnung von ¢ dienende Gleichung soll hier ohne Beweis mitgeteilt
werden; ihre Ableitung findet man bei Oppolser, a. a. O., 8. 336 ff. Man bilde zuniichst
lan|an bnl[bn, lenllen),

8 [ T =
22°) mn|=nn ————— nnl,='nn — - nn, = nn,— ———
( ! aa ' ’ ! b, 3 “ cel;
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Bedeutet dann m die Anzahl der Bedingungsgleichungen, so hat man

(229 e =]/ [nn);

Zur Kontrolle der vorigen Rechnungen bilde man die Summen

as] = laa|+ (ab]+ |ac| + |an|
[bs] = |ab] + |bb] + [be| 4 [bn)
les| = [ae| 4 [be) + lee) 4 [en|
ns| = an|4lbn 4 en 4 nn

(23)

und ferner

g : ab as o i ac | as) = o bebs),
(237) bs_n = I_bS, - aa esh = 68] — aal ? C8j, = €8, i i 5 '
t | L h
an as Ihn |bs! len],es|
(233] [.?ESJI = hs§ — :7', |ns,=—\ns, — . A : » -H.sg: Ins;g_ Sul L. :
an| hbl, [ce),

ist nun alles richtig gerechmet, so miissen die folgenden Gleichungen erfiillt sein

lbs|, = bb), + |be|, + |bn),
(239 lesl, = (ecl, + [en], -
nnj= [ns),

Die Anwendung der vorhin angegebenen Formeln gestaltet sich sehr einfach,
wenn man sich des folgenden aus den Abteilungen A und B bestehenden Schemas
bedient; um die nachstehende Erliuterung desselben zu vereinfachen, sind die Ko-
lumnen in A mit X, ¥, Z, N, S, in B mit I, 71, Il und die Zeilen mit arabischen
Ziffern bezeichnet worden.

A
[ x | v [ z | ® | s
1 | laa i lab) [ac | lan las|
2 loglaa | loglab) loglae;  log an| | loglas|
3 II L [bb) |be| ! [bn) [bs|
| [ab] | |ab] lab| | [ab], [@b],
4 sl lab| [ae] | —lan] | —= [as]
el | laa) | laa lea
s || [ bl (bn), bs) ]
6 log(bb], | log(bel, | log(bn) | log(bs]
7 [ee] [en] [es]
[ac| |ae] | [ee] [ae)
8 | log Taa) aa) lac) [@a] lan @a] |as]
9 [cel, len, [es),
[be| [bel, ., - | [be], [bel, .
10 lOgi:bbT b_b' bcl F:—b_I _!}'ﬂ-l [b_b:_ |_b3}l
11 ' lecl, 1 [en), (esl,
1z | ! log[ee], @ loglen), | logles,
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B.
r | m r
1 (1210 s
lan] | lan ain)
2 log— | — — [@s]
aa) an aa)
3 ‘ nn, nsj,
bnl | [hn] b
log —== | 5= [bn e
4| B g, | [vb), V| (8],
| R O — = e e
5 | nn, sl
on cnl, . |[CPy |
6 ‘lug —=2 | —lenl, | - -l"!lr'-%:.z
| " lecl, | leel, lee], "
7 nn, ns|,
Farasl
8 log (nn,

Zeile 1 der Abteilung A enthiilt die Zahlenwerte von aal, ..., las, Zeile 2
ihre Logarithmen; Zeile 3 enthilt die Zahlenwerte von 66|, ..., [bs]. In X 4 setzt
lab
aa] |
Subtraktion der in den Zeilen 3 und 4 iibereinander stehenden Zahlen ergeben sich,
den Gleichungen (227) und (237) zufolge, die Werte von [6b, ..., [bs); diese setzt
man in die fiinfte Zeile und ilre Logarithmen in die darauf folgende. In die siebente

i, = lah)| abl
man den log und daneben die Zallenwerte von -Elab, ceny [ l@sl. Durch
ta) a

1}

. A e . .
Zeile setze man |ee|, en|, ecs; und in X, 8 den log zal’ sodann bilde man die

C ig%'._l:as_;. Zeile ¢ enthilt die durch die Gleichungen (2279

Produkte Eg'}l_acj, .
und (z3%) definierten Differenzen cc , ..., es. In X, 10 wird der logr'i—zi an-
gegeben; auf gleicher Hiohe stehen die Produkte —Z—Ef [Bely ooy 'izf'- |bs|,. Zeile 11
enthdlt die durch die Gileichungen (22°) und (23'") definierten Differenzen [ec,, ...,
\es],. Mit Hilfe von lec), und ‘e¢n, liBt sich dann der Gleichung (229 zufolge x
bestimmen.

Die Abteilung B dient zur Berechnung von nn| und ns, unter Zuhilfenahme
der Gleichungen (22°) und (23°). Hat man [nn), gefunden, so laBt sich aus (22°)
der mittlere Fehler der Gewichtseinheit (¢) bestimmen und endlich aus (227) E(x),
d. h. der mittlere Fehler von v. Das Produkt aus (x) und 0.6745 gibt, der Glei-
chung (s) zufolge, den wahrscheinlichen Fehler von :.

Um den Wert von # und seinen mittleren Fehler zu finden, gibt man den
Normalgleichungen die Anordnung

aa|r —+|acx + lably = |an|
[ac]@ + [ec)x + [bely = [en]
abjw + [belx + bbly = (b,
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wo also wieder die symmetrisch zu einer Diagonale gelegenen Koeffizienten der Un-
bekannten einander gleich sind. Die Gleichungen werden sodann nach demselben
Verfahren aufgelost, welches fiir die urspriingliche Anordnung der Gleichungen
angewandt wurde. Man hat also an Stelle der Abteilung A des obigen Schemas
die folgende zu benutzen, in der lauter aus der vorhergehenden Rechnung hereits
bekannte Griflen vorkommen, mit Ausnalime der in Zeile 10 stehenden Produkte und
der in Zeile 11 enthaltenen Differenzen

be be
bb|, = [bbl, — — |be),, ..., 'bs], = [bs], — —=*[es],
: ee), ' ce,
B : I = | s N s
x | & | v | N S
- - Ly - — I- — — |
1 ac lae] | ab| - an : (s
2 | logaa loglae | loglab | logan | loglas|
=y - —— e _I_.._ G r—
3 cel | be en cs
ae ac) . | [ae] lac | lac|
4 log — — (e — lab an as
" aa aa | la an aa -
5 [ee], ‘ be, [en), [es],
6 log ‘el | loglbel, | loglen| | logles),
7 1l bb b bs|
ab ab lab ab
8 | log: —— [al fan] | ——=|as
laa aa aaw . laa
| —
9 | L bb, b, [bs],
be | be lbel [be!
10 | log —= | —=Llbel, | —"[en| | —*[es)
cel, | leel, col. ~  E) [eel
; _ i
11 ‘ bb|, bn, bs|,
12 | ‘ log [bb), | log [bnl,

Zur Kontrolle der Rechnung dienen die Formeln
les| = lee|, + be, + en,
'bs|, = bb,+ [bn],
Der Wert von y folgt aus der Gleichung
bb,y = lbn ,,
wobei bb|, auch das Gewicht von » angibt. Mit Benutzung des durch die vorher-
gehende Rechnung bereits gefundenen mittleren Fehlers der Gewichtseinheit (&) er-
hiilt man als mittleren Fehler von y
.
Vibbl,
Jetzt ist noch z, bzw. der mittlere Fehler von x zu hestimmen. Zu diesem
Zwecke schreibe man die Normalgleichungen, wie folgt:

Ely) =

cex + bely + acx = cn
belx 4 [bbly 4 [ablz = [bn,
lacx 4 lably+ [aa x = an
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und behandle diese in analoger Weise, wie es in der Abteilung A mit den Glei-
chungen (22) geschehen ist. Die Kolmmmen folgen sich also jetzt in der Ordnung
Z, Y, X, N, § DMultipliziert man tlen Koeffizienten, welcher dann in X, 11 er-
halten wird, mit » und setzt das Produkt der in N, 11 auftretenden Zahl gleich,
so hat man die zur Bestimmung von « dienende Gleichung. Der mittlere Fehler des
fiir » erhaltenen Wertes ist gleich dem obigen &, dividiert durch die Quadratwurzel
aus dem Koeffizienten von .

Auf S. 19 wurde erwiihnt, dali man ein gegebenes System von Bedingungs-
gleichungen unter gewissen Verhiiltnissen so transformiert, dalb die Koeffizienten der
neuen Gleichungen ihrem absoluten Betrage nach gleich oder kleiner als 1 sind.
Die urspriinglichen, aber mit der Quadratwurzel aus dem zugehorigen Gewicht bereits
multiplizierten Bedingungsgleichungen seien nun

et +g0+S34+ - —r =0,

ar+pgyt+ii+ e —r,=v,
WO e, B,y .oy 1y Gy Puy ooy 1y .. beliebige Werte haben mégen. Bedeuten
Gy By Csy - die grofiten unter den in diesen Gleichungen vorkommenden Koeffizienten
a, $, 5, ..., und ist », der griolitec Wert unter den », so lauten die nach S. 19
transformierten Bedingungsgleichungen

& Cnl 4 By g’)'%!] Bl r':l =38 g vy — Y v,

Cm Vy .Su Vy =z V. V.

(2_ fhug .3, ,fp:t] + :.':.9 ::'.;’Ii + g L - f‘;
s Va Vi

Oy Ve {'ju Y,

R T TR T LR

« 3 £ ¥
— =, f’:b,, L=, iy L=
Chy [)Iu =8 Vv,
(t I & 1"
Pty Sremb,, Ro=ey wiiy —==m,
(L ,";u -5 Ve
3% S 11 | o
__,J', ———-:ﬂ! ";—_._, g
Ve Ve M

so erhilt man Gleichungen von der Form (12¢). Aus letzteren lassen sich in der
vorhin angegebenen Weise die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten o, y, z, ...
und ihre mittléren Fehler ableiten. Multipliziert man die fiir x, 2, #, ... und ihre
mittleren Fehler gefundenen Werte mit », und dividiert diese Produkte durch «,,,
bzw. 2., bzw. L, ..., so erhiilt man die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten
X, Y, 4, ... und ihre mittleren Fehler.

II. Normalgleichungen mit 2 Unbekannten. Nach der ausfiihrlichen Dar-
stellung des bei der Auflosung der Normalgleichungen mit 3 Unbekannten einzu-
schlagenden Verfahrens bedarf das folgende fiir zwei Normalgleichungen geltende
Schema keiner Erliuterung mehr. Die Gleichungen mégen lauten:

aalx—+ ably = |an
labz bbby = bn
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Man bilde zunichst die Summen:
aa| 4 ab + lan = as|
abl 4+ bh + [bn| = |bs

Sodann wende man das Schema an:

AL
X y | v | s
1 ! aa) al letie | ‘ s
2 | log aa log ab _!_og an | log as
3 : hb " | [Bs|
Yog ab| fals / lal | Tabl
# | ¢ fva aa " e " | [aa)"™
5 | by, lbn l“ _i Es_ll_
6 | log!bb),  logibn | loglbs)
Bf
I m mr’
1 ns
an an @it
log | —[an ‘s
i | [( X1} [
i, s
bn bn | e
i 5 gl f " Sudludt { 5
log ot | rpay. 0™ | oo, 7%
nanl, | ns,
|
log nn, |

Kontrollformeln:
bhs, = bl 4 1hn,
nnl, = [ns),

Fiir den wahrscheinlichsten Wert von #, den mittleren Fehler & der Gewichts-
einheit und den mittleren Fehler von y erhidlt man, wenn m die Anzahl der Be-
dingungsgleichungen bedeutet,

hn l/ nnl. : &
—_ L = + | =
y [bb), ’ ‘ m—2"' Ey) Vibb],
Um » zu finden, schreibe man die Normalgleichungen wie folgt:
by -+ lablx = [bn]
lably + laalr = lan
und wende an Stelle der Abteilung A’ des vorigen Schemas eine neue an, in der
die Kolumnen in der Ordnung ¥, X, N, S aufeinander folgen. Setzt man das Pro-
dukt aus dem dann in X, 5 erhaltenen Koeffizienten und = gleich der in N, 5 auf-
tretenden Zahl, so hat man damit die zur Bestimmung von x dienende Gleichung.

' Ll
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Der Quotient aus dem vorhin gefundenen ¢ und der Quadratwurzel des Koeffizienten
von x gibt den mittleren Fehler von .

1L, Normalgleichungen mit 4 Unbekannten.

laalxw 4 lably + lac)x 4 lad |t = ‘an
lable + bbly + be x4 1bd|t = |bin
acixe 4 bey4leex 4 led|t = cn
lad x4 bdly + ledx 4 [dd_ t=dn

Man hilde die Summen:
aa|-lab| 4+ ac 4 ad 4 an) = as
abl =+ 1hbb) —+ be +hd 4 bn) = [bs
ac|+|be| 4 [ee| + [ed| + [en] = [es]
ad| 4+ bd| 4-Ted 4 dd| + |dn = [ds,

Hierauf wende man das Schema an:

A"
| x v |z | r | wm | s
1 ac ab lae | ad ! an s
2 | loglaa log lal log ac " log ad ' log lan log as
3 T e l bd ' hn hs
! alb ah ab L ab Cabl L lab)
1 | log al e, | — lad — lan| | ; s
| e it o L ona s | laa
5 | b, | he, ‘ bd, | 'Im s,
6 log bl log be, | loglbd, | logbn,  log bs,
7 : ee led len) | les]
$ | log 2¢ ' lacl . ac o aci o | 8o
®aal aa " aa aal" 7| |aa)
9 | ce|, _ ed B en | cs);
he, e he, be), | [be, . 2
i’ | L It | 1 L] f T i
o | log gy | ioey 0k | ga) 199k | Bm, Pk | "
[ i
11 | ecl, Cd-'_'g len, les),
12 | log cc, log ed , log len ) 10{;’.’_'(:3 J
13 a . dd dn | lds
ad ad ad
14 | log = == ad —[an] | ——las
15 dd ; ldn, ds,
Gl hd bd bd
il ; 2t fhm] " hs
16 logl'hh-, l 55 bd 0B, i, | b e,
17 ' ; ' dd), dn, | |ds,
| | | I__ '{}dlq led o
18 | log Iitci f; 2 led], (_é_:'- len, :;'r s,
19 = | i dd|, o ldn), —!dss
20 | i I | log! dd' logldn, | logids
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B
§ Ir | Hr
| .
. nn . ns
an | lan | an
log | an| | — [as
aa | aa an
| i, "ns
b | bn bn
log " L 2 s
g .-'jf.'_l by, b I !
i i, ns .
enl. | [en, | en,
log — | ~lenl, | = [gal,
> e cel, “| lee ?
i ns .,
dn dn dn
log 3 —2 dn| | === |ds),
Pdd | dd, 3 dd], 3
nal, ins?*
log ‘nn/,

Kontrollformeln:
bs, = bbb, 4 he, 4+ bd, 4+ bn,
es, = e, 4led, 4+ en,
ds, = |dd+ |dn),

nsl, = [nn),

Fiir den wahrscheinlichsten Wert von ¢, den mittleren Fehler ¢ der Gewichts-
einheit und den mittleren Fehler von ¢ ergibt sich, wenn m die Anzahl der Be-
dingungsgleichungen bedeutet,

dn V Inn . &
= 1C%5 = £/ Bl () = —o
dd’ f m—gq’ 0 = v,

Um den wahrscheinlichsten Wert von + zu finden, gebe man den Normal-

gleichungen die Anordnung

aalx -+ aby-+ adt- acx = an
abx~'bby~+ bdit-bex="bn
adle ++ bd\y + dd - edzx dn
acx ey cdit— cex=cn

|

Die Auflosung dieser Gleichungen erfolgt nach demselben Prinzip, welches bei
der urspriinglichen Anordnung angewandt wurde und durch die Abteilung A” des
vorigen Schemas hinliinglich klar gestellt worden ist. Man hat also zuniichst den
Kolumnen die Reihenfolge X, V, T, Z, N, S zu geben; setzt man dann das Produkt
aus dem in Z, 19 erhaltenen Koeffizienten und x der in N, 19 gefundenen Zahl gleich,
so ist damit die zur Bestimmung von x dienende Gleichung gewonnen. Der Quotient
aus dem vorhin gefundenen ¢ und der Quadratwurzel des Koeffizienten von x gibt
den mittleren Fehler von 1.
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Zur Bestimmung von z kann man die Normalgleichungen in folgender Weise
anordnen:
dd t+ ed x 4+ [bd y + [adix = dn
ed|l+ celx 4 ey +acle = en
bdt+helx41bby 4+ labx = [bn
ad t + ac x4 ably -+ laa x = lan

Hat man hieraus » gefunden, so setze man, um y zu bestimmen,

dd t+ ed x4 ad.r - bdy = [dn
edt-+ ccx+ acar—+bhey = en
ad|t 4+ aclx+ aa xc+ aby = an
hd t4hex 4+ ab e+ by = hn)

Kapitel IIL
Sphérische Trigonometrie.

9. Einleitung. Man beschreibe um den Punkt O (Fig. 1) eine Kugel mit dem
Radius 1 und lege durch O die Ebenen OAB, OAC, OBC; die Bogen AB, AC, BC
der griBten Kreise, in denen die Kugelfliche von den genannten Ebenen geschnitten
wird, bilden dann ein sphiirisches Dreieck
und werden als Seiten dieses Dreiecks be- Fig. 1.
zeichnet. Da der Radius der Kugel als
Lingeneinheit gewiihlt wurde, so ist AR
gleich dem Winkel 40B, desgleichen ist
AC gleich dem Winkel 40 C und B gleich
dem Winkel BOC. Unter dem Winkel, den
zwei Seiten eines sphiirischen Dreiecks z. B.
AB und AC miteinander bilden, versteht
man den Winkel zwischen den in 4 an 4B
und 4 C gezogenen Tangenten; derselbe ist
also gleich dem Winkel, den die Ebenen
AOB und A0OC miteinander bilden.

Errichtet man in O senkrecht zu der
Ebene 4 OB eine GGerade, und sind z und 2’ :
die Durchschnittspunkte dieser Geraden mit der Kugelfliche, so ist der von O aus
gesehene Winkelabstand zwischen x, bzw. 2’ und einem beliebigen Punkte des griBten
Kreises ABA'A gleich go® Die beiden Punkte der Sphire nun, welche von allen

Punkten eines dieser Sphiire angehérigen griBten Kreises um go® abstehen, werden
die Pole des betreffenden Kreises genannt: z und 2 sind also die>Pole des Kreises
ABA"A. Man lege jetzt durch Oz eine Ebenc senkrecht zu OB und eine zweite
senkrecht zu OA, diese Ebenen schneiden die Kugelfliche in den griBiten Kreisen
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