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Kapitel L

Reihenentwicklungen, Interpolationsformeln und Formeln fiir numerische
Differentiation.

1. Reihenentwicklungen. [. In der Differentialrechnung werden die Reihen
abgeleitet

sine = o —%.z‘-”—f— I:O xi— .. * F oo
. _ 1 = _l-i_ -
COST = 1 2.r+24.r: x F oo
1 2 1 1
tangr = o 4+ — a4 A ——anlel+—m
(1) 3 15 2 2
I I 1
cotgr = — — —x — —— i — ... e -
¢ r 3 45 -
secr = 1 -—i-ia:’—}---é—:rr* e -—i;-‘r<.r<-{- Lo
2 24 2 2
cosecr — JI -+ —tl,’-:r? - 33;0- i —an<lel+n
und ferner _
r = sinx +—;—sin3:r—f—f0- ginsSy = - - - —1=sine =441
(2) 1

x = tangxr — ~;~taug3:r.—|—- tang*w — - - - —1=tangr =41

5

Auf der rechten Seite der Gleichungen (1) hat man sich den Winkel z als in
Teilen des Radius ausgedriickt zu denken, d. h.: Beschreibt man um den Scheitel
des Winkels mit einem beliebigen Radius einen Kreis und wiihlt den Radius als
Lingeneinheit, so ist = gleich der Liinge des Bogens, welchen die Schenkel des
Winkels auf dem Kreise ausschneiden. Wenn nun «" die Anzahl der Bogensekunden
angibt, welche in einem Winkel, dem die Bogenliinge x entspricht, enthalten sind, so
ist # gleich dem Produkt aus 2" und der Liinge des einem Winkel von 1" ent-
sprechenden Bogens; man hat also # = »" arc1”. Mit Riicksicht darauf, daB arci”
sich um weniger als eine Einheit der 14'** Dezimale von sin 1” unterscheidet, darf auch

(3) o =a"sin1" log sin 1" = 4.685 5749

gesetzt werden; diese letztere Form ist die gewdéhnlich angewandte.
Mit Hilfe der Gleichung (3) kann man einen in Bogensekunden gegebenen
Winkel in Teilen des Radius ausdriicken; ist umgekehrt der Winkel in Teilen des
de Bull, Sphir. Astronomis. 1
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Radius gegeben, und wiinscht man, seinen Wert in Bogensekunden zu kennen, so hat
man die Gleichung anzuwenden

(3% 2=

=y logsin 1" = 4.685 5749

Soll dagegen der Winkel in Bogenminuten (), bzw. in Graden (2°) ausgedriickt ge-
funden werden, so ist die letzte Gleichung durch

(3" = ! logare 1" = 6.463 7261
bzw.
(39 = :_11';_1“’ logarc1® = 8.2418774

Zzu ersetzen.

Aus den drei ersten Gleichungen (1) in Verbindung mit der Gleichung (3) folgt
noch, daB, wenn x so klein ist, daB das Quadrat und die hiheren Potenzen von x
vernachliissigt werden kinnen,

sing = & = " sin 1", COST =1, tangs = ¢ = 2" sin1”

ist. Gewthnlich schreibt man die erste und letzte dieser (leichungen in der Form
sinz = 2 sin 1", bzw. tangs = xsin1”, indem man dabei stillschweigend voraussetzt,
dali x in Bogensekunden ausgedriickt ist.

II. Es sei x eine komplexe Variabele, deren Modul kleiner als 1 ist, es sei also
x = ge'” = g(cosw 47 sinw), o<1,
ferner sei /(1 + z) der natiirliche Logarithmus von 1 4 x; man hat dann bekanntlich
U1+ 2) = geiv — Fgerto o forein —
Nun folgt aus dem Ausdruck fiir x, wenn

rsin @ = g sinw

(4) rcost =14 g cosw
oder auch -
(5) r=-4 V14290 cosw—+p*
: 0 sinw
ang @ — £ 5@
(6) fang 1+ o cosw

gesetzt wird,
142 = r(cos @ ¢ sin @) = re'®

i +z2)=Ir+i@
Ersetzt man hier /(1 4 ) durch die oben angegebene Reihe, so ergibt sich

{?} b—l—-—é(‘): gg""’_;Qﬂe‘er\-a_’_%gse'}l’m_
= ¢(cosw ¢ sinw) — Lo°(coszw 47 sin2w) 4 « - -

Somit ist

Durch Vergleichung der reellen und imaginiiren Teile dieser Entwicklung erhiilt man
(8) Ir =g cosw—30*cos 200 + 30° cOs 300 — - - -
(9) O =psinw—jp”sin 2w - jpisin 3o — - .

Da ¢ << 1 und 7 > o vorausgesetzt wird, so geht aus der zweiten Gleichung (4)
hervor, dafl cos® = o und somit, wenn diec Werte von @ > 27 ausgeschlossen
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werden, — g— =0 =+ ; ist. Wenn also zwei Gleichungen von der Form (4)

E a it i3
oder von der Form (5) und (6) gegeben sind, und ¢ <Z 1 sowie — = ==+ =

ist, so gelten fiir {r und @ die Reihenentwicklungen (8) und (g). Um die Reihe
fir den Briggsschen Logarithmus von » zu erhalten, hat man die rechte Seite der
Gleichung (8) mit dem Modul M = 0.434 29448 zu multiplizieren; es wird demnach

logr = Mlp cosw — 0" cos 2w+ jo®cos 3w — -+ -, log M = g.637 7843
III. Ersetzt man in den Gleichungen (4), (5) und (6) w durch # —r, so er-

gibt sich
rsin @& = g sinwx

(x0) reos@ =1—pcosx
bzw.
(11) r=—4Vi— 20 cosx 4 g@*
o sinx
L B = -
(12) g I — 0 COST

Nun wurden aus (4), (5) und (6) die Reihenentwicklungen (8) und (9) abgeleitet;
setzt man auch in diesen w = & — x, so erhiilt man die folgenden, den Gleichungen
(10), (11) und (r2) entsprechenden Entwicklungen, welche wie die Reihen (8) und (g}

fiir ¢ << 1 und — ;: =060=4 :r gelten:

(13) lr = —gpcosx— lp*cos 2o — JpPcos 30— - - -
(14) O =—4gsinx + Lp*sin 2z joisinzae 4 - - -

Multipliziert man die rechte Seite der Gleichung (13) mit dem Modul M =
0.43429..., so erhiilt man die Reihe fiir den Briggsschen Logarithmus von 7.

IV. Es sei eine Gleichung gegeben von der Form

(15) tangy = ij-_”

2
tang « |
m

wobei m ein positiver oder negativer echter Brueh sein soll. Substituiert man diesen
Wert von tang # in die Formel

tangy — tange
1 -+ tang y tang «’

tang (y — «) =
so erhillt man
me SIn 2 o«

(15%) tang(y — «) = i

also eine Gleichung von der Form (12); gleichzeitig folgt aus (15%) in Verbindung
. .s . it ‘ ir

mit der fiir m angegebenen Bedingung, dali — ‘2 =y — a= - - angenommen werden
2

kann.  Der Gleichung (15*) und somit auch der Gleichung (15) entspricht also die
aus (14) fir @ =y — «, p = m und r = 2¢ sich ergebende Reihenentwicklung

(16) Y=« msin2e¢ -+ zm’singe + jmisinba - - -
1*
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V. Setzt man
1—}—m=n
1 — m
oder
e
T 41!

go wird die Gleichung (15)
(17) tangy = n tang «

und die aus (15) abgeleitete Reihe (16)

n— n—
(18) y_“_l_u s1n2a+ ( sm4u—|—3( o )smfm+---

nll—l)

Einer Gleichung von der Form (17) entspricht demnach die fiir n > o giiltige Reihen-
entwicklung (18).
In dem Spezialfalle n = cose, also

tang y = cos ¢ tang«
folgt aus (18)

(18"  y = a — tang®le sin 2« +  tang* L¢ sin g — 3 tang® fe sin 6o o - - -

2. Interpolationsformeln. Es seien die Werte einer Funktion f(x) fiir die
dquidistanten Werte @ — 2w, @ — w, a, a4 w, ... des Arguments x gegeben, und
man stelle sich zur Aufgabe, den Wert zu bestimmen, welchen f(z) fiir einen zwischen
a und a + w liegenden Wert X des Arguments annimmt. Zur Losung dieser Auf-
gabe bedqrf man der Differenzen zwischen den gegebenen Funktionswerten. Bedeuten
fla — 2), fla — 1), fla), ... die den Werten @ — 290, a — w, a, ... des Arguments
entsprec]mmlm Funktionswerte, so bilde man zuniichst die ersten Differenzen, d. h.
die Differenzen zwischen je zwei aufeinander folgenden Funktionswerten, und setze
zur Abkiirzung

fa—1)—fla—2)=f'la—
fla) — f(a—1)=f'(—z)
f(ﬂ-l-l) f(sz’(fH-,}

*1

wo also @ — 3 das Mittel aus @ — 1 und @ — 2 darstellt, ferner a — I gleich dem
Mittel aus @ und @ — 1 ist, usw.
Sodann bilde man die zweiten Differenzen, d. h. die Differenzen aus den f’,

und setze
flle—3—fla—3=F"(a—1)
i]

(
fla+3)—f'la-— f" (a)

II

Ferner bilde man die dritten Differenzen, nimlich
)= fla—1)=f"la—2)

Fiihrt man in dieser Weise bis zur vierten Differenz fort und stellt die gege-
benen Funktionswerte und ihre Differenzen zusammen, so erhiilt man das folgende
Schema:
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Argument

a— 2w fla— 2
fla—3

a—w fla—1) [la— 1)
fla—3 @—3

a fla) , f"(a) , f7(a)
f'la+3) f@+3)

a+w fla+1) . a4 1) Y@+ 1)
flat+d £ (@43

at 2w fla+2) f'(a+2)
f'la+3)

a+3w fla+3)

Da der Wert X zwischen a und « +- w liegen soll, so kann man X = a 4 nw
setzen, wo n einen positiven echten Bruch bedeutet. Jenachdem nun n gleich oder
kleiner oder gréBer als ; ist, und demnach X entweder in der Mitte von @ und a - w,
oder niher hei @, oder niher bei @+ w liegt, hat man zur Berechnung des zu X
gehorigen Funktionswertes f(@ 4 n) eine andere Formel anzuwenden. Die betreffenden
Formeln sollen hier nur angefithrt und durch Beispiele erliutert werden, ihre Ab-
leitung findet man unter anderem in Oppoliers Lehrbuch der Bahnbestimmung,

IL. Band, S. 13ft.
I. Es sei n <7 L. Die Formel lautet dann

w1

—! [f"(“} + 3

2

(19)  flan=f@+u|fla++" [ra+a+ -

Beispiel. Dem Berliner Astronomischen Jahrbuche fiir 1g10 wurden die folgenden
Deklinationen der Sonne, d. h. die Abstiinde des Sonnenmittelpunktes vom Aquator
entnommen; dieselben gelten jedesmal fiir den Berliner mittleren Mittag. Neben den
Deklinationen findet man unter [/, f”, /' die crsten, zweiten und dritten Differenzen
mitgeteilt; die vierten Differenzen sind so klein, dall sie ohne Nachteil vernachlissigt
werden kénmnen.

1910 Deklination il i "
Mai 1 14°52" 495
-+ 53 49-1 &
4 15 46 38.6 — 2' 20l0
+ 51 20.1 — 877
7 16 38 7.7 — 2 28.7
-+ 49 o.4 — 9.1
10 17 27 8.1 — 2 37.8
+ 46 22.6 — 8.2
13 18 13 30.7 — 2 g46.0
+ 43 36.6 =78
16 18 57 7.3 — 2 53.5
+ 40 43.1

19 19 37 50-4

Will man jetzt die Deklination der Sonne fiir den mittleren Berliner Mittag des
8. Mai herechnen, so hat man fiir den im Vorigen mit @ bezeichneten Argumentwert
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den mittleren Berliner Mittag des 7. Mai zu wiihlen, und es wird, da hier w =
3 Tage ist,

g M 8=y 1 g—r 1 omkr. g
o 3 3’ 2 3’ 39
Ferner gibt die obige Tabelle =
fla) =16°38' 7’7, ['la+3) =+49'0l4, f'la)=—2"28"7, f"(@a+})=—9gh

Damit sind die Werte aller in (19) vorkommenden GriBien gefunden, und somit
kinnte man die Aufgabe als geliost betrachten. Ks soll aber noch ein Verfahren er-
liutert werden, mittels dessen sich die Berechnung des Ausdruckes (1g) ausfiihren
1aBt, ohne daB man nitig hat, auf die Vorzeichen der Differenzen und deren Koeffi-
zienten zu achten. Man ziehe zuerst dureh den Ort, wo in der obigen Tabelle das
Argumeat Mai 8 liegen wiirde (also unterhalb Mai 7), eine Horizontale; die dieser
am niichsten liegenden Differenzen + 49’ 0’4, — 2" 28”7, — o1 sind dann die fiir die
Formel (1g9) zu benutzenden Werte von f'(a ), f“(a) und f"'(@ 4-1). Indem nun
allgemein mit » der absolute Wert einer beliebigen Griilie ¢ hezeichnet wird, bilde

man das Produkt aus [/ (@4 %) = ¢'1 und ?a—-;:—l-| = g, also g1 X% == 470,

Dieses Produkt fiige man mit einem solchen Vorzeichen versehen zu f”(a) = 2' 2877
hinzu, dall das entstehende Resultat zwischen 2" 28”7 und dem absoluten Wert 2’ 3778
der auf der anderen Seite der Horizontalen gelegenen Differenz f” zu liegen kommt;
man hat also zu bilden 2" 2877 4 40 = 2’ 32"7. Sodann multipliziere man 2’ 3277
mit ’—J'-T—l: = ; und fiige das Produkt (2' 32'.'7}% = 50.g mit einem solchen Vor-
zeichen zu | f'(a —+ 1) = 49" 0’4 hinzu, dali das entstehende Resultat zwischen 4¢' of4
und dem absoluten Wert 51" 291 der jenseits der Horizontalen gelegenen Differenz
f' zu liegen kommt; es ist also zu bilden 49’0’4 + 50”9 = 49" 51”3. Multipliziert
man nun 49 51°3 mit # = und legt das Produkt (= 16’ 37"1) zu der fiir Mai 7
giiltigen Deklination 16° 38" 777 hinzu, so erhiilt man fiir die gesuchte Deklination
der Sonne am 8. Mai, mittlerer Mittag Berlin, 16° 54" 44°8.

II. Falls 2 >> £ ist, setze man 1 — » = » und hat dann

F et |
2

(20) flatn) = flat1) —s[ (a3 =22 [Flat 0 ="ty — o

3
Beispiel. Mit Hilfe der vorigen Tabelle (S. 5) soll die Deklination der Sonne fiir
1910 Mai 12, 6" mittlerer Zeit Berlin oder, wenn man 6" in Dezimalteilen des Tages
ansdriickt, fiir Mai 12.25 berechnet werden. In dem gegenwiirtigen Falle hat man
unter dem Argumentwert @ den mittleren Berliner Mittag (= o" mittlerer Zeit Berlin)
des 10. Mai zu verstehen, es wird also

Mai1z-25—Maiio-00 3
"= — o = Q.75 ===
Z 3 4
und somit
1 v —1 3 41 5
Y = - =, -3
4 2 8 3 12
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Ferner gibt die Tabelle unter der jetzt fir @ gemachten Annahme

fla41)=18%13"30'7, f'la+;) =+ 46'22", ["la+1)=— 2" 4600,
a2 =—8"

Bei der Substitution dieser Werte in die Formel (20) kann man in derselben
Weise verfahren wie beim vorigen Beispiel. Zieht man zuniichst durch den Ort, wo
in der Tabelle das Argument Mai 12-25 liegen wiirde (also oberhalb Mai 13) eine
Horizontale, so stellen die dieser Horizontalen unmittelbar benachbarten Differenzen
+- 46" 2276, — 2" 460 und — 872 die fiir die Gleichung (20) zu benutzenden Werte
von f'la+3), f'la+1) und f"(a+ %) dar. Man bilde nun das Produkt aus

[f""(e@ 4 %) = 8”2 und |T+I = 2 und erhiilt so 8”2 > - Yg. Dieser Wert
2 173 > 3

12 12
ist mit einem solchen Vorzeichen zu ["(a 4 1) = 2’ 46”0 hinzuzufiigen, daB das
entstehende Resultat zwischen 2’ 46”0 und dem absoluten Wert 2’ 378 der auf der
entgegengesetzten Seite der Horizontalen befindlichen Differenz f” zu liegen kommt,
man hat also zu bilden 2’ 460 — 3”4 = 2" 42"6. Hierauf multipliziere man 2’ 4276

S
mit | 2—-1- | = ; und fiige das Produkt (2’ 4276) % = 1’ 1”70 mit einem solchen Vor-

zeichen versehen zu |f*(« + I)| = 46’ 22!'6 hinzu, daB das entstehende Resultat zwischen
46" 2276 und dem absoluten Wert 43’ 366 der jenseits der Horizontalen befindlichen
Differenz [ zu liegen kommt; man hat also zu bilden 46’ 226 — 1" 1”0 = 45" 21”6.
Zum SchluB hat man noch 45" 2176 mit » = I zu multiplizieren und das Produkt
(= 10" 20”4) von der fiir Mai 13 giiltigen Deklination 18°13' 307 zu subtrahieren;
fiir die Deklination der Sonne am r12. Mai, 6" m. Zt. Berlin, ergibt sich damit
18°3' 103,

Bei den vorigen zwei Beispielen sind die vierten Differenzen vernachliissigt worden.
Sind letztere klein, so lassen sich dieselben dadurch beriicksichtigen, daB man als
Wert von ["(a + ;) das Mittel aus den zu beiden Seiten der Horizontalen befind-
lichen Werten von /" nimmt; man hiitte also bei dem ersten Beispiele ' (a <+ %)
= — ; (8”7 4+ g'1) = — 8'g und bei dem zweiten f"''(a 4 i) = — 78 zu setzen. Bei
einigermaflen groBen Werten der vierten Differenz reicht dieses Verfahren aber nicht

n—2 i
[Y(a), bzw. in

aus, sondern es mufl dann in (19) /"' (z -4 %) durch f"' (@ 4 %) +

(20) durch f'"(a 1) — 1:—2 [(a+ 1) ersetzt werden.

III. TIst n =, so gilt die Formel
fay — f@F @) 1 fla+rlatn) 5 ety

(21) :
2 8 2 128 2

Beispiel. Die zweite Kolumne der folgenden Tabelle gibt zwischen den Grenzen

© = 0"3" 30" und z = 0°6" 0" von 30" zu 30" die Werte des logsinz; verlangt wird
die Berechnung des logsinz fiir z = 0°4’ 45".
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m log Sin x fl' f.l" ]('H‘f fl‘l’
o’ 3' 30" 7.00779
-+ 5800
4 o 7.06579 — 685
+ 5115 + 146
4 30 7.11604 — 539 — 44
[7.13982] + 4576 [—488] 102 [— 34
5 o j7.16270 — 437 —25
+ 4139 + 77
5 30 7.20400 — 360
+ 3779
6 o 7.24188

Setzt man logsin o4’ 30" = f(a), so erhidlt man fir I(fla)+fle+ 1),
s+ fla+1), L fYVe) 4 fYa+ 1) die in der vorigen Tabelle in eckigen
Kla-mmern stehenden Zahlen. Hiermit findet man

Hf@+fla+1)  =7a3082
— 7@+ 1"a+1) = +6ro
G0+ Mat+ )= — o8

Die Summe dieser drei Zahlen gibt nach (21) den gesuchten Logarithmus; es
wird also logsin 0°4’ 45" = 7.14042.

3. Ein TrugschluBb. Fiigt man in (19) zu /"' (@ + %) das auf S. 7 erwihnte
Glied 2—2 z f“‘ (@) hinzu, so lautet die Formel

(22) flatn) = flo+a|fa+i)+" T [r@+"F et + "2 v

Man stelle sich jetzt zur Aufgabe, mit Hilfe der vm-hln gegebenen Tabe!le den
log sin 0°3' 40" zu herechnen. Da 0°3' 30" dem Wert @ des Arguments entspricht,
und das Intervall w = 30" ist, so folgt:

n_cig.'ﬁ—ﬂo";g’_;o": 1 ? =1 1 nt1 41 n—z 5

30 3 2 3] 3 9 4 12
Damit sind die Koeffizienten der in (22) enthaltenen Differenzen gefunden, aber von
diesen Differenzen kommt nur die erste, niimlich f*(@ 4 %) = - 5800, in der Tabelle

vor. Nun gilt aber auch folgende Interpolationsformel

(23] flatm=fla+n|flat )+ 7 | Flat 0+ 22 a9+ 22 1+ 2

Die Werte der hierin enthaltenen Differenzen konnen siimtlich der obigen Tabelle
entnommen werden, und zwar hat man

fla+3) = 45800, f'la+1)=—0685, ["a+3}=+146, fVa+2)=—44
Es kinnte also scheinen, als ob fiir das vorliegende Beispiel die Anwendung der
Formel (23) geboten wiire; dem ist aber nicht so. Berechnet man zunichst mit
Hilfe von (23) den Wert von logsino®3’ 40", so ergibt sich dieser zu 7.02799.
Ebendenselben Wert erhidlt man aber auch, wenn man die letste fir die Formel (23)
benutzte Differenz als konstant betrachtet, d. h. wenn man in der fiir log sinz gege-
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benen Tabelle f1V(a) = [V (a—1) = V(a4 2) = — 44 annimmt, hierauf die fehlenden
Differenzen ergiinzt und nun die Formel (22) benutzt. Die erginzten Differenzen
sind in der folgenden Tabelle in Klammern gesetat.

@ log sinw I it i
0°3' 30" 7.00779 (— 875) (— 44)
+ 5800 (+ 190)
4 o 7.06579 — 685 (— 44)
+ 5115 + 146
4 30 7.116094 — 539 — 44
4. Numerische Bestimmung der Differentialquotienten. Es seien fiir die
Werte a— 2w, a—w, a, ... eines Arguments die Funktionswerte f(a—2), fla—1),
fla), ... gegeben und von letzteren auf die in § 2 beschriebene Weise die ersten,
zweiten, ... Differenzen gebildet. Um dann den ersten und zweiten Differential-

quotienten von f(z) fiir # = a zu finden, hat man die Formeln anzuwenden (Oppolxer,
Lehrbuch der Bahnbestimmung, I1. Band, S. 161f).:

df (=) flatd+fla—3_1f"@+)+"a—=3)
(24) (d.r. )x—a w 2 6 : " J

e (419) = L) — &)

Als Beispiel moge die Berechnung der Differentialquotienten von log sin o fiir
r=0"5"0" gewiihlt werden. Mit Hilfe der in § 2, S.8 angegebenen Tabelle er-
hilt man, wenn jetzt logsin 0%s’ 0" = f(a) gesetat wird,

Hf'le+ 4 fla—3 =-+43575
Sfa i =) =+ 805, — 3B+ DH"e—D) = — 149

Die Summe der rechts untereinander stehenden Zahlen ist -4 4342.6. Da das Inter-
vall w zwischen je zwei aufeinander folgenden Argumenten der Tabelle 30" betriigt,
so wird der erste Differentialquotient von logsinz fiir x = 0”5’ 0" gleich 4 4342.6:30
= - 144.8 Einheiten der fiinften Dezimale.

Aus der Tabelle erhiilt man ferner f”"(a) = — 437, [W(¢) = — 25. Demnach ist
f"(a) — % fV(a) = — 435. Der zweite Differentialquotient von logsinz fiir z = 0°5" 0"
wird somit — 435: goo = — 0.48 Einheiten der fiinften Dezimale.

Wollte man nun beispielsweise log sin 0®5’ ¢” berechnen, so hiitte man nach dem
Taylorschen Satze, wenn die vorhin abgeleiteten Differentialquotienten mit /" und
A" bezeichnet werden,

L

log sin 0°5' 9" = log sin 0”5" 0" + g 4" - 81 d—

Nach Substitution der Werte logsino®s’ o” = 7.16270, 4’ = + 144.8 und ;4" =
— 0.24 Einheiten der fiinften Dezimale erhiilt man hieraus log sin 0°5' 9" = 7.17554.
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