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Kapitel XIIIL
Refraktion.

4. Gesetz der Abnahme des Luftdrucks bei zunehmender Entfernung
von der Erde. Die Theorie der Refraktion beruht auf der Annahme, daBl die
Atmosphiire aus unendlich diimnen, zum Mittelpunkte der Erde konzentrischen Kugel-
schichten bestehe; die Dichtigkeit der Luft wird innerhalb einer Schicht als konstant,
aber von Schicht zu Schicht als stetig veriinderlich betrachtet. Bedeutet nun P den
Druck, t die Temperatur, 4 die Dichtigkeit der Luft in der Entfernung » vom
Mittelpunkte der Erde und 7 den dieser Entfernung entsprechenden Wert der Be-
schleunigung durch die Schwere, so ist die Anderung des Luftdrucks, welche einem
Ubergange von dem Abstande » zu dem Abstande » - dr entspricht, gleich

(1) dP = — yddr
i/

Wenn ferner P,, £, o, y, der Reihe nach den Luftdruck, die Temperatur, die
Dichtigkeit der Luft und die Schwere am Beobachfungsorte bedeuten, und wenn /,
die Hohe einer Luftsiule angibt, welche ebenfalls den Druck P, ausiibt, und fiir
deren simtliche Teile die Temperatur, die Dichtigkeit und die Schwere dieselben

Werte haben wic am Beobachtungsorte, so gilt die Gleichung
(2) Py = yolo4,

Als MaB des Luftdrucks wiihlt man den Druck einer Quecksilberséinle von
o760 Hohe und der Temperatur o ! unter der geographischen Breite 45° und im
Meeresniveau oder, kurz ausgedriickt, den Druck einer Atmosphiire. Wenn also
m die Dichtigkeit des Quecksilbers fiir die Temperatur o°C bezeichnet, und I’
die durch die Schwere im Meeresniveau und unter der Breite 45° bewirkte Be-
schleunigung in Metern angibt, so ist der Druck einer Atmosphiire durch die Glei-
chung bestimmt

{2«.) 1)" i 0':'760 I‘_’n

Es liBt sich nun leicht die Hohe einer Siule trockener Luft von der Tempe-
ratur 0° C und der Dichtigkeit o', deren simtliche Teile als unter dem Einflusse
der Schwere I' stehend angenommen werden, so bestimmen, daBl der Druck dieser
Luftsiule ebenfalls gleich P’ ist. Wird niimlich die gesuchte Hiohe mit I bezeichnet,
so hat man

(3) P=rrsa
also, wenn fiir P’ sein in (2*) gegebener Wert substituiert wird,

b AW __{!_{
I’ = g%760 7
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Nach Regnawlt wiegt aber ein Kubikmeter trockner Luft bei o® C und 760™
Barometerhihe (unter der geographischen Breite 45° und im Meeresniveau) 1292874
und ein Kubikmeter Quecksilber bei 0° C 13595 930%; somit ist

13595930

I" = o%760 120274 = 7993

Aus den Gleichungen (1) und (3) ergibt sich, wenn beriicksichtigt wird, daB P’
eine Konstante ist,

(4) d(P:)— W

Ferner folgt aus (2) und (3)

= 'P_ _— ;'ola_'jo
(5) P rrs
Setzt man
LA A -
1) Pr‘_‘pr d'_ ? Iv—“.f

F o Po! F =Tl I = s

und nennt p den Luftdruck, r die Dichtigkeit der Luft, g die Schwere in der Ent-
fernung » vom Mittelpunkte der Erde, also p, den Luftdruck, r, die Dichtigkeit der
Luft, g, die Schwere am Beobachtungsorte, d. i. in der Entfernung », vom Erd-
zentrum, so ist damit als Einheit des Luftdrucks der Druck einer Atmosphire, als
Einheit der Dichtigkeit die Dichtigkeit der trockenen Luft von der Temperatur o° C
und unter dem Druck einer Atmosphire, als Einheit der Schwere die Schwere unter
der geographischen Breite 45° und im Meeresniveau gewiihlt, und die Gleichungen
(4) und (5) nehmen die Form an

(6) l'dp = — grdr
(7) UPe = YoTols

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

.3 dp = — LY P ’,“r— dr =, * f."( r")
Pﬂ o rD ¥ rﬂ o 7
oder, wenn
(7°) —E—ZI—w, L S
T 7
gesetzt wird,
(8) r.’P=—1° A L1 — w)ds

Aus der Verbindung dieser Gleichung mit einer im niichsten Paragraphen abzu-
leitenden Differentialgleichung zwischen p und @ wird sich eine Beziehung zwischen
s und o, also, nach der Bedeutung dieser GriBlen, das Gesetz ergeben, nach dem
sich die Dichtigkeit der Luft mit der Hohe ifindert. Zuniichst aber sollen die in (8)
enthaltenen Unbekannten #, und /, bestimmt werden, Ist 2 die Seehéhe und ¢ die
geographische Breite des Beobachtungsortes, bezeichnet man ferner mit B die Ent-
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fernung eines unter der geographischen Breite ¢, aber im Meeresniveau gelegenen
Punktes vom Mittelpunkte der Erde, so hat man

r, =R+ h

Es moge nun e die halbe grofle Achse und ¢ die Exzentrizitit eines Erdmeridians
bedeuten; aus der in § 67 gegebenen Formel (2) folgt dann niiherungsweise

% =1—ze’sin“gp4 -

Nimmt man jetzt

2

c—,— = 0.00168

a(1 — ;e%) = 6 366 ooo™, T3

an, so wird
R = 6366 000" (1 4 0.00168 cos 2¢)

Folglich ergibt sich, wenn auch % in Metern ausgedriickt ist,

(a) ¥, = 0366000" (1 + 0.00168 cos 2¢ + 0.000000 157 /)
Fiir /, folgt aus (7)
(10) Le=de o
TO HO

Die Konstante ' ist bereits oben bestimmt worden. Was g, betrifft, so hat
man aus den an zahlreichen Orten der Erde ausgefiihrten Schwerebestimmungen die
Formel abgeleitet

(11) §o =1 — 0.00265 €OS 2¢p — 0.000000 310k

Um den Wert von /, zu finden, ist also nur noch der Quotient p,: v, zu bestimmen.
Zu diesem Zweck bedient man sich des Gay-Lussac— Mariotteschen Gesetzes, welches,
auf trockene Luft angewandt, lautet: Wenn der Ausdehnungskoeffizient der trockenen
Luft mit @ bezeichnet wird, so ist der Druck der trockenen Luft von der Tempe-
ratur ¢ proportional dem Produkt aus der Dichtigkeit dieser Luft und dem Aggregat
1 +at. Da jedoch die Dichtigkeit der trockenen Luft, welche unter dem Drucke 1
steht und die Temperatur o® C hat, als Einheit der Dichtigkeit gewihlt wurde, so
mul} die Proportionalitiitskonstante gleich 1 sein; demnach erhiilt man fiir die Dichtig-
keit der trockenen Luft von der Temperatur ¢

(A) Dichtigkeit — lDf:_‘:lt

Die atmosphérische Luft enthiilt nun stets eine gewisse Menge Wasserdampf.
Nach den Versuchen Dalfons ist aber der Druck eines Gemenges von trockener Luft
und Dampf bei der Temperatur ¢ gleich der Summe der Drucke, welche diese beiden
Substanzen jede fiir sich ausiiben. Tst also p der Druck, welchen die feuchte Luft
ausiibt, und p der Druck des in der Luft enthaltenen Wasserdampfes, so ist p — p
der Druck, welchen die trockene Luft allein ausiibt; der Gleichung (A) zufolge ergibt
sich somit fiir die Dichtigkeit (v,) dieser trockenen Luft

O
: 1+ at
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Wiirde der Wasserdampf von der Temperatur ¢, dessen Druck mit p bezeichnet
wurde, durch trockene Luft von der Temperatur ¢ ersetzt, welche ebenfalls den
Druck p ausiibte, so wiirde die Dichtigkeit dieser Luft gleich p: (1 4 at) sein. Der
Versuch lehrt aber, daBi das Gewicht eines Volumens Wasserdampfes nur 0,622 des
(Gewichtes des gleichen Volumens trockener Luft von gleicher Temperatur und unter
gleichem Druck betriigt; fiir gleiche Temperatur und gleichen Druck ist also auch
die Dichtigkeit des Wasserdampfes gleich o.622mal der Dichtigkeit der trockenen
Luft. Somit ergibt sich fiir die Dichtigkeit des Wasserdampfes, dessen Temperatur
gleich ¢, und dessen Druck gleich p ist,

r, = 0.622 - 2
* 14 at

Die oben mit v bezeichnete Dichtigkeit der atmosphiirischen Luft ist gleich v, 4 1,;
durch Substitution der Werte von r, und r, erhiilt man demnach

¢ P —0.378p
1+ at
oder, indem man 0.378 durch 3 ersetat,
r(14af
12) T =
: . o2 B
8 p
Wenn also die fiir den Beobachtungsort giiltigen Werte von p, p, ... durch den

angehiingten Index o gekennzeichnet werden, so hat man

Po 1+ atl,

I T — e
(13) Lo _ 3 b
8 P,

Substituiert man nun die fiir g, und f ¢ gefundenen Werte in dic Gleichung (10)

a

und setzt nach Regnault @ = 0.,003663, so folgt

(14) ly=1U (14 0.003663¢ -+ % E" ~+ 0.002635 cos 2 4 0.000000 310/)
Aus dieser Gleichung in Verbindung mit (g) und dem frither gefundenen Wert
"= 7993™ erhiilt man, wenn das von % abhiingige Glied vernachlissigt wird,

(r3) lo = 1393 (14 0.003663f, + é ;:" —+ 0.0010 cos 2 )

7, 6366000

75. Anderung der Dichtigkeit mit der Hoéhe einer Luftschicht. Um die
im vorigen Paragraphen angekiindigte Differentialgleichung zwischen p und o ab-
leiten zu konnen, ist man genétigt, auf Grund der bei Ballonfahrten ausgefiihrten
Messungen des Luftdrucks, der Temperatur und des Dunstdrucks sowie der hieraus
nach § 76 berechneten Werte der Dichtigkeit der Luft einige Hypothesen zu machen.
Die erste Annahme ist, daB fiir alle Schichten der Atmosphire

(16) b _ ¥

p Po
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vorausgesetzt wird. Aus den Gleichungen (12) und (13) folgt dann

P __1:_(_1 T}_—__r_r:!J
P G(1+at)

oder, da @ = 0.003663 = 1:273 Ist,

flﬁ")

L T ( t,—t
v o b=t

Po Yo 273"+ 1,
Macht man die weitere Annahme, dali bei zunehmender Entfernung von der Erd-
oberfliche die Anderung der Temperatur derjenigen der Dichtigkeit proportional ist,
so hat man
”S} tn_t=('(ro_r:|!
wo € noch von der Tages- oder Jahreszeit abhiingig gedacht werden kann. Hieraus
erhiillt man fiir r =o0, d. h fiir die Grenze der Atmosphire, wenn die dort herr-
schende Temperatur ¢ = — 273° 4 7' gesetzt wird,

t,+ 273°— 7= Cr,

Durch Division der zwei letzten Gleichungen ergibt sich

ol S, . ([ _.r
273°+ 4 05 273° 41,
oder mit Riicksicht auf (7*) und wenn
?'
(19) - S e f
gesetzt wird,
f,—1
(2 - S U
20 el =1
Somit nimmt die Gleichung (17) die Form an
(21) p—= 1— @) (1 — fw
™ ( ) (1 = fo)

Wenn nun p, und f gegebene Werte haben, so erhilt man durch Differentiation

von (21)
dp = —p, (1 —fl42f(1 — w) dw

Dies ist die gesuchte Differentialgleichung. Aus der Verbindung dieser Gleichung
mit (8) ergibt sich

Ts dw

eo d3=['l——f]

e + z2fdw

Integriert man diese Gileichung und bestimmt die Integrationskonstante durch die
Bedingung, daB fiir den Beobachtungsort @ = s = o sein muB, so erhilt man die
fiir die Folge wichtige Beziehung

(22) :I" s=—(1—f)log(1t — w)+ 2fw

o
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76, Bestimmung des Drucks und der Dichtigkeit der Luft. Um die bis-
her abgeleiteten Gleichungen verwerten zu konmnen, muB noch gezeigt werden, in
welcher Weise sich der Druck und die Dichtigkeit der Luft bestimmen lassen. Ist
B die wahre Barometerhihe, + die Temperatur des Quecksilbers, m' seine Dichtig-
keit bei der Temperatur r und y, die Schwere fiir den Beobachtungsort, so erhiilt
man fiir den Druck der Luft am Beobachtungsort

r
P, =y m'B

Dividiert man diese Gleichung durch die Gleichung (2*), so ergibt sich mit Riicksicht
auf (5%)

2 '58
(23) Po =1 =

m ?00””“

Um aus der abgelesenen Barometerhthe die wahre zu erhalten, ist erstere
zuniichst wegen eventueller Teilungsfehler der Skala oder des Nonius und auch wegen
einer etwaigen, durch die Kapillaritit bewirkten Depression des Quecksilbers zu
korrigieren; die so verbesserte Ablesung werde mit B bezeichnet. Ist nun die Skala
bei der Temperatur o° C geteilt worden, und sind die Teilstriche auf einer messingnen
Réhre eingraviert, welche das eigentliche Barometerrohr in seiner ganzen Liinge um-
gibt, so erhilt man die wahre Barometerhohe aus der Gleichung

(24) B = B (1} 0.0000197),

wo der Koeffizient von 7 den Ausdehnungskoeffizienten des Messings angibt.

Die Dichtigkeit m' des Quecksilbers bei der Temperatur # findet man aus der
- fiir o giiltigen Dichtigkeit m mit Hilfe der Formel
m

(24%) m= I+ 0.0001817¢

Substituiert man die Werte von 8 und »/, sowie den fiir g, gegebenen Ausdruck (11)
in die Gleichung (23), so folgt
B(1— 0.0001627)

760

(23) Po = (1 — 0.002635 €08 2¢p — 0.000000 310/

Der Gleichung (13) zufolge hat man aber auch, wenn @ = 0.003 663 gesetst wird,

14 0.0036037,
_3 %
8 p

(26) Do =1,
I

Mit Hilfe eines Psychrometers lifit sich nun die Hihe einer Quecksilbersiiule
bestimmen, deren Druck gleich ist demjenigen des in der Luft vorhandenen Wasser-
dampfes; der Druck selbst ergibt sich aus der Gleichung (25), wenn man fiir B die
Héhe jener Quecksilbersiiule, ausgedriickt in Millimetern, substituiert. Bezeichnet
man diese Héhe mit wr,, so wird

Py iy
p,; B!
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die Gleichungen (2z5) und (26) geben dann

B 1 —o0.000162%
= 2. % 62(t, — ) —
760 1 - 0.003 6631 maoateald, —)

[27} T,
3 1,-0
— 0.00265 €0S 2 ¢ — 0.000000 310k (I = _If)

Wird der Wert, welchen v, fiir B = 760", {, =7=0"C, h=o0, ¢ = 45",
7, = 6™ annimmt, mit 1, bezeichnet, so folgt aus (27)

3 6

{ :J: —_ e
28) ¥ 1 8 760

\

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich mit Vernachlissigung ver-
schwindend kleiner Glieder
r, 1- 0.003663%, B

; e 0,000 162(¢, — 7) — 0.00265 cos 2¢p
o 1— 0.000162%, 760 1+ (t — 7) 00205 24

r 3e B _ o
— 0.000 000 310k 750 & (6 .ro)

Diese Gleichung lifit sich noch vereinfachen. Bezeichnet man niimlich mit B, die
mittlere fiir den Beobachtungsort giiltige Barometerhthe und setzt

(29) b = B+ B, 0.000162(f, — ) — 0.00265 cos 2¢p —

3 (628 _,
— 0.000 000 310k - 3 (6 760 ,ro)

so erhilt man mit einer fiir alle Fille ausreichenden Genauigkeit

(30) t, b 1—o0000162¢
3 v, 760 14 0.003663%

77. Differentialausdruck der Refraktion. Ein Lichtstrahl & B (Fig. 1) treffe
in B auf die Grenzfliche FF zweier Medien M und M’ und werde nach Be ge-
brochen. Aus physikalischen Versuchen ergeben sich dann )
folgende drei Sitze: 1. Be liegt mit Bé und der Nor- Be 1,
malen BN in einer Ebene. 2. Bezeichnen 7 und & die
Winkel, welche der einfallende, bzw. der gebrochene Strahl
mit der Normalen BN bilden, und bedeutet » eine Kon-

stante, so ist
(31) sind_ c

sine

Die Konstante » wird der Brechungsexponent des Mediums
M’ in bezug auf das Medium M genannt. 3. Es seien u'
und g« die Brechungsexponenten von M’', bzw. M in bezug auf ein Medium L;
dann ist

C

(32) [

1t

Ist unter dem Medium L der luftleere Raum zu verstehen, so werden 1’ und u
kurzweg die Brechungsexponenten der Medien M’, bzw. M genannt.
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Aus den zwei letzten (Gleichungen ergibt sich
siné '
sine ~

(33)

‘Wenn nun g’ nur wenig von u verschieden ist, so unterscheidet sich ¢ wenig von &;
setzt man dann

W=u-4+du, s =1t —d0,
wo also d@ den Winkel bezeichnet, den der itber B hinaus verlingerte einfallende
Strahl mit dem gebrochenen Strahl bildet, so folgt aus (33)

il
/ ) — anog
(34) i 0 tang

Es werde jetzt angenommen, dall die Atmosphiire aus einer Reihe sehr diinner
Kugelschichten M,, M,, ... bestehe, deren Zentrum €' der Mittelpunkt der Erde
sei (Fig. 2). Wir setzen ferner voraus, daB der
Fig. 2. Brechungsexponent innerhalb jeder Schicht konstant ist
z 4 und sich von Schicht zu Schicht nur wenig #ndert.
Ein Lichtstrahl Sa, der, aus dem luftleeren Raum
kommend, die Grenze der Atmosphire in a trifft, werde
in der ersten Schicht nach ab gebrochen, in der zwei-
ten nach be, in der dritten nach e¢E, usw. Ist K ein
Punkt der Erdoberfliche, so wird ein dort befindlicher
Beobachter den Stern S, welchen wir als die Licht-
quelle annehmen, in der Richtung FeS’ wahrnehmen.
Der Winkel ZES', wo Z das Zenit des Beobachters
in K bezeichnet, wird die scheinbare Zenitdistanz
des Sterns genannt.
Aus dem Dreiecke Ceb folgt, wenn Cb =1,
Ce=r,, Ceb =180 — i, und Che = ¢, gesetzt wird,

sin i, 9

sin g, 7

2

Ferner ergibt sich aus der Gleichung (33), wenn der Winkel Cba mit 180° — ¢, und
die Brechungsexponenten der Medien M, und M, mit «,, bzw. u, bezeichnet werden,
L
sing, 1,

Aus den zwei letzten Gleichungen folgt

T, 8ing, = 7, 1, sin¢,

ara 3 e &

Da diese Gleichung fiir je zwei aufeinander folgende Schichten gilt, so ergibt
sich der Satz: Es seien M, und M, zwei beliehige nicht aufeinander folgende
Schichten der Atmosphiire mit den Brechungsexponenten t,,, bzw. u,, P und @
seien die Punkte, in denen ein Lichtstrahl die Grenzfliichen der Schichten 3,, und
M, .., bzw. M, und M, ., schneidet; die Abstinde der Punkte P und @ vom
Mittelpunkte der Erde mégen mit »,, und », bezeichnet werden. Wenn dann der in



& 77, Refraktion 207

P ecinfallende Strahl mit der durch P normal zu der Grenzfliiche der Schichten 3/, und
M, +, gezogenen Geraden den Winkel ¢, bildet, wenn ferner der in ) einfallende
Strahl mit der durch ¢ normal zu der Grenzfliche der Schichten M, und M, ., ze-
zogenen (eraden den Winkel #, hildet, so ist

Fulty SINE, = 7,4, sini,

Nimmt man die Schichten als unendlich diinn an, so wird der Weg des Lichtes
eine Kurve und die letzte Gleichung driickt jetzt folgendes aus: Bedeutet » die Ent-
fernung eines Punktes U7 der Kurve vom Mittelpunkte der Erde, bedeutet ferner u
den dem Punkte U entsprechenden Wert des Brechungsexponenten der Luft, und
bezeichnet 7 den Winkel zwischen der in [7 an die Kurve gezogenen Tangente und
der Verbindungslinie von 7 mit dem Mittelpunkte der Erde, so hat das Produkt
ru sing fiir alle Punkte der Kurve denselben Wert. In dem Punkte K, in dem das
Licht den Beobachter trifft, ist aber » = K C =7, 4 = u,, i =, wo z die schein-
bare Zenitdistanz des Sterns bedeutet; somit ist

(35) ru sing = r,u, sin s
Unter Beriicksichticung dieser Gleichung erhiilt man aus (34)
(=] = =] 3 ‘.

(36) 0= =—— _sinx ti’_;r

.'.”’(( Y r-— sin”x i
L

Man verliingere jetzt irgend einen einfallenden Strall, beispielsweise b in Fig. 2
und den entsprechenden gebrochenen Strahl be bis zu ihren Durchschnittspunkten v,
bzw. m mit CZ; der Definition von d@ gemill ist dann der Winkel vbm gleich
dem Werte von d@ im Punkte b. Nun ist aber vbm = Zvb — Zmb. Integriert
man also die Gleichung (36), indem man auf der rechten Seite als Grenzen des
Integrals die fiir die Grenze der Atmosphiire, bzw. fiir den Beobachtungsort giiltigen
Werte u =1 nnd w = y, wiihlt, so erhiilt man, wenn der Winkel ZsS zwischen
dem die Grenzschicht der Atmosphiire in @ treffenden Lichtstrahl S und ('Z mit

.

£ bezeichnet wird, !
- o sin z du
(37) bt —22f 9

. L -3 [
i r W h
V -—’——) —sin‘x

!;0?.0

Wiire keine Atmosphiire vorhanden, so wiirde der Beobachter in E die wahre
Zenitdistanz ZF'S beobachten; bezeichnet man diesen Winkel mit 3 und den Winkel
sSI7 mit e, so ist

j=Lf—o0
Wegen der im Verbiiltnis zu den Entfernungen der Himmelskérper kleinen Erd-

dimensionen ist ¢ ein schr kleiner Winkel; setzt man demgemill sine = ¢ sin1”, so
folgt aus dem Dreieck sSE, wenn Ks mit 2 und XS mit 4 bezeichnet wird,

3 W i
2 sing

vsin1” = — sin{ =
= = v A
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An Stelle des Quotienten x:7, lift sich ein anderer Ausdruck einfiihren. Zuniichst
ergibt sich aus dem Dreieck saC, wenn a C = H und saC = ¢ gesetzt wird,

H sing

—
sin C

ro o=

Oben wurde aber gefunden, dall das Produkt »p sin¢ in allen Punkten eines Licht-
strahls denselben Wert besitze. Im Punkte ¢ des Strahls SabeE ist nun r = H,
u=1, ¢t= ¢, und im Punkte K ist r =r,, © = u,, ¢ = x; somit ist

H sing = r,u, sinx
Demnach wird die vorige Gleichung

y SN

[ EY x — —
137) i + r, - Sin;

und die Gleichung fiir ¢ verwandelt sich in

Yo (u, sin in {)
= W, SINE — 81N L
Zsint” e ;
Hier kann man o als die Entfernung des Gestirns vom Mittelpunkte der Erde auf-
fassen; setzt man dann
r,
e =TI
A sin1" !

wo II die Horizontalparallaxe des Gestirns genannt wird, so folgt
o = Il (u, siny — sin L)

Der physikalisch bestimmte Brechungsexponent der Luft mittlerer Dichtigkeit ist fiir
die dem hellsten Teil des Spektrums angehorigen Lichtstrahlen gleich 1.0002g2.
Die Differenz zwischen £ und v erreicht ihren Maximalwert, wenn sich das Gestirn
im Horizont befindet (+ = go®), und zwar folgt aus den in § 40 erwiihnten Beobach-
tungen des Auf- und Unterganges der Gestirne, daB fiir x = go° die wahre Zenit-
distanz L = go% angenommen werden kann, Fiir den Mond, dessen mittlere
Parallaxe 57" betriigt, wird somit ¢ selbst im Horizont nicht gréBer als 1”; fiir
alle iibrigen Himmelskorper ist ¢ verschwindend klein. Mit Riicksicht hierauf be-

zeichnet man den durch die Gleichung (37) bestimmten Winkel [ als die wahre
Zenitdistanz.

7S. Einfluh des Wasserdampfes auf die brechemde Kraft der Luft. Es
bedeute K den Brechungsexponenten und ¢ die Dichtigkeit eines Gases fiir die Tem-
peratur / und den Druck #», ferner seien K’ und d' die fiir die Temperatur o® C
und den Druck einer Atmosphiire giiltigen Werte von K und d; den physikalischen
Versuchen zufolge hat man dann

K“—_I d

\-’?'J__I 0# 1
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wo K* —1 die brechende Kraft des Gases fiir die Temperatur £ und den Druck »
genannt wird. Ferner ergibt sich aus dem Gay-Lussae—Mariotteschen Gesetze, wenn
der Ausdehnungskoeffizient des Gases mit e bezeichnet und der Druck einer Atmo-
sphiire als Einheit des Drucks gewihlt wird,

Aus den zwei letzten Gleichungen folgt

(B) K*—1= (K _I}I—f—et

Es sei nun p der in einem heliebigen Punkte der Atmosphire herrschende Druck,
p sei der Druck des in der Luft enthaltenen Wasserdampfes, also p — p der Druck
der trockenen Luft; ferner mégen u, » und n die Brechungsindices der atmosphii-
vischen Luft, des Wasserdampfes und der trockenen Tauft fiir die Temperatur £ und
den Druck p, bzw. yp, bzw. p — p bezeichnen. Macht man dann von dem von Biof
und Arago aufgestellten Gesetze Gebrauch, wonach die brechende Kraft eines Ge-
misches von Gasen, zwischen denen keine chemische Verwandtschaft besteht, der
Summe der brechenden Kriifte der Bestandteile gleich ist, so erhiilt man

w—1=0"—1)+ nr—1

Wenn aber » und #" die fiir die Temperatur 0® (. und den Druck einer Atmosphiire
giiltigen Werte von » und # bedeuten, wenn ferner die Ausdehnungskoetffizienten
des Wasserdampfes und der trockenen Luft mit e uml a bezeichnet werden, so folgt
aus der Gleichung (B)

e it B R Tt |
1 1 == (2 [)1+P!, ) I==(n 1}{_}_‘“
Demnach wird
. n'*— J’“—l 1 4 at
=y [} =P+ 1—|—et‘"]

Nach den Versuchen von Loreny (Wiedemanns Annalen, Band 11) hat man

(n'* —1) — (»"* — 1) = 0.000082

und fiir Strahlen von der Wellenliinge der Linie D des Spektrums

7n'* — 1= 0.000582
Damit erhiilt man

T e
[T e ey [}} p -+ 0.86

14 at
o)

Da a = 0.0037 und fiir den gesiittigten Wasserdampf ¢ = o0.0042 ist, so darf man
in dem kleinen von p abhiingigen Gliede unbedenklich (14 af): (14 ef)j=1 an-
nehmen; die vorige Gleichung wird dann

. . . p—o.l
' —1=[n*—1 g 4p
! ' l—f—ﬂ-t

de Ball, Sphio. Astronomie, 14
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Fiir den in dieser Gleichung vorkommenden Koeffizienten von p erhielt Radawu aus
den Versuchen von Fiveau und Jamin die Werte 0.13 und o.115: gibt man dem
Koeffizienten den Mittelwert 3, so folgt

f L)

W —1=(n"— I}P—(-—-- il

* 1-+at
oder, wenn

) P (1 —3 ;

(38) Tigat
und
(38%) nW'—a1=2¢
gesetzt wird,
(39) W—1=2c¢

Aus der Gleichung (12) erhilt man fiir die Dichtigkeit der atmosphiirischen Luft

(=13

die vorhin mit ¢ bezeichnete GriBe unterscheidet sich also von der Dichtigkeit der

T =

Luft dadurch, daB an Stelle des Faktors % yon f—) der Faktor —; tritt. Nach
Radaus Vorgange soll nun ¢ die optische Dichtigkeit der atmosphiirischen Luft
genannt werden; man hat dann den Satz, dall die brechende Kraft der Luft ihrer
optischen Dichtigkeit proportional ist.

Den Gleichungen (38) und (39) zufolge hat man, wenn p, den Luftdruck, p, den
Druck des atmosphiirischen Wasserdampfes, ¢, die Temperatur, u, den Brechungs-

exponenten und g, die optische Dichtigkeit der Luft am Beobachtungsort be-

deutet,
1 pﬂ
=i )
‘ — 8 p
(40) %= ifeL
und
(40%) Mg —1=20c¢,

Substituiert man fiir p, seinen Ausdruck (25) und setzt, wie frither @ = 0.003 663 und
Vo T oo arsibt &l
5 — B so ergibt sich aus (40)
_ Bli— 0.0001624,) .
= 760 (1 4 0.003 063 1,) '

1--0.000162(f, — 7) — 0.00205 cos 2¢p

— 0.00 o310h] (1 — % Te
20000003 f-_:(l ?__B)

Demnach wird, wenn ¢/, die optische Dichtigkeit der Luft fiir B = 760™, {, —r = 0°C,
h=o0, ¢ = 45° m,= 6™ bedeutet,

(41) th=1——
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Bezeichnet man jetzt wieder mit B, die mittlere Barometerhthe des Beobachtungs-
ortes und setzt

. _ 5
(41*) = B+ B.,/0.000162 (f,— 7)—0.00265 €08 2(p — 0.000000 310k -} :_3 (b ;6-5_”0)’
so erhiilt man
(41°) 0 _ # 1—0.000162f,
! ¢, 760 1-0.00360631,

Fiir einen gegebenen Beobachtungsort wird die Berechnung von 3 sehr einfach, wenn
man zwei kleine Tabellen konstruiert, von denen die eine mit dem Argument f, — ¢
das Glied

B,,[0.000162(t, — 7) — 0.00265 €08 2 — 0.000 000 310/

gibt, withrend die zweite das von dem Dampfdruck s, abhiingige Glied liefert. Nach-

i

dem man # gefunden hat, kann man aus meinen Refraktionstafeln®) log 65 entnehmen;

diese Tafeln geben auch den log des von #, abhiingigen Quotienten in (41°).

79. Transformation des Refraktionsintegrals, Da der in § 75 gemachten
Annahme gemil}
P
P
sein soll, so folgt aus den Gleichungen (38) und (40)

K.
P

e _ pirt+ai)
e Po(t+al
Mit Beriicksichtigung der Gleichung (16*) ergibt sich demmach
010, =11
Man kann also unter Benutzung der durch die Gleichung (7*) eingefiihrten Varia-
belen

(42) g E’i = w 74
setzen; setzt man ferner noch ’

{ ] ._._,Eg?_._ =

3 142¢0, '

so erhilt man aus (39) und (40

(44) b =1—200

Ho

Die logarithmische Differentiation dieser Gleichung gibt

tt'i adw

(447) «  1— 200

Mit Hilfe der Gleichungen (34) und (44%) liBt sich nun in dem Integral (37)
die Variabele ¢ durch @ ersetzen. Um die neuen Integrationsgrenzen zu bestimmen,
beriicksichtige man, daB nach (30) dem Werte u =1 der Wert ¢ = o entspricht;

* Wilhelm Engelmann, Leipzig 1906,
14
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fiir o = o ist aber nach (42) w = 1. Der Wert u = pu, gilt fiir den Beobachtungs-
ort, und fiir diesen ist ¢ = g,, folglich v = o. Bringt man also das Integral (37)
in die Form

Mo _J.a !
- r i
(45) R=f—s=| —T %
3 V u 1 _(?_‘o_) n
! w,] sin®: r
setzt dann, wie in (7%,
L S
T
und heriicksichtigt, dal
= -+ cotg®s

sin®.
ist, so ergibt sich
~3
a(t1—s)(1— 2aw) *do

g o0 a2
Jo Veotg®s 4 (25 — 200 — 87 (1 — 2q0)~!

Dieses Integral liBit sich vereinfachen, wie im folgenden gezeigt werden soll.
Zuvor aber erscheint es wiinschenswert, sich eine Vorstellung iiber die GréBe von
a und s zu verschaffen. Wie oben erwiihnt wurde, ist der Brechungsexponent der
Luft mittlerer Dichtigkeit fiir gelbe Strahlen gleich 1-000292; den Gleichungen (40%)
und (43) zufolge ist somit der zugehirige Wert von a = 0-0003. Die durch die
zweite Gleichung (7°) definierte GroBe s ist an der Oberfliche der Erde gleich o und
wiirde fiir » = oo gleich 1 werden. Die Hohe der Atmosphiire aber, insoweit letztere
noch einen merklichen Beitrag zur Refraktion geben kann, darf zu 50 km veranschlagt
werden *); nimmt man also fiir 7, den mittleren Radius der Erde (6366 km) an, so
ist » hichstens gleich 6416 km, und dem entspricht als Maximalwert von s der
Betrag 0.0078. Vernachliissigt man nun in dem Zihler des oben unter dem Integral-
zeichen vorkommenden Bruches die Glieder von der Ordnung a®s und von héherer
Ordnung, so wird

-3
a1 —s)(r —z2aw) *=a(1 — s+ 3a0)
Ferner erhiilt man, wenn in dem Nenner des genannten Bruches das Glied von
der Ordnung s”a und die Glieder héherer Ordnung unberiicksichtigt bleiben,
(28 — 200w — 87)(1 — 2a0)~ "= 28 — 2000 — $° -+ 48a0 — 40°w*
oder, wenn
(46) Ss—aw=u

gesetzt wird,
(28 — 200 —s%)(1 —2a0w)"" = 24 — (4 — aw)*?

Dividiert man noch den Wert des Integrals h durch sin 1" und setzt

*) Nach J. Hann (Lehrbuch der Meteorologie, II. Aufl., 8. g} hetriigt die Luftdichte in dieser
Hohe nur mehr o.ocoog von jener an der Erdoberfliiche.
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so ergibt sich fiir !, ausgedriickt in Bogensekunden,

(47) R= n"j:

(1 —u-t2a0)do
Veotg®x + 2u — (u — aw)®

Von den Entwicklungen, welche dieser Ausdruck zulidBt, sollen hier nur zwei,
von Radaw herrithrende, mitgeteilt werden. Wie sich ergeben wird, eignet sich die
erste dieser Entwicklungen fiir + = 80° die zweite fiir x > 80°

80. Refraktion fiir # = 80° Das Integral (47) liBt sich schreiben
(1 —u—+200)dow

{1 + 2 [u — (u_—zu_m]"] tang“x}

=gl t.ang,;._j ‘{l — % ZIIN} {1 — |Vu — @] tang®x

R=1a" ta.ng,:j '

X
a

S [ e A by )
- e L = tang*x | i

Setzt man zur Abkiirzung

ﬂ"/ (11—~ 2a0)do = A,
8 o
(48) (t—aew

a"/ [I—H—|—2aw}[u—-- —

}J dw = 4,

1+3+5{zn—1) , [ w— ) *
Segrize )aj {(r —u+ 2ucuj[u—{72“)-J dow = A, ,

1 -'2-3---?1
so lantet die vorige Reile
(49) M= A, tangx — A, tang?x 4 4, tangx — .-« 4 (— 1)"d, tang" +14 4 . -
Um die Koeffizienten 4, berechnen zu kinmnen, bedarf man der Kenntnis der

Integrale /:'u“n'{u l,mdflu"wdm. Man setze

o

[ 1 & i e
LSO) ”_!'[" u d"'i e L}Iu
Soll die Integration sich ausfiihren lassen, so mull # als Funktion von @ dar-
gestellt werden. Nun ergibt sich, wenn man von beiden Seiten der Gleichung (22),
niimlich
-;" s=—(1— f)log(t —w) 4 2fw,

;"- ae subtrahiert und zur Abkiirzung

-]

(51)
setat,

~|o
=
I
.,

-]

j-u w=—(1—f)log(t — o4 (2f — ¢jw

o
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Wird jetzt noch

f’n(l_fj_ Zf—e__‘__
(52) el =a, Tor=h
gesetzt, so ergibt sich die gesuchte Beziehung zwischen # und o
(53) / h : = —log(t — o)+ ko

=]

Es empfiehlt sich aber, statt @ eine andere Variable # einzufiihren, wo « durch
die Gleichung

(54) <2

definiert werden soll; es wird dann-

1 — @ =c¢"

5 = u ;
o) 23 ® st hi— e
und ’

7 vl 1 Y Wp—x
(56) U, = Ja_T./., we=*dx

Durch Substitution des aus (55) folgenden Wertes von # in (56) erhilt man

1 R I i I il —1 — @)
P U"_j., [" x +_t1—)!£ (xR k-

n! (n lx"ﬂ“ gy

2! (n— 2)!
E_ & e oesigaa oy Ty ____-,,;‘,.]_
T (n — h)! M=t Lol TF i e
Schreibt man diese Reihe in der Form
1 ) 1 1 2) 1.2 ol 1 u) g
(57) | g Un= B0 B ko Sp AR A gy B R B0
so sind die Koeffizienten g durch die Gleichungen definiert

-3

(o) ! -
gL =t we-*ds
7 i
(58 ""z—lff =M1 —egPe%dx
(58) e ol M (1 )

250
‘.if."]=j (1 —e#)e—=dx
o

Nun erhiilt man durch partielle Integration

ol

GO
j e‘*‘x“":fa::-—/ e~ xrdx
nd,

-]

Setzt man zur Abkiirzung

4

(59) 7. j e~ —idr = I'(n),
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50 sagt die vorige Gleichung, daf

(6o) Fiv-+1) = nI'),
ist. Der Definition nach ist
(61) 7v r(;)_—_j e-*dz — 1

Substituiert man also in der Gleichung (60) fiir # der Reihe nach die Zahlen
1, 2, ..., m, so erhilt man
(62) - I'n+ 1) =mn!

Da nun

© __ 1 A o P
I —n!fo ate rfr._ﬁﬂ! I'in—+1)

ist, so wird
(63) &/ =1

Ferner ist

' =[ (1 —e=epe-rqx —f (1 —e=5rd(1 —e~2)

oder
(64) ~ ° a =
Um den Wert von

. 1 e
ﬁ!.“ -= W/ x"_hfl —e"*)*e—*d.r

|

41

zu erhalten, entwickle man (1 — ¢=+)t und beriicksichtige, daB, wenn pr = » gesetat
wird,

[ o reredn = g ety = — e =iy

o

ist, folglich nach (62)

a5 o '
(6s) ‘/0 NN i = 51:“ __ﬁ%
Man erhilt so fiir o <h<n
h h hih — 1) I
(66} )“'-}—-1_ prrms e - e 3!:~J‘|+. -

1
—_—P e !
( I) k- k""ﬁ"ﬂ +{ IJ U""'l,l'"_,'.lﬂ
Durch die Gleichungen (63), (64) und (66) sind die Koeffizienten 3 bestimmt;
fir die Logarithmen von ", g ... baw. 160, 158 . usw. ergeben sich die
folgenden Werte:
log
A 9.6989700  log
1) 6 (2)
B 9.8750613 | 18% 9.221849 | 10g
Y 9.9420081 [ 18%) g.485090 |23 8.6197¢ | log' |
B 0.9719713 |18 9.504965 [ 142 8933551,. ) 7.9208 | 1log ;
ff“’ 9.9862117 a.f';' 0.647063 18 907047 | 5t 8.2704 i” 7.143 | log
[ 2 1 6

9 14903 | gqi‘g“] 8 4444 I:O 3'532 m 6 30 lljg

| : 4
ff 99965937‘,:1" 9685796l6ff‘? 9-18451 | 43" 8.5283 | ;1 3 7-716\,9,,;!‘?' 6.71 | 5258 5.3
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Zur numerischen Berechnung der U, sind noch die Werte von @, und k, er-
forderlich. Diese ergeben sich aus den Gleichungen (52) in Verbindung mit (51) und
(15), vorausgesetzt, daB die in diesen Gleichungen vorkommenden GroBen a und f
anderweitig bekannt sind. Der Gleichung (43) zufolge ist a definiert durch

S
=0T 209, '

wo g, die Dichtigkeit der Luft am Beobachtungsorte bedeutet. Bezeichnet nun o
den Wert von a, welcher einer fest gewihlten Dichtigkeit ¢, entspricht, und ist
demnach
f_ €

T 14260,
so folgt durch Division der zwei letzten Gleichungen

[67) ) a= g':‘ ____('(__

LA za'(l — g?)

verstanden werden; fiir den zugehorigen Wert von o’ kann man dann nach Bawschinger
a' = 60’15 sin1” = 0.0002g16...

annehmen, wobei

(]

sint” ga-3
als die der Dichtigkeit o, entsprechende Refraktionskonstante bezeichnet wird.
Der hier fiir o' gegebene Wert beruht ganz auf astronomischen Beobachtungen; in
welcher Weise sich letztere zur Bestimmung von o' verwenden lassen, wird in § 89
gezeigt werden. Berechnet man jetzt noch mit Hilfe der Gleichungen (41%) und (41")
den fiir die jeweiligen Ablesungen der meteorologischen Instrumente giiltigen Wert
von @,: s, so erhilt man durch Substitution dieses und des fiir a’ angenommencn
Wertes in die Gleichung (67) den der Dichtigkeit o, entsprechenden Wert von a.

Um f zu bestimmen, kann man sich der gelegentlich einer Ballonfahrt gewon-
nenen Messungen des Tuftdruckes, der Temperatur und des Dunstdruckes in den
durchstrichenen Schichten bedienen. Mit Hilfe dieser Angaben berechne man nim-
lich zuniichst nach § 76 die Dichtigkeit der Luft; verbindet man hiermit und mit
den im Ballon beobachteten Temperaturen die fiir die TLuft an der Erdoberfliche
geltenden Werte der Dichtigkeit und Temperatur, so ergibt sich aus der ersten (ilei-
chung (7%) und der Gleichung (20) der gesuchte Wert von f. Auf Grund der Ergeb-
nisse der in fritheren Jahren unternommenen Ballonfalirten ist man dazu gekommen,
[ = 0.2 anzunehmen.

Der in (52) vorkommende Quotient —:f— liBt sich mittels der Gleichung (15) be-

L]
rechnen. Fiir die Praxis empfiehlt es sich, die zwei letzten von p, und cos 2¢ ab-
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hiingigen Glieder der Gleichung (15) zuniichst zu vernachlissigen und den Einflub
derselben nachtriiglich zu bestimmen. Man setze also

b __ 7993
¥ 6360

Unter Benutzung dieses Ausdrucks und der vorhin angefiihrten Werte von f und
a = a’ erhilt man aus (51) und (52) die fiir

(1 4 0.003 663 1,)

e T 6 e T
€= 1— 3 5601 t,=10"C

giiltigen Werte
loge = 9.365 967, loga, = 7.001 933, logh, = 9.321 556
Die Gleichung (57) in Verbindung mit (63) und (64) sowie den oben angegebenen
Werten von }:I @) liefert sodann die nachstehenden fir o), =1 — 1% und £ =o0°C

giiltigen Werte von log U,

logU, = 7.045233 — 10 log U, = 5.097 368 — 20
» U, == 4.070038 — 10 o U= 2.10006 — 29
» U;==1.083999 — 10 » U, =9.1037 —30

» U, = 8.092 199 — 20

Nachdem im vorigen die Mittel angegeben worden sind, die fiir eine beliebige
Dichtigkeit und Temperatur der Luft giiltigen Werte von U7, zu bestimmen, ist jetzt

noch die Berechnung des Integrals j ‘wwdo erforderlich. Da aber dieses Integral

Q

im folgenden mit dem kleinen Faktor a”a versehen auftritt, so geniigt es, einen ge-
nitherten Wert desselben zu kennen. Nun ist nach (53) und (54)

u=a,(x -+ o)
Somit hat man

l/
il

% (n— 1)!

B (1}
fi‘u/ o rwtd oy A=
. x o -

s L
/ w'wdow = a”
e, D

Den Gleichungen (58) zufolge und unter Beriicksichtigung von (54) ist aber

o ! ‘I ST (RPRY (1Y P a— (h)
g }t]!-/u T whdo =
Folglich wird die vorige Gleichung
ﬂ%jqu" wdw = ay (% 4+ g e+ 4),
Ferner ist nach (57) und (63)
ﬂ':: — U:!(I = ﬁgrl'-'llva i ')

Vernachlissigt man jetzt die von k, abhiingigen Glieder, so wird

i o 1 I T )
(68) n!j wodw = (-,,‘J‘LL.

=]
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In gleicher Weise ergibt sich

I
f w=rwrdo = U, _, 8,
o

Nach diesen Vorbereitungen kann an die Berechnung der 4, geschritten werden.
Die erste der Gleichungen (48) liefert ohne weiteres

(69) -~ A =" d-a—1)

Fiir 4, erhiilt man aus der zweiten der Gleichungen (48)
4 = a"‘/‘{x —u+ 2mu}[u-—(jf_—;m-’)~]dw =

L33
= J:r."j (0 — 30" + 3uaow 4 fu* — ja’w® — 2u’aw 4 juato’ — d*w)do
o

I

(687) =)

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (s0), (68) und (68*) wird der Beitrag,
den die letzten fiinf Glieder in der Klammer unter dem vorigen Integral zu R liefern,
gleich

— o tangx (37 — 30° — 408'V. + 30° 40, — 1o

Substituiert man hierin die oben gegebenen Werte von o, a=4a', U,, U,, U,,
gy, B, so erhilt man selbst fiir x — 80° eine verschwindend kleine Grifie).
Somit wird

4 = a"j (w0 — 2u” + juaw)dw

oder, wenn man von den Gleichungen (50) und (68) Gebrauch macht,

(69") ~ 7 A, = o"[(1 + 3080, — 30U
Um allgemein A, berechnen zu konnen, ist es notig, das Produkt
(1 — w4 200) [u - {u.t;‘_ﬂ J"

zu entwickeln. Da vorhin gezeigt wurde, daB fiir » = 1 nur diejenigen Glieder des
Produktes beizubehalten sind, deren Ordnung nicht hoher als die von #* und wa ist,
so geniigt es, fiir ein beliebiges n nur die Glieder zu beriicksichtigen, deren Ordnung
diejenige von #"+* und #*a nicht iibertrifft. Man erhilt dann zuniichst

(e —aw)*|" U— aw)® i
I:-u. —_—_— =" — H-H"_'{ £ “+ =t — (i1 — 2u™qaw) 4 - -
2 2 2

Multipliziert man diese Gleichung mit 1 — % 4 2aw und vernachlissigt die Glieder,
deren Ordnung hoher als die von 2"+* und #"a ist, so ergibt sich
(1 —u+ zaw]l[zf. el J =y — '”"-E-?- wrtr - (n 4 2)auw

2

* Radaie behilt in seinen Formeln das Produkt
" : e T X s
—a" tang3a (30, — 2 09
bei, das aber fir » = S0” nur olooor ausmacht, also zu vernachliissigen ist. Hiermit ist zugleich

der Grund angegeben, warum die im folgenden fiir A, bzw. fiir A abgeleiteten Ausdriicke von den
Radauschen abweichen,
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Durch Substitution dieses Ausdrucks in die unter (48) gegebene Gleichung fiir
A, und unter Beriicksichtigung der Gleichungen (50) und (68) erhiilt man schlieBlich
I‘?O) Au= 1:3:5- r233-—- l) {I+[ﬂ+2}ﬂf5.!{.,{7 {?1-&:1)2[1?3—{—2){;“4_‘}

Da der Gleichung (64) zufolge " =1 ist, so ist die Gleichung (69) fiir A,
schon in (70) einbegriffen, wenn man nur festsetzt, daB fiir » = o das Produkt

1:3:5---(22— 1) =1 sein soll, und wenn aulerdem U, = 1 angenommen wird.
Setzt man noch

(71) ¢ A, 100+ =(4,),

so wird die Reihe (49)

() R — (Ao)tang,. — (4,) (ta,ngq) + (. (tang ) -

Fiir
F 0= 1—%:5, t=0°C

ist
log(4,) = 2.778 880 log(4,) = 0.887
» (d,) = 1.823 368 » (4;) = 0.844
» (d4,) = 1.32414 » (dg) = 0.886
» (4,) = 1.0355

Substituiert man diese Werte in die Reihe (72), so erhilt man die fiir die eben
angegebenen Werte von ¢} und ¢ giiltige Refraktion in Bogensekunden.
Beriicksichtigt man nur das Hauptglied von 4,, so folgt aus den Gleichungen
(70), (57) und (63)
Ay =1-3-5--- (20— 1)a"al
Unter Benutzung dieses Niherungswertes erhiilt man fiir das Verhiiltnis zweier
aufeinander folgender Glieder der Reihe (72)

(Ay ) (tangz\* A4, 4, .
(u+) ( 'mgx) = Z*1 tang®y = (2m — 1)a, tang® s

(4,) 10 4,

Da nach dem Friiheren loga = 7.0019 ist, wenn ¢ = 0° so wird der Ausdruck
auf der rechten Seite der letzten Gleichung fiir % = 5 und x = 84° gleich 1: fiir
% = 84° ist also die Reihe (72) nicht mehr brauchbar. Um nicht allzu viele Glieder
beriicksichtigen zu miissen, benutzt Radaw die Reihe (72) nur bis zu x = 80°

Die oben mitgeteilten, der Dichtigkeit ¢}, = 1 — § ;¢; und der Temperatur o° C
entsprechenden numerischen Werte von log U, und log(4,) sind mit Vernachliissigung

der in der Gleichung (1s), niimlich

ly 7993

- 3 Do)
[ 6366

I -~ 0.003 663, 4 0.0010 €08 2 = - 3 o,

von cos 2¢p und p, abhingigen Glieder berechnet worden. Um den Beitrag zu be-
stimmen, den diese Glieder zur Refraktion liefern, gehe man von der Gleichung (49)

N = 4, tangx — A, tang3x
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aus, wo nach (6g) und (6g")
d,=a"(14+0a—-0,)
A, = a"[(1 + 308"\ U, — 3U]
ist. Nun folgt aus den Gleichungen (57), (63) und (64)
U, = a,(1 +3k)
oder, wenn fiir @, und %, ihre in (52) gegebenen Werte substituiert werden,
U= b (ri—14)

T

Wird hier an Stelle von ¢ sein Wert (51) eingefiihrt, so ergibt sich

U, =% 1
Ty
Zieht man jetzt in dem Ausdrucke fiir 4, nur das Hauptglied a"U, in Betracht
und setzt wieder ;:" — % (S. 204), so erhiilt man fiir die Korrektion des oline Riick-

sicht auf die von cosz¢ und s, abhiingigen Glieder berechneten Wertes der Re-
fraktion

AP g TII5 ; 3 e v gec?
AN =—a 6366 0.0010 €OS 21 + 3 B]tm:gn sec’y

Das von cos z¢q abhingige Glied macht selbst fiir ¢ = 0° und » = 80° nur
oior aus. Das von s, abhiingige Glied betriigt fiir 7, = 10", B = 760"", «"' =

6015, bei ., B
2 =175° —oloz, r=79° —olos

=77 —0.03 =80 —o.07
Bei der Berechnung von U, U, ..., also auch von 4,, 4
2¢p und sz, abhiingenden Glieder villig zu vernachliissigen.

o=

51 -+ sind die von

81. Berechnung der Refraktion fiir verschiedene Werte der Dichtigkeit
und Temperatur der Luft. Mit Hilfe der im vorigen Artikel gegebenen Formeln
wiirde man fiir eine Reihe dquidistanter Werte der Dichtigkeit und Temperatur der
Luft die Refraktion berechnen konnen; durch Interpolation ergibe sich dann die fiir
eine beliebige Dichtigkeit und Temperatur der Luft giiltize Refraktion. Einfacher
aber ist es, die betreffenden Formeln nur zur Berechnung der sogenannten mittleren,
d. h. der einer fest gewiiblten Dichtigkeit und Temperatur der Luft entsprechenden
Refraktion anzuwenden und durch Differentiation die Korrektionen zu ermitteln,
welche an die mittlere Refraktion anzubringen sind, um die dem jeweiligen Luft-
zustand entsprechende Strahlenbrechung zu erhalten. Die fiir die Berechnung dieser
Korrektionen erforderlichen Formeln sollen jetzt abgeleitet werden.

Den Gleichungen (4g), (70) und (67) zufolge hat man, wenn man beriicksichtigt,
daB o" = a:sin1” ist,

R=2Z(—1)*4, tang?n+1x

— QO et = ai_?{_ I}N 1 .3‘..{2-.;3_ I) =

% sin1” [1 —za (1 - E,")J
: Qr:

. ]l 1 (- 2]5'(]_"‘.-::-: U, —

wo [ tangrrdr g

(1t 4 |]2:_H + 2) o
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Hierin ist nach 8. 219

[1:3 (2 —1)h=o=1, U,=1
und nach (s7) und (63)
h=n
r”:r =, (I +2 )l:' H’i:']};f!)s n > o
k=1 z

Aus der letzten Gleichung in Verbindung mit den Gleichungen (52) und (51)
ergibt sich — wenn wiederum

by __ 7:993

;n' = 6366 {l + 0.0013 663 to}
gesetzt wird — daB U, von a und #, abhiingt. Da aber a der Gleichung (67) zufolge
eine Funktion von Q—f ist, so kann man auch sagen, dafi U, von 'g—, und #, abhingt.

L
Fiir ein gegebenes 2 und ein als konstant betrachtetes f ist demnach log o eine

(1]

Funktion von & und 4. Zur Abkiirzung soll jetzt o
0o
(73) & o= 1

gesetzt werden; wenn dann der fiir ¢ = 1 und ¢ = 0° C giiltige Wert von N mit R,
bezeichnet wird, so gibt der Taylorsche Satz

g " d "
lnr — = h ]r‘r 1’ —, [_ (r__.:'
(74) 0"9 = log ', -{—i[ 0 \] o -{—_9 1) Dgzob 5 — ,,+

Aus der oben fiir ) gegebenen Gleichung folgt nun

N a
(75) lnq?—lo i T e
—+ log X (— ;}u: 32— { 14 (”-+ 2)11,3!:’.,., 3

{H‘_I_ 1}(?3—'— ,} r + t‘l‘ﬂg W b4

o ; g ) .
Um die Differentiglquotienten von logi;i berechnen zu kinnen, bedarf man zu-

niichst der aus (67) und (73) sich ergebenden Formeln

I au S : P
(76) =0, (39)_'_] o (1 — 20)

Ferner hat man die aus (51) und (52) unter Beriicksichtigung des vorhin an-

[ :
gegebenen Wertes von r" folgenden Gleichungen zu benutzen:

o

da, o 7-993 da,
(3), .= (1= Ggas 003063, e~ °
ok, o' 63
(77) (bt)e_,,f—n P R 0003663,
(a!. ) = 2u__) 6360
V0 fosmuji=s 1—f  7.003
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da, : ’ % ’
Da -D—‘-’- =0 ist, und da der ohen getroffenen Bestimmung gemill [/, = 1 sein
¢

soll, so wird, wenn man noch festsetzt, daB auch

= 1)z, =1
sein soll,

Ay, _ [ da, - h-" 1 k=1
_M_--],.-1 tiig ”|—n Y] ["J =o+|,ﬁ ‘f) = (h— 1)} the'e

C S -0

u=1,l=0

(78) )
Dr}u o i ?l}lq p _‘;r 1 Hrl .f -—
[hg ],‘.zx,s:“_ ﬂ((\_g)ﬁé (h — 1)! L ‘Lz.,:.—,n
U, 0,
* O e O
(78%) ¥ g
Schreibt man nun zur Abkiirzung
8 _ ro) 100 (1) (n 4 2) Nf”_‘,‘} -
{1+{f¢-+ 2) 0" B 4] 3 T g T K,
(79) [f.sr-+z)ﬁ.+15u + 14 (n+ 2)a’ ﬁE:L,* '
_ ik ){“ 2zk) &] g ;
E 39 o=1,l=0 3
so erhiilt man, wenn M den Modul der Briggsschen Logarithmen bedeutet,
—- E’ — B Vg G = @ 20+ v
['af ]’J:I,f:o_g}z \.o Sin["-( I} ’ = [2” I]I‘“ ta‘ng N o

[ logm] Wl —m+-—“-.—.-ir::—r)"r-3-5---rzwwr}L,,tang”*‘*‘},

wo n der Reihe nach gleich o, 1, 2, ... zu wihlen und 1-3--- (22 — 1) fiir n =0
gleich 1 zu setzen ist. Es werde jetzt wieder o' = 6015 sin1” angenommen; gibt
man dann den Gleichungen (8o) die Form

2 e B _ 60715 (3) 3y 4 e 5y
[bt log Q]m‘ P > (k19 tangx - k0 tang®x 4 k@ tang3ax 4 - - -

5 "
[ ¢ log 'R] = m - E}E}Eﬁ (I tang » - 1) tang3x 4 I'?) tangx 4 - -
=1, =0

o

(80%)

und driickt m sowie die Koeffizienten & und / in Teilen einer Bogensekunde aus,
so wird
logm = 6.40363, — 10

log ki®) = 4.30046, — 10 s o) = 6.27843 — 10
» k) = 4.29804, — 10 » I = 5.70733 — 10
» k®) = 2.08852 — 10 - I? = 3.49028, — 10
» kB = 9.96762, — 20 o I3 = 1.2794 — 10
» kW = 7.93763 — 20 » W) = q.1674, — 20
» I8l = 5.0865, — 20 » I8) = 7,143 — 20

» O = 4.1044 — 20 » I = 5.1094, — 20
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Bei den fiir die astronomischen Beobachtungen in Frage kommenden Werten
von ¢ und f stimmen die Werte der Refraktion, welche man mit Hilfe der Formeln
(74) und (80%*) erhiilt, auch bei » = 80° mit den direkt berechneten iiberein; bis zu

(L

dieser Zenitdistanz reicht man also mit den ersten Differentialquotienten von lng% aus.

82. Berechnung einiger bestimmter Integrale. Wie oben erwiithnt wurde,
wendet Radaw die in § 8o gegebene Entwicklung des Integrals (47) nur fiir » = 80°
an. Ehe nun die fiir x > 80° geeignete Reihe abgeleitet wird, soll die Berechnung
der dabei auftretenden Funktion

200
Y (Z) = Cz“l e dux
Jz
vorgenommen werden.
a) Wenn Z = o ist, so wird bekanntlich *)
200

(81) (o) =l e~ dy =LV

b) Wenn Z von o verschieden ist, so benutze man die Gleichung

o w00 e = ad
f e~ dx =j e~ ¥ dx —f s—-'-’.-'f.r::g!/-;r—-/ e~ * dx
v o ¥ o

Wird auf der rechten Seite an Stelle von ¢=* die bekannte Exponentialreihe
substituiert und dann integriert, so ergibt sich

(82) W(4) = e“’[g Ve — (Z == "f + : 7L - I Z?_[_‘ .. )J,

I-2 3§ 1-2-

s
-

Wo
1V = 0.886 22092545
ist. Die Reihe (82) ist aber nur fiir kleine Werte von Z brauchbar; schon fiir
Z =1 ist noch das von Z* abhiingige Glied zu beriicksichtigen, wenn man log y(Z)
auf 7 Dezimalen richtig erhalten will.
Ein zweites Verfahren, (%) zu berechnen, besteht darin, daB man wie vorhin

WY(Z) = e** (-}Vﬂ: —-‘/‘zﬂ‘"ﬁ rim)

o

oz

setzt und das Integral / e~ **dx nach Th. v. Oppolzers Vorschlag durch mechanische
Quadratur bestimmt*¥).
¥

Die Werte vonj e=**dz sind in der Oppolzerschen Tafel X (L c., S.587) auf

10 Dezimalen mitgeteilt. Da e#* fir Z = 2.5 gleich 518 ist, so erhilt man v(2.5)

- - - . .le .
noch auf 7 Dezimalen richtig, wenn / e~ “*da auf 10 Dezimalen strenge berechnet

=]

*) Eine elegante Ableitung dieser Formel gibt Sehiimilel, Kompendinm der hiheren Analysis,
I. Bd,, 5. Aufl,, p. 450—460.
#5 Th, v, Oppolzer, Lehrbuch zur Bahnbestinunung, Bd. 2, 8. 36 i1,
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oz
ist. Ist aber Z > 2.5, so nimmt die Anzahl der Dezimalen, auf diej e=**dx be-

kannt sein muB, um @ (Z) auf 7 Dezimalen richtig zu erhalten, schnell zu; so z. B.
wiirde (3.035) [da €395 = 10009 ist| um eine Einheit der 7. Dezimale unrichtig

werden, wenn das Integral f 3'0353“=‘er um eine Einheit der 11, Dezimale fehler-
haft wiire. e

Fiir Z= 2.5 empfiehlt es sich, eine von Schlimilch herriihrende Reihenentwicklung
zu benutzen, welche bedeutend schneller konvergiert als die von anderen angewandte
halbkonvergente Reihe

1 1 1-3 138
(7 = e ARy
v(2) zZ{I 222 Y ez Ty

Die Ableitung der Reihe soll hier, unter Einfiihrung einiger Vereinfachungen, nach
Sehlimileh*) gegeben werden; mit Riicksicht auf die spiitere Anwendung ist aber
die Entwicklung der Reihe weiter getrieben worden, als es von ihrem Erfinder ge-
schehen ist,  Seklomileh stiitzt sich anf eine fiir positive Werte von z und ¢ giiltige

Reihenentwicklung von = -1_'_—-5-, welche man in folgender Weise erhiilt. Wenn man

von den identischen Gleichungen

x4t t e

— + = Faktor: 1

x4t t—1 {

:r—|-1_[+.r-;§—1 ' Tz

gt t— | Ht—1)

it Y ' z(w 4 1)

z+t _, t—(n—1) . ( wo i —=1) ... ([t — [n— 2])

r4+n—1 x+n—1 J =4 z@x—+1).. (x4 [n—2))

jede mit dem rechts von ihr stehenden Faktor multipliziert und sodann die Glei-
chungen addiert, so erhiilt man

_1__{_ 1 _t(t__—_:_”lf—z}...[t—"n——1_) T
x4t ) we+1)e+2)...(c+nm—1]) 24§
ot =y
T zle4a) | zz+a)(z+2)
4 (= gp=1 tt — I)...[i—[ﬂ-— 2_,_:1

zX+1)...(x+n—1)
Von ¢ soll jetzt vorausgesetzt werden, dali es zwischen zwei ganzen positiven
Zahlen k — 1 und / eingeschlossen sei. Ist » >k und wird zur Abkiirzung

(t—1)t—2)...—k—2)t —[k—1)=P

(t—=kEt—Tk41))...0—m—2))f—[n—1))= @

*) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, 4. Jahrgang. S. 300, und Sehlimilech, Kompendium der
hitheren Analysis, 2. Band: Die Gammafunktionen.
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gesetzt, so hat man
E—x)t—2)...( —[m—2))f—[n—1) =PQ
Da k— 1 < t <k sein soll, so sind alle Faktoren von P positiv: ferner erhiilt

man einen zu groBlen Wert fiir das Produkt P, wenn in jedem Faktor ¢ =k gesetzt
wird. Bedeutet also o, einen positiven echten Bruch, so ist

P=dk—1)k—2)...2-1
Aus der Gleichung fiir @ folgt

—Q—-—— k—t(k+1]—t)...(n—2 —t){n—1]—t

Alle Faktoren des auf der rechten Seite stehenden Produktes sind wieder positiv.
Da auch ¢ >> o sein soll, so sieht man, dali man fiir das Produkt einen zu grolien
Wert erhdlt, wenn in jedem Faktor #= o angenommen wird. Somit ergibt sich,
wenn mit A, ein positiver echter Bruch bezeichnet wird,

Q= (—a)~ "kl 1)...(0n—2)(n—1)

Demnach erhiilt man
Ht—1)(t—2)...—m—1]) 1
ZEF 1)@t 2).. @ m—1) a¢

i s I1-2...(0—1) t
= (= @4+1)(z42) ... +n—1) 2@+t

(— 1)

Da @ und ¢ als positiv vorausgesetzt sind, so ist ein positiver echter

t
o+
Bruch. Schreibt man noch zur Abkiirzung

[— g0 =k 4 A4 - ___t__ =3
A / T ?ﬂ'l:.’b'—i-'t}_ iy

wo also r, einen positiven oder negativen echten Bruch bedeutet, so erhiilt man die

0 e 1
gesuchte Reihe fiix e
S N | tt — 1)
(83) s+t « wx@41) z@+1)c+2) +
pes fE—1)...(0 —[n—2) , _ 1:2...—1)
R wle+1)... @+ [n— 1:i)+ MEeFNE ). @Fn—1))’
&0, 30

Um nun die Seldomilchsche Reihe fiir (%) abzuleiten, setze man in dem Integral

AR
f — ¢~ tdv,
Jpow

wo @ und A positiv sein sollen,

v=(1-+ux
und betrachte « als neue Variable. Damit wird
(B) /m Lemrdy = -.?:'"f‘r:—’/‘m el
T Joo (14 up

de Ball, Sphir. Astronomie, 15



296 Kapitel XIII [§ 82

Frither war gesetzt worden

/ $=te=tis = I}

o

Fithrt man an Stelle von x eine neue Variable ¢ ein, indem man setat
r = (14 ut,
wo u > o vorausgesetzt wird, so erhilt man
(14 u)?-/ pPotg=lahdlidi— ),

also

I I L
;= —— fr—re—li 4wt
{1 4 u)* I'[).)./U ¢ dt

Somit wird die Gleichung (B)

/. Lerdy = E;__—.__E:_f e-“du/ fi=t g1+t ¢
v 7,"" I{J’.J .
Hier LiBt sich die Reihenfolge der Integrationen umkehren, und es ergibt sich

=] o o o @ p—r
/ e rh:f H—'c—[l+**ifdi=f i’-—’s—’rﬂf e~ et gy —~f e e=tdt

o

Demnach erhiilt man

il _, o mt—?.g—-; Cad ti.—t ,
'/.‘!.' ”18 d? == 'I,(l)_‘jn o + { e~ 'dt

Substituiert man jetzt fiir T_I|_ ; die in (83) angegebene Reihe und setzt zur Ab-

kiirzung
(837 ”} / tt—1) .. (t—m— 1)) t-—1e=rdt = a,,,
so wird
e e e T
PR - (_r:_f.“_ gt
=+ 1 @+ 1) I? _2|_2 fi_é_'{,q,l_:.w— 1]}

Aus der Annahme x > o folgt aber
1-2...(n—1) o o o i
Et+1)x+2)... (@ 4n—1) 6 ( AT & =
(I+1) [+2_) (l+1r.—¥1)
I

1_,_‘,,(1_#%_{___.:__'_ ! )

(I |
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Da nun bei unendlich wachsendem n

|
l:m{l-l— -+ - +::—1|—°o
ist, so hat man N : \
1+2...(n—1)
]““{ T T e
Folglich ist auch das Produkt aus dem echten Bruche 5, und dem zuletzt an-

gefithrten Grenzwert gleich o. Es wird also

=0

- 1 — .__.‘l_ - ﬂ'_ ﬂ —
(84) /; o rh_xle {I__-;;'+1+{1+1]u—|—2}

aB
T eToetaera T 1
x>0, L >0
Um die Koeffizienten a, zu berechnen, kamn man sich einer Rekursionsformel
bedienen, welche von Dr. 4. Wilkens gefunden worden ist. Zerlegt man nimlich das
Integral (83%) in zwei Integrale, indem man den Integranden mittels des Faktors
t — (m— 1) in eine Summe auflost, und schreibt rr-f,f) statt a,,, so folgt

f,’.; ;J vt —[m — 2)) et —re=tdt —
(m — 1) ———-[H‘—I t—Tm — 2))t—retdt
= tj + I:] af':t:i - f??&—- I)QEN‘—:
r(k)

Wird jetzt m durch m - 1 ersetzt und von der Gleichung (60) Gebrauch gemacht,
so ergibt sich die Wilkenssche Formel
(83") Wy = Al — mal)
Nach (83*) hat man aber
et I B fpene EE AL

rad, () &

e
somit
a? ) = 41
Da also &\” und i ™" bekannt sind, so lifit sich mit Hilfe der Gleichung (83")
suniichst o bestimmen, sodann ') usw. Die sich auf diese Weise ergebenden
Werte von ') oder, wie jetzt wieder gesetzt werden soll, von a, sind:

= A

a, = L"

a, =A<+ 1

a,=A 440" — 4

a,= A5+ 104* — 54° 4 81

g = 1%+ 20A* — 154° 4 5817 — 26/

=
I

, = AT+ 354° — 354 + 23843 — 2174% 4 1944
ag = A% 4 564° — 7045 4 7281* — 10084% - 20354° — 11424
a,= 2%+ 8447 — 1264° + 18484° — 34444 + 116114% — 134704% + 97364
a,= 2"+ 1201" — 21047 4 41161° — 660.° 4 478154* — 8541043
4 1341644% — 813844

16*
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Fiir 2 =} wird die Reihe (84)

el

1 e"*d'v——Le‘”{t-— a, a,
Je Ve Ve z+1 " @i+ 2)

oder, wenn x* fiir # und darauf v = #* gesetzt wird,

+ 5

{J

2 3 B @, - 2 R
e e e e

Wiihlt man Z als untere Grenze des Integrals und ersetzt unter dem Integral-
zeichen den Buchstaben ¢ durch @, so erhilt man schlieflich

A 1 a a
' r, — ph? kA il _____E._.‘ -
(85) Y] =g /, L 27 [I AR + (Z7 1) (2454 2) ]
Hierin ist

a, =4+ 05 . g = — 144.05850

a, = 0.25 @y = -+ 2793.0645

a,= -4 0.625 g = — 15077.546

@, = -+ 0.5625 @,= - 204110.94

a, = | 4.03125 a,,= — 1807850.9

a, = -~ 0.890625 a,, = -+ 24035187.7

@, = -+ 71.41400625

Fiir Z = 2.5 macht das von «,, abhingige Glied in y/(Z) nur 3 Einheiten und
das von @, abhiingige Glied nur 2 Einheiten der 8. Dezimale aus. — Es sei zum
Schlusse noch erwiihnt, daB Redaw im 18. Bande der Annalen der Pariser Stern-
warte eine Tafel verdffentlicht hat, aus der man fiir die zwischen — o.120 und
+ 1.010 liegenden Werte von Z, sowie fiir die zwischen o.000 und 1.000 liegenden
Werte des log Z den log v (Z) auf 7 Dezimalen entnehmen kann.

Mit Hilfe der Funktion (Z) Lilit sich das im folgenden vorkommende Integral

@ pmp—nx
f — —dzx
o VZitux

leicht berechnen. Setzt man, wenn m = o ist,

!

1
= —1°
4 n ;
wo ¢ eine neue, an die Stelle von # tretende Variable hedeuten soll, so ergibt sich

“e— Ty 2 s 2 .
86 = T pn® e~ "dt = "_ wlZVn
(86) ,ﬂ,zh%n - ,L%l S wlavn)

oder, wenn zur Abkiirzung

57) b0 = Vaw(ZVn)
gesetzt wird,
(88) i / i/ 2y,

o
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Damit ist der Fall m = o erledigt.

Ist m von Null verschieden, so beriicksichtige man, dafi durch Differentiation
erhalten wird
e~ " dw
VZ+u

‘Wird hierin m = 1 gesetzt und dann integriert, so ergibt sich unter Beriick-
sichtigung der Gleichung (88)

(89) AWVZ Fmam—re—nr} = Gam—r1o4(m — 1)z =2 — nan—1 (47 + a)}

® xe— " dx e~ "y . I i
(90) n..o T/Z’"—l-:r;_ln}_( --wu.d)lu VET —A’—}-(n—zd)a;

Es werde jetzt auf der rechten Seite der Glczchung (8¢) die Multiplikation aus-
gefiihrt und darauf die Gleichung integriert; man erhiilt dann

T e " dx 2m— 1 “ gu—3gmndy
1 n ——— = |- —_— ;-?.Z’)
{9 ) 5 ‘/r.: VZE—[—.'I: ( -1 ./; IZZ_{_,,.- +
+ (m — l]Zﬂ[ e i rdy

e 1Z“—|—r‘
Den Gleichungen (88) und (go) zufolge ist der Wert des auf der linken Seite
der Gleichung (g1) stehenden Integrals fiir 72 = o und me = 1 bekannt; mit Hilfe
von (g1) liBt er sich also auch fiir m = 2 und weiterhin fiir m = 3, 4, ... be-
stimmen. Fiir m = 2 hat man

* of TeMAE 3, (__3 _ 2 ,4)
(g1*) n,./u 7y ‘md Z3+ e 24 22y,

83. Refraktion fiir = > 80°, Nachdem die im vorigen Artikel behandelten
Integrale als bekannt vorauszusetzen sind, soll jetzt die fiir + = 80° giiltige Ent-
wicklung des Integrals (47)

/  (t—u+z2av)de
Veotg®x + 2u — ( — aw)”
vorgenommen werden. Mit Riicksicht auf die Bequemlichkeit der numerischen Rech-
nung empfiehlt sich dabei der folgende Weg. Man hat zuniichst

© g 20 .{l—-fu+2aw}[fu—3nw)ﬂdm_{__”

Vcotg 4 2u o (cot_gz; + 2?.,};

W ‘1—e¢+2uw

(92) R=nqa

Um das erste auf der rechten Seite dieser Gleichung befindliche Integral
R)= o [ LU F 280 4
2 () f-: Veotg®s + 2u e

zu berechnen, erinnere man sich des Satzes: Wenn die Funktionen ¢ (x) und ()
innerhalb der Grenzen z = a bis x = b stetig sind, und (z) aullerdem positiv bleibt,
so ist, wenn & einen positiven echten Bruch bedeutet,

(94) /'brf- (@) yljde =qgpla+ 3 b— aj_j‘bwfl.r.} il
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Fiir (x) =1 folgt hieraus
(05) pat b —a = [y

In dem Integral (93), worin nach (53) « von w abhiingt, werde nun 1 — u 4 zaw
mit ¢ (w) und die positive Quadratwurzel aus cotg®: -4~ zu mit 1 (w) identifiziert. Die
Gleichungen (94) und (g5) lehren dann, daB man einen Niherungswert R, des Inte-
grals (93) erhiilt, wenn man setzt

R=ua [j (1—u—+ ?R{UIJUJ/”V {_f:m_}__ .
o Veotg®s 4 2u

oder, unter Anwendung der durch die erste der Gleichungen (48) eingefiihrten Be-
zeichnung,
dw

(06) Bt f Y

wo der Wert von ., dureh die Gleichung (6g) bestimmt erscheint. Es liBt sich
jetzt zeigen, dali die im folgenden zur Berechnung des Integrals (6) angewandte
Methode auch auf die in der Gleichung (92) vorkommenden Integrale anwendbar ist,
und ferner, daB der fiir irgend eine Zenitdistanz aus (96) folgende Wert von R,
sich nur wenig von dem mittels der Gleichung (g2) berechneten M unterscheidet.
Nun ist die Berechnung von % weit miihevoller als diejenige von %.. Wenn es sich
- also um die Konstruktion einer Tafel handelt, so wird man die Refraktion zunichst
mit Hilfe der sehr bequemen Formeln, zu denen die Entwicklung des Integrals (g6)
fiihrt, etwa von Minute zu Minute der Zenitdistanz berechnen; nachdem dies ge-
schehen ist, benutzt man die in passender Weise entwickelte Formel (g2), um die
strengen Werte der Refraktion von Grad zu Grad zu ermitteln, und bildet dann die
Differenzen : — R,. Aus letzteren findet man durch eine leichte Interpolation die
fir die einzelnen Minuten jedes Grades giiltigen Differenzen | — R, welche also
nur zu den nach der Gleichung (96) berechneten Werten R, zu addieren sind, um
die strengen Werte der Refraktion zu erhalten.

Die zuniichst zu losende Aufgabe bildet nach dem Vorstehenden die Berechnung

des Integrals (g6). Wird in (g6) an Stelle der Variablen @ die durch die Glei-
chung (54) definierte Variable x eingefiihrt, so erhilt man

zdx
. ER _'41 e
(07) f Vcotg %+ 2u’

wobei nach der Gleichung (55) in Verbindung mit (52)

Fu=(—fla+(f—e1—e)

ist. Die letzte Gleichung liBt sich in der Form

;"’ u=N1—f4iizf—¢)x—(2f —e)(Ax — 147

o
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schreiben, wobei 4 eine zuniichst unbestimmt gelassene Zahl bedeuten soll. Wird
hierauf

Vo 1 R
L i—f+izf—e 7
(98) ef —& —
1— [+ Ad(2f—¢)

k(kw — 1+ %) = g(2)
gesetzt, so lautet die Gleichung
(99) 2uy =ux — ()
Somit hat man
SN S . S
Yo Vy®cotgtx 4@ — ()

oder, wenn zur Abkiirzung
(100) Ay =0, yeotgr =24
gesetzt wird,

IO]} R =0 .I—_.
{ 2 '/u IIZ,‘—|—T‘—-!’O{}“}

e—%dx

Es werde jetzt mittels der Gleichung
(102) r—gplr)=w

an Stelle von # eine neue Variable w eingefithrt. Der Nenner des Bruches unter
dem vorigen Integral wird dann sofort zu einer Funktion von #, anders aber ver-
hiilt es sich mit dem Ziihler; um auch diesen als Funktion von v darstellen zu
kinnen, erinnere man sich des Satzes von Lagrange*): Wenn zwischen zwei Variablen
x und w eine Gleichung von der Form (102) besteht und mit F'(x) eine Funktion
von @ bezeichnet wird, so ist

dF@) 1 d {"P{“'J!: 'ii:;f:’)} S

die 1.2 dw

F(x) = F(w) + ¢(w)

Hieraus folgt

dF(x)  dF(w) d {'l'f”')

1 r!F[H",} 1 A { s F ()
dw —  dw da d

“dw o3 de® |19V dw | + -

also, wenn F(x) = e~* gesetzt wird,

1od

d ) .
— s =W [ag) o=t} b Al X N(Zgmn) L.
= —¢ T {¢p(w)e—") T T {{p(w)e="}

de—= e—*dx

e e R

Aus der durch die Gleichung (roz) gegebenen Definition von @ in Verbindung
mit der letzten der Gleichungen (g8) folgt

w=z—¢r)=x— ke — 1477

*) Duhamel, Cours de Mécanique, t. 11, chap. 13.
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Somit ist fiir £ = o auch @ = o und fiir *+ = oo auch @ = co. Substituiert man
also die in (103) gegebene Reihe fiir e~*dx in (101), so wird
\ = dw —t d o p— 1 "” 12 a0
ERQ:C./; }_/‘Z—'_—_i_?- [6 +|;£;- {l}r (H}G }+[__2 d{{;’ { !("._ e }+ ]
oder, wenn die unter dem Integralzeichen angedeuteten Differentintionen ausgefiihrt
werden, und darauf der Buchstabe « durch z ersetzt wird,

R =0C . c-xdx 14 k(i —de—z2e Pt 2l F 17— (14 24)iz 4+
) (
o VA& 4 : o )
B + A2 — g (14 Ae~* 4 ghwe==* - Jem 2| 4 .- o)

Unter Beriicksichtigung der Formeln (88), (go) und (91*) erhiilt man hieraus,
wenn noch zur Abkiirzung
L{] = 21#!
(103) L, = (24 )@, — 20y, — A 2(x — 2Z3p,)
L = (14 344300, — (6 + 3000 + 39, + A0 + 2 2y, — 4 24,) —
— VL2 — GZ+ 2

2

gesetzt wird,
(105) R, = C(L,+kL, + KL, )

Wiihlt man fiir die bisher unhestimmt gelassene Zahl 4 den Wert I, so ergeben

21!

die zwei ersten der Gleichungen (98)

A_za_tf—ze a1

(rof) 2—¢g ! g e

7 wird also unabhiingig von f, und, wie die Gleichungen (100) lehren, hiingen
darum auch € und Z nicht von f ab; dieser Umstand ist von Wichtigkeit, wenn
man die Refraktion unter verschiedenen Annahmen fiir £ berechnen will, wie es von
Radau geschehen ist.

Im vorigen sind alle zur Bestimmung von i, nétigen Formeln abgeleitet worden,

es soll jetzt nur noch der bei der numerischen Rechnung zu befolgende Gang an-

gegeben werden. Mit Hilfe der nach & 8o hekannten Werte von -;‘-'— und & be-

rechne man die durch die Gleichungen (106) definierten GriéBen & und y, wobei wieder
f=o0.2 angenommen werden mige; ferner filhrt die Gleichung (6g) in Verbindung
mit dem in § 8o bestimmten 0/, zur Kenntnis von 4,. Nachdem y und 4, ge-
funden sind, erhiilt man mittels der ersten der Gleichungen (100) den Koeffizienten '
und mittels der zweiten der Gleichungen (100) das einer gegebenen Zenitdistanz ent-
sprechende Z. Mit den Argumenten Z, ZV2, ZV3 geht man in die im § 82 er-
wihnte Tafel fiir /(Z) ein und berechnet darauf nach (87)

W, = (), Y, =Vz UH:ZVHZJ, Yy = Vg'-"" Zv3)

Wird jetzt auch in den Gleichungen (104) 2 = % gesetzt, so lassen sich I, L,,
L, ... ohme Miihe bestimmen und die Substitution dieser Werte sowie derjenigen
von C und k in die Gleichung (105) ergibt schlieBlich den Wert von ..
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Es wurde bereits oben bemerkt, daB das erste Glied der Reihe (g2) kaum von
R verschieden ist; das zweite und die folgenden Glieder der Reihe (92) sind aber
stets auBerordentlich klein. Mit Riicksicht hierauf soll die strenge Berechnung des
Ausdrucks (92) von R unterbleiben; in welcher Weise sich dieselbe ausfiihren IiBt,
habe ich in meiner Arbeit iiber die Radausche Theorie der Refraktion gezeigt
(Sitzungsberichte der kais. Akademie der Wissenschaften in Wien, Band 115, Abt. 11, a).
Dagegen sollen noch die Differenzen R — 9, zwischen den aus (92] folgenden
strengen Werten und den aus (g6) folgenden geniiherten Werten der Refraktion
mitgeteilt werden, welche Radaw unter Zugrundelegung der Besselschen Refraktions-
konstante und unter der Annahme o =1, t =0°C, f= 0.2 gefunden hat; die-
selben sind fiir

H—Re 4 H— N % H— R
80° -+ 0’0z §4° -+ oloy 88% -+ 0’36
81 -+ 0.03 85 4 o.10 89.0 + 0.63
82 -+ 0.04 86 + 0.14 80.5 + 0.85
83 -+ 0.05 87 —+ 0.21 0.0 -+ 1.14

(Fegeniiber der Unsicherheit der Beobachtungen und noch mehr mit Riicksicht
darauf, daB die fiir so groBe Zenitdistanzen berechnete Refraktion infolge der Ab-
weichung des wirklichen Zustandes der Atmosphiire von dem in der Theorie voraus-
gesetzten ganz erheblich falsch sein kann, konnen die obigen Differenzen | — R,
unbedenklich vernachliissigt werden.

S+. Darstellung der Refraktion als Funktion der wahren Zenmitdistanz.
Der Ausdruck fiir die Refraktion LiBt sich in die Form bringen
N = « tang s,
wo 4 die scheinbare Zenitdistanz und « einen von t abhiingigen Koeffizienten be-
deutet. Vergleicht man niimlich den hier fiir W gegebenen Ausdruck mit der in
§ 8o, unter der Annahme : = 80° gefundenen Reihe (72), so folgt, daB fir v = 80"

(do) _ (4,) (‘_‘%)’

o =-
10 10 10

ist.  Wollte man die fiir gréBere Zenitdistanzen anzuwendenden Werte von « er-
halten, so hitte man zuniichst nach den in § 83 gegebenen Formeln i zu berechnen

und dann die Gleichung "

o =
tangx
zn benutzen.
In manchen Fillen ist es nun wiinschenswert,

R = « tang £
setzen zu konnen, wo [ die wahre Zenitdistanz bedeutet. Die praktische Anwendung
dieser Formel erfordert eine Tafel, aus der man fiir jeden Wert von L den einer

gegebenen Dichtigkeit und Temperatur der Luft entsprechenden loge’ entnehmen
kann. In welcher Weise sich eine solche Tafel konstruieren lilit, wenn die Refraktion
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als Funktion der scheinbaren Zenitdistanz bekannt ist, soll an einem Beispiel
gezeigt werden: Fiir » = 74° findet man, wenn die Temperatur - 30° C betrigt,
und der durch die Gleichungen (73), (41') und (41°) definierte logo = 9.920000 ist,
R =171"732. Da also der scheinbaren Zenitdistanz »+ = 74° der Wert £ = 74°2" 517732
entspricht, so ergibt sich das diesem [ zugehdrige «' aus der Gleichung

« tang74°2" 51773 = 171732

und zwar wird loge’ = 1.690 981. Berechnet man loge’ auch noch fiir die Werte
von {, welche den scheinbaren Zenitdistanzen x = 73°30’, 74”30’ und 75°0’ (fiir
t =+ 30" C und loge = 9.920000) entsprechen, so erhilt man:

& log «’ 1. Diff. IL. Diff.
73"32" 46" 1.601 455
— 474
74 2 52 1.6go 981 — 45
— 319
74 32 57 1.690 462 — 50
— 569
75 3 B 1.689 893

Um mit Hilfe dieser Tabelle den zu L = 74"0" gehérigen loge’ zu finden, Denutze
man die in § 2 angegebene Interpolationsformel (20)

e

ffla+1)

flatn = flatn)—r|re+-

Versteht man hier unter f(a + %) den gesuchten Logarithmus, also unter f(a) den
zu L= 73°32" 46" gehirigen und unter f(a4-1) den zu = 74”2 52" gehirigen
log ¢, so wird mit Riicksicht darauf, daB das Intervall zwischen zwei in der
Tabelle aufeinander folgenden Werten von I in runder Zahl 30’ 6" oder 1800"
betriigt,

420" 0" — 73735 46" =1

n = 1806" = 0.903, ¥ =1—n = 0.095, = =0

Unter Benutzung der in der Tabelle gegebenen Werte

fla+1) = 1.690981, f'la+3) = — o.000474,
["la4 1) = — 0.0000435

erhilt man somit den der wahren Zenitdistanz { = 74°0" (fiir { =+ 30° C und
log ¢ = g.g20000) entsprechenden Wert loge’ = 1.691 028.

In der eben erliuterten Weise kann man fiir jeden vollen Grad der wahren
Zenitdistanz den zugehirigen log ¢’ berechnen. Fithrt man diese Rechnung fiir
eine Reihe iiquidistanter Werte von ¢ und loge aus, so lassen sich durch Inter-
polation die fiir beliebige Werte von £, ¢ und logo giiltigen Werte von log e’
finden.
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85. Einfluf der Refraktion auf die Rektaszension und Deklination eines
Sterns. In Fig. 3 sei P der Pol des Aquators, Z das Zenit eines Beobachtungs-
ortes, v das Friihlingsiiquinox, S der wahre und S’ der schein-

bare Ort eines Sterns. Bezeichnet man mit .4, D die wahre Fig. 3.
Rektaszension und Deklination, und mit A’, D' die scheinbare z
Rektaszension und Deklination des Sterns, so ist SPS' = g

=A—A4, PS=g0°— 1D, PS =90°—D'. Femer hat
man dem vorigen Paragraphen zufolge SS"= & tangl, wo [
die wahre Zenitdistanz des Sterns bedeutet. Wird jetzt der P T
parallaktische Winkel ZSP = ¢ gesetzt, so folgt aus dem
Dreieck I’SS' ’
(4"— A) cos D) = «' tang  sing
(107) D' — D = «' tangl cosqy
Zur Bereclmung von L und ¢ dienen die in § 17 abgeleiteten Formeln (7) und (g):
tang N = cotg ¢ cos(F — A), cotgn = sin N tang (& — /)
cotgn
sin (N + D)
tang Z cosqg = cotg (N4 D)

tangl sing =

Hier bedeutet ¢ die Sternzeit der Beobachtung und ¢ die geographische Breite des
Beobachtungsortes, Bei ndérdlichen Breiten liegt N enfweder im ersten oder im
vierten Quadranten; der erste Fall tritt ein, wenn 9 — 4 zwischen o' und 6", bzw.
zwischen 18" und 24" liegt. Bei siidlichen Breiten liegt N entweder im zweiten oder
im dritten Quadranten, und zwar im zweiten, wenn % — A zwischen o" und 6", hzw.
zwischen 18" und 24" fillt.

86. Einflub der Refraktion auf den Positionswinkel und die Distanz.
Man bezeichne mit Z (Fig. 4) das Zenit, mit S, und S, die waliren und mit S; und
S! die scheinbaren Orter zweier Sterne. Mit Riicksicht auf die
groBten direkt meBbaren Distanzen soll der Abstand der
beiden Sterne kleiner als 2° vorausgesetzt werden; ferner
nehme man an, daB die Zenitdistanzen ZS! und #8S! hiichstens
gleich 75° sind. Letztere Einschriinkung darf man machen,
weil man, wenn es sich um genane Messungen handelt, nie in
grofleren Zenitdistanzen heobachten wird, Setzt man die Azi-
mutdifferenz von S, und S, oder den Winkel S ZS, = 4,
ferner Z8, =¢,, Z8,=1L,, 8,8, =4, Z8 8, =1, £8,8 =
= 180" — A , so erhilt man durch Anwendung der Gaufischen Gleichungen auf das
Dreieck ZS, S,

(108)

sin ;4 sin (4, 4 4,) = sin £4 sin 2(L, 4 L)

sin ;4 cos }(A, -+ 4,) = cos £ 4 sin }({, — L,)
In derselben Weise erhdlt man aus dem Dreieck ZS/S!, wenn ZS! = i,,
48, =2, SiS.= 4", Z8/ S, =1, Z8!8, = 180° — I, gesetzt wird,
sin 24" sin (], - 1,) = sin 24 sin (s, 4 1,)

(109 sin ;4" cos X(], 4+ 1,) = cos L4 sin [z, — 1)
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Es werde jetzt der Bogen S, S7 mit », und der Bogen S,S; mit », bezeichnet,
es ist dann x, = {, —#,, %, = L, —7,. Substituiert man diese Werte in die Glei-
chungen (10g), dividiert sodann die erste der Gleichungen (108) durch die erste der
Gleichungen (109), ferner die zweite der Gleichungen (108) durch die zweite der
Gleichungen (1og) und setzt zur Abkiirzung

i +4) =14, il +1L)=1,
iE+5)=¢, i) =r,
so ergibt sich '
sin =

sin ;A sind = sin; 4" sinl ——+
sin

sin ./ coslk = sin ;4" cos! - —,—-!,"-l-n "‘,3" - ’5} .
Szl — & — Ull = l?'u}
Hieraus folgt
gt izl 8 —ir 7 =]
U} g == hangt _(':'_—'1')  sin g(": — Z s)

In Anbetracht dessen, daBl » fiir £ = 75° ein kleiner Winkel ist, kann man

sin(f —#) = sin{ — 7 sin1” cos{

setzen. Beriicksichtigt man also noch, daB » sich nur iuBerst wenig von der fiir
die Zenitdistanz L giiltigen Refraktion unterscheidet und demgemili » = «' tangl

angenommen werden kann, so wird

(111) e

Ferner ist sehr nahe

(112) sm bl—n,_(i. __(';_!} ?2_]-.' =1— ;“_i,:
‘Wenn nun ::i den fiir £ = (L, 4 £,) giiltigen Differentialquotienten der Refraktion
bedeutet, so hat man bis auf Glieder zweiter Ordnung genau

—_— n’?’ . B

: =4t c 2

oder mit Riicksicht darauf, daB der im folgenden angegebene Wert von (%,}F in
Bogensekunden ausgedriickt ist,

r, — 'r2 dr
(113) e sin1”

= !."
Unter Benutzung von (111), [112) und (113) erhidlt man aus (110)

1— ¢ sint”

tangl =

tang 7
] —r=re ‘%ll'l l

L
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Hieraus folgt nach einer bekannten Reihenentwicklung [§ 1, (17) und (18)]
dr

r

2— (u" -+ d#‘) sint"” e
dc

wo das zweite Glied auf der rechten Seite bereits durch sin1” dividiert ist und dem-

nach in Bogensekunden ausgedriickt erscheint. Nun erhilt man durch Differentiation

der Gleichung » = « tang’

o ‘ *
d; = o' sec’ 4 f;‘:. tangl = «' 4 « tang®L 4 Cf;f. tang £

Unter Vernachlissigung sehr kleiner Glieder wird demnach
dr
dg

R P
| (( ff"; miI

et

= (u’ tang® L 4 -d&-c;: tang ,.)

Substituiert man diesen Ausdruck in die fiir / erhaltene Reihe, so exgibt sich

(114) A—1l=— ;-(a' - %‘:— cotg ,_) tang*L sin 24

In Fig. 4 seien nun S und S8’ die Mittelpunkte der Bigen S,S,, baw. S;Si, P
sei der Pol des Aquators, und der Pfeil gebe die Richtung an, in der die Rektas-
zensionen gezihlt werden; es ist dann PSS, der wahre und PS'S] der scheinbare
Positionswinkel des Sterns S,, bezogen auf den Mittelpunkt des die Sterne S, und
8, verbindenden Bogens. Setzt man PSS, = p, PS'S! = p', ferner PSZ = ¢,
PS'Z = ¢, so wird, da Z8S, sehr nahe gleich 2 und Z&S, sehr nahe gleich [ ist,

(115) P=Ak+yq, p=I1l4+7q,
also
(110) p—p =i—1l—(¢—q

Aus dem Dreieck PS’S folgt aber, wenn PS= go® — d, PS' = go°® — ¢’ gesetat
und beriicksichtigt wird, daBi S8’ = » angenommen werden kann,

otg 10+ 2) = Sl 1)

tang I«

oder hinreichend genan
' —q = rsing tangd

Setzt man hier wieder » = «' tangZ, so erhiilt man
(117) ¢ — q = ¢ tang L sing tangd

Werden jetzt die in (114) und (117) gegebenen Ausdriicke in die Gleichung (116)
eingefithrt, und wird dabei in (114) fiir sin 24 der aus der ersten der Gleichungen (115)
folgende Wert sin 2(p — ¢) substituiert, so ergibt sich

(118) p —p'=—1 (u’ -4 ﬁ“ eot._r.r’__‘) tang?l sin 2(p — ¢) — &' tangl sing tang d
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Mit Hilfe der letzten Gleichung liBt sich der wahre Positionswinkel berechnen,
wenn p' durch Beobachtung bekannt ist. Vielfach ist aber der beobachtete Positions-
winkel verschieden von dem hier mit p’' bezeichneten Winkel. Um dies deutlich zu
machen, soll kurz angegeben werden, in welcher Weise die Beobachtung eines Posi-
tionswinkels ausgefiihrt zu werden pflegt, wenn man ein sog. Positionsmikrometer
benutzt. Die Einrichtung eines solchen Mikrometers ist die folgende. In der Brenn-
ebene des Fernrohrobjektivs sind zwei zueinander senkrechte Fiiden ausgespannt,
deren Kreuzungspunkt auf der optischen Achse des Fernrohrs liegt. Der Rahmen,
an dem die Fiden befestigt sind, ist um die optische Achse des Fernrohrs drehbar.
Zur Messung der Drehung dient ein zur Fadenebene paralleler, in Grade und
Minuten eingeteilter Kreis, dessen Mittelpunkt ebenfalls auf der optischen Achse
liegt; diesen Kreis bezeichnet man als Positionskreis. Um mit Hilfe eines solchen
Mikrometers den Positionswinkel des in Fig. 4 mit Si bezeichneten scheinbaren Stern-
ortes in bezug auf den Mittelpunkt S’ des die scheinbaren Sternorter S; und 8! ver-
bindenden Bogens zu messen, stellt man den Kreuzungspunkt der Fiden auf S’ ein
und dreht dann den die Fiiden enthaltenden Rahmen, bis daB einer der Fiiden (der kurz
der Faden I genannt werden moge) der Verbindungslinie SS; parallel ist; die dieser
Lage entsprechende Ablesung des Positionskreises sei w'. Ist w' gefunden, so bringt
man den Faden I in eine solche Lage, dali er der Richtung der tiglichen Bewegung
parallel ist. Falls die beiden Sterne dem Aquator benachbart sind, geschieht dies
dadurch, daB man den Fidenrahmen so lange dreht, bis daB beispielsweise der Stern S,
wenn man ihn bei seinem Eintritt in das Gesichtsfeld auf den Faden F eingestellt
hat, mit diesem withrend des ganzen Durchgangs in Koinzidenz bleibt. Sind die Sterne
weit vom Aquator entfernt und sind demnach die von ihmen beschriehenen Bahnen
gekriimmt, so bestimmt man die Richtung der tiglichen Bewegung in der Art, dall
man den die Fiiden enthaltenden Rahmen so lange dreht, bis daB z. B. der Stern S,
in gleichen Abstinden von dem der Voraussetzung nach durch die optische Achse
des Fernrohrs gehenden zweiten Faden den Faden F passiert. Die Ablesung des
Positionskreises, welche man erhiilt, wenn der Faden F der Richtung der tiiglichen
Bewegung parallel ist,,mige mit #/, bezeichnet werden. Wiire nun keine Refraktion
vorhanden, so wiirde die von einem Stern beschriebene Bahn parallel zum Himmels-
iiquator sein; in diesem Falle und unter der Voraussetzung, daB die Ablesung des
Positionskreises in demselben Sinne wiichst wie der Positionswinkel, wiire wf, — go*
die Ablesung, welche man erhielte, wenn der Faden I’ zum Pol hin gerichtet ist.
Somit wiirde dann #’' — («}, — go®) gleich dem oben mit p' bezeichneten Winkel
PS'S, in Fig. 4 sein. Infolge der Refraktion ist aber die Bahn, welche ein Stern
bei seinem Durchgang durch das Gesichtsfeld beschreibt, gegen den wahren Parallel-
kreis geneigt; somit fillt auch der Faden F in seiner der Ablesung w/ — go° ent-
sprechenden Lage nicht mit dem wahren Deklinationskreise PS’ des Punktes S’
(Fig. 4), sondern, wie man sich ausdriicken kann, mit dem scheinbaren Deklinations-
kreise von 8’ zusammen. Um nun mit Hilfe des von dem scheinbaren Deklinations-
kreise an geziihlten Positionswinkels ' — (#, — 90°) = p. den wahren Positions-
winkel ableiten zu kémnen, beriicksichtige man zuniichst, daBl, wenn e, die der
Angabe 2/, des Positionskreises entsprechende, wegen Refraktion korrigierte Ablesung
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bedeutet, der Wert von w, — @, erhalten wird, indem man auf der rechten Seite
der Gleichung (118) den zu p’ = go® gehdrigen Wert von p substituiert; statt dessen
kann man aber auch einfach p = go® setzen. Damit ergibt sich

lc! . S = :
(118%) w, — w, = — ;'(r.r' - {Rf— coty ._.) tang®_ sin2¢ — «' tang C sing tang d
Der Bedeutung von p’ gemil} ist nun p'= w' — (w, — go®); hieraus, in Verbindung
mit der obigen Definitionsgleichung p} = @' — (w] — go°), folgt p\ = p' + (w, —wl)
und demnach

p—pi=p—p — (w,— ),
wo unter p wieder der wahre Positionswinkel verstanden werden soll. Substituiert
man in die letzte Gleichung die in (118) und (118" gefundenen Ausdriicke, so erhiilt
man die gesuchte Beziehung
. . , . odd o P
(11g) p—pi=— (r: - bia cotg ,) tang®l sin(p — 2¢) cosp

Wie man sieht, ist diese Gleichung einfacher als die Gleichung (118), welche sich auf
den Fall bezieht, daBl der vom wahren Deklinationskreise PS" (Fig. 4) aus geziihlte
Positionswinkel p’ beobachtet ist.

Die Gleichungen (118) und (119) lassen sich noch etwas umformen. Tn (118)
setze man
(1:20)  sin 2(p — q) = cos® (p — g tang(p — g)
und fithre einen Hilfswinkel (z) ein, der durch die Gleichung
(121) tangx = tang _ cos(p — ¢)
definiert werden soll; es wird dann

r

(121") p —p'=— (u' -+ -;ja cotg .) tang®x tang (p — ¢) — ¢ tang{ sing tang d

Wenn nun M den Modul der Briggsschen Logarithmen bedeutet, so ist

de'  dloge

fuzz) AT =Y Mt

Substituiert man diesen Ausdruck in die Gleichungen (121*) und (119), und setzt zur
Abkiirzung
: 2 . loge!
(123) = u (: -+ cotg mdz )
so erhiilt man

(124) p=p — ftang*x tang(p — ¢) — « tangJ sing tangd,
beziehungsweise
(125) p = p, — [ tang® sin(p — 2¢) cosp

Der durch die Gleichung (121) definierte Hilfswinkel = hat eine besondere Bedeutung;
zieht man nimlich in Fig. 4 den Bogen ZB senkrecht zu S8, so findet man, dal}
x gleich dem Bogen [5S ist,
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Um einen Ausdruck fiir die Refraktion in Distanz zu erhalten, gehe man von
dem Trapez S,8.8.S. in Fig. 4 aus, worin der Annahme nach .S, kleiner als 2°
ist. Da die Zenitdistanzen der beiden Sterne nicht grifer als 75° sein sollen, so
betragen die Bogen 8,8 und S,S. hichstens einige wenige Minuten; unter diesen
Umstinden kann man die wahre Distanz S,S, gleich der Summe der Projektionen
von 8,8 =7, S8, =, S.S,=r, auf den durch S, und &S, gehenden Bogen
ariften Kreises setzen und erhiilt also, wenn S, S, wieder mit o bezeichnet wird,

(126) 4 = 4" cos(i — 1)+, cosi, — 7, cos i,
Nun ist bis auf Glieder zweiter Ordnung genau

A cos(h— 1) = & — 2L (R — I sin1"]?
Hieraus folgt mit Riicksicht auf die Gleichung (114) ‘

e
i

(r26%) 4" cos(h — 1) = 4" — 3 4'e* sin”1” tang*L sin” 24

Das zweite Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung kann fiir eine Distanz von
7000" und L = 75° den Werte o’or erreichen. Da aber in Anbetracht der bei so
groBen Zenitdistanzen vorhandenen Unsicherheit der berechneten Refraktion ein
Fehler von oo1 ohne Bedeutung ist, so darf man das genannte Glied vernachlissigen;
damit geben die Gleichungen (126) und (126"

L] . 9 . Y|
d=4"+1r cosd, —r,cosé,
oder, wenn », = ¢, tangl, und », = «, tang L, gesetzt wird,
A = 4"+ &, tang L, cos i, — ¢’ tang L, cos i,

Bezeichnet man den Bogen BS, (Fig. 4) mit =, und den Bogen DS, mit z,, so folgt
aus der letzten Gleichung

A = A" I &, tangx, — «}, tang x,
Nun hat man aber dem Taylorschen Satze zufolge, sowie mit Riicksicht darauf, dalB

1L, +L,) =1L gesetst wurde, und demnach [, —{=—3({,—C() und {,—{=
=3 —5) is,

z\72

' da’ ag :1 1 did F:-‘,—E‘ 5
d=u =G 2T g ) -
r d“! S .-:I 1 dnc‘_f -:.2_ }:I &
@ =da'+ . 5 +?d-"("3' )+
Somit wird
o 1 d*¢’ (L,— L\, . N
A = -I-l_u LAy e ( = ) th.m,, x, — tangw,)
de' L

— 35 _—27_!‘1 (tang x, 4 tang z,)

oder, da @, — &, = 4 und x, + z, = 2z ist,

oo [, 1 d®d (L,— L\ sin A de {,— L, sinzx
{;-,1.4_-,f+|«+2 r;.__,_,( : )Jc 4%

osz, cosx, dl 2 COSr, COST,
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Diese Gleichung lifit sich noch vereinfachen. Man hat zuniichst

I 2 3
cosx, cosx,  cos2r -4 cosd  costw —sin®id

= sec’r(1 4+ sm* L sec’r 4 - - 1)

Nun folgt aus der Gleichung (121}, dall = hichstens gleich J ist; werden also die
Messungen nicht iiber die Zenitdistanz [ = 75° hinaus ausgedehnt, so wird auch =
nicht groBer als 75°. Mit Riicksicht hierauf und da 4 < 2° angenommen wird, kann

man anstatt des vorigen Ausdrucks den folgenden anwenden

1

(128) PN
COST, COS T,

= sec*x (1 4 ; sin’4 sec’z)

Ferner ergibt sich durch Anwendung einer der Napierschen Analogien auf das
Dreieck Z8, S, (Fig. 4)

= . cos
tang il — ) =— ————— —_tanp 2 4
g?(-- -I) COS%(L“—)‘.[) g2
oder hinreichend genan

7:'(?‘2_ ;1} S _%‘-:’ COS}.
. - . - . " da' d*e’
Da aber die in der Gleichung (127) vorkommenden Differentialquotienten Vid und Wi

in Bogensekunden ausgedriickt zu werden pflegen, so mufi man }(Z, — Z) in Teilen
des Radius ausdriicken; demgemil ist das in der letzten Gleichung enthaltene A
dureh # sim1”"==sin 4 zu ersetzen. Damit wird

fhe

(129) (£, — &)= —isind cosk

Werden jetzt die in (127) angedeuteten Multiplikationen ausgefiihrt und dabei
die Gleichungen (128) und (129) beriicksichtigt, so erhilt man zuniichst fiir das von
«' abhiingige Glied

« sin A

(130) =
{:OS;'J:' cos .’]"2

= « sind sec”z - | ¢’ sin® A sec'w

Ferner wird mit Vernachlissigung héherer Potenzen von sin 4/ wie der dritten

1 dia’ (-‘,‘,—',‘,)” sin ./ 1 dia
2 di?

= = .- ——— sin®4 cos’1 sec’z
2 COS T, COST, 8 di?

Wie nun vorhin bemerkt wurde, kann x hichstens gleich © werden; in diesem

Falle ist der Gleichung (121) zufolge p — g = o, also, wie die erste der Glei-
chungen (115) zeigt, auch . = o. Fiir 4 = o, # = L = 75° und / = 7000" ist aber
das auf der rechten Seite der vorigen Gleichung stehende Glied kleiner als olor und

darf darnm vernachliissigt werden: somit wird

(121) 1 die ',',—;',)’ sind
V3 2 di? 2 COST, COST,
Weiterhin ergibt sich
de [, — sin 2z de' i

2 =1

- B 1 e 5 2
— ———— = —— sinA cos i tangxr + — —= sin’ 4 cos A tangx sec”x
d: 2 COsSw, COST, iz 4 d

de Ball, Sphir. Astronomie, 16
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Das zweite Glied auf der rechten Seite erreicht seinen Maximalwert, wenn 4 = o,
also @ ={ ist; da dieser Maximalwert aber fiir 4 = 000" und @ ={=75°
kleiner als color ist, so geniigt es,

de 5,— I, sinzx da' . .
g S T ———— = —= sin4 cos/ tangx
dc 2 CcOsST, COST, d

’

anzunehmen.  Substituiert man hier fir o seimen in (122) gegebenen Wert und fiir

i

cos /. = cos(p — ¢) den aus 121) folgenden Ausdruck

cos . == cotg L tang.r
so erhiilt man

. de' 2, — 2 sinzx ,dloge’ . :
(132 —_—— T — = ' — 5= sind cotgl tang’x
(132) di 2 cosz, cosT, Md: B RRe
,dloge’ . S
= S sind cotg Z(sectx — 1)

Md:

Mit Beriicksichti gung der Gleichungen (130), (131) und (132) ergibt sich aus (127

d=4d + rc'(I -+ cutg;‘%}g—f‘ ) gin A/ sec*r
, .l loga .- A s
— ' cotg o - M{?? sinA - o' sin®A sectr

oder, wenn die dureh die Gleichung (123) definierte Griofle [ eingefiithrt und anBerdem

. dlog .
(133) gy = — « cotgl g ig;ff 5 h=;a
gesetzt wird,
(134) A = A"+ [sind sec’z 4 g sind 4+ b sin’ 4 sectz

Der Wert von « dndert sich mit der Zenitdistanz, mit der Dichtigkeit der Luft
und mit der Temperatur: eben dasselbe findet also auch fiir die Koeffizienten f, ¢
und 7 statt. Berechnet man nun fiir eine und dieselbe Zenitdistanz, aber fiir ver-
schiedene Werte der Dichtigkeit und Temperatur der Luft dic numerischen Werte
von ¢, f, g und %, so ergibt sich folgendes: Es sei ¢ die durch die Gleichungen (73),
(41") und (41") definierte Dichtigkeit und ¢ die Temperatur der Luft, ferner seien
@,y foy o und A, die Werte von ', f, g und kb fiir ¢ = 1 und f=o; wenn dann
¢lo, L) einen von ¢ und Z, und (¢, I} einen von # und I abhiingigen Faktor be-
zeichnet, so hat man fiir beliebige Werte von ¢ und /

(134") f=e qle, ) - wlt,2) - f
oder
loiz f = log, -+ loge + log ¢ (e, L) + log v (8, L)

Ahnliche Gleichungen gelten fiir loge’, logg und logh, nur mit dem Unterschiede,
dali die Funktionen ¢ und ¢ — strenge genommen — durch andere zu ersetzen
sind; in Wirklichkeit aber begeht man nur einen verschwindend kleinen Fehler, wenn
man in den Gleichungen fiir loge’, logg und logh dieselben Werte von ¢ und
anwendet wie in der Gleichung fiir logf, selbst wenn 4 = 7000" und I = 75° ist.
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Was speziell noch das in (134) von % = }«' abhiingige Glied betrifft, so ist dasselbe
so klein, daf man auf die Verinderung von % mit der Zenitdistanz keine Riicksicht
zu nehmen braucht und, mit Benutzung des fiir { = 75°% ¢ =1, ¢ = o giiltigen Wertes
log $a, = 1.17,

logh = 1.17 + loge +log ¢ (e, £) +logy(t, {)

setzen kann. Die zur Berechnung des Einflusses der Refraktion auf den Positions-
winkel und die Distanz dienenden (leichungen (124), (125) und (134) werden somit

1. wenn der beobachtete Positionswinkel (p') von dem wahren Deklina-
tionskreise aus gerechnet wird,

S P —e-ple, £)-wlh L) {f, tang®x tang(p — q) + « tang{ sing tangd)
(135 A=d4o0-plo, L) w(t, L){f,sind sec’z + g, sind 4 1.17] sin’® 4 sec*x}

2. wenn der beobachtete Positionswinkel [p!) von dem scheinbaren
Deklinationskreise aus gerechnet wird,

p=p.—e gle, L)-w(t L) f, tang" L sin(p — 2¢) cosp

Iy
(1357) A=A+ ¢lo, {)-w(t, L)-{f, sin 4 sec’x + g, sin 4 - [1.17] sin® 4 sec*x}

Die Werte von logg ergeben sich mit Hilfe von Tabelle 1 und 2 meiner Re-
fraktionstafeln, diejenigen von logf,, logg, und loga. folgen aus der Tabelle 7.
Die Werte von log (o, L) und log (¢, £) sind in den Tabellen 8 und g als »Dichtig-
keitse-, bzw. »Temperaturkorrektion des log der mittleren Refraktion in Positions-
winkel und Distanz« bezeichnet. — Es sei noch bemerkt, dafi die beiden letzten von
¢, und sin®.# abhiingigen Glieder in der Formel fiir # nur bei so grofien Distanzen,
wie sie bei Heliometermessungen vorkommen, merklich werden konnen.

Um die Werte von £ und g zu berechnen, kann man sich nach § 17 der folgenden
Formeln bedienen, in denen & den Stundenwinkel des Mittelpunktes (S) des Bogens
S, 8, in Fig. 4, und ¢ die geographische Breite des Beobachtungsortes bedeutet.

tang N = cotgp cos @, cotgn = sin N tang &
. R cotgn
(136) tang L sin g = s (N & 9|

tang L cosq = cotg(N -+ &)

Tiir nordliche Breiten ist N im ersten oder vierten Quadranten zu wiihlen, und
zwar im ersten, wenn @ im ersten oder vierten Quadranten liegt, im vierten, wenn
@ im zweiten oder dritten Quadranten liegt. Fiir siidliche Breiten ist N im zweiten
oder dritten Quadranten zu wiihlen, und zwar im zweiten, wenn @ im ersten oder
vierten Quadranten liegt, im dritten, wenn @ im zweiten oder dritten Quadranten
liegt. Zur Berechnung von z dient die (ileichung (rz1)

tanga = tangZ cos(p — ¢q)

87. Einfluh der Refraktion auf die Rektaszensions- und Deklinations-
differenz zweier Sterme. Von den beiden zueinander senkrechten Fiden eines
Positionsmikrometers (§ 86) sei der eine fest, der andere durch eine Schraube be-
weglich. Stellt man den festen Faden so, dali seine Richtung mit derjenigen eines

16*
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Deklinationskreises zusammenfillt, und sind # und ¢, die Sternzeiten, zu denen die
Sterne S, und S, nacheinander den Faden passieren, so ist £, — ¢, die beobachtete
oder scheinbare Rektaszensionsdifferenz von S, und S,. Die scheinbare Deklinations-
differenz der beiden Sterne erhilt man, indem man den beweglichen Faden zur
Zeeit, 1, auf S, und zur Zeit ¢ auf S, einstellt und die sich hierbei ergebenden
Schraubenablesungen voneinander subtrahiert. Es ist jetzt zu zeigen, in welcher
Weise man aus der beobachteten die von der Refraktion befreite oder wahre
Rektaszensions- und Deklinationsdifferenz finden kann; dabei mige die wahre
Rektaszension und Deklination von S, bzw. 8, mit «,, d,, baw. a,, d, bezeichnet
werden.
In Fig. 5 sei Z das Zenit des Beobachtungsortes, und S/3" ecin Bogen des
Deklinationskreises, in dem die durch den festen Faden und den Mittelpunkt des
Objektivs gelegte Ebene die Himmelskugel schneidet; S; sei der schein-
Fig.5. Dbare Ort des Sterns S, zur Zeit £ und 3’ der scheinbare Ort des
Z Sterns S, zur Zeit 4. Man kann sich nun denken, daB zur Zeit .
wo der Stern S, durch S; geht, ein anderer Stern (¥) mit 3’ zusammen-
fiillt.  Um die wahren Orter dieses gedachten Sterns und des Sterns S,
5 , zur Zeit /. zu erhalten, hat man auf ZX' and ZS! die den scheinbaren
' Zenitdistanzen Z3’ und %S entsprechenden Refraktionen X'X (Fig. 6},
bzw. S!S, aufzutragen: X und S, sind dann die gesuchten Orter. Da der Stern X
durch denselben Punkt (2') des Bogens X'S; hindurchgehen soll, wie der Stern iS,,
so muli die Deklination von X derjenigen des Sterns S, gleich
Iig. 6. sein. Da ferner die Zeit, zu der der Stern X den Punkt 3’
passiert, gleich / sein soll, wiihrend der Stern S, erst zur
Zeit ¢, durch X' hindurchgeht, so muf} die Rektaszension des
Sterns X gleich «, — (f, — #,) sein. In dem Augenblicke nun,
wo die Sterne X und S, durch die Punkte 3, bzw. S! hindurch-
gehen, ist der beobachtete Positionswinkel des nirdlicheren der
beiden Sterne, bezogen auf den Mittelpunkt des die Sterne ver-
bindenden Bogens gleich o. Um den dem heobachteten ent-
sprechenden wahren Positionswinkel zu finden, hat man zu unter-
scheiden, ob die Richtung des festen Fadens mit der Richtung des wahren oder mit
der des scheinbaren Deklinationskreises zusammenfiillt (§ 86). Tm ersten Falle hat
man die Gleichung (124) anzuwenden und darin o als identisch mit (3, - d,) zu
betrachten, ferner p’= o und auf der rechten Seite p — o zu setzen; demnach ist

auch an Stelle von tang# sein aus (121) fiir p — o folgender Wert tangl cosq ein-
zufithren. T zweiten Fall mulf die Gleichung (125) benutzt und darin p, = o sowie
auf der rechten Seite p - o gesetzt werden. Falls also der feste Faden in die
Richtung des wahren Deklinationskreises fallt, wird

(137) p = [tangl cosq — « tangd tang( sing;

fillt dagegen der feste Faden in die Richtung des scheinbaren Deklinationskreises,

so hat man

(138) p = [ tang” sin 24
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Die wahre Distanz XS, = 4 findet man, indem man auf der rechten Seite der
Gleichung (134) 4" gleich der gemessenen Deklinationsdifferenz 0. — 0 setzt, ferner
sing = (0! — 0/) sin1” annimmt und an Stelle von sec*r seinen aus der Glei-
chung (rz1) fiir p = o folgenden Wert 1 -+ tang®’ cos®q substituiert; vernachliissigt
man dabei noch die kleinen von g und % abhiingigen Glieder der Gleichung (134),
so erhiilt man

(139) A = 0; —d7 4 fl(ds — &f) sin1"T1 4 tang®L cos®q)

Bedeutet jetzt P in Fig. 6 den Ort des Pols, so hat man PS, = go” — 4,
PX=g0°—d, und, da die Rektaszension des fingierten Sterns X gleich ¢, — (. — 1)
ist, § PX=w,— ¢, — (t,—t,). Setzt man dann P8 X = p,, P38, = 180° — p,,
ip+p)=p, ;0,4 9,) = d, so folgt

lee, — e, — (t, — )] cosd = A sinp
d, — 0, = A cosp

oder, wenn mit Riicksicht darauf, daB nach (137) und (138) p ein kleiner Winkel ist,
sinp = p sin1” und cosp = 1 gesetzt wird,

, —«, = b, — 1 4 p 4 sin1”" secod
(140) A

Jenachdem nmun der feste Faden in die Richtung des wahren oder des schein-
baren Deklinationskreises fillt, sind fiir p und .7 die in (137) und (139), oder die in
(138) und (139) gegebenen Werte zu substituieren; in der Gleichung (137) darf dabei
noch «' mit [ vertanscht werden. Durch Substitution von (137) und (139) in die
Gleichungen (140) erhiilt man

e, — =1, — {, - [0] — J7) fsin1"tang [ cos g — tangd tang C sing secd

(2497 d,— &, =d.— 04 (6] — ;) fsin1”"[1 4 tang*L cos?q/,

und durch Substitution von (138 und (139)

o, — o, = b, —t, 4 (0. — &) fsin1” tang®L sin 2¢ secd
2z o 7 I‘

(1407 d. — &, =d; — d; (0, — Of) fsin1” T1 - tang®L cos?q]

Bei den in der Praxis vorkommenden Fillen ist «, — «, wenig von #, — ¢, und
d,— 0, wenig von 0. — d; verschieden. Mif Riicksicht hierauf kann man in den
Gleichungen (140%) und (140°) anstatt f den aus (134" folgenden Niherungswert f,o
setzen: bedient man sich dann noch der Abkiirzung f, sin1” = «” und fiihrt die
Werte (136) von tangl sing und tang cosg ein, so erhiillt man fiir die gesuchte
wahre Rektaszensions- und Deklinationsdifferenz der beiden Sterne: 1. wenn die
Richtung des Stundenfadens mit derjenigen des wahren Deklinationskreises zu-

sammenfillt, ; N+ 20)
cotgn cos (] 240

cos”d sin®(N —4- d)

a, — ¢, = t, — t, 4 «’p(d: — ;)

(1417) B _
g, — @ 8 — d' - M:.
2 1= e

T
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2. wenn die Richtung des Stundenfadens mit derjenigen des scheinbaren Dekli-

nationskreises iibereinstimmt,

o, — o, =, — t, 4+ «"o(d: — d1)
a’e(ds — 01)

b — b= — St N

2 cotgn cos(N 4 d)
cos d sin’(N 4 d)

(1417)

Um die vorigen Gleichungen in eine einfachere Form zu bringen, setze man
tt"g (0; — d7)
sin® N—i— d)
Es wird dann 1. wenn der Stundenfaden nach dem wahren Deklinationskreise
orientiert 1st,

(142) =D

) o1
(143" =y ==L — 1§ iczzzg‘jﬂ cos(N 4 20)
0. —d, =0, — 0/ -+ D
9

2. wenn der Stundenfaden nach dem scheinbaren Deklinationskreise
orientiert ist,
-I} cotg n

- —1 L g 4:' \l_
(545 o, — o, =, — 1, - 50 cos (N 4 0)

O —d, =0, —d, 4+ D

Die Werte von loge” kann man der Tabelle 10 meiner Refraktionstafeln entnebmen;
den Wert von ¢ erhiilt man mit Hilfe der Tabellen 1 und 2 der genannten Tafeln.

88, Bestimmung des Ausdehnungskoeffizienten der trockenmen Luft. Be-
zeichnet man mit Z, die im Meridian beobachtete Zenitdistanz eines Sterns, ist ferner
N die Refraktion und #Z, die Reduktion von Z, auf ein fest gewiihltes Aquinox,
so ergibt sich fiir die anf dieses Aquinox bezogene walre Zenitdistanz
(144) C=Z,+NR+4Z

Nun folgt aus der (leichung (74), S. 221, wenn wieder ¢ = £, und

- ), W
(144 log?ho—%to[“logﬂ

gesetzt wird.

-J,- (0 — 1) L\li ]nn"};J - = log N’

-

=
o=,

R =R
Substituiert man hier fiir ¢ seinen aus (73) und (41") folgenden W ert, so erhilt man
B 1 —o0.000162,
760 14 0.003663¢ ’
wo ;# durch die Gleichung (41*) bestimmt ist, und ¢, die Temperatur am Beobachtungs-
orte bedeutet. Der im Nenner stehende Koeffizient von #, ist der angenommene
Wert des Ausdehnungskoeffizienten der Luft; wenn aber der wahre Wert dieses

(144°) H=N

Koeffizienten gleich o0.003 663 (1 +—[ g{{) ist, so ergibt sich fiir den genauen Betrag

der Refraktion, abgesehen von einigen zu vernachlissigenden Gliedern,

\ — 62t
iax) R— R B 1 —0.000162 (

760 14 0.003 6631, — 9003 663 t )
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Der Faktor von 1 — 0.003 663 - t gibt die demn Ausdehnungskoeffizienten 0.003663

entsprechende Refraktion an: wnd diese mit ' bezeichnet, so folgt
;
K = Rl = e
W =R (1 0.003 663 e i,

Aus der letzten Gleichung in Verbindung mit (144) erhiilt man, wenn
(145%) Z, 4+ RO 4 47 = _

1 00 !

Ebenso ergibt sich fiir eme zweite Beobachtung des Sterns
1)
=1 -0003663 i it
Cl
wo ¢, die beobachtete Temperatur, R die mit Hilfe des Ausdehnungskoeffizienten
0.003 663 berechnete Refraktion, und I, die in derselben Weise wie I, abgeleitete,
auf das feste Aquinox bezogene wahre Zenitdistanz bedeutet. Nun ist

Re) = (R 4 RO | - 3 (Rl — R
BO) = 3(R) + RW) — 3(RO — Ro)

Setzt man jetzt (R - R") = R und subtrahiert die beiden Gleichungen fiir I, so
erhiilt man mit Vernachlissigung der von R® — R" abhiingigen Glieder

iy r " e ¢ R 3
“‘1‘0} & — o = 0.003 003 100 {"': ==t to]"‘

Hierbei ist nun noch auf die Veriinderlichkeit der Polhéhe Riicksicht zu nehmen.
Es sei P (Fig. 7) der Punkt, in dem die Drehungsachse der Erde die Sphiire trifft.

Sieht man von der Priizession und Nutation ab, denkt man sich

also die beobachteten Zenitdistanzen auf dasselbe Aquinox redu- Fig. 7.
ziert, so kann die Richtung der Drehungsachse im Raum als un-
veriinderlich hezeichnet werden; somit findert auch P seine Lage Q 0Z:z0

nicht. Aber der Erdkérper selbst vollfihrt kleine Schwankungen S
um eine mittlere Lage, und infolge dessen findert der Punkt,
dem die Richtung der Vertikalen die Sphiire trifft, seinen Ort. Ls ¥& Z der Ort
Zenits zur Zeit T, und » der Ort des Zenits zur Zeit ¢, ferner sei O der Ort eines
nordlich vom Zenit kulminierenden Sterns an der Sphire; die Meridianzenitdistanz
des Sterns, bezogen auf die der Zeit 7', baw. der Zeit ¢ entsprechende Lage des
Zenits, 1st danm Z0 = 3, bzw, 20 =3 Da nun, wenn ¢ und @ die Werte der
Polhéhe zu den Zeiten ¢ und 7 bedeuten, Zy — Px — PZ = — (¢ — @) ist, so er-
hiilt man fiir die Reduktion der zur Zeit f beobachteten Zenitdistanz eines nérdlich
vom Zenit kulminierenden Sterns auf die Epoche 7' den Wert 4 (¢ — @). Fiir
einen siidlich vom Zenit kulminierenden Stern 0’ ist diese Reduktion gleich
— (¢p — ®); rechnet man aber siidliche Zenitdistanzen negativ, so wird die
Reduktion fiir nérdliche und siidliche Zenitdistanzen gleich ¢ — .

s
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Die Werte von ¢ — @ ergeben sich aus den Beobachtungen der internationalen
Breitenstationen. Wie niimlich die Diskussion der an diesen Stationen ausgefiihrten
Bestimmungen der geographischen Breite gezeigt hat, lilit sich

g — W =xcosk—+ysind 4 v

setzen, wo 2 die auf einen fest gewiihlten Meridian der Erde bezogene Liinge des
Beobachtungsortes bedeutet, und 2, # und : Funktionen der Zeit sind. Versteht
man unter 4 die auf den Meridian von Greenwich bezogene westliche Liinge des
Beobachtungsortes, so lassen sich die Werte von #, y und : unmittelbar den Publi-
kationen des Zentralbureaus der internationalen KErdmessung entnehmen, Im fol-
genden wird angenommen, dall die beobachteten Zenitdistanzen bereits wegen der
Veriinderlichkeit der Polhohe korrigiert seien.

Um nun den in (146] vorkommenden Koeffizienten ¢ zu bestimmen, beobachte
man eine groflere Zahl von Sternen, welche in einem Zenitabstand von 0 bis hich-
stens 80” den Meridian passieren, bei moglichst hohen und tiefen Temperaturen.
Wird dann aus den in den Temperaturextremen erhaltenen Meridianzenitdistanzen
jedes Sterns je ein Mittelwert gebildet, und werden diese Mittelwerte sowie auch die
entsprechenden Mittelwerte 7., #, und R in [146) substituiert, so sind damit die Be-
dingungsgleichungen fiir ¢ gefunden; selbstverstindlich wird man bei Zirkumpolar-
sternen die in der oberen und unteren Kulmination angestellten Beobachtungen ge-
sondert betrachten. Bezeichnet man mit m die Anzahl der bei hohen und mit » die
Anzahl der bei tiefen Temperaturen beobachteten, in je einen Mittelwert zusammen-
gefaBiten Zenitdistanzen desselben Sterns, ist ferner ¢ der mittlere Fehler ciner Einzel-

. . . ~ " - . 1/ 1 I

beobachtung, so ist der mittlere Fehler einer Ditferenz I — I gleich « l ety
) m "

Dieser Fehler ist fiir jede Differenz C

Differenz mit dem willkiirlich gewiihlten mittleren Fehler ¢, das Gewicht 1 bei, so

, — = Zu bestimmen; legt man damn ciner

erhiilt man fiir die Gewichte p der Gleichungen (146) den Ausdruck (2( i )
e \m4+n
Nachdem man das Gewicht jeder Bedingungsgleichung gefunden und die Glei-
chungen nach der Zeunitdistanz geordnet hat, lassen sich die den Zenitdistanzen von
0 bis 109 10° bis 20 usw. zugehdrigen Bedingungsgleichungen in je ein Mittel
zusammenfassen; diese Mittel kann man dann zur Bestimmung von ¢ benutzen. Zur
Erliuterung miogen die in der dritten, bzw, sechsten Kolumne der folgenden Tafel an-
gefithrten Werte yon 2 — L, dienen, welche sich aus den von Dr. Grofmann an dem
Meridiankreise der rvon Kuffnerschen Sternwarte angestellten Beobachtungen ergeben
haben; bei der fiir die Reduktion dieser Beobachtungen erforderlichen Refraktions-
rechnung war fiir den Ausdehnungskoeffizienten der Luft der Wert 0.003663 angenommen
worden. Die zweite, bzw. fiinfte Kolumne enthiilt die Mittelwerte ¢ — £,; die vierte,
hzw. siebente Kolumne gibt die Gewichte an, welche den I, — I beizulegen sind,
wenn man = ol1o als mittleren Fehler der Gewichtseinheit wihlt. Die mit »Friil-
jahre iiberschriebene Gruppe entspricht im wesentlichen denjenigen Beobachtungen,
welche in die Zeit vom Februar bis Mai fallen; die Herbstgruppe bezieht sich vor-
wiegend auf die von August bis Dezember angestellten Beobachtungen. Die erste
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Gruppe entspricht also der Periode, in der die Temperatur zunimmt, die zweite ent-
spricht der Periode, m der die Temperatur abnimmt; mit 7 ist stets die héhere
Temperatur bezeichnet.

Friihjahr Herbst
Zenitdistanz L =i & — < Gewicht fi — fo o — o Gewicht
102 bis 20° 10% —olz2 1.3 1% —olor 2.8
20 s 30 11.3 —0.09 4.0 10.1 —0.01 1.0
30 » 40 10.8 —o.17 2.8
40  » 50 10.6 —o0.17 20 11.1 —o0.09 0.8
s0 =+ 6o 11.0 —o0.26 o7 11.5 -o0.12 1.3
6o s+ 7O 11.3 - o0.05 0.9 11.g - o0.08 0.4
70 » Bo 11.2 —0.15 0.5 10.7 — 0.15 0.3

Wie man sieht, unterscheiden sich die Werte / — £, jeder Gruppe nur wenig
voneinander. Wenn also # einen von o merklich verschiedenen Wert hiitte, so miilite,
der Gleichung (146) zufolge, 2, — I, mit der Zenitdistanz wachsen, weil ja @ mit der
Zenitdistanz wiichst; dies ist aber nicht der Fall, vielmelr scheinen die Werte von
L, — &, fiir die Friihjahrs- und Herbstgruppe konstant zu sein. Die Grofimannschen
Beobachtungen geben also keinen Anlall, fiir den Ausdehnungskoeffizienten der Luft
cinen von 0.c03 663 verschiedenen Wert anzunehinen.

Der genannte Koeffizient ist von den hierunter erwilnten Physikern nach drei

verschiedenen Methoden bestimmt worden, und zwar hat sich ergeben

Regnault 0.003671 konstanter Diruck Recknugel 0.003068 | konstantes
Magnus ©0.003 668 konstantes Jolly 0.00366g! Volumen

[ Druck u. Vol

_ o v ,
Regnawd! 0.003667) Volumen Regnault 0.003 60;’[

veriinderlich

Fiir den Ausdehnungskoeffizienten der Luft nimint man hiernach an Stelle von 0.003 663
i : i

wohl besser den Wert 0.003668 an und setzt demgemiil} 0.003 003 - - 0.000005;

tut man dieses, so findet man aus [(146), daB selbst fiir /, — f, = - 20° und die
Zenitdistanz 80° die Differenz Z, — I, nicht grilier als oo3 wird. Eine Verbesserung
des auf physikalischem Wege gewonnenen und jedenfalls nur um wenige Einheiten
der 6% Dezimale nnsicheren Wertes des Ausdehnungskoeffizienten der Luft mit Hilfe
von astronomischen Beobachtungen ist also nicht zu erwarten; demnoch wird man
bei einer gegebenen Beobachtungsveihie stets untersuchen miissen, ob dieselbe einen
von 0.003 668 wesentlich verschiedenen Wert des Ausdehnungskoeffizienten der Lauft
verlangt. Falls letzteres der Fall ist, so deutet dieses anf das Vorhandensein syste-
matischer Feller hin, sei es, daB diese in einer mangelhaften Aufstellung des Thermo-
meters oder in einer ungeniigenden Ventilation des Beobachtungsraumes oder in anderen
Dingen ihren Grund haben.

89. Bestimmung der Refraktionskonstante, der mittleren Polhéhe und
der Deklinationen. Zur Bestimmung der Refraktionskonstante und der mittleren
Polhohe beobachtet man eine Reihe von Sternen in oberer und unterer Kulmination.
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In Fig. 7 (S. 247) seien O und U die wahren Orter eines Sterns zur Zeit seiner
oberen, bzw. unteren Kulmination; es ist dann Z0 + ZU = 2 ZP also, wenn Z0 = (,,
ZU =, gesetzt und fiir ZP sein Wert 9go® — ¢ substituiert wird (wo ¢ die Pol-
héhe des Beobachtungsortes bedeutet), L, 4L, = 180° — 2. Bezeichnet man also die
beobachteten Zenitdistanzen mit x,, bzw. :, und die berechneten zugehirigen Refrak-

. 2 : da
tionen mit #,, baw. »,, ist ferner a, der angenommene und w, (r —+ —ﬂ;—) =qa,(14n)

der wahre Wert der Refraktionskonstante, so wird mit Vernachlissigung sehr kleiner
Glieder

(r47) 1807 — 24p = (i 4 10) + (5, + 7)) 4+ (ru + 10

Man betrachte jetzt einen Stern, dessen obere Kulmination siidlich vom Zenit
stattfindet, der also beispielsweise in den Punkten 0" und [™ den Meridian passiert.
In diesem Falle ist ZU' — Z0' = ZP+- PU'— (PO' — ZP) = 2 ZP oder, wemn die
wahren Zenitdistanzen ZU' und Z0O' mit C,, bzw. {, bezeichnet werden, ), — ), =
180° — z2¢. Hieraus folgt, wenn ) und 2/, die beobachteten Zenitdistanzen, und
v, und #, die berechneten Refraktionen bedeuten,

180° — 2¢p == (&, 4 #)) — (4% == 1%) + (), — 1% n

Aus der Vergleichung dieser Formel mit der fiir den ersten Stern erhaltenen
Gleichung (147, ergibt sich, daB letztere allgemein giiltig ist, wenn man siidliche Zenit-
distanzen und die ilmen entsprechenden Refraktionen negativ rechnet; das soll nun
im folgenden geschehen. Dem vorigen Paragraphen zufolge ist dann fiir alle an
einem Abende beobachteten Zenitdistanzen die von der Veriinderlichkeit der Polhghe
abhiingende Korrektion dieselbe und gleich der a. a. 0. mit ¢ — @ bhezeichneten
GroBe. Ferner folgt noch ans der iiber das Vorzeichen siidlicher Zenitdistanzen ge-
troffenen Bestimmung, dali die Reduktion der in der oberen Kulmination beobachteten
Zenitdistanzen auf ein festes Aquinox der GréBe und dem Vorzeichen nach gleich
der entsprechenden Reduktion der Deklinationen ist; fiir die in der unteren Kul-
mination erhaltenen Zenitdistanzen dagegen ist das Vorzeichen der Reduktion dem-
jenigen der Reduktion der Deklinationen entgegengesetzt.

Es werde jetzt angenommen, daB man die aus den Beobachtungen abgeleiteten
wahren Zenitdistanzen wegen der Veriinderlichkeit der Polhéhe korrigiert und auf
ein festes Aquinox bezogen habe; fiir jeden Stern bilde man dann das Mittel aus
den der oberen und ebenfalls aus den der unteren Kulmination entsprechenden Zenit-
distanzen und substituiere diese Mittelwerte an Stelle von i, - 7,, baw. x, 4+ r, in
die Gleichung (147). Da vorausgesetzt wird, dal} die Zenitdistanzen wegen der Ver-
inderlichkeit der Polhdhe korrigiert sind, so bedeutet das in (147) enthaltene ¢ die
mittlere Polhohe; bezeichnet man nun mit ¢, einen angenommenen und mit ¢ < 4 ¢
den wahren Wert von ¢, so folgt aus (147)

(148 2d g+ Fu 7o

gy |0k — 1807 — 24, — (2 4 70) = (3, =+ )
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Zu dieser Gleichung ist noch eme Bemerkung zu machen. Der Gleichung (144"

zufolge hat man, wenn die Temperatur am Beobachtungsort mit ¢ bezeichnet wird,
und R die Refraktion bedeutet,

, [ 1—o0.0001062¢
(r49) R=H '715 14 0.003 663'!?
Zar Bestimmung der Temperatur verwendet man nun gewéhnlich Quecksilberthermo-
meter, die teils auBlerhalb des Beobachtungssaales in der Niihe des Spaltes, teils im
Saale selbst angebracht sind. Tm allgemeinen ist die im Saale beobachtete Temperatur
hoher wie die am #uBeren Thermometer abgelesene. So z. B. fand Nyrén, daB fiir
den Meridiansaal der Pulkowaer Sternwarte die Differenz: Saalthermometer — #HuBeres
Thermometer den mittleren Wert 4 0% habe; fiir Miinchen erhielt Bauschinger als
mittleren Wert der Differenz: in der Nacht —+-193, am Nachmittage -- 1% (Winter),
bzw. + o4 (Sommer) und am Vormittage -- 173 (Winter), baw. — 0% (Sommer).
Es tritt demnach die Frage auf, wie man die in dem Ausdruck (14g) mit # bezeichnete
Temperatur anzunehmen habe. Man wiihle als Niherungswert von ¢ die Angabe des
dulleren Thermometers und hezeichne den wahren Wert von ¢ mit ¢+ #f. Da At
auf jeden Fall klein ist, und selbst eine Anderung von ¢ um 1° einen nur unmerk-
lichen Einfluff auf W' hat, so ergibt sich fiir den wahven Wert der Refraktion

f—gy £ 1—0000108}
T 260 1+ 0.003663 (8 + A1

oder hinreichend genau

N , 1 — 0.0001021

\lz -

?_60 1'+ 6&)—3—663'{ [;I s (}.003 663&!”
Setzt man jetzt
. 3 — o. b2t
(150) gl LS D = R
V% 760 1 - 0.003663¢ !
wo R die unter Benutzung der Ablesung des finBleren Thermometers berechnete
Refraktion bedeutet, so wird

Sglol

(151) R = R — 0.3663 1'00 At

Das zweite (zlied auf der rechten Seite dieser Gleichung kann als Saalrefraktion
bezeichnet werden.

Die an eine Ablesung des #iulieren Thermometers anzubringende Korrektion o ¢
hiingt von dem Werte ab, den die Differenz: inmeres — iiulleres Thermometer zur
Zeit der Beobachtung hat; bezeichnet man diese Differenz mit U, und bedeutet ¢
eine positive Konstante, so wird man nach dem Vorgange Nyréns /1 = ¢l7 annehmen
kinnen. Dies ist aber noch nicht der vollstiindige Ausdruck fiir /. Die Queck-
silberthermometer werden niimlich durch die dunkle Wiirmestrahlung ihrer Umgebung
beeinfluft und geben somit im allgemeinen nicht die wahre Lufttemperatur an.
Demnach erfordern die Ablesungen dieser Thermometer gewisse Korrektionen, und
zwar werden letztere fir die im Saale befindlichen Thermometer meistens andere Werte
annehmen wie fiir die fuBeren. Um diese Korrektionen zu bestimmen, kann man
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dic Angaben der Quecksilberthermometer mit denen eines Aspirationsthermometers
vergleichen, welch letztere als unabhiingig von dem Emflull der Wiirmestrahlung der
Umgebung betrachtet werden diirfen. Ist aber cine derartige Vergleichung unter-
lassen worden, so miissen die an die Ablesungen der Quecksilberthermometer anzu-
bringenden Korrektionen als Unbekannte eingefiihrt werden. Nimmt man diese
Korrektionen als konstant an, und bezeichnet man die Iorrektion des fiulleren Thermo-
meters mit & und die des inneren mit x, so ist fiir /7 der Ausdruck k-t e(U 42— k)
anzuwenden; man erhiilt also, wenn & -} ¢lx — k) = € gesetzt wird,

(152) At =0C-+4el,

wo nun € und ¢ zwei Konstanten darstellen.
Werden jetzt die der Zeit der oberen, bzw. der unteren Kulmination ent-
sprechenden Werte von (7 durch die Indizes o und # voneinander unterschieden,
: : - ’
so hat man in der Gleichung (148) r, durch », — 0.3663 u_::b
r, — 0.36063 =5 (C4-¢elU,) zu ersetzen; mit Vernachlissigung der Produkte aus €
e : !

(C—4-¢U,), und 7, dureh

bzw. ¢ und 7 ergibt sich demnach
WUy == 1,0,

- s Ao o Tt Fo _ Y ! I
(153) 2y - =5 (toon — 0.3663 C) — 0.3003 — ==

== 180" — 24, — [{£y 1) + (s 5 7%

Jeder Zirkumpolarstern liefert eine solche Gleichung. Um die Gewichte der
verschiedenen Gleichungen berechnen zu kinnen, leitet man zuniichst mit Hilfe der
Abweichungen der fiir die Zenitdistanz jedes Sterns evhaltenen Einzelwerte von ihrem
Mittel den mittleren Fehler einer Beobachtung ab. Ordnet man die fiir diesen Fehler
sich ergebenden Werte nach der Zenitdistanz, so findet man stets, daBl dieselben mit
der Zenitdistanz zunehmen.  Um das Gesetz der Zunahme durch eine Formel aus-
driicken zu kimnen, vereinigt man die den einzelnen Sternen entsprechenden Werte
des mittleren Fehlers einer Beobachtung in eine Anzahl von Mittelwerten und
berechnet auch die diesen Mittelwerten entsprechenden mittleren Zenitdistanzen. Be-
deutet dann ¢ den der Zenitdistanz : entsprechenden mittleren Fehler einer Be-
obachtung, so lassen sich im allgemeinen zwei Konstanten a und b so bestimmen, dali

& = n® 4 b* tang* s

ist.  Der Wert von ¢ wird bedingt durch die Unsicherheit der Beobachtungen und
durch die Unsicherheit der berechneten Refraktion. Um jetzt den mittleren Fehler
eciner Zenitdistanz zu erhalten, ist auch noch die Unsicherheit der von dem Be-
obachter angewandten Korrektionen der Teilstriche des Kreises in Rechnung zu
zichen; wird der mittlere Fehler einer Strichkorrektion mit &' hezeichnet, so ergibt
sich fiir den mittleren Fehler () einer Zenitdistanz

¢ = =Va* 4 b® tang® ¢

Wenn nun die in die Gleichung (153) zu substituierenden Zenitdistanzen x, 4 7,
bzw. x, - », Mittelwerte aus p, bzw. ¢ Einzelwerten darstellen, und wenn die mittleren
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Fehler dieser Mittelwerte mit ¢,, baw. e, bezeichnet werden, so ist ¢, = ¢:Vp, und
e, = e:Vq; der mittlere Fehler der Gleichung (153) ist dann gleich == Ve: - e?.
Legt man jetzt einer Gleichung, deren mittlerer Fehler gleich == 1" ist, das Gewicht r
bei, so wird das einer Gleichung mit dem mittleren Fehler == Vei + ¢ entsprechende

Gewicht gleich - Jede Gleichung (153) ist also mit dem ihr zugehérigen Wert

1

en+ €

von L multiplizieren; hierauf lassen sich die walrscheinlichsten Werte von
Ve; + el

A, 100m—0.3663 C und ¢ bestimmen. Bezeichmet man den fiir 100m — 0.3603 C

/

gefundenen Wert mit 7, so wird » = /40003653 C, und somit ergibt sich fiir

den wahrscheinlichsten Wert der Refraktionskonstante n“([ + ]-{%) —+ 0.003 663 C).

Die Refraktionskonstante erscheint also als Funktion von €' ausgedriickt; der Wert
von C liBt sich aus den beobachteten Zenitdistanzen nicht ableiten.

Nachdem man die Werte von ¢, 1007 — 0.3663 C' und ¢ gefunden hat, kann
man die Deklinationen der Sterne ableiten, und zwar auch derjenigen, welche nur in
einer Kulmination beobachtet wurden. Zu diesem Zwecke berechne man mit Hilfe
der angenommenen Refraktionskonstante und unter Benutzung der durch das iiuBere
Thermometer angegebenen Temperatur die Refraktionen »,, bzw. », und bringe diese
an die beobachteten Zenitdistanzen an, dabei sind aber siidliche Zenitdistanzen und
die entsprechenden Refraktionswerte negativ zu nehmen, Zu den so erhaltenen wahren
Zenitdistanzen fiige man die Reduktion ¢ — @ auf die mittlere Polhéhe und die
Reduktion anf ein fest gewiihltes mittleres Aquinox hinzn. Werden die sich damn
ergebenden Zenitdistanzen mit £, bzw. 2, bezeichnet, so hat man noch zu hilden

: T Be e
=0+ 1001 — 0.3663 €7) — 0.3663 2 ¢l,
) - - 1o ' 3663 C) 3993 oo
(154
. - r. r
top i =l " 2 — ” (I|| == W },
Lo bu ok —= 1007 — 0.3663 (') — 0.36063 =% elU,

Setzt man jetzt ¢, -- 4 = ¢, so ist den Gleichungen § 16, (1) und (2] zufolge,
wenn ¢ die Deklination bedeutet,

0 = ¢+ L0, 0 = 180" — yp — L,
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