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(Japitel I.

Integration von entwickelten Functionen einer Variakelen.

§ i -

Grundformeln und allgemeine Regeln .

Für die unbestimmte Integration der einfachsten Functionen
gelten die nachstehenden Fundamentalformeln :

/* OĈ ^
1) Jx ^ clx — — . - . -f - Consl ., /j , — 1.ft 1 ^

2 ) ^ — dx = lx Consl .

■>) / dx — arctan x -f - Consl .x

r i
4) ^ = dx — arcsin x Consl.

5) je * dx = cx Consl.

6) Jcos x dx = sin x + Consl.

7) Jsin x dx — — cos x -f - Consl.

8) Jsec 2dx = tan x - f- Consl.
9) fcsc 2x dx — — col x Consl.

Sind a , ß , y, etc . constante Grössen , u , v, w, etc . Functionen
einer und derselben Yariabelen x , so geschieht die Integration des
Aggregrates eeu ßv etc . nach der Regel

10) / («« ßv ym dx — a Ju dx -\ - ß Jv dx -\- yJm dx -\----
Im Fall die Anzahl der Summanden unendlich gross wird , bedarf
es einer besonderen Untersuchung über die Gültigkeit dieser Formel .
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Bei der Integration eines Produetes mv kann häufig die so¬
genannte theilweise Integration angewendet werden , nämlich

11) Juv dx = u Jv dx — fdu Jv dx \
diese Formel empfiehlt sich in allen den Fällen , wo das Integral
von vdx leicht zu finden , und gleichzeitig du ein nicht zu ver¬
wickelter Ausdruck ist .

Handelt es sich um die Integration einer Function von einer
Function d. h. um ein Integral von der Form

ff [<p {x )\ dx ,
so leistet nicht selten die Substitution einer neuen Variabelen
gute Dienste ; man setzt nämlich

(p {x ) = y ,

löst diese Gleichung nach x auf , wodurch ein Resultat von der Form
X = q (y )

entsteht , und betrachtet mm y als neue unabhängige Variabele ; es
ist dann

ff \(P(« )] dx = ff [;/] 1/ (y) dy .

Nach Ausführung der auf y bezüglichen Integration hat man für
y wieder <p (x ) einzusetzen .

§ 2.

Integration rationaler Functionen.

1. Mittelst der Substitution a -f - bx — y erhält man

wobei der Kürze wegen die Integrationsconstante weggelassen ist ,
was im Folgenden immer geschehen wird.

2. Die nämliche Substitution giebt

j {a + bxy dx ^ {a-±± X̂ \ y > l .

3. Auch das allgemeinere Integral
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lässt sicli mittelst der genannten Substitution finden , sobald m eine
ganze positive Zahl ist . Man erhält zunächst

1 C ^ ~ a ) ”' , 1,,
lh + l J y”

man entwickelt nun (j / — a)'" nach dem binomischen Satze und in -
tegrirt die einzelnen Summanden .

Hiernach ergeben sich z. B. folgende Formeln , worin immer

y = a -\ - bx
zu nehmen ist :

f ^ dX = l? ( y - aly ) '

J ŷdx̂ 2/2~ +a'ly)i
J ŷdx= 2/3—̂02/2+3ö2/~a2/2/)’'

U . S . W .

ff ' ix = j ) ’

“ F ( ^ - 2 “ ' !' ” j ) -

S¥ldX̂ —3«2/+3«2̂+
u . S . W .

(—s+2p)’
r x* 1 / 3a2 a3\

J ~f= f b ~ s*'»“ t + 2? / '
u . s. w.

f J * dx = ^ ( - 2 ? + 3? ) ;
1*
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u . s. w.

4 . Unter der Voraussetzung ganzer positiver m und n kann
das Integral

und hier entwickelt man (z — 6)’" + »—2 nach dem binomischen
Satze und integrirt die einzelnen Summanden . Wird zu blosser
Abkürzung

y = a bx

gesetzt , so ergeben sich nachstehende Formeln :

mittelst der Substitution

berechnet werden . Dasselbe geht zunächst über in
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(/ a; b 2b 1 . 3b / y \
x l iß 2 a'2y'i a:i!/ it'i x «4 ^ \ x / ’

/" (/ x = /j 2̂ 3 &2 1 36
J ocPtß 2a 3y 2 a ' y 2 « 3x 2 a 4x \ x / ’

u. s. w.

= Jl _. + 1 . , _l _ i ^ ^
,/ x (/4 3 aß2d l y l cfiy « l \ x / ’

/ ‘rfx _ 6____ 6 36 1 i 46 ^
, / x2y4 Sa 2»/3 a3»/2 a4»/ a4x a5 \ x / '

f ‘dx _ b- 36 2 , 66 2_ 1 46
.) x ß̂ 3a3y3 2a4y2 a6y 2a4x2 a5x

u. s. w.

5 . Das Integral

f *. ĉx
J “2 + ß2* 2

lässt sich mittelst der Substitution x = = i: entwickeln , nämlich
(3 ’

r dx _ 1 r (i % 1 » i
J a2 + /32X2 aß J 1 + 1 2 « ß arClan ^ aß

ßxarctan — •
a

Für das analoge Integral

A dx
/3‘>—9— p~a;~

kann man die Substitution

a ßx , an — 1
— = >] oder x = - ■- —-

a — ßx ß t] 1

benutzen und erhält

r dx _ 1 Adtj 1 1 /«-)-j3x\
a * — ^2x 2 2aß J r] 2aß ^ 2aß \ a — ßx /
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Dernnach gelten folgende zwei Formeln

/ dx 1 { i / c \ v ^
. / « r «J- fl,r “ > 0 ™4c

f i *__ _ » la, . > o « < o.
. / « «j—ca:2 ‘i Y — ac \ ya — x '/ — cj

6. Aus der Dilferentialformel

/ f ) f 2««_________2n — 1 |
i (« -f“ ca;2)" f \ (« -|- ^a:2)" + 1 (« -f“ cx 2)"j 1

erhält man durch Integration die Recursionsformel

/ rf.r 1 .t i 1 / dx
, / (rt H” ca:2)“1!' 1 2n « (« ca;2)'1 2m« (« -)- cx l)"':

diese giebt der Reihe nach für m= 1 , 2 , 3 etc., wenn die Ab¬
kürzung

z = <i c x *
benutzt wird ,

/ dx a: . 1 y dxVl == 2Vz + 2^ J T v

3a; , 3 f dx
8a2* 8"f<2J T ’

5a; . 5 / rfa;
’ 16 «3z ' ißa * J T '

u. s. w.

7. Wenn es unter der Voraussetzung ganzer positiver m und
n auf die Entwicklung des Integrales

dx X
+

3 a;
zir c*II 8 «2z *

X
+

5 a’
24 ^

L x "1dx
J (« + cx ' )n

ankommt, so sind die Fälle zu unterscheiden, ob m eine ungerade
Zahl ist = 2 k -(- 1 oder eine gerade Zahl = 2k. Im ersten Falle
setze man

und es wird
x 2 — l mithin xdx — ^ dl

f“ x2,i + 1 dx / * lk dt
J (« -f- cx2)" (« + e0"’
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wo sich das Integral rechter Hand nach No . 3. berechnen lässt .
So ist z. B.

x b dx j / t2 dtJ («+ca.’2)a_ v («+Cty

l ( 2 « a2 !
= 2^ \ l {a + Cl) + a + 7t “ 27 « + 7 ^ /

= 2c 3 f (" + c ‘r ' ) + „- + 7 ^ 2 — 27 7̂ + c7 2) -7 '

Wenn zweitens m eine gerade Zahl ist , so bedarf man einer
Keductionsformel , welche aus der Gleichung

J x”‘~ l | I (m — 1) « xm~ 2 (2 n — m — 1) cx m\
| ift 7 " cx 2yl 1J j (ft - f- ca :2) '1 (a - }“ cx 2)n

folgt und lautet

/ x’"dx 1 xm~~1(ft 7“ ca ;2)" (2 « — m —^1) c (ft 7 ~ ex 2)’1~ 1

. (m — 1) « / * xm~ 2 dx
' (2n — m —■1) c J (a 7~ cx 2)"

Für n, = 1 , m = 2 , 4 , 6 etc . und bei Gebrauch der Ab¬
kürzung

z — a cx 2

erhält man mittelst dieser Formel

Ix 2 , x a r dxJ 7dx=c_cJ
/ xx, a-3 ax. ft2 / dxj dx = rc - ^ + 72 J t >

/ x1’ xb ax3. a2x a3 f“ dx7 ^ = ^ “3 C2+ -C3 “7 3J T ’
u . s. w.

Für » = 2 , m == 2 , 4 , 6 etc . und unter Rücksicht auf die
in No . 6. ausgeführte Reduction des Integrales

ergeben sich die Formeln



I.-Capitel .

ft
fi

dx

, 2 (lX

x J - ax 3 « / dx
c2 ^ 2c 2z ~ 2Ö I z '

X 3 2ax a2x 5 «2
3 c2 c3 2c 3z + ä ?

ferner für ?i = 3, m = 2 , 4 , 6 etc.

r°f dx̂ x x 1 c dxJ z»dX- 4cz- WäTcz iiacJ P
f A* +A f <Lx

J z 4 c2z2 8 c2j ' 8 c2, / z ’

- dv = — f<2a ; i JL ^ , * 15 « / ■

J Z6 ' 4c 3z2 ' 8c 3z c3 _ Pc *J
dx

u. s. w.

8. Mittelst der Substitution ^ ö -f- cx = findet man

duf d-x = 4 r
J a -\ - bx -\- cP J 44 « c — ö2 -j—4 «2

und hieraus

/ dxa bx c x 2

1 / ft -f- 2 c a: — j/ ft2 — 4 a c\
“ 11, — -- 7= 1’ wenn 6 — dac > 0,[/ ft2 — 4 «c Vft+ 2ca ; + J/ b2 — 4 « c/

2
— - * + 2 ^ ’ wenn b2- ^ «c = 0,

2 6 —{—2cx ^— -,/ a~ ' arctan = wenn 62 — 4 «c < 0.
J/ bac — b~ y4cac — 62

9. Aus der Differentialformel

dl (« bx + cx 2) = b f —-2 + 2c - X df -a bx cx ~ a -\- bx cx 2

erhält man durch Integration , wenn zur Abkürzung
T = a bx cx 2

gesetzt wird ,
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/ x , 1 , b ! dxT X= Tc ~~ 2cJ ~T
10 . Es sei m eine ganze positive Zahl > 1 ; die identische

Gleichung

f *(a bx -1- ex 2) x "‘~ 2 Co x m~ l
I ^ -- dx = I x m~ 2 dx = - -

J 1 J m — 1
liefert die Keductionsformel

/ x m x m~ 1 b f xm~ 1 a C x m~ ti ,
J t (»r^ T)*c~ cj - r ^ - cj - f - 4*-'

aus dieser folgt für in — 2 , 3, 4 etc . und unter Rücksicht auf die
in No. 9. entwickelte Formel :

C x 2 x b b2 — 2 a c f (lx
J T4* - ' - W , T+ 2c1 J 7 '

C x3 , x 2 bx . b2 — « c b (3ac — b2) f dx
J T 4 * - rc - 7 [ + ^ - ‘ T + - * c> J -r

u. s. w.

11 . Setzt man zur Abkürzung

l = Aac— 62,
so erhält man aus der Differentialformel

dx, ("+^ ) _ _ 2(2„_ ,, c m'Tn

die Eeductionsformel

f dx b2cx . (4w — 2) c Cdx
J y«'+l wlj " ' nl J Y“’

Diese giebt der Reihe nach

/ rfa:_-j-2ca:.2cf‘dxr-== If TJ ~f '
C dx b-\- 2cx ( 1 _i_3c>\ i 66,2 CdxJ Y~ T \2f2+If) +~lTJ ~T'
C dje ö + Sex f 5c 10e2\ 20c3 Y dx

J ,T \ 3f 3+ 34r2+ X̂ TV ¥ J ~T
u . s. w.
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12 . Aus der Differentialformel

/ —1\ —2 g>m—1
^ ( ----- ) = (m — 1) a dx — (n — ni) b ——— dx

\ Tn ~ ) Tn Tn

— (2w — m — 1) f - n dx

ergiebt sich die Keductionsformel

*x n - •f dx
T“ (2 » — m — 1) c T'*~ 1

(n — m) b ( xm~ y , . . (m — 1) a C x m 2J -f»da;+(2n—m--i)-cJ -r^dx-
In dem speciellen Falle tu = 2 n — 1 wird diese Formel un¬

brauchbar ; man benutzt dann die identische Gleichung

x2 1 x 2n—3 (T — a -— bx )
T“ c T“ ’

und leitet hieraus folgende Recursionsformel ab :

C a:2"- 1 1 C a:2“ ' 3 ,
I dx = — I — r dxJ T“ c J Tn- 1

a x2" ~ 3 b C ot?' n ~ 2
I — — dx — — I — dx .

c J T“ c J T"

Nach diesen Bemerkungen erhält man für >i — 2 , m == 1, 2,
3 etc . mit Rücksicht auf No . 11 .

/ x 2 (1 bx b f“dxj2 dx = = lf I J ~f '

x 2 ab -\- (b2 — 2ac ) x . 2a C . dx
t/ r2 = cxt x J

C x 3 1 a (2 ac — b2) b (3 a c — b2) xJ 2c2 r
b (6 a c — b2) r dx

2c 2X J “f ’

für n = 3, m = 1 , 2 etc . wird

f * x 2a bx 3b (b -{- 2cx ) 3bc / dx
J ys d 'r = 2X ^ 2 '2i 2r ~ ~£r J f ’
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I x 2 ab (b2 — 2ac ) x . (2ac -)- b2) (b 2cx )I T3 X 2ÖTf2_ ' 2ck2T

+ ?ac b2 I dx~P J f '
' U. s . w .

13. Aus der identischen Gleichung

cx 2/ a bx~ dx = Ix

erhält man durch Integration der einzelnen Theile und Benutzung
der Formel in No . 9 .

/ dx 1 * I dxx T ~~ 2a Vf ) ~ 2a J T '

14. Bezeichnet n eine ganze positive Zahl > 1 , so ist identisch

/ a -\- bx cx 2 [ dxJ xf“ x=J xT'- ^
die Integration der einzelnen Theile giebt , wenn zugleich die aus
No . 12 . bekannte Formel

f * x i , _ 3 b dxJ T"' 1~ ~(‘In—2)cT«-1_ 2cJ ~Tn
angewendet wird ,

dx _ 1 b C dx . \ [ * dxJ xf"_ (2n—2)aT" 1_'2aJ T" ' aJ xT*-1'
Unter Rücksicht auf die Formeln in No. 11 . und No . 13. findet

man mittelst dieser Reductionsformel

r dx_ 1/(x2\ i 4a
, I x T2 ~ 2a 2 V2V +

b ac — b2) f“ dx
2 a2i J 7”

u . s. w.
für /! = 3, 4 etc .

c — 2b 2 — 2b cx
2 a if
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15. Die Differentialformel

d ( -- ^ - j) = (m — 1) a dX- + (m -(- w_ 2) 6V x m~ 1 7’" - V v ’ xm F n 1 v 1 ^ x m~ T“

+ (/« + 2 « — 3) e — ^ -7=-
I \ I / gMi — 2 J *«

liefert durch Integration die Eeductionsformel

1/ dxJ x"‘T‘ ~ (m — 1) a x m~ 1 T" ~~1

(m n — 2) 6 d .-c (m - (- 2 « — 3) c / * da ;
(w — 1) « 7̂ a;'“ - 1 y'" {m — 1) a J x 'H~ 2 7’"’

wobei m > • 1 sein muss .
Für « = 1 , m = 2 , 3 etc . folgen hieraus die Integralwerthe

r dx b , ( T\ 1 , ^ — 2 ac f dx
J x 2T 2rt'* UV ax + 2 a2 J ’

i dx ac -— | b . ft(3ac — b2) f *dxJ x̂ T= 2«a V.rV+ _ 2aa;2 2̂ 3 J _T’
u . s. w.

für n — 2 , m — 2 , 3 etc .

b (b2 — 3 « c) - j- c (b2 — 2 « c) x
x 1 a- AT

f d* =
'J x 2T2 2 «3 \ x 2J a2.

\ a2c2 1^ da
J T

bl — 6ab 2c 6a 2c2 / dx
a3A . / r
u . s. w.

§ 3.

Fortsetzung . Integration durch Zerlegung in Partialbrüche.

Wenn if>(x ) und F (x ) ganze Functionen bedeuten , deren erste
von höherem Grade als die zweite ist , so lässt sich die in dem Quo-

tienten , , , , angedeutete Division soweit ausführen , dass die vor -
F {x )

liegende unecht gebrochene Function in eine ganze Function cp(x )
cc)

und in eine echt gebrochene Function ; zerfällt , dass also eine
F (x )

Gleichung von der Form
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Fix ) 'P '- J + f (x)

zum Vorschein kommt . Sind ferner a , b, c etc . die Wurzeln der
Gleichung F (x ) — 0, so hat man weiter

F (x ) = {x — a)a (x — b)? (x — c)v . . . . ,

wo a , ß, y, . . ganze positive Zahlen bedeuten .
In dem einfachen Falle , wo alle Exponenten a , ß, y . . . — 1

sind , gilt folgende Zerlegung

f (x ) _ ^ B C
F (x ) x — a x — b x — c

und hier bestimmen sich die Zähler der Partialbrüche durch die
Formeln

j = f (“) 7j = / '(<>) r _ / ~(c)
> ' («)’ F ' (b)' F ' (cy " "

Kommen unter den Wurzeln a , b, c , . . . complexe Werthe vor ,
so vereinigt man je zwei Partialbrüche , in deren Nennern conjugirte
complexe Wurzeln Vorkommen ; man erhält dann statt jener zwei
Partialbrüche einen einzigen reellen Partialbruch mit linearem Zähler
und quadratischem Nenner .

In dem allgemeinen Falle , wo nicht sämmtliche Exponenten
« , ß, y, . . . gleich der Einheit sind , gilt folgende Zerlegung

f (pt )___ ^ ___ I__ __ . l dg - 1
F (x ) (x — «)“ (x — «)“ ~ 1 x — a

-J -- 1- -- --- 1_ ____ |_ —P - Jl
~ Or ~ (jr — ft)/*- 1 ' ^ x — b

+ .............
J ^ . I ___ (_ ____ 1_ Rs - ±

(x — r )? (a; — r )? —i ‘ x — p

+ .............
Um hier die Zähler irgend einer Reihe z. B. Ä , R , , Äs , . . .

zu bestimmen , setze man die ganze Function

_ZM _ = 0 (x)
und bilde folgende Gleichungen
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f {r) = Tl®(r)

f (r)= R<!>'(r)+ Ri<D(r),
f "(r) = 7?®» + 2Ä , a>' (r) + 2Ä 2® (r),

deren allgemeines Schema ist

/ '('"•(r ) — -)- »i /?| ~ (r ) - (- »i (m — 1) R., (r )

+ m (m — 1) (m — 2) / ?3 “ 3>(r) + ......

Von diesen Gleichungen liefert die erste R , die zweite 7?, etc .
Sind einige der Wurzeln a , b, c . . . complexe Zahlen , so vereinigt

man auch hier diejenigen Partialbrüche , deren Nenner conjugirte
Wurzeln enthalten und von gleichem Grade sind .

L Jx («2 — x*) dX = ~ fx ix 1 - «-) dX

= ~ f L - a + x ^ a + a-) dX = 1G =- uO'

2. Setzt man zur Abkürzung

3 ,

so hat man

C 1 iix= -̂ C- ^ Tdx= - f _ * —dxJ ((-{-bx:6 bJ /i:i-f-A’:l bJ {k-f-x)(P- kx-f-x2)
= _1 ff , 2k—x \3bk-J \k x^ k'1—kx+ xl)

2x—k
" r

3 . Nach demselben Verfahren ergiebt sich

( x 1 ( i i ( k2 — kxx ^ /— — k \
I . -r—3 dx = — - [ I l I — T-— rrr ) // .‘i •arctan , }■■

^7 n + te 3 36 /r \ (A: + a:) 2 / 1 ^ A- / .3 j

4 . Zur Entwickelung des Integrales

dxr , ,
f / a -j- ia ;1
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kann man zwar die gleiche Methode benutzen , gelangt aber mittelst
der Substitution x 3 = y, x ‘l dx — %dy kürzer zum Ziele , nämlich

./ e2 l (a -I- bx 3)dx —
a bx 3 3b

h T’■ \
dx5. f __ l _ _ da; = I H 1 hJ ^ - \

'J x (« - f- bx 3) a 'J a -f- bx 3)

= I _ 1(a+ bx3)\ = J. / x3 Y
a | 3 ) 3 a \ a -f- bx 3)

6‘ J x 3 (a + bx 3) dX = a tf “ a + T .-r3) <lX

C x *
ax a a -\ - bx 3

7 -1 _ dx — ___ — _ - C _ - __ dx
J « » (« + bx 3) '■lax3 a J a + bx 3

9, C ^ ^ \ ^ fa -\ - bx 3̂
J x 3 (a bx 3) dX 3 « a;3 3 a2 \ x3 )

. 9. Zur Entwickelung der Integrale

dx
f ^ f -J («+ bx3)3'J (« stvi>- |- bx 3)

u . s. w.

lässt sich die Zerlegung in Partialbrüche gleichfalls benutzen , be¬
quemer ist indessen die Anwendung einer Reductionsformel , welche
man sich durch Integration der Gleichung

d \ £ 1 = 3w — 1 dx 4 . Hna dx
| (a bx 3)" j (« -f- bx 3)n ' (a -f- bx 3)'i + 1

verschafft ; die Resultate sind

/ dx x t2f(a -f- bx 3)3 3a {a -(- bx 3) 3a rJ a
dx

- |- ba'3’

f dx _ # (8 a - |- bbx 3) . 5 dx
J (a bx 3)3 18a 2 (a -f- bx 3)3 9a 3 J a - |- hx 3’

u . s. w.
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10 . Durch Differentiation des Ausdrucks

a.-'" + 1
(« -f- ft.-r 3)"

gelangt man zu folgender Reductionsformel
"dx

(tt -f- öa-3)" ’
welche die nachstehenden Werthe liefert

o o o

/ xV'dx xm+1 m—3«-j-1f‘x”(a -j- 6ar ,)*+ 1 3 « a (a -j- öar3)n 3 n a J (n - j-

xdx
-j- bx 6'/ xdx x'2 _j_̂ I Xl{a -}- bx '1)'2 3 a (a - f" bx 3) 3 a «/ a -f-

/ a:-dx x3(« öa :3)2 3 a (a -j- bx 3) '

/ x3dx x _i_̂(a - (- Äu3)2 36 (a -f- öa:3) 3b a boĉ '

x 4dx x 2 \ ^ f * xdx
[a - |- ba:3)2 3 6 (a -f- 6a:3) 36 „y a -j- 6a:3’

u . s. w.

/ xdxx2(JaAbx3). 2yxdx(a -f- 6a:3)3 18 a2 (a -f- bx 3) '2 9 a2 J a -\ - bx 3'
u . s. w.

f ^ ..=.1;{ « +? }
a: (a -(- 6 .x3)2 3 a2 \ a 6 a:3 \ a bx 3/ J '

y dx 3a Abx3 Abyxdxx 2 (a -f- 6 a:3)2 3a 2a: (a - (- 6a:3) 3 a2 Ja -)- bx 3'
u. s. w.

11 . Um den Werth des Integrales

/ ;
dx

zu finden , unterscheide man die Fälle , ob 62 — 4 a c positiv , Null
oder negativ äst. Für den ersten Fall sei zur Abkürzung

]/ b2 — 4 a e — 6 ;
man hat dann

1 4 o

a -j- bx 2 -(- c x 4 (6 — h -\ - 2 ca :2) (6 -f- 6 - |- 2 c x 2)
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irncl durch Zerlegung in zwei Partialbrüche

/ dx 2c dx 2c| dxa bx 2 c x * h j b— ä - |- 2 c x 2 h b h — 2 e x 2’

wo die einzelnen Integrale leicht zu finden sind .
Wenn zweitens ft2 — 4c<c = 0 ist , so ergiebt sich

/ dx 2cf x . / dx1a -)- 6x 2 -f- cx 4 b + 2cx 2 ,y ö - (- 2cx 2J ’

Im dritten Palle 4 «rc > b2 müssen a und c gleiche Vorzeichen
haben , die man immer als positiv voraussetzen kann , weil sich
negative a und c dadurch positiv machen lassen , dass man Zähler
und Nenner der zu integrirenden Function mit r— 1 multiplicirt .
Es ist nun , wenn zur Abkürzung

^ ' 2 Yac — b — k
gesetzt wird

1 _ = 1 _
a 6x 2 -f - cx 4 (ya — kx -\ - Yc - x 2) (}/ a kx - (- Yc - x 2)

1 ^ k — Yc ' x i k -\- Ye • x
2 /r Ya \ ya — kx j/ c • x 2 Ya kx Yc • x2J

und hieraus ergiebt sich

/ ; dx 1 {(Y a kx Y c • x 2'
a -f- &x 2 -(- cx 4 bk Ya \Ya —^Arx - (- j/ c • x 2.

1 f 2 Yc •x — k . 2 Yc •xk \
-\.. : •! arctan — =-- h arctan —-i= = r - i

2 Ya {2b k2) 1 // 2 &+ Ä:2 ^ 2 b + kl J

12 . Nach demselben Verfahren erhält man für den Fall , dass
ft2 — 4ac positiv ist ,

x 2rfx
a bx 2 -\ - cx 4

h — b Y dx h -\- b Y dx
h J b — h 2 c x 2 h ^7 6 - j- /<-j- 2 c x 2’

ferner für b'1 — 4 a c = 0

/ x2dx_ _ \ r (Ix_a Y bx 2 - |- cx 4 b Y 2 c x 2 J b -f- 2cx 2’
Schlömilcb , ITebungsbuch II . 2
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endlich für ein negatives b'1 — 4 « c

j ]/ a -\ - kx -\ - ]/ c - a;2j
tt bX' c 4 k Yc j/ a —- kx y c • x ~J

x -dx 1
l

1 / 2 }/ c • x — k 2 j/ c ■x k \-J- - . | arctan — - _________:-- f- arctan — ■— >•
1 2 j/ c (2b k2) I y2b + k2 y2b + k- J

13. Die noch hierher gehörenden Integrale

x 3dx/ xdx 3f‘a -)- bx 2 -f- ex * J V -{- &a,'2 - f~ ca ;4

können mittelst der Substitution x 2 — | entwickelt werden .
14 . Setzt man zur Abkürzung

4ac — b2 = X, a bx 2 ex 4 — U,
so findet man

f dx (2ac — 62) a;— bex 3 Gac — b2 dx bc
J ‘t/2 = 2 aXU 1 2al J U _ 2a),J

y x2dx ha;-j-2ca:3 b [ dxt c {*~~Ur = 2XU 2XJ ~Ü ~l~ X J

x 2dx
U ’

x 2dx
V ~

und allgemeiner

/ dx (2 ne — b2) X'— bex 3 . (8 ?2— 2) ac — (2n —1 ) &2 / dxJ Un+1” ~ 2nuX U“ ~ ~ 2naX J IF'
(4 >2 —• 3) bc y x 2dx

2naX J

y ‘x2dx bx-{-2cx3 b f dx. (4w—3)c x2dxTF+ 4 2nXÜ” 2nX J ~U;‘ ' ?iX J Un

I d x _ b I dx c I v̂ dx
' J x 2 U ax a J U a J U

I dx b 1 i — a c f *dx . bc y x 2dx
' J x 4U a2x 3ax 3 a2 J V ul J U

Bestimmt man die Coefficienten P , Q, R aus den drei Glei¬
chungen

2a cP - f- bctQ -\- ciR = 2Ac ,

2bc .P + (6/3 -f- 2c «) £) -f (3R = 2Bc ,

cP + ßQ = C,
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so erhält man folgende Integralformel

f — A + Bx + Cx2
J («f - )- /3 a ;) ( « - (- 6 a: - )- cx 1) C X

= ^ l {c‘ -\ - ß x ) -sr ^ - l {aJ r hxJ r c ^ l ) - \ - K - f ~̂ r ~ r ~ r — i :ß 2c ' 2c J a -\- bx -\ - cx -

Specielle einfachere Formeln entstehen hieraus für A — 1,
5 = C = 0, für ^ = 1, C = ^ = 0, und für C = 1 , ^ = 5 = 0.

§ 4.
Integration irrationaler Functionen .

1. Aus der schon früher bewiesenen allgemeinen Formel

/ (« + bxYdx= (a +^ ))7 11^ < - 1
folgt für ft = — ^

r dx

J l/ a + bx
2 j/ a bx

Durch Differentiation des Ausdrucks 2cc’n f/ a bx gelangt man
ferner zu der Reductionsformel

r X™dx 2oc”‘ ]/ a bx 2ma _ f *x 'n- 1dx
J j/ a + 6a : ( 2w - }- 1 ) 6 ( 2 » t - )- l ) 6 t / l/ ahx '

welche der Reihe nach liefert

/ 'xdx
l

2 ( 2 a — bx ) , — -—-—
= = - - -- u„2 W ^ + bx ,j/ a -Y bx 3 b2

r x -̂ dx 2 ( 8 « 2 — 4a6a : 4 - 36 2a-2) -

J “ + Tspr ^ 1 Y- + 0“ ,
u. s. w.

Dieselben Resultate kann man auch mittelst der Substitution
j/ a / - bx = y finden.

2. Durch die so eben erwähnte Substitution erhält man

f .. . = JL f für « > 0 ,
«y x Va - \- bx y a \y a -\ - bx y a )

2 *
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f -—ßL = = = —JL = arctan l/ a + bx , für a < 0 -J xya -\-bx y — a r — a
Aus der Reductionsformel in No . 1. wird für m = — n 1

f ‘ dx yä + bx (2 n — 3) b f *_ dx
'J x"ya + bx (n— l ) aa:B—1 (2n— 2) « xN~ i ya -\ - bx

und hieraus folgen der Reihe nach die Gleichungen

r dx y ^ -f bx b r dx
x 2 y a -\- bx ax 2a J x y a -\- bx '

C dx _ _ 2 « — 3bx / —j—- — U 2 r dx
J x2ya bx 4 a2x2 a2,/ ,r y a -f- bx '

u. s. w.

3. Dieselben Methoden führen zu folgenden Formeln :

2 j/ (a bx )3-\- bx - clx 36

6a' • dx = — 2 (2a — 3 6a ) y \ a -f- bx )2
156 -

/ , /— j—;— , 2 (8a 2 — 12a6a - |- 15ö 2a 2) l/ (a -f- öaV *
J x - // «+ 6a • dx = --- ,

U . S . W .

fy 7±bi dx _ 2 y - - -- +

y ya-\-bx ya+bx b f dx
x2 X x 2 J x ya -\-: -(- 6a ’

/ l/ a -j - bx (2abx ) yabx b2 / * dx
'J a 3 1X 4 a a 2 8 a x y a -)- 6a ,

u . s. w.

4 . Mittelst ähnlicher Methoden gelangt man zu folgenden Formeln :

f dx _ 2__
,y /̂ (a - j- 6a )3 6 j/ a + 6a ’

/ arfa^2a-j-bx]/ {a -f - 6a )3 62 ya -\- bx 1
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x ^dx ^ Rci2- kabx — 62a,'2
- )- bx ) 3 3b 3 l/ a - {- bx

u . s. w.

/ * dx _ 2pJ xy(a-)- bx)3 aj/a bx aJ xYa-\-bx '

dxdx 3b -\~ ax 3b ^ dx
'J x~}/ (a -f- bx)3 a1x Ya -\- bx ^<(i fy x y'a -)- bx'

n . s. w.

5 . Zur Entwickelung des Integrales

dx
fv° bx -{- cx *

dient die identische Gleichung

dx / ♦ dx
f / ä bx cx 1 J 1/ ^ ac — 62

4c + c(a:+ ^)2

/ duj/ F + Tt ? ’

worin die Bedeutungen von k und u unmittelbar einleuchten . Man
setze nun

u . .. . Vk • v= v. mithin « = .
yk cu“1 y i — cv 2

/ -—;-- 5 u yk , yk ■dv
l/ k cir — —— mithin du — ;

V yi — cu2 j/ (l — cv2)3
es wird dann

du _ r _
J yk + c u1 i — c v2

und hier lässt sich die letzte Integration ausführen , wenn man po-
d negative c unterscheidet . Diess giebt

f“ dx = 1 , f ^+ 2 c x -y ‘2 yVCa ^- bx-fcx '1) | fürc
J ya -{- bx -\-cx 2 2 y'c \ b-)- '2cx — 2 j/ c (a-\- bx-\- cx l) f ’ ’

wofür auch geschrieben werden kann
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j — ■— X- = —- l { b-\-2cx -\- 2y ,c (a-\- bx-{-cx 1) } , fürc > 0 ;
fJj / a -\- bx -\- cx 2 y c
ferner ist

/ ,
dx 1 — 4“ 2c .t )= , arclan -

V a -\ - bx c x l ]/ — c 2 y (— c) (a -\- bx c x2)
für c < 0 ,

1 . — (6 + 2 c «)= - ■ arcsin — — iur c < 0 .
y —c y b2—4«c

6. Bezeichnet man das Trinom a bx cx 1 zur Abkürzung
mit T und benutzt die in § 2. , No . 12. erwähnte Reductionsformel
für n — m = 1 , 2 , 3 etc . , so erhält man folgende Integrale

yr ’
dx

T

f*xdxyT b /'dx
J yr ~ ~c ~ 2~cJ

/ x2dx Sb — 2cx — ^ ac f *day ~T ~ 4c2 ^ + 8^ f y]
r x ^dx 15 b2 — 16 « c — 106c « + 8c 2« 2

J W 21? ^b(pb'1—12 ac) dx
yf u- *•w-

7. Wendet man diese Formeln an um in der identischen Gleichungy/=, ydx. , rxdx y«2d«
die rechts stehenden Integrale zu reduciren , so findet man

fyr ■dx= b- +-̂ ±x y T+ fJ tc r -r 8c j J/ T,
und nachher giebt die Reductionsformel in § 2., No . 12 . für n = —
m — 1 , 2 etc .y /— Hac—362-}-26ca:-|-8c2a;2/—6(4ac—62) dx

y . - 6(1562—b2ac )-\ -2(\ 2ac —&b‘l)cx -\ -&bclx €i-\ -täe ix i / ~J x2yT-dx=- vT
(4 « c — 62) (4nc — 5 62) d «J VT„ - u. s. w.128 c3
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8 . Mit Hülfe der Substitution a: = — ergiebt sich
y

■, == _ r
J X F « + bx - |- cx 1 J }

dy

V c -h by ~h a y‘l
mithin

C dx ______ i '2a -\- bx -\ - 2 }/ a â -̂ - bx -^- cx )̂ ^
./ x Ya + bx -(- cx l ]/ a | x / ’

für a > 0 ,
2 l/ « 4 - bx -4- c * 2

= --- — - —-- , für a — 0,bx

1 2 (1 4 - bx
= --- arcsin — —, tür a < 0 .

Y — a xy b2 — 4 a c

9. Die in § 2. unter No. 12. entwickelte Reduotionsformel
liefert für n — m — — 1 , — 2 etc .

/ ' dx_ _ __ YZ _ b f (l̂ __x l yT ~~ ax 2a J x y T '

/ “ dx _ 2 « — Sbx . 3h2 — 4nc / * dx^ yf v + s«2 J yyy
u . s. w.

10 . Durch Benutzung der identischen Gleichung

« -f- 6a: -J- ca ;2
Y t == y T

gelangt man zu den Formeln

r V T , 2 « + 6a: . 4ae — 62 / * dx
J ^ U - V 1 + 8« J JfT

u . s. w.

11 . Die Reductionsformeln in No. 11 . des § 2. geben , wenn
zur Abkürzung 4 a c — b2 — k gesetzt wird ,

‘dx 2 (6 -f- 2ca :)
/ r 3— i yin
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f *xdx _ 2 (2 « -j“ bx )
J yr*~~ i yx ’

Z1x2dx 2«ö -(- (262 — 4 «c) .u . 1 / *dx
J yY*~ ciyf cj yt

u. s. w.

12. Nach den vorhin genannten Formeln erhält man

, r (6 + 2Ca;) (31 + 8 Cr ) / - sr -
jyY - dx ^ - ^ -- yr + ^ ^ j y - ,

fxyY . dx ^ - l Jzy . dx ,

u. s. w.

13. Mittelst der Substitution x = — gelangt man zu folgenden
y

Formeln :
dx 4 «c — 2£r — 2bcx . 1 / * dx

J xyY3~ aiyf uJ xyT'
/ * dx lk cx {b -\ - ‘l cx) 3 b f *

J x2yY aix yf 2«J a
dx

xyr 3
u. s. w.

14. Auf ähnliche Weise wie in No. 10. erhält man :

Y y r 3 32 ac -|- 3 ö2 -|- 14ica ; -|- 8c 2a:2 / -
J x = 24c V2

. (12ac — ft2) ft Y dx . 2 Y dx
J yf + a J ^ yf

u. s. w.

15. Mittelst der Reductionsformeln 12. und 11. des § 2. er¬
geben sich die Formeln :

Y dx 2 (ft -f- 2 ca:) / 8 c . 1 \J yY=~Ti yf vT+rj’
/ xdx 2 |4ft(ft-)-2ca;).2«-)-ft.-clyY 31 // r \ Y r j ’
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/ *x d̂x _ 2 J (4 « c - f- ft2) (6 - |- 2 c a:) . « &-f- (ft2— 2 « c)
J j/ r 5 ^ ^ J

11. s . w .

Aus diesen Integralen , welche den in No . 11 . entwickelten
analog sind , können wie in No . 12 . , 13. und 14 . wieder drei neue
Formelgruppen abgeleitet werden .

§ 5.

Fortsetzung . Integration durch Rationalisirung .

1. Wenn in einem Integrale nur eine Wurzel von der Form
in ,---
j/ « + bx vorkommt , so kann sie durch die Substitution

]/ a bx = y, x = '- , dx = - y’“- 1 dy

weggeschafft und damit das Integral rational gemacht werden . Für
den Fall m = 2 giebt der vorige Paragraph No . 1. bis No . 4 . Bei¬
spiele hierzu ; für m = 3 und m = 4 dienen die folgenden Aufgaben .

x dx

l/ a + bx

3 (3 a — 2 ftx ) -V 1
in ,,2 F (« + ^ )2,J

f * x d̂x 3 (9a 2 -— &abx 5ft2« 2) 3/ 7- ;—-—^
/ 3/— ~ = - lab *-- F (« + bxy ,

J fa + bx 4UÖ

xdx 4 (4a ■— 3ft «) y 7 ;—-—
/ ^ + iiC) ■J y a -\- bx

x -dx 4 (32 a- —- 24 a ft« - (- 21 ft2« 2) 1..... ^
/ 4/ . ~ = 9äTft* ^ > ‘

,/ fa -f 6«

2 . Enthält ein Integral nur eine Wurzel von der Form ya -\- ex 2,
so giebt es zu deren Wegschaffung zwei Methoden. Nach dem älteren
Verfahren sind drei Fälle zu unterscheiden und diesen entsprechend
drei verschiedene Substitutionen anzuwenden , nämlich :

für positive a
und c :

ya cx l — y c -x i / a 1 •—■z1
71 =z' x= Vr - 2T'

-i I *> / -i I o
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für negat . a
n . positive c :

für positive a
u . negative e :

Capitel I

/ c • x — f/ a cx
y — a

y a cx

y ~ä — y ~- c - x ^ x __ 1/ __ a 1
a -\~ y — c • x ' r c 1 -)- 22’

/ cl AlZ dz- c ' jr + * y

2z l

, 2

y ^ + y

ya -\- cx 2 = y a —r ~ .. , dx
22

' i + 22’

Hiernach lassen sich folgende Integrale entwickeln :

/ Täffpp - ^ + Ys+ p^ ,
dx 1̂ / u yui .j - ß2x ‘l\

“ \ x / ’.j x̂ yd 1 -f- ß~x ~

ryy + ß 2^ -
X

dx

X2 - K2 ß

dx 1

yß -̂x2— «2 k

,te_ ys + rj -« (i±i ^ +-C£!);
l ‘ (ßx + YP *? —

arctan Yß 2x \ - «1 = _ I arcsin ~ ,
u ci ßx

ß2X2 C(-
dx — yß 2x - — c2 ß arcsin

ßx

fiP

P
r dx __ ^

J 7 «2 — ”” ß

r dx = _ l / / « + y « 2 — ß 2 x i \
' J x yet - — ß2x 2 ci \ x /

f f ?!E32 dx_ _ ysTzp? - ,,1(°+ >/^ Igg ) ;
C —Ax-J (,0+/tx)j/ 1 t g+ hx—hy1+ afj+ / ff24 -^2>|

r ) / l + * 2~ ^ ö-2 + A2 \g-\ -hx —hy 1 + x 2—/ (/2-j- h2)

/ * dx __ 1 / jy-J- /<a:— Ay x 2— 1 -f - ]/ g2— h2^
./ (g~{-dv)yx 2 — 1 Yg 2 h1 —hyx 2— 1 — yg 2— k2J

für g2 > h2,
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dx j / x — 1
,/ (l + x)Yx-—1 ' x+ 1’

fl
dx 2 g -\- hx — hY x "1— 1— = arctan ----

{g + hx ) Yx 1 — 1 Yh 2 — gl Y h ' — g-
für g1 < /«2,

r dx 2I - = -- . —arctan//
J {g + hx) Yi — x2 Ygl — h2 Y

r dx == _ -. / l — x
+ ' 1 + « ’

{g — h) ( i — x )
(g + h) ( i + x ) '

für g2 > !i\

fl
dx

(g + h x ) Y i — x 2

= = __ 1 l ( Yi h+ g)(} + _x )+ Y (h — g)( 1— x )\ für h2
V h2 gl \ Y 7 + g-)(l + x )—Y (h — sr)( l — x )f

3. Bezeichnet <p (x 2) eine rationale Function von x 2, so lässt
sich das Integral

Y' <p f.'t'2) dxJ Ya+cx2
dadurch von der Wurzel befreien , dass man setzt

kx .,, . i / a
x — u Y k2— cu2'mithin

Y a ~Y cx ~

Y a + 0x2 = k ]/ k i — cu 2' dX = k '' (k2 — cu 2Y ■dU '

worin k eine beliebige Constante bezeichnet ; es wird nämlich :

Y <p (x 2) dx Y ( au ~ \ kdn
J Ya + cx2 / 9 U ' — c«7 k2— cU-

Hiemach ist z. B. für k = 1

Y dx ■ Y d uJ (a+yx2)fa+cx2 J «+iay—ccc)u2
und daraus folgt sehr leicht
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dxf

f
f

{a -f- yx 2) ]/ a -J- cx l

1 ^ fa j/ a -j- cx ^- f- (“C — a y) ■
2 ]/ a (ccc ay ) I « f « + ex 2— j/ a (ac — ay ) • xj

et {ay — etc ) < 0 ,

dx 1 x

(et -|- yx ' ) Ya -(- ex 2 a Ya ex 2
ay — etc — 0,

dx 1 Y a (a V— • x-------- arctan -
(etyx 2) Y a cx l Y a (a y — ac ) ct Ya -f- ex

et (ay — etc) > 0 .

4 . Mittelst der identischen Gleichung

Ya ex 2 ij . ay — ctc\ 1
et + yx 2 ~ y \ C et -j- yx 2) j/ a _j_ cx 2

kann das Integral
/ Ya -f- ex 2

J ot + yx 2

2
dx

leicht auf das vorhergehende zurückgeführt werden .
5. Nach der in No . 3 . auseinandergesetzten Methode lässt sich

das Integral
/ •__ die_

J (ö + hx ) Ya + ex 2

zwar nicht direct entwickeln , wohl aber dadurch , dass man dasselbe
folgendermassen zerlegt

/* gdx Y hx dx(g2 — Ir x 2) Ya -f - ca :2 J (g2 — h2x 2) Y a - (- cx 2

und im ersten Integrale die unter No . 3. angegebene Substitution
benutzt und im zweiten Integrale einfach Y a cx 2 — v setzt ;
man erhält für Ic = 1

f dx

(g -\ - hx ) Ya cx 2

/ gdu r hdvü2 — (ah 2 + cg 2) u2 Ja ah 2 + cg 2 — Kl v2'

und hieraus folgende drei Formeln
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/ ’ dx 1̂ âh—cgx-f-fij/a-)-(g - |- hx ) ]/ a cx l ya ]i — Cgx — ft Ya cx Jf

ah - + cg 1 > 0, ft = yuK l + cg l \

r dx = A. + cx2] ah‘2+ cg!= 0;
,/ (9 + hx ) Ya + oa;2 c 9 9 + hx

/ dx 1 vYa ex2—, = -- arctan ——-- ,
(g -f- hx ) Ya -\ - cx 1 v C9 X

ah "1 -)- cg“1 < 0, v — Y — (a h'1 -{- cg '1).

Die Speeialisirungen « = -(- 1 , c = -f- li a — — 1 , c — -f- 1,
« = -{- 1 , c = — 1 führen wieder auf die in No . 2. erwähnten
Integrale zurück .

ti. Beachtet man die identische Gleichung
dx

ccx -h ß Y“ -\r CX2

/ axdx ( ßYa-J-cx“1•dx<xl x l ■— ßi {a - |- cx 2) j ^ x 2 — j32 (« -f - cx 2)

und wendet im zweiten Integrale rechter Hand die unter No . 3 .
erwähnte Methode an , so erhält man

/ ' djK_ax -j - ß Ya CX2

+ i ~ĉ ) du}
und nach gehöriger Zusammenrechnung

r :
«y ax + ß y « + cx 1

— - j—~ß~2^ I {ax ßY a ~\- cx 2) — ßYc -lij / c -x -^ Ya -^ cx 2) ^ , c > 0

= - 5——s«—{ ccl (axßYa cx 2)-i- ß l/ — c ■arcsin -̂- ——I . c ■< 0.
ce ß c { Ya J

7. Bedeutet F (x , y) eine rationale algebraische Function von
x und y, also im Allgemeinen einen Bruch , dessen Zähler aus
Summanden von der Form Ax ’"yn, und dessen Nenner aus Sum -



30 Capitel I.

man den von der ähnlichen Form B x? y'i besteht , so erhellt leicht
die Richtigkeit der Gleichung

r ,/ . / - j k d/ - |- N ya - (- ca ;2F (x . Y a cx l) = - !- —- 1 — ,
P + OY a - )- c x 1

worin d/ , N, P , Q ganze rationale Functionen von x sind . Mul-
tiplicirt man ferner Zähler und Nenner des rechts stehenden Bruches

mit P — Q ]/ a -J- ex 2, so erhält man

F {x , ya cx 2)

= MP — NQ (a -f - cx 2) (NP — M Q) (a + c x 2) 1
P 2 — Q2 (a + cx 2) P 2 — Q2 (a + ca;2) '

1

Ya + cx

und hier sind B und S rationale gebrochene Functionen von x . Die
letztere habe die gewöhnliche Form

c _ <*<>+ « i « + a 2x ‘l + K:) a;3 + •••
ß » + ßi x + ß2 x2 + ß3 x * H----

= K» + K25 2 + «4x * + ‘ ' ' + x (g i + «3^ + ••• ) _
|3o + /̂ 23:2 + 3:4 + • • • + X (ßl + ßs xl + ^ 5 + • • •) ’

multiplicirt man Zähler xxnd Nenner mit

ßo+ ßl x2 + ß4 x4 4 ^ (^1+ ß3x2 + ß^ 1+ •••),
so erscheint S in Form eines Bruches , dessen Nenner nur gerade
Potenzen von x , und dessen Zähler sowohl gerade als ungerade
Potenzen von x enthält ; es ist also

C = ft»+ 72x2 -h r4 x4 + ---- \r x (7i + + ft a;4 + • ••}
d0 + S2x2 -f- d4a;4 + ^ a;0 + •••

oder wenn mit dem Nenner in jeden Theil des Zählers dividirt
wird

S = <p (a;2) x 'f (x 2),

wo cp und ip rationale Functionen bezeichnen . Nach diesen Erörte¬
rungen ist

fp (x, y^y7x 2) dx= fBdx -y f <p^ ) dy + fJ J J y (l + cx2 J // « + ca:2
das erste Integral rechter Hand lässt sich mittelst der im § 3. an¬
gegebenen Methoden entwickeln ; für das zweite Integral benutzt
man die Substitution
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hx
■ = ?/ ,
y n cx l

im dritten setzt man

Y u - |- e x 1 = v,

und bringt somit das gesuchte irrationale Integral auf drei rationale
Integrale zurück , nämlich

./ > (* , Y a + c x 2) (Ix

=/ «„+/ ;
Hiernach ist z. B.

r__ dx _
J (ce ßx y x 2) ]/ a -\- c x 2

I « + (ay — ca ) u2 . f ‘_ ßc_
J «j + byu2 + CjM4 “ ' J a2 + b.2v2 + r , i>4 (

= a 2, bt — a (2cty — ß 2) — 2 c « 2,

cx = a2y2 — ac (2 a y — ß2) + c2«2,

«2 = a 2y 2 c2a 2, b2 = c (2ay — ß 2) — 2oy 2, c2 — y2.

8 . Benutzt man die identische Gleichung

« + bx + cx 2 = a — ^ + c ^ -f-
und setzt

62 i 6 ta~ rc= a' ^ 2c=
so erhält man

f F ^ y a + bx + cx 2) dx = J F (t,— ^ c , / «' + cg 2) rf| ;

hier kann rechter Hand wieder die in No. 7. erörterte Methode an¬
gewendet werden .

Beispielweis ist

r dx r dg '= i——J (l +x)ya-Ybx+ cx2 J (g+i)Va-\-ci2'g V?-'
mithin nach den Formeln in No . 5.
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dx

x ) i/ a + bx + cx *

1 ^ | « — — cX) x (i j/ a bx ca :2!
2 ^ \ a —• -̂ bX - |- (̂ b — cX) x —- ft }/ a - j- bx - )- cx 2i

&A -f- c i 2 > 0 , fx= a — 6A-j- e A2;

d x 2l / a -\- bx -\- cx '1
(A-f- x ) l/ a - |- öa: -f- c a:2 (6 — 2cA) (A -J- a:) ’

a — 6A -)- <;A2 = 0 ;

/ dx 1 2v j/ abxcx '2- ~ ——_ (irctciTi_ -_ !_ !_
(Xx ) ]/ abxcx l v 2a — bX-\ - (b — 2cA) a.-’

iA + cA2 < 0, v - ]/ — a + bX — cA2-

§ 6.

Integration exponentialer und logarithmisclier Functionen.

1. Wenn das zu entwickelnde Integral nur die Exponential -
grösse eky enthält , mithin der Form jf (ßk'J ) dy angehört , so erhält
es durch die Substitution

,,,, Ix dx
eky — x , y = T , dy = —

eine von Exponentialgrössen freie Gestalt . Hiemach sind die folgen¬
den Integrale zu entwickeln :

,TW »“ ,ft '

i„ff *./-“ ft {,nj+ r4°te*; - ' + Se**)}

/
/

arctan ( ]/ - e*A , « > 0 , c > 0 ,
J ae - k'J + beky k j/ ab a ^ '

dy 1 i f ^ a V — * ‘ c/‘yN
ae ky + beky 2k / — ab \ j/ a — ]/ — b ■ek'J Y

« > 0, c < 0 .
1 eky dyek’J dy 2 ,— :—_—r-/ — ==—i/«-f

J Ya beky kh



Integration von entwickelten Functionen einer Variabelen . 33

dy _ 1 JVa + b̂ - ya a > ())
f }/ a -f - beky k ya \ j/ a -j- be ky -{- ']/ a J '

f 7 = ^ = = ~ ^ = = arctan l/ I + Rl , a < 0,
J ya beky k y — a y — a

2. Mittelst theilweiser Integration lässt sich das Integral

jym eky dy

entwickeln , wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet ; in jedem
anderen Falle muss man eine Reihenentwickelung zu Hülfe nehmen .
Die Werthe des genannten Integrales sind für m = 1 , 2 , 3, 4 , 5 etc .

jyekväy = ( | _ A ) e*y,

/ ^ ^ = ( l 2 - 2 F + 2 p ) ^

fy eky dy = ( | 3_ 3 g + 6 J - 6 A )

jYeXvdy = ( ^ - 4 | ! + 12 ^ - 24 J + 24 A ) ^

Jy 0ek,j dy — g _ 5 g + 2og - 60g + 120 120 A )
u . s. w.

Hiernacli können alle Integrale von der Form

fcp {y ) eky dy

entwickelt werden , sobald cp(y ) eine algebraische ganze und rationale
Function von y ist .

3 . Mit Hülfe der Substitution

erhält man

also z. B.

Iz = y, z — e’J, dz — ev dy ^

JzVfilz ) dz = yet“ + l)yf (y) dy

dz l (a -(- blz )
z {a -\ - blz ) b

dz 2 j/ a blz
j/ (i “j—blz

Schlömilch , Uebungsbuch II .
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fztl(nYdz _ ztl+ i +^ ( ) U + i •̂ + l )2+ (fl+ i )3-

4 . Durch theilweise Integration findet man

Iz dz _ 1 f z Iz l {a 6z ) \.J (f<+ ẑ)2 a1“+ 6 J
/ 7~ rT~̂ dg= ' a-1', (-t 7̂ UM+ ßz)~ PTl(«-\-bz)[,'J ((i -\ - bz )~ aß — bce{a -j - bz b J

2 ß , K“ 2 + (3222)
/ — - dz — — arctan - -

J z a ei z

Mt ,= *
a > 0 ,

= ^ | (?z — 2) -j- 6 z -f- 2 j/ — a • arctan
« < 0 ;

f lzdz = r 12■; —lil/ c-z+ VM *2), c > 0,
J j/ la - -̂ cz 2)3 aj / a -j- cz 2 af / c

= — -Z -̂ Z— — — arcsin —— c < 0 ;
ay a -\ - cz 2 ay — c ]/ a

r dz = - j/ T= 72. i ( “ + f 2)
J j/ l — z2 — ß z' \ a — ßzj

, 2 | . . / «2— ..2 ^ K,
+ — — 1/ ^ — p z • arcsin / - x — 7^ —0 1 > a ^ P -ß l y er — J

§ 7.

Integration goniometrisclier Functionen .

1. Wenn das zu entwickelnde Integral nur goniometrische
Functionen eines und desselben Bogens u enthält , mithin unter der
Form

jF (sin u , cos u , tan u , •■•) du
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begriffen ist , so kann man alle vorkommenden Functionen durch
sin u ausdrücken , wodurch das Integral die Form

ff {sin u) du

bekommt , und nachher sin u — x substituiren ; es wird dann

fttsinu ) du =

Beispiele hierzu sind

fsitfu du = m — \-sinu cosu = \ u — \ sin 2 u ,

Jsin 3u du = — 4,- (2 -f - sin1u) cosu = — fcosu -|- j' j cos 3 u ,

fsin 4u du = §u — sinu sin3u) cosu

= | sin 2 u -)- ^ sin 4 u ,

Jsirc ' u du = — (-| -f- j sin- u -(- sin4u) cosu ,

— - -Icosw -f - -̂ gCOSSu — ^ cosöu ,
u . s. w.

r du
I —— = l tan ^ u ,

J sin u 1

f duI . 9 = - cot u ,
J sin ‘ u

/ du ,cosu,, ,.- o ■— — i - rw-- r \ ltan Am,sm^M sin u ' z 1

/ du , i. . = — cotu — \ covu ,sm4u 3

/ du 24-3sin1u ,«, .. r - = -- „ - . cos m 4- 4 ZZan Am,sew0M Hsin4u 18 2
u . s. w.

2 . Drückt man alle unter dem Integralzeichen stehenden gonio -
metrischen Functionen durch cosu aus , so führt die Substitution
cosu = y zu ähnlichen Rechnungen wie vorhin . Z. B.

Joos 2u du = \; U \ cosu sinu = \ u -f- sw 2 w,

ycos 3u du = ^ {2 cos2u) sin m = f sinu -j - ^ sm3m ,

fcos 4u du = %u \ {\ cosu - (- cos3m) sinu ,

= -li « -)- ^ sm 2 n -f- -j^ smdM ,
3 *
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Jcos bu du = 4- (-| -f- cos1u -f- cos4u) sinu ,

= § sinu ^ Sin3 u -j- sin5u ,
u . s. w.

/ du7oTu = ltan ^ n + ^ u) '

f“ duI — 5- = tan u ,
J cosl u

/ du.sinu,,, ,, , , s— 1- = = i H \ Uun {{ n -f- lu ),cos u 1 cos u 1 4 1

t - = tanu -f- \ tanzu ,COSu

J du 2 + 3 cos 2 u . , o , , , 1 x
= o 4- SmU + X1Um (l n + 1 « ) ,cos i u 8cos i u s 4 ' 2 J

u . s. w.

3 . Drückt man die unter dem Integralzeichen stehenden gonio -
metrischen Functionen durch tanu aus und substituirt tanu — z,
so wird

ty (z) dz
J \j) (tan u) du = Ĵ y "+

Beispiele hierzu sind

jtanu du = — Icosu ,

Jla ?i2u du = tanu — u ,

Jta >i3 u du — ltan 2u - j- Icosu ,

Jla7i 'i u du — ^ tan 3u — tanu -f- « ,

ftan ^u du — \ tan 4u — ltan 271— Icosu ,
u . s. w.

4 . Am bequemsten ist meistentheils die Substitution

lan \ u = t ,
aus welcher folgt

2 < 1 — <2 , •2dldu =
öin » J q _|_ /2 ’ 1 f

enthält nämlich das ursprüngliche Integral keine Wurzel , so ist dann
auch das neue , auf l bezügliche Integral von Wurzeln frei .
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Hiernach ist z . B ., wenn m und n positive oder negative ganze
Zahlen bedeuten ,

/ - im {1 _ / 2\ n
jsin '"u cos ’-u du = + + dt ,

woraus folgende specielle Integralwerthe hervorgehen

4 m — sin 4 m
fsin 2u cos 2u du =

Jsin 2u cos 3 u du =

/ cos2u ,sinu

32

HOsin u — 5 sin 3 u — 3 sin 5 u

cosu - j- llan \ u ,

cos 3u ^ 1 + sin 2u
sin 2u sinu 'f

/ COS IC■— Ti— du = — iu — il-sinu cosu ■sin 2u 1 1

f
sm ic

cos xic 3 cos ic — 2 cos 6 ic
- t -q— die = --- tt - tö -- 4 / tank 11.sin 6u 2 sin 1ic * z

5 . Mittelst derselben Substitution erhält man

duL-- J- ß cos u -j—y sin u

2___ 2{Vß2~\~72—ai—y+ (ß—«) lan\ u\
Yß ~~\ ~y l — “ 2 \ Yß l ~h 'y2— « - - )- y — (ß — 0:) tan ^ uf ’

für d 2 < ß '2 - )-

für ct2 = ß 2 j;2,
y - (- (ß — ß ) lan ^ u '

2 ' y + C« — ß ) tanlu „ „ _ ,
— fircUüi .t—\ K 2 für « 2 > ß 2 4 - y 2.

/ a 2_ ^ _ y2 j/ a 2 — ß 2 — y 2 ' ^

Für a = ß gelten diese Formeln nicht ; es ist dann

/ du 1 .
I —7“— j- t " ■- :— = — Hß -4- ytan \ u ).

J ß (1 cosu ) ysmu y v ^
6 . Unter Rücksicht auf die Reductionsformel

C Q- + x ‘t) dx l / __ a: , / * da : |
J (ci-\ - bx -\ -cx 2) 2 c \ a -\ - bx -\ - cx 2 (a -\ - bx -\ -cx 2)2)

1 / (ß4 - c)6+ (h2— 2ac + 2c 2) a: 0 da : |
6*( t « c— b2) \ a b x c x 2 ‘ (t-\ - bx -\ - cx 2\
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findet man mittelst der vorigen Substitution

du
(a - |- ßcosti - f - ysinu ) '1

1 ( ay (1 cosu ) -(- (ß2 y2 — a ß) sin u
(« — ß) (a - — ß2 — y2) \ a -)- ßcosu - (- ysinu

-\- a (u — ß) f —TTo — dW r - — |J u p cos u ysinu )

wobei weder a = ß noch «2 = ß2 -f- y2 sein darf . Für diese spe -
ciellen Fälle ist

^ du
et ( 1 - (- cosu ) ysinu \ 2

1 | y {usmu — ycosu ) i , i \ l o— 1 ' .- r- ii—— r--- u l (cc y tan Au) t , cc= ß
y 6 ( a ( 1 - (- cosu ) - (- ysinu J

fl
du

J ßcosu -f- ysinu )2

_ tun U q 01 2_ oi | 2
{y + ~{ci— ß) tan %u}'1 ^ [y -j - (u — ß) tan±u ]3' “ ~' y '

7. Durch theilweise Integration erhält man

Ju mcosu du — umsinu — m ju "‘~ 1sin u du

= u ’“sinu - )- m um~ 1cosu — m (in — 1) ju "l ~ 2cosu du
und hieraus der Reihe nach

Jucosu du = cosu - |- usinu ,

Ju 2cos u d u = 2 « cos u -)- (u2 — 2) sin u,,

f m3cosu du — (3 m2 — 6) cos m -f- (m3 — 6 m) sin u ,

Ju“1 cosu du = (4 m3 — 24) cosu - (- (m4 — 12 m2 -j- 24) sinu ,
u . s. w.

8. Nach demselben Verfahren ergiebt sich

Ju msinu du = — umcosu m Ju m~ l cosu du

= — Mmcosu - f- mu m~ 1sinu — m (m — 1) Ju ’n~ 2sinu du
und hieraus der Reihe nach

J \isinu du — sinu — ucosu ,
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In '1sinn du = 2usinu — (ir — 2) cosu ,

Ju 3sinu du — (3m2 — 6) sinu — (w3 — 6 u) cosu ,

Ju 'sinu du — (4t <3 — 24m ) sinu — (m4 — 12m 2 - f- 24 ) cosu ,
u . s. w.

9 . Durch zweimalige partielle Integration erhält man

/ , ek“ (kcosu + sin u)
/ ek“cos u du = —r-5—;— -- ,

^ k 1 - f- 1

. „ eku cosu (kcosu2sin ii\ , 2 ek"
Je k“cos 2u du = - + k {k2 + 4) .

und allgemeiner
, eku cosn ~ 1u (kcosu nsinu )

Cku C0Sn U du = - rn— ;— 5— J-- -^ k* + jil

, n (n — 1) /• i „
4 - —|— 4 fe kl‘cosn ~ 2u du .Ar2 w

9. Dasselbe Verfahren giebt

r . , c4" (ksinu — cosm)
eku smu du = —-r,—;— - ,J k i

r , „ eku sin u (k siti u — 2 cos u) . 2 eku

je hu sin 1u du = - -- + ^ + 4) ,

, . . eku sinn~ 1u (ksinu — ncosu )el'“smnu du — - 5-- £J kl n

H- U!■> — P fe k“sin n ~ 2u du .k‘ n J

§ 8.
Integration cyclometrisclier Functionen .

1 . Benutzt man die theilweise Integration in der Form

ff (sc) dx — f (x ) x — ff (sc) x dx ,

so gelangt man zu folgenden Integralwerthen

f arcsinx dx — x arcsin x - |- f 1 — x 2,

f arccosx dx = x arccosx — f 1 — x 2,

farctan x dx = x arctan x — ^ 1(1 -)- x 2),
Jarccolx dx = x arccotx + i K 1 + f 1)-



40 Capitel I.

2. Auf ähnliche Weise erhält man allgemeiner für n ^ — 1
. xn+ 1arcsin x 1 / ' x“ + 1dx
x"arcsin x dx — - ;— r— I --------—,

J n + 1 n + 1J j/ l — x2
r xn+ 1arccosx 1 xn+ l dxxnarccosx dx = p— j—— I ------- ■

J „ ! 1 ,» + 1J j/ ! _ ^ 2

' x” + 1arctan x 1 / xn'^ 1dx
x"arctanx dx = - - . - i---- p—r I .-- ö-,J n 1 n 1J \ x l

. *'' + 1arccotx , 1 f *x’,+ 1dx
x” arccol X dx — - i— i—7 / — r- 5-

^ n - |- l n - |- l e/ l + a;
also z. B.

Jxarcsinx dx = ^ {(2x2 — 1) arcsinx -f- x j/ I — x2},

fx 2arcsinx dx — {3 x2arcsinx -(- (x2 2) y 1 — a;2},

/ arcsinx/I—l/1—x2\ arcsinx7 --- ) -- — .

Jxarctanx dx = | {(x2 -f- 1) arctanx — x },

Jx 2arctanx dx — {2x 3arctanx — x2 — 1(1 -(- x2)},

/ arctanx, , .,/*. ■>-, arctanx— — dx = lx - ^ 1(1 + ^2) — ,

J
f

' arctanx , „ , . 1 , / 1 l/ 2x + x\= — dx = 2 l/ x . arctanx 4 l — 1 ,_ 1- L
Yx j/ 2 \ l — ]/ 2x + xj

]/ 2 {arctan (y2x -j- l ) -f - arctan {]/ 2x — l ) }

arctan x ^ ^ «•rclanx . 1 ^/ l -j- j/ 2x ~l- x
j/ x3 x yx y ~2 \ 1̂ — Y %x + x

-\~y2 {arctan (j / 2x l ) -|- arctan y2x — l ) }.

:i. Gleichfalls durch theilweise Integration findet man

/ arcsinx arcsinx ./1—x(T + ^P dx= ” i +- x - y r + x’

/ 'arcsinx arcsinx2 i/(a(a -\- ßx )2 X ß(a-f- ßx) ßYu 2-—ß2arCtanf {a
—ß)(l —x)

(a+ ^ Ci+ x)’
a2 > ß2,
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arcsin x

ß ^ + ßx ) ßj / ß2 _ a 2 {y (ß + a ^ 1+ x -)_ 1/ (ß _ K') ( 1_ x )J '

a - < ß2.
f *x arcsin x . farcsin x x 1

J (1 — x2)2 X { 1 — x2 }/ 1 — x2} ’

ft
x arcsin x , arcsin x , 1 y y -4~ 1 . x

T, dx = — - — T-— - 5r .— — - arctan ’ 1 —
( l + y .-c2)2 2y (l + ya;2) 1 2y / y -f- 1 j/ l — a:2

7 > — 1 ,

L ; f / l — + (7 + 1) -^ )
2y {i -{- yx 2) yY —;(y _f- 1) Vi — a;2— (y + T ) •x ) ’

7 < — 1-

arctan x , 1 r / a4 - /3a; \ (3 — « a; 1
(« _ + ^ { ( yTT ^ ) ~ « + J * a l/’arctanx 1-J-xarctanx-7- - rfa; - — ,
/ ( l + a;2)2 / I + * 2y'*arctanx xarctanx 1 _/«4-/Tr*77= dx = — ____ arctan 1/ a ^ ox . ,
]/ (a -\- bx 2)3 a / a -j- bx 2 a ]/ b— a r b — a

_ a < fe,

x arctanx 1 ^ Ya -\-bx 2— f/ a — ö \ ~y> b
aj / a -\- bx 2 a ]/ a — b KVa -)- 6 a:2-)- j/ a ■— ö

4 . Mittelst der Substitution arcsin x = findet man die Werthe
folgender Integrale

J (circsinx )2 dx = x (arcsinx )2 — 2a : 2 ]/ 1 — x 2 ■arcsinx ,

r , . , ekarcsin x t x J ^ k Vl — X 2)l ok arcsin x / i v 1 r_
J e ax — Ä2 + !

§ 9-

Integration mittelst unendlicher Reihen.

1. Durch unmittelbare Anwendung des binomischen Satzes er¬
hält man

C dx a;5 . 1 . 3 a:9 . 1 . 3 . 5 a:13 .Jj/iZTp̂T-12'¥ 2T4̂92 .4.6T3
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Zerlegt man dagegen (1 — .t 4) i in (1 - J- x 2) ^ (1 — x 2)
und entwickelt den ersten Factor in eine Reihe , so findet man

f ^ 0 f, 2 o A 1 i o A~ ~ä.yr=̂ u 2 2.4 2.4.6
wobei die mit P 0, P 2, Pj , . . bezeiclmeten Integrale auf folgende
Weise zu berechnen sind

D . n o — 1) Pn - 2 — x " - 1 ]/ ! — X2Pt, — arcsin x . P n — - --- ----n

Nur bei kleinen x convergiren diese Reihen rasch genug für
die numerische Berechnung ; ist dagegen x nur wenig kleiner als
die Einheit , so setze man x = }' l — !/ ’, und entwickele in der
Gleichung

P dx 1 dyJ j/l—x*~ j/2J / (I—y2)(1—f/ )
den Factor (1 — ^ y2)- diess giebt

f dx = _ J _ f n , 1 Ö2 , L-3 Qa , 1^ . 5 Oe 1J yr—x* / 2\ ° 2 2 2.4 22 2.4.623 J’
„ „ ( n - 1 ) Qn — 2 X y ( 1 X 2) " - 1Q0 = arccos x , Qn — n

2. Bei der Entwickelung des Integrales
dx

x ^ y i x ~ 4

sind die Fälle m2 < 1 und # 2 > 1 zu unterscheiden ; für x 2 < 1
erhält man

rfa; a: 1 a;5 . 1 .3 a;9 1 . 3 . 5 a;13

7̂ / | _!. ,t.i = i _ 2'"5 ^ 2 . 4 . 6 ‘ 13
dagegen ist für x 2 > 1

1 . 3 1 1 . 3 . 5
O 4 *0 .̂9"l-2 .4 9a :9 1 2 . 4 . 6 13a :13

Um eine andere Entwickelung zu gewinnen , welche die Unter¬
scheidung der obigen Fälle nicht erfordert , beachte man die iden¬
tische Gleichung

dx / * dxf ' / i + s '
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und substituire
1 — l/ l — 2T i 2xx = - oder -—|- %= w,

y 1 + a;2 “
wodurch sich ergiebt

r dx _ i r ^ ,
Jj / 1 + x * V

Man erhält jetzt ähnlich wie in No. 1.

, 1 ^2 , 1^ ^4 , L .3^ Ä6_L
J j/ l + x* 0_l_ 2 2 2.4 22 2.4.6 2» J

1 r 1 a;? / 2a; Y' ~ 11
Ä0= 2 arctanx , = - | (w— !) - 2— ! _|_̂ 2 J"

3. Unter den Bedingungens2 < 1 und a;2 < 1 gilt eine Reihen-
entwickelung von folgender Form

1 -* \̂ \ 2̂ 2 3̂ 3 1

1 - jT » + Ö ^ + - ■■

worin sich die CoefScientenc, , c2 etc. ebensowohl recurrirend als
independent bestimmen lassen. Zu dem ersten Zwecke benutzt man
die Aufgabe 16, S. 237 des I. Theiles für

ft = — « 1 = 2£ , « 2 = 1 ; « 3 = a 4 ' ' ‘ = 0 ;

(— 1)” c«
1 . 2 . 3 . . . «

und erhält

cl = s ,

c2 — 3 £2 1 ,

c3 == 15e3 — 9s ,
Cl= 105 £4— 90 £2 + 9,
c5 = 945 £5— 1050£3 + 225£ ,
c6 = 10395£g — 14175 £4 + 4725 £2 — 225,

oder allgemein
cn = (2n — l ) £c„ _ i — (« — l )2c„ _ 2;

zur independenten Bestimmung dient die letzte Formel auf S. 33.
des I. Theiles, welche liefert
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1 — 1)"]
2" dEn

Hieraus ergiebt sich für e2 < ; 1 und z l •< 1
dz

]/ 1 2 ez2 -f - z*

_ * t-, * ( C2 25 C3 Z~ .
= r T ’ 3^ 172 ‘ 5~ ~ 1 . 2 . 3 ' 7 ' “ ’ ‘’

dagegen für £2 < 1 und 22 > 1
dz

/ l + 2 EZ2 -f 2 ‘

1 . c, 1 c2 1 . c3 1
= — 2 + T ‘323— i77 'ö23+ i7“2Ts ’ 7V
4 . Wenn a;2 < . 1 ist , so hat man

dx

J / l -f a; + a;2 + a;3 J }]/ 1 X X2 X3 j/ (i x ) (1 X2)

x . feja;2 . b2x 3 . bs x i .
= 1 + —g- + - 3- + - 4— +

b l — — b2 = i > b3 — tV ) bi — + fW > ----

, (2 ?i — 1) fc„ _ 1 -T (2 n — 2) _ 2 + (2 n — 3) _ 3
bn 2 n

Im Falle a;2 > 1 setze man —= i , wodurchx

f __ dx f __ dj ___
J l/ l + x + x2+ x*~ J ]/ f •/ l + | + | 2+ I3

wird , und entwickele (1 | | 2 -f- | 3) ^; man erhält
dx

3J j/ 1 X X2 x :

2 I , + *. , , »3
y x ) ~ 3a : ^ 5a :2 ^ 7a :3 ^ J

Um eine andere Entwickelung zu erhalten substituire man erst
1 -\- x = y2] es wird dann

r d* _ _ 1/ 2 r d y
J y (\ + x) (i + x2) JY ^—’ß + h 1'
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und hieraus folgt für = z4

J / (I + * ) (! + *2) J / l + 2 f2 2 + 24

i _ / r + x

S ~ ~ Y2 ' Z ~ ]/ 2

Nunmehr können die in No . 3. gegebenen Entwickelungen be¬
nutzt werden , wobei die Fälle x <C. j/ 2 — 1 und x j/ 2 — 1 zu
unterscheiden sind .

5. Das allgemeinere Integral

dx

l/ (1 -j - a x ) (1 ß '2x 2)

lässt sich auf vier verschiedene Weisen in Reihen verwandeln .

Im Falle <x2x 2 < . 1 entwickelt man den Factor (1 -f- ax ) i ,
für ß2x 2 1 den zweiten Factor (1 -f- ß2x 'i) ; ist gleichzeitig
a'1x 2 < 1 und ß2x 2 <C 1 , so entwickelt man beide Factoren und
multiplicirt die erhaltenen Reihen ; endlich gelangt man durch An¬
wendung der Substitution

/-—;-- p2— 1
y 1 -j- ctx = p, x == --

zu der Gleichung

f - ^ gJ flT+ «*) (i + J y
dy

Ya 2 + ß2 ~ 2ß 2y2 + ß2y*

welche für ŷ «2+Jt z*
y ß2

übergeht in

r dx__ 2 rJ /(!+ux)(i+ß2x2) J y1—2£z2—|“dz

ß __ yß (1 + ax )

y ^ + ß2' y <x2 ß2

Hier können wieder die in No . 2. gegebenen Entwickelungen
benutzt werden .
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6. Unter den Voraussetzungen X2 < 1 und x 2 < 1 hat man

/ * dx _x,blx3b2xb.]/ ( l — x 2) (1 — Aa;2) 1 3 5

i (1 + *)>

62 = l (3 + 2A + 34 2),

*3 = tV (>r' + + 3A2 + 5A3) ,

Will man das obige Integral nicht nach Potenzen von x sondern
nach Potenzen von X entwickeln , so erhält man

dx .

y (i —x2) (i —i x2)

= n + + + +

wo P0, P 2, Pi etc . dieselbe Bedeutung haben wie in No. 1.
Eine dritte Entwickelung ergiebt sich , wenn man erst die Sub¬

stitution
1 — ]/ 1 — * * , 2 z= 2 oder x —

x 1 -j- z2

anwendet , wodurch

r 9r _ dz_
J / {l - x2)(1- Xx2) J ]/ l + 2(1- 21)22+ 2<

wird , und nachher von den Formeln in No . 2. Gebrauch macht ;
man findet bei positiven echt gebrochenen X

dx

fry (i —x2) (i —Xx2)

[ i — yi — x2 a x( i —y i —arV a 2/ t —y i — ^ x 5___ (
( x 3 \ x / 5 \ x ) J

= 1 — 21 ,

= 1 _ 61 + 6i 2,

= 1 — 121 + 301 2 — 20 A3

(2n — 1) (1 — 21 ) ^ , - ! — (« — 1) ^ --An -
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oder auch unter independenter Form

_ 1 dn [l n (1 — A)”]
" — 1 . 2 . 3 . . . « ~dl n

= 1 — («)i (« + i )i ^+ (w)2(« + 2)2^ — Ws (w+ 3)s H-----
7. Die vorigen Transformationen passen auch auf das Integral

x2dx

y {\ — x2) (1 — Aa:2)3
namentlich gieht die zuletzt erwähnte Substitution

x2dx „ ' z2dzr x̂ x = 8 r
.7 / (! —xt) (! —ila;2)3 J }y [i + 2 (i - 2a) z2+ z3]3

Um den unter dem Integralzeichen stehenden Ausdruck nach
Potenzen von z zu entwickeln , benutze man entweder die Aufgabe
16 , S. 237 . des I . Theiles für ft = — f oder man differenzire die
Gleichung

y ........= - - ----- = 1 — Aj z2 + — Ajz 0 -J----
/ l + 2 ( 1 — 2A ) z 2 + z «

partiell in Beziehung auf A; man erhält schliesslich

y * x2dx
J y (1 — x2) (1 — A#2)3
3 T, / I -- 5

== 3 (1 — 2A),-

= 6 (1 — 5A + 5 A2),

B 3 = 10 ( 1 — 9A + 21A 2 — 14A 3) ,

(2 « + 1) (1 — 2A) A„ _ ! — (« + 1) Am_ 2— ---
n

oder independent ausgedrückt ,

1 d " + 1 [A’1( l — A) ”]
B „ — i = — Y 1 . 2 . 3 . . . « dA" + 1

= i ( 1 Wi (« + 1)i — 2 («)2(n + 2)2A+ 3 («)3(« + 3)3A2 ----- } .

8 . Nach den vorigen Methoden kann auch das Integral
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dx

behandelt werden , welches sich übrigens auf zwei früher entwickelte
Integrale zurückführen lässt . Es gilt nämlich folgende , durch Diffe¬
rentiation leicht zu prüfende Gleichung

JY 'l dx = lxj / ^ — Xx1

+ (1 — A) » / • d x — 4 -1 f - ^ - 1
\ J Vi 1 — x 2) C1 — Ix 2)

und hier können die Integrale rechter Hand nach No . 6. und 7.
entwickelt werden . Setzt man An ■— 4AZ?„ _ i = £„ , so erhält man

Xx2

C, = 1 — GA,

C2 = 1 — 18A -f 30A 2,

C3 = 1 — 36A -f 150A 2 — 140A 3,

1 \ dn[A"(l — A)"] 01 d«+ 1[A»(l - A)’*i \
* 1.2.3. dA" + dA'̂ 1 " J

=1 — 3 (n) j (n + l )i A+ 5 (n)2(» + 2)2 A2- 7 (»)3(« + 3)3 A3+

9. Mittelst der Exponentialreihe findet man

J
— du’ = il (a:2) + r . r + r ^ . - + I —

10 . Auf ähnliche Weise ergiebt sich

eaz . „ . « „ . «2 „ . u3
<<* - r . + T /■, + O , + 5- ^ 75 J>, + ■■•■

P0 = l (b + z) , 11

welche Entwickelung hei kleinen a vortheilhaffc ist .
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Unter der Bedingung 22 < 42 hat man ferner

C ea ~ . .. Qo Qi 1 Qj. Qi
b z b b2 b3 b*

n — e “Z n z”e az — nQ „ .vo — j y«a u

Mittelst der Substitution b z — x gelangt man zu der dritten
Entwickelung

C e" z 1 \ 1 a b -i- z . a1 (6 - I- 2)2 . 1

11 . Durch Benutzung der logarithmischen Reihe ergiebt sich

' (x^ ) f - 5 + S + p + • »s - o .
welche Reihe für x <T^ rasch convergirt , dagegen für nahe an der
Einheit liegende x unvortheilhaft ist .

Setzt man ar = 1 — y und wendet die theilweise Integration
an , so folgt

/ '(r=h ) 1(1 — y) ,dy

und hieraus durch Entwickelung des zweiten Integrales

ß (r=i)— +2# +•:•]>
diese Reihe convergirt sehr gut für ^ < a: < 1.

12 . Unter der Voraussetzung 0 < a: < 1 ist

f
Man hat andererseits

setzt man im ersten Integrale rechter Hand x 2 — so werden die
vorigen Entwickelungen anwendbar und liefern

Schlömilch , Uebungsbuch II . 4
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' / ( l + tf) dx
x

_ ,(1+^ .,̂ {i^ + (l^ )!+ (l =il’+ j

+ 4 ^ + üz i ^ + ür r 5- + }
0 ^ a; < 1.

Im Palle a; 1> 1 , setze man x — - und benutze die vörlier -u
gehenden Entwickelungen ; diess giebt

= [/ (! -(- x ) — Ix

+ p ( £ = i ) + ^ ) + p ( ^ ) ^ -

~ >‘{U **' 1) + sei5 *’ *) + Si(57 ‘1) + •" '}'

r!G)+P©- r>(ä +......
und noch

rhi+x).
Je nachdem x in einem der vier Intervalle

O " ’ ^ ) ^ ‘ 1 • • • 2 , 2 - - - CX3

enthalten ist , sind die vier gefundenen Reihen bequem anzuwenden .
13 . Um das Integral

r“ —1
dz

r z“- 1
J b + lz

in eine Reihe zu entwickeln , benutze man zuerst die Substitution
lz = x iind nachher die Exponentialreihe ; man findet

j,(!,+,t)+|..s±'' + &+'=)'+.....j .
14. Mittelst der Substitution sinep = x 2 und durch Benutzung

der in No . 1. gegebenen Entwickelungen erhält man
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r d <f>

J Ysin <f>

/ f , 1 sin 2op . 1 . 3 s/w4 cp , 1 . 3 . 5 sw 6 w . I

= Ysin 9 { l + ä - - T + 2 . 1 ’ ”9“ + 2T4T6 ’ “if + ” f
15 . Setzt man

a 2 — b2
sin cp = x , j - — = K,

so findet man u . A .
dtp

J

tan ^^ cp - (- £A 2tan 5£ (p — ...... ^

Ya 2 cos 2(p - |- b2sin 2cp
1

/ ’

wobei die Coefficienten A, , A2 etc . ebenso wie in No . 6 . berechnet
werden .

16 . Dasselbe Verfahren liefert

(a 2 — b2) sin p cos p

'j Ŷn l cos ~
p - )- b2sin 2p ■dp

Ya 2 cos 2p -j- b2sin 2p

b2 (

r { '
2 b2 ( 1

- | -j lan \ p — tan 2^ p -}- ±C2tan 5-̂ p — ....... j ,

worin die Coefficienten Cl , C2 etc . die nämlichen sind wie in No .
17 . Durch Anwendung der Substitution

a
tan cp = — xb

ergiebt sich u . A .
dp

Ya 4cos 4p - |- b4sin 4p

1 *4 1-3.5B, \
2 a // | 0*' 2 2 2 . 4 2 2 2 . 4 . 6 2 3 J ’

wobei die Grössen fi 0, R ., , lt t etc . nach folgenden Formeln zu be¬
rechnen sind :

i !{) = 2 arctan tan p ĵ ,

1 j (3 + ctcos2p /' ab sin 2 p V ' _ 1\
" n | ) » - 2 a _|_ ß cos 2 \ a - J- |3cos 2 p ) j ’

« = H « 2 + *2) , ß = ^ a 2 - b2) .
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18 . Unter der Voraussetzung , dass w zwischen — n und
- (- w liegt , findet man mittelst der Substitution t<ai « = x

- - dw = 2

19 . Für ein zwischen — -̂7t und - (- liegendes (» hat man
durch Anwendung der Substitution sin a — x

f co , sin co , 1 sin 3 co , 1 . 3 sin bco
1(1)1 co da, = _ r + _ . + +

20 . Bezeichnet s einen positiven oder negativen echten Bruch ,
so ist

ß ( 1 — e2 sin 3cp) clcp = — | P 2e2 — i -P4£4 — — •••• ,

P2 — ^ (cp— sin cp cos cp) , P„, — y { (m — 1) Pm_ 2— sin m~ 1cp cos cp} .

Eine andere Entwickelung ergiebt sich , wenn man unter der
Bedingung cp2 < n 2

tan \ cp = x , s — sin ■9’

setzt und nachher die auf S. 257 . des I . Theiles angegebene loga -
rithmische lieihe benutzt ; es wird

ß ( 1 — s2sin 2cp) clcp

— — 8 { -j Oi sin19' — ^ 0, sin12 9 .[ Q., sin239 — .....
tan ^ 1 1 rr)

0 , == tan \ cp— Q„ = in — l --- ö » - r

21 . Um das Integral

pl. tü | ß— ). O) sin “ codco

zu entwickeln , setze man erst sinco = x und benutze nachher die
auf S. 235 . des I . Theiles ' (Aufgabe 16.) angegebene Reihe , welche
erforderlichen Falls zu diiferenziren ist ; unter der Bedingung —
< o) < -{“ ergiebt sich

/ ,*cu_i_e Zm sinf1^ 1co , l 2 - I- l 2 sin/1+ 3 co
— —- sinf1codco = - ;— -- —■ • - ---

2 p, - |- 1 1 * 2 (x - |—3

j_ + i2 ) y + s 2) ^ t
1 • 2 . 3 • 4 ‘ ja + 5
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22 . Dasselbe Verfahren liefert die Entwickelung

c;-M— c~ Xo1 X sinf1+ 2m . X(l 2 4 - 22) sin^ + 4w
2 Ä I ' y -M + 1 • 2 • 3 ‘ y + r

A(i 2 - |- 22) (A.2 -f- 42) sinf1+ 6w
1 - 2 • 3 • 4 • 5 ft + 6

23 . Mittelst der Substitution

2

und durch Anwendung der Reihen auf S. 236 . des I . Theiles (Auf¬
gabe 14 .) erhält man , vorausgesetzt , dass w zwischen '(/ 2 — 1 und
^ 2 + 1 liegt , / (ßtu ß—o»\ X

- j cosfi w dm2

1 / e“ — e—“V-+ 1 fi2-|- l 2 — e~ “V 3
= 1 + 1 V 2 ) ~ 1 • 2“(I + 3) \ 2 )

. ( fi 2 - (- l 2) ( fi 2 - |- 3 2) / e M— g - <«Y + 5
l “2 -T i (1 + 5) \ 2 /

24 . Dasselbe Verfahren liefert unter gleicher Bedingung :

r / e“ — e-
I I -- ) sin fiw dw

fi / e“ — e —w\ * + 2 fi (fi 2 - |- 2 2) / e“ — e — raW + 4

= 1 (1 + 2) V 2 ) _ 1 • 2 • 3 (1 + 4) V 2 /

fi ( fi 2 -f 2 2) ( fi 2 + 4 2) / e «*— e - <»y + 6
+ 1 • 2 • 3 • 4 • 5 (T+ T ) V 2 /
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