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Capitel L

Integration von entwickelten Functionen einer Variabelen.
§ 1.
Grundformeln und allgemeine Regeln.

Fiir die unbestimmte Integration der einfachsten Functionen
gelten die nachstehenden Fundamentalformeln :

1) Jar da = ;_:11 + Const, g z i
2) j —i— da = la - Const.
3) /‘—1—, dx = arctan x - Const.
14 =«
1
4) . /]ﬁw‘ dx = arcsin a -+ Consl.
5) Je* da = e* 4 Const.
G) fcos a dx = sin & - Const.
7 Jsin @ daw = — cos a + Const.
8) Jsec*dx = tan x + Const.
9) Jescra dx —= — cot & 4 Const.

Sind «, B, p, ete. constante Grossen, u, v, w, etc. Funetionen
einer und derselben Variabelen a, so geschieht die Integration des
Aggregrates eu 4 v -+ ete. nach der Regel

10) f(wu—f— v+ yw ) de = aﬁtd:z: —f—ﬁfvdm-’r-yﬁvdx—]—---

Im Fall die Anzahl der Summanden unendlich gross wird, bedarf

es einer besonderen Untersuchung iiber die Giiltigkeit dieser Formel.
Schléomilch, Uebungsbuch II. 1
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Jei der Integration eines Produetfes wo» kann hiinfig die so-
genunnte theilweise Integration angewendet werden, niimlich
11) fuv 2w u'/v da — /dujv das

diese Formel empfiehlt sich in allen den Fillen, wo das Integral
von vda leicht zu finden, und gleichzeitig du ein nicht zu ver-
wickelter Ansdruck ist.

Handelt es sich nm die Integration einer Function von einer
Function d. h. nm ein Integral von der Form

ff [ (2)] da,

s0 leistet nicht selten die Substitution einer neuen Variabelen
gute Dienste; man setzt niimlich

¢(2) =y,
16st diese Gleichung nach @ auf, wodurch ein Resultat von der Form
= (y)

entsteht, und betrachtet nun y als neue unabhiingige Variabele; es
ist dann

Jr o @) dz = ff [y) ¥ (v) dy.
Nach Ausfiihrung der anf y beziiglichen Integration hat man fir
y wieder @(x) einzusetzen.

§ 2.

Integration rationaler Functionen.

L. Mittelst der Substitution ¢ 4 ba = y erhilt man

' dax 1

wobei der Kiirze wegen die Imtegrationsconstante weggelassen ist,
was im Folgenden immer geschehen wird.
2. Die niimliche Substitution giebt

2 d e -1
/(.a+bm)ﬂda:=£—(—&l_—‘—~_'%@1)—;b : yzl.

3. Auch das allgemeinere Integral

Y oamda
(a4 bay"
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lisst sich mittelst der genannten Substitution finden, sobald m eine
ganze positive Zahl ist.  Man erhiilt zuniichst

i ‘(?] e (1)"'
bh\""/ — ;,, - dy,

man entwickelt nun (y—«)” nach dem binomischen Satze und in-
tegrirt die einzelnen Summanden.
Hiernach ergeben sich z. B. folgende Formeln, worin immer

y=a-+ bz
zii nehmen ist:

/—a—:—dm=l.,(y—aly),
b-
1 2 __ 9 2
-—(11=B§ T y?—2ay 4 a*ty),

S a8

1
ijla: - ({; v — 3% ay 4 3ay — a'-’!y),

n. 8. W.

& 1 a
fy'zd"" =z (’y"f"*; .

2 1 2
%da: =7 (y — 2aly — %),

""Rd--wl( 2 _3 3a?ly “?)
i =g 3y —3ay+ 3dy + ),

u. 8. w.

& 1 1 . a
f P = (— y 2@"’)’

x? 2a a’
J w5 —55)

a 1 da® , af
fysd.’f} = -*-i (y = 3011‘ = —y" —I— 2'212),

u. S. w.

& 1
f?da: W ( *+ ‘5y)

1%



dp = L (_ “2,
. zﬁ 3y°

4. Unter der Voraussetzung ganzer positiver

dag Integral
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).

1 3a 3a? a? )
3 (et T — 3+ )
u. 8. wW.

dx

mittelst der Substitution

berechnet werden.

Abkiirzung

a
ti=:

m und 2 kann

Dasselbe geht zuniichst iiber in

(z LIS b)m—[—n—o!
i am—g—n—l

und hier entwickelt man (z — )" +7—2 nach dem binomischen
Satze und integrirt die einzelnen Summanden.

y=a-+ bz

gesetzt, so ergeben sich nachstehende Formeln:

dx
Ty

7

dx

U/L_==

xty

dx

ady

1

1
kAﬁ,(g)
a o\

1 b y)
(t$+(£21(6t‘ !
e
2(1.'.t:2 ﬂ.:"

1. 8. W.
p 1 1 y)
— =i iee ),
ay o« x
b 1 20 y)
o aYy a2m+u_31(5 i
| 4 2 3
ady 2dz* ' Pz o
. os.w.

Wird zn blosser
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ST | T y)
—y = 5 7 — =l | =
_/;vy“ 2¢ty'+a"y at (.)_ '
e b 20 1, 3b (y)
_/..rey"u =Ty wy st al'\G)
Cda b 30° 1 36 607
, / pe v ok v e e . b sl
w. s, W.
“da 1 i ()
_/ xy! 3aJ’+2u y: T ady (T'l i
/‘dm b b _8b 1 4
Joatyt T 8al By Ay dla U A
dx ﬁb
/;vﬂy] Sw‘ "+3a _/2+ 24! v’+a @
w8 W,
5. Das Integral
dx

) + !3'1_.02

Lisst sich mittelst der Substitution a =
/7 dx 1 g 1
JatpaeTep) 148 ap

Tiir das analoge Integral

3

kann man die Substitution

“_'—ﬁ =1 oder x == =
pp—

dx

‘—_ﬁ"' x?

benufzen und erhilt

dy 1

n  2ef =

arclan £ =

= & entwickeln,

qél

B om1

1 (e

2 ,(.2
X

llib'

a®

4,

(2)
2l

niimlich

1 x
— arclan —
o«

of

)
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Demmnach gelten folgende zwei Formeln

Y da 1 o/ e\’
—, == ;= arelan (a:' -), fira > Ound ¢ > 0,
a + ca® Vae @

'__ fl_a_:___ 1 B }/r: —|— @ ]/—
S a +-c:u'*’—"1/_- e ]/nﬁa ;’—('
6. Aus der Diﬁ'erent.ialformel
) f @ l [ 2na 2n — 1 }
{ —_— = e s e S i i x
Ve e = Wla+ ca?y+1 7 (o F ea?y] °°

erhilt man durch Intern.ttmn die Recursionsformel

] fiir @« > Ound ¢ < 0.

*

/ da " 1 + 2n - da !
S ole - eat)yr Tl 2na (a —[— ca:7)" 2na (a + ea?)’
diese giebt der Reihe nach fir n =1, 2, 3 etc., wenn die Ab-

kiirzung

=a 4 ca®

benutzt wird,

“da x 1 da

‘dx & Jx 3 dax
/ T Lz T8z Taa) T

f @ a’z z
Tda @ Ha ba 5 “da
| T—m st i | o
n. 5. W.

7. Wenn es unfer der Voraussetzung ganzer positiver m und
n aof die Entwicklung des Integrales .

. a™dx
(u -~ c.x.' )"

ankommt, so sind die [ille zu unterscheiden, ob m eine ungerade
Zahl ist = 24k 4 1 oder eine gerade Zahl == 2/. Im ersten Falle
setze man

at=1 mithin wdx = § dil

fath e . t*dt
J (@ Featy i (a4 ety”

und es wird
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wo si(:h das Integral rechter Hand nach No. 3. berechnen lisst.

So ist z. B.
a® da t di
(a + ca?) Jl (a + ct)’

: )
TS "]!(“—[_ Ct)+a+c£ 2 (a—-l-ct)'3

1 5 2a a’
T2k {l(a Ex- 2 nab- a4 cat 2 (a-t c?zj?}
Wenn zweitens m eine gerade Zahl ist, so bedarf man einer

Reductionsformel, welche aus der Gleichung

! il {(ﬂi —Dazm=? @n—m—1)can]
(a 4 ca?)r—1 (¢ + ca?p @teayr |

folgt und lautet

/ amdx d am=1
(a e~ (@n—m—1)c (a f ca?y—1

+ (m—1)a a2 da
@2rn—m—1N e, J (a + e
Fiir n =1, m = 2, 4, 6 etc. und hei Gebrauch der Ab-

kitrzung

:=a 4 ca?

erhilt man mittelst dieser Formel

Jéestgeafn

ah ; xb ax’d + alx o dx
— dx = — —_— — — —
gz 5c 3¢t el e, z'

w. s, w.
Fiir n =2, m=2, 4, 6 etc. und unter Riicksicht auf die

in No. 6. ausgefiihrte Reduction des Integrales

da
22

ergeben sich die Formeln



Ng

s?—-

da

= da

JS 5
e
e

ferner fiir n = 3,

£l 9

«?
/ 3 dex = — dea?
e

8. Mittelst der Substitution § b 4 cax =

o

«+ba 4 ca?

und hieraus

1
T
e ‘.2 P
b4 2ca’
2

]/4 e

5 arclan
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@ 1 ‘(f.’L‘
M2(,::+it z!

&

.
+ ax Ju dax
o ¢tz 2¢? z’
a3 Qax alx 5a? dx
3¢t c? 2¢3z ' 2¢3 2
. s, w.
m=2, 4, 6 etec.
& "I‘ _|_ da:
2% R({C~ Hrzc 2z’
ax + da
4e22? 8,;- 7
aay i qrt.’t+ 15a “dax
46"" Ked 2 J SL P
0. S. w.

« findet man

du

=k / Py
dax

faTba,—l— cx?

b+ 2cx — pb®—4
hdse g “_L], wemn 4 — dae > 0,

b+ 2¢x —{—}/&'Zrmflru

dx

wenn b — dae = 0,

b+ 729:1:'
[/.L(u.

wemn b? — dae < 0.

9. Aus der Differentialformel

dl (a 4 ba + ca?)

xda

‘a—f—ba:—|—(x3

da

-

a—bx 4 c:c~+ ?

evhiilt man durch Integration, wenn zur Abkiiraung

geselzt wird,

IP'=a—ba 4 ca?
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“x 1 b da
j =T ) T

10. Es sei m eine ganze positive Zahl > 1; die identische
Gleichung

e . . -2 * Al —
(“—{_ba ﬁjbl‘)-’L [l.‘l.'= :L.m—2 dx .—-41:, !
. I . m— 1

liefert die Reductionsformel

il am ; am— 1 b n am— 1 ; a am—2 o
el ¢ e e —— G X — — &I
J T (m—1)e ¢, e T :

aus dieser folgt fiir m = 2, 3, 4 etc. und unter Riicksicht auf die
in No. 9. entwickelte Formel:

‘a? @ b b2 —2ac da
/ 7= 22Tt 32 f?

L] *
a3 2  bx | b — ac b (Bae— 0?) dax
l/?r"“_i«_?"" T+ ="5s ) 7

. S. w.

11. Setzt man zur Abkiirzung
l=4dac— b,
so erhiilt man aus der Differentialformel
d (b-—i—_jf—cf) = ni —%h— —22n—1)c¢ <t
die Reductionsformel
Az _ b2z, (4n—2)c [ da,
T+ nd T ni .
Diese giebt der Reihe nach
/dff:__b—{- 2c.:t:+ “da

r: T’

e

da:_b-l—?c.r( 1 3:;) 6c? [ dx
fﬁ— 2 ertw/tw ) T

: rz’:r:_b—}—-:&mc( 1 be 1002) 208 [Tda
fafi—‘ o Urtneter)t e ) 7

u. 5. W.
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12. Aus der Diﬁerenﬁalformal

o= 1 a‘m—z - 1
d (-1-;”—_-]) =(m—1)a- T dx — (n — m) b - T dax
- 2rn —m—1)¢ ;,”

ergiebt sich die Reductionsformel

am - xm—1
i doe = — F 1
J I 2n—m —1)eTr—

i o, (s m) b § w”i_l i) (m —~ 1} @ ‘fl"_i? i35k
Cn—m—1)¢ I (Zn-—m—l)c I

In dem speciellen Falle m = 2n — 1 wird diese Formel un-
brauchbar; man benutzt dann die identische Gleichung

ghamt et T rd— ba)

b ety Chr

und leitet hieraus folgende Recursionsformel ab:

i a2n—3 5 b /’ e _2d
—_— — g —— —da.
c Ta o ‘ Tn

Nach diesen Bemerkungen erhiilt man fir n =2, m =1, 2,
3 ete. mit Riicksicht auf No. 11. :

2a+bx b da

/”d“’__'u* ”A’f‘f’
@ ab 4 (0* —2ac) @ | 2a f[.dx
/"'ld"” Rk E F3 T

*at 1 ., a(@ae—0") 4 b(Bac—0)x
/ pie=ga!T+— 7 e

_ b(Bac— 1Y) da
2¢%1 . T'

=3, m=1, 2 etc. wird

f.’c _2a+bax  3b(bA 2cx) 3be da

Ii de = ToaTr: T T 97 FE] T
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11
h d gl):f:(fr —2ac)x | (2ac+ ) (b4 2¢x)
T3 el T? 2¢cAET
2ace —|— b?
. 8. W.
13. Aus der identischen Gleichung
/ a—|—bx—[—cz~dx___ i
. & T

erhilt man durch Integration der einzelnen Theile und Benutzung
der Formel in No. 9.

‘f!:v_i‘,(avf)_.g dae
Jaul  2a TS Za f, T

14. Bezeichnet n eine ganze positive Zahl > 1, so ist identisch

a4 ba 4 ca? Gl " da B
. '77"1: . _—e, x -0

die Integration der einzelnen Theile giebt, wenn zugleich die aus
No. 12. bekannte Formel

/' LIPS SR N A2
A o (2n— 2) eI -1 2¢, ¥

angewendet wird,

da 1 da
f T T @n— a1 24 f mt, j

™ =

Unter Riicksicht auf die Formeln in No. 11. und No. 13. findet
man mittelst dieser Reductionsformel

de 1 I(t)+4ai— 2[)1—— ’b{‘c
J T 242 \NT 2aAT

b (Gac—b?) da

2a°2 T

. 8. W.
fiir n = 3, 4 ete.
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15. Die Differentialformel
1 da dax
d (-_g =1 Tﬂ' — l) ——(’” i 1) a -m -_[n + (Hl + L )} b e am—1 a Tn

dx
+ (mn+2n—3) ¢ g

liefert durch Integration die Reductionsformel

de - 1
. xm e g (?}t = I) (I.’L‘m_l Til“—‘l

L otn—Db [ dz  mt23—3c [ do_
(m— 1) a am i (m—1)a g

wobei m >> 1 sein muss.
Fir n=1, m =2, 3 etc. folgen hieraus die Integralwerthe

“dx b (T) b —2ac [“da
/ 2T —2a '\ _ZEL"_"T B

‘da __ae— b ( ) b(Bac—b*) (h
t/&g_f"_ 2a? e atx 2aa:2+ 2 a3

. 8. W.

fir n=2, m=2, 3 etc.

/’d_:f _ b I(T) __1_+_b£"__—: 3ac) + ¢ (b> — 2ac)

22T 248 \a? a’x i a’l T
b' — Gab’c 4 6a’c? dax
a’l 7
W s W
§ 3.

Fortsetzung. Integration durch Zerlegung in Partialbriiche.

Wemn 4 (a) und F(z) ganze Functionen bedeuten, deren erste
von hiherem Grade als die zweite ist, so liisst sich die in dem Quo-
tienten F(2) angedeutete Divigion soweit ausfithren, dass die vor-

@
liegende unecht gebrochene Function in eine ganze Function ¢ (x)

f(=)

und in eine echt gebrochene Function Fo) zerfiillt, dass also eine

Gleichung von der Form
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TORNIN
F(x) F(x)
zum Vorschein kommt. Sind ferner a, b, ¢ ete. die Wurzeln der
Gleichung F(a) = 0, so hat man weiter
Fla)=(x— a)* (@ —b)f (x — )7 ....,

wo « .. ganze positive Zahlen bedeuten.
b ] b ] D

In dem einfachen Falle, wo alle Exponenten e, f, y...=1
sind, gilt folgende Zerlegung
fle) 4
F(x) x— a a;b+x—c+

und hier bestimmen sich die Ziihler der Partialbriiche durch die
Formeln

4 T@ o 10, 1)

F'(ay F@y " Fe)

Kommen unter den Wwrzeln e, b, ¢, ... complexe Werthe vor,
so vereinigt man je zwei Partialbriiche, in deren Nennern conjugirte
complexe Wurzeln vorkommen; man erhilt dann statt jener zwei
Partialbriiche einen einzigen reellen Partialbruch mit linearem Ziihler
und quadratischem Nenner.

In dem allgemeinen Falle, wo nicht simmtliche Exponenten
«, B, 9, ... gleich der Einheit sind, gilt folgende Zerlegung

fl) 4 4, Y -
F(x) (mwa) +(w—ﬂ)°“1+ +a,——a

B B, By-s
P g kb

+ % P @ N e B %= & A

R - R, El’:l
Te— Tt Ty
+ T 3 i 5

Um hier die Ziihler irgend einer Reihe z. B. R, R,, R,, ...
zu bestimmen, sefze man die ganze Function

und bilde folgende Gleichungen
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/() = RO ()
[/(r) = R® (r) + R, ®(r),
[7(r) = RO" () + 2R, @ (r) + 2R, ®(r),

deren allgemeines Schema ist
[0 () = RO (r) 4 mR,®m=1(r) 4 m (m — 1) R,@"—3(r)

+m(m— 1) (m— 2) Ry@™—=9(r) 4 «vvn..

Von diesen Gleichungen liefert die erste R, die zweite R, ete.

Sind einige der Wurzeln «, b, ¢ ... complexe Zahlen, so vereinigt
man auch hier diejenigen Partialbriiche, deren Nenner conjugirte
Wurzeln enthalten und von gleichem Grade sind.

» 1 1
" / @ —at) 1 _f &&'(5:5_:2@')' L
— ( A kB 0) o (h-.r'z )
o x—a @ x- a o 2(, e

2. Setzt man zur Abkiirzung

a
V=t
80 hat man

L, 1f 1 j
a—-{—_b-:;’(x k"-l—:u‘ (k+ a")(k‘—ka‘-l—;t

1 | DY ——
.—.%'k.zj (Il +-—.T+ _I‘t + 1.‘!) (]3.

J (k + ) a;__.kl
li (/f‘—k:r+;g)+1/i arctan k]/i ]

3. Nach demselben Verfahren ergiebt sich

" —kx 4 2* Q-Tf’l'
,/n-|-b.q}="d 30k {‘“( (k + a)? )'H/ HOROEn T ]l

4. Zur Entwickelung des Integrales

a?
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kann man zwar die gleiche Methode benutzen, gelangt aber mittelst
der Substifution a® = y, a*da = }dy kiirzer zum Ziele, niimlich

a? 1(a+ba®)
_[a—|— 7 R )

5 t dx-"—i .(1 - e )d’c
TS a(a02Y) T a : a4 bad) "
) 3
21{m Z(u—]—ba, )1_‘ [( . )
a | 3a \a -+ ba?
6 /2 ! I~—1 (1 - bﬁ )fh-
: & ({:?Z =G . 2t a + bat)
= 1 b —_—dx
_"—H“d,’ a-f—bm:}“
il 1 ] 1
B fr‘s @) = T ga L fa T 5at 1%

a

1 1 b a -+ b.-r”)
. e TS = = = iI\—)
j:x:” (e + bat) g Jaaxd + 3a* ( s

. 9. Zur Entwickelung der Integrale

f<a+ bmJ)*’f(a—r b

. 8. W.

lisst sich die Zerlegung in Partialbriiche gleichfalls benutzen, be-
quemer ist indessen die Anwendung einer Reductionsformel, welche
man gich durch Integration der Gleichung

| = - 3n—1 3na
N oy = 7 @A ot T G ey

verschaftt; die Resultate sind

d:‘r: o & 2 ' da
(@ 4 !;:I.‘:i)z o ‘i;(a + b.',t‘.-'ﬁ + 3a a4 ba?’

i dx __ x(8a-4bba? . da
(a+ ba®)® 184? (a 4 bad)? Qa- a4 ba?

. S, W,

dua
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10. Durch Differentiation des Ausdrucks
am+1
(a + ba’)y
gelangt man zu folgender Reductionsformel

Y amda - gl m—3n+1 andax
(afba®y+1" 3na(afba®)* 3Bna (a4 bady

welche die nachstehenden Werthe liefert

s . Wgeeend G ede

(a4 ba®)? ™ 3a(a Fb2%) ' 3a,) a ba¥
DL T NS

(¢ + ba*)?  3a(a-4 ba?)

e giae d ap Ll dw
(a + ba¥)? ™ 3b(a+ ba®) ' 3b ) a+ ba¥’

alda i + adx
(a+b2%?" ~ 3b(at b2 ' 3b ) a+ ba®

. 8. W.
ade ot a* (Ta +4pa’ + 2 axda
(« Fbva®?  18a®(a+ba®)? ' 9a®,) « F ba®
n. 8. w.

’ dz i | a a3
,/a: (¢ 4 ba?)? =342 {a + ba? + 7 (r_t_—-{:_ba:")}’

T de Ba+40a® _ 4b " axdx
a? (a 4 bat)? = T 3d’ax (a + ba?) 3a? a —|-— bah?

. 8. W.

11. Um den Werth des Integrales

¢ de
a—+ bat + cat

zu finden, unterscheide man die Fiille, ob 42 — 4ac positiv, Null
oder negativ ist. Fiir den ersten Fall sei zur Abkiirzung
Vi —dac=h;
man hat dann
7 d o 4e
a+4ba?+ecat (b—h4 2cad) (b+ b+ 2¢a?)
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und durch Zerlegung in zwei Partialbriiche

dx _2_c dx _‘2_6 da
a4 barFcat Rk b—ht+2cat h,J b4h—2ca¥

wo die einzelnen Integrale leicht zu finden sind.
Wenn zweitens 4* — 4aec = 0 ist, so ergiebt sich

da 2c @ / }
a+F ba? Fcat b—{—2cm3+ b—-{—2cx

Tm dritten Falle 4 ae > b? miissen ¢ und ¢ gleiche Vorzeichen
haben, die man immer als positiv voraussetzen kann, weil sich
negative @ und ¢ dadurch positiv machen lassen, dass man Ziihler
und Nenner der zu integrirenden Function mit — 1 multiplicirt.
Es ist nun, wenn zur Abkiirzung

’/ 2Yac—b=k
gesetzt wird

1 —_— 1 — - e
aFbatFext (Ya—kat Ve o) Va+ ka4 Ve a?)
1 k— V", x + k+ Ve }
2/:]/a U/a-—k'c—|—]/c a? }/a—{—ka,—{—]/c x?

und hieraus ergiebt sich

~__1 (Va—'—iﬂ:-{-—l/c m]
a+bat+ecal 4kya \Ya—ka4VYe-a?

k
-+ ———i——ﬁ{ reta ‘__I/c i + arclma ’/ .o o }
27a (b4 iY) Vb + &2 V2b + i

12. Nach demselben Verfahren erhiilt man fiir den Fall, dass
b — 4dac positiv ist,
atdx

a4 bat + cat

h—b *dix,.__l_h_kb dx
R Jb—hF2ca? +}¢+2cw"’

ferner fiir 4* — dac =0

. B + s
a4 ba®+caxt b—i—Qcal b+ 2ca?’

Schlémilch, Uebungsbuch IL 2
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endlich fiir ein negatives b — 4ac
L ptde c 1 l/a - Afc—[—]ic;ia,?
a+ ba® + cat ]/c }/(J—P'L +Ve-a?
2c-c+k|

e 71, S— {( Clt’t?l2 VE ;L ——A —,— arclan - =
+ v £ V20 + i V2o -2 |

13. Die noch hierher gehirenden Integrale

: zdz : a3dx
. a—i—bmz—i—caﬁ a + ba? F cat
kimnen mittelst der Substitution a2 =§ entwickelt werden.

14. Setzt man zur Abkiirzung
dac — 2 =1, a4 bat 4 cat =

so findet man

Tde _ (2ae—b)e—bead | Gac—i 97"2(’%
J v 2arU 24k ’2(11

aﬁa’:f_ba:—l—28393 b aud;'v c «*dx
U~ 2iU 22 7 T 7

und allgemeiner

da _ (2ac—b)ax—bead + (8n—2)ac—(2n—1)* { dx
B 2nadl” 2nak ur

 (4n—8)be [ a'da
2nal oe

atdx b:c—{—Zc_a:“ b +(4n—3)c o*dx
o +1 2040 2ad U i

- “da b 1 B—ac [ dx | be xdax
16 ,_[‘?4'11—a2_~_37.{3 +—f 7T ) e

&
Bestimmt man die Coefficienten P, 0, R aus den drei Glei-

chungen
2acP 4+  baQ 4 aeR=24dec,
2belP 4 (b + 2¢ca) 0+ R = 2 Be,
L T
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so erhiilt man folgende Integralformel

f A+ Bx 4 Ca?
@+ Ba) (« F baF a9 *

P 0 3 R da
_E[(a—]—ﬁx)—kzcl(a—f—blr—f—ca:)-[-é—c sz
Specielle einfachere Formeln entstehen hierans fiir 4 = 1,

B=C=0,firP=1,(=4=0mdfirC=1,4= B=0.

§ 4.

Integration irrationaler Functionen.

1. Aus der schon frither bewiesenen allgemeinen Formel

. bae+1
Jla + bayda = (—“("f'_f_xl)) it p —1
folgh fir w = — %

/‘ - 2]/&—{-—!1@
V(t—l—ba’: b

Durch Differentiation des Ausdrucks 2a™ )/« 4 ba gelangt man

ferner zu der Reductionsformel

a"dx _ 22" ]/c?—i:[:t 2ma " lda

Vadbae @m4+1)0  (2m 4 1)b ]7a+_bi’
welche der Reihe mach liefert

xdx 2(2a—bx)

Vatoe—— g Vet

8y ﬁ‘i‘” 2 (Ba®* — dabx 4 3b%a?)

]/a+bx 1608 V +b~"31
. 8. W.

Dieselben Resultate kann man auch mittelst der Substitution
Va4 ba =y finden.
2. Durch die so eben erwiihnte Substitution erhiilt man

dax ]/a-}— br — ]/a) -
e e TS iy a>U)
/;:]/a-l-bn: ]/a -f—-b'r—-|— ]/a

2%
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dx ;1-—[— ba o
———— = ————arclan = , flir ¢ < 0-
f zVatbx Y—a V —a

Aus der Reductionsformel in No. 1. wird fiir m = —n 4 1

/‘ __ VaFoa (‘Zn—d)b/' da
]/a+b't (n—1)aa"—1 (2n—2)a x""‘]/a—l—baf:

und hieraus folgen der Reihe nach die Gleichungen

08 s JRbE
2 Vatbax ax 2(: ]/a—l—bm

dx 2a —3ba 3b" - da
fwal/ﬂ—{—b.{::— da’at Vatox + ’EVu—l"b'z

. 8. W.

3. Dieselben Methoden fiithren zu folgenden Formeln:
R o VR
Vatba - da =be) ’
3b
. - 0 o i
]-T Vatbax -dae = — 2 (2a - 3l;i)b!/(ﬂ+ba)

2(8a2—12abx—|—1’)b°x‘) ]/(a—{—bm)'
x? ]/a-l—bcn dax == e

u. 8. W.

. - g T d
[‘Il_é-xdx=2l/“+bx+“fﬁﬁ'

Y/]/a-l—b:l‘ - V(x-f-b;: b.j'_ dzx
= e— o _+§ xl/zm,
W-EE} 1z (2a 4 ba)Ya+ba b2 de
333 [ = — ] ol Ve Y

daax? 8a,) aVa+tba,
W 8. W.

4. Mittelst iihnlicher Methoden gelangt man zu folgenden Formeln:
Lo S D
V(e F ba)® bYatba

adx g s T8 2a+ bx
/1/((.: + bx)" b? ]/a -+ ba'
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alde 8a® 4 dabx — ba?
V(e + ba)’ 3B YVatba
u. 8. W. )
dx 2 1 dax

V(a - b:r) a ]/a—-]—b—;-l-“ Va-|— ba’
f—rl;x____=_ _3b+ax f
22 Y (a + ba)? a“ x]/(t—|—b.1: ~ 2a? ]/(z—}—ba,

u. 8. W.

5. Zur Entwickelung des Integrales

f e 08
Va+ bz + ca?

dient die identische Gleichung

/Vﬂ+bm+cm2 /]/4(‘8—62{fc(w+26)_

a’u

]/k - cu?

worin die Bedeutungen von £ und # unmittelbar einleuchten. Man

setze nun
u S Vi-v
—_ =, mithin © = 1
V1 — cot

Vk + cu?
Vitr=ta_VE VE-dy
Vi +cu = —]/m, mithin da—l/(l-—cv}"

O &y
JVEF e ) 1 —ep®

und hier lisst sich die letzte Integration ausfithren, wenn man po-
sitive und negative ¢ unterscheidet. Diess giebt

f [b—{—‘) ca--2 I/—a—|—b:r:—|—('a. ) I
Vat bx+c bo ez 2 ]/c 1b—f—2 cx—2} ¢(at-batca?

wofiir auch geschrieben werden kann

es wird dann

flire >0,
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/’/ + b _F__z _ﬁl{b+2c‘r+‘)’/’f((‘+bx+c‘x?)} filre>0;
“ a+ ea?
ferner ist ‘

da — (b —[—- 2cax)
— e - arclan-——— ,
V{t—|—b1:—|—r‘:c* ]/uc Zipil=e)q (z—I—ba.—l—L.:L)
firec < 0,
——— arcsin — (_b__-}_— 261) filyae < 0.

]/——c ]/b e

6. Bezeichnet man das Trinom « - ba 4 ca? zur Abkiivzung
mit 7' und benutzt die in § 2., No. 12. erwiihnte Reductionsformel
fir n =14; m=1, 2, 3 etc., so erhiilt man folgende Integrale

xdx ]/T b [dx

YT e 2 ) yr
atda dbu—- )c:r 4(1(
i e T

tatde 150 — 16ac — 10bea + 8ca?
VT 24 ¢
b (56— 12ac)
‘ 1603 o ﬁ u. 8. W.

7. Wendet man diese Formeln an um in der identischen Gleichung

) 3
f]/T-da:=a d1.+‘/'.1d.r ./'a, dx

die rechts stehenden Integrale zu reduciren, so findet man

= b—[—?c"c 4ac—h dzx
T"d e r—
JV ) e .fr/T’

und nachher giebt die Reductionsformel in § 2., No. 12, fiw n = — §,
m=1, 2 ete.

3 2 12 2.2 L @
[IVT’ ac- 30+2bcx+8¢1VT br(riuc b) dx

24 ¢* 16 ¢? VT’
b(156*—52ac)+-2(12ac — 56 cax-|-Bbe’a?418¢"2? /T
’/T doe= 192 60 V
2
(lao-——b)(Lae 5b%) dx s g

128¢%
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8. Mit Hiilfe der Substitution x—;l- ergiebt gich

dx
f T

f - {2u+bx+2;/a(a_|_bx_r_@}
V(!—*—b’l,—l—("t,' V(t a y
filr @ > 0,

2 b v
V“ + = + o filr a =20,

ba

2a + ba

== arcsin ————, fiir « < 0.

]/— a x ]/5‘_—- dac
9. Die in § 2. unter No. 12. entwickelte Reductionsformel
liefert fiir n =4, m =—1, — 2 ete.

tde YT _ b [tda
. x?]/'T_ ax 2 VT‘
dx 2a¢a — 3bx 30— dace dax
g e
(/:,:31/1 datz 84t J zyT

n. 8. wW.

10. Durch Benutzung der identischen Gleichung
_ a-bx 4 ca?
T=""yr

gelangt man zu den Formeln

fl/(z;,_._.VT—i— f]/i' f VtT'
flgfdx=—-m~+ﬂ‘/7%+§! ;(’I;T,

[/T 2a + ba dac— 8 [ dx
f de———gm VTt —%— | o7

w 8. W,

11. Die Reductionsformeln in No. 11. des § 2. geben, wenn
zur Abkiirzung 4dae — b = A gesetzt wird,
de 2 (b 4 2ex)

Y15 YT
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xda 2(2a+ ba)
atdx  2ab —|—- {Jb" — 4(10) * da
o T

u. §. W.
12, Nach den vorhin genannten Formeln erhiilt man

(b4 2ecx) (34 +8¢T) 312 Tdx
./’/T3 e 64c* V +12.80 yr

Y13 da:-— t fJ/TJ da,

5¢  2¢

P (7[)-—-—10(.‘&1:) ]/T" b —4ac —
a2 E S 23, —t T3.
22)T3 . dx 50 62 TV VT3.-da,

. 5. W.

13. Mittelst der Substitution 2 == — gelangt man zu folgenden

R

Formeln:

_E__4(:c—2b3——2bc;c+ da:
z VT3 aly'T

de A tdecx(b+2cx) 3b [ dx
a Y T3 aka YT 2a VT"
w8 w.

14. Auf idhnliche Weise wie in No. 10. erhiilt man:

[VT* dp o B2ac + 30 -—|—2-_Llibc:c—|— 8cla? V7
- @€ % C

12ac — b? " d: ’
4 (12ac — ) b ih_: 4 a? da
16¢ ;/ T I/ -
n. 8. W
15. Mittelst der Reductionsformeln 12. und 11. des § 2. er-

geben sich die Formeln:

‘de 2 (b+ 2cx)
YT SAYT ( i )
xdx 2 { (i _)_+_2(t—!—bic}’

A T
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a*dx 2 (4(;0—|—b2)(b-|-26a:)+ub+(b? 2ac)x
Y T3 3clﬁ{ A r }

. 8. wW.

Aus diesen Integralen, welche den in No. 11. entwickelten
analog sind, konnen wie in No. 12., 13. und 14. wieder drei neue
Formelgruppen abgeleitet werden.

§ 5.
Fortsetzung. Integration durch Rationalisirung.
1. Wenn in einem Integrale nur eine Wurzel von der Form
i"/a + bx vorkommt, so kann sie durch die Substitution

”]I/{¢+b-3.*=y, x="Y :E, dac=?y""-1 dy

weggeschafft und damit das Integral rational gemacht werden. Fiir
den Fall m = 2 giebt der vorige Paragraph No. 1. bis No. 4. Bei-
spiele hierzu; fiir m = 3 und m = 4 dienen die folgenden Aufgaben.

wde 3 (Be—2ba) /— 3
]/a—[—ba. G ik

x?dx 3 9a? — babx -+ 5b*ax?) 3,—
j pam—— ( 406° =k o V(e +b2)?,
‘[/a -+ ba

xdax da — 3bx
y— '—"(W ) I/(f + ba)?,
Vatba

a'dx 4 32(1- Uabx 4+ 210227 4,—
4 ( 231 b‘*—'— ) ’/(“ -+ b2)%
l/rz—l—bac

2. Enthiilt ein Integral nur eine Wurzel von der Form }/a + ca?,
so giebt es zu deren Wegschaffung zwei Methoden. Nach dem iilteren
Verfahren sind drei Iiille zu unterscheiden und diesen entsprechend
drei verschiedene Substitutionen anzowenden, niimlich:

Zga—;;;ﬁ_;/e.xm’ § =I/z 1}

fiir positive « Va

und ¢:
! 1 22
]/u—l—cx-—l/a do=—— a3t dz;
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fe-x—Yatea® ”"_l/ o 142
a=7_

fiir negat. a V— a ¢ 2%
. positive e: I e
2 z
@ cx* =y —a——doe—=— Eo ol e
Fack ¥ Bz’ c 222 4%

Fo—y—e8 5 s ]/ e 1—2?
=5y T =i Ay S ——
fiir positive « I/ft -+ ]/—— c-x ¢

u. negative ¢: 7 s
2 et i SRR
Va4 ca? -—]/al_l_ 5, d& ]/ e G L
Hiernach lassen sich folgende Integrale entwickeln:
da 1 SV —
_— =] & 2 2 2
fV“2+ﬁ2xe B ® +V“+ﬁ"’-):
. —1(® ot vfﬁ'f?)
1/“2 + ﬁz ,nz « x ’
2 2 2 = T T
f za_ﬂ;__ﬁ_i dem YT — ot (CEVTE TR,

fVﬁ s — 5 1B+ VP — )

1 1 1/ T A 1
B e e h T S e  venin i,
s e« C £

DD M be o
fl/ﬁﬁcxé dr = ;/169.1:? — a® + « arcsin E‘,
.

da 1 f3x
e = = aresin *—
. 1/“). _ ﬁ‘lm. fs
Ry i) (& /ol :ﬁi‘*)
y [v4 g

&£

/‘ Z&f::‘,ﬁ—g dxr = V“- L 32_,1.'..’ e | ((_x_—[— Vgﬂsig) ;

f da e l[g—-l—hx—hl/l +£‘~'-|-1/g'z+m)
(g4+ra)V1Fa2" Yyt 422 \gtha—iy 142>~y g+ 1)

/ dx _ 1 (g-]—ka:_h]/ax——l +]/q 2 )
(J'!‘/’ ‘-)’/J'" =7 1/9'"—’4' —]—ka,——k}/a.e——l—l/g i

fiir g° > A2




Integration von entwickelten Functionen einer Variabelen. 27

x—1
f'(1+r);/1,_~1 I/a—]—i‘

—h}Y TR |
= == —— arclan - y—'_ i =)
(9+izw)l/x'—1 Y=g Vi —gt
fiir ¢* < 2%

. - % e (9 —4) (1 — a)
——— .f__—a clan AN o LA
.f(g P I/J = I/(g Fa) 1+ =)

fiir ¢* > A%

- d.’l:iirm o 1=
(14 2)y1 —2a? I/l-f—a.

J g+ ra) Y1 —

S (V(h+g)(1+m+1/ A—g}(l_x)) AL
2 gt < A%
VI —g* \Y it o)1+ a)— b—g)(1—=)
3. Bezeichnet @(a?) eine rationale Function von a?, so lisst
sich das Integral
i(xz) dax
Va4 ca?

dadurch von der Wurzel hefreien, dass man setzb

ka P a
= mithin x = u T
1/“ + ca? kK—cu

— T a i . & .
’/“_I-ca:b:kVP:’&ith?', da = k* V@G‘;ﬁldu’

worin % eine beliebige Constante bezeichnet; es wird niimlich:

‘p(at)dx _ [° aw® N\ kdu
N e (p(lr‘-' — cu"’) K —cu®

Hiernach ist z. B. fiir A =1

da - - du
f e = P

und daraus folgt sehr leicht
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da
f («+rat) Yt ow?

1 - { @ Yat ca?+ Y (ec —ap) -_~":‘}
2]/«(&(:— ay) |

o (ay — ac) <0,
1 @

da
Sy v

ay —aec =0,

dm — — — 1 — arcian M—“C)ﬁ,
J @tyat)yatcaxt Yelay—ac) «Va+ ca?
« (ay — ac) > 0.

4. Mittelst der identischen Gleichung

Va -+ ca? L { ay —ae| of X
‘Yot Vateat

@+t yat gy
kann das Integral
TR B
]/___a x5 ca;_ dx
JEtge
leicht auf das vorhergehende zuriickgefiihrt werden.
5. Nach der in No. 3. auseinandergesetzten Methode liisst sich
das Integral

./’ da
(g4 +@) V'a + ca?

zwar nicht divect entwickeln, wohl aber dadurch, dass man dasselbe
folgendermassen zerlegt

: gda hxdx :
J (g — ra?) Ya+ ca? (g2 — r*a?) YVa F ca?
und im ersten Integrale die unter No. 3. angegebene Substitution
benutzt und im zweiten Integrale einfach ]/a -+ cal = v setut;
man erhiilt fir £ =1

dx
S

o ) g du hdy
)t —(aht 4 gl al* + egt — BV

und hieraus folgende drei Formeln
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_ da s l! {ak ~— gt - yl/rtji—:x_"l
(9 + ha) Va + ca? 20 lah —cga—pu T ead)
al* 4+ eg* > 0, w=Vah®+ cg?

K2 }/o::-{-c:if:2 ak? 4+ cg? = 0
(g+hx)1/a+amf cg g+ ha

dx ]/a r':c'
= - — = — — arclan
L3

{g—IZ- k.’r)]/a—l—cx"' v ah—cga’
ah® 4 eg? < 0, v=V— (ak® F cg*).
Die Specialisirangen e =-41, e=-41, a=—1, e =1,
«#=-+1, ¢ = —1 filhren wieder auf die in No. 2. erwiilmten

Integrale zuriick.
6. Beachtet man die identische Gleichung

f -
ax 4+ BVa+ ca?

=/  ewdx [ BVaH ca?-da
atat — B (a 4 ca?) alxt — f? (a + ea?)

und wendet im zweiten Integrale rechter Hand die unter No. 3,
erwiihnte Methode an, so erhiilt man

dax
Sarivers

— 1 Ii"ﬂ[(“ *—B%) a*—p%] _'13'/. e (‘m;) ﬂ“}

und nach gehc‘iriger Zusammenrechnung

aw+ B Vatca?
:1,3-'" et (i t-yaFrod)—py/ 1 (/o oty atow )}"'> 0

o

1 V x|
] 2 e
= F—F lal(«m-{-ﬁ]/a—f—cw)—l—ﬁ]/—c arcsin = e <0,

7. Bedeutet ¥(a, y) eine rationale ﬂlgebmische Function von
« umnd y, also im Allgemeinen einen Bruch, dessen Ziihler aus
Summanden von der Form Aa™y”, und dessen Nenner aus Sum-
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manden von der ihnlichen Form BaPy? besteht, so erhellt leicht
die Richtigkeit der Gleichung
F@, VaFea)= 2T WV et oo '
P+ 0Va-t cat
worin M, N, P, (0 ganze rationale Functionen von @ sind. Mul-
tiplicirt man ferner Zihler und Nenner des rechts stehenden Bruches
mit P — Q V(t_?t:.'?, so erhiilt man

F(m ]/a + c;"l’)
__MP— NQ (a + ca?) ﬁ{‘:_’— MQ) (a + ca?) 1

TP =@ Gtea) T Pt Jage

und hier gind B und S rationale gebrochene Functionen von @. Die
letztere habe die gewthnliche -Form

T “|J+“|3«+“3‘”"+“3“3+
180+51-x+ pra* 4 Bya’ +
T . i wi T Al e oA +a5x?+a5x‘ )
R Y e e o By + Bya* + By at + --

multiplicirt man Ziihler und Nenner mit

Bo + Br2® + B2t + oo — & (B + Bya® B2t 4 --4),
so erscheint § in Form eines Bruches, dessen Nenner nur gerade
Potenzen von x, und dessen Zihler sowohl gerade als ungerade
Potenzen von & enthiilt; es ist also

s totna®tyatt -+ 2@+ pya’ + Pyt 42
0y + d,2* 4 0, a4—|-5 R

oder wenn mit dem Nenmer in jeden Theil des Zihlers dividirt

wird

§ =g + (),

wo @ und 1 rationale Functionen bezeichnen. Nach diesen Ertrte-
rungen ist

| B 2@ de | (96 adz
jl (@, Vat ca )d.z fRda -{—/ % o cx2 V_“_:F7RT2,

das erste Integral rechter Hand lisst sich mittelst der im § 3. an-
gegebenen Methoden entwickeln; fiir das zweite Integral benutzt
man die Substitution
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ka

L
7 e ey W

= ﬂ‘,

im dritten setzt man

und bringt somit das gesuchte irrationale Integral auf drei rationale
Integrale zuriick, niimlich

[#(e Yo Fid)az

’ au® Fedu "—a dv
—fRda—}-fqy (IH:c_t;! k’—mt-_’_f P

Hiernach ist z. B.

dx _ 7
@+ B+ 7at) Va + ca?

. « 4 (ay — ca) u' + ¢
—J 4+ c‘-—]—cltﬂ ay + 0,0 + ¢, v‘
4y =a’, by =a (2ay—p?) — 2ca?,
e =2a*y'—ac (2ay — % 4 ?e?,

ay = a*y* 4+ c*e?, by=-c (2ay — B — 2ap?, ¢, =%

8. Benutzt man die identische Gleichung

a4 ba -+ ca® = -—]— ( -!—‘,C)
und setzt
b? b
i ekt x+2—c=§,

go erhiilt man

S re, VaFvatew®) = [ p— L, viFE) as

hier kann rechter Hand wieder die in No. 7. erirterte Methode an-
vewendet werden.
Beispielweis ist

'/a N (N 2D
A+ a)Vadbx+cat ) G+EVC +c§2 2¢

mithin nach den Formeln in No. 5.
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da

PO {n—~-}bl—|—(%—b—cl)a,—[—-g.c]/a—l—bx—l—cmg}
2#" ,n—.‘bl-[—(%b——cl ¢ —uplVa+ba+ ca?)’

a— bi 4 ed?2 > 0, [.L=]/;zr~_—71—-]—¢').—2-

e T 21/(;—[—6:1:—{—(;1:‘
(l+x);zrt+bm+r"cl ib— 2ok} e
a— bl 4 c2? = 0;

]

L A 2v ) a+ ba+ ca?
'f‘(l + ) ]/u —1— ba - vz cat | v 5 Jnaian 5([———6}1—{— (b—2cd)a’

a— bl 4 ed®> <0, v=¥—a+ bi—ci®

§ 6.
Integration exponentialer und logarithmischer Functionen.

1. Wenn das zu entwickelnde Integral nur die Exponential-
grisse e® enthiilt, mithin der Form f/‘ (ehr) dy angehint, so erhilt
es durch die Substitution
lx da

eky=x, y=7? y=k_x

eine von Exponentialgrissen freie Gestalt. Hiernach sind die folgen-
den Integrale zn entwickeln:

a dy" S L J 3 ].
“'__'_ beky*—”“—k lky-—l(a—'—bgf.f)]?

; - 0l

/;a + bck_;) E’-’_Ic {k.'/ + m — 1 (a4 bci-J)’

: dy -— arctan E V), a >0, ¢e>0
ae=k b + bely k]/c’t @ ' ’ e

N TSR SR (i o L 1
ae= kv be kY —ab \Ya —y—0b.ekv)
a >0, e7<30.

ey d_j

5 ok Y
VH“I‘!')E"" "”V ot DR,
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1 <]/a 4+ beky —]/a) a0

Va 4 bek —|— be"J k Va Va+dbev +Va

iy
—— arctan ﬂ, a <0
,/]/a - by k }/——a —a ;

2. Mittelst theilweiser Integration lisst sich das Integral

jymeky dy
entwickeln, wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet; in jedem
anderen Falle muss man eine Reihenentwickelung zu Hiilfe nehmen.
Die Werthe des genannten Integrales sind filr m = 1, 2, 3, 4, 5 ete.

= (5 2o

) y? 1A 5
Jirotvay = (5 —2 f+2 ) e,

3
3 ok S Y 1\ i,
fyeydy—(]—:—f)’ ?—!—Gk‘ 14)8-1'

Jytetvay — (— —4" —l—l-— —2u bt oa ) ok,
y° 1
Jfevdy = (J7 —5 y2+20-” —60-"‘-]—120 —120 75 ) et
u. 8. wW.
Hiernach kinnen alle Integrale von der Form
Joly) evay

entwickelt werden, sobald ¢ (y) eine algebraische ganze und rationale
Function von y ist.
3. Mit Hiilfe der Substitution

lz =y, z=¢eY¥ dz = e¥dy,

24

erhilt man

Ja#1(z) dz = feu+ Dvf(y) dy

__l(a 4 blz)
J (a—]—bl"’) b '

iz 2/afl
= Vet iz b

Schldmileh, Uebungsbuch II.

also z. B.

&
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W]~ = g _.l:_ __+_1__ ! >
JZ- lzdz = -'u+l [‘u—[—l (ﬂ+1)"]' |“‘< 11

) e (1z2) 21z —27 5
N e et [Fl-l GFOTGF 1)"‘}’ re

U. 8. W.

4. Durch theilweise Integration findet man

Y iz dz __1{ zlz__l(a+bz)}
_](a—|—bz)?_&" a«+ bz b )

“latpr), 1 et-Bz 1 an Biis |
(“+bz)2d~—(1ﬁ~—ba{;—-}_—bzl( +82) bl( +b~)Ja

’ 2. ol 2,2
'/ l__—__m(oe? _+:2‘gz ) dz= 2—(?— arctan p‘; == l—(—+--§“i),

"1z dz Ig {(,-,_2);/a+bz+l/ (Mﬁ)}’

]/u—}—bz V Fiz V
o > 0;
2 s
_ F{ 1z—2)Y atbz _1..21/—-11 arcian]/ —— J,
a <03

zdz zlz h : - ¢
v]]/(“_l—c z); ”]/W a]/-l(’/p +-’/(+c ) c>0,

iz 1 ]/éc _

[l &

=5/“_|:?? al/;,;arcsmﬁl/a 5 c< 03
: atBz (e FBe
1/1:;21(&——,6’ )dz__m]/l . Z(a—ﬁ )

-{—-; {aarcmaz— P a;rcsm]/ 22 } ot 5 g%

§ 7.

Integration goniometrischer Functionen.

1. Wenn das zu entwickelnde Integral nur goniometrische
Functionen eines und desselben Bogens u enthiilt, mithin unter der
Form .

j!v’(sin w, cos u, tan u, ) du
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begriffen ist, so kann man alle vorkommenden Functionen durch
sin u ausdriicken, wodurch das Integral die Form

ff (sin u) du

bekommt, und nachher sin u = a substituiren; es wird dann

flx) da
ff(sm u) du /Vl = |

Beispiele hierzu sind

Jsin*u du = fu — Lsinu cosu = fu — }sin2u,
Jsindu du = — § (2 4+ sin*u) cosu = — }cosu + zcos3u,
Jsintu du = $u — % (§sinu + sin®u) cosu
= $u— }sin2u 4 ysindu,
fs:'n5u du = — } (§ + 4sin*u + sin'u) cosu,

= — Jcosu -4 5 cos3u — glyeosbu,

u. 8. W.

du
o =ltantu,

du i
= — colu
sintu !
du cosu
/;Tfn%_u i sinu Tdilan b

du i ! pot?
——— = — colu — Leot®u
sintu ¥ ¢

in?
fiu_ = M cosu - Fltan fu,

sin®u 8sintu

u. 8. w.

2. Driickt man alle unter dem Integralzeichen stehenden gonio-
metrischen Functionen durch cosu aus, so fithrt die Substitution
cosu = y zu iihnlichen Rechnungen wie vorhin. Z. B.

Jeos?u du = Ju + Leosu sinu = fu -+ }sin2u,

Jeos’u du = $(2 + cos®u) sinu = }sinu + {gsin3u,

Jeostu du = u + % (Jcosu + cosPu) sinu,
= {u -+ }sin2u 4 Sysindu,

3*
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Jeosdu du =1 (§ + 4eosu 4 cos'u) sinu,

o
= dsinu + JP5sind3u 4 Flysinbu,

w. 8. W.
du
fﬂ—ﬂ;—u = lan (}m 4 Yu),
»
du
—- = lanu,
.J costu
“du sinu
—_—— = oy i .I'lt n 17 s
,/ca.s"’u % cosTe + fitan (3m + Lu),

du
— = lanu tan®u
_/‘r:os* u +4 :

'/-Ei-u . it sinu - tan ({m 4 Lu),

cosdu S costu

u. 5. W.

3. Driickt man die unter dem Integralzeichen stehenden gonio-
metrischen Functionen durch tenwu aus und substituwirt fenu = z,

.ﬁp(mﬂﬂ) du =f§’fﬂ~_f¢2 f:

Beigpiele hierzu sind

so wird

Jtanu du = — lcosu,

ﬁanzu du = lanu — u,

Jtan®*u du = ftan*u - lcosu,
ﬁ!(m" wdu = Ltan*u — tanu + u,

Jtan®u du = }tan*u — Llan*n — leosu,

u. 8. W.
4. Am bequemsten ist meistentheils die Substitution

lanfu =1,
aus welcher folgt
L= ; 2d1
du = — :
14
enthiilt niimlich das urspriingliche Integral keine Wurzel, so ist dann
auch das neue, auf ¢ beziigliche Integral von Wurzeln frei.

2¢
J _ COS Y =— ———,
sinu 5@ u T



Integration von entwickelten Functionen einer Variabelen, a7

Hiernach ist z. B., wenn m und » positive oder negative ganze
Zahlen bedeuten,

4 » m(1— t!)n
m n _ m
Jsin™u cos"u du = 2 (B TS dt,
woraus folgende specielle Integralwerthe hervorgehen
du — sindu
102 2 O
sin“u cos*u duy = ————
f 32 ’
o 30sinu — Hsin3u — 3sinbu
Jsm u cosPu du = —_
80
cos*u
—— du == cosu ltanfu
/' sinu + £,
cos’u . 1 4 sinu
e WS
JJ o sin*u sinu
L
cos*u cos’u
—— du = — Ju — §sinu cosu—-————,
.J  sinu sinu
cos'u d 3cosu — 2cosPu o
——du = — —— ——— — Jltantu.
sindu 2 sinu Z 2

5. Mittelst derselben Substitution erhiilt man

du
o« - Beosu - ysinu

ﬂ/ﬁz P—a*—y+4 (f—a) !ma%u]

Vﬁ¥y—ﬁlrw+y—a+w—m—@mwﬂ
fiir o? < B2 4 37,

O L

i
Ty 4 (@« — B) tanu’
= V&—i—i_:g-ﬁf?_—?—z arcl(my;—cf::gzjgijs fir o > g2 4 o

Fiir « = 8 gelten diese Formeln nicht; es ist dann

du 1
ﬂ (1 -+ cosu) + ysinu = 17 (e 4 plangu).

6. Unter Riicksicht auf die Reductionsformel

(14 a*)da { /
](rt+bx+cx2)2 c a—{-bx—{—cxl_l_( ai-t) (rz—l—-bm-l—cw:")?}

1 (a~-c)o4(b*—2ac+-2¢%) x dax ]
= ¢(tac—b?) { a—+ba -+ ca? —|—2¢(a—§-c) atbax-ca? I
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findet man mittelst der vorigen Substitution

’ du
J (¢ 4 Beosu+ ysinu)?
== N SN [‘ﬂl,tf"’m)"f'(ﬁz-i-??wuﬂ) sinu
(@ —pB) (e — p*— 99 | o -+ feosu -+ ysinu
du .
e v B),J/; + Beosu + ysinu}

wobei weder & = f noch «? = $* 4 3* sein darf. Fiir diese spe-
ciellen Fiille ist

e du —_—

[e (1 4 cosu) + ysinul?
i il |y (esinu — ycosu) | v
7 le (1 + cosu) + ysinu_al(a—f_?mn%u}]' st

g du
JJ (e Beosu -+ ysinu)?
= i(tfz_%_-u—’___-&. « o2
[+ e—p) tanfup? [7 + (&« —p) tan fu]*’
7. Durch theilweise Integration erhiilt man

=gy

fu”‘cosu du = umsinu — mfu""‘sinu du
=uw"sinu + mu""1cosu —m (m — 1) fu"‘_“‘casu du
und hieraus der Reihe nach
fucosu du = cosu -+ usinu,
Jutcosu du = 2ucosu + (u* — 2) sinu,
fu%osu du = (3u* — 6) cosu 4 (u* — 6u) sinu,
fu“ cosu du == (4u® — 24) cosu + (u* — 1242 4 24) sinu,

u. 8. W.
8. Nach demselben Verfahren ergiebt sich
fu"‘sz‘nu du = — u™cosu -+ mfu"‘“cosu du

= — u™cosu -+ mu"—lsinu—m (m — 1) fu”‘"‘gsinu du
und hierans der Reihe nach

f:zsmu du = sinu — ucosu,
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Jutsinu du = 2usinu — (¥ — 2) cosu,
Jisinu du = (3u® — 6) sinu — (4* — 6u) cosu,
ju'sin wdu = (4u® — 24 ) sinu — (u' — 12u® 4 24) cosu,
nos. W
9. Durch zweimalige partielle Integration erhiilt man
ek (e ‘
jefm cosu du = d c::s:_-{l- = rc),
; ek cosu (keosu 4 2sinu 2enx
Jﬂk"COSQH du — (. 5 —I_ ¥ ) . f
4 k(k*4 4)
und allgemeiner

f e* cos"u du =

ek cos” —u (keosu 4 nsinu)

it 4 n?

fe’”‘ cos" — 2u du.

n(n—1)
T REw
9. Dasselbe Verfahren giebt

ek (Jesinu — cos u)

a1 :

fc""‘sin wduy=

et o, . Q Hhu
e sinu (k sinu — 2 cosu) 2 ghu
kit gim? ~
fe “sintu du = i +k WE D
ek gin® — Yy (ksinu — neosu
ja’"‘sin"u du = : kz( T )
(n— 1
+ ?!.k(;1+ n‘?) felm sin” = 2u du.

§ 8.
Integration cyclometrischer Functionen.

1. Benutzt man die theilweise Integration in der Form
Jr@) az = f(@) = — 1’ @) @ da,
so gelangt man zu folgenden Integralwerthen
| farcsina: do = x arcsine 4+ Y1 — a?,
farccosa: da = x arccosx — ]/1—-——_:1,‘,

fc:rctanm do = z arclanx — § 1(1 4 2?),
Jarccotx dx = & arccota 4 § 1(1 + a?).
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2. Auf ihnliche Weise erhiilt man allgemeiner fiir » ==t

<
fx"arcsin-r e __a"*laresina 1 artlda
=T e i e
Jararecosa da — antlarccosa s 1 ‘an+lday
T sl nt1 ) yT— 2
f’v"arct(ma: tlr at+larctanx 1 o lday
PR T 2 n41 1+ a2
a"+larecol x 1 artlde
& 1o & tarccote | 1 lda
iy v T iyt 1f it

also z. B.
Jzaresinx da = 1{@a? — 1) aresinz + « ]/lifq;:f}’

f’c?mc‘s‘m xda=§{3adarcsinz 4 (2? 4 2) Y1 — o

fa: cs‘mx Z(1 ]/1 — a:z) arcsina
il —_ i ~
i @

Jrarctanz dx = § {(2? + 1) arctana — a},

fa:"arclaua: de =} {2:c3arctan.r —ar—1(1 4 x?)},

fﬁifnf TR It P arctrmm’
. 7 \‘
J i o PRE V. arctanz + .J 1—[:142.::_-1—_& !
— /2 {arctan (}/2-154- 1) + arctan ()22 — 1)}

f arclanz | gerctanz | 1 (14 )%+ =
yat Va V" 1—7)2a+a

42 {arctan (Y2 4 1) + arctan Y22 — 1)}.

3. Gleichfalls durch theilweise Integration findet man

arcsin i arcsin & +/1—a
—_— _— — ——— —— Ry
T Fap 1 + @ 14
Y aresina aresinx («—P)(1—=)

J @ B Bty ;/az T BTy
@ > B,
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aresinx i ( V (B+e) (14-2)+) (f—e) (1——:(:))
CBetBa) pyp—a \ Y (e (1) —1/ (f—e) (1—2)
o <2
@ arcsinx arcsin x x
(1 — a?)? dx=%{1 —a )1 —x"'}?
Y@ arcsina p . drcsin TN Vy+1l.a
L/IU-+wx%”m Z?Uffyxﬂ—k2yyf“"_ o y1—a?’
y.>—1,

__arcsz'nm' " 1 l{]/l—xz+]/_(y+1)m}
5 0+ra) L= Wime—/—GFD-s)’
g =ik

arclan a X 1 {, ( A ﬁm) p—oax L arctan ‘r}

—— da = o
(« + Bay? e+ 'Uix ) et pe
arclan x e 1 —[— x arclan x
J Va0 Jitar .
arclanx & arclanx a+ ba?
———dt = —arelan s
[/(a—[—ba;?):} a}/(t-'—ba;'-’- a]/b»—a ‘ / b—a ¢
b
_ xarctanx 1 fo-tiiai-—] a—1Db s
a) at-ba? a]/r!——b Vatba? —f—}/a—b ,

4. Mittelst der Substitution arcsina = wu findet man die Werthe
folgender Integrale
f(nsrcsi:'a..x')2 do = x (arcsinz)? — 22 + 2 J'1 — a2 - arcsinz,

fel.'m'csinx doe — eka:‘asiua: (a: + k I/EEj.
|

§ 9.
Integration mittelst unendlicher Reihen,

1. Durch unmittelbare Anwendung des binomischen Satzes er-

hiilt man

da o o1 oab 1.8 2Y . 1.3.5 28
a1 te steagtese T
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Zerlegt man dagegen (1 — &)™ 4in (1 4 22~ % (1 — %)~ 2
und entwickelt den ersten Factor in eine Reihe, so findet man

dx 1 1 : 3 =5 .
S P =P — +_ .
Vl 2l Py 2P2 2.4 2 4. 6 p“ i Sy

wobei die mit Py, P,, P,, .. bezeichneten Integrale auf folgende
Weise zu berechnen sind
(n —1) P,.—z—.x"*li/l—vasz

mn

Dy = arcsinex, D=
Nur bei kleinen & convergiren diese Reihen rasch genug fiir

die numerische Berechnung; ist dagegen a nur wenig kleiner als

die Einheit, so setze man & = J/1 — »* und entwickele in der

Gleichung
dx

IO AEE 5 dy
yi—at V2f1/(1"-y?)(1—%?)
den Factor (1 — $»2)—}; diess giebt
da 0y - 1.8 0 1.5:6 0
f,/l_*;.{ ,/2{90+2 s teamteyet: }
(n—1) 02— xy (1 — 2 —1

n

0y = arceosx, O5'=
2. Bei der Entwickelung des Integrales
dx dx
Vita Jayitat
sind die Fille a? << 1 und «® > 1 zu unterscheiden; fiir a? < 1
erhiilt man

"dx @ 1&5+L§ a’ 1.3.5 x'3+
]/i—[—x4_1 2 5 2.4 9 2.4.6- 13 ?

dagegen ist fiir 2 > 1
da 1 ) S 1.3 1 3.5 1
_fﬁ—f,_—:;;i=-—§+§'5_xﬁ_2_4 TR e e
Um eine andere Entwickelung zu gewinnen, welche die Unter-
scheidung der obigen Fiille nicht erfordert, beachte man die iden-
tische Gleichung ‘
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und substituire

wodurch sich ergiebt

=l e y* I,
fV1+$l fV(i—J’)(lﬁ%J') i

Man erhiilt jetzt ihnlich wie in No. 1.

dx

1 1 :L'( )"_ll
Ry=2arctanx, R,;—;{(u——l)Rn_g 1—|—x2 1-|—a:2

3. Unter den Bedingungen ? <~ 1 und 2* < 1 gilt eine Reihen-
entwickelung von folgender Form
1 ¢ €y

_— =1 —— 3;2_“'———x3
V142ex + a° 1 +1-2 i

worin sich die Coefficienten ¢,, ¢, etc. ebensowohl recurrivend als
independent bestimmen lassen. Zu dem ersten Zwecke benutzt man
die Aufgabe 16, 8. 237 des I. Theiles fiir

p=—1, a, = 2¢, ay =1, ag=ga, - =20,

(— 1" en

e I

und erhiilt
cy =g,
e, =3 —1,
¢g =153 — 9¢,
c, = 105 — 90&* 4 9,
¢, = 94585 — 105083 4 225¢,
g = 103955 — 141756 | 47252 — 225,

oder allgemein
ep = (2n— Neec,—1 — (n — 1)%¢c,_s;

zur independenten Bestimmung dient die letzte Formel auf . 33.
des I. Theiles, welche liefert
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1 a— 1)1
2)1 df”
Hieraus ergiebt sich fiir e® << 1 und 2? < 1

dz
S
5

4 o

_r_a ? 6 2 Gl e
=1 1 3+1.25 1.2.8 7+ ?

cn=

dagegen fiir &2 << 1 und 22 > 1
dz

Y1+ 262 + 2t
yle 1 & -1 Cy 1 ey 1
X :—’_1 320102 52"'—’_1.2.3 73’

. 4. Wenn 2% < 1 ist, so hat man

/7 dz =/' dx
Jviterers JaFaaFa
__l_bix _|_bﬂT"’3 b_*:,l_f_ e

by=—1%, b=—1%, by = — 4, b_1=+f"22§,----

(2n — Dba—14 (2n — 2)bs_o 4 (2n 3)[3,,_3.
2n

by = —

, 1
Im Falle 2 > 1 setze man = &, wodurch

* da d
e rEviTireeE
wird, und entwickele (1 4 & 4 £2 4 &)~ ¥; man erhiilt

f;/1+x:x*+m3
— V{+ _;_5x2_|_ ..... }

Um eine andere Entwickelung zu erhalten substituire man erst
1+ & =y?*; es wird dann

dx — . Yy e

YA+ 2) (L + 27 b Vi—y+ 5"
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und hieraus folgt fiir Ly! = z¢
B Yk N S
Vitodta VIF e f o

Z N 7
Nunmehr kinnen die in No. 3. gegebenen Entwickelungen be-

nutzt werden, wobei die Fille & <C 1/5 — 1 und « > ]/2' — 1 m
unterscheiden sind.

5. Das allgemeinere Integral

'/' da X
V(1 + ax) (14 p*a?)
liisst sich auf vier verschiedene Weisen in Reihen verwandeln.

Im Falle a?a? < 1 entwickelt man den Factor (1 + ea) %,
fiir f2a? < 1 den zweiten Factor (1 4- f2a?)—?%; ist gleichzeitig
a?2? < 1 und 2% < 1, so entwickelt man beide Factoren und
multiplicivt die erhaltenen Reihen; endlich gelangt man durch An-
wendung der Substitution

V14 ax =y, =

zu der Gleichung

¥ — 1

«

f da _ 2f dy ik =
J VI ea) T+ 5y Vel + B — 28y + By

welche fiir

iibergeht in

3
-4
2

/ ‘ o dax S 2 : i
/i D s ) e
Vel | g2 fyﬁﬁ

Hier kinnen wieder die in No. 2. gegebenen Entwickelungen
benutzt werden.
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6. Unter den Voraussetzungen 4> << 1 und a? << 1 hat man
i da g by hya®

jl/(_llmQ)(l—lx?)—1+ 3 + 5 T ?

bl = ‘L' (1 + l)a

by =1 (3 + 24 4 32%),

by = 5 (6 + 34 + 312 4 529),

‘Will man das obige Integral nicht nach Potenzen von a sondern
nach Potenzen von 4 entwickeln, so erhiilt man

de.
S

1 1.3 1.83.56
=Ptghl vy Bl o T e P+
wo Py, P,, P, etc. dieselbe Bedeutung haben wie in No. 1.
Eine dritte Entwickelung ergiebt sich, wenn man erst die Sub-
stitution

11 —g® 2
_—J_/___'E:zoderw:—z_
@ 14 z*

anwendet, wodurch

da =2/’ dz
_/;/(143:‘2)(1_1372) Vi42(1—21) 22 F 2

wird, und nachher von den Formeln in No. 2. Gebrauch macht;
man findet bei positiven echt gebrochenen 4

'/ da
V(1 —a*) (1 —da?)

—2 {1_:_1/;;? e g e R Jl

4, = 1—21,
Ay =1— 61+ 642,
Ay = 1 — 121 4 3012 — 2043

@ —1) (1 — 2y — (n— 1) Las
n

A n
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oder anch unter independenter Form
1 d[ar (1 — 2)7]
1.2.8..n0 dan
— 1 — (), (1 4 1)1 2 + () (n + 2y 42— ()y(n 4 )y 23 -

7. Die vorigen Transformationen passen auch auf das Integral

x*da
fV(l — %) (1 —12%)®

namentlich giebt die zuletzt erwiihnte Substitution

7 ardx dz i
Jr=o=m = ey

Um den unter dem Integralzeichen stehenden Ausdruck nach
Potenzen von z zu entwickeln, benutze man entweder die Aufgabe
16, 8. 237. des I. Theiles fiir p = — § oder man differenzire die
Gleichung

A4, =

1
V142 (1 — 214) 22 2t

partiell in Bezichung auf 4; man erhiilt schliesslich

f a*dx
V(1 —a?) (1 — 1a?)®

_8{1(1—]/1—.17_? 3 B,(l— 1—?’)5 ﬂ(l:’ﬁ;l—fy_...‘
=\ =/ ELv = /T @ '
By =8 (1 — 23),

By =6 (1 — 54 4 51%),
By =10 (1 — 94 4 2112 — 142%),

=1— 4,22+ d,2* — 4,204 ---

@Cn4+1)A—20)By—y —(n+1)By_»

n

B, =

oder independent ausgedriickt,

_ 1 d +1{Am (1 — )"
B"“__’}'1.2.3...n' din+1
=3 {1(), (n+1); — 2(n), (n 4 2), A+ 3 (n)g (n + 3)542 — -+ }.

8. Nach den vorigen Methoden kann auch das Integral



48 Capitel L.

1—Aix
fl/l:.::‘”

behandelt werden, welches sich iibrigens auf zwei frither entwickelte
Integrale zuriickfiihren lisst. BEs gilt niimlich folgende, durch Diffe-
rentiation leicht zu priifende Gleichung

SV e 125
xtdax
Ak 1fV(1—-m2) (1 —1a?) fl/(l—xﬂ)u 155)3}

und hier konnen die Integrale rechter Hand nach No. 6. und 7.
entwickelt werden. Setzt man 4, — 41 B, _, = C,, so erhiilt man

1— a? 1 —a?
SV S ey =5

o LVIE LG, (Ve ]

¢, —1— 64,
C, =1 — 181 4 3042,
C; = 1 — 364 + 15012 — 14043,

B 1 .d" [A” (1_“1)?:] dn-l-l[ln(l_l)n]
C”_1.2.3...n{ - R dinF1

—1— 30y (4 1)y A 5 )y (n-2), 22— 7 )y (1 -3)y B9+
9. Mittelst der Exponentialreihe findet man

ot

e g L 5000
f de =4+ 11+ 22"‘1235”"
10. Auf ihnliche Weise ergiebt sich

€ e +%p+ % p “ _p
sr = Rhr i At gt gt

Py=1(b+ 2), P,,=:—l — bPy_;,

welche Entwickelung bei kleinen @ vortheilhaft ist.
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< b? hat man ferner

B e e O
,/;—[—:dz“b S S Gt

paz et — g" g
O =", Qp="""2%2=L

a u

Unter der Bedingun

ag
6

Mittelst der Substitution & + z = 2 gelangt man zu der dritten
Entwickelung

* paz J' a btz a? (b+4z2)? ' 1
——— dxr = e—ab z = = Mol b ! WK P
/b+:‘x s L n o e e v e o 2k
11. Durch Benutzung der logarithmischen Reile ergiebt sich

4 1 dx x x? a3
j’(l_m)?—12+ kgt 0ae<,

welche Reihe fiir @ < § rasch convergirt, dagegen fiir nahe an der
Einheit liegende a unvortheilhaft ist.

Setzt man @ = 1 — y und wendet die theilweise Integration
an, so folgt

mnd hierans durch Entwickelung des zweiten Integrales

L/;(l_i;‘)tf_xafil(lml-x)'lx_ {I—EEJFUE‘@V?L"”};

diese Reihe convergirt sehr gut fir L < & <.
12. Unter der Voraussetzung 0 < a < 1 ist

1+ a) @ [ om?
LU Sk F Lt sane, O e 1,
f z = pT ety B

Man hat andererseits

J..tui-x) da =Jf(11?) 2 “,_f’(1 1 Z) dT&

setzt man im ersten Integrale rechter Hand a® = &, so werden die
vorigen Entwickelungen anwendbar und liefern
Schlomileh, Uebungsbuch IL. 4
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bfm+@d

_(1_—4”’)

=l(1+x)-lm—{

+J;{ '”’)3+ ----- }
0= o 1

1| 2
Im Falle # > 1, setze man & = — und benutze die vorher-
u

gehenden Entwickelungen; diess giebt

f‘(l"’ = [y — )
+alts e

(A A )
und noch

S et (35 = 30 4

Je nachdem & in einem der vier Intervalle
0 ¥, Fonard, 155527 2 ..t 00

enthalten ist, sind die vier gefundenen Reihen bequem anzuwenden.
13. Um das Integral

za—l
b—]-u

in eine Reihe zu entwickeln, benutze man zuerst die Substitution
b + !z = & und nachher die Exponentialreihe; man findet

e a b+lz a® (b-»{—lv) l
=g {l(b—-]—»l LI +-1—.2 _|_ ..... J

14. Mittelst der Substitution sing = a* und durch Benutzung
der in No. 1. gegebenen Entwickelungen erhiilt man
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dy
V.sm cp

";\

—- sin* | 1.3 sin q; 3 sin® ¢
ﬂ]'/sﬂlfp{l—l—‘— — 72'4' o +‘ G _1‘3_ b €1 i

o

15. BSetzt man

singp = &,

so findet man u. A.

el d@
Vaicotp | any
=f {tan%(p — dd tan* Lo 4 %Aztan"’w}q) — Jl,
(4

wobei die Coefficienten 4,, 4, ete. ebenso wie in No. 6. berechnet
werden.

16. Dasselbe Verfahren liefert

T 5 2 b?) singcos
Vacostp + bisinte - dp = _(“‘ = )_{rr_iqzoi
Vatcos*p + bisinte

2
_'_?Tb_, {f(m%tp—-};Cﬂnn”-&-w—!—%—ﬁ’zt(m5%w— ------- },
0

worin die Coefficienten €, €, ete. die niimlichen sind wie in No. 8.
17. Durch Anwendung der Substitution

7
lan = p &

DTN i S0
]/rr costy —+ b sin? 'tp

el 1R ,1.3 R,
_Q?fz,{R°+2 2 T3, oe"‘z 4 G z*+ }

wobei die Griissen R, R,, R, ete. nach folgenden Formeln zu be-
rechnen sind:

ergiebt sich u. A.

R, = 2arelan ( lan 1,()),
ﬁ',

1 B+ acos?ﬁ;( absin2¢ \"—1|
R T on {("- 1)3"‘2-__01—!— B ecos2w \e - Beos2y J'

¢ =3(a? 407, B =3(a2— ).
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18. Unter der Voraussetzung, dass o zwischen — = und
—+ m liegt, findet man mittelst der Substitution tanfe =

o [1 s I
sinm = 2 1 t =~ g9 “l‘ =0 i). —— sree .
o ww dw | 12 anto go tan to -+ 73 lan to }

19. Fiir ein zwischen — }# und -+ }=x liegendes @ hat man
durch Anwendung der Substitution sine = «

@ sinw 1 sindw 1.8 sinw
f"'—“ do="Tr ty oty e T

20. Bezeichnet & einen positiven oder negativen echten Bruch,
s0 ist

JI(1 — sin’p) dp = — L Py&® —  Pet — L Pyt — ...,
T
P,=1%(p—sinpcosp), P,= = {(m —1) Py _g— sinm—1 q:co.s'qa}.
Eine andere Entwickelung ergiebt sich, wenn man unter der
Bedingung ¢* < n? '
tanfp = x, & = sind

setzt und nachher die anf 8. 257. des I. Theiles angegebene loga-
rithmische Reihe benutzt; es wird

ﬁ(l — &¥sinp) do
= — 8 {10, 5in*® — 10,5220 + 1 0;5in239 — --... },

tan?n — 1
0, =tanfp — Lo, 0, = ~%a _-%-q? — Q-1

21. Um das Integral

Aw — Aw
eto e :
/‘——‘ — sin“ndo
2
.

zu entwickeln, setze man erst sinw = a und benutze nachher die
auf 8. 235. des I. Theiles™ (Aufgabe 16.) angegebene Reihe, welche
erforderlichen Falls zu differenziren ist; unter der Bedingung — }=

< @ < + 4= ergiebt sich
fe’-‘“ e to sinttlo A2 1% sint3 g

e SinM el s . £
2 sintwdw ,u—}—l 1.3 M+3
40 1) (A Y sineteo

1.2.3.4 w5
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22, Dasselbe Verfahven liefert die Entwickelung
fc“" gl - L sintt2g +l(1.2-|— 2?) sint+io

B " = . s

) sinfw do { w2 1.2.3 #+4

+1(}.’ + 2°) (M2 + 4% sinttbo0
1.2.3-4-5 n—+6

23. Mitlelst der Substitution

P —
3 — =

und durch Anwendung der Reihen anf S. 236. des 1. Theiles (Auf-
gabe 14.) erhiilt man, vorausgesetzt, dass o zwischen ]/§ — 1 und

V2 4+ 1 liegt,
> ew — p— o\ 1
('_é—_) cospw dw

c‘”—e— ))+1 u? 4 12 (ew_e—m)i.-i-!l
T —|— 1 1.2+ 3) 2
NCESUITES JEET L
1-2.-3-4(AF5) 2
24. Dasselbe Verfahren liefert unter gleicher Bedingung:

w___ p—w\1
/. (c —ﬁéi— sinpw dw
: /

e (e — e—w)i-l-? &,‘(” + 22) (ew e_m)x_H
=T+ " 2 . 1.2.-30+49 G
g7 = ) i{p? ety e e oYL E

+ 23*”’5(+b)( —) —_—sseas

2
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