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Capitel IL

Quadraturen und Reetificationen.

§ 10.

Die Quadratur ebener Curven.

Allgemeine Regeln und Formeln, Wenn es sich darum
handelt, unter Voraussetzung eines rechtwinkligen Coordinatensy-
stemes den Inhalt U derjenigen Fliche zu bestimmen, welche von
der festen Ordinate G H, der beweglichen Ordinate M P, der Ab-
scissenachse und der gegebenen Curve begrenzt wird, so gilt fiir
OM = x und MP =y (Fig. 1) die Formel

Fig. 1. 9z U= [yda + Const.

P Die Integrationsconstante ist hierbei so zu be-
stimmen, dass U = 0 wird fiir x = 0. Wihl{

/// man & zur unabhiingigen Variabelen, so hat

7,/ / man die Gleichung der Curve nach y aufzu-
Y- losen und den gefundenen Werth von y in
No. 1. zu substituiren. Umgekehrt kann man

0 ¢ M auch y als unabhiingige Variabele betrachten ;

die Curvengleichung ist dann nach a aofzulisen und der hieraus
folgende Werth von da in No. 1. einzusetzen. Wird die Curve durch
zwei (tleichungen charakterisirt, in denen a und y als Functionen
einer dritten unabhiingigen Variabelen auftreten, so ist dax mithin
auch yda durch diese Variabele auszudriicken.

Im Fall simmtliche lings #P vorkommende Ordinaten negativ
sind, erhiilt auch U einen negativen Werth; die Fliche einer Curve
gilt daher als positiv oder negativ, jenachdem sie iiber oder unter
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der Abscissenachse liegt. Wenn die Curve HP die Abscissenachse
schneidet, so liefert die Formel 1. nicht die arithmetische, sondern
die algebraische Summe der einzelnen, {iber und unter der Abscissen-
achse liegenden Fliichenstiicke. Um die arithmetische Summe der-
selben zu finden, muss man die einzelnen Stiicke einzeln berechnen
und dabei von den verschiedenen Vorzeichen abstrahiren.

Erleidet die Curve HP eine Unterbrechung der Continuitit,
so besteht die Fliche aus getrennten Theilen, welche einzeln quadrirt
werden miissen. )

Die Fliche des Sectors H 0P, welche S heissen mége, ergiebt
sich mittelst der Formel

2. 8= ‘f(a:dy—ydx)—l—(l‘.,

wobei hinsichtlich der Werthe von «, y, da, dy dieselben Bemer-
kungen gelten wie fiir die Formel 1.

Fir a = r cos0, y = r sin® d. h. bei Gebrauch von Polar-
coordinaten wird aus der Formel 2.

3. S=,}jr2d0+C.,
dabei hat man entweder r durch 6, oder 6 mithin auch 46 durch r,
oder » und 6 durch eine dritte unabhiingige Variable auszudriicken.
Erleidet die Curve H P eine Unterbrechung der Continuitiit,
50 besteht der Sector HOP aus mehreren Theilen, welche einzeln

berechnet werden miissen.

Beispiel 1. Parabolische Curven. Wenn die Gleichung der
Curve ist

=Ly e,

so unterscheide man die drei Fillem > — 1, m = — 1, m < — 1.
Im ersten Falle betriigt die iiber der Abscisse & stehende Fliche
den (m - 1)t® Theil des Rechtecks aus Abscisse und Ordinate.
Fiir m = — 1 kommt man auf die bekannte Quadratur der gleich-
seitigen Hyperbel. Tm Falle m < — 1 kann man die Fliiche nicht
von x = 0 abrechnen, weil sie sonst unendlich gross werden wiirde;
nimmt man dagegen die der positiven Abscisse a entsprechende
Ordinate als feste Ovdinate, so ist

U-—xm-i—l — am-{—-l
T (m A D km-t

Die von & = a bis & = oo reichende Fliiche besitzt hier einen
endlichen Werth.
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2. Die Ellipse. (Fig. 2.). Die iiher der Abscisse 0L = &
stehende Fliche ist
b [ S CARA
U_Q_,, la Va* —a® + a ausma—l-
Fiir den Sector 40P = 8§ ergiebt sich durch
Einfithrung des Winkels 40 M = o
§=fabo,

. was einen leicht erkennbaren geometrischen Sinn
0 L A hat,

*3. Die Hyperhel. Wird OL =&, LP =y und die Fliche
ALP = U gesetzt, so ist (Fig. 3.)
Fig. 5. ( RS |
U= 5-1.1?3[—411: l(r;- -+ b)l
Fiir den Sector 40P = S ergiebt sich
durch Einfiihrung des Winkels 40M — o
S=fabltan({n 4+ } o).

4. Die Gleichung der gegebenen Curve
sei (vergl. Thl. 1., S. 68.)

Jay® = (x — 3a)’a.

Bei der Quadratur desjenigen Zweiges, welcher nach unten
convex gekriimmt ist und an der Stelle @ — 3« vom Negativen
zum Positiven {ihergeht, sind die Fille & << 3« und & > 3a zu
unterscheiden. Fiir & << 3« ist die von & = 0 bis zum Ende des
a gerechnete Fliche negativ und zwar

g 288 — ) l/i',
15 @

worans sich z. B. als absolute Fliche des von der ganzen Curve
gebildeten Blattes der Werth

sgﬁﬁ

ergiebt. Im Falle & > 3a hat die von & = 3« his zum Endpunkte
des a gerechnete Fliche den Inhalt

==t 15 @
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welcher Werth zu verdoppeln ist, wenn man die uniere Fliche des
zweiten Curvenzweiges im absoluten Sinne hinzunimmt.
Fiir « = 5a entsteht ein Abschnitt von gleicher Grosse wie
das vorher erwiihnte Blatt.
5. Die schleifeniihnliche Curve vierten Grades (vergl. ThlL I,
8. 69.)
@y = a? («* — a?)

liisst sich algebraisch quadriven; iiber der Abscisse a ist die Fliche

T} a (1 = :f_“).
m.’i

Die Gesammifliche der Curve betrigl 4a?.
6. Bei der Curve
aty? = b (2t — a?)
ist die iiber der Strecke & — a slehende Fliiche

xy
U=xy — ab - arclan —
xy ab-a =

oder wenn
& == a secw, mithin ¥y = b sinw
gesetzt wird,
U= ab (lan o — ).

) +(E)=

isl die iiber der Abscisse x stehende Fliche

U= }ab {‘C (547 1_—1@ Va'— 2* + 3 aresin 5}

Die Gesammfifliche der Curve betriigt $mab.

8. Verlegt man in der aut S. 69. des I. Thls. unter No. 7.
befrachteten Curve den Coor-
dinatenanfang nach der Spitze
A, so erhiilt man als Glei-
chung der Curve (Fig. 4.)

7. In der Curve

a

F¥ig. 4.

aly? = z? (2ax — a®)

und fiir die iiber der Abscisse
AL = x stehende Fliiche

- &

[
U= }a* arccos
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Fiir die Fliche, deren Basis die Abscisse des oberen Culmi-
nationspunktes ist, folgt hieraus der Werth [ma®; der gesammte
Flicheninhalt der Curve ist gleich der Fliche des erzeugenden
Kreises.

9. Die Cissoide. Die Gleichung

(2 — ) y* = 2°
liefert fiir die iiber der Abscisse a stehende Fliiche den Inhalt

. a— x —
= -%(t? arceos

a

Der gesammte, zwischen der Curve und ihrer Asymptote liegende
Flichenraum betriigt das Dreifache von der Fliche des erzeugenden
Kreizes.

10. Ueber 4 B = 2a als Durchmesser (Fig. 5.) ist ein Kreis
beschrieben und senkrecht zn 4B eine Gerade DE in der Entfer-
nung BD = b gezogen; irgend ein Punkt M der Kreisperipherie
wird einerseits auf 4B projicirt, andererseits mit B durch die
Gerade M B verbunden, welche DE in N schneidet, endlich sei
LP = DN. Alle so construirten Punkte P liegen in einer Curve,
welche fiiv 4L = a, LP =y durch die Gleichung

Fig. 5. T T

| =) s

oder wenn [ ACM = o gesefzt wird, durch
die heiden Gleichungen

i
i
i
i
|
i
; x=a (1l — cosw), y=blan o
i

i

\

) 1 =4 ausgedriickt werden kann. (Die in Thl. 1.,
A L €D B g 71. unter No. 9. betrachtete Curve stellt
hiervon den speciellen Fall b = 2a dar.) Die iiber der Abscisse x
stehende Fliche ist
U=ab (0 — sinw)

und steht in constantem Verhiltnisse zu dem Kreisabschnitte 4 M Q4.
Die gesammte, zwischen der Curve und ihrer Asymptote enthaltene
Fliche betriigt 2mwab.

11. Es sei die in Thl. 1., 8. 71. unter No. 10. betrachtete
Curve zu quadriven, deren Gleichung ist

9 P o
ad + Y3 = w3,
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Benutzt man in dem Integrale fiir U die Substitution @ = &%
so findet man als Fliche tiber der Abscisse x

ol
U= {3 a’arcsin V% —at (2 xf—3 aﬁ)(fi a_% G ftg)]/(a§ e &’g)}

und die Gesammtfliche = $ ma®.
Eleganter gestaltet sich die Quadratur, wenn man

x = acos’w, y = asin’o

setzt und die Fliche des Sectors bestimmt, welcher von 0.4, dem
Radiusvector O P und der Curve begrenzt wird; man erhilt
S = pa’ (o — sindw).

Dasselbe Verfahren passt auch auf die Evolute der Ellipse.

12. Auf einer Geraden sind zwei feste Punkte 4 und B ge-
ageben (Fig. 6.) und mif einem veriinderlichen Punkie P geradlinig
verbunden; fiir den Fall, dass zwischen den nach derselben Drehungs-
richtung gerechneten Winkeln PAP = ¢ und DBP = ¢ die Be-
zichung ¥ = 3@ stattfindet, ist der geometrische Ort des Punkies
P eine Curve dritten Grades, deren Gleichung lautet

y= -+ (he+ a:)]/c_H

hierbei ist 4B = ¢ gesetzt, der Mittelpunkt € von 4B zom Coor-
dinatenanfange und €D zur Abscissenachse genommen. Die Curve

besitzt eine verticale Asymptote in der Entfernung € E = — ¢ und
schneidet die Abscissenachse in zwei Punk-
ten 4und D,deren Abscissensind CA=—4f¢ |
und €D = -} ¢. Fiir CM = x ist der p!
Inhalt der iiber der Abscisse ¢ —ax =MD
stehenden Fliche M D P

U=14y(c—a)P(c+a) Pt
Die von der Curve gel_uldete Schlinge
umschliesst den Flichenraum

ug_d

Fig. 6.

ebenso gross ist auch die Fliche zwischen der Asymptote und den
beiden von 4 aus nach der Asymptote zu laufenden unendlichen
Zweigen der Curve.
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13. Die logarithmische Linie. In der Curve

x

y = be"
ist die {iber der Abscisse a stehende Fliche

U= ab(e“; = 1)= a (y — b).
Die von & = 0 his & = — o0 reichende Fliiche hat die end-
liche Gurisse ab.
14. Die Gewilblinie. Aus der Gleichung
& &
y=}b (07 —|—c_7‘-)

ergiebt sich fiir die iiber der Abscisse a stehende Fliche

U= gab(c;: L §)=a Vi — b2,

wonach U leicht zu construiven ist.
15. Die Tractorie der Geraden. Beachtet man, dass aus
der Gleichung der Curve niimlich

- ..
x=%al(ﬂ{_—y>_’/a2_y2

V=g

¥

folgt

dx = — dy,
so erhiilt man fir die mit @ = 0 und y = « beginnende Fliche
(Fig. 7.)
Fig. 7. g [ s z:‘_zl
T U=3 ](t arecos yVa y I,

dieselbe ist demmnach gleich der Fliche 4 NQ A4
\.“\ in dem mit dem Radius 0.4 = a beschriebenen
i Kreise. Die Gesammtfliche der Curve kommt
der Fliche des erwiihnten Kreises gleich.
16. Die Cycloide. Bezeichnet @ den Wiilzungswinkel, so
ist (Thl. L., 8. 87., No. 14.)

x=10b (0 —sinw), y=>0(1 — cosw)
und hieraus folgt filr die iiber der Abscisse a stehende Fliche

= }b? (3w — dsino 4 sinw cosw).
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Der Flicheninhalt der ganzen Cycloide betriigt demnach das
Dreifache vom Flicheninhalte des erzeugenden Kreises.

17. Die Epicycloide und die Hypoeycloide. Vertauscht
man in den auf 8. 90. des I. Thls. angegebenen Gleichungen a
und y gegen einander, so dass nunmehr 04 die Abscissenachse ist,
s0 hat man als Gleichungen der Cmrve (Fig. 8.)

b
&= (a J ) cos%? — b cos L t )—m,

Yy = ((J + b) il lﬂ” — b (ﬂ' —t ?)_(f),
@

und hieraus findet sich als Fliiche des zwischen
04 und OP enthaltenen Sectors

¢ (a+ 0+ 200,

= @ — $inm).
2a L )

Dieselbe steht in constantem Verhiiltniss /
zu dem zwischen der Sehne NP und dem g i
Bogen NP liegenden Abschnitte des rollenden
Kreises. Fiir @ = 27 wird der Sector gleich einer gewissen Kreis-
fliiche.

Nimmt man 4 und w gleichzeitig negativ, so erhiilt man die
entsprechende Formel fiir die Hypocycloide.

18. Spiralen, deren Gleichungen unter der Form

Y———————

X

r=qa@"
enthalten sind, liefern
2m 41
S=1a? (Qem _: el 4 Crmsl.), m z — 3.
Im Falle m > — § kann man den Sector von 8 = 0 an rechnen,
wodurch Const. = 0 wird; fiir m < — } nimmt man am zweck-
miissigsten die Fliiche von 8 = 1 an.
Hiernach ist fiir die Spirale des Archimedes:

- , r e
S=-&a9 =737-‘—zo;,

fiir die parabolische Spirale:

e 7‘2 2

fiir die hyperbolische Spirale:
£ it a? (1 i 1) _tla—r)

2 0 2
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Die gesammte, von 6 = 1 bis 0 = oo reichende Fliche ist
hier von endlicher Grisse = }a®
Fiir den Ausnahmefall m = — L, welcher der reciproken

parabolischen Spirale entspricht, ergiebt sich

S =1a%10 = a? z(;i),

wobei der Sector von 0 = 1 an gerechnet ist.
19. Die logarithmische Spirale. Aus der Gleichung
r = qefi®
ergiebt sich fiir den von 8 = 0 an gerechneten Sector
et (9 —1) t— a2_

1B AP

Die von 8 = 0 bis 8 = — oo reichende Fliiche hat die Grijsse fﬁ-

20. Die Cardioide. Die Polargleichung
r=2a (1 4 cosb)
fithrt zu der Formel
S=0a*(30 -} 4sin0 - sin0 cos0),
wobei der Sector von 6 = 0 an gerechnet ist. Die Gesammifliiche
der Curve befriigt das Sechsfache des erzeugenden Kreises.
21. Die Lemniscate. Aus der Polargleichung
r? = a’cos20
folgt, wenn der Sector von 6 = 0 an gerechnet wird,
8§ = }a%sin20,
wag sich einfach construiren lisst. Die Gesammtfliche der Curve
ist gleich dem Quadrate iiber der Halbachse a.
22, Die Fusspunktcurve der KEllipse. Fiir den von
08 = 0 an gerechneten Sector der Curve
r® = a®cos*0 4 b*sin®0
findet man
S =1 {(a® 4 %) 20 + (a® — b})sin20};
die Gesammtfliiche der Curve kommt der Fliche eines mit dem
Radius J/} (a® 4 b?%) beschriebenen Kreises gleich.
23. Projicirt man den Mittelpunkt einer aus den Halbachsen
a und & construirten Ellipse auf alle Normalen der letzteren, so
bilden die erhaltenen Fusspunkte eime Curve, deren Gleichung ist
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_ (a® — b*)sin® cosO
;, aZsin?@ -+ b2 eos 9

der von 0 = 0 an gerechnete Sector besitzt den Inhalt

§=4¢% {(“2 -+ b?%) 20 4 (a® — b)sin 29} — (i; arctan (g mnB)-

Bezeichnen S, S,, 8, die drei Sectoren der Ellipse, der Tan-
gentenfusspunktcurve (No. 22.) und der soeben besprochenen Curve,
so findet die Relation S, = 8§, — 8§, statt.

24. Der geometrische Ort des Endpunktes der Polarnormale
der Ellipse wird durch folgende Gleichung bestimmt (Thl. 1., 8. 101,
Aufg. 6.)

a*b? (a* — U*)? cos*O sin®
(azeas 0 -+ b sin® )3 .

filr den von 6 = O an gerechneten Sector ergiebt sich hieraus

R Ci i B3 (b ) (a®cos*® — b*sin*6) cos O sinB |
2= ﬂbarc!an a e (a®cos® - b sin0)?

r? =

Der Gesammtfliicheninhalt der Curve ist
w (a® — 0%)?
25. Die Kreisevolvente. Aus den Gleichungen
r==d ]/i_—F_ﬁﬁ, 0= o — arctanw
erhiilt man fiiv die von & = 0 an gerechnete Sectorenfliiche
S = }a’e’;

dieselbe kann als der dritte Theil einer gewissen Dreiecksfliiche be-
trachtet werden.
26. Die Tractorie des Kreises. Die Gleichungen

a
P e 0 = w—arlanw

/1o

liefern fiir die mit @ = 0 beginnende Sectorenfliiche
oD

) =t — e

was sich mittelst zweier Kreissectoren construiven lisst.

§=1d (archm 0 —
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27. Durch die beiden Gleichungen
z=a[(1 — 0% cosw + 20 sinw — 1],
y=ua[(l — % sinw — 20 cosn|

wird eine vom Coordinatenanfange ansgehende Spirale charakterisirt;
dabei ist

xdy —yde = d'e’ (1 + o°) do
mithin die Fliche des von @ = 0 an gerechneten Sectors

S = Fya*a’® (5 4 3e?)

S_39"—ag——2a?/g__-_j__u
o 30 a

wobei ¢ den Kriimmungshalbmesser bezeichnet.

28. In eine gegebene Parabel ist eine Gerade von constanter
Liinge als Sehne eingetragen, und bei jeder ihrer unendlich vielen
moglichen Lagen sind durch ihre Endpunkte Tangenten an die
Parabel gelegt; man sucht die vom Durchschnittspunkte der Tangenten
beschriebene Curve und deren Fliiche.

oder auch

Ist in Beziehung auf ein rechtwinkliges C‘oordinatensystem

a?

¥=72a

die Gleichung der Parabel, mithin
x
R = (& —a)

die Gleichung der Tangente im Punkte ay, bezeichnen ferner a,
yy und &y, y, die Coordinaten der Endpunkte der constanten Sehne
2¢, & und 9 die Coordinaten des Tangentendurchschnittes, so miissen
folgende fiinf Bedingungen erfiillt sein:

@) hm—y) = xy(§ —x), R —y) = (§— ),
B) 2hyy = x,% 2hy, = a,
¥) (2 — x)* + (yy — yo)* = 4%

Aus den Gleichungen ) erhiilt man mit Riicksicht auf «)

. i R
2

bl

ferner, wenn hierzu die Gleichung y) genommen wird,
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Ty —ay h
2 ]/h £ i

diese Gleichungen liefern a,, «,, und nachher geben die Gleichungen «)
s cth
"= T 2+ &)

2

3 c g .
oder wenn der Coordinatenanfang um 37 abwiirts verschoben wird,
(]

£ ch
= 21;"" 2n 2 (KX F BY
Die Fliiche zwischen dieser Curve und der Parabel betriigt, von
£ =0 an gerechnet,
§

U= e arctan 7

Die gesammte, zwischen der Ortscurve und der Parabel ent-
baltene Fliche ist = Jmc? also unabhiingig vom Parameter der
Parabel und gleich der Fliche des iiber 2¢ als Durchmesser be-
schriebenen Halbkreises.

29. In einer Ellipse ist eine Gerade von der constanten Liinge
2¢ als Selme eingetragen, und bei jeder ihrer miglichen Lagem
sind durch ihre Endpunkte Tangenten an die Ellipse gelegh; man
sucht die vom Durchschnittspunkte der Tangenten beschriebene Curve
und deren Fliiche.

Bezeichnet man ebenso wie in der vorigen Aufgabe, schreibt

: ; 3 1
als Gleichung der Ellipse Aa® 4 By®> =1 und setzt 5 C, so

sind folgende fiinf Bedingungen zu erfiillen

@) Axyé + Bym=1, Az Byn=1,

8) Axy? 4 By)* =1, Ax® + By* =1,
, 4

7) (&g — @) + (g — )" = ¢

Die Differenz der Gleichungen «) giebt mit ¢) zusammen
2 By il 24§ .
~vaEe + Ee " VBT )

ferner erhiilt man aus der Differenz der Gleichungen ()

B(.’/o‘i"h) Ty

A('Tu + ) Yo— ¥
Schldmilch, Uebungsbuch II.

d) @y —

o
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oder wenn rechter Hand die Werthe in ¢) benutzt werden,

"3('7"'0 + ) — &y, + y,) =0.

Nimmt man hierzu die Summe der Gleichungen «) niimlich

Ag(xy + =) + By, + y,) = 2,
so hat man zwei Gleichungen mit den Unbekannten a, 4 &, und
¥y + ¥, fiir letztere findet man

2§ 29
£) a‘“+x‘=A§T—h{—_B?’ yu+yl=m‘g;p"

Aus den Gleichungen d) und &) erhilt man die Werthe von
a, und y,, welche man nur in die erste der Gleichungen e«) zn
substituiren braucht, um die gesuchte Gleichung zwischen § und 4
zu erhalten, niimlich

C(A28 + BUf) (4§ + By — 1) = AB(48 + By?)2.

Setzt man

1 1
A=—. B—’_—-E“QJ

und fithrt Polarcoordinaten ein mittelst der gewihnlichen Substitu-
tionen £ == g cosB, 5 == ¢ sin®, so erhiilt man
0 = — ! = + : ; >
3 cos*® | sin®0 ' b —c? cos*® | a'— e sin0
a b? et a* c* h*

ot =12 4 2
wobei 7 den znm Polarwinkel 0 gehivenden Radinsvector der gegebenen
Ellipse, r, dagegen den zum niimlichen Polarwinkel gehirenden
Vector eines Hiilfskegelschnittes bedeutet. Fitr ¢ < & ist dieser
Hiilfskegelsehnitt eine Ellipse mit den Halbachsen

oder kmrz

ac be
1 Uy = e M
Vbt — ¢t Va:—ct

fir ¢ = b wird derselbe zu zwei Geraden, welche in den Entfer-
b? ; 5 :
nungen + ————— parallel zur Abscissenachse liegen und die

V’a'z — D2
Asymptoten der Ortscurve bilden; fiir ¢ > b (aber ¢ < a) geht
der Hiilfskegelschnitt in eine Hyperbel iiber, deren Asymptoten
zugleich Asymptoten der Ortsenrve sind. Nach diesen Bemerkungen
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fithrt die Gleichung ¢ = ]/:’-:{-:?2 zu einer leichten Construction
der gesuchten Curve.

Bezeichnet S den mit 8 = 0 anfangenden Sector der gegebenen
Ellipse, S, den Sector des Hiilfskegelschnittes, und 2 den Sector
der Ortscurve, so ist immer

T=8+4S8,

Die gesammte, zwischen der Ortscurve und dem Hiilfskegel-
schnitte enthaltene Fliche kommt der Ellipsenfliche gleich.

30. In eine Hyperbel ist eine Gerade von der constanten Liinge
2¢ als Sehne eingetragen und bei jeder ihrver miglichen Lagen sind
durch ihre Endpunkte Tangenten an die Hyperbel gelegt; man suchf
die vom Durchschnittspunkte der Tangenten beschriebene Curve und '
deren Fliche.

Als Polargleichung der Ortscurve ergiebt sich

, 1 1
¢ = 20520 sin’0 b + ¢? cos® + at —c? sin?@

a? b? c? a e? b?

oder
¢=rr—r?
worin r den Radiusvector der gegebenen Hyperbel, », den Vector
eines Hiilfskegelschnittes bedeutet. Letzterer ist fiv ¢ < a eine
aus den Halbachsen ‘
ac be

| R r———— "} bl - _'___"q

Vbt 4 e? I/a‘ —ct

construirte Ellipse, welche in dem speciellen Falle a > b, ¢ = }/a?—b*
m einem Kreize wird. Fiir ¢ = « besteht der Hiilfskegelschnitt

a

2
X : i“
ans zwei Geraden, welche in den Entfernungen - ————— parallel

T Va4 02
zur Ordinatenachse liegen; fiir ¢ > « wird er zn einer Hyperbel.
In jedem Falle sind die Asymptoten der urspriinglichen Hyperbel
mgleich Asymptoten der Ortscurve.
Zwischen den Sectoren S, S, X der gegehenen Hyperbel des
Hiilfskegelschnittes und der Ortscurve besteht die Relation

E=85—25,.

In dem Falle e <C @ ist die gesammte zwischen der Hyperbel
und der Ortscurve liegende Fliche von endlicher Grisse und liisst

sich durch einen Kreissector darstellen.
51'
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§ 11,

Vermischte Aufgaben iiber Qnadraturen.

I. Auf der Abscissenachse hat man eine Reihe gleicher Strecken
MM, = NN, -+ = / abgeschnitten (Fig. 9.) und dariiber die Flichen
MM P P, NN, 0,0 u. s. w. construirt, welche von einer durch die
Gleichung » = f(«) bestimmten Curve begrenzt werden; man sucht
die grosste oder kleinste dieser Flichen.

Wenn fiir den Augenblick

Jf(@) dz = F(x) + Const.
gesetzt wird, so ist F(a 4+ &) — F(x) zu
einem Maximum oder Minimum zu machen;
hieraus folgt

Sy F' (@4 k) — F' (2)=0 odex f (x4 1) = («),
ein Maximum oder Minimum kann also nur

dann eintreten, wenn die Ordinaten M P und M, P, gleich sind.
Beispiel 1. Fiir die Curve

Fig. 9.

./

Py =ax — a3
ergiebt sich
=4 V@@ — 1) —n},

und zwar entspricht diesem Werthe das Maximum des Fliichen-
streifens MM, P, P, falls k < 2a ist.
Beispiel 2. Fiir die Curve
bla
V= + a?

erhilt man, dem Maximum des Flichenstreifens entsprechend,

=144+ 12 —1).
Beispiel 3. TFiir die Curve

y*‘-:;rvﬁbc:

—al an x_k
TN =)’ =

und zwar entspricht diesem Werthe das Maximum des Flichenstreifens.
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II. Wie bei der vorigen Aufgabe sei MM; = NN, --- constant
= h; man verlangt dasjenige a, bei welchem der zwischen dem
Bogen PP, und der zugehirigen Sehne enthaltene mondfirmige
Abschnitt die grosste oder kleinste Fliiche besitzt.

Das Maximum oder Minimum des Segmentes

1k [f(@ + &) + (@) — [F(z + &) — F(2)]
tritt ein, wenn die Bedingung

fletm)—fl@)_ =+t
h 2

erfiillt ist. DBezeichnet man mit ¢ den Winkel zwischen der Sehne
PP, und der Abscissenachse, mit z und 7, die Winkel, welche die
Tangenten in P und P; mit der x-Achse bilden, so kann man die
vorstehende Bedingung in der einfachen Form darstellen

tanc = 4 (lant + tant)).
Beispiel. "Die Gleichung der Curve sei

By = a®(a — 2);
es ergiebt sich dann

x=1tae—%h,

und zwar entspricht diesem Werthe das Minimum des Segmentes.
ITI. Unter allen in einer gegebenen Curve miglichen Sectoren

POP;, deren Centriwinkel POP; constant = p ist, soll der an

Fliche grosste oder kleinste Sector bestimmt werden. (Fig. 10.)
Das Maximum oder Minimum tritt ein, wenn die einschliessenden

Radienvectoren 0 P=r und 0 P, = r,, absolut genommen von gleicher

Grosse sind. Fig. 10.
Beispiel. In der Curve

1 )
erhiilt der Sector seinen Minimalwerth fiir

o=/ +4—7)
IV. Unter allen, demselben Centriwinkel y ¢
entsprechenden, von dem Bogen PP, und der zugehdrigen Sehne
begrenzten Segmenten soll das an Fliche griosste oder kleinste be-
gtimmt werden.
Das Maximum oder Minimum tritt ein, wenn die Bedingung

R R
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2 PR Ny g .
rt— —(TEB——{—rlde) siny
erfiillt ist.

Beispiel. Fiiv die reciproke parabolische Spirale erhiilt man

4 /4
Z\VPt — siny
und zwar entspricht diesem Werthe das Minimum des Segmentes.
V. In einer Curve sind Sehnen so gelegt, dass durch sie mond-
formige Curvensegmente von gleicher Fliche abgeschmitten werden;
man sucht die Einhiillende jener Sehnen.
In Beziehung auf rechtwinklize Coordinaten sei y = f(x) die
Gleichung der Curve und zur Abkiirzung
jf(:a:) da = F(x) + Const.;
ferner migen p und ¢ die Abscissen der beiden Curvenpunkte be-
zeichnen, durch welche die Sehne geht, endlich sei ¢? die Fliche des
abgeschnittenen Segmentes; als Gleichung der Sehne hat man
(1 —p)y — [F(@) — )l = of(p) — 2/ (9)

und dabei sind p und ¢ an die Bedingung gebunden

. - | 9

Yo —») @) + ro)y — {F@) — Flp)} = ¢
Differenzirt man diese Gleichungen indem man ¢ als abhiingig
von p betrachtet, und eliminirt aus den vier vorhandenen Gleichungen

1 P :
», q und tdi' so erhilt man die Gleichung der Einhiillenden.

Beispiel 1. Nimmt man als Gleichung der Parabel
a2
=
so werden die obigen zwei Gleichungen zu den folgenden
(p4 ¢)x — ay = py, (g —pP==6ac?
und aus ihnen ergiebt sich

x?
y_g"f"ba

wobei alle Segmente demjenigen Segmente gleichkommen, welches
die Gerade y = b von der urspriinglichen Parabel abschneidet.
Beispiel 2. Bei der Ellipse ist es zweckmiissig
po= asing, [(p) = becosop
q = asiny, [(q) = beosyp
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zu setzen; man findet dann leicht, dass die Einhiillende eine der
urspriinglichen Ellipse fihnliche Ellipse ist.

Fiir die Hyperbel gilt ein analoger Satz.

Beispiel 3. Die gegebene Curve sei eine Parabel dritten Grades,
nitmlich \

Y= =3

], 8

die zwei Anfangsgleichungen sind dann
(Pr4re+ e —ay=(p+gry,
(¢ —pP (g +p) = 4a?c”
Aus der Vergleichung der hiernach berechneten Werthe von
‘i’-ri erhiilt man
ap p+o=2=x

nachher p, ¢ und schliesslich als Gleichung der Einhiillenden
X3 § o
¥y= a i I/bz €,

wobei b zur Abkiirzung eingefiihrt ist.

§ 12,
Die Rectification ebener Curven.

Allgemeine Regeln und Formeln. Ist die gegebene Curve
aul ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen (Fig. 11.), 0 M = a,
MP =y und s der zu rectificirende Bogen, welcher von dem festen
Punkte H und dem bheweglichen Punkte £ begrenzt wird, so gilt

die Formel
Fig. 11.

- // 77’?{?}')2
.= 1 -) e da ‘onsl.
L ¥ .[/ - (t!.l‘,. da -+ Const p

wobei die Integrationsconstante so zu bestim-
men ist, dass s = 0 wird fiir x = 0G. Die

|
vorstehende Formel findet unmittelbare An- i
wendung, wenn a als unabhiingige Variabele ' AH
betrachtet und demgemiiss die Gleichung der é/— J
Curve nach y aufzelist werden kann. Falls es
dagegen leichter ist, die Curvengleichung nach & aufzulésen, nimmt
man y zur unabhiingigen Variabelen und schreibt
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-, (d=\?
2, s =fV1 + (@) - dy -+ Const.

Wird die Curve durch zwei Gleichungen charakterisirt, in denen
& und y als Functionen einer dritten unabhiingigen Variabelen er-
scheinen, so sind auch da und dy durch diese Variabele auszu
driicken.

In Polarcoordinaten hat man, falls » als Function von 6 ange-
sehen wird

! — [+ (% 40 + cons
3 §= r 70 onst.

und umgekehrt, wenn 6 als Function von r betrachtet wird,

4. s='/} 1—|—(r ‘;7?')_3 dr - Const.

Sind » und O von einer dritten Variabelen abhiingig, so sind
auch dr und d6 durch diese auszudriicken.

Im Fall die Curve HP eine Unterbrechung der Continuitiit
erleidet, besteht dieselbe aus einzelnen, fiir sich continuirlichen
Bigen; letztere miissen dann einzeln rectificirt werden.

Beispiel 1. Die Parabel. Nimmt man als Gleichung der

Curve
x2
T

so erhiilt man fir den vom Scheitel bis zum Punkte xy gerechneten

Bogen
VT Lot Bl g?
f—4 { JLET ,l,(fc_-F_Zl_’z___tfv_)}_

Der zwischen zwei Punkten xy und x,y, enthaltene Bogen ist

g et Vit

Versteht man unter z irgend eine absolute Zahl und setzt
1 1)

L = | <)
b o gl
-’L'|=}-.’Il+lu1/h2+ ‘1"2:

Vi ot = YR F

s0 wird
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und hieraus folgt

]

2. Die semicubische Parabel liisst sich auf nachstehende
Weise aus der gewthnlichen Parabel herleiten. Hs sei O der Schei-
tel, F der Bremnpunkt der letzteren Parabel (Fig. 12.), OF = q,
0J=3a, JK senkrecht zur Parabelachse; 0L = und LM =2}/ ax
migen die Coordinaten eines Parabelpunktes M darstellen. Verbindet
man den Fusspunkt N der von M auf JA gefiilllen Senkrechten
mit 0 durch eine gerade Linie, so schneidet ON (oder deren Ver-
lingerung) die Parabelordinate LM in einem Punkte P, welcher
der semicubischen Parabel angehirt und
fiir welchen

PAGE 22?) _|_ﬂ2p.ac V4 a? e }

Fig. 12,

pec)
iP=y=3} )=
a

ist. Der Bogen OP hat demnach die
Liinge

-y

welche sich auf tolgende Weise construiren
lisst. Man nehme LZL; = a und ver-
mindere die zu L; gehdrige Ordinate L, P,
um die zum Punkte F gehorende Ordi-
nate F &5 der Rest PyQ ist = arc OP.

8. Fiir die auf S. 68. des I. Thls. unter No. 5. betrachtele

Curve hat man -
Lo X Ja V.’L‘
Y="3 @

und hieraus folgt fiir den vom Coordinatenanfange bis zum Punkte
ay gerechneten Bogen

3 x _— .
s=t|‘; aV%:ﬂ]/axm—}—y:V%x?—f—y’.

Die von der Curve gebildete Schlinge besitzt den Umfang 4 /3 - a.
4. Rechnet man in der Curve

3 at

Y=%aT 2z
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den Bogen s vom unteren Culminationspunkte bis zum Punkte xy,
so izt

a? al 1 )
§=— — Loa.
6a? 2x e

5. Die Gleichung der Curve sei

y=-3-{f/“f—2f/ﬁ};

der vom Coordinatenanfange ab bis zum Punkte ay gervechnete Bo-
gen ist dann

3 —
s=y+ 37 ax’
8. Mit dem Radius 04 = a ist aus O ein Kreis beschrieben

(Fig. 13.) und iiber den Durchmesser 0 I = ;/HE ein zweiter Kreis;
wird non durch @ eine beliebige Gerade gelegt, welche den ersten
Kreig in M, den zweiten in N schneidet, und durch M eine Senk-
rechte zu 0A, durch N eine Parallele zu 0A gelegt, so ist der
Durchschnitt der letzteren zwei Geraden ein Punkt P, zwischen

dessen Coordinaten 0 L = x und

Vig. 13, . .
LP =y die Gleichung besteht
N
M 9 ’
. /ﬁ? SBay? = a? (a* — a?).
- A 1 \ .
2 i1 Fiir den” Bogen OP =35 der
: A vom Punkte P beschriebenen
e, e /.f::‘f:-__.?\‘ Y Curve gilt die Formel
P e N
il // ! \ “ o
P ; s =y -+ -—— aresin —-
0 B L U V2 «

Beschreibt man aus ¢ mit dem Radins 0¢ = 20 B einen zwischen
die Schenkel des Winkels A0 M fallenden Kreisbogen €0, so ist
arc 0P = LI+ are CQ. Der ganze Umfang der schleifenférmigen
Curve gleicht der Peripherie des mit OC beschriebenen Kreises.

7. Die Gleichung der gegebenen Curve sei

4] b-sx-z =4 (y! — b'z):l;

da es hier bequemer ist, nicht @ sondern y als unabhiingige Va-
riabele zu befrachten, so driickt man auch s durch y aus und erhiilt
y

3
S:%‘F”.‘I‘i‘:‘;bu
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wobei der Bogen von dem Durchschnitte der Curve mif der Ordi-
natenachse an gerechnet ist.

8. Die Cissoide. Bezeichnet man den Durchmesser des er-
seugenden Kreises mit &, so erhiilt man aus der Gleichung

Ve
V=V i—=

die folgende Formel fiir den Bogen

L, 3/ =% _as
y =1 —_——
. b—x b—&x

Die Integration ist leicht auszufithren mittelst der Substitution

4b — 3« 5
—— =’

b—ax

1

und zwar findet man fiir den vom Coordinatenanfange aus gerech-
neten Bogen =

N 4 e R N L ke
Gty i
9. Bei der in Thl. 1., 8. 71. unter No. 10. betrachieten stern-
tormigen Curve ist es von Vortheil, die Gleichung
durch die heiden (ileichungen
&= a cos’o, y = a sin'o
zn ersetzeny der von A his P gerechnete Bogen bestimmt sich dann
mitlelst der Formel
By
s =3 a sin'w =} Vay’,
wonach der Bogen 4P = § P8 ist. Der Umfang der ganzen Curve
gleicht dem Umfange des in den Kreis 40 B heschriebenen regel-
miissigen Sechsecks.
10. Die Evolute der Ellipse. DBezeichnet « die grosse,

b die kleine Halbachse der Ellipse, so ist die Gleichung der Ellip-
senevolute

z\? g\ ? it = b8 S
B+ = e =i

woliir man bequemer schreibt
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x = a, cos’n, y=1> sin'n.
Der Bogen vom Durchschnitte der Curve mit der Abscissenachse bis
zum Punkte @y ist hiernach
__ Via? sin*o + b,* cos’o)® — b*
a? — b2

s

und der ganze Umfang der Evolute
a® — b} ad — b
a? — b ab

11. Die Cardioide. Aus der Gleichung
r=2a (1 4 cos 6)
ergiebt sich fiir den von 6 = 0 ab gerechneten Bogen
s = 8a sin } 0.

Der ganze Umfang der Curve betrigt 16 «.
12. Die Gleichung einer Curve sei

= ql (1.2 .
=9 ({E'z___m'z)'l

der vom Coordinatenanfange aus gerechnete Bogen ist dann

13. Die Gleichung einer Curve sei

e (E
¥=13 a 2 (;)’
fiir den vom unteren Culminationspunkte an gerechneten Bogen er-
giebt sich dann

xt— a* | o« p

=T 1) =L — Gt

[ (i

14. Die Gleichung einer Curve sei

y = 2“(%%) — 4V ax;

der vom Coordinatenanfange aus gerechnete Bogen ist dann

s = 2(51(-—a —) — .
a—x
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15. Die logarithmische Linie. Aus der Gleichung
x

y=be* oder & — at(‘g—)

folgt als Liinge des Bogens, dessen Horizontalprojection a ist,

3=V02+y2-1/r:?+ﬁ+al(! V“z ,,;"_ —a)

18. Die Kettenlinie. Aus der Gleichung

x &
y—=tales %)
ergiebt sich fiir die Linge des Bogens, welcher a zur Horizontal-
projection hat

s=tales — D =pr—a,
woraus eine einfache Construction des Bogens folgt.
17. Die Tractorie der Geraden. Aus der Gleichung

a —l_ Vﬂ The ?]) 2
x = — at—
ta (a 7 —Vat—y?
ergiebt sich als Linge des Bogens, dessen Horizontalprojection a ist

s =al (‘2)
@

18. Die Spirale des Archimedes. Die Gleichung » =«
liefert fiir den vom Coordinatenanfang gerechneten Bogen

=teloyT+ 0+ 16 +y1+0)}-
19. Die Polargleichung einer Curve sei
r=a(0*—1);
fiir den von 6 = 0 ab gerechneten Bogen ist dann

s=ua (04 4 6%).
Die von der Curve gebildete Schlinge hat den Umfang § a.
20. Die hyperbolische Spirale. Rechnet man den Bogen
von dem Punkte an, dessen Radiusvector = a ist, so fithrt die
Gleichung r8 = « zu der Formel

e ()
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21. Die Gleichung einer Spirale sei

0=1(5+)

r rc
und dg Bogen werde von demjenigen Punkte an gerechnet, dessen
Radiusvector = « ist; man hat fiir diesen Fall
2 2
r—a @il T
§ = — — =)
da + 2 (a)
22, Die logarithmische Spirale. Rechnet man den Bo-

gen von dem Punkte aus, dessen Radiusvector = « ist, so fiihrt
die Gleichung » = «e® zu der Formel

e & 1:1ﬁ+'£§_1 (€0 — 1) = Vl__*: ‘B—J (r—a).

p

Fiir 8 = — oo erhiilt man den von jenem Anfangspunkte bis zum
asymptotischen Punkte gehenden, aus unendlich vielen Windungen
bestehenden Bogen; derselbe ist von endlicher Grisse und seinem
absoluten Werthe nach

VP,
=)

23. Die Gleichung einer Spirale sei

) -+ 1

fiir den vom Coordinatenanfange ab gerechneten Bogen ergiebt sich
§ = a@ — 7.

24. Die Kreisevolvenie. Wird der Bogen vom Anfangs-
punkte der Curve ans gerechnet, so fiithrt die Gleichung

a a
0= "—— — Adrecos —
=

u der Formel

welche eine einfache Construction gestattet.
26. Die Tractorie des Kreises. Ans der Gleichung

_vE=r
b= =

r
———— — Adrecos —
it
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ergiebt sich fiir den von » = a an gerechneten Bogen

= a[(i) .
7

28. Die Cycloide. Ist MN = b der Radius des erzengenden
Kreises, [ NP = o der Wilmngswinkel, AL =a, LP=y
und are AP=s (Fig.14.), so fiihren
die Gleichungen

Fig. 14,

w=b(w—sinw), y=0Ub(1—cosw) J
zu der Formel
s=4b6(1 — cos § ).
P
Die Liinge eines Cycloidenzuges he- A[
triigt hiernach 8b4. Ferner ist

arc DP == 2D P
oder fir DR =&, wrc DP=¢

=2)/2b¢;

die vom Scheitel D an gerechneten Bigen lassen sich hiernach als
Ordinaten einer Parabel construiven, deren Scheitel I und deren
Brennpunkt B ist.

27. Die Epicycloide. Auns den Gleichungen

(a - b) ca,

a == (a 4 b) sin ba_m — b sin
b b

y = (a 4 b) cos L cos (‘itlf',
a

erhiilt man fiir den von @ = 0 an gerechneten Bogen

§ = 47(1‘__.'—1)_& (-,1 — 08 { m)‘
[

mithin filr einen ganzen Zug der Cmrve die Liinge

Bl - 0¥

[

Der von der Mitte eines Zuges aus gerechnete Bogen lisst sich mit
der Tangente am Endpunkte des Bogens in eine einfache Beziechung
setzen.

Fiir die Hypocycloide gelten iihnliche Formeln,
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28. Eine Curve sei durch folgende zwei Gleichungen bestimmt
x=(2a — b) sin p — (« — b) sindp,
y = (20— a) cosp + (« — b) cos’p;
der mit @ = 0 beginnende Bogen ist dann
*os=1L(a 4 b) o+ §(a —b) sinp cos .
Der ganze Umfang der Curve gleicht der Peripherie eines mit dem

Halbmesser 4 (« - b) beschriebenen Kreises.
29. Durch die beiden Gleichungen

x=ua |1 — w®) cosw -+ 20 sinw — 1],
y=ua[(1— w?) sinw— 20 cos ]

wird eine Spirale bestimmt; der vom Coordinatenanfange ausgehende

Bogen ist
2 =7
s=ua (0 + } o¥) = “3 E’V{’ .

[

wobei ¢ den Kriimmungshalbmesser bezeichnet.
80. Eine Curve sei durch folgende zwei Gleichungen bestimmt
r=ae""’ ]/i — 1, 0 = arcsin t — L 1(1 — 12); ‘
der von (== 0 ab gerechnete Bogen ist dann
e P (P o Y,
woraus fiir die Gesammtiliinge der Spirale ein endlicher Werth folgt.

31. Die Lemniscate. Aus der Polargleichung r=a}/cos 26

erhiilt man
do
s=da e
V1 —2sin%

oder, wenn man den Winkel
A0 M=gp (Fig. 15.) mittelst
der Gleichung

H ; sin
] sin @ =2
B G 0%, S ) V2 :
N S als unabhiingige Variabele
N h einfiihrt,

N |
N
[

o

- _a_f do .
Q" Ve ) V1—§sin’g’

einer Integrationsconstanten bedarf es micht, sobald man unter s den
Bogen AP versteht. Durch Reihenentwickelung ergiebt sich
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81
_tfp 1B =L 3-8 P , |
S—V§1PIJ+. G 2.4 9 4. b-'5+ J’

A= \
Py =g, P,,=’—!{|\n——l) 2

9 — sin"—1lg cos (;0} :

iir den Lemniscatenquadranten 4P 0 = ¢ findet man einfacher

ﬂ:u[ 1 Y2 A1IN2 1-8.0\2/1\3
=5y {1+ 6) 3+ (D) () G @)+
woraus folgt, dass die Liinge der ganzen Curve = 5,2441 -

32. Die Ellipse.

a ist.
Brsetzt man die Gleichung der Curve durch
die beiden Gleichungen

x=uasing, y=>becose,
worin @ den Winkel €O M (Fig. 16.) bedeutet
ist die Liinge des Bogens BP

§ = IVIH-?_ cos®p - b sin*e - dop
L~

wenn &

Ellipse bedentet

oder, die numerische

Excentricitiit  der
0

=u l}//l — &t sinte - do.
Mittelst des hinomischen Satzes erhiilt man

p,, 1P, 1-3P
STy g e el Rl S —_— — g

s_rtjl 5 & T4 A
wobei P, ]’ﬁ,, P,, ete. dieselbe Bedeutung haben wie in No

T o0
foi il
Iiir die Linge des Ellipsenquadranten ergiebt sich hierans

TR PUEFE AN C Lk S A L R AN
. ll (’) 1 (2»!) 3 (-,3..L.1;) l

D l

Wenn « nnd b wenig von einander verschieden sind, so kann
man nach Thi. 8. 246., No. 12, niihernngsweis

m l{t+b : a"-f—bgl

nelimen, und der begangene Fehler betriigt dann weniger als

Ta &b

1000 I —&2
Schlomileh, Uebungsbuch 1L
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. . b
Bezeichnet £, den Quadranten einer ans den Halbachsen 1 und
! [
construirten Ellipse, welche der vorigen Ellipse iihnlich ist, so be-
triigt die entsprechende mumerische Excentricitiit & ebensoviel wie
g, und daher ist

¥
E=uak;

die Umfiinge ihnlicher Ellipsen verhalten sich demnach wie deren
Halbachsen. " Auf diesem Satze beruht die Einrichtung einer Tafel
der Ellipsenumfiinge.

33. Die Hyperbel. Ersetzt man die Gleichung der Curve
durch die beiden Gleichungen

Fig. 7. a = a sec @, y=hlanp,

-
,’/ worin @ den Winkel A0OM bezeichnet

{0 (Fig. 17.), so ist die Liinge des Bogens
o T AP
g4 | ‘/ L'_G:S-QQ? do
< S = j e e ¥ LA
@ I A M!/] & costp’
% 57 Vet
N e — A o
W 2 a

Mittelst des binomischen Satzes folgt hieraus

| 0y 510, 1:380,- . |
S = a .lsl(m(p—~2—e—~2 i 5.4 ged |;

) 1
0y =9, 0=— {(n—l) Ou—2 + cos" g simp}.
n

Die Verlingerung der Ordinate L P schneidet von der Asymptote
eine Strecke 00 = z ab, deren Grisse ist

T==EX == A& SCe (P
hiernach ist

z—s=uaslan (} n — L @)

0, 1-3 0

2¢?

st 'lo..+.§

Bei unendlich wachsenden a convergirt ¢ gegen die Grenze 4 m und
es wird

. < T 132 1 1-83\21
A TR W

&
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der Unterschied zwischen einer vom Coordinatenanfange aus ins
Unendliche gehenden Asymptote und dem zugehirigen Hyperbelqua-
dranten ist demmach von endlicher Grisse.

34, Durch die Gleichung

r=acost 4+ b

wird eine Curve charakterisirt, von welcher die Cardioide ein be-
sonderer Fall ist; fiir den von 8 = 0 ab gerechneten Bogen erhiilt

man

nimmt darin den Winkel ¢ = $6 und nennt -5, den entsprechenden
Ellipsenbogen, so ist s = 4s,.

$ 13.

Vermischte Aufgaben iiber Rectificationen.

1. Auf der Abscissenachse hat man eine Reihe gleicher Strecken
MM, = NN, --- =k abgeschnitten, welche die Horizontalprojectionen
der Bigen PP, Q0 --- darstellen; man sucht den grissten oder
kleinsten jener Bigen (Fig. 18.). Fig. 1.

Ist y = fla) die Gleichung der Curve
PP00, ---, so fritt das Maximum oder

Minimum ein, wenn die Bedingung pl i
P b
[ (@ + B = [F @) I
I O
stattfindet d. h. wenn die Tangenten in P2 ¢ M YRR

und P, gleiche Winkel mit der Abscissenachse bilden.
Beispiel. In der Curve

7 a’

== — i

o 6 a? =i 2a

wird der fragliche Bogen am grissten fiir

r = ]/r.'2 - 1, J/i L
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II. Unter allen in einer gegebenen Curve zu gleichen Centri-
winkeln POP, = 000, --- =y gehirenden Bogen PP, 00,, -
soll der grisste oder kleinste bestimmf werden. (Fig. 19.)

Ist » = f(8) die Polargleichung der Curve,

Flg: 18, so tritt das gesuchte Maximum oder Minimum
@ ein fiir
/ [FO+ 1+ [F (0 + 9= [FOF + [/ @O

d. h. wenn die Polarnormalen in den Punkten
P und P, gleich sind.
Beispiel. Die Gleichung der Curve sei

r=a(20 — 0?%);

der fragliche Bogen wird dann am kleinsten fiir

0=1—4y.

: § 14.

Quadratur und Rectification zweier besonderen Gattungen
von Curven,

I. Die Evoluten. In einer durch die Gleichung y = f(a)
bestimmten Curve sei € ein fester, P ein beweglicher Punkt (Fig. 20.),
und es migen diesen Punkten die
Kritmmungsmittelpunkte £ und ( ent-
sprechen; man sucht den Fliicheninhalt
¥ des Vierecks, welches von den Kriim-
mungsradien €, P, dem Bogen CP
und dem zugehirigen Evolutenbogen
D0 begrenzt wird.

Das Differential von ¥ liisst sich
als ein Kreissector betrachten, dessen
Radius 0P = ¢ und dessen Centri-

N
winkel = dr ist; man hat demnach

AV =14}eldr

Fig. 20,

und vermiige der Werthe yon ¢ und ¢

& 22
V=14 £ -':,,y Wi da + Const.
B 4

Beispiele hierzu hieten die Parabel, Ellipse, Hyperbel, loga-
rithmische Linie, Kettenlinie u. A.
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Die Reectification der Evoluten beruht auf den fiir den Punkt
0 geltenden Gleichungen
§=ax — gsint, n=1y -+ ocost.

Unter Riicksicht auf die Formeln

da i dy ds .
COST = — » sint = —» 0= —
ds ds Y dt

erhiilt man
di = — sint - do, dy = -+ cost - dp

mithin fiir das Bogenelement dr der Evolute

do =do,
woraus folgt
¢ =9 + Const.

Wendet man diese Gleichung auf zwei Punkte der Evolute an,
so ergiebt sich, dass der zwischenliegende Bogen gleich der Differenz
zwischen den entsprechenden Kriimmungsradien der urspriinglichen
Curve ist,

Wird ein vollkommen biegsamer, nicht dehnbarer Faden um
die Evolute herumgelegt, mit einem Ende an derselben befestigt
und so abgewickelt, dass er immer gespannt bleibt, so bheschreibt
der andere Endpunkt die urspriingliche Curve (Evolvente). Ist die
Gileichung der letzteren eine algebraische, so ist ¢ eine algebraische
Function von a mithin auch von &, folglich kann die Evolute in
diesem Falle algebraisch rectificirt werden.

) I, Parallele Curven. Auf der zum bheliebigen Punkte P
einer gegebenen Curve gehirenden Normale PQ ist von P aus die
Strecke PP, = ¢ abgeschnitten worden (Fig. 21.); verfihrt man
auf diese Weise mit allen Curvenpunkten, Fig, 21.

so erhiilt man als geometrischen Ort des &

Punktes P, eine neue Curve C, Py, welche
der ersten parallel ist in der Entfernung
CC, = PP, = c¢. Hierbei wird ¢ als
positiv oder negativ angesehen, jenachdem
Py auf der Verlingerung des Kriimmungs-
halbmessers QP oder umgekehrt liegt.
Bezeichnen a; und y, die rechtwinkligen
Coordinaten des Punktes P, so gelten ,
die Gleichungen g

x =wx + csinr, Y ==y — ccosT,
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aus denen man erhiilt
() ] ;
dy, __dy __ y
day dax
; d (d—y) ’
Py dz/ dax; y

dat  CemniAE . el
VA +y2®
und fiir den Kriimmungshalbmesser der Paralleleurve
a=¢+ec
Ferner ergiebt sich fiir die Bigen
§ = fsecr dx
8 ———fsﬂcz dzx, =fscc1:(d:r: —+ ¢ cost d7)
=5 -+ ¢t -} Const.

Rechnet man beide Bégen von einer gemeinschaftlichen Nor-
male CC; ab, welche mit der Ordinatenachse den Winkel y ein-
schliesst, so verschwinden areCP = s und areC, P, = s, gleich-
zeitig fiir v =y, und es ist daher

sy —s=c(t—y)
also die Differenz der correspondirenden Bigen gleich einem Kreis
bogen, welcher ¢ zum Radius und den Winkel zwischen den hegren-
zenden Bigen zum Centriwinkel hat.

Das Differential der Fliche CC, P, P = U liisst sich als Unter-
schied zweier Kreissectoren betrachten, daher

U=} fodr — § fotdr = }e [(20 + ¢) dr
= tc (25 4 c7) 4 Const.
oder weil U fiir r = y verschwindet
U=cs 4+ e*(z — y).

Unter Riicksicht auf die vorige Relation c¢{r — y) =35, — s
wird hieraus

U={c(s; + )
d. h. die Fliche €2 €, kommt der Fliche eines Trapezes gleich,
welches die Bogen €, €| P zu parallelen Seiten und den Abstand
CC, zur Hohe hat.
Die beiden erwiihnten Siitze sind iibrigens an die Bedingung
gebunden, dass die parallelen Bijgen keine Inflexionspunkte oder
Spitzen enthalten.
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§ 15.
Die Rectification rdumlicher Curven.
Allgemeine Regeln und Formeln., Wenn die Curve durch
ihre Projectionen auf die Ebenen xy und xz bestimmtb ist, so gilt

filr den zwischen einem festen Punkte ax,y,z, und dem beweglichen
Punkte xyz enthaltenen Bogen s die Formel

f}/ Zi) ‘|‘(£)—) da + C'onst..,

und zwar ist hier die Constante so zu bestimmen, dass s ver-

schwindet, wenn gleichzeitig @ = a,, ¥ = ¥y,, z = z, gesetst wird.
Im Fall die Curve durch ihre Projectionen auf die Kbenen zy und

za bestimmt ist, hat man analog

/ T2\ 2
'j]/1_|_ ra:' -{—(:—;g)-d:—l—()unst.,

wobel fiir die Constante wieder die vorige Bemerkung gilt. Wenn
die Curve durch drei Gleichungen in der Weige bestimmt ist, dass
jede der Coordinaten a, », z als Function einer vierten Variabelen
t erscheint, so hat man da, dy, dz mithin auch ds und s durch ¢
auszudriicken.

Nicht selten sind unmittelbar nur zwei Flichen gegeben, als
deren Durchschnitt die zu rectificivende Curve betrachtet wird; in
diesem Falle miissen die Gleichungen von zwei Projectionen der
Curve aus den Gleichungen jener Fliichen hergeleitet werden.

Exleidet die Curve zwischen den Punkten ayy,2z, und xyz
Unterbrechungen der Continuitiit, so besteht der Bogen s aus
mehreren Bigen, welche einzeln rectificivt werden miissen.

Beispiel 1. In der durch die Gleichungen

:L"*’ &
y= 2a’ T Bal

bestimmien Curve ist der vom Coordinatenanfange ab gerechnete

s=ua -+ =

2. Die Gleichungen der Curve migen sein

a? o/ a?
Y= — 7 = % 2
' 4a 2 a’

Bogen




S8 Capitel I1,
es ist dann, wenn der Bogen vom Coordinatenanfange ans gerechnet
wird,

s=ux-+y.
3. Die Gleichungen

o
; T T
y=-.%-]/——|—2[/ua:, :=Vbax
' it
geben fiir den vom Coordinatenanfang ab gerechneten Bogen
s=yt =
b
4. Aus den heiden Gleichungen

y=2]/c7:;——a:, 1=a —

ol

V{L‘3
({3

erhiill man fiir den vom Coordinatenanfange aus gerechneten Bogen
s=x4y—a=z
5. Rechnet man in der Curve
y=2)2bx, ;=M(ff)
den Bogen von & = « aus, so ist
s=a+4+z—u
8. Die Gleichungen
’
y— V=,  r=a L)

2a —x

liefern fiir den vom Coordinatenantange aus gerechneten Bogen

e ,,,[1_/5?__{* +Ii_]

j/;.l_rt — V=

7. Aus den Gleichungen

y =Vt — a? i — -}ul(ﬁf) —

a4 — X
ergiebt sich fiir den von @ = 0 ab gerechneten Bogen
s=ux -4 z
8. Aus den Gleichungen
i o
Y = - arcsin—: 2= fal|l ——
17
ergiebt sich fiir den vom Coordinatenantange aus gerechneten Bogen

s=ua -+ z.
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9. Die beiden Gleichungen

a 2 z z
x" e iasl —— ( a - 7)
— B\t S 11 o= _'5_“ pa + e @

(12

Sl

liefern fitr den von @ = « aus gerechneten Bogen
s=z¢ Y at— a2,

worin ¢ die numerische Excentricitit der Horizontalprojection be-
deutet.
10. Die Gleichungen der Curve migen sein

.v=%cl[

und der Bogen werde von : = ¢ an gerechnet; beachtet man, dass
der Zunahme von z eine Abmahme von s entspricht, mithin ds
negativ zu nehmen ist, so erhilt man

s=a - I/C‘ e ]
11. Eine Curve sei bestimmt als Durchschnitt der Flichen
dax=(y+2p? 4t yt=:z

deren erste ein parabolischer Cylinder, und deren zweite cin ellip-
tischer Kegel ist; beachtet man, dass die zweite Gleichung in der

Form
(z+y) (z —y) =4a?

dargestellt werden kann, so findet man leicht
L
— &
4y =2 Vax, :——y=§-l/——-
u

s=1:7'2,

¢+ Y E=F

et —z2*, Yy = c - aresin

t
|
|
S| &

und hieraus

wobel der Bogen vom Coordinatenanfange aus geziihlt ist.
12. Eine Curve sei hestimmt als Durchschnitt der Fliichen

(z—y)=3a(z+y), P=3+
deren erste ein parabolischer Cylinder, und deren zweite ein ellip-
~tischer Kegel ist; auf iihnliche Weise wie vorhin findet man

. 3/
> = 31V ax 2 e :
z—y =43 aa? ,-}—y——}V—‘;—
und fiir den vom Coordinatenanfange aus geziihlten Bogen

—
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13. Eine Curve sei bestimmt als Durchschnitt der Flichen
2t —
90]/2
deren erste ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid und deren
zweite ein elliptischer Kegel ist: driickt man @ und y durch = aus,
so erhilt man fiir den vom Coordinatenanfange al  gerechneten

Bogen

. 2__3('7"_?/2
(.’L+y) = I/E !

14, Eine Curve sei bestimmt als Durchschnitt einer Cylinder-
fliche dritten Grades und eines elliptischen Kegels, deren Glei-
chungen sind

P=alyt2, 2=+

rechnet man den Bogen von der Stelle aus, wo die Horizontal-
projection der Curve die a-Achse schneidet; so erhiilt man

iy /3.

15. Die zu rectificirende Curve sei die conische Schraubenlinie
('Thl. 1., S. 115.), welche als Durchschnitt der beiden Flichen
at 4 y* = tany, . tan—

angesehen werden kann; driickt man @ und y durch z aus, so er-
hiilt man

IR S V”fj_"iizz + z(" 25 !’:t' -l-_:‘)},

2 cosy [ k
wobel der Bogen vom Coordinatenanfange aus gerechnet und zur
¢ :
Abkiivzung . = & gesetzt ist.
" siny

18. Der Durchschnitt der Flichen

; ’ / z
a4 yt=cz, %;ﬂm"c

liefert, eine paraboloidische Schraubenlinie; der vom Coordinaten- .
anfange gerechnete Bogen wird durch, die Formel

R GEeY S

bestimmt, in welcher zur Abkiirzung J/a® + y? == »r gesetzt ist.

(3]

>
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17. Der Durchschnitt der beiden Flichen
2
at oyt ="y ﬁArcltmi = Z(Vx +1 y )

bildet eine conische Spirale, deren Horizontalprojection eine loga-
rithmische Spirale ist. Setzt man

]/;nT-F? =r, ‘:’: = {anb

und betrachtet » als unabhiingige Variabele, so hat man einfacher

9_143 =T,
B NS Ty

ferner ist da® -+ dy* = dr* ++ (rd0)? mithin

=V + )+ ()

und vermiige der Werthe von 6 und z

AT T

-wobei der Bogen vom Coordinatenanfange aus gerechnet ist.
18. Auf einem durch die Gleichung
hz = a* -+ y?
bestimmten Rotationsparaboloide ist eine Spirale constrnivt, deren
Horizontalprojection die Gleichung
[ F—
rP—a u
0 = V — — Adrecos -
a r
hat, also eine Kreisevolvente ist; nach dem vorigen Verfahrven er-
giebt sich fiir den von r = a aus gerechneten Bogen
V(t" —f— b2 4 —ar

ih 9

19. Aul einer durch die Gleichung

& 2=
bestimmten Kugelfliiche ist eine Spirale construirt, deren Horizontal-

projection die Gleichung
: 7

e

P4
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besitzt; es ergiebt sich dann fiir den von r = @ aus gerechneten
Bogen

= r
=a}/2 - arccos—
a

Die gesammte, vom Aeguator bis zu demn Polen reichende
sphiirische Spirale hat demmach die endliche Liinge n]/§ ..
20. Die beiden Iliichen
=042, Qa4 ) = 2,
deren erste ein parabolischer Cylinder, und deren zweite ein Rota-
tionskegel ist, schneiden sich in einer Curve, von welcher die Hori-
zontalprojection durch die Gleichung

(24— L) =Bt 49

5

repriisentirt wird, also eine iiber dem Durchmesser 2a == — con-
. ¢

struirte Cardioide bildet. Fithrt man 0 als unabhiingige Variabele
ein, so hat man die Gleichungen

b*
=C—(I—]—cosﬁ), :=0(1 4 cos0)
aus denen sich ergiebt

s= il ]/b -{-c.sm-‘e-anv'eflt

oder, wenn die Integration ausgefiihrt und der Bogen von 6 = 0
an gerechnet wird,

b2 + o 1 b2 12 er 216N
si== e {.smge Vb -ctsin? 0 + ((;""3”784_1/2—’—6 = 1}6)}

Die Gesammtlinge der geschlossenen Durchschnittslinie ist hier-
nach leicht zu finden.
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