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Capitel IV.

Jinfache bestimmte Integrale.

§ 19.
Berechnung der Werthe von bestimmten Integralen.
Allgemeine Siitze und Regeln. Wenn zwischen den beiden

Zahlen « und b > « eine beliebige Menge wachsender Grissen vy,
&y, wvrr &, —1 eingeschaltet wird, wenn also die Ungleichung

o< b <@ <y L 1< b

statt findet, so versteht man unter dem Symbole
b
ff () da
den Grenzwerth, gegen welchen die Summe
() — a) fla) 4 (2 — ) £(2)) + (@5 — @) fay) + -+~
""" + (b — xu—1) flan—1)

in dem Falle convergirt, wo die Anzahl (n — 1) der eingeschalteten
Grissen unendlich wiichst und alle die Differenzen

&y — @y Ly — &y, Xy — By, *+o0 b— 3,1

unendlich abnehmen. — Werden die vorstehenden Differenzen der
Reihe nach mit d,, d,, d,, .-+ d, bezeichnet, so ist anch

)

Jf(@) da

3

— Lim {(a) 8 4 fla + 8) &, + (a4 8, 4 8) 8, +----
S +f(“ + 6! ‘[‘dz —f_ _I_ dn—l) an},
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vorausgesetzt, dass bei unendlich wachsenden » und unendlich ab-
nehmenden 4y, d,, :-- d, die Bedingung

O+ 40+ -+ dn=0—0a
erfiillt bleibt.
Am einfachsten ist es die Griossen @, @y, +++ @, —1 in gleichen
Abstiinden einzuschalten, d. h.
b—a

G =8y =y ==

zu nehmen, in welchem Falle nur & statt d,, d,, etc. geschrieben
zu werden braucht; diess giebt )

Jrta) aa
= Lim {[f (@) + f(a + &) + (a4 28) + -+ + flatn—1 )] 0}.

Geometrisch bedeutet das bestimmte Integral die ebene Fliiche,
welche von der Strecke b — « der Abscissenachse, von zwei in den
Entfernungen o = @ und & = b parallel zur Ordinatenachse liegenden
Geraden und im Uebrigen von der Curve begrenzt wird, deren
Gleichung y = f(a) ist,

Nach der obigen directen Formel erhilt man z. B.

B
fmzdm
— Lim {na®d +2[1 4+ 2434 - 4 (n — 1)] ad?
2 B e (0 — 1) 07

T (S WIS O

= 1(6® — ).

Fiir ein zweites Beispiel sei f(x) = Pl ist dann vortheil-

haft @, «,, g, --- nicht wie vorhin in arithmetischer sondern in
geometrischer Progression wachsen zu lassen, was einfach dadurch

geschieht, dass man
S

y —=g
ol

bl K —
Ty = aQ; &= aQ% Ty= 4%+ Tyg=ap" "}

und nachher
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setzt. Diess giebt

T o

a
Ein bequemeres Mittel zur Berechnung der Werthe von be-
stimmten Integralen bietet der Satz, dass jedes Dbestimmte Integral
als Differenz zweier speciellen Werthe des entsprechenden unbe-
stimmten Integrales angesehen werden darf; ans

J (&) dz = F(z) 4 Const.
folgt niimlich

j}'(m) dx = F(b) — F(a).

Dieser Satz gilt aber nur unter der Bedingung, dass f(a) con-
tinuirlich bleibt innerhalb des Integrationsintervalles & = a bis & = b.

Wenmn die Function f(«) ein Aggregat von mehreren anderen
Functionen ist etwa

/(&) = d¢(z) + BY(x) + Cy(x) + -,

so gilt bei bestimmten Integralen dieselbe Vorschrift wie bei unbe-
stimmten, niimlich

Jdp@) + Bo@) + 01@) + -} d=

— Aj@(x) dx + Bjﬁb(a:) da -+ C:‘/;(a;) dax 4 -

Im Fall die Anzahl der Summanden unendlich gross wird,
bedarf es einer besonderen Untersuchung iiber die Anwendbarkeit

dieses Satzes.
b

: bP — P
Beispiel l.jx?’—‘d.r = — P-‘ g =0

“@

1
' ./(a+ﬁa-}fr+7=qa«ﬁ’ ¢>0,a>0 >0
0

dzx oy DTy HC P
(¢ + Ba) (¢, + Ba)  «fy — e, « > 0, f; > 0.
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@
" da ]
e T 0.
4. / . e . « >
0

dx T

a~’-—+ﬁ_2:;c_l'i_§TxE‘ C{>0,ﬁ>0.

2m
a+bm+c1 V4ac_,{.2

8. dac—b*> 0.

o dme

b.‘L —f— cx?)? Vzmg.—_:b;i):

4
Jo

xdax =____2_7_‘,L_f 4
(a4-ba-ca?)? V (dac — b%)®

— 00

22dx dma

+ ba+¢ a.*) Vfﬁ_cfﬁ ‘

8\

12mc?

0 /(a e bw+cx*)3 " Yac—oy

dac — b > 0.

xdax 6mbe
—— —— i e (g, et )
11. (a4 bx+ ca®)? V (daec—b2)p
— 00

o
./' adax 27(2ac 4 b?)
L)

(a+-ba+tc x2)~3 ]/(4 e — b‘!)5
— o0

&z . N
L/{“ +oz+ ca?P V (dac—b2)?

atda o 12ma®
W ) wtoa+ea® " Ylgae— vy
—00
Wenn «, ¢ und 4ac — b* positiv sind und zur Abkiirzung

2Vac+b=n

Schlomileh, Ucbungsbuch II. 9
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gesetzt wird, so ist

e E B
15. 'ft+bm2+03”_2]/a_k
o
o0
) atda . om
H « Fbateat T 2 y/eh
U

o da _m(B3h—0)
Al (@ + ba? 4 cat)r™ g Y
(1)

atdx T
18. A T P Dl BRETT A =
(@ + ba? 4 eat) 4V ak?

atdax o b4
1 (04 ba? + e’ ™ g /e
ztda _m(8h—10)
20. (a 4 ba® 4 c:z:‘)2 8 Vc‘h

_ atdxe  w(5h—3b)
Al J (a4 ba? - eaxt) 3200

2lda . 3m
= («F 02+ ea’} ~ 16y/an
0
L L .
. (@ + ba* + ca®y 16y nd
(1]

o0
: aSda _ m (5 —3b)
2 / (e 4 b+ ea®) ~  3ay/cm

atdx ___:n: (7)‘:—5?))
26: (« + ba? + ca 4y @ i

B "da: _ bm
8 . (« + ba? + f"’fl)‘ 32V ak’
0
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c abda -
s (@4 bat+ eV 329/cn
1}

5 aVda _m(Th—5b)
a8 (ot Fea) T eay/on

-"_1 = LT 1-2-3- (?!'—1) >0.
2"-] = e )G )

1
e * xdax 1
— ——_—— =
]/1 — 'n'z 2 e V1 —a?
0

Camde  _ 1-3-5--(m—1) ® 0 perade
32'/7/1—;“’—2'4‘6 ....... o g W8
0
: 3
- & 7d.‘1':7 =2 cd 6o (m— l), m ungerade.
"J YT = 3-5-T-e po

0

Wenn «, ¢ und 4ae — b2 positiv sind und 2 Jae 4 b wieder
mit % bezeichnet wird, so ist

da 2
- ]/(a —+ ba + cxi)‘ Iz]/}t

xdx _ 2
36 Vie + bax + ca?)®
0

_ 22k — b).

9 j]?ia-[— ba + ca?)® 3A2) a

"ali

. xdx _4_ )
’ )/(n"—i— ba -+ ca*)_" I

aldx 4
o V(e 4 bx + ca?)® 3 ) ¢
0

g%
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) adda 2(2h—1)
-/P (a 4+ ba 4+ caz)"' 3},2;/03

i ¢
40-f1“_‘lwdx=_._2. “>0-
¢

0
1

) .ﬂ-*' n (_1)"1'2-3-..”
41./.:12 1ilx)* da == = . S b
0
o o0
1
42 ./‘c_audz__ 43"/;‘3_“:(1" =_2 a>0
a "
! 0
o0
N p— az 1.2.3 n
44.-/2 crds= qr+1 a>0
0
in
& 1'305»... (m___l) 7T
4I5.4/‘;‘""”‘0dm:2-4-6 ....... = et m gerade.

‘ I [ JORACRL - |
48. ./ sin"w do =; ; g g L ), m ungerade.

.ﬂ
do -
47, . e
e’ cos*o + fisin*e 2ap

_n at g
a8 /(azcosew + B*sin® cu.))2 : a-‘ﬁ” .

cos’ow dw _m
(@eosto + fromta)  Lalp

sin‘w do .
(e?cos’e + Bisin®w)? = Tap®

n 3(at 4 BY) + 20260

o ./(“ *cos’n —l— Bsintw)® 16 PR
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o0
52. e~ “epshbu du = _L__ )
: it - B
0
o0 a> 0.
b
p— AU o e e o 3
53../4, sinbu du 7 e )
0
[o's)
54 areoshu du et
. ue ' eos - T3 1 79\ ] .
a b
’ @+ )
a6 a >0,
55 f “sinbu d fod
. ue— "sinbu du = —5——5
a b
y (a® 4 6%)
a0 ., )
2a(a® — 307%)
ﬁﬁ.lf‘u?u_“"cusbu dig == ——— 2,
(@ + 5
! 0
o a > 0.
. . % sinbu d 26(3a® — bY)
. uerMsinbu du = —5——53—
(«® -+ b%)?
‘o

§ 20.

Transformationen bestimmter Integrale.

Allgemeine Siitze und Regeln. Wenn die Function ¢ (x)
innerhalb des Intervalles x = @ bis a = b continuirlich bleibt,
so ist

frp(x) dae = (b—a)plat+:e(b—a)], 0<Le<<1L

Fiir b = « folgt hieraus, dass ein zwischen den gleichen Grenzen
« und a genommenes Integral im Allgemeinen verschwindet, aus-
genommen, wenn @(a) unendlich wird. Einen Ausnahmefall dieser
Art bildet z. B. das Integral
2d

welches fiir 6 = O nicht verschwindet, sondern unendlich gross wird.
Bezeichnet 1 (x) eine Function, welche von & ==« bis & = b
stetig und zugleich positiv bleibt, so ist allgemeiner
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Jo@) (@) dz =ola+ e — ) fu (&) da,
D= giss 1.

Zur Abkiirzung sei @ 4 &(b — «) = u, ferner habe ¢@(z) die
Eigenschaft ¢ (0) == 0; die analoge Gleichung

13 b
:f(p(ﬂ.’t) P(x) do = 'P(xf"),/lp(x) da, a<p<b

dient dann zur Beantwortung der Frage, ob das Integral verschwindet,
sobald der constante Coefficient » in Null iibergeht. Bei endlichen
a und b ist w gleichfalls endlich, mithin fiir x = 0 auch xp =0
und @(xu) = 0; das rechter Hand stehende Product verschwindet
dann sicher wenn

j'w (x) dx

einen endlichen Werth besitzt; im Gegenfalle erhilt jenes Product
die unhestimmte Form O - oo, welche niiherer Untersuchung bedarf.
So verschwindet z. B. das Integral

1
1 1
() 2
/ 1—z=xx :c"dx
0

nicht fiir = = 0, denn sein Werth betriigt mehr als
1

"1
x/+:-’da.'=x-oo.
W

(1]

Ist zweitens eine der Integrationsgrenzen « und b unendlich
gross, so kann w gleichfalls unendlich gross sein, und dann lisst
sich nicht einmal behaupten, dass zp = 0 werde und demgemiiss
@(xp) verschwinde. Derartige IMille miissen besonders untersucht
werden.

Zur Vertauschung der Integrationsgrenzen dient der Satz

j/(x) da = ——bj}““(:c) da.

Sind e, 8, y, -+ u beliebige, zwischen « und & in der Weise
eingeschaltete Grissen, dass

e <e<fLy< o <p<h
s0 1st
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jf(z) dx =jf(a:) da —|—jf(.1) da 4 - -[—'&/i!(z) da,

welche Operation die Zerlegung des Integrales durch Theilung des
Integrationsintervalles genannt wird.

Die genannte Zerlegung dient u. A. zur Berechnung des Inte-
gralwerthes fir den Fall, dass die Funetion f(x) innerhalb des
Integrationsintervalles Unterbrechungen der Continuitit erleidet.
Wird f(x) zwischen @ =« und @ =0 nur einmal und zwar an
der Stelle @ == % discontinuirlich, so betrachtet man das bestimmte
Integral

3
!f’(t) da

als den Grenzwerth, welchem sich die Summe

fm dx - jf(.r) da

xt-dy
bei verschwindenden d, und d, nihert; diess giebt, wenn

ff (x) doe = F(x) + Const.

gesetzt wird,
b
: Jf(a:) da = F(b) — F(a) + Lim{F(x — 8,) — F(z + 8,)}

und iihnlich bei mehreren Unterbrechungen der Continuitit. Der
fiir 0, = 0, entstehende Werth des Integrales heisst der Haupt-
werth des letzteren.

Desselben Verfahrens bedient man sich, wenn man hei der
unbestimmten Integration filr F(x) eine discontinuirliche Function
erhalten hat. So ist z. B.

——— = areé trm

(1+2)/z

wollte man aber hierans ohne Weiteres

Va
- Const.
— —+ Cons

‘ da

14+ 2V
schliessen, so wiire diess unrichtig und auf folgende Weise zn ver-

bessern
1—d.

b2 =areclan -21/1_-2' —+ arctan 2V1j“_§z
(1+ &)V$ " (1 (1 +a2)) o, 0,
14
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mithin fiir ¢, = d, =0
o0

[t
J A+ayz

wie man auch durch die zweckmiissigere Integralformel

O — Qarctan Va + Const.
J A+ )y
verificiren kann.

Die Substitution neuer Variabelen wird bei bestimmten Inte-
gralen im Allgemeinen ebenso wie bei unbestimmten Integralen
ausgefiihrt, nur hat man zur Vermeidung von Restitutionen auf die
Veriinderungen zu achten, welche die Integrationsgrenzen erleiden.
Wenn die Gleichung ¢ (x) = y, nach & aunfgeldst, nur einen ein-
zigen Werth & = (y) giebt, so ist

» g

'fflfp (@)] dz nJf(y) v (y) dy.

« o)
Wenn dagegen die Gleichung @(x) =y zwei verschiedene Aus-
driicke @ = P (y) wd & = g(y) > ¢ (y) liefert, so ist diess ein
Zeichen, dass y, als Function von @ betrachtet, ein Maximum oder
Minimum besitzt. Tritt dasselbe an der Stelle & = p ein und ist
zugleich « < p < b, so entsprechen jedem y zwei x, von denen
das eine weniger, das andere mehr als g betriigt; man hat daher
die erste Wurzel & = v (y) im Falle @ < p, die zweite & = y(y)
im Falle @ > @ zu substituiren. Um diese Fiille zu trennen, zer-
legt man erst wie folgt

b

[rip@)ae= ff{fp(x)] az+ | o @] e

a
und erhiilt nachher durch die angedeuteten Substitutionen
4 ) 9.0
Jro@)az= [ro)v @ av+ [rw) 76 ay.
a p(a) (dr]

Ganz iihnlich hat man zu verfahren, wenn ¢ (x) zwischen x=ua«
und x=> mehrere Maxima und Minima besitzt, mithin aus @ (a)=y
drei oder mehr Werthe fiir a folgen.

Beispiel 1. Benutzt man die Substitution
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Val+1—a=y
und beachtet, dass y verschwindet fiir # = oo, so erhiilt man

Vigi-2

l(l/x”—l—l—r"dx—%j(f L gy

_ {Q_/}"-i- ) e +(W+1—1)P+}
=14 p—1 r+1 )
2. Auf iihnliche Weise ergiebt sich

/ .(.v——;/'g‘r»— T)P de=1} {(l‘mii)p_ll)'~l+ (A_,/J‘QTL)PT_I} )

p>1

=1 p+1

p>1
3. Die Substitution

1
toartda 1 o =
(E+px)p+_q a?r—ﬁ_f',/;’p (L=t ~H a4
v

Im specie}len Falle eines ganzen positiven p wird nach No. 29.
des vorigen Paragraphen

f o=t i o AeBaBeenilpty . T
@t payp+i ™ qlg+ 0@ +2) - (g+p—1) epr
Setzt man in der vorhergehenden Formel

p=4im+1), g¢=4%, =8, yg=29

so erhiilt man unter Riicksicht auf die Formeln 32. und 33. des
vorigen Paragraphen

EmdE 18- (m—l) -
'[,(a+ﬁ§2),}?n+l 2.4. 6 m 27/(! m:,hllge]_}‘dam‘

frdg  _ 2.4.6(m—1) 1
3.5-

———, fiir rade m.
(a—}-ﬁg’)‘} my1 - T m aﬁ"'-i-l ) I ungerade m

Fiir £ = 5 wird
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/ a1 L .
@4t ) et g

man hat also zugleich zwei Formeln fiir das auf der rechten Seite
stehende Integral.
4. Wendet man die Substitution

2z
Tra Y
an und beachtet, dass dem Werthe @ = 1 ein Maximum von y
entspricht, so findet man

o0 1
erde . 1 [T vty
(1 + x?)m—i—l 2m' ’/1—_—‘?]—2
0
und ferner, wenn

;Eng'g? « >0, |B>0

gesetzt wird,

o0
Emdé _1-3-5---(1}1——1)' T e

(a+§§2),n+1_2.4.5 ..... m 2,,,_}_1]/[3,7_'_?@, mgerade.
EmdE 2-4-6---(;:1—;1) i : s

(“+|8é2)faa+l L T 1 S m Oml/m mungerade.

5. TFiir £ = tan® gehen aus den Formeln in 3. und 4. die
folgenden hervor

_ sin™0dO _ 1-3-5---(m—1) L evad
(t‘f cos® 01 sin® 8)‘L p T 26 m 27 a gt RO
-5
sin™0 d0 2-4-6---(!:;—1) -
“ COSZB_HS e e ]/aE’"’TI’ m ungerade.
T
2
sin™ 6 cos™Q d0 1-3-5---(m—1) 4
(et cos* 0P sin? )”"*'1 2:4:600n- m 21/ g1 gt »
0

m gerade.
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R

| osin™@cos"8dl  2:4.6-- (m—l) 1
(@cos?04-f sin®0)" 1~ 3-5-7-+--- m 2 Y e frt :
m ungerade.
6. Transformirt man das Integral '

mittelst der Substitution

und beachtet einerseits, dass y fiir & = 1 ein Minimum erreicht,
sowie andererseits, dass die identische Gleichung

Vi—vi=i+Vy+vi—1i=v3GFD

statt findet, so erhilt man

L wtlde 2 f@_d_ﬂ___
1 F 2x2 F 2?7~ 2¢ + 9P Yy—1
und fiir y =14 £
‘ o)
_ wtde 1 f 2 df
(1 + 2%+ 247" o9p—3, ) (1 4 = -4 &P
0
Durch Substitution von B
p=4m-41, a:=]/£-z?, u=-—¢=

ergiebt sich ferner

m PRI,
/' ) m+2 d= V4a f
(a—{—bzz—f—cz" 3= (2)/ e - §2+b+‘)]/a(')' )

wobei sich fiir jedes ganze m das rechts stehende Integral nach der
letzten Formel in No. 3. entwickeln liisst.

1 :
Setzt man — statt z und vertauscht « und ¢ gegen einander,

~
<

so erhilt man noch
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f 2" dz =ll/§f dg )
Jwtrtet TV ) @y ot ayagi e

Fiir m = 0 und m = 2 fithren die beiden letzten Formeln zn
den in § 19. unter No. 15., 16., 18. und 19. angegebenen Resul-
taten. )

7. Zerlegt man das Integral

oo
P~ llxdax

¢ (1 + xax + 22
in zwei, beziiglich von O bis 1 und von 1 his oo gehende Integrale

L]

und setzt im ersten dieser Integrale & = y, im zweiten & = —|

so findet man, dass der Werth des urspriinglichen Integrales == 0

. ist.  Fiir .
2z = I/c, g il
: a ]/(:3

folgt hieraus bei positiven, von Null verschiedenen « und ¢

a0
2P 1z dz « P—1dz
/‘(a —+ bz 4 cz"')f’ aad L (c—) fA(a :l—bz——l-c;'-);
0

also z. B
oc ]/ B
lz d:z la —le¢ dac— b2
— = — arclan ~——————, dac—5*>0.
Rl = b

Czlzdz  la—lc [71 b ek ]/4&0—!;'3
(aFbzFcz2)? 4ac—b?1 Vg2 " b

z"'tz dz
(a cﬂ)”""‘

13é(m—1) w(la —lc)

T4 6w gmrry iy Bz gorde: m;
2:4.-6---(m—1) la —lc¢ .
—-3“ 5 7 e m* =6 :2’:;1—.(:—”“:17;"4_:{’ fiir 11nge1ade m.

8. Setzt man
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a == h cosy, b= hsiny, h=Va*+ b2,

s0 ist identisch

2 27
a9 _f a6
(acos® + bsin® 4 c)" ) [heos(6 —y) + ]

und fir 6 —y =19

2 2

f a6 _f dn
(acos® + bsin® 4 c)» ) (hcosq 4 )™

0 =

Man zerlege nun das Integral rechter Hand nach dem Schema
27 0 7 27 27 ’
f=t%l+ =]
-7 —¥ 0 7% Yy
und substituire im ersten Integrale 4y =—¢§, im zweiten = ¢,
im dritten und vierten n = 2m — &; diess giebt
2n

a9 o g
(acos® + bsin® + ey (hcost + c)™
0

0
endlich fiir

c—|——]/m=a2, C“Vm?——“ﬁz, {=2w,

wobei «* 4 b* < ¢* vorausgesetzt wird,

b

2 2
do =3 dw
(acos® + bsin® + c)» («2cos’w 4 B2sin?w)™
0 0

Specielle Fille hiervon sind
2z

do 2

acos® + bsin® -+ ¢ =]/c" =
0

e

do o 2me o
,J (acos® + bsin® + c)? —1/(02 S —
0

9. Nach demselben Verfahren erhiilt man die allgemeine Formel

j?‘(acose ~+ bsin6)do = 2fF(;/a2 + &% cos{,‘) dt.



142 Capitel IV.
10. Der Werth des Integrales
Fid
J =fsin.2mw cotnw dw

lisst sich, wenn m und n ganze positive Zahlen bedeuten, anf fol-
gendem Wege finden. Man substituire zuniichst nw = @, zerlege
das entstehende Integral

nn

1 2me
; O o in — - ecol
o ./;h‘m . ol do

0
- nach dem Schema

—[+ /1)
und setze im ersten Integrale rechter Hand ¢ = v, im zweiten
¢ =mn -+ 9, im dritten @ = 27 -4 ¢ u. 5. w.; das Resultat ist

14 fid
4 [ 2 B 2
J=;!/sin ——%Ecatwd'zp-k; cos :ﬂ' colyp dvy,
0
worin 4 und B folgende Bedeutungen haben
2 4 —2
A=1cos f:n—}—cos ’:w—f—-cos -|— -+ co s )m”,

4
2":“5_}_31'11———:”4—3' 6mn:+ —i—\‘m(
Aus den im ersten Theile, § 35., No. 10. und 11. entwickelten

Formeln ergiebt sich (ﬁh =1 und 0 = %) dass 4=mn oder

—2)mm
n

B= sin

= 0 ist, jenachdem =z in m aufgeht oder nicht, und dass B immer
=0 ist. Im zweiten Falle wird J=0; im ersten sei g=g,
also ¢ eine ganze Zahl; die Gleichung
sin2qw coty =14 2{cos2y 4 cosdp 4 - - f-cos(2¢g—2)p}
~+ cos2q
liefert dann J=m. Der Werth des Productes

£ ]

1
= Jsr'n2mw cotnw do
0

ist demnach == 1 oder = 0, jenachdem » im m aufgeht oder nicht.
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11. Bezeichnet % eine ganze positive Zahl, so erhiilt man durch
ein ganz #ihnliches Verfahren

n Fi
Jf(ﬁ)sinkedﬁ=}c str‘nﬁd?,
0 0

worin Z die folgende Bedeutung hat

2—f(£)— () + () o ().

12. Nach derselben Methode findet man

T £l
Jf(e) sin? kB do = % ]Z sin®§ dg,
0 %

worin Z durch die Gleichung
() A (B

bestimmt ist.
§ 21.
Die Variation der Constanten.

Wenn in einem bestimmten Integrale eine willkiihrliche Con-
stante » vorkommt wie z. B. in der Gleichung

W=j;‘(a:, rida,

5o hiingt anch der Integralwerth U von » ab und es kann daher
W in Beziehung auf » differenzivt werden. Unter der Voraus-
setzung, dass die Integrationsgrenzen « und & kein r enthalten,
geschieht die verlangte Differentiation mittelst der Formel

d_Wh_/af(a:r _

wenn dagegen » auch in « und & vorkommt, so ist

b
aw of (x, ) db da
dr _f or g~ 10 4) dr —Ha, ) dr
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Diese Formeln gelten jedoch nur unter der Bedingung, dass
bei unendlich abnehmenden Ar und einem echt gebrochenen &

b
Lim {Arfﬁ’(a:, r— sAr)da:} =0

ist, wozu nur gehirt, dass das Integral

b
ﬁ," (@, r) da

einen endlichen Werth besitat.

Wie man diese Variation der Constanten benutzen kann, um
die Werthe mancher bestimmten Integrale zu finden, wird das fol-
gende Beispiel zeigen.

1. Das zu entwickelnde Integral sei

o0

1+ x2a?)
IV—./ma—#—)'dx, l>0
0

Da die Function unter dem Integralzeichen positiv, und der Factor
1(1 4 #*x?) < #*a* bleibt, so folgt, dass W positiv und kleiner
2

ww . . . .
als g7 Sein muss; es ist dabher W eine endliche Grosse, welche

fir # = 0 verschwindet.*) Durch Differentiation in Bezichung auf

% folgt
o

aw : dx A
dr 2”/(1 + @2 (1 + 12?) =“(1 . u+x)

0

mithin ist
W=:rsf(1—xj_l) dz=m {x — Ml (z 4 1) 4 Const.} -

Die Integrationsconstante bestimmt sich durch die Bemerkung,
dass fiir # = 0 auch W = 0 werden muss; die Zusammenstellung
der ersten und letzten Form von W giebt nun

*) Es wiire voreilig, das Verschwinden von W aus dem Umstande
schliessen zu wollen, dass I(1 -4 x?a?) fiir » = 0 in Null iibergeht. Die
letatere Behauptung setzt niimlich enddiche @« d. h. eine endliche obere
Integrationsgrenze voraus, die hier nicht vorhanden ist,
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oo
/—;3((11%’?% dx=1:{u—~ll(l+—;—c)}, i >0

Hierans lassen sich durch ein- oder mehrmalige Differentiation
in Beziehung auf 1 weitere Integralformeln herleiten, z. B.

1(1 + »?a?) ( x) %
A Bapie= i+ g
Durch theilweise Integration findet man

fzu ns oc2:z:) 1(1 + g2, 1L+ e?a?) (1 + B2

3
B2(1 + e?a?) | o2I(1 + p2a?)| da
Hff{ irpe T ites |

mithin nach der ersten von den vorigen Formeln

/1(1 + a? :r) 1(1 4 fa)

= %w{w + Baf + ol 4 A — (&8 + 85 1(« + B)}

und specieller

[s o]
f[’“.‘" )] da == 41 (1 — 12).
0

Aus dem letzten Falle kann man sich die Regel abstrahiren,
dass es bei der Werthermittelung eines rein numerischen Integrales
gerathen ist, dasselbe durch Einfithrung willkiihrlicher Constanten
zn verallgemeinern und in Beziehung auf letztere zu differenziren.

2. Handelt es sich um das numerische Integral

o
j arc{cin_x_ i
/ xz(14 a?)

s0 betrachte man erst das allgemeinere Integral

arctan (x x) L .
/1(1_[_1%2)(1 > 0;

Sehlémileh, Uebungsbuch IT, 10



146 Capitel 1V,

. o . T cpris
wegen arctan (za) < za ist W positiv und kleiner als 97 mithin
fiir # = 0 auch W = 0. Durch Differentiation in Beziehung auf
% und nachherige Integration findet man

e, o]

arctan (%) _ &
./z&fléli'ifkifjd“’_ﬂz(l_’—f)‘ ok

also das urspriingliche numerische Integral = {=12.
Durch Differentiation in Beziehung auf 1 ergiebt sich
oo
/’ a-aretan(xx) , _ wx
. (1 4 A%22?)? 4% (% 4 1)
0
Mit Hiilfe der theilweisen Integration gelangt man noch zu
folgenden Formeln
00

L/'l_(l -+ a?xgl;arctara (Bz) Az

0
= jn{ap + (« — %) I(e + B) — o?la + BUB},
(o o]

L/. arctan («x) - arctan (f x) dee=" {(a + g)a-{-ﬁ} '
at 2 s B

0
3. Durch Differentiation in Beziehung auf » und nachherige
Integration findet man

ta -
./ 11+ r sin*0) dD = m! (LV;_:’___'J

[

und fiir » = 2
[/

,_ft((l -+ b sin?0) d9=-n:l(1-—/-{z+ ’2/“_"f"_"]

4]

Hiernach ist auch

in

'/.l(az cos?0 fsz'smze) a0 = m(“ ‘i‘ ﬁ)

[
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4. Auf iihnliche Weise ergiebt sich

o
a-+b sme) _ o
'/I(t—b P sin® d6 T 5

0

-}rt
(t-—{-—bsme) do - b
5.jl(¢—bsm9 sme_” s a
0 .
i -
‘ 2 b? s
8. arctan (E sin B) sin do = g I/G——"—J .
7] : 2 b
0
in
* 2 2 b
7. '/ arelan (-!i sin 9) —(i—e— - I(M_I——)
@ sin® 2 I

0

8. Aus der Gleichung

b
W=fle_m dax
x

erhiilt man durch Differentiation nach ¢

b

adaw o e— bt [,— at
— i e tr gy =— =
dt ./ t

a

— 0l __ p—a
W =fe_t_e_ dt -+ Const.

mithin

147

a > b.

@ > b,

Setzt man in beiden fiir 7 geltenden Formeln (= /4, { =0

und subtrahirt, so findet man

1__e—f¢r e—al __ p— bt
lax = —_——dl

a (1]

oder
i b

Y it — p— bt b '1
/ %ef— di =1 (u) ——j Ze— R g,
o “ x

(]

Im Falle « > 0 und & > 0 liegt der Werth des rechter Hand

vorkommenden Integrales zwischen den Grenzen
10%
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und

9 e—ah __ o—bh
—ehr =
/ b bh i

welche fiir 2 = 0o verschwinden. Es ist dahe.r
0
Yo—at ___ a— bt
/c——L—m=t(9), a>0,b>0.
{ a ;
0

9. Wenn »n eine ganze positive Zahl bezeichnet und
2nm
sina
W= —e* dx
@
0

gesetzt wird, so findet man durch eine, der vorigen ganz analoge
Rechnung

2nm ]
. - — 2namt
sina e
(1 — e—4%) MR dax = arctanh — ——— dt
@ 1} ¢
(1] 0
und fiir 2 = o0
2nm oC
i T * —2nmt
ik RO, Sy (Nl
x 2 1 + e -
(1} 0

Handelt es sich nm das allgemeinere Integral

@
™ .
sina
— da,
x

0
dessen obere Grenze kein Vielfaches von 2m ist, so kann immer
o = 2nmw -4 ¢ gesetzt werden, wo der Rest ¢ weniger als 27 be-
triigt; ferner lisst sich die Zerlegung

w 2nm4p 2nm Z2nm-tp

SV

0 [0 0 2nm
und im letzten Integrale die Substitution & = 2nz -+ y anwenden,
wodurch entsteht
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w a0
sinax L & dmns siny
f x g = 9 /14—!2('” +ﬁnu+J(1y
0

Wegen

0 < 1_—%:71 |
liegt der Werth des ersten Integrales rechter Hand zwischen O und
éh; weil ferner — 1 << siny << -+ 1 ist, so hat das zweite In-
tegral einen zwischen

( I 7) w2} 1(1 + Znn)

enthaltenen Werth; fiir @ = oc d. h. n = oo wird nun

Die Substitution & = w6 giebt unter der Voraussetzung eines
positiven w

Beachtet man, dass

sin(e 4+ )0 + sin(e — §)6, fir @« > f,
2sined cosfO =1 sin2«b, fiir & =4,
| sin(B -+ )0 — sin(B — )0, fur « < f,
so gelangt man zu der allgemeineren Formel
2o [ij, fiir « > f,

J .s_’.”:“_ee""s'ﬂe 40 =\ }m, fir e = p,
] 0, fir e < B,

0

welche weder nach @ noch in Beziehung auf g differenzirt werden dart.
Durch theilweise Integration ergiebt sich noch

o0 1 os
1B, fir ¢ > B,
f”"“%—f’—"ﬁ 2ao = kn( 4 ), fur a—4p,
i smwe, fir « < B.

10. Differenzirt man das Integral
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0

e~ *sinrx
w =/' - da
B @
0

in Beziechung auf » und beachtet, dass W gleichzeitig mit » ver-
schwindet, so findet man

20 '
e “Tsinra r
—— dax = arclan— »
Fei] a

0

11. Das Integral
00

b e D COST
'/ (e e t2) co PE
x

0

welches fiir » = 0 in das unter No. 8. entwickelte Integral iiber-
geht, lisst sich analog behandeln; sein Werth ist

oo

* o—ux — bz b2 2
/ e cosra da = -}!( L )

x a?
0

12. Mittelst der Substitution z = «? erhilt man

1

20 v A 2
C _dz=2 [edax—2 e Vdx + e Tdal;
Ve :
0 0 1

[}

im letzten Integrale ist & > 1 mithin 2®* > a2 wnd =" < ==
folglich der Werth des letzten Integrales eine endliche positive
Grisse; das auf z beziigliche Integral besitzt daher gleichfalls einen
endlichen positiven Werth, welcher A heissen mige. Setzt man in
der Gleichung

0
oz
—dz= A
Vz
0

z == ky, so findet man noch

) k> 0.

Nach dieser Vorbereitung soll das Integral
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o0
L c—f”""y’
='] T
J U+ 01y

betrachtet werden. Hier ist

o0
dv e~ i+ Ae—¢

=— | ——dy——

dt ) V ’, [

0
mithin

LI
V= — 4 !/— dt -+ Const.\ .
Vot

Setzf. man in beiden fiir ¥ geltenden Gleichungen ¢ — /R
t =0 und subtrahirt, so erhilt man

h
,.1__(,_—:5'[1-]-_;] !/(,-—r
A Gl . dt
A+ Vy . 14
h

e—t p @ e—fzy
A dl =@ — p— # R
it ’ /(1+m/y

oder umgekehrt

0

1—_—,:* ein positiver echter Bruch ist, so gilt die Un-

gleichung
< /' e—hy < A
T - el |
J A+ Vy Ty
0
mithin wird fiir 4 = oo

&t e dng St P i
V't
und schliesslich

!,— ky

_, k>0,

oder filr y = 22
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Durch mehrmalige Differentiation in Beziehung auf % lassen
sich aus den vorigen Formeln die nachstehenden ableiten
s

0 ’ —
1:3:5--(2n—1) T

n—p— ky _ inpg—kat g, — %
Jy e dy—Z/ e dz = @k %

.
[ 0

13. Es sei

m C ]
U=fe_“' cos2tlx day
0

o
dU Fl,
—_——= — jme—" sin2tx dx
dt

0

man erhiilt dann

und durch theilweise Integration, wobei die Formel

Jre P da=— e
zu beachten ist,
1U
(FI_t_ = — 21U oder diU=d(— ?).

Die Integration liefert U= Ce—*, wobei sich die Constante C
mittelst der Bemerkung bestimmt, dass dem Falle { = O der Special-
werth U = })/m entspricht; es ist demnach

e —
Je= = cos2tx da = §Ym - -
b
(l

und filvr * = az, t=

0 (5?2
]c— @2 pos2bz dz = I/;(' (a)
L)

2a " 2

0

14. Durch Differentiation der Gleichung

L 13
L e y L7
U j e~ Y (sint . y_fost) g
y A+ MV

{0 2y ¢
[ s—ycust —cosi
dy=Vyn

erhiilt man

a Vy Vi
U—lej@ﬂdl-}—(}unst}

mithin
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subtrahirt man die fiir { = % und ¢ = 0 entstehenden Werthe von
U, so gelangt man zu der Gleichung

cost e hy d-‘l———ca -!,fjiii;j_
V' f Vﬁ+ j(l + )V y Sho (2 y

Bei unendlich wachsenden 4 wird dieselbe zur folgenden

cost “—I/
und fiir { = u6
0 -
cospu® ’/71: .
=7/ =, > 0.
Oj 14 2u ¥

15. Nach demselben Verfahren lisst sich aus der Gleichung

V='/ e~ (cost + Jsmt)d
A+ Vy

die nachstehende Formel herleiten

o0 .
sinu V b4
— df = — > 0.
&) 2u 5

Nimmt man in den vorigen (leichungen ¢ = »* so wird

o * 00 =
2 fous ()t =3 o ) an = /'
0 0 &

oder
o0 . ® P
Jeos () an = Join () dn = J/ ™,
—o0 ) 2

und hieraus fir n =y 4+ o
0 o0 Y4
[eos (y* + o) cos2yw do — [sin (> + 0?) sin2y0 do = y ?
2 o Y 2

oo oo =
Ssin (y* + ©?) cos2y0 do —|—fcas (3 + ©?) sin2y0 do = }/:’15
— o0 — 00 2

Die beiden Integrale, in demen sin2ype vorkommt, verschwinden
hier, weil die unter den Integralzeichen stehenden Functionen die
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gemeinsame Figenschaft f(— o) = — f(w@) besitzen; die iibrig
bleibenden Gleichungen

oo 0o =
cos(p?) fcas(mﬁ) cos2yw do — sin(y?) fsin (0?) cos2ypn do = ]/?
Zfo0 Yoo 2

0 20 =
sin(p?) jcos (@) cos2yw dw 4 cos(y?) [sin(w®) cos2ymdo= 1/5_1:
U £y 2

enthalten zwei unbekannte Integrale und liefern als Werthe der
letzteren

0

7[(;;3(012) cos2ym dw = g {eos(y?) + sin (72},

o P
J]in (&'F) 0082}’&) dw = V—2 {cos(??) —_— sfn(»y'))} .

Fir o =«f, y = g— lassen sich diese Resultate in folgender

Form darstellen
x B2
Jeos (@) cos2Bt df="" sm(4 )
0

L ow >0

ﬁﬂ ((‘!’2 g?) COS2|BC (Ir e Zf cos(g_t _|,_ ﬁQ) ’
0 2a 4 /)’

und in die eine Formel zusammenziehen

s ]

/ Wl oo 2 BE dE =

.
0

9

o O,

welche dem Endresultate von No. 13. analog ist.
16. Aus der Gleichung

a a

-
s L
=¢ %) —e“sintxdrx —e* | —e % sinlxda
@ €X
0

0
erhiilt man
dU _ 2cosat — (e* 4 e 9)
dt 14 ¢

und ferner, wenn nach geschehener Integration ¢=4, t =0 ge-
setzt und subtrahirt wird,
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@ a@

-
1 1 .
e —e¥ sinbx dx — e —e— " sinbx da
: x . @
0

0
b
t
—2 [ U dt— (e o) wetand
0

oder
b

J 1(.‘(:‘:% F ‘k(e” + e— “) arctanb -

+ fe f‘M“l __%ff‘jif“;

+ fe— ’:/ ;(c-‘ — 1) sinba da + fe° E'(l — e~ ") sinbax da.
0

0

Setzt man im ersten und zweiten Integrale rechter Hand bax =y
und zur Abkiirzung

sl VT s NS

s0 ist auch
b

. e [
'/ {ijr,_(,‘,ﬁ dil = ’5’("" -+ e 9 arctanh
0

ab a
— f(e*— e~ "?/ sa_;;.q dy —|—jqo () sinba da.
0 0

Mittelst theilweiser Integration ergiebt sich nun iiberhaupt

‘/f(m) sinba da:=[(0) - f;{‘) c6iab -+ % /f'(;c) cosha dx
i 0

und wenn f(x) und f'(x) von & =0 bis @ = « endlich und stetig
bleiben, so hat das letzte Integral irgend einen endlichen Werth;
hieraus zusammen folgt

ftir b = oo, Lim ff(:r) sinba doe = 0.
0

Die specielle Function
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o _"(l‘l' @ a? )
=t A E T e g3
1 x x? )
-+ a —— e ss e
L (1 retizs

geniigt den fiir f(x) angegebenen Bedingungen, daher ist fiir b =

2l
cosat
dt
j 14 ¢
0

o0
" o T - o siny _m
=%(3 +(3 )Tz—-a‘z'(b-—f;‘ JTdy—Ee ~
0

Durch Substitution von = g, a = «f} ergiebt sich moch

20
" cospO i
Z. 40 = — o— 8, :
jﬂt2+92de P & >0, 8 >0
0

17. Ganz analog lisst sich die Gleichung

a a
- -
1 1
V= e-“/ —e® sintx da -+ c""/ Ee‘-" sintx dx
€T
0

behandeln; man findet

und mittelst derselben Substitution wie vorhin

0 sinf30
/ 2+'Bezde—ﬂ, o, >0, f>0

0

~ Dieselbe Formel kann aus No. 14. durch Differentiation nach
B abgeleitet werden; fernere Differentiationen nach B sind aber

nicht statthaft. Dagegen diirfen die vorigen Formeln beliebig viel
mal nach e differenzirt werden.

18. Aus der Gleichung

Jr @) ae = 1) — ()

erhiilt man fir « = ¢ 4 (b — a)u
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1) —1(@)
b

-

bjllf’[a(l —u) + bu] du=

und diese Gleichung werde m-mal in Beziehung auf e differenzirt;
das Resultat ist

]'(1 — w0 [a (1 — u) + bu] du

= (m 1-8. a m ( ) @) —— e
— (M s 1O — @) — )y = ()

1 1 £
...... — (m)m—1 m fm—=Y(a) — (m)mb m—y o (),

wobei aber die Bedingung erfiillt sein muss, dass f(a), f'(a), -=--
f D (x) von @ = a bis & = b endlich und stetig bleiben. Setzt
man fiir die Binomialcoefficienten ihre Werthe, multiplicirt durch-
giingig mit

b — aynt+?

1-2:.3---m

und nimmt schliesslich b = « -4, o erhiilf man"

[t B = @) + 2 @) + I—’fi 7o eente.s

-
s z ("’(a)+f1( 2. f""+"(f‘+"“) du.

Diess ist der Taylor’sche Satz, wobei der Rest der Reihe unter
der Form eines bestimmten Intetrmles erscheint.
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