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Capitel IY.

Einfache bestimmte Integrale .

§ 19 -

Berechnung der Werthe von bestimmten Integralen.

Allgemeine Sätze und Kegeln . Wenn zwischen den beiden
Zahlen a und b > n eine beliebige Menge wachsender Grössen ,r f,
a'2, x n - 1 eingeschaltet wird , wenn also die Ungleichung

« < x , < < ar3 •••• < xn—i < b

statt findet , so versteht man unter dem Symbole

Jf (x ) dxa

den Grenzwerth , gegen welchen die Summe

(« i — «) /■(«) + (* 2 — x \) / ’(a:i) + Os — « 2) f {x i) + •••

+ (h - xn- l) /■(«»- l)
in dem Palle convergirt , wo die Anzahl (n — 1) der eingeschalteten
Grössen unendlich wächst und alle die Differenzen

— o , x 2 — x , , x a — x 2, ■• •• b — Xji 1
unendlich abnehmen . — Werden die vorstehenden Differenzen der
Keihe nach mit <1| , d2, d;(, ••• Sn bezeichnet , so ist auch

Jf {x ) dx

— Lim { / ■(«) d, + / ■(« + d, ) d2 - )- + d, - (- d2) djj - j-----

• • • + f {a + ^ 1 + ^ 2 + ' ‘ _ ! ) d „ } ,
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vorausgesetzt , dass bei unendlich wachsenden n und unendlich ab¬
nehmenden dl , ä,2, ••• d„ die Bedingung

^2 “l- ^3 “f“ ' " ~ ^ — (l

erfüllt bleibt .

Am einfachsten ist es die Grössen x {, x2, ■x „ —i in gleichen
Abständen einzuschalten , d. h .

A = d, = <L . . . = tf,, = b̂ — ai -c ö n

zu nehmen , in welchem Palle nur S statt d, , d2, etc . geschrieben
zu werden braucht ; diess giebt

h
ff (x ) dxu

= Lim { [f (a) f {a + d) - (- f (a + 2 d) -)- ••• + / ’(« + w— 1 ^)] ^ }.

Geometrisch bedeutet das bestimmte Integral die ebene Fläche ,
welche von der Strecke b — a der Abscissenachse , von zwei in den
Entfernungen x — a und x — b parallel zur Ordinatenachse liegenden
Geraden und im Uebrigen von der Curve begrenzt wird , deren
Gleichung y = f {x ) ist .

Nach der obigen directen Formel erhält man z. B.
b

Jx ^dxa

— Lim { « u2d - |- 2 [1 - |- 2 - (- 3 - (- • • • + (n — 1)] « d2

+ [ l2 + 2 2 + 3 2 + . . . . + („ _ 1 ) 2] d 3 }

= Lim | a2(6— a) + ( l — a)2+ | ( l — ^ ) ( 2— ^-) (6— «)f |

== i (*3 — “3)-

Für ein zweites Beispiel sei f {x ) = —; es ist dann vortheil -

haft x {, x 2, x ;t , • • • nicht wie vorhin in arithmetischer sondern in
geometrischer Progression wachsen zu lassen , was einfach dadurch
geschieht , dass man

. ’/ b

und nachher

a’j — aq , x .2 = aq 2, x 3 = a q3, ■■• x „ - i — a q" ~ 1
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setzt . Diess giebt

y _ Lim{„ ((, - 1)} _ Lim| „ = i ( ‘ )a
Ein bequemeres Mittel zur Berechnung der Werthe von be¬

stimmten Integralen bietet der Satz , dass jedes bestimmte Integral
als Differenz zweier speciellen Werthe des entsprechenden unbe¬
stimmten Integrales angesehen werden darf ; aus

y f {x ) dx = F (x ) - )- Consl.
folgt nämlich

h

Jf (x) dx — F (b) — F (a).U

Dieser Satz gilt aber nur unter der Bedingung , dass f (x ) con-
tinuirlieh bleibt innerhalb des Integrationsintervalles x — a bis x — b.

Wenn die Function f (x ) ein Aggregat von mehreren anderen
Functionen ist etwa

f [x ) = Ay (x ) -f Bty {x ) + Ci (x ) + ••• ,

so gilt bei bestimmten Integralen dieselbe Vorschrift wie bei unbe¬
stimmten , nämlich

b

J {Acp(x ) + Bil>(x ) + Cx (x ) + ••• } dxa
b b b

= Afcp (x ) dx B jt \) {x ) dx CJ %{x ) dx •••u a a

Im Fall die Anzahl der Summanden unendlich gross wird ,
bedarf es einer besonderen Untersuchung über die Anwendbarkeit
dieses Satzes .

b

y b?—cPxP ~ 1 dx = — > » > 0 .
Pa

OO

/ (]'Y' 1(« + ßx)^ 1= icpß ’ 9 > 0, a > 0, ^ > 0.

3 .

OO

la — la l 01 0 , ß 0 ,
/ dx(k - j- ßx ) la x + ßix ) a ßi — “iß “i > 0 , ßi > 0 .
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dx n
h0

oo
e f * dx tt

J ^ + ß2x*~ 2̂ ß1o
CX;

dx 2 n
6

ß -\- bx -\ - cx 2 j/ 4 „ c _ fc
— OO

OO
/ ' rfo; 4 7t c

^7 ( rt + + cx 1) 1 ]/ (\ ac — b2) '6—oo
oo/ xdx_ 27tb__(a-\-bx -ycx 2y Y ^ ac — biy—oo
oo

x 2dx 47t «9 "
’- A -f- bx -f- ca;2)2 // (4 « c — 62)3—oo

oo
/ * d/a; 12 7tc2

10 ‘ 7̂ (« + ** + ex 2)3 — j/ (4nc — 62)R
— OO

oo
a;d/a; ÖTtbc

11
+ 6x + ca;2)3 y ^ ac — b2)*

— <x >

oo
/ ' x 2dx 2 7t(2 ac - (- 62)

12 . —

13 .

(a-{- bx -f- c x 2)3 y (4 a c — 62)5

OO
x 3dx 6nab

( « - |- fca ; - j- cx 2) 3
3

y (4ac — b2)b

oo
C x Adx \ 2ita 2

14 ’ J ( a + bx + CX 2) 3 y ( 4 „ c _ 62) 5—oo

Wenn a , c und 4 a c — b2 positiv sind und

2 yac b = h
Schlömilch , Ucbungsbuch II .

129

a > 0 .

a > 0, ß > 0 .

4 a c — 62 > 0 .

■ 4 « c — ö2 > 0 .

zur Abkürzung

9



130

gesetzt wird , so
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15 .

IC.

17 .

18 .

19 .

20 .

21 .

22 .

23 .

24 .

25 .

26 .

cJ
0

j
0

j
{(t + 6a 2 -f- ca 4)2

oo
( ‘ x4dx

(a -)- bx 2 -|- ca 4)2
oo

x6dx

J
0

c

J
0

c

j
0

j
0

c

./
0

c./

(Ix

+ 6;r2 + ea-4 2 ]/ ah

x'1dx n
+ bxi+ cx* 2Ych

dx 7t (3A — b)
+ hx * + ca;4)2 8 j/ a3hi

x2dx 7t

7t (Sh — b)
+ bx 2 + ca;4)2 _ 8 / TW

x 2dx 7t (5 ä — .36 )
+ 6a.'2 + car4)3 .32 j/ «3*1

x*dx 3n

+ 6a-2 + ex 4)3 1G)/ ö6 3

x^dx Stt

+ 6a 2 + ca 4)3 l (jj / ch h

x^dx 7t (bh — 36)
+ 6a 2 + ca 4)3 32 j/ c3hb

x4dx 7t (7h •——56)
+ 6a 2 + ca 4)4 G4j/ «3h1

x{'dx bn

+ 6a 2 + ca 4)4 32 / ah 1
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30

27 .

28 .

o
oo

+ 6x 2 + ca:4)4 32 j/ ch1

x xo dx n (Jh — 5ft)

29
b

+ ia -- + ca -4)4 64 j/ c^/i1

. ( x”- \ \—xy - xdx= , ^
0

1 1/*dx n r xdx.-7 = = = = 9 1 31 . / “ 77= = = 1 -// i —« 2 J V1—x-
0 0

T = 1 ■3 • 5 •■•• (m —_ 1) _tt m de
32-7 yT^ d1 2. 4. 6 m 2

0
1

2 • 4 - 6 (m 1) m un„erade.y xmdx7i - J 3 • 5 ■ 7
7)

Wenn a , c und 4ac — b2 positiv sind und 2 j/ «c -f- 6 wieder
mit h bezeichnet wird , so ist

00

34 .

35 .

36 .

37 .

38 .

fft
0

00

fvW
0

OO

/ vT
0

OO

J V(a
0

30

dx

-)- bx -f- cx 2)3 hya

xdx 2

-)- fta -j- ex 1)3 hy c

dx 2 (2/< — b)
-)- fta; -(- ca 2)5 3/i2j/ a3

ada ; 4

y ^

-\- bx -\- cx 2)-' 3h2y a

x2dx 4

-f- 6a -|- ca 2)5 3 h2 y c
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oo
' x 3dx 2 (2 A — b)>-fw + coc2)b 3 h2}/ c3o

i

4:0 . x a ~ i lx dx — — ~ « > 0 .
o

41 .Jx - ~ 1(U )” dx - 1)Ŵ ' 3 ' ••w. « > 0 .ü

42 . I e~ az dz = 43 . Ize - az dz = ^ - a > 0 .
1) o

oo

44 . / zne~ az dz = — 2 :n^ l ' ' n . a > 0 .
1)

t /1
. _ , . , 1 • 3 • 5 (m — 1) n
45 . / dD3= = - — -— • - , m gerade .2 * 4 * b m 2

i »
2 . 4 . 6 •••• (w — 1)

46 . I sinmco dco = - —- — - ’ w ungerade .
o

i .Ä
dco

J ê~ az dz = 43 .^ 2Ü
o<

•/ü

/ •'.
u

/ „
0

4 ^

^7 «2cos2co- |- ß2sin2co 2aßo

i «
dco 71 «2 -f- ^2

2cos2ca -)- ß2sin2co)2 4 a 3ß 3o

cos2co dco n

“•/ p

c2cos2co- )- |32sm2co)2 4a 3ßo

sw 2tu dco 7t

“•/ p cos2co-(- ß2sin2ca)2 4aß 3o
■i»

dco__ 7t 3 (o4 + ß4) + 2cc2ß2
51 - / (“2 7(cc£cos2co-j- ß2sin2(oy 16 a 5|35
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53

54 .

55

'sin bu du =

ic~ a"cosbu du

oo

52 . / e~ au cusbu du = „ ^ >
.70

oo

. J e- au sh0
oc

.fu0
oc

J 'uc - «" ^ + Ä, )20
oo

7 * , 2 a (a2 — 3 62). I ul e~ a“c»sbu du —

a > 0.

a2+ 62

«2 — ft2
= («2+ ö2)2

2 ab
sinbu du = 7—=—;— >

« > 0.

f ■> , , 2t>(2
57 . / u2e~ au sinbu du = —A ;,7 («5

(a2 + 62)3

(3 a2 — ft2)
+ 62)3

a > 0.

§ 20 .

Transformationen bestimmter Integrale .

Allgemeine Sätze und Eegeln . Wenn die Function cp(x )
innerhalb des Intervalles x — a bis x = b continuirlich bleibt ,
so ist

b
f <p {x) dx = (b — «) cp[a s (b — «)] , 0 < £ < 1.

a

Für b = a folgt hieraus , dass ein zwischen den gleichen Grenzen
a und a genommenes Integral im Allgemeinen verschwindet , aus¬
genommen , wenn <p (a) unendlich wird. Einen Ausnahmefall dieser
Art bildet z. B. das Integral

2d
dx 1
~x * = 2ö

2d

/ dx-? =

welches für d = 0 nicht verschwindet , sondern unendlich gross wird.
Bezeichnet ip(x) eine Function , welche von x = a bis x = b

stetig und zugleich positiv bleibt , so ist allgemeiner
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b h

fcp(x) il>(x) dx = cp[a + s{b — n)\ Jty (x) dx ,
a u

0 < £ < 1.

Zür Abkürzung sei r<-j- s (6 — a) — (i , ferner habe cp(x ) die
Eigenschaft qo(0) = 0 ; die analoge Gleichung

r h
Jcp{iix) ip(x) dx = q£>(«ft) Jtyix ) dx , « < ft < &,
u a

dient dann zur Beantwortung der Frage , ob das Integral verschwindet ,
sobald der constante Coefficient jc in Null übergeht . Bei endlichen
a und b ist ft gleichfalls endlich , mithin für r. = 0 auch Jtft — 0
und <p (xn ) = 0 ; das rechter Hand stehende Product verschwindet
dann sicher wenn

h
fip (x) dx
a

einen endlichen Werth besitzt ; im Gegenfalle erhält jenes Product
die unbestimmte Form 0 • oo , welche näherer Untersuchung bedarf .
So verschwindet z. B. das Integral

d̂X
0

nicht für x = 0, denn sein Werth beträgt mehr als

—.dx = x •oo .x6
0

Ist zweitens eine der Integrationsgrenzen n und b unendlich
gross , so kann ft gleichfalls unendlich gross sein , und dann lässt
sich nicht einmal behaupten , dass jtfi = 0 werde und demgemäss
cp(xp ) verschwinde . Derartige Fälle müssen besonders untersucht
werden .

Zur Vertauschung der Integrationsgrenzen dient der Satz

J ) {x) dx = — ff {x) dx .
■* b

Sind a , ß . '/ , ■•■ fi beliebige , zwischen a und b in der Weise
eingeschaltete Grössen , dass

« < “ < /3 < y < ---- < ft < 6,
so ist
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jf {x) dx = Jf {x ) dx + Jf (x) dx -\- ---- \- f / Xx) dx ,a a a fx

welche Operation die Zerlegung des Integrales durch Theilung des
Integrationsintervalles genannt wird .

Die genannte Zerlegung dient u. A. zur Berechnung des Inte -
gralwerthes für den Fall , dass die Function f (x ) innerhalb des
Integrationsintervalles Unterbrechungen der Continuität erleidet .
Wird f (x) zwischen x — a und x = b nur einmal und zwar an
der Stelle x — k discontinuirlich , so betrachtet man das bestimmte
Integral b

ff {x ) dx
<1

als den Grenzwerth , welchem sich die Summe

Jf (x) dx + ff (x) dx

bei verschwindenden d, und d2 nähert : diess giebt , wenn

ff (x ) dx = F (x) -(- Consl.
gesetzt wird ,

b

Jf {x ) dx — F {b) — F (a) -f- Lim { F (k — d,) — F (y. -f- d2)}
a

und ähnlich bei mehreren Unterbrechungen der Continuität . Der
für dj = d2 entstehende Werth des Integrales heisst der Haupt¬
werth des letzteren .

Desselben Verfahrens bedient man sich , wenn man bei der
unbestimmten Integration für Fix ) eine discontinuirliche Function
erhalten hat . So ist z. B.

h dx 2 l/ x .
— = arclan (- Cunst .

(1 x) ]/ x 1 '—' x
wollte man aber hieraus ohne Weiteres

00

dx — = 0/ d(l + x) ]/ x0

schliessen , so wäre diess unrichtig und auf folgende Weise zu ver¬
bessern

i- <h 00 ,__ ,__
2j/ 1— d, . 2/ l + d01 ' ___ 1_J_ z, y _ L_ _ ' ~

d.

1—di OO . ______
f“ dx . / * dx 2J/ 1— d. i
I --- I -- arctan — — f arctan -

J (\ + x)Yx . ! [\ -\- x)Yx - 2
i—Hh
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mithin für d , = <S2 — 0
oo

/ * rf.r _ nJ(1+x)j/x
0

wie man auch durch die zweckmässigere Integralformel

/ "* dzc
— = 2 arctan Vx + Consl.

(1 -j - x ) ]/ x
verificiren kann .

Die Substitution neuer Variabelen wird bei bestimmten Inte¬
gralen im Allgemeinen ebenso wie bei unbestimmten Integralen
ausgeführt , nur hat man zur Vermeidung von Restitutionen auf die
Veränderungen zu achten , welche die Integrationsgrenzen erleiden .
Wenn die Gleichung qs(x ) = y , nach x aufgelöst , nur einen ein¬
zigen Werth x — tp (// ) giebt , so ist

i J ,w
J fW (^)] dx = J fiv ) v ' (y) rfy-

n tp { i)

Wenn dagegen die Gleichung <p (x ) — y zwei verschiedene Aus¬
drücke x = ij) (y) und & = %(y) > (y) liefert , so ist diess ein
Zeichen , dass y, als Function von x betrachtet , ein Maximum oder
Minimum besitzt . Tritt dasselbe an der Stelle x = ft ein und ist
zugleich « < g < 6 , so entsprechen jedem y zwei x , von denen
das eine weniger , das andere mehr als ft beträgt ; man hat daher
die erste Wurzel x = ip (y) im Falle a: < ft , die zweite x — ^ (y)
im Falle x P> y zu substituiren . Um diese Fälle zu trennen , zer¬
legt man erst wie folgt

b fx b

J f[<P(*)]dx= j /'[9>(a;)]dx+ j fW(«)]dx
a a fi

tmd erhält nachher durch die angedeuteten Substitutionen

* <p,W

jf [<p (*)] dx = Jf (y) i >\ y) dy -\- jf {y) x {y) dy .
a lf (a ) lf (fx)

Ganz ähnlich hat man zu verfahren , wenn q>{x ) zwischen a;= «
und x = b mehrere Maxima und Minima besitzt , mithin aus qi{x ) = y
drei oder mehr Werthe für x folgen .

Beispiel 1. Benutzt man die Substitution
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yx 2 -J- 1 — x = y

und beachtet , dass y verschwindet für x = oo , so erhält man
oo VjJ+ l -

jlj / x 2 + 1. — x)p dx = \ J (yP- '1 + yP) dyX 0

| (/ A2+ T - a> - *
“M p - i + />+ i r

2. Auf ähnliche Weise ergiebt sich
oo

. / + L -- P + r ) '
/> > 1-

ßx
(V— ß X ^

X

3. Die Substitution

führt zu der Gleichung
oo i

f * xP ~ *dx 1 / * . . . . ,
,/ (er -f ßx )P+ i ^ a ? P J ,jP ^ — y'0 u

Im speciellen Falle eines ganzen positiven p wird nach No . 20 .
des vorigen Paragraphen

oo •/ xP~ldx 1•2•3•••(p—1) 1(a + ßx )P+ i — <?(? + 1) (? + 2) • • • (5- + p — 1) «ißP0

Setzt man in der vorhergehenden Formel

P = i ('” + 1) > 9 = 1 , * == ^2, 2/ = '»i2
so erhält man unter Rücksicht auf die Formeln 32 . und 33 . des
vorigen Paragraphen

cx>
l mdl 1 • 3 ■5 • • • (m — 1) n

— - = , für geradem .f (ß + |3i 2)^’'‘+ 1 2 . 4 - 6 ...... m 2j/ aß m+ 1’
0 oof |'"d| 2•4•6•••(m—1) 1 ... .
/ (a _. r. 7 , ... • — - fur ^ gerade m.3 . 5 . 7 m j/ a ßm+ 1
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oor _ r
J (a+ ß?)i "+l J

dt ;

?2+ ßY*U 0
man hat also zugleich zwei Formeln für das auf der rechten Seite
stehende Integral .

4 . Wendet man die Substitution

2x

an und beachtet , dass dem Werthe x = l ein Maximum von y
entspricht , so findet man

oo i

/ x'“dx 1/'ymdy( i + xty + i ~ 2mJ -/ T — Y/0 0

und ferner , wenn

X = J/ ^ ~ • i , « > o , ß > O
gesetzt wird ,

oo
m— 1) 7t— - —, mgerade .

2*»-H y0
OO

§"*d | 2 ■4 •6 •• •(m— 1) 1
0 -fß£ !)u‘+ ' 3 *5 •7 m ‘ 2m]/ cXm+ i ßm-fd ' m ungerade -.o

5. Für § = tan 6 gehen aus den Formeln in 3. und 4. die
folgenden hervor

r trdt _ i •3•5•••(»
J (« -(- ^ | 2)”,+ 1 2• 4 -6 .....'o

oc

A

fr
sinmQ(IQ l *3 *5“ *(m— 1) tc

--------- - , ;n gerade .
, cos2e+ /3sin20)1 m+ 1 2 •4 •6 ..... m 2 /3''*+ 10

7t
1&

sinmQdQ 2 •4 • 6 • •• (m— 1) 1/ sin{u cos10-(-
i „--- —w- , m ungerade .

0-(- |3sin20)‘5 3 *5 *7 ..... m j/ a ß^+ io

0

sinm0 cosmö d 0 1 •3 •5 ••• (m— 1) n
cos2Q-\-ßsin ^Q)’"^ 2 - 4 *6 m 2m+ 1}/ ctm+ l ß™* 1'

m gerade .
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n
T/ ’sin'"Qcosm%dQ2-4-6---(»n—1) 1(a cos'10-f- /3 s//i'20)"'+ 1 3 ■5 •7 ..... m 2'" y'a"'+ 1jS"^ 1 ’

0 m ungerade .
6 . Transformirt man das Integral

oo
dx

o

mittelst der Substitution

und beachtet einerseits , dass y für x — 1 ein Minimum erreicht ,
sowie andererseits , dass die identische Gleichung

Vy — Yv2 — 1 + yy + Yy2 — 1 = Y"2 (y -Y i )

statt findet , so erhält man
oo _ 00/ xP~̂dx j/‘2Y dy
(1 + 2xa : + x ^y 2p «7 (» + y )P j/ y — 1

und für y — 1 l;2
oo oo

Y x p ~ ^ dx _ 1 Y df
J ( 1 + 2 kx + x l ) P ~ ~ 2P ~ iJ ( 1 + + f 2) pn o

Durch Substitution von

x = l / - . z2. v, == _
2j/ ac

ergiebt sich ferner
oo oo

2"'+ 2 d : l / C

Y (a -\- bz2-\- c z4)^ ’ c Jj (2 f/ u e • f2 -)- 6 -j- 2 j/ n c)^ "‘̂ 1

wobei sich für jedes ganze m das rechts stehende Integral nach der
letzten Formel in No . 3. entwickeln lässt .

Setzt man — statt z und vertauscht a und c gegen einander ,
so erhält man noch
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oo oo

f ‘ zmdz __ j / 4c rff____
J {a + bz 2+ cz *)i m+ l ~ r «■ J (2 j/ âc • ^ + /;+ 2 j/ T̂cfi m+ l '

Für m = 0 und m — l2 führen die beiden letzten Formeln zu
den in § 19. unter No . 15 . , 16 . , 18 . und 19 . angegebenen Resul¬
taten .

7. Zerlegt man das Integral
00

/ xP̂'lx dx(1 + xa: + x 'iY

in zwei, bezüglich von 0 bis 1 und von 1 bis 00 gehende Integrale

und setzt im ersten dieser Integrale x — y , im zweiten x = —

so findet man , dass der Werth des ursprünglichen Integrales = 0
ist . Für

-./ c bx = / / - . j , x = - =' « Yacj/ a

folgt hieraus bei positiven , von Null verschiedenen a und c
00 00

/ (« + bz + cz ' y = w ( c ) f {Y
zr - ' dz
bz c 22)p

0 0

also z. 15.
oc

/ lz dz la—Ic l/4ac—52. 0— i—1-- i 2 = , '■ —i arctan - , 4ac — bl > 0 .
0 + 62 + C22 Ylac — b2 b

0
00 ____/ zlzdz la—Icf b t/iac—621= 1 1 arclan ~ b I ‘

0

00
zmlz ds.

[a -f- cz 2)"̂ 1

1 • 3 • 5 • • • (m — 1) 7t{la — Ic )
2 • 4 • 6 m 2m'b2 c’̂ d"1'

2 . 4 . 6 • • • (m — 1) la — Ic
3 • 5 • 7 m 2’,*+ 1Y «"‘+ 1 e'"+ l ’

8. Setzt man

für gerade m ,

für ungerade m.
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a = h cosy , b = k siny , b — j/ a - -j- b'*,
so ist identisch

2/f 27t

r _ = r de
J (acosü bsinQ -{- c)m J [ä cos (0 — y) -j- c]”*0 0

und für 0 — y = V
2n 2n

du]r de = r (i
J (a cos e + bsinQ -j- c)m ' (bcosrj

Man zerlege nun das Integral rechter Hand nach dem Schema
2tX 0 7t 27t 2nf=f+f +f—f

— Y — y o n in —Y

und substituire im ersten Integrale jj == — J , im zweiten »J= -{- £,
im dritten und vierten rj = 2n — diess giebt

27t 7tf __ _2/‘
(« cos0 bsin 0

di
(h cos£ -f- c)"o o

endlich für

c a2 b'2 — <x2, c — ]/ a2 b2 — ß2, £ = 2ca,

wobei a2 -f - b2 < c2 vorausgesetzt wird ,
7t

27t

da
f __ ™ __ 4 f —

J (acosQ -j " bsin 0 -}- c)m J [ä 2l1cos2a -j- ß2sin2a )”o o

Specielle Fälle hiervon sind
27t

f *___ d0___ 2n
J acosQ -(- bsinQ -(- c j/ (.t a2 ^2

dQ 2nc

o
2n

A -icosQ -)- bsinQ -)- c)2 ]/ {c2 __ a2 _ 62)3o

9. Nach demselben Verfahren erhält man die allgemeine Formel
2« n _

J F (acosQ -(- bsinQ) dQ — 2 f F (j / a2 - |- b2 ■ cos£) d£ .
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10 . Der Werth des Integrales
n

J = fsin2m (a cotnco da
(i

lässt sich , wenn m und n ganze positive Zahlen bedeuten , auf fol¬
gendem Wege finden . Man substituire zunächst na — cp, zerlege
das entstehende Integral

nn

1 f *. cpJ = — I sin cot cp dcp
n J no

nach dem Schema
vn 71 27t 3TT v 71

f = f + f + f + ” ' + f
0 0 n 2n (n—l ) 7i

und setze im ersten Integrale rechter Hand <p — cp, im zweiten
<p = Ti ‘ip, im dritten cp= 27t -ip u. s. w. ; das Resultat ist

n n
A ( 2mcp , . Bf * 2in ,ipJ = — I sin cotip dtp -I I cos cottp dtp ,
n J n n J no o

worin A und B folgende Bedeutungen haben

„ , 2mn . 4wn : . , (2n — 2) »««
A— l -{- cos 1- cos 1- cos —-- b cos ,n n n n

„ 2tmi , imit , . 6wjt , , (2n — 2) mn
B — sin (- sin [- sin — -- i- •— b sin - -n n n n

Aus den im ersten Theile , § 35 . , No. 10. und 11 . entwickelten

( 2 %\für x — 1 und 0 — —^ dass A= n oder
= 0 ist , jenachdem n in m aufgeht oder nicht , und dass B immer

Hl
— 0 ist . Im zweiten Falle wird / = 0 ; im ersten sei —= q,

also q eine ganze Zahl ; die Gleichung

sin2qtp cottp = 1 -j- 2 { cos 24 ' -f- cos4tp -j- • . . cos (2 q— 2) tp}
-f - cos 2 qtp

liefert dann J — n . Der Werth des Productes

sin2ma cot na da
o

ist demnach = 1 oder = 0 , jenachdem n im m aufgeht oder nicht .

n
1 / *— I sm
Tt J
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11. Bezeichnet k eine ganze positive Zahl , so erhält man durch
ein ganz ähnliches Verfahren

n n

sin kQ dB — — J Z sin £ d£ ,ü 0

worin Z die folgende Bedeutung hat

4)-4J¥)+4-±̂ Y"■+
12. Nach derselben Methode findet man

7t 71

J f (ß ) sin2kQ rf0 = i j Z sin2£d£ ,0

worin Z durch die Gleichung

z=<I) +44 ) +4-44
bestimmt ist .

§ 21 .

Die Variation der Constanten .

Wenn in einem bestimmten Integrale eine willkührliche G'on-
stante r vorkommt wie z. B. in der Gleichung

W—Jf (x i r) dx ,
a

so hängt auch der Integralwerth U von r ab und es kann daher
W in Beziehung auf r dififerenzirt werden . Unter der Voraus¬
setzung , dass die Integrationsgrenzen a und b kein r enthalten ,
geschieht die verlangte Differentiation mittelst der Formel

b

d W _ j ‘ df (x , r) dx \
dr J dr

n

wenn dagegen r auch in « und b vorkommt , so ist
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Diese Formeln gelten jedoch nur unter der Bedingung , dass
bei unendlich abnehmenden Ar und einem echt gebrochenen £

Lim s Ar j f"{x,r-\-e r)da;l-=0
tt '

ist , wozu nur gehört , dass das Integral
b

( 'fr ' (x , r ) dxß
einen endlichen Werth besitzt .

Wie man diese Variation der Constanten benutzen kann , um
die Werthe mancher bestimmten Integrale zu finden , wird das fol¬
gende Beispiel zeigen .

1. Das zu entwickelnde Integral sei
oo

/ / ( 1 -f -W=J a:2(l+ißßß dx' l > 0 .

Da die Function unter dem Integralzeichen positiv , und der Factor
1(1 -j- x2x T) •< x2x2 bleibt , so folgt , dass IV positiv und kleiner

K2 7T
als Tr-r- sein muss ; es ist daher W eine endliche Grösse , welche&K

für x = 0 verschwindet .*) Durch Differentiation in Beziehung auf
x folgt

d
d

mithin ist

W

/ _ dx __ / 1 \
x «y "f" x2a:2) (1 -)- l 2a:2) 71\ x x)o
ist

= n^ ^1 — ^ ^ ^ dx — n {x — Xl(x -\ - X) -j- Consl.} •

Die Integrationsconstante bestimmt sich durch die Bemerkung ,
dass für x = 0 auch W = 0 werden muss ; die Zusammenstellung
der ersten und letzten Form von W giebt nun

*) Es wäre voreilig , das Verschwinden von W aus dem Umstande
schliessen zu wollen , dass Z(1x 2*2) für x = 0 in Null übergeht . Die
letztere Behauptung setzt nämlich endliche x d. h. eine endliche obere
Integrationsgrenze voraus, die hier nicht vorhanden ist.
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fl 'llX'lv ) »f - ^(*+ 1)}' »x »-
o

Hieraus lassen sieh durch ein - oder mehrmalige Differentiation
in Beziehung auf X weitere Integralformeln herleiten, z. B.

A (i + ^ ) r / *\ __
J (l + A2^ )2 ^ 54+ 4o

Durch theilweise Integration findet man

f a:4 "̂ 3»3
?( 1 - |- G!2a:2) « 21( 1 - (- j32a;2) ^ dx

ß 'l x l 1 - f- ß - x

mithin nach der ersten von den vorigen Formeln
DO

a 2a;2) - / ( l - )- ß 2x 2)

l ( l + a 2x 2) -l ( l + ß2x^) dx == l {l + k2x 2H ( 1 + ß2x 2)

, 2 r f ß2l (l ~r u * j i ■
* ’i' f | j _L_ R'l -i-- 1 _1—/v- o'- I '/■-

r/a:

= | « { (« + ß ) uß + + ßHß - (a 3 + ^ 3) / (« + /! ) }

und specieller
op

'l̂ ~ ^\ dx = in (X~ n ).
n

Aus dem letzten Falle kann man sich die Regel abstrahiren,
dass es bei der Werthermittelung eines rein numerischen Integrales
gerathen ist , dasselbe durch Einführung willkührlicher Constanten
zu verallgemeinern und in Beziehung auf letztere zu diflferenziren.

2. Handelt es sich um das numerische Integral
oo/ arctanxxC1 + x 2) ( X '0

so betrachte man erst das allgemeinere Integral
oo

r = r , > „
o

Sohlömiloh , Uebungsbuch II . 10
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wegen arctan (xx ) <C xx ist IV positiv und kleiner als mithin£ K
für v. = 0 auch IV — 0 . Durch Differentiation in Beziehung auf
x und nachherige Integration findet man

oo/ arctan(xx), n, ,x\X(i + iV ) dx = 2 ' { 1 + l ) '0

also das ursprüngliche numerische Integral = t '2.
Durch Differentiation in Beziehung auf A ergiebt sich

ooAx -arctan (xx ) nx
(1 + . A2« 2)* = 4 A2(x + A) '

Mit Hülfe der theilweisen Integration gelangt man noch zu
folgenden Formeln

J
0

oo
1(1 -)- et2x 2) ■arctan (ß x )

3 -------- dx

— {aß - |- (a2 — ß2) l (a -)- ß) — a2la -f - ß'2tß } ,
oo/ arctan(ax)-arctan(ßx), n((a+ß')“+/,|? -

0

3 . Durch Differentiation in Beziehung auf r und nachherige
Integration findet man

•5 TT/ 1(1 + r sin20) d0 = 7t' 1A - V 1 + r
ü

und für r — —a

y1(«+6sm2e)d0=Trl Y<‘+b
0

Hiernach ist auch

■Ijt

l (a2cos2Q -)- ß2 s/«20) d0 = 751̂ “ + ^
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4 . Auf ähnliche Weise ergieht sich

(a - I- b 7tf ] ( a±±sinQ \ inQdQ'J \ a — b sind /o

i "
/ fa bsiuQ\ dB b5. In — 1 - - = n arcsin —>

'J \ a — b sin 0 / sw 0 a0

■if _
/ ( b \ « « n Va'1 b2— «. I arctanI —sin0 I sinB (16 — - - ----

o

■i«

6
ö

in

7 / ( b • ^ "f" ^ “l“. / arctan ( —s?n 0 ) -̂ —7: = —/ ( - ) •y V« / sin6 2 \ a /

8. Aus der Gleichung b

W = I - e- ‘* dx

erhält man durch Differentiation nach t
b

e~ tx dx
dt

mithin
y ß— b t _ ß — a l

W = / —- -̂ dl Const.

Setzt man in beiden für W geltenden Formeln l — h , t = 0
und subtrahirt , so findet man

b h/ *1 n—hx /p—atP—btdx = / ~ dl
a Ü

oder
b

I
,IX dx .

Im Falle a > 0 und b > 0 liegt der Werth des rechter Hand

10*
vorkommenden Integrales zwischen den Grenzen
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b

J - e~ liX ■
dx

„ « Ä
u

und
b

f -r e—hx dx — -i bh

welche für h = oc yerschwinden . Es ist daher1
oo
r e- al - / b \J 7 dt= ’. ft>0’6>a

0

9 . Wenn n eine ganze positive Zahl bezeichnet und
2117t/ sin, smxW — I e~ <x dxx

0

gesetzt wird , so findet man durch eine , der vorigen ganz analoge
Bechnung

2 nrt hy,A ,,sinx. , Ce~in'nt(1 — e~ hx) dx — arctanh — / -—;— T, dt
’ x J l + l*ü o

und für h — oc
2 n 7t OO/ sinx, n /e~innt- ir d * = 2 - J TT ?- dt - oU 0

Handelt es sieb um das allgemeinere Integral
(X)ysifix

0

dessen obere Grenze kein Vielfaches von 2n ist , so kann immer
co= 2nit q gesetzt werden , wo der Best (J weniger als 2tc be¬
trägt ; ferner lässt sich die Zerlegung

io 2 n 71-j- Q 2 n 7t 2 n 7tQ

f ^ J = J + f0 0 0 2«»

und im letzten Integi ’ale die Substitution x 2nn y anwenden ,
wodurch entsteht
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oo/ sinx, n Ce~2"nt./ sin y
dy .

Wegen

liegt der Werth des ersten Integrales rechter Hand zwischen 0 und

jr— ; weil ferner — 1 < " siny < 4 - 1 ist , so hat das zweite In¬an «
tegral einen zwischen

( 1 + 7̂ —) und + f ( 1 +\ AnnJ \ Amt )

enthaltenen Werth ; für co= oo d. h . n = oo wird nun
oo/ -smx , n— ax = —•x 2

Die Substitution x = [iQ giebt unter der Voraussetzung eines
positiven ^

oo/ -
o

Beachtet man , dass

!sin(ß-(-/J)0-f-sin(cc—sm2ß0 ,
sin (j3 ß) 0 — sin (ß —

so gelangt man zu der allgemeineren Formel

für « > ß,
für ß = ß,
für ß < ß,

J ■ a na T 71’ fur “ > ß’
sin ctQ cosßQ 1 f '- r/ 0 = < für a = ß,

ö ( 0 , für « < (3,

welche weder nach ß noch in Beziehung auf ß differenzirt werden darf .
Durch theilweise Integration ergiebt sich noch

an ( Jr^ ßi für ß > d ,sinn 6 sinßO J ? >„ . \ L
ä2 (ld = 1 i n (ß + “)> lür “ = Z5.

| ^ « ß , für ß < (3.

10 . Differenzirt man das Integral
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oo

/ e~a'rsinx
.. * •' stnrx

Ir = / ---- dx

in Beziehung auf r und beachtet , dass W gleichzeitig mit r ver¬
schwindet , so findet man

oo

ß e ax sinrx , r
-- dx — arctan — >
x a

11. Das Integral
oo

(e ~ ax — e~ bx) cosrx

welches für r = 0 in das unter No. 8 . entwickelte Integral über¬
geht , lässt sich analog behandeln ; sein Werth ist

oo
/ e- bx ßl I r -l \I - cosrx dx — * 1 I - r.— -- 5 )•

J x 1 \ a l + r 2/
0

12. Mittelst der Substitution z = x 2 erhält man

OO OO fl

^ dz—2j e~x*dx=2j e~-x*dx-)-
0 ’ü (, 0 1

im letzten Integrale ist .r > 1 mithin x l > x und e~ -v'1 < e~ x
folglich der Werth des letzten Integrales eine endliche positive
Grösse ; das auf z bezügliche Integral besitzt daher gleichfalls einen
endlichen positiven Werth , welcher A heissen möge . Setzt man in
der Gleichung

J
OO

e
dz = A

Vz

z — ky , so findet man noch
oo

( ' e~ ky A
I - 77’ k > 0.J Yv Ŷ

0

Nach dieser Vorbereitung soll das Integral
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oo
• e- tv + y)

F = / dy

mithin

+ y) V yu

betrachtet werden . Hier ist
oo

dF _ _ / ’ e- ' d + y)
d‘ J Yv0

Setut man in beiden für F geltenden Gleichungen l — h ,
t = 0 und subtrahirt , so erhält man

oo h
/ I — ^ d + y) f *c~ 1J7i+,) T«7 pT

oder umgekehrt

!i oo
e- hy

A f e~ dl == n _ e- h C e h _

Da 1

gleichung
a F + y cin l10sitiver echter Brach ist , so gilt die Un-

e~ ,iy A

(x + y) Vy < Yh '0
mithin wird für ä = oo

oo

o</ ~

77=; dl — n das ist Ä* = n

und schliesslich
o Yt

oo
' e ~ k 'J

o
oder für y — z1

oo

Sw '""‘Vir
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Durch mehrmalige Differentiation in Beziehung auf k lassen
sich aus den vorigen Formeln die nachstehenden ableiten

<50 OO _

Ci . ,. , „ 1 • 3 • 5 ••• (2 « — 1) 7 / n:

o b
13 . Es sei

<50

U — fe —^ cos ‘2lxdx -,o
man erhält dann

oo

f— = — 2 / xe~ x7 sin2tx dx
dt Jo

und durch theilweise Integration , wobei die Formel

Jxe ~ x2 dx — — -J-e~ **
zu beachten ist ,

oder dlü = d {— f ).

Die Integration liefert 1/ = Ce—1*, wobei sich die Constante C
mittelst der Bemerkung bestimmt , dass dem Falle t = 0 der Special¬
werth U = n entspricht ; es ist demnach

oo _
Je ~ 'x‘ cos2lx dx — j/ tt •o

und für x = az , t == —

J (v) 2
e~ a x cos 2 bz dz = —— e . a > 0 .2 n

o

14 . Durch Differentiation der Gleichung
oo
*e ~ l y (sin t — y cos t)

erhält man

mithin

(i + C) Vy

OO
dü f *e~ ty cos t , /—cos t
—— = = I — — dy = 1/ % — —
dl J V y Yt
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subtrahirt man die für t — h und t = 0 entstehenden Werthe von
£/, so gelangt man zu der Gleichung

h oo po
^ye ~ hy dy/ — rcosi n / * c ~ iiy dy ry 7t I —— d t = + sin h / -- —= —■cos h IJ j/ t V% J (i + y2) Vy J ( i + z/VyÖ 0 0

Bei unendlich wachsenden h wird dieselbe zur folgenden
oo

und für t = fiQ
oo

0

15. Nach demselben Verfahren lässt sich aus der Gleichung

=/

QO

e—ty (cost + ysint ) ^
( i + ’/ ) Yy

die nachstehende Formel herleiten
oo

oder

/ sinuQ / 7t ^ ^L. ■dQ = 1/ - — > w > 0 .
0 f

Nimmt man in den vorigen Gleichungen l = rj\ so wird
oo • oo _ /

2Jcos (y1) dy — 2 fsin (y2) dy = ] / —o o r 2

00 00 / TT
Jcos (y2) dy — fsin (y2) dy = 7/ —,oo —oo r 2—oo —oo

und hieraus für y = y co
oo oo
fcos (y2 -(- co2) cos 2 y co dco -—fsin (y2 - )- w2) sin2yco dco = 1/ ——oo —oo y 2
oo oo

fsin (y2 -)- w2) cos2yco dco - |- fcos (y2 -j- co2) sin2yco dco = T/—oo —oo r 2

Die beiden Integrale , in denen sin2yco vorkommt , verschwinden
hier , weil die unter den Integralzeichen stehenden Functionen die



154 Capitel IV.

gemeinsame Eigenschaft — co) = — / '(ra) besitzen ; die übrig
bleibenden Gleichungen

oo qc
cos {y l ) f <'ob'(m2) cos 2 y oj dm — sin (y '1) Jsm (m2) cos 2 y m dm — 1/ ——oo —oo ' 2

=V\qo oo
5m(y2) jcos (w2) co52 y ca<7« -f- co5(y2) y 5m(oo2) co5 2 y caf/ <a—oo —oo

enthalten zwei unbekannte Integrale und liefern als Werthe der
letzteren

oo
f cos (m2) cos2ym dm = J/ - { cos (y2) - )- sin (y 2) } ,- oo r 2—oo
oo
y«in (co2) cos2ym dm

- oo

ß

== y /' 2 b os(y2) — s‘«(y2)} •

Für w = af , V — a lassen sich diese Resultate in folgender
Form darstellen

oo
fcos (« 2£2) cos2ßSd£ = l -- sinfj +o 2a \ 4 aV

jsin (a2g2) cos2ß£ d5 = ^ - cos ( ^ + ,o 2 a \ 4 av

a > 0,

und in die eine Formel zusammenziehen

0

welche dem Endresultate von No. 13 . analog ist .
16. Aus der Gleichung

erhält man
J X J X0 0

dU 2 cos at — {e“ e~ a)

sin Ix dx

dl 1 + *2

und ferner , wenn nach geschehener Integration t — b, t — 0 ge¬
setzt und subtrahirt wird .
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J x J *o o
b

= 2 / <°'‘iU d t — Ua -f- c~ a) arctan bJ 1 + t* v ^ ’
oder

/ cos at, ,, , „\
. Yi dt — \ (c "l " e ~ ) arctanb+

o
a a

, , / sin bx , , / sin bx ,
+ \ e~ 'J <lx — heaJ — ~ dx0 0

n a

-f- \ e~ a j —(ex — 1) sinbx dx - (- — e~ 'x) sinbx dx .
o o

Setzt man im ersten nnd zweiten Integrale rechter Hand bx = y
und zur Abkürzung

e- «(ex — 1) + e“(l — e~ *) _ ^2 x
so ist auch

/ cos al ,
J T+ J*dl= i {ca+ e~n) arctan b

ab

{ea — e ")'J S~~~ dy -f-^ cp(x) sinbx dx .o u

Mittelst theilweiser Integration ergiebt sich nun überhaupt
a a

Jf (x) sinbx d.r = ——- ^(n) cosab }_ j C0SiJX (i xü ü

und wenn f (x ) und f ’{x ) von x = 0 bis x = a endlich und stetig
bleiben , so hat das letzte Integral irgend einen endlichen Werth ;
hieraus zusammen folgt

a

für b = og , Lim ff ix ) sinbx dx = 0 .o
Die specielle Function
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/ s , / 1 i ^ I X 1 , \

9>(̂ ) = i « 'AT+ TT̂ + r ^ Ts + ••••)
, , , / 1 • x , x 2 \

+ “ \ 1 — 1^ 2 1 • 2 -"3 /

genügt den für f (x ) angegebenen Bedingungen , daher ist für ft = 00

JOO
cosat dt
1 + t2

00

. , . s , N/ 5my 7c
= — \ {e“ ~ ^ a)J ^y dy ^ ^ e~ a-0

0
Durch Substitution von t = —, a = aß ergiebt sich nocha

00

Vai -fe 2 ““ 2 «0
d0 = « > 0, ß > 0 .

17. Ganz analog lässt sich die Gleichung

« nU ä * + c-fy <MX ä *0 ü

behandeln ; man findet
00/ lsinat^ TtT + ö dl = V0

und mittelst derselben Substitution wie vorhin
00

y 0sinßQ 7t . ^- ^ JL . rf0 = - e- ^ , a > 0 , ß > 0 .
0

Dieselbe Formel kann aus No . 14 . durch Differentiation nach
ß abgeleitet werden ; fernere Differentiationen nach ß sind aber
nicht statthaft . Dagegen dürfen die vorigen Formeln beliebig viel¬
mal nach ft differenzirt werden .

18. Aus der Gleichung

/ /■' (x ) dx = f (b) — f (a)
a

erhält man für x — a ~\- {b — a) u
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> ' Kl - «) + bu\ du = f {b)b ~ f} ~ ’

und diese Gleichung werde m -mal in Beziehung auf a differenzirt ;
das Resultat ist

i
/ (I — W)>Y (>K+ 1) [« (1 — n) -f- bu\ duo

= Wo fA*)—/■(«)]—Wi r (a)—

- W«- i (T^ f{m- 11W-
wobei aber die Bedingung erfüllt sein muss , dass / ’(« ), fix ), ----
/ '(’"+ *)(o.') von .-r = « bis x — b endlich und stetig bleiben . Setzt
man für die Binomialcoeffieienten ihre Werthe , multiplicirt durch¬
gängig mit

{b — a)m+ 1
1 ■2 ■3 m

und nimmt schliesslich * = « -}- ^ , s0 erhält man '

a «+ b) = f(a) + 3 r («) + ^ rw + .........
i

" + T ^h ^ nf {m)(“) + / -■'vr i UT m f [m+ 1)^ + hu) du .ü

Diess ist der Taylor ’sche Satz , wobei der Rest der Reihe unter
der Form eines bestimmten Integrales erscheint .
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