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Capitel V.

Reihen, Pro;lucte und bestimmte Integrale.
§ 22.

Entwickelung bestimmter Integrale in Reihen oder Producte.

1. Benutzt man die unter der Bedingung 22 < 1 giiltige
=} (=}

Reihenentwickelung
14 2\ 1 1
== — Voo ; 3 ey T L .
U\lg-}. Mot LR )

und beriicksichtigt die Formel 45. in § 20., so erhiilt man fiir x? < 1

1-|—xsm9 6 m 1% 1.3 %5
,] (l—xsmB m’é_”(f"‘z staas Tt )

Hier ist die Summe der rechts stehenden Reihe bekannt, daher

in
1+ =sin®\ do E
/’ T sin) s — ™ TOHE
0
b
oder fiir z = —
«
1a

* ra -+ bsin®y dO b

H———) — = sin — -
j (n — b sin 6) sing Ty
0

2. Nach demselben Verfahren ergiebt sich

in

ES
a -+ bsin®y | a—7 at— b?
/l(m sinbdb =m = [) J
)
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3. Mittelst der in Thl. I., § 35. und § 44. angegebenen Reihen-
formeln findet man fiir ein ganzes positives n > 0

7
cosnB do 7T %" R
J 1 — 2% cosH F 22T 1 — % b
0
7
sinn® sin® do T o N
4 _flﬁﬁxeosﬁ—}-xg_émx ? = L
0
Fd
n
5. lfl(l—2ucose—l—x2)casn6de=—n%, %2 < 1,
0
7T
% sin@ T %
AR Y £ 190 2
6. /:trct(m (1 —— sinn® dO i %2 L
0
Fd
7 'f;”co‘ecos(xsinﬁ) cosnB do -——-g-l . 2”_ i
0
F4
14 %"
#cosB o5 : ; —_— . —_— .
8. L/; sin (% sin©) sinn® do i
0
i
9. Einerseits ist '/e—"“’-‘e cos (% sin@)do
0
_m 1 = 1 _x3 +_1_ P 357
T2 11 3 1-2.-83""51-2..-5
andererseits
x®

mithin
in

L]
sinw T ,
/ ——do= - — [ e%°0 cos(x sinB) do.
®
0 0

Da cos (% sin®) zwischen — 1 und - 1 enthalten ist, so hat
man
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: — << e—#050 cos (% sin@) < 4

i cote px cosB

und noch stiirker

— 4#1__ — #cos i —1.'.__7,.
1 4 L#®cos6 e CHaNnB) < o 1+ yx*cos®®’

woraus folgt

. s ‘ixtosﬂ % Sin G a
VETE </\ e T

Fiir # = oo ergiebt sich nun, wie frither auf anderem Wege,
o0

sinw T
f @ dm——§'

0

10. - Wenn sich der Werth eines bestimmten Integrales sowohl
durch directe Integration als auch mittelst einer unendlichen Reihe
finden lisst, so fiihrt die Vergleichung beider Formen zu einer
neuen Reihenentwickelung. So ist z. B. bei positiven 1— ¢ einerseits

7

/(1 — &dae = (1—_3

andererseits hat man nach dem binomischen Satze, falls £ die Gren-
zen — 1 und -+ 1 nicht iiberschreitet,
@ a(1l—a) F z(1—zx) (2 — 2) e

(A—s)ftmmt— e —=—35 1.2.3

mithin

1 .
J, J. M
zl_._l iy 222 3 B e W
ﬂ e ¥L 18 . LA ‘
0

=j':c(1-——a:)(2-—3:)---(n—l—ar)da:.
.

Die Vergleichung beider Formen liefert
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und zwar sind die Werthe der mit J bezeichneten Integrale
‘I1='4'1 J2=?}.’$ 'f3=‘}! J4='§‘%1 J.'.=%,"‘

so dass man auch schreiben kann

MEE SIS Gt T CPO JTUNS el N
1 N & 2 12 24 720 160 ©
e
=l P,

11. Von der Gleichung

£ 2

(,}/l'(l — et ea) (1 — e =|
(=)

ausgehend, erhiilt man nach demselben Verfahren

e F L Ky 5 Ky i
7 1 =l—cet it gt
=)
1— ¢
—1<e<+ 1,
worin die Coefficienten folgende sind
K,=1, Ky =0, Ky = — 45, ]"5=_‘-L‘s"'

]f',,=j'a:(1 —2)2—ax) - (n—2—a)[l —(n — 1] da.

Dasselbe Resultat liisst sich aus No. 10. durch Differentiation
in Beziehung auf & herleiten.

Bemerkenswerth ist noch die folgende Combination der heiden
letzten Entwickelungen

=7 tr.e¢t7 -];3»3‘2'*'1 5.3ttt
—1<:< 41, '
worin® H,, H,, etc. die nachstehenden Werthe haben
H=—+y, H,=0, Hy=q1l; Hy=+5""--
I, =j1(1 —x)2—a)r(n—1—2a) () —a)da.

0 ‘
Sehlimilelh, Uebungshueh 1L 11
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12. Bestimmt man den Werth des Integrales

n
cosp® do
0

erst direct und nachher mittelst der Reihenentwickelung (Compen-
dium d. h. Anal. 8. 232.)

2 2(92 2
W #(22—p?)

=1 1
COS’LB 1 -28311 0 1.92. 3. sin 9

L RPN )42 )

L - |
15k S d -G8 O

so erhiilt man fiir p = 21

sindm A? A%y A2 A? A%y A2
o FRaniokan ﬁ*(l—ﬁ)zﬁ—(‘—ﬁ) (1"2‘2)972"”“"

Die rechts stehende Reihe lisst sich in folgende zwei Theile
zerlegen

e (DD (e
()R

A? i )
s=arm+(t —eF R arm
und der erste Theil durch gewthnliche Addition zusammenziehen;
diess giebt

sr;ﬂi?:::(l )( 702) (1_. )[1—6,,&]

=gt (1 ("—1-1)")("—!— et

Wiihlt man die ganze Zahl n ++ 1 > 4, so ist 6, positiv und
kleiner als

1 ;| 2 §
et ey tatept

<=+ et erten )
d. i

1
0<6n<n‘1
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und es kann daher 6, — £ gesetzt werden, wo ¢ einen nicht niiher
n

bestimmten positiven echten Bruch hezeichnet. Nach diesen Erir-
terungen ist

sindmw A? i? i?
B ®) iy ¥ PO, WY (P .,
=== (-5 (—5) ()

n

fiir # = oo folgt hieraus das bekannte unendliche Product fiir den
Sinus eines beliebigen Bogens.

13. Um das Integral

3
B J Yooty I Beein’y - dg, 4.5,
0
welches die Liinge des Quadranten einer aus den Halbachsen @ und
b construirten Ellipse angiebt, in eine Reihe zu entwickeln, setze
man
a«—0b

a+b=u, a—b=2§, PR

es wird dann

T 2
B} / Vol F 2afeoslp & B, do
0

oder fir 2¢ —= @

P

E= Z—l ﬁ/iﬁ ~+ 21 cosw 1 - dw

0

Verwandelt man die Wurzel in eine nach Potenzen von i fort-
gehende Reihe, so erhiilt man durch Integration der einzelnen Terme

k14

. a—|—b i 1 26 l
E=g- {—f— l-{-ﬁl—i—?ﬁﬁl—l—-,——l—i—---l-

16384

Diese Formel gewiibrt eine bequeme Rechnmung, falls « nicht
mehr als das Dreifache von & hetriigt.

: b : ; e
14. Bezeichnet man - mit w, so ist der Ellipsenquadrant
7

i

E = r:Jcasqa]/i?y tanq - do;
0
i1*
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innerhalb des Integrationsintervalles O und his {= bleibt wu tang
nicht immer <7 1, daher lisst sich die im Integral vorkommende
Whurzel nicht ohne Weiteres mittelst des Binomialtheoremes ent-
wickeln, und daher giebt es auch fiir £ keine Reihe von der Form
Ay + A + 4,u% 4 ete. Man betrachte desshalb erst den klei-
neren Ellipsenbogen

3
§ = f]/a? cos*p -+ b2 sine - dep,
0

fiir welchen & durch die Gleichung

= arctan
bestimmt sein moge. Die Substitution

a
tanp = 5 coly

liefert folgende Transformation

A
L /'" a?0? dvp
V@@ costy - b7 sin®p)®
9

und mit Riicksicht anf die leicht zu verificirende (leichung

& a’b* dy

i I/(a‘.’ cos2y -+ b?sin? ,4_,)3

! 21 o
mj V' cos™yp - b sin?a - dp — (“. -~ b_) i w_cnsvp
Va® costry 4 b2 sin?w

findet man

in
§ = /]/ﬁ" cos®y —+ b2 sin®y - dy 4+ a— b
.
4

oder, weil das Integral rechter Hand den Werth E — s besitat,
s—(BE—s)=a—b.
Diese (ileichung hat den einfachen Sinn, dass
arc BP — arc AP =a — b

ist, wenn der Punkt P in Fig. 45 auf dieselbe Weise construirt
wird wie in Fig. 55. Thl. 1., S. 172,
Aus der vorigen Gleichung folgt
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E =25 — (¢« — b), s=a'jcos(p1/'1' + wltanle - do
und mittelst der Substitution
tangp = ‘—!

[
wird noch

S=4a 1+“t i —_— = ﬂ.._“"df__ %
fL-/]/U* +ap {1 H-l. V(4 ) (o + iz)}

Entwickelt man (1 -4 w2)~* nach dem binomischen Satze, so
kommt man auf einzelne Integrale von ‘der Form

1
2n dt

J” == %
Vet 2

welche sich leicht durch Recursionsformeln bestimmen lassen. Die
gesammte Rechnungsvorschrift ist dann folgende

— [y w (R

1/1 +u—(2n— 1) f-"‘ftr—l
2n

1-3 ;
s=¢c[1m—.f1u,+ J, -1—2*.4.]3;!-"—[—-”},

E=2s — a(l —np)

Jﬂl

Fir e =10, b =1, uw = 0,1 ergeben sich die Werthe
J, = 0,43097 68680, J, = 0,22987 8947,

Jy = 0,15564 490, J, = 0,11748 22,
J, = 0,09430 7, Jy = 0,07876,
; = 0,0676, J, = 0,059,
— 9,57996 7725, E = 10,15993 545.

15. Unter der Voraussetzung eines beliebigen positiven p werde
unter I'(p) folgende Function verstanden
1

o= [ (O]

.

0
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oder, wenn a == ¢~ * gesetzt wird,

I'(p) =‘7le’“' e *dz.

0

Durch theilweise Integration findet man leicht

o0
f:’n'e—=(i'z=qu‘1“e‘"’d:, q>0
0 0
das st
g+ 1)=4qI(9)
und durch mehrmalige Anwendung der vorstehenden Formel
Fn4r)=r(r+1)(r+2) - (r4+n—1)-I'r), r > 0.
Hiernach ist, wenn man von dem Falle r =1, I'(1) =1
ausgeht
F'n4+1)=1-2.3-.-n.
Weil ferner nach § 21., No. 12.
o0

e F —
I'd)= ———dz=}m
(3) .sz 14
0
ist, so folgt fiir r = &,
I,(n_i_i)ﬁ1-.5‘5-“(2:;—1)’/;_

9n

In der urspriinglichen fiir I'(p) gegebenen Definition betrachte
1 1
man nun [(13) = — la als den Grenzwerth von n(l — .1:") fiir
f = 0O} €8 ist dann

1
. 1
I(p) = Lim {nn"—’ /(1 —.'L'")PAId:c}

'}
oder fir x = y"

1
I'(p) = Lim {n"f_y"_'fl — yp-1 dy} ;
0

d. 1. nach Formel 29. in § 19.

s TS L A nonp—1 |
r+ D +2) - +n—1f ==
wofiir man auch

ry) e b QP (1

I'(p) = Lim {

1+4p 140 1440
schreiben kann. (Vergl. Thl. 1., 8. 210.).
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Nach der vorhergehenden Formel findet man

rayria—ua
) 1 1 1 1 1
=l S e R e e
" =) =G) —G=) -3
das ist
. ki1
ra) F(l—-,t)__;m—lim, 0 == 1 = 1.

Im speciellen Falle 4 = } ergiebt sich wie frither I'({) — V.
Setzt man p = 1 4 ¢ und nimmt die Logarithmen, so erhilt
man leicht

IT(14¢) = Lim {qlu— 1(1-1(-%) = 1(1+g.).ﬁ...,(1+%)} ‘

Unter der Vorausselzung — 1 <7 ¢ << 4 1 lassen sich die
vorkommenden Logarithmen nach Potenzen von ¢ entwickeln, wobei
zur Abkiirzung

A 1 o 1 i
er(i+2+§+.“+}iil”)=(’

1 1 i
T T gt =5, k> 1
sein moge; das Resultat isl dann
IF(L 4 q) = —Cqg + §8,0* — 183° 4 1 5,9* — ++--,
—1 &g A1

Hieraus erhellt die Mdglichkeit, ?I'(1 4 ¢) also auch 1I'(g)
mittelst einer gut convergirenden Reihe zu berechnen. Die Werthe
von §,,.8,, ete. sind

S, = 1,64493 40668, S, = 1,20205 69032,
8, = 1,08232 32337, S, = 1,03692 77551,
Sy = 1,01734 30620, S, = 1,00834 92774,
S, = 1,00407 73562, 8, = 1,00200 83928,
Sjo = 1,00099 45751, 8; = 1,00049 41886,

Die Constante € ergiebt sich aus der vorigen Gleichung fiir
¢ = %, wo der Werth der linken Seite hekannt ist; man erhilt

C = 0,57721 56649,
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Eine oft brauchbare kleine Tafel der Brigg'schen Logarithmen
von I'(¢) und I'(1 + ¢) ist folgende

q | log I'(¢) l log I'(1 + ¢) |
A | 1,060 6762 | 0,981 4950 — 1
& 0,745 5679 ’ 0,967 4166 — 1
& 0,559 3811 0,957 3211 — 1
% 04279627 | 0,9508415 —1 |
Fr | 03278812 | 09476700 —1 |
& | 02485749 | 0,947 5449 — 1

| & | 01843249 | 09502417 — 1
& 01316565 | 0,955 5652 — 1
xR 00882838 0,963 3451 —1 |
4 | 00526120 | 09734308 —1 |
H | 0024774 | 09856888 —1 |

§ 23.

Summirung von Reihen mittelst bestimmter Integrale.

Wenn ein Ausdruck von der Form f(a, m) da zwischen zwei,
von m unabhiingigen Grenzen « und f integrirt wird, so ist der
Integralwerth im Allgemeineh eine nene Function von m, es besteht
also eine Gleichung von der Form

f;‘(a:, m) de = @(m).

Aus dieser folgt 2

P
.f{f(a:, 0) + fla, 1) + fla, 2) + -+ fl@,n — 1)} da
=90)+ o)+ 02+ -+ ¢(r—1)

Hier kann es sich treffen, dass die unter dem Inlegralzeichen
stehende Reihe leicht summirbar ist, und dann erhiilt man die Summe
der Reihe @(0) 4 @ (1) + ete. durch ein bestimmtes Integral aus-
gedriickt, dessen Werth sich nicht selten auf anderem Wege finden
liisst.

1. Durch Anwendung der Formel
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1 1
phtm—1 g — k + m > O,

'(-,[ k<= m

erhiilt man

1 1 1 (—1)»=1
PR R i S . |

l 1

I.—l -R'J:-{»—H—l
. __"ln _]

0

1 i
Zufolge des Umstandes, dass - zwischen 4 und 1 liegt,

1+ a

findet man

1 1 1 1 k1
;.»“k+ﬁ+;.-+g—i-ﬁr:‘+'“—/1‘+5d“

[y
oder fiir b = —, =

1 1 1 1 - 3= i
I (-t-{-b_'—a—{—éb_ a4 36 /1—|—££’ ’
Bemerkenswerthe specielle Fiille hiervon sind

f=%%F § — & FF =0 o e 8,

t—4+ 4 —4+d—d+=]
h—dob e ey b o= Bttt

e e e R (vl !
=4+ —T':f+n,——-af+---="+’g3]j;2’/2)

T ‘If + TIT T '1‘I‘J + 'lJ'fl' o ‘Ilﬁ + REE m_il%;t;—l/%) =
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2. Die unendliche Reihe

1 1 1 1 1 1
kTEFe EritEratiFes axoa
1 1 1
Titstagrio rgsT
enthiilt dieselben Terme wie die vorhin summirte Reihe, nur ist
die Anordnung hier in so fern eine verschiedene, als je zwei positive
Terme und ein negativer Term aufeinander folgen. Betrachtet man
zuerst die endliche Reihe
1 1 i 1 1 il
S” = — e — e — o — — — —— e
Ic+k—|—2,k—|—1+i:—[—4+k—|—6 k :+
1 1 1
ot AT i — A e —1

so erhiilt man mittelst der vorigen Methode

1

) [l —azt" x (1‘— ath -
ts.u == l T ;r2 ——1—‘_?- = .,'El' L dx

1 1
;Tk_l L""+i— Llu ol
1 + + _1__—-__'__ £ (l‘l
x =
.
1]

oder wenn im zweiten Integrale x*# = y substituirt wird

’-
y‘ zn—y' o 1
8 f1+ (za,+;rf 1 ay.

Durch Uebergang zur Grenze fiir unendlich wachsende n ergiebt
sich die gesnchte Summe

‘I—l et d
S:/_ clx—{—-%‘/“, Y J

das zweite Integral geht filr y = 2= 2 iiber in

e R

"—2 e =
=t
==

0

1]

1]

mithin ist
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o1
f c[.:r, +12

1 1 1 1 1
e Va¥s axs Tatis Tates ares
1 1 1
TaFes teFits afm T
1

fa—1
/; T de 4 §i12.

]

oder fiiv k = 1, & =
b

Die Summe der nenen Reihe ist also um 412 grosser als die
Summe der fritheren Reihe. 7. B.

7}+‘|¥_%+%+ 1}*-1-—!— ! +[11‘#*]|3'+"'=-§-l2*),
it —t 4+ 4+ — 4+ A —F =@ 12).

3. Das so eben benutzte Verfuhren dient allgemeiner zur Sum-
mirung derjenigen Reihe, welche aus der fritheren Reihe

1 1 1
FEFI T EFe T

dadurch entsteht, dass man immer p positive und ¢ negative Terme
aufeinander folgen lidsst. Betrachtet man zuniichst die endliche,
np positive und n¢ negative Terme ziihlende Reihe

# Wenn cg nur auf den Beweis ankommt, dass diese Reihe eine grossere
Summe besitzt als + — ) 4 } — etc., so geniigt schon die Zusammenziehung
je zwel positiver Terme.

In der so entstehenden Reihe

4 1 12 1 20 1
st ndamlich
8n— 4 8n -4

- An—3)([An—1) >"n>(4u—|-1 ) (4n + 3)

d. h. fiir n=1, 2, 3 cte. jeder Term grosser als der nachfolgende, mithin

die Summe
>4 —4>0, 8> (0, 69 = 2).
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’ 1 1 1
.’),,='1-+ i +Z+ +.+A¢;’—;_2
1 1 . 1
EF1 k48T Tk 2g—1
1 T 1
terom TiToret U TiTa
1 1 1

T k¥ 2¢F 1 kF2¢+3 T k44 —1

1 1 1
i FEn—Te T iTBa—gpre T T FEvep—3
—————1 —_— —1 — . —— —_"__—__1 —
F@n—2)g+1" k+@2n—2¢+3 7 kf2ng—1’

s0 findet man

1
ak—1 .,rinq-{-l ——- Sy
== —— dx —aF—1d
S, fl_{_mdt—l— Ep— T da
0

und mittelst der frither angegebenen Transformationen

1 ; i o0
xk— e— 9% — p— 0=
f—.f1+?c“"°+%f o i
(1] 0

Hieraus ergiebt sich folgender Satz: Wenn man in der sogenannten
harmonischen Reihe

1 1 1 1
a arstarm T axm T

die Terme so umstellt, dass immer p positive und ¢ negative Terme

aufeinander folgen, so ist die Summe der neuen Reihe um

1 p)
2bl(q

grisser als die Summe der urspriinglichen Reihe.
Beispielsweis seien erwiihnt

Fi—b— bbb —d— 4+ = 426,
—f—t—t+tti—t—dh—ht = H@

W= g

Pt
b+
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4. Fiir ganze positive & und beliebige positive g gilt die For-
mel (§ 19., No. 29.)
1 1
wlpt 1) (e42) o (wth—1)" 12 (k—1)
oder fir x =1—1(, p=1a -+ nb
- 1 —_— - — —_—
(a4 nb) (a4 nb+41) (a4 nb+42) - (a+ nb+ k— 1)
1 1
- T I, o . T I Th | — k=144,
95 G=Dd [ —gpr=in

Multiplicivt man beiderseits mit 2* und addirt alle fiir n = 0,
1, 2, 3, etc. entstehenden Gleichungen, so gelangt man zu der
Reihensummirung

1 z
(@ FD@F D@ b= T (@0 aFb+1)- - (@t ofi—1)
22

taFenetrotn .-T(a+2b+k:ﬁ+

1 i ¢ ) S
3---(1:—1),[ i—zp L,
0

wohei b positiv und z* <1 sein muss.
Hiernach ist z. B. fir e =1, b =1, k=3,

1
WE YA v Gl ey ey Sy

3 1 (1—;'* 1
=iz et eﬁ"“(l—s'z)’

fir a=4, b=1, k=3,
1 2* 23

i3.573.5.7 6. 7.9 7. 9.1+ "

s

- (S () +

Anderweite specielle Fiille sind

fa:‘“"‘ (1—a)—ldg

tEl

1 1 1
2 stsa st g7t =12—4
i § 1 1
e e e ek S e BT — 12
1-2+3 3-4.5 567 (1 12),
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2. ; i Faw G+G 71 i St

2. ; i A ; W 7T ; Y R 1 e
; i ; st ; g oh sy (’7;—13)

9. 1 4+ +1 11 T cee=4%mw— §12,
1_ 1 1

2341567 T78gm ":%(l"‘ —4i3

/5)

213

5. Nach der vorigen Methode ergiebt sich folgender allge-
meinere Satz: Wenn eine Reithensummirung von der Form

G+ Cz+ G2+ G - oo = F(2)
bekannt ist, so gilt die Formel

C, Cyz

ala41)- (rt—f—k-——l)—i_(a—!—b)(a-l-b—l—l) (adb+k—1)
C,z2*

+ (a+-2b) ((¢+Zb-|—1) (a4-20+k—1 )+ )
-1 (1—0¢—1F(z%) dt,

_ L I
T 1.2:3.--(k—1)%
worin b positiv sein muss.
6. Setzt man in der Formel

i-—fze‘ az

der Reihe nach ¢ =1, 2, 3, -+ p, addirt alle entstehenden Glei-
chungen und benutzt tim Suhshmhon 1 —e *=E¢, so erhilt man

1,_'_2‘4_52_{_ + _f (1——§)P ('1::)“'

Dureh Entwickelung des Logarithmus und Integration der ein-
zelnen Terme wird hieraus

3 | ! 1 1
1-2+§;+37+"'+;;

pr— . (‘2 — ——— (':‘ — e
=~ GTIGTY — TV EN Y
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wobei die Constanten folgende Werthe haben

1 1 1 1 .
C=12 +2T+§2-+F-{----mmf.,
1 2 _1:2+-(n—1)

03= c’!_—__ )

3’ n

Uebrigens kann man ‘die Constante € mittelst der vorigen
Gleichung selber bestimmen, indem man fiir p eine nicht zu kleine
Zahl (etwa 20) wiihlt und die linke Seite sowie die Summe aller
negativen Terme rechter Hand numerisch berechnet; es folgt dann

¢ = 1,64493 40668.

Obschon die obige Gleichung nur als Transformation einer end-
lichen Reihe in eine unendliche gelten kann, so leistet sie doch bei
grossen p vollkommen die Dienste einer eigentlichen Summenformel;
z. B. filr p =99

1,1 1 :
5+ 57+ + g — 1,634 8839.

7. Nach demselben Verfahren liisst sich aus der Integralformel

1 1°°
P 2,—az o
a? __2—.[7.(2 g

die folgende Summenformel herleiten
1 1 1 1
3 Rt r ey

by

== eIV TFY GFDGLDG LD

worin die Constanten folgende Werthe haben
TR A
0= 35+ 55 + 55 + - = 1,20205 69032,

1-2:3...(n—1) s1 | 1 1
e Bl bk b
8. Die vorige Methode bedarf einer kleinen Modification, wenn

man sie auf die Gleichung
1

— == [ e~z
a 0

anwenden will. Zuniichst ergiebt sich
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1 1 1 1 e~ — e—P=

Der Werth des ersten Integrales hiingt nicht von p ab und
ist daher eine numerische Constante, welche C heissen mioge; der
Werth des zweiten Integrales betriigt /p; im dritten Integrale sub-
stituiren wir 1 — ¢—* = ¢ und erhalten

1 1 1 1
ttets Tt

1 .
—o+n— [T -l o—er-e
c G

l—§

Hier lisst sich die in § 22., No. 10. abgeleitete Reihenent-
wickelung benutzen und hierdurch erhiilt man fiir die rechte Seite

J 1 I
B s o e o BB 3

1
Durch beiderseitige Addition von — wird schliesslich

1 1 1 1
rHgtgteets

1 a 7]

= C [} = _ueo Vﬁ?ﬁ__f - _____L____ —— e
Tt T+ D peF DG+
worin die Constanten folgende Werthe haben

C=0,57721 56649,
1 19 9

“?=ﬁ, (l:]:'i-.z, fl'-4=~h,—(—), a. = é(), LE 2]
14

== [a(l—a)(2 —a) - (n— 1 — ) da.
L}
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Beispielweis findet sich
1 1 :§ ¥
= i _[_§ 4 o S 7,4854 7086

T
woraus ersichtlich ist, mit welcher Langsamkeit die harmonische

Reihe divergirt.
9. Von der Integralformel

—2 __ p— bz
lb—[e =

ausgehend erhiilt man zuniichst
o0
e *— e P} dz
D e Yeas RN B o e bk
224 2p—1) f{(p e 1_8_,} :
0
oder hiermit identisch
f1-2-8..-(p— 1)
00 : oc
e IR ead dz 1 e g
1

0
Der Werth des ersten Integrales ist eine von p unabhiingige
numerische Constante, welche C heissen mige; das zweite Integral
hat den Werth 7p; fiir das dritte ergiebt sich aus der unbestimm-

ten Integralformel
R Ml SRS e SN
J {pe #
der Werth — p; im vierten setzen wir 1 — e~ * = { und erhalten

zasammen
c(p—D]=C+@—Pir—r

.2
o | £ ot =t n
-/ ¢ . . l(l——l___—g) Z(—l——i—g)

0
Hier liisst sich die in § 22, am Ende von No. 11. erwiihnte
12

Schlomileh, Uebungsbuch 11



178 Capitel V.

Entwickelung benutzen; sie giebt, wenn noch beiderseits Ip addirvt

wird
| J1-2-8 .. p)

b b,
—C Py __l__ii-’i,_ﬁ.......'
QR ST s
worin die Constanten folgende Werthe haben
o by =gy, by =0, by = 3lo, by =15, -+

b,,=%z':r(l—:r)(‘z—x)---(n—l—a:)-(-}—a:)dm

Den Werth von € kann man entweder aus der obigen Gleichung
oder auf dieselbe Weise wie 8. 437., Thl. I. d. Compend. d. h. A.
bestimmen; er ist 17(2m).

Multiplicirt man beiderseits mit dem Modulus M der gewthn-
lichen Logarithmen, so erhiilt man

log(1 -2+ 3. p)=Llog(2m)

1 1
logp — M \p — — - = vee e
T 2+ 1) logs {p 12p+3h0p(p+1) (P+2)+ }
Beispielweis ergiebt sich fiir p = 1000
log(1-2-3 .-+ 1000) = 2567,604644,

woraus folgt, dass 1.2 .3 ... 1000 eine Zahl von 2568 Ziffern
ausmacht, deren acht hichste Ziffern sind 40238726.
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