B universitat
Innsbruck

Universitats- und
Landesbibliothek Tirol

Universitats- und Landesbibliothek Tirol

Ubungsbuch zum Studium der héheren Analysis

Aufgaben aus der Integralrechnung

Schlomilch, Oskar
Leipzig, 1870

Capitel VI. Die Doppelintegrale und ihre geometrischen Anwendungen

urn:nbn:at:at-ubi:2-6274



https://resolver.obvsg.at/urn:nbn:at:at-ubi:2-6274

Capitel VL

Die Doppelintegrale und ihre geometrischen Anwendungen.

§ 24.
Allgemeine Formeln und Regeln.

1. Seiner urspriinglichen Bedentung nach ist das bestimmte

Doppelintegral
X
V=fff(:r, y)da dy
@0 Yo

der Grenzwerth einer Doppelsumme derven einzelne Summanden die
Form f(x, y) da A4y haben; die Integrationsgrenzen bestimmen
hierbei den Spielraum, welcher den unabhiingigen Variabelen & und
y gegbnnt ist. Um diess zu veranschaulichen, kann man immer
a und y als rechtwinklige Coordinaten eines willkiihrlichen Punktes
der ay-Ebene betrachten und den erwiihnten Spielraum mittelst
der Bedingungen

BSxl X, Hy<7Y

geometrisch construiren.
Handelt es sich z. B. um das Doppelintegral

Fig. 45. i =»
M A -
0 “ v=[ [, v az ay,
. rl o 0 0
i R —rg_- so zeigen die Bedingungen 0 < & < @ und
b
0<y S;x, dass der Punkt xy die Pe-
Bl mmmmmmme C  ripherie des aus den Katheten 0 4 = a und
. AC = b (Iig. 45.) gebildeten rechtwink-

ligen Dreiecks 0A4C nicht iiberschreiten darf., Zerlegt man die
12%
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Dreiecksfliiche durch Parallelen zur a-Achse und durch Parallelen
zur y- Achse in Rechtecke wie z. B. PORS, so ist OM = x, ON =y,
PQ = 4dx, PR = Ay, mithin f(x, y) dx 4y einer von den Sum-
manden der Doppelsumme. Die ganze Schaar der Summanden wird
auf dieselbe Weise gebildet, indem man statt des Punktes 2 der Reihe
nach die Ecken aller innerhalb des Dreiecks liegender Rechtecke
nimmt und die Rechteckseiten als die Zunahmen von x und y an-
sieht. Schliesslich ist ¥ der Grenzwerth, gegen welchen die Doppel-
summe EXf(x, y) dx Ay convergirt, sobald die Abstinde der
Parallelen d. h. alle 42 und 4y unendlich abnehmen.

Als weitere Beispiele fiir die Interpretation der Integrations-
grenzen migen folgende dienen. Ist

xy =0, X=a; Yo =0, }’=b(1—§),

s0 bleibt der Punkt xy innerhalb eines rechtwinkligen Dreiecks,
dessen Katheten « und & vom Coordinatenanfange aus auf den Coor-
dinatenachsen abgeschnitten sind.

Die Integrationsgrenzen

b
g=0, X=2a; Yo =20, I'=(T]/2aar at

hedeuten, dass der Spielraum des Punktes axy eine H‘Llhelhpse ist,
deren Scheutel im Coordinatenanfange liegt.
Den Integrationsgrenzen

ST aNd o\ 2
xg=—a, X=—4a; yy=——0>b 1—(&—), Y=-41b l—(;) )

entspricht eine volle Ellipse, deren Mittelpunkt mit dem Coordinaten-
anfange zusammenfiillt. Die Integrationen beziehen sich dann auf
alle positiven und negafiven a und y, welche der Bedingung

A2 y)z
(5)+ )<
Geeniige leisten.

2. Wenn sich die auf y beziigliche Integration, bei welcher a
als Constante anzusehen ist, ausfithren liisst, so kommt das Doppel-
integral sofort auf ein einfaches Integral zuriick, dessen Werth dann
einer weiteren Untersuchung bedarf.

Mit Hiilfe der Integralformel

./;/k? — - dy = (.’I ViEE — y 4 & aresin l;{)
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findet man z. B.

. Fi==%

/j; 1—a'_yidady= %f (l_a)l/u+(l—a’)arcsm _l}da,
Vita

= [ +I§]'— : %

3. Die Reihenfolge der Integrationen lisst sich umkehren, wenn
man die Integrationsgrenzen auf die gehtrige Weise iindert. Besteht
der Spielraum fiir & und y aus einer geschlossenen ebenen Fliche,
deren Peripherie von einer Geraden in hiichstens zwei Punkten ge-
schnitten werden kann (Fig. 46.), so Fig, 46,
bestimmen sich die Integrationsgren- M, M M,
zen fir OM = & und ON =y auf ‘
folgende Weise. Man integrirt ent-
weder zuerst in Beziehung auf y und
dann nach «; in diesem Falle geht
y von MS, = y, bis MS = ¥,
nachher & von OM,=a, bis OM,=X.
Wiihlt man dagegen die umgekehrte
Anordnung der Integrationen, so ist
NP = & bis zu den Durchschnitten
T, und T, mit der gegebenen Peri-
pherie zu verlingern und N7\, = §,,
NT, = E sind die Grenzen fiir a;
die Grenzen fiiv y sind nachher der
kleinste und grosste Werth des y, niimlich 0N, == y, und O N, = T.

Diess giebt

j'f/(a: _/)dz,al_/w—‘/ff(.z, y) dy da.

ou

Am einfachsten wird die Sache, wenn der Integrationshereich
aus einem Rechtecke besteht, dessen Seiten parallel zu den Coor-
dinatenachsen liegen; es ist dann

a b b
S Jf@, y) dady = [ [f(x, y) dy da.
ag by by ay

Fernere Beispiele sind

b

- ax b a
S Jf@, y) dx dy = [ [f(x, y) dy d=,
0 0 0 a

iy
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9u *VZ(“cﬁ'c b n’+ltV[ -

f/f(a,J)dxﬂ‘J—] /f('r J)dde

LGy

Uebrigens ist zu beachten, dass solche Umiinderungen nur dann
unzweifelhaft gelten, wenn die Function f(x, y) innerhalb des Inte-
grationshereiches endlich und stetig bleibt.

4. Will man in einem Doppelintegrale statt einer der Deiden
Variabelen @ und y eine neue Variabele einfilhren, so hat man
ebenso wie bei einfachen Integralen zu verfahren.

Mittelst der Substitution

Y =1y, Y —y )t
erhiilt man z. B. { b+ ( .

fff(x y) da dy —ff(Y——Ju) f(x, vy + (¥ — yo)8) dz di;

o Yo
was hiiufig sehr vortheilhaft ist.

Mittelst desselben Verfahrens lassen sich auch zwei neue Va-
riabele nach einander einfithren. Setzt man z. B. in

+a -I-b]/l; —
e
Rl lope: |, fieTy

zuerst y = bn, so geht das Integral iiber in

+a +V1—(")

f f:(('c b)j)d:,r, dn

Vi

und durch Substitution von & = a§ erhalt man schliesslich bei Zu-
sammenstellung des ersten und letzten Werthes von ¥

i -l-bVl—( ) +1 +ri—g
/ ff(x y) da d./—-“bf Jf(u*s’ bu) dE do.
—a —01/1_ t I -1 —V1—F

Hiermit ist das Integml, dessen Integrationsbereich eine Ellipse
bildete, auf ein Integral mit kreisformigem Integrationshereich zu-
riickgefiihrt.
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Die niimlichen Substitutionen geben
b N e
2:‘ :VZ«:!:——.‘::Q 2 VEE_E‘
J /f(ar,y) dax dy=abJ I/'(rcg, by) d& dy,
T % T
was einer ihnlichen Reduction wie vorhin entspricht.
Wenn in dem Integrale
v=[ [z, y) da dy,
dessen Grenzen nachher untersucht werden sollen, statt 2 und y
die neven Variabelen r und 6 mittelst der Gleichungen
& =rcost, y=rsind
einzufiihren sind, so substituire man erst y = afan®, nachher
x = rcosf; diess giebt
V=[[f(x, xtand) dx - xsec*® dO
=fff(rco.s'8, rsin®) cos® dr - rcosO see®d dO
=fﬂ"(rcose, rsin®) rdo dr.

Diese Transformation hat den Sinn, dass man sich den Spiel-
raum der a und y nicht mehr in Rechtecke sondern in Vierecke

zerlegt denkt, deren jedes von zwei Fig, 47
concentrischen Kreishogen und zwei g __ X

Radien begrenzt wird. An die Stelle
der fritheren Rechtecksfliche dx dy
tritt nun eine unendlich kleine Fliiche,
die als ein aus den Seiten PO = dr
und PR = rd® gebildetes Rechteck
gelten kann (Fig. 47.). Die Integra-
tionsgrenzen fiir » und 0 erhiilt man
dadurch, dass man erst » bis zu seinen
Durchschnitten 8§, und &, mit der e

Peripherie des Integrationsbereiches ver- g

lingert und nachher dem 6 seinen grissten und kleinsten Werth
giebt. Fir 08, =ry,, 08, =R, [ X0T,=6,, [ XO0T, = @
ist nun

> ) o r
fff(.:r:, y) da dy =_fff(rcas(9, rsin®) r do dr.

Za Yo B, 7o
Als Beispiele eines solchen Ueberganges von rechtwinkligen
Coordinaten zu Polarcoordinaten migen dienen
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€ |
f ff xz, y)dx d_/— Jf(rcosB rsin®) r do dr,
2e¢ Vece —a* z“asB

J Jf(a s y) da dy J J/ reos®, rsin®) r db dr.

Das letzte Integral kann man auch so transformiren, dass man
erst @ = x| — ¢ und nachher x; = rcosw, y = rsinw setzt, was
einen leicht erkennbaren geometrischen Sinn hat; man erkiilt

2c Vica —a®
A

ff(r, y) da (IJ—-] Jf(rcosm— ¢, rsine) rdo dr.

0

Wendet man erst die Substitutionen & = «&, y = by an und
geht dann zu Polarcoordinaten iiber, so gelangt man zu folgenden
allgemeinen Transformationen

a b']/l-k(—) in
J jf(.!., y)da dy == rtb/ J/(fuwaﬁ brsin®) rdf dr,

0
2a b’/z-*—(u) '&Il Zl.u.\e
J /f('t, y) da d_;'--*ub] Jf(mcusﬂ brsin®) rdo dr

Fd
- l
= ab/ /f(arcosm — a, brsinw) rdo dr.
e [

Um ganz allgemein statt & und y zwei neue Variabele s und ¢
einzufithren, welche mit @ und y durch die Gleichungen

.’t——tp(s, t)! 3/='P(S~ t)

verbunden sind, hat man folgende Formel anzuwenden

S @, y) daay

— [ frive 0 v 0 (-5 — 7250 asa

Die fiir s und ¢ geltenden Integrationsgrenzen miissen jederzeit
durch eine besondere Untersuchung ermittelt werden.
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§ 25.

Cubaturen durch Doppelintegrale in rechtwinkligen Coordinaten.

In der Horizontalebene xy sei durch gerade oder krumme
Linien eine geschlossene Figur begrenzt, und. durch alle Punkte
ihrer Peripherie migen Senkrechte zur Ebene xy gelegt sein; wird
nun der so entstandene Cylinder von einer durch die Gleichung
z = f(a, y) bestimmten Fliche geschnitten, so entsteht ein Cylinder-
volumen, dessen Basis jene ebene Figur, und dessen obere Begren-
zung von der letzterwiihnten Fliche gebildet ist. Ferner kann das
Cylindervolumen als Summe einer unendlich grossen Menge pris-
matischer Volumenelemente angesehen werden, von denen irgend
eines den Inhalt z da dy besitzt, falls man sich die Cylinderbasis
in unendlich kleine Rechtecke zerlegt denkt, deren Seiten parallel
zu den Achsen der o und y liegen. Hiernach ist das gesuchte
Volumen

v=_[Jf, y)d ay,
wobei die Cylinderbasis den Integrationsbereich fiir @ und y bildet.

Wenn z = f(«, y) innerhalb des ganzen Integrationshereiches
negativ ist, so wird auch V negativ; entgegengesetzte Vorzeichen
von ¥ bedeuten demgemiiss entgegengesetzte Lagen. Im Fall die
I'liche theils iiber theils unter der xy-Ebene liegt, besteht das
Volumen aus einem positiven und einem negativen Theile; die obige
Formel giebt dann die algebraische Summe der beiden Theile. Um
die arithmetische Summe zu erhalten, muss man jeden Theil einzeln
berechnen und deren absolute Werthe addiren.

Beispiel 1. Die Cylinderbasis sei wie in Fig. 45. ein aus den
Katheten 04 = a, 4C = b construirtes rechtwinkliges Dreieck, die
obere Begrenzungsfliche ein Paraboloid mit der Gleichung

: = §(da® 4 Byd);

filr das Volumen, welches ¥, heissen mige, ergiebl sich dann

b
—a

Va=14) [(da? + By?) dw ay
00

I3

‘ b i " ,
«-'T-f {A:v2 . a.cu—l—-‘s-Bg:ia:"} da = Lab(da® + L Bb?).
L
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Nimmt man dagegen als Basis das rechtwinklige Dreieck aus
den Katheten OB = b, BC = a, so erhiilt man
Vy = Ltab(ida®> 4 B

Die Summe beider Volumina giebt den Inhalt des Parallel-
epipedes iiber dem Rechtecke 0ACRB(O niimlich

V=1ab(da® 4 BI*) = Labc,

wo ¢ das 7u @ — a und y = b gehirende z hedeutet. Dasselbe
Resultat findet sich direct aus

a b
Vie= -;-fj(/lm? —+ By dax dy.
00

2. Die Basis des gesuchten Volumens werde von den positiven
Theilen der beiden Coordinatenachsen und von einer Parabel ein-
geschlossen, welche auf der x-Achse die Strecke 04 = @, anf der
y-Achse die Strecke OB = b abschneidet, deren Achse die y-Achse
und deren Scheitel B ist; die begrenzende Fliiche sei dieselbe wie
vorhin. Das Volumen iiber 408 betriigt dann

V= s ab (T4a® 4 8 Bb?).

3. Wird die vorige Aufgabe dahin modificirt, dass die Parabel-
achse mit der a-Achse und der Scheitel mit 4 zusammenfillt, so

findet sich Vi T‘&?ab (8 Aa® + 7 | Bb?).

4. In der Horizontalebene sei eine Parabel gezeichnet, welche
die @-Achse im Punkte 4, die y-Achse im Punkte B beriihrt und
im Uebrigen zwischen den positiven Theilen der Coordinatenachsen
enthalten ist; die dreieckige Fliche 04 B werde als Basis des Volu-
mens gewonnen, dessen obere Begrenzung wieder das vorige Para-
boloid sein mige. Fiir 04 = a, OB = b ergiebt sich

V= qlsab (4a® 4 Bb*) = gtabe,
wo ¢ dieselbe Bedeutung hat wie in Nr. 1.

5. Die Basis des Volumens sei eine aus den Halbachsen « und
b construirte Ellipse, deren grosse Achse 2« in die ax-Achse fillt
und deren Mittelpunkt die Coordinaten « und 0 besitzt; die Be-
grenzungsfliche sei das vorige Paraboloid; es ergiebt sich

= lmab (hda® + Bb?).

8. Die DBasis des Volumens sei von den positiven Theilen der
Coordinatenachsen und ausserdem von derjenigen Curve begrenst,
deren Gleichung ist
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()=

die Begrenzungsfliiche sei das vorige Paraboloid. Beachtet man,

Y=5» I"/lk;(;-c-)lt

ist, so erhiilt man nach Ausfithrung der ersten Integration

dass hier

= 2%3 ['{Aaza:'z + 4B0Ya' — 2t} Ya' — 2 - da.
'.0

Durch Substitution ‘von

X al
={ oder x =

f/a‘* L V—rq:li

geht die vorige Gleichung iiber in

o
dt = @t
= oo {as fu gy T /EI'JFH')"JI

oder, wenn ¢ dasselbe wie in No. 1. bedeutet,

Vi= —abe.

8y/2

7. Fin elliptischer Kegel, dessen Gleichung
22 = Mx* — NJ'

sein mdge, wird von einem verticalen, durch die Gleichung

Fig. 48.

bestimmten parabolischen Cylin-
der geschnitten; man verlangt das
Volumen desjenigen Kirpers, wel-
cher von den positiven Theilen
der Coordinatenebenen ay und x z,
von den beiden krummen Flichen
und ausserdem von einer Ebene
begrenzt wird, die parallel zur
Ebene yz durch den Schnittpunkt s
der Horizontalspuren beider Fliichen geht. (Fig. 48.)
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Sind 04 =« und 4B = b die Coordinaten des Spurendurch-
schnittes B und wird 40 =c gesetzt, so ist

. u(ay
[V

Nach Ausfithrung der ersten Integration substituire man @ = « §;
es wird dann

1 1
Ve=1{abe { ] BY1—&.a8 + ]52 aresin & rf'g} .
9 . i

Hieraus crgiebt sich, wenn A das Volumen des Kegeloctunten
O0ABC bezeichnet,
K—V=Foabe

8. In der vorigen Aufgabe ersetze man die Parabel 0 B durch
eine semicubische Parabel, deren Gleichung von der Form
ky2 = g3

sein mige; dann ergiebt sich, wenn nach Ausfithrung der ersten
Integration @ = a&? substituirt wird,

1 1
Ve=abe {J By1—g.dt + /gf' urcsiné‘d@} = } K.

9. Nimmt man in der vorigen Aufgabe statt der Basizs 04 B
den Quadranten der schleifenférmigen, durch die Gleichung

aty? = b2a?(a? — a?)
bestimmten Curve, so erhiilt man
et .
V= grabe.

10. Der in No. 2. erwiithnte parabolische Cylinder werde von
einem durch die Gleichung

GROMON

bestimmten Ellipsoide geschniften; das Cylindervolumen ist dann
V=4%}abc.

11. Wenn der in No. 3. erwiihnte parabolische Cylinder von
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demselben Ellipsoide wie vorhin geschnitten wird, so ist das Cylin-
dervolumen von derselben Grisse wie in No. 10.

12. Aus den Halbachsen fa und 406 sei eine Halbellipse con-
struirt, deren grosse Achse « mit der gleichnamigen Halbachse des
vorigen Ellipsoides zusammenfiillt; wird nun diese Halbellipse als
Basis eines cylindrischen Volumens 7, und das Ellipsoid als obere
Begrenzungsfliiche genommen, so ist, wenn Z das Volumen des
Ellipsoidoctanten bezeichnet,

E— V==%abe

13. Als Basis werde der zwischen den positiven Theilen der
Coordinatenachsen liegende Quadrant der in No. 9. erwiihnten schlei-
fenformigen Curve genommen; die obere Begrenzungsfliche sei das
vorige Ellipsoid; es ist dann

E— V=1}}abe.
14. In dem elliptischen Paraboloide, dessen (ileichung
x = My? + Nz? Fig. 49,

sein moge, ist am Ende der Strecke

04 = a ein zur Paraboloidachse
senkrechter Querschnitt 4 BC (Fig.

49.) und durch’ OB eine auf der

'y -Ebene senkrechte Ebene gelegt:

man sucht das Volumen, welches

von den Ehenen O AL, 0AC, ABC,

der genannten Verticalebene und /
dem Paraboloide begrenzt wird.

Man kann hier ebensowohl
E

a FMa
/A/fV'c—MJ‘ da dy
J

als bei nmgekehrter Anordnung der Integrationen

Va
11! a
Ve 177 .]/'1 — My dy da
4 N. ;
0 VMa.y
setzen, wobei in die Angen fiillt, dass die zweite Form weit be-
quemer als die erste ist.  Man erhiilt
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Vi Vi
2 T T a1
ant: {fV(ft—My“)*-ffy—/V(Vﬂfa-y—My2)3-dy}
sy L) ¥

p a ! . .
oder, wenn im ersten Integrale y = 3 e, und im zweiten

y = }/% - sin® Y gesetzt wird,

2 dr y 2

2a &l : Tna

V= _— costp dop — sinftpdypl = ——— .

3YMN {/ i e 64/ MN
0 0

Fiir 4B =10, AC = ¢ hat man auch
V=g gmabe.
15. Ein durch die Gleichung

L
2$_b+c

bestimmtes elliptisches Paraboloid werde von einem verticalen ellip-
tischen Cylinder geschnitten, dessen Horizontalspur die Gleichung

b
Tt il
y:=2bx “;r:

also im Scheitel dieselbe Kriimmung besitzt, wie die Horizontalspur
der Fliiche; man verlangt das Volumen, welches die von @ =0
bis & = 2a reichende Halbellipse zur Basis und das Paraboloid zur
oberen Begrenzungsfliiche hat.

Integrirt man zuerst in Beziehung auf ax und beachtet, dass
der Ausdruck

2ab 4 2 ab (ab — y?) — y*
ein vollstiindiges Quadrat ist, so erhilt man
V=434napbe.

18. Die obere Begrenzungsfliiche eines Volumens sei wieder
das vorige Paraboloid, dagegen die Basis ein Halbkreis, dessen Mit-
telpunkt 4 auf der wx-Achse in der Entfernung 04 = « liegt, und
dessen Peripherie die Horizontalspur des Paraboloides Dbertihrt.

Mittelst der Bemerkung, dass

2ab — y* + 20)/2ab — 1V — y*
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ein vollstiindiges Quadrat ausmacht, findet sich
V=1n(2a¢a —b) (2a 4 36))be.

17. Ueber dem von den positiven Theilen der Coordinaten-
achsen eingeschlossenen Quadranten der Lemnisecate

(@ + 9*) = a*(2® — y?)
stehe ein Cylindervolumen, welches durch eine aus dem Coordina-
tenanfange mit dem Radius « construirte Kugelfliiche begrenzt wird;
man sucht die Grisse jenes Volumens.
In rechtwinkligen Coordinaten wiire

a F
V=Jfra"—(w2+y2)-dwdy,
0 0

wobei ¥ die reelle positive Wurzel der Lemniscatengleichung be-
deutet; einfacher hat man in Polarcoordinaten

:1-7! aVcosie

V= / fl/a?—r"-rdﬁ(lr (12 ﬂ2—-—12:) ad.
a0

18. Verallgemeinert man die vorige Aufgabe dahin, dass an
die Stelle der Lemniscate die Fusspunkteurve einer aus den Halb-
achsen ¢ und & <C @ construirten Hyperbel gesetzt wird, so folgt

P = }d arcmn — — 3 {2V (@ F 8%® — (3a® 4 20?) b}.

19. In der Horizontalebene sei zwischen den positiven Theilen
der Coordinatenachsen der Quadrant von der Fusspunkteurve einer
aus den Halbachsen « und & < @ construirten Ellipse als Basis
eines Cylinders genommen, welcher oberhalb durch das Rotations-

ellipsoid
& Ay
. 02

begrenzt wird; man sucht den Rest, welcher iibrig bleibt, wenn
jenes Cylindervolumen vom Ellipsoidoctanten weggenommen wird.
Der fragliche Rest betriigt

4G

(3

20. Das vorige Rotationsellipsoid, dessen Horizontalspur ein
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mit dem Radius « beschriebener Kreis ist, werde zur oberen Be-
grenzungsfliiche genommen; in der Horizontalebene sei durch die
Gleichung R = b6 eine Archimedische Spirale bestimmt, welche
den erwiihnten Kreis im Punkte 2 durchschneidet, und es werde
nun als Volumenbasis die dreieckige Fliche zwischen dem positiven
Theile der ax-Achse, dem abgeschnittenen Kreishogen und dem
Spiralbogen 0D gewiihlt.

Das gesuchte Volumen ist

Poet .. (0 ale

16:: b
21. Liisst man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der Ar-

chimedischen Spirale die parabolische Spirale treten, deren (ileichung
R = b)/8 ist, so erhilt man

22. Ein aus den Halbachsen 0 4= a, OB = b, OC = ¢ con-
struirtes Ellipsoid werde von einer Ebene geschnitten, welche die
z-Achse in sich enthiilt und mit der Ebene 40C den Winkel y
einschliesst; der Punkt, in welchem die geradlinige Horizontalspur
dieser Ebene den Ellipsenquadranten 4B trifit, heisse J, seine Ab-
scisse O H = h; man sucht den Inhalt 7, des iiber dem Ellipsen-
sector 4 0J stehenden Ellipsoidsectors.

Fiir @ = r cos®, y = r sin® erhilt man

Y
IR N e oy = 56 sinlon
V=t /J]/l — (ﬂ:‘ﬁ' - 5122_0_) r?erdddr,
o %

wobei die obere Integrationsgrenze R durch die Formel
1

cos sin
V’ (tz f + T

bestimmt ist; die Ausfithrung der Integrationen giebt

y a4 & LS L . h
=1 abe - arctan 5 lany) = fabe - arccos - -

Subtrahirt man hiervon den iiber dem Ellipsensegmente 4 HJ
stehenden Theil des Ellipsoides, niimlich
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5 ! b
t _ﬁ L/](a —a:'*)da,,

und setzt zur Abkiirzung ;=l so erhiilt man den iiber dem
Dreiecke 0 H.J stehenden Theil des Ellipsoides
= [{m (A — 44%) — Laresind] abe.

Derselbe erreicht sein Maximum fiir

23. Das vorige dreiachsige Ellipsoid werde von einem verti-
calen Kreiseylinder geschnitten, dessen Achse die z-Achse, und
dessen Radins die Halbachse b < @ ist; man sucht das iiber dem
Kreisquadranten stehende Cylindervolumen, welches das genannte
Ellipsoid zur oberen Begrenzungsfliiche hat.

Setzt man zur Abkilrzung

!/a"'—b'z o cosO\*? sin9\?
< m= e TGl

s0 ist in Polarcoordinaten

ﬂ
—aa N
P / f]/l 22 rddr=102c /(l_i_“nse+emse)da

und durch meiihrung eines Hiilfswinkels ¢

V==>Labc(y+siny), S:'n%y=%—

24. In der ay-Ebene sei ein Halbkreis construirt, dessen
Mittelpunkt auf der a-Achse liegt, und dessen Peripherie sowohl
die »-Achse als die Horizontalspur des vorigen Ellipsoides beriihrt;
man sucht das Volumen des verticalen Halbeylinders, welcher jenen
Halbkreis zur Basis und das genannte Ellipsoid zur oberen Begren-
zungsfliche hat.

Werden die vorigen Abkiirzongen wieder benutzt, so ergiebt

sich in Polarcoordinaten nach Ausfithrung der ersten Iuntegration

P
1 — 111 — 420%s% cos’D)3
Vo }o / 1— )1 — 4204 cos’0)’

Py
0
Schldmileh, Uebungsbuch IT. 13
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und schliesslich, weil 1 — 4&%5%s? cos?0 ein vollstindiges Quadrat
ausmacht,
948 Ho 2. qye
V— . “.&'l'_:gﬂ_“___ 3% (a — b) be.

" Zur Miglichkeit der Aufgabe gehirt iibrigens die Bedingung,
dass « nicht kleiner als b)/2 ist.

25. Fs sei wieder das vorige Ellipsoid gegeben und A B.A’
(Fig. 50.) die Hiilfte seiner Horizontalspur; ferner sei eine zweite
Halbellipse A#* B* 4" construirt,
deren Achse die a-Achse, deren
Brennpunkt der Coordinatenanfang
0 ist, und die mit der Ellipse
ABA" den Halbparameter sowie
den Scheitel 4 gemein hat; man
verlangt das vom Ellipsoid be-
grenzte iiber der dreieckigen Fliiche
A B A" A% B* stehende Volumen.

In Polarcoordinaten ergiebt sich nach Ausfithrung der ersten
Integration

T
1 -+ cos® \? do
— 1 h2psd e
4 %bcef(l—I—-e"cosB 1 — & cos®®
0
n
be 1 4 cosf \? a0 — £
a (1+£?cos0 l—f-ecos()_fs
0

yabe [(&) —f(—¢)
3

oder, wenn

gesetzt wird,

2
Das mit f(e) bezeichnete Integral liisst sich mittelst der Sub-
stitution :
/ 14 ¢
tant® = 7 v LD
auf folgende Form bringen

o 16£3j cosfodo o
(1 4+ &) cos*w 4 (1 4 &)* sin*w)?

u

woraus sein Werth nach der Formel
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s

. rede
(e costo - B2 sinte)?
0

w 3B+ 9B« 8a?
n 36" — 10f% 4 15fa! — 803
' ‘(52——-&'2)3&5

1

=1}

erhalten wird; schliesslich ist
3(5 2
V=|mn abe® (_—-—+—2£_) .
ya+ e
28. In der Horizontalebene sei die Fusspunktcurve einer El-
lipse construirt, deren Halbachsen

2k a? — 12 2% Yb — i?
@ =—=——, b= —""——
a b

sind, und wobei & eine beliebige Gerade < b < a bezeichnet; ge-
sucht wird das Volumen, welches oberhalb durch das vorige Ellip-
soid begrenzt wird, und dessen Basis die ringformige Fliche zwischen

der Horizontalspur des Ellipsoides und jener Fusspunkteurve ist.

Benutzt man die Abkiirzungen

J . 1

4= B=— =

k) R , S = A cos’0 4+ Bsin*@,

.-'f."'{l—l-
|

so erhiilt man nach Ausfithrung der ersten Integration

n
c (28 — K)?
V=%F]‘f’ —_—S' ae
und schliesslich

% {3(.4—]—3)?—-IOAB—I-G(K——A)(.]{—B) 1 }
V=4me == .

i3 VAP
27. Ein einfaches Hyperboloid, dessen Gleichung
P
atp—a="h
und worin @ > b sein mige, wird von einem Kreiscylinder ge-
schnitten, welcher die z-Achse zur Achse und « zum Radius hat;
man sucht das cylindrische Volumen zwischen der Ebene ay und
dem Hyperboloid.
Dasselbe betriigt
9 at — b S
r=gae PVE 0 (V)
« — ]/ at — b
13*
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oder unter Benutzung eines Hiilfsmittels &

tan6=——————i(a-l_bi(a—b), V=-}abc{lanfw—ll(m(i—n-{—d‘)}.

28. In die elliptische Horizontalspur des vorigen Hyperboloides
ist eine Gerade von der constanten Liinge 2% < 24 als Sehne ein-
getragen, und ‘bei jeder ihrer moglichen Lagen sind durch ihre
Endpunkte Tangenten an die Ellipse gelegt; die Durchschnitte dieser
Tangenten bilden eine geschlossene Curve (vergl. § 10., Nr. 29.).
Es werde nun das cylindrische Volumen gesucht, dessen Basis die
ringfsrmige Fliiche zwischen der Ellipse und der daraus abgeleiteten
Curve, und dessen obere Begrenzungsfliiche das Hyperboloid ist.

Nach Ausfithrung der ersten Integration erhiilt man ein Resultat
von der Form

in
_ S/ Acos®® 4 Bsin®6
r—4¢ / I/ (4, co520 I B, s ©
0

benutzt man die Sﬁbst-itution

b
tan® — —tanw
@

und macht Gebrauch von der identischen Gleichung

‘ do 1 -
o L = =
V(e sin?m‘—f—ﬂﬁéb_s—'l?)ﬁ af Vesin*o 4 fcos’e - do
(¢ — B) sina cosw
«f ) asinte + feosto’
so gelangt man zun dem Resultate

3
4. abelE
=% w—me—wm

worin E den Viertelumfang einer aus den Halbachsen VMTP
und ]/lfjl—ii2 construirten Ellipse bezeichnet.
29. Ein durch die Gleichung
22 oy 22

a? b* c?

=1

bestimmtes getheiltes Hyperboloid werde von einem geraden Kreis-
cylinder geschnitten, dessen Achse parallel zur z-Achse liegt, und
dessen Basis zur Gleichung hat
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. m—
at o p=20Ve — Vab it 8 a> b;

man sucht das zwischen der xy-Ebene und der oberen Hiilfte der
Fliche enthaltene Cylindervolumen.
Dasselbe betriigt

— panefa(8) = (8) 4 3(2) —2)-

30, Die Curve, deren Gleichung ist

@RS +%) =), o<y <in

cosy siny

bildet zwischen den positiven Theilen der Coordinatenachsen ein
geschlossenes Blatt; nimmt man dasselbe zur Basis und das vorige
Hyperboloid zur oberen Begrenzungsfliche eines cylindrischen Volu-
mens, so erhiilt man in Polarcoordinaten

2a’be . (a"‘ sin®y 4 b* cos® y)

N N = o W i 4 __ pd D 42 h? x s Rl e SNl

’ 3 (a*— %)% sin®2y {.a ek acos®y - bsinty
ab cot2y
— fabe - arctan (BT—]— 5 ) .

31. Ein elliptischer Kegel sei bestimmt durch die Gleichung

22 = A22? 4 By,
ferner sei ein elliptischer Cylinder construirt, dessen Achse parallel
zur Kegelachse liegt, dessen Mantel die Kegelachse in sich enthiilt,
und dessen Horizontalquerschnitt eine dem Horizontalschnitte des
Kegels iihnliche und iihnlich liegende Ellipse ist; man sucht das
Cylindervolumen zwischen der awy-Ebene und der Kegelfliiche.

Bezeichnen « und b die Coordinaten der Horizontalspur der

Cylinderachse, so ist
V=ff[/1?'c§m—‘|——BTf ~dx dy
wobei der Integrationsbereich durch die Bedingung
A (x — a)? + B*(y — b)* < A2a® + B*H?
bestimmt ist. Um zu vereinfachen setze man erst
Adx = z;, By =y, da = a, Bb = b;
es wird dann 1
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und zwar bedeutel ¥, das Volumen eines Kreiscylinders, dessen
Basis durch die Gleichung

2 B o 2
(@ — &)+ (49 — ) =a® + b
gegeben, und dessen obere Begremzungsfliche ein Kreiskegel ist.

Fiir @y = h cosy, by = & siny und mit Hiilfe von Polarcoordinaten
findet man

y+in
8 [
Pil= — f cos (6 —y) do
y—4n

und schliesslich v
_ 32 V(£ + BY)
Iy AB

32. Man verlangt den Inhalt des Kdorpers, welcher von den
positiven Theilen der Coordinatenebenen und ausserdem von der

Fliiche n % B
& ¥ e
YRy~
begrenzt wird.

Die in der Formel

rmof fOp i Decr

angedeuteten Integrationen beziehen sich hier auf alle positiven x
und y, welche der Bedingung

Vﬁ L2 1/3( 25y
@ =

geniigen. Fiir & = &', y = by! wird
V= lﬁabcff(l —E— a2 Enpddidy, 4 2 < 1,

und nun ist der Integrationsbereich ein Kreisquadrant; mit Hiilfe
von Polarcoordinaten ergiebt sich

V= 4gabe.

33. Man sucht das von den positiven Theilen der Coordinaten-
ebenen und von der Fliche

Vo e

begrenzte Volumen.

4
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Durch ein dem vorigen ganz iihnliches Verfahren erhiilt man
V= -i—-sj—hv-o- abe.

34. Das von den positiven Theilen der Coordinatenebenen und

von der Fliche -
47— = 'Y
¢, 1/v ]/:'1=
]/a+Vb+ [ 1

begrenzte Volumen ist
V= sgisgabe.

35. Das zwischen den positiven Theilen der Coordinatenebenen
und der Fliche

VE+7V O+ y )=

enthaltene Volumen betriigt
V=ssmabe.

36. Das Volumen, welches von den positiven Theilen der
Coordinatenebenen und von der Fliiche

VE 7/ O+ &)=

eingeschlossen wird, betriigt

V= g#gmabe.
§ 26.
Cubaturen durch Doppelintegrale in réumlichen Polarcoordinaten.

In einem rechtwinkligen Coordinatensysteme seien (Fig. 51.)

OM = x, MN =y, NP = z die Coor- Fig. 51
dinaten des Punktes; wird nun die ay- !

Ebene zur Aequatorialebene, und die z - Achse ™S

zur Polarachse eines Systemes riumlicher S
Polarcoordinaten (Kugelcoordinaten) genom- ; / :
men, worin OP=pr, [ PON=, [ NON=wn I / {

ist, so vermitteln die Formeln

& =7rcosy cos®w, Yy =rcosy sinw,

z = rsiny

den Uebergang von dem ersten zum zweiten Systeme. In letzterem
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ist das Volumenelement eine Pyramide, welche » zur Héhe und das
Rechteck aus den Seiten rcos® dw und rdv zur Basis hat; daher
folgt

A= %ffr"‘costp dw dy.

Fiir 7 ist sein Werth aus der Polargleichung der Begrenzungs-
fliche zu substituiren; die Integrationsgrenzen fiir v und ® be-
stimmen sich dorch die Begrenzung des betrachteten Volumens.

Beispiel 1. Ein aus den Halbachsen «, 6, ¢ construirtes Ellip-
soid werde von einer Ebene geschnitten, welche die Halbachse ¢ in
sich enthiilt und mit der Ebene der Achsen ¢ und ¢ den Winkel y
einschliesst; man sucht das Volumen des entstandenen Ellipsoid-

segmentes.
: In dem anpelinterrmle

¥ A
cosy do dy
('os"rp c032 ‘cosp sino i sin?an
a’ b* ¢t

kann man zuerst die auf w beziigliche Integration mittelst der Sub-
stitution siny = ¢ ausfithren; es bleibt dann

¥
dw I
e T R% ", . pr s
V=1}a b? t/;'!LOS m—i—a"sm“’ = habe - arclan (b l:my)
0

iibereinstimmend mit Nr. 22. im vorigen Paragraphen.
2. Das zwischen den positiven Theilen der Coordinatenebenen
und der Fliiche

(@ 4 g ) = (aa? 4 057 3
enthaltene Volumen betriigt
V= 2:“n{5(a“ + et 3b+e) e+ a)(ab) ——4abc} i

3. Das zwischen den positiven Theilen der Coordinatenebenen
und der [liche

(@2 4 52 + 22)° = (ada?® + B3y® + e322)?
enthaltene Volumen betriigt
V= {sm(a® 4 b* 4 %).

4. Der zwischen den positiven Theilen der Coordinatenebenen
liegende Octant der Fliche
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Gtr5+s)=6)

begrenzt mit jenen Ebenen das Volumen

w abed

V=18 "

5. Die positiven Theile der Coordinatenehenen und die Fliche

@+ (G5 =n

begrenzen rzusammen das Volumen

1:: dn

cosPp do dy
ms"w ms? COSe'lP sin? sinap’
A O 2

fithrt man zuerst die auf @ bheziigliche Integration aus und setzt
nachher siny = t, sowie zur Abkiirzung

]/r‘? — at Vet — b

————— ) B =

- g (a < b <)

0 =

g0 erhiilt man

di

1‘.
V= lnabh . )
%“’f/:/n — @) (1 — )
0

Das noch iibrige Integral ist ein sogenanntes elliptisches In-
tegral erster Art und kann durch die Suhstltulmn el = singp anf
die Normalform

!l.l'(:.\'i” @

{ ) 2
_-,rtp u:_'i).(l
[/l—n"smtp o

gebracht werden.
8. Man suchl das Volumen, welches von der Fliche

(x*-I-J-F‘)I( +b2‘|‘ =

und von den positiven Theilen der Coordinatenebenen begrenzt wird,
Setzt man sin = ¢, so erhiilt man zunichst
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1

in
ot AR
) JiFe

1 cos*o | sin‘w 1 cos’w  sin’w
= —— —_— =g — ey — ————
a? b? P ¢t at b?

Um die irrationale Form zu vermeiden, substituire man
Vite-t_
Vitpt
und kehre nachher die Reihenfolge der Integrationen wm; wird
hierbei zur Abkiirzung

3 sl 22— o2
=V, == s>
a b
gesetzt, so ergiebt sich
1
3 du
V=141mch? ’
UV — ) 1 — )
U

Liisst man a,, by, ¢, & an die Stelle von @, b, ¢, % treten
und nennt ¥, das neue Volumen, so ist dieses gleich dem in Nr. 5.

betrachteten Volumen, wenng o
2 2 2
q 9 g
[tl—-'a—ﬂ bl—?‘l Cl_?’ ]ll-—--;/gk

und ¢ gleich dem geometrischen Mittel aus «, b, ¢ gewonnen wird.

7. In der Aequatorialebene &y sei ans den Halbachsen 04 = «

und OB = b eine Ellipse construirt, und es bezeichne 0 den Punkt

in welchen die Gerade OM (Fig. 52.) den Ellipsenquadranten 4B

schneidet; wird nun iiber 00 als Durchmesser ein Kreis construirt,

Fig. 52. so  hildet die stetige Folge aller

solchen Kreise eine Fliiche, deren
Polargleichung ist

ab cosy
r=4*,,7___‘__—"—‘
Vbteosto - a*sin’w

t—7— Um das von dieser Fliiche und
von den positiven Theilen der Coor-

dinatenebenen begrenzte Volumen zu
finden, integrire man erst nach v und benutze nachher die im vorigen
Paragraphen Nr. 28. angegebene Reductionsformel; man erhiilt
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V= {tmabE,

wo E den Vierfelumfang der gegebenen Ellipse bezeichnet.

8. Setzt man in der vorhergehenden Aufgabe statt der Ellipse
eine mit dem Radius ¢ beschriebene Cardioide, so ist der gesammte
Inhalt des entstehenden Kérpers

V = 5na’.

§ 27

Complanationen durch Doppelintegrale in rechtwinkligen
Coordinaten.

Wenn die Gleichung einer Fliiche in rechtwinkligen Coordinaten
gegeben ist, so schliessen die ay-Ebene und die Beriihrungsebene
im Punkte @yz mit einander einen Winkel N ein, fiir welchen

s =P/ 1+ G+ (5)

ist. Das Fliichenelement d S, dessen Horizontalprojection das Rechteck
aus den Seiten da und dy ist, hat demnach den Inhalt see NV - dx dy,
und hieraus folgt

_ffl/1+(aa ( ) rdx dy.

Der Integrationsbereich fiir & und y ist hier die Horizontal-
projection des endlichen Flichenstiickes S, dessen Inhalt gesucht
wird.

Beispiel 1. Eine mit dem Halbmesser ¢ beschriebene Kugel,

welche die xy-Ebene im Coor- Fig. 53.
dinatenanfange berithrt, werde = i
von einem elliptischen Kegel ———————— /
geschnitten, dessen Achse die \ € _

z-Achse, und dessen Spitze der \ 7
Coordinatenanfang ist; man sucht i

den Flicheninhalt der innerhalb \ 7“)
des Kegels liegenden Kugelkappe \ P ‘
(Fig. 53.). N

Die Gleichungen beider /‘"

Fliichen sind /

a4y 4 = 2cz, Ax 4 By = 22,
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'f'f da dy
VE— @Y

wobei die Peripherie des Integrationshereiches durch die Gleichung

(14 492 + (1 + BY)y? = 2c Y £o* + By

bestimmt ist. Die Einfithrung ebener Polarcoordinaten giebt

und hieraus folgl

/ / rd@ dr i 2¢ ]/_4 cos* 0 |- B2sin0

Y — 2 i 14 A2cos?0 | Bsin®0’
und nach Anstithrung der auf » beziiglichen Integration
o
by a0 W i:'ic-’
ad 1 -+ Acos®® -+ Bsin’0 ]/(1 21 + Bz)

Hierin liegt der bemerkenswerthe Satz, dass der Flicheninhalt
der abgeschnittenen Kugelkappe gleich der Fliiche einer Ellipse ist,
welche die Sehnen €0 und CE zu Halbachsen hat.

2. Liisst man in der vorigen Aufgabe an die Stelle des Kegels
ein elliptisches Paraboloid treten, dessen Gleichung

z = dx* + By’

sein moge, so erhilt man als Flicheninhalt der innerhalb des Para-
boloides liegenden Kugelkappe

2me
YAB

Dieses Resultat gestattet wortlich dieselbe Interpretation wie
das vorige, wenn mit £ und £ die Durchschnitte der Verticalspuren
der Kugel und des Paraboloides bezeichnet werden.

3. Ein elliptisches Paraboloid sei darch die Gleichung

= 1(5+)

bestimmt, und in der Horizontalebene axy eine Ellipse construirt,
deren Halbachsen «; und &, sich wie @ zu b verhalten; man sucht
den Flicheninhalt desjenigen Paraboloidstiickes, welches einen Sector
der Ellipse zur Horizontalprojection hat.

§=
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Setzt man
@ by

A=A =]

und bezeichnet mit p, und g, die Winkel zwischen der a-Achse
und den Radienvectoren, welche den Ellipsensector begrenzen, so
erhiilt man mittelst ebener Polarcoordinaten

S=14ab []/(1 473 — 1] [arcl(m (; tany, ) — arctan (% tany, ):I .

Hieraus ergiebt sich noch der Satz, dass das Verhiiltniss von § zu
seiner Horizontalprojection unabhiingig von den Winkeln p, und y,
ist, dass also tiber gleichen Ellipsensectoren gleiche Paraboloidfiichen
stehen.

4. Bs sei wieder das vorige Paraboloid gegeben und in der
Horizontalebene das rechtwinklige Dreieck aus den Katheten a; = 4a,
by = Ab construirt; man sucht die tiber diesem Dreiecke stehende
Paraboloidfliiche.

In ebenen Polarcoordinaten erhiilt man zuniichst

ir
S %_B/ 7_,(,1_""_9(!3_223_':_1_ de,

wo ¢ und R folgende Bedeutungen haben
_cos*® | sin®@ A
= bt cos®  sin
G b
Durch Benutzung der Substitution

b
lan® = —tlanw
(3

vereinfacht sich der obige Ausdruck und wird

$n
S=1labh -,/V“ + ia%sec*(w — tm)]P do — §m

Das noch iibrige Integr:ﬂ geht durch Substitution von

. ae—da)
Vit + cos’(@ — }m)

in ein algebraisches tiber, nimlich
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T 1
5= 1 ab f(" + A ) /‘(1 t‘.) (2 lltﬂ)é 2} y = ]71‘;I:—I.j

dessen villige Entwickelung keine Schwierigkeit hat.
5. Das vorige Paraboloid werde von éinem Kreiscylinder ge-
schnitten, dessen Achse parallel zur z-Achse liegt, und dessen Basis

VR T
o’ —3 i so construirt ist, dass sie die a-Achse

mit dem Radius

im Coordinatenanfange beriihrt; man sucht die Oberfliche der Kappe,
welche der Cylinder aus dem Paraboloide herausschneidet.
Mit Hiilfe ebener Polarcoordinaten findet man

O RIORTE L

6. Es sei wieder das vorige Paraboloid gegeben und in der
xy-Ebene aus den Halbachsen @, und &, eine Ellipse construirt,
welche die y-Achse im Coordinatenanfange beriihrt; dabei soll,
wenn % eine beliebige positive Grosse bezeichnet,

ay = axl'1 4+ 2, b, = bx

genommen und die Oberfliche des Paraboloidstiicks bestimmt wer-
den, welches jene Ellipse zur Horizontalprojection hat.

Setzt man erst @ = ax,, y = by, und fiithrt dann ebene Po-
larcoordinaten ein, so erhiilt man

i
) 14 2%% — #25in?0\ 3 ™
Sﬁﬁ'ab{f( 1+ %% sin*0 deTE
0

—imab {(2 4 25 4 321 Y1+ »2 — 2},

7. Man sucht die Grisse desjenigen Theiles von dem vorigen
Paraboloide, dessen Horizontalprojection durch die Gleichung

4c? (c"" 2) e dc*(c® 4 b?) %
a? b?

(? + 2 =

bestimmt, also die Fusspunkteurve einer Ellipse ist.
Mit Hiilfe von Polarcoordinaten findet sich

- 27;:{3(::4—{—64)—]-2(:%2 ei+6((‘2+b)¢4—|—bc2}

3 at bt ath?
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8. Das vorige Paraboloid werde von einer mit dem Radius

ce=a-+ b+ Vab
beschriebenen Kugelfliche geschnitten, welche die ay-Ebene im
Coordinatenanfange berithrt; man sucht die Grisse der innerhalb
der Kugel liegenden Paraholoidfliiche.

Setzt man erst @ = aa,, y = by, und nachher x; = r cos9,
y, = r sin0, so erhiilf man
il
S=4abJ /]/14—;‘2"1'(18 dr,
L2
0 0

]/E ~ @ cos®® - b sin®6
(e cos®® - b sin®0)®

und durch Ausfithrung der ersten Integration

b T
2V ab )3
L S
g yub,/’ {(1 + @ cos®® - b sin®0 1} i
0

S =13 {3(a®+ *) + 8ab + 6(a« + b) Vab}.

9. Es sei eine Fliche durch die Gleichung

s (V2D
=i (Y 2+p
und in der ay-Ebene eine Gerade durch die Gleichung
z Yy
a &t

hestimmt , worin A eine beliebige positive Grisse bezeichnet; man
verlangt die Complanation desjenigen Fliichenstiickes, welches das
von den positiven Coordinatenachsen der a, y und der Geraden
gebildete Dreieck zur Horizontalprojection hat.

Durch unmittelbare Ausfithrung der nithigen Integrationen
findet sich

§=fab {2 —5)/(1 + 1)+ 3)/(1 + 1)},
oder fiir 4 = cof®y
S= frab {2 — 5 esedy 4 3 esedy).

Der Winkel p hat eine leicht erkennbare Bedeutung. Alle
Punkte der Fliche, deren Normalen mit der xy-Ebene den gleichen

R*=4)ab

oder
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Neigungswinkel y einschliessen, liegen niimlich auf einer Curve,
deren Horizontalprojection durch die Gleiehung

oz\% o2\ = Y

o= (2 )=+
gegeben ist; letztere stimmt mit der Gleichung der anfangs er-
wiihnten Geraden {iberein, und daher ist die Fliche S begrenzt von
ihren Verticalspuren und derjenigen Curve isokliner Normalen (Thl. I.,

8. 129.), welche dem Neigungswinkel y entspricht.

Man kann dieses Resultat direct und zwar dadurch erhalten,
dags man statt der Coordinaten a und y die Winkel einfiihrt, welche
die Richtung einer beliebigen, durch den Punkt xyz gehenden Nor-
male der Fliche bestimmen. Bezeichnet » den Neigungswinkel der
Normale gegen die xy-Ebene, y den Winkel zwischen der Hori-
zontalprojection der Normale und der x-Achse, so gelten folgende

Gleichungen
g f 221,
sinv
s LU
0y q/ay S e RN 0z Tl
Lxiclanls by c"“’_(am)“"((u) s e
ox

aus der zweiten erhiilt man
b
= —al 2
y — a lan’y

und durch Substitution hiervon in die Complanationsformel, wobei
man sich y als die neue, fiir y eintretende Variabele zu denken hat,

asing
B fsmv cos®y e 2

Aus der Gleiclnmg fiir ecot?v ergiebt sich ferner zufolge des
Werthes von y

e
cot®v = — 4 = tan*y oder x = a cos®y cot*v
“ a

und durch Substitution dieses Ausdrnckes, wobei v die neune Va-

cos’y .
- 4(:!;/] pest cosy siny dv dy.

Um nun das erwiihnte Flichenstiick zu begrenzen, muss g von
0 bis fm, und » von fn bis y ausgedehnt werden; diess giebt

riabele bedeutet
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td
cos® v .
S=4uab f Fee g v!‘f‘cosx siny dy
0
i 1 1 -
= 2ab _ cosv dv
: sinSv  sintv
Y

was mit dem fritheren Resultate iibereinkommt.
10. Durch die Gleichung

2=} (42 + By

ist eine Fliche bestimmt, deren Verticalspuren semicubische Para-
beln und deren Horizontalschnitte Ellipsen sind; man verlangt die
Grisse der Kappe, welche von der, dem Neigungswinkel y ent-
sprechenden Curve isokliner Normalen begrenzt wird.

Zur Einfithrung von 3 und v dienen hier die Gleichungen

B
tany = A—Z oder y =§a. tany,

A2t + Byt 4 sin®y - B cos*y

ol =— 243 . 2 4
col*v = Az L By oder x B cos®y cotty
mithin ist
i
2 cosv
§= A2 B ['sm" v ﬁA siny + B cos’y) dy
¥
2% (4 + B) N
= 1‘(‘3 Vs (2 — 5 csey 4 Bese®y).

11. Ein elliptisches Paraboloid dritten Grades sei durch die
Gleichung )
x® o P
=1+

bestimmt, und es werde die Complanation der Kappe verlangt, deren
Begrenzung die zum Neigungswinkel y gehorende Curve isokliner
Normalen ist.

Man erhiilt nach der vorigen Methode

f:m"’ /V‘"’A mu

Schlimileh, Uebungsbuch Il 14
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das auf y beziigliche Integral hat den Werth 3,70815, daher ist

)

12. Durch die Gleichung

a’h?
Vet F aty?
ist eine Fliche charakterisirt, deren Verticalspuren gleichseitige
Hyperbeln, und deren Horizontalschnitte Ellipsen sind; eine Zone
der Fliche sei von denjenmigen zwei Curven isokliner Normalen be-
grenzt, welche den Neigungswinkeln g, und y, entsprechen; man
sucht den Fliicheninhalt dieser Zone.

Zuniichst ergiebt sich

S ==1atbt -
; ﬁmv cos®v f]/(b" cos?x —|- a' sin’ x)3

und wenn man hier die Reductionsformel

=

/%MWHmmma

o e (« — B) cosy siny
=) T e

anwendet, so gelangt man zu dem Resultate

B /5 a3 tan y,

worin P den Umfang einer aus den Halbachsen

b3
V—- und ]/i
a

construirten Ellipse bedeutet.

13. In der Horizontalebene xy sei aus dem Coordinatenanfange
mit dem Radius ¢ ein Kreis beschrieben und in diesem ein belie-
biger Radius 00 gezogen, welcher mit der a-Achse den Winkel o
einschliesst; auf der z-Achse werde nun der Abschnitt O N=¢ sinw
genommen und durch N eine Parallele zu 00 gelegt; alle diese,
der stetigen Aenderung des w entsprechenden (teraden bilden zu-
sammen eine windschiefe Fliche. Von letzterer soll dasjenige
Flichenstiick bestimmt werden, dessen Horizontalprojection ein die

'co["“
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y-Achse im Coordinatenanfange beriihrender, itber dem Durchmesser
b beschriebener Kreis ist.

Setzt man zur Abkiirsung J/0? 4 ¢ = «, so erhiilt man durch
Einfiihrung von.ax = r cos® und y = r sin0

= tefor 4 r(e22).

Zu demselben Resultate fithrt auch die Bemerkung, dass der
iiber b als Durchmesser beschriebene Kreis die Horigontalprojection
von derjenigen Curve isokliner Normalen ist, welche dem Winkel

b :
y == arclan . entspricht.
14. Ein elliptischer Kegel sei durch die Gleichung bestimmt
= da® 4 By?, 4 < B,
und in der Horizontalebene eine Lemniscate durch die Gleichung
(@ 4 y?)? = 2t ay; '
man sucht die Grisse desjenigen Stiickes der Kegelfliiche, welches
itber der Horizontalebene liegt, und von welchem das zwischen den
positiven Theilen der a- und y-Achse enthaltene Lemniscatenblatt

die Horizontalprojection darstellt.
Setzt man zur Abkiirzung

A(1 4 4) = 4,, B(1+B)='Bl,
g0 erhiilt man in ebenen Polarcoordinaten

5 A, cos*0 - B, sin*0
S = -f‘]/,;‘c_osie—i—Bs 28 sin® cos0 d9
die noch iibrige Integration kann mittelst der Substitution

A, cos’® + B, sin’0 5o
A cos’® 4 Bsin'0 U A

ansgefiihrt werden, und zwar ergiebt sich, wenn die Hulfswinkel o
und @ durch die Formeln

t(ma=]/1;4, trmﬁ=]/1_:B
bestimmt werden
ABe* { sin 3 sina z(l.’auvz (fm4 1}(3))} 3

2(B—A) (14 A+ B) |cos’B costa tan (} w4 §e)
14%*

S =
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15. Der vorige elliptische Kegel werde von der Fliche
= clay
geschnitten; man sucht dasjenige Stiick der Kegelfliche, welches
zwischen den positiven Theilen der Coordinatenebenen von der
Schnitteurve begrenzt wird.
Setzt man & = re¢0s6, y = r$n0 und nach Ausfithrung der
auf r beziiglichen Integration

. me— A
¥V B
so erhiilt man 4 » “
g © ATELYAFHUFE) L8
8 AB(Y1+ A+ Y1+ B)
18. Der vorige elliptische Kegel werde von der Rotationsfliiche

(2 4 y?)% = ct2?
geschniften; man sucht das innerhalb dieser Fliche liegende Stiick
der Kegelfliiche.

In Polarcoordinaten ergiebt sich

S=4}cP,
wobei P den Umfang einer aus den Halbachsen
¢y 4(1 + 4) wnd e} B(1 + B)

construirten Ellipse bedeutet.

17. Parallel zur xy-Ebene sei in der Entfernung ¢ eine Ebene

gelegt und in letzterer die sternférmige Curve construirt, deren
Gleichung

i)
ist; liisst man eine durch den Coordinatenanfang gehende bheweg-

liche Gerade an dieser Curve hingleiten, so entsteht eine Kegel-
fliiche mit der Gleichung

A=t =%,

man sucht den Fliicheninhalt desjenigen Kegelstiickes, welches zwi-
schen dem Coordinatenanfange und einem in der % genommenen
Horizontalquerschnitte enthalten ist.

Zuniichst erhiilt man

8§ = (11 [:f]/[( + (ot 4 ) (@) %] de dy,



Die Doppelintegrale und ihre geometrischen Anwendungen., 213

wobei sich die Integrationen auf alle positiven und negativen ®
und y beziehen, welche der Bedingung

ot 4t < (en)?

geniigen. Substituirt man nach einander x == £*, y = %’, so wird
9 I T - :
= EJJVC%E%‘ + (& + 9*)?* EndE dy

und der Integrationsbereich ist nun ein mit dem Radius m um
den Coordinatenanfang beschriebener Kreis; durch Einfithrung von
Polarcoordinaten und Anwendung der Substitution cos26 = u fin-
det man

S=3nm {QC-[- (4 4 C*) aretan Z} .

18. Die vorige Fliiche werde von einem verticalen Kreiscylin-
der geschnitten, dessen Achse die z-Achse und dessen Radius = &
ist; man verlangt die Complanation des innerhalb des Cylmden
liegenden oberen Flichentheiles.

Mittelst der vorigen Substitutionen erhiilt man

T
§=2Fk {%Z%—t_i% arclan '(]/6'3 + 3) — arctan g} .

19. Auf einer centrischen Fliche zweiten Grades, deren Gleichung
At 4 By J- C2? =1

sein mdoge, denke man sich zwei Curven isokliner Normalen con-
struirt, welche den Neigungswinkeln », und v, entsprechen; es
soll der Inhalt der von jenen Curven begrenzten Zone ermittelt
werden.

Benutzt man die (Gleichungen

A2t 4 By
C(1 — dx® — By®)’

B
lany = 2;, cot®y =

so erhilt man sehr leicht

v, 2x
cosv dv dy
= ABC .
S A f40[.(BCCU‘92v c()_g?x + CAcostv s:‘n"x + ABsa’nzv)Q
"

oder, wenn zur Abkiirzung

p = B(Ccos’v 4 Asin*v), q = A(C cos*v 4 B sin®v)
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dy
_.ABI, 1
SERATN (p cos?y s sin?y)?
X ‘f %

und nach Ausfithrung Eler auf % bezuglichen Integration

S--ﬂ:ABCf{l o 1}“’”(1
Vrq

"

gesetzt wird,

Bei dem Ellipsoide sei 4 << B << €, bei den Hyperboloiden
A* > B?; die Grissen

SR ] . g
e 1——6;, .6-——/1—5

gind dann immer reell und bedeuten geometrisch die numerischen
Excentricitiiten der Verticalspuren der Fliiche; zugleich ist immer
« > . Mittelst der Substitutionen

sinv = u, sinvy = u,, sinvy = u,

ergiebt sich nun

u,

HL/ ; A_+ B eI e i
~ CY4B, {1 — it ﬁ’uz} Y1 —e®u?) (1 — BPu?)

'8

Um dieses Integral durch sogenannte elliptische Integrale aus-
zudriicken, setze man weiter _
B ¢— B : sing

%= —
o« c— 4’ o

und beachte folgende identische Gleichung
1 A B do
s it i —
« coslp | 1 %Slﬂ(p[’/l__xs,nq,

c
— e A S C—4d 1—ulsin®p-d
I/C—A{ Vl—u"sm"’ ik )fl/ - dy

A4-— (C— B
4 S )COStp“an
]/1 — %% sin

fithrt man nun die Abkiirzungen ein

E(p) = f]/l — #? sin® qa do, Fop) —'/;/1 = ”2 S‘;;
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4 — (C— B) cos’p
]/1 R s:n’(p

und bestimmt die Grenzen von ¢ mittelst der Gleichungen

G(p) =

tan

Sing, == ewuy = « sinv,, Sing) = quy = « sinv,
so erhiilt man schliesslich

,,,,,, i = {(¢c — 4) [E(p,) — E(9))]

VAB(: o
+ A[F(py) — F(p))] + 6 (py) — G(‘Pl)} .

Bei dem Ellipsoide, dessen Halbachsen a, &, ¢ sein migen,
fithren die Werthe v, =0, v, =4{m zur Oberfliche des Halb-
eIlipsoides; die Gesammtoberfliche des Ellipsoides ist demmnach

Pt B Vu T (@ — ) Elg) + o F() + 60},
]/a' — 2

Singy = o = Bt cospy =

&0

oder einfacher
L =2mc [bE(p,) tanp, + b F(p,) cote, -+ c} :
20. Durch die Gleichung
a2t L Byt et —1

wird eine Fliiche bestimmt, deren Schnifte, parallel zu den Coor-
dinatenebenen genommen, Evoluten von Ellipsen oder Hyperbeln
sind; man sucht den Inhalt einer Zone, welche von zwei, den Nei-
gungswinkeln »;, und v, entsprechenden Curven isokliner Normalen
begrenzt wird.

Benutzt man zur Einfithrung von % und » die Formeln

B3 :
y= FQ’ Cotdx,

A% sinby

2 S bl
(A® sin?y + B® cos®y 4 O sin*y cos®y cot*v)?

T ==

go erhiilt man
ad 9A3B"C3 sintv cosv - sin'y cos'y dv dy )
e [(A-"'sm? 1 B3 cos?y) sin®v—+-C¥sin®y cosy cos?v)?

Das auf % beziigliche Integral braucht man nur von O bis §m
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gehen zu lassen, wenn man den Factor 4 hinzusetzt; substituirt

man nachher
sty = u, tany =1

wobei sin v, = u,, sin v, = u, sein mége, so findet man

ol (14 2P at
S= %6.43330%!“ du/‘[B“u +{cs+(AJ+B3HCJ ‘2}52_‘_‘43“2‘1]4

Nach den Formeln 25. his 28. in § 19. ist nun

1*(1 + ) at

(a + b2+ et¥)?

57‘ I/a? + ’/c‘) V},T 32 (;/a3 1/c3) ;/M'

h=0b-+4 2V ac,
mithin im vorliegenden Falle, wo
a= B, h= 0% 4+ (43 + B — (%) u?, ¢ = A%,
(7 o
ist, und zur Abkiirzung
b= /B VTR — 03,
M={L+YVBPYLB, N=)D+YP
sein mige,

_ﬂ_()l_ [“"' 5Mud . Nu o
i) et t et el

u,

Die noch iibrige Integration ist sehr einfach und liefert, wenn
YO Tu =) r* i

gesetzt wird, folgendes Endresultat
3w (3 [ 1 : 1 1
e " AN 7‘*"‘*: _‘3C’M(————) .
755 h (Gl e R

Bei der untersuchten Fliche ist demnach jede durch zwei Cur-
ven isokliner Normalen begrenzte Zone algebraisch quadrirbar.



Die Doppelintegrale und ihre geometrischen Anwendungen. 217

Im Falle positiver 4, B, C schreibe man die Gleichung der
Fliiche unter der homogenen Form
% 3 #
x y NS
@+ G+ ()=
ihre halbe Oberfliche entspricht dann den Werthen », = {= und
v, = 0. Setzt man fiir den Augenblick
2 1 1
- s 'b'=ﬁ1 phanl a+ p=p¢,

so ist
A = o?, B = g2, 0 = p?

I=@+pr—r = —7,
M=(a+pPaf=2ef, Ne=o+p=cE—cp),
fo = &, P =¥
mithin die gesammte Oberfliiche

=3l + @ap — et - syl (5 — E%)

— Bafyte (— — 5 }
e ;;Zz 75 { [ (20 f—97) '3 fy*] (#—p°) — Bef(—pP) |

2

=Z&:}31m{55—(?2+ “fif— gt Sapyiet ) TP}
_ 37 (e — ) [ + 2y 4 (297 —af)e + 'J’(? — 2af)]
e S «fya®
oder wegen A = (¢ 4 y) (¢ — »)

9 ‘375 &+ 2y + (29 —af)e + y(»° — 2af)
wfy(e 4+ B+ y)?

woraus man schliesslich erhiilt
-

o 87 B 4eda’ Lath? 12 abe[a? (bgc) 4 0% (ea) 4 c*(a4-b) fabe]
T4 T TbeFca+ ab)?

Im speciellen Falle « = ) =¢ wird & gleich ;£ der umschrie-
benen Kugelfliiche.
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21. Man verlangt den Inhalt derjenigen Zone von der Fliiche
2 g2
s=sei(G+ ),

welche durch die beiden, den Neigungswinkeln « und 3 entsprechenden
Curven isokliner Normalen begrenzt wird.
Nach dem bisherigen Verfahren ergiebt sich

71:(&2 -+ b%)e?
ab jcos3 !

(-3
wo die noch iibrige Integration leicht ausfithrbar ist.
22. Durch die Gleichung

ay
z == ¢ arclan —
bx

wird eine schraubeniihnliche Fliiche bestimmt, in welcher die von
zwei Curven isokliner Normalen begrenzte Zone dieselbe Grisse hat
wie in No. 21.

23. Bei der Fliche, deren Gleichung ist

:i%al( in y)-{—barctanga

bilden die Horizontalprojectionen der Curven isokliner Normalen con-
centrische Kreise; sind », und r; die Halbmesser zweier solcher
Kreise, so ist die Zone zwischen den betreffenden Curven

S=2x [V F b2+ 12 -ar

24. Durch die Gleichung

2t SR =, —FY
E‘:_f_l_bz_i_ e +C .

wird eine Fliche charakterisirt, deren Verticalspuren Kettenlinien,
und deren Horizontalschnitte Ellipsen sind; die Zone zwischen den
Curven isokliner Normalen, welche den Neigungswinkeln « und §
entsprechen, hat dieselbe Fliche wie in No. 21.
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§ 28.

Complanationen durch Doppelintegrale in rdumlichen Polar-
coordinaten.

Wie in § 26. migen die riiumlichen Polarcoordinaten eines
Punktes mit », ¥, © bezeichnet werden und aunsserdem sei in recht-
winkligen Coordinaten

4§+ By + Ct =1
die Gleichung der Ebene, welche die gegebene Fliche im TPunkte
rye berithrt. Um zuniichst 4, B, € zu bestimmen, bringe man
in Rechnung, dass die bertihrende Ebene durch drei Punkte gehen
muss, deren Coordinaten sind:

or or
P, @, 73 Y+ dy, o, r+ﬁd'}b1 ‘P:m"’"dmv"_"é;dma

diess giebt folgende drei Gleichungen
Acosp cosw ++ B cosp sinw + C sinp = ;—1

; . S 1 igs
Asiny cosw + B siny sinw — C cosp = 259
. 14 oF
Acosy sinww — B cos cosw ey Moo

Hieraus finden sich die Werthe

P cosY cos® + sin cos®  Or sinw  or
_ T e - Y=

r r? oy | ricosy o

B cosy sinm + siny sinw  or cos®  Or
=== § . — ——— ) ——

r r? oY ricosv do

siny  cosy Or
C e it S ——— ) ot

r rt o

und es ist nun, wenn N den Winkel zwischen der Beriihrungsebene
und der Aequatorialebene bezeichnet,

ey ey 14 + (S—D*”']m*w o)l .
€ (36:—,(; cosy — rsin w) cosy

sec N =
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Setzt man fiir den Augenblick rcos® = ¢, so ist 9 dw dg das
in ebenen Polarcoordinaten ausgedriickte Jlement der Aequatorial-
ebene, mithin das Element der krummen Fliche

dS = secN-opdw dg=secN.rcosy do ?(7‘;2:11{) d;
nach Ausfithrung der Differentiation in Beziehung auf v und Sub-
stitution des Werthes von secN erhiilt man eine Formel fiir 48§,
aus welcher durch Integration folgt

AT r"]“ (@Y
. 2 e 2 L e
S ff} [r +(31P) cosy + (o) - rdady.
Selbstverstiindlich ist fir » sein Werth aus der Polargleichung
der Fliche einzusetzen; die Integrationsgrenzen fiir ¥ und @ be-
stimmen sich durch die Begrenzung des zu quadrirenden Fliichen-

stiickes.
Beispiel 1. Die Gleichung der Fliche sei

und als Horizontalprojection des zu quadrivenden Stiickes werde ein
Kreis genommen, welcher b zum Durchmesser hat und die- y - Achse
im Coordinatenanfange beriihrt.

Zuniichst ergiebt sich

T T
g 3. i
in? 2 2 in2
; sin*w cos* cos* @ sin
S=20if’ /'Vt - b+ - wsa’nmdw d,
0

sind

wobei die obere Integrationsgrenze ¥ auf folgende Weise bestimmt
wird. Sind R, ¥, o die Polarcoordinaten eines Punktes auf der
Begrenzungslinie der gesuchten Fliche, so ist zufolge der Gleichung
der Fliche und wegen der gegebenen Horizontalprojection

sin @
=Cc—=) RecosW=bhcosw
sin
mithin
b
col = — col w.
c
Setzt man im Doppelintegrale cosw = u, cotp = 1, cot ¥ = T,
so erhillt man
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. 1 T
. gl E A el bu
S=202 1——"“2 !2 uz‘dudt' T'_—-—'— —_—
jf;/( e+ ; -
(V] 0

und durch Ausfithrung der Integrationen
% lpt
S=14n {b Yot 4 et + cﬂz(?fb—"l"—:—“"-"f)}-

Dasselbe Resultat hat sich in No. 13. des vorigen Paragraphen
auf anderem Wege gefunden.
2. Eine Fliche sei durch die Polargleichung

00322

siny

und eine in der wy-Ebene liegende Curve durch die Gleichung
(xz + yZ):! — lﬁbza’:ay?

bestimmt; man sucht den Inhalt des Flichenstiickes  iiber dem
zwischen den Achsen der & und y liegenden Blatte der Curve.
Durch Anwendung der Substitution

r=4c¢

colp = 2¢-lan2w

S§=4m {b b ¢t 4 c’l(Vb +_°z_'_|‘ b)}

3. In der Horizontalebene xy sei eine Gerade 4B construirt,
welche von der a-Achse die Strecke 04 = «, von der y-Achse das
Stiick 0B = b abschneidet; durch einen beliebigen, zwischen 4 und
B liegenden Punkt ( dieser Geraden und durch die z-Achse werde
eine Verticalebene gelegt und in letzterer iiber 00 als Durchmesser
ein Kreis construirt; alle diese Kreise bilden in stetiger Aufeinander-
folge eine wulstfsrmige Fliiche. Man verlangt den Inhalt desjenigen
Fliichenstiickes, welches zwischen den positiven Theilen der Coor-
dinatenebenen enthalten ist.

Unter der Voraussetzung positiver « und & sei zur Abkihrzung

findet man

AB = ¢, <X 04dB =y;

L Veasty do ay
sin® (o~ y)

es ergiebt sich dann
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das ist wenn nach Ausfithrung der Integrationen cosy = i:‘, ‘sz'ny = 4
¢ c

gesetzt wird,
5" a'"‘—-f—-bs_l_a"’b?l u-{-—b-{—c) )
8 ¢ ¢ Na+b—e¢
4. Liisst man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der Geraden
A B eine Lemniscate treten, fiir welche

reosY = a ]/cos?g
ist, so erhiilt man fiir die Gesammtoberfliiche des Lemniscatenwulstes
S = {na’
5. Nimmt man in No. 3. statt der Geraden 4 B eine Cardioide,
filr welche
reosyp = b (1 4 cosw)
ist, so findet man als Gesammtoberfliiche
S= Lxb?

8. In No. 3. werde die Gerade 4B durch die Fusspunktcurve
einer aus den Halbachsen « und b construirten Ellipse ersetzt, und
zur Abkiirzung sei }/t52+ﬁ= c; es ergiebt sich dann fir die
Gesammtoberfliiche

S=2mecP,

2 2
. 2 o . a b
wo P die Peripherie einer mit den Halbachsen ¥ und = versehenen

Ellipse bedeutet.

7. Von dem Mittelpunkte eines aus den Halbachsen «, b, ¢
construirten Ellipsoides denke man sich Senkrechte auf alle Be-
rithrungsebenen der Fliiche herabgelassen; die Fusspunkte dieser
Senkrechten bilden dann eine neue Fliiche, deren Gleichung ist

(@ 4y + 2 = a?a? 4 172 + P2

man verlangt die Complanation dieser Fusspunktfliiche.
In Polarcoordinaten ist die Gleichung der Fliche

r? = a’cos* P cos*ow -+ breos® P sin*e - ersin?y;

der Complanationsformel gebe man die bequemere Gestalt

o f YT+ CE oot (2o

fiir den Octanten der Fusspunktfliche ergiebt sich dann
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17 in
J J]/a“ cos®y cos?w + bicos?y sin® o+ ctsin® P - cosy dw dy

oder wenn
ateos’o 4 bisin*o — et =0
gesetzt wird,
in ia ,
S=J L/]/fr4 —+ 0 cos*y - cosyp dw dp.
0 (V]

Benutzt man hier die Substitution
etsin®y .
el + 0 cos®yp %

so erhiilt man das Integral in rationaler Form, niimlich

i A (c"-}-{)) do du
= f @+ 0wy

L

= 1
iy 3 (a*cos’@ 4 b'sin*w) dodu
[(a*cos®@ + blsin*w) u® 4 ¢'(1 — u¥)|*
0 ]

Durch Anwendung der weiteren Substitution

a2
tanw = b—2 tany

wird einfacher

w1
’ dy du
S — a%h%c : : &,
a’b Cj ﬁa4b4u2 + et (bleosty + alsin?y) (1 — u?))?
0 0

oder endlich fiir u = sinv

Fd b4
s ab¥cleosv dv dy
(bretcos® v costy - chadcos®v sin®y - at b sin? v)?
6

V]

Nach No. 19. des vorigen Paragraphen folgt hierams, dass die

Fusspunktfliiche und das aus den Halbachsen
(l1=E,' bl=c-—a- C=-{f£

a b’ : ¢

construirte Ellipsoid gleiche Oberfliichen besitzen.
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\

§ 29,
Vermischte Aufgaben iiber Doppelintegrale.

Nicht selten bieten Doppelintegrale die Eigenthiimlichkeit, dass
sich bei der einen Anordnung der Integrationen zwar die erste,
nicht aber die zweite Integration ausfithren lisst, dass hingegen bei
umgekehrter Anordnung der Integrationen beide Integrationen ans-
fithrbar sind; die Zusammenstellung der so erhaltenen Resultate
liefert dann den Werth eines einfachen bestimmten Integrales. So
ist z. B.

aY da A ,(eif_ﬂﬂ?)
L 222 5in20 | 2ab a —bsin®/) sin@
0

dagegen u.mgekehrt wenn a > b ist

: o
da. do da _om g
— Va?sin®® 2(1 i}ﬁ—?&cg - e
1]

mithin durch Vergleichung der beiderseitigen Resultate

a—+ bsin®) do b
—— ) — = n— b,
f a«— bsin®/ sinB o @ "2
0

Auf dieser Bemerkung beruht folgende Methode zur Ermittelung
der Werthe gegebener einfacher Integrale. Man verwandele einen
unter dem Integralzeichen vorkommenden Factor in ein schon be-
kanntes Integral mithin das gegebene einfache Integral in ein Doppel-
integral und kehre in letzterem die Reihenfolge der Integrationen um.

Um hiernach den Werth von

Fd
AL a - bs:'ne) do
i H_fl a — bsin®/ sin®

]

zu finden erinnere man sich an die Gleichung

C)-f2
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und benutze sie fir ¢ = «, {3 = bhsin6; es wird damm

do da
2“1/‘] T bl alsin’0

und durch umgekehrte Anordnung der Integrationen

b
W = & arcsin—-
a

Beispiel 1. Nach dem soeben benutzten Verfahren ergiebt sich

S L

a4 bsr’nﬁ) « —Va® — b ’

1 (S M e R .
'/ i Bab. sin® df == 5 a>b
0

2. Durch Benutzung der Formel
1
arca’u.‘uIB = —“’8- df:'—r_.

findet man

= )
arclan (b s:’nﬁ) ffﬁ = ?EI(Z.“_ + 0+ ,b) .
a sin@ 2 a

N
L]

3. Auf gleiche Weise gelangt man zu dem Resultate

pELS
C]

5 __
arclan (?sin 9) sin® df = — - 1/'117-[-;'_ ol 8
t

ol g

4. Durch Anwendung der Formel

1 o
. ='/e—"""d.'r, it >0

(1]

erhiilt man, wenn «, b, £ endliche positive Grissen sind,

o o] [o o] w
=T e—btd ——fn(rt+ ‘l) mﬁlb-}»l,‘pi
{ L e L b + g
[} 0

&

oder, wenn rechter Hand im ersten Integrale ¢ <4 @ = z, im zweiten
b+ x =z gesetzt wird,
Schléomileh, Uebnngshuch II, 15
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* bt E- k
e-—al_ o= e—kz
JL—!-u—dt =f—— —dz.

a@

Geht man zur Grenze fiir unendlich abnehmende % ﬁber, S0
findet man

it '3 be b
ol
/e 7 e_d,=z(5), a>0, b>0.

0

5. Benutzt man die vorige Substitution filr =1 -4 »* und
nachher die Formel 13. in § 21., so erhiilt man

fo.;osi’hu ]/ ﬁ( )
1—[—u2d I/-T dx

oder fir & = &*

fcos?ku LT 3—21’:/‘ (é—
0

Das noch iibrige Integral findet sich mittelst- der Substitution

h
g_"§‘=7h

es wird némlich, positive & vorausgesetzt,

o) ]/ fore)

cos2hu T

e d = —2’:/) 14 — Uy = Ze—24,
f1+ : { ]/414 }e 5 26_

Fiir u=9— 2k = aff folgt hieraus die in No. 17. des § 21.

auf anderem Wege abgeleitete Formel.
8. Nach den in No. 15. des § 22. gegebenen Entwickelungen
darf die Function

(o o]
I'(u) ==fzﬂ—le—=dz
0

als ebenso bekannt wie Ju, sinp und dergleichen angesehen werden,
und es ist daher geniigend, ein Integral durch Gammafunctionen
auszudriicken. Setzt man noch z = ku, wo % eine positive, die
Null tibersteigende Grisse sein muss, so ist auch
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o0

; I'(w)
—1p—k & )
ﬁ*‘ e ¥ dy = i
1]

1 1 .

e s L i —1p—ku

ke I'(w) 1/“ R
0

Von der letzteren Formel liisst sich Gebrauch machen zur Er-
mittelung des Integralwerthes

in
cos??—10 sin??—10
o =_f(acos’9 + bsigypFal®
0
Man erhiilt niimlich fiir & = acos*0 -+ bsin®0 und w = p 4 ¢

W= F(p-[-q) ‘/juw‘i—le* wlacos* @b sin*O)cosP—10 sin*t10dOd u

ferner filr « = »* und wenn man rcos = x, rsin® = y setzt d. h.
von Polarcoordinaten zn rechtwinkligen Coordinaten iibergeht,

00 oo
1
We— —— 2P —1y2¢—1plax®+04%) da dy.
r<p+q)f,f 4 Y
[ 0

Dieses Doppelintegral zerfiillt in die beiden Factoren

s0 wie umgekehrt

oo
fmﬁp_‘c 2@ dx und [yR1—le— ¥ dy,
0
deren Werthe sich mittelst der Substitutionen a? = § und »* ==y
ergeben. Das Endresultat lautet bei positiven « und &

ba
/' cos®? —10 sin?4—19 0 I'(p)I'(g) 1

(acos*® - lﬂin?é)_?’—“f'_‘l{ T 9T (p + q) arbt
b

TFiir cos?® = z erhiilt dasselbe die algebraische Form

fzr—lu—z)fﬂm OLORE

laz+ b6 (1 — P+ T+ q) adt’

u

oder, wenn noch die Substitution
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b4

1—:

=

angewendet wird

o)
*etTlde o I(p)I(g) 1
(ax byp+e - T(p = q) arbe

Im speciellen Falle ¢ = 1 — p entsteht die Formel

o) ' i
af—dx 0w
—ee 0 1
'/ ax b sinpm Carpi—e S

0

7. Die vorigen Formeln lassen sich wieder zur Reduction des
folgenden Doppelintegrales benutzen

1
v =J fa:’" V(cos’p 4 asin@)" — 1 - tanPp do da.
0

Um zuniichst das auf a beziigliche Integral in eine rationale
Form zu bringen, substituirt man

X

Vcos*p + atsinp

= ¥

kehrt man nachher die - Reihenfolge der Integrationen um, so wird
1
(m—{—-n—p—'—l) F(P+1) .

2 / ?/’M dy e

g m+u+l) (l_yz)%w-l-u

e
0

- y‘!" dy A yi
(1 o y'.’)*}l.u+l) 9 P(l + m-—p

0

mithin ist zusammen
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(et () r () 1 (5)
= ¥ + n ; )
(D ()
Beachtet man noch die Relation

r(t£2) r(*52) - e i,

s0 gelangt man zu dem Endresultate

1

j /:c"‘ V(costp + a? sinlg)"— - tan? @ do dx
Yoo

G S

 dcoskpn 'F(m + n + 1) ( .J’_|_ 1) ’

wobei p ein positiver echter Bruch sein muss, wenn der Integral-

werth endlich bleiben soll.
Wiihlt man m, n, p so, dass sich eine der beiden Integrationen

leicht ausfiihren liisst, so erhiilt man den Werth eines einfachen
hestimmten Integrales; z. B. fir m =n =0

n

s r(5?)
ltrzn({-n -+ %q)) - V,’i, .__‘_2_____
cosP sin' — P g = deosypm F(l p)

Gl

0
Aehnliche Fiille wird man leicht finden.
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