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Capitel VI.

Die Doppelintegrale und ihre geometrischen Anwendungen.

§ 24.

Allgemeine Formeln und Regeln .

1. Seiner ursprünglichen Bedeutung nach ist das bestimmte
Doppelintegral x r

V = f ff (x , y) dx dy
I/O

der Grenzwerth einer Doppelsumme deren einzelne Summanden die
Form f (x , y) -dx zly haben ; die Integrationsgrenzen bestimmen
hierbei den Spielraum, welcher den unabhängigen Yariahelen x und
y gegönnt ist . Um diess zu veranschaulichen, kann man immer
x und y als rechtwinklige Coordinaten eines willkührlichen Punktes
der -Ebene betrachten und den erwähnten Spielraum mittelst
der Bedingungen

y , 2/0<; y <[ Y
geometrisch construiren.

Handelt es sich z. B. um das Doppelintegral
b

“ %« x

V = J Jf {x , y) dx dy,o o

so zeigen die Bedingungen 0 5̂ a; < a und

O^ y ^ —x , dass der Punkt xy die Pe¬

ripherie des aus den Katheten OA — a und
AC — b (Fig . 45.) gebildeten rechtwink¬

ligen Dreiecks OAC nicht überschreiten darf. Zerlegt man die
12 *

Fig . 45.
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Dreiecksfläche durch Parallelen zur .x - Achse und durch Parallelen
zur »/ -Achse in Rechtecke wie z. B. PQRS , so ist OM = x , ON = y,
PQ — z/ x , PR = Ay , mithin fix , y) Ax Ay einer von den Sum¬
manden der Doppelsumme . Die ganze Schaar der Summanden wird
auf dieselbe Weise gebildet , indem man statt des Punktes P der Reihe
nach die Ecken aller innerhalb des Dreiecks liegender Rechtecke
nimmt und die Rechteckseiten als die Zunahmen von x und y an¬
sieht . Schliesslich ist V der Grenzwerth , gegen welchen die Doppel¬
summe SSf {x , y) Ax Ay convergirt , sobald die Abstände der
Parallelen d. h . alle Ax und Ay unendlich abnehmen .

Als weitere Beispiele für die Interpretation der Integrations¬
grenzen mögen folgende dienen . Ist

a-ft = 0 , A = « ; »/() = 0 , Y = b ( l - fj ,

so bleibt der Punkt xy innerhalb eines rechtwinkligen Dreiecks ,
dessen Katheten a und b vom Coordinatenanfange aus auf den Coor -
dinatenachsen abgeschnitten sind .

Die Integrationsgrenzen

ar0 = 0 , A = 2 « ; = 0 , Y = —j/ 2ax — x "1

bedeuten , dass der Spielraum des Punktes xy eine Halbellipse ist ,
deren Scheitel im Coordinatenanfange liegt .

Den Integrationsgrenzen

a-0= - « , A = + « ; 2/0= - 6 / / l - ( f ) 2, Y= + bj/ ,

entspricht eine volle Ellipse , deren Mittelpunkt mit dem Coordinaten¬
anfange zusammenfällt . Die Integrationen beziehen sich dann auf
alle positiven und negativen x und y, welche der Bedingungw+m*
Genüge leisten .

2. Wenn sich die auf y bezügliche Integration , bei welcher x
als Constante anzusehen ist , ausführen lässt , so kommt das Doppel¬
integral sofort auf ein einfaches Integral zurück , dessen Werth dann
einer weiteren Untersuchung bedarf .

Mit Hülfe der Integralformel
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findet man z. B.

i rr = icJJ ]/ 1—x *—y~dxdy =*/ {( i —,v)yx -\-( i —cc2)arcsm dx

Fig . ■

— y [tö + tI ] — fl ‘

3. Die Reihenfolge der Integrationen lässt sich umkehren , wenn
man die Integrationsgrenzen auf die gehörige Weise ändert . Besteht
der Spielraum für x und y aus einer geschlossenen ebenen Fläche ,
deren Peripherie von einer Geraden in höchstens zwei Punkten ge¬
schnitten werden kann (Fig . 46 .) , so
bestimmen sich die Integrationsgren¬
zen für OM — x und ON — y auf
folgende Weise . Man integrirt ent¬
weder zuerst in Beziehung auf y und
dann nach y ; in diesem Falle geht
y von MS0 — yt) bis MS, = F,,
nachher x von Od/(l= xQbis OMi — X .
Wählt man dagegen die umgekehrte
Anordnung der Integrationen , so ist
A / ' = x bis zu den Durchschnitten
Tn und I \ mit der gegebenen Peri¬
pherie zu verlängern und N T0 —
N Tt = S sind die Grenzen für

«>
x :

- -h '-T,

die Grenzen für y sind nachher der
kleinste und grösste Werth des y, nämlich ONn = y,, und 0 JV, == T.

Diess giebt
JC F TS

J ff (x > y) (lx dv = f ff y) d>y dx -
x 0 ’Jo Vo Io

Am einfachsten wird die Sache , wenn der Integrationsbereich
aus einem Rechtecke besteht , dessen Seiten parallel zu den Coor -
dinatenachsen liegen ; es ist dann

n b b o

J ,/ / ’(« > y) dx d ’J = / ff ix , y) dy dx .
a0b0 bn a0

Fernere Beispiele sind
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* 7/ --- 5
2 r ~ r 2ax — x -

/ . / f (x , y) dx dy = JJ f {x , y ) dx dy .
oo o e W Tyy

a —aV 1—(y )

Uebrigens ist zu beachten , dass solche Umänderungen nur dann
unzweifelhaft gelten , wenn die Function fix ) y) innerhalb des Inte¬
grationsbereiches endlich und stetig bleibt .

4. Will man in einem Doppelintegrale statt einer der beiden
Variabelen x und y eine neue Variabele einführen , so hat man
ebenso wie bei einfachen Integralen zu verfahren .

Mittelst der Substitution

y = y0 + —
erhält man z. 13.

X V X \

J y) <lx dy = / J ( Y — I/o) f (x , y„ + [ V — yu] t) dx dt -,
;/o x<t o

was häufig sehr vortheilhaft ist .
Mittelst desselben Verfahrens lassen sich auch zwei neue Va¬

riabele nach einander einführen . Setzt man z. B. in

+ a + *Vi - (V )5

F = / / f (x , y) dx dy

zuerst y — by , so geht das Integral über in

V = b I I f {x , b rj) dx dy

- ■- fHir
und durch Substitution von x — a £, erhält man schliesslich bei Zu¬
sammenstellung des ersten und letzten Werthes von V

+ « + i / i — 1 + Fi —f

/ x , y) dx dy — a / ■(« § , bfj) de, dy .
- -- »fRä ’

Hiermit ist das Integral , dessen Integrationsbereich eine Ellipse
bildete , auf ein Integral mit kreisförmigem Integrationsbereich zu¬
rückgeführt .
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Die nämlichen Substitutionen geben

2 - P

abJ j hrl) (l£<hh
0 0

dx dy

was einer ähnlichen Reduction wie vorhin entspricht .
Wenn in dem Integrale

V = fff (x , y) dx dy ,

dessen Grenzen nachher untersucht werden sollen , statt x und y
die neuen Variabelen r und 0 mittelst der Gleichungen

x = rcosQ , y = rsinQ
einzuführen sind , so substituire man erst y — x tan 0 , nachher
x = rcos0 ; diess giebt

V = f ff {x i xtanQ ) dx • x «ec20 d0

- IM rcosQ , rsinQ ) cosQ dr • rcosQ sec20 dQ

- ffn rcosQ, rsinQ) r dQ dr.
Diese Transformation hat den Sinn , dass man sich den Spiel¬

raum der x und y nicht mehr in Rechtecke sondern in Vierecke
zerlegt denkt , deren jedes von zwei Fig i7
concentrischen Kreisbögen und zwei p r
Radien begrenzt wird . An die Stelle
der früheren Rechtecksfläche dx dy
tritt nun eine unendlich kleine Fläche ,
die als ein aus den Seiten PQ = dr
und PB = rdQ gebildetes Rechteck
gelten kann (Fig . 47 .) . Die Integra¬
tionsgrenzen für r und 0 erhält man
dadurch , dass man erst r bis zu seinen
Durchschnitten S0 und mit der
Peripherie des Integrationsbereiches ver¬
längert und nachher dem 0 seinen grössten und kleinsten Werth
giebt . Für OSa = r 0, 0S l — R , L XOT 0 = 0O, L XOT l = 0
ist nun

x r & ft
J ff (x , y) dx dy —f Jf {rcosQ, rsinQ) r dQ dr.

i/o 0Q r o

Als Beispiele eines solchen Ueberganges von rechtwinkligen
Coordinaten zu Polarcoordinaten mögen dienen



Das letzte Integral kann man auch so transförmiren , dass man
erst x = x l — c und nachher x l — r cos co, y = r sin ra setzt , was
einen leicht erkennbaren geometrischen Sinn hat : man erkält

Wendet man erst die Substitutionen x — « £, y — brj an und
geht dann zu Polarcoordinaten über , so gelangt man zu folgenden
allgemeinen Transformationen

oo

Um ganz allgemein statt x und y zwei neue Yariabele s und l
einzuftihren , welche mit x und y durch die Gleichungen

X = <p(s , t) , y = y (S, t)

verbunden sind , hat man folgende Formel anzuwenden

Die für s und t geltenden Integrationsgrenzen müssen jederzeit
durch eine besondere Untersuchung ermittelt werden .

f {x , y ) dx dy = I I fircosco — c , rsinco) r dco dr .
oo oo

f y) dx dy
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§ 25 .

Cubaturen durch Doppelintegrale in rechtwinkligen Coordinaten .

In der Horizontalebene xy sei durch gerade oder krumme
Linien eine geschlossene Figur begrenzt , und durch alle Punkte
ihrer Peripherie mögen Senkrechte zur Ebene xy gelegt sein ; wird
nun der so entstandene Cylinder von einer durch die Gleichung
z — f (x , y) bestimmten Fläche geschnitten , so entsteht ein Cylinder -
volumen , dessen Basis jene ebene Figur , und dessen obere Begren¬
zung von der letzterwähnten Fläche gebildet ist . Ferner kann das
Cylindervolumen als Summe einer unendlich grossen Menge pris¬
matischer Volumenelemente angesehen werden , von denen irgend
eines den Inhalt z dx dy besitzt , falls man sich die Cylinderbasis
in unendlich kleine Bechtecke zerlegt denkt , deren Seiten parallel
zu den Achsen der x und y liegen . Hiernach ist das gesuchte
Volumen

F = / / / !> , y) dx dy ,
wobei die Cylinderbasis den Integrationsbereich für x und y bildet .

Wenn z = f (x , ij) innerhalb des ganzen Integrationsbereiches
negativ ist , so wird auch V negativ ; entgegengesetzte Vorzeichen
von V bedeuten demgemäss entgegengesetzte Lagen . Im Fall die
Fläche theils über theils unter der xy - Ebene liegt , besteht das
Volumen aus einem positiven und einem negativen Theile ; die obige
Formel giebt dann die algebraische Summe der beiden Theile . Um
die arithmetische Summe zu erhalten , muss man jeden Theil einzeln
berechnen und deren absolute Werthe addiren .

Beispiel 1. Die Cylinderbasis sei wie in Fig . 45 . ein aus den
Katheten OA — a , AC = b construirtes rechtwinkliges Dreieck , die
obere Begrenzungsfläche ein Paraboloid mit der Gleichung

2 = By2);

für das Volumen } welches Va heissen möge , ergieht sich dann
b
— OB

Va = ij f (Ax 2 - |- By 2) dx dy
0 0

Ax 2 • —a; -j - -3 dx = \ ab (Aa 2 \ Bb 2).
u
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Nimmt man dagegen als Basis das rechtwinklige Dreieck aus
den Katheten OB — b, BC — a , so erhält man

F* = { ab (\ Äa l + ß6 5).

Die Summe beider Volumina giebt den Inhalt des Parallel -
epipedes über dem Rechtecke OACBO nämlich

V = jrab (A a 1 -|- Bb '*) — ^ abc ,

wo c das zu <c = a und y = b gehörende z bedeutet . Dasselbe
Resultat findet sich direct aus

V = ^f J (Ax 2 + By 2) dx dy .o o

2. Die Basis des gesuchten Volumens werde von den positiven
Theilen der beiden Coordinatenachsen und von einer Parabel ein¬
geschlossen , welche auf der x -Achse die Strecke OA = a , auf der
y -Achse die Strecke OB = b abschneidet , deren Achse die y -Achse
und deren Scheitel B ist ; die begrenzende Fläche sei dieselbe wie
vorhin . Das Volumen über AOB beträgt dann

V = jfaab (7 A a2 + 8Bb 2).

3. Wird die vorige Aufgabe dahin modificirt , dass die Parabel¬
achse mit der x -Achse und der Scheitel mit A zusammenfällt , so

findet sich F = « 6 (8 ^ «2 + 7 R b2).

4 . In der Horizontalebene sei eine Parabel gezeichnet , welche
die x -Achse im Punkte A , die y - Achse im Punkte B berührt und
im Uebrigen zwischen den positiven Theilen der Coordinatenachsen
enthalten ist ; die dreieckige Fläche OAB werde als Basis des Volu¬
mens gewonnen , dessen obere Begrenzung wieder das vorige Para -
boloid sein möge . FHir OA — a , OB = b ergiebt sich

V = t£s « 6 (Aa '1 + Bb ‘l) = ist ab c ,
wo c dieselbe Bedeutung hat wie in Nr . 1.

5. Die Basis des Volumens sei eine aus den Halbachsen a und
b construirte Ellipse , deren grosse Achse 2a in die « -Achse fällt
und deren Mittelpunkt die Coordinaten a und 0 besitzt ; die Be¬
grenzungsfläche sei das vorige Paraboloid ; es ergiebt sich

V = $ nab (6 An 2 + Bb 2).
6 . Die Basis des Volumens sei von den positiven Theilen der

Coordinatenachsen und ausserdem von derjenigen Curve begrenzt ,
deren Gleichung ist
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die Begrenzungsfläche sei das vorige Paraboloid . Beachtet man ,
dass hier

ist , so erhält man nach Ausführung der ersten Integration
n

F = 3 f * Bl)‘i ya *— ar4} f/ a '1— x ] ■dx .
o

Durch Substitution von

x a l

f/ a*
— — l oder x \ ,___
x * l/ l + / '

^elit, die vorige Gleichung über in
oo

0 0

oder , wenn c dasselbe wie in No . 1. bedeutet ,
7t

8 / 2
ab c.

7. Bin elliptischer Kegel , dessen Gleichung

i * = Mx 1 — Ny 1

sein möge , wird von einem verticalen , durch die Gleichung

ky = X 1 Fig. 48.

bestimmten parabolischen Cylin -
der geschnitten ; man verlangt das
Volumen desjenigen Körpers , wel¬
cher von den positiven Theilen
der Coordinatenebenen xy und xz ,
von den beiden krummen Flächen
und ausserdem von einer Ebene
begrenzt wird , die parallel zur
Ebene yz durch den Schnittpunkt s
der Horizontalspuren beider Flächen geht . (Fig . 48 .)

11

‘A
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Sind OA = a und AB — b die Coordinaten des Spurendurch¬
schnittes B und wird AC— c gesetzt, so ist

« *(i )2

0 0

Nach Ausführung der ersten Integration substituire man a: = « | ;
es wird dann

V= abc ^ J l-*]/ ! — g1 • j arcsin | •
Hieraus ergiebt sich, wenn /{ das Volumen des Kegeloctanten

(IABC bezeichnet,
K — V =± feabc .

8. In der vorigen Aufgabe ersetze man die Parabel OB durch
eine semicubische Parabel, deren Gleichung von der Form

ky 2 = x3

sein möge; dann ergiebt sich, wenn nach Ausführung der ersten
Integration x = a substituirt wird,

V= abc J f ^ // l — S*• d? + I Sbarcsin fdgl =
V

9. Nimmt man in der vorigen Aufgabe statt der Basis GAB
den Quadranten der schleifenförmigen, durch die Gleichung

(Ay- = lAx2la’1— x1)
bestimmten Curve, so erhält man

V = -feabc .

10. Der in No. 2. erwähnte parabolische Cylinder werde von
einem durch die Gleichung

1© +(!)+(})=
bestimmten Ellipsoide geschnitten ; das Cylindervolumen ist dann

V = fäabc .

11. Wenn der in No . 3 . erwähnte parabolische Cylinder von
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demselben Ellipsoide wie vorhin geschnitten wird, so ist das Cylin-
dervolumen von derselben Grösse wie in No. 10 .

12. Aus den Halbachsen | a und ^b sei eine Halbellipse con-
struirt , deren grosse Achse a mit der gleichnamigen Halbachse des
vorigen Ellipsoides zusammenfällt ; wird nun diese Halbellipse als
Basis eines cylindrischen Yolumens V, und das Ellipsoid als obere
Begrenzungsfläche genommen , so ist , wenn E das Volumen des
Ellipsoidoctanten bezeichnet ,

E — F = faftc .

13 . Als Basis werde der zwischen den positiven Theilen der
Coordinatenachsen liegende Quadrant der in No . 9. erwähnten schlei¬
fenförmigen Curve genommen ; die obere Begrenzungsfläche sei das
vorige Ellipsoid ; es ist dann

E — V = \ %abc .

14 . In dem elliptischen Paraboloide , dessen Gleichung

x = Mi/ + Ai 2 Fi«- '«'■

sein möge , ist am Ende der Strecke
OA = a ein zur Paraboloidachse
senkrechter Querschnitt ABC (Fig .
49 .) und durch OB eine auf der
xi / -Ebene senkrechte Ebene gelegt ;
man sucht das Volumen , welches
von den Ebenen OAB , OAC , ABC ,
der genannten Verticalebene und
dem Paraboloide begrenzt wird.

Man kann hier ebensowohl
X

a y Ma

V — f ( Vx — Mi/ '1 • dx dyV*J J
0 0

als bei umgekehrter Anordnung der Integrationen

jÂM a

V = — / / yx — Ti/ )/2 • dy dxy»J ,L
C b*M a . y

setzen , wobei in die Augen fällt , dass die zweite Form weit be¬
quemer als die erste ist . Man erhält
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]/ " V “r M ’ M

V = — | / y (« — Mißf - dij — Jy (f/ Ma ■y — My ^f ■r/yj
' 0 0 _

oder , wenn im ersten Integrale y = t / ^ • sin <p , und im zweiten

y = ]/ h ‘ gesetzt wird ,

f/ no— -4^ / sin4ib /i ib l =
04 yMN

2 a2 [ C n i t y i i \ 7 na 2
V — — 7= = < I cos 4m dcp — Ty 1 s/« 4il) dip \ •

S/ d/ iV V J
o o

Für AB = b , AC — c liat man auch
V — abc .

15. Ein durch die Gleichung

2 * = ^ + -b c

bestimmtes elliptisches Paraboloid werde von einem verticalen ellip¬
tischen Cylinder geschnitten , dessen Horizontalspur die Gleichung

y2 = 2b x — — x 2a

also im Scheitel dieselbe Krümmung besitzt , wie die Horizontalspur
der Fläche ; man verlangt das Volumen , welches die von x = {)
bis a: = 2 a reichende Halbellipse zur Basis und das Paraboloid zur
oberen Begrenzungsfläche hat .

Integrirt man zuerst in Beziehung auf x und beachtet , dass
der Ausdruck

2ab - )- 2 yab {ab — y ~) — y 2

ein vollständiges Quadrat ist , so erhält man

V = §na 2 ybc .

16 . Die obere Begrenzungsfläche eines Volumens sei wieder
das vorige Paraboloid , dagegen die Basis ein Halbkreis , dessen Mit¬
telpunkt A auf der x -Achse in der Entfernung OA — a liegt , und
dessen Peripherie die Horizontalspur des Paraboloides berührt .

Mittelst der Bemerkung , dass

2 ab — y2 + 2 by 2 ab — b2 — y2
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ein vollständiges Quadrat ausmacht , findet sich

V = ±n (2a — 6) (2a - f- 3b ) l/ ~bc .

17. Ueber dem von den positiven Theilen der Coordinaten-
achsen eingeschlossenen Quadranten der Lemniscate

(a:2 + = a *(x 2 — y'*)

stehe ein Cylindervolumen , welches durch eine aus dem Coordina -
tenanfange mit dem Radius a construirte Kugelfläche begrenzt wird ;
man sucht die Grösse jenes Volumens .

In rechtwinkligen Coordinaten wäre
r

v = j jV“ 2 — {x 1 y"1) ■dx dy ,
o o

wobei Y die reelle positive Wurzel der Lemniscatengleichung be¬
deutet ; einfacher hat man in Polarcoordinaten

1 71 aV cos2 0

V = / Cj / a2— r » . rdQ dr = 5) «3-
'o 'o

18. Verallgemeinert man die vorige Aufgabe dahin , , dass an
die Stelle der Lemniscate die Fusspunktcurve einer aus den Halb¬
achsen a und b < a construirten Hyperbel gesetzt wird , so folgt

V — ja 3arctan { 2j / (a2 - |- ö2)3 — (3 a2 - (- 26 2) b} .

19. In der Horizontalebene sei zwischen den positiven Theilen
der Coordinatenachsen der Quadrant von der Fusspunktcurve einer
aus den Halbachsen a und b <C a construirten Ellipse als Basis
eines Cylinders genommen , welcher oberhalb durch das Rotations¬
ellipsoid

, z2 -
a2 c2

begrenzt wird ; man sucht den Rest , welcher übrig bleibt , wenn
jenes Cylindervolumen vom Ellipsoidoctanten weggenommen wird .

Der fragliche Rest beträgt

, cy (a2 —vy
9 ’ «

20 . Das vorige Rotationsellipsoid , dessen Horizontalspur ein
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mit dem Radius a beschriebener Kreis ist , werde zur oberen Be¬
grenzungsfläche genommen ; in der Horizontalebene sei durch die
Gleichung R — bQ eine Archimedische Spirale bestimmt , welche
den erwähnten Kreis im Punkte B durchschneidet , und es werde
nun als Volumenbasis die dreieckige Fläche zwischen dem positiven
Theile der x -Achse , dem abgeschnittenen Kreisbogen und dem
Spiralbogen OB gewählt .

Das gesuchte Volumen ist

21 . Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der Ar¬
chimedischen Spirale die parabolische Spirale treten , deren Gleichung

22 . Ein aus den Halbachsen 0A — a, 0B = b, OC = c con-
struirtes Ellipsoid werde von einer Ebene geschnitten , welche die
z -Achse in sich enthält und mit der Ebene AOC den Winkel y
einschliesst ; der Punkt , in welchem die geradlinige Horizontalspur
dieser Ebene den Ellipsenquadranten AB trifft , heisse / , seine Ab -
scisse 0II = h -, man sucht den Inhalt F , des über dem Ellipsen -
sector AOJ stehenden Ellipsoidsectors .

Für x = r cos 9 , y = r sin 0 erhält man

n a3c
b

R — bj / Q ist , so erhält man

15 ’ 62

' o o

wobei die obere Integrationsgrenze R durch die Formel

o o

bestimmt ist ; die Ausführung der Integrationen giebt

Fj \ abc • arctan
(j lan t )

= \ abc • arccos —•a

Subtrahirt man hiervon den über dem Ellipsensegmente AHJ
stehenden Theil des Ellipsoides , nämlich



Die Doppelintegrale und ihre geometrischen Anwendungen . 193

h
h

und setzt zur Abkürzung —= A., so erhält man den über dem

Dreiecke 0 HJ stehenden Theil des Ellipsoides

F3 = (A — ^ A3) — ^ arcsin A] nbc .
Derselbe erreicht sein Maximum für

23 . Das vorige dreiachsige Ellipsoid werde von einem verti -
calen Kreiscylinder geschnitten , dessen Achse die z - Achse , und
dessen Radius die Halbachse ö < « ist ; man sucht das über dem
Kreisquadranten stehende Cylindervolumen , welches das genannte
Ellipsoid zur oberen Begrenzungsfläche hat .

Setzt man zur Abkürzung

cos0 \ 2 . / sin

b ä

' = e f J tyi — s l r l - rdQdr = { b ‘l c { ^ x f cos 6 ) (/ 0

so ist in Polareoordinaten

n b \ n

F =

0 0 0

und durch Einführung eines Hülfswinkels y

V — 'f. abC (y sin y) , sin ^y — — •

24 . In der xy -Ebene sei ein Halbkreis construirt , dessen
Mittelpunkt auf der x -Achse liegt , und dessen Peripherie sowohl
die y -Achse als die Horizontalspur des vorigen Ellipsoides berührt ;
man sucht das Volumen des verticalen Halbcylinders , welcher jenen
Halbkreis zur Basis und das genannte Ellipsoid zur oberen Begren¬
zungsfläche hat .

Werden die vorigen Abkürzungen wieder benutzt , so ergiebt
sich in Polareoordinaten nach Ausführung der ersten Integration

in

0
Schiftmilch , Uebungsbuch II . 13
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und schliesslich , weil 1 — 4 £• b~s2 cos 29 ein vollständiges Quadrat
ausmacht ,

v = n ■V - (« + fe) H «2 - 3 ^ ) c
6 « 4

Zur Möglichkeit der Aufgabe gehört übrigens die Bedingung ,

dass a nicht kleiner als b y ‘2 ist .

25 . Es sei wieder das vorige Ellipsoid gegeben und ABA '
(Eig . 50 .) die Hälfte seiner Horizontalspur ; ferner sei eine zweite

Halbellipse A * B * A ' construirt ,
deren Achse die « - Achse , deren
Brennpunkt der Coordinatenanfang
0 ist , und die mit der Ellipse
ABA ' den Halbparameter sowie
den Scheitel A ' gemein hat ; man
verlangt das vom Ellipsoid be¬
grenzte über der dreieckigen Fläche

A B A ' A * B * stehende Volumen .

In Polarcoordinaten ergiebt sich nach Ausführung der ersten
Integration

n

f = , 62C£3 ri i_ + ^ iy _
3 \ 1 “l“ s 1 cosQJ 1 — s 2 cos 2 Q

0
oder , wenn

n

bs 3 r ( ^ c° s ® n 3 /■/ \
a J \ 1 -f - e2 cos9j 1 - f - ecosQ

o
gesetzt wird ,

77 = / ‘( t ) ~ f ( — £)
3 ' 2

Das mit f (c) bezeichnete Integral lässt sich mittelst der Sub¬
stitution

Fig . 50

= 1/ 1 • tan co

auf folgende Form bringen

i ä

s 1P 3 r cos 6 co do
[ ( 1 _L_ ^ /.ne « «. _1_ t -i _1_ oXl o.-„ 2 „ 13

Ü
[( 1 - {- e2) cos 2co + ( 1 - |- e)2 sin 2co\

woraus sein Werth nach der Formel
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I cosGa da n 3132 -)- 9 ^ er- |- 8fr2
./ («’' cos1a - |- ß - sin2'a>)3 16 (ß -f- a ):l er5o

Tr 3j35 — lO ^3«2 - |- 15ßa 4 —^8a 5
16 (ß2 — «2)3a 5

erhalten wird ; schliesslich ist
T/ . , £3(5 + 2 s2)V = ln abc — ■ ■

Y(i + 2̂)5
26 . In der Horizontalebene sei die Fusspunktcurve einer El¬

lipse construirt , deren Halbachsen

2 k }r a r ^ k2 2 k V b- — k'1
«, = , 6, = -h---

sind , und wobei k eine beliebige Gerade <ß b <C a bezeichnet ; ge¬
sucht wird das Volumen , welches oberhalb durch das vorige Ellip -
soid begrenzt wird , und dessen Basis die ringförmige Fläche zwischen
der Horizontalspur des Ellipsoides und jener Fusspunktcurve ist .

Benutzt man die Abkürzungen

A = -V , # = A = Acos 2Q + B sin2Q,a ‘ b‘ k

so erhält man nach Ausführung der ersten Integration

und schliesslich

T7 f3 (^ + 5 )2- 10 ^ ß + 6 (A- - A) (A - 5 ) 1 )

F~ ¥ C{ j/ ßßj -
27 . Ein einfaches Hyperboloid , dessen Gleichung

— — — l
a2 ^ b2 c2

und worin a b sein möge , wird von einem Kreiscylinder ge¬
schnitten , welcher die z - Achse zur Achse und a zum Eadius hat ;
man sucht das cylindrische Volumen zwischen der Ebene xy und
dem Hyperboloid .

Dasselbe beträgt

/ 2a / «2 _
== ^ abc i r b..

■— b2 (a -\- j/ er — bl
j/ a2 — b2)

13*
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oder unter Benutzung eines Hülfsmittels d

tanS = —^ ^ , V = %abc { /an 2d — l /an .

28 . In die elliptische Horizontalspur des vorigen Hyperboloides
ist eine Gerade von der constanten Länge 2A < 26 als Sehne ein¬
getragen , und bei jeder ihrer möglichen Lagen sind durch ihre
Endpunkte Tangenten an die Ellipse gelegt ; die Durchschnitte dieser
Tangenten bilden eine geschlossene Curve (vergl . § 10 ., Nr . 29 .) .
Es werde nun das cylindrische Volumen gesucht , dessen Basis die
ringförmige Fläche zwischen der Ellipse und der daraus abgeleiteten
Curve , und dessen obere Begrenzungsfläche das Hyperboloid ist .

Nach Ausführung der ersten Integration erhält man ein Resultat
von der Form

i » __
V = A C / / / ACIIS' Q + Bsir ^ d Q.

3 r (Ai cos2Q Bi sin2)3 ’0

benutzt man die Substitution

tanQ — tan caa

und macht Gebrauch von der identischen Gleichung

r dco 1 / i / — . ^ — 2~ i
I ■ .....— = - -- I V C( SIU ' CO + ß COS CO • (l CO

J j/ (a sin2co-f- ß cos2co)3 a ß

(« — ß) sinco cosco
ctß j/ a sin2co ß cos2»

so gelangt man zu dem Resultate

4 u bc h 3 E

¥ ‘ (a 2 —- K1) (b2 --- ^ ) ’

worin E den Yiertelumfang einer aus den Halbachsen y a2 — h2
und ]/ b2 — h2 construirten Ellipse bezeichnet .

29 . Ein durch die Gleichung

_ \ y
a2 b2 ^ C2 -

bestimmtes getheiltes Hyperboloid werde von einem geraden Kreis -
cylinder geschnitten , dessen Achse parallel zur z - Achse liegt , und
dessen Basis zur Gleichung hat
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212 2 « j / « 5 — 6 2
x + y = j y, « > Ö;

man sucht das zwischen der x y -Elienc und der oberen Hälfte der
Fläche enthaltene Cylindervolumen .

Dasselbe beträgt

F = ( ") 5- 4 ( ■-) + 3 Q - 2} •

30 . Die Curve , deren Gleichung ist

(̂ + ^)(1+ ^ + g) = (jL _V • o < y< i , )\ a z bl J \ cosy sinyj r 4 >

bildet zwischen den positiven Theilen der Coordinatenachsen ein
geschlossenes Blatt ; nimmt man dasselbe zur Basis und das vorige
Hyperboloid zur oberen Begrenzungsfläche eines cylindrischen Volu¬
mens , so erhält man in Polarcoordinaten

r_ »4igi L _ »<+ a.<»»/(y / ty */ )\
3 (a l — b-y sin ' Vy \ \ a l cos 1yb l sin 1yJ )

. , { ab cot 2y \— labe • arctan I —7,—.—-4 I••’ \ a l bl J

31 . Ein elliptischer Kegel sei bestimmt durch die Gleichung

’z 2 = A^x 2 - )- 5 2y 2;

ferner sei ein elliptischer Cylinder construirt , dessen Achse parallel
zur Kegelachse liegt , dessen Mantel die Kegelachse in sich enthält ,
und dessen Horizontalquerschnitt eine dem Horizontalschnitte des
Kegels ähnliche und ähnlich liegende Ellipse ist ; man sucht das
Cylindervolumen zwischen der xy - Ebene und der Kegelfläche .

Bezeichnen a und b die Coordinaten der Horizontalspur der
Cylinderachse , so ist

V = f ff / A-x 2 -f B2y2 ■dxdy
wobei der Integrationsbereich durch die Bedingung

A2{x — «)2 -|- B2(y — 6)2 Äl a'1 -)- 5 2ö2
bestimmt ist . Um zu vereinfachen setze man erst
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und zwar bedeutet Vl das Volumen eines Kreiscylinders , dessen
Basis durch die Gleichung

(«i —«i)2+ (Vl—M2= «i2+ V
gegeben , und dessen obere Begrenzungsfläche ein Kreiskegel ist .
Für « | = h cosy , bl = h sin y und mit Hülfe von Polarcoordinaten
findet man

>' + ^Ä

V, = 8 .t I coit3(Q — y) (IQ
y —\ n

und schliesslich

_ 32 Y 4 - 5 262)3

32 . Man verlangt den Inhalt des Körpers , welcher von den
positiven Theilen der Coordinatenebenen und ausserdem von der
Fläche Vl+fi +Vl- '
begrenzt wird .

Die in der Formel

F= cff ^
angedeuteten Integrationen beziehen sich hier auf alle positiven x
und y, welche der Bedingung

Vl+VU'
genügen . Für x = « , y — b if wird

V = IGabcf J (1 — j;2 — rj2)2 | 3>?3 dt , dv\ , 1 ,

und nun ist der Integrationsbereich ein Kreisquadrant ; mit Hülfe
von Polarcoordinaten ergiebt sich

V = ^ abc .

33 . Man sucht das von den positiven Theilen der Coordinaten¬
ebenen und von der Fläche

/ i+fö +yi - '
begrenzte Volumen .
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Durch ein dem vorigen ganz ähnliches Verfahren erhält man

F = wtnr « öc -

34 . Das von den positiven Theilen der Coordinatenebenen und
von der Fläche

begrenzte Volumen ist
V ==

35 . Das zwischen den positiven Theilen der Coordinatenebenen
und der Fläche

V I V \ ~
1

enthaltene Volumen beträgt

36 . Das Volumen , welches von den positiven Theilen der
Coordinatenebenen und von der Fläche

eingeschlossen wird , beträgt

1

§
Cubaturen durch Doppelintegrale in räumlichen Polarcoordinaten .

In einem rechtwinkligen Coordinatensysteme seien (Fig . 51 .)
Fig . 51.031 == x , 31N = y , NP = z die Coor-

dinaten des Punktes ; wird nun die xtj -
Ebene zur Aequatorialebene , und die z - Achse
zur Polarachse eines Systemes räumlicher
Polarcoordinaten (Kugelcoordinaten ) genom¬
men , worin OP= r, l_ PON = ty, l_N03I = co
ist , so vermitteln die Formeln

x = r cos cos a>, y = rcosip sinco,

z = rsitiip

den Uebergang von dem ersten zum zweiten Systeme . In letzterem
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ist das Yolumenelement eine Pyramide , welche r zur Höhe und das
Rechteck aus den Seiten rcosrf >dco und r d ij> zur Basis hat ; daher
folgt

V = Jr 3cosrp dco dy .

Für r ist sein Werth aus der Polargleichung der Begrenzungs¬
fläche zu substituiren ; die Integrationsgrenzen für cp und w be¬
stimmen sich durch die Begrenzung des betrachteten Volumens .

Beispiel 1. Ein aus den Halbachsen « , b, c construirtes Ellip -
soid werde von einer Ebene geschnitten , welche die Halbachse c in
sich enthält und mit der Ebene der Achsen a und c den Winkel y
einschliesst ; man sucht das Volumen des entstandenen Ellipsoid -
segmentes .

In dem Doppelintegrale

y 4»

cos '1cp cos - co
cos cp dco dcp

cos cp sin co sin - cp\ ■
b2 ' c'1 )

kann man zuerst die auf cp bezügliche Integration mittelst der Sub¬
stitution sin cp — t ausführen ; es bleibt dann

y

V = Aa 262e / - =- r—=- 5—= \ cibc ■arctan ( lany \
3 J b*cos 1coa ? sin*co 3 \ b ' )o

übereinstimmend mit Nr . 22 . im vorigen Paragraphen .
2. Das zwischen den positiven Theilen der Coordinatenebenen

und der Fläche

( * 2 + ,f + 2 2) 3 = ( ax 2 + b ,j2 + cc 2) 2

enthaltene Volumen beträgt

y = { 5 (« '*+ ft3 c 3) - )- fl (b -f - c) (c - f- «) (« - (- 6) — iabc ) .

3 . Das zwischen den positiven Theilen der Coordinatenebenen
und der Fläche

(x - - (- y2 -)- s2)5 = (a x̂ 2 - |- b:iy2 c3«2)2

enthaltene Volumen beträgt

V = ^ n (a :l + 63 + c 3) .

4 . Der zwischen den positiven Theilen der Coordinatenebenen
liegende Octant der Fläche
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^ \ i

begrenzt mit jenen Ebenen das Volumen

7t ab c3
F == 18 ’ /ir '

5. Die positiven Theile der Coordinatenebenen und die Fläche

begrenzen zusammen das Volumen

%7t ^ 7T

V = \ k r C— r-/ / cos c
J , /

cos t]) tlto dty
cos 11<o ! cos2ip sin2m t sin2ip ’

P ' P“

führt man zuerst die auf co bezügliche Integration aus und setzt
nachher sin ip — t , sowie zur Abkürzung

l/ c2— a2 „ l/ c2 — // ’
a = --- > ß = ------ , {a < b < c)c b

so erhält man
i

F = X7tabhf " , - —•J V(i —«2t2) (i —ß2i2)o

Das noch übrige Integral ist ein sogenanntes elliptisches In¬
tegral erster Art und kann durch die Substitution at = sin cp auf
die Normalform

arcsin ct

I f '«J i/ i -cl 'J y { — y.2sin2cpu

gebracht werden .
6 . Man sucht das Volumen , welches von der Fläche

(* ’ •+ / + + h l

und von den positiven Theilen der Coordinatenebenen begrenzt wird .
Setzt man sinip = <, so erhält man zunächst



Um die irrationale Form zu vermeiden , substituire man

ja • t

und kehre nachher die
hierbei zur Abkürzung

j/ x -j- fiil
Reihenfolge der Integrationen wird

Y ci1— c2
a

gesetzt , so ergiebt sich

V

ß =
yv

(a > ö > c)

du

Lässt man

J«2) (1 — ß2u2)

c, , /<( an die Stelle von a , b, c , h treten
und nennt Fl das neue Volumen , so ist dieses gleich dem in Nr . 5.i
betrachteten Volumen , wenn *

«2r
« === ~ ’ h l = y g h

und rj gleich dem geometrischen Mittel aus a , b. c gewonnen wird .
7. In der Aequatorialebene xy sei aus den Halbachsen OA — a

und OB — b eine Ellipse construirt , und es bezeichne Q den Punkt
in welchen die Gerade OM (Fig . 52 .) den Ellipsenquadranten AB
schneidet ; wird nun über OQ als Durchmesser ein Kreis construirt ,

so bildet die stetige Folge aller
solchen Kreise eine Fläche , deren
Polargleichung ist

ab cosip

Fig . o2.

y b2cos2w a2sin2(o
Um das von dieser Fläche und

von den positiven ' Theilen der Coor -
dinatenebenen begrenzte Volumen zu

finden , integrire man erst nach ip und benutze nachher die im vorigen
Paragraphen Nr . 28 . angegebene Reduetionsformel ; man erhält
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V = -fertabE ,

wo £ den Viertelumfang der gegebenen Ellipse bezeichnet .
8. Setzt man in der vorhergehenden Aufgabe statt der Ellipse

eine mit dem Radius a beschriebene Cardioide , so ist der gesammte
Inhalt des entstehenden Körpers

V = 5 TT2«3.

§ 27 .

Complanationen durcli Doppelintegrale in rechtwinkligen
Coordinaten .

Wenn die Gleichung einer Fläche in rechtwinkligen Coordinaten
gegeben ist , so schliessen die rr ;/ -Ebene und die Berührungsebene
im Punkte xyz mit einander einen Winkel IV ein , für welchen

8z\ 2
Sy)

ist . Das Flächenelement dS , dessen Horizontalprojection das Rechteck
aus den Seiten dx und dy ist , hat demnach den Inhalt secN ■dx dy ,
und hieraus folgts=fJVi+̂ +(W‘-dx dy .

Fig . 53 .

Der Integrationsbereich für x und y ist hier die Horizontal¬
projection des endlichen Flächenstückes S , dessen Inhalt gesucht
wird .

Beispiel 1. Eine mit dem Halbmesser c beschriebeneKugel,
welche die « y - Ebene im Coor -
dinatenanfange berührt , werde
von einem elliptischen Kegel
geschnitten , dessen Achse die
z -Achse , und dessen Spitze der
Coordinatenanfang ist ; man sucht
den Flächeninhalt der innerhalb
des Kegels liegenden Kugelkappe
(Fig . 53 .) .

Die Gleichungen beider
Flächen sind

x 2 y2 -j - z2 = 2cz , A2x 2 B2y2 = z2,
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und hieraus folgt

' - - ff dxd»J J Vc2—O2+ y2,. 2)

wobei die Peripherie des Integrationsbereiches durch die Gleichung

(1 + Ä‘) x2 + (1 + 5 2)y2 = 2c j/ A2x2+

bestimmt ist . Die Einführung ebener Polarcoordinaten giebt
TZ71 KleJ'J rdQ dr 2c // Ä!cns‘!0 -|- B- sin2Q

y ci z _ ri ’ = i -f ^ cos 2e + ß 2^ 2e
0 0

und nach Ausführung der auf r bezüglichen Integration

8 . dQ 4 n c2/ ' <
' / 1 -f Ä1cos'20 + ß ’*m20 j/ (l 4- ^ 2) (1 4- ß2)

Hierin liegt der bemerkenswerthe Satz , dass der Flächeninhalt
der abgeschnittenen Kugelkappe gleich der Fläche einer Ellipse ist ,
welche die Sehnen CD und CE zu Halbachsen hat .

2. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle des Kegels
ein elliptisches Paraboloid treten , dessen Gleichung

z — Ax2 Bij2

sein möge, so erhält man als Flächeninhalt der innerhalb des Para-
boloides liegenden Kugelkappe

v 2 n c
\/ ~Ib

Dieses Resultat gestattet wörtlich dieselbe Interpretation wie
das vorige , wenn mit D und E die Durchschnitte der Verticalspuren
der Kugel und des Paraboloides bezeichnet werden.

3. Ein elliptisches Paraboloid sei durch die Gleichung

2 = + y )

bestimmt , und in der Horizontalebene xij eine Ellipse construirt ,
deren Halbachsen n, und b{ sich wie a zu b verhalten ; man sucht
den Flächeninhalt desjenigen Paraboloidstückes, welches einen Seetor
der Ellipse zur Horizontalprojection hat .
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Setzt man

und bezeichnet mit y0 und yl die Winkel zwischen der x -Achse
und den Radienvectoren , welche den Ellipsensector begrenzen , so
erhält man mittelst ebener Polarcoordinaten

S — ^ ab [/ ( l -f- zl2)3— \ \ ^ar Clan tan y^j — arctan tan 7o) J •

Hieraus ergiebt sich noch der Satz , dass das Yerhältniss von S zu
seiner Horizontalprojection unabhängig von den Winkeln y0 und y,
ist , dass also über gleichen Ellipsensectoren gleiche Paraboloidfläehen
stehen .

4 . Es sei wieder das vorige Paraboloid gegeben und in der
Horizontalebene das rechtwinklige Dreieck aus den Katheten «, = A«,
b\ — Xb construirt ; man sucht die über diesem Dreiecke stehende
Paraboloidfläche .

In ebenen Polarcoordinaten erhält man zunächst

- * /
ö

wo q und Ti folgende Bedeutungen haben
cos20 . sm20 A

^ «2 b'1 ’ cos 0 sin 0
~ r ~b '

Durch Benutzung der Substitution

tan® = —ta ?ico
a

vereinfacht sich der obige Ausdruck und wird

1 — i-re ;
Io

Das noch übrige Integi ’al geht durch Substitution von

sin {co—

S — j jy \ -̂ .jA 2 scc 2 ( m — de

A- + cos1(io —

in ein algebraisches über , nämlich

/
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s = f“6!(' + n (2- *2o 2“ 2}’ ^^ / r ^ p

dessen völlige Entwickelung keine Schwierigkeit hat .
5. Das vorige Paraboloid werde von e'inem Kreiscylinder ge¬

schnitten , dessen Achse parallel zur z -Achse liegt , und dessen Basis
a 7/ a1 —

mit dem Radius — ^ so construirt ist , dass sie die x -Achse
im Coordinatenanfange berührt ; man sucht die Oberfläche der Kappe ,
welche der Cylinder aus dem Paraboloide herausschneidet .

Mit Hülfe ebener Polarcoordinaten findet man

6. Es sei wieder das vorige Paraboloid gegeben und in der
xy -Ebene aus den Halbachsen a l und b[ eine Ellipse construirt ,
welche die y - Achse im Coordinatenanfange berührt ; dabei soll ,
wenn -/. eine beliebige positive Grösse bezeichnet ,

a i — ax }/ l x2, Aj =

genommen und die Oberfläche des Paraboloidstücks bestimmt wer¬
den , welches jene Ellipse zur Horizontalprojection hat .

Setzt man erst x = « x , , y = by { und führt dann ebene Po¬
larcoordinaten ein , so erhält man

„ f / / I 2}t2— }t2sm20\ 3 « 1
s = %“h\ J (-^T + lTWe“ ) rfeT 2}

0

= -̂ tc ab { (2 -j- 2jt 2 - )- 3 Jt4) 1 -f- 5(2 — 2} .

7. Man sucht die Grösse desjenigen Theiles von dem vorigen
Paraboloide , dessen Horizontalprojection durch die Gleichung

(x ‘‘

bestimmt , also die Fusspunktcurve einer Ellipse ist .
Mit Hülfe von Polarcoordinaten findet sich
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8. Das vorige Paraboloid werde von einer mit dem Radius

c = a -\- b -\ - }/ ab

beschriebenen Kugelfläche geschnitten , welche die .ry -Ebene im
Coordinatenanfange berührt ; man sucht die Grösse der innerhalb
der Kugel liegenden Paraboloidfläche .

Setzt man erst x — ax x, y = by { und nachher x x = r cosö ,
y { — r sind , so erhält man

i 71 R'

S = = 4ab I Il / l r '2 • r dQ dr ,% %
~ . /— l/ ab -f - a cos20 4 - &sin20

R = ij / ab -— - 2q , . . —

und durch Ausführung der ersten Integration

h (i+J | \ a cosl Qb sm 2QJ )o
oder

S — %Tt { 3 [a2 -)- b2) - (- 8ab 6 (« -f - b) yab }.

9. Es sei eine Fläche durch die Gleichung

- »(/ ?+/ !)
und in der .ry -Ebene eine Gerade durch die Gleichung

a b

bestimmt , worin X eine beliebige positive Grösse bezeichnet ; man
verlangt die Complanation desjenigen Flächenstückes , welches das
von den positiven Coordinatenachsen der x , y und der Geraden
gebildete Dreieck zur Horizontalprojection hat .

Durch unmittelbare Ausführung der nöthigen Integrationen
findet sich

S = r\ ab { 2 - 5 / (l + I )3 + 3 / (l + I )5} ,

oder für X= cot2y

S = ^ ab { 2 — 5 csc3y -)- 3 csc &y} .

Der Winkel y hat eine leicht erkennbare Bedeutung . Alle
Punkte der Fläche , deren Normalen mit der xy -Ebene den gleichen
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Neigungswinkel y einseliliessen , liegen nämlicli auf einer Curve ,
deren Horizontalprojection durch die Gleichung

„ / dz \ ^ , / 8z \ 2 x . y

gegeben ist ; letztere stimmt mit der Gleichung der anfangs er¬
wähnten Geraden tiberein , und daher ist die Fläche S begrenzt von
ihrenYerticalspuren und derjenigen Curve isokliner Normalen (Thl . L ,
S. 129 .) , welche dem Neigungswinkel y entspricht .

Man kann dieses Resultat direct und zwar dadurch erhalten ,
dass man statt der Coordinaten x und y die Winkel einführt , welche
die Richtung einer beliebigen , durch den Punkt xyz gehenden Nor¬
male der Fläche bestimmen . Bezeichnet v den Neigungswinkel der
Normale gegen die xy -Ebene , y den Winkel zwischen der Hori¬
zontalprojection der Normale und der x - Achse , so gelten folgende
Gleichungen

S = f fJ J sinv
dz
Qy ~i / a y 9 i / 0z \ 2 x , y

UmI = = l/ , co<2v = ( — ) -f ( — ) = -- 4 - ;
dz r bx \ dx ) \ dy ) a b
dx

aus der zweiten erhält man
b

y — — x tan*%

und durch Substitution hiervon in die Complanationsformel , wobei
man sich % als die neue , für y eintretende Variabele zu denken hat ,

sin y
■5- dx dv .

COS° %

Aus der Gleichung für cot2v ergiebt sich ferner zufolge des
Werthes von y

cot2v = — — tan2%oder x — a cos2x cot2v

und durch Substitution dieses Ausdruckes , wobei v die neue Va¬
riabele bedeutet

S = — \ ab f (J J svrv
cosx sinx dv dy .

Um nun das erwähnte Flächenstück zu begrenzen , muss y. von
0 bis ^ n , und v von \ n bis y ausgedehnt werden ; diess giebt
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/ n -i »
co $ v , r
— -d - dv I cosy smy dy
sin v v J K A *

y n
\ n

‘lub I ( — --- -t~ \ cosv d-,/ \ smnv st?rvy dv
\ sm', v sin*v)

v

was mit dem früheren Resultate übereinkommt .
10 . Durch die Gleichung

z = % (Ax“1 By 2)^

ist eine Fläche bestimmt , deren Verticalspuren semicubische Para¬
beln und deren Horizontalschnitte Ellipsen sind ; man verlangt die
Grösse der Kappe , welche von der , dem Neigungswinkel y ent¬
sprechenden Curve isokliner Normalen begrenzt wird .

Zur Einführung von % und v dienen hier die Gleichungen

By , AZ= Ja; ° V= ß x ianZ’
,, J -x 2 -j- B2y2 , .. A sin2rB cos2y ,

cot' v = —r.-- oder x l = - —7̂ —- cos2y cot*v ,
/ Ax 2 + By 2 APS h

mithin ist

2 / v t

s = wJ sitPv dvJ ^ ß
0

(2 — 5 csc3y - (- 3csc !>y).

Y
2ti (A B)

! 15 Äl Ti2

11. Ein elliptisches Paraboloid dritten Grades sei durch die
Gleichung

. ^ 1 t \
3 \ a 2 ^ b2)

bestimmt , und es werde die Complanation der Kappe verlangt , deren
Begrenzung die zum Neigungswinkel y gehörende Curve isokliner
Normalen ist .

Man erhält nach der vorigen Methode

- fc
j sirrv J

dy

Ysin %cos %1
Y 0

Schlömilch , üebungsbuch II . 14
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das auf x bezügliche Integral hat den Werth 3,70815 , daher ist

ist eine Fläche charakterisirt , deren Yerticalspuren gleichseitige
Hyperbeln , und deren Horizontalschnitte Ellipsen sind ; eine Zone
der Fläche sei von denjenigen zwei Curven isokliner Normalen be¬
grenzt , welche den Neigungswinkeln y0 und y\ entsprechen ; man
sucht den Flächeninhalt dieser Zone .

Zunächst ergiebt sich

construirten Ellipse bedeutet .
13 . In der Horizontalebene xy sei aus dem Coordinatenanfange

mit dem Eadius c ein Kreis beschrieben und in diesem ein belie¬
biger Radius OQ gezogen , welcher mit der a:-Achse den Winkel w
einschliesst ; auf der «-Achse werde nun der Abschnitt 0 N == c sina
genommen und durch N eine Parallele zu 00 gelegt ; alle diese ,
der stetigen Aenderung des ro entsprechenden Geraden bilden zu¬
sammen eine windschiefe Fläche . Von letzterer soll dasjenige
Flächenstück bestimmt werden , dessen Horizontalprojection ein die

S = 1,854075 - « 6

12 . Durch die Gleichung

( -—/ + l col ^ y\ .\ sin*y 11 J

a 2b2

j/ ^ x 2 - f- a*y2

S == | «464

und wenn man hier die Reductionsformel

anwendet , so gelangt man zu dem Resultate

worin P den Umfang einer aus den Halbachsen
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y *Achse im Coordinatenanfange berührender , über dem Durchmesser
h beschriebener Kreis ist .

Setzt man zur Abkürzung y b'1 -)- c2 — a , so erhält man durch
Einführung von x = r cosQ und y — r sin 0

S= ±jrj «6+
Zu demselben Resultate führt auch die Bemerkung , dass der

über b als Durchmesser beschriebene Kreis die Hori^ontalprojection
von derjenigen Curve isokliner Normalen ist , welche dem Winkel

y — arctan — entspricht .

14 . Ein elliptischer Kegel sei durch die Gleichung bestimmt

z2 = Ax - -j- /? , A < B ,

und in der Horizontalebene eine Lemniscate durch die Gleichung

O2+ y2)2= Vĉxy,
man sucht die Grösse desjenigen Stückes der Kegelfläche , welches
über der Horizontalebene liegt , und von welchem das zwischen den
positiven Theilen der x - und y -Achse enthaltene Lemniscatenblatt
die Horizontalprojection darstellt .

Setzt man zur Abkürzung

A{1 + Ä) = AX, B ( l + B) = B X,
so erhält man in ebenen Polarcoordinaten

i » ___
, f -, / A. cos20 -4- 5 , sin20 .s = cl 11/ ~ — 2a j—B svlQ co-s'Qrf0;J r Acos l Q -f - Bsm i Qo

die noch übrige Integration kann mittelst der Substitution

Axcos2Q -f- 5 , sin2Q • 2
A cos10 -j - 5 sin 10

ausgeführt werden , und zwar ergiebt sich , wenn die Htilfswinkel a
und ß durch die Formeln

/ I+A 0 -j/l+B5 ’ ^ = 1/ - A ~

s = ---- - | sin ß _ sina _ , ( ta n {\ n + \ ß)\ \ .
2 (5 — 4̂) (1 - |- 4̂5 ) cos2(3 cosl a V ö« (i 71- !- i“ )/ /

tan

bestimmt werden

ABc 2
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15. Der vorige elliptische Kegel werde von der Fläche
2 * = c 2 xy

geschnitten ; man sucht dasjenige Stück der Kegelfläche , welches
zwischen den positiven Theilen der Coordinatenehenen von der
Schnittcurve begrenzt wird .

Setzt man x — r cos 0 , y = r sin 0 und nach Ausführung der
auf r bezüglichen Integration

B (1 — u)
so erhält man

„ ,, Au
fand

* = c2 . A + B + l/ ( l + Ä) ( l + B) + 2
6 AB (f/ l + ' A j/ l -\- B)

16 . Der vorige elliptische Kegel werde von der Kotationsfläche

(x2 + y2)3 = c422
geschnitten ; man sucht das innerhalb dieser Fläche liegende Stück
der Kegelfläche .

In Polarcoordinaten ergiebt sich
S = * CP ,

wobei P den Umfang einer aus den Halbachsen

cYA {\ - j- A) und c }/ B ( l -J- B)

construirteri Ellipse bedeutet .
17. Parallel zur .r y -Ebene sei in der Entfernung c eine Ebene

gelegt und in letzterer die sternförmige Cu rve construirt , deren
Gleichung

x 3 y — a 3

ist ; lässt man eine durch den Coordinatenanfang gehende beweg¬
liche Gerade an dieser Curve hingleiten , so entsteht eine Kegel¬
fläche mit der Gleichung

^ ^ = (Cz)̂ , C= ^ ;
man sucht den Flächeninhalt desjenigen Kegelstückes , welches zwi¬
schen dem Coordinatenanfange und einem in der h genommenen
Horizontalquerschnitte enthalten ist .

Zunächst erhält man

S= ,̂ fj -f ŷ )~(xy) % dx dy ,
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wobei sich die Integrationen auf alle positiven und negativen x
und y beziehen , welche der Bedingung

^ <S{Ch)^
genügen . Substituirt man nach einander x = l 3, y = rf , so wird

= 7̂j“J + (Y + v2)2■Üy dg dy
und der Integrationsbereich ist nun ein mit dem Radius um
den Coordinatenanfang beschriebener Kreis ; durch Einführung von
Polarcoordinaten und Anwendung der Substitution cos 20 = « fin¬
det man

S = -| A2 C - f- (4 -j- C2) arctan

18 . Die vorige Fläche werde von einem verticalen Kreiscylin -
der geschnitten , dessen Achse die 2 -Achse und dessen Radius = k
ist ; man verlangt die Complanation des innerhalb des Cylinders
liegenden oberen Flächentheiles .

Mittelst der vorigen Substitutionen erhält man

S = 2 1c1 j 2 ^ + j arctan (// 6'2 + 3) — arctan •

19 . Auf einer centrischen Fläche zweiten Grades , deren Gleichung

Ax 2 + By 2 -f Cz2 = 1

sein möge , denke man sich zwei Curven isokliner Normalen con-
struirt , welche den Neigungswinkeln v{) und entsprechen ; es
soll der Inhalt der von jenen Curven begrenzten Zone ermittelt
werden .

Benutzt man die Gleichungen

By A2x 2 + 2?V
tan X = - , cot ' v = C(1 _ Ax * _ Byi )

so erhält man sehr leicht
27t

cosv dv d %S = iBC ffl (BC cos2v cos2x 4“ C-i cos2v sin2% -f- AB sin2v)2
»i 0

oder , wenn zur Abkürzung

p — B (C cos2v -\- A sin2v) , 1 = A (6' cos2v B sin2v)
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gesetzt wird ,
»’n 2 71

S = ABC I cosv dv f T ~~ r ~ ■ 't xi ’J J {p COSl x q Stt̂ xYV, o

und nach Ausführung der auf x bezüglichen Integration

S = n ABC f \ - + - \ Ĉ dv .
J \ P Vf / pq
Tl

Bei dem Ellipsoide sei A B <1 C, hei den Hyperboloiden
A' die Grössen

sind dann immer reell und bedeuten geometrisch die numerischen
Excentricitäten der Verticalspuren der Fläche ; zugleich ist immer
cc > ß . Mittelst der Substitutionen

sinv — u , sinv 0 = u(j , sinv l — iil

ergiebt sich nun

Ä = ^ fl -4 i_ _ \ _______ du
Cl/ ABJ { i — «2M2 1 — ß2M2J yjl _ k2u2) ^ _ ß2u2ju.

Um dieses Integral durch sogenannte elliptische Integrale aus¬
zudrücken , setze man weiter

» = «- = /
C — B sin cp
C — 1 ’ u = ~ cT

und beachte folgende identische Gleichung

I ff -4 - + 4 — ]
a f 1 — sin '1cp]

dcp

V -4 x2 sin 1cp

Y c-y {4fyi d =hr nrv

führt man nun die Abkürzungen ein

]/ 1 — x 4 sin 1cp
, A — (C — B) cos'1cp |

-J -y == == L = =y tan cp1 ;
j/ \ — x 1 sin 1cp

■■f y 1 —x1siri1cp■dcp, F(cp) = / —~=J jyi —x̂ in-c,E {cp)

0 0
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, . A — (C — B ) cos 2cp
G(9,) = - 2-4 2-" - tan?>y 1 — sin *cp

und bestimmt die Grenzen von <p mittelst der Gleichungen

sincp n = a u() = ct sin v0 , sin <p t = cenl = cc sin vl ,

so erhält man schliesslich

S “ VabcIc - ä ) < <c - A) “ ■E (, , ' )1
+ -<[f 'f,)— ?(»,)] + « (»>,) - e (»,)} .

Bei dem Ellipsoide , dessen Halbachsen « , b , c sein mögen ,
führen die Werthe — 0 , v0 — \ n zur Oberfläche des Halb -
ellipsoides ; die Gesammtoberfläche des Ellipsoides ist demnach

^ = 2 { ^ <2 — ^ W + C'1 f (APo) + «2c2 G (qD0) } ,

c
sifi cp() — et = -- , cos cpQ= —

oder einfacher

£1 — 2nc | 6 ^ (q50) tancp ^ - (- bF (<p0) colcp0 - f - c | .

20 . Durch die Gleichung

Ax ^ Btft - j- Cr * = 1

wird eine Fläche bestimmt , deren Schnitte , parallel zu den Coor -
dinatenebenen genommen , Evoluten von Ellipsen oder Hyperbeln
sind ; man sucht den Inhalt einer Zone , welche von zwei , den Nei¬
gungswinkeln v0 und Vj entsprechenden Curven isokliner Normalen
begrenzt wird .

Benutzt man zur Einführung von ’i und v die Formeln

B 2 ,
y = -^ x cot 3 x >

A3 sin 15y

(A3 sin 2% - f- B 3 cos 2% - )- C3 sin 2% cos 2% cot 'l v)3

so erhält man

S = 9 A3B 3C3

To 2_*

sin *v cosv • sin i i cos 4/ dv d /

n o
sin 2%-\ - B 3cos 2/ ) sin 2v-\- C3sin 2/ cos 2/ cos 2v]4

Das auf / bezügliche Integral braucht man nur von 0 bis ^ tt
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gehen zu lassen , wenn man den Factor 4 hinzusetzt ; substituirt
man nachher

sin v = u , tan % = t

wobei sin v0 — m0 , sin v l = u l sein möge , so findet man
U« OO

S = 36 ^ 3C3y "' 4 du , / 'i 1 + -<2S ^1C3+ (A3+ ß3—C:l) u- J, t-+ A3u2<']
»1 0

Nach den Formeln 25 . bis 28 . in § 19 . ist nun
00

r F (1 + ff dt
J (a + *<2 + c <

dt

4 4̂

1
T 32V̂/ rt3 ' ]/ c3J j/ hb

h —b 2]/ ac,
mithin im vorliegenden Falle , wo

a = B 3u i , ö == C3 + (^ 3 + ß 3 — C3) t«2, c = A3u 2,

h = t ,:i + [ (j / 4 3 + / ß 3) 2 — C3] tr

ist , und zur Abkürzung

1 = (j/ Ä3 + j/ B3)2 — C\
m - (j/ Ä3 + / ß 3) 3 ]/ a 3b 3, y = // i 7' + // ß 3

sein möge ,

OttC 3 / * f 5Mit 3 , A4«S = f 5 41 u 3 Am |
sj / a ^ b 3,] y (c 3~+ ii7y >j

Die noch übrige Integration ist sehr einfach und liefert , wenn

]/ C3 + Ju 02 = j/ c 3 4 : Xsin 2v0 = fl,, ,

f/ C3 4 - l M[2 = /̂ ß 3 4 - 1 sin 1v , = ft ,

gesetzt wird , folgendes Endresultat

s “ f '5'’' + ^ (J ?,;>) - ^
Bei der untersuchten Fläche ist demnach jede durch zwei (Jur -

ven isokliner Normalen begrenzte Zone algebraisch quadrirbar .
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Im Falle positiver A, B , C schreibe man die Gleichung der
Fläche unter der homogenen Form

ihre halbe Oberfläche entspricht dann den Werthen v0 = und
vl — 0. Setzt man für den Augenblick

^ = ! = ^ 7 == }' ’ “ + ^ =
so ist

= 5 3 = j32, C3 = y2

^ = (« + ß)2 — y2 = s2 — f ,

M = (« -}- ß)* aß = e3ccß, N = a3 ß3 — i (e2 — ß) ,

ft0 = £ , fi , = y

mithin die gesammte Oberfläche

fl - R 0 { [' ' + W ^ ( ? - ? )

q jr

= I ^ T2! 2( tf4+ (2“ *2+ 3“ I3 (*3—r3)— 3Kl3(«5—y•) }

= 4 ^ 2 { f 3 — (y2+ ß /3) £3 — y3£2 + 3ctßy 2£ + (y2— 2o '^) y3}

3 7t (s — y)2 [f3 + 2 y «2 - |- (2 y2 — « j3) s -)- y (y2 — 2 n /3)]
= 4 aßyl 2

oder wegen 1 = (e y) (£ — y)

o = ^ . £3 + 2y £2 -f (2y2 — aß ) e + y(y2 — 2<rff
4 <xßy (u + ß + y)2

woraus man schliesslich erhält

. 3 Jt 63c3-J-c3rt3-|-f(363-|-2 abc [«2(b-\-c) -)- b2(c-\-a) c2(n-|-&) -\- ab c]
4 (b c c a -j - a b)2

Im speciellen Falle u — b = c .wird Sl gleich der umschrie¬
benen Kugelfläche .
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21. Man verlangt den Inhalt derjenigen Zone von der Fläche

welche durch die beiden , den Neigungswinkeln « und ß entsprechenden
Curven isokliner Normalen begrenzt wird .

Nach dem bisherigen Verfahren ergiebt sich

n (a2 b2) c2 / ‘ d v
° — - 7- 1ab L7 ~ 3- ’

J cos6v

wo die noch übrige Integration leicht ausführbar ist .
22 . Durch die Gleichung

a iiz = c arctan —
bx

wird eine schraubenähnliche Fläche bestimmt , in welcher die von
zwei Curven isokliner Normalen begrenzte Zone dieselbe Grösse hat
wie in No . 21 .

23. Bei der Fläche , deren Gleichung ist

= \ al 7 ^ + h arctan ^ ■.

bilden die Horizontalprojectionen der Curven isokliner Normalen con-
centrische Kreise ; sind r () und r 1 die Halbmesser zweier solcher
Kreise , so ist die Zone zwischen den betreffenden Curven

24 . Durch die Gleichung

wird eine Fläche charakterisirt , deren Verticalspuren Kettenlinien ,
und deren Horizontalschnitte Ellipsen sind ; die Zone zwischen den
Curven isokliner Normalen , welche den Neigungswinkeln a und ß
entsprechen , hat dieselbe Fläche wie in No . 21 .



Die Doppelintegrale und ihre geometrischen Anwendungen . 219

§ 28 .

Complanationen durch Doppelintegrale in räumlichen Polar -
coordinaten .

Wie in § 26 . mögen die räumlichen Polarcoordinaten eines
Punktes mit r , « bezeichnet werden und ausserdem sei in recht¬
winkligen Coordinaten

+ Bn + Ct = l

die Gleichung der Ebene , welche die gegebene Pläche im Punkte
ripto berührt . Um zunächst A , B, C zu bestimmen , bringe man
in Rechnung , dass die berührende Ebene durch drei Punkte gehen
muss , deren Coordinaten sind :

ip, ca, r ; ip + tfif , to, r + ip, w + d « , r + da -,
O ly 0 (0

diess giebt folgende drei Gleichungen

Acosty cos co- |- B cosifs sinco - (- C sinty = - ?r

1 ^ r
A sin ip cos a B sin ip sin a — C cos ib = —, • .— ir 1 r r r* dtp

. 1 dr
Acosip sma — B cosip cosa = • ——r l oa

Hieraus finden sich die Werthe

costp cosa sinip cosa dr sina dr
A = --- 5-- • ^-- -- ly *— )r r * dtp r ~cosip da

g cosip sina sitiip sina dr cosa dr
r r 2 d -ip r 2cosip da

^ sinip cosip dr
r r 2 dip

und es ist nun , wenn N den Winkel zwischen der Berührungsebene
und der Aequatorialebeno bezeichnet ,

„ / a2+ B2+ C2 V V ~ \ 3ip.
sec N = —— —

///[r2+(S)1C0S^+O '
( dr \
y -ß- - cosip — rsmip J cosip
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Setzt man für den Augenblick rcosty = o , so ist q dm cIq das
in ebenen Polarcoordinaten ausgedrückte Element der Aequatorial -
ebene , mithin das Element der krummen Fläche

() \ T COS ID )
dS = sec N ■q da dg — sec N . rcosip da - dt |; ;

nach Ausführung der Difierentiation in Beziehung auf u> und Sub¬
stitution des Werthes von secN erhält man eine Formel für dS ,
aus welcher durch Integration folgt

S = JJW'1+(1̂)1C0S+̂{ja)•'■dad̂
Selbstverständlich ist für r sein Werth aus der Polargleichung

der Fläche einzusetzen ; die Integrationsgrenzen für ip und a be¬
stimmen sich durch die Begrenzung des zu quadrirenden Flächen¬
stückes .

Beispiel 1. Die Gleichung der Fläche sei
sin a

r = c -
smip

und als Horizontalprojection des zu quadrirenden Stückes werde ein
Kreis genommen , welcher b zum Durchmesser hat und die y - Achse
im Coordinatenanfange berührt .

Zunächst ergiebt sieh
TT 7t

¥ 2 ___
„ / / y sin2a cos2 4 - cos2« sin2ib

S = 2 c~ I I -------- . .. ------- 1 sitia da dtp ,
u ‘P

wobei die obere Integrationsgrenze W auf folgende Weise bestimmt
wird . Sind R , !F , co die Polarcoordinaten eines Punktes auf der
Begrenzungslinie der gesuchten Fläche , so ist zufolge der Gleichung
der Fläche und wegen der gegebenen Horizontalprojection

mithin

n sina nR = c - r- ™ > R cos W — b cos asm '¥

cot *¥ = —cot a .
c

Setzt man im Doppelintegrale cosa = n , cotip = l , cot F = T,
so erhält man
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1 T
bu

c y i -—u o

und durcli Ausführung der Integrationen

Dasselbe Resultat hat sich in No. 13 . des vorigen Paragraphen
auf anderem Wege gefunden .

2 . Eine Fläche sei durch die Polargleichung
cos 2 «

und eine in der » «/ - Ebene liegende Curve durch die Gleichung

bestimmt ; man sucht den Inhalt des Flächenstückes tüber dem
zwischen den Achsen der x und y liegenden Blatte der Curve .

Durch Anwendung der Substitution

3 . In der Horizontalebene xy sei eine Gerade AB construirt ,
welche von der » -Achse die Strecke OA = a , von der «/ -Achse das
Stück OB = h abschneidet ; durch einen beliebigen , zwischen A und
B liegenden Punkt Q dieser Geraden und durch die z - Achse werde
eine Verticalebene gelegt und in letzterer über OQ als Durchmesser
ein Kreis construirt ; alle diese Kreise bilden in stetiger Aufeinander¬
folge eine wulstförmige Fläche . Man verlangt den Inhalt desjenigen
Flächenstückes , welches zwischen den positiven Theilen der Coor-
dinatenebenen enthalten ist .

Unter der Voraussetzung positiver a und b sei zur Abkürzung

r = c
sinip

(» 2 - f" y2) 3 — 16 62» 2«/2

coli /j = 2 ^ ■tan2eo
findet man

AB — c , OAB = y ;

es ergiebt sich dann
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das ist wenn nach Ausführung der Integrationen cosy = siny — —c c
gesetzt wird ,

%Ja 3 + b3 a2b2 , /"« + * + c\ l
S = 8 1^ “ + ^ j 'ft

4 . Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der Geraden
A B eine Lemniscate treten , für welche

rcosip — a ]/ cos2o )

ist , so erhält man für die Gesammtoberfläche des Lemniscatenwulstes

S = ^ jr2a 1.

5 . Nimmt man in No . 3 . statt der Geraden A B eine Cardioide ,
für welche

7-cosy = &(1 - f~ coseo)

ist , so findet man als Gesammtoberfläche

S = \fnb 2.

6. In No . 3. werde die Gerade AB durch die Fusspunktcurve
einer aus den Halbachsen a und b construirten Ellipse ersetzt , und
zur Abkürzung sei y a2 b2 = c ] es ergiebt sich dann für die
Gesammtoberfläche

S = 2 n cP ,
o,2 b2

wo P die Peripherie einer mit den Halbachsen — und — versehenen

Ellipse bedeutet .
7. Yon dem Mittelpunkte eines aus den Halbachsen a , b, c

construirten Ellipsoides denke man sich Senkrechte auf alle Be¬
rührungsebenen der Fläche herabgelassen ; die Fusspunkte dieser
Senkrechten bilden dann eine neue Fläche , deren Gleichung ist

(x 2 -\ - rj2 z2)2 — a2x 2 - |- b2y2 -J- e2z2;

man verlangt die Complanation dieser Fusspunktfläche .
In Polarcoordinaten ist die Gleichung der Fläche

r2 = a2cos 2 cos 2a - j- b2cos 27p sin 2(o - |- c 2sin 27p-,

der Complanationsformel gebe man die bequemere Gestalt

S = y JY [r* + ( r g ) 2] cos2TP+ ( r dto clTp,
für den Octanten der Fusspimktfläche ergiebt sich dann



Die Doppelintegrale und ihre geometrischen Anwendungen . 223

i « 1* _____

S — j J j/ a *cos 2ip cos 2co - j- b*cos 2 cp sin 2co- )- c *sin 2cp • cos cp da dcpü Ü

oder wenn
ni cos 2a - |- b*sin 2a — c 4 = Q

gesetzt wird ,
i « ^

S = y J Y ci Q cos2cp • cos cp da dcp.O 0

Benutzt man hier die Substitution

e4sin2cp „
c 4 - j- Q cos 2cp U ’

so erhält man das Integral in rationaler Form , nämlich
\.7l 1

S = c«j y *(£l_±J >) da du0

in 1

+ Qu 2)2
* "o 'S

, rr ^
J J [(«4cos2wcos2a -j- b4sin2a ) da du

b4sin2a ) u2 -)- c4( l — m'2)]2
ö ö

Durch Anwendung der weiteren Substitution
a2

tan a — tan %

wird einfacher
\ n i

di dua b̂ ĉ6
a4b4u2 -)- e4(b4cos2% a 4sin2%) (1 — u2)]2

ö i)
oder endlich für u — sin v

a lib{' c6cosv dv d %
Jen it«

{b4c4cos2v cos2’i - )- c4a4cos2v sin2%-\- a4b4sin2v)2
o o

Nach No . 19 . des vorigen Paragraphen folgt hieraus , dass die
Fusspunktfläche und das aus den Halbachsen

bc ca ab
c,

construirte Ellipsoid gleiche Oberflächen besitzen .
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§ 29.

Vermischte Aufgaben über Doppelintegrale.

Nicht selten bieten Doppelintegrale die Eigentümlichkeit , dass
sich bei der einen Anordnung der Integrationen zwar die erste ,
nicht aber die zweite Integration ausführen lässt , dass hingegen bei
umgekehrter Anordnung der Integrationen beide Integrationen aus¬
führbar sind ; die Zusammenstellung der so erhaltenen Resultate
liefert dann den Werth eines einfachen bestimmten Integrales . So
ist z. B .

d6
sin f

0 ö ö

dagegen umgekehrt , wenn a 1> b ist
1 i

7 dQ dx 1 /'/«-j-bsmQ\a2 — ö2a?2s«n20 2 ab J \ a — bsin 0/

r r dxjiQ_ _ / *
J J a2 — b‘l x 2sin20 2o J y' a 'i

dx n b
arcsin —

Ipx 1 2 ab a
öo o '

mithin durch Vergleichung der beiderseitigen Resultate

o - l- fe sin 6\ d0 b
11— ■—;—r— I -7- - = n arcsin —, a b.a — b sin 6/ sin 0 a

Auf dieser Bemerkung beruht folgende Methode zur Ermittelung
der Werthe gegebener einfacher Integrale . Man verwandele einen
unter dem Integralzeichen vorkommenden Factor in ein schon be¬
kanntes Integral mithin das gegebene einfache Integral in ein Doppel¬
integral und kehre in letzterem die Reihenfolge der Integrationen um .

Um hiernach den Werth von

w = hl “ bsinQ) dQ
/ \ a — bsin 0/ sin 0

0

zu finden erinnere man sieh an die Gleichung

+ = f 2ttßdx
\ « - ß) J Ci2 — ß2x lü
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und benutze sie für a — <t , ß = bsin 0 ; es wird dann
1

w = 2ub ( ( ——
J 1 a l — b1x csin ' Q

und durch umgekehrte Anordnung der Integrationen
b

W = 7i arcsin —•
a

Beispiel 1. Nach dem soeben benutzten Verfahren ergiebt sich
4* _ _

( \ ( a + b sin 0^ . n — ö2 ’ ^ ,/ 1 1- ) sm 0 d 0 = ^ -- — > <i > b.J \ a — bsm 0/ bo

2 . Durch Benutzung der Formel
i

„ . aßdxarctan —= 1t - f -Ä
a Ja - -]+ ß- x -

0
findet man

i 71 _____
/ * , fb ■ rf0 ^Y/ «2-F"*2+ b\I arctan I sm 0 I = - ; I r- !- !-- ) .\ n / sin 0 2 \ a /

o

3. Auf gleiche Weise gelangt man zu dem Resultate

/ü
( H )
i “ • r. i • n jm n Y a ~ + bi1 — aarctan ( —sin 0 ) sin 0 « 0 = - ■• '-- •

4 . Durch Anwendung der Formel
oo

~ J e~ ‘x dx , t > 00

erhält man , wenn « , fr, k endliche positive Grössen sind ,
oo oo oo

y * ut £—bt. —̂k(« x) f*g—k(b-\-s,7 dl==J ~ir+ ir dx~J -j + -x

oder , wenn rechter Hand im ersten Integrale a x — z , im zweiten
b -\- x — z gesetzt wird ,

Schlömilch , Uehnngsbuch II . 15
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OO b
/ *e~ f—dt = I - dz .J 1 J *k u

Geht man zur Grenze für unendlich abnehmende k über , so
findet man

oo

/ *e at — / b \~t dt = ?( « / ’ « > 0, i > 0 .
o

5 . Benutzt man die vorige Substitution für <= 1 -}- «2 und
nachher die Formel 13 . in § 21 . , so erhält man

OO OO ( , >i‘\
f *cos2hu Vn ( \ ^J T+w* =~2~J y%eo u

oder für x = 'S,2

OO OO /•,. /( \ 2

. J Ci ^ du = Y* - e- 2hfe ’ " dlo u

Das noch übrige Integral findet sich mittelst - der Substitution

£ h£ T == V?

OO _ 00

r c°s?h«du===Y?e- *>, f {i + . . ^ - L - ^
«7 1 + « 2 ,7 { j/ 4A+ r/2J 2

es wird nämlich , positive vorausgesetzt ,
oo oo

n \
__ - 2 /t

„ I ' I/ 4Ä -4- w2l " ' 2 ^o —oo
0

Für w = —, 2h — aß folgt hieraus die in No . 17 . des § 21 .ß
auf anderem Wege abgeleitete Formel .

6. Nach den in No . 15 . des § 22 . gegebenen Entwickelungen
darf die Function

oo
/ '( ft) = fz ^ - ie - ^ dzo

als ebenso bekannt wie l fi , sin ji und dergleichen angesehen werden ,
und es ist daher genügend , ein Integral durch Gammafunctionen
auszudrücken . Setzt man noch z — ku , wo k eine positive , die
Null übersteigende Grösse sein muss , so ist auch
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oo

0
so wie umgekehrt

oo
1 1 ,

— = / ttV — 1e ~ ku d u .
kv r (ß ) J

Von der letzteren Formel iSsst sich Gebrauch machen zur Er¬
mittelung des Integralwerthes

i *
r“ cos2v ~ 1Q sin2Q~ 1 Q

j (acos 2Q -)- ism 20)P+ ««

Man erhält nämlich für k — a cos20 -j- i sirr 0 und ft = />-j- //
4« oo

W = -=7- 4 — 7- / / M/H-«- i e- «(«c<>s2e-l-is !»'e)Cos2P- 10sm 2«- 10rf0dt /rV + q)J J0 0

ferner für u = r2 und wenn man rcosQ = x , rsin 0 == y setzt d. h.
von Polarcoordinaten zu rechtwinkligen Coordinaten übergeht ,

oo oo

W = •. ,— r / ( x i P- 1yi *- 1e,>axl + bW dx dy .r(P+ 9)J Jü 0

Dieses Doppelintegral zerfällt in die beiden Factoren
oo oo

J 'x -11—i c~ “xl dx und l ''J‘ dy .
o o

deren Werthe sich mittelst der Substitutionen x 1 — | imd y2 — //
ergeben . Das Endresultat lautet bei positiven u und b

r' coŝV—̂Q r (p)r (q)=::=:
J \ acos20 + 6sm20)P+ «"v/ 2T (p -|- q) nVbio

Für cos'10 = s erhält dasselbe die algebraische Form

— 2)4 - 1 dz r {p ) F (q) 1
[a z b (1 — 2)]p+ 4 — Hp -j- q) ‘ aPbi

oder , wenn noch die Substitution
15 *

J
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z
1 X

angewendet wird
OG

/ ■ xp ^ 1 Jx r (P) r (q) i
J (« x -J- b)P+ 1 r (p -J- </ ) «r bid

Im speciellen Falle q == 1 — p entstellt die Formel
OG

y ‘xp~ldx n \ ^
ax -\- b sinpn apbl ~ p ' ^

7. Die vorigen Formeln lassen sich wieder zur Reduction des
folgenden Doppelintegrales benutzen

Um zunächst das auf x bezügliche Integral in eine rationale
Form zu bringen , substituirt man

x

kehrt man nachher die Reihenfolge der Integrationen um , so wird

0

1

j/ cos2cp-f- x 2sin2cp

i

) ym d

/ (1 — y 2)'

y”‘ dy
12yid>+ 1)

0

Ferner liefert die Substitution y = sinty
i

(1 _ y1)^ P + d

ymdy

0

mithin ist zusammen
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wobei p ein positiver echter Bruch sein muss , wenn der Integral¬
werth endlich bleiben soll .

Wählt man m , n , p so , dass sich eine der beiden Integrationen
leicht ausführen lässt , so erhält man den Werth eines einfachen
bestimmten Integrales ; z. B. für m = n = 0

y =

Beachtet man noch die Relation

so gelangt man zu dem Endresultate
\ n 1

hn

ß ltan {\ n \ rp)
cos1’cp sin1~ i' cp Acos { pn

0

Aehnliche Fälle wird man leicht linden .
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