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Capitel VIL

Die dreifachen Integrale.

§ 30.

Allgemeine Formeln und Regeln.

1. Seiner wurspriinglichen Bedeutung nach ist das bestimmte

dreifache Integral
XooF 2
W———j ffF(a':, y, 2) da dy dz
To Yo =a

der Grenzwerth einer dreifachen Summe, deren Summanden die
Form F(x, y, z) da Ay Az haben; die Integrationsgrenzen be-
stimmen hierbei den Spielraum, welcher den Variabelen x, y, =
angewiesen ist. -Denkt man sich @, », z als die rechtwinkligen Coor-
dinaten eines Punktes im Raume und den Raum mit einer nicht-
homogenen Masse erfiillt, deren Dichtigkeit im Punkte @yz durch
die Function F(x, y, z) ausgedriickt wird, so ist da dy dz der
korperliche Inhalt eines aus den Kanten da, dy, dz construirten
Parallelepipedes d. h. eines Volumenelementes, ferner bedeutef
F(x, y, 2) dx dy dz die in jenem Volumenelemente enthaltene
Masse d. h. kurz das Massenelement; endlich ist das obige dreifache
Integral die Summe aller nach den drei Dimensionen des Raumes
vertheilten Massenelemente d. h. die Gesammimasse eines Korpers,
dessen Begrenzung durch die Integrationsgrenzen bestimmt ist. Der
Quotient aus 7 und dem Volumen ¥ des Korpers giebt nachher
die mittlere Dichtigkeit des betreffenden Korpers.

In allen Iillen, wo die erste, auf z beziigliche Integration direct,
ausgefiihrt werden kann, reducirt sich das dreifache Integral sofort
auf ein Doppelintegral, dessen weitere Behandlung den Gesetzen
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des vorigen Capitels unterliegt. Liisst sich dagegen die erste Inte-
gration entweder gar nicht in geschlossener Form bewirken oder
liefert deren Ausfiihrung sehr verwickelte Formeln, so greift man
zu den in 2. und 3. erwiihnten Mitteln.

2. Die Reihenfolge der Integrationen darf geiindert werden,
sobald man die hierbei nithigen Aenderungen der Integrationsgrenzen
beachtet. Am einfachsten ist die Sache in dem Falle, wo alle sechs
Integrationsgrenzen absolute Constanten sind, d. h. wenn der Spiel-
raum des Punktes xyz aus einem rechtwinkligen Parallelepipede
besteht, dessen Seitenfliichen parallel zu den Coordinatenebenen liegen
die verschiedene Anordnung der Integrationen bedingt dann nur eine
verschiedene Stellung aber keine Werthiinderung der Grenzen. So
ist z. B.

a b I “
f{fF(x, Yy, z)dx dy dz = fc fF(.’r, y, 2)dy dz de.

Als Beispiel fiir den Fall, wo die Grenzen geiindert werden
miissen, diene das Integral

. L] 1xy
W= —dx dy dz
f//;/z e

worin dem Punkte @yz ein aus den Geraden AC = a, BC =1,
0C = c construirter Kegelquadrant (Fig. 54.) als Spielraum ange-

Fig. 54

Y

wiesen sei. Integrirt man zuerst nach z und bezeichnet mit Q und
R die Punkte, in welchen die Gerade MP = z den Kegelmantel
und die Kegelbasis schneidet, so sind die Grenzen fiir z
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Y
:”=MQ=CV((¢)+ ((;)’ Z=MR = c;

nachher miissen die Grenzen fiir OL = & und LM = y so gewiihlt
werden, dass der Punkt R alle Stellen der Ellipsenquadrantenfliiche
ACB hetritt, woraus folgt

e Y
Yo=0, ¥Y=1 1—(E)§ Zy=0, X=a.

Schreibt man dagegen

l =l "'my
W / / %Y 42 dz dy,
o S

so bleibt anfangs z constant, und der Punkt P ist in der Quer-

schnittsfliiche herumzufithren, welche in der Hthe ON = M P = z

parallel zur ay-Ebene liegt; dieser Querschnitt bildet eine aus den
Halbachsen

bz

NU =23, Ny ==

construirte Ellipse, nund daher ist hier

i z\?2 (x\? . az
AT ”=”I/(;)—(;,i) =0, L=

um endlich alle Querschnitte des Kérpers zu durchlaufen, muss z von

Zg=0bis Z=2¢

ausgedehnt werden. Das Resultat ist in beiden Fillen

W = Jlpa®b? "/c J
jedoch verursacht die zweite Anordnung der Integrationen etwas
geringeren Rechnungsanfwand als die erste.
Der so eben erwiihnte Vortheil tritt besonders hervor, wenn
man das allgemeinere Integral

W=fffa:y f(2) da dy dz
betrachtet, wo f(z) eine beliebige Function von z, und der Inte-
grationshereich fiir a, y, z derselbe wie vorhin sein mioge. Fiingt
man die Integrationen mit z an, so bleibt schon die erste Integration
unansfithrbar, dagegen erhiilt man bei der anderen Anordnung y, a, z

252
i
8¢t

0

N *

1£(z) dz.
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3. Das dveifache Integral
IV:I./‘.IF(":! Y, z2)dae dy dz

lisst sich ansehen als zusammengesetzt aus einem anf z beziiglichen
einfachen Integrale und ans einem nachfolgenden Doppelintegrale in
Beziehung auf a und y. Letzteres gestattet die Einfithrung von
ebenen Polarcoordinaten und es bezeichne zu diesem Zwecke p die
Horizontalprojection des Radiusvector OP, sowie @ den Winkel
zwischen der a-Achse und p; es ist dann

X = pcosw, Yy = psinw, de dy = pdodp
mithin

jffF(m, ¥y 2)dxdyd:z 2fij(pCu.¢m, psinw, z) pdo dp dz.

Die Grissen p, @, z bilden ein System sogenannter Cylinder-
coordinaten mit der Polarachse z.

Bezeichnet » den Radiusvector OP, und 4 den Neigungswinkel
von OP gegen die Ebene xy, so lisst sich wieder das in der vorigen
Gleichung enthaltene Doppelintegral mit den Variabelen p und =
dadurch transformiren, dass man

p=rcosy, T == rsiny, dpdz = rdiypdr
substituirt; diess giebt
S S JF(x, y, 2)dxdy dz
=fffF(rcas1p cosw, reosy sinw, rsin) rlcosy do dy dr.

Die Griissen », ¥, ® bilden das gewdhnliche System riiumlicher
Polarcoordinaten, welches man auch als System von Kugelcoordinaten
bezeichnen kann; dabei ist die z- Achse die Polarachse, die ay-Ehene
die Aequatorebene, w die geographische Liinge, 1 die geographische
Breite des Punktes P, welchen man sich auf einer mit dem Radius
r beschriebenen Kugel denken kann.

Die Infegrationsgrenzen fiir die neuen Coordinaten sind besonders
zu bestimmen, indem man auch die Begrenzung des gegebenen
Kérpers in Polarcoordinaten ansdriickt.

Tst z. B. dem Punkte ayz der vorhin betrachtete Kegelquadrant
als Spielraum angewiesen, so fiingt » mit 0 an und hért mit dem-
jenigen r auf, welches entsteht, wenn OP bis zum Durchschnitte
mit der Begrenzungsebene 4CB verlingert wird; die Grenzen fiir

r sind demnach
rg =0 und R = csec.
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Ferner hat man als Grenzen fiir ¢ die Werthe v = v, und
P = Lm, wobhei sich ¥, aus der Gleichung der Kegelfliche findet,
indem man letztere in Polarcoordinaten transformirt, also

2 PR
Wy == arclan l:c V(co:m) -+ (sr:m) ], Y= {m.

Endlich sind

=0 und Q =1i=n
die Integrationsgrenzen fiir .

Nicht selten wihlt man die a- Achse zur Polarachse, mithin die
yz-Ebene zur Aequatorialebene und bezeichnet mit 6 den Winkel
zwischen @ und » (das Complement der Breite), sowie mit g den
Neigungswinkel der Ebene von 0 gegen die ay-Ebene (die Liinge);
es ist dann analog

ff[F(:t:, y, z)da dy dz
= [ [F(rcos®, rsin® cosy, rsin® siny) r*sin® dy d6 dr,

wobei die Integrationsgrenzen auf ihnliche Weise wie vorhin be-
stimmt werden.

4. Wenn iiberhaupt statt der urspriinglichen Variabelen z, y, z
drei neue Variabele r, s, ( eingefiihrt werden sollen, welche mit
jenen durch drei Gleichungen von der Form

.’E‘=fp(i", Sy t)-) Yy =‘I\U(?", s, t)l 3=Z("a 8, t)

verbunden sind, so geschieht diess mittelst der allgemeinen Formel

fffF(’L ¥, z)ddedz—fij((p, W, y) Ndrdsdt,

worin N folgenden Ausdruck bezeichnet

ox (dy 0z Oy Bz)_{_ay 0z dx 0z 8:5‘)

Y= Gs a0 a) Tar\as o o s

oz (ox dy ox oy
+ (as'at_at'ﬂ

Die Integrationsgrenzen fiir », s, ¢ sind hier besonders zu be-
stimmen.

§ 31.
Beispiele fiir dreifache Integrationen.

1. Wird dem Punkte @yz der im vorigen Paragraphen er-
withnte Kegelquadrant als Spielraum angewiesen, so ergiebt sich
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+1 i
’ an+lpe

L > LI O Al D n
/f'/:'c dx dy dz Gt 9 ko cos™w duw.
. 0

2. Unter der niimlichen Bedingung findet man

& i l-_ﬂ:‘ abem+1
. . rxcytw——rl m—]—g

In dem speciellen Falle m = — 1 ist der Integralwerth un-
abhiingig von e.
3. Wenn die Dichtigkeit im Punkte xyz durch die Formel

Ad=Adx - By -+ Cz
bestimmt ist, so betriigt die Masse des vorigen Kegelquadranten

M=J4-abc(‘4a -;-Bb +ﬂ:£’c)_

4. Die Kegelsubstanz bestehe aus unendlich diinnen Kugel-
schaalen, von denen jede fiir sich homogen sein mége, und es wachse
die Dichtigkeit proportional dem Quadrate der Entfernung, also

4=t g+ 2
es ist dann die Masse des ganzen Kegels
M = Y57 (a® 4 b2 4 4¢7).
5. Der Annahme

=N )

entgpricht eine Zusammensetzung aus gewissen ellipsoidischen Schich-
ten; die Masse des vorigen Kegels betriigt dann

M= s%mabe.
6. Nimmt man

e

was einer iihnlichen Zusammensetzung entspricht, so folgt als Masse
des Kegels .
M=1nl2 - abec.
7. In einem mit dem Radius R beschriebenen Kugeloctanten
indere sich die Dichtigkeit nach dem Gesetze
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xyz

N Ry e
man sucht die Masse des Kirpers

Hier kinnen ebensowohl rechtwinklige als polare Coordinaten

benutzt werden; im letzteren Falle ist es bequem, sin*w = u und
sin*1p = { zu substituiren; man erhiilt
5
y==r By + ye 4-ef
8. U

B E+NGFoets

Unter der Voraussetzung, dass der Punkt ayz den zwischen

) o
den positiven Theilen der Coordinatenachsen enthaltenen Octanten
eines ans den Halbachsen a, b, e construirten Ellipsoides nicht iiber-
schreitet, soll der Werth von

Ii//ja
V
entwickelt werden.

€T

d

J:'
2

S| &

]

(3]

Substituirt man @& = a§, y = by, 2= ¢&, so kommt diese
Aufgabe auf die vorige zuriick

und es ergiebt sich
#CRE e s ea - ab

5 GFo)(ctalato
z an die vorige Bedingung gekniipft worden, ist
f/“/'a:yz dx dy dz

Ty b
atptet ' IREE f .
8(b*—e?) (e*—a?) (a*— b’

c 2 24{ % 242 ?). -
b‘)lb c l(\b) -+ eta ’((.‘) —+ a?h l(rt }
10. Unter denselben Bedingungen ist

/f fayzdadydz

V@ F o+ 20

alhte?
Tt et alatd
Unfer den vorigen Bedingungen ist

(=] -'l‘
fjfty* dae dydz
(

e R
a’be?
(b2 — €?) (e? — a?) (a2 —

i {1 5) + () + n ()}
12. Unfer denselben Voraussetzungen ist

9. Wenn &, y,

11
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xyzdxdydz les abe (a + b+ ¢) o
fff]/(w?+y?+z’)5_ @+e)(c+a)(a+tb)

13. Zwei iihnliche concentrische Ellipsoide, von denen das
griossere die Halbachsen a, b, ¢, das kleinere die Halbachsen e,
&b, £c besitzen mige, umschliessen eine ellipsoidische Schaale; inner-
halb derselben sei die Dichtigkeit bestimmt durch die Gleichung

1
R
welcher eine Uebereinanderlagerung von concentrischen unendlich
diinnen homogenen Kugelschaalen entspricht. Man sucht die Masse

der ellipsoidischen Schaale.
Durch unmittelbare Einfiihrung von Polarcoordinaten ergiebt sich

i 4n
M=8?(1;)j jcnswdm dip=4nl(1;)-
' 0 0

14. Wird in der vorigen ellipsoidischen Schaale die Dichtigkeit
durch die Gleichung

1

TV/EF Ty

bestimmt, so ist die Masse

wmiellt) (bt )

15. Gesucht wird die Masse eines aus den Halbachsen «, b, ¢
construirten Ellipsoides, innerhalb dessen die Dichtigkeit jedes Massen-
elementes umgekehrt proportional seiner Entfernung vom Mittel-
punkte des Korpers ist.

Durch unmittelbare Einftihrung von Polarcoordinaten wmittelst
der Formeln

&= rcosy cosw, y == rcosP Sinw, z == rsiny

erhiilt man, wenn in der Reihenfolge », @, v integrirt und siny == ¢

gesetzt wird, .

M= 2mab [ - dl SR
YT e
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Nimmt man dagegen die x-Achse zur Polarachse und setzt dem
entsprechend

& ==rcos0, y=rsin0 cosy, z==rsind siny,

so findet man fiir cos® = u

M= 2761)‘(/‘ 5 b? c_fu 3 > .
@t = = S o 2)
}/(1 e u) (1 e u

Die Identitiit beider Ausdriicke ist mittelst der Substitution

e cu
Va® — (a2 — ®)u?

leicht zu constatiren. Im Falle « > b > ¢ lisst sich M durch die

Substitution
a! AT b!
U= ———— * SN

auf ein elliptisches Integral erster Art zuriickfithren. Wenn das
Ellipsoid ein Rotationsellipsoid ist, kann die noch iibrige Integration
in geschlossener Form vollzogen werden.

16. Man sucht die Masse eines aus den Halbachsen «,, b, ¢
construirten Ellipsoides, innerhalb dessen die Dichtigkeit jedes
Massenelementes umgekehrt proportional ist dem Quadrate seiner
Entfernung vom Mittelpunkte des Korpers.

Bei directer Einfithrung von Polarcoordinaten bleibt nach der
auf » beziiglichen Integration ein unbequemes irrationales Doppel-
" integral iibrig; man vermeidet letzteres dadurch, dass man erst
& =a,§, y=0n, z=c§, nachher

{

£=0cosO, n=09sin0cosy, =0 sindsiny

setzt und in der Reihenfolge g, 7, 0 integrirt; fiir cos® = u ergiebt
sich dann

1
M= Ana i
a— ’ : i :
‘/I/(l L 131_2;2_‘.1_1_2”2) (1 il & '—gql,?uz)
b, €
0

Giebt man den Halbachsen die Werthe

be ca ab
([l=——) ]|=— ==

2a 25’
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so wird die Masse des Ellipsoides gleich der Masse des in No. 15.
betrachteten Ellipsoides.

17. Ein Kborper sei von der Fusspunktfliche eines aus den
Halbachsen @, b, ¢ construirten Ellipsoides begrenzt, und innerhalb
desselben sei die Dichtigkeit jedes Massenelementes umgekehrt pro-
portional seiner Entfernung vom Mittelpunkte des Korpers; die

Masse ist dann
M= %n(u? -+ b? —+ CQ).

18. Wenn in dem vorigen Kiérper die Dichtigkeit jedes Ele-
mentes direct proportional seinem Abstande vom Mittelpunkte ge-
nommen wird, so ist die Masse

M= gm{3(at + bt + of) + 200 + ?a? + ?0)}.

19. In dem vorigen Kérper sei die Dichtigkeit jedes Elementes
umgekehrt proportional dem Quadrate seines Abstandes vom Coor-
dinatenanfange; es ergiebt sich dann fiir

& =r cos0, y=rsin0cosy, z=rsind siny

und wenn nach Ausfithrung der auf® beziiglichen Integration cos® =1
gesetzt wird,

i A
M= BJ J]/;-'F—(a? — 5. dy dt, s = bPcos®y + c*sin’y.

Das Integral erhilt eine rationale Form durch die Substitution
at
S B
Vs + (a —s) e
nachher lisst sich die auf 3 beziigliche Integration ausfiihren, so
dags iibrig bleibt

1
LR 1— p? du
M= ﬂﬂiti/ {1 T 15 + gt M‘lui} V(l Fad lzuz) (1 & lu’ﬁu?) )
0
V&5 =0
lmﬁ_"_a—’ M'-_ @

\ b
Bezeichnet S die Oberfliche eines aus den Halbachsen «, %,

und ¢ construirten Ellipsoides, so ist hiernach
b

= — 8.
ac
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20. Um einen Punkt € herum ist eine Substanz so geschichtet,
dass die Dichtigkeit eines im Punkte P hefindlichen Massenelementes
=CLP ist; aus dieser Substanz ist eine Kugelschaale geschnitten,
deren Mittelpunkt O nicht mit € zusammenfiillt; man sucht die
Masse derselben.

Bezeichnet « den kleineren, & den grisseren Radms der Kugel-
schaale, ¢ die Entfernung 0C, und wird letztere zur Polarachse
genommen, so ist

2n =n b
M : * r%sin@ dy d8 dr
]/c'*'—2f'rcosﬁ+r
u 0 a

oder wenn in der Reihenfolge , 0, » integrirt wird

"-—#J(Vc + 2cr 4+ P — et —2¢r + ) r dr.

“

Um die Vorzeichen der Wyrzeln zu bestimmen, miissen die
drei Fiille unterschieden werden, obh ¢ innerhalb des von der Kugel-
schaale uwmschlossenen Hohlranmes liegt (¢ << @ < b), oder im aus-
geschlossenen iusseren Raume (¢ > b > a), oder in der Masse der
Kugelschaale selber (# << ¢ < b). Unter der ersten Voraussetzung

sind alle » grisser als ¢, und die Entfernung € P = )/ ¢?—2¢r cos0-4-12
geht fiir 6 = = in » 4 ¢, dagegen fiir 8 = 0 in » — ¢ {iiber; diess

giebt M= 2m(b* — a?), e =L g b

Tin zweiten Falle sind alle » << ¢, und die Grenzwerthe von
CP werden ¢ 4 » und ¢ — r; daher ist

M=, ~, e =>ih 6

Die Masse der Kugelschaale betriigt hier ebensoviel, als wenn
dieselbe homogen wiire und die im Mittelpunkte 0 vorhandene Dich-
tigkeit hiitte.

Im letzten Falle sind die verschiedenen » theils grdsser, theils
kleiner als ¢; sie lassen sich dadurch tremnen, dass man das von
a bis b gehende Integral in zwei, von @ bis ¢ und von ¢ bis b
gehende Integrale zerlegt; man erhiilt dann

A % — of

IM'--"7i — ———I—zﬂkbz e?), “ <r<b.
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21. Die vorige Aufgabe werde dahin verallgemeinert, dass
man die im Punkte P stattfindende Dichtigkeit gleich einer belie-
bigen Function von CP setzt; fiir P = u findet man

11 r4e
2n :
M= = rdr uf'(rnrlrr, e < <l by
1+1
2n
M= u,/‘(u) du, ¢ >0 >,
M= /:d; /Hf(ff'flh’—l—/l dr /uflu dfr T Y

r—t

Die mnoch iibrigen Doppelintegrale lassen sich ganz allgemein
auf einfache Integrale zuriickfiihren, wenn man erst

fu f(u) du = F(u)

setzt, machher die theilweise Integration benutzt und schliesslich
F’ () = u f(u) restituirt; diess giebt

'r’_‘+‘-‘ L
“ /
M= = {"’? [“ f(u) du—a? [:t [(w) du
y— AW

ﬁﬁgr-—[—c‘: fir+e)—(r—e) flr—e)] rfr}‘ , e a<lh,

e b ci-l—-u
.ﬂf:% {b?/uﬂu) du — a? /u [() du
g poii
—/IIP+J) [ledr) 4 (e—r) fle—2r)]|r? (Ir}, c>E>a,
b+ e
M= {!F [;t /'(u)f!u—-/[(r—]—rj [le+r) + (e—r) fle—r)] P2dr
b—c
c+a b
—a /uf(m rlu—/{(:.{.(‘ V[ (r-e) —(r—c¢) f(r—c¢ ||J'ﬂ‘f}, a<c<h,

Schlomilceh, Uebungsbuch 1L 16
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22, Unter dem Potential eines gegebenen Kirpers in Be-
ziehung auf einen bestimmten Punkt versteht man denjenigen Aus-
druck, welcher entsteht, wenn jedes Massenelement durch seinen
Abstand von jenem Punkte dividirt und die Summe aller derartigen
Quotienten gebildet wird. Bezeichnen a, y, z die rechtwinkligen
Coordinaten eines im Innern des Korpers liegenden Punktes, f(a, w, 2)
die an derselben Stelle vorhandene Dichtigkeit, endlich e, 3, y die
gleichfalls rechtwinkligen Coordinaten des gegebenen Punktes, so ist

(; J,.,)a'a:dydz
P= :
b et

das Potential eines Korpers in Beziehung auf den Punkt e«fy,
vorausgesetzt, dass der Punkt ayz die Grenzflichen des Korpers
nicht iiberschreitet. Die in der Aufgabe 20. angegebenen Werthe
fir M sind hiernach die Werthe des Potentiales einer homogenen,
die Dichtigkeit 1 besitzenden Kugelschaale in Beziehung anf einen
um ¢ von ihrem Mittelpunkte entfernten Punkt €.

Um dieselbe Aufgabe allgemeiner zu behandeln, sind die in
obiger Formel angedeuteten Integrationen auf alle positiven und
negativen, der Bedingung .

el at 4yt 2 <Y

geniigenden @, y, z auszudehnen; diese Operation wird durch Po-
larcoordinaten wesentlich erleichtert.

Nimmt man die @-Achse zur Polarachse (Fig. 55.), 0P =r,

Fig. Pl L POX = ¢ und bezeich-
VA net mit 1 den Winkel RO T,
welchen die Ebene des Win-
kels @ mit der ay-Ebene
bildet, so ist einerseits

&x=1rcosp,
Y =7 sing cosP,
= 7 sing sin;
dem analog sei ¢ der Radius-
vector des Punktes effy oder

C, LCOX=L, LEOY=p
mithin

o« = ¢ cosk, B = ¢ sind cosp, y == ¢ sink sinu,
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fiir den Winkel C'0P, welcher t heissen mige, ergiebt sich dann
cosT = cosk cosp - sind sing cos(P — u)
und fiir das Potential

[a n 2n
T e o (x, 9,2
P = - f ¥ ,} ——— 2 singp dr do di
A J Vet— 2er cost 4 12
L3 0 0

hier sind noch die Werthe von a, y, z, v einzusetzen, was der
Kiirze wegen unterlassen wurde.

Von den zusammengehirigen Coordinatensystemen a, », = und
ry @, ¥ gehe man nun zu zwei nenen Systemen x,, y,, z; und
r, T, o iiber, worin die feste Gerade 0C == ¢ die Polarachse und
die Ebene EOX des Winkels 1 die Ebene a,, ist. Nennt man
A, D, 0 die Punkte, in welchen die urspriingliche a-Achse und
die Vectoren ¢, » die eine Begrenzungsfliiche der Kugelschaale schnei-
den, so entsteht ein sphiirisches Dreleck, worin LD AQ = ¥ — p,
die Seite 4D =4 und die Seite 40 = @ ist; dem Winkel ¢ im
fritheren Polarsysteme entspricht im neuen Systeme die Seite Q=+
md dem Winkel 7 der Winkel ED0 =0 = 180" — [AD(0. s
gelten nun die sphiirisch-trigonometrischen Formeln

cosp == cosk coSt — sink sint cosw,
sing cos(Y — p) = sind cost 4 cosd sint cosw,
sing sin (P — u) = sint cosw;

entwickelt man aus den letzten die Werthe von sing ecosyp und
sing siny und multiplicirt nachher mit dem Radiusvector », wel-
cher beiden Polarsystemen gemeinschaftlich angehirt, so erhiilt man

@ = r(cosk cost — sind sint cosw),

= r[sind cosp cost - (cosk cosp cosw - sinu sinw) sint|,

=

e

= r[sind sinp cost 4 (cosk sing cosw - cosp sinw) sint|,

oder, wenn 2 und g durch e, 3, , ¢ ausgedriickt werden,
r o 1 9 =
&= (o: cost — VB 4+ - sint r'u.s'w),
o
«f

r . ¥ . "
y=- (ﬁ COBT - ——t— HiNF CORO) — ——=—— sin% .\'mo.)),
e VB + VB 47
r ay ; g e )
= — |y cosT i SRt Cos@ = SINT Sth@ ).
i b

16 *
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Das neue Volumenelement ist »?sint dr dr dw, die Integra-
tionsgrenzen bleiben fiir », 7, ® die niimlichen wie fiir », @, ¥,
und so ist

P [’/ f flz,y, z) rsint L
/et — 2er cm"r—l—;
worin noch die vorigen Werthe von @, y, z einzusetzen sind. Hier-
nach findet man leicht die folgenden Werthe des Potentiales.

a. Wenn die Substanz aus unendlich diinnen parallelen ebenen
Schichten besteht, und die Dichtigkeit

4= Ax + By -}- (=

ist, so gelten die drei Formeln

P=§-n’(b‘-’ —a®) (da + BB + Cy), e<Ta< b,
P=41:;.,(£,T(£')(L‘;s‘,!iw"'.(‘-"), £ b,

2w

5
P = 15 ﬁb?ﬁf‘}rg—Q:%) (da + BB + Cy), & <. e il

b, Wenn die Substanz aus unendlich diinnen concentrischen
Kugelschichten besteht und

4= (& — @+ B — 0 + (0 — 2

ist, so ergeben sich durch Einfithrung der abkiirzenden Zeichen

e+ B+ n*=6, o+ B+ yy=H

(_lie folgenden Werthe des Potentiales

P—-—-:rc(bg——a’) [66 —4H -+ 3(a® + 4%, e < a <-b,

o 4;5{5_(517_5{3)_( (#° — a%) (2H — 3¢Y)|

5 — 5 J b5 a,

(4 C
P=2 {10(‘31, - r-—"“)G——i()h Ty >——)H

—i—.‘i(ﬁb‘——Sﬂ‘—tL?)} ai=s 6 =5l
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