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Capitel IX.

Differentialgleichungen erster Ordnung.

§ 36.
Allgemeine Regeln.

1. Die Integration einer Differentialgleichung zwischen den
" dy . : .
Variabelen @, y und ag ist am einfachsten, wenn die Sonderung
a

der Variabelen ausgefithrt, d. h. wenn die Differentialgleichung

auf die Form
i p(a)de 4 v (y) dy =0

gebracht werden kann, wobei @ («) eine Function von a allein, und

ehenso v (y) eine Function von y allein bezeichnet. Durch Integration

entsteht niimlich sofort die allgemeine Integralgleichung

jqof.z) da +jw(y) dy = Const.

2. Wenn eine Differentialgleichung homogen, d. h. unter der

dy (.v)
o B
da @

enthalten ist, so lisst sich zwar im Allgemeinen die Sonderung der
Variabelen nicht bewirken, substituirt man aber
Y dy di

~ = { mithin ¥y = at = g !
x " y ! da J:c+ 2

Form

80 kann man in der neuen Differentialgleichung zwischen @ und ¢
die Variabelen tremnen und erhiilt

G ‘da
= — — ('onsl.
‘/ F(ry —1 l] e = el
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@

Nach Ausfiithrung der Integration liefert die Restitution ¢ = =

das gesuchte allgemeine Integral.
Dasselbe Verfahren passt auf die nichthomogene Differential-
aleichung

dy =% + fla) - F (yE)

dx
und liefert

'/F(() J /la %) o -+ Counst., e = ‘%

3. Die BSubstitution neuer Variabelen bildet iiberhaupt das
wichtigste Mittel, um Differentialgleichungen in andere Differential-
gleichungen umzuformen, deren Integration leichter ist, als die der
urspriinglichen Differentialgleichung. Allgemeine Regeln lassen sich
hiertiber nicht geben, doch mogen einige hiinfiger vorkommende
Fiille erwiihnt werden.

a. Setzt man in der Differentialgleichung

i =r()
i'd‘ = x

y? = z, so wird die Gleichung homogen und lisst sich nachher
mittelst der Substitution z = a¢ integriren; diess giebt

- dt . oy

b. In der Dlﬂ’erentla-lglelchung
dy
de 7
fithet die Substitution @y = u zur Sonderung der Variabelen, so
dass entsteht

’ du
Y __m+tC T
!]u + u? F(u) Bty il

c. Wendet man die vorige Substitution auch bei folgender
Differentialgleichung an

¥ F(xy)

L +L—f@). Fy),

$0 erhiilt man

du & . e
/F(u} Ja: f(x) de 4 C, uw=xy.
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. Substituirt man in der Differentialgleichung

L

ax 4 by =z, so giebt die Sonderung der Variabelen

T dz
/(‘_be.(:j:x—'—c, :=uw+by.
e. In der Differgntialgleichung
d s, ) ——
z + y o = (@) F(/=*F o)

fithrt die Substitution x? - »* = »? zur Sonderung der Variabelen
und liefert schliesslich

* rdr p e

L ; ? S 3

,/Fm /f(a)dx+c, r=yITF 7
4. Die ziemlich allgemeine Differentinlgleichung

dy
2 (& ‘w(x) =
L to@.y+v@ =0

liisst sich dadurch integriren, dasg man y als Product zweier neuen

Variabelen # und » ansieht und

du
pry + p(x).u =0

selzt; es ergiebt sich

y =L ] [ — [ @)oo = aa)

Aut die erwiihnte Differentialgleichung lisst sich die folgende
’ , dz £
@) -+ o)z} +p@)=0
zuriickfithren, wenn f(z) = y gesetzt wird; das Resultat ist

1@ =[] o — | w(@)e 0 4= 4],

5. Sehr hiiufig ist es vortheilhaft, fir a und y gleichzeitig
neue Variabele einzufithren. Beachtet man z. B., dass die Differen-

tialgleichung
dy _ « 7 (y2_— :Bby)
da  y—1b a?
unter der Form
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2y —Ody_ F(z‘*‘ v ‘”y)
2adx a®

dargestellt werden kann, so erkennt man die Zweckmiissigkeit der
Substitutionen
at =, ¥y — 20y =,

wodurch die Differentialgleichung homogen wird, niimlich

dg §

6. Wenn in der allgemeinen Differentialgleichung

o@, y)de + y(z, y)dy =0
die linke Seite das totale Differential einer Function f(a, y) ist, so
bildet die Gleichung
[(x, y) = Const.

das allgemeine Integral der gegebenen Differentialgleichung. Be-
zeichnet man die vorkommenden Functionen kurz mit ¢, 3, f, so
giebt die Gleichung

op oy

oy oz
die Bedingung an, unter welcher ¢ .da - ¥ .dy = df ist, und
wenn @ und 1 der ebenerwiihnten Bedingung geniigen, so lisst sich
das allgemeine Integral f= Const. folgendermassen ausdriicken

fq:.da:-f—fmp.dy—fdyf g—:dx=00nst.

Die Integrationen bheziehen sich hier immer partiell aunf die
Variabelen, deren Differential unter dem Integralzeichen steht.
Die obige Bedingung ist z. B. erfiillt bei der Differentialgleichung

(«x + By*)da + (2Bxy + 7¥°)dy =0,
und daraus ergiebt sich als allgemeines Integral
taa® + payt 4 Lyyt = Const.

7. Wenn die vorhin erwiihnte Bedingung nicht erfiillt und dem-
wufolge @ .da —+ ¥ .dy kein vollstiindiges Differential ist, so giebt
es doch einen Factor y(x, y) oder kurz y von der Beschaffenheit,
dass das Product '

@y.da—+ Py .dy
ein totales Differential bildet. In der Gleichung z. B.
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(am 4 y)dae — ady =0
ist die linke Seite kein vollstiindiges Differential, aber nach Zusatz
1
des Factors — = entsteht ein solches und zwar

xdy — ydx

m—1
& — "% = d [_‘)‘_iﬂ_}=0’
&= 1’1. m— 1

woraus als allgemeines Integral folgt

am— 1
y = Const.

x  om—
Wenn man den integrirenden Factor y nicht errathen kann,
wie im so eben behandelten Falle, =0 muss man ihn aus der Be-

dingung :
(o) _ 2(v1)

ay ox

bestimmen. Diese neue Differentialgleichung ist aber meistentheils
schwieriger zu infegriren als die urspriingliche Differentialgleichung.

8. Line sehr hiufig anwendbare Integrationsmethode besteht
davin, dass man die gegebene Differentialgleichung entweder nach
y oder nach x auflist, wodurch dieselbe eine der Formen

y = fD(a:, %) oder x = TP'(y, 3‘1)

erhiilt, und sie nachher noch einmal differenzirt.
a. Wird zur Abkiirzung der Differentialquotient

dy
3 . L
gesetzt, so fiihrt die Differentiation von y = @ (&, p) zu der Glei-

chung 20z, p)

P=w T

welche eine Differentialgleichung zwischen den Variabelen & und p
darstellt. Nicht selten ist dieselbe leicht zu integriren und liefert
dann eine Gleichung zwischen @ und p. Eliminirt man aus dieser und
der Gleichung y = @ (a, p) die Grisse p, so erhiilt man die ge-
suchte Integralgleichung. ;
Als Beispiel diene die Differentialgleichung
dy —

= =« —affa’ 4 fay oder fy = efa + B

da a

oD (x, p) dp
ap dz’
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Durch Differentiation der zweiten Form erhiilt man eine neue Glei-
chung, welche nach Sonderung der Variabelen in
1 2
2 Ao a8
& p—u
itbergeht und demgemiiss leicht integrabel ist; die Elimination von
p giebt schliesslich .
y=uax -+ Cc'l‘rf’!'t :
b. Wenn zweitens die gegebene Differentialgleichung auf die
Form a = W (y, p) gebracht ist, so wird durch Differentiation

1 —2%0, p) dy  9%(y, p) dp

oy dx o8 e
und zufolge der beiden Gleichungen
ay _ dp _dy dp _ dp
dz_ P dx dx dy_ldy

kann dafiiv geschrieben werden

Ry {aj’ﬁm 2]

oF (y, p) dp|
oy

=3 p. dy
Diese Differentialgleichung enthiilt nur y und p, sie liefert
daher durch Integration eine Gleichung zwischen y und p. Eliminirt
man aus dieser und der Gleichung a = ¥ (y, p) die Grisse p, so
erhiilt man die gesuchte Integralgleichung. g
Beispielsweis sei gegeben
dy ¥y ; y
L =k 2 der _
e y* oder z P g 9

Die Differentiation liefert die neue Gleichung

p dp !
.20 e — k(8p 4 &y?
il Bp + ky*),
welche durch die naheliegende Substitution y* = z homogen wird,

dp z
2 —=—k(34+k-)-
dz k(s kp)

niimlich

Diese liisst sich mach No. 2. mittelst der Substitution =1{ in-

tegriren; es wird zuniichst.
2t di dz

F+DE+20" " =
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2
g . . % /
ferner durch Integration und Restitution von (= Y

Cky* + p)t=ky* + 2p
und schliesslich, wenn p eliminirt wird, entweder y = 0 oder

2 22
J_C—|— kat

9. Eine Differentialgleichung erster Ordnung und a'®" Grades
hat die Form

() A () " n )

worin Z,, Z,, --- Z, gegebene Functionen von & und y bedeuten;
sie kann u. A. dadurch integrirt werden, dass man sie zuniichst

nach g—i auflost und damit in » einzelne Differentialgleichungen zer-
x

legt, welche sein mogen:

dy
F&E—fl(lej), E‘““’fz('ra.!)?' ;{ (.’L‘,J)

Sind nun die Integrale derselben “
Fy(x,y, C) = O Fy(z,y, C)) =0, -+ Fu(z, y, Cx) =0,
so ist das allgemeine Integral der gegebenen Differentialgleichung
Fyla, y, C) - Fy(x, 4, Cy) -+ Ful(y y, Cu) = 0.

Dabei darf man €, = C, -+« = C,, = € setzen, ohne die All-
gemeinheit der Auflisung zu beeintrichtigen.
Als Beispiel diene die Gleichung

dy 2 dy .
(dac) + 2« o Ba.
Diese zerfiillt in die beiden Differentialgleichungen

Ye —atya+he, L=——y@Fba,

dax

welche, durch Sonderung der Variabelen integrirt, die Integral-
gleichungen liefern

y+ex— "V(“;—gﬁx) +0=0, yFeaa+t 1(“‘;"{'3if3,"€“_|_0=0

das allgemeine Integral ist demmnach
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I (y + ez + €)* = 4(o* + )’

Uebrigens sei noch bemerkt, dass sich homogene Differential-
gleichungen héherer Grade mittelst der in No. 2. erwiihnten Substi-
tution integriren lassen, und dass auch die in No. 8. auseinander-
gesetzte Methode bei nichtlinearen Differentialgleichungen hiiufig gute
Dienste leistet.

10. Eine Differentialgleichung kann ausser ihrem allgemeinen
Integrale und den hieraus durch Specialisirung der willkiihrlichen
Constante hervorgehenden particuliiren Integralen noch ein - sogen.
singuliires Infegial haben. Denkt man sich némlich die gegebene
Differentialgleichung geometrisch als Eigenschaft einer unbekannten
Curve, so repriisentirt dic allgemeine Integralgleichung

F(a,y, ) =0

eine Schaar von Curven, die alle jene Eigenschaft besitzen. Die”
niimliche Eigenschaft kommt dann auch der Curve zu, welche von
den successiven Durchschnitten jenmer Curven gebildet wird, d. h.
der einhiillenden Curve. Das singuliire Integral findet man
hiernach dadurch, dass man aus den Gleichungen

oF(x, y,C)
- acC o

' F(z,y,C) =0 und 0

die willkiihrliche Comstante € eliminirt.

§ 317.
Einfache lineare Differentialgleichungen.

1. Bei einer gewissen Curve sei die Strecke, welche die im
Curvenpunkte 2y construirte Tangente von der x-Achse abschnei-
det, gleich dem arithmetischen Mittel zwischen einer gegebenen
Strecke @ und der Abscisse x; man sucht die Gleichung der Curve.

Aus der Differentialgleichung '

Y ‘ Cdy 2y
@ dy = }(a 4+ x) oder S - =
dx

findet man nach Sonderung der Variabelen, dass die gesuchte Curve
eine durch die Gleichung

by = (x — a)?
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bestimmte Parabel ist, wobei & die willkithrliche Constante be-
zeichnet.

2. Soll der vorhin erwiihnte, von der Tangente gebildete Ab-
schnitt gleich dem geometrischen Mittel zwischen « und x sein, so
ergiebt sich als Gleichung der Curve

ol

Ty & y
__.‘ = e B = ().
'2+ zub “ b+1

oder

Die Curve ist demmach eine Parabel, welche die Coordinaten-
achsen bertihrt.

3. Wenn der vorhin erwiithnte Abschnitt das harmonische Mittel
zwischen ¢ und @ bilden soll, so findet sich

ay = Clx — )%

Die Curve ist hiernach eine Hyperbel, deren Asymptoten durch
den Coordinatenanfang gehen und mit der a-Achse die Winkel
arctan C und }m einschliessen.

2

4, Soll der vorhin erwiihnte Abschnitt =ail sein, so ergiebt
«

sich, dass die Curve eine durch die Gleichung
(¢ —a) (y — b) = ab
hestimmte gleichseitige Hyperbel ist.
5. Wird allgemein verlangt, dass die von der Tangente auf
der Abscissenachse abgeschnittene Strecke eine gegebene Function
der Abscisse, etwa = @ (&) sein soll, so ist die Gleichung der Curve

dx ,
4 =f s —p@ T °

6. In einer Curve sei die Strecke, welche die Tangente von
der Ordinatenachse abschneidet, gleich dem arithmetischen Mittel
zwischen ¢ und a; man sucht die Gleichung der Curve.

Beachtet man, dass die linke Seite der Gleichung

y—a gl =gt o)

durch Zusatz des Factors — —5 ein vollstiindiges Differential wird,
P

s0 erhiilt man
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B 1B

7. Soll der von der Tangente auf der y-Achse gebildete Ab-
schnitt gleich dem geometrischen Mittel zwischen « und @ sein, so
ergiebt sich

y=Ca — 2V ax oder (Cax — y)? =4azx,
welcher Gleichung eine Parabel entspricht.

8. Wenn der vorhin erwiihnte Abschnitt das harmonische Mittel
zwischen « und @ bilden soll, so folgt

9

-’»’=‘“{C—2"(a$ ;)} _

€ &
9. Fiir den Fall, dass der erwiihnte Abschniit = = sein soll,
(3

findet sich eine durch die Gleichung

bestimmte Parabel.
10. Wird allgemein verlangt, dass der genannte Abschnitt eine
gegebene Function der Abscisse, etwa = @(a) sein soll, so findet

y=x{CH [,q% (l:r}-

sich

11. In einer Curve soll die iiber der Strecke @ — 7 stehende
Fliiche gleich dem m'®™ Theile des Rechtecks aus Abscisse und Or-
dinate sein; man verlangt die Gleichung der Curve.

Aus der Bedingung

: ay
da = =
/ Fo m

A

erhiilt man dnrch Differentiation die Differentialgleichung

dy
my =& e -+,
deren Integral ist
Yy = Ca™— 1_

Da zufolge der Differentiation die Constante % weggefallen ist,
so muss das Resultat erst verificirt werden. Nun ist
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-

] Clam — 4 1am
/yri:u:.f(},if) i.’!:(I_'

m : m m
die Gleichheit beider Ausdriicke kann nur bestehen, wenn m positiv
und /& = 0 genommen wird, wiihrend € willkiihrlich bleibt.
12. Es wird die Curve gesucht, welche die Eigenschaft besitzt

z
jydx=-};a?(y-[— b).
Durch Differentiation der vorliegenden und Integration der ent-
stehenden Gleichung findet sich
y -0 -+ 18;
die nachherige Verification zeigt, dass im Falle « =0 die Integra-
tionsconstante € beliebig gewiihlt werden kann, dass hingegen im
>
Falle « = 0 2
C=—_—
2a*
genommen werden muss.

13. Man sucht die Curve, welchs folgende Figenschaft besitzt
X

Jy dor = a'I/b_g;.

a
Nach dem vorhin benutzten Verfahren ergiebt sich

oty 2
V= (ct ;)7 3
dabei muss « = 0 und 2« zwischen 0 und ¢ genommen werden.
14. Fir die allgemeine Aufgabe
a

Jyde =z (y)

“

erhiilt man als Integralgleichung

lao =— ﬂ-@ﬁy .+. c,

bei welcher in jedem speciellen TFalle eine Verification erforderlich
ist, um « oder C niiher zu bestimmen.

15. In einer Curve soll die iiber der Abscisse @ stehende
Fliiche = ay — ba sein; man sucht die Gleichung der Curve.
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Unter Riicksicht auf die gegehene Bedingung findet sich

y=1b ((’:' === 1).

16. Wenn die iiber der Abscisse stehende Fliche = ba — 2a}/ by
sein soll, so ergiebt sich

L — | 2
-fle'(fx - )

e 41

17. Fiir die allgemeinere Anfeabe
fy da=hx + ¢(y)

erhiilt man die Auﬂosuncr

0 ¥ (u)
@ /;——bd + C,

welche in jedem speciellen Falle zu verificiren ist.
18. Man - verlangt die Curve, worin der von 0 = 0 ab ge-
rechnete Sector

0
S=14 [rt a0
0
dem Kreissector (}/ {:7‘)"'9 gleichkommt.
Die Polargleichung der gesuchten Curve ist

ay
y—80

mithin die Curve eine hyperbolische Spirale. Dabei muss 0 kleiner
als die willkiihrliche Constante p genommen werden.
19. TFiir die allgemeinere Aunfgabe

6
JrPde=F()-0

erhiilt man die Auflisung
e F(r)dr
10 f —F0) + C,

welche in jedem spemellon Falle einer Verification bedarf.
20. Man verlangt die Curve, worin der von 6 =0 ab ge-

rechnete Sector
S=1a0—ar
ist.
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Bei gehiriger Bestimmung der Integrationsconstanten findet sich
s e~ 1
r=a ) + -
21. Fiir die analoge Aufgabe
S=1r*— 1a%0
erhiilt man die Auflosung
r=aVe® —1.

.22, Holl iiberhaupt die Gleichung

‘/9?'?(!'9 = A0 -} [(»)

[@) ar
: “f?ﬂf'j' T

welches Resultat in jedem speciellen Falle der Verification bedarf.

23. Man verlangt diejenige Curve, worin zwischen den Coor-
dinaten a, ¥ und dem von & =0 an gerechneten Bogen s die
Relation

bestehen, so folgt

s=2)az+y
stattfindet.

Durch Differentiation dieser Gleichung und Integration der ent-
stehenden Differentialgleichung findet man

I i
v+ C=-§]/:—i‘- —]/aa:,

wobel €' = 0 sein muss vermige des Anfangswerthes von s. (Vergl.
§ 12, Aufz. 3.).
24, Soll iiberhaupt die Gleichung

‘/Vl +yide=9) ty
hestehen, so folgt

C:’:y=%{ f;%““q’(m)}

welches Resultat in jedem speciellen Falle der Verification bedarf. |
25. Man verlangt die Curve, worin zwischen x, y und dem

von & == 0 ab gerechneten Bogen s die Relation
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R
stattfindet.
Bei gehdriger Bestimmung der Constanten erhiilt man
22
= SeC — ¢+
Y a sec —

26. Fiir die allgemeinere Aufgabe

fl/l +yde=yy) +a
A

ist die Auflésung

Ci$=%{0[dy)—w(y)},

¥ (y
wozu die ndthige Verification gehirt.
27. Man verlangt die Curve, worin zwischen den Polarcoordi-
naten 8, » und dem von 6 = 0 ab gerechneten Bogen s die Rela-
tion hesteht

s=ab — r.

Bei gehiriger Bestimmung der Constanten ergiebt sich als
Polargleichung
e —1

= —

ce—|—17

diese Curve geht vom Coordinatenanfange aus und hat einen mit

dem Radius « beschriebenen Kreis zur Asymptote.

28. Man verlangt die Polargleichung derjenigen Curve, bei
welcher zwischen dem von 6 = 0 ab gereclmeten Sector S, dem-
Bogen s und dem Radiusvector » die Relation hesteht

S=1ta(s —r).

Es ergiebt sich die niimliche Curve wie in No. 27.

29. Es wird die Curve gesucht, in welcher die iiber der Ab-
scisse @ stehende Fliche U, der von a = 0 an gerechnete Bogen s
und die Ordinate y durch die Gleichung

U= u(s —y)
verbunden sind.
Bei gehiriger Bestimmung der Constanten erhiilt man
=of - @x
;r,r=rr’ l—e =,
Sehlémileh, Uebungsbuch 11, 18
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30. Wenn die iiber der Abscisse a stehende Fliche einer Curve
um die Abscissenachse vollstindig herumgedreht wird, so entsteht .
ein Rotationskirper, dessen Volumen ¥, und dessen Mantel S heissen
mige; es wird nun die Curve gesucht, hei welcher die Relation

V=1a(§—ny?)
stattfindet.
Die Curve ist hier dieselbe wie in No. 29.

§ 38.

Homogene lineare Differentialgleichungen.

1. Man sucht die Curve, worin die Subtangente das arvithme-
tische Mittel zwischen der Abscisse und der Ordinate ist.
Die gesuchte Curve hat zur Gleichung

(e —y)P— 2ey=0

und ist demmnach eine Parabel, deren Achse mit der a- Achse einen
Winkel von 45" hildet.
2. Fiir die allgemeinere Aunfgabe

Shlg. = ma - ny
erhiilt man die Lisung
Cym = (m — 1) a + ny.

3. Es wird die Curve gesucht, worin die Subnormale das arith-
metische Mittel zwischen der Abscisse und der Ordinate ist.
Als Gleichung der Curve findet sich

(@ — 9 (@ 4 2y) = C.
4. Bei der allgemeineren Aufgabe
Shnorm. = ma —+ ny
sind drei verschiedene Fiille zu unterscheiden. Tst erstens
dm -+ n* > 0,

so setze man zur Abkiirzung

T AR = ST AR ey
die gesuchte Gleichung ist dann

(y — pay = Cly — va).
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3
Ist 2. Bm=-—1, n=
I/-)

&

so kann man der Gleichung

die Form
(y - ]/—‘_; . .'a‘)"' = 2a U/_S‘ cy — a')
ertheilen, welcher eine Parabel entspricht.
Fiir den zweiten Fall 4m - #* = 0 ergiebt sich

5 (2 y—n n-) o na
o T 2y — ax

Am + n* < 0,

so setze man zur Abkiirzung

Ist drittens

V— (4m 4 n%) = i;
die gesuchte Gleichung ist dann

y? — ma? — nay 2n L il
t(‘l m ’L(' -/) = arclan ——

wofiir anch die beiden Gleichungen geschrieben werden kiinnen

b na )
a = ae*? cosm Yy =5 e*"(xcosw — sinw),
“%
n
x ————— .

V— (4m + ¥
Einen bemerkenswerthen speciellen Fall liefern die Werthe

m=—2, n=2, denen # = 1 entspricht.
5. In einer Curve sei die Strecke, welche die Tangente von

9
Y

der Ordinatenachse abschneidet, = m man sucht die Gleichung

der Curve.
Die verlangte Gleichung ist

o @
ml (-1-)
.

G. In einer Curve sei die Strecke, welche die Normale von

L

1]
g . » . y- 5 _—
der Abscissenachse abschneidet, = »n J—; es soll die Gleichung der
@
Curve gesucht werden.
\’ . . .
‘Wenn # 2 1 ist, so ergiebt sich

(n—1)y* = a* 4 Ca*”;
18+
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dagegen hat man fiir den Fall n =1

v B 2_,'zl(f) .
¥ & P

7. In einer Curve stehe die von der Tangente auf der Ordi-
natenachse abgeschnittene Strecke in constantem Verhiiltniss zum
Radinsvector; man sucht die Gleichung der Curve.

Bezeiclmet m : 1 das genannte Verhiiltniss, so ergiebt sich

ax” T\
—1={()- ('}

Im Falle m = 1 ist die Curve eine Parabel.

8. In einer Curve stehe die von der Normale auf der Abscis-
senachse abgeschnittene Strecke in constantem Verhiiltniss zum Ra-
diusvector; man sucht die Gleichung der Curve.

Bezeichmet # : 1 das gegebene Verhiiltniss, so folgt

z? + y* =n?(x — c)*;

die Curve ist hiernach ein Qegelschnitt, dessen numerische Excen-
tricitiit = n, und von welchem ein Bremnpunkt zum Coordinaten-
anfang genommen ist.

Zu demselben Resultate fiihrt die Substitution y = }/r? — a%.

9. In einer Curve stehen die Strecken, welche die Tangente
von der Ordinatenachse, und die Normale von der Abscissenachse
abschneidet, in constantem Verhiiltniss zu einander; man sucht die
Gleichung der Curve.

Bezeichnet 1 : u das gegebene Verhiiltniss, so ergielt sich

o arclan —'E-ai + $i(@® 4 y?) =le;

die Curve ist demnach eine logarithmische Spirale.

10. Man verlangt diejenige Curve, bei welcher das arithme-
tische Mittel anus den in der vorigen Aufgabe erwiilmien Strecken
die constante Grisse a besifuzt.

Die betreffende Differentialgleichung ist nicht homogen, wird
es aber durch die Substitutionen ® = £+ «, y =% + «; man
erhiilt schliesslich die Integralgleichung

! l{(x — a)? + (y — a)’Jl J —

f’l‘?‘(‘z’ﬂ?l ey
e? —

welche eine logarithmische Spirale chavakterisirt.
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11. Man verlangt die Curve, worin das von der Tangenfe auf
o

der Ordinatenachse abgeschnittene Stiick = %}- ist.

Die betreffende Differentialgleichung wird homogen durch die

Substitution ¥ = —; die Gleichung der Curve ist

(x —a) (y — b) = ab.

12. Die vorige Aufgabe Dbildet einen speciellen Fall der fol-
genden allgemeineren

WYy +yF@)

das Integral dieser Differentialgleichung ist

y = = .
¥ — [ f(a) dx

13. In einer Curve sei die Strecke, welche die Tangente von
der Ordinatenachse abschneidet, = «a 4+ By; man sucht die Glei-
chung dieser Curve.

Dureh Substitution von a# = § wird die Differentialgleichung
homogen; nachher folgt
o«

Fre—1
y=um‘“!”l(—g), fiir g 4 = 1.

y= Cal—3 — fir =1,
~

Zu dem niimlichen Resultate fithrt die Anwendung der For-
meln in § 36., No. 4.

14. Man verlangt die Gleichung derjenigen Curve, bei welcher
die Relation

2
Subnorm. = eatt 4 2 -

stattfindet.
Mittelst der Substitution y* = n lisst sich diese Aufgabe auf
die vorige zuriickfithren, wodurch entsteht

y‘-’:(_,'a;ﬁ-i__._u—l__ 1+M>ﬁ
9 w B = )

y"=-§rc:v-"l('§), 14 p=4.

15. In einer Curve sei die von der Tangente auf der Ordina-
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tenachse abgeschnittene Strecke = asec6, wo 6 den Winkel zwi-
schen Abscissenachse und Radiusvector bezeichnet; man sucht die
(leichung der Curve. ‘
Die Differentialgleichung ist zwar nicht homogen, kann aber
wie homogene Gleichungen behandelt werden; es ergiebt sich
" @
foea; = —‘+&)1.
y=tazie T — o 1Y)
16. Wenn die in der vorigen Aufgabe erwiihnte Strecke =« sec®0
sein soll, so folgt
(0 4 ba)* (a* + y°) = a?y™
17. In ciner Curve sei die tiber der Abscisse a stehende Fliiche
U=fpa*— ay;
es wird die Gleichung der Curve gesucht.
Bei gehiriger Bestimmung der Constanten ergiebt sich

y=px— pu (1 —e ").

18, Man verlangt die Curve, worin dic iiber der Strecke a
stehende Fliche ist

xy
U= — ke,
m pakig

Unter der Voraussetzung m z n erhiilt man
kmn

y = (pm—1 o gn—1.

y iF m-—n Y

bei positiven m und 2 bleibt € bheliebig.
Im Falle m = n ergiebt sich

4
=k 2;""_11( ) .
Yy m- =

19, In einer Curve sei die von 6 = 0 ab gerechnete Sectoren-
fliiche

by Lisn6 .
S == e + (a0)*,
man sucht die Polargleichung der Curve.

Dieselbe ist
= 12a%0 4 0%06°

20. Bs wird die Polargleichung der Curve gesucht, fiiv welche
die Gleichung
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S=4ay -+ §(asing)?
stattfindet.

Die gesuchte Gleichung lautet

= (b — a?0) sec?0 — a? tun*0.

§ 39.
Differentialgleichungen versehiedener Grade.

1. Man sucht die Curve, hei welcher das arithmetische Mittel
zwischen der Subtangente und der Subnormale gleich der Ab-
scisse ist.

Die verlangte Bigenschaft kommt einer Parabel zu, wenn deren
Achse zur Abscissenachse, und die Directrix zur Ordinatenachse ge-
nommen wird.

2. Man sucht die Curve, bei welcher das vorhin erwihnte
Mittel gleich dem Radiusvector ist.

Der Aufgabe gentigt eine Parabel, wenn deren Achse zur Ab-
scissenachse genommen, und die Ordinatenachse senkrecht hierzu
durch den Bremmpunkt gelegt wird.

3. Das harmonische Mittel zwischen Subtangente und Subnor-
male sei gleich der Abscisse; man verlangt die zugehirige Curve.

Letztere ist eine Parabel, deren Directrix die Abscissenachse,
und deren Achse die Ordinatenachse ist.

D]

: : : r u* :
4. Das vorige harmonische Mittel sei = = ; man sucht die zu-

@
gehirige Curve.

Letztere ist dieselbe Curve wie in No. 1.

5. Das vorige harmonische Mittel sei = 2a sin*0; man sucht
die zugehirige Curve.

Der Aufgabe geniigt sowohl eine durch den Coordinatenanfang
cehende Gerade als eine gleichseitige Hyperbel.

6. Fir OM =z, MP =y bezeichne 0 den Punkt, in wel-
chem eine durch P senkrecht zu 0P gelegte Gerade die Abscissen-
achse schneidet, ferner U den Durchschnitt der Normale mit der
Abscissenachse, endlich 77 den Durchschnitt der Tangente mit der
Ordinatenachse; man verlangt die Curve, bei welcher das Rechteck
aus OU und OF gleich der Summe von der Dreiecksfliche O0M P
und der Hiilfte der Dreiecksfliiche M P ist.

Der Aufgabe geniigen eine Parabel und eine Ellipse, deren
Gleichungen sind
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y¥=rca ud 22+ y*=4daax.
7. Man verlangt die Curve, fiir welche ist
OU-0FV =4(AOMP — AMNPO).
Die beiden Auflsungen sind

1
. @
zy=c* und = a?| e

8. Man verlangt die Curve folgender BEigenschatt:
oU-0V=4A0PQ.
Die Gleichung der Curve lautet
(* — ax)* = 4aad.
9. Es wird die Curve gesucht, fiir welche die Relation hesteht
0U-0F = ay.

Die Gleichung der Curve ist

CIA O ”.).
y = l(w

10. In einer Curve sei der Abstand der Tangente vom Coor-
dinatenanfang gleich dem Doppelten der Senkrechten, welche vom
Endpunkte M der Abscisse anf den Radiusvector 0P gefillt ist;
man sucht die zugehorige Curve.

Der Aufgabe geniigt einerseits jede gleichseitige Hyperbel,
deren Asymptoten die Coordinatenachsen sind, andererseits auch die
Fusspunkteurve jeder solchen Hyperbel d. h. eine Lemniscate.

11. Die Entfernung der Tangente vom Coordinatenanfange
stehe in constantem Verhiiltnisse zum Radiusvector; man sucht die
(tleichung der hetreffenden Curve.

Bezeichnet 1 :u das gegebene Verhiiltniss, so ergiebt sich

la = §1(x* 4+ y%) + Vu? — 1 - arctan Z ;
die Curve ist also eine logarithmische Spirale.
12. Es wird die Curve gesucht, in welcher zwischen dem von
a == 0 ab gerechneten Bogen s und den Coordinaten die Relation

2t
s=Yy—a + ‘% 4 g
stattfindet.
In rechtwinkligen Coordinaten erhiilt man die Gleichung
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cY =xte *
oder in Polarcoordinaten

r==ce2f Qg2 sing.

Die Verification zeigt, dass ¢ = 2a zu nehmen ist.

13. Unter M, P, 0, U migen dieselben Punkte wie in No. 6.
verstanden werden und es sel MU > M; man verlangt die Curve,
fiir welche

MU.QU=7n*
ist, wenn % eine gegebene Constante bezeichnet.

Die Differentialgleichung ist nicht homogen, wird es aber durch
eine naheliegende Substitution; bezeichnet « eine willkithrliche C'on-
stante, so folgt ) ,

at |y
Fhant

Die Curve ist demnach eine Ellipse oder Hyperbel von ge-
gebenem Parameter 24 und willkiihrlicher Haupthalbachse a.

14. Setzt man in der vorigen Aufgabe MU << M voraus, so
erhiilt man als allgemeines Integral die Hyperbel

i
ah  a* e

Der Aufgabe geniigt ausserdem die Einhiillende aller, den ver-

schiedenen e entsprechenden Hyperbeln, d. h. das singuliire Integral
yl =4 itz
welches zwei Parabeln charakterisirt.

15. Es bezeichne R den Punkt, in welchem eine in P auf dem
Radiusvector 0P errichtete Senkrechte die Ordinatenachse schneidet,
U den- Durchschnitt der Normale mit der Abscissenachse, ¥ den
Durchschnitt der Tangente mit der Ordinatenachse; man verlangt
die Curve, bei welcher

OU.0V=1Fk.0OR
ist, wo & eine gegebene Gerade hezeichnet.

Mit Hiilfe der Substitution a* 4 »* = z lisst sich die be-
treffende Differentialgleichung homogen machen, wodurch man findet

= (B s

Die Curve ist demnach ein Kegelschnitt, von welchem ein
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Brennpunkt in den Coordinatenanfang fiillt, dessen Charakieristik
: : ki
willkiihrlich und dessen Halbparameter = 7 ist.
Als singuliives Integral ergiebt sich noch der Kreis
at+ yt =dka.
16. Unter 7 werde der Durchschnitt der Tangente mit der

Abscissenachse, unter U derselbe Punkt wie in No. 15. verstanden;
man sucht die Curve, welcher die durch
\ oT.0U = k*
ausgedriickte Bigenschaft zukommt.
Giebt man der Differentialgleichung die Form

( d't.m‘l)( +Jlx)_k d"

s0 bemerkt man leicht, dass die Substitution
- g2

vortheilhaft sein muss. Dieselbe fithrt zu der Gleichung

lz z 2\ 2 z 2\ 2 .
(1) = ()
dx & &

welche homogen ist in Beziehung auf z 4 4% als neue Variabele.
Hiernach findet man als allgemeine Auflgsung

a2 2

’ =gt

d. h. eine Schaar concentrischer Ellipsen oder Hyperbeln, deren ge-
meinsame lineare Ixcentricitit = & ist. Die singulire Auflésung
giebt zwei 'unkte, niimlich die jenen Kegelschnitten gemeinschaft-
lichen Brennpunkte.

17. Es wird die Curve gesucht, fiir welche

0V? = a’tant

ist, wo ¥ den Durchschnitt der Tangente mit der Ordinatenachse,
und 7 den Winkel zwischen Tangente und Abscissenachse hedeutel.
Bringt man die Differentialgleichung aut die Form

(2% — @y + )| =@y + 4ot

so liegt es mnahe ay = : zu setzen; man erhilt schliesslich als
allgemeine Auflosung die Gerade »
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u*
y=0+ Ga
7
und als singuliive Losung die gleichseitige Hyperbel

dzy = — o’

Zu denselben Resultaten gelangt man rascher, wenn man :;:: =p
sefzt und die Gleichung , :
y—axp=alp
differenzirt, wodurch entsteht )
“ dp
Diess giebt entweder
:;pz = (0 mithin p=2C
und zufolge der urspriinglichen Gleichung
y—Cr=ua})C
worans fiir @ J/C = b die vorige allgemeine Auflisung entsteht.

Nimmt man zweitens

“

x=0 oder JVp=— N

[
2 ]/ iz
so erhiilt man die singulive Auflisung.
18, Es wird die Curve gesucht, bei welcher die Relation

OV =uacolt
statt tindet.
Die Differentialgleichung lisst sich auf folgende Form bringen:

2
(ot oy

um sie zu vereinfachen setze man y = wv und wiihle u so, dass

daay

du
22 - —u=20
da
wird. Diess giebt u = J/a; die noch iibrige Differentialgleichung

filr » kann durch Sonderung der Variabelen integrivt werden, und
schliesslich erhiilt man als allgemeine Auflosung die Gerade

y=b+;£
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und als singuliive Lisung die Parabel
y*=4daax.

Zu den niimlichen Resultaten gelangt man rascher durch Differen-
tiation der urspriinglichen Gleichung

Y— up= 2
p
19. Die allgemeine Differentialgleichung

A IS ,(d_y) : W
y—iai =% F e ofler y —axp = F(p)
westattet gleichfalls die Anwendung der Differentiationsmethode. s
folgt niimlich

e 4 7 (@)5" = o;

d :
fir —L = 0, also p = € erhiilt man das allgemeine Integral

da
y=Cx + F(C);

setzt man dagegen x -+ F'(p) = 0 und eliminirt p aus dieser und
der urspriinglichen Gleichung, so gelangt man zum singuliiven In-
tegrale.

20. Mit X und ¥ mbgen die Strecken bezeichnet werden,
welche die durch den Punkt @y gehende Tangente von den Achsen
der & und y abschneidet; man verlangt die Curve, welcher folgende
Eigenschaft zukommt

X4 y¥=Fr

Setzt man in der Dbetreffenden Differentialgleichung & = &=,
y = n", so kann man m und » leicht so wiihlen, dass die Gleichung
zwischen &, n, d§, dn die Form

, dn _ (dn

i \%
erhiillt und daher nach No. 19. integrabel ist. Als allgemeines In-
tegral findet sich eine Schaar von Hyperbeln, niimlich

und als singuliives Integral die vier Geraden

(@ = y)t = A2
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21. Wird analog die Curve verlangt, fiir welche

VaX 4 VyY =k
ist, so lassen sich die vorigen Substitutionen zu gleichem Zwecke
benutzen und geben, wenn die Wurzeln im absoluten Sinne ge-
‘nommen werden, als allgemeines Integral

:L; + = = a+ b=k,
und als singuliires Integral
a?%—|— y?‘= k?'.
22, Man sucht die Curve, bei welcher das Rechteck auns der
Subnormale und aus der Strecke, welche die Tangente auf der
Ordinatenachse abschneidet, = I%a: ist.

Durch die in No. 20. erwiihnten Substitutionen findet man als

allgemeine Aunflosung y? 2
alk. a®
und als singuliive Aunflisung
yt =4z

23. Fiir die Differentialgleichung

=y (=g —v) +#5L 0

erhiilt man mach demselben Verfahren dass allgemeine Integral

z 2
x Yy .
-, — =1 ab =k
“2 + b; ?
und ansserdem das singuliive Integral
da?y? = 1A,

24, Als allgemeines Integral der Differentialgleichung

2
() (o2
dx la

findet man nach derselben Methode
(@ — a) (y — b) = ab, b= —,

und als singulives Integral
y(Aa? 4 ky) = 0.
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25. Es bezeichne r dem Radiusvector des Curvenpunktes ay,
und u die Strecke, welche die Normale von der Abscissenachse ab-
schneidet; man verlangt die Curve, bei welcher die Relation gilt

r(r! — au)=a (r* — u?).

Jetrachtet man r als abhiingige Variabele, so findet man .
a 1 —&®
r4+ cx=ua(l — &) oder r= li—(F-—s (‘:39
wozu noch das singuliire Integral gehort
2

2
ﬂ+f=@+i
. da

2G. Setzt man in der Differentialgleichung

dy 3 dy 2
“Y\dx T

i = 2", so kann man dieselbe durch zweckmiissige Wahl von » auf

die Form ds, (dz)
- & dx da

bringen und nachher die in No. 19. gemachte Bemerkung anwenden.
s findet sich als allgemeines Integral

2¢?
ol A
ges g =i
und als singuliires Integral
oo a?
Vo £ U

27. Es bezeichne » die Normale, » den Abschnitt, welchen
dieselbe auf der x-Achse bildet, und es werde die Curve gesucht,
fiir welche die Gleichung gilt

E)+G)=

Mit Hiilfe der Substitution a? 4 »? = 2z bringt man die be-
treffende Gleichung leicht auf die in No. 26. erwiilmte Form und
erhiilt dann als allgemeines Integral

2
(& — oty = o (0 — )

und als singuliives Integral

xt

i
s R ha
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28. Die vorige Aufgabe ist ein specieller Fall des allgemeineren
Problems: die Curve zu bestimmen, in welcher die Normale eine
gegebene Function des Abschnittes ist, welchen sie auf der a-Achse
bildet.  Zur Integration der entsprechenden Differentialgleichung

]/1+(:’i)—f(“‘+”a;)

dient. wieder die Substitution a? 4 y* = 2z; das allgemeine Inte-

aral ist
(@ — o2 + 9 = [F(O)],
wozu noch ein singulires Integral kommen kann.

29. Man sucht die Curve, bei welcher das zwischen den Coor-
dinatenachsen enthaltene Stiick der Normale die constante Liinge «
besitzt.

Setzt man zur Abkiirzung Z—‘i = p und differenzirt die Differen-

tialgleichung
ap
LT
Pt p*
80 kann man dem Resultate folgende Form ertheilen
ypdp + (L +p*)dy _ apdp
V14 p - A4 )

k]

wo die linke Seite = d (y /1 + p?) ist. Nach dieser Bemerkung
erhiilt man

9 == - 1 = -C —1 s l
Y Y1 + e AT ],':J

und aus der urspriinglichen Differentialgleichung

R iy j..__f.‘_l.
_Vl-—-’-—p"’{ +T 1 JJ'JJ

Fiir p = tant ist auch

y=—Yacos®t 4 ccost, a=all + Leos®t)sint — csint.
Will man hieraus z eliminiren, so setze man fiir den Augen-
blick cos?®t =t und quadrire beide Gleichungen; diess giebt
at=(a —e?Fcla—e)t+ alc— fa)i* — Latt,

e?t — act® 4 La*f,

2

=

mithin
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a4yt =(a— e+ act — }at*

Hieraus lisst sich ¢ finden und durch Substitution des erhaltenen
Werthes in eine der vorhergehenden Gleichungen gelangt man zu
einer Gleichung zwichen & und .

Am einfachsten ist die Sache im Falle ¢ = 0, wobei a, und
y, statt @ und y geschrieben werden migen; die Gleichungen

Yy = — Yacos’s, xy = a(1 + Jcos’t)sint

geben dann mr 3 20 o SFky
4(xy? 4 yy° — &) = 2T a*y,".

Fiir den allgemeinen Fall ist nun
y =1y, + ccosr, & =ax, — esint

d. h. geometrisch: der Aufgabe geniigt nicht nur die vorige, durch
a, wnd y, ansgedriickte Curve, sondern auch jede hierzu parallele
Curve.
30. Die allgemeinere Differentialgleichung
dy dy
—o(2)
s da da

kann nach demselben Verfahren integrirt werden; es ergiebt sich

i it o AT YT R (1)
=l )

2 i .;p-__—_: ‘ ]Jfblf: d )}-
® = i {C Vit

Nimmt man zuerst ¢ = 0 und eliminirt p, so erhilt man als

X =

particuliires Integral eine Gleichung zwischen @ und y, welche man
als Gleichung einer Curve amsehen kannj das allgemeine Integral .
ist machher die Gleichung derjenigen Curve, welche der vorigen
in irgend einer Entfernung ¢ parallel liuft.

Kin Beispiel hierzu bildet die Gleichung

x -+ yp=r—--,-__k_1) —— 3
Ve+ gt
wobei @ verschieden von 8 sein mége. Fiir p = lant ergeben sich
die Werthe .
« cost
Gt —8 ]/acos'li: -;ﬂn’; + ecost,
Bk sint

— CSINT;

Ca— g . ]/aTrlsT’t -+ ﬁsmér
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im speciellen Falle ¢ = 0 folgt als particuliives Infegral

§+§=Qiﬁi

der Aufgabe geniigt daher der vorliegende Kegelschnitt und jede
demselben parallele Curve.

31. Die rechtwinkligen Coordinaten des Mittelpunktes der Polar-
normale migen u und » heissen; man sucht die Curve, bei welcher
die Mittelpunkte der Polarnormalen auf einer, durch die Gleichung

9
u®
)= —
2a
bestimmten Parabel liegen.
In Polarcoordinaten sind diec Werthe von # und »

dr . . g5 !
U= i{rcose —— Esma}, v=1% {rsme -+ @m.s 9}

woraus folgt
2
r=2(ucos0 4 vsin0) = Q(ucose |- :—(sfn&))-
l

Diese Gleichung soll benutzt werden, uwm w statt » als abhiingige
Variabele einzufithren. Nun ist, wenn man den vorstehenden Werth
von 7 in die Formel fiir » substituirt,

u? T du
ok =+ {cose - Esme} d—emso
d. h. weil » = — sein soll

2a
(7 du
(cose —+ Esmﬁ) e 0.
Hierans folgt einerseits # = ¢ und als Polargleichung der Curve
= 2((‘005‘0 -- %sme)

oder in rechtwinkligen Coordinaten
2
o2
a? 4yt = 2ca 4 — y.
o

Andererseits ergiebt sich # = — « co/0 mithin
2
cos*0
r=—ua
sin@

Schlémileh, Uebungsbuch II, 19
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oder in rechtwinkligen Coordinaten

Das erste Integral, welches eine Schaar von Kreisen bedeutet,
ist das allgemeine; das zweite, dem eine Cissoide entspricht, bildet
die singuliire Lisung.

32. Die vorige Aufgabe Lisst sich dahin verallgemeinern, dass

v == f(u)
gesetzt und die zugehorige Gleichung zwischen @ und y verlangt
wird.

Nach demselben Verfahren erhiilt man als allgemeines Integral

2 S .
@ gt = 2ex + 2/()y,
wozu noch ein singulires Integral kommen kann.

33. Zwischen den rechtwinkligen Coordinaten @, y und dem
vom Coordinatenanfange bis zum Punkte ay reichenden Bogen s
bestehe die Gleichung

$?—y*=2a(s — x);
man sucht die zugehiérige Curve,

Liist man die Gleichung nach s auf und differenzirt, so erhiilt
man folgende Differentialgleichung

" dy 20 e R
[(2:r —{t)t_la.; — y] =T (a® — 2ax 4 y*);

um sie zu vereinfachen setze man y = z» und bestimme z so, dass
dz N
(2e—a)=——2=0
dx

wird. Die iibrig bleibende Gleichung ist

dw

- = 2:'1". PN
I/m"'fn l a 2x —a

und hieraus erhilt man fiir 22 = a§® als Gleichungen der Curve

m=%a§"~’, y=1a {C(1+§)rc_é(1_§)’,+;}'

Die Verification zeigt, dass €= 1 genommen werden muss,

also = g =
e gﬂ,_g_’sl

oot gt =)
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,L’g—' (’“‘: L"; (3“:
8§ = (;{1 -+ e el _}_2}1

&

wobei die Elimination von ¢ keine Schwierigkeit haf.
34. Der Bogen s werde von einem noch zu bestimmenden Punkte
an bis zom Punkte ay gerechnet und es sei

(s — )= 24a*(s — x);

man sucht die zugehiirige Cnrve.
Setzt man s — y = w und betrachtet » als unabhiingige Va-
riabele, so ist einerseils ds — dy = du d. h.

ix\? j
dy = 5{(;?:) — 1} du,

3
u = 24a*(y — a 4 u) oder y= 3-:—“._; + & — u;

andererseits

durch Differentiation dieser Gleichung und Substitution des Werthes
von dy entsteht eine Differentialgleichung zwischen x und w, aus
welcher sich findet

2

u
Xr—Cc=1u +—'
~—da

Der vorige Werth von y wird nun
w?

w
y—e=tgtas

und aus der Gleichung s — y = u folgt schliesslich

92

) u ; ;
Nimmt man z. B. ¢ = « und i mit dem oberen Zeichen, so
@

erhiilt man Jdurch Elimination von

y= (> —a) ]/‘f—l—-};a,

s= (4ax -+ a) ]/iE — ta,

und hier ist s von derjenigen Stelle an gerechnet, wo s = 0 (. h.
a gleich ist dem speciellen Werthe

3 5:-_7-5— 3 3;7 /5
(I/“QV— + ]/ ,721_ - ] a=0,1038 ... a.
19*
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2
; wo . :
Nimmt man -— mit dem unteren Zeichen, so gelangt man zn

4a
derselben Curve.

35. Die vorige Aufgabe bildet einen speciellen Fall des allge-
meineren Problemes, ans der Gleichung

s—ka=[f(s—y)

die Gleichung der betreffenden Curve herzuleiten.
Nach demselben Verfahren erhilt man

e —e=tut Y3 W) F B —1-an,
y—ke= (k> — Vu—+ flu) + IrJVQf'(u) + 2 —1.du,
s — ke =ku-+ [(u) + kf]/?f'(u) + 2 —1-duy,

woraus im concreten Falle durch Elimination von w» Gleichungen
zwischen 2 und y, sowie zwischen & und s hergeleitet werden kinnen.
Der Punkt, von welchem ab s gerechnet wird, ist nachtriiglich durch
die Bedingung s = 0 zu bestimmen.

§ 40.

» Die Evolventen.

Allgemeine Formeln. Bezeichnen & und y die rechtwink-
ligen Coordinaten eines Curvenpunktes, & und % die Coordinaten
des zngehirigen Kriimmungsmittelpunktes, so wird die Evolute der
ersten Curve durch eine Gleichung von der Form

F(, n)=0
bestimmt; unter der Voraussetzung, dass diese Gleichung gegeben

ist, soll hieraus die Gleichung zwischen @ und » hergeleitet, d. h.
die Evolvente bestimmt werden. :

Die Verbindungslinie der Punkte ay und &w ist einerseits
Tangente an der Evolute, daher

d
y“’?=£(-’f‘— £);

andererseits bildet sie die Normale der Evolvente, steht also senk-
recht auf der durch den Punkt xy gehenden Tangente an der Evol-
vente, mithin ist
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dy dy
dé dax

Eliminirt man & wnd 5 aus den drei vorhandenen Gleichungen,

+1=0

. . y . de . d .
50 bleibt eine Gleichung zwischen a, y, TI iibrig und diese ist die
da :

Differentialgleichung der Evolvente.
Die Form dieser Differentialgleichung lisst sich im Allgemeinen
bestimmen. Aus der Gleichung #(§, n) = 0 folgt niimlich

n=r, j{; =7 ®

. dy : ; :
und wenn zur Abkiirzung ¥ Pt gesetzt wird, so gehen die zweite
2 .

und dritte Gleichung iiber in
y— (&) =/[&)-(x— 8§, filgh== —

oder wegen des Werthes von /()

| =

1

x4 py==§-+ of(E), f'(§)=*;-

Die letzte Gleichung liefert § ausgedriickt durch p, und nach
Substitution dieses Werthes enfsteht eine Differentialgleichung von
der Form

x + yp = P(p),
die immer integrivt werden kann. Dass ihr allgemeines Integral
cine willkiihrliche Constante enthiilt, bedeufet geometrisch, dass
einer gegebenen Evolute unendlich viele Evolventen entsprechen,
die einander parallel sind. ‘

Beispiel 1. Die gegebene Evolute sei eine semicubische Parabel,
mithin

. . (E—0n) o 7/ 2(E — &)
W= oy (- —bﬁ) oder 5 — — 3 V 7@3){ ) ,

.

wobei die Wurzel negativ genommen ist, damit dem unteren Zweige
der Evolute der obere Zweig der Evolvente entspreche; es ergiebt
sich dann die Differentialgleichung

h
x+yp=nh-+ 2? )
und als Integral derselben fiir p = tant

y=h colt 4 ¢ cost, &= §h cot*t — ¢ sint.

Der Specialfall ¢ = 0 lieter



204 Capitel 1X.

y=1V2ha;
die Evolvente ist also die vorliegende Parabel und ausserdem jede

Parallele zu digser Parabel. (Vergl. Thl. I., § 17.).
2. Die gegebene Evolute sei eine Parabel, mithin

E!
gyl
die Evolvente ist dann durch folgende zwei Gleichungen bestimmf
y= (LA ltanft + ¢) cosr,
x=—4hcotr — (h ltanfz 4 ¢) sinz.

3. Die gegebene Evolute sei die sternférmige, durch die Glei-
chung

g of =t

bestimmte Curve; die Evolvente ist dann einerseits die Curve sechsten
Grades, deren Gleichung lautet

4(a? 4 y* — a¥)? = 27 4%y

sowie andererseits jede Parallele zu dieser Curve.
4. Wenn die gegebene Evolute eine Keftenlinie, mithin

n=+4a (43}f -+ f.'.“ %)

ist, so findet sich als Differentialgleichung der Evolvente

gy i 2o T3 1)
x4+ yp=a {[/1 +pz+!(’/+7-)[
P
und hieraus fiir p = tanv
. Yy = a sint + ¢ cosr,
x = a (cost -+ llan{t) — c sinT.
Im Falle ¢ = 0 giebt die Elimination von 7
b M T 42
x=Va' —yt — %!(f_‘_I‘ ’/(i ."_/f];
@« — Vuz —
die FEvolvenfe der Kettenlinie ist also die Tractorie der Geraden
und jede Parallele zu letzlerer Curve.
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§ 41

Die Trajectorien.

Allgemeine Formeln. Die Gleichung einer Curve enthalte
ausser den Coordinaten noch einen Parameter, durch dessen stetige
Aenderung eine Schaar von Curven derselben Art entsteht; dann
heisst Trajectorie der erwiihnten Curven jede neue Linie, welche
alle jene Curven unter einem und demselben Winkel schneidet.

In rechtwinkligen Coordinaten sei die Gleichung der gegebenen
Curve

f(:fs Y, h) =0
und darin /% der veriinderliche Parameter; durch Differentiation er-
giebt sich
of(x, y, k) of(x, y, &) ,
e d + = Py =0

oder, wenn t den Winkel bezeichnet, welchen die Tangente im
Punkte xy mit der ax-Achse einschliesst,

lant = — —

Durch den Punkt @y gehe ferner die Trajectorie und es sei
7, der Winkel, welchen die Tangente an der Trajectorie mit der
- Achse bildet; dann ist
dy

lant) = —-
. da

Der gegebenen Bedingung zufolge muss die Differenz r, — =
einem constanten Winkel « gleich sein, dessen trigonometrische
Tangente # heissen mige, mithin

{rmt. — {(mr

P =3
1 lant, lan t
substituirt man die Werthe von tant, tent, und beachtet, dass &
in der Gleichung der Trajectorie nicht mehr vorkommen darf, so
gelangt man zu der Regel: durch Elimination von % aus den Glei-

chungen
f({t?, Y, h) =0,
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( ()‘/ _l_af) dy _l_?)f i -
&

oyl dx r)J

ergiebt sich die Differentialgleichung der Trajectorie. Tm speciellen
Falle « = J=, d. h. wenn die Trajectorie eine orthogonale sein
soll, wird tant - tant, = — 1 und dann ergiebt sich die Differential-
~rlelcluuw der Trajectorie durch Elimination von 4 aus den Glei-
chungen

. \ of dy or
@ ) =0 st Al ARRERE- (SRR )
[, y, &) ) G5 05 | o8 (

«

Die im allgemeinen Infegrale der Differentialgleichung vor-
kommende willkiihrliche Constante liisst sich bestimmen, wenn die
Trajectorie durch einen gegebenen Punkt gehen soll.

Falls die urspriingliche Curve durch Polarcoordinaten ausge-
dritckt und ihre Gleichung

Flr,; 0, B =10
ist, gilt eine vollkommen analoge Betrachtung. Die Winkel ¢ und
@, welche die Tangente an der gegebenen Curve und die Tangente
an der Trajectorie mit dem gemeinschaftlichen Radinsvector » hilden,
sind niimlich an die Bedingung @, — @ == e gebunden; die Diffe-
rentialgleichung der Trajectorie ergiebt sich daher durch Elimination

von % aus den Gleichungen

Fir, 0, k) =0,

( oF ,F)d_,- (6F+ ﬁp)_o
20— " ar) ae T Ty

Im speciellen Falle ¢« = f= ist einfacher

oF dr or ;
F(r, 0, k) =0 — e — — = (.
i 8 ) 2 00 do or

Fiir die im allgemeinen Integrale vorkommende Constante gilt
wieder die frithere Bemerkung.

Beispiel 1. Dic gegebene Cnrve sei eine Gerade, mithin

ha®— y=0;

es ist dann

(ubgl) +h-[—m_0

und durch Elimination von £

(L)t

da
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Als Integral dieser homogenen Differentfialgleichung erhilt man

- o 9
x® y* ?

. ul( —{_, Y ) = arclan y oder r=ce*.

e? x

Die Trajectorie eines Strahlenbiischels ist demnach eine loga-
rithmische Spirale, welche im Falle « = 0 d. h. # = 00 zu einem
concentrischen Kreise wird.

2. Ein rechter Winkel bewege sich so, dass sein Scheitel auf
einer gegebenen CGreraden fortriickt und der eine Schenkel immer
durch einen festen Punkt geht; man sucht die orthogonale Tra-
jectorie des anderen Schenkels.

Nimmt man die gegebene Gerade zur Abscissenachse und die
vom festen Punkte darauf gefiillte Senkrechte zur Ordinatenachse,
50 hat man als Gleichung der zu durchschneidenden Geraden

(e —h) —ay=20

mithin als Differentialgleichung der Trajectorie

a dy
SV S )
Darauns folgt
1 { .(1—{—]/1-%1)'4’)]. -
y= c—al|l—— - -

Vi4p P /
die Elimination von p aus den beiden letzten Gleichungen fithrt zu
der gesuchten Gleichung zwischen @ und .

3. Eine Gerade bewege sich so, dass die zwischen den Coor-
dinatenachsen enthaltene Strecke derselben die constante Liinge «
besitzt; man sucht die orthogonale Trajectorie dieser Geraden.

Aus der Gleichung der beweglichen Geraden

2 e S——
kT Yat—n?

ergiebt sich als Differentialgleichung der Trajectorie
11
e ¢ —— 8
p

das Integral dieser Gleichung ist bereits in § 39., No. 29. ent-
wickelt worden.

4. In Fig. 56. sei # ein leuchiender Punkl, €2 die Trennungs-
linie zweier durchsichtigen Media von verschiedener Brechbarkeit,

.
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FM ein Lichtstrahl, welcher bei M jene Trennungslinie {rifft und
nach dem bekannten Gesetze

sinNMF
smN, P~ "
gebrochen wird; man sucht die orthogonale Trajectorie der ge-
brochenen Strahlen P 0.
Nimmt man CF und CD zu Coordinatenachsen und setzt
¥ig. 5. CF=g, CM=", so ist die
Gleichung des gebrochenen Strah- -
les
S RSOl . DPIRE ve (.
Vg 4w —1)r2 "
fiir die Trajectorie ergiebt sich
die Differentialgleichung

}

. = wgp
x—+yp o Ay
welche nach § 39., No. 30. in-
tegrirt werden kann. Die ein-
fachste der gesuchten Trajecto-
rien ist ein Kegelschnitt, wovon
C der Mittelpunkt, F ein Brennpunkt und dessen Haupthalbachse

ol ist; die itbrigen Trajectorien sind Parallelen zu jenem Kegel-
schnitte.
5. Man sucht die Trajectorie aller durch die Gleichung
Yy = ot
charakterisirten parabolischen Curven.
Die Differentialgleichung der Trajectorie ist
¥\ dy y
§ ey 2 ) L4
( s .'J:) dx el x
und kann wegen ihrer homogenen Form leicht integrirt werden,
wobei die Fiille (w — 1)? — 4#*uw > 0, = 0 und << 0 zu unter-
scheiden sind. Fiir eine orthogonale Trajectorie ergiebt sich die
Gleichung
at 4yt = C.
6. Es soll die orthogonale Trajectorie aller confocalen Ellipsen
aufgesucht werden.
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Bezeichnet « die veriinderliche grosse Halbachse, ¢ die unver-
iinderliche lineare Excentricitiit der Ellipse, so ist die Differential-
gleichung der Trajectorie

Nach § 39., No. 16. hat man als Integral derselben
Y 1

c ' c—e 7

Fiir € > ¢* wiirde die Trajectorie eine Ellipse sein, welche
aber .die gegebene Ellipse nicht schneidet; es muss demnach € < ¢*
genommen werden, wodurch Hyperbeln entstehen, welche der Ellipse
confocal sind.

Wird umgekehrt die Trajectorie einer Schaar confocaler Hyper-
beln gesucht, so findet sich eine confocale Ellipse.

7. Die orthogonale Trajectorie von Ellipsen, welche dieselbe
grosse Achse und verschiedene kleine Halbachsen besitzen, ist be-
stimmt durch die Gleichung

a? - y? = 2d® !(%) .
8. Wenn in dey Curvengleichung
Aa™ 4 By =1

A constant und B veriinderlich ist, so wird die Trajectorie der ent-
stehenden Curven durch folgende Gleichung bestimmt

. ; 2n
Anat 4 my?) = p— ai=m 4+ ¢, wenn m 2 2,
. x
Ana® 4+ 2y*) = 2n t(-g) ; wenn m = 2.
9. Lisst man in der Gleichung
o k
"1 -+ & cosO

die Grisse & sich stelig éndern, so erhilt man eine Schaar von
Kegelschnitten, welche denselben Halbparameler £, dagegen ver-
schiedene numerische Excentricitiiten besitzen; die Trajectorie dieser
Kegelschnitte hat zur Polargleichung

. e
sin® = — ek,
r
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wofiir in rechtwinkligen Coordinaten gesetzt werden kann

= (o]

10. Setzt man in der Gleichung

. Bh 2
Yy = oy (2ax — x?)
a*

I R Y ' <,
das Verhiiliniss (—) gleich einer Constanten p und liisst @ variiven,
a
so erhiilt man eine Schaar dhnlicher Ellipsen, die einander im Coor-
dinatenanfange beriihren; die Trajectorie dieser Ellipsen hat zur
Gleichung
2 —wa®ty' =y, i #§2,

e y"l(?(;), fiir p=2.

11. Die Trajectorie einer Curve zu finden, wenn letztere in
ihrer Ebene parallel einer gegebenen Richtung verschoben wird.

Legt man, unfer Voraussetzung eines rechtwinkligen Coordi-
natensystemes, die y-Achse in die gegebene Richtung und bezeich-
net mit

y=o(x)

die Gleichung der Curve in ihrer anfinglichen Lage, so ist die
Gleichung der Curve in irgend einer anderen Lage

y—h=gp(x)

mithin nach den allgemeinen Vorschriften
’ dy ’
{mp(.:r:)-—ll dJ + ¢’ (2) +%=0.

Der Elimination von % bedarf es hier nicht erst, weil £ in der
vorliegenden Gleichung nicht mehr vorkommt; die Gleichung der
Trajectorie ist demnach

y— ¢ = a4 (@) da.
1 — ¢’ (2)
Fiir die semicubische Parabel

y=%_ —

ergiebt sich hieraus als orthogonale Trajectorie die gewshnliche
Parabel
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y=c— QVH

12. Die Trajectorie einer Curve zu finden, wenn letztere in
ihrer Ebene um einen festen Punkt gedreht wird.

Der gegebene Punkt sei der Coordinatenanfang eines Polar-
gystemes und :

0=1v(r)

die Gleichung der Curve in ihrer wrspriinglichen Lage; fiir eine
spiitere Lage ist dann

0 — B =Nir),

mithin nach den allgemeinen Vorschriften
, dr /
{x + ro (r)} i {l — %Y (1)} =0

Der Elimination von  bedarf es hier nicht, mithin ist die Po-
largleichung der Trajectorie

Sepogl) de

e 1 —%rp'(r) r

Rotirt z. B. eine Ellipse um ihren Mittelpunkt, so hat man
als Gleichung derselben

(b Vuz - _p)
0 = arctan | — S
a r- — b
und als Gleichung der .orthogonalen Trajectorie
1 i ] T
Oﬁ,,=_fw___ =,
ab r
d. i,, wenn mit Hiilfe der Substitution r* = u integrirt wird,
V(;:Te)(ﬁtgz) (b I/aﬁ':__;ﬁ)
— — ], s _
3] ¥ T - arctan = . guasgr
a* -+ v? ]/r'"" —
+_2(;b_ arclan P R—
Liisst man einen iiber dem Durchmesser & construirten Kreis

um den einen Endpunkt des Durchmessers rotiren, so hat man als
Gleichung des Kreises

?
r=>0cos0 oder 0 == arccos A

und als Gleichung der orthogonalen Trajectorie

T 2
0 — y = — {’_/b i arceos %} 2

r
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Die Trajectorie ist demnach die Tractorie eines mit dem Ra-
dius & beschriebenen Kreises.

§ 42.

Die Rolleurven.

Allgemeine Formeln. Auf einer festen Curve, welche die
Basis heissen mige, werde eine bewegliche Curve fortgerollt, olne
dass ein Gleiten stattfindet; irgend ein bestimmter Punkt in der
Ebene der rollenden Curve beschreibt dann eine neue Linie, welche
eine Rollecurve genannt wird.

Um die genannte Bewegung zu veranschaulichen, denke man
sich erst zwei gebrochene Linien 4 BC D EF wnd 4,B,C, D E, (Fig.57.)
deren correspondirende Sei-
ten gleich sind niimlich
AB = A,B,, BC= B,C,,
CD=CyD,, DE= D,E,
ete., und betrachte A BCDEF
als Basis, 4,B,C,D,E, als
rollende Curve, wobei in
der primitiven Lage der
letzteren 4,8, mit AB zu-
sammenfallen mge. Die
niichstfolgende Lage von
AyB,C, Dy E, ist dann die-
jemige, bei welcher B,C,
anf BC fillt; sie wird herbeigefiihrt durch Drehung der beweglichen
Curve um £, und hierbei beschreibt jeder in der Ebene dieser
Curve liegende Punkt P, einen Kreisbogen P Py, dessen Radius
BP, und dessen Centriwinkel = [ C, BC ist. Auf analoge Weise
entsteht die dritte Lage durch Drehung um €, wobei P, wieder
einen Kreisbogen P, P, beschreibt, dessen Mittelpunkt € und dessen
Centriwinkel = D, CD ist u. s. w. Wenn demnach ein Polygon
auf einer gebrochenen Linie rollt, so besteht die Rollenrve P P, P,P,P,
aus einer Reihe von Kreisbiigen. Liisst man die Polygonseiten un-
endlich abnehmen und denkt sich die Basis sowie die rollende Curve
als Grenze eines eingeschriebenen Polygones, so wird die Rolleurve
zur Einhiillenden jener Kreisbtgen; ihre Gleichung liisst sich daher
nach den Thl. I., § 25. gegebenen Methoden entwickeln.
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In Fig. 58. sei die Basis 40 B auf ein rechtwinkliges Coordi-
natensystem bezogen und zwar ON = §, N( = n; die Anfangslage
der rollenden Curve sei €, 0, D, und es falle dabei €, auf A; ihre
Gleichung sei in Polarcoordinaten ausgedriickt, deren Pol der be-
schreibende Punkt P, sein mige, also L€, P,0, =0, P,0,=r.
Ist nun CQD eine spiitere Lage der beweglichen Curve, in welcher
sie die Basis in 0 Dberiihrt, so hat man erstens arc CO=areC, 0,
= arcAQ d. h.

A) jfﬂ+r_ W—/Vﬁk” ik

zweitens ist 0 der Mittelpunkt und O P der Radius eines der Kreise,
als deren Einhiillende die Rollcurve betrachtet werden kann, daher
fir OM =a und MP=y

B) (c— 8 + v — )t =1
Nachdem man 6 durch », und
1 durch & ausgedriickt hat, enthal-
ten die Gleichungen A) und B) die
beiden veriinderlichen Parameter »
und &, von denen sich aber nach
A) der eine durch den anderen aus-
driicken liisst; die Gleichung B) kann
daher so gestaltet werden, dass sie
ausser a, y und etwaigen Constan-
ten nur § oder » enthiilt, und dann
ergiebt sich die Gleichung der Roll-
curve durch Elimination von £ resp.
r aus der Gleichung B) und ihrem
nach § resp. » genommenen par-
tiellen Differentialquotienten.

Beispielweis mag die Curve
bestimmt werden, welche der Pol
einer logarithmischen Spirale beschreibt, wenn letztere auf der
Augsengeite eines Kreises rollt. Hier ist

e T — r
e )

ferner nach A), wenn ¢ eine willkiihrliche Constante bezeichnet,

VI+P"'r=a(c—a-arr'r'os§)
a
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und nach. B)
(e — & 4+ — V@ — B = 1 =)’
@ ! a® — =T ¢ — a-arccos > ) -
Setzt man zur Vereinfachung

arccos - = o, = tanf, e=ay
a

so wird aus der vorhergehenden Gleichung
@ 4 y' — 2ax coso — 2ay sinw 4 a* = a*(0 — y)? cos*f

und es ist mun @ als willkiihrlicher Parameter anzusehen, in Be-
ziehung auf welchen die Differentiation giebt

a sinw — y coso = a(® — y) cos*p.
Um o zu eliminiren und gleichzeitig von rechtwinkligen Coor-
dinaten zu Polarcoordinaten iiberzugehen, setze man
xz =— R cos®, y =R sin®

und gebe den beiden vorigen Gleichungen die Formen
R+ a? — a* (o — y)? cos®
= T e

2a
R sin (0 — 0) = a(w — p) cos®p.

) Reos(m — 0) =

Die Summe der Quadrate beider Gleichungen gestattet fol-
gende Darstellung

4a' (0 — ¢)? cos®f sin*f = [R* — a* — a*(w — y)* cos®B)?,

diese liefert

(@ — ) cosB ~+ sinfp = ]&a*ﬂ’_ﬁ

a
oder nach Division mit cosf und wegen tanf — p

T/ DS 0 oo
D) m-——yiy:ZR a’ cos* B

& 2

a cosfs

wobei rechter Hand nur das positive Zéichen zu nehmen ist, weil
w und R gleichzeitig wachsen. Multiplicirt- man ferner die zweite
der Gleichungen C) mit — fenfl =  p und addirt sie zur ersten,
so erhiilt man
cos(w — @ 4+ ) R*+a® — (0 — y + p)? a® cos* B - a? sin? B
T esp 2a

d. i. vermige des Werthes von @ — y -4
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P (0 — O 4 B _

cosf3

oder

m—@iﬁ:—-—-drccosg—cl?:ﬁ-
Zieht man diese Gleichung von D) ab, setzt zur Abkiirzung
@ cosf3 = A und bezeichnet mit 1" eine willkithrliche Constante, S0
ergiebt sich

R* — 42 A
@—P=V——— — drecos —

R

die Rolleurve ist demnach die Evolvente eines mit dem Radius

A=

Lanee o
V14w
beschriebenen Kreises.

Die vorige Methode hat die Unbequemlichkeit, dass sie die
Rectification der Basis und der rollenden Curve voraussetzt, und es
ist daher meistentheils vortheilhafter, den Zusammenhang zwischen
&, r, « und y durch Differentialgleichungen auszudriicken. Die
Gleichung B) giebt nun durch partielle Differentiation nach §

) : dn dr
1—§+(ym7})5§+"d—§——0,
ferner ist nach A)

Vit () o= 1+()

und wenn man den hieraus folgenden Werth von d—g in die vor-

hergehende Gleichung substituirt, so folgt

[e— e+ w—n 3] 1+ (-29)'+ Y ()=

Man bemerke nun noch, dass sich im Punkte P die Rollcurve
und derjenige von den eingehiillten Kreisen beriithren, welcher PQ
zum Radius und @ zum Mittelpunkte hat, dass mithin PQ nicht
nur Normale dieses Kreises, sondern auch Normale der Rolleurve

sein muss, also
dy _ x—§

dx y—n

Unter Benutzung der abkiirzenden Zeichen
Schlémileh, Uebungsbuch IL 20
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dg (4 R dy
at- " @@= "' dz—

lassen sich die drei hauptsiichlichen Gleichungen folgendermaassen
schreiben
. B2 2 2 Ik S 6
X — & y— = _— T,
( §°+ (y —m) il 2 v
Cnd S 2 ) RS
Vit7? yrt 2

die beiden ersten geben

W) ime= b= Y ek

. e

Vit Vi

und durch Substitution dieser Werthe geht die dritte Gleichung
tiber in

) _|_ BT o L
B
Die Gleichungen E) und F) konnen direct durch folgende ein-
Fig. 58, fache geometrische Ueberlegung ge-
- funden werden. Da PQ Normale
der Rollcurve ist (Fig. 58.), so hat
man
dy
tanMP(Q) = —— =
an M P e b,
P
sinMPQ ="
Vi+p
i )
cosSMPQ — ——
Y1+
‘ mithin, wenn die Curve CQD auf
¥ ,’I /':‘ i der Aussenseite von 40 B rollt,
L ~ 1’ ; } s
VP i1 3 RO= PO -sinMPQ
"u "l | ’I i rp
D, fol o Al B e
0 T MN Vl +

P=— PQ-cosMPQ d. i. y — n= e
R 0-co 0 y—n= V s _|_ p_,
Zieht man ferner die Gerade (T, welche sowohl die Basis ald
die rollende Curve berithrt, und setzt [ PQT =@, [ QTN =71,
s0 hat man
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i P
lanp — —, tant = n
r

ferner o = [ POQR + [ROT = {n — L MPQ + =,
1
tangp = cot(MPQ) — 1) = tan (WG =)

d. i. vermdge der Werthe von fang, tan MP(Q und tant
r_1+»7

-

Y p—

Falls die Curve ¢ QD auf der Innenseite von 40 B rollt, in-
dert » sein Vorzeichen.

In den Gleichungen E) und F) lassen sich, wenn die Basis
und die rollende Curve gegeben sind, % durch &, und » durch
ausdriicken, so dass jene drei Gleichungen nur mnoch z, y, p, § und
. 0 enthalten; durch Elimination von & und 6 entsteht eine einzige
Gleichung zwischen @, y, p, und diese ist die Differentialgleichung
der Rolleurve. Bei geradliniger Basis ist, wenn dieselbe zur Ab-
scissenachse genommen wird, 4 = 0 und dann einfacher
7 1

y=—_|"—/1'_—{j—;: i'?: »

wo es nur der Elimination von 8 bedart.

Die Gleichungen E) und F) dienen zweitens zur Lisung der
Aufgabe, aus den Gleichungen der Basis und der Rolleurve die
Polargleichung der rollenden Curve herzuleiten. In diesem Falle
sind niimlich y und p als Functionen von @, # und %" als Functionen
von & gegeben, mithin kimnen jene drei Gleichungen so dargestellt
werden, dass nur 7, #, & und & darin vorkommen. Nach Elimina-
tion von x und £ bleibt eine Gleichung zwischen » und 7" iibrig,
welche die Differentialgleichung der rollenden Curve ist.

Endlich ktnnen die Gleichungen E) und F) benutzt werden,
um die Basis zu finden, auf welcher eine gegebene Curve rollen
muss, wenn ein bestimmter Punkt in der Ebene der letzteren eine

G)

vorgeschriehene Rollearve beschreiben soll.  Driickt man in diesem
Falle ¥ und p durch @, sowie » und »" dorch 0 aus, so enthalten
jene drei Gleichungen die Variabelen & #, %, @, 6, und nach Eli-
mination von x und 6 bleibt die Differentialgleichung der Basis
iibrig.

Beispiel 1. Man sucht die Curve, welche der Brennpunkt einer

Parabel beschreibt, wenn letztere auf einer Geraden rollt.
20°%*
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Bezeichnet ¢ den Abstand des Brennpunkts vom Scheitel, so ist

2a a

T 1F cosb =cosﬂ1}9
und die Gleichungen &) werden

r

&

144 ps

daraus folgt als Differentialgleichung der Rolleurve
¥t = (1 4 pY).

Das Integral derselben ist

(=3

= sec* 10, tan®30 = p?;

@
=9

Denkt man sich als primitive Stellung der Parabel diejenige,
bei welcher die Achse senkrecht zur o -Achse, mithin der Brenn-
punkt am tiefsten liegt, so muss fiir £ = 0, y = a werden; diess
giebt ¢ = @ und als Gleichung der Rollcurve

= 2
y=§-a(e“+e “);
woraus hervorgeht, dass die Rolleurve eine Kettenlinie ist.
2. Eine hyperbolische Spirale rollt auf einer Geraden; man
sucht die vom Pole der Spirale beschriebene Curve.
Aus den Gleichungen G) erhiilt man wegen 76 = «a

PR
m=f]/a—yidy—]—c;

die erzeugte Rollcurve ist also die Tractorie eines mit dem Radius
a construirten Kreises.
3. Eine Kreisevolvente rollt auf einer Geraden; man sucht die
vom Pole der Evolvente beschriebene Curve.
Da sich die Polargleichung der rollenden Curve nichi auf 7,
wohl aber auf 0 reduciren liisst, nidmlich
6= :—2 — Arecos <,
a r
so behandelt man in den Gleichungen E) nicht 0, sondern » als
unabhiingige Variabele; es ist dann
. r? rt—a® 1
Y=t — =3
1+ p a? »*
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woraus folgt, dass die Rollcurve eine durch die Gleichung
y:=2a(x 4+ ¢)
charakterisirte Parabel ist.
4. Man sucht die Curve, welche von dem Pole einer Cardioide
beschrieben wird, wenn letztere auf einer Geraden rollt.
Schreibt man die Polargleichung der rollenden Curve in der
Form

r==">0bcos’§0 oder O = 2drccos I/% )

wo b den vierfachen Radius des erzeugenden Kreises bedeutet, so
erhiilt man als Gleichung der Rolleurve

:
xr—C = ..L..‘.iy_.
Vi _ A

Die noch erforderliche Integration ldsst sich mittelst der Sub-
stitution
Wt

—f=z

ausfithren, wodurch schliesslich entsteht
[(w—e)* + > — 4b*]? 4 270%y* = 0.
Denkt man sich als anfiingliche Stellung der Cardioide diejenige,
bei welcher der Pol am hochsten liegt, so entsprechen einander die

Anfangswerthe @ = 0 und y = b; daraus folgt ¢ = 0 und in Po-
larcoordinaten

(4 b — R2)3
27 b* R?

5. Die Curve, deren Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten ist

“'1§ = .'l:g = “§

rollt auf einer Geraden; man sucht die vom Mittelpunkte dieser
Curve beschriebene Curve.

Die Gleichung der rollenden Curve lisst sich durch die beiden
Gleighungen ersetzen

sint@ =

x; = acos’w, ¥y = a sin*w
oder in Polarcoordinaten
r? = a?(cos® 0 4 sinw), lan® = tan* w ;

die Gleichungen G) werden hiernach
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9ot in®

@’ (cos’o 4 sin®w) , I D s
Y+ r’

und liefern durch Elimination von e die Differentialgleichung

¥ (p* + 1) =at.
Durch Integration derselben ergiebt sich, dass die Rolleurve
eine aus den Halbachsen }a und {a construirte Ellipse ist.
8. Eine logarithmische Spirale, deren Gleichung ist

o—(})

rollt auf der Aussenseite eines durch die Gleichung

gn=d
bestimmten Kreises; man sucht die Rollcurve, welche der Pol der
Spirale beschreibt. ==
Die Gleichung F) giebt wegen n — J/a? — &

Y=

7(!(%,:’&@?; ?
V(4 @+
ferner ist zufolge der Kreisgleichung
VA +uh) 1+ p?)
und nachher wegen « 4+ yp =& + yp
x4 yp=d4dy1+ p, Aﬁr-‘—,—:?-,

ki

Das Integral dieser Differentialgleichung besteht fi p = tant
aus den beiden Gleichungen
a = A(cost + t sint) — ¢ sint,
y = A(sint — v cost) + ¢ cosrt.

Fir @ = Reos®, y = Rsin® erhiilt man aus der Quadrat-
summe dieser (leichungen

R _ 4
T —_— E ..=VR _‘i . .
A A ’
. . Y
ferner giebt der Quotient i tan ®
t — lan @
§ e ant an® (s — 8)

A S 1—|— tant tan ®
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mithin
‘'R _ 12
T — O = Arctan (t —_— %) = Arctani—/ i o

A
H_.A. —
= rccosR

und wenn man diese Gleichung von der zweitvorhergehenden ab-
zieht, so bleibt .

¢ YR—2 4
@ _—— == — —_ b — ¥
7 i Arecos R

woraus hervorgeht, dass die Rolleurve als Evolvente eines mit dem
Radius 4 beschriebenen Kreises betrachtet werden kann.

7. Man soll diejenige Curve finden, welche durch Rollen auf
einer Parabel eine gerade Linie erzeugt, die mit der Parabelachse
zusammentfiillt.

Benutzt man die Gleichungen

"1=me, ﬂ’=;/_kk' .'I"_*O» P=O,

so gelangt man zu der Differentialgleichung
dr

Eézik:

welche zeigt, dass die rollende Curve eine Archimedeische Spirale,
und der beschreibende Punkt ihr Pol ist.

8. Man sucht diejenige Curve, welche durch Rollen auf einer
Parabel eine Gerade erzeugt, die mit der Scheiteltangente der Pa-
rabel zusammenfillt.

Aus den Gleichungen

i ) iy o '
7?‘—‘1/"'5: 'T:il/g' x=0, p=00

erhiilt man die Differentialgleichung

do k
e e 1
'dr ig/r’

o k
=0 =" .
9. Auf welcher Curve muss eine Ellipse rollen, wenn ein
Brennpunkt derselben eine Gerade’ beschreiben soll?
Die Gleichung der Ellipse sei :
b? an b

= — . ithin r — = — — - —— 5
« —ccos® dr Vr(2a — r) — b2

deren Integral ist

r

r
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ferner die Gleichung der beschriebenen Geraden
y=—ua-+ e mithin p=20;
die Differentialgleichung der Basis wird dann
bdy
V2en —of
und als Gleichung der Basis folgt hieraus
B 5—3)
n = e(l — L:OS 3

Setzt man die willkiihrliche Constante ¢ = 0, so ist die pri-
mitive Lage der Ellipse diejenige, bei welcher ihre grosse Achse
senkrecht auf der Basis steht.

10. Auf welcher Basis muss eine Cardioide rollen, wenn deren
Pol eine Gerade beschreiben soll?

Aus den Gleichungen

r="5(1+ cos0), y=20

erhiilt man als Differentialgleichung der Basis

d_"i_]/“‘—ﬂ.
dgi n

die Basis ist demnach eine Cycloide, deren erzeugender Kreis den
Radius b hat.
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