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Differentialgleichungen erster Ordnung.

§ 30 .

Allgemeine Regeln .

1. Die Integration einer Differentialgleichung zwischen den

Variabelen x , y und ~ ist am einfachsten , wenn die Sonderung

der Variabelen ausgeführt , d. h . wenn die Differentialgleichung
auf die Form

<f>{x ) dx ty (y) d y = 0

gebracht werden kann , wobei <p (x ) eine Function von x allein , und
ebenso {y) eine Function von y allein bezeichnet . Durch Integration
entsteht nämlich sofort die allgemeine Integralgleichung

2. Wenn eine Differentialgleichung homogen , d . h. unter der
Form

enthalten ist , so lässt sich zwar im Allgemeinen die Sonderung der
Variabelen nicht bewirken , substituirt man aber

so kann man in der neuen Differentialgleichung zwischen x und /
die Variabelen trennen und erhält

l <p (x ) dx -)- Jf (y) dy — Const.
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Nach Ausführung der Integration liefert die Restitution l = —x
das gesuchte allgemeine Integral .

Dasselbe Verfahren passt auf die nichthomogene Differential¬
gleichung

S =! + «*>•' ©
und liefert

[ dt / f (x ) . ■* yJ W) + '
3 . Die Substitution neuer Variabelen bildet überhaupt das

wichtigste Mittel , um Differentialgleichungen in andere Differential¬
gleichungen umzuformen , deren Integration leichter ist , als die der
ursprünglichen Differentialgleichung . Allgemeine Regeln lassen sich
hierüber nicht geben , doch mögen einige häufiger yorkommende
Fälle erwähnt werden .

a. Setzt man in der Differentialgleichung

y 1 = 2 , so wird die Gleichung homogen und lässt sich nachher
mittelst der Substitution z = xl integriren ; diess giebt

r dt , , „ y2

b . In der Differentialgleichung

^ = yiF (xy)
führt die Substitution xy — u zur Sonderung der Variabelen , so
dass entsteht

/ ■ ■ 2 = lx + C’’ u = X,J -u ~r u F (u)

c. Wendet man die vorige Substitution auch bei folgender
Differentialgleichung an

£ + | = /■(*) - n * y),
so erhält man

J ==J ^X>dX C’ U===X'J'
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d. Substituirfc inan in der Differentialgleichung

ax + iy = z , so giebt die Sonderung der Yariabelen

dz/
e. In der Differentialgleichung

« + = fw f (/ x1+ y:)

führt die Substitution x * y'1 — r l zur Sonderung der Yariabelen
und liefert schliesslich

j = / f (x ) dx + C, r = ]/ x l + yl .

4 . Die ziemlich allgemeine Differentialgleichung

(lyx+ 9°W•1/+‘̂ (a;)= 0
lässt sich dadurch integriren , dass man y als Product zweier neuen
Yariabelen u und v ansieht und

du \ , \ n
dx + ^ ^ °

setzt ; es ergiebt sich

y = [ e- M x) [ c —j v (x ) M 'x) du-] .

Auf die erwähnte Differentialgleichung lässt sich die folgende

rO ) y x + 9>(« ) f ( z ) + i />(ar) = 0

zurückführen , wenn f (z) = y gesetzt wird ; das Resultat ist

f ( z) = [ e- M x) rf'T] [ C —j tp (x ) e ^ dx dx \ .

5 . Sehr häufig ist es vortheilhaft , für x und y gleichzeitig
neue Variabele einzuführen . Beachtet man z. B ., dass die Differen¬
tialgleichung

dy x
dx y — b

unter der Form
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2 {y — b) dy
2x dx

dargestellt werden kann , so erkennt man die Zweckmässigkeit der
Substitutionen

y‘l — 2by = rj,

wodurch die Differentialgleichung homogen wird , nämlich

dt, UJ

6. Wenn in der allgemeinen Differentialgleichung

<p (x , y) dx + y) dy = 0

die linke Seite das totale Differential einer Function f (x , tj) ist , so
bildet die Gleichung

f {x , y) — Const.

das allgemeine Integral der gegebenen Differentialgleichung . Be¬
zeichnet man die vorkommenden Functionen kurz mit i/j, f , so
giebt die Gleichung

d <p dip
dy dx

die Bedingung an , unter welcher cp. dx . dy = df ist , und
wenn cp und ty der ebenerwähnten Bedingung genügen , so lässt sich
das allgemeine Integral f = Const. folgendermassen ausdrücken

^ V ■dx . dy — ~ Const.

Die Integrationen beziehen sich hier immer partiell auf die
Yariabelen , deren Differential unter dem Integralzeichen steht .

Die obige Bedingung ist z. B. erfüllt bei der Differentialgleichung

(ax -f - ßy 2) dx + (2ßxy + yy 3) dy = 0 ,

und daraus ergiebt sich als allgemeines Integral

^ax 2 - |- ßxy 2 -f- {-yy 4 = Const.

7. Wenn die vorhin erwähnte Bedingung nicht erfüllt und dem¬
zufolge cp. dx i!>. dy kein vollständiges Differential ist , so giebt
es doch einen Factor y (x , y) oder kurz % von der Beschaffenheit ,
dass das Product

cpy. dx -\ - ^ i . dy

ein totales Differential bildet . In der Gleichung z. B.
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(xm-(- y)dx —- xdy — ü
ist die linke Seite kein vollständiges Differential , aber nach Zusatz

des Factors — i entsteht ein solches und zwar
X '

x du — 1/ dx•’ ' .-m—2— x m dx
X-

, \ y xm~ 1 )
= d \ L ------ ~ \ = 0 ,[ a: m — 1J

woraus als allgemeines Integral folgt
« x m 1
— --- = Const .x m — 1

Wenn man den integrirenden Factor %nicht errathen kann ,
wie im so eben behandelten Falle , so muss man ihn aus der Be¬
dingung „ , . „ . .dpn) = d(Vz)

dy dx

bestimmen . Diese neue Differentialgleichung ist aber meistentheils
schwieriger zu integriren als die ursprüngliche Differentialgleichung .

8. Eine sehr häufig anwendbare Integrationsmethode besteht
darin , dass man die gegebene Differentialgleichung entweder nach
y oder nach x auflöst , wodurch dieselbe eine der Formen

y = K * ’ jx ) o,jer * = 7x )

erhält , und sie nachher noch einmal differenzirt .
a. Wird zur Abkürzung der Differehtialquotient

dy = pdx 1

gesetzt , so führt die Differentiation von y = (I>(x , p) zu der Glei¬
chung „ - . . „ . , .

di >(x , p) . d0 (x , p) dp
y dx dp dx '

welche eine Differentialgleichung zwischen den Yariabelen x und p
darstellt . Nicht selten ist dieselbe leicht zu integriren und liefert
dann eine Gleichung zwischen x und p . Eliminirt man aus dieser und
der Gleichung y = 0 (x , p) die Grösse p , so erhält man die ge¬
suchte Integralgleichung .

Als Beispiel diene die Differentialgleichung
dy . p — cc
— — k ■—■aßx * ßxy oder ßy = ußx -J-- -
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Durch Differentiation der zweiten Form erhält man eine neue Glei¬
chung , welche nach Sonderung der Variabelen in

l±M dx= -?P-
X p K

übergeht und demgemäss leicht integrabel ist ; die Elimination von
p giebt schliesslich ,. .1 J -.2

y = ctx .

b . Wenn zweitens die gegebene Differentialgleichung auf die
Form x = iy, p) gebracht ist , so wird durch Differentiation

i = P) . P) _dp ^
dy dx dp ' dx

und zufolge der beiden Gleichungen

dy dp dy dp dp
dx dx dx dy ^ dy

kann dafür geschrieben werden

1 fdW (y, p) dV (y, p) _dpi1 dp. dy)
Diese Differentialgleichung enthält nur y und p , sie liefert

daher durch Integration eine Gleichung zwischen y und p . Eliminirt
man aus dieser und der Gleichung x = Wiy , p ) die Grösse p , so
erhält man die gesuchte Integralgleichung .

Beispielsweis sei gegeben

— ky 2 oder x =
dx x p + ky

Die Differentiation liefert die neue Gleichung

^ + ky*),
y dy

welche durch die naheliegende Substitution y'1 = z homogen wird ,
nämlich

Diese lässt sich nach No . 2. mittelst der Substitution —— t in -
P

tegriren ; es wird zunächst .
2t dt dz
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y *-
ferner durch Integration und Restitution von t = —

C (krf - + pY = ky l + ‘Ip

und schliesslich , wenn p eliminirt wird , entweder y = 0 oder
2x

V ~ C -\ - kx - '

9. Eine Differentialgleichung erster Ordnung und «,0“ Grades
hat die Form

(;!9 + + z-=
worin 2 , , Z2, ••• Z„ gegebene Functionen von x und y bedeuten ;
sie kann u . A . dadurch integrirt werden , dass man sie zunächst

nach auflöst und damit in n einzelne Differentialgleichungen zer -dx
legt , welche sein mögen :

£ = ^ % = ^ y) ’ Tx == Ux ' y)-
Sind nun die Integrale derselben

i \ (x , y , Ct) = O, F2{x , y , C.,) = 0 , ••• F „ (x , y, C„) = 0 ,

so ist das allgemeine Integral der gegebenen Differentialgleichung

Fl O , y , c ,) • 1<\ {x , y, £, ) ••• F n(x , y, Cn) = 0 .

Dabei darf man Cl = C2 ••• — C„ = C setzen , ohne die All¬
gemeinheit der Auflösung zu beeinträchtigen .

Als Beispiel diene die Gleichung

Diese zerfällt in die beiden Differentialgleichungen

= — ct -\- ]/ ct'1 -j- ~ßx , - - - — — ct — ]/ ct2 -f- ßx ,d cc d oc

welche , durch Sonderung der Variabelen integrirt , die Integral¬
gleichungen liefern

s+„ +!hSM +(;=„!
das allgemeine Integral ist demnach
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9 /320 + ß.r + C)2 = 4 (a2 + ßx )3.

Uebrigens sei noch bemerkt , dass sich homogene Differential¬
gleichungen höherer Grade mittelst der in No . 2. erwähnten Substi¬
tution integriren lassen , und dass auch die in No . 8. auseinander¬
gesetzte Methode bei nichtlinearen Differentialgleichungen häufig gute
Dienste leistet .

10 . Eine Differentialgleichung kann ausser ihrem allgemeinen
Integrale und den hieraus durch Specialisirung der willkührlichen
Constante hervorgehenden particulären Integralen noch ein ' sogen ,
singuläres Integfel haben. Denkt man sich nämlich die gegebene
Differentialgleichung geometrisch als Eigenschaft einer unbekannten
Curve, so repräsentirt die allgemeine Integralgleichung

F(x, y, c) = 0
eine Schaar von Curven , die alle jene Eigenschaft besitzen . Die *
nämliche Eigenschaft kommt dann auch der Curve zu , welche von
den successiven Durchschnitten jener Curven gebildet wird , d. h.
der einhüllen den Curve. Das singuläre Integral findet man
hiernach dadurch, dass man aus den Gleichungen

-̂ O , y, C) = 0 und gi ^ g’cyi ^ = 0

die willkührliche Constante C eliminirt .

§ 37 .

Einfache lineare Differentialgleichungen.

1. Bei einer gewissen Curve sei die Strecke , welche die im
Curvenpunkte xy construirte Tangente von der ,x -Achse abschnei¬
det , gleich dem arithmetischen Mittel zwischen einer gegebenen
Strecke a und der Abscisse x ; man sucht die Gleichung der Curve.

Aus der Differentialgleichung

x _ -^ - = K « + x) oder ^ =dy 2 v i / x — a
clx

findet man nach Sonderung der Variabelen , dass die gesuchte Curve
eine durch die Gleichung

by = (x — af
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bestimmte Parabel ist , wobei b die willkührliche Constante be - ,
zeichnet .

2. Soll der vorhin erwähnte , von der Tangente gebildete Ab¬
schnitt gleich dem geometrischen Mittel zwischen a und x sein , so
ergiebt sich als Gleichung der Curve

Die Curve ist demnach eine Parabel , welche die Coordinaten -
achsen berührt .

3. Wenn der vorhin erwähnte Abschnitt das harmonische Mittel
zwischen a und x bilden soll , so findet sich

Die Curve ist hiernach eine Hyperbel , deren Asymptoten durch
den Coordinatenanfang gehen und mit der a:-Achse die Winkel
arctan C und einschliessen .

x 2
4 . Soll der vorhin erwähnte Abschnitt == — sein , so ergiebt

bestimmte gleichseitige Hyperbel ist .
5. Wird allgemein verlangt , dass die von der Tangente auf

der Abscissenachse abgeschnittene Strecke eine gegebene Function
der Abscisse , etwa = <p (x ) sein soll , so ist die Gleichung der Curve

6. In einer Curve sei die Strecke , welche die Tangente von
der Ordinatenachse abschneidet , gleich dem arithmetischen Mittel
zwischen a und x -, man sucht die Gleichung der Curve .

Beachtet man , dass die linke Seite der Gleichung

oder

xy = C(x — «)2.

a
sich, dass die Curve eine durch die Gleichung

(x — «) (*/ — b) = ab

d cc
durch Zusatz des Factors „ ein vollständiges Differential wird ,

X '

so erhält man
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y = * [ « + * / ( £ ) } •

7. Soll der von der Tangente auf der «/ -Achse gebildete Ab¬
schnitt gleich dem geometrischen Mittel zwischen a und x sein , so
ergiebt sich

y = Cx — 2j / ax oder (Cx — y)2 = 4 « a:,

welcher Gleichung eine Parabel entspricht .
8. Wenn der vorhin erwähnte Abschnitt das harmonische Mittel

zwischen a und x bilden soll , so folgt

9. Für den Fall , dass der erwähnte Abschnitt = — sein soll ,a
findet sich eine durch die Gleichung

y= X(C- 7)
bestimmte Parabel .

10 . Wird allgemein verlangt , dass der genannte Abschnitt eine
gegebene Function der Abscisse , etwa = cp ix ) sein soll , so findet
sich

y = x ^ C — ^ dx ^ ■

11 . In einer Curve soll die über der Strecke x — h stehende
Fläche gleich dem »ilen Theile des Eechtecks aus Abscisse und Or¬
dinate sein ; man verlangt die Gleichung der Curve .

Aus der Bedingung

. / ydX = '\n
h

erhält man durch Differentiation die Differentialgleichung

dy ,
my = X dx + y '

deren Integral ist
y — Cx ’“—1.

Da zufolge der Differentiation die Constante h weggefallen ist ,
so muss das Resultat erst verificirt werden . Nun ist
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C(x m — hm) xy Cxy dx =

die Gleichheit beider Ausdrücke kann nur bestehen , wenn m positiv
und h = 0 genommen wird , während C willkührlich bleibt .

12 . Es wird die Curve gesucht , welche die Eigenschaft besitzt

fy dx = ^ x (y + b) .

Durch Differentiation der vorliegenden und Integration der ent¬
stehenden Gleichung findet sich

?/ = Ca:2 -{- !,-b ;

die nachherige Verification zeigt , dass im Falle a = 0 die Integra -
tionsconstante C beliebig gewählt werden kann , dass hingegen im

Falle a ^ 0

2 «2
genommen werden muss .

13 . Man sucht die Curve , welche folgende Eigenschaft besitzt

y dx = x ]/ by .

Nach dem vorhin benutzten Verfahren ergiebt sieh
bc '-1

V ~~ (c — xj 1 ’
dabei muss « = 0 und x zwischen 0 und c genommen werden .

14 . Für die allgemeine Aufgabe
.r

fy dx = x <p (y)
a

erhält man als Integralgleichung

bei welcher in jedem speciellen Falle eine Verification erforderlich
ist , um a oder C näher zu bestimmen .

15. In einer Curve soll die über der Abscisse x stehende
Fläche = ay — bx sein ; man sucht die Gleichung der Curve .
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Unter Rücksicht auf die gegebene Bedingung findet sich

H - ,).y

16 . Wenn die über der Abscisse stehende Fläche = bx — 2 ayby
sein soll , so ergiebt sich

, ( ' ■ ^ 'y l ü “
V « + i

17 . Für die allgemeinere Aufgabe

Jy dx = bx +
h

erhält man die Auflösung

welche in jedem speciellen Falle 7,11 verificiren ist .
18. Man verlangt die Curve , worin der von 0 = 0 ab ge¬

rechnete Sector
e

S = | / r 2 d06

dem Kreisseetor ^ (// a r) - 0 gleichkommt .
Die Polargleichung der gesuchten Curve ist

ay
y —■0

mithin die Curve eine hyperbolische Spirale . Dabei muss 0 kleiner
als die willkührliche Constante y genommen werden .

19 . Für die allgemeinere Aufgabe
6

f r 2 d0 = F (r) ■0tt

erhält man die Auflösung

F (r )

welche in jedem speciellen Falle einer Verification bedarf .
20 . Man verlangt die Curve , worin der von 0 = 0 ab ge¬

rechnete Sector
S — «20 — ar
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Bei gehöriger Bestimmung der Integrationsconstanten findet sich

«e - l
r = a -sr- ----

ce + 1

21 . Für die analoge Aufgabe

erhält man die Auflösung

r = aY e®— 1.

* 22 . Soll überhaupt die Gleichung
0

f r2<70 = y/ 0 + f (r)U
bestehen , so folgt

welches Resultat in jedem speciellen Falle der Verification bedarf .
23 . Man verlangt diejenige Curve , worin zwischen den Coor -

dinaten x , y und dem von x = 0 an gerechneten Bogen s die
Relation

s = 2l / ax -f- y
stattfindet .

Durch Differentiation dieser Gleichung und Integration der ent¬
stehenden Differentialgleichung findet man

V + C = — y ax ,

wobei C = 0 sein muss vermöge des Anfangswerthes von s. (Vergl .
§ 12., Aufg . 3 .) .

24 . Soll überhaupt die Gleichung
X •

fV l y *• dx = tp(x) + y
h

bestehen , so folgt

welches Resultat in jedem speciellen Falle der Verification bedarf . ]
25 . Man verlangt die Curve , worin zwischen x , y und dem

von x — 0 ab gerechneten Bogen s die Relation
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,/ •» •)
s — y y- — er x

stattfindet .
Bei gehöriger Bestimmung der Constanten erhält man

2 «
y = a sec — •«

26 . Für die allgemeinere Aufgabe

J V 1 + y ’ • dx = ip (y) + x
h

ist die Auflösung

wozu die nöthige Yerification gehört .
27 . Man verlangt die Curve , worin zwischen den Polarcoordi -

naten 9 , r und dem von 0 = 0 ab gerechneten Bogen s die Bela -
tion besteht

Bei gehöriger Bestimmung der Constanten ergiebt sich als
Polargleichung

diese Curve geht vom Coordinatenanfange aus und hat einen mit
dem Kadius « beschriebenen Kreis zur Asymptote .

28 . Man verlangt die Polargleichung derjenigen Curve , bei
welcher zwischen dem von 0 = 0 ab gerechneten Sector .S' , dem
Bogen s und dem Radiusvector r die Relation besteht

Es ergiebt sich die nämliche Curve wie in No . 27 .
29 . Es wird die Curve gesucht , in welcher die über der Ab -

scisse x stehende Fläche 17, der von x = = 0 an gerechnete Bogen s
und die Ordinate y durch die Gleichung

U = a (s — y)
verbunden sind .

Bei gehöriger Bestimmung der Constanten erhält man

s = « 0 — r .

S = — r ).

Schlömilch , Uebungshuch II . 18
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30 . Wenn die über der Abscisse x stehende Fläche einer Curve
um die Abscissenachse vollständig herumgedreht wird , so entsteht
ein Kotationskörper , dessen Volumen V, und dessen Mantel S heissen
möge ; es wird nun die Curve gesucht , bei welcher die Relation

V = \ a (S — ny -)
stattfindet .

Die Curve ist hier dieselbe wie in No. 29 .

§ 38 .

Homogene lineare Differentialgleichungen .

1. Man sucht die Curve , worin die Subtangente das arithme¬
tische Mittel zwischen der Abscisse und der Ordinate ist .

Die gesuchte Curve hat zur Gleichung

(a: — ?/)2 — 2cy = 0

und ist demnach eine Parabel , deren Achse mit der x - Achse einen
Winkel von 45° bildet .

2. Für die allgemeinere Aufgabe

Sblg. = tn x —(—ny

erhält man die Lösung

Cym — (m — 1) x ny .

3 . Es wird die Curve gesucht , worin die Subnormale das arith¬
metische Mittel zwischen der Abscisse und der Ordinate ist .

Als Gleichung der Curve findet sich

O — 2/)2 O + 2 ?y) = C.

4 . Bei der allgemeineren Aufgabe

Sbnorm . = mx -J- ny

sind drei verschiedene Fälle zu unterscheiden . Ist erstens

4 m -)- n2 > 0 ,

so setze man zur Abkürzung

fi == (n -f- y 4 m - |4 n!) , v — \ {ii — ]/ Arn -fi n2) ;

die gesuchte Gleichung ist dann

(y — fi xy == C(y — vx )v.
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Ist z. B . m = — 1 , n = ' ’ , so kann man der Gleichung
j/ 2

die Form
(;/ — ]/ - ■x ) ' = 2 « (j/ 2 • y — a’)

eidheilen , welcher eine Parabel entspricht .
Für den zweiten Fall Am - j- = 0 ergiebt sich

/ 2 ;y •— wa’X nx
V c. ) iy —• n x

Ist drittens
4 m -)- n- <C 0 ,

so setze man zur Abkürzung

}/ — (4 m -f- »' ) — ^ ;

die gesuchte Gleichung ist dann

'(
wofür auch die beiden Gleichungen geschrieben werden können

na , .
x = a e*01 cosM , y = — cxm(Y. cnsm — smm) ,

n

y — (Am nT)

Einen bemerkenswerthen speciellen Fall liefern die Werthe
m — — 2 , « == 2 , denen z — 1 entspricht .

5. In einer Cnrve sei die Strecke , welche die Tangente von
•>y~ . r .

der Ordinatenachse abschneidet , == m ; man sucht die Gleichungx
der Curve .

Die verlangte Gleichung ist

6. In einer Curve sei die Strecke , welche die Normale von
, # # y ~

der Abscissenachse abschneidet , = » — : es soll die Gleichung derx
Curve gesucht werden .

Wenn w ^ 1 ist , so ergiebt sich
(« — 1) y2 = a;2 -f Cx ~" ;

18*

nxy \ 2 n
7 = IT

— mx — nx y \ in nx — 2 »/1 1 — arctan -
kx .
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dagegen hat man für den Fall « = 1 :

7. In einer Curve stehe die von der Tangente auf der Ordi -
natenachse abgeschnittene Strecke in constantem Yerhältniss zum
Radiusvector ; man sucht die Gleichung der Curve .

Bezeichnet m : 1 das genannte Yerhältniss , so ergiebt sich

y = W @'- (-:)"}
Im Falle rn — 1 ist die Curve eine Parabel .
8 . In einer Curve stehe die von der Normale auf der Abscis -

senachse abgeschnittene Strecke in constantem Yerhältniss zum Ra¬
diusvector ; man sucht die Gleichung der Curve .

Bezeichnet n : 1 das gegebene Yerhältniss , so folgt

K* y'- = n l (x — c)2;

die Curve ist hiernach ein Kegelschnitt , dessen numerische Exeen -
tricität — n , und von welchem ein Brennpunkt zum Coordinaten -
anfang genommen ist .

Zu demselben Resultate führt die Substitution y = ]/ r i —
9. In einer Curve stehen die Strecken , welche die Tangente

von der Ordinatenachse , und die Normale von der Abscissenachse
abschneidet , in constantem Yerhältniss zu einander ; man sucht die
Gleichung der Curve .

Bezeichnet 1 : ft das gegebene Yerhältniss , so ergiebt sich

ft arctan ^ ~h (x2 “b 2/ 2) = ^c >

die Curve ist demnach eine logarithmische Spirale .
10 . Man verlangt diejenige Curve , bei welcher das arithme¬

tische Mittel aus den in der vorigen Aufgabe erwähnten Strecken
die constante Grösse a besitzt .

Die betreffende Differentialgleichung ist nicht homogen , wird
es aber durch die Substitutionen x = '£, -\ - a , y = ■}; -}- « ; man
erhält schliesslich die Integralgleichung

,{<f(* - «)2+ (</ - «in = arct(tn
{ c * J x — a

welche eine logarithmische Spirale charakterisirt .
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11 . Man verlangt die Curve , worin das von der Tangente auf
9y ~

der Ordinatenachse abgeschnittene Stück = — ist .

Die betreffende Differentialgleichung wird homogen durch die

Substitution 1J — ~ \ die Gleichung der Curve ist
z

o — a ) ( y — ft) = a ft .

12 . Die vorige Aufgabe bildet einen specielien Fall der fol¬
genden allgemeineren

= f {■+ »«*» ;
das Integral dieser Differentialgleichung ist

x

C — j f ( x ) d x

13 . In einer Curve sei die Strecke , welche die Tangente von
der Ordinatenachse abschneidet , — eixi1 ßy , man sucht die Glei¬
chung dieser Curve .

Durch Substitution von xf‘ = | wird die Differentialgleichung
homogen ; nachher folgt

y = Cx 1- ? - j , für ^ + y > 1 ,

y — a a:1— 1^ C^ , für ß (i — 1.

Zu dem nämlichen Resultate führt die Anwendung der For¬
meln in § 36 ., No. 4 .

14. Man verlangt die Gleichung derjenigen Curve , bei welcher
die Relation

// -
Subnorm . = axf 1 2 ß —

X
stattfindet .

Mittelst der Substitution y2 — y lässt sich diese Aufgabe auf
die vorige zurückführen , wodurch entsteht

’f - « X? I > 1 f.1— ß.

15 . In einer Curve sei die von der Tangente auf der Ordina -
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tenachse abgeschnittene Strecke = a sec 0 , wo 0 den Winkel zwi¬
schen Abscissenachse und Radiusvector bezeichnet ; man sucht die
Gleichung der Curve .

Die Differentialgleichung ist zwar nicht homogen , kann aber
wie homogene Gleichungen behandelt werden ; es ergiebt sich

16 . Wenn die in der vorigen Aufgabe erwähnte Strecke = asec 3Q
sein soll , so folgt »

17 . In einer Curve sei die über der Abscisse x stehende Fläche

U = ^ n x 2 — ay ;

es wird die Gleichung der Curve gesucht .
Bei gehöriger Bestimmung der Constanten ergiebt sich

18. Man verlangt die Curve , worin die über der Strecke x
stehende Fläche ist

1!) . In einer Curve sei die von 0 = 0 ab gerechnete Sectoren -
lläche

man sucht die Polargleichung der Curve .
Dieselbe isl

r ! = 12 « '-’0 - f /y ' 0“ .

20 . Es wird die Polargleichung der Curve gesucht , für welche
die Gleichung

(« + bx )2 (ar -f y'1) = x 2y ’.

Unter der Voraussetzung m n erhält man

bei positiven m und n bleibt C beliebig .
Im Falle m — n ergiebt sich
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S = J,- xy + { {u sin 6)2
stattfindet .

Die gesuchte Gleichung lautet

r l — (b~ — a l 9) sec'10 — rr lan 2Q.

§ 30 .

Dilferentialgleielunigen verschiedener Grade.

1. Man sucht die Curve , hei welcher das arithmetische Mittel
zwischen der Suhtangente und der Subnormale gleich der Ab -
scisse ist .

Die verlangte Eigenschaft kommt einer Parabel zu, wenn deren
Achse zur Abscissenachse , und die Directrix zur Ordinatenachse ge¬
nommen wird .

2. Man sucht die Curve , bei welcher das vorhin erwähnte
Mittel gleich dem Eadiusvector ist .

Der Aufgabe genügt eine Parabel , wenn deren Achse zur Ab¬
scissenachse genommen , und die Ordinatenachse senkrecht hierzu
durch den Brennpunkt gelegt wird .

3. Das harmonische Mittel zwischen Subtangente und Subnor¬
male sei gleich der Abscisse ; man verlangt die zugehörige Curve .

Letztere ist eine Parabel , deren Directrix die Abscissenachse ,
und deren Achse die Ordinatenachse ist .

4 . Das vorige harmonische Mittel sei = — : man sucht die zu-x
gehörige Curve .

Letztere ist dieselbe Curve wie in No. 1.
5. Das vorige harmonische Mittel sei — 2x si?il 0 ; man sucht

die zugehörige Curve .
Der Aufgabe genügt sowohl eine durch den Coordinatenanfang

gehende Gerade als eine gleichseitige Hyperbel .
6. Für OM = x , MP — y bezeichne Q den Punkt , in wel¬

chem eine durch P senkrecht zu OP gelegte Gerade die Abscissen¬
achse schneidet , ferner U den Durchschnitt der Normale mit der
Abscissenachse , endlich V den Durchschnitt der Tangente mit der
Ordinatenachse ; man verlangt die Curve , bei welcher das Rechteck
aus 0U und 0 V gleich der Summe von der Dreiecksfläche OMP
und der Hälfte der Dreiecksfläche MPQ ist .

Der Aufgabe genügen eine Parabel und eine Ellipse , deren
Gleichungen sind
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!/ ’ = ex und 2 x'1 -[- y- = i a ,r .

7. Man verlangt die Curve, für welche ist

0U • 0V = 4 (A0ü / f>— Ad / PO).

Die beiden Auflösungen sind

xy = cl und y2 — x- -|-- •

8. Man verlangt die Curve folgender Eigenschaft :
OU• OV = ^ A opp .

Die Gleichung der Curve lautet
(y2 — axf — fax 3.

9. Es wird die Curve gesucht, für welche die Relation besteht
OU• OV = xy .

Die Gleichung der Curve ist

yl= '2xil(x) '
10. In einer Curve sei der Abstand der Tangente vom Coor-

dinatenanfang gleich dem Doppelten der Senkrechten, welche vom
Endpunkte M der Abscisse auf den Radiusvector OP gefällt ist ;
man sucht die zugehörige Curve.

Der Aufgabe genügt einerseits jede gleichseitige Hyperbel,
deren Asymptoten die Coordinatenachsen sind, andererseits auch die
Fusspunktcurve jeder solchen Hyperbel d. h. eine Lemniscate.

11. Die Entfernung der Tangente vom Coordinatenanfange
stehe in constantem Verhältnisse zum Radiusvector; man sucht die
Gleichung der betreffenden Curve.

Bezeichnet 1 : y das gegebene Verhältniss, so ergiebt sich

l a = l (x l -f- y2) YfP — 1 • arctan -- ;

die Curve ist also eine logarithmische Spirale.
12. Es wird die Curve gesucht , in welcher zwischen dem von

x = 0 ab gerechneten Bogen s und den Coordinaten die Relation
O

i i x
« = y — « + I • 7

stattfindet.
In rechtwinkligen Coordinaten erhält man die Gleichung
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cy = x *c x
oder in Polarcoordinaten

r = c c2Um0sec 10 sin 6.

Die Verifieation zeigt , dass c — 2c< zu nehmen ist .
13 . Unter M, I \ Q, U mögen dieselben Punkte wie in No . 6.

verstanden werden und es sei M U > M Q; man verlangt die Curve ,
für welche

ist , wenn h eine gegebene Constante bezeichnet . -
Die Differentialgleichung ist nicht homogen , wird es aber durch

eine naheliegende Substitution ; bezeichnet a eine willkührliche (kon¬
stante , so folgt

a - ^ ah

Die Curve ist demnach eine Ellipse oder Hyperbel von ge¬
gebenem Parameter 2 /< und willkührlicher Haupthalbachse a .

14 . Setzt man in der vorigen Aufgabe .1/ U <k MQ voraus , so
erhält man als allgemeines Integral die Hyperbel

Der Aufgabe genügt ausserdem die Einhüllende aller , den ver¬
schiedenen n entsprechenden Hyperbeln , d. h . das singuläre Integral

welches zwei Parabeln charakterisirt .
15 . Es bezeichne R den Punkt , in welchem eine in P auf dem

Kadiusvector OP errichtete Senkrechte die Ordinatenachse schneidet ,
ZJ den - Durchschnitt der Normale mit der Abscissenachse , V den
Durchschnitt der Tangente mit der Ordinatenachse ; man verlangt
die Curve , bei welcher

ist , wo k eine gegebene Gerade bezeichnet .
Mit Hülfe der Substitution x 1 -{- y2 = i lässt sich die be¬

treffende Differentialgleichung homogen machen , wodurch man findet

Die Curve ist demnach ein Kegelschnitt , von welchem ein

MU . QU = /r

an a -

y4 = 4 A2a;2,

OU . OV = k . OR



282 Capitul IX.

Brennpünkt in den Coordinatenani 'ang fällt , dessen Charakteristik

16. Unter T werde der Durchschnitt der Tangente mit der
Abscissenachse , unter U derselbe Punkt wie in No. 15. verstanden ;
man sucht die Curve , welcher die durch

welche homogen ist in Beziehung auf z - |- /. - als neue Variabele .
Hiernach findet man als allgemeine Auflösung

d. h . eine Schaar concentrischer Ellipsen oder Hyperbeln , deren ge¬
meinsame lineare Excentricität = k ist . Die singuläre Auflösung
giebt zwei Punkte , nämlich die jenen Kegelschnitten gemeinschaft¬
lichen Brennpunkte .

17 . Es wird die Curve gesucht , für welche

ist , wo V den Durchschnitt der Tangente mit der Ordinatenachse ,
und x den Winkel zwischen Tangente und Abscissenachse bedeutet .

Bringt man die Differentialgleichung auf die Form

so liegt es nahe xy — z zu setzen ; man erhält schliesslich als

willkührlich und dessen Halbparameter = — ist .

Als singuläres Integralergiebt sich noch der Kreis
x - -j- y'1 = kkx .

OT . OU — k2

ausgedrückte Eigenschaft zukommt .
Giebt man der Differentialgleichung die Form

so bemerkt man leicht , dass die Substitution

X 1 y - = z

vortheilhaft sein muss . Dieselbe fühx-t zu der Gleichung

OV 2 = a2tanx

allgemeine Auflösung die Gerade »
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/ bty = 6 + —a:u

und als singuläre Lösung die gleichseitige Hyperbel

kxy = — a 1.
dy

Zu denselben Resultaten gelangt man rascher , wenn man - - — p

setzt und die Gleichung
y — xp = a j/ p

ditferenzirt , wodurch entsteht

■ 0.( " i \ <y > _
\ 2 Vp ) dxy p

Diess giebt entweder
dp „ ^

== u mithin p — 6dx

und zufolge der ursprünglichen Gleichung

y — Cx = a y C

woraus für a y C — b die vorige allgemeine Auflösung entsteht .
Nimmt man zweitens

a . . /— a
- ,— \- x = () oder V p == — tt—>

2 y p 2 a-

so erhält man die singuläre Auflösung .
18. Es wird die Curve gesucht , bei welcher die Relation

OV — a col r
statt findet .

Die Differentialgleichung lässt sich auf folgende Form bringen :

um sie zu vereinfachen setze man y — uv und wähle « so , dass

■> du n2 a; —— u = 0
d x

wird . Diess giebt u = j/ x \ die noch übrige Differentialgleichung
für v kann durch Sonderung der Yariabelen integrirt werden , und
schliesslich erhält man als allgemeine Auflösung die Gerade

<1
y = b -y ~ X



284 Capitel IX.

und als singuläre Lösung die Parabel

y1= 4aa :.

Zu den nämlichen Resultaten gelangt man rascher durch Differen¬
tiation der ursprünglichen Gleichung

a
y — xp = - •

19. Die allgemeine Differentialgleichung

y ~ x dt = Kdl ) odery ~ Xl>= F{p)

gestattet gleichfalls die Anwendung der Differentiationsmethode. Es
folgt nämlich

[‘-1' + F ' {p ) C x = 0 ;

(l T)
für ——= 0, also p = C erhält man das allgemeine Integraltl x

y = Cx -\- F {C) ;

setzt man dagegen x -(- F ' (p) = 0 und eliminirt p aus dieser und
der ursprünglichen Gleichung, so gelangt man zum singulären In¬
tegrale .

20. Mit X und Y mögen die Strecken bezeichnet werden ,
welche die durch den Punkt xy gehende Tangente von den Achsen
der x und y abschneidet; man verlangt die Curve, welcher folgende
Eigenschaft zukommt

xX -f ;/ F = IF.

Setzt man in der betreffenden Differentialgleichung x —
y = Tj'g so kann man m und n leicht so wählen , dass die Gleichung
zwischen | , y , d | , dy die Form

erhält und daher nach No. 19. integrabel ist . Als allgemeines In¬
tegral findet sich eine Schaar von Hyperbeln , nämlich

9 9
— — y = 1
C C — k‘l

und als singuläres Integral die vier Geraden
(x + y)2 = Ic1.
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21 . Wird analog die Curve verlangt , für welche

]/ xX + j/ y Y = k

ist , so lassen sich die vorigen Substitutionen zu gleichem Zwecke
benutzen und geben , wenn die Wurzeln im absoluten Sinne ge -

•nommen werden , als allgemeines Integral

und als singuläres Integral
$ i I A# + ?/ = * •

22 . Man sucht die Curve , bei welcher das Rechteck aus der
Subnormale und aus der Strecke , welche die Tangente auf der

k-x
Ordinatenachse abschneidet , — ist .

y
Durch die in No . 20 . erwähnten Substitutionen findet man als

allgemeine Auflösung ■> 2
y .
a k. o 2

und als singuläre Auflösung

)/ 4 = = 4 Ax 1,

2.3. Für die Differentialgleichung

erhält man nach demselben Verfahren dass allgemeine Integral

und ausserdem das singuläre Integral
^ X1yi —

24 . Als allgemeines Integral der Differentialgleichung

findet man nach derselben Methode

und als singuläres Integral
?/ (4 ;r2 -|- ktf) = 0 .
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25 . Es bezeichne r den Radiusvector des Curvenpunktes xy ,
und u die Strecke , welche die Normale von der Abscissenachse ab¬
schneidet ; man verlangt die Curve , bei welcher die Relation gilt

r (f l — xu ) — a (r2 — %? ') .

Betrachtet man r als abhängige Variabele , so findet man

I , "X 1 " ( 1 *2)r ex = atl — ^‘ ) oder r = -— - -
1 -j- f cosQ

wozu noch das singuläre Integral gehört

x -

2G. Setzt man in der Differentialgleichung

y == z", so kann man dieselbe durch zweckmässige Wahl von v auf
die Form d ,

Z~ X ~chc= F \ <Cx)

bringen und nachher die in No . 19 . gemachte Bemerkung anwenden .
Es findet sich als allgemeines Integral

’/ 2 =

und als singuläres Integral

;/ 2 = — {x — c)

„ 8 x »
y 2 == 07 •2 ( a

27 . Es bezeichne v die Normale , u den Abschnitt , welchen
dieselbe auf der a: -Achse bildet , und es werde die Curve gesucht ,
für welche die Gleichung gilt

Mit Hülfe der Substitution x - -(- >/2 = 2 j bringt man die be¬
treffende Gleichung leicht auf die in No . 26 . erwähnte Form und
erhält dann als allgemeines Integral

( X — c ) 2 + !T = ( « 2 — C2 )

und als singuläres Integral

a" . - + ?/ = l
« 2 -J- &2 '
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28 . Die vorige Aufgabe ist ein specieller Fall des allgemeineren
Problems : die Gurve zu bestimmen , in welcher die Normale eine
gegebene Function des Abschnittes ist , welchen , sie auf der a:-Achse
bildet . Zur Integration der entsprechenden Differentialgleichung

dient wieder die Substitution ,r2 -)- yl == 2 1; das allgemeine Inte¬
gral ist

(x — c)2 + y- = [/ '(c)]2,

wozu noch ein singuläres Integral kommen kann.
29 . Man sucht die Curve , bei welcher das zwischen den Coor-

dinatenachsen enthaltene Stück der Normale die constante Länge a
besitzt .

Setzt man zur Abkürzung — = » und differenzirt die Differen-dx
tialgleichung

x + yp = (lp - ,
+ p-

so kann man dem Resultate folgende Form ertheilen

ypdp -)- (1 - )- p2) dy ap dp
}/ 1 + pl (1 -j- plf ’

wo die linke Seite = d (y J/' t -j- p*) ist . Nach dieser Bemerkung
erhält man

1= 1 ( j ___ « \
V1+ p2l 2 1+ /'"Jy

und aus der ursprünglichen Differentialgleichung

— ^ -, ! •I ' + r I 1 + J' j
Für p = ianx ist auch

y — — <i cox3x -j- ccosx , x — « ( 1 -f- ^cos1x) sinx —- csinx .

Will man hieraus x eliminiren , so setze man für den Augen¬
blick cos1x = t und quadrire beide Gleichungen ; diess giebt

x 1 — (« — c)2 —|—c (« ■— c) t -\- a {c — -| «) t1 — } «2f:!,

y1 — c11 — ad“1 -\ - o2<3,
mithin
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x ~ -f- y'1 = (n — c)2 nc. t — al tl .
Hieraus lässt sich t finden und durch Substitution des erhaltenen

Werthes in eine der vorhergehenden Gleichungen gelangt man zu
einer Gleichung zwichen x und y.

Am einfachsten ist die Sache im Falle c = 0 , wobei x u und
?/„ statt x und y geschrieben werden mögen ; die Gleichungen

y{) = — ^ acos ^x, xü = a ( l cos*x) sin t

getadann = Va V .

Für den allgemeinen Fall ist nun

y = ytt c cos Ti x = — c s,nT

d . h . geometrisch : der Aufgabe genügt nicht nur die vorige , durch
a'0 und y„ ausgedrückte Curve , sondern auch jede hierzu parallele
Curve .

30 . Die allgemeinere Differentialgleichung

d x \ d xj

kann nach demselben Verfahren integrirt werden ; es ergiebt sich

y1 L + r -
;/ l + { J Yl + Pl J

L+ rjßM :(lp\./ i + p21 J Yi+ p1 J
Nimmt man zuerst c == 0 und eliminirt p , so erhält man als

particuläres Integral eine Gleichung zwischen x und y , welche man
als Gleichung einer Curve ansehen kann ; das allgemeine Integral .
ist nachher die Gleichung derjenigen Curve , welche der vorigen
in irgend einer Entfernung c parallel läuft .

Ein Beispiel hierzu bildet die Gleichung
kp
+ ßp >

wobei « verschieden von ß sein möge . Für p = lun t ergeben sich
die Werthe

« k cos ry = + CC0ST’
ß j/ a cos2x -|- ß sinl x

ß k sinx• - -- - —— — csin x •
: ß y a cos2x -(- ß sin2x
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im speeiellen Falle c = 0 folgt als particuläres Integral

* 2 | y2 ( * V
ß ^ a \ cc —. ßj '

der Aufgabe genügt daher der vorliegende Kegelschnitt und jede
demselben parallele Curve .

31 . Die rechtwinkligen Coordinaten des Mittelpunktes der Polar¬
normale mögen u und v heissen ; man sucht die Curve , bei welcher
die Mittelpunkte der Polarnormalen auf einer , durch die Gleichung

9U~
v = - -2 a

bestimmten Parabel liegen .
In Polarcoordinaten sind die Werthe von u und v

I clr } (
— ^ "j r cos 0 — — sin 0 j- , t; = ^. -Jrsm 0 -)- m cos6 I

woraus folgt

r = 2 (wcos Q -j- vsin 0) = 2 cos 0 -j- ™ sin 0^ •

Diese Gleichung soll benutzt werden , um u statt r als abhängige
Yariabele einzuführen . Nun ist , wenn man den vorstehenden Werth
von r in die Formel für v substituirt ,

*= £ + {cose+ r ’"0}^— rosO
2 « ' t ' a J

d. h. weil v — — sein sollZa

( cos© -f - —sin 0^ ^ = 0 .\ a J dQ

Hieraus folgt einerseits u = c und als Polargleichung der Curve

r — ZyccosQ -j- ^- sinQ^

oder in rechtwinkligen Coordinaten
c2

x 1 y2 = 2ca ; -f - — y.

Andererseits ergiebt sich u — — a col 0 mithin

cos20
r = — a -------

sin 0
Schlömilch , Uebungsbuch ü . 19
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oder in rechtwinkligen Coordinaten

”"ZL .
?/ + «

Das erste Integral , welches eine Schaar von Kreisen bedeutet ,
ist das allgemeine ; das zweite , dem eine Cissoide entspricht , bildet
die singuläre Lösung .

32 . Die vorige Aufgabe lässt sich dahin verallgemeinern , dass

v = f ( u )

gesetzt und die zugehörige Gleichung zwischen x und y verlangt
wird .

Nach demselben Verfahren erhält man als allgemeines Integral

X 1 + y 2 = - f - 2 / ■(<:) y ,

wozu noch ein singuläres Integral kommen kann .
33 . Zwischen den rechtwinkligen Coordinaten x , y und dem

vom Coordinatenanfange bis zum Punkte xy reichenden Bogen s
bestehe die Gleichung

s 1 — y 2 — 2 a ( s — ar) ;

man sucht die zugehörige Curve .
Löst man die Gleichung nach s auf und differenzirt , so erhält

man folgende Differentialgleichung

[(2x ~ a) dx - y] = T (“2- + y2);
um sie zu vereinfachen setze man y = zw und bestimme z so , dass

d ~
(2x — a) ~ i = 0dx

wird . Die übrig bleibende Gleichung ist

dw _ = -j / 2x _ dx
}/ rv~ — a / a %x «

und hieraus erhält man für 2x = a 'C,- als Gleichungen der Curve

x = \ at \ y = ±a | c (l + - J, ( l — •

Die Verification zeigt , dass C = 1 genommen werden muss ,

also t „C+ f
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f , . — e- ? -f- 0
s = «| l + f 2 2 j ’

wobei die Elimination von f keine Schwierigkeit hat .
34 . Der Bogen s werde von einem noch zu bestimmenden Punkte

an bis zum Punkte xy gerechnet und es sei

(s — yY = 24 a l (s ■— a:) ;

man sucht die zugehörige Curve .
Setzt man s — y = u und betrachtet « als unabhängige Va-

riabele , so ist einerseits ds — dy = du d. h .

I
andererseits

u'* = 24 «2(y ■— x u) oder y = ~ —̂ -f- x ■— u ;

durch Differentiation dieser Gleichung und Substitution des Werthes
von dy entsteht eine Differentialgleichung zwischen x und u, aus
welcher sich findet 2

x — c = ’— 4 a

Der vorige Werth von y wird nun

. w 3

2/ -_ C= ±47 , + 2472’

und aus der Gleichung s — y = u folgt schliesslich
. u* u6

C — U p 2 *—^4a 24 a 2

w2
4a
u

Nimmt man z. B. c — a und -— mit dem oberen Zeichen , so

erhält man durch Elimination von u
/ CC

y = (ix —«) // - + i "’

s = (i * + «) — i“ ’

und hier ist s von derjenige ^ Stelle an gerechnet , wo s = 0 d. h .
x gleich ist dem speciellen Werthe

f EEZi_ 2)„_ 0,10 38...„.
19 *
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XI
Nimmt man mit dem unteren Zeichen , so gelangt man zu\ a

derselben Curve .

35 . Die vorige Aufgabe bildet einen speciellen Pall des allge¬
meineren Problemes , aus der Gleichung

s — hx = f (s — y)

die Gleichung der betreffenden Curve herzuleiten .
Nach demselben Verfahren erhält man

x — c — ku -f-J ]/ 2f ' (u) -)- k2 — 1 ■d u,

y — kc = (k2 — 1) m-j- f {u) - |- kJj / 2f ' (u) - f- k2 — 1 . du ,

s — kc — k2u f {ii) -(- kJ ']/ 2f ’(u) - |- A:2 — \ • du ,

woraus im concreten Falle durch Elimination von u Gleichungen
zwischen x und y, sowie zwischen x und s hergeleitet werden können .
Der Punkt , von welchem ab s gerechnet wird , ist nachträglich durch
die Bedingung s = 0 zu bestimmen .

§ 40 .

■ Die Evolventen.

Allgemeine Formeln . Bezeichnen x und y die rechtwink¬
ligen Coordinaten eines Curvenpunktes , | und tj die Coordinaten
des zugehörigen Krümmungsmittelpunktes , so wird die Evolute der
ersten Curve durch eine Gleichung von der Form

F ($ , V) = 0

bestimmt ; unter der Voraussetzung , dass diese Gleichung gegeben
ist , soll hieraus die Gleichung zwischen x und y hergeleitet , d. h .
die Evolvente bestimmt werden .

Die Verbindungslinie der Punkte xy und §r/ ist einei-seits
Tangente an der Evolute , daher

andererseits bildet sie die Normale der Evolvente , steht also senk¬
recht auf der durch den Punkt xy gehenden Tangente an der Evol¬
vente , mithin ist
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1 = 0.
di , dx

Eliminirt man § und i; aus den drei vorhandenen Gleichungen ,

so bleibt eine Gleichung zwischen x , y, übrig und diese ist die

Differentialgleichung der Evolvente .
Die Form dieser Differentialgleichung lässt sich im Allgemeinen

bestimmen . Aus der Gleichung F (i, , rj) — 0 folgt nämlich

v= m , =
du

und wenn zur Abkürzung —- — p gesetzt wird , so gehen die zweite

und dritte Gleichung über in

v- m = r (i)•-(*- 1), r ® J
oder wegen des Werthes von f ' (£,)

x -\ - py = 1 + pf (g ), / ■' (§) — P

Die letzte Gleichung liefert § ausgedrückt durch p , und nach
Substitution dieses Werthes entsteht eine Differentialgleichung von
der Form

x - f- yp = 0 ( p ) ,

die immer integrirt werden kann . Dass ihr allgemeines Integral
eine willkührliche Constante enthält , bedeutet geometrisch , dass
einer gegebenen Evolute unendlich viele Evolventen entsprechen ,
die einander parallel sind .

Beispiel 1. Die gegebene Evolute sei eine semicubische Parabel,
mithin

wobei die Wurzel negativ genommen ist , damit dem unteren Zweige
der Evolute der obere Zweig der Evolvente entspreche ; es ergicbt
sich dann die Differentialgleichung

a; + yp = /*+ A ,

und als Integral derselben für p = tan i

y = h cotr -(- c cosr , x = cofr — c sin r .

Der Specialfall c = 0 liefert
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y = j/ 2hx -,

die Evolvente ist also die vorliegende Parabel und ausserdem jede
Parallele zu dieser Parabel . (Vergl . Tbl . I ., § 17.) .

2. Die gegebene Evolute sei eine Parabel , mithin
r

^ = 2Ä ’

die Evolvente ist dann durch folgende zwei Gleichungen bestimmt

y = (J^h Itan ^ t -j- c) cosr ,

x = —- \ h cotx — (^ A ltan \ x -f- c) sinx .

3 . Die gegebene Evolute sei die sternförmige , durch die Glei -
chune

bestimmte Curve ; die Evolvente ist dann einerseits die Curve sechsten
Grades , deren Gleichung lautet

4 (x 2 + >/2 — a2)3 = 27 «V

sowie andererseits jede Parallele zu dieser Curve .
4 . Wenn die gegebene Evolute eine Kettenlinie , mithin

*7= ^a ( e e )
ist , so findet sich als Differentialgleichung der Evolvente

x + yp = a J// 1 + p 2 + l iy 1j |

und hieraus für p = tan x

y = a sinx - )- c cast ,

x = a (cosx ltan \ x) — c sinx .

Im Falle c = 0 giebt die Elimination von x

^2y_
a — // a l — y l

die Evolvente der Kettenlinie ist also die Tractorie der Geraden
und jede Parallele zu letzterer Curve .
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§ 41.

Die Trajectorien .

Allgemeine Formeln . Die Gleichung einer Curve enthalte
ausser den Coordinaten noch einen Parameter , durch dessen stetige
Aenderung eine Schaar von Curven derselben Art entsteht ; dann
heisst Trajectorie der erwähnten Curven jede neue Linie , welche
alle jene Curven unter einem und demselben Winkel schneidet .

In rechtwinkligen Coordinaten sei die Gleichung der gegebenen
Curve

f {x , y , h) = 0

und darin h der veränderliche Parameter ; durch Differentiation er -
giebt sich

df {x : - ’J' h) dx + d )J = oox öy

ocfer, wenn r den Winkel bezeichnet , welchen die Tangente im
Punkte xy mit der « -Achse einschliesst ,

K
dx(an x — — •K
dy

Durch den Punkt xy gehe ferner die Trajectorie und es sei
Tj der Winkel , welchen die Tangente an der Trajectorie mit der
« - Achse bildet ; dann ist

dytan r.
dx

Der gegebenen Bedingung zufolge muss die Differenz r , — x
einem constanten Winkel a gleich sein , dessen trigonometrische
Tangente % heissen möge , mithin

tan t , — tanj
1 - (- tan Tj tan x

substituirt man die Werthe von tan t , tan r , und beachtet , dass h
in der Gleichung der Trajectorie nicht mehr verkommen darf , so
gelangt man zu der Kegel : durch Elimination von h aus den Glei¬
chungen

/ •(« , y, h ) = 0 ,
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/ aA , a/; _ a/;_
\ dx dy) dx dx dy

ergiebt sich die Differentialgleichung der Trajectorie . Im speciellen
Palle « = 1 7C, d. h . wenn die Trajectorie eine orthogonale sein
soll , wird tan t • tan r , = — 1 und dann ergiebt sich die Differential¬
gleichung der Trajectorie durch Elimination von h aus den Glei¬
chungen

df dy df

Die im allgemeinen Integrale der Differentialgleichung vor¬
kommende willkührliche Constante lässt sich bestimmen , wenn die
Trajectorie durch einen gegebenen Punkt gehen soll .

Falls die ursprüngliche Curve durch Polarcoordinaten ausge¬
drückt und ihre Gleichung

F {r, 0, h) = 0
ist , gilt eine vollkommen analoge Betrachtung . Die Winkel cp und
(jpp welche die Tangente an der gegebenen Curve und die Tangente
an der Trajectorie mit dem gemeinschaftlichen Badiusvector r bilden ,
sind nämlich an die Bedingung (p, — cp= cc gebunden ; die Diffe¬
rentialgleichung der Trajectorie ergiebt sich daher durch Elimination
von h aus den Gleichungen

F {r, 0, h) = 0 ,

/ dF d F \ d r ( dF , dF \
V- 20 - r Tr) de - r W + xr- 87) = °-

Im speciellen Falle e = ist einfacher

^ ^ 0 = 0, ll0_ ^ = ö.
Für die im allgemeinen Integrale vorkommende Constante gilt

wieder die frühere Bemerkung .
Beispiel 1. Die gegebene Curve sei eine Gerade , mithin

hx y = 0 ;
es ist dann

(y.h — 1) ~t ~ -j- ^ + 5« = 0dx
und durch Elimination von h
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Als Integral dieser homogenen Differentialgleichung erhält man

2 xl J = arctan — oder r — ce” .

Die Trajectorie eines Strahlenbüschels ist demnach eine loga -
rithmische Spirale , welche im Falle c = 0 d . h. jc = oo zu einem
concentrischen Kreise wird .

2 . Ein rechter Winkel bewege sich so , dass sein Scheitel auf
einer gegebenen Geraden fortrückt und der eine Schenkel immer
durch einen festen Funkt geht ; man sucht die orthogonale Tra¬
jectorie des anderen Schenkels .

Nimmt man die gegebene Gerade zur Abscissenachse und die
vom festen Punkte darauf gefällte Senkrechte zur Ordinatenachse ,
so hat man als Gleichung der zu durchschneidenden Geraden

h (x — A) — ay = 0

mithin als Differentialgleichung der Trajectorie

i a ( dy \
x + yp = — \ p = T - ) 'p \ dxj

Daraus folgt .

’J yi + pM v p
die Elimination von p aus den beiden letzten Gleichungen führt zu
der gesuchten Gleichung zwischen x und y .

3 . Eine Gerade bewege sich so , dass die zwischen den Coor -
dinatenachsen enthaltene Strecke derselben die constante Länge a
besitzt ; man sucht die orthogonale Trajectorie dieser Geraden .

Aus der Gleichung der beweglichen Geraden

x , y
—— f- J = 1
h ]/ a l — h-

ergiebt sich als Differentialgleichung der Trajectorie

x -\ - yp — ;
J/ 1 + F2

das Integral dieser Gleichung ist bereits in § 39 . , No . 29 . ent¬
wickelt worden .

4 . In Fig . 56 . sei F ein leuchtender Punkt , CD die Trennungs¬
linie zweier durchsichtigen Media von verschiedener Brechbarkeit ,
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FM ein Lichtstrahl , welcher bei 71/ jene Trennungslinie trifft und
nach dem bekannten Gesetze

sinN MF
sin TV, M i ’ ft

gebrochen wird ; man sucht die orthogonale Trajectorie der ge¬
brochenen Strahlen PQ .

Nimmt man CF und CD zu Coordinatenachsen und setzt
CF — g , CM — h , so ist dieFig . 56.
Gleichung des gebrochenen Strah¬
les

y.,+ f = i ;// fiV + (ft2—l)A2 h
für die Trajectorie ergiebt sich
die Differentialgleichung

y ^—^ + p1
welche nach § 39 . , No. 30 . in -
tegrirt werden kann . Die ein¬
fachste der gesuchten Trajecto -
rien ist ein Kegelschnitt , wovon

C der Mittelpunkt , F ein Brennpunkt und dessen Haupthalbachse

= - ist ; die übrigen Trajectorien sind Parallelen zu jenem Kegel -
f1

schnitte .
5. Man sucht die Trajectorie aller durch die Gleichung

y = hx ^

charakterisirten parabolischen Curven .
Die Differentialgleichung der Trajectorie ist

f4

und kann wegen ihrer homogenen Form leicht integrirt werden ,
wobei die Fälle (ft — l )2 — 4x 2fi i> 0 , = 0 und < 0 zu unter¬
scheiden sind . Für eine orthogonale Trajectorie ergiebt sich die
Gleichung

x "1 + ft >/ = C.

6 . Es soll die orthogonale Trajectorie aller confocalen Ellipsen
aufgesucht werden .
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Bezeichnet a die veränderliche grosse Halbachse , e die unver¬
änderliche lineare Excentricität der Ellipse , so ist die Differential¬
gleichung der Trajectorie

Für C > e2 würde die Trajectorie eine Ellipse sein , welche
aber .die gegebene Ellipse nicht schneidet ; es muss demnach C < e2
genommen werden , wodurch Hyperbeln entstehen , welche der Ellipse
confocal sind .

Wird umgekehrt die Trajectorie einer Schaar confocaler Hyper¬
beln gesucht , so findet sich eine confocale Ellipse .

7. Die orthogonale Trajectorie von Ellipsen , welche dieselbe
grosse Achse und verschiedene kleine Halbachsen besitzen , ist be¬
stimmt durch die Gleichung

8. Wenn in der Curvengleidrang

A x"‘ -f- ßij " = 1

A constant und B veränderlich ist , so wird die Trajectorie der ent¬
stehenden Curven durch folgende Gleichung bestimmt

1 - |- £ cosQ

die Grösse £ sich stetig ändern , so erhält man eine Schaar von
Kegelschnitten , welche denselben Halbparameter tc, dagegen ver -

Nach § 39 ., No . 16 . hat man als Integral derselben

wenn m

wenn m

9. Lässt man in der Gleichung
k

schiedene numerische Excentricitäten besitzen ; die Trajectorie dieser
Kegelschnitte hat zur Polargleichung

r

sin 0 = — ek,r
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wofür in rechtwinkligen Coordinaten gesetzt werden kann

y'1-

10 . Setzt man in der Gleichung

y'1 — — (2 ax — x 2)

, ft \ 2das Verhältnis « / ft\
üs ( - J gleich einer Constanten fi und lässt a variiren ,

so erhält man eine Schaar ähnlicher Ellipsen , die einander im Coor -
dinatenanfange berühren ; die Trajectorie dieser Ellipsen hat zur
Gleichung

(2 — g) a:2 + y- = c2~ ^ yt' , für ft < 2 ,

x2 — y'! l - ^ , für ft = 2.

11. Die Trajectorie einer Curve zu finden , wenn letztere in
ihrer Ebene parallel einer gegebenen Richtung verschoben wird .

Legt man , unter Voraussetzung eines rechtwinkligen Coordi -
natensystemes , die y -Achse in die gegebene Richtung und bezeich¬
net mit

y = 9>0 )

die Gleichung der Curve in ihrer anfänglichen Lage , so ist die
Gleichung der Curve in irgend einer anderen Lage

y — h = tp(x)

mithin nach den allgemeinen Vorschriften

{* <p' (x ) — l } ^ + <p’(x) + x = 0 .

Der Elimination von h bedarf es hier nicht erst , weil h in der
vorliegenden Gleichung nicht mehr vorkommt ; die Gleichung der
Trajectorie ist demnach

y — c = l ?— .. 'l * -

Für die semjcubische Parabel

y = i

f ’ y. + cp(x)
J 1—K(p' (x)

el

ergiebt sich hieraus als orthogonale Trajectorie die gewöhnliche
Parabel
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y = c — 2j / ax .

12 . Die Trajeetorie einer Curve zu finden , wenn letztere in
ihrer Ebene um einen festen Punkt gedreht wird .

Der gegebene Punkt sei der Coordinatenanfang eines Polar¬
systeme s und

9 = ip(r)
die Gleichung der Curve in ihrer ursprünglichen Lage ; für eine
spätere Lage ist dann

6 — ß = f (r ),

mithin nach den allgemeinen Vorschriften
d T

{%-(- rty ' ty)} — — r { l — xri |/ (r ) } = 0 .(IQ

Der Elimination von ß bedarf es hier nicht , mithin ist die Po¬
largleichung der Trajeetorie

q _ / x -f- ri // (r) dr
^ J \ — xrip ' (r ) r

dr

Rotirt z. B. eine Ellipse um ihren Mittelpunkt , so hat man
als Gleichung derselben

Q = arctan

und als Gleichung der .orthogonalen Trajeetorie

o _ y = j - r / o 2 — ~
abj r

d. i ., wenn mit Hülfe der Substitution r l — u integrirt wird ,

Y (a ~ — r 2) (r - — b2) / t 7 / a2 — r 2\
6 - >■- 5Ä ^ + -j — ^

a2 -j- b2 7 / r - — b2
H-- 5~-7 arctan // -- 5 •2 ab / «- — r l

Lässt man einen über dem Durchmesser b construirten Kreis
um den einen Endpunkt des Durchmessers rotiren , so hat man als
Gleichung des Kreises

V
r — b cos 0 oder 9 = arccos —

b
und als Gleichung der orthogonalen Trajeetorie



302 Capitel IX.

Die Trajectorie ist demnach die Tractorie eines mit dem Ra¬
dius b beschriebenen Kreises .

§ 42 .

Die Rolleurven .

Allgemeine Formeln . Auf einer festen Curve , welche die
Basis heissen möge , werde eine bewegliche Curve fortgerollt , ohne
dass ein Gleiten stattfindet ; irgend ein bestimmter Punkt in der
Ebene der rollenden Curve beschreibt dann eine neue Linie , welche
eine Rollcurve genannt wird .

Um die genannte Bewegung zu veranschaulichen , denke man
sich erst zwei gebrochene Linien A BCDEF und A0BüCrüZ)0A0(Fig . 57 .)

deren correspondirende Sei¬
ten gleich sind nämlich
AB
CD

Fig . 5

4A. BC—7?0Cn,
DE

etc ., und Iictraehte BCDEF
als Basis , Af)B{)C{)D{)E{) als
rollende Curve , wobei in
der primitiven Lage der
letzteren Atl/>0 mit AB zu¬
sammenfallen möge . Die
nächstfolgende Lage von
AqBqĈ DqEq ist dann die¬
jenige , bei welcher B9Cn

auf BC fällt ; sie wird herbeigefiihrt durch Drehung der beweglichen
Curve um B , und hierbei beschreibt jeder in der Ebene dieser
Curve liegende Punkt Pt] einen Kreisbogen / ' ,/ j , dessen Radius
B P n und dessen Centriwinkel = L C, B (! ist . Auf analoge Weise
entsteht die dritte Lage durch Drehung um C, wobei P x wieder
einen Kreisbogen P xP., beschreibt , dessen Mittelpunkt C und dessen
Centriwinkel = Dy CD ist u. s. w . Wenn demnach ein Polygon
auf einer gebrochenen Linie rollt , so besteht die Rollcurve / J0P,P.,P.tP4
aus einer Reihe von Kreisbögen . Lässt man die Polygonseiten un¬
endlich abnehmen und denkt sich die Basis sowie die rollende Curve
als Grenze eines eingeschriebenen Polygones , so wird die Rollcurve
zur Einhüllenden jener Kreisbögen ; ihre Gleichung lässt sich daher
nach den Thl . I ., § 25 . gegebenen Methoden entwickeln .
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In Fig . 58 . sei die Basis AQB auf ein rechtwinkliges Coordi -
natensystem bezogen und zwar ON — N Q = -t]; die Anfangslage
der rollenden Curve sei (70Q(lD{) und es falle dabei Cn auf A; ihre
Gleichung sei in Polarcoordinaten ausgedrückt , deren Pol der be¬
schreibende Punkt P 0 sein möge , also L C0P0O0 = 0 , P0Q0 = r .
Ist nun CQD eine spätere Lage der beweglichen Curve , in welcher
sie die Basis in Q berührt , so hat man erstens nrc CQ= are C0p u

arcAQ d. h.

A)

Fig . 58.

zweitens ist Q der Mittelpunkt und Q P der Radius eines der Kreise ,
als deren Einhüllende die Rollcurve betrachtet werden kann , daher
für OM — x und MP = y

B) (* — 1)2 + (j, — = r \

Nachdem man 0 durch r , und
r\ durch £ ausgedrückt hat , enthal¬
ten die Gleichungen A) und B) die
beiden veränderlichen Parameter r
und £, von denen sich aber nach
A) der eine durch den anderen aus-
drücken lässt ; die GleichungB ) kann
daher so gestaltet werden , dass sie
ausser er, y und etwaigen Constan -
ten nur | oder r enthält , und dann
ergiebt sich die Gleichung der Roll¬
curve durch Elimination von | resp .
r aus der Gleichung B) und ihrem
nach £ resp . r genommenen par¬
tiellen Differentialquotienten .

Beispielweis mag die Curve
bestimmt werden , welche der Pol
einer logarithmischen Spirale beschreibt ,
Aussenseite eines Kreises rollt . Hier ist

n = l/ a l — £2, Q = (il

ferner nach A), wenn c eine willkührliche Constante bezeichnet ,

0 T M IM

wenn letztere auf der
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und nach B)

{x — | )2 + (?/ — j/ «2 — | 2)2 = 1 ( c — « • arccos •
Setzt man zur Vereinfachung

arccos —— co, f4 = tatiß , c — ay

so wird aus der vorhergehenden Gleichung

a;2 -f- y 1 — 2ax cosco — 2ay sinca -\- a2 = a2(oj — y)2 cos2ß

und es ist nun co als willkührlicher Parameter anzusehen , in Be¬
ziehung auf welchen die Differentiation giebt

x sinco — y cosco — a (co— y) cos2ß.

Um co zu eliminiren und gleichzeitig von rechtwinkligen Coor -
dinaten zu Polarcoordinaten überzugehen , setze man

x — R cos &, y — R sin &

und gebe den beiden vorigen Gleichungen die Formen

f R2 -(- o2 — a2(co — y)2 cns2ß

| R sin (co— 0 ) = a (co— y) cos2ß .

Die Summe der Quadrate beider Gleichungen gestattet fol¬
gende Darstellung

4 a4(co— y)2 cos2ß sin2ß = [/ i2 — a2 — «2(co— y')2 c,os2j3]2,
diese liefert

/ \ oi - o V R2 — «2 cos2ß
(co— y) cos ß + smp = - ^-- L-

oder nach Division mit cosß und wegen tanß = y

// R2— a2cos2ß
D) co — y + ft = y--- ^ ,' — a cosß

wobei rechter Hand nur das positive Zeichen zu nehmen ist , weil
co und R gleichzeitig wachsen. Multiplicirt - man ferner die zweite
der Gleichungen C) mit - (- tanß = -j- ft und addirt sie zur ersten ,
so erhält man

n cos(co— 0 + ß) R2 a2 — (co— y + ft)2 a2 cos2ß -(- a2 sin2ß
R ' coiß == 2Ü

d. i . vermöge des Werthes von w — y + ft
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cos (co— & + ß)R = “
oder

a cosßw — & -j - ß = Arccos R

Zieht man diese Gleichung von D) ah , setzt zur Abkürzung
a cosß — A und bezeichnet mit l ' eine willktihrliche Constante , so
ergiebt sich

^ ^ l/ K1 - A2 J Av) — 1 = — Arccos — ;R

die Eollcurve ist demnach die Evolvente eines mit dem Radius

a
A = y\ + ft2

beschriebenen Kreises .
Die vorige Methode hat die Unbequemlichkeit , dass sie die

Rectification der Basis und der rollenden Curve voraussetzt , und es
ist daher meistentheils vortheilhafter , den Zusammenhang zwischen
§, r , x und y durch Differentialgleichungen auszudrücken . Die
Gleichung B) giebt nun durch partielle Differentiation nach |

. . , s du . dr
* - i + (y - >?) ^ + ^ = 0 ,

ferner ist nach A)

d v
und wenn man den hieraus folgenden Werth von — in die vor¬

hergehende Gleichung substituirt , so folgt

* _ i + „ 0 ] y ^ W )» •

Man bemerke nun noch , dass sich im Punkte P die Rollcurve
und derjenige von den eingehüllten Kreisen berühren , welcher PQ
zum Radius und Q zum Mittelpunkte hat , dass mithin PQ nicht
nur Normale dieses Kreises , sondern auch Normale der Rollcurve
sein muss , also

dy x — |
dx y —

Unter Benutzung der abkürzenden Zeichen
Schlömilch , Uebungsbuch II . 20
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dr
dQ ~ r '

dy
d x = P

lassen sich die drei hauptsächlichen Gleichungen folgendermaassen
schreiben

(x — | )2 + (y — y)'2 = r2, p = — '

^ — £ + (y — -»?) V rr _ _ n
// i + T 2

die beiden ersten geben

E ) OP -
J/ 1 +

Yr' +

y — 1 = +
/ i + p 1 ’

und durch Substitution dieser Werthe geht die dritte Gleichung
über in

p) + I . = lzbEi .
— r p — y

Die Gleichungen E ) und F ) können direct durch folgende ein -
Fig. 58. fache geometrische Ueberlegung ge¬

funden werden . Da PQ Normale
der Rollcurve ist (Fig . 58 .) , so hat
man

tan MPQ = = » ,dx

sin MPQ = i
Kl + P2

COX MPQ = ■- ^ ■—
yi + p i

mithin , wenn die Curve CQD auf
der Aussenseite von AQ B rollt ,

BQ — PQ ■sitiMPQ

d. i . x — | =
rp

j/ 1 + p‘J
— ?
,2

BP : PQ ■cosMPQ d. i . y — V —
/ l + pu

Zieht man ferner die Gerade Q 7’, welche sowohl die Basis als
die rollende Curve bei'ührt , und setzt /_ PQT = cp, l_ QTN = x,
so hat man
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tan cp= — , tan t = rj'r

ferner = LPQR + LRQT = — [_ MPQ + t ,
1

iantp = cot (MPQ — r)
tan [MPQ — t )

d. i. vermöge der Werthe von tan cp, tanMPQ und tarn
r 1 -f- pir\

r p — r(

Palls die Curve C Q D auf der Innenseite von A QB rollt , än¬
dert r sein Vorzeichen .

In den Gleichungen E) und P ) lassen sich , wenn die Basis
und die rollende Curve gegeben sind , r\ durch £ , und r durch 0
ausdrjicken , so dass jene drei Gleichungen nur noch x , y, p , i- und
0 enthalten ; durch Elimination von § und 0 entsteht eine einzige
Gleichung zwischen x , y , p , und diese ist die Differentialgleichung
der Bollcurve . Bei geradliniger Basis ist , wenn dieselbe zur Ab -
scissenachse genommen wird , r) — 0 und dann einfacher

G) .v = + ^ ™ , + 4 = 1
~ j/ l + p - ~ r P

wo es nur der Elimination von 0 bedarf .
Die Gleichungen E ) und P ) dienen zweitens zur Lösung der

Aufgabe , aus den Gleichungen der Basis und der Bollcurve die
Polargleichung der rollenden Curve herzuleiten . In diesem Falle
sind nämlich y und p als Functionen von x , i] und y als Functionen
Von § gegeben , mithin können jene drei Gleichungen so dargestellt
werden , dass nur r , r , x und £ darin Vorkommen . Nach Elimina¬
tion von x und | bleibt eine Gleichung zwischen r und r übrig ,
welche die Differentialgleichung der rollenden Curve ist .

Endlich können die Gleichungen E ) und F ) benutzt werden ,
um die Basis zu finden , auf welcher eine gegebene Curve rollen
muss , wenn ein bestimmter Punkt in der Ebene der letzteren eine
vorgeschriebene Bollcurve beschreiben soll . Drückt man in diesem
Falle y und p durch x , sowie r und r durch 0 aus , so enthalten
jene drei Gleichungen die Variabelen §, y, r[ , x , 0, und nach Eli¬
mination von x und 0 bleibt die Differentialgleichung der Basis
übrig .

Beispiel 1. Man sucht die Curve , welche der Brennpunkt einer
Parabel beschreibt , wenn letztere auf einer Geraden rollt .

20 *
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Bezeichnet a den Abstand des Brennpunkts vom Scheitel , so ist
2a a

1 -f - COÄ0 cos2^ Q

und die Gleichungen G) werden

y2= 1 pi sec^ Q, tcm2%e = p2-,

daraus folgt als Differentialgleichung der Bollcurve

y2= “2(1 + y2)-
Das Integral derselben ist

(y -\- Vy l — a'\ X

Denkt man sich als primitive Stellung der Parabel diejenige ,
bei welcher die Achse senkrecht zur a: -Achse , mithin der Brenn¬
punkt am tiefsten liegt , so muss für a: — 0 , y — a werden ; diess
giebt c = a und als Gleichung der Rolleurve

y e“ e

woraus hervorgeht , dass die Bollcurve eine Kettenlinie ist .
2. Eine hyperbolische Spirale rollt auf einer Geraden ; man

sucht die vom Pole der Spirale beschriebene Curve .
Aus den Gleichungen G) erhält man wegen r9 = a

— y2 w ,dy + c;

die erzeugte Bollcurve ist also die Tractorie eines mit dem Radius
a construirten Kreises .

3 . Eine Kreisevolvente rollt auf einer Geraden ; man sucht die
vom Pole der Evolvente beschriebene Curve .

Da sich die Polargleichung der rollenden Curve nicht auf r ,
wohl aber auf 0 reduciren lässt , nämlich

6 = _ Arccos £ ,a r

so behandelt man in den Gleichungen E) nicht 0 , sondern r als
unabhängige Variabele ; es ist dann

r2 r l — a2 1
1 -j- p 2, a2 p2 ’

y2 -
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woraus folgt , dass die Eollcurve eine durch die Gleichung

y2 == 2 a (a; -J- c)
charakterisirte Parabel ist .

4 . Man sucht die Curve , welche von dem Pole einer Cardioide
beschrieben wird , wenn letztere auf einer Geraden rollt .

Schreibt man die Polargleichung der rollenden Curve in der
Form

r — b cos2^ 6 oder 0 = 2 Arccos

wo b den vierfachen Radius des erzeugenden Kreises bedeutet , so
erhält man als Gleichung der Eollcurve

x — c = . ,-
— y%

Die noch erforderliche Integration lässt sich mittelst der Sub¬
stitution

^ — ,ß = z 2 •

ausführen , wodurch schliesslich entsteht

[(a; — c)2 - )- y2 — 4i 2] 3 - f- 27 ft2y 4 = 0 .

Denkt man sich als anfängliche Stellung der Cardioide diejenige ,
bei welcher der Pol am höchsten liegt , so entsprechen einander die
Anfangswerthe a: = 0 und y = b \ daraus folgt e = 0 und in Po -
larcoordinaten

5. Die Curve , deren Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten ist

x} + y} =
rollt auf einer Geraden ; man sucht die vom Mittelpunkte dieser
Curve beschriebene Curve .

Die Gleichung der rollenden Curve lässt sich durch die beiden
Gleitungen ersetzen

= a cos3« , y ^ — a sins(o
oder in Polarcoordinaten

r 2 == a 2(cos *’co - )- sin 6co) , tanQ — tan * co;

die Gleichungen G) werden hiernach



und liefern durch Elimination von ra die Differentialgleichung

*/20 2 + 4) = a2.

Durch Integration derselben ergiebt sich , dass die Eollcurve
eine aus den Halbachsen \ a und j a construirte Ellipse ist .

6 . Eine logarithmische Spirale , deren Gleichung ist

6

rollt auf der Aussenseite eines durch die Gleichung

| 2 Tj2 = « 2

bestimmten Kreises ; man sucht die Eollcurve , welche der Pol der
Spirale beschreibt .

Die Gleichung F ) giebt wegen rj = ]/ a2—

/ (I + ft2) (1 + ? ) ’
ferner ist zufolge der Kreisgleichung

= a(lx+ P)
/ (i + ^ Mi + p2) ’

und nachher wegen x -\- yp ~

xyp = Aj / t + p2, A = " ■
F 1 + P

Das Integral dieser Differentialgleichung besteht für p — tanz
aus den beiden Gleichungen

x = A(cosr r sitix ) — c sinz ,
y — A {sinz — r cosz ) -(- c cosz .

Für x = R cos &, y = R sin 0 erhält man aus der Quadrat¬
summe dieser Gleichungen

c j/ R^ A2 är _ _ ;

ferner giebt der Quotient ^ = tan &
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mithin

/ - > > l/ R * — A 2 J A
r — (v = Arctan ( t 7 ] — Arctan ^ - = Arccos —

und wenn man diese Gleichung von der zweitvorhergehenden ab¬
zieht , so bleibt

c ]/ R 2 — A2 Av) — — Arccos — jA A R

woraus hervorgeht , dass die Kollcurve als Evolvente eines mit dem
Radius A beschriebenen Kreises betrachtet werden kann .

7. Man soll diejenige Curve finden , welche durch Rollen auf
einer Parabel eine gerade Linie erzeugt , die mit der Parabelachse
zusammenfällt .

Benutzt man die Gleichungen

V= j/ A, y= 0, P= 0,
so gelangt man zu der Differentialgleichung

(lr i

welche zeigt , dass die rollende Curve eine Archimedeische Spirale ,
und der beschreibende Punkt ihr Pol ist .

8 . Man sucht diejenige Curve , welche durch Rollen auf einer
Parabel eine Gerade erzeugt , die mit der Scheiteltangente der Pa¬
rabel zusammenfallt .

Aus den Gleichungen
' k

V= Vk | , r)' = )s j / j

erhält man die Differentialgleichung

dö , , 7 / k
’’ dfr ~ r

deren Integral ist

0 , p = 00

r ■■
(9 - y ) 2

9. Auf welcher Curve muss eine Ellipse rollen , wenn ein
Brennpunkt derselben eine Gerade - beschreiben soll ?

Die Gleichung der Ellipse sei
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ferner die Gleichung der beschriebenen Geraden

y = a -\ - e mithin = 0 ;

die Differentialgleichung der Basis wird dann

l/ 2 er] — if

und als Gleichung der Basis folgt hieraus

V= e ( l — cos 1̂ -- ') •

Setzt man die willkührliche Constante « = 0 , so ist die pri¬
mitive Lage der Ellipse diejenige , bei welcher ihre grosse Achse
senkrecht auf der Basis steht .

10 . Auf welcher Basis muss eine Cardioide rollen , wenn deren
Pol eine Gerade beschreiben soll ?

Aus den Gleichungen

r = b(l -j- cosQ) , y — 0

erhält man als Differentialgleichung der Basis

~ = j/dt y
2b ■— ri

dt y v '

die Basis ist demnach eine Cycloide , deren erzeugender Kreis den
Radius b hat .
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