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Capitel X.

Differentialgleichungen hiherer Ordnungen.

§ 43.

Die einfachsten Formen der Differentialgleichungen
zweiter Ordnung.

Allgemeine Regeln. Setzt man zur Abkiirzung
dy _ dy __dp_

B el i |

de_ P 42" dz
so hat man als allgemeines Schema einer Differentialgleichung zwei-

ter Ordnung
¢="/f(z, y, p)-

In den einfacheren Fillen, wo rechter Hand nur eine oder zwei
der Grissen a, y, p vorkommen, lisst sich die Integration der be-
treffenden Differentialgleichung zweiter Ordnung auf die Integration
von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickfiihren. Die
hierzu dienenden Operationen sind folgende.

Erste Form. Aus der Gleichung

g = ()
folgt wegen ¢ da = dp durch einmalige Integration

p=Jf(@)dz + C,

und nachher, weil pdax = dy ist,
y=[dz [f(z)dz + Cz + C,
y=:cjf(:c)dx——j.rf(m)dx + Cax 4 €.

Zweite Form. Differentialgleichungen von der Form

¢=f)

oder
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werden aut die Weise integrirt, dass man zuniichst die Substitution

_dp __dp dy _dp -

T dax T dy ‘da T dy

anwendet und in der nunmehrigen Gleichung
dp
p ay = f(y)
die Variabelen sondert; diess giebt als erstes Integral
p=Vec+2[ry) ay.

Vermige der Bedeutung von p folgt hieraus als zweites Integral

- .
Vet2 1o 2f rw)dy

Dritte Form. Bei Differentialgleichungen von der Form

¢=1[f(p)

benutzt man wieder die vorige Substitution, welche giebt

Daraus folgt einerseits unmittelbar

€T =

Gt

andererseits, weil dy = p dx ist,

pdp
! _f rm T
Eliminirt man p aus den beiden letzten Gleichungen, so ge-
langt man zu der Integralgleichung zwischen x, y, C, C,.
Vierte Form. Ist die Differentialgleichung von der Form
¢ =/[(x, p),
so giebt man ihr zuniichst die Gestalt

L —f(zs B,

welche eine Diﬁ'erenl.ialgleichung erster Ordnung zwischen den Va-
riabelen & und p darstellt. Durch Integration dieser Gleichung
erhiilt man p als Function von x etwa
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p=o()
Y =ft;p (a) da + Const.
Fiinfte Form. Bei Differentialgleichungen von der Form

¢=1(y, p)
benutzt man die fiir die zweite Form angegebene Substitution und
erhiilt

und Qachher

p _—
P oy, — W p)
d. h. eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen y und p.
Das Integral derselben hat die Gestalt

p=v(y)

und hieraus folgt schliesslich

x ='/ wd(yyj + Const.

Fiir alle Fiille mige noch bemerkt sein, dass das allgemeine
Integral jeder Differentialgleichung zweiter Ordnung zwei willkiihr-
liche Constanten enthalten muss. Sind weniger willkiihrliche Con-
stanten vorhanden, so ist das Infegral entweder ein particuliires
oder ein singuliires. Die Integrale der letzteren Art erhilt man
dadurch, dass man entweder hei der ersten oder hei der zweiten
Integration statt des allgemeinen Integrales das elwa vorhandene
singuliire Integral nimmt, welches nach den in § 36., No. 10, an-
gegebenen Vorschriften aufzusuchen ist.

Beispiel 1. Man verlangt die Curve, in welcher zwischen der
Normale », dem Kriimmungsradius ¢ und einer gegebenen Con-

stanten 4 die Gleichung
3

u
L A
stattfindet.
Die Gleichung der gesuchten Curve ist

By — B(ax — €)? = A%
sie bedeutet eine Hyperbel, weil die willkithrliche Constante B nur

positiv. genommen werden kann.
2. Man sucht die Curve, welcher die Eigenschaft zukommt

SR
LS
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Die Integmlglemhung lisst sich in der Form

=2k (x —c)+ % (x — ¢)?
darstellen und bedeutet irgend einen Kegelschnitt, dessen Haupt-
achse mit der a-Achse zusammenfillt und dessen Halbparameter
= h ist.
3. Fiir welche Curve gilt die Relation

Bezeichnen 4 und B willkiihrliche Constanten, so findet sich
als Gleichung der Curve
£ A
y?=Ade“+ Be “+4V44BT bt
4. Die analoge Aufgabe
u3 yt
ot s 4 p?

P
hat zur Auflsung

= Acosi—x-{— Bsini—x—{— VA* + B a'b?

5. Man sucht diejenige Curve, bei welcher die Verticalprojection
2
des Kriimmungshalbmessers = % ist.

Bezeichnen « und € willkiihrliche Constanten, so ergiebt sich

x—“_/l/c,—gh 9y

2

oder, wenn C = b gesetzt wird,

""_"—I/‘Jh {Vy(yb b)_}_,(V_-I—]}/_y—bJ}’

Die betreffende Curve lisst sich auch durch folgende zwei Glei-
chungen ausdriicken

f‘f“=]/5—; {smtp + lttan({m 4 i»q:)} y = bsec’p

cos?

6. Man sucht diejenige Curve, bei welcher die Verticalprojection
2
des Kriimmungshalbmessers = — % ist.

Wie vorhin ergiebt sich
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_“=/]/C_y_1—2k.

wo C ebensowohl positiv als negativ genommen werden darf.

Im Falle € = 2_};_ erhiilt man

d x”“_l/ {Vu(y—l-h (V—-l—l/v—f-b)}

x—a=1/§b-;:— {smtb — ltan (37 4 1}1;;)} y = btan*v

cos*
. Fir € = 0 entsteht das particuliire Integral

“"_“_%]/2/;

Fir € = — 2b—h ergiebt sich
_1/ v b—y _ Vylb —y)
m—a-—I/Q—k {arccos]/- = e

T — u——]/ (0 — sinw), y=c(l — cosw);

oder

die Cycloide bildet einen speciellen Fall dieser Curve.

7. Man sucht die Polargleichung derjenigen Curve, bei welcher
die von 8 = « an gerechnete Sectorenfliche in constantem Ver-
hiiltnisse zur Fliche des rechtwinkligen Dreiecks steht, dessen
Katheten der Radlusvector und die Polarsubnormale des Punktes
r, B sind.

Bezeichnet man das gi.agebene Verhiiltniss mit 1:u, so findet
man miftelst der Substitution »? = R

r?= Ael® | Be— 16, L= 2u,
wobei die willkithrlichen Constanten 4 und B an die Bedingung
Ade®* — Be—ot =0
gebunden sind. '

8. In einer Curve gelte fiir den Kriimmungsradius ¢ die leicht

zu construirende Formel
o =k csc’r,

wobei 7 den Winkel zwischen der Abscissenachse und der Tangente
im Punkte xy bezeichnet; man verlangt die Curvengleichung.



318 Capitel X.

Die gesuchte Linie ist durch die Gleichung
fy—b0)?=2h(a — )

bestimmt und demmach eine Parabel.

9. Bei welcher Curve ist die Verticalprojection des Kriimmungs-
halbmessers constant = k?

Die Gleichung der betreffenden Curve lautet

&—a
— b=klsec ——— -
Y G

10. Bei einer durch den Coordinatenanfang gehenden Curve
sei der vom Coordinatenanfang ab gerechnete Bogen

s = 3}k sin®t;

man sucht die Gleichung der Curve.
Der Differentialgleichung gentigen die Werthe

a = a — h cos’r, y = b - hsin*z,

worauns folgt
il (& — a)§ + @ — b)g =it

Um noch die beiden Nebenbedingungen zu erfiillen, muss ¢ = 4
und b = 0 genommen werden.

11. Eine Curve beriihrt die Abscissenachse in einem Punkte,
dessen Abscisse & ist; fiir den von demselben Punkte ans gerechneten
Bogen gilt die Formel

s = Lk sin®t;
es soll die Natur dieser Curve bestimmt Wwerden.

Durch Integration der betreffenden Differentialgleichung findet
man

a« — a = k(cost +} v sint), y—b=Fk(sint — 7 cosr)
oder, wenn

& — a =rcosh, y— b=rsinb
gesetzt wird,
- =k 4 Y, 0 =1 — arctanr.

Die Curve ist hiernach eine Kreisevolvente, wobei der iibrigen
Bedingungen wegen « = 0 und & = 0 genommen werden muss.

12. Man sucht diejenige Curve, in welcher die Verticalprojection

2
@,
des Kriimmungshalbmessers = & - % ist.
(2

Bezeiclmen ¢ und yp willkiihrliche Constanten, so lautet die

Gleichung der Curve



Differentialgleichungen hherer Ordnungen. 319
2 1+fy~’[(h+yzr)

wofiir auch geschrieben werden kann

a a4 £ g (a -_|- a:)
b

y =Ii. = I

Die specielle Annahme y = 0 liefert das particulire Integral

a?

B Ty
y 2%
13. Fiir welche Curve gilt die Relation
¢ = 2 sec’r.

Das Integral der betreffenden Differentialgleichung ist

RN

die Curve stimmt also mit der in Thl. 1., S. 68. unter No. 5. be-
trachteten Curve iiberein.
14. Die analoge Aufgabe

0 = a sec’t
hat folgende Auflisung

4by = a2 — 2521('}:)-
a
16. Zur Bestimmung der Curve, welcher die Eigenschaft

0 = 2x cser
zukommt, erhiilt man

r—i=fY

oder fir @ = a sin*lo wnd a = 2¢
x=c (1 — cosw), y—b=rc (0 — sinw);

die Curve ist demmach eine Cycloide.
16. Man sucht die Curve, fiir welche die Gleichung gilt

0=2 Vl;a: CSE2T;
Hier lassen sich & und y folgendermassen darstellen
(€ — escr)?, y—b=2%h (cott 4 Cltanir),

woraus 7 nothigenfalls eliminirt werden kinnte.
17. Es wird die Curve gesucht, worin der von & = a an
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gerechnete Bogen gleich ist der Strecke, welche die Tangente im
Endpunkte des Bogens von der Ordinatenachse abschneidet.
Unter Riicksicht auf die gegebene Nebenbedingung findet man

vt (S} =52

18. Bei einer durch den Coordinatenanfang gehenden Curve
ist der von demselben Punkte an gerechnete Bogen gleich dem
Doppelten der Strecke, welche die Tangente im Endpunkte des
Bogens von der Ordinatenachse abschneidet; man sucht die Gleichung
der Curve.

Mit Riicksicht auf die gegebenen Nebenbedingungen findet man

- =)

19. Eine Curve schneidet die - Achse in einem Punkte, dessen
Abscisse = a ist; der vom niimlichen Punkte aus geziihlte Bogen
gleicht der Projection der Abscisse auf die Tangente am Bogenend-
punkte; man sucht die zugehérige Curve.

Letztere ist eine mit dem Parameter « construirte Kettenlinie.

20. Eine Curve schneidet die #-Achse in einem Punkte, dessen
Abscisse = a ist, und von welchem aus die Bogen gerechnet werden
sollen; man verlangt die Curve, deren Bogen gleich der Strecke
ist, welche die Normale durch den Bogenendpunkt von der Ordinaten-
achse abschneidet.

Als Gleichung der Curve findet sich

9ay® = (2a + x)? (a — a).

21. Man sucht die Curve, bei welcher der Krtimmungsradius-
durch die Formel

Y

= COST Sint
bestimmt ist.

Die Gleichung der Curve lautet

s
y2=a(a—{-—be a).

22, Es wird die Curve verlangt, bei welcher die Horizontal-
projection des Kriimmungshalbmessers mit der Subtangente zusam-
menfiillt.

Der Aufgabe geniigt die Tractorie der Geraden.
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23. Es bezeichne 0 den Coordinatenanfang, P einen Curven-
punkt, ( den zugehirigen Kriimmungsmittelpunkt, P7 die Polar-
tangente, PU die Polarnormale; man sucht diejenige Curve, bei
welcher sich die Flichen der Dreiecke OPQ und PTU wie 1:n
verhalten.

Setzt man

dr d*r  dp dp
e el b7

~ so erhiilt man eine homogene Differentialgleichung zwischen p und
r, die sich mittelst der gewhnlichen Substitution p = r¢ integriren
lisst. Nachher findet man fiir n = 1:

r = cg&(e‘—f)q’

fiir n > 1:

= 4em® | Be—mO®, m=p)n—1,
und fiir n << 1:

r"_1=,Ccosr{1(9 — ), m=7p1—n.

24. Man verlangt die Polargleichung derjenigen Curve, in
welcher der Kriimmungshalbmesser das m-fache von der Projection
des Radiusvector auf die Normale betrigt.

Die Gleichung der Curve ist

T AFC
°“T=f1/(m—mfc'7'

Dem speciellen Falle ¢ = 0, m > 1 entspricht als particuliire
Auflisung eine logarithmische Spirale; bei der allgemeinen Auflisung
sind die Fille m = 1 (Kreisevolvente), m > 1 und m < 1 zu unter-
scheiden. '

Fiir m = 2, €= «” erhiilt man z. B.

1/,2 + - ‘/,.'z 2

2
0 — y = Larccos (:i,) + .t).l(

ader
r=—a——.—., 9—y=-.}{m—|—Z!(m(}a-r:—{—-?z-m)}.
Veoso
25. Es bezeichne u» die Polarnormale und es werde die Curve
gesucht, welche die Eigenschaft besitzt

Schlémileh, Uebungsbuch II, 91
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Als Integralgleichung findet man

C — hp?
0 — y = Yarccos -
r2)2C + bt
g 1__co?(®@—y) sin’(6—y)
2 al a® + h? :

woraus hervorgeht, dass die Curve eine Hyperbel ist.
26. Fiir die allgemeinere Aufgabe )

e=ugp(r)
besteht die Liosung in folgenden zwei Gleichungen

=)
ro(r) :
dr
0 —y= .
¥ ‘[;']/[Cr?e‘w'(”u 1]

27. Man sucht die Curve, in welcher der Krtimmungshalbmesser
gleich dem Radinsvector ist.
Mittelst der Bemerkung, dass der Awusdruck

1 i ri __d_t
Vike ya+er &

einen vollstindigen Differentialquotienten darstellt, findet man

60—y = ]/—— — 2arccos ]/:i

r=ua (1 4+ w?), 0 —y=0w—2arctano.

oder auch

Die Curve gehort zu den Spiralen und gestattet eine einfache
Rectification, iliimlich

r42a Vr——a
§ = —
3 a

28. Die allgemeinere Aufgabe
e =9¢(r)

wird durch folgende Gleichungen gelijst

rdr
f'p_(rj—_w( ),

[w(r) s c] dr
- :
T V=) — e
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29. Man sucht diejenige Curve, in welcher die Bigen pro-
portional den Kriimmungshalbmessern wachsen.
Aus der Gleichung
¢ =us
ds

ergiebt sich durch Berticksichtigung der Relation ¢ = ae

§ = cet”,
Differenzirt man diese Gleichung und beachtet, dass ds eben-
sowohl = sect-dx als = csct-dy gesetzt werden kann, so ge-
langt man zu den beiden Gleichungen

uz ;
g S (weost 4 sint) ’

pt41
cu et (usint — cost)

y—b= 2 ?

[

aus denen 7 zu eliminiren ist. HEs folgt aber

202 p2ut
*—a 2 — ) = E_“__
(@—a+ o — =17

und fiir p = cote
y—b__
E‘:a == fan (‘D’ E),
woraus hervorgeht, dass die gesuchte Curve eine logarithmische
Spirale ist.
80. Die allgemeinere Aufgabe

o=/(s)

lisst sich ganz analog behandeln. Man erhilt zuniichst

das
J 16 ’ _
und wenn man nach geschehener Integration hieraus s bestimmt,
so entsteht eine Gleichung von der Form

s =¢(v);
diese fiihrt zu den beiden Gleichungen

x— a = [¢ (1) cos dr, y— b= [¢(v) sint dr,
welche die gesuchte Curve bestimmen.

Hiernach entspricht z. B. der Gleichung ¢ = 27%s eine Kreis-
evolvente, der Gleichung ¢? -} s = %? eine Cycloide und der Glei-
chung %(¢ — &) = s* eine Kettenlinie.

21%
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381. Man verlangt das Integral der Differentialgleichung
2 .
( dg-'{) 4+ 2= (g.;/c) oder atq? 4 12 =p?,

worin 1 eine gegebene Constante bezeichnet.

d
Mit Hiilfe der Substitution ¢ = d—i ergiebt sich als erstes
Integral
x lzc)
p=+4 (; gee=)

wozu noch das singuliire Integral p = A kommt. Das allgemeine
Integral der gegebenen Differentialgleichung ist demnach

y= ,}{g’-: + 1% z(g)} ;
und ihr singuliives Integral
y=0b-+ da.
32. Die gegebene Differentialgleichung sei
R2p — xq) g = a.

Als allgemeines Integral findet man

z ;
Y= b + %‘(z‘zz + %C.’l‘")
und als singuliires Integral

2

€T

y=5b+ 37

33. Die Differentialgleichung

(p— 29+ 2hg =0

kann mittelst der Substitution p = a™w bei zweckmiissiger Wahl
von m integrirt werden; ihr allgemeines Integral ist

et
4h
und ihr singulirves Integral

A _{x
-’f=§’(z)'

84. Als allgemeines Integral der Differentialgleichung

hp 4 gt =k + ap

erhiilt man mittelst der vorigen Substitution

y——b=ﬂ.‘1’.‘uﬁ ?
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2% exr et — AR e
P8 TR T _7,“’(‘)
und als singuliires Integral
=hl (E)
i b
35. Mittelst einer dhnlichen Substitution ergiebt sich, dass die
Difterentialgleichung
2p(p — xg)* + 4h%¢ =0
folgendes allgemeine Integral hesitzt

Val — o
y—b=ih{x—a—~—£+arcsin;—f}a

(12

wozu noch das singulire Integral kommt

x
v=tni(3)-
38. Die Differentialgleichung
22
P(p— xg) =05 —p?
liisst sich wie die vorigen Differentialgleichungen behandeln und

liefert als erstes Integral

2
x? — h2p? = h? (1 . g)

und als zngehdriges singuléires Integral
(2 — A?p* — B?) (a® — A*pYH) = 0.

Setzt man den ersten Factor = 0, so erhiilt man dasselbe wie
fiir =00, mithin ein particuliives Integral, dagegen fithrt x*—/~?p2=0
zu einem singuliiven Integrale. Demnach ist das allgemeine Integral
der urspriinglichen Differentialgleichung

ah(y — b) = i—_J V(e — 1% a? + 2ah’x — aA? - da,
worin behufs der Austithrung der Integration die Fille «® << A2
a? = A* und «® > A? su unterscheiden sind. Der zweite Fall liefert
das particulire Integral
V(y — ) =4 (a0 — k)", k=14h

Ausserdem existirt noch das singuliire Integral

-

h(y 5 b) = i‘jl/:t:"—-— e da.
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37. Zur Inlegration der Differentialgleichung
hq(p® —yq) =p*

kann man die Substitution p = y"u« benutzen; man findet als allge-

meines Integral
x

= %2 -+ be
und als singulires Integral
hy = (z — a)¥.
38. Fiir die Differentialgleichung
Bpg*=(p — 2x4q)*
erhiilt man als allgemeines Integral
d 973 (y — b)* = 324 (& — a)3,
und als singuliires Integral i
6754% (y — b)? = 128a”.

§ 44.

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Allgemeine Regeln. Bezeichnen ¢ () und v (x) gegebene
Functionen von & allein, so ist

A) Y o@ ¥ 4 p@y=o0

das allgemeine Schema einer sogenannten reducirten linearen
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Zur Integration derselben
sind folgende Bemerkungen von Werth.
Fiithrt man statt y eine neue Unbekannte z ein mittelst der
Substitution
P 1o (.r)n’.r,

so erhiilt man aus A) folgende Differentialgleichung fiir z

d*z e\, ¢(2)
dm-z={( )+ —v@)

diese ist von der einfacheren Form z” = F(x)- 2 und lidsst sich
nicht selten integriren.
Falls man zwei von einander verschieddhe particulire Integrale
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y, und y, der Gleichung A) kennt, so kann man hieraus das allge-
meine Integral zusammensetzen; letzteres ist

y=Ciyy + Coyy,
wo C; und C, willkithrliche Constanten bezeichnen.
Auch wenn nur ein particuliires Integral ¥ der Gleichung A)
bekannt ist, lisst sich das allgemeine Integral derselben finden,

nimlich
da --ff,ol’.r) dax
y"—‘C|Y+_C:ITf'I}z'€ .

Die Integration der allgemeinen linearen Differentialgleichung

zweiter Ordnung
d !/

B) =P () ; +1P(m)y=f(w)
kann mittelst der sogenannten Variation der Constanten auf
die Integration der reducirten Gleichung A) zuriickgefiihrt werden.
Bezeichnen niimlich y, und y, die beiden particuliren Integrale der
reducirten Gleichung A), so ist da,a Integral der allgemeinen Glei-
chung B) .

_ (@) do f@de o)
=W /yzD[z;]+C] + ¥ '/‘yip[z:]‘"cz

wobeil D den in Beziehung auf x genommenen Differentialquotienten

bedeutet.
Beispiel 1. Die Differentialgleichung

d*y dy
d—m.—z + (t&x + by— 0
kommt aut die folgende zuriick

dz )
ti.’;:? e (jl-(l —_— ED)Z,
welche sich nach § 43., II. integriven lisst, wenn man die Fille
a® — 4b > 0, a* — 4b = 0 und «* — 4b < O unterscheidet.
Schliesslich findet man im ersten Falle
.'/=3_J‘M(clexw+ Cre=*7), #=7}a* —b;

im zweiten Falle - fia (€ + ¢,a),
und im dritten Falle

y=c" '%a.r((,’l cospa + Cysinpx), po=pb—}a’
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2. Die Diﬂ'erentialgleiclumﬂ

ad_/ ﬁ
d’l’:é+

xdax
liisst sich dadurch auf die vorige zuriickbringen, dass man statt a
eine neue unabhiingige Variabele { mittelst der Substitution & = ¢’
einfithrt. Je nachdem (e — 1)2— 43 positiv, Null oder negativ
ist, ergeben sich die Formeln
y=a—te— V(C x* 4 C,x— %), 2=} (e —1)2 —B,
y =g~ te=10(¢ 4 ¢la),

y = a=@=0{C cos(ulx) + Cysin(ula)}, w=pp—}(«—1)

Ein geometrisches Beispiel hierzu bietet die Aufsuchung der
Curve, fiir welche

sy =0

;/d.:c _ %(y — x tant)
m

ist.  Man erhilt

Y = Cla;“"—"‘ + C,a— fl i m < 1,

y= bl(;), m=1,

y = C cos (]/ m-—1:la) 4 C,sin (}/m —1 -I.a‘), m. > 1.
3. Mittelst der im Anfange dieses Paragraphen erwiihnten Sub-
stitution ergiebt sich, dass der Differentialgleichung

. Py dy . e
ot d Qaa -2 # (3 2ot po—
P *aw o= N arye==0

die Integralgleichung entsprichi
Iy= |—fo ok +( g— A

und der Differentialgleichung

, d%y dy L
a5 L Fpa L #(x — 1 w' xtly =
apr T 2re o A (s )+ '@ty
die Integralgleichung
y=a" *(U, cospa + C, sinpa).

4, Nach demselben Verfahven findel man, dass die Differential-
gleichung

)
r‘/—{~2[ —J—crc—}-,fitt),/——u
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folgendes Integral besitzt

y= e 182(C e 4 Cye— 1), A=VB—o, v B
y=e"¥2(0, + Ga), : « =,
y =" Y=(C cospz 4 C, sinp ), p=Va—B, « > f.

5. Um die Differentialgleichung
dly d
Tt e+ pa) L+ wpay—o0

zu integriren, versuche man, ob derselben die Exponentialgrisse e
geniigen kann, wenn die Constante A zweckmissig bestimmt wird.
Man gelangt hierdurch zu einem particuliren Integrale, aus welchem
das allgemeine Integral folgt .

y = o {0, + €, fove 40 ach
8. Fiir die Differentialgleichung
Tt w4 82 apy =0
erhiilt man nach demselben Verfahren das allgemeine Integral
y=¢e #* {C1 + ¢, fx"“eﬂ" da’:}.
Falls « cine negative ganze Zahl ist, kann die angedeutete

Integration leicht ausgefithrt werden.
7. Der Diiferentialgleichung

¥ 12) + (e -—l)w—HM#— Hy=20

geniigt als p-(u'ticu]iire:s Integral eine Potens von der Form (4 Ba)*,
wenn 4 und B zweckmiissig bestimmt werden; das allgemeine Inte-
gral ist

(a 4 x)p+1 ‘

8. Mittelst der Variation der Constanten ergiebt sich fiir die
Di{ferentiulgle-i(,-hu]:ur

ymet o fata [z

:.dJ
x dx

rh.2 + +

das allgemeine Integral

C,cospx + C,sinpax 7
Y= | i ot B BB B i + o

& wx
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9. Als allgemeine Lisung der Aufgabe
j}/d;z: = da(y — atant) + F(x)

findet man nach demselben Verfahren

‘31/.2: F(x) . ‘_F(tm)(
y =0, Vx—I—V 3= ./1./:::5 da T ’/9}1

10. Fiir die Differentialgleichung

.-d-J—(l—i—A)

dy
4 < Tty =pz’

erhiillt man als allgemeines Integral
y= e 6 (14 da) — a2

11. Der Diﬁ'erentiul’*leichung

d
m-—m)—wj @ ’/—{—i—y—b.t

entspricht das Integral

2 a
(@— o) A — 2L+ ty=F@

erhiilt man als Integral

/ - 1 CFla)da
y=7 ft-i-af{cu i e 1/—2—1:;}
+Va—a {CQ _:T ;;ﬁ_‘_"t}

§ 45.
Homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Allgemeine Regeln. Eine Differentialgleichung zweiter Ord-
nung wird homogen genannt, wenn sie unter der Form

3 (d-’/ U) ( ’J)
T },‘ — A . — B
A) Yaer™ "\dz' = oder wg = F\ 4 :,r:

enthalten ist.  Dieselbe lisst sich nach folgender Methode auf zwei
Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickfiihren.
Setzt man y = af{, mithin
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_F, 0
&x

g0 hat man einerseits durch Differentiation von™ y = at
dy=tdx 4 xdt;

andererseits ist dy = pda mithin durch Vergleichung der beiden
Werthe von dy

B) de __ dt

x = i
Ferner ergiebt sich aus der Gleichung dp = gdax durch Sub-
stitution des obigen Werthes von ¢

dp = F(p‘ )da: oder ge . dp
&£

. . . . d
Vergleicht man jetzt die beiden Werthe von —;, s0 erhiilt man
eine Differentialgleichung zwischen p und ¢ niimlich

dp _ F(p, 1),

©) di  p—t

Durch Integration derselben entsteht ein Resultat von der Form
p=o() d. i
R o
dax = @ 1

diese neue Differentialgleichung liefert

D) fwf—‘:ﬁ’(%)‘ y

und wenn hier nach ausgefﬁh}ter Integration ¢ = = eingesetzt wird,
so kommt die gésuchte Integralgleichung zum Vorschein.

Wenn sich das Integral der Differentialgleichung C) nicht in
der vorausgesetzten wohl aber in der inversen Form (=1 (p) dar-
stellen liisst, so ist nach B)

de _ Y (p)dp { 1 1=y (p)}

e p—v( |e—we »r—v(
mithin durch Integration

E) ) ﬁ__w(p)_l[p_w(p)]

woraus « als Function von p, etwa
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F) x = 1(p)
erhalten wird. Ferner ist y = at d. i
i) y=zxv(p).

Eliminirt man p aus den Gleichungen F) und G), so gelangt
man zu der gesuchten Integralgleichung.

Bemerkenswerth ist noch der specielle Fall, wo die Gleichung
A) unter der Form

a? dy (.L d_]) (p)
H der ag=1f|~-
) yd.r fjd.z e S8 ft
enthalten ist. Die Differentialgleichung (') wird dann homogen und
lisst sich mittelst der gewdhnlichen Substitution -‘:' = u integriren.
Zuniichst erhiilt man
dt _ (u—1)du

t flu) + u—
und durch Integration mit Riicksicht auf den Weypth ¢ = i

2 ( ] [‘f(u) 4 L)i“w )

Ferner ist nach B) und dem Vorigen

da 1 a1 (0 — 1) du
w Pt T u—1 f(u) +u— o

und durch Integration

du
K) e /lw\—}—n—n-'

Addirt man hierzu die Gleichung 1), so folgt

wdu

fl) F u— u?’

Die beuden letzten Gileichungen, aus denen miglicherweise u
ehminirt werden kann, enthalten die vollstindige Lésung der Anf-

L) : ."yzb'+

gabe.

Beispiel 1. Bs wird diejenige Curve gesucht, bei welcher zwi-
schen dem Radiusvector r, seiner Projection »* auf die Normale
und dem Krimmungshalbmesser ¢ die Gleichung r*p = »? statt- .
findet.
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Die Differentialgleichung C) kann in diesem Falle direct inte-
grirt werden und liefert

— A ) t -
e T
die gesuchte Curve ist demnach eine durch die Gleichung
at4 2Caxy — =K
bestimmte gleichseitige Hyperbel.

2. Man verlangt die Curve, bei welcher die Relation np = ay
gilt, wenn % die Ordinate des Fusspunktes der vom “Coordinaten-
anfange auf die Tangente herabgelassenen Senkrechten bedeutet.

Als Gleichung der Curve findet sich

BB —2)y* = a® 4 waf,
wobei die willkiihrliche Constante § verschieden von 2 sein muss.
Dem speciellen Falle § = 2 entspricht das particuliive Integral

e

8. Die Differentialgleichung

d*y y\* y dy dy\?
v g =*(2) maT:E+(§E)

.hat zum allgemeinen Integral
ly= A+ Bla + {=(lz)
4. Unter der Voraussetzung, dass 2 + 1 von Null verschieden
ist, entspricht der Differentialgleichung
2

d’y y\*, ,¥ dy dy\?
¥ ”(;)“5, T4 (da:)

das allgemeine Integral

_ R R
ly= A+ Bx +ltm

Fiir A = — 1 kommt man auf den in No. 3. betrachteten Fall
zuriick.

5. Bei der Integration der Differentialgleichung
dy (y)* y ., dy (dy)"’
Vaa™\g) T gt g
in welcher ‘uzl sein mige, hat man die drei Fille zu unterschei-
den, ob der Ausdruck
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#(1— u) + $(1 + 22
positiv, Null oder negativ ist. Tm ersten Falle ergiebt sich
y=atlFV(Uat + Bam), =720 —p)+ 1A+ D7
im zweiten ist
y=at0 V(44 Bla), w(l—w) + 1+ 2 =0

im dritten Falle erhiilt man
y=at D 4 cos(elz)+ Bsin(e la,)} , e=Vu(w—1)—4(141)%.

8. Die gegebene Differentialgleichung sei

d*y (dy )dy
(+y )d.:c‘ mﬁ dax

Der Gleichung C) lisst sich dann die leicht integrabele Form
ertheilen

dt t

oo s A S Y S g
Flyy { 0;
diese liefert fiir « und y die beiden Gleichungen P
_|_
la=C — — ] l —1
2ap
= T
-+
aus denen p eliminirt werden kann. Fiir ¢ = — 1 erhiilt man z. B.
=4da (a = x) .
Im Falle ¢ = — 2 ist die Formel fiir /& nicht anwendbar,

vielmehr hat man in diesem Falle das folgende particuliive Gleichun-
gensystem

1 2
7. Das Integral der Diﬁ'erentia.lgleichung

liisst sich, wenn € — 2Ip = w® gesetzt wird, durch folgende zwei
Gleichungen ausdriicken

2xp
T2

x = aev+io y = bae”.

8. Als Integral der Differentialgleichung
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dy (dy)g] dy . dy
2 i 4 3 et ey e
x[y—i—.rydx—l—x dx dx“+ydx 0
erhiilt man auf #ihnliche Weise

T = ag‘”+‘&‘-"+%“", y=bmgw+%“’q,

§ 46.

Functionalgleichungen.

Allgemeine Bemerkung. 8ind x, x,, ¥, -+ mehrere
Werthe der unabhiingigen Variabelen @, und y,, y,, y;, -+ die
zugehérigen Werthe der abhiingigen Variabelen y, so kann die Auf-
gabe gestellt werden, die Function y = f(x) so zu bestimmen, dass
einer gegebenen (ileichung zwischen z,, x,, @, --- eine gleichfalls
gegebene Gleichung zwischen y,, y,, ¥y, --- entspricht, dass also
zwei Gleichungen von den Formen

P(xyy Xyy &gy ++) =0 und Y(y, y, Y3y ) =10

simultan stattfinden. Derartige Aufgaben fiihren auf sogenannte
Functionalgleichungen, die sich nicht selten in Differentialgleichungen
umwandeln lassen, wie das folgende Beispiel zeigen wird.

Beispiel 1. Eine Curve besitzt die Eigenschaft, dass irgend
drei in arithmetischer Proportion stehenden Abscissen drei in geo-
metrischer Proportion stehende Ordinaten entsprechen; man sucht
die Gleichung der Curve.

Die beiden, vorhin mit ¢ und 1 bezeichneten Gleichungen
sind hier

@y = () + @), Y3 =Vt
setzt man y, = f(a)), v, =171 (x,), y3 =1 (), so geht die Gleichung
Yq = V'y,y, nach Substitution des Werthes von a4 in die folgende
Functionalgleichung iiber

x x e
(2= =y .
Um sie zu vereinfachen nehme man die Logarithmen und setze

Uf () = F(x);

F(:“’_a_‘!z:_ff_z) =3 {F(a) + F(xy)}-

es ist dann
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Fir o) = z, 2, = 2 4 2k wird hieraus

F(x + &) =} {F(2) + F(z + 24)}
F(z+ 2h) — 2F(z + %) + F(z) _ 5
R d

oder

Geht man in dieser fiir jedes & und % geltenden Gleichung zur
Grenze fiir unendlich abnehmende % iiber, so erhiilt man die Dif-
ferentialgleichung

#i(x)=0,
deren Integral ist F(a) = « + fa. Die gesuchte Function ist also
f(2) = ¢¥®) = qef#

und y = aef® die Gleichung der verlangten Curve.

2. Man sucht diejenige Function, bei welcher drei in arithme-
tischer Proportion stehenden Argumenten drei in harmonischer Pro-
portion stehende Functionswerthe entsprechen.

Die Functionalgleichung ist in diesem Falle

x, + x, i 21 (z)) f(xy) .
r ( 2 ) fla) + () |

3 1
sie kann mittelst der Substitution f(a) = 7@ vereinfacht werden,
wodurch man erhilt
1

3. Es wird diejenige Function gesucht, bei welcher drei in
harmonischer Proportion stehenden Argumenten drei in geometri-
scher Proportion stehende Functionswerthe entsprechen.

Jm die Functionalgleichung

(o) = Vi) T

1 : 1; ;
zn vereinfachen setze man ax = i und bezeichne [ (E) mit F(&);

man kommt dann anf dem in No. 1. erirterten Fall zuriick, wo-
durch entsteht

fl@)=15b e%.

4. Man verlangt diejenige Function, welcher die Kigenschaft
zukommt

[l 4 ) + (e, — @) = pfl2)) - f(ay).
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Fiir o, = 0 erhiilt man den Specialwerth
. 2
0) = -
4 et
ferner ist fir ¢y = a4+, &, =14
[+ 28) —2f(x + 8) + /(=) _ n“f(") "2 e 1
Bt ‘)

Liisst man % gegen die Null convergirven, so erhiilt man linker
Hand f”(«), rechter Hand § f(x), wobei der Werth von § zwar
nicht bekannt, aber entschieden unabhiingig von @ d. h. irgend eine
Constante 4 ist. Die Integration der entstehenden Differential-
gleichung giebt

f(z) == de* Vi Be—sVE,
Substitnirt man diesen Ausdruck in die urspriingliche Functio-

1
nalgleichung, so findet man 4 = B = -~ mithin
f(a’) (L'cVA_I_Lr—rV_)

Da % ebensowohl positiv als negativ sein kann, so hat die Auf-
gabe zwei Auflésungen, niimlich

fla) = —‘l‘— ubd, P} 2 cos B,

wobel @ und f beliebig sind.
5. Welcher Function kommt, beliebige @ und % vorausgesetzt,

die folgende Eigenschaft zu
f@+28) —fle4-k) _ 24 [(x+ 2k)
Lk i B0 T T 2

f(@+4) — f(x) BEERIC)
wobei =z eine gegebene Constante bezeichnet.
Subtrahirt man beiderseits die Einheit und dividirt mit %% so

hat man _

[et2D)-2f @R+ () _ 2 fas2)—1(z) [a4h)—(@),
h? w4 () 2k h

durch Uebergang zur Grenze fiir verschwindende /% folgt hieraus eine

Differentialgleichung, deren Integral ist

f(@) = A—Jf =,

Schlomileh, Ucbungsbuch IT. 22
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8. Es soll die Function f(x) so bestimmts werden, dass die
Gleichung ' :
£t 28) — eyl ]/1 il uh
f(& + &) — [(x) 14 [f(@)]
fiir beliebige a und % stattfindet.
Durch ein dem vorigen ganz iihnliches Verfahren findet man

/(@) = tan (o + fa),
worin « und (3 willkiihrliche Constanten bezeichnen.

Aut gleiche Weise lisst sich auch die allgemeinere Functional-
gleichung

[(&+28) —fla48) [u + [f(x -|-_2;;)]-]n
fl@+ &) — [(x) %+ [f(@)]"

behandeln. Fiir f(«) = y gelangt man niimlich zu einer Differen-
tialgleichung, deren Integral ist

dy =
143 [ =

sodass: hier y = f(«) als Umkehrung einer Gleichung von der Form
F(y) = « bestimmt wird.

-
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