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Einleitung.

Bestimmung von Grenzwerthen.

I. Um den Grenzwerth zu ermitteln, welchem sich eine Function
f(z) in dem Falle nithert, wo an die Stelle von & eine unendlich wach-
sende Zahl o gesetzt wird, reicht in vielen Fiillen eine blosse Trans-
formation von f(«) aus. Die folgenden Aufgaben werden dies zeigen.

Aufgabe 1. Es soll Lim (J/ e ]/E) fiir ein constantes « be-
stimmt werden.

Wollte man ohne Weiteres o= setzen, so wiirde man dennichts-
sagenden Ausdruck oo — oo erhalten; betrachtet man aber die gege-
bene Function als einen Bruch mit dem Nenner 1 und multiplicirt Zih-

ler und Nenner mit J/o+4a =4}/ @, so filhrt die nunmehrige Gleichung

]/m—l—a—]/m=m

zu dem Resultate
Lim (Jo4a— ]/E) =0.
Aufgabe 2. Man sucht Zim [/ (0+«) — @].
Durch ein dem vorigen ganz fihnliches Verfahren ergiebt sich

zuniichst
o

Vit

Lim [ o(0+e)—o] =4

Vo(ota)—o=
und hieraus

Bemerkung., In iilteren Werken findet man hiufig die Be-
hauptung, dass eine endliche Girisse gegen eine unendlich wachsende
Zahl verschwinde und dass mithin -« durch @ zu ersetzen sei. Die
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2 Bestimmung von Grenzwerthen.

Unsicherheit dieser Schlussweise zeigt sich an den obigen zwei Auf-
gaben, denn nach jener Weglassungsregel erhiilt man zwar bei No. 1
das richtige Resultat J @ —}/ @ =0, bei No. 2 aber das falsche Re-

sultat @ — w=0.

Aufgabe 3. Nach demselben Verfahren ist die Gleichung
Lim [ (0+e) (0 + ) — o] = } («+f)

zu beweisen.

Aufgabe 4. Es soll
(U]
Lim Z____(ct-}-ﬁ i,
o
bestimmt werden, worin e die Grundzahl der natiirlichen Logarithmen
bezeichnet.

Unter Beriicksichtigung der Identitiit :
et fev=e® (ae— 04 f3)

LimlatBe®) =l+f_(_ﬂi‘_°_‘@% =1
W @

erhiilt man

Aufgabe 5. Man sucht den Grenzwerth
Lim = I{e4Be”). 1(1 e -}-) %
w
Derselbe ist identisch mit

Lim %Z.(E.ﬂ;;)@ ) 1[(1 £ é)m] } =1,

II. Eine zu Grenzbestimmungen hiiufig anwendbare Methode
besteht darin, dass man die veréinderliche Grisse ¥, deren Grenzwerth
gesucht wird, zwischen zwei Variabeln U und W einschliesst, von
denen die eine kleiner, die andere grisser als F ist, dass man also eine
Ungleichung von der Form ’

U< VW
aufstellt. Bezeichnet & einen nicht niher bestimmten positiven echten
Bruch, so kann die vorstehende Ungleichung auch durch die Gleichung

V=U+:(W—0)
ersetzt werden. TFalls nun U und # sich einer gemeinschaftlichen
Grenze K nithern, convergirt W— U gegen den Werth X— K=0 und

dann ergiebt sich u
Lim V=K Il
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Der Anwendung dieses Verfahrens schicken wir einen vielfach
brauchbaren Hiilfssatz voraus. In der identischen Gleichung
bm—gm
b—a
sei m selbstverstiindlich eine ganze positive Zahl und 0<a<Cb; die
rechte Seite erhiilt dann einen zu kleinen Werth, wenn man jedes b
durch das kleinere a ersetzt, sie wird dagegen zu gross, wenn fiir jedes

a das grissere b geschrieben wird; es ist daher
hm— ot

= m—1 +bm—2a+bm—-3a2 +.+ ;mm_z_l_am—l

ma’”—'< <mb"‘—1
Um diese Ungleichung zu veraligememern, nehmen wir
r r

a=A7", b=B7, m=q

wo p und ¢ ganze positive Zahlen sein mégen und A< B vorauszusetzen
ist; es wird dann

£ P— 4P =
gAF 9<B o < B’J q

Bq — Aq
und ferner, wenn wir zu den reciproken Werthen iibergehen,

B 2 2 A
pr ' po—ya 4¢P

. B4~ g

Andererseits ist
— AP
pAP—1 < *;ﬁf < pBP—t
mithin durch Multiplication beider Ungleichungen
1 e = 1P
4 f)”" ‘5—1 B1— 41 E(E)P_ E_l
q (B 2 < Fa = g \ 4 =
Aufgabe 6. Man sucht den Grenzwerth von
3
V(o+e) (0+6) (0+7) — o
Setzt man in der vorigen Ungleichung p =1, ¢=3,

A=d", B=(w+e)(0+f) (o+y)
und zur Abkiirzung

_§=(1+%)(1+£)(1+%)=R, mithin B= 4R,

g0 erhiilt man

L V(o+a)(0+B) (0F7) — o <!

e B SE———— __2

sty (etftp) e "+ («B+Br+ye) @+ afy
‘1!
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oder

at Bty +ﬂﬁ+ﬁw+fa+«ﬁarl

3;/ =y
< Vot otp) (0+n) —w<

;ﬂ+.3+ +aﬁ+ﬁr+9’ﬂ+g_ﬁy§‘

Wegen Lim R=1 folgt nun

Lim /{0 +) (@+B) (0 7) —o | =3 (eB+7).
Aufgabe 7. TUnter der Voraussetzung, dass «,f,y,...u end-
liche Grissen sind und » deren Anzahl bedeutet, ist nach der vorigen
Methode die allgemeinere Gleichung abzuleiten

Lim P @t o) @+ B)-. (ot p) — of = «FB+ -t

n

III. Ein drittes Verfahren zur Ermittelung von Grenzwerthen be-
steht darin, dass man eine neue Variabele einfithrt und damit die ge-
gebene Function auf eine andere Form bringt, deren Grenzwerth be-
kannt ist.

Aufgabe 8. Tir ein constantes « soll
(0]
(+2)]
w

Setzt man %mr, wo 7 eine gleichzeitic mit @ unendlich wach-

Lim

ermittelt werden.

sende Zahl bedeutet, so hat man identisch
o \? 1\T e
(e =[5 ]
mithin, weil (l +%)t gegen die Grenze ¢ convergirt ,

(l-i-%)u’ =e,

Aufgabe 9. Man verlangt den Werth von

3 . ‘2
Lim | @ sin —).
®

. « . . s s
Fiir — =&, wo nun & gegen die Null convergirt, ist
o

Lim




Bestimmung von Grenzwerthen. 9

. . @
Lim (m sin —) =,
)

Aufgabe 10. Auf ihnliche Art sind die Formeln

Lim ’ m(l-—cu.\' ﬁ) l =0, Lim %w’ (l—cus E) % = ot
w/ | ©

zu beweisen,

mithin

Aufgabe 11. Man verlangt den Werth von

w2}

1
Wird sin? %: = gesetzt, so ergiebt sich

~

(o S (S A £

Aufgabe 12. Auf iihnliche Art ist die Formel

&Y
Lim { ((,'U.&' ﬁ) } =g ot
©

Aufgabe 13. Man sucht den Werth von

Lim : (1 + % lan g)m}.

Wird tan &=L gesetzt, so ergiebt sich
w T

o T S [

Aufgabe 14. Mittelst der Formeln in No. 11 und 13 soll die

Gleichung
Lim g (('us Z -+ % sin E)m
© ®

bewiesen werden.

zu beweisen.

msin® sec s
(0]
=eke,

—e*a




	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5

