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Capitel I

Einfache Differentiation von entwickelten Funetionen
einer Variabelen.

§ 1.

Grundformeln und allgemeine Regeln.

Tiir die Differentiation der sogenannten einfachen Functionen
gelten die nachstehenden Formeln, welche gewissermassen das Einmal-
eins der Differentialrechnung ausmachen:

Cd(zt
1) ng)=f"“’"u—1!
d(a®) . d(e?) .
2) i =8 la, iz =g%,
3) d(*logzx) 1 dlz 1
de  z.ld’ dx =z
4) d::xzcosx,
dcos
5) dxxz-_—sina:,
dian
6) ;:x=sec2ac,
dcot
7) Z!oa:x =—csctx,
dsecz i
8) P = sec*x sinx,
desex
9) - =—csc®x cosw,
10) darcsina:_ 1 darceos x

dzx _Vl_:n?: - dx 2
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11) darctan:r_ b darccolx
de 142 dz '’
12) gf:zsecoc= . =_d_£rccsc:::

dx zYat—1 da

Sind @, 8, y, ete. constante Grossen, u, v, w, etc. Functionen
einer und derselben Variabelen a, so hat man fiir die Differentiation
des Aggregates au-t v+ ete. die Regel .

y d(eutpotyw+t...)

1 SRER RPN e =t
3) dx + ﬁ + 7 dx
Dieselbe gilt im Allgemeinen nur unter der Voraussetzung, dass die
Anzahl der Summanden endlich ist; im entgegengesetzten Falle wird
eine besondere Untersuchung erforderlich.

Zur Differentiation der Producte dient die Vorschrift
d (zt r))

dx +
wofiir auch gesetzt werden kann
d(uv) ( 1 du 1 a‘v)

e \u '(Iac+ v da
Aus der letzteren Form ergiebt sich bei einer grisseren Anzahl von
Factoren

d(uvw D (l du 1 1 dw
15) — L =uvw...| — —--|- » —-1—;5:-1-)
Falls unend.hch viel Factoren vorhanden sind, darf diese Formel nicht
ohne Weiteres angewendet werden.

Die Differentiation der Quotienten unterliegt dem Gesetz

)
16) iz Vaw

ut

Ist der Nenner constant =a, so, bedarf es dieser Formel nicht, weil

14)

der Quotient-g als Product aus dem constanten Factor —1— und dem

variabelen Factor » angesehen werden kann., Bei constantem Zihler
u=1>0 giebt die Formel einfacher

b
d(T)__ b du

de | @ da

Handelt es sich um die Differentiation einer Function von

einer Function
2= f[p ()],

17)
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so evsetzt man diese eine Gleichung durch die beiden folgenden Glei-

chungen
=[], y=o(@).
' d . .

Aus der ersten berechnet man d_; ebenso als wenn y eine unabhiingige

Variabele wiire ; aus der zweiten sucht man g—:—{ , und schliesslich erhiilt

man durch Multiplication

dz dz dy

18) d__;: Ham "l_’} - E}‘-‘m'

Fiir die praktische Rechnung empfiehlt es sich, nicht sogleich den

Differentialquotienten Lz

- dx
wickeln und die angegebene Substitution von y im Gediichtnisse zu be-
halten. Das Ende der Rechnung kiindigt sich von selbst dadurch an,
dass das Differential der unabhiingigen Variabelen als letster Factor
auftritt. Soll z. B. I (a4 bx4ca?) differenzirt werden, so sagt man:
analog der Formel

, sondern vorerst das Differential dz zu ent-

1
dly=—dy
Y
ist auch, wenn statt y der Ausdruck a+bw+c.¢c* gesetzt wird,

di(atbatca®) =" d(u—{—b:cﬁ-ca’),

e

rechts hat man noch ein Aggregat zu differenziren und dies giebt
wegen da =10

dl(a+ba:-|—cx’)—;¥br+( sl daHed (a?)]
1
=m?[l'} (l’-’r-l—(,‘.z-r d.:r:]
. _ b42ca
Tatbrtceat

und damit schliesst die Rechnung, weil es nur noch der beiderseitigen
Division mit d« bediirfen wiirde, um den gesuchten Differentialquo-
tienten zu erhalten. In diesem, wie in jedem andern Falle wandert
das Zeichen d so lange von links nach rechts, bis es auf der Hussersten

Rechten nur noch vor # oder der sonstigen unabhiingigen Variabelen
steht.
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§ 2.

Beispiele zur Differentiation algebraischer Functionen. %

1) d[(atex)(b4pa)]=(uf4+bat2afa) da.

Die Aufgabe kann auf zwei verschiedene Arten behandelt werden;
man benutzt entweder die Regel zur Differentiation der Producte, oder
man fiihrt die Multiplication von a+«x mit b4 fa aus und differen-
zirt das entstandene Aggregat. Dies giebt zugleich eine Controle der
Rechnung

2) d|(atezx) (b4Ba?)]|=(bat2aBa+3epa?) da.
Hier gilt eine #hnliche Bemerkung wie vorhin.

3) a[(§0*—bata®) AP+ bax4a?)] =42 da.
Warum ist das Differential so einfach und identisch mit d(a')?

4) d(ﬁ):—ﬁzﬁédw.
5) d (S{g—::) = (E'E_ftﬁ% da.

Man kann diese Aufgabe entweder direct nach Formel 16) behandeln,
oder auf die vorhergehende zuriickfiihren, indem man von der identi-
schen Gleichung

etfx 2«

e—fx a—fx

Gebrauch macht.
—ba
6 d E‘Lﬁx_)=.¢£_,, 1.
) (a—Hm: (a+ba:)*(x
Die vorhin angegebenen zwei Methoden sind auch hier anwendbar;
welcher kleinen Modification bedarf die zweite ?

atbx \  2acx+beat
(] d(&+bx+é-5=’)__ (afbatea) da.
atfa _af—ba—2cax—cfa’
8) d(a+b.r+ca:*)— = (f!+bm-|—'c'm'?)?_'_ da.
atfatya?
e ! (&'+hx+m=)
_ap—bat2(ay—ca)at (by—ch)a*
= (aFiatea L da

Will man die Aufgabe nicht direct liisen, so kann man sie mittelst der
identischen Gleichung
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atfrtyxt  y 1 ay—cat_(j;y—cﬂ)x

atbaxtca® ¢ ¢ at+bax+ca®
auf die vorhergehende zuriickfiithren.

N b
10 d b= ———— da.
) Yot 2V atba ‘
. bt2cx
11 d b 2=1-—:
) ]/a+ atoR 2]/a-|-£w:r:—|—n:'.1t:2 *
— 2a+3ba
12 d (s b =————dax.
) (x Y a+bx) Y @

Hier benutzt man entweder die Regel zur Differentiation der Producte

nebst Formel 10) oder man setzt x)/a+ba=p ax*+ba® und be-
trachtet den letzteren Ausdruck als Potenz eines Aggregates; was ist
bequemer fiir die Rechnung?

13) (pa+bx _ de.
a+b:::

Hier gilt wieder die vorige Bemerkung.
2uaxt—! -[—E;:l—l) bat S
2]/u+bx
15) oY atbafodye= " rooe e .
2]/a+ba:+c.‘r

16)  a(Vettetes) =—
@
17) d(m"]/a+bx-|-cx2)
_2paxt =14+ (2u41) bat4(2u42) (:a:JUl-i-ld:'17
2 ]/a +bax+tca?
Fiir die letzten vier Beispiele kann man die bei No. 12 gemachte Be-
merkung gleichfalls benutzen.

14) d(@tVatba)=

¢ i )_ 2a+4-bx -
Va+tbax 2]/@-}—(;&:)’
Die zu differenzirende Function lisst sich entweder als Quotient oder

als Product aus « und (a4bx)—# ansehen.

18)

2atba b
19) d(]/a-]—ba:) 2/ (a+ba) .
et fa 2af—batbfx
20) (]/a-l—b.r)“ 2]/@':—5:3)3 o
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21) ( b+2cx dac—b®
Vatba c.z) 2]/(a+bm+cx’)3

29) d( 2at-ba )= (i*—4ac)x
Vatbatca) 2y (atba+ca?)
atfa °a,6 ba4(bp— 2ca)a:
23) d(
Vatbatca 2)/ (a+bx4ca?)
0
24) (—AT_
I/a—i—bx-l- ca®
_ 2uwash =i Gu—)bat+Ea—) catt
2/ (adbx4ca®)
Hinsichtlich der letzten sechs Aufgabcn gilt wieder die bei No. 18 ge-
machte Bemerkung.

— 2
25) d‘(a 2ba:))/n+b:c%__ 3d
| zyx 24t ]/'c(a-l-bx)
Die hier gegebene Function lisst sich entweder als Quotient ansehen,
oder als Product zweier Factoren:

a@ a
(5-22) I/ T
oder als Product von drei Factoren:

(a—20x)a—% (atba)t;
welche Form ist die bequemste fiir die Rechnung?

26 a+,8x ﬂﬁ
: d}/a—ﬂw (a—Bx) Y/ *—pa? ae

Wie kann diese Aufgabe, falls man sie nicht direct 16sen will, auf
No. 23 wmuriickgefithrt werden ?

27) ay/vtée_  20f%
]/a—ﬁw’ (a_ﬁxi)’/ae_ﬁe

28) d;(MV 3 W o/af;:fbli ) .

Hier lisst sich die gegebene Function entweder als Quotient betrachten
oder in die Form :

2 poraya otie

bringen, welche die Anwendung von No. 13 gestattet.
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L~ —\2
e W = 1
x* Y atea
Hier gilt ecine ithnliche Bemerkung wie vorhin, wobei No. 17 zu be-
achten ist.

30) ‘]/a+ba,+1/ni ]/n.(}/rt+b.x +y/a) )
Vatbae—) a) b 2 atba
Warum unterscheidet sich dieses Resultat von den in No. 28 verzeich-
neten nur durch einen constanten Factor?

sy VTR HY/T) /T (fakerya),
P]/u+( 12—]/u 4 2V atea?
32) [/a-{—ﬁ.r—[—]/rx—ﬁa, LY oz-t-]/oe —-ﬁ‘

}/a-l-ﬁx Va—ﬁ'cﬁ B a2y —ﬁ‘zx
In wie fern kisst sich die vorige Bemerkung zu einer wesentlichen Ab-
kiirzung der Rechnung benutzen ?

33) (1{(~—.su+ bt)}/(u+b &= 2 ,j—bf’— da.
" )
34) d " (—3!1—}-2-’:.’1}” ’B/(—H—-FE:'E}JQ‘:% L —dzx.
‘ ]/a-l-b'z,
35) d{(—;ﬁu"’+aba:?+4b’w‘) ]7(t+bm ;
="ﬁb‘m’]?a+ba:’.d;r
21 b
B afcretsray ria| =5 T
a4 ba
3 .
37) di (—t0+43ba?) ,‘/ms}% V”; dx
atbx
38) d g (—4(1‘-{—(10:&2-1—50’:64) ]/u }
¢ b”a:"‘]/a-i-bx‘ da.
&
> 89) d’/%(“+a$)(b+ﬁm)(€+y’€)
by b el YEds
T2 jatax  b4Ba ctyaly(atan) (b—i—ﬁx)(r+ya:)

Zur Lisung dieser Aufgabe kann man unter Anderem dic Formel 15
in §. 1 benutzen. .
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(kdna)ym+nt...
{(a-l-o:a: ”‘(b-}-ﬁx)”...;
an—rla (k4za)mtnt —lda
% " atax +n b—}-ﬁx + s(r:+a'r)'"(b+ﬁ,e)“ ..
die Anzahl der Factoren ist hier beliebig.

40)

§. 3.
Beispiele zur Differentiation von Exponentialgréssen und Logarithmen.
1) d[(z—1)e*] =xev da
2) d[(a*—2a42)e%| = a’e” da.
3) d[(a? =32+ 6a—6)e?| =ae” da.

Hieran kniipft sich die allgemeinere Frage: ,, Wie miissen die Coeffi-
cienten 4,, 4,, 4, ete. gewiihlt werden, wenn die Gleichung
4) d[(am— A am— V4 dyam—2—..) e =am e dx

statt finden soll, worin m eine ganze positive Zahl bedeutet?¢

D) rl(—e“) (——l)cv’”da:.
o ()2
R (Ol

9 (Gtietintis) )= (i) in

Wie miissen iberhaupt die Coefficienten B, B,, B; etc. nebst « und b
gewiihlt werden, wenn die Gleichung

b
9) d[(lm+__—1+1;m -2+ ) ] (; rn_H)e'""dx
stattfinden soll?

10) d (eter+ba®y — (gt ba)etex+bat g,
11) d (xetes+02) = [1 42 (a x4-ba?)] e?er+ba? g,
12) d ((3 V(‘_"'-F‘;":':E) l{—'—?(,‘d’,‘ Vu+b R da.
2]/t¢-|-bac+¢ 1:'
13) dl (a+bax)= a+ﬂ. da.
/
14) dl(atbatea®)= 38 da,

atba+cat



’
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af+bat2e ,B @

15) di[(a+ax)(b4Ba)]= ATy o
Den gegebenen Logarithmus kann man entweder im Ganzen differen-
ziven oder vor der Differentiation in die Logarithmen der einzelnen
Factoren zerlegen.

a4fa 2af
16) i (a—-ﬁat) F— g
Hier gilt eine. iihnliche Bemerkung wie vorhin.
a4 af—ba
it dt(a-l—bx " (a+ba) (a+pa) e
18 d & e 2a+ha
) '(;/a+bx) 22 (atba)
x a
9 dl(l/d-i-cm’ :35(“+C$2)dx.
h=42cax dac—b*
20) ‘”(VW) TGF2ca) (aFbatosd
2a+bx \ _ (P—da)x
21) dl(l/m) 2,(2r:+b1:)((¢+bz+cm3)
22) di(fc.z+)atca® S & N
Vatca?
Vatbx—ya Va
23 =—t—"dauz.
) (]/a-l—b.r-l-]/a) :c]/(t-l—b.z' ’
}/a+cw —]/a 2]/;
24 da.
) (]/a-l-c;r‘-{-]/a) m]/n+c.r ‘
% ]/a+{3x—]/a—ﬁ'r w po
)

Setzt man in No. 24) a=¢*,c=— % so unterscheiden sich die rechten
Seiten der Gleichungen 24) und 25) nur um einen constanten Factor;
was folgt daraus in Beziehung auf die links stehenden Logarithmen?

26, ‘”( 2/ ¢ (f¢+bm+nx—u+(bj-jff))
2/ c(atbatea’) —(b+2c2)
2]/c
Va-{-ba:-{-c:c? e

27) a1 (ae™+b) =a:’e-:-b

dx,
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28) d:(‘“’x_ﬁ)m L .

“Bx+ﬁ '"’a!e_r_ﬁze—z-
2e2® b a.e® V;
29) d!(]/aez +b+]/a.e )mﬂ—ﬁ:z—;:—_-{;dr
30) dl(]/a—-'-—bex_l/—i)-:—]—/a——dx.
Vatber+y a/! Vatber

8. 4.

Beispiele zur Differentiation trigonometrischer Functionen.
1) d[sin™(ax+p)]=masin™1 (a¢x+ ) cos (ax+p)da.

2) d[cos™(ex+B)|=—macos” 1 (aax4B) sin(ax+p)da.
3) dltan” (ex+p)|=matan™ = (ax+B)sec* (ex+f) d.

4) d(2ax4-sin2a)=A4cos’xda.

5) d(2x—sin2x)=4asin*xda.

6) d(9sinx~+sin3x)=12cos’xdx.

1) d(9cosx—cos3a)=—I12sin’xda.
- 8) d(x+sinxcosa)=2cos*x da.

9 d(x—sinx cosx)=2sin*x d .
10) d{(24cos*x) sinx}{=3cos’x d .
11) d{(24sin*x) cosxl=—38sin’x dx.

15

- Warum stimmen die rechten Seiten von 4) und 8), 5) und 9), 6) und

10), 7) und 11) bis auf constante Factoren mit einander iiberein?

12) d)x4(§eosatcos’a) sinaj=dcos'x da.
. 13) d|3x—(3sina+sin®x) cos x| =4 sin'ax da.

14) d (3tan x+tan®x) e

15) d(3cotx+cofx) =— b

16) d(tan x—3} tan’ x) = %2_3

32
17) d(tan x — tan® x) = ?::75:'
18) d(3tantx—} tan' z) = .::?sf;
sin4
19) d(2tan®x — tan'x) ='a::s“: da.

20)

3tan x —tan®x 3
1—3tan’x | cos’3a
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tanx —tlan*x 1
= (L
21) gl—ﬁt{m’zx-l—mn“.t' costaz
sinax acosc+4b
22) d(a+bcos .r) " (a4-beosx)?
1 a—f)sin2e
23) d 5 — )H («—F) 5 0
wcos* w4 sintx (ecos*x+4fsin*z)

(a—,B) sin 2z E__ ix

1Y/ acos’ o+ fsin'c = —
24) « )/o:(‘OS a+ fsin*x 2;/0:(‘03‘ x‘i‘ﬁsm &

25) ]/msm’ Bsinx sec*x Bt
cosT ]/a—cas’—-i—ﬁsm x
26) ]]/ucovma—a% —?—Lﬁixﬁif
sz ]/a cosxz 4P sintx

wsec'z—fescla

‘\{‘27) {V wcos 7.1 +{3¢m x|

cosx sin V acostx+ Bsin’z
cosx sinx
28) 7] e T it ﬁ J".
Vacosa+ Bsin®ax V{«cost x4 Bsinta)?
sin T wcosx
M Al | . L
}/ucm m+ﬁsi112.’c§ V{aeas"a:-{-ﬁ.sin"a.-)’
30) cosx Sinx _ ccos'c—Bsin'z
Va cos*x 4 sin® 7 V («cos® x4 Bsin® z)® ’
Beispiele zur Differentiation cyeclometrischer Funetionen.
ik 1
1) d arclan = e lTi—_x_‘ dr
| —
2) d arclan l_-l—:r: e l—}— p J.a.

Warum sind die rechten Seiten dieser Gleichungen identisch mit

d (—arctanx)?
2

22

3) d arctan i s dax
—a? 2

4) d arccos

A W

142 14-2° Fref

‘Warnm stimmen die rechten Seiten dieser Gleichungen mit d(2aretan a)
iiberein?

1
5) d arclan ¢ ———da.

]/l-—;c ]/lw-a:
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Warum ist die rechte Seite = darcsina?
& 1
d are sin ]/[—ﬂ§= frﬁ dx

Warum ist die rechte Seite = d are tanz?

6)

7) dare sin (2 }/_l—a:"J =1/1 z_a.e da.
Warum ist die rechte Seite = ¢ (2are sina)?
Yitat—1\ 1
8) darc lan ( o5 —7)_. 205 de
Warum ist die rechte Seite =d (} arc tana)?
b42ce ]/4&"6:55
9 * lan =
) d % 2 are lan PR Ty
10) d arc sin —2—53:—__—{)__ VC _. dx.
]/4ac+b’ Vat+bz—ca®
11) d=2arc tan r:—f—lf-r ; a__Vf’“_C:."; dz.
z ) 1ac—b? atbatca®
12)  daresin e = Ve de..
zVaac+b? :c]/—a+b.r+c.r
13) d are lan V2atB. s ) o A V‘)"-Hg (tx-}—a:?)
aw—at ﬁx’-}-x
14) d arc sin ﬁ’!:l"_ﬁ= 1]/“ _‘33 —d
et+fr  (a4pa)y1—a
15) d are sin _-_},-E}P)J'__'ﬂ— V“ (“+ﬁ}’) dr.
dCE 2] (e+p2) ]/y:.':—:.v:i
16) dare sin.z(‘ﬁ_l)a+(llﬁ—2c“)w
Yo —aac. (e+pa)
_ Vﬁﬁ-—aﬁ’—ca! -
(«4pz)Vatbztca®
17)  daresin V(=) (1 —a) =— V“e—ﬁi_—: da
atfa (a+Bz))1—2a?
18) darc tan Y(e=Fil—&) =— Vaz_'e_i A
ax+f (e4Ba))/1—2*

Warum sind die rechten Seiten von 17) und 18) gleich und entgegen
gesetzt der rechten Seite von No. 14)?
Schlomileh, Uebungsbuch. 2
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‘ are sin (atBy): l/ afe Pi_}’_) e
%) d{ e }/7’(“+ﬁ t)% (nr+ﬁ.’£) ]/y g

20) d?2drﬁ m;,]/(“‘*‘-f"’& Velatpy)
“(y—'l.) (u+ﬁ l/};'r._..?’
Weshalb stimmen die rechten Seiten von No. 15), 19) und 20) tiberein ?

21) d are tan _—]/Ww =z 7](“_(“‘[‘_&__
Vel (B 1—7
22) d are sin @ g -—V‘—Y(EH-E):
Vet et o (et-Ba)y/ 1
in - Vy@oetiz)
23) d arc si ]/ﬂ+ﬁﬂ-’+'r$
- Vi(B—4ey)
2 (at-prtys )Y atpa
24) d arc sin - V (+2ye)
: BY wtpatya’
Va(ﬁ?—ilay

= da.

e(«+ﬁw+?t‘) VBatyat

8. 6.

. Vermischte Beispiele.

D d\x*j=a%(l4lx) da.
Man beachte hierbei, dass «* als Exponentialgrsse dargestellt werden
kann.

2) (.’(.CC"""J:?:E“'_'I;J‘II;F.

3) d[(lae)*]=({x)*= " 14tz I(lx)! da.

4) i ;(‘E—)Js (%)J’Iar da.

Wenn » und » Functionen von & bedeuten, «" und » ihre nach «
genommenen Differentialquotienten sind, so gilt iiberhaupt die Formel
5) d () =u—"(u'v4uriv)der.
Im Folgenden bezeichnen #/ogz den zur Basis b gehtrenden Loga--
rithmus von z; es ist dann

1
6) d (*log «) = — = Tloga . *loge . da.

Hier wird es zweckmhamg sein, “loga durch mnatiirliche Logarithmen
auszudriicken.
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) d}=log (a4 Bz)} = L_f_%— % Tlog (a4 pa)

y ‘ 1 .
8) d}=log sina|= :col.r—; . Flog sin mi‘”loge <G

Floge . dx

Sind tiberhaupt y und : Functionen von «, " und " ihre Diffe-
rentialquotienten , so gilt die allgemeine Formel

9 d(Wny:):(%—— y?.ylogz).yiage.dm.
10) d @ arcsin :c+]/i::1;'—“; =uarcsinz dz.
11) dizarclana— 31 (14a*) | = arclan x da,
12 z -arr sina+51(1—a adabdili da.
= T ey
2
13) di2*4 (w‘csinm—!a']/l —a?) aresinz|= 4 aroninm 4
Vi—=a®
z*arclane
14) di(e—Yarctanz) wrctane— L (1 42°)} = e d.

darclanx
(1 +2°)
arcsin .o
d

—] - €L,
xl

- 1 2z
15) d;l-{—a’:z-’- (I'{:?‘i‘“""’ !(mx) are t(mmz = 2.
16) 5 % 1( ) ) arcsin,
] +]/i—-a, &
17)  die(acosbax+bsinbz)! = (rt‘+[ﬁ) e““eosha d.
18)  dje*=(asinbz — beosha)| = (4 b*) e**sin b da.

19) rl{(:z: +k l/l_—_:z:?) L,karcsin::} =(14+42) ekaresina g 4.

2
20) d _kﬁ_ ek arclan.-z: s _i_ ehkaretana g .
Vi+at V(1 +at)

21) dixcos(le—} m)f= ]/2 cos(lz) da.
22) dixsin(lz—}n) }=]/2 sin(lz) d.
= at-flanzy " )
23) dl (“_p, {mm_)— Food o Feine da.
2.4 (]/b-|—ﬂ+]/h--a!mf1 1) ]/b’—a'

]/b-}-a——]/b—a!rml x n-{-bcos.z:

«f

—dx
@ ws*r-{-ﬁ‘em T

‘ : o YO
26) d arc tan (/ - lanh 1 2(a+beos m)

2*

. 25) d are tan (-ﬁ— tan r)
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27) dl (rz—h){(mu t4ec— ]/b”-[-(- -:(.r l
(u-—b)tan Lad-c 4-]/ [ - ’
. ]/b’—[—c —at

a+bcosa+csinx

98) dare m(.“:_b)ﬂw+r Yy

Va—b—¢ (a+bmm+csm.¢c-)

29) d{ ’ are tan - '/—a sm' } Va(a_l-b) COS'}‘T
]/(a+b)cos:t (a-|-bros:c)]/coer
30) ; I(V.?a . cos ) .r—'/(u—b) r‘ﬂS.‘L)
Ve V2a.cosyx+) (a—1b)cosz
. x Va(a—b).sinla d
(a+beosz) Y cosar
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