
Universitäts- und Landesbibliothek Tirol

Übungsbuch zum Studium der höheren Analysis
Aufgaben aus der Differentialrechnung

Schlömilch, Oskar

1868

Capitel I. Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer
Variabelen

urn:nbn:at:at-ubi:2-6262

https://resolver.obvsg.at/urn:nbn:at:at-ubi:2-6262


Capitel I.

Einfache Differentiation von entwickelten Functionen
einer Yariabelen.

§■ 1.
Gruiidformeln and allgemeine Regeln.

Für die Differentiation der sogenannten einfach en F unc ti o nen
gelten die nachstehenden Formeln , welche gewissermassen das Einmal¬
eins der Differentialrechnung ausmachen :

in d (.xl1) ß - \

2) - ±- ^ = (1* 1(1, —— = 6 ,dx dx

3)

4)

5)

6)

10)

d (“ logx ') 1 dlx 1
dx x . ln '' dx x

dsinx
dx

dcosx
dx
dtanx

dx
_ dcotx
7 ) —-— = — csc t x ,dx

q \ ^ S6CXo) —■— = serx sinx *dx

q \ dcscx _
y ) — — = — CSC* X COS X ,dx

darc sinx l darc cos x

dx j/ l —x1 dx
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darctanx 1 darccolx

12)

dx l -\-x2 dx
darcsecx 1 darccscx

dx x Yx 2—1 dx
Sind « , ß , y , etc . constante Grössen , w, v , rv, etc . Functionen

einer und derselben Variabelen x , so hat man für die Differentiation
des Aggregates au -\ -ßv -{- etc . die Kegel

d (au + ßv + yn>+ . . .) du dv dm
13) dx --- == a rx + ß ^ + ^ + -

Dieselbe gilt im Allgemeinen nur unter der Voraussetzung , dass die
Anzahl der Summanden endlich ist ; im entgegengesetzten Falle wird
eine besondere Untersuchung erforderlich .

Zur Differentiation der Producte dient die Vorschrift
, d (uv) dv , du
14) -W — a + ’ r * '

wofür auch gesetzt werden kann
d (uv) / I du , 1 d v\

dx \ u dx v dx )
Aus der letzteren Form ergiebt sich bei einer grösseren Anzahl von
Factoren

d (uvm . . .') { l du t l dv \ dm \
15) dx = uvw - \ -VTx + TTx + ^ -dx + - }

Falls unendlich viel Factoren vorhanden sind , darf diese Formel nicht
ohne Weiteres angewendet werden .

Die Differentiation der Quotienten unterliegt dem Gesetz
, f v \ dv du

16) W Ud^ ~ Vd:r
dx «2

Ist der Nenner constant = « , so. bedarf es dieser Formel nicht , weil
V 1

der Quotient — als Product aus dem constanten Factor — und dema a

variabelen Factor v angesehen werden kann . Bei constantem Zähler
u — b giebt die Formel einfacher

(v)17) \ m/ _ b du
dx «2 "dx '

Handelt es sich um die Differentiation einer Function von
einer Function

z = f [<p (x)\ ,
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so ersetzt man diese eine Gleichung durch die beiden folgenden Glei-

Für die praktische Rechnung empfiehlt es sich, nicht sogleich den

wickeln und die angegebene Substitution von y im Gedächtnisse zu be¬
halten . Das Ende der Rechnung kündigt sich von selbst dadurch an ,
dass das Differential der unabhängigen Variabelen als letzter Factor
auftritt . Soll z. B. I (a -\ -bx -\- cx 1') differenzirt werden , so sagt man :
analog der Formel

ist auch , wenn statt y der Ausdruck u -\- bx -\- cx 1gesetzt wird ,

rechts hat man noch ein Aggregat zu differenziren und dies giebt
wegen rfu = 0

und damit schliesst die Rechnung , weil es nur noch der beiderseitigen
Division mit d x bedürfen würde , um den gesuchten Differentialquo¬
tienten zu erhalten . In diesem , wie in jedem ändern Falle wandert
das Zeichen d so lange von links nach rechts , bis es auf der äussersten
Rechten nur noch vor x oder der sonstigen unabhängigen Variabelen
steht .

ebenso als wenn y eine unabhängigeAus der ersten berechnet man

Variabele wäre ; aus der zweiten sucht man

man durch Multiplication

und schliesslich erhält

18) dz dz dy
dx dy ' d x '

d z
Differentialquotienten — , sondern vorerst das Differential dz zu ent -

d t (a -{-bx -\- cxr) = a -{-bx -\- cx ‘ d (ji -\-bx -)- cx2) ;

a -\-bx -\ - cx ‘ [b dx -\-cd (x *) ]

a -\ - bx -\ - cx '

bA- 2cx

[b dx -{-c , 2x dx \
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§• 2.
Beispiele zur Differentiation algebraischer Fnnctionen.

1) d [(ö+ ax ) (b + ß ;r ) ] = “ + 2 “ß «) dx .
Die Aufgabe kann auf zwei verschiedene Arten behandelt werden ;

man benutzt entweder die Regel zur Differentiation der Producte , oder
man führt die Multiplication von a -\- ax mit b-\- ßx aus und differen-
zirt das entstandene Aggregat . Dies giebt zugleich eine Controle der
Rechnung

2) d [(n+ ax ) (b-\-ßx r) \ — (6a + 2a /3x + 3a /3a:*) dx .
Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie vorhin .

3) d [(^ f/2—b x+ x2) ( | 62+ ftx + x2) ] — 4x 3dx .
Warum ist das Differential so einfach und identisch mit d (x4) ?

bc

^ \ «+ 6x ) («+ 6x ) 2

5) / a + | x \ 2a ^
\ « — ßxj ( a — ßx )

dx .

2aß dx .

Man kann diese Aufgabe entweder direct nach Formel 16) behandeln ,
oder auf die vorhergehende zurückführen , indem man von der identi¬
schen Gleichung

« -{- /Ix 2 a

Gebrauch macht .
-ßx u—ßx

6) «j
\ a -\- bxJ («

a4 - iSa?\ aß —ba _
(j + Ä )- " -1-

Die vorhin angegebenen zwei Methoden sind auch hier anwendbar ;
welcher kleinen Modification bedarf die zweite ?

V o -f-öx \ 2acx + bex 2
\ a + ^^ c* 2/ («+ h x -)- c x2)2^ X'

g- a -\-ßx —bet—2cax —cjSx2
\ «-|- 6x -J- cx 2/ (a -\- bx -\- c x >f

9) d ( tt+ß x + y^ \\ a A- bx -X- r .x2'a -\ - bx cx *;

_^ f‘ß —ba + 2 (ay —ca ) x + (6y —cß ) x 2
( « + ÖX + CX 2) 2

Will man die Aufgabe nicht direct lösen , so kann man sie mittelst der
identischen Gleichung
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a -\-ßx -\- yx 2 y 1 ay —ca -\ -{by —cß ) x
a + bx -l- cx 2 c c ’ a -j- bx -j- cx 2

auf die vorhergehende zurückfuhren.

10) d ]/ a -\- bx = — dx .
2 ]/ a -\- bx

b-\- 2cx
11) dy 'a -\- bx -{- cx 2= — -...... dx .

. , , / — i r 2a + 3öa ; ,
12) d (x ya + bx ) = - - dx .

2ya -\- bx

2j/ a -{-bx -\- cx 2
2a4 - 3öa ; ,

= — t= dx .
2y a -\ -bx

Hier benutzt man entweder die Eegel zur Differentiation der Producte
nebst Formel 10) oder man setzt x V a + bx —j/ ax 2-\- bx 3 und be¬
trachtet den letzteren Ausdruck als Potenz eines Aggregates ; was ist
bequemer für die Rechnung ?

13) rf / / a + ^ \ = 2a + bx_ ir
\ x J 2x2Y a -\- bx

Hier gilt wieder die vorige Bemerkung .

. . , „ / — —-— . 2uax /l - i ( 2u - \ - l ) bx u ,
14) d (a:^ / a + fta;) ==- ?--- ) ^ J- - dx .

2 j/ u + ö a;
j /- , / —TT— ;- 2a + 36 .'c4 - 4ca ;2 ,

15) d (xya -\- bx -{- cx 2) = — —-— dx .
2 ya -\- bx -\- cx 2

16) d ( V“ + bx + c A = -- *«_+ bx dx
' x s 2x 2ya -\- bx -\- cx 2

17) d (x^ya -\- bx -{- cx 2')
2 |itaa t̂ _' 1+ (2g.+ l ) bxti -\- (2(i -\ -2') c^ d"1

— - . . . - dx .
2y a-\-bx -\- cx 2

Für die letzten vier Beispiele kann man die bei No . 12 gemachte Be¬
merkung gleichfalls benutzen .

18)
ŷa + bx ' 2y (a-\-bxy

Die zu differenzirende Function lässt sich entweder als Quotient oder

als Product aus x und (a -\- bx ') ~ i ansehen .
/ 2a -ybx \ b2x



Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Variahelen. 11

— dx .21) Y i i . c- y
a + bx + cx 1) 2y (a -{- bx -\- cx zy

22 ) d ( — 2a + bx ) =
^ya -\- bx -\- cx 2/ 2 y ( â -{- bxcx zy

23) d ( -a ± ^ - \ = 2aß - ^ + (M - 2Cg) x
V̂ / a + fiar+ CiC2/ 2 )/ ( a4 - *a:+ ca:8)8

24) ,/ / 51 , \
\ /̂ a + öa:+ ca;8/

_ 2fi « a;« ~ 1+ (2ft —1) ia ;u + (2 fi—2) cx f*+ l
2 ]/ (a -\- bx -\- c a;8)3

Hinsichtlich der letzten sechs Aufgaben gilt wieder die bei No. 18 ge¬
machte Bemerkung .

25) d \(.a - 2bx-)j / a+ bx j = __ 3a8 ^
I xyx ) 2x t j/ x ^a -\-bx ')

Die hier gegebene Function lässt sich entweder als Quotient ansehen ,
oder als Product zweier Factoren :

oder als Product von drei Factoren :

(a —'2bx) x ~ i (a -\-bx ') *;
welche Form ist die bequemste für die Rechnung ?

26 ) dj / “± ^ = , - ^ dx .
y a- ßx („- ßx) j/ a’‘- ß>x<‘

Wie kann diese Aufgabe , falls man sie nicht direct lösen will , auf
No . 23 zurückgeführt werden ?

27) rf7/ a + Px2= 2a ßx dx
y a —ßx * (a - ßte^ yct —px *

28) d ((/ a + fea;+ ]/ a )8| _ 7j (/ a+ 6xjy a )8rfr{ x i x2j/ a-\-bx
Hier lässt sich die gegebene Function entweder als Quotient betrachten
oder in die Form

2rt . , , „ l/ a -i-bxhft+ 2/ a r— T .x r x

bringen , welche die Anwendung von No. 13 gestattet .
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29) aM + ^ + y^ Ii
f ' x 3y ' a -̂ - cx z

Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie vorhin , wobei No . 17 zu be¬
achten ist .

so ) d )V a + bx + y 2} v' a . W a + bx + Y a )~dX'
\]/ a -\-bx —]/ a \ b x^]/ a -\- bx

Warum unterscheidet sich dieses Resultat von den in No. 28 verzeich -
neten nur durch einen constanten Factor ?

31) a \y a_+ ĉ + y "j = _ 2?/ << _(y ^ + cx *+ j/ yy dX'
)[/ o+ c —j/ a ( c x3j/ a -\- c x2

32 ) j y a + ^x + y c‘—ß x ( ^ ^ u + yrf —ß' x 2
\ ya -]- ßx —j/ a —ßxi ß x2y a2—ß2x 2

In wie fern lässt sich die vorige Bemerkung zu einer wesentlichen Ab¬
kürzung der Rechnung benutzen ?

33) d j (—3u + 26 .t ) y (a -\- bxy \ — — . dx .
- Z fa + bx

•20 b2x 3
34) d J (—3 « -)- 2bx 2) y (u-\- bx ‘)2\ ~ — . dx .

’ 3 j/ a + bx 2

d j (—3(d -f- a /_yx2-)- 4i 2a'4) j/ a -\-bx 2\

= 3̂6 b2x 3j/ a -\- bx 2. dx .

! } «v1 oc(—4a -j- Sbx ) j/ (q -f bx ) 3( ~ T ' y -- dcc-
‘ y a bx

37) d \ ( —4a -\-Zbx 2) ]/ (a -\- bx 2)31 — dx .
( ) 2 ya + bx *

38) <1J (—4 (i1 a bX2 bb x̂ ') ya -\- bx 1!̂
• _ 45 , 2^b2x 3y a -\ - bx 2 . dx ..12

' * 39 > “ / lö + s

X3

x ) (b + ßx ) ( c + yx ) \ ,

1 | a ^ b cl y x . dx
_ 2 | q + a .r b+ ßx c + yx \ j/ ( a + KX) ( b + ßx ) ( c + yx ) '

Zur Lösung dieser Aufgabe kann man unter Anderem die Formel lö
in §. 1 benutzen . .
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(/r+ kx)w+ "+ •••
40)

(a -\- a x ) m(b ß x)n. . .
a jt—ka bx —kß )(/(-)- ){a;) ”' + re+ dx

^ a -\- ax b-\-ßx "" (( rt+ a .r ),,, ( 6+ j3x)n.
die Anzahl der Factoren ist hier beliebig .

§• 3 .

Beispiele zur Differentiation von Exponentialgrössen nnd Logarithmen .

1) d [(a:—l) ^1'] -= xe x dx
2) d [(a:2—'lx -\- i )e:ĉ = x ‘i e:c dx .
3) d [(.t 3— x"'+ 6x —6) cxl\ —x3ex dx.

Hieran knüpft sich die allgemeinere Frage : „ Wie müssen die Coeffi-
cienten Ai, A.i, A3 etc . gewählt werden , wenn die Gleichung

4) d [{x m—Aix m- ‘i + AiX”—- ) ex] = x mex dx
statt finden soll , worin m eine ganze positive Zahl bedeutet ? “

5)

6)

7)

8)

d \ —ex \ = ( - — —9) ex dx .
\ x ) \ x xy

e-r d x .

ex dx .

- + - + - , + - Vx* 3a;3 6 a;- 6x /
dx ., 1 = —) ex ,

v4 3a:3 6x 5 bx / J \ 6x x bJ '

Wie müssen überhaupt die Coefficienten /?,, B2, B3 etc . nebst a und b
gewählt werden , wenn die Gleichung

9) rf[ (^ + i "- 1+ .inr- 2+ ' " ) x^+1)e'r(lx
stattfinden soll ?

10) d (jöax + b*'*') = 2(ci-\ -bx ') e‘lax ~:rb xi dx .
11) d {xe iax 'lr>>̂ — [| -(- 2 (aa ;+ öa;2) ] elaxJ r hx'<dx .

b-\-2cx
12) d (e Pa+ tx + ex*)

13) dl ( a -j- bx ) ==

14) d / («+ i a.+ ca:2)

2 j/ a -j- bx -j- cx
l>

a -\- l>x
6 + 2 ca ;

dx .

a -\ -bx -\ -cx '
dx .
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15) =

Den gegebenen Logarithmus kann man entweder im Ganzen differen -
ziren oder vor der Differentiation in die Logarithmen der einzelnen
Factoren zerlegen .

16) \ a —ßx / er — ß‘x2
Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie vorhin .

17) 'II ( ■ - ) =V , . '. r\ a -\- bx / (a + ia ;) (a +t+ (3a;)
2 a-\-bx

dx .

dx .

i 8) dif —
\ j/ a + bxJ 2x (.a + bx )

19') dl ( j/ a + cx 2) (a + cx r) '

90 ^ rilf l>Jh2cx ^ 4« c—ft2 t
yya + bx + cxV - 2 (ö+ 2cx ) (a + bx + cx 2)
/ 2a4 - 6a; \ _ (b2—4ac ') x

1 \ ya + bx + cx 2) ~ 2 C2«+ bx } (a + bx + cx 2) X'

22) d l (]/ c . x -\- j/ a Ji- ca;2) = — ^ C dx .
ya + cx 2

23, ,u ( ^ 5i = hi ) = - i5 = te
\ ya -\-bx -yy a / xya -\ -bx

24)
\ y a -\- cx 2-\- Y a / xj / a -\- cx 2

25 ) : rfa’.
Vj/ c + /3x + l/ a —ßx / Xj/ a2—ß2x2

Setzt man in No . 24 ) a —a2, c——ß2, so unterscheiden sich die rechten
Seiten der Gleichungen 24 ) und 25 ) nur um einen constanten Factor ;
was folgt daraus in Beziehung auf die links stehenden Logarithmen ?

26 ) d l
2 j/ c (ji -\ - bx -ycx l) (&4“2cir ) '
2 j/ c (a+ 6a:+ ca:2) —(6+ 2ca ;) /

2 Y ~c
Ya + ba:+ ca;2

dx .

27 ) dl (aex+ b') —— - - dx .
J ae x -yb
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fae x — jS\ 2a /?
28) fW 2ftf t d*.yae^+ jS/ a —ß*e~ x

29) d l (j/ ae 2x+ b+ j/ ö\ e*) =
/̂ n &e_ 2

30 )
\ 7/ a + 6ea;+ / a / / a + fte*

§• 4 .

Beispiele zur Differentiation trigonometrischer Functionen .

1) d [stn m ( aa ;+ |3)] = OTasm ’,‘—1( ctx -)- ß) cos ( ctx -\- ß ) dx .
2) d[cosm((xx -\-ß)]——macosm~ l (ccx-\-ß) sin(ccx-\-ß)dx.
3) d [iön“ (o!a;+ /3)] —maten ”1- 1(« a:+ j3jsec2(aa ;+ i3) da ;.
4) d (2x -\- sin2x ) = ‘lcus 2xdx .
5) d (2x —sin 2.r ) = 4sin2xdx .
6 ) d (9sma ;+ S!n3a ;) = 12 cos sa: dir .
7) d (9cosx — cos 3a:) = — 12 sin3xdx .
8 ) d ( x -f- sinxcosx ) = 2cos *x dx .

9) d (x —sinx cosx ) = 2sin 2xdx .
10) d {(2-J- cos2x) s!'nx }= 3coÄ3x dx .
11 ) d | (2 - |- sirdx ) cosx \ = .— 3 sin 3x dx .

Warum stimmen die rechten Seiten von 4 ) und 8) , 5 ) und 9) , 6) und
10) , 7) und 11) bis auf constante Factoren mit einander überein ?

12) d j | x + (^ cosx + cos3x) «inx jt= 4co«4x dx .
13) d j | x —(^ sin x + sin3x ) cos x \ = 4sin ' x dx .

3
14) d ($ lanx -\- lan3x ) = — j—dx .

3
15) d (Zcotx -\ - cofx ) —-- 1—dx .J J sin x

^ COS2X ,lo ) dtlanx —A tan3x ) = — — dx .
J \ * j cos i x

^ cos 3x ,17 ) dllanx — tan3x ) = - r— dx .
1 COS3 X

18) d ( | ten2x —l tani x) = d x .

n sin \ x ,
19 ) d & tardx —tartoc ) —- r—dx .J ^ J cof x

20)
| 1—Zlan2x j cos23x
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lanx —tan3x i 1

1—§lan 3x + tarfix } cos24a:
a cos x -\-b

21 ) d { - , , — 1 ^ dx .' II ß /« ■»l* /*« I •>•1 f*/\ O* /t 'V'

/ « wa: \ + O
22 ) rfl - | = 7——— 5—t9(1x *

\ a -̂ -bcos x ) {a -̂ bcosxy

23 ) d ( 1 _ =
\ e C(js2x -|- ß sin2x) (a cos2a:+ j3 sin2x) a

/■ 's ^ r— (a —ß) si/i2x
24 ) dyacos 2x + ßsin 2x = -- . dx .

2ycccos 2x -{- ßsin 2x
, \j/ acos 2x4 - ßsm 2x ) ßsinxsec 2x

25 ) rf y- ’- >= - dx .
( cosx ) j/ ctcos2x -f- ßsin 2x

„ , (l/ ßcos 2.x + ß sin2xl acosxcsc 2x
26 ) rf — } = - — __ . rf.r .

( S!« a: ) y a cos2x ß sin2•'

u 27 ) d \y^ x + ß si'y- I cosx sin x

x

sin2x \ ctsec2x —ßcsc 2x

]/ a COS2x -y ß sin2x
: dx .

, ( cos x ) ß si?i x
28) d —^-- = ^ “ ~7= -- dx.

ly a cos2x + ßsin 2x ) y yacos2x -{- ß sin2x)3

29) 9 ) J -
c cos2.t + /3sin2x ) y (ctcos2x ß suc x/

( cosx sinx ) ucos *x —ßsin *x
30 ) d j — = }= ______- ‘l_ dx .

(f/ a cos2x -j- ß sin2x) y (acos 2x -{- ßsin 2x)s

§■ 5 -

Beispiele zur Differentiation cyclometrischer Functionen.

1) d arclan — = — -—;— - dx .
a: 1+ a:2

_ 1 — x 1 «
2 ) d arclan - -— = -- — - dx .

’ 1+ a: 1+ a:2
Warum sind die rechten Seiten dieser Gleichungen identisch mit
d (—arclanxyt

2x 2
3 ) d arctan ; = —-—^dx .

1—a:2 1+ a:2
1—x2 2
1+ a:2 1+ a:2

Warum stimmen die rechten Seiten dieser Gleichungen mit d (2arclan x)
überein ?

x 1
O) d arc tan ■4 — - dx .

]/ V—x2 f/ 1—x2

4 ) d arccos - „= —-— ^dx .> 1 _L „ 2 1 1 « a
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Warum ist die rechte Seite = d arcsin sc?

x 1
6) d arc sin , . = —-—; dx .

' l -j- x

Warum ist die rechte Seite = d arc tanx ?

7) d arc sin (2x jA —x2) = — dx .
l/ i —x2

Warum ist die rechte Seite = d (2arc sin x ) ?

, / VV-\-x2—1\ 1
8) d arc lan I - )= —- —d x.

\ x J 2 ( l -\- x )
Warum ist die rechte Seite = d arc lan x) ?

, I b4 -2cx ) t/ auc —b2
9) dl 2 arc tan —— ——— ) = —- r — » dr .

13)

yAac —b2) a + bx + cx 2
in > ^ • 2cx —b l/ c ‘ci arc sin —- — = - - --- dx .

j/ 4ac + b2 j/ a + bx —cx z

11) d \ 2arclan ^ ± ^ { = - J ^ EiZ - dx .
( xj / 4ac —b2) a + bx + cx 2

i o \ i ^ ^ bx i/ a\ Z) d arc sin — — - = -- — r dx . ■
x ]/ Aac -\- b2 x }/ —a -\ -bx -\- cx 2

, , ]/ 2a + ß . x l/ ia + ß (a + x2) ,d arc lan - — - = ' ----- JIF — !- 1 da-,
a —x2 a2 ß x 2 x4

ij . . . otx-\- ß T/ a2—ßl14 ) d arc sm — - = - ' - ^ dx .
ci+ ßx (a + ßx ) }/ l —x2

ik -, , . ( 2ß + /3y) a;—ay l/ afa + dy )15) d arc sm -— f = - ' i—1 1 ' > dx
y (a + ßx ) (a + ßx ) y Yx - x2

, . 2aß —bu -\- (bß —2ec ) a;] o) d arc sin — r '
yb 2—Aac . (n+ jSa;)

y baß —aß 2—ca 2— - -- -■ -■ d x.
( a -\- ßx ) y a + bx + cx 2

J ■ y {a2- ß2) (l - x2) ya 2- ß217) d arc sin —- 1—4-i-- ' —-- 1- —-— - dx .
a+ ßx (a+ ßx ) yi - x2

1D̂ J y (a2—ß2) ( i —x2) y a2- ß218) d arc tan — - --4-̂ - = .. - d x .
ax + ß (a + ßx ^yi - x2

Warum sind die rechten Seiten von 17) und 18) gleich und entgegen
gesetzt der rechten Seite von No . 14) ?

Schlömilch , Ucbungsbuch . 2
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19) d <2 arc sin 1/ . ' . ) = — ' — - / d x.
( ’ 7 (G+ ß 'r ) ' ( a -\- ßx ) )/ yx —

20 ) ( o+ ßy) x I ]/ « («+ (3y) da:.
( ft+ /3.r) j/ yx —a:2

Weshalb stimmen die rechten Seiten von No . 15), 19) und 20) überein ?

21 ) d arc tan dx .
]/ « ( [ —a 2) ( a + ^ a:2) l/ l —a'2

, • l/ «+ (3. a ]/ «(«+ /?)22 ) d arc « « f— ■ = - 1— -- ■—d .r .
\/ a+ ßx2 (ct+ ßx^y l—x*

23 ) darcsin vi (L a±ifL

24 ) d arc sia

/Ij / a + ^ x + ya 2

]/ y (<32—4ay ) ^ ^
2 ( «+ /ix + ya 2) ]/ ci+ ß .x

\ / a (/J + 2ya-)
ß y a-\- ß x yx*

y aiß ^—iay ) = da:.
2 (a + ßx + yx *) y ßx + yc

§. 6.
• Vermischte Beispiele.

1) d = ^^ ( 1+ / .r ) da’.
Man beachte hierbei , dass xx als Exponentialgrösse dargestellt werden
kann .

2) d (x ,x) — 2x lT~ l lx dx .
3) d [{lx )*] = {lxy - ' \ \ + lx dx .

4) d | ( yj ^| = ( yj Xla: da :.
Wenn « und r Functionen von a: bedeuten , u und »' ihre nach a:

genommenen Differentialquotienten sind , so gilt überhaupt die Formel
5) d (u") = u*’- 1( u' v-\- uv t u) d .r .

Im Folgenden bezeichnen 11lugz den zur Basis b gehörenden Loga --
rithmus von z ■es ist dann

6 ) dyiogci ) — -- . 'xlng a . xIoge . d x .

Hier wird es zweckmässig sein , xlog a durch natürliche Logarithmen
auszudrücken .
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7) fl \xlog (a+ ßx ) \ = ~ . l̂og â+ ßxj ^ loge . dx .

8) d j■'rlog sin a:{= | cotx . xlog sinx\ x loge . dx .
I x )

Sind überhaupt y und z Functionen von x , y und z ihre Diffe¬
rentialquotienten , so gilt die allgemeine Formel

ff

9) d ( ’Jlog z) =:=^ “-- — • ylogzj Jloge . dx .

10) d lxarcsihx -j- yl —x2] = arcsinx dx .
11) d \xarclanx — l ( l -f-X2) j — arclanx dx ,
m . . A x . , arcsinx
12) d < —.-----::arcstnxA -l l ( \ —x2)\ = — dx .

)j/ 1—x* 2 j }/ ( l —x2)3
- q, , / ix 2arcsinx
io ) d \x ‘-\- (arc sinx —2:ry I—x ) arc sinx | = ---- dx.

j / 1— x 2
, . . , . . x2arclanx

14) d \ (x — ^arclanx ) arclanx — / ( l + .? ) j == 2— dx .
1 ~y "&

1^. 7( l f 2x \ i 4arc tanx 1
15)d\r+72+\T+ 2̂+arc,mx)arcUinx]= (r+^ <lx-

A y x \ arcsinx ) arcsinx ,
Ibj d { / ( -- = )-- >= - ,)— dx .

( yi + \/ i —xA x ( x
17 ) d \ eax ( acosbx -\- bsin äx ) } = ( «2+ b2) eax cosbx dx .

18) d | eax[asin bx —bcosbx ) { = («2ff- /d) eax sin bx dx .

19) d }(x + /r {/ i —x2) ekarcsiniX\ —{l + kt) ekarcsina: d .r.
c\s\ \ ( ^ “I” ^ i t \ ^ “I“ / /20) d/ _ pk arctanx\ _ !_ pkarc tanx T

Wi + x * (

21 ) d \xcos (lx — — 2 cos (lx ) dx .

22 ) d \xsin (lx —%n) \ = j/ 2 sin (Ix) dx .

, \ ct—p tanx / wcos x —p stn x

24) i - ) = dx .
\ \/ b-\ - a — j/ 6—alan \ x ) a -\- bcosx

~ { ß \
2o ) d arc tan — tan x ]= „— -— •— — — d x .

' \ a ) u eos x p sm x

fi / a — b \ l/ «2—b2
26 ) d arc lan l l/ —r- r lan hx I= . y ; d x .

’ ' r a -\- b / 2 (a -\- bcosx )
2 *



20 Einfache Differentiation von entwickelten Functionen einer Variabelen .

l(«—b) (an ^ .t' + c— j/27 ) dl
{a — H) tan * xr -}- j/ 62-}- c2— a2

_ __ [A 2_+ c2- a2_ rfa;_
a + b cosoc c sin x

oq \ a , (<*— b) tan \ x + c j / a 2— f/2— c228 ) (l arc (an - - — - = —-— t dx .
j / ß 2 ^2 c2 2 (« + 6cosa ; + cswia ;)

on \ 7 \ . / ~ , l / 2a . sinix ) l / a ( a4 - b) . cos &x ' ,
29 ) d ly 2 arc tan ‘ --- i - i — i ^ d x .

r0 .937) | / cosx

1 J / p / 2a . COS — j / ( « — b) cos x

' j / 2 \ j / 2 « . cos ^ .r + | / (n — i') (' osa :

l / a (« — A) . « « Ja -
= ' — - A - - dx .

( a + Acos x ) {/ cos x
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