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Capitel IL

,,,,,,,,,,,

Mehrfache Differentiationen von entwickelten Funectionen
einer Yariabelen.

§ .

Grundformeln und allgemeine Regeln.

Die successiven Differentialquotienten der Functionen f(z) wer-
den entweder bezeichnet durch
iU ) )
dz '’ dat’ da® '
oder kiirzer durch

Df(a), Df(x), DPf(a),....

. M@, @), (@),
Fiir die hoheren Differentialquotienten der einfachsten Functio-
nen gelten folgende Formeln:
1) D {(a+ba)]
=u(p—1) (p—2)...(u—[n—1]) b (a+ba)*—7;
specieller fiir y=—1

oder auch durch

9 D"( 1 )_ (—J)fl.z.S...n.IJ"
o at+bax)  (atba)Hl
und fir p=—14%
‘ = 1 (—171.3.5...2n—1)b"
5) D (  — —= R -l
Vat+ba 2 (a+bax) Y atbx

- __(—l)”“].2.3...(n—22"
4) Dml(a4ba)= atba) ]
5) Dn(ebr) = pngha,
6) D sinx =sin(ynm+z).
7) Dreosx = cos(§nm+ ).

Bedeuten « und » Functionen der Variabelen x, so ist
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8) D (aud-bv)y=ab®u-bD"v.
9) D (uv) = (n)gu. D"t 4 (n), Du. D"~ 'v
+ ) DPu. D" 2oL,
wobei in der letzten Formel unter (»),, (1), (#):, ete. die Binomial-
coefficienten .
’ n nin—1}  n(n—1) ('H:E)
! ! 1.2.3 g

L? 1.2
zu verstehen sind.

Um die hoheren Differentialquotienten einer gegebenen Function
[(z) zu entwickeln, kann man zwei verschiedene Methoden benutzen:
die recurrirende und die independente Darstellung. Bei der
ersten bildet man zuniichst eine Gleichung zwischen zwei oder meh-
reren auf einander folgenden Differentialquotienten beliebig hoher Ord-
nung, wie z. B. zwischen [ (&), fi"+V (), "+ (2), und berechnet
mittelst dieser Gleichung (der sogenannten Recursionsformel) einen
Differentialquotienten nach dem andern. Bei der zweiten Methode
sucht man /™ (i) unabhiingig von den vorhergehenden Differential-
quotienten darzustellen, wie dies z. B. bei den Formeln 1) bis 7) ge-
schehen ist. Da sich fiir keine der beiden Methoden Vorschriften ge-
ben lassen, so dienen die folgenden Beispiele hauptsiichlich, um zu
zeigen, wie man in speciellen Fillen die besonderen Eigenschaften
einer gegebenen Function benutzen muss.

8. 8.

Beispiele zur recurrirenden Entwickelung hoherer Differentialquotienten.

1) Handelt es sich um die successiven Differentialquotienten von

f(x)=p 142,

so differenzirt man zuntichst einmal ; die entstehende Gleichung
x

) — 7
multiplicirt man mit 1+4a?, giebt dem Producte die Form
(I+a®)f (x) = af(x)
und differenzirt noch {m-1) mal mittelst der Formel 9) in §.§; das”
Resultat lautet:
(1422 fn+2 () (m4-1), .22 D (@) 4 (m4-1),. 2 ™) ()
= fr+D(2) 4 (m4+1), ™ (x)
oder

Fom+2) (z) = — (2m+1)zfm+D) ff)l-:(?:?—l) (m+1) fim) (2)
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Fiir m =0 folgt aus dieser Recursionsformel unter Einfiihrung der
schon bekannten Werthe von /) (2) = f(.r) und [ (&)
1

N ey
ferner ist fiir m=1,2 u. s. w.
o 7_3.rf"('a;) o 3x
A
f”.(._t_):_5.rf'“{x)+3f"(:!:)___ 122 —3
= Vitay
1. 8. W. '

In dem speciellen Falle x=0 wird die Recursionsformel einfacher

néimlich
[+ O)y=—(m—1)(m+1) /™ (0)

und daraus erhiilt man wegen /(0)==1 und /' (0) =0

[(0)=(—1)en=1[1.3.5...(n—3)]*(n—1), filr gerade n

[™(0) =0, fiir ungerade n.

2. Die Function

[(2)= (atba?)m

giebt bei gleicher Behandlung

(a+bat)f (x) =2pbxf(2),
(2u—2 m—2)x [+ ()4 (m 1) (2p—m) [ (:r)

- ba?

Im speciellen Falle & =0 wird bei geraden n
f™0)=1.3.5..(n—1)u(p—1)(g—2)..(u—[jn—1])a’ =27 (2h)%",
dagegen bei ungeraden »

[m+2) (@) =b -

f@(0) =,

3. Um die Function

[ AR SRR
(Va+tbz+) a)yatbx
mehrmals zu differenziren schreibt man erst

£ Jﬁza ]/a+br—]/a
) atbz

multiplicirt mit .r]/a-l-h;c und differenzirt vorliufig einmal; nach ge-
hériger Reduction findet sich '

2(ar+ba?) /" (@) (Ra+3ba) f(x) =2a.

Durch (m+ 1) malige Differentiation folgt hieraus die Recursionsformel
2a(a+tba)flm+2(x)
=[2m-+4)e--(dm+-7)ba | D (@) (m-+-1) (2m43)b ™ (2).

Fiir den speciellen Fall = 0 ergiebt sich wegen [(0)=1
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ﬂ"’(0)=(ml)ﬂ:.e.a...ﬁ’?-?f (»ﬂ+l)( )

4.6.%...(2n42)
4. Aus der Gleichung
[(@) = o +f2" + fa)
erhiilt man durch einmalige Differentiation
Ve+pgat. f(x)=up[(2);
eine weitere Differentiation liefert (unter Riicksicht auf die Gleichung
selber)
(@+B ) [ @)+ Faf (@) =B/ (@),
Nach m-maliger Differentiation dieser Gleichung findet man
(e*+§'2%) [0n+2) ()

= — @mA 1) B D (@) (0 — ) B ) ().

Fiir =0 ergiebt sich bei geraden n:
F1000) = =) (=) .. (0 — [ =21 =0
" dagegen bei ungeraden # : '

F7(0) = (4= 1) (=) (61— 2] ) B
5. Es sei :
f(x) =} (aresinx)?;

(1=a®)f"(z)—af (x)=1
und hieraus die Recursionsformel
(1—a?) [+ (2) = (2mA1) x f 4D (2) 0 [ ().
Im speciellen Falle @ = 0 wird
f®(0)=[2.4.6...(n—2)]*, fiir gerade n,
f™@©)=o, fiir ungerade n.
6. Aus der Gleichung
[ (&) = cos (parcsinx)
folgt, wenn einmal differenzirt, dann mit J/1 —2* multiplicirt und noch-
mals differenzirt wird,
(A=) (@) —af (¥) = — w f(2);
man findet nachher die Recursionsformel
(L=a®) fm+2 () = 2m4 D)z for+D (2) 4 (m2—u?) f7) (2).
Diese giebt im speciellen Falle 2 =10
£ (0) =— * (2 — ?) (4" — ) ... ]n— 2] — ), fir gerade n
™ =o, filr ungerade n.
7. Eine ganz fihnliche Behandlung gestattet die Function
f(z) = sin (parcsinz).
Die Recursionsformel ist hier dieselbe wie vorhin, und fiir =0 wird
f(0)=o0, bei geraden n,
[MO0)=u(1®*—p*) (3*— p*)...([n—2]*—u?), bei ungeraden n.

man findet dann
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8. Es sei
[(x) = (14a*) %t cos (warctan);
differenzirt man statt dieser die Gleichung die folgende
(142~ %4 f(x) = cos (warclanz),
multlphclrt nachher mit 1+4a* und differenzirt noch einmal, so fin-
det man
(140" (@) =2 (u— 1) f’ (@) (u—1)/ (&) =0
Daraus ergiebt sich die Recursionsformel
(1420704 (@)
=—2(u—m— 1) [ (@) — (g m) (g —m—1) [ (2).
Im speciellen Falle z =0 wird
[M(0)=(—1)%"u (u—1)(g—2)...(u—|n—1]), fiir gerade n,
™ (0) =0, fiir ungerade n.
9. Ganz hnlich lisst sich die Function
f(2)= (142 %u sin (uarctan )

behandeln. Die Recursionsformel ist hier dieselbe wie vorhin und im
Falle & = 0 ergiebt sich
fm(0)=o0, fiir gerade n,
[@(0)=(—1)2m=Dy(u—1) (g—2) ... (u—[n—1]), fiir ungerade n.

§. 9.

Beispiele zur independenten Entw{ckelung hoherer Differentialquotienten.

1. Um die gebrochene Function
1
o —fa?
zu differenziren, bringt man dieselbe auf die Form

2Loc (a:ﬁr+ t-::l-l—ﬁ_.l)

und wendet die Formel 2) in §. 7 an; man erhiilt

" 1\ 1.2, 3 71.8” (—1)n
(=)= %(a—ﬁw)"+’+(w+ﬁw)"+'}
oder auch
po 1 )_(—1)"+11.2.3...nﬁﬂ 1 _ 1 m%
. 2 ¢ 1Bz —a)" 1~ (Batay+if

Vereinigt man die beiden Briiche rechter Hand, benutzt im Zithler den
binomischen Satz und setzt zur Abkiirzung

U= (1), (B2)*+ 1+ 1) (B =2+ (1t Dy (Ba)r =1 ..

25 (a’ lﬁzx”) I(c:z‘a:,‘}“_i::_)_l?;nTL‘]'
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2. Mittelst eines iihnlichen Verfahrens erhilt man
o x _1.2.3...af" 1 o e
@E=Fa)=""% le=parn ~ Grper
1 ' 1
— (— 1)1 ... Rt [ P . S L Y
M e
Setzt man zur Abkiirzung

= (Bey+ 4 (1ot 1ot (o) =+ (1 1), B =0

50 ist auch
[1"( @ _1.2.8..np—1F
az_ﬁex-z o (uﬂ_ﬁQJﬂ)'{;-F]- 4

3. Um die Function

-
a-e_i_ﬁﬂmz

zu differenziren, kann man die Zerlegung

1 1 1 1
“2'{".6%'”2#‘2&'}/:1 (ﬁm—-al/’: ﬁ:ﬂ+a]/—_l)
benutzen und dann wie in No. 1) rechnen.  Wird hierbei zur Abkiir-
zung
U=(n+1), (Ba)— (n41),e* (Ba)y* =2+ (n4-1),! (fa)—4—....
gesetzt, so ergiebt sich
nn(-—-’---- _(=1)r1.2.3...087 0
SEER)T (@
Ein anderes Verfahren ist folgendes. Man fiithre den Hiilfswinkel
o ein mittelst der Formel
w = arclun i,
=

aus welcher folgt

o o dw . )
r=—coln, dor=——. =y dw=— E.s‘m?r,:a ax,
B g sin*fw o
und differenzire zuniichst die identische Gleichung
1 - L. o
m"— ‘E{: St w H
man erhilt
1 2 206
d| = --——g—é) =— sinwcoso do=— —g sinfw cosw da
o +pa « a
oder
L p
D — ) =— — sinw sin2 n.
(a2+ 6‘2 3,2) o

Differenzirt man zum zweiten Male und driickt d w wieder durch da
aus, so findet man
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1 2
? (a +ﬁ2 ) +~4-srra o sindw

und durch mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens
1 a] n"1.2.3.. i
om (E:E+;82£c=!) =l PR L —sin"+ o sin(n+1) .
Die allgemeine Giiltigkeit dieser Formel beweist man mittelst des
Schlusses von n auf 741, d. h. man differenzirt die vorstehende (Glei-
chung noch einmal und zeigt, dass hierdurch entsteht
1 _(=1)rtt1.2.. (n41) R+
ey
Die Formel gilt also fiir den (n--1)** Differentialquotienten, wenn sie
fiir den n'*" richtig war, und da sie beim ersten Differentialquotienten
gegolten hat, so ist sie nun successive richtig fiir den zweiten, dritten
u. 5. w. Setzt man fiir sin @ und © ihre urspriinglichen Werthe, so
gelangt man zu dem Endresultate
1 — 17 .. n
D”(—?—- > 2) ( 1) fetadiP, sin [(:a-i—l) arelan i].
+B2Y) " ap/ (@ fay B
Aus der Vergleichung der belden, auf verschiedenen Wegen er-
haltenen Ausdriicke fiir denselben Differentialquotienten folgt noch

(Vﬁﬁz ".‘J)" +|sin [{n-l— )ure f{mﬁf,]

:(ﬂ-l-l),ﬁ—--(n-i-l)a( )-|-(n+|) (ﬁx)

oder, wenn n=m—1 gesetzt und wieder w eingefiihrt wird,
sinmw

sin" 2w sin (n42) o}

Dn+1 (

e (m) tan 0 — (m) g tan® @ =4 (m), tan® @— -+ -+,

worin ein oft gebrauchter goniometrischer Satz liegt.

4. Der n'e Differentialquotient von
xZ
o +pBta?
lisst sich gleichfalls auf zwei verschiedene Arten entwickeln. Setat
man zur Abkiirzung
V=(Bz)"+t!—(n+1),e* ()" 14 (n + 1)t (fa)y—3—....
so gelangt man zu der Formel
D"( T ) (—1"1.2.8...0p0—1F
2+;3'z 2 (a’-i-ﬁz:l:’}""'l "
Man kann aber auch, wenn @ seine vorige Bedeutung behiilt, von
der identischen Gleichung
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o |
(;E-i——ﬁi.’l’.‘i: a_ﬁ Sth (.‘Ofm
ausgehen und findet dann

—1)"1.2.. .0 fn !
pn ( 2+a:ﬁ2x!) t=1) e af sin"+H @ cos(n41) o
oder

— | n—1
D"( : = ) e T L "ﬁ--—c:s[(n+l)arcmn a—].
o+ gra? V(e prat)+! g
Durch Vergleichung der beiden, auf verschiedenen Wegen erhal-
tenen Ausdriicke fiir denselben Diﬂ'erentia.lquotieuten folgt noch
cosmuow
LT (m)y— (m)y tan® @+ (m) tan' @ — -+ - - -
5. Die identische Gleichung
1 o 1
S T — B2 2
a42bz4cax C[acceb +(%+x):|
fithrt zur Kenntniss des n'e" Differentialquotienten der links stehenden
Function; man wendet hierbei die Formeln des 3. Beispiels so an,
dass man

ac—Ub?
cz ? ﬁ=1

und zugleich %-{—m fiir a setzt, wodurch sich d x nicht tindert. Macht

ﬂg =

man (rebrauch von der Abkiirzung

S= (1), (e ) — (- 1)y (ae —7) (b4 c)r=2

+(nt Dglac—b (bpeayp—ia. ...,
80 ergiebt sich
D"( 1 )= (=1)"1.2...28
at2bx+ca?) (at2bx+cat)n

Falls ac—J* positiv ist, kann man analog der zweiten Methode

in No. 3) verfahren; wird niimlich
]/a c— b

w = arclan

btcz ’
: ]/ac_b’ b4tcax
sho=——t————, S =————
Ve(a+2bx4cat) Ve(at2batca?)
gesetzt, so findet sich
( ;/4a(,_-b’
a-|-2ba:

=(=1)"1.2...n }/(}[W)ﬂ+l sin [:(n-i- 1) arctan %]
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6. Aus der identischen Gleichung .
b
bfex e
2T 2 2
at2bz+tcx ac;b + (%+$)

erhiilt man nach No. 4), wenn die Abkiirzung

T=(btca)y*t'—(n+1)(ac—b)(b+cax)"—!

+(n41)(ac—b)2(b+ecz)"—3—...
eingefithrt wird

D"( btca )= (=1)#1.2.3...nT
at2bxtcat) (ad2bx+ca?)y+l’

Im Falle @ac—06® positiv ist, kann man die zweite Methode in
No. 4) anwenden ; sie giebt

. b-l-ca:_)
2 (a+2ba:+c:t’

=(—1)"1.2...n }/(m)ﬂ+lcus l:(n-l-l)arcmn’/bﬁ].

7. Nach der Regel fiir die Differentiation der Producte findet man
Dn(ea*cosha)
= {(n)pa" —(n)ya® 20"+ (n), a4 — ...} e* " cosbha
{(n)oa" —(n), + (),
—{ ) a1 —(n)gar 3 P uvs fe T sinh .

Ein anderer Weg zur Entwickelung desselben Differentialquotien-
ten ist folgender. Man fithre zwei Hiilfsconstanten ¢ und & ein mittelst
der Gleichungen

c=}/m, tan 9 = —%,
aus denen folgt
a=ccos®, b=csind;
statt der Formel
D (e**cosba)= e** (acosba —bsinba)
liisst sich dann schreiben
D (e cosbx) = ce?*cos(bax+9).
Durch mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens erhiilt man die
Formel
D (e cosba)=cme*Tcos(bz4nd),
welche mittelst des Schlusses von auf n41 zu beweisen ist.

Vergleicht man die beiden fiir D" (e**cosba’) erhaltenen Aus-
driicke, setzt in der entstehenden Gleichung »=0 und b=atan®, so
erhiilt man dieselbe goniometrische Formel wie am Schlusse von No. 4.
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8. Die héheren Differentialquotienten von e?®sinba lassen sich
gleichfalls nach den vorigen zwei Methoden entwickeln. Die erste giebt
D (e sinb x)
= {{n)ya"— (n)ya 204 (n) a" T — et T sinba

()@= Tb— ()@ =3 ler*easbas
nach der zweiten Methode erhiilt man
Dm(e“* sin ba) = c" e Tsin(bo4n 9),
wo ¢ und & dieselbe Bedeutung haben wie in No. 7).
Vergleicht man die beiden fiir % (e“®sinba) erhaltenen Aus-
driicke, setzt in der entstehenden Gleichung =0 und b=atan 9, so
kommt man auf die in No.3) gefundene goniometrische Relation zuriick.

§. 10,
Allgemeine Theoreme iiber hohere Differentialquotienten.

1. Um die héheren Differentialquotienten von # (L) zu ent-
@

wickeln, setze man fiir den Augenblick

1 — 1
i mit'hlnh_.z:_?;
es ist dann
1
'l
(3)_arg) ay_ _rwd
da dy “da

wobei #°(y) so berechnet wird, als wenn y eine unabhiingige Variabele
wiire; zufolge des Werthes von y ergiebt sich dann

1 § af il
DF(—)ﬁ__ép (a)
e R &€

Eine nochmalige Anwendung desselben Verfahrens liefert

D’F(—l>=_ 1 4F0) dy 1F'(i)
T T dy de a2 o

oder durch Wiedereinsetzung des Werthes von y

po(D)= e (e 2r(Y)

Auf diese Weise fortgehend erhiilt man der Reihe nach
1 1 1 B8 e L 6 ../ 1
7] (il PSS Sl - ) LT R U oL ek
DF(:.G) ‘:r“r (a:)+ a:sF (:,t:)+ xt (z‘)}’ :
D*F(i)
z
OO O O
=P\t 7 T +
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In den bisherigen Formeln scheint sich folgendes Gesetz auszusprechen:

o (__) (—1)m ; F[n)( )+ (”;?L)_ 1’*): pin— “( ; )

+(n—1}$(;1n~:§) (n),F(,,_Q, x)+!

man soll dasselbe mittelst des Schlusses von » auf n41 beweisen.
«) Hiernach ist z. B.

Dn( g%)= (:{:T)I{(%)"{' (n_:).(n)l(%)ﬂnl a
+ (n—1)(r—2).(n), (%)”_Q-{-... 2 =

§) Whlt man die Function F(g) so, dass sich D= F(%) diroct

(d. h. ohne Hiilfe der allgemeinen Formel) entwickeln liisst, so gelangt
man nicht selten zu bemerkenswerthen algebraischen oder goniometri-
schen Siitzen. Z. B. fir

Fy)=arclany, F'(y)= l+ WL

__1)k—1 o

F®) (y) =( b Vv (ll_:y,);u‘ ! sin(k arclan I—)
Y

ergiebt sich

F (i) = are lan L DF(L) s gL—
x T at41’

— l .2, e=of
Vi F( )— ”,;'_I'_*l(;i ) sin (n arclun %),

wendet man nun die allgememe Formel an, indem man schreibt

| (—1)nam D F(i)
() B (e (1)

und setzt man schliesslich arcumx—ﬂ, so erhiilt man
- sin® ) sinn (4m— ﬂ)
= (n), cos 0 sin | — (n), cos®0 sin 20 4 (n), cos* O sin3 O — ...
Die Annahme F(y)=3/(14y) fithrt bei gleichen Behandlung zu
dem entsprechenden Satze
sin™ ) cosn (A=—0)
= (n)y — (n), cos 0 cosO 4 (n), cos* B cos20 — (n)y cos® 0 coszf4-...
2, Betzt man fiir den Augenblick a*=y, so erhiilt man
dF(’) dF(y) dy
dx ~  dy "dz

F—F'y).2e
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oder ‘
Fat)=2a F'(a*);
die mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens giebt
D*F(a?) = Qa) F" ()42 F' (a9,
DF(a?) = (22P F" () 4+6.22 F" (x?),
D' F(2®) = (22)* FIV (2 4 1222 F™ ()4 12 F” (zY),
D Fa?)=Qa)PFV (2)42022) F'V (2*)4-60.22 F" (2?),
und in diesen Gleichungen erkennt man inductorisch das Gesetz

n(n_l)

Ii" F(a*) = (22)" F™ (2*) + ——— (22)"—2 F(n—1) (29)

n(n__l)(n_.ﬂ)(n-_.'i)
1.2

n(n—1)...(r—5)

& 1.2.2

welches mittelst des Schlusses von n auf 41 zu beweisen ist.

_|_ (2.:1:)"—4Ff"'-.2)(3;’)

a) Beispielsweise hat man nach dieser Formel

1
n
v (a+ﬁm’)
_(=n"1.2..e(28a) a4 pat (a+ﬁx2
e ot O T + =2 () —
Ersetzt man die Grissen a, f§, & durch
ac—b® b
¢ ] ¢, ? + z,
was auf do keinen Einfluss hat, und fithrt man die Abkiirzung ein
(rz-{-lbw-{-c z*) e
4(b+4cx) ’
80 erhiilt man
1
& (ﬁzbm-{- cm*)

(=1r1.2..n[2(b+ca)]”
= lat2batea)nFT

b) Die allgemeine Formel fiir D" F(2?) liefert ferner

1
(o)
;(—l)”1.3.5..(2n_l) (.B:c)"’l_ nn—1) a4 pa?
Y (atpat) tnti 2(2n—1) Ba*
nin—1)(n—2)(n—3) («+J3w’)’_

2,4(2n—1)(22—3) \ fat

f1—(n— 11-—{-(11_2},14_....’

+

(23’,‘)"_‘ 6 f7(n—3) (x!)_i_ < sesa

7
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Benutzt man hier die niimlichen Substitutionen wie im vorigen
Beispiele und setzt zur Abkiirzung

e(at2bx+cat)
 (btecxy o
so erhlt man
= 1
! (;/a )
:(_—__l_)i'_l.?i..('zn—l) (b+4ca)n ;]_ n (n-—-l)
V(ad2ba+eat)tnt 2 (2n—1)"

n (n—l) (n—2) (n—'%)

+ 2.4(2n—1) (211-—3)

Diese Formel gestattet eine bemerkenswerthe Umwandlung. Aus der
Gleichung

(29__.1)11 — 2.2»__(")' 22"_2+(?l‘)g AL T S
folgt niimlich, wenn z als unabhiingige Variabele angesehen wird,
—1) 1
D (22— = (n41) (n42)..(2n) 2" %1 — :((;:1_ l)) =

n(n—1)(n—2)(n—3) 1

2.4(2n—1)(2n—3) 2 |’
beachtet man erstens die identische Gleichung

(ﬁ-+l)(_n+2) .(2n) = T (3") E::g

=1 .3.5...(2»—1).3"
und setzt man zweitens rechter Hand
b+t..1
Ve ((r-|-2b:r:+r:r’)

. 1 —_— y s
so wird = und die eingeklammerte Summe identisch mit der nach

-~
e

Potenzen von » fortschreitenden Reihe ; dies giebl folgende Relation

i v s (_1) Vcﬂ nn 2 n
[(z _'1) ]1
a+2bx+r‘.¢:‘
wobei nach geschehener Differentiation in Bez1ehung auf z der fiir z
angegebene Ausdruck zu substituiren ist. Hieraus folgt specieller,
wenn nach ausgefiihrter Differentiation 2=0 gesetzt wird,

;D (m)é(m (—_E): z o [ —1)].

Schléwmilch, Uebungsbuch, 3
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¢) Die allgemeine Formel fiir 0" F(a*) liefert ferner

D"(u’—!—ﬁm’)“

_u (u—1).. (u.-—n:{-l) (2 a)n L+ n(n—1) a+fa?
(at+Bat)n—F 1(,%-—-1&—1—1) 4f a*
n(n—1)(n—2)(n—3) (a-l-ﬁa‘: 1. t

1.2 (p—n+41) (p—n—+2) 4431:*
Setzt man zur Abkiirzung
. i (=1 (—=2) v russ (n—[2&—1])
i k(e—nt ) (p—n+2)...(p—nt5)
_c(at2bx4-ca?)
= a(bFex)}

so erhilt man aus der vorigen Formel
D (a4-20x+ca®)e
=l n+41) [2(btcx
elo=eCeond D UL (1 tut st o)
Bemerkenswerth ist der specielle Fall a=1, b=0, ¢=—1,
n=m—1, p=m—}%, welcher giebt
Dmn—i(1—atym—%

(_l)m-ll.:}.ﬁ..(zm—-l].’c"‘{ l)l/l—'n _(m)s(]/l_a:*)

m

+(m)5(1/?) s t

Fiir x=cosw liisst sich die eingeklammerte Reihe mittelst der Formel

(8. 9, No. 3)

(m), tan o — (m) 4 tan® o+ (m)g tan® @ — -+ -« =

sinm o
cos” @
summiren und es wird nach Restitution von w=arccosx

v (—=1)7=11.8.5...(3m—1)

m

Dm—l(l _a.:ﬂ)m—

sin (mare cos x).

d) Wiihlt man £(y) so, dass D" F'(2*) unabhiingig von der allge-
meinen Formel entwickelt werden kann, so gelangt man zu irgend
einem algebraischen oder goniometrischen Satze. Im Falle

Fly)=1(1—y)
(z+1)"+ (2 —1)"
(2x)"

it e Gttt

erhilt man z. B.
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oder wenn
2
=1 o 1
-— =z mithin t= - =——
& 1—2

gesetzt wird,

(4y1—2)"+(—p/1—2)"

ay. i) g A= (_) St =0 (1)“+ e

1 1 4 1.2.3 4
worin der Coefficient von (3 z)¥ durch den Ausdruck

nn—k—1)(n—k—2)...(n—2k41)
1:2:8u0:k

gegeben ist.

Differenzirt man die vorige Gleichung in Beziehung auf z und
lisst nachher n-41 an die Stelle von z treten, so findet man leicht

(L4+y1-2)"—(1—y12)" =y F=2 (i) 48 (n—4) (i)'

Y12 o 1 \4 1.2 4
(n—4)(n—>5)(n—8) 2\s
i g,

Zu #hnlichen Sitzen fiihrt die Annahme
Fy)=1(1+y),

und zwar ergiebt sich, wenn nach Ausfithrung aller Differentiationen

1
arctan — =)
x

gesetzt wird,

2cosnlb) = (2cosﬂ)“—% (2cas9)"—2+n(’:_2§) (2cosf))n 4
n(n—4) (n—5) i
S (2cos By =4
Hieraus folgt noch durch Differentiation in Bezichung auf 0
sin n0 i [ n—1 n___2 n—3
b __(zwsﬂ) =tz (2 cos 0)
+ (1—:733.(:_‘44}. (2 cos 9)"_5 —_——raas

3. Durch mehrmalige Differentiation von F(/x ) erhiilt man fol-

gende Gleichungen
3%
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Y
P S) — F'(Vx) F(Vr)
; ngi[_’a F’/"” ¥ =
il S s e P i v
ME) PR F

i We) _ 1 F W)
PEYE=T S Ty T Gy N Ty
die zu der inductorischen Formel fiihren
- — _F""')(l/;) n(n—1) F"“(]/-:;)
Y= T T e
(n+l)n(n—1)(n_2) Fs=2) (]/:r:) )
e Gy

diese ist mittelst des Schlusses von n auf n-4-1 zu beweisen.

«) Hiernach ergiebt sich z. B.

n _._,L_.i
! (a+ﬁﬁ)
o Cytreempr o n—latfye
(2]/1‘)::(“_'_{3}/.2)!!-1—1 ' 1 gﬁ]/x
(D) m—2) («tppy/z) |
T ( 2,61/5) o

wobei die Coefficienten unter der Form

(nt+k—1)(ntk—2)...(n+1)(n—k)
L2 Boenenk

enthalten sind. Das obige Resultat liisst sich noch dadurch etwas ver-

allgemeinern , dass' man § durch $3/¢ und zugleich a durch % + x
ersetzt.
b) Macht man Gebrauch von den Abkiirzungen
Yo (n—|—l{_1) (n+k—2).. m(n—1)...(n—k)
k@ n D (p—n+2)...(u—nFk)’
_ot B ]/a.
2p3 V;r:
so findet man mittelst der Formel fiir D F(]/ E)
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o (at-py/ @)

o Clniion ol L D WL

(2y/@)" (at-py/=)"*!

Ein bemerkenswerther specieller Fall hiervon ist

D (et fy/T) 01 = i 3:Be —1) ﬁ . (o)

Z"

¢) Wihlt man F(y) so, dass DnF(;/E) unabhiingig von der all-
gemeinen Formel entwickelt werden kann, so gelangt man zu einem
algebraischen oder goniometrischen Satze.

Ein Beispiel hierzu liefert die Annahme

F(y)=%(y—1),

; v o 1 1
F(y)=ﬁ“*(§_1+&+l)’
Fm(y)=(_])k—13.4...(k_I);(y*_l“ﬂl)k-+(—y-_:_f)i=,
Fyz)=4i@—1), DF[z)=}.-"' -

u. 8. wW.

welche giebt

und schliesslich, wenn nach Ausfithrung aller Differentiationen

g !

gesetzt wird,

(o) =ur4o" 4 (n), (um—14pm—1) n!j:v
ok s (== (2 Y
n—1
............... +(2n_2)n_,(u+0)(“‘:v) .

Nimmt man dagegen
F(y)=4i(y'+1),
und setzt nach Ausfithrung aller Differentiationen

1
arctan — =9,
&

so erhiilt man die goniometrische Formel
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27 =1 casnf)
cos(n— 9 s —_ 9
= cosnf) + ) - E(E?})* + (n41), 00(2_(333_92)2 + -
cos 0

....+(2n__.'2)"_1

(2cosfyn ="
4. Durch mehrmalige Differentiation von ' (a!) erhilt man die
(Heichungen o
D F(a"y=hat~1F (2%),
D F(aY)=2(A—1) 2*—2F (@) + 22222 =2 7 (%),
DPFaM)=a(h—1)(h—2) 2t =2 F'(xh) 4312 (A—1) A3 F” (a})
A3 =3 P (pdy,

.................................................................

Hieraus ist ersichtlich, dass 0" F (z*) folgende Gestalt haben muss
hmn F(wﬂ)
::1 (€2t F ()4 Gt B (ah) + Cpa® P (@h) -,

worin C,, C,, C,, gewisse Coefficienten bedeuten, die nur von i und »
nicht aber von z und der Natur der Function # abhiingen. Zufolge
des letzteren Umstandes kann man jene Coefficienten dadurch ermit-
teln, dass man fiir #(a*) eine Function wihlt, deren Differentiation
direct (d. h. ohne die obige Formel) moglich ist, und nachher das
Resultat mit der allgemeinen Formel vergleicht. Zu dem erwithnten
Zwecke eignet sich z. B. die Annahme

F()=Qa—t+1y)
worin ¢ eine beliebige Constante sein mége. Benutzt man zur Abkiir-
zung das Symbol

k
plp—1)(p—2)...(p—k—+1)=[u],
so erhiilt man aus der obigen Formel
an On (1 —t4tatyn

=, [ara]lacil = t+m:1‘)"—'1 t+C, [111w21(1 —{ftat =2 L.
Andererseits ist
F(a*)=(1—t41ah)n
D =10 (n), A== 2t (), (1 — 22
und durch directe Differentiation
x"ﬂ"(l—t+ta:7')"

== (n), [ﬁ {1—#)n- 1£ml+(n)2[2ﬁ (-air-dpgt ..

Die Vergleichung der beiden, auf verschiedenen Wegen erhaltenen
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Resultate giebt eine Gleichung, die fiir jedes  und ¢ richtig sein muss;
setzt man in ihr zur Vereinfachung =1, so lautet sie

[n]‘ O+ [Ja]z("2 !”+[n:i (N
=(n), [17}’.‘1—1,"— Lid(n), [2 Ailtl—l)"'—zt"'-l-(ri)a [32:] (1—0)r—3p4
Entwickelt man rechter Hand (1 —¢)"~1, (1—)"—2, ete. und ordnet

Alles nach Potenzen von ¢/, so erhilt man durch Vergleichung der
Coefficienten von ¢, ¢*, ¢, etc.

=10,
(=3 {4l —l,
=y %,[su spal+a |,

und tiberhanpt

o= g<k)o[ﬂl (k)l[(k—l)A]+(k)2[(f:—z)xl——---f-

Um das Resultat moglichst einfach darstellen zu kbnnen, setzen wir

L= (), [ A — G [ — D) 4] + (3 [(k—2) M — -

und haben dann

b"F(u)
1 {iLa (
— [' wa.
= COR
Beispiele zu dieser a.llgememen Formel smd :
/L (a—l—.'z:l B
(a-{-;r ) i ( ok 2
2(#): z +_t,_)+(!")e | isnins )
ﬂ"l(n+:r‘1)
=t Vi zl__) 17, #4 N IL(LS_
_F T |(-‘.—l_-|-3’,‘l -2 e(a—i—xl) 3 s &+:.':J-) ey
prest

1 (Lt L,;L”' Lyz** % A
w1 Tz Trasty

Gelegentlich ergeben sich hieraus Eigenschaften der Grossen
Ly, Ly, ete. Setzt man niimlich im ersten Beispiele a=0 und differen-

zirt linker Hand direct, so erhilt man

[Af‘j':(lu)l Ll +{” ‘2 L2+ e +(F-)n ]'u-
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H. Differenzirt man die Function #(¢*) mehrmals nach einander,
so gelangt man zu folgenden Gleichungen
D F(e*)=e*F'(x),
D F(e%)=e*F' (x)+e*7 F" (%),
P F(e5)=e I’ (2)+3e2* F (e¥)+ 32 F'" (e7),

deren allgemeine Form ist

I F(e¥)=C e* F'(e5) 4 (22 F" (e) 4+ Cy 3T F" (e¥) 4 - ...
Um die von « und #(¢*) unabhiingigen Coefficienten C,, C,, etc. zu
bestimmen, wenden wir die vorliegende Formel auf den Fall an

F(y)=Q—t+1y)"

DR (1—t4LeT)

und erhalten
1 2 T
=C, [n]ex(1—t4ten)n =V i Cy[n] e2e (L —t4-te)m—2r 4 ...
Andererseits ist
Fie*)=(1—14tev)"

==t (1), (=)= (e () (1 — ) 20227 .

und durch directe Differentiation
Dr(1—(4tex)n
=) 1 (L— 7= em o ()27 (1— (=20 2 .
Die Vergleichung beider Resultate giebt, wenn zur Vereinfachung
=0 gestzt wird,
1 2 3
[n] Cyt4[n] C 2 4-Ta] Oy P4 - - -
=(n) 1" (L= =4 (n)2" (1 —0)" 224 (n), 3" (1 =035 4....

woraus durch Anordnung nach Potenzen von ¢ folgt

€,=1",

1
(= —{98__2. 1"
- 1.2%2’ lt’

1
0= n__g an B L
s 1.2.3;3 e i

und tiberhaupt
1
b= ;k"_(k),(k_l)"-{-(k), (k). 1
Setzt man zur Abkiirzung
By (k)ok " — (k), (k—1)"4 (K)y (ke —2)" — -,
go hat man die allgemeine Formel
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D F(e*)
2x
—EiF(m)+——°’2 =3 T R
Beigpiele hierzu sind:
D (at-ep
= z\M : l
= (a+e*¥) ;‘H)l El(a+ )+(f‘)a (“+"r) = vimine 4
D il(a—4ev)
i ex e:z 2 er \ S
=18 (o) - 48 (o) +48 (o) -

Aus der ersten dieser beiden Formeln wird fiir =0

=(f‘)l E+(u)E+t----+ (F‘)u E,,
worin eine Eigenschaft der Grossen E,, E,, etc. liegt. Substituirt
man hier die Werthe
EOEd)_ -3

M
e B T
(u); = 1’ (w)y= 1.2 1.2
ordnet Alles nach Potenzen von w und vergleicht die beiderseitigen

Coefficienten von u, u*,...x", so erhilt man noch » specielle Relatio-
nen. Die erste derselben ist fiir n >1

0=1E, — By} By veee,

FRELE

und die letzte

d. i. verméige des Werthes von £,
(m)pn™— (n)y (n—D"+(n),(n—2)" — ... =1.2.3...n.

Durch die Formel fiir O™ F(e*) erledigt sich auch die Differentia-
tion aller Functionen von den Formen f(cosa), f(sinz), ete., weil
(nach der Lehre von den Functionen complexer Variabelen) cosa, sinr,
etc. durch Exponentialgrissen ausgedriickt werden konnen.

6. Differenzirt man # (/) mehrmals nach einander, so erhﬁlt man
die Gleichungen

D F(lx)= %—«F'Uw),
D*F (lz) = % g F(1z)— F’ (!m)‘ |

PE(iz) = F’"(Ix)_3F"(!.r)+2F'(lx)2,
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welche auf das allgemeine Bildungsgesetz
D F (L)

= %, C F(12) — € FO=D (12) 4 €, FO—=2 (1) — +...

~

hinweisen, worin die Coefficienten C,, €,,...C_ 1 unabhiingig von x
sind. Zu ihrer Bestimmung dient.die specielle Annahme F (y):c—l.’i,
F(lx)==a—*, bei welcher alle angedeuteten Differentiationen ausfiihr-
bar werden; die entstehende Gleichung

AG+HD(A42)...(A4n—1)
=C A+ C AL G2 Oy A
giebt zu erkennen, dass man durch Ausfithrung der angedeuteten
Multiplication combinatorische Formeln fiir die Coefficienten €, €\, C,,
ete. aufstellen kann. Es folgt niimlich
C,=1,
Ci=142434--- +(n—1),
C,=1.24+1.341.44-... +1(n—1)
42834244 42(n-1)
+3_4+—....+3(rv -1
+(n—2) (n—1),
u., 8. wW.
itberhaupt ist €, die Summe der Zahlen 1, 2,...(r—1), C, die Summe
der aus den letzteren herstellbaren Combinationen zu je zweien (ohne
Wiederholungen), wobei jede solche Ambe als Product angesehen
wird, ferner ist €, die Summe der auf gleiche Weise gebildeten Ternen
u. 8. w. Diese Combinationsreihen lassen sich zwar summiren z. B.
=1, Cizn(n; 1), B (n 71))(7&2_42)(311_ ’),...
jedoch ist das Bildungsgesetz von C,, C,, etc. auf diesem Wege nicht
zu entdecken ¥).
Fiir F(y)=y? erhiilt man bei umgekehrter Anordnung der Sum-
manden

Dr(lx)r

(_1)1:—1 _ _
=————IpC ()1 —p(p 1) Co_: ()2

xn

+2(p—1)(p—2) Cas(la)p=3— ... L

*) Der Verfasser hat dasselbe nach einem anderen Verfahren gefunden,
8. ,, Compendium der héheren Analysis* Theil IT, 8. 23.
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Ist p eine ganze positive Zahl, so miissen die Fille p ># und p<n
unterschieden werden. Im ersten Falle enthiilt die Reihe n Glieder,
im zweiten Falle verschwinden alle diejenigen Gilieder, bei welchen die
Anzahl der gemachten Differentiationen mehr als p betriigt, und es
bleibt daher

e (la)ye
_ 1)1
CD ng,,_,,g U2)r =1 p (p— 1) Caa (12)P=2 - -
e (=Dt ip(p—1)..2.10, 8.
Daraus folgt z. B. wenn (/7)? kurz mit f(z) bezeichnet wird

[ ()=(=1)"+71.2.8...pCh—p ; n=p.
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