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Capitel II .

Mehrfache Uifferentiationen von entwickelten Functionen
einer Arariahelen .

§• 7 -

Grundformeln und allgemeine Regeln.

Die successiven Differentialquotienten der Functionen f (x) wer¬
den entweder bezeichnet durch

df (x ) f [x) ^ fix )
dx ’ ’ da? ’

oder kürzer durch
üf {x) , D*f (x ) , D*f

oder auch durch
T ' (* ) >••••

Für die höheren Differentialquotienten der einfachsten Functio¬
nen gelten folgende Formeln :

1) Dn[{a -\-bx)t1}
= —0 O — [»—l]) &n{a + bxy - n-,

specieller für ft= —1
( 1 V_ ( 0” 1.2.3. . .n.ft”
\ a -\- bxJ {a -\-bx )n+-x ’

und für ft= — ^

3) D«(
\ ya -\- bxJ S

4) J)nl (a -\-b x )

2” (a -{- b x )n j/ a bx
(— 1)" —11 . 2 . 3 . . . ( n —

(a -\- bx )n
5) Dn(ehx) = bnebx.
6) Dnsinx = sin{̂ nn -\-x).
7) Dncosx —cos{\ nn -{-x).

Bedeuten u und v Functionen der Variabelen a; , so ist
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8 ) Dn{au -\ -bv ) = ab nu + bDuv.
9) Ün (uv) = ( «)0h «Dn i (n), Du . Dn 1v

+ (n\ D*u . n n- *v+ . .
wobei in der letzten Formel unter (n)0, («) , , f/Oai etc . die Binomial -
coefficienten

n n (n — 1) n (u — 1) f» —2)
11 T ’ 1 . 2 ’ 1 . 2 . 3

zu verstehen sind .
Um die höheren Differentialquotienten einer gegebenen Function

f (x) zu entwickeln , kann man zwei verschiedene Methoden benutzen :
die recurrirende und die independente Darstellung . Bei der
ersten bildet man zunächst eine Gleichung zwischen zwei oder meh¬
reren auf einander folgenden Differentialquotienten beliebig hoher Ord¬
nung , wie z. B. zwischen / '(n)( a-) , / ,(" + 1|(a:) , / 1,' + 2)(a ) , und berechnet
mittelst dieser Gleichung (der sogenannten Recursionsformel ) einen
Differentialquotienten nach dem ändern . Bei der zweiten Methode
sucht man /’,n)(x ) unabhängig von den vorhergehenden Differential¬
quotienten darzustellen , wie dies z. B. bei den Formeln 1) bis 1) ge¬
schehen ist . Da sich für keine der beiden Methoden Vorschriften ge¬
ben lassen , so dienen die folgenden Beispiele hauptsächlich , um zu
zeigen , wie man in speciellen Fällen die besonderen Eigenschaften
einer gegebenen Function benutzen muss .

§• 8.
Beispiele zur recurrirenden Entwickelung höherer Differehtialquotienten.

1) Handelt es sich um die successiven Differentialquotienten von

f (x) — y ' i + x2,
so differenzirt man zunächst einmal ; die entstehende Gleichung

f (*) = *yi + x2
multiplicirt man mit 1-)- x2, giebt dem Producte die Form

( i + x 2) /" (x ) = x / '(x )
und differenzirt noch (mff-1) mal mittelst der Formel 9) in §.0?j das '
Resultat lautet :

( 1-(- a:2) / ’<"i+ 2) ( x ) + (mff - I ) , . 2x / '<'" + 1) (x ) 4 - (m + 1) 2•2 / '(“ ) ( x )
_ xj-(m+U _j_(m_|_

oder
+ ( m — j ) (»*-j- i ) / '(”' ) (x )+ (x ) :
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Für m — 0 folgt aus dieser Recursionsformel unter Einführung der
schon bekannten Werthe von / (0>(x ) — f (x ) und f (x)

f (x) vTr+^ i3’
ferner ist für »«= 1, 2 u. s. w.

c,„ , N Zxf " (x ) 3x
fW” — r+^ = - ,7fr^ '

bxf " ' (x ) + Zf " <ix) . l2x *- 3
1+ ^ j/ (I + ®s)7
u. s. w.

In dem speciellen Falle u-= 0 wird die Recursionsformel einfacher
nämlich

(ß')——(»«—1) («re+ (0)
und daraus erhält man wegen f (0)= l und f (0) •—0

= (— l)%n - 1[l . 3 . 5 . . . (re—3)]2( re—1) , für geräde «
f (”)(o) = 0 , für ungerade re.
2 . Die Function

f (x) =- (a -if-bx *)!1
giebt bei gleicher Behandlung

(a.+ bx *) f ' (x ) = 2fibx f (x) ,

ftm + 2) / _ -> l i.'1 ^ — 2 — 2) (x ) + ( w -1- 1) ( 2 (I - re«) / |M,) (x )
' ^ ^ a + bx *

Im speciellen Falle x = 0 wird bei geraden re

/ (")(0) = 1. 3 . 5 . . (re— l) ja(p — l ) (fi—2) . . ( fi—[£« —!]) a'1- 1* » (2 /«)%",
dagegen bei ungeraden re

/■(”)(0) = ().
3 . Um die Function

e ( \ 2ö^(x) = — ........ = --- —
(y a -{-b x -{- ]/ a) y a -̂ -bx

mehrmals zu differenziren schreibt man erst

„ . 2 « V aA - bx — 1/ a
f (x ) — ~r - -- .- -

0 xy aA -bx
multiplicirt mit xy aA-bx und differenzirt vorläufig einmal ; nach ge¬
höriger Reduction findet sich

•2. {a x A~bx "1) f ' (x ) + ( 2 o + 3 6 x ) f {x ') — 2 a .
Durch (»!-|- l ) malige Differentiation folgt hieraus die Recursionsformel

2 .«(« + b .r ) + 2)(x)
= [(2 m 4) ß ■(4«re-)- 7) />x ] (x ) + ( «« + 1) (2 «re+ 3) 6/ ’(m)(x).

Für den speciellen Fall x = 0 ergiebt sich wegen / (0) = 1
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. . 3 . 5 . 7 . . . ( 2 « + l ) / 6^(”)(0) = (— l)n 1.2 . 3 . . . n ———— '— — ) .

4 . Aus der Gleichung
/•(» = (j /V + ß2*8+ ß xy

erhält man durch einmalige Differentiation
| / ß2+ ß2a* . f \ x ) = p. ßf (x) ;

eine weitere Differentiation liefert (unter Bücksicht auf die Gleichung
selber )

( a2+ /32-r2) f " (* ) + ßl * f (X) = H2ßV (a ) .
Nach m-maliger Differentiation dieser Gleichung findet man

(a 2+ ß2x2) / ^ + 2>(x)
= — ß2xf (m+ l)(x) -\- ( (i2—m2) ß2

Für x = 0 ergiebt sich bei geraden n :
/■<")(o) = 3fi2(fi2—22) ( fi2—42) . . . (fi2—['i—2]2) aU~ n ßn ,

dagegen bei ungeraden n :
/•(»)(o) = ft (^ - l2) ( f*2- 32) . . . (n2- [n - 2]!) « f1 (3".

5 . Es sei
f (x ) = ^ (arc sin x)2;

man findet dann
(1—x2) f "(x) —xf ' (x ) = . \

und hieraus die Becursionsformel
( 1—x 2) / (m+ 2)(a;) = (2 /n + 1) r /■("‘+ 11(r ) + m2/ '<'")(x) .

Im speciellen Falle a; = 0 wird
/■f")(0) = [2 .4 .6 . . . (n —2)]2, für gerade n ,
/■M(0) = 0 , für ungerade n.

6. Aus der Gleichung
f (x) = cos ( fi arc sin x )

folgt , wenn einmal differenzirt , dann mit j/ 1—x2 multiplicirt und noch¬
mals differenzirt wird ,

( l —x 2) f " (x ) —xf ' (x ) = — fi2f ( x ) -,
man findet nachher die Becursionsformel

(1—a:2) /■(”■+ 2)(x ) = (2m+ \) x / '<"■+ 1) (x) + (m2—ft2) /■("*)(x).
Diese giebt im speciellen Falle x = 0

/■(")(o) = — ft2(22—ft2) (42—fi2) . . . ([« —2]2—ft2) , für gerade n
f ln](0) = 0 , für ungerade n.
7. Eine ganz ähnliche Behandlung gestattet die Function

/■(x) = sin ( fi arc sin x) .
Die Becursionsformel ist hier dieselbe wie vorhin , und für x = 0 wird

/■(")(0) = 0 , bei geraden n,
/■(n)(0j = ft ( l2—ft2) (32—ft2) . . . ( [n _ 2]2—ft2) , bei ungeraden n.
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8 . Es sei
f (x ) = ( i -j- x 2) v cos ( ft arc tan x ) ;

differenzirt man statt dieser die Gleichung die folgende
( l + x 2) ~ “ / '( x ) = cos ( ft arc tan x ) ,

multiplicirt nachher mit l + x 2 und differenzirt noch einmal , so fin¬
det man

( 1 + x 2) / •" ( * ) — 2 ( ft — 1) x (x ) + ft ( ft — 1) / -( x ) = o

Daraus ergiebt sich die Recursionsformel
( l -|- x 2) / '("1+ 2>(x )

= — 2 ( fi — m — l ) x / ’f"1+ >) ( x ) — ( fi — m ) (fi — m — 1) / ’<m>( x ) .

Im speciellen Falle x = 0 wird
/ ■(n) (0) = ( —l ) %”fi ( fi — l ) (fi — 2) . . . (fi — [/(— f] ) , für gerade n ,
/ ’(")(0) = 0, für ungerade n.

9 . Ganz ähnlich lässt sich die Function

/ ■(x ) = ( l + x 2) % n sin ( fi arc tun x )
behandeln . Die Recursionsformel ist hier dieselbe wie vorhin und im

Falle x = 0 ergiebt sich
fW (0) = 0 , für gerade n ,
/ ’<n)(0) = (— — 1) ( fi — 2) . . . ( fi — \n —l ]) , für ungerade n.

§ . 9 .

Beispiele zur independenten Entwickelung höherer Differentialquotienten .\

1 . Um die gebrochene Function
1

a 2— /32X2
zu differenziren , bringt man dieselbe auf die Form

—(— 1-- 1— )2u \ u — ßx a -t- ßxj
und wendet die Formel 2 ) in § . 7 an ; man erhält

nn ( 1 "l = I 1 , (- 0”
\ a2— ß2X1) 2 a l(a — ßx )'!+ l (a -fßx )n+ l

oder auch

ßn ( 1 \ = (- l )n+ H . 2 . S . . . nß” | 1___ 1 )
\ a 2— ßi X2J 2 ce }{ß x — ß)” + 1 (j3x + n)n+ , ( ‘

Vereinigt man die beiden Brüche rechter Hand , benutzt im Zähler den
binomischen Satz und setzt zur Abkürzung

U = (n + 1) , (^ x )” + (« + 1)3ß2(/In;)"- 2-{- (« + l )5a ' (/Jx )n~ 4+ . . .

m ( 1 \ = l . * . Z. . . nß n U
\ ß 2 — ß 2x 2J ( ü 2 — /32 x 2) n + 1'
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2 . Mittelst eines ähnlichen Verfahrens erhält man

T,J x \ 1 . 2 . 3 . . . « /}” j 1 (- 1)» )
2ß ((o — /Ja:)n+ 1 (a + jŜ + ' j

= (— l ) n + 13 . 4 . . . u /3 n - ‘ 1 ' '
\(ßx — a)n+ 1 + + , j"

Setzt man zur Abkürzung
r = (/Ja;)"+ 1+ (n + 1)2aä(j3 + l )4«4(/3u,')«- 3+ ,

so isl auch
1 . 2 . 3 . . . nß n~ > V

Dn ( V
W - ßtz *) (ft2— ß*a 2)"+ 1 ‘

3 . Um die Function

ft2+ ß2x s

zu differenziren , kann man die Zerlegung

— !— 1 - = __ Ln
+ 2a ]/ — l \ ßx — aj / — l ßx + aj / — l )

benutzen und dann wie in No . 1) rechnen . Wird hierbei zur Abkür¬
zung

== (« + Oi (ß ■*•■)" — (« + 1) 3«2(ß “ 2+ (" + 1)o“4(0 ‘r ) '' ~ 4— • • • •
gesetzt , so ergiebt sich

nnf 1
\ c? + ß 2xy ( o 2+ /32.r2) " + i •

Ein anderes Verfahren ist folgendes . Man führe den Hülfswinkel
co ein mittelst der Formel

aus welcher folgt

ft
ta = arctan - —,

ßx

ft o; dco ß . „
x = — colco , da = — — . , dco = -- sin codx ,ftß ’ ß siii 1ta

und differenzire zunächst die identische Gleichung

o*+ aj2== o2 S!”*00’
man erhält

2ß
d { —r— r—- ) = —- sin co cos co dco = r sin 3co cos co dx

oder

1 V -Aft2+ ^ xV a2

1> ( 2 L 2- = — 4 - sin 3co sin 2 co.\ ü: + ßx / er2+ /32
Differenzirt man zum zweiten Male und drückt d u> wieder durch d x

aus , so findet man
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D, { -̂ ^ ) == + 2-̂ Sin3a> Sin3m
und durch mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens

/ 1 \ (— l)n 1 . 2 . 3 . . . » /i " . . . . , , x
)n = + “ (" + ' )

1>n+ i ( 1} + 1> + 3(” - 1) — sin"+ ‘2“>sin (" + 2) “ ;

Dn

Die allgemeine Gültigkeit dieser Formel beweist man mittelst des
Schlusses von n auf n+ 1, d. h . man differenzirt die vorstehende Glei¬
chung noch einmal und zeigt , dass hierdurch entsteht

(— l )"+ 11. 2 . . . (« + l ) (3n+ 1

Die Formel gilt also für den {n + l) len Differentialquotienten , wenn sie
für den /i lcn richtig war , und da sie beim ersten Differentialquotienten
gegolten hat , so ist sie nun successive richtig für den zweiten , dritten
u. s. w. Setzt man für sin a und ta ihre ursprünglichen Werthe , so
gelangt man zu dem Endresultate

r Ct
(/(-bl ) firctan ßu :j/ (a2-j- ß'1x*')n

Aus der Vergleichung der beiden , auf verschiedenen Wegen er¬
haltenen Ausdrücke für denselben Differentialquotienten folgt noch

| f LT 1 sin (n 4 - I) t/i'c /an _
\ ßx J L ßxj

= («+ 0 , ^ - (»+ Oa + ("+ 1)ö( ^ ) -----
oder , wenn n= m—1 gesetzt und wieder ra eingeführt wird ,

sin mco
cos m co=3 (m) , tan co— (m)3lan 3co+ (»O5hör Cö-Ji

worin ein oft gebrauchter goniometrischer Satz liegt .

4 . Der wte Differentialquotient von
x

a2+ /3JS'2
lässt sich gleichfalls auf zwei verschiedene Arten entwickeln . Setzt
man zur Abkürzung

F = (/3*)»+ >- (« + 1)2 (ß - 1+ („ + !)4a4 ^ _ 3-----
so gelangt man zu der Formel

D" ( x \
\ a2-f -/3?a;V (a2+ j32a;2)n+ 1

Man kann aber auch , wenn co seine vorige Bedeutung behält , von
der identischen Gleichung
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x 1
2 , oi i — ä sin ca cos m

ct2+ ß ‘x 2 aß
ausgehen und findet dann

T / x \ (— 1)”1 . 2 . . . n /S" - 1
(y + ^ r!) = ^ + 1 sm" + “ cos(" + !) “

oder
t, f x \ (— \) n \ . 2 . . . nß ,, - x T, , . al
D \ t i' 02 )— / =̂ -— cos (rc+ 1) arctan — .

Va' + ß ■> / j/ (ttt+ ß‘x ,)" + i L ß
Durch Vergleichung der beiden , auf verschiedenen Wegen erhal¬

tenen Ausdrücke für denselben Differentialquotienten folgt noch
cos m m , / x i
- = ( 111)» — ( m ), lan 10 + ( m ) . tan ca — .....
COSm CO ^ ' 0 V / z I V M

5 . Die identische Gleichung
1 1

n + 26x .+ ca ;2 Vac — b2
C

führt zur Kenntniss des » ten Differentialquotienten der links stehenden
Function ; man wendet hierbei die Formeln des 3 . Beispiels so an,
dass man

2 ac — « ,

und zugleich — -\- x für x setzt , wodurch sich da; nicht ändert . Macht

man Gebrauch von der Abkürzung
S = (« + 1) , (ft+ c # )” — (n + 1)s («rc — 62) (6 + c a:)n—2

+ (« + iis (« c —62)2(t + ca;)" - 4— ..... ,
so ergiebt sich

DU( L \ = (- iri .2 . . .ng _
\ a -j- 2 6a; + ca :2/ (a -\- 2bx -\- cx 2)n+ 1'

Falls ac —b2 positiv ist , kann man analog der zweiten Methode
in No . 3) verfahren ; wird nämlich

Vac —b2
co= arc tan —- ,

o+ ca:
Vac — b2 b -\- cx

sin co— - — — , cos co= - ----
]/ c (a -lt- 2b x + cx 2) ]/ c (a -{-2bx -\- cx 2)

j gesetzt , so findet sich
/ j/ iac - b2 \
\ a -\- 2bx -{- cx i '
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6. Aus der identischen Gleichung

b-\-cx

erhält man nach No . 4) , wenn die Abkürzung

T — (ft+ ca:)n+ 1_ (n -(- l)2(ac —6ä) (//+ ca;)n—1
+ (« + 1)4(00 —6S)2(ft+ ex )”—3— • ••

eingeführt wird

Im Falle ac —ft2 positiv ist , kann man die zweite Methode in
No . 4) anwenden ; sie giebt

7. Nach der Regel für die Differentiation der Producte findet man
Dn (eax cosb x)

— {(ti)0a” —(«)2an—2ft2+ («)4a"—?A4—••- Jt a:r c<)sbx
— j («), a" —1A—(n)3ttn—3A3+ . . . • \eax sinbx .

Ein anderer Weg zur Entwickelung desselben Differentialquotien¬
ten ist folgender . Man führe zwei Hülfsconstanten c und O ein mittelst
der Gleichungen

lässt sieh dann schreiben
D (eax cosbx ') = : ce ax cos(bx -{-Q) .

Durch mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens erhält man die

Vergleicht man die beiden für D" (eax cosbx ) erhaltenen Aus¬
drücke , setzt in der entstehenden Gleichung .r —0 und h—a tan ü , so
erhält man dieselbe goniometrische Formel wie am Schlüsse von No. 4 .

,a + 2fta :+ ca :
c

aus denen folgt

statt der Formel
a ~ ccos 9 , b = csin &-,

D (ca*cosbx ) = eax (acosbx —bsinbx )

Formel
l)n (eaT cosbx ) — cneax cos (6x -\- n 9) ,

welche mittelst des Schlusses von auf n + 1 zu beweisen Ist .
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8. Die höheren Differentialquotienten von eax sinbx lassen sich
gleichfalls nach den vorigen zwei Methoden entwickeln . Die erste giebt

J) " (eax si?ibx )
= | —(n)2a’!—'262+ («)4a” ~4b4— ■• j eax sin bx
-)- i («) , —1b—(n')3an- 3b3+ ............ !eax cosbx \

nach der zweiten Methode erhält man
Dn(eax sin bx) = c" e“xsin (/>x + n 0') ,

wo c und & dieselbe Bedeutung haben wie in No. 7).
Vergleicht man die beiden für D”(eax sinbx ) erhaltenen Aus¬

drücke , setzt in der entstehenden Gleichung x = 0 und h= a tan &, so
kommt man auf die in No .3) gefundene goniometrische Relation zurück .

§. 10.
Allgemeine Theoreme über höhere Differentialquotienten.

1. Um die höheren Differentialquotienten von F J zu ent¬
wickeln , setze man für den Augenblick

1 dy 1
— = y , mithin •x dx x3

es ist dann

rw -L,
dx dy dx x

wobei F \ y) so berechnet wird , als wenn i/ eine unabhängige Variabele
wäre ; zufolge des Werthes von y ergiebt sich dann

Eine nochmalige Anwendung desselben Verfahrens liefert

\ x ) x l dy dx x 3 \ x J
oder durch Wiedereinsetzung des Werthes von y

Auf diese Weise fortgehend erhält man der Reihe nach
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In den bisherigen Formeln scheint sich folgendes Gesetz auszusprechen :

fl‘Kr )=(- ■)"ü FW(r )+fer !äK '■"'"(r )
(« _ l ) (n _ 2) . (n)2

^ x 2

man soll dasselbe mittelst des Schlusses von n auf n + 1 beweisen .
«) Hiernach ist z. B .

, n —1

2 a

+ (n _ l) (n _ 2) . (n)2^ j H \ e*-

b) Wählt man die Function F (y) so , dass sieh Dn F direct

(d. h . ohne Hülfe der allgemeinen Formel ) entwickeln lässt , so gelangt
man nicht selten zu bemerkenswerthen algebraischen oder goniometri -
schen Sätzen . Z. B . für

F (y) = arctany , F ' (y ) = -̂ - ^ t

F (*>(y ) ^ ( k arclan
ergiebt sich

f ( — arctan — , Df ( — \ = — ~J — ,
\ x ) x ’ \ x ) x 2+ l ’
/ 1 \ (—1)" l . 2 . . . (« —l) f 1 \

Dn F [ — ) = ------ - —--- sin ( n arc tun — ) :\ xj |/ (a:s+ l)” \ W ’
wendet man nun die allgemeine Formel an , indem man schreibt

= ( i ) + F " ( ^ ) + nfe " ( ^ ) + • • • •
und setzt man schliesslich arctanx — 0 , so erhält man

sin 716 sin n (j n — 0 )
= («), cos 0 sin 6 — (»)2cos 20 sin 2 0 -)- (»)3cos 30 sin 3 0 .....

Die Annahme F (y) = 1 / (1-(- // ) führt bei gleichen Behandlung zu
dem entsprechenden Satze

sin "0 cosn (| 71— 0 )
= (»)o— (^)i ĉs 0 cos 0 (n)2cos 20 cos 2d — (n)3cos 30 cos 30 -\-----

2 . Setzt man für den Augenblick x 2— y , so erhält man
dF (x 2) dF {y) dy
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oder
DF {x i) - 2xF ' {x 1) -,

die mehrmalige Anwendung desselben Verfahrens giebt
Di F {x t) = (2xf F " (x*)+ 2F ' (x 2) ,
D3F [x 2) = (2xf F "' {x ^ + d. -ixF " (x 2) ,
i>' Fix 2) = (2x)*F lv (x 2)+ 12(2x)2F "' (x 2) + 12A "[x 2) ,
D3F (x 2) = (;lxfF w(a )̂ + 20(2xf F ^’(x2)+ 60 . 2« F '"(x 2) ,

und in diesen Gleichungen erkennt man inductorisch das Gesetz

n (« — 1) (« — 2) (» — 3)

L nFix 2) = {2x )nF <n>(x 2) + ^ (2x )n- 2F <n~ 1>(x2)

1 . 2 (•2x)n- 4F <n- 2>(x2)

welches mittelst des Schlusses von n auf n + 1 zu beweisen ist .

a) Beispielsweise hat man nach dieser Formel

^"(ß+ jS*1)
_ (—1)" 1-2 . . n (2ßx )n I ct+ ßx 2 ( ct+ ßx 2\ )

(a + ßx 2)^ 1 j ( ^ 4ßx 2~ + ( )* \ 4ßx 2 ) |
Ersetzt man die Grössen a , ß , x durch

ac —b2 b v
— • c - T + 1 '

was auf dx keinen Einfluss hat , und führt man die Abkürzung ein
c (a + 2Äa ;+ c x 2)

4 (ä + cx )2 ~~ U’
so erhält man

W / J\ o + 2ft* + c x2/
(— l )”1 . 2 . . n [2 (6 + cx )]n . , , ,

^ (a + M J + c ^ n + r - 11 - (« - 1), « + (ft - 2)iM*_ . • • - }

b) Die allgemeine Formel für D™F (x 2) liefert ferner

\ j/ a + ß ocJ
' (— l )”1 . 3 . 5 . . (2n — 1) (jga;)” ! « (« — ! ) u + ßx 2

j/ (K-{- ßx 2) 2’1+ 1 | 2 (2n —1) ßx 2
n [n —l) {n —2)(n ~ Z) /'a -\- ßx 2\ 2 |

+ 2 . 4 (2« —i) (2n —sT V ßx 2 ) ~
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Benutzt man hier die nämlichen Substitutionen wie im vorigen
Beispiele und setzt zur Abkürzung

r (a -\- ilbx -\- cx 1')
(b+ cxy

so erhält man

D” — 1 \
' l/ a + Zbx + c x*/

( — 1) " 1 . 3 ■. ( 2 n — 1 ) ( b + cxy j « ( « — 1)

;/ ( u + 2fta ; + '' a;, ) 2n + > ) 2 ( 2 « — 1)
« (» —!) (« —2) (« —3) ? 1

2 . 4 ( 2 « — l ) ( 2w — 3) V " j

Diese Formel gestattet eine bemerkenswerthe Umwandlung . Aus der
Gleichung

( 2 ? - l ) " = ? 2 » _ ( , i) | Z 2 " - 2 + ( „ ) 2.;: 2n - 4 -----

folgt nämlich , wenn z als unabhängige Yariabele angesehen wird ,

n (n —1) 1
D" . [( z2— 1) "] = ( « -f- 1) ( « + 2) . . (2 «) z” ' 1 —

2 ( 2 « — 1) z2
« (« — !) (« —2) (« —3) 1 1

2 . 4 (2» —1) (2» —3) z2 ’: (2h —1) (2

beachtet man erstens die identische Gleichung

. ^ 1 . 2 . 3 ..... (2«) 1. 2 . 3 . . . (2») „
( n + 0 (« + 2) . . . (2 « ) = - v — = -- i { 2n
K -r ~r j , 2 3 ..... n 2 . 4 . 6 . . . (2«)

= 1. 3 . 5 . . . (2 «—l ) . 2n
und setzt man zweitens rechter Hand

b-\- cx

]/ c ( (i-\- 2b x -̂ -ex 2)

so wird -7 = « und die eingeklammerte Summe identisch mit der nach

Potenzen von v fortschreitenden Beihe ; dies giebt folgende Relation

(—l) nj/ c".p- Y , ■ 1 U ._(■
Xl/ a + ibx + cx 1) 2” ]/ ( a -'y (ji -\-2bx-\-cxi) 'n+‘[

wobei nach geschehener Differentiation in Beziehung auf z der für z
angegebene Ausdruck zu substituiren ist . Hieraus folgt specieller ,
wenn nach ausgeführter Differentiation * = 0 gesetzt wird ,
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c) Die allgemeine Formel für DnF (x2) liefert ferner
ß n ( a + ßx *) !1

_ fi ( fi— —n + l ) (2 ,Sa;) n i n (« —1) a -\- ßx 2
(ß+ jSa:2) n— j * l (ft—« + 1) 4ßx *

n (ii — I) (m— 2) (n — 3) / « + /3af!y I
1 . 2 ( ft— n + l) ( fi — n + 2) \ 4ßx 2 J ( '

Setzt man zur Abkürzung
n — —2) ...... (>i—[2l ])

1, 'i . . . k ( ft—w~{~l ) (f*-—^ "I- 2) . . . ( ft—tl /.r) 5
c ( « + 26 a;+ ca :!)

4 (6+ ca 1)2 ’
so erhält man aus der vorigen Formel

D n (n + 26a ;+ ca :2)“

__ fi (ft - l ) . . (ft - n + l) [2(6+ ca:) ]n (
. [ a -\ - 2bx -\ - cx i ') n ~ ^

Bemerkenswerth ist der specielle Fall « = I , 6 = 0 , c= —1,
n = m— 1, fi= m—4-, welcher giebt

-A ( l + ^ , 11+ ----- ) .

(—l)”1~11.3.5..(2»t—l)xm ĵ/ i—x* ^ (/ l - x ŷ

+ W 5

Für x = cos co lässt sieh die eingeklammerte Reihe mittelst der Formel
(§. 9 , No . 3)

. . . _ » , ^ ^ s sin m co
( m ). htnco — ( m ), l/tn w + Im ), (ana <o — ..... . .v v r v ^5 cos'“ co

summiren und es wird nach Restitution von co= arccosx

Dm- 1( i _ x ‘1) m~ ^ — ^~ 1-̂- 1. 3 . 0 . . . ( 2w — 1) ^ ^ cosm

d) Wählt man F (j/) so, dass D“ F (xr) unabhängig von der allge¬
meinen Formel entwickelt werden kann , so gelangt man zu irgend
einem algebraischen oder goniometrischen Satze . Im Falle

F (y) = l (l - y)
erhält man z. B.

(a;+ l)" + (x —1) "
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oder wenn
x *~ ] w 1— = 2 mithin x = --

^ / l _ 2
gesetzt wird ,

( l + / l ~ l ) n + ( l - / l - 2) "
o»

= 1_ + w(«- 3) ĵ _y _ ”(»- oo - 5)^ y 4_____
worin der Coefficient von Q z) 1 durch den Ausdruck

n (n —/c— l) (n —k —2) . . . (u —2 r̂+ l )
1 . 2 . 3 . . . . A' .

gegeben ist .

Differenzirt man die vorige Gleichung in Beziehung auf z und
lässt nachher « + 1 an die Stelle von z treten , so findet man leicht

( 1+ ]/ \ - z)n~ (\ - ]/ 1 - z)n _ 1 ” —2 / ^ \ ■ (»—3) (n —4) / y
2n Y 1—Z 1 \ 4 / 1. 2 \ 4 /

^ (n - 4) (n - 5) (n - 6) / z y .
1. 2 . 3 V 4 y

Zu ähnlichen Sätzen führt die Annahme

F{y)= Ki+ y),
und zwar ergiebt sich , wenn nach Ausführung aller Differentiationen

arclan — = 0x
gesetzt wird ,

2 cos n 6 = (2cos 6)”—— (2cos0 )” ~ '2+ ^ -W (2co «0) ', _ 4

n (w—4) (n —5) . A. „ ,(2co«0)"- 6+ .....1 •2 •3

Hieraus folgt noch durch Differentiation in Beziehung auf 0
sinnO , r,„. i n —2 , A.

- n = (2 cos 0) ~ — (2coso n- 3sin 0 [ 1 v ^

(n - 3) O - 4) oy 0 .....
~ 1. 2 v

3. Durch mehrmalige Differentiation vonF {yx ) erhält man fol¬
gende Gleichungen

3*
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DF (Vx ) = ?^ X ,'ZJ/ x

[ 21/ x ) [ 2 f/ x )3

6^ ..(^ ) + ,2 gvz )
J ( zj / xY ( 2/ xy + ( zyxr

(/ * ) (-ij/ x)4 (zj/ x}* (z/ xY (Zj/ xY'
die zu der inductorisclien Formel führen

(V ( zj / x )n 1
(re+ l ) » (« —1) (» —2) F <n~ 2) (j/ x )

1̂ 2 ( zj / xy i+ J
diese ist mittelst des Schlusses von n auf n -j- l zn beweisen .

a) Hiernach ergiebt sich z. B .

Dn
( ct+ ß / x ')

(—l)" ! | n —1 a -̂ - ßYx
( z ]/ x )n (a + ß ]/ x ) n+ i: \ 1 2ßj / x

(n + l ) (n - Z) U + ßj / xY \
1 - 2 V 2 ,s / * ' i " " r

wobei die Coefficienten unter der Form

(n -\ - k — 1) — 2) . . . ( ra-f- 1) (ra— k)
1 . 2 . 3 k

enthalten sind . Das obige Resultat lässt sich noch dadurch etwas ver¬

allgemeinern , dass man ß durch ß ]/ b und zugleich x durch — + x
ersetzt .

6) Macht man Gebrauch von den Abkürzungen

ß _ (« + £ — 1) ( n -j- Ar— 2) . . . » (» — 1) . . . (« _ £)
k 1 . 2 . . . &( fi — n + 0 ( f1—« + 2) . . . ( fi — n -\ - ky

a -\ - ß ]/ x
w = - - n »

zßyx

so findet man mittelst der Formel für Dn F (\/ x )
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Dn(a-j-pya:^

Ein bemerkenswerther specieller Pall hiervon ist

c) Wählt man F ( i/) so , dass D" F (j/ x ) unabhängig von der all¬
gemeinen Formel entwickelt werden kann , so gelangt man zu einem
algebraischen oder goniometrischen Satze .

Ein Beispiel hierzu liefert die Annahme

F (y) = W - i) ,
welche giebt

;"*,w=(- ')‘-‘3-4- (‘- ,)|frZör+ör+rr!-
F (l/ x ') = ^ l (x — \) , BF (j / x ) = ^ . - ^

u. s. w.

und schliesslich , wenn nach Ausführung aller Differentiationen

gesetzt wird ,

(7«-I- !>)" = «” + »" + («) , (mm—14-e;n—D U-f- V

+ (n + l )2(u n - 2+ vn- 2) + .....

+ (2«- 2)n- . («+ ») (— ) 1‘
Nimmt man dagegen

^ (2/) = ^ (f/2+ l ) ,

und setzt nach Ausführung aller Differentiationen

arc tan —=. — 6 ,y .r
so erhält man die goniometrische Formel
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2" ~1cosn 0
„ cos (n —1) 0 cos (n —2) 0

= cosno + t'O. 2-— fl + («+ 02 + .....
. cos 0

. . . .+ (2„_ 2)n_1—

4 . Durch mehrmalige Differentiation von F (tcl ) erhält man die
Gleichungen

f 1' (ec*) ,
D1F (x 1) = \ ( l - i ) x x- 2F ' (x x) + l ‘>xtX- 2F " (x l ) ,
D*Fix 1) = F ' (xl ) + :H a(A—1) x 2i - 3F '' (x ’-)

-i- X3.̂ 1- 3F "’ (x x) ,

Hieraus ist ersichtlich , dass Dn F (x )̂ folgende Gestalt haben muss
f)nF (x ^)

- ~ {6’, x * F ‘(x l )+ C\ x^ F“ (x 1) + Qx 3 F " ' (x *)

worin C,, C2, C3, gewisse Coefficienten bedeuten , die nur von Xund n
nicht aber von x und der Natur der Function F abhängen . Zufolge
des letzteren Umstandes kann man jene Coefficienten dadurch ermit¬
teln , dass man für F (x l ) eine Function wählt , deren Differentiation
direct (d. h . ohne die obige Formel ) möglich ist , und nachher das
Resultat mit der allgemeinen Formel vergleicht . Zu dem erwähnten
Zwecke eignet sich z. B. die Annahme

F {!i) = ( l - t+ tyY
worin t eine beliebige Constante sein möge . Benutzt man zur Abkür¬
zung das Symbol k

ftfft —! ) (> —2) . . . (> —fc+ l ) = [^] ,
so erhält man aus der obigen Formel

x n Dn( 1—1+ lx x)n

= C^ x 1(l —t+ lx X)n- 1t + C%[n] x 'lX(\ —t + tx 1)’1- 2? -\-----
Andererseits ist

F (x l ) — ( \ —i+ ix xy
= ( l - ty + (n)x( \ - i) '' - Ux X+ (n)i ( \ - ty - 2t*x iX+ .....

und durch directe Differentiation
x nDn ( l —t + tx X)n

=*(«) , [l \ ( \ - f)n- Ux X+ (n) 2[n ] ( \ - ty - 2(lx iX+ .....

Die Vergleichung der beiden , auf verschiedenen Wegen erhaltenen
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Besultate giebt eine Gleichung , die für jedes x und l richtig sein muss ;
setzt man in ihr zur Vereinfachung x = l , so lautet sie

["] l' i 1+ ["] Gjl2+ [»] C3<3H-----

= (n) , [i ] ( l - Dn- G + (n)2[2 a]*(1—1)*~ 2<’+ (n)3[3A] ( 1— ~ 3 + . . .

Entwickelt man rechter Hand ( 1—l)™- 1, (1—0 " ~ 2> e ê- un d ordnet
Alles nach Potenzen von l , so erhält man durch Vergleichung der
Coefficienten von / , ? , etc .

1 "
= f w ,

C3=rbj [3̂ -3[2̂ +3wi’
und überhaupt

Ck= rrn !{k)o[k̂ “ (k)i[(*_ 1}A]”+(A)2 - 2) |•
Um das Resultat möglichst einfach darstellen zu können , setzen wir

L k = ( A) 0 [ArA] - ( Ar) , [( Ar- 1) if + ( Ar) s [( k - 2) X] -----
und haben dann

DnF (xX)

■ = _Lj h^ F’(xi)+ h ^ F '(xi)+ Lj^ F’'-(x).)+ ...\x n | 1 ^ I . 2 v ' 1. 2. 3 v ^ )
Beispiele zu dieser allgemeinen Formel sind :

Dn ( a + x l )t

Dn ex

1 [ L, x ^ ,
Xn) 1 1.2 1.2.3+ ~ ö + " " ^

Gelegentlich ergeben sich hieraus Eigenschaften der Grössen
i , , £2, etc . Setzt man nämlich im ersten Beispiele a = 0 und differen-
zirt linker Hand direct , so erhält man

n

[Ap ] = (ft) , £ , + ( fi)2Z-j -f [- (p)„ Ln-
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5 . Differenzirt man die Function F (ex) mehrmals nach einander ,
so gelangt man zu folgenden Gleichungen

D F ( ex) = ex F ' {x ) ,
D2F (ex) — ex F ' ( x ') -\ - elx F " ( ex) ,
I)3F \ ex) = ex F ' (x ) + 3 e2x F " ( ex) + e3x F ' " (ex) ,

deren allgemeine Form ist

h n Fie ^ = C, ex F ' [ex) + e-x F " (e.x) + C%e3x F '" (ex) H-----

Um die von x und F (ex) unabhängigen Coefficienten 6’, , f , , etc . zu
bestimmen , wenden wir die vorliegende Formel auf den Fall an

F (<,) = (l - f+ / </)"
und erhalten

Dn ( \ — l + te x) '1
1 2

= C, — l + le * )" - 1l + C2 [n~] elx ( l — l + te x)n - l i, -{- .....

Andererseits ist
F ( ex) = {l — i + te x) n

— ( 1 — 0 " + ('Ol ( 1— i)n- ' te x + (n \ ( 1— t) n - 2r -(-......
und durch directe Differentiation

l )n {\ — l -\ - te x)n
= («), ln(l —<)n- Oe ir+ (n)j2n(l —<)n- 2<se2ir+ .....

Die Vergleichung beider Resultate giebt , wenn zur Vereinfachung
x —O gestzt wird ,

[/<] Cl <+ [«] 12 + 1"" ] ^ 3<3+ • • • •
= ('!), l n( l —0 n_ O+ («)22"(l —f)n_ 2'2+ («) , 3', ( l — -----

woraus durch Anordnung nach Potenzen von l folgt
«', = 1" ,

a

c,”rxsl 3’_8-2' +3-1' S
und überhaupt

Ck= T:2...k jkn- w < — }•
Setzt man zur Abkürzung

F k= (k\ k n— k̂) l (k—l )n+ (k\ (k —2)”— .
so hat man die allgemeine Formel
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Dn F (ex)
TP pX Jp pi .X Tp pP>X

1 1 . 2 1 . 2 . 3

Beispiele hierzu sind :
f >n (a -i- ex)“

- (« + «• )'■j rtr , ( ^ ) + W . iV ( - -) ' + ■■

= - }E, , ,\ a + e-
Aus der ersten dieser beiden Formeln wird für «= 0

f*”= ( f*) i ^’i + (ft)2^ H------ \- ( F)n E„ ,

worin eine Eigenschaft der Grössen Et , E2, etc . liegt . Substituirt
man hier die Werthe

Wl = i , .....

ordnet Alles nach Potenzen von ft und vergleicht die beiderseitigen
Coefficienten von ft , p2, . . . ft" , so erhält man noch u specielle Relatio¬
nen . Die erste derselben ist für n > 1

0= ! £., —2 Fj+ 5 Äs—•••• ,
und die letzte

En
~~ 1 . 2 . , . n

d. i . vermöge des Werthes von En
( n) 0nn— (n) , (n — l )n-f- ( n)2( n — 2)"— ••• = 1 . 2 . 3 . . . » .

Durch die Formel für DnF (e*) erledigt sich auch die Differentia¬
tion aller Functionen von den Formen f (cosx ') , f {sinx ) , etc . , weil
(nach der Lehre von den Functionen complexer Yariabelen ) cosx , sin x ,
etc . durch Exponentialgrössen ausgedrückt werden können .

6. Differenzirt man F ( lx ') mehrmals nach einander , so erhält man
die Gleichungen

D F (lx ) '= — F\ lx ) ,

D*FQx ) = ^ F '' {lx ) - F ' {lx ) \

D3F ( / a:) = ^ 5 | F "' (lx ) ~ -ZF " {lx ) + 2F ' ( lx ) \ ,
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welche auf das allgemeine Bildungsgesetz
DnF (/ j )

= Jsj C0 - C, Fi "- » Qx ) + C2F («- 2) Qx ) J _
hinweisen , worin die Coefficienten 610, C, , . . . Cn- \ unabhängig von x
sind . Zu ihrer Bestimmung dient .die specielle Annahme F (ji ) =

bei welcher alle angedeuteten Differentiationen ausführ¬
bar werden ; die entstehende Gleichung

^ (4 + 1) (4 + 2) • (4 + « —l)
= C0^ + C{A“- l + 6’sA»- 2-f . . . . + C„_ l A

giebt zu erkennen , dass man durch Ausführung der angedeuteten
Multiplication combinatorische Formeln für die Coefficienten C0, C,, C2,
etc . aufstellen kann . Es folgt nämlich

Co= l ,
6’, = 1 + 2 + 3 + • • • + ( « — l ) ,
C2 = 1 . 2 + 1 . 3 + 1 . 4 + HO - 1)

+ 2 . 3 + 2 . 4 4------ b 2 (« - l )
+ 3 . 4 + ----- +

+ (n —2) (« —1) ,
u . s. w.

überhaupt ist C, die Summe der Zahlen 1, 2 , . . . (n —l) , C2 die Summe
der aus den letzteren herstellbaren Combinationen zu je zweien (ohne
Wiederholungen ) , wobei jede solche Ambe als Product angesehen
wird , ferner ist C3 die Summe der auf gleiche Weise gebildeten Ternen
u . s. w. Diese Combinationsreihen lassen sich zwar summiren z. B.

_ + ( « - ! ) « ( » _ l ) ( ra— 2) ( 3n — I)
^0— —’ 2 ’ 2— 24

jedoch ist das Bildungsgesetz von Ct , C2, etc . auf diesem Wege nicht
zu entdecken *) .

Für F (y ) = yP erhält man bei umgekehrter Anordnung der Sum¬
manden

Dn ( lx ) P

^ \pCn_ , (Jx)p- i—p(p- l) CJ,_2(,la:')P~2

+ P (P - l ) (p - 2) C’n_ 3(/ x )P- 3----

*) Der Verfasser hat dasselbe nach einem anderen Verfahren gefunden,
s. „ Compendium der höheren Analysis “ Theil II , S. 23.
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Ist p eine ganze positive Zahl , so müssen die Fälle p > n und p ^ n
unterschieden werden . Im ersten Falle enthält die Reihe n Glieder ,
im zweiten Falle verschwinden alle diejenigen Glieder , bei welchen die
Anzahl der gemachten Differentiationen mehr als p beträgt , und es
bleibt daher

DnQxy
f - lj n- ‘ l

= - n— (G-r) »'- 1—/>(/>_ l) Cn_ 2(la ') ',_ 54-----
x i

. . . + ( _ l ) P + ' p ( p _ l ) . . . 2 . lC n_ p

Daraus folgt z. B. wenn kurz mit f (a') bezeichnet wird

f in)(X) = ( - l) n+ n . 2 . Z. . .pCn_ p , n ^ p.
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