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Capitel IV,

Die Discussion ebener Curven.

§. 14
Allgemeine Regeln und Formeln.

Die Curve sei auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem
der & und y bezogen und es moge zur Abkiirzung

dy__ . _d_"_y=y,,
dx da?
gesetzt werden; dann gelten folgende Regeln.

So lange 4" positiv bleibt, so lange steigt die Curve; so lange
¢ negativ ist, so lange fillt sie; wechselt ¥ durch Null hin-
durchgehend sein Vorzeichen, so findet an der betreffenden Stelle eine
Culmination statt und zwar eine obere oder untere, je nachdem der
Zeichenwechsel von 4 nach —, oder von — nach 4 vor sich geht.

So lange y” positiv bleibt, so lange ist die Curve convex nach
unten; so lange y” negativ bleibt, so lange ist die Curve concav
nach unten; jedem Zeichenwechsel von y” entspricht ein In-
flexionspunkt.

Bezeichnet = den Winkel, welchen die Tangente im Punkte &y
mit der x-Achse einschliesst, so ist (Fig. 1)

lant =y,
1 dx )
CosS T = "/—T_m= d_s’
& ul i e
‘ y iy ds =]/d.t’+ri_r/’,
ST = ———— = ——

Vityh

worin ds das Bogendifferential bedeutet. Ferner gelten die Formeln :

Subtangente : M I'= l, 5
Y

23
Tangente : P T = ﬂ%}:" y »
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Abschnitt der Tangente auf der x-Achse: 0 7'= x—"—.,

y
" " ” w ow Y-Achse: 0T\ =y—ay’,
—_ i
Entfernung der Tangente vom Coordinatenanfang : 0 R = y‘;y—,
Vity®
Fig. 1.
N
w
\\\\Q‘\-
N
T,
Projection des Radiusvector auf die Tangente: PR = z+yy ,
14y
(y—zy)y - y—xy
i Lt — = gand ——=
Coordinaten von R i+ un el
o p VOt —y)
Polarsubtangente : ) I'= iy 3
2 Ny 1L ®
Polartangente : P V =(:¢_j—?[_)]il'+!} )
x+yy
; _yy—ay) L aly—ay)
(Coordinaten von V.: — m+yy' und EEyy s

(ileichung der Tangente : n—y =y (§—x).
Wenn bei unendlich wachsenden z
Limy' =4, Limy—ay)="B
endliche bestimmte Grissen sind, so ist
(leichung der Asymptote : y = A5+ F.
Ferner gelten die Formeln (s. Fig. 1)
Subnormale : ¥ U=yy’,
Normale: PU=y Y 1+y?,
Abschnitt der Normale auf der a-Achse: 0 U=x+4yy’,
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T
Abschnitt der Normale auf der y- Achse: 0 U, = y+?,

Entfernung der Normale vom Coordinatenanfang : 08 =]$/_:_%y,t,
Y
Projection des Radiusvector auf die Normale : ps=4¥=2Y .
Vity®
g grds 2+yy (=+yy)y
Coordinaten von S.: TFyt und = +___y, ,
/e g?
Polarsubnormale : 0 ¥ = Vetryi +y* (x+ vy J,
y—zxy
2 2
Polarnormale : P = M‘lﬁ_ ,
Yy—xy
Coordinaten von 7. ?}(a‘+yy) il = (~’C+JJ},
y—xy Yy—zy

E_r1).

Gleichung der Normale : n—y = — ;’

Coordinaten des Kritmmungsmittelpunktes 0

_(I-F:’:’)i' sl +1+J

' (1 +J 2)3

yli

Ist die Curve auf Polarcoordinaten » und € bezogen und
wird zur Abkiirzung

Kriimmungshalbmesser : 9=

dr - a&r .
ad=" apr="
gesetzt, so gelten die Formeln
_r “sinl 4 rcosO
T cosO —rsinf)
. —rr 2
Y ety
(' cosB) —rsin Oy
ds =V (rdfp+4ar,
ferner, wenn @ den Winkel zwischen Radiusvector und Tangente, so
wie y den Winkel zwischen Radiusvector und Normale bezeichnet,
lanqw=—:;,—, lan = —-%-,
% )

Polarsubtangente : 0 V=L,,
r

=lanr,

Polartangente : PV = 1'/*"2"_“’_2
r
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2
Entfernung der Tangente vom Pol: OR = — ——
V‘r'z_'_ r'?
Polarsubnormale : 0 W =7,

Polarnormale : 2 W = V’_"'IT’?E,

Entfernung der Normale vom Pol: 08 = o

; Vet
Rechtwinklige Coordinaten des Krﬁ.mmu.ugsmitte]punktes:
reosf_ () (r sm3+rcosﬂ)

2-l-ﬁr
rsinf 4 (r2+":1|5’;:7039—:sm ﬂ)

AGETO

Kriimmungshalbmesser : ¢ = 4-————7—,,
= TR

§. 15,
Beispiele von Curvendiscussionen. (Algebraische Curven.)

1. Die Parabel. Bezeichnet % den Halbparameter, so fiihrt
die Scheitelgleichung

yre=2hae
zu folgenden Sitzen und Formeln.

Die Subtangente ist gleich der doppelten Abscisse; die Tangente
bildet mit der nach dem Brennpunkte gezogenen Geraden (dem Brenn-
strahl des Berithrungspunktes) denselben Winkel wie mit der Parabel-
achse. Tillt man vom Brennpunkte eine Senkrechte auf irgend eine
Tangente, so liegt der Fusspunkt dieses Perpendikels auf der Scheitel-
tangente. Die Subnormale ist constant gleich dem Halbparameter.

Die Coordinaten des Kriimmungsmittelpunktes sind

'g‘—..: 3.1.'+]£, N=— t%! —— . %i/ (‘r—jr'/\/

wobei die erste Formel unter Zuhilfenahme der Normale eine einfache
Construction des Krtimmungsmittelpunktes giebt; der Kriimmungs-
radius ist, wenn u die Normale bedeutet
u®
: “w

2. Die Ellipse. Geht man entweder von der Mittelpunkts-
gleichung aus

0=—

a.e y‘l

Wb

oder benutzt man statt derselben die beiden Gleichungen
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r=acosw, Y=Dbsino,
worin w den Winkel 4C M (die sogenannte excentrische Anomalie) be-
deutet (Fig. 2), so gelangt man zu 'i"olgenden Formeln, Séitzen und
Constructionen, = Die Strecke € T, welche die Tangente von der Ab-
scissenachse abschneidet, ist . )
= d—-;
x .

bezeichnet demnach M denjenigen Punkt des umschriebenen Kreises
AR, welcher dieselbe Abscisse wie P besitzt, so gehen die Kreistan-
gente M7 und die Ellipsentangente P7 durch einen und denselben

Fig. 2.

Punkt der x-Achse, was eine einfache Tangentenconstruction giebt.
Die Tangente halbirt den Nebenwinkel des von den Brennstrahlen £ P
und G P gebildeten Winkels ¥ PG. Tillt man von den Brennpunkten
Senkrechte auf die Tangente, so liegen die Fusspunkte R und S dieser
Perpendikel auf dem umschriebenen Kreise.

Um die Normale unabhiingig von der Tangente zu construiren,
beschreibe man wm den Ellipsenmittelpunkt einen Kreis mit dem Ra-
dius a-4b und verlingere €M bis zum Durchschnitte £ mit diesem
Kreise; L P ist dann die Normale.

Die Coordinaten des Kriimmungsmittelpunktes und der Kriim-
mungsradius bestimmen sich durch die Formeln

at— U at—b*

E = a4 xa’ ﬁ e bq yai
Vay+rer_ v
o= e T T

Schlomileh, Uebungsbuch,

[ 1]
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-

‘ 2.
wobei u die Normale PU, und /& den Halbparameter % bedeutet. Um

den Kriimmungsmittelpunkt zu construiren, legt man U ¥ senkrecht
zu C M und zieht durch F” parallel zu B ( eine Gerade, welche die ver-
lingerte P U im Krtimmungsmittelpunkte " schneidet.

Wenn es auf eine gute graphische Darstellung der Ellipse an-
kommt, so bestimmt man eine Reihe von Curvenpunkten mittelst des
umschriebénen und des eingeschriebenen Kreises, construirt mittelst
des Kreises vom Radius ¢+ 5 die zugehérigen Normalen und nimmt
die auf einander folgenden Durchschnitte derselben als Kriimmungs-
mittelpunkte, was um so richtiger ist, je niiher die Curvenpunkte an
einander liegen; die Ellipse liisst sich dann mit beliebig weit gehender
Genauigkeit aus Kreishdgen zusammensetzen. Empfehlenswerth ist
auch folgende Construction, deren Beweis aus den vorigen Formeln
hergeleitet werden kann. (Fig. 3.) Man bilde zuniichst das Rechteck
ACE D mit den Seiten 4C=a, 3025,_ und lege durch 2 senkrecht
zur Diagonale 4 B eine Gerade, welche
ABin E, AC in 4, B C in B, schnei-
det; dann ist 4, der Kriimmungsmit-
telpunkt fiir den Scheitel 4, und B,

der Kriimmungsmittelpunkt fir den
Scheitel B. Nimmt man ferner die
Abscisse CH— BE und die Ordinate
.HI—= AE, so ist I ein Punkt der
Ellipse und zwar derjenige, dessen
Normale T & mit A C einenhalben rech-
ten Winkel bildet, also durch # & = H I
leicht zu construiren ist. Man be-
schreibt nun aus 4, mit dem Halb-
messer A4, A4 einen Kreis und sucht
dann auf der verlingerten IA den
Mittelpunkt M, desjenigen Kreises, der
durch I geht und den vorigen Kreis von Innen beriihrt*). Auf gleiche
Weise bestimmt man zwei sich bertihrende Kreise aus den Mittelpunkten
B, und Ny Die vier Kreisbtgen 4 M, M1, IN, N B bilden zusammen
eine Linie, die dem Ellipsenquadranten ausserordentlich nahe kommt.

#) Die hierzu nothige Construction wird man leicht finden; fiir das prak-
tische Zeichnen ist es aber bequemer und sogar genauer, den Puunkt M,
durch Versuche zu bestimmen.
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3. Die Hyperbel. Man kann entweder die Mittelpunktsglei-
chung
$2 y2

. P
a b

=1

direct benutzen oder statt’ deren die beiden Gleichungen
r=uasecw, y=Hhlane

anwenden, in denen @ den Winkel 4CM (Fig. 4) bedeutet, so dass
x=CL,y=L P=N( ist; es ergeben sich dann folgende Resultate.

Fig. 4. -

Der Durchschnitt 7' der Tangente mit der @ - Achse ist der Fusspunkt
des von M auf € A4 herabgelassenen Perpendikels ; die Tangente halbirt
den von den Brennstrahlen /P und G P gebildeten Winkel. Bezeich-
net ¥ W das zwischen den Asymptoten liegende Stiick der Tangente,
so ist P ¥V=PW. Die von den Brennpunkten auf die Tangente ge-
filllten Senkrechten schneiden die Tangente in zwei Punkten R und S,
welche auf dem {iber der Hauptachse beschriebenen Kreise liegen.
Fiir die Coordinaten des Kriimmungsmittelpunktes und den
Kriimmungsradins gelten die Formeln

-
a’ -|— h? a® 4 b?
E = a:.ﬂ ? 1? == b.‘ ya ?
;/(a T4 a:’)‘ 't
ey T T

5*
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A
worin # die Normale P U, und /# den Halbparameter — bedeuntet. Aus
a

der Bemerkung, dass die Formel fiir § durch é=0U.sec*w ersetat

werden kann, folgt eine einfache Construction des Kritmmungsmittel-'

punktes. . .

4, Die Kegelschnitte im Allgemeinen. Es sei (in Fig. 5)

/" ein Brennpunkt, 2 E die nichste Directrix ¢ines Kegelschnittes, so
stehen bekanntlich die Entfernun-

- g & ! gen P/ und P Ninconstantem Ver-
=~ . ilE hiltniss; hieraus ergiebt sich, wenn
~ P . .
3 i PF
N p ! —~=¢, FD=g gesetzt und F als

A s N £N
% Anfang rechtwinkliger Coordinaten
genommen wird,

\:\'!_\‘ \ : yr=ilg' —28g x4 (2 —1)a
£ ; 7
Ty IV und in Polarcoordinaten fiir #P=r,
LAFP=0, FH=h,
. o h
= 1+ecosl)

Hieraus kinnen folgende Siitze abgeleitet werden. Der Endpunkt ¥
der Polarsubtangente liegt auf der Directrix; F'P ist das geometrische
Mittel zwischen PN und FU; die Projection der Normale auf den
Brennstrahl hat die constante Grisse #S=h. Errichtet man in U auf
der Normale eine Senkrechte, welche den Brennstrahl in R schneidet
und legt dann R 0 senkrecht zu FR, so schneidet 2 die Normale im
Kriimmungsmittelpunkte 0.

5. Es soll die Curve untersucht werden, deren Gleichung ist
ay’=(x—3a)a.
Die Curve besteht aus zwei congruenten Zweigen, von denen der eine
durchaus convex, der andere durchaus concav nach unten ist. Der
erste schneidet die « - Achse im Coordinatenanfang unter einem
rechten Winkel, hat bei z=«, y=-— % @ einen unteren Culminations-
punkt, schneidet die Abscissenachse bei =4 zum zweiten Male unter
einem Winkel von 30° und steigt dann ins Unendliche. Zur Tan-
genten - und Normalenconstruction dient die einfache Formel

i xr—a
sint=-

zta'
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der Krtim.mungshalbmesser ist
(x+a)

=~ —=2zsectz
(4 2a )

was man leicht construiren kann.

6. In einem mit dem Radius 0 4=a (Fig. 6) beschriebenen Kreise
wird ein fernerer Radius O L unter dem beliebigen Winkel 40 L=
gezogen, L auf 0 4 projicirt, die Projection M wieder auf 0 L nach N
projicirt und die Ordinate # P= M N genommen ; Fig. 6.
die so construirten Punkte P liegen auf einer _
Curve, welche man entweder durch die beiden i
Gleichungen

X=acosw, Y=acosw sinw |
oder durch die eine Gleichung '
ayt=a’(a’—2?)
ausdriicken kann. Die Curve besteht aus vier ©
congruenten Theilen und hat die Form einer Schleife (20 ). Der zwi-
schen den positiven Seiten der Coordinatenachsen liegende Quadrant
geht unter einem halben rechten Winkel vom Coordinatenanfange 0

aus, erreicht bei a'::]/—a:-, y=% seinen oberen Culminationspunkt
und schneidet die Abscissenachse zum zweiten Male fiir #=a unter
cinem rechten Winkel. Der Mittelpunkt O ist der einzig vorhandene
Inflexionspunkt. Um fiir irgend einen Punkt P die Tangente oder
Normale zu construiren, nehme man LA00=2a, ziehe Q RL04,
LS||04und PU||S0O; es ist dann P U die Normale. Fiir den Kriim-
mungsradius ergiebt sich
20t —5a® x*+42')?
o=*% V( az(3a®—21°) ) !

woraus fiir den Scheitel 4 und fiir den Culminationspunkt sehr einfache
Werthe folgen.

7. Ueber dem Durchmesser 4 B=2a (Fig. 7) ist ein Kreis be-
schrieben und durch dessen
Mittelpunkt € ein zweiter
Durchmesser senkrecht zu 4 B
gelegt. Irgend ein beliebiger
Punkt M des Kreises wird auf y
beide Durchmesser projicirt, . -
wodurch die Punkte Zund N -
entstehen, endlich zieht man A
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die Gerade 4N, welche der nothigenfalls verlingerten LM in P be-
gegnet. Alle hiernach construirten Punkte £ liegen in einer Curve,
welche fiir € L=ua, L P=y durch die Gleichung

. ayr=(a4x)(a—x)
reprisentirt wird. Die Curve besteht aus zwei congruenten, iiber und
unter 4 B liegenden Theilen, die in 4 und B zusgammentreffen und eine
geschlossene blattiihnliche Figur bilden. Der obere Zweig beriihrt
AB in 4 mit convexer Kriimmung, hat bei x=—_1()/3 —1)a einen
Wendepunkt, geht unter dem Winkel von 45° durch D, erreicht bei
x=1u seinen oberen Culminationspunkf und schneidet zuletzt .4 B in
B unter einem rechten Winkel. Um fiir irgend einen Curvenpunkt P
die Tangente zu construiren, nehme man (S=/L B, ziehe SM und
dazu in M eine Senkrechte, welche 4 B in 7 schneidet; 7'P ist dann
die Tangente. Fiir den Kriimmungsradius findet man
—V2(a+a)(* 22 x+22%)
+ a(a*42ax—2a%) '
wobei sich das obere Zeichen auf den oberen, das untere auf den un-
teren Zweig bezieht.

8. Die Cissoide (Fig. 8). Ueber dem Durchmesser 4 B=2a

ist ein Kreis beschlfieben und in B eine Tangente an denselben gelegt;
Fiig. . durch 4 zieht man eine beliebige Ge-

‘ rade, welche den Kreis in M, die Tan-

N gente in N schneidet und nimmt die

G:

7
P

A Strecke 4 P=—MN. Alle so entstan-
denen Punkte P bilden eine Curve,
deren Gleichung lautet

(2a—z)y*=2a’,
wobei 4 als Anfangspunkt rechtwink-
liger Coordinaten und 4B als Ab-

i { ™. scissenachse genommen ist. Die Curve

AT L B C besteht aus zwei congruenten, ither
und unter der Abscissenachse liegenden Zweigen; der obere Ziweig
geht von 4 aus, Wwo er die x-Achse berithrt und steigt mit convexer

Kriimmung ins Unendliche; die Tangente B N ist seine Asymptote.

Um die Tangente an £ zu construiren, nehme man 4 C=3«, verbinde

C mit dem Punkte @, in welchem die Ordinate L P den Kreis schnei-

det und errichte #uf C 0 in 0 eine Senkrechte, welche die Abscissen-

achse in T trifft; die Gerade TP ist die gesuchte Tangente. Fiir den

Kriimmungsradius findet man

i
i
{
i
]
i
i
1
i
;
|
ol
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a)w (8a—3x)*
-  3(2a—a)
wobei das obere Zeichen dem oberen, das untere dem unteren Zweige

entspricht. Die Ordinate # des Kriimmungsmittelpunktes hat den
Werth

=

2ay

n=4g. =0

welcher eine einfache Construction des Krﬂmmungsmltte]punktes ge-
stattet, nachdem die Normale bestimmt worden ist.

9. Ueber dem Durchmesser 4 B=2a (Fig. 9) ist ein Kreis be-
schrieben und in #eine Tangente an denselben gelegt; durch einen belie-
bigen Punkt M des Kreises zieht man M L
senkrecht zu 4 2, ferner die Gerade 4 M,
welche die Tangente in N schneidet und
nimmt endlich L P—BN. Alle so ent-
standenen Punkte P bilden eine Curve,
deren Gleichung fiir AL—x, LP-—y ist

TyP=44(2a—zx). |

Die Curve besteht aus zwei congruenten, AL
iiber und unter der x-Achse liegenden
Zweigen, welche die y - Achse zur gemeinschaftlichen Asymptote haben:
Die Ordinaten des oberen Zweiges nchmen ab von y—oo bis y =0, wo
die Curve die @-Achse rechtwinklig schneidet; bei £=3 « hat jeder
Ziweig einen Wendepunkt. Um die Tangente an P zu construiren,
nehme man L 0 —ea, ziche 0 M und darauf in M eine Senkrechte, welche
der x-Achse in T begegnet; 7'P ist die gesuchte Tangente. Fiir den
Kritmmungshalbmesser ergiebt sich

]/(4a +2aa® —at)
— 2a'x*(3a— 2x) a
wobei das obere Zeichen fiir den oberen, das untere fiir den unteren
Zweig gilt.

10. In einem mit dem Radius 04—« heschriebenen Kreise
(Fig. 10) sind zwei gegen einander senkrechte feste Durchmesser ge-
zogen; irgend ein Punkt 0 des Kreises wird erst auf 04, dann auf
00 und dann wieder auf 04 projicirt, wodurch der Reihe nach die
Projectionen S, U, M entstehen; ebenso wird Q nach einander auf 0 B,
00, 0B projicirt, und schliesslich verlingert man M U und N ¥ bis
zu ihrem Durchschnitte P. Setzt man LA0(0=w, 0O M=z, O N=y,
so gelten die Gleichungen

L

1
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T=acosn, Y=asin'e,
aus welchen folgt
;l?§ + y’n = a%
oder in rationaler Form
(@ 4y —a) 42122y =0,

Die Curve besteht aus vier congruenten Theilen, welche zusammen
eine sternférmige Figur bilden. Der zwischen
den positiven Theilen der Coordinatenachsen
liegende Quadrant geht von #, wo er die
Ordinatenachse beriihrt, bis 4, wo er die Ab-
scissenachse berithrt; er fillt mit convexer
Kriimmung. Ferner liegen die drei Punkte
S, P, T in einer Geraden, welche die Curve in
P beriihrt und die constante Léinge 8§ T==a be-
o\ sitzt; die Gerade PQ ist die Normale der Curve

" im Punkte P; der Kriimmungshalbmesser ist
das Dreifache von P 0.

Fig. 10.

11. Die Cardiode (Fig. 11). In einem iiber dem Durchmesser

A4 B=2a beschriebenen Kreise sind Sehnen 4 N gezogen, welche durch
den festen Punkt .1 gehen, und auf jeder Sehne wird von N aus, immer
nach derselben Seite hin, der Durchmesser

Fig: 1. . NP— 4B abgeschnitten. Nimmt man A4 als
£ Coordinatenanfang, A4 B als Abscissenachse
> N und setzt AP—=r, LBAP=0, so ist die
; ///' ; 1%'() Gleichung der Curve in Polarcoordinaten
Wl ”LJ LN r—=2a(l4cosf)
'\\\\ e /ﬂi und in rechtwinkligen Coordinaten
\qs(_ ' (24 —2 az) =da* (@*+ 1)
~ . Die Curve wird durch die Abscissenachse in

zwei congruente Theile getheilt. Der obere Zweig geht von 4, wo er
die & - Achse beriithrt, mit concaver Kriimmung aufwiirts, erreicht bei

9:&7;, r=3acos{m, y=3asin}m

seinen oberen Culminationspunkt und schneidet zuletzt die Abscissen-
achse rechtwinklig im Punkte @—4a, y—0. Behufs der Normalen-
construction zieht man die zu 4N senkrechte Kreissehne A40; es ist
dann PQ die Normale. Diese schneidet den Kreis 4 N B in einem
Punkte R, dessen Radiug CR | 4P, und wobei 4R=PR ist. Der
Kriimmungsradius fiir P betriigt zwei Drittheile von 0.
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™ 12. Die Lemniscate (Fig. 12). Mit dem Radius 0 4=a ist
ein Kreis und iiber 0 4 als Durchmesser ein zweiter Kreis beschrieben.
Nach einem beliebigen Punkte L des ersten Kreises zieht man den Ra-
dius 0 L, nimmt arc LM Fig. 12.
—arc A L, legt durch M =y
senkrecht zu 04 eine Ge-
rade, welche den zweiten
Kreis in N schneidet und
trigt anf OL die Strecke
OP=0N ab. Wighlt man
0 zum Anfang, 04 als Ab-
scissenachse eines recht-
winkligen Coordinatensy-
stems und setztnoch 0 P—r,
LA40P=0, so hat man fiir
die Curve der Punkte P in
Polarcoordinaten die Gleichung

7 —acos2f)
und in rechtwinkligen Coordinaten
(@ ) =t ).
Auf der Abscissenachse migen ferner die Punkte /" und & so bestimmt
sein, dass 0 F_—_OG-:I/—% ist; die Punkte /" und & heissen die Brenn-
punkte der Lemniscate; die beiden Brennstrahlen eines Lemniscaten-
punktes P besitzen dann die Eigenschaft ¥/ .G P~ 0 F".

Die Curve besteht aus vier congruenten Theilen und hat die Ge-
stalt einer Schleife (o). Der zwischen den positiven Seiten der Coor-
dinatenachsen liegende Quadrant geht unter einem halben rechten Win-
kel von O aus, steigt mit concaver Kriimmung, erreicht bei

il I

O=g =y VEp =3
seinen oberen Culminationspunkt und schneidet endlich die - Achse
unter einem rechten Winkel bei @ —a, y=0. Der Mittelpunkt der
Curve ist ihr einziger Inflexionspunkt. Zur Normalenconstruction
dient die Bemerkung, dass der Winkel zwischen Normale und Radius-
vector das Doppelte von 6, also LOP(Q—20ist. Um die Tangente
unabhiingig von der Normale zu construiren, wverliingert man den
Brennstrahl #7 um PP —F P und errichtet in £ eine Senkrechte auf
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FP’; diese Senkrechte schneidet die in & auf dem andern Brennstrahle
G P errichtete Senkrechte in einem Punkte 7', welcher der gesubhten
Tangente angehtrt, Nimmt man auf der Normale die Strecke PQ=a,
auf dem Radiusvector die Strecke P R—}« und zieht durch R eine zu
0 0 parallele Gerade, so schneidet letztere die Normale im Kritmmungs-
mittelpunkte S,
13. Um den Punkt 0 sind mit den Radien 0 4=a und 0 B=b
(Fig. 13) zwei concentrische Kreise beschrieben ; man zieht einen belie-
Fig. 31. bigen Halbmesser, welcher den ersten Kreis in
L, den zweiten in M schneidet und zieht durch
L eine Parallele zu 0 B, durch M eine Parallele
zu der auf 0 B senkrechten 0 4. Beide Paralle-
len schneiden sich in N; endlich triigt man auf
O L die Strecke 0 P—0ON ab. Nimmt man
0A als Abscissen-, OB als Ordinatenachse
und setzt noch 0P —r, LAOP—0, so hat
die Curve der Punkte P in Polarcoordinaten die
(leichung
r—atcos? O+ b*sin2
dagegen in rechtwinkligen Coordinaten
(m‘!_{_y!)!: a! $!+ bTyE 5

oder auch, wenn @ und y durch € ausgedriickt werden,

x—) a?cost O+ sin*0) . cos B,

y:]/a’—cos?ﬂ‘-l——b'ﬁ?ﬂ . sin 6.
Zur Abkiirzung sei

ya'+b)=4, L(a®—0)=B8;

man findet dann

w:]/,;1+li‘cus29.cose, y=]/.4+Bcos25.sin@,
dy AcosO+ Beos3h
de™ ~ Asinf + Bsin 30’
dy r (443 B*+4 4 Bcos20)
dz*~ —  (4sinb4 Bsinzfy -
Die Curve besteht aus vier congruenten, um den Mittelpunkt 0 herum-
liegenden Theilen; der von den positiven Seiten der Coordinatenachsen
eingeschlossene Quadrant schneidet O 4 senkrecht in 4 und 0B senk-
recht in B. Im Falle a _éb]/2_, hat derselbe nur einen oberen Culmi-
nationspunkt (B) und keinen Wendepunkt; ist dagegen a>b|/_2_, 80
wird B zum unteren Culminationspunkt und ausserdem existirt ein
berer. Culminationspunkt an der Stelle
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@
lan 9 = r=—,
]/ @20 ]/ 2

Zwischen beiden Culminationspunkten liegt ein Wendepunkt bei

lan GZLV{“}: 92 = ]/3 L
i Y ]/2 (a*+ b’)

Um die Normale in einem beliebigen Plinkte /” zu construiren, bestimme
man zuniichst den festen Punkt /7, dessen Abscisse OF =]/&’— b ist,
lege durch O senkrecht zu 0 /> eine Gerade und projicire F aunf diese
Senkrechte so wie aut O 2, wodurch man die Punkte U und V erhilt;
endlich ziehe man V" W || PU, so ist P W die Normale.

14, Die Cassini’sche Curve. Es sind zwei feste Punkte F
und & in der Entfernung £ —=2¢ gegeben, und es wird der geome-
trische Ort des Punktes P gesucht, fiir welchen das Rechteck aus FP
und G P eine constante Fliiche —/4* besitzt. Nimmt man den Mittel-
punkt O von # G zum Anfang rechtwinkliger Coordinaten und OF zur
a - Achse, so erhiilt man als Gleichung der Curve

(z*+ ya)z_ 262 (02 —y?) =1
und in Polarcoordinaten
rt 2 cos20=n"' ¢,
Aus der ersten Gleichung findet man
o[ ()] [ o]
A A4’y hacta
und daran kniipfen sich folgende Bemerkungen. Fiir A< ¢ besteht die
Curve aus zwei gesonderten Bliittern; fiir f=c geht sie in eine Lem-
niscate iiber, deren Halbachse « = ]/? .¢ ist; fiir 2 >e¢ bildet die
Curve eine Ovalfigur mit den Halbachsen « =}/ %24 c* und b=}/ h* —c*.
Ferner gelten die Formeln
dy .’.t}'(c —ar—y°) @(E—rY)
de y(@+a'+y') ~ y (@)’

dy W
Vl+(d;) r;(c’-{- £)?
(Fy_ﬁ A al )
dz’ _?'Tc‘%fﬂ“)* '
Hiernach sind fiir #<< ¢ vier Culminationsrunkte vorhanden an den
Stellen

Y ac'—nt h?
vk =R =

im Falle c<h<|/; . ¢ giebt es sechs Culminationspunkte bei
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— 1,’4 .l_hl }‘2
:r:O, y::t’/h?_cﬂ und m:i L) _ y=+ T’ r=c;
2¢ - .2c

endlich fiir }/2_ . ¢< h existiren nur zwei Culminationspunkte bei
z=0, y=-+ VE’
Inflexionspunkte sind nur im Falle ¢<Zh<}/2 .¢ vorhanden
und zwar gelten fiir deren Coordinaten die Gleichungen

ht—ct e
N Y £ YOy
4 — e ‘r2
rzyi(fz‘*c‘):]/abmn.‘so", cos20) =——.

¢t

Zur Normalenconstruction eignet sich am besten die Formel
c!
S!'-ntﬂ)-'ﬂ? sin26),

worin 1 den Winkel zwischen Normale und Radinsvector bezeichnet.
Der Kriitmmungshalbmesser ist

B ]/(wz_i_yz}a o 9 h2,3
TR—c 3@ -9  —n3t

— 15. Es sind gegeben ein fester Punkt F und eine feste Gerade
D E, gesucht wird der geometrische Ort des Punktes P, fiir welchen
das Rechteck aus seinen Abstéinden von Fund £ E eine constante Fliche
besitzt. Nimmt man /" zum Coordinatenanfang, die Senkrechte von
F auf D E zur Abscissenachse, setzt die Liinge diesér Senkrechten =2¢
und die constante Fliche =#*, so hat man

I
r= o
2c—x

wonach sich die Curve leicht construiren ldisst, und ferner

o M O tente)(Prreo—a)
(2c—=) (2e—a)? £

Fiir A< ¢ schneidet die Curve viermal die Abscissenachse in den Ent-
fernungen

g (l/c’-i-h’ _c), dy=c—Yc—R,

ay=c+ YR, a, =y e+ +c;
sie besteht dann aus einem blattférmig geschlossenen Theile und aus
zwel ins Unendliche gehenden Zweigen, deren gemeinschaftliche

Asymptote die Gerade D £ ist. Im Falle A=¢ reduciren sich jene vier
Durchschnitte auf drei und die Curve bildet dann eine Schlinge um F;



Die Discussion ebener Curven. 7

fiir # >>¢ existiven nur noch zwei Durchschnitte, denen zwei Zweige
entsprechen. Die Abscissenachse theilt in allen Fillen die Curve in
zwei congruente Theile.

Man findet weiter

dy I
‘ ydx=(2c—x)’_
oder wenn zur Abkiirzung
4

¢ nd ¢ ;
—=mu =
it 2c—x

gesetzt wird :
dy A g‘—-'zrnE—]—jz

dx &’ 3
Nach bekannten algebraischen Lehren hat nun die Gleichung
E—2mE+m=

fiir m>117 zwel reelle, von einander verschiedene Wurzeln und zwei
complexe Wurzeln, fﬂr m =18 werden die beiden reellen Wurzeln
identisch, fiir m<C 4% sind alle Wurzeln imaginiir. Dexjenige Zweig
der Curve, welcher durch die Gleichung
ht—at(2c—a)

y=+ V 20e—2
ausgedriickt wird, kann daher hiichstens zwei Culminationspunkte be-
sitzen. Ist nun erstens /<< ¢, mithin m>1 und wird

d iy

Yazr™ @e—ap *= ) ()
gesetzt, so ergiebt sich
It 16 ' —27 ¢!
,99(0)—@>0= p(ge)= —54_cx_<0,

(p(ag)=—2(ilr’:3)2 ]/c*Th"<0, @ (ag)= ( ) ]/c —12>0;
die Abscisse des ersten Culminationspunktes liegt demmnach zwischen
0 und L e, die des zweiten zwischen «, und «a,; der letzteren entspricht
aber kein reelles y, es existirt daher in dem oberen Curvenzweige nur
ein (oberer) Culminationspunkt.

Fiir den Fall 2=c¢ wird einfacher
dy  d—1ca+bcx’—a’
42~ po—zp Yooz’
woraus sich fiir den oberen Zweig ein einziger Culminationspunkt er-
giebt an der Stelle 2=0,16071 . c.
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Ist drittens 2 >e¢, so miissen die drei Unterfille

<3, M=, BH>3Let
unterschieden werden. Im erstm l’a.]le zeigen die Werthe von ¢ 0),
@(Le) und o (c), dass der obere Curvenzweig zwei Culminationspunkte
besitzt, von denen der obere zwischen 0 und e, der untere zwischen
1eund ¢ liegt. Im zweiten Unterfalle wird

' dy_ (e—2a)[2¢'+ (5c—22)

Tdr 16 (2c—a)? 2
und dann ziehen sich die beiden vorigen Cu]minationspur[kte zu einem
Punkte zusammen, in welchem zwar die Tangente horizontal liegt,
der aber kein Culminationspunkt ist, weil der Differentialquotient sein
Zeichen nicht wechselt. Im letzten Falle sind gar keine Culminations-
punkte vorhanden. :

Weiter erhiilt man )
Sy 20 -3kt at 2tz It

yd:r:2 (zr—m)“ (2e—a)! [2;:—1')’_(20—:3)’
et — ' —24 w430 at*—16ca® 43¢

=—21"
t (2e—z)
oder unter Benutzung der friheren Zeichen
2 2 g2
Z;jz ;f (' —6mE+8mE—3m).

Die Gleichung :
E_bmE48mE—3m=0
besitzt jederzeit zwei imaginiire Wurzeln, es kann daher die obere
Hiilfte der Curve héchstens zwel Inflexionspunkte haben. TIst nun
erstens k< e, so liegt der eine Inflexionspunkt zwischen «, und 2¢,
der andere zwischen 2¢ und a;. Im Falle #=¢ wird einfacher

& 'y Te—3ax :

dzt™ " Yid sca_atp’

und es existirt dann im oberen Zweige der Curve nur ein Inflexions-
punkt an der Stelle
41 2
— _]3/,, c;

:L‘=;-L‘,

legt man im Punkte #=¢, y=0 eine Tangente an die Curve, so geht
diese Tangente durch den Inflesionspunkt. Im letztenFalle % >¢ liegt
ein Wendepunkt zwischen 0 und 2¢, der andere zwischen 2¢ und a,.

Zur Normalenconstruction eignet sich am besten die Formel

dy rt
atyt=

dz 2c—a
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16. Die Conchoide. Eine Gerade 4 P und ein um die Strecke
AC=b davon entfernter Punkt C sind gegeben (Fig. 14); man ver-
bindet den letzteren mit beliebigen Punkten ¥ der Geraden und schnei-
det von N aus auf beiden Seiten von NC

Fig. 14. -
die gleichen Strecken NP = N =a ab. Y]
Die so entstehende Curve ‘besitzt zweil p
Zweige; fur den oberen ist, wenn LACN P
=uw gesetzt wird, _ FY K R
e=blanw+tasinw, y=-acosw, //'[é '
fiir den unteren_ ‘ Vg

r—=blanw —asinw, Y——acosm,
woraus fiir beide Zweige die gemeinsame Curvengleichung folgt -
2ty =(b+y) (@ — ).
Hiernach ergeben sich die Differentialquotienten
dy xy’
==~ GTOCT "
&y - dy P43yt —24%D)
dz* ™ (¥ +a*b)
Die Punkte 2 =0, y—==a und 2=0, y— —a sind die Culminations-

punkte der Curve; die Abscissenachse ist Asymptote derselben. Die
cubische Gleichung

Y+3by* —2a*h =0

bestimmt die Ordinaten der Inflexionspunkte, wobei zu beachten ist,.
dass diese Punkte nur dann existiren, wenn die Wurzeln der vorstehen-
den Gleichung reell und zugleich zwischen —a und 4« enthalten sind.
Fiir 62>« findet man zwei derartige y, fiir 4 Z a nur eines; demnach
besitzt die Curve vier Inflexionspunkte, wenn b >« ist; ausserdem nur
zwel., Fiir b—a entsteht bei € eine Spitze, fiir b < «a hat eine Curve
eine um € herumgehende Schlinge.

§. 16.

Fortsetzung. (Transcendente Curven.)
1. Dielogarithmische Linie hat zur Gleichung

T
y=be" oder x— al(—yb—);

drei oder mehreren in arithmetischer Progression stehenden Abscissen
entsprechen hiernach Ordinaten, welche eine geometrische Progression
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bilden, und zufolge dieser Eigenschaft kinnen aus dem Coordinaten-
paar =0, y =b, x—=ua, y="he beliebig viele weitere Coordinaten
durch Construction abgeleitet werden., Die Curve steigt fortwihrend
mit convexer Kriimmung ; die Subtangente ist constant —«, der Kriim-
mungsradius .
A
o= T.
2. Die Gewdlblinie entsteht, wenn man die beiden symme-
trisch entgegengesetzt liegenden logarithmischen Linien
g T x

n="be ;, ygzbe_— :
construirt und zwischen jedem , und y, das arithmetische Mittel auf-
sucht; die Gleichung der Gewdlblinie lautet demnach

x

Y= &b(e;-i- e_“_)

m:al(ﬁ—l/geﬁ).

Die Curve wird von der y-Achse in zwei congruente Theile getheilt,
von welchen der itber der positiven @-Achse liegende Zweig fortwih-
rend mit convexer Krilmmung steigt. Mittelst der Formel
dy Vy*—»
dz=  a
ist die Tangente im Punkte xy leicht zu construiren; fiir den Kriim-
mungshalbmesser hat man
V@Y
===y
Im speciellen Falle b—a« fithrt die Curve den Namen Ketten-
linie; der Kriimmungsradius ist dann gleich und entgegengesetzt der
Normale.

oder auch

3. Diereciproke logarithmische Linie hat zur Gleichung
a

y=be® oder x—__°
Y
'(3)
drei in harmonischer Proportion stehenden Abscissen entsprechen hier-

nach drei in geometrischer Proportion stehende Ordinaten, und zu-
folge dieser Eigenschaft kinnen aus dem Coordinatenpaar x —0, y =¥,

?
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T=a, Y =1he belicbig viele Coordinaten durch Construction hergelei-
tet werden. Den negativen Abscissen von #—=—c0 bis =0 ent-
spricht ein Curvenzweig, der von einer in der Héhe 4 parallel zur
@ - Achse liegenden Asymptote bis zum Coordinatenanfange herabsteigt
und an der Stelle x —— % i y:::; von concaver zu convexer Kriim-
mung iibergeht. An der Stelle =0 springt ¥ von 0 nach 4o iiber,
nachher fillt die Curve mit convexer Kriimmung und nihert sich der-
selben Asymptote, wie der vorige Zweig.
Um die Tangente im Punkte £ zu con-
struiven (Fig. 15, nehme man auf der
Ordinatenachse 0 4 =a, lege durch 0 senk-
recht zu 4 M eine Gerade, welche die Or- :
dinate M Pin S schneidet, so ist ¥S=MT
dieSubtangente. Der Kriimmungsradinsist

g (at2x)y

4. Die Gleichung einer Curve sei

’ z*
y':mgt (“—2) '

wobei man beachten mige, dass die Functionen /(:*) und 27z zwar fiir
positive, nicht aber fiir negative z identisch sind., Der Coordinaten-
anfang ist der Mittelpunkt der Curve, welche aus vier congruenten
Quadranten besteht. DBetrachtet man nur den zwischen den positiven
Seiten der Coordinatenachsen liegenden Quadranten, so findet sich,
dass derselbe mit #—=a, y =0 beginnt, anfangs mit concaver Kriim-

Fig. 15.

mung, von ¥ —y—a}/e ab mit convexer Kriimmung steigt und ins
Unendliche geht. Um die Tangente in einem
Curvenpunkte P zu construiren (Fig. 16), fillt

man vom Abscissenendpunkte 3 eine Senk- Y]
rechte /S auf den Radiusvector 02 und legt

noch S740.X; es ist dann M T die Subtan-

gente, TFiir den Kriimmungsradius ergiebt l P
sich, wenn » die Normale im Punkte 7 be- L -
zeichnet, 0

3

Fig. 16.

u
0=
hieraus folgt cine einfache Construction des Kriimmungsmittelpunktes.

Schléomileh, Uehungsbuch, 6



82 Die Discussion ebener Curven.

H. Dielogarithmische Lemniscate. Es sei

P
.'/2:'7:2! (;{)1

so besteht die Curve aus vier congruenten um den Coordinatenanfang
herum liegenden Quadranten. Der zwischen positiven Coordinaten-
achsen befindliche Quadrant geht vom Coordinatenanfange aus *), steigt
mit concaver Kriimmung bis zu dem oberen Culminationspunkte

Fig. 17. a'=y=]-;(—£_~, fillt dann bis a=«a, y=0 und
e

wird fiir # T> @ imaginiir; in beiden Durch-

schnitten mit der a - Achse steht die Curve

senkrecht auf dieser Achse. Der Mittelpunkt

ist der einzige Wendepunkt. Um die Tangente

im Punkte P zu construiren, legt man durch den
% Abscissenendpunkt M senkvecht zum Radius-
vector 0 P (Fig. 17) eine Gerade # IV, welche die Ordinatenachse in
N schneidet; &/ ist dann die Tangente. Bezeichnet « die Normale
im Punkte P, so ergiebt sich

u?

| 0= ;}Tl__?! ?
woraus eine einfuche Construction des Krtimmungsmittelpunktes folgt.

# Man kann hierbei folgende Bemerkung zu Hiilfe nehmen. Fiir v < 4
ist bekanntlich (S. 3) '

hm _— gm

—-—>m(£'"—|,
b—a

mithin fir =1, b=—=14 =,
mn

(L+;) 1S

und durch Uebergang zur Grenze fiir unendlich wachsende m
e —1 >z folglich e ~> 1.

Setzt man /@, wo @ mehr als die Einheit betragen muss, und qua-
drirt, so erhiilt man
o >i(la)?

oder
lw 4
o 0o’
daraus geht hervor, dass %ﬂ bei unendlich wachsenden o gegen die Null

convergirt.
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6. Die Tractorie der Geraden. Durch die beiden Glei-
chungen
c=a(ylcol Lo—cosw), y=asinw

oder durch die eine Gleichung

a=lal (:—}—_]/q _J) ]/a —y?
a—) at—y

wird eine Curve von folgenden Eigenschaften bestimmt. Die Curve
besteht aus vier congruenten um den Coordinatenanfang herum liegen-
den Quadranten. Der zwischen den positiven Seiten der Coordinaten-
achsen enthaltene Quadrant beginntmit z=0, y=u«,
fillt unausgesetzt mit convexer Krtimmung und hat
die @ - Achse zur Asymptote. Es ist ferner

dy ¥

P
und hieraus folgt, dass die Tangente 21" (Fig. 18)
die constante Liinge a besitzt. Fiir den Kriim- M T X
mungshalbmesser findet man

ay @ — —-y

=
errichtet man in 7 eine Senkrechte anf der - Achse, so schneidet diese
Senkrechte die Normale im Kriimmungsmittelpunkte 0.

Fig. 18.

7. Die Spirale des Archimedes ist diejenige Curve, bei
welcher der Radiusvector » proportional dem Polarwinkel 6 wiichst.
Um diese Spirale zu construiren, muss

. X Fig. 19.
man zuniichst ibren erzeugenden Kreis "
rectificiren, was entweder mittelst eines o
Massstabes, oder auf folgendem graphi- # /|
schen Wege geschehen kann (Fig. 19). - ,l(t ) .
Ist AB=2a der Durchmesser, ¢ der p, /.","! / b
Mittelpunkt des Kreises, so legt man in | \E\é 1 ;o 1
B eine Tangente an den Kreis, construirt l'\//,/ll TR

mit ungeiinderter Zirkeloftnung den Win-+ B :
kel BC#£=30°, die Gerade B F—a.tan30" und nimmt F G=3a; es
ist dann

10—41/13' 12—a.3,141533 -

also mit einer fiir graphische “wecke villig ausreichenden Genauigkeit
AG=a.nw-— dem Halbkreise 4 7 B. Theilt man sowchl den Halbkreis

6=5=
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als die Gerade in gleichviel gleiche Theile, z. B. in 6, oder 12, oder
24 Theile, was aus naheliegenden Griinden sehr bequem ist, so ent-
stehen beiderseits gleiche Stiicke, wie z. B. are B /=6 H. In Fig. 20

Fig. 20. sei nun wieder ) 4=a und die Pe-
ripherie des um 0 mit dem Radius
a beschriebenen Kreises eben so wie
vorhin getheilt; nach den Theil-
punkten zieht man die Radien und
triigt auf letztere, vom Mittelpunkte
0 aus, die entsprechenden gerad-
linigen Strecken auf, so dass immer 0 P=are 4 Q ist. Die Gleichung
der Spirale ist hiernach

r=afll oder }Lmtmi;/i-ty-g.
x a

Vom Coordinatenanfange ausgehend, macht die Spirale unendlich viele,
sich mehr und mehr erweiternde Windungen; sie besitzt daher unend-
lich viele Culminationspunkte, deren Polarwinkel durch die Wurzeln
der transcendenten Gleichung

tan i =—0
bestimmt werden. Die Polarsubnormale hat die constante Grosse a;
legt man demnach senkrecht zum Vector 0/ den Kreisradius 0 R, so
1st PR die Normale fiir den Punkt /. Der Kriimmungshalbmesser ist

w?

0= ﬂ?ﬁ )

worin u die Polarnormale P R bezeichnet.
8.DiehyperbolischeSpirale. Diese Curve hat zur Gleichung

43
?'=—9—’

und liisst sich auf iihnliche Weise, wie die Spirale des Archimedes con-
struiren. Fiir =0 wird r=oc und zugleich' geht y=rsinf in a
iiber; bei wachsenden € nimmt » ab. Die hyperbolische Spirale be-
sitzt- demnach ecine Asymptote, welche in der Entfernung « parallel
zur Polarachse liegt; sie macht ferner unendlich viele, sich mehr und
mehr verengernde Windungen; der Coordinatenanfang ist ein asymp-
totischer Punkt der Curve. Culminationspunkte sind, wie bei der
vorigen Curve, an den Stellen vorhanden, wo tunf)=—60 wird. Die
Polarsubtangente hat den constanten Werth —«, was eine cinfache
Tangentenconstruction gicbt. Bezeichnet # die Polarnormale, so ist
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9. Die parabolische Spirale hat zur Gleichung
r=af)
und kann wegen r=} a.af) auf ihnliche Weise wie die Spirale des
Archimedes construirt werden. Sie macht vom Coordinatenanfang
aus sowohl nach rechts wie nach links unendlich viele sich erwei-
ternde Windungen, deren Culminationspunkte durch die transcen-
dente Gleichung

lan ﬂ =—20
bestimmt werden. Die Polarsubnormale ist nach der Formel
aE
P = —
zr

leicht zu eonstruiren; zwischen der Polarnormale # und dem Kriim-
mungsradius besteht die Relation
(3
0= ?.=+3;='
10. Die reciproke parabolische Spirale (Lituus). Als
Gleichung der Curve hat man

3

i — %2 5

welcher Ausdruck leicht zu construiren ist. TFiir =0 wird = oo,
dagegen y=0; bei wachsenden 0 nimmt » ab. Die Curve macht da-
her, und zwar nach entgegengesetzten Seiten hin, unendlich viele sich
verengernde Windungen; die Polarachse ist ihre Asymptote, der Pol
ihr asymptotischer Punkt. Culminationspunkte sind an den Stellen

vorhanden, wo tenfl=—20 wird. Ferner besitzt die Curve zwei

Inflexionspunkte fiir f=}=arc28°38 54”4 und »=+)/2.a Die

Polarsubtangente bestimmt sich durch die leicht construirbare Formel
p? a

=32
7 r 1

zwischen der Polarnormale u und dem Kriimmungsradius besteht die
Relation
—  4ad'?
o (4 at— !'td)'
11. Die iogarith_m ische Spirale. Aus der Gleichung der
Curve niimlich '

el ader =} (L)
. ﬁ a

folgt, dass die Vectoren in geometrischer Progression wachsen, wenn
die Polarwinkel eine arithmetische Progression bilden; sind demnach
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zwei Punkte der Curve bekannt, z. B. 4 mit den Coordinaten 0=0,
r=a und B mit den Coordinaten )=m, r=0, so lassen sich durch
Construction belichig viele Curvenpunkte bestimmen. Den von 0 bis

Fig. 21 + oo wachsenden f) entsprechen unend-

e lich viele, sich fortwiihrend erweiternde

rd \\!-, Windungen, den Werthen von 00 =0 bis

4 e ) =— oo unendlich viele immer enger
6l ___‘: ; )A\ werdende Windungen, die sich dem
0 \’ Coordinatenanfange als asymptotischem

Punkte nihern. So oft cotf=—8
wird, treten Culminationspunkte ein. Der Winkel 021 zwischen
Radiusvector und Tangente (Fig. 21) hat immer dieselbe Grisse,
nimlich arc col §; der Krtimmungshalbmesser ist gleich der Polar-
normale P U.

12. Die Kreisevolvente. (Fig. 22). An einem, mit dem Ra-
dius 0 4=a beschriebenen Kreis ist in einem beliebigen Punkte W
eine Tangente gelegt und auf derselben eine

R G Strecke M P abgeschnitten, welche gleich ist dem
= . Kreisbogen zwischen M und einem festen Punkte
i W; alle so construirten Punkte £ hilden eine

. Curve, welche sich fir L 40M=0w folgender-
massen ausdriicken lisst

P i I | r=ua ]/l—:i:;o;' , U=w—arctanw,
oder .

13
———— —arccos—.
-

Die Curve gehtrt zu den Spiralen, insofern sie unendlich viele, sich
fortwiihrend erweiternde Windungen um O herum macht. Die Kreis-
tangente M P ist zugleich die Normale und der Kriimmungshalbmesser
der Curve. Nimmt man in den vorigen Formeln die Wurzeln nega-
tiv, so erhiilt man den zweiten Zweig der Curve, welcher dem ersten
symmetrisch entgegengesetzt liegt.

13. Die Tractorie des Kreises (Fig. 23). BEs sei 4 ein
fester, M ein beliebiger Punkt eines mit dem Radius O 4=« beschrie-
benen Kreises; durch M ist eine Tangente an den Kreis gelegt, auf
dieser M N=arc A M genommen und schliesslich aul O NV die Senkrechte
M P gefiillt; alle so construirten Punkte P bilden eine Curve, welche
sich fiir L 40 M=w folgendermassen ausdriicken liisst
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l=w—arctanw

oder

"
——— —rc oS —.
r a

Die Curve macht von 4 aus unendlich viele, sich fortwihrend ver-
engernde Windungen um den

. Fig. 23.
Coordinatenanfang, welcher der =
. ——
asymptotische Punkt der Curve = N
ist; sie besitzt ferner einen In- M= @ ///
flexionspunkt 7 an der Stelle - N e d
- £ PR o "/K;“‘
a e / L LT
m:l, reae—, m:]_——.‘ J_,f % ’;:-'.._%2 \\ S
% o NN
. . ' Al e W
welchen man leicht mittelst der | 0y 7=
Bemerkung construiren kann, | f
\ ‘."O

dass nitherungsweise
tan1=1an 57° 17 44" 8= $}%

ist, wobei der begangene Fehler weniger als 2 Secunden betriigt. Die
Polartangente £ 7 hat die constante Liinge «; der Durchschnitt von
MO mit der Normale ist der Kriimmungsmittelpunkt 0. Nimmt man
in den obigen Formeln die Wurzelgrissen negativ, so erhiilt man einen
zweiten Curvenzweig, welchor dem ersten symmetrisch entgegenge-
setzt liegt.

14, Die Cycloide (Fig. 24). Wenn ein Kreis auf ciner Gera-
den fortrollt, ohne zu gleiten, so beschreibt ein Peripheriepunkt des
Kreises die genannte Curve. Es sei
4B die gegebene Gerade, NPT der
rollende Kreis in einer seiner La-
gen, wo er 4 B in N beriilirt, P der-
jenige Punkt des Kreises, welcher die
Curve beschreibt und welcher sich zu
Anfange der Bewegung in 4 befunden
haben mdége ; es ist dann 4 N=arc NP.
Um die Curve zu construiren, braucht
man den Kreis nur in seiner mittel-
sten, einer halben Umdrehung entsprechenden Lage zu zeichnen, so
dass 4B gleich der halben Kreisperipherie 42'D ist; man wihlt
dann are B P willkiirlich, nimmt 4 N=are B P’, zieht durch P’ eine

Fig. 24.
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Parallele, durch N eine Senkrechte zu 4 Z und triigt von dem Durch-
schnitte R beider Linien die Strecke R/=R P ab. Nimmt man A4
zum Anfang rechtwinkliger Coordinaten, .4 8 zur Abscissenachse,
setzt den Kreisradius M P=b und den sogenannten Wilzungswinkel
PM N=w, so erhilt man
r=b(w—sinw), y=b(l—cosw)
oder
:t::bAr(:cus{l—?—V‘zby—y*,

wobei iiberhaupt 4recosz irgend einen der Bigen bezeichnet, welche
z zum Cosinus haben. Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Werthe

d_y= sin w — it

dx 1l—cosw 22
dfy_ b = b
dat~  (l—cosw)  asin'}a

Die Curve besteht aus unendlich vielen congruenten Ziigen, welche die
Abscissenachse in den Punkten x=0, +2ab, +4xb, + 6xnb, ete.
rechtwinklig schneiden und an den Punkten a=-+zb, +3nh, +5xb,
ete., denen immer dieselbe Ordinate 2 entspricht, obere Culminations-
punkte besitzen; Inflexionspunkte sind nicht vorhanden. Zieht man
noch den Durchmesser NH 7', so ist P71 die Tangente, PN die Nor-
~male der Curve; der Kriimmungsradius PQ betriigt das Doppelte der
Normale PN.

15. Die gedehnte und die verschlungene Cycloide
(Fig. 25). Wie bei der vorigen Aufgabe denke man sich einen Kreis
auf einer Geraden rollend, nehme aber als be-
schreibenden Punkt einen nicht auf der Kreis-
peripherie liegenden IPunkt, dessen Abstand
vom Kreismittelpunkte =e¢ heissen mige. Die
Anfangslage des Kreises sei diejenige, bei wel-
cher die Verbindungslinie des Kreismittelpunk-
tes und des beschreibenden Punktes 4 senk-
recht auf der gegebenen Geraden steht und der Abstand des beschrei-
benden Punktes von dieser Geraden am kleinsten ist; die Basis neh-
men wir zur Abscissenachse, ihren Durchschnitt mit € 4 zum Coordi-
natenanfang, Es gelten dann folgende Gleichungen

x=bw—csinw, y=b—ccosw,

Fig. 25,

dy csinw dy c(becosw—c)
da b—ceosw’ dat  (h—ceosa)®
bel deren Discussion zwei Fiille unterschieden werden miissen.
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Tst nimlich ¢< b wie in Fig. 25, so heisst die Curve eine ge-
dehnte Cycloide. Dieselbe schneidet die Abscissenachse nicht und
besitzt an den Stellen =0, + xb, +2nb, +3xb, etc. Culmina-
tionspunkte, welche abwechselnd untere und obere Culminationspunkte
sind; dazwischen liegen Inflexionspunkte, deren o durch die Gleichung

c i : S
OB bestimmt werden, deren Abscissen mithin sind

¢ }/b’ —c?

c
=} pee
x Arecos 0 ;

Im Falle ¢ >b heisst die Curve eine verschlungene Cycloide.
Sie schneidet die Abscissenachse unendlich vielmal an den Stellen, wo

b G i
008 =—- wird ; sie besitzt ferner untere und obere Culminationspunkte

an denselben Stellen, wie die gedehnte Cycloide, ﬁagcgen sind In-
flexionspunkte im eigentlichen Sinne nicht vorhanden. Fiir beide
Cycloiden ist PN die Normale; bezeichnet man sie mit «, so hat man
fiir den Kriimmungshalbmesser die Formel
u!
9=§(bcos —c)’
w—Cc)

welche leicht geometrisch construirt werden kann.

16. Die Epicycloiden. Auf der Aussenseite eines unbeweg-
lichen, mit dem Radius 0 4=« beschriebenen Kreises (Fig. 26) rolle
ein mit dem Halbmesser 4 construirter Kreis; irgend ein Peripherie-
punkt £ des letzteren Kreises beschreibt dann Fig. 26.
eine Epicycloide. Den Anfang der Bewegung
denken wir ung so, dass der beschreibende Punkt “*/ 7\
mit dem Berithrungspunkte 4 beider Kreise zu- ; \
sammenfillt; nennen wir fiir irgend eine spiitere
Lage N den Berithrungspunkt beider Kreise, so
ist immer arc 4 N=arcN /. Die Construction
der Curve kommt daher in der Hauptsache dar-
auf zurtick, derartige gleiche Bégen zu finden.
Wenn die beiden Kreishalbmesser in rationalem
Verhiiltnisse stehen, so_erreicht man dies leicht
dadurch, dass man zwei ganze Zahlen m und «
wiihlt, die sich wie @ zu b verhalten und nachher den ruhenden Kreis
in m-, den beweglichen Kreis in n- Theile theilt. So istin Fig. 27 a: b
=3:2, m==12, n==3, mithin are¢ 4 H, d. h. '/,, der Peripherie des ersten
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Kreises, =arc AF =} der Peripherie des zweiten, ebenso arc 4N
=2 arcAH=2.arc 4F=arc NP, Bei einem irrationalen Verhilt-
nisse von «:b ist es fiiv graphische Zwecke hinreichend, statt jenes

Verhiiltnisses ein nahekommendes ratio-
nales Verhiiltniss zu setzen, welches man
durch Abkiirzung des unendlichen De-

cimalbruches fiir % oder besser durch
Kettenbriiche erhiilt; so wiirde man im
Falle —g— = ]/..T entweder m =14, n=10,

oder genauer m=17, n=12 nchmen.
Ein anderes Niherungsverfahren ist fol-
gendes. Auf dem kleineren der beiden
Kreise, welcher in Fig. 27 der rollende
Kreisist, nechmeman den Bogen 4 F will-
kiirlich, jedoch hiichstens gleich einem
Achtel der Peripherie, ferner 4D gleich
dem dreifachen Radius 4C und ziehe
: D F, welche Gerade die durch 4 gelegte
Krelstangente in G schneidet; die Streck-., A6 kommt dann dem Bo-
gen A F sehr nahe und lnsst sich nun wieder auf den andern Kreis
iibertragen, indem man 4 £=3. 40 nimmt und dic Gerade £ G zieht,
welche von dem zweiten Kyeise den Bogen 4 H = 4G=A4F abschnei-
det*). Hat man nach der einen oder andern Methode die gleichen Bi-
gen A H und 4 F construirt, so nimmt man auf der Peripherie des
ruhenden Kreises arc 4 N gleich einem beliebigen Vielfachen von arc 4 H,
zieht O NM=a—b, beschreibt aus M mit dem Radius & einen Kreis-
bogen N P, welcher das Gleichvielfache von are 4 F ist; man kann auf
diese Weise beliebig viele Curvenpunkte P construiren.

Wiihlt man O zum Anfang rechtwinkliger Coordinaten, 0 4 zur
Ordinatenachse und setzt den Wilzungswinkel N W P= w, so fithrt die

b 1
Bemerkung, dass in Fig. 26 LAON:-{? ud LPMR=o+ b?"’

ist, zu folgenden Gleichungen

a::(a-{—b)siu?—b sin (E%[i)—m,
y=(a+b)cosb—:——b cos (i_’—jij.

#) Vergl, die Aufgabe No. 10, in §. 41.
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Ebenso findet man die Gleichungen der gedehnten und der
verschlungenen Epicycloide. TIst niimhch die Entfernung des
beschreibenden Punktes P vom Mittelpunkte Fig. 28.

M des rollenden Kreises nicht =/, sondern l o
=¢, 50 ergeben sich die Gleichungen (Fig.28) v~

i HA —
b | T 7R
:(,f_l_[)) sin b_cf_. c8in (E-l:_)_{il, \ \ ,/ :
a a T
b l
y=(a40b)cos f—c:-us@m, i
t :

wobei e < ¥ einer gedehnten, ¢ =>4 einer ver- i
schlungenen Epicycloide entspricht. Hieraus 0‘ B VR
folgen die Werthe

b
bsm@—cs (“+b)m usr'u—w-—‘df
dy_ .
— e —
e bCOS!i—o—J—cuis(“-*-b)w y—-ﬂl.‘uS E
@ a
&y + (a48)ct -(u_{_.eb)fuco\'m
it atb
o (rt+b)(hmsb——u‘ (:+l)m)
g Hig+b) Ifi(if _'f),bf Lu._s__a:)-_l_-(

b(b*—2bccos c‘;+¢2)-|—za( (¢ .--bw\m)

Die Entfernung 0 P=r wird am kleinsten fir o=0, +2=, +4mx,
+ 6% ete., am grossten fir o=+, + 3z, + 57 etc.; die Normale
im Punkte P geht immer durch den entsprechenden Berithrungspunkt
N beider Kreise. Ein Zeichenwechsel von g trith ein fiir

B4 (a4b)c?
cos = —%}}36—
oder
tan} maVb_c (u+b)"fb
2 bt (adb)e4b"
wozu entweder .
b >c>— +b

oder
2

b e e O
““‘“"a—i-b

nothwendig ist. Da die letzte Ungleichung sich selber widerspricht,
so konnen Zeichenwechsel von ¢, d. h. Inflexionspunkte, bei der
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verschlungenen Epicycloide gar nicht, und bei der gedehnten Epicy-
2

cloide nur dann vorkommen, wenn ¢ zwischen {-‘-fb b und & enthalten

ist. Die geometrische Bedeutung hiervon ergiebt sich, wenn man von

0 aus an den in seiner Anfangslage befindlichen rollenden Kreis die .
Tangente O £ legt und von D auf 0 C die Senkrechte D E fillt; der be-

schreibende Punkt, dessen Anfangslage 4 ist, muss dann zwischen £

und 7 liegen. Aus dem Werthe von ¢ kann man leicht ¢ine Con-

struction des Kriimmungshalbmessers ableiten.

17. Die Hypoeycloiden (Fig.29). Auf der Innenseite eines
festen mit dem Halbmesser « beschriebenen Kreises rolle ein beweg-
licker Kveis mit dem Radius & ; irgend ein Peri-
pheriepunkt desletzteren Kreises beschreibt dann
b * cine Hypocycloide. Liegt der beschreibende

%\ - D = 3 1 Ay : S 1 3
A SN Punkt nicht in der Entfernung 4, sondern in der
i Entfernung ¢ vom Mittelpunkte des beweglichen

1.7 Kreises, so entsteht eine gedehnte oder verschlun-

P gene Hypoeycloide, je nachdem e<Z 6 oder ¢ > b
' : ist. Aus der Figur erhilt manleichtfir L N WP =w
o

|
|
|
S

Fig. 29.

(a—h)o
]

bw
x=(a—b)sin ——csin
7 a

b —
y=(a—10)cos —m—i-ccos(u )—‘-0;
a a

dieselben Gleichungen cntstehen auch, wenn man in den fiir die Epi-
cycloiden geltenden Formeln dem & die entgegengesetzte Lage und dem
o die entgegengesetate Drehungsrichtung giebt, also 4 und w zugleich
negativ nimmt. Die Entwickelung der tibrigen Formeln hat demnach
keine Schwierigkeit.

In dem Falle «<Z b, wo sich der grossere Kreis um den kleineren
herumschwingt, nennen Manche die Curve eine Pericycloide; die
nicht erheblichen Modificationen, welche die Formeln dann erleiden,
wird man ohne Miihe finden.
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