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Capitel Y.

Aufgaben über geometrische Orte.

§• 17 -

Die Evoluten .

Sind x und y die rechtwinkligen Coordinaten eines Curvenpunktes
und ist ferner zur Abkürzung

dy , d2y „

so werden die rechtwinkligen Coordinaten | und rj des zugehörigen
Krümmungsmittelpunktes durch folgende Formeln bestimmt

j. i 2 . i ~\ - y 'i

- y " ~ y ’ y " ~‘
Alle Krümmungsmittelpunkte bilden zusammen eine Curve , den geo¬
metrischen Ort des Krümmungsmittelpunktes , welche bei ebenen Cur -
ven die Evolute der ursprünglichen Curve heisst ; ihre Gleichung er¬
hält man aus den Formeln für § und y , wenn man , unter Zuhülfe -
nahme der zwischen .r und y bestehenden ursprünglichen Curvenglei -
chung , die Variabelen x und y eliminirt , so dass nur die gesuchte
Gleichung zwischen § und »/ übrig bleibt .

1. Die Parabel . Aus der Gleichung

durch Elimination von x ergiebt sich als Gleichung der Evolute

y = j/ 'i h x
folgen die Werthe

, 8 ( § - Ä) 3
’i -27 h
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oder wenn der Coordinatenanfang im Sinne der positiven £ um h ver¬
schoben wird ,

3_ 8s3
^ 27 h '

Die Evolute ist demnach eine sogenannte semicubische Parabel .

2. Die Ellipse . Stellt man die Ellipsengleichung in der ge¬
wöhnlichen Form dar

x V • ^ V= l5)4 (iy
und setzt zur Abkürzung

rt2—fe2 „ a*—l)2
a ’ ß = ~ b ~ ’

so erhält man als Gleichung der Evolute

V_
. « J ' \ ß

oder in rationaler Form

3. Die Hyperbel . Aus der Mittelpunktsgleichung

folgt , wenn zur Abkürzung

gesetzt wird ,

«•-(- // «?+ 62
« = -- , (3=er b

oder in rationaler Form

4. DieCissoide . Die Gleichung dieser Curvc , nämlich
(2 n —.r ) if = x3

liefert die Werthe

cfa; (12 a — 5 a ) 8a -. / x -
3 (2 a — x )2~ "’ rt~ " z y

entnimmt man x der zweiten Formel und substituirt den erhaltenen
Ausdruck in die erste , so findet man als Gleichung der Evolute

4096 a31+ 1152 a Y + 27 4= 0.
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5. Für die Curve , deren Gleichung ist
<äay ‘'' = (x —3«)aa:,

gelten die Werthe
«a+ 2aa ;— x2

2a
welche umgekehrt geben

x = a + Y 2 « (a —| ) , x = y i9Kn V*-
Beachtet man nun , dass eine Gleichung von der Form

u —Y v
nach Wegsphafiung der Wurzelgrössen übergeht in

(«—aa)3-f- 2« (3a + «z) ^—i'2= 0 ,
so erhält man als Gleichung der Evolute

256a (rt—21)3+ 288a (7a—0£) rf —81 »?4= 0.

6, DieCardioide lässt sich entweder durch die eine der bei¬
den Gleichungen

O 2+ */2— 2 a x ) 5= 4 a s ( xr + // 2) ,
r = 2« ( l + C05Ö)

oder auch durch die zwei Gleichungen
x = 2a ( l - {- coäÖJ cosO , ;/ = 2a ( l - |- cos 9 ) sin 0

ausdrücken . Die letzteren geben
i = f-a + f-« ( l —cos 6) cos 0 , rj— | <i ( l —cos 0) sin 0 ,

oder , wenn
9 = 71 0 , , -Vfa -^1, 1]

gesetzt wird ,
= -|- cos0 |) cos0 | , ri^ fia ^l -j- cosd ^ sinO,.

Die Gleichung der Evolute in rechtwinkligen Coordinaten würde man
hieraus durch Elimination von 0Lerhalten , man übersieht aber auch
ohne diese Elimination , dass die Evolute der Cardioide wieder eine
Cardioide ist . Der Radius ihres erzeugenden
Kreises beträgt -J a, ihr Anfangspunkt J , liegt

Fig . 30.

in der Entfernung A.4l= ^ a und die Drehungs¬
richtung der Evolute ist entgegengesetzt der
Drehungsrichtung der gegebenen Cardioide 'V
(Kg - 30).

7. DieLemniscate . Drückt man die Gleichung der Curve in
Polarcoordinaten aus , nämlich

r ~ ay cos 'iO ,
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so hat mar. die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes mittelst fol¬
gender Formeln zu bestimmen

„ ( r2-{-r "1) (r sin 0 + rcos 0)
§= rcosö — v 0 ,, --- „- ,r -\ - lr —rr

n . (r2-\- r '2) ( r ' cosd —rsinO )
y = rsinO + K J ,T ^ J ■r2-\ -2r ‘—rr

man erhält
2 a cos36 2a sin30

V
Sj/ cosiQ Sj/ cosiO

Als Gleichung der Evolute ergiebt sich hieraus durch Elimination von0

8. Die logarithmische Linie . Von der Gleichung
X

y = beu
ausgehend , erhält man

b* —
'£= x — a -- e a , r)—‘lbe a -\ c a :a b ’

X

mittelst der zweiten Gleichung kann man r. “ unda : durch ausdrücken
und nach Substitution dieser Werthe wird aus der ersten Gleichung

^ Jy + Vrf —Sa2} i?(■»?+ / i)2—8a2)
i = a / V M 8Ö -- * a-

9. Die Kettenlinie . Aus der Gleichung

y
folgen die Werthe

= ' « ( e « + e " )

/ 2x _ 2£\ / 'f
x —^ a (^c " — e nJ , -i]—aye a -f- c " ) ,

welche gehen

; Yv±_Y'f ~ 4 gj yVv2—4f'2
S \ 2a ^ ' 4a

10. Die Tractorie der Geraden . Mittelst der Gleichung

ra + j/ a2—y‘!
■j/ a2—y2

erhält man die Werthe
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mithin durch Elimination von y

i = \ al + ,v—Vv*—Q-2 \ a /
oder

v = }l a ( e a + e a ĵ -,
die Evolute ist also die Kettenlinie .

11. Die logarithmische Spirale . Die Gleichung
r —aeß®

liefert , wenn | und rj durch Polarcoordinaten ausgedriiekt werden ,

§ = — a ßeß® sind , r^— aße ^ cosQ .

Um auch die Gleichung der Evolute in Polarcoordinaten zu haben , sei

$—Rcosr , ri= Rsinr -,
es ergiebt sich dann

R = aße ^ T~ *n )\
wird noch t = oj gesetzt , so folgt , dass die Evolute der logarith -
mischen Spirale wieder eine logarithmische Spirale ist , hei welcher
a ß statt a eintritt .

12 . Die Cycloiden . Für die gemeine Cycloide gelten die
Gleichungen

x = b {(a —sina ) , y = b ( \ —coso ) ,
aus welchen man erhält

£= &( (ö-j- smco) , ■»;= —h( l —eosw) .
Verlegt man das Coordinatensystem , indem man

! = *:&—I , , ri= rjt —'2b
und ausserdem co—7t—ra, setzt , so gelangt man zu den neuen Glei¬
chungen

£, = &( (<), —smco,) , ij1==6 ( l —cosco,) ,

welche zeigen , dass die Evolute mit der ursprünglichen Cycloide iden¬
tisch und nur der Lage nach von ihr verschieden ist .

Für die Epicycloide hat man
r , / 'v • +x = (a -\- b) sm bsin —,a a

und erhält aus denselben
bchlö milch , Uebungsbuch .
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afa + 6) . ba> , ab fo + fe) «
t — sm —— -- sin - — ,

a -\- 2b a a -J- 2 & a
« (« -(- fr) ha ab fa + A') «

•n= —±- COS 1 COS — .
« + 2 & a e + 2 6 o

Vertauscht man das Coordinatensystem der 5 , r] mit einem anderen
gleichfalls rechtwinkligen Systeme der , t), , welches denselben An¬
fang hat und dessen Abscissenachse mit der Achse der £ den Winkel y
einschliesst , so hat man bekanntlich

£= £, cosy — rj , siny , »j = £, siny + rj^ -osy
oder umgekehrt

£,= ?7Smy+ £cos y , r], — ri cos y —^siny ,
mithin vermöge der Werthe von £ und >]

a (a + 6) . / 6w \ ofr . / (o + 6) (a \bi = “T— r ( h y H-- 5?« I — f-y I ,
0 + 26 l̂ o. V a + ’26 V o

o ( o + 6) / 6 <b \ o 6 / ( o + 6) m \= — cos h y H-- cos by 1.
0 + 26 \ a ^ yJ ^ a + 2b \ a )

Vi

Es sei noch
6

y = — 7i— , co= jr + (0 | ,

os ab b b,—; = a , . —-— r = frii also — = — ;
o + 26 o + 26 o 0|

die vorigen Gleichungen werden dann
^ ^ . fr| “l . + fri) w,

£, = ( o, + 6|) sm 6, sin — ,

r , , \ *1“i , (ßi+ fri) » it;, = (o , + 6,J cos .—6, cos — ,o, o ,
woraus hervorgeht , dass die Evolute einer Epicycloide immer eine
Curve derselben Art ist , in welcher die Radien des festen und des rol¬
lenden Kreises in demselben Verhältnisse stehen , wie bei der ursprüng¬
lichen Curve .

Nimmt man z. B. die Radien a und 6 gleich , so ist die ursprüng¬
liche Curve eine Cardioide , ebenso ist auch die Evolute eine Cardioide
mit dem Radius o, = 6, = g-o (vergl . Aufgabe 6) .

Für die Hypocycloide gelten ganz ähnliche Formeln , aus denen
der analoge Satz folgt , dass die Evolute eine mit den Radien

oJ t ab
" l== a —26 ’ 1̂ a - 26

construirte Hypocycloide ist .
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§. 18.
Die Endpunkte der Polartangenten nnd der Polarnormalen .

I . Bezeichnen u und v die rechtwinkligen Coordinaten des Punk¬
tes V in Fig . 1, welcher der Endpunkt der Polartangente ist , so hat man

W

T M.

u= _ y(y—xy') ,._ XQ —■ry/) .
x + yy ' ’ x + yy ’

unter Zuhülfenahme der Gleichung der Curve kann man aus diesen
Gleichungen x und y eliminiren , so dass nur eine Gleichung zwischen
u und v übrig bleibt , welche den geometrischen Ort des Punktes V
bestimmt .

1. Für die Ellipse ergeben sich , wenn man von der Mittel¬
punktsgleichung

b , / -* *y —— y a‘—x '

ausgeht , die Werthe
erb 1 cf b'1

mithin durch Elimination von x und y
s ? ■ ; s » / ii 1— b’1 yirir -yVv = ( ---- — uv ) .

\ ab )
Bei der Hyperbel gestaltet sich die Gleichung ähnlich .

2 . Nimmt man den Scheitel eines Kegelschnittes zum
Coordinatenanfang und demgemäss

y = \/ ~i hx -)- Ax 1,
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so erhält man
hx hx 2

folglich

2h ~|—2 u
Der Parabel entspricht hiernach eine Cissoide , einer aus den Halb¬

achsen a = bj/ 2 und b construirten Ellipse eine semicubische Parabel .
3 . Ist ein Brennpunkt eines Kegelschnittes der Coordi -

natenanfang , mithin
y= yv —2/<£.t -|- (s2—l) ®2,

so wird
h hx

~ £ ’ - nj

Der geometrische Ort des Endpunktes der Polartangente ist dann eine
Parallele zur Ordinatenachse und zwar die Directrix des Kegelschnittes .

4 . Falls die Gleichung der ursprünglichen Curve in Polarcoor -
dinaten gegeben ist , treten an die Stelle der vorigen allgemeinen For¬
meln für u und v die folgenden

r 1 r 1
u — —j sind , v— r cosO ,r r

aus welchen dann unter Zuhülfenahme der Polargleichung der gege¬
benen Curve eine Gleichung zwischen u und v hergeleitet werden muss .

Für die reciproke parabolische Spirale hat man z. B.

r = 0 ’

u ——2ay0 . sin0 , w= + 2« j/ 0 . cos0
a2d,

woraus hervorgeht , dass die Endpunkte der Polartangenten in einer
parabolischen Spirale liegen .

5 . Die Gleichung
h

0 + £sin 0
charakterisirt eine Curve , von welcher die hyperbolische Spirale ein
besonderer Fall ist ; man erhält

h sin 0 , h cos 0
i , *>= + :

L + 6COS0 ’ l -f - £COA0 ’

\ 1 + £CO4' 0 /
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Der geometrische Ort des Endpunktes der Polartangente ist in diesem
Falle ein Kegelschnitt , wovon ein Brennpunkt mit dem Coordinaten -
anfange zusammenfällt , und dessen Hauptachse parallel der Ordinaten -
achse liegt .

II . Bezeichnen u und e die rechtwinkligen Coordinaten des End¬
punktes W der Polarnormale , so gelten die Formeln

_ y (x + yyl ^ + */ */') .
U - , j 1 j

y —xy y —xy
unter Zuziehung der Gleichung der Curve lassen sich x und y elimi -
niren , so dass eine Gleichung zwischen u und v übrig bleibt , welche
den geometrischen Ort des Endpunktes der Polarnormale bestimmt .

6 . Aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse folgen die Werthe
(a!—b*) xy 2 (a2—b2) x , y

U = y = ’

welche geben
(a2u2+ b2v 'f —a2b2(a2—b2)2u2v2.

Für die Hyperbel gestaltet sich die Gleichung ähnlich .

7. Legt man bei irgend einem Kegelschnitte den Coordinaten -
anfang in den Scheitel , so hat man

Zh -̂ -kx
k [A+ (!+ *) x] ,

]/ 2hx + kx 2r, , . , . . n
r1 [A+ 0 + *) *]•

Die Combination

u ., / '2h -\ -kx
f xV

dient hier , um x durch u und v auszudrücken ; setzt man den so er¬
haltenen Werth in eine der vorhergehenden Gleichungen ein , so ge¬
langt man zu dem Resultate

( ii2— lcv2y = 2hu [«a+ ( 2 + ä) a2] .

8. Falls die ursprüngliche Curve auf Polarcoordinaten bezogen
ist , hat man

w= —rsinO , v= -t- r ' cosO ,
woraus eine Gleichung zwischen n und v herzuleiten ist .

Bei der Cardioide , deren Gleichung

r = 2 « ( 1+ cos 6)
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sein möge , gelten die Werthe

Mz= 2asm 2Ö, i>= —'Zasind cosQ ,
welche geben

v*= 2au —!<*;

der geometrische Ort des Endpunktes der Polarnormale ist hier der
Kreis , welcher zur Construction der Cardioide dient .

9 . Für die transcendente Curve , deren Gleichung ist

r —aUm^ d ,
erhält man als Gleichung des geometrischen Ortes von TF

!<2+ 2 « !)= a2;
letzterer ist also eine Parabel .

10. Für die Curve , deren Gleichung ist

r = alcol ^ 0
findet man

u = za , w= — acolOj

der gesuchte Ort besteht hier aus einer Parallelen zur Ordinatenachse .

§• 19.

Die Fusspunktcurven .

Lässt man von einem festen Punkte C (Fig . 31 ) Senkrechte auf
alle Tangenten einer gegebenen Curve herab , so bilden die Fusspunkte

P jener Perpendikel eine neue krumme
Linie , deren Gleichung auf folgende

-yj Weise gefunden wird.
iL Bezeichnen g , h die rechtwinkligen

\ Coordinaten des sogenannten Poles C,
C\ j . . x und y die Coordinaten eines beliebigen

Punktes M der gegebenen Curve , u und
0 L 1 x v die Coordinaten des entsprechenden

Fusspunktes / ' , so gelten für letztere
die Gleichungen

v—y = y' {u ~ x ) 1 »- A^ —

woraus z. B. folgt
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( r —(f) i/ *—( 'I—h) y '

_ O — ff) »/ ' — (ff—
l + ff'ä

Unter Zuhülfenahme der zwischen x und j bestehenden Gleichung
lassen sich aus irgend zweien der obigen vier Gleichungen x und y
eliminiren ; die übrig bleibende Gleichung zwischen u und v bestimmt
die Natur der Fusspunktcurve .

1. Die Parabel . Von der Gleichung ausgehend

kann man die zwei ersten Gleichungen zwischen u und v folgender -
massen darstellen

yv = 2au + ^ y'1, 2a (v—h') ——y {u—g) -,
man erhält dann durch Elimination von y

u {ii—g) {v—h) v-\ - a (v—hf = Q.
Wird der Brennpunkt zum Pol genommen , so ergiebt sich einfach
u = 0 , d. h . die Scheiteltangente ist dann die Fusspunktlinie ; im Fall
der Parabelscheitel zum Pol genommen wird , geht die Fusspunktcurve
in eine Cissoide über .

2 . Ellipse und Hyperbel . Die Gleichung der Ellipse sei

die beiden ersten Gleichungen zwischen u und v lauten dann

b2ux a2vy = (? b*, b*(y —A) x —a2(u —p) y = 0.
Bestimmt man hieraus x und y , und setzt die gefundenen Ausdrücke
in die Ellipsengleichung , so erhält man

Diese Gleichung der Fusspunktcurve lässt sich etwas einfacher dar¬
stellen , wenn der Pol C zum Anfang eines Polarcoordinatensystems
genommen wird , dessen Achse CX' parallel zur x -Achse liegt und
worin die Senkrechte CP —p der Radiusvector und L P CX' —^ der
Polarwinkel ist ; es ergiebt sich

Nimmt man einen Brennpunkt der Ellipse zum Pol , so wird die
Fusspunktcurve ein Kreis ; liegt der Pol im Ellipsenmittelpunkte , so
entsteht die auf Seite 74 Aufg . 13 betrachtete Curve . Für b = a,
g ——a , h—0 geht die Fusspunktcurve in eine Cardioide über .

y2= Hax

[u (u —g) + v(y —h') Y= cit {u —gf + b2(v—A) 2.

( /' + ff cos X̂ rb sin z) ?—a2 ros2%+ ff2sin2
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Um die entsprechenden Formeln für die Hyperbel zu erhalten ,
bedarf es nur der Vertauschung von 62 gegen — In dem speciellen
Falle , wo die Hyperbel eine gleichseitige ist und ihr Mittelpunkt zum
.Pol genommen wird , ergiebt sich

p -^ a? cos2 %-,
die Fusspunktcurve ist dann eine Lemniscate .

3 . Die semicubischeParabel . Die Gleichung der Curve sei

ferner g ——^ a , /i = 0 ; für u und v gelten dann die Gleichungen

v= (u ~ ix ) j / =

Substituirt man den Werth von x aus der zweiten Gleichung in das
Product beider Gleichungen , so erhält man

«'4+ «(i'+ Fa) w*—W“ + 3“)8= ° »
oder

[̂ + 0 + £«)?][r5—£«(«+ £«)]= 0;
der erste Factor kann nur für einen isolirten Punkt verschwinden , die
Fusspunktcurve hat daher zur Gleichung

und ist derngemäss eine Parabel .

4 . Die ursprüngliche Curve sei bestimmt durch die Gleichung
(ar -\- y 2— n2) 3+ 27 cf a:2y ''= 0 ;

um Weitläufigkeiten zu entgehen , ersetze man diese Gleichung durch
die beiden Gleichungen (Seite 71 Aufg . 10)

x = a cos 3cj , y = a sin 3o ,

drücke dem entsprechend u und v durch w aus und eliminire schliess¬
lich co. Wegen y = —Uma gehen die Gleichungen für u und » in die
folgenden über

u sin oo+ vcos oo= a sin eo cos a>, v—Ä= (« —g^ cotco,
aus denen sich ergiebt

]/ (.u - gy + (v—hy
oder in Polarcoordinaten , welche ebenso , wie bei der vorigen Aufgabe
zu wählen sind ,

p =zacos %sin %— (gcos '/i-\- hsin %) .
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5 . Am einfachsten gestalten sich die Formeln , wenn man gleich
anfangs den Pol zum Anfangspunkte von Polarcoordinaten wählt und
demgemäss substituirt

g — o , h = o ,

x —rcosd , y = rsind , u= pcos %, v= psini \
die allgemeinen Gleichungen gehen dann über in

[r cos (0 —J;) + r' s,n (0 —%)] P = >'% r —rtan (0 —
oder , wenn man r ' aus der zweiten Gleichung in die erste substituirt ,

p = r cos (d —%) , r ' = rlan (Q—%) ,
wie man auch direct mittelst einer einfachen geometrischen Betrach¬
tung findet .

Als Beispiel mögen die Curven dienen , welche durch die Gleichung
r m _ a m cos m Q

repräsentirt werden und zu denen u. A. die gleichseitige Hyperbel
(m= —2) , die Parabel (m—— *) , die Cardioide (m= + £) , der Kreis

und die Lemniscate (m= -|- 2) gehören . Die allgemeinen
Gleichungen sind hier i

p = a (cosmd ) m cos (ß —^) , iunm %= tan (j i—0) ;

aus der letzten Gleichung folgt 0 = —~ -j- und nachher aus der ersten
m

pn—an cosny , n = -- .
y m+ 1

Die Fusspunktcurve ist hier von derselben Gattung , wie die ursprüng¬
liche Curve ; der gleichseitigen Hyperbel z. B. entspricht die Lem¬
niscate .

6 . Die logarithmische Spirale . Aus der Gleichung
r —aeß®

erhält man
p = aeß® cos (0 —x) , ß = lan (0 —x) >

mithin durch Substitution von 0 aus der zweiten Gleichung in die erste

p = aießz , --- eßarctnnß .
j/ l + ß2

die Fusspunktcurve ist also wieder eine logarithmische Spirale .

7. Die Kreisevolvente . Wenn die Ourve durch die beiden
Gleichungen

r —a p 1 oj1, 0 = w— arctan m
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repräsentirt wird , so hat man

p = aj / l + aj2 . cos (0 —z) , tan {Q—x)= — ;
CO

die letztere Gleichung giebt einerseits

andererseits

0 —i = arclan —w
oder

ca—arclan co—x—h 71—wctan ca, w= 2^ + ^ ,

mithin ist nach Substitution der Werthe von cos (ß - •/ ) und ca

p ^ a ^ n + x) .

Die Pusspunktcurve ist also einerlei mit der Spirale des Archimedes .
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