B universitat
Innsbruck

Universitats- und
Landesbibliothek Tirol

Universitats- und Landesbibliothek Tirol

Ubungsbuch zum Studium der héheren Analysis

Aufgaben aus der Differentialrechnung

Schlomilch, Oskar
1868

Capitel V. Aufgaben Uber geometrische Orte

urn:nbn:at:at-ubi:2-6262



https://resolver.obvsg.at/urn:nbn:at:at-ubi:2-6262

Capitel V.

Aufgaben iiber geometrische Orte.

& 17,

Die Evoluten.

Sind « und y die rechtwinkligen Coordinaten eines Curvenpunktes
und ist ferner zur Abkiirzung
' ay__x Ay -
Ezy ] E@ =Y,
so werden die rechtwinkligen Coordinaten £ und % des zugehdrigen
Kriitmmungsmittelpunktes durch folgende Formeln bestimmt
14972, 14-4*
§=‘L_ — Y =y+' e
o Y
Alle Kritmmungsmittelpunkte bilden zusammen eine Curve, den geo-
metrischen Ort des Kriimmungsmittelpunktes, welche bei ebenen Cur-
ven die Evolute der urspriinglichen Curve heisst ; ihre Gleichung er-
hiilt man aus den Formeln fiir £ und %, wenn man, unter Zuhiilfe-
nahme der zwischen 2 und » bestehenden urspriinglichen Curvenglei-
chung, die Variabelen @ und y eliminirt, so dass nur die gesuchte
Gleichung zwischen £ und y iibrig bleibt.
1. Die Parabel. Aus der Gleichung
. y=y2hz
folgen die Werthe
=]
E=3x+h, n=— BT'Q;;

durch Elimination von « ergiebt sich als Gleichung der Evolute

e 2 E—R)
7k
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oder wenn der Coordinatenanfang im Sinne der positiven £ um % ver-
schoben wird,

gt 25
T=an

Die Evolute ist demnach eine sogenannte semicubische Parabel.

2. Die Ellipse. Stellt man die Ellipsengleichung in der ge-

wihulichen Form dar
a\® y ?
( p ) + (7) =+
und setzt zur Abkiirzung
- at—b? a?—0

e _ e
a b ?

so erhiilt man als Gleichung der Evolute

(3)+(2)'-
« g
oder in rationaler Form

o Yam(EaY -
(& + 51+ (G5 =
3. Die Hyperbel. Aus der Mittelpunktsgleichung

f o \2 Y 2
g, T A
() -(%)
folgt, wenn zur Abkiirzung
a* 12 a0
= — =

a ! b

gesetzt wird,

oder in rationaler Form
(5— = n_ o= ly— 27 (i‘f Py
« f J of3

4. Die Cissoide. Die Gleichung dieser Curve, niimlich
Ra—a)y=a’ .

liefert die Werthe -

- ax(12a—5x) _*84.:Vix- )
o 3(2a—a) ' =73 2a—a’

entnimmt man z der zweiten Formel und substituirt den erhaltenen
Ausdruck in die erste, so findet man als Gleichung der Evolute
4096 ¢® §4 1152 o 427 ' =0,

U
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5. Fiir die Curve, deren Gleichung ist

Say’=(x—3a) ',
gelten die Werthe
_dt2er—at g/
- 2a » 1= a’

welche nmgekehrt geben
e | e e
a=a+p2a(a—§), a=py%an
Beachtet man nun, dass eine Gleichung von der Form
at+ V= }?/;
nach Wegschaffung der Wurzelgréssen iibergeht in
(e—a*)*+2a (Bu+a®)v—1*=0,
so erhéilt man als Gleichung der Evolute
2560 (a—28)°+288a(Ta—06E) n°—81 =0,

6. Die Cardioide lisst sich entweder durch die eine der bei-
 den Gleichungen
@+ —2aa)=4d'(2*+y),
r=2a(l4cosl)
oder auch durch die zwei Gleichungen
x=2a(l -«]—r'osﬂ)cosﬂ, :j=‘2r.'(l+msﬂjsinﬂ

ausdriicken. Die letzteren geben

E=4a+2a(l—cosO)cosO, n=2u (1—cost)sin0,
oder, wenn

GZR_GH %a_gﬁgn N="mn

gesetzt wird,

E=2a(14cosf))cosl,, =2a(14cush,)sinb,.
Die Gleichung der Evolute in rechtwinkligen Coordinaten wiirde man
hieraus durch Elimination von @, erhalten, man iibersicht aber auch
ohne diese Elimination, dass die Evolute der Cardioide wieder eine
Cardioide ist. Der Radius ihres erzeugenden Pig. 30.
Kreises betriigt 4, ihr Anfangspunkt 4, liegt
in der Entfernung 4 4,=%a und die Drehungs-
richtung der Evolute ist entgegengesetszt der
Drehungsrichtung  der gegebenen Cardioide }g—-—
(Fig. 30).

7. Die Lemniscate. Driickt man die Gleichung der Curve in
Polarcoordinaten aus, nimlich

r—ap cos20,
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50 hat man die Coordinaten des Kriimmungsmittelpunktes mittelst fol-
gender Formeln zu bestimmen

E=reosO— (M"" 9+? cos 9)

r2rt—rr”
B (r9+r (0 ms@—r .smf))
n= rsm9+ Ty
man erhiilt
2acos*l) 2asin*l)

B 3/ cos20’ o 37/ cos20)

Als Gleichung der Evolute ergiebt sich hievaus durch Elimination von f)

(F4) (F =)=t

8. Die logarithmische Linie. Von der Gleichung
&
y=1’)(."T
ausgehend, erhiilt man
A 2= =z a
§=x--a-—?c . 1?=2IJB“+T(,'

“3

-2
mittelst der zweiten Gleichung kann man ¢ “ und 2 durch 4 ausdriicken
und nach Substitution dieser Werthe wird aus der ersten Gleichung

nt yui—sa) _u(ytyw—sa)_
(hr=ee) e

s 8a

9. Die Kettenlinie. Aus der Gleichung
r
yﬁ,za(e“ +r’-‘;)
folgen die Werthe

2z 22 x z
,‘g:m—"[a(a’ “«—e ), p=al\ete "),

welche geben

R P
gznl(T?iV'? 4“)—-_*: 1?1/1; 4r.-.

da

10. Die Tractorie der Geraden, Mittelst der Gleichung
x=J}al n+]/a —-y) )/a’—g;'g
a—]/a —?
erhiilt man die Werthe

:,Ea.z(;t;;:’g) —
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mithin durch Elimination von y

£=&af(:—f’_-’l%)=a;(vﬂ/ﬂ),

£ _f
');:'Ea(e“—l—e “);

die Evolute ist also die Kettenlinie.

oder

11. Dielogarithmische Spirale. Die Gleichung
r=aeb?
liefert, wenn & und # durch Polarcoordinaten ausgedriickt werden,
§=—nﬁeﬁ9s:‘u 0, ?]=aﬁ6ﬁ9608 6.
Um auch die Gleichung der Evolute in Polarcoordinaten zu haben, sei
E=Rcost, nm=Rsinrt;

es ergiebt sich dann
R=apfePT=4m);
wird noch t=w -}z gesetzt, so folgt, dass die Evolute der logarith-

mischen Spirale wieder eine logarithmische Spirale ist, bei welcher
a 8 statt a eintritt.

12, Die Cycloiden. Fiir die gemeine Cycloide -gelten die

Gileichungen

z=b(o—sinw), y=b(l—cosw),
aus welchen man erhiilt

t=b(a+sine), n=—0b(1—cosw).
Verlegt man das Coordinatensystem, indem man

f=mb—E, n=n,—2b

und ausserdem w=m—w, setzt, so gelangt man zu den neuen Glei-

chungen
§=b(w,—sinw,), n,=>5b(1—cosw),

welche zeigen, dass die Evolute mit der urspriinglichen Cycloide iden-
tisch und nur der Lage nach von ihr verschieden ist.
Fiir die Epicycloide hat man
(t‘l + !'/) (0]
a ?

{.
x=(a+b)sin 28 psin
‘ a

y:(a-i—b) cos b—:-—b cos M
a

und erhiilt aus denselben
Schlomileh, Uebungshuch. 7
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oot bo b (@tb)e

+ ———sin
a+42b at25b 17
: (r(a-|—b) he ab (a-[—b)m
Ly s s a

Vertauscht man das Coordinatensystem der &, % mit einem anderen
gleichfalls rechtwinkligen Systeme der &, %,, welches denselben An-
fang hat und dessen Abscissenachse mit der Achse der & den Winkel y
einschliesst, so hat man bekanntlich

§=E& cosy—m siny, n=&siny+n cosy
oder umgekehrt

§i=nsiny+tEcosy, m=mwncosy—Lsiny,
mithin vermége der Werthe von £ und y

§|=f(?-—|_lj)ﬁirz(2—w+}’)+‘:;b,[ (( +b)w+?’),

a+-21
a(a+1b) ab (( a+b)w
ﬂ,——;_&_)b crls(a +y)-{—a+2br‘us = +})
Es sei noch
y=--1!:—;, o=nw,
2
= e b, also f—=-'~,
I

04;_:!—5:'2' Y ad2b
die vorigen Gleichungen werden dann

L Sin (ﬁth) o )
@

a1
ay

b
&= (a,+b,) sin % —b

b
m="(a,+b,) cos J? —

woraus hervorgeht, dass die Evolute einer Epicycloide immer eine
Curve derselben Art ist, in welcher die Radien des festen und des rol-
lenden Kreises in demselben Verhiiltnisse stehen, wie bei der urspriing-
lichen Curve.

Nimmt man z. B. die Radien « und b gleich, so ist die urspriing-
liche Curve eine Cardioide ebenso ist auch die Evolute eine Cardioide
mit dem Radius @,=b,=}a (vergl. Aufgabe 6).

Fir die Hypocycloide gelten ganz ihnliche Formeln, aus denen
der analoge Satz folgt, dass die Evolute eine mit den Radien

a® ab
“=a—a M Tu—3b
construirte Hypoeycloide ist.
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§. 18. ‘
Die Endpunkte der Polartangenten und der Polarnormalen.

I. Bezeichnen u und » die rechtwinkligen Coordinaten des Punlk-
tes ¥ in Fig. I, welcher der Endpunkt der Polartangente ist, so hat man

e

,.
-

_1G—ay) | _aly=y),

rt+yy atyy '
unter Zubiilfenahme der Gleichung der Curve kann man aus diesen
“Gleichungen .« und y eliminiren, so dass nur eine Gleichung zwischen
uund » iibrig bleibt, welche den geometrischen Ort des Punktes V
bestimmt,

U=

1. Fir die Ellipse crgeben sich, wenn man von der Mittel-

punktsgleichung
BB S
@

ausgeht, die Werthe

a*h? a bt
e g, SRR

(a*—b) 2’ ! (@ —b)y’

mithin durch Elimination von « und »

9 o
: a’—0h? 2
Bt = ( I rn}) :

ab

[

Bei der Hyperbel gestaltet sich die Gleichung #hnlich.
2. Nimmt man den Scheitel eines Kegelschnittes zum
Coordinatenanfang und demgemiiss

y=V2hatka?,
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so erhilt man
hx hat

R s P W W P

3

folglich

u

(2w
Der Parabel entspricht hiernach eine Cissoide, einer aus den Halb-
achsen a==6)/2 und b construirten Ellipse eine semicubische Parabel.
3. Ist ein Brennpunkt eines Kegelschnittes der Coordi-

natenanfang, mithin
y=yr—2hsxc+(—1)a%,

V=

5o wird

U= — Pe=— —

£y

Der geometrische Ort des Endpunkies der Polartangente ist dann eine

Parallele zur Ordinatenachse und zwar die Directrix des Kegelschnittes.
4. Falls die Gleichung der urspriinglichen Curve in Polarcoor-

dinaten gegeben ist, treten an die Stelle der vorigen allgemeinen For-

meln fiir « und » die folgenden
2 2
i r
u=— sinf, v=——-cosl,
r r

b

aus welchen dann unter Zuhillfenahme der Polargleichung der gege-
benen Curve eine Gleichung zwischen # und » hergeleitet werden muss.
Fiir die reciproke parabolische Spirale hat man z. B.

2
2 4]

e _9“',
u=—2ay/0 .sinfl, v=+42a)/0 .cosh
wrr=4a0,
woraus hervorgeht, dass die Endpunkte der Polartangenten in einer
parabolischen Spirale liegen.
5. Die Gleichung
h
= —
. O+ esinf)
charakterisirt eine Curve, von welcher die hyperbolische Spirale ein

besonderer Fall ist; man erbilt
hsinfl heosf)

T iFecos0’ VT T 1F ¢ cosh’

W4 vi= (l-l-%o—ge)z'

U=
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Der geometrische Ort des Endpunktes der Polartangente ist in diesem
Falle ein Kegelschnitt, wovon ein Brennpunkt mit dem Coordinaten-
anfange zusammenfillt, und dessen Hauptachse parallel der Ordinaten-
achse liegt.

IT. Bezeichnen v und # die rechtwinkligen Coordinaten des End-
punktes ## der Polarnormale, so gelten die Formeln

wyetyy) | =(@tyy)

y—zy' ' y—zy
unter Zuziehung der Gleichung der Curve lassen sich « und y elimi-
niren, so dass eine Gleichung zwischen v und v iibrig bleibt, welche

den geometrischen Ort des Endpunktes der Polarnormale bestimmt.

6. Aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse folgen die Werthe
_(@=®ey | (@=W)aty

e ’ a*b? !
welche geben
(*w'+ 020" =a*b? (a®* —B*) 0t 0®,
Fiir die Hyperbel gestaltet sich die Gleichung &hnlich.

7. Legt man bei irgend einem Kegelschnitte den Coordinaten-
anfang in den Scheitel, so hat man

2h+ka:

[ (1 +E) 2],

U=

P Vﬁz’m"'“’ [A+Q +k) ]

u /2h+km
Han e

dient hier, um durch % und v auszudriicken ; setzt man den so er-
haltenen Werth in eine der vorhergehenden Gleichungen ein, so ge-
langt man zu dem Resultate

(W =k =2huut 4 (24 k) 2"].

8. Falls die urspriingliche Curve auf Polarcoordinaten bezogen -
ist, hat man

Die Combination

u=—_7r"sin€), v=-41r"cos,
woraus eine Gleichung zwischen « und » herzuleiten ist.

Bei der Cardioide, deren Gleichung
r=2a(14-cos0)
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sein mige, gelten die Werthe

u—2asin®), v—_2asinf cos0,

welche geben

v=2au—u’;

der geometrische Ort des Endpunktes der Polarnormale ist hier der
Kreis, welcher zur Construction der Cardioide dient.

9. Fiir die transcendente Curve, deren Gleichung ist

r=atan}0,

erhiilt man als Gleichung des geometrischen Ortes von

w2av=a;

letzterer ist also eine Parabel.

10. Fiir die Curve, deren Gleichung ist

findet man

r=a!co£.‘zﬂ

U=—a, v-—,:—(fcutﬁ;

der gesuchte Ort besteht hier aus einer Parallelen zur Ordinatenachse.

§. 19.

Die Fusspunktcurven.

Liisst man von einem festen Punkte € (Fig. 31) Senkrechte auf
alle Tangenten einer gegebenen Curve herab, so bilden die Fusspunkte

Fig. 31.

die Gleichungen

P jener Perpendikel eine neue krumme
Linie, deren Gleichung ‘auf folgende
Weise gefunden wird.

Bezeichnen g, & die rechtwinkligen
Coordinaten des sogenannten Poles C,
a und y die Coordinaten eines beliebigen
Punktes M der gegebenen Curve, » und
v die Coordinaten des entsprechenden
Fusspunktes P, so gelten fiir letztere

v—y=y (v-2), v——fazz—%(u—g),

woraus z. B. folgt
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(r—a)*— (r— )y

U—g=— -——W_____.’
v—h— 14y° .

Unter Zuhiilfenahme der zwischen @ und y bestehenden Gleichung
lassen sich aus irgend zweien der obigen vier Gleichungen z und y
eliminiren; die iibrig bleibende Gleichung zwischen # und v bestimmt
die Natur der Fusspunkteurve.

1. Die Parabel. Von der Gleichung ausgehend
y‘"ﬁllft.'.b‘

kann man die zwei ersten Gleichungen zwischen u und » folgender-
massen darstellen

yr=2au43y*, 2a¢(v—"h)=—y(u—g);
man erhiilt dann durch Elimination von y

u(u—g)+ (u—g) (v —h) vt a(v—rk)>*=0.
Wird der Bremnpunkt zum Pol genommen, so ergiebt sich einfach
u=0, d. h, die Scheiteltangente ist dann die Fusspunktlinie; im Fall
der Parabelscheitel zum Pol genommen wird, geht die Fusspunktcurve
in eine Cissoide iiber.

2. Ellipse und Hyperbel. Die Gleichung der Ellipse sei

(2)+ (1) =

die beiden ersten Gleichungen zwischen » und » lauten dann

Purtavy=d't*, b (v—h)x—a*(u—g)y=0.
Bestimmt man hieraus @ und y, und setzt die gefundenen Ausdriicke
in die Ellipsengleichung, so erliiilt man

[u(u—g)+o(v—k)|'=a*(u—g)+b (v — 1)
Diese Gleichung der Fusspunktcurve lisst sich etwas einfacher dar-
stellen, wenn der Pol ¢ zum Anfang eines Polarcoordinatensystems
genommen wird, dessen Achse (X" parallel zur @-Achse liegt und
worin die Senkrechte € P=p der Radiusvector und LPCX —y der
Polarwinkel ist; es ergiebt sich
(r+ygcosy+hsing)=a cos®y+b sin’y.

Nimmt man einen Brennpunkt der Ellipse'zum Pol, so wird die
Fusspunktceurve ein Kreis; liegt der Pol im Ellipsenmittelpunkte, so
entsteht die anf Seite T4 Aufg. 13 betrachtete Curve. Fir b=aq,
g=—a, h=0 geht die Fusspunktcurve in eine Cardioide tiber.
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Um die entsprechenden Formeln fiir die Hyperbel zu erhalten,
bedarf es nur der Vertauschung von 6* gegen —#*. In dem speciellen
Falle, wo die Hyperbel eine gleichseitige ist und ihr Mittelpunkt zum
Pol genommen wird, ergiebt sich

pi=da*cos2y;
die Fusspunktcurve ist dann eine Lemniscate.

3. Die semicubischeParabel. Die Gleichung der Curve sei

i/
Y= g ;' ]
ferner g—— 4@, A =0; fiir « und » gelten dann die Gleichungen

v=(u—3%x) ]/:m—:, v:_(rt+§-a) )/r;l—

Substituirt man den Werth von x aus der zweiten Gleichung in das
Product beider Gleichungen, so erhilt man

v'du(ut-ta)v' —fa(ud3a)=0,

[+ (u43a)][*—4a(u+}a)] =0;
der erste Factor kann nur fiir einen isolirten Punkt verschwinden, die
Fusspunktcurve hat daher zur Gleichung

vi=ga(u4§a)

und ist derngemiiss eine Parabel.

oder

4. Die urspriingliche Curve sei bestimmt durch die Gleichung
(2t — VP +21a 2%y =05
um Weitliufigkeiten zu entgehen, ersetze man diese Gleichung durch
die beiden Gleichungen (Seite 71 Aufg. 10)
r—acos’nw, Y=uasinte,
driicke dem entsprechend » und » durch w aus und eliminire schliess-
lich w. Wegen y'=—tenw gehen die Gleichungen fiir « und » in die
folgenden iiber .
usinw=+veoswo=asinwcosw, v—h—=u—g)colw,

aus denen sich ergiebt

u(u—g)+v(@—~h)= (i.(,“,jg.gv _i) A

V' (u—g)+(@—n)

oder in Polarcoordinaten, welche ebenso, wie bei der vorigen Aufgabe
zu wiihlen sind,

p=acosysiny— (gcosy~+hsiny).
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5. Am einfachsten gestalten sich die Formeln, wenn man gleich
anfangs den Pol zum Anfangspunkte von Polarcoordinaten withlt und
demgemiiss substituirt

g=0, h=0,

z=rcosf, y—rsinf, u=—=pecosy, v=psiny;
die allgemeinen Gleichungen gehen dann iiber in

[reos(O —yg) 4+ sin(0 —p)]p=rt, »'=rtan(B—y)
oder, wenn man » aus der zweiten Gleichung in die erste substituirt,

p=reos(0—y), r=rian(@—y),

wie man auch direct mittelst einer einfachen geometrischen Betrach-
tung findet.

Als Beispiel mégen die Curven dienen, welche durch die Gleichung

rm—a™ cosm )

reprisentirt werden und zu denen u. A. die gleichseitige Hyperbel
(m=—2), die Parabel (m=—1), die Cardioide (m=+1), der Kreis
(m=+1) und die Lemniscate (m=+2) gehtren. Die allgemeinen
Gleichungen sind hier

1
p=a(cosmf) m cos(0—y), tanmO=tan(y—0);

aus der letzten Gleichung folgt 0= = _f_ : und nachher aus der ersten
pt=a"cosny p——_—
2 m-41

Die Fusspunkteurve ist hier von derselben Gattung, wie die urspriing-
liche Curve; der gleichseitigen Hyperbel z. B. entspricht die Lem-
niscate.

6. Die logarithmische Spirale. Aus der Gleichung
r—ace ﬁg
erhtlt man
p=aePlcos(0—y), B=tan(f—y),
mithin durch Substitution von ) aus der zweiten Gleichung in die erste
= 4 =_i;_ arcta ﬁ
P a,eﬁ s G Vr_]?g*elg ctanfl .

die Fusspunktcurve ist also wieder eine logarithmische Spirale.

7. Die Kreisevolvente. Wenn die Curve durch die beiden
Gleichungen

r=ap)1+0', O=w—arctanw
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‘reprﬁsentirt. wird, so hat man
— 1
p=aV 14w . cos(0—7), fan(ﬂ—-x)=;;
die letztere Gleichung giebt einerseits

w
cos 6-— =,
(0—2) ke
andererseits
1
[ g=arclan —
(]
oder
w—darclan w — x:& w—arclanw, w= '2n+ 1
mithin ist nach Substitution der Werthe von cos (6 —7) und o
p=a(n+7).

Die Fusspunktcurve ist also einerlei mit der Spirale des Archimedes.
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