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Capitel VIIL

e e

Einhiillende Curven und Fliichen.

8. 25.

Einhiillende Curven.

Die Gleichung einer ebenen Curve enthalte ausser den Coordina-
ten & und y noch eine willkiirliche Constante p (einen sogenannten
Parameter) , sie sei demgemiiss

F(a‘,y,p):ﬂ.

Liisst man p sich stetig indern, so entsteht eine Schaar von Curven
derselben Art, die sich aber in ihren Dimensionen, Gestalten oder
Lagen von einander unterscheiden. Dabei kann es geschehen, dass
jede solche Curve die niichste schneidet, und dann bilden die successi-
ven Durchschnitte eine neue Curve, die sogenannte Einhiillende
jener Schaar. Die Gleichung der Einhiillenden ergiebt sich dadurch,
dass man aus den beiden Gleichungen

F(ﬁ’, y,p):O, — 0
den vertinderlichen Parameter p eliminirt.

Beispiel 1. Ein rechter Winkel bewege sich so, dass der eine
Schenkel durch einen festen Punkt geht und der
Scheitel an einer festen Geraden hingleitet; man
sucht die Einhiillende des andern Schenkels (Fig. 35).

Nimmt man die feste Gerade zur Ordinaten-
achse, legt zu dieser senkrecht die Abscissenachse
durch den festen Punkt F, wiihlt auf der y- Achse 0
die Strecke 0 U=u willkiirlich und zieht UV F U, ¥ o
so ist #UV irgend eine Lage des rechten Winkels; die Gleichung
von U ¥ lautet fiir O F—a

Fig. 35.
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(]
y=4-$+"r
13

und darin bedeutet » die willkiirliche Constante (oben p). Die par-
tielle Differentiation in Beziehung auf u giebt .

a
0=_uTm+L

und durch Elimination von » entsteht
yP=4dawx.
Die Einhiillende ist hiernach eine Parabel. (Vergl. 8. 103, Aufg. 1.)

Beispiel 2. Ein rechter Winkel werde so verschoben, dass der
eine Schenkel durch einen festen Punkt geht und der Scheitel einen
gegebenen Kreis durchliuft; man sucht die Einhiillende des andern
Schenkels.

Der Mittelpunkt des Kreises sei der Coordinatenanfang 0, seine
Verbindungslinie mit dem festen Punkte /' die a-Achse, der Kreis-
radius = a, 0 /' =c; die Coordinaten eines beliebigen Punktes auf dem
Kreise migen v und v heissen; die Gleichung des zweiten Winkelschen-
kels ist dann

v(y—v)=(c—u)(x—u),
wobei « und » an die Bedingung
w4 rt—a’
gebunden sind.  Differenzirt man die Gleichung der vorigen Geraden
nach u und beachtet, dass zufolge der letzten Bedingung » abhiingig
von u und deshalb a—um —_ % ist, so erhilt man

ou
(y—=2v) (— T“):—(c +x)+2u
~ Endlich giebt die Elimination von » und v aus allen drei Gleichungen
(a*—c) 2+ a*y =0’ (0’ —C°);
die Einhiillende ist also eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem der

feste Punkt innerhalb oder ausserhalb desKreises liegt. (Vergl. 8.103,
Aufg. 2.)

Beispiel 3. Ein rechter Winkel bewegt sich so, dass der eine
Schenkel durch den Scheitel einer Parabel geht, withrend der Scheitel
des Winkels auf derselben Parabel fortriickt; man sucht die Einhiillende
des andern Schenkels.

Fiir den zweiten Schenkel gilt die Gleichung

v (y—v)=—u(x—u),



Einhiillende Curven und Flachen. ' 185

wobei # und » an die Bedingung
v*=dau
ov

gebunden sind. Wegen = 2—; erhiilt man durch Differentiation der

ersten Gleichung

2
(y—2z))?a=—m-{-2 i,

Eliminirt man u das eine Mal aus der ersten und zweiten, das andere
Mal aus der dritten und zweiten Gleichung, so erhiilt man
186y +4a(c—4aa)v—v°=0,
4dy+42a(x—aa)p—*=0;
die Differenz beider Gleichungen giebt
y—m S
T—4a
und wenn man diesen Werth in eine der beiden vorhergehenden Glei-
chungen einsetzt, so gelangt man zu der Gleichung der Einhiillenden,
niimlich
27 ay?=(x—4a)"
Die gesuchte Curve ist demnach eine semicubische Parabel.

Beispiel 4. Ein rechter Winkel bewegt sich so, dass der eine
Schenkel durch den Brennpunkt einer gegebenen Parabel geht, wiih-
rend der Scheitel auf derselben Parabel fortriickt; man sucht die Ein-
hiillende des andern Schenkels.

Die Gleichung des letzteren Schenkels ist
v(y—v)=(a—u)(x—u),
wobei # und » der Bedingung
. v=4dau
geniigen miissen. Durch ein dem vorigen sehr #hnliches Verfahren
erhiilt man als Gleichung der Einhiillenden
2Tayt=x(r—9q)*;
letztere ist identisch mit der in §. 15, Aufgabe 5 untersuchten Curve.

Beispiel 5 (Fig. 36). Auf der einen Seite 4 B eines gegebenen
Dreiecks 4 BC wiihlt man den Punkt 2 beliebig, legt durch denselben
PQ||BC, PR|| AC und zieht die Gerade O R; welches ist die Ein-
hiillende aller dieser Geraden ?

Nimmt man € 4 und € B als Coordinatenachsen und setzt € 4=a,
CB=b, CQ=u, CR=v, so ist die Gleichung der Geraden 0 R
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T Yy
_+_7:ll
u v

wobei « und » der Bedingung
U v
_ =1
a + b
geniigen miissen. Die Ein-

hiillende  bestimmt  sich
memTesses =11 durch die Gleichung

B / (]/}— ]/?)’
el PN Tas

;‘ und ist eine Parabel, welche
: die Coordinatenachsen in
- S Y 4 und B berithrt. Um die
Q Achse dieser Parabel zu fin-
den, construire man aus den Seiten € 4, C B das Parallelogramm 4 C £ D,
fillle auf dessen Diagonale C 1) von 4 aus die Senkrechte 4 £ und wiihle
auf 4 8 den Punkt & so, dass
AG: BG=CE:DE;

dann ist & ein Punkt der Parabelachse und die zu ¢ gehérende Gerade
HI|| AE die Scheiteltangente.

Beispiel 6 (Fig. 37). Mit den Radien 0 A=a und 0 B=b sind
zwei concentrische Kreise beschrieben und es sei OB L 0.4; irgend
eine durch O gelegte Gerade schneidet den

-~

/

g ersten Kreis in P, den zweiten in 0; man pro-
- jicirt ferner P auf 0 4, 0 auf O B, wodurch die
BL_ up Punkte R und S entstehen und zieht die Gerade
\\Q/\%'\\ RS; welches ist die Einhiillende aller dieser
S % R Geraden ?
P 1
0 ///\;%JJ}A Fir O R=u, 0S=v hat man als Glei-
R chung von RS
z g
u + 7=1 H
wobei « und v der Bedingung
ut
@ tE=!
geniigen miissen. Bequemer ist es hier, den Winkel 40 P=w einzu-
fithren , wodurch #==acosw, v==>bsinw wird, und in der nunmehrigen

Gleichung von RS niimlich
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z y
acosw ' bsinw
den Winkel w als willkiirliche Constante zu betrachten. Differenzirt
man die Gleichung in Beziehung anf w und eliminirt nachher w, so
erhiilt man als Gleichung der Einhiillenden

(£)+ (&)

Im Falle b=« hat die Linie RS die constante Liéinge « und es entsteht
dann die in §. 15, Aufgabe 10 betrachtete Curve; im Talle 6 < a ist
die Einhiillende identisch mit der Evolute einer aus den Halbachsen

ab ab®
i e

construirten Ellipse.

Beispiel 7. Eine Gerade bewege sich so, dass das Rechteck
aus den Strecken, welche sie von den Coordinatenachsen abschneidet,
die constante Fliiche ¢ besitzt ; man sucht die Einhiillende jener Geraden.

Nennt man # und v die erwiihnten Abschnitte, so ist die Glei-
chung der beweglichen Geraden

x oy
il = |
u + v !

wobei « und » an die Bedingung
ty==ct
gebunden sind.  Als Einhiillende ergiebt sich eine Hyperbel, welche
durch die Gleichung :
ry=}c*
bestimmt ist.

Beispiel 8. In jedem Dreiecke 4 B € (Fig. 38) liegen bekannt-
lich der Hohendurchschnitt R, der
Durchschnitt S der Mittellinien (der
Schwerpunkt der Dreiecksfliiche) und
der Mittelpunkt 7’ des umschriebe-
nen Kreises in einer Geraden; lisst
man die Spitze C in einer zur Basis
A B senkrechten Geraden fortriicken,
so iindert die Gerade R S T'ihre Lage,
und es fragt sich, welches die Ein-
hiillende von RS T ist.

Die Basis 4 B sei die Abscissen-
achse, die zugehérige Hohe 0 C die

Fig. 38.
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Ordinatenachse; fiir 0 4=a, 0 B=b, 0C=c¢ sind dann die Coor-
dinaten

: b
von R: Absc. = 0, Ordin, =—%,
' a+b o
1} 81 . = '73?: ” '—:?)
atb ab4c?
n It = 2 » == 2¢ !

und demnach ist die Gleichung der Geraden RST
(a+b)ey—=Bab4-c)ax—ab(adtb).

Differenzirt man die Gleichung nach ¢ und eliminirt dann ¢, so er-
hiilt man

(.r— @ +b)’ = (ad-0)® , a4t b)2

6 12ab 6 /°
Die Einhiillende ist demnach eine Ellipse oder eine Hyperbel, je nach-
dem der Punkt 0 zwischen 4 und B oder ausserhalb der Geraden 4 B
liegt. Fillt O mit einem der Punkte 4 und B zusammen, so reducirt
sich die Einhiillende auf den Punkt 0.

Beispiel 9. In einer Parabel, deren Achse die Abscissenachse
sein moge, werden die Endpunkte der Abscissen als Mittelpunkte, die
zugehdrigen Parabelordinaten als Halbmesser von Kreisen genommen;
man sucht die Einhiillende dieser Kreise.

Setzt man (Fig. 39) 4F=a, 4 M=u,
. MN=uw, so ist die Gleichung des aus M mit

= “ 1 .
//N { dem Radius M N beschriebenen Kreises
/;,.’_;,j o (x—u)*+y*=0",

wobei v*—4au sein muss. Hieraus findet sich,

" | dass die Einhiillende durch die Gleichung
Lﬁ_;_t y*=4a(w+a)

A F M bestimmt, also wieder eine Parabel ist.

Fig. 39.

Beispiel 10. In einer Ellipse, deren grosse Achse die Abscissen-
achse sein mbge, werden die Endpunkte der Abscissen zu Mittelpunk-
ten, die zugehtrigen Ellipsenordinaten als Halbmesser von Kreisen
genommen ; man sucht die Einhiillende dieser Kreise.

Sind » und » die Coordinaten eines Kreismittelpunktes, so hat man

§0 g 1 ut . ot
(z—u)+ y*=ro, ?-l-?-——l;
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als Einhiillende ergiebt sich hieraus eine concentrische Ellipse, deren

Halbachsen ]/a—"'-T-"b“ und b sind.
Ein #hnliches Resultat liefert die Hyperbel.

_ Beispiel 11. Welches ist die Einhiillende von Kreisem, deren
Mittelpunkte auf einer Parabel liegen und deren Peripherien durch den
Scheitel derselben Parabel gehen?

Sind # und » die Coordinaten eines Kreismittelpunktes, so gelten
die Gleichungen

a4yt —2ur—20y =0, u= 41:1;
die Einhiillende hat zur Gleichung

a4 (2a4a)y*=0
und ist demnach eine Cissoide, deren erzeugender Kreis seinen Mittel-
punkt in dem Durchschnitte von Parabelachse und Directrix hat und

dessen Durchmesser dem Parameter gleichkommt.

Beispiel 12.  Welches ist die Einhiillende von Kreisen, deren
" Mittelpunkte auf einer Ellipse liegen und deren Peripherien durch das
Centrum der Ellipse gehen ?

Bei derselben Bezeichnung wie in No. 10 hat man
2 2
4yt —2ux —20y=0, % z_-z=15
die Einhiillende bestimmt sich durch die Gleichung
(m?_l_y?)imq (azxi_{_.b‘! y?)
und ist folglich die Fusspunkteurve einer aus den Halbachsen 2« und
2} construirten Ellipse.
Ein #hnliches Resultat liefert die Hyperbel.

Beispiel 13. Welche Einhiillende gehtirt zu Kreisen, deren
Mittelpunkte auf einem gegebenen Kreise liegen und deren Peripherien
durch einen festen Punkt der Peripherie des gegebenen Kreises gehen ?
(Fig. 40). .

Der Mittelpunkt des gegebenen Kreises sei Pig.i

. X 1g. 40.
C, der feste Peripheriepunkt 4, ferner 4C—a, -
A4L=u, LM=v, endlich 4 der Anfang und 4C |
die Abscissenachse; es ist dann ' g
Ptyt—2uz—20y=0, P*=u(2a—u).
Driickt man » und » durch den Centriwinkel
ACM=w aus, so hat man bequemer ‘
'yt —2ax=2a(ysino—xcosw).

A—g¢—8
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Fiir die Einhiillende ergiebt sich hieraus

(a4t —2ax) =4 (2 +1%);
dieselbe ist folglich eine Cardioide, deren erzeugender Kreis 4 B zum
Durchmesser hat.

P;eispiel 14. Welche Einhiillende entsteht, wenn eine Ellipse
so veriindert wird, dass die Summe ihrer Halbachsen constant bleibt?
Bezeichnet % die constante Summe, so findet sich fiir die Ein-

hiillende

2 2
"

welcher Gleichung die auf 8. T1, Aufg. 10 crwihnte Curve entspricht.

Beispiel 15, Man sucht die Einhiillende der Fusspunktcurven
aller concentrischen Ellipsen, deren Halbachsen eine constante Summe
geben.

Ist wie vorhin & die constante Summe der beiden Halbachsen, so
hat man als Gleichung der Fusspunkteurve

(@ +y* ) =da+(k—a)y*
und als Gleichung der Einhiillenden
(x?_l_y?)a_:ki 3'.!! yi'
oder in Polarcoordinaten
r="kecos @ sinf,
Das letztere Resultat kann man auch unmittelbar dadurch erhalten,
dass man von der Polargleichung der Fusspunktcurve ausgeht.

§. 26.
Einhiillende Fléchen.

I. Wenn in der Gleichung einer Fliche ausser den Coordinaten
z, ¥,z noch ein willkiirlicher Parameter vorkommt, wenn demnach
die Gleichung der Fliche unter der Form

F(x,y,z,p)=0 _
enthalten ist, so findet man die Gleichung der einhiillenden Fliiche da-
durch, dass man p aus den beiden Gleichungen
oF (z,y,z,p)

op
eliminirt. Das Verfahren ist also in diesem Falle dasselbe, wie bei der
Aufsuchung einhiillender Curven.,

F(x,y,2,p)=0, =0
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Aufgabe 1. Eine Ebene schneidet auf den Achsen der z,y,z
der Reihe nach die Strecken p, ¢, ¢ ab, von denen die letzte constant ist,
wiihrend p und ¢ sich so veriindern, dass ihr Product den constanten
Werth 4* behiilt; man sucht die Einhiillende aller derartigen Ebenen.

Die Gleichung der veriinderlichen Ebene ist
o8 ol 5 i
5 b=l

und hieraus findet sich als Gleichung der einhiillenden Fliche
4c?
(:—‘ (‘)2 = F myo

Letztere ist demnach ein Kegel zweiten Grades, dessen Mittelpunkt
die Coordinaten 0, 0, ¢ besitzt.

Aufgabe 2. Eine durch den Coordinatenanfang gehende Ebene
schneidet die xy-Ebene in einer Geraden, welche mit der @ - Achse
den Winkel « bildet, ebenso die @z-Ebene in einer Geraden, welche
mit der x-Achse den Winkel § einschliesst; man verlangt die Ein-
hiillende dieser Ebene fiir den Fall, dass sich die Ebene dreht, wiih-
rend die Winkelsumme «- 8 den constanten Werth y behiilt.

Unter Voraussetzung eines rechtwinkligen Coordinatensystems ist
die Gleichung der veriinderlichen Ebene

r—ycola—zcol(y—e)=0;
betrachtet man e als verinderlichen Parameter, so erhiilt man als
Gleichung der Einhiillenden

[zsiny —(y+2)cosy]P=4ayz.
Dieser Gleichung entspricht ein elliptischer Kegel.

Aufgabe 3. Eine Ebene schneide auf den Coordinatenachsen

die drei Strecken ab
t'! 12 t!

P i
wobei @, b, ¢ gegebene Linien, ¢ cine veriinderliche Linie bedeuten ;
man sucht die Einhiillende aller solcher Ebenen.
Die Gleichung der Ebene ist
(a+D @+ O+ Y+ ()=
und die Gleichung der Einhiillenden
(+y+2)0+4(axctby+cz)=0.

Die hiermit bestimmte Fliiche ist ein parabolischer Cylinder,
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Aufgabe 4. Man sucht die Einhiillende aller Kugeln, deren
Mittelpunkte auf einer gegebenen Parabel liegen und deren Oberflichen
durch den Scheitel derselben Parabel gehen.

Nimmt man die Ebene der Parabel zur a2y -Ebene, ihre Achse zur
z-Achse und stellt die Gleichung der Parabel in der Form »?=2}u
dar, so ist die Gleichung der veriinderlichen Kugelfliiche

v2
m’+y’+z*——£-?—m-—-2vy =0}

fiir die Einhiillende ergiebt sich hieraus
(e* 4y ) e+by =0,

Aufgabe 5. Man sucht die Einhiillende aller Kugeln, deren
Mittelpunkte auf einer gegebenen Ellipse liegen und deren Oberfliichen
durch den Mittelpunkt derselben Ellipse gehen.

Verfihrt man #ihnlich wie bei der vorigen Aufgabe, so hat man
als Gleichung der veriinderlichen Kugelfliiche

2+ —2uar—20y=0,
wobel # und » der Bedingung
w v
at T bR
geniigen miissen. Als Gleichung der Einhiillenden ergiebt sich
(m?+y2+ 22)?=4 (a2..n2+b;‘y?).
Aufgabe 6. Ein durch die Gleichung
T

— ————=2Z
a b '

bestimmtes hyperbolisches Paraboloid werde von einer Ebene ge-
schnitten, welche den festen Punkt ¢y enthilt und demgemiss zur
Gleichung haben mige
M(z—ea)+N(y—pB)+z—yp=0.

Der Schnitt ist im Allgemeinen eine Hyperbel, deren Asymptoten-
winkel mittelst der Bemerkung gefunden werden kann, dass zwei in
der Schnittebene vom Punkte «fy mach den unendlich entfernten
Hyperbelpunkten gezogene (erade einen dem Asymptotenwinkel glei-
chen Winkel cinschliessen. Setzen wir nun in den Gleichungen beider
Flichen

2

=1

x=a+rcosp, y=f-+4rcosy, z=yp4rcosy,
wobei » die Entfernung der Punkte ¢y und @y z bedeutet, so haben
wir gleichzeitig
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(etrcosg) _(Breosy)_
a b
Mecos qp + Neosp+cosy=0.
Dividirt man die erste Gleichung durch »* und lisst dann » unendlich
werden, so entstehen die beiden Gleichungen

2(y+reosy),

cos'p  cos*y
a b
Mcosp~+ Neosw—+cosy=0,
und diese driicken die Bedingungen aus, welchen die Richtungswinkel
@, P, 1 geniigen miissen, wenn der Punkt zyz ein unendlich ferner
Hyperbelpunkt sein soll. Da die erste Gleichung quadratisch ist, so

giebt es zwei derartige Richtungen ¢, v, und @,v,1,, fiir welche

man findet )
cos Y, + V? cosPy b
cos @ a’ cosg, a’

Der Winkel zwischen beiden Richtungen bestimmt sich durch die Formel

COS @ =COS Py COS Py COS Y COS Yy~ COS Yy COS Y
=C0S @, CoS P, oSy oS,
+ (M cos g+ Ncosap,) (Mcos @y + Neoss,)
oder

€0s @ = ¢as p, 05 Py ; L4+ MN (ww’ +—m%)

COSp,  COS @y

cos ’!P| cos W,
cos @, cosp,

+ (14 )

d. i. zufolge der vorhin angegebenen Werthe

rz(l+W)—b(l+N?).

a

COS® = COS P, COS P,

Im Falle a (14 M%) =b(14 N) oder
allP—b N'=b—a
wird @=§m; die vorstehende Gleichung ist also die Bedingung dafiir,
dass die Ebene
M{x—e)+Ny—p)+z—y=0

mit dem Paraboloide einen gleichseitigen hyperbolischen Schnitt
bildet,

Liisst man die Ebene sich so um den festen Punkt drehen, dass
ihre Schnitte mit dem Paraboloide immer gleichseitige Hyperbeln blei-
ben, so erhilt man fur die Einhiillende aller derartigen Ebenen
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= _=Br o,

a a—b

dieser Gleichung entspricht ein elliptischer Kegel.

Aufgabe 7. Die beiden Hyperboloide und ihr gemeinschaft-
licher Asymptotenkegel kinnen durch die eine Gleichung

m! yﬂ zE

E T e
dargestellt werden, wobei e =+ 1 dem einfachen Hyperboloide, e=0
dem elliptischen Kegel, e==—1 dem getheilten Hyperboloide entspricht.
Fiir den Schnitt der einen oder anderen dieser Fliichen mit einer durch
den festen Punkt «f§y gehenden Ebene hat man ausser der obigen

Gleichung noch die folgende

M(z—a)+N(y—pB)+z—y=0.
Wie bei der vorigen Aufgabe findet man leicht, dass die Richtungs-
winkel ¢, v, ¢ einer von « 3y nach einem unendlich entfernten Punkte
des Schnittes gezogenen Geraden an die Bedingungen

cos*p  cos*y  cos'y
a® L2 ez

Meos @+ Neos 4-cosy=0

[,
gebunden sind; fiir das Verhiiltniss. %, welches kurz mit 4 bezeich-

net werden mige, folgt hieraus die quadratische Gleichung
Rt 20 M N b (@W—- f)
VN — ¢t a (b* Na__c',"ej Ty
deren Wurzeln A, und 4, heissen mégen. Der Winkel o zwischen den
entsprechenden Richtungen ¢y, 3, und @, 3. bestimmt sich durch
die Formel
cosm=cosq,cos@, | L+M4+MNQA42,)+ 14+ N4t
zufolge der Bedeutung von 4,, i, und unter Einfithrung der Ablkiir-
zungen
A= (=), B=b(a—c?), C=c(a*+1?)
ergiebt sich weiter ‘
AM+BN*—C
‘ COS M=CO8 (P COS Py m-
Die Gleichung .
AN+ BN*=(C
ist hiernach die Bedingung dafiir, dass die Ebene
Mz—a)+Ny—pB)+z:—y=0
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mit der einen oder anderen der vorhin genannten drei Flichen einen
gleichseitig-hyperbolischen Schnitt hildet.

Fiir die Einhiillende aller derartigen, durch den Punkt « 8y gehen-
den Ebenen erhilt man die Gleichung
(x—a)  (y—B)_ (—y)
4 tTp ¢ "
welcher ein elliptischer Kegel entspricht. Ist gleichzeitig ¢ >a und
e > b, so existiren itberhaupt keine gleichseitig-hyperbolischen Schnitte,
und dann bedeutet die obige Gleichung keine Fliiche mehr.

II. Wenn in der Gleichung einer Fliche zwei von einander unab-
hiingige Parameter p und ¢ vorkommen, so findet man die Gleichung
derjenigen Einhiillenden, welche den gleichzeitigen Aenderungen von
p und ¢ entspricht, dadurch, dass man aus den Gleichungen

F(m:y)zspnff):ov
i GOV IV T ) NP G /7557 21D B
op ' oq
die Parameter p und ¢ eliminirt.

Aufgabe 8. Eine Ebene bewegt sich so, dass die Strecken,
welche sie auf den Coordinatenachsen abschneidet, eine constante
Summe haben; man sucht die Einhtillende dieser veriinderlichen Ebene.

Bezeichnet man die Achsenabschnitte mit u,»,», ihre constante
Summe mit ¢, so ist w=¢—u—v, mithin die Gleichung der Ebene

& y <
Wty teu =t
Die veriinderlichen Parameter sind hier # und »; fiir die Einhiillende
ergiebt sich die Gleichung
V= +Vy+77)=c

Die Aufgabe lisst sich auf folgende Art verallgemeinern. Eine
feste Ebene schneide von den Coordinatenachsen die Strecken a,b,¢ ab;
man projicirt jeden Punkt dieser Ebene auf die drei Coordinatenachsen
und legt durch die drei Projectionen eine neue Ebene. Die Einhtillende
der letzteren hat zur Gleichung

(EV ) =
(’/ @ + b + c =k
Aufgabe 9. Eine Ebene bewegt sich so, dass das Parallel-
epiped aus den Strecken, welche sie auf den Coordinatenachsen ab-
schneidet, den constanten Inhalt ¢® besitzt; man sucht die Einhiillende

dieser Ebene.
Schlémilch, Uebungsbuch, 10
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Die Gleichung der gesuchten Fliche ist
TYr=g%c
Aufgabe 10. Jeder Punkt eines Ellipsoides werde auf die
Achsen desselben projicirt und durch die erhaltenen Projectionen eine
Ebene gelegt; man sucht die Einhiillende aller dieser Ebenen.
Die Gleichung der veriinderlichen Ebene sei
a z
=3 + “‘:’— + e 1;

die Abschnitte u,», » sind dann an die Bedingung
u ot ot
atEpta=!
gebunden. Hierans folgt als Gleichung der Einhiillenden

QRGNS

Aufgabe 11. Die Berithrungsebene im Scheitel eines ellipti-
schen Paraboloides sei die xy-Ebene, die beiden Hauptebenen des
Paraboloides mgen die iibrigen Coordinatenebenen sein; jeder Punkt
der Fliche werde auf die drei Coordinatenachsen projicirt und durch
die Projectionen einer Ebene gelegt; man sucht die Einhiillende die-
ser Ebene.

Die Gleichung der veriinderlichen Ebene sei
x z
¥ I

4L =,

u v w

wobei u,»,n der Bedingung "
u v?
— — =2

a

geniigen miissen; die Gleichung der Einhiillenden ist

(2 (e

Aufgabe 12, Welches ist die Einhiillende aller Kugeln, deren
Mittelpunkte auf einem dreiachsigen Ellipsoide liegen und deren Ober-
fliichen durch den Mittelpunkt desselben Ellipsoides gehen ?

Sind w2, die Mittelpunktscoordinaten einer solchen Kugel, so
hat man als Gleichung der letzteren

2?4y —2ur—20y—20 =0
und hierzu die Bedingung

2 2 2
u . v w
sHEtE=t

-
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Daraus ergiebt sich

(w!+y2+:2)2=4 (u’m’—}—b’y’+c’z’);
die Einhiillende ist demnach die Fusspunktfliche eines aus den doppel-
ten Achsen construirten Ellipsoides.

Aufgabe 13. Welche Einhiillende gehort zu Kugeln, deren
Mittelpunkte auf einem elliptischen Paraboloide liegen und deren
Oberfliichen durch den Scheitel desselben Paraboloides gehen?

Bei hnlicher Bezeichnung wie vorhin ist

4yt —2ur—20y—2w2=0,

TR T

—+—=2w;
a b
daraus ergiebt sich
(442 e daa+hy*=o0.
Die Einhiillende ist demnach die Fusspunktfliche eines aus den doppel-
ten Parametern construirten elliptischen Paraboloides.

Aufgabe 14. Ein dreiachsiges Ellipsoid veriindert sich so, dass
die Summe der Halbachsen den constanten Werth 4 bebiilt; man sucht
die Einhiillende.

Als Gleichung der letzteren findet sich
$§+?J§+Z§=k%§
die Einhiillende kann daher nach Aufgabe 10 auch aus einer mit dem

Radius /& beschriebenen Kugel hergeleitet werden, was geometrisch
unmittelbar einleuchtet.

Aufgabe 15. Welche Einhiillende gehdrt zur Fusspunktfliiche
eines dreiachsigen Ellipsoides, dessen Halbachsen die constante Summe
/& haben.

Aus der Gleichung
(J!_'_y?_'_ 32)!ﬂa?x2+h2y2+ (Il'—"(t—b)e 2!

(3,_-9 +y1+ z'z)? (yz z?_jr_ 22 :"?'i" ‘1.252) e y'z 22,

erhilt man

10*
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