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Capitel XI.

Unendliche Reihen.

§. 35.
Die Entstehung unendlicher Reihen,

LI

Die Summe der aus » Gliedern bestehenden Reihe w,4-u, 4 u, 4. ..
weodtty .y sei bekannt und heisse S,; trifft es sich nun, dass S, bei
unendlich wachsenden # gegen einen bestimmten endlichen Grenzwerth
8 eonvergirt, so geht die Gleichung

Sp=ugtu;Fug 4o Fup_g
in die folgende iiber —
S=uy+u, 4ty - ininf,,
dann heisst die Reihe convergent, S ihre Summe. Ist dagegen
Lim S, keine bestimmte Grisse, so heisst die Reihe divergent und
sie hat dann keine Summe,
1. Um die Reihe

1

(i 1)

zu summiren, benutze man die identische Gleichung

1 L i
retagtaatot

b Sa Lo A
m(m41) m m41’
man findet
1 1 1 1 1
S i 7 R IR BT
und fiir n— oo

1 1 1
l= — _— - X
1.2+2-3+3.4+
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2. Auf dhnliche Art sollen die folgenden Gleichungen bewiesen
werden :
1 1 1 1 1
x®  ad4n ;c—(x+l)+ (x+1) (x42) +”"+(a:+n—-l) (x4n)’
| 1 1 1
et @r et e e T
3. Mittelst der identischen Gleichung

1
(x4m)(x4+m=+1) (x+m=+2)
1 1
(@4m)@tm+1) (@+m+1) (x+m+2)

erhiilt man

1
;(x+u GERGEFDE
. :
QT e L T T
1 .
+(:c+n—l) (4n) (x4n+1)’
1 1

22 (x4 1)= x (x41) (z+2)

1 1
Ternerern T et
4. Betzt man in der identischen Gleichung

1 § ~ib wif 5
' z—1 2*—1 z4]

der Reihe nach z—a, 2%, a*, 2*,....2*" ™", multiplicirt die entstehen-

den Gleichungen der Reihe nach mit 1, 2, 4, 8,,...27—1 und schreibt
kurz p fiir 27—, so erhiilt man durch Addition

1 2p
s | a:'*f’-—-l
1 2
S oo P

Tt 1 :n‘+1
Fiir #= oo wird hieraus unter der Bedingung x>1

B -
il

a:P+l

1 1 2
x—1 .1:_+_l+a:"+1
fiir x < 1 divergirt die Reihe,

4
+x..+1+a
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5. Setzt man in der obigen identischen Gleichung der Reihe nach

1 1 i
T ¥ q . . o g : :
z=a ,a& ,a ,...x¢7, wo g=2" ist, so erhilt man auf &hnliche Weise

1

1
9(-'1?}‘5— l) ot
1

1 1 1 1
=L T +1. I 3 +""+T,"“n__"
x 41 x 41 x 41 at41
und fiir #= oo, falls & von der Einheit verschieden ist,
F i
lea ax—1
1 1 1
:.5.#%——+,;~. P +4- : b LR
a 41 a4 L

6. Mit Hiilfe der goniometrischen Formel
yeolu—col2u=§tanu
|
erhiilt man fir u=ja, o, fa, ... i und fiir 27 =y
1 tx ('ut:r—ltvrw+'ln‘c+'ta a:+ +1£ E
qwq =4tan —+Jen—+ftan ... ’1“”'1’
woraus fiir n— oo folgt

1 x x @
— —cota=)tan — tun — 4 Lign — 4 -+
P plan ot hlan T+

7. Die Summenformel fiir die geometrische Progression, nimlich
n
ll.:-r =1+‘c+x2+a’,‘3+-u+-‘1’:u—l
—_l
giebt bei unendlich wachsenden »

l_ﬁ1+.£+xz+a,s+....

1—x
—1<Za-7 4,
fiir alle der zuletzt angegebenen Bedingung nicht geniigenden a diver-
girt die Reihe.

8. Multiplicirt man die vorhergehende Summenformel mit « und
differenzirt das Product, so éntsteht

l—(""|EI1)_-"':.;:;"'"“"4_I = 1422433 +423 ... ngn—1

.
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und bei unendlich wachsenden »*)
1 o 5 .
(—-l _95)--1,_1+2x+.5x d+axt4 ...
—1< <41,

9. Multiplicirt man die vorhergehende Summe der endlichen
Reihe mit & und differenzirt, so erhiilt man

=14dx+49a 4162 . ... fntan 1

(llj—,:)a =144a+4922+ 162+ ....

—1l<"a<<+I.

Auf dhnliche Weise kann man viele #hnliche Reihensummen ab-
leiten.

und fiir n—= oo

10. Es bedeute U die unbekannte Summe der aus n Termen be-
stehenden Reihe s
U=1+4acosO+4acos20+ 2 cos3l4...... +an—"cos(n—1) f;
um U zu finden, multiplicire man beiderseits mit
1—2.xcos 4 a2
und beachte rechter Hand die Gleichung
2c0sk 0 cosO=cos (k—1)04cos(k41)0,
dann erhiilt man nach gehtriger Hebung
(1—2xcosO4a*) U=1—xcost —amcosn O+ "+ cos(n—1)0.
Hieraus ergiebt sich U und es ist also
1—acosfl— amcosn€) 4+ cos (n—;l)ﬂ
1—2axcosl 4.2
=14z cosO+atcos204-a*cos30+ ... +a"—'eos(n—1)0.

Durch Uebergang zur Grenze fiir unendlich wachsende # wird hieraus

*) Zur Ermittelung des Grenzwerthes von 4 (n) kann man sich hier
und in mehreren spiiteren Fiillen des Satzes bedienen, dass ®(n) gegen
die Null convergirt oder unendlich wiichst, je nachdem der absolute Werth
""5;(':)1) weniger oder mehr als die Einheit betrigt. (Compend.
d. h. Anal. 8.208.) Ist der letztere Grenzwerth ==1, so muss eine beson-
dere Untersuchung iiber Zim 1 (n) vorgenommen werden,

von Lim
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ﬁ{z;:?;z‘g-%s?:‘+""°'"”9+x"ﬂ'°”9+r‘rrus36+-~-
1L ael+1.
Eine Folge hiervon ist die Gleichung
1—a? . o l Nl B eoe
I;-Tz:‘o—vﬂgé_l-}-z(.rcwﬂ-{-& LU.\86+A1 11536-}--..)
j—l<x<+l.

11. Behandelt man auf ganz sihnliche Weise die Gleichung
V=xsinO4a?sin20 +a®sin3 0+ ... 4 a"—="sin (n—1)0,

s0 erhilt man zwitichst

(1—2acos 4 a2%) V=1 sin 0 — a2 sinn 0 4 am =+ sin (n—1)0,
mithin

asinfl —ansinnf4an+1sin(n—1)0
1—_2zcosf+a*
=asinl+atsin204a2sin30 4 ... 42" —Vsin (n — 1)6.

Tiir n=co giebt dies

asinf)
1—2acos 4 a?

:xsinﬂ-{-x"sin'l6+:L“sa'ia3ﬂ+
bl 1,

wo beiderseits a gehoben werden kann.

12, Wir kniipfen hieran einige Bemerkungen iiber die gebrochene

Function
1

1—2az 48z
Setzt man zur Abkiirzung
a=a+ VY a'—B, b:a—]/c;‘_-—_[_i,
wobei aber «®~> f sein muss, wenn « und b reell bleiben sollen, so ist
a+b=2a, ab=f, mithin )
1 1 1 ; a b

I_Tzrﬁ_;’- =[__(E-|ZL)Z-T-W=Z'_"5 l—az 1—bz("

Im Fall nun die absoluten Werthe von @z und bz echte Briiche sind,
kann rechter Hand die Formel

1 2
_1__xm1+i+x +x3+....
<L+
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sowohl fiir w=eaz, als fiir =0,z angewendet werden; hierdurch ent-
steht ein Resultat von der Form
1
1_2az+ B2

und zwar ist

=14C 2+ G2 Cyzl ooree :

(= () ) (e )
T 2/ e—F
Zur weiteren Entwickelung des Zihlers lidsst sich der binomische Sata
fiir ganze positive Exponenten benutzen, wodurch entsteht

Ca= (14 1), @ (1 1) 0%~ 2 (@ — B) + (1 +1)s = 4 (¢ — B’
- + (1 Dy =0 (e — Y e

C,=2a, Cz=4l12'—ﬁ‘ Ca=8a‘_.4gﬁ’....

also

Unter der Bedingung, dass gleichzeitig

>, [(a+pa—B):]'<1 und [(«—py«@®—B): t<1
ist, gilt also die Gleichung
1

e b i (T L G U R

Die vorigen Schliisse verlieren ihre Anwendbarkeit, wenn o’ < §
ist, mithin « und » imaginéir werden. Da in diesem Falle § positiv

und ' > « sein muss, so kann man
——=—=cos@,
VB
setzen und es wird dann
s 1 1
1—2ez4f22 ~ 1—2xcosO4a*
Hier lisst sich unter der Bedingung a®< | die letzte Formel in No. 11
anwenden, wodurch entsteht
1 o 1
1—2az4f2*  sinf)
=140 z2402"+C32° 4.0
Der Werth von €, ist
sin(n41)0 _;
Cn= ( + ) "/ﬁﬂ

sinf)

sin 0 axsin204a2sin3 0+ a®sina+ ...
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oder nach einer bekannten Formel (Compend. d. h. Anal., §. 7, No.15)
Co=VB"} (n41), cos" O — (n41), cos"—20 sin
+(n41)5c05" =40 sin' 0 — ool f;
durch Substitution der Werthe

ol — e . b= Vﬁ__a’
wird hieraus

=41, —(n41)se"~2(f —a)+(n+1),0"*(f —?)’
— (1) =S (- wf

Unter den Bedingungen, dass gleichzeitig

1
ﬂe<ﬁ<+:2.
ist, gilt also die Gleichung
1 " ,
———— 2az — z 8l ¢ 3 ="
1 —2az4f2* I+2az+ (46" —f)2"+ (8o’ aaf) 2+

Die Coefficienten von z, 2?, 2° etc. sind hier dieselben wie friiher,
die Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Gleichung sind aber andere.

Wire endlich f=«¢*, so wiirde man fiir ¢z==a auf die in No. 8
entwickelte Summenformel zuriickkommen.

§. 36.
Die Convergenz und Divergenz der Reihen.

Wenn eine gegebene unendliche Reihe nur positive Terme ent-
hiilt, so dienen folgende Siitze zur Beurtheilung ihrer Conrvergenz oder
Divergenz.

a) Die Reihe convergirt, sobald von einer bestimmten Stelle an
ihre Terme kleiner sind als die gleichstelligen Terme einer anderen
als convergent bekannten Reihe; sie divergirt wenn dagegen ihre
Terme grosser sind als die entsprechenden Terme einer bekannten
divergirenden Reihe.

4) Die Reihe

% SO S8 ST EEEE
convergirt oder divergirt, je nachdem
7 i .

weniger oder mehr als die Einheit betriigt.
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¢) Im Fall der genannte Grenzwerth =1 ist, giebt das vorige
Kennzeichen keine Entscheidung; man untersuche dann

o]

je nachdem dieser Grenzwerth mehr oder weniger als die Einheit aus-
macht, convergirt oder divergirt die Reihe.
d) Sehr hiiufig lisst sich mit Vortheil der Satz anwenden, dass
die Reihen
T ST ST T ST SRR

w42y 4u,4-8ug 16 w54 -+ -

gleichzeitig convergiren uud divergiren, wie aus folgenden Schliissen
hervorgeht. Wegen u, >wu, >u,... ist

2uy <ty + uy < 2,

Qug <uy + oo Fu; < Auy,

Bu g <ty -+ Fuy < Buy,

mithin durch Addition und allseitige Hinzufiigung von u,
Loy — w5 (u, 20+ 40, +Su+---2)
<y Fu,tu, 44 <L
iy 20, Bug 416104 0v v

diese Ungleichung liefert sofort den Beweis, dass die Reihe u, 41,
+uy,+ ete. convergirt oder divergirt, je nachdem die Reibe u, +2u,
+ 41,4 etc. convergent oder divergent ist.

Wenn eine Reihe aus Termen mit alternirenden Vorzeichen be-
steht, mithin unter der Form ‘

Uy — ity =ty — g e nns )

enthalten ist, so convergirt sie immer, sobald von einer bestimmten
Stelle an jeder Term grisser als der niichste und zugleich Lim u, =0 ist.

und

Beispiele,
1. Die Reihe
420432 442"+ 0n
convergirt fiir <1 und divergirt in jedem anderen Falle.
2. Die Reihe
r =zt a2 ot
Trytg gt
convergirt fiir #* <1 und divergirt fiir 2°>>1. Im Falle 22=1 ist zu
unterscheiden, ob x=—1 oder =41 ist. Fiir e=—1 convergirt
die Reibe, fir =<1 fithven folgende Schliisse zur Entscheidung.
Die Ungleichungen
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h h
a—+~;;<1(rt+k)_la, ?>I(a+h)—la
geben, wenn in der ersten =1, a=2z2—1, in der zweiten k=1, a=z:
gesetzt wird,

!(z+l)_lz<—:—<!zm!(z—1)
mithin fiir z=2,3,...» und Addition nebst Hinzufiigung der Einheit
1
-2+ D) <3+ bt — <D

daraus erhellt unmittelbar die Divergenz der Reihe.
3. Die Reihe
x ot
Hatiat

xd

1.2.3

convergirt fiir jedes endliche x. Wenn @ nicht eine kleine Zahl ist,
so wachsen anfangs die Terme (wovon schon @ =5 ein Beispiel giebt),
es lisst sich aber auf folgende Weise die Stelle im Voraus bestimmen,
von welcher ab die Reihe schneller convergirt als eine geometrische
Progression.

‘Wendet man den Satz
fa+i)—f(@D=hf (a+8h), 0 81
auf die Function /(@)= (2 an, so erhilt man
(a40)i(ath)—ala=h[141(a4d])]
und fiir die extremen Werthe 8=0 und 8=1
(a+h)l(adh) —ala>h[1414],
(a+2) (1) —ala< h[141(a+h)]. e
In der ersten Ungleichung setze man =1, «a=z, in der zweiten =1,
a=z—1, es wird dann
e (=0l —1)—1< e < (: 4+ 1)I(z41)—2lz—1.
Durch Addition aller fiir z=2,3,4,...n hieraus entstehenden Unglei-
chungen folgt

nin—(n—1)<I(2.3...n)< (n+1)l(n4+1)—2(2—(n—1)

oder
nn ) (n_l_,l)n_p-:
P | =23 ng e
mithin
z" 1 fex\"
e (L

Bezeichnet & die ganze Zahl, welche niichstgrisser als ex ist, so wird
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ok k41 ok+3

1. é_;.(k+1)+i2...(k+§)+

LI (a0 et

und hier convergirt die eingeklammerte Reihe stiirker als eine geome-

trische Progression, die¢ nach Potenzen des echten Bruches %B fort-

schreitet.
4. Die Reihe

1 1.3 1.3.5
14+ 5.2 o ¥ 2-|- 3” kLR
convergirt fiir <1 und divergirt fiir * > 1. Im Falle z=-1 diver-
girt sie (nach ¢), im Falle =—1 convergirt sic, wie man mittelst
des Satzes

BB+ (B+2)...(Btn—1)_

Ao e e A\ il B

a(u+1)(a+2) (etn—1)
leicht finden wird.
5. Die Reihe
1 rig 2t  1.36 o
1+ _+34 2+246 3
convergirt fiir @* <1 und divergirt fiir 2® >1.

G. Die Reihe

+

z o o
et
convergirt fiir * =1 und divergirt fiir a* > 1.

7. Die allgemeinere Reihe

convergirt (bei jedem p) fiir *>>1 und divergirt fiir 2*<C1. Im
Falle x=—1 convergirt sie, sobald wu eine positive Grosse ist. Im

Falle #—=-1 erhalt mgn (nach ) fir %-:a

1 1 (l+l§)”—-l_ )
s (1= 2= ot CEF

die Reihe
1 1 1
« Wttt
convergirt also fiir u>>1 und divergirt fiir p<Z1. Ist u=1, so
kommt man auf das zweite Beispiel zuriick. '



208 Unendlmhe Reihen.

Zu den letzteren, fiir #=+1 geltenden Resultaten gelangt man
auch mittelst des unter d) erwiihnten Satzes.

8. Die Reihe
a® a® a*
augn T geig Taugg 7000

convergirt fiir r*<C 1 und divergirt fiir #*>>1. Im Falle z—=_1
convergirt sie bei allen positiven wu; ist =41, so zeigt der Satz d)
(fir #,=0), dass die Reihe nur unter der Bedingung u>>1 con-
vergirt. ’

9., Um die Convergenz oder Divergenz der Reihe
@ * x?
D THA+HD S HO+H T+

zu entscheiden, benutze man die Ungleichung

‘+, & I(a-l-k)—-la<—

fir a=1, h= —:—-; man findet dann, dass die Reihe fiir * <1 conver-
girt und im Gegenfulle divergirt.
Geht man (fiir #=1) von den Logarithmen zu den Zahlen zuriick,
so ergiebt sich der bemerkenswerthe Satz, dass das unendliche Product
- 1 i 3
(4D 0+D 0+
gegen einen endlichen Grenzwerth convergirt.
10. Zur Abkiirzung sei
1
Sp=1+ é+§‘++*n—
und gegeben die Reihe

ls, 25 3&';
Fir <1 convergirt dieselbe, fiir x*>1 divergirt sie. Im Falle

o=—1 ist gleichfalls Convergenz vorhanden; im Falle x =41 wende
man den Satz d) an und beachte die Ungleichungen
Sy=1+ l!< 2,

Sq==Sytg+F <5 +§<3
sp=38+4+---+5<s8+5 <4,

es ergiebt sich dann, dass die Reihe

st

Lsy
divergent ist.
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11. Die Reihe
e xde— N e at4 ...,
worin s, dieselbe Bedeutung hat wie in No. 10), convergirt fiir °<1
und divergirt fiir @* >>1. Wegen Lims,= oo ist auch im Falle e=—1
Convergenz vorhanden. Fiir =1 zeigt die Anwendung der in
No. 2) bewiesencn Relation
1—24+1(n41)<s, <I+In,
dass die Reihe divergirt.
12. Um die Reihe
O CE S VT B L CE T
1+'u (" Jl-’]-—%ui ].-I-l ‘
zu untersuchen, bemerke man zuniichst, dass w keine ganze negative
Zahl sein darf, weil sonst ein Term unendlich werden wiirde. Schliesst

man im Folgenden die Fille u— 1, —2, —3 etc. aus, so ist ferner
Ungy  wl(m2) (a4 14+u) —(e+ 1){(n+1) ;z:
i gl 1)+l (n4p)—(u+1)1n !

wobei sich der Grenzwerth des Bruches mittelst des Satzes

l(n+h)—[n+

finden lisst; man erhilt

+{M 0< 91

Wiy
Limn ot S
u,

'

mithin convergirt oder divergirt die Reibe, je nachdem 2?< | oder
r*>>1ist. Fiir £=—1 convergirt die Reihe, Der Fall =41 er-
ledigt sich, wenn man die Gleichung

[=(O)+4f (9h), 081
/ (14 A)H
;1+h}f
anwendet und nachher iz=% setzt; die Reihe
u w
a+D ’+ +3) }+,;(1+3'-) e

147 I+hu I+gu
erhiilt dann die Form

auf die Function

| =ut1+8)—1(1+un)

@ 1 '92

*‘("")%t‘iiﬁs)(rﬂﬂ) (2+8:) @+ 0 8y)

Lig
I, B
(34+8,) 3+udy) i
aus welcher ihre Convergenz leicht zu ersehen ist,
Schlomileh, Uebungsbuch, 14
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Hieran kniipft sich die bemerkenswerthe Folgerung, dass das un-

endliche Product

Q+P* a4+ g)*“ (+3)*

1+3e " 1+4 I+4p 7
gegen einen bestimmten endhchen Grenzwerth convergirt, welcher
selbstverstindlich eine gewisse Function von w sein muss; dieselbe
wird nicht selten mit [1(u) bezeichnet. Hiernach ist fiir unendlich
wachsende n

1 \*
(l-l- )‘u.("f'%)'“m (]i'f__l)_ =1I1(w)
I4+4p  144p 1+ 1 M

n—1

oder nach gehtriger Hebung
1 2 n—1
‘ Ml —
wt1 pt2 M+ﬂ—1nt 1@,

1 2 3 n - 11 (I"')
Lim % w p—l—l ‘u+2 --;_lj!':i?d‘u' '%: '—lu- .
Die rechts stehende Function pflegt man /"(u) zu nennen. Bei gan-
zen positiven w sind ihre Werthe leicht zu finden, nimlich I'(1)=1,
I'(2)=1, I'(3)=1.2 und iiberhaupt
I'(p)=1.2.3...(p—1).
Zufolge der Definition von I'(u) kann man setzen
i. 2 = n“—“——rr(“)
o outl ptn—1 1+o’
wo ¢ zwar nicht genauner bekannt ist, jedenfalls aber bei unendlich
wachsenden n gegen die Null convergiren muss. Hiernach ergiebt
sich die oft brauchbare Gleichung
plat1) (e42)...(udn—1) pit=4
T 1i8.Bianens n =L )1“( w)
Um eine Anwendung derselben zu zeigen, leiten wir aus der vor-
stehenden Gleichung die folgende ab
b(b+1)(b42)...(b4n—1) 14y, F(r‘) 1
c(e+1)(e+2)(c+n—1)" 149 P(b) ne—>o’
welche sofort erkennen lisst, dass
- b(h+1)(b+2)...(b4+n—1)
) c(e+1)(e+2)...(c+n~—1)
=%, =1 oder =0 ist, je nachdem & mehr, eben so viel oder weniger
als ¢ betriigt,

Lim :

mithin auch
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13. Die Reihe
B o, B(B+1) @, B(B+1) (B+2) =*
¢ MHrewt s Wt 1as et
convergirt fiir x*<Z 1 und divergirt fiir *>>1. Die Fiille z=—1 und
wx=+1 erledigen sich durch Anwendung des vorigen Satzes, zufolge
dessen die Reihe folgendermaassen geschrieben werden kann

1+, 1+0 , 149, 4 %
+F(5) e e i SR e
man ersieht hieraus, dass im Falle #=--1 nur fiir e—f>>—1 und im

Falle =41 nur fiir ¢ — >0 Convergenz vorhanden ist.

14. Die Reihe
a.b a(a.r—l—l) b(b—}—l)
1+ oy 1.2 c(r—l—l)
r;((:-kl)(qi—_i)_i(b-[—l)(b _)_ .
1.2.3.c(e+1)(c+2) e

convergirt fiir #*< 1 und divergirt fiir #* >1. Giebt man der Reihe
die Form

] I'(e) (l-{-’(‘i‘)r.l"+(l+ﬁ)$+(1+(j)$3

+[v(”) Iﬁ(b) je—a—b+1 T ge—a—i41 T ge—a—bf1 e
wo &, §,, d; ete. echte Briiche sind und Lim d, =0 ist, so folgt, dass
die Reihe fiir #=—1 nur unter der Bedingung ¢—a«—6>>_—_1, und
fiir # =+ 1 nur unter der Bedingung ¢—a— 67> 0 convergirt.

8. 31.

Summirung einiger Potenzenreihen,

Tiir das Folgende sind einige Sitze néthig, welche wir zundichst
vorausschicken.
@) Die unendliche Potenzenreihe
ayta, @+ aytfazxdta.an e

convergirt unbedingt, wenn der absolute Werth von

L mz( B )
Uy
weniger als die Einheit betriigt; setzt man zur Abkiirzung

Lim

[
Uy =k
so lisst sich die vorige Bedingung kiirzer ausdriicken durch die Un-
gleichung
— A<l <+ oder 2° <L A%

14#
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Unter derselben Bedingung convergirt auch die Reihe
la,+2a,x4-3a, 28 +4u,a 4 oonv
wie man durch Untersuchung von Lim ui”"'—‘ findet.
n
b) Die Summen der vorigen Reihen mogen [ (2) und ¢ ()
heissen , nimlich
[(@)=mHa x4 a2+ a2+,
p(@)=10,420,x+3a,2°+ -5
man kennt diese Summen zwar nicht, weiss aber wenigstens, dass
beide so lange endliche Werthe haben, als x*<4* bleibt. Vermehrt
man ® um eine kleine positive Grisse ¢ von der Beschaffenheit, dass
auch (x+40)*<CA? ist, und vermindert man andererseits  um & unter
Festhaltung der Bedingung (r—¢)*< 4*, so hat man durch Subtrac-
tion der entsprechenden Gleichungen

flz4d)—f(z— )

_ od—(@—e) | (@48~ (@)
=(d+¢) ! a i +a, e
(@) —(z—e) |
g, 5 e W B ’
Hier lisst sich auf alle rechts stehenden Quotienten der Satz
mem—l< E’;Ezm<m,gm—l, a< B

filr e=x —¢, f=a+4J anwenden; dies gicbt unter der Voraussetzung,
dass a,, ay, ... und & positiv sind

(04e)}layF2a (@ —e)F3a,(z - &) 400}
<[ @)~ f(@—)<
(04e) 1oy +2a (x4 0)+8ay (x40) 4 --..} N

0+ p(x— £)<f(;r+|5)-—[(;z'—‘ )< (04 (x+9).
Bei verschwindenden & und ¢ folgt hieraus, weil @ (a) einen endlichen
Werth hat,
Lim [ f(x49)— [ —&)]=0;
die Summe einer nur positive Terme enthaltenden Potenzenreihe ist
hiernach eine stetige Funetion der Variabelen a.

Kommen positive und negative Terme vor, so lassen sich alle
positiven Terme fiir sich, und ebenso alle negativen Terme fiir sich
zusammenziehen und die Summe [ (x) erhilt dann die Form f(x)
=f,(x)—fz(x). Hier sind /;(x) und f,(x) einzeln genommen stetige
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Functionen von a, ihre Differenz f(x) findert sich daher gleichfalls
continuirlich, Es gilt daher der Satz, dass die Summe jeder Potenzen-
reihe innerhalb des Convergenzintervalles eine stetige Function der
betreffenden Variabelen ist.

¢) Aus der letzten Ungleichung folgt filr e=0

o)< EFIN=LE) 0y g)
und durch Uebergang zur Grenze fiir verschwindende §
[ @)=mp ().

Besteht demnach eine Potenzenreihe aus positiven Termen, so ist der
Differentialquotient ihrer Summe gleich der Summe von den Differen-
tialquotienten ihrer einzelnen Summanden. Mittelst der vorhin be-
nutzten Zerlegung von f(x) in f, () —fa () lisst sich dieser Satz auf
beliebige Potenzenreihen ausdehnen. '

d) Wenn zwei Functionen F(x) und f(2) gleiche Differential-
quotienten haben [#'(x)=/ (x)], so lisst sich auf folgende Weise eine
Eigenschaft dieser Functionen entdecken. Es sei v (2) die Differenz
beider Functionen, d. h.

W (2)=F(2)— f(a);

Y (@)= F"(2)— f () =0.
Unter der Voraussetzung, *dass F(x) und f (x) innerhalb irgend eines
Intervalles stetig bleiben, ist auch v («) eine continuirliche Function
von x, dasselbe gilt von 9 (x) =0, Mittelst des Satzes
P (ad-h)—w(a)=hy (ad+0h), 0<8<1
ergiebt sich nun, wenn a und «+#% innerhalb des Continuitiitsinter-
valles liegen ,

man hat dann

W (a4h) —p(a)=0,
woraus hervorgeht, dass 1 (x) einen constanten Werth hat. Zweistetige
Functionen, welche gleiche Differentialquotienten besitzen, kinnen
daher nur um eine Constante differiren.

Aufgabe 1. Man sucht die Summe der Reihe
let+iatHdat ot ...
welche fiir *<C 1 convergirt.

Bezeichnet man die Summe der Reihe mit F(x), so hat man

F’ (@)=14a4a4a’+ ...,
. 'y
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Schreibt man statt dieser Gleichung die folgende

m( L )
] _l—t:

Floj=—gz

so ergiebt sich nach dem Satze ()
F(x) -1 (lt]_m_'):(‘“”'“"

oder vermdge der Bedeutung von F (x)
1
e+ it fat4 o=l (l-_:)-l- Const.

Die Constante bestimmt sich dadurch, dass man dem x irgend einen
speciellen zwischen — 1 und 41 liegenden Werth ertheilt; am besten
eignet sich hierzu der Werth & =0, mittelst dessen man findet Const,
=0, also

1
l(] k—y):{x{-%x*-{-érg’-}-..
21,

Setzt man einmal x=-y, das andere Mal x=—y, so giebt die
Differenz beider Gleichungen

l(%y)’“"”{-'ry-i-éy”—f—ggﬁ-q-....)
! ¥ <.

Hieraus lassen sich noch folgende Formeln herleiten

le=J1[1(z41)+1(z—1)]

+ 2 z’l_ 1+% (2 221_1)3'*';’ (2::21“ 1)a+“"

=1
lz42)=2[l(z41) —iz_l]+l z2—2)

{z TPl ) ( —32)+ "%’

z >2,

Aufgabe 2. Man sucht die Summe der immer convergirenden
Reihe

x a2
Sl WU v
Bezeichnet man die gesuchte'Summe durch @ (x), so erhilt man
@ ()= B(z),
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woflir geschrieben werden kann
' did (x) dz)

dx ~ da

Daraus folgt _
Id(x)—ax=c oder @(x)=ec+=
d. i

T4 S et

Fiir =0 ergiebt sich e°=1, mithin
TR att
Aufgabe 3. Man sucht die Summe dex Reihe
1 gyt ( Boag o) . .

1.2.8 '
welche fiir 2* <1 converglrt.
Bezeichnet man mit @ (x) die gesuchte Summe, so findet man
(142) @ (2)=u D (),
wofiir geschrieben werden kann
did(x)  d[uwl(1+2)]
dx da

x®

123+

Hieraus folgt

IP(x) —wi(14x)=c oder ®(x)=e’(1+a)",
mithin

) 1 w—1)(e—2
1+‘ _l_.w(sl'«z ). gn. ln 13(3 ) ot ..
=t (14a)"

Fitr =0 ergiebt sich e° 1¥=1 also wenn (14)* im absoluten Sinne
genommen und demgemiiss 1#=1 gesetzt wird , e*=1 und

(+zp=14L r+#(u 1) g_l_#(wlle)(;-—z) o
a:’<1.

Aufgabe 4. Man sucht dic Summen # und » der folgenden,
immer convergirenden Reihen

x x! b
u=]_ — ..
1.2+1.2.3.4 1.2..6+ ’
x Fr g a®
= —— -+ —_——a

1 1.2.3 1.2.3.4.5
Quadrirt man die erste Gleichung, so entsteht ein Resultat von fol-
gender Form
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k. a4 s
W=1— —2a'+ ot —

: pbadiane
1.2 1...4 1...6 + :

und darin ist

ﬂ(n—I)+n(n_l)(n_“e)(‘n_.sj_“

1.2 1.2.3:4 o

p=1—

oder nach der kurzen Bezeichnung der Binomialcoefficienten
an=(n)g— (Mt (n)s— (0)g+----
Auf gleiche Weise erhiilt man

. by by by

V=—u_ x!
1.2 I +l...ﬁ

ba=(n), —(n)s+ (n)s—----

Aus den Formeln fiir #* und »* folgt

und darin ist

by ,, a4--b, g — b
x4 - x :
1.2 + 1...4 1...6

w4t =| =

aff...- ;
darin ist aber

@p—bp=(n)g—(n), +(n)e — (n)s+-++- =0,
mithin bleibt
w4rt=1,
wofiir man auch schreiben kann

v=p1_u, u=p1_r

Differenzirt man ferner die urspriinglichen Gleichungen fiir n und
v, so hat man

24 — ]/1 10
dz VT
dv

d—x=+u=+}/1—92|

oder in anderer Form
darccosu  d(x)

da da’
darc sinu __ d(x)
de ~ dx’

Die erste Gleichung liefert arc cosu — r=a oder u=cos (x4 «), mithin
& at
TL.2° T.2:3.4
fiir =0 wird hieraus co$e==1, mithin «=2/kx, wo k eine positive
oder negative ganze Zahl bedeutet, also durch Substitution dieses
Werthes‘f - ' ‘

coee=cos(x+a);
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3;! . x4 xﬂ
o=l -t izsa el
Auf analoge Weise erhiilt man »==sin (x4 ) und schliesslich
sin x-——-—w—_. & ——xa—
1 1.2.3  1.2..5
Aufgabe 5, Man sucht die Summe der folgenden, fiir a*<1
convergirenden Reihe
jo—jattlato jalt o
Wird die Summe der Reihe mit F(a) bezeichnet, so ergiebt sich
1

1422’

F'(2)=1—a’+a'—2°4..

oder
d F('c) darclan x

dax dzx

und hieraus folgt
F(x)=arctanx+c.

Nach Substitution dieses Werthes kann die Constante mittelst der
Specialisirung 2=0 bestimmt werden und es ist dann
arclanaz=+4x — a4 ta® —La"4 ...
xt< 1,
Aufgabe 6. Man sucht die Summe der folgenden, fiir z*< |
convergirenden Reihe
1.3 &  1.3.56 &

_+_ 5.5 T2a6 71T
Bezeichnet F (z) die Summe, so ist
1.3 1.3.5
= — 4 e e 6 sene
POy =1 m+2 "Lk S TN i o
d.i
Fiz)= —
(v)= 1/1—:13’
oder

dF (x)  darcsinx
T e
Hierans folgt
F(x)=aresinx+Const.
und nach Bestimmung der Constanten ergiebt sich

1.3 @
= L

, @
arcsinie=—— —
’ 1 = 2" 2.4° 5

a:’< 1.
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8. 38.

Reihenentwickelungen mit Beachtung des Restes.

Wenn man nicht im Voraus weiss, ob und unter welchen Bedin-
gungen eine Function f (&) in eine Polenzenreihe verwandelbar ist,
so wiire es eine villig ungerechtfertigte Hypothese,

[ (@)=t @+ @t oo
setzen zu wollen; jedenfalls aber darf man eine Gleichung von folgen-
der Form aufstellen
flo)=a,4a, T+ a2+ ...t a, 2"+ R, -

wo R eine unbekannte Function von x ist, denn es sagt diese Glei-
chung nichts weiter, als dass der Unterschied zwischen f(z) und der
Reihe eine gewisse Function von @ sein wird. Wie man durch pas-
sende Rechnungsoperationen ag,«,,... e, und R, den sogenannten Rest
der Reihe, bestimmen kann, mégen die folgenden Aufgaben zeigen.

Aufgabe 1. Es sei

l(l i?)=a' $+“2xe+ L8 +H‘umn+Rv

8o ergiebt sich durch Differentiation

1 : dR
1_—1::]ﬂ|+201$+'---+ﬂﬂn:ﬂ"-l+d—‘£.

Diese Gleichung wird identisch mit der bekannten Gleichung

1

et & R

wenn die Coefficienten «,, ... a, folgende Werthe erhalten

i =
ay=1, Ay=2% ...0,= =

und wenn iiberdies
dR an

dx "l<az

ist. Um hervorzuheben, dass R von x abhiingt, setze man R=g (),

also
a;'l'l

¢ (2)=

weil ferner ¢ (@) und @' (a) stetige Functionen von x sind, wenn
&< 1 bleibt, so lisst sich der Satz

¢(2)=p(0)+zg (82), 081

)
=
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anwenden , wodurch man erhilt

g B2
L‘p(.t)—.’b‘ =

Nach diesen cherkungen hat man
=T+ +-+—+
a1,

Bei unendlich wachsenden » hat " nur dann die Null zur Grenze,
wenn a zwischen —1 und -+ 1 liegt; es ist daher

()= 2+ S+ 2+
-1z <+1.
Aufgabe 2. Von der Gleichung
ef=14urta,a*F.cciFa, "+ R

ausgehend, erhiilt man durch Differentiation

ﬁnxn+1
l—dx’

lwa

dl\’
e?=la,4+2aq,v+3a,2"+ s Fna,. "—1+T—
i x
diese Gleichung wird mit der vorigen identisch, wenn erstens
lay=1, 22wy=a,, 3ag—=ay,. . na,=dan_1,
d. h,
=1, a -y y= ! ap= 1
T TR YT Ees™ ™ Lo

und wenn ausserdem
dR
dx =a, 2"+ R

ist. Um die letztere Bedingung zu vereinfachen, setzen wir

) R=e"y(z);
es wird dann

W (T)=apa" e—T=

mithin wegen ¢ (2) = (0)+z vy’ (8z)
T == |

w(:r)—&——m e—dr;
1.2...n

hieraus ergiebt sich R und nachher

T r? I g gr+1
=14+ —4 —+.... -9
+ 1 +1.z+ +l.2...u+1.2...ne o,

Bei unendlich wachsenden n wird fiir jedes endliche =

i m?i
Lim

n=0,
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der Rest convergirt dann gegen die Null und damit kommt man auf
die bekannte Exponentialreihe zuriick.

Aufgabe 3. Es sei
(1+a)=14ar40,2*+ ... +a,2"+R;
differenzirt man diese Gleichung und multiplicirt nachher mit 14,
so erhiilt man
p(l4a) =ta,4+(1a,+2a,) 24 (2ay+30,) 2"+ - ...
ceve - [(n—1)ap—1Fna,) "' na, x4 (1 -i-.r)::?g,
und andererseits ist direct
p(ltaf—ptpaztpaa’ 4. coodpay 2"~ '4pa,z" 4 R.
Die beiden letzten Gleichungen werden identi ch, wenn erstens
lay=u, la42a,=ua;, 2a,43ua,—ty,+es
(D) ap 1 Frag=pag—y

ist, woraus folgt

(.'1=— yeess

—1 ) (—2
y= ,u(y_“_)’ g (p—1)(e—2)
W 1.2.3
Py plp—=D@—2)...(u—[n—1]
" T.2:8.500 )

und wenn zweitens die Gleichung

dR '
na,,m"+(1-|—a:)d—$-=y,rr,,x"+pR,
oder

dR
(14=2) et R=(u—n)a,z®
stattfindet. Dieselbe vereinfacht sich mittelst der Substitution

R=(u—ma,(1+2)p(z);
sie wird niimlich
’ s wn
¢ (2)= e TE=

und hieraus folgt, wofern (14 x)* keine Unterbrechung der Continui-

tit erleidet,
. gn pn-+1

7= Greap

Diese Formel bestimmt nachher R, und wenn man a, kurz mit (u),
bezeichnet, so folgt



Unendliche Reihen. 221

(42)=14(p) o4+ (u) 2"+ - -
9 (142 2
e +(Iu)ﬂ‘r"+ (f"‘_n) (u)ﬂ (E_:—_& I))ﬂa:—l .

Im Fall z zwischen —1 und +1 liegt, -ist bei unendlich wachsenden n
Lim [(y,-—n) (p)".:l"‘"]=0;

der Rest convergirt dann gegen die Null, und damit kommt man auf

den allgemeinen binomischen Satz zuriick.

Aufgabe 4. Es sei zu entwickeln
arclanz=a, 4 a2’ + a4+ ... +ay, 12?714 R,
Durch Differentiation ergiebt sich
" =l 43ayat4du2* 4o (20— 1) ag, _ 2?24 1-13
1+2* dz’
andererseits ist identisch
_771 =
14 2*
mithin durch Vergleichung

=1—a:2+.1:‘— e ( l)n—l 2n-—2+(_1:)__:‘:,"
(=t

29n.—1 ?

=1, a=—3}, =4} . am_ 1=
dR_ (- LjFats
dr 142
Schreibt man fiir den Augenblick ¢ (z) statt R, so erhiilt man

o ()= (0) Lo (92)ma 122"

14 (‘3‘ z)?
und zusammen

) (__l)n—l o (_1 ngin p2n 1
arclan r=jr—3a’4}a*—.... 4 S rin—14 )--~k—‘r—.
Bei echt gebrochenen # und unendlich wachsenden » convergirt der
Rest gegen die Null und es entsteht die bekannte unendliche Reihe fiir

arclana,

Aufgabe b. Es sei zu entwickeln
arcsine=a, &+ ay 3 4 a,2° 4 ... F gy R,
Durch Differentiation erhilt man

1 dR
— =1 3 z? 1 20— 1 = 2n—2 el
il UL L LR LU C S R SO DL

andererseits ist nach dem binomischeu Satze fiir #* <1

1 1.3.5
=1 ﬁm"' — gt e
;/1_,«-, + + +2 4.6 il
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Beide Gleichungen werden identisch, wenn erstens
18 1.3.5...(2n—3) 1

a=1 ag==. = ——.1 . a,n_ —
1=t &=§.3, =14 ta1= =8 "3n -1’
und wenn zweitens ist

ﬂ 1.3.5. 7(&{1”_1) ' 2n41 , |
dz~ 2.4.6...(2n) ;1+2:r+2$ +§
Fir R—=o(x) folgt hleraus
_1.3.5...2n—1) .., 41 i P
?(z)= 2.4.6...(2n) ettt il s

die Summe der eingeklammerten Reihe betriigt weniger als

1
2 2 4 nd I S
14+ 8z +«9 T +----~_—1—:--192$2
und kann daher
o 3
T1_92?

gesetzt werden, wo ¢ einen nicht niiher bekannten positiven echten
Bruch bezeichnet, Nach diesen Erorterungen ist fiir 22 < 1

1.3 2°
mcsmw_—-i-— —-|-;_Ti ?_i_
+l.3..(2n__3) gin—=1 1.8 -.(2n—1) e?ma?n+t]
2,4..(2n—2)"2n—1 " 2.4...... (2n)" 1- 982 °

Bei unendlich wachsenden » convergirt der Rest gegen die Null und
es entsteht die unendliche Reihe fiir aresin .

Aufgabe 6. Es sei zu entwickeln
I(a:-{-]/l_—}_-.r—z):a,a‘-{-aa:rs-{-frs a4 vvetay,_, a2 —14R,
Durch ein ganz iihnliches Verfahren wie in No. 5 findet man

B T 1 at 1.3 :

AT L n—]l 3 .(2"—3) r2n—1
I o (2n—2) 2n—1
(—1)n7(”(2n) 92n g2nb1 (1 —cat),

wobei 2°<” 1 sein muss, & und ¢ positive echte Briiche bedeuten, Bei

unendlich wachsenden n wird
1 1.3 z*

1(1 +’/|+.C —T— rh ‘;""m.?—----,

o <1;
diese Gleichung gilt auch noch im Falle 2*=1,
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§. 39.

Die Sitze von Taylor und Mac Launrin.

Im vorigen Paragraphen wurden die Reihen fir 1(1—z), e ete,
mittelst specieller Eigenschaften dieser Functionen entwickelt, jene
Reihen kénnen aber auch aus einer gemeinsamen Quelle abgeleitet
werden, niimlich aus den Siifzen von Taylor und Mac Laurin, Hierbei
macht sich eine Untersuchung des Restes néthig, und fiir diese ist die
Bemerkung von Werth, dass der Rest unter unendlich vielen verschie-
denen Formen dargestellt werden kann.

Setzt man

p@=@+ T @+ @yt

(ﬂ —1) (3«'),

worin [ (z) eine gegebene Function, ¢ (J‘) dagegen dle unbekannte
Summe der rechtsstehenden n- gliederigen Reihe bezeichnet, sohat man

p @)=+ @+ =D (4.

( b—a)*= _
“+l 2.3...(n— )/(" ),
nnd ferner unter der Voraussetzung, dass f(b), ), ®),... a=n (%)
endliche Grossen sind :
@ (B)=f(b).

Andererseits ergiebt sich durch Differentiation

?,(w)ﬁ (b )____l.) £ ().

1.2.3...(n
Wir benutzen nun folgenden Satz: wenn ¢ (2), ¢'(2), v (2), ¥ (=)
von #=a bis =14 endlich und stetig bleiben und wenn ferner v’ (z)
nnerhalb des genannten Intervalles sein Vorzeichen nicht wechselt,
so ist

M lP(“+“9[b--(r])
v()—v (@) w(atolp—a])’ T

oder

#(@=9 ()=t DT s o at-ofo—a).

Mittelst dieser Formel ergiebt sich unter Benutzung der Werthe von
¢ (@), »(&) und ¢’'(z)



224 Unendliche Reihen.

b—a (b = a) : (b a)r=1 1)
O+ @4 B @t
N P (h)— w(.r:) (Q—o)y=1(b —a)"- -
= ey il=a) " T2F 1) - (ak-9 p—a),
wobei /(x), f'(x),.../™(z), w(2) und ¥'(z) von z=a bis z=b
endlich und stetig bleiben miissen und v () eine beliebige nur an die
eine Bedingung gebundene Function ist, dass v'(«) zwischen a und b

keinen Vorzeichenwechsel erleiden darf.

Fiir b—a=h oder b=a-% ergiebt sich der Taylor'sche Satz

ko, A
f({'+'h)—Rra=f((‘)+Tf(a)+1_'_2f ("J_*_"'

fn—1 w1
. - —— e n—
+1.2.3...(n—1)f (),
worin der Rest R, durch die Gleichung
Y(at+r)—p(a) (1—o)"—'an—! )
b= Gton 1. Gon/ +dh)

bestimmt ist und zufolge der Willkiirlichkeit von ¢ (x) unendlich
viele verschiedene Formen annehmen kann. Die Wahlen ¢ (2)==
und W (2)==(a+/—z)" fiihren zu den gewohnlich in den Lehrbiichern
angegebenen Restformen.

Setzt man noch «=0, so entsteht der Satz von Mac Laurin

1)~ Rumr )4~ Qg L0 ey +1*5f’§:l'](%9)—l)”_1’
I Oy Sy

v (ok) "1.2.3...(n—1)
worin [(a), f’(:r),...fm(x}, P(z) und (J.‘) von =0 bis r=£h
stetig und endlich bleiben miissen und ' () zwischen 0 und / keinen
Vorzeichenwechsel erleiden darf. Fiir ¢ («)=2 und v (&)= (h—a)"
kommen die gewidhnlichen Restformen zum Vorschein, Nimmt man
dagegen 1 (x)=/"—1(x), so erhilt man

= yE =t~

[/tn—”(h) f"_l)(o)] 1.2.3. (n—'-l)

wo fm=1 (&) zwischen 0 und % sein Vorzeichen nicht wechseln darf.
Bemerkenswerth ist auch das Resultat der Annahme v (x)
= (h—a)"f™ (2) niimlich
IO (1—8)h fO+D(D2)

=128, 00— " n FEICH B
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nur darf hier der Ausdruck
nf0(x)—(h—x)f @+ ()
zwischen 0 und 7 keinen Vorzeichenwechsel erleiden.
Aufgabe., Man soll (144)* nach dem Satze von Mac Laurin
entwickeln.
Es ergiebt sich

(1-|-k)*“"._R,,=1+%I:.-l—‘t%llﬁ.p....

= #(!’-—1) (l“‘ [’1_2]) ’n—l
1.2.3...(n—1)
und wenn ()= (14+a)* genommen wird, so ist unter der Voraus-
setzung von A< -1

e [ARP I =—5 (n—1) 1+ 84
Nach dem bekannten Satze, dass fiir ¢*<Z1
Lim {(y,—- L)e—2).. '—(E:[H_I]-) gn—1 g-_:O
1.2...0(n=1) |

ist, findet man leicht, dass R, gegen die Null convergirt, wenn

he— & I\? i

(l +8h) =

bleibt, welche Bedingung fiir 2°< L erfiillt ist. Man erhilt so den
binomischen Satz.

Auf sihnliche Weise lassen sich die Functionen ((144), e, cosh,
sinh, aretan k in endliche Reihen verwandeln, deren Reste je nach der
‘Wahl von (&) verschiedene Formen annehmen; bei unendlich wach-
senden n ist dann zu untersuchen, unter welchen Umstinden Lim R, =0
wird,

l](u—l)(&t-2) (e —[n—1]) h—ﬁk)““

§. 40.

Reihenentwickelungen fiir znsammengesetzte Fanctionen,

I. Wenn eine Function als Summe oder Product méhrer anderer
Functionen betrachtet werden kann, von denen jede fiir sich in eine
Reihe verwandelbar ist, so erhiilt man die Entwickelung der zusammen-
gesetzten Function sehr Jeicht dadurch, dass man die Reihen fiir die
einzelnen Functionen addirt resp, multiplicirt.

Aufgabe 1. Es soll die Function

1
|tz +at+a?
in eine nach Potenzen von & fortschreitende Reihe entwickelt werden.
Schlomileh, Uehungsbuch. 15
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Beachtet man die verschiedenen Formen

1 1 [ l—x ) 1—ax
144z’ +'c‘ 14z 1420 £(1+m 1+t 11—z
£0 hat man drei verschiedene Mittel zur Entwickelung der gesuchten
Reihe , welche fiir @* <1 lautet

—1__ ot 1__ o ] 12 13
l+:r:+x“+:r~"_1 rt o' —at4f—a " -2+
Aufgabe 2. Es soll bewiesen werden, dass die Gleichung
1+ )
1—_'_?)“: z—(}+p+G+Hi+3)at—- o

fiir alle zwischen —1 und -+ 1 liegenden x gilt.

Aufgabe 3. Man soll zeigen, dass fiir jedes @ eine Entwickelung
folgender Art besteht

u.r+—-
e T=d, +A :z:+A2:c‘* Agms-q-
+ + + +
worin 4, und B, die Werthe haben
ar ab al?
A"Eﬁf.?%l+f(§+1:+ I, (ﬂ+l)(n—|—2) 1’
b ab a®b®
"=ﬁ:*l+ 1.(ﬂ+l)+ 1.2.(1e+1)(11+2)+””}

Setzt man die Summe der immer convergirenden Reihe
1+ + 2)2+(1 2 *) ““=w(")!
50 kann man der vorigen Entwwkelung folgende Gestalt verleihen
5 b N
eax-i-; =@ (ab)+ (u.‘n + E) o (ab)+ ((ﬁmﬂ_{__%) @ (ab)4-..-

II. Sehr hiufig trifft es sich, dass Betrachtungen der vorigen
Art zwar die Moglichkeit einer Reihenentwickelung zeigen, aber das
Bildungsgesetz der Coefficienten schwer erkennen lassen; in solchen
Fillen ist es gerathen, die Coefficienten einstweilen mit Buchstaben
zu bezeichnen und sie nachtriiglich durch eine oder mehrere Differen-
tiationen zu bestimmen. (Methode der unbestimmten Coefficienten.)

Aufgabe 4. Es soll der Ausdruck
e+ 1+27)
i it

in eine Potenzenreihe verwandelt werden,
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Entwickelt man (142%)~ ¥ mittelst des binomischen Satzes und

! (47314 2°) nach Aufgabe 6 in §. 38, so erhilt man durch Multi-
plication

letyita)_

Vi+x® o

2 b 6 AT
T304 et —jgat 4,

@* <1,
worin das Bildungsgesetz der Coefficienten schwer zu erkennen ist.
Man setze deshalb

x4+ 1422
Vite
multiplicire beiderseits mit Vl_-k_a?‘, differenzire und multiplicire noch-
mals mit J/142?; dies giebt
1=ut,—(Bag—2a) 0’4+ (bay—4a) &' — (70, —6a) 2+
und hieraus findet sich der Reihe nach

=0T —ay; B+ a, T — e,

2.4
a=1, wy=a8=2,; a=ad= s B
mithin
l(a:+]/|+:c) 2 mg_{_-z_.gm,‘_?.r;.tﬂm,_!_““’
Y14zt 8.5  8.6.7
m*< 1.
Aufgabe 5. Man verlangt eine Potenzenreihe fiir den Ausdruck
[t (&4 1+

Multiplicirt man die fiir (2 4 /14 ) gefundene Reihe mit sich selbst,
so entsteht ein Resultat von der Form

[ ! (.’n-{-]/ﬁ:?‘)]’:rzgxz_a‘m‘—]—(tsw'_. o0
<15
durch Differentiation kommt man auf die Reihenentwickelung der vori-
gen Aufgabe zuriick und erhiilt schliesslich
[ (z+y 1+
S_2 o 0 s 240 o
1 $"2 "36°3 gBT 4 O °
P 1,
Aufgabe 6. Durch ein iihnliches Verfahren soll folgende Glei-
chung bewiesen werden
aresin m

o T+ 2@ T
<1,
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die sich auch in nachstehender Form darstellen lisst
2 zQ 2
arclan z== f+ 1+ 3 I—|—zz+ (]+z)+ 1
22 oo,
Aufgabe 7. Es ist folgende Gleichung zu beweisen
gab B4 2% 2.4.6 o ¥
s og - LI o, Fe Sl b JEih
(arcsinx)?= + +35 3+357 4.}.
<1,

Aufgabe 8 Man sucht eine Potenzenreihe fiir den Ausdruck
2
21(7).
(S

Entwickelt man zuniichst 1/1 —a nach dem binomischen Satze und
benutzt nachher die logarithmische Reihe, so erhiilt man fiir den vor-

liegenden Ausdruck
1
2/ —
(1 = ix_gm’—.---)

=2 (Jo+ia+ ) HhGeHiat4o )
+iGrHia )4
=30+ § T+ gyt

F AT
+.g.‘a-:z;3-|—... :
sl

Diese Doppelreihe erfiillt die Bedingungen, unter welchen es erlaubt
ist, ihre Terme nach Verticalcolonnen zu ordnen; man hat daher

)=(1, rta, a2t 4.0,
o<1,

wo a=15%, a,=4%, a,= 4% ist. Durch Differentiation gelangt man
leicht zu der Gleichung

1
———=Il+1lax42a, 8"+ 3a, 2+ ...,

Vi—x
welche sich mit der Entwickelung von (1l—a)—% vergleichen lisst;
das Endresultat lautet

21(1-{-]/21_.7:

1 »
1

21(14-1;1'_;):5'

1.3 x* .3.5
tia 2+r4
wlef,

a;ﬂ
,?4.....,

mi
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oder auch .
21( 2 ) _ 1 1—=2* 1.8 (1—2%)" 1.3.56 (1-2*)
142/ 2 1 "2.a4 2 2.4.6° 3 T

0z ) 2.
Die Substitution z==ecosf) fithrt zu einer bemerkenswerthen Formel fiir
leosy 0,

Aufgabe 9. Man verlangt die Entwickelung des Ausdrucks

4 (L T—2)" 4 (- Y i—a)").

Durch Anwendung des binomischen Satzes bringt man die gegebene

Function leicht in die Form

(m)y+ (m)y (1 —2) 4 (m) (L—2 )+ (m)g (L —z)3 4o

=(m),
+(m)y— (m)ye
+(m)y—2(m)x4 (m),a®
+ (m)g—3 (m)gc 43 (m)g * — (m)sc®

und zwar gilt diese Transformation fiir jedes #, wenn m eine ganze
positive Zahl ist; bei anderen m dagegen muss  auf das Intervall 0 bis
1 beschriinkt werden, Im ersten Falle ist die obige Doppelreihe eine
endliche und darf ohne Weiteres nach Verticalcolonnen geordnet wer-
den, wodurch ein Resultat von folgender Form entsteht
41 (=)™ (= Y1)}
=yt a, x4 a, a4 .-

Im zweiten Ialle geht die Doppelreihe ins Unendliche fort und darf
nur unter der Bedingung in Verticalcolonnen umgesetzt werden, dass
die absoluten Werthe der Terme sowohl bei der einen als bei der an-
deren Anordnung convergente Reihen liefern, Diese absoluten Werthe
liefern aber, wenn die Horizontalzeilen zusammengezogen werden, die
divergente Reihe

(Mo (m)e (142 + () (1+ @)+,

o< a<ll,

mithin kann die urspriinglich gegebene Function fiir andere als ganze
positive  nicht in eine nach Potenzen von @ fortschreitende Reihe ver-
wandelt werden. Zu demselben Resultate fithrt auch die Bemerkung,
dass fiir positive echt gebrochene x

§ 1+ 1=a)"+ (- yr1—=)"}

=2—1(l—jo—hat—....)m4 1_:: (I4Fa4gat4...0)m
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gesetzt werden kann; ist m keine ganze positive Zahl, so liefert die
weitere Entwickelung der rechten Seite keine reine Potenzenreihe son-
dern ein Gremisch von ganzen positiven und anderen Potenzen des .

Differenzirt man die Gleichung
iy 1—2)"+ (- 1—=)"|
=a,ta, a+ay’Fazat4.. ..
und benutzt hierbei die Identititen

(t+y1—2)" '= El—'tﬂ;)m (1—v1-2),
(1= Y/ T=a)" = “—V'—” " (14 y/T2),

so erhélt man leicht
+y1—=)"— (1 —y1—a)"

=T T F -
=ma,+(m—2) ay x4 (m—4) g4 (m—06) ;a4 ...

Diese Gleichung multiplicire man mit 31 — «, differenzire wiederum
und mache dabei von den vorigen Identitiiten Gebrauch; dies giebt

. g a)”‘+(l—r/1 )"

=m?ay+[(m—2)a,—m (m-—-l)ao]
+[(m—a)*a,—(m —2)(m —3)a ]:1:2-{-
Der Vergleich mit der urspriinglichen Gleichung liefert die Relation
(m—2k+42)(m—2k+1) ap_,
k(m—ky " a4
und da sich aus der anfiinglichen Gleichung fiir z=0 ergiebt ¢,=2m~1,
so kinnen «,, a, ete. der Reihe nach berechnet werden.

m

ap —=—

Als Endresultat findet man die folgende Gleichung, worin die
Reihe bei geraden m mit z*™, bei ungeraden m mit ™" abzu.
brechen ist,

(1+V1—z)"' (1_;/1 z)"
=1—= i.+-m(mlg’l(T)a_”‘__(’:"_—_“)ﬁ’—_f’)( )’

17 4 1.2 1.2.3

+m(m_5)(m 6)fm—7)( ) A—

1.2.3.4
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Ferner ist nach einer der vorhergehenden Gleichungen
(14+p1—z)"— (1— ;/1__"51:)”'

™Y1
_:.L_:a ;t:+(m— 3)(171_4) )

1 4
(m 4) (m—5) (m—6) (a: 4
rt T) Eo—
Beiltiufig sei noch bemerkt, dass man sich nun auch a posteriori
von der nur auf ganze positive m beschriinkten Giiltigkeit dieser For-
meln iiberzeugen kann, So ergiebt sich z. B, aus der ersten Formel
fir m=—1

4
ST PR PN
und fiir m=

AR i B E R P

und diese Resultate sind unrichtig.

Aufgabe 10. Mittelst der gewthnlichen goniometrischen For
meln erhiilt man leicht folgende Gleichungen
cos2u= 2cos’u—1 ,
cos3u= 4cos*u—3 cos u,
cosdu= 8cos'u—8 coslu< 1,
cosbu=16cos’u—20cos*u-+ Heos u,
cos6u=32cos%u — 48 cos*u+18cos*u—1,
u. 8, W.,
aus denen hervorgeht, dass bei ganzen positiven m gesetzt werden kann
cosmu=A,cos™u_— A, cos™ " 2u+ A, cosmtu—...o,

oder kiirzer
cos(marceos x)

=A 2" — e A xm =t Ao ...
Differenzirt man diese Gleichung und multiplicirt nachher mit /1 —a?,

so findet man :
m sin (m arccosx)

—VI 2 fm A,om—1_ (m—2) dyom—24(m —4) Ayem—5 _....};
diese Gleichung differenzive man wiederum, multiplicire mit J/1_ z*
und vergleiche das Resultat mit der urspriinglichen Gleichung, man
gelangt dann zu folgender Relation

ak(m—k) dgp=(m —2k+42)(m —2k+41) Aop—2,
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welche dazu dient, um A,, 44, 4g,... durch den vorliufig unbekannt

bleibenden Coefficienten A, auszudriicken, Man findet

m Ay A___m(m-—3) 4y

1 9 T 18 2

m(m—lk—1)(m—k—2)...(m—2k41) 4,
1.2.3...k il

A=

Az =

Um 4, zu bestimmen, unterscheide man gerade m=2n und un-
gerade m=2n+41. Im ersten Falle ist
cos2nu=dAycos?mu— -« +(—1)" "V dy, _scostu+(—1)" dap
und fiir u=%=n
cosnm=(— 1"y, d. h, 4y,=1,
Andererseits hat man nach der Formel fiir 49, wenn m=—2n, k—n
gesetzt wird,

A
=gt

2'.{:1’

mithin weil 42, nach dem Vorigen bekannt ist
A0=22u— 1 —m— I_
Im Falle m=2n-41 ergiebt sich
cos(2n+1)u
. cos u
und fir u=2%x
(2nd1)cosnm=(—1)"Asn d. h. Ay,=2n41,
Andererseits hat man nach der Formel fiir A9y, wenn m=2n41,
k=mn gesetzt wird,

=d,cos*"tu— oo 4 (—1)"= " dyp_ycostut(—1)" Aoy

2n41 A
A?..'a:—l_ . 2.;:”

mithin durch Vergleichung mit dem vorigen Werthe von .4y,
AD= 92n_—gm—I| :
In allen Fillen ist also 4,=2"—1, mithin

2cosmu=(2cosu)™ — — (2 cosu)m 24 = (m - 3)(Jcosu)"'—4

m (m-- 4) (m—5) i
ST (2cosu, -+

sese

und durch Differentiation

S —2
i = (2 cosu)m—1 _m_._. (2 cosu)m -
sinu

+ (m— 31) (;”_4)(’60810”‘_" (m—4) (;Jllz—:;(m_ﬁ) (2cosu)ym=T4-..
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Aufgabe 11. Man sucht eine Potenzenreihe fiir den Ausdruck
( 147/ 1—2 )”’
2

worin p eine beliebige reelle Zahl bedeuten soll.

bl

Da iiberhaupt z# unter der Form

2
Ptz — l+ulz+ (MZ)

dargestellt werden kann, so hat man

(7=

2

=‘—%’(,+,/2m)+% [’(IJ,';Z:)T*““‘

hier lisst sich die in der 8. Aufgabe entwickelte Reihe benutzen, wo-
durch die rechte Seite zu folgender Doppelreihe wird, welche an die
Bedingung @* <1 gebunden ist,
I—teGothat+sa'+)
+30 G5+ S+
— 3 (gt er)
S
Wie leicht zu sehen ist, bleibt diese Doppelreihe auch in dem Falle
convergent, wo ihre Terme mit durchaus positiven Zeichen genommen
werden; man darf daher nach Verticalcolonnen ordnen und erhiilt da-
durch ein Resultat von der Form
| \&
(]i]{:;-—-—iﬂ) =a0+al x+a2$"'+ EEREIN

a*<1,
worin die ersten Coefficienten sind
2
. — P _Ww—3p
ay=1, a,—.—-z y A= 32 "

Differenzirt man die vorhergehende Gleichung und benutzt die Identitit

—_— | # —
(1+]/1_m)y_1=&.l__l/;_.—x)(l__ J/I—CB) ,
so gelangt man leicht zu folgendem Resultate

(s

=Vi__‘T tedy+ (u—2)a, o4 (p—49) 4,2+ (0 —6) @+ - -+ - |,
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aus welchem sich durch nochmalige Differentiation ergiebt

14+ 71—z \* -~
(V=2 (i
=[lpa,—2(p—2) o] 2+ [3(p—2) 4, —4(u —14) a5 *
+[5(u—4)a,—6(u—6)a;] T4 ..
Multiplicirt man die vorhergehende Gleichung mit u J/1— und ad-
dirt das Product zur letzten Gleichung, so entsteht

lus(1-{-1/1T:r: £

2 ) =uay+[(e—2) e, —p(u—1)ag] @
+[(w—19)"a—(u—2) (u—3) e, ] 2"+
Man setze nun linker Hand die urspriingliche Reihe und vergleiche die
beiderseitigen Coefficienten; man erhiilt dann die Relation

(u— 2’(+2)(y—2k+ 1) a;_t

k(p-—k) 4
aus welcher man, mit «,—1 beginnend, die Coefficienten a,,,, a, ete.
bestimmt, was schliesslich zu folgendem Resultate fithrt

(_1+,VJ?$)“

2

K3 -y g9 vy
1

aqp =—

=l—t 1.2 1.2.3
p(p—5)(u—6)(u—17)
+ 1.2.3.4 ( )
o=l

Die Reihe ist dieselbe wie bei der 9. Aufcabe, sie unterscheidet sich
aber dadurch von jener, dass sie in jedem Falle (auch bei ganzen posi-
tiven w) ins Unendliche fortgesetzt werden muss.

Setzt man }/1 —@—1— 22, so erhiilt man noch
(1—z)~—1—hz(l—~)+*‘“( =3 11y

P(.“—“) (n—5) 2(L—z)'4
1.2.3
—3(/7 1) << +4
Aufgabe 12, Man sucht eine Potenzenreihe fiir die Function
(z+y/ 142"
Durch Anwendung der Identitiit z#=¢*’s und der in §. 38 behandel-
ten Aufgabe 6) bringt man den gegebenen Ausdruck leicht auf folgende
Form
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Pt T S O
@ gt )

worin #°< 1 sein muss, Da hier die Doppelreihe auch dann ihre Con-
vergenz behiilt, wenn alle Terme positiv genommen werden, so hat
man fiir #*< 1
(@+V1+a ) =q+ a2+ a2+ a2+,
=1, ay=p, G=—ju'"
Man differenzire diese Gleichung, multiplicire mit V142, differenzire
noch einmal, multiplicire wieder mit ]/l-l-—e2 und vergleiche das Re-

sultat mit der anfiinglichen Gleichung; man gelangt dann zu der Re-

lation
F!_k?

a =k e T N

T G (t2)
Mit a,=1 anfangend, berechnet man hieraus a,, a,, a, etc. und von
a,=pu ausgehend , ag,a, e, ete., wodurch sich ergiebt

]/l-l-a,?-i—.z)‘"'
W' =29 o, w( 2’)(# .
_H' 3> " 1.2.3.4 e £
v« p (=1%o p(e*— l’)(u —3’) 5
G e T 1.2...5 +e
b

Lisst man —a an die Stelle treten, so entsteht eine zweite #ihnliche
Gleichung, welche mit der vorigen durch Addition und Subtraction
verbunden werden kann,

Aufgabe 13. Es soll die Exponentialgrisse

e daresinx
in eine Potenzenreihe verwandelt werden.

Das Verfahren ist hier fast ganz dasselbe wie bei der vorigen
Aufgabe; als Resultat findet sich
2 2712 2
larcsmx_ A ()' +2) !

1+ @+ 1.2.3.4 +
ARt

+T & S 123

a* <1,

woraus noch die Entwickelungen von

+
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e A aresinx __I__e — ) aresinzx er aresinz‘_e—lnrcsinx

und
2 2

hergeleitet werden konnen,

Aufgabe 14, Es sind folgende Gleichungen zu beweisen

cos [l (z4p/142%) ]
S rw (M +2?) e (.u*+2?) (w44 o
2.3.4 BV 0
at<1;

sin[pi(x 4y 14a%)]
_w ) IICEVTC o
1 1.2.3 s sh
e l.
Die Entwickelung geschieht hier nach einem iihnlichen Verfahren wie
bei den vorigen Aufgaben. Durch Substitution von
(x4 Vl_-l:?) =z

erhalten die vorigen Gleichungen bemerkenswerthe neue Formen.

Aufgabe 15, Unter der Voraussetzung, dass fiir hinreichend
kleine Werthe von @* die Gleichung
Hl4a xt+a,z* a4 ..
=hatba+b*+ bt 4.
bestehen kann, sollen die Coefficienten &,, by, b, etc. aus den gegebenen
Coefficienten ay,a,,a; ete. hergeleitet werden.
Differenzirt man beiderseits, schafft nachher den Bruch weg und
vergleicht die Coefficienten, so gelangt man zu den Relationen
lay=15b,,
2ay:=1la, by42b,,
3ay=layh,+2a,b,43b,,
da,=lasby+2a,0,+3a -|-4b4,

L)
aus denen sich successive b,,b,,0, ete. berechnen lassen.,

Um hiervon eine Anwendung zu machen, werde vorausgesetat,
dass die n Wurzeln der Gleichung
a2t a2t 2 iy 2y =0
bekannt und zwar reell seien; sie mogen z,%,,...2, heissen. Nach
einem Satze aus der Theorie der algebraischen Gleichungen ist dann

Pda 2 a2 =2 o ay 12t
=(2—2,) (2—2) (2—2p)...(2—2),
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1okl 1
mithin fiir :=—
x

14 a4 Fag_1a” " Fa, "
=(1—22) (1 —22) (1 —2,7)...(1 —242).
Nimmt man beiderseits die Logarithmen und wiihlt « so klein, dass
die absoluten Werthe aller der Producte z, &, z,, ...z, @ echte Briiche
sind, so kann man rechter Hand simmtliche Logarithmen mittelst
der Formel
Il-t)=—§E-18—38—....
entwickeln und erhiilt .
I(M4+aa+tay a4 Fagax™)
=_‘_l['(zl+zﬂ+23+ SR +:n)ﬂ:
“é (71?"‘:32'*' """" +:“2)m2
_%(315-*. :23 ....... +;n3)_1;5

oder, wenn zur Abkiirzung

RS AL SRR AL L
(4o zdaa®+ . ... 4+ aga™)

=g S A Sy — et

gesetzt wird

Man hat hier eine Entwickelung der anfangs vorausgesetzten Art und
zwar ist

1
(“.ﬂ+1=ﬂ"+2....=0, bk=_?sk'
mithin gelten folgende Relationen
0=la, 43,
0=2a,4a,8;+5,,

0=3a,+ a,s,+a, 5,+5;,
0=da,~4a;s +a,s,4a, 5,4+ 5,,

. Die Grissen s,,8,,5, etc. lassen sich also direct aus den Coefficienten
der gegebenen algebraischen Gleichung herleiten, ohne dass es nothig
wiire, die Gleichung aufzulésen.

Aufgabe 16. Unter der Voraussetzung, dass fiir hinreichend
kleine * die Gleichung

(Itaetaa*+agat ... )%
=1+batbya’+ b8+ bat4 ...
bestehen kann, sollen die Coefficienten b;,b,,6; etc. aus den gegebenen
Coefficienten ay, a,, a; ete. hergeleitet werden,
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Nimmt man beiderseits die Logarithmen, differenzirt und ver-
fiihrt im Uebrigen wie bei der vorigen Aufgabe, so gelangt man zu
folgenden Relationen

1by=uya,

2b,=(u—1)e, by +2pa,,
Bby=(n—2)a,by+2p—1)ab;+3pa,

aby=(p—8)a, b+ (2p —2)ayby+Bp—1)azb,+1pa,,

welche zur successiven Berechnung von &,,0,,5, ete. dienen.
Fiir den speciellen Fall p= § ist z. B.
Vitaz+aa'+aa’+....
=1+ v+ (faa—}a) e+ (Las—F a by 45 ) o
+(baa—faga, — Fal+Fraat—y3ga)at4 ...

wobei die Coefficienten bald sehr zusammengesetzte Ausdriicke werden,
deren independentes Bildungsgesetz zwar durch gewisse Formeln der
Combinationslehre dargestellt werden kann, aber keinen wesentlichen
praktischen Vortheil gewiihrt,

Um hiervon eine Anwendung zu machen, schicken wir folgende
Bemerkung voraus. Bezeichnen o und f<e zwei beliebige posi-
tive Gréssen, so lassen sich zwei Reihen neuer Zahlen a,, ¢y, &y, ... und
B1s By sy - - . mittelst nachstehender Formeln berechnen

o=b(etp), B=Vap,
o=} (e, +p), ﬁz:V_“_:Ey
ay=34(ea+f:), ﬁ3m1/°‘2 B2

g0 dass immer
app1=2% (x4 Bx), |6k+l'—]/a'k B
ist. Nach dieser Formel hat man
arit—Brtr1=% (Vo — VB )

und ferner mittelst einer leichten Umwandlung

app1—Prgr_ ar—fr
w—Be (Yt VBN
wo g einen echten Bruch bedeutet, auf dessen Werth es nicht an-
kommt. Setzt man in der vorigen Gleichung £=0,1,2,.... (n—1),
wobei ¢;=e«, ;=@ zu nehmen ist, und multiplicirt alle entstehenden
Gleichungen, so erhiilt man
tn—Pa=(2)"(e—pf) eyt &5... 801,
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und hieraus folgt fiir 7 — oo, weil («—f)¢,...#,—1 immer einen end-
lichen Werth behilt, '
' Lim (et — ) =0.

Die Grissen o, und f, convergiren also gegen einen und denselben
Grenzwerth, welcher das arithmetisch-geometrische Mittel
zwischen « und f§ heisst und im Folgenden mit M («,) bezeichnet :
werden soll.

Um diesen Grenzwerth mittelst einer unendlichen Reihe zu be-
rechnen, setze man den echten Bruch

o—f s 1—
a—'—ﬂ—l’ mlthln ﬁ—am,
es ist dann
1
a=a = (AP F i),

_ 1 ﬁ.=a]/:—_;—i=a(1_a+; I HLETE b LI

ferner, wenn fiir &, und §, die vorstehenden Reihen benutzt werden

i e i Lk
Ba=a)/ 1 —20+ 5238 4+2TA —....
=a(l—AFV 3004520 —....).

Auf diesem Wege fortgehend erhilt man die Reihe,
M(e,p) =a(l —AFFR 284 ZI1 —....),
deren Coefficienten ein ziemlich verwickeltes, mit den bisherigen Mit-

teln nicht entdeckbares Bildungsgesetz befolgen. Beispielsweise fin-
det sich filr ¢ =7, =3 durch directe Berechnung

o, =—4,7890135832, B, =4,7890135831;
denselben Werth liefert die Reihe fiir a=7 und A=0,4.

§. 41,
Néherungsweise Darstellung gegebener Functionen.

Wenn die Potenzenreihen fiir zwei verschiedene Functionen in
mehreren anfiinglichen Termen iibereinstimmen, so ist zu erwarten,
dass die beiden Functionen — wenigstens bei kleinen Werthen der
Variabelen — nicht sehr von einander differiren werden, dass man
folglich die eine der beiden Functionen als eine geniiherte Darstellung
der anderen betrachten darf. Aus dieser Bemerkung entspringen zwei



240 Unendliche Reihen.

Aufzaben: erstens, zu einer gegebenen Function eine ihr nahekom-
mende zu finden, und zweitens, den Grad der Anniherung, d. h. das
Maximum der Differenz beider Functionen zu bestimmen, Das fol-
aende Beispiel wird zeigen, wie derartige Aufgaben zu behandeln sind,

Beispiel 1, Die drei Constanten e, 3,y sollen so bestimmt wer-
den, dass die Gleichung
l o) = s
(t42) =" "0
miglichst genau stattfinde.
Einerseits ist unter der Bedingung a*<1
(14a)=}x—3a+3a* —Ja'+....

andererseits, wenn y*a*<7 1 genommen wird ,

et pay S, S }
1+yz | 1ty
=ax—(y—P)a+(y—B)y &’ —(y—p) yPa'4--.-;
setzt man in beiden Reihen die Coefficienten von a, a2 und 2% gl'eic];,
so hat man drei Gleichungen zur Bestimmung der drei Unbekannten

a,f,y und erhiilt e=1, f=}, y=2. Demnach ist

a (64 a)
(L42) — ik om
644
- PP =GP G —P) et — e,

und zwar miissen hier die Bedingungen a’< 1, £2°<Z1 gleichzeitig
erfiillt sein, wozu a*<C 1 geniigt. Die letzte Reihe hat nun eine klei-
nere Summe alg
1 2 1 | 4 5
F-3a'+E—anT+@ P+

Lot Lad4-2atd...,
kY 3 4

x(6+x) o'
644 1 —x
wo p zwischen 0 und } liegt.

und es ist daher

I(l14-x) = y B,

Dasselbe Verfahren gestattet folgende kleine Modification, die
meistens bequemer sein diirfte. Man setze

z(«tp)
B o e W,
ta4a) - T = n,
multiplicive mit 14 ya und substituire fir /(14-2) die gleichgeltende
Potenzenreihe; es ist dann
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(14yx)R
—(1 —a)e+(y—f—P+(F—47)2’
F—3nNz'+GF—3n*—F-ina'+
Wiiblt man «, |8, y so, dass die Coefficienten @, @* und z* verschwmdvn,
so wird
x (6+4)
4z !

1 F = 3
3420 A=—( — ' — EVde — 8 s |,
2] (3.4T 1575 )

H{14x)=

Die Samme der eingeklammerten Reihe betriigh weniger als
,L,(
'l dat 4. =1 T
und daher kann fiir jedes echt gebrochene a
xvl
R:——Q —, 0L o< }
(1—a)@3422)’ e

gesetzt werden,
Beschriimkt man @ auf positive Werthe <72, so ist in der Reihe
Voo & a8 g
e L e e — T s
3.4 4.5 +5.G
gleick von Aufang her jeder Term grosser als sein Nachfolger, also
die Summe der Reihe < '3, und der absolute Werth des Restes R
kleiner als
xG
T A, (S
1&'3+2m ~ 35
oder
R-_:—ga:‘, 0. <3-'€.

So ergiebt sich z. B. fitr #=0,3, wenn fiir ¢ das eine Mal sein griss-
ter Werth g%, das andere Mal sein kleinster Werth Null gesetzt wird,
0,262275<C 1(1,3) < 0,262 500,

withrend der wahre Werth ist 7(1,3)=0,262 3643.
Beispiel 2. Die allgemeinere Voraussetzung

i — w(etfix) 5

ldya4-da’
liefert fiir «,(3,y, § die Werthe

a=%, ﬁzﬁl, }"_—_'.1, d:%,

a(6432) il e
I(14a) = ‘+(r+l—|—7? Fic S i

Schlémileh, Uebungsbuch, IU .

mithin
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Man findet ferner
e, 2.3 3.4
Dyogone e Brlaan | IR 8 i
BHhE ) R =t T8 The "
und hieraus fiir jedes echt gebrochene i
9‘:c:'l
=3 0 1
(6+6ax+4a?)(1—x)’ <ol
Wird dagegen x auf positive Werthe <2 beschriinkt, so ergiebt sich
R=pa®, 0<l¢< 1i5.
0,3 ist hiernach
0,2623574 < ((1,3) < 0,2623709,
Beispiel 3. Setzt man
, ’( @ (Ia_4:t 2
l—=x t

5—0at

Im Falle 2=

+r,
so findet sich

s ga’
iy U L

Beispiel 4. Geht man von einer iihnlichen Annahme wie im
zweiten Beispiele aus, so erhiilt man

b2
-()—43:-1— v

(f)_4:r-{-xg)R=;‘+_'1:;_+ a® - _’":,m+

3.4 1.4.5 1.2,6,7 1.2.3.7.8

. H 1,

e T

< (2 Tt 1),
mithin | ‘
A< e <(ar =),
wo o zwischen 0 und o liegt. Durch Substitution dieses Werthes
ergiebt sich
o h+21° 1

= ; L
6—azt+2"1_ga"’ 0<e<sy

Beispiel 5. Durch ein iihnliches Verfahren wie bei dem vorigen
Beispiele erhiilt man unter der Bedingung ol |

e + (2u+4)r
(1+2)"= (—4(31.—1)1‘-'—‘5{(11—-1) Zad

und

[6—4(@—Na+a(p )] R=C2'+C,2°+C,a*+..
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worin die Coefficienten €y, C, ete. durch folgende Formel bestimmt sind

Co=6(w)a—4(p—1) (s +p (r—1) (Wa-2.
Vermége der Werthe der Binomialcoefficienten findet man weiter

Sysliffes (}2—2) (u —3) ((.4 |- l) (p—f—z)

(n—Nn
— R ({‘(n 2)Il)'::

mithin
[6—a(e—1)a+pu (u—1)a*] R

=(u+2)(u+u‘m(u—l);(“ 2o +( ')'---"+( 2t gat...d

5.6 \

Die Grenzen, zwischen welche dieser Ansdruck gebracht werden kann,
hiingen von der Beschaffenheit des Exponenten p ab. Ist derselbe ein
positiver echter Bruch, so wird

—[6+a(l—p)e—p(l—p)a®]| R

=(2+P")(1—P2Jf‘x‘ ;éi_4 2]-#’ ""jy_i_(zfl-t}'(;—lu) %_““ :

unter der Voraussetzung, dass & zwischen 0 und 2 liegt, betriigt jeder
Term der Reihe mehr als sein Nachfolger, daher ist die rechte Seite
positiv und kleiner als
1
4 —p®) uat. 3—‘-<a’_-x‘
Nach diesen Bemerkungen ergiebt sich

ﬁ+(4+2|u.)«—01 )

wobei die fiir g und & erwiihnten Bodmgungen fest zu halten sind.

Hiernach ist z, B,

—  B4-bx—oat
Vite= g oe v 0<e<i

Beispiel 6. Mittelst der bisherigen Methode findet man

12 __5a*
COS = - R
o 124 a* ey
(124 a®) R
L fy e M, 618 85 )
1.2...6) " 7.8 T78.9.10 Fuss12 )
und fiir den Fall, dass a* < 252 ist,
o 2.9 Fred

R L
Lis ..6 |2+.1-2<4su

16#
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Innerhalb der Grenzen 0 bis § = darf also gesetzt werden
12 —52a?

COST— —————— =g a® 0”5 2L
124-a* +ea’, 0<e<s3p

Beispiel 7. Behandelt man den Sinus auf gleiche Weise und
ersetzt im Zihler von R die Zahl 11 durch die gréssere 12, so fin-
det man gleichfalls zwischen den Grenzen 0 und =

z(60—T72°
okt )+ a’, 0 e<g9o0-

sinae =
" 60+ 322

Beispiel 8. Unter der Voraussetzung eines positiven, weniger
als 0,9 betragenden a ist
x (15442%)
— 7 0 1
ez % 0<e<dw

oder auch, wenn der Bogen u < arc41°5%” genommen wird,

arelan x =

15—11 sin*u ; sl dFa A
u=————— lanu—glan’u i T
15—6sin®u ¢ g SR
Beispiel 9. Nach der bisherigen Methode findet man, echt ge-

brochene & vorausgesetzt,
(0 —172%)

CSINT = —— R
aresin T + R,
(60—27x*) R
:1_3: c7w7+13' c',,::c 1.3.5.7 ¢ @l 4.
2.4 5.6.7  2.4.6 7. 8 9 l f- "0.10.11

worin die mit ¢, ¢, ete. bezeichneten Cucﬂ'mmntun unter der Form
=3 (n—5) (11n—16)
enthalten sind. Deachtet man, dass 11w —16-<_11n— 11 ist, so er-
giebt sich
Cn 33(n—5n)
(n—2)(n—1) s (n—2)n’

(60—27a%) R

2 B 4 5.7 [
<8 (=4 —. —a? E ol B
£<8-8 (5.7+ 7.9 + .89, 11 iU )

mithin

<% '37(5?7 +5 AT e )

Wie leicht zu schen ist, besteht immer die Ungleichung

< 30

m

(2m—43) ()m—}—“))

und daher i<t

W 27y R F3r' (14w’ a' a0,
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oder
Ty :
E<"3}. = N << 2
U (60—272%9)(1—a®) ~20'1_a?
Dannt gelangt man zu dem Endresultate
a(60—17x )

aresin = - — —7, 0" p-
60 — 27a? l-qw’ N

oder
G0sinu—17sin*u | gsin'u

U= 975 o P 5 9K 0<am

60 - 27 sin*u costu

wobei # zwischen 0 und $= liegen muss.

Beispiel 10, Es soll die Genauigkeit der Niherungsformel
arcsiny= ——————

untersucht werden.

Setzt man

3x (21—]/1_-:1 ) -

arcsing— -

34 at
s0 erhiilt man vermige der Reihen fiir aresine und [/l_ht“z
(3+a%) R
1 1.2 ., 1.3 3.4 1.3.5 5.6
“2ass  toaen.70 T2a068 100 T
mithin <HEGHe ),
xb ‘,L.ﬁ
R ‘BN _a) S Arppy e
Demnach ist )
3a o’ :

e
——=tT <e<gm

24 ]/1 o 1—at
oder auch, wenn arcsine—u gesetzt und « auf den ersten Quadranten
beschrinkt wird,

aresina =

3sinu g.sin"’ "
== —, 0<%
"+c'u.su+ cos®u’ ¢=1zs
Von dieser Formel liisst sich eine Anwendung zur graphischen

Rectification von Kreis- S
¢ : Fig. 62.

béigen machen, Ist nim- ¥

lich (Fig. 62) 4 B ein By

gegebener Bogendes mit e L / A Yt

dem Radius 4 € beschrie- | ’( T . JE. ST M 2%
D « A ¢ D’

benen Kreises, so nehme
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man lings AC die Strecke 40 =3.4C, lege in A ecine Tangente an
den Kreis und ziehe die Gerade 0 B, welche die Tangente in £ schnei-
det; fiir 4C=1, arc 4 B=u ist dann

3sinu
24 cosu
mithin nahezu 4 £—warc 4B, So lange der Centriwinkel 4 C B nicht
mehr als 30° betriigt, ist der hierbei begangene Fehler weit geringer
als die bei Zeichnungen {iberhaupt unvermeidlichen kleinen Fehler;
bei grosseren Centriwinkeln rectificirt man die Hilfte oder sonst einen
passenden Theil des Bogens und nimmt von A4/ das entsprechende
Vielfache. Wie die IMigur zeigt, kann man dieses Verfahren auch um-
gekehrt anwenden und mittelst desselben einen gegebenen Kreisbogen
auf einen zweiten Kreis iibertragen, so dass arc 4 B —arc 4 B ist.

Beispiel 11. Es soll die Genauigkeit der Gleichung

1)} 1.3)? 133 .
(3o (1) e (2o
1
R P
( ]/ T’ V1i—la
untersucht werden, wobei x einen positiven echten Bruch bedentet.
Fiir die Differenz zwischen der linken und rechten Seite findet man

1.3.5 1.3.5 1:8.5.7 1.8.5.9
e 1 e I s et ( A
246(7‘H_‘]tT 246) ‘ -+ dp— 2468)x

AE=

Ferner
—R<L .l,_i_g“”(ﬁ‘*'i&i;f'i' {5 +ee-2)
d. i.
— R ic:‘<1tr lxw_
wonach gesetzt werden darf
R—_ 2%

L=

3 0<9<‘{lﬁ-
Beigpiel 12, Es soll die Genauigkeit der Gleichung
e b
A3 2.4.6) 5
=3(+y1—a) 4514z

untersucht werden, wobei « einen positiven echten Bruch bedeutet,
Man findet fiir die Differenz beider Seiten

‘cﬂ

R oy — < o T

—
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so dass gesetzt werden darf
o’
R= 2 0< o< k.

In der Lehre von der Rectification der Curven wird sich zeigen, dass
die obige Nitherungsformel zur approximativen Rectification der Ellipse
benutzt werden kann,

§. 42.

Die Auflisung transcendenter Gleichungen.

Die Beispiele des vorigen Paragraphen haben das Gemeinsame,
dass eine transcendente Function niiherungsweis durch einealgebraische
Function ausgedriickt ist; hiervon liisst sich auf folgende Art Gebrauch
machen zur Aufldsung transcendenter Gleichungen,

Es bedeute #'(2) eine aus algebraischen und tmnscendtni:en Be

standtheilen zusammengesetzte Function (z. B. a—cosa, -17— und
xr

dergl.) und es sei die Gleichung

r (t) =0
aufzultsen; ersetzt man hier die transcendenten Bestandtheile durch
die ihnen nach §. 41 nahezu gleichgeltenden algebraischen Ausdriicke,
so verwandelt sich die gegebene transcendente Gleichung in eine alge-
braische Gleichung, welche nach den gewdhnlichen Methoden anfgeldst
werden kann. Der go erhaltene Werth von @, welcher & heissen mige,
ist selbstverstiindlich nur ein Niherangswerth und bedarf in der Regel
noch einer kleinen Correction. Um diese zu finden, berechne man
zuerst F (£), welches nicht genau =0, aber auch nicht viel davon ver-
schieden sein wird; der erhaltene Werth sei ¢, also
: F(§)=e.
Man setze ferner w=£+44d, wo ¢ die Correction bedeutet, und be-
achte, dass bei kleinen 0 nahezu £ (§+0)= F(£)+d F’ (&) ist; man
hat dann
F(E)+oF (§)=0,
mithin wegen der vorhergehenden Gleichung
3
0==— .
F'(%)
Der hieraus folgende Werth von 4 ist nicht absolut genau, mithin
&40 nur ein zweiter Niherungswerth von a; man kann aber diese
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Verbesserungsmethode beliebig oft anwenden und dadurch dem wah-
ren Werthe des @ so nahe kommen, als es der Zweck der Rechnung
erheischt,

Beispiel 1. Es soll die Gleichung

l(l.-i-.’t‘) = %;L‘:U

aufgelist werden,

Abgesehen von der Wurzel &=—0 giebt es noch ecine zweite Wur-
zel zwischen L und 1, wie aus dem Gange der Function /(14-w2) — 3«
leicht zu erschen ist., Wegen des echt gebrochenen @ kann man die
vorlicgende Gleichung durch die folgende ersetzen :

x(6+3x)
6+6a+a®

—fa=0,
welche giebt =

x=p'3 —1:=0,73201,
Wird dieser Werth mit & bezeichnet, so ist

e=I () 3) —3 () 3 — 1) =0,519306 — 0,319038 == 0,000268
und hieraus folgt als zweiter Niherungswerth
a=0,73360,

welcher auf fiinf Decimalstellen richtig ist,

Beispiel 2. Man verlangt die Wurzel der Gleichung
xre* _2=0.
Aus dem Gange der Function @ e® —2 erkennt man, dasy die gesuchte
Waurzel zwischen 0 und 1 liegt; mittelst der im vorigen Paragraphen ent-
wickelten Niherungsformel fir e* findet man als ersten Nilierungs-
werth =14 und als zweiten
& =0,8526,
Beispiel 3. Es soll die Gleichung
x—cosax=0
aufgeldost werden,
Da der gesuchte Werth zwischen 0 und [z liegen muss, so lisst
sich die im vorigen Paragraphen fiir cos a entwickelte Niherungsformel
“anwenden,  Man erhiilt zuniichst die cubische Gleichung
a45at4120 —12=0,
hieraus als ersten Nitherungswerth @=0,739=arc 42° 21" und nachher
durch Verbesserung

o

x=arc 42020 4773,
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Beispiel 4. Fir die Warzel der transcendenten Gleichung
T (14a?)cosa=0
findet man als ersten Nitherungswerth
‘7‘:’/%—= arc 62046
und durch Verbesserung
&= 1,102506=arc 63" 10" 8" 2,

Es ist dieser Werth nicht der einzige, welcher die gegebene Glei-
chung befriedigt. Die Wurzeln derselben lassen sich niimlich als die
Abscissen der Punkte betrachten, in denen sich die beiden Curven

— ™ 1 — 1
y=cosx und y= e
schneiden, und hieraus folgt durch blosse Anschanung der Curven, dass
unendlich viele positive und negative Wurzeln vorhanden sind, Die
positiven Wurzeln o, x,, @, cte. liegen folgendermaassen
L=0, 0>, < }m,
fnla,<2m, 2nL ;<< %§nm,
In< ey<ldm, dnlw,< 3=,

Die negativen Wurzeln haben dieselben Werthe aber das entgegen-
gesetzte Vorzeichen, Ferner iibersieht man leicht, dass die Differcnzen
3 o
Ly —5 Ty Ly— 57T, mgﬁ%“a Ly G Ty ree
welche alternirende Vorzeichen besitzen, rasch abnehmen, dass folg-
lich @, 41—, gegen die Grenze n convergirt.

Um &, zu finden, setze man x,=5§ =4 £, wodurch

- 1
Sing= —————
1+ (3 n+-8)
wird; man hat dann wegen der Kleinheit von & niherungsweise
1 1
= mithi =32 .-
g l+(%n)2’ml in @, 2n+1+(\__gn)?,

und durch weitere Correction
@y ==4,754761 — arc 272°25° 39" 8.
Auf gleiche Weise findet sich
xy3= 7,887964=arc 449" 4'56"1,
2,=11,003 766 =arc 630°28" 9”6,
&= 14,132 185 == arc 809°42' 527 1,
Xg==17,282007 =arc 990°11°28” 3,
u, 8. W.
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Beispiel 5, Um die kleinste positive Wurzel der Gleichung
u—colu=0

zu finden, benutze man fiilr » die im 10, Beispiel des vorigen Para-
graphen entwickelte Formel; als ersten Nitherungswerth erhilt man

cosu= ’113;1 oder u=are49’22
4

und durch Verbesserung
u=oarca9’17' 36" 5,

Die obige transcendente Gleichung besitzt iibrigens noch unendlich
viele andere Wurzeln,
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