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Capitel XIL

Funetionen und Reihen mit complexen Variabelen.

§. 43.

Die einfachen Functionen complexer Variabelen.

1. Bezeichnet 7 die imaginiire Einheit ]/_ 1, so 1st w4iy die
allgemeine Form einer complexen Variabelen; o* -+ #° heisst dic Norm
dieser Variabelen, ]/1'-|-_r ihr Modulus, wobei die Wurzel jederzeit
im absoluten Sinne genommen wird.

Setzt man ferner

7, 1
tan Q=1L oder O=aretan L +
o B

wo /i irgend eine ganze Zahl bedentet, so lisst sich die complexe Va-
riabele immer auf die Form
aiy=r(eosll4isinfl)

bringen; ) heisst dann die Amplitude der Variabelen,

2. Addition, Subtraction, Multiplication und Division complexer
Variabelen werden ebenso ausgefiibrt, wie bei reellen Variabelen, nur
hat man dabei auf die Gleichungen #=—1, f=—i, i'=41, "=+
u, s, w. Ritcksicht zu nehmen.  Falls die complexen Variabelen durch
Modulus und Amplitude ausgedriickt sind, kénnen Multiplicationen
und Divisionen mittelst der Formeln

r (eosO,+isin®)) . ry(cosf,4isin6),)
=r,ry[eos (0,4 0,) +isin(0, +0,)]
r ik & &
iy i (B0

ausgefithrt werden,
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3. Um eine complexe Zahl auf einen reellen ganzen positiven Ex-
ponenten zu erheben, driickt man die Basis durch Modulus und Am-
plitude aus und hat

(x4iy)m=[r(cosO4isin@)|m=rm(cosm O +isinmb).
Ist der Iixponent ein positiver, auf seine kiirzeste Benennung gebrach-
. m 5 L .
ter Bruch —, so hat die Potenz # verschiedene Werthe, welche aus
n

der Gleichung

cos =

e S

n

m m
= = mb 42/ mO4-2/0n
[r(eos 04 isin ﬂ)] n—=pn g + — - isin +
7"
m
fiir A=0,1,2,38,...(n—1) hervorgehen. Dabei ist »* im absoluten
Sinne zu nchmen,
Potenzen mit negativen Exponenten werden mittelst der Definition

1

4

P —

auf Potenzen mit positiven Exponenten zuriickgefiihrt.
Nach dem Vorhergehenden sind dic # Wurzeln der Gleichung

. :"=+]_
bei geraden n folgende:
+1, =i,
2n .. 2m 2 . . 2m
cos — Fisin—, 0§ — —isin—,
n n n n
4w . . 4Axm 4 ., Am
cos — —fisin—, cos — —isin—
n n n
691;+__G:rs 6 |, L 6=
Ccos tyimn — COS —— =15 —
n n'’ " n’
n—2)mw n—2)m ., (n—2)m
(—— ) g t‘usg- - —)*_zsm(— —)7 s
n n
bei ungeraden n sind sie:
+1,
2% , ., 2% 2 .. 2=
ros — Sisin —, cos — —isin—,
n ¥ n n

41 .. 471 4x . .  4A=n
cos — S-isin —, cos — —isin —,
n n n "
7 s B 6 .. bm
cos— +isin—, cos— —isin —
n n n "
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a—Dm. . =1z n—L)x . .. [n=I)r
ms(- ) ~+isin - ) , €08 g——)—— —isin (——)
n n n n
Ferner hat die Gleichung
2
bei geraden » folgende Wurzeln
T oo TE T LW
cos ——~-isin—, cos — —isin —,
n n 7 n
3w .. 3m 3w
€08 — —-isin— ms—-—_Hm———
" n n 7
57 ., . b=« %1 dmw
cos —+isin—, cos —
7 n n n
n—1xwe .. (n—-1)m n—1)m n_l U
rosLﬁ-)-—+zszra£—-- ) ~y CO ( ) —— . 1§ m( )
n " n " .
dagegen bei ungeraden n:
-
T ., T T .. T
cos — i sin —, Cos — —isin —,
n n n "
3m .. 37w 3= . . 3n
cos —-+-isin — 0§ — —isin —,
n n n n
] .. bm b, . dm
co isin —, €0s — —isin —
n n n
n—2 n—2)mw n—2) L. (—=2)x
08— (s —]—- sin ( ,,) -y ( —rsm (,ﬁﬁ }——.
n 0 n

Bei complexen z, und =, gilt der Satz
Tl 2= (2, 25)"
ohne Einschriinkung, wenn p eine positive oder negative ganze Zahl
ist; bei gebrochenen w bleibt er insofern viehtig, als jeder Werth von
7%, multiplicirt mit irgend einem Werthe von z,# wieder einen der
Werthe von (z, z,)* giebt,
4. Die Exponentialgrisse e*+1% wird durch die Gleichung

eT+it— Lim g (l + "Lﬂ)nz

[

definivt, worin m eine unendlich wachsende ganze positive Zahl bedeu-
tet; die Ausfithrung des angedeuteten Grenzeniiberganges liefort

et — o7 (cosy+isiny).
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Hieran kniipfen sich die speciellen Gleichungen
ely=cosytisiny, e Y=cosy—isiny,
AR k] Y= .
——=cosy, ———=giny.,
2 21

Allgemeiner ist bei reellen positiven «a
a®ti=a%{cos(yla)+isin(yla)l.
Die Gleichung
a®y ., aty=a*+%
gilt fiir alle complexen z; und z,.

5. Bezeichnet L¢ den allgemeinen Logarithmus von § d, h, irgend
eine reelle oder complexe Zahl z, welcher die Eigenschaft e*—¢ zu-

kommt, so ist bei positiven &

Lis+in)=51(E+n)+i garctau%i‘zkns i

worin 4 irgend eine ganze Zahl bedeutet; bei negativen & ist

L(E+in =418 +n)+i w-<-m~—'§i_t(2ﬂ-+l)n§.
Specielle Fiille hiervon sind
(L+1)=++2kni, L(—1)=+4 2L+
Die Gleichung
LG &)=L+ L

gilt allgemein, wenn die Vieldeutigkeit von L ¢ beachtet wird (iihnlich
wie am Ende von No. 3).
Eine hiiufig angewendete Formel ist noch
1 ritin

L
2i §—in

):arclanlﬁ:t‘zh 7T,
wo  eine beliebige ganze Zahl bedeutet,

6. Die in No, 4) fiir cosy und siny angegebenen Formeln dienen
als Definitionen des Cosinus und Sinus einer beliebigen complexen Va-
riabelen ; sie geben

) ey ey . ey _e— ¥ .
CﬂS(.I+£y)=—-t2—COS{L‘—I sina,
B . ey-i-c—y . JeY—_e—¥
sin(w—4iy)=—> — sin x+i 5 oS,
und specieller
ey ey _e—Y

cos(iy)=—

ra sin(iy)=i — -
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Fiir die iibrigen goniometrischen Functionen benutzt man die gewshn-
lichen Definitionen

1 sinz
secz=——o, lanz= u
cosz cosz

. W.
und erhilt
. eYte—Y)cosaw+i(e¥ —e—Y cm x
sec (n:-i—zy):z( wd B +#( s
24— acos2a
2s5in2x +4i(e?¥—e—%Y)
e+ e—2W42c0s22
2 e t-e~Y)sinw —i(e¥ —e—Y)cosx
csc{x—iy)= 2—( +—f) ( - )-—,
e ’f—}-e—-5‘+2coszfn

28in2@ —i(e?¥ _e—2Y)
V4= _2cus2x "

]

tan (x4iy)=

col(x+iy)—

Die goniometrischen Formeln fiir sin (z,+z2,), cos(z,+z,) u. s w.
gelten ebenso bei complexen wie bei reellen z, und z,.

7. Unter dresin§ versteht man jede reelle oder complexe Zahl 2,
welche der Gleichung sinz={ geniigt; wird zur Abkiirzung gesetzt

“'=]/ [§+7° +1+1/(§*+n +l)2_4 »?]
r=p/ s =14y E -,
wobei die Wurzeln im absoluten Sinne zu nehmen sind, und bezeichnet

m irgend eine positive oder negative ganze Zahl, so gilt die allgemeine
Formel

ure

Aresin (§4in)=ma-+(—1)"ar c‘sm— +il(X4T).
Im speciellen Falle =0, £>>1 wird

AresinE=mm+(—1)™ arcsin ]7%-2_— +il (1/53 + e ]),

wobei die Wurzeln im absoluten Sinne zu nehmen sind. Fir £—0
hat man

Aresin (in) =mm +il (1/7? +Vn+1)
und dabei }/%? im absoluten Sinne zu nehmen,
Setzt man zur Abkiirzung

Z=3 VYV E+r— 1) 18— (B2 —1),

50 ist

Aretan (§4in) = m:r—}-arct(m———ﬁ- (TH_II;Z)
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dabei sind die Wurzeln im absoluten Sinne zu nehmen; m bedeutet
irgend cine ganze Zahl.
Als specielle Formel sei erwiihnt
Aretan (ig) =mmw 41l ]/(ii:)g,

worin die Wurzel im absoluten Sinne zu nehmen ist. Die Formeln fiiv
die eyelometrischen Funetionen, wie z. B.

Aresin{=mm 4= (—1)"arcsin £,

Arctan{=mm -4 arctan {,
gelten auch bei complexen ¢, wenn man vorkommenden TFalles die
Mehrdeutigkeit von Aresin§, drctan§ cte. beriicksichtigt.

§. 44.
Reihen mit complexen Variabelen,

Eine unendliche Reihe, deren Terme complexe Zahlen sind, heisst
convergent, wenn sowohl die reellen als die imaginiiven Bestandtheile
aller Terme, fiir sich genommen, convergirende Reihen gebeny in je-
dem anderen Falle heisst die Reihe divergent. Zur Convergenz der

Reihe
(g tivg) 4+ CQodiv)+ (o Fiv)+----
gehiren also die beiden Bedingungen, dass die zwei Reihen

tytuy syt
vgF ot ot
gleichzeitig convergiren. Sind U und ¥ die Summen der letzteren
Reihen, so nennt man U7 7 die Summe der obigen complexen Reihe.
Beispiel 1. Es soll die Reihe
1% 2 158 A sl
R LT T e
fiir den Fall eines complexen z, niimlich
z=r(cos O Fisin0)
summirt werden.
Die beiden einzelnen Reihen sind hier
}r:'o.vﬂ—l—%r*ms:zﬂ + Lricos <1,
%rsz'nﬂ-}—z}‘r’siimﬂﬁmé Psin 30 4o
diesclben convergiren unbedingt, wenn schon die Reihe
] < ] 3 ol
G L
convergivt, d. h. wenn +*< 1 ist; auch sind dann ihre Summen stetige
Functionen von ». Nennen wir zie {/ und ¥, so erhalten wir durch
Differentiation
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%:cose-l-?‘ ros2ﬂ—|—r’ms3ﬂ+....,

d. i. nach den Formeln in §. 35, No. 10)

av__ cosl)—r

dr 1—2rcosO4+r>
wofiir geschrieben werden kann .

v dU _d[-31(0— acnsﬂ+r“)]
dar dr
Zufolge des in §. 57 unter d) erwithnten Satzes folgt nun
—31(1—2rcosO04r*) + Const.,
und wenn man beachtet, dass die mit U bezeichnete Reihe fiir r=0
verschwindet, so erhiilt man Const.=0, mithin
—31(1—2rcosO+42*)=1rcosO+ L r*cos20+Lr*cos 30 4....
réezl, '
Mittelst desselben Verfahrens findet sich

rsin 0

arclan s brsinO 4102 smzﬂ+ Lp3sing0) 4eue
5=z A,
Setzt man wieder » (cosf) 4-isinfl)=z und beachtet die Relation
in 0
— 31 (1—2rcos O+ ) Fiarcian — 0
( +r)tia 1—rcosf

<

=—I[1—ir(cosO4isinb)]|=1 —-),

so gelangt man mittelst der obigen Gleichungen zu dem Resultate,
dass die Reihenentwickelung

1
I(T ~) m{.z—i—}zz?-]-i.z’-}-.. %
auch fiir solche complexe z gilt, deren Modulus weniger als die Ein-
heit betriigt.

Beispiel 2. Es soll die Reihe

3

LS + +123

- fiir den Fall z:r(cn.v@—}-rsm ﬂ) summirt werden.

Die obige Reihe convergirt fiir jedes » und € und zerfiillt in
reosf #2cos20 rcossl
U—l-"——— + — —
1.2 1.2.3
rsinf)  r2sin20  rsin30

V= — - R .
1 1.2 1.2.3 +

Sehlédmileh, Uebungsbuch, 17

pcniiiars
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Man bemerke nun, dass folgende Gleichungen gelten

au av i
F:Ucosﬂ Vsinll, E_——Usmﬂ—i— Veos0,
aus welchen sich die Relationen ergebeu
e £ 2
dr+ (U*4V?)cosh,
V
Ufi—r d U =(U+ V?)sinf.

Diese kimnen einfacher dargesie]lt werden, wenn man setzt

U+iV="P(cos Q+isin82),

mithin
V
U4 vVi=p2, m‘ctunﬁ+km=.52;

es ist dann

dl a¥v dpP

Vart¥ar =Par

av v 3

UE;—V—'— (U?—}—V).__

und in Folge dieser Beziehungen gestalten sich die vorhergehenden
Gleichungen wie folgt

apr diP  d(rcost)

E—Pcosﬁ oder T g
. d2  d(rsinf

e =S!?i& » E = »-—TI?-—‘)-.

Hieraus ergeben sich die Werthe

P=¢reosta  Q—yrsinfl4b,
wo a und b Constanten bedeuten. Diese bestimmen sich durch die
Specialisirung 7=0 und das Endresultat bestcht aus folgenden zwei

Gleichungen
rcos  rlcos20  rcos3f

ereesfops (rsinf) =14 + -t
1 1.2 1.2.3 5
& ] 2 0  sin3
5550 inf) =rsmﬂ r*sin2
e sin(rsinfl) i + = -+ T +-.

Multiplicirt man die zweite Gleichung rmt ¢ und addirt sie zur ersten,
s0 findet man, dass die Glewhung

=145 +1 +ee

2.3
filr jedes complexe = giiltig ist.
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Beispiel 3. Es soll die Reihe

oo w(w—1) , plp-—1)ER-2),,
BT T08 5T das T
fiir z=r (cos 0 +isinf)) summirt werden.

Bezeichnet man die Binomialcoefficienten auf die gewdhnliche
kurze Weise, so handelt es sich um die Summirung der beiden Reihen

14 (u), rcos 04 (u), r*cos20 4 (u)s P cos30 - -+,
() rsin 04 (u)e sin20 4 (u)srsin 30 ...+,
welche bei ganzen positiven g fiir jedes r, ausserdem aber nur fiir
< 1 convergiren und deren Summen in jedem Falle &/ und ¥ heissen
mégen. Man bemerke nun, dass folgende Gleichungen stattfinden

au av . .
E(l+rcosﬂ)— Ersmﬂ_y(l{cosﬂ— Vsmﬂ),
%(l+rcas@)+i—frsr‘n8=.p(ywsﬂ+ Usin@);

dU
eliminirt man hieraus das eine Mal %—I-’ , das andere Mal o 50 gelangt
r .

man zu den weiteren Relationen
dl
(14-2reosfl41%) = =p{U(r+cosO)—Vsinf},

(1427 cosO41%) %;:M Usin 4V (r=4cosfh},

AU, AV _ u(r+eosh)

UtV ar “itarcosgirt U T 7D
av dUu wsinf) .
S i e e e G

Diese vereinfachen sich fiir

Ui V=P(cos Q+isin 2)
und gchen iiber in
AP u(r4eosf)P ae  psinf

dr  142rcosO4r dr = 1+2rcos O+

wofiir geschrieben werden kann

d ; rsinf ]
dIP _d[}ul(142rcosO4r)] a0 _ ["‘“m“" (m_rﬁﬂ

dr dr * o dr dr

Hieraus findet man P und 82, wobei die auftretenden Constanten mit-
telst der Specialisirung »=0 zu bestimmen sind; die Resultate gestal-
ten sich dann wie folgt
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o ia ( 3 rsinl) )
(l +27 (_039+r2) cos{ parcian [—|—1‘-(,“r-1'.:‘_6

=14 () rcos O+ (u)er*cos 204 (u)sr3cos360 ...,
(1+2rcos 04 r?) b sin (,u. aretan — Sﬁiﬂ‘ )
14rcos 0
= (), rsinO4 (w)er?sin204 () P sin30 4.,

wobei #* < 1 sein muss, falls u keine ganze positive Zahl ist.

Multiplicirt man die zweite Gleichung mit 7 und addirt sie zur
ersten, so findet man, dass der allgemeine binomische Satz auch fiir
solche complexe z gilt, deren Modulus unter der Einheit liegt.

§. 45.
Reihen mit iibersprungenen Termen.

Aus der bekannten Summenformel

L+cosfi+cos2B+cos3 B4+ .4cos (m—1)

F:i_"'l SIH(::‘lg)ﬁ '(I——-cosmﬁ)_*_l .“J”';f} ]8 ~

2k < o
erhiilt man fiir f= ;;:E , WO k& eine ganze positive Zahl bedeuten moge

7 /
l;m+ms4im+c (Er_m+““+c (zm 2) krn

i sin2kn k7w
= co0§ —,
T w m
Stn —

m

2
14cos

m

k . ;
Wenn = keine ganze Zahl ist, so verschwindet der Ausdruck

rechter Hand, wenn dagegen m in % aufgeht, mithin £ einer ganzen
h

Zahl ¢ gleich ist, so wird
sin2km __ sin2mqgm 0

_km singm 0 el
sin—
und durch Untersuchung des Bruches
sin2m
e B W=qn
Sinw
findet man als wahren Werth des fraglichen Quotienten
2mcos2mygm _ 2m

cosqm km
cos —
m
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2
Nach Substitution dieses Werthes und wenn zur Abkiirzung ;E: &
gesetzt wird, ergiebt sich folgender Satz: je nachdem /& ein Vielfaches
von »i ausmacht oder nicht, ist
Ld-cosk@4cos2kd+4cos3k@ 4o oFcos(m—1)kd=m oder =0,
Von der Summenformel
sinfi4sin2f+4sin3p4-cfsin(m—1)4
=3 (L—cosmpB)cot § 3 —sinm 3
ausgehend, findet man leicht fiir alle ganzen & und m
sink Q4sin2kd+sin3kd4-ooo-sin (m—1) k§=0.
Setzt man zur Abkiirzung
cos ?-f-l-isz'n o =cost4isinP=¢,
m m
s0 erhiilt man mittelst des Vorigen den Satz: je nachdem 4 ein Viel-
faches von m ausmacht oder nicht, ist
14ef 2k feei e er—Nk=m oder =0.

Von diesem Satze lisst sich folgende Anwendung machen.

Wenn eine Gleichung von der Form -

f(2)=Cy+C 24 Coz®+ C32° ...
auch fiir complexe z gilt, so setze man darin nach einander
=z, ¢, £z, &r,..."x
und addire alle entstehenden Gleichungen; dies gicbt
F@)+f )+ ()44 (m )
=mCydeeerdCrp (1 b e2bden o Joglm=Nk )b p
wo k alle die Werthe 1,2, 3.., erhiilt. Hier verschwinden nun alle
Terme, in denen & kein Vielfaches von m ist, und daher bleibt nur
m Oy -m Cp @™ i Co " 4 1 Cyp @37 40 oo

Fiir die linke Seite bemerke man, dass ¢ &% ¢%,...¢”—1 und =1 die
m Wurzeln der Gleichung %™ —1 sind; bezeichnet man sie mit ¢, &, . . .&4
und schreibt nachtriglich z statt @, so hat man die Gleichung

mi ‘lf(fg )+ ()t (em2) |

=CU+C"JI zm+ Cﬂm:2m+(?3m ;3m+_ ety

wobei die rechte Seite durch Auslassung von je m—1 Termen der
urspriinglichen Reihe gebildet ist,
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1. Als erstes Beispiel diene die Gleichung

’(';‘)HH- yrt it tgt e, modz <0,
T Y s g
worin (’"Hn +1 ist, TFiir m=3 wird

l(l—a,z)+ l(l—sgz)_!_l(l—sﬂ

52 52 &2
. =i+3"+3 5+
und nach villiger Ausrechnung ergiebt sich die Formel
1 o
I%!( ) %l{l+2+z’)+1/3 arcltan 21::
=}z4d 2t 4"+ 204,

welche man durch Differentiation leicht verificiren kann.

2. Nimmt man wieder m=3 und als Ausgangspunkt die Reihe

s0 erhiilt man

ll e} 9
%%e“—{—zn—z‘uns(%z)!—l-!-l 5 3-}-1 "“ +—-. = s

Die Gleichung

er—1—z 1 z z
T 12ti23Tizsal
die Formel .
1c”—-’e‘*“[cos V :)+ ;/3_.31',:(%__0]
32 28 zﬂ zl]
=Tetiz. s iz 3 iz.at
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Die Reihensummen, welche soeben gefunden wurden, besitzen
iibrigens iihnliche Eigenschaften wie cosz und sinz; werden niimlich
jene Summen kurz mit ¢, (2), @, (2), @;(z) bezeichnet, so gelten fol-

gende Relationen: .
d
0 ()="2E_ T2,

dtpa(Z)zd!‘Pl(z)

dz dz?
d; (2)_ @a(2)

dz — d2*
o @+ y) =9, (@) o, (1) + . (@) 9;(¥) + s (@) 9. (3),
@2 (@+y) =92 () 9. (1) + 05 () @, (¥) + @1 () 95 (y)
ps(@+Y)=0:(@) 9; (1) + o () 9. (¥) +9: () 9, (¥),

aus denen sich leicht zahlreiche weitere Formeln ableiten lassen.

Ps(2)=

Ps (z) =

3. Geht man fiir m=3 von den folgenden drei Gleichungen aus :
(A4 2)=14 (), =+ (W) 2+ (1) 2+ () s 2 -+,
14+z)4—1
UHP Lt et (@ + (-,

142)*—1—pz
R
welche bei ganzen positiven u ohne Einschrﬁnkﬁng und bei anderen u
unter der gemeinschaftlichen Bedingung modz<C1 gelten, und setzt’
man ferner zur Abkiirzung

V1—z42'=R, arclan 123 L 0,

—2

so gelangt man zu den folgenden drei Formeln:
(14242 Rucos n B
=(w)o+(w)az"+(0)e"+ (1) 2* +- -+,
$H(+ )4 —Re(cosu O—)/ 3. sinp 6)}
=12+ ()2 + (1): T+ ()1 20+ -+,
Q428 —Re(cosp O+ /' 3. sinp @)}
=(1)e 2"+ (1)s 2°+()s 2* + () 214+ -+,
in denen fiir p und z dieselben Bedingungen gelten, an welche der
allgemeine binomische Satz gekniipft ist.

Bezeichnet man die gefundenen drei Reihensummen kurz mit

Pi(z,0), P, (2’, w), Pi(z,p),
so gelten folgende Relationen:
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1 dy,(zou+1)
qp|(z,ﬁ)—y+]. = 5
1 d z,u+1
‘!’2 .“:Z, ‘u,) i _?ﬁ ( 2 p,J s
pt1 dz

d ; 1
"pl(zal"‘)=F+l‘ w‘(;;-!- )

" Liisst man — an die Stelle Yon z treten und geht zur Grenze fiir
f.l.

unendlich wachsende p iiber, so kommt man auf die im zweiten Ab-
schnitt entwickelten Formeln zuriick.

Druckfehler.

3
Seite 12, Formel 33), statt Ja+ba lies Va+ba.
87, Zeile 10 v. o. statt @=1— : lies 9 —1— :
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