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VORWORT .

Bei der Abfassung des vorliegenden Lehrbuchs leitete mich der Gedanke, einer¬seits für den Fachastronomen ein Nachschlagewerk zu schaffen , andererseits
den Studierenden die Möglichkeit zu gewähren , sich die für ein gedeihliches prak¬
tisches Wirken unumgänglich nötige eingehende Kenntnis der in das Gebiet der
sphärischen Astronomie fallenden Fragen erwerben zu können . Das Studium der
Astronomie sollte man erst dann beginnen , wenn man sich mit den Elementen der
analytischen Geometrie , der Differentialrechnung , der Integralrechnung und der
analytischen Mechanik bekannt gemacht hat ; ein so vorgebildeter Leser wird auch
keine Mühe haben , sich den Inhalt dieses Buches anzueignen . Damit das Lehr¬
buch als Nachschlagewerk bequem sei, habe ich danach getrachtet , jedes Kapitel
möglichst selbständig zu machen ; aus diesem Grunde sind auch gelegentlich kleine
Wiederholungen einem bloßen Hinweise auf einen oder mehrere andere Paragraphen
vorgezogen worden .

Dem später mitgeteilten Inhaltsverzeichnis sollen einige Bemerkungen voraus¬
geschickt werden . Im i . Kapitel leite icli nach Serret einige häufig zur Anwendung
kommende Reihen ab. Es folgen sodann die gebräuchlichsten , zur Interpolation und
numerischen Differentiation nötigen Formeln nebst Beispielen . Auf die Begründung
dieser Formeln , welche am besten mit derjenigen der für die mechanische Quadratur
erforderlichen Formeln verbunden wird , mußte — weil sie außerhalb des Gebietes
der sphärischen Astronomie fällt und zuviel Raum beanspruchen würde — verzichtet
werden . Denjenigen Studierenden , welche keine Gelegenheit gehabt haben , bereits
vor Beginn des Studiums der Astronomie eine Vorlesung über die Theorie der Inter¬
polation , der numerischen Differentiation und mechanischen Quadratur zu hören , ist
die Lektüre der sehr klaren Darstellung der betreffenden Materien in Oppolxers
Lehrbuch der Bahnbestimmung , 2. Band , anzuraten .

In allen bisher veröffentlichten Lehrbüchern der sphärischen Astronomie hat
man sich damit begnügt , die Ausdrücke für die Änderungen , welche die Lage der
Erdachse infolge der Anziehung der Sonne und des Mondes erfährt , anzugeben , ohne
zu zeigen, wie dieselben gewonnen worden sind. Das Unbefriedigende eines solchen
Vorgehens wird wohl jeder empfunden haben , als er mit einem dieser Lehrbücher
seine astronomischen Studien begann ; aber schwerwiegender als dieses Gefühl des
Unbehagens ist der Umstand , daß ein großer Teil des Gebietes der sphärischen
Astronomie nur sehr unvollkommen verstanden werden kann , wenn man die Theorie
der Drehung der Erde nicht gründlich studiert hat . Ich habe also diese Theorie in
einem eigenen Kapitel auseinandergesetzt . Der erste Teil der Theorie ist schon vor
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einigen Jahren in den Abhandlungen der Kaiserl . Akademie der Wissenschaften in
Wien veröffentlicht worden , doch habe ich nachträglich noch einige formelle Ver¬
besserungen angebracht ; der zweite, die Zeitmessung behandelnde Teil , ist neu hinzu¬
gefügt .

Das 7. Kapitel enthält außer den gewöhnlich zur Berechnung der Präzession
angewandten trigonometrischen Formeln und Reihenentwicklungen auch die Ab¬
leitung der Formel , mit Hilfe derer man für ein gegebenes Zeitintervall den Be¬
trag der Präzession bis auf Glieder dritter Ordnung genau erhält , wenn die für
den Anfang , die Mitte und das Ende des Intervalls gültige jährliche Präzession be¬
kannt ist .

Bei der im 8. Kapitel angestellten Untersuchung über den Einfluß der jähr¬
lichen Parallaxe auf den Positionswinkel und die Distanz zweier Sterne wurden die
Parallaxen beider Sterne berücksichtigt ; die gewöhnlich gemachte Annahme , daß
die Parallaxe des einen Sterns gleich o sei , führt zu Formeln , die nicht ganz
strenge sind .

In dem über die Eigenbewegung der Fixsterne handelnden Kapitel g wird zu¬
nächst der von H . v. Seeliger herrührende Satz bewiesen , daß , wenn sich auch ein
Stern mit gleichförmiger Geschwindigkeit geradlinig im Raume bewegt , die Eigen¬
bewegung dieses Sterns im größten Kreise gemessen streng genommen nicht kon¬
stant ist . In demselben Kapitel werden auch die beiden Wege angegeben , welche
man einschlagen kann , um die Koordinaten und die Komponenten der Eigen -
hewegung eines Sterns von einem Aquinox , bzw. von einer Epoche auf ein anderes
Aquinox , bzw. eine andere Epoche zu reduzieren . Die Reihenentwicklung , mittels
derer sich der Betrag der Präzession zusammengenommen mit demjenigen der Eigen¬
bewegung berechnen läßt , habe ich nicht aufgenommen . Es ist nämlich die Prä¬
zessionskonstante bereits so genau bestimmt , daß man auf lange Zeit hinaus keinen
Grund haben wird , die einmal berechneten Werte der jährlichen Präzession , der
Variatio saecularis und des dritten Gliedes zu ändern ; von der Eigenbewegung der
Fixsterne gilt das aber nicht . Mit Rücksicht hierauf scheint es mir richtiger , die
durch die Eigenbewegung bewirkte Änderung der Koordinaten ganz getrennt von
der durch die Präzession bewirkten zu berechnen . — Das 9. Kapitel enthält auch
noch die Bestimmung des Konvergenzpunktes der Eigenhewegungen und die Be¬
stimmung der Parallaxen der Glieder eines Sternstroms .

Im 11. Kapitel erläutere ich eingehend den Gebrauch der in den Jahrbüchern
zur Reduktion auf den scheinbaren Ort gegebenen Konstanten A , B , . . . ; die Be¬
gründung der bei der Anwendung dieser Konstanten zu beachtenden Regeln wird
durchweg viel zu knapp gehalten . Im 11. Kapitel findet man auch die zur Re¬
duktion auf den scheinbaren Ort bei Polsternen dienenden Formeln von Fabritius
aufgeführt und auf ein Beispiel angewandt . Für diese in Wirklichkeit nicht strengen
Formeln liegt eine Reihe von Beweisen vor, doch habe ich keinen gefunden , der
mich befriedigt .

Bei der im 12. Kapitel enthaltenen Darstellung der Methode , die Konstante der
Äquatorealparallaxe des Mondes zu bestimmen , wird es als selbstverständlich be¬
trachtet , daß man nur solche korrespondierende Beobachtungen benutzt , welche sich
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auf denselben Mondrand beziehen . In Anbetracht dessen, daß man durch die Dis¬
kussion der bisher ausgeführten geodätischen Messungen aller Voraussicht nach zu
einem genauen Wert der Abplattung der Erde gelangen wird , habe ich davon ab¬
gesehen , die Korrektion des nach Helmert angenommenen Wertes der Abplattung
als Unbekannte in die Bedingungsgleichungen einzuführen .

Die im 13. Kapitel gegebene Darstellung der Aadcmsclien Theorie der Refraktion
habe ich in der Hauptsache bereits in den Sitzungsberichten der Kaiserl . Akademie
der Wissenschaften in Wien veröffentlicht . Doch ist jetzt auch der Einfluß des
Dunstdruckes auf die brechende Kraft der Luft berücksichtigt worden ; außerdem
wurden in formeller Beziehung mehrere Änderungen an der a. a 0 . erschienenen
Abhandlung vorgenommen .

In dem über die Bestimmung der Schiefe der Ekliptik , sowie der Rektaszensionen
handelnden Kapitel 14 gehe ich ein neues Verfahren an , relative Rektaszensions¬
korrektionen zu bestimmen und die von F . Cohn für die Rmefechen Beobachtungen
nachgewiesene Abhängigkeit der Rektaszension von der mittleren Zeit der Beobach¬
tung zu untersuchen . Bezüglich der Bestimmung des Unterschiedes zwischen Tag -
und Nachtbeobachtungen bin ich den Ausführungen von F . Cohn gefolgt .

Das nachträglich hinzugefügte Kapitel i4 a enthält die bei der Vergleichung der
Sternkataloge , bzw. der Bildung eines Fundamentalkatalogs zu befolgenden Vor¬
schriften ; hierbei habe ich mich im wesentlichen auf die Untersuchungen von Auwers
und Boss gestützt . Bezüglich des von den Genannten benutzten Verfahrens , die
Abhängigkeit der Gewichte von der Zahl der Beobachtungen zu bestimmen , ist mir
nichts Näheres bekannt ; die von mir mit Hilfe der »Durchschnittsfehler « für den
Katalog Greenwich 1872 gefundenen Gewichte stimmen indessen befriedigend mit
den von Auwers in seinen Gewichtstafeln angegebenen überein .

Im 19. Kapitel wird die Hansen &che Theorie der Sonnenfinsternisse in neuer
und wesentlich vereinfachter Form dargestellt . Als Fundamentalgleichungen habe
ich nicht , wie Hansen , die für u sin 0 und u cos 0 gültigen , sondern die von mir
direkt erhaltenen , für u sin ip und u cos tp gültigen Gleichungen bezeichnet ; denn
diese letzteren sind diejenigen , welche man sowohl bei der Vorausherechnung einer
Finsternis für einen gegebenen Ort , als auch bei der Berechnung der Grenzkurven
(mit einer Ausnahme ) benutzt . Die Vorausberechnung einer Finsternis für einen
gegebenen Ort habe ich an erster Stelle behandelt ; man wird damit in den Stand
gesetzt , die Bedingungsgleichung für die nördliche und südliche Grenzkurve sofort
angeben zu können . Bei der Berechnung der östlichen und westlichen Grenzkurve
glaubte ich, von der Berücksichtigung der Refraktion absehen , . und auch noch die
sogenannte reduzierte Breite mit der um höchstens 6' von ihr verschiedenen geo¬
graphischen Breite vertauschen zu dürfen . Die Berechnung der Grenzkurven soll ja
nur dazu dienen , die zur Beobachtung einer Finsternis geeigneten Punkte der Erde
kennen zu lernen ; da nun Beobachtungen an solchen Punkten , welche selbst um
einige Grade von der östlichen und westlichen Grenzkurve entfernt sind , keinen
Wert haben , so ist der hei den vorhin erwähnten Vernachlässigungen begangene ,
rund einen halben Grad betragende Fehler ohne jede Bedeutung . Vorkommenden¬
falls läßt es sich überdies mit Hilfe der zur Vorausberechnung einer Finsternis für
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einen gegebenen Ort dienenden Formeln , und unter Berücksichtigung der in § 106
gemachten Bemerkungen , leicht feststellen , oh für einen Ort , welcher in der Nähe
der nach § 121 berechneten östlichen oder westlichen Grenzkurve liegt , eine Finsternis
stattfinden wird . Aus demselben Grunde wie bei der östlichen und westlichen Grenz¬
kurve kann die Refraktion auch hei der Berechnung des ersten und letzten Berührungs¬
punktes des Halbschattenkegels mit der Erdoberfläche vernachlässigt werden .

Die im 22. Kapitel behandelte astrographische Ortsbestimmung bildet das Gegen¬
stück zur geographischen . Eine Kenntnis der Methoden , nach denen die verschiedenen
hier auftretenden Fragen gelöst werden können , erweist sich in mehrfacher Beziehung
als nützlich . So z. B . ist es für das Studium der physischen Libration des Mondes er¬
forderlich , den Weg zu kennen , auf dem Cassini seine Gesetze gefunden hat ; ferner
muß man , wenn der polare und äquatoreale Durchmesser der Sonne gemessen werden
soll, wissen, wie sich die Lage der Rotationsachse bestimmen läßt , usw.

Das 23. Kapitel enthält eine Darstellung der hauptsächlich für die Geodäsie
wichtigen Methoden , die Polhöhe und die Zeit durch Beobachtungen außerhalb des
Meridians zu bestimmen ; dabei werden nur solche Methoden berücksichtigt , welche
von den Geodäten bevorzugt werden . Obwohl die Bestimmung der Polhöhe nach
der Horrebow - Talcottschen Methode , weil sie im Meridiane erfolgt , nicht in das
Kapitel hineingehört , habe ich doch geglaubt , das Prinzip derselben an dieser Stelle
erwähnen zu können .

Unter den von mir eingesehenen und teilweise benutzen Werken erwähne ich
die Lehrbücher von Andoyer , Baillaud , Ball , Bauschinger , Brünnow , Chauvenet, New-
comb, Oppolxer, Sawitsch , Tisserand und das Handwörterbuch der Astronomie von
Valentiner . Die in dem vorliegenden Lehrbuch gewählte Darstellung weicht aber
vielfach von den mir bekannt gewordenen ab .

Ein großer Teil des Manuskripts wurde vor der Drucklegung von den Herren
Prof . v. Hepperger, Prof . Schwarxschild , Geheimrat v. Seeliger, Hofrat Weiß und
Dozent Dr . Wilkens durchgesehen ; es ist mir eine angenehme Pflicht , den genannten
Herren auch an dieser Stelle meinen aufrichtigsten Dank für ihre Mühe und die
mir erteilten Ratschläge auszudrücken . Ferner bin ich Herrn Hofrat Eder für seine
die Herstellung der Zeichnungen betreffenden Ratschläge und für die hierbei wieder¬
holt gewährte tatkräftige Unterstützung zu großem Dank verpflichtet . Sodann habe
ich Herrn Kaiser , Assistenten der k. k. technischen Hochschule , für die Ausführung
von 8, und meinem Sohne Norbert für die Ausführung der übrigen Zeichnungen zu
danken . ' Ferner danke ich Herrn Niel , Fachlehrer an der k. k. graphischen Lehr -
und Versuchsanstalt , für die Herstellung der den Verlauf zweier Sonnenfinsternisse
darstellenden Karten und für die mühsame Arbeit der Beschriftung der Figuren ;
einige weniger gelungene Buchstaben fallen mir selbst zur Last . Weiterhin bin ich
Herrn Dr . Bummerer sehr dankbar für die große Sorgfalt , welche er auf das Lesen
der Korrektur verwandt hat . Zum Schlüsse sei es mir gestattet , auch der Verlags¬
buchhandlung AVilhelm Engelmann meine Erkenntlichkeit für das mir stets bewiesene
Entgegenkommen zum Ausdruck zu bringen .

Wien , im Februar 1912. L. de Ball .
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Kapitel I .

Reihenentwicklungen , Interpolationsformeln und Formeln fUr numerische
Differentiation .

1. Reihenentwicklungen . I. In der Differentialrechnung werden die Reihen
abgeleitet

sin # = #
I
(T # 3+

I
120

x5— • • • x 4= 00

cos # = i
1
2 # 2+

I
24

x*— ■■■ a; =)= 00

tang # = # 3+
2

15
x5-\- ■■■ —— 7t < X< -i - ^r 7t2 2

cotg # =
I
#

1
3

# —
I

45
x 3 — • • • — /r < ^# <C + ^

sec # = I + T
5 x 4+ • • • — — 7r< a; < + 4 - 7r2 224

cosec # =
I
# +i ■X +

7 _
360

x 3+ • • • — 7t <^ X <d -\~ 7t
und ferner

I . ^
x = sin # + — sin 3# + — sin 5# + • . • — i g sin # S + i

6 40
(2)

x = tangz j -tang3xd——tang5* —• • • — 1S tanga;S + 1
Auf der rechten Seite der Gleichungen (1) hat man sich den Winkel x als in

Teilen des Radius ausgedrückt zu denken , d . h . : Beschreibt man um den Scheitel
des Winkels mit einem beliebigen Radius einen Kreis und wählt den Radius als
Längeneinheit , so ist x gleich der Länge des Bogens , welchen die Schenkel des
Winkels auf dem Kreise ausschneiden . Wenn nun x ' die Anzahl der Bogensekunden
angibt , welche in einem Winkel , dem die Bogenlänge x entspricht , enthalten sind , so
ist x gleich dem Produkt aus x" und der Länge des einem Winkel von 1" ent¬
sprechenden Bogens ; man hat also x = x" arc 1Mit Rücksicht darauf , daß arc 1"
sich um weniger als eine Einheit der i4 ten Dezimale von sin 1" unterscheidet , darf auch

(3 ) x — sin 1" [log sin 1'' = 4 .685 57491

gesetzt werden ; diese letztere Form ist die gewöhnlich angewandte .
Mit Hilfe der Gleichung (3) kann man einen in Bogensekunden gegebenen

Winkel in Teilen des Radius ausdrücken ; ist umgekehrt der Winkel in Teilen des
de Ball , Sphär . Astronomie . 1
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Radius gegeben , und wünscht man , seinen Wert in Bogensekunden zu kennen , so hat
man die Gleichung anzuwenden

(3 a) x " = g^̂ i77 , log sin i " = = 4 . 685 5749

Soll dagegen der Winkel in Bogenminuten (x '), bzw . in Graden (x° ) ausgedrückt ge¬

funden werden , so ist die letzte Gleichung durch

(3 b) logarc 1' = 6 .463 7261
bzw .

( 3 C) z° = ar | - 0 , logarc i° = 8 . 2418774
zu ersetzen .

Aus den drei ersten Gleichungen ( 1) in Verbindung mit der Gleichung (3 ) folgt

noch , daß , wenn x so klein ist , daß das Quadrat und die höheren Potenzen von x

vernachlässigt werden können ,

sinx = x — x " sin 1", cosx — 1 , tang x — x = x " sin 1"

ist . Gewöhnlich schreibt man die erste und letzte dieser Gleichungen in der Form

sinx = x sin 1", bzw . tangx = x sin 1". indem man dabei stillschweigend voraussetzt ,

daß x in Bogensekunden ausgedrückt ist .

II . Es sei % eine komplexe Variabele , deren Modul kleiner als 1 ist , es sei also

% = qe ia ' — q (cosw - j- * sinw ) , p 1 ,

ferner sei Z( i + z ) der natürliche Logarithmus von i + z ; man hat dann bekanntlich

Z( i -j - z ) = Qe iu > — \ Q * e '2il " + | p 3e 3 ‘ " — • • •

Nun folgt aus dem Ausdruck für z , wenn

r sin 0 = ^ sinm
r cos 0 = 1 -j- p cos io

(4 )

oder auch

(5 ) r = + V1 + 2 ^ cos w - )- (>2

(6 ) tang 0 = eS111 “
I + Q COS 10

gesetzt wird ,
1 + x — r (cos 0 + f sin 0 ) = re ‘ 8

Somit ist
l[\ -\- z) = Ir -\- iQ

Ersetzt man hier l [ i + z ) durch die oben angegebene Reihe , so ergibt sich

(7) Ir -(- *© = £>e''" — + | ^ 3e3‘'w— . . .
= q (cos w + i sin co) — Iq 2(cos 210 -j ~ i sin 2 w ) - (- • • •

Durch Vergleichung der reellen und imaginären Teile dieser Entwicklung erhält man

(8 ) Ir = Q cos w — cos zco | () 3 cos 3tj — • • •

(9 ) Q = q sin 10 — { q * sin 2w + sin 310 — ■ ■ ■

Da p < 1 und r > o vorausgesetzt wird , so geht aus der zweiten Gleichung (4 )

hervor , daß cos 0 > > o und somit , wenn die Werte von O O 2 rr ausgeschlossen
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7T 7t
werden , - ^ - ist . Wenn also zwei Gleichungen von der Form (4)

7t 'Jt
oder von der Form (5) und (6) gegeben sind , und 0 1 sowie -- — S © ^ + —

ist , so gelten für Ir und Ö die Reihenentwicklungen (8) und (9). Um die Reihe
für den Briggsschea . Logarithmus von r zu erhalten , hat man die rechte Seite der
Gleichung (8) mit dem Modul M = 0.434 29448 zu multiplizieren ; es wird demnach

logr = M{q cos w — | p2 cos 2w -f- | p3 cos 3m — • • •] , logdf = 9-637 7843

III . Ersetzt man in den Gleichungen(4), (5) und (6) 10 durch /r —x , so er¬
gibt sich

(10)
bzw.

r sin (■) = (j sin *
r cos 0 = 1 — 0 cos *

n r ~ + Fi — 2p cos * -}- p2

, , p smx12) tang© = — ------
1 — p cos*

Nun wurden aus (4), (5) und (6) die Reihenentwicklungen (8) und (9) abgeleitet ;
setzt man auch in diesen to = n — x , so erhält man die folgenden , den Gleichungen
(10), (11) und (12) entsprechenden Entwicklungen , welche wie die Reihen (8) und (9)

für p 1 und — — 0 SS -f- ~ gelten :2 2

(13) Ir — — p cos * — fp 2cos 2* — | p3 cos 3* — • • •
(14) © = -)- p sin * + sin 2X-\- f p3sin 3* -(- • • •

Multipliziert man die rechte Seite der Gleichung (13) mit dem Modul ilf —
0.43429 . . . , so erhält man die Reihe für den Bri.ggsschew Logarithmus von r .

IY. Es sei eine Gleichung gegeben von der Form

(15) tang y = —- tang a ,

wobei m ein positiver oder negativer echter Bruch sein soll. Substituiert man diesen
Wert von tang y in die Formel

, , , tang y — tang utang (y — a ) = - - 2—
1-j- tang y tang u

so erhält man
, sin 2«
(15 ) tang (?/ — ß)

also eine Gleichung von der Form (12); gleichzeitig folgt aus (i5 a) in Verbindung
7t 7t

mit der für m angegebenen Bedingung , daß — —SS?/ — « SiH angenommen werden

kann . Der Gleichung (i5a) und somit auch der Gleichung (15) entspricht also die
aus (14) für © = y — « , p = rn und x — 2a sich ergebende Reihenentwicklung

(16) y = a -\ - m sin 2« + \ m ’z sin 4a + | to 3sin6ß -f- • • •
1*
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Y. Setzt man

oder

i + m— 5- = ni — m

n — i
m =

so wird die Grleicliung (15)
(17) tang y — n tang a

und die aus (15) abgeleitete Reibe (16)

o \ n — i . , 1 / w — 1 \ 3 . , 1 / rc — 1 \ 3 .8 y ■= a -\-- ;— sm 2 orH-- — -— I sm 4 « -1-- I ----- sm 6 « + •n -\- \ 2 \n -\- \ ] 3 \« + 1/

Einer Grleicliung yoii der Form (17) entspricht demnach die für n >̂ o gültige Reihen¬
entwicklung (18).

In dem Spezialfalle n = cos «, also

tang y — cos e tang a
folgt aus (18)

(i8 a) y — a — tangaie sin 20 + ~ tang4 sin 4« — | tang6 sin 6a -j- • • •

2. Interpolationsformeln . Es seien die Werte einer Punktion /'(x) für die
äquidistanten Werte a — 2tv, a — w , a , a -{- w , . . . des Arguments x gegeben , und
man stelle sich zur Aufgabe , den Wert zu bestimmen , welchen f (x) für einen zwischen
a und a -\- w liegenden Wert X des Arguments annimmt . Zur Lösung dieser Auf¬
gabe bedarf man der Differenzen zwischen den gegebenen Funktionswerten . Bedeuten
f [a — 2), f {a — 1), f (a), . . . die den Werten a — iw , a — w , a , . . . des Arguments
entsprechenden Funktionswerte , so bilde man zunächst die ersten Differenzen , d. h.
die Differenzen zwischen je zwei aufeinander folgenden Funktionswerten , und setze
zur Abkürzung

/ '(« - 1) — f (a — 2) = f {a — f)
f (a) - f (a - 1) = f (a - | )
f (a + i ) — f (a) = f [a + l )

>

wo also a — 3 das Mittel aus a — 1 und a — 2 darstellt , ferner a — { gleich dem
Mittel aus a und a — 1 ist , usw.

Sodann bilde man die zweiten Differenzen , d. h. die Differenzen aus den f ,
und setze

/ '' (« + ?) — /■' (« “ I) = f »

Ferner bilde man die dritten Differenzen , nämlich
/> )- /> - o=r> - i)

Fährt man in dieser Weise bis zur vierten Differenz fort und stellt die gege¬
benen Funktionswerte und ihre Differenzen zusammen , so erhält man das folgende
Schema :
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Argument
a — 2W f [a - 2)

/> - !)
a — w f (a - 1) f "(a - 1)

a /■(«) f "(a)
/> + !)

a -\- w f (a + 1) f "(a + 1)

f (a + 2)
r («+ D r («+ i)

a -\- 2iv
/■' (« + 4)

f "(a + 2)

«+ 3̂ + 3 )

Da der Wert X zwischen a und a + iv liegen soll , so kann man X — a -{- nw
setzen , wo n einen positiven echten Bruch bedeutet . Jenachdem nun n gleich oder
kleiner oder größer als ’ ist , und demnach X entweder in der Mitte von a und a + w,
oder näher hei a , oder näher bei a + iv liegt , hat man zur Berechnung des zu X
gehörigen Funktionswertes fia + n ) eine andere Formel anzuwenden . Die betreffenden
Formeln sollen hier nur angeführt und durch Beispiele erläutert werden , ihre Ab¬
leitung findet man unter anderem in Oppolzers Lehrbuch der Bahnbestimmung ,
II . Band , S. 13 ff.

I . Es sei n Die Formel lautet dann

(19) f [a + n) = f (a) + n f̂ '(a + l ) + "(a + i ) -f----

Beispiel . Dem Berliner Astronomischen Jahrbuche für 1910 wurden die folgenden
Deklinationen der Sonne , d. h. die Abstände des Sonnenmittelpunktes vom Äquator
entnommen ; dieselben gelten jedesmal für den Berliner mittleren Mittag . Neben den
Deklinationen findet man unter f , f ", f " die ersten , zweiten und dritten Differenzen
mitgeteilt ; die vierten Differenzen sind so klein , daß sie ohne Nachteil vernachlässigt
werden können .

1910 Deklination f f " f "
Mai 1 i4 052' 49'.'5

+ 53 ' 49 "1
4 15 46 38.6 — 2' 2o'.'o

+ 51 29. 1 — 8'.'7
7 16 38 7.7 — 2 28.7

+ 49 o -4 — 9 - i
10 17 27 8 . 1 — 2 37 . 8

+ 46 22 . 6 — 8 . 2

13 18 ! 3 30 - 7 — 2 46 . 0
+ 43 36 -6 — 7 -5

16 iS 57 7 . 3 - 2 53 . 5
+ 40 43 - 1

19 19 37 50 . 4

Will man jetzt die Deklination der Sonne für den mittleren Berliner Mittag des
8. Mai berechnen , so hat man für den im Vorigen mit a bezeichneten Argumentwert
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den mittleren Berliner Mittag des 7 . Mai zu wählen , und es wird , da hier w =

3 Tage ist ,

Mai 8 — Mai 7 1 11 — 1 i n + 1 4
3 3 ’ 2 3 ’ 3 — 9

Ferner gibt die obige Tabelle

/ •(« ) = . 6°38 ' 7" 7 , / ■' (« + f ) = + 49 ' o " 4 , f " [a) = - 2 ' 28 '.' 7 , / " ' (« + f ) = - 9 - 1

Damit sind die A\ Terte aller in ( 19 ) vorkommenden Größen gefunden , und somit

könnte man die Aufgabe als gelöst betrachten . Es soll aber noch ein Verfahren er¬

läutert werden , mittels dessen sich die Berechnung des Ausdruckes ( 19 ) ausführen

läßt , ohne daß man nötig hat , auf die Vorzeichen der Differenzen und deren Koeffi¬

zienten zu achten . Man ziehe zuerst durch den Ort , wo in der obigen Tabelle das

Argument Mai 8 liegen würde (also unterhalb Mai 7 ) , eine Horizontale ; die dieser

am nächsten liegenden Differenzen + 49 ' o " 4 , — 2 ' 28 '.' 7 , — g '.' i sind dann die für die

Formel ( 19 ) zu benutzenden Werte von f in -f - (,), f " {a ) und / '" ' (« - |- -' ). Indem nun

allgemein mit der absolute Wert einer beliebigen Größe v bezeichnet wird , bilde
n 1

man das Produkt aus = g '.' i und ^ also g '.' i x ^ - = 4 '.'o .

Dieses Produkt füge man mit einem solchen Vorzeichen versehen zu f " (a ) \ — 2 ' 28 " -]

hinzu , daß das entstehende Resultat zwischen 2 ' 28 '.' ] und dem absoluten Wert 2 ' 37 '.'8

der auf der anderen Seite der Horizontalen gelegenen Differenz f " zu liegen kommt ;

man hat also zu bilden 2 ' 28 " 1 + 4 "o = 2 ' 32 '.' 7 . Sodann multipliziere man 2 ' 3277

mit U ~ | = ^ und füge das Produkt (2 ' 3277 ) — = 5o7g mit einem solchen Vor¬

zeichen zu ' f ' [a + — 49 ' o74 hinzu , daß das entstehende Resultat zwischen 49 ' c/.T}

und dem absoluten Wert 5i ' 2g7i der jenseits der Horizontalen gelegenen Differenz

f zu liegen kommt ; es ist also zu bilden 49 ' o74 - j- 5o7g = 49 ' 5173 . Multipliziert

man nun 49 ' 5173 mit 11 ~ j und legt das Produkt (— 16 ' 3771 ) zu der für Mai 7

gültigen Deklination 16 ° 38 ' 7" 7 hinzu , so erhält man für die gesuchte Deklination

der Sonne am 8 . Mai , mittlerer Mittag Berlin , i6°54 ' 4478 .

II . Falls » > | ist , setze man 1 — n — v und hat dann

(20 ) f [a - )rn ) = f [a + \ ) — »' [ / ' > + ; ) — 0 + — • • •

Beispiel . Mit Hilfe der vorigen Tabelle (S . 5 ) soll die Deklination der Sonne für

1910 Mai 12 , 6 h mittlerer Zeit Berlin oder , wenn man 6 h in Dezimalteilen des Tages

ausdrückt , für Mai 12 - 25 berechnet werden . In dem gegenwärtigen Falle hat man

unter dem Argumentwert a den mittleren Berliner Mittag (= o h mittlerer Zeit Berlin )

des 10 . Mai zu verstehen , es wird also

Mai 12 • 25 — Mai 10 00 ?
n = - = 0 . 75 = —

3 4
und somit

1 v — 1 3 ^ + 1 5
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Ferner gibt die Tabelle unter der jetzt für a gemachten Annahme

f (a + i ) = i8° 13' so '.' ; , / ’’(« + 1) = + 46 ' 22. b , f " (a + 1) = — 2' 46 :0 ,
r " (« + l ) == - 8'.'2

Bei der Substitution dieser Werte in die Formel (20 ) kann man in derselben
Weise verfahren wie beim vorigen Beispiel . Zieht man zunächst durch den Ort , wo
in der Tabelle das Argument Mai 12 -25 liegen würde (also oberhalb Mai 13) eine
Horizontale , so stellen die dieser Horizontalen unmittelbar benachbarten Differenzen
+ 46 ' 22 '.'6, — 2' 46 '.'o und — 8'.'2 die für die Gleichung (20) zu benutzenden Werte
von f ' (a -i- i ) , / ’" (« + 1) und / ’” ' (« + 7) dar . Man bilde nun das Produkt aus

| f " ' (a + i ) | = 872 und j ■■■ 1 ! = — und erhält so 8"2 x — = 374. Dieser Wert3 12 12

ist mit einem solchen Yorzeichen zu \f " (a + i )| = 2' 4ö7o hinzuzufügen , daß das
entstehende Resultat zwischen 2' 467o und dem absoluten Wert 2' 3y78 der auf der
entgegengesetzten Seite der Horizontalen befindlichen Differenz f " zu liegen kommt ,
man hat also zu bilden 2' 4ö7o — 374 = 2' 4276 . Hierauf multiphziere man 2' 4276

v — 1 j 3 3
mit = — und füge das Produkt (2' 4276) —- = 1' T.'o mit einem solchen Vor -I 2 I 8 K 1 8

Zeichen versehen zu \f (a + ’) — 46 ' 2276 hinzu , daß das entstehende Resultat zwischen
46 ' 2276 und dem absoluten Wert 43 ' 3676 der jenseits der Horizontalen befindlichen
Differenz f zu liegen kommt ; man hat also zu bilden 46 ' 22% — 1' i7o = 45 ' 2176.
Zum Schluß hat man noch 45 ' 2i76 mit r = { zu multiplizieren und das Produkt
(= 10' 2074) von der für Mai 13 gültigen Deklination 18° 13' 3077 zu subtrahieren ;
für die Deklination der Sonne am 12. Mai , 6h m . Zt . Berlin , ergibt sich damit
i 8 ° 3 ' io 73 .

Bei den vorigen zwei Beispielen sind die vierten Differenzen vernachlässigt worden .
Sind letztere klein , so lassen sich dieselben dadurch berücksichtigen , daß man als
Wert von f " ' {a + \) das Mittel aus den zu beiden Seiten der Horizontalen befind¬
lichen Werten von f " nimmt ; man hätte also bei dem ersten Beispiele / ’" ' (« + 1)
= — 7 (877 + g7i ) = — 87g und bei dem zweiten f " ' [a -f- j ) = — 778 zu setzen . Bei
einigermaßen großen Werten der vierten Differenz reicht dieses Verfahren aber nicht

aus , sondern es muß dann in (ig ) f " (a -{- -() durch / v" (a + 1) + 2 / 'lv(ß), bzw . in
_ 4

(20) durch — (a + 1) ersetzt werden .4

III . Ist w = 7 , so gilt die Formel

(2 , \ _ m + / •(« + 1) 1 r » + na + i ) , 3 rw + / •’> + »)
/ l ^ 2 8 2 "1_ 128 2

Beispiel . Die zweite Kolumne der folgenden Tabelle gibt zwischen den Grenzen
x = o°i ' 30" und x = o°6 ' o" von 30" zu 30" die Werte des log sin x ; verlangt wird
die Berechnung des log sin x für x — o° 4' 45 ".
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X log sin x r r ^ nr pw
/

3
n

30 7 .00779
+ 5800

4 0 7 .065 79
+ 5115

— 685
+ 146

4 30 7 . 11694 — 539 — 44
[7-13982] + 4576 [- 488] + 102 [— 34]

5 0 7 . 162 70
+ 4139

— 437
+ 77

— 25

5 30 7 . 204 09
+ 3779

— 360

6 0 7 . 241 88

Setzt man log sin o°4 ' 30" — f (a) , so erhält man für ^ [/ («) + / ’(« + 1)])
\ \f "(a ) + f " {a + 1)] , l l/ 'IV(®) + f ly[a + 1)] die in der vorigen Tabelle in eckigen
Klammern stehenden Zahlen . Hiermit findet man

\ [f (a ) + f (a + 0 ] = 7. 13982
- | {i [/ "(«) + r (« + Ol} = + 61.0
iisdfrw + r («+ i)]}= - 0.8

Die Summe dieser drei Zahlen gibt nach (21) den gesuchten Logarithmus ; es
wird also log sin o°4 ' 45" = 7.14042 .

3. Ein Trugschluß . Fügt man in (19) zu f "'[a + \ ) das auf S. 7 erwähnte

Glied — - f iy(d) hinzu , so lautet die Formel4

(22) f [a + n ) = /•(«)+ « [/> + ! ) + - ^ I [/> ) + ^ [r '(«+ i ) + W~ 2 r {a)

Man stelle sich jetzt zur Aufgabe , mit Hilfe der vorhin gegebenen Tabelle den
log sin o° 3' 40" zu berechnen . Da o° 3' 30" dem Wert a des Arguments entspricht ,
und das Intervall w = 30" ist , so folgt :

n o°3 ' 4o '' — o°3 ' 30 " 1 n — 1 _ 1 n ~\- i 4 n — 2 5
30 " 3 ’ 2 — 3 ’ 3 9 ’ 4 ~ 12

Damit sind die Koeffizienten der in (22) enthaltenen Differenzen gefunden , aber von
diesen Differenzen kommt nur die erste , nämlich f (a + = 4- 5800, in der Tabelle
vor. Nun gilt aber auch folgende Interpolationsformel

(23) / ■(« + « ) = / '(u) + ^ [ / -' (a + i )+ , i^ I [ r (« + i )+ ~ [ r > + i )+ ^ /fiv (« + 2)

Die Werte der hierin enthaltenen Differenzen können sämtlich der obigen Tabelle
entnommen werden , und zwar hat man

^ (a + f ) — + 5800, f "(a -\- i ) = — 685, /"'" (a + J) = + 146, / 'IV(a + 2) = — 44

Es könnte also scheinen , als oh für das vorliegende Beispiel die Anwendung der
Formel (23) geboten wäre ; dem ist aber nicht so. Berechnet man zunächst mit
Hilfe von (23) den Wert von log sin o°3 ' 40", so ergibt sich dieser zu 7.02799 .
Ebendenselben Wert erhält man aber auch , wenn man die letzte für die Formel (23)
benutzte Differenz als konstant betrachtet , d. h. wenn man in der für log sin x gege-
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benen Tabelle (a) = / 'IV(a + 1) = / 'IV(a + 2) = — 44 annimmt , hierauf die fehlenden

Differenzen ergänzt und nun die Formel (22 ) benutzt . Die ergänzten Differenzen

sind in der folgenden Tabelle in Klammern gesetzt .

X log sin x r r flY

o°3 ' 30 " 7 .007 79
+ 5800

(- 875 )
(+ 190 )

(— 44 )

4 0 7 .065 79
+ 5115

- 685
+ 146

(— 44 )

4 30 7 . 11694 — 539 — 44

4. Numerische Bestimmung der Differentialquotienteu . Es seien für die
Werte a — 2iv , a — iv , a , . . . eines Arguments die Funktionswerte f (a — 2) , f (a — 1),

/ (« ) , . . . gegeben und von letzteren auf die in § 2 beschriebene Weise die ersten ,

zweiten , . . . Differenzen gebildet . Um dann den ersten und zweiten Differential¬

quotienten von f [x ) für x = a zu finden , hat man die Formeln anzuwenden (Oppoher ,
Lehrbuch der Bahnbestimmung , II . Band , S . i6ff ). :

(24) [df[x]\ = 1 rna + p + n «- !)_ i r > + i)+ r > - i)+ . . i\ dx Jx=a W L 2 62 J

<«> $ $ - £rw - *rw +- -)
Als Beispiel möge die Berechnung der Differentialquotienten von log sin x für

x = o°5 ' o " gewählt werden . Mit Hilfe der in § 2 , S . 8 angegebenen Tabelle er¬

hält man , wenn jetzt log sin o° 5 ' o " = f !a ) gesetzt wird ,

^ / ' (a + D + r (« - ! )] = + 4357 -5
+ i)+ /'",(«- s)]= + 89-5, - mr (“+ j)+ /'"(«- IW= - 14-9

Die Summe der rechts untereinander stehenden Zahlen ist 4342 .6 . Da das Inter¬

vall w zwischen je zwei aufeinander folgenden Argumenten der Tabelle 30 " beträgt ,

so wird der erste Differentialquotient von log sin a; für x = o° 5' o " gleich - f- 434 2 -6 : 3°

= -+- 144 .8 Einheiten der fünften Dezimale .

Aus der Tabelle erhält man ferner f " (a ) = — 437 , f iy [a ) = — 25 . Demnach ist

f " (a ) — ~ f nT(a) = — 435 . Der zweite Differentialquotient von log sin x für x — o°5 ' o "
wird somit — 435 : 900 = — 0 .48 Einheiten der fünften Dezimale .

Wollte man nun beispielsweise log sin o° 5' 9" berechnen , so hätte man nach dem

Tayhrschea . Satze , wenn die vorhin abgeleiteten Differentialquotienten mit J ' und

J " bezeichnet werden ,

J "
log sin o° 5 ' 9" = log sin o°5 ' o " + 92 / ' + 81 —

Nach Substitution der Werte log sin o° 5' o " = 7. 16270 , J ' = + 144 .8 und { J " =

— 0 .24 Einheiten der fünften Dezimale erhält man hieraus log sin o-0 5 ' 9 " = 7. 17554 .
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Kapitel II .

Die Methode der kleinsten Quadrate.

5. Mittelwerte. Wird eine unveränderliche Größe, z. B. die Länge einer festen
Strecke , die Größe eines konstanten Winkels usw., wiederholt gemessen , so stimmen
die erhaltenen Einzelwerte durchweg nicht genau miteinander überein . Hat man
nun keinen Grund , die eine Beobachtung für weniger sicher als die andere zu halten ,
so betrachtet man das arithmetische Mittel aus den Einzelwerten als den wahrschein¬
lichsten Wert der gemessenen Größe . Anstatt die Beobachtungen als gleich genau
zu bezeichnen , bedient man sich gewöhnlich des Ausdrucks , daß dieselben gleiches
Gewicht haben ; setzt man dieses gleich i , so hat man das Gewicht des arithmeti¬
schen Mittels gleich der Zahl der Einzelwerte anzunehmen .

Das arithmetische Mittel hat eine bemerkenswerte Eigenschaft . Es sei x die zu
bestimmende Größe , a , , aa, . . . , am seien die für x gefundenen , als gleich genau
vorausgesetzten Einzelwerte ; nimmt man dann für :r irgend einen Wert an und bildet
die Differenzen

so sind die v Funktionen von x. Man kann sich jetzt die Frage vorlegen : Welches
ist der Wert von x , für den die Summe der Quadrate der v am kleinsten ist ?
Bekanntlich ergibt sich dieser aus der Gleichung

Der gesuchte Wert von x ist also gleich dem arithmetischen Mittel aus den beob¬
achteten Einzelwerten .

Das Mittel aus m gleich genauen Werten , a2, . . . , aMläßt sich auch in der
Form

x —

Führt man die angedeutete Differentiation aus , so folgt

(x — flj + (x — aj + • • • + (x — M = 0

v a* ~l~ ' ' ' ~l~ a '
V

'1/ . v VX/
— \- {m — v) -

x =
v + [m — v)

darstellen . Setzt man hierin
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ff, + H a,.
v ’

Pi = v ,
so wird

(i a) x

Wenn man nun das Gewicht einer Beobachtung gleich i annimmt , so sind v
und m — v und demnach auch p 1 und p2 die Gewichte der Partialmittel xl und x3.
Aus dem Vorigen ergibt sich also der Satz : Teilt man eine Anzahl gleich genauer
Einzelwerte in zwei Gruppen und bildet für jede Gruppe ein Partialmittel , so ist der
Quotient aus der Summe der Produkte der Partialmittel in die zugehörigen Gewichte
und der Summe dieser Gewichte gleich dem Gesamtmittel .

Auf den zuletzt für x gefundenen Quotienten stößt man auch bei der Lösung
der folgenden Aufgabe . Es seien VT und V2 die Differenzen zwischen irgend einem
Werte von x und den vorhin mit xx und .r 2 bezeichneten Partialmitteln , es sei also

x — xx= V,
x — x2 = V2

Multipliziert man jede dieser Gleichungen mit der Quadratwurzel aus dem Gewicht
des in ihr enthaltenen Partialmittels , so folgt

xVp 1— xt Vp, = Vl VpI
xVp 2— ,r 2\ 'p2 = V2Vp2

Will man jetzt denjenigen Wert von x finden , für den die Summe der Quadrate der
auf der rechten Seite dieser Gleichungen stehenden Ausdrücke , also die Summe
pxV*+ p2VI ein Minimum wird , so ergibt sich dieser aus der Gleichung

{p, (* ~ x.y -Vp^x —xaY) = o
oder

Pi (x — x i ) ~\ - PA X — G ) = o

Der gesuchte Wert von x ist somit

p^ + P' X,
P. + P,

Ist die Zahl der aus den gleich genauen Werten ff, , «, , . . . , am gebildeten
Partialmittel größer wie zwei , hat man z. B . die Mittel xt , x2, x3, . . . und be¬
zeichnet man mit px, p2, p3, ■■■ die Anzahl der den xx, x3, x3, . . . zugrunde lie¬
genden Einzelwerte also auch die Gewichte der Partialmittel , so erhält man für das
arithmetische Mittel aus ax, ff2, . . . , «,„ den Ausdruck

(2) x = ----P. + P, + P3 + ’ ' ;

Hierbei ist der Voraussetzung nach p x+ p2+ p3-\- ■■■— ni \ der Divisor des Quo¬
tienten (2) ist also gleich dem Gewicht von x,

ffv+ j - (- ffvJ-2 + • ' ' +
x = - - — —2 m — v
p2= m — v ,

P, G + P. G
Pi + Pa



12 Kapitel II L§5

Für den unter (2) gegebenen Ausdruck von x gilt ein dem vorhin für (1a) be¬
wiesenen ganz analoger Satz . Wenn man nämlich die Gleichungen

x — %t = vT
x — X, — v.

multipliziert und in die so entstehenden Gleichungen

xVp 1— x1Vpl = \/p l
xVp a — x^Vpz= v, Vp,
xVp 3 - x3Vp3= v3Vp3

den Wert (2) von x substituiert , so erhält die Summe G + P2K PP 'l + ■• ■
ihren kleinsten Wert .

Bisher sind die Beobachtungen als gleich genau vorausgesetzt worden . Haben
aber die beobachteten Werte verschiedene Genauigkeit , so kann man sich denken ,
daß dieselben Partialmittel einer Reihe gleich genauer Beobachtungen vorstellen ,
wobei jedoch jedes Partialmittel aus einer verschieden großen Anzahl von Einzelwerten
gebildet ist ; wie man diese Anzahl , also die Gewichte der beobachteten Werte be¬
stimmt , ergibt sich aus den im nächsten Paragraphen enthaltenen Ausführungen .
Damit ist aber der Fall verschieden genauer Beobachtungen auf denjenigen gleich
genauer zurückgeführt . Man hat jetzt nur unter den vorhin mit xI, xa, x}, . . . be-
zeichneten Partialmitteln die beobachteten Werte und unter p 1} p^, p3, . . . die Ge¬
wichte der letzteren zu verstehen ; der Ausdruck (2), für welchen gleichzeitig die
Summe der Quadrate der auf der rechten Seite der Gleichungen (4) stehenden Größen
ein Minimum wird , ist dann der wahrscheinlichste Wert der gesuchten Größe , und
das Gewicht dieses Wertes ist gleich der Summe der p .

G. Mittlerer Fehler und wahrscheinlicher Fehler . Denkt man sich in den
Gleichungen (1) an Stelle von x seinen wahren Wert eingesetzt , und bezeichnet man
die Werte , welche in diesem Falle die Differenzen vz, v2, . . . , vm annehmen , mit
z/ , , z/a, . . . , z/ ,„, so stellen diese J die wahren Beobachtungsfehler dar . Haben
dann alle Beobachtungen dasselbe Gewicht , und bezeichnet man mit die Summe

~\ / \/J /d \
der Quadrate z/ “ -h z/ a -f- • • • + z/ ,1,, so nennt man ± |/ den mittleren Fehler

einer Beobachtung . Der mittlere Fehler einer Beobachtung ist also ein Fehler ,
dessen Quadrat gleich dem Mittel aus der Summe der Quadrate der wirklich be¬
gangenen Fehler ist . Außer von dem mittleren spricht man auch noch von dem
wahrscheinlichen Fehler einer Beobachtung ; man versteht darunter einen
Fehler , der so beschaffen ist , daß von allen in einer Reihe von Messungen begangenen
und ihrem absoluten Werte nach genommenen Fehlern die eine Hälfte der Wahr¬
scheinlichkeit nach unter -, die andere oberhalb jenes Fehlers liegt . Da die Wahr¬
scheinlichkeit eines positiven Fehlers dieselbe ist wie die eines gleich großen negativen ,
so versieht man die für den wahrscheinlichen Fehler erhaltenen Werte mit dem

mit VpI, Vp„ Vp3,

(4 )



§6 ] Die Methode der kleinsten Quadrate 13

doppelten Vorzeichen . Wenn man also beispielsweise für einen Winkel x durch
Beobachtung den Wert a gefunden hat , und der wahrscheinliche Fehler von a seinem
absoluten Betrage nach gleich o'.'s ist , so schreibt man : x — a , w. F . ± o'.'s . In
Worten kann man dies folgendermaßen ausdrücken : Die Wahrscheinlichkeit , daß der
wahre Wert von x zwischen den Grenzen a — o'.'s und a + o'.'s eingeschlossen ist ,
ist ebenso groß wie diejenige , daß der wahre Wert außerhalb der angeführten Grenzen
liegt . Zwischen dem wahrscheinlichen Fehler (r ) und dem mittleren Fehler («) gilt
der Wahrscheinlichkeitsrechnung zufolge die Beziehung

(5) r = 0.6745 e
Man hat somit auch

(5a) £ = i .4826 r

Nimmt man vorläufig den mittleren , bzw. wahrscheinlichen Fehler einer Beobachtung
als bekannt an, so läßt sich auch der mittlere , bzw. wahrscheinliche Fehler des Mittels
aus mehreren Beobachtungen berechnen . Hierzu dient der in der Wahrscheinlichkeits¬
rechnung bewiesene Satz : Hat man einen Ausdruck von der Form

wo ?/, , y2, . . . voneinander unabhängige Quantitäten und /?, , . . . Konstanten
bedeuten , sind ferner , r3, . . . die wahrscheinlichen Fehler von ?/, , ya, . . . , und be¬
zeichnet man den wahrscheinlichen Fehler von & «/, + ••• + /?,„«/,„ mit B (ßi yi + p
ßmym), so ist

Der Gleichung (5a) zufolge hat man aber , wenn eH den mittleren Fehler von y„ be¬
deutet , s„ = i .4826r „ ; multipliziert man also die Gleichung (6) mit 1.4826 und setzt

als der mittlere Fehler von /?, «/, + & «/*+ ••• zu bezeichnen ist , so erhält man

i .4826r = £ gesetzt wird , auch et — e3 — ■■■— e ist , folgt aus (6) und (6a)

Der wahrscheinliche , bzw. mittlere Fehler des arithmetischen Mittels aus m gleich
genauen Beobachtungen ist demnach gleich dem wahrscheinlichen , bzw. mittleren
Fehler einer Beobachtung , dividiert durch die Quadratwurzel aus m. Da eine
Beobachtung vom Gewichte m als das arithmetische Mittel aus m Beobachtungen
vom Gewichte 1 aufgefaßt werden kann , so gilt auch der Satz : Der wahrscheinliche ,
bzw. mittlere Fehler einer Beobachtung vom Gewichte m ist gleich dem wahrschein¬
lichen , bzw. mittleren Fehler der Gewichtseinheit , dividiert durch die Quadratwurzel
aus m.

( 6 )

1.4826Riß , y, + ßa y3 -) ) = Eiß , y, + ß2y2Q ) , wo nun 4---- )

r , also , wenn

( 7 )
Vi + 2/g+ • • • ~f- y>n r

m Vm

(7a)
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Setzt man

— 2± _ ß — jj P "‘
Pi ~ Zpi P*~ 2 p ' ■■■' P"‘ — 2p

wo
2 p = Pt + P* + pm

sein soll , so folgt aus (6)

K^ . + ftg . + ■■■+ ». ./ , ) = ^

Der auf der linken Seite in Klammern stehende Ausdruck gibt nach obigem
das Mittel aus den y an , wenn diese die Gewichte p t , p^, . . . , p m haben ; in diesem
Falle stellt 2 p das Gewicht des Mittels dar . Bezeichnet man jetzt den wahrschein¬
lichen Fehler der Gewichtseinheit mit r , so ist dem vorhin bewiesenen Satze gemäß
ri = r \ Vpz, r*= r : Vp^, usw. Substituiert man diese Werte in die vorige Glei¬
chung , so erhält man

' ~ P I V2 p

In analoger Weise folgt aus (6a), wenn e den mittleren Fehler der Gewichts¬
einheit bedeutet ,

( gaj F l P , yi + P * y , ^ ----- 'rP .ny .A = = «
' - P I V2p

Es ergibt sich also der Satz : Der wahrscheinliche , bzw. mittlere Fehler des mit
Berücksichtigung der Gewichte gebildeten Mittels aus ungleich genauen Werten ist
gleich dem wahrscheinlichen , bzw. mittleren Fehler der Gewichtseinheit , dividiert durch
die Quadratwurzel aus dem Gewichte des Mittels .

Man denke sich jetzt wieder eine größere Anzahl gleich guter Beobachtungen
in zwei Gruppen mit p z, bzw. p2 Gliedern zerlegt und für jede Gruppe den Mittel¬
wert gebildet . Bezeichnet man dann die wahrscheinlichen Fehler der Mittelwerte
mit R l , bzw. R2 und ihre mittleren Fehler mit Jij , bzw. Ex, so folgt aus (7) und (7a),
wenn r den wahrscheinlichen und * den mittleren Fehler einer Beobachtung bedeutet ,

Rt = -f , 14 = ~ ; El - , Eq=
Vpr Vp, vpt yp *

Hieraus erhält man

(9 ) Pi ■Pi — Rl ’• R * = El ' E *

Da man nun zwei beobachtete Werte mit den Gewichten p1 und p2 als Mittel¬
werte von p , , bzw. p2 gleich genauen Beobachtungen betrachten kann , so folgt aus
der letzten Gleichung : Die Gewichte zweier ungleich genauen Beobachtungen verhalten
sich umgekehrt wie die Quadrate ihrer wahrscheinlichen , bzw. mittleren Fehler .

Zur Vervollständigung des Vorigen ist noch anzugeben , wie man den mittleren ,
bzw. wahrscheinlichen Fehler einer Beobachtung , bzw., bei ungleich genauen Beob¬
achtungen , den mittleren , bzw. wahrscheinlichen Fehler der Gewichtseinheit bestimmt .
Es soll zunächst angenommen werden , daß die Beobachtungen gleich genau sind .
Der für diesen Fall zur Definition des mittleren Fehlers einer Beobachtung auf S. 12



§6 ] Die Methode der kleinsten Quadrate 15

gegebene Ausdruck t = ± j / ^ ist allein nicht hinreichend , weil derselbe die Kenntnis

des wahren Wertes der zu bestimmenden Größe verlangt ; man kennt eben nur
den wahrscheinlichsten Wert der Unbekannten , also das arithmetische Mittel aus
den beobachteten Werten al , a2, . . ., a ,n. Versteht man aber unter ?■, , ?;2, . . . , vm
die Abweichungen der beobachteten Werte von ihrem arithmetischen Mittel , und be¬
zeichnet man die Abweichung des arithmetischen Mittels von dem wahren Wert der
Unbekannten mit <)', so gelten die Gleichungen

= vI -|- d, -f- d , . . . , z/ ,„ = vm-f- ö

Die Summe der Quadrate dieser Gleichungen gibt , wenn zur Abkürzung

i\ -\- ••• -+- vm= [l' \
v\ + vl -\ \- vl, = [vv]

gesetzt wird ,
[4 J \ —[vv]+ z[v]ö+ md2

Infolge der Bedeutung der v ist aber [v] — o, und somit erhält man

(A) d ] —=[vv] + md 2

Unter der Voraussetzung nun , daß die Beobachtungen nicht alle
nach derselben Seite hin von der Wahrheit abweichen , also nicht mit
einem konstanten Fehler behaftet sind , kann man als Näherungswert von d
den mittleren Fehler des arithmetischen Mittels aus den m Beobachtungen annehmen ;
man hat also nach (7a), wenn e wieder den mittleren Fehler einer Beobachtung be¬
deutet ,

d = -̂
Vm

Substituiert man diesen Ausdruck in die Gleichung (A) und berücksichtigt , daß , der
Definition von e gemäß , [z/ J ] — m t 2 ist , so folgt

me * = [vv] +

Damit ergibt sich für den mittleren , bzw., unter Benutzung der Gleichung (5“), für
den wahrscheinlichen Fehler einer Beobachtung

( 10 ) e - ±l / ' r = ± 0 . 6745 ] / 11' 1 ’ m — 1 ’ m — 1

Mit Berücksichtigung der Gleichungen (7) und (7“) folgt hieraus für den mittleren ,
bzw. wahrscheinlichen Fehler des Mittels aus den m Beobachtungen

(io“) E ± ] / —T, A = ± 0-6745 ]/ ’ .'-V——T

Sind die Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit , haben also beispielsweise
die für eine Unbekannte x erhaltenen Werte *2, . . . , xm die Gewichte , p2, . . .,
j)m, so leite man mit Hilfe der Gleichung (2) den wahrscheinlichsten Wert von x
ab und bilde die Differenzen x — xr — v^ x — ,t 2 = *2, usw.; wird dann die Summe

+ • •• + Vm’Pm — [pvv ] gesetzt , so erhält man in ganz ähnlicher Weise
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wie vorhin *), wenn e und r den mittleren , bzw. wahrscheinlichen Fehler der Gewichts¬
einheit bedeuten ,

8= ± |/ W ±0 .6745 FES ,r m — i 1 r m — i

£ = ± l / j£ ~ L , + 0.67451/ ^531
v ' f w (w — i ) r — l )

Beispiel . An der v. Kuffnerschen Sternwarte wurden für io Sterne die in der
mit d bezeichneten Kolumne der folgenden Tabelle mitgeteilten Winkelabstände vom
Äquator beobachtet ; alle diese Werte sollen als gleich genau angesehen werden .
In der zweiten Kolumne ist für jeden Stern das Mittel aus den in der ersten Kolumne
stehenden Sekunden angeführt . Die mit + v hezeichnete Kolumne enthält die ab¬
solut genommenen Differenzen zwischen den beobachteten ä und ihren Mittelwerten ;
die vierte Kolumne gibt die Quadrate der v.

ö • M + v v* ä M + v v1

7° 52' zq'.'o 2378 o".2 0.04 7° 14' 2l '.' l 2 1'! 2 o'.' l 0.01
23.6 0.2 0.04 21.7 o-5 0.25

21.2 0.0 0.00
7 59 45 -6 47.0 1-4 1.96 21.0 0.2 0.04

47 -7 O.7 0.49
47.1 0.1 0.0 I 7 56 15-7 16.6 0.9 0.81
4.7.6 0.6 0.36 17-5 0.9 0.81

7 17 41.4 41.0 0.4 0. 16 7 19 40.0 39 -8 0.2 0.04
40.5 o-5 0.25 39 -7 0.1 0.01

7 12 47.1 47.1 0.0 0.00 7 6 20.4 20.7 o-3 0.09
47.0 0.1 0.01 21.0 0.3 0.09

7 10 4.5 3-7 0.8 0.64 7 28 45-7 46.3 0.6 0.36
3-9 0.2 0.04 46.8 0.5 0.25
2-7 1.0 1.00

Um nun den mittleren Fehler einer Beobachtung zu erhalten , nehme man zu¬
nächst allgemein an , daß die Zahl der beobachteten Sterne gleich n sei, und daß
man für den ersten Stern w, Beobachtungen erhalten habe , für den zweiten m2
Beobachtungen , usw. Bezeichnet man jetzt die dem ersten Sterne entsprechende
Summe der v* mit [vv\ , die dem zweiten Stern entsprechende mit IWJ2 usw. , so
erhält man der ersten Gleichung (io ) zufolge

= = 'vv\* ^ [VV\n
m1— i ’ wä— i ’ ‘ ’ 6 m„— i

*) Oppoher , Lehrbuch der Bahnbestimmung , II . Band , S . 306 f.
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Da das Gewicht des ersten dieser n Werte von t ’ gleich ml — i , das des
zweiten gleich m2— i usw. ist , so ist der wahrscheinlichste Wert von nach Glei¬
chung (2), gleich

e2(mt — 1) + 63(to, — 1) ----- 1- £*{m„ — 1) = [vvl -{- [w j + ^ _- • + {vv)n
(m, — 1) + (>«„ — 1) + ---- h [mn — 0 + m2+ • • • + mn — n

In dem vorliegenden Falle ist nun die Summe aller v2, d. h. die Summe
''vvl + [vvl + •• • + \vv \n — 7.76, ferner ist ----- f- m„ = 25 und n = io \
somit ergibt sich für den wahrscheinlichsten Wert des Quadrates des mittleren
Fehlers einer Beobachtung 62— 7-76 : 15. Hieraus folgt

£ = ± | / = ± o " 72r 15

Da für den ersten Stern zwei Beobachtungen vorliegen , so ist der mittlere Fehler
des Mittels 7°52 ' 23'.'8 gleich t : V2 = ± o'.'s 1. Für denselben Stern sei nun durch
eine andere Beobachtungsreihe ö = 7'’52' 23'.'o und als mittlerer Fehler dieses d der
Wert ± o"33 gefunden worden . Will man jetzt den wahrscheinlichsten Wert von
d ableiten und den mittleren Fehler desselben bestimmen , so hat man zunächst die
Gewichte der zwei für <) erhaltenen Resultate zu berechnen . Mit Hilfe der Glei¬
chung (9) erhält man aber , wenn p l das Gewicht des ersten und p2 das Gewicht
des zweiten Wertes von ö bedeutet ,

oder , wenn p t — 1 gesetzt wird ,

Pi = P . = 2 - 4

Somit ist der wahrscheinlichste Wert von ö

, = ;o5/ ^ + 2 -4X , 3-° „ 7„52. , 243 ' 4

Dieser Wert hat das Gewicht 3 •4. Da nun der mittlere Fehler desjenigen Wertes
von d, dessen Gewicht als Einheit gewählt wurde , gleich o'.'s 1 ist , so ist der mittlere
Fehler von 7°52 ' 23'.'24 gleich o'.'s 1 : 1/ 3 ■4 = o'.'28.

7. Lineare Gleicliungen mit mehreren Unbekannten . Zwischen den Un¬
bekannten x , y , z , . . . , den als gegeben betrachteten Koeffizienten at , aQ, . . . ,
bl , d2, . . . , Cj, c2, . . . und den durch Beobachtung zu ermittelnden Größen n, , n2, . . .
mögen die linearen Gleichungen bestehen

arx + bty + c2z H — nt = o
(12) a2x + b2y + c2x ----- n2= o

deren Zahl größer als diejenige der Unbekannten sein soll . Substituiert
man für n2, . . . ihre beobachteten und demnach mehr oder weniger fehlerhaften
Werte , so ist es im allgemeinen nicht möglich , Werte von x , y , z , . . . zu finden ,
welche die vorigen Gleichungen völlig befriedigen ; vielmehr unterscheiden sich die

d e B al 1, Sphiir . Astronomie . 9
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auf der linken Seite der Gleichungen (12) stehenden Ausdrücke durchweg mehr oder
weniger von o , welche Werte man auch für die Unbekannten annimmt . Um dies
durch Gleichungen auszudrücken , setze man

+ n l =
(I2 , i, 1 1v ' a2x + o2t/ + c2x + •• • —n*— v*

wo vT, . . . die AVerte bezeichnen , welche man für die linken Seiten erhält , wenn
für x , t/ , %, . . . irgend ein Wertsystem angenommen wird . Es werde jetzt voraus¬
gesetzt , daß die beobachteten Werte , t?-2, . . . gleich genau sind oder , anders aus¬
gedrückt , daß die Gleichungen (i2 a) dasselbe Gewicht haben ; in Übereinstimmung
mit dem bei den Gleichungen (1) angewandten Prinzip sollen dann als wahrschein¬
lichste Werte von x, y, x, . . . diejenigen betrachtet werden , für welche die Summe
der Fehlerquadrate , d. h . die Summe v\ -\- v\ -\- ■■■= [vv] ein Minimum ist . Aus
(12a) erhält man als Summe der Fehlerquadrate

[a,x + bty + CjX4 % )2+ [aQx + \ y + c, x -\ n2)3-l----

Damit dieser Ausdruck seinen kleinsten Wert erhalte , müssen die ersten par¬
tiellen Differentialquotienten desselben , genommen nach x , y , z , . . . verschwinden .
Führt man die Differentiation aus und setzt zur Abkürzung

a ] + dl + a \ -\---- aa \
a1bI -(- c/2b2 + ö3i 3 + • • • = \ab ] — \ba ]

(13 ) • - \---- = [an ] = [na
K + bl -\- b\ H = [bb]

b1c1 + b2c2 + b3c3 H = [bc] = [cb\ ■

so erhält man die zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte von x , ;// , z , . . .
dienenden Gleichungen

[aa ]x -j- [ab)y -|- [ac \z -)- ••• = \an \

( i 4 ) ab ]x + [bb \y + [bc ]z -\---- - [bn \ •
[ac ]x - j- [be ]y + [ec )% = [en \

Diese Gleichungen , deren Zahl gleich derjenigen der Unbekannten ist , nennt
man die bTormalgleichungen , während die Gleichungen (i2a) als Bedingungs¬
gleichungen bezeichnet werden .

Sind die Gewichte der Bedingungsgleichungen voneinander verschieden , hat
z. B . n, das Gewicht p , , das Gewicht p2 usw., so multipliziere man jede Gleichung
mit der Quadratwurzel aus dem zugehörigen Gewicht , wie das bereits früher bei der
Bildung der Gleichungen (4) aus den Gleichungen (3) geschehen ist . Setzt man dann

«1 = h, KVp, = K, •••, Vlb= n,,
a2Vp, = a2, b2Vp2 = -A \ , . . . , n^Vp, = u2,
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so erhält man Gleichungen von der Form (12a) , denen allen dasselbe Gewicht zu¬
kommt *). Der Fall , wo die Bedingungsgleichungen verschiedene Gewichte haben ,
ist damit auf denjenigen zurückgeführt , wo die Gewichte für alle Gleichungen die¬
selben sind . In der Folge wird nun vorausgesetzt , daß die Gleichungen (i2 a) bereits
die mit den Quadratwurzeln aus den zugehörigen Gewichten multiplizierten Be¬
dingungsgleichungen darstellen .

Bevor gezeigt wird , in welcher Weise man die Normalgleichungen auflöst und
die mittleren Fehler der Unbekannten bestimmt , sind noch einige Bemerkungen be¬
züglich der numerischen Berechnung der Koeffizienten der Normalgleichungen zu
machen . Sind die in (12), bzw. (i2 a) enthaltenen Koeffizienten an Größe wesentlich
voneinander verschieden , so empfiehlt es sich , zunächst den größten Koeffizienten
jeder Unbekannten aufzusuchen ; für x sei dies für y sei es bn, für * sei es cs,
usw., endlich sei n ,_ der größte der AVerte n . Man dividiere nun sämtliche a durch
am, sämtliche b durch b„ usw. und setze

amx___ ,c b„y _ ^ csz _ r
nx ' ’ nx ^ ’ nx ' ’ ‘ ‘ ’

die Gleichungen (i2a) nehmen dann die Form an

( >5 )

a v h c, -
am bn ' + ' - • —

a„ ^ h cn ..* ü 1
aMs + bn

• —

n .,
n* = v2nx

Es entstehen also wieder Gleichungen von der Form (12“), deren Koeffizienten aber
sämtlich zwischen den Grenzen ± 1 liegen .

Man nehme jetzt an , daß die Gleichungen (i2 a) bereits die in der eben erläu¬
terten Weise transformierten oder homogen gemachten Bedingungsgleichungen
darstellen . Um dann die Koeffizienten der Normalgleichungen (14) zu erhalten ,
kann man sich einer Produktentafel bedienen ; indessen ist es notwendig , die Bichtig -
keit der Endresultate zu prüfen . Zu diesem Zwecke bildet man die Summen

a i + + • • • + th — s ,

( l6 ) + ^2 “k C2 + ' ' ' +

und ferner
a1sl -|- >s2-)- ••• = [as
^ I SI + - = ^ S |

( ■ 7 ) ...........

« , 5, + « 2S2 H [tos ]

TO“ + TO“ + • • • = [TOTOj

Wenn man jetzt die erste der Gleichungen (16) mit die zweite mit «2, . . . multi¬
pliziert und dann alle Gleichungen addiert , wenn man ferner die erste der Glei -

*) Ist nämlich e, der mittlere Fehler von fh und e der m. F . der Gewichtseinheit , so ist

«i = - 5= ; folf
Vpi

gleich t , usw.

—= ; folglich ist der m. F. von «i | p, gleich fr| ?). = e. Ebenso ist der m. F . von «W
Vpx

2 *
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clumgen (16) mit b1, die zweite mit br , . . . multipliziert und wieder alle Gleichungen
addiert usw., so erhält man

[aa ] -f- [ab] + [ßc] + • •• + [an ~\ = ’as";
, Q, ab + + b̂c\ + • • • + 'bn \ = \bs(iyJ

[an + \Pn\ + [cn\ + ••• + \nn \ = [ns ]
Sind also die berechneten Werte [aa ], ah . . . . , [nn fehlerfrei , so müssen sie die
Gleichungen (18) befriedigen .

Zur Bildung der Koeffizienten der Normalgleichungen kann man auch eine
Quadrattafel benutzen . Für die Anwendung der letzteren ist zu berücksichtigen ,
daß beispielsweise

zab = [a -\- b)*—a'2— b'2

gesetzt werden kann und demnach , wenn in Übereinstimmung mit der vorhin ange¬
wandten Bezeichnung

(a, by *+ (a2+ î y + • • • — [(ß + fr)2
gesetzt wird ,

(i8 a) rßfr] = i {[(ß + fr)3] — aa - [frfr;}

ist . Man bilde nun die folgenden Quadratsummen :

[ßß , [(ß + fr)3], [(ß + c)2j , . . . , {{a + n)2;
frfr’, r(fr-}- c)3], . . . , [(fr + ra)2]

- [cc], . . . , [(c + n)2j

nn
Außerdem berechne man

Um eine Kontrollformel für die Quadratsummen zu erhalten , erhebe man die Glei¬
chungen (16) ins Quadrat , addiere sie dann und mache hierauf von der Gleichung (i8 a)
und den dieser analogen Gleichungen Gebrauch . Bedeutet rn die Anzahl der Un¬
bekannten , so ergibt sich

[ss ] -1- (m — i ){[ßß ] -f - [frfr] + Lccl + • • • + [nn ')

(, g) = [(ß + + [(ß + ß)2]+ • • • + [(ß + n)*]
+ [(fr+ C)2] + •. . . + [(fr+ W)a]

H----
Genügen die für die Quadratsummen gefundenen Werte dieser Gleichung , so wendet
man die Formel (i8 a) und die ihr analogen an und erhält damit die gesuchten
Koeffizienten [ßfr], [ßc], . . . , [an ], [frc],. . . . [bn ]t . . . . Zum Schluß bilde man noch
die Summe

S = [ab ] -|- \ac \ + • •• + [an \
( 20 ) I frc ! • bn

d----

und hat dann zur Kontrolle der Berechnung die durch Summierung der ins Quadrat
erhobenen Gleichungen (16) entstehende Formel

(21) 2S = Issl — {\aa '' + 'frfr -)- ••• + nn )
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8. Auflösung der Normalgleichungen . Mittlere Fehler der Unbekannten .
Bei den in der sphärischen Astronomie vorkommenden Aufgaben handelt es sich
gewöhnlich um Normalgleichungen mit 2 , 3 oder 4 Unbekannten . Die Auflösung
dieser Gleichungen erfolgt nach demselben Prinzip ; aus didaktischen Gründen soll aber
die Auflösung der Normalgleichungen mit 3 Unbekannten voraufgestellt werden .

I . Normalgleichungen mit 3 Unbekannten . Die Normalgleichungen seien

,aa \x + {ab \y -j- [ac }x = [an ]
(22) \ab ]x -{- \bb]y -\- {bc]z === [bn ]

[ae ]x + [be]y + [cc]x = [cn \

Multipliziert man die erste Gleichung mit und subtrahiert das Produkt von der\aa \
zweiten Gleichung , so erhält man , wenn zur Abkürzung

/ j, y. \ab \\ab ] rJ , \ab '\\ac \ ,, ,, \ab \\an ] r, .
(2i| = !“ )" m - tV = [6”1
gesetzt wird ,

(222) \bb\ y + \bc\ x = [bnX
(tC \

Multipliziert man die erste Gleichung (22) mit ■- und subtrahiert das Produkt von
■ \aa \

der dritten Gleichung (22), so folgt , wenn

. r , iaclfacl r , r , \ac \\an ]
223 cc — -■ ;1- = [cc , , [cn \ — — 3 = [crik- J \aa ] 31 aa

gesetzt und die zweite Gleichung (22 x) berücksichtigt wird ,

(224) \bc\ y + [cc\ x — [cn \

Wenn man jetzt das Produkt aus (222) und von (2- 4) subtrahiert und

, , [bc\ \bc\ r . r .. \bc]. [bn \ r .
(225) [cc\ - ^ ^ ^ = [cc\ , cn , - j)h 1 =■-= rn ^

setzt , so erhält man die zur Bestimmung von x dienende Gleichung

(226) cc \ x — \cn \ ■

Es läßt sich nun zeigen (vergl. Oppolzer , Lehrbuch der Bahnbestimmung ,
II . Band , S. 353 ff.), daß der Koeffizient cc\ gleichzeitig das Gewicht von x angibt ;
wenn also e den mittleren Fehler der Gewichtseinheit bedeutet , so ergibt sich für
den mittleren Fehler von x

(227) ^ )==vrry\cc\

Die zur Berechnung von e dienende Gleichung soll hier ohne Beweis mitgeteilt
werden ; ihre Ableitung findet man bei Oppolzer, a. a. 0 ., S. 336ff . Man bilde zunächst

/ s , r 1 r i [an ] [an ] \bn \ \bn \ r , r . [cn \ \ cn \
22 \nni = \nn \ — L— r , \nnl — ' nn ', — - - ĥ -— — , ' nnl — \nn ]~ — :' 1 n n ' I /-»/-1 7 J3[aa ’ 2 1 [bb\ ’ 2 [cc ja
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Bedeutet dann m die Anzahl der Bedingungsgleichungen , so hat man

9) 8 = ± \ / nn i
' m — 3

Zur Kontrolle der vorigen Eechnungen bilde man die Summen

f§8

(23)

und ferner

(23 !) 'fes; = [bs ] ■

( 2 3 2) [ns ], = !-« « ] -

\as \ = [aa ] + [ab ] + [« c] + [an ]
bs ] — \ab ] + \bb ] + lbc ] + [bn ]

[cs ] = [ac ] + [bc ] + [ec ] + [cn ]
[ns ] — \an ] -\- [bn ] + \cn \+ \nn ]

|aö |[as ]
[<1a ]

an ns
[aa ]

[cs ], = [cs ] •

[ns ]2= [ns ], -

ac :las ;
[aa ]

\bn i, [6s],
: '66 . 1

CSL = CS |,

[ns ,3= [ns ].

[6 c ], 16 s ],~wr ’
\cri \Jycs\, .

[cc], ’

ist nun alles richtig gerechnet , so müssen die folgenden Gleichungen erfüllt sein

[6 s ], = [66 ] , + !6 c ] , + [6 n ] ,

(23 3) icsj , — [CC|, + icnj , -
nn ]3— [ns ]3

Die Anwendung der vorhin angegebenen Formeln gestaltet sich sehr einfach ,
wenn man sich des folgenden aus den Abteilungen A und B bestehenden Schemas
bedient ; um die nachstehende Erläuterung desselben zu vereinfachen , sind die Ko¬
lumnen in A mit X , V, Z, N, S, in B mit 7, II , III und die Zeilen mit arabischen
Ziffern bezeichnet worden .

A.

/ r »,VA.

‘VA

X Y Z N S

I \aa \ [ab ] [ac ] \an ] [as ]
2 log [aa log ja 6] log [ac ] log [an ] log [as ]
3 [66] [6c] [bn ] [bs ]

4 , [ab \
log M

[a 6] .. ,
r— 1
[aa ]

\ab } r o— . [ac ]
[aa ]

[ab ] r 1
M 1" 1

5 [bb \ [bc ]. [bn \ IM
6 log [66], log [6c], log [bn \ log [6s],
7 [cc ] [cn ] [cs ]
8 iog M[aa ] \aa \ -

[ac ] [ac l r 1
M l“ sl

9 [cc \ [cn \ [»4

10 log '*4
i0g [66 ]. m [*4

164 \bn \
[66 ],

[6c],
[M ], [is i .

11 [cc ]2 [cn ]. [cs ].
12 log [cc]. log [cn ]. log [cs ].
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B .

I II III

I [nn ] [tos]

2 \ari \ \an ] ,7— r \an \ [an ] r- T
6 \aa \ \aa \ L [ao ] -

3 [nn \ [ras].

4 ^ m
\bn \ , ,
[iil 1 ” i

r* re]i 1l ,
PT 164

5 [nn ]. [ns \

6 \cn \ , ,
-— -2 \cn \2
[cc \ -

-[c- i [cs !
[cc]2 l -

7 \nn \ [tos]3
8 log [nn ]3

Zeile i der Abteilung A enthält die Zahlenwerte von \aa ), |as ] , Zeile 2
ihre Logarithmen ; Zeile 3 enthält die Zahlenwerte von \bb\, . . \bs]. In -X 4 setzt

man den log ;- — und daneben die Zahlen werte von j- —j Iah !, . . . . :'~ j fasl Durch
\aa \ \aa ] \aa \

Subtraktion der in den Zeilen 3 und 4 übereinander stehenden Zahlen ergeben sich,
den Gleichungen (22 ') und (23 ') zufolge , die Werte von [&&], , . . . , [6s], ; diese setzt
man in die fünfte Zeile und ihre Logarithmen in die darauf folgende . In die siebente

\CiC \
Zeile setze man Icc], Icnl , [cs] und in X , 8 den log ]:— [ ; sodann bilde man die

■ J \aa ]
Produkte j— i lac ], . . . . [asj . Zeile g enthält die durch die Gleichungen (223)

|aa ] L J \aa \ - J ^

und (23 ') definierten Differenzen [cc], , . . . , [cs], . In X , 10 wird der logan -
LöOj,

gegeben : auf gleicher Höhe stehen die Produkte [6c], , . . . , ĵ j1 [6s], . Zeile 11
enthält die durch die Gleichungen (225) und (23 ’j definierten Differenzen [cc]2, . . . ,
[cs]a. Mit Hilfe von [ec]2 und \cn \ läßt sich dann der Gleichung (226) zufolge %
bestimmen .

Die Abteilung B dient zur Berechnung von [nn \3 und [» s]3, unter Zuhilfenahme
der Gleichungen (228) und (232). Hat man [nn \ gefunden , so läßt sich aus (229)
der mittlere Fehler der Gewichtseinheit («) bestimmen und endlich aus (227) E (z),
d. h . der mittlere Fehler von x. Das Produkt aus E (z) und 0.6745 gibt , der Glei¬
chung (5) zufolge , den wahrscheinlichen Fehler von z .

Um den Wert von ij und seinen mittleren Fehler zu finden , gibt man den
Normalgleichungen die Anordnung

aa \x -f- [ac ]z + [ab ]y = [an \
[ac }x -j- {cc )z -j- [6c ] «/ == [cn \
[ab ]x -\ - \bc] z [66] y — [bn ] ,
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wo also wieder die symmetrisch zu einer Diagonale gelegenen Koeffizienten der Un¬
bekannten einander gleich sind . Die Gleichungen werden sodann nach demselben
Verfahren aufgelöst , welches für die ursprüngliche Anordnung der Gleichungen
angewandt wurde . Man hat also an Stelle der Abteilung A des obigen Schemas
die folgende zu benutzen , in der lauter aus der vorhergehenden Rechnung bereits
bekannte Größen Vorkommen ; mit Ausnahme der in Zeile 10 stehenden Produkte und
der in Zeile 11 enthaltenen Differenzen

>>K = \bb\
bc

cc
iflM , bs „ = \ bs \, —

bc ,

cc .
cs ,

X Z Y N s
1
2

\aa\
log aa

[ac\
log \ac \

[ab] ■
log ab

[an]
log an ]

\as]
log [as ]

3

4
\ac)

log p— "\aa]

[cc]

lAac )1a a\

[bc]
i« c]?— v [ab ,\aa\ ■

[cn]

Mi «»aa ,

[cs ]
[ac] r- ---Gas\aa \-

5
6

[ccl
log [cc ].

[bc]t
log [bc \

[cn],
log [cn ].

[cs],
log [cs ].

7

8 , \a b\
lug R

[bb]
[a b] r l
Rp i

\bn\
[ab] ran\aa

\bs]
[ab] , .f-----1 «S:aa\

9

10 log Si
lcc Ji

[M ],

[ccl ~

[bn\
[bc], r -i
,— f \cn ,[ccl

'\bsl
[bc],
[c c], ^

11
I 2

[bb],
log [bb]'

[bn],
log [bn ]'

[bs]'

Zur Kontrolle der Rechnung dienen die Formeln

[cs ], = [ccl + [bc \ + [cn ],
[bs }z = ^ \bk \2+ \bn \2

Der Wert von y folgt aus der Gleichung

\bb \ y = [bn \ ,

wobei bb}2 auch das Gewicht von y angibt . Mit Benutzung des durch die vorher¬
gehende Rechnung bereits gefundenen mittleren Fehlers der Gewichtseinheit («) er¬
hält man als mittleren Fehler von y

m = £
V \bb \

Jetzt ist noch x . bzw . der mittlere Fehler von x zu bestimmen . Zu diesem

Zwecke schreibe man die Normalgleichungen , wie folgt :

[cc ]x + \bc ]y -}- [ac ]x = [cn
\bc }% + [bb \y + [ab ]x = [bn ]
[ac ]% [ub ]y + [aa '}x = [an ]
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und behandle diese in analoger Weise , wie es in der Abteilung A mit den Glei¬
chungen (22) geschehen ist . Die Kolumnen folgen sich also jetzt in der Ordnung
Z, F, A , IV, S. Multipliziert man den Koeffizienten , welcher dann in A , 11 er¬
halten wird , mit x und setzt das Produkt der in A, 11 auftretenden Zahl gleich ,
so hat man die zur Bestimmung von x dienende Gleichung . Der mittlere Fehler des
für x erhaltenen Wertes ist gleich dem obigen t , dividiert durch die Quadratwurzel
aus dem Koeffizienten von x.

Auf S. 19 wurde erwähnt , daß man ein gegebenes System von Bedingungs¬
gleichungen unter gewissen Verhältnissen so transformiert , daß die Koeffizienten der
neuen Gleichungen ihrem ahsoluten Betrage nach gleich oder kleiner als 1 sind .
Die ursprünglichen , aber mit der Quadratwurzel aus dem zugehörigen Gewicht bereits
multiplizierten Bedingungsgleichungen seien nun

«iE + cMi+ Gä + ’ ' ‘ — G = G
«A + ßtty + + ■-■■— G = v2

>
wo a1, . . . , i\ , a 2, . . . , r 2, . . . l)eliebige Werte haben mögen. Bedeuten
«m, ßn, Cs, ■■■ die größten unter den in diesen Gleichungen vorkommenden Koeffizienten
« , ß , 'C, ■■■, und ist vx der größte Wert unter den v , so lauten die nach S . 19
transformierten Bedingungsgleichungen

Fl «»E+ ß, ßn*) ! C, Cs* . Fl — v'
ßm Cy ß n I'y i s Vy V/

Fl F "E _ j_ ß_2 ßn b - [- ' 2 - )- ••• — _ v ’
Um Vy ß n Vy Cs Vy Vy

Führt man hierin die Bezeichnungen ein •

Fl
« ».

= G , - - — b
ßn 0l ’

i = G> ••
bs

G

• ’ Vy

Um
^ 2 ) = = b

ßn ”
^ = G , ••
bs

Fi _
’ ’ Vy

Uml

Vy
= X ,

ßnt ) = y ’ II
rK3\N.̂ * J

so ei’hält man Gleichungen von der Form (i2 a). Aus letzteren lassen sich in der
vorhin angegebenen Weise die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten x, y, z, . . .
und ihre mittleren Fehler ableiten . Multipliziert man die für x , y, z, . . . und ihre
mittleren Fehler gefundenen Werte mit r * und dividiert diese Produkte durch
bzw. ßn, bzw. Cs, • ■•, so erhält man die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten
J , t)» i , ■■■ und ihre mittleren Fehler .

II . Normalgleichungen mit 2 Unbekannten . Nach der ausführlichen Dar¬
stellung des bei der Auflösung der Normalgleichungen mit 3 Unbekannten einzu¬
schlagenden Verfahrens bedarf das folgende für zwei Normalgleichungen geltende
Schema keiner Erläuterung mehr . Die Gleichungen mögen lauten :

\aa)x + [ab)y = [an ]
[ab)x -)- [bb)y — \bri\
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Man bilde zunächst die Summen:
aa + [ab] + \an ]
ab] + [bn\

Sodann wende man das Schema an:

A'.

- lasj
= M

X }r N S

I i;aa] {ab} [an\ las]
2 log an log ab\ log [an ] log [ns]
3 \bb] \bn] [*s]

4
, \ab \l°g f— [ab]

TX̂\\an '
\ab] r
r—nn 'aa nnj ■ !nn | ■

5 \bb\ \biil [bsl
6 log {bb̂ log [bni log [ÖS],

B'.

/ n
-•■■■ .1-

nr •
Inn ]

, an
log aa

\ari \ ,- a 11aa
\an \r— - asaa

nn \ [̂ s]r

og iV ,
[bn]' Ihn}
[bb\ "Ul

[bn\
PT [ 1

[nn \
log [nn \

[« 4

Kontrollf ormeln:

bs\ = \bb]t Ihn ,
nnl = (ns]2

Für den wahrscheinlichsten Wert von y, den mittleren Fehler e der Gewichts¬
einheit und den mittleren Fehler von y erhält man, wenn m die Anzahl der Be¬
dingungsgleichungenbedeutet,

[bni
, t = _2_ | / mV

\bb\ ' 1 m — 2 ' "" y \bb\
Um x zu finden, schreibe man die Normalgleichuugen wie folgt :

[bb)y -|- [ab\x — \bn]
[ab]y -f- \aa \x — \an }

und wende an Stelle der Abteilung A' des vorigen Schemas eine neue an , in der
die Kolumnen in der Ordnung B, X , N, S aufeinander folgen. Setzt man das Pro¬
dukt aus dem dann in X , 5 erhaltenen Koeffizienten und x gleich der in A, 5 auf¬
tretenden Zahl , so hat man damit die zur Bestimmung von x dienende Gleichung.
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Der Quotient aus dem vorhin gefundenen e und der Quadratwurzel des Koeffizienten
von x gibt den mittleren Fehler von x.

III . Normalgleichungen mit 4 Unbekannten .
\aa \x -j- [ab \y + [ac )z + [ad \ t = [an ]
âb ]x + \bb}y + \bc\z + \bd ]t = \bn \
ac \x + ^ c\y + \cc\x, + [cd }t - [cn \

{ad ]x + bd]y + \cd]z + [dd \t = [dn \
Man bilde die Summen :

[aa ] -[- [ab ] + \ac \ + ad \ -\ - \an \ = {as }
[ab \ + [bb] + \bc\ + \bd \+ [bn \ = [hsj
\ac \ ~\- \bc\ + [cc] + [cd \ + [cn ] = [es]
[ad \ + \bd\ + rcrf]+ \dd \ + [dn \— [rfs]

Hierauf wende man das Schema an :

A".

X Y £ T N S

1

2
aa \

log uo ]
[ab]

log \ab ,
\ac\

log [ac ]
ad

log [ad ]
an ]

log [an ]
[as ]

log as

3

4
ab

® \(ta

\bb
ab] , .-- 1 ab
aa ]

\bc
a b]'■- 1<!(:
aa \

\bd\
nhiad
aa .

\bn]
[ab] r— ] an \
\aa ]

[6s]
1a b] r ,
laaj ■

5
6

\bb\
log [6hj,

[*4
log \bc 'w

\bd\t
log bd ,

[bn],
log [bn \.

[6s ]
log 16s,

7

8 log
0 \aa \

\cc]
\ac \

[cd \
ac 'ad
\aa \ -

\cn ]
[ac] ,
r— 4 [an ][aa ] L

jes]
lae ] r— 7 as
\aa \

9

10 1 \bc i
lo« m

[ccL

[hc l [l 1
, , [bc \[bb].

cd ,
'bc <Uni
[bb.

[cn ],

'bck \iin \[bb\ 1 11

[c Sjj .

— ^{6s V
[66 , [0S ‘

11
12

'ccL
log 'cc\

\cdi
log 'cd l

[cn \
log [cn ],

•ML
log [es „

13

14 , lad 'i
log M

[dd]
ad , .

p— pleid]
'aa \

[dn ]
ad ■

7— 7
[auj

ds \
\ad- as
aa ,

' 5

16 loglMg \bbl

[dd],
bd , . ,
m 11

, .
[66],

äs ],

'hd - [6s
[66], 1

17

18 1 ML
los k

[dd],

[eeL 1
Icdl
—p [c»L|ce]2

ds ,2

^ M,LccJ2
19
20

!cM13
log dd 3

[dw]3
log [dn \

[ds]3
log [ds \
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B”.
—-

I II III

!n n \ns \

log
an
[aa]

an
an \\aa {

an- ins
nnj

\nn]x [ms ],

log
bn\
'>>>,

[bn\ 11

tut
\nn \

[bn\
m [ k

ns ..

log
[cn \
[cc\

\cn 2 ■- rr- \cn ,
| cc !2

CM2 CS
cc\

mm] [ms ]

log
dn \
dd 3

dn i kin
dd 3 3 [dd\ ^ 3

[mm]4 [ms ]4
log [mm ]4

Kontrollformeln :
bs\ = [b6], -)- [6c , + bd z Ibrih
cs\ = [ce\ + cd , + cm3
ds ^ - \dd \3-\- du ,

[ms]4 — [mm]4

Für den wahrscheinlichsten Wert von t , den mittleren Fehler e der Gewichts¬
einheit und den mittleren Fehler von t ergibt sich , wenn m die Anzahl der Be¬
dingungsgleichungen bedeutet ,

m -
\dd }3 ’ r m _ 4 > V\dd \

Um den wahrscheinlichsten Wert von x zu finden , gehe man den Normal¬
gleichungen die Anordnung

au r - j- ah y + ad t -\- ac x — [an \
\ab ]x - f- 'bh]y -)- !6dj£ - f- bc }z = [Jm]
'ad ]x -f- \bd\y + \dd \t [cd ]z = [dn ]
\ac \x + bc y + cd t + cc \ — [cm]

Die Auflösung dieser Gleichungen erfolgt nach demselben Prinzip , welches bei
der ursprünglichen Anordnung angewandt wurde und durch die Abteilung A" des
vorigen Schemas hinlänglich Idar gestellt worden ist . Man hat also zunächst den
Kolumnen die Reihenfolge X , Y, T, Z, X , S zu geben ; setzt man dann das Produkt
aus dem in Z, 19 erhaltenen Koeffizienten und x der in N, 19 gefundenen Zahl gleich ,
so ist damit die zur Bestimmung von x dienende Gleichung gewonnen . Der Quotient
aus dem vorhin gefundenen e und der Quadratwurzel des Koeffizienten von x gibt
den mittleren Fehler von z.
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Zur Bestimmung von x kann man die Normalgleichungen in folgender Weise
anordnen :

{dd ]t -\- [cd \z + [bd]y + \ad )x = {dn \
cd t -|- [cc)z + [bc]y + [ac \x — [cn \
{bd)t -\- \bc\z + [bb]y 4 - [ab ]x — [bn
ad t ac x + ab y -)- [aa \x — au

Hat man hieraus x gefunden , so setze man , um y zu bestimmen ,

{dd \t [cd]z + ad ./•+ \bd \y - [dn \
[cd ]t -\- [cc]z + {ac \x 4- \bc \y = \cn \
[ad ]t -{- [ac \z 4- «a x 4- [ab ]y — [an \
hd i 4- [bc\z 4 - ab x -j- \bb )y — [bn ]

Fig . i .

Kapitel III .

Sphärische Trigonometrie.

9. Einleitung . Man beschreibe um den Punkt 0 (Fig . i ) eine Kugel mit dem
Radius i und lege durch 0 die Ebenen OAB , OAC , OBC ] die Bögen AB : AC , BC
der größten Kreise , in denen die Kugelfläche von den genannten Ebenen geschnitten
wird , bilden dann ein sphärisches Dreieck
und werden als Seiten dieses Dreiecks be¬
zeichnet . Da der Radius der Kugel als
Längeneinheit gewählt wurde , so ist AB
gleich dem Winkel A OB , desgleichen ist
AC gleich dem Winkel AOC und BC gleich
dem Winkel BO C. Unter dem Winkel , den
zwei Seiten eines sphärischen Dreiecks z. B .
AB und AC miteinander bilden , versteht
man den Winkel zwischen den in A an AB
und AC gezogenen Tangenten ; derselbe ist
also gleich dem Winkel , den die Ebenen
AOB und AOC miteinander bilden .

Errichtet man in 0 senkrecht zu der
Ebene AOB eine Gerade , und sind x und x'
die Durchschnittspunkte dieser Geraden mit der Kugelfläche , so ist der von 0 aus
gesehene Winkelabstand zwischen x, bzw. x' und einem beliebigen Punkte des größten
Kreises ABA! A gleich go° . Die beiden Punkte der Sphäre nun , welche von allen
Punkten eines dieser Sphäre angehörigen größten Kreises um go° abstehen , werden
die Pole des betreffenden Kreises genannt ; x und x ' sind also die -Pole des Kreises
ABA ' A. Man lege jetzt durch Ox eine Ebene senkrecht zu OB und eine zweite
senkrecht zu OA , diese Ebenen schneiden die Kugelfläche in den größten Kreisen

x -4 --- / —

B'
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rjxy , bzw. rj' xy '. Die Pole des Kreises yxy sind B und / >', diejenigen des Kreises
rf xy ' sind A und Ä \ da aber die Durchschnittspunkte x und x' dieser größten
Kreise die Pole des größten Kreises ABA ' A darstellen , so hat man den Satz :
Bezeichnet man mit P und () Pole zweier größten Kreise , so sind die
Durchschnittspunkte dieser größten Kreise gleichzeitig die Pole des durch
P und Q gelegten größten Kreises .

Der sphärische Winkel yxy ' ist der Definition nach gleich dem Winkel zwischen
den Ebenen Oxy und 0 xy ' ; da nun Oy und Oy’ senkrecht zu der Durchschnitts¬
linie Ox der eben genannten Ebenen sind , so ist der Winkel zwischen diesen Ebenen
gleich dem Winkel y' Oy oder , da Oy — Oy' = i angenommen wurde , gleich dem Bogen
y' y. Berücksichtigt man jetzt noch , daß y y einen Bogen des größten Kreises dar¬
stellt , welcher den Scheitel des Winkels yxy ' zum Pol hat , so erhält man den Satz :
Ein sphärischer Winkel oder der Winkel zwischen zw7ei Seiten eines
sphärischen Dreiecks ist gleich dem Bogen , welchen die Schenkel des
Winkels auf dem größten Kreise abschneiden , dessen Pol der Scheitel
des Winkels ist . Dieser Satz läßt sich durch einen anderen ersetzen . Da OB
senkrecht zu Oy , und 0 A senkrecht zu Oy' ist , so folgt zunächst yy ' — AB . Wenn
man sich nun zwei bewegliche Punkte denkt , die beide von dem Scheitel des
Winkels yxy ' ausgehen , und von denen der eine den Schenkel xy und der andere
den Schenkel xy ' durchläuft , so ist die Bewegungsrichtung des ersteren Punktes ,
gesehen von dem Pol A aus , gleich derjenigen des zweiten Punktes , gesehen von dem
Pol B aus . Bezeichnet man in einem solchen Falle A und B als gleichnamige
Pole , so hat man den Satz : Ein sphärischer Winkel ist gleich dem Abstand
der gleichnamigen Pole seiner Schenkel .

Mit Hilfe des zuletzt bewiesenen Satzes lassen sich aus den Seiten und Winkeln
des sphärischen Dreiecks AB C diejenigen des Dreiecks NMx bestimmen , dessen Ecken
die Durchschnittspunkte der zu den Polen A. B , C gehörigen größten Kreise y' xy ' ,
yxy und öNd bilden . Man setze BC — a , AC = b, AB — c. Da B und C gleich¬
namige Pole der Schenkel des Winkels xNM sind , so ist dieser Winkel gleich dem
Bogen BC — a \ in derselben Weise findet man , daß der Winkel MxN gleich dem
Bogen AB = c ist . Gleichnamige Pole der Schenkel des Winkels NMx sind C
und der dem A gegenüberliegende Pol A' ; da nun CA' = i8o° — AC = i8o° — b
ist , so folgt NMx — i8o° — b. Um die Beziehungen zwischen den Seiten des Drei¬
ecks NMx und den Winkeln des Dreiecks ABC zu finden , gehe man von dem oben
bewiesenen Satze aus , wonach N als Durchschnittspunkt der größten Kreise ;;Ny
und dNd , einen Pol des durch die Pole B und C gehenden größten Kreises dar¬
stellt , ferner M einen Pol des durch die Pole A und P , und x einen Pol des durch
die Pole A und B gehenden größten Kreises bedeutet . Nun sind x und M gleich¬
namige Pole der Schenkel des Winkels BAC \ bezeichnet man diesen Winkel mit A,
so ist also der Bogen ' .rd / gleich A. Ebenso findet man , daß , wenn der Winkel
BCA gleich C gesetzt wird , der Bogen NM = C ist . Ferner ist der Winkel
ABC — i8o° — y' BC oder , wenn man den Winkel ABC mit B bezeichnet ,
y ' BC — i8o° — B ; da nun x und N gleichnamige Pole der Schenkel des Winkels
y' BC sind , so folgt Nx — y' BC , also Nx — i8o° — B .
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Fis

10 . Fundainentalformeln . Die drei zueinander senkrechten Geraden Ox , Oy
und OB in Fig . i sollen nun zu Koordinatenachsen gewählt werden . Es sei rp der
Winkel , den die Projektion OM (Fig . 2) des Radiusvektors OC auf die .T/y-Ebene
mit Ox bildet , und zwar werde <p von Ox aus in der Richtung
nach Oy von o° bis 360° gezählt ; ferner möge <■> den
von OB aus von o° bis 180° gezählten Winkel BOC be¬
zeichnen . Da der Voraussetzung nach 0 (7 = 1 ist , so
erhält man , wenn x, ?/ , z die auf die Achsen O.r , Oy/, OB
bezogenen Koordinaten von 0 bedeuten ,

* := sin 0 cos cp, y — sin 0 sin <p , x — cos 0

Nun lehrt die Fig . 1, daß der nach § 9 mit B be-
zeichnete sphärische Winkel ABC gleich der Summe der
Winkel ABx und xBC ist ; da der Winkel ABx = 90° ,
und der Winkel xBC = cp ist , so ergibt sich also
<p = — (90° — B). Ferner ist 0 gleich der in Fig . 1 mit
a bezeichneten Seite BC des sphärischen Dreiecks ABC .
werden demnach

x

V

Die vorigen Gleichungen

( >) * = sina sinR , y — — sma cosR , = cos «

Wählt man jetzt die drei zueinander senkrecht stehenden Geraden Ox , Oy', OA
in Fig . 1 zu Koordinatenachsen , und sind x , y' und z' die auf diese Achsen bezogenen
Koordinaten von 0 , so erhält man , wenn ON (Fig . 3) die Projektion von 00 auf
die Ebene Oxy ' bedeutet , und die Winkel xON = <p',
AOC — 0 ' gesetzt werden , Fig. 3.

x — sin© ' cos cp' , y' = sin© ' sin cp', %' = cos 0 ' ~

In dem sphärischen Dreiecke ABC (Fig . 1) ist nun
der in § 9 mit A bezeichnete Winkel RA 0 gleich der
Differenz der Winkel xAB und xA C. Der Winkel
xAB ist aber gleich 90° , und der Winkel xAC ist
identisch mit dem vorhin mit cp' bezeichneten Winkel .
Man hat also A = 90° -— cp'. Berücksichtigt man noch ,
daß 0 ' gleich der oben mit b bezeichneten Seite A 0 '
des sphärischen Dreiecks ARO ist , so werden die drei
letzten Gleichungen

(2) x = sinh sinA , y' — sinh cosA , z' — cosh

Nun ist das Koordinatensystem x', y' , z! aus x, y, z entstanden , indem man
letzteres um die x - Axe usw. um den Winkel yOy ' gedreht hat ; dieser Winkel ist
aber gleich dem Winkel ROA in Fig . 1, also auch gleich dem Bogen AR = c. Die
bekannten Formeln zur Verwandlung rechtwinkeliger Koordinaten geben demnach

x = x'
y = y' cos e — z' sin c
x = y' sin c + z' cos c
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Substituiert man hierin die für die Koordinaten gefundenen Werte ( i) und (2),
so erhält man die folgenden Fundamentalformeln der sphärischen Trigonometrie

sin a sin B = sin ft sin A
(3) sin « cosB = cos ft sine — sin ft cose cos f̂

cos a — cos ft cos c + sin ft sin c cos A

Man wende jetzt diese Formeln auf das in Fig . 1 gezeichnete Dreieck xMN
an und betrachte xM. als Seite a , Nx als Seite ft und NM als Seite c. Die erste
Gleichung (3) gibt dann

sin .xilf sin NMx = sin Nx smxNM

Wie aber oben gezeigt wurde , ist xM — A , Nx — 180° — B ) NM = C , ferner
xNM = a , NMx = 180° — ft und MxN = c. Die vorige Gleichung wird demnach

sin A sin ft = sin / )' sin «

d. h . sie wird mit der ersten Gleichung (3) identisch . Dagegen erhält man aus den
zwei letzten der Gleichungen (3)

sin A cos ft = cos B sin C + sin B cos C cos a
cos .d = — cos / ? cos C -l- sin / ? sin C cosa

In den Gleichungen (3) und (4) lassen sich noch die Buchstaben a , ft, c und die
ihnen entsprechenden . 1, B , C miteinander vertauschen ; beispielsweise erhält man
aus (3)

sin a sin B = sin ft sin A
I sin ft sin C = sin c sin B

sinc sin A = sin « sin C

sina cos ZI — cosft sine — sinft cose cosd .
sin ft cos C = cos e sin a — sin c cos a cos B
sine cosd = cos « sinft — sin « cosft cos C
sin « cos G = cose sinft — sin e cosft cosd
sinft cosd == cos « sine — sin « cose cos ZI
sine cos ZI = cosft sin « — sinft cos « cos C

cos « = cos ft cos c -(- sin ft sin e cos d
III cosft = cose cos « + sine sin « cos ZI

cos e = cos « cos ft+ sin « sin ft cos C

Ebenso folgt aus der zweiten Gleichung (4)
cos A = — cos B cos C + sin B sin C cos «

IY cos ZI = — cos Ccosd . + sin C sind cosft
008(7 = — cosd cos ZI+ sind sinZI cose

und aus der ersten Gleichung (4)
sin d cos ft = cos B sin C + sin B cos C cos «
sin B cos e = cos C sin d -f- sin (7 cos d cos ft

.y sin (7 cos « = cos A sin B + sin d cos B cos c
sind , cose = cos C sin ZI-f- sin C cos ZI cos «
sinB cos« = cosd sin (7 -)- sind cos C cosft
sin C cosft = cos ZI sind -j- sin ZI cosd cose

II
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Die beiden ersten Gleichungen (I ) geben

sin « sin h sine
sin î sin 15 sin G

Ersetzt man demgemäß in der letzten der Gleichungen (II ) sin « , sinh , sine durch
sin sind?, sin 6', so erhält man wieder die erste der Gleichungen (4). bzw. Y .

11. Transformation der Fundamentalformeln , Gleichungen von Gauß und
Napier. Mit Hilfe der bis jetzt gefundenen Formeln lassen sich andere ahleiten,
in denen die halben Seiten , bzw. Winkel auftreten . Aus der ersten Gleichung III
ergibt sich zunächst

. cosa — cosb cosccosM = ;— -̂-
smo smc / - r «»1.

Hieraus folgt

1 — cosA cos (h — c) — cos « sin ^[a — b c) sin {(a -\- b — c)
2 2 2 sinh sine sinh sine

2 j A 1 + cos A cos a — cos (h + e) sin + h + c) sin f (h + c — a)
COS — — • V • • 7" •2 2 2 smo smc smo smc

oder , wenn
a + h + e = 2s

gesetzt wird ,

(6) Bin- ^ - Si° (8 ~ 'f " (‘i - ‘'1, co, - iA - = i 5 iezl£ )V‘ 2 smh smc sinh sme

In derselben Weise erhält man aus der zweiten und dritten Gleichung III oder
einfach durch zyklische Vertauschung der Buchstaben A. B, C, a, h, e in den Glei¬
chungen (6)

sj . 1j , ^ sin (j, — c) sin (s a ) cos . _ sm^ sinls - i )2 sine sm « smc sm «

(8) sm - lC = 8i‘l (8 ~ ',! Si‘l (Y i>l , cos , ; C = Sill!! 8‘° (S7 ‘l>' 1 2 sin « sin h sin a sin h

Durch Division der Gleichungen (6) ergibt sich

0 2 sms sm (s — a)

Dividiert man auch die Gleichungen (7), bzw. (8) durcheinander und setzt

i, ) t =+ y '“r sms
sin (s — a) sin (s — h) sin (s — c)

— ~ r r

so wird

(10) taug {A = ± -t—ry — Ti) tan g 2-ß — — 7TTTW— T\ ’ tang jG = ‘-sin (s — a) ’ UcU1s 2^ sin (s — h) ’ ö 2 “ sin (s - c)

Was die doppelten Vorzeichen betrifft , so folgt zunächst aus der Identität

sin A 2 cos2{A tang “A
sin «

de Ball , Sphär . Astronomie .
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wenn man für cos2-[ J seinen Wert aus (6) und für fang [,A die beiden in (io ) ge¬
gebenen Werte substituiert ,

sin l̂ , 2k sins
sin a sin a sin b sin c

Denselben Ausdruck erhält man für S1.n '̂ und ^ ■ Nach (I ) ist abersinn smc

sin A sin sin C
sin a sin b sin c

Wenn also in einer der Formeln (io) das obere Vorzeichen gewählt wird , so ist
auch in den beiden anderen das obere Vorzeichen anzuwenden ; dieselbe Bemerkung
gilt für das untere Vorzeichen . Ist nun u ein Wert von \ A , welcher der Gleichung

tang IA — A- sm s — ai

genügt , so genügt ihr auch der Wert ±A — u -j- tz ; die diesen beiden Werten von
~A entsprechenden Werte von A sind 2t ( und 27T+ 2U, sind also als identisch zu
betrachten . Läßt man dem u seine eben angegebene Bedeutung , so erhält man für
die Werte von fA , welche der Gleichung

tang ^A — sin (s — d)

genügen , — u und rt — u \ die entsprechenden Werte von A sind — 211 und 2jc — 2?i ,
fallen also praktisch in einen zusammen .

Man wende jetzt die aus (5) folgende Formel

(1o“) tang 21 A = giLt ^ + A - c) .sin ^ g - ^ + c)
1 J 0 2 sin \ [a + i + c) sin { (i + c — a)

auf das Dreieck xMN in Fig . 1 an , und zwar bezeichne man mit a die Seite xM ,
mit b die Seite Vx , mit c die Seite NM , also mit A den Winkel xNM . Da , wie
oben gezeigt , xM == A , Nx = 180° — B , NM — C und xNM — a ist , so folgt

t.ino.= _ sin ^ (A + 180° — B — C ) sin ^ A — 180° + C)
s 2 sin \ [A -\- i8o° — 5 + C) sinf (i8o 0 - B + C — A )

oder , wenn man sin ’ (yl + 18o° — B C) = sin 1180“— j (A 180° — B C) j und

A -\- B + C — 1800 = E

setzt , wo E _der sphärische Exzeß des Dreiecks ABC genannt wird ,

3I _ sin (A — -JF ) siniE _ sin 2(A— {7?) sin ■7?
tang 2« — sin (jB_ sin (0 — E ) ~~ sin (A - \ E ) sin (77- \ E ) sm [C — \ E )

Ganz ähnliche Gleichungen ergeben sich für tang 2f7 und tang 2{c. AVird nun

j / sin (A — ~E ) sin (77 — ^E ) sin (C — }Esin IE
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gesetzt , so erhält man

, , , , sin (̂ 4—\ E ) sin (i ^—{7?) , sin (C—{-E1)
(n ) tangfß = ± — 1 tang ~6 = ± - L ^ — , tang -’c = ± —

Bezüglich des Vorzeichens gilt dieselbe Eegel wie hei den Gleichungen (io ).

Aus den Gleichungen (7), (8) und (6) folgt

sin2s sin [s — b) sin (s — c)cos *lB cos2\ C —

cos2 sin 2i C

sin 2a sin 5 sine sin2«

sin s sin (s — a) sin 2(s —b) sin 2(s—5) cos2 -̂A
sin 2« sin 7; sine sin 2«

usw. Es wird also

. cos^BcoslC , sin .s sin {Bcos | -C' sin(s —c)
a - ;- .— ± — -- P ) — --------- , , - = ± ;-‘ sm jA sm « cos 2A sm «
^ sin ' B sin f C sin (s — «) ... cos '-B sin C sin (s — b)

' sin -| A sin « cos ^A — sin «

Das Produkt aus den Gleichungen a) und ß) gibt
sinPcos 2| G , sins sin (s — c)

sinA sin 2«

oder , mit Berücksichtigung der zweiten Gleichung (8),

sini ? cos2{ C sinö cos2| C
sin A sin «

Da aber sin 7?: sin A == sin b : sin « ist , so gilt nur das positive Vorzeichen .
Demnach ist in «) und ß) gleichzeitig entweder das obere oder das untere Vorzeichen
anzuwenden ; dieselbe Regel gilt auch für y) und <)).

Der Quotient aus y) und a) ist
sin (s — «)

sins
oder , unter Benutzung der Gleichung (9),

¥

tang \ B tang | C =

r Gleichung (9)

tang ' B tang \ C — sin (s — b) sin (s — c)

Aus den Gleichungen (10) folgt aber mit Berücksichtigung der für sie gefundenen
Vorzeichenregel / 2

tang | R tang f C ■■ sin (s — b) sin (s — c)

Somit darf man in den Gleichungen a) und y) gleichzeitig entweder nur das
obere oder nur das untere Vorzeichen anwenden ; dieselbe Regel gilt auch für ß)
und d). Wählt man nun in den Gleichungen «) bis d) das obere Vorzeichen , so wird

sin ^B cos ~C sin (s — c) cos sin f C _ sin (s — b)
cos | A sin « ’ cosAA sin «

cos {B cos | (7 sin s sin | B sin ’ C sin (s — «)
sin {A sin « ’ sin | A sin «

Durch Addition und Subtraktion der nebeneinander stehenden Gleichungen ergibt
sich , wenn noch auf die Bedeutung von s Rücksicht genommen wird ,

3 *



36 Kapitel III [§ 12

sin UB + C) sin (s - - c) + sin [s - b) cos j (6 — c)
cos jyf sina cos ja

cos C ) sin s — sin (s — a) cos j (b + c )

sin jA sina cos ja
sin C) sin (s —1 1 [s — b) sin \ {b — c )

cos jA sina sin ja
cos L{B - C) sin s + sin [s — a ) sin j (b + c )

sin jA sma sin ja
Es ist somit

sin \ iB + C) cos -*a = cos \ {b — c) cos ~A
cos + C) cos | a = cos {(/>+ c) sin |

' 12‘ sin f (i ? — C) sin ja = sin \ {b — e) cos \ A
cos j (i ? — C) sin ja = sin j (ö + c) sin \ A

Diese Gleichungen werden gewöhnlich als die Gaußschen Gleichungen be¬
zeichnet ; die französischen Autoren nennen sie die Delamh 'eschen Gleichungen und
verstehen unter den Gaußschen Gleichungen die unter (3) angegebenen .

Durch Division der Gleichungen (12) entstehen die sogenannten Napierschcn
Analogien , nämlich :

tang j [B + C) = C°S-t [? ~ Cj cotg j A0 ‘ cos j (o + c)

tang j (J5 — G) = cotg jAsm j (0 -f- c)
4 1 11 t_ 1 costag , (/, + c) = tag J«

tang j (b - c) tang ja

12. ßechtwinkelige sphärische Dreiecke . Die Formeln der sphärischen
Trigonometrie werden besonders einfach , wenn einer der Winkel ein Rechter ist .
Man nehme an , daß A = go" sei , und bezeichne a , also die Hypotenuse , mit h ;
ferner setze man b — c\ B — C . Aus den Gleichungen (3) folgt dann

sin /« sin C = sine '
sin h cos C — cos c' sin c

cos h = cose ' cos c

Dividiert man die erste dieser Gleichungen durch die zweite und die zweite durch
die dritte , so erhält man

sine = tange ' cotg C'
cos C — tangc cotg /«

Aus der zweiten Gleichung (Y) ergibt sich
sin C cos e = cos C

Ferner erhält man aus der ersten Gleichung (IV )

cos /«= cotg C cotg C

Stellt man die gewonnenen Formeln zusammen , so folgt

. . sine ' = sin /« sinC 1' , cos G = sinC " cose , cos /«= cose ' cose
sine = tangc ' cotg C', cos C — tangc cotg /«, cos /«= cotg G cotg C
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13 . Diffei ’entialformeln . In der Praxis tritt häutig die folgende Aufgabe auf :
Mit Hilfe der gegebenen Stücke eines sphärischen Dreiecks sind die unbekannten
Seiten und Winkel des Dreiecks berechnet worden ; es sollen nun die Korrektionen
bestimmt werden , welche an die berechneten Werte anzubringen sind , wenn die für
die gegebenen Stücke des Dreiecks gemachten Annahmen um ein weniges geändert
werden . Zur Lösung dieser Aufgabe geht man von dem Satze aus : Bedeutet
F (a , b, c, A , Li, C) eine Funktion von a , b, . . . , C, und sind die Inkremente da ,
db , . . . , dC so klein , daß man ihre Quadrate und Produkte vernachlässigen kann ,
so ist

F [a + da , b + db . . . . , C + dC ) = F [a , b, . . . , C) + ~ da + db \- ^ ,dGoa öö oo

Wenn also mit a , b, . . . . C Werte bezeichnet werden , welche der Gleichung

(15) F {a , b, C) = 0

genügen , so ist die Bedingung dafür , daß auch

F (a ->rda , b -\~db , . . . , C -+■dC ) = o
sei,
, , , öF , ö-F , hF . bF bF r _
( 16 ) J - da + — db + ^ dc + ^ jdA + ^ dB + ^ dC - o

Beispielsweise werde unter der Gleichung (15) die letzte der Gleichungen (3)
verstanden :

cosa — cos6 cose — sinö sine cosA = o

Soll diese Gleichung auch noch gelten , wenn a , b, c , A durch a + da , b + db ,
c -\~ dc , A -\- dA ersetzt werden , so muß der Gleichung (16) zufolge

— smada + (sin6 cosc — cos 5 sine cosAjdö
-f- (cos ft sine — sin ft cose cos A)de

+ sinft sine sin /ldA = o

sein. Unter Benutzung der Gleichungen (II ) und (I ), S. 32, wird hieraus

(17') — da -{- cos Cdb + cosBde + sine sinBdA = o
oder auch

(172) — da + cos Cdb + cosBdc + sinft sin CdA = o

Um die Anwendung dieser Gleichungen zu zeigen, werde angenommen , daß man
mit Hilfe der gegebenen Werte ft = 40° , c — 6o° , A = 60" die Seite a sowie die
Winkel B und C berechnet habe , und daß nun die Korrektion ermittelt werden soll ,
welche an den für a erhaltenen Wert anzuhringen ist , wenn die für ft, c und A an¬
genommenen Werte die Korrektionen dft = + 10', de = + 30' und dA = -f- 40'
erfordern . Substituiert man zunächst die vorhin für ft, c und A angeführten Werte
in die Gleichungen (3) und in die unter (I ) und (II ) für sinasinC ' und sin a cos C
angegebenen Gleichungen , so erhält man , bei Anwendung fünfstelliger Logarithmen¬
tafeln , a — 48°35 '. 8, B = 47°55 '.o , C' = 90°47 '. 2; darauf ergibt sich aus (17') oder
(172) da = + 45'.7. Der für ft = 40°io ' , c = 6o°3o ' , A == 6o°4o ' gültige Wert
von a ist somit 48° 35'.8 + 45'-7 = 49° 21'. 5. Ebendenselben Wert findet man , wenn
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in den Gleichungen (3) 6 = 40° 10' , c = 6o°3o ', A = 6o°4o ' angenommen wird .
Falls also eine Genauigkeit von o'. 1 ausreichend ist , so darf die Gleichung (17"),
bzw. (ly 2) zur Berechnung der den Korrektionen 10', dc ^ + 30' , (Gl -)- 40'
entsprechenden Werte von da verwandt werden .

Soll der Wert von a bis auf wenige Zehntel einer Bogensekunde richtig erhalten
werden , so sind sechsstellige Logarithmentafeln anzuwenden . Unter der Annahme
6 — 40° , c = 60° , 60 0 erhält man dann aus (3) « = 4S°35 ' 4 ; '.'7, i ? = 47°54 ' 55"7,
C — 90°47 ' i 6'.'3 und weiterhin aus (171), bzw. (172), wenn db = 10', de — 30',
dA = + 40' angenommen wird , da — 45’io '.'?. Der für b — 40° 10' , c = 6o°3o ',
A = 6o° 4o' gültige Wert von a würde hiernach 49°2i ' 28"4 sein , dagegen gibt
die mit Hilfe der Gleichungen (3) ausgeführte direkte Rechnung a = 4g021' 32'.'g.
Die den Gleichungen (171) und (172) zugrunde liegende Voraussetzung , daß die
Quadrate und Produkte von db , de , dA vernachlässigt werden können , ist also für
die gegenwärtig verlangte Genauigkeit nicht erfüllt .

Man wende jetzt die Gleichung (17’) auf das Dreieck MNx in Fig . 1 an und
identifiziere dabei Mx mit a , Nx mit b und MN mit c , also den Winkel MNx mit
A, NMx mit B und MxN mit C. Berücksichtigt man , daß nach §9 Mx — A,
Nx = 1800 — B , MN = C, MNx = a , NMx = 18o° — b und MxN = c ist , so
hat man bei der Anwendung der Gleichung (171) auf das Dreieck MNx den Buch¬
staben a mit A , ferner b mit 180° — B , c mit C, A mit a , B mit 180° — b und
C mit c zu vertauschen ; es ergibt sich also

(181) — dA — cosc dB — cos6 C + sinCsini da — o

Um eine weitere Differentialformel zu finden , differenziere man die erste der
Gleichungen (3) logarithmisch ; man erhält damit

Wird ferner die zweite der Gleichungen (3) durch die erste dividiert , so folgt

cotgft sine — cosc cosA — sinA cotgB

Durch Differentiation dieser Gleichung erhält man

(cotg b cos e -f -sin e cos A)dc (cos c sin A — cos A cotg B)dA

oder auch
— dA — cos c dB — cos b dCsinB sine da = o

( 19 ) cotgada + cotgBdB — cotgbdb — cotg AdA = o

Wird diese Gleichung mit sin6 sin B multipliziert und auf .die Gleichungen (III ),
(IV ) und (I ) Rücksicht genommen , so ergibt sich
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14. Einleitung . Eine in dem Punkte C der freien Oberfläche einer ruhenden
Flüssigkeit senkrecht zu dieser Oberfläche stehende Gerade schneidet die Himmels¬
kugel in zwei Punkten , von denen der oberhalb der Flüssigkeit gelegene das Zenit
und der diesem entgegengesetzte Punkt der Nadir von C genannt wird ; die Gerade
selbst bezeichnet man als Lotlinie oder auch als die Vertikale des Punktes C.
Eine durch C senkrecht zur Lotlinie gelegte Ebene schneidet die Himmelskugel oder
Sphäre , d. h. die um C mit einem unendlich großen Radius beschriebene Kugel in
einem größten Kreise ; diesen nennt man den Horizont von C.

In Fig . i sei nun C der Ort eines Beobachters , Z sei das Zenit , N der Nadir
und HWH nE der Horizont von G; ferner mögen P und P s die Punkte bedeuten ,
in denen eine durch C parallel zur Rotationsachse der Erde gezogene Gerade (die
sogenannte Weltachse ) die Sphäre nach
Norden , bzw. nach Süden hin schneidet .
Legt man durch C senkrecht zur Welt¬
achse eine Ebene , so schneidet diese die
Himmelskugel längs eines größten Kreises
AEA nW , welcher der Himmelsäquator
oder auch kurzweg der Äquator genannt
wird ; P nennt man den Nordpol des
Himmelsäquators oder einfach den Pol .
Von P aus gesehen , erfolgt die Drehung

Fig . i .

Z

- - I - 'H

N

der Erde in der Richtung von rechts nach
links , also von TV über A nach P hin .

Unter der Polhöhe des Ortes C wird
der spitze Winkel verstanden , welchen die
von C zum sichtbaren Pole des Himmels¬
äquators gehende Richtung mit dem Hori¬
zont bildet ; man rechnet die Polhöhe positiv , wenn der Nordpol des Himmels¬
äquators über dem Horizont liegt , negativ , wenn der Südpol über dem Horizont
liegt . In Fig . i ist demnach die Polhöhe positiv und gleich dem Winkel PGH „ oder
gleich dem in Teilen des Radius ausgedrückten Bogen H „P \ die Polhöhe ist auch
noch gleich dem AVinkel ZCA y bzw. gleich dem in Teilen des Radius ausgedrückten
Bogen AZ . Wäre N das Zenit und Z der Nadir des Ortes G, so würde die Pol¬
höhe von C negativ und gleich — P 5CH sein. Aus der Definition der Polhöhe geht
hervor , daß letztere denselben Wert hat wie die geographische Breite .

Die Ebene , in der die Lotlinie ZN und die Weltachse PP S liegen , schneidet
die Sphäre in dem größten Kreise PZP SHU\ dieser wird der dem Punkte C ent¬
sprechende Himmelsmeridian oder kürzer der Meridian des Punktes C genannt .
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Die Ebene des Meridians stellt senkrecht zu den Ebenen des Horizonts und des
Himmelsäquators, folglich auch senkrecht zu ihrer Durchschnittslinie EW \ legt man
also durch diese Durchschnittslinie und das Zenit Z eine Ebene, so schneidet diese
die Himmelskugel in einem größten Kreise ZENW , welcher senkrecht zu dem Meridian
PZP sHn steht. Dieser größte Kreis wird der erste Vertikal des Ortes C genannt.
Da die Drehung der Erde in der Dichtung WAE erfolgt, so findet die scheinbare
oder die sogenannte tägliche Bewegung der Sterne in der umgekehrten Richtung
statt . Der Punkt E , in dem ein im Äquator befindlicher Stern sich über den
Horizont erhebt, heißt der Ostpünkt des Horizonts; den Punkt W nennt man den
Westpunkt des Horizonts. Von den Durchschnittspunkten H„ und TI des Horizonts
mit dem Meridian wird der dem Nordpol zunächst gelegene (// „) der Nordpunkt ,
der andere der Südpunkt des Horizonts genannt. Die vier zuletzt erwähnten Punkte
zusammengenommenbezeichnet man als die Kardinalpunkte des Horizonts. Da
der Meridian, der erste Vertikal und der Horizont senkrecht zueinander stehen, so
sind je zwei benachbarte Kardinalpunkte , von C aus gesehen, um go° voneinander
entfernt ; dasselbe gilt von den Punkten E, An, W, A.

15. Koordinaten, bezogen auf den Horizont. In Eig. 2 mögen C, HHU, AAn,
Z, V, P , Ps und W dieselbe Bedeutung haben wie in Eig. 1, ferner sei S der Punkt ,
in welchem die von C zu einem Stern hin gehende Richtung die Sphäre schneidet;

man bezeichnet dann den Winkel ZCS oder den in
2- Teilen des Radius ausgedrückten Bogen ZS als die

<r- 2 Zenitdistanz und den sphärischen Winkel HZS ,
gerechnet von dem durch das Zenit und den Süd¬
punkt des Horizonts gehenden Bogen ZH aus in
der Richtung nach Westen hin , als das Azimut
des Sterns. Die Zenitdistanz wird von o° bis 180°
und das Azimut von o° bis 360° gezählt. Zur Be¬
stimmung der Zenitdistanz und des Azimuts eines
Sterns bedient man sich eines Universalinstruments.
Die wesentlichsten Teile dieses Instruments sind die

N folgenden. Zwei Träger T, T (Fig . 3) endigen oben
in zwei gabelförmige Lager (Eig 3“), welche zur Auf¬

nahme der Achse AA dienen. Senkrecht zu dieser Achse ist das Fernrohr und ein in
Grade und Minuten eingeteilter Kreis KK befestigt; zur Ablesung dieses Kreises dient
ein ihm gegenüber befindlicher Index J , welcher mit dem einen der Träger T fest
verbunden ist. Die unteren Enden der Träger tauchen in eine kreisförmige Nut der
massiven Grundplatte PP ein und sind oberhalb der Nut scheibenförmig verbreitert.
Infolge dieser Anordnung lassen sich die Träger samt den an ihnen befestigten Teilen
um eine ideale, zur Grundplatte senkrechte Achse drehen. Parallel zur Grundplatte
und durch die Stützen aa fest mit ihr verbunden befindet sich der in Grade und
Minuten eingeteilte Kreis HH \ dieser wird mit Hilfe eines unmittelbar über ihm
gelegenen, an einem der Träger T befestigten Index V abgelesen. An der Grund¬
platte PP sind drei an ihren äußeren Enden durchbohrte und mit Muttergewinden
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versehene Ansätze S angebracht, in welche sich die unten zugespitzten Füße F ein¬
schrauben lassen. Mit diesen Füßen wird das Instrument auf einen isolierten Pfeiler
aufgesetzt, und zwar so, daß die Achse AÄ eine horizontale Lage einnimmt; dies
läßt sich, mit Benutzung einer auf AA aufge¬
setzten Libelle , durch Drehung der das obere
Ende der Füße F bildenden Schraubenköpfe
bewirken. Auf dem Pfeiler, und zwar unter¬
halb der in der Mitte der Grundplatte PP
frei gelassenen ÖffnungD, stellt man eine mit
Quecksilber gefüllte Schale 22 auf. Richtet
man das Fernrohr auf das Quecksilber, so sieht
man außer einer im Brennpunkte des Objektivs
angebrachten Marke m auch ihr Spiegelbild;
werden diese beiden Bilder durch Drehung des
Fernrohrs um die Achse AA zur Deckung ge¬
bracht , so steht die durch die Marke und den
Mittelpunkt des Objektivs gehende Gerade
senkrecht zur Oberfläche des Quecksilbers und
stellt also die Lothnie dar. Die dieser Stellung
des Fernrohrs entsprechende Ablesung des
Kreises KK gibt den Nadirpunkt dieses
Kreises an; legt man zu der betreffenden Ab¬
lesung i8o° hinzu, so erhält man den Zenitpunkt des Kreises. Nachdem man
den Zenithpunkt bestimmt hat , richte man das Fernrohr auf einen Stern und lasse
dessen Bild mit der Marke m zusammenfallen; wird dann die in dieser Lage des
Fernrohrs erhaltene Ablesung des Kreises KK mit L bezeichnet, und bedeutet L0
die dem Zenitpunkte des Kreises entsprechende Ablesung, so ist die Zenitdistanz
des Sterns gleich L —L0, vorausgesetzt, daß die Ablesung des Kreises zunimmt,
wenn das Fernrohr vom Zenit zum Stern hin bewegt wird. Im entgegengesetzten
Falle ist die Zenitdistanz gleich L0— L . *

Um das Azimut eines Sterns zu erhalten, muß man zunächst die Richtung des
Meridians bestimmen; diese läßt sich in folgender Weise finden. Man richtet das
Fernrohr auf einen dem Äquator nahen Stern, der noch einige Stunden von seinem
Durchgang durch den Meridian entfernt ist, läßt das Bild des Sterns mit der Marke m
zusammenfallen und liest dann an dem Index V den Horizontalkreis IIH ab. Indem
nun die Neigung des Fernrohrs gegen den Horizont ungeändert gelassen wird, dreht
man die Träger TT um die ideale zur Grundplatte PP senkrechte Achse, und zwar
so lange, bis daß der Stern •— nachdem er den Meridian passiert hat — wieder mit
der Marke m zusammenfällt; in dieser Stellung liest man abermals den Horizontal¬
kreis ab. Das Mittel aus den' beiden Ablesungen des Horizontalkreises gibt dann
die Ablesung, welche man machen wird, wenn sich das Fernrohr in der Ebene des
Meridians befindet; diese Ablesung, die der Meridianpunkt des Kreises HH ge¬
nannt wird, möge mit 51„, bezeichnet werden. Ist jetzt 31 die Ablesung des Horizontal¬
kreises, wenn das Fernrohr auf irgend einen Stern gelichtet ist, und nimmt die Ab-

Fig . 3. Fig . 3 .̂

AC
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lesung dieses Kreises zu , wenn man das Fernrohr von Süden nach Westen hin
dreht , so gibt 2t — 2t„, das Azimut des Sterns an .

Mit Hilfe eines Universalinstruments kann man ferner die Polhöhe des Beobach¬
tungsorts finden . Zu diesem Zweck dreht man den Träger TT so weit , daß der
Index V des Horizontalkreises auf den Meridianpunkt dieses Kreises zeigt , und klemmt
den Träger fest ; das Fernrohr kann sich dann also nur in der Ebene des Meridians
bewegen . Man wählt nun einen Stern aus , der stets oberhalb des Horizonts bleibt ,
dessen Abstand vom Pol also kleiner als der Bogen PH „ in Fig . 2 d. h. kleiner als
die Polhöhe des Beobachtungsorts ist ; einen solchen Stern nennt man einen Zirkum -
polarstern . Es seien cj, und a2 (Fig . 2) die beiden Punkte , in denen ein bestimmter
Zirkumpolarstern den Meridian passiert . Ist der Stern in aI angekommen , liegt er
also in der das Zenit enthaltenden Hälfte (PZP S) des Meridians , so sagt man , der
Stern befinde sich in oberer Kulmination ; der Durchgang des Sterns durch die
andere Hälfte des Meridians wird als untere Kulmination bezeichnet . Beobachtet
man nun die der oberen und unteren Kulmination eines Sterns entsprechenden Zenit¬
distanzen Za l und Za 2 und nimmt das Mittel aus ihnen , so erhält man den Bogen ZP .
Das Komplement von ZP ist die Polhöhe .

16. Koordinaten , bezogen auf den Äquator und die Ekliptik . Nachdem
man die Polhöhe gefunden hat , kann man aus der zur Zeit der oberen oder unteren
Kulmination beobachteten Zenitdistanz eines beliebigen Sterns die Poldistanz des¬
selben ableiten . Aus Fig . 2 folgt nämlich für einen Stern , der sich zur Zeit seiner
oberen Kulmination in a, , also nördlich vom Zenit befindet , Pu\ — ZP — Za I oder ,
wenn die Polhöhe des Beobachtungsortes mit r/>, ferner die Poldistanz des Sterns
mit p und seine Zenitdistanz in der oberen Kulmination mit £„ bezeichnet wird ,
p = qo° — <p — 'C0. Das Komplement von p oder den Abstand des Sterns vom
Äquator nennt man die Deklination des Sterns ; dieselbe wird vom Äquator aus
von o° bis ± go° gerechnet , und zwar positiv , wenn der Stern auf derselben Seite
des Äquators liegt wie der Nordpol . Bezeichnet man die Deklination mit d, so folgt
aus der vorhin für p erhaltenen Gleichung , daß für einen Stern , dessen obere Kul¬
mination nördlich vom Zenit stattfindet , ö — cp ’C0 ist . Für einen Stern dagegen ,
der südlich vom Zenit , beispielsweise im Punkte s (Fig . 2) kulminiert , hat man
Ps = PZ + Zs oder , wenn auch hier Ps ~ p . Zs = £0 gesetzt wird , p = go° — </>+ £<>;
mit Anwendung der vorigen Bezeichnung 900 — p — d ergibt sich somit für die
Deklination des Sterns d — cp— Rechnet man aber die im Meridian ge¬
messenen Zenitdistanzen negativ , wenn der Stern südlich vom Zenit
kulminiert , so ist die letzte Gleichung durch

(1) d = rp 'C„

zu ersetzen ; man erhält also dieselbe Gleichung , welche vorhin für den Fall
gefunden wurde , daß die obere Kulmination eines Sterns nördlich vom Zenit statt¬
findet .

Um für die untere Kulmination eine der Gleichung (1) analoge Formel abzuleiten ,
berücksichtige man , daß , wenn <;2 (Fig . 2) den Ort eines Sterns zur Zeit seiner unteren
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Kulmination bedeutet , die Poldistanz Pa „ = Za „ — ZP ist . Setzt man jetzt Pm, = p
und Za ^ — so folgt p — £„ — (90° — cp) und demnach

(2) ö = 1800 — (<p + Cn)

Es werde jetzt angenommen , daß man die Deklination des Sterns S (Fig . 2),
also den in Teilen des Radius ausgedrückten Bogen Sa des durch die Pole des
Äquators und den Stern gehenden größten Kreises (des sogenannten Deklinations¬
kreis es des Sterns ) bestimmt habe . Kann man nun auch noch den sphärischen
Winkel bestimmen , welchen der durch den Stern gehende Halbmeridian PSP s mit
einem durch einen fixen Punkt des Äquators gehenden Halbmeridian P {P s bildet ,
so hat man damit den Ort des Sterns am Himmel festgelegt . Die erste , hier zu
lösende Aufgabe besteht darin , den Punkt des Äquators zu definieren , welcher als
Fixpunkt dienen soll . Zu diesem Zwecke denke man sich zunächst durch den mit
C bezeichneten Ort des Beobachters eine Ebene gelegt , welche parallel zu derjenigen
der Erdbahn ist ; diese schneidet die Himmelskugel in einem größten Kreise *), den
man die Ekliptik nennt . Die Ekliptik stellt also auch die Bahn dar , welche die
Sonne im Laufe eines Jahres an der Himmelskugel scheinbar durchläuft . Da die
Ekliptik und der Äquator größte Kreise der Sphäre sind , so liegen ihre Durchschnitts¬
punkte auf einem Durchmesser der Sphäre ; diese Punkte bezeichnet man als Äqui -
noktial - und die um 90° von ihnen entfernten Punkte der Ekliptik als Solstitial -
punkte . In ihrer scheinbaren Bewegung an der Himmelskugel passiert die Sonne
den einen der Äquinoktialpunkte im Frühling , den anderen im Herbst ; im ersten
Falle geht die Deklination der Sonne von negativen Werten zu positiven über , im
zweiten Falle findet das Umgekehrte statt . Den Frühlingsäquinoktialpunkt , welcher
in Fig . 2 mit V bezeichnet ist , wählt man nun als Fixpunkt des Äquators . Der von
dem Halbmeridian P ’{P s aus in der Richtung der Drehung der Erde , also von Westen
nach Osten gezählte Winkel 7 PS oder der diesem Winkel gleiche Bogen 7 a wird
die Rektaszension des Sterns S genannt . Man zählt die Rektaszension von o° bis
360° oder — indem man den Kreis , statt in 360 Grade , in 24 Stunden teilt — von
o11 bis 24 11.

Ehe das Verfahren , die Rektaszension eines Sterns zu bestimmen , auseinander¬
gesetzt wird , mögen noch einige weitere Begriffe erläutert werden . Den Winkel ZPS ,
den der durch den Pol und den Stern gelegte Bogen größten Kreises mit dem das
Zenit des Beobachtungsortes enthaltenden Halbmeridian PZP S bildet , nennt man den
Stundenwinkel des Sterns ; derselbe wird von dem Halbmeridian PZP S aus nach
Westen hin von o " bis 360° oder von oh bis 24h gezählt Da alle auf der Hälfte
PSP s eines Deklinationskreises gelegenen Sterne denselben Stundenwinkel haben ,
so bezeichnet man einen solchen Halbkreis auch als Stundenkreis . Wie aus Fig . 2
erhellt , entspricht der Stundenwinkel o° oder oh der oberen , und der Stundenwinkel
1800, bzw. 12 11 der unteren Kulmination des Sterns . Den Stundenwinkel des Frühlings¬
äquinoktialpunktes , also den Winkel ZPy , bezeichnet man als Sternzeit ; letztere
kann man auch als die Rektaszension des Zenits definieren . Wird die Sternzeit

*) In Fig . 2 nicht gezeichnet .
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mit />, der Stundenwinkel des Sterns zur Zeit mit t und die Rektaszension des
Sterns mit « bezeichnet , so folgt aus Fig . 2, daß

(3)

ist . Diese Gleichung lehrt , daß , wenn t = o ist , d. h. wenn sich der Stern in
oberer Kulmination befindet, ')■= a wird; die Sternzeit der oberen Kulmination
eines Sterns ist also gleich der Rektaszension des Sterns . Ferner ergibt
sich, daß die Sternzeit der unteren Kulmination eines Sterns gleich « + 12 11 ist, und
daß die Differenz der Sternzeiten, zu denen zwei verschiedene Sterne den Meridian
in oberer oder unterer Kulmination passieren , zugleich die Rektaszensionsdifferenz
dieser Sterne darstellt .

Es soll nun das zur Bestimmung der Rektaszension eines Sterns dienende Ver¬
fahren erläutert werden. Man beginnt damit, die Rektaszension der Sonne zu be¬

stimmen. In Fig . 4 sei AA' der Äquator , EE ' die
Ekliptik, v der Frühlingsäquinoktialpunkt, P und Ps
seien die Pole des Äquators , II sei der Nordpol der
Ekliptik . Ist @ der für irgend, eine Zeit T gültige
Ort der Sonne, und bedeutet s den Punkt , in dem
der Stundenkreis der Sonne den Äquator schneidet ,
so ist der Winkel 7 Ps oder der in Teilen des Radius
ausgedrückte Bogen 7 s gleich der Rektaszension , und
der Bogen s @ gleich der Deklination der Sonne zur
Zeit T. Wird jetzt ys = 91, = und AyE — e
gesetzt , so folgt aus dem bei s rechtwinkligen Drei¬
eck

Fig . 4-
P

A'

P
S

(4) sin 9t = tang 3) cotg .

Den Winkel s , der die Neigung der Ekliptik gegen den Äquator angibt , be¬
zeichnet man als die Schiefe der Ekliptik ; ist diese Schiefe bekannt , so kann
man, mit Hilfe der vorigen Gleichung, aus einer beobachteten Deklination der Sonne
ihre Rektaszension berechnen. Um aber e zu finden, mache man die folgende Über¬
legung . Da P und II Pole des Äquators , bzw. der Ekliptik sind , so ist der mit
Y bezeichnete Durchschnittspunkt des Äquators und der Ekliptik ein Pol des größten

Kreises IIPA : daraus folgt , daß t auch gleich dem in Teilen des Radius ausge¬
drückten Bogen AE ist . Nun gibt A E die größte nördliche Deklination der Sonne
an; diese aber läßt sich ermitteln , wenn man auf einer nördlich gelegenen Stern¬
warte den Sommer hindurch Tag für Tag die Zenitdistanz der Sonne im Meridian
bestimmt und aus der Zenitdistanz in Verbindung mit der Polhöhe des Beobachtungs¬
ortes die zugehörige Deklination ableitet . Für 1908 Juni 19 bis Juni 23 beispiels¬
weise war die Deklination der Sonne zur Zeit ihrer Kulmination im Meridian von
Paris :

Juni 19 -)- 23°25 ' 54" Juni 22 + 23°26 ' 57"
20 26 40 23 23 26 29
21 271



§16 ] Koordinaten '45

Wählt man nun die Beobachtungstage als Abszissen und die zugehörigen Deklina¬
tionen der Sonne als Ordinaten und legt dann durch die Endpunkte der Ordinaten
eine Kurve hindurch , so gibt diese für das Maximum der Deklination den Wert
+ 23°2 7' 2". Dies ist also der gesuchte Wert von e.

Es werde jetzt angenommen , daß man am 4. April 1908 in Paris die Sonne im
Meridian beobachtet und für ihre Deklination den Wert iD= -)- 5038' 45" gefunden
habe ; substituiert man diesen und den vorhin für s erhaltenen Wert in die Glei¬
chung (4), so ergibt sich für die Rektaszension der Sonne 31= 130 10' 24" — o1152m4i ?6.
Dem oben Gesagten zufolge ist aber die Sternzeit der oberen Kulmination eines
Gestirns gleich der Rektaszension des betreffenden Gestirns . Wenn demnach am
4. April 1908 außer der Deklination der Sonne auch die Zeit ihres Durchganges
durch den Pariser Meridian beobachtet worden ist , und die Uhr hierfür etwa ob52'“ 30 0̂
angegeben hat , so ist die Reduktion der Uhrzeit auf Sternzeit gleich + 11 56. Diese
Reduktion oder Uhrkorrektion gilt zwar zunächst nur für oh52“5 Uhrzeit ; hat
man aber die Uhr so reguliert , daß sie bei zwei aufeinanderfolgenden oberen oder
unteren Kulminationen eines Fixsterns dieselbe Zeit zeigt , und daß demnach 24 Uhr¬
stunden gleich 24 Stunden Sternzeit sind , so ist die vorhin gefundene Uhrkorrektion
für einen ganzen Tag gültig . Man nehme nun an, daß man am 4. April 1908 auch
noch die Zeit der oberen Kulmination von « Tauri beobachtet habe , und daß die '
Uhr in diesem Momente 4h3om25?6 zeigte ; mit Berücksichtigung der Uhrkorrektion
+ n ?6 ergibt sich dann für die Sternzeit der Kulmination also auch für die Rektas¬
zension von a Tauri 4h30“25A + 1r!6 = 4li 3om37!2. Nachdem man so die Rektas¬
zension von « Tauri gefunden hat , läßt sich auch die Rektaszension eines beliebigen
anderen Sterns bestimmen . Zu diesem Zweck beobachtet man an einer nach Sternzeit
regulierten Uhr die Zeiten , zu denen « Tauri und der zu bestimmende Stern den
Meridian passieren . Die Differenz zwischen diesen Durchgangszeiten ist , wie oben gezeigt
wurde , gleich der Rektaszensionsdifferenz der beiden Sterne ; da die Rektaszension von
« Tauri bekannt ist , so ergibt sich ohne weiteres die Rektaszension des zweiten Sterns .

Der Ort eines Sterns läßt sich auch in bezug auf die Ekliptik festlegen . Wenn
nämlich in Fig . 5 EE ' die Ekliptik , AA! den Äquator , JT den Nordpol der Ekliptik ,
U s ihren Südpol , P den Nordpol des Äquators ,
Y den Frühlingsäquinoktialpunkt , S den Ort eines
Sterns und L den Punkt bedeutet , in dem der durch
die Pole der Ekliptik und den Stern gehende Halb¬
kreis die Ekliptik schneidet , so ist die Lage von S
bestimmt , wenn man 1. den von Uv aus in der
Richtung der Drehung der Erde gerechneten Winkel
VUL oder die sogenannte Länge des Sterns und
2. den Abstand SL des Sterns von der Ekliptik
oder die sogenannte Breite des Sterns kennt . Die
Länge zählt man von o° bis 360° und die Breite
von o° bis ± 90° ; die Breite wird positiv gerechnet ,
wenn sich der Stern auf derselben Seite der Ekliptik befindet wie der Nordpol der
Ekliptik . Die Länge und Breite eines Sterns leitet man durch Rechnung aus der

5-
P

A
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Rektaszension und Deklination ab ; die hierzu dienenden Formeln werden in § 18
mitgeteilt werden . Den durch die Pole der Ekliptik und einen Stern gehenden
größten Kreis nennt man den Breitenkreis des Sterns ; der Breitenkreis der
Äquinoktialpunkte wird der Kolur der Nachtgleichen , der Breitenkreis der
Solstitialpunkte wird der Kolur der Sonnenwenden genannt .

17. Berechnung der Zenitdistanz und des Azimuts eines Sterns von be¬
kannter Rektaszension und Deklination . Parallaktischer Winkel . Es sei <p
die Polhöhe und 0 - die Sternzeit des Ortes , für welchen die Zenitdistanz und das
Azimut eines Sterns gesucht werden ; ferner sei a die Rektaszension , t der Stunden¬
winkel , d die Deklination , C die Zenitdistanz und A das Azimut des Sterns . In
dem sphärischen Dreieck PZS (Fig . 2) , wo P den Pol des Äquators , Z das Zenit
und S den Ort des Sterns an der Himmelskugel bedeutet , ist dann PZ — qo° — f/>,
PS = go° — d , ZS = 'C, ZPS = t = V — a und PZS = 18o° — A . Mit Hilfe
der Grundformeln der sphärischen Trigonometrie erhält man also

sine sin A = cosd sin (5 — a )
sin £ cos A = — cos cp sin d - f- sin cp cos ö cos (<9- — a )

cos L = sin cp sin ö + cos cp cos d cos (<9- — « )

Für die numerische Auflösung dieser Gleichungen bedient man sich mit Vorteil der
Additions - und Subtraktionslogarithmen ; will man diese aber nicht benutzen , so
setze man

sin m sin M — sin ö

sin ?w cosüf = cosd cos (^ — « ) ,
es wird dann

sin 'C sin A — cos <5 sin (S- — a )
(6) sine cos A — sin »? sin (9 — M )

cos e = sin m cos (cp — M )
Den Winkel PSZ zwischen dem Deklinations - und dem Vertikalkreise des Sterns

nennt man den parallaktischen Winkel ; wird dieser mit q bezeichnet , so folgt
aus dem Dreieck PSZ

sine ' sin q = cos <jp sin (<9- — a )
sinT cos5 = sinr /) cosd — cosr /) sind cos (# — a )

cos t — sin cp sin d + cos cp cos d cos (d-— a )
oder , wenn

sin » sin Ä — cos cp cos (A — a)
(7) sin ?? cosV = sine/)

cos 11— cos cp sin (.9 — a )
gesetzt wird ,

sin 'C sin q — cos n
(8) sinC cosq = sin ?? cos (Ä -(- d)

cos C = sin n sin (N + d)

Dividiert man die beiden ersten der Gleichungen (8) durch die dritte , so erhält man

cotg ??



Koordinaten 47

18 . Berechnung der Länge und Breite eines Sterns von bekannter Rektas¬
zension und Deklination . Winkel zwischen Breiten - und Deklinationskreis
eines Sterns . Es sei « die Rektaszension und A die Länge des Sterns S in Fig . 5,
man hat dann YPS = « und '{llS — Da nun der mit Y bezeichnete Friihlings -
äquinoktialpunkt ein Pol des durch II und P gehenden größten Kreises ist , so stehen
die Bögen yll und yP senkrecht zu HP . In dem sphärischen Dreieck UPS ist
demnach der Winkel bei P gleich qo° -f- a und der Winkel bei JT gleich 90° — l .
Bedeutet ferner <5 die Deklination des Sterns , ß seine Breite und « die Schiefe der
Ekliptik , so ist PS = 90° — <5, US = 90° — ß und IIP — s. Die Anwendung der
Grundformeln der sphärischen Trigonometrie auf das Dreieck UPS gibt also

cosß sin A= sin e sin <5+ cos e cos <5 sin a
COSß COSÄ= COS(5 cos «

sin ß = cos e sin d — sin « cos d sin a
Setzt man jetzt

, , f sin F — sin d
10 f v , •/ cos F = cos 0 sm « ,

so werden die vorigen Gleichungen

cos ß sin l = f cos [F — e)
(11) cos /? cosA = cosd cos «

sin ß ~ f sin (F — s)

In der zweiten dieser Gleichungen kann man cosd cos « = cosd sin « cotg « =
/ cosPcotg « setzen ; dividiert man dann die beiden ersten Gleichungen durch die
dritte , so folgt

cotg /? sin A= cotg (P — e)
(12) , „ , cosP

cotg ß cos A= sin (F — e) tang «
Es läßt sich nun auch leicht der Winkel IISP zwischen dem Breiten - und

Deklinationskreise des Sterns S berechnen ; bezeichnet man nämlich diesen Winkel
mit x und den Winkel YSil mit y , setzt man ferner yS — h und berücksichtigt ,
daß y II — yP = go° ist , so erhält man aus den Dreiecken ySTI und ySP

sin h sin y — sin A sin h sin [y + x) — sin «
sin /« cos ?/ = — cosA sin ?̂ sinA cos (i/ -j- x) = — cos « sind

Die Werte von A, ß und x kann man auch noch auf andere Weise finden .
Wendet man nämlich die OYm/lschen Gleichungen auf das Dreieck TIPS (Fig . 5)
an und setzt 90° — ß = B , 90° — x = / f , go° -f- « = A , go° — e = E , so erhält man

sin “B sin ~(K — A) = cos | yl sin ~(E — d)
sin \ IJ cos | (P — A) — sin {y! cos {(F + d)

14 cos ' B sin | (IT + A) = sin iyl sin ^ (F + dj
cos | B cos j (K + A) = cos cos ~(E — d)

Von diesen Gleichungen kann man Gebrauch machen , um die mit Hilfe von (10)
(11) und (13), bzw. von (10), (12) und (13) berechneten Werte von A, ß und x zu
kontrollieren .
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Für die Praxis ist es von Wichtigkeit , die Änderungen berechnen zu können ,
welche Ä und ß erfahren , wenn «, d, t durch a + da , ö + dö , t + dt ersetzt werden .
Diese Änderungen ergeben sich durch Anwendung der Differentialformeln § 13, (20)
und (173):

sinadB — — sinö cos CdA + sin Cdb — sin B cosadc
da — sinft sin CdA -f- cos Cdb + cos Bde

auf das Dreieck TIPS , und zwar erhält man

cosßdl — ~ cosd cosx.tfa + sin / dd + cosA sin /?d!e
dß — — cosd sinxda + cosxdd — sinAde

19. Verwandlung der Länge und Breite in Rektaszension und Deklination .
Unter Beibehaltung der im vorigen Paragraphen angewandten Bezeichnungen gibt
das Dreieck UPS (Fig . 5)

cos d sin « = — sin e sin ß 4- cos e cos ß sin Ä
(15a) cos d cos a — cos ß cos A

sin d = cos s sin ß + sin e cos ß sin A
Wird jetzt

(16)

gesetzt , so folgt

<7 sin Cr= sin ß
g cos G = cosß sinA

cos d sin a = g cos (C? 4- «)
(17) cos d cos « — coscos A

sin d = p sin (Cf4- s)

Tn der zweiten Gleichung (17) kann man cos ß cos A= cos ß sin Acotg A= g cos G cotg A
setzen ; dividiert man dann die beiden ersten Gleichungen durch die dritte , so
erhält man

cotgd sin « = cotg (Cf4 - e)
(18) , cos Cfcotg d cos « =

sin (Cf4- «) tang A

Um noch andere Formeln zur Berechnung von a und d zu erhalten , wende man
die Gaußschen Gleichungen auf das Dreieck TIPS an . Wird der Winkel TISP
wieder mit •/. bezeichnet und 90° — d = D, go° — x = iT, 90° 4- A— U, 90° — e — E
gesetzt , so folgt

sin \ D sin \ {K 4- «) = sin sin f (F 1— ß)
sin l D cos \ (K 4- «) = cos ~L cos l (E 4- ß)
cos sin j (K — a ) — cos sin \ {E 4- ß)
cos \ D cos \ [K — «) = sin - L cos \ [E — ß)

Mit Benutzung der im vorigen Paragraphen angegebenen Differentialformeln der
sphärischen Trigonometrie findet man für die Änderungen , welche a und d erfahren ,
wenn die angenommenen AYerte von A, ß und e um dl , dß und de korrigiert werden ,

cosdd « — cosß cos v.dl — sin /.dß — cos « sindrfe
dö = cosß sin / dl 4- cos / dß 4- sin « de
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20. Positionswinkel und Distanz. Rektaszension und Deklination des
Mittelpunktes eines zwei Sterne verbindenden Bogens größten Kreises . In
Fig . 6 sei P der Nordpol des Äquators , S1 und seien zwei Sterne , deren Dekli¬
nation mit d, , bzw. ()., und deren Rektaszensionen mit cq, bzw. «2
bezeichnet werden mögen . Den Winkel nun , um den man S1P
in der Richtung der wachsenden Rektaszensionen drehen muß ,
damit mit Zusammenfalle , nennt man den Positions¬
winkel des Sterns in bezug auf ist also ß3> aJ, so
ist der Positionswinkel von S., in bezug auf Sl gleich PS 1S2 und
der Positionswinkel von SI in bezug auf S , gleich 360° — PS :!S1.
Man setze jetzt P8 1S2 = p t und den Bogen <S'2 oder die Distanz
der beiden Sterne gleich z/ ; aus dem Dreiecke PS l<S2 folgt dann

sin J sin pl = cos d2 sin («2— «, ) 3
sinz / cosp , = sin d2 cosd , — cosd 2 sind , cos (er2— «J

Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich J und p t berechnen . Es möge nun
M den Mittelpunkt des Bogens <Sj<S2 bedeuten , und demnach STM — sein, ferner
sei die Rektaszension , d„( die Deklination von M und p m der Positionswinkel von
,S2 in bezug auf M\ setzt man dann a m= a1-\- da , go° — d,„ = _Dmund 90° — dj = Dl ,
so ist der Winkel S, PM — du und der Winkel PMS , — 180° — p,,,, ferner PM —
Dm, PS , = D, . Durch Anwendung der Gaußschen Gleichungen auf das Dreieck
PS , M erhält man also

sin - D,,, sin \ [p m+ da ) = sin \ p , sin ~\D, + | z/]
sin \ Dmcos ~{pm+ da ) = = cos ~p , sin ^[D, —

2̂Z' cos \ ü msin \ {p m— du ) = sin ^p , cos ^{D, + | z/ J
cos cos \ {p m— du ) = cos \ p , cos ±[D, — ~J ]

Nachdem man hieraus p m, da und I )m gefunden hat , bilde man am= a, -p da ,
dm= 90° — D,n.

Sucht man nur die Werte von z/ und pm, so kann man die Rechnung in fol¬
gender Weise führen . Durch Anwendung der Gaußschen Gleichungen auf das
Dreieck PS , S„ ergibt sich, wenn der Winkel PS 2S, — 180° — p2 gesetzt wird

sin | z/ sin ±{p2+ p, ) = sin | (ß2— a, ) cos | (d2+ dj)
sin {z/ cos \ [Pz -f- p , ) = cos | (a2 — «J sin | (d2 — dj)

Setzt man jetzt zur Abkürzung
l (P2+ PI ) = P > v(4 + dj = d ,

so erhält man für p M die Gleichung *)

(24) p ,n = p — + 2 tang ^dj z/ 2 sin 1" sin 2p ,

wo J in Sekunden ausgedrückt zu denken ist , und dann auch das von z/ 2 abhängige
Glied in Sekunden ausgedrückt erhalten wird ; dieses Glied wird aber nur bei großen
Distanzen oder bei Sternen in der Nähe des Pols merklich .

big. 6.

*) Eine Ableitung dieser selten gebrauchten Gleichung findet man in Ghauvenet, Spherical
Astronomy, Vol. II , Art. 263.

de Ball , Sphär. Astronomie. 4
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Sind die Distanzen nur mäßig groß , so lassen sich die Gleichungen (23) durch
die folgenden ersetzen :

J sin^ = («2— aj cos| (d2+ dj
z/ cosp = — öI

21. Erläuterung einiger in der Theorie der Bahnhestimmung vor¬
kommenden Ausdrücke. Die Bahn, welche ein Planet beschreiben würde, wenn
er nur der Anziehung der Sonne unterworfen wäre , ist eine Ellipse , deren einer

genannt .
Die Umlaufszeit des Planeten sei gleich T : setzt man dann ut : T = n , so wird

n als die mittlere Bewegung des Planeten bezeichnet . Ist ferner x die Zeit , zu
der sich der Planet im Perihel befindet , so nennt mau das Produkt n [t — x) die
mittlere Anomalie des Planeten zur Zeit t : die mittlere Anomalie soll im fol¬
genden mit g bezeichnet werden . Die Winkelgeschwindigkeit eines Planeten ist am
größten im Perihel und am kleinsten im Aphel . Man kann sich aber einen Punkt
denken , der ebenfalls die Ellipse p pa , und zwar in derselben Richtung wie der
Planet durchläuft , jedoch mit einer der mittleren Bewegung n gleichen konstanten
Winkelgeschwindigkeit ; geht nun dieser Punkt zur seihen Zeit mit dem Planeten
durch das Perihel , so trifft er auch im Aphel wieder mit dem Planeten zusammen .
Um den Ort zu finden , welchen der fingierte Punkt zu der Zeit t. wo der Planet in
p angekommen ist , einnimmt , hat man nur an Sp in der Richtung der Bewegung
des Planeten den Winkel p /Sp0 = g anzulegen ; der Punkt p0, in dem der Schenkel
S’p0 die Ellipse schneidet , ist dann der gesuchte Ort .

Bezeichnet man die Exzentrizität der von dem Planeten beschriebenen Ellipse
mit e , bedeutet ferner W die wahre Anomalie des Planeten , so hat man , wie in der
Theorie der Bahnbestimmung gezeigt wird ,

(26) W = g -j- 2e sing + fe 2 sin 2p + • • •

Die Summe der Glieder , welche man zu g hinzuzulegen hat , um die wahre Anomalie
zu erhalten , wird die Mittelpunktsgleichung genannt .

Man denke sich jetzt die Bahnehene des Planeten verlängert , bis daß sie die
um den Mittelpunkt der Sonne (S ) beschriebene Sphäre in dem größten Kreise
CtyC (Fig . 8) schneidet ; ferner sei CEC die Ekliptik , also CC die Durch¬
schnittslinie der Ebene der Planetenbahn mit der Ebene der Ekliptik oder die
sogenannte Knotenlinie . Es werde nun angenommen , daß der Halbkreis G’iji C

Fig. 7.
Brennpunkt mit dem Mittelpunkte der Sonne zusammen¬
fällt . In Fig . 7 sei S der Mittelpunkt der Sonne , ptya
die von einem Planeten beschriebene Ellipse , ap die große
Achse dieser Ellipse und p der Ort des Planeten zur
Zeit t. Den der Sonne am nächsten liegenden Punkt p

a P der Ellipse nennt man das Perihel und den diesem
gegenüberliegenden Punkt das Aphel ; der von Sp aus in
der Richtung der Bewegung des Planeten gezählte Winkel
pSp wird die wahre Anomalie des Planeten zur Zeit t
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auf der nördlichen Seite der Ekliptik gelegen sei, und daß die Bewegung des Planeten
in der Bichtung des Pfeils erfolge; wenn dann der Planet , von der Sonne aus ge¬
sehen, den Punkt C passiert , so geht die heliozentrische Breite des Planeten von
negativen zu positiven Werten über. Man nennt nun
C den aufsteigenden und den ihm entgegengesetzten l’ig-8.
Punkt C den niedersteigenden Knoten der Pla¬
netenbahn in bezug auf die Ekliptik. Bedeutet Y
den Frühlings -Tagundnachtgleichepunkt, so bezeichnet
man den von Sy aus in der Bichtung der Bewegung
des Planeten gerechneten Winkel ySC , bzw. den in
Teilen des Badius ausgedrückten Bogen YC als die
Länge des aufsteigenden Knotens auf der
Ekliptik ; der Bogen yEC = i8o° -j- YC wird die
Länge des niedersteigenden Knotens genannt.
Der sphärische Winkel EC ^ gibt die Neigung der Bahn des Planeten in bezug
auf die Ekliptik an.

Die Punkte , in denen die in Fig. 7 mit Sp , <S'p0, <S'p bezeichneten Bichtungen
verlängert die Sphäre treffen, sind in Fig . 8 mit P , iß0, iß bezeichnet worden. Die
Summe der Bögen YC -j- CP nennt man die Länge des Perihels , die Summe der
Bögen Y(7+ 6’ip0 ist die sogenannte mittlere Länge des Planeten und die Summe der
Bögen YC+ Cip die Länge des Planeten in seiner Bahn . Da C^ 0= CP -\- Pißa,
Cip = CP P sp gesetzt werden kann , und Piß0 gleich der mittleren Ano¬
malie, ferner Pip gleich der wahren Anomalie ist , so kann man die mittlere Länge
auch als die Summe der Länge des Perihels und der mittleren Anomalie, und die
Länge in der Bahn als die Summe aus der Länge des Perihels und der wahren
Anomalie definieren. Addiert man also zu beiden Seiten der Grleichung(26) die
Länge des Perihels , und bezeichnet man mit 1 die Länge in der Bahn und mit L
die mittlere Länge des Planeten , so folgt

(27) Z= P -}- 2e sin# + fe 2sin 2(/ •

Würde der Mond allein von der Erde angezogen, so wäre seine Bahn eine
Ellipse, deren einer Brennpunkt mit dem Mittelpunkt der Erde zusammenfiele. Unter
der Annahme, daß in Fig . 7 S den Mittelpunkt der Erde und pp « die Mondbahn
darstellt , wird p das Perigäum und a das Apogäum des Mondes genannt. In
Fig. 8 möge nun CipC den größten Kreis bedeuten , in dem die Ebene der Mond¬
bahn die Himmelskugel schneidet, ferner gehe der Pfeil die Bichtung der Bewegung
des Mondes in seiner Bahn an ; S sei der Mittelpunkt der Erde , CEC bedeute
wieder die Ekliptik. Ist dann P der Punkt , in dem die Bichtung: Erde -—Mond-
perigäum die Sphäre trifft, so bezeichnet man die Summe der Bögen YC -f- CP als
die Länge des Mondperigäums .

In Fig. 9 sei S der Mittelpunkt der Sonne und E1E2E die Erdbahn ; der Pfeil
gebe die Bichtung der Bewegung der Erde in ihrer Bahn an. Man denke sich jetzt
SEXin der Bichtung von P r nach S hin verschoben, und zwar so weit, daß El den Ort
von S einnimmt; ist dann SJS — SE I, so gibt SI die neue Lage von S an. Die

4*
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hier mit SE l yorgenommene Operation läßt sich mm für jeden Radiusvektor der
Ellipse E1E2E3 ausführen; man erhält damit eine neue Ellipse SlS.,S3, welche als
die Bahn der Sonne relativ zur Erde bezeichnet werden kann. Die Achsen der

Ellipsen S,S,&, und E{E Ê3 sind
einander gleich und zueinander paral¬
lel; die Richtung der Bewegung der
Sonne in ihrer relativen Bahn ist die¬
selbe wie die der Erde in ihrer Bahn
um die Sonne. Was den scheinbaren
Ort der Sonne am Eirmament oder
die Richtung , in der wir die Sonne
sehen, betrifft , so ist es gleichgültig,
ob man die Sonne die Ellipse S1S2S3
um die ruhende Erde beschreiben

läßt , oder ob man die Sonne als ruhend betrachtet und die Erde in der Ellipse EIE^E3
beweglich annimmt. Den dem Brennpunkte S zunächst gelegenen Punkt ;t der
Ellipse StS2S3 nennt man das Sonnenperigäum ; der von S/c aus in der Richtung
des Pfeils gezählte Winkel zwischenS /c und einem Radiusvektor der Ellipse S1S2S3
wird die wahre Anomalie der Sonne genannt. Aus den Gleichungen nSS I =
pSEj , nSS 2 — pSE 2 usw. folgt, daß zu jeder Zeit die wahre Anomalie der Sonne
gleich der wahren Anomalie der Erde ist ; dasselbe gilt auch für die mittlere Anomalie.

Die Ebene der Ellipsen E1E2E3 und S1S2S3 schneide die um S beschriebene
Sphäre in dem die Ekliptik darstellenden größten Kreise // '/ P (Eig. io), JI und P

seien die Punkte , in denen die in Fig. 9 mit Sic und
Sp bezeichneten Richtungen die Sphäre treffen, Y sei
der Frühlings - Tagundnachtgleichepunkt; man nennt dann
den von y aus in der Richtung des Pfeils gezählten
Bogen yPTT die Länge des Sonnenperigäums . Be¬
zeichnet man diese Länge mit J7, und die Länge des Erd-
perihels oder den Bogen yP mit P , so folgt 7/,= 180°+ P .
Die Summe aus 77, und der wahren Anomalie der Sonne
gibt die wahre Länge der Sonne an , die Summe aus
77, und der mittleren Anomalie ist die mittlere Länge
der Sonne .

Die Anziehung der Planeten aufeinander hat zur Folge , daß die Bahn irgend
eines dieser Himmelskörper in Wirklichkeit keine Ellipse ist , sondern daß nur das
während eines unendlich kleinen Zeitraums von einem Planeten beschriebene Bahn¬
stück als einer Ellipse angehörig betrachtet werden kann ; eine solche Ellipse bezeichnet
man als die der betreffenden Zeit entsprechende oskulierende Ellipse und ihre
Elemente, d. h. ihre große Achse, ihre Exzentrizität, die Neigung ihrer Ebene gegen
die Ekliptik usw. als oskulierende Elemente der Bahn des Planeten. Die
oskulierenden Elemente ändern sich also mit der Zeit ; die Änderungen selbst werden
als Störungen bezeichnet. Die Störungen sind teils säkular , d. h. der Zeit oder
deren höheren Potenzen proportional, teils periodisch .

Fig . 10 .

Fig . 9 .

a

- X .
S
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Im Anschluß an das vorhin Gesagte läßt sich jetzt auch eine genauere Definition
der Ekliptik gehen , als dies in § 16 möglich war . Wäre nämlich die Erde und der
Mond nur der Anziehung der Sonne unterworfen , so würde der Schwerpunkt des
Systems : ,Erde —Mond eine Ellipse um die Sonne beschreiben . Die wahre , d. h. die
durch die Anziehung der Planeten gestörte Bewegung erfolgt aber in der Weise ,
daß jedesmal nur ein unendlich kleines Stück der Bahn des Schwerpunktes als mit
einem Ellipsenbogen zusammenfallend angesehen werden darf , und daß ferner , wenn
man sich durch je zwei unendlich nahe Orter des Schwerpunktes und den Mittelpunkt
der Sonne eine Ebene (G) gelegt denkt , diese an verschiedenen Stellen der Bahn
eine verschiedene Lage einnimmt . In Fig . 8 (S. 51) sei nun wieder S der Mittelpunkt
der Sonne , CEC sei der größte Kreis , in dem die Ebene G in ihrer für den Ort
des Schwerpunktes : Erde —Mond zur Zeit t = o gültigen Lage die Sphäre schneidet ,
CPC sei die Durchschnittslinie der Sphäre und der Ebene G in ihrer Lage zurZeit
t = t. Bezeichnet man dann mit IT den von einer festen Richtung S ~T aus , in dem
Sinne der Bewegung des Schwerpunktes des Systems : Erde —Mond gezählten Winkel
vSC , wird ferner der sphärische Winkel PCE mit 7t bezeichnet , so hat man der
Mechanik des Himmels zufolge , wenn a , b, c, // , c' Konstanten und iß und iß' perio¬
dische Glieder bedeuten ,

7T = a + iii + c *2 + iß
7t = b ' t + c ' P + f

Denkt man sich nun , daß die periodischen Glieder iß und iß' nicht vorhanden wären ,
so wird der größte Kreis , in dem dann die Ebene G zur Zeit t — t die Himmels¬
kugel schneidet , als die der Epoche t entsprechende Ekliptik bezeichnet . Die Werte ,
welche die Konstanten a , 6, c, // , e' annehmen , wenn unter CEC die Ekliptik zu
Anfang des Jahres 1850 und unter Y das dieser Epoche entsprechende Erühlings -
äquinox verstanden wird , findet man am Schluß des § 29 angegeben ; dabei ist als
Zeiteinheit ein julianisches Jahrhundert gewählt .

Da die Sphäre als eine mit einem unendlich großen Radius beschriebene Kugel¬
fläche definiert wurde , so fallen die Kreise , in denen die Himmelskugel von zwei
zueinander parallelen und in endlicher Entfernung voneinander befindlichen Ebenen
geschnitten rvird , miteinander zusammen ; legt man also beispielsweise durch den
Mittelpunkt der Erde eine Ebene parallel zu der Ebene der Ekliptik , so stellt die
Durchschnittslinie einer solchen Ebene mit der Sphäre ebenfalls die Ekliptik dar .
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Fis -, i .

Kapitel V .

Theorie der Drehung der Erde.

I . Bewegung der Rotationsachse und der kleinen Achse der Erde .

22. Geschwiudigkeitskomponeiiten eines Punktes eines rotierenden Körpers .
Um durch eine einfache Gerade nicht nur die Richtung der Rotationsachse , sondern
auch die Winkelgeschwindigkeit und den Sinn der Rotation eines Körpers darzu¬
stellen , trage man auf der Drehungsachse , von einem ihrer Punkte 0 aus , eine der

Winkelgeschwindigkeit ca proportionale Strecke OR ab ,
und zwar in einem solchen Sinne , daß für einen Beobachter ,
dessen Kopf in R und dessen Füße in 0 sich befinden ,
die Drehung von rechts nach links erfolgt ; eine solche
Drehung möge als positiv bezeichnet werden . Es seien
.r , ?/, z die Koordinaten und vx, v,j , vz die Geschwindigkeits¬
komponenten eines Punktes M des rotierenden Körpers ,
bezogen auf ein durch 0 gelegtes festes rechtwinkliges
Koordinatensystem ; ferner gehe MS die Richtung der
Geschwindigkeit v des Punktes M an , so daß also MS
senkrecht zur Ebene MOR , folglich auch senkrecht zu
OR und OM ist . Bezeichnet man dann mit «, ß, y die

Richtungswinkel von OR , so hat man die Gleichungen

(i)

x

vx cos « + Vy cos ß ve cos y = o
XVX+ yv ,, -\- zv e — o

Wenn nun f den Abstand MP des Punktes M von der Rotationsachse bedeutet ,
so ist
( 2 ) vl + vl + vl = V* = lü2f ~

Aus den vorigen Gleichungen ergibt sich , wenn noch OM — d gesetzt wird , so
daß also

f — ö smMOR
ist ,

cosß — y cosy xcosy — xcosa ?/ cos « — x cosß

__ Vpl + + Vt
V(z cosß — y cosy )2 [x cosy — z cos «)2-f- (y cos « — x cosß )2

wf
V(x *+ ?/2+ *2) (cos 2« + cos2ß + cos 2y) — (x cos « -f- y cosß + * cosy )2

Mf _ -4- ...
/ d2— d2 cos 2MOR
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Um zu bestimmen , welches der beiden Vorzeichen gewählt werden muß , betrachte
man den Spezialfall , wo die Rotationsachse mit der x-Achse zusammenfällt , und dem¬
nach cos « = cos ji = o, cos y — i ist . Die vorigen Gleichungen geben dann

vx = tay , vy — ± cox

Mit Hilfe von Fig . 2 ergibt sich aber ohne weiteres , daß , wenn der in der
,r ?/ - Ebene gelegene Punkt P in dem Zeitelement dt den kleinen Kreisbogen PP ' —
r o) dt beschreibt , die Geschwindigkeitskomponenten des Punktes
gleich Fig. 2.

Vx ~ — wy , Vy = 4 - WX

sind . Somit muß in (2a) das obere Vorzeichen gewählt werden ,
und man erhält

vx — w (%cos ß — y cos y)
(3) Vy— w(xcosy — xcosa )

vz — 10ly cos « — x cos /i )

Die Komponenten 10 cos « , 10 cos /J , io cos y der Achse OE = 10 in bezug auf
die Koordinatenachsen mögen der Reihe nach mit p , g, r bezeichnet werden ; man
hat dann

4) Lo' = p * + q * + r°

und die Gleichungen (3) nehmen die Form an

vx = qx, — ry
(5) vv = rx — px

v, — py — qx

Da p , q, r die Projektionen der Strecke OB auf die Koordinatenachsen darstellen ,
und OE die Richtung der Rotationsachse des Körpers , die Winkelgeschwindigkeit
und den Sinn der Rotation angibt , so kann man auch sagen : Wenn sich ein Körper
mit der Winkelgeschwindigkeit io um eine Gerade OE dreht , welche mit drei zu¬
einander senkrechten Achsen Ox , Oy , Ox die Winkel a , ß , y bildet , so läßt sich
diese Drehung durch drei andere um die genannten Achsen ersetzen , und zwar sind
die Winkelgeschwindigkeiten dieser Drehungen bezüglich gleich 10 cos «, 10 cosß , to cos / .
Hat eine dieser Drehungen , zum Beispiel 10 cos « einen negativen Wert , so bedeutet
das , daß die Drehung um die er-Achse , von deren positivem Ende aus betrachtet ,
von links nach rechts stattfindet ; vom negativen Ende der Achse aus gesehen ,
würde eine solche Drehung von rechts nach links erfolgen . Einer Drehung w cos «
um die positive «-Achse ist also die Drehung — w cos « um die negative «-Achse
äquivalent .

23. Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Körpers . Ist ein
System von Massenpunkten gegeben , und bedeuten — mit bezug auf ein im Raume
festes rechtwinkliges Koordinatensystem — «, , y, , xt die Koordinaten eines Punktes
von der Masse m und X , Y, Z die auf diesen Punkt wirkenden Kraftkomponenten ,

y
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so lehrt das d’Alembertsche Prinzip , daß für alle mit den Verbindungen des Systems
verträglichen Bewegungen (d.r , , öyl ) dxj die Gleichung bestehen muß

Unter dem System von Massenpunkten soll jetzt ein fester Körper verstanden
werden . Die allgemeinste Bewegung des Systems setzt sich dann zusammen aus
einer fortschreitenden und aus einer drehenden Bewegung . Bezeichnet man die Ge¬
schwindigkeitskomponenten der fortschreitenden Bewegung mit w, r , w und die Kom¬
ponenten der Winkelgeschwindigkeit mit p , q, r , so erhält man mit Berücksichtigung
der Gleichungen (5)

Die aus den Gleichungen (8) und (7) folgenden Werte von ü.r , , dyI , dx1 sind
nun in (6) zu substituieren . Damit die so gewonnene neue Gleichung für beliebige
Werte von u , v, w, p , q, r erfüllt sei, müssen die Koeffizienten dieser sechs Varia -
belen jeder für sich verschwinden ; man erhält demnach

Wählt man den Schwerpunkt des Körpers zum Anfangspunkt eines neuen
Koordinatensystems , dessen Achsen den vorhin benutzten festen Achsen stets parallel
bleiben sollen , so hat man , wenn x , y , % die Koordinaten des Schwerpunktes in bezug
auf das alte Koordinatensystem , und x, ?/ , x die Koordinaten des Massenelementes m
in bezug auf das neue System bedeuten ,

(n ) xl = x + x , y1 = y + y , ^ = v + *

( 7 )

ferner ist

(9 )

und

(10)

Ferner ist

folglich auch
2mx - ---- 2my = 2mx — o ,

d2x v „. d*y ^ d2%V
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Durch Substitution von (n ) in (9) ergibt sich also , wenn Im — ilf gesetzt wird ,
/■72 /y» cl ^ ij(12) M = 2 X M - = 3 yr M ~ —= zz

[ 12 ) 11 dr ~ .. Y , m dt , - X , M dr

das beißt : Die Bewegung des Schwerpunktes eines irgend welchen Kräften unter¬
worfenen festen Körpers ist dieselbe , als wenn die ganze Masse des Körpers in seinem
Schwerpunkt konzentriert wäre , und alle Kräfte direkt an letzterem wirkten . Sub¬
stituiert man die Werte (11) von x, , ?/ , , xJ in die Gleichungen (10), so erhält man
mit Berücksichtigung der Gleichungen (12)

d ẑ d2y \

Diese Gleichungen haben dieselbe Form wie die Gleichungen (10); dem Inhalte
nach besteht aber der Unterschied , daß die Gleichungen (10) für ein im Baume festes ,
die Gleichungen (13) dagegen für ein im Baume bewegliches Koordinatensystem gelten ,
dessen Anfangspunkt der Schwerpunkt ist , und dessen Achsen eine konstante Bichtung
haben . Die Bewegung eines festen Körpers um den beweglichen Schwerpunkt , welche
naturgemäß nur in einer Drehung bestehen kann , ist also dieselbe , als wenn der
Schwerpunkt fest wäre .

Unter Einführung der Geschwindigkeitskomponenten vx, vy, v, kann man den
Gleichungen (13) die Form geben

j - 2m (yv l — zv,,) = 2 (yZ — zY )

(14) ~ ^ m (zv x — xv z) = 2: (xX — xZ )

j t - Mxv ,, — yv,) = Z [xY — yX )

Es lassen sich nun - m {yv z — zv y), . . . , Yrn (xv ,, — yvx) als die Koordinaten
K,n K , eines Punktes 7v, oder , wenn 0 den zum Anfangspunkt der Koordinaten
gewählten Schwerpunkt des Körpers bezeichnet , als die Projektionen der Strecke OK
auf die Koordinatenachsen auffassen ; man hat also
( 15 ) K x — 2m [yv e — zv y), K „ — 1m [zv x — xv t ), K — 2m {xv y — yv x)

Die Strecke OK wird im folgenden die Impulsachse des Körpers genannt
werden . Es lassen sich aber auch die Ausdrücke auf der rechten Seite der Gleichungen (14)
als Koordinaten eines Punktes G definieren ; werden diese mit Gx, G,n G, bezeichnet ,
so ist

(16) Gx = 2 (yZ - zY ), Gy = Z (zX - xZ ), Gz = 2 (xY - yX )
Die Strecke OG soll die Achse des resultierenden Kräftepaares der

äußeren Kräfte in bezug auf den Schwerpunkt 0 genannt werden . Die
Gleichungen (14) nehmen jetzt die Gestalt an

dK x „ dK „ dK , „
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Die drei letzten Gleichungen sagen aus : Wenn man für einen in Bewegung
begriffenen festen Körper in jedem Augenblick die Impulsachse OK und die Achse OG
des resultierenden Kräftepaares der äußeren Kräfte in bezug auf den Schwerpunkt 0
bestimmt , so ist OG gleich und parallel der Geschwindigkeit des Punktes K .

24. Differentialgleichungen der Bewegung der kleinen Achse des Erd -
ellipsoids . Bei der Anwendung der vorigen Formeln auf die Erde machen wir die
Annahme , daß letztere ein aus unendlich dünnen ellipsoidalen und homogenen Schichten
gebildetes abgeplattetes Rotationsellipsoid sei. Der Mittelpunkt dieses Ellipsoids ,
welcher also mit dem Schwerpunkt der Erde gleichbedeutend ist , werde zum Anfangs -
punkt eines neuen Koordinatensystems X ' , Y\ Z ' gewählt , und zwar soll die X -Achse
mit der kleinen Achse der Erde zusammenfallen . Um die Achsen X ' und Y' zu
definieren , setze man zunächst fest , daß die in § 23 benutzte , durch den Schwerpunkt
gelegte XE -Ebene die einer bestimmten , im übrigen aber beliebig zu wählenden

Epoche f = o entsprechende Ebene der Ekliptik sei
3’ (NOX in Fig . 3), und daß die X - Achse durch das

Z Frühlingsäquinox dieser Epoche hindurch gehe . Die zur
X -Achse senkrechte Ebene NOF , das heißt die Ebene
des terrestrischen Äquators zur Zeit t , schneide die
feste Ekliptik NOX in der Linie NON ' und werde
selbst durch die Ebene ZOZ ' in der Linie FOF ' ge¬
schnitten ; es stehen dann die Linien OX , NON ',
FOF ' senkrecht zueinander . Bedeutet nun N den
niedersteigenden Knoten des terrestrischen Äquators
auf der festen Ekliptik , und bezeichnet man mit F den
im Sinne der Erdrotation um 900 von N entfernten
Punkt des Äquators oder auch den Durchschnittspunkt
des Äquators mit dem über X hinaus verlängerten Bogen

ZZ , so soll zur Zeit t die Gerade ON als X '- und OF als F '-Achse gewählt werden .
Die Länge des Punktes N , gezählt von X aus , werde ip genannt ; in Fig . 3 ist somit
der Bogen NX = 360° — ip. Der Winkel FNX oder die Neigung des terrestrischen
Äquators gegen die feste Ekliptik möge mit e' bezeichnet werden . In dem Zeit¬
elemente dt rücke der Äquator von NF nach Nl F t , wobei X, F t == NF — 90° sein
soll ; zur Zeit t -\- dt wähle man dann 0N 1 als X '- und OF z als Y '-Achse . Bezeichnet
man die Länge von Nx gezählt von X aus mit ip + d ip, so ist der Bogen NN t = dtp \
der Winkel F , N1X werde gleich e' + dt ' gesetzt . Die der Zeit t entsprechenden
Koordinatenachsen ON und OF lassen sich nun dadurch in ihre neuen Lagen 0N t
und OF , zur Zeit t -\- dt überführen , daß man sie um die Achse OZ um den
Winkel dtp und um die Achse ON ' um den Winkel de ' dreht ; sind dtp und dt '
positiv , so erfolgt die Drehung um OZ und ON ' in positivem Sinne , das heißt von
Z beziehungsweise N ' aus gesehen von rechts nach links . Man trage jetzt auf der

Achse OZ eine der Winkelgeschwindigkeit C~ proportionale Strecke ab : die Pro¬

jektionen derselben auf die Achsen OF ' und OZ ' sind bezüglich gleich sine ' und
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— cos e'. Nach § 22 läßt sich somit die Drehung um OZ durch eine Drehung um
d t 1
OF ' mit der Winkelgeschwindigkeit sine ' , verbunden mit einer Drehung um OZ '

mit der Winkelgeschwindigkeit cos fc' ersetzen . Da aber eine Drehung um OF ' ,

deren Winkelgeschwindigkeit - sin t ' ist , dieselbe Bedeutung hat wie eine Drehung

um OF mit der Winkelgeschwindigkeit — sin t ' . und da eine analoge Bemerkung

für die Drehung de ' um ON ' zutrifft , so folgt , daß sich die Achsen X ’ und Y'
dadurch aus ihrer Lage zur Zeit t in diejenige zur Zeit t -\- dt überführen -lassen ,

d £
daß man dieselben 1. um die Acbse ON mit der Winkelgeschwindigkeit — ,

2. um die Achse OF mit der Winkelgeschwindigkeit — sine ' , und 3. um die

Achse OZ ' mit der Winkelgeschwindigkeit cos e' dreht . Sind nun die Achsen X '

und Y' in ihrer Lage zur Zeit t dt angelangt , so ist dasselbe mit der Z '-Acbse
der Fall ; damit aber auch jeder Meridian der Erde aus der Lage , die er zur Zeit t
hat , in diejenige gelange , welche er zur Zeit t -\- dt einnimmt , lasse man die Erde

außerdem noch um die Z '-Achse eine Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit -J ~-

ausführen , wo cp den von Z ' N aus im Sinne der Erdrotation gezählten Winkel zwischen
Z ' N und einem beliebigen Erdmeridian bedeutet . Es ist jedoch wesentlich , zu
bemerken , daß die Achsen W' und Y' an dieser Drehung nicht teilnehmen
sollen . Zeigt nun Oll *) , nach der in § 22 gegebenen Definition , nicht nur die
Richtung der Rotationsachse der Erde , sondern auch die Winkelgeschwindigkeit und
den Sinn der Rotation der Erde an , so ergibt sich aus dem Vorhergehenden , daß
OR die Resultante aus folgenden drei auf die Richtungen ON , OF , OZ ' , das heißt
also auf die Achsen A ' , Y' , Z ' in ihrer Lage zur Zeit l bezogenen Komponenten ist :

. . ds ' dip . , dxp , . dcp
(l8 > P = - W ’ q = - dt sm6 ’ r = w C0S£ + dt

Den Gleichungen (5) zufolge sind aber die Geschwindigkeitskomponenten eines
Punktes x' , y' , x' der Erde , bezogen auf die Achsen X ' , Y', Z ' in ihrer Lage zur
Zeit t

(I ) vX' — qx' — ry ' , vv>— rF — yx , ve’ — py ' — qx '

Führt man diese Werte in die den Gleichungen (15) entsprechenden Relationen

(II ) KX' = 2 m [y' v? — x! vy<), K,j = 2 m [x1tv — x' vj ) , K,*— 2 m (x'vy<— y'vx)

ein , so erhält man die Projektionen der Impulsachse OK der Erde , bezogen auf die
Achsen X.' , Y', Z ' in ihrer Lage zur Zeit t. Da jedoch die Erde als ein aus
homogenen Schichten gebildetes Rotationsellipsoid aufgefaßt wird , dessen Drehungs¬
achse die Z '-Achse sein soll , so entspricht jedem positiven Gliede der Summen

*) In Fig . 3 nicht gezeichnet .
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Zmx 'y ', 2 my 'x' , 2'mx x! ein gleich großes negatives ; diese Summen sind also gleich o.
Ferner folgt 2 my ' * — und hieraus - m (y ' ~-{- x' *) = - mix ' 7' -\ - z ' *). Somit
erhält man durch die Substitution von (I ) in (II ), wenn noch

- m {y' - + x' ~) = + z' *) — A , - m (x ' ~+ y' ~) = 2 Imx ! " — C

gesetzt wird ,
KX' = Ap , K,r = Aq , Kz- = Cr ,

wo p , q, r durch die Gleichungen (1,8) bestimmt sind .
Da nun Ap , Ai/ , Cr die Koordinaten des Punktes K in bezug auf die beweg¬

lichen Achsen X.' , Y' , Z ' bedeuten , und A und C konstant sind , so werden die
relativen Geschwindigkeitskomponenten von K bezogen auf die genannten Achsen

A it A dg p dr^
dt ’ dt ’ dt

In den Gleichungen (17) beziehen sich die Komponenten der Geschwindigkeit
von K auf Achsen von konstanter Sichtung ; diese Geschwindigkeit ist aber bekannt¬
lich die Resultierende aus der relativen Geschwindigkeit des Punktes K , bezogen
auf die beweglichen Achsen X ' , Y', Z ', und der Geschwindigkeit g , welche der
Punkt K haben würde , wenn er fest mit den beweglichen Achsen verbunden wäre .
Unserer Annahme nach besteht die Bewegung dieser Achsen in einer Drehung , deren
Komponenten , bezogen auf die Lage der Achsen X ', Y', Z ' zur Zeit t , bezüglich

gleich — sin t ’, cos e' sind . Wenn also in den Gleichungen (I) an

Stelle von p , q, r der Reihe nach die eben angegebenen Komponenten , und an Stelle
von x' , y', z! die Koordinaten Ap , Aq , Cr des Punktes K gesetzt werden , so erhält
man für die Komponenten der Geschwindigkeit g

dxp . , . dip ,qX' = — Cr —X smt — Aq cos «dt dt
. dtp n de '

g>, = Ap coss + Cr w
. de ' . dip . ,

s -' “ ~ 1 ,1 dt + Af dt Sll, e

Dem vorhin Gesagten zufolge stellen die Summen gr -S -1uv ti. ^ - A , g, -\- fi t)

die Geschwindigkeitskomponenten - jj - , Aft 1 ~d[i ~ (̂ es -f>un^ es K dar , und zwar
bezogen auf die Achsen X ' , Y', ZA in ihrer Lage zur Zeit t. Werden nun in den

Ausdrücken für gX' , g,f , gz’ sowie in A ^ und A — an Stelle von p und q ihre

Werte aus (18) substituiert , r und aber beibehalten , und bezeichnet man die

nach den Achsen X ' , Y\ Z ' in ihrer Lage zur Zeit t genommenen Projektionen
der Achse OG des resultierenden Kräftepaares der äußeren Kräfte mit L , M, N ,
so folgt aus (17)
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„ . , dip d 1de' \ , . . , , Idd’V T
- sm ‘ -dt - Ä Tl [ dil + Ä ‘":“ cose ( dl ) = L cCf
„ de! . dl . , düj\ . , dü) de' , ,

(„ ) Cr ^ - A ^ r. , ilt ) - A

7̂/ // &7 e
c/y

A ^ / oiv . c ' J „ ncc ' dy d £ '

C ^ ~ Ydt ^

25. Berechnung von X , 7/ , JY. Den Gleichungen (16) gemäß ist , wenn A' ' ,
Y\ Z ' die nach den Achsen A ' , F ' . F ' genommenen Kraftkomponenten bedeuten ,

L = Gy = Zly 'Z ' - z' Y' )

Dieser Ausdruck und die entsprechenden für M und N sollen jetzt weiter ent¬
wickelt werden , und zwar unter der Voraussetzung , daß unter den auf die Erde
wirkenden Kräften die Anziehung der Sonne und des Mondes zu verstehen ist .
Jeder dieser beiden Himmelskörper soll als aus homogenen konzentrischen Kugel¬
schichten bestehend angesehen werden , so daß also die von Sonne und Mond auf
ein Erdelement ausgeübte Anziehung dieselbe ist , als wenn ihre Massen in den be¬
züglichen Mittelpunkten vereinigt wären . Man betrachte zunächst nur einen an¬
ziehenden Körper mit der Masse Ml und bezeichne mit x [, t/ [, z [ die Koordinaten
seines Mittelpunktes bezogen auf die beweglichen Achsen A ' , F ' , Z ' . Ist m die
Masse eines Erdelementes mit den Koordinaten x\ y ' , x' , und setzt man

(x[ - x'Y+ (y; - yy + (*; -

so hat man für die nach den Achsen A ' , F ' und Z ' in ihrer Lage zur Zeit t ge¬
nommenen Komponenten der seitens ilf, auf m ausgeühten Anziehung , wenn noch /.-*
die Gaußsche Konstante bedeutet ,

x = k 7ßr (x * - x ) , Y = k - ^ riy . - y ) , Z = k ~ rK - x )

Durch Substitution der Werte von F ' und Z ' in die Gleichung

ergibt sich

L = 2 (y' Z' — z' Y')
= y [2Z ' - x'̂ Y' + 2Y ' (z[ - x' ) - 2Z ' (y \ - y )

L — y[ k' M. 2

Ganz ähnliche Ausdrücke erhält man für M und N. Führt man jetzt die Funktion

(20) V = k\ Mi £
m
u

ein7 so folgt

( 2J ) \

AT , öF , öF
= Vi \ — 7 — X - — j
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Um V zu berechnen , berücksichtige man , daß , wenn r ' und r ' die Entfernungen
des Schwerpunktes der anziehenden Masse beziehungsweise eines Erdelementes
vom Mittelpunkte der Erde bedeuten ,

u *= r ; 2+ r ' 2— 2(x' x 't -Hy' y [ + x' x ', )
ist ; man hat somit

und folglich
i = T 7 r “ r ' 2 + y ' yl' + X' X'' ] + V

v = - m [l —yn {*>'< + y'y[ + z'O + '-r-.

Mit Rücksicht darauf , daß r \ also auch x', y\ z' klein im Verhältnis zu r ' sind , ist
es vorteilhaft , den unter dem Summenzeichen stehenden Klammerausdruck in eine
Reihe zu entwickeln . Vernachlässigt man dabei die Glieder von der vierten und
höheren Ordnung in bezug auf die Koordinaten eines Erdelementes , so ergibt sich

_ F-M, k2Ml 2m[x'x't+ y'y[+ VVJ/ | f / 2r r r 2' i ' i #i

+ yy *- mr "1+ 2 j3"* + y’y '- +

+ I"-" + y'y\y x'z'x)y -Â ^mix'x',+ y'y[+ r.G;)3]' il . 2 / j J
Hierin ist

Zm {xx [ + y'y [ + z'z [) = x \ 2mx ' + y \ 2my ' -\- z\ 2mz ',
- m{x'x\ -f- v'y'i -hz 'z-'iV — xy - mx'2+ y'i2~ iny'2+ 2- »«v 2+

+ 2x'Jy'12mx'y'+ 2x'Iz'12mx'z' + zy'y '̂ my'z',

Im vorigen Paragraphen wurde aber bereits gezeigt , daß wegen unserer Annahme
über die Beschaffenheit der Erde und mit Rücksicht auf die Wahl der Koordinaten¬
achsen die Summen —mx ' y ', 2mx ' z\ 2my ' z' jede für sich verschwinden müssen .
Dieselbe Schlußweise wie die damals angewandte führt zu dem Resultat , daß auch
jede der Summen 2mx \ 2rny ' . 2mz ', 2mr ' *(x 'x 'l -\- y'y 'Iyz 'z 'J , 2rn [x 'x '1-{-y 'y 'j -\- z 'z [)3,
gleich o ist . Setzt man also die Masse der Erde 2m = E und berücksichtigt die
Gleichung 2mx 12— 2my ' '\ so erhält man

V = k2M, + -A -i [[x [2+ y'12)2mx ' 2+ zj 22mz ' 2] j
E 'Zmr '
r 2rj 3 1 2 r 'I s

2mr ' 2 , 3
27\ 3 2r , 3

Nun ist

Somit wird

2mr ' 2 — 22mx ' 2+ 2mz ' 2,
2m [x' 2+ z ' 2) = A , 22mx ' 2 — C

V = k
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Da aber die Drehung der Achsen X ', Y', Z' ohne Einfluß auf die Entfernungen
r ' und r \ ist, so ergibt sich aus (21) und (22)

L = iVU , (^ )

(23) M= - 3fn , {c - A') x‘r}
N = o

Da N o ist, so folgt aus der dritten der Gleichungen (19), wenn mit n eine
Konstante bezeichnet wird,
(24) r = n ;

somit lauten die beiden ersten Gleichungen (19)

. , dib L A d lde' \ A . ,I _ I I - 1— ---- — Gin £• PAG £' I ——

(25)
dt Cn Cndt

ide \ , A . , , Idipy
U ) + c » sln* cost {dij

de' M , A d I . , dip\ A , dip de'
Tt ~ Cn + Cn dt (Sm' Alt ) (Jri C°S6 dt dt

Die Gleichungen (23) geben die Werte von L und M für den Fall , daß die
Erde nur von einem Körper angezogen wird. Indem nun die Bewegung der Erd¬
achse mit Berücksichtigung der durch die Sonne und den Mond ausgeübten An¬
ziehung abgeleitet werden soll, mögen die für diese Himmelskörper gültigen Werte
von M1, x\, . . . , r [ durch A/q , xq , . . . , r0 , bzw. Mc, xc, . . . , rc bezeichnet werden.
Wenn ferner in Hinsicht auf die in den Sonnen- und Mondtafeln angewandten Ein¬
heiten von rc, bzw. r0 die mittlere Entfernung des Mondes von der Erde H und
die mittlere Entfernung der Erde von der Sonne / eingeführt werden, so erhält
man für die in den Gleichungen (25) zu benutzenden Ausdrücke von L und M

t 11-2u c- AtH\3ycX°+ -lk°M̂G~ AlJ\3y®*®
L = ll M,- jp - (- ) , ;i + 31 Ms - jr - (- ) ro .

i2Tir C — A IH \ 3 xcxc _;,2^ C —A IA \ 3XQ
* -- 57 VT-- “ 3'- y - rö

26. Differentialgleiclmugen der Bewegung der Rotationsachse der Erde.
Aus den Beobachtungen hat sich ergeben, daß die Rotationsachse der Erde zwar
sehr nahe , aber nicht völlig mit der kleinen Achse des Erdellipsoids zusammenfällt.
Da die Gleichungen (25) die Differentialgleichungen der Bewegung der kleinen Achse
des Erdellipsoids darstellen , die Beobachtungen sich jedoch auf die Rotationsachse
beziehen, so müssen nun die der letzteren entsprechenden Differentialgleichungen
abgeleitet werden. Es möge in Fig. 4 der Yektor OB = w die Richtung der Ro¬
tationsachse der Erde zur Zeit t , die Winkelgeschwindigkeit und den Sinn der
Rotation angeben; OXYZ sei das durch den Schwerpunkt der Erde gelegte, sich
selbst stets parallel bleibende Koordinatensystem, und zwar soll wie früher als A' l -
Ebene die Ebene der Ekliptik zur Zeit f — o gewählt werden und die X - Achse
durch das der Epoche t = o entsprechende Frühlingsäquinox hindurchgehen.
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Fig . 4.

Die senkrecht zu OR gelegte Ebene , welche der instantane Äquator genannt
werden soll , schneide die X K- Ebene nach der Linie Nl ON 'I und werde durch die
Ebene ZOR in OF , geschnitten ; die Linien ON ', OF z und OR stellen somit drei

zueinander senkrechte Achsen dar . Im folgenden wird
die von OX aus in der Richtung nach OY gerech¬
nete Länge des niedersteigenden Knotens Nz des instan -
tanen Äquators auf der festen Ekliptik mit >pz und
der Winkel ZOR mit ej bezeichnet werden . Zur Zeit

sei 091 = w dto die Rotationsachse der Erde
und 091, die Schnittlinie der zu 091 senkrechten Ebene
mit der AF -Ebene ; die von X aus gerechnete Länge
von 91, möge mit ip, + d (/<, und der Winkel ZOM mit
«' + di 'I bezeichnet werden . Der Punkt R rückt also
in dem Zeitelement dl von R nach 91. Diese Ortsverände¬
rung läßt sich dadurch bewirken , daß man den Punkt R

1. um die Z -Achse um den Winkel dt/', , 2. um die Achse 0 N [ um den Winkel de '
dreht und 3. in der Richtung OR um dio verschiebt . Da die Projektion von OR
auf die xv/ -Ebene gleich wsinej ist , so beschreibt R bei der Drehung um die
Z- Achse den Bogen 10 sine ' dt/', , und zwar ist die Richtung der Bewegung parallel
zu 0 N [ ; bezogen auf die 0 A", entgegengesetzte Richtung OIV, ist also die Geschwin -

N:

digkeitskomponente von R gleich — tu sinej
, dp '.

dt Bei der Drehung um die Achse

0 N [ bewegt sich R parallel zu der Richtung 0 F I um den Bogen iode [ ; die Ge-
de '

schwindigkeitskomponente von R bezogen auf 0 F l ist also gleich w ‘ •

Die Gleichungen (18) geben die Koordinaten p , q, r von R, bezogen auf die in
§ 24 definierten beweglichen Achsen X ', Y' , Z ' in ihrer Lage zur Zeit 1, und der
Gleichung (24) zufolge ist r = n . Ersetzt man die Buchstaben p , q, r durch | ' , r;' , C',
so folgt aus (18) und (24)

, dtp
(a)

(b)

§' = _
dp
dt ’

—
dt Sin£ > t '

Die relativen Geschwindigkeitskomponenten von R sind demnach

d /dfi' \ d Idip
dt \ dt j ’ dt \ <dt 1.

Nach § 24 (S. 59) besteht die Bewegung der Achsen A ', F ' , Z ' in einer Drehung ,
deren Komponenten , genommen nach eben diesen Achsen in ihrer Lage zur Zeit 1,
durch die Gleichungen bestimmt sind

(c) P = —
dp
dt

dip . ,
q d7 sinfc ’

dtpr = -— cos «dt

Denkt man sich den Punkt R fest mit den beweglichen Achsen verbunden , so
ergeben sich seine bei der Drehung dieser Achsen erlangten Geschwindigkeitskompo¬
nenten jv , yy’, , indem man in den Formeln (I ) (S. 59) statt x ', y', x' die Werte
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(a) von rf , 'C und statt p , q, r die Werte (c) von ]/ , q' , r ' substituiert ; man er¬
hält so

dtp . , Idipy . , ,
^ = - n -dt Sm£ + (w ) Sm£ C°S£

fd) de' dtp . , de'
^ = - dtlü eos, + n lü
y,, = o

Die Summe der einander entsprechenden Gleichungen (b) und (d), nämlich

d lde ' \ d Idxp . ,\
y*' - dt ( dt }’ ^ - di \ dt Sm£ ) '

geben nach einem in § 24 benutzten Satze die Komponenten der Geschwindigkeit
des Punktes li bezogen auf die Lage der Achsen X ', Y ', Z ' zur Zeit t an . Die
Achsen A' ' und Y' fallen mit den in Fig . 3 mit ON und OF bezeichneten .Rich¬
tungen zusammen ; den Beobachtungen zufolge bilden aber diese Richtungen einen
so kleinen Winkel mit den in Fig . 4 mit ON1 und OF 1 bezeichneten , daß man die

Komponenten jv — ^ ('dij ’ ^ — äi s’n £ ) auc^ a ŝ au^ ^ ^ un(̂ be¬
zogen annehmen kann . Da nun früher (S. 64) für die Geschwindigkeitskomponenten

von li in bezug auf OA] und OF I die Werte — co sin f ] un (i 0J gefunden

wurden , so erhält man durch Gleichstellung der einander entsprechenden Ausdrücke

, ddi , . , düj , . , , ld <l ’ \ 2 d Ide ' )~dt~=- ’•Bm•iü+am‘ co8tm)- Tt{nt,
de '. de ' . de ' dtp dt . , dip \m—rj = n , , — cose - rx --f - 1™ .' -r \dt dt dt dt

dt . , dip \
dt \ Sm £ dt )

Den Gleichungen (18) und (24) zufolge ist

<» = . OR = y( ' 'i ) + (sin «■A ) + « • ;

da aber und sin selir klein gegenüber n sind , so kann man in den vorigen

Gleichungen w = n setzen . Substituiert man ferner noch an Stelle von sin e' und
de ' . (

ihre Werte aus (25), so folgt

, dtyi L , G — A d lde ' \ C — A . , , IdipYsm £t = _ _ - + -- sm £ cos ,dt Cn Cn dt

26) de [ M C — Ad / , dip \ C - A , dip de'avr » o COS £(sin *’ fdt Cn Cn dt \ dt ) Cn dt dt

Die für die Rotationsachse gültigen Gleichungen (26) unterscheiden sich wesent¬
lich von den der kleinen Achse des Erdellipsoids entsprechenden Gleichungen (25);

4̂
während nämlich in (25) die Glieder zweiter Ordnung /0— als Faktor enthalten , ist

(J ^4 Q _
dieser in (26) nur mehr —79— • Da aber — ,,— sehr klein ist , so kann man inLn L

de Ball , Sphär . Astronomie . 5
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den Gleichungen (26) die Glieder zweiter Ordnung zunächst vernachlässigenund erhält
dann

L

(2 6 a)
dt
ds ^
dt

Cn sin t '
M
Cn

Führt man in diese Gleichungen die in (25a) gegebenen Ausdrücke für L und M
ein und setzt zur Vereinfachung ip und e' an Stelle von und e' , so ergibt sich

dtp ik *Mc C — AtH \ 3 yczc C — A ! J \ 3
dt H 3 Cn \ rc ) rl sin t ' z/ 3 Cn \ }

(27)
dt
de'
dt

A3 Cnc oiiic Kj,t \ rQl rgsin «

2,k*Mc C —A I H \ 3xczc sIAMq C — A / A \ 3xqXq
\ rc ) Tc A3 Cn \ rQ/ rA

Fig- 5-

H 3 Cn \ r c I Tc A 3 Cn \ rQ / tq
Die Ausdrücke für die Koordinaten der Sonne und des Mondes müssen den

Theorien dieser beiden Himmelskörper oder den bezüglichen Tafeln entlehnt werden;
da aber die weiterhin zur Anwendung kommenden Theorien direkt nur die Polar¬

koordinaten von Sonne und Mond geben, so
erscheint es angezeigt, die Gleichungen (27)
dementsprechend umzuformen. In Fig . 5 sei
EE a die feste , EE Xdie bewegliche Ekliptik,
AA0 der feste, A der bewegliche Äquator ;
der Pol der beweglichen Ekliptik werde
mit 77, , der Pol des beweglichen Äquators
mit Z’ bezeichnet; endlich möge 8 den Ort
des Mondes und ri lSB 1 den Breitenkreis
von S bezogen auf die bewegliche Ekliptik
vorstellen. Setzt man die Länge des Mondes
7 , li , = l, und seine Breite B t S — bc, setzt
man ferner die Schiefe der Ekliptik zur

Zeit t oder den Winkel Ei yiA = e, so ist in dem Dreieck 77,Z1S der Winkel
SB .Z' = 90° —lc, und der Bogen 77, Z' = e, folglich

28) cosSZ ' = —r. sinbccose + cos sinlcsin s

Ferner ergibt sich aus dem Dreiecke SNB ^ wenn man berücksichtigt, daß die
A '-Achse durch N gehen soll,

cos SN = -A- = cosbc cos NB I + sinbc sin NB , sin VH,7,
^C

Wenn der Bogen Vy , mit a bezeichnet wird, so läßt sich die letzte Gleichung
ersetzen durch

29) cos 8N ■ = cosä [cosZccosa — sin/csina cose] -(- sin&csina sine

Endlich folgt aus dem Dreieck 8 Bt Y'
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oder , wenn das Dreieck ß , 7 , Y ' zu Hilfe genommen wird , worin Y, Y ' = 90° — « ist ,

(30 ) cos SY ' = — = cos bc[cos lc sin a + sin lc cos a cos e] — sin bc cos a sin erc

Aus den Gleichungen (28) und (30) ergibt sich

— giuL cos lc cos '"6,; sinn sine + cos4 sin bc cosb c sin « cose +
r c

+ f (sin 2?c cos 26c — sin 26c) cos « sin 2e + sin4 sin£ c cosb c cos « cos 2e

Da die Gleichung (29) aus (30 ) entsteht , wenn man in letzterer a durch 90 0 + n
ersetzt , so führt dieselbe Substitution , auf die vorige Gleichung angewandt , ohne

CC'X/
weiteres zu dem Ausdruck für Man erhält demnach für die in den Glei -rc

'H X ‘OCX
chungen (27 ) vorkommenden Quotienten --g c. - und

T q S1U £ rt %q

VcXc 7 2, sina sine ( , • 7 , sina cos «. - - = smZ,, cosZc Q,o%bc —̂ 7-- h cos4 smoc cosö c ;— ?-- h
u ] rc sme sine ' sine '

. , , , cosasin2e , . , . , , cosacos2e
+ i (sin2Zccos — sin2^ ) -7̂ 7 h sinZc sinö , cosö c —

X.CJ^ — sinZ,. cosZt cos 2Z)c cosa sine + cosZc sin A cosZ)c cosn cose —^C
— | (sin 2Zc cos 2Zic — sin 2Z)(.) sinn sin 2e — sinZ,, sinZ>c cosb c sin « cos 2e

Aus den Gleichungen (31 ) und (32) leitet man durch Vertauschung des Indexe
mit O die entsprechenden für die Sonne gültigen Gleichungen ab ; da aber für die
vorliegende Untersuchung die Breite der Sonne gleich o gesetzt werden darf , so
ergibt sich

1 , sin a sine cosasin 2 e
hi a) = -i Sin 2Zq 7— 7 b { sm Zq 7— 7'J 1 I vAainc ' 2 u sine sinetq sm e

(32 a) vqXQ — | sin 2 Zq cos a sin e — f sin 2Zq sin a sin 2 e

Durch Substitution der Ausdrücke (31) bis (32“) in die Gleichungen (27) erhält man

dw xk *Mc C — A [ I H \ 3 . , sinasine(So ’) iL = J - ——- 1 — sm Zc cos Zc cos oc ;— ;-- h
(33 J dt H 3 Cn L\ rc I sme

lH \ 3 , . , , sina cose ,+ | — I cos L sm b,. cos bc ;— -- H
^ \ rc } sin e

1 / UV , . 2, 2 , • 2 , >cosa sin 2e-l ■(— ) (sin Zc cos, bc — sin ' bc) ;— -- b
^ 2 \ rc ) [ sin e

I H \ 3 . , . , , cosa cos 2 ei ,
+ (17 ) Slllt- c“ ''- sin ~ J +

+ i ‘-Ä * « «»!• + ± (-̂ \ ’sjn. te SS« * » !
^ J 3 Cn \ 2 \ r ( .J 0 sme 2 \ r Q / ' sme J?©Z

5*
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de ' ?, k*Mc C — A \ lH \ 3 .
(33 ) = jp q }1 11 y ) sint c cos /c cos occosa sine +

lH \ 3 , . ,
+ j cos lc sm oc cos bc cos a cos e —

(single cos Qbc — sin 26j sinn sin 26 —

— sin lc'sin bc cosb c sinn cos aej —
3 C — A [ i I A \ 3 . , . i / ^ \ 3 • 2I ■ . 1

j 3 cn [ 2 Sm 2lG cosa sm£' “ y 1̂ ) sm kD sm « sin 2e |

27. Reihenentwicklungen . Um die Differentialgleichungen (33) integrieren zu
können , muß man ihre rechten Seiten als Funktionen der Zeit darstellen ; zu diesem
Zweck sind zunächst a und e nach Potenzen der Zeit zu entwickeln . Es bedeute IT
die Länge des aufsteigenden Knotens der beweglichen Ekliptik EE X(Fig . 5) auf der
festen , vom festen Aquinox Y aus in der Richtung YEa gerechnet ; der Winkel EaEE l
werde mit Vr bezeichnet . Unter ip soll die von Y aus gerechnete und in der Richtung
nach N hin negativ gezählte Länge des niedersteigenden Knotens des beweglichen
Äquators auf der festen Ekliptik verstanden werden ; in Fig . 5 ist also ip negativ ,
und somit der Bogen Ny absolut genommen gleich — tp. Da der Bogen Ey nach
dem vorhin Gesagten gleich 180° — 71 ist , so ist der Bogen EN = 180° — 77 -)- ip;
ferner hat man ENy I — 18o° — e', Ny t E — t , Ny i = a. Setzt man noch Ey r = b,
so gibt das Dreieck NEy r

tang {(6 + a) = tang | (180 - 71 + 1/;)

tang }(b — a) = tang | (, 80 - 71 + i/i)

Auf die erste dieser Gleichungen wende man die bekannte Reihenentwicklung
[§ 1, (17) und (18)] an , wonach , wenn die Gleichung

tang (/ ', = — tang g>

gegeben ist und
h — t

gesetzt wird ,
= (P + V sin 2rp+ I712 sin 4 </>+ • • •

ist ; man erhält dann

(35) \ {b + «) = { (180 — 71 + i/i) + tang \ n cotgie ' sin (7T — ip) —
— | tang 2{ n cotg 2| e' sin 2 (77 — i//) + • • •

Wie die Vergleichung der beiden Gleichungen (34) miteinander lehrt , erhält man
aus der Reihe für \ {b + a) diejenige für j (b — a), wenn man in der ersteren s' durch
i8o° + 6' ersetzt ; es wird also

(36) ' — a) = | -(i8o — 77 + */;) — tangiyr tang ^ e' sin (77 — ip) —
— | tang 2+ r tang 2{ £' sin 2(77 — (//) — •• •
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Der in § 21 gegebenen Definition der Ekliptik zufolge ist die Lage der Ekliptik
nur säkularen , von der Anziehung der Planeten auf den Schwerpunkt des Systems :
Erde — Mond herrührenden Änderungen unterworfen . Setzt man demgemäß

7t n = pj -i - pj *+ p3P ----
l37 ) n cosn = qj * -\- qj *-\---- ,

so ist nach Newcomb , wenn die Zeit vom Beginn des Jahres 1850 an gezählt und
als Einheit von t ein julianisches Jahrhundert = = 36 525 mittlere Sonnentage ange¬
nommen wird ,

(37 a) Pi = + 5-'34 i , V-, = + o '.' i935 , p 3 = — o'.'oooig
<h = — 46 .838 , q2 = + 0 .0563 , q3 = + 0 .00035

Die Formeln , zu welchen die Theorie der Drehung der Erde führt , sollen im
folgenden nur mit einer Genauigkeit gegeben werden , wie sie für den Zeitraum von
1750 bis 1950 ausreichend ist . Da vorhin 1850 .0 als Ausgangspunkt der Zeitrechnung
gewählt wurde , so wird t höchstens gleich dr 1, und demnach ergibt sich aus (37 )
und (37 a) , daß der Maximalwert von tv gleich 47" ist . Den Beobachtungen zufolge
weicht «' im Laufe von 200 Jahren stets um weniger wie 10" von seinem mittleren
Werte ab ; setzt man

«' = e0 + z/ e ,

wo e0 = 23°27 ' 3i '.'68 [Newcomb ) den für 1850 .0 gültigen Wert von t ' bedeutet und
nach der zweiten Gleichung (26“)

Je = -Jr- I MdtCnJ 0

ist , so kann man in (35] und (36)

cotg ^ = cotgl *0 - -~ ^

tangffi ' = tang { e0 -f- Z, E
2 cos 2 | e0

annehmen . Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

Je cotg£ 0
cotg \ e' + tang ~e'

sm e0 sm e0
Je

cotg \ e’ — tang { e = 2 cotg £0 ^£

Für :i — 47 " und e0 — 23°27 ' wird der Koeffizient von sin 2 [II — ip) in (35) gleich
o '.'o3 und in (36) verschwindend klein . Im dritten Gliede auf der rechten Seite von
(35 ) kann demnach e' = eQ gesetzt werden , und das entsprechende Glied in (36 ) ist
ganz zu vernachlässigen . Endlich läßt sich tang 1 7c mit { 7t vertauschen . Somit
erhält man aus (35 ) und (36 )

vc sin (72 — ip) icJe sin (7/ — ip) cose 0
sm e0 sm ea

180° — II

— f 7t2 sin 2 (77 — Ip) cotg 2| e0,

■ , 7tJesm (n — tp) , , . , , , ,
+ 7t sm (72 — rp) cotge 0 -- r—5- — — \ n sm 2 (11 — cp) cotg 10sm £„
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Die Beobachtungen ergeben , daß — ip für ein Jahrhundert nicht größer als

i°24 ' wird , Man setze nun auf der rechten Seite der zwei letzten Gleichungen in

den Gliedern erster Ordnung

7t sin (JI — n sin 77 (1 — | ip 2) — ip 7t cos 71 ,

oder mit Benutzung der Gleichungen (37 )

rr sin (77 — xp) = Pl t -\- p 2F — xpqj — \ (p *p t t — ip <h F ,

ferner setze man in den mit 7t Je und tt 2 multiplizierten Gliedern

■/t sin (77 — ip) = p t t

71* sin 2 (II — ip) = zpph t " — 2 ipi / ] F

Wenn man jetzt zur Abkürzung schreibt

sine „

(38 ) - p ^ , cotg 2 | £0j F 7——- t — P ' cotgt ° f\ sm£ 0 / sm£ 0 sine 0

a = Ui / ] cotg 2 - sQ ^ - ) (pF -- ^ — ip 2t3 V ^ = o sm£ 0/ 2 sin£ 0

ba = 180 — n -\- ip
bT = Pt t cotg £0

K = (p , C0tg£ o — ^ PtQt cotg 3 { £0) F — ipq z t cotge a —
sin £0

b3 = cotg 2 560 — <1, cotg£ c) ipF — IPtXp ’ t cotg£ 0,

wobei die Indizes die Ordnung der Glieder angeben sollen , so wird

a = a, + a2+ a3
(40 ) b = b0 + bI -Fb 2 + b3

Unter der vorhin gemachten Voraussetzung , daß - j- — 1 sein soll , wird

a , höchstens gleich i3 '.'4 und bx höchstens gleich i2 " 3 , während a,, und 62 im Maxi¬

mum nur Bruchteile einer Sekunde betragen . Die sehr kleinen Glieder a 3 und b3
sind mit Rücksicht auf einige späterhin abzuleitende Formeln mitgeteilt worden ; für

die zunächst folgenden Rechnungen können sie vernachlässigt werden .

Man setze nun 6, + &2 = ß , so daß nach (40 ) und (39 ) b — 180 0 — 72 + ip ß
wird ; es folgt dann aus dem Dreieck ENy t (Fig . 5 )

J. H cos (77 — xp — \ ß )
tang 2 (fi - £ ) = tangier

und hieraus mit hinreichender Genauigkeit

2 tang i (£ — e' ) = 7t cos (77 — ip)
Setzt man jetzt

cos ip == 1 — \ ip *j sin i// = i/) ,

so ergibt sich mit Rücksicht auf (37 )

(41 ) £ = £' + qj + qj° + pjip + Pj ' ip — Iqjß ’2
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Diese Gleichung wird noch in einer anderen Form angewandt werden . Wenn
man nämlich wie oben

e' = J t

setzt und die Abkürzungen einführt

Je -\- q^t = E 1
<lJ "~+ P ^ t = E *

pj 2ip — \ qjip * = E3,

so verwandelt sich die Gleichung (41) in

(42 ) E = e0 + E t - \- E !, + E 3

Für t — 1 ist Ez 57" und E^< ] o"2. Das sehr kleine Glied E3 kann man
vernachlässigen ; wenn es trotzdem angeführt ist , so geschieht dies aus demselben
Grunde , der für die Mitteilung der in (38) und (39) gegebenen Werte von a3 und b3
bestimmend war .

Nachdem im vorhergehenden die Ausdrücke für a und s abgeleitet worden sind ,
sm & sm s

lassen sich die in den Gleichungen (33) auftretenden Faktoren ——;— — , . . . , sinn cos 2e

leicht entwickeln . Mit Rücksicht auf die angegebenen Maximalwerte von a , , a, , El ,
Ez setze man

sina = aI + a2, cosa = i , sin (Ez+ EJ = Ez-{- E „, cos (E 1-{- Et ) — \ — \ E \

Sieht man auch weiterhin von allen Gliedern dritter und höherer Ordnung ab , so
ergibt sich zunächst unter Benutzung der Gleichung (41)

sin a sin e , , ,
= a, + a2 + t cotgesine

sin « cose
= K + «2) cotge ' — azql tsine

Da aber

cotgs ' = cotg «. -

gesetzt werden kann , so wird mit Beschränkung auf Glieder zweiter Ordnung
sin a sine

sin£> ~ = «, + «2 + «1<h *cotge 0
43 ) • ^sma cose , , * , a, Je

^ — = [az + oy cotge 0 -- - -- a, qztsine v 1 ■ 3/ 00 sm 2£o 10

Ferner hat man unter Anwendung der Gleichung (42)

cosa sin 2e = sin 2e — (1 — 2E ]) sin 2e0 2 (E I Ea) cos 2s0
COSU COS 26 = COS 26 = ( 1 — 2 E \ ) COS 2 eo — 2 (E z + E 2) 8in 2£ o

Wird nun
1

sin e sm

gesetzt , so folgt

1 / i . 1 + cos e0 .. — \ i — Jt cotge 0 H-- — — 2 Jime0 \ 0 0 2 sin e0
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cosa sm 2e sm 2f. 1 + cos2£0 Jesine

+
(44)

COS « COS 2 8

sint

sine,
2 COS 2 8,

sine,
COS 2 8,

sin e,
2 sin 2 e,

sin e„

° ( i — z/ e cotge +A 2 sm*£0

- (Et + E2—EIJe cotgej

«<, / ^ , 1 + cos2e0 . 2~ 11— Je cotg£0 H Je ~o '

- 2̂ )+

iE;)
{Et + E„_— E,Je cotg£c)

Endlich erhält man mit Hilfe der Gleichung (42)

(45)
und

(46)

cosa sine = (1 —li ?2) sine0 + (EI + i?2) cos£0
cosa cose = (1 —- E ]) cose0 — {El + E2) sin£0

sina sin 28 = (a, + a2) sin 2e0 ia IEI cos 2ea
sin« cos 26= (a, + «2) cos 280 — 2alE1 sin 210

28. Es sind nun auch die in den Gleichungen (33) enthaltenen , von den Polar -
I H \ 3 .

koordinaten des Mondes und der Sonne abhängigen Faktoren l— J sin lc cosZccos2/>c,
1 I J \ 3- | — 1 sin 2k.), . . . als Funktionen derZeit darzustellen. Zuvor aber soll an Stelle
2 \ r 0 / ^

der Länge und Breite des Mondes seine Länge in der Bahn und die Neigung der
Mondbahn gegen die Ekliptik eingeführt werden. Zur

Fig. 6. Zeit t sei 7,E (Fig. 6) die Ebene der Ekliptik , Y, das
Frühlingsäquinox und CN' die Mondbahn; die Länge des
aufsteigenden Knotens der Mondbahn auf der Ekliptik,
also der Bogen Y, G, möge mit _Q und die Neigung der
Mondbahn gegen die Ekliptik , oder der Winkel N ' CH ',
mit i bezeichnet werden; ferner stelle N ' H ' den Breiten¬
kreis des Mondes dar. Es ist somit bc= N ' H ' und
lc — £2+ CH '. Legt man durch Y, und N ' einen
Bogen größten Kreises und bestimmt cos7,N ' und

sinY.-ZV' cos-N'YjH' sowohl aus dem Dreieck Y, H'N' als aus dem Dreieck Y, CN',
so ergibt sich durch Gleichstellung der einander entsprechenden Ausdrücke , wenn
noch der Bogen CN' — w gesetzt wird,

cos4 cosbc= cosw cos £i — sinw sin £1 cosi
sin 4 cosbc= cosw sin £1-f - sin iv cos £2 cosi

Durch eine kleine Umformung erhält man hieraus die zwei ersten der folgenden
Gleichungen; die dritte Gleichung ergibt sich aus dem Dreiecke CN'H '

(47)
cos4 cos4c= cos(w + £2) cos2 -j- cos(z« — £2) sin2f 7
sin 4 coshc— sin [w + £2) cos2\ i — sin (w — £2) sin2~i

sinA = sinw sini

Die Neigung i schwankt zwischen 5°o' und 5°i8 ' ; vernachlässigt man sin4ff ,
so erhält man aus den drei letzten Gleichungen
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sinl c cos lc cos 26 = sin (w + ß ) cos (w + S2) cos4~i -f- sin 2 f2 sin 2ji cos 2
cosl c sin /?ccosb c = cos (?f + -Q) sin ?«; cos 2 ' ? sin ? + cos (?<; — -Q) sin ic sin 2 ■i sin ?

sin 2lc coa'Jbc — sin 2(?«; + -Q) cos4~i — 2 sin [w + Q) sin (w — Q) sin 2[ i cos 3~i
sin 2^ = sin 2??; sin 2?

sin lcsin bccos bc = sin (??; + Q) sin ??’ cos21i sin ? — sin [w — ü.) sin ??; sin 2\ i sin ?

Jetzt lassen sich die Formeln anwenden

sin x cos ?/ = Isin (x + ?/) + ! sin [x — y)
sin® sin ?/ = | cos (®— y) — fcos (®+ ?/)

und es ergibt sich , wenn man hierbei die Glieder { sin 2 f i sin ? sin (2 iv — Sl) und

^ sin 2~i sin ? cos (2 iv — il ) vernachlässigt und auf beiden Seiten mit | y j , bzw. — |
multipliziert ,

sin /,, cos4 cos 2bc— \ cos 44? | ^ ~j sin (2 w + 212) + ^ sin 2?^^ -^ sin 2.Q

(48)

I H \ 3 I H \ 3 . . . IH \ 3 .
I cos /c mib c cos hc = ~ cos 2{ ?sin ?| — | sin (2??; + ß ) — \ sin 2? j sin 11

2W-\- 2Ü)-Jr(sin 2/cC0S2Z?c—sin 2/?,.) = {(cos4-4?—sin 2?) | —icos 4f ?| —| cos (

+ | sin 2i cos 2iv — | sin 2? cos 2-r2

I H \ 3 III \ 3 I II \ 3
I sin /csin bc cosbc = — 1 cos 2-| ? sin ? | — | cos (2??; + f2) + ^ sin 2l \ — ) c

cos 22

Die Lösung der Aufgabe , die rechten Seiten dieser Gleichungen mit Hilfe der
durch die Mondtheorie gegebenen Formeln als Funktionen der Zeit darzustellen ,
erfordert dem ersten Anscheine nach sehr umständliche Rechnungen ; in Wirklichkeit
aber ist die aufzuwendende Mühe nicht groß , und läßt sich die ganze Arbeit auf die

( H \ 3 I II \ 3
I sin (2??; + 2fi ) und I I sin 2? sin 22 zurück -

I H \ 3 .
führen . Die Berechnung des Ausdruckes sin (2???.+ 222) soll im folgenden auf

Grund der Delaunayschen Theorie der Mondbewegung vorgenommen werden ; es ge¬
nügt aber vollkommen , nur die Hauptglieder dieser Theorie zu berücksichtigen .

Es sei

e , ?/ = Exzentrizität der Mond -, bzw. der Erdbahn
??, ;?,' = mittlere Bewegung des Mondes , bzw. der Sonne

n 'm — —n

// , g' — mittlere Anomalie des Mondes , bzw. der Sonne
v) , o)' — Abstand des Mond -, bzw. des Sonnenperigäums vom aufsteigenden Knoten

der Mondbahn auf der Ekliptik
D = g oi — g' — 10'
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Setzt man zur Abkürzung

T? em 3— \ \ °̂ em V!K„ = c,
[e2— je 4— le 2m 2— 1̂ -e2m3\K0 = e3
m "+ 'i mi + \Se"~)H+ \3g w*4+ ^ e~>n~+ ilif 1e=w i + ^ ms — ^e 2m2\ K0 = a2
■}i em + -,V em"+ VsTe3emi + cm" ~ rl ee'*m\K0 = r2
[%em2+ — em ’’+ 4f°5ehn + e3nr + ^ â em*'K0 = io3

so ist nach Ddaunay

(4g) — = 1 4 - ^ cos r̂ + e- cos 29 + °2 cos 2 7>+ ^ cos (21) — p) + w3 cos (274+ i')Tc

Mit Benutzung der von Ddaunay angewandten Werte

6 = 0.05490 , e' = 0.01677 , «* = 0.07480
ergibt sich

löge , = 8.7368 log <r3 = 7.917 logtu , = 6.95
» e3 = 7.474 » r„ — 8.001

Wird die Summe der auf der rechten Seite der Gleichung (49) auf e, cos // fol¬
genden Glieder mit f bezeichnet , so nimmt die Gleichung die Form an

fl
- = 1 4 - e. cos# 4- f' C

Hieraus erhält man mit hinreichender Genauigkeit

/ \ ^
| = 1 + 3(et cos <7+ f ) + 3(e“ cos 2̂ + ife , cosg + f 2)

In dem letzten Gliede darf man , indem für f sein Wert substituiert wird ,

f 2— a\ cos 2274-f—z-2 cos 2(274 — g) 4* cos 274 cos (274 — g)

setzen oder , unter Anwendung der Formel

cos a cos b = \ cos [ci-\- b) { cos (a — b)

und mit Vernachlässigung einiger für die Folge einflußloser Glieder ,

r = + wsg
I H \ 3

Substituiert man diesen Ausdruck und den von f in die Gleichung für I - | ,
so ergibt sich , wenn zur Abkürzung

1 + 1 (e” + + t 1) = « o log « 0 = 0 .00204

3e x + 36 , 62 4 - 30 ^ = ß L » ft = 9 . 2159

362+ | e2 = ft » ft = 8.127
3^2+ 36, ^ + 36, (63= ft » ft = 8.424
3r2+ 3e, ft == » «2 = 8-497
3 (63+ 3 6, ^2= «3 » 63 = 7.60
3 6, r 2 = (Jj > ^ = 7.21
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gesetzt , und die Summe 3e , e2 cos 3 ^ .+ 36 , m cos (2i ) + 251) vernachlässigt wird , '

IH \ 3
(50 ) I - I = « o + d'. cos g + (>‘3 cos 2 (/ + d2 cos 2IJ + e2 cos (2lJ — g ) - \- a3 cos (2D + ^ ) +

+ »;3 cos (2 .ZI 2£f)

Den Ausdruck für w + D , d . h . für die Länge des Mondes in seiner Bahn , kann

man ebenfalls der Delaiinayschen Theorie entnehmen . Wird nämlich

4p - i e3 _
_ il e4_ | .e2m3_ = /.2

-£m 3+ —e^m + e^m 1 = K
-f- - g3e»i 2-f- f̂f —enz3+ l8486°05837 em 4=

'lern "+ — em3+ ^±e3m + ”̂87e?w4 ^ ^ e3m~= //3
+ “e W + 2“° | ?e2m 3+ = ,-3

gesetzt , und bedeutet c die mittlere Länge des Mondes in seiner Bahn , so hat man

(51 ) 2W + 2 .Q = 2 c + 1\ sin // + K sin 2g + sin 2I ) -\ - g .̂ sin (2 D — g ) - )- sin (2L - j- // ) +

+ r 3 sin (2 / ) — 2 /7)

Mit Hilfe der oben angegebenen Werte von e und m ergibt sich

log &, = 9 . 3415 log = 8 . 3664 log / «3 = 7 . 273

» * 3 = 7 -874 » / (, = 8 . 6482 » r 3 = 7 . 310

Wenn man die Summe der auf der rechten Seite der Gleichung ( 51 ) auf 2 c

folgenden periodischen Glieder mit p bezeichnet , so erhält man unter Berücksichtigung

der Glieder dritter Ordnung

sin (2 w + 2H ) = sin [20 = ( 1 — ±p 2) sin 2c + [p — Lp 3) cos 2c/c2J
cos (2W -\ - 2 £1) = cos \ 2C + p ] == ( i — IjJ 2) cos 2C — (p — ^p 3) sin 2 c

Es reicht nun völlig aus , wenn man setzt

iP 3 — sin 3// - j- ?>KK sin 2p sin2p + 3 /f 2 K sin 2p sin 2D -+ - 3k * sin ^g sin (zD — g ))

Wendet man auf diesen Ausdruck die Formel

sina sinfr = | cos (a — b) — ~ cos (a + b )

an und vernachlässigt alle Glieder , welche von anderen Argumenten als den in (50 )

und (51 ) enthaltenen ahhängen , so ergibt sich

ip 3 = i /r3 sin </ + ifc 2 ^ sin 2p + \ k \ K sin 2D + 4 k * / /2 sin (zD — g ) — ^ k \ g 2 sin (2H + p ) —

— | sin (2D — zg )

Mit Hilfe dieser Gleichung und unter Einführung des Wertes von p erhält man

(53 ) P ~ %P 3 = kt [ i — lk \ ) sinp + ä-2(i — lk 2,) sin 2p + L (i — ~ k2) sin 2H +
-f / (2 ( i — ^ -2) sin (2H — p ) + (p 3+ | Ä-2((2) sin (2H + // ) + (v3 + fÄ:^ 3) 8in (2H — 2p )

Ferner genügt es , zu setzen

^ p 2 — \ k 2t sin 2// + kr k2 sin zg sing + KK s™ 2I ) sing + k1p 2 sin (2 D — g ) sing - f -

kJg 3 sin (2 H + p ) sing + fc, ^3 sin (2 Z > — zg ) sin g +

+ J- A2 sin 2 zD l 2g 2 sin zD sin (zD — g ) sin 2 [ zD — g )
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Macht man . jetzt wieder von der obigen Formel für sina sin 6 Gebrauch und

beschränkt sich auf solche Glieder , welche die in (50 ) und (51 ) auftretenden Argumente

enthalten , so ergibt sich

(54 ) 1 — \ p " = I — W C1 + ^ + Pl ) — + 4 / 0 cosg + } kl cos 2g +

+ 14 (P, ~ ,"3) cos 2 D — (4 — v3) cos (2D — gi) + 4 cos (2ZI+ «/) —
— 14 ; /2 C0S (2l > — 2 </ )

Aus den Gleichungen (52 ), (53 ) und (54 ) folgt , wenn zur Abkürzung

1 — 1 (4 + 4 + fl ) — so log = 9 .99446

IM1 14 )~ 1(44 + 4 ,«J -= 1̂
» = 9 -0352

14(I—14 )+ 1(44 + 4 ,"2) z » = 9 .0406
14 + 14(I—14 ) = » »2= 7 -9877

14 _ 14 (l _ 14) = 4 » = 7-367

14(i —14)+ 14(,"2—,"3) = « 2 » ^ 2 = 8 . 1406

i4 (i - 14) - 14(fu- /0 = V, » ' •2= 7 .9612

b 'J 1— 14 ) — 14 (4 — 4 ) = ^ 2 » * 2 —8 .3182

f/Oi —14)+ 14 (4 —»0 = V* » y* = 8 .3642

144 + 1(/(3+ 14 /'J = s3 » S3— 7-37i
144 —i (/'3+ 14 /O = » 4 6 .31

14.«2—Kg + 144 ) = 4 » M3- 7 -131

14."2+ 1(4 + 144 ) —4 » 4 = 7-548
gesetzt wird ,

(55 ) sir\ (2iv2£i ) = sa sin 2c + s I sin [2c g ] — 4 sin [2c — S'] +

9919 .8 1089 1103

+ s2sin [2C+ 2<7] + /2sin !2C— 2^ ]+ M2sin [2C+ 2ZI :— -i>2 sin [2C— 2! ) ] +
98 23 139 92

+ ,t 2 sinr2C + 2I ) — g \ — ?/2 sin [2C — 2D g ) - j- s 3 sin [2 C + 2 jD + ^ j +

209 232 24

+ 4 sin [2c — 2I ) — g ) — u 3 sin [2c - f- 2Ü — 2g \ — v., sin -20 — 2D4 - 2g ,
2 14 35

lH \ 3 . . lH \ 3
Um nun das Produkt sin (2 iv + 2 .r2) zu entwickeln , setze man für |

seinen durch die Gleichung (50 ) bestimmten Ausdruck ein . Als erstes Glied des
Produktes erhält man dann « Q sin (2 W + 2 _Q). Die Zahlenwerte der mit a Q multi¬

plizierten Koeffizienten der Gleichung (55 ) , ausgedrückt in Einheiten der vierten

Dezimale , findet man unterhalb der Koeffizienten angegeben ; bei dem Koeffizienten

von sinzc ist auch die fünfte Dezimale mitgeteilt . Das zweite Glied des Produktes

ist ß I cos // sin (2 ?c + 2 _Q). Unter Anwendung der Gleichung (55 ) und mit Benutzung
der Formel

sina cosb = | sin (a + i ) + ^ sin (a — b)

wird , wenn alle die kleinen Glieder unberücksichtigt bleiben , welche nicht von den

in (55 ) vorkommenden Argumenten abhängen ,
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(56 1) ftcos0sin (2W-t- 2ß )= — — sj sin 2c + | ^ (s0+ sj sin [2c + <7] +
1 . 1 820

+ ißr (s0+ 4 )sin [2c — g ) + st sin [2C+ 2g ] — 4 sin 12c - 2^ +
814 89 90

+ I /4K + S3) sin [2 c + 2D ] — iß t {yQ— t3) sm [2C — 2I ) +
19 19

+ 'Jr K —u3)sm [2C+ 2D —g}—{ßl(vQ+ 1-3)sin \2c— 2D + g +
10 10

+ | /?xm2 sin [2C + 2D -\ - g] — \ ßlv2 &m [2C — 2D — g) -\-
11 8

sin {2c -\- 2D — 2g \ — lß ty, sin [2c — 2D 2g
17 19

In dieser Formel sind unterhalb der Koeffizienten deren Zahlenwerte , ausgedrückt
in Einheiten der vierten Dezimale , angegeben ; dieselbe Bemerkung gilt für die
folgenden Gleichungen , in denen wiederum alle Glieder vernachlässigt wurden , welche
von anderen Argumenten abhängen als den in der Formel (55) auftretenden , außer¬
dem aber auch diejenigen , deren Koeffizienten weniger als eine halbe Einheit der
vierten Dezimale betragen . Man erhält so

S6*) ß, cos 2g s\n (2w -(- zü ) = ~ß^(s2+ 4 )sin 2c — Iß , tr sin [2c-)- p'i-)- l ^ sI sin ]2c—gr] -f
0 . 8 7 7

+ i & «o sin [2C+ 2g] + lß 2sa sin [2c — zg] +
66 66

+ ^ß2x2 sin [2c -f- 2D -{- g) — ±ß, y2 sin [2C — zD - g -i -
1 2

+ ?/4A sin [2C + 2D — 2g) — \ ß2v2 sin r2C — 2 D + 2g }
1 1

(5Ö3) da cos zD sin (22<i -f- 2D) = — nJ sin 2c — {d2(y2— sj sin f2C+ ^ +
0 . 6 3

+ 14 ^ + 4 ) sinfzc — 5rj-f- | (52s0 sin [2C + 2D !4 -
3 131

+ fd 2s0 sin ;2C— 2D ] — id 24 sin [2c + 2D — g}+
i 3 ' 15

+ {As , sin c — 2D sin ' 2c + 2D -f- g —
14 14

— f d24 sin r2C— 2D — g] -f -{ö2s2 sin [2c — 2 71+ 2g
15 1
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(56 4) £2cos (2Z>— #) sin (2?y;- |- 2.ß ) = I £2(w, — 1;3) sin [2e + #] — f £2(r2+ M3) sin [2e — 0] +
2 2

+ | £2st sinfzc + 2 -D] — | £2#, siii |r2C — 227 ] +
17 17

+ i£ 2s0 sinf2C + 2D — <7j + | £2s0 sin \2C— 2D + g] +
155 155

+ | £2s2 sin [2C+ zD + g] — ^ ^ smlzc + zD — 2g}+
2 17

+ sin [2c — 2 2) + 2^]
i ?

(56 5) £3 cos (22) + ö') sin (2^ + 2ß ) = — | £34 sin [2C + 2 2) ; + sin [2C — 2D ) -f -
2 2

+ i£ 3s0 sin [2 c + 22) + + i£ 3s0 sin [2c — 22) — jf]
20 20

(56®) r]3 cos (22) — 25r) sin (22£>+ 2ß ) = ^t]3sQsin [2C-lr 2D — 2g] -\- lri 3s0sin [2C— 2D + zg)
8 8

Die Summe der mit «0 multiplizierten Gleichung (55 ) *) und der Gleichungen (56 ')

( H \ 3 .— | sin (2 w + 2 Q ), und zwar folgt mit Benutzung der unterhalb
der Koeffizienten der genannten Gleichungen mitgeteilten Zahlen

/ 22V . . ~ .
(57) l ~ l sm (2W+ 2Q )= o.gg20 sin 2c + 0 . 1901 sinr2c + ^] — 0 .0281 sin [2C — g}-\~

[9 .9965 ] [9-2790 ] [8.4487 ]

+ 0.0253 sin [2C+ 2(jf] — 0.0001 sin [2C— 2 f̂]+ o .o304sm [2C+ 2Dj +
[8 .4031 ] [6-°o | [8.4829 ]

+ 0.0005 sin [2c — zD \ + 0.0359 sin [2C 2D — g] —
[6.70] - !8 .5551 ]

— 0.0073 sin [2C — zD + g\ + 0 .0072 sin [2C 2D -\- g] —
[7-863 ] [7-857 ]

— 0.0003 sin [2C — 2D — g] — 0.0005 sin [2C + 2D — zg ] —
[6.48 ] [6.70]

— 0.0029 sin [2c — 22 ) + 25r]
[7.462 ]

In dieser Gleichung sind unterhalb der Koeffizienten ihre Logarithmen angegeben .
Aus den Gleichungen (52) und (50) folgt , daß , wenn man auf der rechten Seite

/ 27 \ 3
von (57) 2 c durch 90° + 2c oder auch sin durch cos ersetzt , der Ausdruck für + )

/ 22V
cos (2w + 2 Li) erhalten wird . Ferner lehrt die Gleichung (51), daß man , um | |

* ) Man achte auf die S . 76 , Zeile 9 v . u . gemachte Bemerkung .
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lH \ 3 I H \ 3
%m [2W -{- il ) und | — 1 cos (2w - \- £2) zu erhalten , in denFormeln für I — J sin (2 ^ + 2f2 ) ,

IH \ 3
beziehungsweise ( 1 cos (2 w + 2 £2) an Stelle Ton 2 c zu setzen hat 2 c — £2 \ ersetzt

. . . / H \ 3
man dagegen 2 c durch 2 c — 212 , so ergehen sich die Gleichungen für j sin 2 w ond

H \ 3
COS 2 W .(f )

/ H \ 3
Es soll jetzt noch der Ausdruck { sinzil — I sin 12 entwickelt werden ; dabei ist

aber auf die periodischen Störungen der Elemente i und 12 Rücksicht zu nehmen .

Bedeuten ia und £20 die mittleren Werte von i und 12 , bedeuten ferner y , d , d'

vier Konstanten , und bezeichnet man mit L die mittlere Länge der Sonne , so ist * )

£2 = £20 + y sin (2 L — 212J + d sin 2 10
i = i0 -\ - y ' cos (2 L — 2 £20) + d' cos 2 10

logy = 8 .440 , logd = = 7 . 152

» / = 7 -393 ) » d' = 6 . 106

Mit Hilfe von (58 ) ergibt sich , wenn die Abkürzungen

~ sin 2i 0 = = i t log ,̂ = 8 .64992

i (| y sin 2i 0 + y ' cos 2i 0) = % » % = 7 -o88

i (| d sin 2 ^ + d' cos 2i a) = i3 » i3 = 5 .800

eingeführt werden , wo ia = 5°8 ' 43 " anzunehmen ist ,

| sin 2 i sin 12 = i t sin 120 % sin (2 L — 120) + sin (2 w + 120)

Diese Gleichung ist mit der Gleichung (50 ) zu multiplizieren . Unter Vernachlässigung
sehr kleiner und für die Folge bedeutungsloser Glieder erhält man , wenn nach Aus¬

führung der Multiplikation an Stelle von 1?0 wieder 12 gesetzt wird ,

(59 ) fsinzf sin 12 = « 07, sin ! 2 + 1 /7, 7, sin (12 + # ) + 1 /2, 7, sin (12 — <j ) +
8 .65196 7 .565 7 .565

-Ffd .,7, sin (12-f 2D ) + ld 22, sin (12 — 21/ )+ ^ ^ sm (£2 + 2D - g ) -\-

6 .77 6 .77 6 .85

-f le ẑ, sin (12 — 2D - \- g ) + uj 2 sin (2L — 12) + ci0i3 sin (2w + 12)
6 .85 7.090 5 .802

Unterhalb der Koeffizienten sind ihre Logarithmen angegeben . Ersetzt man auf

der rechten Seite von (59 ) sin durch cos , so erhält man die Entwicklung für

• • -l H \ 3 n
1 sin 2 1 1— I cos 12.

Der Einfluß der periodischen Störungen von i und 12 auf die Glieder 1 sin 22 sin 2 £2

und 1 sin 2* cos 212 ist zu vernachlässigen ; es wird dann hinreichend genau

*) Pcrchot, Sur les mouvements des noeuds et du perigee de la Luue , p. 40 , These , Paris 1892 .
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(60 )

I H \ 3 .
^ sin 2* l— J sin 2 ß = { a0 sin 2^ sin 2 1> log ~ «Qsin 2i0 = 7.3°54

/ -SV
f sm 2/ 1— I cos 2Ü — ia 0 sin 2/,, cos 2 Q log ^ cf0 sin 2/0 = 7.0044

wo rechts £2 statt Qa gesetzt wurde . Der Einfluß der periodischen Störungen der
Elemente i und £2 auf die übrigen Glieder der Gleichungen (48) ist ohne Be¬
deutung für das Endresultat der Untersuchung und kann demnach unberücksichtigt
bleiben .

Im vorigen sind alle Formeln abgeleitet worden , deren man bedarf , um die ge¬
suchten Entwicklungen der . auf der rechten Seite der Gleichungen (48) stehenden
Ausdrücke zu erhalten . Zur Anwendung gelangen die Formeln (57), (59), (60) und ,
wegen des ersten Gliedes auf der rechten Seite der dritten der Gleichungen (48),
noch die Formel (50); für die in den Gleichungen (48) vorkommenden Koeffizienten ,
insoweit deren Werte nicht schon mitgeteilt wurden , hat man

log * cos4! *' = 9-6972 log ! (cos4! / — sin 2/) — 9.39267 log | sin 2/ = 7.4794
log ! cos2fZ sin / = 8.6508 log ! cos4 = 9.3962

Wenn nun einige belanglose Glieder fortgelassen und die Koeffizienten logarith -
misch angesetzt werden , so erhält man

I H \ 3
(61 ' ) I— I sin4 cosl ccos 2Z>c= 9.6937 sinzc -l- 8.9762 sin ^ e -f-#] -f 8„i459sin [> c - -#] +

+ 8.1003 sin [2C + 2g) -f- 8.1801 sin [2c + 2D ) +
+ 6.40 sinfzc — 2.Dj -f- 8.2523 sin [2c -f- 2D — g) -\-
+ 7.060 sin [2c — 2D -f- 0] + 7.554 sin [2c + 2D + g] +
-f 7,,i59 sinfzc — 2D + 2g] + 7.3054 sinz 12

lH \ 3
(612) 1— 1 cos/c sin 4c cos4c= 8.6473 sinfzc — 22)+ 7.9298 sin [2c ^ — 22] -f-

+ 7«099 sin [2c — g — £2] + 7.054 sinfzc + 2# — 22] +
-)- 7.134 sinfzc -)- 2D — 22j -|- 7.206 sinfzc -f- 2D —g — 22] -f -
+ 8,165196 sin22 -f- 7,,565 sm (£2+ g) + sin {£2— g) +
+ 6„77 sin (22 2D ) 6nyj sin (22— 2D ) -f-
-f- 6.„85 sin (22-)- 27) — ^) -(- 6,(85 sin (D — 2D + //) +
+ 7,^ 90 sin (2L — 22) -}- 5„8o2 sin (zw + 22)

(61 3) cos2/),. — sin 2/)c) = 9.39471 -f- 8.6086 cos^ - |- 7.520 cos 2g -\-
7.817 cos 2D -f- 7.890 cos (2D — </) +

-f- 6.99 cos (2 7>+ ^) + 6.60 cos (2 D — 217) -f -
+ 9,,3927 cos zc + 8,,6752 cosfze + ^ ] +
-1- 7.845 cosfze — ^ + 7„799 cosfzc -)- 2g}+
4- 7,(879 cos !z c -f- zD ] -f- 6,(10 cosfzc — 2D ] -f-
-)- 7„95i cosfzc -j- zD —^ 4- 7.259008120—2D -\-g \-\ -
4 - 7„253 cosfzc 4- 2D -\- g) 4-
4- 6.858 cosfzc — 2D 2g] 4-
-(- 7476 cosfzc — 2 22] 4- 7,(004 cos 222
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/ £A 3 .
(6i 4) I— I sinZcSini ,; cos6 c — 8„6473 cos [2C — ßj + JmQzqS cos [2C + # — ß ] +

+ 7-OQ95 cos [2c — g — ß ] + 7„054 cos [2C + 2g — ß ] +
+ 7,iI 34 COS[2C+ 2Z>— ß ] + 7„2o6 cos [2c 4 - 2D — ^ — ß ] +
+ 8.65 196 cosß + 7.565 cos (ß -)- g) + 7.565 cos (ß g ) +
+ 6.77 COS(ß + 2D ) 6 .77 COS(ß — 2ß ) +
+ 6.85 cos (ß + 2Z) — ^ + 6.85 cos (ß — 2D g) -\-
+ 7.090 cos (2i — ß ) + 5.802 cos (2 Cü+ ß )

Die in diesem Artikel gegebenen Entwicklungen können noch dazu benutzt werden ,
I / z/ \ ^

die in den Gleichungen (33 ' ) und (33 2) vorkommenden Ausdrücke sin 2 Iq

und — ( — ) sin 21. als Funktionen der Zeit darzustellen ; dabei kann man von allen
2 \r Q ]

periodischen Störungen der Erdbahn absehen und letztere als elliptisch betrachten .
Wenn unter dieser Voraussetzung J die mittlere Entfernung der Erde von der Sonne ,
e die Exzentrizität der Erdbahn und g ' die mittlere Anomalie der Sonne bedeutet ,
so hat man

— = 1+ e' cos a' + e' 2 cos 2 q'
r Q

Aus der Vergleichung dieser Relation mit (49 ) folgt , daß , wenn man in der
Gleichung (50) , bzw . in den Ausdrücken für die Koeffizienten dieser Gleichung , eI ,
e2, g der Reihe nach mit <?', e'2, g ' vertauscht und außerdem cr2 = r2 = co3 = o setzt ,

man die Entwicklung für erhält . Es ergibt sich also bis auf Glieder von der
Ordnung e' 2 genau

i^ - \ = i + | e' 2+ 3e ' cos / + | e' 2 cos 2^ '
\ rQl

Wird t von 1850 .0 an gezählt , und als Einheit von t ein julianisches Jahrhundert
gewählt , so ist nach Newcomb

e' = 0.016 77 — 0 .000042 f,

oder , wie zur Abkürzung gesetzt werden soll ,

e' = e' + e' t

Es genügt nun , das säkulare Glied von e' nur bei der Berechnung von fe ' 2 in
Rechnung zu ziehen ; setzt man dementsprechend

« o = 1 + l eo2 log « ; == 0 .00018
« I = 3 « » « '1 = 4.025
fi [ = 3 < » ß ', = 8 .7016

» ^ = 7.102 ,
so wird

(62 ) = « ; + a [t + ß [ cosg ' + cos 2g '

Wenn ferner wieder L die mittlere Länge der Sonne bedeutet , und die Bezeichnungen
eingeführt werden

/cj = 4e ' log />■' = 8.8266
K = ! C > K = 6-847

de Ball , Sphär . Astronomie . 6
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so ist der Theorie der elliptischen Bewegung zufolge

21q — 2 L Ii, sin // ' + k'2 sin 2g '

Ebendieselbe Gleichung erhält man , wenn man in der Gleichung (51) 2 w + zli ,
c, kj , g der Reihe nach mit 2 3̂ , L , k't , k'2, g ' vertauscht und außerdem A2 =
— « 2 = «3 = r 3 = o setzt . Mit Hilfe dieser Substitutionen kann man also auch
aus der Gleichung (55) unmittelbar die entsprechende für sin 2 Zq erhalten . Geht
man auf die Bedeutung der in (55) auf tretenden Koeffizienten zurück und setzt

sö = 1 — logs 'o = 9-99951
s' = fAf, » s', = 8 .5256

fl = = s'i » fl = 8-5256_,
so erhält man mit Vernachlässigung der von 2L ± 2g ' abhängigen Glieder

(63 ) sip 2 Zq = So sin 2 L + s\ sin (2 i + g ' ) — t[ s,\n [2 L — g' )
9992 .8 336 336

Diese Gleichung ist mit der Gleichung (62 ) zu multiplizieren . In (63 ) sind bereits
unterhalb der Koeffizienten ihre mit u'0 multiplizierten Zahlenwerte , ausgedrückt in
Einheiten der vierten Dezimale , angegeben . Die durch die Multiplikation des Gliedes

1 mit der Gleichung (63 ) entstehenden Produkte können vernachlässigt werden .
Weiterhin erhält man

ß\ cosg ' sin 2 Zq = s'0 sin (2 L + </' ) + j ß ', s'0 sin (2 L — g')
251 251

ß'2 cos 2g ' sin 2 Zq = — \ ß'X sin (2B + / ) + i /äls ', sm [2L — g')
o o

Die Summe aus den beiden letzten Gleichungen und der mit «o multiplizierten

( z/ \ 3 • 1 •— J sin 2Zq dar , und zwar ergibt sich mit
Hilfe der unterhalb der Koeffizienten der drei letzten Gleichungen stehenden Zahlen

(64 ) sin 21q = 0.99928 sin 2L + 0.0587 sin (2L + # ') — 0 .0085 sin (2L — g' )

Ersetzt man auf der rechten Seite dieser Gleichung sin durch cos , so erhält
/ 2/ \ 3

man den Ausdruck für j cos 2Z3■ Endlich ist

\ 3

\ rQ J ^ 2 \ rQ l 2 \ r Q

Mit Berücksichtigung von (62 ) und der der Formel (64 ) entsprechenden Formel

für / — | 3Cos 2Z3 ergeben sich aus (64) und (64 1) die folgenden Gleichungen , in denen\ rQl
die Koeffizienten logarithmisch angesetzt sind

(65 ^ s n̂ 2kD ~ 9.69866 sin 2L 8.4676 sin (2L g') ,628 sin (2 L g )

(65 2) — (^ ) 3sin2 = 9.398 12 + 3«723 f + 8.0995 cosg ' + 6.50 cos 2g ' +
.2 0 + 9„39763 C0S2L + 8„ i666 cos (2L + $r' ) + 7.327 cos (2L — .9')

(64 ') C0S2 <3
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29. Integration der Differentialgleichungen der Bewegung der Rotations¬
achse der Erde . Unter Benutzung der in den zwei letzten Paragraphen gewonnenen
Reihenentwicklungen sollen zunächst die Differentialgleichungen (33) in eine zur Inte¬
gration geeignete Form gebracht werden . Den Differentialgleichungen (33) gemäß
ist die Gleichung (61 ') mit der ersten der Gleichungen (43) zu multiplizieren , ferner
ist die Gleichung (61 2) mit der zweiten der Gleichungen (43) zu multiplizieren , usw.
Diese Rechnung wird übersichtlicher , wenn man sie in zwei Teilen ausführt , und
zwar folgendermaßen . Die Glieder , welche aus der Multiphkation mit den Glei¬
chungen (43) und mit der zweiten der Gleichungen (46) hervorgehen , sollen einst¬
weilen ganz vernachlässigt werden , oder es soll , was auf dasselbe herauskommt ,

. sin « sine sina cose
mj - ;— — = o, - —̂ 7— = o , smacos2£ = osm e 7' sin e

angenommen werden .
In den Gleichungen (44) und (45) berücksichtige man vorläufig nur die Glieder

nullter Ordnung und setze demnach

cos « sin 2 e sin2£ „ . sin2 «„ ,
:— ^ log ^ - £ = 0.26356

sme sine 0 0 sme 0
COS « COS 2 £ COS 2£ Q . COS 2£ „n) :- ;- — —:- iog ^ - 2- = 0.234471 sine sm£0 sine 0

cosa sine = sine 0 log sine 0 = 9.59998
cosa cose = cose0 log cose 0 = 9.96253

Ferner berücksichtige man in der ersten der Gleichungen (46) nur das Haupt¬
glied und setze also

0) sin a sin 2e = a, sin 2e0 ,

wo nach (38) ~ jjJ : sin ?0 ist ; hierbei hat man , wenn = 57341 in Teilen des
Radius ausgedrückt wird ,

. sin 2e0 , .2 = 5-6767

Substituiert man die Werte m) , n) , 0) in die Gleichungen (33) und setzt zur
Abkürzung
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so ergibt sich
^ ..... dl Pc , d ipQ ■ , d <Pc . tdlpQ
dt dt dt dt dt

de ' _ de 'c de 'o .. de 'c „ rftg
~di ~dt ~dir dt dt ’

wo die später zu bestimmenden Zusatzglieder <5 , . . . , d aus der Multipli¬

kation der vorhin vernachlässigten Glieder der Gleichungen (43) bis (46) in die Glei¬
chungen (61 ') bis (614), bzw. (65 T) und (65 2) hervorgehen .

Man führe jetzt in die Gleichungen (66) bis (69) die in (61 1) bis (614) sowie in
/ # \ 3

(65 ' ) und (652) gegebenen Ausdrücke von sin 4 cos 4 cos26r , usw. ein und sub¬

stituiere gleichzeitig für log Sm 2£° , log C0̂ -2-- °- usw. ihre oben angeführten numeri -
0 0 sine 0 sing0

sehen Werte . In dem letzten Gliede des Klammerausdrucks auf der rechten Seite der
Gleichung (68), bzw. der Gleichung (69) genügt es , nur den konstanten Teil von

— - ^ (sin 24 cos 26,; — sin 2W , bzw. von — (— ) •sin24.') zu berücksichtigen ; ferner
2 \ r c / v 2 \ rQl

soll in der Gleichung (652) das Glied 3,(723 f vorläufig vernachlässigt werden . Man
erhält dann

— ~dT = ~ Cn ~ 8 -8722 cosp + 7.784 cos 2g + 8 .081 cos 2G +
-f-8. i54Cos (2_D—p)-j- 7.25cos (2iI -l-5f)-l- 6.86cos (241—29)-\-
+ 9,(6563 cos 2c-f 8„9388 cos [2c-}-#]+ 8.109 cos[2C—g\ +
+ 8„o63 cos[2C+ 2pj-t-8)ii 43COS!2C-|-24>]-(-6„36 cos[2C—2Z)]-f-

8„2i5 cos [2c -f- 2D —ö1] -f- 7.523 cos [2c — 2D g] -\-
+ 7»5i 7 COS[2C+ 2I) —j- (/] —f- y.122 cos[2C— 2D + 2g] -\-
4- 7.740 cos[2C—2iI ]4- 7,,268 cos 2f24- 8,i88 i 8 cos[2c—-Q]4 -
+ 8 „ i643 cos [2 c —j— g — £1) 4 ~ 7 . 334 cos [2c — g — £1] +

4 - 7„288 cos [2c -f- 29 — ££] 4 - 7h368 cos [2C- (- 2 D — £-} 4~
+ 7 „ 440 cos r2C 4 - 2D — g — 12] 4 - 8 . 88643 cos 42 4 -

+ 7.799 cos (f24-#)4 - 7-799 cos (.Q—(7)4- 7.00 cos (I24- 2D)4-
4- 7.00 cos (42 — 2D) 4 " 7-o8 cos (42 2D — 9) -\-
4- 7.08 cos (42 — 2D -f p) 4- 7-324 cos [2Tj — 22) 4-

+ 6.036 cos (2(0 -j- !2)j

(72) — ^ [9.661684 - 8.3631 cosp'4- 6.76 cos2 (/' -|- 9„66i 19 COS2L4-ffv 4-M
h 8,(4302 cos (2i 4 - p') + 7.591 cos (2L g''] |

, , de'c ?>k*Mc C- A \ 4 , . , D * • r , -1 .
(73) ~dt = ~ Jp ^ - {5«°7H ^ 4 - 9-2937 810204 - 8.5762 sin !2c -f- 51; 4 -

4 - 7„746 sin ]2c — g] -f 7.700 sin (2C -f 25r] 4 -
4 - 7-780 sin [2C 4- 2 D } -\- b.oo sin [2c — 2XI] 4 “
+ 7.852 sin (2c4 - 2D — 77] - j- 7,(160 sin [2c — 2D -\- g) +
-f- 7. 154 sinr2c4 - 2/ 7-1- 1714 - 6„759 sinfre — 2D -\- 2g] -+-
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+ 6.9054 sin 2 .ß + 8.6098 sin [2c — ß ] +
+ 7.892 sin [2C g — ß ] + 7„o62 sin !2c — g — ß ] +
+ 7.017 sin [2C+ 2g — ß ] + 7.097 sin [2C + 2ß — ß ] +
+ 7.169 sin (2c 2D — g — ß ] + 8„6i449 sinß +
+ 7„ 528 sin (ß + </) + 7>Ö 28 sin (ß — g ) +
+ 6„73 sin (ß + 2D ) + 6,,73 sin (ß — 2Z)) +
+ 6„8i sin (ß -\- 2D — g) 6„8i sin (ß — 2ß 4- (7) +

+ 7,,053 sin (2L — ß ) + 5,,765 sin (2 10 + ß ) |

(74 ) J * ~~Cn P ,*°749 ^ + 9 -29864 sin 2 L +
+ 8 .0676 sin (2L + </ ') + 7h 22 8 sin (2L — g '

n o v ik ' MaC - A 3 k ^Mc C — A , , ,Nimmt man an , daß die Faktoren — — und — -- — bekannt

wären , so würde die Integration der vier vorhergehenden Differentialgleichungen keine
Schwierigkeiten bereiten . Denn wenn man sich in diesen Gleichungen die Loga¬
rithmen durch ihre Numeri ersetzt denkt , so haben die Glieder auf der rechten Seite
sämtlich eine der vier Formen

[D] « , ßt , y sin (F10+ /; #), d cos (G0.+ <70#),

wo «, ß, y, d in Teilen des Radius ausgedrückte Zahlengrößen , und f0 und g0 die
Änderungen von F 0 und Ga im Laufe der Zeiteinheit bedeuten ; die entsprechenden
Integrale lauten also

(J ) cct, \ ßt % - cos (F 0 + f0t) , -y- sin (G0+ gj )
Io ”0

Sind auch fa und gQ in Teilen des Radius gegeben , und soll das Resultat der Inte¬
gration in Bogensekunden ausgedrückt erhalten werden , so muß man die vorigen
Integrale noch durch arc 1" dividieren . Nach den Tafeln von Hansen und Leverrier
hat man aher für die Produkte aus arc 1" und den in Teilen des Radius
ausgedrückten , auf das als Zeiteinheit gewählte julianische Jahrhundert bezogenen
Werten der mittleren Bewegung von g , gß . •201

Argument Mittl . Beweg , x Argument Mittl . Beweg . X
arc 1" arc 1"

g . . . -(- 0.0403786 2L . . . -(- 0.0060925
g' . . . - (- 0.0030461 2IJ . . . + 0.07535334
2C . . + 0.0814458 ß . . . — 0.00016366

2w . . . + 0.001 01 5 94
7 2

Es ist jetzt zu zeigen , in welcher Weise sich die Faktoren „ 3 -c —^ — und
bestimmen lassen . Wie man mit Hilfe der für die Produkte aus arc 1"

J 3 Cn

und der mittleren Bewegung der Argumente g, g', , 210 gegebenen Werte sieht ,
ist das Integral aus dem den Faktor sin ß enthaltenden Gliede der Gleichung (73)
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weit größer als alle aus den übrigen Gliedern dieser Gleichung hervorgehenden Inte¬
grale , und zwar ergibt sich, wenn N den Wert des genannten Integrals bedeutet ,

3k 2M c C — Ä ,
n = - ^ 3-- 251.506 cos n

Der Wert des Koeffizienten von cos Q läßt sich nun direkt aus den Beobach¬
tungen ableiten (Kap . 16). Als wahrscheinlichsten Wert dieses Koeffizienten oder der
sog. Nutationskonstante nimmt man gegenwärtig p'.'zi an ; somit wird

3k 2M c C — Ä „ „
25I - 5o6 = 9 - 21 ’

also
. 3k 2M c C — A
og / / > CnT ~ 8'5637i

Dieser Logarithmus ist zu sämtlichen in den Klammern auf der rechten Seite
der Gleichungen (71) und (73) gegebenen logarithmischen Koeffizienten zu addieren
und dann die Integration nach dem oben angegebenen Schema vorzunehmen . Be¬

zeichnet man das Integral J dt mit Je c, so erhält man , wenn noch die Argu¬

mente 2c — 2D + </ und 2c — 21) mit den gleichbedeutenden 2L g , bzw. 2L
vertauscht werden ,

(75 ) — Vk = 3438 "8 1 (76 ) äe c = + o '.'o445 ?
+ 0.068 singf -j- 0.088 cos 2c
-j- 0.003 sin 2^ -f- 0.011 cos [2c
+ 0.006 sin 2D — 0.005 cos [2c — 9]
-f- 0.015 sin (2-D — (j ) -f- 0.001 cos [2c + 2g\
+ 0.001 sin (2D + (/) -f- 0.001 cos [2c2 DJ
— 0.005 sin (2D — 2^) -(- 0.001 cos 2L
— 0.204 sin 2c 0.002 cos [2c + 2D — g]
— 0.026 sin (2c + g) — 0.001 cos [2c — 2D -4-
4- 0.011 sin (2c — g) — 0.090 cos 2D
— 0.003 sin (2c 4- 2g) 4 - 0.018 cos [2c — ii ]
— 0.003 sin (2e 4- 2.D) 4 - 0.002 cos [2c 4- <7— 1̂ ]
— 0.001 sin2L — 0.001 cos [2c — g — f2]
— 0.005 sin [2c 4- 2D — 9} 4 - 9.210 cos D
4 - 0.003 sin [2^ g] — 0.003 cos [■G4- <7]
— 0.001 sin [2c 4 - 2D 4- <7] 4- 0.003 cos [32— g]
4 - 0 .001 sin [2c — 2D 4 - zgrj — 0 .001 cos [f2 4 - 2D — g]
4- 0 .002 sin [2c — 2 22] 4 - 0 .00 1 cos [22 — 2 Z2 4 - <7J
4- 0 .207 sin 2 22 — 0 .007 cos [2L — 22]
— 0.034 sin [2c — 22] — 0.003 cos [2w 4- 22]
— 0.004 sin [2c 4- <7— 22]
4- 0.002 sin [2c — g — 22]
— 0.001 sin [2c -f- 2D — 22]
— 0.001 sinfzc ! 2D — g — 22] —
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— 17"221 sin ■ß
+ 0.006 sin (ß + g)
— 0.006 sin (ß — g)
+ 0.001 sin (ß + 2.D — g)

0.001 sin (ß — 2ß -f- g)
+ 0.012 sin (2L — ß )
+ 0.005 sin (2Cü+

Die Bestimmung des Faktors ^ Cn ^ ^ e^en â^ s nur Hilfe der
Beobachtungen möglich . Zum Verständnis sei Folgendes bemerkt . Die vorhin
abgeleiteten Formeln für — ip,- und Je c zeigen, daß die Lage des Äquators in bezug
auf die feste Ekliptik Veränderungen unterworfen ist , welche teils säkular , teils
periodisch sind . Da die Gleichungen (72) und (74) ganz ähnlich gebaut sind wie die
zur Bestimmung von — ipc und z/ ec dienenden Gleichungen (71) und (73), so müssen
auch die Ausdrücke für — <//q und z/ sq aus säkularen und periodischen Gliedern
zusammengesetzt sein . Ebendasselbe gilt demnach für — ip und Je . In Fig . 7
bedeute jetzt AA X die Lage , welche der Äquator zur
Zeit t haben würde , wenn die periodischen Glieder in
tp und Je nicht vorhanden wären , oder , wie man sich
ausdrückt , es bezeichne AAt den mittleren Äquator
zur Zeit t ; ferner stelle AAa den mittleren Äquator A
zur Zeit t = o dar . Ist dann EE a, bzw. EE L die
Lage der Ekliptik zur Zeit t = o , bzw. / = f , und
wird die Bichtung der Bewegung der Erde in ihrer Bahn
durch den Pfeil angezeigt , so nennt man Y, bzw. Y,
das mittlere Äquinox zur Zeit t — o , bzw. t — t.
Nach den früheren Bezeichnungen (S. 68)*) ist nun Ey = 180° — /Z,
somit Ey — Ey x= 180° — / / — b, oder nach Einsetzung des durch
chungen (40) und (39) bestimmten Wertes von b, wobei aber h.,
werden kann ,

Ey — Ey x= — ip —pt t cotg e0 —

fig - 7-

Ey t = b,
die Glei -

wieder vernachlässigt

K = (P, cotge 0 — cotg 2i £o)t*— <pq l t cotg£ 0 — sin 2£„
t

Der vorhin gemachten Voraussetzung gemäß sollen hier bei tp und Je nur die¬
jenigen Glieder berücksichtigt werden , welche die Zeit oder deren Quadrat mit kon¬
stanten Koeffizienten multipliziert enthalten . Da die niedrigste Potenz von t in ip
die erste und in J s die zweite ist , so ist 62 in bezug auf t mindestens vom zweiten
Grade . Differenziert man also die Gleichung für Ey — Ey x nach t und setzt dann
t = o , so ergibt sich, wenn noch die Bezeichnung

~d[Ey — Ey x
dt

*) Dort ist noch nicht angegeben , daß Y (Fig . 5, S . 66) das mittlere Äquinox zur Zeit t = o
bedeuten soll ; diese Definition wird erst jetzt verständlich .
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eingeführt wird ,

(77) i = - (irt )t= 0- p' cotg £°
Hierin ist

Da von allen periodischen Gliedern abgesehen werden soll, so hat man nach (75)

Der Wert , welchen — bei Vernachlässigung der periodischen Glieder an¬

nimmt , oder die sog. Konstante der Lunisolarpräzession kann durch Beobach¬
tungen ermittelt werden (Kap . 15); wählt man das julianische Jahrhundert als
Zeiteinheit , so hat man nach Newcomb

(77 *) - (If ) , , =

Aus (77 1), (77*) und [■j'] 3) folgt somit

- (̂ L“ 1598"'5
Die Gleichung (72) gibt aber , wenn die periodischen Glieder vernachlässigt

werden , und das konstante Glied durch arc 1" dividiert wird ,

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich

. 3 A;2i¥q C — A
1°S - ^ Q - ^ - = 8-22751

Dieser Logarithmus ist nun zu allen in den Klammerausdrücken auf der rechten
Seite der Differentialgleichungen (72) und (74) gegebenen logarithmischen Koeffizienten
zu addieren . Darauf erhält man durch Integration

(78) — ipö = isg &.’ist (79) J e0 = + o'.'o207 f2
-(- o.128 sin </' -)- 0.55 1 cos 2L
-(- 0.002 sin 2^' 4 - 0.022 cos (21j —(- c/r)
— 1.270 sin 2L — 0.009 cos (2-̂ !/ ')
— 0.050 sin (2L -)- g')
4 - 0.021 sin (2L — g')

Jetzt erübrigt nur mehr die Berechnung der in (70) mit ••• bezeich -

neten Zusatzglieder , bzw. der ihnen entsprechenden Korrektionsglieder der Integrale
(75)7 (7b), (78) und (79); dazu aber bedarf man der Kenntnis genäherter Werte von
ifj und J c. Die Summe aus den Gleichungen (75) und (78) stellt einen Näherungs -
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wert von ip dar , die Summe aus (76) und (79) einen Näherungswert von Je . Be¬
rücksichtigt man nur die Hauptglieder , so folgt

\.p — — 5C>36'.'95 t + i7”23 sin ß + i '.'27 sin 2L
Je = o'.'oös f3+ C)"21 cos ß

Mit Hilfe dieser Werte ergibt sich aus den Gleichungen (43) bis (46) , wenn
statt der in Bogensekunden ausgedrückten Koeffizienten ihre Logarithmen
gesetzt werden ,

sin ct sin € . ,2 ± ’ r\ \ j. t o 4 ' t= 1.12764J + 0^37786 1 + 7.992 t sin 12+ . 7„i4o ^ cos LI -\- b.üot sin 2L

— 1.49019 f + o„73889 t*+ 8.3547 t sin ß + 7,,843 fcosß + 7.224 f sin 2L

sinfi'
sin ff cos e

sine '
00O ’)

cos a sm 2€
sin e

cos a COS 2 6

—+ 2,,20610 1+ 9/,539 12-\- o„8653 cosß -f- 7. 185 f sin ß -psin e.
+ 8.5037 t cos ß

*
COS 2 £ ,- + 7.489 + 2.235 19 9»4i 5 + 1»84660 cosß +

sm t sin £_ „ „
7.489 cos 2 ß - f- 7»214 f sm ß + 7,1.523 f cos ß

cosa sin£ = *sin£0-f-1,(63313 ^+ 8„021 ^ + 0.9270cosß -j- 6.61 fsinß -f- 6.92f cosß
cosa cos £= *cos£0—}—1.27058^+ 7,(095f 2-f-o»5644cosß -f-6»25fsmß -p 7.283fcosß

8̂° ^ sinffsin2£ = * ff, sin 2£0 o„24i 16T + 7.856 1 sin ß + 6»28f cosß + 6.72 f sinzL
sin « 00826= 0.96211 f + o„20986 f2 7.827 f sinß -f- 7^260f cos ß -)- 6.70t sin 2L

Die vorigen acht Gleichungen sind mit den nach Maßgabe von (33 ') und (33 2)
ihnen entsprechenden Gleichungen (61 ') bis (61 4), bzw . (65 z) und (65 2) zu multiplizieren .
AVie aber die Gleichungen (66) bis (69 ) zeigen , ist die Multiplikation mit den in den
Gleichungen (80) mit einem Sternchen versehenen Gliedern bereits ausgeführt worden ;
es sind also nur noch diejenigen Produkte in Rechnung zu ziehen , welche bei Be¬
rücksichtigung der übrigen Glieder der Gleichungen (80 ) entstehen . Außerdem soll
auch die Multiplikation des Gliedes 3,1725 t der Gleichung (65 2) mit der 3ten und
7ten der Gleichungen (80) nachgeholt werden *). Der größte Teil der bisher vernach¬
lässigten Produkte ist ohne Einfluß auf das Endresultat ; die allein zu berücksichtigenden

liefern für die in den Gleichungen (70) mit <) , . . . bezei ebneten Zusatzglieder

die folgenden Ausdrücke , in denen statt der in Bogensekunden ausgedrückten Koeffi¬
zienten ihre Logarithmen mitgeteilt sind .

(81 ) — d ^ = 3 C | î »60082 8„934f 2-f- o „259i cosß -po /(i98 cos2ß +

4 - 0 .8876 ^ cosß + o „i42of sinßj

(82 ) — = 3/1 C q ~ - ri »6o638f + 8„937f 2 + o »2634 cosßj

*) Siehe S . 84, Z . 13. Bei der Multiplikation dieses Gliedes mit sin 2 fQ: sin f0 ist letzterer Quotient
in Bogensekunden auszudrücken .
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ddp $k2M C 1̂. F ”i
(83) -jj = — + 9-6i40 #cosß + 9.9235 # sinß

O \ A ' # C — A
(84 ) '' ,/ / ^ 3 - ^ - 9 «6 393 #

Setzt man jetzt -Q — -Q0+ a /, wo o die mittlere Bewegung des Mondknotens in
der Zeiteinheit bezeichnet , und bedeutet m einen konstanten Koeffizienten , so ist

m ( , mt m1/ t cos LI — — sm ß d— - cos LiJ a (j 2

( ‘4 ■ n mi ' ri \ m • C4m 11 sm Li — -- cos f2 d— r sm QJ a a

Bei der Anwendung dieser Formeln auf die vorigen Differentialgleichungen ist
zu beachten , daß die den logarithmischen Koeffizienten entsprechenden Numeri
Bogensekunden angeben ; will man also die in den Integralen auftretenden Koeffi¬
zienten ebenfalls in Bogensekunden ausgedrückt erhalten , so ist für o sein in Teilen
des Kadius ausgedrückter Wert zu substituieren . Dieselbe Bemerkung gilt für die
Integration der nur von cos 12, bzw. cos 222 abhängigen Glieder . Nach S. 85 hat
man aber für den in Teilen des Radius ausgedrückten Wert von <1

0.000 163 66 .
°' = ärcG ’ logff = i „5284

Wird jetzt noch von den früher für log —tt ^ ^ und log ^ ^ ^H 3 Cn ö J 3 Cn
gefundenen Werten Gebrauch gemacht , so erhält man als Integrale der Differential¬
gleichungen (81) bis (84)

(85) — d ipc = — o"7303 1*— o'.'ooi 113+ o'.'ooa sin22 -)- o'.'ooi sin 222—
— o'.'ooS t sin 22— o"oo2 1 cos 22

(86) — öipQ = — o"341122— o'.'coos t 3 o'.'oo 1 sin 22
(87) dJe c = — o'.'oo53 134- o'.'ooi t cos 22
(88) dJeQ = — o'.'oo2 5 t3

Die Summen aus den Gleichungen (75), (78), (85), (86) einerseits und den Glei¬
chungen (76), (79), (87), (88) andrerseits stellen die vollständigen Integrale der Diffe¬
rentialgleichungen (33) dar . Läßt man alle Glieder unberücksichtigt , deren Koeffi¬
zienten kleiner als o'.'oo2 sind , mit Ausnahme des von t cos 22 abhängigen , so erhält man

(89 ) — <// = 5036 '.'95 2 — i '.'ojit * — o '.'oo2 23 — (90 ) t ' = e0 - |- o '.'oöj 22 — o '.'ooS 23 - (-
— 17.224 sin22 + 9.210 cos22

— o.ooSf sin 22 -J- 0.001 # cos 22
— 0.002 2 cos22 + 0.552 cos 2L
— 1.271 sin 2L — 0.090 cos 2 22
-)- 0.208 sin 222 -(- 0.088 cos 2c
— 0.204 sin 2c + 0.022 cos [2L + 5r']
+ o . 128 sin / - )- 0 .018 cos [2 e — 22]
+ 0.068 sin # + 0.011 cosfzc + #j
— 0.050 sin / L -{- #'] — — 0.009 cos [2L — #'] —
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— o'.'o34 sin [2c — DJ ~ o"oo7 cos [2L — DJ
— 0.026 sin [2C g] — 0.005 cos [2C— g\
-[- 0.021 sinfzL — g'\ — 0.003 cos [ß g]
+ 0.015 sin [2-D — g] + 0.003 cos [ß — r̂]
-)- 0.012 sinfzL — D] — 0.003 cos [2co4- D j
-)- 0.011 sin [2C — g] 4- 0.002 cos [2c4 - 2D —g
-f- 0.006 sin 2D 4- 0.002 cos [2c 4- ^ — D
-f- 0.006 sin [D + g]
— 0.006 sin [D — g]
+ 0.005 sin [2w D]
— 0.005 sin [2c + 2D — g]
— 0.005 sin [2D — zg)
— 0.004 sin [2C 9 — D
— 0.003 sin [2c + 2D ]
+ 0.003 sin 2</
— 0.003 sin [2c 2g)
+ 0.003 sin f2-̂ + fi'j
-f - 0.002 sin [2C — 2fl
-f- 0.002 sin [2c — g — D]
+ 0.002 sin zg '

Die Gleichungen (89) und (90) bestimmen direkt nur die Lage des Äquators
mit bezug auf die Ekliptik der Epoche 1850.0 ; sie ermöglichen es aber , auch die¬
jenigen Formeln abzuleiten , welche für irgend eine Zeit die Lage des Äquators gegen
die jeweilige Ebene der Ekliptik festlegen . Trägt man nämlich auf der beweglichen
Ekliptik EE t (Fig . 7, S. 87) von E aus in der Richtung nach E I hin den Bogen
Em — E 'f ab , so gibt der Abstand des beweglichen Äquinox ’{1 von ni an , um wie
viel sich der Frühlings -Tagundnachtgleichepunkt innerhalb der Zeit t auf der be¬
weglichen Ekliptik verschoben hat ; der Abstand Y, m in Verbindung mit dem Winkel
Eiy i A = s bestimmt die Lage des Äquators gegen die bewegliche Ekliptik . Es ist
aber = Ey — Ey ^, und die Differenz Ey — Ey x ist , wie schon oben (S. 87)
bemerkt , gleich 180° — 11 — b. Ferner hat man den Gleichungen (40) und (39) zu¬
folge , wenn b3 mitgenommen wird , und für p , , p7, qx, </, , e0 ihre Zahlenwerte ein¬
gesetzt werden ,

(91) b = 1800 — n + H>+ I2'-'3 G + o'.'453 <2+ [6.71873 — 10]#^ +
+ r6„2i 32 — io )tAe -f- [3,,5185 — io ]f2t// + [5)f4747 —

wo die in Klammern stehenden Zahlen Logarithmen bedeuten , deren Numeri in
Teilen des Radius ausgedrückt sind . Wenn man jetzt noch in den vier letzten
Gliedern der vorigen Gleichung an Stelle von ip und Je = s' — e0 ihre Werte aus
(89) und (90) setzt , so ergibt sich für den Abstand y^m, der mit sl bezeichnet werden
möge,

(91®) A — — (// — 12'.'31f + z'.' i 83 f2+ o'.'oo 113— o'!oog £sin D +
+ o'.'oo21 cos £1
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Der Winkel e ist durch die Gleichung (41) gegeben , und zwar hat man , wenn
für p L, p .,, (j1, g2, ip ihre Werte eingeführt werden ,

(91 b) e = r' — 467838 1 — 07074 <2+ o7oo 9 P ,

wo für e sein Wert aus (90) zu substituieren ist . Führt man diese Substitution aus
und setzt auch in der vorigen Gleichung für sl an Stelle von — ip seinen durch (89)
bestimmten Wert ein, so ergibt sich

(92 ) yI = 5024764 £ + i 7i 12 P — 0 .001 <3 (93 ) e = e0 — 467838 1 — o '.'oogp + o 7ooi P +
— 17 . 224 sinD + 9 .210 cosD

— 0 .017 1 sinß + 0 .001 # cosD

— 1.271 sin 2L + 0 .552 cos zL
+ 0 . 208 sin 2Q — 0 .090 cos 2 £1
— 0 . 204 sin 2c + 0 .088 cos 2 c

+ 0 . 128 sing ' + 0 .02 2 cos [2 L + g ']

+ 0 .068 sing + 0 .018 COS 2C — £1]

— 0 .050 sin !2 L + g ' + 0 .011 cos [2 c + g ]
— 0 .034 sin [2c — Dj — 0 .009 cos 2 — 9 '\

— 0 .026 sin [2c + g ] — 0 .007 cos [2 L — £2}
+ 0 .021 sin [2 .Z7— g 'j — 0 .005 cos [2 c — g ]

+ 0 .015 sin 2D — g ; — 0 .003 008 [Q -\ - 9 \

+ 0 .012 sin '2 Tj — D ] + 0 .003 cosfD — g ]

+ 0 .011 sin [2 c — g ] — 0 .003 cos [2 io + £2]
+ 0 .006 sin 2 D + 0 .002 cos [2 c + 2 D — g

+ 0 .006 sin [ß + g ] + 0 .002 cos [2 c + g — £2]

— o .oeö sinfß — g ]

+ 0 .005 sin [2M + Pl\
— 0 .005 sin [2C + 2D — gj

— 0 .005 sin [2D — 2g

— 0 .004 sin [2c + g — ii \
— 0 .003 sin [20 + 2 -0 )

+ 0 .003 sin 2!J

— 0 .003 sinf2C + 2g ]

+ 0 .003 sin [2 L + g ]
+ 0 .002 sin [2 c — 2 £2}

+ 0 .002 sin [2 c — g — £l \

+ 0 .002 sin 2g '

Für die Reduktion der •Beobachtungen ist auch die Kenntnis de* in Fig . 5
(S. 66) mit jVy, — a hezeiebneten Bogens von Wichtigkeit . Der Wert von a ist
durch die Gleichungen (38) und (40) bestimmt ; unter Berücksichtigung von «3 und
mit Benutzung der Zahlenwerte von p t , py, ql , g„ und eQ erhält man

(94) a = 137417#+ 07493̂ + [6.75619—10]^ +
+ [6 ,, 1758 — io ) tJe + [3 »5873 — io ] Ptp + i5 „5i22 — io ) tip 2,
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wo die in Klammern gesetzten Zahlen Logarithmen bedeuten , deren Numeri in Teilen
des Radius ausgedrückt sind . Werden in (94) für ip und z/ e = t ' — e0 ihre Werte
aus (89) und (90) substituiert , so ergibt sich

(95) a = i3 '.'4i7 1— 2"380t *— o.'ooiP + o'.'o 1o t sin Q — o'.'ooit cos 12

Die Gleichungen (89), (90), (92), (93) und (95) bestehen aus Gliedern , welche teils
periodisch , teils säkular sind . Werden die Aggregate der säkularen Glieder in (89),
(90), (92), (93), (95) mit (— ifi), (e'), (yj ), (e), (a ) bezeichnet , so hat man

(— ip) = 5036'.'95 t — i '.'oyif 2— o'.'oo2G
(e') = £0+ o'.'oös t '1— o'.'o08 P

(96) [A ] = 5024'.'64 f + i '.' i 12f2— oi'ooif 3
(e) — £0—46'.'838f — o'bog ^ + o'.'ooiG
(ffl) = 13'.'417 t — 2'.'380 1*— o'.'oo 1V

Man nennt (— </)) die Lunisolarpräzession in Länge , (e') — «0 die Luni -
solarpräzession in Schiefe , [A ) die allgemeine Präzession in Länge , (e) die
mittlere Schiefe der Ekliptik zur Zeit 1850 + ^ [a] die Präzession durch
die Planeten . Die periodischen Glieder der Gleichungen (89), (90), . . . , (95) be¬
zeichnet man als Nutationsglieder .

An dieser Stelle mögen auch die aus (37) und (37 11) für jt und II folgenden
Formeln angegeben werden . Berechnet man nämlich mit Hilfe der genannten Glei¬
chungen für drei verschiedene Werte von / , z B . für t — — i , 4- 1, -(- 2 die zu¬
gehörigen Werte von 2t und JT, so lassen sich diese durch die Formeln darstellen

n = 47'.' i42 1— o'.'o34 1*
H = iJ3°2q ' 4o'.'7 — Sbq'.'ot — o'.'oj t2

Hier wird also st negativ gerechnet , wenn t negativ ist .

30 . Änderung der Fundamentalebene . Bisher ist die Ekliptik der Epoche
1850.0 zur Fundamentalebene gewählt und t von 1850.0 an gezählt worden . Es
sollen nun die Formeln abgeleitet werden , welche an Stelle von (96) und (97) anzu¬
wenden sind , wenn die für eine andere Epoche gültige Ekliptik
als Fundamentalebene angenommen , und die Zeit von dieser 8-
neuen Epoche aus gezählt wird . Um zunächst die Formel für
die allgemeine Präzession zu erhalten , gehe man von Fig . 8 aus ,
worin die größten Kreise yA 0, NA 1, HA ^ die Lage des mitt¬
leren Äquators zu den Zeiten 1850.0 , 1850 + ^ , 18504 - 4
darstellen sollen , während 7)2Ea, JJ, A, , D3E2 die für die eben
angegebenen Epochen gültige Ekliptik bezeichnen . Es ist dann
I)l7 — DlY, die aus der dritten der Formeln (96) für t = tl D3
folgende allgemeine Präzession , bezogen auf die Ekliptik von
1850, und HjY, — D3y2 die zu suchende allgemeine Präzession für das Zeitintervall
4 — 4 , bezogen auf die Ekliptik zur Zeit 18504 - 4 - Man hat aber

TK-p - 7>3y2— A,7), 4- 74y, - 7474 - D,y2



94 Kapitel V [§30

Nun ergibt sich aus den Formeln (97), daß selbst , wenn die Ekliptik D2E2 dem
Jahre 1950 entspricht , also t = 1 ist , der Winkel zwischen D2E2 und J)„Ea nur
47" beträgt , und der Bogen 71,D., = Shp'.'o ist ; unter diesen Umständen kann man
TI,D , + 1),,T)l — D3Di , also

TJr D, - D3D2 = D2Di = Ay - 7>. y
setzen . Somit wird

D3̂ ~ Di {> = A 'v - 7>2y2 - (A 'v - 77 u )

Die Differenzen 7)2y — AU ||nd 79, '{ — AU shid aber mit den aus der dritten
der Fonnein (96) für t — t2 = tx [t2 — tx), bzw. t = tl folgenden Werten von (A
identisch . Bezeichnet man den für (A gegebenen Ausdruck mit / '(f), so daß also

AO = 5024'.'64f + i'.' i 12U — o"ooi f3
wird , und setzt

2̂ == B
so erhält man

AU - Au = m + A- AU
Zur Abkürzung werde nun AU — AU == (̂ 7)r gesetzt ; der 7’aptorsche Satz

gibt dann
(Ar = (5° 24"64 + 2,.'224fI — o'.'ooa

+ (l"lI2 — o'.'o03 f, )x2— o'.'oo 17;3

Für den Winkel (e), den die irgend einer Epoche 1850 + t entsprechende Ekliptik
mit dem für dieselbe Epoche gültigen mittleren Äquator bildet , wurde in (96) die
Formel erhalten

(t ) — sa — 46'.'838t — o'.'oo972+ o'.'oo 173

Wird der auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Ausdruck mit E (t)
und der für die Epoche 1850 -fA = 1850 + + r gültige Wert yon (e) mit (e)z be¬
zeichnet , so hat man (s)t = F [ts + r ), also nach dem Taylarschen Satz

(99) (e)z = ea — 46'.'838 — o'.'oo9tl + o'.'oo 1f3
— (467838 + o'.'o 187 — o'.'oo3 tl 'jT
— (o'.'oog — o','oo3 7 )r 2+ o'.'oo 113

In Fig . 9 mögen YÄ0, ]SrAI, HA 2 dieselbe Bedeutung haben wie in Fig . 8, ferner
stelle EE OJ bzw. EE t die Lage der Ekliptik zu den Zeiten 1850.0 und 1850 + 7

dar . Um nun den Bogen Yr G, also die Lunisolarpräzession in Länge
Fig. 9. für das Zeitintervall 7 — 7 bezogen auf die Ekliptik zur Zeit

F 1850 + 7 zu erhalten , gehe man von der Gleichung ’{1G = 7A , —EG
/ \ aus . Der Bogen E 'f1, der früher mit b bezeichnet wurde , ergibt
A sich aus der Formel (91), indem man t = 7 setzt und auch für t//

und Ue = («') — £0 ihre aus den zwei ersten der Gleichungen (96)
für t — t1 folgenden Werte substituiert . Setzt man ferner HG — a(2),
EG — b'-Kso erhält man aus den Gleichungen (34) die entsprechenden
für tang | (6(2)+ a(2)) und tang [ (+ >— atü) , indem man in ersteren

den Größen «' und th ihre für t — t2 gültigen Werte E0HA 2 und y 77 beilegt , da¬
gegen die zur Bestimmung der Lage von EE J zu EE a dienenden Winkel u, und 77
ungeändert läßt . Der Wert von d. h. die Länge des Bogens EG folgt demnach
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unmittelbar aus (91) , indem man das in dieser Gleichung explicite vorkommende ,
von der Entwicklung der Größen yrsin / I und n cos / / herrührende t — tl setzt ,
aber für tp und /1 t ihre aus den beiden ersten der Gleichungen (96) folgenden , für
t = t2 gültigen Werte substituiert . Wenn also der aus (91 ) durch die Substitution
1 = 1, erhaltene Wert von b mit (p [t) bezeichnet wird und denmach

(p {t) = 180 0 — 11 + ip + i2 " T, it , + o'.'453 ^ + [6.71873 — Io ]^ tp +
+ [6,,2132 — loj ^ z/ e + [3„5i85 — io ]^ (/' + [5«4747 — io I^ ^ 2

ist , wo th und .-It Funktionen von t sind , so hat man EG = c/>(4 ) = f (t1 -j- r ) und
E ~{t folglich ergibt sich Y, G = tp (p ) — (/) (#, + *)• Bezeichnet man nun

Y, G mit (— ip)r , und bedeuten | , . . . die für t = tl gültigen Werte

der Differentialquotienten von <p (t), so wird

= (? # )/ *

Aus der Gleichung für cp{t) folgt aber mit Vernachlässigung sehr kleiner Glieder

(777 ), = {1+ [6-71873 ]^ + [3„5185 ]^ } j + [5»77 57j ^ '/k (4 f )

föA = (HI + [5-‘776]̂ (^ ),
/ 3̂y\ _ /^> \
Ug /, ~ \ dt 3)^

wo die für t = tz gültigen Werte von ip und seiner Differentialquotienten mittels
der ersten der Gleichungen (96 ) zu berechnen sind . Durch Substitution der Werte
der Differentialquotienten von <p in die Gleichung für (— ip)c erhält man schließlich

(i°o ) (— tp)t = (5036795 + 074947 , — o7ooi 7[) r
— (i7o7 1+ o7oo3 t, ) 7:2 — o'.'ooz c3

Die Differenz E ^GA ^ — E iy i A I (Fig . 9) stellt die lunisolare Präzession der Schiefe
der Ekliptik in derZeit t2 — 7, bezogen auf die der Epoche 1850 + 7, entsprechende
Ekliptik dar . Um den Winkel E IVIAI zu erhalten , hat man in der Gleichung (41 )
7 = 7, zu setzen und auch für xp und s' ihre aus den beiden ersten der Gleichungen
(96) für 7 = 7, folgenden Werte zu substituieren . Mit Hilfe einer ganz ähnlichen
Schlußweise , wie sie vorhin bei der Berechnung des Bogens EG aus der Gleichung
(91 ) angewandt wurde , ergibt sich ferner , daß man den Winkel U, G + erhält , indem
man in der Gleichung (41 ) das explicite vorkommende 7 = 7, setzt , dagegen für tp
und s' ihre aus den zwei ersten der Gleichungen (96 ) für 7 = 7, sich ergebenden
Werte einführt . Setzt man also

« ' + qA + t \ + pA *P + pJ \ <P — K P * = yJJ ),

wo t ' und xp Funktionen von 7 sind , so ist E t GA 2 — E l ''(l A l = 2 (7, + r ) — + 7, )•
Man setze nun

E, GA2— Ely 1Al = (Vs ),
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und kennzeichne die für t — t, gültigen Werte der Differentialquotienten von x durch
den angehängten Index i ; es wird dann

Aus der Gleichung für x (t) folgt aber mit Übergehung unbedeutender Glieder

(w ), ” iw ), + ^ '■+ y-‘:) ( ji ), - '!■’■ (£i (')i

(djx \ _ (d 3e'\
\ dti [ dt 3).

Die Differentialquotienten von ip und e' sind durch die zwei ersten Gleichungen (96)
bestimmt ; mit Rücksicht auf eine später abzuleitende Formel soll aber an Stelle der
zweiten der Gleichungen (96) die aus (76), (79), (87) und (88) mit Berücksichtigung
der vierten Dezimale folgende

(«') — e0-{- o'.'oö ^zt 2 — d.'oojSt 3

angewandt werden . Man erhält dann

(101) = (o'.'oösz — o'.'oogqfjr 2— o'.'oo78r 3

Da {Ji )t der Definition nach gleich E l GA 2 — E 1'i IAI ist , und Eiy 1AI den aus
der vierten der Gleichungen (96) für t — tJ folgenden Wert von («) bedeutet , so er¬
gibt sich, wenn der Winkel E 1GA^ mit (e')r bezeichnet wird ,

(102) (e')r = s0— qö'.'SßSf, — o'looqt ] -f- o'.'oo 11]
+ (o'.'oös — o'.'oogfjr 2 — o'.'oo8r 3

Der in Fig . 8 mit Gy, == Uy 2— HG bezeichnete Bogen stellt die Präzession
durch die Planeten in dem Zeitintervall — tt bezogen auf den Äquator zur Zeit
1850 -f- 4 dar . Uy 2 folgt aus (94), wenn das in dieser Gleichung explicite auftretende
# = 4 gesetzt wird , und auch für ip und Ae — (e' ) — ea ihre aus den zwei ersten
der Gleichungen (96) für t — t2 folgenden Werte ip̂ und z/ e2 substituiert werden .
Um HG zu erhalten , hat man in (94) wiederum ip = t//2, Ae = Je Q, dagegen das
explicite vorkommende t = tz zu setzen . Wenn also der aus (94) für tp = <A ,
A e = Ae^ folgende Wert von a mit F (t) bezeichnet wird , und demnach

F (t) = i3 "4 i7 #-(- o'.'493U + [6.75619 — io ]f i//2+ [6)ti 758'— io )tAe 2-\-
+ [3«5873 — io ]Ui//2+ [5„5i22 —

ist , so folgt

o ' - = ^ + i ) - ^ -) = (SV + tÜA ’ '
Hierbei genügt es

/ dE \
\ dt ~) = UGG + o'/gSö 4 + [6 .75619 ] ^ -f- j3,,8883 ;4 (/'2+ !5«5I22 ] </j2

( d 2F \ ^ ° "986 + [3)18883] (/ 2̂
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zu setzen . Ferner hat man

6 ’

also mit Berücksichtigung der ersten der Gleichungen (96) und mit Vernachlässigung
sehr kleiner Glieder

xf)2 = — sosö '.'gs t1+ i '.'oy 1^ — sojö '/gs r + 27142^ r + d.'o ; 1r 2
= + 12370#; + 24670#̂ + 12370r 2

Wird der Bogen Gy 2 (Fig . 8) mit [a)t bezeichnet , so erhält man schließlich

(io 3) [a)t = (137417 — i7887 #i )t — (27380 + o7ooi #Jr 2 0.001

Fig . 10.

In Fig . 10 werde die Lage der Ekliptik zu den Zeiten 1850, 1850 + Ki 1850 + #2
durch die größten Kreise EE 0, EE t , D3E2 dargestellt ; Y, Yt , Y2 mögen die bezüg¬
lichen mittleren Äquinoktien bedeuten . Mit Hilfe der Gleichungen (97) läßt sich
die Länge des aufsteigenden Knotens der Ekliptik zur
Zeit 1850 -(- # auf der Ekliptik EE a, von dem mitt¬
leren Äquinox Y aus gerechnet , und der Winkel zwi¬
schen EE a und der Ekliptik zur Zeit 1850 + 1 be¬
stimmen . Es soll nun der Bogen 180° — T\ Y, = / /r ,
d. h . die Länge des aufsteigenden Knotens der Ekliptik
zur Zeit 1850 + #2 auf der Ekliptik EE z, gerechnet von
Yj aus , und der Winkel EtI )?/73== 7t r bestimmt werden .
Es ist D3y i — D3E Ey t . Bezeichnet man die aus
den Gleichungen (97) für bzw. t = t2 folgenden
Werte von JT und 71 mit / lT, 7tI, bzw. JJ2, 7t2, so
ist in dem Dreieck D3ED 2 die Seite ED 2= 77, — JT, . ferner ist der Winkel bei
Z>2 gleich 1800 — ;t 2, und der Winkel bei E gleich 7t1. Somit hat man , wenn der sin
mit dem Bogen vertauscht wird ,

D, E = — in , — JTJ

Ferner folgt aus einer der Napierschen Analogien

cos \ [D3E — D3D2)tang i ?rT=

oder hinreichend genau

Demnach wird

cos KAK + D IJ2)

7t r - 7t- 'IX-

tang \ [/ t2 TT, )

de = — Ar - Jt ) = >1 - A + (A - A
7t 2 tt 1 * ■ ‘ - - 7t 2 — 7t 1

Den Gleichungen (97) zufolge ist aber , wenn t2— #, = x gesetzt wird ,

TT1 — A — (86970 -f o7i4 #, )t + o7o 7 r 2
^ 1 = (47 " i 42 — 07034 t , ) #,

7t 2 — 7t l = (477142 —; o 7o 68 t1) x — o7o34 r 2
de Ball , Sphär . Astronomie . 7



98 Kapitel V 31

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich mit Vernachlässigung sehr kleiner
Glieder

- 5 - = (1+ ^ E3i- ,, + ^ £a _r)i/r3 — tTj \ 47-H 2 47-142 / ^
Somit wird

7)3E = 86g'.'o tz + o'.'y7 tl + (Sög'.'o + o'.'84 ^ ) r + o'.'oy t 2

Bedeutet ferner den aus der dritten der Gleichungen (96) für t = fol¬
genden Wert von (W ), so ist

7ty — ^ 1~ M )i !

da aber E l = 1800'— ITI ist , so erhält man aus der letzten Gleichung

Ey z = 1800 - If x — {A \
Es ergibt sich also

II t = 1800 - ZI3E - Ei x= 77, + (A \ - I )3E ,

oder nach Substitution der Werte von 77, , {A )l und D3E
n t — 173° 29' 40'.'7 -f 3286'.'6 tx-)- o!'27 tx — (Sög'.'o + o'.'84 fj r — o'.'oy

104 n t = (47"142 — o'.'o68 )v — o'.'o34 r 3

31 . Die Änderung der Lage des mittleren Äquators und Äquinoktiums
in bezug auf die einer beliebigen Zeit entsprechende Lage des mittleren
Äquators und Äquinoktiums . In Fig . 11 mögen EE X und EE 2 die Ekliptik für

1850 d- f, , bzw. für 1850 + 7,, und AA 1 und AA 2 die
üg ' m entsprechende Lage des mittleren Äquators darstellen .

Da sich späterhin ergeben wird , daß y i A und GA nur
wenig von 90° abweichen , so setze man yi A = go° — p ,
GA — go° — q. Ferner setze man y xG = 1', AXAA2
— n , E xy iA — e , E XGA = e 4 s , wo T und Ae
mit den durch die Gleichungen (100) und (101) be¬
stimmten Größen (— ip)t und (Ae )t identisch sind , wäh¬

rend unter e der aus der vierten der Gleichungen (96) für t = t1 folgende Wert von
(e) zu verstehen ist . Aus dem Dreiecke A Gy i folgt dann

COS ff I Ä / /

tang i [p — q) = -- C0?i Lj t— tan &Ä ' = cos t tang {V — sin « taug | Ai taug | V
Da

tang \ V = | Z' + ^ r 3, tang ~Ae tang -Z — \ Ael '
gesetzt werden kann , so wird

tang { (i? — q) = i / ' cose + ~ l ' 3cose — \ AeV sins
Man hat aber hinreichend genau

Kt »— 9) = taug 1 (7»— q) — \ tang 3Kt »— q) = tang 1 (7? — q) — 2\ l ' 3 cos 3«
Mit Rücksicht auf die vorige Gleichung erhält man demnach

«

(105) p — q = 1' cose — ~Ael ' sin « + + Z3 cos « sin 2«

Trägt man jetzt auf AA2 von A aus den Bogen Ad — Ay x ab , so ist y2d
gleich dem Bogen , um den sich das Frühlingsäquinox y , innerhalb der Zeit — t1= r
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auf dem der Epoche 1850 + 4 entsprechenden Äquator bewegt hat . Da G'f„ gleich
dem durch die Gleichung (103) bestimmten Bogen [a)t ist , so hat man , wenn Y./ /
mit m bezeichnet wird ,
(106) m = p — q — (a)t

Ferner erhält man aus dem Dreiecke AGy i

sin ln cos l (p + q) — sin l V sin [e de )

Da aber p + 7 , wie sich gleich zeigen wird , sehr klein ist , so kann

COS l {p - \ - q ) = 1

gesetzt werden . Setzt man außerdem noch

so folgt

Nun ist

sm \ l ' = IV
sin (e + } Ja ) = sin a - Je cos £,

sin | n = H ' sine + f / 'a/ e cose — / ' 3 sine

i « = sin ' n + i sin + 11= sin | n + sin 3e ,
somit ergibt sich

(107) n — 1' sine + 11'Je cose — J4/ ' 3 sine cos 2e

Endlich folgt aus dem Dreiecke A Gy I

, I , , v sin IJe tang - Je
t«"8 S(r + 7) = - iEÜ + T ^ j c<lls ■'
Es ist aber Je sehr klein im Verhältnis zu V und folglich auch [p + q) ein

kleiner Winkel ; demnach erhält man aus der vorigen Gleichung , wenn noch
tang - T = \ V gesetzt wird ,

2 Je
+ 7 sine

oder , mit Berücksichtigung von (107),
/ o \ 1 2 zl £(108) p + q = — —

In den Gleichungen (105) und (107) ist der vierten der Gleichungen (96) zufolge

e = e0 — 46I838 4 — o'.'ocg f2 + o'.'ooi 43
und demnach

sin e = sin ea + [6„356i7 ]4 cos£0 = 19.599981] + 6„3i87o ]4
cose = cose0+ [6.3561714 sin ea = [9.962533 ] + l5-956i5 ]^

zu setzen , wo die in Klammern stehenden Zahlen Logarithmen bedeuten , deren
Numeri in Teilen des Radius ausgedrückt sind . Führt man ferner an Stelle von V
und Je die durch die Gleichungen (100) und (101) bestimmten Werte von (— ip), ,
bzw. [Je )t ein und substituiert für (a)t seinen Wert (103), so erhält man aus den
Gleichungen (105) bis (108)

p — q = (4620763 + 07908 4 — o7oo 142) r — (07982 + o7oo3 4 )r 2+ o7o35r 3
m = (4607721 + 27795 4 — o7ooi 42) r + (17398 — o7oo2 4 )r 2+ 07036 r 3
n = (2005716 — 07852 4 )r — (07426 + o7ooi 4 )r 2— 07042 t 3

P + q = — (13"4 1 — i "93 ^ ^ + 1''60 r 2
1*
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Hieraus folgt noch

1> = + (2303 "61 + 1"42 ) r + o'.'31 r 3
^ IO' <1 — — (231 •j'.'oz — o'.'51 ) r + i "29 r 3

32 . Präzessionsformeln , gültig für das tropische Jahr als Zeiteinheit .
In den Formeln (98) bis (110) bedeutet tz die von 1850.0 bis zur neuen Anfangs¬
epoche 1850 + fj , und r die von 1850 + t1 bis 1850 -)- 4 verflossene Zeit , ausgedrückt
in julianischen Jahrhunderten . AVill man aber das tropische Jahr als Zeiteinheit
wählen , so ist zu berücksichtigen , daß die Länge desselben veränderlich ist , aber nur
in so geringem Grade , daß man für die Zeit von 1750 bis 1950 unbedenklich ein
julianisches Jahr = 0.9999786 tropisches Jahr annehmen kann ; man hat also die

Koeffizienten von und von t mit _° '99997 8 zu multiplizieren , die Koeffizienten
2 100 L

von tf und r mit | -- '99997— j ) llsw Bedeutet ferner t0 die vorhin mit 1850 +
bezeichnete neue Anfangsepoche und t die Epoche , für welche man die Werte der
aüf der linken Seite der Formeln (98) bis (110) stehenden Unbekannten sucht , so ist
in den genannten Formeln i', durch t0 — 1850 und r durch t — t0 zu ersetzen , wo
nun tQ— 1850 und t — t0 als in tropischen Jahren ausgedrückt zu denken sind .
Für das Resultat der Rechnung ist es aber gleichgültig , oh die Gleichungen (98) bis
(110) in der eben angegebenen oder in folgender Weise geändert werden : Man multipli¬
ziere die Koeffizienten von tl und 1 mit 0.9999786 , diejenigen von f3 und 1 mit

(o.qqq0786 )3, . . . , und ersetze t- durch —- — -° und r durch ^— —•' / 7 7 IOO IOO
Auf diese Art ergehen sich die folgenden für das tropische Jahr als Zeit¬

einheit gültigen Formeln :

/ f , // 77 t , — 1850 „ It . — i850 \ 2-| £ — t
(- « .= [ 5036 .84 + 0.494 — ^ - - 0.00 . ( | 0Q ) J

— [ iCoyi + 0C003 f4 - ^ 52 ]L IOO J \ ICO / \ IOO /

(F)^ 23(>27' 3i "68 - 46'.'837 - o'.'oog (^ ” 0̂ 5° ) + o'-'ooi (4 ^ 0)

+ [o"o65 - o'/oog ( ^ °) - o'/oos )^ ) 3

(̂ i = [5024:'53+ 2"224 -̂̂ 50_ o„oo3 |
, f 7, fo — ^ so ' l / < — f0 \ 2 „ ( t — toV+ I . I I 2 — o.003 — ----- ----- - — 0.001 ----L IOO I \ IOO I \ IOO /

7 1 O ' 7 7-4- 0 4-770 i8 50 „ It — i850 \ 2 , „ / t — i 85o \

^ = 23 27 31.68 - 46.837 — ^ - 0.009 ( IOO ) + 0.00 ,
f A"o I " o #o — 1850 „ / f0 — i85o \ 2‘] f

- p & sj ? + » . cs — o - -0 . 003 ( — | -

1 -7 -7 ^ S 0 ! / ^ - ^o \ 2 , -7 It — toX

- | o . oog - 0 . 003 — ( “TSr ) + ' 00 .

IOO

IOO
13
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M , = f . 3"4 . 7- . "887<°- ^ 0l ^ - f 2:-38o+ o"oo , <- l850 ] (<- <-) ,- o:oo . (^ ) 1I. IOO J 100 L ioo J \ ioo / \ IOO /

”• = [ « " , 4 ' - 0"068 - 0"° « f^ )

» , = , 73 - 29 ' 4077 + 328675 + o72 7 -

- [ 86970 + 0784 i ^ i .8-50] ^ - o7oj (l ^ ) 'L IOO J IOO \ IOO /

\ Z " , " n ô— i8 5° " / ô— 1850\ 2'M — 4p —r/ = 4620 .53 + 0.908 0.001 --------— ) - -
L 100 \ IOO / J IOO

r „ Q , „ tQ— 18501 it — 0̂\ 2 . »
- [0.982 + 0.003 - - c - - 1 ( 100 ) + 0.035 ( — )

,„ = [ 46077 . , + 27795 iTiSE - of » , ( l- - l84 ° [ ’ l * - SL IOO \ IOO / J IOO

+ [ , 7398 - 07002 ( ' 7^ ' ”) + o7o 36 ( ^ ) '

F " "c, t°~~ l8 50 l t—t0 [ " 47 n 4 —i8 5°1 / —̂^\ 2 " It—toVII = 2005. 12—0. 852 --- 0.426 + 0.001 —- I— -91 —0.0421- 2
L IOO I IOO L IOO | \ lOO/ \ IOO/

, r " " 4 —18501̂ —4 it —toV
[ 3.4 , I-93 j“ I ^ + - -6o (- ^ r )

P = + [ 2303756 + , 742 f. - 152 ] + 7+ + „73, Itzi ) 'I. IOO ] IOO \ IOO /

f 4f, „ 4 — l8 50l t — t0 „ tt — tx1/ = — 2316.97 — 0.5 I - + I. 29 M|_ IOO J 100 \ 100 I

33 . Integration der Differentialgleichungen der Bewegung der kleinen
Achse der Erde . Durch die Gleichungen (89) und (90) ist die Bewegung der
Rotationsachse der Erde in bezug auf die der Epoche 1850.0 entsprechende Ebene
der Ekliptik bestimmt ; es sollen nun die analogen für die kleine Achse der Erde
gültigen Gleichungen abgeleitet werden . Dieselben ergeben sich durch Integration
der Differentialgleichungen (25) , doch ist zuvor der in letzteren vorkommende Quo¬

tient zu bestimmen . Zu diesem Zwecke läßt sich die auf S. 88 gefundene

Gleichung
. . . 3k2Mö C - A
(«) log Cn = 8-22751 — 10

benutzen . Wenn T die Umlaufszeit der Erde in ihrer Bahn und K die Masse der
Erde in Teilen der Sonnenmasse Mq darstellt , so ist bekanntlich *)

P

li^ -—4
T2(! + E )M3

*) Bauschinger, Die Bahnbestimmung der Himmelskörper , S. 133.
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Gauß nimmt E = 1: 354710 und die Umlaufszeit der Erde gleich 365 -2563835
mittlere Sonnentage an . Da wir als Zeiteinheit das julianische Jahrhundert gewählt
haben , so ist

y == 365 - 25638 35
36525

zu setzen ; es ergibt sich dann

. IEMq . 47T 2log ~ — log

n bedeutet die auf die kleine Achse der Erde bezogene Komponente der Kotations -
geschwindigkeit der Erde . Würde man den Sterntag als Zeiteinheit festsetzen , so
wäre n — 27i ', da aber das julianische Jahrhundert als Zeiteinheit gewählt wurde ,
so erhält man , wenn f das Verhältnis eines mittleren Sonnentages zum Sterntag an¬
gibt , ?» = z /r /ü 36525 . Nun ist log / -= o •0011874 , somit wird

log ?» = 5 -36196
k*Mr

Mit Hilfe der im vorigen bestimmten Werte von log ^ 3 und log ?» ergibt sich
aus der Gleichung (a)

C q A = 0 -00328 , (log == 7 -51601 — 10),
also

^ , = 0 -99672 , (log = 9 . 99857 — 10)

Was nun die Differentialgleichungen (25) betrifft , so kann man bei jeder von
ihnen das letzte Glied auf der rechten Seite vernachlässigen ; denn das größte der¬

selben , nämlich cos4 ' j in der Gleichung für , gibt , wenn e = t0,

(-~jr = — 5037" gesetzt und dann integriert wird , nur o"ooo4 1. Die Gleichungen
werden demnach , _ , ,

. , dip L Ad Ide \
Sm£ dt C11 Cndt \ dt )

de ' JJ , A dl . , ddj \
~dt ~ ~Cn + ~CnTt \ Sm* üt ) '

oder , wenn man auf die Gleichungen (26a) Kücksicht nimmt und sin tj = sin t setzt ,

, d <p • , dd 't A d Ide' \
Sin£ Jl “ Sm£ ~df ~ ~Cn di \ dt )

(111) , , , , . 7 7de , A d I . . dip \
dt ~~ AlJ + Cn (ft (Sm£ dt )

Hierin sind </', und tj mit den durch die Gleichungen (89) und (90) bestimmten
Integralen ip und t der Gleichungen (26 11) identisch *}. Setzt man jetzt

( 112 )

*) Vgl . S . 66, Z . 6

11 dtp ,
dt + dÖip

dt
de ' de'. döe 1
dt ~ dt + dt
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so erhält man aus (in ) die folgenden simultanen Differentialgleichungen

A d (döt 'A . , ddipt Ad , ( dt 'A
Cn dt

(US )

Idde 'A . , döipt Ad ( dsA( rf#) me dt Cndt\dt)
A dt . ^ löWA döt 1! A dl . , dilj ,
cn dt \sm£~Tt ) ~ dt ~ ~ c7i dt r m£ dt

Diese Differentialgleichungen lassen sich nach der Methode der Variation der
Konstanten integrieren . Wenn nämlich die rechten Seiten gleich o wären , so würde
man als Integrale erhalten

, ddip z . {Cn \
sm£ ^ r = m sm U / - '7)

(lI4 ) döt \ ( Cn . \
= m cos ( vr ^ - ff ) ’

wo m und a zwei Konstanten bedeuten . Betrachtet man aber m und a als ver¬
änderlich , so lassen sich m sin ff, m cos ff so bestimmen , daß die Gleichungen (114)
auch den Differentialgleichungen (113) Genüge leisten . Nach Substitution dieser
Werte in die Gleichungen (114) erhält man durch Integration die AVerte von dt//,
und d t ' , welche zu ip lt bzw. i ' addiert die Integrale der Differentialgleichungen (25)
darstellen . Einfacher ist der folgende Weg : Aus den Gleichungen (m ) erhält

1 ^ / ^ e \ _ / 1 cotge ' IddY 2__ d I 1 de '
sin t ' dt \ dt f dt \ sint ' dt ) sine ' \ dt ) dt \ sine ' dt

gesetzt und von den Integrationskonstanten abgesehen wird ,
A de '

^ ^ Cn sine ' dt
A I . , dip \

£ = tl + ^ ( Sm£ dt ) ’

oder mit Berücksichtigung der Gleichungen (112) und (114),

A de \ , Am { Cn \
- ^ = - «//, + ^ ^ - - 7 dt + Cn sint , cos y A t ffj

, , A . , dijj Am . {Cn \

Aus den Gleichungen (89) und (90) folgt aber mit Vernachlässigung aller für das
Folgende bedeutungslosen Glieder

dt ', . ^ diL „ . . die „ . r . - d [2C -\- g \
— — 0.552 sin 2 L —jj — 0.088 sin 2C~j (-- ° -011 sin 2C+ dl ^

dQ ,, . - r. d \zc — it )
— 9'.'2io sin 12 — 0.018 sm 2c — it \ —-—^ - -

dw „ „ T dzL , „ dzc ,
^ = — 5036.95 + 1.271 cos 2L ~dt + 0. 204 cos zc -jjA -

+ o'.'o26 cos ' 2C+ // :d 2Cdj - °- + 17"224 cos 9. + o’.'o34 cos 2c— -Q d —-jj“
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In den Gleichungen (89) und (90) ist das julianische Jahrhundert als Zeiteinheit

gewählt worden ; es bedeuten also in den vorigen Differentialgleichungen ~dT '
die in Teilen des Radius ausgedrückten Werte der mittleren Bewegung von 2L ,
2c , . . . in einem julianischen Jahrhundert . Auf S . 85 sind die Produkte aus diesen
Werten und arc 1" mitgeteilt ; dividiert man dieselben durch arc 1", so ergehen sich
die folgenden hier anzuwendenden Werte der Differentialquotienten , bzw. ihrer Loga¬
rithmen

diL . dHlos dt = 3.0992 log ^ " = i „5284
d [2c — n ]- 4-2262

. dzc
1og ^ r = 4.2253
. d [2C - \- g ]
log — jr - = 4', 00i

Ferner folgt unter Anwendung der auf S. 102 gegebenen Werte von A : C und n ,
wenn sin e' = sin «0 gesetzt wird ,

A1 AI( ) ()■-----0 C11 sin e' 5.0366 — 10 , log -Q - sin «' = 4-2366 — 10

Somit erhält man als vollständige Integrale der Differentialgleichungen (m ),
bzw. (25)

— xp= — ipl — o'.'ooS sin 2L — o'.’o 16 sin 2c — o'.'oo3 sin [2e + <7]+ o'.'oo3 sin 12—
„ . r rVi , Am I Cn \— 0.003 sm 2c — n + ^ , cos | -= t — alJ 1 11 Cn sm e \ A /

115)
t ' = — o'.'oog + o'.'oo3 cos 2L o'.'ooö cos 2c -+• o'.'oox cos [2e + g] —

Am . iCn„ n , " r rv , Am Cn * \— 0.001 cos 22-4- 0.001 cos 2c — 2214- sin — t — u ,s Cn \ A /

wo m und <x die Integrationskonstanten bezeichnen . Die Periode der beiden von

Nimmt man den Sterntag als Ein -t — a abhängigen Glieder ist gleich 27cA

tig . 12.

Cn
heit , so ist n — 2tc \ die Periode ist also gleich
0.99672 = Hf Sterntage .

Die Werte von m und u sind durch die Be¬
obachtungen zu bestimmen ; in welcher Weise dies
geschehen kann , soll jetzt gezeigt werden . Es
sei (Fig . 12) Z der Pol der festen Ekliptik AAf ,
und A der zugehörige Frühlings Tag - und Nacht¬
gleichepunkt . ZA sei der Punkt , in dem die ver¬
längerte kleine Achse der Erde die Sphäre trifft ,
und NF der größte Kreis , in dem die zur kleinen
Achse der Erde senkrechte Ebene die Himmels¬
kugel schneidet . Ferner sei Z [ der instantane
Drehungspol der Erde und NXF X der zur Rota -
tionsachse senkrechte instantane Äquator . Es ist
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dann ZZ ' — e', ZZ [ — t [, NX = — ifj, N1X = — ip It also NN T und somit auch der
Winkel Z 'ZZ ' = ip, — ip. Wenn endlich 0 das Zenit , also Z ' OA den Meridian
eines Beobachtungsortes bedeutet , so stellt NZ 'A — A' Z ' N ' den auf S. 59 mit cp
bezeichneten Winkel dar . Da N der Pol von ZZ ' ist , so stehen NN ' und ZZ '
senkrecht zueinander . Man ziehe jetzt den Bogen Z [t senkrecht zu ZZ ' ; aus dem
Dreieck Z [Zt folgt dann sin Z \ t = sin t \ sin (t/;, — ip) oder , wenn sin = sinP ge¬
setzt wird , ,

ZJ — (ipl — ip) sin e
Ferner folgt aus dem Dreieck Z ' Zt

sin e', cos (i/i, — ip) = cos Z[t sin (e' -)- Z ' t)

Setzt man hier cos (ipI — ip) und cos Z,' t gleich 1, so ergibt sich
Z't = «' — £

Es werde jetzt auf OZ ' der Bogen — OZ [ abgetragen und OZ ' = 90° — <l>,
OC't — OZ [ — 90° — O' gesetzt , ferner werde der Winkel N 'Z 'Z ' mit */ bezeichnet .
Da Z 'Z ; äußerst klein ist und , für die in der Praxis in Frage kommenden Be¬
obachtungsorte , als verschwindend gegenüber OZ ' und OZ ,' betrachtet werden darf ,
so kann man den Winkel Z[ 'C, Z ' = go° setzen ; aus dem Dreieck ZJZ ' P, , worin der
Winkel bei Z ' gleich 180° — (x + (p) und die Seite Z ' cj = ©' — 0 ist , folgt demnach

(£' _ _ Z ' Z ', cos (x + cp)

oder , da Z ’Z) cosx = Z,' t und Z ' Z,' sinx — Z ' t ist ,

Ö>' — 0 — — ZI f cos cp-\- Z ' t sin <p

Nach Substitution der vorhin für Z[t und Z ' t gefundenen Werte ergibt sich also

d>' — Q) = — ((//, — ip) sine ' cos cp-j- (ei — e') An cp

oder mit Einsetzung der durch die Gleichungen (115) bestimmten Werte von ipI — ch
und ei — e'

(116) 0 ' — 0 = cos I—-j- t — cp— -f- o'.'oog sin cp— oi'ooö sin [cp— 2c) —
— o'.'oc>3 sin [cp— 2L ) — o'.'oo 1 sin [cp— 2c —//) -f- o'.'oo 1 sin (cp— O) —
— o'.'oo 1 sin (9 — 2c -f- .0 )

In dieser Gleichung kommt noch die Unbekannte ip vor . Es sei Y, (Fig . 12)
der aufsteigende Knoten der beweglichen , der Epoche 1850 + t entsprechenden
Ekliptik auf dem derselben Epoche angehörigen beweglichen Äquator NF \ es ist
dann N '(t oder der Winkel NZ 'y i gleich dem durch die Gleichung (95) bekannten
Bogen a . Ferner gibt der Winkel YjZ 'Z die Sternzeit des Ortes an ; wird diese mit
0 bezeichnet , so ist = © -j- a. Aus der dritten der Gleichungen (18) in Ver¬
bindung mit (24) folgt jetzt

d <p d [& -j- a) dip
dt ~ Tt = U ~ dt C° Sl ’

also , wenn ip0 eine Konstante bezeichnet ,

<p = 0 -)- a = cp0+ u t —^ cos t ' dt
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Das auf der rechten Seite vorkommende Integral ist verschwindend klein gegen¬
über nt . Setzt man nämlich cos «' = cose0 und berücksichtigt von ijj nur das größte
Glied — 503679f, so wird das Integral gleich — 5036791 cos «0= — 462076 t , wo die
Einheit von t das julianische Jahrhundert ist . Würde man also den Sterntag als

Zeiteinheit wählen , so wäre J“cost ' dt = — o'.' i ^ t , während dann « = 1296000 "
anzunehmen ist . Für den hier in Betracht kommenden Fall kann man demnach
(p = 0 a — cp0-\- nt setzen . Zählt man ferner t von dem Augenblicke an , wo
der Meridian 7t'A des Ortes 0 mit Z 'N zusammenfällt , so ist (p0— o , also
<p = O a = nt . Da a der Gleichung (95) zufolge selbst nach Ablauf eines Jahr¬
hunderts nur i’und eine Zeitsekunde beträgt , so hat man ausreichend genau

cp= Q) = nt

Setzt man jetzt in dem ersten Gliede auf der rechten Seite der Gleichung (116)
tp = nt und in den übrigen (p = G . so wird

(117) Ü>' — (]) = — cos — ° ) 0"009 s n̂ ® — o7oo6 sin & — 2c) —
— o'.'oo3 sin [© — 2L —o'.'oo 1 sin [© — 2c —y + o7oo 1 sin r0 — D —
— o'.'ooi sin [© — 2c -j—£2.

Aus den auf S. 102 angegebenen Werten von (C — A)-\ C und A \ C folgt aber

C ~ A ,1— = 0.00329 (log = 7.51744 — 10)

Berücksichtigt man noch , daß , wenn der Sterntag als Zeiteinheit gewählt wird ,
n — 27t zu setzen ist , so ergibt sich für die Periode des ersten Gliedes auf der
rechten Seite von (117) 303.8 Sterntage = 303.0 mittlere Tage . Nun bedeutet <I>' die
beobachtete Polhöhe und <I> das Komplement des AVinkels zwischen der kleinen
Achse der Erde und der Vertikalen . Da <D für die als starr vorausgesetzte Erde
konstant ist , so müßten die Werte von

(118) O' — o'.'oo 9 sin Ö + o'.'ocö sin 0 — 2c -j- • • • + o'.'oo 1 sin 1© — 2c -)- _Q = <I>"

eine zehnmonatliche Periode zeigen , und man könnte also aus Beobachtungsreihen ,
die sich über diesen Zeitraum ausdehnen , mittels der Gleichung

Am IC — Am r Am IC — A J \
( 119 ) <I> = (l > — ^ cos ( — 3 — nt — uj

die AVerte von m sin u und m cos a ableiten .
Die Gleichungen (89) und (90) stellen die Integrale der Gleichungen (26“) dar ,

und letztere unterscheiden sich von den strengen Differentialgleichungen (26) nur da¬
durch , daß die Glieder

C — A d ldt ' \ C — A . . . IdibV*
\ di ) Cn 81114 0084 Uy )Cn dt

bezüglich
C — A d I . , dtl ' \ C — A , ddi de '

C,r dt (Sm 4 dt ) ~ Cn 0084 dt dt
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vernachlässigt worden sind . Betrachtet man zunächst das erste Glied jedes dieser
beiden Aggregate , so würde man als Zusatzglieder zu den Integralen (89) und (90)
erhalten

C — A de ' C — A . , dip
C11 sine ' dt ^ C11 8111£ dt

Substituiert man hierin die aus den Gleichungen (1x2) und (114) folgenden Werte

von und sin t ' , so ergibt sich , daß selbst wenn der aus den beobachteten

Polhöhen mit Hilfe von (119) berechnete Koeffizient = o'.' i wäre , das durch (89)0 11’

gegebene ip nur die Korrektion o'.'oooS cos t — oj und das durch (90) bestimmte s'

die Korrektion o'.'oooß sin ^ f — oj erfordern würde . Der Beitrag , den die von

(k/ f ) lllÛ A} a^^^nS’oen Glieder geben , ist noch viel geringer . Es beschreibt
also freilich auch die Rotationsachse im Laufe eines (genauer 0.9967) Sterntages
einen kleinen Kreis um ihre mittlere Lage , aber der Radius dieses Kreises ist so
minimal , daß man die Drehungsachse , wenn man von den durch die Gleichungen (89)
und (90) bestimmten Änderungen ihrer Lage absieht , als unbeweglich betrachten kann .

34 . Bestimmung der Mondmasse . Aus den auf S. 86 und 88 erhaltenen
Gleichungen

. 3FJL C — A
108 - C* = 8' 5637 '
. 3lAMr , C — A
108 WTCS = 8.^ 75.

folgt
Mr A * ^ ,
iq ip = u o-33 620 ,

wo Num 0.33620 die zu dem Logarithmus 0.33620 gehörige Zahl bedeutet .
Bezeichnet man die in Einheiten der Erdmasse ausgedrückten Massen von Mond

und Sonne mit Jf , bzw. M ' und ihre mittlei ’en Bewegungen mit u , bzw. so ist

und

Somit ei’gibt sich

M(i + M ') u 2 M

Mc _ M
Mq M '

u M I , 1 \ u XT ^
= 7 + 1/ l1+ M'j ,r = Num°-33620

Da ", = Num 1.12610 und M ' 300000 ist , so folgt

M = 1
81 . 4
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II . Zeitmessung .

35 . Grundlagen der Zeitmessung . Mittlere und wahre Zeit . Aus der
dritten der Gleichungen (18) des § 24 folgt , wenn der Gleichung (24) gemäß r = n
gesetzt wird .

d <p dtp ,
[K] = » - ^ 03 ,
In Fig . 13 sei nun EE a die der Zeit t = o entsprechende Ekliptik und Y das
mittlere Aquinox zur Zeit t = o , ferner mögen EE : und AJ I die Ekliptik , bzw.

den wahren Äquator zur Zeit t — t bedeuten ;
Fig- l3- man hat dann ATY = ip, E0NA I — s', und es

gibt das Yj wahre Äquinox zur Zeit t = i an .
Der Pol des Äquators AAT werde mit Z ' be¬
zeichnet , ferner sei 0 das Zenit eines Be¬
obachtungsortes und demnach Z ' OM der
Meridian und MZ 'y t die Sternzeit des Be¬
obachtungsortes . Wird diese Sternzeit mit 0
und der Bogen Ay , , bzw. der ihm gleiche
Winkel NZ ' yi , wie früher (S. 66) , mit a be¬
zeichnet , so folgt , da NZ ' M — cp ist ,
(p — Q -\ - u -

Man setze setzt e' = eQ-f- z/ e, wo ea die
mittlere Schiefe der Ekliptik zur Zeit t = o

bedeutet ;- mit Vernachlässigung des Quadrates und der höheren Potenzen von Ab
ergibt sich dann

cose ' = cose,, — Ab sine0

Substituiert man diesen Ausdruck und den vorhin gefundenen Wert von <p in die
Gleichung (A), so folgt

r/ (0 - |- a )

A

dt
dtp . dtp .

= n — Ajj cose0 + Ae smf 0

Durch Integration dieser Gleichung erhält man , wenn die Integrationskonstante mit
C bezeichnet wird ,

( 120 ) 0 C + 11t tp cos «0+ smf 0./
Es möge nun 1900 Januar o , o’1 mittlerer Zeit Berlin als Anfangspunkt der

Zeitrechnung gewählt werden und demnach t die seit 1900 Jan . o , oh m. Zt . Berlin
verflossene Zeit und F. li . (Fig . 13) die der Epoche igoo + f entsprechende Lage der
Ekliptik darstellen , ferner werde als Einheit von t ein julianisches Jahrhundert an¬
genommen . Um dann den für die Gleichung (120) zu benutzenden Wert von — tp
zu finden , hat man in der Gleichung (100) = 0.50 und r = f zu setzen und zu
dem damit erhaltenen Resultat die periodischen Glieder der Gleichung (89), deren
Komplex mit ‘1‘ bezeichnet werden möge , hinzuzufügen . In analoger Weise erhält
man aus der Verbindung von (103) mit den periodischen Gliedern der Gleichung (95)
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den Wert von a \ die periodischen Glieder sind jedoch zu klein , um einen merklichen
Einfluß ausüben zu können , und sollen deshalb übergangen werden . Mit Anwendung
des für 1900.0 gültigen Wertes eQ— 2^ 2~]' 8'.'3 ergibt sich demnach

— ip = 5037"2of — i'.'o72 f2+ W
— ip cos «0 = 4621.08 # — 0.983 W cosea

a — 12.47 1— 2.380 #2

Für die Berechnung des in der Gleichung (120) vorkommenden Integrals ist noch
die Kenntnis des Wertes von Je erforderlich . Man erhält diesen Wert , indem man
in der Gleichung (101) #, = 0.50 , r — t setzt und zu dem so für (Je )t sich er¬
gebenden Wert die periodischen Glieder der Gleichung (90) addiert . Es ist indessen
nicht nötig , den strengen Wert von Je anzuwenden , sondern es genügt , Je — 9"2 cos .fi

zu setzen ; benutzt man außerdem noch den Näherungswert — — 5037", so wird

sin ^ y *Je dt = — sin t0j 9'.'2 X 5037" sin 1" cos fi dt

oder , wenn man £2 — £20-\~ ot und , wie auf S . 90 , log£; = i „52 84 setzt , wo a in
Teilen des Radius ausgedrückt ist ,

Sin f„ t J s d t. = n"re0j Je dt = o"oo3 sin 12dt

Hierbei ist für £2 sein der Zeit 1900 + t entsprechender Wert zu substituieren ; das
Glied ist aber so klein , daß es ohne weiteres vernachlässigt werden darf .

Unter Benutzung der im vorigen gefundenen Werte und mit Einführung der
Bezeichnung

(121) lP cos ea = P '

erhält man aus (120)

(122) 0 = C -f- (n -f- 46 o8'.'6i )#+ i'.'397 #2+ P '

Ehe die Bestimmung der Konstanten C und n ausgeführt werden kann , ist zu zeigen,
wie man mit Hilfe der Sonnentafeln die Rektaszension der Sonne findet . In Fig . 13
sei A der Ort der Sonne , H l sei der Pol der Ekliptik EE t , 17, (7 der Breitenkreis
der Sonne , Z ' K der Deklinationskreis des Punktes a und Z ’s der Deklinationskreis
der Sonne . Setzt man y , ff = O, erA = R , Y, s — H , sA = D , so daß O die Länge ,
B die Breite , A die Rektaszension , IJ die Deklination der Sonne , bezogen auf die
Ekliptik , bzw. den Äquator zurZeit 1900 + t. bedeuten , setzt man ferner Y, L— A0,
tff = Do! s 'C — sZ ' C — AA 0, E1Y, H, = r, so folgt aus dem Dreieck YjffT

tangA ^ = cose tangQ
sin J)0 = sin 6 sinQ

Um den Wert von e zu finden , hat man in der Gleichung (99) den für 1850.0
gültigen Wert e0 = 23°27 ' 3i '.'68 zu substituieren , ferner #, = 0.50, x = t zu setzen
und zu dem damit erhaltenen (e)* die periodischen Glieder der Gleichung (93) zu
addieren .
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Durch Anwendung der in § i abgeleiteten Eeihenentwicklung (i8 a) auf die erste
der Gleichungen (123) ergibt sich

(124) Aa = ö A -77 tang 2~e sin20 H--- ^—r, tang 4{ e sin40 — •• •,v ° sm 1 2Sini

wo die von e abhängigen Glieder in Bogensekunden ausgedrückt erhalten werden .
Ferner ergibt sich aus dem Dreieck Z ’An

sin J AQ\ sm B = sin lf l 2 Z ' : cos D0

und aus dem Dreieck I/ ,Z ' 2', worin der Winkel bei Z ' gleich go° + A0 ist ,

sin 17, - Z ' : sin i-, = cos Aa : cos B

Mit Hilfe der beiden letzten Gleichungen erhält man , wenn ainzl A0 — JA a sin 1",
sinH = B sin 1", cosi ? — 1 gesetzt wird ,

sin £ cos .4
| , 35 > =

Nun ist A = A0— AA a. Substituiert man hier für A0 und AA a die Ausdrücke
(124) und (125) und setzt

sin e cos A„ 1 . _ , . 1 , . ,
126) -- 7,—^ B --- .— r, tang 2- e sm 2o + - . - „ tang 4~t sin 40 — ■■■= (>,

cos 710 sin I 0 2 2sin I

so folgt

(127) M = o + $»

Es sei jetzt L die mittlere Länge der Sonne zur Zeit 1900 + t , bezogen auf
die Ekliptik und das mittlere Aquinox der Epoche 1900.0 , ferner bedeute (B ) die
allgemeine Präzession in Länge für das Zeitintervall von igoo .o bis 1900 + 7 (so
daß , wenn y i in Fig . 13 das der Epoche 1900 + t entsprechende mittlere Aquinox
darstellen würde , {yJ) — Ey — Ey j wäre ); es ist dann L + (4 die mittlere Länge
der Sonne zur Zeit 1900 + t , bezogen auf die Ekliptik und das mittlere Aquinox
der Epoche 1900 + t. Hierbei hat man für [yl ] den aus der Gleichung (98) für
t, — 0.50 und t — t folgenden Wert von [y!)t zu substituieren . Um nun die wahre
Sonnenlänge o zu erhalten , sind , der Theorie der Bewegung der Erde gemäß , zu
L A- [B ) folgende Glieder zu addieren : 1. die sogenannte Mittelpunktsgleichung (M ),
2. der Betrag der durch die Planeten und den Mond bewirkten Störungen in Länge
(S) und 3. die Nutation in Länge (v), d. h . die Summe der periodischen Glieder des
für die Bewegung des Äquinoktiums auf der beweglichen Ekliptik gültigen Ausdrucks
(92); es ergibt sich demnach

(125) G = LA - [B ) + M + s A- V

Die Werte von L , M und S kann man den Sonnentafeln entnehmen ; da (yl )
und v bekannt sind , so läßt sich also für jede Zeit der Wert von © berechnen .
Ist dieser Wert gefunden , und hat man mit Hilfe der Sonnentafeln auch den Wert
von B berechnet , so können die Gleichungen (123) bis (127) zur Berechnung von A
benutzt werden .
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Die so erhaltene Rektaszension der Sonne würde aber noch nicht mit der aus
der Beobachtung folgenden übereinstimmen . Der Umstand , daß die Geschwindigkeit
der Erde in ihrer Bahn ein angehbares Yerhältnis zu der Geschwindigkeit des Lichtes
hat , bewirkt nämlich , daß , wenn in Fig . 13 3 den Punkt angibt , in dem die von
einem Orte der Erde zum wahren Orte des Mittelpunktes der Sonne gezogene Gerade
die Sphäre trifft , der Mittelpunkt der Sonne — von der Erde aus gesehen — nicht
mit sondern mit einem Punkte 2"' *) zusammenzufallen scheint , welcher dieselbe
Breite , aber eine kleinere Länge wie 2 hat ; dies wird im 10. Kapitel noch genauer
auseinandergesetzt werden . Man bezeichnet nun 2 ' als den scheinbaren und 2'
als den wahren Ort der Sonne ; dem entsprechend wird die Länge von 2 ' die schein¬
bare Länge und die Rektaszension von 2 ' die scheinbare Rektaszension der Sonne
genannt . Bezeichnet man die scheinbare Länge der Sonne mit ist ferner k die
sogenannte Aberrationskonstante (für welche man aus Beobachtungen den Wert 2o'.'47
gefunden hat ), und bedeutet e’ ein kleines von der Exzentrizität der Erdbahn ab¬
hängiges periodisches Glied , dessen Betrag stets kleiner als o'.'4 ist , so hat man , wie
in § 59 gezeigt werden wird , ©' = 0 — /c+ e' oder , mit Benutzung der Gleichung (128),

(129) q ' — L — k -j- {yl ) + i¥ 4- S + r + e'

Hierbei gibt L — £ + [A ] die scheinbare mittlere Länge der Sonne zur Zeit
1900 + bezogen auf das mittlere Aquinox der Epoche 1900 4- t an . Wird jetzt
die scheinbare Rektaszension der Sonne mit Al bezeichnet , und bedeutet o' den Wert ,
den der in (126) gegebene Ausdruck von o annimmt , wenn G = O' gesetzt wird ,
aber in dem kleinen von 13 abhängigen Gliede die aus (123) für Aa und Da folgenden
Werte beibehalten werden , so hat man für A’ die der Gleichung (127) entsprechende
Gleichung

A ' = o ' 4“ p' = = A — /i' 4" (A ) 4“ Af - I- 'S 4“ ^ 4~ P 4~ (/

oder , wenn die Summe der periodischen Glieder

(130) i¥ -b 'S 4~ r 4- e' 4- (?' = P

gesetzt wird ,

(131) A' = L - k + (A ) + P

Unter Annahme des Wertes k — 2o"47 ist nach den Neivcombschen Sonnentafeln ,
wenn t wie oben die seit 1900 Januar o, oh m. Zt . Berlin verflossene Zeit , ausgedrückt
in julianischen Jahrhunderten , bedeutet

(132) L — kAr (A ) = 279°39 ' 15"54 4- 129602768713 #4- L'oSgU

Denkt man sich diesen und den Wert von P in die Gleichung (131) substituiert , so
erhält man die scheinbare Rektaszension der Sonne . Der dieser Rektaszension ent¬
sprechende Stundenwinkel der Sonne ist © — A’; führt man nun die Bezeichnung ein

© — A' = H ,

so erhält man mit Berücksichtigung der Gleichungen (122), (131) und (132)

( 133 ) H = C — 279°39 ' 15754 - f (re — 129598 159752 ) # 4 - 07308 # 2 4 - P ' — P

*) In Fig . 13 nicht gezeichnet .
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oder , wenn

(i34 ) Ho = C — 279°39 ' i5 '.'54 + (re — 129 598 i59 '.'52)*

gesetzt wird ,

(. 35) H = H0-\- o'.'3o8 t 2+ P ' — P

Der durch die Gleichung (134) hestimmte Winkel Ha läßt sich ebenfalls als
Stundenwinkel definieren . Nimmt man nämlich eine Sonne an, deren Rektaszension
durch den Ausdruck

(136) 2t = 279°39 ' i5 "54 -f 129602 768'.' i3f + 17397T + P '

dargestellt wird , so ist der Stundenwinkel dieser fingierten , sogenannten mittleren
Sonne gleich 0 — 2t; substituiert man hier für 0 und 2t ihre in (122) und (136)
gegebenen Werte , so folgt

(137) 0 - 2t = hro

Den Stundenwinkel H nennt man die wahre und H0 die mittlere Zeit . Den
Moment , wo an einem Beohachtungsorte Ho — 0 ist , und sich demnach die mittlere
Sonne im Meridian dieses Ortes befindet , bezeichnet man als o11 mittlere Zeit oder
als mittleren Mittag des betreffenden Meridians . Berücksichtigt man nun , daß t
von dem mittleren Berliner Mittage Jan . o, 1900 aus gezählt wird , daß also , wenn
t — o ist , für den Berliner Meridian auch H 0 — o ist , so folgt aus (134)

(138) C — 279039' 15754 = 18 1138™ 37?036

Die Zeit , innerhalb deren II 0 um 360° = 1296000 " zunimmt , nennt man einen
mittleren Tag ; für das als Zeiteinheit gewählte julianische Jahrhundert ändert sich
also H0 um 36 525 X 1 296 000" = 47 336 400000 ". Da nun diese Änderung , nach
(134), auch durch re — 129598159752 ausgedrückt wird , so folgt

(139) »2 = 47465998159752

Dieser Wert von re gilt für ein julianisches Jahrhundert als Zeiteinheit ; wird derselbe
durch 36525 dividiert , so erhält man den einem mittleren Tage als Zeiteinheit ent¬
sprechenden Wert re = 1 29954872042 .

36. Sternzeit im mittleren Mittage . Verwandlung der Sternzeit in mittlere
Zeit und umgekehrt . Durch Substitution der in (138) und (139) mitgeteilten Werte
von C und re in (122) erhält man als Ausdruck für die Sternzeit

(140) 0 = i8 h38"’37?Q36 + 47 466 002 768713£+ 1739712+ P '

Wählt man nun einen mittleren Tag als Zeiteinheit und dividiert demnach die Koeffi¬
zienten von t und t2 durch 36525 , bzw. (36 525)2, dividiert man ferner noch die in
Bogensekunden ausgedrückten Koeffizienten durch 15, so wird , wenn d die seit 1900,
Januar o , oh m. Zt . Berlin verflossene Zeit , ausgedrückt in mittleren Tagen ,
bedeutet

(141) 0 = i8 h38'“37 0̂36 + (24h+ 3m56!5554)<f + °6° ^ +
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Setzt man in dieser Gleichung d = o , i , 2 , . . . , so erhält man die für 1900
Jan . o, 1, 2, . . . gültige Sternzeit im mittleren Berliner Mittage . Um die Sternzeit
im mittleren Mittage eines anderen Meridians zu finden , berücksichtige man zu¬
nächst , daß , wenn l den Längenunterschied eines Ortes gegen Berlin bedeutet , und
l positiv oder negativ gerechnet wird , jenachdem der Ort westlich oder östlich von
Berlin liegt , die dem mittleren Mittage des Ortes entsprechende mittlere Berliner
Zeit gleich l ist . Übergeht man nun die kleinen , von d2und P ' abhängigen Glieder
der Gleichung (141), so ergibt sich , daß im Laufe eines mittleren Tages die Sternzeit
der mittleren Zeit um 3m56*555 vorauseilt . Wenn also l in Teilen eines Tages
ausgedrückt wird , so hat man , um die für den in Frage kommenden Ort gültige
Sternzeit im mittleren Mittage zu erhalten , zu der für den Berliner mittleren Mittag
gültigen Sternzeit l X 3'"56055 hinzuzulegen . Die für die verschiedenen Stermvarten
anzuwendenden Werte dieser Korrektion findet man im Berliner astronomischen
Jahrhuche angegeben .

Durch Differentiation der Gleichung (141) erhält man , wenn die Änderung von
P ' vernachlässigt wird ,

d0 = J24 11+ 236?5554 + djdd

Setzt man jetzt öd — 1, versteht man also , mit Rücksicht auf die für d gewählte
Einheit , unter öd einen mittleren Tag , so gibt der Koeffizient von öd die im Ver¬
laufe eines mittleren Tages stattfindende Änderung der Sternzeit an . Folglich hat
man , wenn noch ein Intervall von 24 11 Sternzeit als ein Sterntag bezeichnet wird ,

1 mittlerer Tag — 1 Sterntag -f- ^236.5554 + d | Sternzeitsekunden

Unter Vernachlässigung des von d abhängigen Gliedes ergibt sich hieraus

(142) 1 mittlerer Tag = 1.0027379 Sterntag
und somit

(143) 1 Sterntag = 0.9972696 mittlerer Tag

Der Sterntag unterscheidet sich nur wenig von der Zeit , welche die Erde nötig
hat , um sich einmal um ihre Achse zu drehen . Diese Zeit , die mit t ' bezeichnet
werden möge , ergibt sich aus der Gleichung 10r' = 360° , wo co die Winkel¬
geschwindigkeit der Erde bedeutet . Wie schon früher bemerkt wurde , kann oj mit
der auf die kleine Achse der Erde bezogenen Komponente n der Winkelgeschwindig¬
keit der Erde vertauscht werden ; wird für n der oben gefundene , für den mittleren
Tag als Zeiteinheit gültige Wert 1299 548'.'2042 eingesetzt , so ergibt sich (in mittleren
Stunden , Minuten und Sekunden ausgedrückt ) x' = 23 1156'"4*099 = 0.9972697 mitt¬
lerer Tag .

Es läßt sich jetzt leicht zeigen , in welcher Weise aus der Sternzeit eines Ortes
die mittlere Ortszeit und aus der mittleren Ortszeit die Sternzeit des Ortes abgeleitet
Averden kann . Ist 0 ' die einem gegebenen Augenblicke eines Tages entsprechende
Ortssternzeit , ist ferner 0 O die für den betreffenden Tag gültige Sternzeit im mittleren
Mittage Berlin , und bedeutet R die Reduktion von 0 O auf die Sternzeit im mittleren

de Ball , Sphär . Astronomie . 8
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Mittage des Beobachtungsortes , so gibt die Differenz 0 ' — (0 O+ B) die seit dem
mittleren Mittage dieses Ortes verflossene Sternzeit an . Multipliziert man dann
0 ' — (0 O+ .ß ) mit der für das Verhältnis eines Sterntages zu einem mittleren Tage
gefundenen Zahl 0.9972696 , so erhält man die der Zeit 0 ' entsprechende mittlere
Ortszeit . Die Multiplikation läßt sich umgehen , wenn man eine Tafel konstruiert ,
welche für jedes in Sternzeit ausgedrückte Intervall die zugehörige Reduktion auf
mittlere Zeit angibt ; eine solche Tafel findet man in allen astronomischen Jahr¬
büchern mitgeteilt .

Um die mittlere Ortszeit T ' in Sternzeit zu verwandeln , multipliziert man T '
mit der für das Verhältnis eines mittleren Tages zu einem Sterntage gefundenen
Zahl 1.0027379 und erhält damit zunächst die seit dem mittleren Mittage verflossene
Sternzeit ; wird diese zu der vorhin mit 0 O-{- II bezeichneten Sternzeit im mittleren
Mittage des Ortes addiert , so stellt das Resultat die gesuchte Ortssternzeit dar . Zur
Erleichterung der Rechnung gibt jedes astronomische Jahrbuch eine Tafel , aus der
man mit dem Argument T ' den Wert von 0.00273797 ’' entnehmen kann .

37. Zeitgleichuug . Verwandlung der wahren Zeit in mittlere Zeit . Nach
Gleichung (135) hat man , wenn H0 — H in Zeitsekunden ausgedrückt wird ,

(144) H0 — H — — o?o205 r ~{- ~ (P — P ')

Die Differenz H0 — II , welche man zu der wahren Zeit II hinzufügen muß , um die
mittlere zu erhalten , nennt man die Zeitgleichung ; wie man sieht , enthält diese,
außer einem kleinen säkularen Gliede , noch die Differenz der durch die Gleichungen
(130) und (121) definierten periodischen Glieder P und P '. Aus (130) und (121) folgt

(144a) P — P ' — M S v e' ->r q' — lF cos eQ

Geht man nun auf die auf S. 110 und 108 gegebene Bedeutung von v und W zurück
und berücksichtigt , daß cos£0= 0.92 ist , so findet man daß v — P cos ea absolut
genommen kleiner als 2" ist . Was die übrigen in (i44 a) vorhandenen Glieder betrifft ,
so wurde schon oben bemerkt , daß e' <^ o'.'4 ist ; binzuzufügen ist jetzt nur noch ,
daß S sehr klein gegenüber M und q' ist . Um also einen Überblick über den Ver¬
lauf der Zeitgleichung zu erhalten , kann man in (144) P — P ' = Jf -j- o' setzen und
außerdem das säkulare Glied vernachlässigen ; damit ergibt sich als Näherungswert
der Zeitgleichung ^ (M -f- o') oder , da </ nur sehr wenig von dem durch die Glei¬
chung (126) bestimmten q verschieden ist , + p). Dieser Ausdruck soll nun für
das Jahr igoo berechnet werden . Nach den Newcombschen Sonnentafeln hat man
für 1900, wenn g die mittlere Anomalie der Sonne bedeutet ,

(145) Af = 6910" sin f̂ -f- 72" sin 2_9

Ferner ergibt sich aus der Gleichung (126), wenn B = 0 gesetzt , und der für 1900.0
gültige Wert s =- 23°2 7' 8" substituiert wird ,

( HS 11) Q— — 8886" sin 2© + 191" sin 40

Hier soll jetzt an Stelle der wahren Sonnenlänge o die mittlere Anomalie der Sonne
eingeführt werden . Zunächst folgt aus (128), wenn nach Newcomb die Länge des
Sonnenperigäums für 1900.0, bezogen auf das mittlere Äquinox der Epoche 1900.0,
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gleich 281° 13' angenommen und demnach für die mittlere Länge der Sonne der
Wert L — 2810 13' + g substituiert wird ,

O == 2810 13 “I- y “i- 717— S —{—v

Aus der auf S. 11o gegebenen Bedeutung von (yJ) ergibt sich nun , daß [yl ) für
das Jahr 1900 und auch für die diesem benachbarten Jahre sehr klein ist ; vernach¬
lässigt man deshalb [yJ) und auch noch 8 und v, so erhält man O = 281° 13' + g + Jf ,
oder wenn für M das Hauptglied des Ausdrucks (145) substituiert wird ,

O = 281° 13' + + 6910" sinr;

Setzt man jetzt cos (13820” sin #) = 1, sin (13820” sin #) = 13820" sin 1" sin # und
wendet die Formel

sin « cos 5 = | sin (« -\- b) — ~sin [Li— a)
an , so ergibt sich

sin 20 = sin (2# 202°26 ') + 6910" sin 1" sin (3# + 202°2b ') —
— 6910" sin 1" sin (# -(- 202° 26')

In derselben Weise folgt

sin 40 = sin (4# + 44052') -(- 13820" sin i” sin (5# + 44" 52' ) —
— 13820" sin 1" sin (3# + 44° 52')

Diese Ausdrücke sind in die Gleichung (145") einzuführen . Mit Hilfe des damit
erhaltenen Wertes von o und unter Benutzung des in (145) für M angegebenen
Ausdrucks ergibt sich für (M -(- #) d. h. für den dem Jahre 1900 entsprechenden
genäherten Wert (E ) der Zeitgleichung

(146) E = 442i:4 sin (# — o°59 ') + 596*9 sin (2# + 22015') + igfi sin (3# + 21° 17') +
+ 12 8̂ sin (4# + 44°52 ') + o?9 sin (5# + 440 52')

Hierin ist nach Neivcomb

9 = 358° 30-' 8 + (i° — o.' 86)rf

zu setzen , wo d die seit 1900 Januar o, o1“m. Zt . Berlin verflossene Zeit , ausgedrückt
in mittleren Tagen bedeutet .

Berechnet man mit Hilfe der Gleichung (146) die für die einzelnen Tage des
Jahres 1900 und den mittleren Berliner Mittag gültigen Werte von E , so findet man ,
daß die Momente , in denen die Zeitgleichung gleich o ist , auf die Tage April 15,
Juni 14, September 1 und Dezember 24 fallen ; ferner ergibt sich , daß die Zeit¬
gleichung vom Beginn des Jahres bis zu ihrem ersten Verschwinden positiv ist und
hei jedem Durchgang durch den Nullpunkt das Vorzeichen wechselt . Daß die
Formel (146) der Wahrheit schon ziemlich nahe kommt , ersieht man aus der folgen¬
den Zusammenstellung , in der die Zeitgleichung für je vier , den Epochen ihres
Verschwindens , bzw. ihres Maximums naheliegende Zeiten mitgeteilt ist , und zwar
1. nach den im Berliner astronomischen Jahrbuch auf Grund der strengen Berech¬
nung gemachten Angaben , 2. nach der mit Hilfe von (146) ausgeführten genäherten
Rechnung .

8 *
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Zeitgleichung im mittleren Mittage Berlin :

April15 Junii4 Sept . i Dez .25 I Febr . 11 Mai 15 Juli 27 Nov . 3
Berl . Jahrb . + 7?2 — 5*1 + o?4 + 7?6 + i4 m27?2 — 31"49 5̂ + 6m17 2̂ — i6 m20?4
Formel (146) + 6.8 — 3-9 + 0. 1 + 8. 1 , + 14 27.5 — 3 50-5 + 6 17.8 — 16 21.5

38 . Tropisches , siderisches , anoinalistisches Jahr . Normalmeridian . Der
Gleichung (132) zufolge hat man

L — k -\- [-A) — 279°39 ' i5 '.'54 + 129602 768'.' i3f + i '.'oSgt 2

Hierin bedeutet t die seit Januar o, o11m. Zt . Berlin verflossene Zeit , ausgedrückt
in julianischen Jahrhunderten ; k bezeichnet die Aberrationskonstante und L + [yl )
die mittlere Länge der Sonne zur Zeit 1900 + bezogen auf das dieser Zeit
entsprechende mittlere Aquinox . Das Zeitintervall , innerhalb dessen L + (+ ), also
auch L — k + + /) um 360° = 1296000 " zunimmt , nennt man ein tropisches Jahr .
Nun findet man durch Differentiation der vorigen Gleichung , daß die Änderung der
mittleren Länge der Sonne in der Zeiteinheit , d . h . in einem julianischen Jahr¬
hundert , gleich 129602 768713 + 27178< ist ; somit ergibt sich für die Dauer
des tropischen Jahres , ausgedrückt in Teilen eines julianischen Jahrhunderts ,
1296000 " : 129602 768713 + 27178t. Will man aber die Dauer des tropischen Jahres
in mittleren Tagen ausgedrückt erhalten , so ist der letzte Bruch noch mit 36525 zu
multiplizieren ; man erhält damit

(147) 1 tropisches Jahr == [365.242 198 78 — 0.000006 14f] mittlere Tage

Als Beginn des tropischen Jahres wählt man nach Bessel den Augenblick , in
dem die vorhin mit L — k + + / ) bezeichnete scheinbare mittlere Länge der Sonne
gleich 280° = iS140“ ist ; dieser Moment läßt sich in folgender Weise berechnen .
Für 1900, Januar o, oh m. Zt . Berlin hat man , wenn L — k + (yJ) = L ' gesetzt
wird , Z/ — 279°39 ' 15754 = i8 ll 38m37!o36 ; wenn also Br die Zeit bedeutet , inner¬
halb deren L ' um i m22?g64 zunimmt , so bezeichnet Januar o, oh m. Zt . Berlin + z/ t
den Beginn des tropischen Jahres 1900. Da sich L ' in einem mittleren Tage um

129 602 7687i 3 + z 7 i 78 £
- 7 — 3 56-5554 + 0 0̂00000397 #

3 °d 2 5

ändert , so wird , mit Yernachlässigung des minimalen , von t abhängigen Gliedes
Im22sq6zL

J v = -- — = 0.3507 mittlerer Tag
3 56 .555

Das tropische Jahr 1900 beginnt demnach um 1900, Januar 0.3507 m. Zt . Berlin .
Da die Dauer eines tropischen Jahres , der Gleichung (147) zufolge , gleich

365.24219878 — 0.00000614 # mittlere Tage ist , so sind zu Beginn des tropischen
Jahres 1901 seit 1900 Januar o, o’1 m. Zt . Berlin , im ganzen 0.3507 + 365.2422 =
— 365-5929 mittlere Tage verflossen ; das Jahr 1900 hat aber 365 Tage , somit fällt der
Beginn des tropischen Jahres 1901 auf 1901, Januar 0.5929 m. Zt . Berlin . In der¬
selben Weise läßt sich die mittlere Berliner Zeit zu Beginn der übrigen auf das
Jahr 1900 folgenden , bzw. der ihm vorausgehenden tropischen Jahre berechnen ; man
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erhält so als mittlere Berliner Zeit des Anfangs der vier auf 1901 folgenden
tropischen Jahre : 1902 Januar 0.8351 , 1903 Jan . 1.0773 , 1904 Jan . 1.3195 , 1905
Jan . 0.5617.

Der Beginn eines tropischen Jahres ist seiner Definition nach ein absoluter
Moment , d. h . der gleiche für die ganze Erde ; wird also die diesem Moment
entsprechende Berliner Zeit mit % bezeichnet , und bedeutet Z, wie oben , die westlich
von Berlin positiv gerechnete Längendifferenz eines Ortes der Erde gegen den
Meridian von Berlin , so fällt der Anfang des tropischen Jahres auf die Zeit X — l
des betreffenden Ortes . Beispielsweise würde der Beginn des tropischen Jahres 1905
— der , wie vorhin angegeben , auf 1905 Januar 0.5617 m. Zt . Berlin fällt — für
einen 0^5617 westlich von Berlin gelegenen Ort auf 1905 Januar o , o11 mittlere
Ortszeit fallen .

Es soll jetzt der Begriff des Normalmeridians eingeführt werden . In einem
Gemeinjahre versteht man darunter den Meridian der Erde , auf welchem man zu
Beginn des tropischen Jahres Januar o, o11 mittlere Zeit zählt ; in einem Schalt¬
jahre dagegen wird derjenige Meridian der Normalmeridian genannt , für welchen
der Anfang des tropischen Jahres mit dem mittleren Mittage Januar 1 zusammen¬
fällt . Unter Benutzung der oben über die mittlere Berliner Zeit des Anfangs der
tropischen Jahre 1900 bis 1905 gemachten Angaben findet man , daß der Normal¬
meridian im Jahre 1900 um 0^3507, im Jahre 1901 um o^ g2g, in dem Schalt¬
jahre 1904 um 0*3195 und im Jahre 1905 um 0*5617 westlich von Berlin liegt ; der
Normalmeridian nimmt also in jedem Jahre eine andere Lage auf der Erdoberfläche
ein. Bezeichnet man nun die Länge von Berlin , bezogen auf den Normalmeridian ,
mit /c', und wird positiv oder negativ gezählt , je nachdem Berlin westlich oder
östlich vom Normalmeridian liegt , so entspricht der Berliner Zeit X die Zeit % -{- />:'
des Normalmeridians ; für 1900 ist hier dem Yorhergehenden zufolge k' = — 0*3507
zu setzen , für 1901 hat man = — 0*5929 anzunehmen , usw. Wenn ferner die
Längendifferenz irgend eines Ortes der Erde gegen Berlin wieder mit l bezeichnet und
positiv oder negativ gerechnet wird , je nachdem der Ort westlich oder östlich von
Berlin liegt , so ist die der Ortszeit © entsprechende Zeit des Normalmeridians gleich
0 -f- Z+ Zc'. Umgekehrt ist die der Zeit T des Normalmeridians entsprechende Orts¬
zeit gleich T — Z— Zc' ; verbindet man hiermit die oben gegebene Definition des
Normalmeridians , so erhält , man den Satz : Für einen Ort , dessen Längendifferenz
gegen Berlin (Z) in der vorhin festgesetzten Weise gezählt wird , ist die mittlere Orts¬
zeit des Beginns eines tropischen Jahres gleich Januar 0.0 — Z— Zc' in einem Ge¬
mein - und gleich Januar 1.0 — Z— Zc' in einem Schaltjahre . Die Werte von k'
findet man in den Tafeln zur theoretischen Astronomie von J . Bauschinger für die
Jahre 1600 bis 2000 angegeben .

Außer von dem vorbin behandelten tropischen Jahre macht man noch von dem
siderischen und dem anomalistischen Jahre Gebrauch . Unter einem siderischen
Jahre versteht man das Zeitintervall , innerhalb dessen die auf ein festes Aquinox
bezogene mittlere Länge der Sonne um 360° zunimmt . Um die Dauer eines siderischen
Jahres zu finden , bilde man zunächst den Ausdruck für die scheinbare mittlere Länge
der Sonne zurZeit 1900 + Z, bezogen auf das mittlere Aquinox 1900.0 ; dieser ergibt
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sich, indem man von dem in (132) für L — k -\- [A ] gegebenen Ausdruck den von
Newcomb für {yf} angenommenen Wert subtrahiert. Man erhält so

L — k — 279°39' 15754+ 129 597 743720*—o7o20*2

Hieraus folgt, daß die Änderung, welche L — also auch L in einem julianischen
Jahrhundert erfährt , gleich 129597743720— 07040* ist. Die Dauer eines siderischen
Jahres , ausgedrückt in Teilen eines julianischen Jahrhunderts , ist demnach gleich
1 296000 " : 129 597 743720 — 07040 *. Multipliziert man diesen Quotienten mit 36 525 ,

so erhält man die Dauer eines siderischen Jahres , ausgedrückt in mittleren Tagen,
und zwar wird

( 148 ) 1 siderisches Jahr = (365 . 25636042 + 0 .000000 11 *) mittlere Tage

Als anomalistisches Jahr bezeichnet man die Zeit , innerhalb deren die
mittlere Anomalie der Sonne um 360° zunimmt. Nach Newcomb hat man

QlQ ) 1 anomalistisches Jahr = (365 . 259641 34 + 0 .00000304 *) mittlere Tage .

Kapitel VI .

Berechnung der Kulminationszeit und der Zeit des Auf- und Unterganges
eines Gestirns.

39 . Kulniinationszeit . Für verschiedene Zwecke ist es notwendig, im voraus
die mittlere Zeit der Kulmination eines Gestirns und auch die für diese Zeit gültige
Kektaszension und Deklination des Gestirns zu kennen. Um an einem Beispiel zu
zeigen, wie man zu dieser Kenntnis gelangt, soll zunächst für den Pariser Meridian
die mittlere Zeit der auf den 5. April 1910 fallenden oberen Kulmination des Mondes
berechnet werden; hierbei wird der in § 16 gefundene Satz benutzt, daß die Stern¬
zeit der oberen Kulmination eines Gestirns gleich der Bektaszension des Gestirns
zur Zeit der oberen Kulmination ist. Geht man nun in erster Näherung von der
Annahme aus, daß die obere Kulmination des Mondes auf April 5, i2h mittlerer Zeit
Paris falle, so findet man mit Hilfe der in der Oonnaissance des Temps gegebenen
Mondephemeride, daß die der oberen Kulmination entsprechende Rektaszension des
Mondes also auch die Sternzeit seiner oberen Kulmination gleich 2i h43m ist. Da
die Sternzeit im mittleren Mittage Paris für 1910 April 5 gleich o’15im36?35 ist, so
kann man für die mittlere Pariser Zeit der oberen Kulmination des Mondes in
zweiter Näherung 21 7̂ — ol'g oder einfach 21 11 annehmen. In der Oonnaissance des
Temps findet man nun die folgenden Werte der Rektaszension und Deklination des
Mondes mitgeteilt:
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1910 April 5
m. Zt . Paris Rektaszension 1. Diff . 2 . Diff . Deklination 1. Diff . 2 . Diff .

20 u 22 h i™ 43 ?8i

+ 2m i8 ?55

- 1 7° 34 *2 8'.'8

+ 12 ' 8 '.'4
21 4 2-36

+ 2 18 .43

— 0 ! 12 — 17 22 20 .4

+ 12 15 -4

+ 7-'o

22 6 20 .79

+ 2 18 .32

— 0 . 1 I — 17 10 5 .0
- j- 12 22 .4

+ 7 -o

2 3 8 39 -n — 16 57 42 .6

Die Kektaszension des Mondes ist also um 2i h m . Zt . Paris gleich 22h 4m. Sub¬
trahiert man hiervon die vorhin für den 5. April 1910 angegebene Sternzeit im
mittleren Pariser Mittage und verwandelt die Differenz 22h4m — o1“52™= 2i h i2 ,n in
ein Intervall mittlerer Zeit , so erhält man für die Kulminationszeit in dritter Näherung
den Wert 2Dg“ m . Zt . Paris . Es sei jetzt n das in Bruchteilen einer mittleren
Stunde ausgedrückte Zeitintervall , das man zu 21 11 hinzuzufügen hat , um die genaue
mittlere Pariser Zeit der oberen Kulmination des Mondes zu erhalten , und es
bedeute f {2 1h+ n) die dieser Zeit entsprechende Rektaszension des Mondes ; die in
§ 2 erläuterte Interpolationsformel (19) in Verbindung mit der vorigen Tabelle
gibt dann

a ) A 21 '1+ w ) == 22 ^ 4™ 2 ^36 “1- 11 Jz™ i8 ?43 — o ? i2j

Mit Benutzung der genäherten Kulminationszeit 2i h 9n' = 21^15 erhält man
^ _ J

11 — 0 . 15 , also o ? 12 = — 0S05 ; folglich wird die vorige Gleichung

A21 11+ n ) — 22 114 m 2 ?3Ö - f- 138 ?48 ?i

Nun ist / ’(2 i h -J- n) auch gleich der im Moment der oberen Kulmination gezählten
Sternzeit ; für diese läßt sich aber ein zweiter Ausdruck gewinnen , indem man die
mittlere Zeit der Kulmination oder 21h + n in Sternzeit verwandelt . Zunächst sind
21 Stunden mittlerer Zeit gleich einem Intervall von 2i h 3m26?986 Sternzeit ; da ferner
1 Stunde mittlerer Zeit , in Sternzeit ausgedrückt , gleich 36o9 ?856 ist , so enthält
der mit n bezeichnete Bruchteil einer mittleren Stunde 3609 .856 « Sternzeitsekunden .
Unter Anwendung der für 1910 , April 5 gültigen Sternzeit im mittleren Pariser
Mittage ergibt sich also für die der mittleren Zeit 21h n entsprechende Sternzeit
oh 5 i m3Ö?35 + 2 i h 3™ 26 ^ 86 + ^öog ^S^ö /i — 2 U 55™3*336 + 36og ?856n . Setzt man
diesen Ausdruck dem zuletzt für / Tz 1h - f- n ) gefundenen gleich , so erhält man

2 P 55m3 .336 -f - 3609 ^856 ^ = 22 ll4m2?36 + I38 ?48 ?i
oder

347 I -376 »' = 539 .° 24

Hieraus folgt in Bruchteilen einer mittleren Stunde « = 0 .155277 oder , in
Minuten irnd Sekunden ausgedrückt , « = 9"119:00 . Somit ergibt sich für 1910
April 5 als mittlere Pariser Zeit der oberen Kulmination des Mondes im Pariser
Meridian 2i h 155 277 = 2i ll9m igfoo . Substituiert man den Wert « = 0 .155277
in die Gleichung (a), so erhält man die Rektaszension («) des Mondes zur Zeit
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der oberen Kulmination , und zwar wird « = 22h4™ 23“86. Für die zugehörige
Deklination (ö) ergibt sich die der Gleichung (a) analoge Formel

d = — 17 0 22 ' 2o '.' 4 + 11 [^ I2 ' i5 " 4 + - 2 1 7 '.'ol ;

für n — 0.155 277 wird also d = — \ ~i° 20' .
Um ein zweites Beispiel zu geben , soll für einen 5h östlich von Paris gelegenen

Ort die mittlere Ortszeit der auf den 5. April 1910 fallenden oberen Kulmination
des Mondes berechnet werden . Man geht hierbei von der für Paris gültigen
Kulminationszeit aus , die in der Oonnaissance des Temps von Tag zu Tag an¬
gegeben ist und am 5. April 1910 — in Übereinstimmung mit dem vorhin gefundenen
Resultate —■auf 21 119™m. Zt . Paris fällt . Sieht man nun von der Bewegung des
Mondes in Rektaszension ab , so würde der Mond an dem Orte 0 um 5 Stunden
früher wie in Paris , also um 16hgm m. Zt . Paris kulminieren . Nach der in der
Oonnaissance des Temps enthaltenen Mondephemeride ist aber die für i6 h mittlere
Pariser Zeit gültige Rektaszension des Mondes um 12“ kleiner wie die für 21 11
gültige ; demnach ergibt sich als Näherungswert der Kulminationszeit an dem Orte 0
15 1157111m. Zt . Paris . Für die beiden dieser Zeit vorausgehenden Stunden und für
die zwei folgenden findet man in der Oonnaissance des Temps die nachstehenden
Werte der Rektaszension und Deklination des Mondes angegeben :

1910 April 5

m . Zt . Paria Kektaszension 1. Diff . 2. Diff . Deklination 1. Diff . 2. Diff .

I4 11 2 i ll 47 m 50 fi 4 — ' i 8 0 44 ' 48 '.'8

+ 2™ 19 *23 + n ' 25 '.' l

15 5 ° 9 -37 — 0 ?I I — 18 33 23 . 7 + 7 "4

+ 2 19 . 12 + 11 32 .5

16 52 28 . 49 — 0 . 12 — 18 21 51 .2 + 7 -3

- (- 2 I9 .OO + 11 39 -8

17 54 47 -49 — 18 10 11 . 4

Bezeichnet man jetzt mit 15h+ n die genaue mittlere Pariser Zeit der oberen
Kulmination des Mondes am Orte 0 und mit /i' i 5h+ 11) die dieser Zeit entsprechende
Rektaszension des Mondes , denkt man sich ferner n in Teilen einer mittleren Stunde
ausgedrückt und macht , da hier n ~̂> \ ist , von der Interpolationsformel § 2, (20)
Gebrauch , so folgt

b) /ÜS 11+ = 2i h52m28!49 — v £2“ 19?!2 -f- — 1 0O2I ,

wo v = 1 — 11 ist . Unter Anwendung des für die Kulminationszeit gefundenen
Näherungswertes 15h57™= 15 9̂5 wird ^ = 0.95 , also v = 0.05 und demnach
V — I

o?12 = — o?o6 ; somit wird die Rektaszension des Mondes zur Zeit seiner2
oberen Kulmination am Orte 0

/ ’( I 5 h + n ) — 2i ll 52 m 28i49 — I39 ?o6j /
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Man verwandle nun die für die obere Kulmination des Mondes in 0 gültige
mittlere Pariser Zeit 15 11-)- w = 16h — v in Sternzeit . Da ein Intervall von (16 — v)
mittleren Stunden dem Sternzeitintervall i6 ll2m37?704 — ^öog 'iS^öv gleich ist , und
da die am 5. April 1910 im mittleren Pariser Mittage gezählte Sternzeit o1' 5136 3̂5
beträgt , so entspricht der mittleren Pariser Zeit I51' + n = iö 1' — r die Pariser
Sternzeit i6 h54'" 14A54 — 3609:856 )' , also die am Orte 0 gezählte Sternzeit
2i h54mi4 ?c>54 — 3609 8̂56Setzt man diese Sternzeit , welche gleichzeitig die
Rektaszension des Mondes zur Zeit seiner oberen Kulmination am Orte 0 angibt ,
dem für f (15n -)- n ) gefundenen Ausdruck gleich , so erhält man

21 1154mi4 ?054 — 36o9?856r = 21 1152m28?49 —

Hieraus ergibt sich der in Teilen einer mittleren Stunde ausgedrückte Wert von r

io 5 ?564r = — - = 0.030 415 ;3470 -796

in Minuten und Sekunden ausgedrückt , wird also r = i m49 :49 und demnach
n = 58“ 10:51. Somit ist die genaue mittlere Pariser Zeit der Kulmination des
Mondes am Orte 0 gleich is ^ S1” 10:51 und die entsprechende mittlere Ortszeit in 0
gleich 2oh58"110:51. Um die für diese Zeit gültige Rektaszension («) des Mondes
zu finden , hat man in der Gleichung (b) )) = 0.030415 zu setzen ; es wird dann
a — 2U 52“ 24 2̂6. Die zugehörige Deklination (d) ergibt sich mit Hilfe der Gleichung

6 = — i8°2i ' 5i '.'2 —r

für r = 0.030415 folgt d = — i8°22 ' i2 ’.'4.

40 . Auf - und Untergangszeit eines Sterns . Aus dem Dreieck PZS (Fig . 1),
worin P den Nordpol des Äquators , Z das Zenit eines Beobachtungsortes 0 und S
den Ort eines Sterns bedeutet , folgt , wenn cp die Polhöhe des Be¬
obachtungsortes , d die Deklination , z die Zenitdistanz und t den
Stundenwinkel des Sterns angibt ,

(0 cos « = sin <p sind coscp cosd cost

Im Moment des Auf - oder Unterganges ist z = 90° ; durch
Substitution dieses Wertes in die Gleichung (1) erhält man , wenn
der für z — go° gültige Wert von t mit ta bezeichnet wird ,

(2) cos t0 = — tang <p tangd

Diese Gleichung läßt sich durch keinen Wert von t0 befriedigen , wenn d
algebraisch größer als 90° — cp oder kleiner als cp— go° ist ; sie gibt einen Wert
von f0, wenn d = go° — cp oder d — cp— go° ist , und zwei Werte , wenn d < ] go° — cp
oder d cp— go° ist . Im ersten Falle bleibt der Stern entweder stets über oder
stets unter dem Horizont , im zweiten Falle berührt er in der unteren oder in der
oberen Kulmination den Horizont ; im dritten Falle endlich geht der Stern auf und
unter , und zwar entspricht der zwischen 180° und 360° liegende Wert von tQ dem
Aufgange , der andere dem Untergange des Sterns . Zwischen der Sternzeit (0 O), dem

mg - i -
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Stundemvinkel (ta) eines Sterns zur Zeit 0 O und der Rektaszension (a) des Sterns
besteht aber die Gleichung 0 O= £0 + « ; wird also der Gleichung (2) durch zwei
Werte von ta Genüge geleistet , so erhält man auch zwei Werte von 0 O, die nun
die Sternzeiten des Auf - und Untergangs des Sternes angeben . Aus diesen läßt sich
dann noch die mittlere Zeit des Auf -, bzw. Unterganges ableiten .

Die vorhin gemachte Annahme , daß zur Zeit des Auf - und Unterganges eines
Sterns v = 90° sei, ist in Wirklichkeit nicht richtig ; die durch die Atmosphäre
verursachte Strahlenbrechung hat nämlich zur Folge , daß der Stern schon sichtbar
wird , wenn er sich noch unter dem Horizont befindet , und noch gesehen werden
kann , wenn seine Zenitdistanz bereits 90° überschritten hat . Um nun den wahren
Wert der Zenitdistanz zur Zeit des Auf - und Unterganges zu erhalten , beobachte
man die Sternzeit des Auf -, bzw. Unterganges eines hellen Sterns ; wird diese mit ©
und die Rektaszension des Sterns mit « bezeichnet , so ist 0 — a = t der Stunden¬
winkel des Sterns zur Zeit des Auf -, bzw. Unterganges . Substituiert man den für
t gefundenen Wert und die als bekannt vorausgesetzten Werte von <p und d in die
Gleichung (1), so läßt sich z berechnen . Im Mittel aus einer größeren Zahl solcher
Bestimmungen hat sich ergeben , daß für den Auf - und Untergang ^ = 90°34 ' ist .
Dementsprechend sind die aus der Gleichung (1) unter der Annahme z = 9
folgenden Werte von t = t0 zu verbessern . Differenziert man zu diesem Zwecke
die Gleichung Ji ), indem man nur z und t als variabel betrachtet , und setzt nach
vollzogener Differentiation sin >r = i , gH — 34' = i36 s, t — tQ, so erhält man für
die Korrektion (dt ) der mit Hilfe der Gleichung (2) berechneten Werte von t0

1-2) dt = . — __ I3 )̂
1 cos y cos d sin cos ip cos d sin f0

Die Korrektion ist somit negativ für den Aufgang eines Sterns (180° <C ta <Z 360°)
und positiv für den Untergang (o° < [ ta 180°). Den zwischen o° und 180° gelegenen
Wert von t = t0 -\- dt bezeichnet man als den halben Tagbogen des Sterns ; wird
dieser mit 2 multipliziert und das Produkt in Stunden , Minuten und Sekunden
ausgedrückt , so erhält man die Zeit , während derer sich der Stern über dem
Horizont befindet .

Die Formeln (2) und (3) werden unbrauchbar , wenn t0 in der Nähe von o° oder
1800 liegt . Um die in einem solchen Falle zu benutzende Formel zu erhalten , gehe
man von der aus (1) folgenden Gleichung aus

cos %— sin cr>sin <5cos t = —
cos <p cos c)

Bildet man nun die Ausdrücke für 1 — cos t und 1-}- cos t und dividiert diese durch
einander , so ergibt sich

taTma±f = sin | (x - y + d) sin | (%+ y - d)
cosi (~ + rp+ Ö) cosi (rp+ d - z)

oder , wenn z = 90°34 ' und sodann

(4) 5 = ■! (9o0 34 , + r/>+ d)
gesetzt wird , _
(5) taug -1-1 = | / sin (S - y ) sin ^ - d)
l5J 8 2 r cosS cos (S — 9o034')
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41. Auf- und Untergangszeit der Sonne. Unter der Zeit des Auf-, bzw.
Unterganges der Sonne wird in den astronomischen Jahrbüchern der Moment
verstanden , in dem der Mittelpunkt der Sonne auf -, bzw. untergeht , in dem also
— dem § 40 zufolge — die Zenitdistanz dieses Mittelpunktes gleich 90°34 ' ist . Die
Berechnung der Zeit des Auf - und Unterganges der Sonne wird am besten an einem
Beispiel erläutert , und so sollen im folgenden die Zeiten bestimmt werden , zu denen
die Sonne am 1. Sept . 1910 (bürgerliches Datum ) in Paris auf- und untergeht .
Der Connaissance des Temps zufolge ist im wahren Pariser Mittage des 1. Sept . 1910
die Deklination des Mittelpunktes der Sonne gleich + 8° 31' und die stündliche
Änderung der Deklination gleich — o.'g ; die Polhöhe von Paris (Sternwarte ) ist

= + 48a 5o.'2. Aus einer Tafel , welche die halben Taghogen angibt , findet man ,
daß der für cp= 4- 49° und 8 = -]- 8?5 gültige halbe Tagbogen gleich bx)-] ist ; als
Näherungswert des Stundenwinkels der Sonne oder der wahren Zeit im Moment
des Sonnenaufganges ergibt sich also 24 11— bh.~] — ly ŝ , der entsprechende Wert
für den Sonnenuntergang ist gleich 6I7. Mit Hilfe der vorhin angeführten , für den
wahren Pariser Mittag gültigen Deklination der Sonne und ihrer stündlichen Änderung
erhält man demnach als Werte der Deklination der Sonne bei Sonnenauf -, bzw.
-Untergang : -f- 8°37 ', bzw. + 8° 25'. Wäre nun die Zenitdistanz des Mittelpunktes der
Sonne zur Zeit des Auf - und Unterganges gleich 90° , so würde man , durch Sub¬
stitution von 8 — + 8°37 ' und 8 = + 8° 25' in die Gleichung (2), für den Aufgang
ta — 17 1120'"1 und für den Untergang == erhalten . Da aber die Zenit¬
distanz des Sonnenmittelpunktes zur Zeit des Auf - und Unterganges 90°34 ' beträgt ,
so muß zu den vorigen Werten von ta noch die in (3) angegebene Korrektion

dt = 13 68
cos <p cos 8 sin t0

hinzugefügt werden . Für den Aufgang erhält man dt = — 3’!l5, für den Untergang
cG = -j - 3".'5 ; die wahre Zeit des Sonnenaufganges ist also i7 ll i6 ,;,6 und die des
Unterganges 6h42l ' 5. Addiert man zu diesen Zeiten die in der Connaissance des
Temps gegebenen Werte der Zeitgleichung -f- o1'2, bzw. + o"11, so findet man , daß
der Aufgang der Sonne , astronomisch gerechnet , am 31. August , 17h 1b".'8 mittlerer
Zeit , oder , nach der im gewöhnlichen Leben üblichen Bezeichnung , am 1. September ,
51116".'S vormittags und der Untergang der Sonne am 1. September , 61*42I!,6 nach¬
mittags erfolgt .

Will man wissen , wann der obere Sonnenrand auf- , bzw. untergeht , wann also
der erste Sonnenstrahl erscheint , bzw. der letzte verschwindet , so hat man Folgendes
zu berücksichtigen . Zur Zeit des Auf - und Unterganges des Sonnenrandes ist seine
wahre Zenitdistanz gleich go034' ; nimmt man den Halbmesser der Sonne zu 16' an ,
so ist also die Zenitdistanz des Sonnenmittelpunktes gleich 9o°5o ' . Man erhält
demnach die wahre Zeit des Auf - und Unterganges des oberen Sonnenrandes , wenn
man zu den mit Hilfe der Gleichung (2) für den Mittelpunkt der Sonne gefundenen
Werten von t0 die aus der Gleichung
Is \ J . 50 ' ZOO86 dir , = - ,. . , — - , ■ .

^ cos rp cos 0 sin t0 cos cp cos 0 sm t0
folgenden Werte von cCq addiert .
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42 . Auf - und Untergangszeit des Mondes . Die in den Jahrbüchern gegebenen
Zeiten des Auf - und Unterganges des Mondes sind für den Mittelpunkt des
Mondes berechnet . Wenn nun der Mittelpunkt des Mondes auf- oder untergeht ,
so ist seine wahre Zenitdistanz , dem § 40 zufolge , gleich 90°34 ' . Dies ist aber die
für den Beobachtungsort gültige Zenitdistanz , während man in der Gleichung (1),
—- wenn für d die aus der Ephemeride entnommene , vom Mittelpunkt der Erde aus
gesehene oder geozentrische Deklination des Mondes angewandt wird — auch
für % seinen geozentrischen Wert zu substituieren hat . In welcher Weise man aus
der beobachteten Zenitdistanz die geozentrische ableitet , wird in § 69 gezeigt werden ;
für den gegenwärtigen Zweck möge die Angabe genügen , daß , wenn sich der Mond
im Horizont befindet , der geozentrische Wert von z im Mittel um 57' kleiner als
der für den Beobachtungsort g'ültige ist . Die geozentrische Zenitdistanz des Mondes
zur Zeit seines Auf - oder Unterganges ist demnach gleich 89° 37'. Anstatt diesen
Wert in die Gleichung (1) zu substituieren , berechnet man zunächst wieder mittels
der Gleichung (2) den für z = 90° gültigen Wert tQund fügt zu diesem die Korrektion

(7) dt t = - 23' - 925
cos rp cos d sin tQ cos (f cos ö sin ta

hinzu . Bei kleinen Werten von sin l0 hat man die Gleichungen (4) und (5) zu
benutzen , in denen aber zuvor 90°34 ' durch 89° 37' ersetzt werden muß .

Um den Gang der Rechnung zu erläutern , soll jetzt für San Francisco die
Zeit desjenigen Mondaufganges berechnet werden , welcher der am 1. Juni 1892 statt¬
gefundenen oberen Kulmination des Mondes vorausging , sowie auch die Zeit des
auf diese Kulmination folgenden Mondunterganges ; hierbei wird die Polhöhe von San
Francisco zu + 37°48 ' und seine Länge zu 8K1g'I'o westlich von Paris angenommen .
— In der Connaissance des Temps findet man für jeden Tag die nach § 39 berechnete
mittlere Ortszeit der Kulmination des Mondes sowohl für Paris als für die von Paris
um 1, 2, . . . . , 12 Stunden in Länge entfernten Meridiane angegeben , desgleichen
die für diese Zeiten gültigen Werte der Rektaszension und Deklination des Mondes .
So hat man für 1892 Juni 1, wenn /. die westliche Länge eines Meridians in bezug
auf Paris , T die auf diesem Meridian im Moment der Kulmination des Mondes
gezählte mittlere Zeit , « und ö die Rektaszension , bzw. Deklination des Mondes zur
Zeit - der Kulmination , Ja und Jd die einer Änderung der Länge des Meridians
um i m entsprechenden Änderungen von a und ö bedeuten ,

1892 Juni 1
X T « zln J- 4 $

^Ii 5t jm yS IOh44m57s + 2?0 -|- I30 I4.'2 — 0/ 2
8 6 2 55 10 46 56 + 2.0 -f- 13 1.3 — 0.2
9 6 4 43 10 48 54 + 2.0 + 12 48.3 — 0.2

Mit Hilfe dieser Angaben und der vorhin mitgeteilten Länge von San Francisco
erhält man als Näherungswert für die mittlere Ortszeit der Kulmination des Mondes
in San Francisco 6h3'" und als Näherungswert für die Deklination des Mondes zu
dieser Zeit d = + 130. Da nun der halbe Tagbogen für rp = -f- 38° und <5 = + 130
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gleich 6b44 ul ist , so ergibt sich als genäherte Zeit des Mondaufganges Juni i ,
5113m— 6h44 m = Juni o , 23 11 ig nl m . Zt . San Francisco und als genäherte Zeit des
Mondunterganges Juni 1, ö1' 31,1+ 61144"’ = 12 1147"1 m. Zt . San Francisco . Die
entsprechenden mittleren Pariser Zeiten sind Juni o, 23 11ig m 8h ig m = Juni 1,
7h 38m im(j J uni I) 21h6,n.

In der Connaissance des Temps findet man nun folgende Orter des Mondes
angegeben :

1892 Juni 1
m. Zt . Paris « d m. Zt . Paris rc d

7h io L33mi9 s + i4°2 8.'8 2oh io ll 58mi3 s + ii°45 .'8
8 10 35 16 + 14 16.6 21 ii o 6 + 11 33.0
9 10 37 12 + 14 4.2 22 11 1 59 + 11 20.1

Aus dieser Tabelle folgt , daß um und 2i ll6m m. Zt . Paris die Deklination
des Mondes gleich + i4°23 ', bzw. gleich -f- ist ; die zugehörigen "Werte der
Rektaszension sind io h34"'5 und ii 1ioi!'3. Substituiert man die für die Deklination
erhaltenen Werte in die Gleichung (2), so ergibt sich für den Aufgang des Mondes
ta — i7 h 141!11 und für den Untergang tQ= 6ll 36m4 ; ferner werden die zugehörigen ,
durch die Gleichung (7) bestimmten Korrektionen dt (r — + 2T0, bzw. dt ^ = — 2P0.
Die wahren Werte von t sind also ^ iöPi und 6b34,'.’4 ; addiert man hierzu die
vorhin angegebenen Werte der Rektaszension des Mondes , so erhält man die in
San Francisco beim Auf -, bzw. Untergang des Mondes gezählten Sternzeiten 3h5o“6
und i7 L34':'7. Diesen entsprechen die Pariser Sternzeiten i2 h9™6 und i ll 53,?7. Um
die mittleren Pariser Zeiten zu erhalten , berücksichtige man , daß , wie oben gefunden
wurde , der Auf - und Untergang des Mondes in San Francisco auf das Pariser Datum
1892 Juni 1 fällt ; man hat also zunächst die Sternzeit im mittleren Pariser Mittage
des 1. Juni 1892 aufzusuchen und findet dafür 4114i ,:i7. Hieraus , in Verbindung mit
den vorhin erhaltenen Pariser Sternzeiten und unter Benutzung der zur Verwandlung
eines Sternzeitintervalls in ein Intervall mittlerer Zeit dienenden Tafeln , ergeben
sich die mittleren Pariser Zeiten des Auf - und Unterganges des Mondes in San
Francisco Juni 1, 71126"'7, bzw. Juni 1, 2i Il 8™5. Mit Hilfe der für diese Zeiten
gültigen Werte der Rektaszension und Deklination des Mondes kann man nun die
vorige Rechnung wiederholen ; die damit erhaltenen genaueren Zeiten sind Juni 1,
7h26™4, bzw. Juni 1, 2i ll81!'6 m. Zt . Paris . Verwandelt man die Pariser Zeit in
Ortszeit , so findet man für die Aufgangszeit des Mondes in San Francisco Juni 1,
7'126'"4 — 8h igl 'o = Juni o, 23 117m4 m. Zt . San Francisco oder Juni 1 (bürgerliches
Datum ) n ll7:l'4 vormittags ; für die Untergangszeit erhält man Juni 1, 12 1149'!'6
m. Zt . San Francisco oder Juni 2 (bürgerliches Datum ), ob49I!'6 vormittags .

43 . Morgen - und Abendweite . Außer der Zeit des Auf- und Unterganges
eines Sterns muß auch der Punkt des Horizonts bestimmt werden , in dem der Stern
auf -, bzw. untergeht . In Fig . 1 (S. 121) bedeute nun S den Ort eines Sterns zurZeit
seines Auf - oder Unterganges . Setzt man den Winkel PZS — 90° — a, so ist a
positiv , wenn der Aufgangspunkt nördlich vom Ostpunkte , bzw. der Untergangspunkt
nördlich vom Westpunkte des Horizonts liegt ; im entgegengesetzten Falle ist u
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negativ . Den dem Aufgangspunkt entsprechenden Wert von also den Abstand
des Aufgangspunktes vom Ostpunktc des Horizonts , bezeichnet man als Morgen¬
weite ; der zum Untergangspunkte gehörige Wert von a oder der Abstand des
Untergangspunktes vom Westpunkte des Horizonts wird die Abendweite genannt .
Zur Berechnung von a dient die aus dem Dreieck PZS (Fig . i ) folgende Gleichung

sind — sin m cos %8 sm a = ,r ----
cos cp sins

oder , da der Voraussetzung nach z — 9o°34 ' ist ,

. sind — sinrp cosqo°34 '(8a) sm a = - A— „ v ^
cos cp sm90°34

Anstatt die Morgen - und Abendweite mit Hilfe der Gleichung (8), bzw. (8a) zu
bestimmen , kann man auch das in § 40 bei der Auflösung der Gleichung (1) benutzte
Verfahren anwenden . Wird nämlich der für x = 90° gültige Wert von a mit aQ
bezeichnet , so folgt aus (8)
. , . sind
9 sm a = -

cos cp

Andererseits erhält man durch Differentiation der Gleichung (8), indem man nur
x und a als veränderlich betrachtet ,

cos cp sins ; cosa da = (sin <p sin r̂ — cos cp cosä' sin a)dx,

Für x = 90° und a = aQ wird also
, tangfp10 da = — dx

' cos a0

Setzt man jetzt «U = -j- 34' = + o?57, so ergibt sich für den wahren Wert von a

(11) a = aQ+ o?57 taDg <iPK ' cosa 0

Falls cosa 0 sehr klein ist , kann man die Gleichungen (9) bis (11) nicht benutzen ;
der Wert von a läßt sich dann in folgender Weise finden . Aus (8) erhält man

sind — sin rr cos %sm a — -r--
cos cp sm «

Bildet man jetzt die Ausdrücke für 1 — sin « und i + sina und dividiert die¬
selben durch einander , so ergibt sich

Inno -2 ^ e° _ 1 « ! — sin l (<iP + - ~ <?) COSKy + « + Ö)
‘ 0 ( 5 * ' sin | (« + d — cp) cos ~(<p + d — «)

Setzt man hierin x = 90° 34' und sodann

S = 1(90° 34' + rp + d) ,
so wird
, , ’ . , „ i / sin (S — d) cos S
(12) tang (45° — ~a) — y -r-sin (S — cp) cos (iS— 90° 34' )
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Kapitel VII .

Präzession und Nutation .

1-1. Definitionen . Wie in der Theorie der Drehung der Erde gezeigt wurde,
hat die Anziehung der Sonne und des Mondes auf das Erdellipsoid zur Folge , daß
die Durchschnittslinie der Aquatorehene mit einer festen Ebene —■ als welche die
einer bestimmten Epoche zugehörige Ebene der Ekliptik gewählt wurde — fort¬
während ihre Lage ändert , und daß gleichzeitig die Neigung des Äquators gegen die
feste Ebene veränderlich ist . Der Ausdruck , welcher für die Neigung des Äquators
gegen eine fest gewählte Ekliptik gefunden wurde , setzt sich aus Gliedern zusammen ,
welche teils die Potenzen der Zeit mit konstanten Faktoren multipliziert enthalten
— den sogenannten Präzessionsgliedern — , teils periodisch ' sind — den Nutations -
gliedern . Dasselbe gilt von dem Ausdruck des Winkels , den die Durchschnittslinie
des Äquators und der festen Ekliptik mit einer in dieser Ekliptik gewählten festen
Geraden bildet . Im Laufe der Zeit ändert auch die Ekliptik ihre Lage im Raume ;
die zur Bestimmung der jeweiligen Lage der Ekliptik gegen eine feste Ekliptik (1850 .0)
dienenden Größen , d . h . die Neigung der beweglichen Ekliptik gegen die feste und
die Länge des aufsteigenden Knotens der beweglichen Ekliptik auf der festen sind
durch die Gleichungen (97 ) des § 29 gegeben .

In Fig . 1 sei nun 7 E die Ekliptik zur Zeit t und II der Nordpol der Ekliptik ,
der Pfeil gehe die Richtung der Bewegung der Erde um die Sonne an . Wenn dann
Y A diejenige Lage des Äquators darstellt ,
welche er zur Zeit t haben würde , wenn die
Nutationsglieder nicht vorhanden wären , so be¬
zeichnet man vA als den mittleren Äquator ,
Y als den mittleren Frühlings - Tagundnacht¬

gleichepunkt oder als das mittlere Äquinox
und den Winkel Ey A als die mittlere Schiefe

der Ekliptik zur Zeit t. Wenn aber Y A
die wahre Lage des Äquators zur Zeit t an¬
gibt , so nennt man Y das wahre Äquinox
und den Winkel EyA die wahre (oder auch
die scheinbare ) Schiefe der Ekliptik zur
Zeit t. Es sei jetzt S der Ort eines Sterns an
der Sphäre und P der Nordpol von Y A , ferner sei o' der Durchschnittspunkt des
Breitenkreises von S mit der Ekliptik und s der Durchschnittspunkt des
Deklinationskreises von S mit dem Äquator . Jenachdem nun YA den mittleren
oder wahren Äquator bedeutet , wird Y IIa die auf das mittlere , bzw . wahre
Äquinox bezogene Länge und Y Ps die auf das mittlere , bzw . wahre Äquinox
bezogene Rektaszension des Sterns genannt ; in analoger Weise drückt man sich
hinsichtlich der Deklination aus . Die Breite eines gegebenen Sterns hängt nur von

Fig . 1.
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Fig . 2.

der Lage der Ekliptik ab ; da nun letztere durch Ausdrücke bestimmt wird , welche
von periodischen Gliedern frei sind , so entfällt die Möglichkeit , von einer mittleren
und wahren Breite zu sprechen .

45 . Priizessiou in Länge und Breite . Zur Zeit t0 sei BE 0 (Fig . 2) die
Ekliptik , yo das mittlere Aquinox und IT0 der Nordpol der Ekliptik ; eine ent¬

sprechende Bedeutung mögen DE , y und
JI für die Zeit t haben . Ist nun S ein
Stern , so ist y0a0 die Länge und a08 die
Breite des Sterns , bezogen auf das mittlere
Aquinox zur Zeit tQ, während r( a und aS
die auf das mittlere Aquinox zur Zeit t be¬
zogene Länge und Breite bezeichnen . Man
setze jetzt yaa0 = l 0, a08 = ßa, yo = l ,
oS — ß und stelle sich zur Aufgabe , die
Differenzen A— A0 und ß — ßa zu berechnen .

Wird auf Dy der Bogen Du — Dy a
abgetragen und ]TIT0 = 7rt , yoD = II t ,
yu — A t , also yD = ITt -\- At gesetzt, so

ist in dem Dreieck n ollS der Winkel bei II gleich 90° — (A— / fT— A ,) und der
Winkel bei IT0 gleich 90° -f- Ao — II t . Es ergibt sich demnach

v

cos ß sin (A— IJ *
cos ß cos (A— n t

A t) = cos ß0 sin (A0 — H t) cos izt + sin ßQsin 7t c
Aß = cos ^Gcos (A0 — n z)

Setzt man hierin cos /r, = : 1 — 2 smQ~7cc und berücksichtigt , daß

sin ß0 sm7Ct — 2 cos ßQsin (A0 — Ifß sin 2~-7tt =
= cos ßQsiny^ ftang /L — sin (A0— 11ß tang \ n t}

ist , so folgt , wenn noch zur Abkürzung

(1) ' sin 719{tang /?0 — sin (A0 — J7r) tang jnq } = u

gesetzt wird ,

cos ß sin (A— ITt — Aß — cos ßa sin (A0— nß -(- o cos ßQ
cosß cos(A— n t — Aß = cosß a cos (A0 — Ilß

Man multipliziere nun die erste dieser Gleichungen mit cos (A0 — nß , die zweite
mit — sin (A0 — Ilß und addiere die Produkte ; hierauf multipliziere man die erste
Gleichung mit sin (A0 — Ilß , die zweite mit cos (A0— Ilß und addiere wieder die
Produkte ; es wird dann

cos ß sin (A— A0— Aß — o cos ßQcos (A0 — Ilß
cosß cos (A— A0 — Aß = cosß Q-j- a cosß a sin (A0 nß

und somit

tang (A- Ac Dß o cos (A0 — Ilß
1 + ff sin (Ac — II r
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Ferner erhält man durch Anwendung einer der Napierschon Analogien auf das
Dreieck n o]lS , wenn

(3) /*- Ä0 - = L

gesetzt wird ,
i , i irn sin (/ Q— II T+ ^ Lj(4) hing - (ß — fio) = — tangi /r .

Die für die vorigen Gleichungen zu benutzenden Werte von 7tt , If , , sind
nach § 32, wenn das tropische Jahr als Zeiteinheit gewählt wird ,

ta — 18504 t — t „ lt — t
;r l = ^47'.' 141 — o'.'o68

n t

yh

100

i 73029, 4° '.'7 + 328675

[ s6»"0 + 0'/84 ^ “ , 85Ol ' “ ('

[ 50^403 + 2"444
I ft ff1. I I2 — 0.003

| IOO \ ICO /

■ l8 5° + 0 :'27 (l _" i 8_5o \00 \ IOO /

1 ^ - o7o7 (^ ) 2
IOO J IOO \ IOO /

ô — 1850 _ o ,,oo ( 0̂ — 18501IOO \ IOO /
fc— 1850' / <— t0

\ IOO

<- tp
ICO

ICO

sei

-Fig - 3 -

46 . Präzession in Kektaszension und Deklination . I . In Fig . 3
der mittlere Äquator und Y0 das mittlere Äquinox zur Zeit t0, 31A und
die analoge Bedeutung für die Epoche t
haben , P Q und P seien die Pole von 2fA0
und %A. Man trage nun auf 21Y den
Bogen %d = 2(yo ah und setze wie in der
Theorie der Drehung der Erde PP 0 = n ,
Y„2t = 90 ° —p = P , yd — m und somit
y 21== 90° — j» + 111. Wird jetzt die auf
das mittlere Äquinox zur Zeit ta bezogene
Rektaszension und Deklination des Sterns
S mit a0, bzw. d0 bezeichnet , und sind a
und ö die auf das mittlere Äquinox zur
Zeit t bezogenen Koordinaten von S , so ist
in dem Dreieck PQP8 der Winkel bei PB
gleich 90° + «o — -P und der Winkel bei
P gleich 90° — (« — P — nt). Aus der Gegenüberstellung der Bezeichnungen der
Seiten und Winkel des Dreiecks P0PS mit den für das Dreieck 1I0] IS in Fig . 2
gewählten folgt nun unmittelbar , daß man aus den Formeln (1) bis (4) die ent¬
sprechenden für den Äquator gültigen erhält , wenn man in ersteren

Ä , ßo mit «0, t)a 7rT, II r mit n , P = - 90 " — p
i- , ß » « , <5 y/r ■» m

vertauscht . Setzt man demgemäß an Stelle von (1)

(5) sin tt [tang da + cos («0+ tang tt] = </ ,
de Ball , Sphär . Astronomie .
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so ergibt sich aus (2)
, , , , , , o' sin (er + p)(6) tang (« — a0 — m) ~ 1 — a' cos (a0+ p )

Wenn ferner in (3) und (4) die vorhin angegebene Vertauschung der Buchstaben vor¬
genommen und

(7 ) a — a a — m ~ L '

gesetzt wird , so erhält man

(8) tang i (d — do) = ~ ^ tang {nCOS - Li

Die für diese Gleichungen zu benutzenden Werte von m, tt und p sind in § 32
mitgeteilt worden und zwar hat man , wenn das tropische Jahr als Zeiteinheit ge¬
wählt wird ,

m = [ 4607 '.' 11 + 2 " 795 *0-~ l85 ° |L 100 J 100

+ [ i '.’398 - 0"002 -+ 0,,036 ’

[ „ t0—I85O]t—t02005 12 — O . 852 — -
IOO J IOO

- G426 + o’ooi (tni ) ' - 0-042 (— '-fL 100 J \ 100 / \ 100 /

p = r2303 '.'56 + i '.'42 to~ l850 l + o'.'3i
| IOO J IOO \ IOO /

II . Wenn die Differenz t — ta nicht zu groß oder der Stern dem Pol nicht
sehr nahe ist , so entwickelt man die Gleichungen (6) und (8) in Reihen . Nach § 1,
(12) und (14) ergibt sich aus (6)

« = «0 + m + o' sin (<r0+ p ) {<j' 2 sin (20ro+ 2p) + | a' 3 sin (3«0+ 3p ) + ■ •

Nun ist allgemein

a'msin (TOtf0+ mp ) = a'msmma 0 cosmp + <j 'm cosma 0 sin mp
oder , wenn

sin mp = mp — ■• ■, cos mp = 1 — \ m 'zp '2+ • •

gesetzt wird ,

a’m sin [ma 0-f mp ) = a'"‘(i — ^m'2p 'J + • • •) sin ma 0+ a'm(mp — ■■■) cosma 0

Wie nun aus der Gleichung (5) und den für n und p gegebenen Ausdrücken hervor¬
geht , sind a' und p in bezug auf t — tQ von der ersten Ordnung ; setzt man also
in der letzten Gleichung m = 1, 2, 3 . . . und substituiert die damit erhaltenen Werte
von ff' sin (a0-f- 7?) , ff' 2 sin (2«0-l- 271), . . . in die obige Gleichung für ff, so erhält
man mit Vernachlässigung aller Glieder , welche in bezug auf t — t0 von höherer als
der dritten Ordnung sind ,

« = «o+ nt + ff' sin cf0+ i ff' 2 sin 2ua + a'p cos cr0+ | ff' 3 sin 3cf0+ ff' cos 2cca
— la 'p 2sinff0
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Ans (5) ergibt sich aber bis auf Glieder von der Ordnung [t — t0)3 genau

a' = n tang öa + {n2 cos «0— sin «0 — ijt 3lang öa
Somit wird

(9) « = «o+ rn + tt sin «0tang öa
+ in 2 sin 2«Q+ j>n cos aQtangd Q+ jir sin 2ß,. tang 2d0
+ cos 2g0 + ^ n 3sin 3«Dtangr )0+ ^ n3sin «0tang dQ
— | p 2n sin «Dtang öQ-f n 2p cos 2«0tang 2d0+ ln 3sin 3a0tang 3d0

Um eine entsprechende Formel für die Deklination abzuleiten , berücksichtige man ,
daß der Gleichung (8) zufolge

tang \ {ö — ö0) = cos (o0+ p ) tang | n — sin («0+ p ) tang fi ' tang ’n

ist . Da L ' — a — a0— m und n in bezug auf t — ta von der ersten Ordnung sind ,
so kann man auf der rechten Seite der vorigen Gleichung tang ] f tang L ' setzen ;
substituiert man dann noch für tang L ' = tang (« — uQ— m) seinen in (6) gegebenen
Wert , so erhält man bis auf Glieder von der Ordnung [t — ta)3 genau

tang ! (<)' — dj = cos («0+ p ) tang | n — ’</ sin 2(ß0+ p ) tangjn — -pj "2sin 2«0 cos aQtangju

Man löse jetzt cos («0+ p) und sin 2(a0+ p ) auf , setze sin^ = Ĵ , cosp = 1 — | p 2,
tang | n = | n + 1t3 und vernachlässige alle Glieder , welche in bezug auf t — ta
von höherer Ordnung als der dritten sind ; wird sodann noch die Gleichung angewandt

Hieraus folgt , wenn mit Vernachlässigung der in dem Ausdruck für <>' (S. 129) ent¬
haltenen Glieder dritter Ordnung

gesetzt wird ,

(10) d = d0+ n cos aQ—p \\ sin a0— ^n2 sin 2«0 tang d0— fit 3 sin 2cr0 cos aa

In die Gleichungen (9) und (10) sind jetzt die auf S. 130 gegebenen Ausdrücke
von tlt, 11 und p zu substituieren ; wendet man diese in der abgekürzten Form

ö' = n tangd 0+ f n2 cos «0

— fp 2n cos «0 — fpn 2 sin 2«0 tangd 0 — f n 3sin 2«0 cos «0 tang 2d0

an , so folgt , wenn nach den Potenzen von ° geordnet wird ,
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(11) « = a0-\- \m1+ sin aQlang d0j ^ to
lt - t \ 2

+ [m2+ ~n \ am 2a0+ [nt sm cf0+ />1n, cos a0)tang (50+ sin 2«0tang 2(io]l - ^ j
+ lmz + \ nini sin 2«o+ \ ]\ n \ cos 2uQ+ (n3 sin aQ+ p .ji , cos a0+

+ p zn2 cos ccq+ }nl sin 3«0+ ~ n 3t sinof0 — ±pln z sino 0) lang (30

( f _ f , 3ioo I

(11a) t) = d0-j- nz cos a0 ^ ~ °

+ '^ cos aQ—p znz sin «0— \ n ] sin 2a0 tang ö0] (* ~ M\ ioo /
+ '(n3~ iPl ni ) C0S °o — Kft + n*Pi ) sin «0— §» * sin 2o0 coso Q

— (w,?Ksin 2«0+ lp Tn *sin 2u0)tang da—j n ] sin 2«ccos a0tang 2d0]

Da oben die Werte von w, , , p 1, w?2, »2, . . . in Bogensekunden angegeben sind ,
so hat man bei der numerischen Berechnung der Gleichungen (11) und (n a)
n \ = n\ sin 1", pznz= ptnI sini ", . . . , ppi ] = 2>in \ sin2i", nl = n \ sin2i", . . . zu
setzen und erhält dann die mit diesen Koeffizienten behafteten Glieder in Bogen¬
sekunden ausgedrückt .

Aus der Vergleichung der Reihenentwicklungen (11) und (ii a) mit

da t — t0 , 1 d2a lt — t \ * , 1 d3a It — t./ * — U , J _ d 3 a lt -~ t \
\ 100 / 6 dt 3 \ 100 /dt 100 2 dt 2

ö= ö , ü Izii . 1 ^ /<- 4\3
0 (ff IOO 2 (ff 2 \ IOO / 6 (ff 3 V IOO /

ergibt sich

-^ T = wi + n i sin «0 tang öQ
( 12 ) dd

~dt = n' C0Sft°

d 2u ,
dt i = 2 (w 2 + ? sin 2 c(0) + 2 (w2 sin «Q+ p zn z cos ((0) tangd 0 + n \ sin 2 «Qtang 2d0

(13 ) d 26 '
^ 5- = 2 (ra2 cos «0 — sinc (0) — k 2 sin 2«0 tang ()Q

Man führt nun die Bezeichnungen ein

= Variatio saecularis »

— Drittes Glied der Präzession

I du 1 dd
IOO dt ' IOO dt

I d 2u 1 d 2Ö
100 dt 2 ' 100 dt 2

I d 3a 1 d 3ö
6 dt 3 ’ 6 dt 3
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und erhält damit

jährl . Präz . + var. saec. [t — tQ) + drittes Glied >■—o°|

sowie eine entsprechende Gleichung für d.
Die Berechnung der jährlichen Präzession, der Yariatio saecularis und des dritten

Gliedes wird sehr vereinfacht durch die Benutzung der Präzessionstafeln. Setzt man
zunächst

m, n,—- — m . ——= n ,100 100
so folgt

Jährliche Präzession in Rekt . — m -\- n sina0tang ()0
-15'1 » » » Dekl. = n cos«0
Die Präzessionstafeln gehen nun mit dem Argument a0 die für den Beginn eines
bestimmten tropischen Jahres gültigen AYerte von m , n sin«Q und n cosoQ, sowie
deren Änderungen in 100 Jahren ; man kann also ohne Mühe die der Zeit tQ ent¬
sprechenden AYerte von m, n sinuQ und n cos«0 ableiten.

AYas die Yariatio saecularis betrifft, so erhält man, wenn

Th K + sin 2a0) = A, ^ (n2cos«D- p,n, sin«J = A'
(i6) ihK sinß0+ «j cosa0) = />’, — sin2o0 = B '

ihK sin 2«0= C,
gesetzt wird,

Yariatio saec. in Rekt. = A + B tangd0-)- G tang 2d0
1̂̂ » » » Dekl. = A'-J- B' tang öa

Die AYerte von A , A' und die Logarithmen von B , C und B' lassen sich wieder
den Präzessionstafeln entnehmen.

Um das dritte Glied der Präzession zu berechnen, führe man die Abkürzungen ein

m3+ Tni>h sin 2«o+ \ p1n\ cos za 0= P
(n3-f —nl —\ p\ nT) sina0+ (ppi L-f- p,n2) cos«0+ sin 3«o = P,
nIn2sin 2«0+ pln\ cos 2ua — P.,
jn \ sin 3or0= P3

(n3—\ p\ nj cosa0— -4- n,2p ,) sin«0— sin2«0cosor0= Q
(18a) — (w,n2sin3«0+ n] sin 2a0) = QT

— ±nl sin2«0cos ccQ= Qp,
es folgt dann

Drittes Glied der Präz . in Rekt. = P + P, tangd0-f P2tang2()Q+ P3 tang 3d0
» » » . » Dekl. == Q+ tang d0+ tang 2d0

Die AYerte von P , Q und die Logarithmen von P, , P2, P3, QT und Q2 findet
man in den Präzessionstafeln für jede Minute der Rektaszension angegeben.

III . Ein anderes Verfahren , die Präzession in Rektaszension und Deklination zu
berechnen, ist das folgende. Es sei die auf das mittlere Äquinox zur Zeit | (f0+ <)= A
bezogene Rektaszension. Da tm— t0 = t — tm= i (f — tQ) ist, so hat man, wenn a'0,

(18)
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bzw. a", a '" , bzw. a',„, ß"; die für die Zeitbzw . f, bzw. tmgültigen
Werte der drei ersten Differentialquotienten der Bektaszension nach der Zeit be¬
deuten und die höheren Differentialquotienten yemachlässigt werden , also a"' = «"' = ««
gesetzt wird ,

, , *— 4 it — toY , / ^ - 4 \ 3
« o + « o - f 2 a o ( - y - ) + 6 « »* ( 2 )

(A)

(B )

Durch Subtraktion der Gleichungen (A) ergibt sieb

« - «„ = («' + - {(«" - < ) (^ ) a+ | «: (^ ) 3

Ebenso erhält man aus (B)

a" - = aZ [t - t0)

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

(20) « - «0 - («' + t0 -

Nun gelten auch die Entwicklungen

ao— a "> a"‘ 2 "k 2 ^ 2 I oö"' y 2 )

, , t — to , i Y — toY , i . .-" Y — toV
« = « »« + « /» - ^ ^ ® \ 2 )

Hieraus erhält man aber

(21 ) 2 (ß — « „) = 2 « m (f — t0) - j- f ßj,"

Addiert man die Gleichungen (20) und (21), so ergibt sich

(22) « — «0= j«rn+ -- «mjj (t — t0)

Wenn man also ß'0, a )„, d. h. die Werte der jährlichen Präzession in Bektas¬
zension für die Epochen f0, \ (t0 -|- f), t berechnet und diese in die Gleichung (22)
substituiert , so erhält man den Betrag der Präzession u — a0 bis auf Glieder
dritter Ordnung genau . Eine entsprechende Bemerkung gilt auch für die Deklination .

Aus (21) folgt , wenn a "! = o gesetzt wird ,

(23) a — a0 = a 'm[t — t0)

Um also die Präzession bis auf Glieder zweiter Ordnung genau zu erhalten ,
hat man nur die jährliche Präzession für die Zeit + t0) zu berechnen und mit
t — ta zu multiplizieren .
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47. Nutation in Länge und Schiefe . Bei der vorhin durchgeführten Berech¬
nung der Änderungen , welche die auf die Ekliptik oder den Äquator bezogenen
Koordinaten eines Sterns im Laufe der Zeit erfahren , kamen nur die säkularen
Glieder der in der Theorie der Drehung der Erde gegebenen Gleichungen § 29,
(89) und (90), bzw. (92) und (93) in Betracht ; im folgenden sollen nun die durch die
periodischen oder Xutationsglieder bewirkten Änderungen berechnet werden .

Da die periodischen Glieder in den für die Schiefe der Ekliptik geltenden Glei¬
chungen (90) und (93) nur von der Änderung der Lage des Äquators herrühren , so
sind diese Glieder ohne Einfluß auf die Breite eines Sterns ; die Xutation in Breite
ist also gleich o. Dagegen haben die in § 29, (89) und (92) vorkommenden Xutations¬
glieder zur Folge , daß die Länge eines Sterns periodischen Änderungen unterworfen
ist . Denkt man sich nämlich zunächst , daß der in Fig . 2 mit Y bezeichnete Punkt
das mittlere Äquinox zur Zeit t bedeute , so ist nach § 45 der Bogen yD = +
wenn also Da == s gesetzt wird , und /. die auf das mittlere Äquinox zur Zeit t be¬
zogene Länge des Sterns S bedeutet , so folgt A= n t -|- A t + s. Wird dagegen unter
Y das wahre Äquinox zur Zeit t verstanden , und bezeichnet man den Komplex der
in § 29, (92) enthaltenen periodischen Glieder mit dA, so ist yD = lTt -\- A t -\- dl
und die auf das wahre Äquinox zur Zeit t bezogene Länge A' = TIZ-j- yi r + dl + s.
Man hat somit

(24) A' — l -\- dl

Mit Rücksicht auf diese Gleichung bezeichnet man das Aggregat der in § 29, (92)
enthaltenen periodischen Glieder als die Xutation in Länge . Die periodischen
Glieder der Gleichung § 29, (93) werden unter dem Xamen der Xutation in Schiefe
zusammengefaßt . Die numerischen Werte der Xutation in Länge und Schiefe findet
man in den astronomischen Jahrbüchern angegeben , doch ist dabei nur ein Teil der in
§ 29, (92) und (93) vorkommenden Xutationsglieder berücksichtigt ; welches diese
Glieder sind , wird ebenfalls in den Jahrbüchern mitgeteilt .

48. Nutation in Rektaszension und Deklination . In dem Dreieck PIlS
(Fig . 1) bedeute P den Pol des mittleren Äquators zur Zeit f, II sei wieder der Pol
der Ekliptik zur Zeit t und S der Ort des Sterns . Bezeichnet man mit e die mitt¬
lere Schiefe der Ekliptik zur Zeit t , mit A und ß die Länge und Breite , und mit
« und d die Rektaszension und Deklination von &, bezogen auf das mittlere Äquinox
zur Zeit f, so ist I / P = t , PTIS = go° — A, US — go° — ß , IlPS = go0 -i - a ,
PS = ■go° — (). Bezeichnet man jetzt noch den Winkel hei S mit S und wendet
auf das Dreieck PIlS die Differentialformeln der sphärischen Trigonometrie r§ 13,
(20) und (171)]

smadB = sinC db — sinö cosfAdJ . — cosa sinB de
da — cosC db + sin c sinP dA cos B de

an , so ergibt sich

cosd da = — sinSdß -}- cosß cosSdl — sind cosa de
dd = cos Sd /i -f- sin £ cos a dA + sin « de
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Um hieraus die Formeln für die Nutation in Rektaszension und Deklination zu
erhalten , hat man anzunehmen , daß dß , dl und de die Nutation in Breite , Länge
und Schiefe bedeuten . Dem vorigen Paragraphen zufolge ist aber die Nutation in
Breite gleich o ; wenn demnach dß = o gesetzt und außerdem für cos /:? cos £ sein
aus dem Dreieck IT PS (Fig . i ) folgender Wert substituiert wird , so geben die beiden
letzten Gleichungen

da = (cos£ + sine sin « tang <3)oG — cos « tangd de
( 2 ^ ) dd = sin £ cos « dl + sin « de

Wird jetzt die auf das wahre Aquinox zur Zeit t bezogene Rektaszension und
Deklination des Sterns mit «’ und d' bezeichnet , so folgt

a = « + cos e dl -\- (sin £ sin « dl — cos « de ) tang d
d' = d + sin £ cos « dl + sin « de

49 . Reduktion eines Sternortes von dem mittleren Äquinox zu Anfang
eines tropischen Jahres t0 auf das wahre Äquinox zur Zeit t. Es seien «„
und d0 die Rektaszension und Deklination eines Sterns , bezogen auf das mittlere
Äquinox zur Zeit ?0, und zwar möge tQmit dem Anfänge eines bestimmten tropischen
Jahres zusammenfallen . Um jetzt die auf das wahre Äquinox zur Zeit t bezogenen
Koordinaten zu finden , addiert man zu «0 und d0 zunächst die Präzession für das
Intervall zwischen ta und dem Beginn des tropischen Jahres 7’, dem der Zeitpunkt t
angehört ; man erhält damit die auf das mittlere Äquinox zur Zeit T bezogene
Rektaszension und Deklination des Sterns . Zu diesen Werten , die mit « und d
bezeichnet werden sollen , ist dann noch die Präzession für das Intervall t — T und
die Nutation hinzuzufügen . Die dem Intervall t — T entsprechende Präzession erhält
man , indem man mit Hilfe der Gleichungen (15) zunächst die jährliche Präzession
für die Zeit T berechnet und diese dann mit dem in Teilen eines tropischen Jahres
ausgedrückten Zeitintervall t — T multipliziert . Ist die Differenz t — T ursprünglich
in mittleren Tagen angegeben , so ergibt sich der in Teilen eines tropischen Jahres
ausgedrückte Wert von t — T aus der Gleichung

F = t ~ T
365.2422

Zur Berechnung der Nutation dienen die Gleichungen (25). In diesen beziehen
sich « und ö auf das mittlere Äquinox zur Zeit t ] wenn aber der Stern nicht sehr
nahe beim Pol steht , so kann man für « und ö ihre auf das mittlere Äquinox des
Jahresanfangs T bezogenen Werte annehmen .

Dem Gesagten zufolge hat man also , wenn «' und <) ' die auf das wahre Äquinox
zur Zeit t bezogene Rektaszension und Deklination bedeuten ,

«' = « -[- r [m + n sin « tang J ) + cos e dl (sin e sin « dl — cos ade ) tang 8(27) ,
d' = d -j- T' n cos « + sin£ cos « dl + sin « de
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In der Praxis werden diese Ausdrücke in zwei verschiedenen Formen angewandt .
Setzt man zunächst

f = r ' m -f- cos e dl
(28) sin 6r = — de

g cos G — r ' n + sin e d l
so erhält man

a ' = « + / ■+ £ sin ((? + a ) tangd
d' = d + ^ cos (ö + «)

Die Werte von f , log ;/ und G findet man in den Jahrbüchern angegeben ; wie
aber schon in § 47 erwähnt wurde , berücksichtigen die Jahrbücher nur einen Teil
der in den Ausdrücken für dl und de enthaltenen Glieder . Bezeichnet man die
vernachlässigten Glieder mit d2l und d,2e und die in den Jahrbüchern berücksich¬
tigten mit d1l und dte, so ist dl = dt ld al , de = d^ed 2e. Will man nun
nachträglich den Einfluß von d2l und d2e in Rechnung bringen , so setze man

f — cos e d2l , </' sin G' = — , g' cos G' = sin e d2l

und addiere dann zu den aus (29) mit Benutzung der Jahrbuchwerte von / ', g und G
folgenden a ' und <)'

d2cf = /■' + g' sin (G' fi- cf) tang ö
d2d — g' cos (G’ + tf)

Eine andere Form , die Reduktion auf den wahren Ort zu berechnen , ist die
folgende . Man setze

T' m + cost dl = Am + K
x 11 + sine dl = An

— de = B
oder

A = F + — dl11
(30) B = — de

E = | cose — ^ sinej dl
Ferner setze man

a = m A~n sin a tang d , a' — 11 cos a
■ b = cos « tang ö , b' = — sincf

Es wird dann
cf' = cf-)- Aa + Bb + E

(32) (V = d + Aa ' + Bb '

Die in den Jahrbüchern gegebenen AVei'te von A , B und E sind ebenfalls unter
Vernachlässigung eines Teils der Glieder von dl und de berechnet . Um die ver¬
nachlässigten Glieder , die wieder mit d2l und d2e bezeichnet werden mögen , zu be¬
rücksichtigen , setze man
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und addiere zu den Werten von a ' und ö', velclie sich unter Anwendung der dem
Jahrbuche entnommenen Werte von A, B und K ergeben haben ,

d2a = Ä' a + B 'b
dj = A' a + B 'b'

50 . Einfluß der Priizession und Nutation auf den Positionswinkel zweier
Fixsterne . In Fig . 4 sei '{A0 der mittlere Äquator zur Zeit tQ und PQ sein Pol ,

KA sei der wahre Äquator zur Zeit t und P sein
Fig. 4. Pol , YE a sei die Ekliptik zur Zeit ta und II 0 ihr

Pol , M sei der Mittelpunkt des die beiden Sterne
St und S2 verbindenden Bogens . Setzt man jetzt
PqMS 2 = ])a, PMS 2 = p , PM — 90° — d, so folgt
aus dem Dreieck P0PM

cos Ösin (p — pa) = — sin PP 0 sin PP aM

Es ist aber derWinkel PP 0M= PP on o—MP 0TI0
und , wenn die Rektaszension von M , bezogen auf
das mittlere Äquinox zur Zeit ta, mit a0 bezeichnet
wird , MP 0IT0 = a0 — 270° = 90° + a0. Somit wird
PP 0M = pp 0n 0- MP0n 0= - (90"- PP on o)- a0
und demnach

( 33 ) cos d sin [p — p o ) = sin PP a sin PP a II Q sin a.0 +

+ sin PI ^ cos PP 0IT0 cos a0

Nun ist Y der Pol von II 0P0 und P der Pol von U0P \ also ist in dem Dreieck
PTI 0P0 der Winkel bei 7/0 gleich dem Bogen '{F , und dieser ist (wenn das tropische
Jahr als Zeiteinheit angenommen wird) gleich der Summe aus dem in § 32 für
(— ip)t gefundenen Ausdruck und den periodischen Gliedern der Gleichung § 29, (89).
Setzt man den Winkel Pll 0P 0= ‘I‘ und beschränkt sich auf die Hauptglieder , so
erhält man

(34) W --
[ 503b " «

— 17"2 sin 11

f0 - 1850-I t - ta0 .5 - - - - --100 | 100| ! ' ' i
J IOO \ IOO I

o".2 sin 2 II — i "3 sin 2L

Die Seite P01I0 des Dreiecks Plf 0P0 ist gleich der mittleren Schiefe der Ekliptik
zur Zeit f0) d. h. gleich dem Werte , den der in § 32 mit [t )r bezeichnete Winkel
für t — t0 annimmt . Die Seite Pll 0 ist gleich der Summe aus dem in § 32 mit
(e')r bezeichneten Winkel und den periodischen Gliedern der Gleichung § 29, (90).
Setzt man P0IJ0— e und PIT 0= « + de , wo

(35) dt = g"2 cos fl — o'.' i cos 2fl + o"6 cos 2L

angenommen werden kann , so folgt aus dem Dreieck PIT 0P0

sin PP 0 sin PP 0II0
sin PP „ cos PP nIL

sin (e + de) sin !F
cos (e -f- de) sine — sin (e + de) cose cos lF
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Diese Ausdrücke sind nun in die Gleichung (33) einzuführen ; setzt man dann noch
die Sinus der Winkel p —p0, !F und de ihren Bögen gleich , sowie ihre Cosinus
gleich 1, so erhält man

(36) P — Po — s n̂£ sin «Q— de cos «„] secd

51. Einfluß einer Korrektion der Nutationskonstante , bzw. der Konstante
der Lunisolarpräzession auf die Nutation. Ist der wahre Wert der Nutations¬
konstante gleich g'.'2i (i + i ), so ergibt sich aus § 29 , daß die dort für — ipc und
// ec gegebenen Ausdrücke (75) und (76) mit 1 + i multipliziert werden müssen, oder
daß an die aus (75) und (76) folgenden Werte von — ipc und Js c die Korrektionen
i (— <pc), bzw. iz / Ec anzubringen sind.

Man nehme jetzt an , daß auch der in § 29 angenommene , für 1850.0 gültige

AVert der Konstante der Lunisolarpräzession , d. h . der AVert — = 5036"95

eine Korrektion erfordere , und daß der wahre AVert dieser Konstante gleich

5°3Ö"95 (1 + l'J) sei ; es folgt dann aus (77 '), wenn gleichzeitig für — | j der
aus (75) sich ergebende Wert 3438 '.'8, multipliziert mit 1 + i , eingesetzt wird

- = 5036'.'95 (i + w) — 3438'.'8 (i + i )

= i598 '.' i5 ( i + 3 . 15 w — 2 . 15 *)

Da nun bei der Berechnung der in § 29 für — ipQ und z! sq gegebenen Ausdrücke
(78) und (79)

angenommen wurde , so sind die aus (78) und (79) folgenden AVerte von — i/jq und
z/ sq um — i//q (3.i5w — 2. 15*), bzw. z/ «q (3. i5w — 2.15*) zu korrigieren.

Die Summe der im vorigen für — ip, und — tpQ gefundenen Korrektionen stellt
die Korrektion des in § 29 für — ip = — ipc— if>Q gegebenen Ausdrucks (89) dar ;
desgleichen gibt die Summe der für z/ sc und z/ £q erhaltenen Korrektionen die an
Je = Je c + z/ sq , d. h. an den aus §29 , (90) für e' — e0 = Je sich ergehenden
Ausdruck anzubringende Korrektion an . Bezeichnet man also die Korrektionen der
aus (89) und (90) folgenden AVerte von — ip und e' — eQ— Je mit zJ{— ip), bzw.
J [Je ), so erhält man

J (— ip ) = 3 . 15 w (— i!>q ) — i [2 . I5 ( — ipQ ) — (— ipc )]

J [Je ) — 3.15W-z/ r — »[2.15 /̂ cq — Jec \

Multipliziert und dividiert man die von oj abhängigen Glieder mit sosö '.'gs und die
von i abhängigen mit 9'.'21, setzt man dann = Jp und 9"21 i = Jv , wo
nun Jp und Jv die Korrektionen der für die Konstante der Lunisolarpräzession ,
bzw. die Nutationskonstante angenommenen AVerte bedeuten , so folgt
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(37)

Man bezeichne jetzt mit <77." und de ' den Komplex der in — tfj, bzw. 1 enthaltenen
Nutationsglieder . Um dann den Einfluß der Korrektionen . tp und z/ r auf die Werte
von dl " und de" zu erhalten , führe man in die Gleichungen (37) an Stelle von — ifjc,
— ipQ, Je c und z/ sq die in den Ausdrücken § 29, (75) und (76), bzw. (78) und (79)
enthaltenen Nutationsglieder ein ; mit Rücksicht aber darauf , daß dp und Jv als
sehr klein angenommen werden dürfen , brauchen nur die Hauptglieder in Betracht
gezogen zu werden . Setzt man demgemäß

so folgt , wenn die Korrektionen von d ) " und de aus einem alsbald ersichtlichen
Grunde mit ../ kl /.), bzw. /J {de) bezeichnet werden ,

Der oben für die Konstante der Lunisolarpräzession angegebene Wert ist aller
Wahrscheinlichkeit nach um weniger wie 1" fehlerhaft ; nimmt man aber selbst an ,
daß die mit Jp bezeichnete Korrektion dieser Konstante , absolut genommen , gleich
1" wäre , so sind die von Jp abhängigen Glieder der zwei letzten Ausdrücke kleiner
als o'.'ooi und können daher vernachlässigt werden . Damit ergibt sich

Wie aus den in § 29 für J und t abgeleiteten Gleichungen (9i ;l) und (9i b) er¬
hellt , müssen die durch die Gleichungen (38) bestimmten Korrektionen der Nutations¬
glieder von — ip und Je auch an die in § 29 für yl und t gegebenen Ausdrücke (92)
und (93) angebracht werden . Da nun die periodischen Glieder der zwei letztgenannten
Ausdrücke in §§ 47 und 48 mit dl und de bezeichnet worden sind , so wurden vorhin
die aus den Gleichungen (38) folgenden Korrektionen dieser Glieder mit J (dl ), bzw.
J (de) bezeichnet . Dem § 47 zufolge stellt dl die Nutation in Länge dar und de
die Nutation in Schiefe ; J (dl ) und J (dt ) geben also die Korrektionen der Nutation
in Länge , bzw. Schiefe an .

Um die Korrektion der Nutation in Rektaszension und Deklination zu erhalten ,
gehe man von der Gleichung (26) aus . Dieser zufolge ergibt sich für die auf das
mittlere Äquinox zur Zeit t bezogenen Äquatorealkoordinaten eines Sterns , wenn a '
und (V die auf das wahre Aquinox zur Zeit t bezogene Rektaszension und Deklina¬
tion , und d,l und de die Nutation in Länge und Schiefe bedeuten ,

— ipc = — 17"23 sin 12
— Pq = — 1.27 sin 2L

Je c = 9"2i cos 22
z/ £0 = o . 5 5 cos 2 L

J (dl ) — — 0.0008 Jp sin 2L Jv (— 1.87 sin 22-f- 0.30 sin 2L )
J (de ) — -f- 0.0003 Jp cos 2L Jv (cos 22— 0.13 cos 2L)

(38)
J (dl ) = Jv (— 1.87 sin 22+ 0.30 sin 2L )
J (de) = Jv (cos£l — 0.13 cos 2L )

(39 )
a = a ' — cos «dl — (sin 8 sin a öG — cos a de) tang d
6 = ö ' — sin £ cos a dl — sin a de
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Denkt man sich jetzt , daß «' und d' beobachtete Werte darstellen , und bezeichnet
man mit [a] und [<5j die Werte , welche sich für « und ö ergeben, wenn in den Glei¬
chungen (39) die der Nutationskonstante g''2i entsprechenden Werte von dl und de
angewandt werden, so erhält man für die der Korrektion z/ v der Kutationskonstante
entsprechenden Korrektionen von <( und <)

Hierin sind für J [dl ) und J [de) ihre Ausdrücke (38) zu substituieren. Führt man
diese Substitution aus und setzt e — 23027', so erhält man

J \a \ = — Jv [— 1.72 sin 12— (0.744 sin« sin 12-\- 1.000 cos« cos 12) tangd -|-
-j- 0.28 sin 2L + (0.119 sin« sin 2A -(- 0.129 cos« cos 2L) tangdj

. / d = —Jv [—0.744 cos« sin 12+ 1.000 sin« cos 12+
+ o.119 cos« sin 2L — 0.129 sin cc cos 2^

Wird noch zur Abkürzung

z/ [«] — — cose J [dl ) — [sine sin « J (dl ) — cos« J [de)'\ tangd
z/ Td: = —sin« cos« J [dl ) ■—sina /I [dt ]

(40)
u sin TT= — 1.000 cosu
u cosU = — 0.744 sin«

v sinF = -f- o.129 cosa
v cosV— -(- 0.119 sin«und

;esetzt, so folgt

Die strengen Werte von « und d sind dann

(4i a)
« = [«] + z/ !«]
d = fd] -f- 2/ rd]
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Kapitel VIII .

Jährliche Parallaxe.

52. Einfluß der jährlichen Parallaxe auf die Rektaszension und Dekli¬
nation eines Sterns . In Fig. i sei M der Mittelpunkt der Sonne, BEC sei die

Erdbahn , 2 der Ort eines Fixsterns . Be-
I- findet sich die Erde in E , so ist ES ' die

S' o.c geozentrische und MS die heliozentrische
Richtung zum Stern hin ; den Winkel M~ E
zwischen diesen beiden Richtungen nennt
man die jährliche Parallaxe des Sterns .
Wird der Winkel M2E mit a, der Winkel
S 'EE ' mit />', der Radiusvektor ME der
Erde mit E und die Entfernung des
Sterns von der Sonne mit r bezeichnet, so
hat man

R .sm u = —sm !)■r

Den in den astronomischen Jahr¬
büchern gegebenen Werten von R, liegt als

Längeneinheit die halbe große Achse der Erdbahn zugrunde; denkt man sich auch r
durch diese Einheit gemessen und setzt

sm ic

so folgt sin 0 == R sin n sin oder hinreichend genau

(0
Der Winkel

o — R ;c sin .*>'

;c wird die Parallaxe des Sterns genannt.

Fig . 2 .

E '

Es sei nun II (Fig. 2) der Pol der Ekliptik , P der
Pol des Äquators , IlY und Py seien Stücke der den
Frühlings -Tagundnachtgleichepunkt mit 17, bzw. P ver¬
bindenden Bögen, ferner seien E ', S , S ' die auf einem
größten Kreise liegenden Punkte , in denen die in Fig . 1
mit ME , M~ bezeichneten Richtungen und die von M
aus parallel zu EZ gezogene Gerade MS ' die Sphäre
schneiden; S ist somit der heliozentrische und S ' der
geozentrische Ort des Sterns an der Sphäre. Die Äqua¬
torealkoordinaten von S1 und S mögen mit ö', bzw.
(t, d bezeichnet werden. Da der Bogen S 'S — a klein
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ist , und da dasselbe von den Differenzen v! — a und d' — ö gilt , so folgt aus dem
Dreieck PS 'S , wenn noch der Winkel bei S ' gleich q' gesetzt wird ,

(« — a ') cosd = o sin q' = Rti sin # ' sinn '(2)
v 0 — d' = u cosq = Rn sin # ' cosg '

Es sei jetzt <p die Rektaszension und d die Deklination des heliozentrischen
Ortes der Erde E ' ; das Dreieck PS 'E ', worin der Winkel hei P gleich cp—
ferner S 'E ' — # ' und PE ' = 90° — d ist , gibt dann

sin # ' sin q1= cos # sinfe/}— a ')
sin # ' cos q' — sin d cos d' — cos d sin d' cos [cp— «')

Die Werte von cp und d lassen sich mit Hilfe des Dreieckes 17 PE ' berechnen .
Man hat nämlich , wenn die heliozentrische Länge der Erde mit l und die Schiefe
der Ekliptik mit s bezeichnet wird , PJJE ' — 90° — l, HP — e, ferner ist IIPE ' =
90° + cp, PE ' = go° — d und IIE ' — 90° ; somit erhält man

cos # cos (p — cos£
cos # sinr/> = cose sin£

sin # = sine sm#
und demnach

sin # ' sin (7' = cose sin / coso ' — cos / sina '
sin # ' cose/ = sine sin / cosd ' — (cos / cosa ' + cose sin / sin « ') sind '

Substituiert man diese Ausdrücke in die Gleichungen (2) und setzt / = i8o° + 0 ,
wo © die Länge der Sonne bedeutet , so folgt

«' = « + Ric [cose cos «' sin© — sin «' cos©] secd
( S )

ö' — ö Ric [(sin e cos d' — cos e sin « ' sin d') sin© — cos «' sin d' cos©]

In den mit n multiplizierten Gliedern dieser Gleichungen kann man «' und d'
mit « und d vertauschen ; setzt man dann noch

m sin 9)t = sin « n sin 9? = cos « sin d
m cos Sk = cos « cose n cos 9J = sine cosd — cose sin « sind ,

so wird
« ' = « + Rnm sin (© — 9k ) secd

(5) d' = d + i / u-nsin (© - k )

An Stelle der Gleichungen (5) lassen sich auch die folgenden anwenden . Man
setze

(6) Gl = R sin© cose D1 = — R cos©

c, — 7Ccos « sec d c\ — n (tang e cos d — sin « sin dj
d, — n sin « sec d #( = ic cos « sin d

und erhält dann
«' = « + ctG, + #,7),

(8J d' = d + Cl' GI + #: / )I



144 Kapitel VIII

53. Einfluß der jährlichen Parallaxe auf den Positionswinkel und die
Distanz zweier Sterne . Tn Fig. 3 bedeute E' den heliozentrischen Ort der Erde,

S und Si seien die heliozentrischen Orter zweier
Fig. 3. Sterne, S ' und S ' ihre geozentrischen Orter ; die

P Distanz der beiden Sterne soll kleiner als 20
vorausgesetzt werden. Bezeichnet m' den
Mittelpunkt von S 'Sl und m den Mittelpunkt
von SSi , bedeutet ferner P den Nordpol des
Äquators , und nehmen die Rektaszensionen in
der Richtung des Pfeils zu, so ist Pm 'Sl — p
der geozentrische und PmS l — p der heliozen¬
trische Positionswinkel des Sterns Si, bezogen
auf m', bzw. m. Die geozentrische Distanz
der beiden Sterne werde mit zl ’ und ihre
heliozentrische Distanz mit /J bezeichnet, man
hat also S 'SI = zP und SSt = J .

Die Bögen SS ' und S,S[ sind stets kleiner als 1", SSt und S 'S'i sind demnach
sehr nahe einander gleich und bilden auch nur einen kleinen Winkel miteinander.
Man ziehe jetzt S[s parallel zu 8,8 , ferner S 't und senkrecht zu S,S. Da der
Winkel Pn S ', nur unmerklich von Pm 'Sl — p' verschieden und PnSl — PmSi — p
ist , so ist S 'S'iS = p —p , also, wenn S 'Sl — z/ ' in Sekunden ausgedrückt wird,
S 's = J ' sin 1" (// —p). Die Strecke S 's läßt sich aber noch anders ausdrücken.
Man hat nämlich S’s — S't — S,r — SS ' cosE 'S 't — SiS! sinPTS'js und mit Berück¬
sichtigung der Gleichung (1), wenn jc und st* die Parallaxen der Sterne S und Sj be¬
deuten, SS ’ = R /t sinE 'S ', StS', — R /Ci sin /WS',' ; hieraus folgt

S 's = Rn sinE 'S ' cosE 'S 't — P /rt-sinE 'S - sinE 'S 'is

Da der Winkel S 'S ', s klein ist, so ist S 't auch nahe senkrecht zu S'S ', und demnach
E'S 't nahe gleich 90° — E'S 'm': ferner ist E 'S'is nahe gleich E'S ', m'. Somit wird
die vorige Gleichung

S's = R ic sinE 'S ' sinE 'S 'm' — R .r, sin E'S' sin E 'S ',m'
— P (/r — nt) sinE 'm' sin E 'm'S ',

Wegen des kleinen Faktors ?r —tt,-kann man hier sinE 'm' sinE 'm'SI = sinE m sinE 'mSi
setzen; substituiert man ferner noch für S 's seinen oben gefundenen Wert [p'—p)z!' sin 1
— [p ' —p)zJ sini ", so erhält man
(9) [p' —p)zl sin 1" = R [n — tt,) sinE 'm sin E 'mS ,

Um eine entsprechende Gleichung für z/ ' —z/ zu finden, projiziere man die ge¬
brochene Strecke S 'SSjSi auf S 'S ' ; mit Rücksicht darauf , daß der Cosinus des
Winkels zwischen SS, und S'S ' gleich 1 gesetzt werden darf, ergibt sich dann

J ' = zJ -f- SS ' cosE 'S 'm' -f S,S 'i cosE'S 'i in'
= J Rn sinE 'S ' cosE 'S 'in' p Rn t sinE 'S', cosP 'S/w'
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Aus den Dreiecken E 'S 'm' und E 'S ' m' folgt aber

sin E 'S ' cos E 'S 'm ' — cos E 'm' sin ~z/ ' + sin E 'm' cos \ J ' cos E 'm'Sl
sin E 'S 'i cos E 'S^m' = cos E 'm' sin \ /l ' — sinE 'm' cos | z/ ' cos E 'm'Sl

Substituiert man diese Ausdrücke in die vorige Gleichung , setzt dann cos = i ,
sinE 'm' cosE 'm'Sl = sinE 'm cos E 'mSj und vernachlässigt die Produkte aus sinfz / '
und tt , bzw. 7ti , so erhält man

(10) .J ' — 4 — R (7t — n ,) sinE 'm cos E 'mS ,

In Fig . 4 mögen nun P , St, m und E ' dieselbe Bedeutung haben wie in Fig . 3,
H bezeichne den Pol der Ekliptik und Y den Frühlings -Tagundnachtgleichepunkt ,
der Pfeil gebe die Richtung an , in der die Längen
gezählt werden . Setzt man HmP = x , UmE ' — y
und berücksichtigt , daß PmS , — p ist , so folgt
E 'mS , = — y — wird jetzt noch E 'm — 10
gesetzt , so lauten die Gleichungen (9) nnd (10)

(p ' —p )R sin 1" = P (/r — tt ,-) sin w sin 1/ — (/. -\- p )]
/] ’ — /] = P [n — 7t̂ sin w cos \y — (x -pp ))

Wenn aber '/. die Länge und ß die Breite des
Punktes m bedeutet , wenn ferner die Länge der
Sonne mit O, also die Länge von P ' mit i8o° -)- 0
bezeichnet , und die Sonnenbreite vernachlässigt wird ,
so gibt das Dreieck IImE '

sin co sin 7 = — sin (0 — Ä)
sin co cos 7 = sin /3 cos (0 — l )

Mit Berücksichtigung dieser Gleichungen erhält man

(p ' — p )R sin 1" — — H [7t — Ti,] [cos (O — A) sin (x + p ) sin ß + sin (© — A) cos (x -b p )}
x/ ' — J = R (7t — 7t ,) [cos (o — Ä) cos (x + p) sin ß — sin (o — A) sin (x -pp )]

oder , wenn zur Abkürzung
m sin PL — — cos (x 4 - v)

(11) . .
m cos M = — sin (x -|- p ) sin ß

n sinN — — sin (x pp )
n cos E — cos (x + p ) sin ß

gesetzt wird ,
12

[p ' — p )J sin 1" = Rm [7t ■
J ' — z/ — Pn (tt

7t , ) cos [O —- (A + M )}

7t,) cos [O — (A+ N )]
Der Winkel x läßt sich mit Hilfe der Dreiecke fit m und P 'im berechnen .

Wird nämlich die Rektaszension und Deklination von m mit « und d bezeichnet , und
setzt man ymH = y, ym — h, so ergibt sich

sin h siny = sinA sin h sin (y + x) — sin a
sin h cos y — — cos A sin ß sin /« cos [y + x) = — cos a sin d

Aus den Gleichungen (11) folgt noch

wp == 1 — sin 2 (x pp ) cos3ß
n ’2 = 1 — QOsa(x pp ) cos 3ß

10

(13)

( ' 4 )

de Ball , Spliiir . Astronomie .



146 Kapitel IX

Es erreicht somit m seinen Maximalwert, wennp gleich i8o° — -/ , bzw. gleich 360°—z
ist, dagegen ist n ein Maximum, wenn p gleich 90° — bzw. gleich 270° — ■/. ist.
Haben also mehrere Sternpaare gleiche Distanz und Parallaxendifferenz, so wird
der Einfluß der Parallaxe auf den Positionswinkel für dasjenige Paar am größten,
dessen Komponenten auf demselben Breitenkreise liegen; dagegen wird der Einfluß
einer gegebenen Parallaxendifferenz auf die Distanz zweier Sterne am größten,
wenn der durch die Sterne gelegte Bogen größten Kreises senkrecht zu dem Breiten¬
kreise des Mittelpunktes dieses Bogens steht . Im ersten Falle findet das Maximum
der parallaktischen Verschiebung statt , wenn 0 = A+ ilf, bzw. gleich 180°+ /. + fl/
ist, im zweiten wenn G = / + V , bzw. gleich 180°+ •i'- + V ist.

Kapitel IX .

Eigenbewegung der Fixsterne.

54. Einleitung . Werden die zu verschiedenen Zeiten beobachteten Örter eines
Fixsterns auf ein und dasselbe Äquinox reduziert und gleichzeitig durch Anbringung
einer etwaigen Korrektion wegen jährlicher Parallaxe in heliozentrische verwandelt,
so zeigen die so erhaltenen Positionen nicht selten einen Gang. In der über¬
wiegenden Mehrzahl der Fälle ist dieser der Zeit proportional ; nur sehr wenige
Sterne kennt man, deren Örter periodischen Änderungen unterworfen sind. Zur
Erklärung eines fortschreitenden Ganges nimmt man an, daß der betreffende Stern
eine Bewegung im Baume besitzt, die selbst innerhalb eines viele Jahre umfassenden
Zeitraumes als geradlinig und gleichförmig betrachtet werden kann. Periodische
Ortsveränderungen kommen zustande, wenn beispielsweise der Stern einen Begleiter
besitzt, und beide Sterne eine Ellipse um ihren gemeinsamen Schwerpunkt beschreiben;
auch in diesem Falle können die beobachteten Örter nebenbei noch einen der Zeit
proportionalen Gang aufweisen, zu dessen Erklärung die Annahme einer geradlinigen
und gleichförmigen Bewegung des Schwerpunktes im Baume hinreicht.

Es soll nun genauer untersucht werden, welche Folgerung sich für die von der
Sonne aus gesehene Bewegung eines Sterns , bzw. des

Kg- !• Schwerpunktes eines Sternsystems an der Sphäre er-
r gibt , wenn die Bewegung des Sterns oder des Schwer¬

punktes im Baume als geradlinig und gleichförmig an¬
genommen wird. In Fig . 1 sei X der Ort eines Sterns
zur Zeit t = o , 22 " sei die Bichtung , in der sich der
Stern relativ zur Sonne bewegt, und v die Geschwindig¬
keit dieser Bewegung; bedeutet dann 22 ' die von dem
Stern in dem Zeitelement dt relativ zur Sonne durchlaufene

Strecke, so ist 22 ' = vdt . Von der Sonne (M) aus gesehen erscheint diese Strecke
unter dem Winkel 2 M2 ' \ wird dieser gleich ndt gesetzt, so ist n die Winkel-
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geschwindigkeit des Sterns in bezug auf die Sonne und wird als die Eigenbewegung
des Sterns , gemessen im größten Kreise , bezeichnet . Setzt man noch
M 22 " = W, M 2 ' T ' = W + dW , so folgt dW ~ 2 M 2 ' oder dW = ndt .

Man beschreibe jetzt mit dem Radius il/ — einen Kreis , welcher il/ in s
schneidet , und setze MZ = r , 2 ' s = dr und dr — qdt , wo q die radiale
Geschwindigkeit des Sterns genannt wird ; es ergibt sich dann 2 s = rndt und
2 's = odt . Nun kann 2 s 2 ' als ein rechtwinkliges Dreieck angesehen werden,
dessen Winkel bei — gleich 11’— 90° ist ; mit Benutzung der für die Seiten dieses
Dreiecks gefundenen Ausdrücke erhält man also

rn = v sin TI7, q — — v cos W

Differenziert man die erste dieser Gleichungen , indem man der obigen Voraussetzung
gemäß v als konstant betrachtet , so ergibt sich mit Berücksichtigung der für o
erhaltenen Gleichung

rdn = — (>dW — ndr

oder , wenn nach dem Obigen dW — ndt , dr = od / gesetzt wird ,

, . du ng
f' 1 Jt = - 2 r

d ix
Zur numerischen Berechnung von -j - bedarf man der Werte von rt, o und r ,

diese aber hängen von den für die Zeit , bzw. die Länge gewählten Einheiten ab .
Als Zeiteinheit werde ein tropisches Jahr und als Längeneinheit die halbe große
Achse der Erdbahn angenommen . Infolge der über die Längeneinheit gemachten
Annahme kann man , wenn /r die Parallaxe des Sterns bedeutet , 1 : r = sin ?r
setzen ; hat man also nach einer der in Kapitel 16 und 17 gegebenen Methoden den
Wert von /r bestimmt , so ist r bekannt . In welcher Weise man 11 findet , wird im
folgenden Paragraphen gezeigt werden . Der Wert der radialen Geschwindigkeit [g)
ergibt sich mit Hilfe von spektroskopischen Beobachtungen . Die aus solchen Be¬
obachtungen folgende Geschwindigkeit wird aber in Kilometern ausgedrückt angegeben
und bezieht sich auf die mittlere Sekunde als Zeiteinheit ; um nun aus diesem
Werte der radialen Geschwindigkeit den auf die hier gewählten Einheiten der
Länge und Zeit bezogenen Wert , der mit g' bezeichnet werden möge , zu erhalten ,
hat man g durch die in Kilometern ausgedrückte Länge der halben großen Achse
der Erdbahn (= 149 Millionen Kilometer ) zu dividieren und mit der in einem
tropischen Jahre enthaltenen Anzahl von mittleren Sekunden (= 365.2422X86400 )
zu multiplizieren . Führt man die angegebenen Operationen durch , so erhält man
g' = 0.212p , und die Gleichung (1) wird

, . dn
(2) ~dt ~ — °4 24ra!? siimr

Bezeichnet man nun mit ds das von dem Stern in der Zeit dt an der Sphäre
beschriebene Bogenelement , so ergibt sich

ds _ d2s _ dn
dt ~ U) dt * ~di ’

10*
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demnach wird der von dem Stern in dem Zeitintervall von t = o bis t = t beschriebene
Bogen , wenn man Glieder von der Ordnung t3 vernachlässigt , gleich

, , Ids , i d2s , l , i dn \
<2 ) (rt + Tdi - V ^ r + TdiT '

d % .
wo für sein aus (2) folgender Wert zu substituieren ist .

Als Beispiel wähle man den Stern Nr . 1830 des Katalogs von Groombridge, für
d Tt

welchen n = 7", g = — 95 km, n = o'.' i und somit -^ = -f- o'.'oooi4 ist ; substituiert
d Yb

man die Werte von n und ^ in die Gleichung (2il), so erhält man für den von
dem genannten Stern in t tropischen Jahren durchlaufenen Bogen den Ausdruck
(7" + o'.'ooooy t)t. Das hier von t2 abhängige Glied würde in 50 Jahren bereits o"2
ausmachen , in 100 Jahren o'.'7 und in 150 Jahren i '.'ö ; der von Groombridge 1830
innerhalb der Zeit t durchlaufene Bogen darf also bei größeren Werten von t nicht
einfach der Zeit proportional angenommen werden . Gegenwärtig sind nur ganz
vereinzelte Sterne bekannt , hei denen auf das von t2 abhängige Glied Rücksicht
genommen werden muß , und auch bei diesen nur , wenn es sich um lange Zeiträume
handelt ; es soll deshalb im folgenden nur der Fall betrachtet werden , wo der von
einem Stern beschriebene Bogen als der Zeit proportional oder die mit n bezeichnete
Eigenhewegung als konstant angesehen werden darf .

55. Einfluß der Eigenhewegung auf die Rektaszension und Deklination
eines Sterns . Bestimmung der Größe und Richtung der Eigenhewegung . In

Fig . 2 seien S und a die Orter eines Sterns zu den Zeiten t, bzw.
Dg . 2. t -\- dt , P sei der Ort des Pols zu einer beliebigen Zeit T, der

Pfeil gebe die Richtung an , in der die Rektaszension gezählt
wird . Wenn dann a und d, bzw. a da und d + dö die Rektas¬
zension und Deklination von S, bzw. u, bezogen auf das Aquinox
zur Zeit T bedeuten , und So = ndt . PSS n— N, PoS n= A -f- dN
gesetzt wird , so folgt aus dem Dreieck J ’So

1 \ da • at * dö , T3 -y- = w sin A sec d , = n cos Adt 1 dt

Hierbei bezeichnet man ^ und als die Eigenbewegung des Sterns in Rektas¬

zension und Deklination , gültig für die Epoche t und bezogen auf das
Aquinox zur Zeit T.

Aus dem Dreieck PSo folgt ferner nach einer der Napier ^chen Analogien

tang 1dN = tang 4dasin (d + \ dö )
cos | Jd

oder hinreichend genau
, , dN . .. da
,4)
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Man differenziere jetzt die Gleichungen (3) und berücksichtige dabei , daß n als
■IN
dt

dN
konstant angenommen worden ist ; substituiert man dann für , , seinen Wert (4) und

denkt sich ^ und — in Bogensekunden ausgedrückt , so erhält man die ebenfallsCtv Clv

in Bogensekunden ausgedrückten zweiten Differentialquotienten

\ d 2« da dd . „ d 2ö / ^ ß \ cU, „n , a
(5) dt 2 = 2 dtdi Smi tang ^ dF = ” ( df ) &ini MnlU0S ,3

Wenn nun Sm und S„ die Örter des Sterns zu den Zeiten tm, bzw. tn darstellen
und wenn die Äquatorealkoordinaten von Sm und Sn , bezogen auf das Äquinox
zur Zeit T, mit Sm, bzw. a „, ö„ bezeichnet werden , so hat man bis auf Glieder
zweiter Ordnung genau

(b) a n - «,« = (^ )jÖ - *"') + -j ( dt 2)j ^‘ _ t“'1 ’

W0 (^ f ) ’ (^ ') (̂ e ĉ e tm geigen Werte von ~ und bedeuten .
Substituiert man in die Gleichung (6) und in die ihr entsprechende , für 8„ — öm gültige
Gleichung die in (5) gegebenen Werte der zweiten Differentialquotienten von « und
d, so erhält man

(;) = (S ).1*-- '•>+ (SlJS ).8“ ‘“*J- (<--
d'(t — öm= {tn — tm) sin 1" sind ,,, cos d„, (tn — f,„)2

Um zu zeigen, wie man mit Hilfe dieser Gleichungen und , und hier¬

aus die Eigenbewegung im größten Kreise nach Größe und Richtung bestimmen
kann , werde angenommen , daß ein Stern zu den Zeiten fQ, tt , f2, . . . beobachtet
worden sei ; die aus diesen Beobachtungen sich ergebenden , auf das Äquinox zur
Zeit T reduzierten Werte der Rektaszension und Deklination des Sterns mögen mit
«o, «2, . . . , bzw. d0, 8I , d2, . . . bezeichnet werden . Versteht man dann unter
tm das Mittel aus t0, tIt t2, . . . und bedeutet t„ irgend eine der Zeiten ta, tt , f2, . . ■,
bezeichnet man ferner mit a„, und d,„ die der Zeit tm und mit «„ und <5„ die der
Zeit t„ entsprechende , auf das Äquinox zur Zeit T bezogene Rektaszension und
Deklination , so müssen die Differenzen a n — am und öu — 8m den Gleichungen (7)
genügen . Die Werte von am und dm sind zunächst unbekannt ; man setze daher
am= a (°} + Ja , 8m— öf + z/ d , wo a 1̂ und d™ irgendwelche für und öm an¬
genommene Werte (etwa die Mittel aus «0, a[ , «2, . . . , bzw. d0, d, , d2, . . .) bedeuten ,
und wo Ja , Jö die zu bestimmenden Korrektionen von al°, und d(mJ angeben . Damit
werden die Gleichungen (7)

Ja + fö ) « -- « = - “* - (SL (S ).si° ■■ (i- - y '

J8 + [tn— tm) = ö„ — + j ^cTt) sin I” Sin<?"' C0S Öm ~~ t"̂
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Als Maximalwerte der auf der rechten Seite dieser Gleichungen vorkommenden
Glieder zweiter Ordnung erhält man , wenn für die Differentialquotienten von a und
d ihre aus (3) folgenden Werte substituiert werden , sin 1" secd ,,, tangd ,« {t„ — fm)2,
bzw. f re2 sin 1" tangd m[tn — tm)2. Die genannten Glieder können also in der Nähe
des Pols und hei großen Eigenbewegungen merklich werden , indessen bleiben sie
selbst für die (gegenwärtig bekannten ) Sterne größter Eigenbewegung so klein , daß

d cc d ö
es genügt , dieselben mit Hilfe genäherter Werte von und - zu berechnen ; diese

CIL CLL

ergeben sich , indem man die Differenzen zwischen den zu zwei weit voneinander
entfernten Epochen beobachteten Werten der Rektaszension und Deklination durch
die Differenz der Epochen dividiert . Die Glieder zweiter Ordnung dürfen somit als
bekannt angesehen werden ; da dasselbe auch von ön, «5« und dm gilt , so treten
auf der rechten Seite der Gleichungen (8) lauter bekannte Glieder auf . Substituiert
man nun in (8) für <<„ der Reihe nach die gegebenen Rektaszensionen a0, , «2, . . .
und tut das Entsprechende für d„, so kann man mit Hilfe dieser Gleichungen Ja ,

Jö , und bestimmen . Nachdem dies geschehen ist , ersetze man in den

Gleichungen (3) ~ und ^ durch die für und gefundenen Werte und
erhält dann die mit n bezeichnete Eigenbewegung im größten Kreise und den
Positionswinkel N dieser Bewegung .

Ist die Eigenbewegung groß und aus früheren Untersuchungen bereits annähernd
bekannt , so wendet man an Stelle der Gleichungen (8) andere an , welche die
Korrektionen der genäherten Werte der Eigenbewegung geben . Setzt man nämlich
in den Gleichungen (8)

/da \ lda \<°> /da \ /dd \ _ /dd \ (o) . /dd \
[ dthr \ dtL + \ dt )m’ [ dt )m~ \ dl )m+ ^ [ dl ) ,,, '

wo und Näherungswerte und J und / j die gesuchten Korrek¬
tionen der Näherungswerte bedeuten , so erhält man , wenn die Abkürzungen

A - - tJ + ( SOSt™ tan S 'i - « • -

— ‘J»°) + (^ 7 ) (b. — U — J sin 1" sin (3î,<(, cos ^ ^ #,, —

eingeführt werden ,

Ja + J (^ f )Jb , - U = «» - A

Jd + J (ddj ) jC - tm) = Ön - D

Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich Ja , Jö , J (^ ) und J bestimmen .
\ Clt J m \ Clt fm

Hat man nach einer der beiden vorhin erläuterten Methoden die Eigenbewegung
eines Sterns gefunden , so lassen sich die Gleichungen (7) dazu benutzen , um die in
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einem gegebenen Zeitintervall durch die Eigenbewegung bewirkte Änderung der
Rektaszension und Deklination des Sterns zu berechnen. Zu demselben Ziele kann
man aber auch noch auf einem anderen Wege gelangen. Bedeutet nämlich as die der
Zeit ts entsprechende Rektaszension, so hat man der ersten Gleichung (7) zufolge

»•- =(S)/ «- f">+(SL(s)r ‘ang'5-R
Ist nun tm— , so wird2

t, —tm= j (ts — t„), tH— tm= — L(4 _ tn)

Substituiert man diese Werte in die Gleichung für «s — am und in die erste der
Gleichungen (7) und subtrahiert dann die beiden Gleichungen, so folgt

y ,© .!<■
wo den der Zeit ^(G + 4) entsprechenden Wert des Differentialquotienten von

a bezeichnet; eine analoge Gleichung ergibt sich für ds — dn. Man erhält also den
einem beliebigen Zeitintervall ts — tn entsprechenden Betrag der Eigenbewegung in
Rektaszension und Deklination bis auf Glieder zweiter Ordnung genau, indem man
die für die Mitte des Intervalls gültigen Werte der ersten Differentialquotienten
von « und ö mit ts — tn multipliziert.

56. Reduktion der Eigenbewegung auf verschiedene Epochen und auf
verschiedene Äquinoktien. Dem Taylorschcn Satze zufolge hat man, wenn

und ^ für die Zeit t gelten,

da _ ldu \ /(G« \ dd _ ldd \ ld *d\
dt ~ \ dt ) + UWi dt ~ U #)m+ UgL (

Substituiert man für die zweiten Differentialquotienten von u und d ihre aus (5)
sich ergebenden Werte , so folgt

S=(31),+2(SKSl“1■" «
dÖ {dÖ \ l dcl V " ' A t .
dt = Kdi) - ( df )msin 1 sin^ cos {t ~ u

Mit Hilfe dieser Formeln kann man aus der für die Epoche tm gültigen und auf
das Äquinox einer beliebigen Zeit T bezogenen Eigenbewegung in Rektaszension
und Deklination die ebenfalls auf das Äquinox zur Zeit T bezogene, aber der
Epoche t entsprechende Eigenbewegung berechnen.

Jetzt sind noch die Formeln abzuleiten, mit Hilfe derer man auder für die.. ^
Epoche t gültigen und auf das Äquinox zur Zeit T bezogenen Eigenbewegung in
Rektaszension und Deklination die ebenfalls der Epoche t entsprechende, aber auf
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das Äquinox zur Zeit T ' bezogene Eigenbewegung finden kann . In Eig . 3 sei YA
der Äquator zur Zeit T, P sei der zugehörige Ort des Pols und Y das der Zeit T

entsprechende Frühlingsäquinox ; eine analoge Be-
Fig . 3. deutung sollen YA ', P ' und y ' für die Epoche

T ' haben . Mit S werde der Ort eines Sterns
zur Zeit t und mit a der Ort des Sterns zur

Zeit t dt bezeichnet . Es sei nun ^ und1 dt dt

die Eigenbewegung des Sterns in Rektaszension
und Deklination , gültig für die Epoche t und

bezogen auf das Äquinox zur Zeit T \ und

seien die ebenfalls für die Epoche t gültigen ,
aber auf das Äquinox zur Zeit T ' bezogenen
Komponenten der Eigenbewegung ; setzt man dann

PS = go° — ö , P 'S = go° — d', Sa = ndt , P 'SP = S , PSo = N , so ist den
Gleichungen (3) zufolge

da
dt cos ö — 11 sin N

cos 8' — 11 sin (N + S )

Mit Hilfe dieser Gleichungen erhält man
d a ' „, d a

dd , T— = 11 cos iS'dt

cl&_
dt = 11 cos [N —}—S )

dd
, . cos d ' — -tt cos <5 cos <S q— ^ sin Sdt dt dt

10

dt
da * ■ q , dö Q-tt cos 0 sm S — , , cos Sdt dt

Um den Winkel S zu bestimmen , betrachte man das sphärische Dreieck P 'PS .
Wird der Winkel yPs oder die für die Epoche t gültige Rektaszension des Sterns ,
bezogen auf das Äquinox zur Zeit I \ mit a bezeichnet , so ergibt sich, daß der
Winkel P 'PS — go°DPs = go°u — yD ist , wobei der Bogen yD den ihm
gleichen Winkel YPD vertritt . Mit Benutzung einer in § 31 eingeführten Bezeichnung
wird YI ) = 90° —]>, und demnach P 'PS = a -\- p . Berücksichtigt man noch , daß
PP ' oder der Winkel ÄDA gleich dem in § 31 mit n bezeichneten Winkel ist , so
erhält man

cos ö ' sin S — sin (« -J- p ) sin n
cos d ' cos S = cos n cos ö — sinn sin ö cos (a + p ) ,

worin nach § 32
I ,,, , „ P — 185o\ T’- T , „ (T' - TP

P = 2303 .6 - f- i '.'q - -- q 0 .3 -
\ 100 I 100 \ 100 I

T —i85o\ T' — T „ iT ' — TP2005 .1

• 4

o '.'Ss
100

zu setzen ist . Zur Berechnung von S genügt übrigens in den meisten Fällen die
erste der Gleichungen (11).
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5G". Reduktion der für ein beliebiges mittleres Aquinox und die zu¬
gehörige Epoche gültigen Koordinaten und Eigenbewegung eines Sterns auf
ein anderes mittleres Aquinox und die zugehörige Epoche . Gegeben seien die
für die Epoche tm gültigen und auf das mittlere Aquinox zur Zeit tm bezogenen
Koordinaten und Komponenten der jährlichen Eigenbewegung eines Sterns , öm,

’ (^ f ) ’ 8esuc ht wer^en die für die Epoche t gültigen und auf das mittlere
Aquinox zur Zeit t bezogenen Koordinaten und Komponenten der Eigenbewegung

«, d, ■ — Zur Lösung dieser Aufgabe kann man zwei verschiedene Wege

einschlagen . Die hierbei zu benutzenden Formeln sind bereits in den vorhergehenden
Paragraphen enthalten , doch sollen dieselben jetzt übersichtlich zusammengestellt
werden , und zwar unter Anwendung einer dem Zweck entsprechenden , teilweise
neuen Bezeichnung .

A. Bezeichnet man mit a und b die für die Epoche t gültigen , jedoch noch auf
das mittlere Aquinox zur Zeit tm bezogene Rektaszension und Deklination , so ergibt
sich mit Hilfe der Gleichungen (7)

lda \ . I>la \ Idd \a~a"‘=(w)j*- tm]+(wl(̂ lSinl"tan̂"‘ w
b — dm = (t — t m) -- sin I " s ’n dm COS dm (1 — t m) °

Wenn aber die für die Epoche t gültige , jedoch noch auf das mittlere Aquinox zur

Zeit tm bezogene Eigenbewegung in Rektaszension und Deklination mit ^ , bzw. ^ ^
bezeichnet wird , so folgt aus (g)

w - (S ) + 2(SL (S ).r '■•»«»*- “ - L>

7*- (wir(S)™
Somit werden die Gleichungen (12)

(|1| 0= ,2>+ t [S + (s ').](, - ‘-)
b dm-|-

Addiert man nun zu a und b die Präzession von tm bis t , so ergeben sich die
gesuchten Koordinaten «, d.

(ICC (.10
Um und zu erhalten , hat man zunächst den im vorigen Paragraphen

mit S bezeichneten Winkel zu berechnen . Die hierzu dienenden Gleichungen (11),
von denen aber in den meisten Fällen die erste ausreichend ist , werden mit Benutzung
der im obigen angewandten Bezeichnungen

cos d sin S = sin (a + p) sin n
cosd cosS = cosn cosb — sinn sinb cos (a + p ),
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„ = ( 2 303 ':6 + i "A ^ + o "3 ( l ^ f

n = ( » 05", - o'.'85 074 (^ J j ’

ist . Indem man jetzt auch in (io ) die neuen Bezeichnungen einführt , erhält man
cl ci d ö

die zur Berechnung von -jj und dienenden Gleichungen

da .. da , o , • o—- cos o = —tt cos o cos o H— yt sin odt dt

^ cos b sin S + cos Sdt dt dt

Durch die Gleichungen (I ) bis (IV ) ist die gestellte Aufgabe gelöst .
B . Man füge zu am und dm die Präzession für das Zeitintervall t — tm hinzu

und erhält damit die für die Epoche tm gültigen , aber auf das mittlere Aquinox
zur Zeit t bezogenen Koordinaten des Sterns ; diese mögen mit a ' und d' bezeichnet
werden . Man berechne sodann den Winkel S. Die hierbei zu benutzenden Glei¬
chungen (n ) werden mit Rücksicht auf die gegenwärtig angenommenen Bezeichnungen

cos d' sin S — sin (a ,„ p ) sinn
cosA cos <S = cosn coscim— sinn sind ,,, cos (am+ >̂),

wo für p und n dieselben Ausdrücke gelten wie vorhin .
Unter Anwendung des aus (V) folgenden Wertes von S berechne man weiter

die für die Epoche tm gültigen , aber auf das Aquinox zur Zeit t bezogenen Kom -
d ctf d ö'

ponenten der Eigenbewegung -jj und -jj ; die zu diesem Zwecke dienenden Glei¬
chungen (io ) lauten mit Einführung der neuen Bezeichnungen

“ ”• * =(SL“ 53"' cosS+ (St ).- »®
da

(VI ) dt
dd' ida\ . n , /dd\
it = - U ).“ 8,i- s,,, 6 + (dt),.00’ s

Nun folgt aus (7), wenn a und d die oben angegebene Bedeutung haben ,
da' da' dd' .

« — « = ~dt t,n' + ~dt ~Jt 81111 “g ^
f‘3)

b = (1̂ t ^ ~ *»>) — j siu l" sil1^ CÜS — Q 2

Berücksichtigt man jetzt die aus (9) sich ergebenden Gleichungen

da da ' da ' dd ' .
_ = _ + 2 _ _ sini tangd {t — tm)

dd dd ' nla ' Y . „ . , , x, /f # ^
dt = dt - U ) sin 1 sin ^ cos ^ ^ >
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so werden die Gleichungen (13)

(VIII) - :i
da da

dt t,n)

d ä
Ti dt \ [t tm]

Fig . 4 -

Die in (V), (YI ), (VII ) und (VIII ) gegebenen Formeln bilden die zweite Lösung der
zu Anfang dieses Paragraphen gestellten Aufgabe .

57. Einfluß der Eigenbewegung auf den Positionswinkel und die Distanz
zweier Fixsterne . In Fig . 4 sei P der Ort des Pols zur Zeit T. Mit S und a
mögen die Örter eines Sterns zu den Zeiten t und t -pdt
bezeichnet werden ; wenn also n die Eigenbewegung des
Sterns , gemessen im größten Kreise , bedeutet , so ist
Sa — ndt . Ein zweiter Stern , dessen Eigenbewegung zu¬
nächst gleich o angenommen werden soll , befinde sich in S,;
mit Rücksicht auf die größten , direkt meßbaren Distanzen
werde der Abstand der Sterne S und £ ,■ kleiner als 20
vorausgesetzt . Setzt man jetzt SSi = J , öS / — J dz/ , ,K
SiSK = v, SiaK — v dv, so erhält man aus dem Drei¬
eck S S,a
, , dJ( , 4) — = — n cos v
Hieraus folgt <rj . dv

cW ~ n 8111V Ti

Aus dem Dreieck SSiü ergibt sich aber , wenn berücksichtigt wird , daß der Winkel
bei Si sehr nahe gleich dv ist ,

ndt
(15)

Somit wird die vorige Gleichung

(16)

dv

d*J
dP

zl sin v

n sm v
~ TT~

Bezeichnet man noch den Winkel PSK mit N und den Winkel PSS , mit p , so daß
N den mit Hilfe der Gleichungen (3) zu berechnenden Positionswinkel der Eigen-
bewegung des Sterns S , und p den durch Beobachtung zu ermittelnden Positions¬
winkel von Si , bezogen auf S, bedeutet , so folgt

(17) v = N — p

Wenn nun der Stern S zur Zeit t ' in S ' angekommen ist , und S,S '
wird , so hat man bis auf Glieder zweiter Ordnung genau

J ' gesetzt
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Hier sind für und ihre aus (14), (16) und (17) folgenden Werte zu sub¬

stituieren ; denkt man sich dabei n und .4 in Bogensekunden ausgedrückt , so erhält
man für den auf dieselbe Einheit bezogenen Wert von J ' — 7

(18) z/ ' — J = — n [t ' — t) cos [N — p ) -f- n ^ ^ sin 2(JV— p)

Um die entsprechende Formel für den Positionswinkel abzuleiten , differenziere
man die Gleichung (17); wird hierbei der aus (4) folgende , durchwegs kleine Wert
von (IN vernachlässigt , so ergibt sieb dp = — dv . Mit Berücksichtigung der Glei¬
chung (15) erhält man also für den in Bogensekunden ausgedrückten Differential¬
quotienten von p

dp n sin v(19) dt / sin 1'

Differenziert man diese Gleichung und substituiert für und ihre in (15)
und (14) gegebenen Werte , so folgt

, , (Pp n * sin 2 v
{1° ] d ? “ - . / • - i:i :

Nun ist , wenn p ' den Positionswinkel von <St-, bezogen auf 6", bedeutet ,

Substituiert man hierin die aus (19), (20) und (17) folgenden Werte von ~ und ,
so ergibt sich

. . , n (t ' — t) . , , T . n 2 lt ' — t)2 . , . r ,21 P — P = ---- , - •— tt sm {N — p ) N —,— sin 2 iY _ p )11 z/ sin 1 ' 2z / 2 smi ' 11

Im vorigen ist der Stern <S>- als unbeweglich vorausgesetzt worden . Läßt man
diese Voraussetzung fallen und nimmt an , daß sich $ ,• innerhalb des Zeitintervalls
t ' — t von Si nach S ' bewegt , so ist die Distanz der Sterne S und S,- zur Zeit f
gleich S 'S/ = J ". Es sei nun ?»,• die jährliche Eigenbewegung des Sterns S,-, gemessen
im größten Kreise , und V(- der Positionswinkel dieser Eigenbewegung . Man erhält
dann die Gleichung für z/ " — z/ ' , indem man in (18) n und N durch % und Ni ersetzt ,
ferner z/ ' mit z/ ", z/ mit z/ ' vertauscht und an Stelle von p den Positionswinkel
von S ' in bezug auf Si substituiert ; dieser Positionswinkel kann aber (vorausgesetzt ,
daß sich die Sterne nicht in der Nähe des Pols befinden ) gleich 180° -j- p ' angenommen
werden , wo p ' durch die Gleichung (21) bestimmt ist . Es wird somit

zT - J ' = mit ' - t) cos [Ni — p ') + nl [t '2 ~ t]~ sin *(iY,-—p ')

Aus dieser Gleichung in Verbindung mit (18) folgt

(22) z/ " = z/ — [n cos [N — p ) — % cos [Nt — p ')\(f — t)

+ sin 2(N - p ) + Hin2(N - p ') (f - t)2
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In ähnlicher Weise läßt sich die Formel für den Positionswinkel ahleiten . Man
setze PS 'S/ — p ", so daß p" den Positionswinkel von 8 / , bezogen auf S ' , bedeutet .
Um zunächst ^ " — p ' zu erhalten , hat man in der Gleichung (21) n und N durch
n ,-, bzw. N,-, /J durch J ' und p durch 18o° + p ' zu ersetzen . Es ergibt sich so

nl {V - t)’p , — . , AT
zt ' sin 1" V 2d ' 2 sin 1'

Addiert man diese Gleichung zu (21), so erhält man

sin 2 [Ni — p ')

( 23 ) p = p
1 r n

in 1" | 1 sin [N — p) — sin (

2smin 1 L

sm
n n -
^ sin 2 (IV— p ) + sin 2 (IV,-

Ist eine der Eigenbewegungen , beispielsweise n iy sehr klein , un
beträgt die Differenz t ' — t nur wenige Jahre , so kann man die in (22} und
(23) von n } abhängigen Glieder vernachlässigen und J ' — p ' = p annehmen ;
damit wird

(22 a) z/ " — z/ \n cos (N — p ) — nt cos (N — p)}(f — t) -\- n — — (f ■

(23“) p" = p z/ sin 1r, [n sin (IV— p ) — n , sin (IV,-—p)}(f — t) —

2z/
« 2sin2 (IV—p )

2z/ 2 sin 1" (f - ty

Dg . 5.

57“. Sternströme . Wenn man auf einem Himmelsglobusdie Eichtungen der
Eigenbewegungen der Sterne aufzeichnet , so findet man wiederholt , daß mehrere
dieser Eichtungen gegen einen Punkt hin konvergieren ; diese Erscheinung weist auf
die Existenz von Sterngruppen hin , deren Glieder sich im Eaum in parallelen , von
Gruppe zu Gruppe verschiedenen Eichtungen bewegen .
Stellen nämlich die zueinander parallelen Geraden Ss ,
S ' s , S "s" (Fig . 5) die Eichtungen dar , in denen sich
drei Sterne relativ zur Sonne (M ) bewegen , und zieht
man durch M die Gerade K 'K parallel zu Ss , S ' s' ,
S "s", so schneiden die Ebenen MSsK , MS ' s'K ,
MS "s"K die um M beschriebene Sphäre in drei größten
Kreisen , welche den gemeinsamen Durchmesser K 'K
haben und somit durch die beiden Punkte hindurch¬
gehen , in denen dieser Durchmesser die Sphäre trifft ,
der Geraden K 'K mit der Sphäre zu finden , betrachte man zunächst nur zwei zu¬
einander parallele Sternbahnen , beispielsweise Ss und S 's' , und
nehme an , daß S und S ' die Orter der beiden Sterne zur Zeit t
seien . Die Punkte , in denen die Eichtungen MS , MS ' und
MK verlängert die Sphäre treffen , sind in Fig . 6 mit S , S '
und K bezeichnet ; SK und S 'K geben somit die Eichtungen
der Eigenbewegungen der beiden Sterne an der Sphäre an . Ist
dann P der Nordpol des Äquators , und werden die Eektas -
zensionen in der Eichtung des Pfeils gezählt , so sind PSK — N und PS 'K — N '
die Positionswinkel der Eigenbewegungen ; die Werte von N und N ' ergeben sich

- __S^

Um die Durchschnittspunkte

r ]£T. 6.
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mit Hilfe der Gleichungen (3) des § 55, wenn für ^ und ^ die für die Sterne

S und S ' gültigen Komponenten der Eigenhewegung in Kektaszension und Deklination
substituiert werden . Es seien nun a , ö, bzw. <) ' , bzw. Ä, D die Rektaszension
und Deklination von S, S ' und K . ferner werde SK — J und S ' K = J ' gesetzt ;
aus dem Dreieck PSK folgt dann

sin J sin N — cos D sin [A — a)
(24) sin ^/ cosN = cosd sinD — sind cosD cos (/l — a)

cos z/ — sin d sinD + cos d cos D cos (A — «)

Durch Division der beiden ersten Gleichungen erhält man

sinIV "cosd tangD — sind cos (J . — «)] = sin (J . — a) cosN

Setzt man hier
m sin M = sin N sin d

2̂ C) T
' ' mcosM = cosN ,
so ergibt sicli
(26) siniV cosd tang T) = m sin (A — u -f - M )
oder

(26a) sinjVcosd tang I ) — m cos (Jf — a ) sind + m sin (M — a ) cosd

Ebenso erhält man für den zweiten Stern , wenn

m' sin AP — sin N ' sin d'
m ' cosd / ' — cosN '

gesetzt wird ,

(28) siniV ' cosd ' tangD == m' cos (M ' — a ) sind . + m! sin (d/ ' — «') cosd

Führt man die Abkürzungen ein

sinA” cosd = c, m cos (df — u ) = a, m sin (d/ — a ) — b,
sin N ' cos d' = c', m' cos [M'— «') = m' sin [M' — «') = =d' ,

so werden die Gleichungen (26“) und (28)

a sind . + b cosd = c tang I)
a ' sin d + d' cos A — c' tang / )

Hieraus folgt , wenn tang P eliminiert wird ,

. , i a bc ' — b ' c
(3„ ) l ms A = - aJ - - - 7re

Diese Gleichung liefert zwei um 180° voneinander verschiedene Werte von d ; der
eine derselben gilt für den Punkt K , der andere für den dem K diametral gegen¬
überliegenden Punkt der Sphäre . Die den beiden Werten von d entsprechenden
Werte von I) ergeben sich mit Hilfe der Gleichung (26).

Ist für mehrere Sterne der gemeinsame Konvergenzpunkt ihrer Eigenbewegungen
zu bestimmen , so benutzt man die vorigen Formeln dazu , um zunächst aus den
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Eigenbewegungen zweier der Sterne genäherte Werte der Rektaszension und Dekli¬
nation des gesuchten Punktes zu finden ; diese mögen mit J a, bzw. Da bezeichnet
werden . In Fig . 7 sei nun K0 der durch die Koordinaten
und Da bestimmte Punkt der Sphäre , K sei der wahre Ort
des Konvergenzpunktes , P und 8 sollen dieselbe Bedeutung
haben wie in Fig . 6. Zieht man KJ : senkrecht zu SK und Ko
senkrecht zu PK a , bezeichnet man ferner den Winkel PK 0S s
mit cd, so ist der Winkel <; K0/.: sehr nahe gleich go° — cd
und aiK 0 = cd; indem man dann die kleinen rechtwinkligen
Dreiecke KoK a und KkK Q als eben betrachtet , findet man

(31) KQk = oK 0 sin « -)- oK cos «

Es seien jetzt A und I) die Aquatorealkoordinaten von K , ferner setze man
A — A0 — dA , D — D0 = (ID , PSK = N , PSK 0 — N0, SK a — J 0; man erhält
dann oK 0 = dD und , mit Zuhilfenahme der sphärischen Dreiecke SK 0k, bzw. PuK
K0k = (N0 — N ) sin , oK = cos DdA . Werden die hier gefundenen Werte in
die Gleichung (31) substituiert , so folgt , wenn cos DdA = cos DQd A gesetzt wird ,

(32) [NQ— N ) sinz /Q= sin « dD -f- cos « cosD 0dA

Die zur Berechnung von « dienenden Formeln ergeben sich aus dem Dreieck PSK a,
und zwar erhält man , wenn man die Rektaszension und Deklination des Sterns
mit «, bzw. d bezeichnet ,

sin <d0 sin « = sin (A0 — a) cos c5
sin J 0 cos cd— sin ö cos Da — cos d sin D0 cos (A0 — a )

h sin II — sind

h cos H = cos d cos (Aa — a)

sin A0 sin « = sin (A0 — a) cos d
siiio / 0 cos « = h sm (H — DJ

cos z/0 = h cos (U — DJ ]

Um die wahrscheinlichsten Werte von cos J)0dA und dD zu finden , hat man
in (32) an Stelle von N die mit Hilfe der Gleichungen (3) des § 55 erhaltenen
Positionswinkel der Eigenbewegungen und an Stelle von N0 und die aus (24)
für A = A0. D = DQ folgenden Werte von N und J einzusetzen ; werden die so
entstehenden Bedingungsgleichungen nach der Methode der kleinsten Quadrate auf¬
gelöst , so erhält man als Koordinaten des Konvergenzpunktes A = A0 -\ - dA ,
D = D0 + dD .

Sind nun A und D gefunden , und kennt man außerdem die radialen Geschwindig¬
keiten der Sterne , so lassen sich auch die totalen Geschwindigkeiten und die Par¬
allaxen der Sterne bestimmen . In Fig . 5 sei AS', = v die Geschwindigkeit des
Sterns S im Raum ; zieht man dann Sl o senkrecht zu MS und setzt So — q, so
gibt u die radiale Geschwindigkeit des Sterns an . Nun ist der Winkel oSS l = SM K.

(33 )

oder , wenn

(33 ")

gesetzt wird

(33 1’)

Fig - 7-
P
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und SMK ist gleich dem mit J bezeiclmeten Bogen SK in Fig . 6 ; es folgt also
aus dem Dreieck S1Su in Fig . 5

(34) v — osecJ

Wie schon in § 54 bemerkt wurde , sind die von den Beobachtern angegebenen
Werte von o in Kilometern ausgedrückt und beziehen sich auf die mittlere Sekunde
als Zeiteinheit ; multipliziert man diese Werte mit 0.212, so erhält man dem § 54
zufolge die auf die halbe große Achse der Erdbahn als Längeneinheit und auf ein
tropisches Jahr als Zeiteinheit bezogenen radialen Geschwindigkeiten . Wird die auf
die zuletzt genannten Einheiten bezogene totale Geschwindigkeit mit v' bezeichnet ,
so ergibt sich

(34*) v' — 0.212 o secz /

Hier , wie auch in der Gleichung (34), hat man für z! seinen aus den Gleichungen (24)
für A = A0 -\- dA und IJ = J)Q-f- dl ) folgenden Wert zu substituieren .

Der Winkel oMS 1 (Fig . 5) ist die Eigenbewegung des Sterns , im größten Kreise
gemessen ; wird diese wie oben mit n bezeichnet , und setzt man MS T — r , so folgt ,
wenn n in Bogensekunden ausgedrückt wird , aS I = rn sin 1". Nun ist aS 1 auch
gleich v sin 2/ ; somit wird

v sin J
r = — -. —,n sin 1

Substituiert man hier für v seinen in Einheiten der halben großen Achse der Erd¬
bahn ausgedrückten Wert v' , so wird auch r in dieser Einheit ausgedrückt erhalten ;

da aber dann = sin rc ist , wo 7t die Parallaxe des Sterns bedeutet , so ergibt

sich, wenn noch snur = n sin 1" gesetzt wird ,

(35) ' - = ^
Mit Rücksicht darauf , daß v' auf das tropische Jahr als Zeiteinheit bezogen ist ,
hat man unter n die jährliche Eigenhewegung im größten Kreise gemessen zu
verstehen .

Beispiel . Die vorhin abgeleiteten Formeln sollen jetzt auf die in der ersten
Kolumne der folgenden Tabelle erwähnten Sterne angewandt werden . Die auf das
mittlere Aquinox 1900.0 bezogenen Koordinaten dieser Sterne sind in der zweiten
und dritten Kolumne mitgeteilt , die vierte und fünfte Kolumne enthalten die jähr¬
lichen Eigenbewegungen in Rektaszension und Deklination nach den Angaben von
L . Boss (Preliminary General Catalogue of 6188 stars for the epoch 1900); unter
Benutzung dieser Werte findet man mittels der Gleichungen (3) des § 55 die in-
der 6. und 7. Kolumne angegebene Eigenhewegung im größten Kreise , bzw. den
Positionswinkel der Eigenhewegung . Die Bedeutung der in der 8. Kolumne
enthaltenen Zahlen wird unten erläutert werden .
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Tafel I .

A (In dd A TO(c (/
dt dt U / Vl

ß Aurigae 5“ 5 2™ + 44 ' -56 ' — o '.'o66 — o '.'oo5 C/.'CH; 2 b f ' 53 ' 261 "A 4 '
Sirius 6 41 — 16 35 — 0 -549 — 1.206

. I -3 I 5 203 34 204 14

[j Ursae maj ., IO 56 + 56 55 + 0 . 153 + 0 .028 0 .088 71 28 69 28
Ö Leonis 11 9 + 21 4 + 0 . 159 — 0 . 145 0 .207 134 21 131 28

y Ursae maj . 11 49 + 54 15 + 0 . 160 + 0 .003 O.O94 88 10 87 26
ö » » I 2 10 + 57 35 + 0 . 205 + 0 .003 O. I IO 88 26 87 26

e » » 12 50 + 56 30 + 0 . 208 — O.OI I O. II5 95 28 96 43
:• 1[ 13 20 + 55 27 + 0 .222 — 0 .030 O. I 2 Q 103 24 103 19
t( Coronae b. 15 30 + 27 3 + 0. 135 — 0 . 102 0 . 158 130 19 132 20

Auf Grund einei• von TIerü sprung ausgeführten Untersuchung kann man für die
Rektaszension und Deklination des Konvergenzpunktes der Eigenbewegungen der
obigen Sterne die Näherungswerte J a = 309° , 7>0 = — 42 0 annehmen . Unter
Benutzung dieser Koordinaten und der in der zweiten und dritten Kolumne der
vorigen Tafel enthaltenen Rektaszensionen und Deklinationen wurden mittels der
Gleichungen (24) /1a und berechnet ; hierauf wurde für jeden Stern das Produkt
{N 0 — 7\r j sinz / 0 gebildet , wo N den in der 7 . Kolumne angegebenen Positionswinkel

bedeutet . Nachdem dann noch mit Hilfe der Gleichungen (33) die Werte von sin oj
und cos i'j berechnet waren , ergaben sich die hierunter mitgeteilten Bedingungs¬
gleichungen . Die rechts neben dem ersten Gleichheitszeichen stehenden Zahlen
stellen die Werte von (N0 — N ) sin ausgedrückt in Bogenminuten , dar ; dividiert
man diese Zahlen (der in § 7 gegebenen Vorschrift gemäß ) durch die größte unter
ihnen (163'), so erhält man die rechts neben dem zweiten Gleichheitszeichen stehen¬
den Zahlen .

ß Aurigae + 0.339 cosD 0cfA — 0.941 dT) = — 86' — — 0.528
Sirius — 0.859 » — 0.512 » = — 8 = — 0.050

ß Ursae maj . + 0.719 » + 0.695 » = — 8 = — 0.050
ö Leonis — 0.361 » + 0.933 » = — 86 = — 0.528
y Ursae maj . + 0.618 » + 0.786 » = + 22 = + 0. 132
d * » + 0.693 » + 0.721 » = + 10 = + 0.059
fi » » + 0.677 » + 0.735 » = + 97 == + 0.596

■ L1 • » + 0.673 * + 0-740 8 = + 42 = + 0.258
cc Coronae b. + 0.484 » + 0.875 5 = + !63 = + 1.000

Allen diesen Gleichungen möge dasselbe Gewicht beigelegt werden ; mit Anwendung
der rechts neben dem zweiten Gleichheitszeichen stehenden Zahlen erhält man dann
die folgenden Normalgleichungen und die mit nn bezeichnete Summe der Fehler¬
quadrate .

3 .508 cosD 0 (ZA + 2 .688 (/ D = 1.202

2 .688 » + 5.492 » = 1.647
nn = 2.005

Ball , Sphar . Astronomie . 11
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Löst man diese Normalgleichungen nach dem in § 8 , II erläuterten Verfahren auf ,
so ergehen sich die folgenden Werte von cosZl 0 cL4 und dl ) nebst ihren mittleren
Fehlern

cosD 0dA = + 0.1807 — 0-3063 , ‘dD = + 0.2115 ± 0.2448

Um diese Werte in Bogenminuten ausgedrückt zu erhalten , sind dieselben mit der

Fehlereinheit (= 163 ') zu multiplizieren ; es wird also

cosD 0dA = + 29'. 5 ± 50', dD = -f- 35' dr 40',
folglich

dA = + 40' ± 67', dD = + 35' ± 40'
Somit ergibt sich

N = 309°4o ' , D = — 4i°25 '

Mit Hilfe dieser Koordinaten wurden die Gleichungen (24 ) nochmals aufgelöst ; die

dadurch erhaltenen Werte von N sind in der 8 . Kolumne der obigen Tafel unter

der Bezeichnung eingetragen , die Werte von log sin z/ und log cos z/ findet man

in Tafel II angegeben . Der Unterschied zwischen N und 9c ist am größten für

d Leonis ; nimmt man den in Tafel I für d Leonis gegebenen Wert 11 = 0 " 207 als

richtig an , so erhält man für die dem Positionswinkel = i3i°28 ' entsprechende

jährliche Eigenbewegung in Rektaszension und Deklination - f- o '.' i66 , bzw .

Tafel II .

log sin z/ log cosz / r löge ' sin J n
km km

l'i Aurigae 9 .7018 9 »93 66 — 17 -9 — 16 .7 0.3137 o"023
Sirius 9 -9539 9 ,,6404 — 8 . 1 - 8 .4 0 .5658 o -357

(1 Ursae maj. 9 .6542 9 »95°6 — 16 .8 — 17-2 0 .2661 0 .048
ö Leonis 9 -785 I 9 »899 i O.3970 0 .083

y Ursae maj . 9 . 7429 9 m92 o 6 0 .3548 0 .041
<5 » » 9 -7775 9 -19035 0 .3894 0 .045
€ » 9 .8268 9118700 0 .4387 0 .042
C1 » ‘ » 9 .8607 9»i8377 — 12 .6 — 13 -3 0 .4726 0 .044
a Coronae b . 9 .9949 9 .11796 + ° -4 — 2 .9 O.6068 0 .039

Die vierte Kolumne der vorstehenden Tafel enthält für 5 Sterne die beobachteten

radialen Geschwindigkeiten o ; infolge des Mangels an hinreichend scharf begrenzten

Linien in den Spektren der vier anderen Sterne lassen sich für letztere die Werte

von q nicht bestimmen . Mit Hilfe von o und z/ kann man nach (34 ) die totale

Geschwindigkeit (v ) berechnen , indessen soll zuerst das Gewicht einer solchen
Geschwindigkeitsbestimmung ermittelt werden . Bezeichnet man mit e den mittleren

Fehler von 0 , so ergibt sich aus (34 ) für den mittleren Fehler von v der Wert

e secz / . Es werde nun angenommen , daß die mittleren Fehler der beobachteten q
einander gleich seien ; wenn sich dann zwei Sterne im Abstande z/ t , bzw . z/ 2 vom

Konvergenzpunkt befinden , und v, und die totalen Geschwindigkeiten der beiden
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Sterne im Raum bedeuten , so erhält man , wenn die Gewichte von v1 und v2 mit
]), , bzw. p 2 bezeichnet werden , und = i gesetzt wird ,

sec 2z/t
sec 2z/2

Mit Hilfe dieser Gleichung findet man , daß , wenn das Gewicht des für ß Ursae maj .
folgenden Wertes von v als Einheit angenommen wird , das Gewicht des für a Coronae
sich ergebenden Wertes von v nur mehr 0.03 ist . Läßt man den zuletzt genannten
Stern vorläufig unberücksichtigt , so erhält man die hierunter angeführten Werte
der totalen Geschwindigkeit nebst ihren Gewichten .

v Gewicht v Gewicht
. km kn>

ß Aungae + 20.7 0.94 ß Ursae maj . + 18.8 1.00
Sirius + ° -24 C1 » » + 18.3 0.59

Die Differenzen zwischen diesen 4 Werten von v lassen sich vollständig durch
Beobachtungsfehler erklären ; nimmt man demnach an , daß sich die vier Sterne in
Wirklichkeit mit gleicher Geschwindigkeit im Raum bewegen , so erhält man als

km km
wahrscheinlichsten Wert dieser Geschwindigkeit 19.3. Für v — 19.3 gibt die Glei¬
chung (34) die in der 5. Kolumne der Tafel II mit r bezeichneten Werte von o.
Der größte Unterschied zwischen der beobachteten und berechneten radialen

. . . km
Geschwindigkeit findet für a Coronae statt und beträgt 3.3. Auch diese Differenz
kann gegenwärtig noch teils auf Rechnung der Beobachtungsfehler , teils auf Rech¬
nung des für v angenommenen Wertes gesetzt werden . Macht man nun die Hypothese ,

km
daß sich alle in der Tafel I aufgeführten Sterne mit der Geschwindigkeit 19.3 in der
Sekunde , also mit der in Einheiten der halben großen Achse der Erdbahn aus¬
gedrückten und auf das tropische Jahr als Zeiteinheit bezogenen Geschwindigkeit
1/ = 4.092 im Raum bewegen , so erhält ' man die in der 6. Kolumne der Tafel II
angegebenen Werte von log v' sin ,J ; werden diese und die in Tafel I mitgeteilten
Werte von n in die Gleichung (35) substituiert , so ergeben sich die in der 7. Kolumne
der Tafel II enthaltenen Parallaxen .

11*
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Kapitel X .

Aberration des Lichtes.

58. Erklärung der Aberration. Ein Punkt S bewege sich mit der Ge¬
schwindigkeit V in der Richtung SK (Fig . i ) und treffe in E die Oberfläche der
Erde ; der Moment, in dem S mit E zusammentrifft, möge mit t bezeichnet werden,

eßÄ sei die Richtung der Bewegung des Punktes E zur
Fig- i- Zeit t. und v bedeute die Geschwindigkeit dieser Bewegung.

S cy Wird dann das Stück ~ E der Bahn des Punktes S nur so
groß gewählt, daß innerhalb des Zeitintervalls r , in dem
der Punkt S die Strecke 2E durchläuft , die Bewegung der
Erde als geradlinig und gleichförmig betrachtet werden kann,
und ist e der Punkt , in dem sich E zur Zeit t — r befand,
so hat man eE = vr und 2E — Vt . Die Bewegung des
Punktes S von - nach E werde jetzt durch zwei andere
ersetzt : man lasse nämlich S innerhalb des Zeitintervalls i
mit der Geschwindigkeit v die zu eE gleiche und parallele

Strecke - - zurücklegen, gleichzeitig aber soll sich XX' parallel zu sich selbst nach
cE hin bewegen, und zwar so, daß der Endpunkt X entlang der Verbindungslinie von
X und e gleitet und nach der Zeit r in e ankommt. Da e den Punkt der Geraden eA
bedeutet, in dem sich der Punkt E befunden hat, als der bewegliche Punkt in X war,
so wird durch die Komponente XX' (= eE ) der Bewegung von S die relative Lage
des Beobachters zum beweglichen Punkt nicht geändert. Es bleibt somit nur die
zweite Komponente 2 'E übrig, und diese hat naturgemäß zur Folge, daß der Beob¬
achter die Richtung X'K als diejenige betrachtet , aus der der bewegliche Punkt S
herkommt.

Wendet man die vorigen Betrachtungen auf den Fall an, wo SE einen von einem
Stern ausgehenden Lichtstrahl bedeutet , so kommt man zu dem Resultat , daß ein
in E befindlicher Beobachter den Stern nicht in der Richtung ES , sondern in der
um den Winkel SES ' von ihr abweichenden, in der Ebene SEA gelegenen Richtung
ES ' sieht; der Ort des Sterns an der Sphäre erscheint also verschoben, und zwar
nach der Richtung hin, in der sich der Beobachter bewegt. Diese Erscheinung nennt
man die Aberration des Lichtes . Der Punkt S ', in dem die Richtung ES ' ver¬
längert die um E beschriebene Sphäre trifft, wird der scheinbare Ort des Sterns
genannt ; der Punkt S , in dem die Richtung ES die Sphäre schneidet, ist der so¬
genannte wahre Ort des Sterns. Demgemäß bezeichnet man die Koordinaten des
Punktes S ' als die scheinbaren Koordinaten des Sterns (scheinbare Länge und
Breite , scheinbare Rektaszension und Deklination) und die Koordinaten des
Punktes S als die wahren Koordinaten des Sterns. Da die Geschwindigkeit des
Lichtes sehr groß im Verhältnis zu derjenigen eines Punktes der Erde ist , so ist
der Winkel SES ' sehr klein, und man erhält, wenn SES ' = s , ferner sins = s sin i"
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gesetzt und der Winkel S 'EA zwischen der scheinbaren Richtung zum Stern hin
und der Bewegungsrichtung des Beobachters mit © bezeichnet wird ,

(0 V sin i " sin ©

59. Jährliche Aberration. Es soll nun zunächst der Pall betrachtet werden,
wo unter v die Geschwindigkeit der Erde in ihrer Bahn um die Sonne zu verstehen
ist . Wenn dann r den Radiusvektor der Erde , a die halbe große Achse der Erdbahn ,
m die in Teilen der Sonnenmasse ausgedrückte Masse der Erde und K ~die Gaußsche
Attraktionskonstante bedeutet , so ist nach der Theorie der elliptischen Bewegung

(f - i )v2 = K 2(i + m)
oder , indem mittels der Gleichung

K 2 ( i + m ) — n 2a 3

die mittlere Bewegung der Erde (n), ausgedrückt in Teilen des Radius , eingeführt
wird ,

(2) v2 ~ n 2a 2 — 1j

Da aber , wenn c die Exzentrizität der Erdbahn , r/>= arcsine den Exzentrizitäts¬
winkel , O die wahre Länge der Sonne , Z= i8o 0 + o die Länge der Erde in ihrer
Bahn , n ' die Länge des Perihels , also l — /r' = 180° -f- O — n ' die wahre Anomalie
der Erde bezeichnet ,

( 3 )
a
r

e cos (O-
cos 2y

P sei

Fig . 2.

und i — cos2ip — e2 ist , so folgt aus (2)

(4) v = na sec <p V1— 2e cos (O — /r') + e2
Wird dieser Ausdruck in die Gleichung (1) substituiert , so gibt der für s folgende
Wert den Winkel an , um den ein Lichtstrahl — infolge der Bewegung der Erde
um die Sonne — von seiner wahren Richtung abgelenkt erscheint ; diesen Winkel
nennt man die jährliche Aberration .

Es sei jetzt PEP (Eig - 2) ein Teil der als elliptisch gedachten Erdbahn ,
das Perihel , F die Sonne , Fy die Richtung zum
Frühlings -Tagundnachtgleichepunkte , E sei der Ort der
Erde zur Zeit der Beobachtung , EA sei die im Sinne
der Bewegung der Erde gezogene Tangente an PEB
und EN die zugehörige Normale ; parallel zu F 'i ziehe
man E ~t , so daß der Winkel '<EE ' = YFE — l
= 1800 + O, also der Winkel PFE — l — 7c' — 180°
+ 0 — n ' ist . Wird nun der Winkel NEE ' mit / be¬
zeichnet , so sind die Komponenten der Geschwindigkeit
der Erde , bezogen auf EE ' und eine in der Rich¬
tung der Bewegung der Erde senkrecht zu EE ' ge¬
zogene Gerade *), gleich v sin ^ , bzw. v cos / . Wenn aber r = f (ip) die in Polar -

*; In Fig . 2 nicht gezeichnet .

B- -
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koordinaten ausgedrückte Gleichung einer ebenen Kurve ist , und 7, wie vorhin , den
Winkel bezeichnet , den die dem Punkte (r , xp) entsprechende Normale der Kurve
mit der Richtung des Radiusvektors bildet , so hat man bekanntlich

1 dr
tang / = — -r—r dip

Versteht man also unter r — f (ip) die Gleichung (3) der von der Erde beschriebenen
Ellipse und setzt demgemäß xp= O — jP , so erhält man

tang z

Hieraus folgt

— e sm (3 — 7t J
1— e cos (Q — 71'j

1— e cos (o — /c' ) . — e sin (o — tv' )
cos X = ~̂ = , Sinz —

Vi — 2e cos (o — tt ') + e2 ' Vi — 26 cos (O — 7t ' ) + e2

Mit Rücksicht auf (4) wird somit

v cosz = na sec cp[1— e cos (© — jc' ),
^ v sinz = —nae sec ip sin(©—7t')

Aus Fig . 2 folgt noch YEA = YEN + 90° = y EE ' — NEE ’+ 90° oder , wenn
YEA — it gesetzt wird ,

(6 ) 11 = 270° + 0 — z

59“. Einfluß der jährlichen Aberration auf die Länge und Breite . In
Fig . 1 (S. 164) möge SE einen von einem Stern ausgesandten Lichtstrahl , EA eine
Parallele zu der Richtung der Bewegung der Erde um die Sonne , also S 'E die

infolge dieser Bewegung abgelenkte oder scheinbare
Fig. 3. Richtung des Lichtstrahls darstellen . Verlängert man

dann die Richtungen ES , ES ' und EA , bis sie die
Sphäre in den in Fig . 3 mit S . S ' und A bezeichneten
Punkten schneiden , so ist A der Punkt , auf den sich
der Beobachter infolge der Bewegung der Erde um
die Sonne hinbewegt , ferner ist S der wahre und S '
der scheinbare Ort des Sterns ; dabei liegen A, S und
S ' auf einem größten Kreise , und es ist SS ' = s und
S 'A = 0 . Mit Y werde der Frühlings -Tagundnacht¬

gleichepunkt zur Zeit der Beobachtung , also mit YA die dieser Zeit entsprechende
Ekliptik , und mit II der Pol der Ekliptik bezeichnet ; es ist dann der sphärische
Winkel Y1I A gleich dem Winkel YEA in Fig . 2, d. h. gleich dem durch die Glei¬
chung (6) bestimmten u . Bedeuten nun Ä' und ß' die scheinbare Länge und Breite
des Sterns und /. und ß seine wahre Länge und Breite , so folgt aus dem Dreieck
IISS ', wenn noch der Winkel IIS 'A = q gesetzt und die Gleichung (1) berück¬
sichtigt wird ,

(V — /.) cos ß — s sin (1 — „ — jr sin 0 sin qK sm 1 1
V

ß — ß = s cos ci— n sin 0 cos qF sm 1 1
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Ferner folgt aus dem Dreieck IIS 'A , worin der Winkel bei II gleich u — und
die Seite IIA — go° ist ,

sin © sing = sin {u — l '), sin © cosg = — sin /!?' cos (u — /.')

Durch Substitution dieser Ausdrücke in die vorigen Gleichungen und unter Berück¬
sichtigung der Gleichung (6) ergibt sich

(A' — k) cosß = — —w cos (O — ü' — y)K sin i ' A/

ß ' — ß = — ,T V—ir sin /?' sin (o — k' — y\F sin i '

Hierin lassen sich die in (5) für v cos / und v sin / erhaltenen Ausdrücke einführen ;
setzt man dann
. . . na sec cp
(?l 4 = FW '

wo k die Aberrationskonstante genannt wird , so erhält man

k' — k = — k sec /? cos {k' — O) + ke sec /? cos (A' — nr' )
(8 )

?' — ß = k sin /?' sin (k' — o ) — ke sin /?' sin [k' — 7t ')

Mit Rücksicht darauf , daß k nur ein kleiner Winkel ist , kann man in den Aus¬
drücken auf der rechten Seite statt und /?' die Werte k und ß benutzen .

Für die Sonne wird k = Q und (wenn B die Breite der Sonne bedeutet ) ß = B \
da nun k m \ B = o und cos B — 1 gesetzt werden darf , so ergibt sich aus (8), wenn
die scheinbare Länge der Sonne mit o ' und ihre scheinbare Breite mit B ' bezeichnet
wird ,

©' — O — — /c+ ke cos (© — rc' )[&)
B ' - B = o

60 . Einfluß der jährlichen Aberration auf die Rektaszension und Dekli¬
nation . Um die den Gleichungen (8) analogen , für den Äquator gültigen Formeln
zu erhalten , bediene man sich der Fig . 4 , wo P den Pol
des wahren Äquators zur Zeit der Beobachtung bezeichnet , 4
und wo il , S , S ', A und V dieselbe Bedeutung wie in
Fig . 3 haben . Mit Anwendung der früheren Bezeichnungen
ist zunächst SS ' = s , S 'A = & , yIlA = u. Setzt man
nun den Winkel PS 'A = q', und bezeichnet man mit «'
und (V die scheinbare , und mit a und b die wahre Rektas¬
zension und Deklination des Sterns , so folgt aus dem Dreieck
PSS ', unter gleichzeitiger Berücksichtigung der Gleichung (1),
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Wenn jetzt © die Rektaszension und d die Deklination des Punktes A darstellt , so
ergibt sieb aus dem Dreieck S'PA , worin der Winkel bei P gleich O — a' ist,

sin © sinr/' = cosd sin (© — «')
sin© cos5' = sind cosd' — cosd sind' cos(© — cd)

In dem Dreieck 11 PA ist nun der Winkel bei P gleich 90° + ©, ferner ist der
Winkel bei JI gleich 90° — u oder, wenn für 11 der Ausdruck (6) substituiert wird,
gleich 1800 — (O —/ ); nimmt man also noch TIA = 90° an und setzt IIP = t , wo
e die wahre Schiefe der Ekliptik zur Zeit der Beobachtung bedeutet, so erhält man

cosd sin© = — cose cos(O — %)
cosd cos© = sin (O — '/)

sin cf= — sin e cos(© — / )
Demnach wird

sin © sinq' = — cose cos cd cos(© — / ) — sin«' sin(© — •/ )
sin© cos5' = (sind' cos« sin«' — sin« cosd') cos(Q —x) ~ sind' cos«' sin(o —/ )

Substituiert man diese Ausdrücke in die Gleichungen (9) und benutzt dann die
aus (5) sich ergebenden Gleichungen

v sin (0 — 2) — na sec cp(sin O —e sin tP)
v cos(Q— x) = na sec cp(cosG — e cosn ') ,

so folgt mit Berücksichtigung von (7)

(«' — o) cosb = —/csin «' (sin© — e sin7t') —k cos«' cos« (cos© — e cos7t')
d' — b — /c (sin«' sind' cos« — cosd' sin«) (cos© — e costr')

—k sind ' cos«' (sin© —e sin7t')
oder, wenn cosb = cosd und

a + ke secd (sin«' sin7t' + cos«' cos/t' cos«) = «
b + ke cos7t' (cosd' sin « —sind' cos « sin«') kc sin71' sind' cos«' = d

gesetzt wird,

a' = u —k sec d (sin«' sin© + cos«' cos« cos©)
11̂ d' = d —k cos©(cosd' sin« — sind ' cos« sin«') —k sin© sind' cos«'

Setzt man in (10) und (11) e = o und vertauscht die Rektaszension und Deklination
des Sterns mit der Länge , bzw. Breite , so erhält man wieder die Gleichungen (8).

Die kleinen von e abhängigen Glieder der Gleichungen (10) ändern sich für
einen Fixstern , selbst innerhalb langer Zeiträume , unmerklich wenig; wenn man
also aus beobachteten Werten «' und d' mit Hilfe der Gleichungen (11) die Werte
von « und d ableitet , so unterscheiden sich diese von der wahren Rektaszension
und Deklination um Größen, welche für jeden Stern als konstant betrachtet werden
können. In Wirklichkeit enthalten die in den Sternkatalogen gegebenen Rektas¬
zensionen und Deklinationen sämtlich noch die von der Exzentrizität der Erdbahn
abhängigen Glieder ; dasselbe gilt also auch von den Planeten- und Kometenörtern,
welche im Anschluß an die aus den Sternkatalogen entnommenen Positionen der
Vergleichsterne gewonnen worden sind. Infolge der Ortsveränderung der Planeten
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und Kometen sind aber für diese Gestirne die in den Gleichungen (io ) von c ab¬
hängigen Glieder nicht mehr konstant und müssen daher in Rechnung gezogen
werden . Führt man nun die Hilfsgrößen

h0 sin Ho — — ke cos ?r' cose , h0 cosi 70 = — ke siii /f', ia — — ke cos /t' siii£

ein und vertauscht in den mit ke multiplizierten Gliedern der Gleichungen (io ) « '
mit «, und rV mit d, so ergibt sich für die von der jährlichen Aberration vollständig
befreite Rektaszension und Deklination

a = « -f- ha sin [H0 + a ) sec d
b = d + /?0 cos (IJ0-}- «) sin d + iQcos d

Hier ist für die Jahre 1900 und 2000

log ho Ho io
1900 9-534 lög?; + o'.'o26
2000 9-534 168.1 + 0.030

Die Gleichungen (11) wendet man in der Praxis in zwei verschiedenen Formen
an . Setzt man zunächst

(12) h sinH —■— /c cos© cos£ , hcosH = — /c sin© , i — — k cos© sin e

und vertauscht in den von k abhängigen Gliedern ct mit « und d' mit d , so folgt
aus (11)

a' = « -[- h sin (H + «) sec d
1̂^ d' = d + h cos [H + «) sin d + i cos d

Die Werte von logA und logi findet man in den astronomischen Jahrbüchern
von Tag zu Tag angegeben .

Um die zweite Form zu erhalten , setze man

C — — k cos© cos £ ff = — k sin©
(14) c = cos « secd e' = cosd tang£ — sind sin «

d = sin a sec d d' — sin d cos a

Damit werden die Gleichungen (11)

cc = a —(—Uc — U d
U5) ö' = ö + Cc' + Dd '

Die Werte von C und D kann man ebenfalls den Jahrbüchern entnehmen .

61. Tägliche Aberration. Außer der im vorigen betrachteten jährlichen Aber¬
ration gibt es noch eine durch die Drehung der Erde verursachte tägliche Aberration .
Nimmt man den Äquatorealradius der Erde zu 6378 km an und berücksichtigt , daß
die Umdrehungszeit der Erde um ihre Achse 86 164 mittlere Sekunden beträgt , so er¬
gibt sich für die lineare Geschwindigkeit eines Äquatorpunktes , bezogen auf die
mittlere Sekunde , 0.465 km. Demnach erhält man für die lineare Geschwindigkeit
eines Punktes der Erdoberfläche , dessen Abstand vom Mittelpunkte der Erde , aus-
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gedrückt in Teilen des Äquatorealradius , gleich o und dessen geozentrische Breite
gleich (// ist ,

( 16 ) v = [0.465 (i cos cp']km

Substituiert man diesen Wert in die Gleichung (1) und setzt V — 299860 km, so folgt ,
wenn noch cp' mit der geographischen Breite cp vertauscht wird ,

fi6 !* s = o'.'32 p sin © cos cp

Fig. 5.

Da die von der Drehung der Erde herrührende Bewegung eines Beohachtungsortes
zum Ostpunkte des Horizonts hin gerichtet ist , so hat man jetzt unter © den Winkel
zwischen der Bichtung zum Ostpunkte des Horizonts und der Richtung zum schein¬
baren Ort eines Sterns hin zu verstehen .

In Fig . 5 möge nun P den Pol des Äquators , 0 den
Ostpunkt des Horizonts eines Beobachtungsortes , S ' den
infolge der täglichen Aberration verschobenen und S den
von dieser Aberration befreiten Sternort darstellen ; es ist
demnach SS ' — s, S ' 0 = ©, PO = 90° Ferner werde
der Winkel PS ' O = p und S 'PO = 90° + t gesetzt , so
daß also t den Stundenwinkel von S ' bedeutet . Be¬
zeichnet man dann die Rektaszension und Deklination von
S und iS" mit « , d , bzw. <x', d'. so ergibt sich aus dem
Dreieck PSS ' und mit Berücksichtigung der Gleichung (i6 a)O

(«' — «) cos <5 = s sin| ? = o".^2Q cos cp sin© smp
d' — d = s cosjo = o''32 cos9 sin 0 cosp

Substituiert man hier für sin © sin j ) und sin 0 cosp ihre aus dem Dreieck S 'P 0
folgenden Ausdrücke , so ‘erhält man

(>7)
u' — cc= o?021 p cos cp cos t sec d
d' — d — o"32 q cos cp sinf sind

Für den Meridian wird d' — d = o und cc' — a = dr o?o2i q coscp secd , wobei
das obere Vorzeichen für die obere Kulmination und das untere für die untere Kul¬
mination gilt .

62 . Säkulare Aberration . Das Sonnensystem bewegt sich bekanntlich im
Raume fort ; es wird damit Anlaß zu einer Aberration gegeben , welche man als
säkulare bezeichnet . Über die Natur der Bewegung des Sonnensystems ist uns
gegenwärtig nichts weiteres bekannt , als daß die Beobachtungen für die Annahme
einer geradlinigen und gleichförmigen Bewegung sprechen , deren Geschwindigkeit sehr
klein gegenüber der Geschwindigkeit des Lichtes ist . Um die dieser Annahme ent¬
sprechende Verschiebung eines Sterns an der Sphäre zu erhalten , hat man nur die
in § 58 angestellten Betrachtungen zu wiederholen und dabei E in Fig . 1 als den
Schwerpunkt des Sonnensystems und EA als die Richtung der Bewegung des Schwer -
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punktes aufzufassen . Für die Verschiebung ergibt sich dann der in (i ) angegebene
Ausdruck

V
(A ) s = ^ sin 0 ,F sm i

wo jetzt unter v die Geschwindigkeit des Schwerpunktes des Sonnensystems und unter
0 der Winkelabstand des scheinbaren Ortes des Sterns von dem Zielpunkte der Bewe¬
gung des genannten Schwerpunktes zu verstehen ist . Da dieser Zielpunkt als konstant
vorausgesetzt wird , so folgt , wenn man vorläufig von der Eigenbewegung des
Sterns absieht , daß auch 0 konstant ist . Da dasselbe von v angenommen wurde ,
so gibt die vorige Gleichung einen konstanten Wert für s. Um s berechnen zu können ,
muß man die Geschwindigkeit und die Richtung der Bewegung des Sonnensystems kennen ;
beides ist aber nur sehr unvollkommen der Fall . Substituiert man in (A ) den gegen¬
wärtig angenommenen , für die mittlere Sekunde gültigen Wert v = i8km und setzt
F = 299860 km , so findet man , daß die durch die Bewegung des Sonnensystems
hervorgerufene Verschiebung eines Fixsterns im Maximum 12" beträgt . Die Beob¬
achtungen der dem Sonnensystem ungehörigen Körper werden durch die säkulare
Aberration selbstverständlich nicht beeinflußt .

Durch Differentiation der Gleichung (A) ergibt sich

äs — „ ?— jr cos 0 cf0V sm 1

Setzt man hierin , entsprechend dem gegenwärtig bekannten größten Betrag der
hundertjährigen Eigenbewegung eines Fixsterns , ri© = 870" sin 1" und substituiert
für v und V ihre vorhin angegebenen Werte , so folgt , daß ds , für 0 = o, den
Wert o''o5 erhält . Dies ist nun das Maximum der in 100 Jahren durch die Eigen¬
bewegung bewirkten Änderung von s und somit läßt sich der Satz aufstellen : Sieht
man von den Sternen mit abnorm großer Eigenbewegung ab , so hat die durch die
Bewegung des Sonnensystems bewirkte (säkulare ) Aberration zur Folge , daß der Ort
eines Fixsterns an der Sphäre um eine konstante Größe verschoben erscheint .

63 . Plauetenaberratiou . Mittels der bisher abgeleiteten Formeln läßt sich
aus der beobachteten Richtung eines Lichtstrahls seine wahre Richtung berechnen .
Diese in Fig . 1 mit ES bezeichnete Richtung verbindet den der Beobachtungszeit
entsprechenden Ort der Erde mit dem Orte , welchen der Stern einnahm , als der
Strahl ES ausgesandt wurde . Innerhalb der Zeit t , welche das Licht gebraucht , um
von dem Stern bis zur Erde zu gelangen , bewegt sich aber der Stern ; wenn man
also die Richtung erhalten will , in der sich der Stern zur Zeit der Beobachtung
wirklich befindet , so muß man zu den die Richtung ES bestimmenden Koordinaten
noch die Änderungen hinzufügen , welche die Koordinaten infolge der Bewegung des
Sterns innerhalb des Zeitintervalls t erleiden . Für den Stern Cordoba , Zone 5h2 13
beispielsweise , dessen Koordinaten , bezogen auf das mittlere Äquinox 1900, « = 5'17'!'7,
d = — 44 0 59' sind , hat sich für die jährliche Parallaxe der Wert o'.'ßi ergeben ;
das Licht hat somit 11 Jahre nötig , um die Erde zu erreichen . Da sich nun der

enannte Stern in einem Jahre um W.-j (im Bogen größten Kreises gemessen ) bewegt ,Ö
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so bewegt er sich in n Jahren um i '.6. Die Richtung , in der sich der Stern zur
Zeit der Beobachtung (t) wirklich befindet , ist also um i'.6 von derjenigen verschieden ,
in der sich der Stern (gesehen von dem Orte der Erde zur Zeit t) befunden hat , als
das unser Auge treffende Licht von ihm ausgegangen ist ; letztere Richtung erhält
man — wie schon bemerkt — , indem man den beobachteten Ort mittels der in den
vorigen Paragraphen gegebenen Formeln von der Aberration befreit .

Für einen dem Sonnensystem angehörigen Körper läßt sich die Richtung , in
der sich der Körper zu einer gegebenen Zeit wirklich befindet , in einfacherer Weise
bestimmen . Dies beruht darauf , daß die Bewegung der Erde während der Zeit ,
welche das Licht nötig hat , um von irgend einem Körper des Sonnensystems bis
zur Erde zu gelangen , als geradlinig und gleichförmig betrachtet werden darf . Es
sei t — t die Zeit , zu der ein Lichtstrahl , welcher die Erde zur Zeit t trifft , von
einem Planeten ausgegangen ist , und es sei 3 (Eig . i ) der Ort des Planeten zur Zeit
t — t ; nimmt man dann an , daß während des Zeitintervalls t , in dem das Licht die
Strecke - K zurücklegt , die Erde mit gleichförmiger Geschwindigkeit die Strecke eE
durchläuft , so folgt aus § 58, daß die zu e- parallele Richtung E 2 ' diejenige Richtung
angibt , in der sich der Planet zur Zeit t scheinbar befindet . Da aber e- die Ver¬
bindungslinie der Orte der Erde und des Planeten zur Zeit t — t ist , so ergibt sich
der Satz (I ): Die scheinbare oder zur Zeit t beobachtete Richtung [EU ') ist parallel
zu der Richtung , in der sich der Planet zur Zeit t —t , gesehen von dem dieser selben
Zeit entsprechenden Ort der Erde aus , wirklich befindet . Hieraus folgt unmittelbar
der Satz (II ): Die Richtung , in der sich der Planet zur Zeit der Beobachtung [t)
wirklich befindet , ist gleich der scheinbaren Richtung zur Zeitf + t. Um also die
erstere Richtung zu erhalten , hat man nur mit Hilfe der Ephemeride des Planeten
die dem Zeitintervall t entsprechende Änderung der Rektaszension und Deklination
zu berechnen und diese zu der beobachteten Rektaszension und Deklination hinzu¬
zulegen . Den Unterschied nun zwischen der Richtung , in der ein Planet oder irgend
ein anderer dem Sonnensystem angehöriger Körper zu einer gegebenen Zeit t sich
wirklich befindet , und derjenigen Richtung , in der er zur Zeit t beobachtet wurde ,
bezeichnet man als Planetenaberration .

Der Wert von t läßt sich berechnen , wenn die Bahn und demnach auch die
Distanz des Planeten von der Erde bekannt ist . Bezeichnet man diese Distanz , aus¬
gedrückt in Einheiten der halben großen Achse a der Erdbahn , mit J , und bedeutet
u die Zeit , welche das Licht gebraucht , um die halbe große Achse der Erdbahn
zu durchlaufen , so wird t = ud . Die hier mit « bezeichnete Zeit ist gleich a :U,
wo V die Geschwindigkeit des Lichtes angibt ; substituiert man für n : V seinen aus
(7) folgenden Wert , so erhält man

k sin 1" cos w
= >n

wo n die in Teilen des Radius auszudrückende mittlere Bewegung der Erde während
einer mittleren Zeitsekunde bedeutet . Unter Anwendung der Werte n — o'.'o4i07 sin 1",
k — 2o'.'47 und <p = 3455" folgt aus der letzten Gleichung u = 498:4. Der vorhin
gefundene Satz (I ) läßt sich jetzt in folgender Form ausdrücken : Wenn zur Zeit t
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ein Planet oder irgend ein anderer dem Sonnensystem angehöriger Himmelskörper
beobachtet wurde, dessen Distanz von der Erde gleich zl ist , und wenn dann Ton
der Beobachtungszeit das Intervall t = 498 4̂^ subtrahiert wird, so gibt die beob¬
achtete Bichtung zugleich die Richtung an, in der sich der Himmelskörper zur Zeit
t — t , von dem dieser Zeit entsprechenden Orte der Erde aus gesehen, wirklich
befunden hat .

Mitunter muß aus einer Ephemeride , welche die der Zeit t entsprechenden
wahren Örter eines dem Sonnensystem ungehörigen Körpers enthält , eine andere ab¬
geleitet werden, Avelche die der Zeit t entsprechenden scheinbaren Orter angibt. Dem
vorhin Gesagten zufolge ist nun der scheinbare Ort eines der genannten Körper zur

Zeit t gleich dem wahren Ort zur Zeit t — 498 4̂z/ . Bezeichnet man also mit ^ und
dö

die Änderungen, welche die Rektaszension und Deklination des Himmelskörpers

in einer mittleren Zeitsekunde erfahren, so erhält man die scheinbare Rektaszension
und Deklination zur Zeit f, indem man zu den für diese Zeit gültigen wahren Koor¬

dinaten — [498.4z/ ] bzwr. — [498.4z/] hinzufügt.

Fig. 6.

61. Einfluß der jährlichen Aberration auf den Positionswinkel und die
Distanz . In Fig. 6 seien 8 ' und 8 ',_die scheinbaren, und 8 und »S'2 die wahren Örter
zwmier Sterne ; entsprechend den größten direkt meßbaren
Distanzen werde der Abstand der beiden Sterne voneinander
kleiner als 20 vorausgesetzt. Ferner sei m der Mittelpunkt des
Bogens SS,,, P sei der Pol des Äquators und A der Punkt ,
in dem die Richtung der Bewegung der Erde um die Sonne
die Sphäre schneidet. Den Gleichungen (1), (4) und (7) zu¬
folge hat man, wenn die Exzentrizität der Erdbahn vernach¬
lässigt wird, SS ' = k sin AS ', S^S?= k sinH 5'2' oder , hin¬
reichend genau, SS ' = I: sin AS , S2S!, = k sin AS2; setzt man
nun SS2<S 2" voraus und berücksichtigt, daß lc nur 20" be¬
trägt , so folgt , daß SS ' und S9S '2 sich an Größe nur wenig
voneinander unterscheiden. Bezeichnet man also die von Pm ,
bzw. Pm ' aus , in der Richtung der wachsenden Rektaszen¬
sionen gezählten Positionswinkel Pm S., und Pm S'. mit p , bzw.
p' und setzt die in derselben Richtung wie p und p ' gezählten Winkel PmM — x,
Pm 'M — x', so ist sehr nahe x —x' = p —p'.

Es werde jetzt die Deklination von m mit d und die Deklination von m' mit
d' = d — z/ d bezeichnet, ferner bezeichne man den Winkel mPm ' mit r ; mit Be¬
nutzung der Gleichung x — x! = p —p' folgt dann aus dem Dreieck Pmm '

A

oder einfach

( 18 )

, , , sin(d —f z/ d) ,taug - (p —p ) = — ~ tangfr
COS ;

p —p' = r sind



174 Kapitel X

Das Dreieck Pmm ' gibt ferner , wenn die Seite mm ' = s gesetzt wird ,
sina ;

t = s cos ö'

Nun kann in' als der scheinbare Ort eines Sterns bezeichnet werden , dessen wahrer
Ort m ist ; demnach hat man s = k sin Am ' oder , mit ausreichender Genauigkeit ,
s ■— lc sin Am . Bezeichnet man jetzt Am mit fl , so wird s — k sin fl und somit

sin fl sin x
r = /<• cos d'

Substituiert man diesen Ausdruck in die Gleichung (i 8) und setzt cos <Y = cos ö, so
erhält man

(19) p — p ' = k tang d sin f/ sin x

In Fig . 7 mögen nun P , A und m dieselbe Bedeutung haben wie in Fig . 6,
ferner sei H der Pol der Ekliptik und Y der Frühlings -Tagundnachtgleichepunkt ;

wird dann die Bektaszension und Deklination von A mit <Z>,
Pig. 7. bzw. d , und die Bektaszension und Deklination von m mit «,

p bzw. <? bezeichnet , so folgt aus dem Dreieck PmA , worin der
Winkel hei m gleich 180° — x und Am = ff ist ,

(20) sin fl sina ; = cosc? sin (a — dt)

Bezeichnet man die Länge der Sonne mit O, so ist die Länge
der Erde gleich 18o° + O und die Länge des Punktes A
— vorausgesetzt , daß die Exzentrizität der Erdbahn vernach¬
lässigt wird — gleich 270° + O; in dem Dreieck TIPA ist
demnach der Winkel bei PL gleich 180° — O. Ferner ist der

Winkel DPA = 90° -(- <7> und die Seite TIA = go° . Wenn also noch IIP — s
gesetzt wird , wo s die Schiefe der Ekliptik zur Zeit der Beobachtung bedeutet , so
ergibt sich

cosd sin© = — cose cos© , cosd cos© = sino

Folglich wird die Gleichung (20)

sin fl sina ; = sin « sinO + cose cos « cos©

Substituiert man diesen Ausdruck in die Gleichung (19) und setzt dann

11 sin U = k tang ö sin «
u cos U = k tang d cos « cos e,

so erhält man

(22) p = p ' —p u cos (0 — U)

Mit Hilfe dieser Gleichung läßt sich aus dom beobachteten Positionswinkel p ' der
von der Aberration befreite ahleiten .

Um eine analoge Gleichung für die Distanz zu erhalten , projiziere man die ge¬
brochene Linie SS 'S '2S2 (Fig . 6) auf SS 2\ mit Bücksicht darauf , daß der Kosinus des
Winkels zwischen SS .2 = A und S 'Sl, = /J ' gleich 1 gesetzt werden darf , folgt dann

d = A' + P2S ' cos AS 2V — SS ' cosASV
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oder, wenn die oben gefundenen Ausdrücke S,2S?= k sin îS ,, SS ' = k sin AS ein¬
geführt werden,

/ t — J ' -\- k (sin AS q cosASJ 7— sinAÄ cosA /SF )

Zieht man nun in Fig . 6 den Bogen AV senkrecht zu S <S'2, so ergibt sich

sinA /S2 cosAÄ 2F = cosAF sin F &,
sinAS cosASF = cosAFsinFS

Werden diese Gleichungen voneinander subtrahiert und berücksichtigt man, dali der
in Fig . 6 mit m bezeichnete Punkt den Mittelpunkt von SS 2 = J darstellt , so folgt

sin AS 2 cos A <S2F — sin Aä cos ASF =■= acos AF cos ?wF sin | A = 2 cos Am sin -jz /

Das Dreieck UAm (Fig . 7) gibt aber, wenn /. die Länge und ß die Breite des
Punktes m bedeutet ,

cos Am = cos /? sin (0 — Ä)
Demnach wird

(23 ) J = J ' -\- 2/r sin cosß sin (G — /-)

Kapitel XI .

Reduktion auf den scheinbaren Ort.

65. Man bezeichne mit a und ö die Rektaszension und Deklination eines Sterns,
bezogen auf das mittlere Äquinox und die Epoche des Anfangs eines bestimmten
tropischen Jahres , ferner sei t die von diesem Jahresanfang bis zu einem gegebenen
Moment des Jahres verflossene, in Teilen eines Jahres ausgedrückte Zeit ; wenn dann
mit u' und d' die diesem Moment entsprechende scheinbare Rektaszension und
Deklination des Sterns bezeichnet wird, und u und u' die jährliche Eigenbewegung
des Sterns in Rektaszension und Deklination bedeuten, so bat man den §§ 49 und 60
zufolge

a' — a — f + g sinJG + a) tangd + h m\ {H + «) secd + pf
_j_ sin(G'+ «) tangd + jährliche Parallaxe + tägliche Aberration

d' — d = <7 cos (G + ß) + h cos (.ff + ß) sind -f- i cosd + p' t
+ g' cos (6" + ß) + jährliche Parallaxe + tägliche Aberration

oder in anderer Form

ß' — ß = Aci -j- ff d -f- Cc Dd ff “P p t
+ A'n + B 'b + jährl. Par . + tägl . Aberr.

(2) d' - d = Aa ' + Bb ' + Ce' + Dd ' + p'f
+ AV + ff 7/ + jährl. Par. + tägl. Aberr .
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Das Berliner astronomische Jahrbuch gibt für jeden Tag des Jahres die Werte
der Größen f, g, G, h, H, i, t oder ihrer Logarithmen, gültig für i2h m. Zt . Berlin.
Mit Hilfe dieser Angaben kann man durch eine leichte Interpolation die irgend
einer Berliner Zeit entsprechenden Werte von f) g, . . . , t finden und sodann die von
letzteren abhängigen Glieder in (i ) berechnen. Die von der jährlichen Parallaxe
und der täglichen Aberration abhängigen Glieder bleiben gewöhnlich unberücksichtigt.
Dasselbe gilt auch von den von g' und G' abhängigen Gliedern, ausgenommen, wenn
es sich um polnahe Sterne handelt. Nach einer seitens der Pariser Konferenz vom
Jahre 1896 getroffenen Vereinbarung wird das Glied f bei allen Sternen vernach¬
lässigt.

Die Werte der Koeffizienten A, B , C, D , E , t werden im Berliner Jahrbuch
für den Beginn des tropischen Jahres und für die von dem Jahresanfang um 24, 48, . . .
Sternzeitstunden entfernten Momente angegeben. Der Anfang des tropischen Jahres ,
d. h. der für die ganze Erde gleiche Augenblick, in dem die scheinbare mittlere Länge
der Sonne, bezogen auf das gleichzeitige mittlere Aquinox, gleich 280° — i8h40'n
ist, fällt in einem Gemeinjahre auf den mittleren Mittag Jan . o und in einem Schalt¬
jahre auf den mittleren Mittag Jan . 1 des Normalmeridians (§ 38). Von diesem
Moment ausgehend, wird in den älteren Jahrgängen des Berliner Jahrbuchs nach
Ablauf von je 24 Sternzeitstunden das Datum um einen Tag geändert ; das Datum
ist also nicht das mittlere, sondern, wie man sich ausdrücken kann, das siderische
Datum des Normalmeridians. So gelten beispielsweise in einem Gemeinjahre die
unter Jan . 2, 3, . . . mitgeteilten Werte von A, B , . . ., E , t für einen Augenblick,
der um 48, 72, . . . Sternzeitstunden vom mittleren Mittage Jan . o des Normal¬
meridians entfernt liegt, in einem Schaltjahre dagegen für einen Augenblick, dessen
Abstand vom mittleren Mittage Jan . 1 des Normalmeridians gleich 24, 48, . . . Stern¬
zeitstunden ist. Da die Werte der Koeffizienten A, B, . . ., E , t in Intervallen von
je 24 Sternzeitstunden gegeben werden, so beziehen sie sich alle auf eine und dieselbe
Sternzeit und zwar ist das diejenige, welche dem mittleren Mittage Jan .o, bzw. Jan . 1
des Normalmeridians entspricht. Nun ist die Sternzeit im mittleren Mittag eines
Ortes gleich der diesem Moment entsprechenden scheinbaren mittleren Länge der
Sonne, bezogen auf das gleichzeitige mittlere Aquinox*); die Sternzeit im mittleren
Mittage Jan . o, bzw. Jan . 1 des Normalmeridians ist also gleich i8h4om.

Die von A' und B ' abhängigen Glieder werden meistens vernachlässigt; dasselbe
geschieht, wie schon oben bemerkt wurde, mit der jährlichen Parallaxe und der täg¬
lichen Aberration . Sieht man also von diesen Gliedern ab und substituiert nun die
im Berliner Jahrbuch von Tag zu Tag (oder von 10 zu 10 Tagen) gegebenen Werte
von A, B , E , t und die einem bestimmten Stern entsprechenden Konstanten
re, b, . . ., d ' , u' in die Gleichungen (2), so stellen die für «' — a und ö' — 3 erhal¬
tenen Werte die für die Sternzeit i8h40"1 des Normalmeridians gültige Reduktion
auf den scheinbaren Ort dar. Es werde jetzt angenommen, daß man für einen Stern

*) Nach § 36 ist die Sternzeit im mittleren Mittage , streng genommen , gleich der durch die
Gleichung (136) des § 35 definierten Rektaszension (91) der mittleren Sonne zur Zeit des mittleren
Mittags ; der Unterschied zwischen dem Wert von 9t und der aus § 35, (132) sich ergebenden schein¬
baren mittleren Länge der Sonne ist aber für das Folgende ohne Belang .



§ 65 i Reduktion auf den scheinbaren Ort 177

von der Rektaszension iS1' 50’" die für die siderischen Daten 1868 Jan . 1, 2 , 3 , . . .
und die Sternzeit i8 u40 ra des Normalmeridians gültige Reduktion auf den scheinbaren
Ort berechnet habe , und daß man nun die Reduktion auf den scheinbaren Ort für
die Zeit einer am 2. und einer anderen am 4. Jan . 1868 in Berlin beobachteten
oberen Kulmination des Sterns ableiten wolle ; dabei soll unter Jan . 2 und Jan . 4 das
mittlere Berliner Datum verstanden werden . Um die gestellte Aufgabe zu lösen ,
untersuche man zunächst , welche Daten den beiden Berliner Beobachtungen ent¬
sprechen , wenn man — in analoger Weise , wie dies für den Normalmeridian geschehen
ist — von dem mittleren Berliner Mittage Jan . 1 (1868 ist Schaltjahr !) ausgehend ,
nach je 24 Sternzeitstunden das Datum um einen Tag ändert . Zu diesem Zwecke
muß man die Sternzeit im mittleren Berliner Mittage kennen . Nun hat man nach
dem Berliner Jahrbuch :

1868

Mittl .
Datum

Jan . 1

Sternzeit im
mittl . Mittag

Berlin

i8 h4i m34 s
45 3i

Mittl .
Datum

Jan . 3
4

Sternzeit im
mittl . Mittag

Berlin

i8 h49 m27s
53 24

Mittl .
Datum

Jan . 5
6

Sternzeit im
mittl . Mittag

Berlin

l 8 h 57 ,n20 s

19 1 17

Der Stern von der Rektaszension i8 h5om kulminiert also am 1. und 2. Januar
kurz nach Mittag ; am 3. Januar (mittleres Datum ) finden aber zwei obere Kulmina¬
tionen statt : die erste ebenfalls kurz nach Mittag , die zweite gegen Ende des Tages .
Am 4. Jan . kulminiert der Stern wiederum nur einmal und ebenso an allen übrigen
Tagen des Jahres . Betrachtet man jetzt Jan . 1, oh mittl . Zeit — i8 h4i m34s Stern¬
zeit Berlin als den Anfang des siderischen Datums Jan . 1 und ändert man nach
Verlauf von 24 Stemzeitstunden das Datum um einen Tag *), so ergibt sich, daß das
siderische Datum für die Zeit der am 1. und 2. Jan . stattfindenden oberen Kulmi¬
nation dem mittleren Datum gleich ist ; diese Gleichheit besteht auch noch für die
erste Kulmination am 3. Jan ., aber bei der zweiten oberen Kulmination ist das side¬
rische Datum bereits Jan . 4. Der oberen Kulmination am 4. Jan . (mittleres Datum )

Mittl .
Datum Sternzeit

Sider .
Datum

Jan . 1 i 8' ' 4 i m 34 s Jan . 1
> 5° »

18 41 34 2
2 45 31 »
» 5° »

18 41 34
3 49 27 »
» 5° »
* iS 41 34 4
» 5° *

4 53 24 »
> 18 41 34 5
* 5° >
5 57 20

00 £ 6
de Hall , Spliär . Astronomie . 12



178 Kapitel XI

entspricht das siderische Datum Jan . 5. , der oberen Kulmination am 5. Jan . (mitt¬
leres Datum ) entspricht das siderische Datum Jan . 6 , usw . Das siderische Datum
ist also vom Anfänge des Jahres bis zur ersten oberen Kulmination an dem mittleren

Tage , auf den zwei obere Kulminationen des Sterns fallen , dem mittleren Datum
gleich ; für die zweite an diesem Tage stattfindende obere Kulmination und für alle

folgenden ist das siderische Datum dem mittleren um einen Tag voraus .
In dem vorliegenden Falle ist die Reduktion auf den scheinbaren Ort für die

folgenden , durch das siderische Datum und die Sternzeit Berlin bestimmten Mo¬
mente zu suchen : 1. 1868 Jan . 2, i8 u 5om; 2. Jan . 5, i8 h 5om. Man denke sich nun
zunächst , daß die Reduktion nicht für i8 h 50m, sondern für i8 h40 m Sternzeit Berlin
gesucht würde . Da Berlin im Jahre 1868 um CJ397 westlich vom Normalmeridian
liegt , so entspricht der Berliner Sternzeit i8 h40 m die Sternzeit i8 h4o m 0^397 des
Normalmeridians ; folglich wären die Argumente , mit denen man in die für das side¬
rische Datum und die Sternzeit i8 h4o m des Normalmeridians berechnete Ephemeride
der Reduktion auf den scheinbaren Ort einzugehen hätte , 1. Jan . 2.397 , 2- Jan . 5.397 .
ti 18h com — 18 11/iom
Fügt man zu diesen Argumenten noch - — hinzu (wobei die im Zähler

stehende Differenz in Teilen einer Stunde ausgedrückt zu denken ist ), so erhält man
die für die Berliner Sternzeit i8 ll 5o m gültigen Argumentwerte ; letztere sind also

Um ein zweites Beispiel zu geben , nehme man einen Stern an , dessen Rektas¬
zension , bezogen auf das mittlere Äquinox 1861 .0 , gleich i '^ o™ sei , und stelle sich
nun zur Aufgabe , die Reduktion auf den scheinbaren Ort für die mittleren Daten
1861 April 15, bzw . 17 und die Zeit der oberen Kulmination des Sterns in Berlin

zu ermitteln . Für die Sternzeit im mittleren Berliner Mittage hat man jetzt :

Der Stern kulminiert hiernach am o. Januar um 24 '' + i h4o m— 181' 40 "' = 7Stern -
zeitstunden nach dem mittleren Mittage und das siderische Datum zur Zeit der

Kulmination ist dasselbe wie das mittlere , also gleich Jan . o . Am 1. Januar (mitt¬
leres Datum ) kulminiert der Stern um 6 Stunden 56 Minuten , am 2. Januar um
6 Stunden 52 Minuten nach dem mittleren Berliner Mittag ; die Zeit der Kulmination
nähert sicli also mehr und mehr dem mittleren Mittage , und das siderische Datum

1861

Sternzeit im Sternzeit im
Mittl . mittl . Mittag Mittl . mittl . Mittag

Datum Berlin

April 15 i h34 m2i s

Datum Berlin

Jan . o i8 h40 m23 s
1 18 44 20

2 18 48 16
3 18 52 13

16 1 38 18
17 1 42 14

18 1 46 11
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bleibt vorläufig dem mittleren gleich . Am 16. April (mittleres Datum ) kulminiert
der Stern zweimal ; bei der ersten , kurz nach Mittag erfolgenden oberen Kulmination
stimmt das siderische Datum noch mit dem mittleren überein , aber von der zweiten
Kulmination angefangen , ist das siderische Datum um i Tag dem mittleren voraus .
Die siderischen Daten und die Sternzeit Berlin , für welche die Reduktion auf
den scheinbaren Ort zu suchen ist , sind also x. 1861, April 15, i 1' 40™; 2. April 18,
i h40“ . Im Jahre 1861 liegt Berlin o'lcgs westlich vom Normalmeridian . Wäre also
die Berliner Sternzeit , für welche die Reduktion auf den scheinbaren Ort gesucht
werden müßte , gleich i8 h40m, so würde dieser Sternzeit die Sternzeit i8 '' 40m+ 0 0̂95
des Normalmeridians entsprechen , und man erhielte als Argumente , mit denen man
in die für den Normalmeridian berechnete Ephemeride der Reduktion auf den schein¬
baren Ort einzugehen hätte , 1. April 15.095 , 2. April 18.095 . Da aber die Re¬
duktion für die Sternzeit i h401" gesucht wird , so sind die eben angegebenen Argu¬

mentwerte noch um (24 + 1 40 ) — 18 4°- zu vergrößern ; die Argumente sind also
24 “

Auf Grund der erläuterten Beispiele läßt sich folgende Regel aufstellen : Will
man die Reduktion auf den scheinbaren Ort zur Zeit der oberen Kulmination eines
Sterns in Berlin finden , so substituiert man zunächst die im Berliner Jahrbuch von
Tag zu Tag (bzw. von 10 zu 10 Tagen ) mitgeteilten Werte der Koeffizienten
A , B , . . . , E , t und die dem Stern zugehörigen Konstanten a , b, . . . , d ', ft ' in die
Formeln (2) und erhält damit die für die siderischen Daten und die Sternzeit iS '^ o1"
des Normalmeridians gültigen Werte der Reduktion auf den scheinbaren Ort .
Zwischen diesen AVerten ist nun zu interpolieren . Um das hierzu nötige Argument
bilden zu können , hat man zuerst zu bestimmen , an welchem mittleren Tage des
Jahres in Berlin zwei obere Kulminationen des Sterns stattfinden ; dies geschieht mit
Hilfe der im Berliner Jahrbuch für jeden Tag angegebenen Sternzeit im mittleren
Mittag . Ein Stern , dessen Rektaszension gleich a ist , kulminiert an einem Tage
zweimal in Berlin , wenn die Sternzeit im mittleren Berliner Mittage an diesem Tage
kleiner , am folgenden aber größer als u ist . Bedeutet jetzt k' die in Einheiten eines
Tages ausgedrückte Länge Berlins gegen den Normalmeridian (westlich von letzterem
positiv gerechnet ), so ist das Argument für die Zeit vom mittleren Berliner Mittage
Jan . o (in einem Gemein -) , bzw. Jan . 1 (in einem Schaltjahre ) bis zur ersten oberen
Kulmination an dem Tage , auf den in Berlin zwei obere Kulminationen fallen ,

dagegen hat man für die z'weite obere Kulmination an dem Tage , auf den in Berlin
zwei obere Kulminationen fallen , und für alle folgenden bis zum Schlüsse des Jahres

1. April 15 + 0 0̂95 +

i (24 11+ i h 40 m) — i8 u 40 m
_| __

(24 1' + i h 40 m) — i8 h 40 m

24 h
2. April 18 + o'logs +

(24 11-f i h40m) — i8 h40,n
■-} „ , h== April 17 + 1 Tag -f- 0 0̂95 4

Argument = Mittleres Datum + k' +
^ , + “ ! _ i 8‘ 4o-cc )

(a )

(b) Argument — Mittleres Datum + 1 Tag -f- k' 4 -
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In beiden Fällen ist in dem Zähler des auf der rechten Seite stehenden Bruches
24 11-(- « oder a anzuwenden, jenachdem u zwischen oh und i8h40m oder zwischen
x8 1140m und 24h liegt ; für « = i8h40m ist der Zähler gleich o zu setzen. Den
Zähler hat man sich in Einheiten einer Stunde ausgedrückt zu denken.

Sucht man die Reduktion auf den scheinbaren Ort für das mittlere Datum und
die Zeit der oberen Kulmination eines Sterns an einem von Berlin verschiedenen
Orte, so muß zunächst die Sternzeit im mittleren Mittage des Ortes bestimmt werden.
Zu diesem Zwecke addiere man zu der für den Berliner mittleren Mittag gültigen
Sternzeit das Produkt 3'"56:555X d, wo d die in Teilen eines Tages ausgedrückte,
westlich von Berlin positiv gezählte Länge des Ortes gegen Berlin bedeutet (§ 36).
Nachdem so für den betreffenden Ort die Sternzeit im mittleren Mittage gefunden
ist, läßt sich das mittlere Datum bestimmen, an dem ein gegebener Stern den Meri¬
dian des Ortes zweimal in oberer Kulmination passiert . Das Argument , mit dem
man dann in die für den Normalmeridian berechnete Ephemeride der Reduktion auf
den scheinbaren Ort einzugehen hat , ergibt sich, indem man in den für Berlin gül¬
tigen Formeln (a) und (b) statt der auf den Normalmeridian bezogenen Länge k' von
Berlin die auf den Normalmeridian bezogene Länge k' -)- d des Ortes substituiert .
Für die Zeit vom mittleren Mittage Jan . o (Gemeinjahr), bzw. Jan . 1 (Schaltjahr)
des Ortes bis zur ersten oberen Kulmination an dem Tage , auf den für den Ort
ZAvei obere Kulminationen des Sterns fallen, ist also das

24 11+
u j — 18 4°

(c) Argument = Mittleres Datum -1-- -̂--- f- k' -)- d \

dagegen hat man, angefangen von der zweiten oberen Kulmination an dem Tage,
auf den für den Ort zwei obere Kulminationen des Sterns fallen, bis zum Schlüsse
des Jahres

2‘t‘ + “ ) _ , sn 40..
(d) Argument = Mittleres Datum -{- 1 Tag -f- - —t- --- \- k' d24"

In den Ausdrücken (c) und (d) muß 24 11+ a angewandt werden, wenn « zwischen
o'1 und i8h40m liegt ; dagegen ist a zu wählen, wenn a S ; i8 ll 4om ist.

ln den neueren Jahrgängen des Berliner Jahrbuchs wird jedesmal das mittlere
Berliner Datum und die in Dezimalteilen des Tages ausgedrückte mittlere Berliner
Zeit angegeben, für welche die Werte der Koeffizienten A, B , . . E , t , bzw. ihre
Logarithmen gelten. Beispielsweise hat man nach dem Berliner Jahrbuch für 1901

M. Zt. Berlin logd . logB log (7 logD E
Februar 6.492 9.6263 0.6749 I»i4i3 1.1408 + o'.'o4

7.489 9.6267 0.6737 i„I482 1.1323 + 0.04

Sucht man nun die Reduktion auf den scheinbaren Ort für einen durch das mittlere
Datum und die Sternzeit eines beliebigen Ortes der Erde gegebenen Zeitpunkt , so
verwandle man die Sternzeit des Ortes zunächst in mittlere Ortszeit und bestimme
mit Hilfe der Längendifferenz des Ortes gegen Berlin das dem mittleren Ortsdatum
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und der mittleren Ortszeit entsprechende mittlere Berliner Datum, sowie die zugehörige
mittlere Berliner Zeit. Eine einfache Interpolation zwischen den mit Hilfe der Kon¬
stanten A, B , . . E , t des Berliner Jahrbuchs erhaltenen Werten der Reduktion
liefert dann die für den in Frage kommenden Ort gültige Reduktion.

66. Formeln von Fabritius . Bei der Berechnung der Reduktion auf den
scheinbaren Ort sind bisher nur die Glieder erster Ordnung berücksichtigt worden;
dies genügt aber nicht mehr, wenn es sich um Sterne in der Nähe des Pols handelt .
Anstatt nun in solchen Fällen auch die Glieder zweiter Ordnung zu berechnen, zieht
man es vor, ein von W. Fabritius angegebenes Yerfahren zu benutzen, welches zwar
kein streng richtiges, aber doch für die Praxis hinreichend genaues Resultat liefert.
Die hierzu nötigen Formeln ergeben sich unmittelbar aus den Gleichungen (7) des
§55 , wenn man annimmt, daß die Lage des Pols, bzw. des Äquinoktiums vom An¬
fänge des Jahres an bis zu dem Augenblicke, für den die Reduktion auf den schein¬
baren Ort gesucht wird, ungeändert bleibt , daß aber der Stern in dem genannten
Zeitintervall mit konstanter Geschwindigkeiteinen Bogen beschreibt, dessen Endpunkte
die durch die scheinbaren und mittleren Koordinaten bestimmten Punkte der Sphäre
bilden. In den Gleichungen (7) des § 55 sei also tm der Jahresanfang und t„ die

Zeit , für welche der scheinbare Ort gesucht wird; ferner sei [t„ — t,„) und

(tH— tm) die mit Hilfe der Gleichungen (1) und (2) des gegenwärtigen Para -\ dt Im
graphen berechnete Reduktion auf den scheinbaren Ort in Rektaszension und Dekli¬
nation ; vertauscht man dann in den Gleichungen (7) des § 55 , d,„ mit a , ö und

dH mit ö', so erhält man , wenn zur Abkürzung [t„ — tm) — Ja ,

(w ) —̂ = JÖ 8esetzt wird>
«' — « = Ja + Ja J ö sin 1" tangd

^ d' — ö — Jö —1(2/ u)2 sin 1" sind cosd

Dies sind die nach Fabritius benannten Formeln. Aus einer Vergleichung der
hiernach berechneten Reduktion auf den scheinbaren Ort mit den Werten , welche
die strengen Formeln *) geben, fand F . Boquet**) als größten absoluten Betrag der
Differenz in Rektaszension: für X Ursae min. (d = + 89°) 0 0̂4 und für den Stern
Schwerd 594 (d = -f 8995) ofog.

Beispiel . Es soll der scheinbare Ort von X Ursae min. für die Zeit der am
9. Dezember 1908 im Pariser Meridian stattgefundenen oberen Kulmination gesucht
werden. — Der Connaissance des Temps zufolge sind die auf das mittlere Äquinox
und die Epoche 1908.0 bezogenen Koordinaten und Komponenten der jährlichen
Eigenbewegung des Sterns « = ig’113™ i8?58, d = + 89°o ' 9"4 , /t = — 0U05,
u' = -)- o'.'oi . Da die Sternzeit im mittleren Mittage für 1908 Dez. 9 gleich i7h 11™

*) A. Gaillot , Determination geometrique des positions apparentes des etoiles oiroompolaires
(Bulletin astronomique , Band I , p . 375ff . und p . 575ß .). — F . Boquet , Note sur la determination
geometrique etc . (Bull , astr ., Band V , p . 137].

**) F . Boquet , Application de la methode de M . A . Gaillot (Bull , astr ., Band V , p . 233).
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ist , so fällt die obere Kulmination auf 2h mittlerer Zeit Paris ; für diese Zeit ist der
Connaissance des Temps zufolge , wenn f1 g , h , i und g' in Bogensekunden ausge¬
drückt werden ,

f = 26796, loĝ f= 1.0699, ^ = 359°9', log/<= 1.3094, J? = 11° 50'
log * = 0.2589 , log f̂’ = 8.958 , (7’ = 730, t = 0.94

Mit Hilfe dieser und der obigen Werte von /« und n' erhält man aus den Glei¬
chungen (1) und (2)

z / « = — io 8 ?70 , Jd = - \ - \ T) '[q

Wendet man nun die Gleichungen (3) an , so ergibt sich zunächst

Ja ■Jö sin i " tangd = — 0M2, \ [^ a Y sin l " cos ^ = + ° "1

und somit
a ' — « = — 109*12, d' — d — + 13"8

Folglich ist der gesuchte scheinbare Ort

«' = 19 111i m29?46 , d' = + 89°o ' 23"2

Kapitel XII .

Parallaxe .

67. Einleitung . Die Richtungen , in denen ein dem Sonnensystem angehöriger
Himmelskörper in einem und demselben Augenblick von verschiedenen Beobachtungs¬
stationen aus gesehen wird , sind nicht zueinander parallel . Um nun die an
verschiedenen Punkten der Erde angestellten Beobachtungen eines solchen Körpers
miteinander vergleichbar zu machen , leitet man aus jeder beobachteten Richtung
durch Rechnung diejenige ab , welche beobachtet worden wäre , wenn sich der
Beobachter im Mittelpunkte der Erde befunden hätte ; den Winkel zwischen der
vom Beobachtungsorte und der vom Erdmittelpunkte aus gesehenen Richtung
bezeichnet man als Parallaxe . Zur Berechnung der Parallaxe bedarf man einiger
Angaben über die Figur und Größe der Erde .

Die Erde hat die Gestalt eines abgeplatteten Rotationsellipsoids ; bezeichnet
man die halbe große Achse der Erde mit «, und ihre halbe kleine Achse mit b, so
ist nach Helmert

a = 6 378 000 "', b = 635661 2’"

Hieraus ergibt sich , wenn

a — b Va2— b*
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Fig . r .

gesetzt wird , und somit a die Abplattung und e die Exzentrizität einer Meridian¬
ellipse der Erde bedeutet ,

a = — ^ , e = 0 .081826
298 .20

Es sei jetzt E (Fig . 1) der Mittelpunkt der Erde und 0 ein Beobacbtungsort ,
EA = a sei die halbe große und EB = b die halbe kleine Achse der Erde , bzw .
der durch O gelegten Meridianellipse BAO ". Ist
Ot die diese Ellipse in 0 berührende Tangente ,
und zieht man TET " parallel zu Ot , so sind
00 " und TT " zwei zueinander konjugierte Durch¬
messer ; nach einer bekannten Formel der analy¬
tischen Geometrie hat man also , wenn OEA — cp'
und TEA — y' gesetzt wird ,

b *
tang cp' tang / = — - 7

Lb

Wenn nun die Gerade nOZ senkrecht zu

Ot gezogen und der Winkel OnA mit (p be¬
zeichnet wird , so folgt / ' = 90° + ''/ ); demnach gibt die vorige Gleichung

b"
(1) tang cp' — — tang (pII

Der Punkt Z ' , in dem die Gerade EO verlängert die Sphäre trifft , wird das
geozentrische Zenit , der Punkt Z , in dem die Richtung der Normale nO
verlängert die Sphäre trifft , wird kurzweg das Zenit genannt . Den Winkel cp'
nennt man die geozentrische , den Winkel cp die geographische Breite von 0 .

Man ziehe jetzt Ep senkrecht zu Ot . Da der Winkel , den die Tangente Ot
mit der kleinen Achse der Ellipse bildet , gleich pEA = OnA = cp ist , so ergibt
sich , wie in der analytischen Geometrie gezeigt wird , Ep — VcT cos 2cp+ b2 sin 290 =
= a V 1 — e2 sin 2ip. Es ist aber auch Ep — EO cos OEp . Da nun der Winkel
OEp gleich cp — cp' ist , so folgt , wenn EO = q gesetzt wird ,

(2)
Setzt man hier

Q =
« V 1 — e2 sin 2rp

cos (cp — cp' )

JL_
a

wo demnach o den Abstand des Beobachtungsortes vom Mittelpunkte der Erde ,

ausgedrückt in Teilen des Äquatorealradius der Erde , bedeutet , so ergibt sieb

VT
(2“)

e sm cp
cos (cp — cp1)

Den Wert von cp kann man durch Beobachtungen finden ; ist <p bekannt , so
lassen sieb aus (1) und (2a) die Werte von cp und [oj berechnen . Die für die ein¬
zelnen Sternwarten gültigen Werte von cp' und log [(?] findet man in den astrono¬
mischen Jahrbüchern angegeben .
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Fie . 2.

68 . Parallaxe in Rektaszension und Deklination . Ist E (Fig . 2) der Mittel¬
punkt der Erde , 0 ein Beobachtungsort und S der Ort eines Himmelskörpers im

Raum , so ist OS die beobachtete Richtung und
ES die Richtung , in welcher ein im Mittelpunkte
der Erde befindlicher Beobachter den Himmels¬
körper sehen würde . Man ziehe jetzt ES ' parallel
zu OS , so daß also ES ' ebenfalls die beobach¬
tete Richtung darstellt , ferner ziehe man SS '
parallel zu OE \ setzt man dann OS — ES ' — r '
und EO — q, wo o durch die Gleichung (2) be¬
stimmt ist , so folgt

r ' sin S E O sin SE0
q sin OSE sxn SES '

Wenn nun die in einer Ebene liegenden Rich¬
tungen EO , ES und ES ' verlängert werden , bis

sie die um E beschriebene Sphäre schneiden , so liegen die Durchschnittspunkte
Z ', S und S ' (Fig . 3) auf einem größten Kreise , und die Bögen Z 'S und SS ' sind
den in Fig . 2 mit SEO und SES ' bezeichneten Winkeln beziehungsweise gleich ; die
vorige Gleichung wird demnach

_ sinSZ '
q sinSS '

In Fig . 3 bedeutet Z ' das geozentrische Zenit des Beobachtungsortes , S ' ist
der vom Beobachtungsorte aus und S der vom Mittelpunkte der Erde aus gesehene

Ort des Himmelskörpers an der Sphäre , P ist
der Nordpol des Äquators und Y das Frühlings -
äquinox , der Pfeil gibt die Richtung an , in
der die Rektaszensionen gezählt werden . Be¬
zeichnet man jetzt den Winkel yPZ ' oder
die Sternzeit des Beobachtungsortes mit 0 ,
bezeichnet man ferner mit a ' und ö' die
Rektaszension und Deklination von S ', und
mit u und <5 die Rektaszension und Deklination
von S, so geben die Dreiecke Z ' SP und SPS ',
worin der Winkel Z 'PS = 0 — « , der Winkel

SPS ' == « — «', ferner PS ' — go° — ö', PZ ' = 90° — cp' ist ,

sin (0 — a) cos cp' _ sin (0 — o) cos <p' . „ ril sin (« — «') cos ö'
sin PSS '

Fig . 3-

P

sinSZ ' = sinZ ' S'P sin PS ' == sinPÄÄ '

Durch Substitution dieser Ausdrücke in die vorhin für r ' : o gefundene Glei¬
chung ergibt sich

(3) r ' cosd ' sin (a ' — «) = — o coscp' sin (0 — «)

Es sei nun (Fig . 2) Eoss ' ein Stück der Äquatorebene , Oo, Ss , S ' s' seien
senkrecht zu dieser Ebene , EP bezeichne die zu Oo parallele Erdachse ; man hat
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dann Eo — q cos f/>' , Es ' — r cos d' und — wenn ES = r gesetzt wird — Es — r cos ö.
Die Strecke Es stellt die Resultante von Es ' und s's — Eo dar ; mit Rücksicht
darauf , daß der Winkel sEs ' = « — «' und der Winkel Ess ' — oEs = 0 — « ist ,
erhält man also

(4) r ' cos d' cos («' — a ) — r cos d — q cos rp' cos (0 — «)

Zieht man 00 parallel zu OS , bzw. zu ES ', so ergibt sich as — S ' s' — r ' sind '
und Sa = Oo — q sin ip' . Es ist aber as + Sa = Ss = r sind ; demnach wird

(5) r ' sin d' = r sin d — n sin rp'

Man multipliziere jetzt die Gleichung (3) mit sin {(« ' — «) und die Gleichung (4)
mit cos j («' — «); addiert man dann die beiden Produkte , so folgt

(6) r ' cosd ' = r cosd — q cos rp' cos [© — | (a + «')] secj (« ' — «)

Durch die Einführung zweier Hilfsgrößen läßt sich den beiden letzten Glei¬
chungen dieselbe Form geben ; setzt man nämlich

jj sin y = sin rp'
ß cos y = cos 7/ cos [0 — {(« -j- «')] sec | (a ' — «),

so werden die Gleichungen (5) und (6)

r ' sin d' = r sin d — qß sin y
r ' cos d' = r cosd — qß cos y( 8 )

Hieraus ergibt sich
r ' sin (d' — d) = — qß sin [y — d)
r ' cosfd ' — d) — r — qß cos (y — d)(9 )

und auch

(9!l) r sin (d' — d) — — qß sin (/ — d')

Dividiert man jetzt die Gleichungen (3) und (4) , ferner die Gleichungen (7),
sowie auch die Gleichungen (9) durcheinander , so erhält man

qcosrp .- ^ sm (0 — a. , . r cos d
tang (« — «) — — qcosrp

I — 5 COS ( 0r cos d

tan - - - tangr /)' cos { («' - «)
(9 j tang / ~ cos 10 - ! («' + «)]

- ^ sin (y - d)
tang (d' — d) = -

1 — -y" cos (y — d)

Die für die vorigen Gdeichungen zu verwendenden Werte von r und q müssen
in derselben Längeneinheit ausgedrückt sein. Als Längeneinheit soll jetzt die
mittlere Entfernung der Erde von der Sonne gewählt werden , da diese Einheit den
in den astronomischen Ephemeriden mitgeteilten Werten von r zugrunde liegt . Für
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o folgt dann , wenn a die halbe große Achse der Erde , J a die mittlere Entfernung
der Erde von der Sonne bedeutet und

a .
io — = sm /r

gesetzt wird ,

10 p = = |p] sm /r ,aJ 0

wo ;Oj durch die Gleichung (2“) bestimmt erscheint . Den Winkel 7t bezeichnet man
als die mittlere Aquatoreal - Horizontalparallaxe der Sonne ; in welcher
Weise sich der Wert dieses Winkels finden läßt , wird später gezeigt werden .
Substituiert man nun in (9’’) für p und ß ihre aus (io a), bzw . der ersten der Glei¬
chungen (7) folgenden Werte , so ergibt sich

;pj sin7r cos «/ .— r—— sm 0 — «
, , . r coso v '

tang (« — « ) = --
|pj sm /r cosr /)

X !

(11) tang y

r cos d

tangr /)' cos | -(« ' — a )

cos (0

cos r0 — { (« ' + « )]

[p] sin 7t sin cp'

tang (<?' — <)) = .- --
sin [y — d)

p : sin 7t sm cp . ...
1 — — cos ly — d)

r sin /

Für die Sonne und die Planeten ist r stets groß im Verhältnis zu [p] ; da
außerdem der Winkel tc nur 8 "8 beträgt , so sind nun u — a und d' — d kleine
Größen . Wenn also für die Sonne oder einen Planeten , bzw . Kometen die Parall¬
axe in Rektaszension und Deklination gerechnet werden soll , so genügt es , an Stelle
der Gleichungen (11) die folgenden anzuwenden

, P 7t cos cp
U U = — - r———

r cos d sin (0

I ' 2) tang y = tf>' ,cos (0 — « )

v, Ipj 7t sin cp ' . . , ,d — d = — ; sm (y — dw oin */ ' *r sm -

Im Meridian ist 0 — u gleich o° oder gleich 180° und somit u — 0 = 0 ; zur
Zeit der oberen Kulmination (0 — u — o° ) ist demnach den Gleichungen (7) zufolge
y — cp' , zur Zeit der unteren Kulmination (0 — « = 180° ) ist y — 180° — cp' .
Bedeutet also d's die aus einer Beobachtung in der oberen Kulmination und di die
aus einer Beobachtung in der unteren Kulmination erhaltene Deklination der Sonne
oder eines Planeten , so hat man

(12a) d's — d = — “J 1 sin [cp' — d) , d' — d = — ^ sin [cp' + d)
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Für den Mond geben die astronomischen Jahrbücher nicht die Werte von r
an , sondern diejenigen eines Winkels p , der durch die Gleichung definiert ist

. . . a
(*3) sinjj = — ,

wo r die in derselben Einheit wie a gemessene Entfernung des Mondes von dem
Mittelpunkte der Erde bedeutet . Den Winkel p nennt man die Aquatoreal -
Horizontalparallaxe des Mondes . Gibt man der Gleichung (13) die Form

a
J a- = sm » ,r r

x . .
wobei nun — den in Teilen der mittleren Entfernung der Erde von der Sonne

ausgedrückten Radiusvektor (r ) des Mondes darstellt , so folgt mit Rücksicht auf (10)

, , sin tt .
(13“) — — = sinp

Unter Anwendung dieser Gleichung und mit Einführung der Abkürzungen

^ [g] sinp cos cp' „ __ [g] sin p sin <p'
cosd ’ siny

ergeben sich aus (11) die folgenden zur Berechnung der Parallaxe des Mondes
in Rektaszension und Deklination dienenden Formeln

/ ' sin (ö — «)tang (« — a) —

(15) tang y =

tang (S' — d) =

1— f cos [& — «)

tang cp' cos j (ß ' — cc)
cos [0 — | («' + «)]

g sin (y — d)
1 — g cos (y — ö)

Der Ausdruck für a : r , dessen man bedarf , um aus (13) den Winkel p finden
zu können , wird durch die Mondtheorie gegeben . Derselbe besteht aus einem
konstanten Gliede und aus periodischen Gliedern ; bezeichnet man ersteres mit a : r0
und setzt

— sin U ,
r o

so wird der Winkel II die Konstante der Äquatorealparallaxe des Mondes
genannt . Neivcomb nimmt den aus der Mondtheorie folgenden Wert II = 3422 "63
an ; wie in § 71 gezeigt werden wird , läßt sich der Wert von JT auch aus gleich¬
zeitigen Beobachtungen des Mondes auf der nördlichen und südlichen Erdhalb¬
kugel finden .
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<>!). Parallaxe in Azimut und Zenitdistanz . In Fig. 4 mögen E, 0 , S und
.8" dieselbe Bedeutung haben wie in Fig. 2, Eoss ' sei die durch den Mittelpunkt
der Erde parallel zur Ebene des Horizonts des Beobachtungsortes 0 gelegte Ebene,
Oo, Ss und S's' seien die von 0, S und 8 ' auf die Ebene Eoss ' gefällten Senk¬
rechten. Da Oo senkrecht zu der Ebene des Horizonts von 0 ist, so ist oO, also
auch die parallel zu oO gezogene Gerade EZ zum Zenit des Beobachtungsortes
gerichtet ; da ferner EO zum geozentrischen Zenit [Z') von 0 hin gerichtet ist, so
folgt, daß die von E zum Pol des Äquators gezogene Gerade EP in der Ebene
Z 'EZ liegt. Man verlängere nun die Richtungen EO, ES , ES ', EZ und EP , bis

Fig . 4 - Fig . 5.

Oy /

sie die um E beschriebene Sphäre in den Punkten Z', S, S ', Z, P (Fig. 5) schneiden;
es liegen dann Z’, S, S ' auf einem größten Kreise und ebenfalls Z ', Z und P . Die
Bögen Z' S und SS ' sind den in Fig . 4 mit SEO und SES ' bezeichnetcn Winkeln
beziehungsweise gleich; die aus Fig. 4 folgende Proportion r ' : o = sin SEO : sin SES "
wird somit

r ' _ sinZ 'S
q sin SS '

Man bezeichne jetzt den Winkel Z' ZS oder das geozentrische Azimut des
Himmelskörpers mit A und den Winkel Z ' ZS ' oder das vom Beobachtungsort aus
gesehene Azimut mit A', ferner setze man die geozentrische Zenitdistanz oder den
Bogen ZS gleich % und die vom Beobachtungsort aus gesehene Zenitdistanz ZS '
gleich z ; berücksichtigt man dann, daß der Bogen ZZ ' gleich <p — (// ist, so folgt
aus den Dreiecken Z' ZS und ZSS '

. r,, a sin(q. — (p ) sinA . c,a, sin*' sin (A' —A)
sin ZS — — • ^ o rj, , sin SS = - ■ A„-0,-sm ZSZ sm ZSS

Damit wird die vorige Gleichung

r ' sin(cp—cp') sinA
Q sin*' sin(A' —A)

oder
(16) o — r' sin*' sin (A' — A) — o sin (q — cp') sinA
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In Fig . 4 ist der Winkel OEo = go° — ZEZ ' = 90° — (r/>— <// ), SEs — 90° — %,
S ' Es ' = go° — x' und demnach s' s = Eo = q sin (<p — <[>'), Es = r sinx , Es ' = r sini ' ;
ferner ist der Winkel oEs = Ess ' — A und der Winkel sEs ' = A' — A. Da nun
Es die Resultante von Es ' und s's ist , so folgt

(17) r sinz = r ' sinx ' cos [A' — J .) + ^ sm ((p — cp' ) cos

Ferner ergibt sich aus Fig . 4, wenn 00 parallel zu OS also auch parallel zu
ES ' gezogen und berücksichtigt wird , daß aS ' parallel zu oE und zu ss ' ist ,
Ss = S ' s' + Oo \ demnach hat man

(18) r cos « — r ' cos «' 4 - q cos (cp— cp' )

Multipliziert man (16) mit sin ] (A — A), (17) mit cos ~(/ l ' — A) und addiert die
beiden Produkte , so erhält man

r sin « = r ' sin «' + q sin (r/) — cp') cos ^ (̂ I ' + A) sec | (J .' — ^l)

oder , wenn zur Abkürzung

(19) tang T = tang (cp— cp') cosf (A + Ä) seCj (A' — A)

gesetzt wird ,

(20) r sin « = r ' sin «' + q cos (cp— <p') tang F

Aus (18) und (20) folgt

’ . q cos (cp cp' ) sin («' — F )(21 sin « — z) — — =—5-' ^ ; r cos 1

Multipliziert man ferner (17) mit sin (A — A) und (16) mit cos (A — A), so
ergibt sich durch Subtraktion der Produkte

q sin (<p — cp') sin A'(22) smfA — A) = -- —— -' ' r sin «

Bei der Anwendung der Formeln (22) und (21) auf die Sonne und die Planeten
entnimmt man die Werte von r den astronomischen Jahrbüchern ; da letztere aber
als Einheit von r die mittlere Entfernung der Erde von der Sonne wählen , so hat
man wie in § 68 für q den durch die Gleichungen (1oa) und (2“) bestimmten Wert
\() \ sin Tr zu benutzen . Für den Mond ergibt sich aus (10“) und ( i3 il)

p Ipj sin /r r , .
(22*) 7 - = = [?] si np

Die der Sonne und den Planeten entsprechenden Werte von — sind sehr

klein , ferner ist cp— cp' <^ 12' \ wenn man also Beobachtungen in großer Nähe des Zenits
vermeidet , so ist auch A! — A klein . Dasselbe gilt für F und z — «. Mit Rück¬
sicht hierauf ist es nicht notwendig , die Parallaxe in Azimut und Zenitdistanz —
insoweit es sich um die Sonne oder einen Planeten handelt —- mit Hilfe der



190 Kapitel XII

strengen Gleichungen (22), (19) und (21) zu berechnen ; sondern es genügt voll¬
ständig , die folgenden Formeln anzuwenden

(23 )

A. _ Ä == l~gj 1C sin (y — <p') sin A'r sin z'
T — [tp — cp') cos A'

z' — z = 9 IC sin ~r

Für den Mond erhält man unter Berücksichtigung der Gleichung (22a) und
mit Vernachlässigung kleiner Glieder

[o] sinp sin (cp — <// ) sin A '
oj .11 -cxy - ----

(24 )

sin (A' — A) ■■
r :

sin {%' — z) ■■

sin z

[cp— cp') cos A!
rp] sinsin (z' — F

70. Einfluß der Parallaxe auf den 'Winkelhalbmesser eines Himmels¬
körpers. In Fig. 6 sei K der Mittelpunkt der Erde, 0 ein Beobachtungsort, M der

Mittelpunkt und Mo der Badius eines kugelförmigen Himmelkörpers ;
Fig. 6. Es und Oo seien die von E und 0 aus an den Himmelskörper ge¬

zogenen Tangenten . Bezeichnet man mit d den linearen Badius
Me — Mo des Himmelskörpers , und bedeuten R und R ’ die Winkel ,
unter denen dieser Badius ‘von E , bzw. von 0 aus gesehen wird ,
so ergibt sich, wenn wieder EM — r und OM = r ' gesetzt wird ,

d . n dsinR ' — sin R
Demnach ist

( 25 ) sin R ' — — sin Rr

Somit wird

(26)

Aus den Gleichungen (8) folgt aber

(25“) r sin (ö — y) = r ' sin (d' — y)

. sm (d — y) . 7)sml ? = . ' sinB
sm 0 — y)

Die für die Anwendung dieser Gleichung erforderlichen Werte von Ö' und y ergehen
sich aus (12), bzw. aus (14) und (15).

Zur Zeit der oberen Kulmination ist y = tp' (S. 186); bedeutet also R ’m den
dieser Kulmination entsprechenden Wert von B ', so folgt aus (26)

SfcÜsinß
sm (0 — (p )

Der Wert von R ' läßt sich noch auf andere Weise berechnen . Multipliziert
man die Gleichung (20) mit cos F und die Gleichung (18) mit sin T, so ergibt sich
durch Subtraktion der beiden Produkte

(26“ sin B '„
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Verbindet man diese Gleichung mit der Gleichung (25), so erhält man

. sin (*' — r ) .27 sm 11 — smli
‘ sm (x — F )

Der Wert von F folgt aus (24).

71. Bestimmung der Konstante der Äquatorealparallaxe des Mondes. Die
Konstante der Äquatorealparallaxe des Mondes (S. 187) läßt sich bestimmen , wenn man
an zwei Sternwarten mit kleiner Längen - und großer Breitendifferenz die Deklination
des nördlichen oder südlichen Mondrandes im Meridian beobachtet . Um möglichst
genaue Resultate zu erhalten , mißt man an beiden Sternwarten die Deklinations -
differenzen zwischen dem Mondrand und einigen symmetrisch zum Monde gelegenen
Fixsternen ; aus der Verbindung dieser Differenzen mit den Deklinationen der Sterne
ergibt sich die Deklination des Mondrandes . Es sei nun D' die an einer der beiden
Sternwarten beobachtete und D die dieser entsprechende geozentrische Deklination
des Mondrandes , ferner sei r „ die Distanz des beobachteten Punktes des Mondrandes
vom Mittelpunkte der Erde ; berücksichtigt man dann , daß zur Zeit der oberen
Kulmination des Mondes der S. 186 und den Gleichungen (7) zufolge y — <f ' und
ij = 1 ist , so gibt die Gleichung (9")

(28) sin (D — D ') = — sin (r// — T) ')
l 'n

In erster Näherung soll jetzt r n — r gesetzt werden , wo r die Entfernung des
Mondzentrums vom Mittelpunkte der Erde bedeutet ; die vorige Gleichung wird dann

(29) sin (D — 7) ') = — sin [<(>' — D ')

Verbindet man hiermit die Gleichung (22“), so folgt

(30) sin (D — D ') — |> ] sin (<jp' — D ') sinp

Nach einer bekannten Reihenentwicklung ist aber

D - D ' = sin (D — Z>') + i sin 3(D — D ') -{---- ;

substituiert man hierin den für sin (Z) — D ') gefundenen Wert und dividiert — um
D — I) ' in Sekunden ausgedrückt zu erhalten — die auf der rechten Seite vor¬
kommenden Glieder durch sin 1", so erhält man

r *i r - 3 • .
(31) D — D ' — . „ sinirn' — D ') sinn + —— . ■„ sin 3(r/)' — D 1) sin 3p1 ' sm 1 r 6 sm 1 '

Ebenso ergibt sich , wenn die für die zweite Sternwarte gültigen Werte von D,
Z>', r?l, <p' und p durch den Index 1 gekennzeichnet werden ,

(3i a) DI — I)[ — [gl \ , sinfmj — T)\) sinn , ■<Jj ' „ sin 3((/)J — DJ) sin 3«,\j 1 1 1 gm j v/ 1 ^ 1 1 6 sm 1 '

Es seien nun t und die den Beobachtungszeiten der beiden Sternwarten
entsprechenden mittleren Zeiten eines Hauptmeridians der Erde , 6 bezeichne die
geozentrische Deklination des Mondzentrums und R den geozentrischen Winkel -
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halbmesser des Mondes zur Zeit t, ferner seien öt und R l die Werte der geozen¬
trischen Deklination des Mondzentrums , bzw. des geozentrischen Winkelhalbmessers
des Mondes zur Zeit ; je nachdem dann der nördliche oder südliche Mondrand
beobachtet wurde , hat man

(32) D = 6 ±R , A = ^ ± R , Rand
also

(32“) DI — D = dI — ö± [R1 — R ) ^ |1L Rand

Wenn aber d den linearen Halbmesser des Mondes , a den Radius des Erd¬
äquators und r die in derselben Einheit wie d und a gemessene Entfernung des
Mondes von der Erde bedeutet , so folgt , wenn noch

(33) ^T = k [log * = 943544 ]

. -r-t d da , .sm ft = — = -- = k sin prar

gesetzt , und die Gleichung (13) berücksichtigt wird ,

Dementsprechend ist
sin R 1 — k sin ii .

Durch Subtraktion der Gleichungen für sin fi , und sin R erhält man

sinKA — R ) cosKA + R ) = k — P) cos ^ p , -+■p )

oder hinreichend genau
R x — R — k (Pl —p )

Demnach wird die Gleichung (32“)

(34) D1 — D = ö1 — ö ± Jc{p l - p ) ^ dl - Rand

Bezeichnet man die nach der Zeit genommenen ersten Differentialquotienten
dö d

von ö und p , gültig für die Epoche -j- = r , mit und ~~ , so hat man his
auf Glieder zweiter Ordnung genau

(35 ) <1, ~ ö = — Pi — P = j ^ & ~

Ferner ergibt sich , wenn p , den der Zeit t entsprechenden Wert von p bedeutet ,

dp
&LUJJ •— 2 miijjf —j— yi, — lj

(36)
sin 11= sinii , + (< — t ) sin 1" cosp .

sxnpI= sin + (q — t ) sin 1 cosp .

An Stelle von pt soll nun die in § 68 mit TI bezeichnete Konstante der
Aquatorealparallaxe des Mondes eingeführt werden . Es sei rr die der Zeit r ent¬
sprechende , und rQ die mittlere Entfernung des Mondes von der Erde ; sind dann
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xt und r0 in derselben Einheit ausgedrückt wie a , so hat man der Definition von p ,
und II gemäß

a a x0 . „ asmp t = — = -- , sm U = — ,
fr fo fr ’ ro

und folglich
r

sm p . — — sm 77r ,

Die in der Ephemeride gegebenen Werte der Mondparallaxe (p° ) sind aber mit
Hilfe der Gleichung

sin p° — sin 770

berechnet worden , wo TL einen für IT angenommenen Wert bedeutet ; somit wird

sin „sinm = - — - smTT
sm JI0

Substituiert man diesen Wert in die Gleichungen (36), setzt dann cosp J = i
und führt an Stelle von t seinen Wert ~(t + ein, so folgt

sinp° . rt t1 — t dp . ,,sm » = . „ sin77 -- sm 1sin7Z0 2 dr
sinp ? . ^ — t dp . „sm » = „ sinTI + sm 111 sm770 2 dr

Diese Ausdrücke sind nun in die Gleichungen (31) und (3i a) zu substituieren ;
nimmt man dabei sin 3p = sin 321, == sin 3p° an, so ergibt sich

si" ^ ^ -D’1sin 71+ T SF •'•v - D'>** * -

2

sinp ? [&] , 1 [?x 3
D, - T)[ = 4 ^ 4 ^ r sin (f/i; - D [) sin 11+ -f sin 3((/); _ sin3p o+smJ7 0 sm 1 11 6 smi ' 11 1

+ t~ r % sin (f/ ); _ r) ^

Durch Subtraktion dieser Gleichungen erhält man , wenn zur Abkürzung

. Sj,n f * {[(>] sin («/ — D ') — [o ] sin [(p 'r — D ' )} = fsmi sm770 lLsJ ’ LsriJ 111 1

(37 ) träv ' ^ ]3 sin3 ^ ' - D ') - fo ]3 sin3 (f̂ ~ = s

. 1 sil1(9p' — D ') + [?I] sin (</ ; — D ;)} = hgesetzt wird ,

f sin 77 = - (71, - B) + [D [ - D ') - g + h [tr - t) ^
Nun folgt aber aus (34) und (35)

Ti n dd i dp . . nördl . „ ,
P' - p — äR - ®* * * » - * ml ®“ a

de Ball , Spliilr . Astronomie . ^ 3
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Somit ergibt sich

(38) fsmn = D,I —ir —(tt —t)
dö
dr ■g - (±k - h)

dp

Hier sind f und alle auf der rechten Seite vorkommenden Größen entweder

durch Beobachtung bekannt oder lassen sich, wie ^ und ^ , mit Hilfe der Mond -

ephemeride , bzw. der Mondtafeln durch Rechnung finden ; man kann demnach die
Gleichung (38) zur Bestimmung von JT benutzen . Da aber der gegenwärtig für II
angenommene Wert schon nahe richtig ist , so ist es vorteilhafter , nur die Korrek¬
tion dieses Wertes zu ermitteln . Wird nun der angenommene Wert von II wieder
mit 1I0 und die in Sekunden ausgedrückte Korrektion von J70 mit JII bezeichnet ,
so hat man

f sin II = f sin (770 JII ) — f sin 770 -\- (f cos n o) JII sin 1"

Durch Substitution dieses Ausdrucks in die Gleichung (38) erhält man

(39) f cos IT0 sin 1" z/ 77 = 7)) D ' — j/ ' sin 1I0 + {tT

+ (— ^ — ty [ti

t] Tt+ " +

t)dj ] «anddr ) sudl .

Fig . 7.

Es ist jetzt noch zu zeigen , welche Änderungen die im vorigen abgeleiteten
Gleichungen erfahren , wenn in der Gleichung (29) an Stelle von r sein strenger Wert rn

angewandt wird . In Fig . 7 sei E der Mittelpunkt der Erde ,
0 der Beobachtungsort , Z ' das geozentrische Zenit des
Beobachtungsortes , M der Mittelpunkt des Mondes , m
der beobachtete Randpunkt und demnach Om eine
Tangente an die Mondoberfläche . Den gewählten Be¬
zeichnungen gemäß ist EM = r , OM = r ’, Em — r „
und MOm = 72', wo also 7?' den vom Beobachtungsorte
aus gesehenen Winkelhalbmesser des Mondes bedeutet ;
setzt man jetzt 0m — r ' , so folgt

(40 )
r

r „
r_ r ’„
r '„ r „ r „ r ' cos 72'

Aus (25“) erhält man aber für den beobachteten Punkt
des Mondrandes und mit Rücksicht darauf , daß gegen¬
wärtig y = cp' ist ,

r ,, sin (7) — cp') = r 'n sin (D ' — cp' )

und ferner , wenn <)' die Deklination des Mondzentrums , gesehen vom Beobachtungs¬
ort bedeutet ,

r sin (d — cp') = r ' sin fd' — cp')

Mit Berücksichtigung der beiden letzten Gleichungen ergibt sich aus (40)

sin (D — cp') sin (<)i'— cp') sec 72'
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Nun hat man die Identität

sin (II — rp') sin (d' — rp') sin (Z>— <-// ) sin (d' — rp') — sin (D ' — (p') sin (d — cp')
sin (D ' — f/)') sin (d — rp') 1 sin (D ' — cp') sin (d — rp')

In dem Zähler des auf der rechten Seite stehenden Bruches setze man sin (D — cp') —
— sin [(Z>— D ') + [D ' — rp' )) und sin (d — rp') = sin :(d — d ') (d ' — rp1)]. Entwickelt
man diese beiden Sinus und setzt cos (7̂ — D ' j = i , sinfd — d') = sin (D — D ') ,
cos (d — d') — i , so folgt

' sin (Z) — rp') sin (d' — y ') _ sin (It — D ') sin (d' — D ')
sin (D '— rp') sin (d — rp') 1 sin (D '— rp') sin (d — cp' )

oder , mit Berücksichtigung der Gleichung (28),

, , sin (Z) — rp' ) sin (d ' — rp') p sin (d ' — ZP)
42 sin (Z)' — (/)' ) sin (d — rp') 1 r „sin (d — f/>' )

Hierin ist d ' — D ' = ZI , wo man das obere oder untere Vorzeichen anzuwenden
hat , jenachdem der nördliche oder südliche Band beobachtet worden ist . Da also
sin (d ' — ZP) klein ist und da dasselbe von o : rn gilt , so kann man rn mit r vertauschen .
Indem dann noch für q : r sein in (22 11) gegebener AVert substituiert wird , ergibt sich

I > sin (Z) — rp') sin (d ' — cp') _ ^ [(>] sinp sinJ 2' nördl . „
sin (77'— rp') sin (d — cp’) I — sin (d — cp’) südl . an

Aus (41) und (43) folgt , wenn an Stelle von 72' der geozentrische Halbmesser 72
angewandt wird ,

1 . \ 1 1 ( 72!p( sin 1" sinn ] nördl . n
(44 ^ = — seci ? ± - • Bandrn r { sinfd — rp) J sudl .

Führt man nun die Abkürzung ein

, , • -n 1 72 ipi sin 1" sinn nördl . „ ,
45 ^ = sec 72=b V - ^ , ..^. Bandsm (d — rp ) ’ sudl .

wo i nahe gleich 1 ist , so wird
(46) -1 = Är u r

Dieser Ausdruck ist in die Gleichung (28) zu substituieren , oder , was gleichbedeutend
ist , es ist die rechte Seite der Gleichung (29) mit i zu multiplizieren . An Stelle der
Gleichungen (30) und (31) erhält man dann neue , in denen sinp durch i sinp ersetzt
ist ; in dem kleinen von sin 3p abhängigen Gliede darf man jedoch i — 1 annehmen .
Eine ähnliche Bemerkung gilt auch für die Gleichung (3r L). In letzterer muß nämlich
sinp , durch \ sinp I ersetzt werden , wo

, . . , 72t (pTj sin 1" sin p
47 h = sec 72, ±

sm (dx— cp\)

ist ; in dem von sin 3p I abhängigen Gliede dagegen kann il — 1 angenommen werden .
Geht man nun auf die Bildung der Gleichungen (38) und (39) zurück , so sieht

man , daß man die strengen zur Bestimmung von TT, bzw. z/ JT dienenden Gleichungen
erhält , wenn man in (38) und (39) den Koeffizienten f durch

13*
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(48) F = sinŜ ^ n {[?]* sin(fp1— D ') —[q,]^ sin((p\ — Z»',)}
ersetzt.

Ein zweites Mittel, die Konstante der Aquatorealparallaxe des Mondes zu finden,
wird durch die Beobachtungen von Sternbedeckungen an weit voneinander entfernten
Orten der Erde geboten; die hierzu erforderlichen Gleichungen findet man im 18. Ka¬
pitel angegeben.

72. Bestimmung der Sonnenparallaxe . Das beste Mittel, die Sonnenparall¬
axe zu bestimmen, besteht darin, daß man mit Hilfe eines Heliometers auf der nörd¬
lichen und südlichen Erdhälfte die Abstände eines der Erde nahe kommenden
kleinen Planeten von einigen ihm benachbarten Fixsternen mißt , sowie auch den
Positionswinkel jedes den Planeten mit einem der Sterne verbindenden Bogens, be¬
zogen auf den Mittelpunkt des Bogens, beobachtet. Um die gemessenen Abstände
und Positionswinkel zur Bestimmung der Sonnenparallaxe verwenden zu können, muß
man zunächst mittelst der als näberungsweise bekannt vorausgesetzten Orter des
Planeten und seiner Vergleichsterne die Abstände und Positionswinkel berechnen.

Es seien a und ö die Rektaszension und Deklination eines Vergleichsterns, A
und D seien die aus der Ephemeride genommene geozentrische Rektaszension und
Deklination des Planeten , JA und A D seien die Werte der nach den Formeln (12)

und unter Annahme eines Näherungswertes von tt herech-
Kig. 8. neten Parallaxe des Planeten in Rektaszension und Dekli¬

nation , ferner werde A + JA = Ä und D -\- AD = D '
gesetzt; in dem sphärischen Dreieck (Fig. 8), welches ge¬
bildet wird von dem Nordpol des Äquators (N ), dem vom
Beobachter aus gesehenen Ort des Planeten (L) und dem
Ort des Sterns (S), ist dann der Winkel bei N gleich
A' — a, die Seite NL = 90° — D ' und NS — go° — d.
Bezeichnet man jetzt den Winkelabstand SL des Planeten

vom Stern mit A und setzt den PositionswinkelNSL = jo, NLH = p", so folgt aus
dem Dreieck NSL

sin {2/ sin | (p"-j- p) = sin | (A' — «) cos{(-D' ^ ö)
49 sin f z/ cos}(y ' -f- ^ ) = cosf (A' —«) sin ~(D ' -/ ö) ±

Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich A und ! (]>"+ P) berechnen; wird dann
noch der auf den Mittelpunkt des Bogens SL bezogene Positionswinkel von L mit
p ' bezeichnet , so hat man nach § 20 , wenn A in Sekunden ausgedrückt ist ,

(50) p' = ~(P"+ P) — ÄC1+ 2 tang2 + d)] A*sin 1" sin 2p

Mit Rücksicht darauf , daß hei Planeten nur mäßig große Deklinationen in Frage
kommen, ist das von A2 abhängige Glied im allgemeinen zu vernachlässigen.

Sieht man zunächst von den Beobachtungsfehlern ah, so rühren die Unterschiede
zwischen den berechneten und beobachteten Werten von p ' und A zum Teil von den
Fehlern der für die Vergleichsterne, bzw. für den Planeten angenommenen Orter her,
zum Teil aber auch von dem Fehler des in den Gleichungen (12) für die Berechnung
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der Parallaxe in Rektaszension und Deklination benutzten Wertes der Sonnenparallaxe .
Nun lassen sieh die Orter der Yergleichsterne gegenwärtig mit sehr großer Genauig¬
keit bestimmen , und von den minimalen in diesen Ortern noch yorhandenen Fehlern
darf man annehmen , daß sie sich im Mittel aus mehreren Sternen gegenseitig auf-
heben ; im folgenden sollen deshalb die Sternpositionen als fehlerfrei angesehen werden .
Was die Fehler der Planetenephemeride betrifft , so kann man diese mit Hilfe einer
sorgfältigen Untersuchung über die Bahn des Planeten sehr klein halten ; der Fehler
des gegenwärtig für die Sonnenparallaxe angenommenen Wertes endlich kann an und
für sich nur äußerst klein -sein . Es genügt demnach , nur die ersten Potenzen der
Korrektionen der Planetenephemeride , bzw. der Sonnenparallaxe zu berücksichtigen .
Wenn man jetzt die Gleichungen (49) differenziert und mit Rücksicht darauf , daß
ein Fehler in /I ohne Einfluß auf das kleine von z/ 2 abhängige Glied in (50) ist ,
\ d [p" p ) — dp ' setzt , so erhält man mit einer für alle Fälle hinreichenden
Genauigkeit

sin päz ! -f- J sin 1" cosp 'd})' = cosD 'dA '
cosp 'dz/ — z/ sin 1" smp 'dp ' — dD '

Hieraus folgt
d J = sinp ' cos D 'dA ' cosp 'dD '

A sin 1"dp ' = cosp ' cos D 'dA ' — sin p 'dD '

Nun war oben A' — A -\- JA und D ' = D -\- JB gesetzt , wo JA und JD die
nach (12) berechneten Werte der Parallaxe des Planeten in Rektaszension und
Deklination bedeuten ; wenn jetzt mit dA und dB die Korrektionen der Planeten¬
ephemeride bezeichnet werden , und wenn dit die Korrektion des Näherungswertes ic0
der Sonnenparallaxe bedeutet , so folgt mit Berücksichtigung der Gleichungen (12)

dA ' = dA — !(lJ C0S ff ' sin (© — A)d 7cr cosJJ

= dA -f- ‘Parallaxe in Rektaszension ]

und entsprechend

dB ' = dB A- [Parallaxe in Deklination ] ——

Substituiert man die für dA ' und dB ' gefundenen Ausdrücke in die Gleichungen (51)
und setzt zur Abkürzung

sin p ' [Parallaxe in Rekt . X cosD 'j -|- cosp ' Parallaxe in Dekl .j = u(c2]
cosp ' [Parallaxe in Rekt . X cosD '] — sinp ' [Parallaxe in Dekl .] = w

sin p ' cosB 'dA -]- cosp 'dB + u -- C-
7*0

ehe
cosp ' cos B 'dA — sinp 'dB w -

7l c

Um mit Hilfe dieser Gleichungen die gesuchten Korrektionen dH , dB und dit
zu finden , hat man für dJ die Differenz : beobachtete —berechnete Distanz , und für
dp ' die Differenz : beobachteter —berechneter Positionswinkel zu substituieren . Die

so erhält man
dJ =

( 53 )

J sin 1" dp ' =
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Werte von dA und dB sind aber nur während einer kurzen Zeit als konstant zu
betrachten . Falls sich also die Beobachtungen auf einen längeren Zeitraum erstrecken ,
muß man die Gleichungen so in Gruppen zusammenfassen , daß zu jeder Gruppe nur
zeitlich nahe liegende Beobachtungen gehören ; aus jeder dieser Gruppen lassen sich
dann die wahrscheinlichsten Werte von dA , dB und dn: bestimmen . Will man die
Teilung der Beobachtungen vermeiden , so sind dA und dB mit Hilfe der in der
Theorie der Bahnverbesserung gegebenen Formeln als Funktionen der Korrektionen
der Bahnelemente des Planeten darzustellen und diese Ausdrücke in die Glei¬
chungen (53) zu substituieren .

73. Beziehung zwischen der Aberrationskonstante und der Sonneuparall -
axe . Nach § 5g'1, (7) ist die dort mit k bezeichnete Aberrationskonstante durch die
Gleichung definiert
, . , au , sec <p
(54) — Tsihl ^

Hierin bedeutet a die halbe große Achse der Erdbahn , n die in Teilen des Radius
ausgedrückte mittlere Bewegung der Erde , V die Geschwindigkeit des Lichtes und
cp den Exzentrizitätswinkel der Erdbahn . Nimmt man nun den Radius des Erd¬
äquators zu 6378.2 km an , und bezeichnet man mit ttq die mittlere Horizontal -Aqua -
torealparallaxe der Sonne , so ist

jcq sin 1

Ferner hat man , wenn eine mittlere Sekunde als Zeiteinheit gewählt wird ,

V = 299 860 km

Da die Dauer eines siderischen Jahres 31 558 149 mittlere Zeitsekunden beträgt ,
so ist n durch die Gleichung bestimmt

1296000 " sin 1"
3i 558 149

Berücksichtigt man noch , daß <p = 3455" ist , so folgt aus der Gleichung (54).

kiCQ= 180.20

Mit Hilfe dieser Beziehung läßt sich also tcq finden , wenn k bekannt ist , und
umgekehrt .
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Refraktion.

74. Gesetz der Abnahme des Luftdrucks bei zunehmender Entfernung
von der Erde . Die Theorie der Refraktion beruht auf der Annahme , daß die
Atmosphäre aus unendlich dünnen , zum Mittelpunkte der Erde konzentrischen Kugel¬
schichten bestehe ; die Dichtigkeit der Luft wird innerhalb einer Schicht als konstant ,
aber von Schicht zu Schicht als stetig veränderlich betrachtet . Bedeutet nun P den
Druck , t die Temperatur , J die Dichtigkeit der Luft in der Entfernung r vom
Mittelpunkte der Erde und y den dieser Entfernung entsprechenden Wert der Be¬
schleunigung durch die Schwere , so ist die Änderung des Luftdrucks , welche einem
Übergänge von dem Abstande r zu dem Abstande r -|- dr entspricht , gleich

(1) dP = — yJdr

Wenn ferner P 0, /0, z/ Q, y0 der Reihe nach den Luftdruck , die Temperatur , die
Dichtigkeit der Luft und die Schwere am Beobachtungsorte bedeuten , und wenn l0
die Höhe einer Luftsäule angibt , welche ebenfalls den Druck P0 ausübt , und für
deren sämtliche Teile die Temperatur , die Dichtigkeit und die Schwere dieselben
Werte haben wie am Beobachtungsorte , so gilt die Gleichung

( 2 ) P a = yX ^ o

Als Maß des Luftdrucks wählt man den Druck einer Quecksilbersäule von
ol 'yöo Höhe und der Temperatur o° 0 unter der geographischen Breite 45° und im
Meeresniveau oder , kurz ausgedrückt , den Druck einer Atmosphäre . Wenn also
m die Dichtigkeit des Quecksilbers für die Temperatur o° C bezeichnet , und V
die durch die Schwere im Meeresniveau und unter der Breite 45 0 bewirkte Be¬
schleunigung in Metern angibt , so ist der Druck einer Atmosphäre durch die Glei¬
chung bestimmt

(2a) P ' = o'l'yöo Z’m

Es läßt sich nun leicht die Höhe einer Säule trockener Luft von der Tempe¬
ratur o° 0 und der Dichtigkeit z/ ' , deren sämtliche Teile als unter dem Einflüsse
der Schwere P stehend angenommen werden , so bestimmen , daß der Druck dieser
Luftsäule ebenfalls gleich P ' ist . Wird nämlich die gesuchte Höhe mit V bezeichnet ,
so hat man

(3) P ' - VVJ '

also , wenn für P ' sein in (2a) gegebener Wert substituiert wird ,
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Nach Regnault wiegt aber ein Kubikmeter trockner Luft bei o° C und 76o mm
Barometerhöhe (unter der geographischen Breite 450 und im Meeresniveau) 1292S74
und ein Kubikmeter Quecksilber hei o° 0 13595930&; somit ist

1' = o".'76o 13 3̂° = 7993”1 1292.74

Aus den Gleichungen (1) und (3) ergibt sich, wenn berücksichtigt wird, daß P '
eine Konstante ist,

(4) d (p -) = — Yirji dr

Ferner folgt aus (2) und (3)
( 5 )

Setzt man

( 5 a)

p' ri 'j '

P J y
P } I ; p y

~ = p ^ = r = q
pr ro ) ‘' oi j '» l/ o

und nennt p den Luftdruck , r die Dichtigkeit der Luft , g die Schwere in der Ent¬
fernung r vom Mittelpunkte der Erde , also pa den Luftdruck , r0 die Dichtigkeit der
Luft , ga die Schwere am Beobachtungsorte, d. i. in der Entfernung ra vom Erd¬
zentrum, so ist damit als Einheit des Luftdrucks der Druck einer Atmosphäre, als
Einheit der Dichtigkeit die Dichtigkeit der trockenen Luft von der Temperatur o° C
und unter dem Druck einer Atmosphäre, als Einheit der Schwere die Schwere unter
der geographischen Breite 450 und im Meeresniveau gewählt, und die Gleichungen
(4) und (5) nehmen die Form an
(6) l' dp — —gxdr
(7) l 'Pc = 9jJ 0

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

— dp = di' = — r°- dr = r — d ( r°Po 9oxo ? ro L \ r
oder, wenn
(7a) — = 1 — ta , — = 1 — sr0 r
gesetzt wird,

(8) dp = —p0^ ~[i — 10) ds
o

Aus der Verbindung dieser Gleichung mit einer im nächsten Paragraphen abzu¬
leitenden Differentialgleichung zwischen gi und oj wird sich eine Beziehung zwischen
s und oj, also, nach der Bedeutung dieser Größen, das Gesetz ergeben, nach dem
sich die Dichtigkeit der Luft mit der Höhe ändert. Zunächst aber sollen die in (8)
enthaltenen Unbekannten rQ und la bestimmt werden. Ist h die Seehöhe und tp die
geographische Breite des Beobachtungsortes, bezeichnet man ferner mit R die Ent-
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fernung eines unter der geographischen Breite <p . aber im Meeresniveau gelegenen
Punktes vom Mittelpunkte der Erde , so hat man

r o — ^

Es möge nun a die halbe große Achse und e die Exzentrizität eines Erdmeridians
bedeuten ; aus der in § 67 gegebenen Formel (2) folgt dann näherungsweise

^ x 2 2 ,_ = 1 — - e sin cpH----

c
a (\ — | e2) = 6 366000 ’" , - 5-= 0.001684 e

Nimmt man jetzt

an , so wird
_ß = 6 366ooo 'n(i + 0.00168 cos zcp)

Folglich ergibt sich , wenn auch h in Metern ausgedrückt ist ,

(9) rQ— 6 366000 '" (1 + 0.00168 cos 2cp—f- 0.000000 157Ä)

Für la folgt aus (7)
"o,

Die Konstante V ist bereits oben bestimmt worden . Was gQ betrifft , so bat
man aus den an zahlreichen Orten der Erde ausgeführten Schwerebestimmungen die
Formel abgeleitet

( 11 ) ,9o — 1 — 0 .002 65 cos 2 cp — 0 .000 000 31 o &

Um den Wert von lQ zu finden , ist also nur noch der Quotient p0: rD zu bestimmen .
Zu diesem Zweck bedient man sich des Gay-Lussac —Mariottesclien Gesetzes , welches ,
auf trockene Luft angewandt , lautet : Wenn der Ausdehnungskoeffizient der trockenen
Luft mit a bezeichnet wird , so ist der Druck der trockenen Luft von der Tempe¬
ratur t proportional dem Produkt aus der Dichtigkeit dieser Luft und dem Aggregat
1 -f- at . Da jedoch die Dichtigkeit der trockenen Luft , welche unter dem Drucke 1
steht und die Temperatur o° C hat , als Einheit der Dichtigkeit gewählt wurde , so
muß die Proportionalitätskonstante gleich 1 sein ; demnach erhält man für die Dichtig¬
keit der trockenen Luft von der Temperatur t

(A) Dichtigkeit = I^ruck' 1 at

Die atmosphärische Luft enthält nun stets eine gewisse Menge Wasserdampf .
Nach den Versuchen Dalto?is ist aber der Druck eines Gemenges von trockener Luft
und Dampf bei der Temperatur t gleich der Summe der Drucke , welche diese beiden
Substanzen jede für sich ausüben . Ist also p der Druck , welchen die feuchte Luft
ausübt , und p der Druck des in der Luft enthaltenen Wasserdampfes , so ist p — p
der Druck , welchen die trockene Luft allein ausübt ; der Gleichung (A) zufolge ergibt
sich somit für die Dichtigkeit (rj dieser trockenen Luft



202 Kapitel XIII

Würde der Wasserdampf von der Temperatur / , dessen Druck mit p bezeichnet
wurde , durch trockene Luft von der Temperatur t ersetzt , welche ebenfalls den
Druck p ausübte , so würde die Dichtigkeit dieser Luft gleich p : (i -f- n t) sein . Der
Versuch lehrt aber , daß das Gewicht eines Volumens Wasserdampfes nur 0.622 des
Gewichtes des gleichen Volumens trockener Luft von gleicher Temperatur und unter
gleichem Druck beträgt ; für gleiche Temperatur und gleichen Druck ist also auch
die Dichtigkeit des Wasserdampfes gleich 0.622 mal der Dichtigkeit der trockenen
Luft . Somit ergibt sich für die Dichtigkeit des Wasserdampfes , dessen Temperatur
gleich f, und dessen Druck gleich p ist ,

r = 0.622 —f - ,
1+ at

Die oben mit r bezeichnete Dichtigkeit der atmosphärischen Luft ist gleich r, -f- r2;
durch Substitution der Werte von r, und r2 erhält man demnach

r = p — 0.378p
i + a t

oder , indem man 0.378 durch f ersetzt ,

, , r (1+ a 0

8 jj

Wenn also die für den Beobachtungsort gültigen Werte von 7?, p , . . . durch den
angehängten Index o gekennzeichnet werden , so hat man

(13) ^ = 1+ at°
r° 1 _ J _ .£2

8 Po

Substituiert man nun die für gQ und — gefundenen Werte in die Gleichung (10)

und setzt nach Regnault a = 0.003663 , so folgt

(14) t0 = / ' (1+ 0.003 663 ^>+ -̂ + 0.00265 cos 2r/>+ 0.000000310Ä )

Aus dieser Gleichung in Verbindung mit (9) und dem früher gefundenen Wert
1' — 7993'“ erhält man , wenn das von h abhängige Glied vernachlässigt wird ,

( ij ) — = r ( l + O.OO3 663 ta + ^ + O.OOIO COS 2 (7))r a 6366000 v 8 p 0 11

75. Änderung der Dichtigkeit mit der Höhe einer Luftschicht . Um die
im vorigen Paragraphen angekündigte Differentialgleichung zwischen p und w ab¬
leiten zu können , ist man genötigt , auf Grund der bei Ballonfahrten ausgeführten
Messungen des Luftdrucks , der Temperatur und des Dunstdrucks sowie der hieraus
nach § 76 berechneten Werte der Dichtigkeit der Luft einige Hypothesen zu machen .
Die erste Annahme ist , daß für alle Schichten der Atmosphäre

( 16 ) JL = ko
P Po
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vorausgesetzt wird . Aus den Gleichungen (12) und (13) folgt dann

(iM ^ = r (1+ at )
Po r 0 ( i + « 4 )

oder , da a = 0.003 663 — 1: 273 ist ,

P _ x l , t0 — t \
" Po Vc i 1 273° ta I

Macht man die weitere Annahme , daß hei zunehmender Entfernung von der Erd¬
oberfläche die Änderung der Temperatur derjenigen der Dichtigkeit proportional ist ,
so hat man

(18) t0— t = C (r0— r),

wo C noch von der Tages - oder Jahreszeit abhängig gedacht werden kann . Hieraus
erhält man für r = o , d. h. für die Grenze der Atmosphäre , wenn die dort herr¬
schende Temperatur t — — 273° + T gesetzt wird ,

4 + 2730 - T = Gr0

Durch Division der zwei letzten Gleichungen ergibt sich

t0- t io - r / T \
273 ° + ^ rc \ 273° + #J

oder mit Eücksicht auf (7a) und wenn

“ 9 ) . ‘ - - ^ + ir = r
gesetzt wird ,

Somit nimmt die Gleichung (17) die Form an

(21) iL = _ w) (, _ / -w)
ro

Wenn nun p0 und f gegebene Werte haben , so erhält man durch Differentiation
von (21)

dp = — p Q[j(i — f ) + 2 / ' (l — w)j d (ü

Dies ist die gesuchte Differentialgleichung . Aus der Verbindung dieser Gleichung
mit (8) ergibt sich

! °- ds = (i - f ) - di ° ■■+ 2fdlüL0 1 — to

Integriert man diese Gleichung und bestimmt die Integrationskonstante durch die
Bedingung , daß für den Beohachtungsort co— s — o sein muß , so erhält man die
für die Folge wichtige Beziehung
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76. Bestimmung des Brucks uud der Dichtigkeit der Luft. Um die bis¬
her abgeleiteten Gleichungen verwerten zu können, muß noch gezeigt werden, in
welcher Weise sich der Druck und die Dichtigkeit der Luft bestimmen lassen. Ist
33 die wahre Barometerhöhe, r die Temperatur des Quecksilbers, m! seine Dichtig¬
keit bei der Temperatur r und yQ die Schwere für den Beobachtungsort, so erhält
man für den Druck der Luft am Beobachtungsort

P „ = y„ m ' 33

Dividiert man diese Gleichung durch die Gleichung (a*), so ergibt sich mit Rücksicht
auf (5“)

(2 3 ) Po = !/ o ^ ~

Um aus der abgelesenen Barometerhöhe die wahre zu erhalten , ist erstere
zunächst wegen eventueller Teilungsfehler der Skala oder des Nonius und auch wegen
einer etwaigen, durch die Kapillarität bewirkten Depression des Quecksilbers zu
korrigieren; die so verbesserte Ablesung werde mit B bezeichnet. Ist nun die Skala
bei der Temperatur o° C geteilt worden, und sind die Teilstriche auf einer messingnen
Röhre eingraviert, welche das eigentliche Barometerrohr in seiner ganzen Länge um¬
gibt, so erhält man die wahre Barometerhöhe aus der Gleichung

(24) 33 = -B (1+ o.ooooigr ),

wo der Koeffizient von r den Ausdehnungskoeffizientendes Messings angibt.
Die Dichtigkeit m' des Quecksilbers bei der Temperatur t findet man aus der

für o° gültigen Dichtigkeit m mit Hilfe der Formel

/ a\ , m(24‘1) m 1-f- 0.000 181r

Substituiert man die Werte von 33 und m', sowie den für g0 gegebenen Ausdruck (11)
in die Gleichung (23), so folgt
, . , . — 0.000162r)(25) po = [1—0.00205 cos 2cp—0.000000310 «) —5- --- -

Der Gleichung (13) zufolge hat man aher auch, wenn « = 0.003663 gesetzt wird,

1+ 0.003 6631»
l _ JL P°

8 Po

Mit Hilfe eines Psychrometers läßt sich nun die Höhe einer Quecksilbersäule
bestimmen, deren Druck gleich ist demjenigen des in der Luft vorhandenen Wasser-
dampfes; der Druck selbst ergibt sich aus der Gleichung (25), wenn man für B die
Höhe jener Quecksilbersäule, ausgedrückt in Millimetern, substituiert. Bezeichnet
man diese Höhe mit 7r0, so wird

Po _ « o .
Po B '
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die Gleichungen (25) und (26) geben dann
is Bi — 0.000 ib2t0
(27) G ^ ^ + 0-00 ° i62 (#o — —760 1+ 0.003 663ta

— 0.00265 cos 2cp— 0.000000 31o/i | | i 1-

Wird der Wert , welchen r0 für B ■760™'", ta = r = o° C, h = 0, (p = 45°,
no = : 6mm annimmt, mit rö bezeichnet, so folgt aus (27)

rö
8 760

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich mit Vernachlässigung ver¬
schwindend kleiner Glieder

r. 1+ 0.003 66310 B r , c. u \ ,, - -— - = ——11+ 0.000 i02[t„—r) —0.002 65 cos 21p
t'o 1 — 0 .0001624 7 6 ° 1 B

— 0 .000 000 310A1 d \ -- — ( 6 — ?r }
760 8 \ 760 /

Diese Gleichung läßt sich noch vereinfachen. Bezeichnet man nämlich mit Bm die
mittlere für den Beohachtungsort gültige Barometerhöhe und setzt

(29 ) b = B B m !0 .000 162 (4 — t ) — 0 .00265 cos 2 (P —

— 0.000000 3io /ij -)-

so erhält man mit einer für alle Fälle ausreichenden Genauigkeit
r. b 1—0.000 1624(30) rö 760 1+ 0.0036634

77. Differentialausdruck der Refraktion . Ein Lichtstrahl bB (Fig. 1) treffe
in B auf die Grenzfläche FF zweier Medien ilf und M' und werde nach Be ge¬
brochen. Aus physikalischen Versuchen ergeben sich dann
folgende drei Sätze: 1. Bc liegt mit Bb und der Nor¬
malen BN in einer Ebene. 2. Bezeichnen i und e die
Winkel, welche der einfallende, bzw. der gebrochene Strahl
mit der Normalen BN bilden, und bedeutet v eine Kon¬
stante, so ist

sin i
= Vsint(3i

Die Konstante v wird der Brechungsexponent des Mediums
M' in bezug auf das Medium M genannt. 3. Es seien u'
und f.i die Brechungsexponenten von M', bzw. M in bezug auf ein Medium L \
dann ist

(32)

Ist unter dem Medium L der luftleere Raum zu verstehen, so werden u' und u
kurzweg die Brechungsexponenten der Medien bzw. 71/ genannt.
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Aus den zwei letzten Gleichungen ergibt sich

(33 )
Sln ^
sine

u
u

Wenn nun u nur wenig von u verschieden ist , so unterscheidet sich i wenig von «;
setzt man dann

= » -)- du , e = i — d &,

wo also dQ den Winkel bezeichnet , den der über B hinaus verlängerte einfallende
Strahl mit dem gebrochenen Strahl bildet , so folgt aus (33)

( 34 )
7 ^ d u ,d (-J = — tang *u

Fis :- 2.

Es werde jetzt angenommen , daß die Atmosphäre aus einer Reihe sehr dünner
Kugelschichten MT, if 2, . . . bestehe , deren Zentrum C der Mittelpunkt der Erde

sei (Eig . 2). Wir setzen ferner voraus , daß der
Brechungsexponent innerhalb jeder Schicht konstant ist
und sich von Schicht zu Schicht nur wenig ändert .
Ein Lichtstrahl Sa , der , aus dem luftleeren Raum
kommend , die Grenze der Atmosphäre in a trifft , werde
in der ersten Schicht nach ab gebrochen , in der zwei¬
ten nach be , in der dritten nach cE , usw. Ist E ein
Punkt der Erdoberfläche , so wird ein dort befindlicher
Beobachter den Stern S , welchen wir als die Licht¬
quelle annehmen , in der Richtung EcS ' wahrnehmen .
Der Winkel ZES ', wo Z das Zenit des Beobachters
in E bezeichnet , wird die scheinbare Zenitdistanz
des Sterns genannt .

Aus dem Dreiecke Ccb folgt , wenn Cb — r1,
% und Cbc = s1 gesetzt wird,C Ce = r2, Ccb = 180° -

sm i2
sin f.,

C
r„

Ferner ergibt sich aus der Gleichung (33), wenn der Winkel Cba mit 180° — q und
die Brechungsexponenten der Medien 1/ , und M„ mit /q , bzw. p2 bezeichnet werden ,

sine, /(,

Aus den zwei letzten Gleichungen folgt

Gfi , sin 4 = r , u, sin i,

Da diese Gleichung für je zwei aufeinander folgende Schichten gilt , so ergibt
sicli der Satz : Es seien Mm und Mn zwei beliebige nicht aufeinander folgende
Schichten der Atmosphäre mit den Brechungsexponenten um, bzw. //„, P und Q
seien die Punkte , in denen ein Lichtstrahl die Grenzflächen der Schichten d/ „, und
.Mm+ j , bzw. Mn und M„ + , schneidet ; die Abstände der Punkte P und Q vom
Mittelpunkte der Erde mögen mit r m und r „ bezeichnet werden . Wenn dann der in
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P einfallende Strahl mit der durch P normal zu der Grenzfläche der Schichten Mmund
Mm+ j gezogenen Geraden den Winkel im bildet , wenn ferner der in Q einfallende
Strahl mit der durch Q normal zu der Grenzfläche der Schichten M„ und M„ + , ge¬
zogenen Geraden den Winkel i„ bildet , so ist

Nimmt man die Schichten als unendlich dünn an , so wird der Weg des Lichtes
eine Kurve und die letzte Gleichung drückt jetzt folgendes aus : Bedeutet r die Ent¬
fernung eines Punktes U der Kurve vom Mittelpunkte der Erde , bedeutet ferner fi
den dem Punkte U entsprechenden Wert des Brechungsexponenten der Luft , und
bezeichnet i den Winkel zwischen der in U an die Kurve gezogenen Tangente und
der Verbindungslinie von U mit dem Mittelpunkte der Erde , so hat das Produkt
r /t sin i für alle Punkte der Kurve denselben Wert . In dem Punkte E , in dem das
Licht den Beobachter trifft , ist aber r = EC = rQ, u = fi0, i — z , wo z die schein¬
bare Zenitdistanz des Sterns bedeutet ; somit ist

(35) r « sint = rQuQsimr

Unter Berücksichtigung dieser Gleichung erhält man aus (34)

Man verlängere jetzt irgend einen einfallenden Strahl , beispielsweise ab in Fig . 2
und den entsprechenden gebrochenen Strahl bc bis zu ihren Durchschnittspunkten v,
bzw. m mit CZ \ der Definition von dQ gemäß ist dann der Winkel vbm gleich
dem Werte von dQ im Punkte b. Nun ist aber vbm = Zvb — Zrnb . Integriert
man also die Gleichung (36), indem man auf der rechten Seite als Grenzen des
Integrals die für die Grenze der Atmosphäre , bzw. für den Beobachtungsort gültigen
Werte u = 1 und u — f.i0 wählt , so erhält man , wenn der Winkel ZsS zwischen
dem die Grenzschicht der Atmosphäre in a treffenden Lichtstrahl aE und CZ mit
C bezeichnet wird ,

Wäre keine Atmosphäre vorhanden , so würde der Beobachter in E die wahre
Zenitdistanz ZES beobachten ; bezeichnet man diesen Winkel mit 3 und den Winkel
sSE mit o, so ist

Wegen der im Verhältnis zu den Entfernungen der Himmelskörper kleinen Erd¬
dimensionen ist a ein sehr kleiner Winkel ; setzt man demgemäß sin ff = a sin 1", so
folgt aus dem Dreieck sSE , wenn Es mit x und ES mit z/ bezeichnet wird ,

Sill ^ — 9 „ LItl Sin

(36) dQ = sin£ du

( 37 )
sm*

— ff

. „ x . . x r . . ..
ff sm 1 — —7 sin l, — — sinc

J - rQ /
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An Stelle des Quotienten x : r0 läßt sich ein anderer Ausdruck einführen . Zunächst
ergibt sich aus dem Dreieck saC , wenn aC = H und saC — (p gesetzt wird,

H sin ii:
r o + X — - • ^° sin c

Oben wurde aber gefunden , daß das Produkt 17«sin i in allen Punkten eines Licht¬
strahls denselben Wert besitze. Im Punkte a des Strahls SabcE ist nun r = H ,
u = 1, i = <p , und im Punkte E ist r = ra, n = [.i0, i — z \ somit ist

H sin cp— r0u0 sin z

Demnach wird die vorige Gleichung

, x sin ^

<”■> , + ^ = iEr
und die Gleichung für a verwandelt sich in

r . .
o = . ? (ii0 sinz — sin ’C)J sin 1

Hier kann man J als die Entfernung des Gestirns vom Mittelpunkte der Erde auf¬
fassen ; setzt man dann

— 7 - — — nJ sin 1" ’

wo II die Horizontalparallaxe des Gestirns genannt wird , so folgt

a = UUi0 sin ,r. — sin C)

Der physikalisch bestimmte Brechungsexponent der Luft mittlerer Dichtigkeit ist für
die dem hellsten Teil des Spektrums ungehörigen Lichtstrahlen gleich 1.000292 .
Die Differenz zwischen C und z erreicht ihren Maximalwert , wenn sich das Gestirn
im Horizont befindet (z — 90°), und zwar folgt aus den in § 40 erwähnten Beobach¬
tungen des Auf - und Unterganges der Gestirne , daß für £ = 90° die wahre Zenit¬
distanz C = 9o?6 angenommen werden kann . Für den Mond , dessen mittlere
Parallaxe 57' beträgt , wird somit a selbst im Horizont nicht größer als 1"; für
alle übrigen Himmelskörper ist a verschwindend klein. Mit Rücksicht hierauf be¬
zeichnet man den durch die Gleichung (37) bestimmten Winkel £ als die wahre
Zenitdistanz .

78. Einfluß des Wasserdampfes auf die brechende Kraft der Luft . Es
bedeute K den Brechungsexponenten und ö die Dichtigkeit eines Gases für die Tem¬
peratur t und den Druck v, ferner seien K ’ und d' die für die Temperatur o° C
und den Druck einer Atmosphäre gültigen Werte von K und d; den physikalischen
Versuchen zufolge hat man dann

JP - 1 _ ^
K ' *— 1 — d' ’
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wo K *— i die brechende Kraft des Grases für die Temperatur t und den Druck v
genannt wird. Ferner ergibt sich aus dem Gay-Lussac —ifanoffeschen Gesetze , wenn
der Ausdehnungskoeffizient des Gases mit e bezeichnet und der Druck einer Atmo¬
sphäre als Einheit des Drucks gewählt wird ,

<5 v

d' i + et

Ans den zwei letzten Gleichungen folgt

fB) K 2 — i = (/G 2 — i ) —w ' 1 i -\- et

Es sei nun p der in einem beliebigen Punkte der Atmosphäre herrschende Druck ,
p sei der Druck des in der Luft enthaltenen Wasserdampfes , also p — p der Druck
der trockenen Luft ; ferner mögen n , v und n die Brechungsindices der atmosphä¬
rischen Luft , des Wasserdampfes und der trockenen Luft für die Temperatur t und
den Druck p , bzw . p , bzw. p — p bezeichnen . Macht man dann von dem von Biot
und Ara /jo aufgestellten Gesetze Gebrauch , wonach die brechende Kraft eines Ge¬
misches von Gasen , zwischen denen keine chemische Verwandtschaft besteht , der
Summe der brechenden Kräfte der Bestandteile gleich ist , so erhält man

ttz — i = [v 2 — i ) + [n 2 — i )

Wenn aber v' und n ' die für die Temperatur o° 0 . und den Druck einer Atmosphäre
gültigen Werte von v und n bedeuten , wenn ferner die Ausdehnungskoeffizienten
des Wasserdampfes und der trockenen Luft mit e und a bezeichnet werden , so folgt
aus der Gleichung (B )

v2- i = (v' 2 - i ) — - i = (n12- i ) P^ -i + ef i + « £
Demnach wird

i * \ n ' * ■“ 1 r i v
- , , = T + ^r | '' - P+ ‘57- - i , + et

Nach den Versuchen von Lorenz (Wiedemanns Annalen , Band u ) hat man

[n'2 — i ) — [v'2 — i ) = 0 .000082

und für Strahlen von der Wellenlänge der Linie T) des Spektrums

n '2 — 1 = 0.000582
Damit erhält man

, n'2 — 1 r , 1+ » £ 1
- 1= T + öF [r - 1=+ »-867+ 77 »J

Da a — 0.0037 und für den gesättigten Wasserdampf e = 0.0042 ist , so darf man
in dem kleinen von p abhängigen Gliede unbedenklich (1-f - 0 f) : (1 + e Gj— 1 an¬
nehmen ; die vorige Gleichung wird dann
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Für den in dieser Gleichung vorkommenden Koeffizienten von p erhielt Radau aus
den Versuchen von Fixeau und Jamin die Werte 0 .13 und 0 .115 : gibt man dem
Koeffizienten den Mittelwert f , so folgt

( ( 2 - 1 = 1 ) ' 8 p '

oder , wenn

(38 )

und

1 -}- at

1 + at

(38a) n'1—1= 2C
gesetzt wird ,

(39 ) jJ - l = 2CQ

Aus der Gleichung (12) erhält man für die Dichtigkeit der atmosphärischen Luft

i + at

die vorhin mit p bezeichnete Größe unterscheidet sich also von der Dichtigkeit der

Luft dadurch , daß an Stelle des Faktors von — der Faktor — tritt . Nach
’ 8 p 8

Radaus Vorgänge soll nun o die optische Dichtigkeit der atmosphärischen Luft
genannt werden ; man hat dann den Satz , daß die brechende Kraft der Luft ihrer
optischen Dichtigkeit proportional ist .

Den Gleichungen (38) und (39) zufolge hat man , wenn p a den Luftdruck , pQden
Druck des atmosphärischen Wasserdampfes , t0 die Temperatur , fi0 den Brechungs¬
exponenten und o0 die optische Dichtigkeit der Luft am Beobachtungsort be¬
deutet ,

? . ( ■ “T iH

und

(40a) Hl — 1 = 2CQ0

Substituiert man für p a seinen Ausdruck (25) und setzt , wie früher a = 0 .003 663 und
p TT

— -ßi 80 ergibt sich aus (40)JK

B (1—0.0001624 ) r , s
Qo— —7—7— ;-- 7v ■, i1 + 0 .000162 4 — r ) — 0.00265 cos 2 cp

760 (1 + 0 .0036634 ) ' 0 1 3 ^

10 /4 | i

I 71

0 .000000310 /4 11 — g~ (g

Demnach wird , wenn q'0 die optische Dichtigkeit der Luft für B = 76o mm, t0= z = o° C,
h = o , r/) = 45 0, 7r0 = 6tnm bedeutet ,
r \ / 1 6
(41 = ! -- — 7

8 760
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Bezeichnet man jetzt -wieder mit Bm die mittlere Barometerhöhe des Beobachtungs¬
ortes und setzt

(4i a) ß = B -{- B m'o .ooo 162 (t0— r )— 0.00265 coszr /)— 0 .000000310 /^ + -̂ | 6y ^ — 7r0| ,
so erhält man

^ Qa ^ ß I — O.OOOl 62 il0
' 4I ' Qo 760 1 + 0 .0036634

Für einen gegebenen Beohachtungsort wird die Berechnung von ß sehr einfach , wenn
man zwei kleine Tabellen konstruiert , von denen die eine mit dem Argument tQ— 1
das Glied

l ?OT[o.ooo 162(4 — t ) — 0.00265 cos 2cp— 0.000000310Ä ]

gibt , während die zweite das von dem Dampfdruck 7T0 abhängige Glied liefert . Nach-
ß

dem man ß gefunden hat , kann man aus meinen Refraktionstafeln *) log entnehmen ;

diese Tafeln gehen auch den log des von 4 abhängigen Quotienten in (41'’).

79. Transformation des Refraktionsintegrals . Da der in § 75 gemachten
Annahme gemäß

P ~ Po

sein soll, so folgt aus den Gleichungen (38) und (40)

Q _ +
Qo Po { ' + at )

Mit Berücksichtigung der Gleichung (i6 a) ergibt sich demnach

? : = r : t'o

Man kann also unter Benutzung der durch die Gleichung (7“) eingeführten Varia -
belen 10

(42) I — = <» . S J :
' 1 Qo
setzen ; setzt man ferner noch

1« ) = “■

so erhält man aus (39) und (4oa)

(44 ) pro — 1 — 2 a (x)" o

Die logarithmische Differentiation dieser Gleichung gibt

df.i adco
(44 : I — 2UW

Mit Hilfe der Gleichungen (44) und (44“) läßt sich nun in dem Integral (37)
die Yariabele u durch 10 ersetzen . Um die neuen Integrationsgrenzen zu bestimmen ,
berücksichtige man , daß nach (39) dem Werte /t — 1 der Wert 0 = 0 entspricht ;

*) Wilhelm Engelmann , Leipzig 1906.
14*
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für o = o ist aber nach (42) w = 1. Der Wert u = ii0 gilt für den Beobachtüngs -
ort , und für diesen ist o = o0) folglich oj = o. Bringt man also das Integral (37)
in die Form

>•

(45 ) 5R =

setzt dann , wie in (7“),

und berücksichtigt , daß

ist, so ergibt sich

r d u

yETW 17’

1 == 1+ cotg 2ism 2

_ 3
a(i — s)(1— 2a (ti) 2dto

o ycotg 2z + (2s — 2 a w — s 2) (i — 2 ctw)- 1

Dieses Integral läßt sich vereinfachen , wie im folgenden gezeigt werden soll.
Zuvor aber erscheint es wünschenswert , sich eine Vorstellung über die Größe von
a und s zu verschaffen. Wie oben erwähnt wurde , ist der Brechungsexponent der
Luft mittlerer Dichtigkeit für gelbe Strahlen gleich 1-000292 ; den Gleichungen (40“)
und (43) zufolge ist somit der zugehörige Wert von 0 = 0 -0003. Die durch die
zweite Gleichung (7“) definierte Größe s ist an der Oberfläche der Erde gleich o und
würde für r = 00 gleich 1 werden . Die Höhe der Atmosphäre aber , insoweit letztere
noch einen merklichen Beitrag zur Refraktion geben kann , darf zu 50 km veranschlagt
werden *); nimmt man also für rQ den mittleren Radius der Erde (6366 km) an , so
ist r höchstens gleich 6416 km , und dem entspricht als Maximalwert von s der
Betrag 0 -0078. Vernachlässigt man nun in dem Zähler des oben unter dem Integral¬
zeichen vorkommenden Bruches die Glieder von der Ordnung a2s und von höherer
Ordnung , so wird

_ 3.
a (i — s) (i — 2Ctw) 2 = ct(i — s + 3dw )

Ferner erhält man, wenn in dem Nenner des genannten Bruches das Glied von
der Ordnung s2o und die Glieder höherer Ordnung unberücksichtigt bleiben ,

(2S — 2aw — s 2) ( l — 2aw )- 1 = 2S —- 20 (0 — .s 2 + 4 « 0W — 40 2W2

oder, wenn
(46 ) s — ow = u

gesetzt wird,
(2S — 20W — S2) ( l — 20w )- 1 = 2 U — [U — Ow) 2

Dividiert man noch den Wert des Integrals 91 durch sin 1" und setzt

Q _ „
sin 1" ’

*) Nach J . Hann (Lehrbuch der Meteorologie, II . Aufl., S. 9) beträgt die Luftdichte in dieser
Höhe nur mehr 0 -0004 von jener an der Erdoberfläche.
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so ergibt sich für 9t , ausgedrückt in Bogensekunden ,

(47) 9t = 0" f 1
l / cotg 3« + 2M — (m — aw ) 2

Von den Entwicklungen , welche dieser Ausdruck zuläßt , sollen hier nur zwei,
von Radau herrührende , mitgeteilt werden . Wie sich ergehen wird , eignet sich die
erste dieser Entwicklungen für * 5S 8o°, die zweite für z ]> 8o°.

80 . Refraktion für s A] 80 °. Das Integral (47) läßt sich schreiben

M= a" f (i - u -h2 <M)du -

= Q" tangi j ' {1 — M+ 2aw ) | i — | u — "—^ 1 tang ' i 4-
, 1 ■3 r iu ~ aw ) z i 3 i 4

+ —2 [u - ^ J tan84- -
dio

Setzt man zur Abkürzung

(48 )
q" / (1 — «<+ 2aw) diu — A0*' o

" Z“1/ , \ \ (« — aw)2‘| 7 .
J (l — M+ 2aw)I -- -̂ -̂ 1dio = Aj

1•3 •5 ■ (2« — 1) „ / *I, , T [u — cuo)2!" ,a / (i — m+ 2aw)Im— v- — dio — An,\ -2 -i - - n J 0 ' L 2 J

so lautet die vorige Reihe

(49) 9t = Aa tang ^ — Al tang 3̂ + A2 tang 5̂ — ••• + (— i )"An taug 3" +1x + • ••

Um die Koeffizienten A„ berechnen zu können , bedarf man der Kenntnis der

Integrale / undio und / u"lodoi. Man setzeo Jo

(50) u“dio = ü„

Soll die Integration sich ausführen lassen , so muß u als Funktion von 10 dar¬
gestellt werden . Nun ergibt sich , wenn man von beiden Seiten der Gleichung (22),
nämlich

j - s = — (1 — / ') log (i — <o) + 2fio ,
T
~ aw subtrahiert und zur Abkürzung

(51) / P > ' u2 a = t
l o

setzt ,
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Wird jetzt noch

l- -\ -7 /o(I - /■) _ „
(52) 'C-'O - - - - «o, J _Z J — l'o

gesetzt , so ergibt sich die gesuchte Beziehung zwischen u und <0

(53) 7 / ' ~ = — log (i — w) + /c0w
, {o

Es empfiehlt sich aber , statt 10 eine andere Variable x einzuführen , wo x durch
die Gleichung

(54 ) ? 2 1 = e - x

definiert werden soll ; es wird dann -

(55) ^ 3 ~ = x + k0(i — e- *)aQ
und

(56) ' 7 Un= 3 -̂ une~xdx

Durch Substitution des aus (55) folgenden Wertes von u in (56) erhält man
^ 00p

1 - Un = l A -Z" + 7— I- TTx'1- I(i — xn- *(i — e- x)Vcl+ • • •
a“ J a Vn \ (« — 1) ! v ^ 0 r 2 ! [n — 2 ) \ ' ' 0

+ ¥ . X"~ h{l ~ e~X]"k° + " ’ + ^ ! (I " ß- x)“^ ] e- *dx

Schreibt man diese Reihe in der Form

(57) Un = + ßnlCo + JY ßn̂K + " ' + ßn 'ho + ‘ + ^ j ß^ K ,

so sind die Koeffizienten /? durch die Gleichungen definiert

i z*00
d;, = — I xHe- xdxn \J 0

/»co
ß^ = / (1 — e~x)“e~xdxJo

Nun erhält man durch partielle Integration
I P00

I e- xxn~ 't dx — — / e~ xxudxJo nJ 0

Setzt man zur Abkürzung
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so sagt die vorige Gleichung , daß

(60) ? ^ r (n -\- i ) = nl ’(n),
ist . Der Definition nach ist

(61 ) ^ r ( i ) = f°° e - * dx = i

Substituiert man also in der Gleichung (60) für n der Reihe nach die Zahlen
1, 2, . . n , so erhält man
(62) ?>rv

Da nun
r (n + 1) = «!

= n\f 0 x"e~Xclx= r (n + 1)

W = 1

j («)
Pn =

ist , so wird
(63)

Ferner ist

^») = / (1 — e- x)"e- *dx = f (1 - e~x)Hd(i — e~ x)^ o J 0 / V /oder

(64 )

Um den Wert von

zu erhalten , entwickle man (1 — e- x)h und berücksichtige , daß , wenn px = v gesetzt
wird,

n 4 - 1

ist , folglich nach (62)
(65 ) - / V *g- j/ac(lx _

p“

[n — h)\

Man erhält so für o <^ h

(66 )
h Mh - i )

/>» = ■ - + - L - - '

p1» - it+ i

+ (- ' )h- 'k -ü^ r+T + (- 1)"frn - h + i I V ‘ 1 + .

Durch die Gleichungen (63), (64) und (66) sind die Koeffizienten ß bestimmt ;
für die Logarithmen von ß['\ ß{'\ bzw. ! /£ >, . . ., usw. ergeben sich die
folgenden Werte :

log

ß[l) 9.6989700 log
0 9-8750613 ji4 a) 9.221849
ß {3 ] 9 -9420O8I 9 .485O9O

ß \l) 9 -97 I 97 I 3 9 -594965

ß{5l) 9.9862U7 Ißf 9.647063

log

ißi 3> 8.61979 * log
6 ^ 4 8 .93855 ( 7 .9208 log

ißs 3> 9-07947 | ^ i4) 8.2794
ß'e1’ 9-993 i 6o6 9.672843 !| ^ 3) 9-I4903 8.4444
ß? 9-9965937 9-685796 ! 9-18451 U /44) 8.5283

rkrt 5’ 7-143
Tfô 5’ 7-532
rk 4 5) 7-7i 6

log

TTöß̂ 6.30 1 lug
l^ ßT 6.71 5-39
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Zur numerischen Berechnung der ü n sind noch die Werte von a0 und ka er¬
forderlich . Diese ergeben sich aus den Gleichungen (52) in Verbindung mit (51) und
(15) , vorausgesetzt , daß die in diesen Gleichungen vorkommenden Größen et und f
anderweitig bekannt sind . Der Gleichung (43) zufolge ist et definiert durch

I + 2Ct »0

wo q0 die Dichtigkeit der Luft am Beobachtungsorte bedeutet . Bezeichnet nun a'
den Wert von a , welcher einer fest gewählten Dichtigkeit pö entspricht , und ist
demnach

a' = —
I + 2Cp c

so folgt durch Division der zwei letzten Gleichungen

M ° = 7 - 7— rr

Unter q'0 soll jetzt die durch die Gleichung (41) definierte Dichtigkeit

o * — t — —_A _*ro - 1 8 76o

verstanden werden ; für den zugehörigen Wert von a' kann man dann nach Bauschinger

a' = 6o'.' i5 sin 1" = 0.000291 6 . . .

annehmen , wobei
a ' A "— u = 60. 15sim

als die der Dichtigkeit o'0 entsprechende Refraktionskonstante bezeichnet wird .
Der hier für a' gegebene Wert beruht ganz auf astronomischen Beobachtungen ; in
welcher Weise sich letztere zur Bestimmung von a' verwenden lassen , wird in § 89
gezeigt werden . Berechnet man jetzt noch mit Hilfe der Gleichungen (41") und (411’)
den für die jeweiligen Ablesungen der meteorologischen Instrumente gültigen Wert
von Qa : Qo, so erhält man durch Substitution dieses und des für et' angenommenen
Wertes in die Gleichung (67) den der Dichtigkeit qo entsprechenden Wert von ct.

Um f zu bestimmen , kann man sich der gelegentlich einer Ballonfahrt gewon¬
nenen Messungen des Luftdruckes , der Temperatur und des Dunstdruckes in den
durchstrichenen Schichten bedienen . Mit Hilfe dieser Angaben berechne man näm¬
lich zunächst nach § 76 die Dichtigkeit der Luft ; verbindet man hiermit und mit
den im Ballon beobachteten Temperaturen die für die Luft an der Erdoberfläche
geltenden Werte der Dichtigkeit und Temperatur , so ergibt sich aus der ersten Glei¬
chung (7a) und der Gleichung (20) der gesuchte Wert von f . Auf Grund der Ergeb¬
nisse der in früheren Jahren unternommenen Ballonfahrten ist man dazu gekommen,
f — 0.2 anzunehmen .

Der in (52) vorkommende Quotient — läßt sich mittels der Gleichung (15) be-^o
rechnen . Für die Praxis empfiehlt es sich , die zwei letzten von p0 und cos 2<p ab-
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hängigen Glieder der Gleichung (15) zunächst zu vernachlässigen und den Einfluß
derselben nachträglich zu bestimmen . Man setze also

t = ^ ( l + 0 -00366 ^ }

Unter Benutzung dieses Ausdrucks und der vorhin angeführten Werte von f und
a = a' erhält man aus (51) und (52) die für

= 1 _ 1 7«o , tQ= o° 0
gültigen Werte

log « = 9.365967 , logff0= 7.001 933 , log /,:D= 9.321 556

Die Gleichung (57) in Verbindung mit (63) und (64) sowie den oben angegebenen

Werten von ry ßn ' liefert sodann die nachstehenden für '̂0 = 1 — | ^ und ta — o()C

gültigen Werte von log Un

log ü l = 7.045 233 — 10 log U5= 5.097 368 — 20
» Z72= 4.070038 — 10 » f76= 2. 10096 — 20 .
» U 3 — 1.083 999 — 10 » U 7 = 9 ' >037 — 30

» U4= 8.092 199 — 20

Nachdem im vorigen die Mittel angegeben worden sind , die für eine beliebige
Dichtigkeit und Temperatur der Luft gültigen Werte von Un zu bestimmen , ist jetzt

noch die Berechnung des Integrals / u"iodio erforderlich . Da aber dieses Integral
Jo

im folgenden mit dem kleinen Faktor ct"a versehen auf tritt , so genügt es , einen ge¬
näherten Wert desselben zu kennen . Nun ist nach (53) und (54)

u = a0[x +
Somit hat man

I , f Wwdiü — a ,‘ \ 1, I x n üjd <ü - t- 7— 1— , , kn l x n ~ ' w 'Hho + • ■• In\J 0 0\n\ >0 (» — 1)! 0./ 0 ^ |

Den Gleichungen (58) zufolge und unter Berücksichtigung von (54) ist aber

------ / —^ llJ ' dlrl -----
[n — h ) \J a udtü — Pn

Folglich wird die vorige Gleichung

n\f U"CĴ(ü = ^ 'L+1“f- ß<n+■ fl- ■' ‘)i

Ferner ist nach (57) und (63)

a0 — Un(i — ßVka — • • •)

Vernachlässigt man jetzt die von k0 abhängigen Glieder , so wird
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In gleicher Weise ergibt sich

(68 *) D , / Un~ HO*dlO = Un- . ß^+ r

Nach diesen Yorbereitungen kann an die Berechnung der An geschritten werden .
Die erste der Gleichungen (48) liefert ohne weiteres

(69) a" (i + a — DJ

Für yfr erhält man aus der zweiten der Gleichungen (48)

— a"J ' (1 — m+ 2aw)^u, — dw =

= a"J ' [u — 1«<2+ 3?<aw + fw 3— | a2w2— 2u *a.io + jua 2co2— a3w3)rfw

Unter Berücksichtigung der Gleichungen (50), (68) und (68*) wird der Beitrag ,
den die letzten fünf Glieder in der Klammer unter dem vorigen Integral zu 31 liefern ,
gleich

— a" tang 3̂ (3D3— ^a2— 40 ^3^ 2+ | a 2̂ 2)Dt — ^a3)

Substituiert man hierin die oben gegebenen Werte von a", a — a' , Ux, D., U3,
ßz \ so erhält man selbst für x = 800 eine verschwindend kleine Größe *).
Somit wird

Ax— a" / [ic — | m2+ 3uait ))d (ijJo

oder , wenn man von den Gleichungen (50) und (68) Gebrauch macht ,

(69“) U r - ^ Ax= a" [(i + 3a //2I,)DI — 3DJ

Um allgemein An berechnen zu können , ist es nötig , das Produkt

, . , 1 (u — aio)2]n
(1 — u —(- 2uw) Im ^

zu entwickeln . Da vorhin gezeigt wurde , daß für n — 1 nur diejenigen Glieder des
Produktes beizubehalten sind , deren Ordnung nicht höher als die von u 2und ua ist ,
so genügt es, für ein beliebiges n nur die Glieder zu berücksichtigen , deren Ordnung
diejenige von + 1 und unn nicht übertrifft . Man erhält dann zunächst

r (w— aw)2]"
[ u - 2 J = w“

(u — aw) , 11 , ,nun 1------ (- . •• = un— (nu+1— 2un(\ iü2 2 '

Multipliziert man diese Gleichung mit 1 — u -\- 2aio und vernachlässigt die Glieder ,
deren Ordnung höher als die von ?("+ 1 und una ist , so ergibt sich

(1 — m+ 2aio) | w. —
[u — aw)s

= u" — n 2- un+ l -f- (n + 2)au "10

*) Radau behält in seinen Formeln das Produkt
— o'' tang3 » (3l /3 — ia 2)

bei , das aber für » = 80° nur o'.'oooi ausmacht , also zu vernachlässigen ist. Hiermit ist zugleich
der Grund angegeben, warum die im folgenden für l̂i , bzw. für An abgeleiteten Ausdrücke von den
ÄadaMSchen abweichen.
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Durch Substitution dieses Ausdrucks in die unter (48) gegebene Gleichung für
A„ und unter Berücksichtigung der Gleichungen (50) und (68) erhält man schließlich

(70) An = 1•3 •5 • •• (2« — i )a" j[i + (n + 2)a ^ !+ l]Ull — ^ + -l ) f7n+ IJ

Da der Gleichung (64) zufolge ßi'*= | ist , so ist die Gleichung (6g) für J a
schon in (70) einbegriffen , wenn man nur festsetzt , daß für 11= 0 das Produkt
1. 3 . 5 . . . (2^ — t ) = 1 sein soll, und wenn außerdem Ua = 1 angenommen wird .
Setzt man noch

(71) ' ! r An io 2n+ ' = (A„),
so wird die Reihe (49)

(72) SU= w *SSi - (A , ) ( ü ^ i ) ’+ M
Für

10

* = o°C
ist

logK ) = 2-778 880 log (A ) = ° -88 7
* (A, ) = i .Sza 368 » (A5) = 0.844
» (AJ == 1.32414 > (J .6) = 0.886
* (A3) = 1.0355

Substituiert man diese Werte in die Reihe (72), so erhält man die für die eben
angegebenen Werte von o'0 und t gültige Refraktion in Bogensekunden .

Berücksichtigt man nur das Hauptglied von Au, so folgt aus den Gleichungen
(70), (57) und (63)

A» = 1•3-5 • • • (2» — i )ci"a“

Unter Benutzung dieses Näherungswertes erhält man für das Verhältnis zweier
aufeinander folgender Glieder der Reihe (72)

(A„+ I) /tangx \ 2 Au+ J , 2 , , , . 2
■Ti ;r (~ ) = tt 1” 8 *= (2»+ *

Da nach dem Früheren log « — 7.0019 ist , wenn t = o° , so wird der Ausdruck
auf der rechten Seite der letzten Gleichung für n — 5 und %= 84° gleich 1; für
x 84° ist also die Reihe (72) nicht mehr brauchbar . Um nicht allzu viele Glieder
berücksichtigen zu müssen, benutzt Radau die Reihe (72) nur bis m z — 8o°.

Die oben mitgeteilten , der Dichtigkeit pö = 1 — 7g0 und der Temperatur o°C
entsprechenden numerischen Werte von log U„ und log (A„) sind mit Vernachlässigung
der in der Gleichung (15), nämlich

= öjö 'ö f 1 + 0 '003 663 to + O'0OI ° C0S2 cp+ i p° ) ’

von cos 2cp und pQ abhängigen Glieder berechnet worden . Um den Beitrag zu be¬
stimmen , den diese Glieder zur Refraktion liefern , gehe man von der Gleichung (49)

i)i = A0 tang — A, taug 3%+ •••
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aus, wo nach (69) und (6ga)
A = a" (i + a - t 7I)
^ = ^ [( 1 + 30 ^ ) ^ - 3 ^ ]

ist . Nun folgt aus den Gleichungen (57), (63) und (64)
+ l ô)

oder , wenn für a0 und k0 ihre in (52) gegebenen Werte substituiert werden ,

E7, = A (, - ; «)' O
Wird hier an Stelle von e sein Wert (51) eingeführt , so ergibt sich

Uz= l°- - far0
Zieht man jetzt in dem Ausdrucke für Äz nur das Hauptglied a"?7j in Betracht

und setzt wieder — ]|=r (S. 204), so erhält man für die Korrektion des ohne Rück¬
sicht auf die von cos 2cp und 7r0 abhängigen Glieder berechneten Wertes der Re¬
fraktion

^ = _ a» 7-993
^o.ooio cos 2 '7’ + ^ 1 taug

%sec *
6366

Das von cos 2cp abhängige Glied macht seihst für cp— o° und %= 8o° nur
o'.'oi aus . Das von n0 abhängige Glied beträgt für ;t 0 = io ram, B — yöo 111"', «" =
6o'.’i5 , hei

%— 75° — o'.'o2 , x = 790 — o'.'os
= 77 — 0.03 = 80 — 0.07

Bei der Berechnung von U2) U3, . . . , also auch von A2, A3, . . . sind die von
2cp und 7ta abhängenden Glieder völlig zu vernachlässigen .

81. Berechnung der Refraktion für verschiedene Werte der Dichtigkeit
und Temperatur der Luft . Mit Hilfe der im vorigen Artikel gegebenen Formeln
würde man für eine Reihe äquidistanter Werte der Dichtigkeit und Temperatur der
Luft die Refraktion berechnen können ; durch Interpolation ergäbe sich dann die für
eine beliebige Dichtigkeit und Temperatur der Luft gültige Refraktion . Einfacher
aber ist es, die betreffenden Formeln nur zur Berechnung der sogenannten mittleren ,
d. h. der einer fest gewählten Dichtigkeit und Temperatur der Luft entsprechenden
Refraktion anzuwenden und durch Differentiation die Korrektionen zu ermitteln ,
welche an die mittlere Refraktion anzubringen sind , um die dem jeweiligen Luft¬
zustand entsprechende Strahlenbrechung zu erhalten . Die für die Berechnung dieser
Korrektionen erforderlichen Formeln sollen jetzt abgeleitet werden .

Den Gleichungen (49), (70) und (67) zufolge hat man , wenn man berücksichtigt ,
daß a" = a : sin 1" ist ,

'tR = Z (— i)nA„ tang ^' + ' z
_ Qo a'

Qo ■ .sm 1

. I
I

2 (— l )» 1 3 ••• (2TO — 1)

1 + (n + 2)ari '+ ,j ün - ') (» + 2) ü-̂ . j tang JH+ I *
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Hierin ist nach S. 21g

[1 -3 • • • (2» — i )]„= 0= 1 , TJ0 = 1

und nach (57) und (63)

Un= a': li + 2 ' pW]A , n > o' h=■1 !

Aus der letzten Gleichung in Verbindung mit den Gleichungen (52) und (51)
ergibt sich — wenn wiederum

t = w (I + 0-00366 ^ )

gesetzt wird — daß TJ„ von u und ta abhängt . Da aber a der Gleichung (67) zufolge

eine Funktion von ist , so kann man auch sagen, daß U„ von und ta abhängt .
Qo Qo

Für ein gegebenes x und ein als konstant betrachtetes f ist demnach loar—— eine

( Qo \(Jof

(73) t„ = t

gesetzt werden ; wenn dann der für u — 1 und t — o() C gültige Wert von 91 mit 9t0
bezeichnet wird, so gibt der 7T«('/forsche Satz

(74) l«gf = logK + <[ h l0S f L „ , . + (? - J .„= „ ,= „ + ■• ■

Aus der oben für 91 gegebenen Gleichung folgt nun

, , , 1 a'(75) lo S — = log
(j sim "[i — 2o' (i — ?)J

+ log - (— 1)" 1 ■3 - - - (2n — 1) | [i + [n + 2)aßll )+ t] Ull —
[n -\- i )ln -{- 2) Tr 1 ^

_ 1— !— L±—ü— xjj n+ 1} tang 2,l+ ' z

91
Um die Differentialquotienten von log — berechnen zu können , bedarf man zu¬

nächst der aus (67) und (73) sich ergebenden Formeln

(76) ^ = 0 ,

Ferner hat man die aus (51) und (52) unter Berücksichtigung des vorhin an¬

gegebenen Wertes von folgenden Gleichungen zu benutzen :

o-o° 3663 ’

/ 1 / öäA u ' 636677) ITT — - s - ^0.003663 ,
\ ö # / ? = , , <= o 1 — /" 7 .993 J
I K̂\ q’(! —2a') 6366

1 — f 7-993
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Da ^a° == o ist , und da der oben getroffenen Bestimmung gemäß Ua = i sein
soll , so wird , wenn man noch festsetzt , daß auch

[(/<— i )!]a= , = i
sein soll.

(78 )

<’ 8*) W = T^ = °

Schreibt man nun zur Abkürzung

{[ I + (n + 2) a ' ßn )+ I] ^ - (w + l )̂ + -2 ) ^ ± 1} = K nl Qi 2 OrJo = i, / = o

(79) \ln + 2)^ + Mn ^ + [l + (̂ + 2)a' ^,(,,+ i] —

(n1 )[n2 ) ör7„+ 1| ^\ I ^ — n 7
2 0 ^ J 0 = 1, / = 0

so erhält man, wenn 911 den Modul der Briggsnämx Logarithmen bedeutet ,

[A log ~ 1 = 911 1)'' 1 •3 •••(2« - i )Ku tang 2"+ rzLo ^ ^ Jo = i , / = o *
r ^ ST? 1 f )

Li? l0g 7L , 1=.= * | - 2“' + 8^ ET . - (- ' )- ' ' 3 5- ' (3» - . )I ,, lanr " + ' *) ,

wo n der Keihe nach gleich o, 1, 2, . . . zu wählen und 1•3 •••(2?z — 1) für n = o
gleich 1 zu setzen ist . Es werde jetzt wieder a' = 6o7i5 sini " angenommen ; gibt
man dann den Gleichungen (80) die Form

[A log —1 — (̂ (o) tangz + /c(l) tang 3;r. /d2>tang 5%+ • • •
Lu C ^ Jfj = 1, i = 0 Jt 0

[A log —1 = m + AviA ^(o>lanS + (̂l) fang3̂ + (̂2) tang 5%+
l_0£> Q Jo = I; ^= Q Jt 0

und drückt m sowie die Koeffizienten k und l in Teilen einer Bogensekunde aus ,
so wird

log ?« = 6 .40363 ,, — 10

log /c<°>— 4 .30046 ,, — 10 » 1<0) — 6 .27843 — 10
» kW — 4 .29804 ,, — 10 » 10) — 5 .79733 — 10

» /c(2) = 2 .08852 — 10 » 1|2>= 3 .49028 ,, — 10

1. /c<3) = 9 .96762 ,, — 20 , » f(3) = I .2794 — 10

» feU) = 7.93763 — 20 » li't*== 9 . 1674 ,, — 20

, /cü) = 5 .9865 ,, — 20 » Z(5) = 7 , 143 — 20

» /i<6) — 4 . IO44 — 20 » U6>= 5. I94 ,, — 20
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Bei den für die astronomischen Beobachtungen in Frage kommenden Werten
von o und t stimmen die Werte der Refraktion , welche man mit Hilfe der Formeln
(74) und (80*) erhält , auch bei z = 800 mit den direkt berechneten überein ; bis zu

dieser Zenitdistanz reicht man also mit den ersten Differentialquotienten von log — aus.

82. Berechnung einiger bestimmter Integrale . Wie oben erwähnt wurde,
wendet Radau die in § 80 gegebene Entwicklung des Integrals (47) nur für %fS 8o°
an . Ehe nun die für z 8o° geeignete Reihe abgeleitet wird, soll die Berechnung
der dabei auftretenden Funktion

SiCO

il, (Z ) = cZ2J e- *°dx
vorgenommen werden .

a) Wenn Z = o ist, so wird bekanntlich *)

(81 ) (̂ (0) = / e~ x2 dx — - V7to

b) Wenn Z von o verschieden ist , so benutze man die Gleichung

/ ?” t ‘Y. _ 07.
I e- xt‘ dx = l e- *2dx — / e- *2dx = { V/r — / e~ x2 dxJ z Jo J o Jo

Wird auf der rechten Seite an Stelle von e~ :';2 die bekannte Exponentialreihe
substituiert und dann integriert , so ergibt sich

(82) „(zi - «- [ir »—(z —f + / - f - iV]- . f + •••)] .
wo

\ \ 7t = 0.886 226 925 45

ist . Die Reihe (82) ist aber nur für kleine Werte von Z brauchbar ; schon für
Z — i ist noch das von Zril abhängige Glied zu berücksichtigen , wenn man log (p (Z )
auf 7 Dezimalen richtig erhalten will.

Ein zweites Verfahren , >p [Z ) zu berechnen , besteht darin , daß man wie vorhin

ifj(Z ) — e/ 2( jVtc —f 'e~ *2dx )

r z
setzt und das Integral / e~ x2 dx nach Th. v. Oppolzers Vorschlag durch mechanischeJ o
Quadratur bestimmt **).

Die Werte von f e~ x2 dx sind in der Oppolxerschen Tafel X (1. c., S. 587) aufJo
10 Dezimalen mitgeteilt . Da eZ2 für Z = 2.5 gleich 518 ist , so erhält man ^ (2.5)

noch auf 7 Dezimalen richtig , wenn y e~ x2 dx auf 10 Dezimalen strenge berechnet

*) Eine elegante Ableitung dieser Formel gibt Schlöinilch , Kompendium der höheren Analysis ,
I . Bd ., 5. Aufl ., p . 459—460.

**) Th. v. Oppolzer , Lehrbuch zur Bahnbestimmung , Bd . 2, S. 360 '.
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ist . Ist aber Z 2.5, so nimmt die Anzahl der Dezimalen , auf die I e~ x*dx be-J o
kannt sein muß , um >p (Z ) auf 7 Dezimalen richtig zu erhalten , schnell zu ; so z. B .
würde </>(3.035) [da e'3°35)2 = 10009 ist] um eine Einheit der 7. Dezimale unrichtig

/ ‘ 3.035
werden , wenn das Integral / e~ x̂ dx um eine Einheit der 11. Dezimale fehler¬
haft wäre.

Für Zps: 2.5 empfiehlt es sich, eine von Schlömilch herrührende Reihenentwicklung
zu benutzen , welche bedeutend schneller konvergiert als die von anderen angewandte
halbkonvergente Reihe

1
2Z 2

i - 3 1 - 3 - 5

[2zy

Die Ableitung der Reihe soll hier , unter Einführung einiger "Vereinfachungen , nach
Schlömilch*) gegeben werden ; mit Rücksicht auf die spätere Anwendung ist aber
die Entwicklung der Reihe weiter getrieben worden , als es von ihrem Erfinder ge¬
schehen ist . Schlömilch stützt sich auf eine für positive "Werte von x und t gültige

, welche man in folgender Weise erhält . Wenn manReihenentwicklung von x -\- t
von den identischen Gleichungen

x -\- t , t= 1d--x x
x + t t — 1~ 1 +

2
1 + X+ 2

X - {- I

X - )- t

X - f 2

x -\-- 1
x -\- n — 1 = 1 + t — (n — 1)

x -\- n — 1

Faktor : 1

x
t [t - 1)
x {x + 1)

x (x -\- 1) . . . [x -\- [n — 2])

jede mit dem rechts von ihr stehenden Faktor multipliziert und sodann die Glei¬
chungen addiert , so erhält man

x -\- t x [x + \) [x + 2) . . . [x [n — 1]) x -\ - t
1 t

X

t {t — 1)

+ (- i )>*
x {x -\- 1) . . . (x [n — 1])

Von t soll jetzt vorausgesetzt werden , daß es zwischen zwei ganzen positiven
Zahlen k — 1 und l; eingeschlossen sei. Ist n ]> k und wird zur Abkürzung

[t — i )[t — 2) . . . [t — [k — 2))(t - [k - i )) = P
(t — k) (t — [k + i )) . . . (t — [n — 2])[t — [n — 1)) — Q

*) Zeitschrift für Mathematik und Physik , 4. Jahrgang , S. 390, und Schlömilch, Kompendium der
höheren Analysis , 2. Band : Die Gammafunktionen .
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gesetzt , so hat man

[t — i ) [t — 2) . . . [t — [n — 2^ [t — [11— 1)) — PQ

Da k — 1 <^ t < ^ k sein soll , so sind alle Faktoren von P positiv ; ferner erhält
man einen zu großen Wert für das Produkt P , wenn in jedem Faktor t — k gesetzt
wird . Bedeutet also einen positiven echten Bruch , so ist

P = J j (k — i) (k — 2) . . . 2 ■1

Aus der Gleichung für Q folgt

= (k - P + J] - t) - -- [[n - 2] - t) [{n

Alle Faktoren des auf der rechten Seite stehenden Produktes sind wieder positiv .
Da auch o sein soll , so sieht man , daß man für das Produkt einen zu großen
Wert erhält , wenn in jedem Faktor t = o angenommen wird . Somit ergibt sich ,
wenn mit z/2 ein positiver echter Bruch bezeichnet wird ,

0 = (—1)”- *JJc [k+ 1). . . (?/ —2)(m—1)
Demnach erhält man

I T\n W — 2) . . . (f — [n — l ]) I
x [x \ ) [x2 ) . . . [x -\ - [n — 1}) x -\- t

1 ■2 . . . [n — 1)
12

[x1 ) (x2 ) . . . (x + [n — 1]) x [x + t)

Da x und t als positiv vorausgesetzt sind , so ist —— — ein positiver echter
9C>IQs “J- t

Bruch . Schreibt man noch zur Abkürzung

(— iY " - >' 4 I4 1 ^ = i]„ ,

wo also rjn einen positiven oder negativen echten Bruch bedeutet , so erhält man die

gesuchte Beihe für
1

x -\ - t

(ox] _ 1 1 ______ l _____| ^ - l ) ,____
X -p t x x [x + 1) x [x \ ) [x + 2)

, , lV,- , — i) . . . [t — {n — 2]) i -2 . . . [n - i )
x [x -\- \ ) . . . [x [n — 1]) [x -\- 2) . . . (x -{- \n — 1]) ’

xY> o , t ^> o

Um nun die ScMömilch &che Reihe für ip(Z ) ahzuleiten , setze man in dem Integral

f \ e-*dv,j x vl
wo x und /. positiv sein sollen ,

V — [ 1 u ) x

und betrachte u als neue Variable . Damit wird

(B) I - j- e~ ’’dv — x t ~ l e~ x Jv V ' *' r,
e~ x" du

vl d 0 {i + uf
de Ball , Sphär . Astronomie . 15
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Früher war gesetzt worden

/ ooxx~ Ie~ zdz — F (A)

Führt man an Stelle von z eine neue Variable t ein, indem man setzt

z = (i u)t ,

wo u ^> o vorausgesetzt wird , so erhält man

/ j°otf.- i c- u +iVdt _ ;
also

/i00

Somit wird die Gleichung (B)

/ 'iC° j Qßl—Iß—X f*00 Z*00~ e- ' dv = ———— / e- x,'du t1- ' e- ^ + '^ dt
x v r ( l ) J o <> 0

Hier läßt sich die Reihenfolge der Integrationen umkehren , und es ergibt sich

/*“ /•" /i“ f/.- i
I e- xn dul tl - 1e- {-x+ n)t dt = l t,-- Ie~ tdt I e~ ^ + ^udu ~ l -

' o o d Q t/ 0 d 0 X d - t

Demnach ei’hält man

e- t dt

r x 7 r t>- '.1, T‘e- dv= -TWJ. Wt e- *dt

Substituiert man jetzt für - -- , die in (83) angegebene Reihe und setzt zur Ab-
1 .. x tkurzung

(83“) T | Xy./ 0
so wird

\ e~ ' dv =dr V 1 1 1x ' - '-e-
x x [x -\- 1) x [x \ ){x2

(l —l
[x + 1) . . . (x -
l ■2 . . . (n — 1)

+ (— 1 - 1- 1______ i_
x (x1 ) . . . (xn — 1)

[x -]- \) [x -\ - 2) . . . (x -\- n — 1

Aus der Annahme x o folgt aber

1 • 2 . . . (n — 1 ) 1

(x + i) (x + 2) . . . (x -\- n — 1) I . x \ t x

< I

I + .r ( , + -L+ . . . + 1 )\ 2 n — 1/
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Da nun bei unendlich wachsendem n

lim li + — + ••• - f--- —̂ ] == ool 2 n — il
ist , so hat man

lim ! 1 =
l(a: 4 - i ) (x 4 - 2) ••• [x -\- n - * i )J

Folglich ist auch das Produkt aus dem echten Bruche i;„ und dem zuletzt an¬
geführten Grenzwert gleich o . Es wird also

— — -- (- ••• )
[x 4- i ) (a; 4- 2) [x 4 - 3) l

x >̂ o , A o
Um die Koeffizienten a ,n zu berechnen , kann man sich einer Rekursionsformel

bedienen , welche von Dr . A . Wilkens gefunden worden ist . Zerlegt man nämlich das
Integral (83“) in zwei Integrale , indem man den Integranden mittels des Faktors
t — [m — 1) in eine Summe auflöst , und schreibt aj statt am, so folgt

/»oo
a»;l — TuU / t [t — 1) . . . {t — [m — 2])lP+ 1'i- 1e- t dt —1 o

= r ~ —(m ~ 1) - 1

Wird jetzt m durch m 4 - 1 ersetzt und von der Gleichung (60) Gebrauch gemacht ,
so ergibt sich die Wükenssche Formel

(83b) «!,,+, = Aa(„'i1+I)—maW
Nach (83“) hat man aber

somit
a (Iil+ l) = 4- I

Da also a ['^ und a [ bekannt sind , so läßt sich mit Hilfe der Gleichung (83b)
zunächst bestimmen , sodann af \ usw . Die sich auf diese Weise ergebenden
Werte von a \J oder , wie jetzt wieder gesetzt werden soll , von a m sind :
«, = X
a, =
a3 = A34 - Ä
a4 = A44 ~ 1— ^
a5 = A54- 10A3 — 5A2 4- 8A
a6 = A6 4- 20A4 — 15 A34- 58A2 — 26A
a7 ~ A74~ 35 A5 — 35 A4 4- 238 A3 — 217 A2 4 - 194 A
as — A8 4- 56 A6 — 7oAs 4- 728 A4 — 1008A 34- 2035 A2 — 1142 A
ag = A94 - 84A 7 — 126A6 4- 1848A 5 — 3444A 4 4- 11 611 A3— 13 470A 24 - 9736 A

alo = A104~ 120 A8 — 210A 74 - 4116 A6 — 9660 A54- 47815 A4 — 854 ioA 34-
+ 134 164 A2 — 81 384 A

16*

r (A)
4~

F(A)

[m — 1) m u . [t -
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Für A= i wird die Reihe (84)

C“ 1 , 1 ( a, o, )
/ e~ vdv = — e_ * 11 -- -̂- 1- -— ;— -7— ,— - + ■• •}

Jx Yd \ x I- x -\- 1 (x (x 2) I

oder , wenn x 2 für x und darauf v = t2 gesetzt wird,

f e- ‘*dt = e~x2 ( i ^ b___ a- ________ _• •!
ff2 2X 1 .u2+ I (X2+ Ij (X2+ 2) I

Wählt man Z als untere Grenze des Integrals und ersetzt unter dem Integral¬
zeichen den Buchstaben t durch x, so erhält man schließlich

(85) « 2 >= e’-' f r e— ,lx ={, - ^ + (Z, + | "-z , + ii - " ]
Hierin ist

ff, = + 0 . 5 ff8 = — 144 .05859

ff2 = + 0 . 25 fl9 = + 2 793 -0645

ff , = + 0 . 625 ß IO = — 15077 . 546

ff4 = + 0 . 5625 ffn = + 204110 . 94

ff5 = + 4 -03125 ff I2 = — 1807850 . 9

ff6= + O.890625 ffI3 = + 24035 187.7
ff? = + 71.4140625

Für 2.5 macht das von ffI2 abhängige Glied in xp[Z ) nur 3 Einheiten und
das von ff,3 abhängige Glied nur 2 Einheiten der 8. Dezimale aus. — Es sei zum
Schlüsse noch erwähnt , daß Radau im 18. Bande der Annalen der Pariser Stern¬
warte eine Tafel veröffentlicht hat , aus der man für die zwischen — 0.120 und
+ 1.010 liegenden Werte von Z , sowie für die zwischen 0.000 und 1.000 liegenden
Werte des logif den log tb(Z) auf 7 Dezimalen entnehmen kann .

Mit Hilfe der Funktion ip(Z ) läßt sich das im folgenden vorkommende Integral

1:xmß—nx dx
o yz 2-\- x

leicht berechnen . Setzt man , wenn m = o ist ,

Z2+ x = — t2n

wo t eine neue , an die Stelle von x tretende Variable bedeuten soll , so ergibt sich

(86) / * e~ "rdx = 2 e»z= C e- 1*dt = - 2= ip{ZYn)
o YZ2+ x Yn ' ' xyü l7«-

oder, wenn zur Abkürzung

(87) ipn = Ynxfj(ZYn )

gesetzt wird ,
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Damit ist der Fall m = o erledigt .
Ist m von Null verschieden , so berücksichtige man , daß durch Differentiation

erhalten wird

f V O—tl Xdofy
(89) d {VZ2-\- xx m- :e- nx} = ■■ fex ”1- 1+ \(m — i)xm~2— nx m- J] (Z2+ x)}

VZ2-{- x

Wird hierin in = 1 gesetzt und dann integriert , so ergibt sich unter Berück¬
sichtigung der Gleichung (88)

(90) „ = Z + (± - « zj f ’ «rjf = Z + (i ^ zZ ' \ f .
1 ' ■' » VZ' + x U / •' . VZ' + x ' » I

Es werde jetzt auf der rechten Seite der Gleichung (89) die Multiplikation aus¬
geführt und darauf die Gleichung integriert ; man erhält dann

, . r°° xme~ nx dx 12m — 1 r, A r™ x'n- ' e- ’̂ dx
91 n / - 7- ^-- — -- nZ ) l , -- hJ0 vz 2+ x \ 2 IJ0 yz 2+ x

xm~ 2e~ nx dx
yz2+ *

Den Gleichungen (88) und (90) zufolge ist der Wert des auf der linken Seite
der Gleichung (91) stehenden Integrals für m = o und m = 1 bekannt ; mit Hilfe
von (91) läßt er sich also auch für m — 2 und weiterhin für m = 3, 4 , . . . be¬
stimmen . Für m — 2 hat man

= z _ z , 3 _ ± z 2 >
J a VZ' + x 211 \ 2n n ^ I Y“

83 . Refraktion für ®)> 80 °. Nachdem die im vorigen Artikel behandelten
Integrale als bekannt vorauszusetzen sind , soll jetzt die für x )> 80° gültige Ent¬
wicklung des Integrals (47)

m ( 1 — u + 2 aoj ) dojJt — ci I
J oV cotg 3x + 2u — [u — aw)2

vorgenommen werden . Mit Rücksicht auf die Bequemlichkeit der numerischen Rech¬
nung empfiehlt sich dabei der folgende Weg . Man hat zunächst

, . „ „ Z11 I — W - f- ZCtOI , „ / *■ ( l — M + 2 0 w ) (M — Uw ) 2 ,
(92) Df= u / . . . dca + lfl / 1- —— -

J o Vcotg Z + 2U Jo (co tg ^ + 2M)2

Um das erste auf der rechten Seite dieser Gleichung befindliche Integral

, . <rv\ \ ir C 1 1 — u 2 a io 7
(93) (^ o) = a / . ^ ^ , dio'' o y cotg z -j- 2u

zu berechnen , erinnere man sich des Satzes : Wenn die Funktionen <p (x) und ip(x)
innerhalb der Grenzen x ~ a bis x = b stetig sind , und ip(x) außerdem positiv bleibt ,
so ist , wenn // einen positiven echten Bruch bedeutet ,

(94) f cp(x) ip(x) dx = rp[a ö-(b — a)] f xp[x) dx
n. J n.
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Für ip(x) — i folgt hieraus

(95)

In dem Integral (93 ), worin nach (53) u von 10 abhängt , werde nun 1 — « + zato
mit cp(10) und die positive Quadratwurzel aus cotg 2>r + 2M mit ip{o>) identifiziert . Die
Gleichungen (94 ) und (95) lehren dann , daß man einen Näherungswert 9i0 des Inte¬
grals (93 ) erhält , wenn man setzt

oder , unter Anwendung der durch die erste der Gleichungen (48) eingeführten Be¬
zeichnung ,

wo der Wert von Ä0 durch die Gleichung (69) bestimmt erscheint . Es läßt sich
jetzt zeigen , daß die im folgenden zur Berechnung des Integrals (96 ) angewandte
Methode auch auf die in der Gleichung (92) vorkommenden Integrale anwendbar ist ,
und ferner , daß der für irgend eine Zenitdistanz aus (96) folgende Wert von 9to
sich nur wenig von dem mittels der Gleichung (92) berechneten di unterscheidet .
Nun ist die Berechnung von 91 weit mühevoller als diejenige von 910. Wenn es sich
also um die Konstruktion einer Tafel handelt , so wird man die Befraktion zunächst

mit Hilfe der sehr bequemen Formeln , zu denen die Entwicklung des Integrals (96 )
führt , etwa von Minute zu Minute der Zenitdistanz berechnen ; nachdem dies ge¬
schehen ist , benutzt man die in passender Weise entwickelte Formel (92 ), um die
strengen Werte der Refraktion von Grad zu Grad zu ermitteln , und bildet dann die
Differenzen 91 — 5R0. Aus letzteren findet man durch eine leichte Interpolation die
für die einzelnen Minuten jedes Grades gültigen Differenzen 91 — 9I0, welche also
nur zu den nach der Gleichung (96) berechneten Werten 9f0 zu addieren sind , um
die strengen Werte der Refraktion zu erhalten .

Die zunächst zu lösende Aufgabe bildet nach dem Yorstehenden die Berechnung
des Integrals (96). Wird in (96) an Stelle der Variablen w die durch die Glei¬
chung (54) definierte Variable x eingeführt , so erhält man

(96)

(97)

wobei nach der Gleichung (55) in Verbindung mit (52)

^ u = (i — f ) x + (zf - e) [i — e~ x)o

ist . Die letzte Gleichung läßt sich in der Form

0 u — [i — / ■+ l [2f — e))x — (2f — e) (lx — 1+ e~ x)
vo
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schreiben , wobei A eine zunächst unbestimmt gelassene Zahl bedeuten soll. Wird
hierauf

i
l0 I f + l [2f S) '

(98) 2f—e _

k{lx — 1 + e_ :t) =

gesetzt , so lautet die Gleichung

(99) 2uy *= x <p [x]
Somit hat man

c~xdxr
k 0 = a o7*'n

o F y2 cotg 2z -\- x — (p [x)
oder , wenn zur Abkürzung

(100) A0y = C, ycotgz = Z

gesetzt wird ,

(101) 9t0 = (' f *•’ o yz *-\- x — m(x)
c~ xdx

' + 3; — r/)(

Es werde jetzt mittels der Gleichung

(102) X — <p [x) = IV

an Stelle von x eine neue Variable tv eingeführt . Der Nenner des Bruches unter
dem vorigen Integral wird dann sofort zu einer Funktion von w , anders aber ver¬
hält es sich mit dem Zähler ; um auch diesen als Funktion von w darstellen zu
können , erinnere man sich des Satzes von Lm/range *) : Wenn zwischen zwei Variablen
x und w eine Gleichung von der Form (102) besteht und mit Fix ) eine Funktion
von x bezeichnet wird, so ist

m_ m +M̂ +A » Mi - +
Hieraus folgt

. ^ ^ ~ ^ +■.
also, wenn F (x) = e~x gesetzt wird ,

, de~x e~ xdx d . . , , 1 d2 (r , . 2 ,
1,031 * <r = - -XiT = dT„ - 1 .2 -

Aus der durch die Gleichung (102) gegebenen Definition von iv in Verbindung
mit der letzten der Gleichungen (98) folgt

iv — x — (p [x) — x — k [lx — 1+ e—x)

*) Duhamel, Cours de Mecanique, t . II , chap. 13.
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Somit ist für x = o auch w — o und für x — oo auch iv — oc. Substituiert man
also die in (103) gegebene Reihe für e~ xdz in (101), so wird /

[' ■' + Ä (,f + rh £• IW“ ’»-«- ) + ]

oder , wenn die unter dem Integralzeichen angedeuteten Differentiationen ausgeführt
werden , und darauf der Buchstabe tv durch x ersetzt wird ,

z*00

% = cj : ax { 1 + Je( 1 X — Ix — 2C - *) + k *{} + 2 X + X' - ( i + 2k ) Xx +
0 yz + x + irx 2- 4 (1+ X)e~* + 4Axe- * + fe ’ 2*] + •• •}

Unter Berücksichtigung der Formeln (88), (90) und (91*) erhält man hieraus ,
wenn noch zur Abkürzung

-̂ o ^ Ipi
( 104 ) L r ( 2 —[— A) ip 1 2 ip 2 kZ { i — zZip , )

L2 = (1+ 3 ^ + 1^2) '/'i — (4 + 3 '/'a + 3 + 2 ^ i/’i — 4Z 'P2) —
- A2£ [f + - (jZ + Z 3) ^ ]

gesetzt wird ,

(105) 9i0 = C(L0+ /cL, + /42L2-|---- )

Wählt man für die bisher unbestimmt gelassene Zahl X den Wert {, so ergeben
die zwei ersten der Gleichungen (98)

(106) Jc= 4- f— 2£ , V*= t - ’2 — £ l0 2 — e

y wird also unabhängig von f , und , wie die Gleichungen (100) lehren , hängen
darum auch C und Z nicht von f ab ; dieser Umstand ist von Wichtigkeit , wenn
man die Refraktion unter verschiedenen Annahmen für f berechnen will, wie es von
Radau geschehen ist .

Im vorigen sind alle zur Bestimmung von 9f0 nötigen Formeln abgeleitet worden ,
es soll jetzt nur noch der bei der numerischen Rechnung zu befolgende Gang an-

gegeben werden . Mit Hilfe der nach § 80 bekannten Werte von und e be-

rechne man die durch die Gleichungen (106) definierten Größen Je und y, wobei wieder
f — 0.2 angenommen werden möge ; ferner führt die Gleichung (69) in Yerbindung
mit dem in § 80 bestimmten Uj zur Kenntnis von Aa. Nachdem y und A0 ge¬
funden sind , erhält man mittels der ersten der Gleichungen (100) den Koeffizienten C
und mittels der zweiten der Gleichungen (100) das einer gegebenen Zenitdistanz ent¬
sprechende Z. Mit den Argumenten Z , Z V2, Z geht man in die im § 82 er¬
wähnte Tafel für xp[Z ) ein und berechnet darauf nach (87)

lpi = tp(Z), ip̂ = V2 ipyZV2) , t/>3 = 1/ 3 ip(Zl3 )

Wird jetzt auch in den Gleichungen (104) X= \ gesetzt , so lassen sich L0, L1,
L, , . . . ohne Mühe bestimmen und die Substitution dieser Werte sowie derjenigen
von C und Je in die Gleichung (105) ergibt schließlich den Wert von Ii 0.
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Es wurde bereits oben bemerkt , daß das erste Glied der Reibe (92) kaum von
verschieden ist ; das zweite und die folgenden Glieder der Reihe (92) sind aber

stets außerordentlich klein . Mit Rücksicht hierauf soll die strenge Berechnung des
Ausdrucks (92) von iR unterbleiben ; in welcher Weise sich dieselbe ausführen läßt ,
habe ich in meiner Arbeit über die Radamclia Theorie der Refraktion gezeigt
(Sitzungsberichte der kais . Akademie der Wissenschaften in Wien , Band 115, Abt . II , a).
Dagegen sollen noch die Differenzen 91 — 9I0 zwischen den aus (92) folgenden
strengen Werten und den aus (96) folgenden genäherten Werten der Refraktion
mitgeteilt werden , welche Radau unter Zugrundelegung der Besselschen Refraktions¬
konstante und unter der Annahme q — 1, t — o" G, f = 0.2 gefunden hat ; die¬
selben sind für

91— 9?o 91- 9i0 X 9i — 9k

8o° -{- o'.'oz CCO + o'.'oy 8870 + o'.'36
81 + 0.03 85 + O.IO 89.0 + 0.63
82 + 0.04 86 + 0.14 89-5 »O00d+
83 + 0.05 87 - f 0 . 21 90.0 + i -i4

Gegenüber der Unsicherheit der Beobachtungen und noch mehr mit Rücksicht
darauf , daß die für so große Zenitdistanzen berechnete Refraktion infolge der Ab¬
weichung des wirklichen Zustandes der Atmosphäre von dem in der Theorie voraus¬
gesetzten ganz erheblich falsch sein kann , können die obigen Differenzen 91— 9t0
unbedenklich vernachlässigt werden .

84 . Darstellung der Refraktion als Funktion der wahren Zenitdistanz .
Der Ausdruck für die Refraktion läßt sich in die Form bringen

91 = « tang .v,

wo x die scheinbare Zenitdistanz und a einen von x abhängigen Koeffizienten be¬
deutet . Vergleicht man nämlich den hier für 9i gegebenen Ausdruck mit der in
§ 80, unter der Annahme x 8o°, gefundenen Reihe (72), so folgt , daß für x ';S 8o°

= K ) _ iA ) / tangx i 2
10 10 \ 10 /

ist . Wollte man die für größere Zenitdistanzen anzuwendenden Werte von a er¬
halten , so hätte man zunächst nach den in § 83 gegebenen Formeln 9t zu berechnen
und dann die Gleichung

9ta = - -
tangs

zu benutzen .
In manchen Fällen ist es nun wünschenswert ,

9t = a ' tang C

setzen zu können , wo c die wahre Zenitdistanz bedeutet . Die praktische Anwendung
dieser Formel erfordert eine Tafel , aus der man für jeden Wert von ’C den einer
gegebenen Dichtigkeit und Temperatur der Luft entsprechenden log «' entnehmen
kann . In welcher Weise sich eine solche Tafel konstruieren läßt , wenn die Refraktion
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als Funktion der scheinbaren Zenitdistanz bekannt ist , soll an einem Beispiel
gezeigt werden : Für x = 740 findet man , wenn die Temperatur + 30° C beträgt ,
und der durch die Gleichungen (73), (4i b) und (41“) definierte log « = 9.920000 ist ,
9i = i7i '.'732. Da also der scheinbaren Zenitdistanz%= 740 der Wert'C= 74°2'5i"732
entspricht , so ergibt sich das diesem t zugehörige «' aus der Gleichung

« ' tang74°2 ' 5i " 73 = i7i "732

und zwar wird log «' = 1.690 981. Berechnet man log «' auch noch für die Werte
von C, welche den scheinbaren Zenitdistanzen x — 73°3o ', 74°3o ' und 75°o' (für
t — + 30° 0 und log 0 = 9.920000 ) entsprechen , so erbält man :

c log «' I . Diff . II . Diff .

73" 32' 40" 1.691 455
- 474

74 2 52 1.690981
- 5 *9

— 45

74 32 57 1.690462
- 569

- 50

75 3 3 1.689893

Um mit Hilfe dieser Tabelle den zu ’C= 74" o' gehörigen log «' zu finden , benutze
man die in § 2 angegebene Interpolationsformel (20)

f [a + 11) = /■(« + 1) —

Versteht man hier unter /■(« + ??.) den gesuchten Logarithmus , also unter f [a) den
zu £ = 73°32 ' 46" gehörigen und unter / '(« + 1) den zu t = 74°2 ' 52" gehörigen
log «', so wird mit Rücksicht darauf , daß das Intervall zwischen zwei in der
Tabelle aufeinander folgenden Werten von t in runder Zahl 30' 6" oder 1806"
beträgt ,

74°o' o" — 73032' 46" v - in = - - = 0.905, v = i —n = 0.095, — = —0.45

Unter Benutzung der in der Tabelle gegebenen Werte

f [a + 1) = 1.690981 , f ' [a + i ) = — 0.000474 ,

f "(a -j- 1) = — 0.000 045

erhält man somit den der wahren Zenitdistanz 1 = 74°o ' (für t = + 30° C und
log ^ = 9.920000 ) entsprechenden Wert log «' = 1.691028 .

In der eben erläuterten Weise kann man für jeden vollen Grad der wahren
Zenitdistanz den zugehörigen log «' berechnen . Führt man diese Rechnung für
eine Reihe äquidistanter Werte von t und log o aus , so lassen sich durch Inter¬
polation die für beliebige Werte von C, t und log o gültigen Werte von log «'
finden .
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107

tangt sin 7 —

85 . Einfluß der Refraktion auf die Rektaszension und Reklination eines
Sterns . In Fig . 3 sei P der Pol des Äquators , Z das Zenit eines Beobaclitungs-
ortes , Y das Frühlingsäquinox , S der wahre und S ' der schein¬
bare Ort eines Sterns . Bezeichnet man mit A , J) die wahre
Rektaszension und Deklination , und mit A' , D ' die scheinbare
Rektaszension und Deklination des Sterns , so ist SPS ' =
— A' — A , PS — go° — D , PS ' = go° — B ’. Ferner hat
man dem vorigen Paragraphen zufolge SS ' = a ' tangc , wo ’C
die wahre Zenitdistanz des Sterns bedeutet . Wird jetzt der
parallaktische Winkel ZSP — q gesetzt , so folgt aus dem
Dreieck PSS '

(A' — A) cosD — «' tangt sin 7
D ' — B = a ' tangC 0037

Zur Berechnung von 'C und 7 dienen die in § 17 abgeleiteten Formeln (7) und (9):

tang N — cotg rp cos (A — A), cotg n — sin N tang (A — A)
cotg n

sin (N + B )
tang C cos 7 — cotg (W -f- B )

Hier bedeutet die Sternzeit der Beobachtung und (p die geographische Breite des
Beobachtungsortes . Bei nördlichen Breiten liegt N entweder im ersten oder im
vierten Quadranten ; der erste Fall tritt ein, wenn i) — A zwischen oh und 6h, bzw.
zwischen i8 h und 24 11 liegt . Bei südlichen Breiten liegt N entweder im zweiten oder
im dritten Quadranten , und zwar im zweiten , wenn ')•— A zwischen o11 und 6h, bzw.
zwischen i8 h und 24 11 fällt .

86 . Einfluß der Refraktion auf den Positionswinkel und die Distanz .
Man bezeichne mit Z (Fig . 4) das Zenit , mit S1 und S,, die wahren und mit S[ und
S!z die scheinbaren Örter zweier Sterne . Mit Rücksicht auf die
größten direkt meßbaren Distanzen soll der Abstand der
beiden Sterne kleiner als 2° vorausgesetzt werden ; ferner
nehme man an , daß die Zenitdistanzen ZS ' und ZS ', höchstens
gleich 75° sind . Letztere Einschränkung darf man machen ,
weil man , wenn es sich um genaue Messungen handelt , nie in
größeren Zenitdistanzen beobachten wird. Setzt man die Azi¬
mutdifferenz von S1 und S2 oder den Winkel Sl ZS 2 = A,
ferner ZS I — c, , ZS 2 = SISa = J , ZSß , = ZS2S, —
— 1800 — Z2, so erhält man durch Anwendung der Cfcm/lschen Gleichungen auf das
Dreieck ZS ISa

sin '- J sin ^ + ÄJ = sin {A sin jfL', + gj
sin fA cos + AJ = cos | A sin

In derselben Weise erhält man aus dem Dreieck ZS '. S ' , wenn ZSI =
ZS !, = ä2, S ' S!z = A ', ZS [S '2= , ZS '2S [ = 180° — /2 gesetzt wird ,

sin \ A ' sin + ZJ = sin '- A sin + vj
sincos {(Z, -f ZJ = cos '- A sin '- [x,, — xa)

(108)

109 )
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Es werde jetzt der Bogen Sz«$,' mit r I und der Bogen S2S '2 mit r2 bezeichnet ,
es ist dann zz = c, — t\ , x2 = t 2— r2. Substituiert man diese Werte in die Glei¬
chungen (109), dividiert sodann die erste der Gleichungen (108) durch die erste der
Gleichungen (109), ferner die zweite der Gleichungen (108) durch die zweite der
Gleichungen (109) und setzt zur Abkürzung

so ergibt sich

K ^i + K ) — + 4 ) — 4

I (?I + £2) = 1 (?-I + r J — r >

■ , , • , ■ r , sin L'sm ; z/ sin /, = sm - J sin / -
sin (c — r)

sinX / cos / = sin z/ ' cos /

Hieraus folgt

(110) tangZ — tangZ —

sinifr , - — rjj

sin ? sini ^ — ?3 — (r , — rj ]
sin (? — r) sin }(?, — ?2)

ln Anbetracht dessen , daß r für ? Si 75° ein kleiner Winkel ist , kann man

sin (? — r) = sin ? — r sin 1" cos ?

setzen . Berücksichtigt man also noch , daß r sich nur äußerst wenig von der für
die Zenitdistanz ? gültigen Refraktion unterscheidet und demgemäß r = a tang ?
angenommen werden kann , so wird

sin ? 1
(in ) sin (? — r) 1—«' sini "

Ferner ist sehr nahe

(11!, sin HC — ?, ) ?, —2 \ - I

Wenn nun ~ den für ? — jf ?, + ?2) gültigen Differentialquotienten der Refraktion

bedeutet , so hat man bis auf Glieder zweiter Ordnung genau

dr ... _ ,B ‘ 2̂ - Gl

oder mit Rücksicht darauf , daß der im folgenden angegebene Wert von ^ 4 in
Bogensekunden ausgedrückt ist ,

B — C dr . „
(113) r _ r ir sm 1

- 1 - 2 -

Unter Benutzung von (m ), (112) und (113) erhält man aus (110)
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Hieraus folgt nach einer bekannten Reihenentwicklung[§ i , (17) und (18)]
dr .

, . dC ~ a . .t = /. -I-- 1 ;- sin 2A4-dr '

wo das zweite Glied auf der rechten Seite bereits durch sin 1" dividiert ist und dem¬
nach in Bogensekunden ausgedrückt erscheint. Nun erhält man durch Differentiation
der Gleichung r = u tang 'C

dr , 2^ , da! , , , , , da ' , ..
jrc = a sec £+ -jy tang C= «' + «' tang2c + tang L

Unter Yernachlässigung sehr kleiner Glieder wird demnach
dr ,
— n

- = tang2c + tang i'jdr ' sm1

Substituiert man diesen Ausdruck in die für l erhaltene Reihe, so ergibt sich
da '

t114) l — l — — -d *. cotg 'c\ tang 22 sism 2/.

In Fig . 4 seien nun S und S' die Mittelpunkte der Bögen S,S ,̂ bzw. S[S?, P
sei der Pol des Äquators, und der Pfeil gebe die Richtung an, in der die Rektas¬
zensionen gezählt werden; es ist dann PSS 2 der wahre und PS 'S', der scheinbare
Positionswinkel des Sterns S2, bezogen auf den Mittelpunkt des die Sterne SI und
$2 verbindenden Bogens. Setzt man PSS 2 = p , PS 'S'?_— p', ferner PSZ — q,
PS 'Z = q', so wird, da ZSS 9 sehr nahe gleich /. und ZSJS'2 sehr nahe gleich l ist,

(115) p = l + q, p' =zl -\- q't
also
(116) p —p' ^ X—l — iq' —q)

Aus dem Dreieck PS 'S folgt aber , wenn PS = go° — <5, PS ' — go° —d' gesetzt
und berücksichtigt wird, daß SS ' = r angenommen werden kann,

cotg| H+ »')= ei | r± | tm.gi ,'
oder hinreichend genau

</ —q — r sinq tang <?

Setzt man hier wieder r = a' tang L, so erhält man
(117) q' —q — a' tang ’Csinq tang d
Werden jetzt die in (114) und (117) gegebenen Ausdrücke in die Gleichung (uö )
eingeführt, und wird dabei in (114) für sin 21 der aus der ersten der Gleichungen(115)
folgende Wert sin 2(p —q) substituiert, so ergibt sich

(118) p —p' = —i | -j- cotg^j tang2L‘ sin 2(p —q) — a' tangc sinq tang ö
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Mit Hilfe der letzten Gleichung läßt sich der wahre Positionswinkel berechnen ,
wenn durch Beobachtung bekannt ist . Vielfach ist aber der beobachtete Positions¬
winkel verschieden von dem hier mit p ' bezeichneten Winkel . Um dies deutlich zu
machen , soll kurz angegeben werden , in welcher Weise die Beobachtung eines Posi¬
tionswinkels ausgeführt zu werden pflegt , wenn man ein sog. Positionsmikrometer
benutzt . Die Einrichtung eines solchen Mikrometers ist die folgende . In der Brenn¬
ebene des Fernrohrobjektivs sind zwei zueinander senkrechte Fäden ausgespannt ,
deren Kreuzungspunkt auf der optischen Achse des Fernrohrs liegt . Der Rahmen ,
an dem die Fäden befestigt sind , ist um die optische Achse des Fernrohrs drehbar .
Zur Messung der Drehung dient ein zur Fadenebene paralleler , in Grade und
Minuten eingeteilter Kreis , dessen Mittelpunkt ebenfalls auf der optischen Achse
liegt ; diesen Kreis bezeichnet man als Positionskreis . Um mit Hilfe eines solchen
Mikrometers den Positionswinkel des in Fig . 4 mit S[ bezeichneten scheinbaren Stern¬
ortes in bezug auf den Mittelpunkt S ' des die scheinbaren Sternörter S[ und S[ ver¬
bindenden Bogens zu messen, stellt man den Kreuzungspunkt der Fäden auf S ' ein
und dreht dann den die Fäden enthaltenden Rahmen , bis daß einer der Fäden (der kurz
der Faden F genannt werden möge) der Verbindungslinie S[Si parallel ist ; die dieser
Lage entsprechende Ablesung des Positionskreises sei w'. Ist w' gefunden , so bringt
man den Faden F in eine solche Lage , daß er der Richtung der täglichen Bewegung
parallel ist . Falls die beiden Sterne dem Äquator benachbart sind , geschieht dies
dadurch , daß man den Fädenrahmen so lange dreht , bis daß beispielsweise der Stern Sj ,
wenn man ihn hei seinem Eintritt in das Gesichtsfeld auf den Faden F eingestellt
hat , mit diesem während des ganzen Durchgangs in Koinzidenz bleibt . Sind die Sterne
weit vom Äquator entfernt und sind demnach die von ihnen beschriebenen Bahnen
gekrümmt , so bestimmt man die Richtung der täglichen Bewegung in der Art , daß
man den die Fäden enthaltenden Rahmen so lange dreht , bis daß z. B . der Stern 81
in gleichen Abständen von dem der Voraussetzung nach durch die optische Achse
des Fernrohrs gehenden zweiten Faden den Faden F passiert . Die Ablesung des
Positionskreises , welche man erhält , wenn der Faden F der Richtung der täglichen
Bewegung parallel ist , .möge mit vJQbezeichnet werden . Wäre nun keine Refraktion
vorhanden , so würde die von einem Stern beschriebene Bahn parallel zum Himmels¬
äquator sein ; in diesem Falle und unter der Voraussetzung , daß die Ablesung des
Positionskreises in demselben Sinne wächst wie der Positionswinkel , wäre ui-, — 900
die Ablesung , welche man erhielte , wenn der Faden F zum Pol hin gerichtet ist .
Somit würde dann w' — (u/0— go°) gleich dem oben mit p ' bezeichneten Winkel
PS 'S'2 in Fig. 4 sein. Infolge der Refraktion ist aber die Bahn , welche ein Stern
hei seinem Durchgang durch das Gesichtsfeld beschreibt , gegen den wahren Parallel¬
kreis geneigt ; somit fällt auch der Faden F in seiner der Ablesung ui0 — 90° ent¬
sprechenden Lage nicht mit dem wahren Deklinationskreise PS ' des Punktes S '
(Fig . 4), sondern , wie man sich ausdrücken kann , mit dem scheinbaren Deklinations¬
kreise von S ’ zusammen . Um nun mit Hilfe des von dem scheinbaren Deklinations¬
kreise an gezählten Positionswinkels w' — [ui — go°) = p \ den wahren Positions¬
winkel ableiten zu können , berücksichtige man zunächst , daß , wenn wQ die der
Angabe iv'a des Positionskreises entsprechende , wegen Refraktion korrigierte Ablesung
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bedeutet , der Wert von w0 — w'a erhalten wird , indem man auf der rechten Seite
der Grleichung (118) den zu p ' = 90° gehörigen Wert von p substituiert ; statt dessen
kann man aber auch einfach p — 90° setzen . Damit ergibt sich

(118a) w0 — iv'0 | «' -|- (~ cotg cj tang 2C sin 2q — «' tang 'C sin q tang 6

Der Bedeutung von p ' gemäß ist nun p ' = w — [w0 — 90°); hieraus , in Verbindung
mit der obigen Definitionsgleichung p\ = w' — (w'a — 90°), folgt p \ = p ' -\- [wQ—w'0)
und demnach

p —p\ = p —p' — [w0 — w'0),

wo unter p wieder der wahre Positionswinkel verstanden werden soll. Substituiert
man in die letzte Grleichung die in (118) und (118a) gefundenen Ausdrücke , so erhält
man die gesuchte Beziehung

du '
(119) p — p) = — ( «' + ^ - cotg ?) tan g2~ sin (^ — 2CL) cosp

Wie man sieht , ist diese Gleichung einfacher als die Gleichung (1x8), welche sich auf
den Pall bezieht , daß der vom wahren Deklinationskreise PS ' (Fig . 4) aus gezählte
Positionswinkel p ' beobachtet ist .

Die Gleichungen (118) und (119) lassen sich noch etwas umformen . In (118)
setze man

(120) | sin 2(p — q) = cos2(̂ 9— q) tangfjj — q)

und führe einexx Hilfswinkel (x) ein, der durch die Gleichung

(121) tang ax= tang C cos (p — q)

definiert werden soll ; es wird dann

da '121“) P —1J'——I«'+ ^ cotg(.‘j tang2ax tang(p —q)—u' tangc sing tangö
Wenn nun M den Modul der Briggsschen Logarithmen bedeutet , so ist

da ' , dloga '(,22> 3r= “Tnr
Substituiert man diesen Ausdruck in die Gleichungen (121“) und (119), und setzt zur
Abkürzung

(123) / •= «' ( 1 + cotg '£ j ,
so ei’hält man

(124) p — p ' — f tang 2x tang [p — q) — a ' tang c sin q tang ö ,

beziehungsweise

(125) P = & — f tang 2'C sin (p — zq) cosp

Der durch die Gleichung (121) definierte Hilfswinkel x hat eine besondere Bedeutung ;
zieht man nämlich in Fig . 4 den Bogen ZB senkrecht zu SIS„, so findet man , daß
x gleich dem Bogen BS ist .
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Um einen Ausdruck für die Refraktion in Distanz zu erhalten , gehe man von
dem Trapez 6', S[&' S2 in Fig . 4 aus , worin der Annahme nach SZS2 kleiner als 20
ist . Da die Zenitdistanzen der beiden Sterne nicht größer als 750 sein sollen , so
betragen die Bögen S.S ', und .S’2<S" höchstens einige wenige Minuten ; unter diesen
Umständen kann man die wahre Distanz S1S2 gleich der Summe der Projektionen
von S1S[ = i\ , S[S '2= J ', S[S2 = r2 auf den durch SL und S2 gehenden Bogen
größten Kreises setzen und erhält also, wenn Sl S2 wieder mit / / bezeichnet wird ,

(126) J — J ' cos,(/. — l) + U cos /.j — cos

Nun ist bis auf Glieder zweiter Ordnung genau

Das zweite Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung kann für eine Distanz von
7000" und L = 750 den Werte o'.'oi erreichen . Da aber in Anbetracht der bei so
großen Zenitdistanzen vorhandenen Unsicherheit der berechneten Refraktion ein
Fehler von o'.'oi ohne Bedeutung ist , so darf man das genannte Glied vernachlässigen ;
damit geben die Gleichungen (126) und (i26 il)

Bezeichnet man den Bogen BS I (Fig . 4) mit und den Bogen BS 2 mit a;2, so folgt
aus der letzten Gleichung

Nun hat man aber dem Taylorschen Satze zufolge , sowie mit Rücksicht darauf , daß
i (£i + Q = £ gesetzt wurde , und demnach ^ — C = — — ?, ) und C2— L =

z/ ' cosfil — = — iz / ' [(/. — l) sin i "]2

Hieraus folgt mit Rücksicht auf die Gleichung (114)

(i26 a) z/ ' cos {l — 1) = /!' — fz / V 2 sin21" tang 4!.' sin224

z/ — z/ ' + ri cos K — G cos K

oder , wenn r , = u', tang und r2 — a'2 tang C2 gesetzt wird ,

z/ = z/ ' + «' tang cos Ä, — o'., tang A cos l ,

z/ = z/ ' + a \ tanga ;, — ß '2 tanga :.

Somit wird

oder , da x1— x2— z! und x1-\- x2— 2X ist ,

sinz / da
cosa;, cosa;2 d l 2 cos .Tt cos .r.

sm 2x
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Diese Gleichung läßt sich noch vereinfachen . Man hat zunächst

— = 2,---- . = - 5- 1 . ■j-,- , = sec2* (i + sin5{z/ sec5a: + • • •)cos^ cos .r 2 cos 2,r + cosz/ cos x — sm

Nun folgt aus der Gleichung (121), daß x höchstens gleich L' ist ; werden also die
Messungen nicht über die Zenitdistanz 'C = 750 hinaus ausgedehnt , so wird auch x
nicht größer als 75°. Mit Rücksicht hierauf und da J <̂ 2" angenommen wird , kann
man anstatt des vorigen Ausdrucks den folgenden anwenden

(128) 1----- = sec5a; (i + j sin 2z/ sec2*)
cos cos *2

Ferner ergibt sich durch Anwendung einer der Maperschen Analogien auf das
Dreieck ZS 1S2 (Fig . 4)

, ,v - , cos ;. , , .
tag , (L. - t , ) = - c0, j (i . - X, )

oder hinreichend genau
l (?a - ^. ) = - \ J COS;.

Da al)er die in der Gleichung (127) vorkommenden Differentialquotienten und

in Bogensekunden ausgedrückt zu werden pflegen , so muß man £ (L’2— C, ) in Teilen
des Radius ausdrücken ; demgemäß ist das in der letzten Gleichung enthaltene z/
durch z/ sin 1"= sin z/ zu ersetzen . Damit wird

(129) ! (L'2 — cj = — | sinz/ cos Z

Werden jetzt die in (127) angedeuteten Multiplikationen ausgeführt und dabei
die Gleichungen (128) und (129) berücksichtigt , so erhält man zunächst für das von
«' abhängige Glied

1 \ C(' sinz / 1 ■ j 1 4(130 = « sinz/ sec * + 7 « sm 3z/ sec4*
cos *, cos *2 4

Ferner wird mit Vernachlässigung höherer Potenzen von sinz / wie der dritten

1 cP « ' l 'C„ — L\ \ 2 sinz / 1 1
z " (^ )2 rfz2 \ 2 / cos*Tcos*, 8 dV

sin 3z/ cos2/, sec2*

Wie nun vorhin bemerkt wurde , kann * höchstens gleich werden ; in diesem
Falle ist der Gleichung (121) zufolge p — q — o , also , wie die erste der Glei¬
chungen (115) zeigt , auch /. = o. Für Ä= o, x — 'C. — 750 und J = 7000" ist aber
das auf der rechten Seite der vorigen Gleichung stehende Glied kleiner als o'.'oi und
darf darum vernachlässigt werden ; somit wird

, . 1 d2a ' i ; 2—
l' 3'1 2 1 2 )

Weiterhin ergibt sich

1 d2a ' l 'C„ — z. \ 2 sinz /
cos *. cos*„

da ’ G — CT sin 2* du ' . . . . , 1 da ' . , . , , 2— r - = - rrr smz/ cos /, tang * -i--- ttt sin ’z/ cos /, tang * sec *
d , 2 cos*, cos*2 « C 4
de Bull , Sphär . Astronoinie . 16
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Das zweite Glied auf der rechten Seite erreicht seinen Maximalwert , wenn X= o,
also x — 'C. ist ; da dieser Maximalwert aber für z/ = 7000" und x = 'C — 750
kleiner als o'.'oi ist , so genügt es,

d «' L' — L sin 2a; da ' . . . ,-? -- = —j-tt sm /! cos /, tang x
dt . 2 cosa^ cosa^ d T

anzunehmen . Substituiert man hier für seinen in (122) gegebenen Wert und für

cos X— cos {p — q) den aus 121) folgenden Ausdruck

cos X= cotgl ' tang x
so erhält man

da ' L. — 'C. sin 2a; , log «' ai ’, 2 rr. ■ a - sm J cotgC tang a;
' J 7 dL 2 cosx ^cosx ^ MdL

, dloga ' . . . .. . 2 .— a , .. sm zi cotg . sec a; — 1)MdL

Mit Berücksichtigung der Gleichungen (130), (131) und (132) ergibt sich aus (127

„ d log « ', / , .. d log « \ .
J = J + « 11 + cotg l J 81114 sec x

, , .. d log « ' . 4
— « cotg . Tiffjr 2/ - j—-4« sm 32/ sec 4x

oder , wenn die durch die Gleichung (123) definierte Größe f eingeführt und außerdem
, „ d log a ii ,

(133 ) 9 = — " cotg ’£ ,/ ,/ _• 1 h = 1 «
gesetzt wird ,

(134) J — J ' -\- f smJ sec2x + (/ sin ^ + h sin 3-"/ sec4x

Der Wert von «' ändert sich mit der Zenitdistanz , mit der Dichtigkeit der Luft
und mit der Temperatur ; eben dasselbe findet also auch für die Koeffizienten f , g
und h statt . Berechnet man nun für eine und dieselbe Zenitdistanz , aber für ver¬
schiedene Werte der Dichtigkeit und Temperatur der Luft die numerischen Werte
von «', f , g und h. so ergibt sich folgendes : Es sei q die durch die Gleichungen (73),
(4i b) und (4T') definierte Dichtigkeit und t die Temperatur der Luft , ferner seien
«'0, ga und ha die Werte von «', f , g und h für q = 1 und / = o ; wenn dann
<p (o, C) einen von o und 'C, und ip(t , L) einen von t und « abhängigen Faktor be¬
zeichnet , so hat man für beliebige Werte von g und t

( 134 4) f = q ■ ria , r ) • Vit , r ) • f 0

oder
log f = log fQ+ log Q+ log (p (p, l ) + log </' (/ , L)

Ähnliche Gleichungen gelten für log «', \ogg und log // , nur mit dem Unterschiede ,
daß die Funktionen cp und ip — strenge genommen — durch andere zu ersetzen
sind ; in Wirklichkeit aber begeht man nur einen verschwindend kleinen Fehler , wenn
man in den Gleichungen für log «' , logg und log // dieselben Werte von rp und ip
an wendet wie in der Gleichung für log / ’, selbst wenn .j = 7000" und 'C — 750 ist .
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Was speziell noch das in (134) von h = \ ct' abhängige Griied betrifft , so ist dasselbe
so klein , daß man auf die Veränderung von h mit der Zenitdistanz keine Rücksicht
zu nehmen braucht und , mit Benutzung des für L' = 750, 0 = 1, t = o gültigen Wertes
log fa ; = 1.17,

setzen kann . Die zur Berechnung des Einflusses der Refraktion auf den Positions¬
winkel und die Distanz dienenden Gleichungen (124), (125) und (134) werden somit

1. wenn der beobachtete Positionswinkel (p ') von dem wahren Deklina¬
tionskreise aus gerechnet wird ,

a, p = p ' — Q■tp[(>, ’Q ’Q {f0 tanghr tang [p — q) + < tang u sin q tang <?}
' I35 ^ = Q - rp (Q, £ ) - ip (t , C) {f 0 sin zt sec 2* + f/0 sinz / + [ 1. 17 ] sin 3z/ sec 4* }

2. wenn der beobachtete Positionswinkel (p\) von dem scheinbaren
Deklinationskreise aus gerechnet wird ,

M P = P 'i - Q - 9 (? > 0 • ^ {t , ’Q ■L tang 2 1 sin (p - 2 q ) cosp

(! 35 J = 4 ' + q ■(p (Q, C) ■ t ) -{f0 sin J sec 3* + ,9c sinz / + [1. 17] sin 3z/ sec 4* }

Die Werte von logp ergehen sich mit Hilfe von Tabelle 1 und 2 meiner Re¬
fraktionstafeln , diejenigen von log /},, log (/0 und log u'0 folgen aus der Tabelle 7.
Die Werte von logr/>(p, £) und \ogtjj {t, C) sind in den Tabellen 8 und 9 als »Dichtig -
keits «-, bzw. »Temperaturkorrektion des log der mittleren Refraktion in Positions¬
winkel und Distanz « bezeichnet . — Es sei noch bemerkt , daß die beiden letzten von
ga und sin 3z/ abhängigen Glieder in der Formel für z/ nur hei so großen Distanzen ,
wie sie bei Heliometermessungen verkommen , merklich werden können .

Um die Werte von ’C und q zu berechnen , kann man sich nach § 17 der folgenden
Formeln bedienen , in denen 0 den Stundenwinkel des Mittelpunktes (S ) des Bogens
STS2 in Fig . 4, und <p die geographische Breite des Beohachtungsortes bedeutet .

Für nördliche Breiten ist N im ersten oder vierten Quadranten zu wählen , und
zwar im ersten , wenn © im ersten oder vierten Quadranten liegt , im vierten , wenn
0 im zweiten oder dritten Quadranten liegt . Für südliche Breiten ist Wim zweiten
oder dritten Quadranten zu wählen , und zwar im zweiten , wenn 0 im ersten oder
vierten Quadranten liegt , im dritten , wenn 0 im zweiten oder dritten Quadranten
liegt . Zur Berechnung von x dient die Gleichung (121)

87. Einfluß der Refraktion auf die Rektaszensions - und Deklinations¬
differenz zweier Sterne . Von den beiden zueinander senkrechten Fäden eines
Positionsmikrometers (§ 86) sei der eine fest , der andere durch eine Schraube be¬
weglich. Stellt man den festen Faden so, daß seine Richtung mit derjenigen eines

log h = 1.17 + löge + loggte ) £) + ’i )

tang N = cotg cp cos © , cotg n = sin N tang 0

(136)
tangC cosg == cotg (JV"+ ö)

tang * = tang 'C cos (p — q)
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Fig . 5-

Deklinationskreises zusammenfällt , und sind und t2 die Sternzeiten , zu denen die
Sterne ST und <S'2 nacheinander den Faden passieren , so ist t2— tt die beobachtete
oder scheinbare Rektaszensionsdifferenz von S2 und SI. Die scheinbare Deklinations¬
differenz der beiden Sterne erhält man , indem man den beweglichen Faden zur
Zeit tI auf SI und zur Zeit t2 auf S2 einstellt und die sich hierbei ergebenden
Schraubenablesungen voneinander subtrahiert . Es ist jetzt zu zeigen , in welcher
Weise man aus der beobachteten die von der Refraktion befreite oder wahre
Rektaszensions - und Deklinationsdifferenz finden kann ; dabei möge die wahre
Rektaszension und Deklination von St , bzw. S, mit dj , bzw. «2, d2 bezeichnet
werden .

In Fig . 5 sei Z das Zenit des Beobachtungsortes , und Sj' J ' ein Bogen des
Deklinationskreises , in dem die durch den festen Faden und den Mittelpunkt des

Objektivs gelegte Ebene die Himmelskugel schneidet ; Sj sei der schein¬
bare Ort des Sterns SI zur Zeit und 2'' der scheinbare Ort des
Sterns S2 zur Zeit t2. Man kann sich nun denken , daß zur Zeit ,
wo der Stern Sl durch S[ geht , ein anderer Stern (Xj mit X' zusammen¬
fällt . Um die wahren Örter dieses gedachten Sterns und des Sterns S1
zur Zeit t1 zu erhalten , hat man auf ZX ' und ZS [ die den scheinbaren
Zenitdistanzen Zl ' und ZS [ entsprechenden Refraktionen h ' X (Fig . 6),

bzw. S[S1 aufzutragen ; X und S1 sind dann die gesuchten Örter . Da der Stern X
durch denselben Punkt (I ') des Bogens Z ' S ' hindurchgehen soll , wie der Stern S2,

so muß die Deklination von X derjenigen des Sterns S2 gleich
F|g-6- sein. Da ferner die Zeit , zu der der Stern X den Punkt X'

passiert , gleich tz sein soll , während der Stern <S2 erst zur
Zeit durch X' hindurchgeht , so muß die Rektaszension des
Sterns X gleich a2— (t2— tt ) sein. In dem Augenblicke nun ,
wo die Sterne X und S, durch die Punkte X', bzw. S ! hindurch¬
gehen , ist der beobachtete Positionswinkel des nördlicheren der
beiden Sterne , bezogen auf den Mittelpunkt des die Sterne ver¬
bindenden Bogens gleich o. Um den dem beobachteten ent¬
sprechenden wahren Positionswinkel zu finden, hat man zu unter¬

scheiden , ob die Richtung des festen Fadens mit der Richtung des wahren oder mit
der des scheinbaren Deklinationskreises zusammenfällt (§ 86). Im ersten Falle hat
man die Gleichung (124) anzuwenden und darin <) als identisch mit •§(<$, + dj zu
betrachten , ferner p ' = o und auf der rechten Seite p = o zu setzen ; demnach ist
auch an Stelle von taug x sein aus (121) für p = o folgender Wert tang£ cos 7 ein¬
zuführen . Im zweiten Fall muß die Gleichung (125) benutzt und darin p \ = o sowie
auf der rechten Seite p — o gesetzt werden . Falls also der feste Faden in die
Richtung des wahren Deklinationskreises fällt , wird

(137) P = f fang L cos 7 — «' tangd ] tangg sin 7;

fällt dagegen der feste Faden in die Richtung des scheinbaren Deklinationskreises ,
so hat man

>38) p — /Gang 2£ sin 27
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Die wahre Distanz - SI = _7 findet man , indem man auf der rechten Seite der
Gleichung (134) J ' gleich der gemessenen Deklinationsdifferenz dl — d[ setzt , ferner
sin ^ = ((51— d,' ) sin 1" annimmt und an Stelle von sec2x seinen aus der Glei¬
chung (121) für p — o folgenden Wert 1 -j- tang 2C cos2q substituiert ; vernachlässigt
man dabei noch die kleinen von // und h abhängigen Glieder der Gleichung (134),
so erhält man

(139) J = ö'2 — ö'x + f {ö2 — d'j) sin i"ri + tang 2C cos2q]

Bedeutet jetzt P in Fig . 6 den Ort des Pols , so hat man PS 1= go° — <), ,
P - = goa —d2 und , da die Bektaszension des fingierten Sterns — gleich — (t2— )
ist , = a — « — (t2— t ). Setzt man dann PS ^ = v. , P2S . = 180° — n2,
Kr,+ r.)= r . + «.)= », - folg.

[«2— «, — (t2 — tj \ cosö = J Sinj>
d2— dr = 2/ cosj)

oder , wenn mit Rücksicht darauf , daß nach (137) und (138) p ein kleiner Winkel ist ,
sinjj ~ p sin 1" und cosju = 1 gesetzt wird ,

, , «2— «, = t — t + p z/ sin 1" sec ö
,,40) s. - j, = j

Jenachdem nun der feste Faden in die Richtung des wahren oder des schein¬
baren Deklinationskreises fällt , sind für p und z/ die in (137) und (139), oder die in
(138) und (139) gegebenen Werte zu substituieren ; in der Gleichung (137) darf dabei
noch a ' mit f vertauscht werden . Durch Substitution von (137) und (139) in die
Gleichungen (140) erhält man

r a2— u1= t2— -j- {ü.] — dl )f sin 1" [tang L cos 5 — tang d] tang L. sin q sec d
d2— dr = dl — d;+ (dl — dl) / ' sin i" [i -|- tang 2C cos2^1,

und durch Substitution von (138) und (139)

a o2— «, = L — tt -)- (dl — dl ) / ’sin 1" tang 2jl sin 2q secd
^ d2— d, — dl — dl-]- (dl — dl) / ’sin 1" ii + tang 2t cos2«;]

Bei den in der Praxis vorkommenden Fällen ist «2— «t wenig von / — / , und
d2— ö1 wenig von dl — dl verschieden . Mit Rücksicht hierauf kann man in den
Gleichungen (1401) und (1402) anstatt / ' den aus (134“) folgenden Näherungswert f0o
setzen ; bedient man sich dann noch der Abkürzung fa sin 1" = a” und führt die
Werte (136) von tang0 sing und tangC cosg ein , so erhält man für die gesuchte
wahre Rektaszensions - und Deklinationsdifferenz der beiden Sterne : 1. wenn die
Richtung des Stundenfadens mit derjenigen des wahren Deklinationskreises zu¬
sammenfällt ,

...... ^ 2 COtg7ZCOS(iY+ 2d)
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2. wenn die Richtung des Stundenfadens mit derjenigen des scheinbaren Dekli¬
nationskreises übereinstinunt,

„ , , , A, 2C0tg » COS(iV + (?)

4 { i - y , ,
1 2 am' {N + d)

Um die vorigen Gleichungen in eine einfachere Form zu bringen, setze man

(,4a> siî iW'+ fl = C
Es wird dann 1. wenn der Stundenfaden nach dem wahren Deklinationskreise
orientiert ist,

, , , D cotgn , , r , ...
« 2 — « ! — t .j — t l - \-- J- T— COS (iV - f- 2 f) )

(143 ) COS Ö '
8, - d\ = d' — d; + I)

2. wenn der Stundenfaden nach dem scheinbaren Deklinationskreise
orientiert ist,

, , , zD cotgn , . 7 , ...
/, _2\ Ci2 C(1 2̂ H-- T— cos (.A -f- 0)
( 143 ) cosd

d2 —dj = dj —d,' I)

Die Werte von log«" kann man der Tabelle 10 meiner Refraktionstafeln entnehmen;
den Wert von o erhält man mit Hilfe der Tabellen 1 und 2 der genannten Tafeln.

88. Bestimmung des Ausdehnungskoeffizienten der trockenen Luft . Be¬
zeichnet man mit Za die im Meridian beobachtete Zenitdistanz eines Sterns, ist ferner
lli die Refraktion und JZ 0 die Reduktion von ZQ anf ein fest gewähltes Äquinox,
so ergibt sich für die auf dieses Aquinox bezogene wahre Zenitdistanz
(144) : = z0+ m + jz 0

Nun folgt aus der Gleichung (74), S. 221, wenn wieder t — tQ, und
ü

log I + (0 — I) log ^ -1 = log(i44 ;l) log 3{0+ ta

gesetzt wird ,
9f = 9l'p

Substituiert man hier für o seinen aus (73) und (41 lj) folgenden Wert , so erhält man

liaa ") qt = ' J - 1 ~ 0 000 162
760 1 + 0.003 663 f0 ’

wo fj durch die Gleichung (413) bestimmt ist , und ta die Temperatur am Beohachtungs -
orte bedeutet . Der im Nenner stehende Koeffizient von ta ist der angenommene
Wert des Ausdehnungskoeffizienten der Luft ; wenn aber der wahre Wert dieses

Koeffizienten gleich 0.003663 | i ist , so ergibt sich für den genauen Betrag
der Refraktion , abgesehen von einigen zu vernachlässigenden Gliedern ,
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Der Faktor von i — 0.003 663 tQgibt die dem Ausdehnungskoeffizienten 0.003663

entsprechende Refraktion an ; wird diese mit R [0) bezeichnet , so folgt

9t = Jt(o) / 1 —0.003 663 j

Aus der letzten Gleichung in Verbindung mit (144) erhält man, wenn

(I45 a) Z0 + m + JZ 0 = Lo

gesetzt wird,
A(o) .

Q= Qc— 0.003 663 — K

Ebenso ergibt sich für eine zweite Beobachtung des Sterns

L = i , — 0 .003 663 it ,
3 J 100 11

wo 4 die beobachtete Temperatur , it *1) die mit Hilfe des Ausdehnungskoeffizienten
0.003663 berechnete Refraktion , und L', die in derselben Weise wie L'0 abgeleitete ,
auf das feste Aquinox bezogene wahre Zenitdistanz bedeutet . Nun ist

Rio) = l (£ (°) + RM) + l (̂ (o) _ RM)
RM == | (R(o)+ RU)) _ l [R (o) _ RU))

Setzt man jetzt { (R(o)+ R M) = R und subtrahiert die beiden Gleichungen für c , so
erhält man mit Vernachlässigung der von i ?(°>— iü*1) abhängigen Glieder

( 146 ) r , — l 0 = 0 .003 663 (4 — 4 ) i

Hierbei ist nun noch auf die Veränderlichkeit der Polköhe Rücksicht zu nehmen .
Es sei P (Fig . 7) der Punkt , in dem die Drehungsachse der Erde die Sphäre trifft .
Sieht man von der Präzession und Nutation ab , denkt man sich
also die beobachteten Zenitdistanzen auf dasselbe Aquinox redu - 7-
ziert , so kann die Richtung der Drehungsachse im Raum als un¬
veränderlich bezeichnet werden ; somit ändert auch P seine Lage
nicht . Aber der Erdkörper selbst vollführt kleine Schwankungen
um eine mittlere Lage , und infolge dessen ändert der Punkt , in
dem die Richtung der Vertikalen die Sphäre trifft , seinen Ort . Es sei Z der Ort des
Zenits zur Zeit T, und z der Ort des Zenits zur Zeit t , ferner sei 0 der Ort eines
nördlich vom Zenit kulminierenden Sterns an der Sphäre ; die Meridianzenitdistanz
des Sterns , bezogen auf die der Zeit T . bzw. der Zeit t entsprechende Lage des
Zenits , ist dann ZO — Q, bzw. zO — fr. Da nun , wenn cp und <D die Werte der
Polhöhe zu den Zeiten t und T bedeuten , Zz — Pz — PZ — — [cp— (D) ist , so er¬
hält man für die Reduktion der zur Zeit t beobachteten Zenitdistanz eines nördlich
vom Zenit kulminierenden Sterns auf die Epoche T den Wert + [cp— <i>). Für
einen südlich vom Zenit kulminierenden Stern 0 ' ist diese Reduktion gleich
— [<p — ©); rechnet man aber südliche Zenitdistanzen negativ , so wird die
Reduktion für nördliche und südliche Zenitdistanzen gleich cp— (I>.
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Die Werte von </; — </> ergeben sich aus den Beobachtungen der internationalen
Breitenstationen . Wie nämlich die Diskussion der an diesen Stationen ausgeführten
Bestimmungen der geographischen Breite gezeigt hat , läßt sich

<p — (1>= x cos / + ?/ sin /. -(- z

setzen , wo / die auf einen fest gewählten Meridian der Erde bezogene Länge des
Beobachtungsortes bedeutet , und x , y und v Funktionen der Zeit sind . Versteht
man unter /. die auf den Meridian von Greenwich bezogene westliche Länge des
Beobachtungsortes , so lassen sich die Werte von x, y und x unmittelbar den Publi¬
kationen des Zentralbureaus der internationalen Erdmessung entnehmen . Im fol¬
genden wird angenommen , daß die beobachteten Zenitdistanzen bereits wegen der
Vei’änderlichkeit der Polhöhe korrigiert seien .

Um nun den in (146) vorkommenden Koeffizienten i zu bestimmen , beobachte
man eine größere Zahl von Sternen , welche in einem Zenitabstand von o° bis höch¬
stens 8o° den Meridian passieren , bei möglichst hohen und tiefen Temperaturen .
Wird dann aus den in den Temperaturextremen erhaltenen Meridianzenitdistanzen
jedes Sterns je ein Mittelwert gebildet , und werden diese Mittelwerte sowie auch die
entsprechenden Mittelwerte ta, tz und R in (146) substituiert , so sind damit die Be¬
dingungsgleichungen für i gefunden ; selbstverständlich wird man bei Zirkumpolar -
sternen die in der oberen und unteren Kulmination angestellten Beobachtungen ge¬
sondert betrachten . Bezeichnet man mit m die Anzahl der bei hohen und mit n die
Anzahl der bei tiefen Temperaturen beobachteten , in je einen Mittelwert zusammen¬
gefaßten Zenitdistanzen desselben Sterns , ist ferner t der mittlere Fehler einer Einzel¬

beobachtung , so ist der mittlere Fehler einer Differenz L' —- L' gleich a 1/ 1 -|-- -' m 11
Dieser Fehler ist für jede Differenz c, — 1'0 zu bestimmen ; legt man dann einer
Differenz mit dem willkürlich gewählten mittleren Fehler c0 das Gewicht 1 bei , so

62 / VYllX \
erhält man für die Gewichte » der Gleichungen 146) den Ausdruck ° | - ) ■

z \m -\- n ]
Nachdem man das Gewicht jeder Bedingungsgleichung gefunden und die Glei¬

chungen nach der Zenitdistanz geordnet hat , lassen sich die den Zenitdistanzen von
o° bis io° , io° bis 20°, usw. zugehörigen Bedingungsgleichungen in je ein Mittel
zusammenfassen ; diese Mittel kaün man dann zur Bestimmung von i benutzen . Zur
Erläuterung mögen die in der dritten , bzw. sechsten Kolumne der folgenden Tafel an¬
geführten Werte von — 'Ca dienen , welche sich aus den von Dr . Großmann an dem
Meridiankreise der von A'm// berschen Sternwarte angestellten Beobachtungen ergehen
haben ; bei der für die Reduktion dieser Beobachtungen erforderlichen 'Refraktions¬
rechnung war für den Ausdehnungskoeffizienten der Luft der Wert 0.003663 angenommen
worden . Die zweite , bzw. fünfte Kolumne enthält die Mittelwerte tz — die vierte ,
bzw. siebente Kolumne gibt die Gewichte an , welche den Lx— 'C0 beizulegen sind ,
wenn man ± o'.' io als mittleren Fehler der Gewichtseinheit wählt . Die mit »Früh¬
jahr « überschriebene Gruppe entspricht im wesentlichen denjenigen Beobachtungen ,
welche in die Zeit vom Februar bis Mai fallen ; die Herbstgruppe bezieht sich vor¬
wiegend auf die von August bis Dezember angestellten Beobachtungen . Die erste
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Gruppe entspricht also der Periode, in der die Temperatur zunimmt, die zweite ent¬
spricht der Periode , in der die Temperatur abnimmt; mit ist stets die höhere
Temperatur bezeichnet.

Zenitdistanz h - to

Frühjahr
ti — 7o Gewicht fi — to

Herbst
>»I - ¥>0 Gewicht

10° bis 20° io ?4
n

— 0 . 22 i -3 11 ‘.’s — o '.'oi 2 .8

20 » 30 11 -3 — O.OQ 4 .0 10 . 1 — 0 .01 1.0

30 » 40 TO . 8 — O. I7 2 .8

40 V c-nO 10 . 6 — 0 . 17 2 .0 11 . 1 — 0 . 09 0 .8

50 » ÖO 11 .0 — 0 . 26 0 .7 n -5 + 0 . 12 i -3

60 * 70 11 -3 + O.O5 0 .7 11 . 9 + 0 .08 0 .4

70 O00 11 . 2 — 0 . 15 o -5 10 . 7 — 0.15 0 .3

e man sieht, unterscheiden sich die Werte tt - ta jeder Gruppe nur
voneinander . Wenn also i einen von o merklich verschiedenen Wert hätte , so müßte ,
der Gleichung (146) zufolge, 'Ct — L'0 mit der Zenitdistanz wachsen , weil ja R mit der
Zenitdistanz wächst ; dies ist aber nicht der Fall , vielmehr scheinen die Werte von
L\ — L'0 für die Frühjahrs - und Herbstgruppe konstant zu sein. Die Großmannschen
Beobachtungen gehen also keinen Anlaß , für den Ausdehnungskoeffizienten der Luft
einen von 0.003 663 verschiedenen Wert anzunehmen .

Der genannte Koeffizient ist von den hierunter erwähnten Physikern nach drei
verschiedenen Methoden bestimmt worden , und zwar hat sich ergeben

Regnault 0.003671 konstanter Druck Recknagel 0.003 668 1 konstantes
Magnus 0.003 6681 konstantes Jolly 0.003 669 J Volumen

Regnault 0.003 667 i Volumen Regnault 0.003 663 j Druck U’VüLy veränderlich

Für den Ausdehnungskoeffizienten der Luft nimmt man hiernach an Stelle von 0.003 663

wohl besser den Wert 0.003668 an und setzt demgemäß 0.003663 — = + 0.000005 ;100

tut man dieses , so findet man aus (146), daß selbst für /, — = + 20° und die
Zenitdistanz 800 die Differenz L', — L'0 nicht größer als o'.'o3 wird. Eine Verbesserung
des auf physikalischem Wege gewonnenen und jedenfalls nur um wenige Einheiten
der 6ten Dezimale unsicheren Wertes des Ausdehnungskoeffizienten der Luft mit Hilfe
von astronomischen Beobachtungen ist also nicht zu erwarten ; dennoch wird man
bei einer gegebenen Beobachtungsreihe stets untersuchen müssen , ob dieselbe einen
von 0.003 668 wesentlich verschiedenen Wert des Ausdehnungskoeffizienten der Luft
verlangt . Falls letzteres der Fall ist , so deutet dieses auf das Vorhandensein syste¬
matischer Fehler hin , sei es, daß diese in einer mangelhaften Aufstellung des Thermo¬
meters oder in einer ungenügenden Ventilation des Beobachtungsraumes oder in anderen
Dingen ihren Grund haben .

89. Bestimmung der Kefraktionskonstante , der mittleren Polhöhe und
der Deklinationen . Zur Bestimmung der Refraktionskonstante und der mittleren
Polhöhe beobachtet man eine Reihe von Sternen in oberer und unterer Kulmination .
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In Fig . 7 (S. 247) seien 0 und U die wahren Öfter eines Sterns zur Zeit seiner
oberen , bzw. unteren Kulmination ; es ist dann ZO ZU = 2ZP also, wenn ZO — 'C0,
ZU — t u gesetzt und für ZP sein Wert go° — cp substituiert wird (wo ip die Pol -
böhe des Beobachtungsortes bedeutet ), t 0+ ^ = 18o° — 2 cp. Bezeichnet man also die
beobachteten Zenitdistanzen mit z„, bzw. zu und die berechneten zugehörigen Refrak¬

tionen mit r „, bzw. r „, ist ferner o0 der angenommene und ffo 11 + = a0(1+ n)
der wahre Wert der Refraktionskonstante , so wird mit Vernachlässigung sehr kleiner
Glieder

(147) 180° — 2tp — [xu -(- r „) + (xu+ /•„) -(- (r „ -f- r „)n

Man betrachte jetzt einen Stern , dessen obere Kulmination südlich vom Zenit
stattfindet , der also beispielsweise in den Punkten 0 ' und TT den Meridian passiert .
In diesem Falle ist ZU ' — ZO ' — ZP -\ - PU ' — [PO ' — ZP ) = 2ZP oder , wenn die
wahren Zenitdistanzen ZU ' und ZO ’ mit t 'u, bzw. t '„ bezeichnet werden , t 'u — t '„ =
1800 — 2r/>. Hieraus folgt , wenn z'„ und z'0 die beobachteten Zenitdistanzen , und
r 'u und r'„ die berechneten Refraktionen bedeuten ,

i8o° — 2>p = [z'u -|- r'„) — [z'0 -f- Z0) (r'„. — '/ 0)n

Aus der Vergleichung dieser Formel mit der für den ersten Stern erhaltenen
Gleichung (147) ergibt sich, daß letztere allgemein gültig ist , wenn man südliche Zenit¬
distanzen und die ihnen entsprechenden Refraktionen negativ rechnet ; das soll nun
im folgenden geschehen . Dem vorigen Paragraphen zufolge ist dann für alle an
einem Abende beobachteten Zenitdistanzen die von der Veränderlichkeit der Polhöhe
abhängende Korrektion dieselbe und gleich der a. a. 0 . mit cp — <l> bezeichneten
Größe . Ferner folgt noch aus der über das Vorzeichen südlicher Zenitdistanzen ge¬
troffenen Bestimmung , daß die Reduktion der in der oberen Kulmination beobachteten
Zenitdistanzen auf ein festes Aquinox der Größe und dem Vorzeichen nach gleich
der entsprechenden Reduktion der Deklinationen ist ; für die in der unteren Kul¬
mination erhaltenen Zenitdistanzen dagegen ist das Vorzeichen der Reduktion dem¬
jenigen der Reduktion der Deklinationen entgegengesetzt .

Es werde jetzt angenommen , daß man die aus den Beobachtungen abgeleiteten
wahren Zenitdistanzen wegen der Veränderlichkeit der Polhöhe korrigiert und auf
ein festes Aquinox bezogen habe ; für jeden Stern bilde man dann das Mittel aus
den der oberen und ebenfalls aus den der unteren Kulmination entsprechenden Zenit¬
distanzen und substituiere diese Mittelwerte an Stelle von z0-j- r0, bzw. zu -j- ru in
die Gleichung (147). Da vorausgesetzt wird , daß die Zenitdistanzen wegen der Ver¬
änderlichkeit der Polhöhe korrigiert sind , so bedeutet das in (147) enthaltene cp die
mittlere Polhöhe ; bezeichnet man nun mit </ 0 einen angenommenen und mit <pa-f- J <p
den wahren Wert von r/>, so folgt aus (147)

2 / '/ t - ioon — 180 ° — 2 ,jo - \{x „ + r u) + [z 0 + r 0)
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Zu dieser Gleichung ist noch eme Bemerkung zu machen . Der Gleichung
zufolge hat man , wenn die Temperatur am Beohachtungsort mit t bezeichnet wird,
und 9t die Refraktion bedeutet ,

/j 1 — 0 .000162 f

760 1 + 0 .003663 ^

a , m , ß l — 0 . 000 lb2t
:h = 9v — — - ,-- — — - - ( 1 — 0 .003 663z / f

760 i + 0 .003 663 t v

Zur Bestimmung der Temperatur verwendet man nun gewöhnlich Quecksilberthermo¬
meter , die teils außerhalb des Beobachtungssaales in der Nähe des Spaltes , teils im
Saale selbst angebracht sind . Im allgemeinen ist die im Saale beobachtete Temperatur
höher wie die am äußeren Thermometer abgelesene . So z. B . fand Nyrön , daß für
den Meridiansaal der Pulkowaer Sternwarte die Differenz : Saalthermometer — äußeres
Thermometer den mittleren Wert + o?g habe ; für München erhielt Bausehinge )' als
mittleren Wert der Differenz : in der Nacht + i?3, am Nachmittage + i?o (Winter ),
bzw. + o?4 (Sommer) und am Vormittage + i?3 (Winter ) , bzw. — o?4 (Sommer).
Es tritt demnach die Erage auf , wie man die in dem Ausdruck (149) mit t bezeichnete
Temperatur anzunehmen habe . Man wähle als Näherungswert von t die Angabe des
äußeren Thermometers und bezeichne den wahren Wert von t mit l + Jt . Da dt
auf jeden Pall klein ist , und selbst eine Änderung von t um i° einen nur unmerk¬
lichen Einfluß auf 9i ' hat , so ergibt sich für den wahren Wert der Refraktion

^ sp, ß 1— o.ooo 162f
, l 760 1 + 0.003 663 (f + Äf )

oder hinreichend genau

Setzt man jetzt
, , ß 1 — 0.000162 f ,
150 91' - k ---------- - , = 91<e>,760 I + 0.003 663 1

wo 91(°) die unter Benutzung der Ablesung des äußeren Thermometers berechnete
Refraktion bedeutet , so wird

SRI»)
(151) 91 = 91(o) — 0.3663 dt100

Das zweite Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung kann als Saalrefraktion
bezeichnet werden .

Die an eine Ablesung des äußeren Thermometers anzubringende Korrektion d t
bängt von dem Werte ab , den die Differenz : inneres — äußeres Thermometer zur
Zeit der Beobachtung hat ; bezeichnet man diese Differenz mit U. und bedeutet c
eine positive Konstante , so wird man nach dem Vorgänge Nyröm dt — cU annehmen
können . Dies ist aber noch nicht der vollständige Ausdruck für dt . Die Queck¬
silberthermometer werden nämlich durch die dunkle Wärmestrahlung ihrer Umgebung
beeinflußt und geben somit im allgemeinen nicht die wahre Lufttemperatur an.
Demnach erfordern die Ablesungen dieser Thermometer gewisse Korrektionen , und
zwar werden letztere für die im Saale befindlichen Thermometer meistens andere Werte
annehmen wie für die äußeren . Um diese Korrektionen zu bestimmen , kann man
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die Angaben der Quecksilberthermometer mit denen eines Aspirationsthermometers
vergleichen , welch letztere als unabhängig von dem Einfluß der Wärmestrahlung der
Umgebung betrachtet werden dürfen . Ist aber eine derartige Vergleichung unter¬
lassen worden , so müssen die an die Ablesungen der Quecksilberthermometer anzu¬
bringenden Korrektionen als Unbekannte eingeführt werden . Nimmt man diese
Korrektionen als konstant an , und bezeichnet man die Korrektion des äußeren Thermo¬
meters mit k und die des inneren mit so ist für Jt der Ausdruck /c-f- e(f7+ z — />')
anzuwenden ; man erhält also, wenn k -\- c[-A— k) — C gesetzt wird ,

(132J '̂J t = C -}- c U,

wo nun C und c zwei Konstanten darstellen .
Werden jetzt die der Zeit der oberen , bzw. der unteren Kulmination ent¬

sprechenden Werte von U durch die Indizes o und u voneinander unterschieden ,

so hat man in der Gleichung (148) r „ durch r u — 0.3663 — und r ,, durch

r„ — 0.3663 ——(6' + c U,) zu ersetzen ; mit Vernachlässigung der Produkte aus (7,

bzw. c und n ergibt sich demnach

(US ) 2jl p + - —f - (loon ~ ° -3663 C) - 0.3663 c =

— l 80 ° - 2 l/ o - \ [X; i + >'u) + G « + 1'u)_

Jeder Zirkumpolarstern liefert eine solche Gleichung . Um die Gewichte der
verschiedenen Gleichungen berechnen zu können , leitet man zunächst mit Hilfe der
Abweichungen der für die Zenitdistanz jedes Sterns erhaltenen Einzelwerte von ihrem
Mittel den mittleren Fehler einer Beobachtung ab . Ordnet man die für diesen Fehler
sich ergebenden Werte nach der Zenitdistanz , so findet man stets , daß dieselben mit
der Zenitdistanz zunehmen . Um das Gesetz der Zunahme durch eine Formel aus¬
drück en zu können , vereinigt man die den einzelnen Sternen entsprechenden Werte
des mittleren Fehlers einer Beobachtung in eine Anzahl von Mittelwerten und
berechnet auch die diesen Mittelwerten entsprechenden mittleren Zenitdistanzen . Be¬
deutet dann s den der Zenitdistanz z entsprechenden mittleren Fehler einer Be¬
obachtung , so lassen sich im allgemeinen zwei Konstanten a und b so bestimmen , daß

e2= a 2+ b2tangUr

ist . Der Wert von s wird bedingt durch die Unsicherheit der Beobachtungen und
durch die Unsicherheit der berechneten Refraktion . Um jetzt den mittleren Fehler
einer Zenitdistanz zu erhalten , ist auch noch die Unsicherheit der von dem Be¬
obachter angewandten Korrektionen der Teilstriche des Kreises in Rechnung zu
ziehen ; wird der mittlere Fehler einer Strichkorrektion mit e bezeichnet , so ergibt
sich für den mittleren Fehler (e) einer Zenitdistanz

e — ± Va2+ b2tangW + c' 2

Wenn nun die in die Gleichung (153) zu substituierenden Zenitdistanzen x„ -j- r ,, ,
bzw. z0 r0Mittelwerte aus />, bzw. q Einzelwerten darstellen , und wenn die mittleren



Refraktion 253

Fehler dieser Mittelwerte mit e„, bzw. e,0 bezeichnet werden , so ist e„ = e : Vp, und
e0 = e \ Vq\ der mittlere Fehler der Glleichung (153) ist dann gleich rfc Vef, + ef,-
Legt man jetzt einer (xleichung , deren mittlerer Fehler gleich ± 1" ist , das Gewicht 1
bei , so wird das einer Gleichung mit dem mittleren Fehler =b Vel -f- ef, entsprechende

Gewiclit gleich • Jede Gleichung (153) ist also mit dem ihr zugehörigen Wert

von — zu multiplizieren ; hierauf lassen sich die wahrscheinlichsten Werte von
Ve*+ e„2

Jcp , 100n — 0.3663 G und c bestimmen . Bezeichnet man den für mon — 0.3663 C

gefundenen Wert mit y, so wird n — + 0,003 663 G, und somit ergibt sich für

den wahrscheinlichsten Wert der Refraktionskonstante a0| i + ^ -j- 0.003 ^63 C'j .
Die Refraktionskonstante erscheint also als Funktion von C ausgedrückt ; der Wert
von C läßt sich aus den beobachteten Zenitdistanzen nicht ableiten .

Nachdem man die Werte von z/ <[ , roon — 0.3663 (7 und c gefunden hat , kann
man die Deklinationen der Sterne ableiten , und zwar auch derjenigen , welche nur in
einer Kulmination beobachtet wurden . Zu diesem Zwecke berechne man mit Hilfe
der angenommenen Refraktionskonstante und unter Benutzung der durch das äußere
Thermometer angegebenen Temperatur die Refraktionen r0, bzw. rn und bringe diese
an die beobachteten Zenitdistanzen an , dabei sind aber südliche Zenitdistanzen und
die entsprechenden Refraktionswerte negativ zu nehmen . Zu den so erhaltenen wahren
Zenitdistanzen füge man die Reduktion <p — <U auf die mittlere Polhöhe und die
Reduktion auf ein fest gewähltes mittleres Aquinox hinzu . Werden die sich dann
ergebenden Zenitdistanzen mit C0, bzw. bezeichnet , so hat man noch zu bilden

L'„ = 'C0 H— - lioon — 0.3663 C) — 0.3663 - cUo100 ' J J 100
( ‘ 54 ) r

<~u — + JQQ (ioon — 0.3663 C) — 0.3663 ~ cü „

Setzt man jetzt J - j (p = <p , so ist den Gleichungen §16 , (1) und (2) zufolge,
wenn ö die Deklination bedeutet ,

d = <p + '- '0 , ö — 180 0 — ip — C
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Kapitel XIV .

Bestimmung der Schiefe der Ekliptik und der Rektaszensionen der Sonne
und der Fixsterne.

90. Näherungswerte. Die Bestimmung der Schiefe der Ekliptik und der
Rektaszensionen der Sonne und der Fixsterne erfolgt in der Weise , daß man sich
zunächst Näherungswerte der gesuchten Größen verschafft und diese sukzessive ver¬
bessert . Solche Näherungswerte kann man gegenwärtig den Jahrbüchern entnehmen ,
indessen soll vorläufig von den Jahrbüchern abgesehen und gezeigt werden , wie man
mit Hilfe der Beobachtungen zu Näherungswerten gelangen kann . Um das dabei
zur Anwendung kommende Prinzip in möglichst einfacher Weise erläutern zu können ,
denke man sich , daß es gelungen sei , ein ganzes Jahr hindurch täglich die Sonne
im Meridian zu beobachten und ihre Zenitdistanz zu messen ; leitet man dann aus
diesen Zenitdistanzen in Verbindung mit der Polhöhe die Deklination der Sonne
von Tag zu Tag ah , so gibt das Mittel aus dem nördlichsten und südlichsten Wert
der Deklination (letzteren absolut genommen) einen Näherungswert für die Schiefe
der Ekliptik an .

Die Schiefe der Ekliptik werde mit t bezeichnet , ferner sei D die an irgend
einem Tage beobachtete Deklination und A die zu bestimmende Rektaszension der
Sonne . Vernachlässigt man nun die Sonnenbreite , so ergibt sich aus dem recht¬
winkligen sphärischen Dreiecke , welches von dem Frühlingspunkte , dem Orte der
Sonne in der Ekliptik und dem Durchschnittspunkte des Deklinationskreises der
Sonne mit dem Äquator gebildet wird ,

(i ) sinA = tang 1) cotge

Mit Hilfe dieser Gleichung läßt sich A berechnen . Um die Genauigkeit einer
Bestimmung von A beurteilen zu können , differenziere man die vorige Gleichung .
Wird die Differentiation logarithmisch ausgeführt , so erhält man

U ) iA = ^ AdD ~ 2^ SA , Usin 2D sm 2e

Um die Zeit des Äquinoktiums herum ist nun D sehr klein , und A nahe gleich
o° oder 180° ; tang /I unterscheidet sich also nur wenig von o , und ein Fehler in
dem angenommenen Werte von e hat somit einen äußerst geringen Einfluß auf A.
Bei sehr kleinen Werten von tang A darf man ferner tang A = sin A setzen ; da aber
sinA = tangD cotge ist , so folgt , daß der Koeffizient von dD , für I) = o . gleich
cotg £ = 2.3 wird . Dies ist der kleinste Wert , den der genannte Koeffizient an¬
nehmen kann . Aus dem Gesagten folgt , daß die Rektaszension der Sonne sich am
genauesten aus den in der Nähe des Frühjahrs - oder Herbstäquinoktiums bestimmten
Deklinationen ableiten läßt .

Man nehme jetzt an , daß man im Frühjahr oder im Herbst außer der Zenit¬
distanz der Sonne auch die Zeiten beobachtet habe , zu denen die Sonne und ein
vom Äquator nicht weit entfernter heller Fixstern den Meridian passieren . Wenn
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dann die Uhr so reguliert war , daß zwischen zwei oberen oder unteren Kulminationen
eines Sterns 24 Stunden vergehen , so ist die Differenz der beobachteten Durchgangs¬
zeiten von Sonne und Stern gleich der Rektaszensionsdifferenz , der Sonne und des
Sterns ; da nun die Rektaszension der Sonne bereits bekannt ist , so darf jetzt auch
die Rektaszension des Sterns als bekannt betrachtet werden . Yorzuziehen ist es,
gleich zwei um beiläufig 12 11 voneinander entfernte Sterne , wie z. B . « Canis minoris
(a = 71 35m, d = -f- 5° 27') uncl a Aquilae (a — iq ^ qö™, d == 4- 8°38 ') sowohl im
Frühjahr als im Herbst an die Sonne anzuschließen ; beobachtet man dann noch die
Rektaszensionsdifferenzen zwischen diesen und einer Reihe eingeschalteter , dem
Äquator naher Sterne , so werden auch deren Rektaszensionen bekannt . Nachdem man
so die Rektaszensionen einer Anzahl von Sternen gefunden hat , kann man aus den
Durchgangsheobachtungen eines oder mehrerer von ihnen und der Sonne die Rektas¬
zension dieser letzteren auch an den zwischen den Äquinoktialzeiten gelegenen Tagen
finden . Die durch Beobachtung erhaltenen Rektaszensionen und Deklinationen der
Sonne ermöglichen es aber , die Elemente der Erdbahn abzuleiten , und mit Hilfe
dieser läßt sich eine Ephemeride berechnen , aus der man für jede Zeit den Ort der
Sonne entnehmen kann .

91 . Bestimmung der Schiefe der Ekliptik . Mit Benutzung der jetzt als ge¬
geben vorausgesetzten Sonnenephemeride soll zunächst die Schiefe der Ekliptik ge¬
nauer bestimmt werden . Es sei *) 7 .1 der Äquator und 7 U die Ekliptik , P und JT
seien die Pole des Äquators , bzw. der Ekliptik , ferner sei S ' der Ort der Sonne
und S der Punkt , in dem der Deklinationskreis der Sonne die Ekliptik schneidet .
Legt man durch S ' den Breitenkreis II M, wo M den Durchschnittspunkt des Breiten¬
kreises mit der Ekliptik bedeutet , und bezeichnet man die Breite der Sonne mit ß ,
ihre Deklination mit D ' und die Deklination von S mit T), so gibt das rechtwinklige
Dreieck SS 'M, wenn der Winkel hei S gleich 90° — <r gesetzt wird,

Nun folgt aus dem Dreieck HSP , worin der Winkel bei S gleich 07 ferner
PS = go° — D , HP — e und IIS = go° ist , cose = cosD cos u; substituiert man
den hieraus sich ergebenden Wert von cos <> in die vorige Gleichung und vertauscht
dabei cos D mit cos I)' , so erhält man

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man aus der Deklination der Sonne diejenige
des Punktes S berechnen . Die Rektaszension des Punktes S oder der Bogen 7 N ,
wo N den Durchschnittspunkt des Deklinationskreises der Sonne mit dem Äquator
bedeutet , ist gleich der Rektaszension der Sonne ; wird diese wieder mit A bezeichnet ,
so erhält man aus dem Dreieck 7 SN

IV - I) cos o

(4)

*) Die Zeichnung der Figur bleibe dem Leser überlassen .
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Hat man also durch Beobachtung den Wert von I ) ' gefunden und hieraus den
Wert von I) abgeleitet , so kann man mit Anwendung der aus der Ephemeride ent¬
nommenen Rektaszension der Sonne die Schiefe der Ekliptik bestimmen . Hierbei
ist folgendes zu beachten . Da die Ephemeride die geozentrische Rektaszension der
Sonne angibt , so ist auch für D sein geozentrischer Wert anzuwenden . Es möge
nun die beobachtete Zenitdistanz der Sonne mit z , die zugehörige Refraktion mit A’,
die mittlere Polhöhe des Beobachtungsortes mit <I> und seine Entfernung vom Mittel¬
punkte der Erde , ausgedrückt in Teilen des Äquatorealhalbmessers der Erde , mit
oj bezeichnet werden ; ferner bedeute 7t die mittlere Äquatoreal -Horizontalparallaxe

der Sonne , r den Radiusvektor der Sonne , ausgedrückt in Teilen der halben großen
Achse der Erdbahn , und rp — (D die Differenz zwischen der instantanen (rp) und der
mittleren Polhöhe . Wenn dann z und E für südliche Zenitdistanzen negativ
gerechnet werden , und man auf die erste der Gleichungen (12“) des §68 Rücksicht
nimmt , so erhält man für die geozentrische Deklination der Sonne den Ausdruck

(5) D ' = x ß + (I>+ [rp — <D) — ^j7r sin£

Durch Substitution dieses Ausdrucks in die Gleichung (3) ergibt sich die ge¬
suchte geozentrische Deklination D des Punktes S . Nun bezieht sich z , also auch
der aus (5), bzw . (3) folgende Wert von D ', bzw . D , auf den durch die Aberration
beeinflußten , oder scheinbaren Ort der Sonne ; demnach hat man in der Glei¬
chung (4) auch die scheinbare Rektaszension der Sonne anzuwenden . Der dann
aus (4) sich ergebende Wert von e stellt die wahre Schiefe der Ekliptik zur Zeit
der Beobachtung dar *). Um die mittlere Schiefe der Ekliptik zurZeit der Beobach¬
tung , die mit e , bezeichnet werden möge , zu erhalten , hat man an e die in der
Gleichung (93 ) des §29 gegebenen Nutationsglieder , ' mit umgekehrtem Vorzeichen
genommen , anzuhringen ; es wird also , wenn jetzt die seit 1850 .0 bis zur Epoche
der Beobachtung verflossene und in Jahrhunderten ausgedrückte Zeit mit % be¬
zeichnet wird ,

(A ) [e] = g — (q'.'zio -f - o'.'ooi )E) cos Q — o'.'552 cos 2 A J ----

Ist ferner t die Epoche der Beobachtung , und bedeutet e0 die für eine fest ge¬
wählte Epoche tQ gültige mittlere Schiefe der Ekliptik , so hat man nach den auf
S . 100 gegebenen Formeln

(B ) ,:„ _ ;«; + [ , 6"837 + o"oi8 <- ---- ] - ^ " +

+ ! o"oo9 - oJooj " i 85 °l (* ' ) .L 100 J \ 100 /

Es muß jetzt untersucht werden , welchen Einfluß etwaige Fehler der für die
Gleichung (4) benutzten Werte von I ) und A auf g haben . Aus der durch logarith -
mische Differentiation der mit (4) identischen Gleichung (1) gefundenen Beziehung (2)
ergibt sich
, , sin 2g 3„ 1 sin 2g , .
6) de — - .- ^ dB ---- -- dA

sm 2D 2 tang A

*) Die wahre Schiefe der Ekliptik wird häufig als scheinbare bezeichnet .
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Da man die aus der Epliemeride entnommene Breite der Sonne als hinlänglich sicher
bestimmt ansehen darf , so folgt aus (3), daß man dl ) — dl ) ' setzen kann . Nun
wurde T) ' mittels der Gleichung (5) erhalten . Die hierin vorkommende Differenz
<p — <I> läßt sich mit großer Genauigkeit aus den Beobachtungen der internationalen
Breitestationen ahleiten und kann als fehlerfrei betrachtet werden ; letzteres gilt auch
von dem gegenwärtig für n angenommenen Werte . Da die kleine Unsicherheit in
[q] und r ebenfalls ohne Einfluß ist , so kann ein Fehler in D nur von einem Fehler
in der beobachteten Zenitdistanz , bzw. in den für die Refraktion oder die mittlere
Polhöhe benutzten Werten herrühren . Man kann also dD — dx dR -\- dO setzen
und erhält dann an Stelle der Gleichung (6)
/ 1 , sin 26 , , , , , , , , , . 1 sin 26 , ,
(7) ds •— — j \dx —f—dR d <I>) -- —---- 7 d /!sm 2J) 2 tangyt

Der Koeffizient von dz + dR -j- d,Ü> ist seinem absoluten Betrage nach am
kleinsten zur Zeit der Solstitien , und zwar ist er zur Zeit des Sommersolstitiums
gleich + 1 und zur Zeit des Wintersolstitiums gleich — 1; das Mittel aus zwei einem
Winter - und Sommersolstitium entsprechenden und auf dieselbe Epoche bezogenen
Werten der mittleren Schiefe der Ekliptik ist demnach frei von einem konstanten
Fehler der beobachteten Zenitdistanzen , sowie auch von einem Fehler der angenommenen
mittleren Polhöhe . Etwas anders verhält es sich mit dem Einfluß eines Fehlers in
der Refraktion . Ist nämlich der für die Refraktionskonstante oder der für den Aus¬
dehnungskoeffizienten der Luft angenommene Wert fehlerhaft , so hat dR bei hohen
Temperaturen einen anderen Wert als bei niederen ; nimmt man also das Mittel aus
zwei zu den Zeiten des Winter - und Sommersolstitiums erhaltenen Werten von f0,
so wird der Fehler in der Refraktion nicht vollständig , sondern nur teilweise eliminiert .

Ein Fehler in der angenommenen Rektaszension der Sonne hat an und für sich
schon wenig Einfluß auf die in der Nähe der Solstitien bestimmten Werte von f.; ver¬
bindet man speziell noch solche Beobachtungen , für welche taug A entgegengesetzt
gleiche Werte hat , so ist das Mittel der aus ihnen abgeleiteten Werte der Schiefe
der Ekliptik von einem konstanten Fehler in A ganz befreit .

92. Bestimmung der Rektaszensionen der Sonne und der Fixsterne . Hat
man im Mittel aus einer großen Zahl von Einzelwerten einen genauen Wert der für
eine fest gewählte Epoche gültigen mittleren Schiefe der Ekliptik gefunden , so lassen
sich auch die Rektaszensionen der Sonne und der Fixsterne genauer bestimmen .
Um die Rektaszension der Sonne zu erhalten , leite man aus der beobachteten Zenit¬
distanz der Sonne , mittels der Gleichungen (5) und (3), den Wert von D ab und
wende dann die Gleichung an
(8) sin / 1 = tang /1 cotge
Hierbei ist für e sein aus den Gleichungen (A) und (B) des vorigen Paragraphen
folgender Wert zu substituieren

r 4 — 1850 If — 4
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Es sei jetzt gleichzeitig mit der Zenitdistanz der Sonne ihre Durchgangszeit 0
durch den Meridian , und ferner vor- oder nachher die Durchgangszeit 5 eines Sterns
beobachtet worden ; tvenn dann «' die Eektaszension des Sterns bedeutet , so ergibt sich

(io ) «' = A -)- (.'> — 0 )

Nun enthält der in (8) benutzte Winkel I ) die Aberration der Sonne in Deklination ,
folglich gibt der mit Hilfe der Gleichung (8) berechnete Winkel A die scheinbare
Rektaszension der Sonne an ; da aber die beobachtete Durchgangszeit 0 ebenfalls
die Aberration enthält , so ist A — 0 von der Aberration befreit . Berücksichtigt
man jetzt noch , daß die scheinbare Durchgangszeit des Sterns angibt , so sieht
man , daß der aus (io ) folgende Wert von a ' die scheinbare Rektaszension des
Sterns darstellt . In welcher Weise man aus «' die auf das mittlere Aquinox und die
Epoche des Jahresanfangs bezogene Rektaszension erhält , geht aus den in Kapitel XI
gemachten Ausführungen hervor .

Bei der Anwendung der Gleichung (io ) sind noch einige Punkte zu berück¬
sichtigen . Zunächst ist es notwendig , die Differenz d — 0 - wegen des Ganges der
Uhr zu korrigieren . Zur Bestimmung des Ganges beobachtet man die Zeit , welche
zwischen zwei aufeinander folgenden oberen Kulminationen eines dem Äquator nahen
Sterns vergeht . Bezeichnet man mit Je die Änderung der scheinbaren Rektaszension
des Sterns zwischen den beiden Kulminationen , und ist — Ju die beobachtete
Differenz der Durchgangszeiten , so ist Ju -j- Je die an diese Differenz anzubringende
Korrektion . Nun ist Je eine kleine Größe , und dasselbe darf von Ju vorausgesetzt
werden ; demnach kann man Jn Je auch als die Korrektion eines Intervalls auf¬
fassen , welches nach der Uhr gemessen 24 Stunden beträgt . Setzt man Ju ~\- Je = G,
so wird G als der tägliche Gang der Uhr bezeichnet . Die an verschiedenen
Tagen erhaltenen Werte von G weichen im allgemeinen voneinander ab ; bei An¬
wendung einer guten und gut aufgestellten Uhr lassen sich aber die Uhrgänge durch
die folgende Formel darstellen : Es sei T die mittlere Temperatur im Uhrkasten und
i> der mittlere Barometerstand für das 24ständige Intervall , dem eine beobachtete
Korrektion G entspricht , !),„ sei die der Mitte dieses Intervalls entsprechende Epoche ,
ferner sei G0 der den fest gewählten Werten Ta, ß0 und 0^ entsprechende tägliche
Gang ; bedeuten dann «, b und c Konstanten , so hat man

(’ 1) G = Ga -f- a (T — Ta) -f- b(ß — ßQ) -{- c(ü m—

Um die Unbekannten Ga, a , b und c zu bestimmen , nehme man für 0 o einen
Näherungswert @0 an und bilde die Differenzen G — (hQ= n zwischen den an den
einzelnen Tagen erhaltenen Werten des täglichen Ganges und ©0; bedeutet dann
JG )q die Korrektion von @0, so ergeben sich die Bedingungsgleichungen

(I2) n — + a [T — 10) + b[ß — ß0) -(- c(j ,„ —

Nachdem man mit Hilfe dieser Gleichungen / ©0, «, b und c gefunden hat , läßt
sich jede beobachtete Durchgangsdifferenz wegen des Ganges der Uhr korrigieren .
Ist nämlich J ' — ')■" die beobachtete Durchgangsdifferenz , so setze man in der
Formel (11) ,‘>m= f (J ' -f- und wende für T und ß die für das Intervall zwischen
den beiden Durchgängen gültigen mittleren Werte der Temperatur im Uhrkasten
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und des Barometerstandes an; wird dann die wegen des Ganges der Uhr korrigierte
Differenz der Durchgangszeiten mit it, — .'/2 bezeichnet, so erhält man

(13 ) 'K - ^ - >f>") ,24

wo in dem von G abhängigen Gliede die Differenz ') ' — !)" in Stunden und Bruch¬
teilen einer Stunde auszudrücken ist.

Die an verschiedenen Tagen beobachteten Durchgangsdifferenzen zweier Sterne
sollten, nachdem man sie wegen des Ganges der Uhr korrigiert und auf ein gemein¬
sames mittleres Äquinox reduziert hat, innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler
miteinander übereinstimmen; wie aber die Erfahrung lehrt , können die Differenzen
auch noch eine Abhängigkeit von der Tageszeit der Beobachtung zeigen. Um eine
gegebene Beobachtungsreihe auf diesen Punkt hin zu untersuchen, nehme man an, daß
ein zu der Sternzeit 0 beobachteter Durchgang die Korrektion f sin M + y cos M
erfordere, wo M die der Sternzeit entsprechende mittlere Zeit bedeutet, und f und
g Konstanten bezeichnen. Ist dann — A2 die beobachtete und wegen des Uhr¬
ganges verbesserte Durchgangsdifferenz zweier Sterne , sind ferner MT und Jf2 die
den Sternzeiten A, und !)•„ entsprechenden mittleren Zeiten , so ist die Korrektion
der Differenz !)\ — .'>2 gleich

/■(sin Ml — sinil/ J + ^(cos Af, — cos I /J = zf sin \ {Ml — ilf2) cos ~[Mt + d/2) —
— 2g sin Kill , — i¥2) sin + if 2)

Unter der Voraussetzung, daß die Sterne in der oberen Kulmination beobachtet
worden sind, ist für f (M, + Jf2) diejenige mittlere Zeit zu setzen , welche der der
halben Summe der Rektaszensionen beider Sterne gleichen Sternzeit entspricht; der
Wert von \ [MT— M2) ergibt sich, indem man die halbe Differenz der Rektaszensionen
der zwei Sterne in ein Intervall mittlerer Zeit verwandelt. Man denke sich nun,
daß die an verschiedenen Tagen erhaltenen Werte von ^ — <Ü2 bereits auf dasselbe
Äquinox reduziert worden seien, und bezeichne den wahren Wert von !)\ — />2 mit
{D\ — i9-2]. Setzt man dann

(14) — 2/■sin | (¥ , — il/2) = F , 2g sin | (1/ , — MG) — K, | (M, + if 2) = Mm,
so erhält man

(15) — f>2 = A , — ,'>21+ F cosl / „, -f K sinM,„

oder, wenn [# , — i!>210 einen Näherungswert von [# , — ^2] und x die Korrektion
desselben bedeutet, ferner noch t}1 — d2— \ß -l — 0 — 71 gesetzt wird,

(15,l) n = x + F cos Mm+ K sin Mm

Mit Hilfe derartiger Bedingungsgleichungen lassen sich die Unbekannten x , F
und K bestimmen. Hierauf erhält man aus (14) die Koeffizienten f und g und kann
dann für jeden beobachteten Durchgang die Korrektion f sin M + g cos dl berechnen.
Zur Bestimmung von F und K wird man Sterne benutzen, welche nahe gleiche

•Deklination und Helligkeit haben, und die in Rektaszension etwa 3 bis 4 Stunden
voneinander verschieden sind. Mit Rücksicht auf einen gleich zu erwähnenden
systematischen Unterschied zwischen Tag- und Nachtbeobachtungen darf man übrigens

17 *



260 Kapitel XIV r§ 92

zur Bildung einer Differenz — ,'>2 nur solche Beobachtungen verwenden , welche
beide entweder hei Tage oder hei Nacht angestellt worden sind .

Es kommt vor , daß die für die Durchgangsdifferenz zweier Sterne erhaltenen
Werte eine sprungweise Änderung zeigen, wenn man von der Zeit , wo beide Sterne
am Tage oder in der Nacht kulminieren , zu derjenigen übergeht , wo die Kulmination
des einen Sterns auf den Tag und die des anderen auf die Nacht fällt . Die ge¬
nannte Erscheinung weist darauf hin , daß man den Durchgang eines Sterns durch
die Fäden bei Tageslicht anders auffaßt , als bei künstlicher Beleuchtung ; in einem
solchen Falle wird man also entweder an die am Tage oder aber an die in der
Nacht beobachteten Durchgänge eine gewisse Korrektion anbringen müssen , wenn
die Beobachtungen homogen werden sollen . Um diese Korrektion zu bestimmen ,
füge man zunächst zu allen zwischen zwei Sternen erhaltenen und auf ein gemein¬
sames Äquinox reduzierten Differenzen die aus (15) folgende Korrektion
— F cos Mm— K sin Mm hinzu . Hierauf vereinige man die Differenzen in drei
Gruppen : die erste möge den Zeiten entsprechen , wo beide Sterne hei Tag oder bei
Nacht beobachtet wurden , die zweite beziehe sich auf die Fälle , wo der voraufgehende
Stern {!)l ) hei Tage und der folgende ( ) in der Nacht kulminierte , die dritte gelte
für den umgekehrten Fall . Bezeichnet man mit (ft, — <92)i , (ft, — ‘)2)u , (ft, — ftjni
die Mittelwerte der den drei Gruppen entsprechenden Differenzen , und bedeutet x
die Reduktion eines hei Tageslicht beobachteten Durchganges auf den in der Dunkel¬
heit erhaltenen , so gelten die Gleichungen

(■Ä— ^ 2)i = (’Ä — ^ )n + /-
(ft, - ftjj = (ft, - .ftj m - x.

Mit Hilfe dieser Gleichungen ergibt sich der gesuchte Wert von v..
Man denke sich jetzt , daß man die beobachtete Differenz der Durchgangszeiten

eines Sterns und der Sonne wegen des Uhrganges und der von der mittleren Zeit
der Beobachtung abhängigen Glieder korrigiert habe . Was die Korrektion -/ betrifft ,
so wird man die Hypothese machen müssen , daß sie für die Sonne dieselbe ist , wie
für die Sterne ; in der Differenz der Durchgangszeiten zwischen Sonne und Stern
fällt also die Korrektion /. fort , wenn man nur solche Fälle berücksichtigt , in denen
der Stern hei Tage beobachtet ist . Falls nun die für die Gleichung (8) benutzten
Werte von D und s richtig wären , so hätte man die korrigierte Durchgangsdifferenz
zwischen Stern und Sonne nur zu A zu addieren , um der Gleichung (10) zufolge
die scheinbare Rektaszension «' des Sterns zu erhalten ; aus dieser ließe sich dann
die mittlere Rektaszension «c für den Jahresanfang berechnen . Erfordern aber die
für 1) und t angenommenen Werte die Korrektionen dD und de , so ist zu cd,
bzw. zu «c die in (2) angegebene Korrektion dA hinzuzufügen ; wenn also in der
Gleichung (2) wieder wie in §91 dD = dz + dll -j- dü > gesetzt wird , und u den
genauen Wert der mittleren Rektaszension für den Jahresanfang bedeutet , so folgt
. . . , 2 tang A , j , , , , , , , , 2 tang A .16 « = c<0+ —— § (dz J - dll + d <I>) -- —̂-— desm 2 ' sm 2c

Mit Hilfe dieser Gleichung läßt sich zeigen , daß man den Einfluß eines kon¬
stanten Fehlers in den beobachteten Zenitdistanzen der Sonne , sowie eines Fehlers
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in © oder e auf die Rektaszension des Sterns vollständig , und den Einfluß eines
Fehlers in R nahezu vollständig eliminieren kann , wenn man nur die Beobachtungen
in geeigneter Weise kombiniert . Um das Ganze an der Hand eines Beispiels leichter
verständlich zu machen , nehme man an , daß man im Frühjahr und Herbst die in
dem folgenden Schema angegebenen Sterne durch Durchgangsbeobachtungen an die
Sonne (©) angeschlossen , sowie auch die Deklination der Sonne bestimmt habe .

Wie schon früher erwähnt wurde , ist die aus der Deklination berechnete Rektas -

punkte befindet ; indessen kann man auch noch Beobachtungen benutzen , welche etwa

für diese Endtermine und das Jahr 1910 gültigen Werte der Rektaszension und

zensionen und Deklinationen der Sterne findet man in den beiden letzten Kolumnen
der vorigen Tabelle aufgeführt . Diese Tabelle zeigt , daß , wenn a und d die Werte
von A und D am 28. Februar bedeuten , die für den 15. Oktober gültigen Werte
von A und 1) sehr nahe gleich 180° — a und d sind . Wenn man also für jeden
der vier Sterne aus den am 28. Februar und 15. Oktober erhaltenen Rektaszensionen
das Mittel bildet , so sind diese der Gleichung (16) zufolge frei von einem konstanten
Fehler in 2, sowie auch frei von den Fehlern der für <D und e angenommenen Werte .
Damit jedes Mittel auch frei von einem Fehler in der Refraktion sei , muß dR im
Frühjahr und Herbst denselben Wert haben ; letztere Bedingung ist nun wohl nicht
in aller Strenge erfüllt , aber doch so nahe , daß ein merklicher Einfluß des Fehlers
in der Refraktion nicht zu befürchten ist . In derselben Weise , wie es für die am
28. Februar und 15. Oktober erhaltenen Rektaszensionen geschehen ist , lassen sich
auch die Beobachtungen an zwei anderen Tagen , denen die Werte a , d , bzw.
12h — «, d, von A und U entsprechen , in Mittelwerte zusammenfassen .

Die hier für die beiden Wertepaare von A und 1) aufgestellte Bedingung braucht
aber nur näherungsweise erfüllt zu sein . Nach dem Yorgange Bessels kann man
z. B. aus allen für einen Stern erhaltenen Werten von «0, welche zu Zeiten beob¬
achtet wurden , wo die Deklination der Sonne zwischen o° und -(- 20 lag , zwei
Gruppen bilden , von denen die eine den Frühjahrs - und die andere den Herbst¬
beobachtungen entspricht ; wird für jede dieser beiden Gruppen das Mittel aus den
zugehörigen «D gebildet , so ist das aus diesen Mittelwerten sich ergebende Gesamt¬
mittel 9f als hinlänglich nahe von den oben genannten Fehlern befreit anzusehen .
Ebenso wird man auch diejenigen Werte von o0 zusammenfassen , welche erhalten
wurden , als die Deklination der Sonne zwischen den Grenzen + 20 bis + 4° , + 4°

Größe (c d‘ Größe (c d'

u Ophiuchi 2.2 i 7h3 i m4- i2 ?6
v » 3.6 17 54 — 9.8

22 43 — 8.2
lAprii 11 1 17 - f - 8 . 5

y Orionis 1.7 5 20 + 6.3
s » 1.8 5 32 — 1.3

y Orionis 1.7 5h20m-f- 6?3
e » 1.8 5 32 — ! -3

10 43 + 8.2
13 18 - 8.3

« Ophiuchi 2.2 17 31 + 12.6
v => 3.6 17 54 — 9.8

zension der Sonne um so genauer , je näher sich die Sonne einem der Äquinoktial -

drei Wochen vor oder nach der Zeit des Äquinoktiums angestellt worden sind . Die

Deklination der Sonne , sowie auch die auf das Äquinoktium 1910 bezogenen Rektas -
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bis + 6°, o° bis — 2°, — 2° bis — 4° . . lag ; zum Schluß hat man nur noch
das Mittel aus den verschiedenen Werten von Ül zu nehmen , und erhält damit den End¬
wert der Rektaszension des Sterns . Aus den Rektaszensionen der angeführten vier
Hauptsterne in Verbindung mit den beobachteten und unter Benutzung der Glei¬
chungen (13), (14) und (15), sowie eventuell auch der Konstante /. korrigierten Durch¬
gangsdifferenzen zwischen den vier Hauptsternen und den zwischen ihnen eingeschal¬
teten Sternen ergeben sich schließlich auch die Rektaszensionen dieser letzteren .

93. Verbesserung eines Kataloges der Rektaszensionen von Zeitsternen .
Selbst wenn es mit Hilfe einer guten Beobachtungsreihe gelungen wäre , einen fehler¬
freien Katalog von Rektaszensionen abzuleiten , so würde unsere mangelhafte Kenntnis
der Präzessionskonstante und der Eigenbewegungen der Sterne doch bewirken , daß
die auf eine spätere Epoche übertragenen Rektaszensionen des Kataloges mehr oder
weniger von der Wahrheit abweichen ; es müssen also von Zeit zu Zeit die Korrek¬
tionen der für die Sterne angenommenen Rektaszensionen ermittelt werden . Zu
diesem Zwecke beobachtet man an jedem klaren Abende die Kulminationszeiten einer
möglichst großen Zahl der zu untersuchenden Sterne . Um genaue Resultate zu er¬
halten ist es notwendig , daß die zu den Durchgangsheobachtungen verwandte Uhr
gegen die Schwankungen des Luftdruckes und der Temperatur geschützt ist ; der für
die Ableitung der Korrektionen der angenommenen Rektaszensionen nötige Gang
der Uhr ist dann nur eine Funktion der Zeit und läßt sich mit großer Sicherheit
aus den an verschiedenen Tagen beobachteten Durchgängen eines und desselben Sterns
ahleiten . Man hat aber noch einen anderen Punkt zu berücksichtigen . Eür die
große Mehrzahl der Beobachter ist nämlich die Zeit , zu der ein Stern einen Eaden
zu passieren scheint , um ein Geringes von der wahren Durchgangszeit verschieden ,
und zwar wird diese Differenz um so größer , je schwächer der Stern ist ; die beob¬
achtete Durchgangszeit ist also dementsprechend zu korrigieren . Bedeutet nun t die
beobachtete Durchgangszeit eines Sterns von der Größe rn und ') die Zeit , welche
man beobachtet haben würde , wenn der Stern eine fest gewählte Größe , etwa die
Größe 4.0, gehabt hätte , so kann man auf Grund der bisher gemachten Erfahrungen

17) .!> = t + a (w — 4) + 6[m — 4)2

annehmen , wo a und b zwei Konstanten bedeuten . Zur Bestimmung von a und b
beobachtet man die Zeiten , wann ein Stern bei unbedecktem Objektiv die eine Hälfte
der Fäden passiert , bedeckt dann das Objektiv durch ein Gitter und beobachtet
hierauf die Durchgangszeiten des abgeblendeten Sterns durch die zweite Hälfte der
Fäden . Sind t und t' die aus den Beobachtungen hei vollem , bzw. abgeblendetem
Objektiv abgeleiteten Durchgangszeiten durch den Mittelfaden , und ist m die natür¬
liche und m' die abgeblendete Größe des Sterns , so ergibt sieh mit Hilfe der Glei¬
chung (17)

(17“) o = t' — t + a {m' — m) -j- b[[m' — 4)“ — (m — 4)2j

Die durch das Gitter bewirkte Abblendung m' — m läßt sich durch photo¬
metrische Messung bestimmen , dasselbe gilt von der Größe m des Sterns ; die Koef¬
fizienten von a und b in der letzten Gleichung sind also als bekannte Größen anzu-
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sehen , und somit kann man diese Gleichung dazu benutzen , um a und b selbst zu
finden . An Stelle eines Gitters wendet man besser zwei bis drei verschiedener Dichte

an und beobachtet mit jedem eine Anzahl von Sternen verschiedener Helligkeit .
Es sei nun « die angenonnnene mittlere Rektaszension eines Sterns und a ' die

hieraus abgeleitete scheinbare Rektaszension , x u sei die zu bestimmende Korrektion

von a , und die mittels der Gleichung (17 ) wegen der Helligkeitsgleichung korri¬

gierte Durchgangszeit eines Sterns . Setzt man voraus , daß an erforderlichenfalls

auch schon die im vorigen Paragraphen besprochenen , von der mittleren Zeit der

Beohachtung und von dem Unterschiede zwischen Tag - und Nachtbeobachtung ab¬
hängigen Korrektionen angebracht seien , so ist « ' + x a — ') die Uhrkorrektion zur

Zeit Mit Benutzung des oben mit G bezeichneten täglichen Ganges der Uhr

wird also die Uhrkorrektion zur Zeit b 0 gleich a! - f- x lt — /> + - (J»0 — Man24
bilde jetzt für alle an einem Abend beobachteten Sterne die Differenzen a — ,7 = J ')

Gr
und reduziere diese durch Anbringung der Korrektion — (.7o — ,7 ) auf die Zeit ,70.24
Die so erhaltenen genäherten Werte der Uhrkorrektion zur Zeit «70 benutzt man , um

zunächst die relativen Korrektionen der angenommenen Rektaszensionen zu be¬

stimmen ; das hierzu dienende Verfahren wird am besten durch ein Beispiel verständlich

gemacht . Der Einfachheit halber werde angenommen , daß nur vier um je sechs Stunden

voneinander entfernte Sterne vorliegen ; von diesen seien an einem Tage alle , an

einem zweiten Tage drei und an einem dritten Tage nur zwei beobachtet worden .
Die folgende kleine Tabelle gibt in der ersten Kolumne die auf eine Zehntelstunde

abgerundeten Durchgangszeiten der Sterne , darauf folgen die am ersten Tage erhal¬

tenen Werte von / Id - und zur Seite die mittels des täglichen Ganges (+ o ?24 für

den ersten Tag ) auf das Mittel der beobachteten Zeiten (gh) reduzierten / J 9 -. Für

den zweiten und dritten Tag findet man ebenfalls zuerst die beobachteten , und so¬

dann die unter Benutzung des täglichen Ganges (- f- o ? i2 , bzw . — cko8 ) auf das

jeweilige Mittel aus den Beobachtungszeiten ( 12 11, bzw . is 1*) bezogenen genäherten
Uhrkorrektionen .

I II III
täglicher Gang -|- 0724 täglicher Gang -(- oha täglicher Gang — o?o8

J !> 9ii 12h J » 15k
ol 'o — io ?58 — 10 -49
6 .0 — 10 .40 — 10 . 37 — 5 0̂4 — 5 -oi

12 .0 — 10 .42 — 10 .45 — 5 - 17 — 5 - 17 1 0 1 OGO

18 . 0 — 10 . 28 — 10.37 1 b 00 1 5 - 11 — 4 .02 — 4 .01

Bezeichnet man die Korrektionen der angenommenen Rektaszensionen der vier

Sterne mit x 0, r 6, a;I2 , a?l8 , und ist k die wahre Uhrkorrektion für 9h Sternzeit des

ersten Tages , so hat man

h = — io ?49 + *0
k = — 10 . 37 + * «

k = — 10 . 45 + .r J2

k = — 10 . 37 ,r j8
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Durch Subtraktion der ersten Gleichung von den folgenden ergibt sich

r6 — x0= — 0?I2
xI2 — x0 = — 0.04
xlS — xa = — 0. 12

In derselben Weise erhält man aus den am zweiten und dritten Tage für i2h,
bzw. 15 11 gefundenen Uhrkorrektionen , wenn xI2 — x6= x12— xa — (x6— xQ), . . .
gesetzt wird ,

xI2 — x0 — (x6 — rcj == + o!i 6
* 18 — ^ — (* 6 — * 0) = + o - 10
xlS — x0 — [xia — x0) = — 0.07

Behandelt man die sechs letzten Gleichungen nach der Methode der kleinsten
Quadrate , so ergeben sich zunächst die Normalgleichungen

3 K - *0) — (*I2 — *0) — (*is - *0) == — 0Q8
— (x6— x0) + 3{x12— xQ) — (xl8 - x0) = + o. 19
- (x6— xa) — (Xl2 — x0) + 3{xlS — x0) = — 0.09

Hieraus folgen die relativen Korrektionen

X6 — Xa ~ — 0 D 65 , Xl2 — Xa = — 0 *022 , Xl8 — X0 = — Os.O() 2

Man setze jetzt x0— o , also x6 — — 0D65 , x12= — 0I022 , xlS = — 0.092 und
bringe diese Korrektionen an die angenommenen Werte der mittleren Rektaszensionen
der Sterne an ; ist dann der wahre Wert von xQ gleich E , so erfordern alle in der
eben angegebenen Weise korrigierten Rektaszensionen die Korrektion E . In welcher
Weise man den Wert von E, welcher die Korrektion des Äquinoktiums genannt
wird , bestimmen kann , soll gleich gezeigt werden ; zuvor aber möge noch eine Be¬
merkung über das zur Ableitung der relativen Korrektionen der Rektaszensionen
benutzte Verfahren Platz finden . Wie man ohne weiteres siebt , ist dieses auf eine
beliebige Zahl von Sternen anwendbar . Sollen aber die gesuchten Korrektionen
genau werden , so muß jede Differenz zweier Rektaszensionskorrektionen häufiger be¬
stimmt worden sein ; man bildet in diesem Falle die Mittel aus den für die verschie¬
denen Differenzen erhaltenen Einzelwerten und legt den Mitteln die ihnen zugehörigen
Gewichte bei . Nachdem sodann jede einem Mittel entsprechende Bedingungsgleichung
mit der Quadratwurzel des zugehörigen Gewichtes multipliziert worden ist , leitet man
mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die wahrscheinlichsten Werte der
gesuchten relativen Rektaszensionskorrektionen ab .

Um die Korrektion des Äquinoktiums zu finden , beobachtet man außer den
Durchgangszeiten der zu untersuchenden Sterne auch noch die Durchgangszeit der
Sonne und ihre Zenitdistanz im Meridian . Die Durchgangsbeobachtungen in Ver¬
bindung mit den wegen der relativen Rektaszensionskorrektionen verbesserten schein¬
baren Rektaszensionen der Sterne dienen dazu , die Rektaszension der Sonne abzu¬
leiten . Beispielsweise batte man in Pulkowa am 7. und 8. September 1881 die in
der zweiten Kolumne der folgenden Tafel angeführten Kulminationszeiten beobachtet .
Dieselben sind bereits wegen der Instrumentalfehler korrigiert ; man nehme aber an ,
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daß auch die im vorigen Paragraphen erwähnte , von der mittleren Zeit der Beob¬
achtung abhängende Korrektion berücksichtigt sei und ebenso die den einzelnen
Sternen entsprechende Korrektion wegen Helligkeitsgleichung . Zur Seite der Kuhni -
nationszeiten der Sterne sind die scheinbaren .Rektaszensionen angegeben ; dabei denke
man sich , daß die relativen Bektaszensionskorrektionen schon berücksichtigt seien .
Subtrahiert man nun die in der zweiten und dritten Kolumne stehenden Angaben
voneinander , so erhält man die mit J .7 bezeichneten Werte .

Uhrzeit Ci’ J &

a Gemin . pr . 7h27m4i ?36 7b27 111 2 I 99 — 38Ä7
» » sq . 7 27 41 . 72 7 27 3-38 •34
« Canis min . 7 33 45 -03 7 33 6 . 80 •23

ß Gemin . 7 38 43 -15 7 38 rnco •32
Li Hydrae 9 22 24 . 62 9 21 46 . 27 •35
Ci Leonis 10 2 42 -34 10 2 4 . 04 •30
Sonne 11 8 33 -85

ß Leonis 11 43 39 -54 11 43 1 . 20 •34
Ci Virginis ' 3 19 36 .04 13 18 57 -70 •34
Ci Bootis 14 10 54 -34 14 10 15-93 .41

Ci Ooronae 1 5 30 19-35 15 29 41 . 01 •34
11 Serpentis 15 39 5-33 ‘ 5 38 27 . 01 •32

Unter der Annahme , daß die in Pulkowa benutzte Uhr unter konstantem Druck
und unter konstanter Temperatur gehalten worden sei , kann man ihren Gang als
der Zeit proportional betrachten . Kimmt man also das Mittel aus den den 11 Sternen
entsprechenden Werten von d 'J , so würde dieses die für das Mittel aus den Durch¬
gangszeiten der Sterne gültige Uhrkorrektion sein, wenn die angenommenen Rektas¬
zensionen keine konstante Korrektion erforderten . Das Mittel aus den 11 Werten
von /J !) ist gleich — 381333, und das Mittel aus den zugehörigen Uhrzeiten gleich
io '.'q ; da sich aus den Beobachtungen zweier aufeinander folgender Kulminationen
eines und desselben Sterns für den stündlichen Gang der Uhr der Wert — 0I008
ergeben hatte , so wird der auf die Durchgangszeit der Sonne reduzierte Wert von
JO - gleich — 381335 . Die mit Vernachlässigung der Korrektion des Äquinoktiums
sich ergehende scheinbare Rektaszension der Sonne ist demnach gleich ix h7m55-5IS-

Man denke sich jetzt , daß man in der eben auseinandergesetzten Weise aus den
im Laufe eines Jahres erhaltenen Durchgangsbeobachtungen der Sonne und der Zeit¬
sterne die ohne Rücksicht auf eine etwaige Korrektion des Äquinoktiums resultierende
scheinbare Rektaszension der Sonne abgeleitet habe , desgleichen sei mit Hilfe der
Gleichung (5) aus den Zenitdistanzen der Sonne ihre scheinbare Deklination erhalten
worden . Bildet man sodann die Differenzen zwischen diesen und den aus der Ephe -
meride entnommenen Werten der Rektaszension und Deklination der Sonne , so läßt
sich die Korrektion des Äquinoktiums in der folgenden Weise bestimmen . Es seien
51' und ® ' die in der Ephemeride gegebenen Werte der Rektaszension und Dekli¬
nation der Sonne ; diese sind , unter Benutzung der den Sonnentafeln entnommenen
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Werte der Länge (l ) und Breite ((j) der Sonne , mit Hilfe der aus den Gleichungen
(i5 a) des § 19 (für sin ß = ß sin 1", cos fi = 1) folgenden Formeln berechnet worden

sin = sin /. sin e + />' sin 1" cos t
(18) cos sin 31' — sin ). cos t — ß sin 1" sin e

cos® ' cos 31' = cos /.

Die Sonnenbreite kann als richtig betrachtet werden . Um zu finden , welchen
Einfluß eine Korrektion der aus den Tafeln folgenden Sonnenlänge , bzw. eine Kor¬
rektion des für die Schiefe der Ekliptik angenommenen Wertes auf die Werte von
31' und ®>' hat, wende man die Differentialformeln der sphärischen Trigonometrie

da = cos Cdb + cos B de -(- sin b sin C dA
sin « dB = sin Cdb — cos « sin I! de — sin b cos CdA

auf das durch den Pol der Ekliptik , den Pol des Äquators und den Ort der Sonne
(S ') gebildete Dreieck an . Berücksichtigt man dabei , daß , wenn der Winkel bei S ’
mit iS' bezeichnet wird ,

cos6 = ß sin 1" sin® ' -f - cos® ' cosiS'
also

cos iS' = cos £ sec® ' — ß sin 1" tang® ’

ist , so ergibt sich mit Vernachlässigung des verschwindend kleinen Produkts ß sin 1" dz

d® ' == sin / cos 3l' d /. -j- sin 31' d /
dSl ' = cose sec2®' d /. — tang® ' cos 31' dt

Bedeutet nun V wieder die mit Hilfe der Gleichung (5) aus der beobachteten
Zenitdistanz abgeleitete scheinbare Deklination der Sonne , und sind d (Z> und dB, die
Korrektionen der für die Gleichung (5) benutzten Werte der mittleren Polhöhe ,
bzw. der Befraktion , bezeichnet man ferner mit dz eine an die beobachteten Zenit¬
distanzen der Sonne anzubringende konstante Korrektion , so folgt aus den in § 91
gemachten Bemerkungen , daß der wahre Wert der scheinbaren Deklination der Sonne
gleich IJ ' + dz d <l>-f- dB ist . Nach dem vorhin Gesagten ist aber die scheinbare
Deklination der Sonne auch gleich ®' -f- ei®'. Setzt man diese beiden Ausdrücke
einander gleich und substituiert für d® ' seinen in (19) gegebenen Wert , so folgt

(20) D ' — ® ' = sin e cos 31' d /. -f- sin 31' cG — dB — (dx, -)- dd ))

Bei der Genauigkeit , mit welcher die Bewegung der Erde gegenwärtig bekannt
ist , darf man dl während eines ganzen Jahres und auch länger als konstant be¬
trachten ; dasselbe gilt von de . Die Korrektion dB dagegen ist im Laufe eines
Jahres veränderlich . Da für die Berechnung der Befraktion gewisse theoretische
Annahmen zu machen , beziehungsweise gewisse empirisch bestimmte Konstanten zu
benutzen sind , so hängt der für dB zu substituierende Ausdruck davon ab , welche
dieser Annahmen oder Konstanten als verbesserungsfähig betrachtet wird . Ist man
beispielsweise der Ansicht , daß der zugrunde gelegte Wert der Befraktionskonstante
nicht hinlänglich sicher bestimmt sei, so wird man , wenn zc den angenommenen und
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v.0(i ~\- ri) den wahren Wert der Refraktionskonstante bedeutet , dB — Rn setzen ,
wo nun 11 eine zu ermittelnde Konstante bezeichnet . Damit ergibt sich

(21) R>' — SD' = sin £ cos fl ' d /. + sin St' de — Rn — (dz + d <l>)

Aus einer genügend großen Anzahl solcher möglichst gleichmäßig über ein Jahr
verteilter Gleichungen lassen sich die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten d '/.,
de , n und dxd (D ableiten . Zur Vereinfachung der Rechnung werden aber die
Gleichungen (21) zunächst in Monatsmittel zusammengefaßt . Bei der Gewichts¬
bestimmung dieser Mittel ist zu berücksichtigen , daß die Beobachtungen mit systema¬
tischen , von Monat zu Monat veränderlichen Fehlern behaftet sein können ; für solche
Monate , welche ausnahmsweise viele Beobachtungen geliefert haben , wird man dem¬
nach die Gewichte der Gleichungen etwas kleiner annehmen , als es mit Rücksicht
auf die Zahl der Beobachtungen geschehen müßte .

Hat man nun die wahrscheinlichsten Werte von d '/. und de gefunden und sub¬
stituiert dieselben in die zweite der Gleichungen (19), so läßt sich für jedes Werte¬
paar von fl ' und 3) ' die Korrektion d.%' berechnen . Das Jahresmittel aus den zwölf,
jedesmal für die Mitte eines Monats gültigen Werten von d%' werde mit rfftg be¬
zeichnet ; JftQ stellt also die für das betreffende Jahr gültige mittlere Korrektion
der mit Hilfe der Tafeln berechneten Rektaszension der Sonne dar . Da der mittlere
Jahreswert von cos £ sec23)' nahe gleich 1 und derjenige von tang 3)' cosfl ' nahe
gleich o ist , so folgt aus der zweiten Gleichung (19) , daß sich Jfl 'j nur wenig von
dl unterscheidet .

Es bedeute jetzt «q die aus den Durchgangsbeobachtungen der Sonne und der
Sterne abgeleitete scheinbare Rektaszension der Sonne ; nimmt man dann das Mittel
aus allen im Laufe eines Monats erhaltenen Differenzen «q — fl ' und vereinigt diese
Monatsmittel in ein Jahresmittel («q — f('),n, so ist die Summe aus («q — fl ')„( und
der oben mit K bezeichneten Korrektion des Äquinoktiums ebenfalls gleich e/ fl '. .
Aus der Gleichung d%7) = («q —- fl '),,, + E folgt nun

(22) E = (ffl '0 — (a u — fl'),,,

Kapitel XIV“ .

Bildung eines Fundamentaikatalogs.

!KF. Vergleichung zweier Sternkataloge . Man denke sich zwei Sternkataloge
gegeben , deren Epochen nur um wenige Jahre voneinander abweichen ; die Positionen
der diesen Katalogen gemeinsamen Sterne seien auf dasselbe Aquinox und auf die¬
selbe Epoche reduziert worden . Bildet man dann die Differenzen V « , /Jö zwischen
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den reduzierten Positionen und ordnet diese nach der Deklination der Sterne , so
findet man fast ohne Ausnahme , daß die Differenzen eine Abhängigkeit von der
Deklination zeigen. Um diese Abhängigkeit deutlicher hervortreten zu lassen , teilt
man die Sterne in Zonen von etwa 5° oder io° Breite ein und bildet für jede Zone
die Mittel aus den ,d u und Ad sowie auch das genäherte Mittel aus den Deklina¬
tionen der verglichenen Sterne ; die Mittelwerte der Differenzen mögen mit Actj , bzw.
Adj bezeichnet werden . Trägt man dann auf Millimeterpapier die mittleren Deklina¬
tionen der Zonen als Abszissen und die Differenzenmittel als Ordinaten auf , so läßt
sich für die Aaj und A <)',) je eine ausgleichende Kurve so zeichnen , daß die Ab¬
weichungen der aus den Kurven folgenden A u,) und A dj von den durch die Ver¬
gleichung der Kataloge erhaltenen auf Rechnung der zufälligen Beobachtungsfehler
gesetzt werden können . Bei der Zeichnung der Kurven ist einige Willkür nicht zu
vermeiden ; im allgemeinen wählt man möglichst einfach verlaufende Kurven , d. h .
Kurven mit möglichst wenig Wellen . Für die Sterne in hohen Deklinationen emp¬
fiehlt es sich, nicht die Differenzen Au , sondern die Werte von Aa cos d durch eine
Kurve auszugleichen .

Als Beispiel möge eine Vergleichung des Gap Katalogs 1860 mit dem Williams -
town Kataloge (Melbourne , Observations , Astr . Res ., Vol I ) folgen *). Die den beiden
Katalogen gemeinsamen Sterne liegen in Wirklichkeit zwischen den Grenzen
<? = -f- 40° und <)' = — 90° ; indessen sollen hier nur die Resultate mitgeteilt werden ,
welche die Vergleichung der Positionen der zwischen <5 = — 50 und d = — 8o° ge¬
legenen Sterne ergeben hat . Die erste Kolumne der nachstehenden Tabelle gibt die

•e Deklin ation jeder Zone an , die zweite Kolumne enthält die Mittel der 1

Cap — Willi amst own und die vierte die Anzahl der ver glichenen Ster :

d Jt '-ä Kurve 1Sterne d -/ <),! Kurve Sterne
— 8?o - (- 0 *028 + ° -03 15 — 8?i — o'.' i 1 — 0"2 14
— 13 -2 - )- O.O24 + 0 .03 7 — 13-3 — 0 . 19 — 0 . 1 7
— 17.0 + O.Ol8 + 0 .03 20 — 17. 2 — 0 .03 0 .0 16

— 22 .5 + 0 .025 0 .02 12 — 22 .4 + 0 .08 + 0 . 1 11

— 27.5 - |- O.OIO ' 0 .00 20 — 27 .8 — 0 .07 + 0 . I 14
— 32 .2 — 0 .018 — 0 .01 13 — 32 .3 + 0 .06 + 0 . 1 12

— 36 .8 — O.OIO — 0 .03 20 — 36 .8 + 0 .25 + 0 . I 15
— 42 .2 — 0 .061 — 0 .04 11 — 42 . 2 — 0 .52 — 0 . 1 9
— 47 .0 — 0 .023 — 0 .06 4 — 47 .0 — 0 .30 — 0 .3 3
- 58 .8 — 0 .099 — 0 .06 10 - 58 .5 — 0 .51 — 0 . 7 5
— 62 .5 — 0 .054 — 0 .05 9 — 61 .3 — 0 .90 — 0 .7 2

— 67 .8 — O.OIO — 0 .01 18 — 67 .9 — 0 . 74 — 0 .9 5
— 72 .0 - |- 0 . 108 + 0 .06 6 — 74 -4 — 0 .93 — 1.0 3
— 77-7 —f- 0 .058 -f- 0 .06 8 — 78 .8 — ' -35 — 1. 1 6

*) L. de Ball , Untersuchungen über die eigene Bewegung des Sonnensystems. Bonn 1877.
Inauguraldissertation .
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Mit Hilfe der unter d . / I J 6,\ gegebenen Werte wurden zwei Kurven kon¬
struiert , welche die in der folgenden Tabelle mitgeteilten ausgeglichenen Differenzen :
Cap —Williamstown lieferten .

(I JaS Jd 's <r Jas Jäs <r Jas Jd 'S
— IO° + o ’:o3 — o'.' i - 34° — O?02 + 0. 1 - 58° — o ?o6 — o'.'7
— 14 + 0 .03 0 .0 - 38 — O.O3 0 .0 — 62 — 0 .05 — 0 . 8
— 18 + 0 .03 0 .0 — 42 — O.O4 — O. I — 66 — O.O3 — 0 .9
— 22 -f - 0 .02 + 0. 1 — 46 — O.05 — 0 . 3 - 68 — O.OI — 0 .9
— 26 + O. OI + 0. 1 — 50 — O.OÖ — 0 .4 — 70 + 0 .03 — 1.0

— 30 0 .00 + 0 . 1 — 54 — O.OÖ — 0 . 5 — 72 + 0 .06 — 1.0

Nachdem man für zwei miteinander zu vergleichende Sternkataloge eine Tabelle
wie die vorstehende gewonnen hat , subtrahiere man von den oben mit /Ja , /Jö be-
zeichneten Einzeldifferenzen die ihnen entsprechenden , aus der Tabelle folgenden
Differenzen dct /s, / I d,j und ordne die verbleibenden Heste nach der Rektaszension
der Sterne ; es zeigt sich dann gewöhnlich , daß eine Beziehung zwischen den Resten
und der Rektaszension besteht . Diese läßt sich entweder mit Hilfe von Kurven oder
durch Gleichungen ausdrücken , und zwar haben die von Boss ausgeführten Katalog¬
vergleichungen gelehrt , daß man im allgemeinen eine befriedigende Darstellung der
Reste erhält , wenn man

(1) J a — /las = {a -\- b tangd ) sin « -(- (c -f - d tangd ) cos « + «2sin 2a -f- c2cos 2a
(2) 2/ d — /J§s — a! sin « + e' cos a + a'2 sin 2a + c2 cos 2e

setzt . In diesen Gleichungen bedeutet u die Rektaszension und d die Deklination
des Sterns , auf den sich die Differenzen /I u , .// d beziehen ; re, b, c, d, re2, . . . sind zu
bestimmende Konstanten .

Es könnte auffallend erscheinen , daß in der Gleichung (x) noch die von der
Deklination abhängigen Glieder b lang d sin « und dtangdcos « auftreten , nachdem
doch die Abhängigkeit der Differenzen /Ja von d bereits untersucht und in Rechnung
gezogen wurde . Die Erklärung liegt in folgendem . Um die Jas zu bestimmen ,
bildet man , wie schon bemerkt , für alle einer Zone angehörigen Sterne die Mittel¬
werte aus den durch die Vergleichung der Kataloge gefundenen Ja \ unter der
Voraussetzung aber , daß die in einer Zone enthaltenen Sterne sich in Rektaszension
gleichmäßig über den ganzen Kreis verteilen , wird 2 sin a = 2 cos a = o, xxnd somit
verschwinden in den Jas die von b und d abhängigen Glieder .

Man greife nun aus den Resten Ja — Jas diejenigen heraus , welche sich auf
die etwa zwischen d = — 150 und d = -f- 150 gelegenen Sterne beziehen , und ver¬
einige alle derselben Rektaszensionsstunde angehörigen Reste in je einen Mittelwert ;
diese Mittelwerte mögen mit Ja « bezeichnet werden . Da b und d erfahrungsgemäß
höchstens einige Hundertstel einer Zeitsekunde betragen , da ferner tangd innerhalb
der angegebenen Grenzen von d stets klein und bald positiv , bald negativ ist , so
heben sich bei der Bildung der Ja ,, die von b und d abhängigen Glieder gegen¬
seitig auf ; es wird also , wenn die einem _/ «„ zugehörige mittlere Rektaszension
bedeutet ,

Ja ,, — re sin «,,, + c cos -f- «2 sin za ,,, -j- e2 cos za ,,,
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Mit Hilfe dieser Gleichung lassen sich aus den 24 Mittelwerten Ju u und den ihnen
entsprechenden Werten von die Konstanten a, c, a, , c2 bestimmen . Hierauf be¬
rechnet man eine Tafel , welche mit dem Argument u den Wert von

(3) z/ «„ = a sin « + c cos « + a2sin 2« + c2 cos 2«
gibt .

Subtrahiert man den Ausdruck (3) von dem unter (1) für Ja — _/ «,s gegebenen
Ausdruck , so erhält man

(4) du — da f) — du ,, = [b sin « -f- ^ cos a) tang d

Um b und d zu bestimmen , bilde man für alle Sterne , welche nicht zur Bestimmung
von d «« benutzt worden sind (also , unter der vorhin gemachten Annahme , für die
außerhalb der Grenzen d = — 150 und d' = + i5 (> gelegenen ) , die Differenzen
da — daj — da a und vereinige diese nach der Rektaszension in Gruppen , so daß
beispielsweise die erste Gruppe alle Differenzen enthält , welche sich auf die zwischen
« = o11 und « = 211 liegenden Sterne beziehen ; die zweite Gruppe enthalte alle
Differenzen , welche sich auf die zwischen a = 2h und « = 411 liegenden Sterne be¬
ziehen, usw. Hierauf teile man die einer Gruppe angehörigen Ja — Jag — Ja ,, in
Zonen ein und bilde für jede Zone das Mittel aus den Differenzen da — das — da „,
sowie auch die diesem Mittelwert entsprechende mittlere Deklination Sm. Multipli¬
ziert man dann jeden Mittelwert mit dem zugehörigen cos (),„ und setzt , indem die
Anzahl der Mittelwerte einer Gruppe mit n bezeichnet wird ,

2 (Ja — dag — da '„) cos dm — M ,n

so hat man der Gleichung (4) zufolge , wenn amdie mittlere Rektaszension der Gruppe
bedeutet ,

, r , - - sin d,„ , , A sin d,„M = b sm ------ a cos um11 n

Jede Gruppe liefert eine solche Gleichung ; aus der Gesamtheit derselben ergeben
sich die gesuchten Werte von b und d. Nachdem man diese gefunden hat , kon¬
struiert man noch eine Tafel , welche mit den Argumenten a und i) den Wert von

(5) d 'a — [b sin « -j- d cos «) tang <5
gibt .

Im vorhergehenden ist die Abhängigkeit der Differenzen da von der Rektas¬
zension und Deklination untersucht worden ; es bleibt jetzt noch übrig , auch die Ab¬
hängigkeit der da von der Größe der Sterne zu untersuchen . Zu diesem
Zweck subtrahiere man zunächst von den den einzelnen Sternen entsprechenden
Differenzen Ja — dag — Ja a die aus (5) folgenden d 'a \ die verbleibenden Reste
da — dag — da ,, — d 'a teile man dann in Zonen ein und bilde für jede Zone die
den einzelnen Größenklassen entsprechenden Mittelwerte der Reste . Werden diese
Mittelwerte mit da m bezeichnet , und bedeutet m die einem da m zugehörige mittlere
Größe , so lassen sich, wie die Erfahrung gelehrt hat , für jede Zone zwei Konstanten
*, und % so bestimmen , daß die der Zone entsprechenden da mder Gleichung genügen

(6) da m= ijn + ijn ’2
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Hat man die für die verschiedenen Zonen gültigen Werte von \ und \ gefunden ,
so läßt sich mit Hilfe der Gleichung (6) für jede Zone der einem gegebenen m zu¬
gehörige Wert von zla m berechnen .

Wenn die zu vergleichenden Kataloge keine dem Äquator benachbarten Sterne
gemeinsam haben , so läßt sich das oben erläuterte Verfahren , die Abhängigkeit der
Reste Ja — Ja ,) von der Rektaszension zu ermitteln , nicht anwenden . Man wird
in einem solchen Falle die nach der Deklination geordneten Reste Ja — Ja » in
Zonen teilen und die einer Zone ungehörigen Ja — Jan nach der Rektaszension
ordnen . Rildet man dann für jede Zone die 24 Stundenmittel aus den Ja — Ja ,)
und setzt , wenn Ja — Ja $\m das der Rektaszension am zugeordnete Stundenmittel
bedeutet ,

[J a — 1 — A sin am+ 7>cos a m+ «2sin 2 + c2cos 2 ,

so lassen sich mit Hilfe dieser Gleichungen die Werte von J , B , a2 und c2 be¬
stimmen . Wie man aus der Vergleichung der letzten Gleichung mit der Gleichung (1)
sieht , ist , wenn öm die mittlere Deklination einer Zone bedeutet ,

A — a -\- b tang d,n, B = e + d tang dm

Hat man also für jede Zone die Werte von A und B bestimmt , und sind die für die
einzelnen Zonen gültigen mittleren Deklinationen öm hinreichend voneinander ver¬
schieden , so kann man auch die Koeffizienten a , b, c und d bestimmen . Falls aber
die für die einzelnen Zonen erhaltenen Werte von A und B innerhalb der Grenzen
ihrer wahrscheinlichen Fehler miteinander übereinstimmen und demnach b und d
verschwindend klein sind , wird man für alle Zonen die mit Berücksichtigung der
Gewichte gebildeten Mittelwerte von A und B benutzen ; eine entsprechende Be¬
merkung gilt für die Koeffizienten «2 und e2.

Um die Abhängigkeit der Reste Jö — J d,? von der Rektaszension zu unter¬
suchen , bilde man für alle derselben Rektaszensionsstunde angehörigen Sterne das
Mittel aus den Jö — Jd ,\; bezeichnet man diesen Mittelwert mit Jö a und die einem
Jd (l entsprechende mittlere Rektaszension mit so ist der Gleichung (2) zufolge

! da — a' sin a,n - j- c' cos -f - a'2 sin 2am c2' cos 2am

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man aus den 24 Stundenmitteln Jö ,, die Konstanten
c', a'2, c'2 bestimmen . Sodann läßt sich eine Tafel berechnen , aus der man für

jeden Wert von a das zugehörige

(7) .7d (, = a ' sin « + c' cos a -j- «2 sin 2a + c2 cos 2a

entnehmen kann . Subtrahiert man hierauf von jeder Differenz Jö — J (l,y den ihr
entsprechenden Wert von Jö «, ordnet dann die verbleibenden Reste nach der Größe
der Sterne und bildet für jede Größenklasse das Mittel (Jö ,,,) aus den Jö — Jö # —
Jö ,, , so kann man mit Hilfe dieser Mittelwerte die Abhängigkeit der Differenzen
Jö von der Größe der Sterne bestimmen .

93b. Reduktion mehrerer Sternkataloge auf ein mittleres System. Man
denke sich einen durch Genauigkeit hervorragenden Sternkatalog S mit mehreren
anderen Katalogen , die mit A , B , C, . . . bezeichnet werden mögen, verglichen , und
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es seien z/j , _/2. . . . die einer beliebig gewählten Deklination entsprechenden Werte
der in dem Sinne S — A , S — B , . . . genommenen ausgeglichenen Differenzen Jay ,
man hat dann die Gleichungen

(8 )

S — S — o
S —A = J 1
S — B =

Die Differenzen z/ t , z/2, . . . , rühren von den systematischen Fehlern der Kataloge
A, B, . . . und des Katalogs S her. Wenngleich sich nun nicht angeben läßt , wie
groß die systematischen Fehler eines bestimmten der verglichenen Kataloge sind , so
wird man doch von vornherein — je nach der Qualität des Instruments , der Sorg¬
falt , welche der Beobachter darauf verwandt hat , den Einfluß der verschiedenen
bekannten Fehlerquellen auf seine Beobachtungen zu eliminieren , usw. — sich ein
gewisses Urteil über den Grad der Zuverlässigkeit der einzelnen Kataloge bilden und
diesen Gewichte beilegen können . Es sei jetzt pa das für den Katalog S angenom¬
mene Gewicht , p ,t, pt,. . . . seien die Gewichte der Kataloge A} B , . . . ; multipliziert
man dann die erste der Gleichungen (8) mit pQ, die zweite mit p„, die dritte mit
p,n . . ., und dividiert die Summe der Produkte durch pa-)- + p*+ •••, so folgt

, , ftPo + Ap „ - |- Bp b + j [A — g Va 'K A- VhA ^ ■
Vo + Pa + Pb H ---- _ Po + 'Pa + Pb 4----

Der auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Quotient stellt das mit Berück¬
sichtigung der Gewichte gebildete Mittel aus den Katalogen <S', / [ , 77, . . . dar ;
wenn also

( 10 ) Pa J + p^ , + - - -Po + Pa + P * + ■' '

gesetzt wird , so ist — / die von den Differenzen A abhängende Reduktion des
Katalogs 8 auf das Mittel der Kataloge 5 , A, B , . . . . Nachdem die den verschie¬
denen Deklinationsgraden entsprechenden Werte von — A gefunden sind , lassen sich
mit Hilfe der Gleichungen (8) auch die zur Reduktion der Kataloge A, 11, . . . auf
das Mittel von S , A , B, . . . dienenden Korrektionen ableiten . Bezeichnet man
diese nämlich mit so erhält man

Katalog »•;«,))
S — A

(11) A A^ — A
B A, - A

In derselben Weise , in der man die den Differenzen A ccy entsprechenden Kor¬
rektionen r («.)j bestimmt , bestimmt man auch die den Differenzen Aa u, Ada , Aö „,
Aa m, Adm entsprechenden Korrektionen; letztere mögen mit r («,,), r (dj), r [du), r (am),
r (d,n) bezeichnet werden. Was die Berücksichtigung der oben mit A'u bezeichneten
Differenzen betrifft , so gibt der nächste Paragraph die nötige Aufklärung .

Die in den Katalogen mitgeteilten Sternpositionen beruhen gewöhnlich auf Be¬
obachtungen in der oberen Kulmination ; jedoch gibt es mehrere Kataloge , welche
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für Zirkumpolarsterne die im Mittel aus den Beobachtungen in beiden Kulminationen
folgenden Orter angeben . In einem solchen Falle sind die für die Zirkumpolarsterne
anzuwendenden Reduktionswerte gesondert zu bestimmen ; ausgenommen sind hierbei
die vorhin mit r («,„), bzw. r (()'„,) bezeichneten Groben . Ist die Anzahl der in beiden
Kulminationen beobachteten Sterne eines Katalogs zu klein , um die direkte Ableitung
einer für diese Sterne gültigen speziellen Reduktionstafel zu ermöglichen , so wird
man aus der für die obere Kulmination gefundenen Tafel die für a und « + 12 11
gültigen Reduktionswerte r (aa) und r (öu) entnehmen , und die Mittel aus diesen
Werten nebst den der oberen Kulmination entsprechenden r («,>) und r (d,y) als für
die Zirkumpolarsterne gültig betrachten .

93 c. Bildung eines Fundamentalkatalogs . Es seien as , <5S, bzw . «u,
bzw. di,. . . . die Werte , welche man für die Rektaszension und Deklination eines
Sterns erhält , wenn die in den Katalogen S , A , B , . . . angegebenen Koordinaten
auf dasselbe Aquinox und dieselbe Epoche reduziert werden ; dabei werde voraus¬
gesetzt , daß die Beobachtungsepochen der Kataloge sich nur um wenige Jahre von¬
einander unterscheiden , und somit der Einfluß der Eigenbewegung klein ist . Will man
dann die wahrscheinlichsten Werte der auf das Mittel der Kataloge S , A , B , . . .
bezogenen Rektaszension und Deklination des Sterns ableiten , so sind zunächst zu
den aus den Katalogen folgenden Positionen die Reduktionswerte r («j), r (cca), r (am),
bzw. »'(d,)), r (<5„), r ((5,„) zu addieren . Es ist aber auch noch auf das in § 93“ mit J 'a
bezeichnete Glied Rücksicht zu nehmen . Wie selten dasselbe auftritt , geht aus der
von L . Boss ausgeführten Vergleichung seines Katalogs von 627 Sternen mit 62 an¬
deren Katalogen hervor (The Astronomical Journal , Band 23, p. 191 ff.); es fanden
sich nämlich nur vier an und für sich schon weniger genaue Kataloge , bei denen die
Differenzen zwischen den in ihnen enthaltenen Rektaszensionen und denjenigen des
Rossschen Katalogs in unzweifelhafter Weise auf die Existenz eines Gliedes von der
für J 'ci angenommenen Form hinweisen . In diesem speziellen Falle rührt die Diffe¬
renz A 'cc offenbar von den systematischen Fehlern der vier Kataloge her . Man darf
aber auf Grund der Bossschen Untersuchungen auch allgemein annehmen , daß , wenn
man für den oben mit S bezeichneten Vergleichskatalog einen erstklassigen Katalog
wählt , dieser selbst keinen Anlaß zur Entstehung eines Gliedes „7 ' « geben kann ;
sollte also ein vereinzelter unter den mit S verglichenen Katalogen Differenzen er¬
geben , welche zu der Annahme eines derartigen Gliedes nötigen , so wird man den
Grund hiervon in einem systematischen Fehler des betreffenden Katalogs zu suchen
haben , und demnach zu den aus letzterem Katalog entnommenen Rektaszensionen
außer r {aj ), r [a a) und r (am) auch noch die Reduktion J ' u hinzufügen .

Die in der angegebenen Weise reduzierten Werte der Rektaszension und Dekli¬
nation eines Sterns mögen mit a 's, d ' , bzw. , d'a, . . . bezeichnet werden ; sind dann
w0, ioa, . . . die Gewichte von a 's, . . . , und ua, u„, . . . die Gewichte von d'st
du, . . . , so erhält man für die wahrscheinlichsten Werte der auf das Mittel der
Kataloge S , A , B , . . . bezogenen Koordinaten des Sterns

/ 2) Cl _ wou 's J - tü iic!u ~b fLU, a 'b + • q - J. u 0d's Ua d'a - |- Uhd 'i, - )- •••
( 'J 0 - |- (Ou -f - du + ■ - • ’ U b - f • ll a - \ ~ U ), ■

de Ball , Sphär . Astronomie .
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Die zu Anfang dieses Paragraphen gestellte Aufgabe wäre also gelöst , wenn man im¬
stande wäre , die Gewichte w0, wa, ojh, . . ua, ua, M/,, . . . zu bestimmen . Um
diese Bestimmung ausführen zu können , müßte man die mittleren Fehler («, ) der in
den Sternkatalogen gegebenen Koordinaten , und die mittleren Fehler («J der Re¬
duktionsgrößen r (ctfi), r (dä), r [a„), r (i)a), . . . kennen . Wenn nun e den für einen
der Kataloge gültigen mittleren Fehler einer Beobachtung bedeutet , so würde , dem
§ 6 zufolge , der einer auf n Beobachtungen beruhenden Koordinate zugehörige mitt¬
lere Fehler eI gleich e :Vn sein ; bei einer genügend großen Zahl von Beobachtungen
würde also t1 beliebig klein werden . Es leuchtet aber ohne weiteres ein , daß dies
nicht der Fall sein kann ; vielmehr muß es bei jeder Beobachtungsreihe eine von der
Qualität des Instruments , der Art seiner Aufstellung , der Eignung des Beobachters usw.
abhängige Grenze der Genauigkeit geben , welche bei einer auch noch so großen Zahl
von Beobachtungen nicht überschritten werden kann . Um dies durch eine Gleichung
auszudrücken , kann man eI — rj f (n ) setzen , wo >] eine Konstante und f (n) eine
Funktion von n bedeutet , deren Wert mit wachsendem n stetig abnimmt . Da die
Werte , welche rj und f (n ) für die einzelnen Kataloge annehmen , unbekannt sind , und
da dasselbe von den mittleren Fehlern der Reduktionsgrößen r [ag), r (d'j) , . . . gilt ,
so lassen sich die Gewichte der Koordinaten «'s, c/„, . . . , d's, d'„, . . . von vornherein
nicht berechnen ; man ist also genötigt , diese Gewichte mehr oder weniger willkürlich
anzunehmen . Hat man aber einmal bestimmte Annahmen für die Gewichte gemacht ,
und bildet man dann , mit Hilfe der Gleichungen (12), für eine größere Zahl von
Sternen die Werte von a und d, so kann man diese dazu benutzen , um die Gewichte
auf dem Wege der Rechnung , genauer zu bestimmen .

Zur Erläuterung des Gesagten diene das folgende Beispiel . In Kr . XIV der
Publikationen der Astronomischen Gesellschaft teilt Amcers die in den Katalogen
Pulkowa 1845 , Greenwich 1861, Pulkowa 1871, Cambridge 1872 und Greenwich
1872 enthaltenen Rektaszensionen von 539 Sternen , reduziert auf das mittlere Aquinox
und die Epoche 1875.0 mit *). Außerdem gibt Auwers auch die zur Reduktion auf
ein mittleres System dienenden systematischen Korrektionen r («j) und r (cia) an , da¬
gegen sind die in früheren Jahren wenig beachteten , von der Größe der Sterne ab¬
hängigen Korrektionen vernachlässigt worden . Den mit Berücksichtigung der Kor¬
rektionen und r (ciu) gewonnenen Rektaszensionen wurden nun Gewichte beige¬
legt . Beispielsweise nahm Auwers für eine auf 1 oder 2 Beobachtungen beruhende
Rektaszension des Katalogs Pulkowa 1845 das Gewicht 1 an , für eine auf 3 bis
7 Beobachtungen beruhende das Gewicht 2 , für eine auf 8 bis 12 Beobachtungen
beruhende Rektaszension das Gewicht 3 und für die auf mehr wie 12 Beobachtungen
beruhenden Rektaszensionen das Gewicht 4 ; die für Greenwich 1861 angenommenen
Gewichte sind 1, 2 und 3, jenachdem die Zahl der Beobachtungen 1 bis 4 , bzw. 5

*) Die Epochen der diesen Katalogen zugrunde liegenden Beobachtungen sind z. T . schon weit
voneinander entfernt ; wenn Auwers trotzdem die in den Katalogen gegebenen Rektaszensionen zur
Aufstellung eines Fundamentalkatalogs verwandt hat , so liegt der G-rund hiervon in dem Umstande ,
daß zu hoffen war , daß die durch die kleinen Fehler der benutzten Eigenbewegungen hervorgerufene
Unsicherheit reichlich durch den infolge der Benutzung einer größeren Zahl von Katalogen erzielten
Gewinn an Genauigkeit kompensiert werde .
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liis 15, bzw. größer als 15 ist , usw. Mit Hilfe dieser Gewichte ließen sich unter
Anwendung der Gleichungen (12) bereits sehr nahe richtige Rektaszensionen der
539 Sterne ableiten ; vergleicht man also den aus diesen Rektaszensionen gebildeten
Katalog (F ) mit den ihm zugrunde liegenden , auf ein mittleres System reduzierten
Sternkatalogen , so werden die sich ergebenden Unterschiede hauptsächlich den
Fehlern der mit F verglichenen Kataloge zuzuschreiben sein .

Um die aus irgend einem der angeführten Kataloge , z. B . aus dem Kataloge
Greenwich 1872, folgenden Rektaszensionen mit denjenigen des Katalogs F zu ver¬
gleichen , teile man zunächst die Sterne in Zonen ein und bilde für jede Zone die
Differenzen zwischen den Rektaszensionen des Katalogs F und den mit Hilfe der
systematischen Korrektionen ?’(a<y), r [a a) verbesserten Rektaszensionen des Katalogs
Greenwich 1872; diese Differenzen vereinige man dann in Gruppen . Die erste Gruppe
der Differenzen möge sich auf diejenigen Rektaszensionen beziehen , für welche die
in dem Katalog Greenwich 1872 angegebene Zahl der Beobachtungen 1 bis 5 be¬
trägt ; die zweite beziehe sich auf die Rektaszensionen , welche auf 6 bis 10 Beobach¬
tungen beruhen , usw. Bildet man jetzt für jede Gruppe das Mittel aus den abso¬
luten Werten der Differenzen F —Greenwich 1872, so können die damit erhaltenen
Mittelwerte , dem obigen zufolge , kurz als Durchschnittsfehler des Katalogs Green¬
wich 1872 bezeichnet werden . — Für die südlich von <5 = -f- 50° gelegenen Sterne
z. B. haben sich die in der dritten Kolumne der folgenden Tabelle angeführten
Durchschnittsfehler der Rektaszensionen des Katalogs Greenwich 1872 ergeben :

Mittlere Duroh -
Zahl der Zahl der sehnitts - Sterne Formel

Beob . Beob . i'ehler

1— 5 3 -7 0 ?02Ö 80 0 ^027

6 — 10 7 -7 0 . 019 34 0 . 020

11 — 19 14 -7 0 . 020 26 0 . 015

20 — 29 24 . 9 O . OI 2 33 0 . 013

CUrO
1OfO 35 -o 0 . 010 24 O. OI 2

OTJ- 45 -3 0 . 010 24 O. OI I

50 — 69 59 -5 0 . 009 25 O . OI I

Or-'*A 102 . 6 O . OI I 30 0 .010

Sucht man die gefundenen , für ö = -}- 250 gültigen Durchschnittsfehler durch eine
Gleichung von der Form

/ T 2

(13) Durchschnittsfehler = "[/ n2+ —

darzustellen , wo n die jeweilige mittlere Zahl der Beobachtungen bedeutet , so
findet man a 2= oioooo70 , logb 2 = 7.385 ; hierbei ist die zu dem Logarithmus 7.385
gehörige Zahl in Teilen einer Zeitsekunde ausgedrückt zu verstehen . Die mit Hilfe
der Formel (13) und der Werte von a 2 und logh 2 sich ergebenden Durchschnitts¬
fehler sind in der fünften Kolumne der vorstehenden Tafel enthalten ; wie man sieht ,
stimmen dieselben mit den der Rechnung zugrunde gelegten Werten in befriedigender
Weise überein .

18 *
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Im allgemeinen wächst der einem gegebenen n entsprechende Durchschnittsfehler
einer Rektaszension mit der Deklination der Sterne . Dabei zeigt sicli jedoch bei den
meisten Katalogen , daß , wenn B den einer Zone von der mittleren Deklination t)
entsprechenden Durchschnittsfehler einer auf n Beobachtungen beruhenden Rektas¬
zension bedeutet , das demselben Wert von n zugehörige Produkt T) cosd für alle
Zonen als konstant betrachtet werden darf ; in solchen Fällen wird man die für nahe
gleiche Werte von n gefundenen Produkte I) cos ö in Mittelwerte zusammenfassen
und letztere durch .eine Formel ausgleichen . Um die Durchschnittsfehler zu erhalten ,
sind dann die aus der Formel folgenden Werte von B cos ö noch mit sec ö zu mul¬
tiplizieren . — Beruht ein Teil der in einem Stemkataloge enthaltenen Positionen auf
Beobachtungen in der oberen Kulmination , und der andere Teil auf Beobachtungen
in beiden Kulminationen , so müssen die Durchschnittsfehler für diese beiden Gruppen
von Positionen gesondert bestimmt werden .

Der Wahrscheinlichkeitsrechnung zufolge ist der mittlere Fehler einer Beobach¬

tung gleich dem Produkt aus dem Durchschnittsfehler und der Quadratwurzel aus A ■

Da nun die Gewichte zweier Beobachtungen sich umgekehrt verhalten wie die
Quadrate der mittleren Fehler der Beobachtungen , so verhalten sie sich auch um¬
gekehrt wie die Quadrate der Durchschnittsfehler . Nachdem also die für die ver¬
schiedenen Werte von n gültigen ausgeglichenen Durchschnittsfehler gefunden worden
sind , hat man nur noch den der Gewichtseinheit entsprechenden Durchschnittsfehler
zu wählen und erhält dann ohne weiteres die gesuchten , den Werten von n zuge¬
hörigen Gewichte . Für den Durchschnittsfehler einer Rektaszension vom Gewicht i
nimmt man gewöhnlich einen Ausdruck von der Form h sec 8 an, wo h eine beliebig
zu wählende Konstante bedeutet ; da nämlich für die überwiegende Mehrzahl der
Kataloge der Durchschnittsfehler der Rektaszension eines Sterns der Sekante der
Deklination proportional ist , so hängt dann für alle diese Kataloge das Gewicht einer
Rektaszension nur von der Zahl der Beobachtungen ab .

Im Anschluß an das vorhin Gesagte sollen jetzt die Gewichte der auf das von
Auivers gewählte mittlere System reduzierten Rektaszensionen des Katalogs Green¬
wich 1872 mitgeteilt werden . Die zweite Kolumne der folgenden Tabelle enthält für
die in der ersten Kolumne angeführten Werte von 11 die mittels der Formel (13)
berechneten , also für <)' = -)- 250 gültigen Quadrate des Durchschnittsfehlers . Wählt
man in Übereinstimmung mit Auwers (Gewichtstafeln für Sternkataloge , Astr . Nachr .
Nr . 3615— 16, Band 151) als mittleren Fehler einer Rektaszension vom Gewichte 1
den Wert ± 0:0356 sec h, so wird der der Gewichtseinheit entsprechende Durch -
schnittsfehler für h = -(- 250 gleich 050313; mit Hilfe des Quadrates dieses
Wertes und der in der zweiten Kolumne angegebenen Quadrate erhält man die in
der dritten Kolumne stehenden Gewichte .

n Gewicht n Gewicht
3 0 .000879 1 25 0 .000167 6

6 475 2 50 119 8
10 313 3 80 100 10

15 232 4 100 094 10
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Nachdem man mittels des im vorhergehenden erläuterten Verfahrens die den
oben mit A , B , C, . . . bezeichneten Katalogen zukommenden Gewichte bestimmt
hat , lassen sich durch die Gleichungen (12) genauere AVertc von cc und ö finden ;
bildet man hierauf die Differenzen a — a's = vs, a — a'„ = va, . . d — d's = v's,
d — d'a = v'a, . . . (wo a's, ct'a, . . . die auf S. 273 angegebene Bedeutung haben ), und
bezeichnet man mit m die Anzahl der zur Ableitung der Koordinaten eines Sterns
benutzten Kataloge , so ergibt sich , wenn e , bzw. «' den mittleren Fehler einer
Bektaszension , bzw. Deklination vom Gewicht 1 bedeutet ,

, , oyo ,2 4 - lügVZ+ lüi,vl _J_1 / Mom-2+ UaVg +
(14j £ y ^ ^ , y 7/^ — j

Für den mittleren Fehler von « , bzw. <5 erhält man demnach
£ , e'

(AS e u — ± . -.r = r , £j = ± -
Fw o + Wa + ■ VUQ-\- Un-\- Uh ‘

Ein in der vorhin für einen einzelnen Stern beschriebenen Weise mit Hilfe
mehrerer Kataloge gebildetes Verzeichnis von Sternpositionen bezeichnet man als
Fundamentalkatalog . Man denke sich jetzt , daß im Laufe eines Jahrhunderts
alle Kataloge , deren mittlere Epochen beispielsweise demselben Jahrzehnt angehören ,
zur Aufstellung je eines Fundamentalkatalogs benutzt worden wären , und daß nun
ein auf allen diesen Fundamentalkatalogen beruhender neuer Katalog gebildet
werden solle . Um dieses Ziel zu erreichen , reduziere man die in den Fundamental¬
katalogen enthaltenen Positionen zunächst auf das der Mitte des Jahrhunderts [t0)
entsprechende Aquinox und gleiche die damit erhaltenen Koordinaten a und d durch
die Formeln aus

(16) a = a 0 + z/ a 0 + — #J , d = d0 + + v (t — t0) ,

wo «0 und d0 Näherungswerte der für die Epoche ta gültigen Rektaszension , bzw.
Deklination , Ja 0 und Ada die Korrektionen von ao: bzw. d0, und u und r die jähr¬
liche Eigenbewegung in Rektaszension und Deklination bedeuten .

Sind ft und r groß , so setze man ,« — ,«0+ Bti 0, v = va + Av0, wo mit fiQund
v0 Näherungswerte bezeichnet werden sollen ; bildet man dann die Produkte

— ft0v0sin 1" tang ö0[t — tj”7 . lOO v_/ wxw /

5(15."o)2 sini '' sind 0cos dQ{t — t0Y =

so lauten die zur Bestimmung von Ao 0, .J ()0, Att 0 und 1r0 dienenden Bedingungs¬
gleichungen (S. 150)

, Au 0+ Ju 0(t — ta) = 11— uQ+ — fi0(t — t0)
Jd a + Av0[t — t0) = d — d04 - 7r2 - ra[t — tQ)

Die mit Hilfe der Gleichungen (16), bzw. (18) erhaltenen Werte a0-\- Ja 0, d0-f- /̂ d0,
u , v , bzw. u0 J u0, va + Jv Q stellen die wahrscheinlichsten Werte der Rektas¬
zension und Deklination , bzw. der Eigenbewegung dar ; nachdem man diese für alle
in den neuen Fundamentalkatalog aufzunehmenden Sterne gefunden hat , ist die ge¬
stellte Aufgabe als gelöst zu betrachten .
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Die Reste , welche sich nach Substitution der für die Unbekannten gefundenen
Werte in die Bedingungsgleichungen (16), bzw. (18) ergehen , stellen die Differenzen
zwischen dem neuen Fundamentalkatalog und den zugrunde gelegten Fundamental¬
katalogen dar ; mit Hilfe dieser Differenzen lassen sich nach §93“ die zur Reduktion
jedes einzelnen der ursprünglichen Fundamentalkataloge auf den neuen dienenden
Tafeln bildern. Da die Differenzen zwischen den ursprünglichen Fundamentalkata¬
logen und den zu ihrer Bildung benutzten Katalogen bereits bekannt sind , so kann
man jetzt auch für jeden dieser letzteren Kataloge eine Tafel aufstellen , mit der man
alle in dem Kataloge enthaltenen Positionen (also auch die Positionen der nicht in
die Fundamentalkataloge aufgenommenen Sterne ) auf den neuen Fundamentalkatalog
reduzieren kann .

Kapitel XV .

Bestimmung der Konstante der Lunisolarpräzession und der Eigenbewegung
des Sonnensystems.

!)4. Bestimmung eines Näherungswertes der Konstante der Lunisolar¬
präzession . Aus den Gleichungen (106), (107) und (105) des § 31 folgt , wenn die
von l'/ le und l' 3 abhängigen Glieder vernachlässigt werden , und der Buchstabe V
durch die nach S. 98 gleichbedeutende Bezeichnung (— ip)z ersetzt wird ,

m = (— ip)Tcoss — (a)t , n = (— tp)t sine

Substituiert man liier für (— t/>)r und (a)t ihre auf S. 100, bzw. 101 gegebenen Aus¬
drücke , so erhält man

a " o 1 " i 8 5 ° *1—nt = cos e 5036.84 -f- 0.494 ---- =!-_L 100 J ico

(. ) - [ i3"417 - 1.887- 7 “ 5°] *. ..} +100

r a " 0 1 " — 1850t t — tosint 5036.84 + 0.494 -0— J—L 100 J 100

Man bezeichne jetzt mit d, , bzw. «2, d2, bzw. öm die auf das mittlere
Aquinox zu den Zeiten + bzw. + bzw. tn = bezogene Rektaszension und
Deklination eines Sterns .- Ferner verstehe man unter mm und nm die Werte , welche

die in (1) enthaltenen Koeffizienten von - — — für t = tm annehmen , d. h. es sei,100
wenn e,n den für die Zeit tm gültigen Wert von e bedeutet und zur Abkürzung
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gesetzt wird ,

— *7^m COS Gm ‘d ni

nm= lPmsin

O . OOQ
1850 '

100

Nach § 46 hat man dann bis auf inklusive Glieder zweiter Ordnung genau

ct2= Cli + \m'H+ nmsinamtangdm] —]—

d3 = d, + nmcos ^ ^100

Die in dem obigen Ausdruck für !F„, enthaltene Konstante 5036'.’84 , d. h. der
für 1850.0 gültige und auf das tropische Jahrhundert als Zeiteinheit bezogene Wert
der Konstante der Lunisolarpräzession ist unter Zuhilfenahme von Beobachtungen
bestimmt worden . Wie nämlich im folgenden gezeigt werden wird , läßt sich aus den
Beobachtungen direkt der einer Zeit tm entsprechende Wert von !F„, ableiten ; be¬
zeichnet man dann die gesuchte Konstante mit (7, so folgt aus (2)

Zur genäherten Bestimmung von 'l!m berücksichtige man , daß durch Substitution des
in (3) gegebenen Ausdrucks von nm in die zweite Gleichung (4)

erhalten wird . Sind nun die Werte , welche die Rektaszension und Deklination eines

entfernten Zeiten /, und t,2 haben , durch die Beobachtung bekannt , und setzt man
«m= ■! («, + «Ji £m = £({, + fj , so läßt sich mit Hilfe der letzten Gleichung !F„,
berechnen .

Gegenwärtig ist der irgend einer Zeit tm entsprechende Wert von bereits
ziemlich genau bekannt ; man wendet daher die Beobachtungen nur mehr dazu an ,
eine Korrektion des für llsm angenommenen Wertes zu bestimmen . Das hierzu
dienende Verfahren soll in den drei folgenden Paragraphen auseinandergesetzt und
begründet werden . Da übrigens der in der obigen Gleichung für C enthaltene
Koeffizient 07494 als fehlerfrei betrachtet werden darf , so stellt die für lF„, gefundene
Korrektion gleichzeitig die an die Konstante der Lunisolarpräzession anzubringende
Korrektion dar .

95 . Einfluß einer Korrektion der Konstante der Lunisolarpräzession auf
die Präzession in Rektaszension und Deklination . Um den für die Konstante
der Lunisolarpräzession angenommenen Wert verbessern zu können , ist es erforder¬
lich , daß für eine größere Zahl möglichst über den ganzen Himmel verteilter Sterne
die auf das mittlere Aquinox zu den Zeiten t1 und t2 bezogenen Koordinaten «l , dr ,
bzw. «2, d2 gegeben seien . Mit Hilf e der Gleichungen (4) und der aus (2) und (3)

d2— ä1 = ;F,„ sin cos u,„ —100

dem Äquator nahen Sterns , sowie die Schiefe der Ekliptik zu zwei weit voneinander
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folgenden Konstanten mmund n,„ reduziere man zunächst aI und cf,, auf das mittlere
Aquinox zur Zeit 4 ; die so erhaltenen Werte der Rektaszension und Deklination
mögen mit a'0 und d' bezeichnet werden. Sind nun die für die Gleichungen (3)
benutzten Werte von Wmund Amfehlerhaft, so sind a'0 und dj, dementsprechend zu
korrigieren. Es sei d ‘Fin die Korrektion von !F„,. AVas den Wert von Ambetrifft,
so hängt derselbe von den planetarischen Störungen der Lage der Ekliptik ab und
läßt sich auf theoretischem Wege weit genauer bestimmen, als dies mit Hilfe der
Beobachtungen möglich wäre. Der durch die Theorie gegebene Wert von Amsetzt
aber die Massen der Planeten als bekannt voraus. Diese sind gegenwärtig allerdings
schon sehr genau bekannt; um jedoch einer späteren Verbesserung der heutzutage
für die Planetenmassen gemachten Annahmen Rechnung tragen zu können, soll auch
eine Korrektion dA,n eingeführt werden. Aus (3) erhält man dann zunächst als
Korrektionen von mmund nM

dm,„ = d costllt—dA,„, dnm- dMsmsine,,,

Mit Benutzung dieser Ausdrücke ergibt sich aus (4), wenn die wegen der Fehler
von !F,„ und A„, korrigierten Werte von k'0 und d'0 mit «' und ö' bezeichnet werden,

£ ^ £ £
a' — a'0+ d lFm(cose,,, + sine,,, sin«,,, tangd,,,) 2 ‘ —dAm 2 1, , 100 100

(5) t fö' — d'0+ d lFmsine,,, nos«,,, --100

1>6. Berücksichtigung der Eigenbewegung des Sonnensystems. Wenn die
Differenzen zwischen den heliozentrischen Koordinaten «2 und cq, bzw. d2 und <5,
nur von der innerhalb des Zeitintervalls t2— 4 stattfindenden Änderung der Lage des
Äquators, bzw. des Äquinoktiumsherrührten , so würden die durch die Gleichungen(3)
bestimmten Koordinaten «' und d' den beobachteten Werten cr2 und d2 gleich gesetzt
werden können. Anders aber verhält sich die Sache, wenn sich das Sonnensystem

im Raume fortbewegt. In Fig. 1 seien SI und S2 die
n Orter der Sonne zu den Zeiten 4 und t2. Durch S2

denke man sich drei zueinander senkrechte Gerade ge¬
zogen*), von denen die erste zu dem der Zeit 4 ent-
sprechenden mittleren Äquinox, die zweite zu einem
dem mittleren Äquator zur Zeit 4 ungehörigen Punkte
von der Rektaszension 90°, und die dritte zu dem der
Zeit 4 entsprechenden mittleren Ort des Pols gerichtet

Y sein soll ; parallel zu diesen drei Richtungen ziehe man
S1Y und SIP. Es sei jetzt ,s der Ort eines Sterns

im Raume und a sein Ort an der Sphäre, gesehen von
Sl aus; ist dann Sl i. die Schnittlinie der Ebene PS Ia

mit der Ebene des Äquators, so geben YS1i und iSIo die Werte der Rektaszension
und Deklination des Sterns , gesehen von dem Orte der Sonne zur Zeit 4 > aber

*) In Fig . 1 nickt gezeichnet .
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bezogen auf den mittleren Äquator und das mittlere Äquinox zur Zeit t2 an . Da
diese aber gleich den aus (5) folgenden Werten von u und ö' sind , so bat man
YSzi = a und iS , u = ö'. Die ßicbtung S1S2 der Bewegung des Sonnensystems
treffe die Sphäre im Punkte - , und es sei S1m die Durchschnittslinie der Ebene
./ ' (S] - mit der Ebene '/ SJ Y des Äquators ; wenn dann 76 ', m = yl und rnS1- — 1)
gesetzt wird , so bedeutet A die Rektaszension und 1) die Deklination des Zielpunktes
der Sonnenbewegung . Man ziehe jetzt S„b senkrecht zu der Ebene PS 1i , und ziehe
in dieser Ebene die Gerade bha senkrecht zu 81o \ verbindet man dann den Durch¬
schnittspunkt h der Geraden bha und des Radiusvektors 6’, a mit <S'2, 80 steht hS 2
senkrecht zu <Sja .

Die in dem Zeitintervall t2— von der Sonne durchlaufene Strecke <5, S2 kann
man nun als die Resultante der drei Komponenten Slh , hb und bS2 betrachten .
Wird <SjS2 — Q und der Winkel uS I~ = /.! gesetzt , so ist SJi — Q cos A und
SJi — Q sin / . In Anbetracht der großen Entfernung der Fixsterne unterscheidet
sich SJi nur wenig von sS I — sS 2; wenn also sS I —- o und sS 2 = p do gesetzt
wird , so hat man

(6) dy = — Q cosz /

Ferner erhält man , wenn der Winkel ahS 2 — x , also SJib — 1800 — x gesetzt wird ,
bS2 — S2h sinx = Q sinz/ sinx und hb = — S2h cosx — — QsinJ cosx . Die Kom¬
ponente bS2 der Sonnenbewegung hat zur Folge , daß der Stern s um den in Teilen

des Radius ausgedrückten Winkel senkrecht zu der Ebene PS Ji , und zwar in der
S o 2

zu bS2 entgegengesetzten Richtung , also in der Richtung der wachsenden Rektas¬
zensionen hin verschoben erscheint .* Setzt man sS 2 = sS I — q und substituiert für
SJi den vorhin gefundenen Wert , so ergibt sich für die Verschiebung der Ausdruck
Q sin z/ sinx : o ; dies ist auch die ganze senkrecht zur Ebene PSJ stattfindende Ver¬
schiebung , welche der Stern infolge der Bewegung der Sonne von S1 nach S2 erleidet ,
denn die Komponenten SJi und hb der Sonnenbewegung bewirken nur eine Ver¬
schiebung in der Ebene PSJ . Wenn aber die von S2 aus gesehene Rektaszension
von s mit ci' -\ - du ' bezeichnet wird , so läßt sich die senkrecht zur Ebene PSJ
stattfindende Verschiebung des Sterns auch durch cos ö'da ausdrücken ; man hat
demnach

(7) cos ö 'du ' — — sin J sinxp
Die in der Ebene PSJ liegende und zu St a senkrechte Komponente hb der

Sonnenbewegung hat zur Folge , daß der Stern um den in Teilen des Radius aus¬

gedrückten Winkelin der Ebene PS . i, und zwar in der zu hb entgegengesetztensb
Richtung , also im Sinne der wachsenden Deklinationen verschoben erscheint ; setzt man
hier sb — sS 1 = 0 und substituiert für hb seinen oben gefundenen Wert , so erhält
man für die Verschiebung des Sterns den Ausdruck — Q sinz / cosx : p. Wenn aber
die von b aus oder — was gleichbedeutend ist — die von S2 aus gesehene Dekli -
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nation von s mit <) ' + dd ' bezeichnet wird , so läßt sicli die zuletzt berechnete Ver¬
schiebung auch durch dd ' ausdrticken ; somit folgt

(8) dö ' — — — sin /̂ cos .x
Q

Mit Zuhilfenahme des sphärischen Dreiecks P - o , worin = J , Pa — go° — d' ,
P - == qo° — 71, ferner der Winkel bei P gleich «' — A und der Winkel bei a gleich
v ist , lassen sich sinz / sin .r , sin _7 cos x und cos J berechnen ; substituiert man die
so gefundenen Ausdrücke in die Gleichungen (7), (8) und (6), so erhält man

da ' — — cosD sinf «' — A) secd '
p

(8il) dd ' = -- fcosd ' sin / 7 — sind ' cos 77 cos («' — All
Q

d (> = — Q [sind ' sinP + cosd ' cosD cos («' — Ä)\

Es werde jetzt die jährliche lineare Bewegung der Sonne mit q bezeichnet .
Man hat dann

Q = «7 (4 — 4 ) ,

und es stellt die jährliche Winkelgeschwindigkeit der Sonne , gesellen von einem

Stern in der Entfernung o , dar . Substituiert man den für Q erhaltenen Ausdruck
in die Gleichungen (8il) und setzt zur Abkürzung

(9) X = q cos 77 cosA , Y = q cosJ7 sin A, Z = g sin77 ,

so folgt
\X . Y Ida ' — I sine ' cos «' secd ' ft — t \
Lg g J

(10) dd ' — r cos « ' sind ' + ^ sine ' sind ' — — cosd 'l (L — t )
Lg g g J

dq = — [A cos «' cosd ' - f- Y sin «' cosd ' -f- Z sind ' ] (t2— tt)

97. Bestimmung der Korrektion eines Näherungswertes der Konstante der
Lunisolarpräzession sowie der Größe und Richtung der Bewegung des Sonnen¬
systems . Den beiden vorhergehenden Paragraphen zufolge wird die Rektaszension
und Deklination eines zu der Zeit 7, beobachteten Sterns , bezogen auf das mittlere
Aquinox zur Zeit 7, und gesehen von dem Ort der Sonne zur Zeit t2, gleich « ' + du ' ,
bzw. d' -)- <7d' , wo für «', d ', da ' und dd ' ihre in (5) und (10) gegebenen Ausdrücke
zu substituieren sind . Dabei ist jedoch stillschweigend vorausgesetzt , daß der Stern
in dem Zeitintervall 7, — 7, seinen Ort nicht ändert . Unter der Annahme nun , daß
auch die Sterne sich im Raume bewegen, und daß infolgedessen die Rektaszension
und Deklination eines Sterns sich jährlich um 11. bzw. rändert , hat man zu a ' da '
und d' -j- dd ' noch u (t2— 7, ), bzw. v(t2— 7r) zu addieren , um den Ort des Sterns
zur Zeit 72 zu erhalten . Bezeichnet man also wieder mit «2 und d2 die zur Zeit t2
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beobachtete und auf das mittlere Äquinox zur Zeit t? bezogene Rektaszension und
Deklination , so müßte , wenn man von den zufälligen Beobachtungsfehlern absieht ,

(n ) a3 = «' + <Z«' + q (#2— d„ = d1 dd ' -j - v(t2 — tz)

sein . Wie aber im vorigen Kapitel auseinandergesetzt ist , sind die Beobachtungen
auch mit systematischen Fehlern behaftet . Bedeuten nun e„ und c,) die Korrektionen ,
welche an die zur Zeit tz beobachteten Koordinaten anzubringen sind , wenn letztere
mit den zur Zeit erhaltenen Koordinaten homogen werden sollen , so hat man die
Gleichungen (11) durch die folgenden zu ersetzen

u2 = «' + da ' + a (t2 — tt) + c„
d2 = d' + dö ' + v{t2 — 4 ) + c<!

Substituiert man jetzt für ö' , da ' , dö ' ihre in (5) und (10) gegebenen Ausdrücke ,
wobei man aber in (10) a und ö' mit a ,„ und öm vertauschen kann , so erhält man

, , • • , . , dV m X . Y(cos £n, coso m+ sm smsino msma ,,, -..... + - sincq,, cos «m=
IOO 0 9

I dA ,„ ca \
“ r ~ Too +“l _ T cos ^ - <" - + T— , 1cosd ,,

\l 3l
d lPm X Y . Z

sin emcos a m -- cos amsm dm-|--- sm sin o,„ ------ cos om=
100 p (1 Q

ö, — d'
t.

Wären nun die Bewegungen gar keinem Gesetz unterworfen , so würden die auf der
rechten Seite der letzten Gleichungen vorkommenden u und v bald positiv , bald
negativ sein ; falls also die Anzahl der benutzten Sterne groß ist , und Sterne mit
ausnahmsweise großer Bewegung ausgeschlossen werden , könnte man annehmen , daß
sowohl die Werte von 11 als diejenigen von v sich gegenseitig aufheben . Ist diese
Annahme richtig , so kann man in den Gleichungen (13) auch einfach u = v = o
setzen ; führt man dann außerdem noch die Abkürzungen ein

= / b = ö° - Jo
t, - K ’ t2- t^

so folgt

d ‘F,, X Y
(14“) fcose,., cosd ,,, -f - sine ,„ sind ,,, sin «,,,) —-|- -- - sin «,,, — — cos «m—

IOO (■> (t
dA in iya | ..cos 0„,d V 1 / d xi-m C(l \= Ja cos dm+ - — 7- 7-\ 100 t2 — tj

, m • dw m x . .. , r . . .. z ,14"/ sm emcos am cos ccin sin oni+ sm tc,n sm om cos dm=
100 Q ü o

,/ b
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Um diese Gleichungen auf lösen zu können , muß man die Werte von q, d. h.
die Entfernungen der Sterne kennen ; da diese aber unbekannt sind , so ist man ge¬
zwungen, eine Hypothese zu machen . Man kann nun beispielsweise annehmen , daß
gleich helle Sterne im Durchschnitt auch gleich weit von uns entfernt sind . Ist
letzteres wirklich der Fall , so würde man alle Gleichungen , welche sich auf die Sterne
von den Größen m bis m + i , m -f i bis m + 2, . . . beziehen , in je eine Gruppe
vereinigen und jeder Gruppe einen mittleren Wert von p beilegen können ; mit Kück-
siclit aber darauf , daß eine solche Annahme sich nur dann einigermaßen recht -
fertigen läßt , wenn die Zald der auf eine Größenklasse entfallenden Sterne groß ist ,
Avird man die Gleichungen , welche sich auf die verhältnismäßig kleine Zahl der den
2 oder 3 ersten Größenklassen angehörigen Sterne beziehen , am besten überhaupt
nicht benutzen . Man denke sich nun für sämtliche Sterne einer bestimmten Größen¬
klasse die Gleichungen (14a) und (i4 b) gebildet und nach der Deklination der Sterne
geordnet . Nimmt man dann an , daß ca und c,s für alle innerhalb einer Zone von
beispiels \A-eise 150 oder 30° Breite gelegenen Sterne konstant sind , und bildet zur
Yereinfachung der .Rechnung für alle Sterne einer Zone , deren Rektaszensionen z. B .
zAvischenoh und 2h, 2b und 4h, usav. liegen , je ein Mittel aus den Gleichungen (14“),
bzAv. (i4b), so kann man aus diesen 24 Mitteln die wahrscheinlichsten Werte der

d lF X Y Z
Unbekannten , - , — und — , als Funktionen von dAm, c« und Cg ausgedrückt ,

ableiten . So z. B . erhält man aus (14*), Avenna und b Konstanten bedeuten ,

(15a) ~ = a + b )100 \ 100 — tj

und aus (141’), wenn mit a ' und b' ebenfalls Konstanten bezeichnet werden ,

(15b) ^ c:!
roo 4 —- 4

.. X Y Z
Ähnliche Gleichungen folgen für , — und — • Die in dieser Weise aus den

Q Q n d lF X
einzelnen Zonen sich ergebenden Werte der Unbekannten — -n, — , sind sodann100 ()

Y y Z
noch in Mittelwerte zu vereinigen . Setzt man endlich in den für — — und —

? <? Q
gefundenen Ausdrücken dA m= cu — cg — o , und substituiert die damit erhaltenen

Werte in die durch y dividierten Gleichungen (9), so erhält man A. D und — •
y

Um den Nutzen zu erläutern , den man aus der Darstellung der Unbekannten
d lFm X d A!n ■11— — , — , ■■• als 4 unktionen von - - cn, . . . ziehen kann , nehme man an ,100 p 100 ’
daß man mit Benutzung der in zwei Sternkatalogen gegebenen Rektaszensionen die
Gleichung:

rr , 0 / dAm C(t \
3 . 015 + 0 . 8 _\ 100 t2 — tj

d (Fm r, l dA„~ — o.c
100
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gefunden habe, und daß nun spätere Untersuchungen zu dem Resultat führen, daß
alle Rektaszensionen des der Epoche t1 entsprechenden Katalogs die konstante Kor¬
rektion eK= + o?o5 = -|- cx'75 erfordern. Ist die Epochendifferenz 4 — 4 beispiels-

c
weise gleich 50 Jahre , so wird jetzt -—“ , = -(- o'.'o15; durch Substitution dieses4 4
Wertes in die obige Gleichung ergibt sich sofort der korrigierte Wert

d _ ,, dÄ-ni
— — 0 . 027 + 0 . 8 — -100 100

Im vorigen ist angenommen worden, daß man für jeden Stern zwei den Epochen
4 und 4 zugehörige mittlere Positionen kenne. Sind aber die Sterne häufiger be¬
obachtet worden, so reduziere man alle Positionen auf dasselbe Aquinox und leite
nun für jeden Stern die jährliche Eigenbewegung in Rektaszension und Deklination
ab. In den Gleichungen (14“) und (i4b) lassen sich dann an Stelle von z/ a und z/ b
die erhaltenen Eigenbewegungen anwenden, gleichzeitig sind für und öm die auf
ein der mittleren Epoche der Eigenbewegungen nahe gelegenes Aquinox bezogenen
Koordinaten zu substituieren. Setzt man ferner

dAm c„ . c.y _
ioö~~ ~ ’ t̂ tx ~ '

so hat man unter 1; und l systematische Korrektionen der angewandten Eigenbewe¬
gungen zu verstehen. Die Gleichungen wird man wieder in Gruppen vereinigen;
dabei kann man entweder wie vorhin annehmen, daß im Durchschnitt gleich helle.
Sterne gleichweit von uns entfernt sind, oder aber man kann die Annahme machen,
daß nicht die Helligkeit der Sterne , sondern die Größe ihrer Eigenbewegung das
Maß für die Entfernung bildet. Im letzten Falle leitet man mit Hilfe, der Kom¬
ponenten z/ a , z/ b der Eigenbewegung und unter Benutzung der Gleichungen

z/ s sinp = z/ a cosdm, z/ s coŝ j = z/ b

den jedem Stern zugehörigen Wert (z/ s) der Eigenbewegung im größten Kreise ab,
und legt nun allen Sternen, für welche z/ s innerhalb passend gewählter Grenzen liegt,
eine und dieselbe mittlere Entfernung bei; die diesen Sternen entsprechenden Be¬

dingungsgleichungen lassen sich dann zur Bestimmung von d !F,„, , — und —
0000 o Q Q O

benutzen. Was die Sicherheit dieser Werte betrifft, so ist im Auge zu behalten,
daß bei der Aufstellung der Gleichungen (14“) und (i4 lj) die den Sternen eigentüm¬
lichen Bewegungen (deren Komponenten mit u und v bezeichnet wurden) als regellos
angenommen worden sind. Diese Annahme entspricht gewiß nicht der Wirklichkeit ;
da uns aber die in den Bewegungen vorhandenen Gesetze ganz unbekannt sind, so
ist man vorläufig noch genötigt, die Bewegungen der Sterne so zu behandeln, als
wären sie regellos.
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98 . Bestimmung der Größe und Bichtuug der Bewegung des Sonnen .
Systems mit Hilfe spektroskopischer Beobachtungen . Mittels eines Spektro¬
skops läßt sich die Geschwindigkeit bestimmen , mit der sich ein Stern auf einen
Beobachter zu- oder von ihm fortbewegt . Befreit man diese Geschwindigkeit von
dem Einfluß der Drehung der Erde um ihre Achse , sowie von dem der jährlichen
Bewegung der Erde , so erhält man die Komponente der Geschwindigkeit , mit der
sich der Stern relativ zur Sonne bewegt , bezogen auf die Verbindungslinie des Sterns
mit der Sonne . Die hier angegebene Reduktion wird bereits vom Beobachter aus¬
geführt . Bezeichnet man nun eine solche Geschwindigkeitskomponente oder die so¬
genannte radiale Geschwindigkeit mit G, so ist G die Resultante aus der durch
die dritte der Gleichungen (io ) bestimmten Komponente do : [f2— t[) und der in die
Verbindungslinie des Sterns mit der Sonne fallenden Komponente g der Geschwindig¬
keit des Sterns im Raum ; man hat also

G — — X cos «,,, cosd „, -f- Y sin «,,, cosd',,, + Z sind ,,,] -f- g

Macht man jetzt wieder die Annahme , daß in den Bewegungen der Sterne keine
Gesetzmäßigkeit herrscht , und daß demnach die Werte von g bald positiv , bald negativ
sind , so kann man g ganz vernachlässigen und somit aus einer großen Zahl von
Sternen X , Y und Z bestimmen ; mit Hilfe der Gleichungen (9) erhält man dann
weiterhin A. I) und q. Da die von den Beobachtern angegebenen Geschwindigkeiten
in Kilometern ausgedrückt sind und sich auf die mittlere Zeitsekunde als Einheit
der Zeit beziehen , so bezieht sich auch der für q erhaltene Wert auf diese Einheiten .



Bestimmung der Nutationskonstante , der Aberrationskonstante usw . 287

Kapitel XVI .

Bestimmung der Nutationskonstante , der Aberrationskonstante und der
Parallaxe eines Sterns .

99 . Aus der zur Zeit t beobachteten Rektaszension und Deklination eines Sterns

auch auf die Epoche t1 reduzierte Rektaszension {u1), bzw . Deklination (dj abgeleitet ;
<dv sei die Korrektion der angenommenen Xutationskonstante , / /.: die Korrektion
der Aberrationskonstante , 7t die Parallaxe des Sterns , Je die Korrektion der Eigen¬
bewegung in Rektaszension und Je ' die Korrektion der Eigenbewegung in Dekli¬
nation . Wenn man jetzt die mittlere Länge des Mondknotens , bzw . der Sonne zur
Zeit der Beobachtung mit LI, bzw . L , den Radiusvektor der Sonne mit R und die
Schiefe der Ekliptik mit e bezeichnet , wenn ferner

gesetzt wird , und cp und bt die strengen Werte der mittleren Rektaszension und
Deklination des Sterns zur Zeit t, bedeuten , so hat man zufolge der Gleichungen
§ 51 , (41 ) und (4r l), § 60 , (n ) und § 52 (5)

Man setze nun ci, = a(,cl + Ja , bt = b ,o) + ^ b , wo q',01 und b(°>.Näherungswerte be¬
deuten sollen ; ferner setze man

habe man durch Rechnung die auf das mittlere Äquinox zur Zeit t, bezogene , und

u sin JJ — — 1.000 coscq v sin V = -f- o. 129 cos
u cos U = — 0.744 sin <q v cos V = -f - o . 119 sin cq

m sin SDl = sin cq
m cos 93Z = cos £ cos «,

U sin 97 = coscq sind ,
n cos 9c = sin e cos d, — cos t sin cq sin dq

«i _ a(°) = n lt,
(6) — m cos (G — 9K) sec dr = w,

Am sin (0 — 9J7) secdj = v ,

d, — b(to)= 7ld
— n cos (0 — 97) =
R n sin (0 — 97) = r '

Die Gleichungen (5) nehmen dann die Form an

11a = J ci—j- c Jv il Jli -f- V7t —|—[t — t, z/ )e
m ,7b + LJ >• - 1- u 'Jk - )- v 'it + [t — tl )Je
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Wie die zur Berechnung von rj und 1' dienenden Ausdrücke (i ), (2) und (3)
leliren , sind für die Werte der Koeffizienten von Jv hauptsächlich die von Q ab-
hängigen Glieder maßgebend; da nun der Mondknoten nahezu 19 Jahre gebraucht,
um einmal die Ekliptik zu durchlaufen, so ist eine ebensolange Beobachtungsreihe
notwendig, um die Korrektion der Nutationskonstante mit der erforderlichen Genauig¬
keit bestimmen zu können. Mit Hilfe einer solchen Beobachtungsreihe kann man
dann gleichzeitig auch Jk und /c finden. Im allgemeinen sind die Eigenbewegungen
der Sterne, deren man sich zur Bestimmung der Nutationskonstante bedient, bereits
ziemlich genau bekannt ; indem man aber die aus (7) folgenden Normalgleichungen
dazu benutzt , a/ a, z/ b, z/ v, Jk und 7t als Funktionen von Je und Je darzu¬
stellen , kann man den Einfluß einer späterhin sicli etwa als notwendig erweisenden
Verbesserung der angenommenen Eigenbewegung leicht berücksichtigen.

Will man nur die Korrektion der Aberrationskonstante und die Parallaxe
bestimmen, so genügt bereits eine einjährige Beobachtungsreihe . Innerhalb eines
Jahres, und selbst für zwei oder drei Jahre kann man die von Jv abhängigen Glieder
als konstant betrachten; setzt man demgemäß

wo nun C„ und C,t neue Konstanten bedeuten, so werden die Gleichungen (7)

Die Koeffizienten von Jk erreichen ihre Maximalwerte für 0 = Sk oder O = 180° + äk,
bzw. o = oder © = 180° -(- 9?: zur selben Zeit verschwinden aber die Koeffi¬
zienten von vt. Um also Jlc möglichst genau zu erhalten, wird man die Sterne in
der Nähe der Zeiten beobachten, zu denen die Sonnenlänge die angegebenen Werte
hat. Die für die Bestimmung der Parallaxe dienenden Beobachtungen werden am
besten um die Zeiten herum angestellt , wo o = 90° + Sk oder O = 270° + Sk,
bzw. © = 90° + 9c oder © = 270° + 9c ist.

[Uber die Bestimmung der Parallaxen der Komponenten eines Sternstroms siehe § 570

(8 ) Q-f- tjJv Gr) Jb -)- LJv = C,)

(9 )
flu ■—- Cß - f- uJk -j-‘ fl - (f — fjz / e
fi$ = C/j -)- u Jk -f- v'7t -|- [t ■— )J e!
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Kapitel XVII .

Bestimmung der relativen Parallaxe eines Fixsterns .

100 . Einleitung . Die durch die Bewegung der Erde um die Sonne hervor¬
gerufenen parallaktischen Verschiebungen der Fixsterne sind , wenn man von ver¬
einzelten Fällen absieht , so außerordentlich klein , daß sie bei der Bestimmung
absoluter Sternpositionen ganz oder fast ganz durch die zufälligen , bzw . systematischen
Beobachtungsfehler verdeckt werden . Dagegen kann man durch mikrometrische
Messungen die Unterschiede der parallaktischen Verschiebungen einander benach¬
barter Sterne mit verhältnismäßig großer Sicherheit bestimmen und hieraus die
relative Parallaxe eines der Sterne , d . h . die Differenz zwischen seiner Parallaxe
und dem Mittel der Parallaxen der übrigen Sterne berechnen . Die relative Parallaxe
eines Sterns wird aber im allgemeinen nur wenig von der absoluten verschieden sein ,
wenn man als Vergleichsterne schwache Sterne mit geringer Eigenbewegung wählt ;
denn die bisher gemachten Erfahrungen zeigen übereinstimmend , daß die parallaktischen
Verschiebungen solcher Sterne äußerst klein sind .

Zur Bestimmung der relativen Parallaxe eines Fixsterns bedient man sich am
besten eines Heliometers , und zwar mißt man entweder die Distanz des Sterns von
einigen in seiner Nähe befindlichen schwachen Sternen mit kleiner Eigenbewegung ,
oder auch die Positionswinkel der durch diese Sterne und den zu untersuchenden

Stern gehenden Bögen größten Kreises ; außerdem eignen sich zu dem genannten
Zweck noch die mit Hilfe eines Meridiankreises beobachteten Bektaszensionsdiffe -

renzen *). Die nähere Erläuterung dieser Methoden ist in den drei folgenden Para¬
graphen enthalten , zuvor sollen aber noch die Formeln zusammengestellt werden ,
mit Hilfe deren man den Winkel zwischen dem Deklinations - und Breitenkreise eines

Sterns finden kann . Man beginnt damit , die Länge und Breite des Sterns abzuleiten .
Hierzu dienen die folgenden aus § 18 entnommenen Gleichungen , in denen « und <5
die Rektaszension und Deklination des Sterns , e die Schiefe der Ekliptik , l und ß
die gesuchte Länge und Breite bedeuten .

f sin F — sin ö sin ß = f sin {F — t )
^ / ' cosE ' = cosd sina cos /? sinA = / ' cos (E7— e)

cos /? cosA = cosd cos «

Wird nun der Winkel zwischen dem Deklinations - und Breitenkreise des Sterns mit

•/ bezeichnet , so hat man nach § 18

sin h sin y — sin A sin /* sin [y + /.) = sin u
^ sin /* cos ?/ — — cosA sin /? sin /* cos (?/ + /.) = — cos « sind

*) Bezüglich der Anwendung der Sternphotographie niu(3 aut' die hierüber handelnden Spezial¬
arbeiten verwiesen werden.

de Ball , Sphär . Astronomie . 19
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101. Bestimmung der relativen Parallaxe durch Distanzheobaclitungeu.
In § 53 wurde gezeigt , daß eine gegebene Parallaxendifferenz den größten Einfluß
auf die Distanz zweier Sterne hat , wenn der die Sterne verbindende Bogen senkrecht
zu dem Breitenkreise des Mittelpunktes dieses Bogens steht . Nimmt man also an ,
daß die in der Umgebung eines Sterns S gelegenen schwachen und schwach bewegten
Sterne gleiche Parallaxe haben , so wird sich aus Distanzheohachtungen die relative
Parallaxe von S am genauesten bestimmen lassen , wenn man die Vergleichsterne
möglichst nahe dem Kreise wählt , welcher den Deklinationskreis des Sterns S in dem
Positionswinkel go° — x , bzw . 270° — z schneidet . Nur wenn Ä dem Pol der Ekliptik
nahe liegt , und demnach der aus § 53, (14) folgende Wert des Koeffizienten n wenig
von 1 verschieden ist , welches auch der Wert von p sei , kann man die Vergleich¬
sterne auf einem beliebigen durch S gehenden größten Kreise wählen . Gewöhnlich
begnügt man sich mit zwei zu beiden Seiten des auf Parallaxe zu untersuchenden
Sterns gelegenen und möglichst gleichweit von ihm entfernten Vergleichsternen , und
mißt im Laufe eines Jahres wiederholt deren Abstände von dem Hauptstern . Um
die Beobachtungen reduzieren zu können , hat man zunächst für jeden durch den
Hauptstern und einen Vergleichstern begrenzten Bogen größten Kreises die Bektas -
zension und Deklination seines Mittelpunktes , sowie den auf diesen Mittelpunkt be¬
zogenen Positionswinkel des Vergleichsterns zu berechnen ; diese Größen mögen mit

öm und p m bezeichnet werden . Es sei nun « die Bektaszension und d die
Deklination des auf Parallaxe zu untersuchenden Sterns 8 , die entsprechenden für
einen Vergleichstern <S't- gültigen Werte seien « ,■und d, ; bedeutet dann z/ ,- den Ab¬
stand der Sterne S und <$',■ voneinander , und versteht man unter ])i den Positions¬
winkel von Sj in bezug auf S , so gelten die Gleichungen

sin sinj ?,' — 2 cosd ,- sin ! (« , — « ) cos !•(« ,■— « )
sin z/ t cospi = sin (dj — dj + 2 cosd ; sind sin“ ^ «,-— a)

Nachdem man hieraus z/ , und pi gefunden hat , setze man 90° — ö = D ,
90° — dm— l) m, und wende die aus § 20 , (22 ) durch die Substitution p J= p n D I = T) ,
z/ = z/ j folgenden Gleichungen an

sin sin j (p m+ du ) = sin sin ~(D +

^ sin \ D mcos \ {p m+ du ) = cos \ pi sin \ {D —
COS\ D m sin '- {p m— da ) = sin ’-jJ, cos ^(D -f jz / ,)
cos ^ D m cos | (p ,n — da ) = cos {^ (- cos { (D — | z/ ,)

Mit Hilfe dieser Gleichungen erhält man p m, da und I )m; sodann ergibt sich
a m= a da , d„, = go° — D m. Dehnen sich die Beobachtungen nur auf 1 bis
2 Jahre aus , so genügt es im allgemeinen , für a und d, sowie für «,• und d,- ihre auf
ein der mittleren Epoche der Beobachtungen nahe liegendes mittleres Äquinox be¬
zogenen Werte anzuwenden .

Aus der Bektaszension und Deklination des Mittelpunktes jedes Bogens leite
man ferner die Länge und Breite des Mittelpunktes ab ; diese mögen mit und ßm
bezeichnet werden . Substituiert man dann die Werte von dm, Xm und ß„, in
die Gleichungen (2) , so erhält man die für die Mittelpunkte der Bögen gültigen ,
im folgenden mit bezeichneten Werte von / .
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Die beobachteten und nach § 86 von der Refraktion befreiten Distanzen sind
nun zunächst wegen Aberration zu korrigieren . Wenn k die Aherrationskonstante ,
O die Länge der Sonne zur Zeit der Beobachtung , z/ die wahre , und J ' die beobachtete
(aber von der Refraktion befreite ) Distanz bedeutet , so hat man nach § 64, (23)

(5) J 2k sincos /A, sin (o — /•„,) ,

wo auf der rechten Seite statt z/ der aus (3) folgende Wert z/ t benutzt werden darf .
Um die mittels der Gleichung (5) erhaltenen Werte von z/ auf eine und dieselbe

Epoche reduzieren zu können , muß man für den Hauptstern und für die Vergleich¬
sterne die jährliche Eigenbewegung nach Größe und Richtung bestimmen . Sind

—jj und die Komponenten der Eigenbewegung des Hauptsterns in Rektaszension

und Deklination , und werden die entsprechenden für einen Vergleichstern gültigen
d cc dö

Komponenten mit und -jj bezeichnet , so folgt , wenn o und e, die für den
Haupt - , bzw. Vergleichstern gültigen Werte der Eigenbewegung im größten Kreise
bedeuten , und y, bzw. / ,■die Positionswinkel dieser Bewegungen angeben

da . da /
e sm y — ^ cos 0 «,•sm y( = -jj cos o,

dÖ döf
QCOSy = -d- Qi cos yi =

Da die Eigenbewegung der Vergleichsterne als sehr klein vorausgesetzt wird ,
so kann man das Quadrat von p,- vernachlässigen ; aus der in § 57 gegebenen
Formel (22a) folgt dann *), wenn zf für die Epoche t der Beobachtung und zlQ für
eine fest gewählte Epoche t0 gilt ,

(7 ) z/ 0 = J - \ - {q cos [y ■ ‘P "' ) — Qi cos (/ ,' — 2>„,)] (< — t0) - y y =

Um aus diesen J 0 die relative Parallaxe des Hauptsterns zu finden , benutzt
man die Formeln (11) und (12) des § 53 ; man berechnet also zunächst mit Hilfe der
Gleichungen

n sin iV — — sin (zM+
n cos V = cos + t?,,,) sin

für jeden der den Hauptstern mit den beiden Vergleichsternen verbindenden Bögen
die Werte von n und ’N. Sind dann n\ und .r 2 die Parallaxen der Vergleichsterne ,
und werden die den Abständen des Hauptsterns von den beiden Vergleichsternen
entsprechenden Werte von n , N , zl0 und ebenfalls durch die Indizes 1 und 2 von¬
einander unterschieden , so erhält man , wenn Dü) und D (2) die heliozentrischen Distanzen
bedeuten , und wenn u die Parallaxe des Hauptsterns , und R den Radiusvektor der
Sonne zur Zeit der Beobachtung angibt ,

, zl^ — D{1)+ Ri \ [7c — cos [O — + Nt )]
Di2) = D(2) + Rn 2(n - ttJ cos [O - (ä!,2»+ R\ )\

*) Die in § 57 gewählten Bezeichnungen n , N , m , Ni , J ", t' , t sind gleichbedeutend mit den
hier benutzten o , y , nt , y , , J , t, to-

19*
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Wenn man nun die Vergleichsterne in der zu Beginn dieses Paragraphen an-
gehenen Weise gewählt hat , so sind die Werte der Koeffizienten von n: — itx und
n — ir? für jeden Beobachtungsahend dem absoluten Werte nach nahe einander gleich ,
aber mit entgegengesetzten Vorzeichen versehen . Palls also die aus den Beobachtungen
abgeleiteten und der Voraussetzung nach wenig voneinander verschiedenen Werte z/ (0!)
und mit Fehlern behaftet sind, welche der Distanz proportional sind (wie es bei¬
spielsweise hei einer unrichtigen Annahme des Skalenwertes der Fall sein würde ), so
beeinflussen diese Fehler den aus z/ W folgenden Wert von n — tt , in entgegen¬
gesetzter Weise wie den aus abgeleiteten Wert von n — ?r,_.; das Mittel aus diesen
Werten , d. h. die relative Parallaxe n — \ {tt1+ ttJ des Hauptstems in bezug auf
die beiden Vergleichsterne ist also frei von den erwähnten Fehlern .

An Stelle der Gleichungen (9) wendet man gewöhnlich ihre Differenz an . Schreibt
man die Gleichungen in der abgekürzten Form

z/ <0I) = D'It + aI(7r — ttJ
(I0 ) - z/W = £ <’>+ «„(tt - ?rj
und setzt
. . + iK —7r=)
11IJ ^ = +
so folgt zunächst

^ ^ — D«2' -f {ax— a2)[it — { (/c, + ttJ ] — (ax+ «J — —
2

Liegen nun die Vergleichsterne auf einem durch den Hauptstern gehenden größten
Kreise , so unterscheidet sich a, + a2 stets wenig von o. Man ist aber mitunter
genötigt , Sterne zu wählen , für welche die angegebene Bedingung nicht erfüllt ist .
Damit auch in einem solchen Falle a2 nahe gleich o wird , muß man die Be¬
obachtungen auf die Zeiten beschränken , zu denen «r — a2 am größten ist . Nimmt
man an , daß dies geschehen sei, und setzt

h sin H = nx sin (/),!,V+ Aj ) — w2sin ($ } + Ar2)
h cosH = nz cos(im + Vj ) — ?z2cosfÂ 1+ V2),

so wird mit Vernachlässigung des von — ;r2) abhängigen Gliedes

(13) z/ (oj) — JW = Dö ) — D(2) + [tt — Ktt , + 7r2)j Rh cos (o — H )

Es sei jetzt d0 ein Näherungswert von Dü )— iV 1und x die Korrektion von d0]
ferner werde angenommen , daß die für die Vergleichsterne und den Hauptstern be¬
nutzten Werte der Eigenhewegung eine kleine Korrektion erfordern , und daß dem¬
gemäß auf der rechten Seite der vorigen Gleichung noch ein Glied y (t — t0) hinzu¬
gefügt werden müsse , wo y eine unbekannte Konstante bedeutet . Setzt man dann
noch z/ü) — z/ W— do— 11, so folgt

(14) x + (t — t0)y + k — fk , + 7T2)] Rh cos (0 — H ) = n

Auch aus diesen Gleichungen erhält man die relative Parallaxe unabhängig von
den der Distanz proportionalen Fehlern , vorausgesetzt , daß z/ W nahe gleich z/ w ist ;
ist aber letztere Bedingung nicht erfüllt , so sind zuvor die gemessenen Distanzen ,
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bzw. ihre Differenzen zu korrigieren . Um die Korrektionen abzuleiten , berücksichtige
man die aus (io ) und (n ) folgende Gleichung

(15) ^ = D<->+ D« + K + aj [nr - + ?rj ] - K - «J ^ “ ^

und nehme an , daß z/M und z/M die Korrektionen wz/ M, bzw. ojz/M erfordern , wo
tu eine von Abend zu Abend wechselnde Konstante bedeutet ; ferner nehme man an,
daß infolge der Ungenauigkeit der für die Eigenbewegungen der Sterne benutzten
Werte an z/W+ z/ £0 die Korrektion E (t — tQ) angebracht werden müsse , wo E eine
Konstante , t die Epoche der Beobachtung und tD die mittlere Epoche der Beobach¬
tungen bedeutet . Vernachlässigt man dann das von az + a2 abhängige Glied und setzt
z/ W-)- z/M = s , so ergibt sich aus (15)

(i5 a) D(')+ DM = s + iüs + {a, — a2) - - ^ + E (t — tQ)

Denkt man sich jetzt für jeden Beobachtungsabend eine solche Gleichung auf¬
gestellt und aus allen diesen das Mittel gebildet , so verschwindet infolge der über t0
getroffenen Bestimmung das von E abhängige Glied ; ferner kann auch das Produkt
aus ~(vt1— jc2) und dem Mittel der teils positiven , teils negativen Koeffizienten a, —a2
als verschwindend klein betrachtet werden . Wenn man also noch die Annahme
macht , daß die Koeffizienten w bald positiv , bald negativ sind und sich gegenseitig
nahezu aufheben , so wird D(') -j- ZK2) gleich dem Mittel aus den s. Dieses Mittel
möge mit s0 bezeichnet werden ; man hat dann DM -)- DM = so; und somit folgt aus (15“)

Nun ist z/ M— z/M stets sehr klein gegenüber s. Bei der Berechnung der an
diese Differenz anzubringenden Korrektion w(z/M — z/M) kann man demnach die
beiden letzten Glieder auf der rechten Seite der vorigen Gleichung vernachlässigen
und erhält damit als Wert der Korrektion (z/ M — z/ M)(s0 — s) : s oder hinreichend
genau , wenn mit dQ der mittlere Wert von z/ M— z/M bezeichnet wird , dQ(s0— s) : s0.

102 . Bestimmung der relativen Parallaxe durch Positionswinkelmessungeu .
Falls man die relative Parallaxe eines Fixsterns mit Hilfe von Positionswinkel -
messungen bestimmen will , so sind die beiden Vergleichsterne in der Nähe des
Kreises zu wählen , welcher den Deklinationskreis des zu untersuchenden Sterns im
Positionswinkel 1800 — -/. , bzw. 360° — /. schneidet . Zur Reduktion der Beobach¬
tungen ist es erforderlich , daß man für jeden der durch den Hauptstern und einen
Vergleichstern begrenzten Bögen nach den in den zwei vorigen Paragraphen gegebenen
Gleichungen die Werte von z/ , , jo, , «m, d,„, p m, Xm, ßmund x„, berechnet ; dabei kann
man für a , ö, cii und d, die Werte annehmen , welche diese Koordinaten in bezug auf
ein dem Mittel der Beobachtungszeiten nahes mittleres Aquinox haben .

Die beobachteten und mit Hilfe der in § 86 mitgeteilten Formeln von der Re¬
fraktion befreiten Positionswinkel sollen zuerst wegen der Aberration korrigiert
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werden . Zu diesem Zwecke bereclmet man für jeden Bogen mittels der Gleichungen
'§ 64, (21)]

1̂^ u cos U = k tang d,n cos cos t

die Werte von u und U, und erhält dann nach § 64 , (22), wenn p den wahren , p '
den beobachteten (aber von der Refraktion befreiten ) Positionswinkel , und O die Länge
der Sonne zur Zeit der Beobachtung bedeutet ,

(17) p = p ' u cos (Q — U)

Die Werte von p sind jetzt auf dasselbe mittlere Aquinox zu reduzieren . Zu
diesem Zwecke berechnet man zunächst nach den in § 50 gegebenen Formeln (34)
und (35)

V = |'5o36"8 + 0-5 t° - l85° l ^ M '-L 100 J 100 \ 100 /
— 1772 sin 11-|- o'.'z sin 2D — i'.'$ sin 2L

Je = g'.'2 cos fl — o7i cos 2fl + o76 cos 2L ,

wo fl die mittlere Länge des Mondknotens , L die mittlere Länge der Sonne zur
Zeit t der Beobachtung angibt , und wo tQdie Epoche des mittleren Aquinox bedeuten
soll , auf welches sich am und d„, beziehen ; bezeichnet man die auf dieses mittlere
Aquinox reduzierten Positionswinkel mit jiQ, so folgt aus § 50, (36)

(18) p0 = p -|- \J t cos am— iF sin t sin «,,,] sec <5,n

Um die für die Epoche ta gültigen Werte pa der Positionswinkel zu finden , hat
man die in § 57 abgeleitete Gleichung (23a) anzuwenden *), und zwar erhält man

(19) Po= )30+ f \ [q sinfy p m) - Qi sin (y,-—p m)]{t - t0) + ° ^ (#- 4 )2j olll 1 2 i olll I

Die Werte von pa dienen zur Ableitung der Parallaxe . Man wendet zunächst
die Formeln an [§53 , (n )]

m sin M = — cos (/.m+ p m)
m cosJf = — sin (•/ „, -\- p m) sin /¥„,

und berechnet für die durch den Hauptstern und die beiden Vergleichsterne gelegten
Bögen die zugehörigen Werte von m und M \ werden diese sowie auch die bezüg¬
lichen Werte von pof J ( und l m durch die Indizes 1 und 2 voneinander unterschieden ,
so hat man nach § 53 , (12), wenn itz und die Parallaxen der Vergleichsterne ,
ferner PW und PM die heliozentrischen , auf das mittlere Aquinox zur Zeit t0 bezogenen
Positionswinkel der Vergleichsterne , gültig für die Epoche tQ, bezeichnen ,

p° = P,I)+ ^ 57" [it- 7C' ]cos[° -
( 2I )

M {7C~ < ] cos :-° ~ ^ + M*]]

*) Die in § 57 gewählten Bezeichnungen n , N , nt , Ni , p " , t' , t haben dieselbe Bedeutung wie
die in (19) angewandten n, y, Qi, yi , p0, t , to.



§ 103j Bostimmung der relativen Parallaxe eines Fixsterns 295

Schx -eibt man diese Gleichungen in der Form

[pW — Pld ) sin i " = ^ (it — ic1)

(pW _ p (2)) sin p = 62(7r_ yrj

und subtrahiert dieselben , nachdem man zuvor noch tt 1 und ?r2 durch ihre in (n )

gegebenen Ausdrücke ersetzt hat , so folgt

[pW _ pur \ J i sin i" — [y o2>— P <2)]J , sin i" = [b1- b2)[7i — + ttJ ]—(6, + 62)

Nun pflegen die Beobachtungen zu Zeiten angestellt zu werden , wo der Koef¬

fizient 6, — b2. absolut genommen , möglichst groß ist ; gleichzeitig ist dann aber

bt - f- b2 nahe gleich o , und somit kann das letzte Glied auf der rechten Seite der

vorigen Gleichung vernachlässigt werden . Führt man also wieder an Stelle von b1

und b2 ihre Werte ein und setzt

h ' sin H ' = m I sin (Im + dfj — m 2 sin (Im 1+ M 2)

h ' cos / 7 ' = m 1 cos (Am*+ d/ J — m 2 cos (Am + d/ 2) ,
so erhält man

[pW — PWJz / , sin i " — [pW — P (2)] ^/2 sin i " = [tv — } (tvi + 7T2)] Rh ' cos (Q — / / ' )

Man wähle jetzt für Pb ) und PW die Näherungswerte PW und PW , und be¬

zeichne die Differenz (P (l) — Pblj ^ sini " — (P (z) — PW ) z/ 2 sini " mit ferner nehme

man an , daß die benutzten Werte der Eigenbewegungen der Sterne kleiner Korrek¬

tionen bedürfen , und daß demgemäß auf der rechten Seite der vorigen Gleichungen

das Glied e' (t — t0) hinzugefügt werden müsse , wo e' eine Konstante bedeutet . Wenn
dann noch

[pW — PW] sin i " — [pW — pW] sin i" = v

gesetzt wird , so lauten die zur Bestimmung von x , e ' und jc — \ (tv1 + jr 2) dienenden
Bedingungsgleichungen

(23 ) x - \- e' (t — ta) + [71 — \ (7t x + 7t 2)\ Rh ' cos (© — H ') — v

103 . Bestimmung der relativen Parallaxe durch Rektaszensionsdiiferenzen .
Man wähle für den Stern , dessen Parallaxe bestimmt werden soll , zwei möglichst

symmetrisch zu ihm gelegene und seinem Parallel nahe Yergleichsterne oder auch

Paare derselben , und beobachte nun mit Hilfe eines Meridiankreises ein oder zwei

Jahre hindurch die Rektaszensionsdifferenzen zwischen diesen Sternen und dem Haupt¬

stern . Die in den verschiedenen Jahren erhaltenen und von der Helligkeitsgleichung

(§ 93 ) befreiten Differenzen sind zuerst auf den jedesmaligen Jahresanfang (tj , und
sodann auf ein gemeinsames mittleres Äquinox , bzw . auf eine gemeinsame Epoche zu
reduzieren . Zu diesem Zwecke berechne man zunächst

(24) n= [ 133,675 - 0,057 ‘YsT -0] '

ferner , wenn unter « 0, c)0, bzw . a {°\ ö{°] die auf das mittlere Äquinox und die Epoche

des Jahresanfangs bezogene Rektaszension und Deklination des Haupt - , bzw . eines
Vergleichstems verstanden wird ,
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a — rti= n (sin <ia tsing()Q— sin «*0*taugr)'!o))

^ b — bi — cos k0tang öa — cosc4o) tang <3'iü)
c — Ci— cos a0secf)0— cos a° ’ secdS“1
d — d,-= sin u0 sec <i0 — sin «i sec d[o)

Es seien nun u und «, die Werte der jährlichen Eigenbewegung des Haupt - , bzw.
eines Yergleichsterns in Rektaszension , t sei die Epoche einer Beobachtung und T
ein der mittleren Epoche der Beobachtungen nahe liegender Jahresanfang ; ferner
seien p und pi die dem Intervall t0— T entsprechenden Werte der Präzession in
Rektaszension , gültig für den Haupt -, bzw. Vergleichstern . Sind dann <x' und «' die
beobachteten , und « und «; die auf das mittlere Aquinox zur Zeit T bezogenen und
auch für die Epoche T gültigen Rektaszensionen des Haupt - , bzw. eines Vergleich¬
sterns , so hat man , wenn A , B , C , D die in den astronomischen Jahrbüchern mit¬
geteilten , zur Reduktion auf den mittleren oder scheinbaren Ort dienenden Größen
bezeichnen ,

(26 ) « — « ,• = u — « ' — {{p — pi ) + {a — aJA + (b — b ,) B + (c — c .) C

+ (d —di)L) -[- [fi —iti)(t —T)'\

Es sei jetzt u die für die Epoche T gültige und auf das mittlere Aquinox dieser
Epoche bezogene heliozentrische Rektaszension des Hauptsterns und rt die Parallaxe
desselben , ferner sollen cp und 7t( die entsprechende Bedeutung für einen Vergleich¬
stern haben ; wenn dann

m sin Jk = sin u m,- sin ÜJi, = sin(27)
m cos 2)1 = cos « cos s nt, cos 2)1, = cos «,•cos «

gesetzt wird , so hat man nach § 52, (5)

« = a + Rn tu sin (o — 2)1 ) secd
/ 2 ö j

«»•= a,-+ RitiVCii sin (o — 211,) sec J -

Unter der Voraussetzung , daß sr,- sehr klein ist , kann man in der letzten Glei¬
chung m,- sec dj == m sec d und 2)1,•= 2)1 annehmen ; durch Subtraktion der Glei¬
chungen (28) erhält man dann

« — «, == tt — a,-+ (ur — Ttt)R m sin (O — 2)1) sec d

Wenn nun (0 — a,)0 einen Näherungswert von a — a,-, und x die Korrektion
dieses Näherungswertes bedeutet , wenn ferner die Korrektion des für die Differenz
der Eigenbewegungen angenommenen Wertes « — u, mit e bezeichnet , und a — «, —
(a — a,)0 = v gesetzt wird , so ergeben sich die zur Bestimmung von at, e und
n — ni dienenden Gleichungen

(29) cc+ e(f — 2') + {71— jrt) Rm sin (o — 2)1) sec d — v

Das Mittel der aus den Rektaszensionsdifferenzen zwischen dem Hauptsteme und
jedem der Vergleichsterne erhaltenen Werten von jc — st,- gibt die relative Parallaxe
des Hauptsterns an .
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Die Beobachtungen stellt man am besten zu solchen Zeiten an, wo der absolute
Wert des Koeffizienten von sr — tt,- gleich oder größer als etwa 0.5 ist. Um ferner
die Werte von n — n( möglichst unabhängig von einem Fehler in den Eigen¬
bewegungen zu machen, wird man die Beobachtungen so einrichten, daß sie wenig¬
stens drei aufeinanderfolgende Epochen des Maximums der parallaktischen Ver¬
schiebung umfassen.

Kapitel XVIII .

Sternbedeckungen.

104r # Fundamentalgleichungen . Die von einem Fixstern ausgehenden und

den Mond einhüllenden Strahlen können stets als zueinander parallel betrachtet
werden; wenn also der Mond als kugelförmig angesehen wird, so liegen die Strahlen
auf der Oberfläche eines Kreiszylinders, dessen Achse die Verbindungslinie des Mond¬
mittelpunktes mit dem Stern , und dessen Durchmesser gleich dem Durchmesser des
Mondes ist. Der betreffende Zylinder wird im folgenden kurzweg als Schatten¬
zylinder bezeichnet werden. Der Augenblick, wo die Oberfläche dieses Zylinders
durch den Ort eines Beobachters hindurchgeht, bedeutet für letzteren den Anfang
oder das Ende der Bedeckung des Sterns durch den Mond; zur Zeit des Ein- und
Austrittes des Sterns ist also der Abstand des Beobachtungsortes von der Achse des
Schattenzylinders gleich dem Durchmesser des Mondes. Dieser Satz soll nun analytisch
ausgedrückt werden.

In Fig . 1 sei E der Mittelpunkt der Erde , L der Mittelpunkt des Mondes und
LS die Richtung zum Stern. Durch E lege man drei zueinander senkrechte Achsen,
und zwar soll die Z-Achse [EZ ] parallel zu LS sein.
Ist P der Ort des Pols , so werde die der Bichtung EP
zunächst gelegene Hälfte EY der Durchschnittslinie der
Ebene ZEP mit der X V-Ebene als Y-Achse, und die
zur YZ-Ebene senkrechte Linie EX als X-Achse gewählt-
Um die X-Achse genauer zu definieren, setze man fest,
daß, wenn Py den durch das Frühlingsäquinox gehenden
Deklinationskreis bedeutet und yPZ die Kektaszension
von Z angibt, die Kektaszension von X gleich 90° + yPZ
sein soll. Da die X-Achse senkrecht zu EP ist, so fällt
sie in die Durchschnittslinie des Äquators mit der XY - X
Ebene. Es sei jetzt M der geozentrische Ort des Mondes
oder der Punkt , worin die Bichtung EL verlängert die Sphäre trifft, ferner sei « die
geozentrische Bektaszension, und <? die geozentrische Deklination des Mondes; es ist

S
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dann vPM — a und Pilf = 90° — ö. Da EL verschwindend klein im Verhältnis
zur Entfernung des Sterns ist , so ist auch die zu LS parallele Gerade EZ zum
Stern gerichtet ; wenn man also mit A und l ) die Rektaszension -und Deklination des
Sterns bezeichnet , so ist YL*Z — A und PZ — 90° — D .

Man setze nun EL = r ; bedeuten dann oj, y, % die rechtwinkligen Koordinaten
des Mondes , so hat man

x = r cos MEX , y = r cos MEY , x = r cos MEZ

Die hier vorkommenden Richtungscosinus von EM lassen sich aus den sphärischen Drei¬
ecken MPX , MPY , MPZ bestimmen . Da nämlich X der Pol des größten Kreises ZP
ist , so ist PX und auch der Winkel ZPX gleich 90° , also MPX — go° — (a — A);
ferner ist MPY — 180° — (0 — A) und PY — D , endlich ist ZPM — a — A ', man
erhält somit

x = r cos d sin (a — A)
(1) y — r [sind cosZ ) — cosd sinD cos (« — 4̂)]

x — r [sind sinD + cosd cosZ) cos (a — A))

Um x , y und x in Einheiten des Radius des Erdäquators auszudrücken , setzt man ,
wenn ;i; die Aquatoreal -Horizontalparallaxe des Mondes bedeutet ,

(2) r = sm n

wendet man dann noch die Substitutionen an

v sin [D — i) = • sin D cos (« — A)

so wird
^ v cos (D — i) — cosD ,

1 ™ cos ^ sin [a — A) _ v sin {d — D -\- i)
(4 ) ^ i ? y — ;-sm 7t sm 7X

Zur Zeit einer Sternbedeckung ist a — A ein kleiner Winkel ; somit folgt aus (3),
daß dann v sich nicht viel von 1 unterscheidet , und i klein ist .

Ein einfaches Verfahren zur Berechnung der kleinen Größen logr und i ist
von Küstner angegeben worden . Aus den Gleichungen (3) folgt nämlich

log tang l) — log tang [D — i) -f- log sec (a — A)
logr = log cosZ) — log cos (D — i)

Also wird für I) = I ) -[- i

log tang (I) -f- i) = log tangZ ) + log sec (« — A)
log v == log cos (Z) i ) — log cos D

Aus der ersten dieser beiden Gleichungen folgt , daß i die Änderung bezeichnet ,
welche D erfährt , wenn sich log tang D um log sec (« — A) ändert ; ferner ergibt sich
aus der zweiten Gleichung , daß log v den Betrag darstellt , um den sich log cos I)
ändert , wenn Z) durch I) + i ersetzt wird . Man hat also zunächst den log sec (a — A)
zu berechnen ; mit Hilfe dieses Wertes und der Differenz zwischen zwei in der
Logarithmentafel aufeinander folgenden , dem jeweiligen Werte von log tang IJ benach¬
barten log tang erhält man i ; der log r ergibt sich aus i und der Differenz zwischen
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zwei aufeinander folgenden , dem jeweiligen Werte von log cos benachbarten Tafel -
werten von log cos. Das Vorzeichen von i stimmt mit demjenigen von D überein ,
logv ist stets negativ .

Es werde jetzt in Fig . i unter L ein Ort auf der Erdoberfläche , also unter M
das geozentrische Zenit des Beobachters verstanden ; wird dann der in Teilen des
Radius des Erdäquators ausgedrückte Radiusvektor des Beobachtungsortes mit o,
seine geozentrische Breite mit cp' und seine Sternzeit mit u bezeichnet , so ist '/ PM = u
und PM = go° — cp'. Man erhält also die für die Koordinaten £, rj, 'C des Beob¬
achtungsortes gültigen Gleichungen , indem man in (i ) r , er, <) durch n, tt, cp' ersetzt .
Die Gleichungen lauten

l; — p cos cp' sinfu — A)
(5) >1 = 9 sine/)' cosD — y cos ip' shiD cos (1.1 — A)

C = p sin cp' sinZ) + ^ cos cp' cosD cos [u — A)

Da die Z -Achse parallel zu der Achse des Schattenzylinders ist , so ergibt sich
der Abstand J des Beobachtungsortes von dieser Zylinderachse aus der Gleichung

j *= (x- $y+ (y- iir
Wie schon oben bemerkt wurde , muß A zur Zeit des Ein - oder Austrittes eines
Sterns gleich dem Mondradius sein ; wird der in derselben Einheit wie x, i-, y und u,
also in Teilen des Radius des Erdäquators ausgedrückte Halbmesser des Mondes
mit k bezeichnet , .so erhält man als Bedingungsgleichung einer Stembedeckung

( 6 )

Diese Gleichung läßt sich auch zur Bestimmung von k benutzen . Wenn nämlich
eine Sternbedeckung an einem Orte beobachtet worden ist , dessen geographische
Breite und Länge , letztere bezogen auf den Meridian der Mondephemeride , bekannt
ist , wenn ferner der Ort des Sterns gegeben ist , und die Korrektionen der Mond¬
ephemeride bereits anderweitig , etwa durch Meridianbeobachtungen , gefunden sind ,
so lassen sich mit Hilfe der Gleichungen (2) bis (5) die Werte von x , y , £ und y
berechnen (vergleiche § 106]; substituiert man diese in die Gleichung (6), so ergibt sich
der gesuchte Wert von k. Der Wert von k ist gegenwärtig bereits recht genau
bekannt , und zwar kann man nach Lagrula log /c = 9.43544 annehmen .

Die Gleichung (6) kann ebenfalls zur Vorausberech¬
nung einer Sternbedeckung benutzt werden , indessen
wendet man zu diesem Zwecke besser die hierunter ab¬
geleiteten Gleichungen an . Man lege durch den Beobach¬
tungsort 0 drei zu den in Fig . 1 benutzten Achsen EX ,
EY , EZ parallele Achsen OX , OY , OZ (Fig . 2); OZ
bezeichnet demnach die Richtung zum Stern , und OP
die Richtung zum Pol . Ist nun L das Mondzentrum
und M ' der Punkt , in dem die Gerade OL verlängert
die Sphäre trifft , ist ferner Ocm ' die Durchschnittslinie *
einer durch OZ und OM ' gelegten Ebene mit der A" F-Ebene , und cL parallel zu
OZ , so sind die Projektionen von Oc auf die X - und F-Achse den früher mit x — £,
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bzw. y — y bezeiclnieten KoordinatendifEerenzen gleich . Setzt man also den Winkel
YOm ' gleich Q und berücksichtigt , daß Oc den vorhin mit J bezeichneten Abstand
des Beobachtungsortes von der Achse des Schattenzylinders darstellt , so hat man

x — | = z/ sin Q, y — ij = J cos Q

Beim Ein - und Austritte ist aber J — k und demnach

(7) /<: sin Q = x — Je cos Q = y — rt

Wie man sieht , folgt hieraus wieder die Gleichung (6).
Mit Hilfe von Q läßt sich der Punkt des Mondrandes bestimmen , au dem der

Stern ein- , bzw. austritt . Zunächst ist Q gleich dem sphärischen Winkel PZM 't
und dieser stellt den Positionswinkel des Mondmittelpunktes , bezogen auf den Stern
dar . Der Positionswinkel JT des Berührungspunktes , bezogen auf den Mittelpunkt
des Mondes , ist aber gleich dem Winkel , um den man M 'P um den Punkt M '
nach der Seite der wachsenden Rektaszensionen hin drehen muß , damit M 'P in die
Richtung von M 'Z fällt ; somit ist JI = 360° — PM 'Z. Im Augenblicke des Ein¬
oder Austrittes des Sterns berührt die Richtung OZ den Mondrand ; der Winkel PM 'Z
ist dann also nur wenig von 180° — Q verschieden . Da nun der Punkt des Mond¬
randes , an dem der Stern ein- , bzw. austritt , nur näherungsweise bekannt zu sein
braucht , so kann man PM 'Z — 1 ,̂0° — Q setzen , und erhält dann II — 18o° + Q.

105. Yorausbereclmimg einer Sternbedeckung für einen gegebenen Ort.
Die Yorausberechnung einer Sternbedeckung pflegt man auf dem Wege der sukzessiven
Näherungen auszuführen ; zum leichteren Yerständnis sollen zuerst die zur Berechnung
nötigen Gleichungen abgeleitet , und dann die für die praktische Anwendung derselben
erforderlichen Erläuterungen hinzugefügt werden . Es sei T die mittlere Zeit , welche
man auf dem ersten Meridian , d. h . dem Meridian der Mondephemeride zählt ,
wenn , von einem gegebenen Beobachtungsort aus gesehen , der Mittelpunkt des Mondes
und der Stern dieselbe Rektaszension haben ; ferner sei Tt die mittlere Zeit des
ersten Meridians , zu der an dem betreffenden Ort der Ein - oder Austritt stattfindet .
Bezeichnet man nun die für die Zeit T gültigen Werte von x, y, iy mit p , q, u , v
und ihre Differentialquotienten mit p , q', u ’, v\ so kann man für die der Zeit T t
entsprechenden Werte von rr, y, £ und 17 in erster Näherung annehmen

(8) x = p + p 't , y = q + q' t
s = u -f- u ' t , ry— v -\ - v' t

Substituiert man diese Werte in die Gleichungen (7) und setzt dann

m sin JI = p — u , n sinN = p ' — u '
m cos M — q — v , n cos N — q' — v'

so ergibt sieb
k sinQ = m sin JI + tn sin N
k cosQ = m cosMtn cosN

Hieraus folgt
k sin [Q — P ) — m sin (JI — N )

' Je cos (Q — N ) = m cos (JI — Y ) -f- tn
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Wenn jetzt ein Winkel ip so bestimmt wird , daß
yyi/

(12) cos ip = -j- sin [M — JV) [log /c = 9.43544 ]

ist , so lehrt die erste der Gleichungen (11), daß Q — N entweder gleich 900 + >p
oder gleich 90° — rp sein muß ; dementsprechend erhält man aus der zweiten der
Gleichungen (11) zwei Werte für t, nämlich

')')') h
(13) # = — cos [M — N ) =P — sin </'

Wählt man nun für ip denjenigen der beiden aus der Gleichung (12) folgenden
Werte , welcher kleiner als 180° ist , so gilt das obere Vorzeichen in der Gleichung (13)
für den Eintritt , und das untere für den Austritt des Sterns .

Dem vorigen Paragraphen zufolge ist der Positionswinkel des Sterns beim Ein -
und Austritt , bezogen auf den Mittelpunkt des Mondes , gleich 1800 + Q: durch Sub¬
stitution der Werte Q = 90° -!- N± ip erhält man demnach für den Positionswinkel
beim Eintritt (n e), bzw. Austritt (TT„)

( 14 ) .TT«. = 270° + -V + r/ >, ] j n — z -jo 0 N — xp

Um die oben mit T bezeichnete Zeit zu bestimmen , entnehme man zunächst aus
dem Jahrbuche die mittlere Zeit des ersten Meridians , zu der die geozentrische
Rektaszension des Mondes der Rektaszension des Sterns gleich ist ; diese Zeit , die
mit T0 bezeichnet werden möge, nennt man die Zeit der geozentrischen Konjunktion
von Mond und Stern in Rektaszension , während T als die Zeit der scheinbaren
Konjunktion bezeichnet zu werden pflegt . Der Mittelpunkt des Mondes liegt also
zur Zeit Ta in der Ebene PEZ (Eig . 1), und zur Zeit T in der Ebene POZ (Fig . 2).
In Eig . 3 sei nun wieder E der Mittelpunkt der Erde und 0 der Beobachtungsort ,
EX , EY , OX und OY seien die in Eig . 1 und 2 benutzten
Koordinatenachsen ; projiziert man dann das Mondzentrum in seiner Fig-3'
Lage zur Zeit T0 auf die Ebene EX E, so fällt diese Projektion Y Y
in die 1 -Achse , beispielsweise in den Punkt m, . Ist jetzt £0 die m’
ebenfalls für die Zeit Ta gültige , auf die Achse EX bezogene
Koordinate von 0 , so erhält man die Zeit indem man | 0 durch
die auf die A - Achse bezogene Komponente der relativen Ge¬
schwindigkeit des Mondes gegen den Beobachtungsort dividiert und den Quotienten
zu Ta hinzufügt . Wenn also p '0 und u'0 die für die Zeit T0 gültigen Werte von p '
und u ' bedeuten , so ist annähernd

(15) t = t °+ P’o!i U’o
Zur Berechnung von i 0 verwandle man zuerst Ta in Sternzeit und addiere zu

letzterer die Länge des Beobachtungsortes , bezogen auf den ersten Meridian (westlich
vom ersten Meridian positiv gerechnet ); man erhält so die der mittleren Zeit Ta des
ersten Meridians entsprechende Sternzeit des Beobachtungsortes . Wird diese mit u0
bezeichnet , so folgt aus der ersten der Gleichungen (5)

(16) £0= £? cosf/ sin (/t0— A)

-X
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Den Wert von p '0 erhält man , indem man die erste Gleichung (4) differenziert
und dann die für die Zeit Ta gültige Bedingung a — A einführt ; dabei können aber
d und tt als konstant betrachtet werden . Es ergibt sich so

, cos d da
JK, = — .----sin 7t

Wenn nun [̂ a] die in Zeitsekunden ausgedrückte Änderung der geozentrischen
Rektaszension des Mondes in einer Stunde mittlerer Zeit bedeutet , so ist der auf diese
Zeiteinheit bezogene und in Teilen des Radius ausgedrückte Wert von da — \Ja \ 15 sin 1";
damit wird
. , , fz/ al is sin 1" cosd
17 Vo— -- -

Um u'0 ahzuleiten , hat man die erste der Gleichungen (5) zu differenzieren und
dabei zu berücksichtigen , daß sich die Sternzeit in einer Stunde mittlerer Zeit um
3Öo9?86 ändert ; wenn also

(18) 3609.86 X 15 sin 1" = 7. (log / = 9.41915 )

gesetzt wird , so erhält man den auf die mittlere Stunde als Zeiteinheit bezogenen
und in Teilen des Radius ausgedrückten Wert

(19) = Ä£ cos r/>' cos (f'0— -4)

Substituiert man die in (16) und (19) gegebenen Werte von | 0 und u'0 in die
Gleichung (15), so ergibt sich

(20) Tz = T + Q cos (p' sin (u0 — A)
p '0 — Iq cos <p' cos (,«0 — A)

Der Wert von p '0 schwankt zwischen 0.50 und 0.62 ; hat man nun für denselben Ort
viele Sternhedeckungen vorauszuherechnen , so empfiehlt es sich, eine Tafel anzulegen ,
welche mit dem Argument u0 — A für p 'a — 0.50 und p ’0 — 0.60 die Werte des
Quotienten

r Q cos ip' sin (ua — A)
p'o — lo cos cp' cos (u0 — A)

gibt ; eine einfache Interpolation liefert dann den einem beliebigen Werte von p '0 zu¬
gehörigen Wert von r . Da bei der Berechnung von p>', und u'0 eine mittlere Stunde als
Zeiteinheit gewählt wurde , so erscheint auch r in dieser Einheit ausgedrückt . Der
Nenner des Ausdrucks für 1 ist stets positiv ; r ist also positiv für ohO p0— A i2 b,
und negativ für 12 110 «0— A 24 11.

Hat man die Zeit T = T0+ r gefunden , so lassen sich auch die ihr entsprechenden ,
oben mit p und q bezeichneten Werte von x und y berechnen . Zunächst folgt aus
den Gleichungen (1) und (2), wenn p0, q0 und q'0 die für die Zeit Ta, also für ct = A
gültigen Werte von p , q und q' bedeuten , und Aö die Änderung der geozentrischen
Deklination des Mondes in einer Stunde mittlerer Zeit angibt ,
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Die Werte von q0 und </ „ sowie auch den aus (17) folgenden Wert von p '0 findet man
in den Jahrbüchern unter den »Elementen der Sternhedeckungen « angegeben ; mit
ihrer Hilfe erhält man dann

(23) p = p'oC, q= q0-\- q'or
Diese Werte hat man in die Gleichungen (9) zu substituieren , während für die nur
wenig veränderlichen Differentialquotienten p ' und q' ihre der Zeit Ta entsprechenden
Werte beibehalten werden können .

Um u , v, u ' und v' zu berechnen , ist in den Gleichungen (5) die der mittleren
Zeit des ersten Meridians Ta + r zugehörige Ortssternzeit u zu benutzen ; da der
mittleren Zeit T0 die bereits vorhin gefundene Ortssternzeit uQ entspricht , so wird ,
wenn e die Reduktion des Zeitintervalls r auf Sternzeit bedeutet ,

(24) /( = u0 + r + e

oder mit einer für den vorliegenden Zweck vollkommen ausreichenden Genauigkeit

(24“) P = P0+ *

Aus (5), bzw. aus den durch Differentiation von (5) gewonnenen Gleichungen erhält
man dann

u = q cos w' sin (q — A)
(^ 5 ) * ' •v = q smcp' cosD — q cosf/ )' sinD cos ]/«— A)

u ' — ?.g coscp' cosf « — A)
(2 . a s r V, 1

v — Xq coscp' sin I) sin [u — A)

Damit sind nun alle für die Auflösung der Gleichungen (9) bis (14) notwendigen
Größen bekannt .

Bezeichnet man die aus (13) für den Ein - und Austritt erhaltenen Werte von
t mit te und ta, so gehen T + 4 und T + ta die mittleren Zeiten des ersten Meridians
an , zu denen der Stern am Beobachtungsort verschwindet , bzw. wiedererscheint .
Bedeutet jetzt l die auf den ersten Meridian bezogene , westlich von diesem positiv
gerechnete Länge des Beohachtungsortes , so erhält man als mittlere Ortszeiten des
Ein -, bzw. Austrittes T + te-f- / , bzw. T + ta -\- l.

Will man die in der oben erläuterten Weise abgeleitete Zeit des Ein - und
Austrittes noch schärfer bestimmen , so berechne man zunächst für den genähert
bekannten Moment @ des Eintrittes die Werte von p , q, u , v, . . . , und wende dann
wiederum die Gleichungen (9) bis (13) an . Es ergeben sich damit zwei Werte von ty
von denen der der Zeit (S zunächst gelegene (tf) eine genauere Zeit © + te des Ein¬
trittes liefert , während der andere (t„) zu einer rohen Zeitangabe © + 1« für den
Austritt führt und zu verwerfen ist . Desgleichen sind auch für die in erster Näherung
erhaltene Zeit 31 des Austrittes p , q, u , v , . . . von neuem zu berechnen und dann
die Gleichungen (9) bis (13) nochmals aufzulösen . Bezeichnet man den kleineren der
beiden so für t erhaltenen Werte mit t'„ , so ist Sf+ L die genauere Zeit des Aus¬
trittes ; der andere Wert von t ist wieder zu vernachlässigen .

Wenn die vorauszuberechnenden Sternhedeckungen zahlreich sind und sich auf
ein relativ kurzes Zeitintervall verteilen , wenn also beispielsweise für eine totale
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Mondfinsternis auch die Ein - und Austritte der schwachen Sterne vorausbestimmt
werden sollen , so empfiehlt sich die Anwendung eines graphischen Verfahrens . Man
bedient sich zu diesem Zwecke einer in größerem Maßstabe gezeichneten oder
photographisch hergestellten Sternkarte . Für das Zeitintervall , welches für die Be¬
obachtungen in Frage kommt , nimmt man etwa für jede halbe Stunde den geo¬
zentrischen Ort des Mondes aus der Ephemeride , bringt an diesen die Parallaxe an
und trägt die so erhaltenen scheinbaren Orter des Mondzentrums in die Karte ein ;
gleichzeitig vermerkt man bei jedem Ort die ihm entsprechende Zeit . Verbindet
man die das Mondzentrum darstellenden Punkte durch eine Kurve , so gibt diese den
scheinbaren Lauf des Mondes an ; mit Hilfe der beigeschriebenen Zeiten läßt sich
ferner für jeden Punkt der Kurve bestimmen , wann er mit dem Zentrum des Mondes
zusammenfallen wird . Bedeutet nun d den vom Mittelpunkte der Erde und d ' den
vom Beobachtungsort aus gesehenen liadius des Mondes , so ist annähernd , wenn unter
7t die Horizontal - Aquatorealparallaxe des Mondes , und unter L seine geozentrische

Zenitdistanz verstanden wird ,
d ' = i -|- sin 7t cos L)

Offenbar muß ein Stern , dessen Abstand von der oben erwähnten Kurve kleiner als
d ' ist , vom Monde bedeckt werden . Beschreibt man um einen solchen Stern einen
Kreis mit dem Kadius d ' , so schneidet dieser die Kurve im allgemeinen in zwei
Punkten , welche die Lage des Mondzentrums zu den Zeiten des Ein - und Austrittes
angeben ; diese Zeiten selbst erhält man unmittelbar mittels der vorhin erwähnten ,
in der Kurve gemachten Zeitangaben . Der Winkel , den die Richtung von einem
Durchschnittspunkte der Kurve zum Stern hin mit der Richtung von dem Durch¬
schnittspunkte zum Pol hin bildet , von letzterer aus in der Richtung der wachsenden
Rektaszensionen hin gezählt , gibt den Positionswinkel des Ein - , bzw. Austritts¬
punktes an .

106 . Bestimmung der Länge eines Ortes durch Beobachtungen von Stern¬
bedeckungen . Erste Methode . Die Beobachtungen der Sternbedeckungen bieten
ein vorzügliches Mittel , sowohl die Länge des Beobachtungsortes als auch die Parall¬
axe , den Halbmesser und den Ort des Mondes zu bestimmen . Die Bestimmung der
Länge des Beobachtungsortes ist aber nur dann möglich , wenn man den Ort des
Mondes , hzAv. die Fehler der Mondephemeride kennt , und umgekehrt muß die Länge
des Beobachtungsortes bekannt sein , wenn man die Fehler der Mondephemeride
finden will . Was die in den Gleichungen auftretenden Koordinaten der bedeckten
Sterne betrifft , so lassen sich diese durch Meridianbeobachtungen mit so großer
Genauigkeit bestimmen , daß sie hier als fehlerfrei betrachtet werden können .

Es werde jetzt angenommen , daß man die Korrektionen der Mondephemeride in
irgend einer Weise — sei es durch Meridianbeobachtungen , sei es durch das im
folgenden Paragraphen angegebene Verfahren — bestimmt habe und nun eine beob¬
achtete Sternbedeckung zur Ableitung der Länge des Beohachtungsortes benutzen
wolle . Zu diesem Zwecke kann man von den Gleichungen (7) Gebrauch machen .
Mit Hilfe der Gleichungen (5), in denen u als beobachtete Größe bekannt ist , lassen
sich zunächst die in (7) vorkommenden Koordinaten £ und t] berechnen ; dabei ist
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aber noch etwas zu berücksichtigen , was bisher vernachlässigt wurde . Die Glei¬
chungen (6) und (7) setzen voraus , daß der durch die Koordinaten § und rj definierte
Punkt auf der Oberfläche des Schattenzylinders liege . Es möge jetzt die in § 77,
Fig . 2 mit Sa bezeichnete Gerade einen der genannten Zylinderfläche ungehörigen
Strahl bedeuten ; infolge der Refraktion wird dieser nach b, c, E abgelenkt , und somit
nimmt ein in E befindlicher Beobachter eine Bedeckung des Sterns durch den Mond
wahr . Die früher gemachte Annahme , daß der Beobachtungsort zurzeit des Ein -
und Austrittes auf der Oberfläche des Schattenzylinders liege , ist also nicht richtig ;
wohl aber liegt der Punkt s, in dem der Strahl Sa verlängert die Richtung CZ trifft ,
auf jener Oberfläche . In den Gleichungen (6) und (7) darf man darum unter £ und i;
nicht die Koordinaten des Beobachtungsortes verstehen , dagegen ist es erlaubt , für
£ und 17 ihre dem Punkte s entsprechenden Werte zu substituieren . Da die Zeit ,
in der das Licht die Strecke as zurücklegt , nur unmerklich von derjenigen verschieden
ist , welche das Licht gebraucht , um den Bogen abcE zu durchlaufen , so erhält man
die Koordinaten von s, wenn man in den Gleichungen (5) ,« gleich der beobachteten
Zeit des Ein -, bzw. Austrittes annimmt und für o die Entfernung des Punktes s vom
Mittelpunkte der Erde substituiert . Wird letztere mit o bezeichnet , und setzt man
CE oder die Entfernung des Beobachtungsortes vom Mittelpunkte der Erde gleich
r0, und Es = £, so ist p = r0-|- £. Bedeutet aber m0 den Brechungsexponenten der
Luft am Beobachtungsort , % die scheinbare , und za die wahre Zenitdistanz des Ein -,
bzw. Austrittspunktes , so hat man nach § 77, Gleichung (37“), wenn die dort ange¬
wandten Bezeichnungen x, p0 und £ durch j , m0 und za ersetzt werden ,

/m„ sin « \
i' = A ( sifi 1)

Somit wird
m. sin «

Q = ra - °--s sm «0

Ist nun h die Seehöhe des Beobachtungsortes , und bezeichnet man mit o die Ent¬
fernung eines im Meeresniveau und unter derselben Breite wie der Beobachtungsort
gelegenen Punktes vom Zentrum der Erde , so ergibt sich rQ= <7-f- h und demnach

hI h \ m0sm ;.
p — (? ( 1 H-- 1 — • ■M q ] sm «0

Bei der Berechnung von h : o kann man für o seinen mittleren Wert 6366000 "
annehmen ; drückt man auch h in Metern aus , so folgt dann

, m0 sin «
(26 ) (> = £ ( 1 - f- 0 .000000 157 « ) — ~sm ;

Um p in Teilen des Äquatorealradius der Erde ausgedrückt zu erhalten , hat
man in der letzten Gleichung an Stelle von q den in § 67, (2:l) mit \(>] bezeichneten
Wert anzuwenden , also

, , a\ VI — e2 sin 2»/) 00t(26") 0 = ------— — |e = 0.081 826 t
cos (<p — »/ >)

zu setzen , wobei <p die geographische Breite des Beobachtungsortes bedeutet ,
de Ball , Sphär . Astronomie . 20
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Der Wert von m0 hängt von dem Luftdruck und der Temperatur ab . Legt man
aber auch hier einen mittleren Wert zugrunde , so kann der Faktor m0sinx : sin %0
in eine Tafel mit dem Argument £0 gebracht werden ; besser ist es noch , den aus (5)
für u = 1 folgenden Wert von logC , welcher nahe gleich log cos 20 ist , als Argument
zu wählen . Man erhält so :

logf
llto sm *

sinüto log ?
m0 sinfc

sin *0

9 . 6 0 .000001 9 . 2 0 .000005

9 -5 0 .000001 9 . 1 0 .000008

9 . 4 0 .000002 9 .0 0 .00001 2

9 -3 0 .000003 8 . 9 0 .000017

Mit Benutzung dieser Tafel läßt sich aus (26) und (26“) der zur Berechnung
der Koordinaten £ und rj des Punktes s nötige Wert von o ableiten .

Um die für die Gleichungen (7) zu benutzenden Werte von x und y zu erhalten ,
schlägt man den folgenden Weg ein. Es ist immer möglich , einen genäherten Wert
für die Länge des Beobachtungsortes , bezogen auf den ersten Meridian , zu finden
— so z. B . mit Hilfe einer Karte , oder , wenn die Beobachtung zur See angestellt
worden ist , mit Hilfe einer Zeitbestimmung und der Vergleichung der Ortszeit mit der
durch die an Bord befindliche Uhr genähert bekannten Zeit eines Hauptmeridians der
Erde — ; sollte übrigens auch die angenommene Länge ziemlich fehlerhaft sein , so
wird man durch die wiederholte Anwendung des hierunter erläuterten Verfahrens doch
zu einem genauen Wert der Länge gelangen . Wird die angenommene Länge mit
la bezeichnet , und rechnet man la westlich von dem ersten Meridian positiv , so ent¬
spricht der Ortsstemzeit a die genäherte Sternzeit u -j- l0 des ersten Meridians ; die
dieser entsprechende mittlere Zeit des ersten Meridians sei T '. Man entnehme nun
aus der Mondephemeride für die der Zeit T ' zunächst gelegene volle Stunde Tmsowie
auch für je eine oder zwei dieser Stunde unmittelbar vorausgehende , bzw. folgende
Stunden die W erte von a und d, bringe an a und ö ihre als bekannt vorausgesetzten
Korrektionen an und leite außerdem mit Hilfe der Mondtafeln die Werte von Trab ;
indem man sodann von den Gleichungen (3) bis (4) Gebrauch macht , kann man die
für die betreffenden Stunden gültigen Werte von x und y berechnen . Bildet man
hierauf die Differenzen zwischen den x , bzw. y , so lassen sich mittels der Formel
§ 4 , (24) die für den Beginn der einzelnen Stunden gültigen Werte der ersten
Differentialquotienten von x und y (x \ bzw. y') bestimmen ; diese können auch als
die mittleren Änderungen von x und y in einer Stunde mittlerer Zeit bezeichnet
werden . Uachdem man so die Werte gefunden hat , welche x , y, x' und y' für die
Zeit Tm und für die dieser vorausgehenden und folgenden Stunden haben , kann man
durch Interpolation ihre der Zeit T' entsprechenden Werte finden .

Es sei nun l — Jl die wahre Länge des Beobachtungsortes , und T ' + t;'
die der Sternzeit u -|- l entsprechende mittlere Zeit des ersten Meridians ; ferner seien
xoy yQ, Xo, i/o die Weide von x, y, x ', y ' zur Zeit T ' . Wenn dann V hinreichend klein
ist , so erhält man für die Koordinaten des Mondes zur Zeit T ' +

x = x0 -\- x '0r ' , y = Vo+ yö *'
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Substituiert man diese Ausdrücke in die Gleichungen (7) und setzt

m! sini¥ ' = x0— £ n' sinA' = xö
m' cosA/ ' = yo— rj n' cosA ' = y'a, •( 27 )

so erhält man

Hieraus folgt

(28)

/c sin (1 = m' sin M ' + r 'n ' sin A '
k cos Q = m' cos M' + r 'n ' cos A '

/,■sin (0 — A ') = m' sin (ilf — A )
cos (Q — A ') = w! cos (Jf ' — A-') + x'rti

Der ersten dieser Gleichungen genügen zwei Werte von Q — A '; wird der eine mit
xp' bezeichnet , so ist der andere gleich 180 — ip' . Demnach erhält man aus der zweiten
der Gleichungen (28)

77? / *
(2 9 ) r = - - - cos (jr - A ' ) - ~ cos >p 'n ' ^ n ^

Versteht man unter xp' den positiven oder negativen spitzen Winkel , welcher der
Gleichung

777
(29il) sin xp' = ~ sin [M ' — A ')

genügt , so entspricht das obere Vorzeichen in (29) dem Ein - , und das untere dem
Austritt des Sterns .

Da XÖ und y '0 die Änderungen von x0 und y0 in einer Stunde mittlerer Zeit
bedeuten , so bezieht sich auch n ' auf diese Zeiteinheit , und demnach ist der aus (29)
folgende Wert von 7;' in Teilen einer mittleren Stunde ausgedrückt . Die der beob¬
achteten Ortssternzeit a des Ein - oder Austrittes zugehörige mittlere Zeit des ersten
Meridians , nämlich T ' -f- V, ist also jetzt bekannt ; verwandelt man diese in Stern¬
zeit (0 ), so wird die gesuchte Länge des Beobachtungsortes , bezogen auf den ersten
Meridian , gleich 0 — u . Um T ' + 1' in Sternzeit zu verwandeln , berücksichtige
man , daß T ’ die der Sternzeit u -f- la des ersten Meridians entsprechende mittlere
Zeit bedeutet ; man hat also nur noch r ' in Sternzeit zu verwandeln , und dies geschieht
dadurch , daß man t ' mit der in einer Stunde mittlerer Zeit enthaltenen Zahl von Stern¬
zeitsekunden , also mit 36c>9?86 multipliziert . Es wird somit © = u + lQ+ 36o9?86r ' .
Substituiert man für r ' seinen in (29) gegebenen Wert , so folgt für die Länge des
Beobachtungsortes

, \ i , 36o9 ?86m ' ATn 36o9 ?86 /c
(30) l = l0 - - cos [M - N ') =p 6 yn , cos xp' ,

wo das obere Vorzeichen für den Ein -, und das untere für den Austritt anzuwenden ist .
Ist l stark von la verschieden , so kann man die vorige Bechnung wiederholen ,

indem man dabei u + l als die der Ortssternzeit y entsprechende Sternzeit des ersten
Meridians annimmt , diese in mittlere Zeit verwandelt und die für letztere gültigen
Werte xa, y0, x'0, y'0 ableitet . Die Anwendung der Gleichungen (27) bis (2ga) führt
dann zu einem neuen Wert von 7' ; wird dieser mit 7;' bezeichnet , so erhält man als
genaueren Wert der Länge des Beobachtungsortes

— 3609 8̂67:',
20*
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107 . Bestimmung des Ortes , des Halbmessers und der Parallaxe des
Mondes aus Beobachtungen von Sternbedeckungen . Diese Bestimmung ist , wie
schon bemerkt , nur dann möglich , wenn die auf den ersten Meridian bezogene
Länge des Beobachtungsortes bekannt ist . Es sei wieder a die beobachtete Orts¬
sternzeit der Bedeckung , /<+ 1 die dieser entsprechende Sternzeit des ersten Meri¬
dians , und T ' die zugehörige mittlere Zeit des ersten Meridians . Man entnehme
zunächst aus der Mondephemeride für die der Zeit T ' benachbarte volle Stunde
sowie für je eine oder zwei dieser Stunde vorausgehende und folgende Stunden die
Werte von « und d , und berechne mittels der Mondtafeln die zugehörigen Werte
von 7t . Wendet man alsdann die Gleichungen (3) und (4) an , so erhält man für
x und y je drei oder fünf Werte und kann mit deren Hilfe die der Zeit T' ent¬
sprechenden Werte von x und y finden ; letztere mögen mit xa und yQ bezeichnet
werden .

Es seien jetzt /Ju , Jö und z/ .r die Korrektionen der angenommenen Werte von
a , d und tt . Um die diesen Korrektionen entsprechenden Änderungen von x und y
zu erhalten , differenziere man die Gleichungen (1); setzt man dabei r = 1: sinn ;,
so folgt

cosd cos (a — A) , sind sinf« — A) ,
fix = - ;- Ai tt :—- Ad X cotg TT•A 7tsin ic sin tt

. cos d sin (et — M) r . tu , • « • r -, / -̂ ddy = -- ^ -- - sin DA a -j- icos d cos D -f- sm d sin ü cos (et — A)j —--smsr sm 7t
— y cotg tt ' A Tt

Hier läßt sich An durch die Korrektion des für die Konstante der Äquatoreal¬
parallaxe des Mondes angenommenen Wertes n0 ersetzen . Bezeichnet man nämlich
die Entfernung des Mondes von der Erde zur Zeit der Beobachtung mit r , und die
mittlere Entfernung des Mondes mit r0, so ist

r sin n = rQsin n0

Die Differentiation dieser Gleichung gibt , wenn „cos tt, — cos tt0 und sin ndr — sin Tt0dr 0
gesetzt wird ,

r sin jt
An = —̂ An . = - . — An n

r sm nQ

Substituiert man diesen Ausdruck in die Gleichungen für dx und dy , so erhält man
mit Berücksichtigung der Gleichungen (3) und (4)

dx = x cotgfa — A) Att — x tangdz / d — x cos /r -t—
0 ' sin na

.1 ■ Tf ^ v cos (d — D -M ) Andy — x sm DAu ~1-- W- - A0 — y cos n —-
sm n - sm jc0

oder , wenn

a = — x cotg (« — A), b = x tangd , p = x cos /r
(31) , . _ v cos Id — D -)- i)

a = — x smD , b = ~ L p = t/ cos nsm n
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gesetzt wird ,

— dx — üJu 4- t) /̂ d + t) n °
(32) *™7t°

— dy — a’Ja + b'JÖ + r sin 7T0

Die Koeffizienten von Ja , Jö und Ju 0: sin tc0 kann man gleichzeitig mit x und y
von Stunde zu Stunde berechnen ; es ergeben sich dann durch Interpolation ihre für
die Zeit T ' gültigen Werte .

Die wahren Koordinaten des Mondes zur Zeit T ' sind nun xa + dx , y0~\- dy \
substituiert man diese in die Gleichung (6), so erhält man , wenn mit Jk die Korrektion
des für k angenommenen Wertes ka bezeichnet wird ,

[K + Jk )2= [x0+ dx — ! )“ + [y0 + dy — //)2

oder , mit Vernachlässigung der Quadrate von Jk , dx und dy ,

(X0 — §r + (2/0 — rlV — K + 2(*o — %)dx + 2(y/0 — >i)dy — 2k0Jk = o

In diese Gleichung hat man die in (32) gegebenen Ausdrücke einzuführen . Setzt
man dann

L = i [(x° — s)2+ (2/o — q)2— k*]
, - M = n(*o — s) + a'iVo— *l)
133j V = b(x0 - $) + b' (y0 - rl)

p = hK — I) + h'(?/o — t1)

wo nun £ und rj die Werte bedeuten , welche man aus (5) erhält , wenn für q der
aus (26) und (26“) folgende Wert von 0 substituiert wird , so ergibt sieb

(34) KJk + MJu + NJd + P - -- Lsm nQ

Jeder beobachtete Ein - oder Austritt liefert eine solche Bedingungsgleichung .
Um aus einer Reihe derartiger Gleichungen die Parallaxe des Mondes bestimmen zu
können , müssen die Sternbedeckungen an weit voneinander entfernten Orten beob¬
achtet werden . Verfügt man aber nur über Beobachtungen , welche an einer einzigen
Sternwarte angestellt worden sind , so begnügt man sich damit , — vorausgesetzt ,
daß die Zahl der Beobachtungen hinreichend groß ist — , Jk , Ja und Jli als
Funktionen von J it0 zu bestimmen . Für eine gute gleichzeitige Bestimmung von
Jk und Ja ist es notwendig , außer den Eintritten auch eine Anzahl von Aus¬
tritten zu beobachten . Wie sehr durch die Beobachtung beider Phänomene die
Genauigkeit der Resultate gesteigert wird , geht aus einer Untersuchung Lagrulas
hervor , der unter der Bedingung , daß die Durchschnittspunkte eines Monddurch¬
messers mit den relativen Bahnen der Sterne gleichmäßig über den Durchmesser
verteilt sind , die Gewichte von sin xaJk und du für die Fälle berechnete , 1. daß
entweder 20 Eintritte oder ebensoviele Austritte beobachtet sind , 2. daß 10 Be¬
obachtungen von Eintritten und 10 von Austritten vorliegen ; es ergab sich

I II
Gewicht von sm naJk 4.58 20.00

» » Ja 2.74 11.98
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Die Beobachtungen am hellen Rande des Mondes sind , namentlich bei schwächeren
Sternen , erheblich unsicherer als die am dunklen Rand erhaltenen ; die auf ersteren
beruhenden Bedingungsgleichungen haben demnach ein geringeres Gewicht . Nach
Lagrüla kann man einer Bedingungsgleichung in erster Näherung das Gewicht i oder
\ geben , jenachdem der Ein -, bzw. Austritt am dunklen oder am hellen Rand beob¬
achtet wurde . Bildet man unter dieser Annahme die Normalgleichungen und sub¬
stituiert deren Lösungen in die Bedingungsgleichungen , so läßt sich mit Hilfe der
übrig bleibenden Fehler feststellen , ob die zu Anfang über die Gewichte gemachte
Annahme einer Verbesserung bedarf .

Ist die Zahl der an einem Abend erhaltenen Beobachtungen klein , so lassen sich
die Gleichungen (34) nur dazu benutzen , die bei den gegenwärtig zu Gebote stehenden
Mondtafeln immer noch beträchtlichen Korrektionen z/ a und Jö als Funktionen von
Jk und Jj [q darzustellen . Wenn es dann späterhin gelingt , die gegenwärtig für
;v0 und k gemachten , bereits sehr nahe richtigen Annahmen noch weiter zu verbessern ,
so erhält man sofort die den neuen Werten von n0 und k entsprechenden Ja und Jö .

Hat man die Werte von k und ic0 gefunden , so läßt sich auch der Winkel iv
bestimmen , unter dem der Mondradius , in der mittleren Entfernung r0 des Mondes
von der Erde , vom Mittelpunkte der Erde aus gesehen wird . Man hat nämlich der
Definition von k gemäß , wenn s und a die linearen Halbmesser des Mondes , bzw.
des Erdäquators bedeuten ,

Bisher ist der Rand der Mondscheibe als kreisförmig betrachtet worden ; diese
Annahme ist indessen nicht streng erfüllt , vielmehr sind am Mondrand Erhebungen
und Vertiefungen deutlich wahrnehmbar . Mit Hilfe einer photographischen Aufnahme
lassen sich die Erhöhungen und Vertiefungen in bezug auf einen idealen kreisförmigen
Rand des Mondes ermitteln ; es hat sich dabei gezeigt , daß der wahre Rand nicht
nur an einzelnen Punkten , sondern wiederholt in einer Ausdehnung von mehreren
Graden über das mittlere Niveau hinausragt , bzw. unter dasselbe herabsinkt . Wenn
es nun auch mit großen Schwierigkeiten verbunden sein dürfte , auf die isolierten
Unebenheiten des Mondrandes Rücksicht zu nehmen , so läßt sich doch die Erhebung
oder Vertiefung größerer Strecken des Randes ohne Mühe in Rechnung ziehen .
Ist nämlich r die Entfernung des Mondes von der Erde zur Zeit der Beobachtung ,
und w der Winkel , unter dem dann der Radius des idealen kreisförmigen Mondrandes
vom Mittelpunkte der Erde aus gesehen wird , ist ferner Juf die aus den Mond¬
photographien abgeleitete , in . Winkelmaß ausgedrückte Erhöhung des wirklichen
Mondrandes über den idealen Rand , so ergibt sich die Erhöhung in linearem Maß
gleich rJw '. In der Gleichung (35) ist also s durch sG+ rJw ' zu ersetzen , wo
unter sQ der lineare Radius des idealen Mondrandes zu verstehen ist ; der für die
Gleichung (6) zu verwendende Wert von k wird demnach

k =

sin iv — k sin ;r ,

a

O
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Bedeutet nun k0 einen angenommenen Wert von sQ:a, und Jk Q die Korrektion des¬
selben, so folgt

k=K+jK+pLsm tc

Man hat also in der Gleichung (34) Jk durch Jk Q+ . zu ersetzen und erhält
dann als Bedingungsgleichung

137) K ^ K + MJa + NJÖ + F 4 ^ = L - ic0 Jw '. sin 11:0 sm7t

Bie Summe k0-f- stellt den Radius des idealen Mondrandes, gemessen in Teilen
des Radius des Erdäquators , dar, und der Sinus des Winkels , unter dem dieser
Radius in der mittleren Entfernung des Mondes von dem Mittelpunkte der Erde
aus gesehen wird, ist nach (36) gleich (k0-\- Jk 0) sin7r0.

Zu dem Vorstehenden ist noch eine Bemerkung zu machen. Da die sogenannte
Libration des Mondes zur Folge hat , daß die Grenze des Mondrandes nicht immer
durch dieselben Gebilde der Mondoberfläche hindurchgeht, sondern in bezug auf
letztere periodischen Schwankungen unterworfen ist , so muß man, um auf die Ab¬
weichungen des Mondes von der Kugelgestalt Rücksicht nehmen zu können, die auf
ein fest mit dem Mondkörper verbundenes Achsensystem bezogenen Koordinaten des
Ein- , bzw. Austrittspunktes kennen. In welcher Weise man diese Koordinaten be¬
stimmt, wird im 21. Kapitel gezeigt werden.

108. Bestimmung der Länge eines Ortes durch Beobachtungen von Stern-
bedeckuugen. Zweite Methode. Für die Ermittlung der Länge eines Beobachtungs¬
ortes kann man auch die Gleichung (34), bzw. (37) benutzen. AVennu wieder die
Ortssternzeit eines beobachteten Ein- oder Austrittes , lQ die auf den ersten Meridian
bezogene genäherte Länge des Beobachtungsortes, ,41 die in Zeitsekunden ausgedrückte
Korrektion von lQ, a und ö die für die der Sternzeit u -f- lQ entsprechende mittlere
Zeit des ersten Meridians aus der Ephemeride entnommene Rektaszension und
Deklination des Mondes bedeuten und die an a und d anzubringenden, als bekannt
vorausgesetzten Korrektionen mit .4 a und .4 ä bezeichnet werden, wenn ferner rn
und n die Änderungen von a und d in einer Sternzeitsekunde angeben, so stellen
a Ja mz/ l und d -(- 4 <) -j- n ,4 l die wahre Rektaszension und Deklination des
Mondes zur Zeit der Beobachtung dar. Um m und n zu erhalten , sind die aus
der Ephemeride folgenden, für eine Stunde mittlerer Zeit gültigen Änderungen von
« und d durch 3609.86 zu dividieren. In der Gleichung (34) muß nun Ja durch
Ja -]- mJl , und ,4 d durch .4 ü + nJl ersetzt werden; man erhält dann

(38) k0Jk + {Mm + Nn )Jl P 4 ^ = L — MJa - NJdsm 7rn

Will man auf die Unebenheiten des Mondrandes Rücksicht nehmen, so ist auf der
rechten Seite dieser Gleichung das in (37) vorkommende Glied — k0<4 w' : sin ;c hinzu¬
zufügen.
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Jeder beobachtete Ein- oder Austritt liefert eine Bedingungsgleichung von der
Form (38). Diese Gleichungen können aber nicht etwa zu einer zuverlässigen Be¬
stimmung von Jk und J ;r0 verwandt werden, sondern sollen nur die Möglichkeit
gewähren, die Längenkorrektion in der Form

Jl = c ßJk y-d ;cQ
darzustellen. Abgesehen davon, daß man so beurteilen kann, inwieweit die Annahme
Jl == c durch die Unsicherheit der für k und yr0 zugrunde gelegten Werte beeinflußt
ist, hat man noch den Vorteil, etwaige in der Zukunft gefundene kleine Verbesserungen
der beiden zuletzt genannten Größen leicht berücksichtigen zu können.

Kapitel XIX .

Sonnenfinsternisse .

Fig . 1.

I . Fundamentalgleichungen und Vorausbereehnung einer Sonnenfinsternis
für einen gegebenen Ort .

105). Einleitung . Unter der Voraussetzung, daß die Sonne und der Mond als
vollkommen kugelförmig betrachtet werden können, sei S (Fig . 1) der Mittelpunkt

der Sonne und M der Mittelpunkt des Mondes; II und K seien
die auf der Verbindungslinie SM , bzw. deren Verlängerung gele¬
genen Scheitel der beiden, die Sonne und den Mond einhüllenden
Kegel HAB , bzw. mKm '. Alle Punkte , welche sich innerhalb
des Kegels mKm ' befinden, empfangen kein Licht von der Sonne;
für sie findet also eine totale Sonnenfinsternisstatt . Jene Punkte
aber , die innerhalb des zum Kegel HAB gehörigen Kegel-
stumpfes mABm ', jedoch außerhalb des Kegels mKm ' liegen,
werden zwar von der Sonne beleuchtet, aber nur von einem Teile
derselben; die Sonnenfinsternis ist also für sie eine partielle .
Man nennt nun den Kegel HAB den Halbschatten - und den
Kegel Kmm ' den Kernschattenkegel ; die gemeinsame Achse
beider Kegel wird die Schattenachse genannt. Von einem
innerhalb der Verlängerung m'zKm , des Kernschattenkegels befind¬
lichen Punkte aus gesehen, erscheint der Mond ganz auf die Sonne
projiziert , aber so, daß rings um ihn herum der Sonnenrand
sichtbar bleibt ; die Finsternis wird in diesem Falle als ring¬
förmig bezeichnet.

Eine durch den Halbschattenkegel senkrecht zur Schattenachse gelegte Ebene
schneidet den Halbschattenkegel in einem Kreise ; von allen Punkten eines solchen

m

nv m1
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w

Kreises (z. B. des Kreises AbB in Fig. 2) aus gesehen, scheinen die Ränder des
Mondes und der Sonne sich von außen zu berühren. Es möge nun BA die Richtung
der Bewegung der Schattenachse angeben, wobei also A östlich
von B liegt; ein in A befindlicher Beobachter sieht dann in Fig. 2.
dem auf die Berührung folgenden Moment einen Teil der Sonne
verdeckt, für einen in B aufgestellten Beobachter dagegen hat
sich der Mond von der Sonne entfernt. Die in Fig. 2 gezeich¬
nete Lage entspricht also für den Beobachter A dem Beginn,
und für den Beobachter B dem Ende der Finsternis.

Man stelle sich nun vor, daß, während sich die Schatten¬
achse von B nach A bewegt, ein in a aufgestellter Beobachter
seine Lage unverändert beibehalte ; es ist dann ohne weiteres
einleuchtend, daß dieser die Sonne am stärksten verfinstert
sehen wird, wenn der Mittelpunkt der zu BA parallelen Sehne
ba über ihn hinweggeht. Legt man also durch einen Beobach¬
tungsort eine Ebene senkrecht zur Schattenachse , und ist C
der Mittelpunkt des Kreises , den der Halbschattenkegel auf
der Ebene ausschneidet, so findet das Maximum der Ver¬
finsterung für den Beobachtungsort statt , wenn die Ver¬
bindungslinie des Ortes mit C senkrecht zu der Richtung steht,
in der sich C bewegt. Infolge der bei der Ableitung dieses Resultates begangenen
Vernachlässigungen stellt dasselbe nur eine rohe , wenn auch für eine späterhin zu
behandelnde Aufgabe genügende Näherung dar ; der Winkel , den die durch C und
den Beobachtungsort bestimmte Gerade zur Zeit des Maxi¬
mums der Verfinsterung mit der Bewegungsrichtung von C Fig. 3.
bildet , kann nämlich bis zu 20° von go°, bzw. von 270°
verschieden sein.

Denkt man sich die zur Schattenachse senkrechte Ebene
durch den Kernschattenkegel hindurchgelegt [AB in Fig . 3), W
so findet für einen in A befindlichen Beobachter eine innere
Ränderberührung des Mondes und der Sonne, und zwar auf
der Ostseite der beiden Gestirne statt ; die Sonne ist dann
ganz verdeckt und bleibt es bis zu dem Augenblicke, wo
der durch A als Scheitel gelegte und den Mond einhüllende
Kegel den Westrand der Sonne berührt . Für den Beob¬
achter in A beginnt demnach die totale Sonnenfinsternis.
Auch für einen Beobachter in B findet eine innere
Ränderberührung statt , jedoch bei dem Fortschreiten des
Mondes nach Osten wird der Westrand der Sonne
wieder frei. Für den Beobachter in B endigt also die totale
Finsternis.

Geht die zur Schattenachse senkrechte Ebene durch die Verlängerung des Kern¬
schattenkegels [AB in Fig. 4), so sieht ein in A aufgestellter Beobachter die West¬
ränder der Sonne und des Mondes in Berührung, dagegen ist der Ostrand der Sonne
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frei ; bei dein Fortsclireiten des Mondes nacli Osten wird auch der Westrand der
Sonne für A sichtbar, und die Finsternis zu einer ringförmigen. . Die von dem Be¬
obachter A wahrgenommene innere Berührung des Sonnen- und Mondrandes be¬

deutet also für ihn den Beginn der ring-
Fig . 4. Fis förmigen Finsternis . Ein in B befind¬

licher Beobachter sieht ebenfalls den
Sonnen- und Mondrand in innerer Be¬
rührung, aber auf der Ostseite der beiden
Gestirne; in dem folgenden Zeitmoment
beginnt jedoch der Mond aus der Sonnen¬
scheibe auszutreten. Für B endet also
die ringförmige Sonnenfinsternis.

110. Bedingung für das Eintreten
einer Sonnenfinsternis . In Fig. 5 seien
S, M und E die Mittelpunkte der Sonne,
des Mondes und der Erde ; ferner werde
angenommen, daß die’ erzeugende Gerade
Wm des Halbschattenkegels die Erde
schneide, und somit ein in dem Durch¬
schnittspunkte B befindlicher Beobachter

eine äußere Ränderberührung von Sonne und Mond wahrnehme. Verbindet man E
mit I?, und jeden dieser Punkte mit M und S . setzt manjferner SEM — v, SBM = a,
ESB = 71j , EMB = 7t1, so erhält man für den Winkel SoM = x die beiden
Ausdrücke

w

Hieraus folgt
u n x, a; = a +

a — v — [7tI — rt )
Bezeichnet man die Winkel MBm und SBW , d. h. die vom Beobachtungsort

aus gesehenen Halbmesser des Mondes und der Sonne mit r , bzw. r ', so ist für die
äußere Ränderberührung « = r + r '; wenn aber der Beobachtungsort in den Halb¬
schattenkegel eingetreten ist, so hat man a < r + r '. Mit Rücksicht auf den vorhin
gegebenen Ausdruck für a ergibt siclPalso als Bedingung für das Eintreten einer
Sonnenfinsternis

v r - )- ir ' - f- st 'i — j r 1

Fig. 6. Nun ist eine Sonnenfinsternis nur dann möglich,
wenn sich der Mond in der Nähe seiner Konjunktion
mit der Sonne befindet und gleichzeitig der Ekliptik,
also auch einem seiner Knoten nahe ist. Um ent¬
scheiden zu können, ob in einem Falle , wo diese bei¬
den Bedingungen erfüllt sind,Vine Finsternis wirklich
stattfinden wird, muß zunächst der jedesmalige kleinste

geozentrische Abstand zwischen den Mittelpunkten der Sonne und des Mondes
berechnet werden. Es sei (Fig . 6) £2E die Ekliptik, „QTV die Mondbahn und i die

ß
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Neigung der Mondbahn gegen die Ekliptik , M und S seien die der Voraussetzung
nach in der Nähe des Knotens der Mondbahn gelegenen , geozentrischen Orter des
Mondes und der Sonne zur Zeit der Konjunktion in Länge ; der Bogen MS ist
also senkrecht zu ii K. Bezeichnet man jetzt mit Jl und Jl ' die stündliche Bewe¬
gung des Mondes , bzw. der Sonne in Länge und mit Jb die stündliche Bewegung
des Mondes in Breite , so geben .41 —Jl ' und Jb die relative stündliche Bewegung
des Mondes in bezug auf die Sonne an ; trägt man demnach auf SQ und SM die
Bögen Sv — Jl — Jl \ bzw. Sa = Jb auf , so ist vu parallel der relativen Bahn
des Mondes in bezug auf die Sonne . Die Neigung dieser Bahn gegen die Ekliptik
werde mit i ' bezeichnet ; wenn dann das Dreieck Sa p als eben betrachtet wird , so
ergibt sich

Jb Jl Jb
tangi — dl _ JV = n _ / r -jj

Innerhalb der Zeit , in welcher der Mond den der Annahme gemäß kleinen
Bogen QM beschreibt , kann aber die Bewegung des Mondes als gleichförmig be¬
trachtet werden ; wird dieses Zeitintervall mit v bezeichnet , so hat man also , wenn t
in Teilen einer Stunde ausgedrückt ist ,

£iS = Jl r , MS — Jb ■t

Für die hier in Betracht kommende Genauigkeit läßt sich nun auch das Dreieck
QMS als ein ebenes auffassen ; mit Benutzung der beiden letzten Gleichungen folgt
dann

Jb MS .
tang iJl QS

iwunnr _jr
ji

Somit erhält man , wenn noch zur Abkürzung —̂ = l gesetzt wird ,

tang i ' = j —— tang i

Die relative Bahn des Mondes in bezug auf die Sonne wird durch den zu uv
parallelen Bogen Mm dargestellt ; der gesuchte kürzeste geozentrische Abstand der
Mittelpunkte von Sonne und Mond ist demnach gleich dem durch S senkrecht zu
Mm gelegte Bogen Sd . Setzt man nun MS = ß , so daß ß die Breite des Mondes
zur Zeit des Neumondes bedeutet , so wird Sd gleich ß cos i ' \ dies ist also der kleinste
Wert , den der im vorigen mit v bezeichnete Winkel annehmen kann . Die oben für
das Eintreten einer Finsternis abgeleitete Bedingung lautet jetzt

/j S (r + r ' - )- yr, — 7t' ) secz '

Nun folgt aus dem Verhältnis der Umlaufszeit der Erde um die Sonne zu der¬
jenigen des Mondes um die Erde , daß der mittlere Wert von a gleich 13.4 ist ;
ferner hat man z = 5°9 '. Aus der für tang *' aufgestellten Gleichung ergibt sich
somit i ' — 5034'. Die kleinsten Werte , welche f . r ' und tt , — ;i \ annehmen können ,
sind r — 14/4 , f ' — 15/7, it x— n \ — 52/ 7, und die größten r — 16/8 , r ' = 16/3,

— 7t' = 61/4. Ist also zur ►Zeit des Neumondes ß < ) 82/8 sec5°34 ' = i°23 ', so
ist eine Finsternis mit Sicherheit zu erwarten ; hat man aber ß ß> 94/ 5 sec5 034' = i°35 ',
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so ist eine Finsternis unmöglich . Liegt /Vinnerhalb der beiden angegebenen Grenzen ,
so hängt es von den Werten , welche r , r ' und 7tx— n\ haben , ab, ob eine Finsternis
stattfinden wird .

Aus dem vorhin Gesagten folgt noch , daß die größte geozentrische Winkel¬
distanz der Mittelpunkte der Sonne und des Mondes zur Zeit einer Finsternis gleich

i°34 .'5 ist . In Fig . 7 seien nun E , M und S die Mittelpunkte der
F'S- 7- Erde , des Mondes und der Sonne ; zieht man EZ parallel zu MS

und setzt EM = r , MS = (/ , SEM = v, ZES = ESM = y , so
ergibt sich

r
sin y = — sni v

Es ist aber näherungsweise
r 1
p ' 400 ’

demnach wird der dem Maximalwerte v = i<>34.,5 entsprechende Wert
von y gleich i4 '/2. Der größte geozentrische Abstand zwischen der
Sonne und dem Punkte Z ist also bei einer Finsternis kleiner als 15".

111 . Radius eines Kreisschuittes der Scliattenkegel . Wie aus § 109 hervor¬
geht , kann eine Berührung der Ränder von Sonne und Mond nur dann stattfinden ,
wenn die Oberfläche eines der Schattenkegel durch den Ort des Beobachters hindurch¬
geht . Diese Bedingung ist erfüllt , wenn der Abstand des Beobachters von der
Schattenachse gleich dem Radius des Kreises ist , den die Mantelfläche des Schatten¬
kegels auf einer durch den Beobachtungsort senkrecht zur Schattenachse gelegten
Ebene AB ausschneidet . Um diese Bedingung durch eine Gleichung ausdrücken zu
können , ist es notwendig , den Radius des erwähnten Kreises zu bestimmen . Zunächst
soll der Fall betrachtet werden , wo die Ebene AB den Halbschattenkegel schneidet
(Fig . 2). Es sei s der lineare Halbmesser des Mondes , s' der lineare Halbmesser
der Sonne , o' die Entfernung der Mittelpunkte beider Gestirne voneinander , Z ' der
Abstand des Mondmittelpunktes von der Ebene AB . Wird nun die Gerade Cc
senkrecht zu AW gezogen , und bezeichnet man den halben Offnungswinkel AHC =
cCA des Halbschattenkegels mit f a und den gesuchten Radius AC mit u , so folgt

Cc = u cos fa

Wenn aber die Gerade nMw parallel zu AW gezogen wird , so ergibt sich

Cc — Cn -f- nc — Z ' sin / « + s

Aus den zwei letzten Gleichungen erhält man

(1) u — [Z' sin fa+ s) sec / -«

Aus dem Dreieck SMw folgt aber
• r & - j - S(2) sm fa = - 7—

Mit Hilfe dieser Gleichung und der weiterhin mitgeteilten Werte von s und s', sowie
des Minimalbetrages von 0' ergibt sich , daß fa höchstens gleich 16.'4 werden kann .
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Schneidet die durch den Beobachtungsort senkrecht zur Schattenachse gelegte
Ebene AB den Kernschattenkegel (Fig . 3) , so ziehe man Ccn senkrecht , und nMw
parallel zu der Tangente AO . Wird jetzt der halbe Öffnungswinkel ivMS = ACc
des Kernschattenkegels mit cp, und der gesuchte Radius AG mit u bezeichnet , so
erhält man für Cc die beiden Gleichungen

Cc — u cos cp, Cc = s — Z ' sin
Hieraus ergibt sich

Zur Bestimmung
u — Z ' sin <p + s) sec cp

von cp hat man dem Dreiecke SMw zufolge

sm cp
s — s

Setzt man cp=

(3)

(4)

fi , so werden die beiden letzten Gleichungen

u = (Z ' sin fi + s) sec f

sm.fi =
s — s

Wenn die Ebene AB den verlängerten Kernschattenkegel schneidet (Fig . 4), und
demnach für die zwischen A und B gelegenen Punkte eine ringförmige Sonnen¬
finsternis stattfindet , so ziehe man Cn senkrecht , und nMw parallel zu HW ; be¬
zeichnet man dann den Radius AC mit — u, und bedeutet cp wieder den Öffnungs¬
winkel des Kernschattenkegels , so ergibt sich

Cc — — u cos cp, Cc — Z ' sin cp— s

Hieraus folgt , wenn wie vorhin cp— — f gesetzt , und die Gleichung (4) berück¬
sichtigt wird ,

(5) u = [Z ' sin fi + s) sec / i-

(6 ) sin f =

Da jetzt Z ' sin / ; seinem absoluten Werte nach größer wie s,
und ft negativ ist , so gibt die Gleichung (5) einen negativen Wert
für u \ mit Rücksicht hierauf ist der Radius AC gleich — u ge¬
setzt worden .

Die Gleichungen (1) und (2) gestatten eine für die Berech¬
nung der Finsternisse wichtige Anwendung . Wenn die in einem
Punkte m (Fig . 8) an den Mondrand gelegte Tangente Ae die
durch den Kreis 02 1F bezeichnete Sonne im Punkte e trifft , so
sieht ein in A befindlicher Beobachter die Sonne partiell ver¬
finstert . Um die Größe der Verfinsterung anzugeben , denke man
sich den durch e gehenden Sonnendurchmesser OW = 2s' in
zwölf gleiche Teile geteilt ; ist dann eW gleich i solcher Teile , so
sagt man , daß die Phase der Verfinsterung i Zoll betrage . Be¬

schreibt man nun um S eine Kugel mit dem Radius Se --

Pie -. 8
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so findet für den Beobachter in A eine äußere Berührung des Randes dieser Kugel
mit dem Mondrande statt ; gleichzeitig läßt sich Ame als die erzeugende Gerade
eines die genannte Kugel und den Mond einhüllenden Halbschattenkegels betrachten .
Den Gleichungen (i ) und (2) zufolge hat man also , wenn f den halben Öffnungs-
winkel des Kegels rnHrn ', und u den Radius des Kreises bedeutet , welchen dieser
Kegel auf der durch A senkrecht zur Schattenachse SM gelegten Ebene ausschneidet ,

(7) u = [Z ’ sin / ’+ s) secf

s + ( i

(8) sin / ' = ^7

Betrachtet man eine äußere Berührung von Sonne und Mond als eine Ver¬
finsterung von o Zoll , und eine innere Berührung , d. h. den Anfang oder das Ende
einer totalen oder ringförmigen Finsternis als eine Verfinsterung von 12 Zoll , so
schließen die Gleichungen (7) und (8) die oben für äußere und innere Ränder¬
berührungen gesondert abgeleiteten Gleichungen (1) bis (6) bereits in sich . Mit Be¬
rücksichtigung des zu Beginn dieses Paragraphen Gesagten hat man jetzt den Satz :
In dem Augenblick , wo für einen Beobachtungsort die Phase der Verfinsterung i Zoll
beträgt und gleichzeitig 12 ist , ist der Abstand des Beobachtungsortes von der
Schattenachse gleich dem durch die Gleichungen (7) und (8) bestimmten Werte von u .
Für i — 12 ist der Abstand des Beobachtungsortes von der Schattenachse gleich u ,
wenn es sich um eine totale Finsternis handelt , dagegen gleich — n , wenn die
Finsternis ringförmig ist .

Für das Folgende ist es noch nötig , den Radius des Kreises zu bestimmen , den ein
einem Werte » S 12 entsprechender Schattenkegel auf einer durch den Mittelpunkt
der Erde senkrecht zu der Schattenachse gelegten Ebene ausschneidet . Ist Z der
Abstand des Mondes von dieser Ebene , und bezeichnet man den gesuchten Radius
mit u ' , bzw. (wenn i = 12 ist , und unter dem Schattenkegel der verlängerte Kern¬
schattenkegel zu verstehen ist ) mit — u ', so ergibt sich aus (7)

(9) ri ' — [Z sin / ’+ s) sec /"

Der unter einer bestimmten Annahme für i gültige Wert von f läßt sich durch
die Gleichung (8) finden , jedoch pflegt letztere in einer anderen Form angewandt zu
werden . Setzt man nämlich wie oben

s + s' . . s — s' . ..
(y = sm , ——f— = sin fi ,

wo also fa und / ’,• die der äußeren , bzw. inneren Berührung entsprechenden Werte
von f bedeuten , so wird die Gleichung (8)

, , . „ . sin fa — sin / ) .(10 sm f = sm fa -- 1
12

Auch die Gleichung (9) läßt sich noch umformen . Aus (9) und (10) ergibt sich
zunächst

, S ry ■ S , Z S'11f " — Z sin fi .n cos f — z sm f„+ s --- %12
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Wenn aber u 'a und u'i die der äußeren , bzw. inneren Berührung entsprechenden Werte
von v! bedeuten , so ist der Gleichung (9) zufolge

(j , ) u’a cos / ; = Z sin /], + s
v!i cos fi — Z sin f { + s

Da nun cos fa — cos / , = cos f angenommen werden kann , so erhält man aus den
drei letzten Gleichungen

(12) t rU — Un -- ^

Das bei der praktischen Anwendung der Gleichungen (7) bis (12) einzuschlagende
Verfahren findet man in § 114 angegeben .

112 . Koordinaten des Beobachtungsortes . Um für den Abstand des Beobach¬
tungsortes von der Schattenachse einen zweiten Ausdruck zu erhalten , bezieht man
den Ort auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem , dessen Anfangspunkt der Mittel¬
punkt der Erde ist , und dessen eine Achse , die als / f-Achsc gewählt werden möge,
parallel zur Schattenachse läuft ; kennt man dann auch noch die Koordinaten des
Punktes , in dem die Schattenachse die AF -Ebene schneidet (§113 ), so ergibt sich
ohne weiteres der gesuchte Abstand . In Eig . 9 sei E der
Mittelpunkt der Erde , EZ die Z -Achse und EN die Rich¬
tung zum Pol . Die Ebene ZEN schneidet die AF - Ebene
in einer Geraden , deren auf der Seite des Nordpols gelegene
Hälfte EY als positive F -Achse gewählt werden soll . Da
die Richtung zum Pole in der ZY - Ebene liegt , so fällt die
A - Achse in die Durchschnittslinie AA ' der AF - Ebene mit
der Ebene des Äquators . Als positive A - Achse soll jetzt
diejenige der beiden Richtungen EX und EX ' betrachtet
werden , deren Zielpunkt eine um 90° größere Rektaszension
hat als Z. Nimmt man also an , daß der Bogen N ‘{ zum
Frühlingsäquinox hin gerichtet ist , und daß die Rektaszensionen , von N aus gesehen ,
von rechts nach links gezählt werden , so ist EX die Richtung der positiven A -
Achse . Ist nun 0 der Beobachtungsort , und q sein Abstand vom Mittelpunkte der
Erde , sind ferner x, y, z die auf die Achsen EX , EY , EZ
bezogenen Koordinaten des Beobachtungsortes , so hat man ,
wenn die Winkel OEX , OEY , OEZ mit OA , OY , OZ
bezeichnet werden ,

x — q cos OA V — Qcos OY z — q cos OZ

PiS'.

Zur Bestimmung der hier auftretenden Richtungscosinus
von EO verlängere man die Koordinatenachsen und die Rich¬
tungen EN , E '( , EO bis zu ihren Durchschnittspunkten A ,
F , Z , N , V und 0 mit der um E beschriebenen Sphäre
(Eig . 10). Bedeutet u' die Sternzeit und </ ' die geozentrische Breite des Beobach¬
tungsortes , so ist der Winkel YN 0 gleich u', und ON gleich 900 — (// . Man setze jetzt

X
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YNZ — (t und NZ — 90° — d' , so daß also a die geozentrische Rektaszension , und
() ' die geozentrische Deklination von Z bedeutet ; es ergibt sich dann ZNO — u ' — cd,
ONX = 90° — [u — ct' ) , OATF = 180° — (/d — cd) , NY = d ' , XN = go° . Be¬
rechnet man nun mit Hilfe der Dreiecke XON , YON , ZON die Werte von cosOA ' ,

cos OF , cos OZ und substituiert diese in die obigen Gleichungen für x , y und %,
so wird

aj = p cos cp' sin ^ d — « ')

(13) y — (>[sin <p' cosd ' — cos cp' sin d' cos ^ t ' — a ')]

z — q [sincp ' sin d' + cos cp' cosd ' cos (fd — «' )]

Die Produkte q cos cp' und 0 sin cp' lassen sich durch andere Ausdrücke ersetzen .
In Pig . 11 sei EA = a der Radius des Erdäquators , EB = b die halbe kleine Achse

der Erde und 0 der Beobachtungsort ; es ist dann
OEA — cp' und EO — q. Beschreibt man nun mit dem
Radius a einen Kreis um E und zieht durch 0 eine Paral¬

lele zu EB , welche den Kreis im Punkte 0 , schneidet ,
so ergibt sich , wenn 0 , E C = cp, gesetzt wird ,

Fig . 11 .

(14)
o cosi / )

q sin cp'

a coscp ,

a sin cp. 00 .

Bekanntlich findet aber die Proportion statt

0 , 0 : OC = a : b
Hieraus folgt , wenn

a — b _
a

gesetzt wird ,

00 , = a- ^ - OC = — q sin cp'1 b 1 — c ’

Substituiert man diesen Wert von 00 , in die Gleichungen (14) und wählt als Einheit
von 0 den Radius des Erdäquators , so erhält man

(i4 a)
Q COS cp = COS cp,

o sin cp' = (1 — c) sin (p.

Mit Benutzung dieser Ausdrücke werden die Gleichungen (13)

x = cos cp, sin ((n ' — « ' )

(>5)

Diese Gleichungen sind an Stelle von (13) anzuwenden , wenn der Verlauf einer
Finsternis für die ganze Erde vorauszuberechnen ist , und somit die Breiten der Orte ,
an denen die Finsternis sichtbar sein wird , erst bestimmt werden müssen .
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Aus § 67, (1) und der Bedeutung von c folgt, wenn cp die geographische Breite
bezeichnet,

tang (// = (1— e)2tangrp

Unter Berücksichtigung dieser Gleichung ergibt sich aus (14 11)

tang cpll 15 1 tangr /) = 1 — c

Mit Hilfe dieser Beziehung läßt sich für jeden Wert von cpJ das zugehörige cp be¬
rechnen.

Die Gleichungen (13) und (15) enthalten noch die Unbekannten a' und ö'. Um
diese zu bestimmen, nehme man die Fig. 12 zu Hilfe , worin wieder E den Mittel¬
punkt der Erde , EN die Richtung zum Pol des Äquators ,
Ey die Richtung zum Frühlingsäquinox bedeutet , und wo mit
M und S die Mittelpunkte des Mondes, bzw. der Sonne be¬
zeichnet sind; die Gerade EZ ist die vorhin als Z-Achse
gewählte Parallele zur Schattenachse MS. Setzt man EM = r ,
ES = r\ MES — v, so erhält man für die früher mit (/ be-
zeichnete Entfernung MS

Fig. 12.

16) (/ = yr 2+ r ' ■ 2rr cos v

Ferner erhält man aus dem Dreieck ESM , wenn ESM -
= ZES = y gesetzt wird,

T

( 17 ) smy : sinn — r : q

Fig . 1.1

Man verlängere jetzt die Richtungen EN , EZ , ES , EM und Ey bis zu ihren
Durchschnittspunkten N , Z , S , M und y mit der Sphäre (Fig. 13). Da die Rich¬
tungen EZ , ES und EM in einer Ebene liegen, so liegen die
Punkte Z, S und M auf einem größten Kreise. Wenn man
nun die geozentrische Rektaszension und Deklination des Mon¬
des und der Sonne mit er, d, bzw. d ' bezeichnet, so ist
SNZ — a' — a', MNS = a' —a , NZ = go0 — ö', NS =
— go° —d', NM = go°—d; ferner ist MS = v, ZS — y.
Aus den Dreiecken MNS und SNZ folgt also, wenn noch der
Winkel NSM gleich S gesetzt wird,

siny sinS = cos6' sin(«' — a')
sinwsinS = cosd sin [a' — er)

i l 9)

(20)

siny cosS = —sind ' coscf + cosd ' sind ' cos(«' — a')
sinn cosS == sind cosd ' — cosd sind ' cos(a' — a)

cosv — sind ' sind -J- cosd ' cosd cos(a' — «)

Sowohl aus (18) als aus (19) erhält man einen Ausdruck für sin y : sinv; werden
diese Ausdrücke in die Gleichung (17) substituiert, so folgt

de Bull , Sphiir . Astronomie . 21
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sinfa ' — a') — ?,C°Sf., sinfa ' — a)' cosd v
(2I ) sin d ' cos d! — cossine ?' cos (a ' — a') =

V

— -̂ -[cos ^ sin ^ ' cos (a ' — «) — sinrf cos ^ ']

Die Gleichungen (16) und (21) lassen sich noch vereinfachen . Da r : r ' nahe
gleich 1 1400, und v zur Zeit einer Finsternis kleiner als i°35 ' ist (§ 110), so kann
man in der Gleichung (16) cos v — 1 setzen ; damit wird

(>' = r ' — r

Wenn jetzt nr und 71 die Äquatoreal - Horizontalparallaxen des Mondes und der
Sonne bedeuten , und der Radius des Erdäquators als Längeneinheit gewählt wird ,
so hat man

1 • 1 • <(22 — = sin7r , —r = sm 71.
' r r
also

1
1 rr ' sin Tr sinn :'
q 1 1 sm 7i — sm 7t

r r '
oder , wie man setzen darf ,

1 sinn : sin 7t '
(23) 7 = sm(/r - 7
Der Wert von 71 läßt sich mit Hilfe der Mondtafeln berechnen . Tim rt ' zu erhalten ,
benutzt man die Gleichung

wo n '0 die mittlere Äquatoreal -Horizontalparallaxe und R ' den Radiusvektor der Sonne ,
ausgedrückt in Einheiten der mittleren Entfernung der Erde von der Sonne , bedeutet ;
den log 11’ kann man den astronomischen Jahrbüchern entnehmen .

Zur Zeit einer Finsternis ist ferner 7 15" (§110 ) , es müssen also auch
<5' — d ' und (« ' — a!) cos </ ' , absolut genommen , kleiner als 15" sein ; folglich ist
I«' — a ' | <C 15" sec23°3o ' < 17". Demnach darf in der zweiten Gleichung (21)
cos (a ' — a') = 1 gesetzt werden , und man erhält

. , , ,. r cosd . ,sm « — a ) = —7- rr sm la — «1 cosü '
7*

sin ((5' — d ') = —;■[cosd sind ' cos (a ' — «) — sind cosd ' j

Nun ist auch r \Q' nahe gleich 1: 400, ferner folgt aus der Ungleichheit i°35 ' ,
daß zurZeit einer Finsternis \d ' — dj < )I035, und Ja' — a | i°35 ' sec23°3o ' < [ i°44 '
ist . Mit Rücksicht hierauf und auf die vorhin gefundene Ungleichheit |d ' — d ' i< U 5"
kann man in der ersten der vorigen Gleichungen cos <) ' — cosd ', und in der letzten

cos (a' — «) = 1 — | sin 2(a' — a) ,
| cosd sind ' sin 2(a ' — a) = f sin (d + d ') sin 2(a' — «)
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setzen . Wird dann noch die Abkürzung D0 = ~(d -\- d ') angewandt , und für r : o'
sein aus (22) und (23) folgender Wert

r sin TT
o' sin (/r — ir'l

eingeführt , so ergibt sich

. , , ,, . , cosdsinfa ' — a )sm (a — a ) = sm » - —-. ■ f
cosa sin (7T— n )

■ , v/ , , , . , sinfd ' — d ) 1 sinrt ' sin 2 ,sm d ' — d ' ) = sin tt ' - r- 1- /- sm 2to' — «
sin (7r — tt J 4 sin (7t — 7t )

Tn dem zweiten Gliede auf der rechten Seite der letzten Gleichung kann man
für tt und n ' ihre mittleren Werte 7t0 und n '0 annehmen ; setzt man dann noch

, > ?r'0 sin 2D . ,25 — —- ?— sin a — « = e/ ,
4 sin (;r0 — 7t;,)

so hat man mit einer für alle Fälle ausreichenden Genauigkeit

, , , (a! — u) cos d
a — a = tt --------- , ,(n — 7t ) cosa

(26 )

ö '- d ' = n'
TT — TT

In der nachstehenden Tafel sind die Werte von o/ , insoweit sie o'.'oos erreichen ,
auf 3 Dezimalstellen gegeben ; dabei ist n '0 = S'.'So und 7t0— 57' z'.'öS angenommen .
Das Yorzeichen von w' stimmt mit dem von I)0 überein . Für den praktischen Ge¬
brauch leitet man aus dieser Tafel besser eine andere ab , welche in etwas kleineren
Intervallen die auf o'.'oi abgerundeten Werte von 10' enthält .

T) 'a i 44 1° 36' i° 28' i° 20' 10 12' i° 4' o° 56' o°48 ' 0° 40' o°32 '
24 ° o'.'ogo o "°77 o'.'oös o"o53 o'.'o43 o'.'o34 ff z:0.020 o '.'oi 9 o'.'oi 3 o'.'oo9
22 0 .084 0 .072 0 .060 0 .050 0 .041 0 .032 0 .024 0.018 0 .013 0 .008
20 0 .078 0 .067 0 .056 0 .046 0 .037 0.030 0 .023 0 .017 O .OI 2 0 .007
18 0 .071 0 .061 0 .051 0.042 0 .034 0.027 0 .02 I 0 .015 O .OI I 0 .007
16 0.064 0055 0.046 0.038 0 .031 0.024 O .OIQ 0 .014 0 .010 0 . 006

14 0 .057 0 .049 0 .041 0 .034 0 .027 0.022 O .OIÖ 0 .012 0 .008 0 .005
12 0 .049 0 .042 0 -°35 0 .029 0 .024 0 .019 O . OI4 O .OI I 0.007
10 0 .042 0 .035 0 .030 0 .025 0 .020 0 .016 0 .012 0 . 009 0 .006

8 0 .034 0 .029 0 .024 0 .020 0.016 0 .013 0 .010 0 .007
6 0 .025 0 .022 0 .018 0 .015 0 .012 0 .010 0 .007 0 .005

4 O.OI7 0 .014 0.012 0 .010 0 .008 0.006
2 0 .008 0 .007 0 .006 0 .005

■2 \ *
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113 . Koordinaten der XY -Spur der Schattenachse . In Fig . 14 mögen
S und M die Mittelpunkte der Sonne und des Mondes bedeuten , EN sei die vom
Mittelpunkte der Erde zum Nordpol des Äquators gehende Eichtung , EX , EY und
EZ seien die in § 112 definierten Koordinatenachsen; die Z-Achse ist also parallel
zu MS , und die F-Achse liegt in der Ebene ZEN . Bezeichnet man mit X und Y
die Koordinaten des Punktes e, in dem die Schattenachse die XF -Ehene schneidet,
so ist, wenn die Winkel MEX und MEY mit MX , bzw. MY bezeichnet werden,
und EM wieder gleich r gesetzt Avird,

X = r cosMX ,

Fig . 14 .

Y = r cos MY

Fig . 15 .
Z

X

X ,

Man verlängere nun die G-eraden EX , EY , EZ , EM und EN bis zu ihren
Durchschnittspunkten X , Y, Z , M, N mit der Sphäre (Fig. 15), und es sei JVy die
Eichtung vom Pol zum Frühlingsäquinox. Mit Anwendung der früheren Bezeichnungen
hat man dann ZNM = u — also MNX — 90° — (a — «') und MNY = 18o° —
— (a — «'); ferner ist MN = 90° — d, NY = ö', XN — 90° Berechnet man jetzt
aus den Dreiecken MNX und MNY die Werte von cos MX und cos MF , und sub¬
stituiert dieselben in die vorigen Gleichungen, so ergibt sich

X — r cosd sin(a — er')
Y = r [cosF sind — sind ' cosd cos(er— «')]

oder, wenn an Stelle von r die Parallaxe des Mondes eingeführt und berücksichtigt
wird, daß zur Zeit einer Finsternis auch a — «' <[ i° 44/ ist,

cosd sin (et— er')
sin je

1

X =
( 27 )

F = [sin(dsinnr d') + f sind ' cosd sin2(er— «')]

Aus Fig. (14), worin Me mit dem in § 111 eingeführten Z identisch ist , folgt
noch Z = r cos ZEM . Da aber der Winkel ZEM gleich dem Bogen ZM in Fig. 15
ist, so erhält man mit Hilfe des sphärischen Dreiecks ZNM

Z — r [sind ' sind + cosd' cosd cos(er— er')]
oder

(28) [cos(d — d') — {cosd ' cosd sin2(er— er'
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114. Berechnimg von u . Subtrahiert man die Gleichungen(9) und (7) von¬
einander, so erhält man

u = u' — (Z — Z ') tang / '

Es ist aber Z — Z' — z. Jenachdem hier für z sein in (13) oder (15) gegebener
Wert angewandt wird, ergibt sich

(29) u — u' — sin</>' sind ' -J- q cosy ' cosd ' cos(,u' —«')] tang / '
oder

(2Qa) u ~ u ' — [(1 — c) sinr^ sind ' -f - cosr^ cosd ' cos û' — « ')] tang / '

Um mit Hilfe einer dieser Gleichungen u berechnen zu können, müssen f und
u' bekannt sein; doch sind zuvor s' und s zu bestimmen. Bezeichnet man mit J '
den Winkelhalbmesser der Sonne in ihrer mittleren Entfernung 41' von der Erde ,
so ist , wenn s' und 9i' in einer beliebigen Längeneinheit ausgedrückt werden,
s' = 31' sin2/ ' . Wenn aber , der früheren Festsetzung gemäß, der Radius des Erd¬
äquators als Längeneinheit gewählt wird, so hat man 9t' = 1: sin7r'0 und demnach
s' — sinz/ ' : sinjTÖ- Unter der Annahme /J ' = is ' SQ-’öß, n'0= 8'.'80 wird s' = 109.048.
Für s hat sich aus den Sternbedeckungen der Wert 0.2725 ergeben. Substituiert
man die Werte von s und s' sowie den Ausdruck (23) für 1: 0' in die Gleichungen (2)
und (4), so folgt

. .. sin 71 sin
sin / « == 109 . 3203 ;— - r

(30) . „ sm7t sm 71sm/ ,-= — 108.7755sm\7t — 7t )
Ferner ergibt sich aus den Gleichungen (11)

u'a = [Z sin/■„ + o.2725) secfa
u't — (Z sin fi 0.2725) sec/)-

Hat man aus (30), (31) und (28) / '„, fh u'a und u'i gefunden, so lassen sich mit Hilfe
der Gleichungen (10) und (12) die für 1^ 12 gültigen Werte von f und v! berech¬
nen ; letztere sind dann in (29), bzw. (29“) zu substituieren. Für die äußere Berührung
ist f — fai u' — u'a; für innere Berührungen hat man f = /)■, u' — u'i.

Im vorigen sind alle Gleichungen mitgeteilt worden, welche zur Berechnung
von u erforderlich sind; es muß aber noch eine Änderung erwähnt werden, die man
mit dem in (29), bzw. (29a) auftretenden Argument u' — «' vornehmen kann. Schreibt
man nämlich die erste der Gleichungen (26) in der Form a' — a' = z/ «', so wird
«' — «' = u — a' + z/ «'. Nun ist u’— a' die wahre Zeit des Beobachtungsortes;
bezeichnet man diese mit f, so folgt «' — «' = t -)- Ja '.

115. Darstellung der Koordinaten X und Y als Funktionen der Zeit.
Es seien 7T_ 2, TL, , T,n TIt T2 fünf gleichweit voneinander entfernte wahre Zeiten
des Meridians, für welchen die Sonnen- und Mondephemeride gelten, oder, kurz
ausgedrückt, des ersten Meridians , Ä _2, Äh., , . . . , X 2 seien die diesen Zeiten
entsprechenden Werte von X ] dabei möge für T0 ein der Zeit der geozentrischen
Konjunktion von Sonne und Mond naher Moment, etwa die der Konjunktion in
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Rektaszension zunächst liegende volle Stunde gewählt werden . Die zu lösende Auf¬
gabe besteht dann darin , für jede zwischen und T2 gelegene Zeit T einen Koef¬
fizienten £ so zu bestimmen , daß der zu T gehörige Wert von X mit Hilfe der
Gleichung
(A) X = X 0+ i [T - T0)

gefunden werden kann . Zu diesem Zwecke bilde man zunächst die ersten , zweiten
und dritten Differenzen zwischen den Werten Ar_ 2, ALj , . . . , wie dies in den mit

und z/ (3> bezeichneten Kolumnen der folgenden Tabelle geschehen ist .

_/(3)
T- , a _ 2

A _ . - a _ 2
T- , AL .

A 0 - A _ .
A 0- 2A _ . + a _2

A . — 3A 0 3A _ . — A _ 2
T0 A 0

A . - A 0
A . - 2Aq + A _ .

A 2— 3A . -f- 3A 0 — A _ ,
T, A .

a 2 - A .
a 2 - 2A . + -Xq

t 2 a 2

Sind nun £._2, h die Werte von £, welche den Werten T_ 2, T- 1, T, ,
7’2 von T entsprechen , und bedeutet w das Intervall zwischen zwei aufeinander fol¬
genden Zeiten r _ 2, 7’„ , , . . . , so ergibt sich aus der Gleichung (A)

A _ 2- A0 „ _ X t - X0
E- 2 - — 2w ’ i'1“

_ AL , — X a . _ X , - Ar„
E_ 1 — W ' E2 2 W

Der zu T — T0 gehörige Wert von j , der mit £0 bezeichnet werden möge , ist ,
der Gleichung (A) zufolge , gleich dem ersten Differentialquotienten von X nach T,
gültig für T = T0. Wenn aber die Werte einer Funktion / (7) für die Werte — 2W,
— w , o , w , 2 iv des Arguments t gegeben sind , und die Funktionswerte sowie ihre
ersten , zweiten und dritten Differenzen in der Weise bezeichnet werden , wie es in
den vier letzten Kolumnen der folgenden Tabelle geschehen ist ,

_ / M _y(2) _ / (3)
— 2W

— IV

n- D
n- 1) f "(- 1

O /■(o)
/"(- 1)

n° )

W f (l )
/ 12/

r ( i )

2 W / '(2)
f ' (l )

so erhält man nach § 4, wenn noch

W {- 1) + AI )] = A° ), W "[- 1) + / '" '(DJ = f " '(o)
gesetzt wird ,

["£'iLrl ,no,- är(0)j
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Diese Formel ist nun auf die oben für A'_ 2, X - , , . . X 2 und ihre Differenzen
gegebene Tabelle anzmvenden; es folgt dann

x - x _, , 2(x - X- ,)- (x2- x-2)
l 'o — r21V \ 2 1V

Nachdem man so die für 2'_2, T- j , 2’0, . . . . gültigen Werte von j gefunden hat, erhält
man aus diesen durch Interpolation den einer beliebigen Zeit T entsprechenden Wert
von f.

Eine ganz ähnliche Gleichung wie die für X aufgestellte gilt auch für F ; wird
der zugehörige, dem j analoge Koeffizient mit t) bezeichnet, so hat man also

X = X0+ l (T - T0)
132j Y = Y0 + \)(T - T0)

Im folgenden wird angenommen, daß das vorhin mit w hezeichnete Zeitintervall
in Einheiten einer wahren Stunde ausgedrückt ist ; es ist dann auch T — T0 in dieser
Einheit auszudrücken.

116. Fundamentalgleichungen . Mit Hilfe der Gleichungen(32) kann man für
jede der Konjunktion benachbarte Zeit T den Ort der Xi - Spur der Schattenachse
finden; dieser Ort läßt sich aber auch noch auf an¬
dere Weise bestimmen. Zunächst folgt aus (32), Fig. 16.
daß, wenn T — Ta in Einheiten einer wahren Stunde v G' Y'
ausgedrückt wird, 5 und t) als die Komponenten der
mittleren stündlichen Geschwindigkeit der Spur
der Schattenachse betrachtet werden können. Ist
demnach in Fig. 16 niQ der Ort der Spur zur Zeit
TQ) und m der Ort zur Zeit T, so hat man, wenn ^
die mittlere stündliche Geschwindigkeit der Spur
mit n , und der Winkel zwischen der F-Achse und
der Richtung m0m mit N' bezeichnet wird,

(33) g = 11 sinX , t) = n cosN'

Da g und ij bekannt sind, so kann man mit Hilfe
der beiden letzten Gleichungen n und N ' berechnen.

Man ziehe jetzt EG und mQe senkrecht zu Gm, ferner m0p parallel zur F-Achse,
und re , sowie Eoj parallel zu Gm. Da Er — Xa, rm 0= F0 und der Winkel
Gpm0= XEiu = go° — N ' ist , so folgt , wenn EG — y und te — Gm0— /.0
gesetzt wird,

y = Ya sinN ' — XQcosN '
(34) z0= XasinN' + F0 cosN'

Es ist aber Gm — Gm0 \mA m0m = n (T —TQ); setzt man also Gm = 10
und substituiert für Gm0= /.0 seinen vorigen Wert , so erhält man

10= n [ t - To+ n (Aro sinN ' + F0 cosX ')j

p
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oder , wenn von der Abkürzung

(35) u = T0 - I (A0 sin N ' + Y0 cos A 'j

G-ebrauch gemacht wird ,

(35a) 10= [T — u)n

Mit Rücksicht darauf , daß n sich im Laufe einiger Stunden nur wenig ändert ,
und daß /.0, der über T0 gemachten Annahme zufolge , verhältnismäßig klein ist , kann
man z.0: n als das Zeitintervall betrachten , innerhalb dessen die Spur die Strecke Gm 0
durchläuft ; j.i gibt dann die wahre Zeit des ersten Meridians an , zu der die Spur
ihren kleinsten Abstand vom Erdmittelpunkte erreicht . Es bedeute nun / die vom
ersten Meridian aus nach Osten hin positiv gezählte Länge eines Beobachtungsortes ;
der wahren Zeit T des ersten Meridians entspricht dann die wahre Zeit T -\- l des
Beobachtungsortes . Wird letztere wie früher mit t bezeichnet , so folgt T = t — l \
substituiert man diesen Wert in die Gleichung (35*), so wird

(36) w = (t — — f.i)n

Die Größen 10 und y stellen die Koordinaten des Punktes m, also des Ortes der
KI -Spur der Schattenachse zur Zeit T dar , und zwar bezogen auf zwei zueinander
senkrechte Achsen , von denen die eine die zu Gm parallele Gerade Et » ist , während
die andere in die Richtung EG fällt . Um die auf dieselben Achsen bezogenen
Koordinaten des Beobachtungsortes zu erhalten , denke man sich letzteren auf die
Ebene EXY projiziert ; diese Projektion möge in den Punkt C fallen . Bezeichnet
man die Koordinaten von C, bezogen auf E G und Eto mit U, bzw. ß , so ergibt sich

Die Koordinaten von in bezogen auf die beiden zu KG und Et » parallelen
Achsen CG ' und C10' sind gleich y — U, bzw. 10— ß . Zieht man jetzt CX ' und
CT ' parallel zu EX . bzw. EY und setzt Cm = Q, so daß 0 den Abstand des
Beobachtungsortes von der Schattenachse angibt , bezeichnet man ferner mit © den
von CY ' in der Richtung nach CX ' gezählten Winkel Y' Cm , so lassen sich die
auf CG ' und C10' bezogenen Koordinaten von rn auch durch o sin (K ' — 0 ) , bzw.
(t cos (N ' — ©) ausdrücken. Demnach gelten die Gleichungen

(37)
F = i/ sin IV' — x cos N '
ß = x sin N ' + y cos N '

(38) q sin [N ' — G) = y — I’
~q cos [N ' — ©) = Ol— ß

oder , wie man auch schreiben kann ,

(38a) — p sin [IV' — (0 + 1800)] = y — E
— p cos [IV' — (0 + 1800)] — io — ß

Damit nun eine Finsternis zustande kommt , muß , wie früher gezeigt wurde ,
~q = ± u sein ; dabei hat man das obere oder untere Vorzeichen anzuwenden, je
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nachdem u positiv oder negativ ist. Geht man, falls u positiv ist, von der Gleichung(38)
aus, so erhält man als Bedingungsgleichungen für das Eintreten einer Finsternis
. , u sin [N' — &) = y — F = y —?/ sinN 1+ x cosN '
^ 11 cos(N ' — Q) =z 10— £l = io—x sinN ' —y cosN ' ;

ist aber u negativ, so folgt durch Anwendung der mit (38) identischen Gleichungen(38“)
u sin [N ' — (© + 1800)] = y — r
u cos[AT' — (0 + 1800)] = w— £l

Ersetzt man in den zwei letzten Gleichungen 180°+ 0 durch 0 ', so nehmen
sie dieselbe Form an wie die beiden vorhergehenden; es genügt also, sich auf die
Gleichungen (39) zu beschränken. Falls dann u negativ und demnach die Finsternis
ringförmig ist , hat man nur zu berücksichtigen, daß der bei der Auflösung der
Gleichungen (39) sich ergebende Wert von ©nicht gleich dem Winkel F ' Cm(Fig. 16), son¬
dern gleich Y' Cm -f- 180° ist ; auf diesen Punkt wird unten zurückgekommen werden.

In (39) führe man jetzt an Stelle von x und y ihre in (15) gegebenen Ausdrücke
ein und vertausche in letzteren sowie auch in der Gleichung (zq1) das Argument
«' — «' mit dem ihm gleichen t + Ao ' (S. 32g); substituiert man dann noch für vj
seinen Wert (36) und setzt

(40) Q —N ' = ip
so erhält man die Fundamentalgleichungen

(41' ) u = u' —[(1 —c) sin cp1sind ' + coscosd ' cos(£+ Ja ')] tang /
u sin tp — —7 + (1—e)sin«jDj cosd' sinA ' — cos(p1[sind'sinA 'cos(t + Ja ') +

+ cosA ' sin (t + Ja ')]
u cos ip= (t —A— 11)n — (1— c) sin<p1cosd' cosA ' +

+ cos ip1[sind' cosA ' cos[t 4- Ja ') —sinA ' sin (t -)- Ja ')]

Der vorhin mit 0 bezeichnete Winkel hat eine besondere Bedeutung , welche
jetzt erläutert werden soll. Man ziehe vom Beobachtungsorte 0 (Fig . 17) aus OX ",
OY", OZ" parallel zu den früher benutzten Achsen
X , Y, Z ] ON bezeichne die in der Y"Z"-Ebene
gelegene Richtung zum Nordpol des Äquators , und
m' die Projektion der Schattenachse auf die Ebene
X "Y". Es ist dann der Winkel Y"Om! gleich 0 .
Da OZ" parallel zur Schattenachse ist , so liegen
die Punkte , in denen OZ" und die von 0 nach
den Mittelpunkten 8 und M der Sonne und des
Mondes gehenden Richtungen die Sphäre treffen,
auf einem größten Kreise. Dieser ist in Fig. 18 mit
Z"m' bezeichnet; X ", Y" und m' bedeuten die Durch¬
schnittspunkte der Richtungen OX', OY" und Om'
mit der Sphäre , A gibt den Ort des Pols , 8 den X/
Ort der Sonne und M den Ort des Mondes an. Infolge der über die Lage der
X- und F-Achse getroffenen Bestimmung wachsen die Rektaszensionen in der Rich-

(4i

Fig . 17
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tung des Pfeils , und somit bedeutet Y"Z"m’ = G den Positionswinkel von Sonne
und Mond, bezogen auf Z"

Fiff . 18.

Y»

Wenn sich nun die als kreisförmig angenommenen
Ränder von Sonne und Mond berühren, so geht der
durch die Mittelpunkte beider Gestirne gelegte größte
Kreis Zm' auch durch den Berührungspunkt. Falls
also der Berührungspunkt auf derselben Seite von
Z" liegt , wie die Mittelpunkte der Sonne und des
Mondes, so ist sein Positionswinkel, bezogen auf Z",
ebenfalls gleich &; liegt der Berührungspunkt da¬
gegen auf der entgegengesetzten Seite , so ist der
Positionswinkel desselben gleich i8o° + ©. Der erste
Fall tritt ein, wenn Sonne und Mond sich von außen
berühren (Fig . 2), der zweite, wenn bei einer totalen
Finsternis eine innere Berührung stattfindet (Fig . 3).

Berücksichtigt man nun noch, daß die Richtung OZ" zur Zeit einer Sonnenfinsternis
sehr nahe mit der Verbindungslinie von 0 mit dem Mittelpunkte der Sonne zusammen¬
fällt, so kann man sich auch folgendermaßen ausdrücken: »Bei einer äußeren Be¬
rührung bezeichnet 0 den Positionswinkel des Ein- oder Austrittspunktes , gemessen
am Mittelpunkte der Sonne; für die einer totalen Finsternis entsprechende innere
Berührung giht 18o°+ 0 den Positionswinkel des Berührungspunktes an.« Bezieht
sich die innere Berührung auf eine ringförmige Finsternis, so liegt der Berührungs¬
punkt wieder auf derselben Seite von Z" wie die Mittelpunkte der Sonne und des
Mondes (Fig. 4), sein Positionswinkel in bezug auf Z", bzw. auf den Mittelpunkt
der Sonne ist also gleich NZ "M (Fig. 18); aber bei einer ringförmigen Finsternis ist
der aus den Gleichungen (39), bzw. (41) folgende Wert von 0 gleich NZ "M -+- 180°,
und somit ist der Positionswinkel des Berührungspunktes gleich i8o0-f- 0 .

117. Vorausberechnung einer Finsternis für einen gegebenen Ort nach
Hansen . Bei der Vorausberechnungeiner Finsternis für einen gegebenen Ort
handelt es sich zunächst darum, die Zeiten der ersten und letzten äußeren Be¬
rührung sowie die Positionswinkel der Berührungspunkte, bezogen auf den Mittelpunkt
der Sonne, zu bestimmen. Ist die Finsternis total oder ringförmig, so müssen auch
die Zeiten der inneren Berührung ermittelt werden; wenn aber die Finsternis nur
partiell ist, so hat man außer den Zeiten der äußeren Berührung noch die Zeit und
Größe des Maximums der Verfinsterung zu bestimmen. Bei der Lösung dieser Auf¬
gaben begnügt man sich mit Näherungswerten der gesuchten Größen und setzt dem¬
gemäß in den Gleichungen (41) z/a' = o und 6' = d' \ die Gleichungen werden damit

(42x) u = u' —!(i —c) suKp, sind ' -f- cosipl cosd ' cos/j tang / '

msin (/) = — y + (1—c) sin rp, cosd' sinN ' — cos<p1[sind' sinN' cost +
+ cosA ' sinf ;

u cos ip= (t — /. — n)n — (1—c) simp1cosd ' cosA ' +
-f- cosrp, [sind ' cosA ' cos/ — sinA ' sin/J



Sonnenfinsternisse 331

Je nachdem die Zeiten der äußeren oder der inneren Berührung gefunden werden
sollen , hat man in (421) für u ' und f die aus den Gleichungen (31), (30) und (28)
folgenden Werte von u 'a und f„, bzw. von u'i und / ', anzuwenden . Es sei nun ta ein
für die wahre Ortszeit t einer Berührung angenommener Wert ; beispielsweise kann
man t0= a + / setzen , wo u durch die Gleichung (35) bestimmt ist , und X die vom
ersten Meridian aus nach Osten hin positiv gerechnete Länge des Beobachtungsortes
bezeichnet . Wenn dann auf der rechten Seite von (421) und (422) alle Größen mit
Ausnahme von t als konstant betrachtet werden , so erhält man

(43T) u = v! — [(1— c) sin (jPj sin d ' + cos rp̂ cos d ' cos t0] tang /14-
+ (^— 4 ) cos rpj cos J ' sin ta tang /1

u sin ifj— — 7+ (i —c)sinr/)Jcosd ' sinA r' —cos ^ "sind 'sin Ar' cos + cosAr' sin ta]-f-
(43“) -\ - [t — t0) coscpl [sin J ' sinW sinf 0 — cosW ' cosf 0]

u cos ip — (t0 — X— f.i)n — (1 — c) sin cp̂ cos d ' cos N '
+ cos rpz [sin d ' cos A"' cosf0 — sin Ar' sin t0]
-\- {t — t0)[n — cos ipz(sin cos N ' sin ta + sin Ar' cos f0)]

Mit Hilfe dieser Gleichungen läßt sich , wie gleich gezeigt werden soll, der Wert
von t — t0 bestimmen . Um aber t — t0 in Einheiten einer Stunde ausgedrückt zu
erhalten , hat man noch t — tQ durch [t — t0) 15 arc i° zu ersetzen ; nur in dem in
(432) enthaltenen Produkt n {t — t0) ist t — tQ beizubehalten . Werden jetzt die Be¬
zeichnungen eingeführt

x = 15 arc i° (log -/ = 9.41797)
und

(44) u1= u' — [(1 — c) sin <74 sin + cos r/4 cos d ' cos #0] tang /’,

so nimmt die Gleichung (43 ' ) die Form an

u = ul z (#— f0) cos (pxcos J ' sin ta tang / -

Diesen Ausdruck substituiere man in die Gleichungen (432) und setze dann

cos g — cos d ' sin W cos k — cos d ' cos N '
(45 ' ) sing sin G = sin d ' sinW sink sin K = sin N '

sin <7cos G = cos W sinÄ cos AT= sinrf ' cos W

, , , sin a' sin G ' = sin d ' sin N ' cos f — cos d ' sin f sin W/ . 2 J I I T

sin g' cos G1= cosW cos /

3 sin k’ sin K ' = sin N '
sin k' cosK ' = sinrf ' cosN ' + cos tang / cos ip

Damit ergibt sich

ul sin 1/ = — y + (1 — c) sinrpz cosg — cos <74 smp sin (G + tQ) —
(46) — z (t — 4 ) cosr/ 4 sing ' cosfG ' + 4 ) sec /

uz cos )/ = (4 — ^ — p)n — (1— c) sinr/jj cosk + cos cpI sin /ccos [K -)- ta) +
+ (f — t0)[n — /. cos (pz sin -̂' sin (K ' + 4’)]
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m cosAT = [tQ— l — [i)n — — c) sinqp I cos /c + cos cp̂ sin /,: cos [K + t0)

m ' sinilf ' = — cos rpx sin / cos (G ' + /0) sec / ”
' 47 / Tl/ff I 1 \v to ' cos ilf ' = n — cos 711 sin /c' sin (ff ' + /G)

gesetzt wird ,

(48 )
u l sin xp = — m sin M + (/ — ta) m ' sin if '

cosxp = cos ilf + (/ — tQ) w! cosif '

(49 )

Hieruus folgt

sin (ilf ' — xp) — m sin (ilf + ilf ' )
cos (ilf ' — xp) — m cos (ilf + ilf ') + ot ' (/ — /0)

Wenn nun y einen Wert von ilf ' — xp bedeutet , welcher der Gleichung

(49 1) sin (ilf ' — xp) = — sin (ilf + ilf ' )

genügt , so genügt dieser Gleichung auch der Wert M ' — xp = 180° — y. Aus der
zweiten der Gleichungen (49) folgt aber

Substituiert man hierin die beiden Werte von if ' — xp, so erhält man zwei Werte
von t. Ist X derjenige Wert von ilf ' — xp, für welchen u z cos (ilf ' — xp) : m ' negativ
wird , so gibt der durch die Substitution ilf ' — xp = X erhaltene Wert von t die wahre
Ortszeit des Beginns der Finsternis an , dagegen bezieht sich der der Substitution
ilf ' — xp = 180 0 — X entsprechende Wert von t auf das Ende der Finsternis . Den
beiden Werten von if ' — xp entsprechen , der Gleichung (40 ) zufolge , die Werte
0 = if ' + N ' — X , bzw. 0 — if ' + N ' — (1800 — X ). Wenn nun p den Positions¬
winkel des Berührungspunktes von Sonne und Mond , bezogen auf den Mittelpunkt
der Sonne , bedeutet , so hat man bei einer äußeren Berührung p = Q (S . 330 ); für den
Eintritt ist somit p — if ' + N ' — X , und für den Austritt p = M ' N ' — (18o° — X ).
Bei einer inneren Berührung sind die Positionswinkel der Berührungspunkte gleich
den um 180° vermehrten Werten von 0 .

Die Gleichung (49“ ) wird gewöhnlich in der Form

if ' — xp zu verstehen , für welchen u 1 cos (if ' — xp) : m positiv wird . In diesem
Falle erhält man durch Anwendung des oberen Vorzeichens die Zeit des Anfangs ,

Da ferner y = 180° — X ist , so wird bei einer äußeren Berührung , wenn p L den
Positionswinkel des Eintritts - , und p 2 den Positionswinkel des Austrittspunktes be¬
deutet , p l = If ' + X ' — (180 0 — y), p 2 = M ' N ' — y. Bei einer inneren Berüh¬
rung ist zu diesen Werten 180° zu addieren .

(49 2)
VV)

cos (If + if ') + 5 cos (If ' - xp)ni

angegeben ; unter y ist dann derjenige der beiden aus (49 1) folgenden Werte von

und durch Anwendung des unteren Vorzeichens die Zeit des Endes der Finsternis .
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AV as die Anwendung der im vorigen abgeleiteten Formeln betrifft , so kann man
zunächst in (452) und (453) die den kleinen Faktor sin / ] bzw. tang / - enthaltenden
Glieder vernachlässigen und cos / -— 1 setzen ; damit wird g' = g , G' — G, k' — k
und K ' = K. Die AVerte von g, G, k und K sowie auch von u ', f , d ', y, u, N ' und n
findet man im Berliner astronomischen Jahrbuch für fünf der Konjunktion benach¬
barte tvahre Berliner Zeiten vorausberechnet ; mit Hilfe dieser AVerte kann man für
jeden Ort , dessen Länge gegen Berlin bekannt ist , die der wahren Ortszeit ta ent¬
sprechenden AVerte der angeführten Größen ableiten . Durch Anwendung der Glei¬
chungen (44) , (471), (472) , (491) und (4g2) , bzw. (4g3) erhält man sodann die ge¬
näherten wahren Ortszeiten t, und t2 der ersten und letzten Berührung . Solche
Näherungswerte lassen sich übrigens ohne Rechnung finden , wenn man sich der in
einigen Jahrbüchern gegebenen Karten bedient *). Auf letzteren sind nämlich alle
Punkte der Erde , für welche der Anfang oder das Ende einer Finsternis auf den
Beginn einer und derselben Stunde des ersten Meridians fällt , durch Kurven ver¬
bunden . Mit Hilfe dieser Kurven kann man durch Schätzung die Zeiten des ersten
Meridians bestimmen , zu denen die Finsternis an einem seiner geographischen Lage
nach bekannten Orte beginnt oder endigt ; hieraus in Verbindung mit der Länge des
Ortes ergeben sich die entsprechenden Ortszeiten .

Um die Berührungszeiten genauer zu bestimmen , denke man sich in den Glei¬
chungen (44) bis (4g2) ta zunächst durch t1 ersetzt , und lege demgemäß den Größen
m' , f , d ', y, p , N ' und n ihre für die wahre Ortszeit tl gültigen AVerte bei . Alan
kann auch wieder g', G', k' , K ' den Größen <7, G, Ä', K beziehungsweise gleich an¬
nehmen und hat dann für letztere ihre der Zeit tI entsprechenden AVerte zu sub¬
stituieren ; hierauf sind m, M, m' und M ' neu zu rechnen . Die Gleichungen (49J und
(492), bzw. (493) liefern jetzt wieder zwei AVerte von t ) von denen der dem / zu¬
nächst gelegene einen genaueren AVert für die Zeit der ersten Berührung darstellt ,
während der zweite eine rohe Zeitangabe für die zweite Berührung bedeutet und zu
vernachlässigen ist . In ganz analoger AVeise gelangt man zu einer genaueren Be¬
stimmung der Zeit der zweiten Berührung .

Es muß jetzt noch gezeigt werden , in welcher AVeise die Zeit des Maximums
der Verfinsterung und die Größe dieses Maximums gefunden werden kann . Alan
nehme zunächst an , daß man in den Gleichungen (10) bis (12) i — it gesetzt habe ,
wo % eine zwischen o und 12 gelegene Zahl bedeuten soll ; die damit erhaltenen
AVerte von / und u ' denke man sich in die Gleichung (44) substituiert . Alacht man
dann über tQ wieder dieselbe oder eine ähnliche Annahme wie oben , und wendet die
Gleichungen (45) bis (4g3) an , so erhält man im allgemeinen ebenfalls zwei AVerte
von t \ diese geben die Zeiten an , zu denen die Phase der Verfinsterung it Zoll be¬
trägt . In dem Falle aber , wo \ das Maximum der Verfinsterung für den Beob¬
achtungsort darstellt , fallen die beiden AVerte von t in einen zusammen . Da u ,
bzw. im allgemeinen von o verschieden , und rn' endlich ist , so ergibt sich als Be¬
dingung dafür , daß die Gleichung (4g3) nur einen AVert von t liefert , cos2 =

*) Siehe die den Verlauf der Sonnenfinsternisse 1904 März 16, bzw . 1902 Oktober 30 , dar¬
stellenden Karten am Schlüsse dieses Buches .
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= cos[M' — t/-') = o. Die Zeit tm der größten Phase ist also durch die Gleichung
bestimmt

777
(5o) tm= t0 - cos[M + M')

Um diese Gleichung aufzulösen, nehme man für t0 etwa das Mittel aus den
Zeiten der ersten und letzten Berührung an und berechne die zugehörigen Werte
von m, M, m\ M' \ mit Hilfe von (50) erhält man dann einen Näherungswert von tul.
Indem man hierauf in (50) t0 gleich annimmt und m, M, m! und M' für die
Zeit berechnet , ergibt sich ein genauerer Wert für die wahre Ortszeit der
größten Phase. Wäre aber 4° bereits der genaue Wert , so müßte das Glied
m cos(M + M') : rri verschwinden; da m im allgemeinen von o verschieden, und m
endlich ist, so müßte also cos(Jf + Jf ') = o sein. Zur Zeit der größten Phase ist
demnach sin(.11+ M') — ± 1. Gleichzeitig ist dann aber, wie vorhin gefunden wurde,
cos/ = cos(M — ip) = o, also sin/ = sin(M' — ip) = ± 1. Berücksichtigt man nun
noch, daß bei einer partiellen Sonnenfinsternis u positiv ist , und daß m stets als
positiv betrachtet wird, so ergibt sich aus der ersten der Gleichungen (49), daß der
der größten Phase entsprechende Wert von u gleich m ist ; hierbei hat man für
m seinen in letzter Näherung gefundenen Wert anzuwenden.

Nun ist nach Gleichung (12)
u'„ — u'

Legt man hierin v! seinen aus der Gleichung (42' ) für u — m und t = t,„ folgenden
Wert bei, so erhält man das Maximum der Verfinsterung, ausgedrückt in Zollen.
Gewöhnlich setzt man aber in diesem Falle v! = u, also u' = m und somit

1 — \ 2
u „ — m

Ui

11<S. Vorausbereclinung einer Finsternis für einen gegebenen Ort nach
Hessel . In Fig. 1ga, 1g1’ und 19° sei HH die durch den Mittelpunkt der Erde

Fig . 19*. Fig . igF Fig . I9 C.

*) An den Inhalt dieses Paragraphen schließt sich unmittelbar die in den §§ 119 ff. gegebene
Ableitung der zur Vorausberechnung des Verlaufs einer Finsternis auf der Erde nötigen Formeln
au ; der § 118 kann also übergangen werden .
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senkrecht zur Schattenachse gelegte Ebene , und PP eine zu TLII parallele , durch den
Beobachtungsort gehende Ebene ; erstere möge die 77-, letztere die P -Ebene genannt
werden . Es sei ferner Z der Abstand des Mondmittelpunktes von der 77-Ebene ,
s der lineare Halbmesser des Mondes , s' der lineare Halbmesser der Sonne , o' die

winkel des Halbschattenkegels , ca der Abstand der Spitze dieses Kegels von der

Spitze des Kernschattenkegels von der 77-Ebene ; dabei soll c, positiv oder negativ ge¬
rechnet werden , je nachdem die Spitze des Kernschattenkegels auf derselben (Eig . ig c)
oder auf der entgegengesetzten Seite von der 77-Ebene liegt wie der Mittelpunkt des
Mondes (Eig . i g'1). Man hat dann die Gleichungen

Die in Einheiten des Radius des Erdäquators ausgedrückten Werte von Z und
i : o' sind durch die Gleichungen (28) und (23) bestimmt ; für s und s' hat man ihre
in § 114 gegebenen Werte zu substituieren . Es werde nun der Abstand des Be¬
obachtungsortes von der 77-Ebene (also auch der P - von der 77-Ebene ) mit z, be¬
zeichnet , und zwar soll 2 positiv oder negativ gerechnet werden , je nachdem die
P -Ebene auf derselben oder auf der entgegengesetzten Seite der P -Ebene liegt wie
der Mittelpunkt des Mondes ; ferner setze man den Radius des von dem Halbschatten¬
kegel auf der P -Ebene ausgeschnittenen Kreises (PP in Fig . 1ga) gleich ü '„, und den
Radius des von dem Kernschatten , bzw. dem verlängerten Kernschattenkegel ausge¬
schnittenen Kreises (PP in Eig . 1g1, und 1gc) gleich P (; dabei soll 77' als eine nega¬
tive Größe aufgefaßt werden , wenn die P -Ebene durch den Kernschattenkegel hin¬
durchgeht (Fig . 1g1’). Wenn dann noch Ua den Radius des von dem Halbschatten -, und
Ui den Radius des von dem Kernschatten - oder von dem verlängerten Kernschatten¬
kegel auf der P-Ebene ausgeschnittenen Kreises bedeutet , und P t- negativ gerechnet
wird , falls die P -Ebene den Kernschattenkegel schneidet (Fig . 1g1’), so ist

Nun kann man eine «-zöllige Finsternis — wenn i <L6 ist — als eine äußere

diese Kugel und den Mond einhüllenden Halbschattenkegels mH »)' (Fig . 8) und die

Entfernung der Mittelpunkte dieser beiden Gestirne voneinander , F a der Öffnungs-

77-Ebene , P ,- der Öffnungswinkel des Kernschattenkegels , und c,- der Abstand der

( 52 )
• T.T S — Ssin lu = — ,

o '

( 53 )

( 54 )

P ' = c„ tang F a, P „ = [ca — x) tang F a

U! — Ci tang Fi , U — (c s- — x) tangP

Hieraus ergibt sich

(55)

(56)

Ua = U',, — x tang F a

U = zU 'i — x, tang F (

Berührung des Mondes mit einer Kugel auffassen , welche mit dem Radius | i —
um den Mittelpunkt der Sonne beschrieben ist (S. 317). Der Öffnungswinkel F des
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Entfernung c der Spitze dieses Kegels von der ff-Ebene sind dann nach (51) durch
die Gleichungen bestimmt

+ s
(57) sin jF = 7 1 c — Z -\- -.—=q sinF

Ferner erhält man aus (53) für die Radien U' und U der durch den Kegel
mHm' auf der H- und P-Ebene ausgeschnittenen Kreise

(58) TJ' — c tangP , JJ — (c — z) tangP
und demnach

(59) U = U' — z tangP

Verbindet man die erste der Gleichungen (57) mit den Gleichungen (51) und
(52), so ergibt sich

(60) sin F = sin F a — — (sin F a + sin F ,)

Ferner folgt aus (58) und der zweiten Gleichung (57)

(61) U' cos F = c sin F = Z sin P -f- s ,

und aus den Gleichungen (53) und (51), bzw. (54) und (52), wenn cos F „ = cos F t — cos F
gesetzt wird ,

Uä cos F — Z sm F„ + s
(Ö2' Ul cos F — Z sin F ( — s

Die beiden letzten Gleichungen gehen

(63) Z {sm.F a + sin F ,) = (U'a + Ui) cos F

Substituiert man nun den für sin F gefundenen Ausdruck (60) in die Gleichung (61),
so erhält man mit Berücksichtigung von (63) und der ersten der Gleichungen (62)

(64) U' = U'a — ^ [Ü'a + Ui)

oder , wenn 7 : 12 = © gesetzt wird , so daß @ den Bruchteil des durch die Mond¬
scheibe bedeckten Sonnendurchmessers oder die Größe der Verfinsterung bedeutet ,

(65) ® = Ui + Ui
Eine 7-zöllige Finsternis , für die 7[> 6 ist , läßt sich als eine innere Berührung

des Mondes mit einer Kugel betrachten , deren Radius gleich /k — iWist , und deren

Mittelpunkt mit demjenigen der Sonne zusammenfällt . Bedeutet F t den Offnungs-
winkel des diese Kugel und den Mond einhüllenden Kernschattenkegels , und be¬
zeichnet man mit Ui und U, die Radien der von diesem Kegel auf der H- und
P -Ebene ausgeschnittenen Kreise , so erhält man F1= — P , TJ[ = — U' , U, = — U
und in+ in ui- u

^ - Ui + Ui Ui + Ui

Die Gleichung (65) ist also auch für 7O 6 gültig .
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Aus Fig. 16 (S. 327) folgt jetzt, wenn die auf die Achsen EX und EY bezogenen
Koordinaten des Beobachtungsortes, statt wie bisher mit x und y, mit £ und y be¬
zeichnet werden,

(66a) A — £ = p sin0 , Y— y = q cos&
oder auch

(66b) A — | ^ sin(i8o° + 0 ), F —77= — ^ cos(i8o° -|- 0 )

In diese Gleichungen ist die Bedingung einzuführen, daß o zur Zeit einer äußeren
oder inneren Berührung der Sonne (bzw. der um den Mittelpunkt der Sonne mit

dem Badius ± 11— ~j s' beschriebenen Kugel) und des Mondes gleich dem Radius des
Kreises sein muß, welcher von dem Halbschatten-, bzw. von dem Kernschatten- oder
von dem verlängerten Kernschattenkegel auf der P-Ebene ausgeschnitten wird. Die
für diesen Radius gefundenen Ausdrücke (55), (56) und (59) haben die gemeinsame
Form

(67) 11= U' —^ tangg

Dabei ist 11 negativ, wenn die P-Ebene den Kernschattenkegel schneidet, und somit
die Finsternis für den Beobachtungsort total ist ; betrachtet man also o als wesentlich
positiv, so hat man, falls 11< ] o ist, o = —11 zu setzen. Wendet man nun bei
einem positiven Wert von 11 die Gleichung (66a), und hei einem negativen Wert von
11 die Gleichung (66b) an, so erhält man als Bedingungsgleichung für das Eintreten
einer äußeren oder inneren Berührung, bzw. einer f-zölligen Verfinsterung (vgl. 8 .328! )

(68) A — £ = U sin0 , Y — 17= 11 cos0

Ist 11 positiv, so ist der aus der Auflösung dieser Gleichungen folgende Wert von
© gleich dem Winkel Y"Z "m' in Fig . 18; ist dagegen 11 negativ, so ist 0 gleich
\?>o0 Y"Z"m'. Durch Betrachtungen , welche den auf S. 329f. angestellten ganz
analog sind, ergibt sich dann weiterhin, daß sowohl bei einer äußeren Berührung,
als auch bei der einer totalen oder ringförmigen Finsternis entsprechenden inneren
Berührung die aus den Gleichungen (68) folgenden Werte von 0 die Positionswinkel
der Berührungspunkte, bezogen auf den Mittelpunkt der Sonne, angehen.

Zur Berechnung von 11 substituiere man in (67) den durch die letzte der Glei¬
chungen (13) bestimmten Wert von z. Da das in den Gleichungen (13) vorkommende
Argument u' —«' den Stundenwinkel des Poles der Schattenachse am Beobachtungs¬
orte bedeutet, so kann man, wenn der für den ersten Meridian gültige Wert dieses
Stundenwinkels mit II bezeichnet wird, u' — «' = // + /. setzen, wo ). wieder die
vom ersten Meridian nach Osten hin gezählte Länge des Beohachtungsortes angibt.
Somit wird der für die Gleichungen (68) zu verwendende Wert von 11

(69) 11= U' ■—[(? sinip' sind' -f- q cosrp' cosd' cos(II + 1)] tangg

Je nachdem die Zeiten der äußeren oder der inneren Berührung oder einer f-zölligen
Verfinsterung berechnet werden sollen, hat man für 11' und g d̂ e Werte von U'a,
P «, bzw. Ul, Ft , bzw. U', F anzuwenden.

de Ball , Sph &r. Astronomie . 22
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Um die Auflösung der Gleichungen (68) und (69) zu erleichtern , gehen einige
astronomische Jahrbücher von 10 zu 10 Minuten mittlerer Zeit des ersten Meridians
die mit Hilfe der Gleichungen (27) berechneten Werte von X und Y, sowie die
Änderungen X ' und Y', welche X und Y in einer Minute mittlerer Zeit erfahren ;
ferner gehen die betreffenden Jahrbücher noch die Werte von Z7«, F a und 77, sowie,
hei totalen und ringförmigen Finsternissen , auch die von 77/ und . Der irgendeiner
mittleren Zeit des ersten Meridians entsprechende Wert von 77 ist in der Weise er¬
halten worden , daß man die mittlere Zeit in Sternzeit verwandelt , und von dieser
die oben mit « ' bezeichnete Rektaszension des Pols der Schattenachse subtrahiert
hat . Kennt man 77, so lassen sich auch die Koordinaten § und r; berechnen ; denn
es folgt aus den Gleichungen (13), wenn u — a' = 77 + 7 gesetzt wird ,

§ = Q cos cp' sin (77 + 7.)
»? = p sin cp' cos d ' — q cos cp' sin ö ' cos (77+ X)

Für die Yorausherechnung einer Finsternis ist es nun noch notwendig , die in
einer Minute mittlerer Zeit stattfindenden Änderungen von i; und rj zu berechnen .
Bezeichnet man diese Änderungen , ausgedrückt in Teilen des Radius , mit §', bzw. rj' ,
und nimmt für die einer Minute mittlerer Zeit entsprechende Änderung von 77 den
mittleren Wert 60:014 an , so wird £ ' gleich dem nach 77 genommenen Differential¬
quotienten von | , multipliziert mit dem Produkt 6o?oi4 X 15 X sin 1" = 0.0043644 ;
in derselben Weise läßt sich auch rj' finden , wobei dann die verhältnismäßig geringe
Änderung von ö' vernachlässigt wird . Man erhält also

§' = 0.0043644 p cos <7/ cos (77+ 7)
rf — 0.0043644 § sind '

Es sei jetzt eine willkürlich angenommene , der Zeit der Konjunktion von
Sonne und Mond in Rektaszension benachbarte mittlere Zeit des ersten Meridians ,
und X + t die unbekannte mittlere Zeit des ersten Meridians , zu der an einem Orte ,
dessen Länge vorhin mit 7 bezeichnet wurde , eine Berührung stattfindet ; wenn dann
X , Y, § und rj für die Zeit X des ersten Meridians gelten , so müssen die Glei¬
chungen erfüllt sein

11 sin Q = X — i‘ + (X ' — §')r
{72> U cos 0 = Y — t] + (Y' — t]')r

Hier kann man für das nur wenig veränderliche U den Wert annehmen , den es
zur Zeit X hat ; diesen erhält man , indem man in (69) für U ', 77 und g ihre der
Zeit X entsprechenden Werte substituiert . Setzt man nun

, . X — £ = to sin J7 , X ' — §' = n sin Y
^ Y — rj — m cosJ7 , Y’ — rj' — n cosN

so werden die Gleichungen (72)

11 sin 0 = to sin M + i n sin N
U cos 0 = to cos 717+ rn cos TV

Hieraus folgt
, , U sin (0 — N ) = m sin (J7 — N )

11 cos (0 — N ) — m cos (17 — TV) + rn
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Die erste dieser Gleichungen gibt

(74a) sin {Q - N ) = ~ sin [M - N )

Bezeichnet man die dieser Gleichung genügenden Werte von 0 — N mit
und i8o° — !F, und substituiert dieselben in die zweite der Gleichungen (74), so er¬
hält man

l » n ? / Tr TVT\ _ ^ *Ti'(75) t = -- cos ilf — N ) + — cos iPn n

Infolge der oben getroffenen Bestimmung , daß X \ Y\ 4” und rf die Änderungen
der Koordinaten X , Y, £, 7] in einer Minute mittlerer Zeit bezeichnen sollen , sind
die aus der letzten Gleichung folgenden Werte von r in mittleren Zeitminuten aus¬
gedrückt . Es möge nun ’IJ denjenigen der beiden Werte von © — X bedeuten , für
welchen U cos (0 — N ) \ n positiv wird ; wenn dann der dem oberen Vorzeichen in der
vorigen Gleichung entsprechende Wert von r mit r i ; und der dem unteren Vor¬
zeichen entsprechende Wert von r mit r? bezeichnet wird , so sind % -f- vl und £ +
die genäherten mittleren Zeiten des ersten Meridians , zu denen die Finsternis an
dem Beohachtungsorte beginnt , bzw. endigt . Um diese Zeiten genauer zu bestimmen ,
hat man die vorige Rechnung zu wiederholen , indem man dabei für die oben mit X
bezeichnete Zeit einmal X -j- t x und dann X -j- annimmt . Sowohl unter der An¬
nahme V = 5t + r, als unter der Annahme 5E = ST-f- erhält man aus (75) zwei
Werte von r , von denen wie auf S. 333 nur je einer beizubehalten ist . Addiert man
dann noch zu den für den ersten Meridian gültigen Zeiten die Länge 7., so erhält
man die mittlere Ortszeit des Beginns und Endes der Finsternis .

Die aus (74“) erhaltenen Werte von © geben die Positionswinkel der Berührungs¬
punkte an (S. 337). Da nun 11 cos (© — A ) : w für 0 — A = !F positiv , also für
0 — A = 1800 — ’F negativ sein soll, so folgt aus der zweiten Gleichung (74), daß
r für © = A + ’F größer ist als für 0 = A + 180° — ’F. Somit ist A + 180° — ’F
der Positionswinkel für die erste äußere oder innere Berührung , und X ’F der
Positionswinkel für die zweite Berührung .

Denkt man sich in den vorigen Gleichungen 11 durch U ersetzt , so bedeuten
X X und die Zeiten , zu denen die Phase der Verfinsterung i Zoll beträgt .
Wenn aber i seinen Maximalwert erreicht , so fallen X -)- rT und V -{- zusammen ;
die Bedingung für den Eintritt des Maximums der Verfinsterung ist demnach
Ucos ’F : n = o oder , da U : n im allgemeinen von o verschieden ist , cos ’F =
cos (0 — A ) = o . Damit ergibt sich aus (75), wenn jetzt an Stelle von t die Be¬
zeichnung rm angewandt wird ,

(76) rm— — ^ cos (if — AJ

Substituiert man in diese Gleichung die für die mittlere Zeit X des ersten
Meridians berechneten Werte von m,' M, n und A , und bezeichnet man den damit
erhaltenen Wert von r m mit T’m, so bedeutet X + = Xx die genäherte Zeit des
Maximums der Verfinsterung . Um diese Zeit schärfer zu bestimmen , berechne man
die für 51, gültigen Werte von M: n und A , und substituiere dieselben in die

22 *
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Gleichung (76). Wird der sich so ergebende neue Wert von r m mit t ',} bezeichnet
und die Summe %J + = %2 gebildet , so gibt einen genaueren Wert für die
Zeit des Maximums der Finsternis an . Die entsprechende mittlere Ortszeit ist %2 + A.

Für den Fall , daß bereits die genaue Zeit des Maximums darstellt , erhält
man durch die Substitution der für gültigen Werte von m , M . n und N in (76)
xm = o ; da nun m : 11 im allgemeinen von o verschieden ist , so muß zur Zeit der
größten Verfinsterung cos (Jf — N ) = o, also sin IM — N ) = ± 1 sein . Aus der vor¬
hin für diese Zeit gefundenen Bedingung cos (0 — N ) = o folgt aber , daß dann
auch sin (0 — N ) — ± 1 sein muß . Berücksichtigt man jetzt , daß m als wesentlich
positive Größe aufgefaßt wird , und daß auch TJ positiv ist , so erhält man aus der
ersten der Gleichungen (74), worin dem oben Gesagten zufolge U = U zu setzen
ist , TJ — m . Nun unterscheidet sich TJ' nur wenig von TJ, und somit ist TJ' zur Zeit
der größten Phase einer Finsternis nahe gleich m . Macht man also von der Glei¬
chung (65 ) Gebrauch , so findet man für die Maximalgröße der Verfinsterung

is m. TJ'a — m
(77) TJ'a + üi

II . Vorausberechnung des Verlaufs einer Sonnenfinsternis auf der Erde .

119 . Nördliche und südliche Grenzkurve . Wählt man den Durchmesser des
Erdäquators als Längeneinheit , so ist 2u 'a oder der Durchmesser des Kreises , welchen
der Halbschattenkegel auf der durch den Mittelpunkt der Erde senkrecht zur Schatten¬
achse gelegten Ebene ausschneidet , höchstens gleich 0 .583 . Die Erde kann demnach
nie ganz in den Halbschattenkegel eintau eben , vielmehr wird bei jeder Finsternis ent¬
weder zu beiden Seiten des Halbschattenkegels oder auf einer Seite desselben ein Teil
der Erde über ihn hinausragen . In dem ersten Falle schneidet der Halbschattenkegel
hei seinem Fortschreiten über die Erdoberfläche aus dieser eine Zone aus , welche
nach Norden und Süden hin durch je eine Kurve — die sogenannte nördliche ,
bzw . südliche Grenzkurve — begrenzt ist ; in dem zweiten Falle existiert nur
eine dieser Kurven . Es kommt auch vor , daß im Verlauf einer Finsternis der am
nördlichsten oder südlichsten gelegene Teil der Mantelfläche des Schattenkegels die
Erdoberfläche zwar niemals schneidet , aber sie in einem gewissen Moment berührt .
Ist diese Berührung eine innere , so reduziert sich eine der Grenzkurven auf einen
Punkt ; ist die Berührung eine äußere , so entfällt eine der Grenzkurven , und die
andere reduziert sich wieder auf einen Punkt .

Für alle Punkte , welche auf der nördlichen oder südlichen Grenzkurve gelegen
sind , findet nur eine äußere Berührung der Bänder von Sonne und Mond statt .
Da also für diese Orte die äußere Berührung das Maximum der Finsternis dar¬
stellt , so muß für jeden derselben die auf S . 334 angegebene Bedingungsgleichung
cos (AP — ip) = o erfüllt sein ; somit ist M ’ entweder gleich go° -J - ip oder gleich
270° + ip, und demnach

tang ip = — cotg M '
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Der Ausdruck für cotg M ' ergibt sich aus den Gleichungen (472) in Verbindung
mit den Gleichungen (45“) und (453). In letzteren kommt zwar ebenfalls die Un¬
bekannte ip vor, da aber die betreffenden Glieder den kleinen Faktor sin / , bzw. tang /
enthalten , so kann man für sie einen Näherungswert von ip benutzen . Der Gleichung
(40) zufolge ist nun ip = — (N 1— 0 ), und aus Fig . 16 (8 . 327) folgt , daß N ' — 0 gleich
dem Winkel ist , den der Radiusvektor Cm mit der Bahn Gm der 'Schattenachsenspur
bildet ; wie aber schon auf S. 313 erwähnt wurde , ist dieser Winkel zur Zeit des Maxi¬
mums der Verfinsterung um höchstens 20° von 90° , bzw. 270° verschieden . Nimmt
man jetzt die Näherungswerte 1// = 90° und ip = 270° an , und bezeichnet die diesen
entsprechenden Werte von g ' und G ' mit gn bzw. 67, so geben die Gleichungen (452)

sing , sin G = sind ' sin V ' cos / cosd ' sin /
(78) V 2700/

sin g: cosG l = cos V ' cos /

Gleichzeitig werden die rechten Seiten der Gleichungen (453) identisch mit denen der
zur Berechnung von Ic und K dienenden Gleichungen (45 ' ), so daß also k' = k und
K ' = K zu setzen ist . Wenn jetzt noch in (472) statt des Näherungswertes ta der
unbekannte wahre Wert t eingeführt wird , so nimmt die oben für das Maximum der
Finsternis gefundene Bedingungsgleichung die Form an

n — cos (/>j sin /c sinfÄ -+ t)
(79) tang ip = v n — cos /cos r/i, sing , cos (&, + f)

Mit dieser Gleichung sind nun die für jede Ränderberührung gültigen Glei¬
chungen (421) und (422) zu verbinden ; letztere sollen aber hier in einer etwas anderen
Form angewandt werden . Man substituiere nämlich den in (421) gegebenen Ausdruck
von u in die erste der Gleichungen (42z), und nehme in den mit dem kleinen Faktor
tang / behafteten Gliedern die Näherungswerte ip — go° und ip — 270° an ; führt
man dann die durch die Gleichungen (78) und (45 ' ) definierten Hilfsgrößen <7, , GI,
k und K ein, und setzt

(80) ‘ cosg , = coseT sinA ' cos / ± sind ' sin / = 2^°o |
so erhält man

u ' smip = — y + (1 — c) sinrp, cosg , sec / — cosr/), sing , sin (ö , -f t ) sec /
^ u cos ip = (t — l — u)n — (1 — c) sim/ ), cos /i + cos (/>, sin /c cos (K -)- t )

Mit Hilfe der Gleichungen (79) und (81), und eines für t angenommenen Wertes
lassen sich die Koordinaten (/>, und / eines Ortes auf der Erde bestimmen , welcher
zu der wahren Ortszeit t eine äußere Ränderberührung wahrnimmt , und für den diese
Ränderberührung das Maximum der Finsternis bedeutet ; dieser Ort stellt also einen
Punkt der nördlichen oder südlichen Grenzkurve dar . Die unter verschiedenen An¬
nahmen für t erhaltenen Punkte zusammengenommen legen dann die Grenzkurven
selbst fest . Die Rechnung kann man in folgender Weise ausführen . Setzt man
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und scc / ' = i , so folgt aus der ersten Gleichung (81)

/Ol • / . . y + M' sint //(83) sinf^ - 1̂) = ^

Man nehme zunächst ip = 90° an , setze also

(83a) sin (cp, — Ä) = y- ~ n ULI

und berechne mit Hilfe von (78), (80) und (82) für eine Reihe von Werten von t die
Werte von a und A. Substituiert man dann in (83“) für u ' den der äußeren Be¬
rührung entsprechenden Wert u 'a , so gibt jedes Wertepaar A, a (wenn « ]y + w' |
ist) einen Näherungswert cp, . Für jeden dieser Näherungswerte und das zugehörige
t erhält man aus (79), unter Benutzung der für die Zeit t gültigen Werte von n , k,
K, g, und G, , einen Wert von ip\ wird dieser in (83) substituiert , so ergibt sich ein
genauerer Wert von cp, . Hierauf leitet man aus (421), wo f = fa anzunehmen ist ,
den Wert von u ah und erhält dann aus der zweiten Gleichung (81)

j C I ZI
(84) X— t — g -- sin ip, cosk -\ cos cp, sin k cos (K + f) cos ip

1Z TZ TZ

Endlich läßt sich noch mit Hilfe der Gleichung (15“) der zu cp, gehörige Wert von
cp berechnen .

Ganz ähnlich gestaltet sich die Rechnung , wenn man die Annahme \p — 270°
zugrunde legt . Aus (83) folgt dann

• / 21 y — v!sin (cp, — A) — ---r a

Substituiert man den hieraus sich ergebenden Wert von cp, und die für die ange¬
nommene Zeit t gültigen Werte von n , k , K , g, und G, in die Gleichung (79), so
ergibt sich ein genauerer Wert von ip. Mit Hilfe dieses Wertes läßt sich aus (83)
wiederum cp, bestimmen ; sodann berechne man , wie vorhin , u , X und cp.

Jedes reelle Wertepaar cp, X liefert einen Grenzkurvenpunkt . Da nun u ' bei
einer äußeren Ränderberührung positiv ist , so ist der aus der Gleichung (83) folgende
Wert von cp, für positive Werte von sin ip größer als für negative . Einem zwischen
o° und 1800 gelegenen Werte von ip entspricht also ein Punkt der nördlichen
Grenzkurve , während der zu 18o° ip 360° gehörige Punkt auf der südlichen
Grenzkurve liegt .

Wenn der aus (83) folgende Wert von sin (cp, — A) nahe gleich ±1 ist , so ist
das vorhin zur Bestimmung der nördlichen und südlichen Grenzkurve angegebene
Yerfahren nicht anwendbar . Man geht in diesem Falle von der aus der ersten Glei¬
chung (81) für secf — 1 folgenden Beziehung

(85) sinff ?, + f) = (1— e) cotg r̂, tangr //, — (y + u ' sinip ) seccp, cosecg ,

aus und wählt cp, als unabhängige Variable . Setzt man dann ip entweder gleich 90°
oder gleich 270° und nimmt für cp, einen Wert an, für den das auf der rechten Seite
der Gleichung (85) stehende Aggregat die Einheit nicht übertrifft , so gibt diese Glei¬
chung einen Näherungswert von t . Wird dieser und der angenommene Wert von
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(jpj in die Gleichung (79) substituiert , so erhält man einen genaueren Wert von t/; ;
mit Hilfe dessen kann dann aus (85) ein genauerer Wert von t abgeleitet werden .
Nachdem t gefunden ist , ergibt sich aus (84). die Länge / , welche in Verbindung
mit dem zu </>, gehörigen cp einen Punkt der nördlichen , bzw. südlichen Grenzkurve
bestimmt .

Im vorigen wurden für u' und / ' ihre der äußeren Ränderberührung entsprechen¬
den Werte angewandt ; wählt man an deren Stelle die einer inneren Berührung ent -
sprechenden Werte « '■und fi , so erhält man die nördliche und südliche Grenze der
Zone , innerhalb deren die Finsternis total oder ringförmig ist . Will man ferner die
Kurven bestimmen , auf denen das Maximum einer Finsternis i Zoll beträgt , so hat
man die aus (12) und (10) folgenden WVrte von u ' und f zu benutzen .

120 . Kurve der zentralen Finsternis , und Dauer der Totalität oder Ring -
förmigkeit auf dieser Kurve . Wenn von einem Orte der Erde aus gesehen die
Mittelpunkte der Sonne und des Mondes sich decken , so bezeichnet man die Finsternis
für diesen Ort als zentral ; die Verbindungslinie aller Orte , an denen eine zentrale
Bedeckung wahrzunehmen ist , nennt man die Kurve der zentralen Finsternis .
Zur Berechnung dieser Kurve hat man nur zu berücksichtigen , daß die für jede
Ränderberührung gültigen Gleichungen (42 1) und (81) auch dann noch gelten , wenn
die Radien der Gestirne gleich o sind , d. h., wenn man sich Sonne und Mond auf
ihre Mittelpunkte reduziert denkt ; die Ränderberührung bedeutet in diesem Falle
das Zusammenfallen der Mittelpunkte . Für s — s' = o wird aber f — o , und somit
auch m' = o und 11= 0 ] aus (81) und (83) ergeben sich also die folgenden Glei¬
chungen für die Kurve der zentralen Finsternis

Um die Kurvenpunkte zu erhalten , berechne man zunächst aus (82) für ver¬
schiedene Werte von t die Hilfsgrößen a und A ] die Gleichung (861) gibt sodann die
zugehörigen Verte von <74. Mit Hilfe von <71r läßt sich, wie oben , cp berechnen .

Ist der absolute Wert von y nahe gleich a , so wird die Formel (86x) unbrauch¬
bar . Man benutzt dann die aus (81) durch die Substitution u ' = f — o folgende
Gleichung

(S?) sin (G1-\- t ) = (1 — c) tang cpz cotg #, — y secr^ cosec &

und berechnet mit ihrer Hilfe die einer Reihe von angenommenen AVerten von cpz
entsprechenden Werte von f; hierauf lassen sich mittels der Gleichung (862) die zu¬
gehörigen Werte von k finden . Die Bestimmung des Anfangs - und Endpunktes der
Kurve der zentralen Finsternis wird in § 122 erläutert werden .

Für die Praxis ist es von Wuchtigkeit , die Dauer der Totalität oder Ringförmig -
keit an einem auf der Kurve der zentralen Finsternis gelegenen Orte zu kennen ;
hierzu gelangt man in folgender Weise . Zur Zeit einer zentralen Bedeckung geht

(86 ' )

(86 °) 11 71 n
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die Schattenachse durch den Beobachtungsort hindurch ; die Projektionen des Be¬
obachtungsortes und der Schattenachse auf eine zu letzterer senkrechte Ebene fallen
also in einen Punkt zusammen, es sei das der Punkt C in Fig. 16 (S.327). Ferner sei
ojj0/ die während der stets nur kurzen Dauer der Totalität , bzw. Bingförmigkeit von der
Spur der Schattenachse in der _XF-Ebene beschriebene, als geradlinig zu betrachtende
Bahn. Ist tQdie wahre Ortszeit der zentralen Finsternis und 2J t die Dauer der
Totalität , bzw. Bingförmigkeit, ist ferner w, die Projektion der Schattenachse zur
Zeit t0— Jt und 10 die Projektion der Schattenachse zur Zeit so folgt
aus der auf S. 341 erläuterten Bedeutung des Winkels ip, daß derselbe zur Zeit t0— z/ f
gleich 1800, und zur Zeit gleich o° ist. Die zweite der Gleichungen (81)
wird also, wenn m_ , und u+l die den Zeiten t0— Jt und t0+ Jt entsprechenden
Werte von u bedeuten,

— U- , = (4 — Jt — A — /.i)n — (1 — c) siiKp, cos /i + coscp1 sinA; cos (7i + 4 — Jt )
u+l = (t0+ Jt —X—j.i)n — (1—e) sin cp1cosk + cos cp1sin/c cos(K -\- tQ-\- Jt )

Wird nun der zur Zeit t0 gehörige Wert von u mit u0 bezeichnet, so kann
man, in Anbetracht der geringen Veränderlichkeit vonu, unbedenklich it- , = m+i = w0
annehmen; ferner hat man, wenn Jt in Teilen einer Stunde ausgedrückt und, wie
früher, 15 arci° = z gesetzt wird,

cos(K tQzsp Jt ) = cos(K + ta) ± y.Jt s\\\ [K + t0)

Demnach ergibt sich durch Subtraktion der Gleichungen für — und u+,
2u0 — 2Jt \n — x cos<p1sin/c sin(ii + f0)]

Multipliziert man den hieraus sich ergehenden Wert von 2J t mit 60, so erhält
man die in Zeitminuten ausgedrückte Dauer der Totalität , bzw. Bingförmigkeit; wird
diese mit r ' bezeichnet und i2o :z = x' gesetzt flog/ ' — 2-6612), so folgt

—— cos(pI sink sin[K + tQ)

Zur Berechnung von uQ hat man die Gleichung (42’) anzuwenden und dabei
für u' und f ihre für die Zeit ta gültigen, der inneren Berührung entsprechenden
Werte u't und zu substituieren; es wird also

(881) u0 — u'i — [(1—c) sin9), sind ' -|- cosrp, cosd ' cosf0] tang /1,-
Ist die Finsternis ringförmig und demnach u0 negativ, so ist in (88) uQ durch

—ua zu ersetzen.

121. Östliche und westliche Grenzkurve. Mit dem Namen der östlichen
und westlichen Grenzkurve bezeichnet Hansen die Verbindungslinien aller Punkte
der Erdoberfläche, für welche die Finsternis bei Sonnenauf- oder -Untergang beginnt,
bzw. endet; auf diesen Kurven liegen auch die Punkte , in denen der Halb schatten¬
kegel zum ersten, bzw. letzten Male die. Erde berührt . Um die östliche und west¬
liche Grenzkurve zu finden, hat man den für die Bänderberührung gültigen Glei¬
chungen noch die Bedingung hinzuzufügen, daß der Abstand des Berührungspunktes
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vom Zenit gleich 90° sein muß ; in der Praxis ersetzt man diese durch eine andere ,
nämlich die, daß die Zenitdistanz des Mittelpunktes der Sonne gleich 90 0 sein soll .
Hierbei ist noch folgendes zu berücksichtigen . Infolge der Refraktion erscheint der
Mittelpunkt der Sonne schon im Horizont , wenn er in Wirklichkeit sich um rund
einen halben Grad unter dem Horizont befindet ; bezeichnet man die Horizontal¬
refraktion mit (r ), so wäre also die Bedingung für die östliche und westliche Grenz¬
kurve die , daß die wahre Zenitdistanz der Sonne gleich 90° + (r) sei. Hierbei ist
(r ) noch von der Dichtigkeit und der Temperatur der Luft abhängig . Man könnte
für (r ) einen mittleren Wert annehmen , aber in Anbetracht dessen , daß die Beob¬
achtungen einer Finsternis an solchen Orten , welche auch nur in der Nähe der öst¬
lichen oder westlichen Grenzkurve liegen , gar keine praktische Bedeutung haben ,
und daß demnach die genaue Bestimmung dieser Kurven ohne Interesse ist , soll
weiterhin von (r ) ganz abgesehen werden . Wenn nun K die Zenitdistanz der Sonne
bezeichnet , so ist

cos 'C — simp sinrZ' + cos cp cosd ' cost

Da der Yoraussetzung nach cos K= o ist , so kann der Faktor von lang f in
der Gleichung (42‘) nur sehr klein sein , denn x — c ist wenig von 1, und <pl wenig
von cp verschieden ; berücksichtigt man also noch , daß auch tang /- klein ist , so sieht
man , daß für die östliche und westliche Grenzkurve u = 11 angenommen werden
darf . Damit ergibt sich aus (42“)

u ' smip = — y + (1 — c) sinr/), cosd ' sinM ' — cosfp, sind ' sin N ' cos t —
. . — cosf/i, cosIV' sinf

tt' costp — [t — l — j.t)n — (1— c) sinqp,. cosd ' cosN ' -j- cosr/), sind ' cosN ' cost —
— cos cpz sin N ' sin t

Nun folgt aus dem von dem Zenit des Beobachtungsortes , dem Pol des Äquators
und dem Mittelpunkte der Sonne gebildeten sphärischen Dreieck , wenn der Winkel
an dem Mittelpunkte der Sonne mit // bezeichnet , und die Zenitdistanz der Sonne
gleich 90° angenommen wird ,

cos cp sin # = sin
(90) cosr/>cosf — — sind ' cosd -

sin cp— cos d ' cos d

Vertauscht man also ixx den Gleichungen (89) cp1 mit dem nur um höchstens 6'
von ihm verschiedenen cp, so erhält man

u' sinip — — y -f~ (1— c cos2d ') sinW ' cosd — cosN ' sind
u ' cost /r = {t — 1 — u)n — (1— c cos 2d ') cos V ' cosd — sinY ' sind

Mit Rücksicht darauf , daß c — 1: 298 und d ' < ] 240 ist , kann man 1— c cos2d ' =
= 1 — c annehmen ; setzt man dann noch

e sin (N r+ v) = (1— e) sin N ', e' sin [N ' + v') = sin N '
e cos (N ' v) = cosN ' , e' cos (Y ' -)- v') = (1— c) cosN 'und

(92) Y ' - d = IF
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so wird
u ' sin ip — — y -j- e sin (TF+ v)
u' cos \p = [t — X— u)n — e' cos (W + v'),

wo e, v , e' und v' als bekannte Größen zu betrachten sind .
Uni diese Gleichungen aufzulösen , gibt man entweder ip eine Reihe von will¬

kürlich gewählten Werten und berechnet den aus der ersten der Gleichungen (93)
für sin (W + r ) folgenden Ausdruck

. , , 7 + «d sin ib
(93 ' ) sm [Wv ) — — ,

oder man nimmt für W beliebige Werte an und berechnet hiermit

e sin (TU+ r ) — y
(9 32) S]n <P = - ^ ^ -

In dem ersten Falle erhält man für jeden Wert von </», für den |y -f-u! sin ip\ <p e
ist , zwei Werte von TU+ r also auch von TU; im zweiten Falle entsprechen jedem
Wert von TU, für den e sin (TU-j- v) — y \ <P u' ist , zwei Werte von t/<. Mit Hilfe der
Gleichung (92) lassen sich die den Werten TU zugehörigen Werte von ff finden , hierauf
ergeben sich aus (90) cp und t. Bequemer ist es , an Stelle der Gleichungen (90)
die aus ihnen folgenden anzuwenden

(94) tang t = — i tang cp= — cotgd ' cos tsm a

Der Quadrant , in dem t zu nehmen ist , bestimmt sich mit Hilfe der Bemerkung ,
daß der ersten Gleichung (90) zufolge sin t dasselbe Vorzeichen hat wie sin ff. Nach¬
dem cp und t gefunden sind , erhält man aus der zweiten der Gleichungen (93)

cos (// + e' cos (TU-t- U)
(95) A== t - i<- -- ^ ^11

Mit Rücksicht auf die für die Geschwindigkeit n der Bewegung der Schattenachse
gewählte Zeiteinheit wird der Wert des auf der rechten Seite der Gleichung (95)
stehenden Quotienten in Einheiten einer Stunde wahrer Sonnenzeit ausgedrückt
erhalten .

Trägt man die auf dem eben angegebenen Wege berechneten Werte von cp und
X auf einer Karte auf , so erhält man zwei Kurven , die entweder ganz voneinander
getrennt sind , oder aber in einem Punkte zusammenstoßen *). Für die Punkte
der westlichen Grenzkurve liegt die wahre Ortszeit f zwischen 180° und 360° , diese
Punkte sehen demnach entweder den Anfang oder das Ende der Sonnenfinsternis
bei Sonnenaufgang ; für die Punkte der östlichen Grenzkurve liegt t zwischen o° und
1800, und es findet somit der Anfang oder das Ende der Finsternis bei Sonnen¬
untergang statt . Es bleibt nun noch übrig zu entscheiden , auf welchem Teile der
östlichen , bzw. westlichen Grenzkurve der Anfang , und auf welchem Teile das Ende
der Finsternis wahrgenommen wird .

*) Siehe die am Schlüsse des Buches mitgeteilten Karten des Verlaufs der Sonnenfinsternisse
1904 März 16 und 1902 Oktober 30.
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Wenn eine an einem gegebenen Beobachtungsorte wahrgenommene äußere
Ränderberührung den Beginn der Finsternis bedeutet , so tritt der Ort in dem auf
die Berührung folgenden Moment in das Innere des Halbschattenkegels ein ; der
Abstand des Ortes von der Schattenachse wird also kleiner . Entspricht aber die
Ränderberührung dem Ende der Finsternis , so ist der Beobachtungsort in dem
folgenden Augenblick weiter von der Schattenachse entfernt wie zuvor ; der Abstand
beider nimmt also zu. Wird demnach der Abstand des Beobachtungsortes von der
Schattenachse wieder , wie oben , mit o bezeichnet , so bedeutet eine an dem Orte
wahrgenommene äußere Ränderberührung den Anfang oder das Ende der Finsternis ,

jenachdem ^ negativ oder positiv ist . Nun ist zur Zeit der Ränderberührung o — u,
und es gelten in diesem Falle die Gleichungen (422); außerhalb dieser Zeit aber hat
q einen von u verschiedenen Wert , und es ist dann

g sin tp = — / + (1 — c) siny , cosd ' sin A ' — cos <y\ sind ' sin A ' cos t —
— cos r/4 cos A ' sin t

g cos ip = [t — l — /.i)n — (1— c) sin (/\ cosd ' cos A ' +
+ cos r/’, sin d ' cos A ' cos t — cos 7^ sin A ' sin t

Bei der Differentiation dieser Gleichungen ist zu beachten , daß der Beobachtungs¬
ort als gegeben betrachtet wird , und daß demnach 74 und L als Konstante zu be¬
handeln sind . Die Größen y, (/ ' , A ' , u und n ändern sich freilich mit der Zeit ,
jedoch im Verhältnis zu ~g und ip nur so wenig , daß man diese Änderungen ver¬
nachlässigen kann . Berücksichtigt man ferner , daß als Zeiteinheit eine Stunde ge¬
wählt wurde , und drückt demnach auch das Differential dt in Teilen einer Stunde
aus , so folgt , wenn 15 arc i° = z gesetzt wird , d cos t — — -/ sin tdt und d sin t = ■/. cos tdt .
Die Differentiation der obigen Gleichungen gibt also

dg , - dtp . . t.t) • , -T, .
sm ip -f- g cos ip = /. cos cpl sin d sm A sm r — /. cos rpI cos A cos t

dg dtp . „ t , ■ , ■ -kt ,
cos ip -Tjj — g smip — n — ■/ cos 71, sm d cos A sm f — x cos y , sm A cos t

Hieraus folgt

dg
dt n cos ip — -/ sind ' cos cpI sin t cos (A ' + ip) — / cos cp, cos t sin (A ' + xp)

Vertauscht man jetzt wieder 71, mit cp und wendet die Gleichungen (90) und (92) an ,
so erhält man

(96) -Jj = n cos 1// + x sin d ' sin [Wxp )

Das Vorzeichen des auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Ausdrucks
entscheidet also darüber , auf welchem Zweige der östlichen , bzw. westlichen Grenz¬
kurve der Beginn , und auf welchem Zweige das Ende der Finsternis wahrgenommen
wird .
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122. Bestimmung des ersten und letzten Berührungspunktes des Halb¬
schattenkegels mit der Erdoberfläche , sowie des Anfangs - und Endpunktes
der Kurve der zentralen Finsternis . Ist tr die wahre Ortszeit an dem Punkte ,
in dem die Erde zuerst vom Halbschattenkegel berührt wird , und bedeutet l 1 die
östliche Länge dieses Punktes in bezug auf den Hauptmeridian , ist ferner /2 die
wahre Ortszeit und / 2 die östliche Länge desjenigen Punktes der Erdoberfläche , in
dem diese zuletzt von dem Halbschattenkegel berührt wird , so sind t1— und
die auf dem Hauptmeridian gezählten Zeiten der ersten , bzw. letzten Berührung des
Halbschattenkegels mit der Erde . Sollen aber — A, und t2— /.2 die Zeiten der
ersten , bzw. letzten Berührung sein , also dem Anfang , bzw. dem Ende der Finsternis
überhaupt entsprechen , so muß — l 1 das Minimum , und — / 2 das Maximum von
t — l sein ; es gilt demnach die Bedingungsgleichung d [t — /.) = o. Da nun die
Punkte , in denen die Erde zuerst , bzw. zuletzt vom Halbschattenkegel berührt wird ,
der westlichen , bzw. östlichen Grenzkurve angehören , so kann man die Gleichungen (93)
anwenden ; differenziert man dieselben , indem man dabei nur ip, TF und t — /. als
veränderlich betrachtet und d W = — d !) setzt , so folgt

u' cos (p dtp — ~ e cos (TF+ vjdü -
— u' sin ip dtp — nd (t — A) — e' sin (TF-f- v')dd

Aus diesen Gleichungen ergibt sich durch Elimination von dip

n d (t — A) = [e cos [W -\- v) tang </>+ e' sin (W + v')\di)-

Soll nun dpt — A) — o werden , so muß der Faktor von dt} gleich o sein ; man hat
demnach als Bedingungsgleichung für die Punkte , in denen die Erde zuerst und
zuletzt vom Halbschattenkegel berührt wird ,

, , , , e' sinfTF + v' )(97) tang ip =
e cos ( W + v)

Mit dieser Gleichung sind die für die östliche und westliche Grenzkurve gültigen
Gleichungen (93 bis (95) zu verbinden . Nun sind e und e’ nahe gleich 1, und v
und v1 sind klein ; somit folgt aus (97), daß tang d> nahe gleich — tang IF, und
demnach ip nahe gleich — TF oder gleich 1800 — TF ist . Substituiert man diese
Werte in die Gleichung (931) und setzt außerdem e = 1, v = o , so erhält man für
sinTF den Näherungsausdruck

sin TF= u

Hieraus ergehen sich vier Werte für TF. Mit Hilfe dieser und der bekannten Werte
von e, e', v, v berechnet man nach (97) ip, und erhält dann aus (93x) genauere Werte
von TF; die den letzteren zugehörigen Werte von A folgen aus der Gleichung (92).
Zum Schluß hat man noch die Gleichungen (94) und (95) anzuwenden und findet
damit t , cp und A. Von den vier Wertepaaren von cp und A gelten zwei für die äußere
und zwei für die innere Berührung des Halbschattenkegels mit der Erde . Dasjenige
Wertepaar , für welches £— A zu einem Minimum wird , bestimmt den Ort auf der
Erde , an dem die Finsternis überhaupt beginnt ; dagegen entspricht das dem Maximal -
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werte von t — l zugehörige Wertepaar dem Ort , an dem die Finsternis endigt . Die
Differenz des Maximal - und Minimalwertes von t — l gibt die Dauer der Finsternis an .

Die Betrachtungen , welche zur Bestimmung des ersten und letzten Berührungs¬
punktes des Halbschattenkegels mit der Erdoberfläche geführt haben , lassen sich
auch dazu verwenden , den Anfangs - und Endpunkt der Kurve der zentralen Finsternis
zu bestimmen . In diesem Falle reduziert sich der Schattenkegel auf die die Mittel¬
punkte von Sonne und Mond verbindende Gerade , und man hat dann nach § 120
u ' = o anzunehmen . Damit wird die Gleichung (93 r)

(98 ) sin (IF -f- j/) = —

Hieraus erhält man zwei Werte von W , denen nach (92) zwei Werte von ■.'} ent¬
sprechen ; die diesen zugehörigen Werte von t und cp ergeben sich aus (94). Endlich
folgt aus (95) für u ' — o
, . 1 e' cos ( W + v' )(99 ) l = t - u -- L- • ' • -•

Iv

Das dem Minimalwerte von t — Ä entsprechende Wertepaar cp, ), gibt den Anfangs¬
punkt , das andere den Endpunkt der Kurve der zentralen Finsternis .

123 . Berührungspunkte der nördlichen und südlichen mit der östlichen
und westlichen Grenzkurve . Um diese Punkte zu erhalten , hat man die für die
östliche und westliche Grenzkurve geltenden Gleichungen (89) und (90), bzw . die aus
diesen abgeleiteten Gleichungen (93 1) bis (95 ) mit der für die nördliche und südliche
Grenzkurve gefundenen Bedingungsgleichung (79 ) zu verbinden . Setzt man in letzterer
(pz = cp, g1— g , 63 = G und cosf — 1, so erhält man mit Berücksichtigung von (45 ’)

cosw cosf sinA ' — cosw sin f sind ' cos A '
/ '

an ®^ cos cp cos t cosÄ ' — cos cp sin t sind ' sin A '

oder , indem man die Gleichungen (90 ) benutzt und , wie früher , A ' — !) — W setzt ,

n . 7, . TTr
3— |- sm d sm W

( 10 ° ) tail b' lp — — • ~Tf-sind cos 1F

Dem § 119 zufolge kann man nun für die nördliche Grenzkurve den Näherungs¬
wert tp — qo° annehmen ; damit erhält man aus (93 ' )

sin (TU+ v) = ^ U'

Die beiden dieser Gleichung genügenden Werte von TU sind in die Gleichung (100)
zu substituieren ; mit Rücksicht auf die für die nördliche Grenzkurve gültige Be¬
dingung sin i’j p> o ergeben sich dann höchstens zwei Werte von ip , welche in Ver¬
bindung mit der Gleichung (93 1) eine genauere Bestimmung der Werte von TU er¬
möglichen . Nachdem dann noch die diesen entsprechenden Werte von fT = A ' — TU
gebildet sind , erhält man aus (94 ) und (95 ) die Koordinaten cp und l der beiden
Berührungspunkte der nördlichen mit der östlichen und westlichen Grenzkurve .
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Um die Punkte zu finden , in denen die südliche Grenzkurve von der östlichen
und westlichen berührt wird , hat man von dem Näherungswerte Lp= 270° auszu¬
gehen , und demnach W zunächst mit Hilfe der Gleichung

sin (W v) — y — u

zu bestimmen . Die Substitution der in ähnlicher Weise wie vorhin sich ergebenden
genaueren Werte von ip, W und in die Gleichungen (94) und (95) führt dann zur
Kenntnis der Koordinaten der gesuchten Punkte .

124 . Instantaue Durchschnittskurve des Halbschattenkegels mit der Erd¬
oberfläche . Um die Kurve zu finden, längs deren der Halbschattenkegel zu der
wahren Zeit t des ersten Meridians die Erdoberfläche schneidet , hat man zu berück¬
sichtigen , daß für alle Punkte dieser Kurve die Gleichungen (421) und (422) erfüllt
sein müssen . Führt man zunächst in (422) an Stelle von ip seinen in (40) gegebenen
Wert 0 — N ' ein und setzt

(101)
d sin D = sind '
d cos / ) = (1 — c) cosd ',

so erhält man durch eine leichte Transformation

u sin 0 = — y cos W [t — / — u) n sin N ' — cos rp, sin t
1102 . mr

u cos © = y sin N ' [t — X— u) n cosN ' — (/ (sinr/ij cos / ) — cosrpi sinD cos /)

Ferner wird die Gleichung (421), wenn in dem den kleinen Faktor tang /- ent¬
haltenden Gliede c = o , also zufolge (101) d ' = / ), und d = 1 gesetzt wird ,

(102a) u — v! — (sinyij sin / ) -|- cosr/ij cosD cos /) tang / -

pio. 20 In Fig . 20 sei nun N der Nordpol des Äquators , 8 der
Ort des Mittelpunktes der Sonne , und 0 das Zenit eines auf
der Durchschnittskurve des Halbschattenkegels mit der Erde
gelegenen Ortes ; es ist dann der von NO aus nach Westen
gezählte Winkel 8 N 0 gleich der wahren Zeit / dieses Ortes ,
und zwar ist / = r + A. Trägt man jetzt auf N 8 und JV"0
die Bögen NS ^ = 90° — D und N 0 1= 90° — <p1 ab , so er¬
gibt sich , wenn St Oz = go° — H1, und NS t OI — KI gesetzt
wird ,

cos / / , sin ZT, = cosr/i, sin /
(103) cos / / , cos ZT, == sinr/i, cos / ) — coscp1sin / ) cos /

sin / / , = sine/), sin I ) -f- coscp, cosD cos /

Demnach werden die Gleichungen (i02 il) und (102)

(104

(1042

11= u ' — sin / / , tang /’

u sin 0 = — y cos ZV' + (r — /<) n sin ZV' — cos / / , sin / T,
u cos © = y sin ZV' -j- (r — u) 11 cosZV' — d cos/ / , cosK ,
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Man substituiere jetzt den in (1041) gegebenen Wert von u in die Gleichungen
(1042) und setze

( 105 1)

( 105 2)

es wird dann

Äsin ^ = y 2 ' = N ' - Z
S cos^ = (r — u)n

l sin L — sin K1
l cosL = d cos/ ii] ;

[u' — sin iTj tang / ') sin (■) = S sin 2’' — l sin L cos 74,
(u1— sin74, tang /-) cos© = S cos^ ' — 4cosL cos77,

Bildet man die Summe der Quadrate dieser Gleichungen , so ergibt sich

, r S 2+ 42 cos277 — (u ' — sin74, tang / 1)2COS 7v— 3 ' = - = - I-
v ' 2Sl cos H l

oder mit Rücksicht darauf , daß

1 — cos (L — 2’ ' )tang 2~[L — 2 ') =
1 + cos (L — 2 ' )

ist ,
tarn, *i (T _ vo — (u' ~ sing . tang /-)2— {S — l cos 74, )2
‘ ~ (S + 4cos74 , )2 — (u ' — sin 74, tang / -)2

Da l nahe gleich 1, und / ' < j 17' ist , so kann man

sin74, tang / -= l sin 77, sin f
l cos77, = 4 cos47, cos / '

setzen ; damit wird

i!06) tane - fL — v ') t- 1/ lV + ‘g - 1 cos (74, - / ')] \u ' - S + l cos (74, + / )]

In dieser Gleichung sind alle Größen bis auf L , l und 77, bekannt . Setzt man
in erster Näherung 4= 1, so bleiben die Unbekannten L und 47, übrig , von denen
eine als unabhängige Yariabele zu wählen ist . Man nehme nun für 77, einen be¬
liebigen aber , mit Rücksicht auf die Bedeutung von 77, , zwischen o° und qo° gele¬
genen Wert an , und berechne nach (106) die beiden zugehörigen Werte von L \
diesen entsprechen zwei Werte von 77, , welche sich mit Hilfe der aus (1052) folgenden
Gleichung

(107) tang 77, = d tangL

berechnen lassen . Wendet man darauf eine der Gleichungen

sin 77 d cos 77,4= sinTy cosL

an , so erhält man einen genaueren Wert von 4 und kann nun die Rechnung ,
angefangen von (106), wiederholen .
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Nachdem die dem zugrunde gelegten Werte von Hz entsprechenden Werte von K1
gefunden sind , lassen sich mit Hilfe von (103) </>, und t berechnen . Setzt man nämlich

( i°8 )
also

h! sin H ' — sin / / ,
h' cosH ' = cosH 1 cos / f,

cos f/j sin / f, == h' cos / / ' tang K, ,

so folgt aus (103)
cos sin t — h! cos / / ' tang K1

(109) cos ^ cosf = h' sin (/ / ' — / >)
sin fp, = h! cos (H ' — D)

Anstatt die Gleichungen (108) und (109) zur Berechnung von cpl und l zu be¬
nutzen , kann man auch folgende Formeln anwenden . Aus (108) ergibt sich zunächst

(x1o) tang H ' — tang ^ sec Ä,

Der Quadrant , in dem H ' zu wählen ist , entscheidet sich durch die Bemerkung , daß
sin / / ' dasselbe Yorzeichen hat wie sin // , . Ferner erhält man aus den zwei ersten
der Gleichungen (109)

cos / / ' tang / F
( " ■) , ” ' s , = - ¥ »- (ir = jrv

wobei zu beachten ist , daß cos t dasselbe Vorzeichen hat wie sin (ZZ' — D). Endlich
ergibt sich aus den beiden letzten Gleichungen (109)

(112) tang (pt = cotg (ZF — D) cos t

Damit sind (pz und t gefunden . Mit Hilfe von (pt läßt sich nun <p>berechnen ;
aus t und der gegebenen Zeit r des ersten Meridians folgt schließlich X= t — t .

III . Verwendung der zur Zeit einer Sonnenfinsternis angestellten
Hörnerbeobachtungen .

125 . Bestimmung der Korrektion der Mondephemeride mit Hilfe der
Beobachtung der relativen Lage der Hörnerspitzen . Hat man gelegentlich einer
Sonnenfinsternis den Abstand der Hörnerspitzen oder den Positionswinkel der diese
Spitzen verbindenden Sehne beobachtet , so kann man die erhaltenen Messungen dazu
benutzen , die Differenz der Korrektionen der Mond- und Sonnenephemeride zu be¬
rechnen . Nun ist aber die Theorie der Sonnenbewegung gegenwärtig so genau be¬
kannt , daß , wenn man nur die Korrektionen der Sonnenephemeride an einigen die
Finsternis einschließenden Tagen bestimmt und in einen Mittelwert vereinigt hat ,
dieser als für die Zeit der Finsternis gültig betrachtet werden darf . Verbindet man
demnach den erhaltenen Mittelwert mit der Differenz der Ephemeridenkorrektionen
von Sonne und Mond , so ergibt sich ohne weiteres die Korrektion der Mond¬
ephemeride . Mit Rücksicht darauf , daß die Hörnerbeobachtungen das einzige Mittel
bilden , den Ort des Mondes zur Zeit seiner Konjunktion mit der Sonne zu bestimmen ,
sind dieselben für die Theorie der Mondbewegung von großer Wichtigkeit .
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Fig

Ehe gezeigt wird , wie man mit Hilfe der Messungen des Abstandes der Hörner¬
spitzen die Differenz der Korrektionen der Sonnen - und Mondephemeride bestimmen
kann , muß erläutert werden , in welcher
Weise man unter Benutzung der in den
astronomischen Jahrbüchern gegebenen
Orter und Durchmesser des Mondes und
der Sonne den Abstand der Hörnerspitzen
berechnet . In Fig . 21 seien M und S die
Mittelpunkte des Mondes und der Sonne
zur Zeit einer partiellen Sonnenfinsternis ,
HH ' sei die der Sonne und dem Mond
gemeinsame Sehne , F sei der Schnitt¬
punkt von MS und HH ' . Bezeichnet
man mit « und <5 die Rektaszension und

Deklination des Mondes , mit a ' und () ' die Rektaszension und Deklination der Sonne ,
mit p den Positionswinkel der Richtung MS in bezug auf den Mond , mit p ' den
Positionswinkel der Richtung MS in bezug auf die Sonne und mit a den vom Be¬
obachtungsort aus gesehenen Winkelabstand der Mittelpunkte M und S ) so folgt
aus dem sphärischen Dreieck zwischen M , S und dem Pol

sin \ a sin | (p + p ') = sin \ {u' — a) cos | (d' + d)
sin iff cos{(p + p ') — cos | (a ' — a ) sin f (<5' — d)

Mit Hilfe dieser Gleichungen und der für den Beohachtungsort gültigen scheinbaren
Werte von «, d, d' lassen sich a und j (p -hp ') berechnen ; doch kann man hierzu
auch die folgenden Näherungsformeln benutzen , in denen cu die halbe Summe j (p -f- p ’)
bedeutet ,

ff sin cu— («' — a) cos | (d ' + d)
er coscu — d' — d(113)

Die Seiten MH — r und SH — r in Fig . 2i bezeichnen die vom Beobach¬
tungsort aus gesehenen Halbmesser des Mondes und der Sonne ; diese ergeben sich
aus den in den Ephemeriden mitgeteilten , vom Mittelpunkte der Erde aus gesehenen
Halbmessern durch Anwendung der in § 70 abgeleiteten Formel (26) in Verbindung
mit den Formeln (14) , (15) und (12) des § 68. Wird jetzt das Dreieck MHS als
ein ebenes betrachtet , und bezeichnet man den Winkel bei M mit z, und den Winkel
hei S mit so ergibt sich zunächst

( 114 ) cs = r ’ cos a! - f- r cos -/

Wenn sodann HF = \ s’ gesetzt wird , so hat man

r ' 3 = + (r ' cos -/ ')3, r 2= + (r cos -/ )3

Durch Subtraktion dieser Gleichungen erhält man
*

r ' 2— r 2= [r f cos / ' -j- r cos / ) (r ' cos / ' — r cos / )
de Ball , Sphär . Astronomie. 23
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oder mit Rücksicht auf (114 )

is (r ' + r ) (r ' — r ) _115 ) -- — = r cosx — r cosxff

Nachdem man mit Hilfe der Gleichungen (114 ) und (115) cosx und cosx ' gefunden
hat , ergibt sich s ' aus einer der Gleichungen

(116 ) s ' = 2r sin x , s ' = 2r ' sin x'

Infolge der Fehler der Sonnen - und Mondephemeride ist der berechnete Wert
von s ' fehlerhaft . Um die Korrektion von s' zu erhalten , differenziere man zunächst
die erste der Gleichungen (116); es ergibt sich dann

(117 ) | ds ' = r cosx dx -j- sinx dr

Projiziert man nun die Seiten SM und HM auf SH , und berücksichtigt , daß der
Winkel SHM — 180° — (x -f- x' ) ist , so folgt

f ' — a cosx ' — r cos (x -}- x' )

Durch Differentiation dieser Gleichung findet man

df ' = — a sin x' dx ' + cos x' dff + r sin (x + ■/ ) d (x + x') — cos (x + x') dr
Da aber

(118) ff sin x' = f sin (x + x ')

ist , so wird die vorige Gleichung

(119) cosx ' da = df ' — r sin (x -j- x' ) dx + cos (x + x') df

Man multipliziere jetzt die Gleichung (117 ) mit sin (x + x') und die Gleichung (119)
mit cosx ; addiert man dann die Produkte , so erhält man

, , , , 2 cosx , 2 cosx ' 7_ 2 cosx cosx ' ,
120 ds = ; -— -— tt dt —|—■; r— ;— j- dr — — -— ^ dff

sin (x - )- x ) sin (x - (- x ) sm (x + x )

Durch Differentiation der Gleichungen (113) ergibt sich aber bis auf Glieder erster
Ordnung genau

sin m du + ff cos « da) = cos f (cT + <5) d (a ' — a )
cos « da — ff sin « d « = d [ö ' — d)

Hieraus folgt
dff = sin « cos { (<5' + <5) d (« ' — «) -(- cos « d (d ' — <5)

ud « = cos « cos j (d ' ö) d [a ' — a ) — sin « d (<5' — d)

Substituiert man den hier für da erhaltenen Ausdruck in die Gleichung (120) und
setzt den wahren Wert der Sehne HH ' oder s ' -p ds ' — s , so ergibt sich

, , , 2 cosx , 2 cosx ' 2cosx cosx ' . ,
(122) s — s = - r- i— ;— 77 dr + -7—;— ;— rs dr ;— Tr- sin « cos | (d + d d (a — « )

sm (x + x ) sm (x -px ) sm (x + x ) \ \ )
2 cosx cosx '

;— tt cos « d d — d
sm (x -px ) ' '

Jedem beobachteten Hörnerabstand s entspricht eine solche Gleichung ; aus allen
Gleichungen zusammengenommen lassen sich die Korrektionen von « ' — « und d ' — d,
als Funktionen von df und df ausgedrückt , bestimmen .
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Der aus den Gleichungen (113) folgende Wert von w gibt die halbe Summe der
auf die Mittelpunkte der Sonne und des Mondes bezogenen Positionswinkel der
Richtung MS an. Nach § 20 ist aber , wenn p m den Positionswinkel von MS , be¬
zogen auf den Mittelpunkt von MS bedeutet ,

w — p m= ~ o2 sin 1" sin 2pm[i + 2 tang 2| (d ' + <5)]

Der auf der rechten Seite stehende Ausdruck ist selbst für (7= 32' und | (d' - f- (5)= 240
kleiner als 176; die Differenz co—p m kann also vernachlässigt werden , und somit
wird p m— io. Addiert man jetzt zu dem mit Hilfe der Gleichungen (113) berech¬
neten Wert von 10 die aus der zweiten Gleichung (121) folgende Korrektion dio, so
erhält man für den wahren Wert von p n

1 \ , cosw i , *r , j , r > sinw J; ,,,
(123) p m= OJ-| — cos - (d + d) d (a — a) -- ^— d (d — ö)

Der Wert von p m läßt sich aber auch aus den Beobachtungen ahleiten . Die Be¬
obachtung liefert zwar direkt nur den Positionswinkel der Sehne H 'H (Fig . 21),
bezogen auf den Mittelpunkt F ] bezeichnet man diesen
Positionswinkel mit p , , so ist der auf F bezogene Positions - Hg- 22-
winkel der Richtung MS gleich 90° -f- p, . Man betrachte
nun die Fig . 22, worin M , S und F dieselbe Bedeutung wie
in Fig . 21 haben , und wo C den Mittelpunkt von MS , und
P den Nordpol des Äquators bezeichnet . Wie mit Hilfe
von Fig . 21 ersichtlich ist , ist die Seite CF gleich f cos z —
| (r cosz + r ' cosx ') = = -i (r cosz — r ' cosx '); der Winkel
PFC ist gleich 180° — (90°und der Winkel PCF M
gleich pm. Nimmt man noch \ [PC -\- PF ) = 90° — | (d ' -f- <))
an , so erhält man durch Anwendung einer der Napiernchaw Analogien auf das
Dreieck PCF

. I/ $, , sin [̂(90° + ) + pm} , ri /—cotgl ü ' -f ö) — ; 7T7 o 1 tang e r cos :<— r cosz ')]
sm 1[(90 + R, ) — Pm]

Berücksichtigt man , daß f [(90° -(- p I) — p m\ und \ {r cosz — r ' cos /.') kleine Winkel
sind , und setzt ^[(9° 0+ jo, ) + Pffl] = pm = w, so gibt die vorige Gleichung

(124) 90° -(- p I —p m= \ {f cosz —r ' cosz ') sinw tang | (d' -l- (3)

Der Wert des auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Ausdrucks ist
stets klein und wird durch die Fehler der Sonnen - und Mondephemeride nicht beein¬
flußt . Substituiert man nun in (124) für p in seinen in (123) gegebenen Wert und
setzt dann

(125) io + | (r cosz — r ' cosz ') sinw tang | (d ' -(- <5) = II ,

so erhält man die zur Bestimmung der Korrektionen von u — u und d ' — ö dienende
Gleichung

(126) 9o° + p , _ n = cos 1 (<5' + <5) d (a ' — «) - d (d ' - <5)

Hierbei ist a in Teilen des Radius auszudrücken .

23 *
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Kapitel XX .

Mondfinsternisse.

126. Bedingung für das Eintreten einer Mondfinsternis. In Fig. i seien
S und E die Mittelpunkte der Sonne, bzw. der Erde , C sei die Spitze des von der

Erde geworfenen Schattenkegels; die Entfernung E C werde mit g,
Fig. i. und der Abstand SE mit r ' bezeichnet. Sieht man von der Ab¬

plattung der Erde ab, und bezeichnet man die linear gemessenen
Radien der Sonne und der Erde mit s', bzw. e, so hat man die
Proportion

g : e = r ' : (s' — e)

Wenn aber der geozentrische Winkelhalbmesser der Sonne mit z/ ',
und die Parallaxe der Sonne mit n ' bezeichnet wird, so ist

■ st s ' , esmz/ = — , sin7t = —rr r

Demnach gibt die vorige Proportion

C

9
sinz / ' — suitt '

Für die mittleren Werte z7' = 960", n ' = 9" folgt hieraus g —
2176. Da aber die mittlere Entfernung des Mondes von der Erde
nur gleich 60e ist , so ist der Mond stets der Erde bedeutend
näher als wie die Spitze C des von der Erde geworfenen Schatten¬
kegels; der Mond kann also in den Schattenkegel eintreten und
demnach verfinstert werden.

Die Bedingung, welche erfüllt sein muß, damit eine Mond¬
finsternis eintritt , läßt sich in folgender Weise ableiten. Ist r
die Entfernung des Mondes von der Erde , so beschreibe man
mit dem Radius r eine Kugel um E , und lege durch die Durch¬

schnittslinie LL ' dieser Kugel mit dem von der Erde geworfenen Schattenkegel eine
Kegelfläche, deren Spitze der Punkt E bildet. Diese Kegelfläche schneidet eine
senkrecht zu EC stehende Ebene in einem Kreise , dessen geozentrischer Winkel¬
halbmesser gleich LEG ist und mit k bezeichnet werden möge; der Mittelpunkt
dieses Kreises ist in Fig. 2 mit K bezeichnet. Denkt man sich ferner senkrecht zu
der Verbindungslinie von E mit dem Mittelpunkte des Mondes eine Ebene gelegt,
so wird diese von dem durch E als Scheitel gelegten und den Mond einhüllenden
Kegel in einem Kreise geschnitten, dessen geozentrischer Winkelhalbmesser gleich
dem geozentrischen Winkelhalbmesser (z/ ) des Mondes ist ; der Mittelpunkt dieses
Kreises ist der in Fig. 2 mit M bezeichnete Punkt . Bedeutet nun a den vom Mittel¬
punkte der Erde aus gesehenen Abstand KM , so lehrt die Figur , daß im Moment,
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wo der Mond den Kernschattenkegel von außen berührt , a = J -\- k sein muß ; für
eine partielle Finsternis dagegen ist , wie Fig . 2a zeigt , a < ^ + k. Eine Finsternis
findet also nur statt , wenn a S z/ -f- & ist . Um k zu bestimmen , berücksichtige man ,

-Fig- 2. Fig. 2a. Fig. ab.

daß , Avenn der Winkel BLE (Fig . i ) oder die Horizontalparallaxe des Mondes mit
tt , und der Winkel BCE oder der halbe ÖffnungsAvinkel des Schattenkegels mit f
bezeichnet Avird,

u — f -\- k

ist . Es ist aber , wenn Bn parallel zu SE gezogen wird ,

sin f = — ;— = sin z/ ' — sin n '

oder , mit einer für den gegenAvärtigen ZAveck hinreichenden Genauigkeit ,

f — J ' — 7l'

Verbindet man diese Gleichung mit der vorhin für rc erhaltenen , so ergibt sich
k = 7t 71' — zf . Dieser theoretisch gefundene Wert von k ist aber den Beobach¬
tungen zufolge zu klein , und ZAvar muß derselbe , um mit den Beobachtungen in Über¬
einstimmung zu kommen , mit multipliziert werden . Man hat also zu setzen

(!) k = ^ {n + 7i ' — zE)

Somit Avird die Bedingung für das Eintreten einer Mondfinsternis

(2) 0 ^ Zl + ^o{7t + 7t' - Zl')

Nun ist eine Mondfinsternis nur dann möglich , wenn sich der Mond in der Nähe
eines der Durchschnittspunkte seiner Bahn mit der
Ekliptik und gleichzeitig in der Nähe seiner Opposition Fig. 3.
mit der Sonne , somit in der Nähe seiner Konjunktion
mit dem oben mit K bezeichneten Punkte befindet . Es
sei jetzt qK (Fig . 3) die Ekliptik , Q,M die Mondbahn , und
i die Neigung der Mondbahn gegen die Ekliptik . Ferner
seien M und K die geozentrischen Orter des Mondes und
des Punktes K zur Zeit ihrer Konjunktion in Länge ; MK ist somit senkrecht zu O.K.
Da M in der Nähe des Knotenpunktes Q liegen soll , so kann man die Bewegung
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des Mondes innerhalb der Zeit r , während deren er den Bogen QM beschreibt , als
gleichförmig , und das Dreieck qMK als eben betrachten . Bezeichnet man also mit
dl und db die stündliche Bewegung des Mondes in Länge, bzw. Breite, so hat man
&K — dl -t , MK — db ■r, folglich, weil MK senkrecht zu QK steht,

db
(3) tang i =

Es möge jetzt dl ' die stündliche Bewegung der Sonne also auch des Punktes K in
Länge bezeichnen ; die stündliche Bewegung des Mondes in Länge und Breite , relativ
zur Sonne , ist dann gleich dl — dl ', bzw. db . Trägt man also auf der Ekliptik
den Bogen M 'K — [dl — dl ')z ab , so stellt M’M die Mondbahn relativ zum Punkte
K dar ; demnach gibt die von K aus auf M'M gefällte Senkrechte Km den kleinsten
geozentrischen Abstand zwischen dem Monde und dem Punkte K an . Wird nun
der Winkel MM 'K mit i ' , und KM oder die Breite des Mondes zur Zeit seiner
Opposition mit der Sonne , d. h. zur Zeit des Vollmondes mit b bezeichnet , so ergibt
sich Km = b cosP ; dies ist also der kleinste Wert , den der oben mit o bezeichnete
Winkel annehmen kann . Somit wird die für das Eintreten einer Mondfinsternis
gefundene Bedingungsgleichung (2)

(4) b 'S-: \d + j ^ (ti n ' — d ')] sec i '

Zur Bestimmung von i ' hat man

., db dl db
tangi = : dl — dl ' ^ dl — dl ' dl

oder , wenn dl
jv = l

gesetzt , und die Gleichung (3) berücksichtigt wird ,

(6) tang i ' — - tang iA - I

127. Voraushereclinung einer Mondfinsternis . In Fig . 4 seien M, K, N die
geozentrischen Örter des Mondes , der Spitze des Schattenkegels und des Nordpols

des Äquators . Die Rektaszension und Deklination des Mondes
Fig. 4. möge mit « , bzw. d bezeichnet werden ; bzw. ö ' bedeute die

Rektaszension und Deklination der Sonne , also 180° + bzw.
— ()' die Rektaszension und Deklination des Punktes K. Setzt
man jetzt den Winkel NKM gleich Q, und den Bogen KM , wie
früher , gleich a, so ergibt sich

sin ff sin Q — cosd sin [a — (180° + «')]
^ sinn cosQ — sin <5 cosd ' + cosd sind ' cos [a — (180° + «')]

Oben wurde gefunden , daß zur Zeit der äußeren Berührung des Mondrandes
mit dem Kernschattenkegel a = k -\- d sein muß ; zur Zeit der inneren Berührung
dagegen , d. h. zu Anfang oder zu Ende einer totalen Mondfinsternis gilt die Gleichung
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ff = k — J . Wird also für k sein durch die Gleichung (i ) gegebener Wert sub¬
stituiert , so hat man für den Anfang und das Ende der Finsternis überhaupt

(8) a — \~ [7t - (- ti '— J ') z/ ,

und für den Anfang und das Ende der totalen Finsternis

(9 ) O = \ ± (7l + 7t ' — J ') — J

In der Nähe der Finsternis sind <7, « — (180° -{- «') und d + ö' verhältnismäßig
kleine Winkel ; setzt man also zur Abkürzung

(10) # = <7 sin $ , y — a cos Q,

so kann man an Stelle der Gleichungen (7) die folgenden anwenden :

(11) x = [« — (1800 -(- «')] cos d , ?/ = d + d'

Es sei nun Ta eine der Konjunktionszeit der Punkte K und M in Länge zunächst
liegende volle Stunde ; man berechne dann für die Zeiten Ta — 3'1, ?'0) T0 31' die
zugehörigen Werte von x und ;// , und bestimme mit ihrer Hilfe auch genäherte Werte
der stündlichen Änderungen von x und y für die Zeit Ta. Werden letztere mit x\
bzw. y' , und die der Zeit T0 entsprechenden Werte von x und y mit xQ und yQ
bezeichnet , so sind die Werte , welche x und y zur Zeit T — T0-\- r haben ,

( 12 ) x = x 0 + x ' t , y = y 0 + y ' T

Man setze jetzt

, , x — m sin M . x ' — n sin N(13)
yo — m cosdf , y' = n cosAT

und substituiere für x und y die Ausdrücke (10); es ergibt sich dann

ff sin Q — rn sin M -f- rn sin N
ff cos Q — m cosiH + %n cosÄ

Hieraus folgt

ff sin (^ — N ) = m sin {M — N )
ff cos (Q — N ) — m cos (M — N ) -\- %n

Bedeutet also ip einen Winkel , welcher der Gleichung

, . . msmlM — N )
(15) sm ip = - - -

genügt , so genügen der ersten der Gleichungen (14) die Werte

Q — N = ip, Q — N = 1800 — ip

und die zweite Gleichung (14) gibt demnach

m cos (M —N ) _ a
n 11

Somit wird
m rji _ mcos (M —N ) _ ff

cos ip
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Für ip soll nun derjenige der zwei der Gleichung (15) genügenden Werte gewählt
werden , für welchen cos )p positiv ist . Falls dann für a sein durch die Gleichung (8)
gegebener Wert angewandt wird , so gibt der dem oberen Yorzeichen in (16) ent¬
sprechende Wert von T die Zeit des Anfangs , und der dem unteren Vorzeichen ent¬
sprechende die Zeit des Endes der Mondfinsternis überhaupt an ; substituiert
man dagegen für a den Wert (9), so gilt das obere Yorzeichen für den Anfang , und
das untere für das Ende der totalen Mondfinsternis .

Ist das Produkt b cosi ' , d . h . der kleinste Wert , den a um die Zeit des Voll¬
mondes herum annehmen kann , zwar kleiner als k + /̂ , aber größer als k — z/ , so
ist nur eine partielle Finsternis möglich ; die erstere Bedingung wurde schon in § 126
angegeben , die Bedingung a ^> k — J entspricht dem Falle , wo der Mittelpunkt des
Mondes innerhalb des um K beschriebenen Schattenkreises liegt (Fig . 2“). Wenn
aber die Finsternis nur partiell ist , so ist es wünschenswert , die Zeit des Maximums
der Verfinsterung zu kennen . Um diese Zeit zu finden , hat man zu berücksichtigen ,
daß das Maximum nur einmal stattfindet , daß also dann die Gleichung (16) nicht

mehr \Ge einen Wert von T gehen kann ; es muß demnach das Glied — cosip ver -n

schwinden , und somit ergibt sich , wenn Tm die Zeit des Maximums der Ver¬
finsterung bedeutet ,

dies ist also der Wert von a zur Zeit des Maximums einer partiellen Finsternis .
Das Verhältnis der Strecke ab (Fig . 2a, bzw . 2lj zu dem Durchmesser des Mondes

nennt man die Größe der Finsternis ; wird diese mit G bezeichnet , so ergibt sich ,
wenn die mit a bezeichnete Distanz als positive Größe betrachtet wird ,

( i ? )
_ m cos (M — N )

T )a a hei einer partiellen Finsternis nicht gleich o werden kann , und da n endlich

ist , so verschwindet das Glied — cosi /; nur , wenn ip = 90° oder ip — 270° ist . Der

Gleichung (15) zufolge hat man aber für ip — 90° , bzw . ip — 270°

(18) u = ± to sin (df — N ) ;

( 19 )

Um mit Hilfe dieser Gleichung die Größe des Maximums der Verfinsterung
zu erhalten , hat man für u den absoluten Wert von m sin (M — N ) zu substituieren .
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Kapitel XXI .

Astrographisohe Ortsbestimmung.

128 . Bestimmung der Lage der Rotationsachse und der Drehungs -
geschwindigkeit eines kugelförmigen Himmelskörpers . Astrozentrische und
astrographisohe Länge und Breite eines Fleckes . Es sei M (Fig . i ) der Punkt ,
in dem die Verbindungslinie des Beobachtungsortes 0 mit dem Zentrum G des als
kugelförmig gedachten Himmelskörpers die Oberfläche des letzteren schneidet ; ferner
sei ENW8 der Kreis , in dem der Himmelskörper von einer durch C senkrecht zu

Fig . i .

/W

CO gelegten Ebene geschnitten wird . Mit Rücksicht darauf , daß die Dimensionen
eines Körpers des Sonnensystems klein sind im Verhältnis zu seiner Entfernung von
der Erde , kann man annehmen , daß der Kreis ENWS mit der Linie zusammenfällt ,
längs deren ein durch 0 als Scheitel gelegter und den Himmelskörper einhüllender
Kegel den Körper berührt ; von 0 aus gesehen , wird sich demnach der Himmels¬
körper als eine durch den Kreis ENWS begrenzte Scheibe mit dem Mittelpunkte ilf
auf den Himmelsgrund projizieren .

Es sei nun OP die Richtung vom Beobachter zum Kordpol des Erdäquators
und BMA der größte Kreis , in dem die Ebene PO C verlängert den Himmelskörper
schneidet . Bedeutet jetzt T einen auf der Oberfläche des Himmelskörpers sichtbaren
Fleck , so läßt sich durch die Beobachtung sein
Positionswinkel , bezogen auf M, d. h . — unter der
Annahme , daß die von 0 aus gesehene Rektas¬
zension von T größer ist als die von M — der
sphärische Winkel BMT = n bestimmen . Ferner
gibt die Beobachtung die Distanz des Fleckes von
der Mitte der Scheibe oder den Winkel COT -,
hiermit aber kann der Winkel berechnet werden , unter dem der Bogen TM von C
aus gesehen erscheint . Wenn nämlich in dem ebenen Dreiecke TOC (Fig . 2) der
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Winkel bei 0 mit a, und der gesuchte Winkel bei C mit K bezeichnet wird, so ist
der Winkel bei T gleich i8o° — (K + ct), und man erhält, wenn CT = r und CO = q
gesetzt wird,

sino : sin(K + a) = r : o
Mit Einführung eines durch die Gleichung

sin/?' = —
Q

definierten Hilfswinkels h' gibt die vorige Proportion
(i ) sin er= sinsin (W+ a)
Da der Himmelskörper als kugelförmig vorausgesetzt wird, so ist h' gleich dem in
der Entfernung o von 0 aus gesehenen Winkelhalbmesser des Himmelskörpers.

Berücksichtigt man, daß K -{- a gleich dem Winkel ist , den die über T hinaus
verlängerte Richtung OT mit der Richtung TC bildet , so sieht man ohne weiteres,
daß für alle von 0 aus sichtbaren Eiecke W+ u ^ 90° sein muß; somit ist durch
die Gleichung (1) der Winkel K eindeutig bestimmt. Setzt man
, , sinu .1a) . . , = smS' ' sin«
und wählt S 90°, so wird
(1») K — S — er

In Fig . 1 mögen OTI und Oy die Richtungen vom Beobachter zum Nordpol der
Ekliptik, bzw. zum Frühlingsäquinox angehen; parallel zu diesen beiden Richtungen
ziehe man die Geraden OIT, und Oy, . Wird die von 0 aus gesehene Breite von C
mit ß bezeichnet, so ist der Winkel IT, CJf = JT, CO = 180° — nOC = go° -\- ß .
Die von 0 aus gesehene und auf eine durch C parallel zur Ekliptik gelegte Ebene
bezogene Breite des Beobachtungsortes 0 (oder auch des Mittelpunktes M der Himmels-
körperscheihe) ist demnach gleich —ß \ diese Breite soll die astrozentrische Breite
von 0 , bzw. von M genannt werden. Unter der astrozentrischen Länge von 0,
bzw. von M wird im folgenden der Winkel verstanden, um den die Ebene ]JJOYj um
Cll t in der durch den Pfeil dargestellten Richtung der wachsenden Längen gedreht
werden muß, damit sie mit der Ebene U, CM Zusammenfalle; man hat also, wenn
L die astrozentrische Länge von M, und l die von 0 aus gesehene Länge von C
bedeutet , L = i8o° + Ä. Die von C aus gesehene Rektaszension und Deklination

von O oder M soll die astrozentrische Rektaszension ,
bzw. Deklination von 0 oder M genannt werden; be¬
zeichnet man mit a und <5 die vom Beohachtungsort aus
gesehene Rektaszension und Deklination des Himmelskörpers,
so ist die astrozentrische Rektaszension, bzw. Deklination von
0 oder M gleich 180°+ « , bzw. —ö. Zieht man CI\
parallel zu OP , wo nun CPI in der Ebene des Kreises
BMA liegt, so ist I \ CM = 90° -j- ö. Man verlängere jetzt

die Richtungen CM, CT, . . ., OYj bis zu ihren Durchschnitten M, T, . . ., Y, (Fig. 3)
mit der um C beschriebenen Sphäre; in dem Dreieck Pz17, M hat man dann, wenn e
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die Schiefe der Ekliptik bedeutet , P 1II I — e, P Iilf = Qo()+ d, 77, M ~ 90° + ß,
P ZIJ 1M ~ L — 90° = 90° + Wird also der Winkel P 1MII I mit w bezeichnet ,
so ergibt sich

, v cos d sin w = sin e cos X
(2 )

cosd cosz» = cose cosß — sin « sin ß sinA

Hier können ß, X und t als gegeben angenommen werden , und somit läßt sich
aus (2) der Winkel n>berechnen . Da aber der Winkel P 1MT gleich dem beobachteten
Positionswinkel 7t des Eieckes ist , so ist nun auch der Winkel TMl !z — vj + 7t
bekannt .

Es werde jetzt 17, 2' = 900 — ß ' gesetzt , so daß ß ' die astrozentrische Breite
des Fleckes darstellt ; ferner bezeichne man die astrozentrische Länge des Fleckes
oder den von 77, Y, aus in der Richtung des Pfeiles gerechneten Winkel Y, 77, T mit
X' . Die Werte von X' und ß ' lassen sich mit Hilfe des Dreieckes TTI1M bestimmen .
Da nämlich der Winkel TII t M = L — X' — 180° — (X1— X) und die Seite TM = K
ist , so gelten die Gleichungen

cosß ' sin [X' — / ) = sin PT sin (7r + iv)
(3) cos ß ' cos [X' — A) = — cos K cos ß — sin K sin ß cos [tt + iv)

sin /l ' = — cos TT sin ß + sin If cos ß cos [tt - f- w)

Hat man nun einen Fleck zu drei verschiedenen Zeiten beobachtet und die
zugehörigen Werte von ß ' und X' berechnet , so läßt sich die Lage der Rotationsachse
und die Drehungsgeschwindigkeit des Himmelskörpers bestimmen . Um dies zu zeigen,
denke man sich durch das Zentrum C des Himmelskörpers eine Ebene senkrecht zur
Rotationsachse , und eine zweite Ebene parallel zur Ekliptik
gelegt ; diese beiden Ebenen mögen die um C beschriebene Fig. 4.
Sphäre in 3131(Eig . 4) , bzw. Y, P schneiden , wobei Y, die- n ,
selbe Bedeutung wie in Eig . 3 haben soll ; iß und 77, seien
die Pole von 3131, bzw. von Y, i?; T sei der astrozentrische
Ort des Fleckes . Wird der Bogen yl N oder die Länge des
aufsteigenden Knotens von 3131 auf Yi-E1gleich ö gesetzt , so
ist der Bogen NH = X' — ö , also der Winkel iß772T =
= 90° + A' — ö . Wenn ferner auf 3131 die Strecke y2N = ^
— Y, i\r — ö abgetragen wird , und V den von ißy 2 aus in ^2
der Richtung der wachsenden Längen gerechneten Winkel
YjißP bedeutet , so ist der Winkel Piß77 , = 90° — (/' — ö). Man setze jetzt noch
iß T = 90° — b' und ißt / , = wo also J die Neigung des Äquators des Himmels¬
körpers gegen die Ekliptik bezeichnet ; aus dem Dreieck iß77IT ) dessen Seite /7, T —
= 90° — ß ' ist , folgt dann

cosb ' sin [V— ü) = sin /7' sin <7 + cos /7' cos <7sin (A' — ö)
(4) cos b' cos (T — ö) = cos/7' cos (A' — ö)

sin b' = sin ß ' cos J — cos ß ' sin J sin (A' — ü)
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Führt man die Abkürzungen ein

M 5^ =.= a;, tang J cosö = ?/, tangJ sinö =cosJ

so wird die letzte Gleichung

(6) ^ + 2/ sinA' cos/?' —x cosA' cos/?' = sin/i '
Jedes Wertepaar von fl' und liefert eine solche Gleichung, man kann also

mit Hilfe von drei Wertepaaren die Unbekannten x , y und x berechnen; sodann
erhält man aus (5) die Werte von J , ö und sini '. Die beiden ersten der Glei¬
chungen (4) dienen zur Berechnung von cos6' und V— ö ; da sin// und ö bereits
bekannt sind, so sind nun auch b' und /' als bekannte Größen anzusehen. Durch
J und ö ist die Lage der Rotationsachse bestimmt; um auch die Rotationsgeschwindig¬
keit zu erhalten, hat man die Differenz zwischen zwei zu verschiedenen Beobachtungs¬
zeiten gehörigen Werten von V durch die Epochendifferenz zu dividieren. Wird die
Drehungsgeschwindigkeit mit n bezeichnet und n in Graden ausgedrückt, so gibt
360°die Dauer einer Umdrehung an.

Es sei nun A der in derselben Weise wie V gerechnete Winkel zwischen
und einem fest gewählten oder Hauptmeridian des Himmelskörpers zur Zeit t0;
zur Zeit t bildet dann dieser Meridian mit den Winkel A -sr n [t — t0). Wird
zur Abkürzung A + n [t —t0) = 1'0 gesetzt, und bezieht sich der für einen Fleck aus
(4) gefundene Wert von /' auf die Zeit f, so gibt /' —/' die astrographische
Länge des Fleckes , bezogen auf den Hauptmeridian, an ; den oben eingeführten
Winkel V bezeichnet man als die astrographische Breite des Fleckes. In der
Folge wird zur Abkürzung V—1'0— h gesetzt werden.

Die Wahl des Hauptmeridians ist an und für sich beliebig. Bei der Sonne
wird von manchen derjenige Meridian als Hauptmeridian betrachtet , welcher am
1. Januar 1854 um oh m. Zt . Greenwich durch den aufsteigenden Knoten des Sonnen¬
äquators auf der Ekliptik ging. In diesem Falle hat man also /0= 1854 Januar 1.0
m. Zt . Gr. , und A ist gleich dem Bogen Y2Ar in Fig. 4, d. h. es ist A = IS. Die
von ipY2 aus gezählte Länge des Hauptmeridians zur mittleren Greenwicher Zeit t
wird somit gleich ö + n (t — 1854 Januar 1.0) , und die heliographische Länge
eines Fleckes , für den zur Zeit / der Winkel Ŷ T = /' ist , ergibt sich zu
l' — y — n (t — 1854 Januar 1.0). Zur bequemen Berechnung des letzten Aus¬
druckes schlägt man den folgenden Weg ein. Bezeichnet T0 eine zunächst beliebige
Greenwicher Zeit , so ist der vorhin gegebene Ausdruck für die heliographische
Länge des Fleckes identisch mit / ' — ö — n (t — T0) — n (T0— 1854 Januar 1.0).
Man wähle nun Ta so, daß die Differenz T0—1854 Januar 1.0 gleich der Dauer von

m ganzen Umdrehungen der Sonne, also gleich m ^ ° ist ; die heliographische Länge

des Sonnenfleckes wird dann gleich /' — ö —n (t — T0). Unter der Annahme, daß
360°

für einen mittleren Tag als Zeiteinheit 11~ 14?!844 ist , erhält man - = 25.3872/

mittlere Tage, und demnach bestimmt sich Ta aus der Gleichung T0— 1854 Januar 1.0
— m X 25.38 mittlere Tage. Setzt man hierin für m alle negativen und positiven
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ganzen Zahlen , so geben die entsprechenden Werte von TQdie mittleren Greenwicher
Zeiten an , zu denen der angenommene Hauptmeridian der Sonne durch den auf¬
steigenden Knoten des Sonnenäquators auf der Ekliptik hindurchgegangen ist , bzw.
gehen wird ; z. B . ergehen sich für m = o, i , 2, 3 die folgenden Werte von Ta : 1854
Januar 1.00, Januar 26.38, Februar 20.76, März 18.14. Hat man jetzt beispielsweise
für einen im Jahre 1854, Februar 25.14 m. Zt . Gr . beobachteten Sonnenfleck mit Hilfe
der Gleichungen (4) den Wert von l ' — ö abgeleitet , so wird die heliographische
Länge des Fleckes gleich V — f3 — 1491844 (Februar 25.14 — Februar 20.76) = 1' —
— n — 1491844 x 4 . 38 = V — 0 — 62913 .

129 . Bestimmung der Lage eines Fleckes gegen den Mittelpunkt der
Himmelskörperscheibe . Die vorhin benutzten Größen 71 und a lassen sich nicht
unmittelbar durch die Beobachtung finden , sondern müssen durch Rechnung aus den
Beobachtungsdaten abgeleitet werden . Zu diesem Zwecke kann man sich einer der
folgenden Methoden bedienen .

Handelt es sich um einen Sonnenfleck , so beobachte man die Rektaszensions¬
differenz des Fleckes gegen den vorausgehenden und folgenden Sonnenrand , sowie
die Deklinationsdifferenz gegen den nördlichen und südlichen Sonnenrand ; aus diesen
Messungen ergibt sich zunächst die Rektaszensions - und Deklinationsdifferenz des
Fleckes gegen die Mitte der Sonnenscheibe . Bezeichnet man jetzt die Rektaszension
und Deklination der Sonne mit a und d, und sind ut und dt die entsprechenden
Koordinaten des Fleckes , so folgt aus dem sphärischen Dreiecke zwischen dem Mittel¬
punkte der Sonnenscheibe , dem Orte des Fleckes und dem Nordpol des Erdäquators

sin <>' sin .'T = cos öt sin (at — a)
sin a cos 7t — sin d* cos d — cos d* sin d cos (a t — cc)

Da o, a t — a und df — d verhältnismäßig kleine Winkel sind , und die bei den
Sonnenflecken zu erreichende Genauigkeit nicht sehr groß ist , so kann man die beiden
letzten Gleichungen durch die folgenden ersetzen :

, , ff sinyr = (a t — «) cosd
( 7 )

ff cos 71' = d£ — d

Das hier für einen Sonnenfleck angegebene Verfahren läßt sich auch auf einen
auf der Oberfläche eines Planeten sichtbaren Fleck anwenden .

Bei dem Monde soll zuerst der Fall betrachtet werden , wo die Lage eines
nicht weit von dem Mittelpunkte der Mondscheibe befindlichen Kraters gegen diesen
Mittelpunkt gesucht wird ; dabei werde angenommen , daß man nach Besseh Vorschlag
die Abstände des Kraters von sieben Punkten des voll erleuchteten Mondrandes
sowie auch die auf den Krater bezogenen Positionswinkel der sieben Randpunkte
gemessen habe *). Im allgemeinen ist nur die Hälfte des Mondrandes erleuchtet ;
wählt man also die Randpunkte in der Weise , daß je einer in der Nähe der beiden

*) Die Gründe , welche Bessel bewogen haben , gerade sieben Punkte zu wählen , findet man in
seiner Abhandlung »Uber die Bestimmung der Libration des Mondes « (Astronomische Nachrichten ,
Bd . 16, Nr . 376) angegeben .
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Hörner liegt , und daß die Differenz der auf den Krater bezogenen Positionswinkel
je zweier einander benachbarter Randpunkte nahe dieselbe bleibt , so wird diese
Differenz verhältnismäßig wenig von 30° verschieden sein ; man wird demnach auch
zu jeder gemessenen Distanz eine zweite finden , welche im Positionswinkel um nahe
qo° von der ersteren abweicht . In Fig . 5 seien nun M , A und R die Durchschnitts¬
punkte der vom Beobachtungsorte zum Mittelpunkte des Mondes , dem Orte des

Kraters und einem Randpunkte gehenden Richtungen
mit der Sphäre , ferner seien PAL und P 'A die Dekli¬
nationskreise von AI und A . Nimmt man an , daß 11 in
bezug auf Al ) ' auf der Seite der wachsenden Rektas¬

zensionen liegt , und setzt man P 'AR = p , RA = s , so
ist p der beobachtete Positionswinkel des Randpunktes ,
bezogen auf den Krater , und s die beobachtete Distanz ;
die gesuchten Größen sind I^ALA = 7c und AAL = <7.

A\ ird jetzt AR AI = cp und AIR = h ' gesetzt , und
berücksichtigt man , daß , da AP ' nur einen verschwindend kleinen Winkel mit AIP
bildet , RAAI — 180° — (rc — p ) ist , so erhält man aus dem sphärischen Dreieck
RA Al , wenn noch der Sinus von ti , s und a mit dem Bogen vertauscht , und
cos h ' = cos s — cos ff = 1 angenommen wird ,

* h ' sin cp — o sin (rc — p )
h ' cos ip = s -f- ff cos (tt — p )

Ganz entsprechend ergibt sich für einen zweiten Randpunkt , wenn p ' , s ' , cp' die
zugehörigen Werte von p , s, cp bedeuten ,

h ' sin cp' = er sin (7t — p ')
h ' cos cp' — s' ° cos (?r — p ')

Wenn aber p ' = go° ist , so wrerden die beiden letzten Gleichungen

h ' sin cp' = — 0 cos (?r - p )
h ' cos cp' = s ' -\- o sin [n — p )

Der Voraussetzung nach ist o nur ein kleiner Bruchteil von h ' , und demnach
sind cp und cp' verhältnismäßig kleine Winkel ; setzt man also in erster Näherung
cos cp = cos cp' — 1, so folgt aus den Gleichungen (8) und (8Z)

,o3, . h! — s' . , h ' — s
(8 ) sin cp = - y - , sin cp' = y —

Diese Gleichungen in Verbindung mit dem nach der Mondephemeride ange¬
nommenen Werte von h' ermöglichen eine genäherte Bestimmung von cp und cp' .
Wird nun zur Abkürzung ^

h ' cos cp — s — v
(9) h' cos cp' — s' = v'

gesetzt , so nimmt die zweite der Gleichungen (8), bzw . (8 1) die Form an

ff cos (ti — p ) = v
ff cos (tt — p ') — v'
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Durch Subtraktion und Addition dieser Gleichungen erhält man

• , ir , v' — Vza sin [Jt — \ \p -\- p § = . ,- -sini (i? - p )
^ ^ v'+ v

2a cos {-it — \ [p = ~— 77-7- t\ cos \ (p —p)

Substituiert man die hieraus sich ergehenden Werte von a und rc in die erste
der Gleichungen (8), bzw. (81), so lassen sich sin cp und sin <p' genauer bestimmen .
Hierauf berechne man von neuem v und v\ und schließlich mit Hilfe von (10) noch¬
mals .0 und st ; die so gewonnenen Werte mögen mit a0 und tc0 bezeichnet werden .

Um nun aus den sieben beobachteten Distanzen und Positionswinkeln die wahr¬
scheinlichsten Werte von a — o0-\- da und n = rr0 -\- dir zu finden , h’erechne man
zunächst mittels der Gleichungen (8) und unter Anwendung der Näherungswerte a0
und st0 die den sieben Randpunkten entsprechenden Werte von h' und fp\ dieselben
sollen mit h'a und (pQbezeichnet werden . Wenn dann in Fig . 6 M, /i , i ?, MP und
AP ' dieselbe Bedeutung haben wie in Fig . 5, und
P 'AM0 = 1800 — sr0, AMa = aQ gemacht wird , so ist 6-
Ma der genäherte Ort der Mondmitte , und man hat
M0R — kö, und MaRA — (p0; ferner ist P 'AM —
= 18o° — (7r0 dyt), AM = : Co+ da . Beschreibt man
jetzt mit dem Radius AM0 den Kreisbogen M0m0, so
ist Mm 0 = da und M0m0 = a0dn \ ferner hat man ,
wenn Mj einen mit dem Radius PM a beschriebenen
Kreisbogen bedeutet , und ALP — h'0+ dh ' gesetzt wird ,
Air = dh '. Nun können die kleinen Bögen M0m0 und Mar als geradlinig und senk¬
recht zu AM , bzw. PM betrachtet werden ; wenn also der Winkel AMR = / ge¬
setzt wird , so ergibt sich dh ' — Air — Mm 0 cos7 — M0rn0 sin / = da cos / — aad ;r, sin / .
Der Winkel / ist aber nur wenig von AMaR verschieden , und letzterer Winkel ist
gleich tt0 —p — <p0\ demnach wird die letzte Gleichung

dh ’ — da cos (7T0 — p — r/>0) — a0d 7t sin (3T0— p — cp0)

Unter der Voraussetzung , daß der Mondrand genau kreisförmig ist , ist h '0-\- dh '
gleich dem Halbmesser des Mondes ; nimmt man für diesen Halbmesser einen Nähe¬
rungswert H0 an (beispielsweise das Mittel aus den sieben für h '0 erhaltenen Werten ),
und bedeutet dH die Korrektion von Ha, so wird H0-\- dH = h '0 dh ' oder nach
Substitution des für dh ' gefundenen Ausdruckes

(11) dH — da cos (7T0— p — </>0) + a0dic sin (;r0 —p — </>0) = h '0 — Ha

Den sieben Randpunkten entsprechen ebenso viele Bedingungsgleichungen von
der Form (11). Nachdem man mit ihrer Hilfe die wahrscheinlichsten Werte von
dH , da und aQd 7t gefunden hat , hat man nur noch die Summen H0-\- dH , o0-\- da
und 7t0-\- dTt zu bilden , und erhält damit die wahrscheinlichsten Werte des Mond -
halbmessers sowie von a und 7t . Die Differenzen h!0 p da cos (/r0 — p — <p0) —
— oad 7T sin [7t0 —p — cp0) — (H0+ dH ) = h'0 — Ha — [dH — da cos [7t0 —p — cp0) -)-
-\- a0d 7t sin [7ta — p — <jp0)], wo für dH , da und aDd71 ihre aus den Bedingungs -
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gleichungen (n ) folgenden Werte zu substituieren sind , rühren zum Teil von den
Beobachtungsfehlern , zum Teil von den Unebenheiten des Mondrandes her .

Es werde jetzt angenommen , daß man für einen dem Mittelpunkte der Mond¬
scheibe nahe gelegenen Krater — z. B . für Mösting A — die Werte von a und 7t
bestimmt habe ; um dann die Lage eines beliebig weit vom Mittelpunkte der Mond¬

scheibe entfernten Kraters in bezug auf diesen Mittelpunkt zu
finden , hat man nur nötig , den Positionswinkel des betreffenden
Kraters , bezogen auf Mösting A , und die Distanz der beiden
Krater zu messen . Sind nämlich in Eig . 7 AI, A und T die
von dem Beobachtungsort aus gesehenen Orter des Mittel¬
punktes der Mondscheibe , des Kraters Mösting A und des zu
bestimmenden Kraters , und sind MP und AP ' die Deklinations¬
kreise von M und A, so erhält man aus dem sphärischen Drei¬
eck MAT , wenn PMT — n ', MT = <j ' , P 'AT = p , AT = s ,

PMA — 7t (also P 'AM = 180° —rt), MA — <7 und sins = s, sinn ' = <j ', coss =
== cos ff = 1 gesetzt wird ,

^ ff' sin [n ' — 7t) = s sin (p — 7t)
ff' cos (n ' — tt ) = ff -f- s cos (7; — 7t)

Alle auf der rechten Seite dieser Gleichungen vorkommenden Größen sind
bekannt , man kann also mit Hilfe von (12) die gesuchten Werte von 71' und o’ be¬
rechnen .

Fis

130. Die Cassinischeu Gesetze. Die Oberfläche des Mondes zeigt eine große
Zahl von Gebilden , welche sich scharf beobachten lassen , und die man unter An¬
wendung der im vorigen abgeleiteten Gleichungen zur Bestimmung der Lage der
Rotationsachse des Mondes gegen die Ekliptik , sowie auch zur Bestimmung der Winkel¬
geschwindigkeit seiner Drehung benutzen kann . Aus derartigen Untersuchungen hat
nun D. Cassini die folgenden nach ihm benannten Gesetze abgeleitet :

1. Die Länge des aufsteigenden Knotens des Mond¬
äquators auf der Ekliptik ist gleich der um 180° ver¬
mehrten Länge des aufsteigenden Knotens der Mondbahn
auf der Ekliptik , oder , mit anderen Worten : Der auf¬
steigende Knoten des Mondäquators auf der Ekliptik fällt
mit dem absteigenden Knoten der Mondbahn auf der
Ekliptik zusammen (Eig . 8).

2. Die Neigung des Mondäquators gegen die Ekliptik
ist konstant .

3. Der Mond dreht sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit um seine Achse ,
und zwar in demselben Sinne , in dem sich der Mond um die Erde bewegt . Die
Umdrehungszeit des Mondes um seine Achse ist gleich seiner Umlaufszeit um die
Erde ; die Winkelgeschwindigkeit der Drehung ist also gleich der mittleren siderischen
Bewegung des Mondes in seiner Bahn .

Fände die durch das dritte Cassiniscke. Gesetz behauptete Gleichheit von Um¬
laufszeit und Umdrehungszeit des Mondes nur näherungsweise statt , bestünde also
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eine wenn auch nur kleine Differenz zwischen den beiden genannten Zeiten , so würden
im Laufe der Jahrhunderte an dem einen Eande des Mondes neue Gebilde auftauchen ,
und an dem entgegengesetzten früher sichtbare verschwinden ; soweit man aber nach
der Vergleichung der ältesten Beschreibungen des Mondes mit dem Bilde , welches
er gegenwärtig bietet , urteilen kann , sieht man den Mond noch heute so , wie ihn
die früheren Beobachter sahen .

Bekanntlich ändert die Schnittlinie der Mondbahn mit der Ekliptik fortwährend
ihre Lage , und zwar so , daß der Punkt JV in Fig . 8 sich mit nahezu gleichförmiger
Geschwindigkeit rückläufig auf der Ekliptik bewegt ; die Zeit , innerhalb deren der
Punkt N einmal die Ekliptik durchläuft , beträgt i8 | Jahre . Dem ersten Cassinischen
Gesetze zufolge muß also auch die Durchschnittslinie des Mondäquators und der
Ekliptik letztere in i8 |- Jahren rückläufig und mit nahezu gleichförmiger Geschwindig¬
keit durchlaufen . Ferner haben die Untersuchungen über die Bewegung des Mondes
ergeben , daß die Neigung der Mondbahn gegen die Ekliptik konstant ist , wenigstens
wenn man von kleinen periodischen Störungen ahsieht ; die Nei¬
gung des Mondäquators gegen die Ekliptik zeigt demnach das- 9-
selbe Verhalten wie die mittlere Neigung der Mondbahn gegen
die Ekliptik . Zieht man also (Fig . 9) vom Mittelpunkt E der
Erde aus drei Gerade , von denen eine (EU ) senkrecht zur
Ebene der Ekliptik , die zweite {EL ) senkrecht zur Ebene der
Mondbahn und die dritte (Niß ) parallel zur Rotationsachse des
Mondes ist , so beschreiben EL und E 9ß in i8§ Jahren und
mit nahezu gleichförmiger Geschwindigkeit rückläufig je einen
Kreiskegel um die Achse EU ] dabei liegen A 'ß , EU und
EL stets in einer Ebene , und zwar befinden sich Kiß und EL
auf entgegengesetzten Seiten von EU . Die mittlere Neigung
der Mondbahn gegen die Ekliptik oder der Winkel FIEL be¬
trägt 509'; da der Winkel IIE ^ nach der Bestimmung von Hayn gleich i°32 ' ist ,
so ist der Winkel iß FL oder die mittlere Neigung des Mondäquators gegen die
Mondbahn gleich 6°4i ' .

131 . Die optische Libration des Mondes. Selenographische Länge und
Breite des Mittelpunktes der Mondscheibe . Die Exzentrizität der Erdbahn und
die Neigung des Mondäquators gegen die Ekliptik bewirken , daß der Mittelpunkt
der Mondscheibe nicht stets mit demselben Punkte der Mondoberfläche zusammen¬
fällt ; aber wegen der Gleichheit von Umlaufszeit und Umdrehungszeit des Mondes
kann er ein gewisses engbegrenztes Gebiet der Mondoberfläche nicht überschreiten .
Mit Rücksicht darauf , daß es sich hier nicht um eine Schwankung des Mondkörpers
handelt , bezeichnet man die erwähnte Erscheinung als optische Libration des
Mondes . Um die Ausdehnung des Gebietes berechnen zu können , innerhalb dessen
der Mittelpunkt der Mondscheibe eingeschlossen bleibt , sollen im folgenden die
Koordinaten dieses Mittelpunktes in bezug auf den Äquator und einen fest gewählten
Meridan des Mondes bestimmt werden . In Fig . 10 mögen 31 §1 und i xE Bögen der
größten Kreise bedeuten , in denen der Mondäquator , bzw. eine durch das Mond-

de Ball , Sphär . Astronomie . 24
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Zentrum parallel zur Ekliptik gelegte Ebene die Sphäre schneidet , ^ und Ifl seien
die Pole von 3131, bzw. Y, E , N sei der auf steigende Knoten von 3131 auf y1E ,

und M der selenozentrische Ort des Beobachtungsortes ,
Fig- io- also auch des Mittelpunktes der vom Beobachtungsort

aus gesehenen Mondscheibe. Durch M lege man den
Bogen U]n senkrecht zu '{1E , und u senkrecht zu 3131,
ferner ziehe man noch den Bogen größten Kreises ^ m.
Bezeichnet Y, den Punkt, in dem eine durch das Mond-

E Zentrum parallel zu der Pichtung Erde — Frühlingsäquinox

gezogene Gerade den größten Kreis yrE schneidet, so ist
yzN die Länge des aufsteigenden Knotens von 3131 auf
YjK; diese Länge werde mit ö , und die Neigung des

Mondäquators gegen die Ekliptik mit J bezeichnet. Man trage nun auf 3131 den
Bogen N 'V2= Ny i — ü ab und setze Y, i|id7 = l , y^ m — Ä ] dann ist der Winkel
m^ u — l — A! und Nm — A! — ö . Ferner werde Mu = b, mn — B ', Y, JTI?̂ = L,
Mn — B gesetzt , wo demnach L und B die selenozentrische Länge und Breite des
Beobachtungsortes , bzw. des Mittelpunktes der Mondscheibe bedeuten. Wird jetzt
noch der Winkel Nmn — Mmu mit v bezeichnet , so ergibt sich aus dem recht¬
winkligen Dreiecke Nmn

tang [A! — ö) = tang (L — t5) sec J
tangB ' = sin (L — ü) tangJ "

( I Q)
8 ^ ^ = 008 / 860 5 '

cosv = cos (L — ö) sin /

Ferner erhält man aus dem rechtwinkligen Dreiecke Mum , wenn der Winkel
bei M gleich u gesetzt und berücksichtigt wird, daß Mm = B — B ' und mu =
— I — A' ist,

tang (f — A') = tang (5 — B ') cosi^
(14) cos fi = cos (f — / ') sinr

tang b = tang (B — B ') cos fi

Wenn /. und ß die Länge und Breite des Mondes, gesehen vom Beobachtungs¬
ort aus, bedeuten, so ist L — 180° + 1 und B = — ferner hat man dem ersten
CVmmischen Gesetze zufolge ö = 18 o° + Q, wo Q die Länge des auf steigenden
Knotens der Mondbahn auf der Ekliptik bezeichnet. Die Werte von / , ß und Q
sind als bekannt zu betrachten; nimmt man also noch nach Hayn J = i° 32' an,
so kann man mit Hilfe der Gleichungen (13) und (14) B \ l und b berechnen.

Man wähle jetzt einen bestimmten Meridian des Mondes als Hauptmeridian, und
es sei A der Winkel zwischen der Ebene dieses Meridians und der durch den größten
Kreis ißYa gelegten Ebene zur Zeit tQ] zur Zeit t bilden dann die beiden Ebenen
den Winkel A + n (t — t0) miteinander, wo n die Winkelgeschwindigkeit der Drehung
des Mondes bedeutet . Setzt man zur Abkürzung A + n (t — ta) = la und versteht
unter t die Zeit , für welche der aus (14) folgende Wert von l gilt , so wird l — lQ
die selenographische Länge des Mittelpunktes der Mondscheibe oder auch die
Libration in Länge genannt. Den Winkel b nennt man die selenographische Breite
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des Mittelpunktes der Mondscheibe oder auch die Libration in Breite . Die Wahl
des Hauptmeridians ist ganz frei , man kann also für A jeden Wert annehmen . Setzt
man nun A gleich der mittleren selenozentrischen Länge der Erde zur Zeit t0 und
berücksichtigt , daß nach dem dritten CassMMschenGesetz die Drehungsgeschwindig¬
keit des Mondes gleich der mittleren siderischen Bewegung des Mondes in seiner
Bahn ist , so folgt , daß la gleich der mittleren selenozentrischen Länge der Erde
zur Zeit t ist . Unter der vorhin für A gemachten Annahme läßt sich also die
Lage des Haupt - oder ersten Mondmeridians jederzeit leicht angehen .

Den Gleichungen (13) und (14) kann man durch Beihenentwicklung eine andere ,
für die Rechnung bequemere Form geben . Zunächst folgt aus der dritten der
Gleichungen (14), nach § 1, (x8a),

(15) b — B — B ' — tang 2\ ii sin 2(R — R ') ,

und außerdem \b \ S 1R — R ' j. Nun kann R ' höchstens gleich -/ , und R höchstens
gleich der Neigung der Mondbahn gegen die Ekliptik (gleich 50g') werden ; somit ist
!ß — R ' l § 6°4i ’. Ferner ergibt sich aus dem Dreieck iß Jl^M (Fig . 10), worin der
Winkel bei 77, gleich 90° + R — ö , 90° — h und iß /7, = R ist ,

cosb sin ,« = sinRcos (R — ö)

Da cosb nahe gleich 1 ist , so folgt aus der letzten Gleichung , daß u nahe innerhalb
der Grenzen ± J liegt . Das Glied taug 2{u sin 2(R — R ') ist also sehr klein ; ver¬
nachlässigt man dasselbe , so wird

(i 5a) b = B — B '

Ferner geht aus der vierten der Gleichungen (13) hervor , daß cos v nicht größer
als sin <7 werden kann ; da nun \B — R ' | fS 6°4i ' ist , so folgt aus der ersten der
Gleichungen (14), daß / — A' | < 11' ist und darum

Z= A' -f- (R - R ') cosr

gesetzt werden darf . Die Anwendung der aus § 1, (18) unter der Annahme n — sccJ
folgenden Reihenentwicklung auf die erste der Gleichungen (13) gibt aber

A' = R + tang 2f A sin 2(R — ö) + • ••

Substituiert man diesen Wert von Ah in. die vorige Gleichung , so erhält man

Z— R + tang 2f J sin 2 (R — ö) + (R — R ') cos r

Soll das zweite Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung in Bogenminuten aus¬
gedrückt erhalten werden , so ist dasselbe noch durch arci ' zu dividieren - oder mit
343*7-75 zu multiplizieren .

Die Differenz Z— ZD gibt dem oben Gesagten zufolge die selenographische Länge
des Mittelpunktes der Mondscheibe an ; wird diese Länge mit Z[m) bezeichnet , so ist

(16) ZW= R — Z0 + tang 2| Rsin 2(R — ö) —l—r + (R — R ') cos ^
3jYC I

R unterscheidet sich von Z0 nur durch periodische Glieder , und B — B ' ist periodisch
veränderlich ; aus (15) und (16) folgt demnach , daß Z[m) und b nur periodischen Yer -
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änderungen unterworfen sein können . Die Extremwerte von /('"* unterscheiden sich
um rund i6° , diejenigen von b um rund 140 voneinander ; der Ort des Mittelpunktes
der Mondscheibe auf der Mondoberfläche kann sich also von seiner mittleren Lage
nie um mehr wie 11° entfernen .

132. Anwendungen der selenographiscken Koordinaten des Mittelpunktes
der Mondscheibe. Mit Hilfe der selenogräphischen Länge (l"‘) und Breite (b) des
Mittelpunktes der Mondscheibe lassen sich die selenogräphischen Koordinaten eines
Punktes der Mondoherfläche finden , dessen Lage gegen den Mittelpunkt der Mond-

des vom Beobachtungsort aus gesehenen Mondhalbmessers h' erhält man zunächst aus
(i a) und (ib) den Bogen TM — K. Man setze jetzt = c\ es ist dann
tyMT = re — c. Der Wert von c läßt sich in folgender Weise bestimmen . Wenn
Y, wieder den Punkt bezeichnet , in dem die vom Mondzentrum aus parallel zu der
Richtung Erde —Erühlingsäquinox gezogene Gerade die Sphäre trifft , so ist der
Winkel Y, PzM die selenozentrische Rektaszension von Jf , und der Bogen YxN ' die
Länge des auf steigenden Knotens des Mondäquators 2121 auf dem Erdäquator . Es
sei nun a die Rektaszension des Mondes , gesehen vom Beobachtungsort aus ; man hat
dann y iP IM = 1800 -)- a , also , wenn Y, N ' = f/ gesetzt wird , ^ P , M = 270° +
+ « — Q'. Die zur Berechnung der Knotenlänge a ' und der Neigung i des Mond¬
äquators gegen den Erdäquator dienenden Formeln ergeben sich aus dem von den
Durchschnittspunkten der Ekliptik , des Erd - und Mondäquators gebildeten Dreieck ;
übrigens findet man die Werte von Q' und i bereits in den astronomischen Jahr¬
büchern mitgeteilt . Setzt man demnach Q' und i als bekannt voraus und berück¬
sichtigt , daß der Bogen Jf = 90° — 6 der Annahme nach gegeben ist , so sieht
man , daß der Winkel c mittels der aus dem Dreieck iß MP 1 folgenden Formel be¬
rechnet werden kann

(17) cosb sinc = — sin i cos (« — q ')

Da cos /; stets nahe gleich 1 ist , so überschreitet c nur wenig die Grenzen ±i . Um
jetzt die gesuchten , für T gültigen Werte von lt und b' zu erhalten , hat man nur
noch die aus dem Dreieck ^ MT sich ergebenden Gleichungen anzuwenden

Fig . 11.

i - R

scheibe bekannt ist . Es sei T in Fig . 11 der Punkt ,
dessen selenographische Länge (/j und Breite (/;') gesucht
wird , YjH sei ein Bogen des größten Kreises , in dem
die durch das Mondzentrum parallel zum Erdäquator ge¬
legte Ebene die Sphäre schneidet , P J bedeute den Pol
von YzA, und iß den Nordpol des Mondes ; die als gegeben
betrachtete Lage von T gegen den Mittelpunkt M der
Mondscheibe möge durch den Positionswinkel P zMT — 7t
und durch die von der Erde aus gesehene Distanz a des
Punktes T von M bestimmt sein. Mit Hilfe von a und

(18 )

cos6 ' sin (Z<m) — lz) — sinüT sin (̂ r — c)
cosb ' cos (Z<"') — K) — cosb cosK — sinb sinK cosjyr — c)

sin b' — sin b cos K + cos b sin K cos [tc — c)
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Diese Formeln kann man auch benutzen , um für eine beobachtete Sternbedeckung
die selenographischen Koordinaten des Ein - oder Austrittspunktes zu berechnen ; die
Kenntnis dieser Koordinaten ist für die Bestimmung der Unebenheiten des Mond¬
randes von Wichtigkeit (S. 3iof .). In dem angegebenen Falle ist K = go° — h',
wo h' wieder den Winkelhalbmesser des Mondes , gesehen vom Beobacbtungsort aus ,
bedeutet . Der Positionswinkel jc des Ein - oder Austrittspunktes läßt sich mit Hilfe
des sphärischen Dreieckes bestimmen , welches von dem Pol des Erdäquators , dem
Stern und dem Orte des Mondes zur Zeit der Bedeckung gebildet wird ; dabei ist
der den Stern und den Mond verbindende Bogen gleich h' zu setzen . Der Winkel c
ergibt sich aus der Gleichung (17). Werden die dem Ein - oder Austrittspunkt ent¬
sprechenden Werte von und b' mit Und b'r bezeichnet , so folgt aus (18), wenn
sin K = cos h' — 1 gesetzt wird ,

cos ^ sin (/ ("‘l — — sin (tt — c)
(19) cos6 ,' cos (fJ ra) — £W) = cosö sinA' — sinö cos (7r — c)

sinö ' — sin6 sin /*' -j- cos6 cos (7r — c)

Die Kenntnis der selenographischen Länge und Breite des Mittelpunktes der
Mondscheibe ist noch für einen anderen Zweck notwendig . Die Libration des Mondes
bewirkt nämhch , daß einige Teile der Mondoberfläche zu gewissen Zeiten sichtbar ,
und zu anderen unsichtbar sind . Um nun zu be¬
stimmen , wann ein bestimmtes Objekt der Mond- F'S- 12.
Oberfläche der Beobachtung zugänglich ist , betrachte
man das ebene Dreieck COR (Fig . 12), worin C das
Mondzentrum , 0 den Ort des Beobachters und OR
eine Tangente an den Mondrand bedeutet . Es ist
dann einleuchtend , daß man von 0 aus nur die¬
jenigen Teile des Mondes wahrnehmen kann , welche von C aus betrachtet , um den
Winkel RCO — go° — h' oder weniger von der Richtung CO entfernt sind. Nun
folgt aus dem sphärischen Dreieck T 'tyM (Fig . 11)

coslf — sin // sin6 -[- cosF cosö cosf/j’“) — /, ),

wo K den selenozentrischen Winkel zwischen dem Mittelpunkt der Mondscheibe und
dem Objekt T bedeutet ; nach dem vorhin Gesagten ist also das Objekt sichtbar oder
nicht , je nachdem der aus dieser Gleichung folgende Wert von K innerhalb oder
außerhalb der Grenzen ± (90° — ti ) liegt *).

*) Weitere Belehrung über den in diesem Kapitel behandelten Gegenstand findet man in meiner
Schrift : Theorie der astrographischen Ortsbestimmung (Sitzungsberichte der kaiserl. Akad.
d. Wiss. in Wien, Band 118, Abt. II a).
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Kapitel XXII .

Bestimmung der Zeit und der Polhöhe durch Beobachtungen
außerhalb des Meridians.

133 . Bestimmung der Zeit mittels der Zenitdistanz eines Sterns . Aus
dem Dreieck (Fig . i ) zwischen dem Pol (P ) , dem Zenit (Z 'j und dem Orte eines

Sterns IS ) folgt , wenn r/> die Polhöhe des Beobachtungsortes , d die
Deklination , z die Zenitdistanz und t den Stundenwinkel des Sterns
bedeutet ,

cos z — sin cp sin <5 + cos cp cos <5 cos t
oder
, , , cosz — sin fr sindi cos i - —

COS Cp coso

Wie diese Gleichung zeigt , kann man durch Beobachtung der Zenitdistanz eines
Sterns den zugehörigen Stundenwinkel finden , vorausgesetzt , daß die Polhöhe des
Beobachtungsortes und die Deklination des Sterns bekannt sind . Ist dann « die
Rektaszension des Sterns und © die gesuchte Sternzeit der Beobachtung , so folgt

( 2 ) © = £ + «

Zur Berechnung von t wird an Stelle von (i ) gewöhnlich eine andere Gleichung
angewandt . Nach § n , (io a) hat man , wenn a, b, c die drei Seiten eines sphärischen
Dreiecks bedeuten , und A den der Seite a gegenüberliegenden Winkel bezeichnet ,

— _l 1 / sin + 6 — c) sin ! (« — 6 c)
8 2 ’ sin ! (a + 6 + e) sin i (6 + c — a)

Wendet man diese Formel auf das Dreieck PZS (Fig . i ) an und setzt zur Abkürzung

(3) s ' = ! (* + <jP+ . )

so erhält man die für die Berechnung von t dienende Gleichung

j / sin (s' — cp) sin (s ' — d)(4) tang ! # -- r , , , ,
' ' 02 r coss cos (s —

wo das obere oder untere Vorzeichen zu wählen ist , jenachdem der Stern westlich
oder östlich vom Meridian beobachtet wurde .

Um die Zeit zu bestimmen , bedient man sich heller Sterne . Die Orter dieser
Sterne finden sich in den astronomischen Jahrbüchern angegeben und können als
fehlerfrei betrachtet werden ; es genügt also zu untersuchen , welchen Einfluß ein
Fehler in der angenommenen Polhöhe oder in der gemessenen Zenitdistanz auf den
Wert von t hat . Wendet man nun die Differentialformel der sphärischen Trigono¬
metrie (§ 13, (17 '))

(I ) da — cosB desinB sine dAcos Cdb
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auf das Dreieck PZS (Fig . i ) an , indem man dabei die in (I ) mit a , b, c bezeich-
neten Seiten mit den Seiten z , go° — d, 90° — cp des Dreieckes PZS identifiziert ,
ferner den Winkel PZS = 180° — ct und dö — o setzt , so folgt

(5) « = dz d ‘rsin a cos cp tanga cos cp

Für eine gegebene Polhöhe wird demnach der Einfluß eines Fehlers in * und cp
auf den Stundenwinkel um so kleiner , je näher der Winkel (t , d. h . das Azimut des
Sterns bei 90° oder 270° liegt . Um also mit Hilfe der Messungen von Zenit¬
distanzen die Zeit möglichst genau zu bestimmen , wird man die Beobachtungen in
der Nähe des ersten Vertikals anstellen .

Falls eine größere Zahl von Zenitdistanzen in der Nähe des ersten Vertikals
gemessen worden ist , so kann man das folgende Reduktionsverfahren anwenden .
Bezeichnet man mit i0 und za den Stundenwinkel und die Zenitdistanz eines Sterns

zur Zeit seines Durchgangs durch den ersten Vertikal , und sind , . . . die

für diese Zeit gültigen AVerte der Differentialquotienten von t nach x , so hat man

' = + t - - >• + ! (£ ) <* •

Nun folgt aus (5)
(5a)
und hieraus

(5”)

dt
dz sin a cos cp ’

d t̂ cosa da
dz * sin 2a cosr/> dz ’

d3t cosa ^2a 1 1 I" -4- 2 cos2al / f̂ a\ 2
dz 3 sin 2acosf /) dz * sinacosf /) |_ sin 2a \ \dz )

Durch Anwendung der obigen Differentialformel (I ) auf das Dreieck PZS (Fig . 1)
ergibt sich aber , wenn jetzt die in (I ) mit a , 6, c bezeichneten Seiten mit den Seiten
90° — <5, x, 90° — cp des Dreiecks PSZ identifiziert werden , ferner der AVinkel bei
S mit rj bezeichnet , und dö — dcp = o gesetzt wird ,

da cos i] sin a sin t sin cp+ cos a cos t
dz sin t cos cp sin t cos cp

Da im ersten Vertikal cosa = o und sina = ± 1 ist , so erhält man aus der letzten
Gleichung in Verbindung mit den Gleichungen (5a) bis (5°)

(sl = ± Bec<f '(£ ).= °■ © = * tang> s8c,f
Folglich wird

(6) t — tQ± {z — z0) sec cp± \ [z — zj 3tang 2cp sec cp,
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wo man das obere oder untere Vorzeichen anzuwenden hat , je nachdem die Zenit¬
distanzen in der Nähe der West - oder der Osthälfte des ersten Vertikals gemessen
worden sind .

Für den ersten Vertikal selbst gelten die Gleichungen

tang S sin dcos t — - — 2 , cos x„ — -
tangr /)’ 0 sinr />

Hieraus erhält man , wenn die Formel

1 — cosa ; , , t
— j = tang 2- x1 + cosa ; 0 2

benutzt , und t0 zwischen den Grenzen o° bis ± 180° angenommen wird ,

, , tan „ , f = . ^ l / sind ; , .. _ | / tang | (y - T )
(7) g 2 0 _ ^ sinUf + d) ’ g 2'' ° V tanger /) + d)

Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich ta und za berechnen . Bezeichnet man jetzt
den absoluten Wert von ta mit ro! so wird die Gleichung (6)

(8) t = ± [t 0 (x za) sec «jP+ f (x — zj 3 tang 2cp sec cp] ,

wo wieder das obere oder untere Vorzeichen anzuwenden ist , je nachdem die Zenit¬
distanzen im Westen oder im Osten gemessen sind . Für eine gegebene Polhöhe
läßt sich nun leicht eine Tafel konstruieren , aus der man mit dem Argument z — za
die Summe der zu r0 hinzuzufügenden Glieder entnehmen kann ; mit Hilfe einer
solchen Tafel und der aus (7) erhaltenen Werte von rD und za findet man dann nach
(8) den jeder gemessenen Zenitdistanz zugehörigen Wert von t , also mit Benutzung
der Gleichung (2) auch die Sternzeit der Beobachtung .

In den Formeln (6) und (8) sind die von der vierten und den höheren Potenzen
von z — za abhängigen Glieder vernachlässigt worden ; der daraus entstehende Fehler
beträgt in mittleren Breiten und für [z — za] ^ ' 2° höchstens o?oi .

134 . Zeitbestimmung aus gleichen Höhen zweier Sterne . Man denke sich
zwei in Deklination um höchstens zwei bis drei Grade , aber in Rektaszension um
mehrere Stunden voneinander verschiedene Sterne , von denen der eine östlich , der
andere westlich vom Meridian sich befindet . Die Rektaszension und Deklination des

im Osten gelegenen Sterns möge mit a 0, bzw . d0 bezeichnet werden , die entsprechenden
für den im Westen gelegenen Stern gültigen Bezeichnungen seien a w und dw. Hat
man nun durch die Beobachtung gefunden , daß die Zenitdistanz des östlichen Sterns
zu der Uhrzeit U0 dieselbe ist wie diejenige des westlichen Sterns zu der Uhrzeit Uw,
und kennt man außerdem die Polhöhe des Beobachtungsortes , so läßt sich die Kor¬
rektion der Uhr in folgender Weise bestimmen .

Aus den durch den Pol , das Zenit und die beiden Sternörter gebildeten sphä¬
rischen Dreiecken erhält man , wenn t0 und tw die Stundenwinkel zur Zeit der Be¬
obachtung bedeuten , und z die für beide Sterne gleiche Zenitdistanz bezeichnet ,

cos z = sin cp sin d0 -f - cos cp cos d'0 cos t0
cos x = sin cp sin 8m-f- cos cp cos öwcos tw
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also
t„ = — s — d ,

Substituiert man diese Werte in die vorhin für cosx aufgestellten Gleichungen und
subtrahiert dann die Gleichungen voneinander , so folgt

tang (p (sin d0— sind ,,,) = cos <7 cos .sfcos d„ — cos ö0) -f- sine/ sin s (cos d„ + cos d„)

oder , wenn zur Abkürzung

Diese Gleichung läßt sich in eine andere Form bringen . Führt man nämlich zwei
Hilfsgrößen n und m ein, welche den Gleichungen

genügen , so ergibt sich an Stelle von (n )

Man wähle nun die Sterne so aus, daß sie kurz nacheinander die gleiche Höhe
erreichen , und daß demgemäß U0 — Uw klein ist ; die Uhr läßt sich dann leicht so
regulieren , daß ihr Gang während der Zeitdifferenz U0— Um vernachlässigt werden
darf . Da unter diesen Umständen , wenn u die Uhrkorrektion bedeutet ,

(14) t0 = U0 u — tw= Uw u — c<,e

ist , so wird die zweite der Gleichungen (9)

Der Wert von d ist also bekannt . Da dasselbe auch von a und /! gilt , so kann
man mit Hilfe der Gleichungen (12) n und m berechnen ; aus der Gleichung (13)
ergibt siöh sodann der Winkel s. Rechnet man östliche Stundenwinkel negativ , so
ist in dem gegenwärtigen Falle t0-f- tw verhältnismäßig klein ; dasselbe gilt also auch
von s = — \ {t0-\- tu). Substituiert man in diesen Ausdruck die in (14) gegebenen
Werte von t0 und 4>, und dividiert dann noch s durch 15, um alles in Zeit aus¬
gedrückt zu bekommen , so erhält man für die Uhrkorrektion

(10)

gesetzt wird ,

f (do + dw) — 0 , Kda — d„.) — 2/

tang <p — cos d tang a cos s + sin d cotg J sin s

n sin m = cos d tang a
n cosm = sin d cotgz /

(i5) d — 2(«„ Ctw) — 2(ü 0 U„')

( l6 ) u — l (öo+ au) — v(Ua -)- Uw) — —



378 Kapitel XXII [§ 135

Die Rechnung wird einfacher , wenn die Deklinationsdifferenz der beiden Sterne
einen halben Grad nicht wesentlich übersteigt . In diesem Falle wird nämlich s so
klein , daß man coss = i und sins = s sin i " setzen kann ; da man dann auch tang J
mit z/ sini " vertauschen darf , so folgt aus (u )

s
' ' ' \ sm a tang d /

Unter der angegebenen Voraussetzung genügen also die Gleichungen (io ), (15) , (17)
und (16), um die Uhrkorrektion zu finden .

Anstatt die Zeiten zu beobachten , wann zwei Sterne zu verschiedenen Seiten
des Meridians kurz nacheinander dieselbe Zenitdistanz , bzw. Höhe haben , kann man
auch die Zeiten ermitteln , zu denen ein und derselbe Stern vor und nach seinem
Meridiandurchgang dieselbe Höhe erreicht ; diese Methode , die Zeit durch korrespon¬
dierende Höhen zu bestimmen , ist aber umständlicher und auch weniger genau
wie die vorige .

135 . Zeitbestimmung mittels Rurcligangsbeobachtungen im Vertikal des
Polarsterns . In Fig . 2 sei P der Pol , Z das Zenit und ZU der Bogen eines Ver¬
tikalkreises . Dieser Kreis werde von dem Polarstern im Punkte S und von einem

zweiten Stern im Punkte S ’ passiert ; der Durch -
Fig. 2. gang des Polarsterns durch den Punkt S finde zur

P Uhrzeit U, der Durchgang des zweiten Sterns durch
den Punkt S ' finde zur Uhrzeit U' statt . Die Uhr
wird als so genau reguliert vorausgesetzt , daß ihr

Z Gang innerhalb der Zeit U' — U vernachlässigt wer¬
den darf . Setzt man ZPS — t und ZPS ' — t ',

so ist t der Stundenwinkel des Polarsterns zur Uhrzeit f7, und V der Stundenwinkel
des zweiten Sterns zur Uhrzeit 77' ; man hat also , wenn a die Rektaszension des
Polarsterns , «' die Rektaszension des zweiten Sterns und u die für die Zeiten 77
und 7/' gültige Uhrkorrektion bedeutet ,

t — ü -\- u — a , f — U' u — a'
Somit wird

(18) t ' — t — U' — 77— («' — a)

Bezeichnet man nun die Deklination des Polarsterns mit <?, und die Deklination
des zweiten Sterns mit ()' , so folgt aus dem Dreieck PS 'S , wenn der Winkel hei S
gleich v und SS ' = J gesetzt wird ,

sin v = cos <Usin (£' — t)
sin2/ cosu = cos <5 sind ' — sind cosd ' cos (t ' — t)

Man ziehe jetzt den Bogen PH senkrecht zu S 'Z \ wenn dann in dem Dreieck HSP
der Winkel hei P mit 90° — x bezeichnet wird , so ergibt sich

tang x — tang v sin d
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oder mit Berücksichtigung der zwei vorhergehenden Gleichungen

tangd cotgd ' sin (f — t )(19) tang x —
tangd cotgd ' cos (f — t )

Die Werte von «, d, d' können als bekannt angenommen werden ; der Glei¬
chung (18) zufolge ist somit auch t ' — t bekannt , und es läßt sich also mit Hilfe von
(19) 2c berechnen .

Aus dem Dreieck HSP folgt noch

sin x = tangd tang HP

Das Dreieck HPZ gibt aber , wenn der Winkel bei P mit 90° — m bezeichnet , und
PZ — 90° — <p gesetzt wird , wo cp die Polhöhe des Beobachtungsortes bedeutet ,

sinm = tang <p tang HP

Aus den beiden letzten Gleichungen erhält man

(20) sin m = tang cp cotg d sin x

Da cp und d als bekannt betrachtet werden , und x bereits gefunden wurde , so läßt
sich aus (20) der Wert von m ableiten . Nun ist der Stundenwinkel t des Polarsterns
zur Uhrzeit Z7 gleich ZP 8 — HPZ — HPS — x — m oder , in Zeit ausgedrückt ,
gleich [x — m) : 15; da aber , nach obigem, t auch gleich P + u — a ist , so wird die
Uhrkorrektion

. x — m
(21 u = a — U -\---------

>5

136 . Bestimmung der Polhöhe durch Messung der Zenitdistanz eines
Sterns . Aus dem Dreieck zwischen dem Pol , dem Zenit und dem Ort eines Sterns
folgt , wenn die Polhöhe mit (p, die Deklination des Sterns mit d und sein Stunden¬
winkel mit t bezeichnet wird ,

(22) cos« = siny ) sind + cos9) cosd cos #
Setzt man hierin

(23)
so erhält man

sin d = rn sin M
cos d cos t — m cos M ,

cos2; — m cos (if — cp)

oder , wenn für m sein aus der ersten der Gleichungen (23) folgender Wert sub¬
stituiert wird,
, , . c°s£ sinH
M </)= ■■8.n|).

Hat man nun die Zenitdistanz eines bekannten Sterns beobachtet , und kennt man
auch die Sternzeit 0 der Beobachtung , so sind x, d und (wenn « die Rektaszension
des Sterns bedeutet ) t = & — a gegebene Größen ; man kann also aus (23) den Wert
von M, und dann mit Hilfe von (24) die Polhöhe finden .
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Der Gleichung (5) zufolge hat man

dip = sec a dz — tanga cosr />dt ,

wo a das Azimut des Sterns angibt . Ein Fehler in der beobachteten Zenitdistanz
und in dem Wert von t hat also einen um so geringeren Einfluß auf (p , je näher der
Stern dem Meridian ist . Wenn aber der Stern in der Nähe des Meridians beob¬

achtet worden ist , und man einen approximativen Wert von rp kennt , so lassen sich
die Formeln (23) und (24) durch andere , für die Rechnung bequemere ersetzen . Zu¬
nächst werde der Fall betrachtet , wo die Beobachtungen in der Nähe der oberen
Kulmination stattgefunden haben . Man bringe dann die Gleichung (22) in die
Form

cos « = cos (</>— 6) — 2 cos cp cos <5 sin 2ff

Je nachdem der Stern nördlich oder südlich vom Zenit kulminiert , ist seine Zenit¬
distanz zur Zeit der oberen Kulmination , absolut genommen , gleich ± (ö — cp) -, be¬
zeichnet man diese Zenitdistanz mit z0, so wird

(25) cos « = cos «,, — 2 cos cp cos <5 sin 2ff

Aus dieser Gleichung folgt

cos cp cos d sin 2ff
(26) sin f (« — «„) sin f (z0 + z)

oder , wenn z — z0 = x0 gesetzt und berücksichtigt wird , daß f (z0 z) =
f [± (d — cp) + z] ist ,

cos cp cosd sin 2ff
(27) sin \ x0 =

sin f [± (d — cp) + z] ’

wo man das obere oder untere Yorzeichen zu wählen hat , je nachdem die obere
Kulmination nördlich oder südlich vom Zenit stattfindet . Hat man x0 gefunden und
durch die Yerhindung von x0 mit dem beobachteten z den Wert von z0 — z — x„
abgeleitet , so erhält man die Polhöhe aus der Gleichung

-- d

wobei die Yorzeichenregel dieselbe ist wie für (27).
Ist der Stern in der Nähe der unteren Kulmination beobachtet worden , so

setze man t — 18o° -j- r ; der Gleichung (22) läßt sich dann die Form gehen

cos « = cos [i8o° — (<jP+ d)] + 2 cos cp cosd sin 2fr

Da aber , wenn zu die Zenitdistanz des Sterns in der unteren Kulmination bedeutet ,
zu = 180 0 — [cp d) ist , so kann man die letzte Gleichung ersetzen durch

(29) cos « = cos «M+ 2 cos cp cosd sin 2fr

Hieraus folgt
cos <p cosd sin 2fr
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oder , wenn %u — %— x u gesetzt und berücksichtigt wird , daß

+ *) = 9°° — KtP + d — ^)
ist ,
, . . T cosrn cosd sin a| r
(3' > an ;». = c03I(,f + a _ . )
Mit Hilfe dieser Gleichung läßt sich x u bestimmen . Aus xu und dem beobachteten
x erhält man sodann xu — xn -\- z , endlich wird

(32 ) <p = 180 0 — {zu + d)

Bei nicht zu großen Werten von t , bzw . r *), also auch von z — x0, bzw . zu — z
wendet man mit Vorteil eine Beihenentwicklung an . Setzt man nämlich sin l (z0-\- z) —
— sinfx ,, -]- ~(z — z0)], so gibt der Taylorsche Satz

1 1 , • „ cotg «0 ,— /'v " ' sm 1 b • • •
sinffxo + x) sin «« 2 sin ««

Somit wird die Gleichung (26)

• , , x cos m cos d . 2 j , t . . . „ cos re cos d • a w ,
sm { (« — z0) = - ' ----- sin 2ff — \ {z — z0) sm 1 -- b- cotg «« sin 2| ^ + • • •2' ' sin «« * 2\ sm «0

oder , wenn sin f (« — %<>) — i (z — «0) sin 1" gesetzt wird ,

cosrpcosd 2sin 2^ / cosrccosdi 2 , 2sin 4| f ,
« — «« = f- x 1-- /-- cotg «« ; 1- + • • •sm «0 sm i \ sm «« / sm 1

Setzt man hierin «„ gleich d — rp oder gleich cp— ö, je nachdem die obere Kulmi¬
nation nördlich oder südlich vom Zenit stattfindet , und führt die Abkürzungen ein

. . cos m cosd . 2sin 2^ 2sin 4| <
33 ri.---- x- = A , — =— ~ — m 0, — 7— lt - = n 0 ,

sm (d — cp) sm 1 sm 1

so erhält man
/ x , , , , 2 . 1 OK nördlich
(34) r/) = d q: « + A0m 0 — A0 n 0 cotg (d — cp) ^ südlich

In derselben Weise ergibt sich aus (30), wenn

, . cos® cosd . 2sin 2| r 2sin 4| r
<351 s<4 + 9) = - SC7- = m" -1ET- " ”"
gesetzt wird ,

(36) cp = 180 0 — d — « — A nm u Al n u cotg (d cp) UK

Die Werte von m 0, « «, m n, n „ kann man den Albrechtschzn Tafeln entnehmen .

137. Bestimmung der Polhöhe aus zwei gleichen Höhen verschiedener
Sterne . Es seien 0 H und ©s die Sternzeiten , zu denen zwei Sterne , von denen der
eine nördlich , der andere südlich vom Zenit sich befindet , dieselbe Zenitdistanz «
erreichen . Sind a n und d',. , bzw . « . und ds die Rektaszension und Deklination des

*) Die folgenden Formeln gehen in mittleren geographischen Breiten den Wert von cp bis auf
oioi genau , wenn bei der Anwendung auf den Polarstern t, bzw . r die Grenzen -G 2h nicht wesentlich
überschreitet ; für Sterne von der Deklination 2cp — 90° sind die Grenzen beiläufig -+- zo 111.
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nördlich , bzw. südlich vom Zenit gelegenen Sterns , so sind tu = Qn — an und
ts — &s — cts die Stundenwinkel der Sterne zur Zeit der Beobachtung . Man hat
nun die Gleichungen

cos z = sin cp sin 8n + cqs cp cos d„ cos
cos ^ — sin <jp sin 8S + cos cp cos 8S cos ts

In § 134 ist bereits gezeigt worden , wie man mit Hilfe solcher Gleichungen bei be¬
kannter Polhöhe die Zeit ableitet ; die dort gegebenen Gleichungen (9) bis (13), in
denen nur die Indizes 0 und w mit n und s zu vertauschen sind , ermöglichen es
aber auch , die Polhöhe zu bestimmen , wenn die Zeit bekannt ist .

138. Die Horreboiv -TalcottsvXiv Methode . Ist xn die Meridianzenitdistanz
eines nördlich , und zs die Meridianzenitdistanz eines südlich vom Zenit kulminierenden
Sterns , so hat man

Zn ===8n Cp, Zs - - cp 8S
Hieraus folgt

(P — l fas— + T(d/1+ ds)

Wenn nun die Meridianzenitdistanzen der beiden Sterne nahe gleich sind , so läßt
sich die Differenz zs — zu mikrometrisch sehr genau bestimmen ; sind außerdem die
Deklinationen der beiden Sterne gegeben , so ist jetzt auch cp bekannt . Auf diesem
Prinzip beruht die nach Horreboiv und Talcott benannte Methode der Polhöhen -
bestimmung .

139 . Bestimmung der Polhöhe aus Durehgangsheobachtungen im ersten
Vertikal . Aus dem rechtwinkligen Dreieck zwischen dem Pol (P ), dem Zenit [Z)
und einem im ersten Vertikal befindlichen Stern (S ) folgt , wenn cp die Polhöhe des
Beohachtungsortes , 8 die Deklination und t den Stundenwinkel des Sterns bedeutet ,

(37 ) tmgy = ^

Sind nun U0 und U,0 die beobachteten Durchgangszeiten des Sterns durch die Ost-
und Westhälfte des ersten Vertikals , so hat man t = ± ~[UW— U0), wo U,c — U„
eventuell wegen des Ganges der Uhr zu verbessern ist . Da somit t bekannt ist ,
so kann man aus (37) die Polhöhe bestimmen , wenn man die Deklination des Sterns
kennt .

Durch Anwendung der Differentialformel der sphärischen Trigonometrie (§13 , (20))
(II ) sin a dB = sin C dö — cos a sin B de — sin 6 cos C dA

auf das Dreieck PZS erhält man , wenn die in (II ) mit a , b, c bezeichneten Seiten
mit den Seiten x , 90° — d, 90° — cp des Dreieckes PZS identifiziert werden , und
der Winkel bei S mit r; bezeichnet wird ,

oder , da

ist ,

^ cosd cos »; sin »? dd
COS£ cos «

cos d cos r] — sin cp sin z

dcp — sin cp tangx dt sin »? sec« dd
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Ein Fehler in der beobachteten Durchgangszeit übt also einen um so geringeren
Einfluß auf <p aus , je kleiner z ist , d . h . je näher die Deklination des Sterns gleich
der Polhöhe des Beobachtungsortes ist . Für z = o wird rj = 90 ° und somit dcp = dö ',
ein Fehler der Deklination des Sterns geht also ganz in die Polhöhe über .

Gibt man der Gleichung (37) die Form

tang dcost = -—5—
tang rp

und bildet den Ausdruck für 1 — cos t , so folgt

(38) sin (f/>— d) = 2 sin 2ff siny cosd

Diese Gleichung wendet man an Stelle von (37) an , wenn cp näherungsweise bekannt ist .
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Bestimmung 204.
Lunisolarpräzession , in Länge 93, 100.

in Schiefe 93, 100.
Konstante der 88.
Bestimmung der Konstante der 278, 282.
Einfluß einer Korrektion der Konstante der L .

auf die Präzession in « und cf 279.
Einfluß einer Korrektion der Konstante der L .

auf die Nutation 139.

Meridian 39.
Meridianpunkt eines Kreises 41.
Methode der kleinsten Quadrate 10.
Mittag s. Mittlerer Mittag .

*) S. 16, Gleichungen (n a): Statt m [m — 1) lies [p \ (m — 1).
de Ball , Sphär . Astronomie . 25
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Mittelpunktsgleichung 50.
Mittlere Zeit 108.

Verwandlung in Sternzeit 112.
Mittlerer Fehler s. Fehler .
Mittlerer Mittag 112.

Sternzeit im 112.
Mittlerer Tag 112.
Mond , Länge in der Bahn 75.

Radiusvektor 74.
Länge des aufsteigenden Knotens der Mond¬

bahn 79.
Neigung der Bahn gegen die Ekliptik 79.
Länge des Perigäums 51.
Halbmesser , Bestimmung aus Sternbedeckungen

308.
Mondvermessungen 367 .
Parallaxe , Äquatoreal -Horizontal 187.

Konstante der Äq .-Hor .-Par . 187.
Bestimmung der Konstante

aus Zenitdistanzen 191.
» Sternbedeckungen 308 .

Masse , Bestimmung der 107.
Oassinische Gesetze 368.
Erster Meridian (Hauptmeridian ) 370.
Optische Libration 369.
Bestimmung der Lage eines Kraters gegen den

Mittelpunkt der Mondscheibe 365.
Selenographische Länge und Breite des Mittel¬

punktes der Mondscheibe 369.
eines Mondkraters 372.
des Ein - und Austrittspunktes bei Stern¬

bedeckungen 373 .
Unebenheiten des Randes 310 , 311 , 368.

IVadir 39.
Nadirpunkt eines Kreises 41 .
Napiersche Analogien 34.
Neigung einer Bahnebene 51.
Nordpunkt des Horizonts 40.
Normalgleichungen 18.

Auflösung 21, 25, 27.
Normalmeridian 117.
Numerische Differentiation 9.
Nutation in Länge und Schiefe 135.

in a und tf 135.
im Pos . W . 138.

Nutationsglieder 93.
Nutationskonstante 86.

Bestimmung 287.
Einfluß einer Korrektion der N. auf die Nuta¬

tion 139.

Ort eines Sterns , wahrerund scheinbarer 164.
Oskulierende Elemente 52.
Ostpunkt des Horizonts 40.

Parallaktischer Winkel 46.
Parallaxe 182.

in « und <i 184.
in Azimut und Zenitdistanz 188.
Einfluß auf den Halbmesser 190.
Horizontalparallaxe 208.
s. auch Sonne , bzw. Mond .

Parallaxe eines Sterns 142.
Bestimmung 159, 287.
relative P . eines Sterns 289.

Bestimmung aus Distanzen 290.
» Pos . W. 293.
» a Differ . 295.

s. auch Jährliche Parallaxe .
Polhöhe 39.

mittlere 250. ^
Veränderlichkeit 106, 247.
Bestimmung

Fundamentale 249.
Zenitdistanzen eines Sterns 379.
Gleiche Höhen zweier Sterne 381.
Horrebow -Talcotts Meth . 382.
Erster Vertikal 382.

Positionswinkel 49.
Beobachtung 238 .

Präzession in '/. und ß 128.
in « und <f 129, 133, 153.
im Pos . W . 138.
jährliche 132, 133.
Variatio saecularis 132, 133.
drittes Glied 132, 133.
allgemeine 93, 100.
durch die Planeten 93, 101.
s. auch Lunisolarpräzession .

Q uadrate , Methode der kleinsten 10.

Uadiale Geschwindigkeit 147, 159, 286.
Rechtwinklige Dreiecke , Formeln 36.
Reduktion vom mittleren Äquinox auf das

wahre 136.
auf den scheinbaren Ort 175.

Refraktion , Abhängigkeit von der Parallaxe
208 .

Berücksichtigung des Dunstdruckes 208, 220.
Abhängigkeit von der Dichtigkeit und Tempe¬

ratur der Luft 220.
Saalrefraktion 251.
Differentialausdruck der R . 205.
Integralausdruck 213.
Entwicklung für zs 3 8o° 213.

für z > 8o° 229.
Funktion der wahren Zenitdistanz 233.
Einfluß auf a und J 235.

auf Pos . W . und Dist . 235.
» ß- und J-Differenz 243.
» Finsternisse und Bedeckungen 305.

Refraktionskonstante 216.
Bestimmung 249.

Rektaszension 43.
berechnet aus >. und ß 48.
bezogen auf das mittlere und wahre Äquinox t27-
wahre und scheinbare 164.
Bestimmung 257.
Äbhängigkeit von der mittleren Zeit der Be¬

obachtung 259 .
Unterschied zwischen Tag - und Nachtbeobach¬

tungen 260.
Einfluß der Helligkeitsgleichung 263.
relative Korrektionen 263.
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Rektaszension , Korrektion des Äquinoktiums
264 .

s . auch Sonne ,
astrozentrische 362 .

Rotation der Erde s. Erde .
Rotationsachse eines kugelförmigen Himmels¬

körpers 361 .

Saalrefraktion 251 .
Scheinbarer Ort 164 .

Reduktion auf den 175 .
Schiefe der Ekliptik 44 .

mittlere 93 , 100 , 127 .
wahre oder scheinbare 100 , 127 .
Bestimmung 254 .

Siderisches Datum 17S .
Solstitialpunkte 43 .
Sonne , wahre Anomalie 52 .

mittlere und wahre Länge 52 .
mittlere scheinbare Länge 112 .
Perigäum 52 .
Länge des Perigäums 52 .
Rektaszension , durch Beob . 257 .

berechnet aus P. und ß 265 , 266 .
Deklination , durch Beob . 256 .

berechnet aus X und ß 265 , 266 .
Parallaxe 186 .

Bestimmung 196 .
Beziehung zwischen Aberrationskonstante und

198 .
Heliographische Länge und Breite eines Sonnen¬

fleckes 364 .
s. auch Sonnenfinsternisse , Sonnensystem .

Sonnenfinsternisse 312 .
Bedingung für das Eintreten 314 .
Vorausberechnung für einen Ort

nach Hansen 330 .
» Bessel 334 .

Nördliche und südliche Grenzkurve 340 .
Kurve der zentralen Finsternis 343 .
Dauer der Totalität oder Ringförmigkeit 343 .
Anfangs - und Endpunkt der zentr . F . 348 .
Östliche und westliche Grenzkurve 344 .
Erste und letzte Berührung 348 .
Berührungspunkte der nördl . und südl . mit der

östl . und westl . Grenzkurve 349 .
Instantane Durchschnittskurve 350 .
Hörnerbeobachtungen 352 .

Sonnensystem , Eigenbewegung 280 , 282 , 286 .
Sphärische Trigonometrie s . Trigono¬

metrie .

Sternbedeckungen 297 .
Yorausberechnung für einen Ort 300 .
Einfluß der Refraktion 305 .
Längenbestimmung 304 , 311 .
Bestimmung des Ortes , des Halbmessers und

der Parallaxe des Mondes 308 .
Selenographische Länge und Breite des Ein -

und Austrittspunktes 373 .

Sternkataloge , Vergleichung zweier 267 .
Reduktion auf ein mittleres System 271 .
Gewichtsbestimmung 274 .

Sternströme 157 .
Sterntag 113 .
Sternzeit 43 .

Verwandlung in mittlere Zeit 112 .
Störungen , säkulare , periodische 52 .
Stundenkreis 43 .
Stundenwinkel 43 , 44 .
Südpunkt des Horizonts 40 .

Tägliche Bewegung 40 .
Talcott - Horrebowsche Methode 382 .
Trigonometrie , sphärische 29 .

Fundamentalformeln 32 .
Gaußsche Gleichungen 36 .
Napiersche Analogien 36 .
Rechtwinklige Dreiecke 36 .
Differentialformeln 37 .

TTntergangszeit eines Sterns 121 .
der Sonne 123 .
des Mondes 124 .

Variatio saecularis 132 , 133 .
Vertikal , erster 40 .
Verwandlung , « und d in X und ß 47 .

« und tf in Azimut und Zenitdist . 46 .
X und ß in a und d 48 .

Wahre Zeit 112 .
Verwandlung in mittlere Zeit 114 .

Wahrer Ort eines Sterns 164 .
Wahrscheinlicher Fehler s . Fehler .
Westpunkt des Horizonts 40 .
Wilkens , Rekursionsformel 227 .

Zeit , mittlere 108 , 112 .
wahre 108 , 114 .
Sternzeit 43 , 112 .
Auf - und Untergangsz . 121 , 123 , 124 .
Kulminationszeit 118 .
Bestimmung

Zenitdistanz eines Sterns 374 .
gleiche Höhen zweier Sterne 376 .
im Vertikal des Polarsterns 378 .

' Zeitgleichung 114 .
Zenit 39 , 183 .

geozentrisches 183 .
Zenitdistanz eines Sterns 40 .

berechnet aus « und d 46 .
scheinbare 206 .
wahre 208 .

Einfluß der Veränderlichkeit der Polhöhe 247 .
mittlerer Fehler einer 252 .

Zenitpunkt eines Kreises 41 .
Zirkumpolarstern 42 .



Berichtigungen.

S. 16, Z . 4 statt m (m — i ) lies {p ]{m — i )
S. 63, Z. 13 und 14 v. u . Den Gleichungen ist die Nummer (25») hinzuzufügen
S . 73, Z. 1 statt cos2ö lies cos2bc
S. 195, Z. 5 v. u. statt sinp lies sin ^ !
S. 223, Z. 9 statt ez‘ lies eZ2
S. 287 und 288, Gleichungen (6), (7) und (9) statt m, v, u \ v' lies vx, ui , v[.

Druck von Breitkopf & Härtel , Leipzig.
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