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Erster Teil
Bewegung starrer Korper in Luft.

In der Mitte des 17. Jahrhunderts begann man sich von
der Hilfe der die vorwissenschaftliche Bewegungslehre vollig
beherrschenden Kraftvorstellungen einigermafen unabhiingig zu
machen und zu reinen Bewegungsbeobachtungen iitberzugehen.
Die technische Schwierigkeit derselben und die Verschieden-
artigkeit der natiirlichen Bewegungsvorginge lieB die Auffindung
umfassender und einfacher Gesetze als von einem gliicklichen
theoretischen Gedanken abhiingig erscheinen.

Es waren folgende Bewegungstypen bekannt: Die meisten
Kérper fallen in Luft und in Wasser, Holz steigt aber in
Wasser empor. Die Schneeflocken fallen mit gleichférmiger
Geschwindheit (ungefibr 20 cm/sec), ebenso die kleineren
Regentropfen (diese aber mit ungefihr 1000 cm /sec). Der
freie Fall eines Steines ist die komplizierteste Fallbewegung.
Sie findet mit stets zunehmender Geschwindheit statt. Die
geradlinige Bewegung auf horizontaler Bahn findet hingegen
mit stets abnehmender Geschwindheit statt. Alle geradlinigen
Bewegungen scheinen hiernach ungleichférmig zu sein. Als
einfachster Typus der Bewegungsvorgiinge erschien die gleich-
formige Kreishewegung der Himmelskdrper.

I. Die Beschleunungen.
1. Die Fluxion der Geschwindheit.

1. Eine wesentlich neue Theorie der Bewegungen riihrt
von Galileo Galilei (1638) her. KEr erkannte den freien Fall
eines schweren Korpers als eine von stérenden Nebenwirkungen
sehr wenig beeinflubte, also typische Form der Bewegungs-
erscheinungen. Volumingse und leichte Korper werden durch
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4 Bewegung starrer Korper in Luft.

die Luft oder die Fliissigkeit, in welcher sie fallen, in ihrer
Bewegung verschiedenartig beeintflubt. Galilei suchte ein
Medium herzustellen, in welchem alle Korper in gleicher Weise
fallen, eine Versuchsreihe, welche durch Torricelli und
Guericke (1650) abgeschlossen wurde. In verdiinnter Luft
fillt eine Flaumfeder oder Schneeflocke nach demselben Ge-
setze wie ein Bleistiick in normaler Luft.

2. Die annithernde Griiltigkeit des Gesetzes der konstanten
Beschleunung des Falles schwerer Korper in Luft wies
Gralilei nach, indem er verschiedene Korper von verschiedenen
Stockwerken eines Turmes fallen lieB und die Fallzeiten mit
primitiven Wasseruhren maf.

Es wiire verlorene Miihe, die Giiltigkeit des Fallgesctzes
durch miglichst genaue Ausmessung feststellen zu wollen.
Der Fortschritt und die GewiBheit in der theoretischen Physik
beruhen nicht auf der Ausmessung vereinzelter Erscheinungen,
sondern auf der erfolgreichen Zusammenfassung sehr mannig-
faltiger Erscheinungen durch einfache Gesetze. Man geht nicht
fehl, wenn man die ideal genaue Giiltigkeit dieser Grund-
gesetze annimmt, und die stets zu beobachtenden kleinen Ab-
weichungen stirenden Nebenumstiinden zuschreibt.

Das Fallgesetz wurde nicht auf Grund von Messungen des
freien Falles, sondern durch die Aufstelluing der Gravitations-
theorie verbessert.

3. Der freie Fall und der Wurf nach aufwiirts werden
durch dasselbe Gesetz dargestellt, wenn man abwiirts gerichteten
Geschwindheiten das umgekehrte Vorzeichen gibt als aufwiirts
gerichteten. Die Geschwindheit » ist die Fluxion der Hohe 4
eines sich in der Lotrechten bewegenden Korpers und seine Be-
schleunung ¢ definieren wir als die Fluxion der Geschwindheit

v = fa, g=1.

Hieraus folgt:

v-a'7=g-lrl-.

Bei freier Bewegung in der Lotrechten ist die Beschleunung
von der Grilie der Geschwindheit unabhingig, fiir alle Korper
von gleichem negativem Wert — g,. Ks ist also:
® 0= = gyl
oder

dvi= —2g¢g,-dh.



Die Fluxion der Geschwindheit. D

Dies ist eine zeitfreie Form des Fallgesetzes: Das
Quadrat der Geschwindheit ist pro Zentimeter Hohendifferenz
um den konstanten Betrag — 2¢, verschieden. Ist die Bahn
des Korpers gegeben, so bestimmt diese Form des Fallgesetzes
die Bewegung vollstindig.

4. Hier lenkte die Riickwirkung der technischen Mechanik
auf die Bewegungslehre die Untersuchungen (ralileis auf ein
praktisch sehr wichtiges, aber nicht auf dem geraden Wege
des nachmaligen wissenschaftlichen Fortschrittes liegendes
Gebiet.

Die vielfachen Krfahrungen iiber die Wirkung der
Maschinen konnte auch auf das Fallproblem angewendet
werden. Ks ist bekannt, dal man durch verschiedene Mecha-
nismen die Richtung der Geschwindheit eines Korpers miihelos
indern kann, so daf ein fallender Kérper zum Steigen gebracht
werden kann. Ferner ist es aber bekannt, daB man diesen
Korper bei beliebigen Auf- und Abwiirtshewegungen miihelos
nicht héher bringen kann als er anfangs war. Dies setzt aber
eine von der KForm der Bahn unabhiingige Beziehung
zwischen Hohe und Geschwindheit voraus.

Das zeitfreie Gesetz des lotrechten Falles gilt also fir
alle Bewegungen schwerer Korper mit oder ohne Mitwirkung
solcher Maschinen.

5. Bezeichne s die in der gegebenen krummlinigen Bahn
zuriickgelegte Wegliinge, so ist:

v=4
und es folgt aus 3. (a)
S0 = —govjb,
oder
: dh
(a) B =iy 5 s

Die Fluxion der Geschwindheit ist gleich der Beschleunung
des lotrechten Falles multipliziert mit der Steigung der Bahn.

6. Kinen charakteristischen Spezialfall dieses Gesetzes
bildet die Bewegung in aufgezwungener horizontaler Bahn.
Bei einer solchen ist nach 5.(a) die Fluxion der Geschwindheit
Null, diese also unveriinderlich. Ks ist dies das sogenannte
Beharrungsgesetz.  Vor Galilei nahm man an, daB ein un-
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beeinfluBter Korper auf horizontaler vollkommen widerstands-

freier Bahn allmihlich seine Geschwindheit verlieren miisse.

Diese Beharrung zeigt z. B.

der Kborper eines Horizontal-

pendels, welcher in einem hori-

zontalen Kreise um die in

feinen Lagern laufende vertikale

Drehungsachse des Pendels um-
liuft (Fig. 1),

7. Ist die Drehungsachse

Fig. 1. des Pendels horizontal, so kann

sich der Kérper nur in einem

Kreise von vertikaler Ebene bewegen. Die Steigung dieser

Bahn ist:

h . i B
g, =sie =,
worin ¢ der Ausschlagswinkel, s die vom tiefsten Punkte der
Bahn gemessene Exkursion, welche nicht groB sein moge, und
[ die Pendellinge ist.
Hieraus folgt nach 5. (a) fiir die Fluxion der Geschwindheit
des Pendelkorpers
o

(a) T = —g,8ine = — s

Die Beschleunung des Pendelkorpers in seiner Bahn ist
bei kleinen Exkursionen
denselben  angeniihert
proportional.

8. EinKorper werde
durch einen nicht dehn-
baren, sehr leicht hieg-
samen Faden gezwungen
einen Kreis, dessen
Mittelpunkt der Auf-
hangepunkt o (Fig. 2)
sein muB wund dessen
Ebene vertikal sein
mige, zu beschreiben.
Schligt der Faden an den Stift o, so @ndert sich die Bahn
und der Korper liuft nun in einem Kreise von kleinerem
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Radius um o, als Mittelpunkt, kommt in @, zur Ruhe und
kehrt sogleich auf gleichem Wege nach «; zuriick, wo er
wieder umkehrt. Dieses Galileische Pendel ist ein Mecha-
nismus, welcher die in § 4 erwithnten Anderungen der Bahn
eines bewegten Korpers in recht tadelloser Weise ausfithrt.
Der Erfolg ist der vorausgesagte. Die Ruhepunkte ¢, und a,
liegen merklich in gleicher Hohe, die Geeschwindheit des Korpers
ist im tiefsten Punkt der Bahn sichtlich am gréfiten und iiber-
haupt in gleichen Hthen auf beiden Seiten der Bahn gleich
groBl, obwohl diese unsymmetrisch ist.

9. Von weitaus groBerer theoretischer Bedeutung ist die
Verallgemeinerung des KFallgesetzes in seiner urspriinglichen
Form, obgleich diese zuniichst nur fiir geradlinige Fall-
bewegungen gilt. Nachdem einmal erkannt war, daB die Be-
schleunung des lotrechten Falles konstant ist, lenkte sich die
Aufmerksamkeit auf die Fluxion der Geschwindheit anderer
geradliniger Bewegungen und man fand diese immer durch
sehr einfache und umfassende Gesetze bestimmt. Besonders
interessant ist, dafl, ebenso wie beim freien Fall, Korper von
verschiedener Geschwindheit unter sonst gleichen
Umstinden gleiche Beschleunung zeigen.

10, Eine sehr hiiufig unter den verschiedensten
Bedingungen auftretende geradlinige Bewegungsform
ist die Sinusschwingung und es soll gezeigt werden,
dalfl diese durch Angabe der Beschleunung des be-
wegten Korpers am einfachsten beschrieben wird. So
bewegt sich z B. ein an einer elastischen Feder auf-
gehiingter Korper (Fig. 3), wenn man ihn zunichst
abwiirts zieht und dann der Wirkung der Feder iiber-
liBt. Je nach der Grofe der anfiinglichen Dehnung
derselben kann man Schwingungen von sehr verschie-
dener Weite erhalten. Das Gesetz einer solchen perio-  Fig. 3.
dischen Bewegung zu bestimmen ist leicht, die hierzu
dienenden experimentellen Methoden sollen weiter unten mit-
geteilt werden. Der Abstand s des Kérpers vom Mittelpunkt seiner
Bahn (die Exkursion) bestimmt sich als Funktion der Zeit ¢ durch

. 27
s=asin—¢.
T
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Der Korper entfernt sich hiernach nie mehr als um die
konstante Strecke a (die Amplitude) vom Mittelpunkt der Bahn
und kehrt nach der konstanten Zeit z (der Schwingungsdauer)
an denselben Ort und in denselben Bewegungszustand zuriick.
Die Schwingungsdauer muB eine Funktion der Amplitude sein,
da wir nur diese frei wihlen kdnnen, oder sie mul} fir jede
Amplitude denselben Wert haben. Letzteres trifft mit groBer
Anndherung zu.  Wir bestimmen 4nit Hilfe einer Uhr mit
auslisbarem Sekundenzeiger, dafl z. B. der Korper 50 Schwin-
gungen von 1 c¢m Amplitude in 59,3 Sekunden ausfiihrt, hin-
gegen H0 Schwingungen von 30 cm Amplitude in 59,1 Sekunden.
Die kleine Differenz erklirt sich mehr durch Beobachtungs-
fehler als durch die unvollkommene Elastizitit der Keder.

Aus dieser Gleichung erhiilt man die Geschwindheit

. 2n 2n
V=8§=—acos—¢
T T

und endlich die Beschleunung
5 4n? . 27
R E —rn sin = t
des schwingenden Kborpers.
Samtliche Variable der Sinusschwingung stehen also zu-
einander in irrationalen oder transcendenten Beziehungen. Nur

die Beschleunung folgt einem einfachen Gesetz. Sie ist stets
der Dehnung s der Feder proportional

Der Proportionalitiitsfaktor ist durch den Mechanismus
vollig bestimmt, von der Amplitude der Schwingungen un-
abhiingig.

11. Die Differentialgleichung
(a) §= —ues,
worin x eine Konstante ist, hat umgekehrt eine Sinusschwingung
als Integral, deren Schwingungsdauer

=27

#

ist. Nach 7.(a) erfiillt auch die Beschleunung eines Pendel-
korpers mit Annitherung ein Gesetz von der Form 11.(a), also
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fithrt ein Pendel bei kleinen Amplituden mit Anniiherung Sinus-
schwingungen in horizontaler Richtung aus, deren Schwingungs-
dauer

(b) r= 27:]/;;

ist. Beriicksichtigt man aberdie genauere Formder Gleichung 7.(a)
so ergibt sich eine Abhiingigkeit der Schwingungsdauer von
der Amplitude a. Kine fiir die meisten Zwecke hinreichende
Annitherung wird durch die etwas genauere Formel

i
—on(14+ o))/l

gegeben. Wir konstatieren z. B. wieder, daB ein Fadenpendel
von 96,5 em Linge 50 Schwingungen von sehr geringer Ampli-
tude in 99,6 Sekunden ausfithrt, hingegen 50 Schwingungen,
deren Bogenlinge a = 49 em ist, in 101,1 Sekunden, was mit
obiger Formel gut iibereinstimmt.

12. Die Schwerebeschleunung g, lifit sich, wie wir nun
einsehen, viel bequemer und also genauer durch Beobachtung
eines Fadenpendels als eines freien Falles bestimmen. Man
braucht nur die Liinge und die Schwingungsdauer des Pendels
auszumessen und erhilt nach 11. (b)

Die Messung der Pendelliinge 1iBt sich freilich nur ungenau
durchfithren. Als Ort des kleinen kugelférmigen Pendelkirpers
kann (nicht ohne Fehler) sein Mittelpunkt angesehen werden.
Von groflerem KinfluB auf das Messungsresultat ist der Um-
stand, daB der Mittelpunkt der Kreisbahn des Pendels wegen
der Fadensteifheit um ein betriichtliches Stiick unter dem Auf-
héangepunkt liegt. Man wird die Pendellinge also immer etwas
zu grob annehmen und einen zu hohen Wert der Schwere-
beschleunung erhalten. Doch lifit sich diese Methode, wie
weiter unten ausgefithrt werden wird, bedeutend verfeinern.
Der richtige Wert der Schwerebeschleunung ist

7, = 981 cm/sec?,
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YVektorische Summe und Fluxion.

13. Die Geometrie beruht auf Naturbeobachtung, und
besonders die physikalischen Beobachtungen haben auf viele
eigenartige geometrische Beziehungen aufmerksam gemacht,
und die Liosung der neu entstandenen geometrischen Probleme
vorbereitet. Auch zu dem Zusammenwirken der hiheren
Algebra mit der Geometrie haben mehrfach physikalische Pro-
bleme den AnstoB gegeben. So entstanden Denkvorschriften,
welche den algebraischen Rechenregeln nachgebildet sind und
deren Richtigkeit algebraisch erwiesen wird, und welche doch
geometrische Schliisse vermitteln, ja sogar ein erstaunlich
dkonomisches geometrisches Denken ermoglichen. Diese geo-
metrische Rechenkunst heilit Vektoranalysis, eine kanonische
Form derselben ist die analytische Geometrie. Die allgemeine
Form der Vektoranalysis rithrt von Grassmann und
Hamilton her.

Es handelt sich vor allem darum, direkt mit jenen geo-
metrischen Begriffen zu rechnen, welche physikalische
Realitit haben, d. h. direkt meBbar sind, und durch einfachste
Naturgesetze zusammenhingen, und nicht mit allgemeineren
oder weniger allgemeinen analytischen Begriffen.

14. Es gibt folgende physikalisch wichtige analytische
Grundgebilde:

1. Die benannte Zahl oder der Skalar.

2. Der Vektor. Dieser ist durch drei Zahlen bestimmt.
Er kann unter dem Bilde eines Punktes (Anfangspunkt) und
einer von demselben ausgehenden gerichteten Strecke, oder
eines durch den Anfangspunkt gehenden, beliebig begrenzten
ebenen Flichenstiickes oder endlich unter dem Bilde einer
unbegrenzten, nicht durch den Anfangspunkt gehenden Ebene
vorgestellt werden.

3. Die Dyade. Diese ist durch neun Zahlen oder drei
Vektoren bestimmt. Man kann sich dieselbe unter dem Bilde
einer Fliche zweiter Ordnung, deren Mittelpunkt der Anfangs-
punkt ist, vorstellen.

4, Die Triade. Diese ist durch 27 Zahlen oder neun
Vektoren oder drei Dyaden bestimmt.
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Von hoheren Gebilden sind besonders die symmetrischen
Tetraden fiir die Erscheinungen in kristallischen Medien wichtig,
welche Medien wir aber nicht betrachten werden.

15. Einen Vektor bezeichnen wir durch einen deutschen
Buchstaben. Der gleiche lateinische Buchstabe bezeichnet die
Griofe des Vektors ohne Riicksicht auf seine Richtung.

Dyaden bezeichnen wir mit groBen griechischen Buchstaben.

16. Haben zwei Vektoren a und b
gleiche GroBe, aber verschiedene Richtung
(Fig. 4), so bezeichnen wir dies durch

a=h.

Haben sie gleiche Richtung und gleiche
GroBe, so nennen wir sie vektorisch b
gleich und bezeichnen dies durch

azb.

Die Ziffer 3 itber dem Gleichheitszeichen Fig. 4.
bedeutet, daB es sich hier um die Gleich-
heit von drei Bestimmungsstiicken handelt, oder dafl wir die
vektorische Gleichung durch drei algebraische ersetzen konnen.
Fiir das Lesen vektorischer Gleichungen sind diese Ziffern
sehr forderlich, bei nicht fiir den Druck bestimmten, rasch
durchgefithrten Rechnungen wird man sie aber meist weglassen.

Bezeichnen wir z. B. die GroBen der Projektionen eines
. Vektors a auf die Koordinaten mit a, @ a,, so ist obige
vektorische (Gleichung #quivalent mit

aa=bz, ﬂ.’y=by, a:=bz'

Eine vektorische Rechenregel fithrt auf identische
algebraische Gleichungen, wodurch ihre Richtigkeit erwiesen
werden kanu.

Die Parallelitit ungleich groBer Vektoren kénnen wir be-
zeichnen durch

a=kb oder %éb,

worin %k eine unbekannte oder belichige Zahl darstellt. Diese
Gleichung ist iquivalent den zwei algebraischen Gleichungen

] ay @

b. b, b
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Wird 2 = — 1 angenommen, so sind die Vektoren gleich
und entgegengesetzt gerichtet
a< —b.

17. Man nennt einen geradlinigen Weg v, welcher von
demselben Ausgangspunkt 0 (Fig. 5) zu demselben Endpunkt 2

Fig. 5. Fig. 6.

fihrt wie zwei eine gebrochene Linie bildende Wege v, und v,,
die vektorische Summe derselben und bezeichnet dies durch
viy +v,.

Addiert man in dieser Weise zu dem Vektor v, den
Vektor — v,, so erhiilt man als dritte Seite des Dreiecks die
vektorische Differenz (Fig. 6)

Fig. 1. Fig. 8.

Von den beiden Diagonalen eines Parallelogrammes, dessen
Seiten die Vektoren v, und v, bilden, ist die eine die Summe,
die andere die Differenz der beiden Vektoren (Figg. 7 und 8).
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18. Jeder Vektor ist die vektorische Summe seiner ana-
lytischen Komponenten

p = ivx+ivy+fv:.

Mit ijf bezeichnen wir drei aufeinander senkrecht ge-
gebene Vektoren, welche simtlich die Grifle 1 haben und die
Koordinatenrichtungen zy z definieren.

Projiziert man das Vektorendreieck auf die Koordinaten-
richtungen, so erkennt man, daf die Komponenten der vek-
torischen Summe zweier Vektoren gleich der algebraischen
Summe der Komponenten der Vektoren sind. Wenn

TS IS
80 ist:
v, = v, + vz, v, = v, + vy, v, =+ v;.

19. Die Gleichung
8+ Kb+ kL0,

worin %, und 4, beliebige Zahlen sind, ist “quivalent der
algebraischen Gleichung:

&uxbmcm
Iaybycy =0

az bz cz

und bedeutet, dall die drei Vektoren a, b und ¢ derselben
Ebene parallel (koplanar) sind.

20. Man ersieht leicht auf synthetischem Wege oder kann
analytisch erweisen, dal} alle al-
gebraischen Rechenregeln sich
auf Summen und Differenzen zweier
oder mehrerer Vektoren anwenden
lassen.

Man kann den geraden Weg 12
(Fig. 9) als die Differenz der Vek- ©'
toren v, und v, ansehen, welche
von einem beliebigen Nullpunkt0 N
zu  den Endpunkten desselben T R
gehen, Oder auch als die Summe Ty
aller Elemente b’ einer gebrochenen Fig. 9.

by

N

e e
"
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Linie, welche von 1 nach 2 fithrt, doch miissen alle Vektoren v,
als im gleichen Fortlaufssinne gerichtet angenommen werden
E v = v,—0,.

21. Vektorische Integration. Wir konnen einen krummen
Linienzug als zusammengesetzt aus kleinen Vektoren 48 be-
trachten, deren Richtungen in
gleichem Fortlaufssinne lings der
Kurve gezihlt werden. Die Summe
dieser unendlich vielen, unendlich
kleinen Vektoren ist gleich dem
Vektor (8, — §,), der vom Anfangs-
punkte 1 zum KEndpunkte 2 der
Kurve geht (Fig. 10).

2
Fig. 10. fdgééz—él-
1

Die Summe aller in gleichem Umlaufssinne gerichteten
Elemente du einer geschlossenen Linie u ist also Null

;lfduéo.

22. Die Fluxion eines Vektors. Zur Vorbereitung fiir den
nichsten Teil der Bewegungslehre betrachten wir die zeitlichen
Veriinderungen eines Vektors (Fig. 11). Halten wir den Anfangs-
punkt 0 des Vektors fest und liuft der Pfeil a desselben mit gleich-

__- tormiger Geschwindheit lings einer
c beliebig gerichteten geraden Linie,
so nennt man den Vektor gleich-
formig verfinderlich. Ist der Pfeil
zur Zeit ¢ in a und zur Zeit ¢ in o,
so ist die Strecke aa’ die Ande-
rung des Vektors, d. i. die Diffe-
renz (8 — 8 und man nennt den
proportionalen Vektor:
¥ 8
t—t
die Fluxion des Vektors & Diese
ist also die Geschwindheit des Pfeiles dieses Vektors, wenn
letzterer als Strecke dargestellt wird.

[T

Fig. 11.
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Bewegt sich der Pfeil, wie dies bei allgemeiner Ver-
inderlichkeit des Vektors eintritt, mit ungleichformiger Ge-
schwindheit lings einer krummen Linie, so ist doch die
Veréinderung d§ des Vektors wihrend jeder kurzen Zeit d¢
als eine gleichformige zu
betrachten (Fig. 12). Der
Vektor.
ds
di
hat einen bestimmten end-
lichen Grenzwert und eine
bestimmte  Grenzrichtung.
Er ist die Geschwind-
heit des Pfeiles des Vek-
tors 8 und heifit die Fluxion
dieses Vektors

R

Ks ist also auch die Geschwindheit v eines bewegten
kleinen Korpers die vektorische Fluxion des Radiusvektors &,
welcher von einem beliebigen festen Nullpunkt 0 gegen den
Korper reicht.

p 2+

Fig. 12.

23. Aus der analytischen Darstellung der vektorischen
Summen und Differenzen folgt sofort, daB die Komponenten
der Fluxion eines Vektors gleich den Fluxionen der Kom-
ponenten desselben sind:

v,=$,, ”y_—'":y’ v,=S_.

24, Die Fluxion der Summe zweier Vektoren ist gleich

der Summe der Fluxionen dieser Vektoren:

d

L d d
g WY put oo,

eine Identitiit, welche sich leicht analytisch darstellen lift
und deren synthetischer Beweis auch nicht sehr kompliziert ist.
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2. Die vektorische Fluxion der Geschwindheit.

25. Der Sieg der Galileischen Bewegungstheorie wurde
erst vollstiindig durch ihre Krfolge in der Theorie der Planeten-
bewegung.  Die gleichformige Bewegung der Planeten im
Kreise stellt offenbar ebenfalls einen einfachsten Typus der
Bewegungsvorgiinge dar, welcher aber zuniichst auBerhalb des
von der Galileischen Theorie beherrschten Gebietes zu liegen
schien, bis Christian Huyghens (1670) zeigte, daB auch die
gleichformige Bewegung im Kreise als eine gleichférmig
beschleunte Bewegung aufzufassen ist. Freilich erfordert
dies eine tiefgreifende Anderung der Definition der Be-
schleanung.

Die Anderung der Richtung einer Geschwindheit tritt
oft unter ganz #hnlichen Bedingungen und anstatt einer
Anderung der GrioBe der Geschwindheit ein. Man kann all-
gemeine Gesetze fiir krummlinige Bewegungen nur aufstellen,
wenn man diese beiden Anderungen als iquivalent betrachtet.
Der Begrift Beschleunung hat
nur dann umfassende Wichtig-
keit, wenn man auch eine Ande-
rung der Richtung einer ihre
Griobebewahrenden Geschwind-
heit als eine Beschleunung
bezeichnet. Dieser Name ist
dem neuen Begriffe so schlecht
angepabt, dall seine Anwendung
zu scheinbar paradoxen Sitzen
fiihrt, doch ist derselbe all-
gemein eingefihrt.

26. Jener Vektor, welcher
bei allen Bewegungsvorgingen
durch direkte Gesetze bestimmt

Fig. 13. ist und welchen man seit

Huyghens als die Be-

schleunung des bewegten Korpers bezeichnet, ist die vek-
torische Fluxion der Geschwindheit desselben.

Stellen wir die Geschwindheit des betrachteten Korpers
zur Zeit ¢ durch die Strecke 01 (Fig. 13) und zur Zeit (¢ 4+ d4)
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durch 02 dar, so ist der kleine Vektor 12 die vektorische
Anderung dv der Geschwindheit, und der Vektor
s Ao sa
g*,; oder g
wird die Beschleunung des bewegten Kiérpers genannt. Er
wird durch die Geschwindheit dargestellt, mit welcher sich der
Pfeil der Strecke v in dem Diagramm Fig. 13 bewegt.

27. Die algebraische Fluxion der Griobe der Geschwind-
heit, welche urspriinglich als Beschleunung bezeichnet wurde,
Leillt heute die Beschleunung in der Bahn und hat nicht
das geringste theoretische Interesse. Sie bestimmt sich durch

® = g cos(q,v)
als die Projektion der vektorischen Fluxion g der Geschwind-
heit auf die Bahnrichtung.

28. Die Ebene des Vektorendreiecks w, (v + dv) und g
ist die Schmiegungsebene der Bahn des Kérpers in dem
betrachteten Punkte derselben. Es liegt also die Geschwindheit v,
die Beschleunung g und der Kriimmungsradius der rium-
lich gekriimmten Bahn stets in einer Ebene.

29. Bei den geradlinigen Bewegungen hat die Beschleunung
sowohl als die Geschwindheit dieselbe konstante Richtung und
es ist die vektorische
Beschleunung gleich
der Beschleunung in
der Bahn:

=4
9’—'(“'

gt

Auch als eine
einfache Bewegungs-
form ist nach Huy-
ghens eine krumm-
linige Bewegung an- Fig. 14.
zusehen, deren Ge-
schwindheit konstante GroBe bewahrt. Fig. 14 stellt die beiden
Vektorendreiecke dar, welche die Definition der Geschwindheit
und Beschleunung illustrieren. Die erstere ist nach § 22 die
Fluxion des Radiusvektor, welcher von einem heliebigen festen

Jaumann, Bewegungslehre, 2
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Punkt gegen den bewegten Korper a reicht. Als solchen wiihlen
wir den momentanen Kriimmungsmittelpunkt 0. Der Radius-
vektor ist also wihrend des niichsten kleinen Zeitelementes
der Krimmungsradius ¢ der Bahn und die Vektorendreiecke
stellen die Definitionen:

(a) pEf und g9

dar. Da sowohl v als v ihre GriBe bewahren, steht die Be-
schleunung auf der Geschwindheit und diese auf dem Radius
immer senkrecht. Dieselbe geometrische Operation, welche
v aus ¢ ableitet, ergibt auch g aus v. Es ist also g um zwei
rechte Winkel gegen r verdreht und hat sonach die genau
entgegengesetzte Richtung. Kndlich folgt aus der Gleich-
heit dieser Operationen (aus der Ahnlichkeit der Vektoren-
dreiecke) die algebraische Beziehung:

30. Die Kreishewegung. Bei der gleichférmigen Bewegung
im Kreise hat der Radius und also die Beschleunung konstante
Grofe, sie ist immer gegen den Mittelpunkt gerichtet und heilst
Zentralbeschleunung. Die Definitionsgleichungen der Ge-
schwindheit und Beschleunung nehmen die Form an

v = ol und o B 2T r
B 9= r A
worin 7 die Umlaufszeit ist.
31. Wir konnen an
jedem beliebigen speziellen

Bewegungsfalle die Vor-

5 teile der Huyghensschen
e“‘ | “E Beschleunungstheorie er-
weisen,

Kin Kérper a kann
sich lings des horizontalen
Stabes ao (Fig. 15) ver-

Fig. 15. schieben. Seine Entfernung

vondem beliebigenPunkte 0

des Stabes werde mit » bezeichnet. Er ist mit dem Punkte &
durch eine elastische Feder verbunden, und in der Ruhelage
sei » = 7, Schwingt der Korper in der Richtung des Stabes
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mit der Schwingungsdauer z, so zeigt derselbe nach
§ 10 eine Beschleunung

§
o <(r =),

g
welche sich als Anderung der GriBe der stets gleichgerichteten
(Geschwindheit zu erkennen gibt.

Lassen wir hingegen den Stab um eine vertikale durch o
gehende Achse gleichmiiig mit der Umlaufszeit 7, rotieren,
so stellt sich der Kérper in den Radius r, dauernd ein. Die
Feder ist wihrend der Rotation gespannt und der Kiérper zeigt
zwar keine Beschleunung in der Bahn, wohl aber eine Zentral-
beschleunung g,, welche sich als Anderung der Richtung
der gleichférmigen Geschwindheit zu erkennen gibt und welche
wieder die Richtung.der gespannten Feder hat.

Wir stellen durch Messung der Umlaufszeit z, mittels
eines Tourenzihlers, der Schwingungszeit z und des Radius r,

fest, dab
ri
n=ro (i)

Die Dehnung der Feder wiichst also sehr rasch, wenn die
Umlaufszeit abnimmt, und wiirde den Grenzwert oo erreichen,
wenn die Umlaufszeit z; ebenso klein als die Schwingungs-
dauver 7 wiirde. Nach Huyghens ist nun

2 2
gi= = 4:; == 4:-: (ry—70)-

Die Zentralbeschleunung ¢, ist also wiihrend der
Rotation durch dasselbe Gesetz als Funktion der Dehnung
(r,—r,) der Feder bestimmt als die Galileische Be-
schleunung ¢ der geradlinigen Schwingung.

32, Zweites Beispiel: Bei dem schiefen Wurfe ist die
vektorische Fluxion g der Geschwindheit stets nach abwiirts
gerichtet und der Beschleunung g, des freien Falles gleich.
Stellen wir die Geschwindheit durch eine von dem festen
Punkte @ ausgehende Strecke dar, so durchliuft der Pfeil
derselben mit der konstanten Geschwindheit g, eine lotrechte
Gerade nach abwiirts (Fig. 16). Wir haben hiermit die
Gleichung

g =0
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unter Einfithrung des bekannten Wertes der Beschleunung
integriert, und es ist uns nun die Geschwindheit als Funktion
der Zeit bekannt. Sie ist anfangs nach aufwirts gerichtet, dreht
sich immer mehr in die Horizontale, wobei sie immer kleiner
wird. Zu jener Zeit, zu welcher der Korper den hichsten
Punkt seiner Bahn erreicht hat, also die Geschwindheit hori-
zontal ist, hat sie ihren kleinsten Wert. Dann dreht sie sich
weiter nach abwiirts und wird wieder grifer. Die Relativ-
bewegung gegen einen Punkt, der sich mit der Minimal-
geschwindheit in horizontaler Richtung bewegt, ist gleich einer
lotrechten Wurfbewegung. Hiernach lablt sich die (parabolische)
Wurfbahn konstruieren. 74

Fig. 16. Fig. 17.

33. Ist die Beschleunung g einer beliebigen Bewegung als
Funktion der Zeit durch direkte Gesetze gegeben, so konnen
wir wie in dem eben behandelten einfachen Falle den Pfeil
der Geschwindheit v mit der gegebenen variablen Geschwind-
heit g bewegt denken, so dab er in dem Diagramm (Fig. 17)
die Bahn 4,44 beschreibt. Wenn der Vektor ab, die An-
fangsgeschwindheit darstellt, so stellt der Vektor ab jederzeit
die gesuchte Geschwindheit des Korpers dar. Hiermit ist die
Definitionsgleichung

g=
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integriert. Die Definitionsgleichung

wLd
wird in derselben Weise integriert (Fig. 18), wodurch man fiir
jede Zeit den Ort 8 des bewegten Korpers «, d. h. den von

einem beliebigen festen Punkte o bis zu dem Korper reichen-
den Vektor § und damit die Bahn desselben erhilt.

Fig. 18.

Diese Rechnungen werden wesentlich erleichtert durch
die Verwendung der vektoranalytischen Multiplikationen.

Die skalaren und rotorischen Produkte zweier Vektoren.

34. Grassmann bezeichnet den Skalar § als das innere
oder skalare Produkt der Vektoren a und b durch das
Symbol:

SLa.b,
wenn 8 das algebraische Produkt der GriBe des einen Vektors
und der GriéBe der Projektion des anderen Vektors auf den
erstgenannten ist.
S =abcos(a,b).

Dieses geometrische Gebilde hat eine groBe Wichtigkeit,
da es in den meisten vektorischen Beziehungen erscheint.

Das skalare Produkt zweier aufeinander senkrechter Vek-
toren ist Null. Das skalare Produkt gleichgerichteter Vek-
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toren ist gleich dem algebraischen Produkte ihrer Grifien.
Inshesondere ist

d. h. das skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst ist
gleich dem Quadrate der GriBe desselben.

35. Die analytische Form, in welcher sich das skalare
Produkt § durch die Komponenten der Faktoren darstellen
lifit, kann leicht abgeleitet werden und ist fiir alle analytischen
Rechnungen von grofier Bedeutung. Es ist:

S=a,b + ayl;y-i— a,b,.

36. Es liegt nahe, eine begrenzte ebene Fliche durch einen
Vektor darzustellen, welcher die Normalrichtung hat. Grass-
mann bezeichnet den Vektor v als das duBere, vektorische
oder rotorische Produkt der Vektoren a und b durch das
Symbol

v=axh ’

wenn v senkrecht zu der Kbene der Faktoren a und b ge-
richtet ist und die GrioBe

v = absin(a, )

des Fliacheninhaltes des Parallelogrammes hat, welches man
aus den beiden Vektoren bilden kann. Ks muB aber noch der
Sinn des Vektors v willkiirlich festgelegt werden. Blickt man in
der Richtung des Vektors v, so soll
der erste Faktor a des Produktes
durch eine Drehung im Uhrzeiger-
sinne um weniger als 180° in die
Richtung des zweiten Faktors b
gedreht werden kinnen (Fig. 19).
Das rotorische Produkt gleich-
gerichteter Vektoren ist Null

Fig. 19. axka=0,

37. Die Projektionen der Fliche eines Parallelogrammes
auf die Koordinatenebenen werden bekanntlich durch Deter-
minanten zweiter Ordnung ausgedriickt, welche aus den Kom-
ponenten der Seiten a und b des Parallelogrammes gebildet
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sind. Hieraus ergibt sich leicht der analytische Wert der

Komponenten v, v v, des rotorischen Produktes v. Ks ist:
v,=ab —ab,

(a) vy= a‘zéz— a, b::-'

v, = aybx— axby.

Auch diese Formen sind fiir alle analytischen Rechnungen
von Wichtigkeit.

Die Werte 37.(a) dndern simtlich
ithr Vorzeichen, wenn man eine der
Koordinatenrichtungen in umgekehrtem
Sinne ziahlt. Sie wurden angegeben
unter Zugrundelegung des franzo-
sischen Koordinatensystems (Fig. 20),
welches wir von nun an beibehalten
miissen.

38. Die skalaren und rotorischen
Produkte von vektorischen Summen konnen nach den alge-
braischen Distributionsregeln gebildet werden. Ks ist:

Ela+9 =ka +£ib,
@+0-c=a-c+b-c,
@+P)xe=axe++bxe.

F

/ z

Fig. 20.

Die erste Gleichung sagt die Proportionalitit der Seiten
ihnlicher Dreiecke aus, die zweite sagt aus, dabl die Summe
der Projektionen der Seiten eines Dreiecks auf eine beliebige
Strecke ¢ Null ist, die dritte Gleichung besagt, daB die vek-
torische Summe der Seitenflichen eines schiefen Prismas
Null ist.

39. Die Kommutation der Faktoren dieser Produkte ist
gestattet, doch #ndert hierbei das rotorische Produkt seiner
Definition nach das Vorzeichen. Es ist

a-b= b.a,
axh=—bxa.
Also zum Beispiel

aebxe)=—a-fcxb)=bxc-a.
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40. Die Anderung der Assoziation der Faktoren eines
Produktes dreier Vektoren ist immer moglich, doch iindert sich
hierbei die Multiplikationsart. Wir betrachten zuniichst solche
Fille, in welchen ausschlieBlich Grassmannsche Produkte
auftreten.

Das dreifache Produkt

(@) me(6x ) = (axB)-c

gestattet die Assoziationsiinderung, wobei aber auch die skalare
und rotorische Multiplikation vertauscht wird.
Unter Zuziehung der Kommutationsregel erhiilt man

a-bxeZ=coaxhb<b.cxan.

Dieses Tripelprodukt gestattet also die zyklische Ve -
tauschung der Faktoren. Alle Produkte einer ungeraden An-
zahl von Vektoren f4ndern das Vorzeichen, wenn simtliche
Vektoren das Vorzeichen #ndern. Dieses Tripelprodukt stellt
das positiv oder negativ genommene Volum des Spates dar,
dessen Kanten die drei Vektoren sind.

41. Eine zweite sehr wichtige Assoziationsregel ist:
(a) ax(bxe)=0b(c-a)—c(a-b).

Das doppelt rotorische Tripelprodukt lifit sich also in
die Differenz zweier Tripelprodukte geiinderter Assoziation,
aber auch Multiplikationsart zerlegen. Die Richtigkeit dieser
Regel erhellt aus ihrer analytischen Form.

Hieraus folgt die Rechenregel
axbeexd={(a-c)(b.d)—(a-d)(b-c)=a-bx(cxd)

und ferner
(b) axbxe)+bx(exa)+ex(axb) 0.

Man kann einen Vektor a in folgender Weise als Summe
dreier den Vektoren b,c¢, d paralleler Vektoren darstellen

a-dxb a-bxc

a-cxD
e d%0 - Blike

Bb-cxb

(c) n = b+ b.

42. Vektorische Division. Als reziprokalen Vektor von b
bezeichnen wir den Vektor

i
n-b
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worin a ein beliebiger Vektor ist. Als reziproken Vektor
von b bezeichnet man einen Vektor, welcher dieselbe Richtung
wie der Vektor b, aber dessen reziproke GriBe hat, durch

das Zeichen
1

b

Die Projektion irgend eines Reziprokalen von b auf b
gibt den Reziproken von b.

KEs ist
1 1 a L
ﬁ-ﬁ=1 und ﬁ-ﬁ—l,
1 3 3
?xﬁ=0 und a‘fﬁxﬁ:tg{ab),
%é;u.s.f.

43. Mit Hilfe dieser reziproken Vektoren konnen wir die
Aufgabe losen, aus einem gegebenen skalaren oder rotorischen
Produkte und einem Faktor r den anderen w zu finden.

Wenn

wxer=1p
und v bekannt ist, so mub v aunf r jedenfalls senkrecht stehen.
Zwei Bestimmungsstiicke des Produktes v konnen aber unab-
hingig von r gegeben sein. Wir haben hier iiber das Gleichheits-
zeichen die Ziffer 2 gesetzt, weil diese Gleichung zur Be-
stimmung des unbekannten Faktors w nur zwei Bestimmungs-
stiicke liefert. Sie lilit sich durch drei lineare algebraische
Gleichungen ersetzen, deren Determinante aber verschwindet.
Eine spezielle Lisung ist:

o £ . x .
r

Ein zu v paralleler sonst beliebiger Vektor v* wird durch
die Gleichung
Y=k,
worin & nicht bekannt ist, seiner Richtung nach bestimmt.

Da nun
ex(kr) T k(rxt) =0
ist, so ist auch
w4+ 1)xr =0,
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also ist die zu v parallele Komponente des gesuchten Quo-
tienten w unbestimmt. KEs ist allgemein

(a) W Xy the,

worin & eine beliebige Zahl ist.
Wenn ferner ein skalares Produkt § und einer der Fak-
toren r gegeben ist
w.r =8,
80 ist eine spezielle Losung
1

— 8.
T

=

Es ist jedoch nur ein Bestimmungsstiick fiir den ge-
suchten Quotienten w gegeben.

Ein zu v senkrechter sonst beliebiger Vektor ¢ wird durch

£ 2y

definiert, worin f ein beliebiger Vektor ist.

Da nun

r-fxr=Ff.rxr =0
ist, so ist auch
w4+ )r =5,

also bleibt die zu r senkrechte Komponente des Quotienten w
unbestimmt. Ks ist allgemein

(b) W S+ Exr.

Wenn aber sowohl das rotorische als das skalare Produkt
des Vektors w mit dem gegebenen Vektor r bekannt ist, so
ist der Quotient w vollig bestimmt.

Wenn

‘ w.ee =8
und
wxt =,
so ist

L & 1
mérb-l-t—xu.

Hiermit ist die Moglichkeit der vektorischen Division
nachgewiesen. Freilich kann man aus dem skalaren Produkte S
und dem Divisor ¢ nicht den Quotienten w finden, weil dieser
ein Vektor ist und nicht durch ein Bestimmungsstiick gegeben
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sein kann. Man kann aber auch nicht aus dem rotorischen
Produkt v und dem Divisor v den Quotienten v finden, weil v
und t niemals unabhiingig voneinander gegeben sein kémnnen,
sondern aufeinander senkrecht stehen miissen. Die vektorische
Division besteht in der Lisung der Aufgabe, einen Faktor zu
finden, wenn beide Produkte und der andere Faktor ge-
geben sind.

44, Zur Kontrolle der Richtigkeit obiger Division ver-
wende man folgende auch sonst sehr niitzliche Beziehungen.

Die Projektion eines Vektors w auf eine zu dem Vektor v
parallele Richtung hat den vektorischen Wert:

1 i 1
L gy ir o)
Die Projektion von w auf eine zu r senkrechte Ebene
hat den Wert
!-x(lvxt)étx(lllx 1)
v T
Der Vektor w ist die Summe dieser Projektionen:

w= .i{m.t}ﬁ—}x(th)-

45, Die Gleichung
wer =Wt
bedeutet, daB die Projektionen von w und w' auf eine zu t
parallele Richtung gleich groff sind.
Die Gleichung
Wwxr=xr
bedeutet, dall die Projektionen von w und w' auf eine zu r
senkrechte Ebene gleich und gleichgerichtet sind.

46. Es gibt eine allgemeiner verwendbare Form, die vek-
torische Division auszufiihren, indem man die reziprokalen
statt der reziproken Vektoren verwendet.

Wenn in der Gleichung
(a) wxe =
v und r so gegeben sind, daB sie aufeinander senkrecht stehen,
so kann man den Quotienten w auch in der Form

(b) w1y
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darstellen. Der Vektor a, der hier im Zihler und Nenner
eingeschoben ist, ist ganz willkiirlich. Je nach seiner Wahl
bestimmt sich aber w, doch jedenfalls so, dab die Gleichung (a)
erfilllt ist. Da zur Bestimmung von w nur eine Angabe fehlt,
so hat nur ein Bestimmungsstiick von a Bedeutung, und zwar
die Angabe einer zu a und v parallelen Ebene, auf welcher
dann w senkrecht steht.

Aus der Gleichung

(© w-r =8

bestimmt sich w durch den Quotienten:
. a

(d) M= 8,

worin der Vektor a willkiirlich ist. Je nach der Wahl der
Richtung desselben bestimmt sich w, jedoch stets so, daB die
Gleichung (c) erfiillt ist.

Die dyadischen Produkte.

4%, Hamilton und Gibbs lehrten ein geometrisches Ge-
bilde kennen, welches den Grassmannschen Produkten ver-
wandt ist, da es sich assoziativ und distributiv wie ein Produkt
zweier Vektoren verhilt.

Dieses dritte Produkt zweier Vektoren a und b bezeichnen
wir durch

a:ﬁ L A
und nennen es eine skalare oder lineare Dyade. Es ist aber
noch ein viertes ganz gleich wichtiges Produkt zweier Vektoren
angebbar, welches wir mit

axh LA
bezeichnen und eine rotorische oder planare Dyade nennen.

Die meisten Rechenregeln gelten fiir die skalaren und
rotorischen Dyaden in ganz gleicher Weise. Wir bezeichnen
deshalb mit

a,b+4
eine Dyade, von welcher wir es unentschieden lassen, ob sie
skalar oder rotorisch ist.

Die Dyaden haben eine ebenso grofle geometrische und
physikalische Bedeutung wie die Grassmannschen Produkte,
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sind ebenso reale, ihrer GrioBe, Form und Lage nach vor-
stellbare Gebilde. Keineswegs sind sie, wie Gibbs glaubt,
nur symbolische analytische Operatoren. Eine Dyade ist ge-
geben durch fiinf Bestimmungsstiicke, und zwar durch die
Richtungen der beiden Vektoren a und b und durch das Pro-
dukt ihrer Grofen. Die Grobe der einzelnen Vektoren ist hier
wie bei den Grassmannschen Produkten gleichgiiltig.

48, Die Dyaden treten in vektorischen Tripelprodukten
bei Assoziationsinderung auf.

Das skalare Tripelprodukt erlaubt die Faktoren anders
zu assozileren ohne dab andere als die Grassmannschen
Produkte auftreten:

(@xb)-v=a-(bxr)=Db-(rxa).

Die vektorischen Tripelprodukte a(b.r) und a x (b x 1)
gestatten ebenfalls beliebige Assoziationsiinderungen, aber es
treten dabei die dyadischen Produkte auf.

Das Produkt einer Dyade 4 mit einem Vektor v ist also
ein vektorisches Tripelprodukt, d. h. ein Vektor v. Es
empfiehlt sich wegen mehrerer Analogien dieses Produkt ein
inneres Produkt zu nennen:

v A.t.

Der Vektor v wird in folgender Weise gefunden: Der
dubere Vektor a der Dyade gibt die Richtung von v, der
innere Vektor b der Dyade verschmilzt zu einem Grass-
mannschen Produkt. KEs ist:

A-r=(a-b.vr =a-1),
AetE@xb.rLax(bxy).
Hingegen ist nach derselben Definition:

ve A" =r-la-0)=(r-a)b,

re A Er-(axh) E(xa)xb.
Es ist aber nach der Regel 41.(a) und (b)

@xb)xr < A x—r. A,

—@-br =Ax—1x. 4.

te A — Ay
ved —An

[l
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49, Das Produkt einer Dyade mit einem Skalar s erhilt
man, indem man die Grofe der Dyade oder eines ihrer Vek-
toren s-fach nimmt

sdZEsa,b=0a,8h.

Als duBeres Produkt einer Dyade mit einem Vektor r
bezeichnet man eine Dyade von gleichem, #uflerem Vektor,
withrend der innere Vektor der Dyade rotorisch mit ¢ mul-
tipliziert wird

ll=

Ax v =a,bxr),
ExAd=(fxa),l.

Als auberes Produkt zweier Dyaden bezeichnet man eine
in analoger Weise gebildete Triade.

50. Das innere Produkt zweier Dyaden (siehe § 62) und
die Summe zweier Dyaden (siehe § 54) sind nicht not-
wendig lineare oder planare Dyaden. Diese stellen kein voll-
stindiges geometrisches Gebilde, sondern nur einen Spezialfall,
eine Komponente eines hiheren Gebildes & vor, der kom-
pletten Dyade, welche wir im folgenden kurzweg Dyade
nennen werden.

Il

51. Jede,,Summe* beliebig vieler skalarer Dyaden nennen
wir eine komplette skalare Dyade @". Dieselbe liBt sich
immer zuriickfithren auf oder vielmehr zerlegen in die Summe
dreier skalarer linearer Dyaden; wir beweisen dies in § 54

D' = a.b+c.d+e.f.

Jede Summe beliebig vieler rotorischer Dyaden laft
sich auf drei solche zuriickfithren und heiBt eine komplette
rotorische Dyade &

D =axb+cx d4exf.

Die Antezedenten a, ¢ und ¢ oder aber die Kon-
sequenten bdf konnen sogar ganz willkiirlich gewihlt werden.
Das andere Vektorentripel bestimmt dann die Dyade. Eine
Dyade ist also durch drei Vektoren oder neun Zahlen be-
stimmt. Man kann sich dieselbe sonach unter dem Bilde einer
Fliche zweiter Ordnung vorstellen, welche man eine Quadrik
der Dyade nennt. Jedenfalls ist eine Dyade kein symbolischer
Operator, sondern ein selbstindiges der Griofe, Form und
Lage nach vollstindig vorstellbares geometrisches Gebilde,
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welches sehr oft elementare physikalische Bedeutung hat, direkt
meBbar ist und in wichtigen Féllen durch direkte Naturgesetze
bestimmt wird.

Zum Behufe der kiirzeren Darstellung der Rechenregeln
bezeichnen wir wieder mit

D=a,b+c,d+e,f
eine komplette Dyade, welche nach Belieben als skalar oder
rotorisch angesehen werden kann.

52. Die Dyaden konnen in jeder Beziehung den Distri-
butionsregeln der Multiplikation unterworfen werden. Hierauf
beruht der Begriff der Summe von Dyaden (siche § 54).
Es ist

(@+0,cZ=a,c+0,c,
O.rvE@b).v+(c,d)v+(,f-r,
t-OEr.(a,b)+r(c,0)+r-(e,f),
Dxr =(@,b)xe+(c,d)xv+(e,fixr,
tx D =px(a,b)+rvx(c,d)+rxe,f.
Ks gilt also nach § 48
- Q'— (l)s-té(ax[l-ktxb—}-CXﬂxré QO .p—r. @,
Oex—r- Q" E=@a-b4c-d+e-f) vriv.D— @Dy,
53. Man bezeichnet mit

O = a-b+c-d+e-f
beziehungsweise

DL —2@-b4c-d+e-f
Skalare, welche gegeben sind, wenn die Dyade ® gegeben ist
und welche man den ersten Skalar der Dyade @' beziehungs-
weise @ nennt.

Der Skalar einer Summe von Dyaden ist gleich der Summe

der Skalare derselben:

(@ + &), = &+ W,

8

Man bezeichnet ferner mit
(Di axfl—f-CXh—]-Exf
beziehungsweise
D= —axb—cxd—exj
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Vektoren, welche ebenfalls durch die gegebene Dyade be-
stimmt (kovariant) sind, und welche man die Rotoren der
betreffenden Dyaden nennt.

Der Rotor einer Summe von Dyaden ist gleich der Summe
der Rotoren derselben

O+ W) =D+ Y.
Obige Gleichungen kénnen also in der Form geschrieben
werden:

e ' — @t Dixrt Qer—r.
(a)

Gor—p. P 2@ rEp.D - Qy,

54. Die Summe mehrerer kompletten Dyaden ist immer
eine komplette Dyade. Die Summe von beliebig vielen linearen
bezw. planaren Dyaden ist eine skalare bezw. rotorische kom-
plette Dyade. Das Integral unendlich vieler, unendlich kleiner
linearer bezw. planarer Dyaden ist eine komplette skalare
bezw. rotorische Dyade

zni,miéa,b-i—c,h +e,f.

Die Antezedenten a ¢e nehmen wir willkiirlich an, zerlegen
jeden anderen nach 42.(c)in drei Vektoren, welche die Rich-
tungen a ¢ ¢ haben

m-cxe me-exa m-axe
:’: i ﬁ-%‘* L i

! o c.
: a-cxe c-exa e-axce

Dann ergeben sich die Werte bdf wie folgt:

;-cxXe
< 2 m,,
a-cxe %

i

i-exa
béz - n,,
c-exXana &

fi \? m-axc
i oesaxe i

55. Zwei Dyaden sind gleich, wenn sie fiir gleiche Kon-
sequenten b9 gleiche Antezedenten a¢e haben oder umgekehrt
und beide skalar bezw. rotorisch sind.

Zwei Dyaden, deren innere Produkte mit drei nicht
koplanaren Vektoren gleich sind, sind gleich.
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56. Die einfachste aller Dyaden ist die Identititsdyade

oder Einheitsdyade 7. KEs ist
I=i.i—ixi,
worin i ein beliebig gerichteter Vektor von der Grofe 1
1st. Der Skalar der Einheitsdyade ist nach § 53 gleich 3
I=i.i+2t.i=3.

Der Rotor der Einheitsdyade ist Null

Die Einheitsdyade hat die Eigenschaft, dafl ihr Produkt
mit einem Vektor oder einer Dyade wieder diesen Vektor oder
diese Dyade ergibt, ihr Produkt mit einer Zahl « ist die sehr
einfache und wichtige Proportionalititsdyade « 1

Beweis: Ks ist v gleich der Summe seiner Projektionen

auf eine zu i parallele Gerade und auf eine zu i senkrechte
Ibene also nach § 44

rEifi-r)—ix(ixt)=I.r,
und ebenso
W

tral =al-v £ ar,
(Ixn]-ré(ax)‘)-réaxr,
re(Ixa)Er-(axl)Zrxa.

Die Einheitsdyade liBt sich als komplette Dyade mittels
dreier rectangulirer Kinheitsvektoren i, j, f darstellen. Es ist

(a) T4+ 11+ 1
oder
(b) I —Jixi+ixi+Exh.

Ersteres folgt aus dem Satze, daB jeder Vektor r die
Summe seiner Projektionen auf drei rectangulire Richtungen
ist, letzteres folgt aus dem Satze, daB jeder Vektor r gleich
der halben Summe seiner Projektionen auf drei rectangulire
Ebenen ist.

57. Die konjugierte Dyade ®_ wird definiert durch

O =0,a+d,c+4+f,e.

Man erhilt sie aus der Dyade @, indem man die Kon-

sequenten mit den Antecedenten tauscht. Ks ist deshalb
(@) = ®.

Jaumann, Bewegungslehre. 3
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Sehr wichtig ist die Beziehung:
' Py,
te Q'L .y,
Es ist
@+ ¥, =0+ Y,
(Dcs=(bs (D é_q)r"

cr

58. Man kann nun die rotorischen Dyaden auf
skalare Dyaden zuriickfihren und umgekehrt. KEs ist
nach 53. (a)

o' — D = Py,
o=@ — D],
O Q4+ D],

Da die Kinheitsdyade 7 nach 56. (a und b) ebensowohl als
eine skalare als rotorische Dyade dargestellt werden kann, so ist
durch obige Beziehungen eine beliebige rotorische Dyade als
skalare Dyade dargestellt und umgekehrt. Damit ist bewiesen,
daB alle Rechenregeln, welche fiir skalare Dyaden gelten, auch
fir rotorische Dyaden gelten und umgekehrt. Keineswegs
ist aber die Uberfliissigkeit der rotorischen Dyaden damit
nachgewiesen, da eine ihrer Natur nach rotorische Dyade sich
kompliziert und unsymmetrisch durch skalare Dyaden dar-
stellt und umgekehrt.

Nach 53.(a) folgt
(b) O — B P —

59. Eine Dyade stellt eine eineindeutige Beziehung
zwischen einem Vektor ¢ und dem Produkt v her

L .y,

Ist die Dyade @ gegeben, so entspricht jedem der drei-
fach unendlich vielen Vektoren v ein Vektor v und umgekehrt.
Diese Umkehrung nennt man dyadische Division und be-
zeichnet dieselbe durch:

v D=t oy,

(a)

-1 ist ebenfalls eine Dyade, welche bestimmt ist, wenn
die Dyade @ gegeben ist, und welche man die reziproke
Dyade nennt.
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Es ist

(@)= = (P=1),«

Es reicht aus, die reziproke Dyade einer skalaren Dyade
zu berechnen, da sich die rotorischen Dyaden jedenfalls auf
skalare zuriickfithren lassen.

Es ist

(@) = 5= amt 4 =Tt o 1 et

worin
iz Exe —1a Oxf
B a-cxe b b-oxf’
-1 1 _CXa 1z fxb
. c-exa > p-fxb’
-1 1 @xc 12 _bxh”_
& e-axc f f-bxd

Sind andererseits drei zusammengehbrige Wertepaare von
r und v gegeben, so ist hierdurch die Dyade bestimmt.

Man bezeichnet den Vektor v als eine lineare Vektor-
funktion von r und umgekehrt.

60. Sehr wichtig ist, daB dieses Produkt der Distributions-
regel folgt. Ks ist

D, +1,) = Doty + Dow,y .

Also folgt, wenn v ein variabler Vektor, @ eine kon-

stante Dyade ist:
b Py,
v+ do = Dur 4 dr),
dy = d.dr.

Die Anderung dv der Vektorfunktion v ist gleich dem
Produkt der Dyade ® mit der Anderung dr des unabhingig
verinderlichen Vektors r. Die Dyade kann also als der
Differentialquotient der Vektorfunktion v nach dem
Vektor ¥, oder besser als die Derivation von v nach r he-
zeichnet werden.

61. Beispiele. Bezeichne r den Ortsvektor der Punkte
eines kontinuierlich den Raum erfiillenden Mediums, d. h. ihren
Abstand von einem beliebigen festen Punkte des Raumes,
und bezeichne v eine Verschiebung dieser Punkte,
@ eine gegebhene Dyade, so stellt die Gleichung

pE=¢.Q
3"6
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die Deformation des Mediums, d. h. die Verschiebungen u
als Funktion des Ortes r dar, und zwar nennt man diese
Deformation, wenn ® konstant ist, eine homogene.

Die einfachsten homogenen Deformationen sind folgende.

Wenn
D= +aa,

worin a ein gegebener Vektor, so stellt die Deformation eine
einfache Dehnung in der Richtung a vor. Jede zu a parallele
Strecke wird um den Bruchteil + @® verlingert. Die zu
a senkrechten Strecken bleiben unverindert. Kine Kugel wird
in ein Rotationsellipsoid verwandelt, dessen Aquator denselben
Radius hat wie die Kugel.

Wenn
O +axa,

so stellt die Deformation eine Querkontraktion gegen die
Achse a dar. Jede zu a senkrechte Strecke wird um den
Bruchteil + «* verkiirzt, die zu a parallelen Strecken bleiben
unverindert. Kine Kugel wird in ein Rotationsellipsoid ver-
wandelt, dessen Achse gleich dem Kugelradius ist.
Wenn
®=a.b=bxa also a-b=0

ist, so stellt die Deformation eine Schiebung dar. Jede zu a
senkrechte Kbene wird um den Betrag (x-a)b verschoben, also
desto mehr, je weiter sie vom Nullpunkte absteht. Eine Kugel
wird in ein dreiachsiges Kllipsoid von gleichem Volum ver-
wandelt, dessen mittlere Achse zu a und b senkrecht und dem
Kugelradius gleich ist, die anderen Achsen halbieren den
Winkel (a, ), wenn die Deformation klein ist.

Wenn
Dxal

ist, so stellt die Deformation eine gleichférmige Expansion
dar. Jede Strecke wird ohne Richtungsinderung um den
Bruchteil « vergrifiert. Jeder Raumteil verwandelt sich in
einen iihnlichen und &hnlich liegenden.

Im allgemeinen Falle wird immer ein gewisses rectangulires
Vektorentripel i, j,  in ein rectanguliires Tripel i, j, £, iber-
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gefithrt. Die allgemeine Dyade @ laBt sich deshalb in die
Normalform bringen

O = aisiy+bj 1, + ct oy
a b ¢ heiflen die Hauptdehnungen. Kine Kugel wird in ein drei-

achsiges EKllipsoid verwandelt, dessen Achsen rectanguliren
Durchmessern der Kugel entsprechen.

62. Nun betrachten wir die Funktion w einer Funktion v
eines Vektors r. Ks seien von den Dyaden @, ¥, X zwei
gegeben und es sei:

w= .y v Doy,
Dann ist
w< X.r
und wir kénnen setzen:
X29.0 YL X.Q-l,
so daB
w= y.P.r
ist. Man hat alles Recht, die Dyade X als das innere
Produkt der Dyaden @ und % zu bezeichnen, denn sie be-
rechnet sich in folgender Weise.

63. Das innere Produkt zweier linearen Dyaden ist
selbst eine lineare Dyade, deren Vektoren die iuBeren Vek-
toren beider Dyaden sind, wiihrend die inneren Vektoren zu
einem skalaren Produkt verschmelzen

(@;0)-(c;0) = a;d(b-c).

64. Die Summen linearer Dyaden werden nach der
Distributionsregel multipliziert. Damit kann man das Produkt
kompletter skalarer oder rotorischer Dyaden bilden.

Wenn

D=a.b+c.d+e.f
und
TE=m.u+o0:p+q:r,
8o ist
O. P =q.bomu+a:0-0,9p+a;b.q:v
Fesdement 4 c:de0pfcadegr
+esfomttesfoospte;foqn.

Diese einfache Multiplikationsweise linearer Dyaden gibt

ihnen einen zwar nicht wesentlichen, aber doch beachtens-
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werten Vorzug vor den rotorischen Dyaden. Deshalb wird
man diese nur zur Aufstellung allgemeiner Beziehungen, aber
nicht in speziellen Rechnungen verwenden.
Es ist

».O-t =],

.7 L,

(B P)-1 = p-1.9-1,

(®-¥), X¥.0P.

65, Mehrfache Produkte folgen den Assoziationsregeln,
wenn in der Mitte nur Dyaden, an den Enden hichstens je
ein Vektor steht. Dann sind Klammern unnétig, nm die
Bedeutung dieser Produkte zu definieren. Ks folgt aus den
dyadischen Multiplikationsregeln ohne weiteres, dab:

(l)-([ X 311) = (([) X ]‘). w,
Dxr-8= D.(rx8§).
Diese Assoziationsregeln sind analog der Assoziationsregel

fir das Grassmannsche Tripelprodukt und wie diese vielfach
verwendbar.

66. Als symmetrisch oder autokonjugiert bezeichnet
man eine Dyade 6, welche ihrer konjugierten Dyade 6, gleich ist

0.

Nach 53.(a) ist

t-(— D)= D xr.
Also hat eine symmetrische Dyade den Rotor Null. Ist der
Rotor Null, so ist die Dyade symmetrisch
6.£0.

Dies legt ihr drei Bedingungen auf und deshalb ist eine
symmetrische Dyade schon durch sechs Bestimmungsstiicke
gegeben.  Sowohl eine skalare als rotorische Dyade kann
symmetrisch sein.

Die Summe und das Produkt zweier symmetrischen Dyaden
sowie die reziproke Dyade einer symmetrischen Dyade sind
symmetrische Dyaden.

Die Summe jeder Dyade und ihrer konjugierten Dyade
ist eine symmetrische Dyade

(D+ D) =D+ D = D+ D,

G
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Das innere Produkt einer Dyade mit ihrer konjugierten
Dyade ist eine symmetrische Dyade

((‘D'(D) = q')cc‘(’pcé (D.(Dc'

Die symmetrischen Dyaden, welche man aus ge-
gebenen physikalischen Dyaden bilden kann, haben oft noch
groflere Realitiit als diese, also die Bedeutung physikalischer
Kigenschaften, Neben diesen hat aber auch der Rotor
der Dyade eine selbstiindige physikalische Bedeutung.

Man erhilt die symmetrischen Dyaden, welche einer
gegebenen Dyade  zugeordnet sind, indem man diese mit
ihrer konjugierten Dyade @, addiert oder multipliziert.

s ergibt sich so die erste symmetrische Dyade [®],
welche definiert ist durch

200) = (@] + [@] = @ + O,
und die zweite symmetrische Dyade {®}, welche definiert

ist durch
(D)2 = (D] {0} = DD

67. Eine allgemeine Dyade 14Bt sich immer in der
Normalform, d. i. durch zwei rectangulire Tripel i, §, f
und i, j, ¥ von Kinheitsvektoren darstellen

QL ali’;i+a2i’gi+a3f’ . f,
D Laixitayfxj+atxt,
worin @, a, a, drei Zahlen sind.

Kine symmetrische Dyade 6 hat eine Normalform, in
welcher beide Vektorentripel zusammenfallen

8séali;i+a2i;i+aaf;f,
OFEaixitajrj+afxt.

68. Der Skalar erster Ordnung @, einer Dyade bestimmt
sich durch die Summe der Koeffizienten ihrer Normalform

b xa + a,+a,
D, £ —2a — 2a,—2a,.

Der Skalar einer Dyade @ und ihrer symmetrischen
Dyade [®] erster Art sind gleich

(@], = &, [&7],+ &,
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69. Als ersten Skalar zweiter Ordnung [®]? wollen
wir den ersten Skalar des Quadrates der symmetrischen
Dyade [®] erster Art bezeichnen

[@]: = (@ + D).

Derselbe bestimmt sich durch die Quadrate der Koeffi-
zienten der Normalform der Dyade [®]

[‘D] = a} + a; + a},
(7], = (4 + a)* + (a5 + @) + (@, + a,)%.

70. Als zweiten Skalar zweiter Ordnung {®}* be-
zeichnen wir den ersten Skalar des Quadrates der symmetrischen
Dyade {®} zweiter Art

) D) .

Dieser bestimmt sich ebenso durch die Koeffizienten der
Normalform der Dyade {} wie der erste Skalar zweiter
Ordnung durch die Koeffizienten der Normalform der Dyade [®].

Die beiden Skalare zweiter Ordnung diirfen nicht ver-
wechselt werden mit dem von Gibbs als the scalar of the
second dyadic @, bezeichneten Wert, welcher eine mehr ana-
Iytische als physikalische Bedeutung hat.

71. Als dritten Skalar @, einer Dyade ® bezeichnet man

den Wert

D, = (a-cxe)b-dx{)
des Produktes der Volume der Spate der Antecedenten und
der Konsequenten.

Der dritte Skalar einer Dyade, ihrer konjugierten Dyade
und der zugeordneten symmetrischen Dyade zweiter Art
sind gleich

Dy = (D) = [Py

Die symmetrische Dyade zweiter Art eines Produktes von

Dyaden ist gleich dem Produkte der symmetrischen Dyaden

{([). qf] £ {(])}.{lp} )
Der dritte Skalar eines Produktes von Dyaden ist gleich
dem Produkte der dritten Skalare derselben
(@), = @, 0,
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Der reziproke Wert des dritten Skalars einer Dyade ist
gleich dem dritten Skalar der reziproken Dyade,

(Dg)=t = (D).

Wie man sieht, spielt der dritte Skalar dieselbe Rolle fiir
die Produkte von Dyaden, wie der erste Skalar fir die Summen
von Dyaden.

Anhang.

72. Um die Rechnungen symmetrischer zu machen, be-
dient man sich der Hilfe von speziellen sehr reduzierten
Dyaden. ks ist dies die versorische und die anti-
symmetrische Dyade.

73. Eine versorische Einheitsdyade oder ein Versor X
wird definiert durch
(X} £ 7
oder
X.X, =1 oder X-12X.

Es sind dies sechs Bedingungen, also ist ein Versor schon
durch drei Bestimmungsstiicke villig bestimmt, ist also einem
Vektor gleichwertig und durch einen solchen zu ersetzen. In
der Normalform sind die Koeffizienten eines Versors gleich 1

X' =i.i+i.j+F.f.

Das skalare Produkt eines Versors mit einem Vektor r
gibt einen Vektor v, welcher in dem Achsensystem i die-
selbe Lage hat wie der Vektor r in dem Achsensystem iif.
Die Multiplikation mit einem Versor bedeutet also eine Drehung.

Jede allgemeine Dyade @ liBt sich als das Produkt ihres
Versors X mit ihrer symmetrischen Dyade zweiter Art {@}
darstellen.

Wenn

o= X»{(])},
so ist

Il

(@} X1,

also tatsiichlich ‘

([)c. o £ [(p}. xX-1. X.g:p; = {fb]ﬂ,
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74, Die antisymmetrischen Dyaden IT werden defi-

niert durch
I+ 1,=0 oder IT= —1II.

Es sind dies sechs Bedingungen, niimlich daB die sym-
metrische Dyade erster Art einer antisymmetrischen Dyade
Null ist. Also ist eine antisymmetrische Dyade schon durch
drei Bestimmungsstiicke, und zwar durch ihren Rotor I7_ vollig
bestimmt und ersetzbar.

Aus ihrer Definition folgt nach 53.(a)

L} — 1) > -} x1.

Es ist also

Iy £ — 111 v,
Inm.&o £ — 311 <« .

Die innere Multiplikation mit einer antisymmetrischen
Dyade ist #quivalent der &uBeren Multiplikation mit ihrem
Rotor.

Jede Dyade von der Form (@ — &) ist antisymmetrisch, weil

G- D= —(D—D)

Da nun identisch
QLD+ D)+ L(D— D),
so kann man jede Dyade als die Summe ihrer symmetrischen

Dyade erster Art und der komplementiren antisymmetrischen
Dyade darstellen
O[O0+ I
oder
O=[D)—L D 1.
Der erste Skalar und der erste Skalar zweiter Ordnung
einer antisymmetrischen Dyade sind Null.

Analytische Dyadenrechnung.
5. Setzen wir
O Lai,i+di,j+ct, ¥
und
atl Za,i+ayij+ay,l,
so kann man eine komplette Dyade durch elementare Dyaden
darstellen, welche die rectanguliren Richtungen i, haben.
Es ist
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O Ea,isita,i;jitagi;t
tagyisttayisita,ist
+oaytita,t;jta,t; L.

Pr2p ixi+dixi+dixt
Foby dntdbyixit bygixt
by Ex i O, B+ by Ex T

Damit
s 9 it
(e
mub
@y = —byy — by, ay=—b; — by, agg = — by — by,
by =ty by =@y, bg=ay, by = ayy, byy=ay,, by = ay.

Das Achsensystem i, j, £ ist willkiirlich, doch #ndern
die 9 Koeffizienten ihren Wert bei Wahl eines anderen
Koordinatensystems (bei Multiplikation mit einer versorischen
Dyade).

Wir schreiben einfach und hinreichend deutlich:

s 8 r 8
D =ayy, ay, ay, Yr & by biys by,
gy 5 Qyg s oy, byy s boy s byys
Qg5 Agg, Q33 bgy s byy s byg-

Es werden die Koeffizienten der konjugierten Dyade einer
skalaren oder rotorischen Dyade & durch Vertauschung er-

halten:

b
D, = ayy, ay, g,
gy Gy U3y,
@ygy g3y Qg3+
Fiir eine symmetrische Dyade ist
Qg = Qgy, Gy3 = Qgy, U3 = Q3.
In einer antisymmetrischen Dyade ist
Q= — gy Og= — gy, Q= — 08, @ =ay=ay,=70.
Die symmetrische Dyade erster Art hat die ana-
lytische Form
Y 1
[] = LR F(ayg + ay), F(ay+ ay),
1
(@ + a5), s 5 3 (ay5 + agy),

1
z
b (ag, + ”‘13)’ +(agy + ‘123)! gq -
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2 3 & i :
[(D']s=a;l+a;_,+a;;+-},,‘-(al_2+a21)z+%(a__‘g+a“)2+%—(a“-{-a”)z,

{(I)N}e= a}, +a;,+aj,+a} +a;,+a;, +a +al, +al,.

Bewegung starrer Korper in Luft.

Die komplementire antisymmetrische Dyade hingegen
e 0, %‘(alg - azl): (als - a‘“)

¥(ay — a,), 0, (@3 — agy),

(@3, — @13)s  F(agy — ), 0.

Der Rotor @ hat die Komponenten

(O

Ll ]

g3 — Qgg
D, | ay —ay
Ay — gy -
Der Skalar ¢ hat den Wert
D} = @y, + ayy + a,.
Der erste Skalar zweiter Ordnung hat den Wert

Der zweite Skalar zweiter Ordnung hat den Wert

&

Der dritte Skalar @, ist nichts anderes als die Deter-

minante /2 der neun Koeffizienten a;, der Dyade .

Da nach § 71 der dritte Skalar eines Produktes zweier
Dyaden gleich dem Produkte ihrer dritten Skalare ist, so findet
man die Koeffizienten dieses Dyadenproduktes nach derselben
Regel, nach welcher die Glieder des Produktes zweier Deter-

minanten gebildet werden.

80

‘Wenn
O L q, und ',
ist
ay by + @y by + a4y by,
ay by + @y by + ayy by,
ayy byt @y byg + ay5 by,
@y by + Gy by, + @y by,
.Yt Ay, byy + g9 byy + ayy by,
@y byy + @yy byy + ayybyy
g, by + @y by, + ag3 by,
agy byy + ay, "’20 + agq bgy s

gy by + gy byg + agq by .
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Bezeichnen wir mit 4;, die Unterdeterminante der Koeffi-
zienten a;,, welche man erhilt, wenn man die Zeile ¢ und die
Kolonne # weglifit, so hat die reziproke Dyade ®-! den Wert

Do=rt 4,— 4, A4

18
— 4y Ay — Ay
Ay — Ay, Agy.

Die analytische Darstellung einer linearen Vektorfunktion
und ihre Umkehrung ist hiernach

né ([)-r téanl'n-

U=y T, T, aT, Dr,= 4,v,— 4, v, + A5 v,
Uy =y Tyt @y Tk @y, T, D == Ay v, + Ay vy, — dyg v,
U, =gy Ty b gy Ty agg 7, Dr,= A4y v,— dy, v, + dgyv,.

Die Fluxion vektoranalytischer Produkte.

76. Das Produkt eines Skalars s mit einem Vektor v,
das skalare, rotorische und die dyadischen Produkte zweier
Vektoren v, und v, werden in derselben Weise wie algebraische
Produkte, nach einer beliebigen skalaren Verinderlichen ¢
differenziert.

HEs gelten die wichtigen Regeln

DN VL B
;'Ex (v, - 1) = '(i[“;' 9+ - ‘i["ta,
a,'dt (v, x ) = (fiu; x 0,4 b x -(i;; )
ddﬁ (B, 5 v) = “;;’; 1%+ @dn; ;
(1{% (v, % v,) = tiz”f' X0+ 9 % ?: ’

Die Summen von solchen Produkten werden nach der
algebraischen Distributionsregel differenziert, wobei also der
Operator ¢ /dt wie ein skalarer Faktor zu behandeln ist.
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3. Das Beschleunungsfeld.

97. Wir haben im vorigen Kapitel ausgefithrt, daB die
nach Huyghens als vektorische Fluxion der Geschwindheit
definierte Beschleunung stets durch einfache Gesetze bestimmt
ist. Nun wollen wir auf die Form dieser Gesetze eingehen.
Dieselben haben immer geometrischen Charakter. Nie ist die
Beschleunung eines Korpers als Funktion der Zeit gegeben,
wie wir dies in § 33 noch vorausgesetzt haben, sondern sie ist
stets durch den Ort des Kérpers bestimmt oder wenigstens
mitbestimmt.

Oft sind sogar die sonstigen Eigenschaften des Kérpers
sowie seine Geschwindheit so ohne Bedeutung, dafi recht ver-
schiedene und verschieden bewegte Korper an demselben Orte
dieselbe Beschleunung zeigen. Ja es kommt sogar vor, dal
die Beschleunung als universelle Funktion des Ortes gegeben
ist, d. h. durch ein Gesetz, nach welchem man die Beschleunung
jedes Korpers angeben kann, wenn man nichts von ihm weib,
als seinen Ort.

Kinen Raum, in welchem iiberall die Beschleunung eines
bewegten Korpers als Funktion des Ortes vorausbestimmt ist,
nennt man ein gegebenes Beschleunungsfeld.

Wir wollen nun den Definitionsgleichungen der Bewegung
(22. und 26.)

(a) g9 und v =3
eine solche Form geben, daB sie zur Berechnung von Be-

wegungen, deren Beschleunung als Funktion des Ortes 8 ge-
geben sind, geeignet sind.

8. Die zeitfreie Bewegungsgleichung. Vereinigen wir die
Definitionsgleichungen durch skalare Multiplikation, so ergibt
sich die wichtige Gleichung
(a) v-dv = g.ds,

aus welcher ein Bestimmungsstiick, und zwar die Gréfie der
Geschwindheit als Funktion des Ortes 8 berechnet werden
kann, wenn g als solche gegeben ist.

Die algebraische Form derselben ist:

%du2=g‘td.1'+gydy +g.dz,



Das Beschleunungsfeld. 47

worin zy z die Komponenten des von dem beliebigen festen
Nullpunkt gegen den bewegten Korper reichenden Radius-
vektor &, also die Koordinaten dieses kleinen Korpers sind.

79. Ein schief geworfener Kirper hat eine stets nach ab-
wiirts gerichtete Beschleunung g,.
Es folgt also

8-d8 = —g,dh,
worin % die Hiohe des Korpers

ist und nach 78. (a), daB das zeit-
freie Gesetz des freien Kalles
tdvi=—g,dh
auch fiir den schiefen Wurf gilt.
80. Als zweites Beispiel be-
trachten wir die Bewegung eines
(der Schwerebeschleunung ent-
zogenen) Korpers a im Raume,
welcher nach Fig. 21 derart an
einer durch die Ose o laufenden
und in eine elastische Feder iiber-
gehenden Schnur hingt, dall er
im Ruhefalle gerade bis o gezogen
wird. Ks ist dann seine Beschleunung stets proportional
und entgegengerichtet dem Radiusvektor 8, welcher von o
bis a reicht

(a) g —x%3,

worin % eine gegebene Zahl. Nach 78. (a) ist
rdv? = — x*8.d§.

(b) v? = — »?s% 4 konst.

Es ist also die GroBe der Geschwindheit dieses Korpers
(bei gegebener Geschwindheit in der Anfangslage) nur von der
Grole der Entfernung s vom Nullpunkte abhingig.

81. Das Moment der Geschwindheit. Der Flichensatz.
Man bezeichnet das rotorische Produkt (8 xv) des Radius-
vektor & eines Punktes mit einem fiir diesen Punkt gegebenen
Vektor v als das Moment des Vektors v in bezug auf den
Nullpunkt, von welchem aus 8 geziihlt wird. Das Moment
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der Geschwindheit hat eine sehr anschauliche Bedeutung.
Der Radius & eines bewegten Kérpers wiirde bei gleichférmiger
Weiterbewegung seines Pfeiles mit der Geschwindheit v in zwel
Sekunden eine Dreiecksfliche durchstreichen, welche der Griofe
und der Richtung ihrer Normalen nach durch das rotorische
Produkt 8 x v dargestellt wird. Nun ist
d
dt
Unter Einfithrung der Definitionsgleichungen 77. (a) erhalten
wir, da v x v £ 0 ist:
d
dt
Ist g als Funktion von & gegeben, so liefert dieser
Flachensatz die zwei Bestimmungsstiicke der Richtung von v.
Die zeitfreie Bewegungsgleichung bestimmt die GriéBe von v,
so dabB beide jedenfalls zur Lisung des Problems hinreicheu.
82. Besonders brauchbar ist jedoch der Flichensatz fiir
solche Felder, in welchen die Beschleunung g iiberall in die
Richtung des Radiusvektors fiillt. Dann nennt man die Be-
wegung eine Zentralbewegung., Es ist dann §xg =0 und
der Flichensatz hat die einfache Form
LIF
dt'
Die vom Radiusvektor pro Zeiteinheit durchstrichene
Fliche ist bei einer Zentralbewegung ihrer Richtung und
GrioBe nach konstant. Eine Zentralbewegung verliuft also
immer in einer Ebene von konstanter Richtung. Auch der
umgekehrte Satz ist giltig. Wenn die vom Radiusvektor pro
Sekunde durchstrichene Fliche konstante Richtung und GriBe
hat, so ist die Bewegung eine Zentralbewegung. '
83. Die in § 80. betrachtete Bewegung ist eine Zentral-
bewegung. Der Korper a bewegt sich also stets in einer
ebenen Bahn und der Radius § durchstreicht in gleichen Zeiten
gleiche Flichen. Die Bewegung liabt sich, wie man nun leicht
einsieht, jedenfalls als eine schiefe Parallelprojektion einer
gleichformigen Kreishewegung betrachten, findet also mit ent-
sprechend ungleichférmiger Geschwindheit in einer elliptischen
Bahn statt, deren Mittelpunkt im Nullpunkt o liegt. Wir
werden dieses Beispiel weiter unten villig durchrechnen.

Bxp)=8xp4+8xD.

(Bxp) =8xg.

8xp) <0,
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S4. Krammungsradius der Bahn. Xs soll nun noch die
Korm der Bahn des in einem beliebig gegebenen Beschleunungs-
felde bewegten Korpers, und, da ihre Richtung stets bekannt
ist, inshesondere die GriéBle des Krimmungsradius be-
stimmt werden. Kr liegt nach 28. in der Ebene der Be-
schleunung und Geschwindheit und steht notwendig auf letzterer
senkrecht. Letztere Beziehung liefert auch unter Zuziehung
der Definitionsgleichungen 29. (a)

vEi und g0
die Grofe des Kriimmungsradius .
Es ist
0 = 0.
Hieraus folgt durch Differentiation nach der Zeit
v +rep=0
oder
(a) vifreg=0.

Eine algebraische Form dieser Gleichung ist:

,‘,)2
 gsin(g,0)’

Die Projektion der Beschleunung g auf den Kriimmungs-
radius v hat nach 44. den Wert

r=

1 N 1
s g ko

Dies ist die Verallgemeinerung der in 30. angefiihrten
Gleichung fiir die Zentralbeschleunung einer Kreisbewegung.

Es ist zu beachten, daB man bei einer weiteren Differen-
tiation der Gleichung 84.(a) nach der Zeit die Fluxion des
Kriimmungsradius nicht mehr der Geschwindheit gleichsetzen
darf, sondern dieselbe wird durch die Kriimmungsinderung
und Torsion der Bahnkurve mit bestimmt.

2

Der Gradient eines skalaren Feldes. Die Dyade eines Vektorfeldes.

8d. Kontinuierliche Verteilung eines Skalars. Kin Skalar
ist eine benannte Zahl. Da alle reellen Zahlen sich durch
die Punkte einer Linie darstellen lassen, ist es micht leicht,
jedem Punkte eines Raumes einen anderen Wert des Skalars
zuzuschreiben, sondern es lassen sich bei kontinuierlicher Ver-
teilung desselben stets Fliichen angeben, in welchen der Skalar

Jaumann, Bewegungslehre. 4
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konstanten Wert hat. Diese nennt man Niveauflichen.
Man erhilt stets unendlich viele Niveauflichen, jede ist durch
einen anderen Wert des Skalars charakterisiert. Zwei ver-
schiedene Flichen, in welchen der Skalar denselben Wert hat,
betrachtet man als Bliitter derselben Niveaufliche. Diese
konnen sich schneiden oder berithren, nie aber zwei Niveau-
flichen, in welchen der Skalar verschiedene Werte hat. Greifen
wir nur jene Niveaufliichen heraus, deren Skalare S sich um
die konstanten Differenzen &S unterscheiden, so wird
durch diese der Raum in diinne Schichten, Niveauschichten,
zerlegt, deren Dicke sehr verschieden sein kann.

Von Interesse sind ferner die Orthogonaltrajektorien der
Niveauflichen; das sind krumme Linien, welche alle Niveau-
flichen senkrecht durchschneiden.

Beispiele von skalaren Verteilungen sind: die Temperatur-
verteilung in einem ungleichférmig erwirmten Kérper, die Ver-
teilung des Salzgehaltes in einer ungleichmiiBigen Lisung usw.

86. Der Gradient einer gleichformigen Skalarenverteilung.
Gleichférmig nennt man die Verteilung eines Skalars, wenn
der Unterschied der Werte § und §, des Skalars am Anfangs-
und Pfeilpunkt einer beliebigen Strecke (r — r,) nicht von der
Lage des Anfangspunktes, sondern nur von Liinge und Richtung
der Strecke abhingt. Hieraus folgt sofort, daB der Skalar
in der ganzen KErstreckung einer Tangente an eine Niveau-
fliiche konstanten Wert hat, daB also alle Niveaufiichen Kbenen
sind, ferner daB sie parallele Ebenen sind und daB die Niveau-
schichten iiberall dieselbe Dicke haben.

Ferner folgt, daB sich aus einer solchen Verteilung ein
Vektor v ableiten 1aBt, welchen man den Gradienten der-
selben nennt, und welcher durch die Gleichung
(a) bt —1,) = = S()
vollig bestimmt und nicht iiberbestimmt ist, wenn r eine be-
liebige Strecke des Feldes ist. Diese skalare Gleichung hat
den Wert von drei algebraischen Gleichungen, weil man sie
auf drei nicht in derselben Kbene liegende Strecken anwenden
kann, wodurch v bestimmt ist. Sind diese Strecken rectanguliir,
so gilt:

L S-S &5,

p = +Ss—-5‘0.

N =1, -1,
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Der Gradient v steht auf den Niveauflichen senk-
recht, da das skalare Produkt dessélben mit einer in der
Niveaufliche liegenden Strecke Null sein muB. Die GroBe des
Gradienten ist der Dicke der Niveauschichten verkehrt pro-
portional. Fiir eine in die Richtung des Gradienten fallende
Strecke, wie es die Dicke der Niveauschichten ist, nimmt
nimlich die Gleichung 86. (a) algebraische Bedeutung an.

87. Der Gradient einer allgemeinen skalaren Verteilung.
Jeder unendlich kleine Raumteil einer allgemeinen skalaren
Verteilung kann als eine gleichférmige Verteilung angesehen
werden, durch welche ein Gradient v nach der Gleichung

(a) vedr =dS

bestimmt ist. Aber dieser Vektor v hat fiir jeden Raumteil
eine andere Richtung und GroBe. Ks ist hierdurch eine
Vektorverteilung bestimmt. Der Gradient steht iiberall auf
den Niveauflichen senkrecht und seine Grofle ist in jedem
Punkte des Raumes der Dicke der Niveauschichten verkehrt
proportional. Man bezeichnet den Gradienten v als Ableitung
aus der Verteilung des Skalars § durch das Symbol:

v = grad S,

Nach Gleichung 87. (a) ist der Gradient v als die Deri-
vation des Skalars § nach dem Ortsvektor r zu bezeichnen.

88. Komponenten des Gradienten. Ks sei § als Funktion
der Koordinaten gegeben. Betrachten wir die Anderung von §
auf einem Wege, dessen Form dadurch gegeben ist, dall die
Koordinaten z y z der Punkte dieses Weges als Funktion
einer skalaren Hilfsvariablen ¢ gegeben sind. Hiermit hiingt
auch S nur von ¢ ab und die totale Anderung &, welche der
Anderung d¢ entspricht, ist

a8 S a8
(a) dS=—§Eda'+g;dy+Edz,

worin dz, dy, dz die totalen Anderungen der nur von ¢ ab-

hiingenden Koordinaten sind. Dieselben sind aber die Kom-

ponenten der Strecke dr, um welche der betrachtete Punkt

sich lings des gegebenen Weges verschoben hat. Es fallt also

Gleichung 88. (a) mit 87.(a) zusammen und die Komponenten
4*
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des Gradienten miissen gleich den partiellen Ableitungen der
Funktion 8§ der Koordinaten nach diesen sein.
L85 L _&s s
== gz’ v dy’ ¢ dx

Deshalb wird der Gradient einer Funktion der skalaren

Verteilung s nach der Differentiationsregel einer sekundiren
Funktion gebildet durch

(b) grad f'(s) = A 2{:] grad s.

89. Der Hamiltonsche Operator. Man kann viele vek-
torische Differentiationen durch symbolische vektorische Multipli-
kationen ausfithren, was nicht nur die Rechnung erleichtert,
sondern auch diese Derivationen in einen sachgemibBen Zu-
sammenhang bringt.

Der Hamiltonsche Differentialoperator 57 ist ein
fingierter Vektor, dem deshalb keine geometrische Richtung
oder GroBe zugeschrieben werden kann, weil er definiert ist
durch die Eigenschaft
(a) Vit

worin v der von einem beliebigen festen Nullpunkt aus ge-
rechnete Ortsvektor ist. Is ist ganz unméglich die Kinheits-
dyade I als lineare Dyade darzustellen, also wird Unmogliches
von dem Vektor 57 verlangt. Er hat also kein geometrisches
Bild, lift sich nicht als eine Strecke vorstellen. Sonst aber
kann dieser nicht reelle Vektor fast wie ein gewdhnlicher
Vektor in der Rechnung behandelt werden und stellt merk-
wiirdigerweise die Relationen zwischen den (skalaren, vek-
torischen, dyadischen) Funktionen des Ortsvektors und deren
Derivationen her.
Es ist nach der Definition 89.(a)

bEFazed £ V(red) = 8.
Hierin wurde
Sr.p

gesetzt. Ks ist also v der Gradient einer gleichformigen Ver-
teilung 8. Da jede skalare Verteilung in ihren kleinsten Raum-
teilen gleichformig ist, so gilt allgemein

(b) grad § £ 7 S.
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90. Analytische Darstellung des Hamiltonschen Operators.
Betrachtet man das Differentiationssymbol ¢ /dz als einen
fingierten skalaren Faktor (skalaren Operator) und sind i, j, f
drei aufeinander senkrechte Vektoren von den Richtungen 2y z
und den Grében 1, so liBt sich der Hamil tonsche Operator,
ohne daBl ein Rechenfehler zu befiirchten ist, durch die fingierte
vektorische Summe darstellen:

Da nimlich
t=iz+jy+ ¥z,
so ist

oou B e B s
V:l?:'a i ek et T SRR

+Ia stz 4.
+...
Da nun

r=1, aay z = 0 usw,,

so ist tatsiichlich
Wt 2 i+ T %l
91. Wir kinnen nun in sehr einfacher Weise die GrifBe
der Komponenten eines Gradienten berechnen. Es ist

s o8 (i 439 Lgd)ga g
”:vég(tax—l_lay-‘_f&x) é‘ + 61;+fﬁ
also ist

_08 _éS _4s8
T b ¥ 8 Yy T g

92. Nach der Distributionsregel folgt:

VE+8)EVS+VS,.
Der Gradient der algebraischen Summe zweier im selben

Felde gegebener skalaren Verteilungen ist gleich der vektorischen
Summe der Gradienten dieser Verteilungen.

93. Kontinuierliche Verteilung eines Vekfors. Kinen Punkt
des Raumes bezeichnen wir durch den Ortsvektor v, welcher
von einem beliebigen aber festen Nullpunkt zu dem he-
trachteten Punkte reicht. Ist fiir jeden Punkt r des Raumes
ein Vektor v seiner GriBe und Richtung nach gegeben, und ist



H4 Bewegung starrer Korper in Luft.

diese Vektorverteilung kontinuierlich, so lassen sich zweifach
unendlich viele Linien (Vektorlinien) angeben, deren Tangential-
richtung iiberall die Richtung des Vektors v angibt. Schneiden
sich zwei Vektorlinien, so betrachtet man sie als Zweige der-
selben Vektorlinie. In dem Schnittpunkte mufl der Vektor
die Gréfle Null haben, da er nicht zwei verschiedene Richtungen
haben kann. Eine sehr diinne Réhre, deren Oberfiiche ganz
von Vektorlinien gebildet wird, heiBt eine Vektorrohre.
Beispiele von Vektorverteilungen sind: Die Geschwindheits-
verteilung in einer beliebig bewegten Fliissigkeit, z. B. im
Meere, die Verteilung der magnetischen Kraft in der Umgebung
und im Innern von Magneten und galvanischen Strimen usw.

94. Die Dyade einer homogenen Fektorverteilung. Homogen
nennt man eine Vektorverteilung, wenn der Unterschied der
Werte v und v, des Vektors am Anfangs- und Pfeilpunkte
einer beliebigen Strecke (r — r,) nicht von der Lage der An-
fangspunkte r,, sondern nur von der Liinge und Richtung der
Strecke abhiingt. Hieraus folgt, dafl v eine lineare Vektor-
funktion von r ist, da nur diese die distributive Kigenschaft:

Defr —1) = Doy — Doy, = p—y,
hat. Die vektorische Gleichung
(a) Dt —1r) =v—1,
hat den Wert von neun algebraischen Gleichungen, weil man
sie auf drei nicht koplanare Strecken (r — r,) anwenden kann.
Sind die drei zugehdrigen Werte (v — v,) gegeben, so ist
nach 55. die Dyade @ des homogenen Vektorfeldes be-
stimmt. Sind diese Strecken rectangulir so gilt:

® = rl_l @)+ ;ﬁ—_l'ro 1 (0, — 1) + 'ra'_l y, 1 (05— 1)

95. Die Dyade einer allgemeinen Vektorverteilung. Jeder
unendlich kleine Raumteil eines allgemeinen Vektorfeldes v
kann als eine homogene Vektorverteilung angesehen werden,
durch welche eine Dyade ® nach der Gleichung

de+ D = D dy = dy
bestimmt ist. Aber diese Dyaden haben fiir jeden Raumteil

eine andere GrioBe, Form und Lage. Es ist hierdurch eine
Verteilung der Dyade @ bestimmt.
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Kbensogut kann man aber den linearen Zusammenhang
der Anderungen dv und dr durch rotorische Dyaden be-
schreiben.

96. Auswertung der derivierten Dyaden. Wir bedienen uns
wieder des nicht reell geometrischen Vektors 7 (des Hamilton-
schen Operators), welchen wir definiert haben durch

Voot I
HEs ist
O=71.Q=(7.1v). D=7t D)= 7.0,
Wir haben hierbei von der Assoziationsregel
(@;6)- D = a;(b- D)
Gebrauch gemacht, und ferner
pE=r.0
gesetzt. HEs ist also @ die konstante derivierte Dyade einer
homogenen Vektorverteilung v und da jede Vektorverteilung
in dem bei Derivationen in Betracht kommenden kleinen Raum-

gebiete homogen ist, so ist allgemein die derivierte Dyade @
einer beliebigen Vektorverteilung v gleich

DLy :b.
Ebenso erhiilt man die konjugierte derivierte Dyade
([)c £ .-
Es ist
dy = de- /0 =0, dr.
Von grofler Wichtigkeit sind auch der Rotor und Skalar
dieser derivierten Dyaden
B =7-p und b =7 xp,
worauf wir weiter unten zuriickkommen. Ferner sind die zu-
geordneten rotorischen Dyaden von Interesse
D ETxvEY, TV — Vvl
D% £ V.0— V-0l
Besondere Bedeutung haben endlich die symmetrischen
Dyaden
2[Viv]=vViv+0,:V
2[Vxu]=Vxv+9xV
und der erste Skalar zweiter Ordnung [ .v]2.
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99. Analytische Darstellung der derivierten Dyaden. Ks
seien die Komponenten v v, v, der nicht linearen Vektor-
funktion v des Ortsvektors r gegeben, dessen Komponenten = y 2

sind. Dann ist
dv,= 6—”—’—(1.1‘ - Q-F—:dy+ a%diﬁ

dv vy v
dvy— ”(Z:c-{- d'/+6‘ dz,

A, = ﬁd +‘“*

z

dy + E—lidz

Da dz dy dz die Komponenten von dr sind, so haben

die Koeffizienten «;, der variablen derivierten Dyaden ®
folgende Werte:

o 0v, v oo, o 00y dv, 8
2= b’ 6';’ dw’ o= dz’ dy’ Fr
dv. 0Oz, du dv, oo, dv,
oy’ dy ' oy’ oz’ dy’ 8z’

&, dv, 0w, 0. 0. d .
dx’ dz’ e dx’ dy’ dx

Je nachdem die mit diesen Koeffizienten behafteten Kin-
heitsdyaden die skalaren i.i i;j usw. oder die rotorischen
ixi ixjusw. sind, ergeben sich die skalaren oder rotorischen
derivierten Dyaden @' oder o',

Sind die Zahlen v»_ v, v, als Funktionen der Koordinaten
gegeben, so haben diese Koeffizienten angebbare Werte, welche
ebenfalls Funktionen der Koordinaten sind.

Jede der derivierten Dyaden einer Vektorverteilung
ist also ein vollstindig reelles auswertbares Gebilde.

Die symmetrische Dyade hat die Koeffizienten:

” & dv. 182 , 8wy 1[0t , B,
(= e+P= 5 ?(ay am)’ f(a~+ax)’
dw dv dw, dv,
1 ] = Sy
?(6x+oy)’ dy 1r(6&:, d_/)'
1 (00, 02\ (0% , O, az.
3( x +6z)‘ 3(8y+ax ' dx

Die komplementire antisymmetrische Dyade wird meist
nach 74. vertreten durch den deshalb sehr wichtigen Rotor &
der derivierten Dyaden, dessen I{omponenten sind:
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£} a'b.,- 6”:
(q)rz— - ay7
5 Bt!: 0v,
(d),.)y—_- dx ~ o

s 61} __de,

(@)= 5% - 52
Wir wollen jedoch den Begriﬁ" dieses Rotors nicht auf
diese indirekte Weise, sondern durch unmittelbare Anschauung
gewinnen, was wir erst viel weiter unten durchfithren konnen.

Auch der erste Skalar

6‘1, av, 0w,

Des T35y T

und der erste Skalar zweiter Ordnung

o=+ G B )

+(5o+52)
werden durch wichtige analytische Formen bestimmt.
98. Es folgt nach der Distributionsregel:
Vil +0,) = Vb 4 Vb,
Die derivierte Dyade der Summe zweier im selben Felde

gegebenen Vektorverteilungen ist gleich der Summe der deri-
vierten Dyaden derselben. -

Das Vektorpotential einer Dyadenverteilung. Das skalare Potential
einer Vektorverteilung.

99. Kontinuierliche Verteilung einer Dyade. Ist fiir jeden
Punkt v des Feldes eine Dyade @ ihrer Grifie, Form und
Lage nach gegeben, so muB, damit diese Verteilung kontinuierlich
sei, zuniichst der Rotor @ der Dyade kontinuierlich verteilt
sein. Stellen wir dann die symmetrische Dyade [@] in der
Normalform dar:

(D] £ ai,i+bdj,j+ k¥,
so miissen die Zahlen a & ¢ kontinuierlich verteilt sein und
die rectanguliren Einheitsvektoren ijf ebenfalls. Die Vektor-
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linien dieser Vektoren miissen also drei Linienscharen bilden,
welche iiberall aufeinander senkrecht stehen und deren Tan-
gentialrichtungen die von Ort zu Ort variablen Achsenrichtungen
der Dyade geben.

Beispiele von Dyadenverteilungen sind: Die Verteilung
der elastischen Deformation eines beliebig bewegten Mediums,
die Verteilung der dielektrischen Kigenschaften in einem in-
homogenen, z. B. ungleichformig erwirmten Kristall usw.

100. Das Fekiorpotential einer Dyade. Keineswegs in allen,
aber in sehr wichtigen Fillen 14Bt sich eine gegebene Dyaden-
verteilung @ darstellen als die derivierte Dyade eines Vek-
tors v, den man dann das Vektorpotential der Dyade
nennt

O Ly < 0.

Dann ist
dv = dr. D

und wenn wir iiber einen vom Orte r, bis r, reichenden Weg
integrieren

T
() v,—v, = [de. D,
/

Soll eine Dyade & schon durch die Verteilung eines
Vektors v, dessen Derivation sie ist, bestimmt sein, so muB
also das Linienintegral derselben fiir jeden geschlossenen
Weg im Felde gleich Null sein.

Eine andere Form dieser Bedingung ergibt sich aus der
Beziehung 7 = 7 = 0

(b) Vx®=TxT:0=0.

Sind die neun Koeffizienten a;, der Dyade als Funktionen
der Koordinaten gegeben, so soll

dv dr duv,

B o, S ¥ =2
fl-'_all, oy g = T ) Az’ 6$,
0w, avy dv,
aZl’ (122, azs ay ’ —671 éy ’

dv, dv, do,

A1 G325 %3 G ' Fx’ o

sein.
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Eine Dyadenverteilung hat also nur dann ein Vektor-
potential, so daB sie schon durch die Verteilungen von drei
Zahlen bestimmt ist, wenn

4 ayy day _ day Oay _ Oay 0as ;
59 0% "9k Ga %  dy )W

Das heiit, wenn die Koeffizienten der Dyade
(b) Vx®E0
gleich Null sind, also auch diese selbst gleich Null ist.

101. Orthogonalfiichen einer Vektorverteilung. Keineswegs
bei allen, aber bei manchen wichtigen Vektorverteilungen lassen
sich Orthogonalflichen angeben, welche alle Vektorlinien senk-
recht schneiden. Es konnen auch in einem beschrinkten
Raumgebiete einer Vektorverteilung Orthogonalfliichen moglich
sein, withrend in den iibrigen Gebieten die Vektorlinien keine
Orthogonalfiichen haben. Die Bedingung fiir das Vorhanden-
sein von Orthogonalflichen wollen wir erst w. u. anfiihren.

102. Die Potentialverteilung. Unter den Vektorverteilungen,
welche Orthogonalflichen haben, gibt es noch viel speziellere,
aber sehr wichtige Verteilungen, welche sich als die Verteilung
des Gradienten eines Skalars § darstellen lassen. Alle drei
Bestimmungsstiicke des Vektors kiénnen dann fiir alle Punkte
des Raumes gefunden werden, wenn nur der Skalarwert § in
denselben bekannt ist. In diesem Falle nennt man den Skalar §
das Potential des Vektorsv. Es ist dann nach Gleichung 87. (a)

dS =dr.v,
und wenn wir iiber eine beliebige vom Punkte ¢, bis r, reichende

Linie integrieren
T2

() & — 8 ‘=f(lt-l.l.
1

Soll ein Vektor v schon durch die Verteilung einer Zahl §
bestimmt sein, deren Gradient er ist, so mubB also das Linien-
integral desselben fiir jede geschlossene Linie im Felde
Null sein.

103. Die Bedingung dafiir, daB eine gegebene Vektor-
verteilung v ein Potential hat, folgt wieder aus v x 7 £ 0

(b) VxpETxv8L0.
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Da
_és . _és a8
6w’ T Gy : gx

sein soll und jedenfalls

8 s _ #8888 88 L
Gyox T xoy T 9xdw  dméx  Gwdy  dyéw
ist, falls § als Funktion der Koordinaten denkbar sein soll,

so mub
dv, dv. _ do. dv. _ duv, dv,

8% 8y  dx oz  dy =

Dies sind die Bedingungen dafiir, dafl der Vektor v als
(Gradient eines Skalars darstellbar ist. Dieselben lassen sich
auch in der Form schreiben

(Dr L 7xp=0.
Ks muB also der Rotor der derivierten Dyade Null sein,
damit v ein skalares Potential habe. Die derivierte Dyade

eines Gradienten ist also immer symmetrisch und um-
gekehrt.

104. Konnen zwei Vektorverteilungen g, und g, als
Gradienten der Potentiale P, und P, dargestellt werden, so
hat auch ihre vektorische Summe ein Potential P, welches die

algebraische Summe der Potentiale I, und F, ist. Es ist
8, +8=VE+VE=VE+F)=VD.
105. Das Potential eines Beschleunungsfeldes, Wenn eine
Beschleunungsverteilung, wie dies oft vorkommt, die spezielle

Eigenschaft hat, durch ein Potential I’ bestimmt zu sein, so
gilt fiir jede unendlich kleine Strecke d§ die Gleichung

(@) g-ds = dP.
Dann gewinnt die zeitfreie Bewegungsgleichung die Form
1dv®*=dP,

welche wir sogleich algebraisch schreiben konnten, und deren
Integral

(b) 1 v? — P = konst.

ist. Ks ist dann bei gegebenen Anfangsbedingungen die GroBe
der Geschwindheit nicht nur durch den Ort, sondern sogar
schon durch den Potentialwert bestimmt. Jedesmal wenn der
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Korper durch dieselbe Niveaufliche des Potentials tritt, hat
seine (Geschwindheit denselben Wert, gleichgiiltig, welche Bahnen
der Korper beschreibt.

Die in 80. betrachtete Bewegung eines Korpers, der durch
ein elastisches Band mit einem Punkte verbunden ist, ist ein
Beispiel der Verteilung einer Beschleunung, fiir welche sich ein
Potential angeben liBt, und zwar muf

P = — 1x?s* 4 konst.
sein. Hieraus folgt nimlich
dP = —x*8.d8§,
und da
g= —%"8
ist, so ist tatsiichlich Gleichung 105. (a) erfiillt. Fithrt man
diesen Potentialwert in Gleichung 105. (b) ein, so ergibt sich
die Schlubgleichung 80. (b).

Unter Zugrundelegung des Flichensatzes konnten wir nun
diese Zentralbewegung villic berechnen. Wir fithren aber
diese Rechnung lieber fiir eine viel wichtigere Zentralbewegung
aus, deren Beschleunung ebenfalls ein Potential hat.

106. Die planetarische Bewegung. Das Potential P des
Beschlennungsfeldes sei gegeben durch
P 13

r

worin % eine Konstante und » die Entfernung vom Nullpunkt
ist. Die Niveauflichen sind konzentrische Kugeln, der Gradient
dieses Potentials, d. i. die Beschleunung g des bewegten Korpers
hat also radiale Richtung und die Bewegung ist eine Zentral-
bewegung.

Die Grofle der Geschwindheit bestimmt sich nach 105. (b)

durch
. 2k

‘('&.} v =") + ¢,

worin ¢ eine Konstante ist, deren Wert bestimmt ist, wenn
die Grofle der Geschwindheit und der Entfernung des Korpers,
vom Zentrum fiir irgend einen Zeitpunkt gegeben ist.
Bezeichnen wir mit ¢ den Polarwinkel des Radius » in
der Bahnebene, so sind »¢ und +# die Komponenten der Ge-
schwindheit und unsere Gleichung erhiilt die Form:
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2k—+(.’,

r

r2 (“)2 + (7'.)2 e
wihrend der Flichensatz die Form
rPg=2C
hat. C ist eine Konstante, welche ebenfalls durch die An-
fangsbedingungen und insbhesondere durch die Richtung der
Anfangsgeschwindheit bestimmt wird. Eliminieren wir ¢, so
ergibt sich
ref = 4 (er? + 2k — CYh

Aus den letzten zwei Gleichungen folgt die zeitfreie

Gleichung der Bahnkurve:

+rde(cri+4 2hr — C¥': = Cdr,
deren Integral
.Cf =k 4+ (C%c + %%« cos (¢ + konst.)

die Gleichung eines Kegelschnitts ist, dessen Brennpunkt
im Nullpunkte liegt. Fiir ¢ < 0 kann nach 106. (a) der Radius
niemals itber einen leicht zu bestimmenden Betrag wachsen
und die Bahn muB also elliptisch sein. Wenn aber die
Anfangsgeschwindheit groB ist, so daB ¢=0 ist, so kann r
unendlich werden und die Bahn ist dann parabolisch be-
ziehungsweise hyperbolisch,

4. Die partiellen Beschleunungen.

107. Die Komponenten der Geschwindheit und Beschleunung
sind nicht selbst Geschwindheiten oder Beschleunungen des
Korpers, denn dieser kann jederzeit nur eine Geschwindheit
und nur eine Beschleunung haben, sondern sie sind die Projek-
tionen dieser physikalischen Vektoren auf die Koordinaten
und haben also nur geometrische, keine physikalische Be-
deutung.

Es konnen drei verschiedene im selben Felde mogliche
Geschwindheitsverteilungen v, v, und v, in der fiir jeden Punkt
des Feldes giiltigen Beziehung stehen

vZu +v,,
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man nennt dann die erste Verteilung die Summe der beiden
andern.  Gleichzeitiz konnen aber diese verschiedenen Ge-
schwindheitsverteilungen im selben Felde nicht bestehen.

108. Eine Zusammensetzung zweler Geschwindheiten, die
ein Koérper aus zwel verschiedenen Ursachen gleichzeitig hat,
gibt es nicht. Denn erstens kann derselbe iiberhaupt nicht
gleichzeitig zwel Geschwindheiten haben, und zweitens gibt es
nicht zwei verschiedene Ursachen der Geschwindheit -eines
Korpers, sondern diese ist stets nur durch die Geschwindheit
in einer fritheren Zeit und durch die Beschleunung bestimmt.

Man bezeichnet zwar die Wirbelringe und Divergenzgebiete
(sieche weiter unten) einer Geschwindheitsverteilung oft als die
Ursachen derselben, einerseits weil man die Verteilung be-
rechnen kann, wenn ihre Wirbel und Quellen bekannt sind,
andererseits weil diese in anderen (elektrischen und magnetischen)
Verteilungen wirklich die Ursache der Verteilung sind, namlich
selbst durch direkte Naturgesetze bestimmt sind. Nicht so fiir
Geschwindheitsverteilungen.  Wenn auch das Feld zweier
Wirbelringe gleich der Summe ihrer Einzelfelder ist, so ist
doch die Geschwindheit eines Punktes des Feldes nicht die
Summe zweier Geschwindheiten, welche einzeln durch die beiden
‘Wirbelringe verursacht werden.

109. Geometrische Addition von Relativgeschwindheiten, Man
nennt die vektorische Differenz der Geschwindheiten v,
und v, zweier Korper ihre Relativgeschwindheit v

vivp, —v.

Damit man kurzweg von der Geschwindheit eines Korpers
sprechen kann, mull derselbe sehr klein sein oder seine Teile
miissen alle dieselbe Geschwindheit haben.

Die Relativgeschwindheiten sind sehr wichtig, weil wir
stets nur die relative Lage zweler Korper und also stets nur
Relativgeschwindheiten messen konnen und von keinem Korper,
selbst nicht vom Erdboden wissen konnen, ob wir berechtigt
sind, ihm die Geschwindheit Null zuzuschreiben.

Hat ein Korper gegen zwei andere Korper die Relativ-
geschwindheiten v und v”, so folgt unmittelbar aus der geo-
metrischen Definition derselben, daB diese gegeneinander die
Relativgeschwindheit (v’ — v’) haben.
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Hat ein Korper gegen einen zweiten Korper die Relativ-
geschwindheit v, und dieser gegen einen dritten Korper die
Relativgeschwindheit v,, so hat der erste gegen den dritten
Korper die Relativgeschwindheit v, welche sich aus einfachem
geometrischen Grunde bestimmt durch

Vv, 4+,

Diese rein geometrische Operation kann man als die Zu-
sammensetzung von Relativgeschwindheiten bezeichnen.

Kine Polarexpedition bewege sich z. B. mit der Geschwind-
heit v, = 3 km pro Stunde auf einer Treibeisfliche in nord-
licher Richtung, was durch direkte Ausmessung des Weges
auf der EKistliche mittels Zyklometern oder Triangulierungen
unter Zuhilfenahme des Kompasses konstatiert werden kann.
Nach Aufhellung des Himmels oder Sichtbarwerden des Landes
bemerkt dieselbe, daB ihre geographische Geschwindheit v
wihrend dieser Zeit dstlich gerichtet war und v = 4 km pro
Stunde betrug. Hieraus folgt, dab das Treibeis gegen das
Land sich verschob und zwar gegen dasselbe die (Geschwind-
heit v, = 5 km in siidostlicher Richtung hatte.

110. Geometrische Addition von Relativbeschleunungen. Die
vektorische Fluxion der Relativgeschwindheit v zweier Korper,
deren Relativgeschwindheiten gegen einen dritten Korper v,
und v, seien, nennt man ihre Relativbeschleunung g. Da

Béﬁ&ﬁz"‘iﬁéﬂg—gu
so ist die Relativheschleunung zweier Koérper gleich der
vektorischen Differenz ihrer Relativbeschleunungen gegen einen
dritten Kérper.

Ferner folgt

g =9+ 9.

Das heiBt die Relativbeschleunung g, des ersten und
dritten Korpers ist gleich der vektorischen Summe der Relativ-
beschleunungen g (des ersten und zweiten) und g, (des zweiten
und dritten Kérpers). Diese rein geometrische Operation kann
man als die Zusammensetzung von Relativbeschleunungen
bezeichnen.

111. Addition partieller Beschleunungen. Fine wohl von
dieser Addition der Relativbeschleunungen zu unterscheidende



Die partiellen Beschleunungen. 65

wichtige und keineswegs vorauszusehende physikalische Tat-
sache ist die Addition zweier durch zwei verschiedene Um-
stinde bestimmten partiellen Beschleunungen desselben
Korpers.

Man kann die Umstinde, welche die wirkliche Be-
schleunung bestimmen, oft in zwei Gruppen teilen, von welchen
jede eine andere Beschleunung g, und g, bestimmen wiirde,
wenn sie allein vorhanden wire, was aber nicht der Fall ist.
Diese partiellen Beschleunungen g, und g, sind also niemals
vorhanden, noch weniger hat sie der Korper gleichzeitig, sie
sind iiberhaupt keine Beschleunungen, sondern Vektoren anderer
Art, mit Hilfe deren sich aber einfach aussagen lift, welche
wirkliche Beschleunung der Korper hat.

Ks brauchte nun zwischen diesen partiellen und der wirk-
lichen Beschleunung iiberhaupt kein Zusammenhang zu bestehen,
noch weniger kann man a priori sagen, dafi dieser
Zusammenhang ein universeller ist, sondern wenn die-
selben partiellen Beschleunungen g, und g, eines Korpers
einmal durch elastische Umstinde, ein zweites Mal durch
magnetische Umstinde gefordert wiirden, so konnte die wirk-
liche Beschleunung des Korpers in beiden Fillen ganz ver-
schieden sein.

Es ist dies aber nicht so, sondern es besteht das (Gesetz,
daB die wirkliche Beschleunung die vektorische Summe
aller partiellen Beschleunungen ist.

Alle Beobachtungen bestiitigen dieses Naturgesetz, dessen
Einfachheit eine wichtige Stiitze der Beschleunungstheorie
bildet, und dessen Giiltigkeit als eine ideal genaue an-
genommen wird.

Wo man eine Abweichung von diesem Gesetze bemerkt,
mubB man schlieBen, daB noch Umstinde unbeachtet geblieben
sind, welche eine weitere partielle Beschleunung bestimmen
wiirden, wenn sie allein vorhanden wiren.

112. Als Beispiel der vektorischen Summierung partieller
Beschleunungen betrachten wir das Kegelpendel. Der Kérper a
(Fig. 22) bewegt sich in einem horizentalen Kreis vom Radius »
mit der Umlaufszeit ¢ und ist durch einen gespannten Stiel
oder Faden von der Lénge / mit dem Aufhingepunkte o ver-

Jaumann, Bewegungslehre. 5
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bunden, welcher die Hohe A iiber der Bahnebene hat. KEr
hat nicht die Schwerebeschleunung g,, aber er wiirde sie haben,
wenn der Faden / nicht vorhanden wiire. Dieser wiirde die
elastische Beschleunung g, bestimmen, wenn der Korper nicht
schwer wiire. Die wirkliche Beschleunung g des Korpers ist
die in die negative Richtung des Radius fallende Zentral-
beschleunung, und es ist

=
0 Aus der Ahnlichkeit
. dieses Vektorendreiecks mit
8  dem Dreieck r{% folgt:
Z g=—4%9 % ’
P g
4 und da
) 47
9 =—=T
a ] so mub
8§ 7 =2 / ]
I o
9 sein, d. h. die Bahnebene
Fig. 22. liegt desto hoher, je kleiner

die Umlaufszeit ist. Da &
nicht gréBer als die Liinge { des Aufhiingefadens sein kann,
80 ist diese Bewegungsform nur méglich, wenn die Umlaufs-
zeit kleiner ist als die Schwingungsdauer desselben Pendels in
vertikaler Ebene.

113, ‘“weites Beispiel. Man kann das Gesetz einer
Schwingung sehr genau bestimmen, indem man einen zweiten
Kérper Schwingungen von gleicher Dauer in einer senkrechten
Richtung ausfithren 148t und die relative Bahn des ersten
gegen den zweiten Korper, d.i. die Anderung ihrer vektorischen
Distanz, beobachtet.

Es ist aber sogar moglich, zwei Schwingungen, welche
derselbe Korper ausfithren kann, zu einer miglichen Schwingung
desselben zusammenzusetzen, doch fordert dies ein ganz spezielles
Beschleunungsfeld.

Die Versuchsanordnung ist dieselbe wie in 80. Doch be-
riicksichtigen wir nun die Schwerebeschleunung. Der Kirper a
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hingt an einem Kaden, welcher durch die Ose o (Fig. 23)
durchlauft und in eine elastische Feder iibergeht. Er kann
ohne Anderung der Ausdehnung der Feder als Pendel in
horizontaler Richtung schwingen, oder auch ohne Biegung des
Fadens eine vertikale elastische Schwingung ausfithren. Die
Anordnung ist so getroffen, daB, weun die Feder ungespannt
ist, der Korper gerade bei der Ose sich befindet, daB also
die Pendelliinge der Ausdehnung der Feder im Ruhefalle
gleich ist. Dann ist fiir jeden
beliebigen an diese Pendel-
feder gehangenen Korper a die
Schwingungsdauer der horizon-
talen Pendelschwingung gleich
jener der vertikalen elastischen
Schwingung, was wir sogleich be-
weisen werden.

Bezeichne [ den Vektor,
welcher vondem bewegten Kérpera
zu dem Fixpunkt o reicht, so ist
derselbe stets gleich der Aus-
dehnung der Feder, also gleich-
gerichtet und proportional der
partiellen Beschleunung, welche
durch die Spannung der Feder
bestimmt wird. Bezeichne [, einen
vom Fixpunkt o vertikal nach ab-
wirts gerichteten Vektor, welcher
der Schwerebeschleunung propor-
tional sei. Den Pfeilpunkt q,
desselben nennen wir aus einem weiter unten aufzuklirenden
Grunde den Ruhepunkt. Dann mufl der von diesem Ruhe-
punkte @, zu dem bewegten Korper reichende Radiusvektor r
der wahren Beschleunung desselben stets proportional und
entgegengerichtet sein.

Hier haben wir also wirklich jenes Beschleunungsfeld,
welches wir in 80. und 105. vorausgesetzt, dort aber nur mit Ver-
nachlassigung der Schwerebeschleunung hergestellt haben. Nur
liegt der Mittelpunkt des Feldes nicht im Punkte o, sondern
im Ruhepunkte a,.

Fig. 23.

5*
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Aus dem beschriebenen Beschleunungsdreieck folgt fiir
die GroBe der wahren Beschleunung g des Korpers die
Proportion

g= — =2,
0

Der Korper kann also in jeder durch das Zentrum a,
gehenden Geraden eine Sinusschwingung mit der Schwingungs-

dauer

=27 b
o
ausfithren,

Dieses Beschleunungsfeld, in welchem die Beschleunung
dem Radius proportional ist, hat die ganz spezielle Eigen-
schaft, daf die Projektion einer moglichen Bewegung des
Korpers auf einen Radius selbst eine mégliche Bewegung ist,
weil die Projektion der Beschleunung des Korpers in diesem
Falle nicht nur wie selbstverstiindlich die Beschleunung der Pro-
jektion des Korpers ist, sondern die partielle Beschleunung
des Korpers, welche er hitte, wenn er sich an der
Stelle seiner Projektion befinden wiirde.

Umgekehrt kann man zwei beliebige mogliche Schwin-
gungen in zwel radialen Richtungen derart zu einer mog-
lichen Bewegung des Kborpers
zrusammensetzen, daB der Radius-
vektor der resultierenden Be-
wegung stets die vektorische
Summe der Entfernungen der
geradlinig schwingenden Punkte
vom Zentrum ist. Da die gerad-
linigen Schwingungen simtlich
dieselbe  Schwingungsdauer
haben, so wird jede mdgliche
Bewegung die gleiche Umlaufs-
dauer haben. Die Bahnkurve
mubl symmetrisch sein in bezug auf das Zentrum a, Wihlt
man die Achsen y, » eines Koordinatensystems als Richtungen
der Partialschwingungen, so lautet die Gleichung dieser gerad-
linigen Schwingungen

Fig. 24.
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. 2m
7y = bsin =¥
x = asin (22 ¢ - )
= ~ @ .

Die Konstante ¢ heiBt der Phasenwinkel. & und a sind
die Amplituden der Partialschwingungen. 2 und y sind gleich-
zeitig die Koordinaten des in der ebenfalls méglichen resul-
tierenden Bewegung befindlichen Korpers. Die allgemeine
Bahn desselben ist also eine elliptische.

114. Gegenseitige Aufhebung partieller Beschleunungen. Kin
Korper, welcher gleichzeitig zwei Bedingungen unterworfen ist,
welche fiir sich allein gleiche aber entgegengesetzte Be-
schleunungen bestimmen wiirden, bewegt sich unbeschleunigt
weiter. War er unbewegt, so verharrt er in Ruhe. Man sieht
diese gegenseitige Aufhebung zweier Beschleunungsbedingungen
an jedem an einer elastischen Feder hiingenden oder auf einer
elastischen Unterlage ruhenden Korper. Es ist dies eine sehr
charakteristische Auffassungsweise der Beschleunungstheorie.
Um in einem solchen Falle, wo iiberhaupt keine Bewegung
und oft keine deutliche Deformation der Unterlage stattfindet,
doch mit aller Bestimmtheit zwei genau gleiche, wenn auch
nur partielle Beschleunungen anzunehmen, deren vektorische
Summe die wahre Beschleunung Null des Korpers ergibt, mufl
man von der ideal genauen Giiltig-
keit der Gesetze der Beschleunungs-
theorie und der Unméglichkeit,
diesen Ruhefall anders im System g
unterzubringen, ganz iiberzeugt sein. i

Als Beispiel betrachten wir
das Tangentenpendel. Kin Eisen- g,
stiickchen a hiingt an einem Faden.

Ein nebenanliegender Magnet wiirde [
ihm einehorizontale Beschleunungg, B :
erteilen, wenn es frei und nicht Fig. 25.

schwer wire. Hierzu kommen noch

die partiellen Beschleunungen g, des freien Falles und g, der
Fadenspannung. Die vektorische Summe dieser drei partiellen
Beschleunungen mufi Null sein, wenn das Eisenstiickchen in
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Ruhe bleibt. Ist dann der Faden um den Winkel & aus der
Vertikalen abgelenkt, so folgt aus dem Beschleunungsdreieck:

G =g, tge.
Man kann sonach durch Ausmessung des Ablenkungs-

winkels ¢ die GroBe der magnetischen Beschleunung g, be-
stimmen.

5. Die absoluten Beschleunungen.

115. Die Sterne sind Lichtpunkte, welche in unregel-
mibliger aber fast unveriinderlicher Anordnung iiber den Himmel
zerstreut sind. Man stellt ihren Ort durch Zentralprojektion
auf eine groBe Kugelfliche aus deren Mittelpunkte, dem Beob-
achtungsorte, dar, und nennt diese Fliche die Himmelskugel
des Beobachtungsortes. Ks bedarf nur weniger Minuten Auf-
merksamkeit, um mit freiem Auge zu bemerken, dall die Sterne
in lebhafter und gemeinsamer Bewegung begriffen sind. Sie
beschreiben Kreishahnen von paralleler Ebene auf der Himmels-
kugel (die Deklinationskreise derselben) und vollenden dieselben
in fortdaunernder iiberaus gleichmiifiiger Bewegung innerhalb
23" 56" (eines Sterntages). Die Achse dieser Rotation der
Himmelskugel heifit die Weltachse, sie ist fiir jeden Beobachtungs-
ort auf der Erde gegenwirtig ungefihr gegen den Stern ¢ ursae
minoris (Polarstern) gerichtet, woraus folgt, daB sich die Sterne
wie ungeheuer weit entfernte Korper auf die Himmelskugeln
der verschiedenen Beobachtungsorte projizieren. Diese Um-
willzung des Sternhimmels liefert uns das beste Zeitmal.

116. Kugelgestalt der Erde. Die Schwererichtung (Lot-
richtung, Zenithrichtung) steht iiberall auf der Meeresoberfliche
und auch auf der Erdoberfliche, soweit sie nicht bergig ist,
senkrecht. Als Polhéhe bezeichnet man den Winkel, welchen
die Weltachse mit der auf der Schwererichtung senkrechten
Ebene, der Horizontalebene des Beobachtungsortes bildet. Die
Ebene dieses Winkels heifit die Meridianebene, die horizontale
Gerade derselben gibt die Nord-Siidrichtung an. Es war
bereits im Altertume bekannt, daB die Polhdhe an verschiedenen
Orten der Erde verschieden ist und Hipparch (130 v. Chr.)
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baute hierauf das geographische Koordinatensystem auf. Geht
man in der Meridianrichtung nach Norden, so nimmt die Pol-
hohe proportional dem zuriickgelegten Wege zu, und zwar um
19 pro 110 km. Da der grofien Entfernung der Sterne wegen
die Weltachsen verschiedener Beobachtungsorte parallel sind,
so sind die Horizonte zweier Orte, welche in 110 km Ent-
fernung im selben Meridian liegen, um 19 gegeneinander ge-
neigt und ihre Schnittlinie hat west-dstliche Richtung. Die
Meridianlinien auf der Erdoberfliche sind also grobBe Kreise
von '—3:%0 -110 km = 6300 km Radius.

Alle Orte, welche gleiche Polhohe haben, bestimmen eine
Breitenlinie. Diese steht senkrecht auf den Meridianen. An
allen Orten desselben geographischen Meridians kulminieren
dieselben Sterne gleichzeitig, d. h. sie passieren gleichzeitig
die Meridianebene. In Orten, welche auf unserer Breitenlinie
von 50° Polhihe liegen, gehen die Sterne desto spiiter auf
und kulminieren desto spiiter, je weiter westlich der Beobachtungs-
ort liegt, und zwar um je 4}, Sterntag spiter fir je 77 km
westlicher Entfernung. Hieraus folgt, dal diese Breitenlinie

8O0 = 4200 km Radius ist.

ein Kreis von |~

Sind die Verhiltnisse, wie sich dies bestitigt, auf der
ganzen Krde #hnliche, so sind alle Breitenlinien Kreise, die
Erde hat eine Rotationsform, die Erdachse ist den Weltachsen
parallel. Da die Meridiane Kreise von 6300 km Radius sind, so
ist die Erde eine Kugel von gleichem Radius. Am Aquator
kulminieren die Sterne um 4}, Sterntag spiter fiir je 110 km
westlichere Lage.

Da im Mittelalter noch keine eigentlichen Uhren bekannt
und die Mondfinsternisse wenig studiert waren, konnte die
indische mit der europiischen Zeit nicht verglichen werden
und deshalb war man in bezug auf die geographische Liinge
Ostindiens auf die unsicheren Entfernungsschitzungen der
Araber angewiesen. Behaim setzte auf seinem Globus Ost-
indien in die L#nge, welche tatsiichlich Westindien hat. Tos-
canelli (1480) fabite die Idee, gegen Westen nach Ostindien
zu fahren, also die Idee der Erdumsegelung, und iiberredete
Chr. Columbus zu diesem Wagnis.
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117. Da man nun die Gestalt und die Dimensionen der
Erde kennt, so ist eine Basis gewonnen, von welcher aus die
Entfernung der himmlischen Objekte beurteilt werden kann.
Doch zeigt sich, daB diese Entfernungen zu groB sind, um von
einer Basis von nur einigen tausend Kilometern aus meBbar
zu sein. Nur der Mond ist nicht zu weit entfernt. Wenn
derselbe von Wien aus betrachtet ein wenig siidlich vom
Himmelsiiquator steht, so erscheint er von Kapstadt aus ein
wenig nordlich von demselben und zwar betriigt diese (parallak-
tische) Verschiebung des Mondes gegen die Sterne 1,3°=0,022
BogenmaB. Da Kapstadt in gerader Linie 8500 km von Wien
liegt, so betriigt die Entfernung des Mondes von der Erde

8500 ¢
0,022 = 384000 km.

Bei Sonnenfinsternissen ist es anschaulich, daf die Sonne
viel weiter entfernt ist als der Mond. Die Beleuchtungsphasen
desselben zeigen, daB auch dieser kugelformig ist. Bei Halb-
mond sind Mond und Sonne um den Winkel von 89° 51" von-
einander getrennt, wihrend vom Mond aus Erde und Sonne
um genau 90° getrennt erscheinen miissen. Nun kennt man
eine grofe Basis, nimlich die Entfernung der Erde vom Mond
und die beiden Winkel an derselben und kann hieraus die
Entfernung der Sonne von der Erde bestimmen. Dieselbe be-
trigt 149 Millionen Kilometer. ks gibt aber viel bessere auf
der Beobachtung der Venusdurchgiinge vor der Sonne und der
Aberration des Sternlichtes beruhende Methoden zur Be-
stimmung dieser Entfernung.

118. Die Sonne steht zwischen den Sternen nicht ruhig,
sondern bleibt hinter deren tiglicher Bewegung zuriick, und
zwar im Jahre um einen Sterntag. Sie beschreibt im Jahre
einen groBten Kreis am Sternhimmel, die Ekliptik, dessen
Ebene mit der Aquatorebene einen Winkel von 23° 28’ bildet.
Am 21. Marz steht die Sonne im absteigenden Knoten des
Aquators, dem Frithlingspunkte, d.i. in dem Schnittpunkte, in
welchem die Ekliplik von Siiden nach Norden durch den
Aquator tritt.

Der Mond bleibt noch weiter hinter den Sternen zuriick, und
zwar in 271/; Tagen um einen Sterntag. Er zeigt in 291/, Tagen
den ganzen Zyklus der Beleuchtungsphasen und beschreibt
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einen grifiten Kreis am Sternhimmel, welcher fast mit der
Ekliptik zusammenfillt, mit derselben einen Winkel von 6°
bildet. Im Winter, wenn die Sonne tief steht, steht also der
Vollmond hoch, im Sommer sind im Gegenteil die Tage lang,
der Vollmond bleibt aber nur kurze Zeit iiber dem Horizont.

Die Kenntnis von fiinf Sternen (Planeten), welche zwischen
den iibrigen nicht ruhig stehen, reicht in vorhistorische Zeiten.
Die inneren Planeten Merkur und Venus bleiben immer in
der Nihe der Sonne, die #ublleren Planeten Mars, Jupiter und
Saturn, zu welchen auch die in neuerer Zeit entdeckten Planeten
Uran und Neptun gehoren, konnen sich um 180° von der
Sonne entfernen, so daB die Krde zwischen Sonne und
Planet steht.

119. Die Planetenbahnen. Die Bahnen der Planeten am
Sternhimmel bleiben stets in der Nihe der Ekliptik, sind aber
verwickelt gewunden und verschlungen. Das einfachste Bild zeigen
die Bahnen der #uBeren Planeten. Sie sind im wesentlichen
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Fig. 26. Fig. 27.
Saturn 1882—1884
Stellung 1, am 1. November 1882 e Ekliptik
P 2, am 1. November 1883 s Deferent
” 3, am 1. November 1884 I} Epizykel

epizyklisch (Fig. 26) und setzen sich aus einer Fortschreitung
lings eines mit der Ekliptik nahezu zusammenfallenden griBten
Kreises, des Deferenten, und aus einer epizyklischen, aber
elliptischen Kreisung zusammen (Fig. 27).

Den Winkel des Deferenten mit der Ekliptik nennt man
die Neigung der Planetenbahn. Die Schnittpunkte mit der
Ekliptik heiBlen die Knoten der Bahn. Der Umlauf lings des
Deferenten findet rechtliufig, d. h. im gleichen Sinne wie der
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Sonnenumlauf statt. Den Umlauf um den ganzen Himmel
vollenden diese Planeten mit verschiedener Umlaufszeit, und zwar
Jupiter in 12 Jahren

Saturn ,, 29 ,,
Uran , 84 ,,
Neptun ,, 217
Die epizyklische KEllipse ist stets sehr schmal. Ihre
grofie Achse ist der Ekliptik parallel und hat fiir jeden
Planeten einen anderen konstanten Wert, und zwar ist die
halbe grofie Achse des Epizykels fir

Jupiter 10° 56" = - 512 BogenmaB
) 0 JH = 1
Saturn  6° 0'= 954 ”
o g'—_1
Uran 8° 8= 1,18 &
085/ — L
Neptun 1°35'= T -

Die kleine Achse der epizyklischen Ellipise ist desto grifer,
je weiter entfernt der Planet von der Ekliptik ist. In der
Nihe der Knoten ist sie Null. Die elliptische Kreisung findet
nordlich und siidlich von der Ekliptik in entgegengesetztem
Umlaufssinne statt.

Diese sehr verschieden geformten epizyklischen Ellipsen
werden aber von allen dufleren Planeten in derselben Zeit
durchlaufen, und zwar in jener Zeit, in welcher auch die Sonne
um die Erde liuft, in einem Jahre.

120. Das Kopernikanische System. Dieser letztere Umstand
brachte Nik. Kopernikus (1500) auf den Gedanken, daB der
epizyklische Umlauf der fdulleren Planeten eine Bewegung sei,
welche diese Planeten mit der Sonne gemeinsam haben, die
Fortschreitung der Planeten im Deferenten aber eine Kreis-
bewegung derselben um einen in der Niahe der Sonne liegen-
den Punkt sei.

Die Bahn der inneren Planeten liBt sich in gleicher Weise
zerlegen. Hier findet aber der Umlanf im Deferenten in einem
Jahre statt, wihrend die epizyklische Kreisung mit den Um-

laufszeiten
Merkar . . . . . 0,24 Jahre

Venus:. . '« . « 082
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erfolgt. Im Mittelpunkt des Epizykels steht immer die Sonne
(KFig. 28 und Fig. 29).

Alle Planeten bewegen sich in Kreisen mit den angegebenen
Umlaufszeiten um die Sonne. FKine andere Relativhewegung
haben die Planeten gegen die Sonne nicht, Das ganze System
kreist also jihrlich translativ mit der Sonne, d. h. jeder Planet
beschreibt noch jihrlich einen Kreis, welcher kongruent und
parallel gelegen ist zu der Sonnenbahn. Dieser Kreis erscheint
uns bei den #ufleren Planeten als Epizykel, bei dem inneren
als Deferent, Daraus kann man erkennen, dall die inneren
Planeten der Sonne sehr nahe bleiben miissen, die duBleren

30"
———pm—
20— } e . 20" ~=— r;\\
—— - \‘;‘Q‘ \]\
10" = \\J “..‘.'L-. T
"‘T,\_'_\
FAL/M Lo° 9*° Loo° b90° o 50° 40° J0° 20° 1o°
Fig. 23. Fig. 29.
Venus 1876 Merkur 1852
Stellung 1, am 5. Mai Stellung 1, am 28. Mirz
i 2, am 14. Juni 5 2, am 1. Juni
it 3, am 3. August
W 4, am 12. September F Friihlingspunkt.

S Sommersolstitium.

Planeten aber so weit entfernt sein miissen, dall ihre michtige
epizyklische Kreisung als eine kleine Ellipse erscheint.

121. Dimensionen des Weltraumes. Wie bereits erwithnt,
gibt es kein direktes Mittel, die Entfernung der Planeten zu
messen. Aus der Kopernikanischen Hypothese folgt aber auch
die raumliche Konfiguration des Planetensystems, withrend
man vor Kopernikus nur die Projektion desselben auf den
Himmel kannte. Wenn es richtig ist, daB die Epizykel aller
duBeren Planeten kongruente Kreise sind, dann sind die-
selben desto weiter von der Sonne entfernt, je kleiner die
groBe Achse der epizyklischen Ellipse ist. Diese sind in 119.
angegeben. Der Winkel in Bogenmall, unter welchem uns
diese halbe groBe Achse erscheint, gibt das Verhiltnis des
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Halbmessers der epizyklischen Kreishahn des Planeten, welche
gleich dem Radius der Sonnenbahn ist, zu der Entfernung
des Planeten von der Sonne an. Es ist also

Jupiter 5,2 mal

Saturn 9,54 ,,

Uran 19,18 ,,

Neptun 36,1 ,,
so weit von der Sonne entfernt, als diese von der Erde.

In neuerer Zeit konnte man nachweisen, daB} einige Fix-
sterne ebenfalls epizyklische Ellipsen beschreiben, deren groBe
Achse der Ekliptik parallel und deren Exzentrizitit desto
kleiner ist, je weiter sie von der Ekliptik entfernt sind. In
der Nihe des Poles der Ekliptik haben diese parallaktischen
Ellipsen der Fixsterne Kreisform, in der Niihe der Ekliptik
fithren die Sterne geradlinige, der Ekliptik parallele Schwingungen
aus. Nordlich von derselben kreisen sie im Sinne, siidlich
gegen den Sinn des Uhrzeigers. Die Umlaufszeit in diesen
fiir verschiedene Sterne sehr verschieden groBen, aber immer
sehr kleinen parallaktischen Ellipsen betriigt genau ein Jahr.

Nach Bessel (1838) ist die halbe grofie Achse der parallak-
tischen Ellipse fir den Stern ¢ Centauri gleich 0,8”=1/,.
Bogenmall. Dieser Stern ist also 265000 mal so weit von uns
als die Sonne und ist noch einer der nichsten Fixsterne.
Diesen verbliiffenden Distanzmessungen liegt die berechtigte
Amnahme zugrunde, dall die parallaktischen Kreisungen der
Sterne in Bahnen erfolgen, welche der Sonnenbahn kon-
gruent sind.

Die Sonne, die Planeten und die Sterne bilden ein System,
welches jahrlich eine translative Kreishewegung von ungeheurem
Radius gegen die Erde ausfithrt und sich auerdem tiglich um
die Erdachse dreht.

122. Heliozentrische Geschwindheiten. Bis dahin bot sich
das geographische (geozentrische) Koordinatensystem am natiir-
lichsten zu jeder Ortsbhestimmung dar. Man bezog alle Distanz-
messungen auf einen fest mit der Erde verbundenen Punkt,
und alle Richtungsmessungen auf fest mit der Erde verbundene
Richtungen. Kopernikus lehrte aber ein zweites System von
hoher Bedeutung und unendlicher Ausdehnung, nimlich die
Sonne mit den Fixsternen, kennen, in welchem sich Richtungen
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mit grobler Genauheit festlegen lassen und dessen Dimensionen
hinreichend bekannt sind. ks entstand nun die Frage, ob es
nicht besser sei, die Orts- und Geschwindheitsangaben auf
dieses, das heliozentrische System, zu beziehen. Ks macht
dies einen scheinbar ungeheuren Unterschied, denn die beiden
Systeme haben gegeneinander keine feste Lage, sondern eine
miichtige jihrliche Kreisung und eine tiigliche Rotation. DaB
es vorteilhaft ist, die astronomischen Bewegungen auf das
heliozentrische System zu beziehen, konnte nie bezweifelt
werden. Denn in diesem System stehen die Sonne und alle
Sterne ruhig und die Planeten fithren einfache Kreishewegungen
um die Sonne aus, wiithrend alle diese Bewegungen vom
irdischen Standpunkt aus verwickelt erscheinen. Anders, wenn
man terrestrische Bewegungsvorginge im heliozentrischen
System darstellen will. Es war vor Aufstellung der Galilei-
schen Bewegungstheorie nur den kithnsten Denkern mbglich,
dem Augenschein und dem niichternen Verstande entgegen den
Wert der Vorstellung zu erraten, daB auch in physikalischer
Beziehung der Himmel ruhend und die Erde bewegt sein
konnte.

123. dbsolute Beschleunungen. Jedenfalls hat die Frage,
ob die Bewegungsgesetze fiir die auf das heliozentrische oder
geozentrische System bezogenen Beschleunungen gelten, eine
hohe theoretische Bedeutung. Um die Geschwindheiten handelt
es sich hierbei gar nicht, da diese nicht durch direkte Gesetze
bestimmt sind. Deshalb ist der Unterschied der in beiden Fillen
zu erwartenden Erscheinungen nicht so groB wie die astro-
nomischen Geschwindheiten, sondern nur so klein, wie die sehr
unbedeutenden astronomischen Beschleunungen. KEs er-
fordert sehr feine Messungen, um diesen Unterschied itberhaupt
bemerken zu konnen. Dieselben gelangen zum Teil erst im
19. Jahrhundert und entschieden fiir das heliozentrische
System. Die Beschleunung der Korper, bezogen auf ein in
Fixsternen festgelegtes Koordinatensystem, wird durch ein-
fache Gesetze bestimmt. Die drei hiefiir sprechenden Beob-
achtungen wollen wir in historischer Reihenfolge anfiihren.

124. Die absolute Fallbeschleunung. Huyghens erfand
(1660) die Pendeluhr. Picard sagte (1671) voraus, daB das-
selbe Pendel am Aquator langsamer schwingen miisse als bei
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uns. Richer (1672) fand tatsichlich, dab eine Pendeluhr (bei
gleicher Temperatur) am Aquator langsamer geht als in
unseren Breiten. Die Relativbeschleunung, mit welcher die
Korper gegen den Erdboden fallen, ist hiernach am Aquator
um 3,4 cm/sec kleiner als an den Erdpolen. Hieraus erkannte
Huyghens, daB sich das Fallgesetz nicht auf die geozentrische,
sondern auf die heliozentrische oder absolute Beschleunung
bezieht. Diese absolute Fallbeschleunung ist auf der ganzen
Erdoberfliche nahezu gleich und zwar g, = 982 em/sec? und
iiberall gegen den Erdmittelpunkt gerichtet. Da aber die Erd-
oberfliche eine Kreisbewegung ausfithrt mit dem Radius

r= Rcosqg,

worin r der Krdradius und ¢ die Polhohe des Beobachtungs-
ortes ist, so hat jeder terrestrische Fixpunkt in der Nihe des
Beobachtungsortes die absolute Zentralbeschleunung

4n?

g9, = — — Rcosg = — 3,4 cos g cm sec?,

-r.’

worin 7 = 86400 sec (ein Tag) ist. Diese Zentralbeschleunung
ist senkrecht gegen die Erdachse gerichtet.

Die terrestrische Beschleu-

i ) 8, nung ¢, des freien Falles ist die

ﬁ:-/; 8o Relativbeschleunung desfallen-

7 den Korpers gegen den Krd-

boden. Ihre Richtung ist die

Lotrichtung, Sie ist die vek-

% torische Differenz der absoluten
Aeguator / Beschleunung des Kiorpers und

z,

der absoluten Beschleunung des
Erdbodens

ﬂ’u = o — 0,
Die terrestrische Fallbeschleunung ist also nicht senkrecht

gegen die Erdobertliiche gerichtet und am Aquator kleiner als
am Pol. Auf jenem hat sie den Wert

Fig. 30.

70 = g, — 3,4 cm/sec? = 978,6 cm/sec?

125. Die Bahn des freien Falles. Ein aus grofler Hihe
ohne (terrestrische) Anfangsgeschwindheit herabfallender Kérper
kann nicht in der Lotrechten fallen. Er hat nimlich zu Be-
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ginn seiner Bewegung die groBe horizontale absolute Geschwind-
heit, welche durch die Rotation der Erde bedingt ist, und
wird sich in einer Ellipse bewegen, deren Scheitel im Anfangs-
punkte seiner Bahn liegt. Diese von Fermat herriithrende
Bahnberechnung regte Newton zu seinen Berechnungen der
genauen Form der Planetenbahnen an. Die elliptische Bahn
des frei fallenden Steines unterscheidet sich bedeutend von
einer Geraden. Da aber auch der Beobachtungsort die Erd-
rotation mitmacht, ist dieser Unterschied kaum zu erkennen.
Die Spitze eines 183 m hohen Turmes hat (am Aquator der
Erde) eine um nur 1 cm/sec grioflere Geschwindheit als der
Boden. Ein frei fallender Stein braucht 6 sec, um die Hohe
zu durchfallen. Ir fillt tatsichlich nicht in einer geozentrischen
Lotrechten, sondern in einer Parabel und weicht 6 cm gegen
Osten ab, wie verschiedene Physiker zu Beginn des 19. Jahr-
hunderts konstatiert haben.

126. Das Foucaultsche Pendel. Am Erdpol wird ein
schwingendes Fadenpendel, dessen oberer Drehpunkt durch
eine feine cardanische Aufhingung gebildet wird, durch kein
(Gesetz irgendwie an eine bestimmte Orientierung gegen die
Erde gebunden, sondern die Richtung seiner Schwingungsebene
muB} im heliozentrischen System eine feste sein, sich also in
bezug auf die Krde drehen und in einem Sterntag den Umlauf
vollenden. In unseren Breiten dreht sich die Schwingungs-
ebene eines solchen Pendels im selben Sinne (Foucault 1851),
vollendet aber, wie vorauszusehen war, einen ganzen Umlauf
erst in 32 Stunden. In derselben Weise dreht sich die hori-
zontale Achse eines frei aufgehiingten rotierenden Kreisels.

6, Das Gravitationsfeld.

12%. Kopernikus hielt die auf die ruhend gedachte
Sonne bezogenen Planetenbahnen fiir schwach exzentrische
Kreise. Die Entfernung der Planeten von der Sonne ist
piimlich nicht véllig konstant. Am stiirksten exzentrisch ist
die Merkurbahn. In Sonnennihe (im Perihel) ist der Merkur
0,35, in Sonnenferne (im Aphel) 0,54 Erdbahnradien von der
Sonne entfernt. Die Bahnen der Venus und des Neptun haben
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die kleinste Exzentrizitiit, sie sind von Kreisen, in deren Mittel«
punkt die Sonne steht, kaum zu unterscheiden. Die Bahnen
der zahlreichen, griBtenteils zwischen Mars und Jupiter kreisen-
den Planetoiden haben aber zum Teil grofie Exzentrizitit.

128, Die Planeten durchlaufen ihre exzentrische Bahn
nicht mit gleichformiger Geschwindheit, sondern bewegen sich
im Perihel merklich rascher als im Aphel. Am deutlichsten
ist dies bei Merkur. Jene Planeten, deren Bahn wenig
exzentrisch ist, bewegen sich in derselben mit viel gleich-
formigerer Geschwindheit.

In folgender Tabelle ist die Marsbewegung angegeben.
Es bedeutet » die variable Entfernung des Mars von der
Sonne (in Erdbahnradien), w die Geschwindheit seiner Projektion
auf eine Himmelskugel, deren Mittelpunkt in der Sonne liegt
- (in Bogensekunden pro Tag), wr seine absolute Geschwindheit »
(in Erdbahnsekunden pro Tag) fiir verschiedene Punkte seiner
Bahn.

Mars Datum ‘ r ‘ w ‘ wr =29 | wrl=vr
im Aphel 1.5. 1867 i 1,665 1574 2620 4363
1.9. 1867 ‘ 1,580 1745 2760 4359
| 1.12. 1867 | 1,466 2030 2980 4360

im Perihel | 1.4. 1868 | 1,382 2285 3171 4363
| |

Man erkennt das Anwachsen der Geschwindheit v des
Planeten bei Anniherung an die Sonne. Das in der letaten
Spalte der Tabelle angegebene Produkt ».r bleibt aber hierbei
merklich konstant. Dieses Produkt stellt den vom Radius-
vektor » in zwei Tagen durchstrichenen Flichenraum dar,
wobei die Basis dieses Dreiecks in Sekundenlingen des Erd-
bahnkreises, die Hohe desselben in Erdbahnradien ausgedriickt
ist. Gleiches fand Kepler fiir alle Planeten: Der von der
Sonne zu einem Planeten reichende Radiusvektor
durchstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flichen.

Hieraus folgt fir uns unmittelbar (nach 82), daB die
absolute Beschlennung des Planeten trotz der exzentrischen
Bahn desselben stets nach der Sonne gerichtet ist.

129. Es ist bewunderungswiirdig, da Kepler, dem selbst
die Galileische Bewegungstheorie ganz unbekannt war, diesem



Das Gravitationsfeld. 81

Gesetze eine so treffende Fassung gab, durch welche die
Theorie der Zentralbewegung wesentlich gefordert wurde.

Die leichter aufzufindende Beziehung der GriBe der
Geschwindheit der Planeten zu ihrer Entfernung von der
Sonne entging jedoch Kepler, wodurch die Entdeckung des
Gravitationsfeldes verzigert wurde.

Die zahlreichen und fiir ihre Zeit vortrefflichen Messungen
von Planetenpositionen, welche Tyge Brahe hinterlieB und
welche Kepler seinen Untersuchungen zugrunde legte, hitten
ihm gestattet, auch die universelle Beziehung zwischen dem
Quadrat der Geschwindheit der Planeten und ihren reziproken
Abstand von der Sonne zu finden, welche zusammen mit dem
Flichensatz die Planetenbewegung vollig bestimmt.

Die folgende Tabelle gibt beispielsweise fiir einige Mars-
orte die Entfernung » des Mars in Erdbahnradien und seine
absolute Geschwindheit » in Erdbahnradien pro Jahr. Die
letzte Spalte der Tabelle zeigt, daB der Wert

3 8n?

= @
=
konstant ist.
Mars ‘ Datum ‘ r v I ¢
im Aphel 1.5. 1867 ‘ 1,665 465 | — 2568
[ 1.9, 1867 | 1,580 4,90 | — 25,75
| 1.12. 1867 1,466 5,32 | — 25,70
im Perihel 1.4, 1868 1,382 5,61 | - 25,67

Hierdurch ist nun das Beschleunungsfeld der Marshewegung
bestimmt. Dasselbe fillt vollig mit den in gleicher Weise
bestimmten Beschleunungsfeldern der anderen FPlaneten zu-
sammen.

130. Statt dessen stellte Kepler das Gesetz der Um-
laufszeiten auf und erkannte die genaue Form der Bahn
der Planeten, Dieselben bewegen sich in Ellipsen, in
deren einem Brennpunkte die Sonne steht. Die folgende
Tabelle gibt die Bahnelemente der Planeten an. Hierin be-
deutet » den mittleren Bahnradius, e die numerische Ex-
zentrizitit, n die Linge des Perihels (den Winkelabstand der

Jaumann, Bewegungslehre. 6
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groBen Achse der elliptischen Bahn vom Friihlingspunkte),
¢ die Neigung der Bahnebene gegen die Ekliptik, £ die Linge
des aufsteigenden Knotens, in welchem der Planet von Siiden
nach Norden durch die Ekliptik tritt.

r e [ b 7 £
Merkar | 0,39 | 0,21 750 0o 470
Venus | 0,72 0,01 129° | 3928 759
Erde 1,00 002 | 100° | 0° 0O —
Mars 1,52 | 009 | 333° 1° 51 480
Jupiter 520 | 0,05 | 12° 119" 990
Saturn 9,54 | 0,06 | 90° ‘ 20 29’ 112°
Uran 19,18 | 0,05 | 168° 0° 46’ 780
Neptun 36,15 0,01 50° 10 47 1300

Die Planetoiden, mehrere Hundert an Zahl, kreisen zwischen
Mars und Jupiter, mit Ausnahme des Eros, welcher der Sonne
niher kommt als Mars. Thre Umlaufszeiten liegen zwischen
drei und acht Jahren. Die Exzentrizitit ihrer Bahnen schwankt
zwischen 0 und 0,4, die Neigung derselben geht his zu 34°

Man hat etwa 500 Kometen genauer beobachtet, von
welchen viele in elliptischen, andere in parabolischen, viele
auch in hyperbolischen Bahnen, in deren Brennpunkt stets
die Sonne steht, umlaufen. Die Exzentrizitiiten schwanken
zwischen 0,4 bis 1,1, die Neigungen ihrer Bahnen zwischen
0 und 360° Auch die Periheldistanzen haben alle miglichen
Werte. Ktwa zwanzig von den in elliptischen Bahnen um-
laufenden Kometen hat man mehrfach beobachtet, sie haben
Umlaufszeiten von 3 bis 80 Jahren.

131. Die Planeten sind ohne Zweifel kugelformige Korper,
so gut wie Krde und Mond. Starke Fernrohre lassen ihre
Dimensionen und ihre Oberflichenbeschaffenheit erkennen.
Die Kometen freilich sind groBtenteils, aber nicht ginzlich
eine korperlose Erscheinung.

Kepler war lange Zeit bemiiht, durch Zusammenstellung
der Planeten in Reihen zu zeigen, dall die Krde als dritter
Planet in diese Reihen gehire. Von diesen Versuchen ist fiir
uns das Gesetz der Umlaufszeiten von bleibendem Werte ge-
worden. Die folgende Tabelle gibt den Bahnradius » der
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Planeten und ihre Umlaufszeit an. Der Quotient r%/z? ist
konstant: Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sich wie
die dritten Potenzen der Bahnradien der Planeten.

¥ T il

in Erdbahnradien in Jahren 1*

Merkur . . . 0,39 0,24 0,974
Venus . . . 0,72 0,62 0,980
Erde . . . . 1,00 1,00 1,000
Mara: & 5 5 s 1,52 1,88 0,992
Jupiter . . . 5,20 11,87 1,008
Saturn . . . 9,54 29,46 0,900
Uran . . . . 19,18 84,01 0,985
Neptun . . . 36,15 217,40 1,002

132. Die absolute Beschleunung g der Planeten ist die
Zentralbeschleunung ihrer Kreishewegung um die Sonne:

worin % eine Konstante ist, wurde von Wren und Halley
beniitzt, um die Umlaufszeit z zu eliminieren und die Zentral-
beschleunung der Planeten als Funktion ihres Bahnradius »

darzustellen:
(a) 472k

g=——G-

r2
Die Zentralbeschleunung der Planeten ist dem

Quadrate ihres Bahnradius verkehrt proportional

Um die Konstante % dieses Wrenschen Gesetzes in
terrestrischen MaBen auszudriicken, miissen wir » und = fiir
irgend einen Planeten, z. B. die Erde, in diesen MaBen an-
geben. Der Krdbahnradius ist

r, = 1,49 x 10 cm.
Die Umlaufszeit 7, der Erde ist

7, = 3,15 x 107 sec.
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Hieraus folgt

L= ’?;1 = 3,36 x 10%* cm?/sec?
1

Wir kinnen nun die Zentralbeschleunung der Planeten
in zweifacher Weise in cm/sec? berechnen, und zwar nach dem
Wrenschen Gesetz aus % und », oder nach der Huyghens-
schen Gleichung aus r» und z, und erhalten:

4n? i 4
g=——3k § Wi =5
nach Wren nach Huyghens

Merkur. . . . 4,11 cm/sec? 4,02 em/sec?
Venus . . . . 1,17 1,15

Erde . . . . 0,591 0,591

Mars . . . . 0,254 0,252
Jupiter . . . . 0,0221 0,0223
Saturn . . . . 0,0070 0,0065
Uran & & : 0,00167 0,00165
Neptun. . . . | 0,00041 0,00041

Die Ubereinstimmung ist eine sehr gute, wenn man be-
riicksichtigt, dall die extremen Werte sehr verschieden sind.
Die Beschleunung des Neptun ist 10000 mal kleiner als die
des Merkur.

Die absoluten Beschleunungen der Planeten sind wie alle
astronomischen Beschleunungen sehr klein. Die Zentral-
beschleunung der Erde in ihrer heliozentrischen Bahn ist
1660 mal kleiner als die Schwerebeschleunung.

133. Die Beschleunung der Planeten ist nach dem Wren-
schen Gesetz nur abhingig von ihrem Bahnradius, von ihren
sonstigen Kigenschaften unabhiingig. Dies brachte alle Physiker
auf die Vermutung, daB die Beschleunung eines beliebigen
Korpers im Weltraum von den Kigenschaften, auch von der
Greschwindheit desselben unabhiingig, eine universelle Funk-
tion der Entfernung von der Sonne sei. Die fiir jeden Ort
dieses ungeheuren Feldes vorausbestimmte Beschleunung nennt
man die Gravitation.

Den Beweis fiir die Richtigkeit dieser Vermutung zu er-
bringen, war Isaak Newton vorbehalten.
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Er zeigte, daB die elliptische Form der Planetenbahnen
aus der Annahme folgt, dall ihre Beschleunung stets gegen
die Sonne gerichtet ist und den Wert

4nk
(®) g=-=35

hat, worin » nun nicht mehr wie in dem Wrenschen Gesetze
den mittleren Bahnradius des Planeten, sondern dessen
variable Entfernung von der Sonne bedeutet, 4 aber der
Konstanten des Wrenschen Gesetzes gleichgesetzt werden
kann, wodurch das Newtonsche Gesetz allgemeine Geltung
fiir alle Planeten erlangt.

Die Bewegungsform der tausend Planetoiden und Kometen
bestiitigt die universelle Giiltigkeit der Newtonschen Be-
schleunungsverteilung. Dieses Gravitationsfeld hat das Potential
4’k

;i ’

(b) P=

Die Newtonsche Rechnung haben wir schon in 106. mit-
geteilt. Aus derselben erklirt sich auch die hyperbolische
Form mancher Kometenbahnen.

Der schonste Erfolg der Kenntnis des Gravitationsfeldes
ist, daB man die ganze Bahn eines Planetoiden oder period-
ischen Kometen aus der Beobachtung eines kleinen Stiickes
derselben auf viele Jahre vorausherechnen kann.

134, Beschieunung der Flanetenmonde. Man bemerkt in
der Nihe der Planeten wesentliche Abweichungen von diesem
einfachen Gesetze der Gravitationsverteilung. Die Bewegungen
der Planetenmonde finden nicht in Ellipsen statt, in deren
Brennpunkt die Sonne steht, sondern sie sind in bezug auf den
ruhend gedachten Planeten nahezu einfache Kreishewegungen,
im heliozentrischen System also Zykloiden.

Die absolute Beschleunung eines Trabanten ist gleich der
vektorischen Summe der Relativheschleunungen gegen seinen
Planeten und der Relativbeschleunung des Planeten gegen die
Sonne. Letztere wird, wie oben abgeleitet wurde, durch das
Newtonsche Verteilungsgesetz mit grofler Annidherung be-
stimmt.

Die Relativbeschleunung ¢, des Trabanten gegen seinen
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Planeten ist aber die Zentralbeschleunung seiner relatlven
Kreishewegung um diesen

4m?

Oy =il = = T,

worin 7 die Umlaufszeit des Trabanten, r seine KEntfernung
von dem Planeten ist. Fiir unseren Mond ist » = 3,84 x 10 ¢m
und 7 = 27478 43" = 2,36 x 10%sec. Die Relativheschleunung
des Mondes gegen die Erde ist also

g, = — 0,272 cm/sec?,

135. Gravitationsfelder der Planeten. Von allen iuBeren
Planeten auller dem Neptun kennt man mehr als einen Mond.
Mars hat zwel merkwiirdig nahe und rasch umlaufende Monde,
Jupiter hat fiinf Monde, Saturn gar neun Monde und ist von
einem merkwiirdigen, wahrscheinlich aus zahllosen winzigen
Monden bestehenden System: drei tlachen, ebenen, frei schweben-
den, etwas gegen die Ekliptik gencigten Ringen umschlossen,

Innerhalb eines jeden dieser Trabantensysteme gelten fiir
die Relativhewegung der Monde gegen den Planeten mit groBer
Annitherung die Keplerschen Gesetze und also auch das
Wrensche Gesetz. Doch hat die Konstante % dieses Ge-
setzes filr jedes dieser Trabantensysteme einen anderen Wert.

Die folgende Tabelle gibt als Beispiel die mittleren Ent-
fernungen » der Jupitermonde (in Krdbahnradien) und ihre
Umlaufszeiten 7 (in Jahren) an. Der Quotient »¥/z% =k, die
Wrensche Konstante, hat nicht den Wert 1 wie im Planeten-
system, sondern einen tausendmal kleineren, aber kon-
stanten Wert.

| 73

Jupitermonde | P T k="
T

5. Mond 0,00124 ‘ 0,00137 0,000955

1. Mond 0,00282 } 0,00485 0,000959

2. Mond 0,00452 0,00977 0,000961

3. Mond 0,00721 ‘ 0,01960 0,000952

4. Mond 0,01270 0,04560 0,000953

Die Wrensche Konstante # hat fiir die verschiedenen
Zentralkorper folgende Werte:
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k10— 20 em?[sec?

Zentralkorper
Sonne . 33600,0
Frde 0,112
Mars 0,0109
Jupiter 32,23
Saturn 9,63
Uran . 1,40
Neptun 2,42
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136, Das wahre Gravitationsfeld. Die eben beschriebenen
Beschleunungsfelder der Planeten beziehen sich auf die relative
Bahn der Trabanten, und also auf die Relativbeschleunung
der Trabanten gegen den Planeten. Die Summe dieser Relativ-
beschleunung wund der Relativbeschleunung des Planeten
gegen die Sonne ergibt die absolute Beschleunung des Trabanten.

Wir kinnen aber diese zwei Relativbeschleunungen der
drei Kérper mit groBer Anniherung auch auffassen als zwei
partielle Beschleunungen des Trabanten, welche sich daun
auch zu der wahren Beschleunung desselben vereinigen.

Das ungestorte Gravitationsfeld der Sonne, ebenso wie
die ihnlichen Gravitationsfelder der Planeten, sind hiernach
nur partielle Beschleunungsfelder. Die wahre Beschleunung
eines Korpers im Weltraum ist gleich der vektorischen Summe
aller fiir seinen Ort voraushestimmten Gravitationsbeschleunungen,

139. Die Storungen. Die Planetenbewegung folgt mnicht
mit voller Genauigkeit den Keplerschen Gesetzen. Der
mittlere Bahnradius jedes Planeten #ndert sich periodisch,
ebenso aber mit linger dauernder Periode iindert sich die
Exzentrizitit und Neigung der Bahn, hingegen dreht sich die
Richtung der groBlen Achse und die Knotenlinie stetig, aber
aublerordentlich langsam.

Der schonste Erfolg der Newtonschen Gravitationstheorie
ist die Erklarung dieser Abweichungen. Die Planeten bewegen
sich nicht im partiellen Gravitationsfelde der Sonne, sondern
fiir sie sind noch andere partielle Beschleunungen bestimmt,
welche gegen alle anderen Planeten gerichtet sind und den
Gravitationsfeldern dieser anderen Planeten angehoren. Sie
sind besonders ausgiebig, wenn es sich um Planeten handelt,
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die dem gestorten Planeten nahe stehen oder deren Felder
eine groBe Wrensche Konstante haben.

Aus den Storungen der Merkurbahn durch das Gravitations-
feld der Venus folgt die Wrensche Konstante des Venusfeldes
zu 0,083 x 1020 cm?®/sec* Aus den Storungen der Venusbahn
folgt die Wrensche Konstante des Gravitationsfeldes des Merkur
zu 0,0056 x 102° cm?3/sec®. Er stort die Venus 15 mal weniger
als die Venus seine Bahn. Freilich zeigen gerade Merkur und
in geringerem Grade auch Venus noch unaufgeklirte kleine
Abweichungen von dem Gravitationsgesetze.

Die Storungen der Uranbahn lieflen auf die Existenz eines
auBersten Planeten schlieBen. Dieser, der Neptun, wurde
bel dieser Gelegenheit wirklich entdeckt.

Wenn die Kometen iiberhaupt Gravitationsfelder bestimmen
(was wir mit den im obigen vorgetragenen mechanischen
Kenntnissen zu beurteilen noch nicht in der Lage sind), so
muB die Wrensche Konstante derselben #uBerst klein sein,
weil die Planeten von den Kometen nicht im mindesten ge-
stort werden.

Die Planetenmonde bestimmen aber Gravitationsfelder, da
die Planetenbahnen auBer den erwiihnten Stiérungen noch
zykloidische Kriuselungen zeigen, welche den Mondumliufen
entsprechen. Die Wrensche Konstante unseres Mondes ist
81 mal kleiner als jene der Erde.

138. Identitit der Schwere und der Gravitation. Betrachten
wir das partielle Beschleanungsfeld der Erde. Als fliichtige
Vermutung wurde schon von Fermat und R. Hooke, in be-
stimmter Weise aber erst von Newton (1687} der Gedanke
ausgesprochen, daf die Schwerebeschleunung, welche ebenso
wie die Gravitationsbeschleunungen von den Eigenschaften
und der Geschwindheit des beschleunten Kérpers nicht ab-
hingt, mit diesen verwandt ist, daBl also der Mond als ein
gegen die Erde fallender, oder schwerer Korper, und ein
geworfener Stein als ein Trabant der Erde betrachtet werden
kann. Tatsiichlich ist die Schwerebeschleunung nicht konstant,
sondern vom Orte abhiingig, und zwar auf hohen Gebirgen
kleiner, in miifig tiefen Schiichten grofer als auf der Krd-
oberfliche.
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Ist das Feld der Schwerebeschleunung nichts anderes als
ein Teil des Gravitationsfeldes der Erde, so muB die Zentral-
beschleunung

g, = — 0,272 cm/sec?
des Mondes zu der Schwerebeschleunung

g, = — 982 cm/sec?
im verkehrt quadratischen Verhéltnis des Radius », der
Mondbahn zu dem Radius r, der Erdkugel stehen

Yo _ "1

=
Da r, = 60,3 r,, also
N = 8640
1r'[l
ist, withrend
% — 8610
9

ist, so ist hiermit bewiesen, daB die Schwerebeschleunung keine
besondere Erscheinung ist, sondern dem partiellen Gravitations-
felde der Erde angehort.

Il. Die Gegenbeschleunungen.
7. Das Gegenbeschleunungsprinzip.

139. Niemals bewegt sich ein Korper beschleunt, ohne
daB mindestens ein zweiter, oft weit entfernter Korper sich
in koordinierter chenfalls beschleunter Bewegung befiinde.
Handelt es sich nur um zwei kleine Korper, deren gleichzeitige
Bewegung zum vollen Verstiindnis des Bewegungsprozesses be-
trachtet werden mufl, so sind deren Beschleunungen immer
entgegengesetzt gerichtet und haben die Richtung ihrer Ver-
bindungslinie. Als Beispiel mag der RiickstoB dienen, welchen
die Geschiitze zeigen, wihrend die Geschwindheit des Ge-
schosses bis zur Wurfgeschwindheit steigt.

140. Auf den ersten Blick scheinen manche Tatsachen
diesem Gegenbeschlennungsprinzip zu widersprechen. Ein frei
fallender Stein hat eine Beschleunung, ohne dafl man erkennt,
welcher Korper die Gegenbeschleunung zeigt. Da Kepler es
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war, welcher diesen Widerspruch léste, muBl man ihn als einen
der Urheber dieses Prinzips betrachten. Nach Kepler fallt
nicht sowohl der Stein gegen die Erde, als auch die Erde
gegen den Stein, letztere freilich mit viel geringerer Beschleunung.
Erst Newton formulierte jedoch das Gegenbeschleunungs-
prinzip mit einer fiir den praktischen Gebrauch desselben hin-
reichenden Klarheit.

Es wird sich empfehlen, dal der Leser sich hier von vor-
gefafiten Kenntnissen frei macht, um nach der folgenden von
E. Mach?® herrithrenden Fassung dieses Gesetzes sich den
Massenbegriff neu zu bilden.

141. Die Beschleunungen g, und g,, welche zwei kleine
Korper zeigen, die allein an einem Bewegungsprozel beteiligt
sind, sind entgegengesetzt gerichtet und stehen im verkehrten
Verhiltnis zweier konstanter Zahlen m; und m,, von
welchen je eine einem der beiden Kérper eigentiimlich, von
dem zweiten Korper, von der Art des Bewegungsprozesses und
vielen anderen Umstiinden aber unabhingig ist:

(a) my 8y + my 8y = 0.

Diese wichtigen Konstanten nennt man die Massen der Korper.

Das Gegenbeschleunungsgesetz ist eines jener Idealgesetze,
welche die Grundlage einer umfangreichen Theorie bilden und
an welche eine Bestiitigung durch direkte Messungen nicht
heranreichen wiirde (vgl. § 2).

142. Die Konstanz vieler Kigenschaften bei Anderung
des Ortes, der Geschwindheit, der Beleuchtung, Temperatur
und mancher anderer Kigenschaften, welche einen als Kérper
bezeichneten Raum charakterisiert, erhiilt ihren wissenschaft-
lichen Ausdruck durch den Nachweis, dal gewisse skalare
Kigenschaften des Korpers ihren genauen Zahlenwert trotz
Anderung mancher anderen Eigenschaften desselben bewahren.
Je genauer die Konstanz dieser Zahl ist, desto mehr gewhnen
wir uns daran, sie als Charakteristikon des Koérpers zu be-
trachten. Ks gelang nach vielen Anpassungsschwierigkeiten,
welche sich besonders auf gasformige Ausscheidungen und

! E. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwickelung. ILeipzig 1889,
S. 202.
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Volumiinderungen von Kérpern, die von Gasen umgeben sind,
bezogen, die unbedingte Konstanz der Massenzahl festzu-
halten. Seither betrachtet man dieselbe mit Recht, sowie
vorher ohne Recht, als die kiorperlichste aller Kigenschaften.

143. Da es sich nach Gleichung 141, (a) stets nur um das
Verhiltnis der Massen handelt, sind diese wesentlich Relativ-
zahlen. Weil es aber bequemer ist, mit absoluten Werten zu
rechnen, so benennen wir die Massenzahl irgend eines Kiorpers,
z. B. des in Paris aufbewahrten Ktalons aus Platiniridium,
willkiirlich, z B. mit 1000 Gramm. Dann sind auch alle
anderen Massen nicht mehr als unbenannte Verhiiltniszahlen,
sondern als benannte Zahlen zu gebrauchen.

144. Bezeichne v, und v, die beliebig gerichteten Ge-
schwindheiten der beiden kleinen, allein an irgend einem Be-
wegungsvorgang beteiligten Korper, so kann das Gegen-
beschleunungsgesetz auch in der Form

my dy, +my,dy, =0

ausgesprochen werden. Der Korper, dessen Massenzahl grifier
ist, erfiihrt die kleinere Geschwindheitsiinderung. Hs folgt
durch Integration:

m oy, + myw, = f,

worin f ein konstanter, durch den Anfangszustand bestimmter
Vektor ist.

Man bezeichnet das wegen dieser Gleichung zu Ofterer
Beriicksichtigung kommende Produkt aus der Massenzahl und
Geschwindheit eines Korpers als seine Bewegungsgrifie.

In gleicher Weise bezeichnen wir das wegen der
Gleichung 141 (a) und nur wegen dieser zu ofterer Beriick-
sichtigung gelangende Produkt m g aus der Massenzahl und Be-
schleunung eines Korpers als seine Beschleunungsgrofe.

Das Prinzip lautet also in der Differentialform: Die vek-
torische Summe der Beschleunungsgriffen ist Null, oder in
der Integralform: Die vektorische Summe der Bewegungsgrifen
ist ein konstanter Vektor (Erhaltung der BewegungsgriBen).

145, Hrste Methode der Massenbestimmung. Durch die
Beobachtung der gleichzeitigen Geschwindheitsiinderungen der
zwei Korper kann man die Konstanz des Verhiltnisses dieser
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Anderungen nachweisen und aus der GriBe dieses Verhilt-
nisses das Massenverhiltnis der beiden Kérper bestimmen.
Der beobachtete Bewegungsvorgang ist beliebig, mufl aber auf
die zwei Korper beschriinkt sein.

146. ZErstes Beispiel: Der Geschwindheitsausgleich. Man
erspart eine Geschwindheitsmessung, wenn die Geschwindheiten
der beiden Korper sich wihrend des beobachteten Bewegungs-
vorganges ausgleichen, so dall die Endgeschwindheit beider
dieselbe ist.

Es findet dies stets nach einiger Zeit statt, wenn die
beiden Korper withrend des Prozesses aneinander (durch Sperr-
haken, Klebstofte) hiingen bleiben, und auch beim Stol un-
elastischer sehr ziher Korper, z. B. plastischer Lehmklumpen.

Wenn ein mit der Geschwindheit v, schwebender Vogel,
dessen Masse m, ist, von dem mit der Geschwindheit v, an-
kommenden Projektil, dessen Masse m, sei, getroffen, aber nicht
durchschossen wird, so ist die gemeinsame Geschwindheit v
nach dem Ausgleich der Richtung und GrioBe nach bestimmt
durch

myp, 4+ my 0, = (m + my) V.

Lagen die Kinzelgeschwindheiten in derselben Richtung,
so gilt dies auch fiir die Ausgleichsgeschwindheit, und man
erhilt dann

L T el SN
my P — 0

Dann kann das DMassenverhiiltnis durch Messung der
GrioBe der beiden Einzelgeschwindheiten und der Ausgleichs-
geschwindheit bestimmt werden. KEs steht diese Methode in
formaler Analogie zu der Bestimmung der Wiirmekapazitiiten
zweier Korper durch kalorimetrische Beobachtung des Tempe-
raturausgleiches.

Denselben Vorteil hat man, wenn die Anfangsgeschwind-
heiten der beiden Korper gleich waren und sie wiithrend des
Bewegungsvorganges mit verschiedenen Geschwindheiten aus-
einander geworfen werden, wie dies durch eclastische Wirkungen
oder Explosionen zu erreichen ist.

147, Da man viel bessere Methoden zur Massenbestimmung
besitzt, wird in der Praxis die Methode des Geschwindheits-
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ausgleiches und ihre Umkehrung selten verwendet, am hiufigsten
in der Geschiitztechnik.

Die Geschwindheiten konnen mittels des ballistischen
Pendels gemessen werden. Hat ein Pendelkirper in seiner
tiefsten Lage die Geschwindheit v, so erreicht derselbe die
Hohe »?/2¢,. Man beobachtet den Ausschlagswinkel ¢ und es
berechnet sich aus demselben die Geschwindheit

worin die Pendelliinge /, oder besser die Schwingungsdauer 7
des Pendels bekannt sein muf.

Das Gewehr 1 (Fig. 31) und die Zielscheibe 2 werden
pendelartig aufgehiingt. Wihrend des Schusses nimmt das

Gewehr, dessen Masse m, sei, die der SchuBrichtung entgegen-
gesetzte Geeschwindheit », an, die sich aus dem Pendelausschlag
messen lift.

Das Projektil von der Masse m gewinnt hierbei die Ge-
schwindheit » und es ist:

0=m v, +mv.
Wiihrend des Einschlagens des Geschosses steigt die Ge-

schwindheit der Scheibe, deren Masse m, ist, von Null auf v,.
Bei diesem Ausgleich ist

mv = (m + m,)v, .

Aus diesen zwei Gleichungen konnte man, wenn m,
und m, bekannt ist, die Masse m und die Geschwindheit »
des Geschosses bestimmen. Ks sei z. B. m; = m, = 10000 g,
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v, = — 50 cm/sec, v, = + 49,95 cm/sec, dann ist des Ge-
schosses Geschwindheit » = 50000 cm/sec und seine Masse
m = 10 g.

Wenn m sehr klein ist, kann man m/m, gegen 1 ver-
nachlissigen, und erhalt dann die Beziehung

m v, + myv, = 0.

Man kann so mit einiger Genauigkeit aus dem Verhiltnis
der beiden ballistischen Ausschlige das Verhiltnis der Massen
der beiden Pendelkorper bestimmen.

|

: "‘l""I""h!'l“"i“"l”ﬂ”“i‘"'I“”I"“I”"i' |,h|‘lrh\lli

Fig. 32. Schwingungswage.

Die Bestimmung der groBen GeschoBigeschwindheit » bei
genau bekannter Masse m des Geschosses hat formale Ahnlich-
keit mit der kalorimetrischen Bestimmung der hohen Tempe-
ratur eines Korpers von bekannter Wirmekapazitiit.

148, Zweites Beispiel: Die Sclucingungswage. Recht gute
Bestimmungen kann man in der Weise machen, daB man die
zwel Korper durch eine gespannte elastische Feder f (Fig. 32)
verbindet und nun frei schwingen lift.

Diese Anordnung bietet folgenden Messungsvorteil. Da
die Korper gleichzeitig zu schwingen beginnen, miissen ihre
Geschwindheiten stets im negativen verkehrten Verhiiltnis ihrer
Massen stehen, und deshalb stehen auch die bequem meBbaren
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Amplituden o, und a, dieser Schwingungen in dem nega-
tiven verkehrten Verhiiltnis der Massen m; und m, der beiden
Kborper

ay My

as oy

Damit die Massen in horizontaler Richtung beweglich
sind, miissen sie pendelartig aufgehiingt werden. Hierdurch
wird der EinfluB der Schwerebeschleunung aufgehoben, ohne
daB die Genauigkeit der Messung des Massenverhiiltnisses
durch das Amplitudenverhiltnis im geringsten beeintriichtigt
wiirde.

Statt der elastischen Schwingung kiénnen dann aber die
beiden Korper auch zusammen (in gleicher Richtung) die
Pendelschwingung ausfithren. Um diese Schwingungsform zu
vermeiden, spannt man die Feder mittels eines Fadens, bringt
die Pendel zur Ruhe, und brennt nun den Faden ab, wobei
die reinen elastischen Schwingungen eintreten.

149, Particlle Gegenbeschleunungen. Beteiligen sich » kleine
Kérper an einem Bewegungsvorgange, so liBt sich die wahre
Beschleunung g, eines jeden derselben oft darstellen als die
Summe von (n — 1) partiellen Beschleunungen g,

8; = 291’1&’

von welchen sich jede auf einen anderen Korper & des Systems
bezieht, und welche durch direkte Gesetze bestimmt sind.

Wenn die Korper  und % z. B. durch eine elastische Feder
verbunden sind, so bestimmt die Spannung derselben die zwei
Beschleunungen g, und g,. Im Gravitationsfelde mehrerer
Korper ist die partielle Beschleunung g, des Kérpers ¢ durch
das im vorigen Abschnitt beschriebene partielle Gravitationsfeld
des Korpers 4 bestimmt.

Es laBt sich in solchen Fillen nachweisen, daB fiir jedes
Paar dieser partiellen Beschleunungen das Gegenbeschleunungs-
gesetz erfiillt ist:

m G+ m g = 0.
Man erhiilt dann (';) derartige Gleichungen. Sind jedoch

die particllen Beschleunungen unbekannt, so kann man nicht
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mehr als die Giiltigkeit der Summe aller dieser Gleichungen
behaupten. Es ist nidmlich

E(miggik) a3 Zmigi £ 0.

In dieser Gleichung erscheinen die direkt meBbaren wahren
Beschleunungen g, der Korper. Durch Integration folgt

zmini < ¥,

Die vektorische Summe der Beschleunungsgréfien
m, 4, aller an dem ProzeB beteiligten Korper ist Null
Die vektorische Summe aller BewegungsgriBfen ist
ein konstanter Vektor £

Wenn z B. ein Explosionsgeschofl von der Masse m und
der Geschwindheit v wihrend des Fluges platzt, so daB die
Sprengstiicke von den Massen m, die nach allen Seiten ge-
richteten Geschwindheiten v, und BewegungsgroBen m,v, er-
halten, so ist die Summe dieser Vektoren m v, gleich und
gleichgerichtet der Bewegungsgrifie mv des Geschosses vor
der Explosion.

150. Der Massenmittelpunkt. Bezeichne ¢, den Abstand
des Korpers von der Masse m, von einem beliebigen ruhen-
den Zentrum, so heillt der Vektor m, r, das Moment der Masse
in bezug auf das Zentrum. Das nach den Massen genommene
vektorische arithmetische Mittel aller Massenmomente der
Korper eines Systems definiert den vektorischen Abstand t,
des Massenmittelpunktes des Systems von dem Zentrum

Simr = r >im;.
Durch Differentiation dieser Gleichung nach der Zeit folgt
>mv, =9, >im,

worin v, die Geschwindheit des Massenmittelpunktes ist. Da
die Summe der BewegungsgriBen sowohl als der Massen kon-
stant ist, so ist auch v, konstant, d. h. der Massenmittelpunkt
simtlicher Kborper eines Systems verharrt unbedingt in
gleichformiger (unbeschleunter) Bewegung.

151. ZErhaltung der Bewegungsmomente. Der Flichensatz.
Der Satz der Erhaltung der BewegungsgriBen stellt das Gegen-
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beschleunungsgesetz nicht vollstindig dar. Wir haben dasselbe
schon in 141. in nicht vollstindiger Form ausgesprochen und
fiigen nun hinzu: Die Beschleunung und Gegenbeschleunung
zweier allein an einen BewegungsprozeB beteiligter kleiner
Korper liegen immer in der Verbindungslinie derselben.

Zum Zwecke der Verallgemeinerung wollen wir dies in
folgender Weise ausdriicken.

Es seien g,, und g,, die Gegenbeschleunungen der allein
vorhandenen zwei Korper i und %, deren Ortsvektoren r; und r,,
deren Verbindungslinie also (r,—r) ist. Die Gegen-
beschleunungen fallen in die Richtung dieser Verbindungslinie,
es ist also
(a) r—r)xg, =0,
und ferner gilt das (Gegenbeschleunungsgesetz:

m; 8y + 1y 8, = 0.

Hieraus folgt
(b) m¥x Gy + Mt x g, = 0.

Die Ortsvektoren r konnen von einem beliebigen festen
Nullpunkt aus gezithlt werden. Man bezeichnet das rotorische
Produkt v, x v, eines fiir den Punkt ¢ bestimmten Vektors v,
mit dem Ortsvektor r;, dieses Punktes als das Moment dieses
Vektors v, in bezug auf den Nullpunkt.

Das Gegenbeschleunungsgesetz lift sich also in voll-
stiindiger Form folgendermaBen aussprechen:

Die Summe derMomente der Beschleunungsgrofien
zweier allein an einem BewegungsprozeB beteiligten
Kérper in bezug auf einen beliebigen Nullpunkt ist Null

(c) Lxomg, + v xmg,, = 0.

Beriicksichtigen wir, dafl

v, £, also i;xp, =0,

so konnen wir diese Gleichung auf die Form bringen
(d) ;t E, xmp, + v, xmp) = 0.

Die Summe der Momente der BewegungsgriéBen
in bezug auf einen beliebigen Nullpunkt ist konstant.

Ein sehr spezieller Fall dieses Satzes ist der Flichensatz
der Zentralbewegung (82). Wenn die eine der beiden

Jaumann, Bewegungslehre. 1
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Massen weit iiberwiegende GriiBe hat, so bleibt sie nahezu in
Ruhe und die Beschleunung des anderen Korpers ist dann
stets nach einem festen Zentrum gerichtet.

152. Verallgemeinerung. In den eben ausgesprochenen
Formen 148t sich das vollstiindige Gesetz der Gegenbeschleunung
anf Bewegungsprozesse, an welchen beliebig viele kleine Kérper
teilnehmen, verallgemeinern. Wenn wir auch in diesem Falle
nicht immer die partiellen Einzelbeschleunungen g,, kennen und
also auch nicht behaupten konnen, daB sie in die Richtungen
der Verbindungslinien fallen, so kénnen wir doch die Giiltigkeit

der Summe aller (1;) Gleichungen 151.(c) oder 151.(d) kon-

statieren, denn diese Summe enthilt wieder die wahren direkt
beobachteten Beschleunungen g, der Korper.
Die hichste Form des Gegenbeschleunungsgesetzes ist also:

(a) >mrxg =0
oder L
Smexy 21,

Die Summeder Momente der BeschleunungsgrioBen
ist Null, die Summe der Momente der Bewegungs-
groBen ist ein konstanter Vektor f

153. Diese Momente kinnen aunf einen beliebigen Null-
punkt bezogen werden. Es folgt deshalb aus diesem Momenten-
satz der Satz der Erhaltung der BewegungsgroBen.

KEs seien r, die von einem zweiten Nullpunkt aus gezihlten
Ortsvektoren der Korper 7, so daB (r; — r;) die konstante Ent-
fernung beider Nullpunkte ist. Wenn nun auch

>mr/ xg, =0 oder >mr/xp =¥
ist, so folgt durch Subtraktion von 152.(a)
(r,— 1)) Emng oder (r,—rt)) zm'ﬂ—
Da die Richtung (r, — r;) beliebig ist, muf
>mg, =0 oder >mp =f

sein und umgekehrt: Aus dem Satz der Krhaltung der Be-
wegungsgrifen und dem auf einen bestimmten Nullpunkt be-
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zogenen Satz der Erhaltung der Bewegungsmomente folgt, daB
letzterer Satz fiir jeden beliebigen Nullpunkt gilt. Deshalb
wendet man oft diese beiden Sitze nebeneinander an, wobei
man dann den Momentensatz nur auf ein Zentrum zu be-
ziehen braucht.

154. Das Moment r x v ist die von dem Radiusvektor ¢
in zwei Sekunden durchstrichene Fliche. Der Momentensatz
ist deshalb sehr anschaulich und fithrt auch den Namen des
Flichensatzes. Die von den Radien der einzelnen Korper

T
|
T
AT

Fig. 33. Vorlesungsapparat.

durchstrichenen Flichen also ausgefiihrten Drehungen miissen
verschiedene Richtungen haben, wenn sie, mit den Massen
multipliziert, sich vektorisch aufheben, was immer der Fall
sein muB, wenn das System aus der Ruhe in die betrachtete
Bewegung gelangte.

In der Technik kommen Drehungen um feste Zentren
selten, desto hiufiger Drehungen um feste Achsen vor. Man
spezialisiert deshalb den Momentensatz fiir eine Achse b, von
welcher die Korper die senkrechten Abstinde a, haben,

7*
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indem man nur die Projektion der Momente auf diese Achse
betrachtet. Ks ergibt sich:

b-> m.a, xv, = konst.

Das Produkt a, x v, nennt man das Moment des Vektors v,
in bezug auf die ruhende Achse. Die Summe der Projek-
tionen dieser Momente der BewegungsgriBen auf jede beliebige
rubende Achse ist ein konstanter Vektor.

Als Beispiel betrachten wir ein steuerloses, anfiinglich
ruhendes Schiff, auf welchem nun eine Maschine ein Schwung-
rad mit lotrechter Achse dreht. Withrend des Anlaufens setzt
sich auch das Schiff in beschleunigte, aber umgekehrte Drehung
um dieselbe Achse, bei gleichmiBiger Drehung des Schwung-
rades ist auch die Rotation des Schiffes gleichmafig. Bringt
man nun die auf dem Schiff beflndlichen Lasten in groBere
Entfernung von der Drehachse, so wird hierbei und ist hier-
nach die Drehung des Schiffes langsamer. Hilt die Maschine
das Schwungrad wieder an, so wird hierdurch auch die Drehung
des Schiffes aufgehoben (vgl. Fig. 33).

155. Wir haben das Gegenbeschleunungsgesetz bisher nur
fiir ein System kleiner Kérper ausgesprochen, es liBt sich aber
ohne weiteres auf grofie kontinuierlich ihren Raum erfiillende
Korper iibertragen, da man diese in kleine Korper zerlegt
denken kann. '

Man kann sich diese Zerlegung wirklich vorgenommen
und die Masse jedes Korperteilchens einzeln gemessen denken.
Als Masse M des ganzen Kérpers definiert man die Summe
der Massen m seiner Teile. M= >'m.

Man kann aber, ohne den Korper zu zerlegen, diese Massen-
summe oder wie man sagt die Masse J/ des ganzen Korpers
auch durch ein einziges (Gegenbeschleunungsexperiment mit
der Masse eines anderen Kiorpers vergleichen. Es ist jedoch
notwendig, daB bei diesem Versuch alle Teile eines Kiorpers
dieselbe Beschleunung haben, dafl also die Korper nur trans-
lative Verschiebungen ausfithren. Sei v, die Geschwindig-
keit aller Teile des einen, v, die Geschwindigkeit aller Teile
des zweiten groflen Korpers, so lautet der Summensatz der
Erhaltung der Bewegungsgrofen
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b >m + v, >m L My + My, £FE,
T )

hat also dann ganz dieselbe Form, wie fiir kleine Korper.

Die wichtigste experimentelle Vorschrift fir Massen-
bestimmungen ist also, dall die zu vergleichenden Korper bei
dem Versuch nur Parallelverschiebungen, aber keine Drehungen
ausfithren.

156. Die Massen der verschiedenen Kiorper haben nicht
zufillige, sondern gesetzmiBige Werte. Kennt man alle iibrigen
Eigenschaften eines Kérpers, so kann man aus denselben seine
Massenzahl berechnen. Zwei in jeder anderen Beziehung gleiche
Kérper haben auch gleiche Masse.

Denkt man sich einen homogenen Korper in gleichge-
formte kleine Teile zerlegt, so miissen diese alle dieselbe Masse
haben. Die Masse eines aus ihnen zusammengesetzten griBeren
Korpers ist dann ihrer Anzahl proportional. Die Massen
zweier ans demselben Stoff bestehender Korper beliebiger Form
verhalten sich deshalb wie ihre Volume.

(leiches Volum verschiedener Stoffe hat aber verschiedene
Masse. Die Masse eines Korpers pro Raumeinheit, die spezi-
fische Masse oder Dichte, ist eine jener spezifischen Kon-
stanten, welche den Stoff des Kérpers charakterisieren. Der
Stoft zweier Korper wird gleich genannt, wenn dieselben gleiche
Dichte haben, und wenn auch die iibrigen speziflschen Kon-
stanten derselben (spezifische Wirmekapazitiit, Wirmeleitungs-
fahigkeit, elektrische und magnetische Konstante, elastische und
Zahigkeitskonstanten usw.) gleich sind. Viele von diesen spezi-
fischen Kounstanten sind noch nicht scharf priizisiert, es ist
uns aber immer leicht, die Gleichheit zweier Stoffe aus ihren
Eigenschaften zu erkennen,

Den reziproken Wert der Dichte, d. i. das Volum
der Masseneinheit eines Stoffes, nemnt man spezifisches
Volum.

15%7. EBrhaltung der Massenswmme. Die Masse ist eine so
charakteristische KEigenschaft der Korper, daBl sie im wesent-
lichen vor aller Wissenschatt bekannt war. Auch das Gesetz,
daB die Summe der Massen aller an irgend einem Vor-
gang beteiligten Kiorper konstant ist, stammt aus vor-
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wissenschaftlichen Zeiten, wurde bei Entdeckung neuartiger
Vorginge stets von neuem gepriift und immer genau bestitigt
gefunden.

8. Die astronomischen Gegenbeschleunungen.

158. Die Giiltigkeit des Gegenbeschleunungsgesetzes fiir
die astronomischen Bewegungen ist leicht zu erkennen und
wurde nie bezweifelt. Schon Kepler vermutete, wie bereits
erwihnt, daB nicht nur der Stein gegen die KErde, sondern
auch die Krde gegen den Stein falle, letztere freilich wegen
ihrer groBen Masse mit sehr kleiner Beschleunung. Doch war
es erst Newton, welcher das Gegenbeschleunungsgesetz aus-
giebig zu astronomischen Massenbestimmungen verwendete.

159. Die Konstanz des Verhiiltnisses der astronomischen
(Gegenbeschleunungen geht aus allen Beobachtungen der Pla-
neten- und Satellitenbewegung hervor. Es kreist z. B. der Mond
nicht in einer elliptischen Bahn um den die Sonne umkreisen-
den Erdmittelpunkt, sondern dieser und der Mondmittelpunkt
kreisen in entgegengesetzter Richtung um einen zwischen ihnen
liegenden Punkt, welcher allerdings noch im Innern der Erde
liegt, aber 4800 km von dem KErdmittelpunkt entfernt ist, und
welcher die einfach elliptische Erdbahn durchlauft. DaB die
Erde auBer ihrem jihrlichem Umlauf um die Sonne noch
diesen monatlichen Umlauf in einem Kreise von 4800 km
Radius vollfithrt, erkennt man an der entsprechenden parall-
aktischen Kreisung aller Planeten, welche fiir Mars in Krd-
nahe eine flache Hllipse darstellt, deren grofie Achse der
Mondbahn parallel ist und unter dem Winkel von 11”7 er-
scheint.

160. Verhiltnis der Massen der FErde und des Mondes.
Da der Mond in einem Kreise von 384000 km, also in einem
81 mal groBeren Kreise um den gemeinsamen Mittelpunkt liuft,
um welchen auch die Erde monatlich kreist, so ist die Zentral-
beschleunung des Mondes 81mal groBer als die Zentral-
beschleunung der Erde bei ihrer monatlichen Kreisung. Da wir
hiermit das Verhiltnis der Beschleunung und Gegenbeschleu-
nung kennen, so ergibt das Gegenbeschleunungsgesetz das Ver-
hiltnis des Massen. Die Masse des Mondes ist 81 mal
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kleiner als die Masse der KErde. Da der Durchmesser des
Mondes 3,7mal kleiner ist als jener der Erde, das Volum des
Mondes also 50 mal kleiner als jenes der Krde, so ergibt sich,
daB der Mond eine im Verhiltnis 50:81 geringere Dichte
hat als die Krde. Immerhin sind diese Dichten so weit von
gleicher GroBenordnung, dall man hier das erste Beispiel hat,
daB sich der Stoff der Himmelskdrper nicht sehr wesentlich
von irdischen Stoffen unterscheidet. Hierdurch erhilt auch
das Gegenbeschleunungsgesetz eine Stiitze, die insofern nicht
iitberfliissig ist, als ja doch sehr wohl das konstante Verhiltnis
der Gravitation und Gegengravitation zweier Weltkiorper durch
andere Massenzahlen als ihre sonstigen Beschleunungen be-
stimmt sein konnte, da sie sich auch in anderer Beziehung
wesentlich von den irdischen Beschleunungen unterscheiden.

161. Typus des Gravitationsgesetzes. In § 133. wurde
nachgewiesen, dall die Beschleunungen im Felde eines Welt-
korpers nur von dem Orte, aber nicht von den sonstigen
Kigenschaften der beschleunten Korper abhingen. Kin
Spezialfall dieses Gesetzes ist, daB die Schwerebeschleunung nur
von dem Orte, aber nicht von den Kigenschaften des be-
schleunten Korpers abhiingt. Wir wollen nun die Konsequenzen
dieser Tatsache erwiigen.

162. Da die Beschleunung jedes der beiden gegen-
beschleunten Weltkdrper von seinereigenen Masseunabhiingig
ist, so mubB sie durch die Masse des anderen Korpers
bestimmt sein, weil man sonst das Gegenbeschleunungsgesetz
nicht erfiillt finden kidnnte, wenn man die Beschleunungen der
beiden Korper vergleicht.

Alle Beschleanungen ¢ im Gravitationsfelde eines Welt-
korpers werden aber durch das Newtonsche Gesetz bestimmt:

in?k

o= =g =

'}

worin & die Wrensche Konstante des Weltkorpers und r
die Entfernung von demselben ist. Die Wrensche Konstante
Jedes Weltkorpers mub also von der Masse desselben ab-
hingig sein.

163. Die Form dieser Abhingigkeit ist leicht festzustellen.
Da die Gegenbeschleunungen zweier Weltkirper von den
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eigenen Massen unabhingig und ihr Verhiltnis doch durch
das verkehrte Verhiiltnis der beiden Massen bestimmt wird,
so mub jede der Masse des gegenbeschleunten Korpers
gerade proportional sein. Mit anderen Worten:

Da von den Gegenbeschleunungen jede dem Felde des
anderen Weltkorpers angehort, sind sie den Wrenschen
Konstanten der beiden Kérper verkehrt proportional, und
da sie auch den Massen verkehrt proportional sein miissen,
so miissen die Wrenschen Konstanten % aller Welt-
korper deren Massen M proportional sein.

(a) 47k = K M.

Der Proportionalitiitsfaktor A, die Gravitationskonstante,
ist eine universelle, fiir alle Weltkorper gleiche Konstante,
Da % die Dimension (cm®sec™) des dritten Keplerschen
Gesetzes § 132 hat, so hat die Gravitationskonstante die
Dimension gr~! ¢em?® sec™2  Thr Wert muf so lange unbekannt
bleiben, als wir nicht die Masse irgend eines Weltkérpers mit
einer irdischen Masse, also auch mit dem Gramme vergleichen
kénnen,

164. Das Newtonsche Gravitationsgesetz hat sonach
die Form

M
g == K;._' *

Hierin ist ¢ die Beschleunung irgend eines Koérpers an
einem Orte, welcher den Abstand » von dem Mittelpunkte
des Weltkorpers hat.

165. “Zweite Methode der Massenbestimmung. Bel der ersten,
nur auf das Gegenbeschleunungsgesetz gegriindeten Methode
zur Bestimmung eines Massenverhiiltnisses, mufl das Verhiltnis
der gleichzeitigen Beschleunungen beider Korper gemessen
werden, Auch astronomische Massenvergleichungen werden oft
nach dieser Methode gemacht. Ein Beispiel hierfiir ist die in
160. mitgeteilte Bestimmung des Massenverhiiltnisses von Krde
und Mond.

Nun kénnen wir aber aus dem Gravitationsgesetz durch
die Beobachtung der Richtung oder GriBie der Beschleunung
an irgend einem Orte des Feldes zweier Weltkirper deren
Massenverhiltnis bestimmen.,
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Diese Methode ist von praktischer Bedeutung: fir die
Vergleichung der Massen von Planeten, die keine Satelliten
haben, wobei man die Bahnstorungen von Kometen im Felde
dieser Planeten zugrunde legt; fiir den Vergleich einer Planeten-
und der Sonnenmasse auf Grund der Stérungen eines Trabanten
dieses Planeten durch die Sonne; fiir den Vergleich der Krd-
und Mondmasse auf Grund der beobachteten Zusammensetzung
der Mondgravitation mit der Erdschwere; endlich bei der
Auswertung der Gravitationskonstanten in terrestrischen MaB-
einheiten.

Eine wichtige Modifikation dieser Methode ist die folgende.

166. Bestimmung der Masse eines Zentralkorpers aus dem
Umlauf' eines Trabanten. Man kann durch Ausmessung der
Gribe einer Beschleunung im partiellen Felde eines einzelnen
Weltkorpers die Masse desselben allerdings mit dem univer-
sellen Proportionalititsfaktor A behaftet bestimmen.

Diese Methode der Massenbestimmung beruht auf der Be-
stimmung der Wrenschen Konstanten des Gravitationsfeldes
des betreffenden Weltkdrpers. Die Methoden hierfir haben
wir in 135. und 137. kennen gelernt. Wir brauchen also nur
die dort angegebenen Werte der Wrenschen Konstanten #
mit 4ax® zu multiplizieren, um nach 163.(a) die Massen
der Weltkorper in absolutem MaB, aber mit dem unbekannten
Faktor A behaftet zu bestimmen.

Man erhilt folgende Werte der Massen 2 und der Dichten
p der Weltkorper. Letztere beziehen wir auf die Dichte u,
der Erde.

Durchmesser Relative Dichte

. Masse
Zugtralkirper KM x 107 in Kilometern ulu,
Sonne . . . 1297000,0 18700000 0,25
Merkur . . . 0,13 4740 0,63
Venus . . . 3.21 12700 0,80
Erde . . . 3,99 12700 1,00
Mond. . . . 0,05 3420 0,62
Mars . . . . 0,42 6710 0,71
Jupiter . . . 1235,0 147000 0,23
Saturn . . . 371,0 118000 0,11
Uran . . . . 58,8 53700 0,19

Neptun . . . 66,0 48200 0,30



106 Bewegung starrer Kérper in Luft.

ks ist nicht so lange her, daB man die Himmelskorper fiir
immaterielle Lichter gehalten hat. Nun sehen wir, daBf die
Dichte der Weltkdrper mit der Erddichte vergleichbar ist.
Immerhin ist die Dichte der Weltkirper desto kleiner, je
weiter sie von der Krde abstehen, was nicht ohne weiteres
auf optische Fehler bei der Messung der Durchmesser (Wolken-
hiilllen der Weltkdrper usw.) zuriickgefithrt werden kann.

Nur die Kometen haben trotz ihrer ungeheuren GriBe
keine nachweisbare Masse.

169. PBestimmung der Summe der Massen zweier Welthorper
aus deren relativer Kreisung. Die meisten der angegebenen
Massen (oder Wrenschen Konstanten) erhilt man durch Be-
obachtung des mittleren Abstandes r und der Umlaufszeit 7
eines Trabanten des betrachteten Zentralkorpers. Genau ge-
nommen erkennt man jedoch hierdurch nicht die Masse
des Zentralkorpers, sondern die Summe der Massen beider
Korper.

Wir haben die Beschleunung des Trabanten bisher immer
durch die Huyghenssche Gleichung

g — *;-2 r
berechnet. Wenn aber unter v nicht der Abstand v, von dem
wahren Mittelpunkte der Bahn, sondern von dem Mittelpunkte
des Zentralkbrpers verstanden wird, so ist g nicht die Be-
schleunung des Trabanten, sondern seine Relativheschleu-
nung gegen den Zentralkdrper. Das Gravitationsgesetz bezieht
sich aber auf die absolute Beschleunung desselben. Be-
zeichnen wir diese mit g,, die absolute Zentralbeschleunung
des Zentralkorpers in seiner Bahn vom Radius r, mit g,, die

Massen beider Karper mit m; bezw. m;, so 1st
i .My 3 g My
g = — Ty’ 8 = rr?
47° 47
s N
8= ——F7= 4 8 = ¥y

Da v, —r, =t oder g, — g, = g ist, so folgt:
(a) K(m, + m)) = 49'5277;.

Es steht also nicht, wie aus der Tabelle § 135. hervorgehen
wiirde, die Wrensche Konstante der Sonne zu jener der Erde
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in dem Verhiltnis 83600:0,112, sondern dies ist genau ge-
nommen das Verhiiltnis der Summe dieser Wrenschen Kon-
stanten zu der Summe der W renschen Konstanten von Erde und
Mond, oder das Verhiiltnis der Summe der Sonnen- und Erd-
masse zu der Summe der Erd- und Mondmasse. Diese kleine
Korrektur wurde in der Tabelle § 166. bereits berticksichtigt.

Mifit man aber nicht die relative Distanz der beiden Korper,
sondern die Radien r, und ¢, der Bahnen derselben um den
gemeinsamen Mittelpunkt, so erhiilt man ihr genaues Massen-
verhiltnis (vgl. § 160.)

m L

iy rl

Ks ist dies eine der Bestimmung eines Massenverhiltnisses
durch ein Amplitudenverhiltnis (§ 148.) ganz dhnliche, auf die
erste Methode zur Massenbestimmung gegriindete Messung.

168. Gravitation und Massen der Doppelsterne. Nicht nur
in dem verhiltnismiilig kleinen Raume, welchen das Planeten-
system einnimmt, sondern in dem ganzen Weltraum bemerken
wir gleiche Bewegungsformen. KEs gibt viele Doppelsterne,
welche nach den Keplerschen Gesetzen in elliptischen Bahnen
um einen gemeinsamen Mittelpunkt kreisen.

e Centauri ist z. B. ein Doppelstern, welcher 0,8 jihr-
liche Parallaxe zeigt, also 265 000 mal so weit von uns entfernt
ist als die Sonne. Die beiden Sterne haben den Abstand
17,7” voneinander. Da derselbe 22mal so groB ist als die
Parallaxe des Gestirns, so sind die beiden Sterne 22 mal so
weit voneinander entfernt als die Kirde von der Sonne. Ihre Um-
lautszeit betriigt 81 Jahre. Hieraus folgt nach Gleichung 167 (a),
daB die Summe 1hrer Massen gleich 1,7 Sonnenmassen ist

298

s = LT,
Da beide Sterne sich nahezu gleich stark bewegen, hat jeder
ungefihr 0,85 Sonnenmassen.

Aus den Bewegungen des Sirius schlof man auf das Vor-
handensein eines dunklen Begleitsternes. Derselbe wurde
spitter entdeckt, er ist 16000 mal lichtschwiicher als der Sirius,
bewegt sich aber nur doppelt so rasch als dieser, seine Masse
ist also nur zweimal kleiner als die Masse des Sirius. Die
jithrliche Parallaxe desselben betrigt 0,197, die Distanz beider

K(my + m)) =

4n®
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Sterne voneinander ist 39 mal so groB (7,5”) also gleich 39 Erd-
bahnradien. Die Umlaufszeit des Doppelsternes ist 49 Jahre.
Die Summe der Massen beider Sterne ist also 393/49% gleich
24 Sonnenmassen. Der Sirius hat also 16 Sonnenmassen, sein
dunkler Begleiter hat 8 Sonnenmassen.

169. Das wahre Gravitationsfeld mehrerer Weltkorper
resultiert aus den partiellen Feldern derselben durch vektorische
Summation. Die wahre Beschleunung g in irgend einem
Punkte des Feldes ist gleich der vektorischen Summe der
durch die Masse und Entfernung der einzelnen Weltkorper
bestimmten partiellen Beschleunungen g,

§ = Zﬂi'
Diese haben die Potentiale P,, so dab:
g, = VvV P, wobei P, = A;i

Hierin ist r, die Entfernung des Weltkirpers von der Masse
M; von dem betrachteten Punkte des Feldes.

Nach 104. folgt, daB die wahre Beschleunungsverteilung des
Feldes ebenfalls ein Potential P besitzt, welches die alge-
braische Summe der Einzelpotentiale P, ist

M

® P=3Sp=K3 Y.

170. Beispiel. Die Potentialniveauflichen des Feldes
zweler Weltkérper, welche die gleiche Masse M haben, bilden
Rotationsflichen, deren Achse die Verbindungslinie beider
Korper, ist und deren Meridiankurven nach 169. (a) durch
KM( + 1.) = konst.,

1
LAY 7o

also durch eine Cassinische Kurvenschar dargestellt werden.

Die Beschleunung g ist der Gradient dieses resultierenden
Potentials und steht deshalb iiberall auf den Niveauflichen
senkrecht, ausgenommen in dem Mittelpunkt des Feldes, wo
gie Null ist. Auch ihre GriéBe erkennt man leicht, sie ist der
Dicke der Niveauschichten verkehrt proportional. Fig. 34 stellt
das @hnliche aber unsymmetrische Feld zweier Weltkorper von
ungleichen Massen, z. B. Erde und Mond, dar, und zwar die
Meridiane der Niveauflichen durch gestrichelte Linien, die
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Vektorlinien des Keldes aber durch voll ausgezogene Linien.
In der Nihe jedes der beiden Weltkérper, z. B. der Krde,
iiherwiegt ihr eigenes Gravitationsfeld jenes des anderen so
sehr, daBl die Verteilung der Schwerebeschleunung in der Nihe
der Oberfliche der KErde nahezu genau deren ungestirtes
Gravitationsfeld darstellt. Noch weniger deutlich ist die Mond-
wirkung, weil wir nicht absolute, sondern nur relative Be-

schleunungen irdischer Korper gegen die Krdoberfliche
beobachten konnen.

Diese werden modifiziert: 1. Durch den gemeinsamen
Umlauf der Erde und des Mondes um den Massenmittelpunkt,
und 2. durch die Ungleichférmigkeit des Gravitationsfeldes des
Mondes fiir verschiedene Orte der KErde.

171,  Abplattung der Erde zufolge ihres monatlichen Um-
laufes. Sehen wir zuniichst von der tiiglichen und jihrlichen
Rotation der Erde und von der Ungleichférmigkeit des Gravi-
tationsfeldes des Mondes ab und betrachten nur den monat-
lichen Umlauf der Erde um eine Achse, welche 4800 km
von ihrem Mittelpunkte, der immer dem Monde gegeniiberliegt,
entfernt ist und auf der Kbene der Mondbahn senkrecht steht.

Wiirde die ganze Masse der Erde im Mittelpunkte kon-
zentriert und sich mit der Beschleunung desselben bewegen,
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80 bliebe hierdurch das Moment der Beschleunungsgrifien un-
geindert und entgegengesetzt dem Moment der Mondmasse
in bezug auf die gemeinsame Achse. Dann miiite der Erd-
mittelpunkt die partielle Beschleunung des Gravitationsfeldes des
Mondes zeigen, er hat sie also tatsiichlich.

Die Beschleunung des Erdmittelpunktes zufolge der monat-
lichen Rotation ist 0,0034 cm/sec’. Dies stellt also auch die
mittlere GroBe der Beschleunung irgend eines irdischen
Korpers 4 im Gravitationsfelde des Mondes dar. Sie ist dem
vektorischen Abstande o a der gemeinsamen Rotationsachse a a,
von Erde und Mond und der durch den Erdmittelpunkt gehen-

Fig. 35.
p Pol der Mondbahn, ee Ebene der Mondbahn.

den parallelen Achse oo, (4800 km) proportional. Die Erd-
oberfliche in der Niithe von 4 hat aber eine dem Vektor ka
proportionale Zentralbeschleunung zufolge der monatlichen
Rotation der KErde um die Achse aa,. Die Relativ-
beschleunung des Korpers & gegen die Erdoberfliche ist die
Differenz dieser Vektoren, wird also durch den Vektor ok
dargestellt.

Zufolge des monatlichen Umlaufes der Erde unterscheidet
sich die terrestrische Fallbeschleunung ebenso von der abso-
luten Schwerebeschleunung, als wenn die Krde diesen Umlauf
um die durch ihren Mittelpunkt gehende, die Richtung des
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Poles der Mondbahn angebende Achse in 27!/, Tagen aus-
fithren wiirde und die Mondgravitation nicht vorhanden wire.
Hierzu kommt noch die 13 mal langsamere Rotation der Erde
um die Sonne und die 27 mal raschere tigliche Rotation der
Erde, simtlich um nicht sehr voneinander abweichende Achsen.
Die Folge dieser Rotationen ist eine Abplattung der Niveau-
flichen der relativen Schwerebeschleunung, so daBl die Meeres-
oberfliiche ein abgeplattetes Kllipsoid darstellt, dessen Achse
nahezu mit der Weltachse zusammenfillt, aber merklich gegen
den Pol der Mondbahn und etwas gegen den Pol der Ekliptik
abgelenkt ist.

172. Ebbe und Flut. Nun ist noch zu beriicksichtigen,
daB die dem Monde zugewandte Seite der Erdoberfliche dem-
selben um !/, niher ist, daher ist dort die Mondgravitation
um !/,,, d.i. um 0,0001 cm/sec? groBer. Da sie hier der Fall-
richtung entgegengesetzt ist, so verkleinert dies die terrestrische
Fallbeschleunung an diesem Punkte. Auf der gegeniiberliegen-
den Seite der Krde, welche am weitesten vom Monde entfernt
ist, weicht die Mondgravitation um den entgegengesetzten
Betrag — 0,0001 cm/sec® vom Mittelwerte ab, und da sie
hier im Sinne der Schwerebeschleunung wirkt, ist diese eben-
falls verkleinert.

Diese Abweichungen von dem Mittelwerte, welche die
Mondgravitation in irdischen Gegenden zeigt, diirfen nicht als
Relativbeschleunungen gegen den Erdboden gedeutet werden.
Es hat nur der Erdmittelpunkt eine diesem Mittelwerte
gleiche Beschleunung. Die iibrigen Teile der Krde haben zu-
folge ihrer monatlichen Rotation desto groBere Beschleunungen,
je weiter sie von der Rotationsachse entfernt sind.

Beriicksichtigt man auch diese Verkleinerung der Be-
schleunung nicht fest mit der KErde verbundener Kiorper an
der dem Monde zu- und abgewendeten Seite der Erde, so er-
kennt man, daB die Meeresobertliche, abgesehen von der
tiglichen Rotation ein dreiachsiges Ellipsoid bilden miifite,
dessen kleinste Achse gegen den Pol der Mondbahn und dessen
groBte Achse gegen den Mond gerichtet ist.

Der tiigliche Durchgang dieser Meereserhebungen durch
alle Hafenorte zufolge der tiglichen Rotation der Erde be-
stimmt die Flut- und Hafenzeiten.
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Aus gleichem Grunde fallen die Steine bei hochstehenden
sowohl als bei untergegangenem Monde langsamer gegen den
Erdboden, als wenn der Mond im Horizonte steht, doch ist

we diese Verinderung der Schwerebeschleunung

" | kaum mit den besten Pendeluhren zu erkennen,
sie betriigt namlich nur 1 Millionstel des Wertes.

\ Ein in nahezu horizontaler Ebene beweg-
©=—==" liches, in der Ruhelage im Meridian liegendes
“ Pendel (Horizontalpendel Fig. 36) sucht

| schon bei geringer Richtungsinderung der

Fig. 36. ~ relativen Schwerebeschleunung eine andere Ruhe-

lage. Betriigt die Neigung der Schwingungsebene
gegen die Horizontale nur 10”=1/, .. BogenmaB, so macht
dasselbe zurzeit des Mondaufganges und Unterganges gegen den
Mond gerichtete Ausschlige bis zu 1/, = 1,2°.

A0

Die skalaren Fliichenintegrale.

193. Der Flichenvektor. Die Fliche eines Dreieckes,
dessen Seiten in demselben Umlaufssinne gerichtet sind,
kann durch das halbe rotorische Produkt zweier beliebiger
Seiten dargestellt werden, also durch einen Vektor, welcher
die Richtung der Normale der Fliche hat, und in dessen
Richtung gesehen der Umfang der Fliche im Sinne des
Uhrzeigers gerichtet ist.

Eine ebene polygonale Fliche kann, wenn die Seiten des
Umfanges siimtlich in gleichem Umlaufssinne gerichtet sind,
in Dreiecke zerlegt werden, deren Seiten simtlich gleichen
Umlaufssinn haben. Da die FlachengrioBe des Polygons gleich
der algebraischen Summe der Dreiecksfliichen und die Rich-
tungen simtlicher Flichen gleich sind, kann die Polygontliiche
durch einen Vektor dargestellt werden, welcher die vektorische
Summe der Flichenvektoren der Dreiecke ist.

Da man jede ebene, krummlinig begrenzte Fliche in kleine
Dreiecke zerlegen kann, so kann man sie durch einen Vektor f
darstellen, dessen GroBe gleich dem Flicheninhalte und dessen
Richtung jene Normalrichtung der FKliche ist, in welcher
blickend man alle Linienelemente des Umfanges der Fliche
im Sinne des Uhrzeigers gerichtet erblickt (Fig. 37).



Die skalaren Flichenintegrale. 113

Die Komponenten dieses Vektors f, 7, f, sind die Pro-
jektionen der Fliche auf die Koordinatenebenen.

174. Auch eine begrenzte gekriimmte Fliche lifit sich
durch einen bestimmten Vektor § darstellen.

Man zerlegt zu diesem Zweck die gekriimmte Fliche in
sehr kleine, also ebene Flichenelemente, welche durch die
Vektoren df dargestellt werden, die simtlich nach derselben
Seite der Fliche gerichtet sein mdgen. Hierdurch ist fiir den
Umfang simtlicher Flichenelemente derselbe Umlaufssinn fest-

- Fig. 38.

gelegt und der Umlaufssinn des ganzen Umfanges der Fliche
mitbestimmt.

Der Flachenvektor { oder vektorische Wert der ge-
kriitmmten Fliche wird durch die vektorische Summe

i [ai
f

definiert. Die Komponenten desselben sind die Projektionen
der Fliche auf die Koordinatenebenen.

In der Richtung des Flichenvektors { blickend, sieht man
die Projektion des Umfanges der Fliche auf eine zur Blick-
richtung senkrechte Ebene die Projektion der Fliche im Sinne
des Uhrzeigers umlaufen, oder wenigstens iiberwiegen die in
diesem Sinne umlaufenen Teile der Projektion, wobei mehrfach
iiberdeckte Teile mehrfach mit dem Vorzeichen der Umlaufs-
sinne gezithlt werden miissen. Grenzen der Projektion, welche
nicht durch die Projektion des Umfanges gebildet werden,
miissen dabei zweimal im entgegengesetzten Sinne durchlaufen
werden (Fig. 38).

Jaumann, Bewegungslehre. 8
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175. Die Flichenelemente einer geschlossenen Ober-
fliche o stellt man durch iiberall nach auBlen gerichtete Vek-
toren dp dar. Ihre vektorische Summe ist Null

f{lné 0.

Dieser Satz wird uns spiter sehr anschaulich werden,
hier aber deuten wir nur den analytischen Beweis an. Die
Komponenten dieses Integrals sind die Projektionen der ge-
schlossenen Fliche auf die Koordinatenebenen. Jede derselben
besteht aus zwei gleichen sich iiberdeckenden entgegengesetat
zu zihlenden Blittern und ist also Null.

Hieraus folgt, dab die vektorische Summe mehrerer ebener
oder gekriimmter begrenzter Flichen, welche einen Raum ab-
schlieBen und simtlich nach auBen gerichtet sind, Null ist.

Ferner folgt, daB die Differenz zweier durch denselben
Umfang begrenzten und gleich gerichteten Flichen Null ist.

1796. Man kann das zweifache Integral, durch welches
eine begrenzte Fliche dargestellt
wird, auf ein einfaches zuriick-
fithren, d. h. die Summe der
Flichenelemente df, welche Pro-
dukte von zwei unendlich kleinen
Vektoren sind, auf eine Summe
von Dreiecken zuriickfithren, von
welchen nur eine Seite unend-
lich klein ist.

Die von einem beliebigen
Punkte o bis zu dem Umfang u
der begrenzten gekriimmten

Fig. 89. Fliche { reichenden Radien v
bilden eine Kegelfliche £. Jedes
dreieckige Element df derselben hat den Wert

df L Lrxdn.

Die ganze Kegelfliche hat den Wert
' £} [exau.
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Durch ein solches rotorisches Linienintegral kann nun
jedes Flichenintegral ersetzt werden.

Die Flachen § und ¥ bilden nimlich zusammen eine ge-
schlossene Fliche, es ist also

oder

(a) el [rxdn

Liegt der Umfang u in einer Ebene, so kénnen wir die Inte-
gration vollends ausfithren, Sei f;, der vektorische Wert der
ebenen durch diesen Umfang begrenzten Fliche, so ist

fdféf(,.
i

177, Der Durchflufp. Man bezeichnet das skalare Pro-

dukt des Vektors &f einer kleinen Fliche mit einem Vektor v
als den DurchfluB 420, des Vektors v durch die Fliche df
(a) dDy + v.df.
Ist eine Vektorverteilung v gegeben und eine gekriimmte be-
grenzte Fliche f im Felde, so bezeichnet man als den Durch-
fluB D, des Vektors v durch die Fliche das skalare Flichen-
integral:

D,,éfn-df.
¥

Jedes Element desselben ist der Durchfluf des fiir einen
Punkt der Fliche § gegebenen Vektors v mit dem dort be-
findlichen Flichenelement df.

Den Durchflull der gegebenen Vektorverteilung durch eine
geschlossene Oberfliiche o bezeichnen wir als Ausfluf 4, des
Vektors v aus der Oberfliche.

A, '=fn-do.
o

178. Erstes Beispiel. Das Volum eines schiefen Kegels,
dessen Basis df im vektorischen Abstande r von der Spitze o
liegt, ist

dg = }t-df.

Dieses Volum d¢ wird also durch den Durchflul des

Radius r durch die Fliche df dargestellt und zwar als eine
8*
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positive oder negative Zahl je nach der Richtung beider
Vektoren.

Das Volum ¢, welches durch den Kegel (Fig. 39 auf
Seite 114), dessen Spitze in o liegt, und andererseis durch
die gekriimmte Fliche § begrenzt ist, wird dargestellt durch

9v=fdfp’=%fr-df.
f f
ist also der dritte Teil des Durchflusses des Radius v durch
die Fliche f.

Das Volum ¢ eines von der Oberfliche » umschlossenen
Raumes ist gleich dem dritten Teile des Ausflusses der von
einem beliebigen Zentrum o geziihlten Radien r durch die
Oberfliiche. -

(a) q=fdcp’=§fr-du.

179. Zweites Beispiel. Der Durchfluf des Flichenvektors f,
einer Fliche durch diese selbst ist immer positiv, was zur
Definition des Richtungssinnes dieses Flichenvektors verwendet
werden kann, ja im Grunde genommen mit der in 174. ge-
gebenen Definition ganz identisch ist. Die Richtung des
Flichenvektors ist jene, fiir welche sein Durchflufl durch die
Fliche ein Maximum ist. Es ist:

[t 24, [df = 1
f f

also ist der Durchfluf des Flichenvektors durch die Fliche
das Quadrat des Flichenvektors.

180. Durchflup der Vektorrohren. Stromfiden. Jedes
Vektorfeld v liBt sich in Vektorrohren (93.) zerlegen. Sehen
wir von Ausnahmsstellen des Feldes ab, so kann man ein kurzes
Stiick einer sehr diinnen Vektorrthre immer als einen Zylinder
betrachten, in welchem der Vektor nahezu konstant ist. Der
DurchfluB & D, des Vektors v durch einen beliebigen schiefen
Querschnitt 4§ der Vektorrohre ist dann immer gleich dem
Durchflusse durch einen senkrechten Querschnitt d¢ der-
selben, ist also von der Richtung des schiefen Querschnittes
unabhingig und kann in der algebraischen Form

d.D,, = ‘Ud(]
angegeben werden.
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Wohl aber ist in einem lingeren Stiick der Vektorrihre
der DurchfluB nicht konstant. Ist aber in einem speziellen
Felde die GroBe v des Vektors dem senkrechten Querschnitt d ¢
der Vektorrshre iiberall verkehrt proportional, so nennt man
diese einen Stromfaden. Der DurchfluB

dDy £ v.df
eines Stromfadens fiir einen ganz beliebigen Querschnitt df
desselben ist eine fiir den Stromfaden charakteristische Zahl.
181. Ein Raumgebiet, in welchem die Vektorverteilung
in Stromfiden verlauft, nennt man divergenzfrei. Die

iibrigen Raumgebiete, in welchen die Vektorrohren keinen kon-
stanten Durchfluf haben, nennt man Divergenzgebiete. Kin

Fig. 40.

Stromfaden kann nicht in einem divergenzfreien Raume ein
Ende haben, denn die ihn umschlieBenden Vektorlinien be-
rithren oder schuneiden sich nicht, weil sein DurchfluB konstant
ist. Ein Stromfaden, der ganz in divergenzfreiem (Gebiete ver-
lauft, mull also einen geschlossenen Ring bilden oder vom Un-
endlichen ins Unendliche laufen. Sonst muB ein Stromfaden
zwei Divergenzgebiete verbinden oder von einem Divergenz-
gebiet zu diesem zuriick oder ins Unendliche verlaufen.

182. Eine geschlossene Fliche o (Fig. 40), welche kein
Divergenzgebiet einschlieBt, hat den Ausflull Null

Jeder Stromfaden durchstoBt die Oberfliche o in gerader
Anzahl und schneidet die Flichenelemente 4o aus derselben.
Da diese iiberall nach aufien gerichtet angenommen werden,
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der Stromfaden aber abwechselnd in die Oberfliche eindringt
und aus derselben herauskommt, so schlieBen die Vektoren do
abwechselnd stumpfe und spitze Winkel mit dem Vektor v ein,
dessen divergenzfreies Feld wir betrachten.

Der AustluB p-.-dp des Vektors durch diese Oberflichen-
elemente ist stets gleich groB, aber von abwechselndem Vor-
zeichen. Dasselbe gilt fiir alle Stromfiiden des Feldes. Es
ist also

ﬁn’=af'h-dn£0.

183. UmschlieBt jedoch die Oberfliche p ein Divergenz-
gebiet, so ist der AusfluB des Vektors nicht Null, auch wenn
die Fliche selbst ganz in divergenzfreiem Gebiete verliuft.

UmschlieBen zwei Flichen o, und p, ein Divergenzgebiet,
schlieBen sie aber zwischen sich einen divergenzfreien Raum

Fig. 41.

=]

ein, so muB jeder Stromfaden, der die eine Fliche in un-
gerader Anzahl durchbricht, die andere Fliche in gleicher
Richtung und ungerader Anzahl durchbrechen, also zum Ausflufl
beider Klichen gleich viel beitragen. Beide Flichen haben
also gleichen Ausfluff

fn-dnl —éfb-dng.
0, 02

184. Beispiel. Das Vektorfeld sei gleichférmig, d. h. der
Vektor habe iiberall den konstanten Wert ¢. Die Vektor-
rohren sind dann Zylinder von konstantem DurchflubB.
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Betrachten wir eine geschlossene Oberfliche in diesem
Felde. Ihr AusfluB muB Null sein. Hieraus folgt

fc-dn = C'f([l) 0.

Nehmen wir fiir ¢ drei verschiedene, nicht in derselben Ebene
liegende Vektoren, so ergeben sich die drei Gleichungen

denéo.

Diese Ableitung ist von der in 175. angegebenen analytischen
nur in der Form verschieden.

185. Die kegelformigen Vektorrohren der Gravitations-
beschleunung eines einzelnen Weltkdrpers sind in threm ganzen
Verlaufe auBerhalb des Korpers bis ins Unendliche Stromfiden.

Da niamlich die Beschleunung g dem Quadrate der Ent-
fernung von dem Mittelpunkte des Weltkorpers, also auch dem
senkrechten Querschnitt ¢ der Vektorrohre verkehrt pro-
portional ist, so ist der Durchfluf

g-df = grlg
fiir jeden Querschnitt der Vektorréhre konstant, eine fir
diesen Stromfaden charakteristische Zahl, welche unabhingig
ist von dem Ort und der Richtung des Querschnittes df.

186. Alle geschlossenen Flichen im Felde, welche den
Weltkirper ausschlieBen, haben also den Ausfluff Null.

Zwei beliebige geschlossene Flichen, welche den Welt-
kérper einschlieBen, haben denselben Ausfluf.

Der AustluB 4, der Gravitationsbeschleunung aus einer
Kugelfliche vom Radius r, deren Mittelpunkt der Mittel-
punkt des Weltkorpers ist, welche aber in dem #ubBeren diver-
genzfreien Gebiete verliuft, berechnet sich leicht, da die Be-
schleunung g iberall dieselbe Richtung hat wie die Flichen-
vektoren der Oberfliichenelemente und iiberall dieselbe GriBe

-M
F= —A,.w_:

hat. Kr ist gleich dem algebraischen Produkte der Kugel-
fliche und dieser Beschleunung.

Ay =4nrig= — 47 KM,
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Jede beliebige geschlossene Fliche, welche den Welt-
kérper von der Masse M einschlieft, hat also den Ausflull

(a) dy = — 4n K M.

18%. Addition von Durchfliissen. Die resultierende Vektor-
verteilung v mehrerer Vektorverteilungen wu,

LI 3
hat fiir ein beliebiges Flichenelement d f im Felde den Durchfiufl
vedf = df->n, = >, df.

Der Durchfluf der vektorischen Summe mehrerer Vektoren
durch dasselbe Flichenelement ist gleich der algebraischen
Summe der Durchfliisse der einzelnen Vektoren.

Endlich gilt fiir eine groflere gekriimmte bhegrenzte oder
geschlossene Fliche f

ottt
i f

Der DurchfluB der vektorischen Summe v mehrerer
Vektorverteilungen v, durch eine gegebene Fliche f§ ist gleich
der algebraischen Summe der Durchfliisse der einzelnen
Vektoren durch dieselbe Fliche Hierauf beruht die analytische
Wichtigkeit der skalaren Flichenintegrale.

188. Betrachten wir eine geschlossene Fliiche p in einem
allgemeinen Gravitationsfelde. KEine Masse M, welche sich
innerhalb dieser Fliche befindet, bestimmt nach 186.(a) den
Ausflul — 47 KM, durch dieselbe. Das partielle Feld einer
auBerhalb liegenden Masse hat aber den Ausfluf Null durch
diese Fliche. Der wahre Ausflufl der Gravitationsbeschleunung g

ist also
(a) 4y = —4a KM,

Er ist in jedem Gravitationsfelde der Summe der von
der betrachteten Oberfliche eingeschlossenen Massen
proportional, von der Form der Fliche, Lage der ein-
geschlossenen Massen und von dem Vorhandensein aus-
geschlossener Massen ganz unabhingig. Wir werden den
hohen Wert dieses Satzes bald erproben.
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9. Die allgemeine Gravitation.

189. Hin geworfener Stein ist ein Trabant der Erde, der
Mond ein schwerer Korper (138.). Ks besteht also zwischen
irdischen und Weltkérpern kein wesentlicher Unterschied. Jeder
irdische Korper und das Meer zeigt je nach seiner Lage
im Gravitationsfelde des Mondes eine andere Beschleunung.
Andererseits ist es, um das Gegenbeschleunungsprinzip auf-
recht zu erhalten, naheliegend, anzunehmen, daf umgekehrt
jeder Teil des Erdkorpers eine (Gegenbeschleunung des Mondes
bestimmt. Jeder Teil eines Weltkérpers bestimmt hiernach ein
besonderes, sehr schwaches Gravitationsfeld, und das Gravita-
tionsfeld des ganzen Weltkorpers resultiert aus der Summierung

Fig. 42.

p Richtung der Weltachse
x geographische Zenitrichtung
z' lotrechter Zenit (Libellenzenit).

der zahllosen ungemein schwachen partiellen Gravitationsfelder
seiner Teile (Fermat und Newton).

190. ZLotablenkungen. Die Schwerebeschleunung auf hohen
Bergen. In der Nihe eines isoliert stehenden Berges bemerkt
man wirklich, dall die Lotrichtung (der Libellenzenit) aus dem
geographischen Zenit (dem Erdradius) gegen den Berg ab-
gelenkt ist, was auf das Gravitationsfeld des Berges zuriick-
zufithren ist.
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Bouguer (1740) beobachtete z. B. an der Nordseite des
Chimborasso eine um 8" zu grofie Polhthe verglichen mit der
Polhhe an der Siidseite des Berges (Fig. 42), was auf die Ab-
lenkung des Libellenzenits zuriickzufiithren ist.

Die Schwerebeschleunung ¢ soll nach dem Gravitations-
gesetze verkehrt proportional dem Quadrate der Entfernung r
vom Erdmittelpunkte abnehmen. Es ist also:

% sy a9 %i.
Fiir eine Erhebung d» = 2700 m bezw. 4400 m sollte also die
Schwerebeschleunung um den Bruchteil
d 1 1
- TQ =100 %" g
abnehmen. Sie ist jedoch tatsiichlich auf einem isolierten
Berge von dieser Hiohe nur um den Bruchteil
d 1
- _gg =100 P*™ g5
kleiner. Diese verhiiltnisméabBig zu groble Beschleunung auf den
Bergspitzen ist auf das Gravitationsfeld des Berges zuriick-
zufiihren.

Gebirgsketten und Kontinente haben wohl auf die
Richtung aber nicht wie die isolierten Berge auch auf die GroBe
der Schwerebeschleunung merklichen EinfluB. IThre Gravitation
diirfte durch den entgegengesetzten EinfluB von Massen-
defekten unter der Erdoberfliche groflenteils kompensiert
sein. Man kann hiernach die Gebirge als Blasen der Erd-
oberfliche ansehen oder auch mit schwimmenden Schollen
vergleichen.

191. Zulassigheit der Annahme der allgemeinen Gravitation.
Es lag im Wesen der Newtonschen SchluBweise, da ein
kugelfirmiger Weltkorper nach auflen, selbst ganz nahe seiner
Oberfliche, dasselbe Gravitationsfeld bestimmt, als wiire seine
ganze Masse im Mittelpunkte vereinigt. Newton hat unter
dieser Voraussetzung die Abnahme der Schwerebeschleunung
von der Erdoberfliche bis zum Monde verfolgt, und dessen
Zentralbeschleunung so als seine Schwerebeschleunung erkannt.

Es muB nun gezeigt werden, daB auch bei Annahme der
allgemeinen Gravitation das resultierende Feld aller Teile
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eines kugelformigen Weltkorpers auBerhalb desselben das
gleiche ist, als wire alle Masse im Mittelpunkte vereinigt.

Die Potentialniveauflichen der resultierenden Gravitation
sind jedenfalls konzentrische Kugeln und die Beschleunung
hat iiberall die Richtung gegen den Mittelpunkt des Welt-
kérpers und hingt nur von der Entfernung von demselben ah.

Der Ausfluf 4; derselben aus einer dieser Kugelflichen
hat nach Gleichung 188.(a) den Wert

(a) darig = — 4n KM,
worin M’ die von der Kugel eingeschlossene Masse ist.

Falls dies die ganze Masse M des Korpers ist, folgt also jeden-
falls das Newtonsche Gesetz

g=_'6:.,.a'

192. Im Innern der Erde mufl man hingegen eine wesent-
liche Abweichung von diesem Verteilungsgesetz der Schwere-
beschleunung erwarten, falls das Gravitationsfeld wirklich aus
den Feldern aller Teile des Erdballs resultiert.

Hitte die Erde tiberall die gleiche Dichte u, so wiire fiir
eine konzentrische Kugel im Erdinneren

M = % mrip,
und also nach Gleichung 191.(a)
g=— ; amKur.

Dann wiirde im FErdinneren die Schwerebeschleunung
proportional der Anniherung an den Erdmittelpunkt ab-
nehmen und in diesem den Wert Null erreichen. Letzteres
muB auch dann stattfinden, wenn die Erde aus konzentrischen
Kugelschichten von verschiedener Dichte besteht. Doch kann,
wenn die oberflichlichen Schichten wenig dicht sind, beim
Kindringen in das Erdinnere anfangs noch eine Zunahme
der Schwerebeschleunung und erst in groBerer Tiefe eine Ab-
nahme derselben eintreten, wie man dies in tiefen Schiichten
und unter der Meeresobertliiche tatsiichlich beobachtet hat.

193. Differentialgesetz der allgemeinen Gravitation, Wir
haben nun keine kleine Aufgabe vor uns, wenn wir das aus
der Zusammensetzung der Gravitationen der unendlich vielen
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Teile aller Kérper resultierende Beschleunungsfeld berechnen
wollen. Die Beschreibung dieses Feldes wird jedoch #uBerst
einfach und durchsichtig, wenn wir die skalaren Ableitungen
der Beschleunung, nimlich ihr Potential und ihre Divergenz
betrachten, deren Kenntnis wir den Arbeiten von Lagrange
(1777), Laplace (1782), Green (1828) und Gauss (1845) ver-
danken.

Betrachten wir das skalare Flachenintegral (den AusfluB)
d 4, der Gravitationsbeschleunung fiir eine geschlossene Fliche,
welche das sehr kleine Volum d¢ umschlieBt. In diesem
Raume ist jedenfalls ein Stoff von konstanter Dichte u vor-
handen (welche auch Null sein kann) und also die Masse ud ¢
eingeschlossen. Die ausgeschlossenen Massen sind gleichgiiltig.
Nach 188.(a) folgt also

0dy = —4xKpdep.

Das Verhiiltnis des Ausflusses dieser Oberfliche zu dem
von ihr umschlossenen Volum strebt also bei Verkleinerung
dieses Volums dem bestimmten Grenzwerte

fld‘%‘ = —4daklnp
zu, welcher unabhingig von der Art des Grenziiber-
ganges, von den Formen, welche die Oberfliche withrend des
Einschrumpfens annimmt, ist.

Diesen echten Differentialquotienten nennt man die
Divergenz des Vektors g und hezeichnet ihn durch

L = divg.

Wir erhalten somit folgende Form des Gesetzes der

allgemeinen Gravitation

(a) divg: —4aKp.

Aus diesem Differentialgesetz folgt, wenn die Dichte u als
Funktion des Ortes gegeben ist, die Verteilung der Gravitations-
beschleunung im ganzen Felde (siehe § 210). KEs kann aber
auch andererseits durch Multiplikation mit g auf die Form

i 1 .
pg = — —adivg

gebracht werden, welche dem Gesetze der elektrischen Be-
schlennungen analog ist.
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194. JDivergenz der Schwerebeschleunung im Erdinneren.
Wenn die Dichte ¢ im Erdinneren nur von dem Abstande r
vom Mittelpunkte abhiingt, also die Erde aus konzentrischen
Kugelschalen von verschiedener, aber konstanter Dichte besteht,
s0 hat die Schwerebeschleunung jedenfalls radiale Richtung und
hiingt ebenfalls nur von r ab.

Der DurchfluB derselben durch zwei benachbarte Kugel-
flichen ist 47 7%¢ beziehungsweise

da(rt+ 27dr) (g-l—- 3f_dr) .

Die Differenz dieser Durchfliisse ist der Ausflub d 4, aus
der Oberfliche der von beiden konzentrischen Kugeln ein-
geschlossenen Schicht

ddy =4nridr (if + 2'3) :

Da 4mr*dr=0¢ das Volumen der Kugelschichte ist,

folgt fiir die Divergenz des Vektors g

(a) divg = gg - 2% Ry

Die Divergenz der Schwerebeschleunung auBerhalb der
Erde ist hiernach gleich Null. Innerhalb der Erde gilt aber
nach 193.(a) das Gesetz:

(b) gfg-f—?g:—*inlfp..
195. Da die Masse der Krde gleich
4 3
3 T Mo
ist, worin r, den Erdradius und g, die mittlere Erddichte

bezeichnet, ist die Schwerebeschleunung g, in der Nihe der
Erdoberfliche

4 -
Ty = —grz]u-op,[,.

Ist die oberflichliche Krddichte u, so folgt aus Gleichung
194.(b)

') Das gilt fiir jeden beliebigen Vektor von durchaus radialer

Richtung, der nur von » abhiingt. Deshalb ist z. B. die Divergenz des

Radius v selbst gleich 3
divi== 8.
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(a) f[yﬂ_i_?_go_:—‘iﬂ]"u

dr 7y

dgy _ 4 (2
dy—_»—*l:r[x(?,uo—lu).

In der Meerestiefe und selbst in Schiichten ist der nume-
rische Wert der Schwerebeschleunung grofer als an der Erd-
oberfliche, also ist dg,/dr eine positive Zahl. Hieraus folgt,
daB die mittlere Erddichte mehr als 1,5 mal so groB als
die oberflichliche Gesteinsdichte ist. HKs ist dies ein Massen-
vergleich auf Grund der Verteilung der resultierenden Beschleu-
nung (165.).

196. Zum Vergleich der nach der ersten und zweiten Methode
bestimmten Massenwerte ist es notwendig die Konstante des Gravi-
tationsfeldes einer terrestrischen Masse zu bestimmen, welche man
nach der ersten oder einer der drei weiter unten angegebenen
Methoden mit der Kilogrammmasse verglichen hat. Dann kann
man den Wert aller astronomischen Massen in Kilogramm,
also auch die Erddichte in gr em—3, und die Gravitations-
konstante A in gr-! cm?®sec—2? angeben.

Wir haben bereits mehrere meBbare Gravitationswirkungen
terrestrischer Massen kennen gelernt.

Mit Hilfe des Bathometers (§ 220) kann man konstatieren,
daB die Schwerebeschleunung in 1000 m Meerestiefe um
0,391 (cm sec—2) griBer ist. Es ist also

9 — 0,391 x 105 (sec—2),
p = 1,026 (gr cm=?) ist die Dichte des Meerwassers,

Aus Gleichung 195.(a), in welcher alle Werte bekannt
sind, berechnet sich nun die Gravitationskonstante:

K = 6,67 x 10-8(gr-1 cm—3 sec—2),
Da wir nun den Wert der Gravitationskonstanten im

terrestrischen MafBsystem kennen, so kénnen wir die Masse
der Erde M in diesem Mafle berechnen. Hs ist

- M
90""—5;,:;"

worin g, = — 982 cm [ sec?, der Erdradius r, = 6,4 x 108 cm ist.
Man erhilt so die Masse der Erde gleich 5,98 x 10% gr.
Die mittlere Erddichte ist hiernach 5,5 gr em=2.
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197. Auch aus der Lotablenkung in der Nihe isolierter
Berge und aus dem Werte der Schwerebeschleunung auf iso-
lierten Bergspitzen kann man die Gravitationskonstante be-
rechnen (Cavendish 1781), da die Gesteinsdichte und Form
des Berges und die Entfernung seiner Teile vom Beobachtungs-
orte bekannt ist.

198. Cavendish zeigte, daB schon
eine grofle Bleikugel von 1000 kg Masse
ein mefbares Gravitationsfeld bestimmt.
Man kann mittels einer an einem feinen
Quarzfaden suspendierten Drehwage (Fig. 43)
die Gravitation von Kérpern nachweisen,
die kaum 1 kg Masse haben. Wenn bei
diesen #uBlerst empfindlichen Experimenten
alle Versuchsfehler ausgeschlossen sind,
bilden sie eine schine Bestitigung der
allgemeinen Gravitation.

Die Divergenz eines Vektors. Das Vektor=-
potential eines Skalars.

199. Fir jeden Ort im Felde einer
kontinuierlichen (und differenzierbaren) Vek-
torverteilung v liBt sich ein derivierter
Skalar angeben, welchen man die Diver-
genz des Vektors an dem betrachteten
Orte nennt. Derselbe ist der Grenzwert
des Verhiiltnisses des Ausflusses o 4, aus
einer Oberfliche zu dem eingeschlossenen
Volum d ¢, auf welchen die Art des Grenz- _
iiberganges keinen Kinfluf hat

ddy |
r divy.

Fig. 43.

Alle fiir den Physiker nur einigermaflen beachtenswerten
Vektorverteilungen haben diese Eigenschaft einer bestimmten
Divergenz fiir jeden Punkt des Raumes.

Diese Divergenzzahl ist nicht nur als echter Differential-
quotient, sondern auch als skalare Ableitung eines Vektors
von gribiter rechnerischer Bedeuntung.
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200. Der Gausssche Integralsatz. Wenn zwei Riume ¢,
und ¢, (Fig. 44) zusammenstoBen, so daB sie durch die
Fliche a4 geschieden werden, so ist die Summe der Aus-
flisse 4, und A, eines Vektors v durch die ganzen Ober-

flichen beider Riume gleich dem
Ausflusse 4 durch die duflere Ober-

fliche beider Riume

A=A + 4,.
Ein Anteil jedes der Oberflachen-
integrale 4, und 4, bezieht sich
o allerdings auf die Scheidewand, aber
diese Anteile sind gleich und ent-
gegengesetzt, denn der Scheidewand
muB als Oberfliiche des einen oder
anderen Raumes betrachtet entgegengesetzte Richtung zu-
gesprochen werden.

Man kann nun einen Raum ¢ durch viele Scheidewiinde

in kleine Zellen d¢ zerlegen. Das Oberflichenintegral

Anéafn-du

iiber die AuBere Oberfliche o dieses Raumes ist gleich der
Summe der Ausfliisse d 4, aller Zellen d¢

fn-dn + (a4,
o @

Diese bestimmen sich aber durch die Divergenz des
Vektors

Fig. 44.

ddy =divodeg.

Wir erhalten so den wichtigen Gaussschen Integralsatz:

(a) fn.dn éfdivndrp.
: -

Das iiber eine geschlossene Oberfliche erstreckte
skalare Integral eines Vektors ist gleich dem iiber
den eingeschlossenen Raum erstreckten algebraischen
Integral der Divergenz des Vektors.
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201. Beispiel. Die Verteilung der Geschwindheit v der
Punkte einer beliebig bewegten Fliissigkeit sei gegeben und
wir betrachten eine Oberfliche o im Innern der Fliissigkeit,
welche als eine diinne, aus bewegten Kliissigkeitsteilen be-
stehende Haut vorgestellt werden muB. Die Fluxion des von
dieser Oberfliche eingeschlossenen Volums ¢ ist

(a) tfiq; ‘=fn.dn L_fdivbdrp.

0 t
Ist das betrachtete Volum selbst sehr klein, so folgt fiir
die Fluxion desselben

(b) 9 2 g divy.

Die Divergenz der Geschwindheiten der Iliissigkeitsteile
ist also gleich der Fluxion jedes kleinen Fliissigkeitsvolums
an dieser Stelle, bezogen auf die Volumseinheit.

202. “weites Beispiel. Die gegebene Vektorverteilung ¢
stellt die Entfernung der Punkte des Feldes von einem Null-
punkt o dar. Es ist dann nach Gleichung 178.(a) das Volum ¢,
welches von einer Oberfliiche p eingeschlossen wird

g=i|v-do+=} |divedg.
o r,::f.

Da dies fiir jede Oberfliche in dem Felde gelten muB, ist
dive = 3.
Es ist dies also eine Vektorverteilung mit gleichférmiger
Divergenz.

203. Fir die Divergenz einer Vektorverteilung an dem
betrachteten Orte ist nicht etwa die Divergenz der Vektorlinien,
also die kegelformige (Gestalt der kleinsten Vektorrdhren allein
maBgebend, sondern auch die Anderung der GroBe des Vektors
in der Lingsrichtung der Rihren. Die Divergenz ist der
Differentialquotient des Durchflusses ) = v ¢ der Vektorrdhren
(vom senkrechten Querschnitt ¢) nach ihrer Linge /, bezogen
auf die Querschnittseinheit:

ik L S B0y AET
il T T
In § 196 findet sich hierzu ein einfaches Beispiel.

Jaumann, Bewegungslehre. 9
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In einem Gebiete des Feldes, in welchem die Divergenz
Null ist, konnen also doch die Vektorlinien divergieren, wie dies
z. B. in dem Gravitationsfelde eines oder mehrerer Weltkdrper
stattfindet.

204. Auch ein Vektor v_, welcher iiberall im KFelde die-
selbe Richtung = hat, dessen Vektorréhren also zylindrisch sind
und dessen Richtungen nicht divergieren, kann eine Divergenz
haben, welche nach obiger Gleichung durch

d v,
Bm
dargestellt wird, Hierin kann die Zahl », eine Funktion aller
drei Koordinaten sein. Da wir jedoch die in die 2-Richtung
fallenden Vektorrshren beliebig diinn annehmen konnen,
kommen die partiellen Ableitungen der Zahl »_ noch y und =z
nicht in Betracht.

205, Der Ausflul der vektorischen Summe zweier Vek-
toren ist nach 187. gleich der Summe der Ausfliisse derselben
durch dieselbe Fliche. Wenn

v >y,
ddy = Sd dy;.

Das gleiche gilt also fir die Divergenz der vektorischen
Summe, welche die Summe der Divergenzen der einzelnen
Vektoren ist
(a) divy = >'divy,.

(a) divy <+

s0 ist

206. Addieren wir die drei nach den Koordinaten ge-
richteten sonst beliebigen Vektorverteilungen v, b, und v, zu
der allgemeinen Vektorverteilung v

vy, +v, 40,
so ergibt sich nach 204. (a) und 205.(a) die analytische Form
der Divergenz eines Vektors

. , 0o, dw, dv,
(@) iy F dy L P
Die Divergenz eines Vektors ist gleich der Summe der
partiellen Differentialquotienten seiner Komponenten nach ihren
Richtungen. .
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207, Dieallgemeine Derivation einer Vektorverteilung v
nach dem unabhiingig verinderlichen Ortsvektor ¢ ist die
Dyade @ dieser Vektorverteilung (sieche § 95 und 96)

dy = D.dr.
Der erste Skalar @, (siche § 96) dieser Dyade ist nach
97. und 206. die Divergenz des Vektors v

(a) dive = @ .
208. Mit Hilfe des Hamiltonschen Differentialoperators w7
kann man diese Werte in folgender Art darstellen. KEs ist

(/IR v .0
(a) dive = v .v,
Die Divergenz eines Vektors v kann als das skalare

Produkt des vektorischen Operators 7 mit dem Vektor v
dargestellt werden.

209. Das skalare Produkt <7 - v folgt der Distributionsregel
Ve +9,)= Vo0 + Veu,
oder
(a) div(v, + v,) = divy, + divy,.
Die Divergenz der vektorischen Summe zweier Vektor-
verteilungen ist, wie schon in 205. mitgeteilt wurde, gleich der
algebraischen Summe der Divergenzen derselben.

210. Das wvektorische Potential einer skalaren Ferteilung.
Nicht jede Dyadenverteilung & hat ein Vektorpotential v
(sieche § 100), sondern sie mubBl die sechs Bedingungen

VxdD=Z=0
erfiillen.

Ist nur der erste Skalar @, der Dyade gegeben, d. h. nur
die Divergenzzahl ®_ des Potentialvektors v, so sind noch
zweifach unendlich viele Vektorverteilungen v angebbar, welche
diese Divergenzverteilung haben, da man jede beliebige diver-
genzfreie Vektorverteilung addieren kann. Wir kénnen dem
Vektor also noch die zwei Bedingungen

vVxn=0

auferlegen, also nach 103. verlangen, daB derselbe ein skalares
Potential § habe
pE S,
9*
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Dann ist
V:VS=d,
oder
#8 , 88, &S
FE 0%z
Das Integral dieser Differentialgleichung wurde von
Laplace und Poisson angegeben. Sie ist gleich jener der
allgemeinen Gravitation 193.(a), wenn man

D =—4nkKp

setzt. Das skalare Potential P der Gravitationsbeschleunung
ergibt sich jedoch nach Gleichung 169.(a) durch das Integral

Pi:Kff.d(P’

tp
welches iiber den ganzen Raum zu erstrecken ist, von welchem
dg ein Element ist, welches die Masse ud¢ enthilt. », ist
die Entfernung dieses Massenelementes von jenem Punkte i,
dessen skalares Potential P, obiges Integral angibt.
Das Integral der Laplace-Poissonschen (leichung

V.vSt o,

=D, (xy2).

ist also

¥ 1 ‘I’:
(@) §=— :f;f-r.. d:

y

Das gesuchte vektorische Potential v des gegebenen Skalars
@, ist der Gradient dieses skalaren Potentials 8.7

10. Die irdischen Gegenbeschleunungen.

211. Wir haben die Gravitationsbeschleunungen, zu welchen
auch die Schwerebeschleunung gehirt, als astronomische Be-
schleunungen bezeichnet, weil weitaus die meisten Beobachtungen
auf diesem Gebiete astronomischer Natur sind.

Alle iibrigen Beschleunungen verhalten sich wesentlich

") Nitheres hieriiber siehe Riemann-Weber, Partielle Differential-
gleichungen, Braunschweig 1900.
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anders und wir fassen sie als irdische Beschleunungen zu-
sammen, obgleich sie auch an Himmelskorpern ausnahmsweise
beobachtbar sein konnten. So sind z. B. elektrische Be-
schleunungen aller Himmelskorper, besonders der Kometen,
nicht unwahrscheinlich.

212. Typus der irdischen Beschleunungsgesetze. Wihrend
die Gravitationsbeschleunungen von den Eigenschaften des be-
schleunten Korpers unabhiingig sind, sind die simtlichen
irdischen Beschleunungen von den Eigenschaften des
gegenbeschleunten Kérpers unabhiingig. Die absolute
Griofle der Beschleunung des einen Korpers bestimmt sich
durch die Zustinde des Raumes zwischen beiden Korpern,
aber sie mufl auch irgendwie von den Massen beider Kirper
abhingen, weil man sonst das Gegenbeschleunungsgesetz nicht
erfilllt finden wiirde, wenn man die durch direkte Gesetze be-
stimmten Beschleunungen beider Korper miteinander vergleicht.
Da nun eine irdische Beschleunung nicht von der Masse des
gegenwirkenden Koérpers abhiingt, so mub sie der Masse des
beschleunten Korpers verkehrt proportional sein.

213. Ks ist also in diesen Fillen nicht nur die Be-
schleunung g des Koérpers, wie immer, durch ein einfaches Ge-
setz bestimmt, sondern es ist die Beschleunungsgrifie mg,
worin m die Masse des beschleunten Korpers ist, insofern
durch ein noch einfacheres Gesetz bestimmt, als die Be-
schleunungsgrofe durch den Zustand des Raumes zwischen
beiden Korpern vollig bestimmt ist und von den Eigen-
schaften beider Korper unabhingig ist. Hierdurch ge-
gewinnt die Beschleunungsgrofe, welche auch hier nur durch
das Gregenbeschleunungsgesetz Bedeutung erlangt, eine erhohte
Wichtigkeit fiir die Theorie der Bewegung diskreter starrer
Korper.

214, Als erstes Beispiel betrachten wir das Gesetz der
elastischen Beschleunungen. Kine elastische Feder sei zwischen
zwei Korpern von den Massen m; und m, ausgespannt. Die
Beschleunung, welche der erste Korper zeigt, ist zunichst
durch die Ausdehnung s der Feder bestimmt, muB aber auBer-
dem seiner Masse verkehrt proportional sein. Ks ist also

2
gy = %03,
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worin »* eine Konstante ist, die nur von den Eigenschaften

der Feder abhingt. Fiir die Gegenbeschleunung gilt

N
My Gy = x%s.

215. Zweites Beispiel. Zwei Hohlkugeln aus Blech, welche
entgegengesetzt elektrisch geladen sind, zeigen Beschleunungen,
welche vor allem von dem zwischen ihnen iibergehenden
elektrischen Durchflu 2 und von ihrer Entfernung » ab-
héngen.

Vergrobert man die Masse der Kugel 2, indem man sie
z. B. mit Schrot fillt, so hat dies cet. par. keinen KinfluB
auf die Beschleunung g¢,, welche die Kugel 1 zeigt. Es folgt
deshalb aus dem Gegenbeschleunungsgesetz, daf nicht die
Beschleunungen ¢, und ¢, der beiden Kugeln, sondern deren
BeschleunungsgrioBen m; g, und m, g, durch ein direktes Gesetz
bestimmt sind. Hs ist

D2 D

mgy =5 und myg, = —

—

i

216. Dritte Methode der Massenbestimmung. KEbenso wie
man nach der zweiten Methode das Verhiiltnis der Massen
zweier Planeten durch zwei getrennte Beobachtungen von Be-
schleunungen in ihren Feldern messen kann, braucht man auch
bei irdischen Beschleunungen das Massenverhiiltnis zweier
Korper nicht aus dem negativen verkehrten Verhiiltnis der
Beschleunung und Gegenbeschleunung derselben zu bestimmen,
sondern kann dasselbe durch zwei getrennte Beobachtungen
feststellen.

Man bringt die beiden Korper nacheinander unter die-
selben Beschleunungsbedingungen, so werden sie gleiche Be-
schleunungsgroffe annehmen und das Verhiltnis ihrer Be-
schleunungen gibt das positive verkehrte Verhiiltnis ihrer Massen.

Wir wollen diese Methode durch ein Beispiel erliutern.

217. Massenbestimmung aus der Dauer elastischer Schwin-
gungen. Ein Korper von der Masse m, hiingt an einer Feder.
Man beobachtet die Schwingungsdauer z,. Die Beschleunung
des Korpers bestimmt sich nach § 10 durch

47

.5
ey

glz-—
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worin s die Exkursion ist. Andererseits ist diese Beschleunung
nach 214. der Masse des Korpers verkehrt proportional
x‘_’
==
Es ist also die reciproke Masse des Kiorpers bis auf die
unbekannte Konstante 2 bestimmt:

(2)

#* 47

2
31

my
Beobachtet man nun die Schwingungsdauer z, eines anderen
Korpers von der Masse m, an derselben Feder, so ergibt sich
das Massenverhiiltnis durch das direkte Verhiiltnis der Quadrate
der Schwingungsdauern
oy o 0
my | L

218. Bestimmung der Summe der reziproken Massen zweier
Koérper aus deren relativer Schwingung. Wir haben hier
eine iihnliche Korrektion auf die gegenbeschleunte Masse an-
zubringen wie in 167. Sind zwei Massen m; und m, durch
eine elastische Feder verbunden, deren Ausdehnung s ist, so
andert sich s sinusartig mit der Zeit und

4 n*
g = = 2 =
ist die zweite Fluxion von s oder die Relativbeschleunung
der beiden Korper.

Das Gesetz der elastischen Beschleunung (214.) bestimmt
aber die absoluten Beschleunungen g, und g, der beiden
Kirper, deren Differenz die Relativbeschleunung ¢ ist

#3 u®
I=8=N"= "0 " m*
Man erhilt also:
i ! 1 4 n?
(®) (o + ) = 2o

Dies ist die genauere Form der Gleichung 217.(a). Ist
das eine Ende der Feder an einer sehr groflen Masse, z. B. der
Wand befestigt, so fillt diese aus der Gleichung fort.

Man kann sonach mit der in 148. beschriebenen Schwin-
gungswage nicht nur durch Beobachtung des Amplituden-
verhiltnisses das Massenverhiltnis zweier Koérper be-
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stimmen, sondern auch durch Beobachtung der Schwingungs-
dauer die Summe der reziproken Massen bestimmen, zu
welchen sich natiirlich die Massen der Wagschalen addieren.

Wihrend die pendelartige Aufhiingung der Schalen, die
sich aus praktischen Griinden nicht vermeiden liBt, keinen
EinfluB auf erstere Messung hat, beeinflult sie die Schwingungs-
dauer des Apparates, aber in einfacher Weise: ks bestimmt
sich die Schwingungsdauer = der reinen elastischen Schwingung
aus der beobachteten Schwingungsdauer z; des Apparates

[‘3""J";a”'l””l""J!‘L""i""l”kﬁ}:"i‘”'i""]”"‘""l‘ ”1""&"",H'”I"ﬁ""i'&""i"”l“"i

Fig. 45.

nach dem Abbrennen des Fadens und aus der Schwingungs-
dauer z, der Pendelschwingung, welche man erhilt, wenn man
beide Massen in gleicher Richtung ohne Spannung der Feder
schwingen 1iBt, und zwar ist, wie man leicht berechnet

1 1 1
—IT= .

2 2
T, T,

Bei der abgebildeten Schwingungswage ist die Dauer der
Pendelschwingung z, = 2 sec. Fiir die Masse der leeren Schale
setzt man am besten 77 gr. HKs entspricht dies aber nicht
ganz dem wahren Wert, sondern ist ein zur Ausgleichung der
Fehler des Apparates angenommener Wert. Derselbe gestattet
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dann Massenbestimmungen mit einer Genauigkeit von etwa
zwei Prozent, wie nachfolgende Tabelle zeigt.

4 n? "
m; gr my gr i T secler
1 2 b h
Sobashint berechnet
oo w | em | oo
264 ' 264 0,49 194
514 ' 264 0,56 5 193
517 ‘ 571 0,70 | 192
1077 ‘ 517 0,78 | 193
1077 \ 1077 | 0,91 | 195

219, Vierte Methode der Massenbestimmung. KEine ganz
eigenartige Methode der Massenbestimmung, nicht durch Beob-
achtung von Beschleunungen, sondern durch Beobachtung eines
Ruhefalles resultiert aus der Kombination einer irdischen
Beschleunung, welche cet. par. der Masse des beschleunten
Kirpers verkehrt proportional ist mit einer astronomischen
Beschlennung, welche von seiner Masse unabhiingig ist.

Wird der Korper z. B. an einer Federwage (Fig. 46)
aufgehiingt, so mull die elastische Beschleunung desselben im
Ruhefalle gleich und entgegengesetzt der Schwerebeschleunung g,
sein. Man kennt also nicht nur wie immer die Beschleunungs-
groBe, welche durch die Spannung s der Feder bestimmt wird,
sondern auch die Beschleunung selbst und also auch die Masse
des Korpers.

Es ist nach 214, fiir zwei Korper von den Massen m
und m,

1

L,
My G5 = %8 .
und

2
ngo = X .5‘2,

so dall sich das Massenverhiltnis durch das Verhiltnis der
Dehnungen bestimmt

my S

My Sy
Ein gespannter Muskel und eine gespannte Feder haben
ganz ihnliche Wirkungen. Gehort der Muskel meinem Arme
an, so empfinde ich seine Spannung mittels des sogenannten
Kraftsinnes direkt, ohne die Deformation des Muskels betrachten
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zu miissen. Zufolgedessen kann man das Verhiltnis gehobener
Massen nach den Kraftempfindungen beurteilen.

Nun ist vom Standpunkte der modernen
Bewegungslehre diese vierte Methode der
Massenbestimmung die kiinstlichste von den
bisher aufgezithlten Methoden, und liBt fiir
sich betrachtet die wahre Bedeutung der
Masse als der Konstanten des Gegen-
beschleunungsprinzips durchaus nicht er-
kennen.

Gerade diese Methode umfafBit aber die
iiltesten mechanischen Beobachtungen. Da
man sich den Begriff einer physikalischen
Grofe stets an der bekanntesten MeB-
methode derselben bildet, so ist die ver-
breitetste Vorstelling von der Masse die
einer driickenden oder zerrenden Last,
was dem wissenschaftlichen Massenbegriff
durchaus nicht entspricht.

220. Das Bathometer. Umgekehrt
kann man mit einer Federwage, an welcher
ein Kérper von unveriinderlicher Masse
hingt, Verinderungen der Schwerebeschleu-
nung nachweisen. Da

my, = x%s,
so ist

dgy, _ds

=

d. b. eine Anderung der Federdehnung
zeigt eine Anderung der Schwerebeschleu-
nung um denselben Bruchteil an.

Auf diese Weise kann man sehr genau
die Zunahme der Schwerebeschleunung in
der Meerestiefe bestimmen. Hierzu ver-
~ wendet man das Bathometer von

Fig. 46. W. Siemens. Die elastische Feder ist
durch ein elastisches Blech (Manometer-

blech) ersetzt. Hierauf lastet die Quecksilbersiiule eines Baro-
meters, welche das Federblech desto mehr spannt, je groBer
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die Schwerebeschleunung wird. Die Deformation des Bleches
wird durch einen Fiithlhebel markiert. Das Instrument ist so
genau, daB man mit Hilfe desselben und der bekannten Zu-
nahme der Schwerebeschleunung in der Meerestiefe (196.) die
letztere bestimmen kann.

221. Antrieb und Bewegqungsgriffe. Aus der Huyghens-
schen Definition der Beschleunung
s 4dp

8=t

folgt durch Multiplikation mit der Masse m des bewegten
Korpers

s d
+ =

b+mg mu).

Die BeschleunungsgroBe b ist die vektorische Fluxion
der Bewegungsgrifie, weil die Masse unverinderlich ist.

Da fiir alle irdischen Beschleunungen diskreter starrer
Kborper die BeschleunungsgréBe b durch direkte Gesetze be-
stimmt ist, empfiehlt es sich, diesen Vektor in die Bewegungs-
gleichungen diskreter starrer Kérper einzufithren. Fiir die
Bewegung kontinuierlicher deformierbarer Medien hat derselbe
jedoch keine Bedeutung.

Aus obiger Definitionsgleichung folgt:

bdt< dmy)
und

ty
(a) fbrltémbz—-mnl.
4

Das Produkt bd¢ nennt man den Antrieb des Kirpers
in der Zeit d¢, das obige vektorische Integral nennt man den
Antrieb des Korpers in der Zeit (¢, — 7).

Etwas Neues ist fiir uns in diesem Satze nicht enthalten.
Er hat auch insofern keine praktische Form, als der Vektor b
gewdhnlich nicht als Funktion der Zeit, sondern des Ortes
gegeben ist.

222, Adrbeit und Bewegungsenergie. Deshalb geht man
besser von der skalaren Form

1dv® L g.ds
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[siehe 78.(a)] der Definitionsgleichungen der Bewegungen aus,
und fithrt durch Multiplikation mit der Masse des bewegten
Korpers die Beschleunungsgriéfie b desselben ein. Man
erhilt so:

tmdy*=b.d§,

und wenn man fiber einen lingeren Weg des Kérpers integriert
(a) %mvzz——-z-mvlzéfﬁodé.

Auch dieser Satz folgt somit durchaus aus Definitionen.
Doch hat er grofie rechnerische Wichtigkeit. Die Beschleunungs-
groBe b des Korpers ist niimlich bei allen Bewegungsvorgiingen
(auber der Gravitation, fiir welche sie keine Bedeutung hat)
durch einfachste Gesetze als Funktion des Ortes § bestimmt;
ferner aber auch wegen der skalaren Form der Gleichung
und den dadurch bedingten einfachen geometrischen Kigen-
schaften des Linienintegrals.

Dieses nennt man die Arbeit des Korpers. Den durch
obige (leichung zu ofterer Verwendung gelangenden Ausdruck
+mp? nennt man die Bewegungsenergie des Kirpers.

Die Kinheitder Bewegungsenergie oder Arbeit: 1(grem?sec—*)
bezeichnet man als ein Erg.

Die HEinheit der Beschleunungsgrifen: 1 (grem sec—2) be-
zeichnet man als ein Dyne.

Die skalaren Linienintegrale.

223. Man bezeichnet das skalare Produkt eines Vektors v
mit einer kleinen Strecke d$ als den Fortlauf 44, des Vek-
tors auf dieser Strecke

(a) fiFn'=ll-d§.

Ist eine Vektorverteilung gegeben und eine gekriimmte
begrenzte Linie 8 im Felde, so bezeichnet man als den Fort-
lauf #, des Vektors v auf diesem Wege das Integral

7, ifn-ds.
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Jedes Element desselben ist der Fortlauf fiir ein kleines
Element d8 des Weges.

Diese stimtlichen Wegelemente sind lings des Weges in
gleichem Fortlaufssinne positiv zu zihlen. Der Fortlauf #,
kehrt sein Vorzeichen um, wenn der Integrationsweg, d. h. simt-
liche Elemente desselben in umgekehrtem Sinne gerichtet an-
genommen werden.

Den Fortlauf auf einem geschlossenen Umfange u bezeichnen
wir als den Umlauf U des Vektors v auf diesem Umfange

L’,,él;fv-du.

224. Die Potentialdifferenz 1aBit sich als Fortlauf des
Gradienten darstellen. Da nach 87.
dP <+ <7 P-dg,

so ist
4

%
f dPx (v P.-ds
8 &
oder
P,— P, =Fgp.

Der Fortlauf eines Gradienten auf einem beliebigen
Wege von einem Punkte 1 zu einem Punkte 2 des Feldes ist
gleich der Differenz der Potentialwerte dieser Punkte.

225. Bedingung fir das Vorhandensein eines Potentials.
Wenn eine Vektorverteilung v als Gradientenverteilung eines
Potentials P darstellbar sein soll, so mull der Fortlauf des
Vektors auf zwei beliebigen Wegen, die von demselben An-
fangspunkt zu demselben Endpunkt fithren, gleich sein, denn
dieser wird dann nur durch die
Potentialdifferenz dieser zwei Punkte st L —
bestimmt.

Kehrt man den einen der
beiden Integrationswege um, so ist
die Summe beider Fortliufe, welche
dann einen Umlauf bilden, Null. ;

Die hinreichende Bedingung Fig. 47.
dafiir, dall ein Vektor v in einem
Raumgebiete ein Potential hat, ist, daB jeder Umlauf des
Vektors in diesem Gebiete Null ist.
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226. Wenn zwei Flichen §, und f, (Fig. 48) zusammen-
stofen, so dafl sie durch eine gemeinsame Scheidelinie getrennt
sind, so ist die Summe der Umliufe ¥, und 7, einer be-
liebigen Vektorverteilung auf den Umﬁmcen der beiden Flichen
gleich dem Umlauf U auf dem
duBeren Umfange beider Flichen

U=U, + U,.

Siamtliche  Flichenelemente
sollen nach derselben Seite der
Flichen gerichtet und also simt-
liche Umldufe in gleichem Sinne

Fig. 48. gezithlt sein. FEin Teil der Um-

laufe U, und U, bezieht sich aller-

dings auf die Scheidelinie, aber diese Anteile sind gleich und

wegen ihres entgegengesetzten Fortlaufssinnes entgegengesetzt
und heben sich in der Summe auf.

Man kann ein (gekriimmtes) Flichenstiick f, welches durch
den Umfang u begrenzt wird, durch viele Scheidelinien in die
Elemente df verlegen. Der Umlauf des Vektors v auf dem
Umfange eines solchen Flichenelementes sei d Uy;. Der Umlauf
auf dem #uBeren Umfange u der ganzen Fliche ist dann:

(a) ﬁf'n-du ifd[f',,.

22%. Die notwendige Bedingung dafiir, dafl ein Vektor v in
einem unendlich kleinen Raumgebiete ein Potential hat, ist, daf
jeder unendlich kleine Umlauf 4 U} in diesem Gebiete Null ist.

Ein endlicher Umfang n kann aber durchaus in einem
Potentialgebiet verlaufen und doch kann der Umlauf 0, auf dem-
selben von Null verschieden sein. Spannt man iiber denselben
eine beliebige Fliche §f, so muB aber dieselbe einen Raum
schneiden, in welchem der Vektor kein Potential hat, und
welchen man einen Wirbelraum nennt.

Denn nach Gleichung 226. (a) kimnen die Umliufe d U,
nicht in allen Teilen dieser Fliche Null sein, sonst miiite auch
der ganze Umlauf ¢j Null sein.

Es muf aber nach derselben Gleichung das Flichen-
integral
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fd Uy=W
i

fiir jede beliebige Fliche §, die itber den gegebenen Umfang
gespannt wird, einen und denselben Wert # haben. Jede dieser
Flichen mub also den Wirbelraum schneiden (Fig. 49). Daher
mub also der Wirbelraum einen mindestens zweifach zusammen-
hingenden Raum, einen geschlossenen Ring bilden, welcher
mit dem Umfang u kettenringartig zusammenhingt. Man

Fig. 49.

nennt die Wirbelriume, weil sie immer ringférmig sind,
Wirbelringe. Die Potentialriume auBerhalb dieser Ringe
miissen also ebenfalls ringférmig bzw. von mehrfachem Zu-
sammenhang sein.

228. Periodische Potentialverteilung. Weist ein Vektorfeld
einen Wirbelring auf, so ist auch der Potentialraum zweifach
zusammenhiingend. Spannt man aber eine Fliche n iiber die
Offnung des Wirbelringes und sieht auch diese als Grenzfliiche
des Potentialraumes an, so ist ‘derselbe einfach zusammen-
hiingend und jeder Umlauf ¢, in diesem Raume ist Null.
Durchbricht aber der geschlossene Umfang u den Querschnitt =,
so hat der Umlauf einen ganz bestimmten Wert 7, welcher
fir dieses Feld charakteristisch ist und welchen man die
Periode des Potentials oder die Wirbelstirke des Wirbel-
rings nennt.
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Zwei den Wirbelring umschlingende Umfiinge (Fig. 50 links)
bilden nimlich, wenn man einen derselben umkehrt, zusammen
einen Umfang, welcher eine ganz im Potentialgebiet verlaufende
ringféormige Fliche begrenzt, sie miissen also gleichen Um-
lauf /" haben, da ihre Umliufe sich aufheben miissen, wenn
man einen derselben umkehrt. Zwei ungeschlossene Wege
von dem Punkte 1 zu dem Punkte 2 des Potentialraumes
haben die Fortliufe #, und #,. Kehrt man den einen Inte-

grationsweg um, so bilden sie
— einen geschlossenen Umfing.
Umschlingt derselbe den Wirbel-
ring nmal, so laBt er sich durch
= Zufiigung geschlossener, nicht
= =—= mit dem Wirbelring verschlun-
= = gener Umliufe in » einmal mit
: —=——+ dem Wirbelring verschlungene
Umliufe zerlegen (Fig. 50 rechts)
Fig. 50. und hat also den Umlauf
Uy=F —F,=nW.

Die Umschlingungszahl » kann positiv oder negativ sein,
je nachdem der Umfang im selben oder im umgekehrten Sinne
um den Wirbelring lauft, wie ein Umfang, welcher den Um-
lauf /" hat. Ks ist also

F=F +nW.

Die Fortlaufe #, und #, messen aber die Potentialdifferenz
der zwei Punkte 1 und 2. Diese ist also in einem solchen
Felde nur bis auf ein Vielfaches der konstanten Periode }
bestimmt, und zwar von der Verschlingung des Integrations-
weges mit dem Wirbelring abhingig.

229. Algebraische Addition der Fortliufe. Ist das be-
trachtete Vektorfeld v die vektorische Summe der Vektor-
verteilungen v,

=D,

so ist der Fortlauf auf einem beliebigen Wegelement
v-dg = >v,-dé

oder

FD'__.ZFUE"
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Wihrend sich die Vektoren vektorisch addieren, summieren
sich ihre Fortlaufe auf einem beliebig gegebenen Wege al-
gebraisch.  Diese Kigenschaft macht die skalaren Linien-
integrale zu einem wichtigen Rechenmittel.

230. Ein Feld, welches mehrere Wirbelringe enthiilt, kann
man hiernach als die Summe mehrerer Felder mit je einem
' Wirbelringe betrachten. Umschlingt ein Umfang die Wirbel-
ringe, deren Wirbelstirken /', seien, n,mal, so ist der Umlauf
des resultierenden Vektors v auf demselben

Vo= Uy = Su, ;.

Einen Wirbelring, welcher sehr kleinen Querschnitt hat,
also die Form eines grofien Ringes aus diinnen Draht hat,
nennt man einen Wirbelfaden. Haben mehrere Vektor-
felder v, je einen Wirbelfaden von solcher Lage, daB alle diese
Wirbelfiiden nebeneinander liegen wie ein Biindel Drahtringe,
so hat das resultierende Feld an dieser Stelle einen dicken
Wirbelring, dessen Wirbelstiirke oder Potentialperiode /" gleich
ist der Summe der Wirbelstiarken & #; der einzelnen Wirbelringe

W=SdW,.

Bezeichne d U den Umlauf des resultierenden Vektors auf
einem Umfange, welcher einen dieser Wirbelfiden irgendwo
koapp umschlieBt, so ist dieser gleich der Wirbelstirke dieses

Kadens
dly=dly=dW,.

Ein Umfang, welcher in keinem der Teilfelder einen
Wirbelfaden umschlang, hat auch im resultierenden Felde den
Umlauf Null. Er liegt entweder ganz im Potentialraume
auBerhalb des resultierenden Wirbelringes, oder er liegt in den
Trennungstliichen der Wirbelfiden.

231. Die Orthogonalflichen. Nicht fir jede Vektorverteilung
lassen sich Orthogonalflichen angeben, welche alle Vektorlinien
senkrecht schneiden. Jeder Umlauf in einer solchen Fliche
muf nimlich Null sein, weil der Vektor v auf jedem Element du
eines solchen Umlaufes senkrecht steht, und also das skalare
Produkt w.du Null ist.

Jaumann, Bewegungslehre. 10



146 Bewegung starrer Kirper in Luft.

In einem Potentialraum sind jedoch immer Orthogonal-
fachen vorhanden, und zwar sind dieselben die Niveaufliichen.
Zwei Niveautlichen begrenzen eine Niveauschicht Der Fortlauf
des Vektors auf jedem belichigen Querwege dieser Schicht hat
denselben Wert, der Umlauf auf jedem kleinen Umfange den
Wert Null. Im Innern eines Wirbelringes mufl aber ein
Umfang, welcher den Umlauf Null haben soll, auf einer Trennungs-
fliche von zwei Wirbelringen liegen, in welche man den resul-
tierenden Wirbelring zerlegen kann. Nur diese Trennungs-
flichen konnen also auf dem Vektor senkrecht stehen. Ist
der Vektor nicht iiberall senkrecht zu seinen Wirbelfiiden, so
hat die Vektorverteilung keine Orthogonalflichen.

232. Beispiel. Der gerade Wirbelzylinder. Ein Vektor-
feld v sei beschrieben durch die Gleichungen
p =l 1 s 207

—-E-qxl' und U—er.
welche in verschiedenen Raumgebieten gelten sollen. r ist der
von einem Nullpunkt gezihlte Ortsvektor. g und u, sind ge-
gebene konstante Vektoren. Die Raumgebiete, in welchen be-
ziehungsweise die eine oder andere Gleichung fiir v gelten
soll, werden durch die Angabe bezeichnet, daB v ®> der maxi-
male Wert von »? im ganzen Felde sein soll. Da aus beiden
Gleichungen folgt, dafl dieser maximale Wert sich auf der
Oberfliiche eines Zylinders findet, dessen Achse durch den
Nullpunkt geht und die Richtung q hat, und dessen Radius a, durch

22,
a, = 7
bestimmt ist, daB die erste Gleichung innerhalb, die zweite
auBerhalb dieses Zylinders gelten mufl, so ist diese Vektor-
verteilung eine kontinuierliche.

Der Vektor v ist tiherall senkrecht gegen die Zylinder-
achse und gegen den zu ihr senkrechten Radius e gerichtet.
Die Vektorlinien sind Kreise. Die Grofle des Vektors hingt
nur von dem Radius ¢ ab und ist im Innern des Zylinders
bestimmt durch

v=1qga,

und auBlerhalb desselben durch
a,*

e

x

v =

[



Die skalaren Linienintegrale. 147

Die Vektorrohren sind Kreisringe von konstantem Durch-
fluB, also Stromfiden. Die Divergenz dieser Vektor-
verteilung ist iiberall gleich Null

Die Vektorverteilung hat iiberall Orthogonalfiichen, welche
ein durch die Achse gehendes Ebenenbiischel bilden.

233. In dieser Weise ist der magnetische Vektor v im
Felde eines vom galvanischen Strome durchflossenen kupfernen
Zylinders (Drahtes) vom Radius a, verteilt. Der charakteristische
Vektor q (die galvanische Stromdichte) war in diesen Feldern
frither bekannt, als der magnetische Vektor v selbst. Diese
magnetischen Wirbelringe waren die ersten Wirbel eines Vek-
tors, welche man beobachtete. Die Wasserwirbel wurden viel
spater untersucht. Kine Vektorverteilung, wie sie fiir das
Innere des Zylinders beschrieben wurde, war aber lingst be-
kannt. So ist die Geschwindheit v der Punkte eines rotieren-
den starren Zylinders verteilt. Wird derselbe aullen von
Wasser umgeben, welches an seiner Oberfliche haftet und
dort dieselbe Geschwindheit v,, wie diese zeigt, so wird die Ge-
schwindheit v der Wasserteile meist in der oben beschriebenen
Weise nach auBen abnehmen.

234. Das Innere des Zylinders vom Radius @, ist ein
Wirbelraum. Betrachten wir den Umlauf des Vektors auf
irgend einem Umfange u im Innern des Wirbelzylinders, so

ergibt sich

rn-du—‘——-.lj—qur-dn = 1lq-fvxdn<q-f.
n 1

u

Hierin ist nach § 176 f der Flichenvektor einer be-
liebigen durch den Umfang w begrenzten Fliche. Wenn also
f nicht senkrecht zu q ist, so hat der Umlauf einen von Null
verschiedenen Wert.

Der Umlauf 0, um eine ebene auf q senkrechte Fliche /'
hat den Wert

Uy=qf.

Jeder zu q parallele Zylinder von beliebigem Querschnitt o
bildet einen Wirbelfaden von der Wirbelstirke

dW=dU, = q-df.
10%
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Der ganze Wirbelzylinder hat die Wirbelstiirke
W=matq.

235. Ist nicht der Vektor g, sondern die Vektorverteilung v
gegeben, so kann man durch die Gleichung

dU, & q-df,
welche fiir jedes beliebige Flichenelement ¢ § gelten soll, wenn

man sie auf drei nicht koplanare Vektoren df anwendet, einen
ganz bestimmten Vektor gq ableiten und bezeichnet ihn mit

q=rotw.

Diesen derivierten Vektor nennt man den Rotor, den
Quirl (curl) oder die Wirbeldichte der gegebenen Vektor-
verteilung w.

236. In dem Raum auBerhalb des Wirbelzylinders hat
der Vektor v ein skalares Potential. Betrachten wir die
zwischen zwei Orthogonalebenen eingeschlossene keilformige
Orthogonalschicht, so ist zu zeigen, daBl dieselbe eine Niveau-
schicht ist, d. h. daB der Fortlauf 4 F, des Vektors v auf jedem
beliebigen schiefen Querwege in dieser Schicht gleich grof
ist. Nun ist die Dicke der Schicht der Entfernung von der
Wirbelachse verkehrt proportional, der Vektor aber derselben
Entfernung gerade proportional, also hat der Fortlauf auf
einem orthogonalen und also auch schiefen Querwege der Schicht
einen fiir dieselbe charakteristischen Wert

d.Ky=d P,
welchen man die Potentialdifferenz der Niveauebenen nennt,
welche die Schicht begrenzen
dP=vade =Ltqaldea.

Hierin ist d e der Winkel der Niveauebenen und es folgt
fiir die Potentialverteilung im Felde auBerhalb des Wirbel-
zylinders

P, — P, =1qa’(¢, —«).

Der Fortlauf F, auf einem Wege, welcher von einer
Niveauebene um den Wirbelzylinder herum zur selben
Niveauebene fiihrt, hat den Wert

H=-}?r]a022ﬂ.’ = W
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Die Periode II des Potentials auBerhalb des Wirbel-
zylinders ist also gleich der Wirbelstirke desselben.

Der Fortlauf #, und F, auf zwei verschiedenen Wegen
von einem Punkte zu einem anderen Punkte des Feldes ist um
nIT verschieden, wenn diese zwei Wege nach Umkehrung
des zweiten einen zmal um den Wirbelzylinder geschlungenen
Umfang bilden

F—F,=nll=naW.

23%. Zweites DBeispiel.  Antiparallele Wirbelzylinder. Das
resultierende Feld zweier ganz gleicher Wirbelzylinder von
gleichem entgegengesetzten Rotor ¢, deren Achsen eine ge-

Fig. 51.

gebene Distanz haben, hat auBerhalb derselben ein Potential,
welches gleich der Summe der Potentiale
Pi=%g9a e, und P, = —1}gale
der einzelnen Wirbelzylinder ist. «, und «, sind die Winkel
der betrachteten Niveauebenen der Kinzelfelder gegen die
Ebene der Wirbelachsen. Das resultierende Potential ist
P=PF + F, = %942 — a).

Die Niveauflichen miissen also konstanten Peripherie-
winkel (¢, — ¢,) haben und sind sonach eine Schar von Kreis-
zylindern, die durch beide Wirbelachsen gehen. In Fig. 51
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sind die Schnitte der Niveaufiichen mit der Zeichnungsebene
durch gestrichelte Kreise, die Vektorlinien, welche das ortho-
gonale Kreisbiischel darstellen, durch voll ausgezogene Kreise
dargestellt.

Das Potential hat wieder die Perioden
+IT=1%q9a22a=W.

Betrachten wir den ebenen Flichenstreifen zwischen beiden
Achsen als Querschnitt, so ist der Umlauf U, auf einem Wege,
welcher n, mal im selben Sinne wie der Vektor v, und =, mal
im entgegengesetzten Sinne durch diesen Querschnitt tritt,
gleich (#, — n,) I1.

238. Ein Feld, welches einen Wirbelring aufweist, kann
immer als das resultierende Feld aller unendlich diinnen ring-
formig geschlossenen Wirbelfiiden betrachtet werden, in welche
man den Wirbelring zerteilen kann. Jedes kurze Stiick eines
Wirbelfadens kann als ein Wirbelzylinder betrachtet werden,
dessen Rotor q sich durch

dU, = q-df

bestimmt, worin 4f ein beliebiger Querschnitt durch den
Wirbelfaden an der betrachteten Stelle ist. Unter o [, kann
man ebensowohl den Umlauf des resultierenden Vektors v
als auch den Umlauf des Vektors in einem Teilfelde betrachten,
welches nur diesen einen Wirbelfaden enthilt.

An verschiedenen Stellen des allgemeinen Vektorfeldes v
hat der Rotor g verschiedene Richtung und Gréfe, er muB aber
iiberall die Richtung der Achse der Wirbelfiden haben. Ferner
mubBl das skalare Produkt

q-df=d W,

welches die Wirbelstiirke eines ringfirmigen Fadens darstellt,
fiir jeden beliebigen Querschnitt df desselben gleichen Wert
haben. Jeder Wirbelfaden stellt also einen Stromfaden
des derivierten Vektors oder Rotors q der gegebenen
Vektorverteilung dar. AuBerhalb des Wirbelringes und iiber-
haupt in jedem Gebiete, in welchem der Vektor v ein skalares
Potential hat, ist sein Rotor q gleich Null.
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Der Rotor (curl) eines Vektors. Das vektorische Potential
eines Veltors.

239. Fiir jeden Ort im Felde einer stetigen (und diffe-
renzierbarven) Vektorverteilung v laBt sich ein derivierter
Vektor g, der Rotor (curl, Quirl) angeben, welcher die
(ileichung
() v= e df
fir jede beliebige kleine Fliche df, welche den be-
trachteten Ort enthalt, erfillt. o 0y ist der Umiauf des ge-
gebenen Vektors v aut dem Umfange der kleinen Fliche df.

Durch diese Definitionsgleichung ist der Rotor q zweifellos
bestimmt, denn man braucht sie nur auf drei durch denselben
Punkt gehende Flichen, deren Flichenvektoren 4f nicht
koplanar sind, anzuwenden, um drei Bestimmungsstiicke fiir q
zu erhalten. DaB der Vektor q nicht iiberbestimmt ist, folgt
aus § 238. Der Rotor g ist die Wirbeldichte jenes Wirbel-
tadens, der durch den betrachteten Punkt geht.

Der derivierte Vektor q hat also in jedem Punkte des
KFeldes eine bestimmte Richtung und Grobe, verliuft aber in
ganz anderer Richtung, in ganz anderen Vektorréhren, als der
gegebene Vektor v. In Feldern, in welchen der Vektor v
Orthogonalflichen hat, verliuft der Rotor q in denselben, steht
also auf dem Vektor v iiberall senkrecht. _

Die Vektorrohren des Rotors sind die ringformigen Wirbel-
tfiden des Keldes. Sie sind immer Stromfiden von konstantem
DurchfluB, denn dieser ist die Wirbelstirke oder Potential-
periode des Wirbelfadens. Kin Rotor oder Quirl hat also
nach seiner Definition niemals eine Divergenz.

240. Man bezeichnet den Rotor q als Ableitung des Vek-
tors v durch
q=roty
und nennt den Vektor v das vektorische Potential des
Vektors q. Es hat nicht jede beliebige Vektorverteilung q ein
vektorisches Potential v. Denn es muB, damit q als Rotor
eines Vektors v angesehen werden kann,

divg = 0 sein, da immer divroty = 0
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ist. An Orten des Feldes, in welchen ein Vektor eine von
Null verschiedene Divergenz hat, lifit sich kein Vektorpotential
desselben angeben.

241. Da der Umlauf & U, eines Vektors v, der ein
skalares Potential haben soll, stets gleich Null sein mub,
so muBl auch der Rotor q° dieses Vektors, seiner Definition
nach, Null sein. Die Bedingung dafiir, dab ein Vektor v als
Gradient einer skalaren Verteilung § angesehen werden kann,
lautet also

rotv’ = 0 und es ist stets rotgrad S = 0.

242. Der Stokessche Integralsatz. Nach 226. ist der
Umlauf 0, aut dem Umfange u einer Fliche § gleich der
Summe der Umliufe & U, auf den Umfingen ihrer Flichen-
elemente df

[vdu=[a .
u f

Diese bestimmen sich aber nach 239.(a) durch den Rotor

von v
d U, = rotv-df.

Wir erhalten so den wichtigen Stokesschen Integralsatz

(a) fu-dnéfrotn-di.
u i

Das iiber eine geschlossene Linie u erstreckte skalare
Integral eines Vektors ist gleich dem iiber eine beliebige
durch diese Linie begrenzte Fliiche erstreckten skalaren Integral
des Rotors dieses Vektors.

Beispiele hierzu sind schon in § 234 ff. gegeben. Das
wichtigste ist, dall der Umlauf U, auf irgend einem Umfange u
auBerhalb eines Wirbelringes, der mit diesem kettenringartig
zusammenhiingt, also die Periode 77 des skalaren Potentials
des Vektors v, gleich ist dem Durchiluf des Rotors q durch
irgend einen Querschnitt des Wirbelringes, also der Wirbel-
stirke //~ desselben.

Als Beispiel der Anwendung des Stokesschen Satzes
wollen wir streng nachweisen, dall aus der Definition des
Rotors, aus welcher der Stokessche Satz folgt, auch folgt, dall
die Divergenz jedes Rotors Null ist.
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Zwei Flachen { und § (Fig. 49 in § 227), welche durch
denselben Umfang begrenzt werden, haben nach dem Stokes-
schen Satze gleichen Durchflull des Rotors. Betrachtet man
sie also als Oberflichen eines Raumes, wobei die eine in um-
gekehrter Richtung geziihlt werden muB, so mufl der Ausfluf
des Rotors, also nach dem Gaussschen Satz, auch die Diver-
genz des Rotors immer Null sein.

243. Da nach 229. die Summe der Umliunfe zweier Vektor-
verteilungen v, und v, fiir denselben Umfang gleich dem Um-
laufe der Summe der Vektoren ist:

Vo, +99 = Uy, + Uy,
so 1st auch
(a) rot (v, + v,) = roty, + roty,.

Der Rotor der Summe mehrerer Vektoren ist gleich der
Summe der Rotoren dieser Vektoren.

244. Fir den Wert des Rotors einer Vektorverteilung v
ist zuniichst die Verteilung der GroBe » dieses Vektors auf
einem senkrechten (Querschnitte einer Vektorrshre an dem
betrachteten Orte des Feldes maBgebend. HKine auf dem
Vektor v und dem Gradienten dieser ebenen skalaren Ver-
teilung senkrechte Komponente des Rotors ist diesem Gradienten
an Grobe gleich.

Ferner ist die Kriimmung der Vektorrohre maBgebend.
FEine zweite auf dem Vektor v senkrechte Komponente des
Rotors steht auch auf dem Kriimmungsradius der Vektorlinien
senkrecht und ist gleich dem Quotienten der GriBe des Vek-
tors und des Kriimmungsradius.

Endlich bestimmt die Drillung der Vektorrohren, d. h. der
schraubenformige Verlauf der Vektorlinien auf der Oberfliiche
derselben die zu dem Vektor v parallele Komponente des
Rotors, welche gleich ist dem Quotienten der Grife des Vek-
tors und der Liinge eines Schraubenganges der Vektorlinien.

Beispiel. Kin starrer Korper rotiere um eine Achse mit
der Rotationsgeschwindheit » und verschiebe sich dabei in der
Richtung dieser Achse mit der Geschwindheit »,. Bedeute a
den senkrechten Abstand eines Punktes von der Achse, so ist
seine (Geschwindheit senkrecht zur Achse gleich v = wa.
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Der Umlauf dieser Komponente auf einem koaxialen Kreise
vom Radius @ ist 0, = 2w a-wa, auf dem benachbarten in der-
selben Kbene liegenden Kreise vom Radius (@ + 4 a) aber gleich

Uy+dUy=2mn(a+ da)(v 4 g;;da)
Es ist also
7 dv v
d U, = 2ﬂ:ada(d—a + ;),
und da 2xada die Fliche des Kreisringes ist, so ist nach 239. (a)

dv v
(3;) rotn=aa+ & .

Es ist dies auch der Rotor der totalen Geschwindheits-
verteilung, da die Komponente », keinen Rotor hat. Der
Rotor ist also der Rotationsachse parallel und nicht senkrecht
auf der totalen Geschwindheit. Die Vektorrtohren haben eine
Drillung und keine Orthogonalfiichen.

245. Zweites Beispiel. Der Rotor eines Schiebungsfeldes. In
einem solchen hat der Vektor jv, iiberall dieselbe Rich-
tung y. Seine Grife éindere sich nur in der Richtung z und der
Gradient dieser Grofe ist also f%fj—. Die Dyade dieser Vektor-

verteilung ist linear und rectangulir.
Der Umlauf auf dem kleinen Rechteck, dessen Seiten dz
und dy sind, hat den Wert

1oy & dv, :
(uy+fd’;az)ay—vy§y= 2% 525y .

Es hat also der Rotor dieses Vektors v, die GroBe des
Gradienten 7 v, und die z-Richtung, denn auf dem Recht-
eck dzdyist der Umlauf Null. Hangt die Grobe von v, auch von

zund y ab, so hat zuniichst der Gradient j %—@; keinen Einflufl
auf diese Umliiufe und der Gradient von v, in der Ebene zz
hat die Komponenten

grado, = t—— +fav‘

Der Rotor von j»,, welcher auf diesem Gradienten senk-
recht steht und ihm gleich ist, hat die Komponenten

.00, v,

ox oz’

rotlv 2 i
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Ebenso folgt fiir zwei geradlinige Vektorverteilungen fuv,
und v :

s 3 &_r: . duv.
rotfv, £ j—— e
. dev . 0o
oty o g,
rotte, f&;a; 57 v

246. Analytische Form der Rotorkomponenten. Addieren
wir die letzten drei Gleichungen, so folgt, daB der Rotor g
des ganz beliebig verteilten Vektors
ll’=ivz+jvy+fvz
Komponenten g, ¢, ¢, von folgenden Werten hat:

o on e
== 52 = a4y

0o, duv,

g =5 — 52
g o= 9o 0y

7= 4y da

247. Die allgemeine Derivation der Vektorverteilung v
nach dem Ortsvektor v ist die derivierte Dyade

BV

Der Rotor @ dieser Dyade (sieche 96. und 97.) ist der
Rotor des Vektors v
() D 7 xp < roty.

Der Rotor einer Vektorverteilung v kann als das rotorische
Produkt des Operators <7 mit dem Vektor v angesehen werden.

Dieses symbolische Produkt folgt der Distributionsregel

Vx(4+0,)ETx+ VD,
Dies ist die uns bereits bekannte Gleichung
rot(v, 4+ v,) = roty, 4 roty,.

Ill. Die starren Medien.
11. Geometrie der Bewegung starrer Korper.

248, Bezeichne r, eine Strecke, welche von einem Korper-
teilchen des Mediums zu einem anderen reicht. Der vektorische
Wert dieser Strecken #ndert sich bei Bewegungen des Mediums.
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Die Fluxion desselben ist die Relativgeschwindheit v, der

beiden Teilchen
T

i i
Starr nennen wir das Medium, wenn das skalare Pro-

dukt zweier beliebiger Strecken bei jeder miglichen Be-
wegung konstant bleibt

r,-r, = konst.

1
Hieraus folgt durch Differentiation nach der Zeit die

kinematische Grundgleichung starrer Medien:
(a) boer, 1o, =0,
Fallen die beiden Strecken zusammen, so ist
r? < konst.,

d. h. die Linge jeder Strecke bleibt konstant. Hieraus folgt
durch Differentiation nach der Zeit

(b) t-v =0,

d. h. die Relativgeschwindheit der KEndpunkte einer Strecke
steht immer auf dieser senkrecht. Ferner folgt: Parallele
Strecken bleiben parallel und erfiillen also die Gleichung:

v xv,
worin die Zahl % nicht von der Zeit abhiingt. Hieraus folgt
v = xv.

Die Relativgeschwindheiten der Endpunkte paralleler
Strecken sind parallel und stehen im Verhiltnis mit diesen
Strecken. Zwei parallele und gleiche Strecken in einem starren
Medium kann man also wie identische Vektoren behandeln.

Durch nochmalige Differentiationen nach der Zeit erhilt

man Gleichungen fiir die Relativbeschleunungen g der
Endpunkte der Strecken

g=x¢; t,-4,+9°=0; r-g,+2p-9,4g -1, =0.

249. Translation. Es mbgen sich zwel nicht parallele
Strecken r, und r, angeben lassen, die keine Relativgeschwind-

heit haben
v 29 <0,
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Dann gilt nach 248.(a) fiir eine beliebige Strecke r, des
Mediums
v.or =p.r =0,

1 m t n

Da die Relativgeschwindheit v. auch auf r, senkrecht steht,
miiite sie auf drei nicht koplanaren Strecken v, r, und r,
senkrecht stehen, was unméglich ist, oder Null sein

b= 0.

Alle Punkte des Mediums haben also dieselbe Geschwind-
heit. Eine solche Bewegungsform nennt man eine translative
Bewegung.

250. Allgemeine Bewegqungsform eines starren Mediums.
Es mige sich nur eine Richtung angeben lassen, so dafl die
Endpunkte einer in diese Richtung fallenden Strecke ry, keine
Relativgeschwindheit haben

v, £ 0.
Dann gilt nach 248.(a) fiir eine beliebige Strecke r,
Bi 2 rw = 0 .

Es stehen sonach alle Relativgeschwindheiten auf v, senk-
recht und sind also einer Ebene parallel.

Da nach 248.(b) jede Relativgeschwindheit v, auf ihrer
Strecke r, senkrecht steht, kann man setzen

b, =w, xr,

worin w, ein unbekannter Vektor ist. Durch Division folgt
nach 46 (b):
4. 1
ml = Cl Tv'] ax l‘ll )
worin a ein beliebiger Vektor ist. Setzen wir hierfilr eine
beliebige Relativgeschwindheit v, irgend einer Strecke r, des

Mediums, so nimmt w, einen vollig bestimmten Wert w an:

1

(a) we L

b, xD .
1

Unabhiingig von v, bestimmt ist dieser Wert w, weil
alle Relativgeschwindheiten v, derselben Ebene parallel sind
-[siehe 46).
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Man nennt den so definierten Vektor w, welcher auf allen
Relativgeschwindheiten senkrecht ist, die Rotations-
geschwindheit des Mediums. Er ist néimlich fiir die Be-
wegung aller Strecken des Mediums charakteristisch, weil
man in 250.(a) nach der Grundgleichung 248.(a) die Indizes
vertauschen darf
1

hii B Dil'if, Dl x Di"
woraus folgt:

(b) =W,

Dies ist die allgemeine Beziehung zwischen allen
Relativgeschwindheiten und ihren Strecken. Da sich
der Vektor w aus 250.(a) jedenfalls angeben 1iBt, wenn man
eine Strecke r,, ihre Relativgeschwindheit v,, und auBerdem
nur noch die Richtung irgend einer anderen Relativgeschwind-
heit v, kennt, und alle zu w parallelen Strecken r,, nach 250. (b)
keine Relativgeschwindheit haben, so lassen sich solche Strecken
immer angeben und deshalb beschreibt Gleichung 250.(b) die
allgemeinste Bewegungsform eines starren Mediums.

251. Wir wollen von nun an mit v den Abstand eines
Punktes des starren Korpers von einem ruhenden Nullpunkte,
und mit v = i die absolute Geschwindheit eines Teilchens des
Korpers bezeichnen. Ferner seien v, und v, diese Werte fiir
einen irgendwie ausgezeichneten Punkt des Korpers. Dann
erhiilt die kinematische Gleichung 250.(b) die Form
(a) vy +wx(r—r,.

Labt sich ein Punkt finden, der dieser Gleichung folgt,
also als dem Korper zugehorig betrachtet werden kann, dessen
Geschwindheit dauernd Null ist, so nennt man diese spezielle
Bewegungsform eine Rotation des Korpers um diesen seinen
ruhenden Punkt.

Legt man eine Achse durch diesen Punkt, welche stets
die Richtung der verinderlichen Rotationsgeschwindheit w hat,
und von welcher die Teile des Korpers den senkrechten
Abstand a haben, so ist

(b) pEZwxrLwxa,

worin r der Abstand von dem ruhenden Punkte ist.
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Wenn die Rotationsgeschwindheit w nicht konstante
Richtung im Raume hat, so kann keineswegs dieselbe Strecke
des Korpers dauernd mit der Achse zusammenfallen. Man
sagt, der Korper verindert seine Orientierung gegen die
Rotationsachse, oder diese iindert ihre Richtung im Korper.

Ist aber w der GriBe nach konstant und die Rotations-
achse eine stets ruhende Strecke des Korpers, so ist a der
Grofle nach konstant und ebenso auch v. Jeder Punkt des
Korpers beschreibt einen Kreis um die Achse. Die Umlaufs-
zeit 7 dieser einfachen gleichmifigen Drehung bestimmt

sich durch
_ 2na »

- e |

T

es ist ferner nach 250.(b) v = wa also endlich

(3}

7T
T = - —

3

252, Relative Rotationsgeschwindheit. Wenn zwei starre
Korper sich so bewegen, dal ein materieller oder gedachter
Punkt, der mit dem ersten Kirper starr verbunden ist und
dessen Ort und Geschwindheit v, und v, seien, gleichzeitig mit
dem zweiten Korper starr verbunden bleibt, so sagt man, daB
die beiden Korper keine relative Translation haben. Legen
wir den Nullpunkt in diesen gemeinsamen Punkt (r, & (), so
sind ihre Geschwindheiten v, bzw. v, dargestellt durch

b, £y, 4+ xr,,
v, =9, +m, xr,.

Die Relativgeschwindheit zweier mit je einem der Systeme
verbundener Punkte (v, —v,), welche sich in einem gegebenen
Augenblick am selben Orte r befinden, und von welchen also
nur einer materiell sein kann, ist

b, — 1) = (w, —w,)xr.

Das eine der starren Systeme wire z. B. die Erde, das
zweite der Fixsternhimmel, welche sich um den Erdmittei-
punkt drehen mdgen und von deren relativer Translation wir
absehen. Wir konnen nun die Relativgeschwindheit (v, — v,)
eines irdischen Punktes gegen einen benachbarten mit dem
Fixsternhimmel starr verbunden gedachten Punkte oder die
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Relativgeschwindheit eines Sternes gegen einen ihm benachbarten
mit der Krde starr verbunden gedachten Punkt bestimmen.
Wenn wir auch ihre Richtung gegen r, ferner die Richtung
einer zweiten nicht parallelen derartigen Relativgeschwindheit
(v'— v”) bestimmen, so ergibt sich nach 250.(a)
1

e =
(19, — ;) (0 — Vg)-(0 = v")

—v")xr.

Die in 250. angefithrte Methode zur Bestimmung der abso-
luten Rotationsgeschwindheit w eines Kérpers laBt sich also
nur anwenden, wenn man ein absolut ruhendes starres System
zur Vergleichung heranziehen kinnte. In Wirklichkeit kann
man nur die Differenz der Rotationsgeschwindheiten (w, — w,)
zweier Korper bestimmen, welche man ihre relative Rotations-
“geschwindheit nennt.

Es ist aber doch bequemer von absoluten Rotationen zu
sprechen, und das kann man stets, wenn man dem Fixstern-
himmel eine bestimmte Rotationsgeschwindheit w, zuschreibt.
ks ist aber durchaus gleichgiltig, welcher Wert und welche
Richtung dieser fiktiven absoluten Rotation w, gegeben wird,
und es ist nicht weniger fingiert, wenn man der Kiirze wegen
sagt, dal der Himmel ruhe (w, = 0) und die Erde sich dreht.

203, Addition der relativen Rotationen. Um Verwechslungen
vorzubeugen, fithren wir zunichst zwei andere Sitze iiber die
Addition von Rotationen an, von welchen der erste eine oft
verwendete, aber unrichtige Fassung hat.

1. Wenn ein Korper gleichzeitig die Rotationsgeschwind-
heiten w, und w, hat, oder dieselben durch zwei Ursachen
ihm gleichzeitig erteilt werden, so summieren sich diese Rota-
tionen vektorisch. Dieser Satz ist deshalb nicht zutreffend,
weil e Korper gleichzeitic nur eine Rotationsgeschwindheit
hat und es nur eine Ursache derselben gibt, nimlich die
Rotationsgeschwindheit im vorangehenden Augenblick und die
durch verschiedene Umstiinde bestimmten Beschleunungen der
Korperteile.

2. Ein starrer Kérper bewegt sich mit der Rotations-
geschwindheit w,, an den Orten r ist dann die Geschwindheit v,
vorhanden

b, = oy + W, X E.
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Ein anderer Korper bewege sich im selben Felde mit der
Geschwindheitsverteilung v,

v, =v,+w,xr.

Wenn ein dritter Korper sich mit der Geschwindheits-
verteilung v = v, + v, bewegt, so ist seine Rotationsgeschwind-
heit w = (w, 4+ w,). Dieser Satz ergibt sich durch Addition
obiger Gleichungen, hat aber nur analytische Bedeutung.

3. Wenn ein Korper 1 gegen einen Korper 2 die relative
Rotationsgeschwindheit w,, < (w, — w,) hat, und der Kérper 2
gegen einen Korper 3 die relative Rotationsgeschwindheit
w,, = (w, — w,) hat, so ist die relative Rotationsgeschwind-
heit w, £ (w, — w,) des Korpers 1 gegen den Kborper 3 die
Summe der anderen Relativrotationen

Wy = Wy, + Wy

Dieser einfache geometrische Satz hat eine vielseitige Ver-
wendbarkeit.

254, Beispiel. Der Foucaulische Kreisel. Kin voll-
kommen freier rotierender Kreisel wird unbedingt Richtung
und Grifie seiner relativen Rotation gegen den Fixsternhimmel
bewahren, wo er sich auch auf
der Erde befindet. Dieser Kreisel
miifte etwa in eine kugel-
formige Hiilse eingeschlossen
sein, welche auf Wasser
schwimmt, oder eine feine Car-
danische Aufhiingung haben.

In der Foucaultschen
Aufhiingung (Fig. 52) muB aber
die Kreiselachse horizontal -#Co2
bleiben, und deshalb kommt es
auf den geographischen Ort an,
wo sich der Kreisel befindet. Am
Pol ist derselbe zwangsfrei und
dreht sich den Sternen nach.
Am Aquator ist seine Achse
aber vollstindig zwangsweise
gefiihrt und bewahrt ihre Lage gegen die Erde. Man ver-
steht dies, wenn man sich die KErde 1 ruhend und den

Jaumann, Bewegungslehre. 11
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Himmel 2 mit der Rotationsgeschwindheit w,, gegen die
Erde gedreht denkt. Welche Orientierung die Kreiselachse
auch hat, sie miiBte sich um die am Aquator horizontale
Weltachse drehen, wenn sie den Sternen folgen soll, und diese
Drehung wird durch die Suspension nicht gestattet. Das Ver-
halten desin mittlerer geographischer Breite aufgehangenen
Kreisels mit stets horizontaler Achse versteht man, wenn man
dem Himmel eine fingierte absolute Rotation w, um eine
zar Nordsiidrichtung des Beobachtungsortes parallele horizon-
tale Achse, und der Erde eine Rotation w, um die Zenit-
richtung r zuschreibt. Die Relativrotation von Himmel
und Erde

W, =w —w,
LS
86400
haben. Hierdurch sind auch die beiden fingierten Rotationen w,
und w, bestimmt

muB} die Richtung der Weltachse und die Grobe

1
w, £ (, x t)x S Y = (), 1)

Der Kreisel befindet sich nun auf dem fingierten abso-
luten Nordpol der KErde, den wir verlegen konnen wohin wir
wollen, und in den Beobachtungsort gelegt haben. Die Erde
dreht sich unter ihm mit der Rotationsgeschwindheit m,,
aber diese Drehung der Krde ist fiir den Kreisel gleichgiltig.
Er macht sie nicht mit und sein Gehiuse oder Lagerring dreht
sich deshalb mit der relativen Rotationsgeschwindheit
— w, gegen die Krde. Was die Drehung w, des Himmels
anlangt, so findet dieselbe um eine horizontale Achse statt,
und diese kann der Kreisel nicht mitmachen. Der Kreisel,
dessen Achse zwangsliiufig horizontal gefithrt ist, macht also
auch in mittlerer geographischer Breite keine dieser fingierten
absoluten Rotationen mit. seine Achse bleibt bei dieser An-
nahme der absoluten Rotation des Himmels in absoluter
Ruhe.

Von physikalischer Wichtigkeit ist hingegen nur die in
besonderem Sinne sogenannte absolute Rotation, worunter
man die Relativrotation des betrachteten Kirpers gegen den
Fixsternhimmel versteht. Diese bleibt nur fir einen voll-
kommen freien Kreisel erhalten.
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2565, Die Rotationsbeschleunung. Unter diesem Namen
versteht man die vektorische Fluxion i der Rotations-
geschwindheit w. Hat diese zur Zeit # eine Grolle und Richtung,
welche durch den Vektor 01 Fig. 53 dargestellt ist und zur
Zeit (t + d#) den durch den Vektor 02 dargestellten Wert,
so stellt der Vektor 12 die Anderung dw der Rotation und
der seiner Richtung und GriBe nach be-

stimmte (Grenzwert wdt
s d 1 £

(a) Wi

die Rotationsbeschleunung dar. Andert

die Rotationsgeschwindheit w ihre GriBe,

aber nicht ihre Richtung, so fillt die w o+ dio
Rotationsbeschleunung in dieselbe Richtung.

Gleichung 255.(a) nimmt dann die alge-

braische Form an

2

! d w
R )

Ein Beispiel hierfiir ist die Bewegung Fig. 58.
eines physikalischen Pendels (278.).

Andert die Rotationsgeschwindheit w ihre Richtung, aber
nicht ihre Grifle, so steht die Rotationsheschleunung auf ihr
senkrecht. Beschreibt die Rotationsachse bei gleichformiger
Drehung eine Kegelfliche, deren Achse durch den Kinheits-
vektor ¥ dargestellt werde, mit der Umlaufszeit 7, so beschreibt
der Pfeil des Vektors w mit der Geschwindheit v einen Kreis
vom Radius wsinz, worin » der Offnungswinkel des Kegels
ist. Es ist also dann
(a) i = 2,;,' wsinx  oder 1w = 2; fxw.

Ein Beispiel hierfir ist die Prizessionsbewegung
eines Kreisels (283.).

256, Anderung der Lage der Rotationsachse im Kirper.
Wenn die Rotationsgeschwindheit w und Rotationsbeschleunung i
eines Korpers, der sich um einen seiner Punkte dreht, gegeben
sind, so ist die ganze Bewegung desselben beschrieben
und man kann jedenfalls auch die Frage beantworten, welche
Strecken des Korpers zu verschiedenen Zeiten mit der Rotations-
achse zusammenfallen.

11*
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Hat die Rotationsbeschleunung dieselbe Richtung als die
Rotationsgeschwindheit, so bewahrt allerdings diese ihre Richtung
und fallt die Rotationsachse immer mit derselben Strecke des
Kérpers zusammen.

Ist die Rotationsbeschleunung 1w stets senkrecht gegen
w und einen Vektor f gerichtet, so prizediert die Rotations-
achse in der im Raume feststehenden oben beschriebenen Kegel-
fliiche. Dieselbe ist in Fig. 54 und Fig. 55 dargestellt fiir
die zwei Fille, dal der mit der Geschwindheit W bewegte

i
-

-y
/

— e e o —

e

" Fig. 55.

Pfeil des Vektors w, in der Richtung der Kegelachse f gesehen,

im Sinne bzw. gegen den Sinn des Uhrzeigers umlinft.
Betrachten wir einen Kegel von sehr kleinem Offnungs-

winkel #,, dessen Spifze ebenfalls im Ruhepunkt liegt. Es sei

(a) L.
5 2, = = .
g L wT — w?

Dieser Kegel moge auf der inneren bzw. duBeren Seite
des Priizessionskegels abrollen. Die Beriithrungslinie beider Kegel
soll immer mit der Rotationsachse zusammenfallen. Dann dreht
sich der Rollkegel mit der Rotationsgeschwindheit »’ immer um
die momentane Rotationsachse des Korpers, wobei
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(b) w = 2—7“,— . Sisli
sein muB, wenn das Rollen ohne Gleiten stattfindet. HKs ist
also w'= w, d. h. der Rollkegel dreht sich auch mit derselben
Rotationsgeschwindheit wie der Korper. Kr hat also eine
feste Lage im Korper und stellt den Ort aller Strecken
des Kirpers dar, welche nacheinander mit der Rotationsachse
zusammenfallen. Wir nennen ihn den Nutationskegel

Die Achse oe; des Nutationskegels ist jene Strecke des
Kérpers, welche die einfachste Bewegung zeigt. Sie beschreibt
in der Zeit 7 einen mit dem Priizessionskegel konaxialen
Kegel vom Offnungswinkel (2 F =) Jede Erzeugende des
Nutationskegels fithrt eine zykloidische Bewegung aus. Die
itbrigen durch den Ruhepunkt gehenden Strecken des Korpers
fithren die entsprechenden trochoidischen Bewegungen aus.

Lassen wir nun die Annahme fallen, daB der Priizessions-
kegel eine groBere Offnung » hat als der Nutationskegel, nehmen
wir aber der Einfachheit wegen an, daB beide Offnungswinkel
und %, sehr klein sind. Nun sei

A 2n ¥
() TS e e

s o 7
w — W

worin das obere oder untere Vorzeichen gelten soll, je nachdem
sich die beiden Kegel ausschliefen oder einschlieBen. Rollen
sie ohne Gleiten aufeinander, so muf

“ _ %
(d) _'}"11_ =i o ik
worin 7, die Umlaufszeit ist, mit welcher die Rotationsachse
den Nutationskegel umliuft. Die Rotationsgeschwindheit «”,
mit welcher sich dieser stets um die Rotationsachse, in welcher
sich beide Kegel beriihren, dreht, muB dann

, 2n 2n
(e) W= Sy — 7
sein, woraus nach (¢) folgt @’ = w. Der Nutationskegel gehort
also wicder dem starren Korper an.

Auch im Falle allgemeiner Veriinderlichkeit der Rotations-

geschwindheit kann man die Bewegung des Kiorpers darstellen
als das Abrollen einer materiellen Kegelfliiche, deren Krzeugende



166 . Bewegung starrer Kérper in Luft.

jene Strecken des Korpers sind, die nacheinander mit der
Rotationsachse zusammenfallen, auf der Fliche des im Raum
feststehenden Priizessionskegels, welcher den Ort der Rotations-
achsen darstellt, doch sind diese Kegel dann nicht Kreiskegel.

25%. Die Beschleunungsverteilung eines starren Kirpers.
Die wahre Beschleunung v eines Teilchens des starren Korpers
ist die Fluxion der Geschwindheit p dieses Teilchens. Nach
251. (a) ist
b=, 4Wwx(E— 1.

Differenziert man nach der. Zeit, so ergibt sich fiir die
Beschleunungsverteilung die Gleichung

(a) D=0, +wx(—p) 4 wx{r—r)

v, ist die Beschleunung des irgendwie ausgezeichneten
Punktes des Kborpers, dessen Geschwindheit und Ortsvektor v,
und r, sind. Man kann 9, die Translativbeschleunung
nennen.

Den zweiten Teil w x (v — v,) kann man, wie wir sogleich
ausfithren werden, die Zentralbeschleunung nennen.

Der dritte Teil 1 % (r — r,) rithrt von der Fluxion der
Rotation her, d. h. von der Anderung ihrer GriBe und
Richtung im Raume.

Dreht sich der Korper um einen seiner Punkte, so ist
nach 251.(b)

pEwxr=wxa.

Wenn wir nun differenzieren um % zu erhalten, kénnen
wir aber nur die erste dieser Gleichungen verwenden. KEs ist
nimlich wohl

b i

Hingegen diirfen wir die Fluxion @ nicht mit der Ge-
schwindheit v verwechseln. Der Vektor a bedeutet nicht den
Abstand zweier Teilchen des Kiorpers, sondern den Abstand
von der Rotationsachse, welche ihre Lage im Kérper rasch
indern kann. Alle Teilchen, welche im gegebenen Augenblicke
in der Rotationsachse sich befinden, ruhen wirklich. Jedoch
ist die Fluxion @ nicht die Relativgeschwindheit des be-
trachteten Teilchens gegen dieses ruhende Teilchen in der
Achse, ja nicht einmal gegen den damit momentan zusammen-
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fallenden, aber nicht ruhenden Punkt der Achse, sondern
die Fluxion des senkrechten Abstandes von dieser nicht
ruhenden Achse.

Wir erhalten durch Differentiation der Gleichung

D=
DEWxp+WxrE=wxWxr)+Wxr=wWxWxa)fWxr.
Es ist aber

wx(wxa) L —w?a
und

wxwxt) = —wir 4+ wh-r).

Also bestimmt sich die Beschleunungsverteilung durch

(a) pE —wla+wxr
oder durch
b) P —wlr+ww.r) +wxr.

Das erste Glied in 257.(a) ist die Zentralbeschleunung.
Wenn die Rotation w konstant bleiben wiirde und die Um-
laufszeit = hiitte, so wiire

47*
2

Wwxp=wxwxa) = —wax — a.

T
208, Das Moment der Beschleunungen. Endlich berechnen

wir das sehr wichtige Moment der Beschleunung ® in bezug
auf den ruhenden Punkt des Korpers. Ks ist nach 257.(a)

(c) ExBE —wlrxa+rx(ixr)
oder nach 257. (b)
(d) rx0 = —(Ww-r)wxr4rx (Wxr).
259, Die Dichteverteilung des starren Mediums. Bestimmt

man die Masse dm eines Teilchens vom Volum ¢ eines
starren Korpers, so zeigt sich, dall der Quotient

dm

deo —
einem bestimmten Grenzwert sich nihert, wenn das Volum d ¢
unbegrenzt kleiner wird, und diesen nennt man die Dichte
des Korpers an dem betrachteten Punkte.

Man hat also auBler der Geschwindheits- und Beschleunungs-

verteilung v und g auch noch die Verteilung dieses skalaren
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Wertes u in starren, wie in allen anderen kontinuierlichen
Medien zu beriicksichtigen, sowie ferner die Verteilung der
Vektoren pv und ug.

Die Masse des starren Korpers, welche den Raum ¢ ein-
nimmt, ist

m=Jn,u,dr[.
p

260. Der Massenmittelpunkt. Da das Volum jedes Teilchens
des starren Korpers unveriinderlich ist, und ebenso auch seine
Masse, so ist auch die Dichte desselben unveriinderlich. Aus
der kinetischen Grundgleichung

b=y, +wx(r—r)
erhalten wir durch Multiplikation mit dem Massenelement p d ¢
und Integration

f,un-(lt,p =mb, + v x (f,urrl(p— mt[,).
f;: t.,.
Wir konnen also die Bewegungsgrifie des Korpers
[uvdg = my,
¥

und das lineare Massenmoment

flurdrf = me,

@
setzen, d. h. v, und r, in der kinetischen Grundgleichung als
Geschwindheit und Ort des Massenmittelpunktes des
starren Korpers ansehen. Dieser Massenmittelpunkt ist also
mit dem Korper starr verbunden.

261. Die skalaren Massenmomente zweiter Ordnung. Inte-
griert man die Produkte der Massenelemente mit einer Funktion
der Radien r iiber den ganzen Korper, so erhilt man die
hoheren Massenmomente desselben, deren einfachste wir zu-
niichst anfithren. Man bezeichunet das Integral

f wridg = O,

G .
als das Tragheitsmoment des starren Kérpers in hezug auf
den Nullpunkt, von welchem aus die Radien r geziihlt werden.
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Sei v die Entfernung des Volumelementes d¢ vom Massen-
mittelpunkt, so ist
41, =1,
¢8R o gt =0k
Da das lineare Massenmoment in bezug auf den Schwer-
punkt

(a) f,ur'rlrpé()
@

ist, weil dieses Integral der Entfernung des Massenmittelpunktes
von sich selbst proportional ist, so folgt durch Multiplikation
mit udg und Integration

(b) D+ m 102 = P,

worin ®_  das Trigheitsmoment in bezug auf den Schwerpunkt
ist (Steinerscher Satz).
Das bekannteste dieser Integrale

fﬂ azdff‘ = (b:'u
¢

worin a die senkrechte Entfernung von einer Achse a ist, heiBt
das Trigheitsmoment in bezug auf diese Achse. Ks ist wieder
das Trigheitsmoment in bezug auf eine beliebige Achse a
gleich dem Trigheitsmoment in bezug auf eine parallele,
durch den Massenmittelpunkt gehende Achse, vermehrt um
das Produkt der Masse m des ganzen Korpers und des Qua-
drates des Abstandes a, des Massenmittelpunktes von der
Achse a.
Endlich bezeichnet man das Integral

fucqun = @y,
b

worin ¢ den senkrechten Abstand von einer Kbene bedeutet,
als das Triigheitsmoment in bezug auf diese KEbene. Sind
zyz drei aufeinander senkrechte Koordinatenachsen, so ist
also fiir deren Ursprung:

D, = O, + O + O = D} D,

Die Summe der Momente in bezug auf drei rectangulire
Ebenen hat den invarianten Wert @_.
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262. Das einfachste vektorische Moment zweiter Ordnung
ist das Schwungmoment € in bezug auf eine Achse a, von
welcher die Punkte des Korpers den senkrechten Abstand a
haben und in bezug auf einen in ihr liegenden Punkt, von
welchem die Radien v geziihlt werden

(Séf,utxud([.
¢

Dasselbe ist ein Vektor von einer festen Lage im Korper,
wenn die Achse a eine feste Lage in demselben hat. Er steht
notwendig auf der Achse senkrecht. Bezeichne a, den Ab-
stand des Massenmittelpunktes von der Achse und r, von dem
Nullpunkt in derselben, € das Schwungmoment fiir eine
parallele Achse und den in derselben liegenden Massenmittel-
punkt als Nullpunkt, von welchem die Elemente d¢ die Ent-
fernungen a’ bzw. t' haben, so ist

n=a+aq tv=v4ry
und
(a) C+mr,xa, =C.

Die Bedeutung dieses Moments geht aus 265. hervor.

263. Die dyadischen Massenmomente. Die in 261, defi-
nierten quadratischen Momente haben nur deshalb Wichtigkeit,
weil sie Invarianten oder Koeffizienten der beiden Trigheits-
dyaden oder dyadischen Massenmomente @° und @" sind.
Diese sind symmetrische Dyaden, welche fiir jeden Punkt
des starren Kirpers einen bestimmten Wert haben. Sei r die
Entfernung des Volumelementes d¢ von dem Nullpunkt, so
stellt die unendliche kleine Dyade

udgr-t
das dyadische Moment des Massenteils ud ¢ in bezug auf den
Nullpunkt dar. Die Summe dieser unendlich vielen unendlich
kleinen linearen Dyaden stellt die skalare Tragheitsdyade
fiir den Nullpunkt dar

iy éf'pr;rdrf ;
b
Das Triigheitsmoment @, des Kérpers in bezug auf den

Nullpunkt ist der erste Skalar dieser Dyade. Die Haupt-
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richtungen derselben oder die Achsenrichtungen ihrer Quadrik
nennt man die Triigheitshauptrichtungen in dem Nullpunkt.
Die neun Koeffizienten @, der Dyade in der analytischen
Form derselben heifien die Triigheitsmomente und Deviations-
momente in bezug auf die Koordinatenebenen. Ks ist

@~ i,ifju:ﬁdr{ - i;iflu.z'ydrf -+ i;fflu.rzrirf
g @ ¢

+ i;ifu-.w-'fffr- +i:ifu.v/2dfr +i:ff#.v=dfp
¥ ¥ U

-i—f;ifpz.rr[r[ ~|—f;jfu:ydr[ +f;ff,uz2dq.
v ¥ L4

Werden die Koordinatenachsen in die Hauptachsen der
Dyade verlegt, so verschwinden die Deviationsmomente. Die
Triigheitsmomente @, @j @. in bezug auf die Hauptebenen
sind also die Koeffizienten der Normalform der Dyade

O Dyt D).+ OIFLE.

264, Das rotorisch-dyadische Massenmoment oder die roto-
rische Triigheitsdyade ist das dyadische Integral

fb”éfm x tdyg.
o

Die neun Koeffizienten dieser rotorischen Dyade heillen
die Trigheits- und Deviationsmomente in bezug auf die
Koordinatenachsen.

Die Hauptachsen der rotorischen Triigheitsdyade fallen
mit jenen der zugeordneten skalaren Dyade zusammen.
Werden die Koordinatenachsen in diese Hauptachsen gelegt,
so verschwinden die Deviationsmomente. Die Trigheitsmomente
@, @), @] in bezug auf die Hauptachsen sind also die Koeffi-
zienten der Normalform der rotorischen Dyade

— "L i .14 (b:,] .+ (178 4 : £.

265. Die wvelktorischen Momente zweiter Ordnung. Die

Wichtigkeit der Triigheitsdyaden beruht darauf, daB in dem

Ausdrucke fiir die Beschleunung v der Punkte eines starren
Korpers und fiir das Moment derselben nach 257. und 258.
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die vektorischen Tripelprodukte (w.r)r und (b xtr)xr vor-
kommen und Integrationen iiber den ganzen Korper durch-
gefithrt werden miissen.

Betrachten wir das Integral

8+ [urir-mdy,

welches ein vektorisches Moment zweiter Ordnung ist. Falls
m nicht vom Orte abhiingt, so kann man diesen Vektor aus
dem Integral herausheben und erhilt

©+m -fpt;rdrp LR
»
Dieses vektorische Moment kann als die lineare Trigheits-
funktion skalarer Art von m bezeichnet werden,

Wenn die Koordinatenebenen mit den Hauptebenen der
Dyade zusammenfallen, so ist

8, = Dym,, &= Doy, S, = O;m,.
266. Das rotorische Moment zweiter Ordnung hat die Form
T éf.,u,l:x(1.':»<‘Ill)(lqrz.

@
Wenn m nicht vom Orte abhingt, so ist

T < m-'ﬁu.u; rdg = @"em.
P

Dieses vektorische Moment ist also die lineare Trigheits-
funktion rotorischer Art von mnt.

. T r r
llt:_q)a:m:t: yfuz_'q)ymys Tizz_(bzmz-

Haben wir eine der Triigheitsdyaden ¢’ fiir den Massen-
mittelpunkt einer Dichteverteilung berechnet, so konnen wir sie
auch fir einen Punkt im Abstande r, angeben. Es ist

O+ my,, v, = D.

267. Ks kommen in den Bewegungsgleichungen starrer
Korper noch folgende Produkte vor



Geometrie der Bewegung starrer Kérper. 178

(wxr)?= —w-rx(rxmw,
w.r)=w-rw-r), )
wirxaL(w-r)wxr= —wx(rx(xw).

Hierin ist a der senkrechte Abstand von einer zu mw

parallelen Achse. Multiplizieren wir mit ud¢ und integrieren
iiber das ganze Volum ¢ des Korpers, so ergibt sich

() fp(m xt)Pdg = —w- D ow = 4 w? Dy,
7

(b) Jutw - wpdy = 4w ow = 4wy,
P

() J}qm-rnuX:dq-é-mxcbﬂmzéwzﬁm
P

(d) f,u wxrtw-rde = +wx . <@,
s

Hierin ist @f, das Trigheitsmoment in bezug auf eine zu
w parallele Achse, @}, das Trigheitsmoment in bezug auf eine
zu w senkrechte Ebene und €, das Schwungmoment in
bezug auf eine zu w parallele Achse. KEs ist nach (¢) und (d)

(Swéfprxadr[ ,
¥

(e) it — i@ iZtixd i,

Hierin ist i ein Kinheitsvektor, welcher die Richtung der
Achse des Schwungmomentes angibt. Dasselbe hat also die
Komponenten :

| Cp = i,3,(0) — W) = i1, (O] — D)),
(f) Ciy=ixiz((b.:_ (Dsz) =ia:iz((‘p;_ f[);')’
G, =i,i,(Dy— ) =i i (D) — D),

worin ¢ 7 i die Richtungskosinus der Achse i des Schwung-
momentes gegen die Hauptachsen der Trigheitsdyade sind.

268. Das Beschlennungsmoment. Wir nennen das Integral

M":f,utxﬁdff,
@
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welches die Summe der Momente der Beschleunungsgrifen
(u d ¢p ) darstellt, kurz das Beschleunungsmoment des starren
Korpers. Nach 2538.(d) ist

rxD = — (W)=t 4+ rx(bxr).

Multiplizieren wir mit uwd¢ und integrieren iiber den
ganzen Korper, so ergibt sich nach 267.(c) und 266.

(a) MZ=wx= D — D b,

Das Beschleunungsmoment kann aber auch nach 267.(c)
in der Form

(b) ML= —w@E, — O b

dargestellt werden. @ .1 ist die lineare Triigheitsfunktion
rotorischer Art der Rotationsbeschleunung .

Das Beschleunungsmoment hat also nach 267 (f) fiir ein mit
den Trigheitsachsen zusammenfallendes Koordinaten-
system die zuerst von Kuler (1758) berechneten Komponenten

(
|

(C) ? { .(’]’Iy: ?L-x w, ((D; = (D;) + (b:f "‘;:,J ,
| w, (D — (DL) + O, .

MZ =w,

12. Die inneren Beschleunungen starrer Kodrper.

269. Die Teile eines starren Korpers kiémnen partielle
Beschleunungen der verschiedensten Herkunft haben. Jedes
Teilchen eines Glaskorpers, in dessen Inneren freie Elektrizitiit
vorhanden ist, d. h. der elektrische Vektor nicht divergenzfrei
verteilt ist, hat eine partielle elektrische Beschleunung in der
Richtung dieses Vektors. Jedes Teilchen eines magnetischen
Stahlstiickes, d. i. eines Stahlstiickes, in welchem der magne-
tische Vektor nicht quirlfrei verteilt ist, hat eine zu diesem
Vektor und zu seinem Rotor senkrechte partielle magnetische
Beschlennung. Zum mindesten haben die Teile eines starren
Korpers die partiellen Gravitationsbeschleunungen. Nie, auBer
bei dem freien Falle, sind dies aber die wahren Beschleu-
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nungen, mit welchen sich die Teile wirklich bewegen, denn es
kommen stets noch mindesten zwei partielle Beschleunungen
jedes Teilchens dazu: die elastischen und die Beschleunungen
der Ziahigkeit.

Erstere sind dadurch charakterisiert, dall sie durch die
kleinen Deformationen der Umgebung des betrachteten
Teilchens bestimmt sind, letztere dadurch, dafl sie durch die
Fluxion dieser Deformationen bestimmt sind.

Da diese Beschleunungen von ausschlaggebender Bedeutung
sind, so sollte man die Theorie der starren Kérper erst auf
die Theorie der deformierbaren Medien folgen lassen und auf
die Differentialgesetze der Elastizitit und Zihigkeit stiitzen.

270. Die starren Korper stellen aber einen so extremen
Fall deformierbarer Medien dar, daB ihr Verhalten schon da-
durch vollstindig bestimmt ist, daBl ihre inneren Beschleu-
nungen den Satz der Erhaltung der Bewegungs-
momente (152.) erfiillen.

Dieser Satz, dessen Richtigkeit ohnehin unbezweifelt ist,
folgt sowohl aus der Klastizititstheorie als aus der
Theorie der inneren Reibung. Auf Grund desselben
konnen wir die Bewegung starrer Koérper, welche nicht in
Fliissigkeiten oder elastischen Medien eingebettet sind (welchen
Fall wir erst bei Darstellung der Bewegungsgesetze dieser
deformierbaren Medien in Betracht ziehen kénnen), sondern
welche von verdiinnter Luft umgeben sind, vollstindig verstehen.

271. Wir haben die elastischen Beschleunungen starrer
Korper, sowie die aus ihrer Zihigkeit folgenden, unter dem
gemeinsamen Namen innere Beschleunungen zusammen-
gefallt, weil man sie in diesem extremen Falle schwer trennen
kann. Ein duberst ziher Korper ist ohne Zweifel ebenso starr,
wie ein AubBerst stramm elastischer Kérper. Blei und Siegel-
lack verdanken ihre Starrheit hauaptsiichlich ihrer Zihigkeit.
Quarz bei 500° C. ebenso, bei gewdhnlicher Temperatur aber
hauptsichlich seinen dann sehr grollen elastischen Moduln.
Auch Stahl ist mehr elastisch als zih usw.

292, Techuische Mechanik der starren Kirper. Wir haben
vorerst elastische und fliissige Medien als Umgebung des starren
Korpers ausgeschlossen, miissen aber doch davon, so wie hisher,
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die fiir die Praxis wichtigsten Ausnahmen machen und kénnen
dies auch, insofern es sich nur um Abstraktionen handelt, die
uns lingst geliiufig sind.

Wir wissen, wie sich ein sehr kleiner starrer Korper
bewegt, welcher an einer gedehnten elastischen Feder befestigt
ist. KEr erfihrt nach 214. eine elastische Beschleunung g,
welche die Richtung der Federdehnung und eine derselben
proportionale Grife hat und auBerdem der reziproken Masse
m des Kirpers proportional ist. Die Beschleunungsgrifie
b < m g ist durch die Feder allein bestimmt, von der Masse des
Kérpers unabhingig.

Ist nun dieser kleine Kérper cet. par. mit einem groBen
starren Korper starr verbunden, so heifit er ein Angriffsteil
desselben. Die Feder bestimmt dann wohl dieselbe nun aber
partielle Beschleunung g und Beschleunungsgrifie b des An-
griffsteiles.  Nur sind neu hinzukommende Beschleunungen
durch die minimalen Deformationen der angrenzenden Teile
des starren Korpers bestimmt, dem er angehirt und welche
also innere Beschleunungen sind.

Man kann nun die Grenzfliche zwischen dem Angriffsteil
und dem iibrigen starren Koérper beliebig gewithlt denken, wenn
derselbe nur immer hinreichend klein bleibt, so daB sich sein
Massenmittelpunkt nicht wesentlich verschiebt. Da seine Be-
schleunungsgrolle b von seiner Masse unabhiingig ist, ist sie
bestimmt, ohne daBl eine bestimmte Abgrenzung des Angriffs-
teiles gegen den festen Korper angegeben werden mub.

Man kann also durch gespannte Federn, gespannte Seile,
gespannte oder gebogene dinne Hebelstangen usw. schlieBlich
auch mit dem Finger oder, wenn es sich um sehr grofie starre
Korper handelt, mit der Hand beliebigen kleinen Angriffs-
teilen in der Oberfliche eines starren Korpers bestimmte
Beschleunungsgrioben b erteilen, d. h. fiir jeden Angriffs-
punkt einen Vektor b seiner Richtung und Groble nach be-
stimmen, welcher die wahre BeschleunungsgroBe mg des An-
ariffsteiles wire, wenn dieser frei wire und jedenfalls eine
partielle BeschleunungsgroBe desselben ist.

293. Die iiufleren Beschleunungen. Die wahre Be-
schleunung v eines kleinen Teiles eines starren Korpers,
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d.i. die Fluxion der Geschwindheit v desselben setzt sich
wie erwahnt aus mehreren Beschleunungen zusammen. Von
diesen scheiden wir die inneren Beschleunungen g aus,
welche durch die minimalen Deformationen der Umgebung des
Teilchens bestimmt werden. Die Summe der iibrigen partiellen
Beschleunungen des Teilchens (seine Gravitationsbeschleunung,
elektrische, magnetische Beschleunung usw.) nennen wir die
iublere Beschleunung g desselben. Ks ist also

(a) v=g+4g.

Die wahre Beschleunung ist die Summe der inneren und
duBeren Beschleunung. Auch die Beschleunungen der Angriffs-
teile an der Oberfliche des starren Korpers lassen sich so
zerlegen. Die partielle Beschleunung eines Angriffsteiles zufolge
der minimalen Deformation des angrenzenden starren Mediums
ist eine innere, die Beschleunungsgrifie zufolge der groBen
Deformation der angrenzenden elastischen Medien (z. B. der
angreifenden Federn, Seile usw.) bestimmen eine #ufiere Be-
schleunung des Angriffsteiles.

274, Moment der inneren Beschleunungen. Wie schon in
270. angedeutet wurde, miissen die inneren Beschleunungen g’
eines von Luft umgebenen starren Korpers das Gegen-
beschleunungsgesetz mit sehr groBer Anniherung er-
fillen, und zwar der sehr kleinen zu vernachliissigenden Dichte
der Luft wegen. Die vektorische Summe der Beschleunungs-
groen udgg’ fir alle Volumselemente d¢ des ganzen
Volums ¢ des starren Korpers ist also Null

(@) Jugdg = o.
@

Diese Behauptung wird eingeschlossen von der allgemeineren
Annahme, dafl die inneren Beschleunungen eines von Luft um-
gebenen starren Kérpers mit groBer Anniherung den Satz der
Erhaltung der Bewegungsmomente (siehe § 152) erfiillen.
Man mubB dies als eine Folge der Elastizitiitstheorie ansprechen,
da die Giltigkeit des allgemeinen Prinzips in diesem Falle
nicht evident ist. DaB, um nur den einfachsten Fall zu er-
withnen, zwei durch einen sehr diinnen (masselosen) gebogenen
Stab verbundene Korper den Momentensatz erfiillen, hingt

Jaumann, Bewegungslehre. 12
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ganz von der Form der Gesetze der elastischen Wirkungen
ab. Man muB sich sogar wundern, dafl unabhingig von der
unsymmetrischen Biegungsform des Stabes die Beschleunungs-
groien der Korper nicht nur gleich und antiparallel sind, sondern
immer in die Verbindungslinie beider Korper fallen. Es
ist also noch weniger a priori einzusehen, daB ein nahezu
starrer Korper infolge kleiner gegebener Deformationen nie
sein Rotationsmoment dndern wird, doch ist dies durch mannig-
faltige Beobachtungen sichergestellt, welche wir nun beschreiben
wollen.

Nach dem Flichensatz ist die Summe der Momente
pdeotxg der inneren Beschleunungsgroflen in bezug auf
einen (beliebig bewegten) Punkt, von welchem die Volum-
elemente d¢ den Abstand r haben, gleich Null

(b) Ilurxg'drpéﬂ.
@

295. Die Arbeit eines starren Kiorpers. lst 9 die wahre
Beschleunung eines Teiles des starren Korpers und wd¢ der
Weg desselben in der Zeit d¢, so ist 9-vd¢ der Fortlauf der
Beschleunung auf diesem Wege und v.v der Fortlauf in der
Bahnrichtung pro Zeiteinheit; pwdgv.v ist die Arbeit des
Volumelementes d ¢ des Korpers pro Zeiteinheit. Die Arbeit 4
des ganzen Korpers pro Zeiteinheit ist also

A-—L-fp.l:l-tldrp.
P

Es ist nun nach der kinematischen Grundgleichung
=p,+wxr,

worin v, die Geschwindheit irgend eines Punktes des Korpers
und r der Abstand des Volumelementes ¢ ¢ von demselben ist.
Deshalb zerfilllt die Arbeit in zwei Teile

A ‘:nl,-lﬁuﬁdr{ 4 w-.ﬁutxﬁd(f».
0z 9

Den ersten Teil kann man die Translationsarbeit, den
zweiten die Rotationsarbeit nennen. In diesem Teile haben
wir das Tripelprodukt anders assoziiert, um die Rotations-
geschwindheit w herausheben zu kénnen.
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Zerlegen wir die wahre Beschleunung % in die innere g
und #ullere Beschleunung g. Die Arbeiten dieser Komponenten
summieren sich algebraisch. Die Arbeit 4" der inneren
Beschleunungen ist aber Null, weil die Summe und das
Moment der inneren Beschleunungsgriffen nach dem Gegen-
beschleunungsprinzip bzw. Flichensatz (274.) gleich Null sind

(a) A2y fugdy +w [urxgdy =0,
a @

Die Arbeit 4 des Kérpers wird also ausschlieBlich durch
seine 4ufferen Beschleunungen g bestimmt

(b) ziévo-fy.gdqj—}-'iu-fyrxgdqy.
P P

Sind noch mehrere diskrete finBere Beschleunungsgrifen b,
von Angriffsteilen m, der Oberfliche des Korpers gegeben, so
addiert sich zu obiger Arbeit noch der Anteil
(c) Dy b, +w->rx b,

Die Summe aller #uBeren BeschleunungsgroBen seiner
Teile nennt man die #uBere Beschleunungsgrofe B des
ganzen Korpers

B [ugdy + ;.
@

Die Summe der Momente aller iuBeren Beschleunungs-
groflen seiner Teile nennt man das Drehmoment ® des
ganzen Korpers

DL furxgdy + Ztix b,.

¥
Die gesamte Arbeit 4 des starren Korpers, das ist die
Arbeit seiner wahren Beschleunungen pro Zeiteinheit, ist also
gleich der Summe der skalaren Produkte aus Translations-
geschwindheit und BeschleunungsgroBe bzw. aus Rotations-
geschwindheit und Drehmoment der &uBeren Beschleu-
nungen

(d) 4A=9,-8B+w.-9D.
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276. Die LDnergiegleichung. DaB die Arbeit 4 eines
Systems von Korpern oder eines starren oder deformierbaren
Mediums pro Zeiteinheit gleich der Fluxion der Bewegungs-
energie F ist, ist eine identische Gleichung, welche aus der
Definition dieser Werte folgt. Es ist

Aé—fﬂn-ﬁ(ltpé}?f#!;ltnﬂdq}_&ﬁ?,

@ e

F = ,}f‘u ljzdrf
¥

gesetzt wurde. Iis ist

worin

by, Jwxr
P =1+ 2r.9, x W + (W x 1)%

Nun multiplizieren wir mit pd¢ und integrieren, wobei
das zweite Glied

uﬂxm-ﬁndq,:o .

P

wegfillt, wenn v die Entfernung vom Massenmittelpunkt
oder von einem ruhenden Punkte ist. So ergibt sich

E:%mnﬂﬂ-i—%;fp{mxt)zdrp
oder nach 267.(a) i
(a) Eximy?®—Ltw.-Or.w
oder auch
E=1my?+ 1 Oywd

worin @r die Trigheitsdyade, @y, das Trigheitsmoment in
bezug auf die durch den ruhenden oder mit dem Schwerpunkt
zusammenfallenden Nullpunkt gehende, der Rotation w parallele
Achse ist. Die Bewegungsenergie zerfiallt in zwei durch die
Translation und Rotation bestimmte Anteile. Die Fluxion der
Bewegungsenergie nimmt nur in dem Falle eine gleich ein-
fache Form an, wenn das Trigheitsmoment seinen Wert nicht
andert
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Dann ist
(b) E=my,-9, + Qyw-.

Es tritt dies ein, wenn die Rotationsgeschwindheit w ihre
Richtung im Raume, also auch die Rotationsachse ihre lLage
im Kérper nicht dndert. Ferner, wenn die Rotationsachse in
der Ebene eines Kreisschnittes des Triigheitsellipsoides bleiben
muB, oder falls dieses ein Rotationsellipsoid ist, wenn die
Rotationsachse im Korper in einem Kreiskegel umliuft, dessen
Achse die Trigheitsachse ist. Ferner wenn die Rotationsachse
in der unmittelbaren Nihe einer der drei Haupttrigheitsachsen
bleiben muBl. Endlich stets, wenn das Triigheitsellipsoid eine
Kugel ist.

In diesen Fiillen hat die Arbeits- oder Energiegleichung
die Form
(c) 0,-B+w-DL v -mb, + w- Dyiv.

Man konnte iibrigens diese Gleichung in zwei fiir die Trans-
lationsarbeit bzw. fiir die Rotationsarbeit giiltige Gleichungen
zerlegen, da, wie wir weiter unten ausfithren wollen, B = my,
ist. Bel der Auswertung des Drehmomentes braucht auf die
Zwangsbeschleunungen (§ 289), welche die Rotationsachse so
fithren, dall das Triigheitsmoment konstant bleibt, keine Riick-
sicht genommen zu werden.

277. Man kann nach der Energiegleichung die Bewegung
eines starren Korpers vollstiindig berechnen, wenn derselbe
zwangsliufig so gefithrt wird, daB von den 6 Bestimmungs-
stiicken der unbekannten Vektoren v, und W nur eines frei
ist. Der Korper mufl also fiinf Bedingungen unterworfen sein.
s trifft dies bei vielen Maschinenbestandteilen zu.

Beispiel. Ein starrer Zylinder rollt, ohne zu gleiten, auf
einer schiefen Ebene nach abwiirts, oder eine Schraubenmutter
fallt unter einer der Ganghdhe der Schraube entsprechenden
Rotation auf ihrer ruhenden Schraube nach abwiirts. Im ersten
Falle verlegen wir die Rotationsachse in die Achse des Zylinders.
Ferner ist die Richtung der Translations- und Rotations-
geschwindheit gegeben, das sind je zwei Bedingungen. Kndlich
muB zwischen der GroBe dieser beiden Geschwindheiten eine
leicht anzugebende Proportionalitit bestehen

w=x%7,.
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Kin Drehmoment ist nicht zu beriicksichtigen. Die Be-
schleunungsgrofe B ist gleich der Masse des bewegten Korpers
multipliziert mit der Schwerebeschleunung g,. Man hat also
nach 276.(c) (vergl. iibrigens auch 289.)

m g, o8 (v, g,) = (m + x* D) 5, .
Die Beschleunung #,, mit welcher diese Korper fallen,
ist um so kleiner, je griofer ihr Trigheitsmoment ist.

298. Das physische Pendel. Die erste Bewegungsform
eines starren Korpers, welche (durch Huyghens 1673) voll-
standig beschrieben wurde, war die des physischen Pendels,
d. i. eines Korpers, der sich um eine feste Achse dreht. Be-
zeichnen wir mit r, den Abstand des Massenmittelpunktes von
irgend einem Punkte der Achse, auf welchen auch das Dreh-
moment der Schwerebeschleunungen g, der Teile des Korpers
bezogen werde

D éf,urxgodcp.
L'
Es ist also

w-D 1:guxm'j.!“td(yc’ = mr, g, xWw.
@

Ist @ das Komplement des Winkels zwischen dem kiirzesten
Radius r, und seiner horizontalen Lage, welche die Richtung
des Vektors g, xw hat, so ist r,sine¢ die Projektion von r,
auf g, xw und ferner w = — ¢ Bezeichnen wir den Winkel
(8,,w) also die Neigung der Pendelachse gegen die Vertikale
mit y. Die Energiegleichung lautet, da i dieselbe Richtung
hat wie 1w

—mg,rysinysineg = O, é.

Dies ist eine Schwingungsgleichung, so gut wie die eines
mathematischen Pendels. Die Schwingungsdauer z bestimmt
sich also fiir kleine Amplituden und eine horizontale Achse
durch

@7
(a) rL_Zn:l/---—--
mry gy

Nun ist nach dem Steinerschen Satze

r r
O, = D, + mr?
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worin @] das Trigheitsmoment in bezug auf eine parallele,
durch den Massenmittelpunkt gehende Achse ist. Man er-
halt somit

3 o qr;

T it o’ i m

=0.

"y

Fiir eine gegebene Schwingungsdauer = des Korpers
gibt diese Gleichung fiir », die Wurzeln » und r,, wobei

(b) oty = 4:,;: 9o

sein mull. Samtliche parallele Achsen eines Korpers, fiir
welche die Schwingungsdauer gleich ist, liegen also auf zwei

Fig. 56. Fig. 57. Reversionspendel nach Bessel.

konaxialen Zylindern, deren Achse durch den Schwerpunkt
geht. Die Summe der Radien », und r, dieser Zylinder hangt
ebenso mit der Schwerebeschleunung und dieser konstanten
Schwingungsdauer zusammen, wie die Liinge eines mathe-
matischen Pendels, und heiBt deshalb die reduzierte Linge
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des physischen Pendels. Man findet dieselbe experimentell, indem
man den Abstand zweier paralleler Achsen a, und a, (Fig. 56)
mift, in deren Ebene der Schwerpunkt s des Pendels liegt,
und fiir welche die Schwingungsdauer gleich ist. Da diese
Lingenmessung sehr genau vorgenommen werden kann, so ist
damit die beste Methode zur Bestimmung der Schwere-
beschleunung gegeben (Reversionspendel von Kater, Fig. 57).
Zur Demonstration dieser konaxialen Zylinder dient das
Pendelbrett von Mach (Fig. 58).

Fig. 58. Pendelbrett nach Mach.

279, Messung von Drehungsmomenten. Die Schwingungs-
dauer eines um eine beliebige feste Achse drehbaren Korpers,
z. B. eines um eine vertikale oder horizontale Achse drehbaren
Magnetstabes, dessen Triigheitsmoment bekannt ist, kann um-
gekehrt zur Bestimmung des Drehungsmomentes der #uBeren
Beschleunungen, z. B. magnetischer Drehmomente dienen, falls
dieses ebenso wie das Drehmoment der Schwerebeschleunungen
eines Pendels mit Anniherung den Ablenkungswinkel pro-
portional ist.

280. Bewegungsqgleichungen eines starren Kirpers. Zur voll-
stindigen Bestimmung der Bewegung eines starren Korpers
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braucht man zwei vektorische Gleichungen, um die Translations-
beschleunung v, und die Rotationsbeschleunung # berechnen
zu konnen. Die Translations- und Rotationsgeschwindheit
kénnen dann fiir jede Zeit angegeben werden, wenn sie fiir
irgend eine Zeit gegeben sind.

Diese Bewegungsgleichungen miissen #quivalent sein den
Siitzen, daB die inneren Beschleunungen keine Be-
schleunungsgréffe und kein Drehmoment haben (274,
sie miissen ferner die Beschleunungsgrofie % und das Dreh-
moment D der Auberen Beschleunungen (275), welche
durch direkte Gesetze bestimmt also gegeben sind, enthalten.
Sie haben also die Form

(a) %é‘ﬁufldqsémf;u
und !
(b) Qé‘ﬁutxﬁdrp,

=
worin 9 die wahren Beschleunungen, und zwar 9, jene des
Massenmittelpunktes sind.

Diese Gleichungen sagen aus, dab die Beschleunungs-
groBe B der Huberen Beschleunungen gleich ist der Be-
schleunungsgrioBe der wahren Beschleunungen v, und daB das
Drehmoment @ der iuBeren Beschleunungen gleich ist dem
Drehmoment der wahren Beschleunungen 9.

Der Radius r kann von jedem beliebigen Punkte aus
gezihlt werden, er wird aber meist von einem ruhenden
Punkte des Korpers aus gezihlt werden, wenn ein solcher vor-
handen ist. Dann bestimmt die erste Gleichung nur die
Zwangsbeschleunungen, und es verbleibt dann nur die Frage
nach der Rotationsbeschleunung . Wenn wir den in
268. angegebenen Werten des Momentes der wahren Be-
schleunungsgroBen in die zweite Bewegungsgleichung einsetzen,
so nimmt dieselbe folgende Formen an

(c) DEwx D -w— O -1
oder
(d) D —wC — D

Hierin ist &~ die rotorische Triigheitsdyade und
(e) CE —ixdr.q
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das Schwungmoment in bezug auf die momentane Rotations-
achse, welcher der Einheitsvektor i parallel sein soll.

281, [Erstes Beispiel. Konstante FRotation. Wenn die
Rotationsbeschleunung W dauernd gleich Null ist, so #ndert
die Rotationsgeschwindheit w weder ihre Grife noch Richtung,
und die Rotationsachse verschiebt sich auch in dem Kborper
nicht, sondern fiallt stets mit derselben materiellen Strecke
zusammen.

Damit dies eintrete, mufl nach 280.(d)
(a) D= —nCE

sein, d. h. ein #uBleres Drehmoment ® vorhanden sein, welches
stets dem Schwungmoment €

(0 éf,utxad([
b

proportional ist. Hierin ist a der senkrechte Abstand von der
Rotationsachse. Das Schwungmoment ist stets senkrecht gegen
die Rotationsachse gerichtet und hat gegen den Korper eine
feste Liage, dreht sich also mit diesem. Das gleiche muB fiir
das Drehmoment gelten.

Ist die Rotationsachse Haupttrigheitsachse eines ihrer
Punkte, so ist das Schwungmoment nach 280.(e) Null und also
kein AuBeres Drehmoment erforderlich. Ist dieser Punkt der
Schwerpunkt, so ist auch keine “uBere Beschleunungsgrife er-
forderlich, um ihn in Ruhe zu halten, wenn er anfangs ruht und
der Korper rotiert dann ganz frei und konstant.

Ist die Rotationsachse einer Triigheitsachse des Schwer-
punktes parallel und haben diese beiden Achsen den Abstand a,,
so ist nach 262.(a)

Cxmry xa,,

worin r, der Abstand des Schwerpunktes von einem beliebig
in der Achse gewihlten Nullpunkt ist. Das #“uBere Dreh-
moment in bezug auf denselben Punkt ist dann

DL —mwir, xa,,
und die duBere Beschleunungsgrofie B nach 257. und 280.(a)

BLmiy, £ mwxy,.
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Rotiert der Korper um eine vertikale Achse, deren Spitzen
in Lagern laufen und die Hohen %, und %, haben, wihrend
die Hohe des Schwerpunktes £, sei, so miissen diese Spitzen
zufolge minimaler Deformationen die BeschieunungsgroBen &,
und 5, haben, welche horizontal gerichtet sind und in der
Ebene der Achse und des Schwerpunktes liegen. Die Be-
schleunungsgroBe 4, der oberen Spitze ist vom Schwerpunkt
abgewendet und hat die GroBe

by = glfn_g‘}; [w0?(ag + kg — 1g) + g,],
die untere Spitze hat die entgegengesetzt gerichtete Be-

schleunungsgrife
m @,

b, = [w? (ag+ 2, — %) + g,]-

hy — hy

Auflerdem haben die Spitzen vertikale Beschleunungs-
groben, welche zusammen gleich mg, sind, worin g, die
Schwerebeschleunung ist.

282. Zuweites Beispiel. Freie Rotation. Wir betrachten nun
die Bewegung eines vollig freien starren Korpers, dessen iuBeres
Drehmoment @ Null ist, fiir welchen also nach 280.(d)

(a) 0=w?C + D 1b.

Sein Schwerpunkt ruhe anfangs, also bei Abwesenheit
duBerer Beschleunungen dauernd.

Diese Bewegungsgleichung sagt nichts anderes, als daB

das Moment der BewegungsgriéfBen dieser freien Korper
in bezug auf einen ruhenden Punkt unveriinderlich ist, also

d s
d%futxbd(p=0.

o

Sie reicht hin, um die Richtung der Rotationsachse im
Raume sowohl als im Kiérper, und die GrioBe der Rotations-
geschwindheit fiir jede Zeit zu berechnen, wenn sie fiir die
Anfangszeit gegeben sind, da diese Gleichung nimlich die
Winkelbeschleunung o und damit die ganze Bewegung des
Korpers bestimmt.

In derselben kommt eine lineare Vektorfunktion @ .\ vor.
Wir bedienen uns hier einfacher der von Euler aufgestellten
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analytischen Form des Beschleunungsmomentes [268. (c]]. Be-
schrinken wir uns auf den Fall, daB die Abweichung der
Rotationsachse von der Haupttrigheitsachse z stets klein bleibe.
Das Koordinatensystem ist nach den Trigheitsachsen orientiert,
liegt also im Korper fest. HKs ist

ww, =0, C=0,

w, = w, 2

0?
woraus folgt
w, = 0.

Die Rotationsbeschleunung steht also auf der Rotations-
geschwindheit senkrecht und diese bewahrt ihre GroBe w,, be-
schreibt aber im Raume den Prizessionskegel und im
Korper den Nutationskegel (256.).

Endlich ist nach 268 (c)

wy w, (O — D) = (D), + D)y,
w), w, (B — DY) = (D] + D) Wy

worin die & die planaren Haupttrigheitsmomente sind. Eine
Liosung ist
w, = asinwlt,

w, = beosw, t.

Der Nutationskegel ist also ein elliptischer Kegel, dessen
Achsen a und 4 in den Hauptebenen liegen; w, ist die Perioden-
zahl des Umlaufes der Rotationsachse um diesen Rollkegel.
Die Achse desselben ist die Trigheitsachse z. Setzt man diese
Losung in die Differentialgleichungen ein, so ergeben sich
folgende Bedingungen fiir die Konstanten a, & und w,

'u_"u b((l); _ (D:) — (q);j + f[);)u;l a,
wya (W, — BF) = (D + B)w, b.

Hieraus erhilt man

_ ‘/TEZ—@T)(@—@)
w, = w, P e
(@ + #) (2 + &)

w, ist also imaginir, wenn @ zwischen den Werten ®; und @,
liegt. In der Nahe jener von den drei Triigheitsachsen, fir
welche das planare Moment den mittleren Wert hat, ist
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also ein derartiger elliptischer Umlauf der Rotationsachse nicht
moglich. Ferner folgt

a _ 1/ (@ + qj:)(‘p:?_‘ﬂ;l

6 V(- ) B

Das Verhiltnis der Achsen des Nutationskegels ist also
fiir jeden Koérper vorausbestimmt. Die Grofle derselben hiingt
aber von dem Anfangszustand ab. Je weiter die Rotations-
achse anfinglich von der Haupttriigheitsachse abwich, desto
groBer ist die Offnung dieses Rollkegels.

Falls @ = @, = } @, also das Trigheitsellipsoid ein
Rotationsellipsoid ist, so ist
a=1b s

also der Nutationskegel stets ein Kreiskegel, das gleiche gilt
dann fiir den Priizessionskegel und es ist dann

o — 2@
= ey
Unter allen Umstinden findet also der Umlauf der Rota-
tionsachse im Korper langsamer statt als die Rotation w,
und hat die gleiche oder entgegengesetzte Richtung wie diese,
je nachdem } @ = @, je nachdem also das Triigheitsellipsoid
abgeplattet oder verlingert ist.
Nach 256.(d) bestimmt sich die Periodenzahl w des Um-

laufes der Rotationsachse auf dem Prizessionskegel, welcher
im Raume feststeht, durch

w.

2 @

w = 1w, + w, = w, ———y
0 1 0¢:+2®:

Dieser Umlauf hat stets die Richtung der Rotation und

dauert kiirzer oder linger als diese, je nachdem } @ = ;.

Der Offnungswinkel #, des Nutationskegels ist von Anfang

gegeben. Er bleibt gleich dem Winkel, welchen die Rotations-

achse und die Trigheitsachse anfinglich einschlossen. Der

Offnungswinkel x des Prizessionskegels bestimmt sich durch
w, -2,

a X=2,— =% —
() 1w b QCDZ
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Da die Triigheitsmomente stets positiv sind, muf
x < bax

sein. Je nachdem diese beiden Winkel gleiches oder ungleiches
Vorzeichen haben, miissen sich die beiden Kegel einschlieBen
oder ausschlieBen. Der Nutationskegel liegt aber nach obiger
Ungleichung stets weit auBlerhalb des Prizessionskegels.
Dieser kann aber innerhalb des Nutationskegels liegen. KEs
tritt dies ein fir @) > @;.

@ =0 @=2@ | 3@ =20 | =0
® = %z =0 ! x o= — x = 0O
Wy = Wy, | w =0, | Wy = — W, Wy = — Wy,
w= 2w, | w = w, w=}w, | w=20

Leitlinie des Nutationskegels voll ausgezogen,
Leitlinie des Priizessionskegels gestrichelt.

Fig. 59.

Ist @ =0 (z. B. fiir eine kreisformige Blechscheibe), so
erreicht der Priizessionskegel die grifite ﬁﬂ'nung x®=Fox.
Dann liduft nicht nur die Rotationsachse, sondern auch die
ihr gegeniiberliegende Trigheitsachse auf dem Priizessions-
kegel um. Ks ist dann w, =w, und w = 2w,. Wenn 2 @]
nahe gleich @] ist (z. B. fiir eine Kugel), so hat der Priizessions-
kegel verschwindend kleine Offnung und wird mit der Periode
w = w, umlaufen. Es ist dann w, = 0.

Wenn 2@; > @ ist, so schlieBen sich die beiden Kegel
aus. Fir 2@ =3 @] sind sie kongruent (x = — %,). Dann ist
w=}w, und w, = — Lw, Wenn @ sehr klein ist (z. B. fiir
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einen stabférmigen Korper), so ist der Priizessionskegel sehr
groB. Der Nutationskegel wird dann mit der Periode w = — w,
durchlaufen.

283. Drittes Beispiel. Rotation um eine Haupttriigheitsachse.
Wir betrachten nun die Bewegung eines Korpers um einen
seiner Punkte, wenn das Schwungmoment fiir diesen Punkt
und fiir die Rotationsachse dauernd Null ist, also nach (280)

(a) DL — P,

Dies fordert, daf die Rotationsachse stets mit einer Haupt-
trigheitsachse zusammenfillt. Die Priizession eines sehr rasch
rotierenden Kreisels ist hierfiir
ein Beispiel. Ist das #uBere
Drehmoment klein, so wird
auch die Rotationsbeschleunung
klein sein und der Priizessions-
kegel also sehr langsam durch-
laufen werden. Wenn ferner
anfiinglich die Rotationsachse
nahezu mit der Achse des
Kreisels, also einer Haupttrig-
heitsachse zusammenfiel, also
der Nutationskegel klein ist,
und wenn endlich das Triigheits-
ellipsoid des Kreisels nicht sehr
stark verlingert ist, so wird Fig. 60.
die Kreiselachse einfach in dem
Priizessionskegel umlaufen.

Ist dieselbe gegen die Vertikale geneigt und in einem
ihrer Punkte gestiitzt (Fig. 60), so ist das Drehmoment der
Schwerebeschleunung g,

Qémroxgo

stets senkrecht gegen die Kreiselachse r, gerichtet. Sei ®; das
Trigheitsmoment des Kreisels fiir eine zu D parallele, durch
den Stiitzpunkt gehende Achse, so ist also

.o,oom
= —d')r— T, x gO‘

a
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Nach 255. (a) folgt fiir die Umlaufszeit 7' der Kreiselachse
in dem Priizessionskegel

r

@
T=2gw——.

" Ty o
Es sei z. B. w=100sec—1, d.h. der Kreisel vollendet
einen Umlauf in _1261:)_ sec, ferner @), = 10%grem?, m = 10%gr,

r,= lem. Dann vollendet die Kreiselachse den Prézessions-
umlauf in 7' = 63 sec, welche Neigung gegen die vertikale sie
auch habe.

284. Die Nutation. Im allgemeinen Falle, wenn die
Rotationsachse des Kreisels anfiinglich nicht mit seiner Trig-
heitsachse zusammenfillt, wird derselbe auBer der eben be-
schriebenen grofen Prizession noch den in 282. beschriebenen
Umlauf der freien Achse zeigen. Der kleine Priizessionskegel
dieses Umlaufes steht aber nicht im Raume fest, sondern seine
Achse lduft in dem groBen Prizessionskegel um eine vertikale
Achse. Die resultierende Bewegung der Rotationsachse im
Raume ist also trochoidisch. Der Umlauf auf dem kleinen
(zweiten) Priizessionskegel hat nach 282. die Periodenzahl

o
2]

w = 1w, - — -
DT+ 2 D

und stets die Richtung der Rotation. Die Kreiselachse fiihrt
dieselbe Bewegung aus, wenn das Trigheitsellipsoid sehr ab-
geplattet ist, indem sie dann der Rotationsachse stets dia-
metral in diesem Kegel gegeniiberliegt. Ist das Trigheits-
ellipsoid des Stiitzpunktes nahezu eine Kugel, so zeigt die
Rotationsachse die einfache Prizession in dem grofen Kegel
mit vertikaler Achse, die Kreiselachse bewegt sich lings einer
sehr abgeflachten Trochoide.

285. Prizession des Frihlingspunktes. Die Weltachse fithrt
in 26000 Jahren eine solche Kegeldrehuug aus, so daB die
Knotenlinie des Aquators, d.i. die Richtung gegen den Friihlings-
punkt, in dieser Zeit einen Umlauf vollendet. In diese Knoten-
linie fiallt das Drehmoment der Gravitationsbeschleunungen
der Sonne und mit Anniherung auch das etwa doppelt so groBe
Drebhmoment der Gravitationsbeschleunungen des Mondes.
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Diese Drehmomente sind Null, wenn diese Himmelskorper
in den Aquinoktialpunkten stehen, und am grifiten, wenn die-
selben in den Solstitialpunkten der Ekliptik stehen, stets aber
ungefiithr gegen den Herbstpunkt gerichtet. Die Prizession ist
deshalb nicht gleichmiiBig, was Ursache der ebenfalls als Nutation
bezeichneten Kriuselung des Prizessionskegels ist, aber stets
von derselben Umlaufsrichtung. Da die Mondknoten rasch um-
laufen, wire sie im Mittel ebenso groB, wenn die Masse des
Mondes M, gleichmiiBig auf einen in der Ekliptik liegenden
Kreis vom Radius %, der Mondbahn, und die Masse der Sonne
auf die Sonnenbahn vom Radius &, verteilt wiire. Dann wiirde
in irdischen Gegenden folgendes Gravitationsfeld vorhanden sein.

£ %A(H L+ ga) a=na, worin :?’ = T00 (Tage?
und a die Entfernung von der gegen den Pol der EKkliptik
gerichteten Achse ist. Das Drehmoment der Gravitation in
bezug auf den Erdmittelpunkt ist also

‘Dénfptxndrpén@,,

Es ist dasselbe also dem Schwungmoment € der Erde
in bezug auf die Achse der Ekliptik proportional.

Bezeichnen wir die Richtung der Weltachse mit z, das
Tragheitsmoment der KErde in bezug auf den Aquator mit
@, und auf die Weltachse mit @, so ist es in bezug auf
einen Meridian } @]. Die gegen den Pol der Ekliptik ge-
richtete Achse schliefit mit der Weltachse den Winkel ¢« = 23° 28’
ein. Dann ist nach 267.(f)

 F— Lt 1 r &
C,=smecose D, — &),

Das Drehmoment habe die z-Richtung (gegen den Herbst-

punkt. Dann ist
D, = nsinecos e (} O, — @©5).

Der Priizessionskegel hat den Offnungswinkel e« Ks ist
also nach 283. (a) die Umlaufszeit der Weltachse auf demselben
in Tagen

; ar 4n® @O +2d7
4m?singg— = ————*,
Dy neosa @ — 2@

Jaumann, Bewegungslehre, 18
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was mit der tatsichlichen Umlaufsdauer recht gut iiberein-
stimmt, wenn man die Trigheitsmomente der Erde unter der
Annahme homogener Dichteverteilung unter Beriicksichtigung
ihrer Abplattung berechnet. Ks ist der Halbmesser r des
Aquators 6378 km, der Radius z eines Poles 6356 km. Die
planaren Trigheitsmomente sind den Quadraten der betreffen-
den Halbachsen proportional. Ks ist also

@7 4 2D 24 x? s
O~ 24 Tt gt

= = 204 .

|
¥

o T 7 : e 23"
ad a2 (734 7] =l -62 - 3"

Fig. 61. Geographischer Umlauf des Nordpols. MaBstab 1 :233.

286. Die Polschwankungen. AuBer der Prizession konnte
die Erdachse noch den Umlauf der freien Rotations-
achsen im Erdkorper zeigen. Da man tatsiichlich einen Um-
lauf der Rotationsachse im Erdkdrper beobachtet hat, also
periodische Anderungen der geographischen Lage des Nord-
poles der Erde, so ist es von Interesse, die freie Rotation der
Erde zu berechnen. Das Verhiltnis der Offnung des Roll-
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kegels zu jener des Priizessionskegels des freien Umlaufs ist
nach 282.(a)
# 2@ 2y

4
G s, WS = = 294,
# D, — 29 r?—zx r—x

worin 294 die Abplattungszahl der Erde ist.

Es wird der sehr kleine Priizessionskegel in einem
Tage von der Weltachse durchlaufen, wihrend diese im Erd-
kérper in dem 294mal groBeren Rollkegel in 294 Tagen
umlaufen muB. In Wirklichkeit dauert der geographische Um-
lauf der Erdpole einige Tage linger, was durch eine ungleich-
formige Verteilung der Erddichte erklirt werden konnte, und
ist sehr unregelmiBig, wahrscheinlich zufolge der Luft- und
Meeresstromungen.

13. Die Maschinen ohne innere Arbeit.

287. Wir wollen nun die praktisch sehr wichtigen und
darum frith untersuchten Maschinenbewegungen beschreiben,
welche wir in § 4. bereits voritbergehend erwihnt haben. Es
sind dies Bewegungen eines Systems von Kérpern unter der
Mitwirkung sehr schwer oder sehr leicht deformierbarer
Verbindungsmechanismen. KEs handelt sich also wieder um
einen Spezialfall elastischer Wirkungen, der aber besonders
einfachen Charakter hat und ohne Zuhilfenahme der Elastizitiits-
theorie recht gut beschrieben werden kann.

288, Betrachten wir zuniachst die Bewegung zweier Korper,
deren Beschleunungen % immer solche Richtung und GréBe
haben, daB die Distanz beider Korper konstante GroBe be-
wahrt. Derartige Zwangsbewegungen sind moglich, und zwar
unter Zuhilfenahme starrer Verbmdungen der beiden Kérper.
Wenn die Korper zufolge anderer’ duBerer Umstinde die
partiellen Beschleunungen g haben, so mufBl die starre Ver-
bindung noch andere innere, elastische oder Zwangsbeschleu-
nungen g’ bestimmen, so daB die wahren Beschleunungen v

vEg+g
der beiden Korper eine solche Beziehung zueinander haben,

daB die Distanz derselben konstant bleibt.
13*
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Die inneren Beschlennungen miissen deshalb manchmal
sehr grole Werte haben, dennoch 4Bt sich als eine Folge des
Gegenbeschleunungsgesetzes und des Flichensatzes
zeigen, daB sie zusammengenommen keine Arbeit der Kérper
bestimmen. Wir haben diesen Beweis fiir einen groBen starren
Korper bereits in 275. gefithrt. In dem jetzt betrachteten
einfachsten Falle einer starren Verbindung ist derselbe noch
viel leichter.

Aus dem Flichensatze, welcher nach reichlicher Erfahrung
fiir alle Maschinenbewegungen gilt, folgt, daB die Zwangs-
beschleunungen g, und g’, zweier durch ein starres Medium
verbundener Korper immer in die Richtung der Verbin-
dungslinie beider Korper fallen. Sind r, r, die Abstiinde
der beiden Korper von einem festen Nullpunkt, m, m, ihre
Massen, und 2 eine unbekannte Zahl, so lautet das Gegen-
beschleunungsgesetz und das eben erwiihnte Gesetz

a) xn,—n)=mg, = —m4g,.

Die Bedingung, daB die Distanz beider Korper ihre GrifBe
bewahrt, wenn sie auch ihre Richtung #ndert, lautet

(v, — 1,)? = konst.,
woraus folgt

(b) (®, —v,)-dr, —(x, — t,)-dr, = 0.
Aus dem Gegenbeschleunungsgesetz Gleichung (a) folgt nun
(c) my gy dr, + myg,-de, =0,

dr, und dr, sind die vektorischen Werte zweier beliebiger,
unter Kinhaltung der Distanz moglicher Verschiebungen.
Gleichung (c) besagt, daB die Summe der durch die Zwangs-
beschleunungen g, und g’, bestimmten Arbeiten beider Korper
Null ist.

289. Haben wir dies fiir zwei starr verbundene Kérper
nachgewiesen, so gilt es ebenso fiir jedes Paar der Zwangs-
beschleunungen beliebig vieler starr verbundener Korper. Wenn
mehrere groBe Koérper so verbunden sind, daB sie sich defor-
mieren miiBten, was unmoglich sein soll, oder sich in ihren
Bewegungen aneinander anpassen miissen, so bestimmen ihre
kleinen Deformationen an den Beriithrungsstellen genau jene
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Beschleunungsgrifien dieser Angriffsteile, welche noch fehlen,
damit die Korper keine mit ihrer Starrheit unvertriiglichen
Bewegungen ausfiihren.

Bei einem Kreisel, dessen Achsenspitzen in konischen
Lagern von groBerem Offnungswinkel laufen, sind diese An-
griffsteile wohl definierte Punkte des Kreisels, meist ist dies
aber nicht der Fall, so z B. bei Fiithrungen, Gelenken, zylin-
drischen Achsenlagern usw.

Wie sich dann die Zwangsbeschleunungen iiber die An-
griffsflichen verteilen, ist eine KFrage der KElastizitiitstheorie.
Die Bewegung der starren Korper ist hinreichend durch die
Zwangsbedingung charakterisiert und es ist immer moglich, die -
resultierenden Bestimmungsstiicke der Zwangsbeschleunungen,
soweit sie von Bedeutung sind, anzugeben. Hierzu ist der
Nachweis erforderlich, daB auch diese Zwangsheschleunungen
niemals Arbeit leisten, welchen wir sogleich vervollstindigen
werden. Kinfache Beispiele hierzu finden sich schon in 277.

290. Sehr leicht deformierbar nennen wir einen
Mechanismus, dessen Deformation keine Beschleunungen der
durch denselben verbundenen Kborper und also auch keine
Arbeit derselben bedingt. Deshalb lassen sich sehr schwer
und sehr leicht deformierbare Mechanismen zu einer Maschine
ohne elastische und Reibungsarbeit verbinden.

Diese Mechanismen bedingen bei gewissen Deformationen
sehr groBe, bei anderen Deformationen sehr kleine innere
Beschleunungen der verbundenen Kborper. Wenn z B. zwei
starre Stangen durch ein Gelenk verbunden sind, sind sie in
bezug auf eine Drehung im Gelenk leicht, in bezug auf jede
andere Verinderung schwer deformierbar. Kin Faden ist in
jeder Beziehung leicht deformierbar, auch in bezug auf eine
Niherung der beiden durch ihn verbundenen Korper, wihrend
er in bezug auf eine Verlingerung als schwer deformierbar
anzusehen ist. Andere Beispiele sind starre Riider, die leicht
in ihren Achsenlagern laufen, Verzahnungen, Ketten, Fithrungen,
Schrauben usw.

291. Diese Maschinenteile sind starre Korper, welche von

Luft oder Flussigkeiten allseitig umgeben sind, ohne sich wirk-
lich zu berithren. Im ersteren Falle leisten die inneren Be-
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schleunungen dieser starren Korper nach 275. keine merk-
liche Arbeit.

Das gleiche gilt nun freilich nicht genau, wenn diese
Maschinenteile teilweise an ziahe Flissigkeiten (Schmierdl in
den Lagern, Gelenken, Fiihrungen) grenzen. Auch die an un-
geschmierten Beriithrungsflichen vorhandene komprimierte Luft
ist eine zihe Fliissigkeit. Nehmen wir aber an, diese Schmier-
fliissigkeiten wiren ideale inkompressible Fliissigkeiten.
Solche sind (sieche Kapitel 17) dadurch charakterisiert, daf
ihre inneren Beschleunungen sowie die inneren Beschleunungen
eingetauchter starrer Korper keine Arbeit leisten. Wir
kionnen dies freilich erst in Kapitel 17 nachweisen.

292. Hier wollen wir vorgreifend diesen Satz, der jeden-
falls ein abgeleiteter ist, als Prinzip aussprechen: Die Summe
der Arbeiten der inneren Beschleunungen g ist fir alle
aus solchen Elementen zusammengesetzten Mechanismen immer
Null. Wir beschriinken uns ferner von nun an meist auf die
Betrachtung kleiner Korper von den Massen m,, welche durch
sonst masselose Mechanismen verbunden sind. Ks ist

>mg,-dr, =0.

Bezeichne v, die wahre Beschleunung des Korpers ¢ und
g; die durch duBere Umstinde bestimmte partielle Beschleunung
derselben, so ist
b, =g, + 4,
und also

(a) zmi W, —g,)-dr, =0.

Diese Gleichung wird nach d’Alembert benannt.

293. Die Fundierung der Maschinen wird durch einen
Kérper von sehr groBer Masse, z. B. einen Betonblock oder
ein Mauerwerk gebildet. Dieser zeigt nach dem Gegen-
beschleunungsprinzip immer sehr kleine Beschleunung, erreicht
nie merkliche Geschwindigkeit, und erfihrt also keine merk-
liche Verschiebung. Der Fortlauf seiner Beschleunung ist des-
halb von zweiter Ordnung klein, seine Arbeit also trotz seiner
groben Masse zu vernachlissigen.
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294. Da keine Moglichkeit vorhanden ist, daB die Be-
wegung sehr kleiner Massen, die mit dem System ver-
bunden sind, ungemein  rasch wiirde, so verschwindet auch
deren Arbeit. Man kann also nicht nur sehr groBe, sondern
auch sehr kleine an der Zwangsbewegung beteiligte Massen
auBer acht lassen.

295. Die Energiegleichung fur Maschinenbewegungen. Da
die Summe der Arbeiten der Zwangsbeschleunungen Null ist,
verwendet man die Arbeitsgleichung 222.(a) mit Vorteil fiir
die Beschreibung der Bewegung von Korpern, die durch
Maschinenelemente miteinander verbunden sind, doch mufl man
die Summe aller Arbeitsgleichungen fiir die an der Bewegung
beteiligten Massen m, bilden. Dies gibt

zmiﬁi.dri - Zd(llfm.rniz):

diese Gleichung ist eine Identitit und folgt direkt aus der
Definition der Geschwindheit v, = §. TUnter Zuziehung der
d’Alembertschen Gleichung ergibt sich aber

(a) >imgedr, = >d(gmv7),

worin die g, die auBeren Beschleunungen der Korper (ohne
Riicksicht auf die Zwangsbeschleunungen g) sind. Diese
Energiegleichung gibt ein Bestimmungsstiick der Bewegung
der verbundenen Kérper. Da man in derselben auBerdem alle
sehr groBen oder sehr kleinen Massen m, vernachlissigen kann,
ist sie so viel einfacher als der in elastischer Hinsicht so sehr
komplizierte ProzeB, den sie teilweise beschreibt, daB sie fiir
die Rechnung von hochstem Werte ist.

296. Beispiel. Ein einzelner Korper sei gezwungen, sich
auf vorgeschriebener Bahn (z. B. lings einer starren Linie) zu
bewegen. Die Zwangsbeschleunungen, welche von minimalen
Verzerrungen der starren Linie oder des Mechanismus, welcher
die Bahn bestimmt, herriihren, bedingen keine Arbeit des Korpers.
Sie sind daher Null oder stehen auf der Bahn senkrecht.
Die Summe derselben und der zur Bahn senkrechten #uBeren
Beschleunungskomponenten gibt die Zentralbeschleunung der
Bewegung. Diese Zwangsbeschleunungen braucht man aber
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nicht zu kennen, um die Bewegung in der Bahn von bhekannter
vorgeschriebener Form zu berechnen.
Hierzu geniigt die Arbeitsgleichung

1dy? = g.dr,

worin v der Ortsvektor des Kiérpers und g die duBere Be-
schleunung bedeutet. Die Arbeitsgleichung bezieht sich hier
nur auf einen Korper. Der gegenwirkende Korper ist die
groBe Masse, auf welcher die starre Bahn fundiert sein muB.
Diese Masse braucht nach 293. nicht beriicksichtigt zu werden.
Es fallt also auch die Masse des be-
wegten Korpers aus der Arbeitsgleichung
heraus. Deshalb konnten wir schon in
der ersten Vorlesung FKallbewegungen
auf vorgeschriebener Bahn hinreichend
beschreiben, um die praktisch unent-
behrliche Pendelbewegung zu verstehen.

297, Zweites Beispiel. Die Atwood-
sche Fallmaschine. Zwei Korper von den
Massen m, und m, sind durch einen nicht
ausdehnbaren, sehr leicht biegsamen
Faden verbunden, der iiber eine starre
Rolle von sehr kleiner Masse lduft, die
sich leicht in ihren Lagern dreht, die
auf einem Fundament von sehr grofier
Masse befestigt sind (Fig. 62).

Die groBen elastischen Beschleu-
nungen der Korper, welche durch die
Spannung des Fadens bestimmt sind,
haben keine Arbeit. Zufolgedessen haben
wir in der Arbeitsgleichung nur
die Schwerebeschleunung ¢, zu beriick-
sichtigen und erhalten

T(my + my)dv,® = g, (my — m)dh,.

Das negative Zeichen auf der rechten
Seite kommt daher, daB die Masse m
den Weg — dh, zuriicklegen mufl, wenn die Masse m
Weg + dh, macht.

1

, den
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Aus der zeitfreien Definitionsgleichung 78. (a)

tdv,2 =g,dh,
folgt nun

ny — My
92 ml+mz‘q°’

womit die konstante Beschleunung g, der Bewegung, welche
nur einen Bruchteil der Schwerebeschleunung bildet, er-
kannt ist.

298. Ruhebedingung. Mehrere Korper mit den Massen m,,
welche durch einen Mechanismus verbunden sind, sollen die
duBeren Beschleunungen g, erfahren. Es gilt die Arbeits-

gleichung
;—}_Jmidni” < zm{gi-dti.

Hierin bedeutet dr, den vektorischen Wert einer vom
Mechanismus zugelassenen Verschiebung des Korpers 2.

Waren die Korper anfangs in Ruhe, so kann ihre Be-
wegungsenergie nur griBer werden, oder gleich Null bleiben.
Die links stehende Summe ist also notwendig = 0. Ist also
die rechts stehende Arbeitssumme grifier als Null, so kann
eine Bewegung eintreten. Ist aber

(a) Zml.gi-drié—o.

so bleibt die Ruhe der Korper erhalten.

Es kann sein, daB diese Ruhebedingung nur fiir gewisse
Verschiebungen erfiillt ist, wihrend sie fiir andere gleichfalls
mogliche Verschiebungen nicht erfiillt ist. Diese letzteren
konnen dann wirklich eintreten.

Die Ruhebedingung muB nur fiir alle unendlich kleinen
Verschiebungen erfiillt sein. Ist dieselbe fiir endliche Ver-
schiebungen erfiillt, so nennt man den Ruhefall indifferent.

Haben die Korper aufler den nicht zu beriicksichtigenden
Zwangsbeschleunungen nur noch die Schwerebeschleunung, so
fallt diese aus der Ruhebedingung heraus und dieselbe ent-
hilt dann eine Beziehung der Massen und der simultanen

Hebungen d#,
Smdh,=0.
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Ein System von Massen bleibt also an einem beliebigen
Mechanismus im Gleichgewicht, wenn bei einer moglichen Ver-
schiebung der Massenmittelpunkt nicht sinken kann.

299, Funfte Methode der Massenbestimmung. Die Beob-
achtung der Bewegung von Massen, die durch eine Maschine
ohne innere Arbeit verbunden sind, ergibt, wenn die duleren
Beschleunungen bekannt sind, nach der Arbeitsgleichung eine
Beziehung zwischen den Massen.

Beobachtet man z. B. die Beschleunung g, der Atwood-
schen Maschine, so erhilt man das Verhiltnis der beiden
Massen.

300. Nullmethode. Die bequemste und feinste Methode
der Massenbestimmung beruht auf der Abgleichung der zu
messenden Masse m, mit der aus einem Gewichtssatz zusammen-
gestellten Masse m, an einem Mechanismus ohne innere Arbeit,
wenn die duBeren Beschleunungen ausschlieBlich die Schwere-
beschleunungen sind. Die Ruhebedingung lautet

mdh, + mydh,=0.

LaBt jedoch der Mechanismus auch die umgekehrten
Verschiebungen zu, so mufl die Ruhebedingung eine Gleichung
sein und zwar

o, Sk
my  dhy

Der Mechanismus mufl ferner so gebaut sein, daB die
Massen seiner Teile fiir sich allein die Ruhegleichung erfiillen.

Zu einer Wage wird der Mechanismus durch die Wag-
schalen, das sind Kérper, deren Bewegung eine Parallel-
verschiebung ist. Man kann dann die zu wigenden Massen
mit beliebigen Punkten der Wagschalen verbinden, oder wenn
dieselben horizontale Platten sind, sie auf beliebige Stellen
dieser Platten legen.

Wir konstatieren an dem komplizierten Mechanismus
(Fig. 63) zuniichst, daB alle Teile starr, alle Gelenke leicht
beweglich sind, und daBl die Lager auf einer grofen Masse hin-
lianglich fest montiert sind. Dalfl seine Teile fiir sich die Ruhe-
bedingung erfiillen und doch aus der Ruhelage Verschiebungen
nach zwei entgegengesetzten Richtungen mdéglich sind.
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Endlich, daf die Platten 1 und 2 nur Parallelverschiebungen
ausfithren kénnen, also Wagschalen sind. Wir messen diese
Verschiebungen aus und finden, daB sich die groBe Platte um
0,3 cm hebt, wihrend die kleine Platte um 3 em sinkt,
Dieser Mechanismus kann also als Dezimalwage ver-
wendet werden, doch ist noch zu wiinschen, dall der Ruhefall
kein indifferenter ist, weil sonst die Ausschlige der Wage zu
groB werden. Es wird deshalb noch eine kleine Masse u
(Fig. 63) so an der Wage angebracht, daB der Massenmittel-
punkt ihrer Teile, der in der Ruhestellung die tiefste Lage

Fig. 63.

hat, bei dem Ausschlag der Wage nach jeder Richtung sich
hebt und nicht in horizontaler Richtung sich bewegt oder ruht.
Hierdurch kann man die Empfindlichkeit der Wage beliebig
verkleinern,

301. Die gleicharmige Wage ist symmetrisch gebaut, so
daB nur gleiche Massen auf beiden Wagschalen die Ruhe-
bedingung erfiilllen. Man kann so die Masse eines Kirpers
bequem mit den Massen eines Gewichtssatzes vergleichen. Die
wichtigsten Formen sind die Robervalsche Tafelwage, bei
welcher die Parallelverschiebung der Wagschalen durch eine
Parallelogrammfithrung erzielt ist, und die Krimerwage, bei
welcher die Wagschalen pendelartig hiingen und deshalb
immer horizontal bleiben. Letztere Wage hat sich von jeher
am besten bewidhrt und das gleiche Prinzip liegt auch den
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Prazisionswagen (Fig. 64) zugrunde, welche zu den feinsten
MeBinstrumenten gehioren, und Massenbestimmungen bis auf
den Bruchteil 10-7 gestatten.

302. Linfache Bewegung eines Systems von Massen, welche
arbeitslose Zwangsbeschleunungen erfahren. Wir haben bisher
nur die Summe der Arbeiten betrachtet. Diese Summen-

Fig. 64. Vakuumwage.

gleichung gibt aber nur ein, allerdings sehr wichtiges, Be-
stimmungsstiick der Bewegung. Wir wollen nun zunichst die
Bewegung eines Systems von Massen beschreiben, welche partielle
Zwangsbeschleunungen erfahren, welche in die Richtung
der Verbindungslinien je zweier Korper fallen. Kehren
wir zu der Anfangsgleichung 288.(a) zuriick

wt,—r)=mg, = —mg,.
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Hierin sind r; und r, die Ortsvektoren zweier Korper ¢
und j des Systems, g, und g';; ihre Zwangsbeschleunungen.
#;; ist eine unbekannte Zahl.

Die #ufiere Beschleunung des Korpers ¢ soll durch g,
seine wahre Beschleunung durch v, bezeichnet werden.
Dann ist

ﬁi = g,‘“l‘ 2 g’ix
und :
(a) mp, = m g+ >k, — ).

Dies sind die Bewegungsgleichungen dieser Korper, in
welchen aber noch die Zahlen ;. bestimmt werden miissen.
Fiigen wir noch die Bedingung hinzu, daBl die Arbeit der
Zwangsbeschleunungen Null sein soll, oder was dasselbe ist,
dafl entweder die Distanz je zweier Korper konstant sein oder
ihre gegenseitigen Beschleunungen Null sein sollen, so folgt

(b) x;;(t; —v)-dy, —x,; (e, —t).-dr, = 0.
Es folgt durch Differentiation
(c) 0, —v)* +(r,—x)-(,—9)=0.

Die Geschwindheiten v der Korper miissen gegeben sein.
Setzt man die Beschleunungen v aus den Bewegungsgleichungen (a)
ein, so erhilt man eine hinreichende Zahl linearer Gleichungen
zur Bestimmung der #;,. Kine beliebige Anzahl dieser GriBen
kann willkiirlich gleich Null gesetzt werden, d. h. das ent-
sprechende Paar der Beschleunungen ist Null oder die beiden
Korper sind miteinander nicht direkt verbunden.

303. Die Lagrangeschen Gleichungen. Nach demselben
Schema verfihrt man, wenn statt der einfachen Bedingungen
302. (b) irgendwelche allgemeine Bedingungen

[ Flago
(a) fu(r;9) =0
1 D, (x,) = 0

den Ortsvektoren r, der » Korper des Systems auferlegt sind,
welche auch die Zeit ¢ enthalten konnen. Durch jede skalare
Bedingungsgleichung verlieren die Ortsvektoren eine, durch
jede vektorische Bedindungsgleichung drei, durch jede dyadische
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Bedingungsgleichung neun Freiheiten ihrer 3 » Bestimmungs-
stiicke, und nicht jede Verinderung der r, ist also moglich.
Als virtuelle Verschiebungen dr; bezeichnet man solche
mogliche Verschiebungen, welche in hinreichend kurzer Zeit
ausgefithrt werden, dall sich wihrend derselben die Bewegungs-
bedingungen, auch wenn sie die Zeit enthalten, nicht merk-
lich &ndern. Damit solche Verschiebungen wirklich eintreten,
wiren ungemein groBe #uBere Beschleunungen erforderlich.
Die Zwangsbeschleunungen g, wiirden hierbei keine Arbeit
leisten, daraus kann man den Wert derselben berechnen.
Durch Differentiation der Bedingungsgleichungen (a), wobei
alle Ortsvektoren r,, aber nicht die Zeit als variabel an-
genommen wird, miissen diese, damit sie durch arbeitslose
Zwangsbeschleunungen erfiillt werden konnen, die Form an-

nehmen
th.- cdr; =0,
SPhaxdy L0,
25;;. sdr; = 0.

Hierin sind die Vektoren o p q als Funktion der Orts-
vektoren r; und der Zeit gegeben.

Diese Gleichungen verwandeln wir durch innere Multipli-
kation mit den beliebigen Zahlen n, Vektoren m und kom-
pletten Dyaden A in skalare Gleichungen von der Form der
Arbeitsgleichung

znvqiv'dti e OJ

(b) Zm!‘-pmxdt;éEml,,xpw-dt,-é0,
Zﬂz S TYRRCR TR0 TIE S Zﬂsi_'/ll'd.t; =0.

Die willkiirlichen Werte » m 4 kiénnen nun immer so ge-
wihlt werden, dafl die Zwangsbeschleunungen g, der Korper :
den Wert haben

msﬁif = 2‘%‘!{» + zmy X Piu+ zuil’Aﬂ.-

Diese Beschleunungen werden nach (b) zusammengenommen
bei virtuellen Verschiebungen keine Arbeit leisten. Die
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Lagrangeschen Bewegungsgleichungen haben nun die
Form

(C) mi(ﬁi_gi) éznv qiv+zln,uxpilu+znil'All
v Im i

worin g, die gegebenen #uBeren Beschleunungen sind. Zu-
sammen mit den Bedingungsgleichungen reichen sie gerade
hin, die Werte = mt 4 und die gesuchten wahren Beschleu-
nungen 9 zu bestimmen, womit das Problem geldst ist.

304. Beispiel. Zwei Korper 1 und 2 erfilllen die Be-
wegungsbedingungen

9

at, T xt,; tery=0; r*=4.

Hierin sind die Zahlen a und & sowie der Vektor r, ge-
gebene Fuunktionen der Zeit. Abgesehen von der Verinderlich-
keit dieser Werte, welche fiir die Arbeit bei einer in unendlich
kurzer Zeit ausgefithrten Verschiebung nicht in Betracht kommt,
bilden die drei Vektoren r, r, und r, ein starres rectangulires
System. Dasselbe ist finf Bedingungen unterworfen, die Orts-
vektoren r; r, haben also nur eine Bewegungsfreiheit, sie konnen
sich um v, drehen.

Es folgt wie in 303.(b)

alb-de, + ¢, xt.de, 20; xtr,.de,=0; x1,.dr, =0,

worin f ein unbekannter Vektor, » und % zwei unbekannte
Zahlen sind. Die Lagrangeschen Gleichungen haben die Form

my, Tmg +ab+oar,

myW, = myg, + 1, xF+ 21,
g, und g, sind die gegebenen Hufleren Beschleunungen der
Koérper. Um die Unbekannten x », und f zu bestimmen, wird
man die Bedingungsgleichungen zweimal nach der Zeit diffe-
renzieren, wobei die eventuelle Verinderlichkeit von a, 4 und r,
zur Geltung kommt und %, und 9, aus den Lagrangeschen
Gleichungen einsetzen, wihrend die bei dieser Differentiation
auftretenden Werte v, und v, der Geschwindheiten bekannt
sein miissen. Hierdurch ergeben sich dann die Zwangs-
beschleunungen als abhingig von den Geschwindheiten. Wir
wollen einfachere Fille, wo dies nicht der Fall ist, durch-
rechnen.
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305. Zweites Beispiel. Es seien
§ =a.r und §, =b.tr 4 c#?
zwei von dem Ortsvektor r und der Zeit ¢ abhiingende skalare
Verteilungen, welche durch ihre konstanten Gradienten a und b
charakterisiert sind. Ein Koérper sei genotigt in der Schnitt-
linie der Niveauebenen S8, = §, = konst. zu bleiben. Es folgt
0+2xa-dr 0=uxb-de
und die Lagrangesche Gleichung hat die Form
my = mg -+ a+xDb.
Durch Differentiation der Bedingungsgleichungen nach der

Zeit erhilt man
O=a.» und 0=50.9+4 2¢,

also zur Bestimmung der Unbekannten », und %, die Gleichungen
mg-a+x0°+xa.-5=0,
mg-b+xa-b4+ 20 = —2me.
Ist g konstant, so sind # und %, konstant und
also auch v konstant und leicht berechenbar.
306. Drittes Beispiel. Vier Korper, deren
¢ Héhe 4, ist, sollen sich nur in vertikaler Richtung
bewegen konnen und die Schwerebeschleunung g,
# haben.
Die Bedingungsgleichungen seien
1 ky+ Ay =0,
2. hz — 2"4 +h =c.
Dieselben kénnen durch zwei hintereinander
geschaltete Atwoodsche Fallmaschinen, deren

LS

3 ¢ Fadenlingen durch C bzw. ¢ bestimmt sind, er-
fiillt werden.
Die Bewegungsgleichungen lauten
3. my El =m g, 4 %3
DJ 4. myhy = my g, + #,,
Fig. 65. 5. my ,‘3 =mg g, + %,

6. m454 =myg, + % — 2u%,.
Die Masse m, der beweglichen Rolle sei Null. Es ist
also die durch den Faden € bestimmte Beschleunungs-
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grofle stets doppelt so groB als die durch den Faden ¢ be-
stimmte
# = 2x,.
Man differenziert Gleichung (1) und (2) zweimal nach der
Zeit, es folgt
by + hy = — 2 hy
und, indem man die Beschleunungen aus den Bewegungs-
gleichungen einsetzt, erhiilt man die durch den Faden ¢ be-
stimmte BeschleunungsgrifBe
o . L mymymy o
#,=—4g, 4 my my + My My + My My
Der Korper m, ist unbeschleunt oder nach unten be-
schleunt, je nachdem in
myg, +2%,=0
das Gleichheits- oder Ungleichheitszeichen gilt, je nachdem also
. — 4 mymy
ma = E]—_I_ W’E s
Den auf den ersten Blick paradoxen Fall, dall der Kérper m,
nach unten beschleunt ist, obwohl auf der anderen Seite der
Fallmaschine eine grilere Masse angebracht ist
(my + my) >my,
kann man, da die Ungleichung
(m, + my)? > 4m; m,
fir jeden Wert von m, und m, gilt, immer erreichen, wenn m,
zwischen den Grenzen eingeschlossen ist
4 7y my
my + my
Die Geschwindheiten der drei Kérper sind hierauf ohne
EinfluB.

(my + my) > my >

Jaumann, Bewegungslehre. 14
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