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DIFFERENTIALRECHNUNG .

Schlömilch , Analysis . 2





I

Cap . I.

Einfache Differentiation .

§• i

Differenzen und Differentiale .

Zufolge unserer einleitenden Betrachtungen ist es der Quotient
f {x + ö) - fjx )

. ö

dessen Grenzwerth eine wichtige Bolle hei den Fragen nach den
Aenderungen einer Function spielt , und der zugleich eine geome¬
trische Bedeutung gewinnt , wenn die Gleichung y = fix ) als Glei¬
chung einer ebenen Curve betrachtet wird . Das häufige Vorkom¬
men jenes Grenzwerthes macht nun zunächst eine kurze Bezeichnung
desselben nöthig , und man ist daher übereingekommen , ihn mit f ' ix)
zu bezeichnen , so dass also die Gleichung

1) ' / ' jx) — Lim f {X + Öl
die Definition von f (x) enthält . So ist z. B. nach Abschn . V der
Einleitung

wenn fix ) — ax -(- b, / ' (x) — a,
» / O) = ' / ' 0 ) = 2 x,

* / (*) = .Va *- ®*, fix ) = - x
fAa 2— x2’

überhaupt nennt man f (x) die abgeleitete oder derivirte Func¬
tion im Gegensatze zu der ursprünglichen Function f («).

Eine andere Symbolik ist aus der Bemerkung entsprungen , dass
die Grösse d, welche einen Zuwachs des x bedeutet , auch als Unter -

2 *



20 Cap . I . §. 1. Differenzen und Differentiale .

schied zweier verschiedenen Werthe des x betrachtet werden kann ,
nämlich als die Differenz zwischen dem neuen Werthe x 8 und
dem früheren Werthe x. Bezeichnet man überhaupt die Differenz
zweier gleichartigen Grössen durch A , so ist die Differenz zweier
verschiedenen Werthe des x mit A x zu bezeichnen , wobei A den
numerischen Betrag der Differenz darstellt und die angehangene
Marke x anzeigt , dass es verschiedene x sind , welche um A differi-
ren . Consequenter Weise bezeichnet hiernach z/,, die Differenz zweier
verschiedenen y, von denen das eine dem x, das andere dem x -f- A x
entspricht ; vermöge der Gleichung y —f (x) ist dieses Ay— Ax)
— f (x) mithin

Ay_ _ / {X + Z/P — f {x)
X A x

Der grösseren Bequemlichkeit ' wegen pflegt man A x und A y
statt A x und Ay zu schreiben , •wobei man sich nur zu hüten hat ,
z/ x und A y für Producte anzusehen . Die Grössen A x und A y
heissen die Differenzen von x und y ; der auf der linken Seite der
Gleichung

Ay_ _ f (x + Ax ) — f {x)
A x A x

vorkommende Quotient wird folglich der Differenzenquotient
genannt .

Wenn nun 8 = Ax gegen die Null convergirt , so nähert sich
auch Ay der Grenze Null , und daher wird

Lim ITx
um jedoch die beständige Wiederholung der Sylbe Lim . zu ersparen ,

cly / / yschreibt man statt Lim -- , alsodx Ax

2) J x = sa¬
nier bedeuten dx und dy Differenzen , an welchen die Bedingung
unendlicher Abnahme haftet ; derartige Differenzen heissen Diffe¬
rentiale . Jedes Differential ist demnach nichts weiter , als eine
gegen die Null convergirende Differenz .

Die Gleichung 2) sagt , dass der Differentialquotient und
die derivirte Function einander gleich sind , dass also die Verschie¬
denheit allein in der Schreibweise liegt . Durch die Benutzung des

Zeichens — werden die auszuführenden Rechnungsoperationen nurClX
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angedeutet , während f ' (x) das fertige Resultat angiebt , z. B.

d (*2) = 2x ;dx

der Sinn der Gleichung 2) ist demnach ein ganz ähnlicher, wie z. E.
bei 32 — 9, V 25 = 5 und dergl .

Degi Vorigen zufolge sind der Differenzenquotient und sein
Grenzwerth, der Differentialquotient , so lange von einander verschie¬
den als 4x und 4y endliche Werthe haben , jedoch beträgt dieser
Unterschied um so weniger, je kleiner 4x und 4 y genommen wer¬
den. Setzt man daher

31 = o
4x dx

so ist Q eine Grösse, deren Grenze die Null wird, sobald 4 x und <4 y
gegen die Null convergiren. Aus Nr. 3) folgt weiter

= (ff +0
oder wegen Nr. 2)

dy — / ' ( * ) 4x + q4x -,

lassen wir / Ix und / ly wieder gegen die Null convergiren , d. h. zu
Differentialen weiden , so verschwindet Q und es bleibt
4) dy = f ' {x) dx
d. h. je kleiner die Aenderung dx ist , um so genauer wird
die Aenderung dy gleich dem Producte 's ' (x) dx . Die geo¬
metrische Interpretation dieses Satzes lautet (Fig . 4) : Je näher der
Punkt P , dem Punkte P liegt , um so eher darf man ihn als einen
Punkt der Tangente P T ansehen. Aus der Differentialgleichung 4),
verglichen mit Nr. 2), geht noch hervor , dass man mit den verän¬
derlichen, gegen die Null convergirenden Grössen dx und dy ebenso
multiplicirt und dividirt , als wären sie bestimmte Zahlen ; hierin be¬
steht ein nicht geringer Vortheil der obigen Bezeichnung.

Nach diesen Erörterungen kommt es nun darauf an , die ver¬
schiedenen einfachen und zusammengesetzteren Functionen wirklich
zu differenziren, d. h. ihre Differentialquotienten aufzusuchen. Bevor
wir dazu schreiten , wollen wir noch einen Blick auf die geometri¬
sche Bedeutung der derivirten Function werfen ; namentlich mögen
die Fälle untersucht werden , wo die ursprüngliche Function eine
ebene Fläche oder ein Volumen bedeutet.

In Fig . 5 (a. f. S.) sei OM — x, MP = f (x) , und die über
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derAbscisse stehende Fiäche B 0 MP — F (x) -, ändert sich dieAb -
scisse um MMi = d x, so ist

F (x -(- d x) — F (x) = Fläche M Mi P \ P .
Diese Fläche kommt einem Rechtecke gleich , welches dx zur

Grundlinie und eine zwischen MP und
Mi Pi liegende, wenn auch sonst nicht
näher bekannte Ordinate Ff Q zur Höhe
hat ; demnach ist MM \ P LP — NQ . dx
und

F {x + dx ) - - F (x) _
d x

Bei verschwindenden d x fallen die
drei Ordinaten Mi Pi , N Q und MP
in die einzige MP = f (x) zusam¬

men und es bleibt
F ' (x) = f (x).

Die derivirte Function bedeutet also im vorliegenden Falle die
Fig . 6. letzte Ordinate .

In Fig . 6 sei wieder
OM = x , die Quer-
schnittsfläche MPQ
— (jp(x) und das Vo¬
lumen , welches zwi¬
schen den Querschnit¬
ten OB Cund MPQ
enthalten ist , = 7p(x) ;
der Aenderung MMi
= z/ xentspricht dann
die Volumenzunahme

t (x + dx ) — 7p{x) = Vol. MP Q Qi Pi Mi-
Das letztere Volumen lässt sich einem Cylinder vergleichen ,

welcher dx zur Höhe (oder Dicke) und einen zwischen MPQ und
Mi Pi Qi eingeschalteten Querschnitt zur Basis hat ; nennen wir S die
Fläche dieses mittleren Querschnittes , so ist das Volumen MP Q QiP tMi
= S . d x, mithin ,

7p(X-f- d X) - 7p(x)
d X S.

Bei verschwindenden d x fallen die Querschnitte Mi Pi Q,
= cp(x -f- d x), S und MPQ= cp(x) zusammen, mithin bleibt

7p' (x) = <P (X).



Cap.I . §.2. Differentiation einfacher algebraischer Functionen . 23
Betrachtet man die unabhängige Variabele X immer als Ab-

scisse, so hat man jetzt folgende Sätze :
Der Differentialquotient eines Yolumens ist des¬

sen letzter Querschnitt ; der Differentialquotient einer
ebenen Curvenfläche ist deren letzte Ordinate ; der
Differentialquotient einer Curvenordinate ist die
trigonometrische Tangente des letzten Berührungs¬
winkels .

§. 2.

Differentiation der einfachen algebraischen Functionen .

I . Differentiation einer Constanten . Wenn f (x) für
jedes x denselben Werth a behält , also constant bleibt , so ist auch
f (x -j- / Ix ) — st, mithin f (x -f- Ax ) — f (x) — 0. Hier findet
bei abnehmenden Ax weiter keine Aenderung statt , mithin ist
i -v da „ , ,1) - — = 0 und da = 0.ax

II . Differentiation der Potenz . Als Differenzenquotien¬
ten von X'U erhält man augenblicklich

A (x ^) (x -)- A x)P — x *u V1 _r * )'
A x A x A x

x

oder , wenn zur Abkürzung zl-OL— 3 gesetzt wird ,(C

A (xt0 (l + <5>“- l i
Ax — 8

Wenn nun Ax gegen die Null convergirt , so hat auch ä dio
Null zur Grenze , und der rechter Hand stehende Bruch nähert sich
der Grenze ft (s. Einl . IV, Nr . 9) ; daher ist

2) - y -— — [iX ‘U~ 1 und d (x ^ ) — ft # <“ i dx . «d cc

III . Differentiation der Exponentialgrösse . Als Diffe¬
renzenquotienten von a x erhält man

A (a*\ ax+ Jx — a* aJx — 1



24 Cap.I. §.2. Differentiation einfacher algebraischerFunctionen,
und daraus folgt nach Formel 8) in Abschn . IV der Einleitung

3)
dx “loge

Gewöhnlich stellt man diese Gleichung unter etwas anderer Ge¬
stalt dar . Man denkt sich nämlich die Zahl e als Basis eines Systems
von Logarithmen und bezeichnet letztere mit einem blossen l , so
dass immer el • — z ist ; man hat dann auch

e, a = a

und wenn man beiderseits die Logarithmen der Basis a nimmt
la . a log e = “log a = 1,

woraus folgt
1 1

4) aloge = -— , — = la .
' J la “loge

Hiernach lautet die Gleichung 3)

5) = a x la und d (a x) — a Tla dx .dx v
Für a = e wird diese Formel am einfachsten , nämlich

6) = ex und d (ex) = ex dx :dx .

man nennt desswegen ex die natürliche Exponentialgrösse .
IV. Differentiation des Logarithmus . Der Differential¬

quotient von log x ist
A x \

Alog x log (x -\- Ax ) — logx _ \ x / 1
Ax Ax Ax x

x

oder , wenn zur Abkürzung - mit Ö bezeichnet wird
X

Alogx log (l ö) 1
A x ö x

Wenn nun Ax gegen die Null convergirt , so ist diess auch mit
d der Fall , und zufolge dessen hat der erste Bruch rechter Hand
zur Grenze den Werth loge (Einl . IV, Formel 7) ; diess giebt

dlogx loge
dx X

Bezeichnen wir mit a die Basis des hier vorkommenden loga-
rithmischen Systems , so können wir nach Nr . 4) loge durch

1
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ersetzen ; die Grösse Ma heisst dann der Modulus des logarithmi -
schen Systems der Basis a ; statt Nr . 7) haben wir jetzt

9) dJ ^ = ^ nnidi alogx) = ^ dx .' dx x y * 1 x
Am einfachsten werden diese Formeln für a — e nämlich

10) —— = — und cllx = — dx -,dx x x
die Logarithmen , deren Basis e ist , nennt man desswegen natür¬
liche Logarithmen .

§. 3.

Differentiation der goniometrischen Functionen .

Unter Anwendung der bekannten goniometrischen Formel
sin a — sin ß = 2 cos l (a ß) sin 1 (a — ß )

erhält man für den Differenzenquotienten von sin u folgenden Aus¬
druck

A sin u _ sin (u -f- A u) — sin u 2 cos (u 1 A u) sin \ Au
A u Au Au

oder , wenn \ A u kurz mit ff bezeichnet wird ,
Asinu , , „ . sind -
— — == cos (u -)- ff) —Q—'

Die Grössen Au und ff convergiren gleichzeitig gegen die Null ,
sifi &
——— hat die Einheit zur Grenze (Einl . IV, Nr . 10), mithin ist

1\ dsinu1) — -— • = cosu und d sin u = cosu du .du

Eine ganz gleiche Behandlung gestattet der Cosinus. Unter
Benutzung der Formel

cosu — cos ß = — 2 sin j (a -j- ß) sin | (a — ß)
erhält mau nämlich für \ Au — ff

A cos n cos (u J- A u) — cos u _ 2 sin (u -\ - \ A u) sin \ Au
A u Au Au

■ ( I <w s‘n ®
— — sin (u -f ff) —jp

und durch Uebergang zur Grenze
dcosu , ,2) — = — smu oder dcosu — — smu du .d u
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Für die Secante hat man zunächst

d secu sec (u 4- du ) — secu cos u — cos (u d u)
d U du cos(u -f- d U) cosu . du

2 sin (uAr \ du ) sin \ d u sin (u -f- 'S1) sin 9
cos (u d u) cosu . d u cos (ii + 2 ft) cosu 9

mithin
dsecu sin u , , „o) —-— — — — oder dsecu = sec2u stnu au .clu cos-u

Als Differenzenquotient der Cosecante ergiebt sich
d escu esc(u 4 * du ) — escu sin u — sin (u -j- du )

du du sin (u -\- du ) sinu . d u
2 cos (u | du ) sin \ du cos (u 9 ) sin 9
sin (u -\- du ) sinu . du sin (u + 2 -9-) sin u st¬

und daraus folgt
, . d escu cosu
4) —;— — :—-— oder dcscu = — esc2u cosu du .du sm 'l u

Um den Differenzenquotienten von tan u in eine passende Form
zu bringen, machen wir Gebrauch von der Relation

sin (a — ß)tan a — tan ß = - -̂ —
cos a cosß

und erhalten

d tan u tan (u -(- d u) — tan u _ 1 sin d u
du du cos (u -(- du ) cosu du

SXTbZj IC
Wenn du gegen die Null convergirt , wird Lim ■—— = 1

folglich
d tan u 1 ,

5) —: = — -— oder d tan u = sec2u d u.du cos2u

Mit Hülfe der bekannten Formel
sin (a — ß)cota — cot ß = ;—- ;—-T-
sin a sm ß

erhält man auf ähnliche Weise

z/ cotu cot (w + d u) — cot u __ 1_ sin du
z/ u du sin (u -j- du ) sinu du

und durch Uebergang zur Grenze
d cot u 1 1 , 1 j6) = -- ——oder d cotu — — esc1u « u.' d u sin 2u
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§■ 4 .

Differentiation der cyelometrisehen Functionen .

Zufolge der Definition von arcsin x zieht die Gleichung
u — arcsin x

die umgekehrte Gleichung nach sich :
sinu — X\

aus der geänderten Gleichung
u -|- A u = arcsin (x -j- ^ x)

erhält man analog
sin (u -(- A u) = x -|- A x \

und nach diesen Bemerkungen kann man den Differenzenquotienten
von arcsin x in folgender Form darstellen

A arcsin x arcsin (x Ax ) — arcsin x
A x A x

Au 1
sin (u -j- Au ) — sinu sin (u 4 - Au )

Au
Der Nenner des letzten Bruches ist der Differenzenquotient von

sinu und geht in den Differentialquotienten cosu über , wenn A x
und Au gegen die Null convergiren ; man hat daher

darcsinx 1 X
dx ~ cosu ~ VT — sinUi

oder , weil sinu = x ist ,
darcsinx 1 , . 1

1) = , .. , d arcsin x = = - r- d x.
dx y 1 — «2 V1 — x2

Da unter arcsin x ein Bogen zwischen — Xn und ver¬
standen wird und jeder Bogen dieser Art einen positiven Cosinus
hat , so ist das vorkommende Wurzelzeichen immer positiv zu nehmen .

Ein ähnliches Verfahren wäre zur Differentiation von arccos x
anwendbar , man gelangt aber kürzer zum Ziele, wenn man von der
Relation

arccos x — \ n — arcsin x
Gebrauch macht ; es ergielit sich

A arccos x arccos (x -f- A x) — arccos x
A x A x

arcsin (x -f- Ax ) — arcsin x A arcsin x
A x A x
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mithin auch beim Uebergange zur Grenze
ä arccos x ä arcsin x

dx dx
d. i.

d arccos x 1 , 1 ,
2) = -- y . , d arccos x — -- j =--- d x.

. dx y i — x* y 1 — x2
Um ferner die Function u = arctan x zu differenziren , gehen

wir von folgenden vier Gleichungen aus
u = arctan x , tan u — x

u -|- Au — arctan (x j- Ax ) , tan (u -)- A u) — x + A x,
und stellen mit Hülfe derselben den Differenzenquotienten von arctan x
in nachstehende Form

A arctan x arctan (x -f- A x) — arctan x
A x A x

Au 1
tan (u y A u) — tan u tan (u -)- A u) — tan u

Au

Der letzte Nenner ist der Differenzenquotient von tan u und
geht in den Differentialquotienten sec2u über , wenn A x und A u
gegen die Null convergiren ; diess giebt

d arctan x _ 1 _ 1
d x sec'2u 1 -f- tan '2u

oder , weil tan u — x ist ,
d arctan x 1 , 1 ,3) - -- = -—;— - , darctanx = -—;- -dx .dx \ x 2 1 x 2

Die Differentiation von arccotx lässt sich mittelst der Formel

arccotx — \ % — arctan x
auf die Differentiation von arctanx zurückführen ; man siudet

d arccot x 1 1
4) 5- = — -—;— : , d arccotx — -- ;— - dx.

dx i -F x'2 i y x2
Setzt man u ~ arcsccx mithin sec u — x, so gelangt man leicht

zu der Gleichung
Aarcsccx arcseb (x y A x) — arcsecx

A x A x
Au 1

sec {uy A u) — sccu Asccu
An

woraus durch Uebergang zur Grenze folgt
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darcsecx _ 1 1 1
clx dsecu sin u gecu \sgec -u — 1

d w cos-u
d. i. wegen secu — x

darcsecx 1 1
5 ) ;- = ——~ = , d arcsecx = ■■= dx .

dx xVx ‘i — 1 (tVa -ä - l

Mit Hülfe der Relation

arccsc x = \ n — arcsec x
gelangt man endlich noch zu der Formel •

d arccsc x 1 1
6) -— = -- - i d arccscx — , __ — dx .

dx x y x2_ i xVx ' — l

Nachdem hiermit die Differentiation der einfachen Functionen
erledigt ist , haben wir uns nun mit der Differentiation zusammen¬
gesetzter Functionen zu beschäftigen .

§• 5.

Differentiation der Aggregate , Produete und Quotienten .

I . Sind A und B Constanten , u und v Functionen der unab¬
hängigen Yariabelen x , so bildet das Aggregat A u 4- Bv eine zu¬
sammengesetzte Function von x , welche u. A. die Summe u -\- V,
die Differenz u — v und das Product Au als specielle Fälle in sich
enthält . Die Aenderung des x hat gleichzeitige Aenderungen von u
und v zur Folge und es ist demnach der Differenzenquotient

/d (Au -f- Bv ) A (u, /dii ) -f- B (v Av ) — (A u + Bv )
/d x /dx

= a ^ l + b ±L .Ax /d x

Je kleiner / Ix ist , desto weniger unterscheiden sich die Diffe-
/ / ^ 'O

renzenquotienten und ^ ^ von den entsprechenden Differential¬
quotienten , und man kann daher

/du _ du Av _ dv
~J ^ = d ^ + Ql ' • Ä ^ ~ d ^ + Q'2

setzen , wo (q und ()2 nicht näher bekannt sind , aber gleichzeitig mit
/dx gegen die Null convergiren . Die vorige Gleichung wird jetzt
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/ } (Au + Bv ) A du t „ d'v^- = A - -- j- B - -- \- Api -ff I ?p2/ Ix dx dx 1 1

und hieraus folgt , indem man zur Grenze für verschwindende <4 xt
Pi und p2 übergeht
, d (Au -ff Bv ) A du , -n dv1) A A. —— -1- B —dx dx dx
oder auch '
2) d (Au ff Bv ) = Adu -|- Bdv .

Für _25= -f- 1, 2? = — 1 und B 0 liefert die Formel drei
specielle Gleichungen , die man leicht in Worte fassen und als Regeln
aussprechen kann .

Mittelst derselben Schlussweise , die zur Formel 1) führte , ge¬
langt man auch zu dem allgemeineren Resultate

3) d (ÄU + Bv ff Cwff —) _ ^ Am . ß dv_ , c dwdx dxdxdx
worin das Aggregat Au -j- Bv -)- etc. aus einer beliebigen end¬
lichen Menge von Summanden zusammengesetzt sein darf ; für eine
unendliche Menge derselben gilt aber die Formel nicht ohne Weite¬
res, weil es in diesem Falle fraglich bleibt , ob A Pi -ff B Q> -ff Cp 3
-ff • • • in ins. die Null zur Grenze habe , wenn pj , p2) Qs • • ■gegen
die Null convergiren .

Mittelst der Formel 3) kann die Differentiation jeder zusammen¬
gesetzten Function ausgeführt werden , die sich in ein Aggregat ein¬
facher Functionen auflösen lässt . So hat man z. B.

d [(« -ff baff] d [a3 -ff 3 a'- bx -ff 3 a &2x°- -ff &3xs]
dx dx

= pi + 3a , h m + - 3ah , + h >dx dx dx dx
= 3 «2Z> -ff 3 («Z)2 . 2x -ffh 3 . 3a :2
= 36 («2 ff 2 abx -ff 6*®*) _ 3Ö ^ bx y _

Ein zweites Beispiel ist
1 — z n\
1 — x ) d (1 -ff x -ff x2 -ff xs -ff • •• -ff x n ~ 2)
dx dx

_ £0) , £W ££ ) ____ ])
dx dx dX dx

= 1 -ff 2 x -ff • • • -ff (n — 1) x n —2.
II . Sind wieder u und v Functionen der Variabelen x , so hat

man als Differenzenquotienten des Productes uv



Producte und Quotienten. Bl

z/ (u v) (u 4 " z/ u) (v -f - z/ v) — u v .
z/ x -dx -

yd V yd U , -d u z/ V .
— U — \- V -- — • —j— Z7X.yd X yd X -d X ydx

/ / ^
Die Grenzwerthe von —-— , —— und ydx sind der Reihe nachyd X yd X

4 — -7— und Null ; mithin wirddx (lx

d (u v) dv . du
4) ~ dr = u d ^ + v 7ü
und

5) d (uv ) = m dv -p «x /m.

Als Beispiel diene der Fall u = x a, v = x &•, man erhält

^ .) — x a ß x ß — 1 .̂(3 aa ;« — 1 — (« ß) x n "t"*3—' 1ct cc

wie sich auch direct ergiebt , wenn Xa x & in x a i ^ zusammengezogen
wird .

v
III . Behufs der Differentiation des Quotienten — bilden wiru

zunächst den Differenzenquotienten

yj ( L \ 1\ u / u
4- ydV V ydV ydU
4 - z / m U ydx z / x

ydx ydx («« 4 ~ -du ) U
und erhalten durch Uebergang zur Grenze

du„n v \ dv
6) d \ u ) Ud^ ~ V -J -dx

oder

*> .ch ist z. B

($ = £

dx u'1

udv — v du

Hiernach ist z. B .

d
( 1 — x ) (— nx” — J) — ( 1 — x n) ( — 1)

dx (1 — x)2
_ 1 — nx n ~ 1 4 - (w — 1) * ”

— ( 1 - «) »
Derselbe Ausdruck wurde schon in Nr . I . auf anderem Wege

differenzirt ; vergleicht man beide Differentialquotienten mit einander ,
so hat man die neue Summenformel
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1 + 2x -F 3z * + 4a-3 4 - • • • 4- (n — l ) « " “ 2
1 — II * * - 1 - )- ( n — \ ) x n

~ ■ (1 ~ *)s
Ueberhaupt lässt sich aus jeder analytischen Gleichung , die eine

willkührliche Variabele enthält , immer eine neue derartige Gleichung
durch Differentiation in Beziehung auf jene Variabele ableiten .

§. (5.

Differentiation der Functionen von Functionen .

Wenn e eine Funclion von y, und y wieder eine Function von
X ist , so hat man zwei Gleichungen

1) * = / [>] . 2/ = <p 0 ) .
welche sich auch in die eine
2) z — / [?>(*)]
zusammenziehen lassen . Ebenso kann umgekehrt eine Gleichung der
letzten Art in zwei Gleichungen von der obigen Form zerlegt wer¬
den, z. B. z = log sin x in z = logy und y = sinx . Einer Aende¬
rung des x entsprechen nun Aenderungen von y und z , mithin ist
nach Nro . 1)

dz ___f [y + dy ] — f [y]
A X A X

dafür kann man schreiben

dz + dy ] — f [y] _ Ay
A x A y z1x '

und hier ist der Differenzenquotient von f [y] ebenso gebildet , als
wenn y eine unabhängige Variabele , mithin A y eine willkührliche
Zunahme des y wäre . Gehen wir nun in der vorigen Gleichung oder
in der folgenden mit ihr identischen

Az Az Ay
Ax Ay Ax

zur Grenze über , so gelangen wir zu der Formel
^ dz dz dy
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dz
Demnach erhält man den Differentialquotienten ——, wenn man(XX

dz
erst den Differentialquotienten —— so bildet , als wäre y eine unab¬

hängige Variabele , und ihn nachher mit multiplicirt ; die Werthe

von —- und —■leitet man unmittelbar aus den Gleichungen 1) ab.(vy ctx
In der Anwendung auf das Beispiel

z = (a -|- b x n)P
gestaltet sich die Sache folgendermaassen . Statt der vorstehenden
Gleichung schreibt man die beiden Gleichungen

z — yP, y = a -f- bx n
und erhält daraus

dz , Hy ,
—— — nyp — 1, —± = bnx n — 1
dy ' dx

mithin durch Multiplication dieser Differentialquotienten
dz , , • ,
— = b np y p ~ 1 x n ~ 1

oder endlich , W'enn man für y und z ihre Werthe setzt ,

bnp (a -f- bx n)P ~ 1x nd [(a + bx *)p]
dx

Bei mehrfacher Uebung in diesem Verfahren wird man finden,
es nicht nothwendig ist , die Variabelen y und z in Rechnung

zu bringen , weil sie später doch wieder daraus verschwinden ; viel¬
mehr kann man diese Substitutionen im Gedächtnisse behalten und
dadurch eine wesentliche Abkürzung herbeiführen . Auch ist es be¬
quemer , nicht gleich auf die Entwickelung des Differentialquotienten
auszugehen , sondern vorläufig erst das Differential der gegebenen
Function zu suchen. So würde man bei dem vorigen Beispiele sa¬
gen : analog d (yP) = pyP ~ 1dy ist

d [(« -f - bx n) P] = p (a bx n) P ~ 1 d (a - )- bx n)

— P (a + b x n)P —ibd (x n)
— p (a - f- 6 x n) P ~ 1 bnx n ~ 1 dx ,

was mit dem früheren Resultate übereinstimmt .

Als zweites Beispiel diene die Differentiation von x x. In der
Form einer Exponentialgrösse dargestellt , ist dieser Ausdruck

x x = (e lx )x — e x , x ;
Schlö milch , Analysis . 3
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nach der Regel d (ev) = rj ä y erhält man daraus

d(x x) = e x lx d (pclx)
_ ex lx (xd Ix -f- Ix dx)

— ex lX _L_ (lx lx dx^
= x x (1 lx ) dx .

Auf demselben Wege gelangt man zu der folgenden kleinen
Formelsammlung , welche später von Nutzen sein wird :

dx

[- .]b (« bx)

d r —~ arctan — 1
laß a J

+ ßA]
- ßxJi

[J -
L2 aß

[h l(a+bx'}\
|~2 V a 4- fr

I (ß x 4- W 4- /Dz '-pjc
u r 1 .d —Tr- arcsin -—

Iß a J

d \ ^ a + * **]

d
M

= 1
&a;2J-■Ä.V a

d s -f -L b V a 4- bx
d [xlx — x)
d [— I cos «]
d \l sinu ]

-J

II / ß tan m\1
l _
r 1 / « 4- /3 tan u\ ]

a 4-
dx

{a 4- bx) - '
dx

cc'24- ß ‘2X'2'
dx

ß2— ß2x-2’
xdx

a 4 * b x'2'
dx

Va 4- bx '
dx

— y «2 4_
da ;

V̂ « 2 — /Dz 2’
xdx

\sa 4- bx 2’
dx

V {a 4- bx 2)3’
xdx

(a 4- ö®2)3'
= lx dx ,
— tan u d ii,
= cofw d*t,

d 2«

a - cos^u 4- ß 2sin*u '
du
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§• 7.

Anwendungen der vorigen Formeln .

I . Wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet , so liefert die
wirkliche Ausführung der durch (1 -f- x)m angezeigten m Multiplica¬
tionen ein Resultat von der Form

1) (1 + *)» = 1 + Cxx + C.2x* + CS*M + Cm* " .
worin Cj , C2, Cs , . . . Cm gewisse , vorläufig noch unbekannte Zah-
lencoefficienten bedeuten . Um sie zu bestimmen , differenziren wir bei¬
derseits , und erhalten
m (1 -F x) m~ 1 = 1 Cy + 2 C.2x + 3 C3x* d \- m Cmx m ~

Diese Gleichung multipliciren wir mit 1 -f- x, die Gleichung 1)
dagegen mit m , dann sind die linken Seiten der beiden neuen Glei¬
chungen dieselben , mithin müssen auch die rechten Seiten gleich
sein, d. h. , •

1 Cy + ( 2 a 2 + 1 Ci ) x + ( 3 C3 + 2 C2) ^ 4 - ( 4 Ci + 3 Ca) x » + . . .

= m -j- mCyX 4 - m C-2x2 -\- mC 3xs -(- •••
Die vorstehende Gleichung kann aber für jedes beliebige x nur

dann bestehen , wenn die Coefficienten gleicher Potenzen von x gleich '
sind ; es ist daher der Reihe nach

n _ m , _ m — 1 _ m m — 1Gl — — , 03 _ Oi - — — • — - ,

n _ n m — 2 m m — 1 m — 2Os Oo T—" * —...... —~ • -2 3 12 3
u. s. w. ^

Durch Substitution dieser Coefficientenwerthe erhält man aus
Nro . 1) die Gleichung
n w , , \ ™ -i i m , — 1 ) o , — ! ) ( » » — 2 ) „ ,
2) (1 H- as)" = 1 H- — ® 4 - i . 2 x + 1 . 2 . 3-

welche den Namen des binomischen Satzes für ganze positive
Exponenten führt . Die darin vorkommenden Coefficienten heissen
Binomialcoefficienten und werden am zweckmässigsten auf fol¬
gende Weise bezeichnet :

. _ . . m m (m — 1)
(»Oo = l , (»Oi = — * Ms = — 4 — g— .....

_ m (m — 1) (m — 2) . . . (m — [7c — 1])

3 *
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Setzt man x = — und multiplicirt beiderseits mit a m, so ge¬

langt man zu der Formel

3 ) ( a - (- b') m — ( m ) 0 a m -f - ( m ) i a m ~ 1 b ( m ) .2 a m ~ 2 b - -f - • • •

• • • • -f ( m ) m _ j ab™ - 1 -f (m ) m b m ,

mittelst deren jede zweitheilige Grösse auf eine beliebige ganze po¬
sitive Potenz erhoben werden kann .

Die Gleichung 2) dient auch zur Berechnung der Zahl e, wenn

X = — genommen und m als unendlich wachsende Zahl betrachtet
TH

wird . Man erhält zunächst

( , 1 \ m , , 1 , » , ( ' m ) 1 * m ) ,
V1+ W - 1+ T + T ~ r + _ 1 . 2 . 3

+
12 . 3 . . . »»

wobei die rechte Seite m -)— 1 Summanden zählt . Verstehen wir
unter Je eine beliebige ganze positive Zahl m, so können wir die
rechte Seite in zwei Theile zerlegen , deren erster die fc -)— 1 ersten
Summanden enthält , während der zweite , welcher R heissen möge ,
den noch übrigen Rest von m — Je Summanden umfasst ; dies giebt

4) fl + - ) '\ m /

, . 1 . m \ m / \ m J ,
- 1 + T + — 2 + - — 2 + ......

Je

4 - i ::: y + r1 . 2 . 3 . . . Je 1 ’

Je+ 1
( l - —) ( l - —)V mJ \ m)I- • •If. - A ) jV m/ <

1 . 2 . . . (* + 1) 111 — Anv - — ji + Je + 2 '
m — 1

+
(Je -)- 2) . . m )

In der zuletzt eingeklammerten Summe sind die Zähler aller
Summanden positive ächte Brüche ; setzen wir statt derselben durch¬
weg die Einheit und nehmen statt der Nenner
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k + 2 , (k -f 2) (k + 3) , . . . . (k + 2) (ft + 3) . . . m
die kleineren Nenner

Hi , (ft 4- i )2..... (ft + i )m- * - \ -
so erhalten wir zu viel, mithin ist die erwähnte Summe kleiner als

' +,7TT+(HT), +"-+(HTr *"
1

+
H - y
\ k 4 - 1/

m — k

i
<

l - W - r 1 1
k + 1 k + 1

Andererseits beträgt jene Summe mehr als Null , sie liegt also
zwischen

0 und - 1 * + 1
1 - 1

k -1- 1
und kann folglich = £ — - gesetzt werden , wo £ einen nicht nä-rC
her bestimmten positiven ächten Bruch bezeichnet ; es ist dann

\ m / \ m / \ m/
5) R =

£

1 . 2 . 3 . . . k ~k

Gehen wir nun in den Gleichungen 4) und 5) zur Grenze für
unendlich wachsende m über , ohne die Zahl k zu ändern , und be¬
rücksichtigen die Gleichungen

12 k
Lim — = Lim — = •••• = Lim — = 0,m m m

so gelangen wir zu folgender Formel

6 ~~ 1 T ~ 1 2 + ' ‘ ' + i . 2 . 3 . . . k

R =
£

1 . 2 . 3 . k k

worin k eine beliebige endliche positive ganze Zahl ist . Indem man
für £ einmal die Null , das andere Mal die Einheit setzt , erhält man zwei
verschiedene Summen , zwischen denen e liegt ; weil aber R beliebig
klein gemacht werden kann , wenn man k gross genug wählt , so las¬
sen sich jene Summen einander beliebig nahe bringen und liefern den
Werth von e so genau , als man es verlangt . So ist z. B. für k = 10
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1 + T + ifä + • ' - + 1 2 ! . . 10 =

B = 1 . 2 1. 10 ' ^ = 0,0000000276 • s,
mithin für £ = 0 und £ = 1

2,7182818011 < e < 2,7182818287 ,
womit e auf sieben Decimalstellen genau bestimmt ist.

II. Setzt man zur Abkürzung

cosnu sinnu
n cos” u ’ "n COSnu '

so findet man sehr leicht folgende zwei Relationen
-Pn .-i- 1 = Pn Qn tanu , Qn 4_i = Qn -F P n tanu -,

von den Werthen P 0 = 1 und Q0 — 0 ausgehend, kann man diese
Formeln der Reihe nach für n = 0 , 1 , 2 , 3 , . . . anwenden und
erhält

Pi — 1 , Qi = tanu ,
P2 = 1 — tarfiu , Qi = 2 tanu ,
P3 = 1 — 3 tan2u , Qz — 3 tanu — tansu ,
P4 = 1 — 6 tan2u + tan*u , Qi — 4 tanu — 4 tan3u ,

Die vorstehenden Gleichungen berechtigen zu dem allgemeinen
Schlüsse, dass für jedes ganze positive m sein werde

cosm u
cosmu

= 1 — C2 tan'2u -f- Ci tan*u — Ce tan6u -F
sin mu

6) P m =

= 1 — C2 tan2u -j- Ci ü

7) Qm = cos- u
— Ci tanu — Cs tan3u -j- C# tan^u — .....

worin C, , C2, C3 etc. gewisse vorläufig unbekannte Zahlencoefficien-
ten bedeuten. Um diese zu bestimmen , differenziren wir jede der
vorigen Gleichungen und bemerken dabei, dass

d Pm _ . 7, 1— — m Qm -j- mP mtanu ,du
d Qm
du = -F mP m -(- m Qmtan u ,

d (tan ku) , , .— - = k tan* “ 1 u sec2«d u

MX -
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ist , wie sich hei wirklicher Ausführung der Differentiation leicht fin¬
det ; wir erhalten
8 ) — m P m tan u -\ - m Q m

— (2 C2tan u — 4 Cf tan 3# | (i Ce tan 5u — • • • ) sec2u ,
9) m P m -f- m Qmtan u
= (1 Ci — 3 CAtan 2u -(- 5 Chtan *u — 7 Ci tan 6u -(- ••• ) sec9u.

Multipliciren wir die erste Gleichung mit tan u und ziehen
das Product von der zweiten Gleichung ab, so bleibt linker Hand
mP m (1 -|- tan 2u) = mP m sec2u übrig , wobei sich der Factor sec2«
hebt ; gleichzeitig setzen wir statt P m den in Nro . 6) verzeichneten
Ausdruck und gelangen so zu der Gleichung
10) m — m C-2tan 2u -|- m O4tan *u — m C'Htan 6u + • • •

= 1 Cj — (2 Ci + 3 Cf) tan 2u + (4 C4 + 5 Cb) tan *u
— (6 CG + 7 Ci) tan 6u + • • •

Das Seitenstück hierzu ergiebt sich, wenn wir aus den Gleichun¬
gen 8) und 9) die Grösse P meliminiren und statt des übrig bleiben¬
den Qmden in Nro . 7) verzeichneten Ausdruck setzen ; es wird

11) m Ci tanu — m C3 tan 6u -f- mC -0tan *u — • • •
= (1 Ci + 2 Cf) tan u — (3 C3 + 4 Cf) tan 3u

+ (5 C5 4" 6 Cf) tan *u — .....

Vergleichen wir nun wechselweise in 10) und 11) die Coefficien-
ten gleicher Potenzen von tanu , so erhalten wir

n _ m m — 1 m m — 1Ci — — , c 2 _ c 1 — — = — • — - ,

„ m — 2 m m — Im — 2

q = c2- 3- = — •— ---
woraus augenblicklich hervorgeht , dass Cj , C2, 63 etc. mit dem Bi-
nomialcoefficienten (nt)l , (m)2, (m)3 etc. identisch sind . Demnach ha¬
ben wir nach Nro . 6) und 7) folgende Formeln

COS U
12) — - — = (m)0 — (m)2tan 2u 4 ~ (ni)i tan i u

COS tc

— (m )6 tan 6 u 4 "
sin mu . . . . . ,

13) - — (m)1tanu — {m)3 tan 3u (m)-0 tan°u
COS Mr

oder auch durch beiderseitige Multiplication mit cosm u
14) cosmu = (m)0 cosmu — (m)2cosm ~ 2usin 2u

4- (»Oi cosm~ i usin i u — •
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15 ) sinmu — (m ) Lcos ”* ~ 1 usin u — (m )ä cos m ~ s usin 3u

- j- (m ) -0 cos m ~ s usin s u — • • •

Diese Formeln lassen noch einige Umgestaltungen zu , die wir
kurz andeuten wollen. Die Gleichung 14) enthält nur gerade Poten¬
zen von sinu , d. h. ganze Potenzen von sin lu = 1 — cos'1u , man
kann daher den binomischen Satz anwenden , indem man

sin 2l u = ( 1 — COS- u ) k

= 1 — (}i)ycos2u -j- (7c)2cos^u — (7c)3cose' u -(- •••
und Je — 1, Ö, 3 etc. setzt ; nach Zusammenfassung aller Glieder ,
welche gleiche Potenzen von cosu zu Factoren haben , gelangt man
zu einem Resultate von der Form

16) cosmu — A0cosm u -)- A2cosm~ 2u • • • • ,
worin A0, A2, Ai etc. gewisse constante Coefficienten bedeuten , deren
Werthe sich durch Ausführung der angedeuteten Operationen von
selbst ergeben . Schreibt man ferner statt Nro . 15)

sinmu = sinu [(>»)i cosm~ lu — (m)3 cosm~ 3usin 2u -j- • • •] ,
so ist innerhalb der Parenthese wieder die vorige Transformation an¬
wendbar und führt zu einem Resultate von folgender Form
17) sinmu = sinu [By cosm~ 1u -f - B:i cosm ~ 3u -(- • • • •]•

Will man die Cosinuspotenzen in Sinuspotenzen umsetzen , so
braucht man nur u — | JE— v zu substituiren , doch hat man dann
linker Hand gerade und ungerade m zu unterscheiden .

§• 8 .

Zusammenhang zwischen , einer Function und ihrem Diffe -
rentialquotienten .

I . Wie in §. 1, Formel 3) bezeichnen wir mit p den Unter¬
schied zwischen dem Differenzenquotienten und dem Differentialquo¬
tienten einer Function f (x), wir setzen also

+ = / ' (*) + »■

wo p zwar nicht näher bekannt ist , aber gleichzeitig mit / ix gegen
die Null convergirt . Eben desswegen lässt sich auch , wenn z1x hin¬
reichend klein genommen wird , p so weit verringern , dass sein abso¬
luter Werth weniger als der absolute Werth von fix ) beträgt ; für
noch kleinere / Ix findet diese Ungleichung um so mehr statt wegen
der weiteren Abnahme des p. Die rechte Seite der obigen Glei-
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chung hat jetzt dasselbe Vorzeichen wie f ' (x) , mithin kommt das
nämliche Vorzeichen auch der linken Seite zu. Ist nun f (x) und
daher f ' (x) -(- Q positiv , so folgt , . Ax immer als positiv vorausge¬
setzt , dass f (x -)- A x) ^> f (x) sein muss ; in diesem Falle entspricht
der grösseren Variabele ein grösserer Functionswerth . Wenn da¬
gegen / ' («), mithin auch f ' (x) -)- p negativ ist , so ergiebt sich
fix -(- Ax ) < ^ f (x) , und hier gehört zur grösseren Variabele ein
kleinerer Functionswerth . Man hat daher folgenden Satz : Je nach¬
dem der Differentialquotient einer Function das positive
oder negative Vorzeichen besitzt , ist die Function selber
im Wachsen oder im Abnehmen begriffen , und umgekehrt .

Hieraus erklärt sich z. B. , warum der Differentialquotient des
Sinus positiv , der des Cosinus negativ ist , wenn der Bogen im ersten
Quadranten liegt .

II . Wir betrachten ferner die Function cp(x) als endlich und
continuirlich von x = a bis X = b , und setzen voraus , dass ihre
Derivirte cp' (x) die nämliche Eigeiftchaft besitze ; durchläuft nun x
das genannte Intervall , so wird cp' (x) das eine Mal einen grössten
Werth M ', ein anderes .Mal einen kleinsten Werth N ' annehmen , mit¬
hin ist innerhalb jenes Intervalles

cp' (x) — M ' negativ , cp' (x) — N ' positiv .

Andererseits lässt sich cp' (x) — M ' als Differentialquotient von
u — cp(x) — cp(a) — (x — a) M '

betrachten , ebenso cp' (x) — N ' als Differentialquotient von
v — cp(x) — cp(a) — (x — a) N ',

und nun folgt aus dem in Abschn . I . bewiesenen Satze , dass u eine
abnehmende , dagegen v eine zunehmende Function ist . Für x — a
verschwinden diese Functionen ; demnach fängt u seine Abnahme mit
dem Werthe u = 0 an und muss folglich immer negativ sein ; v be¬
ginnt sein Wachsthum mit v = 0 und ist daher positiv . Dies gilt
von x = st bis x = b, mithin ist auch

i cp(6) — cp(«) — (b — st) M ' negativ ,
^ \ cp(b) — cp(a) — (b — «) N 1 positiv .

Lassen wir nun in dem Ausdrucke
W = cp(6) — cp(st) ;— (& — st) cp' (x)

die Variabele x das Intervall x = st bis x — b durchlaufen , so er¬
reicht cp' (x) einmal den Werth M ', ein anderes Mal den Werth N ' ;
im ersten Falle wird w negativ , im zweiten positiv . Dieser Ueber -
gang vom Negativen zum Positiven ist bei einer continuirlichen Func -
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tion nur mittelst Durchganges durch den Werth w = 0 möglich ;
zwischen a und 6 muss es daher wenigstens einen speciellen Werth
x = | geben , für welchen w = 0 oder

cp(b) — cp(«) = (6 — a) cp' (£)
wird . Dass st | b ist , kann man durch die Gleichung | =
st 4 " 9 (b — st) ausdrücken , wenn man unter ft einen nicht näher be¬
kannten positiven ächten Bruch versteht ; die vorige Gleichung lautet
dann :

2) cpQb) — <jp(st) — (b — ä) <p' (a 9 [b — st]) , 0 < # < 1,
oder auch , wenn b = a -f - h gesetzt wird ,
3) <p (st -f- li) — qp(st) 4 - hcp' (a 4 9 h) , 0 < 9 < 1,
wobei jede der Functionen cp(x) und cp' (x) endlich und stetig blei¬
ben muss von x = a bis x = b.

Die Wichtigkeit der Formel 2) wird es rechtfertigen , wenn wir
einen zweiten Beweis derselben mittheilen , welcher noch einfacher ist
und die Kenntniss des in Abscl *n. I. entwickelten Theoremes nicht

voraussetzt . Denken wir uns die Differenz b — st in n gleiche Theile
getheilt und bezeichnen wir einen solchen Theil mit ö, so ist

d - -- - b — a = nd , b — a -4- n dn
und identisch

cp(b) — cp(st) _ cp(h) — cp(a)
b — st nö

cp(a 4 - <5) — qp(st) <p (st 4 2Ä ) — cp(a 4 8) ,
ö ■*" ö + ’ ■’

, cp(a n 8) — cp(« 4 - w — 1 ö) | •
"I fl J

In Worten heisst dies : der Quotient — ist dasarith -b — st •
metische Mittel aus den n Werthen , welche der Differenzenquotient

<P (x + ö) — <p (x)
d

annimmt , wenn der Reihe nach

x — st, st + d , st 4 - 2 d , . . . . « -j- (n — l ) d
gesetzt wird , oder , wenn x das Intervall a bis b — Ö in Absätzen
von d zu d durchläuft . Das arithmetische Mittel aus mehreren Zah¬
len liegt immer zwischen der kleinsten und grössten derselben ; be¬
zeichnen wir daher mit M den grössten und mit N den kleinsten
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Werth , welchen der genannte Differenzenquotient erreicht , wenn x
sich auf die vorgeschriebene Weise ändert , so ist

3f > ? .(*> - y (g) > jy.b — a

Bei unendlich wachsenden n convergirt 8 gegen die Null , und
dann durchläuft x stetig das Intervall a bis b ; der Differenzenquo¬
tient wird zum Differentialquotienten , M geht über in M \ N in N ',
und die vorige Ungleichung lautet jetzt

M > > ~ y (g) > N '.b — a
Dies ist einerlei mit Dem , was unter Nro . 1) gefunden wurde ;

die übrige Schlussweise bleibt dieselbe .
Der gewonnene Satz kann auf verschiedene Weise geometrisch

interpretirt werden , je nachdem man cp(x) als die zur Abscisse x ge¬
hörende Ordinate einer ebenen Curve , oder als die über der Abscisse
x stehende Fläche einer anderen Curve , oder als Volumen betrachtet .
Wir wollen die erste Voraussetzung genauer untersuchen .

jrjg 7< In Fig . 7 sei die ebene Curve
CPD durch die Gleichung y = cp(x)
bestimmt , OA = st, OB — b,
AB = b — st = h, AC — cp(«),
B B — cp(b) — qp(st -j- h), end¬
lich CE parallel und gleich AB -,
man hat dann einerseits DE = BD
— AG — cp(b) — cp(«) , ande¬
rerseits D E = CE - tan D CE ,
mithin

cp(a -j- k) — cp(a) = h tanD CE .
Unter der Voi’aussetzung , dass die Curve von C bis D ununter¬

brochen verläuft und dass die Tangente an derselben ihre Richtung
stetig ändert , wenn der Berührungspunkt den Bogen CD durchläuft ,
giebt es jedenfalls eine zur Sehne CD parallele Tangente , deren Be¬
rührungspunkt P zwischen C und D liegt ; es ist dann A DCE
— AP TM = r und

cp(« -f- h) — cp(a) = h tan r .
Für 0M — £ ist weiter tan r == <p' (| ) = cp' (a -)- AM ), und

da AM einen Bruchtheil von AB ausmacht , so kann AM = &li
gesetzt werden . Nach diesen Substitutionen geht die vorige Glei¬
chung in Nro . 3) über und bedeutet geometrisch , dass es im Allge¬
meinen zu jeder Sehne einer Curve eine parallele Tangente giebt .

0 T
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Nicht überflüssig ist es, sich von den Ausnahmen zu überzeugen ,
j.'jV g_ welche dieser Satz erleidet , wenn entweder

cp(x) oder cp' (x) oder beide Functionen
discontinuirlich werden . So erkennt man
augenblicklich aus Fig . 8 , dass der Satz
nicht mehr richtig zu sein braucht , wenn
die Curve von C bis B durch imaginäre
Ordinaten unterbrochen ist . Setzen wir
ferner voraus , dass cp(x) zwar reell , aber

discontinuirlich zwischen x = a und x = b, dagegen cp' (x) conti-
nuirlich sei, so besteht die Curve aus zwei nicht zusammenhängenden
Bögen C H und KB , wobei die Tangenten in H und K parallel lau¬
fen (Fig . 9) ; auch hier giebt es keine zu CB parallele Tangente , de¬
ren Berührungspunkt zwischen C und B fällt . Im dritten Falle , wenn
nämlich <p (x) continuirlich , aber cp' (x) discontinuirlich ist , erleidet zwar
die Curve keine Unterbrechung , dagegen ändert die Tangente ihre
Lage sprungweise zwischen C und B (Fig . 10), d. h. sie geht meinem

Fig . 9. Fig . 10.

Punkte Cr plötzlich von GH nach G K über, wodurch die Curve eine
Spitze erhält . Wiederum gilt hier der Satz nicht , da eine Parallele
zu CB zwischen GH und GK , etwa nach GJ , fallen kann und dann
keine Lage der Tangente darstellt . Sind endlich cp(x) und cp' (x)
gleichzeitig disoontinuirlich , so erhält man eine ähnliche Figur wie
Nro . 9), nur sind in diesem Falle die Tangenten in H und K nicht
parallel ; die Folgerung bleibt aber dieselbe .

Behufs einer zweiten geometrischen Deutung denken wir uns
cp(x) als die über der Abscisse X stehende Fläche einer Curve ; die
Gleichung der letzteren ist dann y — cp' (x), und die Formel 2) ent¬
hält nun den unmittelbar klaren Satz , dass die über der Strecke A B
stehende Fläche als ein Rechteck angesehen werden kann , welches
A B zur Basis und eine mittlere Ordinate zur Höhe hat . Aehnlich
gestaltet sich die Sache in dem Falle , wo cp(x) als ein Yolumen be¬
trachtet wird .
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Trotz ihrer Einfachheit ist die Formel 2) doch eine sehr wich¬

tige , die viele Anwendungen gestattet . Hier nur eine derselben . Für

<p (*) = log x wird w' (x) — }2£JL mithinx

log (a + 70 Joga = h

setzt man an die Stelle des ächten Bruches ff das eine Mal die Ein¬
heit , das andere Mal die Null , so gelangt man zu den beiden Unglei¬
chungen

h log e4) log(a 4 li) )> loga +

5) log (a -|- 70 < ^ loga 4

a h '
h log e

a
Bei grossen a und kleinen h können diese Formeln zur Berech¬

nung von log (a 4 7t) dienen, wenn loga bekannt ist . Wollte man
z. B. eine bis zur Zahl 100000 gehende Tafel der Brigg ’schen Loga¬
rithmen erweitern und etwa log 100003 berechnen , so hätte man nach
dem Obigen

log 100003 > 5 +

log 100003 < 5 4 -

3 . 0,43429448
100003

3 . 0,43429448
100000 ’

oder

log 100003 > 5,000013028 , log 100003 < 5,000013029 ;
beide Zahlwerthe stimmen in 8 Decimalen überein , daher ist , mit
Rücksicht auf die neunte Stelle

log 100003 = 5,00001303
zu setzen, wie man auch in grösseren Tafeln angegeben findet .

III . Durch Verallgemeinerung der Schlüsse, welche zu Formel 2)
führten , kann man noch weiter gehende Resultate erreichen . Sind
z. B. cp(x), <p’(x), (x) und ip' (x) Functionen , die von * = a bis
x = b endlich und stetig bleiben , und deren letzte innerhalb des
genannten Intervalles nur positive , von Null verschiedene Werthe be-

sitzt , so ändert sich der Quotient ■. . continuirlich von a;= « bist O)
as = = b; sein grösster Werth innerhalb dieses Intervalles sei 111', sein
kleinster N ' , so ist

V$)- M'negativ’ V§)- N' P° sitiv-
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ferner wegen des positiven cp' (x)
cp' (x) — M ' cp' (x) negativ , cp' (x) — N ' ip' (*) positiv .

Der erste Ausdruck kann als Differentialquotient von
u — cp(x) — cp(a) — M' [cp(x) — cp(a)]

angesehen werden , der zweite als Differentialquotient von
v = cp(x) — cp(a) — N ’ [iP (x) — cp(«)],

und wie in Abseh. I. überzeugt man sich leicht , dass u eine abneh¬
mende und negativ bleibende Function ist , dagegen v eine wachsende
und positive ; daraus folgt

cp(b) — cp(a) — 11' [cp(b) — cp(«)] negativ , "
cp(b) — cp(«) — N ' [cp(b) — cp(a)] positiv .

Da ferner cp' (x) als positiv vorausgesetzt wurde , so ist cp(x)
eine wachsende Function , cp(b) — cp(a) positiv und nach dem Vo¬
rigen

„ ■> » W - FW >
cp(6) — cp(a)

Lässt man in dem Ausdrucke

cp(b) — cp(a) _ cp' (x)
cp(b) — cp(«) cp' (x)

X das Intervall a bis b durchlaufen , so ändert sich der Quotient rech¬
ter Hand stetig , erreicht einmal den Werth M ', ein ander Mal den
Werth N ' und wird demnach einmal grösser und einmal kleiner
als der links stehende Quotient ; es giebt daher zwischen a und b we¬
nigstens einen Werth x = | oder x = a -f- &(b — a), für welchen
die Gleichheit beider Quotienten eintritt , nämlich
' cp(b) — cp(a) _ cp' ja + •» [ba ])

cp(b) — cp(a) cp' (a -[- & [b a]) ’ ’

oder für b — a = h,
cp{a 4- h) — <p (a) _ cp' (a + frh )
cp(a -f- Je) — cp(a) cp' (a &7t) ’

Zu derselben Formel gelangt man auch durch folgende Betrach¬
tung . Wenn wie früher

S — - , mithin b = a 4- n 8n
gesetzt wird , und wenn ferner cp(x) und cp(x) von x = a bis x — b
endlich und durchaus eindeutig , d. h. continuirlich bleiben , so hat
man zunächst die identische Gleichung
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_ q>(b) — <jp(a)
V (&) — t (a)

rp(a — y(a ) -)- <p(a -\- 2(f) — <y(g -|- J ) -|----- 1- tf>(a -\- nd ) — y (a -j- w—ltf )
ip(a -f- <f) —tf'(a)-(- </ (» + 24) — i/i(«+ <f) ----- (- xp(a -(- cid) — \p(a + «—14)’
wobei sowohl im Zähler als im Nenner n Summanden stehen , wenn
jede Differenz als ein Summand gerechnet wird . Hier lässt sieh der
bekannte Satz anwenden , dass der Werth des Quotienten

Fi + F, + F, -I---- + Vn
Wl + w , + w , + • • + w .

zwischen dem grössten und kleinsten der einzelnen Quotienten
F, V, V:l . 7.
Wi ’ W2 ’ W3 ’ ‘ ‘ 1F„

liegt , falls Wi , W-2, . . . W„ sämmtlich positiv sind *). Die letzte
Bedingung ist hier erfüllt , wenn cp(x) eine wachsende Function von
x bedeutet , und unter dieser Voraussetzung liegt nun Q zwischen dem
grössten und kleinsten der Quotienten

cp(« -f- ö) — cp(a) cp(a -f- 2 ö) — cp(« -f- ö)
cp(st -f- ö) — cp(a) ’ cp(a -)-■2 ö) — cp(« -f - Ö) ’ U’ S’ W‘

d. h. Q bildet eine Mittelgrösse zwischen den n Werthen , welche
der Quotient

cpjx 4 - 6) — qpfrr)
cp(x ä) — (p (x) _ 8

, cp(x -(- ö) — cp(x) tf»(as d) — cp(x)
8

annimmt , sobald * die n Werthe st, st -)- 8 , a -\ - 2 8 , .....
st -j~' in — 1) 8 erhält . Bei unendlich wachsenden n wird

cp(x + 8) — cp(x)
8 cp' (x)I /im

cp(x -f- ö) — cl’ (x) cp' (x)
ST~

*) Der grösste der genannten Quotienten sei M, der kleinste N ;
man hat dann

M > > N , M > ^ > N , . . . M > ^ > N,
und durch Multipli cation mit den positiven Factoren BQ , BQ, . . . Wn

MW 1 > Fj > flfj , M BQ > F2 > N W2 u. s. w.
Indem man diese Ungleichungen addirt und nachher mit BQ -(- BQ

_|_ . . . -j_ üividirt , erhält man

M > qI tjq + • • • + BQ, > ^ z- b- w-
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und es ist nun Q eine Mittelgrösse zwischen den unendlich vielen
q/ s%\

Werthen , welche annimmt , sobald x das Intervall a bist ste -
v (?)

tig durchläuft . Daraus folgt unmittelbar , dass einer dieser Werthe ,
etwa der für x ~ ^ = a -\- d ' (b — a ) eintretende , dem Quotien -

(cc)
ten Q gleichkommen muss , wofern sich continuirlich ändert von

x = a bis x = b. Uebrigens kann hierbei cp’ (aj oder cp' (b) verschwin -
(oc)

den , denn es wird dadurch die Continuität von . innerhalb des
W (*)

Intervalles a bis b nicht gestört :
Den für cp(x) und cp' (af) angegebenen Bedingungen genügt z. B .

die Function

cp(x) = bf — (b — x) p, cp' (x) = p (b — x) f —
bei welcher in der That

<jP' («0 _ <P' (x )
ip' (x) p (b — x) p 7 1

continuirlich bleibt , so lange x die Stelle x = b nicht überschreitet ,
und cp' (x) continuirlich ist ; man erhält in diesem Falle aus Nro . 6)

8) cp(b) — cp(a) = p t cp’ (a Ar Q [b — «]).
Für den speciellen Werth p — 1 geht diese Gleichung in die

früher unter Nro . 2) entwickelte Formel über .

§■ 9

Differentiation der Functionen mehrerer Variabelen .

I . Wenn z als Function der beiden unabhängigen Variabelen
x und y betrachtet und
1) e = f (x , y)
gesetzt wird , so sind drei verschiedene Aenderungen zu unterschei¬
den ; es kann nämlich entweder » allein geändert werden , während y
constant bleibt , oder man lässt y bei constanten x sich ändern , oder
endlich , man setzt voraus , das x und y gleichzeitige Aenderungen er¬
leiden . Begreiflicherweise ändert sich z in jedem Falle , da aber diese
Aenderungen verschieden sein können , so bedarf es einer Unterschei¬
dung derselben , und zwar nennt man die erste die partielle Aende¬
rung von z nach x, die zweite die partielle Aenderung nach y , und
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die letzte die totale Aenderung des z

Fig . 11.

Z

:h x und y). Diese drei
Aenderungen kann man
sich leicht veranschauli¬
chen , wenn man die Glei¬
chung 1) als Gleichung
einer auf rechtwinklige
Ooordinaten bezogenen
Fläche betrachtet , etwa
wie in Fig . 11 , wo 0 M
— x, MN = y, NP = z
ist . Lässt man hier X
allein um Ax — MMi
wachsen , so rückt N nach
Ni , P bewegt sich auf

X dem Durchschnitte der
Fläche mit der Ebene

PNNi underhält die neue
Lage Pi ; der Aenderung
A x entspricht daher die
partielle Aenderung

P> Z(x) — Pi Ql = f (x + Pix , y) — f (x , y).
Wenn zweitens y allein um Ay = 'N N ? zunimmt , so rückt P

parallel zur Ebene y z auf der Fläche fort , etwa bis P 3, und es ist
die zugehörige partielle Aenderung

P>Z(!,l = P 2 Qi — fix , y + Ay ) — f (x , y) .
Im Fall endlich x um Ax , und gleichzeitig y um Ay zunimmt ,

gelangt N nach N 3, P nach P 3 und es entsteht die totale Aenderung

y) — Pj Qi = f (x + P/ x , y + Ay ) — f (x , y).
Was nun die partiellen Aenderungen betrifft , so sind dieselben

sehr leicht zu behandeln . Der Differenzenquotient

4 * 1r) _ fix 4- pIx , y) — f {x , y)
Ax A x

ist nämlich ganz so gebildet , als wäre y eine Constante , und es be¬
darf daher beim Uebergange zur Grenze für verschwindende Ax nur
eines Zeichens , dass x hier als alleinige Variabele angesehen wurde .
Für den Grenzwerth linker Hand , d. h . für den partiell nach x ge¬
nommenen Differentialquotienten , benutzt man eins der Zeichen ,

dZ (X) / dz \ dz
dx

/ ClZ\ GZ

\ dx ) ’ ’dx
von denen das letzte am bequemsten ist ; den Grenzwerth rechter

S chlömilch , Analysis. 4
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Hand , d. h. die partiell nach x derivirte Function , bezeichnet man mit
f 'x (x >V)>UI‘d hat nun

= / ,'(*,
oder

2) dxe = f£ (x , y) . dx .
Dem entsprechend ist für das zweite partielle DilFerential

3) dye = fl (x , y) . dy .
So erhält man z. B. aus

yz = arctan —
x

nach den gewöhnlichen Begeln die beiden partiellen Differentiale

dxtt = — ■ V. , dx , dz = -\- - zA -— r,dy -x2 + y‘i x ’- + y2
Was endlich die totale Aenderung betrifft , die man schlechthin

mit Az zu bezeichnen pflegt , so kann man dieselbe in folgender
Form darstellen

4) _jz — + ' y + — ft x ' y + A y) j xAx
f (z , y + 4y ) — f (x , y)

+ rdy J '
und es ist nun zu untersuchen , welchen Grenzen sich die vorkommen¬
den Quotienten bei gleichzeitig verschwindenden A x und A y nä¬
hern . Beachtet man , dass der Zähler des ersten Quotienten ebenso
gebildet ist , als wenn y Ay constant und nur x um / Ix geändert
wäre , so erhellt augenblicklich die Anwendbarkeit der Formel 2)
des vorigen Paragraphen und dann hat man für a = x , 1i = Ax
f (x + Ax , y + Ay ) = f {p ,y -\ -Ay ) + Axf x {x + &Ax , y + / ly ),
mithin statt der Gleichung 4) die folgende
5) A e — fi (x -f- & / Ix , y Ay ) . A x

, f (x , y + Ay ) — f (x , y)
Ay y '

Bei verschwindenden Ax und A y wird nun
IÄmf x (x + %Ax , y + Ay ) = f T(x , y),

IMA*.» + Z») - / (, ,») = / > _
mithin aus der vorigen Gleichung
6) dz = f ’x(x , y) . dx -f ft {x , y) . dy
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oder

7)
, dz ,d z = Tr—« »c «

0 ^
dy

cly.

Statt der Gleichung 6) kann, den Formeln 2) und 3) zufolge,
auch geschrieben werden

8) de — dxz + dvz,

und es liegt hierin der Satz, dass das totale Differential einer'Func¬
tion gleich ist der Summe ihrer partiellen Differentiale.

Der geometrische Sinn dieses Besultates erhellt aus folgender
j,’jrr j2, Betrachtung. Denkt man sich

in der Gleichung z = f (x , y)
vorerst y als constant, so hat
man die Gleichung der Curve
P Pi , in welcher die Fläche
von der Ebene PNNi || xz

geschnitten wird, daher ist cx
die Tangente des Winkels
QiPTi (Fig . 12), welchen eine
durch P an die CurveP 1\ ge¬
legte berührende Gerade mit
der « -Achse einschliesst. Aus
ganz ähnlichen Schlüssen folgt,

0 #
dass 7̂ - die trigonometrische Tangente des Winkels Q-2PTi dar¬
stellt , welchen die Tangente am Schnitte P P2 mit der y -Achse bil¬
det. Es gelten daher die Gleichungen

q2 t 2 = Ij -Pft -

p3

i

/ ?
z 1 s

%

Qi

«,T, = | ir «„
Durch die Tangenten PT \ und P T<> kann man eine Ebene le¬

gen, welche von _P3 Qs in einem Punkte Ta geschnitten wird; das
Viereck P 1\ Ta T2 ist dann ein Parallelogramm, und wenn man noch
T2 TJ\\ P Qi zieht, so erhält man die congruenten Dreiecke T2 U Ta
und P Qi mithin Ta U = I \ Q,. Dies giebt

Qt Ta = Ts U + UQ3 = Qi Ti + Q-2 Tt.

Je kleiner nun P Q{ und P Q-2 genommen werden, um so näher
rückt P , an T , P2 an T2, P t an Ts , um so genauer gelten daher
auch die Beziehungen

4 *
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QiP , = ^ . pQ ly Q, P , = ^ - PQ 2,ox oy
Qi Ps = Qi Pi 4 " Qi Pi ;

diese sind identisch mit den Gleichungen 2), 3) und 8), weil ein ge¬
gen die Null convergirendes P Qi mit dx , ebenso P Qt mit dy be¬
zeichnet werden muss und Ql P , , Q., P t , Q>,P 3 die entsprechenden
Zunahmen dxz , dyz , dz darstellen . Mit einem Worte : je näher die
Punkte P ] , P 2, p . dem Punkte P liegen , um so eher ist es erlaubt ,
Pi und P 2 als Punkte der Tangenten P r.l\ , P T-i , und P 3 als einen
Punkt der anschliessenden Ebene 2\ P T2 zu betrachten . In der That
wird sich in Cap. III . zeigen , dass diese Ebene die Fläche berührt .

II . Bei Functionen mehrerer Variabelen gestaltet sich die Sache
sehr ähnlich . Aus

u — F (x , y , z)
erhält man für die totale Differenz \

Au = F (x -f- / Ix , y Ay , z -f - Az ) — F (x , y , z) ,
wofür geschrieben werden kann

_ F {x + Ax , y + Ay , z f Az ) — F (x , y + Ay , z + Az) ^ ^
A x

F (x , y -)- Ay , z + Az ) — F (x , y , z + Az )
Ay

Fjx , y , z -f Az ) — F (x , y , z) J _Az

■Ay

Unter Anwendung der Formel 2) in §. 8 wird hieraus , wenn ff
und rj positive ächte Brüche bezeichnen ,

Au — F 'x(x 4 - &A x , y -j- Ay , z Az ) . Ax
-f Flip , y 4 - r) Ay , z 4 - Az) . Ay

F (x , y , z -f Az ) — F (x , y , z) ^ _
' Az

und durch Uebergang zur Grenze
9) du — F£ (x, y, z) . dx -f Fy(x, y, z) . dy 4- F ’z (x,y, z) . dzft
oder
io \ j du j i du 7 i du
10 ) du — - — dx - t- pr— du 4 - “ &‘ dx dy dz

— dx u 4~ d>vu -f- dz u .
Diese Betrachtungen sind leicht auf beliebig viele Yariabele aus¬

zudehnen und führen zu dem allgemeinen Theoreme : Das totale
Differential einer Function beliebig vieler Variabelen ist
die Summe der partiellen Differentiale jener Function .
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§• 10 .

Differentiation unentwickelter Functionen .

I. Besteht zwischen zwei Yariahelen x und y eine Gleichung ,
die man immer auf die Normalform
1) / O. y) — o
bringen kann , so sind nicht beide Variabele willkührlich ; denn durch
Auflösung der Gleichung nach y würde man ein Resultat von der
Form

y — cp(x)
erhalten , wo nun y von x abhängig ist . Lässt sich diese Reduc-
tion ausführen , so kann auch

dy .
Tx = (pix )

nach den früheren Regeln abgeleitet werden ; dies geht jedoch nicht
mehr , wenn die Gleichung 1) unauflösbar , mithin y eine unent¬
wickelte (implicite ) Function von x ist . Man hilft sich dann auf
folgende Weise .

Aus der Gleichung 1) erhält man zunächst , weil sie für alle x
und die zugehörigen y bestehen soll,
2) f (x -f Ax , y + Ay ) = 0 ;

Die Differenz der Gleichungen 2) und 1), dividirt durch A x,
liefert weiter

f (x -f Ax , y -F Ay ) — f (x , y) _ Q
4 x

Auf der linken Seite kann man dieselbe Transformation vorneh¬
men, die im vorigen Paragraphen benutzt wurde , nämlich

f (x + Ax ,y + Ay) —f (x ,y -\- Ay) f (x ,y -\- Jy ) —f (x ,y) dy _ Q
A x A y Ax

und hier gelten fast wörtlich dieselben Schlüsse wie dort ; man erhält
beim Grenzübergange

3) / *(» . y) + fy (*, y) j f = °-

Zu demselben Resultate gelangt man unmittelbar , sobald man in
Formel 6) des vorigen Parapraphen z = 0 setzt und die entstehende
Gleichung durch dx dividirt ; in der That ist es auch für die Unter¬
suchungen des §. 9 vollkommen gleichgültig , ob man x , y , z etc. als



54 Cap. I. §. 10. Differentiation unentwickelter Functionen .

willkührlieh oder als von einander abhängig betrachtet . Aus Nro . 3)
folgt nun

4) fty _ _ fx (x , y)
dx fy {x , y)

oder , wie man häufig kürzer sohreibt , ,

df _

5) dJL = _ ll - .
dx df

dy

Die hiermit für = <p ' (x) gewonnene Formel enthält zwar

noch y, welches man im Allgemeinen nicht angeben , dessen Werth
aber gefunden werden kann , sobald x einen speciellen Zahlwerth be¬
kommt ; dann würd nämlich die Gleichung fix , y) = 0 zu einer nu¬
merischen Gleichung mit der einen Unbekannten y , und jede solche
Gleichung kann mindestens durch Probiren aufgelöst werden .

Wäre z . B. die gegebene Bedingungsgleichung :
f (x , y) = y !>x 3 — 2 y i x - -j- 3 y — 6 a: = 0 ,

die in Beziehung auf y nicht lösbar ist , so folgt :

g/ 0«,y) _ 3ijbx2_ iyix _ 6
0 CG

= 5 y *x s — 8y s x * -f 3

und mithin ist

f?1 _ _ „ / /üa _ _ — 4 y *x — 6 _
dx 5 a/4 £C3 ,— 8 a/3as2 -f- 3

Für x = 1 z. B. geht die obige Bedingungsgleichung in die
numerische Gleichung über :

yö _ 2 y * -f . 3 y — 6 = 0 ,
deren einzige reelle Wurzel y = 2 ist ; dem Werthe X — 1 ent¬
spricht also <jp(1) = 2 und

— 3 • 25 — 4 . 2 * — 6 26
V ( ’ ~ 5 . 2 ‘ — 8 . 2 3 + 3 — 19

Ebenso würde man für jeden anderen numerischen Werth von
X die zugehörigen Zahl werthe von (jp(x) und <p' (x) aufsuchen können .

Als zweites Beispiel betrachten wir die Gleichung :
4 y %— 3 y sinx — 0.
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Hier ist

äÖ5dä = M, » , = 12„. - 3,da ; dy
mithin

dy cosx
dx 3 (1 — 4 «/2)

Der vorliegende Fall gestattet eine Probe . Die Wurzel der
obigen Gleichung ist nämlich y = sin | x, wie man mittelst der
goniometrischen Formel :

4 sin 3A — 3 sin A -f- sin 3 A — 0
leicht finden wird . Es müsste also

cosx d (sin | x)
3 (1 — 4 sin 2 Ix ) dx

sein, und dies bestätigt sich, wenn man die bekannte Formel
cos 3 A = cosA (1 — 4 sin 2A)

für A = Ix anwendet und andererseits sin l x auf gewöhnliche
Weise differenzirt .

II . Bei Functionen von drei und mehr Yariabelen gestaltet sich die
Sache ganz ähnlich . Besteht z. B. zwischen den drei Variabelen x ,
y , g die Bedingungsgleichung
6) F (x , y , g) = 0 oder kürzer F — 0 ,
so würde durch Reduction auf z ein Resultat von der Form

7) z = (x , y)
zum Vorschein kommen , und dann hätte es keine Schwierigkeit , die

partiellen Differentialquotienten und —— direct zu entwickeln .

Ohne jene Reduction vorzunehmen , kann man aber auch folgender -
maassen verfahren . Nach Nro . 9) des vorigen Paragraphen ist für
u = 0

0 = Fi . dx -\- F 'y . dy -\- F 'z . ds
oder

dF 1 , dF , , dF ,0 = — dx -f- zz—dy -f - -z- ds jdx dy oz
weil ferner Z von x und y abhängt , so hat man auch nach Nro . 7)
in §. 9

dg — ^ - dx 4- ^ —dy , .dx 8 «/
mithin , wenn dieser Werth in die vorige Gleichung substituirt und
mit d x dividirt wird ,
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o — ( — 4- — 4 - ( — J- — *1 .
\ 0 .r dz dx ) \ dy dz dy ) dx

Da x und y von einander unabhängig sind , so hängt auch dy

nicht von dx ab , folglich ist ~ ~ ein Quotient , dessen Zähler und
(Xd7 t

Nenner ganz beliebige (nur gegen die Null convergirende ) Grössen
sind, und der ebendesshalb jeden beliebigen Werth haben kann ; in
der That würde es frei stehen , dy = qdx zu setzen , wo q irgend
eine willkührliche Grösse bezeichnet . Unter diesen Umständen ist
die vorige Gleichung so lange unmöglich , als nicht der Inhalt jeder
Parenthese für sich = 0 ist ; dies giebt

dF dF

dz dx dz dy8) dx dF ' dy dF
dz dz

Zu dem nämlichen Resultate gelangt man viel kürzer durch fol¬

gende Ueberlegung . Wenn tt— gesucht wird , so gilt «/ als Constante
0 X *

und daher kann für diesen Zweck die Gleichung F = 0 so ange¬
sehen werden , als enthielte sie nur die unabhängige Variabele x und
die abhängige Yariabele z \ es ist folglich

0F - , dFd x -f — dz — 0 ,dx dz
und hieraus erhält man die erste der Formeln in Nro . 8). Die zweite
Formel findet sich durch die analoge Bemerkung , dass bei der Ent -

dz . . . .
Wickelung von keine Rücksicht auf x zu nehmen ist .



Cap . II .

Mehr fache Differentiationen .

§. ll .

Grundbegriffe und Bezeichnungen .

Da im Allgemeinen der Differentialquotient einer Function
V = / 0 )

wiederum eine Function von X ist , so kann die Operation des Diffe-
renzirens auch auf diese neue Function angewendet werden und dann
entsteht der Differentialquotient des Differentialquotienten , der sogen,
zweite Differentialquotient . Durch Wiederholung dieses Verfahrens
gelangt man zum dritten , vierten u. s. w. Differentialquotienten . So
erhält man z. B. von | x x als ersten Differentialquotienten :

d x
als zweiten :

d (xh _ , i
dx 1 2 Vx ’

als dritten :

d ( Ix *) v 1
dx - ** 2 - 4 x \sx U‘ S' W*

Wie mau sieht , hat eine solche successive Entwickelung der
Differentialquotienten höherer Ordnungen nicht die mindeste Schwie¬
rigkeit , und es bedarf daher nur noch einiger Worte über die rich¬
tige Bezeichnung derselben .

Da schon früher der Differentialquotient oder die derivirte Func¬
tion von f (x) mit f ' (x) bezeichnet wurde , so liegt es nahe , für die
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weiteren Differentialquotienten oder derivirten Functionen von fix )
die Symbole / " (x), f "' (x) etc. zu benutzen ; hiernach ist

' > TT = / ' <* > • = / * ( * ) • ^ = / " <« ) » ■ —

überhaupt allgemein , wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet ,

2)

wobei / (o) (x) für f (x) zu rechnen ist .
Eine ganz ähnliche Bezeichnung wird auch in Beziehung auf y

gebraucht ; man setzt dann
d V , äy ' „ dy "

3) ä -x = y ' ü -x = y ' -d ^ = y U- S- W-
mithin ist

y (n) — f (n)

das symbolisch ausgedrückte Resultat einer n maligen Differentiation
der Gleichung 1).

Nicht selten bezeichnet man einen Differentialquotienten durch
ein vorgesetztes Dz . B.

D (x3) = 3 a:2, Dsinx = cosx -,
die successiven Differentialquotienten von y müssen dann folgender -
maassen geschrieben werden :

I) y , DDy , DDDy u. s. w.
Da jedoch ein vielmaliges Hinsetzen von D weder bequem noch

übersichtlich ist , so hat man sogen. Wiederholungsindices eingeführt
und schreibt

Dy , D -y , D *y u. s. w. ,
also allgemein

D”y = D nf (x).

Es bedarf wohl kaum der Erinnerung , dass hier n keinen Po¬
tenzexponenten von D , sondern nur die » malige Anwendung der
Operation D (der Differentiation ) bedeuten soll.

Die zwar umständlichste aber consequenteste Bezeichnung er-
giebt sich, wenn man in Nr . 3) jede Gleichung in die nächstfolgende
substituirt . So ist zuvörderst

y " dx
doch lässt sich dies noch abkürzen . Unter der Voraussetzung näm¬
lich, dass x die unabhängige Variabele ist , bedeutet dx einen gegen
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die Null convergirenden , im Uebrigen aber willkührlichen Zuwachs

des x , den man z. B. dadurch bilden kann , dass man / Ix — —ca

setzt und es das Gebiet der natürlichen Zahlen durchlaufen lässt .
Ebendesswegen ist dx nicht von x abhängig , sondern constant in
Beziehung auf x , wie es sich sonst auch ändern möge. Dagegen ist
dy kein willkührlicher Zuwachs des y , sondern von x abhängig

[cly — f '(x) . dx\ , mithin besitzt der Bruch einen variabelen(i cc

Zähler , aber einen im obigen Sinne constanten Nenner und folglich
ist nun

„ _ ädy
dx . dx

Im Zähler benutzt man zur Abkürzung den Wiederholungsindex ,
im Nenner ist dx . dx das Quadrat von dx , wofür man (dx )2 oder
kürzer dx 2 zu schreiben pflegt ; demnach hat man

J dx 2

Auf gleiche Weise ergiebt sich

Py _ dsyU = — - = i rr , = u- s- w*dx dx . dx 1 dx i
Für den wten Differentialquotienten von y = f (x) gelten also

folgende Bezeichnungen
dnV ,
■d = Dny = *w

=dd = I)nfix)=zf(n)(x)’
wovon man in jedem einzelnen Falle die gerade bequemste wählt .

_ In dem Vorigen gilt der n te Differentialquotient immer als das
Resultat von n nach einander ausgeführten Differentiationen , und dem
entsprechend haben wir bis jetzt keine andere Definition desselben

Zy = D (D »- 'y) oder/ W(x) = Lim f * ~ " (* + ^ ~ ” (*} ;
man kann aber fragen , nach welchem Gesetze f ^ (x) mit der
ursprünglichen Function f (x) zusammenhängt , oder welche Opera¬
tionen mit f (x) vorgenommen werden müssen , wenn man daraus
sofort / *■*) (x) herleiten will , ohne die zwischenliegenden Functionen
f '.(x) , f "(x) , . . . f (n ~ U(x) zu berechnen. Da f '(x) der Grenz-
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werth des ersten Differenzenquotienten ist , so lässt sich vermuthen ,
dass f (ri)(r ) der Grenzwerth des wten Differenzenquotienten sein
werde ; dies wollen wir genauer untersuchen .

Bezeichnen wir Ax kurz mit h , so ist der erste Differenzen¬
quotient von fix )

n A fjx ) __ fjx + h) — / (x) _
; ' Ax h

daraus erhalten wir den zweiten Differenzenquotienten , wenn wir
rechter Hand x um h wachsen lassen , von dem so gebildeten Aus¬
drucke den ungeänderten Bruch abziehen und den Rest durch A x
= h dividiren ; es ist also

J 4 fix ) fjx 4 - 2 h ) — fjx + h ) _ fjx -t- h ) — fjr )A x h li
A x h

oder kürzer

k-i _ f (x + 2 ft) — 2 fjx + h) + fjx )
’ Ax 2 h*

Durch die nämlichen Operationen gelangt man zu dem dritten
Differenzenquotienten

A3 fix ) _ f (x + 3h) - 3fix + 2h) + 3fix + h) - fjx )
J Ax » ’ hß ’

und indem man auf diese Weise fortgeht , bemerkt man leicht , dass
der n te Differenzenquotient unter folgender Form enthalten ist

A "fix )7) Ax n

fix -\ - nh ) — C\ fix -\- n — lh ) -f- G.lfjxA r n — 2h ) ---- + / QQ

worin C\ , Cj , C3 etc. gewisse Zahlencoefficienten bedeuten . Diese
hängen zwar von m, nicht aber von der speciellen Natur der Func¬
tion / (a;) ab , sie lassen sich daher bestimmen , wenn man fix ) so
wählt , dass der mte Differenzenquotient von fix ) unmittelbar , d. h.
ohne Anwendung der Formel 7) entwickelt werden kann . Die pas¬
sendste Wahl dieser Art ist fix ) = a x ; man hat dann
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Ja * ah— 1
— — = a * — -- ,Jx h

, . a h — 1 a h — 1a, „ a x+ h --- a*- --J - a * li li
J x'2

J na *i* , fa h — 1\ »
7 ” 0,1 \ Ti )J X”

mithin aus Formel 7) nachdem man JX n gegen 7t”, und beiderseits
a* gestriclien hat,

(«Ä — 1)B = a nh — Ci a <” — -f- C2a (n _ 2)A — • • • + 1.
Diese Gleichung zeigt , dass die Coefficienten C\ , C2, C3 etc.

mit den Binomialcoefflcienten (?*), , (w)2, (») ■etc. identisch sind ; die
allgemeine Formel 7) lautet daher

J " fix )
3) Jx n

f (x -\- n li) — (n)i fix -)- n — 1h) («)2fixfn — 2 h) ■
hn

Um nun zu entscheiden , welchen Grenzen sich die in 5), 6) und
8) verzeichneten Ausdrücke nähern , falls Jx = 7t gegen die Null
convergirt , setzen wir für den Augenblick

fix + h) — f {x)
h

und erhalten
J 2/ (*) _ 0 + A) — <P(*)

= <p (x)

<P' (x) + Q,J x'2 h
wo p gleichzeitig mit h die Null zur Grenze hat, Aus der vorher¬
gehenden Gleichung ergieht sich

mithin ist nun
J°- fix ) fix + h) - fix ) , „ _ Jf {x) , _

Jx 2 ~ h ^ Q ~ Jx ^ Q
und durch Uebergang zur Grenze

9)7 jJx 2 dx w
Setzen wir ferner

/ (» -)- 2 7t) — 2 fix -f 7t) -f fix )



62 Cap. II . §. 12. Höhere Differentialquotienten etc.
so haben wir

zl3f (x) _ il>(x + h) — il>(x)
z/ x3 h

_ f ' {x + 2 /0 — 2 f \ x + h) + f \ x)
h *

— ^ ' (.X) + Q

r'l + Q

zlx 2

durch Uehergang zur Grenze wird hieraus , wenn man von der Glei¬
chung 9) in der Weise Gebrauch macht , dass man f für / schreibt ,

10) Lim = / "' (*).’ zlx 3 dx J K’

Der weitere Fortgang dieser Schlüsse ist leicht zu übersehen
und führt zu der allgemeinen Formel

H ) Lim = / « (*),

womit die aufgestellte Vermuthung ihre Bestätigung findet .

Auch in diesen successiven Differentiationen kann , wenigstens
bis zu gewisser Ordnung , ein geometrischer Sinn liegen . Denken
wir uns z. B. f (x) als die über der Abscisse x stehende Fläche einer
ebenen Curve , so ist f ' (x) die zur Abscisse x gehörende Ordinate ,
und f " (x) die trigonometrische Tangente des entsprechenden Be¬
rührungswinkels . Hiernach lässt sich das anfangs erwähnte Beispiel
leicht interpretiren , und zwar gelten die erwähnten Beziehungen für
eine Parabel , deren Parameter = 1 ist .

§. 12 .

Höhere Differentialquotienten der einfachsten Functionen .

I . Durch fortgesetzte Anwendung der für die Potenz gelten¬
den Differentiationsregel findet man sehr leicht

I ) (x*u) = f* xP ~ x,

D 2(+ ") = (i (ft — 1) â - 2,
D 3 (x“ ) = ft (fi — 1) (,u — 2) xf *~ 3,

und überhaupt , wenn n eine ganze positive Zahl bezeichnet ,
1) D n (* •“) = n (ft — 1) (/i — 2) . . . Qi — [n — 1]) xf i ~ n-
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Aus gleiche Weise kann die Differentiation der allgemeineren
Potenz (a -J- b x) ” ausgeführt werden ; das Resultat lautet
2) D n(a -\- 6a;)<‘'!= fi (fi— 1) (ft—2) . .. (fi—[n— l ])6"(tt-)- 5a;) iu ".

Ist ja eine ganze positive Zahl , so wird der fite Differentialquo¬
tient constant , mithin haben alle folgenden Differentialquotienten den
gemeinschaftlichen Werth Null .

Für fl = — 1 und für fi= — | ergeben sich aus Nr . 2) die
häufig vorkommenden specielleren Formeln

1 = (- ! )” ! ■2 . 3 . . . » . 6»
a b x (a 4 - bx) n + 1 ’

4) I) n 1 = ( - l )”l - 3 . 5 . . . (2 » - 1) 6«
Ya -|- bx 2n (a bx)n Ya -(- bx

II . Bezeichnet M den Modulus des Systems , worin log X ge¬
nommen wird , so hat man

n 7 MD log x = — ,cc
mithin durch beiderseitige (n — l )malige Differentiation

D n log x — MD n ~ 1 — •
CC

Der Werth des rechts stehenden Differentialquotienten lässt sich
aus Nr . 3) ableiten , wenn man « — 0 , 6 = 1 und n — 1 für n
setzt ; man erhält

5) J " logx = M ('~ ^ ” ~ 1-1 ' 2 ' ' ' (” ~ ^ •
CC

Auf gleiche Weise gelangt man zu der allgemeineren Formel

C) D " log (a + 6x) = M ( ~ ! )” 1 1 • 2 •. ■(w — 1) 6» _
’ j \ \ i (a -f 6 a;)»

III . Sehr einfach gestaltet sich die successive Differentiation
der Exponentialgrösse ; es ist nämlich

D ax = ax l a , D 2ax = a x (1a)2 , D 3 a x = ax (Ja )2, . . .
daher allgemein
7) D n ax — a x (la )n.

Für a = eß, woraus la = ß folgt , hat man

8) D n e&x = ß n e?x.
IV. In Beziehung auf den Sinus gelten folgende unmittelbar

verständliche Gleichungen
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D sinx — cosx = sin (' %-f - a;),
D '2sinx = — sinx — sin ( | jr -f- »)>
D ŝinx — — cosx — sin (§ jt + sr),
D *sinx = si®* = siw (D + x),

u. s. w.
die allgemeine Formel lautet demgemäss

V. Für den Cosinus gilt eine sehr ähnliche Rechnung , aus der
man findet

10 ) D n cosx == cos 7t -\- x ^ ■

Weit verwickelter gestalten sich die höheren Differentialquotien¬
ten von secx , tanx , cscx , cotx , arcsinx und arctanx ; bevor wir
etwas Genaueres darüber angehen können , müssen wir erst die Diffe¬
rentialquotienten zusammengesetzter Functionen untersuchen .

§. 13.

Die höheren Differentialquotientsn zusammengesetzter
Functionen .

I. Sind u und v Functionen der unabhängigen Variabelen x,
ferner a und b constante Grössen, so hat man nach §. 6, Nr. 3)

D (au -f- bv) — a Du -|- b Dv \
hieraus folgt , wenn beiderseits weiter differenzirt wird ,

D 2(au -f- bv) == a D '2u b D 2v,
D 3(au + bv) = a D 3u + bD *v,

und allgemein
1) D n (au - )- b v) = a D n u -f - b D“v .

Nach dieser Regel ist z. B. der Ausdruck -— - sehr leicht1 — x -
zu differenziren , wenn man die identische Gleichung

_ V. . = 11 l i 1 i1 — X2 Ml — X 1 X)
beachtet ; mit Hülfe von Formel 3) des vorigen Paragraphen erhält
man nämlich

j ) n _ 1 — 3 4 n S - _ ( .
l - x 2 ~ 1( 1 — ») « + i ^ ( 1 + *) » + i )
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II. Die Regel für die Differentiation eines Productes aus zwei

veränderlichenFaetoren liefert, mehrmals nach einander angewendet,
folgende Gleichungen

D (uv) = u . Dv 4- Du . v
D2(uv) = u . D'-v -|- 2 Du . Dv 4 D2u . v
D3(uv) = u . D3v 4 3 Du . D2v 4 oD3u . Dv 4 D*u • v-

Hieraus ersieht man, dass der wte Differentialquotient folgende
Gestalt besitzen muss
2) Dn(uv) = Aüu . Dnv 4 -4i Du . Dn ~ 1v -\- A-iD ^u . Dn~ 2v-\—

4 An _ i Dn —1u . D v -f A„ Dnu . v,
worin Aq, A\ , A2, . . . An gewisse noch unbekannte Zahlencoeffi-
cienten bedeuten, die nicht von der Natur der Functionen u und V,
sondern nur von der Anzahl der ausgeführten Differentiationen, d. h.
von n abhängen. Wählt man demnach u und v im speciellen Falle
so, dass die beiderseits in Nro. 2) angedeuteten Differentiationenauf
gewöhnlichem Wege ausführbar sind, so erhält man eine Bedingungs¬
gleichung für jene Coefficienten. Diese Bemerkung dient zur Be¬
stimmung von Ao, Ai , . . . An. Wir setzen nämlich

u = eß x, v — ex, mithin uv = e1-1
woraus für ganze positive p , q und n folgt

D”u = ßPeP x, Div = ex, Dn(uv) = (1 4 ß)ne(-1+
indem wir diese Werthe für die Gleichung 2) benutzen und am Ende
den beiderseits gemeinschaftlichenFactor xex = e 1̂ weg¬
lassen, gelangen wir zu der Gleichung

(1 + ß)n
= Ao 4 Aß 4 Atß * 4 -t- in - r /J“ - 1 4 Anß".

Hieraus erkennt man sofort, dass die CoefficientenA0, Ax, Ao
etc. die sogenannten Binomialcoefficienten des Exponenten n sind;
demzufolge gilt für die n - malige Differentiation eines aus zwei va-
riabelen Faetoren bestehenden Productes die Formel
3) D n(uv) = (n)0u . Dnv 4 (n\ Du . D n~ 1v

4 (w)2 D2u . Dn ~ 2v 4 .....
Man kann dafür auch schreiben

4) Dn(uv) = (n)0 »W4 (»)i u ' ®(n— (n)2u" v(n~ 2) ,
wobei für u zu rechnen ist. Die rechte Seite hat die Form des
binomischen Satzes und man könnte daher symbolisch schreiben,

Dn(uv) = (# 4 v) (n>,
nur muss man sich in diesem Falle erinnern, dass nach geschehener

Schlömilch , Analysis . 5
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binomischer Entwickelung auf der rechten Seite jeder Potenidxponent
durch einen gleichhohen Wiederholungsexponenten zu ersetzen ist .

1 /
Beispielweis sei u = Ix , v = - ; die Formel 3) giebt dann

nach gehöriger Reduction

§. 14.

Anwendungen der vorigen allgemeinen Formeln .

I. Bezeichnet man secx kurz mit v, so ist identisch
1) cosx . v — 1 ,
mithin durch n- malige Differentiation, wobei die Formel 4 ) für
u = cos x in Anspruch genommen wird ,

(»)ocos x . — (n)-2cos x . v(n ~ 2) -|- (n)4 cosx . v(n ~ 4) — •••
— («)i sin x . v(n ~ V-)- (n)3sin x . v n̂ ~ 3) — («)5sinx .

= 0 ;
hieraus' folgt , indem man als Unbekannte ansieht,
2) V(n>= [(m)j V,'n ~ — (n):j v(n —3) _)_ v(n —5) — . . .J fan x

-j- («)-2v(n—2) — (»)4 —4> (w)6®(» —®) — . . . .
Da man »W = sec* und v'= secx . tanx kennt, so dient diese

Gleichung, wenn der Reihe nach n = 2, 3, 4 etc. genommen wird,
zur successiven Berechnung von v "' etc. Doch würde es nicht
leicht sein, auf diesem Wege das allgemeine Bilduugsgesetz von vM
zu entdecken.

II. Dasselbe Verfahren passt auf die Tangente. Aus v = tanx
folgt nämlich
3) cosx . v = sinx
und nach der obigen Methode

4) = -■■—- —■̂ -f [(w)4vin~ 15— («)3«4”—3) -)- ..... ] tot *cos* w 1 J

+ (w)2«(n“ 2) — (w)4ti(»—<) -|- .....
Die Cosecante und die Cotangente liefern ähnliche Formeln, de¬

ren Entwickelung dem Leser überlassen bleiben möge.
III. Setzt man

5) - V — arcsin x,
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so wird

\ U>= , u "

= 0 ,

Vl — x2’ \/ (1 — x2)*’
statt der letzten Gleichung kann man schreiben

(1 — **) U" — X ___ = 0 ,
V 1 — X2

oder

(1 — x2) U" — x U' — 0.
Durch n -malige Differentiation dieser Gleichung ergiebt sich

O )o(1 — X2) U(n + 3) — (n\ 2 xU <* + » — (n), 2 . 1 U(n)
— (n)0x U<n + — (n\ . 1 UW

oder , wenn U(n + 2>als Unbekannte angesehen wird ,

M thu + 2) _ (2n + 1) x ^ n + l) + n2 UW
’ 1 — x 2

Von U' und U" ausgehend , erhält man jetzt U'", Ulv etc.,
indem man den Reihe nach n = 1, 2 , 3 etc. setzt .

Uebrigens kann man irgend einen hölieren Differentialquotienten
von U = arcsin x auch direct vollständig entwickeln , nur ist dann
die Formel weniger einfach. Man hat nämlich

_ 1 11
J) arcsin x — —r.--- = = = ——- . —= == = = ;

y i — x2 v i + x V i — x
Hier lässt sich, wenn beiderseits « -mal differenzirt wird , rechter

Hand zuerst die Formel 4) in §. 13 anwenden und nachher jeder
Differentialquotient von « oder v nach Formel4 ) in §. 12 entwickeln .
Nach einigen , von selbst sich darbietenden Reductionen gelangt man
zu folgender Formel
7) D n + 1 arcsin x
_ 1 . 3 . 5 . . . (2w — 1) j _ 1 (« h 1—x ± 1 ■3 (n)3 Zl —^V

2 «(i —x^ V l̂ x2 | 2 «— \ l -\-x (2m— 1)(2m—3) \ l + ay
__ 1 • 3 . 5 («)3 / I — x\ 3 , /

(2m— 1) (2m — 3) (2n — 5) \ 1 + x) ^ ..... (
IY. Setzen wir

8) V = arctan x ,
so ist

r = -rirzi t1 + *2) v'= i
1 -j- X1

durch n -malige Differentiation der letzten Gleichung erhalten wir
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0 )u(1 -f x2) y (n + i) („)i 2x F <”> + (»)2 2 . 1 F (» - » = 0 ,
oder

91 n » + i) _ _ 2mFW + w (n ~ *) v (n ~ ])
' 1 -(- a;2

Für « = 1 , 2 , 3 etc. ergeben sich hieraus die successiven Dif¬
ferentialquotienten V", V'" u. s. w.

Auch hier kann V(n> = D narctan x noch auf andere Weise
direct entwickelt werden . Da nämlich aus Nro . 8)

x — tan F , -—p— - = cos2F1 -f- x2
folgt , so lässt sich der erste Differentialquotient in der Form
10) DV = cos°- V .
darstellen ; der Differentialquotient hiervon ist-

D '2V = 2 cos V . DcosV = — 2 cos Vsin V . DV
oder , wenn statt DV wieder sein voriger Werth gesetzt wird ,

D '2V = — 2 cos3Vsin V — — cos2V sin 2 V.
Eine fernere Differentiation giebt

D 3V = — 2 (cos2 V cos 2 V — cos V sin V sin 2 V) DV
= — 2 cos3V (cosV cos 2 V — sin V sin 2 V)
= — 2 cos3F cos 3 F ;

differenzirt man von feuern , so folgt
D i V — + 2 . 3 (cos3F sin 3 F -f- cos2Vsin V cos 3 F ) DV

— -]- 2 . Scos ^ V (cosVsino V + sin Vcos 3 F )
= -)- 2 . 3 cos4F sm 4 F ,

D 5F = + 2 . 3 . 4 (cos4Fcos4 F — cos3Fsi » F sin 4 F) DF
= -(- 2 . 3 . 4 cos5F (cos F cos4 F — sw F sw 4 F )
= -(- 2 . 3 . 4 cos5F cos 5 F .

Den weiteren Gang dieser sehr einförmigen Rechnung übersieht
man leicht ; es ist daher
11) D 2kV — (— 1)* 1 . 2 . 3 . . . (2 k — 1) cos2* Vsin21c V,
12) D '-’*+ 1F = (— 1)* 1 . 2 . 3 (2fc) cos2*+ 1Fcos (2 7c-(- 1) F.

Beide Formeln lassen sich in eine einzige zusammenziehen , und
man vermeidet damit die Unbequemlichkeit , bei der Angabe von
D " F die Fälle eines geraden und eines ungeraden n unterscheiden
zu müssen. Setzt man nämlich

W = arctan — ,x
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so ist V — 1% — W, mithin
sin 2 TiV = sinQc n — 2 TcW ) = (— 1) * + 1sin 2 k W,

cos (2 ä -)- 1) F = cos x —(2&-(- 1) TF̂ = (—1) *sin (2&-|- 1) 17,
und die Formeln 11) und 12) werden jetzt

D2 * r = — 1 . 2 . . . (2 k — 1) sin 2* W sin 2 kW ,
D 2k+ 1r — 4 - 1 . 2 . . . . (27c) sin™ + 1W sin (2k -f 1) 17,

d. i. überhaupt
Dn y — (— i )n —i i . 2 . 3 . . . (fi — l ) sin " 17 sinnW .

Setzt man endlich die Werthe von 7 und 17 wieder ein, indem
man berücksichtigt , dass

sin W — cosV — ,-- --
Vl + x '2

ist , so gelangt man zu folgender Formel
! i (— 1)” - 11 . 2 . . . (» — 1) . / . 1 \13) lJ narctan x = ~- ——■—7= = i= A sin 1n arctan — )•

7 (1 4- x2)-re V
Allgemeinere Untersuchungen über die höheren Differentialquo¬

tienten zusammengesetzter Functionen und einige damit verwandte
Probleme werden wir im zweiten Bande mittheilen .

§. 15. '

Successive Differentiation , der Functionen mehrerer
Variabelen .

Die wiederholte Differentiation einer F unction mehrerer unabhän¬
giger Variabelen kann entweder partiell in Beziehung auf die eine
oder andere Variabele geschehen , oder total in Beziehung auf alle
Variabelen zugleich ; die Untersuchung trennt sich daher wie früher
(§. 9) in zwei Theile .

I . Wird eine Function

1) e = f (x , y)
zuerst partiell in Beziehung auf x , und der entstandene Differential¬
quotient partiell nach y differenzirt , . so entsteht der zweite Differen-
tialquotient

o ö/ o i y)
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welchen man kürzer mit ,

d -g _ 8V0 , y)
dy dx dy dx

oder auch mit

DyDx z = DyDxf (x , y)
bezeichnet ; durch die Stellung von dy und dx oder von Dy und Dx
giebt man gleichzeitig die Reihenfolge der Differentiationen zu er¬
kennen , wobei immer von rechts nach links zu lesen ist . Dem ent¬
sprechend bedeutet •

.v- f = vj - oder Dx D„z = Dx Dvf {x , y) ,dx dy dx dy
dass die Gleichung 1) zuerst partiell in Beziehung auf y , und das
erhaltene Resultat partiell nach x differenzirt worden ist .

Zuerst entsteht nun die Frage , ob Dy Dxz und Dx Dyz von
einander verschieden sind oder nicht ; hierüber lässt sich auf folgende
Weise entscheiden. Aus der Formel 2) in §. 8 oder
2) F (u + p ) = F (u) -I- pF \ u + 9p )
erhalten wir zunächst , wenn wir in f (x , y) nur x um h ändern ,

f (x + li , y) — fix , y) -f hfl {x + 91i , y) ,
wobei der Differentialquotient partiell in Beziehung auf x genommen
werden muss , weil y constant geblieben ist ; aus demselben Grunde
hängt -ff nicht von y ab. Bezeichnen wir zur Abkürzung f ’x mit <jp,
so ist

Daraus folgt weiter durch Aenderung des y um k
cpjx + 9h , y + k) — cp jx + 9 h , y)

k

fjx 4- h , y 4 - k) — fjx , y + k) fjx + h , y) — fjx , y)
h h

— k
/ O 4 - h , y 4- *0 — fix , y 4- *0 — fjx 4- ^ y) 4- fjx , y)

kh

Linker Hand kann wieder die Formel 2) für F — (p, u — y,
p = k angewendet werden und es ist dann

cpiix 4- 9 h, y 4 - r] k)
_ f (x + V 4 - fc) — fjx , y -\- k) — fjx + h , y) 4- / O , y)

kh
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Gehen wir nun zur Grenze für gleichzeitig verschwindende h
und k über , so erhalten wir linker Hand den Ausdruck y), und
dieser ist identisch mit

dfjx , y)
d <p (x , y) _ dx _ dq-f (x , y)

dy dy • dy dx ’
rechter Hand schreiben wir / Ix und / ly für h und k, und haben
zusammen

d*fjx , y)
dy dx

— Lim f ^ + 4x ,y 1- / ly ) —fjx , y -L/ ly )—fjx -f Ax ,y) -i -f (x , y)
A y A x

wobei sich das Zeichen Lim auf das gleichzeitige Verschwinden von
A x und A y bezieht.

Andererseits ist , wenn in / (a; , y) zuerst y allein um k geändert
wird , und l einen positiven ächten Bruch bezeichnet ,

fix , y + k) = f (x , y) -f kfl (x , y + lk ) ;
zur Abkürzung setzen wir ip für f 'y und haben *

.. , ua f (x , y + k) — f {x , y)Wix , y + lk ) = - - --

Hieraus ziehen wir ferner durch Aenderung des x
ip(x -f h , y + lk ) — ipjx , y + lk )

h

f (x 4 - h , y -f - k) — fjx 4 - h , y) — f (x , y + ff) + fjx , y)
~ hk

oder , unter fl einen positiven ächten Bruch verstanden ,
tp'x (x 4 - yh , y 4 - lk )

fix + h , y 4- k) — f (x f h , y) — fjx , y + fc) 4 fjx , y)
~ hk

Beim Uebergange zur Grenze für verschwindende h — A x und
k = A y erscheint linker Hand der Ausdruck

? dfjx , y)
lt / N difi (x , y) dy 02/ (x , y)

*. (* , y) = — = dx W <
mithin ist jetzt

. d2f (x , y)
■ dx dy
T . f (x 4 - Ax ,y 4 - Ay ) —f {x + Ax , y) — f {x , y + Ay) + f (x , y)— Lun ——- — -7- ^d x xdy
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t

Die rechten Seiten der Gleichungen 3) und 4) unterscheiden
sich nur durch die Anordnung der Summanden im Zähler und der
Factoren im Nenner , sie sind daher von gleichem Werthe ; daraus
folgt die Gleichung

. 8°-f (x , y) 8y (s , y) ‘ d*z _ d'-z
8 y dx dx 8 y 8 y dx dx 8 y '

welche sagt , dass es für das Endresultat gleichgültig ist , in welcher
Ordnung die beiden partiellen Differentiationen nach x und y ausge¬
führt werden . Bei diesem Satze darf man aber nicht übersehen ,
dass die Formel 2) , auf der hier Alles beruht , nur so lange richtig
ist , als die Functionen F und F 1 innerhalb des Intervalles u bis
u -f- p keine Unterbrechung der Continuität erleiden ; auf den vor¬
liegenden Fall angewendet , heisst dies , die Yariabelen dürfen keine
solchen Werthe erhalten , wodurch eine der Functionen

8f (x , y) 8/ 0 , y) dif (x , y)
/ 0 >y) , dx 8 y 8 x 8 y

discontinuirlich werden könnte .

Fig . 13. Man kann diesem Theoreme
eine sehr anschauliche Seite ab¬
gewinnen , wenn man sich Z als
das Volumen denkt , welches
unterhalb von einem beliebi¬
gen Rechtecke aus den Seiten
OL — xxmA. OM — y (Fig . 13),
seitwärts von den vier auf OL ,
LN , NM , MO errichteten
Verticalebenen , und oberhalb
durch irgend eine Fläche be¬
grenzt wird ; es ist dann in
der That z eine Function von
X und y , und man hat nach
§• 1 :



mehrerer Yariahelen . 73

andererseits

= Flüche MN W V
dy

d*‘ = d (MNwr ) = N
dx dy dx

was mit dem Vorigen übereinstimmt .

Sind irgend wieviel Differentiationen in Beziehung auf irgend
wieviele Variabele auszuführen , so lassen sich nach dem Vorigen
immer je zwei Differentiationen vertauschen ; auf diese Weise kann
man jede beliebige Anordnung der Differentiationen herbeiführen ,
ohne dass das Resultat eine Aenderung erleidet .

II . Mittelst des Vorigen lassen sich die höheren totalen Dif¬
ferentiale einer Function leicht entwickeln ; man hat nämlich zunächst
bei zwei Variabelen

, dz j de j
6) clz = — dx + — dy

dx oy
und unter Anwendung desselben Satzes

0 ( | i dx ) 9 PJL dx ),, \ 0Z J \ ÖX Jd2z = — : dX 4 - ; d y
dx ' oymdy), ,8(udy)

—r- u, -jü -t- -
ox oy dy ,

dies ist soviel als

,, d2z d2z ,
d '- z — 5—5 dx 2 4 - - — — dy dxox 1 dy dx

d2z d2z
+ dx dy + dy 2

dx dy dy 2
oder mit Rücksicht auf die Gleichung 5)

d 2z * d 2z 02 *
7) d 2z — 5-— dx 2 -f 2 - — — dx dy -(- — dy 2.dx 2 dx dy ■ oy 2

Durch Wiederholung desselben Verfahrens findet sich
03 z 03 z

8) d z z = -x - dx n» -f 3 dx 9- dy
' ox 3 ox 2 dy

03 % 03 »

+ S dVw dxd 'S + W dy ’
und wenn man beachtet , dass die hier vorkommenden Zahlencoeffi -



74 Cap. II . §. 16. Höhere Differentialquotienten
cienten durch dieselbe successive Addition wie in §. 13, TI. entstehen ,
so erkennt man als allgemeines Gesetz :

9) d" z = («)„ dx * + (»), - 1dy

Kürzer schreibt man dafür in symbolischer Form

10) = ( 5— da; -(- — d ?y) 0 **.\ 0a; dy J
Bei drei Yariahelen , wenn z. B. u eine Function von x, y und z

bedeutet , erhält man auf gleiche Weise :

H ) d» u = ( ±dx + -Ldy + ± dz ) n d »u ,
und man übersieht auf der Stelle , wie sich die Sache bei mehreren
Variabelen gestaltet .

§. 16 .

Höhere Differentialquotienten unentwickelter Functionen .

Aus den Betrachtungen des §. 10 wissen wir , dass eine Glei¬
chung von der Form
1) f (x , y) — 0 oder / = 0
durch Differentiation die folgende giebt :

2) V + 0/ . j*y _ o
’ dx + dy dx ~ '

wobei x die unabhängige Yariabele bedeutet und y als unentwickelte
Function von x angesehen wird . Um nun die Differentialgleichung
zweiter Ordnung zu erhalten , bezeichnen wir die linke Seite der
Gleichung 2) für den Augenblick mit fy (x , y) oder noch kürzer mit
fy; es ist dann unter Anwendung derselben Regel

3) M + M . = o
’ ' dx + dy dx

andererseits hat man aber vermöge der Bedeutung von fy
d>f \ 0*/ , df d2y , 0V dy
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Hierbei ist zu bemerken , dass y nur von x abhängt , dass also auch
dy

nur j ; enthält , mithin eine Function von X allein [nach der frü¬

heren Bezeichnung <p' (x)] und constant in Beziehung auf y ist ; man
hat daher

( dy \
\ dx )
„ = 0
dy

und wenn man die drei letzten Gleichungen in Nro . 3) einführt , so
ergiebt sich die gesuchte Differentialgleichung zweiter Ordnung :

4) vf . o- Vf- . *i±vf . OA 'a-
0a :2 dx dy dx dy 2 \ dx ) dy dx 2

Nach demselben Verfahren kann die Differentialgleichung drit¬
ter Ordnung aufgestellt werden ; sie ist , wenn / 2 die linke Seite der
vorigen Gleichung bezeichnet :

5) W + W . a» = a
dx dydx

Bei wirklicher Entwickelung der angedeuteten partiellen Diffe¬
rentialquotienten findet sich :

M = 5!Z i o vf dy i 2 vf dty
dx dx 3 dx 2 dy dx dx dy dx 2

d3f ( dy \ 2 d\ f dy_ / d? y
dx d y 2 \ dx / dy 2 dx dx 2

, df _ . d»y d '!f _ cVy
dy dx 3 dx dy dx 2 ,

8 / 2 _ o zf , 2 8 3/ _ dy_
dy dx 2 dy dx dy 2 dx

dV sdy \ * W . *! ! .
dy 3 \ dxj dy 2 dx 2

Durch Substitution in Nro . 5) giebt dies bei Vereinigung aller
gleichartigen Grössen :

61 Vf 4 - 3 Vf dy I ■> Vf ( *£ \ * j _ Vf ( tlY
dx 8 dx 2 dy dx dx dy 2 \ dxj dy 3 \ dxJ

4 . 3 Vf V y I 3 Vf dy d 2 y
dx dy dx 2 dy 2 dx dx 2

. dß ' CVy _
dy dx 3

Man übersieht leicht , wie sich mittelst dieses Verfahrens , was



76 Cap. II . §. 17. Vertauschung der
freilich immer längere Rechnungen erfordert , die höheren Differen¬
tialgleichungen der gegebenen Gleichung entwickeln lassen ; aus ih¬
nen lassen sich dann auch die Differentialquotienten der Function
y von x herleiten ; denn es folgt jetzt aus Nro . 2) :

0/
dy _ dx
dx df . ’

dy
wie schon bekannt ist ; ferner aus Nro . 4) :

dJl i n 0V dlJ
d2y _ dx '2 dx dy dx 1 oy

0-/ sdy \
dy 2 \ dxj

dx 2 '0/
dy

Öj?/
und hier kann man den vorhergefundenen Werth von —~ einsetzen ;d oc

ydie Gleichung 6) führt dann weiter zur Kenntniss von u. s. f.dx 3
Auch bei Functionen mehrerer Variabelen bleibt das Verfahren

ganz dasselbe , man unterlässt es jedoch , allgemeine Formeln aufzu¬
stellen , weil diese sehr verwickelt werden würden , und zieht es da¬
gegen vor , in jedem gegebenen besonderen Falle die nöthige specielle
Rechnung auszuführen .

§• 17.

Vertauschung der unabhängigen Variabelen .

Bezeichnet » die unabhängige Variabele , in Beziehung aufweiche
ein- oder mehrmal differenzirt wird , so ist nach den Prinzipien der
Differentialrechnung dx ein dem x willkürlich ertheilter und auf
irgend eine Weise gegen die Null convergirender Zuwachs , und es ist
mithin dx unabhängig von x ; anders verhält es sich mit dem Diffe¬
rentiale dy der abhängigen Variabele y , denn für y — / (») ist
dy — / ' (») . dx , und hier bildet dy eine Function von x, weil es
aus zwei Factoren besteht , deren erster x enthält . Nach dieser Be¬
merkung folgt bei zweiter Differentiation , indem dx als constanter
Factor gilt , d2y — df ' (x) . dx — f " (x) dx . dx — f " (x) dx 2 über¬
einstimmend mit den Früheren , und ebenso würden für die ferneren
Differentiationend »2, dx z etc. als Constanten anzusehen sein. Es kann
nun im Verlaufe einer analytischen Untersuchung nöthig werden , dem
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X den Charakter der unabhängigen Veränderlichkeit abzunehmen und
ihn auf eine andere , entweder bereits vorhandene oder erst neu ein¬
zuführende Yariabele zu übertragen ; so z. B. könnte es bei der Un¬
tersuchung einer Curve , deren Abscissen x und deren Ordinaten y
heissen , erforderlich sein , nicht die Abscisse , sondern die Ordinate
als unabhängige Variabele anzusehen , oder man könnte in den Fall
kommen , die Coordinaten einer durch stetige Bewegung entstandenen
Curve als Functionen der Zeit betrachten zu müssen , welche während
der Bewegung verfliesst , wie dies namentlich in der Mechanik häufig
geschieht . Schärfer aufgefasst ist jetzt die Frage , was man an
die Stelle der Differential Quotienten

dy d2y d 3y
dx ' dx 2' dx 3'

zu setzen habe , wenn X nicht mehr als unabhängige Variabele , son¬
dern als Function einer anderweiten unabhängigen Verändex-lichen t
angesehen wird , wodurch nun auch y in letzter Instanz eine Function
von t geworden ist .

Beachtet man, dass y von x und x von t abhängt , also y eine
zusammengesetzte Function bildet , so hat man nach den Lehren des
§• 6. :

dy dy dx
dt dx dt

und man erhält hieraus

1)

dy
dy dt ,
dx dx

d t

Indem man beiderseits in Beziehung auf die unabhängige Varia¬
bele t differenzirt , wo nun dt constant ist , dx und dy dagegen von
t abhängen , findet man links

ä (^ \ d (—\ dx / \ dx . dx d-y dx
dt dx dt dx 1 dt

und rechter Hand nach der Kegel für die Differentiation der Quo¬
tienten

dx d2y dy d -x
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Stellt man beide Ausdrücke in eine Gleichung , so ergiebt sich

durch Reduction auf dx 2

2) dx 2

clx d2y dy d2x
d2y dt dt 2 dt dt 2

(£ )‘
Durch Wiederholung der Differentiation in Beziehung auf t fin¬

det man auf gleiche Weise

3) =dx°

/ dx \ 2 d3y dx d2x d2y dy / d2x\ 2 dx dy d3x
\ dt ) dt 3 dt dt '2 dt 2 dt \ dt 2/ dt dt dt 3Wf

Wie man auf diese Weise weitergehen kann , ist unmittelbar klar ;
allgemeine Formeln würden wegen der grossen Complication der Aus¬
drücke von keinem Nutzen sein.

Nehmen wir beispielsweise t — y, womit gesagt ist , dass nun¬
mehr y als unabhängige Variabele gelten oder die Gleichung y = f (x)
umgekehrt werden soll [x — F {y)~\ , so ist

dy __ _ 1_
dx dx

dy
d2x

d2y dy 2

ö)

dx 2 / dx \ 3
\ äyJ\dyj

/ d2x\ 2 dx d3x
d3y Kdy2) dy dy 3

/ dx \ 5
\ dy )

dx 3

u. s. w.

Dasselbe Verfahren passt auch auf den Fall , wenn mehrere un¬
abhängige Variabelen vorhanden sind , nur werden die Formeln noch
etwas verwickelter . Man zieht es daher vor , die Rechnung erst in
den gerade vorkommenden speciellen Fällen auszuführen , wie man
dies später sehen wird .
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§. 18.

Zusammenhang zwischen einer Function und ihren succes¬
siven Differentialquotienten .

Sowie in §. 8 Gleichungen zwischen einer Function und ihrem
ersten Differentialquotienten abgeleitet wurden , so lassen sich auch all¬
gemeinere Formeln entwickeln , in denen ausser einer gegebenen Func¬
tion noch beliebig viele ihrer Differentialquotienten vorkommen . Man
gelangt hierzu auf folgendem Wege .

Analog der Gleichung
1) m = / («) + <b - o) f (fl + ff [b - «]) , o < ff < 1,
ist auch unter den gehörigen Bedingungen

f ' ip) = / ' («) + (P — «) / " (« + s [c — «]) , 0 < £ < 1 ;
nimmt man c — a -f- ff (b — a), substituirt nachher den Werth von
f ' {c) in die vorhergehende Gleichung und bezeichnet ff £ kurz mit ff1
so erhält man die neue Formel

2) m = / («) + (6 - «) / '(«) 4 - + ffj [&- «]).
Im letzten Summanden kommen zwei positive ächte Brüche ff

und ff] vor , deren Werthe man nicht näher kennt ; um diesen Uebel¬
stand zu vermeiden , suchen wir den Betrag der Summe

/ («) + (b — «)/ '(«)
auf anderem Wege zu bestimmen . Zu diesem Zwecke sei
3) (p (x) = f (x) + (b — x)f ' (x) -,
es ist dann einerseits

4) (p (a) — f (a) F (b — «)/ » , <p (b) = f (b) ,
andererseits durch Differentiation von Nro . 3)
5) = (b — x)j "(x) .
Hier lässt sich die bekannte Formel (§. 8, Nro . 8)

<p (b) = <p (a) + y)P - i 9>' (« + 0 ß — «])
anwenden , indem man aus Nro . 4) die Werthe von <jP(b) und cp(«)
und nach Nro . 5)

+ ö [ft — «]) = (1 — ö) (b — «)/ " (« + ■Ü[b — «])
substituirt ; man gelangt sofort zu der Gleichung

6) f {b) = / («) -f (b - «)/ ' («) + fl [6 - «]) ,
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welche genauer als die frühere (2) ist , insofern sie nur den einen po¬
sitiven ächten Bruch 0 enthält . Etwas einfacher wird die Formel 6)
für p = 2, nämlich

7) f (b) = / («) + (b — a)f ' (a) + i (6 - «)*/ " (« + fl [6 - «]).
Uebrigens gelten diese Resultate nur unter der Voraussetzung ,

dass <p (x) und <p' (x) , mithin auch f (x) , f ' (x) und f " (x) stetig und
endlich bleiben von * = a bis x — b.

Das soeben benutzte Verfahren lässt sich wieder auf die Formel
7) anwenden ; man hat nämlich

f "(c) = / » + (c - «)/ '" (« + « [c - aj ) ,
mithin wenn

c — a -f - 0 (b — a) , Os *= 0i
genommen und substituirt wird ,
8) f (b) = / («) -f (ft - «)/ ' («) + i (6 - «)*/ " («)

+ l fl(ft:_ «)*/ '> + fl1[&- «]).
Auch hier kommen zwei unbekannte Brüche 0 und Oy vor , und

daher verbessern wir die Formel auf folgende Weise. Es sei
9) ip 0 ) = f {x) + (b — x)f ' (x) -f 1 (b — xf -fix ) ,
so haben wir einerseits

10) * («) = / («) + (&- «) / » + i (b - «)*/ " («) , lb(b) = / (b),
andererseits durch Differentiation von Nro . 9)

^ ' (*) — | (b — x)-f ’" (x) ,
* ' (« + # [b - a]) = 1(1 - #)*(&- a)2/ "' (« + D [b - «]).

Substituiren wir diese Werthe in die Formel

11) 1PQ>) = i>(a) + p (1 h_ _ -i t ' (a + a [b — «]) ,
so gelangen wir augenblicklich zu der Gleichung
12) / (b) = / («) + (b - «)/ ' («) + 1(b - «)*/ " («)

+ 2p (1 - &) P- of '" (<*+ SLh- al)’
die sich für p — 3 noch etwas vereinfacht , nämlich
13) / (b) = / («) + (b — «)/ ' («) + 1(b — «) -’/ " («)

+ J (b st)3/ '" (« + H [b — «]).
Dabei müssen ip(x) und ip' (x) , mithin auch / (*) , f ' (x) , f " {x)

und f " ix) endlich und stetig bleiben von x — a bis x — b.
Um die bisherige Schlussweise ganz allgemein auszuführen ,

setzen wir
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14) t (x) = / (*) _|_ + .....

. . . . -- (& — X) n 1- y („ - !) / )^ 1 . 2 . . . (w — 1) 7 W ’
worin y (x) eine gegebene Function , ip (x) dagegen die unbekannte
Summe der rechts stehenden Summanden bezeichnet . Einerseits
ist

* («) = / («) + ^ ^ / ' («> + ^ =^ V («) + • • • •

• • • H-- ^ ~ — / (n—J) (a )^ 1 . 2 . . . (» — 1) 7 w *
«, (&) = / (&) ,

andererseits durch Differentiation von Nro . 14) , wobei sich alle ne¬
gativen Ausdrücke heben ,

15) *'<*>=i .a~S - i)̂ MW-
_+' (« + » [s - ,.)) = gi7 *\V .T .7» - i) ‘
und wenn man diese Werthe in die Gleichung 11) einsetzt , so ge¬
langt man zu der Formel

16) f (b) — f (a) + h- = ^ f ' (a) + £ j =l^ ! / " (a) + • . .

+ (i iß,t '■*’<“ + 9 f - “»•
Zur Gültigkeit der vorstehenden Gleichung gehört übrigens die

Endlichkeit und Continuität der Functionen tp(x) und 1p' (x) ; dazu
ist hier , wo tp(x) und ip' (x) durch die Gleichungen 14) und 15)
bestimmt werden , erforderlich , dass f (x) , f (x) , f " (x) , . .
endlich und stetig bleiben von x = a bis x = b.

Für 6 — a = h nimmt die Formel 16) folgende Gestalt an.

17) / (« -f h) = / («) + + Y ^ f " (a) + • • • •

....... + 1 . 2 ■* ". » - - i ) / ^ «)

+ 1 . (21 .T .T - 1̂ W^ + ^ ^
SohlOmilch , Analysis. 6
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und dabei müssen / (x) , f (x) , f " (x) , . . ■f M (x) endlich und conti -
nuirlich bleiben von x — a bis x = a -f- li.

Als Specialisirungen der Zahlp empfehlen sich die Werthe p = n
und p = 1 ; im ersten Falle erhält man

18) f (a + h) = / („) + - j - / ' (a) + ; * *

••• + 1 . 2 * 1 " - D / (" ~ , ) (a ) + + * A)’
dagegen im zweiten Falle

19) / (« -f Ä) = / (a) + -*- / ' («) + Ŷ / " («) + • • • •
7jn — 1 / i A \ n — 1 7. n

• + i . 8 . . . (» - i j ' *, - i, fr>+
Hier bedeutet ff immer einen positiven ächten Bruch , dessen

Werth nicht näher bekannt ist . Dieser kann übrigens in den drei letz¬
ten Formeln verschieden sein, denn man sieht an einzelnen Beispie¬
len zu Formel 17) sehr leicht , dass ff gleichzeitig von a , h , n und
p abhängt und daher bei verschiedenen p im Allgemeinen verschie¬
dene Werthe erhält .

Eine sehr einfache Anwendung von Formel 18) gewährt die
Specialisirung

f {x) = logx ,
wobei M den Modulus des logarithmischen Systems bezeichnen möge ;
es ist dann

20) 1* (. + », = % . + * [ I A - i ( Ly + i ( ! ) • _ . . .

. . 4. (— 1 (— i)n + 1( ft yi
n — 1 \ a ) n \ a ff li) |

und zwar gilt diese Formel für alle positiven a und h. Setzt man
für ff das eine Mal die Null , das andere Mal die Einheit , so wird
der absolute Werth des letzten Summanden im ersten Falle zu gross ,
im zweiten zu klein , und man erhält daher zwei Zahlen , zwischen
denen log (a -)- Ti) enthalten ist .

Auch für Functionen mehrerer Variabelen können ähnliche Glei¬
chungen wie Nro . 17) , 18) oder 19) entwickelt werden , doch unter¬
lassen wir dies, da wir ohnehin auf diesen Gegenstand zurückkommen .



Cap . III .

Untersuchungen über krumme Linien und Flächen .
%

§• 19 .

Der Lauf ebener Curven .

I . Die erste Frage bei der Betrachtung einer ebenen krummen
Linie wird sich immer auf deren Steigung oder Fall beziehen , weil
schon hieraus die Gestalt der Curve mit einiger Sicherheit zu ersehen
ist . Soll nun die Curve steigen , so muss die nächstfolgende Ordinate
grösser als die vorhergehende sein , beim Herabsteigen dagegen ent¬
spricht der grösseren Abscisse eine kleinere Ordinate . Betrachten
wir daher

x und y = f (x) ,
* + » y + 4y = f (x -\- Ax )

als Coordinaten zweier benachbarten Punkte , so steigt die Curve,
wenn bei hinreichend kleinen z/ a; die Differenz

dy = / (* -1- Ax ) — f {x)
positiv ist und es bleibt , falls z/ a: noch weiter abnimmt und gegen
die Null convergirt ; dagegen fällt die Curve bei negativ bleibenden
A y. Zufolge der Voraussetzung eines positiven z/ x kann man auch
sagen , dass die Curve steigt oder fällt , je nachdem der Differenzen¬
quotient

Ay _ fi x + Ax ) — fjx )
Ax Ax

das positive oder negative Vorzeichen behält . Wie in §. 8 nachge .
wiesen wurde , hat aber der Differenzenquotient bei hinreichend klei-

6 *
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nen / I x dasselbe Vorzeichen wie der Differential quotient ; es gilt
daher der Satz :

Die Curve , deren Gleichung y = f (x) ist , steigt
so lange als f ' (x) positiv bleibt , sie fällt dagegen so
lange / ' (x) das negative Zeichen behält .

Man wird dies geometrisch sogleich bestätigt finden , wenn man
sich an die Gleichung

y ' = f (x) — tan t
erinnert . Bei positiven / ' (x) ist nämlich t positiv und die Tangente
TP (Fig . 14) bildet mit der positiven Seite der x-Achse den spitzen

und zwar positiven
Winkel X TP , wobei
die Drehung von der
Rechten zur Linken
als die Drehung im
positiven Sinne be¬
trachtet wird ; un-

U ter diesen Umständen
steigt die Curve . Dem

negativen / ' (x) entspricht ein negativer Winkel x — P. XTi U, wel¬
cher durch die entgegengesetzte Drehung entstanden ist ; die Curve
fällt dann .

Wenn die derivirte Function / ' (x) ihr Vorzeichen auf die Weise
ändert , dass sie entweder vom Positiven durch Null hindurch in’s
Negative , oder umgekehrt aus dem Negativen durch Null hindurch
in’s Positive übergeht , so tritt an der Stelle , wo / ' (x) = 0 wird ,
entweder der Uebergang von Steigen zu Fallen oder von Fallen zu
Steigen ein. Derartige Punkte kann man passend Culminations -
punkte nennen ; im ersten Falle ist die Culmination eine obere ,
im zweiten eine untere . An jedem Culminationspunkte wird t = 0,
mithin die Tangente parallel zur Abscissenachse , wie in Fig . 14 an
dem oberen Culminationspunkte C.

Als Beispiel kann man die Ellipsengleichung

y = — V 2̂ ax — x2a
benutzen ; der Differentialquotient

, b a — x ,
a V2 ax — x2

hat für x a das positive , für x a das negative Vorzeichen und
geht an der Stelle x — a aus dem Positiven in’s Negative über .
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Die Curve besitzt daher an der Stelle x = a , y = b einen oberen
Culminationspunkt , wie auch geometrisch bekannt ist .

II . Hat man mittelst der angegebenen Regel gefunden , dass
eine Curve innerhalb eines gewissen Intervalles steigt oder fällt , so
bleibt noch die zweite Frage , wie jenes Steigen oder Fallen ge¬
schieht . Eine Curve kann nämlich beim Steigen entweder die erha¬
bene oder die hohle Seite gegen die Abscissenachse kehren (s. Fig .
15 und 16). Dasselbe gilt auch , wenn die Curve fällt , und es bedarf
daher eines Unterscheidungszeichens für diese verschiedenen Lagen .
Ist nun der Bogen PP 2 convex gegen die Abscissenachse (Fig . 15),

convex oder concav gegen die Abscissenachse ,je nachdem Mi Q— As]I \
das positive oder negative Vorzeichen hat . Für OM = x , MM \
= M\ Mi = Mx und mit Rücksicht darauf , dass MxQ das arithme¬
tische Mittel zwischen MP und ils2P > darstellt , findet sich

f (x + 2Mx) + f (x) ^ j ^ ^ __ f (x + 2Jx )—2f (x + 4x )+ f (x) _

Y

Y

0

Fig . 16.

Fig . 15.

M Mi M2 X

so heisst dies nichts An¬
deres , als dass er zwi¬
schen seiner Sehne und
der x-Achse liegt ; dage¬
gen ist der Bogen PP 2
concav (Fig . 16) , wenn
umgekehrt die Sehne zwi¬
schen dem Bogen und
der Abscissenachse durch¬
geht . Schalten wir auf
der Mitte der Sehne noch
den Punkt Q ein und be¬
zeichnen mitPj denjeni¬
gen Curvenpunkt , wel¬
cher die nämliche Ab-
scisse wie Q besitzt , so
haben wir bei convexer
Krümmung

0 M Mt M2
bei concaver Krümmung

Mi Q< MiP„
und es ist also die Curve

Mi Q - Mi Pi

dieser Ausdruck hat immer dasselbe Vorzeichen wie
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fjx + 2z / s ) — 2/ Q -f <dx ) -f- fjx ) z/2/ jx)
z/ z2 dx *

und letzterer ist wieder einerlei mit

f " (x) + Q,
wo q eine gleichzeitig mit <dx gegen die Null convergirende Grösse
bezeichnet . Hieraus folgt , dass bei hinreichend kleinen z/ x der
zweite Differenzenquotient dasselbe Vorzeichen wie der zweite Diffe¬
rentialquotient besitzt , dass mithin die Curve convex oder concav
ist , je nachdem / " (x) das positive oder negative Zeichen hat . Diese
Bemerkungen sind leicht auf den Fall auszudehnen , wo die Curve
unterhalb der Ahscissenachse liegt , mithin / (*), f (x -)- z/ x),fix -j- 2 Ax )
negativ sind ; man findet , dass umgekehrt ein negatives / " (x) die
convexe , ein positives f " (x) die concave Krümmung anzeigt . Mit
dem Vorigen zusammen giebt dies den Satz , dass die Curve convex
oder concav gegen die Abscissenachse gekrümmt ist , je nachdem f (x)
und f " (x) gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen besitzen .

Zu demselben Resultate führt auch eine andere Bemerkung .
Bei einer convex steigenden Curve wachsen nämlich die Tangenten¬
winkel , bei einer concav steigenden nehmen sie ab , wie man unmit¬
telbar aus Fig . 17 und 18 ersieht , worin PT und P 1 1\ die Tan -

Fig . 17. Fig . 18.

genten an zwei aufeinander folgenden Punkten sind . Die gleiche
Bemerkung gilt auch für fallende Curven , und daher deutet jederzeit
ein wachsendes z auf convexe, ein abnehmendes z auf concave Krüm¬
mung . Die Zunahme oder Abnahme von r erkennt man an dem
Vorzeichen des Differentialquotienten

dz _ darctany ' _ 1
dx dx 1 -j- y '2 y ’

dieses Vorzeichen hängt lediglich von y " ab, und damit gelangt man
wieder zu dem vorigen Satze . Um letzteren etwas einfacher und
für Anwendungen bequemer aussprechen zu können , denken wir uns
die Abscissenachse so weit abwärts parallel zu sich selbst verscho -
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ben, dass alle in Frage kommenden Ordinaten positiv ausfallen ; mit
anderen Worten , wir vergrössern alle innerhalb des betrachteten
Intervalles liegenden Ordinaten um eine constante Strecke , welche
mehr als die grösste Ordinate beträgt . Auf y' und y " hat diese
Operation keinen Einfluss ; der vorige Satz aber lautet dann :

Die Curve , deren Gleichung y — f (x) ist , kehrt
die convexe oder die concave Seite nach unten , je
nachdem f " (x) positiv oder negativ ist .

Aendert f " (x) sein Vorzeichen mittelst Durchganges durch den
Werth f " (x) = 0, so findet an dieser Stelle ein Krümmungswechsel
statt ; ein derartiger Punkt heisst ein Inflexionspunkt oder Wen¬
depunkt .

III . Nach diesen Sätzen ist der Lauf einer durch ihre Glei¬
chung gegebenen Curve auf folgende Weise zu untersuchen . Man
ermittelt zunächst die Intervalle , innerhalb deren y sein Vorzeichen
behält , sowie die Stellen wo y = 0 wird ; man erhält dadurch die
Punkte , welche die Curve mit der Abscissenachse gemein hat , d. h.
Durchschnitte oder Berührungspunkte mit deraj -Achse. Nach¬
her entscheidet man, wie weit y ' positiv , wie weit es negativ ist und
wo y ' sein Vorzeichen mittelst Durchganges durch Null wechselt ;
dies giebt die Culminationspunkte . Endlich untersucht man ,
innerhalb welcher Intervalle y " positiv bleibt , innerhalb welcher an¬
deren negativ , und an welchen Stellen y" sein Vorzeichen mittelst
Durchganges durch Null wechselt , d. h. wo Inflexionspunkte vor¬
kommen . Diese sogenannten ausgezeichneten Punkte reichen hin ,
um die Gestalt der Curve kennen zu lernen .

Als Beispiel diene eine Curve von folgender Entstehungsweise . In
einem über dem Durchmesser AB — 2 a, Fig . 19 (a. f. S.), construirten
Kreise sind parallel zu AB Sehnen gezogen , von denen Ql Q2
irgend eine darstellen möge ; sie schneidet den zu AB senkrechten
Durchnlesser in einem Punkte N. Man legt ferner M\ Q\ || CD || Mi
und zieht die Gerade AN \ letztere trifft M\ Qi in I \ , M >Q, in P 2,
und nun sollen P \, P %Punkte der neuen Curve sein. Bezeichnet man
AM \ oder AM 2 mit x, und die zugehörige Ordinate mit y, so erhält
man als Gleichung der krummen Linie

xV 2 ax — x?y = - ,

und hieraus ergiebt sich, das Wurzelzeichen erst als positiv voraus¬
gesetzt , dass zu jedem negativen x ein imaginäres y gehört , dass
ferner für x = 0 auch y — 0 wird , dass jedem zwischen 0 und 2 a
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Hegenden x ein positives y entspricht , dass für x = 2 a wieder y — 0,
und für x 2 a jedes y imaginär ist . Die Curve geht demnach von
A aus über die »-Achse hinauf und steigt am Ende in B wieder zu

Fig . 19.

D

ir c

ihr herab . Nimmt man das Wurzelzeichen negativ , so erhält man
gleich grosse und entgegengesetzte Ordinaten ; demnach besteht die
Curve aus zwei congruenten , über ,und unter der Ahscissenachse lie¬
genden Zweigen , die zusammen eine geschlossene Figur , ein soge¬
nanntes Blatt bilden .

Man erhält weiter als ersten Differentialquotienten
» (3 a — 2 x)
tV ~2 <

wobei das Wurzelzeichen positiv genommen werden kann , weil man
nur einen der beiden congruenten Zweige zu untersuchen braucht .
Für x = 0 wird y ' = 0 ; so lange x <A \ a bleibt , ist y '. positiv , für
x = \ a wird y ' = 0, bei grösseren x wird y ' negativ und zuletzt ,
d. h. für x — 2a , negativ unendlich gross . Demnach hat die Curve
in A die Abscissenachse zur Tangente ; von A aus steigt sie bis zu
dem oberen Culminationspunkte Cr, dessen Coordinaten AF — ^ a,

3yHj
F Cr — — -— a sind , und fällt dann bis B , wo sie die Abscissen -4
achse rechtwinklig schneidet .

Was ferner den zweiten Differentialquotienten

x (3 a 2— 6 a x 4 - 8 x2) _ 2 x [(» — §a)2 — jja2]-
a 1/^(2 ax — »2)3 aV (2ax — #2)8

anbetrifft , so übersieht man leicht , dass derselbe positiv bleibt von
X— Q bis zudem kleineren der beiden Werthe , welche (x — | a ) 2= | a 2

r
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3 - 1̂ 3
machen, d. h. bis zu x — - - a — \ a — acos 30° . Beim Ueber -

schreiten dieses Werthes geht y" aus dem Positiven in’s Negative
über und bleibt negativ bis x = 2 a. Es würde zwar später für

3 -j- V "3*
X = - - - a wieder ein Zeichenwechsel eintreten ; dieser kommt2

aber nicht in Frage , weil ^ st 2 a ist und die zugehörigen2

Ui y 'i y " imaginär sind. Die Curve ist demnach convex gegen die
Abscissenachse von A bis zu dem Inflexionspunkte I, dessen Coordi-
naten AH — \ i
nen ; darüber hinaus bleibt die Linie concav.

§. 20 .

Bogen differential , Tangenten , Asymptoten und Normalen
ebener Curven .

I . Die schon öfter benutzte Gleichung
. / dy

1 ) tan t = y — —2 .’ * dx
bildet die Grundlage für alle Formeln und Constructionen , welche
mit dem Probleme des Tangentenziehens in irgend einem Zusammen¬
hange stehen . Zunächst bemerken wir, dass aus Nr . 1) die folgenden
Gleichungen entspringen :

2) cosv — -—_. ------ —— sin r

dy
dx

d,enen man auch die Gestalt geben kann :
" dx . dy

3) cost = — , sin t — —- J OHO V /»— --- - —
V dx 2 - f- dy "2 V dx 2 - )- dy 2

Hier besitzt , der Nenijer eine geometrische Bedeutung . Je kleiner
nämlich dx und dy gedacht werden , desto eher ist es erlaubt , das
zwischen den Punkten x, y und x + dx , y dy liegende Curven -
stück mit seiner Sehne zu verwechseln oder das aus den Katheten
dx , dy und dem zugehörigen Bogen , welcher ds heissen möge , ge¬
bildete Dreieck als geradliniges Dreieck anzusehen . Dass diese
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Vorstellung richtig ist , beweist die daraus folgende Gleichung tan z

= —r—, welche mit Nr. 1) übereinstimmt. Dann darf man aber wei¬st#
ter Schliessen, dass für das Bogendifferential ds die Gleichung

4 ) ds 2 = dx 2 cZt/ 2

Dies kann auch direct auf folgende Weise gezeigtgelten muss
werden.

In Fig . 20 sei OM
Fig. 20.

x, MP = y, MMi = PQ = / Ix , PiQ
= / ly , Z. PTX — z , der von
einem festen Punkte C an gerech¬
nete Bogen CP = s, mithin

Are PPi = As ,
endlich R der Punkt , in welchem
die Tangente TP die Ordinate
Mi Pi schneidet ; wählt man / tx
so klein , dass der Bogen PP \
keinen Inflexionspunkt enthält,
also entweder nur convex oder

nur concav ist, so hat man folgende Ungleichungen

ArePPi > PP \, d. h. z / s > V Ax "- -ff Ay \

ArcPPy PR -f - RPi , d. h. As <̂ Ax secx -(- Ay — Ax tanz .
Durch beiderseitige Division mit A x ergiebt sich

M MiU

V1+ y<^ <secr+ - tmT’
beim Uebergange zur Grenze für unendlich abnehmende Ax , Ay ,
As erhält man auf der linken Seite als Grenzwerth

’2

und auf der rechten Seite

, dysec z 4 - — tan z — secxdx V1 -f- tan21 = ^ 1 + y

Beide Seiten convergiren also gegen eine und dieselbe Grenze,
daraus folgt

ds
dx = Vi + y ' * = V > + ( £ ) ’

was mit der Gleichung 4) übereinstimmt. Auch ist nun
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1 dx

5)

cos r

sin x

Vi + y'1 ds '
y' dy

Y 1 _|_ y!2 ds
Wenn die Gleichung der Curve nicht in der expliciten Gestalt

y — f (x), sondern implicite unter der Form
F (x, y) = 0

gegeben ist , so hat man
■dF_

, dy dx
V ~~ ~dx ~ ~~ 8 F '

dy
zu setzen , wie in §. 10 gezeigt worden ist .

II . Um durch den Punkt P eine Tangente an die Curve zu
legen , kann man entweder den Berührungswinkel x aus der Formel 1)
bestimmen und sein Complement MPT (Fig . 20) an die Ordinate
MP antragen , oder eine der Geraden MT , P T berechnen und , wenn
möglich , construiren . Die erste dieser Strecken heisst die Subtan¬
gente , die zweite die Tangente , und zwar ist

6) Sbtg. = y cotx = —— = —’7 ,1 J J tanx n '

7) Tang . = y _ yV i + y n
sinx y

Bezeichnen £ und rj die Coordinaten eines beliebigen Punktes
der Tangente , so gilt die Gleichung

xi — y = (| — x) tanx ,
von deren Richtigkeit man sich durch wirkliche Construction der
Differenzen £ — X und rj — y leicht überzeugt ; demnach lautet
die Gleichung der Tangente :

8) tj — y = «/' (£ — x).
•Für den Fall , dass die Gleichung der Curve in der unent¬

wickelten Form
F (x , y) = 0

gegeben ist , erhält die Gleichung der Tangente die symmetrische
Gestalt

dF / t ^ , dF
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III . An die Gleichung 8) oder

v = y' i + y — xy '
knüpft sich noch folgende Bemerkung . Wenn die Curve in’s Unend¬
liche geht , so kann es geschehen , dass bei unendlich wachsenden x
die Ausdrücke

y ' und y — xy '
sich bestimmten Grenzen nähern ; es giebt dann eine feste Grenzlage
der Tangenten , der sie sich mehr und mehr nähern , je weiter der
Punkt xy fortrückt , d. h. eine sogenannte Asymptote der Curve .
Setzen wir

Limy ' = Lim f ' (x) — A, )
Lim (y — xy ') = Lim [f (x) — xf {x) ] — B , y °°^

so haben wir als Gleichung der Asymptote
10) ri = Ai + B.

Nur für den Fall , dass die Asymptote parallel zur y-Achse liegt ,
wird diese Gleichung unbrauchbar wegen A — oo und B = oo; man
hat aber dann die vorige Betrachtung nicht nöthig , weil sich eine
derartige Asymptote von selbst dadurch bemerklich macht , dass
einem endlichen x ein unendliches y entspricht .

j -jg 21. IT . Errichtet man im Punkte
P auf der Tangente eine Senk¬
rechte , welche die Abscissenachse
in U schneidet , so erhält man die
sogenannte Normale der Curve ;
MU heisst die Subnormale
(Fig . 21). Aus der Bemerkung ,
dass

MP U = Z. MTP = r
ist , findet man leicht

11) Subnorm. = ytant = yy \

12) Norm . — — — = yV 1̂ -j- y ' 2;cos T

ferner ist , wenn | und rj die Coordinaten eines Punktes der Normale
bezeichnen ,

7] — y = (x — I) cotr ,
mithin die Gleichung der Normale :

13) rj — y = — y (g — X).
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Der unentwickelten Form der Curvengleichung entspricht als

Gleichung der Normale
, sdF . dF -

Anwendungen dieser allgemeinen Vorschriften giebt der nächste
Paragraph .

§. 21 .

Beispiele von Tangenten - und Normalenconstructionen .

I . Die Kegelschnitte . Nimmt man die Hauptachse eines
Kegelschnittes zur » -Achse und einen ihrer Endpunkte zum Coordi-
natenanfang , so ist bekanntlich
1) y2 — 2 px -)- qx 2
die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte , worin p den Halbpara¬
meter (die Ordinate im Brennpunkte ) bedeutet . Man findet hieraus

p 4 - qx2) yy ' = p 4- qx ,

mithin als Gleichung der Tangente
p 4- qx3) v — y y

y

(I - x).

Für £ = 0 ergiebt sich hieraus ein specielles rj, das f]0 heissen
möge, und zwar bedeutet es geometrisch die Strecke OT , welche die
Tangente von der Ordinatenachse abschneidet ; man hat dafür

Vo = y -
p qx x = r px — qx 2

y y
oder , vermöge des Werthes von y2,

pxVo

Dies giebt folgende Tangentenconstruction (Fig . 22).

4)

Man

Fig . 22.

" '
1 — —

lx • \ \
c MU Q

nehme OC = p , fälle von dem festen
Punkte C auf den Radiusvector OP
eine Senkrechte , welche die Ordina¬
tenachse in T schneidet , und ziehe
die Gerade TP .

Man hat ferner durch Substitu¬
tion des Werthes von y
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+ 2
_ p + gx _

2px -f- qx "1 1/
y — xy rj0

px
V 2 px -f- qx ‘ V

xy ') —
P

bei unendlich wachsenden x wird hieraus

Lim y ' = = Vq , Lim (g — * <, , — y =
Diese Ausdrücke sind reell und von endlichem Werthe , wenn

q >̂ 0 , d. h. der Kegelschnitt eine Hyperbel ist ; letztere besitzt
daher zwei Asymptoten , deren Gleichungen aus

5)

hervorgehen , wenn man "|/ "q das eine Mal mit dem positiven , das
andere Mal mit dem negativen Vorzeichen nimmt .

Was endlich die Normale betrifft , so bemerke man , dass die
Gleichung 2) linker Hand den Ausdruck yy ', d. h. die Subnormale ,
enthält und dass die Gleichung 2) mit folgender übereinkommt :

6) yy
y
-- p .X <

Man kann daher die Normale unabhängig von der Tangente
durch folgende Construction erhalten : Auf dem Radiusvector OP
errichtet man in P eine Senkrechte , welche der Abscissenachse in Q
begegnet , und nimmt Q U = jo; dann ist P U die Normale .

II . Die Cycloide ist bekanntlich der Weg , den irgend ein
Fig . 23.

W

Punkt eines Kreises be¬
schreibt , wenn letzterer ,
ohne zu gleiten , auf einer
Geraden fortrollt , wobei
sich die Peripherie des
Kreises auf jener Gera¬
den abwickelt . Nehmen
wir die gegebene Gerade
AB , die sogenannte Ba¬
sis, zur «-Achse, den An¬

fangspunkt der Bewegung zum Coordinatenanfang und setzen (Fig .
23) AM = x, MP = y, LP = LU = a, Z. PL TJ= ca, so gel¬
ten folgende Gleichungen

L i /
V 1/ N

U t) B
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x — ATJ — MU = Are UP — PF ,
d . i.

7) x — aca — a sin ca;
y = UV = LU — LV ,

d . i.

8) y — a — acos ca.

Durch Elimination von ca aus 7) und 8) würde man zu einer
Gleichung zwischen X und y gelangen , da aber dieselbe etwas com -
plicirt ausfällt , so thut man besser , die obigen zwei Gleichungen bei¬
zubehalten und darin den Wälzungswinkel ca als unabhängige Yaria -
bele zu betrachten . Dann ist

dx = a ( l — cos ca) da , dy = a sin ca dca ,
mithin

dy _ sin ca
dx 1 — cos ca

oder , zufolge der geometrischen Bedeutung des Differentialquotienten ,

tanx — cot \ ca — tan (90° — | ca).

Da während der ersten halben Umwälzung ca 180° , mithin
90° — | o ein spitzer Winkel und ebenso r jedenfalls 90° ist , so
schliesst man aus der vorigen Gleichung

x = 90° — y tu oder 90° — x = loa ,

d. h . ^ MPT = dem Peripheriewinkel UWP ; es ist folglich WPT
die Tangente und die darauf senkrechte P U die Normale .

Nicht selten nimmt man den höchsten Punkt G der Cycloide
zum Coordinatenanfang und den Pfeil CD zur Abscissenachse . Für
CN = X\ , NP = ?/ i ist dann

Xi — CD — DN = 2 a — y — a ( l -f cos ca)

yi = AD — AM = n a — x — a (n — a> -|- sin ca)
10)

i dx . \ / ~l
- = _ = #an }« = y r

dyi
dx

Xi
oder wegen cos ca = — — 1,

. . . djh _ \ s 2a — x i V 2 axi —
dxi V X\ Xi

Dieses Resultat stimmt mit dem vorigen überein . Die linke
Seite bedeutet nämlich geometrisch den Winkel xlt den die Tangente
PT mit der neuen Abscissenachse einschliesst , es ist daher

l / 1 -
cos ca

1/ 1 + cos (O’

V 2ax\ -
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tan Ti — oder tan MP T = ,NC NC
woraus wieder folgt , dass PIF || CQ die Tangente sein muss .

III . Die Kettenlinie . Aus statischen Gründen bildet ein voll¬
kommen biegsamer homogener Faden , frei aufgehangen und nur der
Einwirkung seines Gewichtes unterworfen , eine krumme Linie von
folgender Gleichung

12) y - H * + •“ *) .
wobei die Abscissenachse horizontal in der Entfernung k unter dem

Fig . 24.

O u x

Scheitel der Curve liegt , und die
Ordinatenachse vertical durch den
Scheitel geht (Fig . 24). Aus Nr . 12)
folgt

,/ = l ( eT - e ~ T)
ist ver

(f)*

und es ist vermöge der Werthe von
V und y '

V2
y '2 = i ,

tanx =

oder zufolge der geometrischen Be¬
deutung von y '
Vy k *

k
Um hiernach die Tangente am Punkte P zu construiren , be¬

schreibt man aus dem Scheitel C mit MP als Halbmesser einen
Kreis , welcher die Abscissenachse in N schneidet , zieht die Gerade
CN , die mit 0 C einen Winkel = r bildet , und legt PT senkrecht
zu CN ; die Normale P U ist parallel zu CN .

§. 22 .

Krümmungskreis , Krümmungsmittelpunkt und Evolute .

1. An zwei Punkte P und P 1 einer Curve CPP \ (Fig . 25)
denken wir uns die Tangenten TP und TXP Xgelegt , die sich in U
schneiden , und die zugehörigen Normalen construirt , deren Durch¬
schnitt Q heissen möge ; in dem Sehnenvierecke P QP XTJ ist dann
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<' PQP 1 = / _ TUTi = ZI MyTyPy - z . MTP = Xy — r ,

Fig. 25. der Winkel PQPy giebt
also den Zuwachs des Tan¬
gentenwinkels x an und kann
daher mit z/ r bezeichnet
werden. Ziehen wir ferner
die Secante Py PS und setzen

zi PSM — 6,
so haben wir im Dreiecke
PPiQ

Y

0

^ PQPy = / l r ,

zl PyPQ — 90 » — ^ PyPU = 90 1' — ^ . SPT = 90° — (6 — r ),

zi PPy Q = 90° — z£ PPy U = 90 <>— Z . SPy Ty = 90 » — (r x — tf) ,

PPy = + JiP ) = V x) ‘ + (z/ i/)2;
vermöge der Proportionalität der Seiten und der Sinus der Gegen¬
winkel können wir hieraus die Strecken PQ = r und PyQ — ry
berechnen und finden

„ _ v
sin / Ix sin PPy Q

oder

sin /I x
zfr

z/ r
/ Ix

cos (x -f- z/ x — ö)

und dem entsprechend

sin / lx
zf r

zf x
/ Ix

COS ( <J — t ) .

Lassen wir jetzt den Punkt Py immer näher an P rücken, mit¬
hin z/ x, z/ x und 6 — x gleichzeitig gegen die Null convergiren , so
verändert der Durchschnitt Q seine Lage , geht aber nicht in’s Un¬
endliche hinaus ; vielmehr nähern sich r und Xy der gemeinschaft¬
lichen Grenze

Schlömilch , Analysis. 7
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Lim r — Um r x — clr
dx

welche wir p nennen wollen . Aus tan %— y ' folgt ferner , weil x
einen positiven oder negativen spitzen Winkel bedeutet ,

. , dx 1 dy ' 1 „r = arctan « , —- = - —• —— — r- y ",
• ’ da: 1 + y'2 dx 1 + 2/ '2

daher ist zusammengenommen
V(i + ?/'2)3

1) 9 y

Das für den ersten Augenblick überraschende Resultat , dass der
Durchschnitt zweier Normalen beim Zusammenfallen der letzteren
nicht in’s Unendliche , sondern nur bis zu einem bestimmten Grenz¬
punkte fortrückt , ist übrigens geometrisch leicht zu erklären . Je
weniger nämlich die Entfernung der Punkte P und P t beträgt , um
so kleiner ist auch die Differenz der Längen von P Q und P , Q, mit¬
hin lässt sich näherungsweis P Q = Pj Q als Halbmesser eines Krei¬
ses ansehen , welcher sowohl die Punkte P und Pi als die zugehöri¬
gen Tangenten P T und P , 7j mit der Curve gemein hat . Eben
desswegen schliesst sich dieser Kreis genauer an die Curve an als
jeder andere , dessen Mittelpunkt willkührlich auf der Normale PQ
gewählt wäre und der nur die eine Tangente PT mit der Curve ge¬
mein hätte , oder kurz ausgedrückt , jener Kreis hat nahezu dieselbe
Krümmung wie die Curve von P bis Pj . Diese Schlüsse’ erhalten
ihre volle Gültigkeit beim Zusammenfallen der Punkte P und P , ;
der Grenzpunkt des Normalendurchschnittes heisst dann der Krüm¬
mungsmittelpunkt , die Strecke p , als Radius eines Kreises ge¬
dacht , der Krümmungshalbmesser , und der mit p aus jenem
Punkte beschriebene Kreis der Krümmungskreis ; er schliesst sich
der Curve genauer an als jeder andere in P sie berührende Kreis
und hat durchweg dieselbe Krümmung , wie die Curve in P .

Diese Vorstellungsweise führt auch sehr rasch zur Formel 1).
Setzt man nämlich ArcCP = s , so ist Are PP 1= A s, ferner nähe¬
rungsweis , indem man A s wie einen mit dem Halbmesser PQ = P 1Q
= r beschriebenen und zum Centriwinkel PQP 1 = Ar gehörigen
Kreisbogen berechnet ,

As — r . Ar oder r — ^ 4-Ax
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folglich genau beim Uebergange zur Grenze für verschwindende z/s
und Az

2) Q = *1 .dt
Durch Einführung der ATerflie

ds = Vi + y ' 2 ■ dx , dz — — y " dx1 + 2/
gebt die Formel 2) in die Formel 1) über .

Nimmt man das vorkommende Wurzelzeichen im absoluten
Sinne , so hat Q immer dasselbe Vorzeichen wie y " ; d. h. geome¬
trisch , der Krümmungshalbmesser kann zwei verschiedene einander
entgegengesetzte Lagen haben , je nachdem die Curve die convexe
oder die concave Seite nach unten kehrt ; im ersten Falle ist er posi¬
tiv , im zweiten negativ .

Für die Construction des Krümmungshalbmessers ist in man¬
chen Fällen die Bemerkung von Nutzen , dass

3) ¥
gesetzt werden kann , wo u die Normale im Punkte P bezeichnet .

Aus der Gleichung der Kegelschnitte

y = V 2px -j - qx 2
erhält man z. B. durch zweimalige Differentiation„ __ V'1 ——v—

\s (2px -j- qx 2)3 V3
und daher ist der Krümmungshalbmesser

U3 su \ 2
ff = ~ pi = - U \ p) t

u
was sich ohne Schwierigkeit construiren lässt , wenn man z. B. —

als Tangente eines Winkels betrachtet . Die eleganteste Construction
der Formel werden wir im §. 24 zeigen .

Für die Cycloide ist nach §. 21
dx — 2asin 2 \ ada , y ' — cot \ co,

mithin

dy ' — — „ . * — da ,
2 sin2 | ra

woraus durch Division mit dx und dessen Werthe folgt
1
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Dies giebt den Krümmungshalbmesser

q — — 4 a sin | co = — 2 PU
oder gleich dem Doppelten der Normale ; der Krümmungsmittelpunkt
wird demnach erhalten , wenn man die Normale P U um ihre eigene
Grösse verlängert .

Für die Kettenlinie ist nach §. 21

ferner

/ - - - \ ?/2
y ' z= l { e * — e t J , u = ysecr = —

sK -f + •- *) - £v "

mithin nach Nr . 3)
r

= J = U-
Die Kettenlinie hat also mit dem Kreise die Eigenschaft gemein ,

dass der Krümmungshalbmesser gleich der Normale ist ; die Lagen
sind aber einander entgegengesetzt .

II . Um die Coordinaten £ und rj des Krümmungsmittelpunktes
zu bestimmen , braucht man nur zu berücksichtigen , dass der ge¬
suchte Punkt auf der Normale um Q vom Punkte P entfernt liegt ;
daher ist aus einfachen geometrischen Gründen

x — £ = Qsin r , — y = qcost
oder vermöge , der Werthe von p, sin r. und cos x

14V 2 , , 1 + 2/ '2
4) £ = * v = yA — Y '—

Für die Parabel , deren Gleichung
y = V2px

ist , findet man hiernach
t Q , 1/ 8^| = 3!» -fp , y = — V — •

Wenn die Gleichung der Curve nicht in entwickelter Form ge¬
geben ist , so müssen y ' und y" nach den Lehren des §. 16 berechnet
werden .

III . Die Formeln 4) enthalten in letzter Instanz nur die drei
Variabelen £, t] und x, da man, wenigstens bei entwickelten Gleichun¬
gen von der Form y = f (pc) , sowohl y als y ' und y" durch x aus¬
drücken kann . Denkt man sich aus den obigen Gleichungen * elimi-
nirt , so bleibt nur eine Gleichung zwischen £ und V] übrig , d. h. die
Gleichung derjenigen Curve , welche von den stetig aufeinanderfol -
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genden Krümmungsmittelpunkten gebildet wird . Dieser geometri¬
sche Ort der Krümmungsmittelpunkte heisst die Evolute der gege¬
benen Curve, und zwar kommt diese Benennung daher , dass man sich
die ursprügliche Curve durch Abwickelung eines um die Evolute ge¬
legten Fadens entstanden denken kann .

Als Gleichung der Parabelevolute findet man mittelst der
angegebenen Elimination

= tt - pY
* p

also eine Curve dritten Grades (die sogenannte semicubische Parabel ).
Für die Ellipse , deren Gleichung unter der Form

© +(!) =1
dargestellt wird , erhält man als Gleichung der Evolute

(ff + (ff=
wobei zur Abkürzung gesetzt wurde

a2— b2 , a2— b2
« 1 — — . bi — — - — •

CI 0

Für die Hyperbel ist die Mittelpunktsgleichung
2

= l ;(!)’- (!)
daraus ergiebt sich als Gleichung der Evolute

Für die Cycloide gilt der bemerkenswerthe Satz , dass die
Evolute eine mit ihr congruente Cycloide ist , die jedoch eine andere
Lage besitzt .

§. 23 .

Formeln für Polarcoordinaten .

Bei dem Gebrauche von Polarcoordinaten wird meistentheils der
Winkel zwischen dem Badiusvector und der Abscissenachse als un¬
abhängige Yariabele betrachtet und jener Yector als abhängige
Variabele ; für XOP = 0 und OP = r (Fig . 26 a. f. S.) ist dem¬
nach die entwickelte Gleichung der Curve von der Form
1) r = / (()),
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woraus sich die Differentialquotienten

:/ "(0) U. S. W.
U/ U ~

Fig . 26.

W

leicht ableiten lassen . Es
fragt sich nun , welche neue
Formeln an die Stelle der frü¬
heren treten , wenn man statt
der rechtwinkligen Coordina -
ten Polarcoordinaten einführt .

Der Uebergang von dem
einen zum anderen Coordina -
tensysteme geschieht bekannt¬
lich mittelst der Formeln

2) x = rcosO , y — rsinO 4,
eine Aenderung des 0 hat nun gleichzeitige Aenderungen von r , x
und y zur Folge , mithin ist

dx
dü

dr
dü ™ 0 r sin 0,

dy dr , „ , .
irr = T 7T sm 0 -f- r cosU,dü dü

dyund durch Division unter Berücksichtigung der Formel — tanz ,dx

tan z —
■~rr sin 0 4- rcosO “ tan0 4 - rdl) dt)
dr „ . .. dr n—-pr cosü — r sm IJ —- — r tan 0dl) du

Hieraus ergiebt sich
dr _ 1 -p tan x tan 0 _ 1
dü tanz — tan 0 tan (r — IJ)

oder , wenn x — 0 = cp gesetzt wird ,
1 dr »■'

3) cot cp — — - — = — ■' r dü r

Diese Formel , die man auch durch eine sehr einfache geometri¬
sche Betrachtung finden kann , löst das Problem des Tangentenzie¬
hens , denn es ist cp der Winkel zwischen der Tangente PT und dem
Radiusvector OP .
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Nennen wir cp den Winkel OPU , welchen die Normale mit dem
Radiusvector einschliesst , so ist cp = 90° -f- cp, folglich

4) tan cp— — — •r

Eine im Coordinatenanfange auf dem Yector errichtete Senk¬
rechte wird von der Tangente in einem Punkte V, von der Normale
in einem Punkte W geschnitten ; die Strecke 0 V heisst dann die
Polarsubtangente , OW die Polarsubnormale . Man findet OV
= r tan cp oder

5) Polarsubtg . = — ,

6) Polarsühn. — r' \
die letzte Gleichung lässt die geometrische Bedeutung von r ' er¬
kennen .

Die Formel für das Bogendiiferential
cls2 = dx 2 -|- dy 2

verwandelt sich nach Substitution der Werthe von dx und dy in die
folgende
7) ds 3 = dr - (’rdQ )2
oder

8) ds = dO ] / r * 4 - = d0 Vr * + r ' 2.

Zu demselben Resultate führt auch eine einfache geometrische
Betrachtung .

Um endlich den Krümmungshalbmesser in Polarcoordinaten aus¬
zudrücken , halten wir uns an die Formel

ds
Q— Ji '

worin ds schon durch Nr . 8) bekannt und daher noch d r zu berech¬
nen ist . Die Formel 3) liefert

r '
t — 0 = arccot — ,r

daher ist
rclr ' — r ' dr

, „ r 2 • rclr ' — r ' dr
d V CiU - / / \ « 7, j J7> ’

1 + ( r_ \ l r 2 -\ - r '1

dr ' , dr
r dÖ r Jü rr " — r '2 jn■dO — -- — rr

r 2 + r ’2 r 2 + r ' 2
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r 2 _|_ 2 r ' ü — rr "oder d r = —- d 0 ,r -f - r 2

und nun ergiebt sich vermöge der Werthe von ds und dt

9) Q = V ( r 2 + r ' , ) 3
.2 j _ 2 r ' 2

Für den Fall , dass die Gleichung der Curve unentwickelt in
Polarcoordinaten gegeben ist, hat man r ' und r " nach §. 16 zu be¬
rechnen.

§. 24.

Beispiele zu den vorigen Formeln .

I. Die Kegelschnitte . Nimmt man den einen Brennpunkt
des Kegelschnitts zum Pol, die Hauptachse zur Abscissenachseund
rechnet den Winkel 6 vom nächsten Scheitel aus, so ist bekanntlich
die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte

1 -f- £ cos
Fig. 27.

Vector und Normale die Formel

0
und in Beziehung auf
Fig. 27,
FP — r , Z. AFP = Q-,
dabei bedeutet p den
Halbparametergleich der
BrennpunktsordinateFGr
und 6 die numerische
Exentricität , d. h. das
Yerhältniss von r zum
Abstande PN des Punk¬
tes P von der Directrix
DE . Aus Nro. 1) erhält
man für den Winkel
F P V = ip zwischen

bsin 0
tan ip = — -—;- 7,

1 -f - ECOsO

und für dessen Supplement FP U, welches 1 heissen möge,
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f sin 0

tan x = 1 £ cos 6 '

14 - t cos0 . ssinO
cos x = sm r — , ■

V 1 4 " 2 s cos 6 - (- £2 \ f 1 4 - 2 £ cosO 4 "

Hieraus kann der Winkel zwischen der Normale und der Hauptachse
abgeleitet werden ; es ist nämlich Z F UP = 0 — Xi

sin FU P — sin 0 cosx — cos 0 sin x
und nach Substitution der Werthe von cos %und sin %

■ -n TTT. si « 0sm FU P = = .
V 1 4" 2 s cos0 -4

In dem Dreiecke FPU kennt man jetzt eine Seite FP = r
und alle Winkel , woraus die übrigen Seiten F U und PU — u leicht
zu berechnen sind . Man hat zunächst

F u _ r sin % ___
sin F UP

mithin
je U r r2

r ~~ S ~~ PN ' Tn '

dies giebt eine neue Normalenconstruction entweder mit Hülfe der Di-
rectrix oder bequemer in der Weise , dass man auf dem Vector die
Strecke FT gleich der grossen Halbachse des Kegelschnitts nimmt ,
T mit dem Mittelpunkte G verbindet und nachher die Normale
P 171| TG legt . Für die Normale u erhält man

u — r — rV 1 4- 2 s cos 0 4- £2sin F UP
mithin

ucosx = r (\ 4- scosO) = . p ;

hierin liegt der bemerkenswerthe Satz , dass die Projection der Nor¬
male auf den Vector eine constante Grösse und zwar gleich dem
Halbparameter ist . Nimmt man demgemäss auf dem Vector die
Strecke P S = F G- und errichtet in S auf P S eine Senkrechte , so be¬
stimmt letztere auf der Achse den Punkt U, durch welchen die Nor¬
male geht . Aus der obigen Gleichung ersieht man ferner die geo¬

metrische Bedeutung von und hierdurch wird die in §. 22 für

den Krümmungshalbmesser entwickelte Formel zur folgenden
q — — usec 3%,

deren Construction einfach darin besteht , dass man in U auf der Nor -
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male eine Senkrechte errichtet , welche den Vector in II schneidet , und
nachher durch II eine zu PR senkrechte Gerade legt , welche der
Normalen im Krümmungsmittelpunkte Q begegnet .

II . Die Lemniscate . Auf einer Geraden sind zwei feste
Punkte F und G im Abstande FG — 2 c gegeben , und es wird der
geometrische Ort des beweglichen Punktes P für den Fall gesucht ,
dass das Rechteck FP . G P von eonstantem Inhalte und zwar gleich
dem Quadrate über \ FG = c ist . Auf ein rechtwinkliges Coordi -
natensystem bezogen , dessen » -Achse die Gerade FG (Fig . 28) und
dessen Anfang der Mittelpunkt von F G ist , lautet die Gleichung
der Curve

V (c — x)1-|- y2 ■ (c + ■x)'2 + y'2 = c2
und nach gehöriger Reduction

(»2 + ?/2)2 = 2 c- (»2 — y2).
Durch Einführung von Polarcoordinaten (x — r COS0 , y = r sin 0)

wird die Gleichung einfacher
r 4 — 2 &2r - cos 2 0

oder , wenn cV2 = a gesetzt wird ,
r = a V cos 2 0.

Hieraus ergiebt sich augenblicklich
tan = tan 2 0 ;

der spitze Winkel zwischen Vector und Normale beträgt also das
Doppelte von 0, wonach die Normale sehr leicht zu construiren ist .

Fig . 28. Fig . 29.

B

III . Die Kreisevolvente . Wenn eine Gerade ohne zu glei¬
ten so um einen Kreis herumgedreht wird , dass sie denselben immer
berührt , so beschreibt ein bestimmter Punkt der Geraden die ge¬
nannte Curve . Bei der Anfangslage der Geraden sei A jener Punkt
und zugleich Berührungspunkt , eine spätere Lage der Geraden sei
Q P , der Wälzungswinkel A 0 Q = a , PL A 0 P = 0, A 0 = a
(Fig . 29), es ist dann
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QP — arc QA — aco ,

mithin in dem Dreiecke OPQ

r = aY \ -F co- , tan (co— 0) — co.
Durch Elimination von 0) würde man aus diesen Gleichungen

eine Gleichung zwischen r und 0 ableiten können, doch ist es beque¬
mer, die obigen Gleichungen ungeändert beizubehalten und co als un¬
abhängige Yariabele zu betrachten. Man hat jetzt

aco d co d co— d 0
dr = -7= == , — — — = dco

y 1 - |_ W 2 COS2 ( <o — 0 )

und aus der zweiten Gleichung

dO — sin 2(co— 0) d co = — d co,
v 1 - (- O) 2

mithin durch Division

. dr a \f 1 -)- Ci)2
dl) <o

Setzt man wie früher A 0 P V = tp, A. 0 P Q = %, so er-
giebt sich

r ' 1 1
tan cp = — — = -- , tan v — — = cot (co— ()) , ■r co co J

es ist folglich %= 90° — A. P 0 Q oder P Q die Normale , wie zu
erwarten war.

Man hat ferner

, j / aV 1 + co2\ a
d r = d I — - ) = -- , ,— d co

\ co / co2\^ 1 -f- w2
und durch Division mit d 0

„ aV 1 + ■co2
r — Qi :

nach Formel 9) des vorigen Paragraphen ergiebt sich

q = aco = P Q ,

mithin ist Q der Krümmungsmittelpunkt , wie sich nach der Ent¬
stehungsweise der Curve erwarten liess.
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§. 25.

Tangenten und Normalebenen an doppelt gekrümmten
Linien .

I . Eine Curve doppelter Krümmung hat bekanntlich zwei Glei¬
chungen, weil sie als Durchschnitt zweier Flächen angesehen werden
kann; sind die Gleichungen der letzteren gegeben, etwa in der Ge¬
stalt
1) f (x , y , z) = 0 , F (x , y , z) = 0 ,
so kann man aus ihnen einmalz, einmal y eliminiren und erhält dann
zwei neue Gleichungen von der Form
2) y = (p (x) , z = 4>(x) ,
womit dieProjectionen der Curve auf die xy - und auf die Ebene
bestimmt sind. Es mögen nun zwei Curvenpunkte P und P\ betrach¬
tet werden, deren Coordinaten x , y , z und x -f- Pix , y -f- Ay , z -j- Az
heissen sollen. Die Länge der Sehne P P\ ist

PPl — V 4x1 AlJ* -f Az *
und wenn wir die Winkel, welche P P \ mit den Coordinatenachsen
einschliesst, durch 6X, (i y, dbezeichnen , so haben wir

Ax 1cosd, =

Ay / Ix

iV Ax * + Ayl + Az 2

C0SG t =

Az_
Az Ax

Bei unendlich abnehmenden Ax rücken die Punkte P und Pi
einander immer näher, die Secante dreht sich um den fest bleibenden
Punkt P und geht schliesslich in die Tangente über, deren Richtung
durch drei neue Winkel t x, t y, Tz bestimmt wird; aus den vorigen
Gleichungen erhalten wir jetzt die folgenden
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( 1

COS Xx —

K * + ( £ ) ’ + ( £

3)
cos r „

da:

V > + ( ©• + ( £ )
( dzy Vi 4 - y '2 -f- *'*’

COSX z —

clz
dx

\ A + ( ©■ + (£ ) ■ 1/ TTVFT7i

A ] / ( dys 1 , / z/# \2
= 35 K 1 + fai > + bs ) !

Der gemeinschaftliche Nenner der drei Brüche hat einen geo¬
metrischen Sinn. Bezeichnen wir nämlich den Bogen PPj mit z/ s
und die gleichnamige Sehne mit z/ ö , so findet die Gleichung statt

z / s z/ s z / d
Ax z/ ö z/ iC

/ / §
bei verschwindenden z/ a; convergirt — gegen die Grenze 1 und aus

der vorigen Gleichung wird

♦>

oder

5) ds 2 — dx 2 -f - dy "1 -f - dz - .
Durch Substitution von Nro . 4) in Nro . 3) erhalten wir für die

Richtungswinkel der Tangente folgende Formeln :
dx dy dz

—z— , COS Xy = - r — 1 cos Xz = —— •ds y ds ds -

Um die Gleichungen der Tangente im Punkte xyz aufzustellen ,
nennen wir 7], £ die Coordinaten eines beliebigen Punktes der
Tangente , r seinen Abstand vom Punkte xyz und haben

£ — x — r cosx x , rj — y = •r cos xy , g — z — r cos xz
%— x v — y %— zmithin = = -
cos zx cos xy cos xz

oder vermöge der drei angegebenen Cosinuswerthe

7) l — x _ V — V _ | _n£ .
' dx dy dz

ds ds ds

6) cos xx — ——, cos Xy= “7—1 cos r2
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Denkt man sich die Tangente auf die Ebenen x y und x e pro -
jicirt , so gelten für die Projectionen die Gleichungen

8) ^ ~ y = % (* “ *>' =

d. h . die Projectionen der Tangente sind die Tangenten an den
gleichnamigen Projectionen der Curve , was geometrisch unmittelbar
einleuchtet .

II . Eine Ebene , die senkrecht zur Tangente durch den Berüh¬
rungspunkt der letzteren gelegt ist , heisst eine Normalebene der
doppelt gekrümmten Curve ; ihre Gleichung findet sich auf folgen¬
dem Wege . Sind £ , tj , § die Coordinaten eines beliebigen Punktes
der Normalebene , so muss die gesuchte Gleichung von der Form

A (i - x) + .B (>? - ?/) + C(£ ~ e) = o
sein, weil die fragliche Ebene den Punkt xy z enthalten muss . Da
ferner die Normalebene senkrecht zur Tangente liegen soll , so müs¬
sen ihre Stellungswinkel identisch mit den Winkeln x:c , rv , xz sein,
woraus nach bekannten Sätzen der analytischen Geometrie folgt

A : B : C = COSXx : COSxy : COSxz.
Die Gleichung der Normalebene ist daher

cos xx a — x) -f cos xv(rj — y) -f cos x2a ~ e) = 0
d. h.

dx , dy , . , clz
9) J7 + dTO»“ »* + 17 « “ *>= 0
oder auch

10) t - * +

Die in den vorigen Formeln auftretenden Differentialquotienten

— und kann man aus den Gleichungen 2) unmittelbar erhalten ,dx dx
wenn die Gleichungen der Curve in dieser Form gegeben sind ; kennt
man aber nur die beiden Flächen , als deren Durchschnitt die ‘Linie
angesehen wird , und lässt sich die im Anfange dieses Paragraphen
angedeutete Elimination nicht ausführen , so muss man die Gleicliun-

dy dz
gen 1) zur Entwickelung von — und —— benutzen . Die Differen-CI0C CIoc
tiation derselben giebt unter Rücksicht auf den Umstand , dass eine
unabhängigeYariabele x und zwei abhängige Yariabelen y , z vorhan¬
den sind,



an doppelt gekrümmten Linien.

8/ _ äy_
dy dx
dF dy
8y dx

und hieraus findet sich durch Elimination

111

V +dx

— +dx

£ = »•
dz
dx 0 ,

11)

iZ . dF dF K
+IIs$>l

'"S1''S
dx dz dx dz
d F Vf _ df _ dF
dy dz dy dz

ß F dF df
dz

.
dx dy dx dy

dx d F Vf _ V£. dF
dy dz dy dz

Als Beispiel diene der Durchschnitt einer Kugelfläche mit einem
Fig . 30.

/ (* , y , e)
F (x , y , z)

Daraus erhalten wir
8/
dx

^ + ?/2
y* — 2 a z + z"-

Cylinder , dessen kreisförmiger
Querschnitt den Kugelhalbmes¬
ser zum Durchmesser haben ,
und dessen Mantel durch den
Kugelmittelpunkt gehen möge .
Nennen wir 2 a den Kugel¬
halbmesser und legen die x -
Achse in die erzeugende Ge¬
rade , welche durch das Kugel -
centrum geht (Fig . 30), so gel¬
ten für unsere Curve folgende
Gleichungen

-f z? — 4 «2 = 0 ,
0 .

—— = 2x ,

ox

df_
dy
dF
dy

= 2 y ,

= 2 y ,

df
dz
dF
dz

und mittelst der Formeln in Nro . 11)
dy x (z — a) d z
dx ay ’ dx

demnach sind die Gleichungen der Tangente
x (z — d) t ^ jj,

= 2 (z — a)

x
a
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Die Gleichung der Normalebene ist

<. . x (z — a) . . x .
z - * + (£ - *) = °

und bei gehöriger Keduction
a i- , 8 — ~a- 14 - — n - t - o;

man ersieht hieraus , dass die Normalebene immer durch den Coor-
dinatenanfang (den Kugelmittelpunkt ) geht , was bei einer sphärischen
Curve zu erwarten war .

§• 26 .

Die Krümmung räumlicher Curven .

I . So wie wir in §. 22 den Grenzpunkt aufsuchten , in wel¬
chen der Durchschnitt zweier benachbarter Normalen einer Plan¬
curve überging , wenn die Normalen in einander fielen, so können wir
auch bei doppelt gekrümmten Curven die Grenzlinie bestimmen , in
welche der Durchschnitt zweier benachbarter Normalebenen beim
Zusammenfallen dieser Ebenen fortrückt . Zu diesem Zwecke be¬
trachten wir zwei Punkte P und P \ , deren Coordinaten x , y , z und
x -f - Ax , y + Ay , z 4- Az heissen mögen , und legen durch jeden
eine Normalebene ; die Gleichungen dieser Ebenen sind
1) (£ — x) dx 4- (tj — y) dy 4 - (£ — z) dz = 0 ,

( | — x ^ dXi -f Oj — Vi ) dy x 4 - {l — ei ) dz l = 0 .

In Beziehung auf x , y , s betrachtet , ist die erste Gleichung un¬
ter der allgemeinen Form f (a; , y , z) — 0 enthalten , die zweite un¬
ter der entsprechenden Form f (asj, yi , Zi) = 0 oder f (x 4* Ax ,
y 4- Ay , z 4- Ab ) = 0 ; es gilt aber immer die Gleichung

f (x 4- Ax , y 4- Ay , z 4- Az ) = l {x , y , z) Ai (x , y , z) ,
worin Ai (x , y , z) die totale Differenz der Function f bedeutet , fer¬
ner ist f (x , y , z) — 0 , mithin lässt sich die Gleichung der zweiten
Normalebene durch
2) pf [(§ — x) dx 4 - (?2— y) dy 4- (£ — #) <**] = o
darstellen . Um noch auszudrücken , dass später die zweite Normal¬
ebene mit der ersten zusammenfallen soll , schreiben wir , d statt A ,
und erhalten durch Ausführung der angedeuteten totalen Differentiation

(£ — x) d '2x 4- (r) — y) d2y 4- (i — z) d'2z j _
— dx 2 _ aif - — dz '- j
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oder kürzer

3) (£ — x) (Px + (rj— y) cPy 4 (£ — z) d ’-z — ds 2.
Die Gleichungen des Durchschnittes beider Normalebenen wür¬

den sich jetzt dadurch finden , dass man einmal £ — z , das andere
Mal 7] — y aus den Gleichungen 1) und 2) eliminirte ; da es uns
aber nur auf die Grenzlinie des Durchschnittes ankommt , so nehmen
wir die Gleichung 3) statt Nro . 2) , wobei der beabsichtigte Ueber -
gang zur Grenze schon dui’ch den Gebrauch von d statt / I ausge¬
sprochen ist . Indem wir die Abkürzungen
4) X = dyd 2z — clzd 2y , Y = dzd 2x — dxd 2z ,

Z — dxd 2y — dyd 2x
einführen , erhalten wir mittelst der angedeuteten Elimination

5)

Y y ds 2 dzy - y= ~Y (£- x) -- — ,
y _ ^ /}. s . ds 2 dy
t — » = ~x (! —*) -f ^ ,

und dies sind nun die Gleichungen der Grenzlinie des Durchschnittes
von zwei benachbarten Normalebenen . Die Winkel , welche die ge¬
nannte Grenzlinie mit den Coordinatenachsen einschliesst , mögen H* ,
Hy, H2 heissen ; nach einem bekannten Satze der analytischen Geo¬
metrie ist dann

. cos Hy cos H„ cos Hz _ 1
X ~~ Y Z Yx 2 4 - Y2 + Z2

Auf die hiermit bestimmte Grenzlinie fällen wir vom Punkte 1’
eine Senkrechte P Q ; den Fusspunkt Q nennen wir den zu P gehö¬
rigen Krümmungsmittelpunkt , die Länge PQ — q den Krüm¬
mungshalbmesser . Sind nun qx , p„ , qz die Winkel , welche p mit
den Coordinatenachsen bildet , so gelten erstens die drei Gleichungen
7) £ — X — Q COSQx , H] — y — Q cos Qy, t, — Z = Q COSQz,
ferner ist , weil die Grenzlinie und der Krümmungshalbmesser einen
rechten Winkel einschliessen ,

cosH* cosQx 4 cos cos Qu4 cosH* cosQz — 0 ,
oder auch durch Substitution der sechs Cosinuswerthe aus 6) und 7)
8) X (g- x) 4 roj - jfl 4 za —d) = 0.

Zur Bestimmung von £ , r}, t, führt nun die Bemerkung , dass
der Krümmungsmittelpunkt sowohl in der Grenzlinie 5) als auch in
der Senkrechten PQ liegt , dass also f , rj , £ den Gleichungen 5), 7)
und 8) genügen müssen ; hieraus findet man

Schlömilch , Analysis . g
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i _ g — Yds ' ~ Zd y dsi
* X 2 -f Y 2 + Z 2

Zdx — Xdz
9) \ V - y = X2 + Y , + & äs -- ,

, Xdy — Ydx
t _ Z = _ —Z.- rl ei
& X 2 + r 2 4 - Z 2

Für die Grösse des Krümmungshalbmessers erhält man
Q2= (I - Z)2 + ft - »/)2 + dt—z)2

und nach Substitution der vorigen Werthe
V(Yde—Zdy)*+ (.Zdx—Xdzy-\-(Xdy- Ydx)2 , .

10) 9 = X 2 _|_ + rfs ‘-
Um diesen Ausdruck zu vereinfachen , entwickeln wir die unter

dem Wurzelzeichen stehende Quadratsumme, geben ihr die neue Form
X 2(dy 2 + dz *) + r 2(dz -- + dx 2) + Z°- (dx 2 4 - dy 2)

— 2 (XYdxdy -f- ZXdzdx -f- YZdy dz)
und ersetzen die Coefficienten von X 2, Y2, Z 2 durch die gleichgel¬
tenden Werthe

ds 2 — dx 2, äs 2 — dy 2, ds 2 — dz 2;
die vorige Quadratsumme geht dann über in

(X 2 -|- r 2 -f- Z 2) tfs2 — (Xdx -f Ydy + Zdz )2,
und hier verschwindet der Subtrahend vermöge der in Nro. 4) ange¬
gebenen Werthe von X , Y , Z. Damit verwandelt sich die Formel
10) in die folgende

äs »
11 ) Q = VX2+ Y2+ Z2
Ferner überzeugt man sich durch gewöhnliche Ausrechnung von der
Richtigkeit der Gleichung

X 2 + X 2 + Z 2 = [(tf2*)2 + (d2y)2 + (d2z)2 — (d2s)2] ds2,
und kann daher statt der Formel 11) auch die folgende schreiben

ds 2

V (d2x)2 + (d2y)2 -f (d2z)2 — (d2s)2
diese ist wieder einerlei mit

12 ) * 1
d£ \ - l 2'
ds )

ds -
wie man durch Ausführung der angedeuteten Differentiationen finden
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wird . Endlich kann man die Formeln 9) durch die folgenden er¬
setzen

13) | _ * = ? . _ _ t , _ y = 9. _ _ f g _ <r= p dg

Nicht überflüssig ist die Bemerkung , dass man zu diesen For¬
meln auch auf einem anderen Wege gelangen kann , wobei derKrüm -

/ / g
mungshalbmesser als der Grenzwerth des Verhältnisses —— angese-A X
hen wird , wenn Ax den Winkel zwischen den Tangenten in den
Punkten P und I \ bedeutet . Wir wollen diese Betrachtung kurz
durchführen , weil sie das stereometrische Seitenstück zu der auf
S. 98. gegebenen Entwickelung ist . Die Tangente im Punkte _P
bildet mit den drei Coordinatenachsen die Winkel xx , xy, z2, deren
Cosinus an die Gleichung
14) (cosxx)2 -f - (cosi :y)'J -)- (cost 2)2 — 1
gebunden sind ; die Tangente im nächsten Punkte J \ schliesst mit
den Achsen drei neue Winkel ein , deren Cosinus von den vorigen
Cosinus verschieden sind und durch

COSt x -f- A COSTx , COS Ty -f- A COSTy, cosxz -|- A cosxz
bezeichnet werden können ; für ,dieselben gilt die entsprechende
Gleichung
15) (cosxx A cosxx)2-f - (cosxy-\-A cosxy)2 -f- (cosxz-\-A cosxz)2= 1.
Beide Tangenten bilden mit einander den Winkel A r , welcher be¬
stimmt wird durch die Formel

cosA x = cosxv(cosxx A cosrx) -f- cosxy(cos xy -f- A cosxy)
+ cosxz(cosxz -f- A cosxz).

Subtrahirt man das Doppelte dieser Gleichung von der Summe der
Gleichungen 14) und 15), so bleibt

2 (1 — cosAx ) = (Acosx x)2 -f- (Acosx y)2 -f- (A cos t .)2,
woraus folgt ' _

2 sin ] A x — V (4cos r*)2 -f- (Acosx v)- -f- (Acosx ,)2.
Ferner ist , wenn der Bogen PPi mit As bezeichnet wird ,

As sin \ Ax As
Ax \ Ax 2 sin \ Ax

und nach dem Vorigen
As sin \ Ax _ 1_
A x \ A x \ ssAcosx x\ ’i , ( A cosr„\ 2 ( A cost A :

V(- 3T-) + (~̂+
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Gehen wir nun zur Grenze für verschwindende As und At über ,

so erhalten wir linker Hand
_ . As ds
Lim —— = - z— = Q,A t clr

rechter Hand convergirt der erste Bruch gegen die Einheit , und da¬
mit gelangen wir zu der Formel

1
Q - .. .. ---- ----- — —...... - f

1 / ( dcos Tx\ '2 , ( d cosz,.\ - , / dcosvA 2vvrr ) +\~ir ) +vir )
welche nach Substitution der Werthe von cosr x, cosr y, cosxz (Nro . 6
in §. 25) mit Formel 12) identisch wird .

Die obigen Formeln zur Bestimmung des Krümmungsmittel¬
punktes sowie des Krümmungshalbmessers gelten völlig allgemein ,
welche auch die unabhängige Variabele sein möge ; sie vereinfachen
sich aber , wenn man eine der Grössen x , y , z , s als unabhängige
Veränderliche betrachtet . Wird z. B. die Curve durch ihre Horizontal -
und Verticalprojection bestimmt , so ist x die unabhängige Variabele ,
dx ein irgendwie beliebig gegen die Null convergirender und eben
desshalb von x unabhängiger Zuwachs des X, folglich d‘2x = 0 ; un¬
ter Benutzung der gewöhnlichen Zeichen

~k = y ' = ^ 10 = * " == V" (X) Ul S'
erhält man jetzt aus den Formeln 11) und 9)

17)

18)

o -— v
V (yV

1 - » = -

v — y = Q2

t - Z = Q 2

(1 + y '* + *'*)•
' — y » e t) 2 _(- y "l + g » i

y ' y " + e 'e "
9 a + y ' 2 -f * ' *>* ’

y" _ (y ' z" -— y "g')z '
(1 + y '2 + , '*)» •
4- (y' z" ~ y"A)y'
(i + y '1 +

Die Gleichungen 18) enthalten nach Substitution der Werthe
von y , y ' , y" , z %z ' , e" und q nur die vier Variabelen x , f , rj , g ;
man kann daher durch Elimination von x zwei Gleichungen zwischen
I , r] , £ bilden . Diese neuen Gleichungen bestimmen den geometri¬
schen Ort der Krümmungsmittelpunkte .

Besonders symmetrisch gestalten sich die Formeln , wenn man s
als unabhängige Variabele , mithin x , y , z als Functionen von s an¬
sieht ; es ist dann d2s = 0 und
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II . Wir kehren wieder zu den Formeln 6) zurück , um eine weitere
Bemerkung daran zu knüpfen . Legt man durch den Punkt P eine
Ebene senkrecht zur Grenzlinie 6) , so erhält man die Ebene des
Krümmungskreises , die sogenannte Krümmungsebene ; ihre Glei¬
chung ist bereits in Nro . 8) gefunden worden , nämlich

X (i - x) + Y (rj— y) + Z (%- z) = 0.
Diese Ebene ändert ihre Lage von Punkt zu Punkt , und man

kann daher den Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Krüm¬
mungsebenen bestimmen . Da der Winkel zwischen zwei Ebenen der¬
selbe ist wie der Winkel zwischen zwei auf diesen Ebenen errich¬
teten Perpendikeln , so brauchen wir nur den Winkel zu ermitteln ,
welchen zwei aufeinander folgende Grenzlinien einschliessen . Die
Richtungswinkel '&x , Hy, &z der ersten Grenzlinie befriedigen die
Gleichung

( COS fix ) 1 - |- ( COS Hy ) 2 - )- («'OS' H 2) 2 = 1 ;

die zweite Grenzlinie hat andere Richtungswinkel , deren Cosinus
durch cos -]- A cosHx, cos Hy4- Zt cos Hy, cos&z zl cosH, darge¬
stellt werden können , und für welche die Gleichung gilt
(cosH* 4- zl cosH*)24"(cos&y-\- zt cos&y)24; (cos H. 4- <4 cosH*)2= 1 ;
endlich bilden die beiden Grenzlinien mit einander einen Winkel zl w,
dessen Cosinus durch folgende Formel bestimmt wird :
COS4 03 = COS&X (cos H * 4 " Zl COSH *) 4“ COS&y (COS&y 4 " zl COS Hy)

4- C0S&Z(C0S&Z4- ZfC0S&z).
Subtrahirt man das Doppelte dieser Gleichung von der Summe der
beiden vorigen Gleichungen , so erhält man

2 (1 — cos4 03) — (zlcos HJ 2 4- (zlcos &y)2 4“ (4 cos Hj)2,

2 sin \ <dco = V (zlcos H*)2 4- (zl cos &y)2 4“ (zJcqs&z)2.
Ferner ist

zls sin \ zlco zls
zJc3 \ zlo3 2sin \ zlco

_ sin \ zloo _ 1

~ l -dco y ^dcosKy ( zicosfryy / Jcosj^ y ’
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beim Uebergange zur Grenze für verschwindende A s und A o>wird

Lim — C[ S- und diese Grösse nennt man den Halbmesser
z 7 qj da

der zweiten Krümmung oder den Torsionshalbmesser ; er
liegt senkrecht zum Krümmungshalbmesser und bestimmt sich durch
die F ormel

21) m = „ . ■■■ 1 ......... ....

^d cos Q'x 'j 2^ cos 4 ,j 2 ^ ^dcos &jt'y
Differenzirt man cos , cos&y, cos 4 , indem man ihre Werthe

aus Nro . 6) nimmt und die Abkürzungen
22) U= YdZ — ZdY , V= ZdX — XdZ , W — XdY — YdX ,

b2= x 2-f r *4- z 2
einführt , so findet man leicht
3 a rz —WY . . wx —uz , . uj —rx
dcos &x = ■ - , dcosd -y= - —- , dcos9 z— - — - ,

(dcos &x)2 + (dcos &y)2 + (dcos &z)2
(U2 + V2+ W 2) (X 2 + Y2 + Z 2) - ( UX + FT + WZ )2

~ B 6 ;

zufolge der Werthe von U, V, W ist aber UX -\- VY -\- WZ = 0,
mithin

U2 + V2 + TF2
(dcos &x)2 -f (äcos &y)2 + (d cos ft ,)2

23)

B *

B 2ds

V U2 + F2 + W2
Um C7, F , TF weiter zu entwickeln , berechnen wir zuerst

dX = dyd 3z — dzd zy , dY — dzd zx — dxd zz ,
dZ — dxd zy — dyd zx ,

und leiten hieraus U, V, W nach Nro . 22) ab, indem wir zur Ab¬
kürzung setzen
24) S = (d2xd sy — d2yd zx) dz -fr (d2zd zx — d2xd zz) dy

-f- (d2yd zz — d2zd zy) dx \
wir erhalten

U — Sdx „ V — Sdy , W = Sdz ,

V U2 + V2 + W 2 — sVdx 2 + dy 2 dz 2 = Sds ,
mithin nach Nro . 23)

25) Pi = +
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Wenn für alle Punkte einer Curve die Gleichung S = 0 be¬

stellt , so ist Q! = oo, d. h. je zwei auf einander folgende Krümmungs¬
ebenen fallen zusammen . Die Gleichung S = 0 spricht also die
allgemeine Bedingung aus , unter welcher eine im Raume liegende
Curve eben ist .

§. 27 .

Tangentialebenen und Normalen an Flächen .

Die Gleichung einer Fläche kann entweder in der unentwickel¬
ten Form

1) F (x , y , e) = 0
oder in der entwickelten Form

2) e = f (x , y)
gegeben sein , jedenfalls enthält sie zwei

Fig . 31 .

unabhängige Yariabele ,
welche in Fig . 31 durch
die Coordinaten OM = x
und MN — y dargestellt
sind , während die dritte
Coordinate NP = z von
X und y abhängt . Einer
partiellen Aenderung des
xum MM x= NNi — Mx
entspricht eine partielle
Aenderung des z, welche
durch N zx bezeichnet
werden möge ; ebenso
führt die partielle Aen¬
derung des y , nämlich
NN %— Ny , zu einer
zweiten partiellen Aende¬
rung des z, die Nz yheis-
sen möge. Durch die drei

Punkte P , Pj , P 2, deren Coordinaten sind
x , y , e ; x -f Nx , y , z + Nz x; x , y + Ny , z -f Nz y,

legen wir eine Ebene , und es sei die Gleichung der letzteren
3) § = AI + Bri + C -,
die Coefficienten A , B , C müssen dann folgende Bedingungen er¬
füllen
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4) 8 = Ax + By + G,
z -f dz x = A {x -\- dx ) -j- By -f G,
z 4 - dz y — Ax 4- B (g 4 - dy ) 4 - G.

Hieraus erhält man leicht

A = dl± , B = C — z — ~pr ~ x — dli . y ,zdx dy zdx zjy
mithin ist die Gleichung der Schnittebene P Pi P 2

+ % <*- *
Bei verschwindenden dx und d y fallen die Punkte P , P \ , P 2

in einander , die von der Ebene abgeschnittene Kappe zieht sich auf
einen Punkt zusammen , die Schnittebene wird zur Berührungsebene ,

/ / g / / g
die partiellen Differenzenquotienten —̂ x• und gehen in die par -

. . . dz dz
tiellen Differentialquotienten -7— und - über , und daher ergiebt

sich

5) t - , = ! £ (! - *) + | jiy - y)
als Gleichung der Tangentialebene .

Dass wirklich diese Ebene alle durch den Punkt xyz gehenden
Tangenten der Fläche in sich enthält und daher mit Hecht die Be¬
rührungsebene heisst , kann man auf folgende Weise sehen. Durch
zwei Punkte der Fläche , deren Coordinaten x , y , z und x -\- dx ,
y -{- dy , z 4 - dz sein mögen, legen wir eine Gerade; ihre Glei¬
chungen sind

^

Halten wir den ersten Punkt fest und lassen dx , dy , dz gegen
die Null convergiren ,* so wird die Secante zur Tangente , und die
Gleichungen der letzteren sind

* e - if= -32r« - *).
Der Uebergang von einem Flächenpunkte zum anderen ge¬

schieht nun im Allgemeinen auf die Weise , dass man sowohl dx als
dy willkührlich wählt und die entsprechende totale Aenderung des

/ i y t dy
Z berechnet ; es ist daher - , mithin auch eine ganz beliebigedJ X ClX

Grösse q und zwar , geometrisch betrachtet , die trigonometrische Tan -
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V — 2/ = 2 (I — *) > 5 — * =

+ l£
dy

d) (£■
■x).

gente des Winkels zwischen der x - Achse und der Horizontalprojec -
tion der Tangente . Andererseits hat man

dz , , dz , dz -0*
dz = da; + -5— « </ , -5— = -5—0a; dy dx ex

folglich als Gleichungen irgend einer durch den Punkt xyz gelegten
Tangente

/ dz dz
\ 0a; dy

Lässt man den Winkel zwischen der x -Achse und der Horizon -
talprojection der Tangente von 0° bis 360° gehen , mithin q alle
Werthe von — ao bis -j- 00 durchlaufen , so erhält man rings um den
Punkt xyz herum alle Tangenten der Fläche ; die Gleichung des geo¬
metrischen Ortes jener Tangenten ergiebt sich durch Elimination von
q aus den beiden vorigen Gleichungen , , und sie ist identisch mit der
Gleichung 5).

Die Winke ], welche irgend eine auf der Tangentialebene errich¬
tete Senkrechte mit den Coordinater achsen einschliesst (die sogenann¬
ten Stellungswinkel der Ebene), mögen v„ vy, vz heissen ; nach bekann¬
ten Formeln der analytischen Geometrie erhält man dafür aus Nr . 5)

dz
dx

6)

cosv x = —

COS Vy — -

cos vz = -J-

V(Si>l’+l
dz
dy

Vds)’+i
1

(! )■+ '
Eine im Berührungspunkte der Tangentialebene auf letzterer

errichtete Senkrechte wird die Normale der Fläche genannt ; ihre
Richtungswinkel sind identisch mit vx , vy, vz und daher durch die
Formeln 6) gegeben . Da ausserdem die Normale durch den Punkt
xyz gehen muss , so sind ihre Gleichungen nach bekannten Regeln
leicht aufzustellen ; man findet

s. dz . dz /c \
7) £ — x — — (g — z) , rj — y = — — z) ,dy
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wobei man sich die Normale auf die Ebenen xz und yz projicirt zu
denken hat .

Die in den Formeln 5) , 6) und 7) vorkommenden partiellen
Differentialquotienten berechnet man entweder direct aus Nro . 2) oder
aus Nro . 1) nach den Formeln

dF d F

dz dx dz dy
~dx ~ dF ’ ~dy ~dF ~ '

dz dz

Im letzteren Falle nimmt die Gleichung der Berührungsebene fol¬
gende symmetrische Gestalt an

c, dF , . dF . , dF

Setzt man ferner zur Abkürzung

so erhält man aus Nro . 6)
dF dF dF

dx dy dz
10 ) cosv x = —— , cosv y = — ——, cosv z = • -N , — N , N ,

und als Gleichungen der Normale :

11 ) £ — x _ ri — y — z
’ dF oF dF

dx dy dz

Passende Beispiele für alle diese Formeln bieten die Flächen
zweiten Grades ; bei den Flächen ohne Mittelpunkt , deren Gleichun¬
gen von der Form z — Ax 2 -)- B y 2 sind , wird man sich der For¬
meln 5), 6) und 7) bedienen ; bei den centralen Flächen , deren Glei¬
chungen in dem Schema Ax 2 -\ - By 2 Cz 1 D — 0 enthalten
sind , ist die Anwendung der Formeln 8) bis 11 ) bequemer , weil man
damit Wurzelzeichen vermeidet . Für das dreiachsige Ellipsoid z. B.,
dessen Gleichung

*2 i V2 i
~c2 1 = 0

ist , findet man als Gleichung der Tangentialebene

oder
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x t i D i g f. -i

woraus folgt , dass die Strecken , welche die Berührungsebene von den
aä b- c3

Coordinatenachsen abschneidet , der Reihe nach — , —- und — sind .
x y z

§ . 28 .

Die Krümmung der Flächen .

Um die in einem bestimmten Punkte stattfindende Krümmung
einer Fläche kennen zu lernen , ist es das Natürlichste , durch jenen
Punkt eine Normale auf die Fläche , durch diese Normale eine Reihe
von sonst beliebigen Ebenen zu legen und die Krümmungen zu unter¬
suchen, welche die Durchschnitte dieser Ebenen und der Fläche be¬
sitzen . Dieser Gedanke lässt sich auf folgende Weise ausführen . Die
Gleichungen der Normale im Punkte xyz mögen sein
1) | — x 4 - p (g — z) = 0 und ij — y -f q (£ — z) = 0,
wobei wir zur Abkürzung
O-V _
) 11~ dx ' q — dy

gesetzt haben ; die Gleichung einer beliebigen Ebene sei
3) a | + ßr } + yS = 1 ;
soll diese Ebene die Normale in sich enthalten , so muss die Glei¬
chung 3) auch dann noch bestehen , wenn man , statt § und rj die aus
Nro . 1) entnommenen Werthe einsetzt ; dies giebt

(y — ap — ßq ) % + ax -f ßy + (ccp + ßq ) z — 1,
und diese Gleichung kann für jedes § nur dann erfüllt sein , wenn
gleichzeitig die Beziehungen
4) y — ap -F ßq ,
5) ax -\- ßy + yz = 1
stattfinden . Die so bestimmte durch die Normale gehende Ebene
bildet mit der Fläche eine Durchschnittslinie , die wir einen Normal¬
schnitt nennen wollen ; die Gleichungen desselben würde man da¬
durch finden , dass man erstlich in Nro . 3) x , y , z für r] , g setzte ,
wodurch man auf die Gleichung 5) kommt , und cknn aus dieser und
der Gleichung der Fläche z — f (x , y) einmal z , das andere Mal y
eliminirte . Für die Krümmung des Schnittes hat man , x als unab¬
hängige Variabele angesehen , . .
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61 1 _ {dy d2z - d2y dz)2 + (d2y)2 + (d2z)2_
Q2 (dx 2-\- dy 2+ dz 2y

ferner durch Differentiation der Gleichungen der Fläche und der
Ebene :

dz = ^ dx -1- 1 ^ - dy — pdx + qdy ,
u dx -)- ß dy y dz = 0 ,

und durch nochmalige Differentiation :
d2z = rdx 2 4 - 2 s dx dy t dy 2 4 - <2d2y ,

ß d'2y 4 - y d2z ~ 0 ,
wobei von folgenden Abkürzungen Gebrauch gemacht worden ist :
. d2z d2z d2z

dx '1’ S dxdy ’ dy 2

Aus den obigen Gleichungen erhält man durch gewöhnliche
Elimination :

dy _ a 4 - PV dz pß — qa
dx ß 4 - qy ' dx ß 4 qy

Setzt man ferner zur Abkürzung

so findet sich für die zweiten Differentialquotienten :
d2y My d2z _ Mß
dx 2 /3 4 qy ' dx 2 ß 4 - qy

*
Bevor wir diese“ Werthe in die Formel 6) einsetzen , bemerken

wir noch folgende Transformationen :
dx 2 + dy 2 4 - dz 2 _ (ß + qy )2 4 ~ (“ 4 - py )2 4 - (pß — q a)2

dx 2 (ß 4 - q y) 2
wobei sich der Zähler mit Rücksicht auf y = pa qß in die
Form bringen lässt :
off(1 4 -q2) 4 - ß 2(1 4- p 2) 4- 2 (ap 4 -ßq ) y + (p°- q2) y 2— 2 a ßpq
— (a2 ß24- y2) (1 + P2 4- 22) —u2p2— ß2q2—2 aß pq 4- y2
= («2 4 - ß 2 4 - y2) (i 4 - p 2 + a2) -,
demnach ist also

dx 2 + dy 2 + dz 2 _ _ {u 2 + ß 2 + y 2) N 2
9) dx2 ~~ (ß 4- yq)2
wobei zur Abkürzung gesetzt wurde :
10) . N 2 = 1 4 P2 4- q2-
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Man hat nun weiter

dyd *z — dzd *y ' — ß (a -f- yp ) 4 - y (p ß — q «) « M
dx s (ß + yq )2 _ ß + 72

und zufolge der ohen bestimmten zweiten Differentialquotienten von
y und x :

/ dyd *x — dzd *y\ * ( d*y\ * Ẑ fV — («2 + ß 2 + 74 M *
\ dx 3 ) \ dx *) \ dx 2) (ß .+ yg) 2

Mittelst dieses Werthes und der in Nro . 9) bemerkten Substi¬
tution erhält man für die Krümmung des Normalschnittes :

1 M (ß + yq)2
11)

oder

12 )

Q N 3 (ß 2 + ß * -f- y 2)
oder auch durch Elimination von ß -f - yq aus 9) und 11) :

1 Mdx *
q ~ N (dx 2 + dy * + dz *) '

Bezeichnet man —— kurz mit ?/' , setzt für dz seinen Werthdx
pdx -f- qdy — (p -f- qy ') dx , und für M den ursprünglichen Aus¬
druck v 2 sy ' 4~ ty '21 so hat man noch
. o\ J _ r -\- 2 sy ' 4~ ty ' *

’ q N [1 + y '* + (p + qy ')*Y

In diesem Ausdrucke für die Krümmung eines Normalschnittes
sind die partiellen Differentialquotienten p , q , r , s , t von der Natur
der Fläche einzig und allein abhängig , unabhängig dagegen von
ß , ß , y , d. h. von der Lage des Schnittes gegen die Normale oder
gegen die Tangentialebene , nur y ' enthält ß , ß , y ; denn es ist

ß
, ß 4- yp _ « 4- (aP + ß q)p _ 1 4 " 4- a F ?

y ~ ß + Yi ~ ß 4 - («p + ßq ) Q ~ ß n _— C1 + 22) + .P2

und es hängt demnach y ' , mithin auch die Krümmung des Normal¬

schnittes , von dem Verhältnisse ab. Aendert man dieses fort -ß
während , so dreht sich die Ebene des Normalschnittes um die Nor¬

male , zugleich erhalten y ' und — andere Werthe und man kannQ
demnach die Krümmung als Function von y ' ansehen . Nach dem
Theoreme in §. 8, I . nimmt dieselbe zu , so lange der Differential¬

quotient : dy ' positiv bleibt , und sie nimmt ab , so lange
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er negativ ist ; ein Wechsel der Krümmung findet also in dem
Falle statt , WO

Kt ) o
cly '

wird ; durch Ausführung dieser Differentiation erhält man als Bedin¬
gung dafür

14) p (s + <?/ ') = N [y ' + (p + qy ') q\ .

Eliminirt man Q aus dieser und der Krümmungsgleichung , so
folgt

r -F 2sy ' -f ty '2 _ 1 + v '2 + (jP + qy ')2
s + ty ' M + + a 2) y '

und durch Entwickelung nach Potenzen von y ' :

15) [(1 + q*) s - pq {} y '* + [(l + 32) r _ (i + pi) t] y '
pqr — (1 -fp 2) s = 0 .

Die Auflösung dieser Gleichung giebt nun diejenigen Werthe

von y ' , mithin auch die Werthe des Verhältnisses für welche

ein Wechsel der Krümmung , also eine grösste oder kleinste Krüm¬
mung stattfindet . Vorausgesetzt wird dabei nur , dass die Differen¬
tialquotienten p , q , r , s , t in dem Punkte xy e endliche bestimmte
Werthe haben , dass also xyz keinen ausgezeichneten Punkt (wie
z. B. eine Spitze ) bedeutet . Die Gleichung 15 ) zeigt nun die Exi¬
stenz von zwei Hauptnormalschnitten , deren gegenseitige Lage man
dadurch erfahren kann , dass man die Gleichung vereinfacht , indem
man den Punkt xyz zum Anfangspunkte der Coordinaten und die
Tangentialebene im Punkte xyz zur Ebene xy nimmt . Es ist in
diesem Falle x — y — z — 0 , ferner constant 5 = 0 ; die Glei¬
chung der Tangentialebene wird p £ .-j- qr\ === 0 und diese kann für
alle rj und 5 nur bestehen , wenn p — q — 0 ist . Die Gleichung 15 )
verwandelt sich jetzt in die folgende :

y ’* + r- = - ±y ' - \ = 0 ,

welche immer zwei reelle Wurzeln besitzt . Ist nun weiter y — xtana
die Gleichung der Spur , welche ein Hauptnormalschnitt mit der Coor -
dinatenebene xy (der Tangentialebene ) bildet , so hat man

i üy
y = -d ^ == tane } ’



Cap. III . §.. 28. Die Krümmung der Flächen . 127
mithin statt der vorigen Gleichung die folgende :

T t
tan - a -I-- tan a> — 1 = 0 ,s

deren Wurzeln tana \ und tan 03? heissen mögen ; für diese gelten die
beiden Beziehungen

t — r
tan Oj -j- tan co2 = - , tan cq tan a .2 = — 1,

deren letztere identisch mit der Gleichung cos (si)j — co2) = 0 ist .
Daraus folgt cq — « 2 = + oder mit anderen Worten , dass die
Hauptnormalschnitte auf einander senkrecht stehen .

Statt der Gleichung 15) kann man auch eine quadratische Glei¬
chung aufstellen , deren Wurzeln der grösste und kleinste Krüm¬
mungshalbmesser selbst sind ; sie ergiebt sich, wenn man aus den
Gleichungen 13) und 14) nicht Q, sondern y ' eliminirt , wobei zur
Abkürzung

gesetzt werden möge. Die fraglichen Gleichungen sind dann
A(r -\r2sy ' + ty '*) = 1 -f y' 2 + (p + ly 'Y

X(sArty ') — pq + (l + q2) y ' ,
und wenn man y ' aus der zweiten Gleichung in die erste einsetzt ,
so erhält man zunächst :

A[r (1 -\- q2— A#)2+ 2s (l + q2— kt ) (As — pq ) + t (As — pg )2]
= (1 + P 2) (1 + 32- A<)2+ 2p2 (l + ä2- At) (As - p ä)

+ (1 + ä2) (As — pq )2,
oder durch Reduction auf Null :

(1 + 22_ A0 [(1 + j >2- Ar) (1 4- q2- Ai) - (p q - As)2] = 0.
Hier kann nun der erste Factor nicht = 0 sein , weil sonst der

vorhin substituirte Werth von y ' , nämlich
_ As pq
~ 1 4- ä2— At

unendlich oder unbestimmt (wenn zugleich der Zähler verschwände )
werden würde , was Beides im Allgemeinen nicht der Fall ist . Es
muss daher der zweite Factor = 0 gesetzt werden und dies giebt
bei Entwickelung der Potenzen von A:
(rt — s2) A2— [r (l 4 - ä2) - 2pqs + i (l 4- P 2)] A4 - 1 + P + ä2= 0,
und vermöge des Werthes von A und der Bedeutung von N :
16) (rt — s2) p2— [(1 -F q2) r — 2pqs (1 -f p2) t] NQ + N *= 0.
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Nennen wir pj und p2 die Wurzeln dieser Gleichung , so finden

zwischen dem grössten und kleinsten Krümmungshalbmesser im
Punkte xyz die Beziehungen statt :

17) Pl + p, = -(i + *pJ s8 ±£
N 4

18) pi p2 = rt — s2

Die Ebenen der beiden Hauptnormalschnitte standen sowohl
aufeinander als auch auf der Tangentialebene senkrecht ; es liegt da¬
her nahe , diese drei Ebenen zu Coordinatenebenen zu wählen , so
dass nunmehr die vorhin betrachteten Winkel töj und eo2 die Werthe
C3j= 0 und o 2 = erhalten müssen . Die Gleichung

r — t
tan co. -I- tan (o2 = -1 2 s

y — t
wird jetzt co = und zeigt , dass für diesen Fall s = 0 sein

muss , weil im Allgemeinen r und t endliche Werthe besitzen . Die
Formel 13) wird

1 r ty ' 2
P 1 + it ' 1 ’

oder wenn y ' — tan v gesetzt wird , wo v die Neigung der Ebene
irgend eines Normalschnittes gegen die Ebene des ersten Haupt¬
schnittes (pi ) bezeichnet :

— = rcos 2v 4 - tsin ^v.
P

Für die Hauptschnitte ist v = 0 und v — in , also

± = ± = t,
Pl P -2

mithin durch Substitution in die vorhergehende Gleichung :
1 cos2v , sin 2v

19) — = --- •
P Pl P2

Die Gleichungen 17), 18) und 19) bestimmen vollständig die
Krümmungen der verschiedenen durch einen Punkt xyz gelegten
Normalschnitte ; aus 17) und 18) erhält man die Krümmungen der
Hauptschnitte , aus 19) die Krümmung eines beliebigen anderen Nor¬
malschnittes , welcher mit dem ersten Hauptschnitte den Winkel v
bildet .

Bemerkenswerth ist noch der specielle Fall , in welchem man
den x , y , z solche Werthe ertheilt , dass
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1 + p2 pq 1 -H 2

r s t
wird ; es ist nämlich unter dieser Voraussetzung

(1 + P2) (1 + g2) (1 + p2) (1 + g2) _ rt_
rt s2 ’ p2q2 s'2 ’

woraus man leicht findet :

1 -F p 2 + q2 = N 2 = p2q2 rt ~2S' •

Die Gleichung 16) verwandelt sich jetzt in die folgende :

Q, _ 2pjN^ + Piî = 0>
welche die gleichen Wurzeln

Qi = 9 -2 = N

besitzt . Aus Nro . 19) erkennt man weiter , dass jeder Normal¬

schnitt durch diesen Punkt dieselbe Krümmung — = -i - besitzt ;

der fragliche Punkt heisst dann ein Kreispunkt der Fläche . Durch
Verbindung der zwei in Nro . 20) aufgestellten Gleichungen mit der
Gleichung der Fläche erhalt man drei Gleichungen zur Bestimmung
der drei Unbekannten x, y. z.

Besitzen die Krümmungen — und — der beiden Hauptschnitte
Qi Q2

dasselbe Vorzeichen , so kommt dieses auch der Krümmung — jedes
Q

anderen durch denselben Punkt gelegten Normalschnittes zu, wie man
aus Nro . 19) augenblicklich ersieht . Dann kehren sämmtliche Nor¬
malschnitte des Punktes ihre convexen Seiten derselben Gegend des
Baumes zu und die Berührungsebene liegt gänzlich auf der einen
Seite der Fläche . Wenn dagegen ()Lund j>2 entgegengesetzte Vor¬
zeichen haben , so ist (nach derselben Gegend des Baumes hin) der
eine Hauptschnitt convex , der andere concav , und die Krümmung
wechselt zwischen beiden Schnitten ihr Zeichen ; die Tangentialebene
liegt in diesem Falle nicht auf einer Seite der Fläche , sondern schnei¬
det dieselbe in ihrem späteren Verlaufe . Eine derartige Fläche ent¬
steht z. B. durch Umdrehung einer ebenen Curve , die der Drehungs¬
achse ihre convexe Seite zuwendet .

Ausser den obigen zwei Gattungen von Flächen , welche die
Namen der concav-concaven und der convex-concaven Flächen führen ,

Schlömilch , Analysis . 9
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giebt es noch eine dritte Art , welche den Uebergang von der einen
zur anderen Gattung bildet ; es sind dies die Flächen , an denen der
eine Hauptschnitt in jedem Punkte die Krümmung Null besitzt , d. h.
eine gerade Linie ist . Da in jedem Falle die Tangentialebene die
Tangenten der Normalschnitte , also auch die Tangente des geradlini¬
gen Normalschnittes enthält , so ist unmittelbar klar , dass den ge¬
nannten Flächen die Eigenschaft zukommt , von einer Ebene nicht
nur in einem Punkte , sondern in einer Geraden berührt zu werden .

Nennen wir —-— die Krümmung einer Fläche , so ist für diese
Pi Q2

Flächen die Krümmung gleich Null , als analytisches Kennzeichen
dafür ergiebt sich aus Nr . 18) rt — s2 = 0, oder :

d -s 8 Y _
8a;2 dy ‘! \ 0a: dy )

Die durch diese Gleichung charakterisirten Flächen sind übri¬
gens sämmtlich abwickelbar , und darin unterscheiden sie sich geo¬
metrisch von den vorigen Flächenarten . Weitere Auseinandersetzun¬
gen hierüber gehören in die höhere Geometrie .

§. 29 .

Einhüllende Curven .

In der Gleichung einer ebenen krummen Linie kommen ausser
den Coordinaten eines beliebigen Curvenpunktes gewöhnlich noch
constante Grössen (sogenannte Parameter ) vor , wodurch sich die
Dimensionen , Gestalt oder Lage der Linie bestimmen ; eine solche
Constante sei h und

1) F {x , y , h) = 0

die Gleichung der betreffenden Curve . Giebt man dem li verschie¬
dene Werthe 8 , 2 8 , 38 , 4 ö etc . , so erhält man eine Reihenfolge
von Curven derselben Art , die sich aber in ihren Dimensionen , Ge¬
stalten oder Lagen von einander unterscheiden . Hierbei kann es
geschehen , dass jede solche Curve die nächste schneidet , und in die¬
sem Falle entsteht die Frage nach dem geometrischen Orte der
Durchschnittspunkte . Nennen wirft irgend einen individuellen Werth
des h , und ft -f- 8 den nächsten Werth von h , so gelten für den
Durchschnitt der beiden entsprechenden Curven gleichzeitig die bei¬
den Gleichungen
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F (x , y , k) = 0 und F (x , y , k -j- ö) = 0
oder auch

2) F (x , y , k) 0 und F (x , y , k + 8) — F (x , y , k) = 0 ;

die Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes findet sich nun
durch Elimination von k aus diesen beiden Gleichungen und würde
von der Form f (x , y , 8) = 0 sein. Lassen wir 8 gegen die Null
convergiren , so folgen die anfangs genannten Curven stetig aufein¬
ander und die Grenzgleichung f (x , y) = 0 bestimmt den geome¬
trischen Ort ihrer gleichfalls continuirlich aufeinander folgenden
Durchschnittspunkte . Dieser geometrische Ort heisst die einhül¬
lende Curve jener Schaar von Linien ; ihre Gleichung ergiebt sich
durch Elimination von k aus den beiden Gleichungen

dF (x , y , k)3) F (x , y , k)

Fig . 32.

0 und = 0.

C

* + _ * _ = ik c — k

dk

I. Das erste Beispiel hierzu
mag etwas ausführlicher betrachtet
werden . In einem gleichschenkligen
Dreiecke AB G (Figur 32) , dessen
Schenkel A G— B C = Csein mögen ,
zieht man die Geraden MN so, dass
immer 6'ils = BN ist ; man sucht
die Einhüllende aller dieser Geraden .
Nehmen wir A G als Abscissen -, B C
als Ordinatenachse und setzen

CM = BN — k,

so sind die Gleichungen zweier sol¬
chen Geraden

+
k 8 ' c — (k -(- ö)

oder auch , wenn man die Brüche wegschafft , die zweite Gleichung
von der ersten abzieht und mit 8 dividirt ,

(c — k) x ky = k (c — k),
2 k — C— a; ^ Ä= 0.

Der zweiten Gleichung kann man den Werth von k entnehmen
und in die erste substituiren ; die Gleichung des gesuchten Ortes lau¬
tet dann

xi ^ yi — 2 xy — 2 cx — 2cy c2 — ö2 = 0,
9*
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und bestimmt eine Parabel , auf welcher die Durchschnitte aller Ge¬
raden liegen , welche dadurch entstehen , dass M und N jedesmal um
8 fortrücken . Für stetig nach einander folgende Gerade hat man
daher als Gleichung der einhüllenden Curve

x2 + y2 — 2 xy — 2 cx — 2 cy -)- c2 = 0
oder

V x -f- 1sy = V c.
Dasselbe findet man unmittelbar , wenn man k aus den Glei¬

chungen
y j x i y

— +k c — k 1 und — = 0
£2 ' (e — 7c)2

eliminirt *). Beiläufig werde noch bemerkt , dass der Scheitel dieser
Parabel in der Mitte der Dreieckshöhe CD liegt , dass Sie von A C

-ß jj 2
und D C berührt wird , und dass ihr Halbparameter = - ist .\jD

II . In Fig . 33 sei F ein leuchtender Punkt , CD die Trennungs -
Fig . 33. linie zweier durchsichtigen

Media von verschiedener
Brechbarkeit , FM ein Licht¬
strahl , welcher bei M jene
Trennungslinie trifft und
nach dem bekannten Gesetze

sin Ni M P—:——■■- 7= = msin N MF

gebrochen wird ; man sucht
die einhüllende Curve aller
gebrochenen Strahlen .
Nimmt man C zum Coor-
dinatenanfang , den unge¬
brochenen Strahl CX zur
x - Achse, CD zur y - Achse
und setzt FC — C, CM — k,

1 — jw2 = M2, so ist die Gleichung irgend eines gebrochenen Strah¬
les MP

*) Man ersieht hieraus sehr klar die Bedeutung des Differentiales.
Denkt man sich nämlich die verschiedenen Punkte M in gleichen Ab-

c
ständen , so ist ff ein aliquoter Theil von c, etwa ff = — ; andererseits
muss ff, insofern es einen Zuwachs von k darstellt , mit Jk bezeichnet
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y = 77 — ..... x -f kV c2 w2fc2
oder

4) m2Ä2*2 — (c* -f « 2&2) («/ — A)2 — 0;
Partiell in Beziehung auf k differenzirt giebt dies

5) m2kx 2 -|- (c2 -|- m27c2) (y — k) — n2k (y — k)2 — 0 ;
multiplicirt man dies mit k und subtrahirt von dem Producte die
Gleichung 4), so lässt sich der Best mit y — k dividiren und bleibt

c2y -f- «27c3 = 0 oder k = — l / C- ~ \’ n2
multiplicirt man dagegen Nr . 5) mit y — k und addirt Nr . 4) , so
kommt

’■x2y — n 2(y — k)3 = 0 oder y — k - V -m2x2y
n

Indem man hierzu den vorigen Werth von k addirt , erhält man
als Gleichung der einhüllenden Curve

_ ^ / ~c2y ^ m2x2y

■1

y
oder

6,

Für m 1 charakterisirt diese Gleichung die Evolute einer
Ellipse , für m 1 eine Hyperbelevolute ; die gebrochenen Strahlen
stehen also im ersten Falle auf einer Ellipse , im zweiten Falle auf
einer Hyperbel senkrecht . In jedem Falle ist F ein Brennpunkt des

Kegelschnitts und seine Haupthalbachse = in c oder — —, wenn fl

den sogenannten Brechungsexponenten bezeichnet .
III . Man sucht die einhüllende Curve aller Kreise , deren Mit¬

telpunkte auf einer gegebenen Ellipse liegen und deren Peripherien
durch den Mittelpunkt derselben Ellipse gehen . Nimmt man die
Achsen der Ellipse CA = u, CB = b (Fig . 34 a. f. S.) zu Coordi -
natenachsen und bezeichnet die Coordinaten eines Ellipsenpunktes
mit p und q, sowie mit r den Kadius eines Kreises , welcher pq zum
Mittelpunkte hat und durch C geht , so gelten , den angegebenen
Bedingungen gemäss , folgende Gleichungen :

c
werden , und es ist daher Jk — — Bei unendlich wachsenden «, d. h.n
bei stetiger Aufeinanderfolge der Punkte M, convergirt Jk gegen den
asymptotischen Werth Null und in diesem Falle tritt die an die Stelle
von Jk .
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— + — = l ,a 2 ~ ™

(x — p)2
P '2

aus den beiden letzten folgt

b2

(y — a)2
q2 = r 2-

r2:

8) x2 + y2
Fig . 34.

2px — 2 qy = 0.
Der

b2
dq_
dp

= 0 ,

veränderliche
Parameter ist hier p , und
für q wäre sein Werth
aus Nro . 7) zu substi -
tuiren , doch bleibt die
Rechnung symmetrischer ,
wenn man die zwei Glei¬
chungen 7) und 8) mit p
und q beibehält . Durch
partielle Differentiation
derselben erhält man

X + y d̂ = 0'
und nach Elimination von

9)

dq_
dp

py qx — o
a 2 b2

Aus den Gleichungen 7) und 9) finden sich p und q, und wenn
man deren Werthe in Nro . 8) substituirt , so ergiebt sich
10) (x2 + y2)2 = (2 d)2x2 4 - (2 b)2y2
als Gleichung der gesuchten Curve ; letztere ist die Fusspunktlinie
einer aus den Halbachsen 2 a und 2 b construirten Ellipse .

IV. Die Modifieation des allgemeinen Verfahrens , welche im
letzten Beispiele benutzt wurde , kann allgemein auf folgende Weise
dargestellt werden . Die Gleichung der veränderlichen Curve sei
11) F (x, y , x , X) = 0
und enthalte zwei veränderliche Parameter x und X, welche aber
nicht von einander unabhängig , sondern durch die Bedingungs¬
gleichung
12) tp (x , X) = 0
verbunden sein mögen . Das Nächstliegende wäre nun , erst X aus
11) und 12) zu eliminiren und dann partiell in Beziehung auf % zu
diflerenziren ; man kann aber auch den umgekehrten Weg gehen ,
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wenn man die Aenderung beachtet , welche l in Folge der Aenderung
von x erleidet . Aus Nro . 11) folgt nämlich

dF , dF dl _
05« + dl ' dx — ’

andererseits ist nach Nro . 12)
0 <p

dl 0 x
dx c (p ’

~dl
und wenn man dies in die vorige Gleichung substituirt , so erhält
man

dF dF
dx _ dl
d (p dcp
dx dl

Durch Elimination von x und l aus den drei Gleichungen 11),
12) und 13) gelangt man wieder zur Gleichung der einhüllenden
Curve .

13)

§. 30 .

Einhüllende Eläehen.

I . Die im Eingänge von §. 29 angestellten Betrachtungen sind
fast wörtlich auf den Fall ausdehnbar , wo die einhüllende Fläche
einer Schaar von Flächen gesucht wird , welche dadurch entstehen ,
dass man in der Flächengleichung

F (x , y , s , x) = 0
der Constanten x stetig aufeinander folgende verschiedene Werthe
beilegt ; die Gleichung der einhüllenden Fläche ergiebt sich nämlich ,
indem man aus den Gleichungen

1) F (x , y , e , x) = 0 und * ’ ^ = 0

die Grösse x eliminirt .

Lässt man z. B. den Mittelpunkt einer Kugelfläche auf der
«-Achse fortrücken und gleichzeitig den Badius proportional dem
Abstande des Centrums vom Coordinatenanfange wachsen , so ist die
Gleichung der Kugelfläche

*2 + y2 + 0 — *)' = te *)3;
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partiell in Beziehung auf x differenzirt giebt dies
— (e — x) = g2x

und durch Elimination -von x findet sich

*2 + y2 — 32 ~21 — g2
als Gleichung der einhüllenden Fläche . Für g2 1 ist letztere ein
Kotationskegel , dessen Achse mit der Achse zusammenfällt , und
dessen Seite mit der Achse den Winkel arcsin q einschliesst .

Auch in dem Falle , wo die Gleichung der gegebenen Fläche
zwei Parameter enthält und letztere einer bestimmten Bedingung
genügen müssen , kommt man wieder auf ähnliche Erörterungen , wie
in Nro . IV. des vorigen Paragraphen ; aus den gegebenen Gleichungen
2) F (x , y , z , x , A) = 0 und <p (x , A) = 0
folgt nämlich durch Differentiation

dF dF
dx _ 0 A

~ 8 <p *
0 x 0A

und nachher sind x und A aus allen drei Gleichungen zu eliminiren .
Endlich kann es auch vorkommen , dass die gegebene Flächen¬

gleichung drei veränderliche Parameter enthält , welche an zwei Be¬
dingungen gebunden sind , dass also folgende drei Gleichungen vor¬
liegen

F (x , y , z , x , A, ft) = 0,
<p (x , A, ft) = 0 , il) (x , A, ft) = 0.

In diesem Falle sind A und f1 implicite Functionen von x und
daher führt die Aenderung von x zu den Differentialgleichungen

dF dfi
0ft clx

4)

dF
+ — •^ 0A

d A
d x dx

0 Cp 0 <p
^ 0A

dl
0 X dx

0 t/t , 0 ^
+ 0A

dl
0 X dx

0,

dy _ _ dji_
0ft clx ’
dil> d ft
0 ft dx

= 0 .

Die beiden letzten Gleichungen bestimmen und ; setzt
0 X 0X

man deren Werthe in die erste Differentialgleichung ein , so geht
diese über in



5)
dF
0X
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dtp 0 <jP 0j /»> ' d (p dtp 0 Cp dlp \

dy dfi 0A )' + 0A 'Kdfi 0 X 0 X dy )

+ dF (
^ 0ft '

' dtp
\ dx

drp
0 A

0 Cp
0 A \ * ) = 0'0X /

und die Gleichung der einhüllenden Fläche ergieht sich nun durch
Elimination von x , A, (i aus den vier Gleichungen 4) und 5).

II . Bei den vorigen Untersuchungen wurde immer nur ein
Parameter (x) als willkührlich betrachtet , denn in den Fällen , wo
mehre Parameter vorkamen , waren auch soviel Bedingungsgleichun¬
gen vorhanden , dass die übrigen Parameter als implicite Functionen
von x gelten mussten . Anders gestaltet sich die Sache , wenn die
Gleichung der Fläche zwei von einander unabhängige Parameter
enthält , die sich gleichzeitig ändern .

Die gegebene Gleichung sei
6) F (x , y , g , x , A) = 0,
und es werde zunächst x allein um <5 geändert ; die neue Gleichung

F 0 , y , z , x + 8 , A) = 0,
wofür man auch schreiben kann

F {x , y , e , X + <M ) — F (x , y , z , x , A)
1 8 ’

charakterisirt dann eine zweite Fläche derselben Art , nur von anderer
Lage und von anderen Dimensionen . Dasselbe gilt für den Fall ,
dass A allein um £ geändert wird , wodurch die Gleichung entsteht

F {x , y , z , x , A -f a) — Fjx , y , z , x , l ) __ Q
£

Im Allgemeinen schneiden sich die drei Flächen , welche den
Gleichungen 6), 7), 8) correspondiren , in einem Punkte xyz , und
wenn man aus jenen Gleichungen die beiden Grössen x und A elimi-
nirt , so gelangt man zur Gleichung des geometrischen Ortes aller
Durchschnittspunkte , vorausgesetzt , dass sich x jedesmal um z/ x
= 8, und A immer um z/ A = a ändert . Bei gleichzeitig gegen die
Null convergirenden 8 und £ folgen die erwähnten Durchschnitts¬
punkte stetig aufeinander und erzeugen die einhüllende Fläche . Die
Gleichung der letzteren wird demnach gefunden , wenn man aus den
Gleichungen

, F (x , y , z , x , A) = 0,
9) | dF (x , y , z , x , A) rt dF (x , y , s , x , A) _ n{ 0̂ ’ 0A
die beiden veränderlichen Parameter X und A eliminirt .
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Beispielweis suchen wir die einhüllende Fläche aller Kugeln ,
deren Mittelpunkte auf einem elliptischen Paraboloid liegen , und
deren Oberflächen durch den Scheitel des Paraboloides gehen . Nen¬
nen wir a , 6 die Halbparameter des Paraboloides , und x , A, fl die
Coordinaten des Mittelpunktes irgend einer jener Kugeln , so haben
wir als Gleichung der beweglichen Fläche

(x — + (y — xy -i- o — p)2 =
wobei noch die Bedingungen zu erfüllen sind :

X2 A2
fl — — + — p2 = * 2 + A2 + fl 2.

Setzt man die Werthe von p - und ft in die erste Gleichung ein ,
so wird letztere

& + y - + ^ — 2 xx — 2 Xy — ( — f- ^—) z = 0 ;\ a b /
durch partielle Differentiationen in Beziehung auf x und X ergiebt
sich

x + ~ g — 0 , y + je = 0 ,
und durch Elimination von x und X

(a:2 -(- y - -(- .er2) z -j- a « 2 -(- b y 2 = 0 .

Die einhüllende Fläche ist hier dieselbe wie die Fusspunkt¬
fläche eines elliptischen Paraboloides mit doppelten Parametern *).
Für das hyperbolische Paraboloid gilt ein analoger Satz .

Wir wollen noch den Fall betrachten , wo die Gleichung der
gegebenen Fläche drei Parameter x , X, fl enthält , welche an eine
bestimmte Bedingung gebunden sind . Man hat jetzt zwei Gleichungen

10 ) F (x , y , z , x , X , fi) = 0 , (p (x , A , fi) = 0

und könnte hieraus (wie im vorigen Beispiele ) fl eliminiren , um nur
zwei von einander unabhängige Parameter übrig zu behalten . Dage¬
gen wird die Rechnung eleganter , wenn man diese Elimination bis
zuletzt aufspart und berücksichtigt , dass fi eine implicite Function
von X und X ist . Durch partielle Aenderung von x erhält man
nämlich

VF r JEF _ 0 d[i_ _
0X 0 fl 0 X ’ 0 X 0 fl 0 X

mithin , wenn man den Werth von -̂ r — aus der zweiten GleichungC2C

*) Siehe des Verfassers Analytische Geometrie des Raumes , S. 239.
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in die erste einsetzt ,

dF dcp dF dcp _
0 x 0 fr 3 fr 0 x

Die partielle Aenderung von A führt zu der analogen Gleichung

‘dF 0 (jp dF dcp _
81 oft 0 fr 0 A ’

beide Differentialgleichungen können in der Form
dF dF dF

^ 0x _ 0A 0 ja
dcp dcp dcp
dx 0A 0fr

zusammengefasst werden , und man findet nun die Gleichung der
einhüllenden Fläche durch Elimination von x , A , ft aus Nro . 10 )
und 11 ).

Beispielweis suchen wir die einhüllende Fläche aller Kugeln ,
deren Mittelpunkte auf einem dreiachsigen Ellipsoide liegen , und
deren Oberflächen durch den Mittelpunkt des Ellipsoides gehen .
Sind a , b, C die Halbachsen des Ellipsoides , x, A, ft die Coordinaten
eines Kugelcentrums , so hat man als Gleichung der beweglichen
Kugelfläche

_j_ yi _|_ £2 — 2 xx — 2 Ay — 2ft£ = 0 ,
wobei x , A, fr der Bedingung

X2 , A2 , ft 2

genügen müssen . Die Gleichungen 11 ) sind hier

a 2* Tßy e2£
x A fr

und durch Elimination von x , A, ft ergiebt sich

(x 2 -f if- + = 4 (a 2# 2 -f b2 t/2 + c2*2) .
Die einhüllende Fläche ist demnach die Fusspunktfläche für ein

aus den doppelten Achsen construirtes Ellipsoid . Für die übrigen
centralen Flächen zweiten Grades gelten analoge Sätze .
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Die vieldeutigen Symbole .

der Quotient , ^ in diesem besonderen Falle die Form 5 an , die

§. 81.

Die Formen § und 00— 00.

I . Wenn die Functionen 93(x) und ip(x) für einen speciellen
Werth von x, etwa für x = a , gleichzeitig Null werden , so nimmt

<l (x)
ip (x)

bekanntlich vieldeutig ist . Um den wahren Werth dieses Bruches

zu finden , betrachten wir den Quotienten <̂>̂ a) als die Grenze , wei¬
sst )

eher sich J - bei verschwindenden Önähert . Wegen der Vor-
1>(a + d) b

aussetzung 9p(«) = 0 und ip(a) = 0 ist nun
ffO + d) — <p(a)

cp(a -(- ö) <p (« -(- ö) — cp(a) _ ö
ip(a + d) ip(a + ö) — ^ («) + ö) — ip(a) '

5
und hieraus folgt durch Uebergang zur Grenze für verschwindende ä

<p(q) _ <p’(a)
y (a) tp' (a)

d. h. in dem besonderen Falle x = a , für welchen <p (4) und
ifj (x) sich annulliren , werden die sonst sehr verschiedenen

. <£ ( # ) tp *Quotienten ,- r-r- und einander gleich . Kann man also
ip (#) ip (x)
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den Werth des zweiten Quotienten ermitteln , so hat man auch den
des ersten . Einige Beispiele werden dies zeigen .

Der Quotient

cp(x) ]*sx — a
(*) V x — V a

nimmt für x — a die Form g an ; hier ist
. 2

1 x
ip' (x) - - i 3 '2

2 '

und da dieser Bruch für x — a den bestimmten Werth jj st _ e erhält ,

Ist « •
i

3

so ist auch
<PO)
ip(a)

Für x = l n wird der Bruch

cp(x) _ COSX
cp(x) 1 * — x

unbestimmt = g, dagegen erhält
cp’(x) sin x
cp' (x) 1

in demselben Falle den bestimmten Werth 1 , der nun auch dem
ersten Bruche zukommt .

(x \
Nicht selten trifft es sich , dass der neue Quotient . , , ■ für

V (x)
X = st gleichfalls verschwindet ; dann muss man auf ihn wieder das¬
selbe Verfahren anwenden . Nehmen wir z. B.

qj(x) x — sin x
cp(x) x 3

so erhalten wir der Reihe nach

cp' (x) 1 — cosx cp"(x) sinx cp'"(x) _ cosx
cp' (x) S x 2 ’ ip"(x) 6x cp'" (x) 6 ’

für x = 0 verschwinden cp(x) , cp' (x) , cp" (x) sowie cp(x) , cp' (r ), cp" (x),
und daher giebt erst der letzte Quotient den wahren Werth des
ursprünglichen Bruches = §•

II . Wenn die Functionen F (x) und f (x) für x = st gleich¬
zeitig unendlich werden , so erhält die Differenz F (x) — f {x) die
unbestimmte Form oo— oo; ihr wahrer Werth findet sich dann auf
folgende Weise . Man setze
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1 = * ! (*) , -7^ = / i (*) ,
. _ _ F '(*) 1W ’ / (*)so ist identisch

F (x) fM — i ___ L _ — fi (x) Fi (x) .
U n ) ~ F1{x) Mx ) - (*) / *(*) ’

für x — a verschwinden I'\ (x) und J \ (x) , mithin geht der letzte
Bruch in § über und kann nach der vorigen Regel untersucht werden .

So ist z. B.

1 1 ex — 1 — x
x ex — 1 x (ex — 1) ’

wobei die linke Seite für X = 0 die Form oo— co annimmt , und die
rechte Seite = [■wird . Setzen wir

cp(x) = ex — 1 — x , ip (x) = x (ex — 1)
so erhalten wir der Reihe nach

cp' (x) ex — 1 cp" (x) 1
ip' (x) xe x ex — 1 ’ cp" (x) x -f - 2 ’

und hier liefert der letzte Bruch den wahren Werth = | •

§. 32 .

Die Formen O. oo, 0U, oo° und 1® .

I. Wenn die Functionen f (x) und F (x) für x — a gleichzei -
S (*̂)

tig unendlich werden , so stellt sich in diesem Falle der Bruch —

unter die unbestimmte Form -Sg, deren wahrer Werth q auf folgende
Weise ermittelt werden kann . Es sei

X

f (x) _ F (x) cp(x) _
F {x) 1 ipix) ’

/ O)
der neue Quotient erhält für x = a die Form § und kann daher
nach der Regel des vorigen Paragraphen behandelt werden . Dies giebt

F ' (x)

<p' (x ) _ [-F (afl]* _ _ F ' (x) s / (a;) p
t ’’ (x) f {x) f (x) LF (.r) J

U (P)V
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und für x = a, wo den Werth q annimmt ,
F (a) 1

F ' (a) „ , / ' («)
3==7> s a' oder3= F> T

Die Eegel zur Bestimmung des wahren Werthes eines
vieldeutigen Bruches bleibt also bei der Form dieselbe
wie bei der Form S.

So wird z. B. der Quotient
/ O) _ logx
F {x) cotx

für x = 0 unbestimmt = sein wahrer Werth ist dann einerlei
mit dem Werthe von

M_
f '{x) x , sinx .

-v,,7 r = = — M sin x,F 'ix) 1 x
sin '2x

welcher in jenem Falle — — M . 1 . 0 = 0 ist .
Nach derselben Kegel findet man auch , dass der Bruch

fix ) l sin x
Fix ) Ix

für x = 0 denselben Werth erlangt wie
f ' ix) cotx cosx
F ' ix) 1 sinx ’

x x
und zwar ist dieser Werth — 1.

II . Sind zwei Functionen vorhanden , von denen die eine cp(x)
für x — a verschwindet , während die andere fix ) für X— a unend¬
lich wird , so nimmt das Product cp ix) - fix ) für x — a die unbe¬
stimmte Form 0 -Go an ; den wahren Betrag desselben kann man auf
zweierlei Weise finden . Entweder setzt man

TW = m
und hat dann

? (*) • / (*) =

für x = a wird der Quotient = § und gestattet die in §. 31 ange¬
gebene Behandlung . Oder man setzt

1



144 Gap. IV. §. 32 . Die Formen gj, O- 0°, <x° und l *5-

fix )mithin cp ix) . fix ) =
F {x) ’

der Quotient stellt sich dann unter die Form §5 und ist nach I . zu
beurtheilen . Von beiden Methoden wählt man im concreten Falle
diejenige , welche die wenigste Rechnung verursacht .

So wird man z. B. an die Stelle des Productes

l ( 2 — —) • tan — ,\ aj 2 a
welches für x = a in 0 •oo übergeht , den Quotienten

<p (x) (- 7)
(x) , jr xcot——

2 a

treten lassen , weil der Differentialquotient des Logarithmus eine ein¬
fache algebraische Function ist ; man erhält

1 . „ XXsin
cp' (x) _ 2 a — x _ 2 a 2 a
il>' (x) x n xx x 2 a — x ’

— CSC2 — —2 a 2a
2

und für x — a den wahren Werth — •
it

Bei dem Producte
tanx . log x , für x — 0,

ist es von Vortheil , die Form
fix ) _ togx
Fix ) cotx

zu wählen , deren wahrer Werth bereits in Nro . I . bestimmt und = 0
gefunden wurde ; demnach verschwindet jenes Product gleichzeitig
mit x.

III . Wenn ein Ausdruck von der Form [/ (*)] 55̂ für x = a
eine der vieldeutigen Gestalten 0°, 00°, I 00 annimmt , so beachte man
zunächst die identische Gleichung

[fix )] V& = eV (*) - !P(*)
und untersuche das Product lf {x) . cp{x) ; ist w der wahre Werth
desselben , so geht die gegebene Function in e“ über .

So erhält z. B. der Ausdruck •
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für x = 0 die Form 0° ; schreibt man aber statt desselben die
gleichgeltende Exponentialgrösse

1 Isinx

( glsinx ^ Ix - q Ix

so hat man im Exponenten den nämlichen Bruch , dessen Werth in
Nro . I . untersucht und = l gefunden wurde ; der Werth der ursprüng¬
lichen Potenz ist also = e1 — e.

Für x — 0 wird ferner
/ ^ \ tanx

( * ) = 00 05
beachtet man aber die identische Gleichung

✓1 \ tan x
( _£ _ \ _ g — Ix . tanx
\ xj

und erinnert sich , dass Ix . tanx für x — 0 verschwindet (s. II .),
so erhält man e° = 1 als wahren Werth der in Rede stehenden
Potenz .

Für x — a verwandelt sich der Ausdruck

in l 00; andererseits ist die gegebene Function gleich

i ( -2 — — ) . tan
ß \ a / j

2
wobei der Exponent für x — a den Werth — annimmt (s. II .) ; dem-

_2_
nach ergiebt sich e n als wahrer Werth des ursprünglichen Ausdrucks .

SchlCmllch , Analysis . 10
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Maxima und Minima .

§. 33 .

Maxima und Minima der Functionen einer Variabelen .

Wenn eine stetige Function f (x) abwechselnd steigt und fällt ,
so giebt es in ihrem Verlaufe Stellen , wo die Uebergänge von Wachs¬
thum zu Abnahme oder umgekehrt von Abnahme zu Wachsthum
statt finden. Bei einem Uebergänge der ersten Art , welcher etwa
für X= a eintreten möge, ist der entsprechende Functionswerth f (fl)
grösser als die Nachbarwerthe f (a — h) und f (a -\ - h) , sobald nur
h hinreichend klein genommen wird ; dann heisst / («) ein Maxi¬
mum der Function f (x). Erfolgt dagegen an der Stelle x — a ein
Uebergang von Abnahme zuWachsthum , so ist f (a) kleiner als seine
Nachbarwerthe f (a — h) und f (a -)- h) , und dann heisst f (d) ein
Minimum von f (x). Nach dieser Erklärung versteht es sich von
selbst , dass derartige Maxima und Minima nur relativ sind und nicht
immer den absolut grössten oder absolut kleinsten Werth der Function
darstellen .

Für welche Werthe von X dergleichen Maxima und Minima ein¬
treten , das entscheidet sich durch ein früheres Theorem (§. 8, I .),
demzufolge die Function f (x) wächst oder abnimmt je nachdem ihre
Derivirte f ' (x) positiv oder negativ ist . Aendert sich nun f ' (x)
continuirlich , so kann der Uebergang von positiven zu negativen
oder von negativen zu positiven Werthen der Derivirten f ' (x) nur
mittelst Durchganges durch Null geschehen ; die Werthe von x, wel¬
che f (x) zu einem Maximum oder Minimum machen , sind also Wur -
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zeln der Gleichung f ' (x) ~ 0. Dies bedeutet geometrisch , dass
die Tangente an jedem Culminationspunkte einer Curve parallel zur
Abscissenachse liegt .

Hat man die Gleichung / ' (x) = 0 aufgelöst , so bedarf es noch
der Entscheidung , ob die gefundenen Werthe von x Maxima oder
Minima der Function liefern . Zu diesem Zwecke erinnern wir an
die in §. 18 bewiesene Gleichung

/ £ + *) - / («) - » / ' («) = (fl + „ ),

woraus bei verschwindenden h folgt

XnAo + Q - m - hfja ) = lf „(a)

Im vorliegenden Falle ist st eine Wurzel der Gleichung f (x) = 0,
mithin / ' (a) = 0 und

Lim/±±3 ^ m = ir (a)
ebenso , wenn man — 7t an die Stelle von 7t treten lässt ,

Ist nun / " (st) positiv , so müssen bei hinreichend kleinen h die
beiden Quotienten

n / (« + h) — / («) / O — ft) — / («■)
’ ;t2 ’ ä *

positiv sein und es bleiben , wenn li gegen die Null convergirt , weil
ausserdem der gemeinschaftliche Grenzwertli jener Quotienten nicht
positiv werden könnte ; hieraus folgt

fia - h) > / («) < / (« + Ä),
mithin ist f (a) ein Minimum . Wenn dagegen f " (a) einen negativen
Werth hat , so müssen bei hinreichend kleinen h die unter Nro . 1)
angegebenen Quotienten negativ sein und bleiben ; daraus folgt

f (a — h) < / («) > / (« 4 - 7t)
d. h . f (a) ist ein Maximum . Die Entscheidung besteht also darin ,
dass f (a) ein Minimum oder Maximum ist je nachdem / " (st) positiv
oder negativ ausfällt . Geometrisch heisst dies : ein unterer Culmi-
nationspunkt kann nur auf einem convexen Bogen , ein oberer nur auf
einem concaven Bogen vorkommen .

Das angegebene Criterium verliert seine Anwendbarkeit , wenn
/ " (st) selber = 0 ist (wie z. B. wenn die Tangente an einem In¬
flexionspunkte parallel zur Abscissenachse liegt ) ; man muss in diesem

10 *
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Falle die höheren Differentialquotienten von f (x) zu Käthe ziehen ,
indem man den in §. 18 bewiesenen Satz

h 7)2 h n ~ 1
f (a + h) - / («) - * / '(«) - JL f "(„) ----- ^

—

(a + fr /Q
1 . 2 . 3 . . . «

anwendet . Unter der Voraussetzung , dass nicht nur / ' (a) = 0 ist ,
sondern auch f " (a) , verschwinden , mithin (st)
der erste nicht verschwindende Differentialquotient ist , vereinfacht
sich die vorige Gleichung und giebt

f (a + h) - f (a) _ / <">(« + Oft)
h " 1 . 2 . . . « ’

woraus folgt , wenn h gegen die Null convergirt ,
S (a + h) — f (a) _ / <">(«)Lim '

hn 1 . 2 . . . «

Hier unterscheiden wir die beiden Fälle eines ungeraden und
eines geraden « . Bei ungeraden « ist

Um / (a + fe) — / («) _ , f M(«)hn 1 . 2 . . . « ’
r . f (a - h) — / (st) _ / <">(«)
L1M Ä" — 172 ^ ’

mithin für ein positives (a) und -hinreichend kleine U
f (fl — Ä) < / («) < / (« + Ä).

dagegen bei negativen f ^ (a)
f (a - h) > / («) > / (a + Ä).

Beide Ungleichungen stimmen darin überein , dass / (st) weder
ein Maximum noch ein Minimum ist . Wenn dagegen « eine gerade
Zahl bedeutet , so gelten die Gleichungen

Ljm / (« + h) — / (st) _ / W (a)2. nhn 1 1 . 2 . . . « ’

7>" 1 1 . 2 . . . « ’
mithin ist bei positivem / (n) (st) und für hinreichend kleine h

f (a — 70 > f (a) < f (a -f h),
d. h. / («) ein Minimum ; ferner erhält man bei negativen / (*>(d)

f (a — 7») < / (st) > / (« -f 70,
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wodurch ein Maximum angezeigt wird . Alles zusammen giebt fol¬
genden Satz :

Ein aus der Gleichung / ' (#) = 0 bestimmter Werth
von x macht f (x) nur dann zu einem Maximum oder
Minimum , wenn in der Reihe der Differentialquotien¬
ten f " {x), f '" (x) etc. der erste für jenen Werth nicht ver¬
schwindende Differentialquotient von gerader Ord¬
nung ist , und zwar findet ein Minimum oder Maximum
statt , je nachdem der genannte Differentialquotient
für jenen Werth von x positiv oder negativ ausfällt .
Den Mechanismus der Rechnung werden die folgenden Beispiele

zeigen .
1. Handelt es sich um das Maximum oder Minimum der

Function

f (x) = x a e~ *,
so entwickelt man erst die DifFerentialquotienten

f ' (x) = (a — x) x a~ 1 e~ x,
f " (x) — \a (a — 1) — 2ax -)- x2] x a~ ‘2 e~ x

u. s. w.

Nun wird f ' (x) = 0 für x = a ; dieser Werth giebt f " (a)
— — a a e ~ a also ein negatives Resultat , mithin ist

/ CI\ a
f (a) = a a e~ a =

das Maximum der Function x a e x.

2. Es mögen fei, k2, . . . !i „ gegebene Zahlen sein und es soll
x so bestimmt werden , dass die Quadratsumme

f (X) = (x - k.y + (x—kt)* + • • • + (x- k«y
zu einem Maximum oder Minimum wird . Man hat in diesem Falle

f ' (x) = 2 [nx — (&i -)- fe2 -J- • • • -f- ü' it)],
/ "(■*) = 2 » ;

j ' (x) verschwindet , wenn

x fei -f- fe2 4 ~ • • • 4 " knn

d. h. gleich dem arithmetischen Mittel aus den gegebenen Zahlen
ist , / " (*) bleibt immer positiv , mithin wird f (x) bei dem angegebe¬
nen Werthe zu einem Minimum . Dies war übrigens vorauszusehen ,
da jene Summe von Quadraten zwar beliebig gross aber nicht belie¬
big klein gemacht werden kann .
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3. Auf dem ersten Quadranten einer Ellipse soll man denjeni¬
gen Punkt bestimmen , dessen Normale am weitesten vom Centrum
entfernt ist . Geht überhaupt durch den Punkt xy einer Curve eine
Normale , so hat letztere vom Coordinatenanfange die Entfernung

* 4 - yy ' .p
Vi + y'*’

für die Ellipse ist y — — Y a 2— x'\ mithin

xY «2
P

Fig . 35.

•b2 x*

V «2(a2_ x2) _1_ b2x2
Dieser Ausdruck vereinfacht

sich durch Einführung des Win¬
kels A CM — co, welcher unter
dem Namen der excentrischen
Anomalie bekannt ist (Fig . 35) ;
man hat nämlich x = a cos co,
mithin

P

oder , wenn tan co kurz mit t bezeichnet wird ,

(a2— b2) t

(«2— b2) sin co
Y a1tan2tu + b2

P
1̂ (1 + <2) (a 2P + b2)

Wir betrachten nun t als unabhängige Yariabele und erhalten

dp («2— b2) (b2— «21■*)
dt ~~ Y [b2 + («2 + b2) t2+ a 2<4]3

d*p _ (a2—b2) <[3 (a2+ b2) b2+ 10a 2b2t2-f a2(a2-f b2) f4— 2 a4««]
_ V [b2-f (a2 + b2) C2 -f «2C]5

der erste Differentialquotient verschwindet für

- VI oder tan a - VI- V ab

und der zweite Differentialquotient erhält dadurch den negativen
Werth

4 a - (a — b)
(a + b)2 ’

mithin entspricht der obige Werth von t dem Maximum von p .
Uebrigens konnte man sich die Entwickelung des zweiten Differen-
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tialquotienten ersparen ; da nämlich für a = 0 und für co= 90°
jedesmal p den Minimal werth p — 0 erreicht , so muss der gefun¬
dene Werth ein Maximum liefern.

Behufs der Gonstruction nimmt man AK = B G = b, sucht
zwischen A C = st und AK die mittlere Proportionale AL , zieht
GL, welche den umschriebenen Kreis in M, den eingeschriebenen in
N schneidet, legt durch M eine Parallele zu B G, durch N eine Pa¬
rallele zu AC und erhält dann den gesuchten Ellipsenpunkt P als
Durchschnitt der genannten Parallelen. Construirt man die Normale
PU , so ist deren Abstand von C das Maximum von p , und zwar

Fig. 36. CQ — a — b; gleichzeitig ist Q
der Krümmungsmittelpunkt für P ,
P Qder Krümmungshalbmesser, mit¬
hin die Fläche des Krümmungskrei¬
ses gleich der Ellipsenfläche.

4. Ueber einer Geraden MN
(Fig. 36) sind zwei Punkte A und
B gegeben, welche mit einem Punkte
P der Geraden zu der gebrochenen
Linie ABP verbunden werden sol¬

len; man fragt nach dem Minimum des Weges AP -j- BP . Für AG
= a, BB = b, CB — c, CP — x, AP BP = s ist

s = V «2-)- «2 Vf 2-j- (c — *)2,

V «2+ *2
n .i +

V bs+ (c -
b2

•x)'2

Aus s'
V («2+ »2)3 V [62+ (c — *)2]8

0 ergiebt sich zur Bestimmung von x die Gleichung
X C — X

V st2 + «2 V b2 -[- (c — «)2 ’
der aus ihr folgende Werth gehört zu einem Minimum, weil s"
immer positiv bleibt. Geometrisch bedeutet die vorige Gleichung

cos MPA — cos NPB d. i. Z- MPA = Z NPB ,
und hiernach ist die Construction leicht, indem man CA' — CA
nimmt und die Gerade A! B zieht, welche MN in P schneidet (Spie¬
gelungsgesetz ).

5. Auf entgegengesetzten Seiten der Geraden MN (Fig. 37
a.f.S.)befinden sich die gegebenen Punkte A und B, welche mit einem
Punkte P der Geraden zu der gebrochenen Linie APB verbunden
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sind ; ein Körper bewegt sich auf dieser von A nach B so, dass er längs
der Geraden AP die constante Geschwindigkeit g, längs PB die con-

stante Geschwindigkeit h be¬
sitzt . Es soll der Punkt P so be¬
stimmt werden , dass der Kör¬
per in der kürzesten Zeit von A
nach B gelangt . Zum Durchlau¬
fen von AP braucht der Körper

.4P
die Zeit - , zum Durchlau -

9
M

fen von PB die Zeit
PB
h

mithin ist bei gleicher Bezeichnung wie in Nro . 4, der Ausdruck
Va 2 + : + Vv 1-1- (c — x) 1

9 ' h
zu einem Minimum zu machen . Als Bedingungsgleichung für x
findet man sehr leicht

c — x

oder geometrisch
gV a2 -)- x2 li ]sb 2 -f - (c — x)2

cos MPA cos NPB
9

wofür man auch setzen kann
sin AP Q

h

9_
h 'sin B PB

Dieser Gleichung entspricht ein Minimum von s, weil s " immer
positiv bleibt . (Brechungsgesetz , wohei die Lage des gebroche¬
nen Strahles durch die zwei Bedingungen bestimmt ist , dass er durch
B gehen und normal zu einem gewissen Kegelschnitte sein muss .
Yergl . §. 29 , II .)

6. Besondere Aufmerksamkeit verdient bei allen Untersuchun¬
gen über Maxima und Minima noch der Ausnahmefall , wenn f (x)
sein Vorzeichen nicht stetig mittelst Durchganges durch Null , son¬
dern sprungweis ändert ; denn auch derartige Zeichenwechsel können
Maxima oder Minima liefern , die man nach der vorigen Methode
nicht finden würde . Ist z. B.

V= / (*) = i — V (l —x¥
mithin

1
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so bleibt f (x) positiv für alle X 1 , und negativ für alle x 1 ;
der Zeichenwechsel geschieht hier aber sprungweise , denn man hat

/ ' (1 — 0) == + co, / ' ( 1 -F 0) = — co
und mithin erleidet f ' (x) eine Unterbrechung der Continuität an der
Stelle x = 1. Abgesehen davon geht aber aus den Vorzeichen von
f ' (x) mit Sicherheit hervor , dass f (x) wächst von x = — co bis
X — 1 und abnimmt von x = 1 bis X = -|- °° , dass also f (x) für
x — 1 sein Maximum / (1) — 1 erhalten muss . Man wird dies
geometrisch leicht bestätigt finden , indem man die Aufmerksamkeit
auf den Berührungswinkel r richtet , welcher durch die Gleichung
tanx = f (x) bestimmt wird . Derselbe ist spitz für x 1, wächst
mit x gleichzeitig , wird — 1 n für x = 1 und nachher stumpf für
X j 3T; an der Stelle x = 1 besitzt daher die Curve eine Spitze ,
von welcher beide Theile convex gegen die Abscissenachse gekrümmt
sind . — Aehnliche Betrachtungen gelten für alle derartigen Aus¬
nahmefälle , und zwar entscheidet sich die Beschaffenheit einer Func¬
tion an einer solchen besonderen Stelle immer sehr leicht dadurch ,
dass man den Lauf der Function in der Nachbarschaft jener Stellen
voizugsweis genauer berücksichtigt .

§ . 34 .

Maxima und Minima der Functionen mehrerer Variabelen .

Ist F (x, .) eine Function der unabhängigen Variabelen
x , y , z , . . , so kann es ein zusammengehörendes System specieller
Werthe dieser Variabelen geben , etwa x = a , y = b, z = c u. s. w.,
wodurch F (a, b, c, . . .) grösser oder kleiner wird als alle Nachbar -
werthe der Function , d. h . als alle die Werthe , welche entstehen ,
wenn man für x irgend einen Werth aus dem Intervalle a — h bis
a -f- h, für y einen Werth aus dem Intervalle 6 — 7c bis b -f- Je u. s. w.
nimmt , wobei h, Je etc. beliebig kleine Grössen bezeichnen . Ein sol¬
cher besonderer Werth F (a, b, c, . . .) der Function F (x, y, z, . .),
heisst ein Maximum oder Minimum , je nachdem er grösser oder klei¬
ner als seine Nachbarn ist . Die Aufgabe ist nun , das System der
speciellen Werthe x — a, y — b, etc. aufzufinden .

Wenn überhaupt beliebige unabhängige Variabelen x , y , St, . . .
vorhanden sind , so darf man sich dieselben als ebensoviel willkühr -
liche Functionen einer neuen unabhängigen Variabelen t denken , denn
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man übersieht auf der Stelle , dass x, y, z etc. alle möglichen Werthe
erhalten können , wenn man

x = <p (t), y = il>(t), z — %{t), . . .

setzt und t sowie die Natur der Functionen (p , ip, X et° - danach
wählt ; so würde z. B. schon die einfache Annahme x — at , y = ßt ,
g = yt , . . . wo « , ß, y völlig willkührliche Factoren sind, zu dem
genannten Zwecke hinreichen . Durch diese Bemerkung reducirt sich
die Aufgabe , F (x , y , z, . . . ) zu einem Maximum oder Minimum zu
machen , auf die einfachere , für eine Function von nur einer unab¬
hängigen Variabelen die grössten und kleinsten Werthe aufzusuchen .
Soll nun

F (x , y, z, . . .) = F [(p (<), ip(t), z (t), . . .]

oder kurz F seinen Maximal - oder Minimalwerth erhalten , so muss

dt

sein ; diese Gleichung wird in unserem Falle , wo X, y , z , . . als ab¬
hängig von t erscheinen , -

^ £ ^ dF ^ dy_ d£dz _ _
dx dt dy dt dz dt

Bei der gänzlichen Willkührlichkeit der Functionen <p (<) , ip(<) , %(<),
also auch ihrer Differentialquotienten

d # dy dz ,
u= * <«■-fr =* <'>■ *® • -

(wie z. B. im obigen speciellen Falle der Factoren a , ß , y . . .) kann
aber die Gleichung 1) nur bestehen , wenn die Coefficienten der un¬
bestimmten Grössen für sich Null sind , wenn also die Gleichungen
stattfinden :

ÖF n dF dF
2) — = 0, — = 0, — = 0, . . v .

ox dy dz ,

deren Anzahl mit der Anzahl der unabhängigen Variabelen über¬
einkommt , so dass es also immer möglich ist , die obigen Gleichun¬
gen nach x , y , z , . . . aufzulösen und so die Werthsysteme x = a ,
y — h, z = c etc. zu bestimmen. Ist dies geschehen , so bedarf es
noch einer Discussion , ob das gefundene System ein Maximum oder
Minimum von F bildet . Diese Entscheidung wird dadurch herbeige -

d*F
führt , dass man den zweiten Differentialquotienten - —■■■ entwickeltdt2
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und nachsieht , ob er durch Substitution der für X, y , z , . . . gefun¬
denen Werthe positiv oder negativ ausfallt . Wir wollen diese Unter¬
suchung unter der Voraussetzung , dass F eine Function von nur zwei
unabhängigen Variabelen x und y ist , näher ausführen .

Man hat zunächst mit Rücksicht auf die Gleichungen 2)

d*F _ 82F ( dx_Y 82iF äx_ äy_ d‘2F sdy_\ 2
dt 1 dx 2 \ dt ) dx dy dt dt dy2 \ dt ) ’

, da? dy , . , .
oder wenn der Quotient —— : —— mit q bezeichnet wird :dt dt

V .d^ _ r 0*F , „ 85F _ , 0*F1 /'dl/ '
' d<2 L0 2̂ q ^ g* 0^ 2 -t- dy2J

Soll dieser zweite Differentialquotient zu einer Entscheidung
führen , so darf er nicht verschwinden , also darf nicht zugleich

d2F 02E d2F
4) -5—5- = ° > -ö— o — == Oi -5—5- = 0dx 2 0# dy dy 2

sein ; ist diese Vorbedingung erfüllt , so muss der in 3) verzeichnete

Ausdruck , worin noch die unbestimmten Grössen q und vorkom¬

men , immer gleiches Vorzeichen behalten , von welchem nachher zu
entscheiden ist , ob es das Plus - oder Minuszeichen ist . Das Vor-

d2F
zeichen von —— hängt nun einzig allein von dem Ausdruckestt

K, d*F d2F d2F
^ dx 2 2 ' dx dy q + dy 3

ab , welcher unter der Form aq 2 -(- 2 ß q -f- y enthalten ist . Hätte
ferner die quadratische Gleichung a q"2 -\- 2 ß q y = 0 eine reelle
Wurzel ql , so würde der Ausdruck a q2 2 /3 q -f -,y sein Vorzei¬
chen wechseln , wenn man q das Intervall q\ — d bis qt 8 durch¬
laufen liesse , wo 6 eine beliebig kleine Grösse bezeichnet . Damit
also der fragliche Ausdruck sein Vorzeichen nicht wechsele , ist es
nothwendig und hinreichend , dass jene quadratische Gleichung ima¬
ginäre Wurzeln besitze , folglich ß 2 — ay <C 0 sei. Die Bedingung
für die Unveränderlichkeit des Vorzeichens in Nro . 5) besteht also
in der Ungleichung

( V d'2F VF ^
6) \ dxdyj dx 2 ' dy 3 < ’

sie vertritt zugleich die in Nro . 4) angegebene Determination , denn
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wenn sie erfüllt ist , können die Gleichungen 4) nicht sämmtlich statt¬
finden . Aus der Bedingung 6) ersieht man ferner , dass

02f 02Fund
0 X2 0 2/2

(nach Substitution der für x und y gefundenen Werthe ) gleiche Vor¬
zeichen besitzen müssen , weil ausserdem die Ungleichung 6) die
Summe zweier positiven Grössen als negativ angeben würde . Da
ferner nach den bisherigen Bestimmungen der Ausdruck in 5) sein
Vorzeichen nicht wechselt , so darf man auch q = 0 setzen , ohne
einen solchen Wechsel befürchten zu müssen , und man ersieht dar -

d2F
aus , dass jener Ausdruck dasselbe Vorzeichen besitzt wie -x—— oderox1
02F

nunmehr lautet die Entscheidung :dy 2 ’
dF dF

Die aus den Gleichungen —— = 0 und —— — 0 abge -
cx cy

leiteten Werthe von x und y müssen zunächst der
Bedingung

/ 02J 1 \ 2 _ 02F d2F
\ dxdy ) dx 2 dy 2

genügen und geben das Maximum oder Minimum der
Function F (x , y) , je nachdem sie die Differential¬
quotienten

d2F , d2Fund
0 * 2 0 2/ 2

gleichzeitig negativ oder positiv machen .
Finden die Gleichungen 4) zusammen statt , verschwindet also

d '2F
■ 2 für die gefundenen Werthe von x und y , so giebt der zweite

Differentialquotient keine Entscheidung und man muss sich dann an '
die höheren Differentialquotienten wenden , was jedoch umständliche
Rechnungen erfordert . Ebenso wird die Sache etwas verwickelt ,
wenn es sich um eine Function von drei oder mehr Variabelen han¬
delt . Man wird in allen solchen Fällen besser thun , aus der Natur
der gestellten speciellen Aufgabe zu entscheiden , ob überhaupt ein
Maximum oder Minimum stattfindet .

1. Als erstes Beispiel diene die Aufgabe , das Minimum der
Quadratsumme
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F (*>V) = («I* + h y — &i)2 + («2X -F b2y — k.2y + .....
+ (a„x + K y — K )2

zu bestimmen , wobei alle a , b und Je als gegebene Constanten vor¬
ausgesetzt werden . Führen wir zur Abkürzung die folgende Bezeich¬
nung ein

â bl a2b-2 -f a„t„ = Sab,
a \ + « | d - * - ' 4 " a n — Saa ,

W d- h22 -)- •••• + 5« = Sbb,

so erhalten wir
dF

2 (Saa X -)- Sai y Sak) ,

dF
— 2 ( S ba x - )- S b b y — S b k ) ,

02F d2F
0F = 2 S** ’ ~ 2

8, F = 2 «. , .
dx dy

Die letzten drei Ausdrücke genügen den Bedingungen des Mini¬
mums ; letzteres tritt daher ein, sobald die Gleichungen

SaaX -f- Saby = Sa/t,

Sba x + Sib y = Sbk
erfüllt sind , wozu die Werthe gehören

Sbb ■ Sak — Sab • Sbk

y =

Saa ■ Sbb — ( Sab ) 2

Sa a ' Sbk S a b • Sa k

Saa • Sbb — ( Sab ) 2

Man kann diese Aufgabe dahin verallgemeinern , dass man eine
beliebige Anzahl von Yariabelen x , y , z , etc . voraussetzt und das
Minimum von

F (x, y, e, . . . .)
= («j x -f- l>i y -f-Ciz -f- Jci)2-)- (a2x y + c2z -)- ••— Je-k)2-)— •

• • • • + (a n x + b„ y + c„ z -]----- Jcn) 2

verlangt . Man findet leicht , dass die hierzu nöthigen Werthe aus
folgenden Gleichungen zu bestimmen sind :
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Sua % 4"~ SablJ “l“ &ac % -(- •••• = Sat ,
Sba x 4" Sbb V 4“ &bcZ 4 - ' • ‘ • = S** i
&ca x 4- &cbV 4- See# 4- • ' • • = Seit

deren Anzahl ebenso gross ist als die Anzahl der Yariabelen x, y, z
etc. Einer besonderen Untersuchung darüber , ob die gefundenen
Werthe von x , y , z etc . das Maximum oder Minimum der Function
F geben, bedarf es übrigens nicht , denn es ist unmittelbar einleuch¬
tend , dass eine Summe von Quadraten (d. h. von positiven Grössen )
wohl in ’s Unendliche wachsen aber nicht beliebig klein werden kann
und dass sie folglich ein Minimum haben muss *).

*) Die obige Aufgabe, welche die Verallgemeinerung des zweiten Bei¬
spiels in §. 33 enthält , ist für die Praxis von besonderem Werthe . Hat
man nämlich eine Grösse x durch directe Messung oder Beobachtung
zu bestimmen (wie z. B. die Entfernung zweier Punkte durch Messung
mit Kette oder Maassstäben), so nimmt man der Sicherheit wegen diese
Operation mehrmals vor , aber man findet dann, zufolge der unvermeid¬
lichen Beobachtungsfehler , bei jeder Messung einen etwas anderen
Werth , und es mögen kx, k2, . . . kn die verschiedenen Werthe bezeich¬
nen , welche bei n Beobachtungen für x erhalten wurden . Unter der
Voraussetzung , dass alle Messungen mit gleicher Sorgfalt angestellt ,
mithin von gleichem Gewichte sind , betrachtet man das arithmetische
Mittel aus kx, k2, . . . k„ als den wahrscheinlichsten Werth von x, ohne
sich des Grundes dieser Annahme genauer bewusst zu sein. Dagegen
beweist die Wahrscheinlichkeitsrechnung , dass der wahrscheinlichste
Werth von x derjenige ist , bei welchem die Summe der Fehlerquadrate
ihr Minimum erreicht . Nun sind x — kx, x — k,2, . . . x —kn die be¬
gangenen Fehler , und nach Beispiel 2) in §. 33 wird die Summe der
Quadrate dieser Fehler ein Minimum , wenn x dem arithmetischen Mit¬
tel aus jfej, k2, . ■. kn gleichkommt ; es rechtfertigt sich also jene An¬
nahme . Das genannte Theorem der Wahrscheinlichkeitsrechnung ge¬
stattet aber noch eine weitere Anwendung . Sind nämlich zwei nicht
direct beobachtbare Grössen x und y mit beobachtbaren Grössen a,
b, k durch eine Gleichung von der Form ax -\- by = k verbunden , so
erhält man durch n Beobachtungen n Gleichungen folgender Art

axx -)- bxy = kx, a2x -\- b2y — k2, . . . a„x -\- bny — kn.
Die Anzahl dieser Gleichungen beträgt mehr als 2 und daher würden
sie , als vollkommen genau betrachtet , einander widersprechen . Dage¬
gen ist zu berücksichtigen , dass jene Gleichungen in Folge der Beob¬
achtungsfehler nur angenähert richtig sind ; die Grössen

axx -\ - bxy — kx, a2x -\ - b2y — k2, . . . a„x -j~&„y — k„
differiren daher von der Null und repräsentiren die Fehler . Die wahr¬
scheinlichsten Werthe von x und y ergeben sich nun wieder , indem
man die Summe der Fehlerquadrate zu einem Minimum macht , und
vermöge dieser Bedingung erhält man , wie obe.n gezeigt wurde , immer
soviel Gleichungen als Unbekannte zu bestimmen sind.
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2. In der Ebene eines Dreiecks ABC (Fig . 38) soll der Punkt
Fig 38. _A> M so bestimmt werden , dass die Summe der

Entfernungen AM = u, BM = v, CM = w
ein Minimum werde . Bezeichnen wir die
Seiten BC , CA , AB der Reihe nach mit a,
b , c und die Gegenwinkel mit « , ß , y , so
haben wir als Summe der genannten Entfer¬
nungen

S — u -\ - v Ar w

oder , wenn Z. BAM = 0 gesetzt wird ,

s — u -|- Vc 2 -)- m2 — 2 cu cos 0 -f - b2 -f -M2— 2 bu cos (a — 0)
und hierbei sind u , 0 die beiden unabhängigen Yariabelen . Es er-
giebt sich durch Differentiation

8s _ j _j_ u — ccosd _ u — bcos (a — ö)
V ĉ'2-\- u 2— 2cucos0 Vh 2 + m2— 2bucos (a — 0) ’

8s _ _ c u sin 0_ 6 u sin (a — 0)
80 ~\fc 2 u2 — 2 cucosO Vb 2+ M2— 2 bucos (a — 0)
mithin sind die Bedingungen für den Eintritt des Maximums oder
Minimums

ccosd — u , b cos (a — 0) — u! 1,V w

c sin 0 bsin (a — 0)
v w

Geometrisch bedeuten dieselben soviel wie
cos BMA ' + cos CMA ' == 1, sin BMA ' — sin CMA ' — 0 ;

aus der zweiten Gleichung folgt zl BMA ' — A. CMA ! , nachher
aus der ersten

cos BMA ' — cos CMA ' — A BMA ' — A CMA ' = 60°,
BMC — 120°.

Zu einer ähnlichen Rechnung würde man gelangen , wenn man
BM — V und A CBM = rj als unabhängige Variabele wählte und
demgemäss U und w durch v und rj ausdrückte ; das Resultat wäre
dann CMA = 120° . Der gesuchte Punkt M liegt demnach so,
dass die Winkel AMB , BMC , CMA gleich sind ; er ist folglich der
Durchschnitt von Kreisbögen , welche über den Dreiecksseiten als
Sehnen mit dem gemeinschaftlichen Peripheriewinkel von 120° be¬
schrieben werden können . Eine andere Construction von M besteht
darin , dass man über den Dreiecksseiten die gleichseitigen Dreiecke
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ABC ', B CA', CAB ' mit den Spitzen nach Aussen beschreibt und
nachher die Geraden AA ', BB ', CC' zieht ; letztere schneiden sich
im Punkte AI.

Der Natur der Sache nach kann die Summe u v -f- w be¬
liebig gross gemacht werden, wenn man den Punkt M weit genug
von den Spitzen des Dreiecks ABC entfernt , während dagegen s
nicht beliebig klein werden kann. Der gefundene Punkt M muss
folglich dem Minimum von s entsprechen.

Eine völlig gleiche Behandlung gestattet die allgemeinere Auf¬
gabe, un -j- vn -j- w" zu einem Maximum oder Minimum zu machen.
In dem speciellen Falle n = 2 findet man, dass As der Schwerpunkt
des Dreieckes ABC und u2 -f- v2 -f- w2 ein Minimum ist .

3. Es soll die kürzeste Entfernung zweier Geraden ermittelt
werden, deren Gleichungen sind

V == Bi X -f- bi , z — CiX -(- Ci,
y A= B2x b2, g = C2x + c2.

Nehmen wir auf der ersten Geraden einen Punkt Xi y{ Z\ , auf
der zweiten einen Punkt x2 y2 z2 einstweilen beliebig an, so ist die
Länge der verbindenden Geraden
8) V (*, — xf)2 (jji — yf)2 -j- (Zi— z-2)2;
diese wird ein Maximum oder Minimum je nachdem ihr Quadrat
seinen kleinsten oder grössten Werth erreicht, mithin haben wir uns
nur mit dem Ausdrucke

(xi + G/i — 2/a)2 + (ei — gi)2
zu beschäftigen, welcher vermöge der Gleichungen 7) die Form

F (xi , x.2) --- (xi X2)2 -j- {Bi X\ — 1>>x2 -j- bi — b2)2
-j- (C, X] — C2rr2 -j- c, — c2)2

annimmt und eine Function der beiden unabhängigen Yariabelen xL
und x-2 darstellt. Man hat nun

ä-I ! - = 0 + B 2-f C*) Xi Ci C2) X2

7)

dxt

8 F
dx2

d2F
'öx 'i
d2F

-f - (bi — b.2) B x -}- (Ci — C-2) Ci

= - (1 + B 1 B 2 + C1 C2) xi 4 . (1 4 - Bl + Cf) x2

— (pl — ®i) Bi — (c, — C2) Co

= 2 (1 + BI + C*)

dxi dx2
d2F

— — 2 (1 -)- -Z?i B 2 -p Ci C2)

= 2 (1 + Bl + C2).
dxf
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Setzt man die ersten Differentialquotienten der Null gleich, so

erhält man zwei Gleichungen ersten Grades zur Bestimmung von x2
und X-i ; die so bestimmten Werthe entsprechen einem Minimum, weil

4 (1 + B, B , + c , c 2y - (1 + Bf + CD (1 + B * + CD < 0
, d2F . 02F . . . .und -x—j - sowie ———positiv ist. Aus x2 und x2 erhält man mit-

0 CCj 0 %2

telst der Gleichungen der Geraden die Werthe von yx, zx und y.2, z2;
nach Substitution der Werthe von xx, x2, yt , y2, zx und z2 giebt
nun der unter Nro. 8) verzeichnete Ausdruck die kürzeste Entfer¬
nung der beiden Geraden. Uebrigens liegt es hier in der Natur der
Aufgabe, dass nur ein Minimum stattfindet , und man hätte sich
daher die Entwickelung der zweiten Differentialquotienten von F
nebst den angeknüpften Bemerkungen ersparen können.

§. 35.

Maxima und Minima mit Mebenbedingungen .

Die Werthe , durch welche eine gegebene Function mehrerer
Yariabelen zu einem Maximum oder Minimum werden soll , sind
häufig noch an eine oder mehrere Bedingungen gebunden, welche in
Gleichungen ausgedrückt werden. Sucht man z. B. die kürzeste Ent¬
fernung eines Punktes a ß y von einer Ebene, deren Gleichung

Ax + By + Cz + B — 0
sein möge, so ist der Ausdruck

VJx — a)2 -f- (y — ßy -f 0 — y)2,
welcher den Abstand der Punkte aßy und xyz angiebt , zu einem
Minimum zu machen, jedoch mit der besonderen Rücksicht, dass die
Werthe von x , y und z der Gleichung der Ebene genügen müssen.
Das natürlichste Verfahren wäre nun die Herausschaffungder abhän¬
gigen Variabelen; ist z. B. nur eine Bedingungsgleichung y (x, y, z)
= 0 gegeben, so kann man sie nach z auflösen und den so gefun¬
denen Werth von z in die Function F (x , y , z) , deren Maximum
oder Minimum gesucht wird , substituiren ; an die Stelle einer Func¬
tion von drei Variabelen tritt nunmehr eine Function zweier unab¬
hängiger Variabelen, und für diese gelten die Regeln des vorigen
Paragraphen. Sind zwischen drei Variabelen zwei Bedingungsglei¬
chungen <p (x, y, z) — 0 und ip(x, y, z) = 0 gegeben, so kann man
mittelst derselben y und z durch x ausdrücken und wenn man diese

Schlömilch , Analysis. I. U
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Werthe substituirt , so enthält jetzt die Function F (x, y, z) nur noch
eine unabhängige Variabele . Diese Eliminationen sind aber nicht
selten sehr umständlich oder unmöglich und , man muss in solchen
Fällen einen anderen Weg einschlagen , welcher darin besteht , dass
man nicht die abhängigen Variabelen selbst aus den Bedingungs¬
gleichungen , sondern die Differentialquotienten der abhängigen Varia¬
belen aus den Differentialgleichungen der gegebenen Bedingungen
eliminirt . Die Ausführung dieses Gedankens ist folgende .

Wenn F (x, y) ,zu einem Maximum oder Minimum gemacht und
dabei die Bedingung cp(x , y) = 0 erfüllt sein soll , so ist nur eine

dF
unabhängige Variabele x vorhanden und es muss daher - = 0dx
sein ; dies giebt in unserem Falle , wo F ausser x noch die abhängige
Variabele y enthält ,

dF dF äy _
dx dy dx

Differenzirt man auch die Bedingungsgleichung in Beziehung auf x
als unabhängige Variabele , so ist

. dy_
dx dy dx ’

die Elimination von -~r ~ aus beiden Differentialgleichungen giebtCIoc

dF dcp dF dcp _
dx dy dy dx ’

und wenn man diese Gleichung mit der Gleichung cp(x , y) — 0
verbindet , so hat man zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten
x und y .

Bei drei Variabelen x , y , z und zwei Bedingungsgleichungen ,
also wenn das Maximum oder Minimum von F (x, y, z) gesucht wird ,
während zugleich

9 0 , l', *0 = 0 und rp(x, y, z) = 0

sein soll , ist nur eine unabhängige Variabele x vorhanden , von wel-
d 1?

eher y und z abhängen . Die Gleichung - = 0 lautet danndx

dF dF dy dF dz _
dx dy dx dz dx

und die Differentialgleichungen der Bedingungen sind :
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dy dy dy dy dg _
dx dy dx de dx ’

dtp dtp dy dtp dg _
> fl A "T o „ , 1 „ U‘dx dy dx dg dx

Aus diesen drei Gleichungen lassen sich J und —— elimini -dx dx
ren , es bleibt dann eine Gleichung übrig , welche in Verbindung mit
den beiden Bedingungen <p (x , y , g) — 0 und 4>(x , y , g) = 0 zur
Bestimmung von x, y, g hinreicht .

Sind drei Variabele vorhanden mit nur einer Bedingungsglei¬
chung , so kann man x und y als unabhängige Variabele , g als abhän¬
gige Veränderliche ansehen ; es muss dann sein

■dF n VF= 0, - 5— = 0,dx dy
oder wenn man beachtet , dass in F auch g als Function von « und y
vorkommt ,

dF , dF dg n
T o _ ‘ o „ — ü >dx dz dx

dF _dF _ ^ d_g__ _ 0
dy dg dy

Andererseits ist durch partielle Differentiation der Gleichung
V 0 , y, z) — 0

dy , dy dz _
0 « r dg ‘ dx

dy dy dg _
dy dg dy ’

0 Z .
durch Elimination von — aus der ersten und dritten , so wie vondx
0 Z

—— aus der zweiten und vierten Gleichung folgt
dy

dF dcp dF dy
dx dz dz dx

dF dy dF dy

0,

— 0,
dy dz dz dy

welche Gleichungen , verbunden mit y (x , y , g) = 0 , die Unbekann¬
ten x, y, g bestimmen . — Dieses Verfahren bleibt immer anwendbar ,
weil es stets nur Eliminationen aus Gleichungen des ersten Grades
erfordert . Wir geben einige Beispiele dazu .

11*
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1. Aus den vier Seiten ß , ß , y , 8 soll das Yiereck von grösst -
möglichem Inhalte construirt werden . Nennen wir x den von ß und
ß , y den von y und ö eingeschlossenen Winkel , so ist die Fläche
des Vierecks

5 a ß sin x l y 8 sin y

und wenn diese , also auch das Doppelte von ihr , ein Maximum wer¬
den soll , so ist

F = aß sinx -f - y 8 sin y

zu setzen . Berechnet man ferner die Diagonale , welche den Win¬
keln x und y gegenüberliegt , so hat man

ß 2 ß 2 — 2 aß cos x — y 2 -f- ö 2 — 2 y 8 cosy ;

mithin als Bedingungsgleichung

cp = ß 2 -f- ßi — y 2 — d2 — 2 ß ß cosx -)- 2 y 8 cos y = 0 .

Die Differentialgleichungen werden nun

dF a , » dy
— = aß cosx + yd cosy — ,

dcp „ 0 . „ s . dy
-rr ~ = 2 aß sinx — 2 y o smy • — — 0 .clx ^ r j dx

Setzt man = 0 und eliminirt —d— so folgt :dx dx

2 ß ß y 8 (cos x sin y -f - sin x cos y) = 0 ,

d. h. sin (x -)- </) = 0 , a; - |- 2/ = 0° oder = 180° , 360° u. s. w.
Da aber x und y Winkel eines Vierecks sind , so kann nur x -j- y
= 180° oder y = 180° — x sein .

a y
Hieraus folgt weiter —— = — 1, mithin(Xx

dF * v-- — = aß cosx — yd cosy ,CIX

d'2F . . dy
_ — _ aß sinx + yS siny

— — (aß sinx -f - y8 siny ) ,

und da dieser Ausdruck jedenfalls negativ bleibt (wegen x < ( 180°
und y <ß 180° ) , so entspricht die Bedingung x -f- y = 180° einem
Maximum . Zugleich ergiebt sich , dass das gesuchte Viereck ein
Sehnenviereck ist .
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2. Um auch die im Eingänge erwähnte Aufgabe zu lösen ,

nehmen wir

F = (x — «)2 + (y — ß) 2 + 0 — y)2,
cp = Ax + By -)- Cz -\- D = "0 ,

und es sind dann zwei unabhängige Variabele x und y vorhanden ,
während z eine Function von x und y ist . Setzt man die beiden
partiellen Differentialquotienten von F der Null gleich , so hat man
zunächst

* — « 4 - (e — y) = o,

y — ß + (e — y) ~ - = o.

Ferner ergiebt sich durch partielle Differentiation der Gleichung
cp = 0 :

A + C % L = 0 , B + C ^ - = 0,öx dy
und durch Elimination der partiellen Differentiälquotienten :

A (z — y) — C (x — «) = 0,
B (z - y) - C (y - ß ) = 0.

Verbindet man diese zwei Gleichungen mit der dritten Ax By
4- Gz 4 " B — 0, so findet man der Reihe nach e, y und x, nämlich

x = u — AK , y = ß — BK , z = y — CK ,
wobei zur Abkürzung

Act + Bß + Gy 4 B
A 2 4 - -B2 + C2

gesetzt worden ist . Dass diese Werthe nur einem Minimum von
F entsprechen können , folgt aus der geometrischen Bedeutung unserer
Aufgabe von selbst ; auch sind die Werthe für x , y , Z identisch mit
den aus der analytischen Geometrie bekannten Coordinaten des Fuss¬
punktes der vom Punkte aßy auf die Ebene Ax -\- By Gz 4 B
= 0 herabgelassenen Senkrechten .

3. Um kurz sein zu können , wollen wir im Folgenden unter
Stellung einer Ebene die drei Winkel verstehen , welche eine
auf der Ebene errichtete Senkrechte mit drei rechtwinkligen Coordi -
natenaehsen bildet . Ist nun s die Fläche eines ebenen Polygones ,
welches die Stellung aßy besitzt , so sind die drei Projectionen von
s auf die Coordinatenebenen xy , XZ, yz der Reihe nach

c = s . cosy , b — s . cosß , a = s . cos k.
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Dabei werden die Projeetionen a , 5 , c , ebenso wie die Projectionen
einer begrenzten Geraden , als positiv oder negativ betrachtet , je
nachdem die Winkel tt , ß , y spitz oder stumpf sind . Denken wir
uns eine vierte Ebene , welche mit der Ebene von s den Winkel 0
bildet , so ist die Projection von s auf die neue Ebene

p — S . cos ff'

oder wenn uvw die Stellung der vierten Ebene bezeichnet :

p == sicosu cosu -f- cosß cosv cosy cosw)
d. i.

p = a cos b cosv j- c cos w.

Diese Formel giebt also die Projektion p von s auf eine belie¬
bige Ebene , wenn man erst die Projectionen von s auf die Coordi -
natenebenen und die Stellung der neuen Ebene kennt . Für mehrere
beliebig liegende Figuren s, , s* etc . hat man entsprechend

P = Acosu A~ Bcosv A~ C cos w,

wo P die Projectionssumme py Pi etc . bedeutet , und ebenso
A , B , G die Summen der auf den Coordinatenebenen construirten
Projectionen sind . Wir suchen nun die Ebene , für welche P sein
Maximum erreicht . Dann sind wegen der immer stattfindenden Be¬
dingung

cos2« 4 " cos^v -J- cos-̂w — 1 = 0

zwei unabhängige Variabele u und v vorhanden , während w eine
Function von u und v ist . Durch partielle Differentiation von P
hat man , die Differentialquotienten gleich Null gesetzt ,

a ■ \ n ■ &w nA sin u Gsin w -=— = 0 ,cu

T. . , n ■ dw nB sm v 4 * G sin w —— = 0 .ov

Die partiellen Differentialquotienten der Bedingungsgleichung sind

i dwcosu smu 4- cosw smw — = 0 ,CU

I ■ r ,cosv smv 4 - cosw smw —— = 0. 'ov

Durch Elimination der partiellen Differentialquotienten von w
ergeben sich hieraus die Gleichungen

Acosw = Gcosu , Beosw — Gcosv ,
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welche in Verbindung mit der Bedingungsgleichung zur Bestimmung
von u, v, w führen ; man erhält nämlich

cosu cosv cosw _ 1
A ~~ B ~~ c V A 1 -f t ?2+ C1'

und hierdurch erfährt man die Stellung derjenigen Ebene , für wel¬
che die Summe der Projectionen von allen Polygonen ihren grössten
Werth erreicht .

Projicirt man Sj , S, etc. auf eine Ebene , welche senkrecht zur
Ebene der grössten Projectionssumme steht , so erhält man eine Pro -
jectionssumme gleich Null , wie aus den Formeln für u , v , tv leicht
zu ersehen ist .
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Die Convergenz und Divergenz unendlicher Reihen .

§. 36.

Grundbegriffe von endlichen und unendlichen Reihen .

Bezeichnet 9 (m) eine bekannte Function der willkührlichen
ganzen positiven Zahl m, so bilden die einzelnen Functionswerthe

cp(0) , qp(l ) , 9 (2) , . . . cp(n — 1)
eine sogenannte endliche Reihe , welche im vorliegenden Falle aus
n Gliedern (Termen) besteht ; ihre Summe ist selbstverständlich eine
gewisse Function von n und mag mit S„ bezeichnet werden . Lassen
wir in der Gleichung

Sn = 9 (0 ) + 9 (1) + <P (2) + • • ' + <p (n — 1)
n unendlich wachsen , so wird die endliche Reihe zu einer unend¬
lichen und gleichzeitig entsteht die Frage nach dem Grenzwerthe ,
welchem sich Sn für unendlich wachsende n nähert . Dabei sind nur
zwei Fälle möglich ; entweder ist Lim S„ eine bestimmte endliche
Grösse S oder es ist keine solche Grösse . Im ersten Falle heisst
die Reihe 9 (0) -f- 9 (1) -f- 9 (2) -(- etc. convergent und 8 ihre
Summe , im zweiten Falle bezeichnet man die Reihe als divergent
und sie hat dann keine Summe.

Diese Methode zur Summirung unendlicher Reihen wollen wir
durch zwei Beispiele erläutern , welche nachher von Nutzen sein
werden .

a. Zufolge der bekannten Summenformel für die geometrische
Progression gilt , wenn 9 (m) = ßm gesetzt wird , die Gleichung
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} ^ jr = 1 + ß + ß * + •••• + - /5» - 1;
ist nun ß ein positiver oder negativer ächter Bruch , so wird Lim ß”
= 0 *), mithin

1) Y^ Tß = 1 + ß + + ß * + .....
— 1 < ß < 4 - 1-

Für ß = -(- 1 ist Sn = n , folglich Lim Sn — co; für ß -f - 1
wird um so mehr Lim Sn = co; für ß — — 1 ist S„ = 0 oder
= 4 - 1 , je nachdem n gerade oder ungerade ist ; für ß — 1
wachsen die Werthe von Sn in’s Unendliche und wechseln fortwäh¬
rend ihre Zeichen . Demnach ist Lim S„ nur unter der Bedingung
— 1 <C ß <C 4 " 1 eine bestimmte endliche Grösse , d. h. die Reihe
1 4 - ß -f- ß 2 4“ • • • convergirt für ächt gebrochene ß und diver -
girt in jedem anderen Falle .

b. Aus der leicht beweisbaren identischen Gleichung
ß (ß + l ) (ß + 2) . . . (ß + m - l ) ß (ß + l ) (ß + 2) . . . (ß + m)
a (a -)- 1) (a -(- 2) . . . (a 4 - m — 1) « (« 4 - 1) (« 4 2) . . . (a 4 m)

= a - ß ß (ß + l ) (ß + 2) . . . (ß + m - i )
a (a 1) (u 4“ 2) (a 4 - 3) . . . (a wj)

folgt , indem man »» = 1 , 2 , 3 , . . . » — 1 setzt und Alles addirt ,

n _ß_ _ ß (ß 4 1) 0?4 2) . . . (ß + n - i)
a a (k 4 * 1) (a 4 2) • . . (« 4 « — 1)

^ K~ ß \ ß , ß .(ß + i ) , I ß (ß + l ) . . . (<? + « — 2) 1
a La+ 1 (a -f 1) (a + 2) (a -fl ) (a -f- 2) . . . (a -f- w— 1)J ’

wobei die eingeklammerte Reihe aus n — 1 Gliedern besteht . Bei
unendlich wachsenden n kommt es linker Hand auf den Grenzwerth
von

ß (ß + l ) (fl + 2) ■. . (ff + w - 1)
a (a -)- 1) (a 4 - 2) . . . (« 4- n — 1)

*) Ein positives acht, gebrochenes ß kann unter der Form *
1 - f- a

dargestellt werden, wo « irgend eine positive Grösse bezeichnet ; wegen
(1 + «)* > 1 -j- n a ist dann

o < ß' = 7,- ! < 1
(1 - t- « )” 1 + na ’

woraus die obige Behauptung sogleich folgt. Bei negativen ß können
sich ßn und (— ß)" höchstens im Vorzeichen unterscheiden , im Uebrigen
bleibt die Schlussweise dieselbe.
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an, und da man augenblicklich übersieht , dass für a = ß der vor¬
liegende Bruch constant = 1 bleibt , so sind noch die Fälle a ß
und a <4 ß zu untersuchen.

Nun ist für ganze positive Ji und Je, sowie für ein beliebiges
positives x

( l + \ ') > 1 + *. (1+ .*)*> 1 + ft*
mithin, wenn man in der zweiten Ungleichung die ftte Wurzel zieht
und die reciproken Werthe nimmt

< (rkf '
(x — ßhieraus folgt für x = yr— , wobei « — ß und ß + m als posi-
p -f- m r ' r

tiv angenommen werden,
i

/ p -4- in \ A P -f m / ß + m \ *

( p̂ -f m -f “ ~ (iJ a + m \ ß + ™+ Jc(a — ß)J

Wählt man die Zahlen h und Je so , dass gleichzeitig

h > a - ß ,

so kann man die vorige Ungleichung verstärken , indem man statt
« — ß

des ächt gebrochenen — - — die Einheit , und für das die Einheit

übersteigende Je(« — ß) gleichfalls die Einheit setzt . In der nunmeh¬
rigen Ungleichung

i

/ ß m \ h p - f - in / P - (- m \ *

\ ß -f - m -f- 1) « -(- »» \ P + *» + 1/
nehmen wir »» = 0 , 1 , 2 , . . . « — 1 und multipliciren alle ent¬
stehenden Ungleichungen ; dies giebt

( ß V P (P + l ) (P + 2) . . . (P + w - 1) / P \ *
\ ß + n) ' a (a -f 1) (a -f 2) . . . (a -f n — 1) \ ß + n)

Bei unendlich wachsenden n ändern sich Jl und Je nicht, dagegen

wird Lim w- t — = 0, mithin
P + n

2) Lim ß (ß + V (ß + 2) - - - (ß + » - l ) _ o



und unendlichen Reihen. 171

wobei aber die Bedingung a ß festzuhalten ist. Aus Nro. 1)
erhält man nun die Reihensummirung

ß = _ ß_ , ß (ß + V , ß (ß + l ) (ß + 2)
a — ß ß 4 1 ^ (« + 1) (« + 2) ^ (ß 4 1) (« + 2) (« + 3) +
oder auch, wenn man beiderseits die Einheit hinzufügt,

( « , I ß . - ß (ß + l ) , ß (ß + l ) (ß + 2)
3) <a —ß a + 1 («+ l ) («+ 2) («+ l ) (a + 2) («+ 3)

( a > ß > 0 .
Der zweite Fall ß <C ß kann sehr leicht auf den ersten zurück¬

geführt werden, indem man
ß (ß 4 ~7) • • • (ß 4 ~n — 1) _ 1_
ß (ß 4 ~1) . . . (ß 4 w— 1) ß (ß 4 1) • • • (ß n — 1*

ß (ß 4 - i ) • • ■(ß 4 n — i )
setzt ; rechter Hand nähert sich der im Nenner stehende Bruch der
Grenze Null, der Bruch linker Hand wächt also in’s Unendliche und
daher ergiebt sich aus Nro. 1)
o _ ß_ , /9Q34 1) , ß (ß + !) (ß 4 2) ,
’ « 41 (“ 4 1) (ß 4 2) (ß4 i ) (« 4 2) (ß4 3)

ß > • ß > >0 .
Im letzten Falle ß — a wird die betrachtete Reihe zur folgenden

—- 1 ! 1 ,
ß4i ß42 T ß43

und ihre Summe erscheint, aus Nro. 1) abgeleitet , unter der Form
wir bestimmen sie daher auf einem anderen Wege. Die bekann¬

ten Ungleichungen (s. §. 8, Nro. 4 und 5)

- JL _ < J(a 41 ) — ist ,

_L > l (a + 1) — 7aa
ziehen wir vorerst in die folgenden zusammen

i (« 4i ) — 1z <C — < 1 ** — — 1) >
* Z

setzen dann j = ß 4 I , ß42 , . . . ß4 w un^ addiren Alles;
dies giebt
5) l {cc4 w 4 7) — ?(w — 1)

" 1 1 1 1
< ß4i + „ 42 + ß43 + " " + « 4 « < '

l (ß 4 n) — l a •
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Hieraus geht augenblicklich hervor, dass die Summe der zwi¬

schenliegenden Reihe gleichzeitig mit n in’s Unendliche wächst.
Die Reihe

i . _JL _ j _ <8Q9 + 1) , <3 (^ + l ) (<3 + 2)
} « + 1 ( « + 1) (a + 2 ) ^ (« + 1) (« + 2 ) (« + 3 )

convergirt daher für cc ß 0 und divergirt in jedem anderen
Falle, wobei a und ß immer als positiv vorausgesetzt werden.

Wie man sieht, ist die Convergenz oder Divergenz einer unend¬
lichen Reihe leicht zu entscheiden, sobald man die Summe ihrer n
ersten Glieder finden kann ; dies gelingt aber nur selten, und man
muss sich daher nach anderen Kennzeichen der Convergenz oder Di¬
vergenz umsehen. Setzen wir zunächst alle Reihenglieder als positiv
voraus und bezeichnen wir sie einfach mit «0, U\ , u2 etc., so leuchtet
augenblicklich ein, dass dieselben fortwährend und in’s Unendliche
abnehmen müssen, d. h. dass Lim un= 0 werden muss (für n — co),
wenn die Reihe convergiren soll; denn betrüge jeder Term mehr als
irgend eine Zahl £, so würde die Summe der unendlichen Reihe
mehr als £ -f- £ -)- «• • in ins. ausmachen, d. h. unendlich gross sein.
Dieses Criterium reicht aber nicht aus , wie man schon an der Reihe

-i — -j- -i - -j_ . . . -f -i —sehen kann, welche (nach Nro. 5)12 3 Yi
divergirt , obschon ihre Glieder in’s Unendliche abnehmen. Die Sache
bedarf daher einer genaueren Untersuchung, welche im Allgemeinen
auf dem Principe beruht, eine gegebene Reihe mit einer anderen zu
vergleichen, deren Convergenz oder Divergenz bereits festgestellt ist .

§. 37.

Reihen mit positiven Gliedern .

I . Die gegebene Reihe sei
u o "t- u i “I" u i "b u i "l- .....

und zugleich werde vorausgesetzt , dass der Quotient ”+ - bei un-un
endlich wachsenden n sich einer bestimmten Grenze l nähere ; diese
ist jedenfalls positiv, kann aber •< ( 1, = 1 oder 1 sein.

Wenn Xweniger als die Einheit beträgt , so muss der Quotient

u"+\ TOn einer gewissen Stelle n = k an kleiner als ein zwischen
Un

Kund 1 eingeschalteter ächter Bruch ß bleiben, denn wenn dies
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nicht der Fall wäre , so könnte sich n — nicht einer Grenze nähern ,
un

welche vorausgesetztermaassen unter ß liegt . Man hat dann von
n = k an

< ß , < ß , ^ - < ß .....Uk Ujc+ ] Mj. + 2
und erhält daraus sehr leicht

ut + i <Zu kß , ut + 2 < ukß ‘2, ut + z < ukß 3, . . .
und durch Addition

Uk -f - + 1 - )- « * + 2 4 ~ Mi + 3 + • • • •

< «*(1 + 'ß + ß * + ß » +

Die Summen , welche entstehen , wenn man immer mehr Glieder
der Reihe uk , uk + i , uk %etc. vereinigt , wachsen fortwährend , sie
bleiben aber , wie die vorige Ungleichung zeigt , kleiner als

Mi(1 + ß + ß i + • • •) = uk ^ ~ß i
und da dieser Ausdruck einen endlichen Werth hat , so muss die Summe
der unendlichen Reihe uk -j- uk+ 1-(- Mi+ 2 -f- etc. eine endliche Grösse
sein. Durch Hinzufügung der endlichen Summe w0 + Mj-(- ••• -(- ut —x
erhält man wieder eine endliche Grösse , d. h. die Reihe u0 -j- uL-)- •••
in ins. convergirt .

Wenn zweitens l 1 ist , so denke man sich zwischen 1 und X
den unächten Bruch y eingeschaltet und nehme n so gross , dass

- ”+ 1 > y bleibt , was von einer gewissen Stelle n — Je an der Fallun

sein muss , weil sich ausserdem nicht einer über y liegenden
U n

Grenze nähern könnte . Man erhält durch ähnliche Schlüsse wie
vorhin

Uk -f - M* + 1 - f - Uk -[- 2 + Uk + 3 - f " * • ’

Uk(1 + y + y2 + y 3 + ........ ) >
die rechter Hand stehende Reihe divergirt wegen y > 1,' mithin ist
die Summe der Reihe links unendlich gross ; dasselbe gilt dann von
der Summe u0 -)- uk -f- u2 -f- etc. Nach diesen Erörterungen haben
wir den Satz :

Die unendliche Reihe M0 -f- « i -f- m2 -f- etc. convergirt

oder divergirt , je nachdem der Grenzwerth von ——un
weniger oder mehr als die Einheit beträgt .
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Als Beispiel diene die Reihe
. x 1 x 3 1 . 3 x s 1 . 3 . 5 x 1

T + ~2 3“ + 2 . 4 y 2 . 4 . 6 T ' ' ' '

hier ist u0 = 0 , — -y - u. s. w.

. . ( ‘ - n )

2
OJ2

mn * ±I = im ^
«„ 2« (2« + 1) 1 ’

* 2 »

mithin convergirt die Reihe für * < 1 und divergirt für x > 1.
Ebenso leicht ergiebt sich , dass die Reihe

. x . x 2 , x 3 , ,21 L. . . . .
' 1P 2p 3P 1 4 ? 1

für x < 7 1 convergirt und für a; 1 divergirt .

Wendet man überhaupt das obige Theorem auf eine sogenannte
Potenzenreihe an, nämlich

a0 4" a \ x 4- a2 4 " a3 + ..... >
worin x und alle a als positiv vorausgesetzt werden , so findet man
leicht , dass dieselbe convergirt oder divergirt , je nachdem x weniger

oder mehr als Lim — n beträgt .
«a + l

Das soeben bewiesene Criterium verliert seine Anwendbarkeit
in dem Falle A = 1 , weil die Herleitung desselben auf der Voraus¬
setzung beruht , dass zwischen 1 und A eine Zahl eingeschaltet wer¬
den könne ; der genannte Ausnahmefall bedarf daher einer weiteren
Untersuchung .

II . Wenn das Product

u n +■1

«■»
bei unendlich wachsenden n sich einer bestimmten endlichen Grenze

fl nähert , so kann letztere (wegen un+ \ <d u„) nur eine positive
Grösse sein , rücksichtlich deren wir die drei Fälle fl )> 1 , fi = 1
und fl < ( 1 unterscheiden .

Im Falle fl 1 denken wir uns zwischen fl und 1 den un -
ächten Bruch y eingeschaltet und n so gross genommen , dass das
oben erwähnte Product grösser als y bleibt , was jedenfalls einmal
geschehen wird . Von einer bestimmten Stelle n = h an haben wir
dann
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u. s. w.
und erhalten hieraus

7c— y Je-\ - \ — y (Je— y) (Je— yd - l )
u*+ l < ~ T ~ Mi+2 "" 7c+ 1 Uk+' < k (h + l ) .

7fc+ 2 — y . (Je— v) (Je— v 4- 11 77c— v 4 - 2)
«*+ 3 < + 2 «i + 2 < Ä(A: + 1) (&-f 2)
mithin durch Addition

M/i 4"M4+l 4"M*+2 4- %+3 4- • • • •

I (& y) (fc— y 4 ~ i ) (Je— y H~ 2) ,
~1_ 7c(7fc+ 1) (Ä4 - 2) "

Die rechts stehende Reihe ist ein specieller Fall der Reihe
Nro. 3) in §. 36 und zwar a — Je— l , ß — Je— y , wobei immer
Je y ~̂> 1 gewählt werden kann ; auch convergirt unsere Reihe ,
weil y ~̂> 1, mithin a ß ist . Daraus folgt die Convergenz der
Reihe linker Hand, sowie die Convergenz der Reihe w0 4 - « i 4 "u.2 -f- etc.

Wenn (i < 7 1 ist , so denke man sich zwischen fl und 1 den
ächten Bruch y eingeschaltet und nehme n so gross , dass das Pro¬

duct n \ 1 —- - ”+ 1 ) von einer bestimmten Stelle n = Je ab kleinerV u„ J
als y bleibt. Durch ganz ähnliche Schlüsse wie vorhin gelangt man
jetzt zu der Ungleichung

UJe 4 - M* + 1 4 - Mi + 2 4 - + 3 4 ' ' ‘ *

^ - Si i h~ y i C* —y) (* —y 4- 1)
> « i H 1.-- r • Je(Je 4 - 1)

(Je— y) (Je— y 4- 1) Je— y + 2)
-r k (k + i ) (* 2)

Wegen y 1 divergirt die eingeklammerte Reihe , um so mehr di-
vergirt auch die Reihe linker Hand, sowie die Reihe u0 4 * Mi 4" w2
etc. Alles zusammen giebt den Satz

Die unendliche Reihe u0 4~ Mi + M2 + etc- convergirt ,
oder divergirt , je nachdem der Grenzwerth des Pro -
ductes

»(‘- dr )
mehr oder weniger als die Einheit beträgt .
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Dieses Kennzeichen erledigt meistentheils die Fälle , wo das

vorige keine Entscheidung giebt . So erhalten wir z. B. aus Nro . 1)
für x = 1

I”0 ~Vf)]= L=f >1
1 + 2^

mithin convergirt die Reihe 1) auch für x = 1.

Für die Reihe 2) ist im Falle x = 1

u„[,(,_!i±i)]=
oder , wenn — = d gesetzt wird ,

Um[ w(1_ ^ )] = Um[~ + T ~ 1• (s-brJ = 155
mithin convergirt oder divergirt die Reihe

Ij . Ij . Ij . Ii
1P 2p 3? 4P

je nachdem p i> 1 oder p 1 ist .

Da sie für p — 1 divergirt , wie wir schon aus §. 36 wissen ,
so sind jetzt alle möglichen Fälle erledigt .

Ein etwas zusammengesetzteres Beispiel bietet die Reihe

4) .

= *0 + 17=^ ) + + Z(1+ 37̂ ) + - "’
worin x einen ächten Bruch bezeichnen möge . Hier liesse sich zwar
das gegebene Criterium direct anwenden , würde aber zu einer etwas
complicirten Rechnung führen . Kürzer gelangt man durch die Be¬
merkung zum Ziele, dass nach §. 8, Formel 5) jederzeit 1(1 -\- K) <^ li
ist und dass folglich die Summe der obigen Reihe weniger beträgt als

^ -4- -I- X'1 4-
J ) V — *3 22— x* ^ 32— »» ' ' "

Bezeichnet man die vorstehenden Summanden mit «j , w2 , u$ etc.,
so erhält man
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Li. \ n ( l - 5ttl ) l = Lim , ^ + » ,L \ un / J (n -\- 1) ^— x1

2 + —TZ
— IÄm 7- 77T7 -, = 2 > 1 ;

demnach convergirt die Reihe 5) und um so mehr die Reihe 4).
Es kann sich treffen, dass der mit u bezeichnete Grenzwerth

gerade = 1 wird ; dann verliert das vorige Kennzeichen seine An¬
wendbarkeit und macht wieder eine neue Untersuchung nothwendig .
Diese Fälle sind indessen so selten, dass wir die Ausstellung weiterer
Convergenzregeln unterlassen können *).

0

§. 38 . ,

Reihen mit positiven und negativen Gliedern .

Aus einer Reihe, welche Glieder mit verschiedenen Vorzeichen
enthält , kann man eine neue Reihe dadurch bilden , dass man allen
Gliedern das nämliche Vorzeichen giebt ; wenn nun die letztere Reihe
convergirt , so ist zu erwarten, dass auch die erste convergiren werde.
In der That kann man sich hiervon durch sehr einfache Schlüsse
überzeugen, die wir nur an dem Falle zu erörtern brauchen, wo die
Vorzeichen alterniren. Die ursprüngliche Reihe ist dann
1) Uq — Ui - \- Ui — u -i -j— Ui — • • *

und die abgeleitete
2) U0 -f - «1 -(- U-2 -f- M3 -f- Ui -j- • • • •

Wenn nun die letztere convergirt , so nähert sich jede der bei¬
den Summen

<p ( « ) = Uo -j - « 2 -f - « 4 - )- •••• -f - Hin —2

(n) = Ml -f % -f -f w2n—1
einer endlichen Grenze [im entgegengesetzten Falle wäre der Grenz¬
werth von (p (n) tp(n) unendlich, vvas der Convergenz von Nro. 2)
widerspräche], mithin ist auch der Grenzwerth von

<jp (-» ) — i >(n )

= Uo U \ -j - « 2 « 3 ~t~ ' ' ' u 2n — 2 W-211— 1

*) Vergl . d. Verf . Handbuch der algebraischen Analysis ;
4. Aufl . Jena 1868.

Sehlömilcli , Analysis . I . 12
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eine endliche Grösse ; die Reihe 1) convergirt daher und hat eine
kleinere Summe als die Reihe 2). Aelinliche Schlüsse gelten in jedem
anderen Falle .

Bei den häufig vorkommenden Reihen mit alternireuden Vor¬
zeichen kann man die Convergenz noch auf einem anderen und viel
einfacheren "Wege erkennen, sobald von einer bestimmten Stelle n = Tc
an jeder Term grösser als der nächstfolgende ist , also

“i > « i + l > « t + 2 « * + 3 .....
und ausserdem wie früher Lim un = 0. Setzen wir nämlich

B \ i
Bs = U/t — (un+ i — uk+ 2) j
Bf, = Mi— (ut + 1 — Mi+2) — (m*+8 — Mi4.4)•

und beachten, dass alle eingeklammerten Differenzen positiv sind , so
haben wir
3) B l > B 3 > B s > R7 ----

Andererseits gilt für die Grösser.
Bo = (Mi Mi+i) ,
J?4 = (Mi — Mi+ i) -)- (Mi4. 2 - M/fc+ 3) )
Bs — (Mi — Mi4.1) -J- ('Mi4-2 — Mi4.3) -f- (Mi4. 4 — t<i 4-5) ,

die Beziehung
4) B2 < R4 Bs < 7 Bs . . . .

Endlich ist bei unausgesetzt wachsenden w
Lam (B -2m—1 Bim) — Lim —1 —

hieraus folgt , dass sich Bi m- \ und B 2m einer und derselben Grenze
B nähern , und zwar Bi m—1 durch Abnahme, B <>m durch Zunahme.
Dieses B muss aber eine endliche Grösse sein , weil es nach Nro. 4)
positiv und nach Nro. 3) kleiner als jede der Zahlen Bi , B ä, B -0 etc.
ist. Zufolge der Gleichung B Lim B 2m—\ = Lim B 2m hat man

B = Mi— Mi4_1 -f- Mi4.2 — Mi4.3 -j-
mithin convergirt die vorliegende Reihe und daher auch die Reihe
j40 — Mi -f- m2 etc. Dies giebt den Satz :

Eine Reihe mit alternirenden Vorzeichen convergirt
immer , sobald ihre Glieder von einer bestimmten
Stelle an fortwährend und in ’s Unendliche abnehmen .

Hieraus folgt z. B., dass die Reihe
1 _ 1 I 1 _ 1 ! 1 _ 1 _1_i 2 • 3 415 ST
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convergirt und dass ihre Summe zwischen

- und —— —i uuu 1 2
1 — 1 . L- 1 und ~ — - —1— - — —/ 1 2 T 3 UXiU1 2 I 3 4

u. s. w.
enthalten istj dagegen würde eine divergente Reihe entstehen, wenn
man alle Glieder auf ihre absoluten Werthe reduciren wollte. Der
obige Satz entscheidet daher auch in solchen Fällen , wo das vorige
Kennzeichen zu keinem Resultate führen würde.

Wir wollen hier eine Eigenthümlichkeit erwähnen, die bei den
divergenten^Reihen mit alternirenden Vorzeichen stattfinden kann.
Wenn nämlich Lim un eine endliche, von Null verschiedene Grösse
q ist, so nähert sich un — un+1 der Grenze Null , und es kann sich
treffen, dass die Reihen

$ 2m Oo — 'Wj) + (m2 — Mg) - |- • * * + (U-2m —2 M2m —l )

S 2 >n + 1 = « 0 — (« 1 — « 2) - (« 3 - *«4) — • ‘ • — (« 2m - l — W2m )

convergiren, indem man jede eingeklammerte Differenz als ein Rei¬
henglied betrachtet. Unter diesen Umständen sind Lim Sim und
Lim S-2m+ 1 endliche Grössen, und als Grenzwerth ihrer Differenz
erhält man

Lim (S-2m+1 — S-2m) = Lim u-2m— p ,
d. h die Summen der Reihenglieder

Mo — Mi -j- m2 — Mg -j - .....

nähern sich zwei endlichen, um p von einander verschiedenen Gren¬
zen, je nachdem man eine gerade oder eine ungerade Zahl von Glie¬
dern zusammenrechnet. Divergente Reihen dieser besonderen Gat¬
tung hat man oscillirende Reihen genannt.

Das einfachste Beispiel hierzu bietet die Reihe
x a — a a — a -f- .....

deren Summe bei gerader Gliederzahl = 0 , bei ungerader Glieder¬
zahl = a ist.

Als zweites Beispiel kann die Reihe
2 3 _i _ i 6 _1_ Ü . . . . .
1 2 13 4 T 5

dienen . Hier ist
Q _ i 1 I 1 1
& 2m - 1 2 l 3 4

1
2 m '

1 , 2 m -
S 2m+ i — i 1 + 3 4 + 2m 2 m -|- 1 ’

bezeichnen wir mit ö die Summe der unendlichen convergirenden Reihe
i 1 i_ 1 1 _i_ . . . .
1 2 ‘ 3 4 1 ’
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so erhalten wir

Lim S-jm= ö , Lim S2m+i = ö -f - 1,
mithin oscillirt die obige Reihe zwischen 6 und 6 -J- 1.* %

§• 39 .

Bedingte und unbedingte Convergenz .

Die in §. 36 gezeigte Entstehungsweise der unendlichen Reihen
beweist unmittelbar , dass durch die gegebene Function (p (ni) nicht
nur die Grösse der einzelnen Reihenglieder u0 — (p (0) , U\ = cp(1),
n2 = <p (2) etc. , sondern auch die Stelle eines jeden derselben be¬
stimmt wird ; die Anordnung der Glieder ändern , heisst demnach ,
die Function <p durch eine andere ersetzen , wobei sich nicht im Vor¬
aus absehen lässt , ob die Summe der Reihe ungestört bleiben wird
oder nicht . In der That wird das folgende Beispiel zeigen , dass eine
andere Anordnung der Reihenglieder zu einer anderen Reihensumme
führen kann .

Wir betrachten die folgenden zwei convergirenden Reihen
0 = 1 — 1 J _ I — i _!_ i _ 1 _L_ I _ 1 _L 1 _ . . .1 2 y 3 4 T 5 6 I 7 8 > 9 >
s = 1 4- 1 1 _4_ 1 —1_ 1 _ __ 1 j _ . . .0 - 1 ' 3 2 I 5 I 7 4 9 11 6 I >

deren zweite so aus der ersten gebildet ist , dass auf zwei positive
Glieder ein negatives folgt ; es darf dann (5 als der Grenzwerth von

angesehen werden , ebenso s als Grenzwerth von
s » — ( 1 + I — D + (5 + 7 — D + .....

Die Differenz beider Gleichungen giebt
Sn = \ - (- ( g + | - «) + ( jo + H — ! ) + • ' ••

. . . . 4- ( I f — L \\ 4ji — 2 4 n 2 n)

= 2[(f—i) + ö- ä) + •• + (^ ri - 2̂ )
und hieraus folgt für n = 00

s - ö = \ ß - I + I - I + • • •] - \ «
/

+ 4 m— 3 + 4 n — 1 -L )2 nj

(f - i + 1 - 9 + ß - I) +
+ V4m — 3 4m — 2 4 n l JL)— 1 4 n)
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d. h. s = | ö ,
womit die Verschiedenheit von 6 und s dargethan ist .

Man erkennt demnach die Nothwendigkeit , zweierlei convergi -
rende Reihen zu unterscheiden ; ist die Summe der Reihe abhängig
von der Anordnung der Glieder , wie im vorigen Beispiele , so heisst
die Reihe bedingt - convergent , im Gegenfalle unbedingt - con -
vergent . Daran knüpft sich gleichzeitig die Aufgabe , die Kenn¬
zeichen der unbedingten Convergenz aufzusuchen .

Wir bezeichnen mit U„ die Summe einer Reihe von n Gliedern ,
nämlich

1) Un = Uq -)- -(- U-i -(- •••• -]- Ufi—i
und setzen voraus , dass (für n = co) Lim U„ gleich einer bestimm¬
ten endlichen Grösse U sei, mithin
2) U — Uq Uy u -z • ■;
die vorliegende Reihe ist dann convergent . Ferner bedeute
3) Vq-[- V\ 1)2 -f- 4" ......
eine Reihe , welche aus Nro . 2) durch andere Anordnung der Glieder
gebildet ist ; es fragt sich dann , unter welchen Umständen die neue
Reihe gleichfalls U zur Summe haben wird . Setzen wir vorläufig
4) Vp = v0 -(- Vi -f- fc‘2 -f- • • • • -f - vp—i ,
so können wir p so gross wählen , dass die vorliegende Reihe alle in
Nro . 1) vorkommenden Glieder enthält und ausserdem noch p — n
anderweite Glieder , deren Indices grösser als n — 1 sind , und die
wir in der Form

u q "I- u r Mi ' • • •
zusammenfassen . Demnach ist

Vp — U„ = uq -f- ur u, -f- • • • •
mithin bei unendlich wachsenden p und 11

Lim Vp — U = Lim (u9 -|- ur -f - us + ■••• ) >
soll nun die Reihe 3) gleichfalls U zur Summe haben , so muss
Lim Vp = U oder
5) Lim (uq -f- ur -|- us -(- ••• ) — 0
sein, und dies ist das Kennzeichen der unbedingten Convergenz der
Reihe 2). Um aber den Gegenstand weiter zu verfolgen , wollen wir
voraussetzen , dass die Reihe 2) von einer bestimmten Stelle an nur
positive Glieder enthalte . Bei hinreichend grossen n sind dann alle
in der Gleichung

U — Un ~ u„ 4* un+ i -f- un+ 2 -f- .....
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vorkommenden Glieder positiv , und die Summe u„ -f- n„+ i -f - etc .,
der sogenannte Rest der Reihe , hat die Null zur Grenze , weil bei
unendlich wachsenden n die linke Seite in U — Lim TJn — 0 über¬
geht . Nun besteht die Summe uq -)- ur -f - us -)- etc. aus p — n
Gliedern , deren Indices j> w — 1 sind ; diese Glieder sind positiv
und man hat desshalb

o u q 4 * u r - (- Mj d " • • • < Z u „ rf - « n + 1 d - u n + 2 d "

mithin
Lim (uq d- ur -f- us -(- ••• ) = 0 .

Unter der gemachten Voraussetzung convergirt also die Reihe un¬
bedingt .

Diese Schlussweise ist nicht mehr anwendbar , wenn die ur¬
sprüngliche Reihe theils positive , theils negative Glieder enthält ; der¬
artige Reihen können daher möglicherweise zu den bedingt -conver -
girenden gehören . Nur in dem speciellen Falle , wo die Reihe auch
dann convergent bleibt , wenn man statt jedes einzelnen Gliedes des¬
sen absoluten Werth setzt , lässt sich die Sache folgendermaassen er¬
ledigen . Der absolute Werth irgend eines Gliedes um werde mit
[«„,] bezeichnet , dann ist zufolge der Voraussetzung

[ « o] d ~ swi ] d - [ % ] d - [ % ] d - • ' • *

eine convergente Reihe , mithin nach dem Vorigen

Lim { [«,] -f- M d- W d- } = 0 ,

d. h. der absolute Werth von uq -|- u r -f- us -|~ etc . kann der Null
beliebig nahe gebracht werden . Daraus folgt sehr leicht , dass

Lim (uq -f - wr d- us -f- • * •) = 0

sein, mithin die Reihe unbedingt convergiren muss . Wir können da¬
her folgenden Satz aussprechen :

Eine unendliche Reihe convergirt unbedingt , wenn
sie ihre Convergenz auch in dem Falle behält , wo
alle Glieder auf ihre absoluten Werthe reducirt
werden .

Die anfangs erwähnte Reihe
1 — 1 _l_ i — 14 - 1 . . . .1 2 13 4 15

genügt dieser Bedingung nicht , und es wird daher nicht überraschen ,
dass sie nur bedingt convergirt .
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§• 40 .

Convergenzbedingungen für periodische Reihen .

Wegen späterer Anwendungen betrachten wir noch Reihen von
den Formen

| a0 -|- «i cos x -(- «2 cos 2 x 4 - »3 cos 3 x • • • • ,
bi sin x -f- b2 sin 2 x -)- b3 sin 3 x -|- • • • •,

worin die Coefficienten a0 , «, , a2 etc., bt , b2 etc. als positiv voraus¬
gesetzt werden mögen . Wir unterscheiden dabei drei Hauptfälle ;
die Coefficienten können nämlich gleich sein , sie können zweitens
eine steigende , oder drittens eine fallende Reihe bilden .

Für a0 = al = a2 . . . . ist nach einer bekannten Formel die
Summe der n ersten Glieder

«o [ | + cosx cos 2 x 4 - cos 3 x 4 " ■• • -f~ cos (n — 1) *]
sin (n — l) x

= « o - o ■ 1 •2 sin 2 x
Bei unendlich wachsenden n oscillirt sin (n — | ) x zwischen — 1

und 4 " 1 bin und her, ohne sich einer bestimmten Grenze zu nähern ;
die Reihe hat also , in’s Unendliche fortgesetzt , keine angebbare
Summe, d. h. sie divergirt . Zufolge der Gleichung

bi {sin x + sin 2 * 4- sin 3x -C • • • 4- sin (n — 1)

- b, \ l Cotl x - 008(" - £>*1
1 L2 2 2 sin | * J

gelten ganz ähnliche Schlüsse für die zweite Reihe ; letztere divergirt
daher gleichfalls für bl = b2 = b3 etc.

Bilden «0) a2, a2 etc. und ebenso bu b2 etc. eine steigende Reihe,
so findet offenbar die Divergenz um so mehr statt ; demnach bleibt nur
noch der Fall zu untersuchen, wo jene Coefficienten eine abnehmende
Reihe ausmachen.

Die Summe der (n 4“ 1) ersten Glieder der ersten Reihe heisse
S„4_i ; multipliciren wir die Gleichung

Sn+ i = \ «o 4 - $i cos x 4- »2 cos 2 * 4- • • • 4- an cos nx
mit 2 sin \ x und zerlegen rechter Hand jedes doppelte Product in
die Differenz zweier Sinus, so erhalten wir

2 SB+ isml * ,
— a0sin \ x 4- «1 {sin \ x — sin \ x) 4- «2 {sin | x — sin | *) 4~ • • •

/ . 2 n— 1 . 2 n— 3 \ / . 2 » 4- 1 . 2 n— 1 \
•••4 - « n- i ! sin — - — * — sin — - — xJ -\ -a n\ sm — - — x — sm — - — xJ
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und bei anderer Anordnung, 2n-j- 1

2sin \ x . Sn+ i — a„ sm x

= («o — «]) sin | + (sti — «a) si »! | a: -f- («2 — a3) s«'w§ x -{- ••• •

i r \ ■ 2 n — 1
• * • • + ( « B - l — « » ) S*» ^ - * •

Unter der Voraussetzung , dass

1) c>o <h ■• • ■> und Lim an == 0
ist , lassen wir n in ’s Unendliche wachsen und haben% 1

2) Lim S„-fi = . j— | («o — « i) S4W| x + (« j — « -,) si « | a;

+ («o — a3) sin | a; 4-----
Hinsichtlich der Reihe

3) (« o — a i) + (ai — + ■ (cta — stä) + • • • •)

als deren Glieder die eingeklammerten Differenzen gelten mögen , ist
nun klar , dass sie aus lauter positiven Gliedern besteht (wegen
«o ai ®2 etc .) und dass die Summe ihrer n ersten Glieder
= «o — a n > mithin ihre volle Summe — a0 — Lim a„ = aa ist ;
die Reihe 3) convergirt also . Um so mehr muss auch die Reihe

4) (a0 — « i) sin | x + (« i — a >) sin § x -f - («2 — a3) si » | as -(- . . . .

convergiren , denn ihre Glieder sind , den absoluten Werthen nach ,
kleiner als die gleichstelligen Glieder der Reihe 3) , und ausserdem
besitzt die Reihe 4 ) theils positive , theils negative Glieder . Bezeich¬
nen ' wir die jedenfalls endliche Summe der Reihe 4) mit <p (x ) , so
folgt aus Nro . 2)

Lim Sa+ i = ~ : X̂} ,
2 sm I x

und hier ist die rechte Seite eine endliche Grösse , so lange x nicht
einen der speciellen Werthe 0 , + 2 jr, + 4 ar, + 6 n etc . erhält ; d. h.

Wenn die positiven Coefficienten Oq, a2, a .2 etc . eine
unendlich abnehmende Reihe bilden , so convergirt
die periodische Reihe

| «o + ai cos x -J- a3 cos 2 x -f - a3 cos 3 x -f -
für alle x , die nicht von der Form + 2 len sind .

Indem man n -(- x an die Stelle von x treten lässt , gelangt
man zu dem zweiten Satze :
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Unter den obigen Bedingungen convergirt auch die
Reihe

| «o — Ui cos x -f - ci-i cos 2 x — a3 cos 3 x -j- • • • •
für alle x , die nicht von der Form + (2 k — 1) JT sind .

Um die entsprechenden Theoreme für die periodische Reihe der
Sinus zu erhalten , multipliciren wir die Gleichung

Sn = bi sin x -h bä sin2x -j- b3 sin 3 x + • • • + bn sinnx
mit 2 sin \ x und zerlegen jedes Product zweier Sinus in eine Cosi¬
nusdifferenz ; bei etwas anderer Anordnung ergiebt sich

o - l o II . 2n + 12 sin \ x , . Sn -f- bn cos — x

— bL cos 2 x — (bi — b>) cos \ x — (Im— bs) cos \ x — . . . .
n 2 1t*— 1

• • • • — (bn- i — b„) cos x -2
Vorausgesetzt , dass

bi bj b3 > und Lim b„ = 0

ist , wird aus der vorigen Gleichung die folgende

Lim S„ = - -- } 1 | bi cos \ x — (bx — b,) cos \ x — (b2 — ba) cos %x -
•j SITZ g iK (

Die Reihe

(bi — bj) -j- (bi — b3) -j- (b3 — b3) -f - • - -
enthält lauter positive Glieder (jede eingeklammerte Differenz als ein
Glied gerechnet ) und ihre Summe ist = bi ; daher convergirt um so
stärker die Reihe

(bx — b2) cos \ x -j- (b-2 — b3) cos \ x -f- (b3 — b4) cos \ x -\ - • • • ■
und folglich hat auch die Reihe .

bi coslx — (bj — bj cos | x — (b2 — b3) cos§x — • • • •

eine endliche Summe , die (s (x) heissen möge . Aus der nunmehrigen
Gleichung

r e ^ (*1Lim Sn = —
2 sin | *

geht hervor , dass die betrachtete Reihe convergirt , wenn x keinen
der Werthe 0 , + 2zt , + 4a : , + 6jr etc . erhält . Im letzteren Falle
würde aber die Summe der Reihe verschwinden , und man kann
daher sagen : '

Wenn die Coefficienten bL, b3 , b3 etc . eine unendlich
abnehmende Reihe bilden , so ist die periodische
Reihe

I
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sin x + b-2 sin 2 x -)- l)3 sin 3 x + ■

convergent für jedes beliebige x.
Indem man n -f-x an die Stelle von x treten lässt , gelangt man

noch zu dem Satze :

Unter der obigen Voraussetzung ist auch
b[ sin x — b.2sin 2 x -\- b3sin 3 x — • • • •

eine stets convergirende Reihe .

§. 41 .

Addition und Multiplication unendlicher Reihen .

I . Es sei

1) P n = Wo-f- ttj -f- • • • -f- u„ ,
2) Qn = v0 -f- V\ v-i -|- • • • r n ,
so ist auch , wenn a und b irgendwelche von n unabhängige Factoren
bedeuten ,
3) a Uq -J- b v0 -J- a Uy -j- b -j- ••• -(- n nn bvn

— aP n + b Q„ .
Unter der Voraussetzung , dass Lim P „ = P und Lim Qn = Q

endliche Grössen sind , convergiren die Reihen 1) und 2) , und zwar
hat die erste , in’s Unendliche fortgesetzt , P zur Summe , die zweite
Q\ ferner wird aus Nro . 3)

n n3 4~ hv0 -j~ n U\ 4~ b V\ o 4“ b 4“ • • • •
= Lim (aP n 4- &Qn) = aP 4- bQ .

Man kann dieses Ergebniss folgendermaassen aussprechen :
Das Aggregat zweier convergenten Reihen ist wie¬
der eine convergirende Reihe und die Summe der
letzteren gleich dem Aggregate von den Summen der
ursprünglichen Reihen .

Dieser Satz gilt auch allgemeiner für jede endliche Anzahl
gegebener convergirender Reihen .

II . Um den entsprechenden Satz für das Product zweier Rei¬
hen zu erhalten , lassen wir letztere nach Potenzen einer Variabelen
x fortschreiten , wodurch die Uebersicht über die entsprechenden
Partialproducte erleichtert wird . Es sei nämlich

P ->n —= 4“ ^1% 4” ^ “f“ * ’ * 4- ^2n^ n»
Qin = ho 4~ frjX 4- b-iX "2 4- • • • 4- hin *2” »
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mithin P2n Qin — Qq bo f (cto bi 4- Ui bo) x
-f - (« o b-2 4 ~ sti 4 " a 2 h ) x <i

4 ~ ..........

4 " (flobin 4 ~ dlb -in —1 + • • • 4 - <*2n —lbi 4 - a '2nbo ) x <! n

4 - (aihn + Oj2 bin —1 4 - • • • 4 - « 2» - l &2 4 " « 2n &l ) £ 2" + '

4 ~ ...............

4 - (ei'ln —lb 'in 4“ U2nb -2n —l) x ^n *

4 - a in bin x in -,

vergleicht man diesen Ausdruck mit dem folgenden
4) S-2n == da bo4~ (aobi 4“ ®i bo) x («qb-24~ ai bi 4~ ai ô)

■' 4“ (a0b-2„ 4- «1b-2n—x 4----- (- a'2n—1bl 4- U-2nbo) X2n,
indem man x sowie alle a und b als positiv voraussetzt , so erhellt
unmittelbar die Richtigkeit der Ungleichung

Sin < P -2n Qin -
Es sei ferner

P n = « 0 4 - « 1« 4 - « 2 « 2 4 - • • • • 4 - a n Xn ,

Qn == bo 4 - biX 4 - &2 £t)2 4“ ■ ' ■ * 4“ bn x n ,
mithin

-7 >B - Uq 4“ (« 0 bi 4 - Cli bo') x

4“ (« 0 b-2 4 - « 1&1 4 - * 2 h0)

4 ~ ............

4 - (ein - 1 bn 4 -

4 - a n bn x 2n ,

so hat man durch Vergleichung mit Sn,
S -2n P n Qn

und mit dem Vorigen zusammen
ö ) P2n Qin > Sin > PnQn .

Bei unendlich wachsenden n werden die für P 2n, Q>„, P„ , Q„
angegebenen Reihen gleichzeitig unendlich und im Falle der (Kon¬
vergenz sind

Lim P 2n — Lim Pn = P ,
Lim Qin — Lim Qn — Q

endliche Grössen ; unter dieser Voraussetzung ergiebt sich aus Nro. 5)
die Gleichung
6) Lim Si „ — PQ ,
welche sagt, dass die Reihe 4), in’s Unendliche fortgesetzt , convergirt
und P Q zur Summe hat.
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Wenn die ursprünglichen zwei Reihen mit Gliedern von un¬

gerader Stelle aufhören , d. h. von folgenden Formen sind
Pm + l = « 0 + « 1 » + • • • + CtlnX 271 4 - « 2 » + l « 2 " + 1 ,

$ 2k + 1 = i*) -f M -(- • • • -f- bi n X2n -|- bin + l X2n + 1 ,
so erleidet die vorige Betrachtung nur die kleine Modifikation , dass
in Nro . 5)

P -ln = Pln + l — «2» + l *lB + 1 . Ql n — Qln + 1 — hn + lX 2n+ 1
zu setzen ist . Zufolge der angenommenen Convergenz der Reihen
wird dann

Lim{a ->n+i x2n+1) ■= 0 , Lim (bin+ 1x2n+1) — 0 ,
Lim P2n+1 = P , Lim Q>n+i = Q,

und damit kommt man wieder auf die Gleichung 6) ; d. h. :
Wenn die unendlichen und convergirenden Reihen

« o + « i x 4 ~ a -2 x ‘2 - f- a 3 x 3 + • • • • .

ho + hi * 4 ~ hx '2 4 - hj x 3 4 * • • • •

nur positive Glieder enthalten , so ist ihr Product
eine gleichfalls convergente Reihe , nämlich
aoho 4- (aohi 4~ ai ho) x 4“ (®o hi 4~ Ch hi 4“ ho) x2 4" • • • ■»
und die Summe der letzteren ist das Product aus den
Summen der beiden ersten Reihen .

Die Schlüsse , mittelst deren die Ungleichung 5) hergeleitet
wurde , verlieren ihre Anwendbarkeit in dem Falle , wo die ursprüng¬
lichen Reihen negative Glieder enthalten ; denn es könnten z. B. die
Glieder , um welche P 2n Q-2n reicher als S-m ist , zusammen so viel
Negatives gehen , dass P in Q>„ weniger als S->n betrüge . Unter die¬
sen Umständen wäre es also möglich , dass die Reihe

«oh0 4~ (®o hi 4~ ai ho) x 4 " («oh2 4~ ai hi 4~ ®2 ho) x2 -f- • • • •
divergirte , und dann würde ihre Summe nicht angebbar , mithin auch
nicht = P Q sein. Das wirkliche Vorkommen dieses Ausnahmefalles
mag folgendes Beispiel zeigen .

Nimmt man
( — 1) *

X - 1 , d n b n --- ... .
fn 4- 1

und multiplicirt die convergente Reihe
1 1 I 1 17) p- yr

mit sich selbst , indem man die Glieder auf die obige Weise ordnet ,
so ergiebt sich eine neue Reihe
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S f] t.2 #3 G + ' ••• »
deren » tes Glied ist :

t _ _ 1_ , 11 , 1 1
n ]/ ' (n — 1) 2 ]/A(» — 2) 3 ]/ ' 2 (n — 1) n

Nach dem bekannten Satze , dass das geometrische Mittel zweier
Zahlen kleiner als deren arithmetisches Mittel ist , hat man

V (n — kj (Je- 4 1) < —t ,.
mithin

f <— *>(*+ « < vTfr+ h - f (,, - t)(t + 1) > K ,TTi i
nimmt man in der letzten Ungleichung Ji = 0 , 1 , 2 , . . . » — 1
und addirt alle entstehenden Ungleichungen , so erhält man

> n \ [ irfr oder t" > V \iri >
Daraus ist ersichtlich , dass tn gleichzeitig mit n in’s Unendliche
wächst , dass also die Reihe S divergirt , mithin S nicht — P - sein
kann .

Hiernach bedarf der Fall , wo die zu multiplicirenden Reihen
negative Glieder enthalten , einer besonderen Untersuchung . Die
Reihen mögen aus Gliedern mit alternirenden Vorzeichen bestehen ,
etwa

P — «0 — aiX a-2x- — a3xs -(- •••• ,
Q = l 0 — bj x 4 - bi x2 — b3xs + • • ' •,

und convergiren . Fassen wir alle positiven und ebenso alle nega¬
tiven Glieder jeder Reihe zusammen , indem wir setzen

Ua = «o + «2 + ai #4 + ct6X* + ' ' '>
U, — a-iX -f- a3x3 + a5a;5 4 - ..... ,
F0 = b0 4 " ^2 * 2 4 " 3:4 4 " bßx e ,
Vj = bi x 4 - b3a:3 4- b5a;5 4 - ..... ,

so sind zwei Fälle möglich ; es können nämlich die vorstehenden
vier Reihen ebensowohl convergiren als divergiren *) , und es sind

*) So convergirt z. B . die Reihe
1 213 415 61 1

aber die positiven Glieder , für sich genommen , liefern die divergente Reihe -

und ebenso divergirt die Reihe der negativen Glieder :
f + I + 1 + • ■ • = i (i + I + § + • ■•) •
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Do, Ui , F0 , Fi im ersten Falle endliche Grössen , im zweiten Falle
unendlich gross . 'Beschränken wir uns auf den ersten Fall , so ist
nach dem in Nro . I . bewiesenen Satze

P = u0 - Ul , Q = r 0 — Vi ;
ferner haben wir nach der Regel für die Multiplication solcher con-
vergirender Reihen , die nur positive Glieder enthalten ,
D0F0 = a0b0 (uob2 -j- d2bö) x2 .
Do Fi = anbi-x ■p (sinb.i -)- a-ibi ) %3 -)- ••••
Ui F0 — ciibo% -j" (a i b‘2 “i”d3ho) &3 -f- ■• ■*
FiFi = aibiX 2 .
mithin

D0Fo — D0Fi — DiF „ + L\ Fx
= st u ^ 0 ( a 0 bl F CLibo ) X - (- ( « 0 b -2 "} d 1 hl -j - d <2 b 0) x 2

— (ö ob3 "l- a i b-2 - (- « 2hi dj ho) x 3 -f - .....
Die linke Seite ist eine endliche Grösse und identisch mit

( D0 - D,) ( F0 — Fi ) = PQ ,
mithin convergirt die erhaltene Reihe und hat P Q zur Summe . Wie
man sieht , bleibt die frühere Multiplicationsregel ungestört bei end¬
lichen D0, Di , F0, Fi . Diese Bedingung ist aber erfüllt , wenn die
Reihen P und Q ihre Convergenz auch in dem Falle beibehalten ,
wo man die negativen Glieder durch gleichgrosse positive ersetzt ,
denn sobald die Summe zweier positiven Grössen D0 und Di oder
Fo und Fi eine endliche Grösse ist , muss jeder Summand für sich
von endlicher Grösse sein . Wir haben daher den Satz :

Wenn die unendlichen convergenten Reihen
« o — a x x a 2 x 2 — a 3 x 3 -(- .....

bo — bi x -j- b2x2 — h3x 3 -f- • • • •
ihre Convergenz auch in dem Falle behalten , wo alle
Glieder mit gleichen Vorzeichen genommen werden ,
so ist ihr Product eine gleichfalls convergirende
Reihe :

a0bo— (do bi -(- d\ bo) x -j- (po b-2 -(- d\ bi d%b0) x2—
und die Summe der letzteren ist das Product aus den
Summen der beiden ersten Reihen .

Die Reihe 7) genügt der ausgesprochenen Bedingung nicht und
daraus erklärt sich , dass ihr Quadrat , auf gewöhnliche Weise ange¬
ordnet , eine divergente Reihe liefert .
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§. 42 .

Die Differentiation unendlicher Reihen .

Schon in §. 5 wurde bemerkt , dass im Allgemeinen der Diffe¬
rentialquotient von der Summe einer unendlichen Reihe nicht noth¬
wendigerweise gleich der Summe von den Differentialquotienten der
einzelnen Glieder sein müsse , dass man also aus der Gleichung
1) S = u0 Ui -f - u-2 -j- u3 -f - • • • in ins.
nicht ohne Weiteres auf die Richtigkeit von

. dS du 0 . du t du -2 , . .
2 ) = nr + + nr + • • • • m mf -

Schliessen dürfe. Wir wollen dies jetzt näher untersuchen.

Da u„ und ganz verschiedene Functionen von x sind , so

kann es geschehen , dass die erste Reihe convergirt und gleichzeitig
die zweite Reihe divergirt ; dann ist aber die Summe der letzteren

nicht angehbar und kann folglich auch der bestimmten Function -4 —
Cl X

nicht gleich sein , d. h . die Gleichung 2) besteht dann nicht . Dass
derartige Fälle vorkommen , zeigt das Beispiel

c cos x cos 2 x cos 3x
S = — + - y - + - 3 - + • • • •

Hier convergirt die Reihe für alle zwischen 0 und % enthaltenen x
und daher ist S eine bestimmte Function von x ; dagegen divergirt
die Reihe der Differentialquotienten

— sin x — sin 2 x — sin 3 x — • • • •
d S

und folglich kann ihre Summe nicht = —— sein . Das Befremd -dx
liehe , was für den ersten Anblick hierin liegen mag , verliert sich
übrigens durch die Bemerkung , dass es bei der Differentiation unend¬
licher Reihen eigentlich auf die Umkehrung der Aufeinanderfolge
zweier ganz verschiedenen Operationen ankommt . Bezeichnen wir
nämlich den Differentialquotienten einer Function durch das Vor¬
setzen von D und die Summe von w0 U\ -f- U-2 -j- etc . kurz mit
£ u , so ist in unserem Beispiele

S = z2 , (für n — 1, 2 , 3 . . .)n
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und daher auch

DS = DZ C£ ?J1£ .
n

dagegen ist nicht
cosnx .

DS — ZD = Z (— sinnx ),n v '
d. h. man darf die mit Z und D bezeichneten Operationen nicht in
umgekehrter Ordnung vornehmen .

Wie man aus dem Vorigen sieht , hört die Untersuchung dar¬
über , ob überhaupt DZu — ZDu ist , sogleich auf , wenn die Reihe
der Differentialquotienten divergirt , und die Frage kann daher nur
noch sein , wie sich die Sache in dem Falle gestaltet , wo die Reihe
der Differential quotienten convergirt . Wir wollen die wichtigsten
hierauf bezüglichen Sätze entwickeln .

I. Die Reihe 1) sei eine Potenzenreihe und f (x) ihre Summe
etwa

3) f (x) — «o -f- «fi X -f- a2x2 + «s + • • • •
Diese Reihe convergirt , wenn der absolute Werth von

r . a n + 1 x n + 1 ( a n + j \Lim — 11- = Lim l —— x )
an xn \ a„ J

weniger als die Einheit beträgt ; setzen wir den absoluten Werth von

Lim —” ■■= A
a n + l

so können wir die ebenerwähnte Convergenzbedingung durch — A
x 4 * A ausdrücken. Für alle derartigen x convergirt ferner

die Reihe

1 a { - j- 2 a 2 * 3 « 3 * 2 + ^ * 8 + ' • • '
weil hier der absolute Werth von

(*+£>(n + 1) an+ 1xn \ nJ x ^ ,Lim —— !— 4 — Lim - — —<r 1na n xn~ l a„ A
@n + 1

ist , mithin besitzt die zweite Reihe eine bestimmte Summe , die cp(x)
heissen möge , d. i.
4) <p {x) = 1 -\- 2 a2x 3 «3 4 " .....

Da in den Gleichungen 3) und 4) x zwischen — A und -(- A
liegt , so lässt sich immer eine willkührliche Zahl h von der Beschaf¬
fenheit finden , dass auch x -f- h zwischen — A und A enthalten
ist , und dann gelten die Gleichungen
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°) / (* 4"*) == <*0 4" «i (x 7») -f- «2(# 7i)2 + • • • •
6) cp{x + 7t) = 1 «i -f 2 (a: + 7t) -)- 3 «3 (a; + 7t)2 4 - • • • •

^ Von den Gleichungen 5) und 3) nehmen wir die Differenz , divi -
diren mit 7t und benutzen rechter Hand den Satz

^ (x + 7t) — il>(x)
— - h — = * ' (* + # Ä) , o < -0- < 1

oder specieller
( x + 7t) ™ — (

= m (x + 0 < 0 m< 1 ;
• erhalten

7)

7t
wir erhalten

f (x + h) — f (x)
h

— 1 di -|~ 2 (a?4 " 1127t) 4 " 3 tt ; (a? -j- ’l .i 7t)2 -j- 4 di (x -|~ 0*47t)2 • ••
Um vorerst den einfachsten Fall zu erledigen , wollen wir an¬

nehmen , dass alle Coefficienten st, , a2 etc . positiv seien und dass x
gleichfalls nur positive Werthe erhalte (0 < x <4 -|~ ^) > die Summe
der rechts stehenden Reihe ist dann , 7t als positiv vorausgesetzt ,
grösser als

1 di 4 " 2 d-2x -|—3 U3a?2 “j” • • • • j cp(x)
und kleiner als

1 di 4 2 (i2(x 1 ]Cj -j- 3 (i.) (x 4 " 7t)2 -)- ••• —- cp(x -f- 7t),
wir haben also zusammen

< / («.+ .t h - / w < y (, + a ).

Bei negativen h ist dagegen

Aus beiden Ungleichungen folgt durch Uebergang zur Grenze
für verschwindende 7t

9>0») = / '(*);
unter den gemachten Voraussetzungen ist also die Summe der Reihe
1 di 2 rt2 x -f- 3 a3 x2 -f - etc . gleich dem Differentialquotienten
von der Summe der Reihe «0 -f- a i x 4 * a2 4 " etc .

Es kann sich in speciellen Fällen treffen , dass beide Reihen noch
für x = -\- X convergiren ; die vorige Betrachtung bleibt dann wört¬
lich dieselbe , nur muss man 7t negativ und seinen absoluten Werth
<4 X wählen , um das Convergenzintervall nicht zu überschreiten .

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall , wo die Reihe
f (x) = da 4 - « i X 4 - ct2 # 2 4 - «.i X3 4 " .....

Schlömilch , Aualysis . 13
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positive und negative Glieder besitzt , wobei wir uns x immer als
positiv vorstellen können , indem wir die verschiedenen Vorzeichen
auf Rechnung der Coefficienten schreiben . Denken wir uns alle posi¬
tiven Glieder zu einer Reihe zusammengefasst und ebenso alle nega¬
tiven Glieder , so erscheint f (x) als Differenz zweier Reihen , deren
jede für sich nur positive Glieder besitzt . Diese Reihen convergiren
zufolge der anfänglichen Voraussetzung , und daher sind ihre Summen
bestimmte endliche Functionen von x , die wir mit fi (x) und / 3(aj)
bezeichnen wollen , so dass

fix ) = / i (x) — fi (x).
Für die Reihe 4) gilt Dasselbe und es sei q>i (x) die Summe

aller positiven , <p2(r) die Summe aller negativen Glieder , mithin
cp(x) = tpi(x) — cp.2(x).

Aus dem vorigen Satze folgt nun
9>i (*) = f '\ («0 » <P-2(x) = / a(*)>

mithin

»(.)= m- m ==
also ist auch hier

90 ) = / ' (*)•
"Wir haben jetzt folgendes Theorem :
Wenn die Gleichung

f (x) = «o «! x -f- a-2 -f - «3 £B3 -1- • • • •
für alle zwischen — A und -f - A enthaltenen x gilt , so
ist unter derselben Bedingung

f ’(x) = 1 «i + 2 a3 x -f- 3 tfg x* -(- • • • • ;
diese Gleichung besteht auch noch an den Grenzen
der Convergenz (für x = 4 ; A) , wenn in diesen Fällen
beide Reihen convergiren .

II . Die vorigen Betrachtungen sind leicht auf den allgemeinen
Fall auszudehnen , wo die einzelnen Glieder der ursprünglichen Reihe
irgend welche Functionen von x bilden .

Es sei nämlich die ursprüngliche Reihe
8) f (x) — V(x , 0) -f ip(x , 1) -f- $ (x , 2) -f ......
convergent innerhalb eines gewissen Intervalles und jedes ihrer Glie¬
der eine stetige Function von x ; ferner convergire auch die Reihe
der Differentialquotienten
9) q>(x) = f ' (x , 0) 4 - 1) + 2) 4- ••• .
von denen jeder einzelne gleichfalls continuirlich bleiben möge ,
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wenigstens innerhalb des Convergenzintervalles . Wählt man jetzt
li so klein , dass x -j- 7* die Grenzen der Convergenz nicht überschrei¬
tet , so erhält man

10) / (« + *) ~ fix )

= + 0) + + 1) 4- q '(x + &.2h , 2) + .....
und hier mag zunächst der Fall betrachtet werden , wo alle Glieder
gleiche Vorzeichen besitzen .

Ist nun irgend eine einzelne Function Vf #) und ein indivi¬
dueller Werth von e, etwa e = X, gegeben , so lässt sich h immer so
klein wählen , dass die Function W (z) innerhalb des Intervalles
z — x bis z = x -f- h entweder nur wächst oder nur abnimmt ;
man wird daher in den meisten Fällen *) h so klein nehmen können ,
dass jede der Functionen

il>' (x , 0) , il>' (x , 1) , V’(x , 2) , • • • •
von x bis x -\- h nur wächst oder nur abnimmt . Dies vorausgesetzt ,
ist unmittelbar einleuchtend , dass die Summe der in Nro . 10) vor¬
kommenden Reihe zwischen

ip' ipc, 0) -f ip' (x , 1) + ip' (x , 2) 4 - • • • = cp(x)
und
T\>' (x 4 - 7«, 0) 4 - 4 - h , 1) 4 - 4- h , 2) 4- • • • = <p (x 4 - li)
enthalten sein muss ; es gilt folglich die Ungleichung

worin sich die oberen Zeichen auf wachsende , die unteren auf ab¬
nehmende ip beziehen . Durch Uebergang zur Grenze für verschwin¬
dende h wird die vorige Ungleichung zur Gleichung

<P(x) = / ' (*) ;
in diesem Falle ist also die Differentiation der Gleichung 8) erlaubt .
Dasselbe gilt , wenn li so klein gewählt werden kann , dass von einer
bestimmten unveränderlichen Stelle ab die Functionen

i >' (x , m) , ip' (x , m 4 - 1) > m -f- 2) , • • ■•
entweder nur wachsen oder abnehmen ; denn man würde dann die
Reihe 10) zerlegen in
Il>' (x 4 - » 0h, 0) 4- Il>' (x 4- 1) 4 - • • • + ^ ' (x 4 - » m- ih , m — 1)
4- Jp' (x 4- &mh, m) 4- ip' (x + &m+ l h, ni + 1) + .....
und jeden Theil besonders behandeln .

*) Ausnahmefälle sind in der That möglich , wie nachher gezeigt
werden soll.

13 *
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Durch ähnliche Betrachtungen wie im Abschnitte I . lässt sich

der gefundene Satz auch auf den Fall ausdehnen , wo die Reihe 10)
positive und negative Glieder besitzt ; die Aufstellung eines allge¬
meinen Theorems mag aber unterbleiben , weil dieses an so viele Be¬
dingungen geknüpft ist , dass es eine unförmliche und unbequeme
Gestalt erhalten würde .

Noch wollen wir mit wenigen Worten des Ausnahmefalles ge¬
denken . Ist z. B. x < 1 und

’>= (sTTfi ~
i>' (x , n) — (1 — x) x ln,

so kann man zwar für x <C 1 dem h einen solchen Werth geben
dass ip' (x , m) , ip' (x , m -1- 1) etc . zwischen x und x + h nur wach¬
sen oder nur abnehmen , für x = 1 und ein negatives h = — 8 ist
dies aber nicht mehr möglich . Die Function ip' (x , n) erreicht näm -

2 ft
lieh für x = ; ihr Maximum ; man mag nun 8 so klein wäh-

2w + 1 6
len wie man will , so würde es doch immer Reihenglieder geben , für
welche

1 ~ ä < 2V< 1

ist oder deren Maxima zwischen 1 — 8 und 1 eintreten , die also
innerhalb dieses Intervalles zu- und abnehmen . Die Reihe der Diffe¬
rentialquotienten ist daher bei diesem Beispiele zwar für x 1, aber
nicht für x = 1 giltig .

III . Das bequemste Verfahren , um über die Anwendbarkeit der
gewöhnlichen Differentiationsregel zu entscheiden , besteht darin , dass
man noch die zweiten Differentialquotienten der Reihenglieder be¬
rücksichtigt , indem man von dem Satze *)

- „ (I) + . * r (, + M )

Gebrauch macht . Lässt man nämlich in der Gleichung

11) f (x) = xl>(x , 0) 4 - l >(x , 1) + ip(x , 2) + ■• • • •

x um h wachsen , ohne das Convergenzintervall zu überschreiten , so
erhält man nach dem erwähnten Satze

*) Dieser ist ein specieller Fall der Formel 18) in §. 18 und folgt
aus letzterer für / = xp, a — x , n — 2.
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12) ’ 7 (g + ») - mh
= * ' (* , 0) 4 - ^ ' (* , 1) + 2) 4 - * ' (* , 3) -1-----
+ lh [4>"(x + ®0h, 0) + rp”(x + » l h, 1) 4 - 4 - ^ /i, 2) 4 •••]
Hier ist einfach zu untersuchen, in wie weit die Reihe

iTO -ff ff07i, 0) 4 - il>" (x -fffjÄ , 1) + ^ " (a; 4 - ff27t, 2) H----
convergirt ; so lange sie diese Eigenschaft besitzt , so lange ist ihre
Summe eine endliche Grösse, etwa ^ (x , 7t), und wenn sie dies auch
für 7t = 0 bleibt, so wird

Lim [7t IF(x , 7«)] = 0,
mithin nach Nro. 12)
13) f ' (x) = ip' (x , 0) 4 - il>' (x , 1) 4 - ip' (x , 2) 4- . . . •

Als Beispiel diene folgender Fall. Es sei x ein ächter Bruch
xp(x , 0) = 0 und

* (« , n) = - = un-,

nach §. 37 (Formel 4) convergirt dann die Reihe ux + w2 4 " etc.
Setzen wir daher

u >/ (, ) = - 1( 1 - 4 ) - ; ( i - 4 ) - i ( i - | i ) —
so folgt
1K-, / 0* 4 h) — fix )
l0 ) ' h "

2x f 2x t 2x ,
1 0 2 * 2 4 'J. 2 ,-212 — £2 ' 2 2 — £C2 3 2

j l *4 - (* 4 » I/O2 , 224 (* 4 «■, *)* , )
+ ( [ l 2 — (x 4 ff! 7t)2] 2 + [22— (x 4 - ff27»)2] 2 ~t~ i

wobei h so klein gewälilt werden muss, dass auch x h ein ächter
Bruch ist. Die Summe der letzten Reihe wird zu gross , wenn man
statt x 4 - %4 * etc. die grössere Einheit setzt, es ist daher

0 < V (xh ) < + , 22 T — ■ 3l .+ _1_ ■ .....
^ ^ [ 1 — (* + ffi 7t)2] 2 ^ (2 2— l ) 2 ^ (3 2— l )2 ^

hier convergirt die von x unabhängige Reihe und hat eine numeri¬
sche Summe S, mithin ist

n ^ lart 7^ ^ 7t[1 4 - (g + ff! 7Q2] - , , q
0 < ^ ^ < [1 —(x 4 ffj 7t)2]2 +

und
Lim [7tW(x , 7t)] = 0.
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Die Gleichung 15) liefert nun

f >( \ — 2x _i_ 2x , 2x I
J 1 > — ! *_ ** T 22— a;* + 32— + .....

und daraus erhellt , dass im vorliegenden Falle die Differentiation
der Gleichung 14) erlaubt ist.

§■ 43.

Die unendlichen Doppelreihen .

Unter einer Doppelreihe oder einer Reihe mit doppeltem Ein¬
gänge versteht man ein Aggregat von folgender Form :
1) “o + Ui + Ua + Us + .....

-f ul + u -(- ul 4- u1 -f- .....1 0 1 1 1 2 1 3
1 II I « II I II i II I

Xi "j- Xi " I- Xi —r- Xi - T— • • • • •1 0 1 1 1 2 1 3
4' .................

das allgemeine Glied derselben wird durch dargestellt , wom und
n ganze positive Zahlen bedeuten. Man kann sich die obige unend¬
liche Doppelreihe dadurch entstanden denken , dass man in der end- .
liehen, aus mn Gliedern bestehenden Doppelreihe
2 ) U„ -\ - Mj 4 " M2 4” * • • • 4 " u n—1

4- u -f" u u -f • • • • 4- m11 0 ' 1 2 1 »—1

4- Un 4- Uu 4- Un 4 - ---- + uu ,1 0 1 1 ' 2 1 ' n- 1
4- ..............
4 . „ <■- « 4 - u (m~ 1) + u <m~ v + ---- +' 0 1 2 n—1

die Zahlen m und n gleichzeitig in’s Unendliche wachsen lässt ; be¬
zeichnet daher die Summe der endlichen Doppelreihe 2) , so
muss man unter der Summe der unendlichen Doppelreihe 1) den
Grenzwerth verstehen, welchem sich S m̂) bei gleichzeitig unend¬
lich werdenden m und n nähert. Im Fall dieser Grenzwerth exi-
stirt und von endlicher Grösse ist , heisst die unendliche Doppelreihe
convergent , ausserdem divergent .

I . Setzen wir zunächst voraus, dass die unendliche Doppelreihe
nur positive Glieder besitze und S zur Summe habe, so ist
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3) S — S(n'n)

= Un + Un + 1 + • • ‘ '

-)- u -i- ul , , -)- ••••1 « 1 n 4- 1 1

+ 0»- l>
n + n + 1 +

4- u(m)0 + (m)U1 + • • • • + „<- > + (m)
Un + 1 +

+ «<" + »0 + Me»+ i)1 + • • • • + « + u(m+ 1}
n + 1 +

+

und da, der Voraussetzung zufolge, bei gleichzeitig in’s Unend¬
liche wachsenden m und n der Grenze S zustrebt , so kann die linke
Seite der vorstehenden Gleichung, mithin auch die Summe aller rechts
verzeichneten Grössen kleiner als jede angebbare Grösse gemacht
werden, wenn man m und n gross genug wählt. Wegen des positi¬
ven Vorzeichens aller Glieder kommt dieselbe Eigenschaft auch fol¬
genden Grössen zu :

+ M» + l + Un + 2 + .....

+ Ml+i + MI+2 + .....

+ (Ml— 1) + utm- n + u(m~n
« 4- 2 + ...... *>

g(m) = «(m)
0 + n™ + . . . . (m)

“«- l

+
(Ml+ 1)11
0 + w (m + 1) +1 '

. . . . + »tm+»«- 1

+

G(m)—n
- (m)11n 4 - w("? , +« 4- 1 1

+ n + u (n + 1>+« 4- 1 1

+ . * . . »

p = us n n

, IIIn

denn es besteht jede dieser Summen aus weniger Gliedern, als auf
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der rechten Seite von Nro . 3) verzeichnet sind *). Die nunmehrige
Gleichung

4) S - S™ = Qn + . Q(m) + ö(nm)

gestattet eine doppelte Schreibweise ; man kann erstens dafür setzen
rdm) Jm ) S(m)+ Q ,n 1 ' ■fi5) S - q'

und hier steht auf der rechten Seite die Summe der m ersten Hori¬
zontalreihen aus Nro . 1). Bezeichnen wir nämlich , wie folgt ,

S = u 4- u + u 4 - in ins .o i a

s1 = u -4- u -|- m1 -pst 1 1 1 o 11 ' 2
U . S. W .

wo s , s1, su etc. selbstverständlich endliche Grössen sind , so hat man
statt der Gleichung 5)

Am) - Cm) — s + s1 + s11+ • • • -fS — p1'

Bei unendlich wachsenden m und n wird hieraus , weil dann p(m) und
<5n ^ 8eSen die Null convergiren ,

. 6) S = s 4- s1 4 s114- sUI 4- .....
Ferner kann man statt der Gleichung 4) schreiben

s - Q—ß(m)= s(m)4-" n n n 1
Am)

*) Die Bedeutung von (>n, pfm> und <4m>wird durch folgendes Schema
vollkommen anschaulich :

r(m)

(in)(m)
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und hier enthält die rechte Seite die n ersten Verticalcolonnen aus
Nro. 1). Für

s — ti -j- u 4 uu 4- ■■■■in ins.
0 o 1 o 1 o '

s — u -f- u 4- u114- ......
1 i ' i ' i 1

u. s. w.
ist nämlich

S — p — 6(m>= s -f- s -|- s4 - , , * + s ,n 0 12 » —1

und hieraus wird bei unendlich wachsenden m und n
7) S = So 4" S1 4" s2 4" S3 “1“■■'

Die Gleichungen 6) und 7) gehen zusammengenommen folgen¬
den Satz:

Wenn eine nur positive Glieder enthaltende Doppel¬
reihe convergirt , so kann man sie sich ebensowohl
aus einzelnen Horizontalreihen als aus Vertical¬
colonnen zusammengesetzt denken ; die so gebildeten
Reihen convergiren und haben dieselbe Summe .

II . Bei der vorigen Betrachtung wurde angenommen, dass die
Convergenz der Doppelreihe bekannt sei, und hieraus die Conver-
genz der einfachen Reihen hergeleitet , welche entstehen , wenn man
die Summen der Horizontalreihen oder der Verticalreihen als Glie¬
der neuer Reihen (6 und 7) betrachtet ; es fragt sich nun , ob diese
Schlüsse umgekehrt gelten.

Die Glieder der gegebenen Doppelreihe denken wir uns zunächst
auf ihre absoluten Werthe reducirt und bezeichnen letztere wieder
mit u , u etc. u , M1 etc. Ferner setzen wir voraus, dass die Reihe

0 10 1 ’

der Horizontalsummen s, s1, sn etc. convergire und iS zur Summe
habe ; es ist dann

S = s + s' 4- su -f sm + ---- .
Zieht man hiervon die Summe der m ersten Glieder ab, die mit

iS(,n) bezeichnet werden möge, so bleibt
S — SW — SW) -|_ s(«*+i) _)_ s(»>+2)

Für hinreichend grosse m kann die linke Seite kleiner als jede
angebbare Zahl gemacht werden (wegen S = Lim S m̂)) ; von der
rechten Seite gilt dasselbe, und wenn daher s irgend eine willkühr-
liche Zahl bezeichnet, so kann m immer so gross gewählt werden,
dass
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8 ) s (m) + g(">+ 1) + ■ s (m + 2) +

= u (m)0 +
(m)U1 + 2 +

+ 0 +
(in -f 1)U1 +

(•n-f1 )U2 +

+ u <m + 2)0 +
(m -f 2)
1 + „ <* + *>2 +

4-
weniger als | £ beträgt . Andererseits sind s , s1, s11 etc., der Voraus¬
setzung nach, endliche Grössen, mithin convergiren die gleichgelten¬
den Horizontalreihen, z. B.

(»>= + M(m) + uOn) + . . .0 ' 1 2

Zieht man hiervon die Summe der n ersten Glieder ab, so bleibt

n 1 n -f1 1 n -f 2 1

und durch ähnliche Schlüsse wie vorhin überzeugt man sich leicht,

dass diese Summe kleiner als jede angebbare Zahl, also auch - £

gemacht werden kann, wenn n wächst. Die Summe der m Reihen
Un + “ « + 1 + M» + 2 + ••••

+ U \ + “n + 1 + M» + 2 + .....

+ + ......
lässt sich daher unter | £ herabbringen. Vereinigen wir diese »» Rei¬
hen mit denen in Nro. 8) , so gelangen wir zu dem Resultate, dass
die Summe der Glieder

Un + “n + l + ' • •

-j- ii -j- ul , -)- . . . .' 11 1 n -f 1 1

4 - u(m~ v + u(m- 1} H-----1 n 1 « -fl 1

+ «w + u[m) + ..........................
+ «(”‘+1) -f u(m+ 1) + •'..........................1 0 1 1

+ .........................................
kleiner als £ gemacht werden kann , also jedenfalls eine endliche
Grösse ist. Durch Hinzufügung der in S n̂>enthaltenen Glieder ent¬
steht jetzt eine Doppelreihe mit gleichfalls endlicher Summe. Unter
Rücksicht auf Nro. I. giebt dies folgenden Satz :
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Wenn die absoluten Werthe der Glieder einer unend¬
lichen Doppelreihe , in Horizontalreihen gruppirt ,
lauter convergente Reihen geben und wenn die Reihe
der Horizontalsummen wiederum convergirt , so ist
auch die Doppelreihe convergent und es bleibt dann
gleichgiltig , ob man die Glieder in horizontaler oder
in verticaler Richtung vereinigt .

Dass dieser Satz zu gelten aufhört , wenn die absoluten Werthe
der Reihenglieder nicht mehr convergente Reihen liefern , mag fol¬
gendes lehrreiche Beispiel zeigen . Die unendliche Doppelreihe sei

- l (i - ö + l (i - D -----
+ 2 ( ! — s) 2 — 3 (! — D2 + 1 ( ! — D2 — 1 (! — ?)2 + S ( 1 — I)2 -----
+ l (i - »3- l (i - Ö*+ l(i - D*- l (i - D, + l (i - l)8-----
+ 1......
worin je zwei in derselben Horizontalreihe stehende Glieder sich auf¬
heben ; die Reihe der Horizontalsummen ist hier

s + si + Sn + sm + ----
= 1 ( 1 - 1) + l ( i - l ) 2 + 1 ( i — l) 3 + ......

i
1 . 2 _ II .
2 1 1 < 2

Für die Reihe der Verticalsummen findet man

So+ Sj + S-2 + S3 + .....
1 _ 212 _ 313 _ 414 . ..... .
2 313 4 4 5 ' 5 >

hier ist bei Addition einer ungeraden (2 k — 1) Anzahl von Gliedern

S -it —i = + 1 und Lim S -2* - 1 = + j ,

dagegen bei Zusammenfassung von 2 k — 2 Gliedern
k

S '2i - 2 = 1 fc - L. 1 ’ ^ ~l*m ® 2 * - 2 — 1 1 7 1 ’

woraus erhellt , dass die Reihe der Verticalsummen nicht convergirt ,
sondern zwischen + J und — 1 hin und her oscillirt .

Das für den ersten Augenblick befremdliche Resultat , dass die
betrachtete Doppelreihe bei der einen Anordnung eine bestimmte
Summe liefert und bei der anderen unbestimmt wird , erklärt sich

sehr einfach , wenn man erst die Summe S m̂) aufsucht . Man findet

s <- ’ =

und um hieraus die Summe der unendlichen Doppelreihe abzuleiten
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muss man m und n gleichzeitig in’s Unendliche wachsen lassen ; dies
giebt

8 = I — 1 + LimLim [ ( l — ^ y + 1] •
Denkt man sich in dem letzten Ausdrucke erst m als constant

und vergrössert n in’s Unendliche, so hat man

Lim [ ( l — i -J” +1] = 1, mithin Lim Lim — Ij " +1] — 1,
und S = + j -

Lässt man dagegen zuerst n constant und m in’s Unendliche
wachsen, so ergieht sich

K i\m+ii . . r/ iv»+n1— — 1 1= 0, mithin Lim Lim 1( 1-- 1 1= 0

und S = — g-
Man könnte aber auch m und n gleichzeitig , in irgend einem

Verhältnisse zu einander , unendlich vermehren ; setzt man z. B.
m 4 " 1 = Im, wo h eine constante positive ganze Zahl bedeutet, so
wird

Lim Lim [( l - ~ s +l] = Lim[ ( l - ~ s ] = e~ \

( l \ m+ 1Man sieht aus diesen Erörterungen , dass I 1 — — ) bei

gleichzeitig unendlich wachsenden m und n sich keiner bestimm¬
ten Grenze nähert ; dasselbe gilt von S(m) und daher ist die betrach¬
tete Doppelreihe divergent , obschon sowohl die Horizontalreihen als
auch die Reihe der Horizontalsummen convergiren. Dagegen wür¬
den die absoluten Werthe der Reihenglieder keine convergirenden
Reihen liefern (es wäre schon s = oo) und eben desshalb besteht das
vorhin ausgesprochene Theorem nicht mehr.

III . Es seien P und Q die Summen der beiden convergirenden
Reihen

t «0 4 - Mi M-2 + « 3 + •••• »

Vl> 4” » 1 4 ~ ^ 2 4 " % 4 " • • • • i

von denen wir voraussetzen, dass sie ihre Convergenz beibehalten,
wenn die Reihenglieder auf ihre absoluten Werthe reducirt werden;
in der Doppelreihe
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U0 v 0 U \ Vo - )- u -2 Vq - j- Ug v 0 - )- ••••

-(- UqV\ -\ - Ul Vi 4“ U-2 t'i -f- . . . •
4“ Uq1>2 -f- Ul V<L -}- ••••

+ « 0 Vß - (- ••••

4~ .....

convergiren nun die Horizontalreihen und haben die Summen
Pi '0 , PVi , Pv2 Pv3 ,

auch convergirt die Reihe der Horizontalsummen
Pv0 + Pvi 4 - Pv 2 -)- Pvs + • • • •

= Pfyo 4 “ V\ 4 ~ 4 ~ ^ 3 4 " ' • •) = P Q-

Zufolge des in II . ausgesprochenen Theoremes convergirt jetzt
die vorige Doppelreihe und darf nach Verticalcolonnen geordnet wer¬
den , d. h . die neue Reihe

M'O»0 4“ (« 0 Ui 4“ « 1 V0) 4“ (u0 4 " W1 *1 4“Mg Uq)
4“ («0V3 4- Ul V2 4- U-2Vi 4- U3 Vq) 4- • • • •

ist convergent und hat PQ zur Summe . Die Betrachtung der Dop¬
pelreihen führt demnach auf den in §. 41 , II . entwickelten Satz
zurück .



Cap . VII .

Die Potenzenreihen .

§• 44 .

Die Theoreme von Taylor und Mac Laurin .

Um vorerst zu einer Verallgemeinerung des in §. 18 unter
Nro . 17) verzeichneten Theoremes zu gelangen , setzen wir ähnlich
wie dort

1) «jp(x) = / (*) + 6 x Xf ' (x) + (~ ff " (*) + '

(b * )• i (jB)' 1 . 2 . . . (n — 1/
und verstehen unter cp(x) die unbekannte Summe der rechts stehen¬
den Reihe ; gleichzeitig nehmen wir an , dass die gegebene Function
/ (x) nebst ihren n ersten Differentialquotienten endlich und stetig
bleibe innerhalb eines gewissen Intervalles X— a bis x — b. Durch
Differentiation ergiebt sich

und da unter den gemachten Vorausetzungen cp(x) und cp' {x) von
X = a bis x — b endlich und stetig bleiben , so kann die Formel 6)
in §. 8 oder die mit ihr identische
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angewendet werden , in welcher ip (x) eine willkürliche , von x = a
bis X — b endlich und stetig bleibende Function bedeutet , deren
Differentialquotient ip' (#) gleichfalls endlich und stetig bleiben muss
und überdies zwischen st und 6 keinen Vorzeichen Wechsel erleiden
darf . Nach Nro . 1) ist cp(b) = f (b) , ferner lässt sich aus der Formel
für cp' (x) der Werth von cp1(a -j- ff [b — «]) ableiten , und so erhält
man aus der letzten Gleichung den Werth von cp(a). Setzt man
auch in Nro . 1) x — a und vergleicht die beiden Ausdrücke von
cp(st), so hat man das Resultat

m + («)+ /"(«)+•• ••
(__ — a)n~]_ An- 1) („)

+ 1 . 2 . .. (n — 1) J K ’

= / (b) __ w + ap ,- «]).
Jy ) CU1 ( st + ff - [ b — st ] ) 1 . 2 . . . ( « — 1 ) J ' •a - |- w Lü UJ ; -

Für b — a = h oder 6 = st -f- h folgt hieraus der sogenannte Tay -
lor ’sche Satz

2) / (« + *) - 2?. = / (a) + -Ä Ä+

4 - L -i _ 7,ti—i
^ 1. 2 ...(re— 1) ’

wobei zur Abkürzung

o\ cP(q + ft) — ip (st) (1 — » )«- yw (« -f ff /;.)
a) Mn — ip' (a + » h) ' 1 . 2 . . . (w — 1)

gesetzt worden ist . Zur Gültigkeit dieses Satzes gehört , dass f (z)
f (#) »f " (0) i ••• / (n) (*)» (&) un d cp' (z) von e = a bis « = a + h
stetig und endlich bleiben und dass cp1(z) innerhalb dieses Interval¬
les sein Vorzeichen nicht wechselt .

Für a — 0 und h = x ergiebt sich das Theorem von Mac
Lau rin , nämlich

4) / (*) _ a . = / (o) + -ffl * + ^ ^

. . . . .
^ 1 . 2 . . . (re— 1) ’

T) _ cp(x) - ip(o) (l - r 1/ 1’1̂ *) ^ ,
Kn — ■ 1 . 2 . . . (re— 1) ’

welches aber nur gilt , wenn / («) , / ' («) , f " (#) . . . / (,,) (*) , cp(z) und
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il>' (z) von z = 0 bis z = x stetig und endlich bleiben und wenn
■tp' (z) innerhalb dieses Intervalles keinen Vorzeichenwechsel erleidet .

Da der genaue Werth des positiven echten Bruches ft unbekannt
ist , so lässt sich auch der genaue Werth des sogenannten Restes
Ii „ nicht genau angehen, sondern nur sein Maximum und Minimum.
Sehr häufig aber ist bei unendlich wachsenden n
6) Lim Tt„ = 0

und dann hat man aus Nro . 5)

7) / (*) = / (0) + £ ^ x + x * + ••••

d. h . die Function f (x) lässt sich unter allen genannten Bedingun¬
gen in eine nach Potenzen von X fortschreitende Reihe verwandeln .
Dass letztere convergirt , versteht sich von selbst . Ob und uuter
welchen Umständen Lim Ii n = 0 ist , bedarf in jedem Falle einer
besonderen Untersuchung . Diese kann man sich einerseits durch
passende Wahl der beliebigen Function 11>(z) erleichtern , anderer¬
seits kann man hierzu folgenden Satz benutzen : wenn un einen von
n abhängigen Ausdruck bedeutet , und wenn ferner bei unendlich
wachsenden n

— 1 <CLim u"+1. < ; -f 1
Un

ist , so ist Lim u„ — 0. Die Richtigkeit dieses Satzes folgt augen¬
blicklich aus der Bemerkung , dass unter der gemachten Voraussetzung
die unendliche Reihe u t -f- u2 -f- u3 -f- etc. convergiren , mithin auch
Lim un = 0 sein muss.

Die Formel 7) zeigt , wie man eine Function f (x) unter gewis¬
sen Bedingungen in eine nach Potenzen von x fortschreitende unend¬
liche Reihe verwandeln kann , und es lässt sich erwarten , dass diese
Umwandlung nur auf eine einzige Art möglich sein wird . Die letz¬
tere Bemerkung bedarf indessen einer genaueren Untersuchung ; wir
wollen daher eine Gleichung von der Form

8) f (x) = a0 -f x + a2x- -f a3 x3 + ----
als bestehend voraussetzen und umgekehrt fragen , welche Werthe
dann die Coefficienten (Iq, a x, a-2 et,c. haben müssen .

Zum Bestehen der Gleichung 8) gehört vor Allem die Conver -
genz der vorkommenden Reihe ; der absolute Werth von

« ”+1 X”+1 — „ Ti .Lim — — — x Lim
anxn a„
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darf mithin die Einheit nicht übersteigen , folglich muss Lim ——a«
eine endliche Grösse sein , welche a heissen möge ; die Convergenz
der Reihe findet dann sicher statt , wenn der absolute Werth von ax
ein echter Bruch ist oder

— - < * < + - •« a

Bezeichnen wir den absoluten Werth einer Zahl z wieder mit
[z], so haben wir nach der gemachten Voraussetzung

T . sa n+ i x n+ 1~] rLim - = sa xl < T1,L anx” J L ’
bei hinreichend grossen n muss folglich der genannte Quotient klei¬
ner bleiben als ein zwischen [ax ] und 1 eingeschalteter echter Bruch
£. Derartige Werthe von n mögen k, Tc-f- 1, k -)- 2 etc. sein ; nach
einer oft gebrauchten Schlussweise findet sich dann

[«*+i «A+1] < [«* **] s, [«*+2*i +2] < [akx k] £5, . . . .
mithin

[akxk] + [ak+l xk+l] + [ai+2»:*+2] + ----

< [«* **] j- j - ■

Zerlegen wir nun die Reihe 8) wie folgt

/ (x) = «o -f öi x + «2 x2 ---- + ak—i xi~ 1
+ ak xk + o*+1 xk+k + a1+2 xk+2 +

so beträgt der absolute Werth des zweiten Theiles rechter Hand
weniger als der vorhin gefundene Ausdruck , und daher lässt sich
die vorstehende Gleichung durch die folgende ersetzen

9) f ix) — sto 4" ai x 4" ai x<i 4“ ’‘ ' 4~ ni - i ***' 4- 1 - c

worin q einen positiven oder negativen echten Bruch bezeichnet .
Für X = 0 folgt hieraus

10) / (0) = a0,
womit der Werth von a0 bestimmt ist . Subtrahirt man die Glei¬
chung 10) von der Gleichung 9) und dividirt mit x , so hat man
weiter

Schlömilch , Analysis . I . 14
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m - m

X 1 — £

beim Uebergange zur Grenze für verschwindende x nimmt der Quo¬
tient linker Hand die Form 5 an , man findet aber nach der Kegel
des §. 31

/ '(0)
11 )

Vermöge der "Werthe von a0 und a , hat man weiter aus Nro . 9)

/ (*) - / (0) - f-^ x

1 1 > i - « 1 Qa t x k- 2— dz cijx -)- •• • -(- an—1xl -1— -1 — £

und als Grenzwerth für verschwindende x

1"21 IHM - *
12 ) - 2 — a2.

Auf gleiche Weise fortgehend , erhält man für irgend einen
Coefficienten am, wenn k m genommen wird ,

f M)(0)m~ 1.2.3.
Demnach lässt sich eine gegebene Function f (x) nur auf eine

Weise in eine unendliche unbedingt convergirende Potenzenreihe
verwandeln .

Eine Folge dieses Satzes ist , dass eine Gleichung zwischen zwei
convergirenden Potenzenreihen , also eine Gleichung von der Form

a0 -f- «1* + a2*2 + a-i x3 H----
= &0 + &1 * + b % X 2 - |- &3 x 2 - f- • • •

nur bestehen kann , wenn die Coefficienten gleicher Potenzen von X
identisch sind , nämlich a0 = h0, «1— bit «2= &2 u. s. w.
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§. 45.

Der binomische Satz .

Da wir die Entwickelung von (1 + x).u für den Fall eines gan¬
zen positiven ft bereits in §. 7 erledigt haben , so setzen wir im Fol¬
genden immer voraus , dass ft keine ganze positive Zahl sei. Behufs
der Anwendung des Theoremes von Mac Laurin nehmen wir ferner

/ (*) = ( ! + ff}“
und haben

/ « (x) = ft (ft — l ) (ft — 2) . . . (ft — [Ä— 1]) (1 + »}«- *
_ ft (ft — 1) sft 2) . . . (ft — [fc— 1])

(1 -f *)*- .“
wobei die zweite Form für fc ft dient , welcher Fall früher oder
später eintritt . Sollen nun / (»), f (x), f " (x) etc. endlich und stetig
bleiben , so darf der Nenner (1 x)k~ ,u nicht verschwinden , mithin
ist , wenn man von x = 0 ausgeht , x auf das Intervall — 1 bis oo
zu beschränken , so dass

— 1 < ; x <d 4 - 00

die erste Bedingung der Entwickelung ist . Nach Nro . 4) und 5) in
§. 44 und für il>(z) = xp — (x — z)r wird , p 0 vorausgesetzt ,
1) (1 + x)t* - B n

= 1+ t » + !iSrr 1 * + - - T- o — 1'»■+ -
ft(ft — 1) (ft — 2) . . . (ft — [n — 2])

1 . 2 . 3 . . . (m— 1) * ’

_ ft (ft — 1) (ft — 2) . . . (ft — [w — 1]) (1 — &y - p xn
’ n— 1 . 2 . . . . (n — l ) .p ' (1 + Q-x^ - f* ’

Um zu erfahren , unter welchen Umständen der Rest bei unend¬
lich wachsenden n gegen die Null convergirt , nehmen wir zuerst
die beliebige positive Zahl p = l und ertheilen dem Ji n die Form

B „ = (- l )"- 1ft » (1 + ( l - 0 ( l - I ) •••

/ , _ _ ü _ \ ( x — '&x'V'- 1
■" V » — l ) \ 1 + &X-J

Da x zwischen — 1 und -)- co liegt , so ist 1 -j- &x jedenfalls
U *
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positiv , mithin f.ix (l -j- frx ) ^ 1 eine endliche Grösse ; daher fragt
sich nur noch, ob alle übrigen Factoren zusammen ein Product geben ,
welches bei unendlich wachsenden n der Grenze Null zustrebt .
Nennen wir g den absoluten Werth von x, so ist für positive x, d. h.
für x = g,

x — %x _ g — ft g ,
i 4 - » x ~~ i + H

und bei negativen x , d. h. für x — — g, wobei g ein echter Bruch
sein muss ,

X - & X - g + # g i — » i
1 &x 1 — h g 1 — hg ;

der absolute Werth des letzten Bruches beträgt weniger als g , mit¬
hin ist in jedem Falle

s x — hafl
Li 4 - h x\ < l+

wofern nur X zwischen — 1 und -f- oo liegt . Aus den bisherigen
Schlüssen geht hervor , dass Lim Tlu — 0 wird , sobald der Ausdruck

bei unendlich wachsenden n die Null zur Grenze hat . Da nun

u ,n “-W - = = *

ist , so findet die letztere Bedingung in dem Falle g <^ 1 sicher statt ,
während dagegen für g j> 1 sowohl Lim nn als LimR n unendlich
werden würden . Aus der Gleichung 1) folgt jetzt durch Uebergang
zur Grenze für n = oo

ft (ft — 1) , ft (fi — 1) (fr — 2 ) , ,
- rv‘L 1 X 6 • • •3) (1 -\- x) !*= 14 - 4 -* + — - - x24-’ y ’ 1 1 . 2 1 . 2 . 3

— 1 < * < + 1.

Die beiden extremen Fälle x — -)- 1 und x = — 1 bedürfen
noch einer speciellen Untersuchung . Für x = -f- 1 haben wir aus
Nro. 2), indem wir die beliebige Zahl p durch n ersetzen ,

„ , — ! ) ( ft — 2 ) . . . ( n — [ » — 1 ] ) / 1 V

H) ' - 1 . 2 . 3 . . . . »- \ T + &) '

Der erste Factor ist immer von endlicher Grösse ; der letzte
Factor liegt zwischen 0 und 1 , doch darf man hieraus nicht Schlies¬
sen, dass
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LimKit »)"]= 0
sein müsse , weil tf auf unbekannte Weise von n abhängt *) ; das Ver¬
schwinden von B„ findet daher nur in dem Falle sicher statt , wo
der zweite Factor gegen die Null convergirt . Um hierüber urtheilen
zu können , unterscheiden wir die Fälle eines positiven und eines
negativen ft. Bei positiven ft giebt es immer zwei aufeinander fol¬
gende ganze positive Zahlen ft — 1 und ft, zwischen denen ft ent¬
halten ist ; dem entsprechend kann folgende Zerlegung vorgenommen
werden

—- 1) O — 2) . . . (ft — [n — 1])
1 . 2 . 3 . . . . n

( Uc— !]) (fc— ft+ l ) - (fc—ft + M—fc— 1)
J 1 . 2 . . . ft ' (ft + 1) (ft -f 2) . . . (ft + n — ft)
Der erste Bruch rechter Hand besitzt einen unveränderlichen

Werth ; der zweite Bruch ist von der Form
ß (ß + 1) Q3 + 2) ■ ■ ■ ■ (/? + »»- 1)
a (u -(- 1) (a 2) . . . . (a -f- m — 1) ’

a = Ä - )- l , ß = ft — ft , m = n — ft

und hat nach §. 36 die Null zur Grenze , weil hier u ß ist . Für
jedes endliche positive ft gilt daher die Gleichung

5) Lim » fr - Ojfr - g - 0,1 . 2 . 3 . . . . »
Wenn zweitens ft negativ etwa ft = — ft ist , so wird

ft (ft — 1) (ft — 2) . . . (ft — [n — 1])

= (- 1)»

1 . 2 . 3 . . . . «
ft(ft + 1) (ft + 2) . . . (ft -f n — 1)

1 . 2 . 3 ...... n
und nach dem vorhin erwähnten Satze convergirt der Bruch rechter
Hand gegen die Null , wenn 1 ft, d. h. — 1 — ft oder — 1 ft
ist . Die Formel 5) gilt daher unter der Bedingung — 1 ft -f- oo,
und dann hat man auch Lim Rn = 0.

Im zweiten Hauptfalle x = -— 1 giebt die Formel 2)

*) So würde z. B. für & — — der obige Grenzwerth nicht = Oson-' n
dern - - — werden .
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Wir betrachten hier zuerst den Fall , wo ft negativ = — A ist
und nehmen dann p = 1 ; die rechte Seite der Gleichung

-n (A -|- 1) (A 2) . . . (A + w — 1) A
" ~ 1 . 2 ...... (w— 1)

besteht jetzt aus zwei Factoren , von denen der erste in’s Unendliche
wächst , während der zweite jedenfalls mehr als A beträgt ; demnach
wird Lim JRn = = oo. Ist dagegen ft positiv , so kann man p = ft
nehmen und erhält aus Nro . 6)

7t 7? — (— 1t« 0*— 1) (ft — 2) . . (ft — [rc— 1])
” — ( ' 1 . 2 ..... (n — 1)

mithin nach Nro . 1) -

r_ (^ — ! ) (^ — 2) • • • (f̂ — [» — 1])
11 J 1 . 2 ____ (n — 1)

_ ft ft (ft — 1) _ ft (ft — 1) (ft — 2)
1 . 2 1 . 2 . 3 .....

4 ( 1Y.- 1 ! ) ••• • (?*— [> - - 23)
^ ^ ’ 1 . 2 . . . . (n — 1)

Dieses Resultat bestätigt sich auch durch die identische Glei¬
chung (§. 36)

ß (ß + 1) (<3 + 2) . . . . (fl + w - i )
a (a 1) (a -|- 2) . . . ■(a m — 1)

— 1 4_ ß ~ a 4_ — _i_ (<! — «) fl (ft + 1) ,
a « (a 1) a (a -j- 1) (« 2)

; . . . . (ß - «) ß (ß + 1) •• • . Qs>4 - » - 2)
a (« -f 1) (« -f 2) ---- (« -(- * — 1) ’

welche für a = 1 , ft = 1 — ft , m = w — 1 Dasselbe giebt . Durch
die Schlüsse , womit die Gleichung 5) erreicht wurde , überzeugt man
sich ohne Mühe , dass auch hier

Lim (ft - l ) fr - g) . - ; . G* - l>>- l3) = o
1 . 2 (n — 1)

mithin LimB „ = 0 ist . Alles Bisherige führt zusammengenommen
zu folgendem Theoreme :

Die binomische Entwickelung
(1 -j- x) 'u

= 1 + t x + Pfr - V xr + - 1) 0*- 2) + , , .1 1 . 2 “ 1 . 2 . 3
gilt für jedes endliche ft , wenn der absolute Werth
von X ein echter Bruch ist ; im Falle x = -f- 1 , muss
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dagegen fi zwischen — 1 und -f- oo liegen , und im
Falle x = — 1 darf fi nur positiv sein .

Häufig vorkommende specielle Fälle dieses allgemeinen Binomial -
theorems sind :

8> (TfFp = 1 - 2* + 3*2 ~ 4*3 +' ---- ’
— 1 < * < + 1 ;

9) _ 1 - i ^ | 1 - 3 ' 6 X» | .....
VT + ^ ~ 2 X + 2 . 4 * 2 . 4 . 6 +

— i < * < + i ;

x 1 i s , 1 . 3 **
10) vrrx = i + * - l * +^ 2 2 4 2 . 4 6

— i < X < -f 1 ;

aus der letzten Gleichung erhält man noch durch Anwendung einer
bekannten Formel

11) ^ - — = l ( V1 + x — Vl — x)

_ x 1. 3 a;3 1 .3 . 5 . 7a ;5
2 2 . 4 6 2 . 4 . 6 . 8 10 ’

— 1 < x < + 1.
Handelt es sich um die Entwickelung der fiten Potenz einer

zweitheiligen Grösse , so nenne man a denjenigen Theil , dessen abso¬
luter Werth der grössere ist , und b den übrigen Theil ; es ist dann

12) (« + &) ** = a ^ i +

=4 i+-?! +PJBi2G)’+--4
- 1 < ■! < + ! •

Diese Formel lässt sich u. A. zur Ausziehung der Wurzeln belie¬
big hoher Grade anwenden ; so ist z. B.

f 132=^125+7= y 12ö(l +
j 1 7 1 . 2 / 7 Y 1 . 2 . 5 / 7 Y )
I1 "3 ’ 125 3 . 6 X125/ + 3 . 6 . 9 V125/
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V™= V81- 5= y 81(l-
/ 5 Y 1 . 3 . 7 / ö Y
\ 81 / “ 4 . 8 . 12 \ 8iy

. x _5 1 . 3 / 5 V 1 . 3 . 7
4 81 4 . 8

Das hierbei befolgte Princip wird ruan leicht erkennen .

§• 46 .

Die logarithmischen Reihen und die Exponentialreihen .

I . Die Annahme
— -f x)

giebt zunächst
( — iy —1 1 . 2 . 3 . — l )

J K > ( i + x)k
woraus ersichtlich ist , dass / («), / ' (*), / " (*) etc . endlich und stetig
bleiben so lange x zwischen — 1 und -|- oo liegt . Unter dieser Vor¬
aussetzung und für i\) (/ ) = xp — (x — ,ejp führt das Theorem von
Mac Laurin zu folgender Gleichung
1) l (1 a;) — Rn

= — l * 2 + | * 3 — • • • • + x " - 1,

( } j?(i + öxy
Für p = 1 erhält der Rest die einfachere Form

( ’ 1 -f » X \ 1 + &x)
wegen — l <^ x <Y CfJ ist 1 & x positiv , mithin der erste
Bruch jederzeit von endlicher Grösse ; ferner gilt wie im vorigen

Paragraphen die Bemerkung , dass der absolute Werth von - ——^
1 + &x

weniger beträgt als der absolute Werth von x. Der Rest convergirt
daher gegen die Null , wenn der absolute Werth von x ein echter
Bruch ist ; bei dieser Voraussetzung folgt aus Nro . 1)

2) 1(1 -\- %) — % — \ x2 4 - \ x3 — \ x* • ■• • ,
— 1 < a; < + l .

Die extremen Fälle x = -j- 1 und X = — 1 verlangen eine
besondere Untersuchung . Für * = -(- 1 ergiebt sich, wenn p = n
genommen wird ,
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_ (- 0 - 1

w(l + ö-)»
mithin bei unendlich wachsenden n

Limll n = 0.
Für x = — 1 wird

( — l )”“ 1
— -1 - L .

n n (l — &)" ’
hier wächst zwar der erste Factor des Nenners in’s Unendliche, dage¬
gen könnte die Einheit zur Grenze haben und folglich der Nenner
die unbestimmte Form oo. 0 erhalten ; man darf daher nicht behaup¬
ten, dass Lim ]ln — 0 sei. Nach diesen Bemerkungen haben wir
3) l (1 + *) = I * — I ** + | «3 — i ** + •••• ,

— 1 < x < ; -f 1.
Lässt man — x an die Stelle von x treten, so folgt

4) Z(1 — x) — — \ x — \ x2 — | «3 — \ xi — •••• ,
— 1 ^ * < + 1;

die Differenz der Gleichungen 3) und 4) ist

5) — 2 Q x + l x3 + l xi + ■■• •).

— 1 < x < + 1.
Sj_ 1

Für x — wo z jede positive Zahl sein darf, folgt weiter

6) u = 2[t +T + 3(j + t ) + Kj +t )
und damit ist , wenigstens theoretisch , die Aufgabe gelöst , zu jeder
positiven Zahl den natürlichen Logarithmus zu finden. Bei kleinen
Werthen von g, wie z. B. für z = 2 und z — 3 , ist die Formel 6)
zur numerischen Berechnung vollkommen brauchbar ; bei grösseren z,
z. B. schon für z — 10 , convergirt dagegen die Reihe so langsam,
dass sie praktisch nicht mehr benutzt werden kann.

Aus der Bemerkung, dass l(a -f- b) = la -f- -f- ist, er¬

hält man leicht unter Anwendung von Nro. 3)

7) , (» + t ) = !„ + l _ . ( ! ) ’ + . ( ! ) = ----- ,

- . Cifi -M ,
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diese Formel , welche auch mittelst des Taylor ’schen Satzes ent¬
wickelt werden kann , dient zur Berechnung von l (a"-\- b) , wenn la
bekannt ist . Eine zu demselben Zwecke noch bequemere Formel
ergiebt sich aus der identischen Gleichung

b \

l (a -\- b) — la -\- Z

2a + bJ
wenn der zweite Logarithmus rechter Hand nach Nro . 5) entwickelt
wird , nämlich

8) l (a + b) - la + 2 [ + •••] •

Diese Formel gilt für alle positiven a und b, weil dann ^
2 a -f - b

immer ein echter Bruch ist . Hat man aus Nro . 6) den Betrag von
12 gefunden , so kann man jetzt IS , 14 , 15 etc . berechnen , indem
man 6 = 1 und « = 2 , 3 , 4 etc . setzt ; selbstverständlich braucht
man nur die Logarithmen der Primzahlen mittelst unendlicher Rei¬
hen zu berechnen .

Die künstlichen Logarithmen der Zahlen lassen sich aus deren
natürlichen Logarithen auf folgende Weise herleiten . Es ist gleich¬
zeitig

z = eu und z = bh,°9z>

mithin , wenn man von beiden rechten Seiten die natürlichen Loga¬
rithmen nimmt und vergleicht ,

lz . le — Hogz . lb oder lz = b1ogz . lb ,
und umgekehrt

blogz = ~ lz = Mi,lz ,

wo Mb den sogenannten Modulus des aus der Basis b construirten
Logarithmensystems bezeichnet . Für das Brigg ’sche System ist
b — 10 und nach den vorigen Formeln

110 = 2,30258509 , M10— 0,43429448 .

II . Nehmen wir f (x) — ex, so ist / <*>(x) = ex und es bleiben
daher f {x) , f ' (x) , f ' {x) etc . durchaus endlich und stetig ; der Mac
Laurin ’sche Satz giebt dann

ex — B n
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und zwar ist , wenn ip (,?) = x“ — (x —g)n gesetzt wird ,

B — _ —_ e* x
1 . 2 . 3 . . . n

Man übersieht augenblicklich , dass LimR „ = 0 wird , sobald X
eine endliche Grösse ist , und wenn der Ausdruck

x n
— 1 . 2 . 3 . . . n

gegen die Null convergirt ; wegen
U n + 1 -r ■ xLim -- Lim — ■—- = 0

Wyi % ~ 1

findet die letztere Eigenschaft bei jedem endlichen x statt , mithin
ist LimR n = 0 und

9> e* = 1 + T + Ä + I ^ 3 + - - - -
Für x = 1 erhält man ein Resultat , welches im Wesentlichen

mit dem übereinstimmt , was in §. 7 gefunden wurde .
Lässt man — x an die Stelle von x treten , so ergiebt sich aus

Nro . 9) die Gleichung

10> ^ 1 - T + 1̂ 2 - + •••”
welche mit der vorigen durch Addition oder Subtraction verbunden
werden kann ; man erhält

pX I p X /y»2 /y»4
11 ) — = i -L ^ _ J 1 - j -----

’ 2 T 1 . 2 ^ 1 . 2 . 3 . 4 T

! x w. (r.3
12) 2- — T + 1T2T3 + 1. 2. .. 5 + ••••• _

Die Formel 9) führt auch zur Entwickelung einer beliebigen
Exponentialgrösse ax, wenn nur deren Basis a positiv ist ; man hat
nämlich

13) a x = (ela) x — exla
xla (xla )2 . (xla )3

= 1 + — + - TT + TT273 +

Setzt man in Nro . 9) ex = 8 und nimmt beiderseits die Loga¬

rithmen irgend eines Systemes , so folgt x = Torfe ’
1 loa s , 1 sloqz \ 2 ,

u ) * — 1 + T + 172 \ l ^ j ) + - ’ '
Hierin liegt die Lösung der Aufgabe , aus dem Logarithmus einer
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Zahl die letztere herzuleiten . Am einfachsten wird die Formel bei
natürlichen Logarithmen .

§• 47 .

Goniometrische und cyelometrische Reihen .

I . Da die Differentialquotienten des Cosinus abwechselnd Sinus
und Cosinus , mithin jederzeit endlich und stetig sind , so lässt sich
der Mac Laurin ’sche Satz auf den Fall fix ) = cos x anwenden und
giebt , wenn im Reste ip (z) = Xn — (x—z)n genommen wird ,

x n
1) cosx — -—- —--- cos (\ nn -f- fix )1 . Ji . ö • . . 1%

x2 . x* x 6 , . x n~ 1 (n — 1) n1 ___ L. L. . . . J-- COS— - •
1 .2 1 .2 . 3 . 4 1 .2 . . . 6 r 1 .2 . . . (» — 1) 2

Aus Abschnitt II . des vorigen Paragraphen weiss man ferner ,
dass bei unendlich wachsenden n

x n
^ 17273777 = °

ist ; verbindet man hiermit die Bemerkung , dass cos(| n n -f - &x)
nicht über das Intervall — 1 bis -f- 1 hinausgeht , so gelangt man zu
der Formel

x3 . x* x 6
2) cos* = ! _ __ + ___ _ _ _ ___ _ _

welche für jedes endliche x gilt .

II . Auf ganz ähnlichem Wege findet man
X^

3) sin x — -———- sin ( in n 4- ■9'*)' 1 . 2 . 3 . . . » 2
x x3 . x 6 ' a5n—1 . (n — 1) «

~ T ~ 1773 + TXTs + 1.2...(» - i) sm— 2—
und bei unendlich werdenden n

X X
4) sinx — — — —— T +1 1 . 2 . 3 1 1 . 2 . . . 5

Da sich aus sin x und cos x die übrigen goniometrischen Functio¬
nen des Bogens x herleiten lassen , so ist hiermit das Problem der
Berechnung aller goniometrischen Functionen gelöst . Uebrigens wer¬
den wir später noch besondere Reihen für tanx , cotx , sec x und
escx entwickeln .
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III . Um das Theorem von Mac Laurin auf den Fall f (x)

= arcsin x anzuwenden , lassen wir zunächst n -f - 1 an die Stelle
von n treten und schreiben demgemäss

fix ) — B n+ i

= / <o) + ^ -1 1 1 . 2 1 ' 1 . 2 . . . «

Aus der in §. 14, Nro. 7) entwickelten Formel
y » + i)(a;) = d *+ i arcsin x =

1 . 3 . 5 . ■. (2 h— 1) t l (fc)t 1—x 1 ■3 (k)o f 1""XY \
2*(1— x)kV T̂—x*l 27c— 1 1-f-a; (2fc— l ) (2k — 3) Vl -frr /
geht nun zunächst hervor , dass f (x) , j ' (x) , f "{x) etc. endlich und
stetig bleiben so lange x2 die Einheit nicht erreicht ; wir müssen
daher — 1 x <f -f - 1 voraussetzen . Die genannte Formel liefert
auch die Werthe von / ' (0) , / "(0) etc., doch kann man dieselben kür¬
zer aus der Relation

rt*+ *>soä = (2 * + 1) * / <*+ » fr) + Wß *>(x)
K ’ 1 — * 2

herleiten (§. 14, Nro . 6) ; es folgt nämlich
ya + 2)(0) = Ä*/ C« (0)

mithin, weil / (0) = 0 und / '(0) = 1 ist ,
/ "(0) = 0 , / iv (0) = 0 , / vi (0) = o .....

/ '"(0) = 1», f y (0) = l 2. 32, / VII(0) = 12. 32. 52, . . . .
Denken wir uns n als ungerade Zahl, so haben wir bis jetzt fol¬

gendes Resultat
5) arcsin x — Rn+ ,

_ x 1 x3 1 . 3 a;5 1 . 3 . . . (n — 2) x”
~ 1 + 2 3 2 . 4 5 i ’ * ’ + 2 . 4 . . . (n — 1) fi ’

welches noch durch eine Discussion des Restes zu vervollständigen
ist . Wollte man letztere auf die bisherige Weise ausführen, so würde
man eine etwas complicirte Untersuchung anstellen müssen ; wir
benutzen daher ein anderes Verfahren. Dieses beruht auf der Bemer¬
kung , dass der Differentialquotient von arcsin x eine algebraische
Function , nämlich gleich der Potenz (1 — a;2) - * ist und dass folglich
der Differentialquotient der Gleichung 5) mit einer nach dem bino¬
mischen Satze vorgenommenen Entwickelung übereinstimmen muss.
Um diesen Gedanken auszuführen , bezeichnen wir den Rest +
der jedenfalls von x abhängt , mit cp(x) , und setzen n — 2 m — 1 ;
es ist dann
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„s . ' x 1 x % . 1 . 3 x6 ,61 arcsin x — — 4---- L . . . .
12 3 2 . 45

. 1 . 3 . 5 . . . (2m — 3) x 2”' - 1 , , .
‘ ‘ 2 . 4 . 6 . . . (2 m — 2) 2 w — 1

und durch Differentiation
1 1 1 3

7) ~ t~*:,v’~ - = 1 + 4 -x * + — x* + ........
V 1 — x2 2 2 . 4 ^

, 1 . 3 . 5 . . . (2m - 3) „ , ,• • • 4- - 1- x 2m~ 2 -f- cp(x).
T 2 . 4 . 6 . . . (2m - 2)

Andererseits ist , wenn man in Formel 9) des §. 45 — x2 für
x setzt ,

i 1 1 . 3
= 1 + ir *2 + ttvt *4 + ■• • •

Yl — X2 2 2 . 4 '

1 . 3 . 5 . . . (2 m — 3) ,
2 . 4 . 6 . . . (2w — 2) X

1 .3 . .(2 >»- 1) j 2 » + l (2 « + l ) (2m + 3) j
2 .4 . .. . (2 m) ( 2m -|- 2 (2m -\- 2) (2m -\- 4) )

und nun giebt die Vergleichung beider Resultate
cp' (x) =

l - 3 . . (2 »» — 1) } 2w + l (2w + l ) (2m + 3) }
2 . 4 ---- (2 m) ( 2 m -\- 2 (2 m -f- 2) (2 m -(- 4) !

Aus den Gleichungen 6) und 7) geht ferner hervor , dass cp(x)
und cp' (x) innerhalb der Grenzen — 1 und -(- 1 endlich und stetig
bleiben ; zur Ermittelung von cp(x) lässt sich daher das Theorem

cp(x) = <p (0) 4 - x cp' (&x)

benutzen , und zwar giebt dies , weil cp(0) = 0 ist .

cp(x) = l • 3 • (2™~ r >&2mx 2™+ Al 1 ff 2X*2 . 4 ..... (2m) I 2m -f- 2

(2m + 1) (2m + 3) ^ _ .
(2 w -)- 2) (2 m -j- 4)

Die Summe der eingeklammerten Reihe liegt zwischen Null und

1 + 02 * 2 + 04 * 4 + . . . = _ JL _

sie kann daher mit
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1 — &*x2
bezeichnet werden , wo s einen nicht näher bestimmten positiven ech¬
ten Bruch vorstellt . Zufolge des hiermit gefundenen Werthes von
cp(x) ist nun nach Nro . 71

1 . 3 . 5 . . . (2m — 1) s9 -2mx‘!m+ 18) arcsin x
2 . 4 . 6 ..... (2m) 1 — 'S-2« 2

x 1 x 3 1 . 3 xh 1 . 3 . . . (2 m — 3) x <im 1
T + 2 I ^ 271 "7 2 . 4 . . . (2 j» — 2) 2 in — 1 ‘
Die hier vorkommende Reihe zählt m Glieder und wird unend¬

lich für m = oo; wegen x2 <Z 1 ist in diesem Falle Limx 2m = 0,
während 1 — H2x2 immer von Null verschieden bleibt . Hieraus
folgt sehr leicht , dass sich der Rest der Grenze Null nähert und
dass mithin die Gleichung besteht :

. x , 1 x* , 1 . 3 xs 1 . 3 . 5 x t
9) «r« , = T + II + - i + — 7 + .....

— 1 < x < + 1.

Für x = + 1 verliert diese Schlussweise ihre Gültigkeit ; der
Rest erhält nämlich die Form

+ 1 . 3 . 5 . . . (2m — 1) _£
O-2”

2 . 4 . 6 ..... (2m ) 1 — ö-2
und besteht aus zwei Factoren , deren erster zwar gegen die Null
convergirt , von denen aber der zweite unendlich wird , falls ff die
Einheit zur Grenze hat , was man nicht wissen kann . Wir stellen
daher noch folgende Betrachtung an .

Bezeichnet u einen Bogen des ersten Quadranten , so gilt die
Gleichung VI cosuj- oder = arcsin y —

■cosu

2

worin das Wurzelzeichen im absoluten Sinne zu nehmen ist ; für
sin u = x wird cos u = VT — x 2, u = arcsin x, mithin

10) | arcsin x = arcsin y = arcsin y.

wobei y eine von selbst verständliche Abkürzung vorstellt . Wäre
nun die Gleichung 9) auch nur für alle Werthe von x — 0 bis x

— i - bewiesen , so könnte man doch die rechte Seite von Nro . 10)
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entwickeln , da hier y das Intervall 0 bis \ f — durchläuft , wenn x2
von 0 bis 1 geht ; demgemäss ist

Das erste Glied lässt sich für alle , die Einheit nicht überstei¬
genden Werthe von x2 in eine Potenzenreihe verwandeln , wie For¬
mel 11) in §. 45 zeigt ; dasselbe gilt von den übrigen Gliedern , wenn
man beide Seiten der erwähnten Formel der Reihe nach auf die 3te ,
5te etc . Potenz erhebt ; man hat daher

\ arcsinx — Ix -f -f -f ----
+ Kl*3+ I«*5+ ••••)

+ « ( Ä *5 + ‘ ' ' ')
+ ......

Diese Doppelreihe erfüllt alle Bedingungen , welche nach §. 41
nöthig sind , um die Reihenglieder in Verticaleolonnen summiren zu
dürfen ; vereinigt man daher die unter einander stehenden Glieder
und multiplicirt nachher mit 2, so gelangt man zu der Gleichung
11) arcsinx — x -f- \ xs -}- 40 ■

und zwar gilt dieselbe von x = 0 bis x = 1 oder auch von x = — 1
bis x = -j- 1 , da beide Seiten immer gleiche Vorzeichen besitzen .
Zufolge des in §. 44 bewiesenen Satzes muss die jetzige Entwicke¬
lung 11) mit der früheren 9) identisch sein ; formell gelangt man
also zu keinem neuen Resultate , wohl aber erfährt man , dass die
Gleichung 9) auf das Intervall x — — 1 bis x = -\~ 1 ausgedehnt

werden darf , wenn sie früher auch nur von x = 0 bis x — "j/ i -

gegolten hätte .
Giebt man dem x einen solchen Zahl werth , dass arcsinx einen

bekannten aliquoten Theil der Kreisperipherie ausmacht , so erhält
man in jedem Falle eine Reihe zur Berechnung der Ludolph ’schen
Zahl ; so ist z. B. für x = \

n _ 1 1 1 1 . 3 1
6 2 2 ' 3 . 2 8 2 . 4 '-5 . 2 8 +

Die Specialisirungen /X = ~\f ~ und x — 1 liefern ähnliche

Reihen , jedoch convergiren letztere zu langsam für die numerische
Berechnung .
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Aus Formel 9) lässt sich endlich noch eine Reihe für arccos x
ableiten , wenn man von der Beziehung

arccos x — \ n — arcsin x
Gebrauch macht .

IV . Die in §. 14 , IV . entwickelten Formeln zeigen , dass die
Differential quotienten von

f (x) = arctan x
für jedes endliche x continuirlich und endlich bleiben ; ferner ist

yC2i ) (0 ) _ o > / (2*+ i)(o ) = (— 1)* 1 . 2 . 3 . . . (2 Je) ,
mithin nach Mac Laurin für ip (z) = x n — (x — e)n

. (— \ )n~ xx n . / , 1 \
arctan x - = = 4== sin ( n arctan — )

w V ( 1 d- ff -’a;2)“ \ %XJ

= \ x - \ x * -f \ x * ---- -f- ( - iy sin Ul l - ^ . n. x n- i,
3 I ü I \ / n j

Der absolute Werth von .. X beträgt weniger als der
V 1

absolute Werth von x \ der Ausdruck
x n 1 / x V*

nVil + h 2x‘2)n n VV/ 1 + &-xV
convergirt also bei unendlich wachsenden n gegen die Null , wenn

Lim ^-̂ x "̂ = 0 ist , und Letzteres findet so lange statt als der
absolute Werth von x die Einheit nicht übersteigt . Da ferner

sin ( n arctan das Intervall — 1 bis -f- 1 keinenfalls überschrei¬

tet , so hat der Rest unter den vorigen Bedingungen die Null zur
Grenze , und mithin ist

12 ) arctan x = \ x — | a;3 + 5 3,5 — ..... »
— i < x < + 1.

Im Fall der absolute Werth von x mehr als die Einheit beträgt ,
kann man die Gleichung

13 ) arctan x = \ n — arccotx = \ it — arctan —

benutzen und arctan — nach der obigen Formel entwickeln ; diesx

giebt , x als positiv vorausgesetzt ,

arctanx -- -j - ~ + •••••2 x 3x 3 5a:5

x > 1.
Sclilömilch , Analysis. I. 15
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Bei negativen x sind beiderseits die Vorzeichen umzukehren .
Durch die Formel 13) erledigt sich auch die Entwickelung von
arccot x.

In dem speciellen Falle x = 1 geht die Gleichung 12) über in
iw — ......4 1 3 T 5 7 T ;

dieses Resultat ist indessen nur formell merkwürdig und eignet sich
wegen der ausserordentlich langsamen Convergenz der Reihe nicht
zur numerischen Berechnung von it . Bequemere Formeln erhält man
dadurch , dass man \ Tt in zwei oder mehrere kleinere Bögen zerlegt
und diese einzeln berechnet . So .findet man z. B. nach Formel 10)
in Abschnitt II . der Einleitung

i Tt = arctan | -f* arctan | ,
\ n — arctan \ -j- arctan | -j- arctan | ,

und hier kann man die einzelnen Bögen leicht nach Formel 12) in
rasch convergirende Reihen verwandeln .

§. 48 .

Die Methode der unbestimmten Coeffleienten .

Bei Functionen , die irgendwie aus 'sogenannten einfachen Func¬
tionen zusammengesetzt sind , gelingt es nicht selten , direct das Inter¬
vall zu bestimmen , innerhalb dessen eine Reihenentwickelung für die
zusammengesetzte Function existiren muss ; in solchen Fällen wird
die Restuntersuchung unnöthig und sind nur noch die Coefficienten
der Reihe zu ermitteln . Hierzu benutzt man oft mit Vortheil ein
vom Mac - Laurin ’schen Satze unabhängiges Verfahren , das im
Wesentlichen darauf hinauskommt , die Coefficienten vorläufig unbe¬
stimmt zu lassen und sie durch irgend eine Eigenschaft der gegebe¬
nen Functionen erst später zu bestimmen , wie dies schon in §. 7 ge¬
schehen ist ; gewöhnlich leisten hierbei Differentiationen gute Dienste .
Das Detail des Verfahrens wird man aus den folgenden Beispielen
ersehen .

I . Multiplicirt man die Gleichung 11) des vorigen Paragraphen
mit sich selbst , was nach §. 41 ohne Weiteres erlaubt ist , so gelangt
man zu dem Resultate

(arcsin x)“1 = x2 gx * -f- -̂ x6 -|- • • • • ,
welches für alle , das Intervall — 1 bis 1 nicht überschreitende X
gilt . Das Bildungsgesetz der Coefficienten tritt aber bei jener Multi¬
plication nicht klar zu Tage und würde auch nach dem Mac -Lau -
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rin ’schen Satze schwer zu finden sein , weil hier f (ni(x) ein äusserst
complicirter Ausdruck ist ; wir setzen daher vorläufig

1) (ar .csin x ) 2 = a 2 x 2 -f - a 4 x i - f- a e x e + ..... .

— 1 < x 5? + 1.
Aehnlich verhält sich die Sache, wenn man die Reihe für arcsin x

—1
mit der Reihe für (1 — x2) 2 multiplicirt , wobei nicht zu übersehen
ist , dass die letztere nur unter der Bedingung — 1 x 1
convergirt ; man erhält dann eine Gleichung von der Form

arcsin x ,
2) • r — h x -f b3x3 -f b5x5 + ..... ,VI — x2

- 1 < x < + 1,
und auch hier ist das Bildungsgesetz der Coefficienten nicht näher
bekannt .

Um nun alle a und b zu bestimmen , differenziren wir die Glei¬
chung 1) und erhalten

2 arcsin x „ , , „ , „ * ,
3) r = 2 «2x -j- 4 «4x3 6 a6x5 + •••• ;

1/ 1 — x 2

diese Differentiation ist erlaubt , weil sowohl die ursprüngliche als
die abgeleitete Reihe , welche letztere mit Nro . 2) übereinstimmen
muss , innerhalb des Intervalles — 1 bis 1 convergirt . Multipli¬
cirt man die Gleichung 3) mit 1 — x2 und differenzirt noch ein¬
mal , so wird

2
(1 .2a ä -f - 3 . 4 a4x2 -f- 5 .Qaßxi -f - • • •) V 1 — x 2

V 1 — x 2

— (2 «2x 4 - 4 «4x3 4 - 6 a6x6 + • • •)
V 1 — x 2 '

nach Multiplication mit V 1 — x2 verschwinden die Radicale und es
lassen sich dann alle negativen Grössen auf die linke Seite schaffen,
wodurch bei gehöriger Zusammenziehung folgende Gleichung entsteht :

1 . 2 a-2 “b 3 . 4 a4 x2 -j- 5 . 6 a$x* -f~ .....
= 2 -j- 22a2x2 -V 42a4x* -j- . . . .

Die Vergleichung der Coefficienten gleich hoher Potenzen von #
giebt nun

2 2 2 2
02 = 1 , 0 4 = 0 2 — = — ,

42 22. 4 2
- , u . s

15*
06= ^ 6 = sTITäTe’ n>S-W
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überhaupt für jedes ganze positive k
_ 22. 42. 62. . . (2k — 2¥ 2 . 4 . 6 . . . (2Ä— 2) 1

a2k ~ ~ 3 . 4 . 5 . 6 . . . (2k) ~ 3 . 5 . 7 . . . (2k — 1) ' k ’
und demgemäss haben wir nach Nro. 1)

x2 . 2 x* . 2 . 4 x6 .
4) (arcsmx )2 = ^ + — - + ,

— 1 < x < + 1.

Man übersieht augenblicklich , dass sich auf ähnlichem Wege
auch die höheren Potenzen von arcsinx entwickeln lassen ; die Coef-
ficienten werden aber weniger einfach.

Substituirt man die Werthe von a-2, «4, ae etc. auch in die Glei¬
chung 3), so erhält man hoch

arcsin x 2 2 . 4
5) , / = * + -z- x2 + + ..... .V 1 — x2 3 3 . 5

- 1 < x < + 1.
Dieses Resultat gewinnt eine bemerkenswerthe Form, wenn man

X = --—=■ mithin arcsin x = arctan z
Vl + z*

setzt ; es wird nämlich
* s , , 2 z2 . 2 . 4 / e2 V , 1

6) + + + . . .J .

Mit Hülfe der schon in §. 47 benutzten Gleichung
1je — arctan | -f- arctan |

findet man z. B. aus Nro. 6)

" = i - fl 4 - - 4- ( i -Y 4- fi -Y + 1
4 10 L 3 10 3 . 5 VlO/ ^ 3 . 5 . 7 \ 10/ _r ' J

+ ^ t 1+ f Tö + fri ( tö ) + Irlsf ( tö ) + • • '] •
wonach die Berechnung von n sehr leicht ist .

II . Zufolge der in §. 47 für den Cosinus eines beliebigen
Bogens gefundenen Reihe hat man

, , a 2(arcsin x)2 , u4(arcsin xYcos(u arcsin x) = 1 — 5— - -— f- - --- . . .vr 1 . 2 1 . 2 . 3 . 4

oder auch, wenn man die Potenzen von arcsin x entwickelt ,
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cos (fi arcsinx ) = 1 — (x 2 + ■ -f- + ' ••• )

+ 777 (xi + I *6 + ---- )

—•t — so. + . . . . )720
+ .....

Alle hier vorkommenden Horizontalreihen convergiren von
x = — 1 bis x = -(- 1, ferner convergirt die Reihe der Horizontal¬
summen (die vorige Reihe ) und sie behält ihre Convergenz auch in
dem Falle , wo man den Gliedern gleiche Vorzeichen giebt ; es sind
also die Bedingungen erfüllt , unter denen die Doppelreihe nach Ver-
ticalcolonnen geordnet werden darf und folglich ist

, . , , fl2 „ , u *— 4 /t 2 ,
cos (ft arcsin x) = 1 — “b —24 ^

__ ftc— 20fii 4 -
720

oder mit anderen Worten , es existirt eine Reihenentwickelung von
der Form

7) cos (ft arcsin x) — 1 — A2x 2 -f - x* — A6x6 -(- •••• ,
— 1 < x < + 1.

— l
Durch Multiplication mit der Entwickelung von (1 — x 2) 2 er¬

hält man noch
cos (ix arcsin x) _

8) \r ’ = 1 — B, x* + B2x* — B6x“ -f ,
V 1 — x2

- 1 < x < + 1.

Ganz ähnliche Betrachtungen knüpfen sich an die Function
sin (ft arcsin x) ; diese kann zunächst in die einfache Reihe

flarcsinx fi3(arcsin x)3 , ft5(arcsin x)5
1 1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 . 5 — ‘ '

verwandelt werden , welche nach Entwickelung der Potenzen von
arcsin X in eine Doppelreihe übergeht . Letztere genügt den Bedin¬
gungen , unter denen die Anordnung nach Verticalcolonnen erlaubt
ist , und so ergiebt sich ein Resultat von der Form
9) sin (ft arcsin x) — fix — A3x3 -\- A$x '° — .....

— 1 < * < + 1 ;
—1

durch Multiplication mit der Entwickelung von (1 — x2) 2 folgt noch
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„ sin (u arcsin x) _ „ ,
10) — 1 = [ix — B 3x* -f B bxb -----

V 1 — x2
— 1 < * < + 1.

. Um nun die Coefficienten zu bestimmen , differenziren wir die
Gleichung 7) und erhalt^
. „ u sin (u arcsin x) _ . „ , „ .11) = 21 ; a: - 44 , # + 64 6a:5 ---- ;Vi - *2
die Befugniss zu dieser Differentiation liegt darin , dass sowohl die
ursprüngliche als die abgeleitete Reihe 11) , welche letztere mit
Nro. 10) übereinstimmen muss , zwischen — 1 und -f- 1 convergirt.
Wir multipliciren ferner die Gleichung 11) mit V1 — x2 und diffe¬
renziren noch einmal ; das Ergebniss ist

fi2cos(fi arcsin x)
Vl — x2

= (1.24 , — 3 .44a ;2 -f 5 .6 A6x* ) V ~

— ( 2A 2 x — 4 Ai x 3 -f - 6A 6 x 6 — • • • .)

x2
x

V 1 — X'2
oder nach beiderseitiger Multiplication mit 1 — x2 und gehöriger
Zusammenziehung
12) fi2cos(fi arcsin x)

= 1 . 24 — 3 .4 AiX 2 + 5 . 6Ae x4 — 7 .84 *6 -f • • •
— 2M 2 * s + 4 2A i x i — 6 *4 x e -\- • • •

Diese Entwickelung kann nicht verschieden von Nro. 7) sein ;
substituirt man in Nro. 12) für cos(ft arcsin x) die ursprüngliche Reihe
und schafft die zweite Reihe rechter Hand auf die linke Seite, so hat
man

fi2— (ft2— 2*)4 *2 + (ft2— 42) A4x4 — (ft2— 62) 4 * e + • • •
= 1. 24 — 3 .44 #2 + 5 .64a :4 — 7 .84a :6 + • • •

mithin durch Vergleichung der Coefficienten
^ a _ , ^ ~ 22 f*2(̂ 2- 2s)4 - 1 . 2 4 2 3 . 4 1 . 2 . 3 . 4 ’

, ft2- 42 ft2(fi2— 22) (ft2— 42)
A = Ä4 “Ä6“ - 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 ’ etC‘

Zufolge dieser Werthe ist nach Nro. 7)
13) cos(ft arcsin x)

t f*2 „3 + ft2(ft2- 2 2) ^ _ ft2(A - 22) (ft2- 4»)
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und nach Nro . 11)
j sin (u arcsin x)

VT =

= £ _ ^ 2~ 22) ^ _ 2*) (^ - 4*) ____
1 1 . 2 . 3 'r 1 . 2 . . . 5

- * < * < + 1-

Die Coefficienten der beiden übrigen Reihen 8) und 9) bestim¬
men sich durch eine sehr ähnliche Rechnung . Man differenzirt zu¬
nächst die Gleichung 9) und erhält
, fi cos(fi arcsin x)15) r y* >= ^ _ 3A3X2 5ÄiXi ,

V 1 — x'1
was mit Nro . 8) übereinstimmen muss ; man multiplicirt ferner mit
V 1 — x2, differenzirt und multiplicirt wieder mit V 1 — x '2; dies
giebt

fi2sin (fi arcsin x)
= 2 .3 A3x — 4 . 5A5xs 6 .7 A7xs — . . . .

-f- fix ■— 32A3x3 4 - 52A6x5 — . . . .

Substituirt man für sin (fl arcsin x) die ursprüngliche Reihe 9)
und vergleicht dann die beiderseitigen Coefficienten , so gelangt man
zur Kenntniss von As, Ar>etc. und überhaupt zu folgendem Resultate
16) sin (fi arcsin x)

_ fl (^ 2— 12) fl (fl* - V ) (^ - 34 _____
~ 1 1 . 2 . 3 * + 1 . 2 . 3 . 4 . 5

— 1 < x < + i ;
endlich giebt die Gleichung 15)
. . cos (iL arcsin x)
17) ir ;y i — x2

, , (f*2 ~ l 2) (^ - 32) _,= 1 -- X -1- x — . . . . .1 . 2 1 . 2 . 3 . 4
- 1 < x < + 1.

Nicht selten ertheilt man den Gleichungen 13) und 14), 16) und
17) eine goniometrische Form , indem man arcsinx = w, mithin x
— sin u setzt ; dem Intervalle x = — 1 bis x = -|- 1 entspricht
dann das Intervall u — — \ n bis u = | ^ > un<l unter der ge¬
meinschaftlichen Bedingung

— s jr <C“ < + \ n
gelten bei jedem fl folgende vier Gleichungen :
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u2 . o , w2(w3—

172 smM + T7273 -
p 2Q2 — 2 2) (p2 _ 4 2)

18) cos u — 1 ^—sin2u + ^ —- — sm 4«1 . 2 1 1 . 2 . 3 . 4

1 . 2 . . . . 6 sin°u 4 -

SWJJtt [i . p (p2_ 22) .19) - = —smu — -̂4 -- - —sin zucosu 1 1 . 2 . 3

, [l ([12— 22) (ft2— ,! 2) . r+ — -- sm° u — • • • • ,1 1 . 2 . . . 5

20) sin p u — ~ sin u — ,U ŝi«3u

Pfp 2- ! 2) ^ - 34 _____
+ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 *m M .

. COS fl U , p2 12 ( ft 2 _ J2 ) ( ft * _ 3 2)21) .- — = 1 — sm 2w 4- , / 'r ,- ism 4« -----cos u 1 . 2 1 . 2 . 3 . 4

Dabei ist nur zu merken , dass die Formeln 18) und 20)-auch
für u = 4 ^7C richtig bleiben , während dann die beiden übrigen
ihre Gültigkeit verlieren.

Nimmt man für [i eine gerade Zahl, so brechen die in 18) und
19) vorkommenden Reihen ab, d. h. sie werden zu endlichen Reihen,
deren erste aus | fl -|- 1 , und deren zweite aus | fl Gliedern besteht .
Man kann sich in diesem Falle leicht überzeugen , dass jene Glei¬
chungen für alle w bestehen . Ist nämlich h irgend eine ganze Zahl,
v ein Bogen des ersten Quadranten , und bezeichnet <p (u) die Summe
der Reihe, so hat man, weil sin (Jen — v) = 4 ; sin v,

(pQcTr. — v) = cp(v) ■= cos [iv = cos [i-(lcn — v)
oder (p(w) = cos [iw , wo w = len — v jeden beliebigen Bogen vor¬
stellen kann. Eine ähnliche Schlussweise gilt für die Formel 19).
Nicht minder leicht ist einzusehen , dass bei ungeraden [Ldie Glei¬
chungen 20) und 21) allgemein richtig bleiben. Damit kommt man
auf dieselben Resultate , welche bereits am Ende von §. 7 angedeutet
wurden.

§• 49 .

Die unendlichen Producte für Sinus und Cosinus .

Wenn die ganze rationale algebraische Function wten Grades
1) / (*) = «o + «l * 4- st.-«2 + • • • + anxn
für n specielle Werthe von x, nämlich für x — xlt x3, . . . xn ver-
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schwindet , so lässt sich dieselbe auch in die Form des Productes
2) / (*) = a tt (x — Xi) (x — x 2) . . . (x — x n)
bringen , wie aus der Theorie der Gleichungen bekannt ist .

Dieser allgemeine Satz kann auf die Formeln des vorigen Para¬
graphen angewendet werden und führt dann zu vier neuen Formeln ,
von denen wir wenigstens eine entwickeln wollen . Unter der Vor¬
aussetzung eines ungeraden ft und für sin u — X ist nach Nro . 20)

g -j sin ft u
ft sin u

= 1 — An x* + Ai x* — ---- + (— l )ä(/i - 1)4 u a;<“ _ 1,
und da rechter Hand eine ganze Function (ft — l )ten Grades vor¬
kommt , so hat man auch
, . sin ft u
4) — 7—

ft sin u

— (— 1) 2^ — (a; — Xi) (x — x2) . . . . (x — x /x_ 1) ,
wobei xlt x2, . . . x/u_ 1 diejenigen ft — 1 speciellen Werthe von x
bezeichnen , für welche die rechte Seite der Gleichung 3) verschwin¬
det . Setzt man u = 0 , so wird auch x = 0 und die Gleichung 4)
geht über in

1 = (_ 1) ^ - % (- Xi) (- x2) . . .
damit dividiren wir in Nro . 4) und erhalten

s in fi u
fi sin u

Sowie nun x den Sinus von u bedeutete , so lassen sich auch xlt

x2 , . . . x ^ __ i als die Sinus gewisser Bögen « j , u 2, . . . an¬
sehen , und daher ist

sin ft w
5) ;

fi sin u
/ sinu \ / sinn \ / sinn \
\ sin Ui J \ sinu 2/ \ sin u „ _ i /

Hier sind U\, u2, . . . Mu t diejenigen Specialwerthe von u, für wel¬
che die rechte Seite der Gleichung 3) und folglich auch deren linke
Seite verschwindet ; die letztere Bemerkung führt augenblicklich zur
Kenntniss jener Bögen , denn die linke Seite verschwindet , wenn
sin fl u = 0 wird , d. h. wenn u einen der folgenden fl — 1 Werthe
erhält :
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+ ■
, 2 n 3 71 , i (p _ 1) TT-

p ’
+ — , H-- 2\*

P p p
■71 2 71 3 71 l (p — \ ) lt
P ’ P ’ p p

Nach Substitution derselben kann man in Nro . 5) je zwei Facto -
ren zusammenziehen und zur Abkürzung

Kft — 1) = OT
setzen ; dies giebt

sin « u
(i sin u

/ sinu \sinu

sin -
71

sin -
2 n 1 — sinu

sin -

oder auch , wenn (iu = z und folglich u
sin z

— genommen wird ,

6)
fisin -

1 - 1

sin -
n 1 —

/ . B \/ sin
P

. mit I
\ sin — — /\ p /

Lässt man die ungerade Zahl fl in’s Unendliche wachsen , so

convergirt die linke Seite dieser Gleichung gegen die Grenze £!!!£ . t

während das rechts verzeichnete , aus m = | (P — 1) Factoren be¬
stehende Product zu einem unendlichen Producte wird . Man ersieht
hieraus die Möglichkeit , sinz in Form eines unendlichen Productes
darzustellen ; die Ausführung dieses Gedankens bedarf aber einer
genaueren Discussion des Productes in Nro . 6).

Wir bezeichnen mit Je eine beliebige ganze positive Zahl m
und zerlegen das genannte Product in zwei Theile , nämlich

2“

7) sinz = (isin -

8)

, z \ 2"sin —
_JÜ
, it

sin — i
1 — 1

sin —

. k 7t

. zsin —
P

(Je-j- 1) n
P

r
/ • * \sm —

2

H
V

. m jrsm -
1

/ j \ f* /
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dabei richten wir die Aufmerksamkeit zunächst auf das aus m — k

Factoren bestehende Ergänzungsproduct P , welches unter der kurzen ,
von seihst verständlichen Form

9) P = ( l — ft ) (1 ( l - G . - i )
dargestellt werden möge .

In den Nennern der mit Ql , Q2 etc . bezeichneten Brüche kom¬
men der Reihe nach die Bögen vor

(7c “I“ 1) it (k - )- 2 ) it mit mn

[i ' [i jx 2 m -f - 1 ’
die sämmtlich kleiner als | n sind ; in den Zählern findet sich immer

z
der Bogen — , welcher kleiner als die eben genannten Bögen ist , so -

P
bald z Qi it vorausgesetzt wird . Da im ersten Quadranten
dem grösseren Bogen der grössere Sinus entspricht , so sind unter
der gemachten Voraussetzung Qu Q-2 etc . positive echte Brüche , mit¬
hin ist auch

(1 _ (1 _ . . . (1 _ Qm_ t) < 1
d. h .

10) P < 1.
Um einen Ausdruck zu erhalten , der kleiner als P ist , benutzen

wir den leicht erweisbaren Satz , dass jedes Product von der Form
(1 — Qi) (1 — Qt) . . . mehr als die Differenz 1 — ( QY-f - Q2 + • • •)
beträgt , sobald Qlt Qi etc . positive echte Brüche sind *) ; es ist daher
11 ) P 1 — ( Qi + Qt "t- • • • 4 * Qm —*) *

Diese Ungleichung wird einfacher , wenn man die Bemerkung

hinzubringt , dass die Function —^ ^ innerhalb des Intervalles £ = 0
bis | = \ it fortwährend abnimmt , wie man aus dem negativen Vor¬
zeichen des Differentialquotienten leicht ersieht . Man hat demgemäss
für jeden im ersten Quadranten liegenden Bogen £

sm£ . sin | it 1 _ je
— 5— > - ---- - oder —;—■= < s —r ,

£ \ lt sm£ , 2 £
Jl 7t

mithin , wenn £ = — gesetzt und quadrirt wird ,
f*

*) Es ist nämlich bei positiven echt gebrochenen Qlt Q2, Qs etc .
(1 — öi ) (1 — $ 2) — 1 — (öi + Ö2) + Qi Ö2 > 1 — (Qi + Ö2) >

daraus folgt durch Multiplication mit 1 — Q3
(1 - öl ) (1 - Ö2) (1 - Ös )

> 1 — (öi + Ö2 + Ö3) + (öi + Ö2) Ö3 > 1 — ( öi + Ö2 + Ö3)



236 Cap. VII. §. 49. Die unendlichen Producte

i < - £ . < - ) ■
ÄJtV 4 /j2 ' 4 \ 7t— 1 7t /
ft /

Diese Ungleichung multipliciren wir mit der folgenden

<
und erhalten

/ sin f \
. Jm 1

\ sm - /
\ ft /

< - V
4 \ h — 1 h )

Setzen wir h = 7c-f—1 , Je 2 , . . »w, so kommen linker Hand
die mit Qlt Q2, . . . Qm- t bezeichneten Quotienten zum Vorschein ,
und durch Addition aller Ungleichungen ergiebt sich

+ Qm- k <C*3i + Qi -\~

hieraus folgt noch

1 ( Öl + Qi -f - • • • -p Qm — k) 1

und um so mehr nach Nro . 11 )

12) p > 1

<
4 Je

47c '

z *
4 Je

Die Zusammenstellung der Ungleichungen 10 ) und 12 ) zeigt , dass

P = 1 Q Z l
7 Je

gesetzt werden darf , wo Q einen nicht näher bekannten positiven
echten Bruch vorstellt ; die Gleichung 7) wird daher zur folgenden

13 ) sin z — (i sin
ft

1 - 1

J _ \ *

1sin -
Jen

ft

QZ ‘
4 Je>

Der Uebergang zur Grenze für unendlich wachsende (i bietet
nun keine Schwierigkeit mehr , wenn man sich dabei Je als constante
Zahl denkt ; unter Berücksichtigung der Gleichungen
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erhält man nämlich aus Nro . 13) die Formel

14) sin , = , ( l - jii , ) ( l _ JL ) . . . ( l - JQ ( l - ££ ) ,

welche nur an die Bedingung
— 0° 4 "1) n s + ! ) 51

gebunden ist . Statt der Gleichung 14) kann man schreiben

15) —S-mZ — g ( l -- — ) fl -- — V - - fl — ) ,
QZ * V 12W \ 2 2 JT2/ \ &2 jr 2/
41c

und wenn nun auch die beliebige ganze positive Zahl 7: als unendlich
wachsend gedacht wird , so convergirt linker Hand der Nenner gegen
die Einheit , wofern z irgend einen endlichen Werth behält ; das end¬
liche Product wird zu einem unendlichen , und so ergiebt sich die
für jedes endliche z gültige Formel

16) smz = z ( l — ) ( l -- — ) ( l --’ V 12W \ 22 jrv V 323r2/

In dem speciellen Falle z — \ n erhält man hieraus

1 _ jt 1 . 3 3 . 5 5 . 7
~ ~ 2 ' 2 2 ' 4 2 ' 6 2 ......

oder umgekehrt
n 2 2 4 4 6 6

Ganz ähnliche Umwandlungen können mit der Gleichung 18) in
§. 48 vorgenommen werden , doch gelangt man zum Endresultate
kürzer auf folgendem Wege . In Nro . 15) ersetzen wir einmal lc
durch die gerade Zahl 21c, das andere Mal z durch \ z und haben
dann die beiden Gleichungen

sin z

1 gi *2

— .....

sin \ z

1 _
16 7c
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worin (q und Q-, positive echte Brüche sind . Die erste Gleichung
dividiren wir durch das Doppelte der zweiten und erhalten

17 )

1 -
16 fc

1 _ Pi
cos | z

Sk j

— fl — \ fl — fl -- — \ • • • f 1— — )
\ l 2jr2/ \ 3 2 n '1/ V 5 2 ri1) V (2k — 1) 2 W

welche Formel das Correlat zu Nro . 15) bildet . Für unendlich wer¬
dende k geht diese Gleichung über in

18) C0S1* = ( l - ^ ) ( l - ^ ) ( l - - ^ ) ..... ;

auch ist noch , wenn z durch 2 z ersetzt wird ,

19 ) ros , = ( l - ^ )

wobei z jeden beliebigen Bogen von endlicher Grösse bedeuten darf .

Aus den Gleichungen 16 ) und 19 ) geht unmittelbar hervor , dass
überhaupt alle sechs goniometrischen Functionen in Form von un¬
endlichen Producten dargestellt werden können .

§. 50 .

Die Reihen für Tangente , Cotangente etc .

Es liegt sehr nahe , von den unendlichen Producten des vorigen
Paragraphen die Logarithmen zu nehmen , um wieder auf unendliche
Reihen zu kommen ; die etwa vorhandenen negativen Factoren lassen
sich hierbei vermeiden , wenn man die Gleichungen erst quadrirt , be¬
vor man zu den Logarithmen übergeht . Dies giebt folgende Re¬
sultate

1) !(*••*)= K- ) + l[(1_ I^ )’]+ l[(l_ 5̂ )’] + ...,
2) l (cos 2z) — l +
daraus erhält man ferner durch Differentiation , welche nach §. 42
erlaubt ist ,

1 2 z 2z 2z
3) cotz — — — — (3w )J _ ^2 >
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a\ 4 2g 2g , 2g
4 > * » ' = + pjrrp + jpyrzrr : + ..... •

oder auch , wenn ^z für g gesetzt wird ,
. 4z 4g 4g

5) tan*e = (i *)*- ** + (3a)*- 7* + (5a)*- 7* + ' **
Addirt man die Gleichungen 3) und 5), indem man linker Hand

die Formel cot g -f - tan j g = CSCg benutzt , so findet sich
„ 1 . 2 b 2g . 2g
6) cscg = — -f- (1 ny- — g°- (2 a )2— s 2 ' (3 a )2— 4f2

Um noch eine Reihe für sec g zu erhalten , bringen wir die Glei¬
chung 6) auf die Form

1 . ( 1 1 )
cscg — -- 1-

+
g (-» — g 7ig ) ( 2a — g 2itg )

LI L _ |(3a — g 3a -\- gi
und lassen 1* — g an die Stelle von z treten ; durch Vereinigung der
einander entsprechenden Brüche folgt dann

a 3 a 5a
sec g — £ ny _ y 2 ny _ g2 (i a )2— *2

Die unendlichen Reiheh , welche in den bisherigen Gleichungen
vorkommen , gestatten weitere Umwandlungen , wodurch sie wieder
zu Potenzenreihen werden . Beschränkt man nämlich in Formel 1)

g g g
die Vanabele g auf das Intervall — a bis -|- a , so sind - , - —, - —

7t 2 7t 3 7t

etc . echte Brüche ; dann ist ferner

'C¥ )= < *7 iS0 + >( *- £ ) + < ’- sQ + •■•
und hier lassen sich rechter Hand alle Logarithmen mittelst der
Formel

l (1 — x) — — x — \ x ‘t — | aJ3 — • • • • ,
- KK + i

entwickeln ; dies giebt
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Die vorstehende Doppelreihe genügt den Bedingungen , unter

welchen die Anordnung nach Verticalcolonnen erlaubt ist , folglich
hat man auch

i ( * ” ) = _ + ± + ± +\ s J 1 \ P -T 2* T 3f T J 1x

- ± - ( -1 + 1 + 1 +
2 \ l 4 2 4 3 4 / je4

_ ± (J_ , JL J _ . \ jL
3 V1® 2® 3® ) 3t6

Bezeichnet man die Summen der eingeklammerten Horizontal¬
reihen mit Si , Si , Sa etc ., so dass überhaupt

8) Sm — vir + + ~§!r •+ - ••••

ist , so geht die vorige Gleichung über in

f sinz \ _ j S2e 9- . 1 S4 *4 ! S6 z g
’ V s ) ~~ 1 n * * jr4 ~3~ne

— 7t 3 7t.
Eine ganz ähnliche Transformation kann mit der Gleichung 2)

vorgenommen werden , sobald 3 innerhalb des Intervalles — \ n bis
-)- | JI liegt ; mit Hülfe der Abkürzung

10) Tm — — -(- — -f -f ----
erhält man

m ICOS. - - 1 » * * ' 2iTiS * ' 26Tti *6 . .
11) icosz — , § — J ^

— 1® < * < + 1
Die hier vorkommenden Summen 1\ , 1\ , Tti etc. lassen sich

wieder durch S-i , St , Se etc . ausdrücken ; nach Formel 8) ist nämlich

1 ._ s — 1 . . I 1 j L I . . . .2m 111 2m 4m ßm *
und wenn man dies von Nro . 8) abzieht , so bleibt

2»» i 1 i i
2»» 3m 5m

Demnach wird aus der Gleichung 11) die folgende
12) l COS3

, (22 — 1) & ** , (24— 1) S4Ä4 , (26 — 1) Se3*
1 JE2 2 7t4 3 n «

— < * < + \ n -
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Die Formeln 3) und 4) lassen sich analog behandeln , wobei man

die für — hn g kn geltende Reihenentwickelung
z z 1

(7cn) 3— z - (Je 7t) -

(JCTt)" (7cjr)4 (Jcjt)6
zu benutzen hat ; das Endresultat findet sich aber rascher durch Dif¬
ferentiation der Gleichungen 9) und 12), nämlich

13) cotz = — — 2S *g 28 ^ 28 ^Z 3t2 JT4 JT6

— n < « < + « 5

2 (2 * — 1) $ , * . 2 (2 4 — l ) SiZ 3
14 ) tanz = — - 4 -- i - - 4-

' 3T* « 4

, 2 (2®- 1) 8»e* ,
+ - jr* + ••• *

— I * < S < 4 - 1* •

Ersetzt man in der letzten Gleichung z durch | z und addirt die
entstehende Gleichung zur vorhergehenden , so erhält man noch

CSCZ ~ Z + 3T2 + 2 2 JT4

(25 — 1)
^ 24;r®

— 3T < z < + JT ,

wie sich auch durch Transformation von Nro . 6) finden würde .

Um endlich eine Potenzreihe für sec z zu gewinnen , beschränken
wir in Nro . 7) die Variahele z auf das Intervall — | 7t bis -f- 1 7t
und entwickeln die einzelnen Glieder nach der Formel

n7t 4 1
(i n 7t)1 — z1 mt

■( - ) *\ n 7tJ

= — ! i + ( — ) * + ( — )n7t ( \ mtj \ 7i7rv
4 +

Indem wir zur Abkürzung
_ JL___ 1_ _ 1 1_ ,

16 ) XJm -p fjm “i-

setzen , gelangen wir zu folgendem Ergebnisse
Schlömilch , Analysis L 16
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17) Sec* = i ^ + ^ + ^ + . . . . ,% ' n s ' re5

— < * < + \ x-

An die Gleichungen 14) und 17) knüpft sich noch eine werth¬
volle Bemerkung . Die Tangentenreihe muss nämlich gleichfalls zum
Vorschein kommen , wenn man das Theorem von Mac -Laurin un¬
mittelbar auf die Function f (z) = tanz anwendet ; es ist daher
innerhalb der schon bekannten Grenzen

, (D tan z)0 (D - tan z)a „ .tanz = - —g - JtLgi -t- .....
1 1 . 2 1

und zwar bezeichnet hier (Iß tanz )0 den speciellen Zahlwerth , wel¬
chen der %te Differentialquotient von tan z für z = 0 erlangt . Der
Vergleich mit Nro . 14) zeigt erstens , dass bei geraden Je jederzeit
(Iß tanz )o = 0 ist , wie man auch auf anderem Wege leicht findet,
und zweitens , dass für ungerade Je die Relation

(Iß tan z)o _ 2 (2*+ ! — l ) & + i
1 . 2 . 3 . . . . % n i + 1

besteht . Um den Zähler linker Hand zu ermitteln , benutzen wir die
Formel 4) in §. 14 für x = 0 und setzen zur Abkürzung

(Iß tan z)o = t k, (Je ungerade) ;
wir haben dann bei ungeraden n

19) T» — (n)2r„- 2 + («)4r„_ 4 — • • • = sin \ nn ,
und hieraus ergeben sich der Reihe nach tj , t 3, t 5 etc., wenn succes¬
siv n = 1, 3 , 5 etc . genommen wird . Man hat nun einerseits

20 ) tanz = h - z + + TTTTTTE ' * + • • • •

— \ n < e < + \ n
ferner nach Nro . 18), wobei zu grösserer Deutlichkeit h — 2p — 1
sein möge ,

_ Tt P - i n - p _21 ) S-2
2 (22p — 1) . 1 . 2 . . . (2p — l )

Aus der Formel 19) geht hervor , dass tj , r 3, r 5 etc. ganze ra¬
tionale Zahlen sind , und zwar

*1 = 1» *3 = 2 , *5 = 16 etc.;
betrachtet man sie als bekannt , so zeigt die Formel 21) , wie mit
ihrer Hülfe die Summen S2, S4, 8e etc . gefunden werden können , z, B.
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J - . JL + JL + . . . = JEl1-2 ~ 23 ~ 3 * ^ 6 ’

_J_ + _i _+ _L . . . . _
14 ~ 2* ~ 34 ^ 90 ’
1 . 1 . 1 . « 6
! G + 26 + 36 + 945 ’

Was zweitens die Gleichung 17) anbelangt , so ist zunächst klar ,
dass dieselbe innerhalb des angegebenen Intervalles mit der Ent¬
wickelung

, , (Dsecz)o , {V'-secss)0 ,
sec z = 1 + -— b + — — * + ----

übereinstimmen muss ; demnach hat man für ungerade ft
{TP sec z)o = 0

und für gerade 1c

ooi {TPsecz \ _ 2*+ *Ut + 1
J 1 . 2 . 3 . . . ft 51*+ !

Zur Abkürzung sei
{Ißsec b)o — T/t , (ft gerade) ;

die Formel 2) in §. 14 liefert dann für x = 0 und bei geraden n
23) t „ — (w)2r „_ 2 -f («)4r„_ 4 — 0 ,
woraus man r2, r 4, r 6 etc. erhält , wenn man der Reihe nach n = 2,
4 , 6 etc . nimmt . Es ist nun einerseits

24) secB = l + x 2 T*3- ~i ^ + ••• *.

— £* < * < + 5 » .
andererseits nach Formel 22) für ft — 2p

t 2P ?r 2i’ + 1
25' P+ 1 2 2p+ 21 . 2 . . . (2p ) ’
mithin können die rationalen ganzen Zahlen

x2 = 1 , r4 = 5 , t 6 = 61 etc .
zur Bestimmung der Summen D) , F3, f7ä etc. dienen ; so ist z. B.

1 1 1 _
~\ 3 33“ + "gs" ' ‘ ‘ ' 32

u. s. w.

Schreibt man in Formel 23) rechter Hand sin \ n % statt 0, was
bei geraden u richtig ist , so erhält man dieselbe Gleichung , welche

16*'
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in Nro . 19) für ungerade » verzeichnet ist ; demnach sind die Tangen -
tencoefficienten nach derselben Regel gebildet wie die Secantencoef -
ficienten . Aus der Bemerkung , dass

sec z -f- tan z = tan (Jn | z)
ist , folgt noch die Formel

26) tan (\ n + \ z) = 1 -f- A * + 1^ 2 + 1 2* -----

— \ n < <s < +
worin alle mit t bezeichneten Coefficienten vorkommen .

Die Reihen für Cotangente , Tangente und Cosecante stellt man
häufig unter einer etwas anderen Form dar , mit deren Angabe wir
diese Untersuchungen beschliessen wollen . Nach Formel 13) ist
nämlich

, , S1X2 St x4
ix cot ix = 1 -- ——;--- ——r — ..... ;2 1 • 2 1jt 2 2 3st4

dagegen würde das Theorem von Mac -Laurin liefern
Bi x * Bi x i
1 . 2 ~ 1 . 2 . 3

— 2tc < ( x < -j- 2ar ,
wobei

Bip - 1 = — [D 3r (| x cot 1 r )] 0

gesetzt wurde . Aus Gründen , die sich später ergeben werden , hat
man die Form 27) vorgezogen und die Coefficienten B x, B s, Bb etc.
mit dem Namen der Bernoulli ’schen Zahlen belegt ; es ist daher

Sip _ Bjp —i_
22p - i 7t 2p 1 . 2 . 3 . . . ( 2p )

oder

ool O 1B -2p—l 7t-P
28) - — 2 . 3 . . . (2p ) ’

und nach den Formeln 13), 14), 15)
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30) tan , = + g4! 24 -1 . 2 1 . 2 . 3 . 4

| 26(26 1) _Z?5+ 1 . 2 . . . 6 +
— I « < « < + i » ;

31) esc , = -1 + £Cgj ~ 1) 3 . , 2 (23 - 1) 53e 1 . 2 1 . 2 . 3 . 4

2 (2 »- l ) J s _ _
+ 1 . 2 . . . 6 * +

— Jt ss <d it .

Ein Mittel zur Berechnung der Bernoulli ’schen Zahlen erhält
man durch Vergleichung der Formeln 21) und 28) ; es folgt nämlich

~d P ^ 2p —1
) '2p i 2 2p —1 ( 2 2r — 1) ’

mithin können die Bernoulli ’schen Zahlen aus den Tangenten -
coefficienten hergeleitet werden , z. B.

Bb ~ HÖ ’ Bb == l2 ' B7 = = ~3Ö ' B9 == ~i (i '
691 7 3617 43867

Bu - ~2T3Ö ' hu ~ ~6 ' , Bn ~ *510“ ’ B " — ~~798~ ’ etc '
Anfangs fallen diese Werthe , von B -0 an steigen sie wieder , und da
nach Nro . 28 hei unendlich wachsenden p

Lim ^ !£±i = Lim }(2P + 1) (2J>+ 2) . &£± *| = «, . j
•Bäp —i ( 4jt 2 i

ist , so nehmen die Bernoulli ’schen Zahlen schliesslich rascher zu
als irgend eine geometrische Progression .

§• 51.

Reihenentwickelungen für Functionen mehrerer
Variabelen .

Da nach dem Taylor ’schen Satze f (x -|- h) in eine nach Poten¬
zen von li fortschreitende Reihe verwandelbar ist , so lässt sich der
Analogie nach erwarten , dass bei zwei Variabelen x und y die ge¬
änderte Function F (x -f- h , y -f- k) nach Potenzen von h und Je ent¬
wickelbar sein werde . In der That macht sich dies leicht mittelst
folgenden Kunstgriffs . Die zu entwickelnde Function kann als der
specielle Werth angesehen werden , welchen der Ausdruck
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1) / (*) = F (x + ht , y + kt )
für t = 1 annimmt ; als Function von t betrachtet , lässt sich f (t)
nach der Mac -Laurin ’sehen Formel

/ CO= / (o) + + ......
/•(«- « CO)

i . . J __ J ' in - 1 I Tf
+ 1 . 2 . 3 . 1) + "

in eine Reihe umsetzen und hieraus muss für t — 1 die gesuchte Ent¬
wickelung von F {x -\- h , y -\- Je) hervorgehen . Durch successive
Differentiation der Gleichung 1) erhält man die Formeln

* ® ~ d (x -\- ht ) h + 0 (2/ + fcf) Ä’

/ ,, (0 = [0 (* + ÄO] *A* + 2 d {x + ht ) . d {y + U ) hh + [0(y+ *t)]***’
u . s. w.

von deren Richtigkeit man sich leicht überzeugt , wenn man F zuerst
als Function zweier Variabelen f und rj behandelt , welche mit t
durch die Gleichungen £ = x -f- ht und rj = y -)- ht verbunden
sind . Für t = 0 wird

/ (0) = F (x , y) ,

A 0) = -Sf Ä + -gi fc,
d2F d2F 02 p

/ " (0) = ^ - *. + ^ * » + ^ - ». .
u. s. w.,

überhaupt stimmt / <’"*)(0) mit dem vollständigen jwten Differential
von F (x , y) überein , wenn inan sich in demselben dx durch h , und
dy durch Je ersetzt denkt ; in kurzer symbolischer Form geschrieben
ist also

/ » (O) = (±H
Dies giebt folgende Reihenentwickelung

2) F (x + ht , y + Jct) = F (x , y) + ( ±h + j - Jc') ^ft
s \ 1 V d2F

/ I 1 Y*- 1 dn~ 1F
+ fc Ä+ ä ^ V rT 2 . . : .'(W- i ) <n 1

H- -ß «>
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wobei noch der Rest , wofür wir die Form wählen

» < * < *.
durch F auszudrücken ist . Die Vergleichung von f ' (t) und f ' (0) ,
f " (t) und f " (0) etc. lehrt nun , dass f (n>(t) als Dasjenige betrachtet
werden kann , was aus / (n̂ (0) wird , wenn x Jit für x , und y -f - kt
für y eintreten ; bezeichnet man daher wie folgt

3) F n(x , y , Ji , Je) = 0"-F »
so ist

fM (t) = F n(x + ht , y + ht , h , Je) ,
mithin , wenn & t an die Stelle von t gesetzt wird ,

„ t nF „ (x -f &ht , y &kt , Ji, k)
’ n ~~ 1 . 2 . 3 ..... n

Für t = 1 hat man schliesslich folgende Entwickelung

5) *) - r » ., ) + *■*>+ *•■<*; >•*■*>+ ...
i -F»—i j y i h i fo)

’ * ' + 1 , 2 . 3 . . . (» — 1)
ffnfo -fffk , y + &h , Ji, k)

1 . 2 . 3 . . . «

diese gilt aber nur unter der Bedingung , dass die Functionen F , Fj
F 2, . . . F „ stetig und endlich bleiben , während x bis x -j- Ji und y
bis y -f- Je zunimmt .

Setzt man nach Ausführung der in Nro . 3) angedeuteten Diffe¬
rentiationen x — 0 , y = 0 und schreibt dann x und y für h und k,
so erhält man die Entwickelung von F (x , y) nach Potenzen von
x und y.

Aeknliche Formeln gelten für Functionen mehrerer Variabelen
und sind mittelst des anfangs erwähnten Kunstgriffs so leicht herzu¬
leiten , dass eine nähere Auseinandersetzung unterbleiben kann .

§. 52 .

Das Unendlichkleine .

In allen Untersuchungen dieses Capitels kam es darauf an, mit¬
telst der Differentialquotienten einer Function für letztere eine Reihe
zu finden ; es kann aber auch umgekehrt die Reihenentwickelung ,
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wenn sie schon bekannt ist , zur Ableitung der Differentialquotienten
dienen . Gesetzt z. B. , man habe durch irgend welche Mittel für
f (x -\ - h) folgende Reihe gefunden
! ) f (x + h) = Xo + %\ h + XiW -f • • • + Xn- ih " - 1 Q« hn,
wo %0, Xi>■■•Xn—i bekannte ' Functionen von x und Qnhn den gleich¬
falls bekannten Rest bedeuten , so ist erstens für ll — 0
2) / («) = Xe-
Diese Gleichung werde von Nro . 1) abgezogen und der Unterschied
mit ll dividirt ; dies giebt

8) f {x Arh ) - f (x) = Xi + Xih + . . v + + pn7tn- l

und beim Uebergange zur Grenze für verschwindende ll
4) / ' (*) = Xi-

Setzt man ferner in Nro . 1) f (x) für un d f ' (x) Ihr Xi, s0
folgt

f {x + h) —f (x) --

5) - j-,- = Xi + XiÄ+ ■■" + X« -1Kn~3 + Qnhn-2
und bei verschwindenden h

6) 1̂ ^ 2 ~ *2 ° der — 1 ■ 2 fo -

Den weiteren Fortgang dieser Schlüsse übersieht man leicht
und findet bei jedem ganzen positiven m , wenn n m genommen
wird ,

f (m)(x) = 1 . 2 . 3 . . . niXm.
Hiermit rechtfertigt sich die anfangs ausgesprochene Behaup¬

tung und zugleich ist ersichtlich , dass die vorausgesetzte Entwicke¬
lung 1) mit der Taylor ’sehen Reihe übereinstimmen muss .

An diese Ableitung knüpft sich noch eine wichtige allgemeine
Bemerkung . Der Vergleich von Nro . 3) und Nro . 4) zeigt nämlich ,
dass in Nro . 3) das Hinschreiben der Glieder Xi\ XiW etc . überflüs¬
sig war , da letztere gleichzeitig mit ll verschwinden ; aus demsel¬
ben Grunde hätte man sich in Nro . 5) das Hinsetzen der Glieder
Xih , Xih"2 esc- ersparen können. Beachtet man, dass h der Zuwachs
von x , also = -4x ist , so ergiebt sich aus dem Vorigen die prakti¬
sche Regel :

In allen Fällen , wo es auf die Ableitung eines Diffe¬
rentialquotienten oder einer Differentialgleichung
ankommt , darf man die Glieder weglassen , welche hö -
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here Potenzen von / Ix enthalten , als die Ordnung der
Differentialgleichung -beträgt .

Will man z. B. den binomischen Satz für ganze positive Expo¬
nenten , der in der That auch ohne Differentialrechnung beweisbar
ist , zur Bestimmung von d (xm) benutzen , so verfährt man der obigen
Regel gemäss folgendermaassen ; es ist

cd (xm) = (x -\- / Jx )m — xm — mx m~ xBx -(- etc.,
mithin bei Weglassung aller mit „etc.“ bezeichneten Glieder

d (xm) = mx m~ xdx .
Vielleicht ist ein geometrisches Beispiel nicht überflüssig . Be¬

deutet cp(x) die über der Abscisse OM ~ x stehende Fläche B OMP ,
/ Ix die Abscissenzunahme 31Mi = PU , y die Ordinate MP , t den
Berührungswinkel UPT (Fig . 39 ), so hat man

Fig . 39. Fläche B OMiP x = Fläche B OMP
-f Rechteck 3131, UP
-(- Dreieck PUT
-j- Abschnitt PTP X

oder in den obigen Zeichen und mit Rück¬
sicht auf den Umstand , dass der Abschnitt
PTPi einen Bruchtheil des Dreiecks PP XU
ausmacht ,

<p (x -\- 4x ) = <p (x) + y dx \ tanr . / Ix 2 4- \ Q^ xdy ,
- i < 9 < i ;

daraus folgt -
g}(x 4- / Ix ) — <p (x)

/Ix = V + 1(tan t . /Ix 4- / ly )

und durch Uebergang zur Grenze für verschwindende / Ix

^ = y oder d <p (x) = ydx .• dx

Hier übersieht man augenblicklich , dass die Genauigkeit , welche das
Dreieck PUT und den Abschnitt PTP X in Rechnung zog , am un¬
rechten Platze angebracht war ; man hätte kürzer sagen können , „je
kleiner / lx ist , um so genauer kommt der Flächenzuwachs /Jq >(x)
mit dem Rechtecke y / Jx überein“ und indem man die Worte „je
kleiner , um so genauer“ durch den Gebrauch von d statt / I in die
Sprache der Analysis einführt , gelangt man sofort zu der Gleichung
d <p (x) = ydx .

Dieselben Bemerkungen wiederholen sich bei mehreren Varia -
belen ; so hat man z. B. bei der Entwickelung von d2f (x , y) alle
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Grössen wegzulassen , die von höherer Dimension als von der zweiten
sind , nämlich zlx 2z1y , zdxzly 2, dx * etc.

Nicht selten nennt man Grössen , welche die Null zur Grenze
haben , unendlich klein werdende oder kurz unendlich kleine Grössen ;
in diesem Sinne sind die Differentiale dx , dy etc. unendlich kleine
Grössen , und zwar der ersten Ordnung ; Producte von zwei Diffe¬
rentialen , wie z. B. dx 2, dxdy , dy 2, heissen entsprechend Unendlich¬
kleine zweiter Ordnung , ebenso sind

dx m, dx m~ l dy , dx m~ 2dy 2, dx m~ 2dy dz , etc .
Unendlichkleine von der Ordnung m. Als Begel gilt dann :

Bei der Bildung einer Differentialgleichung sind alle
unendlichkleinen Grössen wegzulassen , deren Ordnun¬
gen die Ordnung der gesuchten Differentialgleichung
üb ersteigen ;

eine Ungenauigkeit ist hierbei nie zu fürchten , weil es sich immer
nur um Grenzwerthe handelt , und weil bei jedem solchen Grenzüber -
gange alle jene Grössen , welche der Einfachheit wegen im Voraus
weggelassen worden sind , in der That gegen die Null convergiren
und deshalb auf das Endresultat keinen Einfluss ausüben .
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Die Functionen complexer Variabelen .
\

§• 53.

Die algebraischen Functionen complexer Zahlen .

Sowie man sich jede negative Zahl — y dadurch entstanden
denken kann , dass eine absolute Zahl y mit der negativen Einheit
multiplicirt worden ist [— y — {— 1) y\ , so kann man auch imagi¬
näre Zahlen bilden , indem man y mit der imaginären Einheit V — 1
multiplicirt ; dabei wird die Wurzel im absoluten Sinne genommen
und gewöhnlich zur Abkürzung V — 1 = i gesetzt , so dass die Glei¬
chungen

( P = — 1 , i* — -f 1 , i« = — 1 , *« = + 1 , . . . .
^ j i3——i , i5= -f-i , i1——i , i9— i , . . .
statt finden . Aus einer reellen Zahl x und einer imaginären Zahl
iy lässt sich ferner ein Complex x -(- iy bilden ; dieser heisst eine
complexe Zahl , x ihr reeller , y ihr imaginärer Theil . Während wir
nun bisher immer voraussetzten , dass die unabhängige Variabele z
einer Function f (z) auf das Gebiet der reellen Zahlen beschränkt
sei , wollen wir jetzt allgemeiner z als eine complexe Variabele be¬
trachten und untersuchen , welchen complexen Werth die Function in
diesem Falle erhält . Hierzu wird es aber nöthig sein , auf die ersten
Elemente der Buchstabenrechnung zurückzugehen , da alle bisherigen
Kechnungsregeln nur für reelle Zahlen bewiesen sind .

Zwei complexe Zahlen heissen gleich , wenn ihre reellen und
gleichzeitig auch ihre imaginären Theile gleich sind . Für x = §,
y = t] ist hiernach x -)- iy — f -j- irj und umgekehrt.
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Addition und Subtraction . Unter der Summe zweier com-

plexen Zahlen x -f - iy und f -j- irj verstehen wir den Ausdruck
(x 4* I) + i (y *?) ; die Addition complexer Zahlen geschieht dem¬
nach eben so, als wenn i ein reeller Factor wäre. Für die Sub¬
traction behalten wir die gewöhnliche Erklärung bei , dass der ge¬
suchte Rest, mit dem Subtrahenden vereinigt, wieder den Minuenden
geben muss. Hiernach findet man sehr leicht (X -\~iY ) — (x iy )
= (Ai— x) -)- i (Y— y) ganz wie bei reellen Zahlen.

Multiplication und Division . Unter dem Producte zweier
complexen Zahlen versteht man den Ausdruck , der ebenso gebildet
ist , als hätte man jene Zahlen wie reelle multiplicirt und dabei
i2 — — 1 gesetzt, nämlich
2) (x -f iy) (| -f irj) = (xg — yrj) -f i (xi] -{- yg).

Bei der Division behalten wir die gewöhnliche Definition bei
und bestimmen in der Gleichung

- x + iy
X + iY = U + tV

die Unbekannten u und v aus der Bedingung
x + iy = (X + iY) (u + iv) = (Xu — Yv) + i (Xv -f Yu).

Diese liefert die Gleichungen
x = Xu — Yv , y = Xv + Yu,

und wenn man die hieraus gezogenen Werthe von u und v in die
obige Gleichung substituirt , so erhält man
« X-t- iy _ Xx + Yy . Xy — Yx
} X + iY X 2 + Y2 * X 2 + Y2 '

Zu dem nämlichen Resultate gelangt man auch dadurch , dass
man linker Hand fehler und Nenner mit X — iY multiplicirt und
die Gleichung (X -j- iY) (X — iY) = X 2 -j- Y2 beachtet.

Eine andere Methode zur Ausführung der Multiplication und
Division complexer Zahlen beruht auf der Bemerkung, dass jede
complexe Zahl x ~\- iy unter der Form r (cos0 -j- i sin ff) dargestellt
werden kann. Aus
4) x -\- iy — r (cosd -j- i sin ff) = r cos0 -f - irsind
folgen nämlich die Gleichungen

x = r cos0 , y = r sin 0
und diese geben, wenn r und 0 als Unbekannte angesehen werden,
5) x2 -j- y2— r2, r — V x2-j- y2,

6) — — tan 6 , 0 = arctan — + Im ,x x —
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worin h eine beliebige ganze positive Zabl bedeutet. Man nennt
hier r den Modulus der complexen Zahl x iy und nimmt ihn
stets im absoluten Sinne ; das Quadrat des Modulus , also den Aus¬
druck x2 -)- y2, nennt man die Norm , 0 das Argument oder die
Amplitude .

Nach dieser Umwandlung von x iy in r (cos 0 -f- isind )
ist es nicht mehr nöthig , complexe Zahlen der ersten Form zu be¬
trachten.

Man hat nun bei gewöhnlicher Multiplication
r (cos 0 -f- i sin 0) . rx(cos dx -(- i sin 0j)

= rri [cos d cos 0j — sin 0 sin d\ 4 - i (sin 0 cos 0i 4~ cos 0 sin 0j)]
= rr x [cos (0 + 0j) i sin (0 + 0X)],

der neue Modulus ist also das Product des früheren Moduli , das
neue Argument die Summe der gegebenen Argumente .

Durch mehrmalige Anwendung dieser Regel gelangt man zu der
allgemeineren Formel
7) r {(cos 6i + i sin 0i) . r 2 (cos d2 4~ i sin 02) . . . r m(cos 0m -)- i sin Qm)
= r, r2 . . . rm[cos (0i + 02 -j- ••• + dm) 4- isin (0i 4- 02 + ••• + 0m)]-

Ganz ähnlich verhält es sich mit der Division . Multiplicirt man
nämlich Zähler und Nenner des Bruches

r (cos d i sin 0)
T\ (cos dx 4- isinO L)

mit (cos Öi — i sin di) , so wird der Nenner — 1 und folglich ist

der gesuchte Quotient
Y
— (cos 0 4~ isind ) (cosdi — i sin dx)

Y
— — [cosd cos di 4~ sind sindi + i (sind cosdi — cosd sin 0,)

oder zusammen
r (cosd 4 - isind ) r r ra as , . . rn

8) —7- ä : r-T—wv = — [cos(0 — 01) 4- *sm (0 — 0,)].rx(cosdx 4- tsmdi ) rx v
Potenzirung und Radicirung . So wie man bei ganzem po¬

sitiven m unter gm das Product versteht , welches aus dem Producte
zxg.2 . . . gm für gleiche g entsteht , so möge [r (cosd 4" isind )) ™
Dasjenige bezeichnen, was aus dem Producte in Nro. 7) wird, sobald
alle r und 0 gleich sind ; man hat dann die Formel
9) [r (cosd 4“ isind ))™ — r m(cosmd 4~ isinmd ) ,
welche den Namen des Moivre ’schen Satzes führt.
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Untere " verstehen wir , sowohl bei reellen als bei complexen z
diejenige Zahl , deren nie Potenz gleich z m ist ; setzen wir daher

m

10) [r (cosd + i sin #)] 71= q (cos rj -f- isintj ),
wo f) und tj nicht bekannt sind , so muss umgekehrt

[ r (cosO -f - isinOJ ]m — [ n (cos rj -|- isinrj )]n
sein . Bei ganzen positiven m und n giebt dies , dem Moivre ’schen
Satze zufolge ,

r m(cosmQ isinmd ) = (>n(cosnrj -f- isinnrs )
und durch Vergleichung der reellen und imaginären Theile ,

Qncosnrj = r mcosmO , Qnsinnrj = r msinmO .
Hieraus erhält man zunächst

m

q — r " ,
wobei q und r im absoluten Sinne zu nehmen sind . Durch Substi¬
tution dieses Werthes von Q gehen ferner die vorigen Gleichungen
in die folgenden über

cosnrj = cosmd *, sinnt ] = sinmO ,
welche nur dann zusammen bestehen können , wenn die Differenz
zwischen nr ] und m (j ein gerades Vielfaches von n beträgt . Wir
haben daher , wenn lc eine beliebige ganze positive oder negative Zahl
bezeichnet ,

„ md -f - 2kn
nr] = nia -f - 2Jen oder r] = - ,

11

und nach Substitution der Werthe von p und r] in Nro . 10)
mm

, , n ma -\ - 2Jzn , . . m d 2 Jen )
11) [ r (cosd 4 - ismQy ] — r j cos j- tsm — j *

Da Je das Gebiet der ganzen Zahlen von — co bis -f- oo durch¬
laufen kann , so scheint die rechte Seite der vorstehenden Gleichung
unendlich viel verschiedene Werthe zu haben , doch ist dies nicht der
Fall . Giebt man nämlich dem Je das eine Mal den individuellen
Werth Ji, das andere Mal den Werth n -f - Jt, so ändert sich der
„ mQ4 - 2Jcjt . , , , , .Bogen - um 2 n und hat dann wieder denselben Cosinus° n
und Sinus wie vorher ; bei positiven Je braucht man also nur Je— 0,
1 , 2 , (n — 1) zu nehmen . Ferner bleibt die rechte Seite der
obigen Gleichung dieselbe für Je= — Ji und für Je = n — h. Die
negativen Je liefern also keine neuen Werthe . Demnach hat der Aus-
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druck [r (cos0 -{- i sin ö)] 71 nur n von einander verschiedene Werthe ,
welche aus Nro . 11) für Je= 0 , 1 , 2 , (n — 1) hervorgehen .

Setzt man in der allgemeinen Formel 11) k gleich einem Viel¬
fachen von m, etwa k — hm , und lässt in der neuen Gleichung

r / a , . . slvlV Ti m (d + 2hn ) . . m (d + 2hn ) \[ r (cosv -j- ismlf )] — r ! cos—-— —-- (- isin - —— — j

m
m und n gleichzeitig in’s Unendliche wachsen und zwar so , dass —

sich einer irrationalen Zahl ji nähert , so gelangt man zu der neuen
Gleichung
12) [r (cosd -f- isin Ö)] = r“ {cosu (ß -f- 21in ) -j- isin p (ß -(- 2hit )) .
Hier ist h eine willkührliche ganze Zahl , und die rechte Seite hat
unendlich viele verschiedene Werthe .

Wie bei Potenzen mit reeller Variabelen s , so verstehen wir
auch bei einem complexen z unter z~ v den reciproken Werth von

hiernach ist z. B. für ganze positive m

[r (cosd -{-isinO)] [r (cosö + isinO)]m rm{cosmd -\- isinmd )
----- r ~ m(cosmd — isinmO )

und ähnlich in jedem anderen Falle .

§. 54.

Anwendungen der vorigen Sätze .

I . Dem Moivre ’schen Theoreme zufolge gilt die Gleichung
cosmd (=^ \ cos 6 -f- *sin 0)m;

die rechte Seite ist , m als ganz und positiv vorausgesetzt , ein Pro¬
duct aus m gleichen Factoren , zu dessen Ausrechnung der binomische
Satz benutzt werden kann , weil die Multiplication bei reellen und
bei imaginären Factoren auf völlig gleiche Weise geschieht . Nach
beiderseitiger Vergleichung der reellen und der imaginären Theile
gelangt man zu folgenden brauchbaren goniometrischen Formeln
1) cosmd — (»i)o cosm0 — (w),2cosm~ 10siri 1')

-f- (m)i cosm~ i Qsin AQ — . . . .
2) sinmd = (ni)iC0Sm~ 1ö sind — (ni)a cosm~~sd sin 3d

-J- (rn)-Dcosm~ 5d sin 5d — . . . .
oder
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cos wi0

3) "Jpg mg = (m)e — (m^ tan ^d + (m)4 tan *0
— (w?)6 <a» 60 -f • • •

siizm 0
4) 0- = (m)l tand — (ni)3tansd -{- (j»)5tow50 —

II . Die Auflösung der Gleichung x n = -f 1. Aus der
i_

vorstehenden Gleichung folgt x — (f 1)B; die gesuchten Werthe
von X können folglich nach Nro . 11) berechnet werden , wenn man
r = 1, ö = 0, m = 1, Je= 0, 1, (n — 1) setzt , und sie sind
in der allgemeinen Form

2 Jen , . . 2 Jenx cos + t sin -n n

enthalten . Man kann hierbei gerade und ungerade n unterscheiden ;
im ersten Falle nimmt man der Reihe nach

’ * = 0 , 1 , 2 , ^ — 1,

n - 1, n - 2, ..... ^ + 1,
im zweiten Falle

q/1_ 1
Ä = 0 , 1 , 2 , ..... — ,

» - l , « - 2 , tLtl .

Für ein gerades n sind hiernach die Werthe von x

-fl , - 1
2 * , . 27t 27t . . 27t

cos -- F *sin , cos -- *sin - ,n n n n

47t . . . 47t . . 4 7tcos 4 - s sin , cos -- i sm - ,n n n n

67t , . . 67s 6 7t . , 67t
cos -- f- i sm - cos -- i sm - ,n n n n

(n — 2) 7t , . . (n — 2) it (n — 2) ti . . (n — 2) 7t
cos - {- i sm - , cos -- i sm -- — ,n n n n

dagegen für ein ungerades n :
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+ 1.

COS
2 7C

+
2 7t 2 % 27t- i sin » cos - — i sin -

n n n n

cos 4 7t
+

4sr 4 7t 4jt- i sin - j cos — i sin
n n n n

Gjz
+

6 7t 6 7t fijrcos - i sin 1 cos - — i sin -
n n n n

(n — i . . (n — l ) it (n — l ) jr . . (n — 1) jtcos --- 1- i sm - — ! cos — — i sin - — •n n n n

So hat z. B. die Gleichung
x6 — + 1

folgende 6 Wurzeln
+ 1 , — l ,

2 r 1 9 » i - iYl2 2 ’

2 r * . 2 ’ 2 2

III . Die Auflösung der Gleichung xn = — 1. Fürr = l ,
0 = TCym = 1 erhält man aus Nro . 11) als allgemeine Form der
Wurzeln

( 2k + 1)x = cos - - n
n , . . (27c 4- 1)n
-- (- i sin -- ;n

bei geraden n hat demnach x folgende Werthe :
71 , . . 7tcos — 4- i sin — ,n n

7t . . 7t
cos — — i sin — ,n n

3 7t , . . Sncos - 4- t sm - ,n n
Sn . . Sn

cos - /— i sm - ,n n

5n , . . 5ncos - 4“ ^sm - *n n
5n . . 5n

cos -- ?sin - ,n n

(n — 1)n , . . (n — 1) jtcos -- --- 1- i sin -- —n n
(n — 1) 7t . . (n — 1) n

, cos -- --- t sm -- — ,
n n

dagegen bei ungeraden n :
Schlömilch , Analysis I . 17
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- 1 ,

%
+

7t 7t 7t
COS- i sin t cos - — i sin »n n n n

3 7t
+

3 n 37t 3 n
cos - i sin 1 cos -- — i sin >n n n n

57t
+

Ö7T 5 7t bn
cos - i sin - cos - — isin Jn n n n

___(w—2) . (n -—2) lt 1 (n — 2) tc — i sin (n — 2)ncos - - + i sin -— cos -— h i sin — , cos -- *sin -n n n n

§. 55.

Die Exponentialgrössen mit complexen Variabelen .

/ i \ w
Unter der Zahl e wurde der Grenzwerth des Ausdrucks ( 1 -1-- )

\ coj
für unendlich wachsende tu verstanden ; demgemäss ist

e‘ = Lim [ ( 1 + 1 ) ]

oder , wenn coz = m, mithin — = — gesetzt wird ,03 m

e* — Lim |^ 1 4- —^ J , (für m = od).
Diese Gleichung hat den Sinn , dass die Exponentialgrösse als

Grenzwerth einer gewissen Potenz angesehen werden kann ; sie eignet
sich daher sehr gut zur allgemeinen Definition der Exponentialgrösse ,
weil man nach den vorigen Untersuchungen für jeden Fall die Be¬
deutung der Potenz kennt . Wir definiren demnach ex+ iy durch die
Gleichung *

1) e*+ ‘y = Lim [ ( l -f . (für m = oo)
und setzen der Einfachheit wegen m als ganze und positive Zahl
voraus .

Um den angedeuteten Grenzenühergang auszuführen , bringen
wir zunächst die Basis der Potenz auf die Normalform , nämlich

2) 1 + - ^ = r (cosO -j- isinff ) ,
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woraus sich ergiebt

r=ri+l£+Ü±ü:lä, te9= *
L m m1 J

1 + —m
setzen wir ferner

JL
arctan —— = ft ,

1 + —m
so folgt aus der , für tand angegebenen Gleichung

0 = & -f - Ten,
wo Je eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet . Die Glei¬
chung 2) lautet jetzt

1 4 "X = r [ßos(•8' kn ) -f- isin (& -)- Jen)] ;

für x = 0 und y = 0 wird r = 1 , & = 0 , mithin
1 = cosJcn4 - isinJcn = cosJcn,

woraus hervorgeht , dass Je eine gerade Zahl sein muss . Man hat
desswegen einfacher

1 4 " ^ = r (cos& 4 "isin %)m
und nach dem Moivre ’schen Satze

3) e*+ {v = Lim {r m(cosm 9 4 *isinm &)j •
Darin ist

f . 2x .r "

und , wenn

, * + y*\ *m
V ^ m ^ m* ) ’

2 x x2 y<1 _ 1
m g

gesetzt wird , so stellt sich r m unter folgende Form :
__ J| _i m _ 1

T ^=o+r =[('̂ )T
, ar24-y2

Bei unendlich wachsenden m convergirt — gegen die Null , mit11
17 *
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liin wird y unendlich gross , und die vorstehende Gleichung zeigt
dann, dass r m den Ausdruck ex zur Grenze hat.

Was ferner mft anbelangt , so ist identisch
a. & cos » ymft = —— — • m tan ft — -

tauft sin ft x
ft m

si n Q'
bei unendlich wachsenden m convergirt » gegen die Null , • -

\
gegen die Einheit , folglich mft gegen den Werth y. Nach diesen
Bemerkungen zusammen wird die Gleichung 3) zu
4) ' ex+ iy = ex(cosy -f- isiny ).

Fast genau dieselben Schlüsse sind auf die etwas allgemeinere
Exponentialgrösse a z anwendbar. Bei reellen Z ist

und wenn man diese Gleichung als Definition für den Fall z =
x -j- iy beibehält , so findet man ohne Mühe
5) a x+ <» — a x[cos(yla ) -(- isin (yl «)] .

Um zu entscheiden , ob die Fundamentaleigenschaft der Expo¬
nentialgrösse , nämlich die Gleichung a z . = a 2+ f , auch bei com-
plexen z und t, richtig bleibt , multipliciren wir die Gleichung 5) mit

a %+ iri = a ^[cos(r] la ) -j- i sin (tj l «)]
und benutzen rechter Hand den Satz

r (cos0 -\- isin 0) .r , (cos0X-f - i sin Oi) = r r s[cos(Q-)- 0X) -f- isin (0 -f- 0X)] ;
das Resultat ist

a x+ iy . « £+ •') = a x+ Z\ cos [(y + »?) ?«] + isin [(y -)-
— a (̂ + f)+ "(y+ »))

und es erhellt hieraus , dass jene Eigenschaft in der That für com-
plexe Exponenten gilt . Alle übrigen Eigenschaften der Exponen¬
tialgrösse , wie z. B. (a z)k = a kz, sind Folgerungen der erwähnten
Eigenschaft und bleiben daher gleichfalls ungestört .

Eine brauchbare Anwendung der obigen Theoreme ist folgende .
In Formel 4) setzen wir x = 0 , das eine Mal y — u , das andere
Mal y = — w, und haben dann

etu — cosu _|_ i sinu ) e- <u — cosu — isinu ,
mithin durch Addition und Subtraction
6) 2cosm = e'u -|- e~ iu , 2 isinu — c*“ — e~ iu.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich , wenn man beiderseits auf
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die mte Potenz erhebt und rechter Hand den binomischen Satz für
'ganze positive m anwendet ,
7) 2mcosmu

— (m)0eimu -f (« jje «» - *)» -|- (m)2e<{m~ 4)“ + • • • •
8) 2m i msin mu

— (m)o e imu — (m') l e ' C«*- 2)“ -}- (»») , c « m- 4)u
Hier kann man jede Exponentialgrösse wieder in Cosinus und Sinus
umsetzen und nachher die reellen und imaginären Theile auf beiden
Seiten vergleichen . Aus Nro . 7) erhält man so

2mcosmu

= ( m ) o cosmu -f - ( m ) i cos (m — 2 ) u -f - (m ) 2 cos ( in — 4 ) u - f- • • • •

Nicht überflüssig ist es, die Fälle eines geraden und eines unge¬
raden m zu unterscheiden . Bei geraden in giebt es einen mittelsten
Binomialcoefficienten (m) i und jeder andere Coefficient kommt

2 m

zweimal vor ; daher lassen sich die mit gleichen Coefficienten ver¬
sehenen Summanden vereinigen , was nach beiderseitiger Division mit
2 zu folgender Gleichung führt :
9) 2 m—i cosmu

= (in)o cosm u -j- (m)i cos(m — 2) n -)- (in)2 cos(m — 4) u -j- • • • •
• • • -j- (m) , cos2u -j- h(in) , .

Dagegen ergiebt sich für ungerade m :
10) 2 m~~1cosmu

= (m)0 cosmu -f- (m)Lcos(m — 2) u -f- (m)2 cos(in — 4) « -(- •••
• • • 4 - (m) , cos 3 u (m) . cosu .

2 (m - 3)

Die Gleichung 8) gestattet eine ganz ähnliche Behandlung , und
zwar findet man bei geraden m :

11) (— l ) 3 2m~ 1 sin mu
— (m)o cosmu — («»X cos(in — 2) u -}- (m)2cos(m — 4) u —

••• + (— l ) 2™ 1 0 ») i cos2u -1- (— 1) :*m IO ) ,
gm - l j «

dagegen bei ungeraden m :

12) (— iy im~ 1) 2 m~ 1 sin mu
— (ni)osinmu — (m)j sin (m — 2) u -f- (m)2sin (m — 4) u — •

-(- (— l ) ^(m \ m) . sin3u -\- (— l ) a( ) (m) . sinn .
n (m —3) -Am — l )2 '
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Die hier entwickelten vier Gleichungen bilden gewissermaassen

die Umkehrungen der beiden Gleichungen 1) und 2) in §. 54 .

§• 56.

Die Logarithmen complexer Zahlen .

Unter dem allgemeinen Logarithmus einer Zahl £ ver¬
stehen wir jede reelle oder complexe Grösse z , welcher die Eigen¬
schaft ez = t, zukommt . Bezeichnen wir diesen allgemeinen Loga¬
rithmus von t, mit L § und setzen
1) L (i -f irj ) = x + iy ,
wo x und y vorläufig noch unbekannt sind , so muss umgekehrt

ex + *y = | ir )
oder

ex (cosy 4 * isiny ) = | -f- ir \
sein . Die beiden hieraus folgenden Gleichungen
2) ex cosy = £, ex siny = t]
liefern erstens

3) ex = V & + ri\ x = | I (* > + »*).
und zwar nehmen wir das Wurzelzeichen im absoluten Sinne , weil
ex bei reellen x nicht negativ sein kann . Die Gleichungen 2) werden
durch Substitution des Betrages von ex zu den folgenden

£ v
4) cosy — , = , siny --r■ . — ) Ol/IV tj — _— jV& + 1JS Vt * + V*

71 71
5) tan y = , y — arctan + m 7t,

wo m eine beliebige ganze Zahl bedeutet , die sich etwas näher be¬
stimmen lässt , wenn man die Fälle eines positiven und eines nega¬
tiven | unterscheidet . Für f] = 0 wird nämlich y = + m 7t und
nach Nro . 4) cosy — -f- 1 oder cosy — — 1, je nachdem | positiv
oder negativ ist ; hieraus geht hervor , dass im ersten Falle m eine
gerade , im zweiten Falle eine ungerade Zahl sein muss . Bezeichnet
k irgend eine positive ganze Zahl , so haben wir vermöge der Werthe
von x und y folgende Formeln : für ein positives

6) L (| -(- irf ) = \ l (£2 -f- rj2) -(- i | «rcfaw + 2 /fcj/ J,
dagegen für ein negatives
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7) L (| + i t]) — 11 (£2+ ij2) -f i Jarctanj ± (2 fc-f- 1) xj .
In dem sehr einfachen Falle £ = + 1 und f] = 0 erhält man

hieraus
8) L (+ 1) = ± 2kni , L (— 1) = ± (2 !c +• V) ni ,
mithin kann bei positiven £

9) L (| + irs) = \ l (| 2 -j- t?2) + i arctan | -fh (+ 1),
und bei negativen
10) L (£ + in ) = ! I a *+ + iarctan + L (- 1)

gesetzt werden. Die unendliche Vieldeutigkeitder Logarithmen wird
übrigens nicht überraschen, wenn man sich erinnert, dass

= Lim [n £ — l )] , (für n = cd)
ist und dass £, den Untersuchungen des §. 54 zufolge, w verschie¬
dene Werthe besitzt.

Aus der Gleichung
ßZ\ ^ q Z\ + Z2

ergiebt sich bekanntlich die Haupteigenschaft der Logarithmen
L (£i £2) = L %\ -j- i£2 ;

jene Kelation besteht, wie in §. 55 gezeigt wurde, auch bei com¬
plexen und Z-2, mithin gilt die letztere Eigenschaft gleichfalls bei
complexen £1 und £2. Eine Anwendung des Satzes besteht darin,
dass man die Werthe von L (| -f- irs) und L (£— irs) nach Formel7)
oder nach Formel 8) entwickelt und die beiden erhaltenen Gleichun¬
gen von einander abzieht; man findet so

H ) L (j ~ ^ — 2 i jarcfawj - ± 2 Äatj,
wo h eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet.

§. 57.

Die goniometrisehen und cyelometriselien Functionen mit
complexen Variabelen .

I. Die in §. 55 Nro. 6) entwickelten Gleichungen
ßiu I q — iu ßiw q — iu

cos ii = - , sin u = -- ---2 2 «
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wollen wir als die allgemeinen analytischen Definitionen von COSU
und sinu beibehalten ; es ist dann

e~~v -(- e+v ev 4 e~ v
cos (iv ) —

sin (i v) =

2 2

, — V - g + V gV g -

2 i 2

und überhaupt bei complexen u = x 4 iy
e i (x + iy) _|_ g —t (v + iy) e —y + ix _|_ g \ y—ix

cos (x 4 iy ) =

sin (x 4 - iy ) =

2 2

gi (x + iy) — g —i (x + iy) g —y + ix — g+ y —ix

2 i 2 i

oder , wenn man e+ ix sowie e~ ix durch cos/ und sinx ausdrückt ,
, s / I • \ e 'J + e _ s' •eV — e ~ y ■1) cos(x 4- iy) = - 5 cosx — i sin x,Jj 2i

. , . . N e » 4 e ~ » . , . ey — e - y2) sm (x 4 i y) = - -- sin x i cos x.

Vermöge der Werthe von cos (iy ) und sin (iy ) kann Jüan dafür
schreiben

cos (x -\ - iy ) — cosx cos(iy ) — sinx sin (iy ) ,
sin (* 4"i y) = sinx cos (iy ) 4 - cosx sin (iy ) ,

woraus hervorgeht , dass die bekannten Formeln für COS(a 4 - ß)
und sin (a 4 ß) auch bei imaginären ß richtig bleiben . Die Glei¬
chungen 1) und 2) liefern ferner

cos2(» 4 - iy ) 4 - sin *(x 4 i y)

( ev + e~ *y _ ( ey — e- yy ^ s
die Relation cos28 4" sin 28 = 1 besteht daher auch bei complexen 8.

Für die übrigen goniometrischen Functionen behalten wir die
gewöhnlichen Definitionen

1 . sin e
sec s = , tan 8 = - u. s. w.cos 8 cos 8

ungeändert bei . Hiernach ist z. B.
. . . . (ey 4 - c ~ y) sinx 4 - i (c y — e ~ y) cosx

tan (x 4 iy ) = ; : (- 1— 4 - ? ,
(ey 4 e y) cos x — i (e v — e ~ y) smx

oder , wenn man den Nenner durch Multiplication mit
(e 'y 4 e ~ v) cosx 4 i (ey — e ~ y) sinx

reell macht ,
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, . . 2 sin 2x -f- *(e2s' — e~ 2»)3) tan (x 4 - 1y) = —r— : : —•
v e2« + 2 cos 2x + e~ 2'J

Auf gleiche Weise lassen sich alle übrigen goniometrischen Func¬
tionen des complexen Bogens x -f- iy auf die Form cp(x,y) -j- iip (x,y)
bringen .

II . a. Unter dem Symbole Arcsin £ verstehen wir im Folgenden
jede reelle oder complexe Grösse z, welcher die Eigenschaft sinz = §
zukommt . Hiernach gilt für ein reelles § , dessen absoluter Werth
die Einheit nicht übersteigt , die Formel
4) Arcsin !; — m % + arcsin £, (| a ^ 1) ;
dabei ist m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl , und es
entspricht das obere Vorzeichen einem geraden , das untere einem
ungeraden m.

Setzt man allgemeiner
5) Arcsin (f -j- iy ) — x -f - iy ,
wo x und y vorläufig unbekannt sind , so folgt umgekehrt

sin (x + - iy ) = | -)- i rj,
d. i. nach Nro . 2)

} ey 4 - «~ y . , . e « — e ~ v
— — sin x -f i cosx = g -f 17] ,

mithin dienen zur Bestimmung von x und y die beiden Gleichungen
e y 4 . c - y e y — e— y

- sinx = I , - -- cosx — 7],

Die Auflösung derselben geschieht am besten auf die Weise ,
dass man die Quotienten

Ri I V6) —— = u, —-— = vsm x cos x

als neue Unbekannte betrachtet , wodurch die drei Gleichungen ent¬
stehen

. ey -4- e~ y cv — c~ v
7) = 71, = t,,

( ! ) ’ + ( * ) * =
Aus Nro . 7) erhält man

9) cy — u -f - v, e~ Vp-— u — v,
1 = U 2 — V2,

und durch Combination der letzten Gleichung mit Nro . 8)
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u'1 = § [l 2 + V2 + 1 ± V (l 2 + V2 + l )'2 - 4 | 2] ,

v 2 = I [ I * + »?2 - 1 ± V (S'2 + V* ~ ! ) 2 + 4i ?*J .
wobei gleichzeitig entweder die oberen oder die unteren Zeichen zu
nehmen sind. Da v reell , mithin v2 positiv sein muss, so können
die unteren Zeichen nicht gebraucht werden. Zur Abkürzung sei
noch, alle Wurzelgrössen im absoluten Sinne verstanden,

10) E = V\ [I 2 + V2 + 1 + V (| 2 + if* + l )2 - 4 ,

11) T = V\ [ga + 712 - 1 + + 1J* — l )2 + 4 1J*| ;
die Werthe von u und v sind dann

u — + E, v = + V.
Beachtet man noch, dass zufolge von Nro. 7) nur positive

Werthe von u existiren können, so bleibt für u nur der Werth
u = A zulässig. Nach Nro. 6) ist nun

I ■ Isin x = , mithin x = ArcsinA A
oder Ix — m % + arcsin •A

Ferner hat man nach Nro. 9) . . _
y = 1(3 ±n

mithin als imaginären Theil
iy = il (3± T).

Da E 2 — T2 = u2 — v2 — 1 ist, so wird

U (E — T) = il | y ) - - il (3 + T) i
eine Aenderung des Vorzeichens von T läuft demnach auf eine Ver¬
tauschung von -f- i mit — i hinaus, und da letztere ohnehin erlaubt
ist , so braucht man das negative Vorzeichen von T nicht zu beach¬
ten. Demnach gilt folgende Formel

12) Arcsin (| -f- irj ) = m % + arcsin — il (E -f- T),A
worin das obere Vorzeichen einem geraden, das untern einem unge¬
raden m entspricht , und rechter Hand i sowohl positiv als negativ
genommen werden darf.

In dem speciellen Falle rj = 0 muss unterschieden werden , ob
| 2 5S 1 oder | 2 1 ist. Für | 2 5s 1 hat man

Vi 4 ~ 2 i 2 + 1 = 1 — §2,
mithin E — 1, T — 0,
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Arcsin f = m n + arcsin f , | 2 ^ 1,
was mit Nro. 4) übereinstimmt . Für £'2 1 wird

VS * — 2 ^ + 1 = — 1,
mithin 3 = V ~£ ,̂ T = V | 2 — "l und

13) Arcsin | = wä + arcsin y -y ^ 4“ V £2— l ) , f 2> 1,
wobei V̂ £2 im absoluten Sinne zu nehmen ist . Die Gleichung 13)
wird nicht überraschen, wenn man beachtet , dass einem die Einheit
übersteigenden Sinus kein reeller Bogen entsprechen kann .

Es sei zweitens f = 0 ; man findet in diesem Falle

14) Arcsin {irs) — mit -\ - il ( V 1J2 -j- Vrj '2 4" *) >
wobei W 2 im absoluten Sinne zu nehmen ist.

Bezeichnet arcsin (£ -{- i r[) denjenigen Werth von Arcsin (f -f- i rs),
welcher dem .einfachsten Falle m = 0 entspricht, so ist

£
arcsin (£ + i rs) = arcsin - r̂ -\ - il (3 4~ T ),A

mithin durch Vergleichung mit Nro. 12) und unter Beachtung des
willkürlichen Vorzeichens von *

Arcsin (f -f- irs) = mit + arcsin (§ -f - i rs) ;
man ersieht hieraus , dass die Formel 4) auch dann richtig bleibt ,
wenn an die Stelle der dortigen reellen Variabelen eine complexe
Veränderliche gesetzt wird.

b. Versteht man unter Arccos t, jede reelle oder complexe Zahl
z, welche die Eigenschaft cos z = £ besitzt , so kann man die Werthe
von Arccos (| -f~ irs) nach der in a. benutzten Methode leicht ent¬
wickeln . Die specielle Ausführung mag unterbleiben , da sie keiner¬
lei Besonderheiten darbietet .

c. Dem Bisherigen analog bezeichne Arctan ? jede reelle oder
complexe Zahl z, welcher die Eigenschaft tan z — £ zukommt. Hier¬
nach gilt für ein reelles £ die Formel
15) Arctan | = mit -f- arctan S,-
worin m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bezeichnet .

Setzt man allgemeiner
16) Arctan (| + irs) = x -(- iy ,
so folgt umgekehrt

tan (x -f iy ) = | irj ,
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oder vermöge der Werthe von sin (x -)- iy ) und cos (x -(- iy )

(c'J -}- er~y) sinx -|- i (e'J — e~ y) cosx _ t ■
(eJ -)- e~ y) cosx — i (ey — e~ v) sinx 1

Zur Abkürzung sei hier

17) - ~ = Q,e, + e- v '*=’
statt der vorigen Gleichung lässt sich dann die folgende schreiben

tan x -f- iQ .
1 - iQtanx = * f tr>’

und wenn man nach Wegschaffung des Bruches die beiderseitigen
reellen und imaginären Theile vergleicht , so erhält man die beiden
Gleichungen

tanx — | -f- .t] Qtanx , Q = rj — g Qtanx .
Die erste Gleichung liefert

18) <aw* =

durch Substitution dieses Werthes verwandelt sich die zweite Glei¬
chung in

vQ 2 - (£2 + + 1) G = — 1?,
woraus folgt

_ £2 + v2 4- 1 ± V (£2 + n2 + l )2 — 4 rj*
^ 2 r)

Wegen der Bealität des y muss nach Nro. 17) der absolute Werth
von Q ein echter Bruch sein, es kann deshalb nur

g» + r?2 -f 1 — V (g» + r?2 4- 1)* — 4^
V 217

genommen werden. Die Formeln 18) und 17) liefern ferner
I £

x = Arclan —— — mit + arctan

mithin ist zusammen

nQ 1 — n Q'

Arctan (g -(- in ) = mit -f- arctan — -4- — l ( -
1 — V Q 2 \ 1 — QJ

Setzt man zur Abkürzung

19) n = | {/ (g* + n * — l )2 + 7f * - d » + r,* — 1)},
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und man erhält
£ i i i / V 1

20) Arctan (g -f - irj ) — m n -f- arctan + — l \ Si) '

In dem speciellen Falle | = 0 wird £1= 1 — ij2,oder £1 = 0,
je nachdem f]2 weniger oder mehr als die Einheit beträgt ; daher ist

Arctan (irj ) = mn — l Q ^ , rj2 < 1,

Arctan (irj ) — mn + ^ l ^ ij*' > 1,
und für rj = 1

Arctan i — m n icc .
Versteht man unter arctan (£ + irj ) den besonderen Werth ,

welchen Arctan (| -f- irj ) in dem einfachsten Falle m = 0 annimmt ,
so hat man

fc j / n _j_ i —
arctan (£ + irj) = arctan ^ t + W ’

mithin Arctan (£ -j- irj ) = m n -|- arctan (£ -f - *>j).
Die Formel 15) gilt demnach für complexe Variabele ebenso wie
für reelle Variabele .

§. 58 .

Differentiation complexer Ausdrücke .

Den vorigen Untersuchungen zufolge kann eine Function , welche
ausser der Variabelen z noch die imaginäre Einheit i enthält , auf
die Normalform
1) f (z , i) = (p (z) + iip (z)
gebracht werden , dann lässt sich aber auch eine bündige Erklärung
über den Differentialquotienten von f (z , i) geben . Unter f ' (z , i)
versteht man nämlich den Ausdruck q>' (z) -f - i tp' (z) und es ist daher

df (z , Q __ d rp(z) . dip (z) _
dz dz clz

Dieser Definition folgend wollen wir die Differentialquotienten
der einfachen Functionen complexer Variabelen aufsuchen .

Die Potenz . Setzen wir nach §. 53
(x -j- iy)u — [r (cos0 -j- i sin 0)]<“ = r“ cos ji 6 ir u sin ji 0 ,

r = V"*2 + y2, tan 0 — ,x
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so erhalten wir durch Differentiation in Beziehung auf x

d [(x + *» '"] „ . n dd , „ , n dr
- = _ pr . srnyd ^ + fir ^ cosfid -̂

-f i ^ r ‘u cos fi (J ~ ~ -f iirf J- 1sin (id ^ A ;
es ist aber

dd _ y sin i
dx x'1 -)- y2 r ’

4 — = + = + cos 0 ,
dx Vtf + yl

mithin nach Substitution dieser Werthe und gehöriger Zusammen¬
ziehung

d = (tr“ —1 cos (y — 1) 0 4 - iyr“ - 1sin (y — 1) 0ox
z= (ir“ ~ 1[cos (fi — 1) 0 + ?' sin (fi — 1) 0 ]

d. h.

. d \(x 4 - *2/) ‘u] , , , u , ,
3) 8>L p (a; 4- ?j/) 'u- 1.

Durch eine gleich einfache Rechnung findet man
. 0 [ (* - )- *«/) <“ ] I • SU 14) -T- V) j _ t ft (a; 4 - ty ) ^ - i ,02/

und nun folgt aus den Formeln 3) und 4), dass die Differentiation
einer Potenz mit complexer Basis ebenso auszuführen ist , als wenn
i ein reeller Coefficient wäre.

Die Exponentialgrösse . Durch Differentiation der Gleichung
ex+ ty — excosy 4 " ie xsiny

erhält man augenblicklich
g e*+ i'y

5) —- - = ex eosy 4 - ie x siny = ex + ' *,ox
ggtf + i'y

6) —x = — ex siny -\- ie x cosy — ie x+ iv-,
oy

wie man sieht , bleibt auch hier die Differentiationsregel ungestört .

Der Logarithmus . Die Formeln 6) und 7) in §. 56 können
in die folgende zusammengezogen werden

L (t + *<?) — \ l (I 2 + V*) + *( arctan y4 - cj ,
wo c eine von f und f] unabhängige Grösse bezeichnet ; daher ist
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8D (§ + ^ ) _ £ rj _ £ — ir ]*) I0 | + p + v2 | 2 + ??2

1
_ l +

dLß + irj) _ V . • § _ .1 — {V
} dr] ~~ £2 + y 2 P + n2 & +

_ , i
*£ + »»2

Auch hier geschieht die Differentiation ebenso, als wenn * reell wäre.

Die trigonometrischen Functionen . Aus der Gleichung
. , , . lN ev + e ~ y . . , ev — e~ y

sin (x -f- i y) = - 5- sm a; -f- *- - - cos x\ A A
erhält man

0 sin (x iy ) e* 4- e~ v .e*' — * .
9) - » ------ = -- - - cosx — «- - - sin xJ ' dx 2 2

= cos (x -1- iy ) ,

d sin (xiy ) ev — e~ v . , . e*' 4 - e~ v
10) - tr- J— — = s smx 4- i cosxcy 2 2

= i cos (x -(- i y).

Für die übrigen trigonometrischen Functionen ist ebenso leicht
nachzuweisen, dass die gewöhnlichen Differentiationsregelnungeändert
bleiben.

Die cyclometrischen Functionen . Setzen wir, wie in
§. 57, Nro. 4)

Arcsin (£ -j~ irf) — x iy ,
wobei zwischen x und y die Gleichungen

ev -4- e~ y . <. e'J — e- y
sinx = j; , —— cosx = rjZ 2i

stattfinden, so haben wir durch Differentiation in Beziehung auf £
folgende drei Gleichungen

0 Arcsin (£ 4- *V) , . Sy
U ) 0| - = 0? + , 0l >
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Aus den beiden letzten Gleichungen erhält man

dx _ | (ey -\ - e~ v) cos %
[| (ey-|~e~y) cosx]'2 + [£(ey—e~v) sinx]2’

8y _ 1(ey — c~"y) sin x
[̂ (ey-(- e~ y) cosx]2 -(- [| (ey—e~y) sinx]2’

substituirt man diese Werthe in die Gleichung 11) und berücksich¬
tigt die Relation

P + ig _ 1
P 2 + I 2 P — ii

so gelangt man zu der Formel

0 Arcsin (f -f- iij ) 1
8 1 \ (ey -)- e~ y) cosx — i \ (ey — e~ y) sinx

1 1

cos (x + iy ) Kl — sin 2(x + i y)
oder

d Arcsin (§ irj ) 1
12 )

13)

8S Vl — (£ + *>/)2
Durch eine ähnliche Rechnung findet sich

8 Arcsin (| -)- i rf) . 1
dn Vl - d + iij)*’

es gilt daher die gewöhnliche Regel zur Differentiation des arcus
sinus auch bei complexen Variabelen . Für die übrigen cyclometri -
sehen Functionen gestaltet sich die Sache ebenso .

Durch die Zulassung der Differentialquotienten complexer Aus¬
drücke erreicht man häufig den Vortheil , verschiedene Differential¬
quotienten unter einen gemeinschaftlichen Gesichtspunkt zu bringen .
So sind z. B. die Gleichungen

4ii(i±^ )i=n-üy a».L \ k —payJ a2—(Px 2
ßx aßd arctan = - , — d x« a2+ ß2x2

nicht wesentlich von einander verschieden ; setzt man nämlich in der
ersten iß für ß , so wird

Jlls a + i ß XW _ _ a ß 1/r
L2 \ « — fßz / J l a 2-\- ß 2xi (

d. i. nach Formel 11) in §. 56
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, / ßx \ ctß

tat arctan —— + 2 Im ) — i ■ , äx ,
\ a — / a 2 ß ’-x2

was mit der zweiten Gleichung übereinkommt .
Dass der Gebrauch complexer Zahlen auch bei der Entwickelung

höherer Differentialquotienten von wesentlichem Nutzen sein kann ,
mag folgendes Beispiel zeigen .

Aus der identischen Gleichung

« _ i s 1 1 \
a 2 -\- (t2x2 2 i \ ßx — icc ßx -\- ia )

erhält man durch m -malige Differentiation in Beziehung auf x

D m
/ « \ (— l )”‘1 . 2 . . .jw/3m|i 1 1 j
Vß2+ /f2a:V 2 «a j\(ßx — ia )m+l (ßx -\- ia )m+1)

(— l )m1. 2 . . .mß m (ßx -\- ia )m+1— (ßx — i a)m+x
2 i (a 2-(- ß -x2)m+1

Um die imaginären Ausdrücke wieder wegzuschaffen , setzen wir
ß x + ia — r (cos 0 + i sin ff)

r — V ß 2x2 -f- a 2, f) = arctan -ß -̂ - ;
es wird dann

(ßx + *«) m+ 1 — (ßx — i «)ra+ 1
_ r m+ l [cos(m -|- l ) d isin (m -f - 1) 0]

— r m+ 1 |-cos i ) ö — isin (m -f - 1) ff)

_ _ 2 ir m + 1 sin ( m -\ - 1 ) 0 = 2i ( a 2 - |- ß 2 x 2) 2 Cm+ 1>s *w£ ( « + l ) arctaw ^ ;J

in^(m + 1) arctan

mithin

sin

(a 2 -|- ß -x2) 2 (m+ 1>

Aus der identischen Gleichung

ß* = 1 ( 1_ , 1 \
a 2 ß 2x2 2i \ ßx — ia ßx -\- iaJ

erhält man nach derselben Methode

cosjj )» + 1) arctan ~ß ~̂

'+ F X*J ~ K (a2+ ^ 2)icm+1)
Schlömilch , Analysis . I . 18



274 Cap. VIII. §. 59. Potenzenreihen mit
Setzt man in der Formel 14) a = ß = l , m = n — 1 und

berücksichtigt , dass

B ”~ ] ( —p— ) — B” arctan x
VI -j- x2J

ist , so kommt man auf dasselbe Resultat zffrück , welches in §. 14,
Nro . 13) durch ein weit umständlicheres Verfahren gefunden wurde .

§. 59 .

Potenzenreihen mit imaginären Variabelen .

Vergleicht man die beiden früher erhaltenen Formeln

= }* + I*3 + lx'° + .....
2) arctany = { y — §y3 + | yh — .....

— 1 < * < + 1, — 1 < 2/ < + 1,
so fällt in die Augen , dass die erste Reihe mit der zweiten identisch
werden würde , wenn man ihr den Zeichenwechsel zu verschaffen
wüsste . Dies erreicht man durch die Substitution %= iy \ die linke
Seite der Gleichung 1) verwandelt sich dabei in

11 — * arctany ,

wobei 11 als eindeutig = 0 vorausgesetzt wird ; die rechte Seite der
Gleichung 1) geht über in

* (i2 / — 12/ 3 H- | 2/ 5 — ..... ) .

ob aber die Gleichung 1) unter diesen Umständen noch besteht , ist
eine andere und zwar nicht überflüssige Frage , weil die Formel 1)
nur für reelle x bewiesen wurde . Die Gleichung 2) zeigt nun , dass
in der That die Gleichung 1) für x = iy ihre Gültigkeit behält .

Aehnlich verhält es sich mit den Formeln
x . 1 xs . 1 . 3 x5 ,arcsmx = _ + _ _ + _ __ __ + ,

1(, + VTT7 , = A _ i ^ + L >i - ,
- 1 < x ^ + 1 , - 1 < y < + 1,

deren zweite man auf demselben Wege erhalten kann , der in §. 47
zur Entwickelung der Reihe für arcsin x eingeschlagen wurde ; auch
hier lässt sich durch Substitution von x = iy die erste Reihe in die
zweite überführen , woraus folgt , dasä die Reihe für arcsin x für ima-
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ginäre x richtig bleibt , wenn deren Modulus die Einheit nicht über¬
schreitet .

Behufs einer dritten Anwendung gehen wir von dem leicht be¬
weisbaren Satze aus, dass ein Product von der Form

(1 + «i x) (1 -f «2x) (1 + «3x) ,
völlig entwickelt , zu einer Potenzenreihe

1 -f - C \ x - )- C?2 m 2 —{— Cg x 3 - (- .....
führt, worin

Ci = ßi - f- « 2 -f - « 3 + « 4 + •••• >

C% = (Xy -f“ CCiCCg-j - CCyCC±- |- • • •

-j - « 2 « 3 « 2 a i "1" • ' '

+ tt S k 4 + * - »

U. S. W.

und überhaupt jeder Coefficient nach einem bekannten combinatori-
schen Gesetze gebildet ist . Demzufolge hat man z. B.

3> O+î O+̂ O+ä )"--
== 1 C\ X -j- Cg# 2 -f- O3X* -f- .....

und für den ersten Coefficienten

Ci = ^ ( t ^ + ^ + ^ + 47 + ' " )
und nach §. 50 , S. 243

<k = ä-
Auch die übrigen Coefficienten sind leicht zu bestimmen ; setzt

man nämlich x — — und multiplicirt beide Seiten der Gleichung
3) mit z, so erhält man

= s — C ẑ* + C2z * — Cgzi + ..... .
und hier ist die linke Seite identisch mit sinz (§. 49 Formel 16),
mithin muss die rechte Seite mit der Sinusreihe übereinstimmen ,
woraus folgt

C1 == — -— , Co = , C3 = - -- , etc.1 1 . 2 . 3 1 . 2 . . . 5 3 1 . 2 . . . 7
Aus Formel 3) wird jetzt

( > + rö ) ( * + rö ) ( ‘ + ife ) -' - - -
/y /v>2 /y>3

_ 1 I * I X | ^ |"1_ 1 . 2 . 3 "1” 1 . 2 . . . 5 "1" 1 . 2 . . . 7 I“ ' - ' '
18*
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und zwar gilt dies für alle reellen x . Setzt man x — -f- y * und
multiplicirt beiderseits mit y , so geht die Reihe über in

y3 y5 i_ ■y1 I
1 . 2 . 3 1 . 2 . . . 5 1 . 2 . . . 7

ev — e ~ y
2

und man hat daher die Gleichung

4) tj£2 = , ( x + I g r) ( I + ife ) ( a + i ^ ) . . . . .
welche zeigt , dass das unendliche Product für sin z auch in dem Falle
richtig bleibt , wo z durch die imaginäre Variabele iy ersetzt wird .

Ganz ähnliche Betrachtungen gelten bei den Werthen

ßl = T*5 »’ ttl = 3W ’ “3 = 5^ 7 ’ etc-;
man gelangt nämlich zu der Formel

ev + e - v 4y « \ / 4y » \ / 4y « \
2 v 1** V \ 3*» V V 52jt2/

welche beweist , dass das unendliche Product für cos # auch im Falle
z — iy richtig bleibt .

Auf die Gleichungen 4) und 5) sind die nämlichen Transforma¬
tionen anwendbar , welche in §. 50 mit den unendlichen Producten
für sinz und cos z ausgeführt wurden . Nimmt man zuerst die Lo¬
garithmen und differenzirt nachher in Beziehung auf y, so erhält man

6) lüev — e~ »

7)

1 - 2y 2y . 2y
~ T ( 1 * ) ! + y 2 (2 * ) * + y * + (3 * ) * + y * +

e? — e —»

2y , 2 y 2y
' /'S — I . ,2 I / 5 ■\ Q I O I

8)

(!*)*+ ?* G*)2+ y2 1 (i *)2+ 2/2
2

e » — e ~ y

_ J ___ 2y 2y ___ 2y
y ( lJi ) Hl /2 (2 w) 2 + 2/2 (8 * ) * + y * +

9) 2ey e - y

(I»)*+ yl (1 -f y- (| *)3+ £2
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dieselben Resultate ergeben sich aus den Formeln 3), 4), 6) und 7)
des §. 50 durch Substitutition von z = iy .

Verwandelt man ferner die soeben gefundenen Reihen in Poten¬
zenreihen , so gelangt man zu folgenden Resultaten

10) e-y- + ll y-ey—e~y
1 , 22R , 2*BS , , 2«B b ,= — + ~ - — — y* +

11)

y 1 . 2 1 . 2 . . 4 " ' 1 . 2 . . 6 '
— » < V < + » ,•

e * — e ~ y

12)

13)

ev -f- e- y
22 ( 22 - _ 24 (24 - 1) ^ 2 « ( 2 « - l ) J 6 ____

1 . 2 ^ 1 . 2 . . 4 ^ ' 1 . 2 . . . 6
— < y < + l 5*-

2
e v — e ~ y

1 2 (2 »- 1) 2?. 2 (2»- 1) 2?» _ 2 (2» - 1) 2?,
2/ 1 . 2 J 1 . 2 . . 4 ^ 1 . 2 . . . 6 ^ + ’

— » < 2t < +
2

ey e- y

= 1 -- —#2 -4- - -— 2/4 — - -— ye1 . 2 ^ 1 . 2 . . 4 1 . 2 . . 6 ^
— \ n < y < + l 21;

darin bedeuten R 3, T};> etc. die Bernoulli ’schen Zahlen , r2, r4>
r 6 etc. die Secantencoefficienten .

Man ersieht aus den gefundenen vier Gleichungen , dass die For¬
meln 29), 30), 31) und 24) in §. 50 auch für z — iy richtig bleiben ,
wenn y auf dasselbe Intervall wie z beschränkt wird .

Erscheinungen dieser Art veranlassen die allgemeinere Frage , ob
es nicht möglich sein würde , das Theorem von Mac -Laurin auf
complexe Variabelen auszudehnen , d. h . die Bedingungen zu finden ,
unter denen die Gleichung

f (x -4- iy )

= m + -® (*+ *2/) + (*+ <*>*+ ••••
gültig ist ; diese Untersuchung werden wir im zweiten Bande erledigen .



Cap . IX .

Die Zerlegung rationaler algebraischer Functionen in
Factoren und Partialbrüche .

§. 60 .

Der Fundamentalsatz der Lehre von den algebraischen
Gleichungen .

Aus der Algebra ist hinreichend bekannt , dass Gleichungen der
vier ersten Grade jederzeit ebensoviel reelle oder complexe Wurzeln
besitzen , als der Grad der Gleichung Einheiten zählt ; es liegt daher
dieFrage nahe , ob diese Eigenschaft bei jedem höheren Grade gleich¬
falls stattfindet . Die Theorie der imaginären Zahlen macht eine
genaue Discussion des Gegenstandes möglich , welcher wir nur eine
Bemerkung vorauszuschicken haben .

Wenn eine Keilie positiver Grössen c0 , C[ , e2 , . . . c„ gegeben
ist und die Zahl q grösser als jeder der Quotienten

Ck H- 1 Ck + 2 Cn

Ck ’ Gt + l ’ Cn — 1

gewählt wird , so kann man aus den Ungleichungen
Ck+ l \ c * + 2 c n2 > —~ ~ > a > — 5— , • • • 3 > - —

Ck Ck+ 1
leicht die folgenden ableiten

C* + l < Cig , Ct + 2 < Ct q°- , Ck+ 3 < G2 3 ,
diese führen noch zu

Ck + ito k + 1 4 - C* + 2 W i + '2 + ■ ■ ■ ■ 4 - c n w n

< ck w k(qw 4 - -f " ....... 4 " £ n w n) ,
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worin w eine beliebige positive Yariabele bezeichnet . Wählt man

letztere , so wird qw < ; | und

qw -f- q2w2 -}- ••• -j- qnwn
^ 2 + (l)2 ~f" d)3 + • • • • in ins.,

wobei die Summe rechter Hand = 1 ist . Die nunmehrige Unglei¬
chung

ckwk > ck+ 1wk+ 1 -f- ct + 2«c*+ '2 + •••• + cnw n
enthält folgenden Satz : in der aus positiven Grössen bestehenden
Reihe

C0 -f- ClW + 0-iW2 -f - ..... -f ■cnwn
lässt sich w immer so klein wählen, dass irgend ein Term ckwkmehr
beträgt als die Summe aller nachherigen Glieder. — Sind die Glie¬
der theils positiv theils negativ , so kann man sie auf ihre absoluten
Werthe reduciren und dann bleibt die Schlussweise dieselbe. Man
ersieht hieraus , dass bei hinreichend kleinen W das Vorzeichen der
Summe

ckwk -}- c*+ iW i + 1
mit dem Vorzeichen des ersten Summanden übereinstimmt.

Wir betrachten nun einen Ausdruck von der Form
! ) / (*) — «o 4- ai x 4 " a2x2 + • • • +
welchen man eine ganze rationale algebraische Function wten Grades
zu nennen pflegt. Setzt man für * die beliebige complexe Zahl
u -|- iv , so stellt sich f (x) = f (u -f- **) unter die Form M iN ,
wo M und N ganze rationale Functionen von u und v sind. Die
Norm von M 4“ iN , d. h. der Ausdruck M 2 -f -N '2, kann, wie leicht
zu sehen ist , beliebig gross gemacht werden , wenn man u oder v
oder u und v zugleich in’s Unendliche wachsen lässt ; dagegen kann
As2 JX2 niemals negativ werden, und folglich hat dieser Ausdruck
ein Minimum, welches entweder = 0 oder 0 ist . Welcher von
diesen Fällen stattfindet , wird die folgende Untersuchung lehren,
worin das Minimum der Norm gleich mit M 2 4 " N 2 selber bezeich¬
net werden soll und u -f- iv der complexe Werth von x sein möge,
für welchen jenes Minimum eintritt .

Es bedeute Q eine Wurzel der positiven oder negativen Einheit ,
w eine beliebige reelle Grösse , und es werde in Nro . 1) % = u 4" 2V
4 - QW gesetzt ; man erhält dann einen Ausdruck von der Form
2) f {u 4 - iv 4 - q w) — P + iQ ,
dessen Norm P 2 Q2 ist . Dieser Ausdruck lässt sich nach Poten¬
zen von qw ordnen, indem man u -J- 4 ~ als ein aus u 4 " 2V
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und Qw bestehendes Binom ansieht und dem entsprechend die Poten¬
zen von u -j- iv -(- Qw mittelst des binomischen Satzes entwickelt ;
man gelangt auf diesem Wege zu einer Gleichung folgender Gestalt

/ (« -\- iv -\- qw) = Hs4 iN + (Hs + iN ) + • • • •
• • • • + (Hs, 4 iN n) Qn w" ,

worin M , N die vorige Bedeutung haben , und Hs , N\ , M2, N ,
. . . Hs„, N n rationale Functionen von u und v sind . Da möglicher
Weise mehrere dieser Ausdrücke verschwinden können , so mögen
Mk und Nu die ersten nicht gleichzeitig verschwindenden Functionen
bedeuten ; es ist dann
3) * f (u -|- iv 4- ? » )

= Hs4 -»IV4- (Hs* 4 iNt) Qlwk \- (Hsn4- iNn) Q"wn.
Für q , welches bisher nicht näher bestimmt wurde , lassen sich

vier verschiedene Wahlen treffen , nämlich
i . -L i . L

P = (+ l ) *. Q = (— 1) *, p = ( 4 «) * , q — (— *) *,
welchen die Werthe

p* = 4 1> Qi — — 1, Q* — 4"*> Q* — — *
entsprechen ; bezeichnet demnach £ eine reelle (positive oder nega¬
tive ) Einheit , so kann einerseits Qk = s, mithin

f {u 4 iv 4 - QW)
— M 4 - sM t wk + ---- 4 - i (N 4 sN t w* -f ) ,

andererseits Qk — Ei, folglich
f (u 4 iv 4 Qw)

= Hs — ENkwk 4 • + *(2V4 £Hst wk 4 • • •)
gemacht werden . Die Normen dieser Ausdrücke sind für die ge¬
nannten Fälle

i >2 4 Q2 — M 2 4 N 2 4 2 £(HOst 4 NN t ) wk 4 ----
P * 4 Q°- — Hs2 4 N 2 4 2 £(WHst— MNk) wk 4 ---- ,

demnach ist es ebensowohl möglich
P 2 4 Q2 _ (M 2 4 N -2) = 2 £(H/ Hst 4 NN k) wk 4 ----

als
-P2 + Q2 — (Hs2 + Hs2) = 2£ (WHst — MN k) wk 4 ----

zu machen . Bei hinreichend kleinen w hat jede der Summen rechter
Hand dasselbe Vorzeichen wie das erste Glied , man kann daher jene
Summen negativ werden lassen , indem man dem £ das hierzu erfor¬
derliche Vorzeichen giebt . Dieses Resultat widerspricht aber der
Voraussetzung , dass Hs2 4 Hs2, das Minimum der Norm alsoP 2 4
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— (M - -j- N -) positiv sein soll , und dieser Widerspruch hört nur
dann auf, wenn gleichzeitig

MM k + NN k = 0 , NM k — MN k = 0
ist . Quadrirt und addirt man diese Gleichungen , so folgt

(in + w ) (Ml -f nI) = o,
und da 1)1^ -f- JY* nicht = 0 ist , so muss M '2 -f- N 2 = 0 , d. h.
As — 0 , N = 0 , mithin auch / (w -f- *> ) = 0 sein . Demnach
existirt immer wenigstens ein complexer Werth x = u -\- iv ,
für welchen die ganze Function f (x) verschwindet .

Bezeichnet r y einen complexen Werth der angegebenen Art , so
ist f (r y) = 0 , mithin *

f (x) = f (x) — / (r , )

= a t (x — rx) -f a2(x2— r 'f ) + • • • -f- aH(x ‘ — r ") ;
jeder auf der rechten Seite vorkommende Parentheseninhalt lässt sich
durch x — f | ohne Best dividiren , und daher hat man auch

f (x) — (x — r y) [«! + a2 (x -f Ti) -f a3 (x2 -f xr y + rf ) + • • •
• • • + an(x — i + •••• + rp 1)]

— ( x — ^i ) [ sti -f « äh -f a 3CiS -j - ' ' ' "1“ a u r i

- f - ( « 2 -j - a 3 r y - )- • • ■ • - f - a n r” 2) x

+ ................... + «n»”“1]
oder unter Benutzung leicht verständlicher Abkürzungen

f (x) = (x — ri ) (b0 + h x + • • • • -f bn_ 1x n- ' ).
Der zweite Factor rechter Hand ist eine ganze Function

(n — l )ten Grades , die wir mit f y(x) bezeichnen wollen , so dass
f (x) = (x — r l) f l (x).

Yon der Function J \ (x) gilt nun wieder der Satz , dass sie für
einen gewissen Werth x — r 2 verschwinden muss ; hieraus folgt
durch ähnliche Schlüsse wie vorhin

fi (%) = (x — r2) f 2(x) ,
wo f 2(x) eine ganze Function (n — 2)ten Grades bedeutet . Auf die¬
sem Wege fortgehend , gelangt man schliesslich zu der Gleichung

/ „_ ] (x) = (x — r„) / „ (x)
und darin ist (x) vom Grade n — n = 0, d. h. eine Constante C.
Durch Substitution von jeder Gleichung in die folgende erhält man

f (x) — anxn + an~ xx n~ x + • • • + ayx -f- a0
= C(x — r1) (x — r3) . . . . (x — »•„) ,
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worin C = a n sein muss , wie man u . A . auf die Weise erkennt , dass
man beide Seiten durch x n dividirt und nachher x in ’s Unendliche
wachsen lässt . Die Gleichung

4 ) fix ) = a n (x — r x) (x — r 2) . . . (x — r „)
zeigt , dass f (x) jedesmal und nur dann verschwindet , wenn x einen
der Werthe r 1; r 2 , . . . r n erhält , d . h . mit anderen Worten : jede
algebraische Gleichung nten Grades [/ (#) = 0] hat n Wur¬
zeln *) .

*) Obschon die numerische Bestimmung der Wurzeln einer Glei¬
chung in die Algebra gehört , wollen wir doch ein Verfahren zur nähe¬
rungsweisen Berechnung der reellen Wurzeln angeben , einerseits , weil
dasselbe eine nette Anwendung der Differentialrechnung darbietet , ande¬
rerseits , weil es für transcendente Gleichungen ebenso passt wie für
algebraische .

Um einen reellen Werth von x zu finden , welcher die Gleichung
f (x) — 0

befriedigt , suche man zunächst zwei Naherungswerthe xx und x 2 der
Art , dass die Functionen f (x ) , f ' (x ) , f " (x ) endlich und stetig bleiben
von x — x t bis x — x 2, und dass / (Xj) und f (x 2) entgegengesetzte Vor¬
zeichen haben . Denkt inan sich x ± und yt = / (̂ i ) sowie x 2 und y2
= eis rechtwinklige Coordinaten zweier auf entgegengesetzten Sei¬
ten der Abscissenachse liegender .Curvenpunkte P 1 und P 2, wobei OM x
— x u M1P1 = y1, OM2 = x 2, M2P 2 = y2 sein möge , so wird die
Curve , deren Gleichung y = f (x ) ist , die Abscissenachse zwischen M t
und M 2 in einem Punkte M schneiden , dessen Abscisse OM das ge¬
suchte x darstellt ; auch existirt nur ein solcher Durchschnitt , wenn
die Curve von P 1 bis P 2 entweder fortwährend steigt oder fortwährend
fällt , d . h . wenn f ' (x ) innerhalb des Intervalles x — x x bis x = x 2 sein
Vorzeichen behält . Setzen wir noch voraus , dass f ' {x ) innerhalb des
genannten Intervalles gleichfalls keinen Zeichenwechsel erleide , so sind
hinsichtlich des Verlaufs der Curve von P , bis P 2 nur vier Möglichkei¬
ten vorhanden : die Curve steigt entweder mit convexer Krümmung oder
sie fällt mit concaver Krümmung , oder sie fällt convex oder steigt con -
cav . Im ersten und zweiten Falle haben f ' (x ) und f " (x ) gleiche Vor¬
zeichen ; wir ziehen dann die Sehne P 1P 2, welche die Abscissenachse
im Punkte S schneiden möge , legen an P 2 die Tangente P 2 P2> und
haben in beiden Fällen

O /S < OM < OT 2
d. i.
\ \ «h / foa) — tta/ fa ) ^

* fix *) - / (* i ) < x < x * f ' (x2y
Im dritten und vierten Falle sind f ' (x ) und f " (x ) von entgegenge¬

setzten Vorzeichen ; wir legen dann an Pj die Tangente P 1 , ziehen
wie vorhin die Sehne und erhalten

OPj < OM < OS
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Wenn die Coefficienten a0 , a ly . . . an reell sind und x =

u -f- iv eine complexe Wurzel der Gleichung f (x) = 0 bedeutet,
so genügt dieser Gleichung auch der conjugirte complexe Werth
x — u — iv, wie man aus den über f (u -\- iv qw) angestellten
Betrachtungen leicht erkennen wird ; die complexen Wurzeln kommen
daher nur paarweis vor . Ist nun z. B. ri = A 4 " «fr und die
conjugirte Wurzel r2 = A — i (i , so können die beiden complexen
Factoren x — r , und x — r2 zusammengezogen werden und liefern
den reellen quadratischen Factor

(x — /l — i (i ) (x — A ist ) = (x — A)2 4 *fi2.
Jede algebraische Function lässt sich daher in reelle

Factoren ersten oder zweiten Grades zerlegen .
Als Beispiel möge die Zerlegung von / (x) = x n— 1 dienen ,

wobei die Wurzeln der Gleichung x n — 1 = 0 aus §. 54 bekannt
sind . Man erhält für gerade n :
5) x n — 1

= (x — 1) (x 1) ('x2— 2x cos ^ lj (’x2— 2 xcos ^ + 1^ • • • •

• • • x̂2— 2x cos ^^ %-f- 1^ ,
dagegen für ungerade n :
6) xn— 1

= (x — 1) ^x2— 2 x cos + 1^ ^x2— 2 x cos 4 - 1^ • • • •

••• ( x2- 2xcos (W-- - -1̂ + l ) -

Durch Auflösung der Gleichung x n 1 = 0 gelangt man zu
analogen Resultaten ; es ist nämlich für gerade n :
7) Xn 4 1

7C \ s 3 TCx2— 2xcos l- l ) ( — 2xcos -- (- 1n / \ n

• • • ( x2— 2 x cos —- ,

Wenn demnach die anfangs ausgesprochenen Bedingun¬
gen erfüllt sind , so liefern , je nachdem f (x) und / " (x) gleiche
oder entgegengesetzte Vorzeichen haben , die Formeln A)
oder B) neue und zwar genauere Näherungswerthe .

Durch mehrmalige Anwendung dieses Satzes kann man die Gren¬
zen, zwischen denen die gesuchte Wurzel liegt, beliebig eng ziehen.
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und für ungerade n :
8) x n -f- 1

— (x -f - 1) ^'x2 — 2 x cos -(- 1^ — 2 a: ros -j- 1^ • • • •

• • • • ( x2— 2xcos — — 1^ •
\ 11 J

Diese vier Sätze gestatten eine geometrische Interpretation , wenn
man einen mit dem Radius = 1 beschi’iebenen Kreis in 2 » gleiche
Theile theilt und die Theilpunkte mit einem festen Punkte verbin¬
det , welcher auf dem durch den Nullpunkt der Theilung gehenden
Durchmesser um x vom Centrum entfernt liegt .

§. 61.

Die Zerlegung ächt gebrochener Functionen .

Unter einer gebrochenen rationalen algebraischen Function
f (oc)

versteht man einen Bruch ■■ . , dessen Zähler und Nenner ganze
x (X)

Functionen sind ; sie heisst ächt gebrochen , wenn der Nenner von
höherem Grade als der Zähler ist , im Gegenfalle nennt man sie
unächt gebrochen . Bei einer Function der letzteren Art kann man
mit dem Nenner so lange in den Zähler dividiren , bis ein ächt ge¬
brochener Rest zum Vorschein kommt , d. h. jede unächt gebro¬
chene Function lässt sich in eine ganze und in eine ächt
gebrochene Function zerlegen .

Die Summe mehrerer ächt gebrochenen Functionen ist wieder
eine ächt gebrochene Function , deren Nenner im Allgemeinen das
Product aus den Nennern der Summanden darstellt , z. B.

3 2x 5x 2— 2x -\- 3
x — 1 x2— 1 (x — 1) (x '! -(- 1) ’

man wird durch diese Bemerkung auf die Frage geführt , ob es um¬
gekehrt wohl möglich sein würde , eine gegebene ächt gebrochene
Function in einzelne Functionen derselben Art , in sogenannte Par¬
tialbrüche , zu zerlegen . Um dies zu untersuchen , denken wir uns
vorerst den Nenner F (x) in Factoren zerlegt , etwa

F {x) — C(x — r {) (x — r 2) . . . . (x — rn)
und nehmen C = 1, worin keine wesentliche Beschränkung liegt ,
weil man erforderlichen Falls Zähler und Nenner der gebrochenen
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Function durch den Coefficienten der höchsten im Nenner vorkom¬
menden Potenz dividiren kann . Da möglicherweise mehrere der
Wurzeln , r 2, . . . r „ gleich sein können , so wollen wir annehmen ,
es seien vorhanden a Wurzeln jede = a , ß Wurzeln jede = b u. s. w.;
es ist dann

1) F (x) = (x — u) a (x — b'f (x — c)y . . . (x — Je)* ,
a + ß + y + ' - - + x = n

und die Grössen a , Z>, c, . . . h sind jetzt sämmtlich verschieden . Der
Zähler der gegebenen Function heisse f (x) ; sein Grad ist n .

Für den Augenblick sei

2) <I>(x') = (x — (x — c)7 . . . . (x — fc)z,
mithin

3) F (x) — (x — a)“ <5 (x) ,
ferner

4) A — Ä f (X) _ / W ~ AO (x) .
} ®(a) ’ JiW — x _ a

es gilt dann , wie durch Substitution der Werthe von A und f \ (x)
sogleich geprüft werden kann , die folgende identische Gleichung

g-, f (x) _ A __ ,/ i 0 )
° (x — a)“0 (x) (x — d)a (x — a)u~ l <P (x) ’

und daran knüpfen sich zwei wesentliche Bemerkungen . Da & (x)
den Factor x — a nicht enthält , so ist <2>(a) von Null verschieden ,
mithin A eine endliche bestimmte Grösse . Ferner hat man zufolge
des Werthes von A

J x — a ’

der Zähler des vorstehenden Bruches ist eine ganze rationale Func¬
tion von x und verschwindet für x — a \ eben desswegen lässt sich
diese Function ohne Rest durch x — a dividiren und folglich ist
der Quotient , d. h. f x(x) eine ganze Function von x. In der Glei¬
chung 5) liegt demnach der Satz , dass die ursprünglich gegebene
ächt gebrochene Function in zwei ächt gebrochene Functionen zer¬
legt werden kann , von denen die zweite dieselbe Form besitzt wie
die Urfunction , während gleichzeitig der Grad ihres Nenners um eine
Einheit niedriger ist . Indem man dasselbe Theorem wieder auf die
zweite Function rechter Hand anwendet , erhält man
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m

+

(x — a)u (I>(x) ■
A . Mx )

(x — a)a (x — 1 (x — d)“ ~ 2 (D(x) '
a _ fi ( « ) , , s fi ( * ) — A , & ( x )

Al ~ ® (äj ’ Mx ) = x ^ a ’
es erhellt augenblicklich , wie dieses Verfahren fortgesetzt werden
kann und dass man dabei zu folgender Gleichung gelangen muss :

6 ) IQ ) - — — A . — . - |-- -— Al -- L ......(x — a)“ <I>(x) (x — a)a (x — a)a ~ 1

j f «(f )
0 (x)

Setzt man zur Abkürzung
¥*■(*) = (x — c)y . . . . (x — k)x,

so ist der letzte Bruch in der vorigen Gleichung
fff ) _ fi ff )
<l >(x) ~ (x — bf Uf (x) ’

mit dieser ächt gebrochenen Function lassen sich wieder dieselben
Umwandlungen vornehmen wie in Nro . 6) und indem man dieses
Verfahren fortsetzt , gelangt man schliesslich zu folgender Gleichung

71 / fo) _ A , A i . . . . i A «~ i
F (x) (x — st)K (x — a)a~ 1 x — a

i _ ? _ i Bl . i B ß~ \.
^ (x — b)ß ^ (x — tyß- 1 T ^ x — b

+ ^ + 7̂ 4 ^ + - - - - + jr '(x — k)x (x — k)x~ 1 x — k
Nachdem hiermit die Möglichkeit sowie die Form der Zerlegung

ächt gebrochener Functionen gezeigt worden ist , kommt es noch auf
die Berechnung der constanten Zähler A , A lt . . . A a —i , B , B l etc .
an. Diese würden sich zwar bei wirklicher Ausführung der vorhin
angedeuteten Operationen unmittelbar finden , doch ist dieses Ver¬
fahren so umständlich , dass ein kürzeres wünschenswerth bleibt .

Der nächstliegende Gedanke ist offenbar , allen auf der rech¬
ten Seite von Nro . 7) stehenden Grössen den gemeinsamen Nenner
(x — a)a (x—V)ß. . . (x — k)x= F (x) zu verschaffen und dann die Zähler
zu vergleichen . Die völlige Identität von f (x) und dem rechts zum
Vorschein kommenden Zähler ist aber nur möglich , wenn beiderseits
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gleich hohe Potenzen von x gleiche Coefficienten besitzen ; man er¬
hält damit a -)- ß -f- • • • -f - J« Gleichungen ersten Grades zur Be¬
stimmung der eben so viel Unbekannten .

Als Beispiel diene die Zerlegung von
9 a:2 — 3x + 8

x3 — x2 — x -j- 1

Die Wurzeln der Gleichung x3 — x 2 — x -f- 1 sind x = ~\- 1,
x = -f- 1 , x = — 1 , daher ist xs — x2 — x 1 — (x — l )2
(x -|- 1) und

9 a;2 — 3 -f- 8 _ 9 a:2 — 3 a; 8
x3 — x2 — x -)- 1 (x — l )2 (x -f- 1)

A A \ 13

(x — 1)^ x — 1 X -\- 1
Nach beiderseitiger Multiplication mit (x — l )2 (aj -(—1) hat man

die beiden Zähler
9a;2 - 3 * -f 8

= (A1 + B ) x2 + (A - 2B ) x + (A - A l + B ),
deren Identität folgende drei Gleichungen liefert
A , + B — 9 , A — 2B = — 3 , A — A t + £ = 8 ;

man findet hieraus A = 7 , Ai = 4 , B = 5, mithin

9a;2 — 3x + 8 _ 7 4 5
X3— X2— X 1 (x — l )2 X— 1 X -p 1

Bei einer grösseren Anzahl von Partialbrüchen würde auch die¬
ses Verfahren sehr weitläufig werden ; wir wollen daher noch andere
Methoden zeigen .

§. 62 .

Die Zähler der Partialbrüche .

Zunächst mag der einfache Fall betrachtet werden , wo a — ß
= y = • • • = x = 1 ist , also der Nenner
1) F (x) — (x — a) (x — V) (x — c) . . . . (x — Je)
keine gleichen Factoren enthält ; die Gleichung 12) lautet jetzt

/ W _ = _ A_ _ N _ + +
F {x) x — a x — b x — c x — h

Wir bringen dieselbe auf die kurze Form
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3) / O) _ A _|_ 9>(*)
F (x) x — a 'P (x) ’

e aller übrigen Partialbrüche

‘P (x) — (x — V) (x — c) . . . (x -— Ic) ,

wo ' die Summe aller übrigen Partialbrüche bezeichnet und
<2 {x)

mithin

4) F (x) = (x — st) <P {x)
ist . Durch Multiplication der Gleichungen 3) und 4) erhalten wir

fix ) = A rP (x) -f- (x — st) cp(x)
und für x = st

/ (st) = AO (a) oder A = •

Um aus dieser Gleichung , welche mit Nro . 4) des vorigen Para¬
graphen übereinstimmt , <5 (st) zu entfernen , differenziren wir die Glei¬
chung 4), wodurch entsteht

F ' (x) — (x — «) <X>' (x) 4 'S (a) ,
und nehmen auch hier x = st; dies giebt

F '(a) = ®(st),
mithin nach dem Vorigen

, _ / («)
5)

F \ a)

Für jeden anderen Zähler würde sich die Sache ganz analog
gestalten und es ist daher

m n_ m K= m .Ti- jvl r - f (c)— v , , , G , , . . .F ' (b) ’ * F ' (c) ’ ‘ ' F ' Qc)

Als Beispiel diene die Zerlegung des Bruches
x2— 7

x3 -)- 2 x2— 5x — 6
Der Nenner desselben verschwindet für x — — 1, * = 4 2,

X = — 3 und ist daher = ( x 4 - 1 ) ( x — 2 ) ( ic - j— 3 ) ; die Zerlegung

geschieht demnach in folgender Weise :
x*— 7 A B C

> /v. _ O T -x3 -\- 2x 2— 5x — 6 * — 2 * 4 - 3

Hier ist « = —— 1 , 6 = 4 ’ 2 , c = — 3 ,
/ (*) — x - — 7 , F ' (x) = 3 x2 4x — 5 ,

A - Itzl ) - 1 - 4 - 1
F \ — 1) ~ — 6 — ’
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/ (+ 2) - 3 _ , 1
-F ' (+ 2) + 15 B’

r _ /(- 3) + 2 ,
F ' (—3) — + 10 — ^

und daher zerlegt sich der betrachtete Bruch wie folgt
s 2— 7 1 1 1 1 1

a;3+ 2a;2— 5a: — 6 a: + 1 5 x — 2 5 x + 3
Das soeben auseinandergesetzte Verfahren bleibt im Wesent¬

lichen ungeändert , wenn einige oder alle der Wurzeln a, b, C, . . . k
complex sind, denn die vorgenommenen Rechnungsoperationen gelten
ganz gleichförmig für reelle und complexe Zahlen. Will man aber
den Uebelstand vermeiden, dass auf der rechten Seite der Glei¬
chung 2) imaginäre Grössen vorkommen, so braucht man nur je
zwei solche Partialbrüche zu vereinigen, deren Nenner je zwei con-
jugirte complexe Wurzeln enthalten. Um dies näher zu erläutern,
wollen wir vorerst annehmen, die Gleichung F (x) — 0 habe nur
zwei complexe Wurzeln ; diese sind dann einander conjugirt und von
den Formen

a = p + i q , h — p — iq .
Aus der Gleichung 2) wird jetzt die folgende

7) / (*) = * , B i C , | -g •
F (x) x —p — iq 1 x —p + iq x — c x — Je ’

und darin ist

, _ f (jP + i g) r f (jP — i g)
F ' (p + iq) ’ F ' ip — iq) '

Die vollständige Entwickelung von A führt zu einem Werthe
von complexer Form etwa

A = M + iN ,
da sich aber A und _B nur in dem Vorzeichen von i unterscheiden,
so muss B den conjugirten Werth

B = M — iN
besitzen. In Nro. 7) lassen sich jetzt die beiden ersten Partialbrüche
zusammenziehen; der gemeinschaftliche Nenner wird (x —pi)‘l + q2,
im Zähler kann man zur Abkürzung

2M = P , — 2(Mp + Nq ) — Q
setzen und erhält dann

f (p )_ _ Px + Q _ C_ , . . , K _
F (x) (x —py + q2 x — c x — k

Schlömilch , Analysis . I. 19
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Die beiden , zu conjugirten Wurzeln gehörigen imaginären Par¬

tialbrüche liefern also zusammen einen reellen Partialbruch mit qua¬
dratischem Nenner . Auf gleiche Weise behandelt man jedes Paar
von Partialbrüchen , welches von einem Paare conjugirter Wurzeln
herrührt .

Als Beispiel diene die Zerlegung des Bruches
7 a; — 3

a;3— 3 a;2 -f - x -)- 5
Die Wurzeln der Gleichung x3 — 3 a;2 -(- x + 5 sind x —

2 -\- i , x — 2 — i , x = — 1 , mithin wird die Zerlegung
7x — 3 _ A B C

x3— 3x 3 x 5 x — 2 — i x — 2 i x 1
Hier ist

0 = 2 -)- * , b — 2 — i , c — — 1 ,

f (x) — 7x — 3 , F '(x) = 3 a;'2 — 6 * + 1 ,

A _ / (2 + 2) _. . + 11 + 7 » , _
F '{2 -ff ) — - 2 + 6i — *

/ ( 2 —- f ) — -p 11 7i — 1
F ' (2 — i) — — 2 — 6 i — 9 ^ ’

./•(— ! ) _ — 10 _ ,
F ' {- 1) ~ -h 10

folglich die gesuchte Zerlegung

7x — 3_____ 1— 2 * , | 4 - 2i■7+x 3— 3x 3 x b x — 2 — i x — 2 4~ * x 1
d. i. bei Zusammenziehung der beiden ersten Partialbrüche

7a; — 3 a; 4- 2___ 1_
x3— 3x '2 -\- x -\- 5 x - — 4 a; 4- 5 a; 4- 1

Als zweites Beispiel diene die Zerlegung des Bruches

x n— 1 ’

worin m und n m — 1 positive ganze Zahlen bedeuten mögen .
JT

Setzen wir zur Abkürzung — = ft , so hat die Gleichung x n — 1

= 0 bei geraden n die beiden reellen Wurzeln
x = 4- 1 , x — — 1

und n — 2 complexe Wurzeln , welche aus den Formeln
x — coslt u 4 - isin x cos h d' — isinliQ ’



Cap. IX. §. 02. Die Zähler der Partialbrüche . 291
dadurch erhalten werden , dass man li — 2 , 4, 6 . . . . n — 2 nimmt .
Nun ist im vorliegenden Falle

f (x) = x m~ x, F (x) — x n — 1 , F ' (x) nx n —1.

die beiden reellen Wurzeln liefern also die Partialbrüche

1_ 1 (— 1)”* 1
n x — 1 ’ n x -\- 1

Ferner giebt die Wurzel x = cosh & -{- %sin h ft einen Partial¬
bruch , dessen Zähler ist

ß (coslifr + isinh &)m~ 1 cosh (in — w) ft -f - isinh (in — w) ft
n (cosh ft -)- i sin hfr )n~ 1 n ’

wobei der Moivre ’sche Satz benutzt wurde . Mit Kücksicht auf den
Umstand , dass n & = ft und h eine gerade Zahl ist , erhält man ein¬
facher

T> cos h in ft -f - i sin h in ft
li — - ;n

die Wurzel x = cos h ft -f- i sin h ft giebt also den Partialbruch
1 cos h in ft i sin hm ft
ii x — (cosh ft -j- i sinh ft)

Der conjugirten Wurzel x — cos h ft — i sinh ft entspricht der
conjugirte Partialbruch

1 cos li in ft — i sin li in ft
n x — (cosh ft — isinh &) ’

beide Partialbrüche zusammen liefern den reellen Bruch
2 (x — cos h ft) cos hm ft — sin h ft sin h m ft
n x ~l — 2 a; cosh ft -f- 1 ’

dessen Zähler sich noch etwas reduciren lässt , was aber späterer An¬
wendungen wegen unterbleiben möge . Man erhält mm die gesuchte
Zerlegung , wenn man die in Nro . 9) angegebenen Brüche nebst den
Brüchen summirt , welche aus Nro . 10) für h = 2 , 4 , 6 , . . . n — 2
hervorgehen ; unter Benutzung eines Summenzeichens (21) ist also für
gerade n :

11 ) xm ~ 1 = 1 1 _i_ (— 1)"‘ 1
x n — 1 ii x — 1 n x 4 - 1

2 (x — cosh ft) cosh m ft — sin h & sin hm ft
ii x2— 2 x cosh ft 1 ’
h = 2 , 4 , 6 , n — 2.

Bei ungeraden n sind die Wurzeln der Gleichung x n — 1 = 0
folgende
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x = -p 1,
x — coslid -)- isinhd , x = cosh & — isinh d ,

h = 2 , 4 , 6 , . . . ii — 1 ;
die Rechnung unterscheidet sich jetzt nur dadurch von der vorigen ,
dass die Wurzel x = — 1 nebst dem entsprechenden Partialbruch
wegfällt ; daher ist für ungerade n :

xm~ 1 1 1
12) x n — 1 n x — 1

. 2 (x — cosh -9j cosh w ff — sin h ff sin h in &
ii x2— 2x cos lid 1

h = 2 , 4 , 6 , . . . . n — 1.

Als letztes Beispiel diene die Zerlegung des Bruches
x m - i

x n + 1 ’
wir unterscheiden dabei wieder gerade und ungerade n . Im ersten
Falle hat die Gleichung x n -j- 1 — 0 nur complexe Wurzeln von
den Formen

x = cosh ft -|- i sin h ff , x = cosh d — isinhd ,
%

wo fl1= — und h = 1 , 3, 5 , . . . n — 1 zu setzen ist . DerWur -
11

zel x = coshd -j- isinhd entspricht ein Partialbruch mit dem Zähler
^ cosli (m — n) d -j- isinh (m — n) dH, -

n

wofür man wegen nd = it und wegen des ungeraden h schreiben
kann

ß _ cosh m ft -(- i sin hmd
ii

Die beiden conjugirten Wurzeln liefern daher die conjugirten
Partialbrüche

1 coshmd 4- isinhmd , 1 cosh m d — i sin h nt dund --
ii x — (cosh 0 -f- isinh d ) n x — (cosh ft — isinhd ") ’

die sich leicht zusammenziehen lassen . Damit gelangt man bei ge¬
raden n zu folgender Zerlegung :

x m~ 1 2 x ^ — (x — coshd ) coshnid -j- sinh &sinh m &
x " + 1 n x2— 2x coshd -j- 1 ’

A = 1 , 3 , 5 , . . . » — 1.
Bef ungeraden n sind die Wurzeln der Gleichung x n -j- 1 = 0 :
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x — — 1 ,
x — cosh i> -f - isinh &, x = cosh S> — isinhd ' ,

h = 1 , 3 , 5 , n — 2 ;
die Zerlegung geschieht also wie vorhin , nur kommt noch der Par¬
tialbruch hinzu , welcher der reellen Wurzel x = ^ — 1 entspricht . Man
hat daher für ungerade n :

m—1 ^ —1 1
14)

x n -f- 1 n x 1
2 —(x — cosh •!>) cosh m & -f- sin h & sin h m fr
n ~—i x3 — 2x cosh ff -f- 1

h = 1 , 3 , 5 , n — 2.

§. 63 .

Fortsetzung und Schluss .

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall , wo a , ß , . . . x nicht
sämmtlich = 1 sind (Formel 7 in §. 61). Es sei r irgend eine der

CP(oc)
Grössen a , b , c , . . . Je, und es bedeute _ ; N die Summe aller Par -

0 (x)
tialbrüche , in denen r nicht vorkommt ; die Gleichung 7) in §. 61
lässt sich dann folgendermaassen darstellen :

11 / (s ) _ Jl . Ri ._____ Bq - i <p (x )
F (x) (x—r)Q (x—r)Q~ 1 x — r 0 (x) ’

und zwar ist hier

2) Fix ) = (x — r)Q0 (x).
Durch Multiplication beider Gleichungen , wobei zur Abkürzung

3) R + Bi (x — r) + B .2(x — r) 3 ----- (- J?e _ i (x — r)? - 1 ==■X
gesetzt werden möge , ergiebt sich
4 ) f {x ) — X0 (x) -f - ix — r ) Q (p ix ) .

Diese Gleichung differenziren wir mehrmals nach einander und
nehmen in jeder einzelnen Differentialgleichung wie auch in Nro . 12)
selbst , x = r was bei X und seinen Differentialquotienten X ' , X "
etc. durch ein angehangenes r bezeichnet werden möge ; wir haben
dann folgende Gleichungen :

/ (»•) = X,. 0 (r) ,
f 'ir) = Xr 0 '(r) + X; 0 (r),
f 'ir) = Xr 0 "{r) + 2 X!.0 'ir) + X "0>(r),

u . s. w.
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Andererseits ergeben sich aus Nro. 3) folgende Werthe von

Xr , X/ , X” etc.
Xr = B , Xl = l Bi , Xl ' = 1 . 2B it Xr" = 1 . 2 . 3 Ba u. s. w. ;

substituirt man dieselben in die vorigen Gleichungen und bezeichnet
zur Abkürzung 1 . 2 . 3 . . . m mit »»’, so gelangt man zu folgenden
Gleichungen:

| f (r) — B 0 (r) ,
5) I f ' (r) = BO ’(r) + VBi0 (r) ,

( / " (r) = B0 " (r) + 2 . l ’B»0 ' (r) + 2'B20 (r),
u. s. w.

deren allgemeines Schema ist
fW (r) = B®M (r) -f {m\ l ’E , ®o»- u (r) -f (m)32’U2$ (”*- 2>(r) H-----

Man kennt hier ®(.r) , mithin auch ®(r), 0 ' (r) , 0 " (r) etc. ;
die Gleichungen 5) enthalten daher nur die Unbekannten B , Blf
B.2 etc., welche der Reihe nach daraus entwickelt werden können.

Als Beispiel diene die Zerlegung
1

x3(x — l )2 (X-f- 1)
_ . Ai A-2 .__ B Bt C '

x3 x* x (x — l )2 x — 1 * + 1
Um zunächst A, At, A2 zu bestimmen, hat man A für B, r — 0,

und
0 (x) = (x — l )2 (x 4 - 1) = x3— x3— x 1,
&' (x) = 3x '2— 2x — 1, 0 " {x) = 6x — 2

zu setzen , während f (x) immer — 1 ist. Die Gleichungen 5) wer¬
den jetzt

1 = A ,
0 = A(— 1) 4 - Ai ,
0 = A (—2) + 2Ai (— 1) -f 2A 2,

und daraus ergeben sich die Werthe
A = 1, Ai = 1 , A-2 = 2.

Um B und Bi zu finden, schreibt man in Nro. 5) B statt B,
setzt r = 1,

0 (x) = x3(x 4 - 1) = 4 - ®3»
0 ' (x) = 4x 3 + 3a;2,

und erhält
1 = B . 2 0 = B . 7 4 - B t . 2,

mithin
B = \ Bi — —
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Zur Bestimmung von C gehören endlich die Substitutionen

R = C, r = — 1,
c&(x) = x 3(x — l ) 2 ;

die erste der Gleichungen 5) liefert dann
1 = C(— 4) oder G = — | -

Zufolge dieser Coefficientenwerthe hat man jetzt folgende Zer¬
legung

1
x 3(x — l ) 2 (x -f - 1)

= i + i + 4 + 1
x3 x 2 x 2 (x — l )2 4 (x — 1) 4 (x 1)

Das angegebene Verfahren bleibt der Hauptsache nach unge -
ändert , wenn zwei oder mehrere der Grössen a , b , c, . . . k complex
ausfallen , nur wird man das Imaginäre wie früher dadurch vermei¬
den , dass man je zwei Partialbrüche vereinigt , welche conjugirten
Wurzeln entsprechen . Ein Beispiel dürfte hinreichen , um diese Mo-
dification kennen zu lernen .

Wenn es sich um die Zerlegung des Bruches
x -j- 1

(** + l )i (x - 1)
handelt , so zerfällt man erst x 2 -j- 1 in (* — *) (x -)- i) und setzt
dann

x -(- 1 x -f - 1
(x3 -(- l )2(x — 1) (x — *)2(x ~1~ «)2(x — 1)
A At B By C

(x — *)2 x — i (x *')2 x i x — 1

Die Gleichungen 5) liefern , wenn man f (x) = x -f- 1 , A für
lt , i für r und ^ (x) = (x -f - i)2 (x — I) setzt , die Werthe

i 1 — i
A = - , Ai = ■- —

Zur Bestimmung von B und B \ ist keine neue Rechnung erfor¬
derlich , denn es würde sich diese nur darin von der vorigen unter¬
scheiden , dass überall — « an der Stelle von i und B statt A stände ;
man hat daher

R — — i 7? — — 1 + *
B — 4 > — 4

Die Substitution r — 1 , R = 0 , 0 (x) = (x2 + l )2 giebt
noch G = l und daher ist
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x 1

(x2+ l )2(x — 1)

r_ i LJ _ i [Lj + i± !i + 1
4. l (a;— ?)2 + 4 La;—i x + 2

oder hei Zusammenziehung der conjugirten Partialbrüche
x -)- 1

(a;2+ l )2(x — 1)
a; 1 x + 1 , 1 1i-----

(a;2 -f - l ) 2 2 x2 1 ' 2 x — 1
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