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Anhang.

I. Der auf 8. 70 und 71 gegebene Deweis der Gleichung
of (@ y) _0°f (9)

oyox ~ Odxoy
lisst sich folgendermaaszen einfacher gestalten.

Nach Formel 3) auf S. 21 hat der Unterschied zwischen dem
Differenzenquotienten und dem Differentialquotienten einer Function
die Eigenschaft, gleichzeitig mit dem Incremente der unabhiingigen
Variabeln gegen die Null zu convergiren, selbstverstindlich unter
der Voraussetzung, dass der Differentialquotient iiberhaupt einen
endlichen bestimmten Werth besitzt. Wendet man dies auf den

partiellen Differentialquotienten gf—a@;—'y) an, welcher zur Abkiirzung

mit f7 (%, ) bezeichnet werden mige, so darf man

' S+ dny) —Ff(@xy
Jr (@, y) = Az 0
setzen, wo Q eine nicht niiher bekannte Function von z, ¥ und A4z
bezeichnet, von der man wenigstens weiss, dass sie gleichzeitig mit
A x verschwindet. Liisst man jetzt ¥ um 4y zunchmen, so iindert
sich auch @ um 4/ ¢ und es folgt
fe @y + dy) — fz (@ 9)
dy
ft+dey+dy)—flay+4dy)  fle+Adry)—f(zy)
Az Az Ado
Ay dy"
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oder nach dem anfangs erwihnten Fundamentalsatze
fi@zy + dy) — fz (@ y)
dy

_ Setdzyt-dy)—f eyt dy)—f(at+-dz, )+ (zy) d@ + )
- dy dz

Bei unendlich abnehmenden 42 und 4y convergiren 0 und g
gleichfalls gegen die Null, daher ist

0f: (x, y)

1) oy
— rim L&ty + Ay) —f @y + dy) —f (@ + =, 9) +r@9)

m

dy Az

wobei sich das Zeichen Lim auf die gleichzeitige unendliche Ab-
nahme von 4 und <y bezieht.

Geht man zweiteus von der analogen Gleichung aus

fy(mty) AJ 6’

so erhilt man mittelst ganz derselben Schlussweise

Az
__fletdayt+Ay)—f @+ dz,y)—f(=y+ dy)+f(y) _ (do o )
i dx Ay i
und bei unendlich abnehmendén A2z, Ay, 6, 6,
2) ﬁféa(: Y)
L&t Aoyt dy) —fe+ dry)—F@y+ Y +F(=9)
Adx Ay

Die rechten Seiten der Gleichungen 1) und 2) sind identisch,

daher ist auch
ofs (@ y) __ of) (,9)

Qyey e B !
woraus nach Substitution von
of (z y) ’ of (= y)
! —_—— v/ e
Sz (ﬂ'?, ?!) — Pz und fy (.’E, ) ay

die zu beweisende Gleichung hervorgeht.
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II. Das unendliche Product fiir sin # kann man auf folgendem
sehr einfachen Wege finden.

Nach der bekannten elementaren Formel

o 4
1) sinu = 2 sin ?2—" sin 42-
hat man zunichst
2 o B s b1
sing — 2 sin — sin =+ .
g 2

ferner, wenn rechter Hand jeder Sinus wieder nach Nro. 1) zerlegt
wird,

z+xw . z2+2m | 24 3w

— 03 — .
sing = 23 sin 4 sin 1 sin 7 sin m :
die Wiederholung desselben Verfahrens liefert
g+ 24 2% . 24+ Tx
7 = in % D
sin g = 27 sin 8 sm s sin g sin B

Wendet man iiberhaupt diese Zerlegung #-mal an und setzt zur
Abkiirzung 2" = p, so erhilt man

z + T o’ + 2%.__31.”3 +@—1)=
» »
oder in kurzer selbstverstindlicher Bezeichnung

. . £ .
sing = 271 sin E’- sin

2) sing = 2071 5,8, 83 +++ Sp1.

Die Reihe der Factoren Sy, $1,++-Sp—1 werde nun in zwei Grup-

pen S, 81 **+ 81, und s: o Slp+1" i getheilt und die zweite
2

Gruppe in umgekehrter O1dnung folgendermaassen unter die erste
gesetzt

1

S0y 815, 82 o .+ . S'.lp_l,

s s

p—1 “p—a2* : §p+1' sép;

irgend zwei unter einander stehende Factoren sind dann

. hw 2
8, = sin -—j_——,
r

PR W — g B — 2
Das Product derselben ist
su8 = sin? B sin? £
h h = = = =3
= P »
macht man hiervon Gebrauch fir # =1, 2,...1p — 1 und

beachtet noch die Gleichung
Schldmilch, Analysis, L 36
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ey 2
S% P cos F,
so erhiilt man statt der Gleichung 2) die folgende

™ S , 2T s B
3) sing = 2rlgin = (ain2— — §in? —-) (sm‘*’—--— sin? —) cea
p p p p b

lp— 1=
....(ginzu—sm? ~g—) cos LA
p p b

Hieraus folgt noch eine specielle Formel, wenn man beiderseits
mit z dividirt und nachher zur Grenze fiir unendlich abnehmende 2
iibergeht; sie lautet

r—1 19 1
4) 1= 2 sz'nﬁg okt 3F s 8 i G : E

Dividirt man die Gleichung 3) durch Nro. 4) und bezeichnet
zur Abkirzung % p — 1 mit m, so kann man den Quotienten in

folgender Form darstellen
sin £

p sin £ cos =
— €08 —
p p

. &2\2 . 2 \2 .oz \2
sin — sin — sin —
- p 1 4 | R P
. xS . m®«
sin — sin — sin —
D p p

Auf die rechte Seite sind wortlich dieselben Erdrterungen an-
wendbar, welche in §. 49 fiir die rechte Seite der Formel 6) ange-
stellt wurden; durch Uebergang zur Grenze fiir unendlich wachsende
» gelangt man nachher zu den dort entwickelten Formeln 14), 15)
u. 8. W. :
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III. Fir die Entwickelung solcher Integrale, welche nur tri-
gonometrische Functionen enthalten, also der Form

F (sin u, cosu, tanwu, ...) du

angehoren (§. 77, IIL), mége noch bemerkt werden, dass die Sub-
stitution

tan ju =1
einen besonderen Vortheil gewiihrt. Zufolge derselben ist niimlich
? 21

2t s )
mE=Tr e 1+ & 1— ¢

das obige Integral erhilt hiernach die Form
/ 7 2t 1— 1 2t 2dt
1+ 14" 1 —1 1 4 2
und. diese ist von selber rational, wenn in der Function I' urspriing-
lich keine Wurzeln vorkommen.
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