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Ein allgemeines hydrodynamisches
Potentialproblem.

1. Die folgende Fragestellung schlieBt sich als natiirliche Weiter-
fithrung der hydrodynamischen Theorie Oseens an. Die von einem
eingetauchten Korper in einer reibungslosen Fliissigkeit hervorgeru-
fenen Bewegungszustinde werden durch Losung der in geeigneter
Weise linearisierten Differentialgleichungen bei nachfolgendem Grenz-
iibergang g — 0 beschrieben. Unter Beschrinkung, der Einfachheit
wegen, auf zweidimensionale Bewegung, 1d8t sich der Grundgedanke
der Oseenschen Theorie folgendermalfien in verallgemeinerter Fassung
aussprechen. Man geht aus von den bekannten Gleichungen der sta-
tionéren Bewegung und nimmt an, dal durch:

U= Uy + w, v =10+ v

die gesamte Gteschwindigkeit in eine bekannte ,eingeprigte’ Stro-
mung ¥,, v, und eine noch zu bestimmende ,,Stérungsstromung* auf-
geteilt sei. Is wird angenommen, dall die quadratischen Std-

rungsglieder:
w'w, v'w (?3 o DU 6_%;’)
: 0z Oy
gegeniiber den halbquadratischen:
U, VW
vernachlissigt werden diirfen.
2. Wir beschrinken uns hier auf den einfachsten Fall, wo als

Primirstromung eine laminare Bewegung eingefiihrt worden ist.
Setzen wir also:

0y _ 0y -
uﬂ__aiyl U_“+%: A?P_'O:
so erhalten wir zunichst aus den Grundgleichungen nach Elimina-
tion von:

21 Oseen, Hydrodynamik
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g=p+ 5+ 0¥
die Gleichung:

0w 0w _ _  0v o
Q(Woﬁ‘F”oBf?}):FA’ws w=ﬁ—?3?’ (1)
die, wenn u = 0 gesetzt wird, sofort
dy dy
76" Ty
0 og| =% oder = 1y)
7" By

ergibt. Wir schlieBen somit, daf die asymptotische Losung des linea-
risierten Gleichungssystems aufler einer laminaren Stromung noch
eine turbulente Stromung enthalten kann, derart, dafl der
Wirbel auf gewissen Stromlinien der eingeprigten Stro-
mung mit konstanter Intensitét verteilt ist.

Die Bestimmung dieser Wirbelverteilung wird dadurch erleich-
tert, dal die asymptotische Behandlung der Gleichung (1) sich auf
eine schon bekannte Diskussion zuriickfithren 1aBt. Setzen wir nimlich

y = Imaginiirteil von (¢ + ip),
so erscheint es natiirlich, auf die Koordinaten @, v zu transformieren.
Setzen wir, um die Kontinuitatsgleichung zu befriedigen:

,_ 06 80
= @ ] v = + B"i ]
so ldBt sich, nach einer leichten Rechnung, die Gleichung (1) so

schreiben:
*

d i) _
(93¢+#4w.w)dz.y9: (93¢+#Aw.w)'w=0- (2)

3. Die obige Gleichung fiir w ist, von der Koordinatenwahl ab-
gesehen, mit derjenigen Gleichung identisch, deren asymptotisches
Verhalten in Oseens Theorie Wirbelbildung und Kielwasser bestimmt.
An der Grenze fiir g =0 kommt betreffs der Randbedingungen prin-
zipiell dasselbe Resultat heraus. Die Randkurve wird in zwei Be-
reiche geteilt, einer ,hydrodynamischen Vorder-¢ bzw. , Riickseite
entsprechend. An der Vorderseite (S,) gleitet die Fliissigkeit einfach

* Man vergleiche hierzu: J. Boussinesq, Journ. de Lionville (6) 1 S. 285, 1905;
ferner J. M. Burgers, K. Ak. v. Wet. te Amsterdam, Verslag d. Wis- en Natuurk.
Afdeel. D. XXIX 8. 952, 1921.
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in reiner Potentialstromung vorbei, wihrend an der Riickseite (iS;)
die Wirbelverteilung so zu bestimmen ist, daB, wenn méglich, die
Fliissigkeit daselbst am Korper haftet.

Die Herleitung dieses Resultates ist aus den Eigenschaften der
Grundlsung von (2) leicht verstéindlich. Wenn (g, v,) einen will-
kiirlichen Punkt der Randkurve bezeichnet, so wird die gesuchte
Losung w mit Hilfe der Funktion:

gc(u(w v+ flw—wa)
F(p, v, oy o) = 4512] f ula® + B2 — dadf =

— B
=¢ %7 ™EK, (e@); R=Y(g — o* + (¥ — vo)’,

wo K, eine Hankelsche Funktion von imaginéirem Argument bedeutet,
in gewohnlicher Weise durch die Greensche Formel dargestellt*. Fiir
p# — 0 findet man, daB F iiberall gegen Null konvergiert auler auf
der durch:
Y=Yo ¢— <0

definierten singuliren Kurve, wo F derart unendlich wird, dal
das Greensche Randintegral einen entsprechenden endlichen Betrag
liefert.

Durch jeden Punkt ¢, y, hat man also die betreffende Strom-
linie p = y, zu ziehen; die Gesamtheit aller Punkte der Fliissigkeit,
fiir welche ¢ < @, ist, bestimmt die Form und Ausdehnung des der
hydrodynamischen Riickseite angeschlossenen Wirbelbereiches.

Die Art des neuen potentialtheoretischen Problems ist damit auch
festgelegt. Nach dem Gesetz:

dw _d4,,0 _
B = 0; 4,,,0 = f(v),

soll auf den genannten singuliren Kurven eine Wirbelbelegung mit
zugehoriger Stréomung, d. h. die unbekannte Funktion # und die
damit verbundene Stromungsfunktion 6, so bestimmt werden, daB:

(uy + w’)cos(n, ) + (vy+ v")cos (n,y) =0 an S,;

g+ % =10v,+2 =0 an Sy;

wW=v=0 im Unendlichen.

4. Nachdem das so formulierte Potentialproblem durch eine kon-
forme Abbildung zuerst auf den Fall des Kreiszylinders zuriick-

* Vgl hierzu 8. 38.

21¢
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gefithrt worden ist, machen wir fiir die Losung folgenden Ansatz.
Der Wirbelbereich wird mit Wirbelfiiden von der unbekannten Stérke:

@ery) , o _ @I'(y) dedy
dy? dy?* x(2)x(z)
belegt, wo
dlg+iy) _ dlgt+iy) . _ ot %(3) — :
A Fiy) P = #(2) = Uy — Wy; %(2) = Uy + tv,.

Dabei setzen wir, was keine wesentliche Beschriinkung bedingt,
voraus, daf} im Wirbelbereich das Produkt »(z)%(z) nicht verschwindet
oder jedenfalls zu keiner gefihrlichen Singularitit AnlaB gibt.

Im Unendlichen sei ferner:
w - 2.

Wir betrachten zunichst die Stromfunktion:

dzr
0, = I'(y) "r ff("-’o"o ) 5 log Rd e, dy,,

R= V(x~mu) +(y — o),
a2l
1= d—wg
geniigt. Der Funktion 6, entspricht eine Geschwindigkeit, die aus
Wirbelelementen :

die der Bedingung:
W= A;y0; = (42 + v 4,,, 0

i 1

2m 2z — 1z,

aufgebaut ist. Wird ferner eine laminare Bewegung superponiert, in-
dem die gespiegelte Winkelfunktion:

2%(2) 1
(315

iiber dem Wirbelgebiet mit der Verteilung:
1 ) aer ( 1
#(29)%( Zg) dyy?
integriert wird, so sieht man sogleich, daf die gesamte Bewegung
eine am Kreise |z | =1 verschwindende y-Komponente der Geschwin-
digkeit ergibt.
Wird jetzt am Kreise noch die g-Komponente U% berechnet, so
liBt sich die Schwierigkeit des fiir z = z, unendlichen Kernes durch

1) afyo)dgy

Ky %o

dgydy, (
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Isolieren des singuliren Bestandteiles beseitigen. Eine Diskussion,
die ich hier iibergehe, zeigt, dall U, so geschrieben werden kann:

(:5), 1)+ [Konwttw vy = T,

K
wo f(y) auBerhalb des Wirbelgebietes (insbesondere an S,) verschwin-
det und K einen fiir = y, hochstens logarithmisch unendlichen
Kern bedeutet.
Ferner lalt sich ein ,,gemischtes Potential“ superponieren
derart, daB:

an S,:

%% -+ g cos (n,) + v, cos (n, y) = — Uy cos (n,p)
an Sy:

od

-5;1_ =)

Das Potential @, das durch die noch hinzukommende Bedingung
betreffs der Geschwindigkeitsverhiltnisse im Unendlichen eindeutig
festgelegt ist, wird an der Riickseite des Kreises eine ¢-Geschwin-
digkeit ergeben, die ihrerseits das unbekannte U, mit einem regu-
liren Kerne lings jener Riickseite integriert enthilt.

Die schlieBlich iibriggebliebene Bedingung, daB} die gesamte -
Geschwindigkeit an der Riickseite verschwinden soll, fiihrt somit die
Bestimmung der unbekannten Funktion f auf eine Fredholmsche In-
tegralgleichung zuriick, deren Kern sowohl in y wie g, quadratisch
integrierbar ist.

Das hier gefundene Resultat 1iBt sich, wie unmittelbar ersicht-
lich sein diirfte, noch auf den Fall iibertragen, dall die Geschwin-
digkeit an der Riickseite vorgeschriebene Werte annehmen soll.

5. Beispiel. Der Magnuseffekt. Es ist klar, daB die Wahl
der eingeprigten Stromung y gewissermalen willkiirlich ist und selbst-
verstindlich den natiirlichen Voraussetzungen des beziiglichen Pro-
blems gemif getroffen werden muB. Im Falle des in einem gleich-
miBigen Strome stillstehenden Zylinders fiihrte die einfachste natiir-
liche Annahme:

uy= Konst., »,=0
auf die Theorie Oseens. Als ebenso natiirlichen Ansatz nimmt man
fiir den rotierenden Zylinder am einfachsten:

9+ iy = d(a +iy) + iBlog(z + iy).
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Figur 1

Die Aufgabe, die Gesamtheit der Kurven p mit ¢ — ¢, < 0 an-
zugeben, ist eine rein elementare, deren Ergebnis die beigefiigte
Fig. 1 (fiir g =032 3) illustriert. Man sieht, wie der Wirbel-
bereich, der in der Oseenschen Theorie des stillstehenden Zylinders
der Strémungsrichtung parallel verliuft und geradlinig begrenzt ist,
jetzt durch die Rotation deformiert und abgelenkt erscheint.

Insbesondere bemerkt man, dal fiir groe Werte von % (=1

die untere Begrenzung des Wirbelschwanzes durch jene y-Kurve ge-
bildet wird, die durch den Doppelpunkt der Primiirstrémung, z = 0,
y = — B, hindurch geht. Die Folge davon ist, dal mit zunehmen-
der Rotationsgeschwindigkeit der Wirbelschwanz sich immer hoher
an der der Translationsstréomung zugewandten Vorderseite des
Zylinders hinaufsaugt, und daB er gleichzeitig hinter dem Kéorper
immer schmiler wird. SchlieBlich (bei g = etwa 3,6) trifft der in
der Figur gestrichelte Grenzfall ein; der ganze Wirbelschwanz ist
zu einer Art von Korona, die den Zylinder umbhiillt, zusammen-
geschrumpft.
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Figur 2

Figur 3

Figur 4

Die nach zunehmender Rotationsgeschwindigkeit geordneten Auf-
nahmen, Fig. 2—4, zeigen, dall der theoretische Ansatz jedenfalls
qualitativ sich der Erfahrung sehr gut anpalt. Es ist wohl kaum
notig, hervorzuheben, dall die ausgefithrte Berechnung nicht nur
einen Auftrieb, sondern gleichzeitig auch einen Widerstand ergeben
wiirde.
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I

Zur Berechnung des Kielwasserdruckes
in der asymptotischen Widerstandstheorie.

1. Die Losung des Oseenschen stationiren Bewegungsproblems
ergibt z. B. fiir den Kreiszylinder ein mit der Erfahrung gut iiber-
einstimmendes durchschnittliches Stromungsbild. Der Physiker wird
aber an zwei Umstinden Anstoll nehmen. Erstens fillt der Wider-
stand viel zu grol} aus, zweitens wird beim Passieren des Wirbel-
schwanzes der Druck unstetig.

Setzen wir, wie gewéhnlich:
u=u,+ v, v=1",

wo u, die konstante Stromungsgeschwindigkeit bedeutet, so folgt
aus den Grundgleichungen bei Vernachlissigung der quadratischen
Glieder, fiir u — 0, sofort:

f}=—euof@d?f,

withrend exakt:
g = efﬁ(v’dx — (W + u,) dy)

sein sollte. Die Druckbestimmung wird also fehlerhaft sein, sobald
der Ausdruck: .
j'e?) (vdo — w'dy)

bedeutende Werte annimmt. Nehmen wir besonders die Druckver-
teilung lings der Oberfliche des Zylinders, so ist dort in der Oseen-
schen Lésung entweder:

w oder o =0,

Eine unrichtige Druckberechnung wird somit hauptsiichlich dadurch
entstehen, dall das quadratische Produkt «'@ nicht iiberall ver-
nachlissigt werden kann. Dieses Produkt nimmt aber in jener L&-
sung nahe der Grenze des Wirbelgebietes grolle Werte an; insbe-
sondere wird beim Eintritt in das Wirbelgebiet w derart unendlich,
dall ¢ mit einem endlichen Betrag diskontinuierlich bis zu jenem
iibertriebenen Saugdruck herabfillt, der fiir den zu groBen Wider-
standskoeffizienten verantwortlich ist. Das fehlerhafte Schlufiresul-
tat ist eben die natiirliche Folge davon, dafl in einem kritischen
Bereich die Differentialgleichungen in allzu grober Weise verletzt
worden sind.
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2. Ein charakteristisches Ergebnis der Oseenschen Theorie ist
die Hinteilung des Kérpers in eine ,hydrodynamische Vorder-«
und ,,Riickseite“. Vieles (z. B. die experimentelle Tatsache des an
der Riickseite eines Korpers nahezu konstanten Druckes) deutet
darauf hin, daB die damit zusammenhéingenden verschiedenartigen
Grenzbedingungen (Gleiten der Fliissigkeit an der Vorderseite, Haf-
ten an der Riickseite) der Erfahrung gut entsprechen. Dal iiber-
haupt eine ,,reibungslose‘* Fliissigkeit einen Widerstand aufweisen
kann, rithrt davon her, dall an der Korperoberfliche die Reibungs-
kriifte noch bei verschwindender Viskositit eine endliche Arbeit aus-
fithren, die zum Losreilen und Transportieren von Wirbeln von der
Hinterseite nach riickwirts verbraucht wird. Da aber hinter dem
Korper die Geschwindigkeit iiberall Null sein sollte, wird der eigent-
liche Wirbeltransport nur in den ,kritischen** Ubergangspunkten
zwischen Vorder- und Riickseite stattfinden. Von diesem Gesichts-
punkte aus erscheint es natiirlich, die Druckdiskontinuitit dadurch
saufzulockern®, dal man jene Punkte als den Grenzfall von sehr
kleinen Gleitungsintervallen betrachtet. Eine derartige Vorstellung
wird im folgenden zu einer eindeutigen Festlegung des Kielwasser-
druckes benutzt.

3. Nehmen wir nun die Losung des Oseenschen Problemes als
erste Niherung des Widerstandsproblemes an, so erscheint zuniichst
der Druck (oder die Funktion ¢) als bei der gewiihlten Vereinfachung
der Bewegungsgleichungen eindeutig bestimmt. ITn der Tat ist aber
diese Bindeutigkeit gewissermallen nur scheinbar.

Denn schreiben wir:

w=1u(y) + o, v=1,
wo u, aullerhalb des Oseenschen Wirbelschwanzes gleich #, ist und
innerhalb dieses Bereiches in irgendeiner Weise von y stetig abhingt,
so konnen wir statt u, ebensogut u,(y) als eine modifizierte Primér-
stromung mit iiberlagerter Storungsstromung «, v einfithren. Wenn
aber jetzt uw'w, v’w als quadratische Glieder vernachlissigt werden,
so kommt durch Elimination von ¢ aus:

__ 99
ﬂ—-‘—axJ'}‘fl-A'u

- 0
ouy (y)w = ——ag +udo,
die Gleichung

d _
e (y) 5o = ndi (1)
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heraus, die fiir g — 0 voraussichtlich auf die fundamentale Gleichung
der Oseenschen Theorie:
ow
4y =
fithren wird. Dementsprechend wird man jetzt die in der Fliissig-
keit giiltige Beziehung:

= fog .
9+—efm(y)wdy, %ﬁo

0 (2)

finden. Damit hat man aber innerhalb des Wirbelgebietes eine ganz
verschiedene Druckbestimmung eingefiihrt, obschon das Stromungs-
bild immer durch die Gleichung (2) bestimmt wird und folglich auf
den Oseenschen Typus zuriickkommt.

4. Nach der obigen Auseinandersetzung wird man, von der Oseen-
schen Stromung ausgehend, nur dadurch zu einer bestimmten Druck-
berechnung gelangen, daBl man durch irgendeine erginzende Hy-
pothese einen geeigneten Anteil der geradlinigen turbulenten Ge-
schwindigkeit als ,,Primdrstromung® absondert. Mit Riicksicht auf
die vollstindigen Differentialgleichungen erscheint es fiir das Wider-
standsproblem natiirlich, die Auswahl so zu treffen, dall in der
Nihe des Korpers diese vollstindigen Gleichungen so gut
wie mdglich befriedigt werden, d. h., wir sollten:

Uy () = us,(¥)
setzen, wo ug, die totale Geschwindigkeit an der Korperoberfliche
bedeutet.

Da aber, bei vollstindigem Haften an der Riickseite,

Msh = ()
ist, so wiirde folgen:
dq =0, ¢ = Konst.

Der absolute Wert des Kielwasserdruckes wiirde aber immer noch
unbestimmt bleiben, weil in den kritischen Punkten als einzigem
Sitz der Wirbelablosung % = o und wg diskontinuierlich ist. Um
bestimmte Druckwerte zu erzielen, mufl man die Annahme von den
oben erwihnten, den kritischen Punkten zugeordneten Gleitungs-
intervallen zu Hilfe nehmen. Dabei wird die Oseensche Strémung
durch eine gewisse naheliegende Stromung ersetzt, bei der der Druck-
iibergang in bestimmter stetiger Weise durch die Gleitungsintervalle
hindurch erfolgt. Lalt man nachher die Ausdehnung des Gleitungs-
intervalles nach Null konvergieren, so wird es maglich, auf eine der
Oseenstromung entsprechende Druckbestimmung zu schlieflen.
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5. Gehen wir umgekehrt davon aus, es handle sich darum, eine
moglichst genaue Loésung der vollstindigen Gleichungen in der
Nihe des Korpers zu erhalten, so wiirden wir immer, bei Annahme
von sehr kleinen Gleitintervallen und vollstindigem Haften an
der iibrigen Riickseite, entweder o’ sehr klein oder = 0 haben.
Die vollstiindige Gleichung:

dw 0w _
g(u 5z + v '(3‘31'): nAw
wiirde somit, in der unmittelbaren Nihe von S, mit guter Nihe-
rung in die Gleichung

d - P
0 ts, (y) a::) =pdw (3)

iibergehen. Aus (3) folgert man aber unter allzemeinen Vorausset-

zungen, dal die lings der Korperoberfliche exakt giiltige Beziehung:
q= —yf(duda:—!— Avdy)

wirklich, fiir u — 0, die Formel:

_ g=— gjuﬁ,‘(;f/)'cﬁdy
ergibt.

6. Die explizite Durchfithrung des oben geschilderten Vorganges
kann in wenigen Worten abgefertigt werden. Die besondere Art, Gleit-
intervalle einzufiihren ist mehr oder weniger gleichgiiltig. Das unten
angefithrte Resultat bezieht sich auf folgende Anordnung. Der
Zylinderumfang wird vom vorderen Staupunkte aus in Bogenmal}

von 0 bis 27 gerechnet. Es wird angenommen, daf die Flissigkeit
zwischen 2w — a und a vorbei gleitet, so dal} die Gleitintervalle

; ; : .. B ; T .
die Winkel zwischen 2z — a bis 5 und zwischen 5 und a einneh-

men. Um zu erzielen, dall die Gleitung der Fliissigkeit gegen
die Riickseite hin stetig gegen Null retardiert wird, fithren wir
vom Anfang an in die Streifen:
1>y >sina,

- z<0,

—1<y<—sina,
eine geeignete Wirbelverteilung an. Es sei z. B. eine geradlinige Stro-
mung u%(y) vorhanden derart, daf:

u? = Konst. = — U

aullerhalb des Oseenschen Wirbelstreifens, und dafl am Zylinder:
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u(sin ) = ugp =[] (— 14 cos 1}), :; <P <a
2

cos a
3m
T—a<P< 5
u“(sinz‘)‘):ui-h =0 a <t <2m—a.

Wir losen jetzt das folgende Potentialproblem. Eine Geschwindig-
keitsfunktion w — v’ wird so bestimmt, dal3:

u’cosﬂ-}-v’sinﬁ—}-uﬂﬁcosﬁ:(), —a<d <a
=0 ; a<?<2n—a;
w=v=0 . im Unendlichen.

Um zwischen a und 27 — « Haftung zu erzielen, wird nachher eine
geradlinige turbulente Stromung nach dem Schema Oseens iiberlagert.
Die Funktion u’— 4v” laBlt sich nach bekannten Prinzipien kon-

struieren und ohne Schwierigkeit berechnen. Die so erhaltene Stro-
7

2
aber iiberall endlichen Wirbel und ist mit einem stetigen Geschwin-

digkeits- und Druckverlauf hinter dem Zylinder verbunden.

Die beigelegte Figur zeigt das Resultat der durch Integration
iiber den Gleitungsintervallen mit Ug, = ugh -+ ' erzielten Druckbe-
rechnung.

Die Kurven haben folgende Bedeutung:

I. Druckverteilung am Zylinderumfang bei direkter Losung des
Oseenschen Problemes;

mung liegt fiir « nahe - der Oseenschen Stromung sehr nahe, hat

a L&) 90 135 180°

0.5

=
=

-05

.‘_‘
. S
\.

—

Figur 5
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II. Druckverteilung mit Gleitung, « = 1087;
I11. " T » s a=1269;
IV. Experimentelle Druckwerte, nach Eisner*, fiir hohe Reynolds-
sche Zahl;
V. Experimentelle Werte, nach Lafay**.

Der Vergleich der Kurve I mit den Kurven II und IIT zeigt,
dal} die listige Druckdiskontinuitit nunmehr verschwunden ist, und
dal ferner der grolle Unterdruck der Kurve I durch einen mifige-
ren, im Haftungsbereich konstanten und mit zunehmender Ausdeh-
nung der Gleitintervalle abnehmenden Saugdruck ersetzt wird.

Die Kurven IT und IIT schlieflen sich, sowohl ihrem allgemeinen
Typus nach wie auch quantitativ, den experimentellen Kurven er-
sichtlich gut an. Durch Integration der Kurven erhilt man sofort
den Widerstandskoeffizienten. Sowohl die theoretischen wie die ex-
perimentellen Kurven zeigen einen sehr kleinen resultierenden Uber-
druck an der Vorderseite des Zylinders; der Widerstand hiingt
(im Gegensatz zur Helmholz-Dirichletschen Diskontinuititsflichen-
theorie) fast ausschliefflich von dem hinteren Saugdruck ab.

Der experimentell gefundene Widerstand ist sowohl nach Kisner
wie nach Lafay zwischen den theoretischen Widerstinden nach II
und IIT enthalten.

Die Verringerung des Widerstandes mit erhohter Gleitung deutet
auf die Moglichkeit einer zwanglosen Erklirung des mit steigender
Reynoldsscher Zahl abnehmenden Widerstandskoeffizienten. s mag
in diesem Zusammenhang bemerkt werden, daB der Widerstands-
koeffizient der reinen Oseenschen Bewegung, mit Haftung an der
ganzen Riickseite, nach den obigen Prinzipien als Grenzfall berech-
net, sich auf ungefihr 0,5 (in absolutem Mafie) erhebt. Dieser Wert
deckt sich etwa mit dem experimentell gefundenen Koeffizienten
unmittelbar vor dem bei einer Reynoldsschen Zahl von der Grofien-
ordnung 10° eintretenden Widerstandsabfall.

* Druckmessungen an umstromten Zylindern, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech,
Bd. 5, 1925.

** Jacob, La Résistance de I'Air et I'Expérience. Tome II, Tafel XII, bis.
Encyel. Scientif. Octave Doin, Paris 1921.
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