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Einleitung.

Die Fliissigkeit, welche fiir uns die weitaus grofite Bedeutung hat,
ist das Wasser. Der Koeffizient der Zihigkeit u hat fiir das Wasser
einen kleinen Wert (bei 15° C 0,0113). Unter diesen Umstinden hat
die Frage, wie sich eine Fliissigkeit bei verschwindender Zihigkeit
bewegen wiirde, ein sehr grofes Interesse. Es kann scheinen, als ob
man diese Frage sofort und ohne Schwierigkeit beantworten konne.
In der Tat liegt der Gedanke nahe, den Grenziibergang zu verschwin-
dender Zihigkeit einfach so auszufiithren, da man in den Differen-
tialgleichungen fiir die Bewegung einer zihen Fliissigkeit u = 0 setat.
Man kommt in dieser Weise zu den Eulerschen Differentialgleichungen
fiir die Bewegung einer Fliissigkeit:

6u; a-u.; a 6u,-
9(‘55 +”*a"x‘,;)=—a—g’ T
zuriick. Das Studium dieser Gleichungen hat indessen zu Ergebnissen
gefiihrt, die mit den jedermann gelaufigen Tatsachen in Widerspruch
stehen. Die auf sie begriindete Theorie der idealen Fliissigkeit lehrt,
dal ein Wirbel niemals in einer Fliissigkeit entstehen kann. Sie lehrt
ferner, dal} ein starrer Korper, der sich mit konstanter Geschwindig-
keit in einer Fliissigkeit bewegt, keinen Widerstand erfahrt (das Para-
doxon von Euler oder von d’Alembert).

Welcher ist der innere Grund dieses Widerspruches zwischen der
hydrodynamischen Theorie und der Erfahrung? Kann er nicht in der
Art der Ausfilhrung des Grenziiberganges zu verschwindender Zéhig-
keit liegen? Es gibt von einem rein mathematischen Gesichtspunkte
aus einen Grund, zu bezweifeln, daBl man den Grenziibergang in der
oben geschilderten einfachen Weise ausfithren kann.

Bei Differentialgleichungen hiingt der analytische Charakter der
Lésungen wesentlich von den Gliedern héchster Differentiationsord-
nung ab, also bei den Differentialgleichungen fiir die Bewegung einer

zihen Fliissigkeit von den Gliedern der Form % (hochste Ableitung
in bezug auf ¢), u 4w, 2%, Es ist unter diesen Umstinden mathe-

B:c,-

14%



212 Einleitung

matisch nicht ohne weiteres erlaubt, den Grenziibergang in der Weise
auszufithren, daf man einfach die mit u behafteten Glieder weglifBt.

Wir werden so zu der Aufgabe gefiihrt, den Grenziibergang zu
verschwindender Zihigkeit in exakter Weise auszufiihren. Wir schrei-
ben die hydrodynamischen Differentialgleichungen in der uns wohl-
bekannten Form (vgl. 8. 12, I®):

c’iu;

duy; au.i) Ouj
ot T *(azk_a_x, = a.«:ﬁ”’ﬁ“’ ok
q =17+ tou.

Wir gehen von einem Zustand aus, in welchem die Flissigkeit
ruht. Anfinglich gibt es also keinen Wirbel in derselben. Wenn die
iiberlieferte Theorie der idealen Fliissigkeiten der Wahrheit entspricht,
so wiirde, wenn u = 0 wiire, auch fernerhin kein Wirbel in der Fliissig-
keit entstehen konnen. Nach dieser Theorie behilt in der Tat die

Zirkulation:
§ ujdw;

fiir jede geschlossene, von Partikeln der Fliissigkeit gebildete Kurve
einen konstanten, von der Zeit unabhiingigen Wert. Wenn anfangs
die Zirkulation fiir jede geschlossene Kurve den Wert Null hat, was
insbesondere dann der Fall ist, wenn die Fliissigkeit anfangs ruht,
so muB also in jedem Momente fiir jede geschlossene Kurve die Zir-
kulation verschwinden. Das ist nur ein anderer Ausdruck dafiir, daf
die Bewegung wirbellos ist. Wenn jetzt g nicht Null, aber doch sehr
klein ist, so treten zu den Eulerschen Differentialgleichungen nur die
kleinen Glieder pA ;. Wir hitten also zu erwarten, dafl die Wirbel-
komponenten: oy, du

0z, 0z
sehr klein sind und dal sie beim Grenziibergange u — 0 gegen Null
konvergieren. Wenn die Wirbelkomponenten klein sind, so sind auch

die Grofen: (6 i 314,,)
£t OI;- E

klein. Wir begehen dann einen kleinen Fehler, wenn wir in unseren
hydrodynamischen Differentialgleichungen jene Glieder vernachlissigen
und dieser Fehler muBl gleichzeitig mit g gegen Null konvergieren.
Sind unsere Voraussetzungen richtig, so miissen wir durch Losung
des Systems:

61.5, dq Ou; 3
a‘ am +JH‘A Uj » E—Os 9—-13+ Qu
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bei entsprechenden Randbedingungen ein anniihernd richtiges Bild
der Bewegung bekommen. Wenn dieses Bild bei u — 0 mit der Theorie
der idealen Fliissigkeiten iibereinstimmt, so erhiilt diese Theorie da-
durch eine Bestitigung. Wenn dagegen die gefundene Bewegung bei
pu—0 mit irgendeiner der zugrunde gelegten Voraussetzungen nicht
iibereinstimmt, dann muf mindestens eine jener Voraussetzungen
falsch sein. Aber unter unseren Voraussetzungen gibt es nur eine,
an welcher wir fiiglich zweifeln konnen, eben die, da8 bei verschwin-
dender Zahigkeit die Theorie der idealen Fliissigkeiten die Wahrheit
trifit. Unsere Methode gibt uns also, soweit dieses theoretisch méglich
ist, ein Mittel, zu entscheiden, ob diese Theorie eine physikalische
Bedeutung hat oder ob sie nur eine mathematische Fiktion ist.

Unsere Methode besitzt aber nicht nur das oben dargelegte nega-
tive Interesse, sondern auch ein nicht geringeres positives Interesse.
Es gibt keine andere allgemeine Methode, die hydrodynamischen
Differentialgleichungen zu behandeln, als diejenige, welche darin be-
steht, dal man zunichst die quadratischen Glieder vernachlissigt
und nach Losung der so erhaltenen linearen Gleichungen durch die
Methode der sukzessiven Niherungen die anfangs vernachlassigten
Glieder beriicksichtigt. Auch bei kleinem pu ist dies die einzige bis
jetzt bekannte mathematisch sichere und zuverlissige Methode, die
zu unserer Verfiigung steht. Von diesem Gesichtspunkte aus stellt das
durch unseren Grenziibergang erhaltene Ergebnis eine erste Niherung
der erstrebten, vollstandigen Losung dar. Aus den Widerstandsberech-
nungen von Zeilon geht nun hervor, dall diese erste Niherung viel
mehr ergibt, als man von vornherein erwarten konnte. Die Druck-
verteilung auf der Vorderseite eines Korpers kommt in den von diesem
Forscher behandelten Fillen schon bei dieser ersten Niaherung fast
genau richtig heraus. Und wenn bei dieser ersten Naherung der
Unterdruck auf der Riickseite des Korpers zu grofl ausfillt, so kann
man, wie Zeilon an dem Beispiel des Kreiszylinders gezeigt hat, durch
weiteren Ausbau der Theorie in zweiter Niherung auch in diesem
Punkte zu einer fast vollstindigen Ubereinstimmung mit den Tat-
sachen gelangen. An dieser Stelle mag schlieBlich an die schéne
Theorie des Magnuseffektes erinnert werden, die Prof. Zeilon in nahem
AnschluB an die in diesem Teile entwickelten Gedanken und Metho-
den gegeben hat. Uber die zuletzt erwihnten Arbeiten von Zeilon
gibt der Anhang einen Bericht.



§ 23. Ein spezieller Fall. Eine diinne Platte.

231. Ansatz zur Lisung des Problems im Anschlufi an den
fritheren Ansatz bei dem Ellipsoid.

Wir betrachten in diesem Paragraphen einen speziellen Fall. In
einer ziahen Fliissigkeit, welche sonst den ganzen Raum einnimmt,
bewege sich eine unendlich diinne, ebene Scheibe mit konstanter Ge-
schwindigkeit U in einer gegen die Scheibe senkrechten Richtung.
Wir benutzen ein Bezugssystem, dessen Anfangspunkt auf der Scheibe
liegt und sich mit dieser bewegt, und dessen z,-Achse mit der Be-
wegungsrichtung der Scheibe parallel und gleichgerichtet ist. Wir
wenden in unserer iiblichen Weise fiir die Geschwindigkeitskompo-
nenten der Fliissigkeit, auf dieses Koordinatensystem bezogen, die

Bezeichnungen: — U + 4y, u,, 43 an. Zur Bestimmung der Groflen u;
haben wir das System IIT® S. 13:
du; Ogq (6@4,- Ou,,)
p.{]u}+QU67m1_67x}—“Q“.l ﬂ_ﬁ’ (1)
¢ =p+ tev’
und die Kontinuitétsgleichung:
d Ui
52, = °" (2)

‘Wir vernachlissigen die rechten Seiten der Gleichungen (1) und suchen
das so erhaltene System:
yﬁu,——&—gvg—z—%zo, g—:;:
n dem Grenzfall u = 0 zu l5sen.
Wir bezeichnen mit & = 0, §,, &; die Koordinaten der Punkte der
Scheibe. Wir setzen wie iiblich o U/2u = 0. Nach unseren Annahmen

ist 6 > 0. Wir setzen ferner:

r=Va2+ (@ — &P + (@— &)?, s=1+7

0 (3)

e'—“
da-

a

11
Dz — &) = Ef—
[1]
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Die Funktion @ geniigt, wie wir Seite 33 gesehen haben, den par-
tiellen Differentialgleichungen:

a0 =2", (4)
0d 2

Wir bezeichnen mit ¢,,@,,¢; drei Funktionen von §,,&, und versuchen
unser Problem durch den Ansatz (vgl. § 18)]

. 0*
Uj=20 (éikdar o ka)f¢k¢(x - E)dsf H
(6)
- ——Qquﬂk'— '——dSt

zu losen. S ist hier die Oberfliche der einen Seite, etwa der vorderen
Seite der Scheibe. dS: = d&,d&, ist ein Element von S.

23 2. Aufstellung von Integro-Differentialgleichungen zur
Bestimmung der Funktionen ¢,, ¢,, @s.

Unser Ansatz (6) geniigt wegen (5) den partiellen Differential-
gleichungen (3). Die GroBen w; verschwinden in unendlicher Ferne.
Zur Befriedigung der Grenzbedingungen u, = U, u,= u;= 0 an bei-
den Seiten der Scheibe verfiigen wir fiber die drei Funktionen ¢,, p,, @;.

In der ersten Gleichung (6), die wir wegen (4) auch in der Form:

—0 a
uf=2afqoje—r— facp,,awds (7

S
schreiben konnen, setzen wir zuniichst j = 1. Wir setzen der Kiirze
wegen (bemerke hier und im folgenden, dafl ;j—xs = %!):

1
6@ l—e—*°
Oy = = Plm— ) ®)

Wir bemerken, daB, wenn der Punkt «,, #,, #,; sich in der Umgebung
des Punktes & = 0, &,, &; befindet, der Ausdruck:

0P s s T s
o oo, e ¢ T e
sich wie: i oz . (_1 Ej)
0z, T \r
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verhdlt, und daB fiir z,=0, r > 0:
dP o

LA
wo: ro= [l =0=V(2— &)* + (23— &)
Die Gleichung (7) ergibt unter diesen Umsténden, fiir j =1:
e ad
(tg)z, 0= Gf% — d8; — F P f%Pz.=odSe—a f‘?’stFodSe
5 5

Zur Bestimmung von ¢,, @,, ¢; erhalten wir so eine erste Gleichung:

a( —E'dsé—a f‘Pz :r;=0dSE__f‘P3 P, _odS;=T. (9)
8

Sie mufl erfiillt sein, wenn der Punkt x;, = 0, #,, x3 im Inneren von
S liegt.

Weitere Gleichungen zur Bestimmung von ¢,, ¢,, ¢, erhalten wir
aus den zwei iibrigen Gleichungen (7). Die Grenzbedingungen u, =
ug = 0 an der Scheibe ergeben:

e d il
20 | y(&3; &) N A '—a—%fﬁtpk[—a?k] dS; = 0,
8 S =0
7
6%

(10)

] 3=ty

=0

%g [‘Pa(fz £3) i 88; — (0%
. ’ 7o o0z
S 8
wenn z; = 0 ist und wenn der Punkt ;= 0, ,, z; im Inneren der
Platte liegt. Wir kénnen die letzten Gleichungen auch in der Form:

quv’k(fgs &) [0_@] dS; = 4y (x,, 23),
5 =0
oy [

6:.33

20 f%
3

schreiben.

e—9% - 61,0.
T dS; = 4x 9y’ 20 { Qg -

23 3. Vereinfachung der Integro-Differentialgleichungen
bei - 0.

Die Gleichungen (9), (10) — oder (9), (11) — sind leider zu kom-
pliziert, um eine Losung in einfacher Form zu gestatten. Zum Gliick
vereinfachen sie sich wesentlich in eben dem Falle, der fiir uns das
groBte Interesse besitzt, dem Grenzfalle u = 0, dies wenigstens dann,
wenn wir voraussetzen diirfen, dall beim p — 0, also bei g — o« die Funk-
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tionen ¢;, @,, 3, ¥ gegen endliche, stetige und differenzierbare Funk-
tionen ¢, @, g, 3@, p©@ konvergieren, und zwar in solcher Weise, dal:
tim 2% dy _ 0y@ i 2P dy _ 09®
“_*002:2 Oxy’ w—00Ty 0Ty
Man hat, wenn ¢ eine stetige Funktion ist und wenn der Punkt z, = 0,
,, x3 zur Scheibe gehiirt'

lim oftp(Eg, 53) —_— dS; =

=0

= lim offtp(wz—l— 7 CO8 B, T3+ rosinP)e—ondrydd =

= lim offsv(zz+ 7o CO8 B, Ty + 1o 8inP) e Todr dd =

FEA Pk E

= hm op(z,, xs)ffe—‘"‘-dr dd +

To<e

—]— hm off[vp(a:2+rocost9 Zg+1sind) — @ (2,,25)] e~ ndrydd =

ra<e
= 2n@(2,, 3).

Dagegen ist: hm o f e 53) d 8 =0,

wenn der Punkt z, = 0, z,, #; auBerhalb von S liegt. Wir haben ferner:
tim (&, &) ParmodS; =[ £ a5,
= OS

52

: P

im o[ (6s &0 [z ] ase=[tes &) 5 as
p—0 K] mg Ti=0

usw. Wir bekommen also zur Bestimmung von cpl("), 2.9, @@, p©

die Gleichungen:
dyp©® dp©
O(ay, #5) = ) O (zy, 25) = ,
P\ Ty T3 2, P3O (@, 74 d,

d [dyp®dS; @ [0p©® dS,
9 ) —_—— | —_—— — =
ﬁq;ll (3}2, :CS) axz 652 ru a 653 Tg ]

— © g, —
L &) — %(_ x_z_r; P bRr= 06';;3 %m = e

(12)

o f‘}?;m)(fz, &3) - dSE =0.

* Von diesen Voraussetzungen unabhingige Untersuchungen iiber den Grenz-
iibergang u - 0 werden in § 26 mitgeteilt.
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23 4. Vereinfachung der Integro-Differentialgleichungen
fiir die Funktionen @@ und »®,

Wir wollen annehmen, dal die Funktion 3@ am Rande der Scheibe
verschwindet. Wir haben dann:

9 [oy® dS; 0 f 01 . & [po
90, 95, 1, 4 Eﬁ’fs)ae“”’s&*fmf‘—dss’

0 [0y©dS; & [y®

— | =5 ds:,
amas 0& 1 6m3 4 T &

0y® z,— &, Op® gz — &

LA as; + 2348, =
J 08 rf g 853 ro

0 fiw 0 [0yp® N
_6z2 & log r,d S +6 653 logr,dS; =

52 92 »
(am 2 g v 09: )J'Pm(éz’ ‘fa) log i"od’s-:“ = 27‘"‘/’(0)(52s Z3),

wenn der Punkt z,, z; auf S liegt.
Wir erhalten also zur Bestimmung von ¢, @ und »© die Gleichungen:

0 02 dS:
27, (2, 3) — (m + m) f’l’m (&, &) T‘; =U,

s (13)
278 9O (z,, z5) —f¢1(°)(§2, 53) —£—o0.

Sie miissen erfiillt sein, wenn der Punkt z, = 0, z,, z, im Inneren von

S liegt.

23 5. Zuriickfiihrung der Funktionen ¢:@® und %@
auf eine Potentialfunktion A.

Die Bestimmung der Funktionen ¢, und %© aus (13) kann als
eine potentialtheoretische Randwertaufgabe aufgefalit werden. Wir
setzen:

L
8§

( (0)(5‘”

% - Ay 03). (10

Die Funktion 4 ist eine iiberall mit Ausnahme der Scheibe regu-
lire und in unendlicher Ferne verschwindende Lésung der Laplace-
schen Gleichung. Ihr Verhalten auf der Scheibe geht aus den Glei-
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chungen (13) hervor. Sie zeigen, da auf derselben*:

lim A = lim {_f% p©dS; —f%("’ d§5}=
8

T =—0 z,=—0

)dSE 0,

= 29 (zy, 73) — f POy &

(3 ds
lim —_l f f(n) sl _
2,=+00@ xla+o[ P

0?2 ds.
= 27, (2, 25) — (W + gm—sg) f%”(o) (&2, &) 703 =U.

Wenn wir 4 bestimmt haben, so ergeben sich ¢, und 9@ aus
den Formeln:

e (5 M (e N
%(U—(g—;’}),g_o) a5
WOy ) == o (nm o= dupm) = — g Aum b0

Die Bestimmung der Funktionen ¢,®, 9@© ist also auf die Bestim-
mung der Funktion 4 zuriickgefiithrt worden.

23 6. Aufstellung einer Greenschen Funktion
zur Bestimmung von A4.

Wir wollen annehmen, daB wir eine vierwertige Potentialfunktion
mit den folgenden Eigenschaften finden kénnen.

1. Thre Werte werden permutiert, wenn der Punkt z um die Rand-
kurve der Scheibe eine kleine, geschlossene Kurve beschreibt, welche
die Scheibe durchdringt.

2. Sie nimmt auf der Scheibe iiberall endliche Werte an.

3. Thre Ableitungen erster Ordnung in bezug auf z,, z,, z; werden
am Rande héchstens derart unendlich, daB sie iiber eine beliebige
Fliche integriert einen endlichen Wert geben.

* Der hier benutzte potentialtheoretische Satz wird selbstverstindlich, wenn man

x
bedenkt, daf — i‘; dSs, bzw. 4 =; dS¢ der Raumwinkel ist, unter welchem das
r r

Flichenelement d8z vom Punkte x,, X,, o; aus gesehen wird. Vgl. iibrigens etwa
Korn, Potentialtheorie I, S. 74,
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4. Sie besitzt einen Zweig, der im Punkte y,, y,, y; wie:
1
V(@ — y1)* + (22— 92)* + (25— y5)?

unendlich wird, wahrend die iibrigen Zweige dort regulir bleiben.
B. Sie ist, von diesen Ausnahmen abgesehen, iiberall regulir und ver-

schwindet in unendlicher Ferne.

F(2y, o, %33 Y1, Y, Y3) sel eine Potentialfunktion mit den in 1 bis
5 aufgeziihlten Eigenschaften. F,, F,, Fg, F, seien ihre Zweige, wo-
bei wir den Ubergang von F; zu F; , beim Durchgange des Punktes z
durch die Scheibe geschehen lassen. F,; sei derjenige Zweig, der im
Punkte y,, y,, y; unendlich ist. F;;, moge endlich aus F; dadurch
hervorgehen, dafl der Punkt z,, #,, z, eine geschlossene Kurve be-
schreibt, welche die Scheibe einmal durchdringt und sich ihr dabei
von der Seite der negativen z,-Achse nihert. Wir haben dann:

Fi(xy=—0, 2y, &35 Y15 Ya» Y3) = Fip1(@1 =+ 0, T3, T35 41, Y32, Y3)
tim 2% _ i 9+, (16)
n=—00% g-to 0%

Wir betrachten jetzt die Funktion:
Fy(@y, @y, T35 Y15 Yos Y3) + Fa@y, Ta5 T35 — Y15 Yos Y3) —
— Fy(2q, Tas T35 Y15 Ya» Ya) — Fa (@1, Ty T35 — Y15 Ya» Ya) =
=, G(xlr Loy Tzs Y1: Yas ?!a)-
Wir bemerken, daBl wegen der Symmetrie:
Fy(2y, @a, T35 Y15 Yo Y3) = F1(— 245 T, T3 — Y15 Yas Ya)s ]
Fo(@y, @3, 235 Y15 Ya» Y3) = Fa(— @1, %, &35 — Y15 Yo ¥3)s {(17)
Fy(xy, 2y, 235 Y15 Yo, Ys) = Fa(— Ty, T9, T35 — Y15 Yas Ya)-

Wir haben nach (16) und (17):
lim Fy(zy, 23, %53 Y15 Y2 Ys) #hm F1(—$1s Ty, T35 — Y1 Ya» Ya) =

n=—0

=1lm Fy (@, 25,231 — Y15 Y Y3) = hmF4(m1, Tys T35 — Y15 Yg» Ya)-

n=-+0 Zy=—0
Ferner:
]“il Fy(@y, @p5 735 Y15 Y2» Y3) —Ilim Fy(— 2y, 2, T35 — Y1, Y25 Ya) =
—]_l[_'[}OFa(lls Toy Tg3 — Y15 Yo Ys) —Thn_lF (2y, @5 T35 — Y15 Yg» Ys)-

Aleo: lim G =0.

=—0
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Wir haben ferner nach (16) und (17):

)
lim —— Fy(2y, @y, T35 — Y1» Yoo Y3) =

I, = +°a 1
= lim 2 F,(2g, 2, @ =
_z,=—oa$1 13 Los T35 — Yy Yor Ys) =
. d
— lim 0 F, (@, T35 T35 Y15 Y2 Ya) »
=40
6‘
hm a—Fg.(ﬂipﬂz,%,—ypyz,yg)—
. a
=,]mioﬂ Fy(zy, @y, @33 — Y15 Ya» Y3) =
a
_zlﬂoa Fy(2y, %oy Tg: Y1s Yas Ya) -
Folglich: ‘ o
Iim —=0-
z,=—|—0621

Wenn wir die Scheibe als undurchdringlich auffassen, so ist G
eine im ganzen Raume eindeutige Lésung der Laplaceschen Gleichung,
welche iiberall mit Ausnahme des Punktes y regulir ist, wihrend sie
dort wie:

1 —_—
Vo, — 1)+ (22 — 92)? + (@3 — ¥3)?
unendlich wird. & verschwindet im Unendlichen und geniigt an der
Scheibe den Bedingungen:

G21=—-O=0) (

G

el =10.
axl)zl =40

Wir konnen unter diesen Umstiinden & als Greensche Funktion
benutzen, um A4 zu bestimmen und wir erhalten:

U
A(xli Za» 953) == H G(O: 52: Es; Ty, Ty, xa) dS; .
8

Man zeigt mit Hilfe des Greenschen Satzes leicht, daB

G (2, 3, T35 Y1 Yo» Ys)

in bezug auf die beiden Punkte z und y symmetrisch ist. Man hat
also auch:

U
A2y, Ty 25) = — EfG’(xl, Ty, Z3; 0, &y, &5)dS;
3
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Da in der Verzweigungskurve F, = F, = F, = F, ist, so folgt, daB
A und somit @ am Rande verschwinden,

Wir wurden zu der Aufgabe gefiihrt, die Funktion F' zu bestim-
men. In einem der interessantesten Fille ist diese Aufgabe leicht 16s-
bar. Wenn unsere Scheibe kreisformig ist, kann man die Funktion
F entweder durch ein Sommerfeldsches Integral darstellen oder F nach
Ringfunktionen entwickeln. Man bestatigt leicht, dall 4 in diesem
Fall auf der Scheibe iiberall endlich, im Innern derselben beliebig oft
differenzierbar ist und am Rande verschwindet. In diesem Falle fiihrt
also unsere Methode die Gleichungen (9), (10) — oder (9), (11) — 8. 216
bei p — 0 aufzulosen sicher zum Ziele.

Wir werden spiiter, in § 31 8. 311, einer expliziten Lésung des Pro-
blems der kreisformigen Platte begegnen. Jener Paragraph kann un-
mittelbar nach diesem gelesen werden. Wir haben ihn nur deswegen
an den Schlul} gesetzt, um moglichst rasch zu den praktisch wichti-
geren Fillen zu kommen.

23 7. Untersuchung der Bewegung der Fliissigkeit auierhalb
des von der Scheibe durchschrittenen Ranmes.

Wir kehren zu den Gleichungen (6) S. 215 zuriick. Wir nehmen
an, da es gelungen sei, die Funktionen ¢,, ¢,, ¢; aus den Gleichungen
(9) und (10) zu bestimmen und dal} diese Funktionen nebst ihren Ab-
leitungen beim Grenziibergange g — 0 im Innern der Scheibe gleich-
miBig gegen die Funktionen ¢,©®, ,©®, , und ihre Ableitungen kon-
vergieren. Wir nehmen iiberdies an, daB am Rande y© = 0 ist. Wir
wollen unter diesen Voraussetzungen, unter Annahme, daB der Punkt
sich aullerhalb der Scheibe befindet, den Grenziibergang p— 0 aus-
fithren. Wir haben wegen der Gleichungen (6) 8. 215, (12) 8. 217 und
(14) 8. 218:

. a1
= — 5L A p—

Jim g =~ o0 Mﬂ,dss

L0 9 1, 0y 0 1
— ©) _
‘?Uﬂ‘?’l g, 7 T 05 dm 7 T 9E o5 79— (19)
o [(7?”_ 0 0 1) 04

Uaa:1 ( —p 6‘_1—dSE_QU61

Durch jeden Punkt derRandkurve unserer Scheibe und in
einer der Bewegungsrichtung derselben entgegengesetzten
Richtung ziehen wir eine Gerade. Wir nehmen zuerst an,
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daB der Punkt 2 auBerhalb des von dieser Geraden erzeug-
ten Zylinders Z liegt. Wir haben nach (7) 8. 215:

=20 | 1 t)°

— a8
— 48—

(19)
dsf

—'__‘f‘PL 52:‘53 1_3 oa)

Wenn der Punkt @ auBerhalb von Z hegt so haben wir ferner s > 0
und folglich:

lim of(p, (&5 53) a’,Sk =0, (20)
=0
lim f% (& &) al°g3e—w d8; = 0. (1)
pu—0
Folglich:
. dl
s —f POy &) o A8 =
le—')
9 [¢® _‘j‘_ﬂ. Dy _
—5‘35,73 dS; axzaz,-s 3, log sd S
(22)
02 dp©® B
_63;309:,-8 ac, logsdS: =
a ‘P:‘o) ad (62 0* ) f .
—b-x; ¥ dSe—a'—xj W"l"msw logsdsé-.

Dabei wurde unter Beriicksichtigung, dal $©® am Rande verschwin-
det, partiell integriert.

Die Funktion log s (s > 0) geniigt der Laplaceschen Gleichung
A, log s = 0. Wir haben folglich nach (14):

© 2
limu Uy = — Bx- 1%7_39_ logs - y,(ﬂ)ldSE—ﬁ
B JS
O (9 _ 0 1 8S; _ 94 5
—ax,ué r Y ey 0z

23 8. Untersuchung der Bewegung der Fliissigkeit in dem
von der Scheibe durchschrittenen Raume.

Wenn wir zu dem Falle iibergehen wollen, dafl der Punkt z
innerhalb vom Zylinder Z liegt, so miissen wir bedenken, dafl die
Gleichungen (20) und (21) jetzt nicht mehr erfiillt zu sein brauchen,
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weil es jetzt im Integrationsbereiche einen Punkt &, = x,, &; = a,
gibt, in welchem s den Wert Null annimmt. Nur die Umgebung dieses
Punktes kann zu den linken Seiten dieser Gleichungen Beitriige geben,
die nicht beim Grenziibergange x — 0 verschwinden. Um den Grenz-
wert des Integrals:

f 0@y (ar ) S S,
(§a—my)* +(~a—‘3:)‘<5

zu bestimmen, fithren wir neue Integrationsvariable ein:

52:::24-'/@:10033, Ea=:c3—{—lf@asi.uﬂ-.

Wenn ¢ geniigend klein ist, so kénnen wir mit geniigender Anniihe-

- _ (m—= &)+ (2 — 32) a?
rung r= |z |, §= 3| 5 setzen.

Wir erhalten so:

2fadafqp,(:cz VTacosﬁ z4 + Wusmﬁ)e—“’dﬁ

Der Grenziibergang p — 0, d. h. ¢ — o ergibt:
270 (xy, 5).

Um das Integral:

dlogs
e

a —os
i, Pi(8e Ea) e LE

bei g — 0 zu untersuchen, schreiben wir es in der Form:

== 61!%(5” £5) 3%;‘[67 dadsS; .
Wir haben:
ds  ds ds  0s
T 0% Om— 0%

Durch partielle Integrationen konnen wir deshalb unser Integral
so umformen, daBl neben Randintegralen, welche iiber den Kreis
(&, — 2,)* + (£3 — 23)* = &* zu erstrecken sind und also fir 6 -
verschwinden, nur Integrale von den folgenden drei Typen vor-
kommen:

" dads;
@

[#ene0 f =
K s
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[7eesn 5 f e dadS,=— e &) 7 dS:.

[#entn 12 f Ta dadsi=— [t g O as.
K

K ist hier eine Abkiirzung fiir: (&, — 2,)? + (& — 2,)* < €% Man zeigt
leicht unter Beriicksichtigung der Tatsache, dall » oberhalb einer
positiven Grenze liegt, dal} alle drei Integrale bei u — 0 verschwin-
dende Grenzwerte haben. Wenn der Punkt z innerhalb des Zylinders
Z liegt, so haben wir also:

lim ¢ [‘P? (&5, 53 dS = 2@ (2y, 73) , (20)
w—+0 5

_,,0logs -
Jﬂa—ﬁ’* A (21)

Wir haben schlieflich unter unserer jetzigen Voraussetzung, dafl
der Punkt z innerhalb vom Zylinder Z liegt, den Grenzwert des

Gliedes: P logs

f‘Pk(Ee! &)

rechts in (19) zu bestimmen. Man sieht leicht, dal die Gleichung (22):

. d dlogs
lim ma—xi!an(fg,g) 9z dS; =

o [oO 9 (o
~ o) o sy — am( 2+a )f“"o”"g“‘d‘s*

immer noch giiltig ist. Wir haben folglich:

i, — g 60 £0 52"

#—=0
_9 [ f(o)alogs _
day) v 15T Oa:,-axls v s,

ad logs a8 —

9 (24)
- 0_1; A”'r!‘w(o)(szs Eg) logé'dss =

_ 04 -0 f o h
- a_x; a_xi AIS "P (Egs 53) log Sds; .

15 Oseen, Hydrodynamik
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Zur Bestimmung des letzten Gliedes in (24) betrachten wir das Integral :

! V( n— &) + (552 52)2—[—( — &)

Wir haben (Weﬂn V (9«‘1 — &P+ (23— &)+ (25— &a)2 = V(2 — &)
gesetzt wird):

0 ’ﬁ S S
0751 log {V(m: — &) + 2y —&, )= m &) .
Wir haben demzufolge:
J=— f YOE,, &) logsds; +

*f PO (Ey,85) log [ (21 + 1) + (3 — &) + (55— &3)* + 2+ 2} dS; =
-

Nach unseren Annahmen ist #, eine negative Grofle. Wir wihlen jetzt
die positive Grofe I so groB, daBl ! + =z, positiv ausfillt. Wir haben

dann: Wi,
Folglich:
Apdy=— A, J.

Nun laBt sich J als das Newtonsche Potential von Massen auffassen,
welche hinter der Scheibe liegen. Thre Raumdichte ist 99(,,&;). Wir

haben folglich:
4,0 = — 4@y, )
und also:

A, [pO(Ey, &) logsdS; = 4,0, = 4ay®(ay, z5) . (25)
S

Aus (19),(207),(217),(24) und (25) folgt wegen der ersten Gleichungen (12):
g4
hm Uy (2, Tg, X3) = 47, O (2, 75) B g’

26)
A . a4 (
hm u2(r’11 Lo, ma) ’ hm us(xl, Lo, {.l!a) = ﬂ .
n—0 '3

p=>0 Ty
wenn der Punkt z,, z,, #, sich in dem von der Scheibe durchschrittenen
Bereiche befindet. — Wegen der Beziehungen (15) und wegen

04 04 2
A__— 'a“-é;—a—mamﬂ fiir 331—'—'0
gilt also fiir die Gteschwindigkeit in dem von der Scheibe durchschrit-

tenen Raume:
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. 04 (Qé) : 04 (GA)
;}Enoulﬁﬁ da, :1=—0+ ol Jinouz_-a?z-— 02y 2, —o’ 27)
et [P ‘
w=>0 3_6'.33 axa Zy=—0

Diese Formeln zeigen sofort, dal die Fliissigkeit auch bei ver-
schwindender Zihigkeit an der Riickseite der Scheibe haftet.

23 9. Zusammenfassung.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:

In einer zidhen Fliissigkeit, welche sonst den ganzen
Raum erfiillt, bewegt sich eine ebene Scheibe mit konstan-
ter Geschwindigkeit (Komponenten U,, U,, U,) in einer gegen
die Scheibe senkrechten Richtung. Es wird angenommen,
daB die Bewegung der Fliissigkeit stationdr ist und den
Gleichungen:

iy . 0, du; dg du,

oz 0z, 0" Oz
gehorcht. Bei g — 0 erhalten wir unter diesen Umstinden
fiir u; und ¢ die folgenden Ausdriicke:

In dem von der Scheibe nicht durchschrittenen Bereiche:

04 )
Uy = a—%
In dem von der Scheibe durchschrittenen Bereiche:
a4 04
“i=3?f—(a—$,_)h+ U;-

(%;i_)h benetchuet Kler don Wers, don gfwi in demjenigen
Punkte der Riickseite der Scheibe annimmt, in welchem
diese von einer durch den Punkt z,, #,, 2, gezogenen, mit der
Geschwindigkeit (U) der Scheibe parallelen Geraden getrof-
fen wird.

4 ist eine auBlerhalb der Scheibe regulire und in unend-

licher Ferne verschwindende Losung der Laplaceschen Glei-
chung: Ad =0,

An der Scheibe geniigt 4 den Bedingungen:

an der Vorderseite:
dA4

dn ~

U.,

15*
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wenn 7 die nach aullen gezogene Normale der Scheibe ist;
auf der Riickseite:

4 =0.

Qualitativ konnen wir diese Ergebnisse in dem folgen-
den Satze zusammenfassen: Bei dem Grenziibergange u — 0
tritt in der Fliissigkeit eine Diskontinuititsflicheauf, Diese
Fliche ist ein Zylinder, der von der Randkurve der Scheibe
ausgeht und sich in der Richtung erstreckt, welche der Be-
wegungsrichtung der Scheibe entgegengesetzt ist. AuBer-
halb dieser Fliache gehorcht die Bewegung den Gesetzen
fiir die wirbellose Bewegung einer idealen Fliissigkeit. In-
nerhalb derselben herrschen andere Gesetze. Uber die wir-
bellose Bewegung ist hier eine Wirbelbewegung iiberla-
gert, welche von dem Gliede (g%) herrithrt. Die Flussigkeit
gleitet an der Vorderseite der Scheibe, sie haftet an der
Riickseite.

Mit der Theorie der idealen Fliissigkeiten stehen unsere Ergeb-
nisse in schroffem Widerspruch. Dagegen stimmen sie, wenigstens
qualitativ, gut mit den Tatsachen iiberein. Wir schlieBen hieraus, daf
die paradoxen Resultate der Theorie der idealen Fliissigkeiten auf
der unrichtigen Durchfiihrung des Grenziiberganges zu verschwinden-

der Zihigkeit beruhen.

§ 24. Allgemeinere Untersuchungen.
24 1. Aufgabestellung. Ansatz zur Losung auf Grund des § 5.

Im vorigen Paragraphen haben wir uns mit einem sehr speziellen
Falle beschiftigt. In diesem Paragraphen wenden wir uns allgemei-
neren Betrachtungen zu. Wir nehmen an, daB ein Kérper sich in
irgendeiner Weise in einer Fliissigkeit bewegt. Wir brauchen nicht
vorauszusetzen, dafl der Korper starr ist. Was wir voraussetzen, ist
nur, da eine Fliissigkeit, die sonst den ganzen Raum erfiillt, nach
innen von einer, im allgemeinen von der Zeit abhiingigen Fliche S(¢)
begrenzt wird, auf welcher die Geschwindigkeitskomponenten u; vor-
geschriebene Werte annehmen sollen. Wir nehmen an, dall das ganze
System fiir ¢ < ¢, ruht. Bei ¢ = ¢, fingt die Bewegung an. Wir stellen
uns die Aufgabe, die Bewegung der Fliissigkeit fiir ¢ > ¢, unter Ver-
nachlissigung der quadratischen Glieder und im Grenzfalle 4 — 0 zu
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berechnen. Wir miissen dabei, wegen der Unzusammendriickbarkeit
der Fliissigkeit, mit der Moglichkeit rechnen, daB die ganze Fliissig-
keit bei ¢ = ¢, sich auf einmal zu bewegen anfingt. Wir setzen vor-
aus, daf} eine derartige, momentan einsetzende Bewegung wirbellos
ist. Wir stellen uns also die Aufgabe, fiir ¢ > ¢, und fiir 4 — 0 das

System:
0u; dq Ou;
ko) (R it 5 —i = 1
09t = "o, THAY 55 =" )
mit den Nebenbedingungen: auf S(f) : u;= v;(S,¢); in unendlicher
= T aﬂ; Ouy . . g ”
Ferne: u; =0; fiir £ =¢,: T O 0, (,k=1,2,3) zu losen.

Der Behandlung unseres Problems legen wir einige Annahmen be-
treffs der Fliche S(¢) und der Funktionen v;(S, ¢) zugrunde. Wir neh-
men zunichst an, daBl S(¢) stetige Tangentenebenen besitzt. Wir be-
trachten jetzt einen beliebigen Punkt @ von S(t). Wir beziehen die
Fliche in der Umgebung von @ auf ein Bezugssystem z,/, )/, 25’
dessen Anfangspunkt der Punkt ¢ ist, dessen z,’-Achse lings der
nach aullen gezogenen Normale der Fliche im Punkte @ fillt und
dessen ,- und x,’-Achsen zwei gegeneinander senkrechte Tangenten
von S(t) in @ sind. Wir schreiben die Gleichung der Fliche S(¢) in

der Form: , .,
xy' = F(z,, 2/, 1)

und wir nehmen an, daf die Funktion F in der Umgebung des Punk-
tes @ stetige Ableitungen der drei ersten Ordnungen in bezug auf
@', @,’, t besitzt. Wir nehmen ferner an, dall die Funktionen v;(8, ¢)
sich in der Umgebung von @ als zweimal stetig differenzierbare Funk-
tionen von z,’, z,/, ¢ darstellen lassen.

Um unsere Aufgabe zu losen, gehen wir von den in § 5 gewon-
nenen Ergebnissen aus. Sie zeigen, daBl wir durch den folgenden An-
satz eine aullerhalb von S(f) und fiir ¢ > ¢, giiltige Losung des Sy-

stemes (1) erhalten:
t

d
e S0

= d 1 Bl
9(P,7) z_l‘fﬂgﬂfhk(Qs t) E?dstz—\?%'

3

(2)

Zy, &y, ¥ sind hier die Koordinaten des Punktes P in einem festen,
rechtwinkligen Bezugssysteme. Die Koordinaten des Punktes @ im
selben System werden wir mit &, &,, & bezeichnen. Wir haben ferner:



230 § 24. Allgemeinere Untersuchungen

0*P
j (P, Q;t—7)=—06j; AD + Tom

1 r
¢=—;—JE(a,t—r)da, (3)

e-_ 4pult — 1)
7'2 = (xj I=te Ei)zs r g 0: E-(a’ 14 —T) =

lft —7
y ist eine Losung der Laplaceschen Gleichung:
Ay =0,

Unsere Aufgabe ist, die Funktion %,(Q, 7) und die Potentialfunk-
tion y so zu bestimmen, daB bei verschwindendem u die Grenzbedin-
gungen erfiillt werden. Wir werden dabei annehmen, daB die Funk-
tionen %; in bezug auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit dieselben
Eigenschaften haben, welche wir oben fiir die Funktionen v;(S, ¢) an-
genommen haben.

24 2. Vorliiufige Zerlegung des Fliichenintegrales in zwei
Summanden %5y und ¥5*.

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Element o(7) der Fliche S(r)
und bilden das Integral:

Jio =[h(Q, D)usu(P, @, ¢ — 7)dSq =
a(r)
o L 2)
— | (@, T) AD dSq + kgm——dsq=};-‘a 4+ 219,
a(r) a(z) e Le

Wir haben, da @ nur von r und £ — 7 abhiingt:
7 ad

! O il .

» =5 f( b 5, D45

Wir betrachten einen bestimmten Punkt Q des Flichenelementes ¢ (7).
&, &, E, seien die Koordinaten desselben im festen Bezugssysteme.
Dem Punkte Q entspricht in der oben dargelegten Weise ein Bezugs-
system z,’, z,’, z,’ — und &/, &', &’ — dessen x,’- (oder &;/-)Achse
mit der im Punkte @ nach auBlen gezogenen Normal der Fliche S(z)
zusammenfillt. Die Beziehungen zwischen den Koordinaten ,, ,, ,

* Die Abteilungen 242—246 behandeln das Verhalten der Flichenintegrale in
(2) bei p—0.
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und den Koordinaten ', z,’, 5’ desselben Punktes mégen durch
die Gleichungen: - '
33’;' = G (o — é':k)s Qi @y = O

ausgedriickt sein. Wir haben dann ebenso:
g = ap(& — &)

Wir haben ferner, wenn wir mit %/ die Komponente des Vektors
hys by, hy lings der z/-Achse bezeichnen:

JD ad
h'i-—'a‘ikkk: hiagj kiaf”
o o 0
amj—aua 1'1'651

Also:

lv/]
@ =fk'a. PP gy
i E Uy 7 7 Q-
o 0&/0¢&

24 3. Definitive Zerlegung des Flichenintegrales
in zwei Summanden .J}» und .J,>.

Wir zerlegen 72 in zwei Teile. Einen Teil:

[hy'ay; ADASq = [hy cos (nay) ADdS,
a(r) a(z)

fithren wir mit {5 zusammen und bilden aus diesen beiden Ausdriicken
ein Glied:
= f [hj — by cos (nz;)] A BdAS,,. (4)
a(r)

) (2)

nennen wir J;, und haben dann:

0D
ia’”a& '65’

Den iibrigen Teil von

m=(
a(z)
0?P

_(ly.,, _0?® Vo
—fﬂlk‘ “ gEzaE T ggyar T )

fiale/ 0*P 2e 2P
alfa§Ia§f+a’i6£2 651 a37(a§112+a§:2]IdSQ'

I3

ﬁalaajA@ldSQ =

+ by
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24 4. Das Verhalten des Integrales J;. bei kleinem p.
Wir betrachten zuerst das Integral J§,. Wir haben:

e s
o e 4plt — 1)
A ¢ _— e— e—— 77,, .
2# t—r1)"
Also: .
, du(t — 1)
J? =f(k-% h, cos (nx)) iei',’,f as..
, o(r) ' ! 21”‘ (t — T) /2 E
Die Funktion: -
40| L8 D
| ==

2 (G—)"
konvergiert beim Grenziibergange u — 0, wenn r > é > 0 ist, gleich-
mafig gegen Null. Auch die Funktion:

w=r| 40,

wo p irgendeine positive Zahl ist, konvergiert, wenn » > & > 0 ist,
bei # — 0 gegen Null. Wenn beim Grenziibergange u — 0 die Funk-
tionen k; selbst oder die Produkte dieser Funktionen mit irgendeiner
positiven Potenz von p endlich bleiben, so konvergiert also das In-
tegral J{, bei diesem Grenziibergange gegen Null, sofern nicht das
Flichenelement o(z) den Punkt P enthiilt.

Wir betrachten jetzt den Fall, daB P in der Nihe von o(7) liegt.
Wir nehmen an, dal eine Normale von P auf ¢(z) dieses Flichen-
stiick in P© trifit und daB PP die kiirzeste Entfernung von P nach
a(t) ist. Wir setzen die Entfernung P P©® = d, wobei also d eine posi-
tive GroBe ist. Wir benutzen das Bezugssystem, welches nach der
oben dargelegten Regel dem Punkte P© entspricht. Die Koordinaten
des Punktes P in diesem Bezugssysteme sind: z,/= 0, 2, = 0, y’ =d
und wir haben folglich:

rP=(g— &) =@ — &P ="+ & + (@ — &)
Wenn wir speziell zu z,’- und #,’-Achsen die Tangenten der Kriim-
mungslinien der Flache S(z) im Punkte P© wihlen, so haben wir:

o_ &Yy 6

3 = 3R L 2—Rz -+ %%ij:('@f{, O8N E ESE,
o R R NN R .

- e ’ 0&70&/0&
'R,| und |R,| sind die Hauptkrimmungsradien der Fliche S(z) im
Punkte P®, Wir nehmen an, daB d < |R,|, d < |R,| ist. Wir fithren

&
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in unserem Ausdruck fiir 7> den obigen Wert von &;’ ein und be-
kommen:

d d 1
= (1 — R1) &%+ (1 — _R;) &2+ d* 4 &2 —5 dF;uéf &'E .

Wir betrachten jetzt die Funktion:

er

0 e_‘i:i":ﬂ_iE(?’,t—t)

20 (t—nt 2x t—

und bemerken, daB diese Funktion fiir u(t — 7) — 0 fiir alle » wie
eine Exponentialfunktion verschwindet mit Ausnahme von denjenigen,

welche von der GroBenordnung Ju (t — 7) sind, d. h. genauer ausge-
driickt in der ganzen &,’&,’- Ebene mit Ausnahme von demjenigen Teile,
in dem &’ und &, von der GroBenordnung

V dp(t—1)
[
sind.

Wir fiihren den soeben gefundenen Wert von 72 ein und erhalten:

PR YR I (B M )
ap = & 2uit—1)"
_Jfﬁ ’e__ i z L T ]
s 6 1S Bty 88+ |

= 1 oder 2
Wir haben ferner:

[k, —— hu cOos (W; ﬂ';,';)]Q == [k? — k,, cos ('R«Z'T)] P(©) +Zk"m)l§k’,

- =12
_ 454 ., o
@7 cos (ﬂqxﬁ o dEl dfz (1 +;g;k$1 E}.-)
= 1 oder 2

Fiw, hf®, g;; sind Funktionen von &/, &’ und von 7. Wenn wir o(7)
geniigend klein wihlen, so gibt es fiir die absoluten Betriige aller dieser
Funktionen endliche Grenzwerte, welche nicht iiberschritten werden,
so lange der Punkt P innerhalb von o(7) bleibt.

Wir kehren zu unserem Integral J{, zuriick. Die gefundenen Aus-

driicke der in J§7 eingehenden GroBen zeigen, daB das Hauptglied
(wenn w und d klein sind) dieses Integrales in der Form:
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gff'
g dult — 1)

(s — hy cos (na))]pey ————— s

[t P D

o(®)
geschrieben werden kann. Wenn wir in dem hier auftretenden Inte-
gral die Integration iiber die ganze £,"&,’-Ebene ausdehnen, so be-
gehen wir einen Fehler, der um so kleiner ist, je kleiner x ist, und
der bei g — 0 verschwindet. Wir konnen also, wenn wir einen bei
p — 0 verschwindenden Fehler vernachlissigen:

ff2 (c‘—e g =il ‘Rit]*'"“f(“g*‘f’}dél’dfg’:
i

(-2 (-5)

erhalten wir so den Ausdruck:

setzen. Fiir das Hauptglied von J

pa?

Lte@e €=
¥ IV
12 _M)
(t — 1) (1 Rl) (1 .

lime(pu) = 0.

n—=0

Wir betrachten jetzt die iibrigen Glieder in J'5. Sie enthalten alle
den Faktor E (d, t — 7). Dieser Faktor ist mit einem Integral vom Typus:

et = &t e R e L PP I
u(t—r) 2

multipliziert. Hier ist ¢ eine Funktion von &/, &, und 7, welche als
Faktor eine der Grofen:

51'! Eafs

25 [hj — hy cos (n2;)]pc

Dabei ist:

ed&’ o't
du(t—7) 7 dpt—n)

enthilt. Da nun fiir kleine y- und d-Werte nur die unmittelbare Um-
gebung des Punktes P, d. h. des Punktes &’ = 0, &/ = 0 einen merk-
lichen Beitrag zum obigen Integrale gibt, so folgt, wenn wir annehmen
diirfen, daB die iibrigen Faktoren von ' von derselben GroBenordnung
wie [hj — h, cos (nz;)]p> sind, daB diejenigen Beitrige zu dem Wert
von J%, welche wir aus diesen iibrigen Gliedern erhalten, neben dem
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Hauptgliede klein sind und daB der Fehler, den wir durch Vernach-
lissigung dieser Glieder begehen, bei u — 0 verschwindet. Fiir kleine
d-Werte konnen wir ferner d/R, und d/R, neben 1 vernachlissigen.
Wir erhalten so, fiir kleine u- und d-Werte, annithernd:

J4) = 2a[h; — h, cos (nz;)]E(d, t — 7). (6)
Wenn d > 0 ist, so konnen wir bei u — 0 stets J‘,-lg = 0 setzen.

245. Beweis, daf lim J2 = 0, wenn bei x — 0 die Funktionen
' h; endlich bleiben.
Wir gehen zu J(ﬁz iiber. Wir setzen wieder:

dglag/

27 cos (ngxy)

und formen unseren Ausdruck (5) durch partielle Integrationen in be-
zug auf &’ und &, um. Wir erhalten so eine Summe von einem dop-
pelten und einem iiber die Randkurve des Integrationsbereiches er-
streckten einfachen Integral. Die Integranden dieser Integrale be-

stehen aus Gliedern, die entweder @ oder eine Ableitung erster Ordnung
von @ enthalten. Insbesondere enthalten die Glieder des Doppelinte-

grales entweder @ oder @ Nun haben wir:

aE;
Ve

2V u(t—r)

D= ?ZV—;--fe—“’da.

e
i

Fiir kleine p-Werte haben wir also annihernd:

g-JIEL I TR LA el
o r’ 0 e 0&r "1 fi—g 0§
Wenn @ ein Punkt des Randes ist und P auBerhalb von o(7) liegt
oder ein innerer Punkt von o(z) ist, so gibt es ein solches ¢, da
r >0 > 0 ist. Die Funktion @ und ihre Ableitungen erster Ordnung
konvergieren also bei u — 0 auf der Randkurve gleichmiiBig gegen Null.
Aber auch das Doppelintegral hat den Grenzwert Null, wie man so-
fort sieht, wenn man bedenkt, daf} fiir » = 0:

d 1 d 1 dr

rradaal-r- O bl



236 § 24, Allgemeinere Untersuchungen

Wir schlieBen hieraus, daB, wenn beim Grenziibergange u— 0 die
Funktionen A; endlich bleiben, stets:
lim J =0, ()
p—>0

sei es, dafl der Punkt P auBlerhalb von o(7) oder auf o(7) liegt.

24 6. Untersuchung des Verhaltens von J5.,
wenn bei z - 0 die Funktionen Jx &; endlich bleiben.
Es ist fiir das folgende notwendig zu wissen, wie sich J§) beim
Grenziibergange verhilt, wenn |dabei nicht die Funktionen %; selbst,

wohl aber die Produkte Ju k; endlich bleiben. Es geniigt diese Frage
fiir den Fall zu beantworten, daBl der Punkt P nicht auf dem Flachen-
element ¢ liegt. Um diese Frage zu beantworten bemerken wir, daf}

das Glied: ort
le 4-"(‘ ® 61‘
g2 = T 1 Vt —w a
bei g — 0 neben dem Gliede:
RZEE
gl == 9 a&}f r
zu vernachldssigen ist. Wir haben in der Tat:
igIZ { ' ‘) zi V 9
= = e =YY 7—7"="
9| Y fule—1)

¢2/g, hat also fiir p > 0, r = 0 den Wert Null und fiir » > 0 den Grenz-
wert 0, wenn p — 0. Wir konnen also iiberall g, neben g, vernach-
lissigen. Wenn wir das tun, und wenn wir dann durch neue par-
tielle Integrationen die friiher vorgenommene Umformung von J¢,
riickgiingig machen, was stets erlaubt ist, wenn der Punkt P auBer-
halb von o(7) liegt, so erhalten wir annithernd:

()} I,i fkb a‘_? dE aé-’ — —

a(zr)

_Yem (1 __]/@ LAY
_I/kaka&ﬂh rdSQf X kkd& dSq.

a(z) a(r)

(8)

Dieser Ausdruck ist also anniihernd giiltig, wenn P auflerhalb von

o(z) liegt.
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24 7. Die Randbedingungen. Ruhendes Fliichenelement.

Wir kehren zu unserem Ansatz (2) zuriick. Wir setzen:
JO = g9 2) (2)
Z ;S: Z']ﬁo == J;n. ’
a

wobei wir links iiber alle Elemente der Fliche S summieren. Wir
haben dann:

0
wi (P, t) AJ JR)dr +az . *
Die Bedingung: e D
auf S ergibt: A
f( Ji3 + Jf d:-;-a . — vy(8,0), (9a)

wenn P auf S(¢) liegt. Wir wollen in dieser Gleichung den Grenziiber-
gang u — 0 ausfithren und miissen dabei zwei Hauptfille unterschei-
den. Wir nehmen zuerst an, dafl das Flichenelement op(t), zu welcher
P gehort, withrend der Zeit von £, bis ¢ geruht hat. Fiir dieses Fliachen-
element haben wir dann in Formel (6) d = 0 zu setzen und wir haben
folglich:

lim JE,-”_ = 27[h; — hy, cos (nz;)] 5 1,,, ;
=0 Ve —<
Fiir alle iibrigen Flachenelemente ¢ haben wir d > 0 und folglich

lim J{) = 0. Wir haben ferner nach (7) fiir alle Flichenelemente o,
©—0

auch agp, lim JE-? = (0. Wir erhalten folglich:
=0

oy
2‘1[[&, — hy, cos (n;c,)] : = = v — ﬂw? (10)
(7 == 1: 2! 3)'
Diese Gleichungen miissen zur Bestimmung der drei Funktionen %; im
Punkte P dienen. Multiplikation von (10) mit cos (nz;) und Summie-
rung in bezug auf j ergibt:
(’Uf a—g) cos (nx;) =0
oder:
Q'U
el S 11
a ’U“ ( )

in P. Dies ist eine Bedingung, welche y im Punkte P erfiillen muB.
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Wenn sie erfiillt ist, so ist eine der Gleichungen (10) eine Folge der
iibrigen. Wir kénnen dann den Funktionen %; im Punkte P noch eine
Bedingung, etwa h, = 0 auferlegen. Wir erhalten dann:

k,(t)dt 1 (v,- 31,0) (12)

‘m” —_z 27 Jdx;

Um diese Integralgleichung aufzuldsen, multiplizieren wir nach dem

Vorgange von Abel die beiden Seiten derselben mit (I' — t)_‘} und
integrieren in bezug auf ¢ zwischen den Grenzen {® und 7. Links
kehren wir die Ordnung der beiden Integrationen um. Wir erhalten so:

(v, O — aw(z)) dt

l" - f e o) T—=

Die Substitution:
t=1+4+(T —1)(1+sind)

fithrt das Integral:

T

dt
fcf—c>(z—r)
+5
[as

itber. Sein Wert ist also #. Wir haben folglich:

in

r

7
fk,- (r)dr = %f(v,-(t)_—- 8_;)%) —TL_t.—t

o o

und also schlieflich:

O = oo f [ R A

Wir sehen aus dieser Formel, dafl die Grollen %; tatsidchlich
beim Grenziibergange p — 0 gegen endliche und stetige
Grenzwerte konvergieren.

Wir wollen fiir einen Augenblick annehmen, dafl nicht nur das
Flichenelement op, sondern die ganze Fliche S in der Zeit von ¢, bis
¢t rubht. Wir lassen unter dieser Voraussetzung P einen Punkt im
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Inneren der Fliissigkeit bedeuten und fithren in den Formeln (9) den
Grenziibergang u — 0 aus. Wir erhalten wegen (6) und (7):

dy

oz,

Diese Gleichungen nebst der Laplaceschen Gleichung 4y = 0 und
der Gleichung (11) bestimmen die Bewegung der Fliissigkeit. Wenn wir
verlangen, dafl bei x > 0 die Fliissigkeit an der Fliche 8 haften soll,
miissen wir in dem jetzt behandelten Falle v;(S,f) = 0 setzen. Die
Gleichung (11) ergibt dann: b

o
an S. Dieses Ergebnis steht in voller Ubereinstimmung mit
der Eulerschen Hydrodynamik. Wenn es in einer Fliissigkeit
nur ruhende Kérper gibt, so erhilt man bei ¢ -0 aus den
Gleichungen (1) eine Potentialbewegung der Fliissigkeit,

welche durch die Bedingung festgelegt ist, daB die Fliissig-
keit an der Oberfliche der Kérper gleiten muB.

Uy =

0

24 3. Bewegtes Flichenelement. Grundlegende
Voraussetzangen.

Wir gehen zu dem anderen Hauptfalle iiber. Wir nehmen an, dal
ein beliebiger Punkt im Raume, 2,, #,, #;, wihrend der Zeit {, < 7
< t hochstens in einzelnen Momenten v = #;, T =1, .. .7 = In(lg =1,
<ty ...<ty<t)auf der Fliche S(z) liegt. Wir nehmen an, daBl man
jedem Werte k(k=1,2....m) zwei positive Groflen U; und ¢ in
solcher Weise zuordnen kann, dalBl fiir geniigend kleine Werte von

7 — ;| mit geniigender Anniherung d = U, |t — t;|“ gesetzt werden
kann. Wenn a; =1 ist, so ist U, die Geschwindigkeit, mit welcher
die Flache sich im Momente 7 = ¢; dem Punkte x nihert oder sich
von ihm entfernt. Wenn a; < 1 wiire, so wiirde jene Geschwindigkeit
unendlich groBl sein. Diesen Fall schlieBen wir aus und kénnen also
im folgenden stets a; > 1 voraussetzen.

t
24 9. Untersuchung des Integrales f Jipdr,
&
wenn der betrachtete Punkt im betrachteten Zeitmoment
auf dem Flichenelement liegt.

Wir haben nach (6), wenn ¢,, = ¢ und ¢, > ¢, ist und wenn wir nur
die Hauptglieder von J§. beriicksichtigen:
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t

t
[788 dv = 25 [ [h — hn 008 (e 2) 2@ E (demy ¢ — 7) d7 +

Lim)
& t—e
m—1 L+E
5 2”2 © Ty — hu 008 (1 210 B (dey  — 7) .
ik—c

Wir haben hier mit z” den Punkt bezeichnet, in welchem wiihrend
des Intervalles ¢, — e < v <{; + ¢ bzw. fiir k = m, wihrend ¢t — ¢
= 7 < t die kiirzeste vom Punkte P (mit den Koordinaten x,, z,, ;)
nach der Fliche S gezogene Gerade diese Fliche trifft. & ist eine
GroBe, die wir, wenn yu geniigend klein ist, sehr klein annehmen kén-
nen. Wir benutzen diesen Umstand, um unseren Ausdruck zu verein-
fachen und kénnen, wenn & geniigend klein ist, fiir {3 den Punkt P
selbst einsetzen. Wir konnen ferner in:

[fj — Ry coS (ng, )]s, -
7 = t; setzen. Indem wir ferner fiir dy, den Wert:
Uk ! T tk !ak

einsetzen, erhalten wir bei kleinem g annéhernd:

¢ .2 Y A
(1) _le—ll'“'"m
Vdv = 221 ks — hy cos (ngmy @], , " dr+
. & t—e t —%
at2 003 r—g®

m—1 . SO
+ 2 D 6 [hy — by €08 (ngey2) s 1 ?__L_M‘:L Je
1

]ft—-r

Noch eine Vereinfachung ist bei unserer angenéiherten Berechnung
-der Integrale in der Summe erlaubt. £ — 7, dasim Nenner des Integran-
den und im Nenner des Exponenten vorkommt, weicht wenig von¢—t¢,
.ab und wir kénnen dafiir £ — ¢; sehreiben. Wir setzen dann im ersten
Integrale:

t.—¢

‘und in den Integralen der Summe:

1
4#(t—tg)ﬁ.5.

T=tk+( gUfc2

“Wir erhalten so annihernd:
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¢ 1 &(m)

4 \2@a,—1 e—8m—1
J%dr=2n s "™ [hy — hy, €08 (Nemy ) ]2 d& +
f (QU; [ 7 ( (m) ?)] i VE
+ 2 nSI( (Mc(t tk))zik [; — h, cos ( )] 1__ :E(T)c"g“k dé&
7 D> w | —ms— i — by €08 (N 27) ) 1, —— [ € 1€ L
1 QU.E ! = Jk t—tkf
—e(k)
i U =3
_ 0 2ay, —I. _ Ui 2 az
elm) = (m)  cll)=c (w—m) '

Wir gehen in den Integralen der letzten Formel zur Grenze u — 0
iiber und setzen:
+ @

ey —1 _
fidf_ fe‘lfz“*d‘E:Dk.
) V& J

Wir erhalten bei kleinen p-Werten anniihernd:

t 1
fJ§‘.% dr = 2xC, (%)2(2 2 _1)[7;3; — hip €08 (Mgmy %)z, +
" ! (14)
— )

+ 2= Z‘(k)}/_-g ( U ) [j— hy cO8 Ny 27) 1z, 0,

24 10. Entsprechende Resultate in den anderen Fiillen.

Wir haben oben ¢,, = ¢, ¢, > t, angenommen. Wir betrachten jetzt
den Fall ¢, < ¢, t, >t,. Wir erhalten:

i Dy [4p(t—t)\iw
fJ;.; dr = 23’52( F) T '/t — t ( 0 Uk ) [k,’ —_ hn CcOo8 (n(k)m,-)]z‘!k. (15}

Der Fall ¢, = ¢, kann in derselben Weise behandelt werden wie der
Fall ¢,, =t ist. Wir brauchen uns deshalb nicht bei diesem Falle auf-
zuhalten.

2411. Entsprechende Untersuchung fiir das Integral f Jiodz.

Wir gehen zum Integrale:
fJ(’) dt
&
iiber. Wir sehen aus Formel (8), daB, wenn x klein ist, annéihernd:

16 Oseen, Hydrodynamik
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J — lm

8(z)
vorausgesetzt, dal der Punkt P nicht auf S(r) liegt. Wenn dies der
Fall ist, ist Formel (16) nicht giiltig. Wir wissen aber, dall auch in
diesem Falle J{% einen endlichen Wert hat, dessen Hauptglied mit | x
proportional ist. Dies reicht fiir unsere jetzigen Zwecke aus und wir
sehen, dall annihernd:

2 - ﬂ«?l'.
f()dr |/ j am,ffag,, (17)

24 12. Aufstellung von Integrodifferentialgleichungen fiir die
Grofien 7; bei kleinem p.

Wir sind jetzt imstande, die Gleichungen aufzustellen, welche zur
Bestimmung der Funktionen %; und der Potentialfunktion % dienen
konnen. Wir bezeichnen mit P, einen belichigen Punkt der Grenz-
fliche S und erhalten dann aus (9a) wegen (14) und (17):

1

4y \PCan—D
vj(Ps,t) = 2::0-,,,( = ) (A — b cos (n@;)] gy +

]
oUm

1

Di (4p(t—t)\™
+ 2% Z(x) ek ol [hj— Iy cos (na)]pg,q, — ( (18)

/e g, 0 ay
l/ 0 de Gm,-fkk &, dSQ +(()a:,)93:
o S

24 13. Nachweis, dafl in dem von der Fliche nicht durchschrit-
tenen Bereiche die Bewegung eine Potentialbewegung ist.

Wenn es gelungen ist, aus den Bedingungen (18) und aus der
auBlerhalb von S giiltigen Gleichung Ay = 0, die %; und y zu be-
rechnen, so kann man die Geschwindigkeitskomponenten und den
Druck in einem beliebigen Punkte P der Fliissigkeit berechnen.
Wenn P in demjenigen Bereiche — wir wollen ihn B, nennen — der
~zwischen ¢, und ¢ nicht von S(¢) durchschritten worden ist, liegt,
haben wir, da jetzt d > 0 ist, wegen (9), (15), (17):
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dy un
w; (P, 1) = (dx?)m ]/ f fhtas Se.  (19)

Im letzten Gliede rechts in (19) hat na.ch unserer Voraussetzung
r iiberall einen positiven, von Null verschiedenen Wert. Wir haben
folglich:

t

fdr fkka& fﬁkdﬁ

und also:
w(:ct)—l/# fd ka dSQ’ (20)

Die Bewegung ist also in diesem Teile der Flu331gke1t eine Potential-
bewegung.

(Pt)——

24 14. Nachweis, dal die Fliissigkeit an der Vorderseite der
Fliiche gleitet.

Uber das Verhalten der Fliissigkeit an demjenigen Teile von S(t),
der an B, grenzt — wir nennen ihn S, — gibt Formel (18) Aufschluf.
Wenn wir jene Formel auf einen Punkt Py anwenden, der zum ersten
Male auf S liegt, fillt das zweite Glied rechts, also die Summe, weg

und wir haben: "

4 2(2ay —1)
w(Ps,t) = 2C (--L’;—z) [y — hy cos (nz)ps, , —

Ly f 3 f b (gi«%)w

Wir multiplizieren diese Glelc}mng mit cos (na;) und summieren in
bezug auf § (j = 1, 2, 3). Das Ergebnis konnen wir in der Form:

i
dy /um d[ o1
(dn)s - ?,f " ony f G5y Wa=loles,,  (21)

schreiben. Das in (21) links vorkommende Integral kann auch in der
Form:

16¢
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geschrieben werden. Wenn der Punkt P im Innern des Bereiches B,
lige, so wiirden wir dafiir auch:

it LAG) d _ 0
iy ﬂxg]/ f f dSq (E; = cos(nx;? 6‘:1:,-)

schreiben kénnen. Das Integral, zu welchem wir so gefithrt worden
sind, kann als das Potential gewisse Massen gedeutet werden, welche in
dem von S in der Zeit ¢, bis ¢ durchschrittenen Bereiche — wir nennen
ihn B, — ausgebreitet sind. Aus der Potentialtheorie ist nun bekannt,
daB die Ableitungen zweiter Ordnung raumlicher Potentialfunktionen
einen Sprung erleiden, wenn der Aufpunkt eine Unstetigkeit der
Dichte durchschreitet. Insbesondere kann man einem Punkte P der
Oberfliiche des Kérpers, von welchem das Potential herriihrt, im all-
gemeinen drei verschiedene Werte einer solchen Ableitung zweiter
Ordnung zuordnen. Ein Wert ist der Wert der in P selbst gebildeten
Ableitung. Ein anderer ist der Grenzwert, gegen welchen die Ableitung
konvergiert, wenn der Aufpunkt von Innen sich P nihert. Der dritte
endlich ist der Grenzwert der Ableitung, wenn der Aufpunkt sich von
aulen P nihert. Wir behaupten nun, daB, wenn 2, z,, z, die Koordi-
naten des Punktes Py sind:

t
]/w ¢(€) 18y = — ]fﬂj LB
dn Oz f f 0 f‘“ an ) v gE 5 s
1y S()

vorausgesetzt, daB wir der linken Seite die letzte (dritte) der oben
erwilhnten Bedeutungen geben. Zum Beweise geniigt es, zu bemerken,

daB: o
p e @ 5. 0 1 40
_Ve fdrfﬁfh"ﬁfk y #8e=
to S(z)

t—3
T _]/d‘i‘ d [, 91
o efdtdnfhkafkrdsq'
1y S()

Wir kénnen infolgedessen die Gleichung (21) auch in der folgenden
Form schreiben:

: o s
Pdurchl?i.—rf’_s €08 (ﬂFSmJ) 63 lw ¥ d ‘S (22)

S(r)

= (vn)Ps, t-
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Wenn wir die v; als die Komponenten der Geschwindigkeit der
Flache S auffassen, so ist wegen {20) die Formel (22) die Bedingung
dafiir, daf die Fliissigkeit lings der Vorderseite S, der Fliche S
gleiten soll, d. h. die Bedingung dafir, dal Fliissigkeit und Fliche
gleiche Normalgeschwindigkeit haben.

2415. Untersuchung der Bewegung in dem von der Fliiche
durchschrittenen Teilbereiche.

Wir betrachten jetzt einen Punkt P in dem Bereiche By, der in der
Zeit von £, bis ¢ von der Fliche S durchschritten worden ist. Wenn
P eine allgemeine Lage hat, so wird man o, =1 (k=1,2..m)
haben. Man hat dann entsprechend 8. 241 C,, = D;, = } = und folglich
wegen (9), (15), (17):

w(P,1) = 2n Z ® (g gfz) [hj — hn cos (na))]p, o, —

1T
i e o s

bty ol (g =8 <tgoo <ty _;g t) sind die Momente, in welchen P
auf S gelegen hat. Wir nehmen zunichst an, daB ¢ > ¢, ist. Wir
lassen dann bei festgehaltenem P ¢ gegen t,, abnehmen und erhalten
in dieser Weise aus (23):

i (P, tm) = vi(Pg, ,tn) = 2752@ ( ) [hj— hy cos (n;)]p,, —

#T
_V fd dx}jk,,a& dSq+ TR

§(z)

(23)

Wir ziehen diese Glelchung von (23) ab und erhalten:

(P,0) = 0Py t) — /25 [ax 2 [ 2L
u; (P,1) = v;(Psy tw) ]/ 3 fdraxf e gz~ @S0 +
6 I [} 8(z) (24)
+ E-}:;jl#’{%‘) = 'P(xstml'
Wenn wir jetzt bei festgehaltenem ¢ den Punkt P sich der Grenz-

fliche S, nihern lassen und wenn dabei ¢, gegen ¢ konvergiert, was
immer an der Riickseite des Korpers der Fall sein wird, so haben wir:

lim UQ(P,t) == ’vJ'(PSh:l) . (25}

P durch By —“PS;,



246 § 24. Allgemeinere Untersuchungen

Wenn wir wieder die v; als Geschwindigkeitskomponenten der
Fliche S auffassen, so sagt diese Gleichung aus, daB die Fliissigkeit,
wenn ihre Bewegung dem System (1) gehorcht und wenn sie bei
# >0 an S haftet, auch bei verschwindender Zihigkeit p an der
Riickseite des Kérpers haften muB. Den Fall, daB die Fliche eine Ge-
schwindigkeit hat, die in das Gebiet der schon durchwirbelten Fliissig-
keit, das sie hinter sich gelassen hat, hinein gerichtet ist, haben wir
hier nicht untersucht.

24 16. Zusammenfassung.

Es sei die Aufgabe vorgelegt, bel kleinem positivem . auBerhalb
einer geschlossenen, im allgemeinen von der Zeit ¢ abhiingigen Fliche
S(t) eine Losung des Systems:

au,- .
9-6_[_—6—%-1—#11%;, a‘a—-{);(7—11273)

zu finden, welche den folgenden Nebenbedingungen geniigt: auf S(¢):
u; = vorgeschriebenen Funktionen wv; (S, ?); in unendlicher Ferne:
#j = 0. Um diese Aufgabe zu lésen, suche man auf der Oberfliche
S(t) drei Funktionen %y,hy,k; und im Raume auBerhalb von S(t) eine
reguliire und in unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion
zu bestimmen, welche in den Punkten Pg (= #,,2,, ;) den Bedingungen:

4 22 a,—1)
27C,, (_g‘ﬁ) (h; — hy, cos (‘nxj)]PS,C +
oUm
1

m=4 D, 4du(t—t Ang
tam o=y (—'ué?"‘l [hy = B 008 (n)]egun

t
_]/ﬂ_ﬂ : Lt
[ :Jd fh‘ 051 dSQ+ (0933)}’3 t Y (PSH)

geniigt. &, &, & sind hier die Koordinaten eines Punktes @ auf der
Fliache S(7); r ist die Entfernung zwischen den Punkten Pg und Q.
byl oo bp—], b (b <l <ovo <lp—y < ly) sind die Zeitpunkte,
in welchen Pg auf der Fliche S gelegen hat. In der obigen Gleichung
ist also ¢, = ¢. Es wird angenommen, dall die kleinste Entfernung d,
des Punktes Pg von der Fliche S(¢), wenn |¢ — #;| klein ist, in der
Form:

d= Ukitﬁtk?ak
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dargestellt werden kann und es ist:
] + @

e,_Egum—l 4
Co= [ " dg, D= [e-101%%ds.
Vé '
0

— @

Wenn es gelungen ist, die Funktionen %, k,, ks, 9 zu bestimmen,
so hat man in demjenigen Bereiche, der nicht von der Fliche S(¢)
durchschritten worden ist:

o | p— 01, |
‘u? = (}:i,:‘,'lw(x,t) —V:Q‘fdffhb 67& V-‘,I'- dSQI-

1oy S(7)

Dagegen hat man in dem von S(f) durchschrittenen Bereiche:

P,t) = v;(Ps,, tw) — I/F”‘f f_a_l_
u;(P,t) = vi(Pg, P k,,a&?dsg—}-

S0
pah — w(z,zm)l-

Hier ist t, der Zeitpunkt, in welchem der Punkt P zuletzt auf
S lag. Pg, ist der Punkt auf der Riickseite von S(t,), der geo-
metrisch mit P zusammenfillt.

Wenn die GroBen v; (S,¢) die Komponenten der Geschwindigkeit
sind, welche der betreffende Punkt von S(¢) bei der Bewegung dieser
Fliche hat, so lassen sich die erhaltenen Formeln so deuten, daf} die
Bewegung der Fliissigkeit in dem von S nicht durchschrittenen Raume
eine Potentialbewegung ist, bei welcher die Fliissigkeit lings der
Vorderseite von S gleitet; dagegen die Bewegung in dem von S(¢)
durchschrittenen Raume eine Wirbelbewegung, bei welcher die Fliissig-
keit an der Riickseite — vgl. hierzu 8. 227 — an S(¢) haftet.

a
g

§ 25. Translatorische Bewegung.

25 1. Vereinfachungen durch die Annahme, da§ der Kiorper
sich stets in derselben Richtung bewegt.

Wir wenden die im vorigen Paragraphen gefundenen Ergebnisse
auf den Fall an, daB sich ein starrer Korper in einer bestimmten,
von der Zeit unabhingigen Richtung in einer Fliissigkeit bewegt,
die sonst den ganzen Raum erfiillt. U(f) sei die Geschwindigkeit
des Korpers, S(¢) die Oberfliche desselben, K(f) der vom Korper
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erfiillte Bereich des Raumes, B(¢) der iibrige Teil des Raumes. Der
Einfachheit wegen nehmen wir zunéchst an, dall eine mit der Be-
wegungsrichtung des Korpers parallele Gerade S(¢) hochstens in zwei
Punkten schneidet. S(¢) zerfillt dann in zwei Teile, einen vorderen
Teil S,(f) und einen hinteren Teil S,(¢). B(t) zerfillt ebenfalls in
zwei Teile, einen By(t), der vom Korper oder von einem Teile des
Korpers durchschritten worden ist, und einen B,(f) und K(f) um-
gebenden Teil B, (¢). Wir bezeichnen wie gew6hnlich mit U; (=1,2,3)
die Komponenten des Vektors U, mit » eine nach aullen gezogene
Normale der Fliche S(f) von der Linge 1. Wir setzen:
| Uj(#) cos (nay) | = | Uj()n; | = Un(t) -

Das Flichenelement @S durchschreitet dann wihrend der Zeit ¢ bis
t -+ dt einen Raumbereich U,(¢)dSdt.

Ein beliebiger Punkt, &,,&,,&,, in B;(t) ist vor der Zeit ¢ entweder
von der Fliche 8, allein oder sowohl von S, wie von S, iiberstrichen
worden. Wir bezeichnen mit ¢, und ¢, die Zeiten, zu denen S, bzw. S;
den Punkt & enthielt. Mit U™, UM, U,®, U, ™ bezeichnen wir die
den Zeiten ¢, und #, und dem Punkte & entsprechenden Werte von
Uund U,. U® und U®, sind im Bereiche B, (f) mit Ausnahme von
K (t,) definiert, U™ und U, im ganzen Bereiche B,(¢). Wir nehmen
an, daB U;(t,) und U;(¢) stetige und stetig differenzierbare Funk-
tionen der Koordinaten &, &, & sind.

Unsere Aufgabe ist, das System:
01:-,- . 6g auj .

g = oz TR 55, =0 (1)
mit den Nebenbedingungen: in unendlicher Ferne u; = 0;
an S(f):

. du;  Ouy .
U; = U:(t), furt_to.a—xk—dx;—O(?,k= 1,2,3)

im Grenzfalle = 0 zu ldsen.

Wir machen wieder (vgl. 8. 229) den Ansatz:
t
d
w(Pyt) = (47 [ @) uss(P.@t — D)+ 52,
rf

ty S(T)
@ (2)

d 1
q(P.t) = ~Vpenfhkce,z)a@?dsr9£,
S

Ay =0.
Wir stellen jetzt die Grenzbedingungen auf und benutzen dabei
die im vorigen Paragraphen gefundenen, bei kleinem p angenihert
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richtigen Ausdriicke fiir die in unserem Ansatze vorkommenden In-
tegrale. Wir haben jetzt a = 1 zu setzen. Wie man sofort sieht, tritt
unter diesen Umstinden in unseren angeniherten Ausdriicken %; stets

mit dem }I'a.ktu:’r]/‘u?Tr multipliziert auf. Wir setzen deshalb:

]//f‘_g_"ﬁ,:k,.

Der Umstand, daB wir fiir £; endliche Werte finden, zeigt, dal
die k;, den absoluten Betrigen nach, beim Grenziibergange u — 0 wie
p~% unendlich werden. Wir bezeichnen mit k,®)(t) die Werte der k;
an der Vorderseite von S(t), S,(¢), und in derselben Weise mit k% (7)
die Werte von %; an der Riickseite, S;(t), von S(f). Die Grenzbedin-
gungen konnen dann bei kleinem p in der folgenden Form geschrieben
werden:

auf S, (t): 4
Ust) = 75 (6 — B cos (na)l, —
— o) _— —
Jd’a fk” 08 7 ;95 (3)
_Jie Z (1w 2 - o]
fd fkk dSQ + dﬂ'ij
Sp(@
auf S(t):
U}'(ﬂ) =4nx Ul(h) []Cj(h) — kﬂ(b) cos (nx,-)]y_, -+
1
+ g O~ cos (nz)le. f drg f b 8o )
Sy (z)
—[dt —fk,,(") A — dSQ—r o7,
e
Sp(@

25 2. Beginn der Umformung der Gleichung (3).
Verwandlung der Zeit-Oberfliichenintegrale in Ableitungen
von Potentialfunktionen.

In § 23 gelang es uns, die Bestimmung der Funktionen ¢;®, wel-
chen hier die Funktionen %; entsprechen, auf die Auflésung einer
potentialtheoretischen Randwertaufgabe zuriickzufiihren. Wir suchen
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hier ein #hnliches Ziel zu erreichen. Es ist zu diesem Zweck not-
wendig, die in den Gleichungen (3) und (4) vorkommenden Integrale
einer niheren Untersuchung zu unterwerfen. Wir betrachten zunichst
die Gleichung (3). Wir nehmen also an, dal der Punkt P auf S,(¢)
liegt. Wir nehmen iiberdies an, daBl P ein innerer Punkt von S, (¢)
ist und also nicht auf der Grenzkurve zwischen S,(¢) und S,(¢) liegt.
Wir haben dann:

fdr _fk,cm__dsq_ i fd fkg("‘——dSQ

Sp(®) iy Sp(2)

U,"d7d8 ist das Volumenelement dwq (= dé&,d&,dE,), das wihrend
der Zeit dr vom Fliichenelemente d S, von 8, (¢) durchschritten wird.
Unser Integral kann deshalb in der Form:

¢ Th® o 1,
Iz f U,® a8 1"
B

geschrieben werden, wo B, (f) die in 251 S. 248 angegebene Bedeutung ‘
hat. Um das Integral'

f f kll*) 2 2 a8,
Sy ()

in dhnlicher Weise umzuformen, fithren wir eine Annahme ein, deren
Zulissigkeit wir spiter nachpriifen werden, die Annahme, daf an S, (f):

k= k@ cos (nay) = 0. (9)

Wir haben, wenn wir innerhalb von K (to) k= 0 setzen:

f dro— f k,,tv: 1 38q=lim [dz 5 f kﬂ"i dSQ=
BE;;

z—a—ﬂ

. 1.: o Loty
e—0) e m_é"é;? =, 0] U0 0508, ¢
By(t—e)+K(t—e)

TR d (k,,tv)) 1 4.1
—,‘i";‘lf —U,.wa—mﬁds‘z—f 05 \0,0) "z v
S(Bpt—e)+K(t—e))  Bpt—e)+K(t—e)

dwq=

Da k,® = 0 an S,, brauchen wir das Flichenintegral im letzten Aus-
drucke nur iiber die zylindrische Mantelfliche von B, (¢ — &) und iiber
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Su(t,) zu erstrecken. Wir kénnen deshalb unmittelbar den Grenziiber-
gang ¢ — 0 ausfiihren und bekommen:

k@ a9 1 0 (k;.(”)) Jd 1
T 3g r 20— | 55 \U®) 55 7 P0e=
S(Bx(+ K (1) By() + K (1)

2| (5008 [0 (M) Aug
“a_le U® v | o \UM r

S(By0+K ®)

0 (k@ 81
T0 | U,0aE 1 O
Br)+E()

25 3. Durchfiihrung der Umformung der Gleichung (3).
Darstellung der Griofen %, durch eine Potentialfunktion g.

Um unter Benutzung der eben gewonnenen Resultate die rechte
Seite der Gleichung (3) in einfacherer Weise schreiben zu konnen,
setzen wir:

P YOI X0 '
Tt o=l (4)
Wir setzen ferner:
a1 ™ 0 1
"’_fL"a—ﬂ?d“’Qwaagkrde”‘P' ()

By (0 £ 40
Da die Funktion ¢ offenbar in B,(f) ganz andere Eigenschaften als
in B, () hat, so wollen wir statt ¢, wenn der Aufpunkt in B, (¢) liegt,
@, und, wenn der Aufpunkt in B, (¢) liegt, ¢, schreiben. Unsere Glei-
chung (3) ergibt jetzt wegen (5):
an S, (t):

e da R (5%) .
U? ) =4n U, + dz; S (6)

Das letzte Glied rechts in (6) kann als der Wert aufgefaBt werden,
dg

gegen welchen oz konvergiert, wenn der Aufpunkt von aullen, also
7
durch B, (#), sich der Grenzfliche S, () nihert. Wegen (5) miissen wir

@ die Bedingung:

a(pv = (v)
an Un (©)
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auferlegen. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so haben wir:

o0 = 50 (0,9 - 0. o)

254. Beginn der entsprechenden Umformung der Gleichung (4).
Zuriickfiihrung der Zeitflichenintegrale auf Potential-
funktionen nebst einem Zusatzgliede.

Wir gehen zur Formel (4) iiber. Wir haben, da im Momente ¢, die
Vorderseite S, durch den Punkt @ geht, der erst zur Zeit ¢ auf der

Riickseite liegt:
fd —fk,}")—— 238, =
ty—#

ol 1fdr L n--fkk(“) LA dSQ +fdr—u—fk,,(")— Lig).
e—>0

Wegen der Beziehung (5) kénnen wir die Glieder rechts nach derselben
Methode behandeln, welche wir bei der Formel (3) benutzt haben. Wir

erhalten so:
i

d a1 a (ko 01
A L) T ot A
fdr 73 ki T 8, am,-'[U“@, S dwq. M

ta Sp(r) Br)+K©®

Mehr Miihe macht uns das letzte Integral in (4). Wir haben:

f 5 f by (mﬂ . dSQ_ lim [d7 " f k,;f-)_ 1 dSQ
Sp(z)

t—rﬂ

. k@ g2 1
=0 ] Uy )02?,'653'."
Bh(!—a')

i E® a1 ad k® a1 |
—}‘_’?Olfumax, dsa—fa—&ﬁ,:aﬂsa—x,:?d“’ﬂ'

S(Bp—e) Byt—e)

Dabei ist S(B) die Grenzfliche des Bereiches B.

* Wir setzen hier voraus, was durch das Ergebnis unserer Untersuchung be-
e
stitigt werden wird, dall die Quotienten % iiberall endliche Werte haben.
10
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Die Grenzfliche S(B,, (t — ¢)) des Bereiches B, (t — &) enthilt unter
anderem die Fliche S, (t — &). Beim Grenziibergange ¢ — 0 wird ein
Element dieser Fliche sich dem Aufpunkte # unbegrenzt nahern.
Um den Grenzwert des Teiles des im letzten Ausdrucke vorkommen-
den Flichenintegrales, das von diesem Flidchenelemente, o, herriihrt,
zu bestimmen, fithren wir in derselben Weise wie im vorigen Para-
graphen ein mit o verbundenes Bezugssystem ein, dessen &’- und
&y’-Achsen ¢ in dem Anfangspunkte tangieren und dessen &;’-Achse
also gegen ¢ normal ist. Wir haben dann:

() ()
kﬂ_ﬁl,j;sq:_,fk"_ild,gq:

UDdx; r U®Ma& r
a(t—e) o(t—e)
k) 9 1
Uwcas( &/ ;) 3 dSq.

o(t—e)

Unser letztes Flachenintegral zerfillt, entsprechend den Werten
k=1,2,3, in drei. Zwei von diesen Integralen, diejenigen, in denen
k =1 oder 2 ist, kénnen durch partielle Integration in bezug auf &’
oder &,” umgeformt werden. Man sieht leicht, dal die Grenzwerte dieser
beiden Integrale bei ¢ — 0 erstens endlich sind und zweitens gegen
Null konvergieren, wenn man den Flicheninhalt des Elementes o gegen
Null konvergieren liBt. Der Grenzwert des dritten Integrales:

i kD d 1
,,I_IR)COS (nxa) U (B dn ,.,. Q
behdlt dagegen einen endlichen Wert:
I XQ)

— 2z o cos (nay),

selbst wenn der Flicheninhalt des Elementes o gegen Null konvergiert.
Wir erhalten infolgedessen:
a kP
fd —fkk’ i dSQ_ — 27 ™ cos(nz;) +
0 & r U ")
K 81 o K o1
O = — | 5= == 7——dwg.
T v aa v 4= 5E U® da r "
S (BR®) By (©)
Fiir das Flichenintegral der rechten Seite soll hier der Wert ge-
nommen werden, den man erhiilt, wenn man zuerst den singuliren
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Punkt & = 2; durch eine um ihn gezogene geschlossene Kurve auf der
Integrationsfliche ausschlieBt und dann diese Kurve sich von allen
Seiten um den singuléiren Punkt zusammenziehen laB3t.

25 5. Weitere Umformung vermittelst der Siitze der
Potentialtheorie.

Um weiter zu kommen, miissen wir einen Satz aus der Potential-
theorie heranziehen. Das Flichenintegral:

[F9as, (=i, rzo,

wo F (&) auf der Integrationsfliche eine stetig differenzierbare Funk-
tion ist, besitzt partielle Ableitungen erster Ordnung in bezug auf ,,
Ty, Ty, dies auch dann, wenn der Punkt P, dessen Koordinaten z;,
@y, Ty sind, auf der Integrationsfliche liegt. Man erhilt diese Ablei-
tungen dadurch, dall man unter dem Integralzeichen deriviert, aber
bei der Berechnung des so entstehenden Integrales zuerst den singu-
liren Punkt P ausschlieBt und dann den ausgeschlossenen Bereich
sich um P zusammenziehen laBt.

Aus diesem Satze folgt:

o o K a1
= —dSg— | v = m— —dwg=
U oz r 0& y® oz r

S(Bh(tn By (1)

kP d8, 0 K dag)
) JU@)T*IE U_ngﬁ
S(B,®) By (0
a (EP a8 1 .
Tz | pP0E T OC
By (6)
‘Wir haben also:

¢

ﬂ ad 1 P
f f]?(:m 5E 7 i B = cos (na;) +
« n
a (K 81
+ dz; | y® & r daq-

By ()
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Wir konnen dieses Ergebnis auch in einer anderen Form schreiben.
Die rechte Seite ist, wie aus den obigen Rechnungen unmittelbar her-
vorgeht, der Grenzwert des Ausdruckes:

o [K” o 1,
oz | p® o0& r e
By(6)

wenn der Punkt P (mit den Koordinaten z,, z,, #3) von auflen, also
durch den Bereich K (), sich der Grenzfliche S,(t) des Integrations-
bereiches niihert. Wir wollen unter:

0
Y
i
den Grenzwert einer Ableitung in bezug auf z; verstehen, den sie an-
nimmt, wenn der Aufpunkt P (mit den Koordinaten z,, #,, z,) sich

durch die Fliissigkeit, also durch den Bereich B(t), der Grenzfliche
S(t) nihert. Die Berechnung von:

0 (K 91,
9" | UM g T
By(t)

konnen wir nach denselben Methoden ausfithren, die wir oben
benutzt haben. Man hat nur zu beachten, dall der Punkt P jetazt
innerhalb der Grenzfliche S(Bs(t)) des Integrationsbereiches liegt.
Man findet:

o [k o 1 KD
1 n n
By (t)
a K a1
By (1)

Wir haben also schlieilich auch:

i
9 f w0 1 i
fdz_-. W9 ag——ta ™ cos(nz)+
: % Bo 0T g

ad Koo 1 (®)

L) 5 Y
3P | uPag T 4
By (1)

+
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Wir bemerken, dal wir offenbar unsere Formel (7) auch in der Form:

t

0 (0 01, 0 [K a1
fd’ﬁlé;ﬁ" 08 7 1507 5 | g ag, v 10T

& Sy(n) By (1) (9)

o (K a1
“5ap | opan 1%

(1)

schreiben kénnen.

25 6. Durchfiihrung der Umformung.
Darstellung der GrioBen L; durch die Potentialfunktion ¢.
Wir fithren jetzt in (4) die in (8) und (9) gefundenen Werte der
dort vorkommenden Integrale ein. Die Glieder, welche &, enthalten,
heben sich auf. k,( hat nach (5) den Wert Null. Wir erhalten folglich:

30s
Uyt = 4Ly 0) + ( aif,-)s,,m' (10)
Wir haben also:
ke B® 1 O |
Lo - go+ ge—1m 00— G2), |- o

257. Vorliufige Formulierung der Bedingungen
fiir die Potentialfunktion ¢.

Mit Hilfe der Gleichung D 8. 252 kénnen wir £, in bekannten
GroBen und in ¢ ausdriicken. Die Gleichung (11) gibt uns dann k,®
in denselben GréBen ansgedriickt. Wir sehen, dafl das ganze Problem
auf die Bestimmung von ¢ zuriickgefithrt worden ist.

Wenn wir in die Definitionsgleichung B fiir ¢ die in D und (11)
gegebenen Werte von k/® und L; einsetzen, geht sie in ein System von
zwel Integro-Differentialgleichungen fiir ¢, und ¢, iiber. Dazu kommt
die Grenzbedingung C.

25 8. Darstellung der Bewegung im Inneren der Fliissigkeit
vermittelst der Funktion ¢.

Wenn es gelungen ist ¢ zu bestimmen, so ist damit die Bewegung
fiir 4 = 0 bekannt. Die Umformungen unseres urspriinglichen Ansatzes
fiir die Geschwindigkeitskomponenten, die wir oben gemacht haben,
konnen natiirlich auch dann gemacht werden, wenn der Aufpunkt P
nicht anf der Oberfliche des Korpers S(¢) liegt. Wir gehen wieder vom
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Ansatze (2) aus und verfahren genau wie in 251. Wir erhalten, wenn
der Punkt P in dem von S(f) nicht durchschrittenen Bereiche liegt:

S —— vy —
u; (P, t) fdr f(kﬁ TET dSQ
—fclz fkw —dS N a"’
A&, e

0
2(P,0) = —efwz)ﬁ——dsq e X
"(l)

Wir formen die Integrale rechts in der ersten dieser Gleichungen mit
Hilfe der in 252 und 253 dargelegten Methoden um und erhalten:

_ 09y
= (12)
Differentiation der Gleichung B in bezug auf ¢ gibt ferner:
0@,
g=—o" (13)

Wenn dagegen der Punkt P in dem von S (£) durchschrittenen Bereiche
liegt, so erhalten wir aus (2) zunichst:

1
u,‘(P, t) = 43’![ (W [kj(m = ku(h) cos (.nw?)])P +

*n

1
+ (U—(, [k — £, cos (mo,-)]) ol

61,0
pu— =I o S i .= .. =
fdt fkg 7] Et fd! fkk a Ek dSQ - a

1
q(Pt)——gfk}(Qz)as aSa—0 oY

K 10)
tpund ¢,sind hier die Zeitpunkte,in welchen der Punkt Pauf S; bzw. S, lag.
Die Umformung ergibt jetzt:

. 0 0
ﬂi=4ﬂ'L,’(th) + a% q:—g_g;_h..
Nach Gleichung (11) kénnen wir dieses Ergebnis auch in der Form:
8% (aep,,) 699;.
= U,(t = = 14
Uj = ( h) b i K] x; »3‘,11(’},) q at ( )

schreiben.

17 Oseen, Hydrodynamik
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Die Bedingung C fiir ¢ zeigt, daB die Fliissigkeit lings der Vorder-
seite des Korpers gleitet. Die Gleichungen (14) zeigen dagegen, dafl
die Fliissigkeit an S; haftet.

25 9. Definitive Formulierung der Bedingungen fiir ¢.
Verifikation der Kontinuititsbedingung.

Wir haben oben in 257 die Integro-Differentialgleichung erwihnt,
welcher die Funktion ¢ geniigen mull. Wir wollen jetzt den Inhalt
jener Integro-Differentialgleichung in anderer Form darstellen. Vorab
bemerken wir folgendes: die Grofen L; sind durch die Gleichungen
(11) als Funktionen von ¢ und den Punkten der Fliche S, definiert.
Wir konnen sie aber auch als (von der Zeit unabhingige) Funk-
tionen der Punkte des Bereiches B, auffassen. Wir kénnen mit ande-
ren Worten jedem Punkte P in B; einen und zwar nur einen, von der
Zeit unabhéngigen Vektor I zuordnen. Zu diesem Zwecke haben wir
nur den Zeitmoment ¢, zu bestimmen, in welchem P auf S, lag. Wir
ordnen P den Vektor L zu, der im Momente ¢, demjenigen Punkte von
Sy zugehiort, der zu eben dieser Zeit mit P zusammenfillt. Wir be-
trachten im folgenden die GréBen L; als Funktionen von z,, z,, z,.
Die Gréfen Uj, die wegen der vorausgesetzten Starrheit des Korpers
auf der ganzen Fliche S, die selben Werte haben, kiénnen wir ebenso
als Funktionen von z,, «,, x; auffassen. Aus den Gleichungen B, C,
D schlieflen wir, dall ¢ jetzt den folgenden Bedingungen geniigen muf3:

1. Im Bereiche B,(t) mul ¢ = ¢, der Laplaceschen Gleichung:
Ap, =0
geniigen. ¢, mul} in B, regulir sein und im Unendlichen verschwin-
den.

2. Auf S, (f) muB:
dqu = Un(v)

: n
sein.

3. Im Bereiche B,(t) mull ¢ = ¢, der Poissonschen Gleichung:
JdL;
dop=—4n %
geniigen.
4. Auf der Grenzfliche Z, zwischen B, und B;, mubB:

. Qo = @n
seln.
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5. Auf Z muB ferner:
dg. _ Ao
dny; dny

+ 4nl,,
sein.

6. In jedem Punkte P von B, mul}, wenn ¢, der Zeitmoment ist, in
welchem P auf S, lag:

Diese sechs Bedingungen enthalten alles, was wir von der Funk-
tion ¢ wissen. Sie hilden also einen vollstindigen Ersatz fiir die friiher
erwihnte Integro-Differentialgleichung.

Die Frage erhebt sich jetzt, ob die Bedingungen 1—6 die Funk-
tion ¢ und den Vektor L eindeutig bestimmen. Es ist leicht zu sehen,
daB dies nicht der Fall ist. Wir betrachten die Bewegung eines starren
Korpers wihrend einer bestimmten Zeit, etwa ¢, <t <¢,. Fiir jedes.
t, welches in dieses Intervall fillt, sind dann die GréBen U; in B,(¢)
bekannte Funktionen von &, #,, ¥;. Wir nehmen an, daf} es gelungen
ist, eine diesen Werten von U; entsprechende Losung ¢, L; der Be-
dingungen 1—6 zu finden. Wir konstruieren dann in folgender Weise
eine neue Losung derselben Bedingungen. Wir bezeichnen mit ¢ ir-
gendeine von ¢ unabhéingige, im Inneren des Bereiches Bj(t;) stetige:
und zweimal stetig differenzierbare Funktion von #,, w,, z5, welche
auf der Grenzfliche S (B,, (al)) von By (t,) verschwindet. Wir setzen dann:

in B,(t):

) Q*ZQJB*.:‘PM
- =g =+ @,
1 09
oo P B
L* =1 dm 0y

Man sieht sofort, dall ¢*, L;* eine neue Losung der Bedingungen 1—6 ist.
Und ein Blick auf die Gleichungen (12), (13), (14) zeigt, daf die durch
diese Formeln beschriebene Bewegung der Fliissigkeit in keiner Weise
verindert wird, wenn wir ¢ mit ¢* vertauschen.
Wir konnen die Unbestimmtheit der Funktion ¢ und der Grofen

L; benutzen, um die Bedingungen 1—6 zu vereinfachen. Wir erreichen
dieses Ziel, indem wir die Funktion ¢ so wihlen, daB in B;:

0 L*

dasj -

ausfallt.

17*
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Wir brauchen dazu nur fiir ¢ eine Losung der Gleichung:

A —4n g—i 0
wiihlen, welche in By (t,) regulir ist und auf der Grenzfliiche dieses Be-
reiches verschwindet.
Es folgt aus dem oben Gesagten, daB wir vom Anfang an hiitten
voraussetzen konnen, dal} in B,
oL,

b (15)

ist. Wir fithren jetzt diese Voraussetzung ein und wollen die Folge-
rungen daraus ziehen.
Wir kehren zu der Bedingung (6), 8.259, zuriick. Sie ergibt wegen(15):

i(aﬂ) _0U; _0U; 0ty
0z \0x;/)p,, 0m; 0ty 0z;

Diese Gleichung enthilt, wie unmittelbar ersichtlich ist, eine Bedin-
gung, welche die Funktion ¢, an S erfiillen muB. In den Fillen, welche
fiir die Anwendungen Interesse haben, kann man diese Bedingung in
viel einfacherer Weise schreiben. Es ist wohl bekannt, daB die Poten-
tialfunktionen, mit welchen man sich in der mathematischen Physik
beschiftigt, bei den einfach geformten Kérpern, mit denen man am
meisten zu tun hat, nicht nur auBerhalb dieser Kérper existieren, son-
dern vielmehr ein Stiickchen ins Innere der Korper fortgesetzt werden
konnen. Wenn wir annehmen, da8 dies auch fiir unser Problem gilt, so
kénnen wir unsere Gleichung in der Form:

02 (p;, 66;1 an 6‘!,3

A9+ 500t 07, — 06 9z,
schreiben. Da:

ist, und da an S, ¢, konstant ist und folglich:

0ty 0ty oty
o 1 cos (nwy) = T 1 cos (nxy) = P cos (n;)

ist, so folgt:
P S )= a7, 7 cos (n
Ga08, OO @) = - cos (mz;)

oder:
0 dpn 0U,

dn 0t ot

an S;.
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Wir fassen zusammen, was wir unter unseren jetzigen Vorausset-
zungen iiber die Funktion ¢ aussagen konnen.
I. Im Bereiche B, (t) ist ¢ = ¢, eine regulire und im Unendlichen
verschwindende Lésung der Laplaceschen Gleichung:

II. Auf S,(t) gilt:

ITI. Im Bereiche B, (t) geniigt ¢ = ¢ ebenfalls der Laplaceschen Glei-
chung: ' Ay =0,
IV. Auf 8,(t) gilt: . %
don Ot at
V. Auf der Grenzfliche Z zwischen B, und B; gilt:
Fo = Ps-

VI. Auf Z gilt ferner:
0% T (O8] g

anz dﬂz aﬂz Pty

Wenn es gelungen ist, eine Funktion ¢ zu bestimmen, welche diesen
Bedingungen geniigt, so ist die Bewegung der Fliissigkeit durch die
einfachen Formeln:

in Bl,: " __atpu o aqgﬂ
=9z 177 %%
in Bp,l
a J a
» bR
bestimmt.

In den folgenden Paragraphen 27—31 werden wir uns mit spezi-
ellen Problemen beschiiftigen, in denen es gelungen ist, die Funktion
@ explizit zu bestimmen.

2510. Befreiung von einschriinkenden Voraussetzungen.

Wir haben unserer Analyse des Systemes (3), (4) die Annahme (5):
k. M=0an8,(f), zugrunde gelegt. Mansiehtleicht, daB diese Annahme zu-
lissig, aber nicht notwendig ist. Aus dem in §24 14 bewiesenenSatze folgt,
dall auch ohne diese Annahme ¢, an S, (t) der Bedingung C' geniigen
mufl. Und man sieht leicht, daB auch die iibrige Analyse ohne diese
Annahme ausgefiihrt werden kann. Unsere Ergebnisse sind also da-
von unabhingig, ob man die Annahme (5) macht oder nicht.
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Wir haben ferner zur Vereinfachung unseres Problemes angenom-
men, daf eine mit der Bewegungsrichtung des Korpers parallele Ge-
rade die Oberfliche desselben hochstens in zwei Punkten schneidet.
Auch von dieser Annahme konnen wir uns leicht frei machen. Wenn
man sie aufgibt, kann es eintreten, dal die Oberfliche des Korpers
einen zylindrischen Teil hat, dessen Erzeugenden mit der Bewegungs-
richtung parallel sind. Man zeigt leicht, daB ein solcher Teil der Ober-
fliche zur Vorderseite zu zdhlen ist. Es kann ferner eintreten, daf}
gewisse Teilbereiche von By (f) von mehreren Flichen S, und mehreren
Flichen 8, durchschritten worden sind. In diesen Fillen gibt es meh-
rere mit der Bewegungsrichtung parallele, zylindrische Flichen, welche
den Karper K (¢) umbhiillen. Die hinter dem Kérper gelegenen Teile
dieser Flichen zerlegen den Bereich B, () in Teilbereiche. In jedem
Teilbereiche gelten die oben gefundenen Gesetze I—VI. Die verschie-
denen Potentialfunktionen ¢, gehen auf den Grenzflichen ihrer Exi-
stenzbereiche stetig ineinander oder in ¢, iiber.

2511. Stationdrer Fall.

Wenn die Geschwindigkeit des Korpers konstant und die Bewe-
gung der Flissigkeit stationiir ist, kann ¢ nur von den Variabelen
z;— Ut (f =1, 2, 3) abhiingen. Wir haben in diesem Falle:

O _ _p o 00y

o= Uae e =
Die Bedingung IV, S. 261, ergibt unter diesen Umstiinden:
d ; atp;.) o
E‘; (U; "a?’ =0 auf S),. (16)

Wenn wir die z,-Achse in die Richtung der Bewegung des Korpers
legen, konnen wir diese Bedingung einfacher:

. ;—-n % =0 auf S, (17)
schreiben. :
Wir haben also den Satz: Bei stationirer Bewegung ge-
niigt ¢ an der Vorderseite der Bedingung:
deo
dn — Un
und an der Riickseite der Bedingung:
d de
dn dz,

=0.
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2512. Ausfiihrungen iiber den Begriff der hydrodynamischen
Riickseite.

Wir sind schon mehrmals dem Satze begegnet: bei verschwinden-
der Zihigkeit gleitet eine Fliissigkeit lings der Vorderseite eines Kor-
pers, aber haftet an der Riickseite desselben. Wir wollen noch einen
Augenblick bei diesem Satze stehen bleiben. Wir sind bei der Ablei-
tung desselben von den vereinfachten hydrodynamischen Differential-
gleichungen (1) ausgegangen. Wenn unser Satz eine physikalische Be-
deutung haben soll, so mul} er auch fiir die vollsténdigen hydrodyna-
mischen Differentialgleichungen gelten. Was ist aber, wenn man von
diesen vollstindigen Differentialgleichungen ausgeht, unter ,,Vorder-
seite’* und ,,Riickseite’ eines Korpers zu verstehen? Dal} hier nicht
die geometrischen Verhiltnisse, sondern die relative Bewegung des
Korpers und der angrenzenden Fliissigkeitsschicht entscheidend sind,
liegt im Wesen der Sache. Etwas definitives dariiber zu sagen wird erst
dannmdoglichsein, wenn es gelungen ist, bei den vollstindigenhydrodyna-
mischen Differentialgleichungen den Grenziibergang pu — 0 auszufiihren.
Es gibt aber eine Vermutung, die einen so hohen Grad von innerer Wahr-
scheinlichkeit hat, dal wir sie hier aussprechen wollen. Als MaB der rela-
tiven Bewegung des Korpers und der angrenzenden Fliissigkeitsschicht
in einem bestimmten Punkte der Oberfliche desKérpers withlen wir die
Grobe: d

Uy 0 u;
r i cos (nx;) cos (n ;) i

Wir bemerken, daB3 an einem Teile der Oberfliche eines stationir be-
wegten Korpers, wo die Fliissigkeit am Kérper haftet, wegen der Konti-

nuititsbedingung notwendig:
uﬂ

dn

ist, und wir stellen das (hypothetische) Gesetz auf: Bei verschwinden-
derZiahigkeit darf an derOberflicheeinesstationirbewegten
starren Korpers die GroBe:

du,

dn
nirgends einen positiven Wert annehmen.

Werfen wir von dem hier eingenommenen Standpunkte aus einen
Blick auf die Theorie der idealen Fliissigkeiten! Betrachten wir etwa
die Bewegung einer starren Kugel in einer solchen Fliissigkeit! U sei
ihre Geschwindigkeit in einem gewissen Momente. Wir legen den An-
fangspunkt in den Mittelpunkt der Kugel in diesem Momente und die

0
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#,-Achse in die Bewegungsrichtung derselben. Die Bewegung der Fliis-
sigkeit in diesem Momente ist dann durch die Formel:

gegeben, wo a der Radius der Kugel und R = |z,2 + w,2 + w52 ist. Wir
% an der Oberfliche der Kugel und finden:
i SR LU
dn a?

Nach unseren Annahmen ist U > 0. Wir haben dann:
ds,
dn

je nachdem z; = 0. Der Fehler der Theorie der idealen Fliissigkeiten

ist nach unserem jetzigen Standpunkte der, daB nach ihr an der Riick-
seite des Korpers, d. h. fiir #; < 0, die nicht zulissige Ungleichung
duy,

—— > 0 bestehen soll.
dn

berechnen

S0,

§ 26. Neue Methode
zur Behandlung des stationiren Falles,

A. Zweidimensionaler Fall.

26 1. Der Grenziibergang bei geradliniger Begrenzung.

Die am meisten befriedigende Methode den Grenziibergang zu ver-
schwindender Zihigkeit auszufiihren, wiirde darin bestehen, zuerst das
Randwertproblem bei endlichem, nicht verschwindendem p zu lésen
und dann den Grenziibergang x — 0 zu vollziehen. Dieser Weg ist in
dem allgemeinen Falle noch nicht gangbar. Dagegen kann man fiir
einen Bereich mit einer geradlinigen — bzw. im dreidimensionalen
Falle, ebenen — Begrenzung die Gleichungen:
mit vorgeschriebenen Werten der u; an der Grenze, auch wenn p > 0ist,
exaktlésen und dann den Grenziibergang u—0in dieserLosung ausfiihren.
Die Resultate, welche man in dieser Weise erhilt, stimmen mit den oben
abgeleiteten vollstindig {iberein. Sie gestatten uns aber, wie wir spiter
sehen werden, einenSchritt weiter zu gehen, als unsere bis jetzt erhaltenen
Ergebnisse erlauben. Wir wollen deshalb diese Resultate hier mitteilen.
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Wir betrachten zuerst den zweidimensionalen Fall und wihlen
die gerade Grenzlinie zu unserer z,-Achse. Wir miissen dann die Be-
wegungsgleichungen der Fliissigkeit in der allgemeinen Form:

au, __Oq du; g

schreiben. Wir suchen eine fiir #; > 0 giiltige Losung dieses Systemes.
Die Nebenbedingungen seien fiir x> 0: fiir 2; = 0: u; = V;(z,); in
unendlicher Ferne: u; = 0.

Die Losung dieser Aufgabe und der Grenziibergang p — 0 ergibt:

wenn U; > 0 ist:

a(pv _ a(p
- dz;’ g=10U; 0z’
Po = %fvl (&) logrdé, (2)
1'2=$12+(_1;2-—§)2’ Tzo;
wenn U1 < 0 ist:
: I Us+ (2 — U
T =
ul:;(ﬁ;ZTT]ﬁI[Vﬂf)Ug—Vz(g)Ul] 1Us+ .rzz Uy
U
"—"_‘I—U—ld§+
—&— 2
U,
U U 7
bl oG
g 0 ( §U U
“me CAGIAR AT A bl e LA E
U
— 2 7 dE4
Ty — _ﬁ:%
U U "

+W Uity ( L_':xl)J"Usz(xz_"ﬁfw:l),

=2 f [V, () Uy— V(&) U,] ‘%}é de.
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Wenn wir mit einem Strich iiber einer Funktion von z,, «, an-

deuten, dall darin z; mit z; — g x, vertauscht werden soll, kénnen
1
wir die Gleichungen (3) auch in der Form:
_0m_Op g
0 T ox; d
6%
g=0U; Fro

(3"

+ =
1
LT/ ffﬁ_fivl(é) U2_Va(§)U1]]| U, log r —
£ i

— U, arctg Esz dé

1

schreiben.

26 2. Ansatz zur Liosung des allgemeinen Problems.

Die Formeln (2), (3) geben die Losung der allgemeinen Randwert-
aufgabe des Systemes (1) bei p =0 fiir den Fall, daB} die Grenz-
kurve S des ,,Korpers*“ eine gerade Linie ist. Wir sehen aus diesen
Formeln, dal in diesem Falle die %; aus Elementen zusammengesetzt
sind, welche je von einem Elemente der geradlinigen Grenzkurve ab-
héngen. Es liegt nahe, anzunehmen, dafl auch im allgemeinen Falle,
d. h. wenn die Grenzkurve nicht geradlinig ist, die w; sich durch
Ausdriicke darstellen lassen, welche aus Elementen zusammengesetzt
sind, welche in derselben Weise von je einem Elemente der Grenz-
kurve S abhingen. Die Verfolgung dieses Gedankens fithrt zu dem
folgenden Ansatz zur Losung des Problemes:

in B,:

fz Ha= £ 4s, +

d
+ f RO — Ema(®) — (@ — E)m ()] %5,

Sp

B ¢ (4)
fﬁ(£ 5o ds; +

+— f w (&) (@, — &) ny (&) + (@ — &y)ns(8)] %Sf—;
Sh
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in Bﬂ:
-1 f HGE ds —
d
e f (6 D=3 [ — Em(8) + (o — Sy (8] S5 +
-‘*'1"(3:2): (5)

- fz(s — g4, +

ds-
4 ;Sf (&) — E)my(8) + @ — EJmy (5] 5
h

&,, &, sind hier die Koordinaten eines Punktes auf dem Elemente ds:
von §. n(§) ist die im Punkte &, &, nach auBen gezogene Normale
der Kurve S von der Linge 1. B,, B;, S,, S, haben dieselbe Bedeu-
tung wie im vorigen Paragraphen. i(£), u(£), »(£) sind Funktionen
von &, &, welche aus den Randbedingungen: u, = U;n; an S,; %,
= U,, u, =0 an S, bestimmt werden miissen. » hat die Bedeutung

V(xx — 5+ (g —

26 3. Zuriickfiihrung der Randbedingungen auf eine
Fredholmsche Integralgleichung.

Die Randbedingungen:
u,=U;n, an 8,, u, =0 an 8,

ergeben unter Benutzung bekannter Eigenschaften des logarithmischen
Potentiales, wenn der Punkt P’ mit den Koordinaten z,”, z,” auf S
liegt: wenn P’ auf S, liegt:

)+ L (1@ e — tam@) + @ — Eoma@n S+
S‘,

+ f p (&) (@) — &) [m () mg (&) + ma(@)m ()] — ©)

— (@) — &) [y (@) ny (&) — my( ’)"2(5)]} =Uyn,
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wenn P’ auf S; liegt:
52

p@) + f W% Bran

+o fu@)[ — Eam® + @ — EamE] S0 [ O

r —l(v"" — &P+ (= — &),

Die Gleichungen (6), (7) lassen sich als eine Fredholmsche Inte-
gralgleichung auffassen. Der Kern derselben ist iiberall endlich, wenn
die Randkurve eine iiberall stetige Tangente und eine iiberall endliche
Kriimmung hat. Er ist als Funktion der beiden Punkte z,’, z,’ und
&/, &' stetig, so lange diese beiden Punkte nicht die Grenzpunkte
der beiden Bereiche S, und S, iiberschreiten. Dagegen macht der Kern
im allgemeinen einen endlichen Sprung, wenn einer der beiden Punkte
durch einen der beiden Grenzpunkte zwischen S, und S, passiert. Das
System (6), (7) kann unter diesen Umstéinden offenbar mittels der
Fredholmschen Methode behandelt werden.

Nachdem (&) und g (&) bestimmt sind, erhilt man »(z,) aus der
Bedingung u, = U, an 8,. Sie ergibt:

dSE =

v(z,)=U —ufi E)
(8)

o d
L _?: [(ar’ — ) (6) + (@ — &)y (6)]

Man hat hier rechts #,” als Funktion von ,” aufzufassen. Die Be-
ziehung zwischen ihnen wird durch die Gleichung des Kurvenstiickes
Sy gegeben. Man erhiilt so » in seiner Abhingigkeit von z,’ oder all-
gemeiner von z,.

26 4. Nachweis, dafl die erhaltene Lisung dieselbe Gestalt hat
wie die in den Paragraphen 23 und 25 gewonnene Losung.

Wir haben im §23 8. 227 und 228 die Losung eines speziellen
Falles des hier behandelten Problems in der Form:
in B,:
_od g0
“’_ax,-’ g9=0 19z,
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in B;:
04 (GA) . 04
1= 9 55;}“}“3;': 9—9U15;1a
44 =0

gefunden. In § 25 (12), (13) und (14) haben wir die Losung eines all-
gemeineren Problemes, das unsere jetzige Aufgabe als speziellen Fall
enthiilt, in einer ihnlichen Form dargestellt. Es ist unter diesen Um-
stinden von Interesse zu sehen, ob die jetzt gefundene Lésung auch
in dieser Form dargestellt werden kann. Man sieht nun leicht, daB
dies in der Tat der Fall ist. Wir definieren durch die Formel:

1
9=~ [1(8) log ras, +
Sﬂ'

—ﬁu(a

eine Funktion von 2, z,. Sie ist eine auBerhalb der Kurve S
iiberall regulire Losung der Laplaceschen Gleichung:

A =0.

Sie ist nicht eindeutig. Vielmehr wiichst der Betrag von ¢ um:

2 [ w(@m (S,
Sh

)1 no(&) log » + n, (&) arctg —m—?- ds: (9)

wenn der Punkt #,, #, in positiver Richtung die Kurve S umkreist.
@ verschwindet in unendlicher Ferne nicht, sondern nimmt im allge-
meinen dort einen dem absoluten Betrage nach unendlich groBen Wert
an. Dagegen sind die Ableitungen g—f, g;i auberhalb der Kurve 8
1 2

iiberall endliche, eindeutige und stetige Losungen der Laplaceschen
Gleichung. Auch verschwinden sie in unendlicher Ferne.

Wir wollen zeigen, da man die durch (4) und (5) gegebene Lo-
sung unseres Problemes durch die Funktion ¢ ausdriicken kann. Mit
Hilfe der Beziehungen:

0. 9 —&H_m—&
7z, log r = T arctg — ka

d _ 0 ﬂ’z—fzﬂw2“§2
05 8 T T 0 T T A

sieht man in der Tat sofort, daB die Formeln (4) sich in der Form:
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in B,:

° i

L= axf

schreiben lassen. Der zugehdrige Wert von ¢ ist:

09
g=eliqzn
In die erste Gleichung (5) fithren wir den Wert (8) von »(z,) ein.
Wir erhalten so:
in Bf, :

Eds—l—

1 f (s){"’l T (o — Em() + (5 — Ena(] o —

— B8 [y — &Iy (8) + (@ — EImy @) |dse + Uy
wr. — 52 r

Hier ist @’ = z,. @, z,’ ist der Punkt der Riickseite, S, in welcher

diese von einer mit der z,-Achse parallelen, durch den Punkt «,, z, ge-

zogenen (eraden getroffen wird. Unser Ausdruck fiir %, 1iBt sich unter

diesen Umstiinden auch in der folgenden Form schreiben:

E

dss +

S5 f k(8 { (e — malE) — (@ — Eama (8)] 5 —
Sh

— [(&y" — &)y (8) — (2" — &) ny(8)] ,}:}'z} ds; + U,.

Wir sehen hieraus, dafl in B,:

_de (0¢) :
dm, day +4
Ein Blick auf die zweite Gleichung (5) zeigt, daBl in B, auch:
99
e 63:2

Fiir ¢ erhilt man wieder den Wert:

g=0U, 3
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Wir haben also, zusammenfassend :

in B,: '
_J¢ de
u;p—d_xiy q= U1 ‘a‘z_l: (10)
in B},f
B BE (8(;)) _de B de
=g T g'xzh'i‘ Uy, Y2 = 9, 9—‘9U13‘a3;'

Die Randbedingungen, welchen die Funktion ¢ geniigt, sind durch
(6) und (7) S. 267 u. 268 gegeben. Die erste Gleichung driickt aus, dal
auf S,:

do
=% =U,. (11)

Die Gleichung (7) driickt aus, daB auf S,:

O
= ] Jhie
iy 0 (11%%)
ist. Diese Gleichung kénnen wir aber in einer anderen Form
schreiben.
Wir konnen die Gleichung (11%#) als die Gleichung der Kurve S,
auffassen. Fiir die Normale dieser Kurve folgt dann:
P g
P T COS NTy — P cos nax, = 0.
Wenn nun, wie wir vorausgesetzt haben, auf S,:

#o Py _,
dz,® ' 0x,®

ist, so folgt:
2 2
e 8
dz,2 C° "0 " da, 0z,

auf S;. Also:

cos nxy, =0

gt R (12)

auf S,.

Die Gleichungen (10), (11), (12) zeigen, daBl die in diesem Para-
graphen gefundenen Ergebnisse vollstindig mit den in den Para-
graphen 23 und 25 gefundenen iibereinstimmen. Aber offenbar gehen
die hier gefundenen Resultate iiber die frither gefundenen hinaus. Wir
sehen aus der Definitionsgleichung (9) von ¢ und aus den Gleichun-
gen (10), daB die Unterscheidung zwischen ¢, und g¢;, welche wir im
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Paragraph 25 machen muBten, im zweidimensionalen Falle iiberfliissig
ist. Die Definitionsgleichung von ¢ zeigt ferner, wie sich diese Funk-
tion in unendlicher Ferne verhilt. Auch geht die Vieldeutigkeit der
Funktion ¢ unmittelbar aus dieser Gleichung hervor. Diese Viel-
deutigkeit hat einen sehr einfachen Sinn. Sie zeigt, daB die Fliissig-
keit um den Kérper zirkulieren mufBl. Unsere Formeln bestitigen
mit anderen Worten die zuerst von Lanchester aufgestellte Hypo-
these, daBl, wenn ein Korper sich in einer reibungslosen Fliissig-
keit bewegt, diese im allgemeinen um den Korper zirkulieren muB.
Und schlieBlich sind wir ja durch die Fredholmsche Theorie im-
stande, die Funktion ¢ explizit zu berechnen und also das ganze
Problem definitiv zu losen.

B. Dreidimensionaler Fall.

26 5. Der Grenziibergang bei ebener Begrenzung.

Im dreidimensionalen Falle legen wir zuniichst die z,z3-Ebene in
die Grenzebene. Die Fliissigkeit mége den Halbraum z, > 0 erfiillen.
Unsere Aufgabe ist, das System:

duy du; "
_QUka =—pdy, "aE;T=° (G=1,23) (13)

mit den Nebenbedingungen: fiir #;, = 0: w; = V;(w,, z5), in unendlicher
Ferne: u; = 0 zu losen und dann den Grenziibergang x — 0 auszu-
fithren. Auch hier miissen wir uns damit begniigen, das Ergebnis dieser
Untersuchung mitzuteilen. Wir setzen, um es in einigermaflen ein-
facher Form schreiben zu konnen:

Ud=0% (U=0); U;=eqU; oV,— V=W,
qVy—a, V=W =22+ (5,— &) + (25— &) = (75— &)
(&, = 0). Ein Strich iiber einer Funktion von #,, «,, z, soll bedeuten,

daB z; darin mit z; — %wl vertauscht werden soll. Wir haben dann:

fiir U; > 0:

1 d&,dé (14
ffmz,sa Ptk
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fir U, < 0:

_ 9% _ O ( as)

i—a? B—wf+v’ 2 —1“71: xa*azlv
ad

(15)

log {r + aj(2; — &)} d&;d¢;

ff[ =i,

ff(agz aalgs)l"g{”ra;( — &) d&,dE;.

Man kann aus den Formeln (14), (15) folgendes ablesen. Wenn U,
> 0 ist, so ist die Bewegung eine reine Potentialbewegung. Von den
Grenzbedingungen u; = ¥V, an der Ebene ; = 0 ist nur eine, U = Vi
erfilllt. Wenn dagegen U, < 0 ist, so ist die Bewegung aus einer Po-
tentialbewegung und einer den Gleichungen:

d u;

a:!';‘]g

U, =0

geniigenden Wirbelbewegung zusammengesetzt. Die Grenzbedingungen
=V; an der Ebene 2, = 0 sind alle erfiillt. Unser Satz, daf} eine

Fliissigkeit bei verschwindender Zihigkeit an der Vorderseite eines

Korpers gleitet und an der Riickseite desselben haftet, findet auch

in diesen Ergebnissen eine Bestiitigung.

26 6. Ansatz zur Losung des allgemeinen Problems.

Wir legen die z;-Achse zur Geschwindigkeit des Korpers parallel.

Unser System von Differentialgleichungen hat dann die Form:
Ou; aq du; §

Wir stellen uns die Aufgabe, dieses System an der Grenze p = 0 fiir
den Fall zu losen, daB u,, u,, u, auf einer geschlossenen Fliche S die
Werte U, U, =0, U; = 0 annehmen und, so lange u > 0 ist, in un-
endlicher Ferne verschwinden. Die Formeln (14), (15) legen es nahe,
die Loésung dieser Aufgabe durch den Ansatz:

in B,:

-—QU

oD 0D

ui:c'Tx;" g=0U, 92,

18 Oseen, Hydrodynamik
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in B;:
00 (a@) Id
R dz;  \dz, +0Ui g=el dx,’
B 1 P(E)dSE (17)

—fN(é) log (r + 2, — &) dS,

zu versuchen. Die Funktionen P und N sind dabei aus den Rand-
bedingungen zu bestimmen.

26 7. Nachweis, dal der Ansatz sich auf die aus § 23 und § 25
bekannte Form zuriickfiihren lift.

Die Funktion:
log (r + 2, — &)
geniigt in dem Bereich, wo r 4 z; — & > 0 ist, der Laplaceschen

Gleichung:
dlog(r+z —§&)=0.

Die Funktion @ in (17) ist infolgedessen in B, eine Losung der La-
placeschen Gleichung. Dagegen geniigt @ in B, wie wir aus der For-
mel (25) S. 226 ersehen konnen, der Gleichung:

N(z)
49 =3 ezl a

Die Gleichung (18) zeigt, daB der Ansatz (17) nicht die Form hat,
welche wir nach den in § 23, Formeln (27) 8. 227 und im § 25, For-
meln (12), (13), (14) 8. 257 gewonnenen Ergebnissen fiir die Lo-
sung unseres Problems zu erwarten haben. Sie zeigt aber auch, da8
wir unseren Ansatz (17) leicht auf jene Form bringen kénnen. Die
rechte Seite von (18) héngt nur von z,, =, ab. Wir kénnen infolge-
dessen eine nur von z,, z, abhingige Funktion, y(z,, z;), bilden, die
in B; der Gleichung:

Py Py
dnt T omE = AP (19)
geniigt. Wenn wir dann:
in B,:
D= Pos
in Bh:
P—yp=qn

setzen, so geniigen ¢, und ¢, der Laplaceschen Gleichung, und wir
haben:
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in B,: ]
@, 0@,
U= q)_, g=0U, 7
dz; Oz (20)
in By: 5 5 .
. P : 29
6:.':, (62:1);1—’_ U'“ 7= UI 6.-"'.;

Die Funktion y ist durch die Gleichung (20) noch nicht bestimmt.
Wir kénnen noch vorschreiben, daB der Wert von » am Rande des
Existenzbereiches, d. h. auf der zylindrischen Grenzfliche Z, zwischen
B, und B, eine beliebige stetige Funktion von z,, , sein soll. Wenn
wir inshesondere vorschreiben, dafl am Rande v = 0 sein soll, so wer-
den @, und ¢, auf Z stetig ineinander iibergehen. Dagegen wird im

allgemeinen auf Z die Beziehung:

dg, _ don
dﬂz dﬂz

nicht bestehen. Diese Krgebnisse stimmen mit den in § 25 gefundenen
vollstindig iiberein.

26 8. Die Randbedingungen.

Wir kénnen jetzt die Gleichungen aufstellen, die zur Bestimmung
von P und N in (17) dienen miissen. Die Bedingung, dafi die Fliissig-
keit in der Grenze g = 0 lings der Vorderseite S, gleiten soll, ergibt:

auf S,:

dd
e U,=U,cosnz,,
also:

P(“H"—fP(f)d — a8 +
1 d
+ ﬂ([N(&)d—mlog (r + 2 — &)d8: = U,. (21)
“h

Die Kontinuititsbedingung:

9w _

Bw,- o
auf den Bereich B, angewandt, ergibt andererseits, wie wir aus § 25
S. 262 sehen konnen:

auf Sy d gy d dd

In 90, dn dm

18*
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also: i i @ i
N(w)+ﬁf ©) g 3, 7 95+

S
: (22)

+3 fN(s)— ZdS;=0.

Die Gleichungen (21) und (22) kénnen als eine lineare Integral-
gleichung aufgefalit werden. Singulér ist diese Integralgleichung nicht
nur wegen des Verhaltens der Kerne im Punkte z; = &;, sondern auch
besonders dadurch, dall, wenn der Punkt =z, #,,z; zu der Randkurve
8y gehort, welche die Grenze zwischen S, und S, ist, das Integral:

d 0 1
fP adﬂzaml Ol

keinen Sinn hat, wenn iiber P (&) nichts als Stetigkeit vorausgesetzt
wird. Doch liBt sich die Integralgleichung durch Iteration auf eine
regulire Form bringen.

26 9. Nachweis, daB die Potentialfunktion ¢ im rotations-
symmetrischen Falle aulerhalb des Korpers reguliir ist.

Wir kehren zu den Gleichungen (17) zuriick und wenden die
Kontinuititsbedingung:
Oy
ox; -

auf den Bereich B; an. Wir erhalten:

im0 208

0$2 63’;‘2 6$3 aw3 h

Wir integrieren diese Gleichung iiber einen gegen die z,-Achse
senkrechten, die Fliche S nicht schneidenden Querschnitt @ des
Bereiches B;. Wir erhalten:

3 (00
f f ABdz,dz, = Qf [a% (a%);r - 6% Jdmzdzs

f[(a_%) cos (ny@,) + (gz) cos(nzws)| ds :f (g%)hd,g.

s ist hier die Randkurve von Q. n; ist die Normale des Zylinders Z.
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(5n.),

der Grenzwert, welchem sich die normale Ableitung von @ auf S,
néhert, wenn der Aufpunkt sich der Grenzkurve s, nihert. Anderer-
seits folgt aus dem Ausdruck (17) von @, daB die normale Ableitung
von @ auf S stetig ist. Daraus folgt, daB:

&
dﬂz h
do

haben muB. Folglich:

Nun ist offenbar:

den Wert:

ffA Ddzydz, = 0 (23)
Q
Die Bezichung (23) ist die Bedingung dafiir, da die Gleichung
(19) eine Losung besitzt, welche am Rande, d. h. auf der zylindri-
schen Grenzfliche Z zwischen B, und B;, der Bedingung:

dy

; 0 (24)
geniigt. Statt der Bedingung y = 0 an Z konnen wir also der Funk-
tion ¢ die Bedingung (24) an Z vorschreiben. Da y durch diese Be-
dingung nur bis auf eine Konstante bestimmt ist, so kdnnen wir
auBerdem vorschreiben, daB y in einem bestimmten Punkte von Z
verschwindet.

Wir betrachten jetzt den Fall, dall der Kérper Rotationssymmetrie
um eine mit der Bewegungsrichtung parallele Gerade hat. Wir setzen
iiberdies voraus, daf die Fliche Z aus einer einzigen, zylindrischen
Fliche besteht. Wir bestimmen unsere Losung y der Gleichung (19)
durch die Bedingung (24) und die Forderung, daB y in einem gewissen
Punkte von Z verschwinden soll. Aus der Symmetrie des Problems
folgt, dal 9 nur von der Entfernung des Aufpunktes von der Sym-
metrieachse des Korpers abhiingen kann. Wenn ¢ in einem Punkte
von Z verschwindet, mufl dann iiberall auf Z:

Ilfj — 0
sein. In diesem Falle besteht auf Z sowohl die Beziehung:

Pe = Pn
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wie die Beziehung:

dp, _

dny dng
Nach einem bekannten Satze der Potentialtheorie folgt aus diesen
Beziehungen, dafl alle Ableitungen von ¢, an der Grenzfliche Z die-
selben Werte annehmen, wie die entsprechenden Ableitungen von g.
¢n kann als die Fortsetzung der innerhalb von B, definierten Funk-
tion ¢, in B, aufgefat werden. ¢, und ¢, bilden eine einzige
Funktion.

Dall es im zweidimensionalen Falle ebenfalls iiberfliissig ist, zwi-

schen den Funktionen ¢, und @; zu unterscheiden, haben wir oben
gesehen.

2610. Vereinfachung der Randbedingungen im rotations-
symmetrischen Falle.

Die Verwandtschaft zwischen dem zweidimensionalen und dem
rotationssymmetrischen dreidimensionalen Falle tritt auch in anderer
Weise zutage. Wir haben oben gesehen, daf die allgemeine Bedingung

auf S;: i g
=0

dn 0z,

im zweidimensionalen Falle in der einfachen Form:

o9

oz, "
geschrieben werden kann. Prof. Zeilon hat gezeigt, daB, wenn
Va2 + z.2 = R gesetzt wird, im rotationssymmetrischen dreidimen-
sionalen Falle dieselbe Bedingung in der Form:

L

oR
geschrieben werden kann. Um diesen Satz zu beweisen, gehen wir

von den Formeln (20) aus. Sie zeigen sofort, daB die Kontinuitits-
bedingung im Bereiche Bj in der Form:

0 (09) , 2 (0%) _
dz, 0_2:2,,4_63:3 0, ;._0
geschrieben werden kann. Nun kann aber ¢ nur von z; und R ab-
hiingen. Wir haben infolgedessen, wenn auf S, z; = o(R) ist:
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0 ) @ d (de d (0¢
;— (3?5_) + 0z, (aw;,) - dz, (3?2)% =o(®) 13 S (3_“33):; =o(®) -
1[0 [5 09 do(R) _
E ﬁ[ ﬁ] L = a(R) (axl OR )r. = a(R) dR
1 d de
. &l
Folglich: d iy
dR [R (6‘R)x,5a(m] =1
und also:

de C
(6%) 7 @)

wo C eine Konstante ist. Nach unseren Annahmen mul} ¢ auf S,

eine stetige und stetig differenzierbare Funktion sein. Auf der Kurve,

welche S, von 8, scheidet, muB nach unseren obigen Ergebnissen

(vgl. Nr. 9 oben):

9% _ o

R

sein. Es folgt hieraus und aus (25) daB iiberall auf Sj:
a_'f —0

oR

sein muB.

26 11. Zusammenfassung.

In diesem Paragraphen sind fiir den stationdren Fall die friiher
erhaltenen Ergebnisse mittels einer neuen Methode wiedergefunden
worden. Dabei hat es sich gezeigt, daB fiir das ebene Problem und
fiir das rotationssymmetrische dreidimensionale Problem die Potential-
funktion ¢, auf deren Bestimmung die Losung des Problems zuriick-
gefithrt werden kann, iiberall auflerhalb des Korpers regulir ist, so
dall die Unterscheidung zwischen den Funktionen ¢, und g, iiber-
flissig wird. Die Randbedingungen, welche ¢ zu erfiillen hat, sind,
wenn die Bewegung des Korpers in der Richtung der z;-Achse ge-
schieht, im zweidimensionalen Falle:

an S,: do
ﬂ: Uﬂ:
an Sh: aq)

0.
dz, :
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im rotationssymmetrischen, dreidimensionalen Falle, wenn die ;-Achse

die Symmetrieachse ist und wenn Jz,2 + @,2 = R gesetzt wird:
an S,:

an S,v;:

Die Bestimmung von ¢ ist im zweidimensionalen Falle auf eine regu-
lire Fredholmsche Integralgleichung zuriickgefiihrt worden. Auch im
allgemeinen dreidimensionalen Falle ist das Problem auf eine Fred-
holmsche Integralgleichung reduziert worden. Sie ist singuldr, kann
aber durch Iterationen in eine regulire Fredholmsche Integralglei-
chung iibergefithrt werden.

§ 27. Losung der potentialtheoretischen Randwert-
aufgabe, zu welcher die stationiire Bewegung in der
Ebene Anlafl gibt.

271. Lisung eines potentialtheoretischen Problems
nach Hilbert.

Nach den Ergebnissen des § 26 konnen wir die potentialtheoretische
Randwertaufgabe, zu welcher die stationire Bewegung im zweidimen-
sionalen Falle Anlaf} gibt, mit Hilfe der Fredholmschen Determinanten
lésen. Die Losung, welche wir in dieser Weise erhalten, hat aber eine
so komplizierte Form, daf sie keine Aussagen iiber die Dinge erlaubt,
die uns am meisten interessieren, den Widerstand und die Druckver-
teilung auf den Kérper. Wir miissen uns deshalb nach einer einfacheren
Methode zur Lésung unseres Problems umsehen. Zum Gliick gibt es
eine solche.

In seinen Grundziigen einer allgemeinen Theorie der linearen In-
tegralgleichungen 16st Hilbert* u. a. das folgende Problem: Eine
innerhalb einer geschlossenen Kurve C mit stetig sich #indernder Tan-
gente und von der Gesamtbogenlinge / reguliire analytische Funktion
der komplexen Verinderlichen z = = + 1y:

H2) = u(z, y) + iv(z, y)

* D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei-
chungen, Kap. X, 8. 82. Leipzig 1912.
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zu finden, deren Real- und Imaginérteil w(s) bzw. v(s) auf C der
linearen Relation:
a(s)u(s) + b(s)v(s) +e(s) =0

geniigen; dabei sind a(s), b(s), c(s) als stetig differenzierbare Funk-
tionen der Bogenlinge s mit der Periode ! — die ersteren beiden
a(s), b(s) ohne gemeinsame Nullstelle — gegeben.

Hilbert 16st dieses Problem in der folgenden Weise. Er bezeichnet
mit 2niz die Anderung, die log (a(s) 4 ¢b(s)) beim positiven Umlauf
lings der geschlossenen Kurve C erfihrt. Durch den Imaginirteil
von log (a(s) + ¢b(s), d. h. durch den Ausdruck:

b(s)

arctg a00)
wird dann eine reelle Funktion auf C' dargestellt, die von s stetig
abhingt mit Ausnahme eines Punktes, etwa des Punktes s = 0, wo
ein Sprung ihrer Werte um 2nx stattfindet. Mittels der bekannten
Randwertaufgabe in der Theorie des logarithmischen Potentials kann
man nun eine analytische Funktion F(z) bestimmen, die sich inner-
halb der Kurve C' wie eine ganze Funktion verhilt und deren Ima-
giniirteil die Randwerte arctg z—((% besitzt. Wird dann:

G(2) =" = Uz, y) + iV (=, y)
gesetzt, wihrend: .
U(s) + 1V (s)

die Randwerte dieser Funktion G(z) bezeichnen, so erkennen wir auf
der Kurve C die Ubereinstimmung der Imaginirteile von:

log (U(s) +tV(s)) und log (a(s) + ib(s)),
d. h. es ist auf der Kurve C:
a(s)V(s) —b(s)U(s) = 0.
Endlich konstruieren wir eine analytische Funktion f*(z), die inner-

halb €' den Charakter einer ganzen Funktion hat und deren Realteil
auf C die Randwerte:

e(s)U(s) e(s)V (s)

Ta@)(Us?E VR b(s)(Us?E+ VisP)

besitzt; dann ist:

1(z) = G(2)/*(2)

eine analytische Funktion, die das vorgelegte Problem lést.
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Die gefundene Funktion f(z) hat innerhalb C den Charakter einer
ganzen Funktion; sie besitzt jedoch, wenn n negativ ausfillt, auf C
im Punkte s = 0 einen Pol — 2n-ter Ordnung.

27 2. Unterschied unserer hydrodynamischen Randwert-
aufgabe von der Hilbertschen.

Unser Problem ist nicht mit dem von Hilbert behandelten iden-
tisch, es ist aber damit eng verwandt. Um dies einzusehen, bezeich-
nen wir mit @(z) eine analytische Funktion der komplexen Verinder-
lichen z; 4 iw, =z, deren Realteil die durch die Gleichung (26, 9)
S. 269 definierte Funktion ¢ ist. Wir setzen:

dg g

"= oz, %= 0z,
und haben dann:
d®(z)
Tdz
v; und — o, sind also Real- und Imaginiirteil einer auBerhalb der
Kurve S reguliren und im unendlich fernen Punkte verschwindenden
analytischen Funktion der komplexen Verinderlichen z = &, + iz,.
Wenn wir die Werte von v, und », auf der Kurve S mit v, (s) und v,(s)
bezeichnen, so geniigen sie nach 8. 271 (11) und (11%) den Bedingungen:

auf S,:

Uy — 0y =

v;(8) cos (n@,) + v,(8) cos (nz,) = U, cos (nz,);

auf Sy: 0o — 0
2'_‘ .

Diese Bedingungen konnen in der Form:

a(s)vy(8) + b(8)vy(s) = cy(s)
geschrieben werden. Dabei ist:
auf S,:
a(s) = cos (nz,), b(s) = cos(nx,), ¢(s)= U, cos(nz,);
put £y a(s) =0, b(s)=1, c(s)=0.

Der Unterschied von dem Hilbertschen Probleme besteht einmal
darin, da} die Funktion b(s) nicht wie bei Hilbert durchweg stetig
ist. Mindestens in einem der Grenzpunkte zwischen S, und S, macht
b(s) einen endlichen Sprung, von — 1 nach + 1. Andererseits ver-
langen wir von der gesuchten analytischen Funktion v, — i, mehr
als Hilbert, indem in unserem Probleme diese Funktion im unendlich
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fernen Punkte verschwinden muB. Wir werden unten sehen, daB
die Unstetigkeit von b(s) die Anwendung der Hilbertschen Methode
nicht hindert und daB die Bedingung »; — ¢v, = 0 im unendlich fer-
nen Punkte aus den unendlich vielen Losungen des Hilbertschen Pro-
blemes eine auswihlt, welche allein fiir die Hydrodynamik Bedeu-
tung hat.

273. Konforme Abbildung des Bereiches anf das AuBere
eines Kreises.

Durch eine konforme Abbildung konnen wir den Bereich B, + B;,
das heillt die ganze @, x,-Ebene mit Ausnahme des von der Kurve S
eingeschlossenen Teiles auf den Bereich |z | > 1 abbilden. Der Kurve S
wird dann der Kreis |2 |=1 entsprechen. Wenn S eine einzige zusam-
menhéngende Vorderseite S, besitzt, kénnen wir es so einrichten, daB
die beiden Grenzpunkte zwischen S, und S, auf die beiden Punkte
z= - 1 abgebildet werden. Durch diese Transformation wird unsere
Aufgabe in die folgende iibergefiihrt. Man soll eine auBerhalb des
Kreises | z|= 1 regulire analytische Funktion W = v, — 4v, bestimmen,
welche in einem Punkte z,(| z,2 | > 1) verschwindet und welche auf dem
Kreise|z|=1 den Bedingungen geniigt:

fiir:
2 <6 +—, (6=arctgi:-j-):
a(0)v;(8) + b(0)vy(0) = ¢(0),
A E1 4 3z
g s0=s3
vy(6) = 0.

Wir erreichen eine kleine Vereinfachung unserer Formel, wenn wir
statt W (z) die Funktion: W®(z) = ¢ W (z) betrachten. Wir setzen:
WD(2) = 0, (x,, 2,) + 10,0 (z,, x,) und erhalten fiir die Werte von
0, und v,® auf dem Kreise |z |=1: »,0)(0), v,(6) die Bedingung:

a,(0)v,®(6) — b, (0) 2, (6) = ¢(6). (1)
Dabei ist: a,(6) = b(6), b, (6)=—a(f) und also, wenn § <0< —3;

=1 b =0 ¢=0. (2)
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27 4. Ansatz zur Losung der Randwertaufgabe fiir den Kreis
mit Hilfe des Poissonschen Integrales.

Wir betrachten jetzt die auf dem Kreise |2 |= 1, kurz dem Kreise C,
erklirte, rein imaginire Funktion:

1 a(0)+ib,(0)
log & (8) —iby (6) (3)

Wir wollen eine aullerhalb des Kreises regulire analytische Funktion
konstruieren, deren imaginirer Teil dieselben Werte wie jene Funktion
annimmt, Wir bestimmen zu diesem Zwecke zunéchst eine auBlerhalb
des Kreises regulire Potentialfunktion, welche auf der Kreisperipherie
die Werte (3) annimmt. Eine solche Funktion erhilt man bekanntlich
durch das Poissonsche Integral* in der Form:

1 f]'; G0+ i) (2= 1)dy
8 a,(0') — ib,(0) ©F— 27 cos (0 — 0) + 1°

wobei . . .
z2=2, +igy=1ré%alsoy, =rcos b, z,=reind

gesetzt worden ist. Nun ist, wenn e'% =2’ gesetzt wird:

a4 1—1r2
2 —2rcos(§—0")+1

der reelle Teil von:
o ( 1 1 )
et(;l P | £,
#—z 22

Also ist, wenn die Integration in positiver Richtung lings des Kreises C
gefithrt wird:

3 a (6%) +iby(0") [ 1 1
w(z) Eﬁ a; 6%) — iby(6") (z’ —z Zz) i (4)

eine aullerhalb dieses Kreises regulire analytische Funktion, deren
imaginiirer Teil auf dem Kreise die Werte (3) annimmt.

Der reelle Teil von w(z) nimmt auf dem Kreise C' den Wert:

1 @ (@) +iby@) 1, ,
w () = fl B @ g O — 08 (5)

an. Man hat dabei rechts den Cauchyschen Hauptwert zu nehmen.
* Man vergleiche betreffend das Poissonsche Integral etwa Picard, Traité d’Ana-

lyse T. IT oder Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften, II C 3 Lichten-
stein S. 220 ff.
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27 5. Herstellung einer Lisung der Randwertaufgabe
im Falle ¢ = 0 auf dem ganzen Kreise.

Wir bilden jetzt die Funktion:
G (2) = v, (6)

Sie ist auBerhalb des Kreises C regulir und nimmt auf dem Kreise die

Werte: )
]/al(e) —5,0) ) _ a,(0) —15,(0) @
a,(6) + 1b,(6) Va0 + by (6)
an. Die Wurzel rechts wird hier positiv genommen. Die Exponential-
funktion ist reell und positiv. Wenn wir jetat:
16 (2) = 0,Q (@, 7y) + 10, (24, Tp)
setzen, so haben wir auf dem Kreise (':
b
- %6) e®,  p,0(0) = —L e (0)
Va, 0)? + b, (6) Vay (6)* + b (6)*
a;(0)0,(0) — b, ()2, (0) = 0. (M

Wir konnen diese Tatsache so ausdriicken, dall die Funktion G (2)
eine Nullésung unseres Problems ist.

v, (6)

Folglich:

27 6. Herstellung einer Lisung der Randwertaufgabe
im Falle ¢ = Ua.

Inden Anwendungen, mit welchen wir uns spiter be-
schiftigen werden, tritt insofern eine Vereinfachung auf,
als stets ¢(0) = U,a(f) ist. In diesem Falle erfiillt, wie man
sofort verifizieren kann, die analytische und im Unend-
lichen regulire Funktion W® =4¢U; die Randbedingung (1)
S.283. Ehe wir nun weiter gehen, empfiehlt es sich des all-
gemeinen Interesses wegen in der folgenden Nummer eine
spezielle Losung fiir den allgemeinen Fall herzustellen.

27 7. Herstellung einer Losung der allgemeinen Randwert-
aufgabe.
Wir bilden dazu die analytische Funktion f*(z), welche auBerhalb
des Kreises C regulir ist und deren Realteil auf C' die Werte:
c(0)v, @ (6)
by (0) (v,9(6)* + v,9(0))
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annimmt. Wir haben:

1 ¢(6")9,@(6") 1 1 )
* — T —_— o
MO ==z J by (0) 0@ OF + 0, Q0 P) e —z 22 -
_— i 76(6’)__ ____ g—w(6) 1 _ _1_) dzl (8)
1) 3 Val (3’)2 + bl(ﬁ’)z I 22’

Wir setzen jetzt:

= e(6")e—w@ 11
W0 A (0] = ewmj 1(2' : Vag (6 + b, (0')2 \&' — 2 27
Auf dem Kreise C haben wir dann:
WO —=5,0(0) + iv,0(6) =
a,(0) — by (6) £0(6) (c(ﬁ)e—wcm ¥ z'P),
Va2 + b2 Ya,? + b2

wo P der Cauchysche Hauptwert von:

c(@)e—w® 1
cot (0" — 6)de’
fl/ﬂq @ + b,(6° 3! )

)dz’. 9)

und also eine positive Grofe ist. Wir haben also:
a,(0)c(6) b, (0) P

a* + b Yo + b2
by(@)e®) , a(O)P
a® +b,® Ya.2 + b,
ay (0)9,®(6) — by (0)%,(6) = ¢ (0). (10)

Die Funktion W® ist also bis auf die Bedingung W@ (z,)= 0, die im
allgemeinen nicht erfiillt ist, eine Losung unseres Problems.

5J.u) 0) =

ev (&)’

5,0 (0) = — ev(0),

Folglich:

27 8. Herstellung der allgemeinen Nullosung.
Untersuchung der singuliiren Stellen auf dem Kreise C.

Um eine Lésung unseres Problems zu erhalten, haben wir zu W®
eine zweckmifig gewiihlte Nullosung, d. h. eine der Annahme c(6)
= 0 entsprechende, aber nicht die Bedingung W®(z;) = 0 erfiillende
Losung unseres Problemes hinzuzufiigen. Nun haben wir oben gesehen,

_— iG(z) = iev(®

eine solche Nullosung ist. Eine neue Nullosung kann man offenbar in
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der Weise bilden, daBl man ¢G(z) mit einer beliebigen, fiir 2| > 1 re-
guliren, analytischen Funktion von z multipliziert, die auf dem Kreise
C reelle Werte annimmt. Die GroBe:

nimmt auf dem Kreise C reelle Werte an. Dem Bereiche |z|>1 ent-
spricht in der {; {,-Ebene ({ = {; + i{,) die Halbebene ¢, > 0, dem
Kreise |z | =1 die reelle {;-Achse. Fiir unseren Zweck ist also eine
beliebige, in der Halbebene {, > 0 reguléire, analytische Funktion von
¢ verwendbar, die auf der reellen {,-Achse reelle Werte annimmt. Eine
solche Funktion ist aber nach einem bekannten Satze der Funktionen-
theorie auch in der Halbebene {, < 0 regulir. Sie kann also nur auf
der reellen {,-Achse Singularititen haben. Nun miissen wir aber von
unserer Funktion g (z) verlangen, dal:

g(z)er®
auf dem Kreise C' regulir ist. Die entsprechende Funktion von ¢ darf
also nur in einem solchen Punkte auf der {,-Achse singulir sein, dem
ein Punkt z auf dem Kreise C entspricht, wo e*@ = ( ist. Wir werden
so zu der Frage gefiihrt, wie sich die Funktion () am Kreise C verhilt.

Wir hatten nach (5) S. 284:
1 [ a(0) +iby)  0—6

w(f) = ———%0 log — ay (6) — 15, () cot — 2— ag’.

Da nach (2) S. 283 b,(6") = 0, wenn 2= oz ist, so konnen wir

diese Formel auch in der Form: L
+&
_ 1 a (9’) + %bl () "

|y

schreiben. Wir hatten:
a,(0) =b(0), b,(0) =— a(0).
Wir haben folglich:

1 a(0) +ib@) _ 1, a@) +ib®) _
2 18, @) — b, @) — 2 Ba(@) — ab(ﬁ y T o 5 log (—1) = -
b(o ’)

=1 arctg (6‘) - (1 + 2n),
wo arctg b(0') zwischen — = und + % genommen wird und wo n
a(0") 2 2

irgendeine nicht-negative, ganze Zahl ist,
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Aus (12) folgt:

]/?_1_(_6.’)_:?}’1@ L T
a, (0) + b, (0) :
_ a(0) — ib(0") e?%"(wsn)
a(6°)% + b (6")?
el ay (6") — 25, (6") "%(14-2:1)
Val 0) +b,2 (6"
Nun haben wir aber oben:
Val (0) — iby(6") _ a,(6") — by (6")
ay(0) + b, (0)  Ya, (0) + b, (6)2
gesetzt. Wenn wir die Quadratwurzeln gleicher Groflen iiberall mit

denselben Vorzeichen nehmen wollen, so folgt, dal wir der ganzen

Zahl n die Bedingung:

—in
Fgatem_
auferlegen miissen. Sie ist erfiillt, wenn wir links das untere Vorzeichen
wiihlen und # eine gerade Zahl ist oder wenn wir das obere Vorzeichen
wiihlen und dabei n eine ungerade Zahl ist. Wir withlen das untere
Vorzeichen und setzen n = 0. Wir setzen also:

a, (6") + iby (07) b (6’) i

1
— lop Xt 1IN S bl bis
5 18, @ — b, @) T ®a@) 2 (12%)

und haben also:

w(f) = (1 arct b_(l.'?_)_*)

a(f)
+ stetige Funktion von 6‘.
Wir haben:
cotef_ﬁ— 4 (21 i 6’_6‘)
9 e 'E'B—, 0g | sin -—'—2—-—- .
Folglich:
L b(6) 1) (9 n)} .
w(f) = (f arctg (6) 5 log | cot 5 + T -+ stet. Funktion
und also: 3 St i
6 m\="® @ = .
e*®) = | cot (*2— + I)I - stet. Funktion.

Der letzte Faktor hat iiberall auf dem Kreise C' einen von Null ver-
schiedenen Wert.
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Unser Ausdruck fiir e*@ zeigt sofort, dall diese Funktion fiir #

g, arctg 6((6)) = g einen endlichen, von Null verschiedenen Wert
hat und daB sie fir 6 = — ir-, arctg —— 0 . % in derselben Weise

2
wie 0 4 §~ oder z 4+ ¢ verschwindet.

ad) ~ 2

27 9. Losung des Problems.

Wir kehren zur Funktion ¢(z) zuriick. Wir sahen, dafl diese Funk-
tion nur in solchen Punkten des Kreises C' singulér sein darf, wo e“(®
verschwindet. Wir wissen jetzt, dal} es nur einen solchen Punkt gibt,
den Punkt z = — ¢ oder { = w. In diesem Punkt darf ¢(2), als Funk-
tion von { aufgefallt, von erster Ordnung unendlich werden. Wir
schlieen hieraus, daf ¢(z) notwendig die Form:

z—1
241
haben muli, wo %k, und k, reelle Konstanten sind. Diese Konstanten
miissen so bestimmt werden, dal}:

WO(2) = WOE) 4 e (k, +iky = :)
im Punkte z, verschwindet. Da z, aullerhalb des Kreises C liegt und
nur fiir Punkte dieses Kreises die Determinante des aus dieser Be-
ziehung hervorgehenden Gleichungssystems fiir &, und %k, verschwin-
det, so sehen wir, dafl %; und %, durch diese Bedingung eindeutig be-
stimmt sind. Es gibt eine und nur eine Losung fiir unser hydrodyna-
misches Problem.

Gehen wir wieder zur urspriinglichen z-Ebene zuriick, so folgt aus
unserer Formel fiir W(}), daB diese Funktion sich fiir groe z-Werte wie

iU, é_:_”f
4

kl + ":k2

verhiilt, wo 4 und B reelle, im allgemeinen nicht verschwindende
Grofen sind. Die Funktion W = v, (2, 2,) — iv,(z,, @,) verhilt sich

also fiir groe Werte von V22 + 2,2 = r wie:

U, 4—1iB _ UlAml-—— BmE;— i(dzy+ Bay)
2 z,2 4+ z,°
Wenn wir »; und v, als die Geschwindigkeitskomponenten einer
Stromung auffassen, so besteht diese Stromung aus einem radialen

Ausflu vom Korper mit der Geschwindigkeit:

19 Oseen, Hydrodynamik
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AU,

=3
und einer Zirkulation in positiver Richtung um den Kérper mit der
Geschwindigkeit: BU,

T

27 10. Zusammenfassung.

Das Problem, zu welchem die stationiire Bewegung eines Korpers
in einer Fliissigkeit im zweidimensionalen Falle in erster Niaherung
und bei u — 0 fithrt, wurde im vorigen Paragraphen auf die Be-
stimmung einer Potentialfunktion, ¢, zuriickgefithrt. Wenn man statt
@ die Ableitungen: b by
b Ul
betrachtet, so kann man das Problem in folgender Weise formulieren.
Man soll zwei aullerhalb der Grenzkurve S des Korpers zweimal stetig
differenzierbare und im Unendlichen verschwindende Funktionen v,
und v,, von x; und @, bestimmen, welche auBerhalb von S den Glei-
chungen: .

Av, =0, Av,= 0, L

Uy

a% _ 0%,
oz, Oz
und auf S folgenden Bedingungen geniigen:
auf der Vorderseite von S, d. h. auf S,:
COS M Ty * ¥y + COSN Ty + ¥y = COSNTy - Uy
auf der Riickseite von S, d. h. auf S;:
v, = 0.

0

Um dieses Problem zu lésen, kann man folgendermaBen verfahren.
Man setzt =, + 12, = z und bildet durch die Transformation z = f(2’)
(2’ = x,’ + i2,’) das AuBere der Kurve S auf das AuBere des Kreises
|z| =1 konform ab. »; und v, befriedigen als Funktionen von z,’,

z,’ die Gleichungen:

doywil, Jms=t, 0% _ g

dz,' 0z
und man kann es so einrichten, daBl die Randbedingungen, welche
sich auf den Kreis |2’| =1 bezichen, die Form:

av, + bvy, = ¢ = U, a

. @ n ’
annehmen. Dabei soll fiir — 7< 0’ < —2—(z’ =¢'el?, 1" =1):a = cosnz,,
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b = cosnz, sein. Dagegen soll fiir g Sl L 32_:: ta=0,b=1 gein.

Die Funktionen »;, und v, miissen iiberdies in dem Punkte z, ver-
schwinden, der dem Punkt z = « entspricht.

Man bildet nun die Funktion:
[
w(z') = = %(arctg a6~ dz*, (13)

wo die Integration in positiver Richtung lings des Kreises |z*| =1

gefiihrt werden soll und wo arctg — zwischen — g— und + genom-

men wird. Man bildet ferner die Fuuktlon

(&) = Uy + ek, + ik, e e

Man bestimmt k; und %, so, dall W (z,’) = 0 ausfillt. Man kehrt dann
zu den urspriinglichen Verinderlichen zuriick und driickt also W als
Funktion von z aus. Wenn man dann z = z, + 12, setzt und W in

der Form: .
W = (2, @) — 1v,(2;, )

darstellt, wo »; und v, reelle GroBen sind, so geben diese Funktionen
v;, ¥, die Losung des Problems.

§ 28. Die Druckverteilung und der Widerstand bei
zweidimensionalen hydrodynamischen Problemen.
281. Einleitung. Ist der Druck bei p — 0 iiberall stetig?

Wir haben nach den Formeln (10) im § 26:
in B,:

_Op 09? o
%= 52, ¢=eU,7z - (1=12)
in B;,I
_9¢ (aw) ; _O¢
u1-6$1 0z, + e “2”3?2’
I
g =elig
Unter ¢ haben wir die GroBe:

P+ o
verstanden. Wir haben also:

d 1
p=0U, 5’% =g o (uy® + uy?).
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Da u, beim Passieren der zylindrischen Grenzfliche zwischen B,
und B, einen endlichen Sprung macht, so mull ebenfalls p beim Pas-
sieren dieser Fliche eine Unstetigkeit aufweisen. Dies Ergebnis kann
befremdend erscheinen. Man darf aber nicht vergessen, daf} die in der
Theorie der idealen Fliissigkeiten iibliche Annahme, daf der Druck
in einer bewegten Fliissigkeit eine stetige Funktion der Raumkoordi-
naten ist, auf der stillschweigend gemachten Annahme beruht, daf3
die Groflen u A wu; beim Grenziibergange p — 0 iiberall in der Fliissig-
keit, also auch in den Diskontinuitétsflichen, gegen Null konvergieren.
DaB es im mathematischen Sinne nicht selbstversténdlich ist, daB p
bei u — 0 iiberall stetig ausfallen wird, zeigt das System:

0u; au)A dp
Q(W“L“"a_z, =~ g + nduy,
duj
oz~

das sich nur durch Vertauschen der Indizes § und % an einer Stelle
von dem System der hydrodynamischen Gleichungen unterscheidet.
Dies ist ja gerade das System, fiir welches wir den Grenziibergang
ausgefiihrt haben und bei welchem wir bei g — 0 den Druck unstetig
gefunden haben. Es zeigt, daB bei Differentialgleichungen von
demselben Typus wie die hydrodynamischen Differentialgleichungen
bei dem Grenziibergang zu verschwindendem x im allgemeinen der
Druck unstetig ausfillt und daB} also, wenn sich die hydrodynamischen
Differentialgleichungen anders verhalten, es sich dabei, mathematisch
gesprochen, um eine Ausnahme handeln muf.

Ubrigens darf natiirlich nicht vergessen werden, daB unsere Lo-
sung nur eine erste Niaherung darstellt*.

28 2. Zerlegung des Druckes in zwei Teile.

Wir setzen:
dp 1 1
U, -+ — = pv? = p U v, — = p(v,2 4+ v,%) = p".
1331 9@ g et )Y) =p

Dabei soll, wie im vorigen Paragraphen:
_ 99 _O¢

vl —A E] @2 S

dx, dz,

* Auch durch die Ausfithrungen von Prof. Zeilon, welche im Anhange mitge-
teilt werden, wird die Frage von der Stetigkeit des Druckes bei g =0 nicht in ab-
strakt mathematischem Sinne entschieden.
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sein. Wir haben dann an S,: p =’ und an S, weil dort u;> = U,? ist:

atp 1 A | "
P—9U1a—xl—'2—9U1 =p'+p”,

WO
P’ = — }o(Us2— v, —v,?).

28 2. Berechnung des Widerstandes.

Um die Resultierende der auf den Korper ausgeiibten Druckkrifte
zu berechnen, betrachten wir zunichst:

—fp'cos (nz,)ds = — ép'dxz,
8 8

wo die Integration im letzten Integral in positiver Richtung um S
herum gefithrt werden soll. Um das Integral auszuwerten, addieren wir:

—J=—0p 9501(1:11513:2 — vydzy).
Wir erhalten: ;
— é?”dmz —J=—p § Uyv,dz,— 4o 95[(”12_ 0,%)dzy — 20, v,d ],
§ 5 8

Das letzte Glied ist der reelle Teil von:

g 2
59‘4; W2dz,
S
wo W = v, — iv, eine aullerhalb von 8 reguliire analytische Funktion

von z = ¥, + 1%, ist, welche in unendlicher Ferne von derselben Ord-
nung klein wie 1/z ist. Wir sehen hieraus, daB:

lo % W2dz = 0.
Folglich: ’

Nun ist, wenn wir:
dz, = ds cos (nz,), dz, =— ds cos(nz,), (ds > 0)
setzen:
J = gfvl(vl COS (&) + vy CO8 (nTy))ds = gfvl g—%ds.
§ . &
An der Vorderseite S, haben wir: %g = U, cos (nz,) und an der Riick-
seite S;: v, = 0. Also:
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- #;p’da;2 =— gUlfvlda:2 + o | v,2dz,.
S 3]‘

Sh

Wir haben andererseits:
"f’r””d% - %Qf(Uf — 02 — v?)dzy, = Mﬂ U2 — v,?)dz,.
Sy Sy Sy

Folglich:
= f’pd% = #510'6% =t f pidmy = te f (Uy— vy)*day.
8 8 Sy Sy

Auf 8; hat dz, = ds cos (nz,) einen negativen Wert. Die Kompo-
nente der Resultierenden der Druckkrifte in der Richtung der Be-
wegung des Korpers ist also stets negativ. Der Korper hat daher stets
einen Widerstand zu iiberwinden. Wir setzen diesen Widerstand
=poU*R,, wo R, der Widerstandskoeffizient ist, und haben dann:

Widerstand = o Uy?R, = — 40 [(U; — v,)*da. (1)
Sh
Wir konnen dieser Formel eine anschauliche Deutung geben. Wir
haben in B;: 9 9
o A
U= 0z, (3x1),.+ “n
Nun verschwindet g—: in unendlicher Entfernung vom Korper. Wir
haben also in weit enltfernten Punkten von B;:
3?0) _
U= (o), =
de\ . .. de w . 5
wo (| wie frither den Wert von " auf der Riickseite des Kérpers
aﬂ?] h 03;1

bedeutet. Wir kénnen unsere Formel deshalb auch in der Form:
eU,*R, = %‘9f“12dx2

schreiben, wo die Integration jetzt iiber einen weit entfernten Quer-
schnitt des Wirbelschwanzes gefiihrt werden soll und dabei dz, > 0
angenommen werden soll. Diese Formel sagt aus:

Der Widerstand in der Richtung der Bewegung ist
gleich der kinetischen Energie, welche der Wirbelschwanz
pro Lingeneinheit transportiert.
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28 4. Berechnung des Druckes senkrecht zur
Bewegungsrichtung.

Wir berechnen jetzt die zur Bewegungsrichtung senkrechte z,-
Komponente der Resultierenden der Druckkrifte.
Wir setzen:

e %”z(”zdml — 0,d2,) = J,
S
und haben dann:

—f’p’ cos (ny)ds + J; = ?p’dml +J,=
8 S
=oU, §”1d$1 — 4o §[(‘U12"‘ 0%)dz) + 20,0,d7,] =
S 8

=oU, §U1d$1 — 0. Realteil von éwadz =oU, §91d951-
& 5

Wir haben: i
Jy=— Qf”za%ds
8

. d
und, weil an S,: R_% = U, cos (nz,), an S,: v, = 0:

T U15£v2dx2.
S

Folglich:
—fp’cos (nw,)ds = 9U19§(v1dx1 + vodx,) =0 Ulﬁdgo.
8 8

Statt der Kurve S konnen wir, wie die letzte Formel zeigt, eine be-
liebige, S einmal umlaufende, geschlossene Kurve zum Integrations-
weg benutzen. Wir wihlen dazu einen Kreis um den Anfangspunkt
mit sehr groBem Radius. Nun kann man, wie wir am Schlufl des
letzten Paragraphen gesehen haben, fiir groBes r (= Jz,% + z,2) v, und
v, durch Ausdriicke von der Form:
Az, — Baz,
mlz N :1;22 ?
darstellen. Wir erhalten demnach:

—fp’cos (nzy)ds = 2xBo U2
§

Az, + Bz,
xli e 9322

v, =U, v,= U,

Setzt man also den Druck senkrecht zur Bewegung, d. h. die Trag-
kraft = p U;2R,, so erhilt man also schlieBlich:
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oU32R,= —ffpcos(nma) ds =—fp’cos(ﬂ z,)ds —fp”cos(n:cz) ds=
& § Sp
2 2 2 (2)
=2nBoU*— %QI(DH — v daz,.
Sh

Das erste Glied unseres Ausdruckes fiir pU,2R, hiingt nur von der Zirku-
lation der Fliissigkeit um den Kérper beider Stromung v,, v, ab. Es kann
als ein Zirkulationsglied bezeichnet werden. Das zweite Glied hingt von
dem Unterdruck in der Fliissigkeit hinter dem Korper ab und kann als
eine Saugwirkung des Wirbelschwanzes auf den Korper gedeutet werden.

28 5. Zusammenfassung.

Nachdem man mittels der in § 27 dargelegten Methode die Funk-
tionen », und v, berechnet hat, erhilt man aus den Formeln:

QU R, =— 4o [(U,— v,)da,
Sh
U Ry = 2aBoU*— 4o [(Uy— v?)da,
Sp

den Widerstand o U,?R; und die Tragkraft pU,®R,. In diesen For-
meln soll die Integration in positiver Richtung um den Kérper gefiihrt
werden. Im ersten Integral ist also dx, stets < 0. B hat die angegebene
Bedeutung. B ist also ein MaB der Zirkulation um den Kérper.

§ 29. Das Problem des Kreiszylinders.

291. Bericht iiber die Methode von Prof. Burgers.
Prof. Burgers in Delft hat im Jahre 1921 den aus unserer Theorie
hervorgehenden Widerstand gegen einen Zylinder mit kreisférmigem
Querschnitt berechnet, der sich mit konstanter, sehr grofer Geschwin-
digkeit in einer reibungslosen Fliissigkeit bewegt. DieMethode von Prof.
Burgers bestand darin, daf} er fiir die Potentialfunktion den Ansatz:

=

A, cos nb

= 4,1 — E s =
@ 0 ng - nrt

z, =rcosfl, x,=—7rsinf
1 2

machte und mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die end-
lich vielen Koeffizienten 4., 4,,..., 4y so bestimmte, da die Rand-
bedingungen:
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dp

%-—ﬁ Un anS,,
42
62:2 =0 anSA

moglichst genau erfiillt wurden. Obwohl diese Methode ein sehr
groBes Interesse besitzt, wollen wir doch, nachdem durch Prof. Zeilon
eine exakte Losung des Problems gewonnen ist, von einem genaueren
Bericht iiber die Untersuchung von Prof. Burgers absehen und statt
dessen die in den zwei vorhergehenden Paragraphen dargelegte Me-
thode benutzen.

292. Berechnung der Funktion w (2).

Wir betrachten einen Kreiszylinder, dessen Radius den Wert R
haben mége. Um die in § 27 (vgl. besonders die Zusammenfassung
8. 290!) entwickelte Methode benutzen zu konnen, setzen wir:

g = 0= 6.

also: »’

2
R 2

R"
Wir haben auf S,: @ = cos 0, b = sin 9( <0<+ ) Folglich:

mm:wgpg.@f;)*l? %OM* g

Wir berechnen den reellen und den imaginiiren Teil der Funktion w auf
dem Kreise C, d. h. fiir ' = 1, r = R. Der reelle Teil hat den Wert:

1%
w(b) = 5 (e* -2~)cot%(a*_e)da*=
_’; 3
16 1\ .1
e T SR (% __ %
_ 2(3 2)f:ot2(a 6)d6* + 2
e @)
+_.

1 1
- —nf(a*— 6) cot (6% — 0) d0* =

- (e )aleos(g+ )|+ 1G4 5) +1(5 - 3)
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{ ist hier die durch die Gleichung:

£
(&) = %f&cot §d¢ (3)

definierte Funktion.
Der imaginére Teil von w(z’) nimmt nach der Definition von

w(z) (§ 274 8. 284) auf dem Kreise C' den Wert:

1. ay(8)+ iby(0) 6) =
— g8 By — w0 = (a'“"tg (e) E)

an. Wir haben also auf dem Kreise ¢, wenn: — E <0< g:
imaginarer Teil von w(z’) = — ¢ (6 - %), (4)
wenn: — < 0 L
imaginérer Teil von w(z’)= 0. (5)

Betreffend die Funktion e kénnen wir hieraus schlielen, daB
sie auf dem Kreise C(|2’| =1, |z| = R) die folgenden Werte an-

nimmt, wenn: — g <0< E:
te—10 ¢ (9 (6)
wenn: =~ <0 <3:z -
‘g g
ev(6), (7)

293. Liosung des Problems.

Um unser Problem zu lésen, d. h. um die beiden Funktionen:
dg _dg

0z’ i 0z,

zu bestimmen, haben wir nach § 27, Zusammenfassung (S. 290),
in dem Ausdruck:

e fp) 27 Ve w(z’)( )
W (') W(R) U,+e k+zkz+z

die beiden reellen Konstanten k, und %, so zu bestimmen, daB in
dem Punkte z,’, der dem Punkte z = o entspricht, W(z’) = 0 aus-
fallt. Nun ist offenbar in diesem Falle zo" = . Wir haben:

+3

- 1 o )dz*_ 2 ( ) .7
wiw)=— g [ ("= 5) S = — ga (" F) a0 = L.
?

T
o= .
¢ 2

"=

lvlrl
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Zur Bestimmung von &, und k, erhalten wir also die Gleichung:
i

U+ e ® (b + iky)=0.

Sie ergibt: i

ky+iky=—"Use ¢

Ui U
Ve Ve

Wir haben also:

W(H) WE)=U { e;(_ﬂ(l—i::—'_'__:)] (8)

Um v, und v, zu erhalten, geniigt es, W(z’) in einen reellen und

d. h.:
ky=+

einen rein imagindren Teil zu zerlegen und dann z,’ mlti , &y mib

%— zu vertauschen. Wir haben mit anderen Worten:

vy (24, @) — 109(2y, 3) = W(2').

29 4. Verhalten der Losung in unendlicher Ferne.

Besonderes Interesse hat, wie wir oben gesehen haben, das Ver-
halten der Funktion W in unendlicher Ferne. Wir wollen deshalb
dieses Verhalten untersuchen. Wir erhalten aus (1) fiir groBe |z|-Werte:

i
w(z’) = w(}z—z) L. - R (6*-— —) (cos 6% + isin 0%)dO* =

4 Tz

Die Formel (8) ergibt unter diesen Umsténden fiir grofles |z |:

(x — 2)RU,
nz ’

W(z) - (9)

Wir sehen aus (9), daB beim Kreiszylinder die S. 289 definierte
GroBe B = 0 ist und also keine Zirkulation um den Zylinder statt-
findet. Wegen der Symmetrie war dies von vornherein zu erwarten.
Wir sehen ferner, daB:

2
und also, daB der radiale AusfluB, der nach S.291 den Wert 274 U, hat,
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= 2(m— 2)RU, = 2,283RU,

ist. Prof. Burgers fand bei seiner angeniherten Losung des Problems
fiir diese GroBe den Wert 2,30RU,.

295. Werte von v, und v, auf der Oberfliche des Zylinders.
Auf der Oberfliche des Zylinders haben wir nach (8) und (6),

gr<f?<ﬂ-
W’eIlIl—2 2.

z i : .cosﬂ+isin8—@)
2 s — 2 _e@—ie [1 _ 425 _
W(R) U1!1 |/§e (1 1cosﬁ+'£sin6+'i ;
] sin (ﬁ— — E)
= U, l——l_;(sinﬂ—!—icosﬁ)e“ﬂ") 1+_2__4_ :
L m@+ﬂ
2 4 I
Wir haben also auf der Oberfliche des Zylinders, wenn
7 %

v, (0) = UI{I — %]32;?8"(9) (1 — cot (9— + f‘_))

3

2 4

v,(0) = %‘cos e ® (1 — cot (g— - 34‘))}

Wir haben dagegen, wenn r = R, % <6 < ?%ist:

W(;_e)z Ulil—%(l_cot(%—i- ’Z))}

0y(0) = W(%): U1=1—%2(1 —cot(%-—l—%))},

v,(6) = 0.

also:

29 6. Numerische Ergebnisse. Vergleich mit der Erfahrung.

Wir geben eine von Prof. Zeilon berechnete Tabelle fiir die zwei
Funktionen wieder:

[}
1(6) = %fﬂ* cot 0*d6*
0
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und:
2 + = ('t [} ) (1 8 )
0 :vr) . (G n) I | T Rald s
e el (6) — el il . 4 ' 2 4 2
cot (2 -+ 4 e cot 9 —+ i e .
Tabelle I
(@) 6 =x | @ = i
2] (=) cot(2+ 4) ew(6) e (@) Icot(2 +4) ew(6)
— 180" — 0,79 +9 0,099 2,31
— 162 —_ 0,92 18 0,198 2,07
—144 e 1,05 27 0,292 1,79
— 126 — 1,24 36 0,383 1,52
— 117 — 1,35 45 0,465 1,23
— 108 — 1,49 54 | 0,537 0,948
— 99 — 1,68 63 0,599 0,673
— 9% - 2,00 72 0,648 0,416
o~ 81 = 2,37 81 0,682 0,187
— 72 = 2,62 90 0,693 0,000
— 63 — 2,80 99 0,679 0,132
— b4 — 2,91 108 0,634 0,236
— 45 - 2,96 117 0,551 0,325
— 36 — 2,98 126 0,423 0,403
— 27 — 2,02 135 0,229 0,477
— 18 —0,198 2,85 144 — 0,538
— 9 — 0,099 2,71 162 —_ 0,667
0 0,000 2,53 180 — 0,790

Mit Hilfe der Tabelle I kann man die Werte von », und v, auf dem
Umkreise des Zylinders berechnen. Man erhilt dann p. Man hat

auf S,:
= 1 p (v, — U2 )
p=eUin—geln’+of) = — 5 =amg=+ 5 U

auf S,:
p=0Uv; — }oU

Die Tabelle II ist ebenfalls von Prof. Zeilon berechnet worden.
Sie bringt in der zweiten und dritten Kolumne die theoretisch berech-
neten Werte von »,/U; und p/p U,? auf der Oberfliche des Zylinders.
Die in der vierten und fiinften Kolumne gegebenen Werte wur-
den bei Experimenten gefunden, in denen ein Zylinder mit einem
Durchmesser von 7,5 cm einem Luftstrom ausgesetzt wurde, dessen
Geschwindigkeit in einem Experiment 25, in einem anderen 18 Me-
ter/Sekunde war.* Die Werte sind hier auf absolute Einheiten redu-
ziert. Man sieht, dall der theoretisch berechnete Druck an der Vorder-
seite des Zylinders ganz denselben allgemeinen Verlauf wie der ex-
perimentell bestimmte Druck hat und dall sogar die theoretischen

* Die experimentellen Werte sind aus Jacob, La Résistance de I'Air et I'Ex-
périence, tome 2, Paris 1921, entnommen.
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Tabelle 1T
2 ploU,? I ploU,*?
= /Uy Ple Uy Exp. U =25 { Eaxp. U =18
00 1,000 0,500 40500 | 40500
9 0,954 | 0,457 0,45 i 0,44
18 0,836 0,360 032 | 0,42
27 0,635 0,179 024 0,28
31,5 0,512 + 0,060 0,06 | 0,06
36 0,387 — 0,043 —017 | —o0,4
45 0127 | —0139 —037 | —0.20
54 —0130 | —047 —047 | —0,38
63 —0,344 — 0,635 —059 | —040
72 —0403 |  —072 —059 | —039
81 — 0,531 [ —0,605 —0,57 | —037
90 —0,416 — 0,503 —058 | —036
99 —0.275 — —047 | —o031
108 —0,216 s —0,40 —0,27
117 —0,181 — —0,33 —0,26
126 —0,159 = — =
135 — 0,144 - —021 | —o24
144 —0,131 — - | .
153 —0,126 = —024 | —o023
162 —0,120 = = i =
180 —0,117 - —022 | —o019

Werte numerisch in iiberraschend guter Ubereinstimmung mit den
experimentellen Werten sind. Man sieht auch, da8 die theoretischen
Werte am besten mit denjenigen experimentellen Werten iiberein-
stimmen, welche der groBeren Geschwindigkeit entsprechen. Auch
dies war theoretisch zu erwarten.

In Figur 1 stellt die untere, voll ausgezogene Kurve die theore-
tische Druckverteilung an der Vorderseite des Zylinders dar. Die ge-
strichelten Kurven entsprechen den beiden in Tabelle IT aufgenomme-
nen experimentellen Messungsreihen. Offenbar schlieBt sich die untere
der beiden gestrichelten Kurven, welche der Geschwindigkeit U =25m
pro Sekunde entspricht, gut an die theoretische Kurve an. Man be-
kommt aus der Figur den Eindruck, daf die beiden experimentellen
Kurven Glieder einer unendlichen Schar von Kurven sind, welche
sich bei wachsender Geschwindigkeit immer niher an die theore-
tische Kurve anschlieBen.

Die obere voll ausgezogene Kurve stellt graphisch o,/U, dar.

Mit Hilfe der Tabelle I konnen wir auch den Widerstandskoeffi-
zient R, berechnen. Das Ergebnis ist:

R, = 1,314.

Fiir einen Zylinder mit dem Querschnitt 1 ergibt dies:
R, = 0,657.
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Dieser Widerstandskoeffizient ist zu grof. Die experimentellen Be-

stimmungen ergeben etwa:
R, = 0,38.

Da der theoretische Druck an der Vorderseite des Zylinders nahe
mit dem experimentellen iibereinstimmt, so miissen wir schlieBen,
dall die theoretische Druckerniedrigung in dem Wirbelschwanze zu
groB ausfillt. Hine nihere Untersuchung bestitigt dies. Hier ist
offenbar der Punkt, wo der weitere Ausbau der Theorie einzusetzen
hat. Dies ist auch theoretisch verstindlich. Im Wirbelschwanze und
nur dort befriedigt unsere in erster Niaherung erhaltene Losung
nicht die vollstindigen Bewegungsgleichungen einer reibungslosen
Fliissigkeit.

Wie Professor Zeilon durch weitere Ausfithrung der Theorie beim
Kreiszylinder eine fast vollstindige Ubereinstimmung mit den Tat-
sachen erreicht hat, wird im Anhange gezeigt.
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§ 30. Das Problem einer diinnen Platte.

30 1. Einleitung. Konforme Abbildung.

Wir wihlen die MaBeinheiten so, dall die Breite der Platte den
Wert 2 hat. Der Neigungswinkel derselben gegen die Bewegungs-
richtung sei a. Eine mit der Bewegungsrichtung parallele, gegen die
Platte senkrechte z-Ebene (z = z; + iz,) schneide die Platte lings
der geraden Verbindungslinie zwischen den beiden Punkten 4 e«
Um unsere allgemeine Methode zur Losung dieses speziellen Pro-
blemes anzuwenden, haben wir die lings L zerschnittene z-Ebene
konform auf denjenigen Teil einer z’-Ebene abzubilden, der auBer-
halb des Kreises C, d. h. des Kreises |2’ | =1 liegt. Wenn wir die in
§ 27, Zusammenfassung, S. 290 entwickelten Formeln anwenden
wollen, miissen dabei die Punkte z = - ¢'* den Punkten 2’ = 44 ent-
sprechen. Diese Abbildung wird durch die Formel:

z
bewirkt.

30 2. Formulierung der Aufgabe.
Berechnung der Funktion ¢ (2').

Unsere Aufgabe ist, eine in der zerschnittenen z-Ebene regulire
und eindeutige, in unendlicher Ferne verschwindende Funktion
W (2) = vy (@, T) — 10,(2;, ,) zu finden, welche an der Vorderseite
der Platte der Bedingung:

v, 8ina — v,cosa = U;sina

und an der Riickseite der Bedingung:

v, =0
geniigt. Die entsprechende Aufgabe in der z’-Ebene ist eine aulerhalb
des Kreises C regulire und eindeutige, in unendlicher Ferne ver-
schwindende Funktion:

W(2') = vy(2y, 2’) — 10y(7y, @)

zu finden, welche fiir:

7 7
r=1—_<0<—

5 g (z," = r’cos 0, z,’ = r'sin ),

der Bedingung: . .
vy sina — vy, cosa = U, sing,

i1 % 3=
fiir: ¥ =1, 2<9< 3
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der Bedingung:
vi=0

geniigt. Wir sehen hieraus, dal bein; Problem der Platte:
a(@)=sna, b()=—cosa; a()=—cosa, b (0)=—sina.

Die Formel (27, 13) 8. 291 ergibt unter diesen Umstéinden:

-
n_a—xn 1 1 __(a—m) 2 —1i i(a—mn)
o /2 f(z—*ji;—_ﬂ?)dz*ﬁ .n_logz’—l—i_ 2 '
-3
Folglich:
ta ;g X .
G(z’)=e"("):z'e—i(:,i_:;) " )

Wir haben in § 27 8. 287 eine komplexe GroBe ¢ eingefiihrt. Wenn wir
sie auch jetzt benutzen wollen, miissen wir sie durch die Gleichung:
2 —1
definieren. Mit Hilfe dieser GroBe { konnen wir unser Ergebnis (2)
in der einfachen Form:
1

G(z’) = 18 C%_ (4)

schreiben.

30 3. Berechnung der Funktion 7(z). Eigenschaften.

Die Lésung unseres Problems wird nach § 27, Zusammenfassung
S. 290 durch die Funktion:

W@q=£ﬁ+w«%@+¢@%§g

gegeben. %, und %, miissen so bestimmt werden, daf in dem Punkte
zy', der dem Punkt z = o entspricht, W (2’) = 0 ausfillt. Jener Punkt
7y’ ist offenbar 2’ = . Fiir 2’ = o haben wir:

ta ixm ia

=1, e =_¢g—ta.g2 2 —g4e 2,

Zur Bestimmung der beiden reellen GroBen %, und %, erhalten wir
also die Gleichung:

fa
k,+iky=1U, €.
Sie ergibt:
a

5 k="U, cos 2.

ky = — U, sin :

20 Osgeen, Hydrodynamik
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Wir haben also:

’—
W(z') = Ul‘l — (s'm%-—icos% -:’+:)ew(t’)l =

= UI{I—e—‘“(coa;g'jr _gi_n;c;_]),. (5)

Wir haben jetzt W (z’) als Funktion von z auszudriicken. Zwischen {
und z besteht die Beziehung:

l'u]' _'Cz

Ty

Sie ergibt: o
= Ve‘“—z

= V@

Wir haben folglich:
W(z) =v,—iv,=

@ a 1

B 1' EAEY 2 \ef«+ 2z

Wir benutzen den Ausdruck (6), um das Verhalten der Funktion
W (z) bei z - o« zu untersuchen. Man findet:

W(z)—’ U]A:%B.o

Wo: i g
= 2 _-_(2_¢
A= 5 cosatsint o =3 (2 ﬂ:)cos.a, (7)
1 aY.
B_(E—;)sma. (8)

Fiir a = %haben wir nach diesen Formeln 4 = %, B = 0. Fiir kleine

a-Werte werden sowohl 4 wie B klein. Die Zirkulation hat fiir kleines a
den Wert srsin a. Dies ist die Hilfte des Wertes, den Kutta aus seiner
Theorie abgeleitet hat.

30 4. Berechnung des Widerstandes und der Tragkraft.

Um den Widerstand und die Tragkraft zu berechnen, haben wir
nach den Formeln (28,1 8. 294) und (28, 2 8. 296) die beiden Integrale:

— [0y —vifday,  [(U2—vp)da,

Sy Sp

auszuwerten. Nun haben wir auf S, nach (5), weil dort v,=0 ist:
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(Uy— )= (U, — W)2 =

2a 2a
= U,2¢—21a cos? = E" 2sin£cosﬂc7_1+ sinzﬂg?—* .
2 2 9
Wir haben auf S; ferner:
. 3 4td¢
dz, = sinae—*dz = —sina———— -
: (T+ 222

Wir bemerken, dal z* auf S; im Punkte z = —ei* den Wert — ¢ und ¢
den Wert — « annimmt. — Wir haben folglich:
sina

_f(U — v,)2da, -f(U — v dzy = U2(Jy + Iy + J3),
—sina
wo: 0 fa
J, = — sin a cos? — ¢—2ia ﬂd{
‘ 2 Er
= y
R . a & H*
JQAQSmaamEcosa-e 2 mdi,
0 3_“___1
J3 = — sin a sin? 26—3‘“ (’:E Iy 5 4.
Um J,, J,, Jg zu berechnen, betrachten wir das Integral:
e e
4L " e (9)
(€410

in dem der Integrationsweg in der Umgebung des singuléren Punktes
{=0 in der komplexen -Ebene oberhalb des singuléiren Punktes
gehen soll. Wenn wir zwei Punkte {, — {({ > 0) des Integrations-
weges miteinander vergleichen, haben wir dann:
1+£ 1+2
{=(—{)e ™, C "=—ﬂ_“‘3(—5)

Wir kinnen deshalb unser Integral (9) in der Form:

(1'—3_‘ )f(cg_i_ 1)’

schreiben. Wir konnen andererseits den Wert des Integrales (9) in
der Weise berechnen, daBl wir den Integrationsweg unbegrenzt nach

20
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oben verschieben. Dabei wird der singulire Punkt { =+ 4 iiberschrit-
ten. Wir erhalten deshalb:

e
4 I . l‘ﬁ
(Cf+ T df=—2pie? ",
Also: -
B
1+£
Tk pett
- S . 10
f(ﬁ‘“-i— 1) a sinﬁ a
Y 2
Mit Hilfe der Formel (10) erhalten wir:
in®
J,= 2a cos? %, Jy= (7w — 2a) ZIOI;:, Jy3=2(n — a) Bin"%
Folglich:
B T | cos 2(11 =
Sf(U, v, )*dz, [n (7 — 2a) i Uzt
h

Wir erhalten in #hnlicher Weise:

f(Ulz—vl2)dxz=2UIf(U1_ vl)dxz—f(Ul—vl)ﬂd%:
Sp Sp

Sp

w—2
—4nd Ul"-»«f(Ul— v,)2dz,=— (u— cosaa) Ut

Nun haben wir an S;: d:z:1 cot a dz,. Folglich:

—f(Ulz— v%)dz, = (:u:cota— — 2“) Uz
n

sina

Die Formeln (28,ji S 294), (28,3 S. 296) ergeben jetzt:

oU*R, = _i 9U1 (ﬂ—(ﬂ—2 )00382:)“
(11)
cos2a
oU, Rz—ngz(fwota—(:rzn—Q a) sma)

Die Beziehung:
R, = R, cota
driickt die Tatsache aus, daB die Kraft pU,2R,, oU,2R, die Resul-
tierende eines iiberall gegen die Platte senkrechten Druckes ist. Da-
bei ist zu bemerken, daB o U,2R, die Komponente dieser Resultie-
renden in der Richtung der negativen z,-Achse ist, dagegen o U,2R,
die Komponente in der Richtung der positiven z,-Achse.



305. Vergleich mit der Erfahrung 309

305. Vergleich mit der Erfahrung.

Die nachfolgende Tabelle enthélt in den vier ersten Kolumnen einige
numerische KErgebnisse, die aus den Formeln (11) erhalten worden sind.
R hat die Bedeutung: P

VR + R2.
Alle Resultate sind auf die Plattenbreite 1 reduziert, also die direkt
aus (11) hervorgehenden Werte nachtriglich mit 2 dividiert. Die
Kolumne R exp. enthilt experimentelle Werte. Sie sind den von Eiffel
fiir eine rechteckige Platte gefundenenWerte proportional, wobei:
Linge : Breite= 9

war. Die Werte von Eiffel’sind aber mit einem gemeinsamen Faktor
multipliziert, der so gewihlt ist, daB R fiir @ = 90° den Wert 0,78 be-
kommt, der nach Jacob* fiir eine unendlich lange, zur Bewegungs-
richtung senkrechte Platte der wahrscheinlich richtige Wert ist.

Tabelle I
a R, R, ] R Rexp. | R/Rexp.| R/R,, | (R/R,y,)exp.
00 0,000 0,500 0,500 (0,00) (o) — —
60 0,064 0,610 0,614 0,35 1,73 0,47 0,46
100 0,121 0,673 0,697 0,46 1,62 0,54 0,60

208 | 0,288 0,788 0,845 | 0,56 1,52 0,66 | 0,60-0,73
300 | 0,483 0,837 0,966 | 0,81 1,59 0,75 | 0,73—0,80

400 | 0,602 | 0,824 1,078 — s 0,84 0,82
450 | 0,785 | 0,785 1,112 - e =
60° | 1,047 | 0,607 1,212 | 0,73 1,66 | 0,04 0,94
700 | 1,177 | 0,172 1,252 — — - -
90° | 1,285 | 0,000 1,285 | 0,78 1,65 1,00 1,00

Wir sehen aus dieser Tabelle, daB die theoretischen R-Werte
durchweg grioBer als die experimentellen Werte sind. Wir sehen aber,
daB im Intervalle 6° < a < 90° das Verhiltnis zwischen dem theore-
tischen und dem experimentellen B-Wert annéhernd konstant ist.
Dies tritt besonders deutlich in den zwei letzten Kolumnen der Ta-
belle zutage. Besonders hervorzuheben ist die geringe Abhingigkeit
vom Neigungswinkel, welche sowohl der theoretische wie der experi-
mentelle R-Wert im Intervalle 60° < a < 90° aufweist.

Bei kleinen Neigungswinkeln (a < 6°) steht die Theorie in schrof-
fem Widerspruch mit den Tatsachen. Es ist nicht schwer, den inneren
Grund hierfiir zu finden. Im Grenzfalle a =0 wiirden nach den Ergeb-

* Jacob, La Résistance de I’Air et I’Expérience. T. I, S. 106 u. 110, T. II, Tab. 1.
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nissen, welche wir beim Grenziibergange u — 0 gefunden haben, beide
Seiten der Platte zur Vorderseite S, gehoren. Die Fliissigkeit wiirde
also an beiden Seiten der Platte gleiten und die Platte wiirde unter
diesen Umstdnden gar keine Bewegung in der Fliissigkeit hervor-
rufen. Wir wiirden also notwendig R = 0 haben. Hier aber, wo wir
zuerst bei @ > 0 den Grenziibergang y — 0 und dann den Grenziiber-
gang a — 0 ausgefiihrt haben, bekommen wir eine Bewegung, bei
welcher die Fliissigkeit immer noch an der einen Seite der Scheibe
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haftet, wiihrend sie an der anderen Seite gleitet. Dal wir unter
solchen Umstiinden Ergebnisse erhalten, die nicht mit den Tatsachen
iibereinstimmen, kann nicht Wunder nehmen. Immerhin stellen diese
Ergebnisse die Theorie vor neue und interessante Aufgaben.

Dr. Zeilon, dem wir die Theorie der Platte verdanken, hat auch
das Moment der Druckkriifte auf die Platte in bezug auf die Mittel-
linie derselben berechnet. Er hat aus seiner Formel die in der
nachfolgenden Tabelle enthaltenen theoretischen Werte berechnet.
Die experimentellen Werte sind Messungen von Eiffel entnommen.
Sie sind auf die Breite 2 reduziert. Bei diesen Messungen war
Linge : Breite = 6.

Dr. Zeilon hat auch die Druckverteilung auf beiden Seiten der
Platte untersucht. Die Ergebnisse fiir die Vorderseite der Platte sind
in Fig. 2 dargestellt.
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Tabelle IT
a= 10° 25° 40° 60° 90°
[§ 'pads] theor. 0,117 0,192 | 0,188 0,156 0
|:§ psda] exp. 0,250 0,204 0,192 0,150 0

Die voll ausgezogenen Kurven geben bei verschiedenen Neigungs-
winkeln a die theoretische Druckverteilung. Die gestrichelten Kurven
beziehen sich auf die bekannten Messungen von Eiffel. Wenn man
bedenkt, dal die Theorie ja nur eine erste Niaherung darstellt und
daf die Messungen von Eiffel sich auf Platten von endlicher Linge
beziehen, darf man wohl die Ubereinstimmung zwischen Theorie und
Erfahrung als iiberraschend gut bezeichnen.

Auf der Riickseite ist der Druck in Ubereinstimmung mit den
Tatsachen anndhernd konstant. Dagegen fillt der Unterdruck dort
zu grol} aus. Auf diesem Umstand beruht es, dal} die theoretischen
R-Werte zu grol3 ausfallen.

§31. Die kreisformige Platte und verwandte Probleme.

311. Formulierung des Problems.

Das Problem der kreisformigen Platte erheischt, wie wir schon
in § 23 gesehen haben, die Bestimmung einer auBlerhalb von der
Platte reguliren und in unendlicher Ferne verschwindenden Poten-
tialfunktion, 4, welche an der Vorderseite der Platte, etwa fiir z, =
+ 0, R=Jz2 + z,® < a der Bedingung:

04

9z, ~ U

an der Riickseite derselben, d. h. fiir #; = — 0, R < a, der Bedin-
gung A = 0 geniigt. Wenn wir diese Funktion 4 bestimmt haben,
8o haben wir:
in B,:
Up== 3 (1=1,2,3)
in By:
=%“(3_zi) £+ u=67A u=@,£.
M= gs, T 0z )ee o, Y T 02 T By
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Wir kénnen die mathematische Aufgabe, von deren Erledigung
die Losung des Problems der kreisférmigen Platte abhingt, auch in
etwas anderer Weise formulieren. Wir haben am Schlusse des ersten
Paragraphen bei der Ableitung der Gleichungen III 8. 12, die Geschwin-
digkeitskomponenten der Fliissigkeit, auf ein Koordinatensystem, in
welchem der Korper ruht, bezogen, mit #; (j =1, 2, 3) bezeichnet und
wir haben: %, = u; — U, %, = Uy, Ug= uy gesetzt. Wenn wir jetzt:

— Uz, +4=9
setzen, so ist @ eine auBerhalb der Platte regulire Potentialfunk-
tion und wir haben:

illB,: a_aqi

A " 0y’

. Id (30 00 0D (1)
= e 05) =02 B=da

Die Potentialfunktion @ muB sich in unendlicher Ferne wie:

#Ula:,_+Konst.+%+u-

(R =V, + 2, + -'”"32)

verhalten. Auf der Platte mu @ den Bedingungen:

auf S,: P
auf S:
D=0 (3)

geniigen. Wenn es also gelingt, eine Potentialfunktion @ mit diesen
Eigenschaften zu bestimmen, so ist das Problem der kreisformigen
Platte gelost. DaB dieses Problem l6sbar ist, haben wir iibrigens
schon in § 23 gesehen. Wir haben dort auch das Hilfsmittel kennen-
gelernt, das zur Losung des Problems fiihrt: die vierwertigen Poten-
tialfunktionen, deren Werte bei Umkreisung der Randkurve der
Platte permutiert werden. Es handelt sich jetzt um die explizite Aus-
fithrung des in § 23 angedeuteten Geedankens.

31 2. Einfiihrung von dipolaren Koordinaten.

Wir setzen:
asinv = - asinhyp u

— . auny Vo2 I e
P17 Goshyp u+ cosv’ B=}zt+5 coshyp u + cosv )

Wir bemerken, daB ein Punkt z,, R, fiir welchen R < a, =40
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ist, auf der Vorderseite S, der Platte liegt, ein Punkt fiir welchen
R <a, ©,= —0 ist, dagegen auf der Riickseite der Platte. — Wir
betrachten jetzt die reziproke Entfernung der Punkte z,, 2,, 2, und
atgda,0,0. Es ist:
1

V(z,— atg ta)® + 22 + "732 g
vorausgesetzt, daB die Wurzeln rechts mit solchen Vorzeichen genom-
men werden, daB sie fiir reelle Werte von z,, z,, z,, a, d. h. fiir
0<u<w, 0<v< 2, —0<a<+ o, positiv ausfallen. Wir
schlieBen aus (5), daB die Funktion:

Jcoshyp u + coswv

Ycoshyp %+ coswv
I/coéhyp % —cos (v —a)

®)

r 1
COS —

Jcoshyp u— cos (v — a)
fir alle a, als Funktion von z,, z,, z; aufgefaBt, der Laplaceschen
Gleichung geniigt.

313. Einfiihrung einer aus vierwertigen Funktionen auf-
gebauten Potentialfunktion mit Hilfe der Sommerfeldschen
Methode. Eigenschaften derselben.

Wir betrachten jetzt die Funktion:

¢1(-"*'1’ E)

~ Yeoshyp u+ cosv{f 1 da i
) }/coshyp u

8ms —cos (v —a) 4 ¢ %

1 da _;

fl/coshyp u—cos(v + a) —%
o sin & i (6)

. Jeoshyp u + cos v 1

1
8mi f]/coahyp %—cosa (sin a—v+v

() 4
1
g —m—_) da.

+

. @—Vy—

sin —2—

Wir wihlen den Integrationsweg (W) des letzten Integrals in der
folgenden Weise. Ein Zweig geht etwa vom Punkte a ={u -+ &+ icw
(¢ > 0) aus, umkreist in negativer Richtung den Punkt a = su und
kehrt ins Unendliche zuriick, etwa nach dem Punkte a =tu — & + ic0.
Ein anderer Zweig des Integrationsweges (W) ist das Spiegelbild des
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ersten in bezug auf den Punkt @ = 0. Wie die Integrationswege (W,)
und (W,) zu wihlen sind, damit die Beziehung (6) besteht, ist leicht
ersichtlich und hat hier keine Bedeutung*.

Wir setzen vy= 7 und wollen unter dieser Voraussetzung die
Eigenschaften der Funktion ®; untersuchen. Wir nehmen an, da8
0<v=<2n ist. In dem Bereiche des z, , z;-Raumes, wo u > 4
> 0 ist, ist dann offenbar @, eine regulire Losung der Laplaceschen
Gleichung, welche auf S,, also fiir v = 0, der Bedingung:

00, _
0 O

und auf 8;, also fiir v= 2z, der Bedingung:
Ql = 0

geniigt. Um zu untersuchen, wie sich @, verhélt, wenn u sich dem
Werte Null nihert, bemerken wir, daB, wenn |7 —v|> & > 0 ist, @,
auch in der folgenden Weise dargestellt werden kann:

—e+im +e—im
@, (z,,B)= V""”h“;:{"‘ ‘“’”[ f F(a)da+ f F(a)dal- ()
' —e—i® +etim

Wir haben hier zur Abkiirzung:

1 1 1
— = F
Yeoshyp u— cosa(sin a—’;o-i- ot sin & t;o— v) (a)

gesetzt. Die Integrationswege in (7) sollen zwei mit der imaginiren
a-Achse parallele Geraden sein. Wir sehen aus dieser Darstellung,
daB @,(z,,R) in dem Bereiche des z-Raumes, wo |7 —v|> & ist,
endlich und regulir bleibt, wenn u gegen Null konvergiert. Um
schlieflich festzustellen, wie sich @, verhilt, wenn % gegen Null
und gleichzeitig v gegen m konvergiert, das heifit, wenn der Punkt
Ty, Ty, %3 sich ins Unendliche entfernt, bemerken wir, da8, wenn
|m—wv | < e ist, rechts in (7) noch ein Glied hinzukommen muB.
Dieses Glied rithrt von dem singuliren Punkte a = m — v her, der,
wenn v den Wert = L ¢ passiert, den Integrationsweg eines der
beiden Integrale in (7) durchdringt. Das Glied hat den Wert -+ 1.
Wir haben also, wenn |7z — v | < ¢ ist:

a—v,

* Die Vierwertigkeit der einzelnen Integrale in (6) rithrt vom Nenner sin 4

— vy v n 2= P —Y
L
4 4

. a
bzw. sin her.
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—ettm +e—im
= Jeosh
ml(zl,R]=%g;’;°°”f Fla)da+ | F(a)da+1. (8)
—e—1i +e+41i

Wir sehen hieraus, daB:
(151(..":1, l_i’) -1,
wenn:
R= 12 - RE — 0o,

Man beweist in dhnlicher Weise, dal bei R — o, d. h. bei v — z:

dD, G 1 _
(aTo)v.-,? YeRhTe S ache (W Yeoshyp u —cos(ve—v)).,.-,, =

sinv zy

~ 2(coshypu + cosv) 2a

314. Liosung des Problems.
Wir schlieBen aus diesen Ergebnissen, dal der Ausdruck:

[(MUH,;Zo +1) qjl]., =9

wo A eine beliebige Konstante ist, eine Potentialfunktion definiert,
welche auBerhalb der Platte regulir ist, sich in unendlicher Ferne von
einer belanglosen Konstante abgesehen wie:

¢
C— U 124 + F + it
verhélt und auf der Platte den Bedingungen:
auf S,: @ i
dz,
auf S;:
D=0
. geniigt.

315. Das Verhalten der Losung am Rande der Scheibe.

Wir haben bis jetzt die besonderen Verhiltnisse am Rande der
Platte auBler acht gelassen. Um die Konstante 4 zu bestimmen, ist es
notwendig, auf sie Riicksicht zu nehmen. 4 so zu bestimmen, daf} die
Geschwindigkeitskomponenten, also die GréBen:

oD
7%
am Rande endlich bleiben, ist unmoglich. Dies ist aber auch nicht
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notig. Was wir verlangen miissen, ist nur, daB die Resultierende der
Druckkrifte auf die Platte einen endlichen Beitrag hat. Dafiir ist
notwendig und, wie wir unten zeigen werden, auch hinreichend, daf:

00
0z,

auf der Riickseite der Platte quadratisch integrierbar ist. Was wir

verlangen miissen, ist also, daB:

sfh f (g%)zdxzdzsg

einen endlichen Wert hat. Es 1aBt sich zeigen, daBl durch diese Be-
dingung A eindeutig bestimmt ist und daB 1 den Wert } haben muB.
Man kann ferner zeigen, dall, wenn 1 diesen Wert hat,

oD
92,
in der Nihe des Randes wie (a— I_E)_i unendlich wird und also tat-

gichlich auf S, quadratisch integrierbar ist. Auf den Beweis dieser
Siitze gehen wir nicht ein.

31 6. Berechnung des Widerstandes.
Vergleich mit der Erfahrung. Verwandte Probleme.

Um den Widerstand der Fliissigkeit gegen die kreisformige Platte
zu berechnen, wenden wir den Impulssatz an. Um die Platte mit der
Geschwindigkeit U, vorwirts zu treiben, muB auf sie eine Kraft wirken,
welche dem pro Sekunde gewonnenen Zuwachs des Impulses der ganzen
Fliissigkeit gleich ist. Der Zuwachs, den der Impuls der Flissigkeit
wihrend der Bewegung erfihrt, besteht darin, dal der Wirbelschwanz
sich verlingert hat. Offenbar ist der Impuls mit der Bewegungsrich-
tung der Platte parallel. Der Zuwachs desselben wihrend einer Se-
kunde ist deshalb:

eqffufdwzdxa,

wo wir mit @ einen Querschnitt des Wirbelschwanzes in grofer Ent-
fernung hinter der Platte bezeichnen. Wir haben deshalb auf @:

3 BA) B (aqb)
w== (gt t=(5z),
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Wenn wir mit wa?p U;2R; den Widerstand der Flusmgkelt gegen die
Platte bezeichnen, so haben wir folglich:

ﬂ.aﬁe Ulle = e!f(a—%)hdxzdﬁac
h

Das Integral, durch welches wir @, dargestellt haben, ist offen-
bar ein elliptisches Integral. Auch:

6=

liBt sich durch elliptische Integrale und zwar durch zwei (im Le-
gendreschen Sinne) ,,vollstiindige* elliptische Integrale dritter Art
ausdriicken. Wenn wir namlich zur Abkiirzung:

2a? 2

setzen und wenn wir durch die Beziehungen:

wdu _H
IWW:&”') Y
(1]

uwdu _
Vu(Ku+1) (1 — u?)

2

zwel Funktionen von K definieren, so haben wir auf S;:

o6 2 (3 % } )
a—xl—;‘;(IK H, +K*H,)-
H, und H, sind vollstindige elliptische Integrale dritter Art und
konnen deshalb durch die Legendreschen Integrale E und F aus-
gedriickt und mit Hilfe der Tabellen iiber E und F auch numerisch
berechnet werden, Dr. Zeilon hat indessen vorgezogen H, und H, neu
zu berechnen. Aus der so erhaltenen Tabelle der Werte von

00

oz,
auf S, hat Dr. Zeilon schlieBlich den Widerstand berechnet. Er findet

natoU R, = 1,179ma?o U2,
also:
R;=1,179.
Die Methoden, welche wir in diesem Paragraphen benutzt haben,

lassen sich auch in einigen anderen Fillen anwenden. So hat Dr. Zeilon
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nach diesen Methoden die Bewegung einer Halbkugel in einer Fliissig-
keit untersucht. Fiir den Widerstand fand er:

wenn die krumme Fliche vorangeht:
0,611 =a%o U,

wenn die ebene Fliche vorangeht:
0,622 wa?p U,

Die hier angegebenen Widerstinde sind, mit den experimentellen
Werten verglichen, etwa in demselben Mafle zu groB wie die Wider-
stinde, welche wir bei den zweidimensionalen Problemen gefunden
haben. Auch bei den Raumproblemen fallt also die Druckerniedrigung
im Wirbelschwanze zu groB aus. Wenn dieser Umstand nachdriick-
lich daran erinnert, daf unsere Losung des hydrodynamischen Pro-
blemes nur eine erste Niiherung darstellt, so bleibt es andererseits
sehr bemerkenswert, daB schon die Beriicksichtigung der linearen
Glieder der Bewegungsgleichungen ein sowohl bei den kleinsten wie
bei den groBten Geschwindigkeiten qualitativ richtiges Bild der Be-
wegung gibt und daB die daraus berechneten Widerstinde in dem
weiten Bereich von den kleinsten zu den groBten Geschwindigkeiten
hinsichtlich der Gré8enordnung richtig sind.



	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	Seite 212
	Seite 213
	[Seite]
	Seite 215
	Seite 216
	Seite 217
	Seite 218
	Seite 219
	Seite 220
	Seite 221
	Seite 222
	Seite 223
	Seite 224
	Seite 225
	Seite 226
	Seite 227
	Seite 228
	Seite 229
	Seite 230
	Seite 231
	Seite 232
	Seite 233
	Seite 234
	Seite 235
	Seite 236
	Seite 237
	Seite 238
	Seite 239
	Seite 240
	Seite 241
	Seite 242
	Seite 243
	Seite 244
	Seite 245
	Seite 246
	Seite 247
	Seite 248
	Seite 249
	Seite 250
	Seite 251
	Seite 252
	Seite 253
	Seite 254
	Seite 255
	Seite 256
	Seite 257
	Seite 258
	Seite 259
	Seite 260
	Seite 261
	Seite 262
	Seite 263
	Seite 264
	Seite 265
	Seite 266
	Seite 267
	Seite 268
	Seite 269
	Seite 270
	Seite 271
	Seite 272
	Seite 273
	Seite 274
	Seite 275
	Seite 276
	Seite 277
	Seite 278
	Seite 279
	Seite 280
	Seite 281
	Seite 282
	Seite 283
	Seite 284
	Seite 285
	Seite 286
	Seite 287
	Seite 288
	Seite 289
	Seite 290
	Seite 291
	Seite 292
	Seite 293
	Seite 294
	Seite 295
	Seite 296
	Seite 297
	Seite 298
	Seite 299
	Seite 300
	Seite 301
	Seite 302
	Seite 303
	Seite 304
	Seite 305
	Seite 306
	Seite 307
	Seite 308
	Seite 309
	Seite 310
	Seite 311
	Seite 312
	Seite 313
	Seite 314
	Seite 315
	Seite 316
	Seite 317
	Seite 318

