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Einleitung .
Die Flüssigkeit , welche für uns die weitaus größte Bedeutung hat ,

ist das Wasser . Der Koeffizient der Zähigkeit \i hat für das Wasser
einen kleinen Wert (bei 15° C 0,0113). Unter diesen Umständen hat
die Frage , wie sich eine Flüssigkeit bei verschwindender Zähigkeit
bewegen würde , ein sehr großes Interesse . Es kann scheinen , als ob
man diese Frage sofort und ohne Schwierigkeit beantworten könne .
In der Tat liegt der Gedanke nahe , den Grenzübergang zu verschwin¬
dender Zähigkeit einfach so auszuführen , daß man in den Differen¬
tialgleichungen für die Bewegung einer zähen Flüssigkeit fi = 0 setzt .
Man kommt in dieser Weise zu den Eulerschen Differentialgleichungen
für die Bewegung einer Flüssigkeit :

zurück . Das Studium dieser Gleichungen hat indessen zu Ergebnissen
geführt , die mit den jedermann geläufigen Tatsachen in Widerspruch
stehen . Die auf sie begründete Theorie der idealen Flüssigkeit lehrt ,
daß ein Wirbel niemals in einer Flüssigkeit entstehen kann . Sie lehrt
ferner , daß ein starrer Körper , der sich mit konstanter Geschwindig¬
keit in einer Flüssigkeit bewegt , keinen Widerstand erfährt (das Para¬
doxon von Euler oder von d’Alembert ).

Welcher ist der innere Grund dieses Widerspruches zwischen der
hydrodynamischen Theorie und der Erfahrung ? Kann er nicht in der
Art der Ausführung des Grenzüberganges zu verschwindender Zähig¬
keit liegen ? Es gibt von einem rein mathematischen Gesichtspunkte
aus einen Grund , zu bezweifeln , daß man den Grenzübergang in der
oben geschilderten einfachen Weise ausführen kann .

Bei Differentialgleichungen hängt der analytische Charakter der
Lösungen wesentlich von den Gliedern höchster Differentiationsord¬
nung ab , also bei den Differentialgleichungen für die Bewegung einer

zähen Flüssigkeit von den Gliedern der Form (höchste Ableitung
dv

in bezug auf t), /xA Uj, Es ist unter diesen Umständen mathe -
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212 Einleitung

matisch nicht ohne weiteres erlaubt , den Grenzübergang in der Weise
auszuführen , daß man einfach die mit /u behafteten Glieder wegläßt .

Wir werden so zu der Aufgabe geführt , den Grenzübergang zu
verschwindender Zähigkeit in exakter Weise auszuführen . Wir schrei¬
ben die hydrodynamischen Differentialgleichungen in der uns wohl -
bekannten Form (vgl . S. 12, P ) :

\ duf (du , du k\ dq du ,-s\w +"‘(wr ^J =- d,+'‘Au<’äiT0'
1 = r + ie «2-

Wir gehen von einem Zustand aus , in welchem die Flüssigkeit
ruht . Anfänglich gibt es also keinen Wirbel in derselben . Wenn die
überlieferte Theorie der idealen Flüssigkeiten der Wahrheit entspricht ,
so würde , wenn [i — 0 wäre , auch fernerhin kein Wirbel in der Flüssig¬
keit entstehen können . Nach dieser Theorie behält in der Tat die
Zirkulation : /.

W Ujdxj

für jede geschlossene , von Partikeln der Flüssigkeit gebildete Kurve
einen konstanten , von der Zeit unabhängigen Wert . Wenn anfangs
die Zirkulation für jede geschlossene Kurve den Wert Null hat , was
insbesondere dann der Fall ist , wenn die Flüssigkeit anfangs ruht ,
so muß also in jedem Momente für jede geschlossene Kurve die Zir¬
kulation verschwinden . Das ist nur ein anderer Ausdruck dafür , daß
die Bewegung wirbellos ist . Wenn jetzt fi nicht Null , aber doch sehr
klein ist , so treten zu den Eulerschen Differentialgleichungen nur die
kleinen Glieder fiA w;-. Wir hätten also zu erwarten , daß die Wirbel¬

komponenten : du1 _ du k
dxk dxj

sehr klein sind und daß sie beim Grenzübergange /jl -*•0 gegen Null
konvergieren . Wenn die Wirbelkomponenten klein sind , so sind auch
die Größen :

OUj ou k\
®Uk\dx k dxj

klein . Wir begehen dann einen kleinen Fehler , wenn wir in unseren
hydrodynamischen Differentialgleichungen jene Glieder vernachlässigen
und dieser Fehler muß gleichzeitig mit /j. gegen Null konvergieren .
Sind unsere Voraussetzungen richtig , so müssen wir durch Lösung
des Systems :

du , _ dq duj , 1
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bei entsprechenden Randbedingungen ein annähernd richtiges Bild
der Bewegung bekommen . Wenn dieses Bild bei /i ^ Omit der Theorie
der idealen Flüssigkeiten übereinstimmt , so erhält diese Theorie da¬
durch eine Bestätigung . Wenn dagegen die gefundene Bewegung bei
[i - »■0 mit irgendeiner der zugrunde gelegten Voraussetzungen nicht
übereinstimmt , dann muß mindestens eine jener Voraussetzungen
falsch sein . Aber unter unseren Voraussetzungen gibt es nur eine ,
an welcher wir füglich zweifeln können , eben die, daß bei verschwin¬
dender Zähigkeit die Theorie der idealen Flüssigkeiten die Wahrheit
trifft . Unsere Methode gibt uns also , soweit dieses theoretisch möglich
ist , ein Mittel , zu entscheiden , ob diese Theorie eine physikalische
Bedeutung hat oder ob sie nur eine mathematische Fiktion ist .

Unsere Methode besitzt aber nicht nur das oben dargelegte nega¬
tive Interesse , sondern auch ein nicht geringeres positives Interesse .
Es gibt keine andere allgemeine Methode , die hydrodynamischen
Differentialgleichungen zu behandeln , als diejenige , welche darin be¬
steht , daß man zunächst die quadratischen Glieder vernachlässigt
und nach Lösung der so erhaltenen linearen Gleichungen durch die
Methode der sukzessiven Näherungen die anfangs vernachlässigten
Glieder berücksichtigt . Auch bei kleinem /i ist dies die einzige bis
jetzt bekannte mathematisch sichere und zuverlässige Methode , die
zu unserer Verfügung steht . Von diesem Gesichtspunkte aus stellt das
durch unseren Grenzübergang erhaltene Ergebnis eine erste Näherung
der erstrebten , vollständigen Lösung dar . Aus den Widerstandsberech¬
nungen von Zeilon geht nun hervor , daß diese erste Näherung viel
mehr ergibt , als man von vornherein erwarten konnte . Die Druck¬
verteilung auf der Vorderseite eines Körpers kommt in den von diesem
Forscher behandelten Fällen schon bei dieser ersten Näherung fast
genau richtig heraus . Und wenn bei dieser ersten Näherung der
Unterdrück auf der Rückseite des Körpers zu groß ausfällt , so kann
man , wie Zeilon an dem Beispiel des Kreiszylinders gezeigt hat , durch
weiteren Ausbau der Theorie in zweiter Näherung auch in diesem
Punkte zu einer fast vollständigen Übereinstimmung mit den Tat¬
sachen gelangen . An dieser Stelle mag schließlich an die schöne
Theorie des Magnuseffektes erinnert werden , die Prof . Zeilon in nahem
Anschluß an die in diesem Teile entwickelten Gedanken und Metho¬
den gegeben hat . Über die zuletzt erwähnten Arbeiten von Zeilon
gibt der Anhang einen Bericht .



§ 23. Ein spezieller Fall . Eine dünne Platte .
231 . Ansatz zur Lösung des Problems im Anschluß an den

früheren Ansatz bei dem Ellipsoid .
Wir betrachten in diesem Paragraphen einen speziellen Fall . In

einer zähen Flüssigkeit , welche sonst den ganzen Raum einnimmt ,
bewege sich eine unendlich dünne , ebene Scheibe mit konstanter Ge¬
schwindigkeit U in einer gegen die Scheibe senkrechten Richtung .
Wir benutzen ein Bezugssystem , dessen Anfangspunkt auf der Scheibe
liegt und sich mit dieser bewegt , und dessen â -Achse mit der Be¬
wegungsrichtung der Scheibe parallel und gleichgerichtet ist . Wir
wenden in unserer üblichen Weise für die Geschwindigkeitskompo¬
nenten der Flüssigkeit , auf dieses Koordinatensystem bezogen , die
Bezeichnungen : — U -f- uv uv u3 an . Zur Bestimmung der Größen u,
haben wir das System IIP 5 S. 13 :

„ duj dq sdiij du k\

5 = V + ip «2
und die Kontinuitätsgleichung :

= (2)

Wir vernachlässigen die rechten Seiten der Gleichungen (1) und suchen
das so erhaltene System :

rT dui dq _ duj .
fiAuj + Ql 7 — - ^ - = 0 , ^ = 0 (3)

n dem Grenzfall p = 0 zu lösen .
Wir bezeichnen mit | 1= 0, | 2, f3 die Koordinaten der Punkte der

Scheibe . Wir setzen wie üblich gU /Zp = a. Nach unseren Annahmen
ist a > 0. Wir setzen ferner :

r = i xi + (x2— £2)2 + (*3— I3)2 j s = r
OS

i r 1 p — a
f ) = — - — da -aj a
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Die Funktion 0 genügt , wie wir Seite 33 gesehen haben , den par¬
tiellen Differentialgleichungen :

9 p —os

Ax0 = ^ v - , (4)
d0 2

Ax0 + 2a faT = y (5)

Wir bezeichnen mit 9?i ,<p2,9>3 drei Funktionen von f 2,f 3 und versuchen
unser Problem durch den Ansatz (vgl . § 18) :]

(6 )

zu lösen . S ist hier die Oberfläche der einen Seite , etwa der vorderen
Seite der Scheibe . dS $ = d%xd%2 ist ein Element von S .

23 2. Aufstellung von Integro -Differentialgleickungen zur
Bestimmung der Funktionen <pu cp2, q>3.

Unser Ansatz (6) genügt wegen (5) den partiellen Differential¬
gleichungen (3). Die Größen u}- verschwinden in unendlicher Ferne .
Zur Befriedigung der Grenzbedingungen ux= U, u2= u3= 0 an bei¬
den Seiten der Scheibe verfügen wir über die drei Funktionen <pv q>2, (p3.

In der ersten Gleichung (6), die wir wegen (4) auch in der Form :
r e—as d C d&

« , = 2 oj Vi — dS s - w Jo n Wxk dS s (7)£ s

schreiben können , setzen wir zunächst j = 1. Wir setzen der Kürze

wegen b̂emerke hier und im folgenden , daß = —!j :
d0 1 — e ~ as

o ^ - =-- - « Pfc - f ). (8)

Wir bemerken , daß , wenn der Punkt xlt x2, x3 sich in der Umgebung
des Punktes | x= 0, | 2, | 3 befindet , der Ausdruck :

dP os x,
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verhält , und daß für xx= 0, r > 0 :
dP a

= _ p — or ,
ÖX! r0

wo : r0= [r]Xi= 0 = i (x2— | 2)2+ (x3— f 3)2.

Die Gleichung (7) ergibt unter diesen Umständen , für j —1:

/ g— Ö C ^ /*<Pi — &&S J 9>, P « - odS e J i = o^ ^ i •s 0 2s 8 s

Zur Bestimmung von 9o1, <p2, <p3 erhalten wir so eine erste Gleichung :

of <Ple— ~ dS , - ~ s <p2P Xl=0dS £- A f <p3P Xi=0dS s = ü . (9)

Sie muß erfüllt sein, wenn der Punkt x1= 0, x2, x3 im Inneren von
S liegt .

Weitere Gleichungen zur Bestimmung von 9?1; 9?2, (p3 erhalten wir
aus den zwei übrigen Gleichungen (7). Die Grenzbedingungen u2=
m3= 0 an der Scheibe ergeben :

u e-= ?

r e~~arf> d r
2 ° I <p 3 ( ^ 2 > £3 ) - 7 — ss ( — ßZrr

r d&
1o<Pks dx k\

r d&
J a<p* dxk

* i = 0
= 0 ,

dSg = 0,
^1= 0

( 10 )

wenn = 0 ist und wenn der Punkt = 0, x2, x3 im Inneren der
Platte liegt . Wir können die letzten Gleichungen auch in der Form :

Id0 ]
of <Ph(h f.) dx k dS ( = iny )(x2, x3

Xx— 0

2 o | 9Y's
schreiben .

2 o 9?3

( ii )

23 3. Vereinfachung der Integro -Dilferentialgleichungen
bei fi -* 0.

Die Gleichungen (9), (10) — oder (9), (11) — sind leider zu kom¬
pliziert , um eine Lösung in einfacher Form zu gestatten . Zum Glück
vereinfachen sie sich wesentlich in eben dem Falle , der für uns das
größte Interesse besitzt , dem Grenzfalle fi = 0, dies wenigstens dann ,
wenn wir voraussetzen dürfen , daß beim jx-* 0, also bei o -*00 die Funk -
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tionen <px, q>2, <p3, xp gegen endliche , stetige und differenzierbare Funk¬
tionen 99 >3<°), konvergieren , und zwar in solcher Weise , daß :

lim P - = Ä =
f.i —>0U 3'2 *̂ 2 H —►0 ^ *̂ 3 U

Man hat , wenn 9? eine stetige Funktion ist und wenn der Punkt xx= 0,
x2, x3 zur Scheibe gehört :

s e - CT‘
lim o <p(g2, i 3) dS g =

f‘~̂ ° g ro

= lim olj <p (x2 -1- r0 cos $ , x3 -\- r0 sin # )e~ <”'»dr 0d # =
a —> co g

= lim aJJ <p (x2 + r0 cos # , x3 + r0 sin ‘&) e ~ ar' dr 0d & =
a^ a> r0<£

= lim ocp(x2 , x3)f Je ~ ar°dr0 d& +
CT̂ °° r0<c

-(- lim oj J "[95(a:2-|- r0cos ^ , a;3-(- r0sin ^ ) — 9p(a:2,a;3)] e_ (7r«dr0d^ =
<7 - > co r„ < e

= 2jT9?(a:2, a;3).

Dagegen ^ ^ f - 0,j r0

wenn der Punkt = 0, x2, x3 außerhalb von S liegt . Wir haben ferner :

lim f <p (i 2, i 3) P Xj= 0dS £ = f ^ - dS (oJ J r0

lim o L (i t , i 3) W \ dS g = L (S2, | 3) ^ dS g

usw. Wir bekommen also zur Bestimmung von 9̂ °), 992(0), 9?3(0), 9>(0)
die Gleichungen :

952(0) (* 2 . * 3) = 9>8(0) (* 2 . * 3) = ^ - )2 17•‘'s

d dS £ d dS g
at = U ’r0

(12 )

- [ <Pi(0)(£2, £3) ^ = 0.J /0__ 5 u
* Von diesen Voraussetzungen unabhängige Untersuchungen über den Grenz¬

übergang [x -» 0 werden in § 26 mitgeteilt .
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23 4. Vereinfachung der Integro -Difterentialgleichungen
für die Funktionen ^i(0) und ip(i)).

Wir wollen annehmen, daß die Funktion am Rande der Scheibe
verschwindet. Wir haben dann :

d- /> «»
— 1

-dy (°) dS s
dxoJ d | 2 »0

— 1
•d v (° ) dSz

dxoJ
3 s T17 r°

Cdtp(0) x 2 - - S2

2 r >
2

3

iS , ,

{ ro

2 % ^ 2

d2
dx22 + ^ t ) sf m(i 2, £, ) log = 27ry>«»(a:2, ^3)>

wenn der Punkt *2, oj3 auf S hegt.
Wir erhalten also zur Bestimmung von <p^ und die Gleichungen:

2n̂ \x2,x.,)_ /^ + * ) fT(0)(l2. f.)
2 3 s 0

27t V»(0) (* 2 . * 3) — f <Pl (0) (l 2> = ° -i ro

(13)

Sie müssen erfüllt sein, wenn der Punkt xx= 0, x2, x3 im Inneren von
S liegt.

235 . Zurückführung der Funktionen 93p0' und
auf eine Potentialfunktion A.

Die Bestimmung der Funktionen 93p0) und y>(°) aus (13) kann als
eine potentialtheoretische Randwertaufgabe aufgefaßt werden. Wir
setzen:

- s <Pi(0)(i 2, i 3) ~ - + ^ ff (0)(£2, i 3) ^ = A(x1,x2, x3). (14)s 1s
Die Funktion A ist eine überall mit Ausnahme der Scheibe regu¬

läre und in unendlicher Ferne verschwindende Lösung der Laplace¬
schen Gleichung. Ihr Verhalten auf der Scheibe geht aus den Glei-
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chungen (13) hervor . Sie zeigen , daß auf derselben *:

lim A = lim (- fe y>«»dS s - f <p^ =zl= —0 Xl= —0{ J r J r

= 27tf ^ (x2, x3) - spS °>(f 2, f , ) ^ = 0,

Ü = Ü+. l/ w ^ ”dS‘ + ai ? T 5!-S 3

= 2* * »><* , *, ) - + j ^ f) J> ><f „ fs) ^ = tr.

Wenn wir A bestimmt haben , so ergeben sich <pS0) un^ y>(0) aus
den Formeln :

= ± (f dA ) _ (ZÄ )<Pl<0)(X2’ x3)
InWdxJ ^ + o \ dx 1)Xl= _ 0,

= 7- ( ü - @r )V \ö »!/*,=_ 0,

y>(-0)(x2,x3)= ^ (AXl= ± 0 AXl= _ 0) = 4̂ A Xi= + o-

(15)

Die Bestimmung der Funktionen pS°\ y(0) ist also auf die Bestim¬
mung der Funktion A zurückgeführt worden .

23 6. Aufstellung einer Greenschen Funktion
zur Bestimmung von A.

Wir wollen annehmen , daß wir eine vierwertige Potentialfunktion
mit den folgenden Eigenschaften finden können .
1. Ihre Werte werden permutiert , wenn der Punkt x um die Rand¬

kurve der Scheibe eine kleine , geschlossene Kurve beschreibt , welche
die Scheibe durchdringt .

2. Sie nimmt auf der Scheibe überall endliche Werte an .
3. Ihre Ableitungen erster Ordnung in bezug auf xl , x2, x3 werden

am Rande höchstens derart unendlich , daß sie über eine beliebige
Fläche integriert einen endlichen Wert geben .

* Der hier benutzte potentialtheoretische Satz wird selbstverständlich , wenn man

bedenkt, daß ——| dS$ , bzw. - )- — dSg der Raumwinkel ist , unter welchem das

Fläehenelement dSi; vom Punkte x 1, x 2, x 3 aus gesehen wird. Vgl. übrigens etwa
Korn, Potentialtheorie I, S, 74.
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4. Sie besitzt einen Zweig, der im Punkte yx, y2, y3 wie :

1

— Vl? + (X2 — Vif + (* 8 — Vs)2

unendlich wird , während die übrigen Zweige dort regulär bleiben .
5. Sie ist , von diesen Ausnahmen abgesehen , überall regulär und ver¬

schwindet in unendlicher Ferne .
F (xx , x 2, x3 , y x, y 2, y 3) sei eine Potentialfunktion mit den in 1 bis

5 aufgezählten Eigenschaften . F x, F 2, F 3, F i seien ihre Zweige, wo¬
bei wir den Übergang von Fj zu *V+ 1 beim Durchgänge des Punktes x
durch die Scheibe geschehen lassen . F x sei derjenige Zweig, der im
Punkte y-y, y2, y3 unendlich ist . Fj + 1 möge endlich aus Fj dadurch
hervorgehen , daß der Punkt xx, x2, x3 eine geschlossene Kurve be¬
schreibt , welche die Scheibe einmal durchdringt und sich ihr dabei
von der Seite der negativen Xj-Achse nähert . Wir haben dann :

Fj (x i = 0 , x 2 , x 3 \ y -y, y 2, y 3) — Fjj rX{x x = -f- 0 , x 2, x 3 \ y x, y 2 , y 3)

li» p . lto « V+ i . (1«)
Xl = —0OXy *, = -1-0 OXy

Wir betrachten jetzt die Funktion :

Fy (xy , x 2 , x 3 ; y x, y 2 , y 3) + F 2(x x , x 2, x 3 ; — y x , y 2, y 3) —

— F 3(x y , x 2 , x 3 ; y y, y 2 , y 3) — F t (Xy, x 2, x 3 ; — y x, y 2 , y 3) =

= G {Xy, x 2 , x 3 ; y x, y 2, y 3) .

Wir bemerken , daß wegen der Symmetrie :

Fy (Xy, x 2, x 3 ; yy , y 2 , y 3) = F x(— x x, x 2, x 3 ; — y x, y 2 , y 3) ,

F 2(x j , x 2, x 3 ; y x, y 2, y 3) = F i {— x x, x 2, x 3 ; — y x, y 2 , y 3) , (17 )

F 3(xy , x 2, x 3 ; yy , y 2 , y 3) = F 3 (— x T, x 2 , x 3 ; — y lt y 2, y 3) .

Wir haben nach (16) und (17) :

lim Fy (xy, x2, x3; yx, y2, y3) = lim F x(—Xy, x2, x3; — yx, y2, y3) =
Zy= —0 Zy= —0

= hm Fy (Xy, x2, x3; — yx, y2, y3) = lim F 4(xx, x2, x3; — yx, y2, y3).
z , = -fO *i = —0

Ferner :

lim F 3(Xy, x2, x3; yx, y2, y3) = lim F 3(—Xy, x2, x3; —yy, y2, y3) =
Xy= 0 Xy= - 0

—lim F 3(xy, x2, x3; — ijy, y2, y3) = lim F 2(xy, x2, x3\ — yx, y2, y3).
Xj = -f- 0 Xy= - 0

Also : lim (7 = 0.
Xy= - 0
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Wir haben ferner nach (16) und (17) :

lim „ F z(x^>x2’ x3> 2/i >2/2>2/3) =
x, = + o 0 *1

Q
= lim 7ür F i (xi ’ x2>x3‘>— yi >y2>y3) =Xy= - 0 V*̂1

lim äTT ■̂,i (a:i >^a’ 2/i >2/2. 2/3) >
*1= + o ox 1

O
lim * 2 . « si — 2/ i > 2/ a > 2/ 3 ) =

*, = + 0 W*1

- lim ä - F 3(x1, x2, x3-, — y1, y2, y3) =Xx= —0 U*̂1

Folglich :

Q
lün * a . x 3 ’ 2/ i . 2/ a > 2/ 3 ) •

£1 = + 0 0 * 1

r dG nlim ^— = 0 «
x 1 = + 0 u * 1

Wenn wir die Scheibe als undurchdringlich auffassen , so ist G
eine im ganzen Raume eindeutige Lösung der Laplaceschen Gleichung ,
welche überall mit Ausnahme des Punktes y regulär ist , während sie
dort wie :

iiPh — 2/i )2+ (x2 — 2/a)2 + (»3 — 2/3)2

unendlich wird . G verschwindet im Unendlichen und genügt an der
Scheibe den Bedingungen :

0 . , — o = 0 , ( | ^ ) = 0 .\ dx 1IXl= + 0

Wir können unter diesen Umständen G als Greensche Funktion
benutzen , um A zu bestimmen und wir erhalten :

U C
A (x1, x2, x3) = ^2>^3’ Xl ’ X2' xz) dSg .

s

Man zeigt mit Hilfe des Greenschen Satzes leicht , daß

G(xv x2, x3; yv y2, y3)

in bezug auf die beiden Punkte x und y symmetrisch ist . Man hat
also auch : u r

A (x1, x2, x3) = j — I G(xi , x2, x3\ 0 , S3) d/Si .
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Da in der Verzweigungskurve F t = F 2 = F 3 = F x ist , so folgt , daß
A und somit f (U) am Rande verschwinden .

Wir wurden zu der Aufgabe geführt , die Funktion F zu bestim¬
men . In einem der interessantesten Fälle ist diese Aufgabe leicht lös¬
bar . Wenn unsere Scheibe kreisförmig ist , kann man die Funktion
F entweder durch ein Sommerfeldscbes Integral darstellen oder F nach
Ringfunktionen entwickeln . Man bestätigt leicht , daß A in diesem
Fall auf der Scheibe überall endlich , im Innern derselben beliebig oft
differenzierbar ist und am Rande verschwindet . In diesem Falle führt
also unsere Methode die Gleichungen (9), (10) — oder (9), (11) — S. 216
bei 0 aufzulösen sicher zum Ziele.

Wir werden später , in § 31 S. 311, einer expliziten Lösung des Pro¬
blems der kreisförmigen Platte begegnen . Jener Paragraph kann un¬
mittelbar nach diesem gelesen werden . Wir haben ihn nur deswegen
an den Schluß gesetzt , um möglichst rasch zu den praktisch wichti¬
geren Fällen zu kommen .

23 7. Untersuchung der Bewegung der Flüssigkeit außerhalb
des von der Scheibe durchschrittenenRaumes.

Wir kehren zu den Gleichungen (6) S. 215 zurück . Wir nehmen
an , daß es gelungen sei, die Funktionen <pv (p2, <p3 aus den Gleichungen
(9) und (10) zu bestimmen und daß diese Funktionen nebst ihren Ab¬
leitungen beim Grenzübergange fi -*■0 im Innern der Scheibe gleich¬
mäßig gegen die Funktionen 9>x(0), 9?2(0), <Ps0) und ihre Ableitungen kon¬
vergieren . Wir nehmen überdies an , daß am Rande ipW= 0 ist . Wir
wollen unter diesen Voraussetzungen , unter Annahme , daß der Punkt x
sich außerhalb der Scheibe befindet , den Grenzübergang fi -*0 aus¬
führen . Wir haben wegen der Gleichungen (6) S. 215, (12) S. 217 und
(14) S. 218 :

lim q = - Qü ( <pkW -J?- - dS g = -/t —*o J Oxt r

J 1 dxxr dtj2 dx2r d£3 dx3 r

dx 1J \ r dx 1 r / ox 1

dS s = (18)

Durch jeden Punkt derRandkurve unserer Scheibe und in
einer der Bewegungsrichtung derselben entgegengesetzten
Richtung ziehen wir eine Gerade . Wir nehmen zuerst an ,
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daß der Punkt x außerhalb des von dieser Geraden erzeug¬
ten Zylinders Z liegt . Wir haben nach (7) S . 215 :

U = 2 aj dS s —s

ÄS« .
(19)

Wenn der Punkt x außerhalb von Z liegt , so haben wir ferner s > 0
und folglich : s os

lim a / 9 f 3) dS s = 0 , (20)
/‘ -* o J r

(21 >
s

Folglich :

OXjJ r dx 20XjJ oij 2

d2 fdyW , JC
dxgdxfj d£ 3 g f

(22 )

- ö f ^ °- fy,(°n og8ds( .dxjJ r dxj \ dx 2 dx 32/ J

Dabei wurde unter Berücksichtigung , daß am Rande verschwin¬
det , partiell integriert .

Die Funktion log s (s > 0) genügt der Laplaceschen Gleichung
log s = 0 . Wir haben folglich nach (14) :

d fl d2 \
lim Uj = — w— I —-- ^—ö log s • 9/ 0) dSs = —

öa :?J l r dxf ° r I

d d 1 ! _ dA
dxjJ I r W dx l r I { ~ dx , '

(23 )

23 8. Untersuchung der Bewegung der Flüssigkeit in dem
von der Scheibe durchschrittenen Raume.

Wenn wir zu dem Falle übergehen wollen , daß der Punkt x
innerhalb vom Zylinder Z liegt , so müssen wir bedenken , daß die
Gleichungen (20) und (21) jetzt nicht mehr erfüllt zu sein brauchen ,.
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weil es jetzt im Integrationsbereiche einen Punkt | 2 = x2, £:s = xs
gibt , in welchem s den Wert Null annimmt . Nur die Umgebung dieses
Punktes kann zu den linken Seiten dieser Gleichungen Beiträge geben ,
die nicht beim Grenzübergange /x -+0 verschwinden . Um den Grenz¬
wert des Integrals :

/
ß—09

a (Pi(^2’ %3) ~

zu bestimmen , führen wir neue Integrationsvariable ein :

£o = x2 + l / 2 | i /r2~[a?ij . '1/ 1a cos ß , = *3 + 1/ — a sm ß .

Wenn e genügend klein ist , so können wir mit genügender Annähe -
. . (x2~ h )2+ (̂ 3—&) ß2

rung r — \xA , s = — 1—V5- — = — setzen .
“ | Xj I o

Wir erhalten so :
i/ g
r 2 | Xi | 2 71

2JadaJ <pi (x2 + a cos ß , x3 -f1 / — asin /sje - “’ dß .o o
Der Grenzübergang /x ->0, d. h . o -*■<x>ergibt :

27icpß°\ x2, x3).
Um das Integral :

TTT I <P*(£v h ) e~ a' dS s
d C _ d logs

bei [x -* 0 zu untersuchen , schreiben wir es in der Form :

Wir haben :
ds _ ds ds _ ds
dx 2 d£ 2 dx 3 ~~ d£ 3

Durch partielle Integrationen können wir deshalb unser Integral
so umformen , daß neben Randintegralen , welche über den Kreis
{£2— x2)2 + (£3— a;3)2 = e2 zu erstrecken sind und also für a -*■<x>
verschwinden , nur Integrale von den folgenden drei Typen vor¬
kommen :
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00

/ ? (f *. dadS s = - } f . ) e~ r dS « >
X 1 s A-

/ ? <#„ #»> •jr * a

K ist hier eine Abkürzung für : (| 2 — *2)2 + (£3— £3)2 < e2. Man zeigt
leicht unter Berücksichtigung der Tatsache , daß r oberhalb einer
positiven Grenze Hegt, daß alle drei Integrale bei /u -* 0 verschwin¬
dende Grenzwerte haben . Wenn der Punkt x innerhalb des Zylinders
Z Hegt, so haben wir also :

/ e—os<Pi(h >£3) dS i = 2n <pf0)(x2, x3) , (20' )
— - s r

Hm A I yt (f a>f , ) e— ^ = 0 . (21')
^ —9. 0 VXj J 0 Xk

Wir haben schließlich unter unserer jetzigen Voraussetzung , daß
der Punkt x innerhalb vom Zylinder Z Hegt, den Grenzwert des
GHedes: ~ „ „ .

rechts in (19) zu bestimmen . Man sieht leicht , daß die Gleichung (22) :

?™ - ikS n {S*’h ) a^ LdS , =

Ä/j «/ / 1/ juf \ ij 4/% ” 3

immer noch gültig ist . Wir haben folglich :

Hm -
/ j dXk

_ d_ r̂ + d̂ _ r (0)dhgs _oxjj r oxjöxiJ dx A' s ' Ls 1

9 /iJ ^ a 2, i3)log sds£=dxj' s

(24 )

15 Os een , Hydrodynamik
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Zur Bestimmung des letzten Gliedes in (24) betrachten wir das Integral :

Y*»(f a, £, )dSt

— l S
)2+ (X2~ A)2+ (X3—f3)2

Wir haben (wenn ]/ (xx— | a)2+ (x2— | 2)2+ (x3 — | 3)2 = i (xk— i kf
gesetzt wird ) :

Alog IHx . - {, )* + *, - ! , )— 1 ^ •

Wir haben demzufolge :

J =. —Jy (°)(| 2) | 3) logsdSj +

+ 3) log {j/ (a?! + Z)2+ (x2— | 2)2+ (x3— I3)2+ *i + ^U ^ =
- A + A -

Nach unseren Annahmen ist eine negative Größe . Wir wählen jetzt
die positive Größe Z so groß , daß Z-j- xx positiv ausfällt . Wir haben
dann :

AXJ 3 — •
Folglich :

■AA = — a xj .

Nun läßt sich J als das Newtonsche Potential von Massen auffassen ,
welche hinter der Scheibe Hegen. Ihre Raumdichte ist y>°(!2,f3). Wir
haben folghch :

AXJ = — inxpW{x2, x3)und also :

Axf l 3) log sdS ^ = AXJ 1 = 47t ^ 0)(x2, x3) . (25)s

Aus (19),(20' ),(21' ), (24)und (25)folgt wegen der ersten Gleichungen (12) :
* dA

lim ux{x1, x2, x3) = in (p^ (x2, x3) -\- -̂ —,ft-+0 OXx
VI \ — dÄ V I \ dA
lim u ŷx i , x2, x§) — ^ , lim u^{x ,̂ x%9x§) — ~

u —>0 o X2 u —►0 Oi

(26)

li —>0 V •*'2 fi —* 0 V

wenn der Punkt x1, x2, x3 sich in dem von der Scheibe durchschrittenen
Bereiche befindet . — Wegen der Beziehungen (15) und wegen

dAdA
A = ^— = -5— = 0 für X, — — 0

ox 2 ox 3

gilt also für die Geschwindigkeit in dem von der Scheibe durchschrit¬
tenen Raume :
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r dA (dA ) T7 ÖA (dA )limM 1== 3 + ü , lim m2= « ä —,,->0 ox, \öxAx,=~o u-*o ox, \dxj..
Um u.

dx x \dxJ Xl= _ o ’ ,, -»<> 2 dx 2 \dxJ Xl= - o ’

_ dA _ (dA )
(27 )

fi —> 0 d *̂ 3 V ^ 3/ = —0

Diese Formeln zeigen sofort , daß die Flüssigkeit auch bei ver¬
schwindender Zähigkeit an der Rückseite der Scheibe haftet .

28 9. Zusammenfassung.
Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen :
In einer zähen Flüssigkeit , welche sonst den ganzen

Raum erfüllt , bewegt sich eine ebene Scheibe mit konstan¬
ter Geschwindigkeit (Komponenten Uv U2, U3) in einer gegen
die Scheibe senkrechten Richtung . Es wird angenommen ,
daß die Bewegung der Flüssigkeit stationär ist und den
Gleichungen :

TT duj da „ dus/lAuf+ eüt—.- —.= 0, _ = 0
gehorcht . Bei /j, - *• 0 erhalten wir unter diesen Umständen
für Uj und q die folgenden Ausdrücke :

In dem von der Scheibe nicht durchschrittenen Bereiche :

dA

Uf ~ dxs
In dem von der Scheibe durchschrittenen Bereiche :

+ Ur_ dA _ (dA )
U/ dxj \dxj )h

(diw bezeichnet bier den Wert , den in demjenigen
Punkte der Rückseite der Scheibe annimmt , in welchem
diese von einer durch den Punkt xv x2, x3 gezogenen , mit der
Geschwindigkeit ( U ) der Scheibe parallelen Geraden getrof¬
fen wird .

A ist eine außerhalb der Scheibe reguläre und in unend¬
licher Ferne verschwindende Lösung der Laplaceschen Glei¬
chung : AA = 0 .

An der Scheibe genügt A den Bedingungen :
an der Vorderseite :
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wenn n die nach außen gezogene Normale der Scheibe ist ;
auf der Rückseite :

A = 0.

Qualitativ können wir diese Ergebnisse in dem folgen¬
den Satze zusammenfassen : Bei dem Grenzübergange /x -* 0
tritt in der Flüssigkeit eineDiskontinuitätsf lache auf . Diese
Fläche ist ein Zylinder , der von der Randkurve der Scheibe
ausgeht und sich in der Richtung erstreckt , welch e der Be¬
wegungsrichtung der Scheibe entgegengesetzt ist . Außer¬
halb dieser Fläche gehorcht die Bewegung den Gesetzen
für die wirbellose Bewegung einer idealen Flüssigkeit . In¬
nerhalb derselben herrschen andere Gesetze . Über die wir¬
bellose Bewegung ist hier eine Wirbelbewegung überla¬

gert , welche von dem Gliede (w—) herrührt . Die Flüssigkeit
\ 0 Xj / fi

gleitet an der Vorderseite der Scheibe , sie haftet an der
Rückseite .

Mit der Theorie der idealen Flüssigkeiten stehen unsere Ergeb¬
nisse in schroffem Widerspruch . Dagegen stimmen sie, wenigstens
qualitativ , gut mit den Tatsachen überein . Wir schließen hieraus , daß
die paradoxen Resultate der Theorie der idealen Flüssigkeiten auf
der unrichtigen Durchführung des Grenzüberganges zu verschwinden¬
der Zähigkeit beruhen .

§ 24. Allgemeinere Untersuchungen .
24 1. Aufgabestellung . Ansatz zur Lösung auf Grund des § 5.

Im vorigen Paragraphen haben wir uns mit einem sehr speziellen
Falle beschäftigt . In diesem Paragraphen wenden wir uns allgemei¬
neren Betrachtungen zu . Wir nehmen an , daß ein Körper sich in
irgendeiner Weise in einer Flüssigkeit bewegt . Wir brauchen nicht
vorauszusetzen , daß der Körper starr ist . Was wir voraussetzen , ist
nur , daß eine Flüssigkeit , die sonst den ganzen Raum erfüllt , nach
innen von einer , im allgemeinen von der Zeit abhängigen Fläche S (t)
begrenzt wird , auf welcher die Geschwindigkeitskomponenten Uj vor¬
geschriebene Werte annehmen sollen . Wir nehmen an , daß das ganze
System für t < t0 ruht . Bei t = t0 fängt die Bewegung an . Wir stellen
uns die Aufgabe , die Bewegung der Flüssigkeit für t > t0 unter Ver¬
nachlässigung der quadratischen Glieder und im Grenzfalle fi -*• 0 zu
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berechnen . Wir müssen dabei , wegen der Unzusammendrückbarkeit
der Flüssigkeit , mit der Möglichkeit rechnen , daß die ganze Flüssig¬
keit bei t — 10 sich auf einmal zu bewegen anfängt . Wir setzen vor¬
aus , daß eine derartige , momentan einsetzende Bewegung wirbellos
ist . Wir stellen uns also die Aufgabe , für t ^ t0 und für fi -»■0 das
System : a a a

duj da , . dujê t=- w,+iiAu>' wr° ()
mit den Nebenbedingungen : auf S (t) : Uj= Vj(S , t) ; in unendlicher

Ferne : «,•= 0 ; für t — ta : = 0 , (j , k = 1, 2, 3) zu lösen.
dx k dxj

Der Behandlung unseres Problems legen wir einige Annahmen be¬
treffs der Fläche S (t) und der Funktionen Vj(S , t) zugrunde . Wir neh¬
men zunächst an , daß S (t) stetige Tangentenebenen besitzt . Wir be¬
trachten jetzt einen beliebigen Punkt Q von S (t). Wir beziehen die
Fläche in der Umgebung von Q auf ein Bezugssystem xk , x2' , x3 >
dessen Anfangspunkt der Punkt Q ist , dessen x3' -Achse längs der
nach außen gezogenen Normale der Fläche im Punkte Q fällt und
dessen xk - und *2'-Achsen zwei gegeneinander senkrechte Tangenten
von S (t) in Q sind . Wir schreiben die Gleichung der Fläche S (t) in
der Form :

x3' = F (x1' , x2' , t)

und wir nehmen an , daß die Funktion F in der Umgebung des Punk¬
tes Q stetige Ableitungen der drei ersten Ordnungen in bezug auf
*/ , x2' , t besitzt . Wir nehmen ferner an , daß die Funktionen Vj(S , t)
sich in der Umgebung von Q als zweimal stetig differenzierbare Funk¬
tionen von ajj' , x2 , t darstellen lassen .

Um unsere Aufgabe zu lösen, gehen wir von den in § 5 gewon¬
nenen Ergebnissen aus . Sie zeigen , daß wir durch den folgenden An¬
satz eine außerhalb von S (t) und für t ~̂ t0 gültige Lösung des Sy¬
stemes (1) erhalten :

ij(P , t) = Jdxj hk(Q, x)ujk{P , Q; t — x)dS Q+ ^ ~ .
t . AM 1

q(P , t) = — inqnJh k(Q, t) JL 1 dS Q— q jf
•9 (0

(2 )

xv x2, x3 sind hier die Koordinaten des Punktes P in einem festen ,
rechtwinkligen Bezugssysteme . Die Koordinaten des Punktes Q im
selben System werden wir mit | 1( | 2, bezeichnen . Wir haben ferner :



230 § 24. Allgemeinere Untersuchungen

d20
Ujk (P , Q; t — r ) = — djk A0

dxjdx t ’
r

0 = -i -J "E (a , t — r )da ,
q ac

4 p (l — r)

(/<•

(3 )

r2 = (Xf— | ,)2, r 7> 0 ; K.(a , t — r)

1/ ) ist eine Lösung der Laplaceschen Gleichung :

Ay>= 0 .

Unsere Aufgabe ist , die Funktion /;,.((>, r ) und die Potentialfunk¬
tion ip so zu bestimmen , daß bei verschwindendem /x die Grenzbedin¬
gungen erfüllt werden . Wir werden dabei annehmen , daß die Funk¬
tionen hk in bezug auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit dieselben
Eigenschaften haben , welche wir oben für die Funktionen Vj(S , t) an¬
genommen haben .

242 . Vorläufige Zerlegung des Flächenintegrales in zwei
Summanden yf „ und jf }*.

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Element a (r ) der Fläche S (r )
und bilden das Integral :

Jja = fK {Q, r)ujk{P , Q, t — r) dS Q=
»(>)

- fh , (Q, r ) A0dS Q+ f hk dS Q= 7f ? + 5# •
<r(r) o (r) 7 *

Wir haben , da $ nur von r und t — x abhängt :

Wir betrachten einen bestimmten Punkt Q des Flächenelementes ct(t ).
fi , f 2, | 3 seien die Koordinaten desselben im festen Bezugssysteme .
Dem Punkte Q entspricht in der oben dargelegten Weise ein Bezugs¬
system xf , x2 , x3' — und | 1' , £2' , f 3' — dessen x3'~ (oder £3'-)Achse
mit der im Punkte Q nach außen gezogenen Normal der ' Fläche S (r )
zusammenfällt . Die Beziehungen zwischen den Koordinaten xv x2, x3

* Die Abteilungen 242 — 246 behandeln das Verhalten der Flächenintegrale in

(2) bei 0.
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und den Koordinaten xk , x2' , x3 desselben Punktes mögen durch
die Gleichungen :

X j ——&jk (xk £k)> ®jk Qjl == ^kl

ausgedrückt sein. Wir haben dann ebenso :

g'j = ajk(i k — i t).

Wir haben ferner , wenn wir mit h/ die Komponente des Vektors
hv h2, h3 längs der x/ -Achse bezeichnen :

d & , d <A>
h j —<Xjichfc, hj Qg —h j q^ f ,
d d d

dx,-~ dxt' ~ °ki dSkr

^ = f Wa ^ dim ? dSQ -«Tw

Also :

243 . Definitive Zerlegung - des Flächenintegrales
in zwei Summanden jjV und J$ .

Wir zerlegen in zwei Teile . Einen Teil :

sh3 a3i A0dSQ = fhn cos (nx ,) A fPdS Q
o(r) ct(i>

führen wir mit zusammen und bilden aus diesen beiden Ausdrücken
ein Glied :

Tja — — f[h — K cos {nxj )] A &dSQ. (4)
o(t)

Den übrigen Teil von nennen wir jfJ und haben dann :

Jyi=J Jhrkaij h3'a3jA0jdSQ=
»w

■V

J ihl'a,i + h2'aij dtsdtf +
a (j )

d20 , d20 ( d20 , d2<t >\
0/11 öfj ' öig ' + a 2i d£ 2' d£ 3' ~ Ü3i + W 2>

dS c

(5)
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‘244 . Das Verhalten des Integrales bei kleinem // .
Wir betrachten zuerst das Integral jf „- Wir haben :

er8

Also :
(t — t )s/i

(ii I Q e 4 “ (! — ^
«/ ;■„ = / (Ay — A„ COS (« ! ,) ) ^ -- 17 -

4 (<- *)
Die Funktion : _ ef

4 fz(f — z)

2 i« (< — t )Vj

konvergiert beim Grenzübergange /j, -*■0, wenn r > <5 > 0 ist , gleich¬
mäßig gegen Null . Auch die Funktion :

fi ~ p \ A0 \ ,
wo p irgendeine positive Zahl ist , konvergiert , wenn r > d > 0 ist ,
bei n -* 0 gegen Null . Wenn beim Grenzüb ergange fi -* 0 die Funk¬
tionen hj selbst oder die Produkte dieser Funktionen mit irgendeiner
positiven Potenz von fi endlich bleiben , so konvergiert also das In¬
tegral jfa bei diesem Grenzübergange gegen Null , sofern nicht das
Flächenelement a (r ) den Punkt P enthält .

Wir betrachten jetzt den Fall , daß P in der Nähe von o(r ) liegt .
Wir nehmen an , daß eine Normale von P auf o(r ) dieses Flächen¬
stück in P (0>trifft und daß PP (0) die kürzeste Entfernung von P nach
o(t ) ist . Wir setzen die Entfernung PP® = d, wobei also d eine posi¬
tive Größe ist . Wir benutzen das Bezugssystem , welches nach der
oben dargelegten Begel dem Punkte P (0) entspricht . Die Koordinaten
des Punktes P in diesem Bezugssysteme sind : x/ = 0, x2' = 0, x3' = d
und wir haben folglich :

r2 = (Xj- = (x'f - | / )2 = f / 2+ | 2' 2 + (d - f3' )2

Wenn wir speziell zu x/ - und x2' -Achsen die Tangenten der Krüm¬
mungslinien der Fläche S (r ) im Punkte P (CI) wählen , so haben wir :

h ' = 2P + + 0h ')£/ h ' Zi' ,
,a d3F

0 <i 0 <; 1, j , k, l = 1 oder 2, F m ■■ dSfdüdh ’
Äxj und \R2\ sind die Hauptkrümmungsradien der Fläche S (r ) im

Punkte P®>. Wir nehmen an , daß d < \R1\, d < |P 2| ist . Wir führen
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in unserem Ausdruck für r2 den obigen Wert von f3' ein und be¬
kommen :

r2= l1_ 30 1/ 2+ {l ~ w) ^ 2+ d2+ ls'2 ~4 dFmW *'K-

Wir betrachten jetzt die Funktion :

q e 4/»(*—*) q E (r , t — t )
(t — x)'u ~ 1— v

und bemerken , daß diese Funktion für — r ) -* 0 für alle r wie
eine Exponentialfunktion verschwindet mit Ausnahme von denjenigen ,
welche von der Größenordnung \/fi (t — r ) sind , d . h . genauer ausge¬
drückt in der ganzen f / fg' -Ebene mit Ausnahme von demjenigen Teile ,
in dem f / und | 2' von der Größenordnung

4/i (t — t )

sind .
Wir führen den soeben gefundenen Wert von r2 ein und erhalten :

A _E (r , t - r ) = q_ - {(i - -£ -)«,' • + (i - -J -){.' ■+ *■}_
2/u t — x 2fi (t — r )s/l 6

'11- T̂ h -T) i
= 1 oder 2

Wir haben ferner :

[hj — hn cos (n *,7)]q = [hj — hn cos (nx ,-)]p(o) +
t = 3, 2

dS “= « ■' « • ' (‘ + £ * ^ 4 -
= 1 oder 2

Fj « , gjk sind Funktionen von £/ , | 2' und von r . Wenn wir a (r )
genügend klein wählen , so gibt es für die absoluten Beträge aller dieser
Funktionen endliche Grenzwerte , welche nicht überschritten werden ,
so lange der Punkt P innerhalb von o(r ) bleibt .

Wir kehren zu unserem Integral J $ zurück . Die gefundenen Aus¬
drücke der in jf ), eingehenden Größen zeigen, daß das Hauptglied
(wenn [j, und d klein sind) dieses Integrales in der Form :
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ed‘
e ifi (t — r)

\hj — hn cos (wa;7-)]p(0)

s s— 1 e~^ 9- *>I'(1_*•)f‘*2+ ~F̂ 2'2}df/ d!£2'
J J 2 /i (t — r )
a (r )

geschrieben werden kann . Wenn wir in dem hier auftretenden Inte¬
gral die Integration über die ganze f / f / -Ebene ausdehnen , so be¬
gehen wir einen Fehler , der um so kleiner ist , je kleiner n ist , und
der bei /i -* 0 verschwindet . Wir können also, wenn wir einen bei
H -* 0 verschwindenden Fehler vernachlässigen :

f s £ e~ *̂ =7) (̂*~ *)*•'2+ (1_ «J*2'21dSi'dS2' =

setzen . Für das Hauptglied von ./ 7-JJ) erhalten

o rr i / (l + £(# )) e —r>2jr [A; —h„ cos :— -- 1—:- ---- —.

Dabei ist :
lim e(/i ) = 0.
fi—*0

Wir betrachten jetzt die übrigen Glieder in J $ . Sie enthalten alle
den Faktor # (d, t —r ). Dieser Faktor ist mit einem Integral vom Typus :

f f f G - e~ K1 _ * ) f ,#l + t1 ~ r ) f2'21

multipliziert . Hier ist G eine Funktion von f / , £2' und r , welche als
Faktor eine der Größen :

w g^ l/ 3 g^ 4
1’ 2’ 4,« (( — r ) ’ 4^ ^ — t )

enthält . Da nun für kleine //,- und d -Werte nur die unmittelbare Um¬
gebung des Punktes PC°), d . h . des Punktes = 0, | 2' = 0 einen merk¬
lichen Beitrag zum obigen Integrale gibt , so folgt , wenn wir annehmen
dürfen , daß die übrigen Faktoren von G von derselben Größenordnung
wie \hj — hncos (nxj )]pm sind , daß diejenigen Beiträge zu dem Wert
von jfo , welche wir aus diesen übrigen Gliedern erhalten , neben dem

1_ iWi-41*
Ry \ Rj

wir so den Ausdruck :
gd2

X
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Hauptgliede klein sind und daß der Fehler , den wir durch Vernach¬
lässigung dieser Glieder begehen , bei /x -*■0 verschwindet . Für kleine
d -Werte können wir ferner d/R 1 und d/R 2 neben 1 vernachlässigen .
Wir erhalten so, für kleine jx- und d -Werte , annähernd :

•J(jl = 2 n \hj — hn cos (nxj )] E (d, t — r ). (6 )

Wenn d > 0 ist , so können wir bei /x -»0 stets Jjl = 0 setzen .

245 . Beweis , daß lim J â = 0, wenn bei /x 0 die Funktionen
fi —> 0

hj endlich bleiben .

Wir gehen zu J (fl über . Wir setzen wieder :

dSq = d ^ ' d ^cos (nQxz )

und formen unseren Ausdruck (5) durch partielle Integrationen in be¬
zug auf ij ' und i 2' um . Wir erhalten so eine Summe von einem dop¬
pelten und einem über die Randkurve des Integrationsbereiches er¬
streckten einfachen Integral . Die Integranden dieser Integrale be¬
stehen aus Gliedern , die entweder 0 oder eine Ableitung erster Ordnung
von 0 enthalten . Insbesondere enthalten die Glieder des Doppelinte -

90
grales entweder 0 oder ^ — . Nun haben wir :9 ?3

rVV

Für kleine /x-Werte haben wir also annähernd :

~ij /xn 1 90 lßw 9 1 1 e —T> dr
ri ' f ’ _9A = FT9 ^ r +q r ’ d£j ] Q dgj r r fr _ T d§ }

Wenn Q ein Punkt des Randes ist und P außerhalb von a (r ) liegt
oder ein innerer Punkt von o(r ) ist , so gibt es ein solches d, daß
r > d > 0 ist . Die Funktion 0 und ihre Ableitungen erster Ordnung
konvergieren also bei fx->0 auf der Randkurve gleichmäßig gegen Null .
Aber auch das Doppelintegral hat den Grenzwert Null , wie man so¬
fort sieht , wenn man bedenkt , daß für r — 0 :
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Wir schließen hieraus , daß , wenn heim Grenzühergange >0 die
Funktionen hj endlich bleiben , stets :

lim jfl = 0, (?)
fi —>-0

sei es, daß der Punkt P außerhalb von o(r ) oder auf o(t ) liegt .

246 . Untersuchung des Verhaltens von Jfj ,
wenn bei n -*■0 die Funktionen in hj endlich bleiben.
Es ist für das folgende notwendig zu wissen , wie sich beim

Grenzühergange verhält , wenn (dabei nicht die Funktionen hj seihst ,
wohl aber die Produkte f /x hj endlich bleiben . Es genügt diese Frage
für den Fall zu beantworten , daß der Punkt P nicht auf dem Flächen¬
element ö liegt . Um diese Frage zu beantworten bemerken wir , daß
das Glied : gr*

92 =

bei /x -* 0 neben dem Gliede :

9i -i

dr

it — t w

/ /jl7l d 1
Q d£j ' r

zu vernachlässigen ist . Wir haben in der Tat :

h \ ‘ ± xe- *> x = j / £__gA in ’ rw - t)
9J9 1 hat also für /i > 0 , r = 0 den Wert Null und für r > 0 den Grenz¬
wert 0, wenn n -*■0. Wir können also überall g., neben g1 vernach¬
lässigen . Wenn wir das tun , und wenn wir dann durch neue par¬
tielle Integrationen die früher vorgenommene Umformung von jf ,2
rückgängig machen , was stets erlaubt ist , wenn der Punkt P außer¬
halb von o(r ) liegt , so erhalten wir annähernd :

0 (1)

= i/e i dsa= - i/£* * f» » i
\ qJ t dSfdSt r v \ Q dxjj y

(B)

<x(i ) o (t )

Dieser Ausdruck ist also annähernd gültig , wenn P außerhalb von
o ( t ) liegt .
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24 7. Die Randbedingungen . Ruhendes Flächenelement .
Wir kehren zu unserem Ansatz (2) zurück . Wir setzen :

\ ’ r ( l ) _ TÜ > \ ’ t <2) _ r (2)
v ja " j S 9 v ja — V j 8 yo o

wobei wir links über alle Elemente der Fläche S summieren . Wir
haben dann : t

Uj(P , t) = j \ jfl + jfs )dr + (9)

Die Bedingung :

auf S ergibt :

J*('(«$ »+ Jfijdx + (9a)

dxj

<Xj= Vj(S , t)

wenn P auf S (t) liegt . Wir wollen in dieser Gleichung den Grenzüber¬
gang [x -*0 ausführen und müssen dabei zwei Hauptfälle unterschei¬
den . Wir nehmen zuerst an , daß das Flächenelement aP(t), zu welcher
P gehört , während der Zeit von t0 bis t geruht hat . Für dieses Flächen¬
element haben wir dann in Formel (6) d = 0 zu setzen und wir haben
folglich : j

lim Jjl = 2n \hj — hncos (n Xj)] =
n -*o p ft — r

Für alle übrigen Flächenelemente o haben wir d > 0 und folglich
lim J l̂ — 0. Wir haben ferner nach (7) für alle Flächenelemente a,
fi —►o

auch Op, lim jf ] = 0. Wir erhalten folglich :
' fi - *■0

l

/ dx\hj — hncos (wsc,)] -- —= v\ t — r
dw
w : (10)t — T 7 °Xj

«•0

0 = 1, 2, 3).

Diese Gleichungen müssen zur Bestimmung der drei Funktionen hj im
Punkte P dienen . Multiplikation von (10) mit cos (nx ,) und Summie¬
rung in bezug auf j ergibt :

V’ ~ Wx) cos (nx >) = 0
oder :

= HDan

in P . Dies ist eine Bedingung , welche y im Punkte P erfüllen muß .
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Wenn sie erfüllt ist , so ist eine der Gleichungen (10) eine Folge der
übrigen . Wir können dann den Funktionen Tij im Punkte P noch eine
Bedingung , etwa hn= 0 auferlegen . Wir erhalten dann :

1 (12)s :Ist - T 2̂ V? dxj
Um diese Integralgleichung aufzulösen , multiplizieren wir nach dem

Vorgänge von Abel die beiden Seiten derselben mit (T — 1)~ ^ und
integrieren in bezug auf t zwischen den Grenzen und T . Links
kehren wir die Ordnung der beiden Integrationen um . Wir erhalten so :

Lw *s , * - ~ sU - « ) JLl / rtr- fXl- t) 2”P
Die Substitution :

t = t + \ (T — r ) (1 + sin # )
führt das Integral :

r

Ji dt

in
+

r )

/"
2

über . Sein Wert ist also n . Wir haben folglich :

JMt )dr -jUpjrL*«» <<0)
und also schließlich :

t
dr/ (13)

Wir sehen aus dieser Formel , daß die Größen A,- tatsächlich
beim Grenzübergange /x -* 0 gegen endliche und stetige
Grenzwerte konvergieren .

Wir wollen für einen Augenblick annehmen , daß nicht nur das
Flächenelement aP, sondern die ganze Fläche S in der Zeit von t0bis
t ruht . Wir lassen unter dieser Voraussetzung P einen Punkt im
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Inneren der Flüssigkeit bedeuten und führen in den Formeln (9) den
Grenzübergang aus . Wir erhalten wegen (6) und (7) :

dw
Uj ~ dxj '

Diese Gleichungen nebst der Laplaceschen Gleichung A ip= 0 und
der Gleichung (11) bestimmen die Bewegung der Flüssigkeit . Wenn wir
verlangen , daß bei [x > 0 die Flüssigkeit an der Fläche S haften soll,
müssen wir in dem jetzt behandelten Falle Vj(S,t) = 0 setzen . Die
Gleichung (11) ergibt dann : ^ =0

an

an S . Dieses Ergebnis steht in voller Übereinstimmung mit
der Eulerschen Hydrodynamik . Wenn es in einer Flüssigkeit
nur ruhende Körper gibt , so erhält man bei /t ->■0 aus den
Gleichungen (1) eine Potentialbewegung der Flüssigkeit ,
welche durch die Bedingung festgelegt ist , daß die Flüssig¬
keit an der Oberfläche der Körper gleiten muß .

24 8. Bewegtes Flächenelement. Grundlegende
Voranssetzungen.

Wir gehen zu dem anderen Hauptfalle über . Wir nehmen an , daß
ein beliebiger Punkt im Raume , xx, x2, x3, während der Zeit t0 <, x
< t höchstens in einzelnen Momenten x = tk, x — t2 . . . x = tm(t0<Ltx
< t2 . . . < tm<j t) auf der Fläche S (r ) liegt . Wir nehmen an , daß man
jedem Werte k (k = 1, 2 . . . . m) zwei positive Größen Uk und ak in
solcher Weise zuordnen kann , daß für genügend kleine Werte von
jx — tk | mit genügender Annäherung d = Uk\r — tk\ak gesetzt werden
kann . Wenn ak = 1 ist , so ist Uk die Geschwindigkeit , mit welcher
die Fläche sich im Momente x = tk dem Punkte x nähert oder sich
von ihm entfernt . Wenn ak < 1 wäre , so würde jene Geschwindigkeit
unendlich groß sein . Diesen Fall schließen wir aus und können also
im folgenden stets ak 1 voraussetzen .

t

24 9. Untersuchung des Integrales jjj 'Jdx,
wenn der betrachtete Punkt im betrachteten Zeitmoment

auf dem Flächenelement liegt .
Wir haben nach (6), wenn tm= t und > Z0 ist und wenn wir nur -

die Hauptglieder von jf } berücksichtigen :
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Jjj 'J dr = 2nj \hj — hncos {dm , t — r ) dr +
t —e

tu+ e

+ J IA — cos (w(i)*,-)] £ (rf(i), t — r ) (Zt.
1 (*~ £

Wir haben hier mit ai0>den Punkt bezeichnet , in welchem während
des Intervalles tk— e tk + £ bzw. für k = m, während t — e

r <i t die kürzeste vom Punkte P (mit den Koordinaten xx, x2, x3)
nach der Fläche S gezogene Gerade diese Fläche trifft , e ist eine
Größe , die wir , wenn \x genügend klein ist , sehr klein annehmen kön¬
nen . Wir benutzen diesen Umstand , um unseren Ausdruck zu verein¬
fachen und können , wenn e genügend klein ist , für xfk) den Punkt P
selbst einsetzen . Wir können ferner in :

Noch eine Vereinfachung ist bei unserer angenäherten Berechnung
■der Integrale in der Summe erlaubt , t —r , das im Nenner deslntegran -
den und im Nenner des Exponenten vorkommt , weicht wenig von t —tk

-ab und wir können dafür t — tk sehreiben . Wir setzen dann im ersten
Integrale :

[hj — hncos (%-, Xj)\X'Z

r = tk setzen . Indem wir ferner für d(k) den Wert :

Ut \ T - tt \a*

einsetzen , erhalten wir bei kleinem /i annähernd :

\r~ t\^am 1
dr +

\ t — r

‘k + ‘ oUl \ z - t,. \ 2a km —1 lk+ * g

“f" 2 7Z \Jlj Jln COS (W(^) ly.1

1

und in den Integralen der Summe :
i

Wir erhalten so annähernd :
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t 1 e (m)
s (1) / 4/1\2(2a„j- l) Ce~* ,

J Jjsdr = 2n \ —̂ \ tÄ; _ cos K »)z ,)]*,<I - — d f +
«o 0

m—1 — + «(*)

+ 2 :r ( " " TtV ' ') 8 °* [^ ' — cos (” (*) » /) ]», ,t /— - — [ e - l* l2at di ,

«(» ) = « • ^ TT > £(*) = £ ■

— e (k)
1
ak

4/i y ’ \ i (j,(t—tk)}
Wir gehen in den Integralen der letzten Formel zur Grenze [x - >• 0

über und setzen :
-4*co*2aw- l

/ p—̂ m 1 fdS = Cm,Je - \*\' a* de = Dt .
0 —co

Wir erhalten bei kleinen ^ -Werten annähernd :
t i

JJfldx=2nCm “m'\hi—Koos(n(m)a;,•)]*,,
Jo

,V -iL Df. ( 4:[/, (t — h )\ 2akri ,
75 ~ ( j [ > flnCOSW(i)Xj1]̂ tk.

(14)

24 io. Entsprechende Resultate in den anderen Fällen .

Wir haben oben tm= t, tx > t0 angenommen . Wir betrachten jetzt
den Fall tm < t, tx > t0. Wir erhalten :

t i
f di "sri G* / 4 (<— yWöjfc'

J J j3 dr = 2jtJ > w ^ eC7t2 ) [Äy— K cos («(*>2;/)]^ . (15)
t°
Der Fall G = £0 kann in derselben Weise behandelt werden wie der
Fall tm— t ist . Wir brauchen uns deshalb nicht bei diesem Falle auf¬
zuhalten .

t

24 11. Entsprechende Untersuchung für das Integral fjfodr .
*0

Wir gehen zum Integrale : t

sjfldx

über . Wir sehen aus Formel (8), daß , wenn fi klein ist , annähernd :

16 0 s e en , Hydrodynamik
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Ä / *‘ 5T, 7 äS«' (16>
SW

vorausgesetzt , daß der PunktP nicht auf S (t ) liegt . Wenn dies der
Fall ist , ist Formel (16) nicht gültig . Wir wissen aber , daß auch in
diesem Falle Jfl einen endlichen Wert hat , dessen Hauptglied mit fji
proportional ist . Dies reicht für unsere jetzigen Zwecke aus und wir
sehen , daß annähernd :

J>i <17>
0̂ 0̂ ^ CO

24 12. Ausstellung von Integrodifferentialgleichungen für die
Größen hj bei kleinem // .

Wir sind jetzt imstande , die Gleichungen aufzustellen , welche zur
Bestimmung der Funktionen hj und der Potentialfunktion ip dienen
können . Wir bezeichnen mit P ä einen beliebigen Punkt der Grenz¬
fläche S und erhalten dann aus (9a) wegen (14) und (17) :

i
/ 4« \ 2(2om- i)

Vj(P s ,t ) = 2nC m [hj — hn cos (n *;)] ps,( +
qV „

Dk / 4fi (t — tk) \ 2ak
+ 2n 2j ® fr ^ 7k \ QÜk* ) K cos (na V)K ‘* -

t

‘o SW

(18)

24 13. Nachweis , daß in dem von der Fläche nicht durchschrit¬
tenen Bereiche die Bewegung eine Potentialbewegung ist .

Wenn es gelungen ist , aus den Bedingungen (18) und aus der
außerhalb von S gültigen Gleichung Arp — 0, die hj und ip zu be¬
rechnen , so kann man die Geschwindigkeitskomponenten und den
Druck in einem beliebigen Punkte P der Flüssigkeit berechnen .
Wenn P in demjenigen Bereiche — wir wollen ihn Bv nennen — der
zwischen t0 und t nicht von S(t ) durchschritten worden ist , liegt ,
haben wir , da jetzt d > 0 ist , wegen (9), (15), (17) :
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=fe),r VWfc jU**re7 (19)
f„ $ (t )

Im letzten Gliede rechts in (19) hat nach unserer Voraussetzung
r überall einen positiven , von Null verschiedenen Wert . Wir haben
folglich : ( ,

sdr f fh ~ - dSQ= A [ dz [ h A - dSQ
J ÖXjJ “dg k r y dxfj J dg k r v
«0 « (*) I. S (z)

und also : • t

“ ^ {̂ (*»0~ ]/y f dxs hk Jgkl dS«)‘ (20)
t, S (r)

Die Bewegung ist also in diesem Teile der Flüssigkeit eine Potential¬
bewegung .

2414 . Nachweis , daß die Flüssigkeit an der Vorderseite der
Fläche gleitet .

Über das Verhalten der Flüssigkeit an demjenigen Teile von S (t ),
der an Bv grenzt — wir nennen ihn Sv— gibt Formel (18) Aufschluß .
Wenn wir jene Formel auf einen Punkt P s anwenden , der zum ersten
Male auf S liegt , fällt das zweite Glied rechts , also die Summe , weg
und wir haben :

/ 4n
Uj(P Sv,t) = 2nC m [hj — K cos (nx .j)]pSv —

\ q

L «ß,JLlÄÄ4+(M .
I qJ dxjj dgk r Q \dxj)ps t

h S (r)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit cos {nxj ) und summieren in
bezug auf j (j = 1, 2, 3). Das Ergebnis können wir in der Form :

‘2i >
t0 8(r)

schreiben . Das in (21) links vorkommende Integral kann auch in der
Form :

)¥ /■ d d Jht (g)
S(z)

dx -j jr— I —— dS Qdn ux/cj r

16**
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geschrieben werden . Wenn der Punkt P im Innern des Bereiches Bv
läge , so würden wir dafür auch :

to S (, )

schreiben können . Das Integral , zu welchem wir so geführt worden
sind , kann als das Potential gewisse Massen gedeutet werden , welche in
dem von S in der Zeit t0 bis t durchschrittenen Bereiche — wir nennen
ihn Bh— ausgebreitet sind . Aus der Potentialtheorie ist nun bekannt ,
daß die Ableitungen zweiter Ordnung räumlicher Potentialfunktionen
einen Sprung erleiden , wenn der Aufpunkt eine Unstetigkeit der
Dichte durchschreitet . Insbesondere kann man einem Punkte P der
Oberfläche des Körpers , von welchem das Potential herrührt , im all¬
gemeinen drei verschiedene Werte einer solchen Ableitung zweiter
Ordnung zuordnen . Ein Wert ist der Wert der in P selbst gebildeten
Ableitung . Ein anderer ist der Grenzwert , gegen welchen die Ableitung
konvergiert , wenn der Aufpunkt von Innen sich P nähert . Der dritte
endlich ist der Grenzwert der Ableitung , wenn der Aufpunkt sich von
außen P nähert . Wir behaupten nun , daß , wenn xv x2, x3 die Koordi¬
naten des Punktes P s sind :

«0 S<r) t, S (r)

vorausgesetzt , daß wir der linken Seite die letzte (dritte ) der oben
erwähnten Bedeutungen geben . Zum Beweise genügt es, zu bemerken ,
daß : (

t, SM

t — 8

= lim — \s^ - f dx j - fhk -Sy- — dS Q.ö^ o I e J dn J dl * r
<o SM

Wir können infolgedessen die Gleichung (21) auch in der folgenden
Form schreiben :
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Wenn wir die t>;- als die Komponenten der Geschwindigkeit der
Fläche S auffassen , so ist wegen (20) die Formel (22) die Bedingung
dafür , daß die Flüssigkeit längs der Vorderseite Sv der Fläche S
gleiten soll, d . h . die Bedingung dafür , daß Flüssigkeit und Fläche
gleiche Normalgeschwindigkeit haben .

2415. Untersuchung der Bewegung in dem von der Fläche
durchschrittenen Teilbereiche.

Wir betrachten jetzt einen Punkt P in dem Bereiche Bh, der in der
Zeit von t0 bis t von der Fläche S durchschritten worden ist . Wenn
P eine allgemeine Lage hat , so wird man ak = 1 (Je= 1, 2 . . m)
haben . Man hat dann entsprechend S. 241 Cm= Dk = |/jr und folglich
wegen (9), (15), (17) :

/ t \

Uj(P , t ) = Ilhi — cos (nxj )\p , tk —

j d V>
dxj

(23)

t„ 8 (r)

tv <2. . . tm(t0 <[ tx < t2 . . . < tm t) sind die Momente , in welchen P
auf S gelegen hat . Wir nehmen zunächst an , daß t > tm ist . Wir
lassen dann bei festgehaltenem P t gegen tm abnehmen und erhalten
in dieser Weise aus (23) :

m . . . ^
Uj(P , tm) = Vj(P Sh, tm) = 271 'S ](k) ( - [hj—hncos (nXj)\P,,k—\eu ? )

_

~ yfs dv ixj hk4 7 dSQ+ ^ v{x,tm) •
d_

dxj
•S(r)

Wir ziehen diese Gleichung von (23) ab und erhalten :

'** dl , 7
S (z)

ö I I
{v»(aj, «) — tp(x, tmy

(24)

Wenn wir jetzt bei festgehaltenem t den Punkt P sich der Grenz¬
fläche Sn nähern lassen und wenn dabei tm gegen t konvergiert , was
immer an der Bückseite des Körpers der Fall sein wird , so haben wir :

lim Uj(P , t) = Vj(Ps h„) • (251
P durch Bh -+p s v >
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Wenn wir wieder die v,- als Geschwindigkeitskomponenten der
Fläche S auffassen , so sagt diese Gleichung aus , daß die Flüssigkeit ,
wenn ihre Bewegung dem System (1) gehorcht und wenn sie bei
fx > 0 an S haftet , auch bei verschwindender Zähigkeit /x an der
Rückseite des Körpers haften muß . Den Fall , daß die Fläche eine Ge¬
schwindigkeit hat , die in das Gebiet der schon durch wirb eiten Flüssig¬
keit , das sie hinter sich gelassen hat , hinein gerichtet ist , haben wir
hier nicht untersucht .

2416 . Zusammenfassung .
Es sei die Aufgabe vorgelegt , bei kleinem positivem /x außerhalb

einer geschlossenen , im allgemeinen von der Zeit t abhängigen Fläche
S (t) eine Lösung des Systems :

duj da duj . , . . .
QTt = ~ d ^, + 11 }

zu finden , welche den folgenden Nebenbedingungen genügt : auf S (t ) :
Uj = vorgeschriebenen Funktionen v,-(S , t) ; in unendlicher Ferne :
Uj = 0. Um diese Aufgabe zu lösen , suche man auf der Oberfläche
S (t) drei Funktionen hv h2,h3 und im Raume außerhalb von S (t) eine
reguläre und in unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion
zu bestimmen , welche in den Punkten P s (= x ,̂x2,xs) den Bedingungen :

4 „ \ 2 (2 am— 1)

27iCm( ) [hj —K cos (n Xj)]ps,t +
\ QÜ„

772— 1 J) / i / . / \ \ 2 a k

+ 2»2®wrr ( '“■./ja ) [*#—hncos(nxi)]p,’s ’‘k '

-^ k7“ «+fök „- “>
g (o

genügt . f2, sind hier die Koordinaten eines Punktes Q auf der
Fläche S (r ) ; r ist die Entfernung zwischen den Punkten Ps und Q.
tv t2 . . . tm— 1, tm(t1 < t2 < . . . < < tm) sind die Zeitpunkte ,
in welchen P s auf der Fläche S gelegen hat . In der obigen Gleichung
ist also tm— t. Es wird angenommen , daß die kleinste Entfernung d,
des Punktes P s von der Fläche S (t), wenn ]t — tk \ klein ist , in der
Form :

d = ü k\t — tk \“k
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dargestellt werden kann und es ist :
co

t2a m — 1

dt , Dk = I e I^18 dt .
ft

0 — co

Wenn es gelungen ist , die Funktionen hv h2, h3, y zu bestimmen ,
so hat man in demjenigen Bereiche , der nicht von der Fläche S (t)
durchschritten worden ist :

^ j ~ dS Qj
? •' S (z)

“’ - dxfl * ' ” \ q J J dtk r
? •> S (t )

Dagegen hat man in dem von S (t) durchschrittenen Bereiche :

u, (P , t) = t)y(Pa tm) - l / £” f dr A _ f h ö I dS Q+r q J OXjJ otk r
•m SW

dxj yi(x,t) — f (x,t„

Hier ist tm der Zeitpunkt , in welchem der Punkt P zuletzt auf
S lag . P Sh ist der Punkt auf der Rückseite von S (tm), der geo¬
metrisch mit P zusammenfällt .

Wenn die Größen v, (S ,t) die Komponenten der Geschwindigkeit
sind , welche der betreffende Punkt von S (t) bei der Bewegung dieser
Fläche hat , so lassen sich die erhaltenen Formeln so deuten , daß die
Bewegung der Flüssigkeit in dem von S nicht durchschrittenen Raume
eine Potentialbewegung ist , bei welcher die Flüssigkeit längs der
Vorderseite von S gleitet ; dagegen die Bewegung in dem von S (t)
durchschrittenen Raume eine Wirbelbewegung , bei welcher die Flüssig¬
keit an der Rückseite — vgl . hierzu S. 227 — an S (t) haftet .

§ 25. Translatorische Bewegung .

25 l . Vereinfachungen durch die Annahme , daß der Körper
sich stets in derselben Richtung bewegt .

Wir wenden die im vorigen Paragraphen gefundenen Ergebnisse
auf den Fall an , daß sich ein starrer Körper in einer bestimmten ,
von der Zeit unabhängigen Richtung in einer Flüssigkeit bewegt ,
die sonst den ganzen Raum erfüllt . U(t) sei die Geschwindigkeit
des Körpers , S (t) die Oberfläche desselben , K (() der vom Körper
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erfüllte Bereich des Raumes , B (t) der übrige Teil des Raumes . Der
Einfachheit wegen nehmen wir zunächst an , daß eine mit der Be¬
wegungsrichtung des Körpers parallele Gerade S (t) höchstens in zwei
Punkten schneidet . S (t) zerfällt dann in zwei Teile , einen vorderen
Teil Sv(t) und einen hinteren Teil Sh(t). B (t) zerfällt ebenfalls in
zwei Teile, einen Bh(t), der vom Körper oder von einem Teile des
Körpers durchschritten worden ist , und einen Bk(t) und K (t) um¬
gebenden Teil Bv(t). Wir bezeichnen wie gewöhnlich mit U, (j = 1, 2, 3)
die Komponenten des Vektors U, mit n eine nach außen gezogene
Normale der Fläche S (t) von der Länge 1. Wir setzen :

| Uj(t) cos (nxj ) | = | Uj(t)nj \ = U„(t) .
Das Flächenelement dS durchschreitet dann während der Zeit t bis
t dt einen Raumbereich Un(t)dSdt .

Ein beliebiger Punkt , £v | 2,£s, in Bh(t) ist vor der Zeit t entweder
von der Fläche Sh allein oder sowohl von Sv wie von Sh überstrichen
worden . Wir bezeichnen mit tv und th die Zeiten , zu denen Svbzw. Sh
den Punkt £ enthielt . Mit U(v), Um, Un(h> bezeichnen wir die
den Zeiten t„ und th und dem Punkte £ entsprechenden Werte von
U und Un. l /W und C/W„ sind im Bereiche Bh(t) mit Ausnahme von
K (t0) definiert , und C7„W im ganzen Bereiche Bh(t). Wir nehmen
an , daß Uj(tP) und Uj(th) stetige und stetig differenzierbare Funk¬
tionen der Koordinaten £2, £3 sind .

Unsere Aufgabe ist , das System :
duj da . dujn=- W,+l,Aui- (1)

mit den Nebenbedingungen : in unendlicher Ferne = 0 ;
an S (t) :

Uj = Uj(t) , für t = <o : = 0 (j ,h = 1,2,3)

im Grenzfalle [x = 0 zu lösen .

Wir machen wieder (vgl . S. 229) den Ansatz :

dtp
Uj(P ,t) = Jdr J hk(Q,T)ujk(P ,Q,t — r )dS Q+ ^

U S (r)

q(P ,t) = —ffXQn Jh k(Q,t) ^ y dS Q-

S (t)
dy)
Ji -

S«

(2 )

Aip = 0 .
Wir stellen jetzt die Grenzbedingungen auf und benutzen dabei

die im vorigen Paragraphen gefundenen , bei kleinem ji angenähert
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richtigen Ausdrücke für die in unserem Ansätze vorkommenden In¬
tegrale . Wir haben jetzt a = 1 zu setzen . Wie man sofort sieht , tritt
unter diesen Umständen in unseren angenäherten Ausdrücken hj stets

mit dem Faktor j / ^ multipliziert auf . Wir setzen deshalb :

j/f »,=*».
Der Umstand , daß wir für kj endliche Werte finden , zeigt , daß

die hj, den absoluten Beträgen nach , beim Grenzübergange fj, -* 0 wie
i unendlich werden . Wir bezeichnen mit die Werte der kj

an der Vorderseite von S (t) , Sv(t) , und in derselben Weise mit kf h)(t)
die Werte von kj an der Rückseite , Sh(t) , von S (t). Die Grenzbedin¬
gungen können dann bei kleinem fx in der folgenden Form geschrieben
werden :

auf Sv(t) : 4:7Z
Uj (t) = [ÄV(e) — kJ 1') cos (nXj)]p t, —

t

- l'dr f kJ”) ~ - dS ,J dxjj d£ k r
t0 Sv i

-hU
U svM

d r , ... d 1 dw
k Ws— dSQ+d£ k r * dxj

auf Sh(t) :

üj(t)=47tJjjU[£.(A>_knmcos(nxf)]ptt
* nW COS (wX ;-) ]P )/t>j — Ji

d-jk k<» d UlV , df
«A«

+ u „

U TU hmU ds°+dxj

(4)

25 2. Beginn der Umformung der Gleichung (3).
Verwandlung der Zeit -Oberflächenintegrale in Ableitungen

von Potentialfunktionen .

In § 23 gelang es uns , die Bestimmung der Funktionen cps°), wel¬
chen hier die Funktionen kj entsprechen , auf die Auflösung einer
potentialtheoretischen Randwertaufgabe zurückzuführen . Wir suchen
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hier ein ähnliches Ziel zu erreichen . Es ist zu diesem Zweck not¬
wendig , die in den Gleichungen (3) und (4) vorkommenden Integrale
einer näheren Untersuchung zu unterwerfen . Wir betrachten zunächst
die Gleichung (3). Wir nehmen also an , daß der Punkt P auf Sv(t)
liegt . Wir nehmen überdies an , daß P ein innerer Punkt von Sv(t)
ist und also nicht auf der Grenzkurve zwischen Sv(t) und Sh(t) liegt .
Wir haben dann :

idr ^ - [ lckW^r - dS(i = ^ - fdrsk k̂ ^F - dS<i .J dxj dh r dxj J d $k r
t0 Sh (r ) t0 Sfr (r )

Un̂ dxdSQ ist das Volumenelement dcoQ( = d^ dfjji ; )̂, das während
der Zeit dz vom Flächenelemente dS Qvon Sh(t) durchschritten wird .
Unser Integral kann deshalb in der Form :

d sk kW d 1
d ^ J UnW Ö£k 7 d0JQ

Bh (‘)

geschrieben werden , wo Bh(t) die in 25 i S. 248 angegebene Bedeutung
hat . Um das Integral :

dt°s kt*J OXj Jt 1 a /_\

AI
d£ k rij - I kkMj ~ - dSQ

in ähnlicher Weise umzuformen , führen wir eine Annahme ein, deren
Zulässigkeit wir später nachprüfen werden , die Annahme , daß anS „(<) :

&„<»>= kkw cos (nx k) = 0. (5)

Wir haben , wenn wir innerhalb von K (t0) kk(v)= 0 setzen :
t t — e

[ dr A f J M A I dS Q= lim fdr ~ f **<•>A I dS =J dxj d£ k r y £^ 0J dxJ öf * r
t, 8V(r ) <„ Sv (i )

V / 7V , ^ d* 1 fk kw Ö2 1 ,
= lim dr kkW^ ^ - dS Q= lim I ^ ^ - dcoQ=

J J * dxjd£ k r y £_>0J Z7»w dx , d£ k r
‘o s t>W B h (t — e) + K (t — e)

a . aij .
0 1JU ^ dxjT ^ J d£ k \ UJ vV dxj r \

S ( Bh (t - *) + K (t - t ) ) Bh (t - e) + K (,t - e)

Da = 0 an Sv, brauchen wir das Flächenintegral im letzten Aus¬
drucke nur über die zylindrische Mantelfläche von Bh(t — e) und über
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Sh(t0) zu erstrecken . Wir können deshalb unmittelbar den Grenzüber¬
gang e 0 ausführen und bekommen :

rw ».1 , * _ s » (J& ) « i , «. _
J UnM dXj r y J 0 & VJ7. W/ dx , r
Ü(Bh(t)+ K (t)) Bh(t) + K (t)

d | ft .« dÄQ r d / i tM\ äcoq]
*7nM r J dfAu „(’>J r

S (Bh(t)+ K (t))

d sk tw d 1
0ayj r

£/><«)+ * »

d(üQ.

25 3. Durchführung der Umformung der Gleichung (3).
Darstellung der Größen durch eine Potentialfunktion <p.

Um unter Benutzung der eben gewonnenen Resultate die rechte
Seite der Gleichung (3) in einfacherer Weise schreiben zu können ,
setzen wir :

UJ » ~ v K )

Wir setzen ferner :

fr d 1 , / ***« dl ,

v - J L‘ wrr do,‘‘ - Jw <ät ^ do,° = r(B)
Bh (t) K (t)

Da die Funktion <p ofienbar in Bv(t) ganz andere Eigenschaften als
in Bh(t) hat , so wollen wir statt cp, wenn der Aufpunkt in Bv(t) liegt ,
9?„ und, wenn der Aufpunkt in Bh(t) liegt , cph schreiben. Unsere Glei¬
chung (3) ergibt jetzt wegen (5) :

anÄe (<) : iW Idw \

t/nw \ dxjlsv(t)

Das letzte Glied rechts in (6) kann als der Wert aufgefaßt werden ,

gegen welchen konvergiert , wenn der Aufpunkt von außen , also
U Xj

durch Bv(t), sich der Grenzfläche Sv(t) nähert . Wegen (5) müssen wir
<p die Bedingung :

TT ^ u ‘" ' <° >
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auferlegen . Wenn diese Bedingung erfüllt ist , so haben wir :

(B>
254. Beginn der entsprechenden Umformung der Gleichung (4).

Zurückführung der Zeitflächenintegrale auf Potential¬
funktionen nebst einem Zusatzgliede .

Wir gehen zur Formel (4) über . Wir haben , da im Momente tv die
Vorderseite S„ durch den Punkt x geht , der erst zur Zeit t auf der
Bückseite liegt :

_ö_ 1
d£k r

t
d 1

= lim ] A —dS Q+ f dr Tß- f jfetW “ - dS Qc-̂ oU dxjj d£ k r J dxjj d£ k r
t, Sv (z) tv + e Sv (t )

Wegen der Beziehung (5) können wir die Glieder rechts nach derselben
Methode behandeln , welche wir bei der Formel (3) benutzt haben . Wir
erhalten so :

</ , d « l jn d skP > öl .
Wj k” dJi ~r Q~ d^ / 17. » öj k7 Q' ( }

e, 3 V(J) Bh (f) + K (t)

Mehr Mühe macht uns das letzte Integral in (4). Wir haben :

fdr ~ sh (K>Jr - dS Q= lim fdr J - f k
J dxj J dg k r * £^ 0 J öxjj
<o ShM t0 7 Sh(z)

Z dS Q=. . . . - - d£ k r’̂h (z)

v sw 02 1 *= lim I -fy-sh. 3 r̂z d(x)n =
J Unw dXjd£ k r
Bh(f- o

. . ( ö l . _ sä kkM dl , I

Jr . jj UnWÖXjr dSq J dh er.» dx; r d | '
ö (3 Ä(<- e)) Bh(t- z)

Dabei ist *S(B) die Grenzfläche des Bereiches _ß .

* Wir setzen hier voraus , was durch das Ergebnis unserer Untersuchung be-

stätigt werden wird , daß die Quotienten überall endliche Werte haben .
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Die Grenzfläche S(Bi,(t — e)) des Bereiches Bh(t — s) enthält unter
anderem die Fläche Sh(t — e). Beim Grenzüb ergange e -* 0 wird ein
Element dieser Fläche sich dem Auspunkte x unbegrenzt nähern .
Um den Grenzwert des Teiles des im letzten Ausdrucke vorkommen¬
den Flächenintegrales , das von diesem Flächenelemente , o, herrührt ,
zu bestimmen , führen wir in derselben Weise wie im vorigen Para¬
graphen ein mit a verbundenes Bezugssystem ein, dessen £x' - und
| 2' -Achsen o in dem Anfangspunkte tangieren und dessen | 3' -Achse
also gegen a normal ist . Wir haben dann :

sknw d 1 _ sknrn dlJUnWdXjr bQ~ JUnWd£kr Q~
a (t — e) a (t — e)

-/ XJnW C0S Qgk' r Q'
ct(1— e)

Unser letztes Flächenintegral zerfällt , entsprechend den Werten
k = 1, 2, 3, in drei . Zwei von diesen Integralen , diejenigen , in denen
k = 1 oder 2 ist , können durch partielle Integration in bezug auf
oder £2' umgeformt werden . Man sieht leicht , daß die Grenzwerte dieser
beiden Integrale bei e ->■0 erstens endlich sind und zweitens gegen
Null konvergieren , wenn man den Flächeninhalt des Elementes o gegen
Null konvergieren läßt . Der Grenzwert des dritten Integrales :

, x sk nW d 1 , _lim cos

behält dagegen einen endlichen Wert :
k

~ 2n JjlF ) cos (nx A>

selbst wenn der Flächeninhalt des Elementes o gegen Null konvergiert .
Wir erhalten infolgedessen :

t

fdr Tr“ f kjp —dS Q= — 2n cos (wx?) +
J da a & r jjW

J U™ dXjr1SqJÖ£kjjf>dz,r Wq'
«UW)) Bh(f)

Für das Flächenintegral der rechten Seite soll hier der Wert ge¬
nommen werden , den man erhält , wenn man zuerst den singulären
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Punkt = Xj durch eine um ihn gezogene geschlossene Kurve auf der
Integrationsfläche ausschließt und dann diese Kurve sich von allen
Seiten um den singulären Punkt zusammenziehen läßt .

25 5. Weitere Umformung vermittelst der Sätze der
Potentialtheorie.

Um weiter zu kommen , müssen wir einen Satz aus der Potential¬
theorie heranziehen . Das Flächenintegral :

f ^~ ~dS Q (r2= (Xj — I ,)2, r 0),

wo jF(! ) auf der Integrationsfläche eine stetig differenzierbare Funk¬
tion ist , besitzt partielle Ableitungen erster Ordnung in bezug auf xt ,
x2, x3, dies auch dann , wenn der Punkt P , dessen Koordinaten x1,
x2, x3 sind , auf der Integrationsfläche liegt . Man erhält diese Ablei¬
tungen dadurch , daß man unter dem Integralzeichen deriviert , aber
bei der Berechnung des so entstehenden Integrales zuerst den singu¬
lären Punkt P ausschließt und dann den ausgeschlossenen Bereich
sich um P zusammenziehen läßt .

Aus diesem Satze folgt :

/ ä4ä) d i . _ Cd kf d i
jjW dxj r I di k ü ^ d Xj r d0}Q

S(*h(Q) o

_a _ i sWdSQ _ r d kf da >Q\
Ox/ lJ u [h) r J Ö& 17® r j

HW

d i. a_ s k*
dXj J U„

HW
Wir haben also :
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Wir können dieses Ergebnis auch in einer anderen Form schreiben .
Die rechte Seite ist , wie aus den obigen Rechnungen unmittelbar her¬
vorgeht , der Grenzwert des Ausdruckes :

‘k? d 1 ,
dx, I J7?) dSt r dwQ> Ls!/ l

*h<f>

wenn der Punkt P (mit den Koordinaten x1, x2, x3) von außen , also
durch den Bereich K (t), sich der Grenzfläche Sh(t) des Integrations¬
bereiches nähert . Wir wollen unter :

dxf

den Grenzwert einer Ableitung in bezug auf x, verstehen , den sie an¬
nimmt , wenn der Aufpunkt P (mit den Koordinaten x1, x2, x3) sich
durch die Flüssigkeit , also durch den Bereich B (t), der Grenzfläche
S (t) nähert . Die Berechnung von :

sM! AL
Öxf}J UfH * r °>Q

können wir nach denselben Methoden ausführen , die wir oben
benutzt haben . Man hat nur zu beachten , daß der Punkt P jetzt
innerhalb der Grenzfläche S(Bh(t)) des Integrationsbereiches liegt .
Man findet :

d skf d 1 7 n ifciA) . ,
dwQ= + 2n - jr. cos (nxj ) +

dxf * ! üi h) dt k r v jjW

d Ckf d i
+ dx , rf » dh t dü>Q'

Wir haben also schließlich auch :
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Wir bemerken , daß wir oSenbar unsere Formel (7) auch in der Form :

r, d r,w d i d nv di
‘o 8 v ( r> B h (9

d skp d 1

+ d4 h) J U? df k r °)Q
schreiben können .

(9)

25 6. Durchführung der Umformung .
Darstellung der Größen Ly durch die Potentialfunktion <p.

Wir führen jetzt in (4) die in (8) und (9) gefundenen Werte der
dort vorkommenden Integrale ein. Die Glieder , welche knW enthalten ,
heben sich auf . knM hat nach (5) den Wert Null . Wir erhalten folglich :

Vj {t ) = inL j [t ) + (d̂ \ ■ (10)\ dxj /sho)
Wir haben also :

(d <Ph\Li® — TTM +
k/ v> , tj » _ 1

1 UnW 4n • (11 )
dxjl Sä®

25 7. Vorläufige Formulierung der Bedingungen
für die Potentialfunktion cp.

Mit Hilfe der Gleichung D S. 252 können wir in bekannten
Größen und in cp ausdrücken . Die Gleichung (11) gibt uns dann kf ,c>
in denselben Größen ausgedrückt . Wir sehen , daß das ganze Problem
auf die Bestimmung von cp zurückgeführt worden ist .

Wenn wir in die Definitionsgleichung B für <p die in I) und (11)
gegebenen Werte von kf *) und Lj einsetzen , geht sie in ein System von
zwei Integro -Differentialgleichungen für <pv und cph über . Dazu kommt
die Grenzbedingung C.

25 8. Darstellung der Bewegung im Inneren der Flüssigkeit
vermittelst der Funktion cp.

Wenn es gelungen ist cp zu bestimmen , so ist damit die Bewegung
für pi — 0 bekannt . Die Umformungen unseres ursprünglichen Ansatzes
für die Geschwindigkeitskomponenten , die wir oben gemacht haben ,
können natürlich auch dann gemacht werden , wenn der Aufpunkt P
nicht auf der Oberfläche des Körpers S (t) liegt . Wir gehen wieder vom
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Ansätze (2) aus und verfahren genau wie in 251 . Wir erhalten , wenn
der Punkt P in dem von S (t) nicht durchschrittenen Bereiche liegt :

t

MP , t) = - fdr JLJm » AI dS Q-
‘o s „ <v >

t0 S h(z) '

q(P , t) = — e [ h (Q,
S(0 k

Wir formen die Integrale rechts in der ersten dieser Gleichungen mit
Hilfe der in 25 2 und 25 3 dargelegten Methoden um und erhalten :

Differentiation der Gleichung B in bezug auf t gibt ferner :

* — . & ■ (13)

Wenn dagegen der Punkt P in dem von $ (£) durchschrittenen Bereiche
liegt , so erhalten wir aus (2) zunächst :

1
i(P , t) = 4n u (A)[VA)— cos(»**)3

p < ‘ n

+ (^ V ) — kn V)C0S t J—

- sdrJLf d ±d S<2- fdr ff ,h w £ - — dSQ+ p ^,
J dXjJw dhr J dx,̂ 9& r dxP

q (P , t) = - esi ]t (G, t) 0±dS Q- e ^m k

thund tvsind hier die Zeitpunkte , in welchen der Punkt P auf Shbzw.Svlag.
Die Umformung ergibt jetzt :

•<*- inLiM+ | n , , —
Nach Gleichung (11) können wir dieses Ergebnis auch in der Form :

« , = I7( W + » & _ ( ! & ) , , — (14 )OXj \ (j Xj / Sfoitfr) u *
schreiben .

17 Os een , Hydrodynamik
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Die Bedingung C für 95 zeigt , daß die Flüssigkeit längs der Vorder¬
seite des Körpers gleitet . Die Gleichungen (14) zeigen dagegen , daß
die Flüssigkeit an S fl haftet .

25 9. Definitive Formulierung der Bedingungen für 95.
Verifikation der Kontinuitätsbedingung .

Wir haben oben in 25 7 die Integro -DifEerentialgleichung erwähnt ,
welcher die Funktion 90 genügen muß . Wir wollen jetzt den Inhalt
jener Integro -Differentialgleichung in anderer Form darstellen . Vorab
bemerken wir folgendes : die Größen Lj sind durch die Gleichungen
(11) als Funktionen von t und den Punkten der Fläche Sh definiert .
Wir können sie aber auch als (von der Zeit unabhängige ) Funk¬
tionen der Punkte des Bereiches B h auffassen . Wir können mit ande¬
ren Worten jedem Punkte P in B h einen und zwar nur einen , von der
Zeit unabhängigen Vektor X zuordnen . Zu diesem Zwecke haben wir
nur den Zeitmoment th zu bestimmen , in welchem P auf Sh lag . Wir
ordnen P den Vektor L zu , der im Momente th demjenigen Punkte von
Sh zugehört , der zu eben dieser Zeit mit P zusammenfällt . Wir be¬
trachten im folgenden die Größen Lj als Funktionen von x1, x2, x3.
Die Größen Uj , die wegen der vorausgesetzten Starrheit des Körpers
auf der ganzen Fläche S h die selben Werte haben , können wir ebenso
als Funktionen von xx, x2, x3 auffassen . Aus den Gleichungen B , C,
D schließen wir , daß 95 jetzt den folgenden Bedingungen genügen muß :

1. Im Bereiche Bv{t) muß q>— q>v der Laplaceschen Gleichung :

A%= 0
genügen . <pv muß in Bv regulär sein und im Unendlichen verschwin¬
den .

2 . Auf S„(t) muß :

dn n
sein .

3 . Im Bereiche Bh(t) muß 99= 99* der Poissonschen Gleichung :, dLi
Acph = — in ~

genügen .
4 . Auf der Grenzfläche Z , zwischen Bt und Bh, muß :

% = <Ph
sein .
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5. Auf Z muß ferner :
^ rPl‘ I I T

J - J "T" 4 TTLj n yduz dnz
sein.

6. In jedem Punkte P von Bh muß, wenn th der Zeitmoment ist , in
welchem P auf Sh lag :

Diese sechs Bedingungen enthalten alles , was wir von der Funk¬
tion 9owissen . Sie bilden also einen vollständigen Ersatz für die früher
erwähnte Integro -Differentialgleichung .

Die Frage erhebt sich jetzt , ob die Bedingungen 1—6 die Funk¬
tion cp und den Vektor L eindeutig bestimmen . Es ist leicht zu sehen ,,
daß dies nicht der Fall ist . Wir betrachten die Bewegung eines starren
Körpers während einer bestimmten Zeit , etwa t0 ^ t tx. Für jedes
t , welches in dieses Intervall fällt , sind dann die Größen üj in Bh(t)
bekannte Funktionen von x1, x2, x3. Wir nehmen an , daß es gelungen
ist , eine diesen Werten von Uj entsprechende Lösung cp, Lj der Be¬
dingungen 1—6 zu finden . Wir konstruieren dann in folgender Weise
eine neue Lösung derselben Bedingungen . Wir bezeichnen mit cp ir¬
gendeine von t unabhängige , im Inneren des Bereiches Bh{tp) stetige ;
und zweimal stetig differenzierbare Funktion von x1, x2, x3, welche
auf der Grenzfläche S(Bh(<x)) von Bh(fj) verschwindet . Wir setzen dann :.

Man sieht sofort , daß cp*, Lj* eine neue Lösung der Bedingungen 1—6 ist -
Und ein Blick auf die Gleichungen (12), (13), (14) zeigt , daß die durch
diese Formeln beschriebene Bewegung der Flüssigkeit in keiner Weise
verändert wird , wenn wir cp mit cp* vertauschen .

Wir können die Unbestimmtheit der Funktion cp und der Größen
Lj benutzen , um die Bedingungen 1—6 zu vereinfachen . Wir erreichen
dieses Ziel, indem wir die Funktion cp so wählen , daß in Bh:

ia Bv(t) :

in Bh(t) :
cp* = <pv* = <pv,

(p* = <fh* = n + $

dxj
ausfällt .

17 »
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Wir brauchen dazu nur für cp eine Lösung der Gleichung :

A (p — in = 0
O Xj

wählen , welche in Bh(<t) regulär ist und auf der Grenzfläche dieses Be¬
reiches verschwindet .

Es folgt aus dem oben Gesagten , daß wir vom Anfang an hätten
voraussetzen können , daß in Bh

§f = ° (i5>
ist . Wir führen jetzt diese Voraussetzung ein und wollen die Folge¬
rungen daraus ziehen .

Wir kehren zu der Bedingung (6), S .259 , zurück . Sie ergibtwegen (lö ) :

d Uj dth
dxj \ dxj )ptth dxj^ v dth öxj

Diese Gleichung enthält , wie unmittelbar ersichtlich ist , eine Bedin¬
gung , welche die Funktion <ph an Sh erfüllen muß . In den Fällen , welche
für die Anwendungen Interesse haben , kann man diese Bedingung in
viel einfacherer Weise schreiben . Es ist wohl bekannt , daß die Poten¬
tialfunktionen , mit welchen man sich in der mathematischen Physik
beschäftigt , bei den einfach geformten Körpern , mit denen man am
meisten zu tun hat , nicht nur außerhalb dieser Körper existieren , son¬
dern vielmehr ein Stückchen ins Innere der Körper fortgesetzt werden
können . Wenn wir annehmen , daß dies auch für unser Problem gilt , so
können wir unsere Gleichung in der Form :

d2(ph dth _ düj dt^
dxjdt h dxj dth d ab¬

schreiben . Da :

Zlw = °

ist , und da an Sh t%konstant ist und folglich :

dh / x dth . . dth . .
^ : cos (nxj = ^ : cos (nx 2) = : cos (nx 3)

ist , so folgt :

oder :

an Sh.

d2n , x dv i , ^cos (nhXj) — -kt 1 cos (nhXj)dxjdth dth

d d <fh _ dü n
dn dt dt
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Wir fassen zusammen , was wir unter unseren jetzigen Vorausset¬
zungen über die Funktion 99 aussagen können .

I . Im Bereiche B v(t) ist cp= q>v eine reguläre und im Unendlichen
verschwindende Lösung der Laplaceschen Gleichung :

II . Auf Sv{t) gilt :

p = w .on

III . Im Bereiche B h(t) genügt cp= <ph ebenfalls der Laplaceschen Glei -

chung : ^ = ()
IV . Auf S h(t) gilt :

0 Ocph O LJn
dn dt ~ dt

V . Auf der Grenzfläche Z zwischen Bv und B h gilt :
<Pv = <Ph -

VI . Auf Z gilt ferner :

dtp , _ d <ph (d <ph \
dn z dn z \ dnJ P, ti + }'

Wenn es gelungen ist , eine Funktion cp zu bestimmen , welche diesen
Bedingungen genügt , so ist die Bewegung der Flüssigkeit durch die
einfachen Formeln :

in B„:
d (pv d (pv

Uj — " — ~

in B h:
TT U \ ^ 9 <Pl‘ ( 9 (Ph\ „ 9 <ph“< +sw- fei »,

bestimmt .

In den folgenden Paragraphen 27—31 werden wir uns mit spezi¬
ellen Problemen beschäftigen , in denen es gelungen ist , die Funktion
93 explizit zu bestimmen .

25 10. Befreiung von einschränkenden Voraussetzungen .
Wir haben unserer Analyse des Systemes (3), (4) die Annahme (5) :

kj v">= 0 an *S'„(t) , zugrunde gelegt . Man sieht leicht , daß diese Annahme zu¬
lässig , aber nicht notwendig ist .Aus dem in §2414 bewiesenen Satze folgt ,
daß auch ohne diese Annahme <pv an Sv(t) der Bedingung C genügen
muß . Und man sieht leicht , daß auch die übrige Analyse ohne diese
Annahme ausgeführt werden kann . Unsere Ergebnisse sind also da¬
von unabhängig , ob man die Annahme (5) macht oder nicht .
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Wir haben ferner zur Vereinfachung unseres Problemes angenom¬
men , daß eine mit der Bewegungsrichtung des Körpers parallele Ge¬
rade die Oberfläche desselben höchstens in zwei Punkten schneidet .
Auch von dieser Annahme können wir uns leicht frei machen . Wenn
man sie aufgibt , kann es eintreten , daß die Oberfläche des Körpers
einen zylindrischen Teil hat , dessen Erzeugenden mit der Bewegungs¬
richtung parallel sind . Man zeigt leicht , daß ein solcher Teil der Ober¬
fläche zur Vorderseite zu zählen ist . Es kann ferner eintreten , daß
gewisse Teilbereiche von Bh(t) von mehreren Flächen Svund mehreren
Flächen Sh durchschritten worden sind . In diesen Fällen gibt es meh¬
rere mit der Bewegungsrichtung parallele , zylindrische Flächen , welche
den Körper K (t) umhüllen . Die hinter dem Körper gelegenen Teile
dieser Flächen zerlegen den Bereich Bh(t) in Teilbereiche . In jedem
Teilbereiche gelten die oben gefundenen Gesetze I—VI . Die verschie¬
denen Potentialfunktionen <ph gehen auf den Grenzflächen ihrer Exi¬
stenzbereiche stetig ineinander oder in cpv über .

25 li . Stationärer Fall.
Wenn die Geschwindigkeit des Körpers konstant und die Bewe¬

gung der Flüssigkeit stationär ist , kann cp nur von den Variabelen
Xj — Ujt (j = 1, 2 , 3) abhängen . Wir haben in diesem Falle :

dUf
dt ’ dxj ’ dt

Die Bedingung IV , S. 261, ergibt unter diesen Umständen :
d

dn («* £ ) - 0 ans 5*. (16)

Wenn wir die xx-Achse in die Richtung der Bewegung des Körpers
legen , können wir diese Bedingung einfacher :

l ; ä = 0aofÄ <17>schreiben .
Wir haben also den Satz : Bei stationärer Bewegung ge¬

nügt cp an der Vorderseite der Bedingung :

= U
dn ”

und an der Rückseite der Bedingung :

d dtp= 0
dn dx !
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25 12. Ausführungen über den Begriff der hydrodynamischen
Rückseite.

Wir sind schon mehrmals dem Satze begegnet : bei verschwinden¬
der Zähigkeit gleitet eine Flüssigkeit längs der Vorderseite eines Kör¬
pers , aber haftet an der Rückseite desselben . Wir wollen noch einen
Augenblick bei diesem Satze stehen bleiben . Wir sind bei der Ablei¬
tung desselben von den vereinfachten hydrodynamischen Differential¬
gleichungen (1) ausgegangen . Wenn unser Satz eine physikalische Be¬
deutung haben soll, so muß er auch für die vollständigen hydrodyna¬
mischen Differentialgleichungen gelten . Was ist aber , wenn man von
diesen vollständigen Differentialgleichungen ausgeht , unter „Vorder¬
seite“ und „Rückseite“ eines Körpers zu verstehen ? Daß hier nicht
die geometrischen Verhältnisse , sondern die relative Bewegung des
Körpers und der angrenzenden Flüssigkeitsschicht entscheidend sind ,
liegt im Wesen der Sache . Etwas definitives darüber zusagen wird erst
dannmöglichsein ,wenn es gelungen ist ,bei den vollständigenhydrodyna -
mischen Differentialgleichungen den Grenzübergang n -*0 auszuführen .
Es gibt aber eine Vermutung , die einen so hohen Grad von innerer Wahr¬
scheinlichkeit hat , daß wir sie hier aussprechen wollen . Als Maß der rela¬
tiven Bewegung des Körpers und der angrenzenden Flüssigkeitsschicht
in einem bestimmten Punkte der Oberfläche desKörpers wählen wir die

Gr6ße : <*«■ , , , , » • <

Wir bemerken , daß an einem Teile der Oberfläche eines stationär be¬
wegten Körpers , wo die Flüssigkeit am Körper haftet , wegen der Konti¬
nuitätsbedingung notwendig :

du. _ 0an

ist , und wir stellen das (hypothetische )Gesetz auf : Bei verschwinden -
derZähigkeit darf an der Oberfläche eines stationär bewegten
starren Körpers die Größe :

dun
dn

nirgends einen positiven Wert annehmen .
Werfen wir von dem hier eingenommenen Standpunkte aus einen

Blick auf die Theorie der idealen Flüssigkeiten ! Betrachten wir etwa
die Bewegung einer starren Kugel in einer solchen Flüssigkeit ! U sei
ihre Geschwindigkeit in einem gewissen Momente . Wir legen den An¬
fangspunkt in den Mittelpunkt der Kugel in diesem Momente und die
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â -Achse in die Bewegungsrichtung derselben . Die Bewegung der Flüs¬
sigkeit in diesem Momente ist dann durch die Formel :

1 TT s d x iUf= —i Ua? -5— ~
' 2 dxj R3

gegeben , wo a der Radius der Kugel und R = fa^2+ *22+ x3 ist . Wir
berechnen an der Oberfläche der Kugel und finden :an

du n 3% ?/
dn a2

Nach unseren Annahmen ist U > 0. Wir haben dann

0,dun ^
dn ^

je nachdem x1 ^ 0. Der Fehler der Theorie der idealen Flüssigkeiten
ist nach unserem jetzigen Standpunkte der , daß nach ihr an der Rück¬
seite des Körpers , d . h . für xx < 0, die nicht zulässige Ungleichung

> 0 bestehen soll.dn

§ 26. Neue Methode
zur Behandlung des stationären Falles .

A. Zweidimensionaler Fall .

‘26 1. Der Grenzübergang bei geradliniger Begrenzung .
Die am meisten befriedigende Methode den Grenzübergang zu ver¬

schwindender Zähigkeit auszuführen , würde darin bestehen , zuerst das
Randwertproblem bei endlichem , nicht verschwindendem p zu lösen
und dann den Grenzübergang p -» 0 zu vollziehen . Dieser Weg ist in
dem allgemeinen Falle noch nicht gangbar . Dagegen kann man für
einen Bereich mit einer geradlinigen — bzw. im dreidimensionalen
Falle , ebenen — Begrenzung die Gleichungen :

„ duj da duj

+ öäv

mit vorgeschriebenen Werten der u, an der Grenze , auch wenn p > 0 ist ,
exakt lösen und dann den GrenzübergangyU-*0in dieserLösung ausführen .
Die Resultate , welche man in dieserWeise erhält , stimmen mit den oben
abgeleiteten vollständig überein . Sie gestatten uns aber , wie wir später
sehen werden ,einen Schritt weiter zu gehen ,als unsere bis jetzt erhaltenen
Ergebnisse erlauben . Wir wollen deshalb diese Resultate hier mitteilen .
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Wir betrachten zuerst den zweidimensionalen Fall und wählen
die gerade Grenzlinie zu unserer a;2-Achse . Wir müssen dann die Be¬
wegungsgleichungen der Flüssigkeit in der allgemeinen Form :

~ en ‘ dd7l = - §i l + i‘ Au " (1)

schreiben . Wir suchen eine für x1 > 0 gültige Lösung dieses Systemes .
Die Nebenbedingungen seien für /x > 0 : für x1 — 0: w7-= F?(x2) ; in
unendlicher Ferne : Uj== 0.

Die Lösung dieser Aufgabe und der Grenzübergang /x ->■0 ergibt :
wenn U1> 0 ist :

d<Pv rT dcpv
Ui~ dxj ’ q ~ QVk dx k ’

H-0°

<Pv = Fj ( f ) log rd£ ,
— CO

r2 = x12+ (x2— i )2, r ^ O;

(2 )

wenn U1 < 0 ist :
+ CO

t ü 2
x2 £ js x-x

U2-f- (x2—£) U1

\ tj v (* — \ a - Tr y ( T _ „
2 2 \ 2 TT 1 [ ’Uj2 + u 2r lFl r 2 u 1Xl) + v 2F

2 71 ( U -J + uJ ) / [Fl (l ) u *“ Fa (l ) Ul] {̂ J1

Ux

— £) U2—x1U1

U2
£ U2

X2 £ jj xi

d£ +

U 2+ v 2K Fl (*■ u\ Xk) + u*Fa (**~ u\ Xl)J’
+ CC

»= l / [Fl(f),7*- FI(« z7l]^ dz-

(3 )
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Wenn wir mit einem Strich über einer Funktion von xx, x2 an¬

deuten , daß darin x, mit xx— vertauscht werden soll, können

wir die Gleichungen (3) auch in der Form :

„ + 7 ,
' OXj OXj

TT d (Pht - eu. -g- ,k
+ CD

n =^ ü7)s IVAZ)u2- v2(Z)ux]|utlogr•
2 - - 00

— Uxarctg
schreiben .

(3bis

26 2. Ansatz zur Lösung des allgemeinen Problems.
Die Formeln (2), (3) geben die Lösung der allgemeinen Randwert¬

aufgabe des Systemes (1) bei /<= 0 für den Fall , daß die Grenz¬
kurve S des „Körpers“ eine gerade Linie ist . Wir sehen aus diesen
Formeln , daß in diesem Falle die Uj aus Elementen zusammengesetzt
sind , welche je von einem Elemente der geradlinigen Grenzkurve ab¬
hängen . Es liegt nahe , anzunehmen , daß auch im allgemeinen Falle ,
d . h . wenn die Grenzkurve nicht geradlinig ist , die Uj sich durch
Ausdrücke darstellen lassen , welche aus Elementen zusammengesetzt
sind , welche in derselben Weise von je einem Elemente der Grenz¬
kurve S abhängen . Die Verfolgung dieses Gedankens führt zu dem
folgenden Ansatz zur Lösung des Problemes :

in Bv:

s v

+ -̂ f t* (f ) [ (* i — fiK (l ) — (x 2 — fzKtf )] dy!- >
■h

u^ U m — r^ dSi +
s v

+ ^ ff *(f ) [(®i— fl ) « 1(f ) + (X2— f 2)« 2(f )] Y2~>

(4 )
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in Bh:

Ux=hß(i)XjL^ dSs+

+ v(x2), (5)

+ ^ (f )[(*1- fi )% (f ) + (*. - f 2) (f )3 •

| 1; | 2 sind hier die Koordinaten eines Punktes auf dem Elemente ds %
von S. n (£) ist die im Punkte £lt £2 nach außen gezogene Normale
der Kurve S von der Länge 1. Bv, Bh, Sv, Sh haben dieselbe Bedeu¬
tung wie im vorigen Paragraphen. A(| ), v(£) sind Funktionen
von i 1} i 2, welche aus den Randbedingungen: u„ = U1n1 an Sv; ut
= ü 1, m2= 0 an Sh bestimmt werden müssen, r hat die Bedeutung
Hx1- h )2+ (x2- i2f .

26 3. Zurückführungder Randbedingungenauf eine
Fredholmsclie Integralgleichung.

Die Randbedingungen:
un = U1n1 an Sv, u2= 0 an Sh

ergeben imter Benutzung bekannter Eigenschaften des logarithmischen
Potentiales, wenn der Punkt P ' mit den Koordinaten */ , x2 auf S
liegt : wenn P' auf Sv liegt :

(6)

— (%2 — f 2) I> l {* ') % ( £ ) — w2 (a;, ) w 2 (f ) ] } =
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wenn P ' auf Sh liegt :

Die Gleichungen (6), (7) lassen sich als eine Fredholmsche Inte¬
gralgleichung auffassen . Der Kern derselben ist überall endlich , wenn
die Randkurve eine überall stetige Tangente und eine überall endliche
Krümmung hat . Er ist als Funktion der beiden Punkte x/ , x2' und
£/ , | 2' stetig , so lange diese beiden Punkte nicht die Grenzpunkte
der beiden Bereiche Svund Sh überschreiten . Dagegen macht der Kern
im allgemeinen einen endlichen Sprung , wenn einer der beiden Punkte
durch einen der beiden Grenzpunkte zwischen Sv und Sh passiert . Das
System (6), (7) kann unter diesen Umständen offenbar mittels der
Fredholmschen Methode behandelt werden .

Nachdem ).(£) und /z(£) bestimmt sind , erhält man v(x2) aus der
Bedingung ux— Ul an Sh. Sie ergibt :

Man hat hier rechts xx als Funktion von x2 aufzufassen . Die Be¬
ziehung zwischen ihnen wird durch die Gleichung des Kurvenstückes
Sh gegeben . Man erhält so v in seiner Abhängigkeit von x2 oder all¬
gemeiner von x.2.

26 4. Nachweis, daß die erhaltene Lösung dieselbe Gestalt hat
wie die in den Paragraphen 23 und 25 gewonnene Lösung.

Wir haben im § 23 S. 227 und 228 die Lösung eines speziellen
Falles des hier behandelten Problems in der Form :

P(*') +~ f *(£) 2r/2̂ +

+ ns + (x2 ~ fsW£ )] -ß = 0

in Bv
dA rr dA
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in Bh:
dA (dA \ rT TT dA

lääyj * + Uit q - QÜl d ^ ’
AA = 0

gefunden. In § 25 (12), (13) und (14) haben wir die Lösung eines all¬
gemeineren Problemes, das unsere jetzige Aufgabe als speziellen Fall
enthält , in einer ähnlichen Form dargestellt. Es ist unter diesen Um¬
ständen von Interesse zu sehen, ob die jetzt gefundene Lösung auch
in dieser Form dargestellt werden kann. Man sieht nun leicht, daß
dies in der Tat der Fall ist . Wir definieren durch die Formel:

<p = ~ fz (£) log rdS s +71 J
&v

+ “T/W ) n2(£)!°gr + %(£) arctĝ -- ^ IdSs (9)J Xi — Ci Ish 1

eine Funktion von x±, x2. Sie ist eine außerhalb der Kurve S
überall reguläre Lösung der Laplaceschen Gleichung :

A <p — 0 .

Sie ist nicht eindeutig. Vielmehr wächst der Betrag von <p um:

2s M(g)ni (£)dSe,

wenn der Punkt xx, x2 in positiver Richtung die Kurve S umkreist.
cp verschwindet in unendlicher Ferne nicht, sondern nimmt im allge¬
meinen dort einen dem absoluten Betrage nach unendlich großen Wert

an. Dagegen sind die Ableitungen außerhalb der Kurve S
ox1 ox2

überall endliche, eindeutige und stetige Lösungen der Laplaceschen
Gleichung. Auch verschwinden sie in unendlicher Ferne.

Wir wollen zeigen, daß man die durch (4) und (5) gegebene Lö¬
sung unseres Problemes durch die Funktion ip ausdrücken kann. Mit
Hilfe der Beziehungen:

ö , d x2 A> •Ti
9^ log r " Si , arc,g - r1

A log r _ _ / - arctg ,ox2 öx1 xx—g1 r

sieht man in der Tat sofort, daß die Formeln (4) sich in der Form:
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in Bv:
dcp

Ui = d ^

schreiben lassen . Der zugehörige Wert von q ist :

rr dv

In die erste Gleichung (5) führen wir den Wert (8) von v(x2) ein.
Wir erhalten so :

in Bh:
(~ t ~ / t

dsi +IX1 £l x\ i x
1 r2 r ' 2

sh
xi — h
X* - Io

^ - ft [(% — £iN (£) + (*2 - £2K (I )] -4 -•"2 ^2 '

[ (V — fiK (f ) + (x 2 ~ f 2)% (f )] “72 + u i -

Hier ist x2 — x2. xx , x2' ist der Punkt der Rückseite , Sh, in welcher
diese von einer mit der xx-Achse parallelen , durch den Punkt xv x2 ge¬
zogenen Geraden getroffen wird . Unser Ausdruck für ux läßt sich unter
diesen Umständen auch in der folgenden Form schreiben :

1 \xi ~~ xi dsi -f-
v

+ -̂ -f M( £ ) [ (* 1 — fl ) » 2 ( S ) - (X2 - ^ ) n l ( i ) \ ~ 2 —sh

[ ( X 1 fl ) w 2 ( £ ) ( X2 f 2 ) w l ( £ ) ] ^72 } ^ Sf + ^ 1 •

Wir sehen hieraus , daß in Bh:

Ein Blick auf die zweite Gleichung (5) zeigt , daß in Bh auch :

dcp
s2

Für q erhält man wieder den Wert :
TT d <P

= dz .
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Wir haben also , zusammenfassend :

in Bv:
dw rr dtp

M' = ÖV * = ^ 4 ’ <10>
in Bh:

_ d <p ( dcp\ d <p dtp
Ul Öxx (dx ) k+ Ul ’ U2~ dx 2’ q ~ QÜl dx 1'

Die Randbedingungen , welchen die Funktion cp genügt , sind durch
(6) und (7) S. 267 u. 268 gegeben . Die erste Gleichung drückt aus , daß
auf iSv:

= <“ >

Die Gleichung (7) drückt aus , daß auf Sh:

ft - 0 <llb">
ist . Diese Gleichung können wir aber in einer anderen Form
schreiben .

Wir können die Gleichung (ll bis) als die Gleichung der Kurve Sh
auffassen . Für die Normale dieser Kurve folgt dann :

ö29? d2w
---------- cos nx 2— Tr—~ cos nx x = 0.dx xdx 2 2 dx .2

Wenn nun , wie wir vorausgesetzt haben , auf Sh:

d2<P i d2<p
dx 2 ^ dx 2

ist , so folgt :
d2w d2w

o nn /v* 1 *—~ cos nx x + w— 5-— cos nx „ = 0
öx x2 1 dx xdx 2 2

auf Sh. Also :
d d <p

v = 0 (12)dn dx x
auf Sh.

Die Gleichungen (10), (11), (12) zeigen, daß die in diesem Para¬
graphen gefundenen Ergebnisse vollständig mit den in den Para¬
graphen 23 und 25 gefundenen übereinstimmen . Aber offenbar gehen
die hier gefundenen Resultate über die früher gefundenen hinaus . Wir
sehen aus der Definitionsgleichung (9) von cp und aus den Gleichun¬
gen (10), daß die Unterscheidung zwischen cpv und <ph, welche wir im
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Paragraph 25 machen mußten , im zweidimensionalen Falle überflüssig
ist . Die Definitionsgleichung von cp zeigt ferner , wie sich diese Funk¬
tion in unendlicher Ferne verhält . Auch geht die Vieldeutigkeit der
Funktion cp immittelbar aus dieser Gleichung hervor . Diese Viel¬
deutigkeit hat einen sehr einfachen Sinn . Sie zeigt , daß die Flüssig¬
keit um den Körper zirkulieren muß . Unsere Formeln bestätigen
mit anderen Worten die zuerst von Lanchester aufgestellte Hypo¬
these , daß , wenn ein Körper sich in einer reibungslosen Flüssig¬
keit bewegt , diese im allgemeinen um den Körper zirkulieren muß .
Und schließlich sind wir ja durch die Fredholmsche Theorie im¬
stande , die Funktion cp explizit zu berechnen und also das ganze
Problem definitiv zu lösen .

26 5. Der Grenzübergangbei ebener Begrenzung.
Im dreidimensionalen Falle legen wir zunächst die â â -Ebene in

die Grenzebene . Die Flüssigkeit möge den Halbraum xk > 0 erfüllen .
Unsere Aufgabe ist , das System :

mit den Nebenbedingungen : für xx = 0 : Uj= V, (x2, x3), in unendlicher
Ferne : w, = 0 zu lösen und dann den Grenzübergang pi -* 0 auszu¬
führen . Auch hier müssen wir uns damit begnügen , das Ergebnis dieser
Untersuchung mitzuteilen . Wir setzen , um es in einigermaßen ein¬
facher Form schreiben zu können :

(| x= 0). Ein Strich über einer Funktion von x1, x2, x3 soll bedeuten ,

B. Dreidimensionaler Fall.

d Uj
dxk

() u •
pAuf, -̂ -= 0 (; = 1,2,3) (13)

x, vertauscht werden soll . Wir haben dann
i

für U1 > 0 :

(14)

- 00
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für U1 < 0 :

« • - d (ph
dcph

1 dxj dxj

TT d <P h

!̂R 1
^l<M

II [w3

- äff
• - CO

( dW

Uf 2

VAx. n > 1 1 >

dx9 W,
2 dx , log {r + OjiXj— Sj)}dS2dS3

dW 2 \ , ,

jt , ,oslr a i ( Xj £ , )} d C., d .j .

(15)

Man kann aus den Formeln (14), (15) folgendes ablesen . Wenn U1
> 0 ist , so ist die Bewegung eine reine Potentialbewegung . Von den
Grenzbedingungen Uj —V,- an der Ebene xx = 0 ist nur eine, ux = Vv
erfüllt . Wenn dagegen Ux < 0 ist , so ist die Bewegung aus einer Po¬
tentialbewegung und einer den Gleichungen :

d Ui
Ut dxk

0

genügenden Wirbelbewegung zusammengesetzt . Die Grenzbedingungen
Uj= Vj an der Ebene xx — 0 sind alle erfüllt . Unser Satz , daß eine
Flüssigkeit bei verschwindender Zähigkeit an der Vorderseite eines
Körpers gleitet und an der Rückseite desselben haftet , findet auch
in diesen Ergebnissen eine Bestätigung .

26 6. Ansatz zur Lösung des allgemeinen Problems.
Wir legen die â -Achse zur Geschwindigkeit des Körpers parallel .

Unser System von Differentialgleichungen hat dann die Form :

f % = ° f»' - 1’ 2- 3» <i6 >

Wir stellen uns die Aufgabe , dieses System an der Grenze /x = 0 für
den Fall zu lösen , daß ux, u2, u3 auf einer geschlossenen Fläche S die
Werte Ux, U2 — 0, U3= 0 annehmen und , so lange /x > 0 ist , in un¬
endlicher Ferne verschwinden . Die Formeln (14), (15) legen es nahe ,
die Lösung dieser Aufgabe durch den Ansatz :

in Bv:
d & Tr d<t >

"<= d ^ ' 1

J8 0 s e e n , Hydrodynamik
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in Bh:

1 = e ° ' d̂

0 - +Ä/Ä({)l0g'r'+*>- (17>
S* Ä'A

zu versuchen . Die Funktionen P und N sind dabei aus den Rand¬
bedingungen zu bestimmen .

26 7. Nachweis , daß der Ansatz sich auf die aus § 23 und § 25
bekannte Form zurückführen läßt .

Die Funktion :
log (r + x1— fj )

genügt in dem Bereich , wo r + x1— > 0 ist , der Laplaceschen
Gleichung :

A log (r + x1— | j) = 0.

Die Funktion 0 in (17) ist infolgedessen in Bv eine Lösung der La¬
placeschen Gleichung . Dagegen genügt 0 in Bh, wie wir aus der For¬
mel (25) S. 226 ersehen können , der Gleichung :

= N } * K ) - ( 18 )\ | cos (nx 1) j)h

Die Gleichung (18) zeigt , daß der Ansatz (17) nicht die Form hat ,
welche wir nach den in § 23, Formeln (27) S. 227 und im § 25, For¬
meln (12), (13), (14) S. 257 gewonnenen Ergebnissen für die Lö¬
sung unseres Problems zu erwarten haben . Sie zeigt aber auch , daß
wir unseren Ansatz (17) leicht auf jene Form bringen können . Die
rechte Seite von (18) hängt nur von x2, x3 ab . Wir können infolge¬
dessen eine nur von x2, x3 abhängige Funktion , y>(x2, x3), bilden , die
in Bh der Gleichung :

+ = ( 19 )dxf ^ dxf 1 ’
genügt . Wenn wir dann :

in Bv:
® = <Pv ,

in Bh:
0 — yz = q>h

setzen , so genügen <pv und rph der Laplaceschen Gleichung , und wir
haben :
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in Bv:

(20 )

ir )
\ 0Xj ) h

Die Funktion y>ist durch die Gleichung (20) noch nicht bestimmt .
Wir können noch vorschreiben , daß der Wert von y>am Rande des
Existenzbereiches , d . h. auf der zylindrischen Grenzfläche Z, zwischen
Bv und Bh eine beliebige stetige Funktion von x2, x3 sein soll. Wenn
wir insbesondere vorschreiben , daß am Rande xp— 0 sein soll, so wer¬
den cpv und tph auf Z stetig ineinander übergehen . Dagegen wird im
allgemeinen auf Z die Beziehung :

nicht bestehen . Diese Ergebnisse stimmen mit den in § 25 gefundenen
vollständig überein .

26 8. Die Randbedingungen .
Wir können jetzt die Gleichungen aufstellen , die zur Bestimmung

von P und N in (17) dienen müssen . Die Bedingung , daß die Flüssig¬
keit in der Grenze fi = 0 längs der Vorderseite S„ gleiten soll, ergibt :

Die Kontinuitätsbedingung : p - 0
OXj

auf den Bereich Bh angewandt , ergibt andererseits , wie wir aus § 25
S. 262 sehen können :

dcpv _ d<ph
dnz dn z

auf Sv:
= Un = U1 cos n x±,

also :

auf Sh: d dcph d d&
dn dx 1 dn dxx

18
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also :

(22 )

Die Gleichungen (21) und (22) können als eine lineare Integral¬
gleichung aufgefaßt werden . Singulär ist diese Integralgleichung nicht
nur wegen des Verhaltens der Kerne im Punkte x, = £?-, sondern auch
besonders dadurch , daß , wenn der Punkt xv x2,x3 zu der Randkurve
sh gehört , welche die Grenze zwischen Sv und Sh ist , das Integral :

/ P ®T ~ ls - - d8 tan x öx 1 r

keinen Sinn hat , wenn über P (f ) nichts als Stetigkeit vorausgesetzt
wird . Doch läßt sich die Integralgleichung durch Iteration auf eine
reguläre Form bringen .

26 9. Nachweis , daß die Potentialfunktion <p im rotations -
symmetrischen Falle außerhalb des Körpers regulär ist .

Wir kehren zu den Gleichungen (17) zurück und wenden die
Kontinuitätsbedingung :

Ö Ui
= 0

auf den Bereich Bh an . Wir erhalten :

A0
dxc (— )\dxj

d ld0 \
h d X» \ d Xo/ h

Wir integrieren diese Gleichung über einen gegen die xx-Achse
senkrechten , die Fläche S nicht schneidenden Querschnitt Q des
Bereiches Bh. Wir erhalten :

Q

izx2) +

/ / zKZ>i *sfe , - / [A (jj| ) + A (§| ) dx2dx3 =

(d0
\d *< cos(nz x3) dS .

s ist hier die Randkurve von Q. nz ist die Normale des Zylinders Z.
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Nun ist offenbar :

der Grenzwert , welchem sich die normale Ableitung von 0 auf Sh
nähert , wenn der Aufpunkt sich der Grenzkurve sh nähert . Anderer¬
seits folgt aus dem Ausdruck (17) von 0 , daß die normale Ableitung
von 0 auf S stetig ist . Daraus folgt , daß :

Q

Die Beziehung (23) ist die Bedingung dafür , daß die Gleichung
(19) eine Lösung besitzt , welche am Rande , d. h . auf der zylindri¬
schen Grenzfläche Z zwischen Bv und Bh der Bedingung :

genügt . Statt der Bedingung xp= 0 an Z können wir also der Funk¬
tion xp die Bedingung (24) an Z vorschreiben . Da xp durch diese Be¬
dingung nur bis auf eine Konstante bestimmt ist , so können wir
außerdem vorschreiben , daß xp in einem bestimmten Punkte von Z
verschwindet .

Wir betrachten jetzt den Fall , daß der Körper Rotationssymmetrie
um eine mit der Bewegungsrichtung parallele Gerade hat . Wir setzen
überdies voraus , daß die Fläche Z aus einer einzigen , zylindrischen
Fläche besteht . Wir bestimmen unsere Lösung xp der Gleichung (19)
durch die Bedingung (24) und die Forderung , daß xp in einem gewissen
Punkte von Z verschwinden soll. Aus der Symmetrie des Problems
folgt , daß xp nur von der Entfernung des Aufpunktes von der Sym¬
metrieachse des Körpers abhängen kann . Wenn xp in einem Punkte
von Z verschwindet , muß dann überall auf Z :

den Wert :

haben muß . Folglich :
(23)

xp= 0

sein. In diesem Falle besteht auf Z sowohl die Beziehung :

<Pv = <fh
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wie die Beziehung :
dcpv = dcph
dn% dnz

Nach einem bekannten Satze der Potentialtheorie folgt aus diesen
Beziehungen , daß alle Ableitungen von <pv an der Grenzfläche Z die¬
selben Werte annehmen , wie die entsprechenden Ableitungen von <ph.
cph kann als die Fortsetzung der innerhalb von Bv definierten Funk¬
tion q>v in Bh aufgefaßt werden . <pv und <ph bilden eine einzige
Funktion .

Daß es im zweidimensionalen Falle ebenfalls überflüssig ist , zwi¬
schen den Funktionen <pv und cph zu unterscheiden , haben wir oben
gesehen .

26 10. Vereinfachung der Randbedingungen im rotations¬
symmetrischen Falle .

Die Verwandtschaft zwischen dem zweidimensionalen und dem
rotationssymmetrischen dreidimensionalen Falle tritt auch in anderer
Weise zutage . Wir haben oben gesehen , daß die allgemeine Bedingung
auf Sh:

A ^ = 0
dn dx x

im zweidimensionalen Falle in der einfachen Form :

= o
OX 2

geschrieben werden kann . Prof . Zeilon hat gezeigt , daß , wenn
ix 22 + x3 — R gesetzt wird , im rotationssymmetrischen dreidimen¬
sionalen Falle dieselbe Bedingung in der Form :

^ = 0
dR

geschrieben werden kann . Um diesen Satz zu beweisen , gehen wir
von den Formeln (20) aus . Sie zeigen sofort , daß die Kontinuitäts¬
bedingung im Bereiche Bh in der Form :

\dxJh dx 3 \dxJ h
d_

dx, \ux2/ h vx3

geschrieben werden kann . Nun kann aber <p nur von xx und R ab¬
hängen . Wir haben infolgedessen , wenn auf Sh xx= a (R) ist :
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°=ir (ir )ox 9 \oxJ2

£ | 3B
A

B dB

Folglich :

und also :

+ — I —
:27ä dx 3 \ d x3l h

dR

= JL ( dv )
dx 2 \dxJ Xi_

ÖV

+ ■

+
J*! = ff(Ä)

(ä) öa;3 \dxj Xi-

da (R )

() ./ -jd R )Xi_ q(r) dR

Bl̂ t )
dR Jx , = a (E')

A
dR

R ( dcp\
\ däk = • («).

d <p\ C

dR / h R ’

= 0

(25)

wo C eine Konstante ist . Nach unseren Annahmen muß cp auf Sh
eine stetige und stetig difEerenzierbare Funktion sein . Auf der Kurve ,
welche Sh von Sv scheidet , muß nach unseren obigen Ergebnissen
(vgl . Nr . 9 oben ) :

A = 0
dR

sein . Es folgt hieraus und aus (25) daß überall auf S h:
d (p
dÜ

sein muß .

26 li . Zusammenfassung.
In diesem Paragraphen sind für den stationären Fall die früher

erhaltenen Ergebnisse mittels einer neuen Methode wiedergefunden
worden . Dabei hat es sich gezeigt , daß für das ebene Problem und
für das rotationssymmetrische dreidimensionale Problem die Potential¬
funktion <p, auf deren Bestimmung die Lösung des Problems zurück¬
geführt werden kann , überall außerhalb des Körpers regulär ist , so
daß die Unterscheidung zwischen den Funktionen <pv und <ph über¬
flüssig wird . Die Randbedingungen , welche cp zu erfüllen hat , sind ,
wenn die Bewegung des Körpers in der Richtung der â -Achse ge¬
schieht , im zweidimensionalen Falle :

an Sv:

an iS/, :

dp
J nan

A =0-
dx 2 ’
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im rotationssymmetrischen , dreidimensionalen Falle , wenn die Xp-Achse
die Symmetrieachse ist und wenn f̂ 2 + xs2= R gesetzt wird :

an Sv: ,^ = U
dn Un’

an Sh: ^ =0.
dR

Die Bestimmung von rp ist im zweidimensionalen Falle auf eine regu¬
läre Fredholmsche Integralgleichung zurückgeführt worden . Auch im
allgemeinen dreidimensionalen Falle ist das Problem auf eine Fred¬
holmsche Integralgleichung reduziert worden . Sie ist singulär , kann
aber durch Iterationen in eine reguläre Fredholmsche Integralglei¬
chung übergeführt werden .

§ 27. Lösung der potentialtheoretischen Randwert¬
aufgabe , zu welcher die stationäre Bewegung in der

Ebene Anlaß gibt .
“271. Lösung eines potentialtheoretischen Problems

nach Hilbert .

Nach den Ergebnissen des §26 können wir die potentialtheoretische
Randwertaufgabe , zu welcher die stationäre Bewegung im zweidimen¬
sionalen Falle Anlaß gibt , mit Hilfe der Fredholmschen Determinanten
lösen . Die Lösung , welche wir in dieser Weise erhalten , hat aber eine
so komplizierte Form , daß sie keine Aussagen über die Dinge erlaubt ,
die uns am meisten interessieren , den Widerstand und die Druckver¬
teilung auf den Körper . Wir müssen uns deshalb nach einer einfacheren
Methode zur Lösung unseres Problems umsehen . Zum Glück gibt es
eine solche .

In seinen Grundzügen einer allgemeinen Theorie der linearen In¬
tegralgleichungen löst Hilbert * u . a . das folgende Problem : Eine
innerhalb einer geschlossenen Kurve C mit stetig sich ändernder Tan¬
gente und von der Gesamtbogenlänge l reguläre analytische Funktion
der komplexen Veränderlichen z = x + iy :

f (z) = u {x , y ) + iv {x , y)

* D . Hilbert , Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei¬
chungen , Kap . X , S. 82 . Leipzig 1912 .
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zu finden , deren Real - und Imaginärteil u (s) bzw. v(s) auf C der
linearen Relation :

a (s)u (s) + b(s)v(s) + c(s) = 0

genügen ; dabei sind a (s), b(s), c(s) als stetig differenzierbare Funk¬
tionen der Bogenlänge s mit der Periode l — die ersteren beiden
a (s), b(s) ohne gemeinsame Nullstelle — gegeben .

Hilbert löst dieses Problem in der folgenden Weise . Er bezeichnet
mit, 2nin die Änderung , die log (a (s) + ib (s)) beim positiven Umlauf
längs der geschlossenen Kurve C erfährt . Durch den Imaginärteil
von log (ffl(s) + ib (s)), d . h . durch den Ausdruck :

arctg «̂ (* )

wird dann eine reelle Funktion auf C dargestellt , die von s stetig
abhängt mit Ausnahme eines Punktes , etwa des Punktes s = 0, wo
ein Sprung ihrer Werte um 2nn stattfindet . Mittels der bekannten
Randwertaufgabe in der Theorie des logarithmischen Potentials kann
man nun eine analytische Funktion F (z) bestimmen , die sich inner¬
halb der Kurve C wie eine ganze Funktion verhält und deren Ima¬

ginärteil die Randwerte arctgbesitzt . Wird dann :

G(z) = = U(x, y) + iV (x, y)
gesetzt , während :

U(s) + iV (s)

die Randwerte dieser Funktion G(z) bezeichnen , so erkennen wir auf
der Kurve C die Übereinstimmung der Imaginärteile von :

log ( l7(«) + *F (*)) und log (a (s) + ib (s)),
d. h . es ist auf der Kurve C :

a (s)F (s) — b(s) U(s) = 0.

Endlich konstruieren wir eine analytische Funktion / *(z), die inner¬
halb C den Charakter einer ganzen Funktion hat und deren Realteil
auf C die Randwerte :

c(s) U (s) _ c(s) V(s)
a (s) (U(s)2 + F (s)2) b(s) (U(s)2 + 7 (s)2)

besitzt ; dann ist :
f (z) = G(z)f*(z)

eine analytische Funktion , die das vorgelegte Problem löst .
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Die gefundene Funktion f (z) hat innerhalb C den Charakter einer
ganzen Funktion ; sie besitzt jedoch , wenn n negativ ausfällt , auf C
im Punkte s — 0 einen Pol — 2w-ter Ordnung .

27 2. Unterschied unserer hydrodynamischen Randwert¬
aufgabe von der Hilbertschen .

Unser Problem ist nicht mit dem von Hilbert behandelten iden¬
tisch , es ist aber damit eng verwandt . Um dies einzusehen , bezeich¬
nen wir mit <Z>(z) eine analytische Funktion der komplexen Veränder¬
lichen xx4- ix 2= z, deren Realteil die durch die Gleichung (26, 9)
S. 269 definierte Funktion q>ist . Wir setzen :

und haben dann :

d<p d w
% = V*= W 2

d& (z)
v ' ~ lv * = - dT -

und — v2 sind also Real - und Imaginärteil einer außerhalb der
Kurve S regulären und im unendlich fernen Punkte verschwindenden
analytischen Funktion der komplexen Veränderlichen z = xx -+- ix 2.
Wenn wir die Werte von v1 und v2auf der Kurve S mit %(«) und v2(s)
bezeichnen , so genügen sie nach S. 271 (n ) und (n bis) den Bedingungen :

auf Sv:
^ (s) cos (nXi) + v2(s) cos (nx 2) = U1cos (nxj) ;

auf Sh:
v2 = 0.

Diese Bedingungen können in der Form :

st(s)«i (s) + b(s)v2(s) = c2(s)

geschrieben werden . Dabei ist :
auf Sv:

a (s) = cos (nx x), b(s) = cos (nx 2), c (s) = U1 cos (w£c1) ;

auf <SA: a (s) = 0, 6(s) = l , c(s) = 0.

Der Unterschied von dem Hilbertschen Probleme besteht einmal
darin , daß die Funktion b(s) nicht wie bei Hilbert durchweg stetig
ist . Mindestens in einem der Grenzpunkte zwischen Sv und Sh macht
b(s) einen endlichen Sprung , von — 1 nach + 1. Andererseits ver¬
langen wir von der gesuchten analytischen Funktion vx— iv 2 mehr
als Hilbert , indem in unserem Probleme diese Funktion im unendlich
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fernen Punkte verschwinden muß . Wir werden unten sehen , daß
die Unstetigkeit von b(s) die Anwendung der Hilbertschen Methode
nicht hindert und daß die Bedingung v1— iv2 — 0 im unendlich fer¬
nen Punkte aus den unendlich vielen Lösungen des Hilbertschen Pro¬
blemes eine auswählt , welche allein für die Hydrodynamik Bedeu¬
tung hat .

27 3. Konforme Abbildung des Bereiches auf das Äußere
eines Kreises .

Durch eine konforme Abbildung können wir den Bereich Bv-)- Bh,
das heißt die ganze xxcr2-Ebene mit Ausnahme des von der Kurve S
eingeschlossenen Teiles auf den Bereich | z \ > 1 abbilden . Der Kurve S
wird dann der Kreis \z |= 1 entsprechen . Wenn S eine einzige zusam¬
menhängende Vorderseite Sv besitzt , können wir es so einrichten , daß
die beiden Grenzpunkte zwischen Sv und Sh auf die beiden Punkte
z = ± i abgebildet werden . Durch diese Transformation wird unsere
Aufgabe in die folgende übergeführt . Man soll eine außerhalb des
Kreises | z |= 1 reguläre analytische Funktion W= v1— iv2 bestimmen ,
welche in einem Punkte z0(| z021> 1) verschwindet und welche auf dem
Kreise | z \= 1 den Bedingungen genügt :

für :

- fS ' SS+ T
«(0)^ (0) + b(0)v2(d) = c(0) ,

r h(6) , v 6 (ö)
llm = + 00 » hm Wli = “ 00„ _ n « (0) . _ 7t« (0)

für :

v 2 (6 ) = 0 .

Wir erreichen eine kleine Vereinfachung unserer Formel , wenn wir
statt W(z) die Funktion : WW(z) = iW (z) betrachten . Wir setzen :
TF(1)(z) = x2) -+- iv 2̂ (x±, x2) und erhalten für die Werte von
•y/ 1) und «2(1) auf dem Kreise | z |= 1 : ®1(1>(0), ®2(1>(0) die Bedingung :

o1(0)«1O)(0) _ 61(0)ra<» (0) = c(0). (1)

Dabei ist : <̂ (0) = b(6), ^ (0)= —a (0) und also , wenn ^ <10 5̂£ £

«! = 1, \ = 0, c = 0. (2)
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27 4. Ansatz zur Lösung der Randwertaufgabe für den Kreis
mit Hilfe des Poissonschen Integrales.

Wir betrachten jetzt die auf dem Kreise | z \= 1, kurz dem Kreise C,
erklärte , rein imaginäre Funktion :

1 log M0) + *M0) . (3)
2 g stl(0) - ib ^ d) {' ’

Wir wollen eine außerhalb des Kreises reguläre analytische Funktion
konstruieren , deren imaginärer Teil dieselben Werte wie jene Funktion
annimmt . Wir bestimmen zu diesem Zwecke zunächst eine außerhalb
des Kreises reguläre Potentialfunktion , welche auf der Kreisperipherie
die Werte (3) annimmt . Eine solche Funktion erhält man bekanntlich
durch das Poissonsche Integral * in der Form :

(r2— 1)dd '
1nJ a1(0' ) —inJ «i (ö' ) — ibi (Q' ) f2— cos (0 — 0' ) + 1 ’

wobei
Z = Xy + * * 2 = re <e a ^S0 X1 — T C0S x 2 ~ r s i n 1

gesetzt worden ist . Nun ist , wenn ei6' = z’ gesetzt wird :
1 1 — r2

Y r2— 2r cos (0 — 0') + 1
der reelle Teil von :

s— 1■—W — z 2zv

Also ist , wenn die Integration in positiver Richtung längs des Kreises C
geführt wird :

w(s)= -l ^ ioĝ l±M )LJ Mm (4)
V1 2niJ * ax(0' ) - i \ (6' ) W — z 2z7 K ’

eine außerhalb dieses Kreises reguläre analytische Funktion , deren
imaginärer Teil auf dem Kreise die Werte (3) annimmt .

Der reelle Teil von w(z) nimmt auf dem Kreise C den Wert :

*m~LL CJ,_.-£(£)co4<8'-e)di>' (5)
an . Man hat dabei rechts den Cauchyschen Hauptwert zu nehmen .

* Man vergleiche betreffend das Poissonsche Integral etwa Picard, Traite d’Ana¬
lyse T. II oder Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften, IIC 3 Lichten¬
stein S. 220 ff.
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27 5. Herstellung einer Lösung der Randwertaufgabe
im Falle c = 0 auf dem ganzen Kreise .

Wir bilden jetzt die Funktion :

G(z) = e“<‘\ (6)

Sie ist außerhalb des Kreises C regulär und nimmt auf dem Kreise die
Werte : t

ax(0) + i (6) 1ax(6f + b^ d)2

an . Die Wurzel rechts wird hier positiv genommen . Die Exponential¬
funktion ist reell und positiv . Wenn wir jetzt :

iG (z) = < 0)(u >x2) + iv2«»(xv x2)
setzen , so haben wir auf dem Kreise C :

Vi™(0)=yäHFTw eW(0)’ V2(0)(0)=FmFTmF'
Folglich :

a1(0)V O)(0) - M0K (o)(0) = o. (7)
Wir können diese Tatsache so ausdrücken , daß die Funktion iG (z)
eine Nullösung unseres Problems ist .

pW( &)

27 6. Herstellung einer Lösung der Randwertaufgabe
im Falle c = TJ\a .

In den Anwendungen , mit welchen wir uns später be¬
schäftigen werden , tritt insofern eine Vereinfachung auf ,
als stets c(ß ) = f7xa (ö) ist . In diesem Falle erfüllt , wie man
sofort verifizieren kann , die analytische und im Unend¬
lichen reguläre Funktion = iTJ1 die Randbedingung (1)
S. 283. Ehe wir nun weiter gehen , empfiehlt es sich des all¬
gemeinen Interesses wegen in der folgenden Nummer eine
spezielle Lösung für den allgemeinen Fall herzustellen .

27 7. Herstellung einer Lösung der allgemeinen Randwert¬
aufgabe .

Wir bilden dazu die analytische Funktion / *(z), welche außerhalb
des Kreises C regulär ist und deren Realteil auf C die Werte :

c(0)V O)(0)
M0j (V O)(0)2+ V°>(0)2)
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annimmt . Wir haben :

r 1 4 C(6')V̂ W ) ( 1__ n
v ; niJb ^ O') (V O)(0' )2 + «2(0)(ö' )2) V - z 2z7

ff Cft ') f>- wC8) I( i n
ih i (0' )2 + W \z' — z 2z7

(8 )

Wir setzen jetzt :
_ i /’ r (ß ' ) p — w<-e ') / 1 1 \

TP« = /*(z)<? (z) = -.«■» - r- -- IW . (9)
512 g K (e' )2 + M 0' )2^ — z 2z7

Auf dem Kreise C haben wir dann :

pi ) = üia)(ö) + ^ 2d)(0) =

oi (fl) - ib^ Q) eM(e) / c(6)e~ «(Q + .p \
IV + V [fas + b*

wo P der Cauchysche Hauptwert von :

1 s c(0' )e cot 1 _ ,
27tJja 1(d' f + b1(dir 2

und also eine positive Größe ist . Wir haben also :

Folglich :
Oi(ßfcWß ) - ^ (6)^ (6) = c(0). (10)

Die Funktion JF(1) ist also bis auf die Bedingung ffW (z0)= 0, die im
allgemeinen nicht erfüllt ist , eine Lösung unseres Problems .

27 8. Herstellung der allgemeinen Nullösung.
Untersuchung der singulären Stellen auf dem Kreise C.
Um eine Lösung unseres Problems zu erhalten , haben wir zu TF(1)

eine zweckmäßig gewählte Nullösung , d . h . eine der Annahme c(0)
= 0 entsprechende , aber nicht die Bedingung W^ (z0) — 0 erfüllende
Lösung unseres Problemes hinzuzufügen . Nun haben wir oben gesehen ,

eine solche Nullösung ist . Eine neue Nullösung kann man offenbar in
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der Weise bilden , daß man iG (z) mit einer beliebigen , für \z \ > 1 re¬
gulären , analytischen Funktion von z multipliziert , die auf dem Kreise
C reelle Werte annimmt . Die Größe :

y . z — i
t - ' r + i

nimmt auf dem Kreise C reelle Werte an . Dem Bereiche | z | > 1 ent¬
spricht in der fx £2-Ebene (£ = + i£2) die Halbebene £2 > 0, dem
Kreise j z \ = 1 die reelle fj -Achse . Für unseren Zweck ist also eine
beliebige , in der Halbebene £2 > 0 reguläre , analytische Funktion von
£ verwendbar , die auf der reellen fj -Achse reelle Werte annimmt . Eine
solche Funktion ist aber nach einem bekannten Satze der Funktionen¬
theorie auch in der Halbebene £2 < 0 regulär . Sie kann also nur auf
der reellen ^ -Achse Singularitäten haben . Nun müssen wir aber von
unserer Funktion g(z) verlangen , daß :

g (z)
auf dem Kreise C regulär ist . Die entsprechende Funktion von £ darf
also nur in einem solchen Punkte auf der £1-Achse singulär sein, dem
ein Punkt z auf dem Kreise C entspricht , wo ew(z'>= 0 ist . Wir werden
so zu der Frage geführt , wie sich die Funktion ew(-*'>am Kreise C verhält .

Wir hatten nach (5) S. 284:

w (0) = a : lo 8 ~ /57\- -iT /a» cot — ö— d6 ‘'.imJ a^ O') — ib1(0') 2
_ O_

Da nach (2) S. 283 (0r) = 0, wenn — < 0' <, — ist , so können wir
diese Formel auch in der Form :

w

schreiben . Wir hatten :
sti(0) = 5 (0), 01(0) = — a (0).

Wir haben folglich :

1 logM0') + ^ (0Q= I x aJ6') + ib{6') J_
2 g a1(0') - i0 1(0' ) 2 a (0') — ib (0') 2 gl ;

==iarCtg o (0O ± f {1 + 2w)’

wo arctg —̂ zwischen — ^ und + ~ genommen wird und wo nst(c/ ) L Z
irgendeine nicht -negative , ganze Zahl ist .

( 12 )
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Aus (12) folgt :

V.ax(6') — ibi (6') _ arctĝ ^ + ^ -(1+271)
«i (ö') + ibx(ö' )

= e

a (0/) — ib (6' ) + i^ (i+ 2B)
fa (0Oa + 6 (ö')2

„• «i (öO— ^ i (ö') e+ ^ (i+ 2n)>
)V (0')+ V (0')

Nun haben wir aber oben :

V:a1(0/) — f&1(0') «i (0' ) — i \ (00
«i (00 + *&i (0O j/ctj(0')2 + \ (0')2

gesetzt . Wenn wir die Quadratwurzeln gleicher Größen überall mit
denselben Vorzeichen nehmen wollen , so folgt , daß wir der ganzen
Zahl n die Bedingung :

. + W-U+ 2») ,— ie 2 = 1

auferlegen müssen . Sie ist erfüllt , wenn wir links das untere Vorzeichen
wählen und n eine gerade Zahl ist oder wenn wir das obere Vorzeichen
wählen und dabei n eine ungerade Zahl ist . Wir wählen das untere
Vorzeichen und setzen n = 0. Wir setzen also :

1 . 0, (00 + *6, (0') . . 0 (00 **
2 l0* meo - .AOT = ’ * «W " T ' ’

+ T
und haben also :

» m -(i arctg t® i ) / cot ^ W -+71
~ ~2

+ stetige Funktion von 0.
Wir haben :

d' - O d ( . d' - 0 1\
2 JfF l 8 " ““Ht

Folglich :

w
(8) _ (i arctg 1® - i ) log + stet . Funktion

und also : , b(6) t
- - arctg —7^ 7— tr

ew(.e) - / 8 7l\
G + t )

jz a ( C) 2 _• stet . Funktion .

Der letzte Faktor hat überall auf dem Kreise C einen von Null ver¬
schiedenen Wert .
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Unser Ausdruck für ew<-e'> zeigt sofort , daß diese Funktion für 0

= -̂ >arctg — ~̂r einen endlichen , von Null verschiedenen Wert
hat und daß sie für 0 = — arctg in derselben Weise

A CI [y ) A

wie 0 -f- — oder z + i verschwindet .
A

27 9. Lösung des Problems .

Wir kehren zur Funktion g(z) zurück . Wir sahen , daß diese Funk¬
tion nur in solchen Punkten des Kreises C singulär sein darf , wo e"’(e>
verschwindet . Wir wissen jetzt , daß es nur einen solchen Punkt gibt ,
den Punkt z —— i oder f = oo. In diesem Punkt darf g(z), als Funk¬
tion von f aufgefaßt , von erster Ordnung unendlich werden . Wir
schließen hieraus , daß g(z) notwendig die Form :

7 i • / z ~ i
K-y -J- X# 2 i •Z + *

haben muß , wo Jcx und k2 reelle Konstanten sind . Diese Konstanten
müssen so bestimmt werden , daß :

W(1)(z) = F (1)(z) + *«■« (k, + ik2^ 4)V z + iJ
im Punkte z0 verschwindet . Da z0 außerhalb des Kreises C liegt und
nur für Punkte dieses Kreises die Determinante des aus dieser Be¬
ziehung hervorgehenden Gleichungssystems für kr und k2 verschwin¬
det , so sehen wir , daß kx und k2 durch diese Bedingung eindeutig be¬
stimmt sind . Es gibt eine und nur eine Lösung für unser hydrodyna¬
misches Problem .

Gehen wir wieder zur ursprünglichen z-Ebene zurück , so folgt aus
unserer Formel für W$ , daß diese Funktion sich für große z-Werte wie

.TTA — iBiU , - z
verhält , wo A und B reelle , im allgemeinen nicht verschwindende
Größen sind . Die Funktion W = v1[x1, x2) — iv 2(xx, x2) verhält sich
also für große Werte von \x-f + z22= r wie :

TTA — iB TT Ax x— Bx 2— i (Ax 2+ Bx x)(j = u _ . _ .
Z * i + * 2

Wenn wir vx und v2 als die Geschwindigkeitskomponenten einer
Strömung auffassen , so besteht diese Strömung aus einem radialen
Ausfluß vom Körper mit der Geschwindigkeit :

19 Os een , Hydrodynamik
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Aü x
r

und einer Zirkulation in positiver Richtung um den Körper mit der
Geschwindigkeit :

Ui

27 io. Zusammenfassung.
Das Problem , zu welchem die stationäre Bewegung eines Körpers

in einer Flüssigkeit im zweidimensionalen Falle in erster Näherung
und bei \i -►0 führt , wurde im vorigen Paragraphen auf die Be¬
stimmung einer Potentialfunktion , cp, zurückgeführt . Wenn man statt
cp die Ableitungen : „

d^ = Vl’ d 2̂= V2
betrachtet , so kann man das Problem in folgender Weise formulieren .
Man soll zwei außerhalb der Grenzkurve S des Körpers zweimal stetig
differenzierbare und im Unendlichen verschwindende Funktionen vx
und v2, von xx und x2 bestimmen , welche außerhalb von S den Glei¬
chungen : „ „

^ 1= 0, Av2= 0, ä? 2“ = o
und auf S folgenden Bedingungen genügen :

auf der Vorderseite von S , d . h . auf Sv:
cos nx 1' Vl -\- cos n x2•v2= cos nx 1- JJl ;

auf der Rückseite von S , d. h . auf Sh:
v2 - 0.

Um dieses Problem zu lösen, kann man folgendermaßen verfahren .
Man setzt x1-\- ix 2= z und bildet durch die Transformation z = j (z' )
(z' = x/ + ix 2 ) das Äußere der Kurve S auf das Äußere des Kreises
|z' | = 1 konform ab . und v2 befriedigen als Funktionen von x/ ,

x2 die Gleichungen :

und man kann es so einrichten , daß die Randbedingungen , welche
sich auf den Kreis \z' \ = 1 beziehen , die Form :

av1+ bv2 = c = TJxa
7t 7t

annehmen . Dabei soll für —— < B' < —(z' —r' ei8’, r' —1) : a = comx x,£ £



281 . Einleitung 291

b = cos nx 2 sein . Dagegen soll für ^ < ö' < : a = 0, b = 1 sein .z z
Die Funktionen v± und v2 müssen überdies in dem Punkte z0' ver¬
schwinden , der dem Punkt z = oo entspricht .

Man bildet nun die Funktion :

“ <*') “ (alctg ipf “ f ) (? = ? “ 2? ) * * (13)
wo die Integration in positiver Richtung längs des Kreises | z* \ = 1

b 7t 7t
geführt werden soll und wo arctg — zwischen — — und + — genom-CI Zu
men wird . Man bildet ferner die Funktion :

W(z' ) = Ux+ e- ^ {kL+ ik 2 •

Man bestimmt \ und k2 so, daß W(z0') — 0 ausfällt . Man kehrt dann
zu den ursprünglichen Veränderlichen zurück und drückt also W als
Funktion von z aus . Wenn man dann z = x1-\- ix 2 setzt und W in

der Form . jf _ Vl{Xl, x2) — iv2(xlt x2)

darstellt , wo v1 und v2 reelle Größen sind , so geben diese Funktionen
v±, v2 die Lösung des Problems .

§ 28. Die Druckverteilung und der Widerstand bei
zweidimensionalen hydrodynamischen Problemen.

28 1. Einleitung . Ist der Druck bei ^ ->• 0 überall stetig ?
Wir haben nach den Formeln (10) im § 26 :

in B -
dcp
dx x

in Bh:

dcp
q = qü ]

dcp
dx l \dxji

(7 = 1,2)

TT d <P
Ult U2~ dx 2’

TI d (p

Unter q haben wir die Größe :
V + \ qu 2

verstanden . Wir haben also :

v = qVi ^ - \ qW + «i*)-
19*
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Da ux beim Passieren der zylindrischen Grenzfläche zwischen Bv
und Bh einen endlichen Sprung macht , so muß ebenfalls p beim Pas¬
sieren dieser Fläche eine Unstetigkeit aufweisen . Dies Ergebnis kann
befremdend erscheinen . Man darf aber nicht vergessen , daß die in der
Theorie der idealen Flüssigkeiten übliche Annahme , daß der Druck
in einer bewegten Flüssigkeit eine stetige Funktion der Baumkoordi¬
naten ist , auf der stillschweigend gemachten Annahme beruht , daß
die Größen p A u, beim Grenzübergange p ->0 überall in der Flüssig¬
keit , also auch in den Diskontinuitätsflächen , gegen Null konvergieren .
Daß es im mathematischen Sinne nicht selbstverständlich ist , daß p
bei p -* 0 überall stetig ausfallen wird , zeigt das System :

(du , duA dp .
e (~dt + u‘ dlil = ~ di , + ß <’

^ =0
dxf ’

das sich nur durch Vertauschen der Indizes j und k an einer Stelle
von dem System der hydrodynamischen Gleichungen unterscheidet .
Dies ist ja gerade das System , für welches wir den Grenzübergang
ausgeführt haben und bei welchem wir bei p -» 0 den Druck unstetig
gefunden haben . Es zeigt , daß bei Differentialgleichungen von
demselben Typus wie die hydrodynamischen Differentialgleichungen
bei dem Grenzübergang zu verschwindendem p im allgemeinen der
Druck unstetig ausfällt und daß also, wenn sich die hydrodynamischen
Differentialgleichungen anders verhalten , es sich dabei , mathematisch
gesprochen , um eine Ausnahme handeln muß .

Übrigens darf natürlich nicht vergessen werden , daß unsere Lö¬
sung nur eine erste Näherung darstellt *.

28 2. Zerlegung des Druckes in zwei Teile.
Wir setzen :

QÜl ^ev2= euivi—̂ e(V+«22)=p'-
Dabei soll, wie im vorigen Paragraphen :

dcp dq>
VlZ= d^ ’ ViZ= W2

* Auch durch die Ausführungen von Prof . Zeilon , welche im Anhange mitge¬
teilt werden , wird die Frage von der Stetigkeit des Druckes bei = 0 nicht in ab¬
strakt mathematischem Sinne entschieden .



283- Berechnung des Widerstandes 293

sein . Wir haben dann an Sv: p = p' und an Sh, weil dort u 2= Uj2 ist :

wo :
P" = — %Q(ü i2— vi2— O -

28 3. Berechnung des Widerstandes.
Um die Resultierende der auf den Körper ausgeübten Druckkräfte

zu berechnen , betrachten wir zunächst :

—J p' cos (nx ^ ds = — (j;)p'dx2,s s
wo die Integration im letzten Integral in positiver Richtung um S
herum geführt werden soll . Um das Integral auszuwerten , addieren wir :

—J = —q(j)v1(v1dx2—v2dx1).s

— (J) p'dx2—J = — g (j) U1v1dx2— t̂ )[(t>i2— v2 )dx2— 2vl v2dxi\ .

Wir erhalten :

S SS

Das letzte Glied ist der reelle Teil von :

^Qj >W2dz ,

wo W = v1— iv2 eine außerhalb von S reguläre analytische Funktion
von z = xx-f ix 2 ist , welche in unendlicher Ferne von derselben Ord¬
nung klein wie 1/z ist . Wir sehen hieraus , daß :

(J) W2dz = 0.
Folglich :

— Wp ' dx 2 — — qU 1 wv 1dx 2 + J .
S S

Nun ist , wenn wir :

dx2 = ds cos (nxj) , dxx = — ds cos (nx 2), (ds > 0)
setzen :

J = qJ «x(t>! cos (nx x) + v2 cos {nx 2))ds = gfv 1~ d$.
s m s

An der Vorderseite Svhaben wir : ^ = U1cos (nXj) und an der Rück¬
seite Sh: v2= 0. Also :
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—̂ )p'dx2= —qTJ1Jv1dx2+ qJ'v12dx2.n sh
Wir haben andererseits :

—J p" dx 2 = tef (Ui 2 — V — v22)dz 2 = ief ( u i2 — vi )dx 2.
Sh Sh s h

Folglich :

— fj)pdx 2= — ^)p' dx2—jp " dx2— bcj (ü -s.— Vi)2dx2.
s s sh sh

Auf Sh hat dx 2= ds cos (nx x) einen negativen Wert . Die Kompo¬
nente der Resultierenden der Druckkräfte in der Richtung der Be¬
wegung des Körpers ist also stets negativ . Der Körper hat daher stets
einen Widerstand zu überwinden . Wir setzen diesen Widerstand
= qU 12R1, wo Rl der Widerstandskoeffizient ist , und haben dann :

Widerstand = q Uj2^ — — (£/x— Vj) 2dx2. (1)
s h

Wir können dieser Formel eine anschauliche Deutung geben . Wir
haben in Bh:

! £ _ ( «£ ) „OX1 \OxJh

Nun verschwindet in unendlicher Entfernung vom Körper . Wir
O2/j

haben also in weit entfernten Punkten von Bh:

wo wie früher den Wert von auf der Rückseite des Körpers
\axjh ox 1 r

bedeutet . Wir können unsere Formel deshalb auch in der Form :

qU 12R1 = Iß J u 2dx 2

schreiben , wo die Integration jetzt über einen weit entfernten Quer¬
schnitt des Wirbelschwanzes geführt werden soll und dabei dx2 > 0
angenommen werden soll . Diese Formel sagt aus :

Der Widerstand in der Richtung der Bewegung ist
gleich der kinetischen Energie , welche der Wirbelschwanz
pro Längeneinheit transportiert .
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28 4. Berechnung des Druckes senkrecht zur
Bewegungsrichtung.

Wir berechnen jetzt die zur Bewegungsrichtung senkrechte x2-
Komponente der Resultierenden der Druckkräfte .
Wir setzen :

ßj )v2(v2dx1— v1dx2) =s
und haben dann :

—J p' cos (nx 2)ds + J x= ’̂ )p,dx1 + J x=s s

— gU 1fj)v1dx1— ^ [(^i2— v22)dx1+ 2v1v2dx2] =s s

— QUi tf)v1dx1— ^ g. Realteil von (j) W2dz = q U1tj)v1dx1.
S 8

Wir haben :

Ji = — esv 2d<p
S

und , weil an Sv: — IJ1cos (nx j ), an Sh : v2= 0 :&fl

J1= — gü ^ Vgdx2.
Folglich :

—J *p' cos (nx 2)ds = gU 1tj) (v1dx1 + v2dx 2) = gü ^ dp .
S 8

Statt der Kurve S können wir , wie die letzte Formel zeigt , eine be¬
liebige , S einmal umlaufende , geschlossene Kurve zum Integrations¬
weg benutzen . Wir wählen dazu einen Kreis um den Anfangspunkt
mit sehr großem Radius . Nun kann man , wie wir am Schluß des
letzten Paragraphen gesehen haben , für großes r (= ^x^ -j- x2 ) vx und
v2 durch Ausdrücke von der Form :

■j—r Ax , — Bx 9 , t Ax 9 + Bx ,
*x= u i St + x * • «*= i7i•̂ 1 I *̂ 2 I *̂ 2

darstellen . Wir erhalten demnach :

—J p' cos (nx 2)ds = 2nBqU 2.s
Setzt man also den Druck senkrecht zur Bewegung , d. h . die Trag¬
kraft = g U 2R2, so erhält man also schließlich :
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(2 )
= 2nBgU 12— ^ gs (^ i2— v12)dx 1.

Das erste Glied unseres Ausdruckes für gU12Ä2hängt nur von der Zirku¬
lation der Flüssigkeit um den Körper beider Strömung vv v2ab . Es kann
als ein Zirkulationsglied bezeichnet werden . Das zweite Glied hängt von
dem Unterdrück in der Flüssigkeit hinter dem Körper ab und kann als
eine Saugwirkung des Wirbelschwanzes auf den Körper gedeutet werden .

285 . Zusammenfassung .
Nachdem man mittels der in § 27 dargelegten Methode die Funk¬

tionen v1 und v2 berechnet hat , erhält man aus den Formeln :

den Widerstand pU 12J?1 und die Tragkraft g U 2R2. In diesen For¬
meln soll die Integration in positiver Richtung um den Körper geführt
werden . Im ersten Integral ist also dx 2stets < 0. B hat die angegebene
Bedeutung . B ist also ein Maß der Zirkulation um den Körper .

§ 29. Das Problem des Kreiszylinders .

29 1. Bericht über die Methode von Prof . Burgers .
Prof . Burgers in Delft hat im Jahre 1921 den aus unserer Theorie

hervorgehenden Widerstand gegen einen Zylinder mit kreisförmigem
Querschnitt berechnet , der sich mit konstanter , sehr großer Geschwin¬
digkeit in einer reibungslosen Flüssigkeit bewegt .DieMethode von Prof .
Burgers bestand darin , daß er für die Potentialfunktion den Ansatz :

lieh vielen Koeffizienten A0, Ax, . . ., AN so bestimmte , daß die Rand¬
bedingungen :

gUsR ^ - lgfiü ^ v^ dxz ,

gU 12R2= 2nBgU 2— }gJ (U 2— v 2)dx x

(xt = r cos 0, x2= r sin 0)

machte und mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die end-
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d(p TT „7 U n äll Op,an

ip - = 0 an Shdx2
möglichst genau erfüllt wurden . Obwohl diese Methode ein sehr
großes Interesse besitzt , wollen wir doch , nachdem durch Prof . Zeilon
eine exakte Lösung des Problems gewonnen ist , von einem genaueren
Bericht über die Untersuchung von Prof . Burgers absehen und statt
dessen die in den zwei vorhergehenden Paragraphen dargelegte Me¬
thode benutzen .

29 2. Berechnung der Funktion iv (s).
Wir betrachten einen Kreiszylinder , dessen Radius den Wert R

haben möge . Um die in § 27 (vgl . besonders die Zusammenfassung
S. 290!) entwickelte Methode benutzen zu können , setzen wir :

z' = —, also : r' = ^ , 6' = 0.K K

Wir haben auf Sv: a = cos 0, b = sin 0 (— ~ < 0 < -f- ^ )

" l2’)” “ (s ) ” v / 1

Folglich :

e * = —

Wir berechnen den reellen und den imaginären Teil der Funktion w auf
dem Kreise C, d . h . für r' = l , r = R . Der reelle Teil hat den Wert :
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/ ist hier die durch die Gleichung :
{

f (S) = cot idi (3)
definierte Funktion .

Der imaginäre Teil von w(z' ) nimmt nach der Definition von
w(z) (§ 274 S. 284) auf dem Kreise C den Wert :

_ luÄMl = _ arctg ^
2 g o1(Ö) - i6 1(0) T g a(0) 21

• 71 TL
an . Wir haben also auf dem Kreise C, wenn : — -- < 0 < —2 2

imaginärer Teil von w(z' ) = — f (ö — (4)
n . 3n

wenn : — < 6 <

imaginärer Teil von w(z' ) = 0. (5)
Betreffend die Funktion ew(-̂ >können wir hieraus schließen , daß

sie auf dem Kreise C (| z' | = l , \z \ — R ) die folgenden Werte an¬

nimmt , wenn : — ^ < 0 <

ie ~ ie e « (6) . ( 6 )
JZ 3 7Z

wenn : C 0 < -y :
e»(e>. (7)

293 . Lösung des Problems .
Um unser Problem zu lösen , d . h . um die beiden Funktionen :

dw dcp
V*~ dx 2

zu bestimmen , haben wir nach § 27, Zusammenfassung (S. 290),
in dem Ausdruck :

W(z' ) = w ( *t ) = U1 + + iJc2^ j
die beiden reellen Konstanten kx und k2 so zu bestimmen , daß in
dem Punkte z0' , der dem Punkte z — ao entspricht , W(z' ) = 0 aus¬
fällt . Nun ist offenbar in diesem Falle z0' = oo. Wir haben :

0*= -
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Zur Bestimmung von kx und k2 erhalten wir also die Gleichung :
in

U1 + e 4 (kx + ik 2) = 0 .
Sie ergibt • in

kx -f- ik 2 = — TJxe 4
d . h . ;

ki = — -f^=> k2 — + -j± .
1 ( 2 2 / 2

Wir haben also :

W(t )=WW= Vl\l -.^ [l - i^ (8)
Um vx und v2 zu erhalten , genügt es , W (z' ) in einen reellen und

einen rein imaginären Teil zu zerlegen und dann xx mit , x2 mit
X
~ zu vertauschen . Wir haben mit anderen Worten :
K

«i (*i >xi ) — iv 2(xv x2) = W (z' ).

29 4. Verhalten der Lösung in unendlicher Ferne .

Besonderes Interesse hat , wie wir oben gesehen haben , das Ver¬
halten der Funktion W in unendlicher Ferne . Wir wollen deshalb

dieses Verhalten untersuchen . Wir erhalten aus ( 1) für große |z (-Werte :

+ -T 2

w (z' ) = w ^ (6* — (cos 0* + i sin d*)dd * =
Jl

~ ~2

in 2 R iR
I I •

7tZ Z

Die Formel (8) ergibt unter diesen Umständen für großes | z | :

W (z) -> (7t - 2)^ . (9)nz

Wir sehen aus (9), daß beim Kreiszylinder die S . 289 definierte
Größe 5 = 0 ist und also keine Zirkulation um den Zylinder statt¬
findet . Wegen der Symmetrie war dies von vornherein zu erwarten .
Wir sehen ferner , daß :

4P , - ( l - § ) * C ,

und also , daß der radiale Ausfluß , der nach S.291 denWert 2nA t / jhat ,
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= 2(n —2)R ü x= 2,283R U1
ist . Prof. Burgers fand bei seiner angenäherten Lösung des Problems
für diese Größe den Wert 2,30ß Uv

29 5. Werte von vxund v2auf der Oberfläche des Zylinders .
Auf der Oberfläche des Zylinders haben wir nach (8) und (6),

71 n 71

wenn — < 0 < y :

- ut

cos0 + i sm0 —i
cos0 + i sm0 +

0 71

1 —p==(sin0 + i cos0)e“’ J 1 d j ^sin I—

Wir haben also auf der Oberfläche des Zylinders, wenn

< 0 < + | :

«*(*) = ^ cos0e“Wl - cot ( .

Wir haben dagegen, wenn r = ß , < 0 < ^ ist :

w(s)= E;>|
gtt (0)1 -- 11 cot

also:
M )l-

v1{0) = W ß / 2 V
«, (0) = O.

296 . Numerische Ergebnisse . Vergleich mit der Erfahrung .
Wir geben eine von Prof. Zeilon berechnete Tabelle für die zwei

Funktionen wieder:
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und :

cot M oW( ff) _ . I 6 71

cot 12' + 4

Tabelle I

6 ne )
— / (—©) cot (! + i )

ew(6) 0 / (©)
cot (! + i )

ew(6)

— 180° 0,79 + 9 0,099 2,31
— 162 — 0,92 18 0,198 2,07
— 144 — 1,05 27 0,292 1,79
— 126 — 1,24 36 0,383 1,52
— 117 — 1,35 45 0,465 1,23
— 108 — 1,49 54 0,537 0,948
— 99 — 1,68 63 0,599 0,673
— 90 — 2,00 72 0,648 0,416
— 81 — 2,37 81 0,682 0,187
— 72 — 2,62 90 0,693 0,000
— 63 — 2,80 99 0,679 0,132
— 54 — 2,91 108 0,634 0,236
— 45 — 2,96 117 0,551 0,325
— 36 — 2,98 126 0,423 0,403
— 27 — 2,92 135 0,229 0,477
— 18 — 0,198 2,85 144 — 0,538
— 9 — 0,099 2,71 162 — 0,667

0 0,000 2,53 180 — 0,790

Mit Hilfe der Tabelle I kann man die Werte von und v2 auf dem
Umkreise des Zylinders berechnen . Man erhält dann p. Man hat

auf S. :

V= 6 Ui vi — j 6(vi2 + t>22) =
e (» i — ^ i )2
2 sin20

auf /SA:
P = QÜ 1v1 - \ qU *.

Die Tabelle II ist ebenfalls von Prof . Zeilon berechnet worden .
Sie bringt in der zweiten und dritten Kolumne die theoretisch berech¬
neten Werte von v1/ U1 und p/q f7j2 auf der Oberfläche des Zylinders .
Die in der vierten und fünften Kolumne gegebenen Werte wur¬
den bei Experimenten gefunden , in denen ein Zylinder mit einem
Durchmesser von 7,5 cm einem Luftstrom ausgesetzt wurde , dessen
Geschwindigkeit in einem Experiment 25, in einem anderen 18 Me¬
ter /Sekunde war .* Die Werte sind hier auf absolute Einheiten redu¬
ziert . Man sieht , daß der theoretisch berechnete Druck an der Vorder¬
seite des Zylinders ganz denselben allgemeinen Verlauf wie der ex¬
perimentell bestimmte Druck hat und daß sogar die theoretischen

* Die experimentellen Werte sind aus Jacob , La Resistance de l’Air et l’Ex -
perience , tome 2, Paris 1921, entnommen .
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Tabelle II

Q vliU l PlioU *
pigü *

Exp . U = 25
VtßU?

Exp . U = 18

0° 1,000 -f 0,500 + 0,500 -f- 0,500
9 0,954 0,457 0,45 0,44

18 0,836 0,360 0,32 0,42
27 0,635 0,179 0,24 0,28
31,5 0,512 + 0,060 0,06 0,06
36 0,387 — 0,043 — 0,17 — 0,14
45 0,127 — 0,139 — 0,37 — 0,29
54 — 0,130 — 0,474 — 0,47 — 0,36
63 — 0,344 — 0,635 — 0,59 — 0,40
72 — 0,493 — 0,725 — 0,59 — 0,39
81 — 0,531 — 0,695 — 0,57 — 0,37
90 — 0,416 — 0,503 — 0,53 — 0,36
99 — 0,275 - — 0,47 — 0,31

108 — 0,216 - — 0,40 — 0,27
117 — 0,181 - — 0,33 — 0,26
126 — 0,159 - — —
135 — 0,144 - — 0,27 — 0,24
144 — 0,131 - — —
153 — 0, 126 - — 0,24 — 0,23
162 — 0,120 - — —
180 — 0,117 — — 0,22 — 0,19

Werte numerisch in überraschend guter Übereinstimmung mit den
experimentellen Werten sind . Man sieht auch , daß die theoretischen
Werte am besten mit denjenigen experimentellen Werten überein¬
stimmen , welche der größeren Geschwindigkeit entsprechen . Auch
dies war theoretisch zu erwarten .

In Figur 1 stellt die untere , voll ausgezogene Kurve die theore¬
tische Druckverteilung an der Vorderseite des Zylinders dar . Die ge¬
strichelten Kurven entsprechen den beiden in Tabelle II aufgenomme¬
nen experimentellen Messungsreihen . Offenbar schließt sich die untere
der beiden gestrichelten Kurven , welche der Geschwindigkeit U = 25 m
pro Sekunde entspricht , gut an die theoretische Kurve an . Man be¬
kommt aus der Figur den Eindruck , daß die beiden experimentellen
Kurven Glieder einer unendlichen Schar von Kurven sind , welche
sich bei wachsender Geschwindigkeit immer näher an die theore¬
tische Kurve anschließen .

Die obere voll ausgezogene Kurve stellt graphisch v1/ U1 dar .
Mit Hilfe der Tabelle I können wir auch den Widerstandskoeffi¬

zient R± berechnen . Das Ergebnis ist :
Rt = 1,314.

Für einen Zylinder mit dem Querschnitt 1 ergibt dies :
Rt = 0,657.
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Dieser Widerstandskoeffizient ist zu groß . Die experimentellen Be¬
stimmungen ergeben etwa :

= 0 ,38 .

Da der theoretische Druck an der Vorderseite des Zylinders nahe
mit dem experimentellen übereinstimmt , so müssen wir schließen ,
daß die theoretische Druckerniedrigung in dem Wirbelschwanze zu
groß ausfällt . Eine nähere Untersuchung bestätigt dies . Hier ist
offenbar der Punkt , wo der weitere Ausbau der Theorie einzusetzen
hat . Dies ist auch theoretisch verständlich . Im Wirbelschwanze und
nur dort befriedigt unsere in erster Näherung erhaltene Lösung
nicht die vollständigen Bewegungsgleichungen einer reibungslosen
Flüssigkeit .

Wie Professor Zeilon durch weitere Ausführung der Theorie beim
Kreiszylinder eine fast vollständige Übereinstimmung mit den Tat¬
sachen erreicht hat , wird im Anhange gezeigt .

-o,t

- 0,6

- 0, 8
108 1809126 162

Figur 1
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§ 80. Das Problem einer dünnen Platte .
30 1. Einleitung. Konforme Abbildung.

Wir wählen die Maßeinheiten so, daß die Breite der Platte den
Wert 2 hat . Der Neigungswinkel derselben gegen die Bewegungs¬
richtung sei a . Eine mit der Bewegungsrichtung parallele , gegen die
Platte senkrechte z-Ebene (z = + ix 2) schneide die Platte längs
der geraden Verbindungslinie zwischen den beiden Punkten + eia.
Um unsere allgemeine Methode zur Lösung dieses speziellen Pro¬
blemes anzuwenden , haben wir die längs L zerschnittene z-Ebene
konform auf denjenigen Teil einer z'-Ebene abzubilden , der außer¬
halb des Kreises C, d . h . des Kreises | z' | = 1 liegt . Wenn wir die in
§ 27, Zusammenfassung , S. 290 entwickelten Formeln anwenden
wollen , müssen dabei die Punkte z = + eia den Punkten z' = -f-i ent¬
sprechen . Diese Abbildung wird durch die Formel :

Unsere Aufgabe ist , eine in der zerschnittenen z-Ebene reguläre
und eindeutige , in unendlicher Ferne verschwindende Funktion
W(z) = v1(x1, x2) — iv 2(xi , x2) zu finden , welche an der Vorderseite
der Platte der Bedingung :

genügt . Die entsprechende Aufgabe in der z' -Ebene ist eine außerhalb
des Kreises C reguläre und eindeutige , in unendlicher Ferne ver¬
schwindende Funktion :

( 1 )
bewirkt .

30 2. Formulierung der Aufgabe.
Berechnung der Funktion w(»').

sin a — v2cos a = U1sin a
und an der Rückseite der Bedingung :

« 2 = 0

W(z' ) = «i (V , X%) — X%)
zu finden , welche für :

r ' = 1, — Y < ^ < Y ’ X̂l>= r, (X)S = r>s*n
der Bedingung :

vxsin a — v2cos a = U1sin a ,
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der Bedingung :
u2 = 0

genügt . Wir sehen hieraus , daß beim Problem der Platte :

a (0) = sina , 5(0) = — cos a ; ^ (0) = — cos a , \ (0) = — sin a .

Die Formel (27, 13) S. 291 ergibt unter diesen Umständen :

+ T
r. /. _ a — 71 s ( 1 1 \ j „* (« — n ) 2' — * * (a — n )
(z)- - r̂J (̂ rz - 2z*)dz = —^ - logV+ i 2—w
' ' 71

&*

+
71
~2

Folglich :
, ' . _

G(z' ) = es <W= i e~ ^ (̂ rZTi ) * • (2)

Wir haben in § 27 S. 287 eine komplexe Größe £ eingeführt . Wenn wir
sie auch jetzt benutzen wollen, müssen wir sie durch die Gleichung :

C = i Zr ^ A (3 )z' + t '

definieren. Mit Hilfe dieser Größe £ können wir unser Ergebnis (2)
in der einfachen Form :

— — i
G(z' ) = — e~ ia £ n (4)

schreiben .

30 3. Berechnung der Funktion lV(z). Eigenschaften.
Die Lösung unseres Problems wird nach § 27, Zusammenfassung

S. 290 durch die Funktion :

W(z') = U1+ e- ^ (k1+ ik 2 Ẑ j

gegeben. kx und k2 müssen so bestimmt werden , daß in dem Punkte
z0', der dem Punkt z = oo entspricht , W(z' ) — 0 ausfällt . Jener Punkt
z0' ist offenbar z' = oo. Für z' = oo haben wir :

ia in ia

£ = *', = — e~ ia -e 2 2 — ie 2.

Zur Bestimmung der beiden reellen Größen ^ und k2 erhalten wir
also die Gleichung :ö ta

+ ik 2= i U1e 2.
Sie ergibt :

kx= — U1 sin (*-, k2— U1cos ~ ■£ £

20 O s e e n , Hydrodynamik
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Wir haben also :

JP(z' ) = Z7j
/ . a . a z' — i \ , .

(5 )

Wir haben jetzt W(z' ) als Funktion von z auszudrücken . Zwischen f
und z besteht die Beziehung :

Sie ergibt :

Wir haben folglich :
W(z) = vt — iv2=

= t/Jl - e-

z = e<«^ .1+ C2yeia—z
eia + z ’

cos —a (eia ■
2 \e<st+ z,

sin a e‘
2 \eia + z,

2 JT 2 (6 )

Wir benutzen den Ausdruck (6), um das Verhalten der Funktion
W(z) bei z -»■oo zu untersuchen . Man findet :

A - iB
W(z) -»■U1

wo :
a a , - 2 a 1 / 1 a \A = —cos a + sin2 cosa , (7)n 2 2 \ 2 ns

ß=(i - ä sina- (8)
TC . , 1

Für a = -jr-haben wir nach diesen Formeln A = , B = 0. Für kleine
2i Z

a-Werte werden sowohl A wie B klein . Die Zirkulation hat für kleines a
den Wert n sin a . Dies ist die Hälfte des Wertes , den Kutta aus seiner
Theorie abgeleitet hat .

304 . Berechnung des Widerstandes und der Tragkraft .

Um den Widerstand und die Tragkraft zu berechnen , haben wir
nach den Formeln (28, l S. 294) und (28, 2 S. 296) die beiden Integrale :

—s {ü 1— v1fdx 2, f (U12 — v12)dx 1

auszuwerten . Nun haben wir auf Sh nach (5), weil dort v2= 0 ist :
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(U1— lii)2= (U1— W)2 —

= U12e~ 2ia fcos 2-̂ -f " — 2 sincos -̂ £ 31 ^ sin2-̂ -£ 31 *] •Z Z Z Z

Wir haben auf Sh ferner :
4£d£

dx 2 = sin ae - ' adz = — sin a ^r- •
( 1 -f £2)2

Wir bemerken , daß z* auf Sh im Punkte z = —eia den Wert —i und £
den Wert — oo annimmt . — Wir haben folglich :

sina

J (Ui v1)2dx 2 = J l(U1 v1)2dx 2 = U12(J 1 + J 2 + J 3),
8fr — sina

0 Ü + 1a C 4t n
J x= - sin a cos2- e- 2*“J — s d£ ,(£2+ l )2

—00
0 ^

J 2 = 2 sin a sin cos | e~ 2 J ^ )2 d £,
—0

o ?
7 • ' 2 ö 2i „ f</ 3 = — sm a sin 2— e—2*a I -l J (

o 1

(£2+ l )2

d£ .(£2+ l )2
CD

Um J lt J 2, J 3 zu berechnen , betrachten wir das Integral :
“h 00

— — — d£
(£2-f l )2 ^ ’/ ,

in dem der Integrationsweg in der Umgebung des singulären Punktes
£ = 0 in der komplexen £-Ebene oberhalb des singulären Punktes
gehen soll. Wenn wir zwei Punkte £, — £(£ > 0) des Integrations¬
weges miteinander vergleichen , haben wir dann :

i + — i + —
£ = (— £)<r -»<, £ * = _ «- </*(_ £) * .

Wir können deshalb unser Integral (9) in der Form :
o

1 4£1+ *

schreiben . Wir können andererseits den Wert des Integrales (9) in
der Weise berechnen , daß wir den Integrationsweg unbegrenzt nach

20 »
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oben verschieben . Dabei wird der singuläre Punkt f = + i überschrit¬
ten . Wir erhalten deshalb :

+ °° ft
s 4£1+- Uß

(C2+ l )2
—c

Also :
— 00

0

({• + !)• ^ 1

Mit Hilfe der Formel (10) erhalten wir :

Ji =

Folglich :
J 1= 2acos 2 ^ -, J 2= (n — 2a ) J 3= 2(n — a) sin2^

~ s (U1— v1fdx 2=
cos 2a

7i—(7i— 2a ) cosa u 2.

Wir erhalten in ähnlicher Weise :

f (ü 12—v12)dx 2= 2U 1J (U1— v1)dx 2—f (ü 1— v1)2dx 2=
Sh Sh

— inA Ui2—fi (Ui — ^ fdx 2= - (* - : Uj2.
sh

Nun haben wir an Sh: dx1= cot adx 2. Folglich :

- / (E/i2—V )ri ah= (ti cota — Ui -

Die Formeln (28,ji S. 294), (28, 2 S. 296) ergeben jetzt :

8n,'B, , Of (» - (* - 2a, ^ *)j,

ßü 1aÄ, = 1- 0 UI2 (jicota — (jr — 2a ) '

Die Beziehung :

( 11 )

R2 — R1cot a
drückt die Tatsache aus , daß die Kraft qIJ ^ R1, qU 12R2 die Resul¬
tierende eines überall gegen die Platte senkrechten Druckes ist . Da¬
bei ist zu bemerken , daß qU 12R1 die Komponente dieser Resultie¬
renden in der Richtung der negativen ajj-Achse ist , dagegen q U12R2
die Komponente in der Richtung der positiven a;2-Achse .
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30s. Vergleich mit der Erfahrung.
Die nachfolgende Tabelle enthält in den vier ersten Kolumnen einige

numerische Ergebnisse , die aus den Formeln (11) erhalten worden sind .
R hat die Bedeutung : .__rX2+ ß22-
Alle Resultate sind auf die Plattenbreite 1 reduziert , also die direkt
aus (11) hervorgehenden Werte nachträglich mit 2 dividiert . Die
Kolumne R exp. enthält experimentelle Werte . Sie sind den von Eissel
für eine rechteckige Platte gefundenen Werte proportional , wobei :

Länge : Breite = 9
war . Die Werte von Eiffeljsind aber mit einem gemeinsamen Faktor
multipliziert , der so gewählt ist , daß R für a = 90° den Wert 0,78 be¬
kommt , der nach Jacob * für eine unendlich lange , zur Bewegungs¬
richtung senkrechte Platte der wahrscheinlich richtige Wert ist .

Tabelle I

a Rt R .Rexp . RIR exp. R\R9o§ (R/Rgij, ) exp.

0 » 0 ,000 0 ,500 0 ,500 (0,00) (00) — —

6 » 0 ,064 0 ,610 0 ,614 0 ,35 1,73 0 ,47 0 ,46
10» 0 ,121 0,673 0 ,697 0 ,46 1,52 0 ,54 0 ,60
20 « 0 ,288 0,788 0 ,845 0 ,56 1,52 0 ,66 0 ,60—0 ,73
30 » 0 ,483 0 ,837 0 ,966 0 ,61 1,59 0 ,75 0 ,73- 0 ,80
40 » 0 ,692 0 ,824 1,078 — — 0 ,84 0 ,82
45 » 0 ,785 0 ,785 1,112 — — — —

60 » 1,047 0 ,607 1,212 0 ,73 1,65 0 ,94 0 ,94
70 » 1,177 0 ,172 1,252 — — — —

90 » 1,285 0 ,000 1,285 0 ,78 1,65 1,00 1,00

Wir sehen aus dieser Tabelle , daß die theoretischen R -Werte
durchweg größer als die experimentellen Werte sind . Wir sehen aber ,
daß im Intervalle 6° < a < 90° das Verhältnis zwischen dem theore¬
tischen und dem experimentellen Ä-Wert annähernd konstant ist .
Dies tritt besonders deutlich in den zwei letzten Kolumnen der Ta¬
belle zutage . Besonders hervorzuheben ist die geringe Abhängigkeit
vom Neigungswinkel , welche sowohl der theoretische wie der experi¬
mentelle R -Wert im Intervalle 60° < a < 90° auf weist .

Bei kleinen Neigungswinkeln (a < 6°) steht die Theorie in schrof¬
fem Widerspruch mit den Tatsachen . Es ist nicht schwer , den inneren
Grund hierfür zu finden . Im Grenzfalle a = 0 würden nach denErgeb -

* Jacob, La Resistance de I’Air et l’Experience. T. I, S. 106 u. 110, T. II, Tab, 1.
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nissen , welche wir beim Grenzübergange fi -*■0 gefunden haben , beide
Seiten der Platte zur Vorderseite Sv gehören . Die Flüssigkeit würde
also an beiden Seiten der Platte gleiten und die Platte würde unter
diesen Umständen gar keine Bewegung in der Flüssigkeit hervor¬
rufen . Wir würden also notwendig R = 0 haben . Hier aber , wo wir
zuerst bei a > 0 den Grenzübergang /j, -*■0 und dann den Grenzüber¬
gang a -*■0 ausgeführt haben , bekommen wir eine Bewegung , bei
welcher die Flüssigkeit immer noch an der einen Seite der Scheibe

0,6

0,5

o,

0,3

0,2

0

Figur 2

OM 0,20,61,0 0,8

haftet , während sie an der anderen Seite gleitet . Daß wir unter
solchen Umständen Ergebnisse erhalten , die nicht mit den Tatsachen
übereinstimmen , kann nicht Wunder nehmen . Immerhin stellen diese
Ergebnisse die Theorie vor neue und interessante Aufgaben .

Dr . Zeilon , dem wir die Theorie der Platte verdanken , hat auch
das Moment der Druckkräfte auf die Platte in bezug auf die Mittel¬
linie derselben berechnet . Er hat aus seiner Formel die in der
nachfolgenden Tabelle enthaltenen theoretischen Werte berechnet .
Die experimentellen Werte sind Messungen von Eiffel entnommen .
Sie sind auf die Breite 2 reduziert . Bei diesen Messungen war
Länge : Breite = 6.

Dr . Zeilon hat auch die Druckverteilung auf beiden Seiten der
Platte untersucht . Die Ergebnisse für die Vorderseite der Platte sind
in Fig . 2 dargestellt .



311 . Formulierung des Problems

Tabelle II

311

a = 10° 25° 40° 60° 90°

psds theor. 0,117 0,192 0 ,188 0 ,156 0

(j) psds
exp. 0 ,250 0,204 0 ,192 0 ,150 0

Die voll ausgezogenen Kurven geben bei verschiedenen Neigungs¬
winkeln a die theoretische Druckverteilung . Die gestrichelten Kurven
beziehen sich auf die bekannten Messungen von EifEel. Wenn man
bedenkt , daß die Theorie ja nur eine erste Näherung darstellt und
daß die Messungen von EifEel sich auf Platten von endlicher Länge
beziehen , darf man wohl die Übereinstimmung zwischen Theorie und
Erfahrung als überraschend gut bezeichnen .

Auf der Rückseite ist der Druck in Übereinstimmung mit den
Tatsachen annähernd konstant . Dagegen fällt der Unterdrück dort
zu groß aus . Auf diesem Umstand beruht es, daß die theoretischen
R -Werte zu groß ausfallen .

§31. Die kreisförmige Platte und verwandte Probleme .
31 1. Formulierung des Problems .

Das Problem der kreisförmigen Platte erheischt , wie wir schon
in § 23 gesehen haben , die Bestimmung einer außerhalb von der
Platte regulären und in unendlicher Ferne verschwindenden Poten¬
tialfunktion , A, welche an der Vorderseite der Platte , etwa für xl =
+ 0, R = jx ^ + *32 < a der Bedingung :

d— - U
dx x ~ Ul '

an der Rückseite derselben , d . h . für xx= — 0, R < a, der Bedin¬
gung A = 0 genügt . Wenn wir diese Funktion A bestimmt haben ,
so haben wir :

in Bv:

in Bh:

ftA

dA /dA ) , T7 dA dA
Ul~ dx x U2 dx 2’ Ua dx 3
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Wir können die mathematische Aufgabe , von deren Erledigung
die Lösung des Problems der kreisförmigen Platte abhängt , auch in
etwas anderer Weise formulieren . Wir haben am Schlüsse des ersten
Paragraphen bei der Ableitung der Gleichungen III S. 12, die Geschwin¬
digkeitskomponenten der Flüssigkeit , auf ein Koordinatensystem , in
welchem der Körper ruht , bezogen , mit ü, (j = 1, 2, 3) bezeichnet und
wir haben : wx= u1— U1, m2= u2, ü3= u3 gesetzt . Wenn wir jetzt :

— U1x1+ A = 0
setzen , so ist 0 eine außerhalb der Platte reguläre Potentialfunk¬
tion und wir haben :

in B. : _ d 0
Ui~ dx ) ’

in Bh:
_ _ d0 (d0 \ _ d0
%1 dx 1 \dxJ Xl o’ Ui dx 2’

d0
d x3

( 1)

Die Potentialfunktion 0 muß sich in unendlicher Ferne wie :
Q

— Ul xx+ Konst . + + • • •K

[r = hi 2+ + V )
verhalten . Auf der Platte muß 0 den Bedingungen :

auf S, : qq
^ = ° > <2>

auf Sh'.
0 = 0 (3)

genügen . Wenn es also gelingt , eine Potentialfunktion 0 mit diesen
Eigenschaften zu bestimmen , so ist das Problem der kreisförmigen
Platte gelöst . Daß dieses Problem lösbar ist , haben wir übrigens
schon in § 23 gesehen . Wir haben dort auch das Hilfsmittel kennen¬
gelernt , das zur Lösung des Problems führt : die vierwertigen Poten¬
tialfunktionen , deren Werte bei Umkreisung der Bandkurve der
Platte permutiert werden . Es handelt sich jetzt um die explizite Aus¬
führung des in § 23 angedeuteten Gedankens .

31 2. Einführung von dipolaren Koordinaten .
Wir setzen :

coshyp « + cosn coshyp u -f- cos v

Wir bemerken , daß ein Punkt xv R, für welchen R < a, xt = + 0
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ist , auf der Vorderseite Sv der Platte liegt , ein Punkt für welchen
R < a, xx= — 0 ist , dagegen auf der Rückseite der Platte . — Wir
betrachten jetzt die reziproke Entfernung der Punkte x1} x2, x3 und
atg -| a ,0,0. Es ist :

f{xx— a tg | a)2+ x2 + x3
cos —au

^coshyp u + cos v
^coshyp u —cos (v —a)

(5)

vorausgesetzt , daß die Wurzeln rechts mit solchen Vorzeichen genom¬
men werden , daß sie für reelle Werte von xx, x2, x3, a , d . h . für
0 5S u < oo, 0 <Lv ^ 2ti , — oo< a < + oo, positiv ausfallen . Wir
schließen aus (5), daß die Punktion :

^coshyp u + cos v
^coshyp u —cos (v — a )

für alle a , als Funktion von xx, x2, x3 aufgefaßt , der Laplaceschen
Gleichung genügt .

31a. Einführung einer aus vierwertigen Funktionen auf¬
gebauten Potentialfunktion mit Hilfe der Sommerfeldschen

Methode. Eigenschaften derselben .
Wir betrachten jetzt die Funktion :

(P 1(x x, R )

_ / coshyp u + cos v I C 1 da
(J 1

~fi

ÜTii ]/coshyp u —cos (v — öj • « —(pp,) J r ' ' sin — -
1 dal

l̂ coshyp u —-cos {v + a ) a ~ ^o(
(PF,) H1U 4

_ l̂ coshyp u + cos v s 1 / 1

( PF)

8n i I ^coshyp u —cosa (g-n a —vo+ v

da .
. a —vn—vsin

(6 )

4

Wir wählen den Integrationsweg (W) des letzten Integrals in der
folgenden Weise . Ein Zweig geht etwa vom Punkte a = iu + e -)- ico
(s > 0) aus , umkreist in negativer Richtung den Punkt a = iu und
kehrt ins Unendliche zurück , etwa nach dem Punkte a —iu —e + i 00.
Ein anderer Zweig des Integrationsweges [W) ist das Spiegelbild des
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ersten in bezug auf den Punkt a = 0. Wie die Integrationswege
und (TP2) zu wählen sind , damit die Beziehung (6) besteht , ist leicht
ersichtlich und hat hier keine Bedeutung *.

Wir setzen v0= n und wollen unter dieser Voraussetzung die
Eigenschaften der Funktion 0 1 untersuchen . Wir nehmen an , daß
0 <[ ist . In dem Bereiche des x1x2»3-Raumes , wo u > d
> 0 ist , ist dann offenbar 0 t eine reguläre Lösung der Laplaceschen
Gleichung , welche auf S„ also für v — 0, der Bedingung :

^ 1 = 0
dv ’

und auf Sh, also für v = 2n , der Bedingung :
&! = 0

genügt . Um zu untersuchen , wie sich <I\ verhält , wenn u sich dem
Werte Null nähert , bemerken wir , daß , wenn [n — v | > e > 0 ist , 0 1
auch in der folgenden Weise dargestellt werden kann :

(7)
— e — <00 -)- B t CD

Wir haben hier zur Abkürzung :

1 / 1 ■ 1 \ F (a)
ĉoshyp « — cosa | 0-n Q— a»f| a —vn—v

gesetzt . Die Integrationswege in (7) sollen zwei mit der imaginären
a -Achse parallele Geraden sein . Wir sehen aus dieser Darstellung ,
daß 0 1(x1, ß ) in dem Bereiche des »-Raumes , wo j n — « | > e ist ,
endlich und regulär bleibt , wenn u gegen Null konvergiert . Um
schließlich festzustellen , wie sich 0 1 verhält , wenn u gegen Null
und gleichzeitig v gegen n konvergiert , das heißt , wenn der Punkt
xx, x2, x3 sich ins Unendliche entfernt , bemerken wir , daß , wenn
| 7i— v | < e ist , rechts in (7) noch ein Glied hinzuko mm en muß .
Dieses Glied rührt von dem singulären Punkte a = n — v her , der ,
wenn v den Wert n ± e passiert , den Integrationsweg eines der
beiden Integrale in (7) durchdringt . Das Glied hat den Wert + 1.
Wir haben also, wenn ]n — v | < e ist :

* Die Vierwertigkeit der einzelnen Integrale in (6) rührt vom Nenner ein f*—
. a — 7>0 + t)
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__ _ — e -f- *00 -+-« — i oo
, / =a Vcoshu4- cos« f , f „ , . , )
®i \xi >-ß) = - I F (a )da + I F (a ) da + 1. (8)

— e — i cd

Wir sehen hieraus , daß :
0 X(x1, R) - 1,

wenn :
Ä = fx ^ + R * —►oo.

Man beweist in ähnlicher Weise , daß hei Ä -* oo, d. h . bei « -* jr :

-*•ycoshyp u + cos « =
\ 0«o/ t>. =* \ ö«o rcoshypw —cos (v0—«)/„, _ „

sin« aij
2(coshypm+ cos«) 2a

Bl 4. Lösung des Problems .
Wir schließen aus diesen Ergebnissen , daß der Ausdruck :

= <Z>,[iaV « + J10,
dv o

wo X eine beliebige Konstante ist , eine Potentialfunktion definiert ,
welche außerhalb der Platte regulär ist , sich in unendlicher Ferne von
einer belanglosen Konstante abgesehen wie :

~ ü 1x1 + ^ + . . .

verhält und auf der Platte den Bedingungen :

auf S. : d0 ^
dx t

auf Sy
0 = 0

genügt .

Bis . Das Verhalten der Lösung am Rande der Scheibe .
Wir haben bis jetzt die besonderen Verhältnisse am Rande der

Platte außer acht gelassen . Um die Konstante Xzu bestimmen , ist es
notwendig , auf sie Rücksicht zu nehmen . Xso zu bestimmen , daß die
Geschwindigkeitskomponenten , also die Größen :

d0

dxj
am Rande endlich bleiben , ist unmöglich . Dies ist aber auch nicht
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nötig . Was wir verlangen müssen , ist nur , daß die Resultierende der
Druckkräfte auf die Platte einen endlichen Beitrag hat . Dafür ist
notwendig und , wie wir unten zeigen werden , auch hinreichend , daß :

d<Z>
daq

auf der Rückseite der Platte quadratisch integrierbar ist . Was wir
verlangen müssen , ist also , daß :

!KwJ dx‘dz>'
®A 1

einen endlichen Wert hat . Es läßt sich zeigen , daß durch diese Be¬
dingung X eindeutig bestimmt ist und daß X den Wert \ haben muß .
Man kann ferner zeigen , daß , wenn X diesen Wert hat ,

d4 >

dxx

in der Nähe des Randes wie (a — R) ^ unendlich wird und also tat¬
sächlich auf Sh quadratisch integrierbar ist . Auf den Beweis dieser
Sätze gehen wir nicht ein.

31 6. Berechnung des Widerstandes.
Vergleich mit der Erfahrung. Verwandte Probleme.

Um den Widerstand der Flüssigkeit gegen die kreisförmige Platte
zu berechnen , wenden wir den Impulssatz an . Um die Platte mit der
Geschwindigkeit U1vorwärts zu treiben , muß auf sie eine Kraft wirken ,
welche dem pro Sekunde gewonnenen Zuwachs des Impulses der ganzen
Flüssigkeit gleich ist . Der Zuwachs , den der Impuls der Flüssigkeit
während der Bewegung erfährt , besteht darin , daß der Wirbelschwanz
sich verlängert hat . Offenbar ist der Impuls mit der Bewegungsrich¬
tung der Platte parallel . Der Zuwachs desselben während einer Se¬
kunde ist deshalb :

ejju ^ dx d̂x3,
Q

wo wir mit Q einen Querschnitt des Wirbelschwanzes in großer Ent¬
fernung hinter der Platte bezeichnen . Wir haben deshalb auf Q:
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Wenn wir mit na 2q JJ 2R1 den Widerstand der Flüssigkeit gegen die
Platte bezeichnen , so haben wir folglich :

na2e U1*R1 = ess (̂ -px adxa.

Das Integral , durch welches wir dargestellt haben , ist offen¬
bar ein elliptisches Integral . Auch :

\ dxj h

läßt sich durch elliptische Integrale und zwar durch zwei (im Le¬
gendreschen Sinne ) „vollständige“ elliptische Integrale dritter Art
ausdrücken . Wenn wir nämlich zur Abkürzung :

2 a2 2
coshyp u + 1 = -R2 K2

setzen und wenn wir durch die Beziehungen :
1

u2duhyu (K u -(- 1) (1— w2)o

u3du
= 11,Lju (Ku + l ) (l - u2)

2

zwei Funktionen von K definieren , so haben wir auf Sh:
d0

H1 und H2 sind vollständige elliptische Integrale dritter Art und
können deshalb durch die Legendreschen Integrale E und F aus¬
gedrückt und mit Hilfe der Tabellen über E und F auch numerisch
berechnet werden . Dr . Zeilon hat indessen vorgezogen H1 und H2 neu
zu berechnen . Aus der so erhaltenen Tabelle der Werte von

d &
dx x

auf Sh hat Dr . Zeilon schließlich den Widerstand berechnet . Br findet

na 2gU 12R1= l ,179na 2QU^ ,

Rt = 1,179.

Die Methoden , welche wir in diesem Paragraphen benutzt haben ,
lassen sich auch in einigen anderen Fällen anwenden . So hat Dr . Zeilon
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nach diesen Methoden die Bewegung einer Halbkugel in einer Flüssig¬
keit untersucht . Für den Widerstand fand er :

wenn die krumme Fläche vorangeht :
0 ,611 na ' QUs

wenn die ebene Fläche vorangeht :
0 ,622 ncpQU -f .

Die hier angegebenen Widerstände sind , mit den experimentellen
Werten verglichen , etwa in demselben Maße zu groß wie die Wider¬
stände , welche wir bei den zweidimensionalen Problemen gefunden
haben . Auch bei den Raumproblemen fällt also die Druckemiedrigung
im Wirbelschwanze zu groß aus . Wenn dieser Umstand nachdrück¬
lich daran erinnert , daß unsere Lösung des hydrodynamischen Pro¬
blemes nur eine erste Näherung darstellt , so bleibt es andererseits
sehr bemerkenswert , daß schon die Berücksichtigung der linearen
Glieder der Bewegungsgleichungen ein sowohl bei den kleinsten wie
bei den größten Geschwindigkeiten qualitativ richtiges Bild der Be¬
wegung gibt und daß die daraus berechneten Widerstände in dem
weiten Bereich von den kleinsten zu den größten Geschwindigkeiten
hinsichtlich der Größenordnung richtig sind .
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