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Zweiter Teil .

Die Randwertaufgaben .





Einleitung .
Mit Hilfe der im ersten Teile entwickelten Formeln ist es möglich ,

die Bewegung einer zähen unzusammendrückbaren Flüssigkeit zu be¬
rechnen , wenn man annehmen darf , daß diese Flüssigkeit den ganzen
Raum ausfüllt und in unendlicher Feme ruht , und wenn entweder die
Bewegung stationär , d . h . von der Zeit unabhängig ist oder auch in
einem bestimmten Momente , etwa für t = 0, bekannt ist . Jene Pro¬
bleme sind aber nicht diejenigen , zu welchen die wirkliche Bewegung
einer zähen Flüssigkeit Anlaß gibt . Diese Probleme haben einen anderen
Charakter . Eine wirkliche Flüssigkeit hat stets eine Begrenzung , die
übrigens aus einer oder mehreren , festen oder bewegten Grenzflächen
bestehen kann . Wir nehmen an , daß die Flüssigkeit an diesen Grenz¬
flächen haftet , so daß die Bewegung der Grenzflächen die Bewegung
der äußersten Schichten der Flüssigkeit bestimmt . Wir bezeichnen mit
Uj (j = 1 , 2 , 3 ) die Komponenten der Geschwindigkeit eines Punktes
einer Grenzfläche . Das mathematische Problem , zu welchem die
wirkliche Bewegung einer zähen Flüssigkeit Anlaß gibt , be¬
steht dann darin , eine Lösung der hydrodynamischen Glei¬
chungen I , II oder III zu finden , welche an den Grenzflächen
den Bedingungen w;-= Uj (j = 1, 2, 3) genügt . Wenn die Bewegung
nicht stationär ist , kommt noch die Bedingung hinzu , daß in einem
gewissen Momente , etwa für t = 0, die Größen Uj in dem von der
Flüssigkeit erfüllten Bereiche bestimmte , vorgeschriebene Werte an¬
nehmen sollen. Jene Werte müssen jedoch der Kontinuitätsbedingung
genügen . Die Methode zur Lösung dieses Problems , die wir zur Zeit
besitzen , ist wieder die Methode der sukzessiven Annäherungen . Sie
erfordert in erster Linie die Lösung des linearen Problems , das man
durch Weglassen der quadratischen Glieder erhält . So werden wir zu
den Problemen geführt , die man die hydrodynamischen Rand¬
wertaufgaben nennen kann . Wir werden uns im folgenden mit
speziellen Fällen beschäftigen , in denen man die hydrodynamische
Randwertaufgabe exakt oder annähernd lösen konnte . Zwar gibt es
auch allgemeine mathematische Untersuchungen über die hydrodyna -
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mischen Randwertaufgaben . Sie sind aber noch nicht so weit gefördert ,
daß sie Bedeutung für die Hydrodynamik gewonnen hätten . Wir gehen
deshalb hier nicht auf diese allgemeinen mathematischen Probleme ein.
Im ersten Kapitel behandeln wir einige Fälle , in denen es gelungen
ist , eine exakte Lösung der hydrodynamischen Randwertaufgabe zu
finden . Im zweiten Kapitel beschäftigen wir uns mit dem linearen
System , welches aus II® (oder IP ) durch Vernachlässigung der qua¬
dratischen Glieder hervorgeht , und geben angenäherte Lösungen einiger
spezieller Fälle der diesem System entsprechenden Randwertaufgabe .
Im dritten Kapitel behandeln wir in ähnlicher Weise die Randwert¬
aufgabe des Systems III® (oder IIP ).

Es ist aus dem oben Gesagten ersichtlich , daß die Randwerte , welche
in den hydrodynamischen Problemen vorkommen , im allgemeinen in
sehr einfacher Weise von den Koordinaten der Punkte der Grenzfläche
abhängen . Trotzdem muß man , um die Methode der sukzessiven An¬
näherungen anwenden zu können , bei den linearen Systemen , welche
wir hier zu behandeln haben , Randwerte allgemeinster Art betrachten .



I .

Exakte Lösungen hydrodynamischer Randwert¬
aufgaben .

§ 9. Die Stokesschen Gleichungen.
9 1. Eine Kugel . Randwertaufgabe für das innere Problem .

Wir nehmen in diesem Paragraphen an , daß die Bewegung der
Flüssigkeit stationär ist . In den Gleichungen II a (oder IP ) vernach¬
lässigen wir die quadratischen Glieder und setzen außerdem Xj = 0.
Wir werden so zu dem System :

Wir unterscheiden zwei Fälle . Bei dem inneren hydrodynamischen
Problem betrachtet man eine Flüssigkeit , die sich im Inneren einer ge¬
schlossenen Fläche befindet und deren Geschwindigkeit an dieser Fläche
bekannt ist . Bei dem äußeren hydrodynamischen Problem betrachtet
man eine Flüssigkeit , welche den ganzen Raum außerhalb einer geschlos¬
senen Fläche erfüllt . In diesem Falle muß man die Geschwindigkeit
sowohl an der inneren Grenzfläche wie in unendlicher Ferne kennen .

Wir lösen in diesem Paragraphen die innere und die äußere hydro¬
dynamische Randwertaufgabe der Gleichungen (1) für eine Kugel . Wir
betrachten zuerst das innere Problem . Die Randbedingungen sind in
diesem Fall : «; = U, (j = 1, 2, 3) an der Oberfläche der Kugel . Die
Größen Uf müssen wegen der Kontinuitätsbedingung (1, 2) S. 4 der
Beziehung :

genügen , wo die Integration über die Oberfläche der Kugel erstreckt
wird und wo, wie üblich , n, die Richtungscosinusse der nach außen
gezogenen Normalen dieser Fläche sind .

( 1)

geführt .

7 Os e e n , Hydrodynamik
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Wir haben im dritten Paragraphen S. 27 folgendes gesehen.
Wenn man einen Tensor Tjk und einen Vektor I\ finden kann, die an
einer geschlossenen Fläche S den Bedingungen Tjk— 0 genügen, im
Innern derselben Fläche überall mit Ausnahme eines Punktes x/ °)(P (0))
regulär sind und den Differentialgleichungen :

uAT d-P* _ q dTjk __ o
{lA ik dxf ~ ’ dx1 - 0 (2)

genügen, endhch sich in der Umgebung des Punktes er/ 0), bis auf
reguläre Glieder, wie der Tensor tjk und der Vektor pk:

to_fc+Sa=sQ*=sa ,
verhalten , dann gilt für jede innerhalb derselben Fläche reguläre
Lösung des Systemes (1) :

<3)

Um unsere Aufgabe zu lösen, bestimmen wir eine Lösung tj k, nk
des Systems (2), die innerhalb von S regulär ist und an S den Be¬
dingungen : Tjk= tjk genügt ; dann hat Tjk= tjk— rjk, Pk= pk~ nk
die verlangten Eigenschaften .

Für eine Kugel kann man mit einfachen Mitteln die Größen rjk
und nk herstellen. Wir wenden dazu das Spiegelungsverfahren an,
durch welches W. Thomson das elektrostatische Problem der Kugel
löste . Wir legen den Anfangspunkt des Bezugssystems in den Mittel¬
punkt unserer Kugel, bezeichnen mit a den Radius derselben und setzen :

x? = R2 , z/ °>2= jß(0)2 , R >̂ () , m ^ 0 .
Durch die Formeln :

sta
A(0)2‘/>».(0) — _ /p .(0)

XJ — Z?(0)2 XJ

definieren wir dann das Spiegelbild P ((n des Punktes P(°)(= x/ 0), x2(0)>
*3(0)). Wir setzen ferner:

i / o)2= £ (0)2, (Xj— i / °))2= r2 , Ä(0) i> 0 , r ^ O.
Um nun xjk und % zu berechnen, verzichten wir zunächst auf die Er¬
füllung der Kontinuitätsbedingung (2b ) und stellen uns die Aufgabe,
einen Tensor x,k* und einen Vektor n * zu berechnen, die überall,
außer im Punkte P (0>, regulär sind und die Differentialgleichungen:

HA rjk* — = 0 (4)
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befriedigen und die an der Kugel R = a den Bedingungen r;i * = tjk
genügen . Wir versuchen diese vorbereitende Aufgabe durch den Ansatz :

„ ajk dl , 0 1 _ Öl Ö27
D * — ~T + w— + Ck-K- ■=- + 2 dfkx,<} -5- -=- + e -r 1 dxk r dxj r 1 dxt r dxjdx k’

* 9 91

zu lösen, wo ajk, bjt ck, djk und e Konstanten sind. Dieser Ansatz
erfüllt, wie sofort ersichtlich ist , die Bedingung, daß rjk* und pk* über¬
all mit Ausnahme des Punktes P(0) regulär sind. Wir haben ferner:

92 * A * o 92 1 9n **
* dif x>{ = “ A- r<- = J — s ^ -

Wenn wir die Konstanten so bestimmen können, daß an der Kugel
R == a noch rik = tjk(j , k = 1, 2, 3) wird, so ist unsere vorbereitende
Aufgabe gelöst. Nun ist für R = a :

72= x?- 2x,zjn+ xfW= a2(l - + Ä“0y2) =
also : _ _ ar
und ferner: W >

», %<">= = +

Wir erhalten mit Hilfe dieser Beziehungen für R = a :
- m 9 1 _ x^ ixt- x^ ) 1 «2(F )2- «2)
X‘ dx, r 7® 2 7 2Ä(°)273

und folglich :
p (o) 1 P (0)3 |

Tjk* = — - (a,4 + dik + efy *) --- 3- exjx k—st V GL y

R(0)2 ’

— (cz / 0) — bj)xk — (exi (0) — Ci)x7- + exj (̂ xk(i)) — bjz4(0) — c*a;7(0) -f-

Die Forderung :
^ ^ (0)2)

_ * , fy* , (a:?-— aj/ 0)) (»*— a?*(0))
Tik —lik— r "r r3

für R — a ergibt jetzt :
R (.0) R (0)3
—— (a ik + dj k + eoj k) = dj k , - 3— e = 1 ,st st
» (0)3 » (0)3

- ^ 3- (ei / °) - &,) = x/ ö), _ ±L_ (ei *«» - c*) = *, »>,
PW3I

7 *
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Wir erhalten schließlich :

« A , « 2 \ » , ß (0)2 - « 2 - ^ - ^
a,k~ £ (°) \ £ (°)2/ £ (°>a3 Xj Xk ’

b’ = RW l 1 _ P ') a:;'(0)’ Ck= ÄW (X— fiw )
Ä<P* - «2 _ _ a3

= pföi „ 3 ^ (0 ) % (0 ) . e = —£ (0 ) a 3 ~ £ (0 )3
und damit :

_ a3 (ay — i / 0)) (% — gt«»)
f* RWf ik Ä(0)3 r3

Ä (0)2 — st2 f ®/ ° ) Xk<0) a r - rm , - rm ,
"* P I a3r Ä«»2j3\-xi (**—*»'■)+

2 W , (0) iI !
a3 * dxi r i 5

(5 )

* 2 -““ 3 ö 1 / an***=- »!»ssr ( )
Wir setzen jetzt , um unser anfängliches Problem zu lösen :

r 7-* = T;-** + (Ä 2 - a2) ^ , (7 )(7Xj
so daß also das Zusatzglied für R = a also auf der Kugel verschwindet .

Die Funktionen 9ok sollen Lösungen der Laplaceschen Differential¬
gleichung sein , die im Innern der Kugel R = a regulär sind . Wir
haben unter dieser Voraussetzung in demselben Bereich :

d ( d (pk 2 a3 d 1 |
Axt it = -3— 2^ + txi -g -

7lk

dxji Yk ' ‘ dx , R«»3 dx k r \
Wenn wir :

+ ,8,

setzen , so sind dann tj k, nk innerhalb der Kugel R = a regulär und ge¬
nügen den Differentialgleichungen (4). — Wir bestimmen schließlich
die Potentialfunktionen <pk so, daß die Kontinuitätsbedingung erfüllt
wird . Wir haben :

dtj k dxjk* ^ d<p,'k
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Da :

< T -

(*'<0' w )(*® Wi) j -(*» k )(S®^ ) 7 + 2i<̂ 7 + T ■
ÖT ifc*so können wir unseren Ausdruck für ■■Q ■auch in der Form :

O Xj

72(0)2 _ «2 , Xk_ ^ (0) 3^ (0) 3 ^ (0) a !
3a — ^ 3--- 1" ~nr + x >7TzrT +Ä(0)3 l r3 ar a dxj r

r .:
schreiben . In der Kontinuitätsbedingung :

-̂ = 0 oder aÄ * = - -
ÖXj dxj 2 da¬

haben auf der rechten Seite einige Glieder unmittelbar die Gestalt

Xj - ; diese geben für <pk den Beitrag :OXj
R<m — a2(3x/ °) , a (xk — xk<V) , d 1 |

. - I —a T „ ■= >2Ä(0)3 l ar r3 a dxj r

welcher der Laplaceschen Gleichung genügt .
Um die noch übrigen Glieder von <pk zu bestimmen , müssen wir

eine für R a reguläre Lösung xpk der Differentialgleichung :

dxpk _ xk<0) 2xk—
7 dxj r r3

suchen , welche außerdem der Laplaceschen Gleichung Ax\pk = 0 ge¬
nügt . Dies geschieht ohne Schwierigkeit . Wir führen statt xv x2, x3
Polarkoordinaten ein und drücken also xv x2, x3 durch R und zwei
Winkel aus . Die linke Seite unserer Differentialgleichung bekommt
dadurch die Form :

P dVh
r Ir -

Die rechte Seite können wir in eine nach steigenden Potenzen der Größe
R/RW fortlaufende Reihe entwickeln . Da die rechte Seite für alle Ä(0)
eine Lösung der Laplaceschen Gleichung Axy>= 0 ist , so wird jedes
Glied der Reihe ebenfalls eine Lösung der Laplaceschen Gleichung
sein. Da ferner , wie man leicht verifiziert , die rechte Seite für R = 0
verschwindet , wird die Reihe kein konstantes Glied enthalten . Nicht
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nur die rechte Seite selbst, sondern auch die mit R dividierte rechte
Seite läßt sich also in eine Potenzreihe nach R/R° entwickeln. Wenn
wir diese Reihe in bezug auf R zwischen 0 und R gliedweise integrieren,
so bekommen wir eine neue Reihe, deren Glieder sich nur durch kon¬
stante Faktoren von den entsprechenden Gliedern der Entwicklung
der rechten Seite selbst unterscheiden. Sie sind also ebenfalls Lösungen
der Laplaceschen Gleichung. Die Summe dieser Glieder ist %pk. Es ist
indessen nicht notwendig, ipk durch eine Potenzreihe darzustellen. Es
gibt einen ziemlich einfachen, geschlossenen Ausdruck für rpk. Wir
setzen : XjX̂ °) = ItR{{)) cos # , wo also i) der Winkel zwischen den Vek¬
toren Xj und äj/ 0) ist , und haben dann unter Benutzung der Formeln
S. 98 :

xt(0) , st2(xk— xk(V>) a*(0) /_ 2 a4 \ , a2xk' , st2(xk— z/ °>) xk(0>(_ 2 a4 \ ,
+ r3 r3 V Ä«»2] +

= X-i ~ (R2- 2 RRW cos # ) + a%Xk
Also :

drpk xk̂ (R — 2 A(0) cos ■&) a2xk
dR (# 2_ 2 RRW cos # + st«»3)*/, i?(ß 2_ 2 ßß (o) cos # + Rmyi ,
und :

Vk
o

(R — 2R (°>cos # ) dR
(R2— 2R cos # + Ä(°>2)’/

a? Xk s _RJ (R2-
R

dR 1 1
= xkW

2 R cos # + Rffivyu \ RW ro

R — Ä(°) cos # + r cos # _
d--- - - - (a 2x k — xd -0’ ■Xj x / u>).RÄ(0)2 sin2# ■r V 7

Wir haben also :

*»= 1P1W + sä + — Si , 7 ■+ a 'r‘

_ R m — a 2 | 3a ;*(o> a (xk — x k(0)) 2 *t W 9 1
2Ä (0)3 l ofio » r * a Xi dx , r '

3 Ä — Ä <°>cos 9 + r cos # _
d =- (« * t — a;i:(0) • Xj xP >)« AÄ (°>2 sin29 -7

(9 )

( 10 )

Durch die Gleichungen (5)—(8) S. 100 und (10) sind die Größen rJk
und nk bestimmt. Wir setzen jetzt :
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nr _ , (xi ~ av(0)) (% — z *(0)) _
■' s* — — T " ^3 Tjlc>

r, O *i —*t(0)
r k = pk — nk = 2fl - ^ -- Jt*.

Die Formel (3) ergibt uns dann den Wert von uk in einem beliebigen
Punkt P (0) innerhalb der Kugel .

Um zur vollständigen Lösung unseres Problems zu gelangen , müssen
wir noch eine Formel für p ableiten . Da p durch die Differentialglei¬
chungen und Randbedingungen nur bis auf eine additive Konstante
bestimmt ist , so suchen wir die Differenz p (P (0)) —p (0 ) zu berechnen ,
wobei wir unter 0 den Mittelpunkt der Kugel verstehen . Wir gehen
von der Formel (3, 17) S. 28 aus und bezeichnen mit Vj, p eine inner¬
halb der Kugel R = a reguläre Lösung der Stokesschen Gleichungen :

A d v i / ns^ <U )

welche an der Kugel R = a den Bedingungen : v}= w—(- — genügt .
Wir haben nach (3, 2) S. 22 : Xj r

/ (*' Jn ~ Pn) ~ U> Jn- *n) \dS °’
R = a

und folglich nach (3, 17), wenn wir ~ ^ -- —Vj= Vj setzen :

(i2 )
R = a

Die Schwierigkeit besteht also nur in der Bestimmung der Größen
Vj und p . Wir gehen , um diese Aufgabe zu lösen , in ähnlicher Weise
wie oben hervor . Wir setzen ?

Vj= Vj* + (Ä2 — a2) 1 ^ - , p = p* + 2fi [q>+ 2xk )• (13)

Hier soll Vj*, p* eine innerhalb der Kugel reguläre Lösung des Systemes :

sein, welche an der Kugel den Bedingungen Vj* = ^ genügt .
cp soll eine im Innern der Kugel reguläre Lösung der Laplaceschen
Gleichung sein. — Um Vj*, p* zu bestimmen , gehen wir von der Tat¬
sache aus , daß auf der Kugel R = a :
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1 a
r Rm

ist . Wir differenzieren diese Gleichung nach und erhalten für R = a :

dl dl axjm a dx km d 1
dxj r dx / 0} r R<0Yif Rm dxf °> dx k r

a_ x£ > a* d 1 2 - (0) 11 ,
Rf.oj3 j P <°>3 dxj r ^ aR <°> ’ k dx k r

Wir setzen jetzt :

_ _ â xJV rf d_ 1 _ _ 2_ d_ 1 Xf_
Vj ~ RW» r + R^ dxjr aRW ’ k dxt r + a3’ ( )

p * = 0, (15)
und haben dann :

/. ävf - o - yg
innerhalb der Kugel R = a, und an der Kugel : «,* = ~

Zur Bestimmung der Potentialfunktion <p erhalten wir die Gleichung :

dtp _ 1 dv * _ 1 . „ Öl , 1 .0. ö 2 1
xi ft * . o ft * . 9 />» (o) xi ft * . ~ Xk ;’dxf 2 dxj 2 ' dxjr ^ aRW 1 k dx, dx t r

lU _J_ Ll \ (1 . .
2a3 2a \Ä«»r a2/ + 2a£ <®P dp \ 1 + * dxk r )

Sie ergibt :
<‘6)

y> ist hier eine innerhalb der Kugel R = a reguläre Lösung der La¬
placeschen Gleichung , welche außerdem der Gleichung :

dtp 1 # »> 1 1
1dxj r a? r Rm

genügen muß . Aus dieser Gleichung können wir y>in der oben ausein¬
andergesetzten Weise entweder durch Reihenentwicklung der rechten
Seite oder durch direkte Integration berechnen . Wir setzen wieder :

Xj p 0)= R P (°)cos d
und haben dann :

1 Rn
J ~ 2jM PW (cos fl) — 5

wo die P (”) die Kugelfunktionen sind und also P <0>= 1 ist . Wir er¬
halten so :
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^ P (,l)(cosd ) ■

Durch direkte Integration erhalten wir dagegen :
R

V -
r / 1 1 \ dl ? 1 r + i ?(0) — Rcosd

~ J \ r ~~ RW/ R _ R(0) ° 8 2Ä <°>o

Wir haben also schließlich :

1 ( 3 , Öl 3 , ? + RM - RcosV \ /1(yx® = — =— — H- 2 a:i (0) -5— — — -=—log = • (17)2aRw \ r öxk r RW 6 2Rm> >

Die Formeln (12)—(17) vermitteln die Bestimmung von p (P (°>) —p (0 ).

9 2. Zusammenstellung der Formeln für das innere Problem
der Kugel.

Wir fassen unsere bis jetzt gewonnenen Ergebnisse in dem folgen¬
den Satze zusammen :

Um eine innerhalb einer Kugel :

R = l[ xf = '/ xy + x22+ x32 = a

reguläre Lösung der Stokesschen Gleichungen :

, ^ _ f£ _ o, §a = 0 (i - 1. 2, 8)

zu konstruieren , welche auf der Kugel den Randbedingungen Uj= Uj
genügt , wo Uj vorgeschriebene Funktionen auf der Oberfläche der
Kugel sind , bildet man die Funktionen :

ö ik (Xj— xfV ) (xk — a*<°>)
r r3

a3 (xj — i / 0)) (xk— xk(0)) R((>)2 — a2 r5/ 0)

+ ^ — y m ? Uik

R (0)3 j3 Rm l a 3 y

a
R(0)2p [aj/ 0) (% — a:*(0)) -)- a*(0) (,x?-— oc/ °>)] —

_ 2i ^ . ® 0 11 _ _ äyia 3 da;, r ) da;,-

_ „ xk — xkW a3 xk — xk(i)) ( dqik\
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o > - 1 ( R <™ a 2) 13XkW | a ( a ;* ~ it <0)) - I 2a * (0) = i » 9 1 |
— 2ÄC0)3 ) laÄ (°) + r8 + a J da * r +

3 P — R ^ cosd + rcos # i-1 =- (a2x1— z/ o)•Xi Xjm)
a RRW2sin2# •r •

y = JL (JL __ L) ®
* dx , \ r r ) m

x/ °)
Ä(o>3 7 i ?(°)3 dxj r '

2 i / °>5t(°> 4 - ^ - (P2 - a2) ^ •
T aF ) ’ * dx k f a? v ' dx , ’

p = 2p (V+ 2x>^ j ;

1 ( 3 dl 3 r + Ä<°>— Pcosdi
2aPC°>| r da * r _ß (o> ° g 2 P <°> >’

Rd0) = ^ (0)2; y .(0) = _ “2_ x/ 0), ß (0) = |/ i ;.(0)2;

r = )/(5C/ — ir/ 0)) 2, r = ^ — aj/ °i2, cos # :
a;/ 0)

SP
Dann geben die Formeln :

Ä=a

p (PCO)) _ p (0 ) = _ ± JV , U + p »,) ÄS,
R = a

wo pc°) der Punkt *1C°), x2(°\ x^ und 0 der Mittelpunkt der Kugel
ist , die Lösung des Problems .

9 8. Eine Kugel . Randwertaufgabe für das äußere Problem .
Wir wenden uns zum äußeren Probleme , also zu der Aufgabe , eine

Lösung des Systems (1) zu finden , die außerhalb der Kugel R = a
regulär ist und an dieser Kugel der Bedingung w, = U, (j = 1, 2, 3)
genügt . Eine solche Lösung ist nur dann eindeutig bestimmt , wenn
ihr Verhalten in unendlicher Ferne vorgeschrieben ist . Wir schreiben

vor , daß die Größen R \uj \, R2 j ^j, R2 p \ (j , k = 1, 2, 3) für R > a
O Xje j

eine endliche obere Grenze haben sollen . Man sieht leicht , daß diese
Bedingung nebst der Grenzbedingung u}-= U, für R = a genügt , um
eine für R = a reguläre Lösung des Systems (1) eindeutig festzulegen .
Die Formel (3, 17) gibt in unserem Falle , wenn wir auch jetzt die
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Normale der Kugel R = a nach außen ziehen und wenn der Punkt
P (ü) (mit den Koordinaten xf®) jetzt außerhalb der Kugel liegt :

^ pm>- skM >‘dt - p‘n<)ds (i8>
R = a

•

Tjie, Pk s°ll hier eine Lösung des Systems (2) sein , die sich in der Um¬
gebung des Punktes P (0) wie die oben eingeführte Lösung tjk, pk ver¬
hält , für R = a den Bedingungen Tj k= 0 genügt und ferner der Be-

dT jk |
dingung genügt , daß die Größen R \ Tjk \, R2 dxi I, R2iPk | (j , k, l =

1, 2, 3) für R > 2fi(0) eine vom Punkte P (0) rmabhängige , obere Grenze
haben . Um Tjk und P k zu bestimmen , benutzen wir dieselbe Methode
wie beim inneren Problem . Wir setzen wieder Tjk= t]k—t /*, P k= pk—Pk-
Für tj k und pk machen wir wieder die Ansätze (7) und (8). Xjk* hat
dieselbe Bedeutung wie oben . Für <pk erhalten wir wieder den ersten ,
in Formel (10) angegebenen Ausdruck . ipk soll jedoch eine andere Be¬
deutung haben . Zur Bestimmung dieser Funktion erhalten wir die¬
selben Gleichungen wie früher :

, n dxpk x*(0) xk— xk(v
Ay>k= 0 } ~Qxj == ~x ~ 7®--

Wir müssen aber jetzt eine für R > a reguläre Lösung dieser Gleichung
suchen . Um y>k zu bestimmen , genügt es, eine für R > a reguläre
Lösung der Gleichungen :

A *p = 0 , (19)

zu bestimmen . Man erhält sie entweder durch Beihenentwicklung von
1/ r nach Potenzen von 1/R oder durch direkte Integration . Das Er¬
gebnis ist :

. . P (°)n 1 r + Äcos # —•R(°)
„ _ - 2 J*->(cos0 ) ^ log Ü (1 + eosfl ) ’

1 , RWr -hx . x/ V- R«»2= -=—log - - — --
R° RRW + XjXjW

Wir haben dann :
rm , 2 « 2 9 , mr + Xjx^ - m 2y>k= w + « a - log - - —- (21)

dx kW p (°) d xk̂ 6 RR (0) + xßm

Man bestätigt durch elementare Rechnungen , daß die hiermit erhal¬
tenen Größen Tj k, P k den oben angegebenen Bedingungen genügen .

(20 )
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Aus unserer Voraussetzung , daß R2 \p \ für R > a eine obere Grenze
bat , folgt , daß p in unendlicher Ferne verschwindet . Unter diesen Um¬
ständen ist es möglich , den Wert von p in einem beliebigen Punkte P ((l)
außerhalb der Kugel durch die Werte Uj, welche die Größen Uj auf
der Kugel annehmen , auszudrücken . Wir haben :

*<pio>>= sN ^ ' + ^ K <22>
Hier ist :

y .— d 1 _
dxj r Vj'

Vj und p ist eine für R > a reguläre Lösung des Systems (11), welche
für R = a der Bedingung Vj = 0 genügt . Wir machen für Vj und p
wieder den Ansatz (13), setzen aber jetzt :

a 3ü/ °> a3 d 1 2 _ _ dl
v > = rj ,m , — + "rkniä Ti— -- D?m Xj(ti) x t ((>) ^ — — , p * = 0 .R<<y>s r R(u>3 dxj r aRW 7 K dx k r

Für cp erhalten wir wieder den Ausdruck (16). xp muß aber jetzt den
Gleichungen (19) genügen . Für xp können wir also den Ausdruck (20)
benutzen .

9 4. Zusammenstellung der Formeln für das äußere Problem
der Kugel .

Um eine außerhalb einer Kugel :

R = ixf = ^x 2+ x22+ x32 — a

reguläre Lösung der Stokesschen Gleichungen :

^ ui- ^ = 0’ | 2 = 0 0 = 1. 2, 3)
zu konstruieren , welche in unendlicher Ferne der Bedingung Uj -> 0,
p -►0 und aufj der Kugel der Bedingung Uj= Uj (j = 1, 2, 3) genügt ,
wo Uj vorgeschriebene Funktionen auf der Oberfläche der Kugel sind ,
bildet man die Funktionen :

T _ ötk . (xj—xj^ )(xk—xkf°'>) a a3 (xj—xj^ ){xk—xk̂ )
ik r r3 RffOj il R(0̂ ~ f 3

R(o)2_ a2( J / o)^ ) a
RIU>

( /V*.(,0) (0} fj

ITi — Wix>[ i,tnu‘ 7 “'“"W‘

a3 dx t r \ ' dxj
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D o Xk—xk̂ 0 a3 xk—xk<f» o [_ , o
^ cös— p —— (? *+ 2:r<

7i(o>2 - a213x (̂0) a (xk—xkW) 2z/ » d 1
« = - 2 » » H ^ r + — e — + — 1'' ä7 ( f +

3a d mr + Xjx/ V- RVV]
mdx kW og ßp + j .^ 0) ) ’

J r P«»3 r P«»3 dxfl aRW 1 k dxk r

ß - h . (r + Sx, ffl ;

1 ( 3 . o- o» ö 1 . 3 1 Ä(0)r + a/ä;(0)- # 0)2\ ,
99 2 aP (0>\ r Xk dx k r R(P) ° g RßV + Xfxp » '

m = |^ )2 ; ^ (0) = _ g _ x .(0) f jp » = ,

r = f (z; — z/ 0))2 , f = (̂xj — ä/ °))2.

Dann geben die Formeln:

"‘^ = shM >‘ d-£r - p ^ dS '
R = a

r ^ . -Lfu ^ + ^ ds ,
R = a

wo PW der Punkt a;/ », z2(0)>x;j(0) ist und wo die Normale der Kugel
(von der Länge 1): nv n2, n3 nach außen gezogen wird, die Lösung des
Problems.

Die beiden Probleme der Kugel können auch mit Hilfe von Reihen-
entwicklungen gelöst werden. Solche Reihen wurden von Lamb unter¬
sucht.

9 5. Die Stokessche Widerstandsformel.
Wenn wir in Formel (18) S. 107 die Größen U, konstant annehmen,

erhalten wir die Lösung des Stokesschen Problems, eine für R > a re¬
guläre Lösung des Systems (1) zu finden, bei welcher die Größen Uj in
unendlicher Ferne verschwinden und an der Kugel R = a vorgeschrie¬
bene, konstante Werte, U,, annehmen. Man kann indessen diese Lö¬
sung in viel einfacherer Form darstellen. Es genügt:
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*- 4 p'W r*äsfe (ss+s )- *— <23>
zu setzen . Stokes wurde zu diesem Problem durcb die Aufgabe ge¬
führt , den Widerstand zu berechnen , den eine kleine Kugel erfährt ,
wenn sie sich mit konstanter Geschwindigkeit Uj in einer zähen Flüssig¬
keit bewegt . Er führte , um diese Aufgabe zu lösen , ein Bezugssystem
ein , dessen Anfangspunkt sich im Mittelpunkte der Kugel befand und
sich also mit dieser bewegte . Er führte dadurch seine Aufgabe auf
den Fall zurück , wo eine ruhende , kleine Kugel in eine mit der Ge¬
schwindigkeit — Uj strömenden Flüssigkeit eingetaucht ist . Indem er
die Größen Uj klein annahm und alle (sei es in Uj oder uk) quadra¬
tischen Glieder vernachlässigte , erhielt er zur Bestimmung der Be¬
wegung der Flüssigkeit das System (1) mit den Nebenbedingungen :
für R — a : «; = 0, in unendlicher Ferne : Uj — — Uj. Durch die Sub¬
stitution : Uj— — Uj + Uj' führte er dieses Problem auf das oben be¬
handelte zurück . Auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugs¬
system bezogen , ist also seine Lösung des Problems :

R 4 dxjdx k ‘

3 TT d 1r = - a ^
(24)

In schroffem Gegensatz zu den bei gewöhnlichen Körpern und ge¬
wöhnlichen Geschwindigkeiten beobachteten Erscheinungen ist diese
Bewegung in gewissem Sinne symmetrisch in bezug auf eine gegen
die Strömungsrichtung senkrechte , durch den Mittelpunkt der Kugel
gelegte Ebene . In zwei Punkten , welche in bezug auf diese Ebene
Spiegelbilder voneinander sind , haben die Geschwindigkeiten in der
Strömungsrichtung gleiche , die Geschwindigkeiten in einer gegen jene
Richtung senkrechten Richtung entgegengesetzt gleiche Werte . Daß
dieses Ergebnis nicht zum Wesen der Sache gehört , sondern durch die
angewandte Näherungsmethode bedingt wird , werden wir später sehen .

Wir berechnen mit Hilfe der Stokesschen Lösung die Resultierende
der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf die Kugel ausübt . Wir haben
im ersten Paragraphen gesehen (vgl . S. 7), daß jene Resultierende
die Komponenten :

\d xk dxj !

hat . Aus den Gleichungen (1) folgt leicht , daß die Werte dieser Inte -
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grale von der Integrationsfläche unabhängig sind , vorausgesetzt , daß
diese eine geschlossene Fläche ist , welche den Anfangspunkt umgibt .
Dies folgt aus der Beziehung :

/ (- P«*+ (12 + }dS =

=[ \~ §jt+ f"Aui+ /xj f̂wl\dw= 0,
£3

welche gültig ist , wenn uv u2, u3, p in dem von der geschlossenen
Fläche S begrenzten Bereiche Ü eine reguläre Lösung der Stokesschen
Gleichungen (1) bilden . Wir benutzen die Unabhängigkeit des Integrals
von der Integrationsfläche in der Weise , daß wir zur Integrations¬
fläche eine Kugel um den Anfangspunkt mit sehr großem Badius R
wählen . Wir haben auf jener Kugel in genügender Annäherung :

[ du* duk\ 9 XjXjc_ pn .+ ^ Ut _ f
ferner ist :

rxjXk 4jcJ~WdS=-
R = Konst.

Die Resultierende der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf
die Kugel ausübt , hat also die Komponenten — bnpaUj . Dies
ist die berühmte Stokessche Widerstandsformel .

Die Stokessche Formel hat eine sehr große Bedeutung für die
Molekularphysik , die Kolloidchemie und Meteorologie gewonnen . Die
genaueren Bedingungen für ihre Gültigkeit werden wir später disku¬
tieren . Wir werden dort auch etwas Näheres über ihre Anwendungen
sagen .

9 6. Ein Satz von Faxen .
Dr . H . Faxen hat die Stokessche Widerstandsformel in sehr be¬

merkenswerter Weise verallgemeinert . Man kann den Satz von Faxen
mit Hilfe der oben gegebenen , allgemeinen Lösung des Problems der
Kugel beweisen . Obwohl wir den Beweis seiner Länge wegen hier
nicht ausführen können , wollen wir doch den Gang desselben andeuten .
Wir fragen zunächst , wie kann man , wenn die Bewegung einer Flüssig¬
keit den linearen Stokesschen Gleichungen gehorcht , die Geschwindig¬
keitskomponenten uk sowie die Größen A uk in einem Punkte PW in
der Flüssigkeit durch die Werte ausdrücken , welche die Größen u, auf
einer in der Flüssigkeit gelegenen Kugel annehmen , die ihren Mittel -



112 § 9. Die Stokesschen Gleichungen

punkt im Punkte P (0) hat ? Die Formel (3) S. 98 gibt hinsichtlich der
Größen uk unmittelbar eine Antwort auf diese Frage . Wir verlegen für
einen Augenblick den Anfangspunkt unseres Bezugssystems in den
Punkt P (0). Es wäre ziemlich mühsam , aus der allgemeinen Formel für
die Greenschen Funktionen durch Grenzübergang die Werte von Tjk
und P k zu berechnen . Man bestätigt aber leicht , daß diese Größen
die folgenden Werte haben :

Tik = öjk (I + ^ - 1 ) + xjXk (1 - -1 ) ,

\ 0 [xxk 2nx k

In der Tat genügen Tjk, P k bei festem k den Stokesschen Gleichungen
und sind im Anfangspunkte in der richtigen Weise singulär . Die For¬
mel (3) ergibt unter diesen Umständen nach Ausführung der Inte¬
grationen und wenn wir wieder den Anfangspunkt in einen beliebigen
Punkt verlegen :

Uk(P(0)) = ^ f U’ l^ (Xi~ (Xk~ X*(0)}~ Öik ITT’ 2̂5)
r = Konst .

Durch ähnliche Rechnungen findet man :

, l ( dV \ 15 s f . 3(x,— xW )(xk- xk«»)\dS
“' l4'*-- ^- Iw (26)

r = Konst .

Wir nehmen jetzt an , daß eine Flüssigkeit sich in Übereinstimmung
mit den linearen Stokesschen Gleichungen stationär bewegt . Wir be¬
trachten einen Bereich , wo die Bewegung regulär ist . In diesen Be¬
reich tauchen wir einen kugelförmigen starren Körper mit dem Radius a
ein und denken uns ihn dort festgehalten . Die Flüssigkeit übt auf die
Kugel Kräfte aus , deren Resultierende wir berechnen wollen. Wir
haben zu diesem Zweck zuerst die von der Kugel hervorgerufene Stö¬
rung der Flüssigkeitsbewegung zu berechnen . Diese Aufgabe ist durch die
Formel (18) S. 107 gelöst . Wir haben hier die mit entgegengesetzten
Vorzeichen genommenen Komponenten der Geschwindigkeit der anfäng¬
lichen ungestörten Flüssigkeitsbewegung zu nehmen . Die wirkliche Be¬
wegung der Flüssigkeit ist aus dieser Bewegung und der von der Kugel
hervorgerufenen Störung zusammengesetzt . Man sieht nun leicht , daß
unsere Resultierende nur von der Störung abhängt . Wie wir schon
•oben hervorgehoben haben , können wir in den Integralen , welche die
Komponenten der Resultierenden darstellen , zur Integrationsfläche eine
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beliebige , geschlossene Fläche wählen , welche dieselben Singularitäten
der Größen Uj wie unsere Kugel umschließt . Nun hat die anfängliche ,
ungestörte Bewegung der Flüssigkeit nach unserer Annahme im Innern
der Kugel keine Singularitäten . Bei der Berechnung der Resultieren¬
den der von dieser ungestörten Bewegung herrührenden Kräfte können
wir deshalb die Integrationsfläche zu einem Punkt zusammenziehen .
Das Ergebnis der Integration ist also Null . Betreffs der Störung kann
man mit Hilfe der Formel (18), allerdings nur durch langwierige Rech¬
nungen , die Komponenten der Resultierenden berechnen . Das Ergeb¬
nis läßt sich, wenn wir mit die Komponenten der Geschwindigkeit
in der anfänglichen , ungestörten , regulären Bewegung bezeichnen , in
der einfachen Form :

schreiben . Wegen (25) können wir diesen Ausdruck der Komponenten
der Resultierenden auch in der integrallosen Form :

darstellen . Dies ist der Satz von Faxen . Er ermöglicht es unter ganz
allgemeinen Verhältnissen in sehr einfacher Weise die Kräfte , welche
eine stationär bewegte , zähe Flüssigkeit auf eine Kugel ausübt , in
erster Näherung zu berechnen .*

Wenn wir nur den Mittelpunkt der Kugel festhalten , wird die
Kugel sich um diesen Punkt drehen . Für die Drehgeschwindigkeit hat
Dr . Faxen einen sehr einfachen Ausdruck berechnet . Man drückt ihn
am einfachsten in der vektoriellen Schreibweise aus . Die Drehgeschwin¬
digkeit ist : „

6 | rot mW,

wenn u der Vektor mit den Komponenten Uj ist .

9 7. Das Problem der ebenen Wand.
Das Problem der Kugel enthält als speziellen Fall das Problem

der Ebene , mit anderen Worten die Aufgabe , eine in einem Halbraume
x3 > 0 reguläre Lösung der Gleichungen (1) zu finden , welche den

* Dr. Faxen hat seinen Satz ohne Beweis in seiner Dissertation mitgeteilt .
Einen Beweis gab er später in dem Aufsatze : Der Widerstand gegen die Bewegung
einer starren Kugel in einer zähen Flüssigkeit , die zwischen zwei parallelen, ebenen
Wänden eingeschlossen ist . Arkiv f. mat ., astr. och fysik. Bd. 18, 1924. Ein ein¬
facher Beweis wäre sehr erwünscht.

(27)

&7Zfiauifr>(P <0>) -f- na 3 (28)

S Oseen , Hydrodynamik
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Bedingungen : für z3= 0 : Uj= TJs, lim Uj= 0 (;"= 1, 2, 3) genügt . Um

die Lösung dieses Problems zu erhalten , hat man nur nötig , in Tjk
und P k x3 und ir3(0) mit x3 + a und x3<°l + a zu vertauschen und dann
den Grenzübergang a -* oo auszuführen . tjk und pk bleiben dabei un¬
verändert . Man findet : äqOO= aqOO, 72((0 = x2(0), *3(0) = — x3(0) und
folglich : 7 = ['(aq — aqOO)2 + (x2 — x2<0))2+ (x3 + x3(0))2. Man erhält
ferner :

für j = 1, 2, 3 ; Tc= 1, 2 :
6 » (xf - */ » ) (xk - xtW) a ö2 1

0 ö 1 a (0) 92 1nk = — Zu — — — 4Mi , ™ -5- — — •
öx k r ox 3 öx k r

für j = 1, 2 :
(a:,-— aq<0)) (x3 — a:3(°l) . ö2 1t ,-3 = v- ?- - I- i + 2 r3a:3<0) *71

T 1 | (* 3 + * 3W )2 1 o r3 ? Wn d 2 1
7 T3 + ^ 3*3 dx 32 7 *

7t3 = - 2 /tt / - i + 4 /tx 3W ~ i -3 r dx 3 r r 3 da;32 r
Man beweist am einfachsten diese Formeln durch direkte Ausrech¬
nung , indem man zeigt , daß die Funktionen r nk den Differential¬
gleichungen (2) und den zugehörigen Nebenbedingungen genügen .

Das Problem der ebenen Wand wurde zuerst von H . A. Lorentz
im Jahre 1896 gelöst .

§ 10. Die nicht -stationären Gleichungen . Das Problem
der Kugel . Die Formel von Boussinesq . Das Problem

des Kreiszylinders .
10 1. Der Ansatz .

In den Gleichungen Ia S. 12 setzen wir Xj = 0 und vernachlässigen
die quadratischen Glieder . So erhalten wir das System :

dm -‘ - \ T̂ l + vA"''’ = 7 - <*- !. *. »>• O)
Die Kontinuitätsbedingung ergibt :

£r° - <2>
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Wir stellen uns die Aufgabe , eine Lösung dieses Systems zu finden ,
welche den folgenden Bedingungen genügt . Für t = 0 sollen u, (j —1, 2, 3)
den Wert Null annehmen . Für t > 0 sollen u,, p in dem Bereiche ü ,
das heißt hier für R = \x-f + x22 + x 2 > a, nebst den in den Glei¬
chungen (1), (2) vorkommenden Ableitungen stetig sein . An der Ku¬
gel R — a sollen die Größen Uj vorgeschriebene , im allgemeinen vom
Orte und von t abhängige Werte Uj annehmen . Endlich soll die Be¬
dingung lim Uj= 0 erfüllt sein .R-* oo

Verfasser hat dieses Problem zuerst durch Reihen gelöst , welche
nach Kugelfunktionen fortschreiten und wurde später durch Summie¬
rung dieser Reihen zu dem folgenden Ansatz geführt . Wir setzen :

dFj , d (m ÖFk\ ÖW'‘>=TT+^ lV ~ vdi-J ’ *— »-&• <3>
W soll dabei eine in Q reguläre und im Unendlichen verschwindende
Lösung der Laplaceschen Gleichung sein. Die Größen Fj sollen die
Komponenten eines der Differentialgleichung :

dF
~dt = vAF w

genügenden Vektors sein . Dieser Vektor soll für t = 0 verschwinden ,
für t > 0 in Q regulär sein und in unendlicher Ferne verschwin¬
den . Unser Ansatz (3) befriedigt unter diesen Umständen , wie man
sofort sieht , die Systeme (1) und (2).

Wir betrachten jetzt einen beliebigen Punkt der Kugel R = a.
rij sind die Komponenten einer nach außen gezogenen Normale von
der Länge 1 in diesem Punkte . Mit Tj (j = 1, 2, 3) bezeichnen wir
die Komponenten eines beliebigen , zur Normalen senkrechten , also die
Kugel im betrachteten Punkte tangierenden Vektors von der Länge 1.
Wir haben nach diesen Festsetzungen stets :

rij Tj = 0 . ( 5 )

Die Bedingungen Uj= Uj für R = a ergeben jetzt :

dFj ÖV d2F k \
dt 1 dxj dxjdxj 1 ’

dW d2Fv \

J - - Ui + vAFj - v ^ ) nj = 0. (7)

Wir befriedigen die Beziehungen (6) und (7) in der folgenden Weise.
Wir setzen :

W = 0 + 0 *, (8)
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und bestimmen 0 durch die Forderung, daß 0 eine für R > a regu¬
läre und in unendlicher Ferne verschwindende Lösung der Laplace¬
schen Gleichung sein soll, welche auf der Kugel R —a der Bedingung:

d& d0
J -n = h n*= üini = ün (9)

genügt. Wir bestimmen sodann die Tangentialkomponenten des Vek¬
tors F auf der Kugel R = a durch die Bedingung: für R —a :

dJF) rr Ö0 \
dt (10 )

d &\
TJj-f- —) Tj = 0, wenn rijTj = 0.

O XjJ

Sie ergibt : t

TiF?= T).jl [Uf(r ) - d-^ ) dt für R = a. (11)o 1

Aus (6) folgt dann :
td0 * d2Ft \

= <12 >

Da diese Beziehung für jeden zu n senkrechten Vektor gelten soll, so
ist , wie man auch auf der Kugel R —a fortschreitet , die Änderung

dFi.
von 0 *— v — Null, also:oxk

ÖFk0 * —v -5— —Konstante, wenn R —a. (13)dxk

Wegen (7) muß 0 * außerdem der Bedingung:

d , ( * 77 d 2F k \-- U v l A F .- -- £ _ m .- =

genügen.
Wir haben also zwei Potentialfunktionen 0 und 0 * und eine Vektor¬

funktion F , welche der Gleichung (4) genügt, eingeführt. 0 ist durch
seine Randbedingung vollständig bestimmt. Von dem Vektor F ken¬
nen wir den Wert für t = 0, das Verhalten im Unendlichen, sowie
die Tangentialkomponenten an der Kugel bei beliebigemt, so daß also
der Wert der Normalkomponente von F auf der Kugel noch zur Ver¬
fügung steht . Es entsteht dann die Aufgabe, über den Wert dieser.
Normalkomponente von F auf der Kugel so zu verfügen, daß die bei¬
den Randbedingungen (13), (14) für 0 * auf der Kugel so erfüllt wer¬
den können, daß 0 * noch im Unendlichen verschwindet.
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10 2. Einführung eines Hilfsproblems .
Die Lösung der komplizierten , durch die Beziehungen (13), (14)

gekennzeichneten Aufgabe , welche wir hier geben werden , beruht auf
einer analytischen Tatsache , welche durch die oben erwähnten Reihen¬
entwicklungen des Verfassers aufgedeckt wurde . Wir behaupten : man
kann die Normalkomponente des Vektors F auf der Kugel so be¬
stimmen , daß zwei außerhalb der Kugel R = a reguläre und im Un¬
endlichen verschwindende Potentialfunktionen P und P * existieren ,
welche Ableitungen in bezug auf xv x2, x3 besitzen , P von den zwei
ersten Ordnungen , [P * von der ersten Ordnung , die an der Kugel
R = a endliche und stetige Werte annehmen und in unendlicher Ferne
verschwinden und welche an der Kugel R — a die Bedingungen :

Wir behaupten ferner : wenn P und P * in dieser Weise bestimmt
worden sind , dann hat der Ausdruck

alle die Eigenschaften , welche wir von der Funktion 0 * verlangen
müssen , und es ist also :

Wir beweisen zuerst die Richtigkeit der zweiten Behauptung . Daß
die durch (16) definierte Funktion 0 * (wenn P und P * existieren )
eine außerhalb der Kugel R = a reguläre und in unendlicher Ferne
verschwindende Potentialfunktion ist , ist unmittelbar klar . Auf der
Kugel R = a hat man ferner nach (15) :

(15)

erfüllen .

(16)
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Die Bedingung (13) ist also erfüllt. Es ist also nur mehr zu zeigen,
daß an der Kugel R = a die Bedingung (14) erfüllt ist . Nun ist * :

Kugel ist , welche das Flächenelement a umschließt , und jT/ ”5die Kom¬
ponenten der die Kugel R — a tangierenden , äußeren Normale (von

* Man definiert in der Vektoranalysis die Divergenz eines vom Orte ab¬
hängigen Vektors als den Grenzwert :

Hier ist 8 eine beliebige geschlossene Fläche im Raume , n die nach außen gezogene
Normale von der Länge 1 der Fläche 8 und co das Volumen des von S eingeschlos¬
senen Raumbereiches . Es wird vorausgesetzt , [daß beim Grenzübergange cô +0 die
die Fläche S sich um einen bestimmten Punkt zusammenzieht . Wir nehmen jetzt
an , daß ein Vektor V außerhalb der] Kugel R = a, also im Bereiche Q, definiert
ist . Wir wollen div V in einem Punkte der Kugel R = a berechnen . Wir ziehen zu
diesem Zweck auf der Kugel |eine |kleine geschlossene Kurve s und verbinden die
Punkte dieser Kurve mit dem Mittelpunkte der Kugel . Die so definierte konische
Fläche und die beiden Kugeln R = a und R = a + da grenzen einen kleinen Bereich
im Raume ab . Das Volumen dieses Bereiches ist ada , wenn a der Flächeninhalt
des von der Kurve s begrenzten kleineren Teiles der Kugel R = a ist . Wie erhalten ,
indem wir bei der Berechnung von div V diesen Bereich benutzen und indem wir
mit T die Komponenten einer die Kugel R —a tangierenden , äußeren Normale
(von der Länge 1) der Kurve s bezeichnen und bedenken , daß , wenn dS ein Flächen¬
element einer Kugel mit dem Radius R ist , welches vom Mittelpunkte aus unter
einem bestimmten Raumwinkel gesehen wird , d8 !R2 konstant ist :

j

wo ds das Linienelement einer beliebigen kleinen Kurve auf der

S

|s = o o-*0 a

/

x .dS

/ V̂ ds =

S
Nun haben wir andererseits :

Folglich , nach (15), für R —a :
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der Länge 1) der Kurve s sind . AivF hängt also nur von den Tan -
gentialkomponenten von F auf der Kugel ab . — Bei Einführung von
Polarkoordinaten ist nun :

*L v _ F Xk dFj - dFi
R 1 R’ R dx k dR '

Wir haben ferner entsprechend der Definition von Aiv in (15) auf
der Kugel R — a :

f)2P 2 dP
0 = AP = div grad P = ^ ^ + Aiv grad P .

Da nach (15) P aut der betrachteten Kugel gleich F R ist , so folgt
aus dem in der Anmerkung S. 18 bewiesenen Satz , daß :

Aiv gradP — Aiv grad F R
ist . Wir haben also :

d*p , 2 dP . , r . .. _
FR 2 RdR = ~ Aiv grad Fr , für R = a,

folglich :
d2P , 2 dP , d2F R , 2 ÖFr c.._ d
dR 2 + R dR R dR 2 R dR ’ ° '

Die Gleichungen (15) ergeben für R = a :
dP dF R 2
— = div F ;, D --dR dR a

dP * ,- . dF d2F R 2 dF ß
dR ~ dR dR 2 a dR '

Aus den letzten drei Gleichungen folgt , immer unter der Voraus¬
setzung R = a :

dlRdP 2 \ dF , 1 _ 1 öF r 2ä d — — P + P = div ^ ^ — AF r -\ divJP -5-5 --- sF r .dR \ a dR a / dR a adRa 2

Nun ist :

dF _ d (xk dFÄ xk d2Fj 1 dF ,- XjX. dFjdiv — = — 1 + - - -
dR ÖXj\ R dxj R dxjdx k R dxj R3 dx k

= JL div 2 ^ + — div F ~ —RdR R R dR ’

A F - A ( Xi Xi A V i 2 9Fi 2x ’ Xk 9F > 2x ’ F
AF ‘ - A \r F>) = R AF ' + RJF i - -Ri - di , - W F<

_ (zU ’)ß + — di v F ~ —- Fk __* ,R ^ R R dR R2
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Folglich für R = a :

Ä (v ?5 +4P+J>*)=9̂ di''f ’- <JJ,>-
Diese Gleichung zeigt , daß , wenn die Funktionen P und P * die hier
vorausgesetzten Eigenschaften haben , der Ansatz (16) in der Tat nicht
nur der Bedingung (13), sondern auch der Bedingung (14) genügt .

103 . Ansatz zur Lösung durch Reihen nach
Kugelfunktionen .

Wir gehen zum Beweise der Existenz unserer Lösung über . Es
muß gezeigt werden , daß die Normalkomponente des Vektors F
an der Kugel R = a so bestimmt werden kann , daß zwei in Q re¬
guläre und in unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktionen
P und P * existieren , welche an der Kugel R = a den Bedingungen
(15) genügen . Wir führen zu diesem Nachweis Polarkoordinaten
ein, indem wir xx— R cos § , x2= R sin d cos cp, x3= R sin § sin cp
setzen und entwickeln die Funktionen P ;- in Reihen von der folgen¬
den Form :

00 in

F i = yV ) co&ncp+ si \nsin n 99) P nii„ (cos # ),
0 0

00 m

P 2= ^ V>) [(c®„ + cj™n) cos ncp+
0 0

+ (s® n+ Sm]n) sin UCp] P ffi,„ (COS&) ,
co m

F 3 = ^ m) [(s®„ —s™n) cos ncp+
0 0

„(2) m

(17)

+ (Cm,n—<4 ,n) sin ncp] P mtn (cos # ).

Hier sind :

p (” * — » ) ! ( 1 <*m + B (s 2 - l )m _
(2m) ! ( ’ dxm+ n

= ( - 11 » ( w + w ) ! fl - a :2 ! “ ?
(2m )! dxm~~n

die zugeordneten Kugelfunktionen . Sie sind miteinander durch die
Beziehungen :
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9 Pm 'd 1>C0S = w cot ^ Pm ’n - {m - n ) P m, n + 1 =

—jicotf ?P m,B+ (»n + w) Pm,n_ 1

^ Pm , o n ^ Ppi , m qd
._ ^_ _ _ mP m 15 _ _ _ _ mcot ^Pmnl_

— mcot ^ P m,m+ 2mP m, m_ !

dP
(m + 1) cos # Pm, „ + sin # = (2m + 1) Pm+ liB

sin $ Pm. m= P «

(18)

(19)

verbunden, c® „ und s® „ sind Funktionen von P und t. Wir nehmen
an, daß sie der partiellen Differentialgleichung :

df m _ ( d 2fm 2 d fm m (m + 1)
Ö< _ V\ ÖP2 + P ÖP P2

genügen, für t = 0, P > a verschwinden und bei R -* <x> den Bedin¬
gungen : lim c® „= lim s® B= 0 genügen. Die durch die Reihen (17)
definierten drei Yektorkomponenten befriedigen dann für t > 0 und
P > a, wenn gliedweise Differentiation erlaubt ist , die Differential¬
gleichung :

-£ - = vAF .dt

Wir zeigen jetzt , daß, wenn wir den Funktionen c und s folgende
neue Bedingungen auferlegen, alle unsere Bedingungen erfüllt sind :
für 1 n m — 1:

(m2—n2) Cm*n+ (m + n) (m + n + l ) c®„+ j —
— (m —n) (m —n + l ) Cm]n—i = 0,

(m2—n2) + (m + n) (m + n + 1) s^ n+ 1—
(3) ' '

— (m — n) (m — n + 1) sm]n - 0,

m c(n]0+ (m + 1) Cm]i = 0, c®0= 0,
2rnc® m— c® m_ x= 0, s® o= 0, 2oii 1,)„ - s® m_ 1= 0.

10 4. Berechnung von Pb , d tvF und n rot F für R = a .
Wir berechnen unter der Voraussetzung , daß die Beziehungen (20)

bestehen , FR und AivF und berechnen außerdem die Normalkompo¬
nente von rot F auf der Kugel P = a. Wir gehen bei der Berechnung
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von Fb auf die Einzelheiten ein , geben aber betreffs AivF nur das
Ergebnis der Rechnung . Wir haben :

OQ m
Fr = ^ (w) ^ V ){[ cos d- cos n<p + c^ nsin &cos [n — 1)95-f-

0 0

+ Cmjn sin & cos (n + 1) sp] P m,„ -f [s" Bcos ■& sin ncp +

+ 8%]n sin & sin {n — 1) <p -f sin § sin (n + 1) q>] P m>„j =
00 m — 1

= {[^m, n Pm , n COS $ - J- Cm?n -}- 1 ^ m, n -f- 1 sin $ -f -
0 1

+ Cm]n- 1Pm,n- 1sin &] COSn <p + [>£?nPm, nCOS$ -f-

“1“&m, n+ lRm ,n+ 1sin $ -|- $m, n—1Pm, n—1sin $ ] sin 71(p) -f-

+ Cm!oPm,0COS# + C$ xP m<1sin ■&+ (fl® mP m, mCOSt? +

+ Cm! m - lRrn . m - isini ? ) cos m 9? + m P m, m sin ■& cos (m -f 1 ) (p +

~f " (^m, m Pm , m COS $ - |- Sm) m — 1 Pm , m — 1 sin $ ) sin 171<p - |-

+ Sm, rn Pm, m sin d sin (m -i- 1) <p\-

Wir formen diesen Ausdruck um , indem wir mit Hilfe von (18) P m,n—t
d p m

und Pm,7i + 1 durch P m, n und g” ’” ausdrücken . Wenn wir beachten ,
daß aus (20) folgt :

(1) | n (2) . » (3)°ra , n r „ vm, n 4 - 1 r , Lm, n — 1 —m — n T m -j- w

SW l W ,(2) , , W „(3)öm, n i öm, n 4- 1 . «m, n — 1 —m —n ^ m + w

K « ^ (» — 1
und außerdem :

(1) _ _ m + 1 (2) rn 1 (3) _ m + 1 (3>i
m>o 1 > Wn, BIT o CWI, m — 1 — —~ m — 1 >rn & Am

„(i) i 1 „(3) + 1 (3>
9m, m T 0 9m, m —1 — «m, m —12 2m

so können wir das Ergebnis in der folgenden Form schreiben :
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00 T̂—1 1/ 1 1 \
Fr = T « Yf ») : C® „ _ ! --- flg ?n + i COS UCf +

“ ^ IVm+ n m — n /

123

+
,m -f- n

JV
öm, n — 1 "

1 (2)
« m ' n + 1 I Sinn9 ?

dP m, n
a #

sin #

m — n

—Cm!1|(m + ! )Fm,0COS# +

(m + 1)P m,„ cos # +

m
dP m,0 „J
~ d§

sim

+ ĉ rn- icosmgj + s^ m—isinm95 }j (m + l )Pm, mcos # +

+ sind j + [cm;)mcos (rn+ l )9P+ s®msin (m + \ )(p)P m,msin # j

Wir wenden jetzt die Identitäten (19) an . Da wegen (20) :

(2m + 1)

fl® 1vm, n —1 />(2) \
Cm,n + 11 - c(1)- °TW, W

m + n m — n )
’ (3)
ö tw, n — 1

, (ä) \
TW, n -f- 1 j - s(1)-- ÖTW, W

m + w m + w/
„(3)

2m + 1 j2 ) _ „(l) (2) 2m + 1 (3) _ (y (3)-- Cm,l — Cm 0— Cm i , _ m—1— T —1)m Zm

2m + 1 „(3) _ „(1) i „(3)
2 ^ ÖTW, TW—1 °TW, TWI °TW, m —1 »

können wir das Ergebnis in der einfachen Form :

FR= ^ (m) Sm+ 1 (21)
schreiben , wo :

TW— 1

-f 1 = (n) Tw-f- 1» w[( Otw, n ^ tw, w _j_ j - f - n — i ) COS 71 (f >- J-
0

+ [sm!n—$m!n+ 1+ Sm̂n—l) sin UCp\ +

+ Pm + 1 ) o [c <m, 0 — Cm! l ) “b Pm + 1, m [(cm ^m + C® m _ l ) COS » I -f -

+ {»m, ra + sin m <jp]

+ Pm+ 1,m+ 1[ĉ mcos (m + 1)9?+ s%!msin (m + 1) <p\.

Man findet durch ähnliche Rechnungen :

divf _ _2 <- >(o - ? ) « - + . TO
Aus (21) und (22) folgt :

CD

Fr ] = - iy ’(m) (m + 2) Sm+ 1 (23)/ Ä= a a ^ rd ,»R = | divR - ^ - | .
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Wir betrachten schließlich:

~ a \ox3 öx1J a \ ox1 dx3

Die Berechnung geschieht ohne Schwierigkeit und man findet, ohne
die Beziehungen (20) zu benutzen :

-i

(24)

n rot F = —^ (m){̂ (»){[(m—n + 1)c™„_ x+ (m+ w+ 1) ĉ „+x—a 0 2

—Mĉ „]sinw99—[(w —w+ 1) s^>„_ 1+ (m + m+ 1) s® n+ 1—

— » 4 1,1»] cos w9?}P m, „ (cost ?) — (m + l ) s^ iP m, o+

+ [m (c%o+ c® o) + (m + 2) c® a— c® x] sin <p P m<j —

— [Wt (Sm^0 + s m?o) + (m + 2 ) S^ 2 — S^ i ] COS <pP m, i —

(Cm,m—1 m Cm)m) sinm (p P mtrn

m—1 m m) COS VH(p P m

10 5. Verifikation der Bedingungen .
Wir können leicht zeigen, daß, wenn eine Vektorfunktion F

existiert, welche allen bis jetzt aufgestellten Bedingungen genügt,
welche also die Differentialgleichung(4) befriedigt, für t —0, R > a
und für t > 0, R -*■oo verschwindet, an der Kugel R —a Tangential¬
komponenten hat , welche der Bedingung (11) genügen, und endlich
die Bedingungen (20) erfüllt, daß dann tatsächlich die beiden Poten¬
tialfunktionen P und P * existieren. Wir haben in der Tat :

D "V \ a”*+ 2 D* "V (dS m+ 1\ am+ 2
P - '2 J W (Sm+l)R=a Rm+2> P (m) ( QR )R=aRm+ 2'

Die Frage, welche wir schließlich zu beantworten haben, ist also die,
ob es eine Vektorfunktion F gibt, die den oben aufgestellten Bedin¬
gungen genügt. Wir können diese Frage auch so formulieren: gibt es
eine Vektorfunktion F , welche der Differentialgleichung(4) und den
Bedingungen (20) genügt und deren Tangentialkomponenten an der
Kugel R = a vorgeschriebene Werte annehmen? Um diese Frage zu
beantworten, bemerken wir zunächst, daß die linken Seiten der Glei¬
chungen (20) partiellen Differentialgleichungen vom Typus der Wärme¬
leitungsgleichung genügen und für t = 0, R > a sowie für t > 0, R -*oo
verschwinden. Wenn die Bedingungen (20) für R = a erfüllt sind, so



105. Verifikation der Bedingungen 125•

müssen sie unter diesen Umständen auch für R > a erfüllt sein .* Wir
bemerken ferner , daß durch die Beziehungen (20) nur eine der Kom¬
ponenten von F bestimmt wird , während die übrigen unbestimmt blei¬
ben . Die Bedeutung der Beziehungen (20) ist also, daß eine Kompo¬
nente von F an der Kugel R = a durch die anderen Komponenten aus¬
gedrückt wird . Wenn wir zeigen können , daß die Beziehungen sich
insbesondere so deuten lassen , daß sie die Normalkomponente von
F an der Kugel R —a durch die Tangentialkomponenten ausdrücken ,
während diese vollständig unbestimmt bleiben , so haben wir unseren
Beweis zu Ende geführt .

Um nun zu zeigen , daß die Beziehungen (20) in keiner Weise die
Tangentialkomponenten des Vektors F an der Kugel R = a bestim¬
men , betrachten wir für R = a die Ausdrücke (23) und (24) für AivF
und n rot F . Wir behaupten , daß diese trotz der Beziehungen (20)
frei wählbar sind . Um dies zu beweisen , haben wir nur zu zeigen , daß
wir die Größen Cm,n, s<m,n (für R = a) so bestimmen können , daß (20)
erfüllt ist und daß gleichzeitig (für R = a) die Koeffizienten der Beihen
(23) und (24) vorgeschriebene Funktionen von t sind . Wenn wir uns
der Kürze wegen auf die Hauptglieder , für die 1 <i n < m ist , be¬
schränken und ferner nur die Größen c betrachten , so ergeben diese
Bedingungen :

(m2— n2) c(m]n+ (m + n) (m + n + 1) ĉ n+\ —
— (m — n) (m — n + 1) c®«—i = 0,

„CD . (2) , (3) _
n Wn, n —1 i n -f-1 — n \ L

— 71Cmi n -j- {jYl - f“ 71 - f - 1 ) n _|_ j - f" ( TU 71 - j- 1 ) Cm ^ n — i = ßm , n iß ) >

wo am>n (t) und ßm>n (t) vorgeschriebene Funktionen von t sind . Die
Determinante dieses linearen Systemes ist :

— 2m (m + 1) (2m + 1).

Sie kann also niemals verschwinden . Da auch die „pathologischen“
Glieder in (23) und (24), d . h . die Glieder , bei denen in sinwqp, cos ncp
n = 0,1 oder n = m ist , willkürlich bestimmt werden können , so ist
bewiesen , daß die Werte von AivF und n rot F auf der Kugel R = a
in keiner Weise durch die Beziehungen (20) bestimmt sind .

* Es ist eine wohlbekannte Eigenschaft der Wärmeleitungsgleichung :
du d*u

daß eine Lösung, welche für r > a, t > 0 regulär ist und für r > a, t = 0 und für
t > 0, r = a und r = oo verschwindet, für r > a, t > 0 identisch gleich Null ist .
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Wir zeigen ferner kurz , daß durch die Werte von AivF und n rot F
auf der Kugel R — a die Tangentialkomponenten dieses Vektors ein¬
deutig bestimmt sind , präziser ausgedrückt , daß wenn eine auf der
Kugel R — a definierte Vektorfunktion dort stetige und stetig diffe¬
renzierbare Tangentialkomponenten hat und wenn auf der Kugel so¬
wohl A ivF = 0 wie n rot F = 0 sind , daß dann die Tangentialkom¬
ponenten von F auf der Kugel verschwinden . Wir haben in der Tat :

n rot F = lim — s Fjdxt ,
0-*o o J

wobei die Integration in positiver Richtung um die geschlossene Kurve
s geführt wird , welche das Flächenelement o umschließt . Aus n rot F
— 0 folgt unmittelbar , daß

jFjdxj = 0
S

für jede geschlossene Kurve s auf der Kugel . Daraus folgt wiederum ,
daß das Integral :

f Fjdxj,
p <0)

wo PW ein fester und P ein variabler Punkt der Kugel R = a ist , vom
Wege unabhängig ist und also als eine offenbar stetige und stetig dif¬
ferenzierbare Funktion des Punktes P aufgefaßt werden kann . Wir
setzen :

pco)

Aus der Beziehung :

jFfdxj = 6r(P).
D(0>

AivF = lim — f Fj T( lC>ds = 0
<7—> 0 & J

folgt andererseits für jede geschlossene Kurve s :

JFjTf̂ ds= 0.
Diese Beziehung läßt sich auch in der Form :

■dG! dxj 1 (25)

schreiben , indem für jeden die Kugel tangierenden Vektor T gilt :
dG „
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Die Beziehung (25) entspricht der bekannten Gleichung:

fS — ds — 0J an
s

in der Theorie des ebenen Potentials und zeigt wie diese Gleichung,
daß die Funktion G keine Maximum- oder Minimumstelle haben kann.
Da dies auf der ganzen Kugel gilt, muß G konstant sein und also die
Tangentialkomponenten des Vektors F auf der Kugel R = a ver¬
schwinden.

Um nun auf der Kugel R = a eine Vektorfunktion F zu kon¬
struieren, welche vorgeschriebene Tangentialkomponenten hat und
den Bedingungen (20) genügt, berechnet man zunächst aus den
Tangentialkomponenten AivF und n rot F . Man bildet dann, z. B.
durch Reihenentwickelungen, die Vektorfunktion, welche den so ge¬
fundenen Werten von AivF und n rot F entspricht und welche
außerdem den Bedingungen (20) genügt. Die Tangentialkomponenten
dieser Vektorfunktion auf der Kugel R = a nehmen notwendig die
vorgeschriebenen Werte an. Abgesehen von der Stetigkeit , steti¬
gen Differenzierbarkeit usw., welche wir für die Tangentialkompo¬
nenten des Vektors F zur Sicherung der Existenz von AivF und
n rot F und der Konvergenz unserer Reihen voraussetzen müssen,
sind also diese Tangentialkomponenten trotz der Beziehungen (20)
frei wählbar.

Unser Beweis ist hiermit zu Ende geführt.

106. Neue Darstellung von FJt.
Wir zeigen jetzt , wie man, wenn (wie wir jetzt wissen) die Funk¬

tionen P und P* existieren, die Normalkomponente des Vektors F an
der Kugel R = a bestimmen kann. Wir haben an dieser Kugel nach (15)

S 117 : dP A W— = AivF .an
Folglich, wegen (11) S. 116:

t
C

= 1Aiv{U(r )—grad 0 (r ))dr .
dP
dn

Wir bezeichnen mit 0 eine in ü reguläre und in unendlicher Ferne
verschwindende Potentialfunktion , welche an der Kugel R = a der Be¬
dingung:
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d0 A TT= AivUan
genügt . Da :

( a * ^ 0 2 d<Z>\ (d20 , 2 d &\
g \ ölt * R dW R= „~ \dR 2 + RdR )R= a~

ist , so können wir, für beliebige R -Werte :

0

setzen . Für R = a erhalten wir hieraus :
t

Fr = P = J | Uf ( r ) nj + 0 ( r ) + ~ 0 ( r ) J dr . ( 26 )

10 7. Zusammenfassung .
Wir fassen die gewonnenen Ergebnisse in dem folgenden Satze

zusammen :
Um eine für t > 0, R > a reguläre Lösung des Systems (1),

(2) zu bestimmen , welche für t = 0, R > a und für t > 0, R ->oo
der Bedingung Uj= 0 (j — 1, 2, 3) und an der Kugel R = a der
Bedingung Uj= Uj genügt , bestimmt man zunächst zwei
außerhalb der Kugel reguläre , in unendlich entfernten
Punkten verschwindende Potentialfunktionen 0 und 0 , die
an der Kugel R = a den Bedingungen :

d0 TT d0
j — = U n , - j — = AlvJJdn dn

genügen . Die Normale wird hier nach außen gezogen . Die
Operation AivU ist durch die Gleichung :

. 1 s „ MTr J dXJj düj 2 TTAivU = hm — | Ujds = - — n#nk-3—- -- n,-ZL
a—>-o Oj 1 [dxj 1 * dxk a ’ 1

definiert , wo a ein Elächenelement der Kugel R = a, s die
Randkurve von o und T/ n) die Komponenten eines die Ku¬
gel tangierenden , gegen das Element ds der Kurve s senk¬
rechten , von a nach außen gezogenen Vektors von der Länge
1 ist .
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Nachdem 0 und 0 bestimmt worden sind , sucht man eine
für t > 0, R > a reguläre , für t = 0, R > a und t > 0, R -* oo ver¬
schwindende Lösung der Gleichung :

^ = vAF , (* = -

die an der Kugel R = a den Wert :
l

/ (
t

U(r ) —grad 0 + n yJ n(r ) + 0 (*) + ~ ^ (T) ) 1

annimmt . Die Tangentialkomponenten dieses Vektors haben
die Werte : (

was mit (11) übereinstimmt . Die Normalkomponente hat
wegen (9) den Wert :

t

/ (Un(r ) + 0 (r ) + —0 (r )) dr ,CI

was mit (26) übereinstimmt .
Man bestimmt schließlich eine für t > 0, R > a reguläre ,

in unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion 0 *,
die an der Kugel R = a den Wert :

dFj
V — -

dxj

annimmt . Dann ist an derselben Kugel :
d0 * d2Fk

= vn > dx .dxi. ~ ^ kAF kU/ s0 U JüjU JL/Jc

und die Lösung des Problems ist :

108. Erste Anwendung.
Um die Anwendung dieses Satzes zu illustrieren, behandeln wir

zwei spezielle Fälle,! von denen der erste trivial ist, während der
zweite hydrodynamisches Interesse besitzt.
9 Os een , Hydrodynamik
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cp(Xj, t) sei eine für t > 0, R > a reguläre , für t = 0, R > a und
für t > 0, R -* oo verschwindende Potentialfunktion . Wir setzen in der
in 10, 1 formulierten Aufgabe :

ü , = (| £ ) .

Die Lösung des hiermit gegebenen Problems ist

? = 0 = 1. 2, 3) .

Wir bestätigen , daß man aus unserer Regel dieses Ergebnis bekommt .
Wir haben :MfiL-
also :

=r R dcp 1
0 = 9?, 0 = -- q>.r a dR a T

Folglich :

^ - 1 ? ) = 0 , ( D„ + 0 + 40 ) = 0 .
Also :

1
d Xjl r = a ’ \ a

jp = 0 , 0 * = 0 .
Also schließüch :

dcp d <p
= r = - e -di '

R = a

10 9. Zweite Anwendung.
In unserem zweiten Beispiel nehmen wir an , daß die Größen Uj(t)

an der Kugel R = a vom Orte unabhängig sind . Wir haben unter
diesen Umständen für R = a :M

d0 TT 1 TT A TT 2 TT
—— = u n = — Xjüj , -3 — = Aiv U = 5 Xj Uj ,an a dn a2 ’

folglich :
1 « 3 _ „ 2

0 = - - XjUj ^ 3 , 0 = XjUj W
und , für R = a :

Wir sind also zu der Aufgabe geführt worden , eine für t > 0 , R > a
reguläre , für t = 0 , R > a und für t > 0 , R -*•oo verschwindende Lö¬
sung der Vektorgleichung (4) zu bestimmen , die an der Kugel R = a
einen nur von der Zeit abhängigen Wert annimmt . Die Substitution :
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F = ~ W ,t)

führt die Differentialgleichung (4) in die einfachere Gleichung :

df _ d2f
dt ~ v dR 2

über . Eine Lösung dieser Gleichung , welche für t > 0 , R > a regulär
ist , für t = 0 , R > a und für t > 0 , R -+oo verschwindet und an der
Kugel R = a den Wert : t

3
aJ V (r )dro

annimmt , ist (vgl . hierzu unsere Ausführungen im fünften Paragraphen
S. 40ff .) : / <(0>

(iZ fl)1
p 4 — I

0 0
Sie ergibt : < «■•>

r (*- »)• r
1 n I P 4v(l—tm) I’ -üfrlJ UMdr-

0 0
Wir erhalten hieraus :

dFi _ xi dFl _ _ 1 ,
dxj R dR R2 1 1

1 t t(0)

/ (R—fl)» s*
Q2 e 4v (l - t<») I ^ ^

dR2 («— *»)% J , (t )0 0
* *<0>

/ (.R—fl)»
a e 4*0- «- ) / rT

9<(o>(*_ *(0))V, dt J üii x)dr -0 0

(« - «)■

und für R = a :

1 ‘l ' r - n l p 4r (*— <<0>)

- ^ 2x>Ff - 2̂ v RJ U, (.CO)) (<_ <(0)),/2 Ä<0»)0

ÖE, 3» ay , a fW 0)) 1V7T ^ = & = — -ö~rl Uj (r )dT + 7= , ■
dXj 2a IJ J — .(o)

9
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Folglich :
Bvxj| s a2 sUjttm
2Ä 3 | aj Uj ( t ) dx + ^ =J

10 io. Das Problem von Bonssinesq.
Das hydrodynamische Problem , das zu der eben gelösten Rand¬

wertaufgabe führt , ist das folgende . In einer zähen Flüssigkeit , welche
sonst den ganzen Raum erfüllt , befindet sich ein kugelförmiger Kör¬
per . Bis zu dem Momente t = 0 ruht die Flüssigkeit und der Körper .
Bei t = 0 fängt der Körper eine translatorische Bewegung an . Man
will die dadurch hervorgerufene Bewegung der Flüssigkeit und den
Widerstand derselben gegen die Bewegung des Körpers berechnen .

Wir wenden zunächst ein im Raume festes Bezugssystem an . Für
die Bewegung der Flüssigkeit gelten dann die Gleichungen Ia S. 12
(wo jedoch Xj = 0 zu setzen ist ) und die Kontinuitätsbedingung . Die
Nebenbedingungen sind : für t — 0 in der ganzen Flüssigkeit u, = 0
(;' = 1, 2, 3) ; für t > 0 in unendlicher Ferne Uj= 0, an der Oberfläche
der Kugel w, = Uj, wenn Uj{t) die Komponenten der Geschwindigkeit
derselben sind . Wir transformieren jetzt die Koordinaten (aber nicht
die Geschwindigkeitskomponenten ), indem wir ein Bezugssystem ein¬
führen , dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt der Kugel ist , während
die Achsen mit den festen Achsen parallel sind . Wir erhalten so die
Gleichungen :

du , dp , tt , duj= t;,ijj -,
— ' = 0
dxj ’

mit den Nebenbedingungen : für t — 0 , R = i -f- z22 x32 > a :
Uj = 0 ; für t > 0 , R ^ ca : Uj = 0 , für R = a : Uj = Uj . Wenn wir
nach dem Vorgänge von Stokes die quadratischen Glieder vernach¬
lässigen , werden die obigen Differentialgleichungen mit unseren Glei¬
chungen (1), (2) identisch . Die in unserem zweiten Beispiele ent¬
wickelten Formeln geben uns also die Lösung unserer Aufgabe , so¬
weit sich diese Aufgabe auf die Bewegung der Flüssigkeit bezieht .

Um die Resultante der von der Flüssigkeit auf den Körper aus¬
geübten Kräfte zu berechnen , haben wir die Integrale :

c t /duj du k\\ j q
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auszuwerten . Wegen der Kontinuitätsbedingung ist das Integral :

du k

R —A

von A unabhängig , da für A > B 2> a :

pA dS- [„, pds - sAp“
OXj J OXj JOXjO ;

R = A R = B A > R > B
Da :

so folgt :

und also :

fn kp±dS - [ nkpdS = da) = 0 .J dxj J dxj J dxj dxk
Ji = B A > R > B

A -
R = 'A

/ nk^ dS = 0
OXj

R = a

J (- p », + pn ,(| | + | | ) ) iS „ », | g )R = a

Wir haben (vgl . S. 129, 130 und 132):

d (0 + 0 *) Xj 11 3
p= —e— ä<— = 5S3I¥ + ¥ +

3 2 -\ / 7 d fUi (tV>) | / dC/A
+ ¥ “7 » äiJ I r ' “ Hfl •

Da :

I (smä<» «/v,<(_T)£_3<°>+&S *»,
J yinirö a«J ]/y J ]t—t(°>dt

so folgt :

— I prijdS - — -5- jrga 3 17'; (<) — 2 ^ /ia j !/ ,•(<) + -^ L — j =-- b
J ° l \nv \ t

+ • CO

Wir haben ferner :
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dl , d dF k
■v

dt dxj dx k

4 ^ nv
R '

2>av 1

4J / tt )'
R3

3 av 1

(B - o)*

#(0)(R- ay „

+^ ä !4. - P̂ )J (*- «> d‘mJ VM**+
0 0

3XfXt\ I TT „ ,m4e
«/ * — ™- ) ü k(t<s>y . _ dm .' 2^ vR * \ , k R2 ) J m

Hieraus :
t

sdfdF , d dF k\ JO A rrm 4 a2 sü ’iim ) Jtim
* JST ( W ~ - W .äHl iS ~ -~ ^

R = a 0

Die aus 0 und 0 * hervorgehenden Glieder von Uj geben keinen
Beitrag zur Resultante . Die Resultante der Kräfte , welche die Flüssig¬
keit auf den Körper ausübt , ist also :

—J [yu — dB = —^ JiQa3U' (t) — ftn /Lia, j TJ(t) +B—a

a r& (tmi dm j_ 2st2-, I'ptg
l/nvjit - tm I I to

Der Betrag der Resultante wird für t — 0 unendlich groß ausfallen ,
wenn nicht 17(0) = 0 ist . Wir sehen hieraus , daß es nicht möglich ist ,
einem Körper in einer zähen Flüssigkeit plötzlich eine endliche Ge¬
schwindigkeit zu geben . Wir setzen also U (0) = 0. Die so modifizierte
Formel wurde zuerst von Boussinesq gefunden .

Das Problem der Kugel enthält als speziellen Fall das Problem der
ebenen Wand . Die Regel , welche wir oben zur Lösung des Problems
der Kugel gegeben haben , kann auch zur Lösung des Problems der
ebenen Wand verwendet werden .

10ii . Das zweidimensionale Problem.
Mit dem Problem der Kugel eng verwandt ist endlich die entspre¬

chende zweidimensionale Aufgabe , also das Problem des Kreiszylinders .
Die Methode , welche uns die Lösung des Problems der Kugel gab , läßt
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sich auch zur Lösung des Problems des Kreiszylinders benutzen . Die
Rechnungen sind im zweidimensionalen Falle wesentlich einfacher als
im dreidimensionalen . Wir gehen deshalb nicht auf diese Rechnungen
ein , sondern begnügen uns damit , ihr Ergebnis in dem folgenden Satz
zusammenzufassen :

Um das System :

du ,- dv duj
-jr = - dx,+vAu" ö " 1,2)

für r = + a?22> a, <> 0 und mit den Nebenbedingungen : für
t — 0, r > a und für t > 0, r -*■oo : Uj — 0 ; für r = a : u,-= Uj, zu
lösen , bestimmt man zuerst zwei für r > a reguläre und in
unendlicher Ferne verschwindende Lösungen 0 und 0 der
Laplaceschen Gleichung mit zwei Veränderlichen , welche
für r = a den Bedingungen :

d0 d0
u n-

1
dn = dr ~ 231.(

d& _ Ö0 _ U» -
1

d n dr ~ 2n ,

0

2 71

genügen , wo TJn und U# die durch die Beziehungen xx—r cos &,
x2= r sind , Un= U1 cos d + U2 sin d , U# = U2cosd — Ê sin # fest¬
gelegten Bedeutungen haben . Man bestimmt dann eine für
t > 0, r > a reguläre , für t — 0, r > a und für t > 0, r -<•oo ver¬
schwindende Lösung der Vektorgleichung :

*j } = rAff, (; = 1, 2)
welche für r = a den Bedingungen genügt :

, r \TT, . COS ds cos d d& (t ) sm # d0 (r ) j"J N t)- 17J v°wM+ — ■sV + sV 11äT'
o o

o o

Man bestimmt schließlich eine für r > a reguläre , in unend¬
licher Ferne verschwindende Lösung 0 * der Laplaceschen
Gleichung , die auf dem Kreise r — a den Wert v div / an¬
nimmt . Dann gilt an demselben Kreise :
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dn dn dn a dft

und die Lösung des Problems ist :
2 jz

v=- 10+0*+£j ün(t)d*'logr\
0

§ 11. Die Stokesschen Gleichungen . Ein Ellipsoid mit
konstanter Geschwindigkeit . Die Formeln von

Unter den speziellen hydrodynamischen Randwertaufgaben , deren
Lösung bekannt ist , gibt es eine , die ein so großes Interesse besitzt ,
daß wir hier einen Bericht darüber geben wollen . Es ist die zuerst
von Oberbeck behandelte Aufgabe , eine Lösung der Stokesschen Glei¬
chungen :

zu bilden , welche außerhalb des Ellipsoids :

regulär ist , in unendlicher Ferne den Bedingungen u, = 0 und am El¬
lipsoid den Bedingungen Uj = Uj genügt , wo Uj Konstanten sind .

Durch die Gleichung :

Oberbeck.

( i )

(3 )

und die Bedingung X> 0 definieren wir eine Funktion X[xx, x2, x3).
Wir setzen :



Ein Ellipsoid mit konstanter Geschwindigkeit

Wir erhalten aus (3) durch Differenzieren :
_ dl 2x ,
D -3— = usw .

dx 1 a2+ X
Folglich :

xx dl x3 dl x3 dl
a2 + l dx x b2 + l dx 2 c2 + l dx 3

Nochmaliges Differenzieren der Gleichungen (3) ergibt :

n ül _ _ J ___ 4x i H , o ( xi , xi
A „ 9. ~ 9. 1 1 1 A „ I ^ l / _ 9. 1 1\ 3 IdV st2+ l (a2+ A)20 % l(a2+ 1)3 ^ (b2+ A)3'

(c2+ A)!
Folglich wegen (5) und (6) :

Wir betrachten jetzt die beiden Funktionen :
03

Q (x1, x2, x3) = nabeJ {̂ r \
y* 2 rf> 2 ^

+ rs^T (- - srr 1+ s b2 + s c2 +

ds

Wir haben :

und :

X(x1 , x 2 , x 3) = abc j

dü . , f x, ds
t:— = Znabc |
dxj J

W (s )

(«2+ s) W (s)
usw .

d2ü , ( f ds 1 x, dl
— 2nabc | j 1dx x2 IJ (a2 + s) W (s) W (l ) a2+ ldx 1>

Folghch wegen (4) und (5) :
CO

AS- ~ log W(. ) * - -

Ferner wegen (6) und (7) :

- wwsl̂w- w10̂ «!“0'

UV
x) xj

ds

TF(sj

usw .

0 .
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Wir versuchen unsere Aufgabe durch den Ansatz :

A? (djk x xk d %\ , A(2) d2Q
k dxjdx k

zu lösen . Dieser Ansatz befriedigt für alle konstanten Werte von A(̂

und A® die Gleichung = 0. Wir haben ferner :
O Xj

J «, = - 2
' OXjOX k

Die Bewegungsgleichungen sind also erfüllt , wenn wir :

p = — 2/r A® + Konst .

setzen . Auf dem Ellipsoid (2) haben wir 2 = 0 und :

d2Q s d S xi d2ü _ 2nx 2 dXQ „ 7 I f
^ = 2xabc \]

USW . ,
da^2 U (a2+ s) TE(s) a3bc da;! »’ dx 1dx2 b2 dx

dv dl
xk ~— = — xk -r—

dx k dx k

Wir sehen hieraus , daß die Bedingungen : u, = U, am Ellipsoide er¬
füllt sind , wenn wir den Konstanten A*5 und A® die Bedingungen :

j (2) _ « 2 jd ) j (2) _ 62 j (D j (2) _ ° 2 jd )
^ 1 — o— ^ 1 > ^ 2 — ö— 2 > ^ 3 — ö — 3 >Z 7C Z 7C Z TT

abclÄ'"fwk+2”4'’/ (?+Wwl" ^ “sw-
auferlegen . Wir setzen :

i, f ds D t fi »
ai ym ~ 1“-o~ XQ

und erhalten :

ad ) _ jd ) _ U 2 _ U 3
1 *o+ «2*Y 2 %0+ &2*Y 3

Das Problem ist hiermit gelöst . Wenn wir über die gefundene Bewe¬
gung der Flüssigkeit eine translatorische Bewegung mit der konstanten
Geschwindigkeit u, = — TJj überlagern , erhalten wir die Bewegung einer
Flüssigkeit , die mit konstanter Geschwindigkeit — Z7 an einem ellip-
soidförmigen Körper vorüberströmt . Um die Besultante der Kräfte zu
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berechnen , welche die Flüssigkeit auf den Körper ausübt , benutzen
wir dieselbe Methode wie im 7.Paragraphen .Wir berechnen das Integral :

/ (_ „ + ^ , g | + 1| ))

wo die Integration über eine mit dem Ellipsoide konzentrische Kugel
erstreckt wird . Wir haben für große R -Werte :

, „ inabc , 2abc
= ß - 3fi ' * “TT

und erhalten mit Hilfe dieser Werte leicht :]

/ (- *>"*+I*«*(I" + Pj])d8=- 1SnfiabcA? .
Die Komponente der Resultante in der Richtung der Xj-Achse hat
also den Betrag :

16n /j,abcU 1
Xo + a2p i '

Dies ist die Formel von Oberbeck .
2

Wenn wir a = b = c setzen , so erhalten wir : P k= —, %0 = 2a2. Dieo

Resultante der von der Flüssigkeit auf den Körper ausgeübten Kräfte
ist in diesem Falle also : — Wir haben hiermit die Stokessche
Formel wiedergefunden . Mit anderen speziellen Fällen der Formel von
Oberbeck werden wir uns beschäftigen , nachdem wir die Formel er¬
weitert haben .



II.

Angenäherte Lösungen von Randwertaufgaben
bei den Stokesschen Differentialgleichungen

für stationäre Bewegung .

§ 12. Eine kleine Kugel und eine ebene Wand .

121 . Berechnung des Widerstandes .
Wir nehmen in diesem Paragraphen an , daß die Flüssigkeit den

Halbraum x3 > 0 erfüllt . In dieser Flüssigkeit soll sich ein kugel¬
förmiger Körper mit konstanter Geschwindigkeit TJ in beliebiger
Richtung bewegen . Unter der (offenbar im allgemeinen nicht genau
gültigen ) Voraussetzung , daß die Bewegung der Flüssigkeit als sta¬
tionär aufzufassen ist , wollen wir diese Bewegung und die Resultante
der von der Flüssigkeit auf den Körper ausgeübten Kräfte berechnen .
Wir benutzen ein Bezugssystem , dessen ajg-Achse gegen die ebene
Wand senkrecht ist und den Mittelpunkt der Kugel enthält , während
die aqâ -Ebene mit der Ebene der Wand zusammenfällt , und die aq-
und x2-Achsen beliebige , aber feste Richtungen haben . In bezug auf
dieses System ist die Bewegung der Flüssigkeit eine Strömung mit
den konstanten , d . h . vom Orte unabhängigen Komponenten — Uv
— Z72, 0 und eine darüber gelagerte Bewegung , deren Komponenten
wir mit Uj bezeichnen wollen . Indem wir mit Stokes die in den Größen
U und u quadratischen Glieder vernachlässigen , erhalten wir wie in
§ 9, 1 S. 97 zur Bestimmung der Größen u}- die Gleichungen :

. dp du ,
' - «V 5*7 (1>

mit den Nebenbedingungen : für x3= 0 und für x3 -> oo: Uj= 0 ; an
der Oberfläche der Kugel r = a : Uj= TJj. Wir haben hier :

ix ? + x22+ (x3—XjW) 2= r
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gesetzt , wo x3(0'>die Entfernung des Mittelpunktes der Kugel von der
festen Wand ist . Wir setzen im folgenden :

^x 2 + x 2+ {x3+ z3W) 2= r .
Wir haben im 9. Paragraphen die Bewegung berechnet , welche

eine stationär bewegte Kugel in einer den ganzen Raum erfüllenden
Flüssigkeit hervorruft. Für die Komponenten jener Flüssigkeitsbewe¬
gung erhielten wir S. 110 (23) mit unseren jetzt gebrauchten Bezeich-
nUngen: 3 a a d2 ! a2\

¥7 P>—T ^ ä^ ' + v) <2>
und für den Druck : „ _ , .

3 Tr d 1

Diese Bewegung wird in dem jetzt vorliegenden Falle durch die feste
Wand gestört . Man kann in gewissem Sinne sagen, daß sich über diese
Bewegung eine durch Reflexion an der festen Wand erhaltene lagert .
Um die zurückgeworfene Bewegung zu berechnen, haben wir eine für
x3> 0 reguläre Lösung des Systems (1) zu suchen , die den Rand¬
bedingungen :

für *»- 0 : «, — * + * (Sr + £ ) , (3)
für x3 -* oo: Uj= 0

genügt . Wie wir jene Lösung in der Gestalt von Doppelintegralen
darstellen können, haben wir im 9. Paragraphen S. 113 gesehen. Es
gibt aber auch eine einfache, integrallose Darstellung dieser Lösung.
Wenn wir mit Uj* die Komponenten der zurückgeworfenen Strömung
bezeichnen , so haben wir :

für j = 1, 2 :

Uj * = — —
3 a rT a xVtt d2 a2 6x»xJ-°)

k = 1, 2

1) . a rT d2 („_ a2 6a:9cc9(,)) „ „ d

ferner :

+ 2a2x3~ -4 + ~ ü 3 3 r + ^ - 3- 3 - - 2a2̂ 3 -dx 3 r J 4 dxjdx 31 r r 3 dx 3

in — ( 4 )
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Für den zugehörigen Druck p* gilt :

1 d (3 d i 2 Ö2 1+ -- uaU — —— 2a23— 5—
2 öajglr öaj 3 r d x 32 r

(5)

Man verifiziert leicht , daß und p* dem System (1) und den Rand¬
bedingungen (3) genügen .

Wenn wir a / a;3(0), also das Verhältnis des Kugelradius zum Ab¬
stand des Kugelmittelpunktes von der Wand so klein annehmen , daß
wir Glieder von der Größenordnung a^fx ^ 2, neben 1 vernachlässigen
dürfen , so haben wir im Mittelpunkt der Kugel , also im Punkte
0 , 0 , 8* 0 ), mit genügender Annäherung :

Die Resultante der von der Flüssigkeit infolge der Bewegung (2) auf
die Kugel ausgeübten Kräfte ist nach 9, 5 S. 111 — GnpaZJ . Die
von der Bewegung (4) abhängigen Kräfte haben nach dem Satze von
Faxen S. 113 die Resultante :

6n /j,au * (P ^ ) + 7ra3(gradp *)p«»,

wenn wir mit P (0) den Mittelpunkt der Kugel bezeichnen . Ein Blick
auf den Ausdruck (5) für p* zeigt sofort , daß das letzte Glied des
obigen Ausdruckes neben dem ersten zu vernachlässigen ist . Die Re¬
sultante der von u* abhängigen Kräfte auf die Kugel hat also die
Komponenten :

27 a2 rT 27 a2 rr 27 a2 r7
8 71^ * 3(° ) 15 8“ 71(1 x 3m u » 4 71/1 xjn 3 '

Die Flüssigkeit übt also auf die Kugel Kräfte aus , deren Resultante
in der hier angestrebten Näherung die Komponenten :

+T ^ r>)
hat . Dieses Ergebnis rührt von H . A. Lorentz her .
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122. Eine Spiegelungsmethode von H. A. Lorentz.
Wenn man die Annäherang weiter treiben will , so muß man be¬

achten , daß die aus (2) und (4) zusammengesetzte Bewegung nicht
der Bedingung Uj= U, an der Oberfläche der Kugel genügt . Mit an¬
deren Worten : die reflektierte Bewegung u* muß ihrerseits an der Ober¬
fläche der Kugel reflektiert werden . Die so erhaltene , doppelt reflektierte
Bewegung wird wiederum von der Ebene *3= 0 zurückgeworfen . So
kann man fortfahren . Wir wissen aus § 9, daß die Randwertaufgaben ,
zu welchen man durch dieses Verfahren geführt wird , mit Hilfe von
Doppelintegralen gelöst werden können . Die Spiegelung in der Ebene
*3= 0 kann man indessen mit Hilfe eines von H . A. Lorentz gefun¬
denen Satzes viel einfacher ausführen . Nehmen wir an , daß wir eine
Lösung Uj, p des Systemes (1) kennen . Man bestätigt leicht , daß die
Formeln : „ , „

ou 3 x3 op

« 3(S) = « 3 - 2 * 3 "- “ 3 +
du 3 *32 dp
0 *3 [X dx 3

,, , . „ dp du 3
"m = *

(6 )

eine neue Lösung uf s\ p(,V)des Systemes (1) definieren . Wenn die Größen
Uj, p einen singulären Punkt */ °) (*3<°)> 0) haben , so ist dieser Punkt
offenbar auch für p(S) singulär . Man kann in diesem Fall , wenn
*/ °> der einzige singuläre Punkt der Funktionen Uj, p ist , von der
Lösung des Systemes (1) ausgehen , die man aus Uj, p durch Fortsetzung
über die Grenzebene *3= 0 hinaus und durch Spiegelung (im gewöhn¬
lichen Sinne des Wortes ) der so für *3< 0 erhaltenen Bewegung an der
*1*2-Ebene erhält . Wenn wir für einen Augenblick die durch das er¬
wähnte Verfahren aus Uj, p erhaltene Bewegung mit üj , p bezeichnen ,
so haben wir offenbar auf der Ebene x3= 0 : ü3= ux, ü 3= u2, ü3= —u3.
Die Lösung p(S>des Systemes (1), welche wir mit Hilfe der For¬
meln (6) aus üj, p herstellen können , erfüllt also auf der Ebene *3= 0
die Bedingungen = — uf (j = 1, 2, 3). Sie ist überdies für *3> 0
regulär . Sie stellt also die von der Ebene *3 = 0 zurückgeworfene
Strömung Uj, p dar . — Man bestätigt leicht , daß die Größen Uj*, p*
in dieser Weise aus den Größen (2) abgeleitet werden können .

Mit Hilfe der hier dargelegten Methode haben Stock und Faxen
eingehend den Fall untersucht , daß die Kugel sich parallel zur Wand
bewegt und also U3 = 0 ist . Wir werden im folgenden (S. 194) eine
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Formel von Faxen mitteilen , welche in einem Grenzfalle den Wider¬
stand gegen die Bewegung der Kugel gibt , den man aus dem Sy¬
stem (1) bei Berücksichtigung von Gliedern von der Größenordnung
a5/x3(0)5 erhalten würde .

§ 13. Eine Kugel oder ein Kreiszylinder
zwischen zwei ebenen Wänden .

131. Einleitung und Darstellung des Abstandes It
durch Integrale .

Die Aufgabe , den Widerstand zu berechnen , den eine Kugel er¬
fährt , welche sich mit konstanter Geschwindigkeit zwischen zwei pa¬
rallelen , ebenen Wänden in einer zu den Wänden parallelen Richtung
bewegt , hat durch die Kolloidforschung Interesse gewonnen . Eine an¬
genäherte Lösung dieses Problems erhalten wir durch das in § 12 dar¬
gelegte Verfahren . Die von der Kugel zunächst hervorgerufene Bewe¬
gung der Flüssigkeit wird von den beiden Grenzebenen zurückgeworfen .
Wenn wir auf die Kenntnis des weiteren Schicksals dieser zurückge¬
worfenen Bewegungen verzichten und die Berechnung schon an diesem
Punkte abbrechen , erhalten wir für die Komponenten der Resultante
der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf die Kugel ausübt , die Werte :

- ewpaff / jl + ^ i + i ) ), (1)

wo und l2 die Entfernungen des Mittelpunktes der Kugel von den
beiden Wänden sind . Um genauere Werte dieser Komponenten zu er¬
halten , müssen wir für beide reflektierte Bewegungen ihre neue Re¬
flexion an der Kugel und an der anderen Wand untersuchen . So kann
man fortfahren . Man erhält auf diese Weise die gesuchten Größen durch
unendliche Reihen dargestellt . Die Konvergenz dieser Reihen ist je¬
doch schlecht , und deshalb hat der Forscher , dem wir die Lösung dieses
Problems verdanken , Faxen , eine andere Methode benutzt , die immer
bei solchen Problemen anwendbar ist , in denen Randbedingungen an
einer Ebene oder an zwei parallelen Ebenen eine Hauptrolle spielen .

Als wir im 9. Paragraphen die Randwertaufgabe der Stokesschen
Gleichungen (für stationäre Bewegung ) für die Kugel lösten , erhielten
wir die Geschwindigkeitskomponenten und den Druck durch Integrale
über die Oberfläche der Kugel ausgedrückt . In dem einfachen Falle ,
daß die Randwerte U, vom Orte unabhängig waren , war es möglich ,
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eine einfache integrallose Darstellung der Lösung zu finden. In den
meisten Fällen ist eine solche integrallose Lösung einer in Integralform
dargestellten weitaus vorzuziehen . Aber in dem Problem, das wir hier
zu behandeln haben, liegen die Verhältnisse anders. Hier ist es zweck¬
mäßig, die einfache Lösung des Problems der Kugel bei konstanten
Randwerten , die wir im 9. Paragraphen (Gl. 23) erhielten , in Integral¬
form darzustellen .

Wir gehen von dem Integral * :

jajXf . da ^da ^da ^
(ah 2 ( ]

aus. Wegen des Verhaltens des Integranden im Anfangspunkte des
a1a2a3-Raumes ist dieses Integral nur bedingt konvergent . Um dem¬
selben einen bestimmten Wert zu geben, schließen wir zunächst durch
eine kleine Kugel a;-2= £2 den Anfangspunkt vom Integrationsbereiche
aus. Der Grenzwert des so erhaltenen Integrales bei s - >•0 soll der Wert
von (2) sein. Um diesen Wert zu berechnen führen wir im a-Raum
Polarkoordinaten ein. Wir erhalten, wenn © der Winkel zwischen den
beiden Vektoren Xj und a,- ist :

CD 71 CD

lim — s (l — elaRaos&j Sjn QdQ — ^ f {a R —sin (afi )}^ -= CB,e^.0 7zJ azJ ' TiR J a3
£ 0 0

wo die Substitution :aR = ß immittelbar zeigt , daß C eine Konstante ist .
Um C zu bestimmen , bemerken wir, daß :

d* ( l n™ \ d2 2 -D • / 2 f sin (aR ) .
° - m (j°V“ HP n!<“* ' -S1“ " IT“ da= 1“

0 0

Wir haben also : +

* = ? / / / «*■ <• »
00

Wir wollen in dem Integral rechts die Integration in bezug auf a3
ausführen. Wir betrachten also das Integral :

+ »

M (i- . e ia i xi) da *
(ai 2)

2\ 2

* Wir schreiben der Kürze wegen und in Übereinstimmung mit dem hier ge-

folgten Brauche statt : wieder : eia jXj .
** Man vgl . z . B . Courant -Hilbert , Methoden der mathematischen Physik . I, S. 55 .

10 Oseen , Hydrodynamik
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Wir nehmen zunächst an , daß ax und a2 bestimmte Werte haben ,
welche der Ungleichung ax + a22 > e2 > 0 genügen . a3 soll dann alle
reellen Werte zwischen —oo und oo durchlaufen . Wenn wir eine kom¬
plexe a3-Ebene einführen , können wir indessen den Integrationsweg
in dieser Ebene beliebig verschieben , wenn nur dabei die Endpunkte
fest bleiben . Wir benutzen diesen Umstand so, daß wir , wenn x3 > 0
ist , den Int egrations weg in seinen mittleren Teilen nach oben
verschieben , dagegen wenn x3 < 0 ist , nach unten . Dabei wird
einer der beiden singulären Punkte :

a3 = + i l'aj 2 + a22 = + ik

überschritten . Er gibt zu einem Glied :

2jiF ^ ~ e<(ai*1+a,a:,)~*|:!:51K1+ k\xa1)

Anlaß . Dagegen verschwindet das Kurvenintegral bei unbeschränkter
Verschiebung des Integrationsweges nach oben (wenn x3> 0) oder nach
unten (wenn x3 < 0).

Wir zerlegen jetzt unseren Ausdruck (3) für R in zwei Teile :

Ä=sj7/(i
—00 V 7 «,*+ «,*<£* V 7

a 18-| *a 28 > £2 -

Der erste Teil läßt sich nach dem Obigen , wenn | x3 | > 0 ist , in
der Form :

+ 00

- LJJ {1 _ e<(ai*i+ a.*0 - *|*. |J (1 + t | a^ l) da ^ a i—00 3
« l2+ « 22> f2

schreiben . Den zweiten Teil wollen wir im Grenzfalle e — 0 berechnen .
Wir haben offenbar , wenn ö irgend eine positive Größe ist :

C*22<£2
—co5a35.-)- co

«l*+ st22< £*ai*+ aa2
—ö*a,±+d

« l2+ « 22< *25±at±d
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Bei der Berechnung unseres Integrals haben wir nach der obigen
Festsetzung zuerst den Anfangspunkt durch eine kleine Kugel , deren
Mittelpunkt der Anfangspunkt ist , auszuschließen . Wir haben unter
diesen Umständen :

schreiben , wenn wir übereinkommen , daß bei der Berechnung der
linken Seite der Anfangspunkt zunächst durch einen kleinen Kreis
ai + a2 — fi2 ausgeschlossen und nachträglich der Grenzübergang
e ->0 vollzogen werden soll.

Man sieht leicht , daß die Gleichung (4), wenn | x3 | > d > 0 ist , be¬
liebig oft in bezug auf x1, x2, x3 differenziert werden darf . So z. B .
erhalten wir :

—<51 a2l <5

da die Elemente des Integrals sich zu je zwei aufheben .
Man findet ferner :

weil das Integral unbedingt konvergent ist .
Wir haben folglich , wenn |x31> 0 ist :

+ cc

Jl — 1™ ^ f fII «ita . x . -Ua . x. 'l— / I i 7. l _ l\ dd ^ da 2

Wir können diese Gleichung in der einfacheren Form :

Ä = 2l- Js {l - * (»»«»+ «- *>- *Ix, [}(i + &| i) d-a^ —2 (4)
— 00

+ CD

ei(.aix1+ a,x,)- k\x, \^ (1 + Ajâ j) da xda 2 (5)

ei (a1Xi+ a ^xi) —k \x, \ ^ **2Je (6 )
— 00

USW .

io
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Die Formel (6) hat eine sehr große Bedeutung . Man kann in
anderer Weise zu dieser Formel gelangen , indem man von dem In¬
tegral : + QO

ITT Ce laj xi da ^da 3da 3
2n2j J J a 2+ a22 + a32

— 00

ausgeht . Doch ist diese Beweismethode wesentlich komplizierter als
die oben benutzte .

182 . Einsetzung der so gewonnenen Darstellungen von JR usw .
in die Stokessche Formel behufs Gewinnung

allgemeiner Integrale .

Wir kehren zu unserem hydrodynamischen Probleme zurück . Wir
legen den Anfangspunkt in den Mittelpunkt der Kugel und die x1-Achse
mit der Bewegungsrichtung der Kugel parallel . Die ebenen Wände mögen
die Gleichungen a;3= -)- und x3= — Z2 haben . Die Bewegung , welche
die Kugel in einer den ganzen Raum erfüllenden , mit der Geschwin¬
digkeit — U1, 0, 0 strömenden Flüssigkeit hervorrufen würde , ist durch
die Stokessche Formel (24) S. 110 gegeben , wenn wir in dieser Formel
TJ2= U3= 0 setzen . Mit Hilfe der oben entwickelten Beziehungen
finden wir leicht die unten angegebenen Ausdrücke für Uj und p :

- f- CO

”i=- üi+£;ss 'e‘C«i*x+«,x,)-*|x,|[ “£(1+&jz3!)+
u-a-, 17 7

+ _3jr ) 1 2>

c
l*~ 2n fse"

CO

+ CO

- 4f / e*

(eil + dg I *̂3

(a 1x l + a s x 2) — k \ x, \.

k3

Id , . a 2 Xr

si3

3t daxda2,

da xda 2i

- -?/ / •*
ia .

da xda2.

(7 )

In diesen Formeln hat c die Bedeutung \ aü x.
Die Lösungen der Stokesschen Gleichungen , welche durch die obigen

Formeln definiert werden , sind überall mit Ausnahme vom Anfangs -
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punkte regulär . Selbstverständlich ist dies nicht die einzige Lösung der
Stokesschen Gleichungen , welche diese Eigenschaft hat . Man kann viel¬
mehr z. B. durch partielle Differenzierung der schon gefundenen Lö¬
sung in bezug auf xlt x2 oder x3, eine unbeschränkte Zahl von solchen
Lösungen herstellen . Wir werden im folgenden eine Lösung der Sto¬
kesschen Gleichungen von der folgenden Form benutzen :

+ 00

= — U1+ J *!+ «.*.)- *I*. iJ^ g2-f —
— CO

92 , IJh
k k3

^a 1̂C3
^ 9s j da j_da 2,

00

<2,^ j

+ -jr 9s (1 + k !xa I) j da xda 2
+ CD

= e‘(a‘X'

(a1x1~j-a2X2)—k\xa| j -- __3__ -- 1q q.l ix, r 2 k 5/1 3

i + £ | zs | — Ji + i7i ^ 3 UM «*Psl >

(8)

g>i , g2, g3 sind hier unbekannte Fimktionen von ay, a2, k, von denen
wir nur annehmen , daß sie die Eigenschaften haben , welche nötig sind ,
damit unsere Integrale (8) einen Sinn haben und wir sie unter den In¬
tegralzeichen (Wj, u2, «3 zweimal , p einmal ) in bezug auf xy, x2, x3
differenzieren dürfen . Man verifiziert unter diesen Voraussetzungen
umgekehrt leicht , daß Uj, p den Stokesschen Gleichungen für sta¬
tionäre Bewegung genügen . Wie aus dem oben Gesagten ersichtlich
ist , können wir den Bedingungen u, = 0 an der Oberfläche der Kugel
R = a durch den Ansatz :

9i = c> 92 = — ®2> ?s = 0, c = %aU 1
genügen .

Neue Lösungen der Stokesschen Gleichungen , welche mit (8) nahe
verwandt sind , sind die folgenden :
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-{- CO

= 2IzJI e' iaiXl+ a,x'i~ kx' \ x 9s + j9i — ^ 9i (l + kx3) +
— co

d 2 |
+ -j -x3g6}da xda 2,

- |_CD ^

U * = 2lifse <(a>x,+ a,x,)~ '!x‘ ia z \ j + ?«(! + kx3) ——co

— *80«}<*<*!da2,

u .
-f-00

= 2kls e<(a'*'+ a'X')- tX’\ - 95~ X 04*3 +

+ X 5̂ 1+ kxj 'idaidai,

*’ =»/ / 'gitoavt-a,!,)—**, !| l | — gr4+ kg fl da xda 2 ;

'

= / s e<<0,*,+a**,>+t**{x 9s+ -y 97—
— CO

a 2 a 2 )
— -̂ 97 (1 — kx 3) + -j - Xsĝ da ^ az ,

°°

u 2* * — f e <(aiXl + a, X,) + iX ‘ * a 2 ] jT + 07 — ^ * 3) —
— CO

— l~ĵ xa99}da xda 2>
+ 03

M3 * * = ^ sse Ha , x, + a , x ,) + tx ‘ ff8 — - y ff ? x 3 +

da 1da 2,+ ^ 9̂(1—* 3̂)

V
+ 00

- = üfs e71J J

Über die Funktionen gt , gh, g6\ g7, g8, g9 machen wir ähnliche An¬
nahmen wie betreffs der Funktionen gx, g2, g3. Aus der formalen
Analogie mit (8) folgt unmittelbar , daß sowohl «,* , p* wie uf** , p**
den Stokesschen Gleichungen für stationäre Bewegung genügen .
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133. Ansatz zur Lösung und zur Widerstandsberechnung.
Wir betrachten jetzt eine Flüssigkeitsbewegung mit den Kom¬

ponenten Uj + Uj* + Uj**. Wir bestimmen die Funktionen g so, daß
jene Bewegung uns eine angenäherte Lösung unseres Problems ergibt .
Wir fordern zunächst , daß die Geschwindigkeitskomponenten an den
ebenen Wänden x3 = llf x3 = — l2 die Werte '— U1, 0 , 0 annehmen .
Dieses bewirken wir dadurch , daß wir die Funktionen g der Bedin¬
gung unterwerfen , daß für x3—-\- l1 und x3= —l2 und für j = 1, 2, 3
die Summe der Integranden in unserem Ausdrucke für u, -f- «,* + u **
verschwinden soll. Wir erhalten hieraus sechs lineare und homogene
Beziehungen zwischen den Funktionen g. Wir setzen eikl' —sx, e2kl*= s2
und haben dann :

s, — 1 s2— 1

7/ OL
92 + 95 + 9s h — 2 l x g7s x — lxia x{g3 + g6 + g9sx) = 0 ,

%OL

— 92— 95 + 9ssi + hia ^ gs + g6- g9sx) + -j± (g3+ g6+ g9sx) = 0 ,
7/ OL

92 + 9» + 95 S2 ^ 2 9l S2 d“ 2̂iCll (?3 + 99 + ^6*2) = ® >

( 11 )

7/ OL
92+ 9s — 95s2+ h ia i (9s + 99— 9es2) + (9s + 99 + 95^2) = 0 .

Zur Befriedigung der Bedingung Uj— 0 an der Oberfläche der
Kugel verfügen wir über drei Funktionen g . Offenbar genügt diese
Zahl nicht , um die Randbedingungen exakt zu erfüllen . Um eine an¬
genäherte Lösung unseres Problems zu bekommen , können wir so
vorgehen , daß wir den Funktionen gx,g3,g3 die S. 149 angegebenen
Werte : c, — \ cia x«2, 0 geben und dabei c — \ aTJx setzen . Die Be¬
ziehungen (11) geben dann die Werte der Funktionen gi . . .g9. Wir er¬
halten so die Störung , welche unsere ruhende Kugel in einer mit der
Geschwindigkeit — Uv 0,0 strömenden , den ganzen Raum erfüllenden
Flüssigkeit hervorrufen würde , und darüber gelagert die Bewegung ,
welche durch die Reflexion dieser Störung von den Wänden entstehen
würde . Mit Hilfe des Satzes von Faxen (§ 9 S. 113) können wir die
Resultante der Kräfte berechnen , welche die Flüssigkeit unter diesen
Umständen auf die Kugel ausübt . Wir können aber auch einen etwas
anderen Weg gehen . Wir können die drei Funktionen g, welche zu
unserer Verfügung stehen , so bestimmen , daß die Mittelwerte der
Geschwindigkeitskomponenten u, + Uj* + uf -* an der Oberfläche der
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Kugel verschwinden . Wenn wir dann die Geschwindigkeit in zwei Teile :

Uj* + Uj** — — J \ uj* + Uj**)dS und Uj— — UjdS
R = a R —a

zerlegen , so wird nach dem Satze von Faxen (vgl . § 9 (28) S. 113) der
erste Teil keinen Beitrag zu unserer Resultante geben . Die Resultante
rührt also nur vom zweiten Teile her und zwar vom ersten Gliede
dieses Teiles , weil das zweite Glied eine überall , auch im Innern der
Kugel konstante Geschwindigkeit gibt , die keinen Beitrag zur Re¬
sultante geben kann .

134. Durchführung in speziellen Fällen.
Wir behandeln im folgenden nur den einfachsten und wichtigsten

Fall , nämlich denjenigen , bei dem die Kugel sich gerade in der Mitte
zwischen den beiden Wänden bewegt und also lx= l2 ist . Wir setzen
in diesem Fall Zx= l2 = l , s1 = s2 = s. Wir benutzen die zuletzt er¬
wähnte Methode und suchen also gv g2,g3 so zu bestimmen , daß

/ (% + V + Uj* *)dS = 0 (j = 1, 2, 3).
R = a

Aus geometrischen Gründen ist nun unmittelbar klar , daß zwei von
diesen Gleichungen identisch erfüllt sind . Wir können deshalb auch
jetzt :

?i = c> gz= — icia 1a2, 03= 0 (12)

setzen , c soll aber jetzt keineswegs den Wert f a Ux haben , sondern
muß vielmehr aus der Bedingung :

/ <
7 O

h + ui* + %**) - g- = 0 (13)
R = a

bestimmt werden . — Der Ansatz (12) gibt nun unmittelbar für

R = a : ux= —• Ux+ —— . Aus § 9 (27) und (28) S. 113 folgt ferner :ö &

-L [ (u * + U * * ) ~ - (U * + U * * ) + + dp * * \ .
4nJ (Ul + Ul > a2 ~ (Mi + )«+ 6/<löz 1 + Öxx J0

R —a

Zur Bestimmung von c erhalten wir also die Gleichung :

_ u + - - + (u * + u * * ) + — (^ + dp * *) - 0
Ul + 3 a + Ul )o+ 6n \ d Xl + dxj „
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Da W]*, p *, «j**, p** c als Faktor enthalten , so können wir die
letzte Gleichung in der Form :

iaü ic =
, 3 a1 + “T -4 c h * + u **)0+ i —

a'
8pc

Ö(p* + p * *)
dx l

auflösen .
Wir haben oben gesehen , daß die resultierende Kraft auf die

Kugel nur von den Geschwindigkeitskomponenten Uj oder wie wir
auch sagen können , von ux+ Ux,u2,ut abhängt . Wir wissen ferner ,

4c
daß diese Größen sich nur durch den Faktor — = - von den Größen

tj ol LJj
§9 (23) S. 110 (mit U2= U3= 0) unterscheiden . Nun erhielten wir
in § 9 aus der Formel (23) für die Komponenten der resultierenden
Kraft auf die Kugel die Werte — SnpaUj . Wir schließen hieraus , daß
jetzt die Komponenten der Resultierenden — 8jipc ,0,0 sein müssen .
Für den Betrag der Kraft auf die Kugel erhalten wir :

8npc = 6jc/iaU 1
d (p* + p**)

dx x

(14)

Unsere Aufgabe wird durch die Formel (14) auf die Berechnung
des Nenners auf der rechten Seite dieser Gleichung zurückgeführt . Wir
schreiben diesen Nenner :

1 + -j - “4 c

und haben nach (9) und (10):

a2 d (p* + p**)

* * + a2 d (p* + p**)
6[i dx x

+ 0“Ä / / liste»+&J+
+

6/4 dx x
/ 2 d (fl OL̂
Us “ WJ + ? 7) + 3" ~t ^ 4■+ Sh — + h h ) da xda 2

(15)

Die Gleichungen (11) geben in unserem Falle (lx= l2= l, sx= s2= s,
93= 0) :

91 2sko 2
9i = 9i = ~ TUTT » ?6= — 09 ^s + 1

2ls (s — l )ffx
ia x(s2— 4lks — 1)

(s2— Uks — 1) (s + 1) ’

9b — 98 — s2
2Isk — s + 1

4lks — 1 92
2lia x
~ k~~

— lks

1— 4lks — 1 91'
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Wir haben außerdem : gx= c, g2= — \ cia ^a2.
Wir tragen die gefundenen Ausdrücke für die Funktionen g in

(15) ein und schreiben das Ergebnis in der Form :

4c 4ca 2 4ca4
- dlÄ+ wrB~

A, B, C sind hier Zahlen , welche durch die Gleichungen :

A = 3\l_
4n ■

— CD
| ( 2

«12\ 1 2la 2 8 s + 1
IU P / s + 1 Je2 s2— 4lks — 11

B - £// a 2 2lks — s + 1 ax2
h s2— 4lks — 1 k s + 1

2lks (s — 1)
(s2— 4lks — 1) (s + 1) dctjd(Xqj

k = l/a 2+ a22, s = ,2 n

definiert werden .
Wenn man in der —Ebene Polarkoordinaten einführt , so

kann man , wie unmittelbar ersichtlich ist , die Integration in bezug
auf den Winkel sofort ausführen . Für die Ausführung der letzten
Integration ist man dagegen auf numerische Rechnung angewiesen .
Faxen findet so : A = 1,004, B = 0,418, C = 0,169. Eine Kugel , welche
sich in der Mitte zwischen zwei parallelen ebenen Wänden in einer
mit den Wänden parallelen Richtung und mit der Geschwindigkeit U1
bewegt , erfährt also, wenn a der Radius der Kugel und 21 die Ent¬
fernung zwischen den Wänden ist , einen Widerstand :

W - ßnfia U1

1 _ 1,004 - + 0,418 ~ - 0,169 . J

Glieder von der Größenordnung sind hier vernachlässigt worden .L

Faxen hat diese theoretische Formel mit Messungen von Westgren
verglichen . Die Übereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung
war gut .
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Faxen hat auch den Fall l2= 3^ untersucht . Er findet in diesem
Fall , unter Voraussetzung , daß die Kugel sich frei um ihren Mittel¬
punkt drehen kann :

w == _ 6n [ia U1__

1 — 0,6526 + 0,1475 ^ - 0,131 ^ - 0,0644 ^n n n n

Faxen hat endlich eine Formel für die mittlere Geschwindigkeit
berechnet , mit welcher eine Kugel mit der Dichte q und dem Radius
a in einer Flüssigkeit mit der Zähigkeit fx und der Dichte oF fällt ,
wenn die Kugel zwischen zwei vertikalen parallelen Wänden mit der
Entfernung 2L eingeschlossen ist . Dabei wurde angenommen , daß die
verschiedenen Lagen der Kugel zwischen den Wänden dieselbe Wahr¬
scheinlichkeit haben . Faxen fand unter diesen Voraussetzungen für
die Geschwindigkeit U :

TT 2 „ , , / , a r st3 ^
ü = - a*g{Q- Qp) [l - - A + Jß B - . . .

lo§(3■jg )~y ~rg)+ (i —C)(i - H)~ CH\+Rä’+32 H 1 16H

5 _ 5____ 1_ , Ja
6iH (1 — H )2 16(1 - H2)2 61 // (3 - H )2 ^ 128 ^ B’

H = l - ~ , «3 = 1,20205 , 0 = 0,57722 .
Lj

Ra und Rn sind , wenn H in der Nähe von 1 liegt , kleine Kor¬
rektionsglieder . Für H = 0,9 findet Faxen RÄ— 0,0340, Ra = 0,104;
für H = 0,85 : RÄ = 0,0352, RB = 0,108.

1B5. Das zweidimensionale Problem .

Das zweidimensionale Problem , das der hier behandelten Aufgabe
entspricht , ist die Berechnung des Widerstandes einen Kreiszylinders ,
der sich zwischen zwei parallelen ebenen Wänden in einer zähen Flüs¬
sigkeit bewegt . Prof . Bairstow , Fräulein Cave und Fräulein Lang haben
dieses Problem für den speziellen Fall gelöst , daß der Zylinder sich
in der Mitte zwischen den Wänden befindet und die Entfernung zwi¬
schen diesen fünfmal größer als der Durchmesser des Zylinders ist .
Sie finden unter diesen Umständen für den Widerstand pro Längen¬
einheit des Zylinders 2,26nix Uv Eine neuere Berechnung von Harri -
son gab für dieselbe Größe den Wert 5,21n /xü v Mit der in diesem
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Paragraphen behandelten Aufgabe ist ferner nahe verwandt die Frage
nach dem Widerstande , den eine Kugel erfährt , die sich längs der
Achse einer mit Flüssigkeit gefüllten Röhre bewegt . Dieses Problem
hat Ladenburg auf Grundlage der Stokesschen Gleichungen behandelt .
Wir werden im folgenden Kapitel S. 196 auf diese Frage zurückkommen .

§ 14. Zwei Kugeln in einer Flüssigkeit .

141 . Einleitung und Satz von Faxen über die Wechsel¬
wirkung zwischen zwei Kugeln von derselben Größe.
Wenn zwei Kugeln sich in einer zähen Flüssigkeit bewegen , so

wird die Strömung der Flüssigkeit in der Umgebung einer dieser Ku¬
geln nicht nur von der Bewegung dieser Kugel , sondern auch von
der Bewegung der anderen Kugel abhängen . Die Kräfte , welche die
Flüssigkeit auf einen dieser Körper ausübt , wird folglich von der Be¬
wegung des anderen Körpers beeinflußt . Die beiden Kugeln üben mit
anderen Worten durch Vermittelung der Flüssigkeit scheinbare Kräfte
aufeinander aus . Diese Kräfte verdienen von mehreren Gesichts¬
punkten aus Interesse . Unter anderem haben sie Bedeutung für die
Kolloidforschung .

Wir stellen uns zunächst die Frage : welche Kräfte übt eine zähe
Flüssigkeit auf zwei gleich große , gleich schwere mit derselben kon¬
stanten Geschwindigkeit darin fallende Kugeln aus ? Um diese Frage
zu beantworten , bemerken wir zunächst , daß die Kräfte , welche die
Flüssigkeit auf eine Kugel ausübt , auf eine Resultierende durch den
Mittelpunkt und auf ein Drehmoment um denselben Punkt reduziert
werden können . Wenn keine anderen äußeren Drehmomente auf die
Kugeln wirken , was im allgemeinen der Fall sein wird , wenn der
Schwerpunkt jeder Kugel mit dem Mittelpunkt zusammenfällt , so
kann die Bewegung nur dann stationär sein , wenn jene Drehmomente
verschwinden . Dies wird im allgemeinen bei rein translatorischer Be¬
wegung der Kugeln nicht der Fall sein . Jede Kugel muß sich infolge¬
dessen um eine durch den Mittelpunkt gehende Achse drehen , die
sowohl auf der Translationsrichtung wie auf der Verbindungslinie
zwischen den Mittelpunkten der Kugeln senkrecht steht . Wir be¬
zeichnen mit Uj die Komponenten der translatorischen Bewegung ,
mit Kf 1') und Kp > die Komponenten der auf die Kugeln wirkenden
Resultierenden und mit co/ 1) und co/ 2) die Komponenten der Dreh¬
geschwindigkeiten .
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Wegen der linearen Form der Stokesschen Gleichungen müssen
Kfto , Kf 2\ ce/ 1) und ft}/ 2) lineare und homogene Funktionen der Größen
Uj sein . Wenn wir die Richtung des Vektors TJ umkehren , müssen
also Kf 1'», K/-2\ co/ 1) und tu/ 2) ihre Vorzeichen wechseln . Wir gehen
jetzt von einer stationären Bewegung des ganzen Systems aus , kehren
zunächst den Vektor TJ um und drehen dann das System um 180°
um eine Achse , welche sowohl auf der Bewegungsrichtung der Ku¬
geln wie auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte senkrecht steht
und welche jene Verbindungslinie gerade in der Mitte zwischen den
beiden Kugeln schneidet . Die Kugeln bewegen sich nach diesen beiden
Operationen wieder mit der Geschwindigkeit TJ. Die Resultierende auf
die erste Kugel ist wieder TV1), die auf die zweite JV 2). Andererseits
haben die beiden Kugeln durch die beiden Operationen ihre Plätze
gewechselt . Die Resultierende auf die erste Kugel muß also den Wert
ZV2), die Resultierende auf die zweite Kugel den Wert TV1) haben .
Daraus folgt , daß 7V1)= 7V2), also K/ 1)= A/ 2) sein muß . In derselben
Weise sehen wir , daß o}/ 1) = — eo/ 2) ist . Wir haben damit den von
Faxen gefundenen Satz bewiesen :

Wenn zwei Kugeln von derselben Größe und mit der¬
selben Schwere unter dem Einfluß dieser Schwere in einer
den ganzen Raum erfüllenden Flüssigkeit steigen oder sin¬
ken , so hat die Resultierende der von der Flüssigkeit auf
eine Kugel ausgeübten Kräfte für beide Kugeln dieselbe
Richtung und denselben Betrag . Die Entfernung und der
Höhenunterschied zwischen den beiden Kugeln werden also
durch diese Kräfte nicht geändert . Dagegen gerät im allge¬
meinen jedeKugel in eineRotation umeinedurchdenMittel -
punkt gehende , gegen die Vertikalebene , welche beide Mittel¬
punkte enthält , senkrechte Achse . Die Drehgeschwindig¬
keiten haben denselbenBetrag , aber entgegengesetzteRich -
tungen .

142 . Erste Näherung bei Kugeln mit verschiedenen Radien .
Wir wollen jetzt für zwei Kugeln mit verschiedenen Radien , a1

und a2, die Resultierenden TV1)und TV2) in erster Näherung berechnen .
er/ 1) und x/ 2) seien die Koordinaten der Mittelpunkte der beiden Ku¬
geln . Unsere Aufgabe ist , eine Lösung der Stokesschen Gleichungen :

dp du .
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zu finden , welche außerhalb der beiden Kugeln regulär ist und welche
den folgenden Randbedingungen genügt :

für fj 2 = (xj — xf l))2= ei,2: u1= Uv u2 = u3 = 0,
für r£ = (xj — ir/ 2))2= «22: ul = f71; u2 = us = 0,
füUA 2 = Xj2 -\ a>: Mj- >■0.

Eine angenäherte Lösung dieser Aufgabe finden wir in der folgenden
Weise . Wir suchen zuerst eine außerhalb der Kugel r1= a1 reguläre
Lösung m/ 1), der Gleichungen (1), welche an dieser Kugel den
Bedingungen —vf ^ (j = 1, 2, 3) genügt , wo die Komponenten
eines konstanten Vektors sind . Diese Lösungen können wir offenbar
in der Form :

UjV = ü $ = p k(1)^ (1) (2)

schreiben und wir haben nach § 9 S. 110:

3 stl o, d2 ^ D(1) _ 3 _ d 1
ü» 2^ öik~ 1 r 1+ 7J’ P^ - - J ^ öxk7 - W
Wir suchen ferner eine außerhalb der Kugel r2= a2 reguläre Lösung
der Gleichungen (1) m/ 2), p(2>, welche an dieser Kugel den Bedingungen
m?c2) = Vj(2) genügt , wo vf 2>ebenfalls Komponenten eines konstanten
Vektors sind . Wir haben :

Vfv ? , = (4)

Ufk und P (p haben in diesen Gleichungen leichtverständliche Be¬
deutungen . Wir versuchen jetzt unser Problem durch den Ansatz

Uj = uf }+ uf \ p = p(r>+ p(ä)

zu lösen . Mit diesem Ansatz den Randbedingungen exakt zu genügen ,
ist offenbar unmöglich . Bei unserer angenäherten Behandlung
des Problems wollen wir aber die zweiten und höheren Po¬
tenzen der Größen a1/r12, a2/r12 (r122 = (xfto —a/ 2>)2, r12i> 0) ver¬
nachlässigen . Unter diesen Umständen ist es gar nicht nötig , den
Randbedingungen exakt zu genügen . Es reicht vielmehr vollkom¬
men aus , daß sie durchschnittlich erfüllt sind . Wir legen also den
Größen Vj und r>/ 2) die Bedingungen :

+ c / “■* % “ u » + s / ““ % - ° - * “ 3’Tj = a, rx = a-j

' ■<!>+ K % - ü •• + i / «*° S - «■ * = 3-
(5 )
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auf . Aus (27) und (28) S. 113 folgt nun für l = 1, m = 2 und 1= 2,
m = 1, k = 1, 2, 3 :

1 s rn dS _ . , 2tz aj (dpm\ , ,
toi“ *® " “*® w ’>+ 17 fe ) ^

rwi — am

Wir setzen hier zunächst £= 1, m = 2. Einsetzen der Werte (2) von
pC1) zeigt sofort , daß das zweite Glied der rechten Seite vernach¬

lässigt werden kann . Wir haben also annähernd :

= («)
r a = a .

Wir erhalten in derselben Weise :

if U*(2) !zß = U*(2)(x'(1))- (7)
r , = o ,

Zur Bestimmung der Größen u/ 1) und erhalten wir also nach (4)
und (5) die Gleichungen :

V(D + t,(2)£7(2)(X(D) = C/1( «0) + Vf ü <§ (xW) = 0, 1 = 1, 2,

„(2) + vm 77(1) (^ 2)) = f/ ^ „(2) + „ (1) £7(1) (^ 2)) = 0 , l = 1 , 2 .

Die Auflösung dieser Gleichungen in der hier angestrebten Ge¬
nauigkeit ergibt :

v? = ^ ^ ))•
Wir haben also :

u^ U^ UV - UVU ?̂ )) + UJUm - UflUfo ^ )). (8)

Wir können dieses Ergebnis in der folgenden Weise deuten . In der
Umgebung der ersten Kugel sind die Komponenten der von der zwei¬
ten Kugel herrührenden Strömung annähernd konstant und haben
(annähernd ) die Werte :

u , ufl (xfiy).

In dieser Strömung bewegt sich die erste Kugel mit einer relativen
Geschwindigkeit , deren Komponenten :

ü 1(8kl - U?l (xfV))

sind . Die Resultierende der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf diese
Kugel ausübt , kann nur von dieser relativen Bewegung abhängen .
Sie hat folglich die Komponenten :

— ÜTt/istj t / j (<5* i — üfl (x,(1h) .
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In derselben Weise wirkt auf die andere Kugel die Kraft :

— 6n /j,a 2 U 1(dk i — Uti (XjW)) .

Außer dem Stokesschen Widerstande wirkt also auf die erste Kugel
eine Kraft :

9 «j a2 9 (a:1(1) — V 2)) (**a ) — xi (2))U1dkl + - nna 1a2ü 1 - ±- .
" 12 " r12

Die Symmetrie dieses Ausdruckes in bezug auf die beiden Kugeln
zeigt , daß auf die zweite Kugel eine Kraft derselben Größe und der¬
selben Richtung wirkt . Diese Kraft kann als die Resultierende von
zwei Kräften aufgefaßt werden , von welchen eine dieselbe Richtung
wie die Bewegung der Kugeln hat und also auf die Kugeln beschleu¬
nigend wirkt , während die andere dieselbe Richtung wie eine vom
Mittelpunkte der hinteren Kugel zum Mittelpunkte der vorderen Ku¬
gel gezogene Gerade hat . Jene Kraft hat den Betrag :

9 j . wi d2—npU t -±- £
und diese den Betrag :

9 TJ fo « - V 2>)-s -npU ^ Ot - - -—2 --
" 12

Diese Sätze sind von M. Smoluchowski gefunden worden .

143 . Genauere Formeln .

Für den Fall , daß die Bewegungsrichtung der beiden Kugeln mit
der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte zusammenfällt , hat Faxen eine
genauere Formel für den Widerstand berechnet . Er findet für den
Widerstand der ersten Kugel :

r. ( _ 3 dn 9 ffi dn
W = 6 7tfia 1 üAl - 5- 1- 2 +

l LT i2

, 1 ( l 2 27 2 , 1 3\ L
+ VJ U — T a’a- ¥ st2J +

7 / —a 3st + — a 2a 2 4- — aa 3̂ _
^ 2j«l 2 + 16 «1 °2 + 4 j

9 3 2 , 243 2 3 L 9 «\ .
j afas + -gy «i «2 + J «1«24j +

Den Widerstand der zweiten Kugel erhält man einfach durch Ver¬
tauschen von a1 und «2. Welche von den beiden Kugeln vorangeht ,
ist für den Widerstand belanglos .
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In dem Fall , daß die beiden Kugeln sich mit verschiedenen Ge¬
schwindigkeiten (aber doch stets in einer zur Verbindungslinie der
Mittelpunkte parallelen Richtung ) bewegen , findet Faxen für den
Widerstand der ersten Kugel :

W = 6W Z7Jl + ^ ! +I * 12

1 / 3 3 , 81 2 2 , 9 ,

+ - ^ 4 [ - 2 « 1 °2 + Jß <hW + J « l « 23j +

- 6^ stl Z72 j ^ \ «12«2 + ^ «1«22 - 4 a23

+ VJ (t a *a* + a *a * + J fflla24) + • • •

Den Widerstand der zweiten Kugel erhält man durch Vertauschen von
ax und a2, U1 und U2.

Eine von H . Dahl ausgeführte genauere Berechnung des Falles
ax—a2= a ergab für den Widerstand der ersten Kugel den Wert :

W = Gjt/xaü ^ l + 9z 2 + 93z 4 -f 1197a;6 + 19821z8 4---- }—
— 6nnaU 2{3x + 19z3 + 387z 5 + 5331z 7 + 76115z 9 4---- },

ax =
2 U 2

Den Widerstand der zweiten Kugel erhält man durch Vertauschen von
U1 und V2.

Die Bewegung zweier Kugeln mit derselben konstanten Geschwin¬
digkeit längs der Verbindungslinie der Mittelpunkte derselben ist kürz¬
lich Gegenstand einer Untersuchung von Margaret Stimson und G. B.
Jeffery gewesen . Diese Autoren geben auf der Grundlage der Stokes -
schen Gleichungen eine vollständige Lösung des Problems durch un¬
endliche Reihen . In dem Falle , daß die beiden Kugeln denselben Ra¬
dius (a) haben , finden sie für den Widerstand jeder Kugel einen
Ausdruck : rr .

oTifxa Ux2,
wo*:

2 ^ si h ^ w(w + 1) Jj 4sinh 2(n + ^ )a —(2w+ l )2sinh2a
3 ^ 1(2n —l ) (2n + 3) ( 2sinh (2n + l )a -f- (2w+ l )sinh2a

a ist dabei durch die Gleichung :

* In der Formel von Miß Stimson und Dr. Jeffery fehlt infolge eines Druck¬
fehlers rechts ein Faktor 2. Ich verdanke Dr. Faxen diese Bemerkung.

11 Oseen , Hydrodynamik
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cosha = 2̂a

definiert . Für l haben die beiden Autoren eine Tabelle berechnet :

a m /2a X

0,5 1,128 0,663
1,0 1,543 0,702
1,5 2,352 0,768
2,0 3,762 0,836
2,5 6,132 0,892
3,0 10,068 0,931
00 00 1,00

Dr . Faxen hat zu dieser Tabelle eine neue Zeile hinzugefügt :

a = 0, r12/2a = 1, l = 0,645.

§ 15. Die sogenannten Paradoxien von Stokes
und von Whitehead .

15i. Das Paradoxon von Stokes.
Wir haben in § 9 das Problem behandelt , eine Lösung der Sto -

kesschen Gleichungen :

lf“° - <>= 1, 2, 3) <«

zu finden , bei welcher die Größen u, außerhalb der Kugel R = a
regulär sind , an dieser Kugel die konstanten Werte Uj annehmen und
in unendlicher Ferne verschwinden . Das entsprechende zweidimensio¬
nale Problem ist die Aufgabe , eine Lösung der Gleichungen :

Sr 0' <2>
zu finden , welche außerhalb des Kreises R = fx-f + x22= a regulär
ist und den Kandbedingungen : für R = a, uk = Uk = Konst ., für R
-*■oo: uk -*•0 genügt . Zu dieser Aufgabe wird man geführt , wenn man
nach der Methode von Stokes die Bewegung untersuchen will , die in
einer den ganzen Kaum erfüllenden Flüssigkeit durch einen unendlich
langen Kreiszylinder erzeugt wird , der sich mit konstanter Geschwin¬
digkeit in einer gegen die Längsrichtung senkrechten Richtung darin
bewegt . Man kann leicht eine Lösung der Gleichungen (2) angeben ,
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die formal der von Stokes gefundenen Lösung des Problems der Kugel
entspricht . Sie ist :

d2
uk= A\2U k \ogR - Vl dx kdxi L| iü2(logÄ - l ) + ^ a2logÄ

o

p = — 2[iAU k-x— logü , A:dx k 6 ’ loga

(3)

Ein Blick auf diese Lösung zeigt sofort , daß sie sich aber bei großen
R -Werten nicht in der Weise verhält , wie wir von der Lösung eines hy¬
drodynamischen Problems verlangen müssen . Bei wachsendem R kon¬
vergieren die Größen uk nicht gegen Null , sondern wachsen vielmehr ,
den absoluten Beträgen nach , über alle Grenzen . Wenn man trotzdem
unter Verzicht der Forderung uk -*■0 für R ->■<x> der Lösung eine
hydrodynamische Bedeutung zuschreiben wollte , so würde man auf
die Schwierigkeit stoßen , daß die Randwertaufgabe unendlich viele
Lösungen besitzt . Eine von (3) verschiedene Lösung ist z. B . uk = Uk
in der ganzen Flüssigkeit . Stokes zog aus diesen Umständen den
Schluß , daß das physikalische Problem der stationären Bewegung
eines Zylinders in einer zähen Flüssigkeit unlösbar ist . Natürlich ist
die Tatsache , daß die in formaler Analogie gebildete Lösung die Rand¬
bedingung im Unendlichen nicht erfüllt , an sich kein Beweis für die
Nichtexistenz einer solchen Lösung . Andererseits dürfte es rächt sehr
schwer sein , diesen Beweis streng zu führen .

15 s. Das Paradoxon von Whitehead .

In der von Stokes gegebenen Lösung des Problems der stationären
Bewegung der Kugel (§ 9, (23)) sind w;- und p lineare und homogene
Funktionen der Größen U1, U2, U3. Es ist naheliegend , die von Stokes
gefundenen Ausdrücke als die ersten Glieder von Reihen aufzufassen ,
die nach Potenzen von U1, U2, U3 fortschreiten . Im Jahre 1888 machte
Whitehead in Anschluß an Stokes einen Versuch , die Glieder in Uj, p ,
welche im Ult U2, U3 vom zweiten Grade sind , zu berechnen . Wir
geben einen kurzen Bericht über diese Untersuchung von Whitehead .
Wir legen der Einfachheit halber die Koordinatenachsen so, daß die
ajj-Achse mit der Bewegungsrichtung parallel wird . Die vollständigen
hydrodynamischen Differentialgleichungen für stationäre Bewegung ,
auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugssystem bezogen , sind ,
wie wir im ersten Teile , S. 12, sahen , wenn wir die Geschwindigkeits¬
komponenten = — U1Öjl + Uj setzen :
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dp duj dujduj
/lAUi ~ dx j ~ 6 1 da:1 + eM* d a* ’ dx, ~ ih 1, 2, 3) (4)

Die Nebenbedingungen sind : Für R2= Xj2= a2, Uj= U1<5;i ; für R -+ co,
Uj = 0 .

Stokes vernachlässigte in den Gleichungen (4) die rechten Seiten .
Er löste also die Gleichungen :

. dp . duj .

und zwar durch den Ansatz :
(1)

3 TT a £ a TT Ö2 / o Z> l st2N\ _ CD

Ui - „ U1R djl 4 U1Q \ r ) ~ ' ’
(5 )

2 R 4 dx xdxj
3 „ ä 1

!»= - 2
Wir setzen jetzt :

M; = «,(1)+ m/ 2) H , p2 = P(1) + P(2) H ,

wo m/ 1), pW die in (5) angegebenen Werte haben sollen und wo uf n\
pW den Faktor Uxn enthalten sollen . Zur Bestimmung von w/ 2), pW
erhalten wir aus (4) die Gleichungen :

dvW d uP -> die/ 1) duF >
pÄ u,W- = - qU 1 + p ukW = 0. (6)
r ' dxj c 1 dx x e dx k dxj

Die Nebenbedingungen sind : für R = a, w/ 2)= 0 ; für R -*co, %(2) ->0.
Wir sehen hier vom letzten Gliede rechts in der ersten Gleichung (6)
ab . Wir beschränken uns also auf die Aufgabe , eine Lösung uf 2\ p(2)
der Gleichungen :

dvW d mW du ,W
jj,A UjW— — = — q Ux-̂ —, = 0 (7)

da:,- c 1 dx x dx ,-

zu finden , welche den oben bei (6) erwähnten Nebenbedingungen ge¬
nügt . Das System (7) ist ein lineares , inhomogenes System , es emp¬
fiehlt sich daher , diese Aufgabe in zwei zu zerlegen : erstens irgendeine
außerhalb der Kugel R —a reguläre Lösung des Systems (7) zu finden ,
zweitens eine jene Lösung an der Kugel R = a und in unendlicher
Feme kompensierende , für R > a reguläre Lösung der Stokesschen
Gleichungen (1) zu finden .

Es ist nicht schwer , die erste Aufgabe zu lösen . Eine Lösung des
Systems (7) ist :

?>xx h 1 d3 a2 / xx . 1 d3R
p *1 a P3 °fi ~t o :4A 16 dx 2dxj 4 \ R3 7 2dx 2dxP

p / 2>= 0 .
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Um so schwieriger ist aber die zweite Aufgabe . Es gelang in der
Tat Herrn Whitehead nicht , diese Aufgabe zu lösen . Er zog hieraus
den Schluß , daß das physikalische Problem , das er lösen wollte , keine
Lösung besitzt . Bei der Bewegung eines Körpers in einer zähen Flüs¬
sigkeit sollen nach Whitehead Diskontinuitätsflächen auftreten .

15 3. Erklärung dieser Paradoxien.
Dem inneren Grunde der Paradoxien , zu welchen Stokes und White¬

head in ihren hier dargelegten Untersuchungen sich geführt sahen ,
sind wir schon im 2. Paragraphen , S. 18, begegnet . Die Annahme ,
daß eine Lösung der Gleichungen (4), die außerhalb einer gewissen
Fläche regulär ist , in eine Potenzreihe nach U1 entwickelt werden
kann , ist unzulässig . Aber nicht nur diese Annahme , sondern auch
die Stokesschen Gleichungen (1) sind unrichtig . Man sieht das sofort ,
wenn man die Glieder dieser Gleichungen hinsichtlich der Größen¬
ordnung mit den in den vollständigen Gleichungen (4) vorkommenden ,
aber in (1) vernachlässigten Gliedern vergleicht . Wir haben z. B. :

A m 3 TT ( 1 3 V \

Gleichzeitig haben wir :

TJ du 3 TT2x1 ( , 3V \ , 3 , rT2 Ö3 1
Q 1 dx t 4° a 1 Ä» l R2 / 4 e “ 1 dx 2 R '

ÖMiWI
Wie klein auch Ui ist, es gibt stets Bereiche, in denen q Ui ———j

im Verhältnis zu | n A Ui(i) \ beliebig groß ist. Schon in erster Näherung
ist es deshalb, wenn man ein überall richtiges Bild der Bewegung er¬
halten will, notwendig, das erste Glied rechts in der ersten Gleichung (4)
mitzunehmen. Um so mehr ist dies notwendig, wenn man die in erster
Näherung gefundene Lösung zur Grundlage einer genaueren Berechnung
der Bewegung machen wUl. Zu einer exakten Berechnung des Wider¬
standes müssen wir also zunächst von den erweiterten Stokesschen Glei¬
chungen (siehe S. 12) ausgehen.
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Angenäherte Lösungen von Randwertaufgaben
bei den erweiterten Stokessclien Gleichungen .

§ 16. Das Problem der Kugel .*

16 1. Aufstellung spezieller Lösungen der erweiterten
Stokesschen Gleichungen .

Wir kehren zu dem Problem zurück , die Strömung einer sonst den
ganzen Raum erfüllenden , zähen Flüssigkeit zu berechnen , welche durch
eine kleine Kugel erzeugt wird , die sich darin mit konstanter Geschwin¬
digkeit bewegt . Wir benutzen ein Bezugssystem , dessen Anfangspunkt
mit dem Mittelpunkte der Kugel zusammenfällt und dessen aq-Achse
mit der Bewegungsrichtung der Kugel parallel ist . Wir bezeichnen die
auf dieses System bezogenen Geschwindigkeitskomponenten der Flüs¬
sigkeit mit — U1-f itj , u2, u3. Zur Bestimmung von Uj und des Druckes
p erhalten wir, wie wir S. 12 sahen, bei Vernachlässigung der in den
Größen Uj quadratischen Glieder :

Wir haben eine Lösung dieses Systems zu suchen , die außerhalb
der Kugel R — a regulär ist und welche den Nebenbedingungen : für
R = a : u1— Ul , u2= Wg= 0 ; für R -* oo: u, -* 0 genügt .

Wir haben im 4. Paragraphen S. 32 gesehen , daß das System (1)
die Lösung :

dxt (̂fi A& + q U-
r Ö0
1 dx 1

* Vgl . § 15 , Schlußbemerkung .
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besitzt , wo :
o' S

- 1 _ . . . 1 C1— e~ a , q U, „ a
& = - 0 (o' s) = -r -- da , o = , s = R + -7x1,a a J a 2m oo r

R2= xß , R 0,

und wo a' diejenige der beiden Größen + a ist , welche positiv ist . 2a' a ,
d. h . q | Ui | ah *, ist die sogenannte Reynoldssche Zahl . Wir nehmen zu¬
nächst an , daß sie verglichen mit 1 Mein ist , d . h. wir betrachten Fälle ,
in denen entweder der Kugelradius oder die Geschwindigkeit verhältnis¬
mäßig Mein oder aber der Reibungskoeffizient fi groß ist . Wir haben :

folglich :

und

d& l — e- a, $ 2 ,= - A0 = —p—o' s.
dx x oR ’ R

QU1 d® 2A& + -
[x dx x R

,,, „ 2 d2(P .. . 2m*.e.-CD= S , . _ . e —°' s -- =- =— . nW — ' 1R " (2>

Wir haben in § 4 Formel (12), S. 34, ferner gesehen , daß für kleine
Werte von o' s :

0 = s - ±o ' s2+ - . - = R + ^ x1- ±o ' (R2+ x12) - ±oRx 1+ - , (3)

also für kleine R annähernd , bei Vernachlässigung der Glieder , welche
o' oder s als Faktor enthalten :

CD Jt 2 92R
R dx xdxj

Eine andere Lösung von (1) ist offenbar :

*;(2) dx xdxi R ’ p(2> QUl dx 2 R ' (4)

16 2. Lösungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen,
welche die Randbedingungen angenähert erfüllen.

Ein Blick auf (9, 24) zeigt sofort , daß wir aus (2) und (4) eine
angenäherte Lösung unseres Problems bilden können , welche dem Sy¬
stem (1) genügt , im Unendlichen die Bedingungen Uj — 0 und auf der
Kugel , bis auf Glieder von der Größenordnung o' aU xdie Bedingungen
ux= Ux, u2= u3— 0 erfüllt . Wir setzen :
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«I = \ * V, «,<■>- «sV, uf“ = | 1 -

1 <6>

r- !*«A5 +> .*£ (i- -$ )
Wenn wir in (5) den Wert von 0 einsetzen , erhalten wir :

3 a . . 3 TT d l - e— " 1 3TT d2 1 /ß.
“ Tr v ' eI aD ‘ -dF, — ^ T— (6>

Die gefundene Lösung besitzt offenbar Rotationssymmetrie um die
£]-Achse . Wir können sie infolgedessen durch die sogenannte Stokes -
sche Stromfunktion ausdrücken . Wir setzen für einen Augenblick :

und haben dann :
UI * d2XFUj— A W • d1;

Öx r Ö Xj

W kann als eine Funktion der beiden Größen x1 und h = ^x 2+ x3
aufgefaßt werden . Wenn wir :

dW
- h ü - H

setzen , so haben wir :
ö2W d2XF 1 dW d2W 1 dH
dxj 2 dh 2 h dh ~ dx 2 h ~dh '

dx 2 h2 ’ dx 3 h2 ’
folglich :

1 dH x„ x3 1 dHui - — ir -5T > u2+ -r us = t ä— (" )
1 h dh h h h dx x v ’

H ist dann die Stokessche Stromfunktion für die Bewegung mit den
Geschwindigkeitskomponenten uv u2, u3. Dagegen ist II -j- \ U1h2 die
Stromfunktion für die Bewegung , deren Geschwindigkeitskomponenten
— U1-\- ux, w2, u3 sind . Die Gleichung der Stromlinien , d . h . der Bahn¬
kurven der Flüssigkeitspartikel , ist in unserem Falle :

H + \ U1h2= Konst .

Wir setzen die obigen Werte für W und 0 ein und erhalten so für
die Funktion H den Ausdruck :
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4 1R U 2 a' R + a Xl ) ' ( )

Die Formeln (7) und (8) sind mit den Formeln (5) und (6) gleich¬
bedeutend .

16 s. Untersuchung der Gültigkeit der Lösung. Vergleich mit
der Stokesschen Lösung.

Wir wollen jetzt prüfen , unter welchen Umständen unsere For¬
meln (5) eine hinreichend genaue Lösung unseres Problems ergeben .
Wir haben vorausgesetzt , daß es an der Oberfläche der Kugel R = a
erlaubt ist , in der zweiten Reihe (3) nur die zwei ersten Glieder zu
berücksichtigen . Ein Blick auf (3) zeigt nun sofort , daß dies nur dann
gestattet ist , wenn o' a eine kleine Größe ist , die neben 1 vernach¬
lässigt werden kann . Wenn dies der Fall ist , haben wir in der Um¬
gebung der Kugel R = a annähernd :

d. h . die Stokessche Lösung des Problems der Kugel . Wenn man aus

jener Lösung die Glieder quk der vollständigen hydrodynamischen
O Xjc

Differentialgleichungen berechnet , so findet man , daß sie unter der
Voraussetzung o'a klein gegen 1 im Vergleich mit den in (1) mit¬
genommenen Gliedern klein sind . In der Umgebung der Kugel ist
also unsere Näherung erlaubt , wenn o' a klein gegen 1 ist . In den von
der Kugel entfernten Teilen der Flüssigkeit ist die aus (6) berechnete
Geschwindigkeit klein neben Uv Wir haben deshalb in diesen Be¬
reichen :

I du i In • I TT du ) I
gegen i ‘ 5i ; |

Wenn o' a klein gegen 1 ist , so gibt also unsere Lösung (6) sowohl
in der Umgebung der Kugel wie in großer Entfernung davon ein an¬
genähert richtiges Bild der Bewegung .

Ein Vergleich der hier gefundenen Bewegung mit der¬
jenigen , zu welcher Stokes geführt wurde , zeigt sofort
einen charakteristischen Unterschied zwischen diesen bei¬
den Bewegungen . Die Symmetrie in bezug auf die Ebene
2̂ = 0, welche für die von Stokes betrachtete Bewegung
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charakteristisch ist , ist in der neuen Bewegung nicht mehr
vorhanden . Mit anderen Worten , die Beziehungen :

U ^ ( X^ , X 2 , X3 ) — Mj ( X} , X2 , X3 ) , U 2 [ x ^ , X2 , Xg ) = U 2 ( X1 , X 2 , X3 ) ,

u3(x1,x2,x3) = u3( x1,x2,x3) ,

welche für die von Stokes untersuchte Bewegung Geltung
haben , bestehen bei der neuen Bewegung nicht .

16 4. Eigenschaften der neuen Lösung. Ausblick auf die
Theorie der idealen Flüssigkeiten.

Wir haben gesehen , daß für die neue Lösung eine gewisse Dis¬
symmetrie der Bewegung vor und hinter der Kugel charakteristisch
ist . Um die Art dieser Dissymmetrie festzustellen , bemerken wir , daß
in Bezug auf ein mitbewegtes Koordinatensystem nach der neuen
Lösung in großer Entfernung von der Kugel vor derselben :

3 ei U -1 X-I
u i = 1 -- » 3 ’A 4 a RA

hinter derselben : TT
o ei LJ1

ist . In der Stokesschen Lösung ist dagegen sowohl vor wie hinter
der Kugel in großer Entfernung :

3 aU 1
Ui = — •1 2 R

Wir sehen , daß nach der neuen Lösung die Flüssigkeit hinter der
Kugel eine Tendenz hat , dieser zu folgen , während die Flüssigkeit
vor der Kugel ausweicht .

Die Art des Schwanzes , der sich hinter der Kugel bildet , erkennt
man durch Berechnung des Wirbelvektors . Die Wirbellinien sind
offenbar Kreise , deren Ebenen gegen die a^-Achse senkrecht sind und
deren Mittelpunkte auf dieser Achse liegen . Die Wirbelbewegung in
einem beliebigen Punkte des Baumes ist unter diesen Umständen
durch den Betrag des Wirbelvektors gekennzeichnet . Er ist in einem
mitbewegten Bezugssystem :

a Ux ^X-2- Jg —- (1 + o'R) .

Nach Stokes würde er den Wert :

3 TTVx22+ x3-
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haben . Wir sehen , daß er nach der neuen Lösung in großen Entfer¬
nungen vor der Kugel , wo xx dasselbe Vorzeichen wie a hat und also
der Exponent in unserer Formel den Wert :

— o' (R + | xx|)

hat , sehr viel schneller mit 1/R abnimmt , als es in der Stokesschen
Theorie der Fall ist . Wir sehen ferner , daß hinter der Kugel , wo xx
dasselbe Vorzeichen wie — a hat und wo also der Exponent den
Wert : .. .

— o' (R — lasjl)

hat , zwar in großen Entfernungen von der Kugel im allgemeinen der
Betrag des Wirbelvektors exponentiell und also schneller als nach
der Stokesschen Formel abnimmt , daß aber die Umgebung der vom
Mittelpunkt der Kugel durchlaufenen Bahn eine Ausnahme bildet ,
indem hier :

R - \x 11 1 *»* + *»* .
1 1! + 2 | Xl | +

also annähernd : R = | xx | ist und folglich der Exponent annähernd
den Wert Null hat . In diesem Bereich ist der Betrag des Wirbel¬
vektors annähernd :

2 .

i aUi -RS 3 fl + «'* ) •

Bei großen a' R können wir hierfür einfacher :

laü o^ x * + xi -
2 au i° R 2

schreiben . Hinter der Kugel nimmt also der Betrag des Wirbelvektors
wie 1/R ab , also langsamer als bei der Theorie von Stokes , nach welcher
der Betrag des Wirbelvektors in allen Richtungen wie 1/R2 abnimmt .

Wenn wir zwar R > a , aber doch a’R klein annehmen , können
wir die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickeln und nur die
ersten Glieder berücksichtigen . Man erhält für den Betrag des Wirbel -
vektors : -

I aü 1^ a2+ ^ (1 - oXl(1 + o' R) + ••) ■

Auch in der Nähe der Kugel ist wegen des Gliedes :

— ax t {1 + o' R )

der Wirbelvektor vor der Kugel dem Betrage nach kleiner als hinter
der Kugel . Ein Vergleich mit der Stokesschen Formel zeigt , daß auch
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in diesem Bereich der Wirbelvektor vor der Kugel nach der neuen
Theorie kleiner als nach der alten ist , hinter der Kugel dagegen um¬
gekehrt nach der neuen Theorie größer als nach der alten ist .

Wir wollen , an diesem Punkte angelangt , einen Blick auf die
klassische Green -Dirichletsche Theorie der Bewegung einer Kugel in
einer idealen Flüssigkeit werfen . Nach jener Theorie soll die Bewe¬
gung der Flüssigkeit dieselbe Symmetrie in bezug auf eine durch den
Mittelpunkt der Kugel gehende , gegen die Bewegungsrichtung der¬
selben senkrechte Ebene aufweisen , welche wir in der von Stokes
untersuchten Bewegung fanden . Kann dieses Ergebnis richtig sein ?
Wir haben gesehen , daß selbst bei den kleinsten Geschwindigkeiten ,
wo die Bewegung in so hohem Maße , wie es überhaupt möglich ist ,
von der Reibung beherrscht wird , doch die Trägheit eine Dissym¬
metrie erzeugt . Kann man annehmen , daß in dem entgegengesetzten
Grenzfalle , wo die Reibung keine Rolle mehr spielt , sondern die Träg¬
heit allein das Feld beherrscht , jene Dissymmetrie verschwinden wird ?
Ist es nicht wahrscheinlich , daß die Dissymmetrie auch bei ver¬
schwindender Reibung bestehen bleibt ? Auf diese Frage kommen wir
später zurück .

Auf den Widerstand gegen die Bewegung der Kugel können offen¬
bar nur die Verhältnisse in der Umgebung derselben einen Einfluß
haben . Da unsere Lösung in diesem Gebiete mit der von Stokes ge¬
fundenen übereinstimmt , so erhalten wir in erster Näherung für den
Widerstand den Stokesschen Wert (vgl . S. 111) : Qji/j ,aU v

Es dürfte hier am Platze sein, einige Worte über die Bedeutung
des Stokesschen Widerstandsgesetzes zu sagen . Stokes wurde zu seinen
Untersuchungen über den Widerstand einer Kugel in einer zähen
Flüssigkeit durch seine Pendelstudien geführt . Eine größere Bedeu¬
tung bekam das Gesetz erst , nachdem es in der Kolloidchemie Ver¬
wendung gefunden hatte . Das Gesetz spielt in der Tat eine wichtige
Rolle in Einsteins Theorie der Brownschen Bewegung . Außerdem hat
man das Gesetz dazu benutzt , die Größe der kolloidalen Partikel zu
bestimmen . Durch diese Umstände hat das Gesetz eine sehr große
Bedeutung für die Kolloidchemie gewonnen . Daß das Gesetz für die
Theorie des Regens und damit für die Meteorologie wichtig ist , liegt
auf der Hand . Aber auch bei vielen rein physikalischen Untersuchungen
ist das Gesetz von Bedeutung gewesen . Es genüge , hier auf zwei
Beispiele hinzuweisen . Einstein hat das Gesetz auf die Jonenbeweg -
lichkeit angewandt . Millikan hat es bei seiner Bestimmung der Größe
der Elektronenladung benutzt .
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165 . Teilung der vernachlässigten Glieder zweiter Ordnung
in Glieder mit JJi\ Tj\ \ und in Glieder mit 77i2.

Die oben gegebene Lösung des Problems der Kugel stellt nur eine
Annäherung dar . An zwei Stellen haben wir Glieder vernachlässigt .
In den hydrodynamischen Differentialgleichungen :

. dp TT duj duj

p!=0
OXj

(9 )

haben wir die rechte Seite der ersten Gleichung vernachlässigt . Und
die Randbedingung ux= ü xöxj an der Oberfläche der Kugel wird von
unserer Lösung nicht exakt , sondern nur annähernd erfüllt . Eine
Prüfung der vernachlässigten Glieder zeigt nun , daß sie von verschie¬
dener Art sind . Wenn wir die oben gegebene Lösung unseres Pro¬
blems unter Berücksichtigung der rechten Seite der ersten Gleichung
(9) verbessern wollen , so müssen wir in jenes Glied unsere angenäherte
Lösung (5) einsetzen und aus dem so erhaltenen Systeme :

. , dp ' du 'j du *
^ “ >- 5^ + =

OXj

( 10 )

mit den Nebenbedingungen : für R = a, u'j = 0 ; für R oo, u'j 0
die Korrektionsglieder u’j, p ' berechnen . Nun enthalten die Größen
Uj in (5) den Faktor TJV Die rechte Seite von (10) wird also den
Faktor Ux2 enthalten . Offenbar werden u'j, p ’ mit demselben Faktor
behaftet sein . Betrachten wir dagegen die Glieder in (5), welche wir
bei der Erfüllung der Grenzbedingung u}= Uxdxj für R = a vernach¬
lässigt haben , so sehen wir aus (3) sofort , daß sich unter ihnen Glie¬
der befinden , welche den Faktor Uxo' , also, für reelles Uv den Faktor
27x | Z7j_| enthalten . Denselben Faktor werden offenbar die Korrektions¬
glieder enthalten , welche aus jenen Gliedern in (5) hervorgehen .
Offenbar sind die beiden Arten von Korrektionsgliedern , welche wir
hier unterschieden haben , von ganz verschiedener Natur . So kann in
dem Ausdruck für den Widerstand wohl ein Glied mit dem Faktor
Ux | JJX|, aber kein Glied mit dem Faktor Ux vorkommen , weil die
Kräfte , welche die Flüssigkeit auf die Kugel ausübt , gleichzeitig mit
Ux ihre Vorzeichen wechseln müssen . Es ist ferner ersichtlich , daß ein
Glied mit dem Faktor UX\ UX\ nicht von einem Gliede mit dem Fak -
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tor C/12 aufgehoben werden kann . Es ist deshalb berechtigt , die Auf¬
gabe , die uns jetzt obliegt , in zwei zu zerlegen , indem wir zuerst die
Korrektionsglieder mit dem Faktor U1\ U1\ und dann , näherungs¬
weise, die Korrektionsglieder mit dem Faktor U^ berechnen .

16 6. Berücksichtigung der Glieder mit U\\ Th\.
Genauere Widerstandsformel .

Die erste Aufgabe können wir ohne Schwierigkeit lösen . Wir setzen

statt (5) : Uj ==A uf » - B w/ 2>, p = A p« _ B p®

und bestimmen A und B aus den Bedingungen : für R = a, Uj= U1dl},
51jo ' des Ausdruckes (2) für ufindem wir jetzt auch die Glieder : — ä11a' des Ausdruckes (2) für uf 1'1

berücksichtigen .
Wir erhalten :

B| . xxXji , 3B\
Also :

und :

A (1— aa ' ) + ^ 2j + — a2j —

^ (1 aa ' ) ~ = aU lt ^ - ^ = 0

A = \ aü x(\ + f ao ' ), B = \ as U1(l + fao ' ).

Diese Ausdrücke für A und B unterscheiden sich nur durch den
Faktor 1 -f- f aa ' von den Ausdrücken , welche wir in erster Näherung ,
bei aa ' -* 0, erhielten . Wenn die Geschwindigkeitskomponenten der
Flüssigkeit mit diesem Faktor multipliziert werden , so muß offenbar
auch der Widerstand mit ihm multipliziert werden . Der Widerstand
hat also , in zweiter Näherung , den Wert :

6ji /xaU 1 (l + (11)

Betreffs des Gültigkeitsbereiches dieser Formel darf nicht vergessen
werden , daß sie unter der Voraussetzung abgeleitet worden ist , daß
die Flüssigkeit , von der Kugel abgesehen , den ganzen Raum erfüllt .
Wir werden später in § 19 darauf zurückkommen .

16 7. Berücksichtigung der Glieder mit Th2.
Wir wenden uns zur Bestimmung der Korrektionsglieder , welche

den Faktor t7j2 enthalten . Eine Gruppe dieser Glieder , wir nennen sie
Uj*, p*, rühren von den Nebenbedingungen her , indem wir noch nicht
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auf das Glied — ax 1 der Exponentialfunktion und auf das letzte
ausgeschriebene Glied : — \ oRx 1 der Reihe (3) S. 167 für 0 Rücksicht
genommen haben . Die Funktionen uj*, p* müssen also außerhalb der
Kugel R = a das System (1) befriedigen , für R = a der Bedingung :

v = | °üi\2xidij+ xi(~V—1))j> (12)
und für R ->-co der Bedingung : «,* 0 genügen . Wir setzen :

* n ( * a 90 930 \ n , 93 1

ui c {d1>A dXi dzsdx ) dx *dx , R ’
d2 1

Wir haben für kleine R -Werte :

g C' Xl ö 4- X’ \c il

Wir können deshalb der Bedingung (12) annähernd , d . h . bis auf Glie¬
der der Ordnung a2«2U1, dadurch genügen , daß wir setzen :

C = — lotest 3, C' = — ^aü xah.

Die der Geschwindigkeit u* entsprechende Stokessche Stromfunk¬
tion ist :

3 TT d2& 1 _ d2 1H * = - o TJxa2h ^—Tr + -5 0 Uxahh ^ -=•=4 1 8 1 dx 1dhR
3 rr 3 Ä2

— i U' a W I Q r1,2+l öt/1st5̂ -
(13)

Wir wenden uns dem schwierigsten Teile unserer Aufgabe zu , der
Lösung des Systemes (10) mit den dort angegebenen Nebenbedingungen .
Ihre einfachste Gestalt nimmt diese Aufgabe an , wenn wir durch die
Gleichungen (7) S. 168 die Stokessche Stromfunktion einführen . Man
bestätigt durch eine direkte Rechnung , daß , wenn Uj**, p** dem
System (10) genügen sollen , die diesen Größen entsprechende Strom¬
funktion H ** die partielle Differentialgleichung :

e (dH dDH dH dDH 2 dH
h \dx x dh dh dx 1 h dx x

befriedigen muß , wo :
d2 d2 19

u — 2 +
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und wo H den in Gleichung (8) angegebenen Wert hat *. Die Schwie¬
rigkeit der Gleichung (14) beruht auf der komplizierten Form der rech¬
ten Seite . Wenn man eine im ganzen Raume gültige Lösung der Glei¬
chung (14) wünscht , läßt sich die rechte Seite nicht vereinfachen . An¬
ders liegt aber die Sache , wenn man nur die Bewegung in der Umge¬
bung der Kugel berechnen will. In diesem Falle kann man H durch
den einfachen Ausdruck : MGH
ersetzen . Man findet in diesem Falle :

QidHdDH dHdDH 2 dH DH 9 2TT2xxh2( a2
h \dx 1 dh dh dx 1 hdx 1
Den Beweis , daß es bei der Berechnung der Bewegung in der Um¬

gebung der Kugel tatsächlich erlaubt ist , in (14) rechts diesen einfachen
Wert zu benutzen , kann man in der Weise führen , daß man mittels der
in §4 S. 30 dargelegten Methode die partielle Differentialgleichung (14)

* Wenn man in (10):
1 dH x2 x3 1 dH ,

“1- ~ ¥öl ’ä T“ 2 T“ 3_ T0x / (ä = 1/*, + *, )
, 1 dH **'- x2 , x3 , 1 dH **

Ul= ~ T ~äV ’ T” 2 + T“ 3 ~ T ~dx^
setzt und die Kotationssymmetrie um die Xj-Achse benutzt, welche sowohl das
Vektorfeld uj wie das Vektorfeld u{ haben muß, so erhält man einerseits:

/ ö 2 0 2 1 d \ sldH **\ dp Tr 1 d 2H**
a » at a , , + , ai T ) "f" a -v. ’s"^ i *dh2 h dhj \ h dh ) ' dxi * 1 h dhdx 1

( 1 dH 1 d *H 1 dH d / 1 0M |1
e \ häh ' häx 1dh h 9xj dh \ h dhjy

andererseits:
/ 02 0 2 1 ÖUl dH **\ Jx t , , xs ,\

^ {w^ + w + TJh ) \ h ~ä ^ ~) - flA [ h Ui + h “3) ~
\ x, , , x„ . , 2 du .' 2a%du / 2xs du /

= ^ (T 2 + ~h 3 ~ ~h ~dx ^ h*~~dh W ~dh
x2u/ + x3u/ \ _ dp’ d / 1 dH **\ 2y d*H**

A:i dh ® 1©x^ ft 0x t ) h dhdx 1
2/4 0 / 1 dH **\ q dH 0 / 1 dH \ q dH
h dh \ h 0Xj j h dh dx \ h dxj h 0x, dh \ h ö

Elimination von p' zwischen diesen beiden Gleichungen gibt die Formel (14)
des Textes. Einfacher kann diese Formel aus den grundlegendenhydrodynamischen
Integralgleichungen in § 1 abgeleitet werden.
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(welche ja einen speziellen Fall der erweiterten Stokesschen Gleichun¬
gen darstellt ) durch ein über den Bereich R > a erstrecktes Integral
integriert und dann aus diesem Integral die Glieder auswählt , welche
in der Umgebung der Kugel R = a die Hauptglieder sind . Man findet
durch dieses Verfahren , auf dessen Einzelheiten wir der Kürze wegen
hier nicht eingehen wollen , daß noch eine Vereinfachung der Gleichung
(14) erlaubt ist , wenn wir nur die Umgebung der Kugel in Betracht
ziehen wollen . Wir können nämlich links in (14) das Glied mit dem
Faktor q U1 vernachlässigen und erhalten so die einfache Gleichung :

Es ist nun leicht , eine Lösung dieser Gleichung zu finden , die sowohl
an der Kugel R = a wie in unendlicher Ferne der Bedingung genügt ,
daß die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten dort ver¬
schwinden . Diese Lösung ist :

tf * * = — 4L a 2
16

_ x, h2s „ 1 \ 3 , TT x, h2 a2\
u ' ° -k r + 3 “ ) + 16 * n ' °

Wir bilden jetzt die Stromfunktion der ganzen Bewegung :

^ U^ 2 + (1 + %ao ' )H + + (15)

Wir führen in (15) für H und II * ihre Werte in der Umgebung
der Kugel ein und erhalten so den folgenden , in der Umgebung der
Kugel gültigen Ausdruck für die Stromfunktion :

I ^(1_ l )2£ |(1+| a0')Ä(2Ä+a)+| aöÄ(2Ä2+aÄ+a2))' (16)
Der Ausdruck (16) wurde , mit Ausnahme der Glieder , welche den Fak¬
tor a' enthalten , zuerst von F . Noether aufgestellt (1911). Er ermöglicht
offenbar ein genaues Studium der Strömung der Flüssigkeit in der
Umgebung der Kugel . Die von der Trägheit bedingte Dissymmetrie
tritt in den mit dem Faktor x1 behafteten Gliedern zu Tage .

§ 17. Das Problem des Kreiszylinders .
17 1. Die Lambsche Lösung .

Wir haben in § 15 ein zweidimensionales Analogon der von Stokes
gegebenen Theorie der Bewegung einer Kugel in einer zähen Flüssig¬
keit gesucht . Wir fanden , daß ein solches Analogon nicht existiert .

12 Os een , Hydrodynamik
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Wir unter suchen jetzt , ob es ein zweidimensionales Analogon der im
vorigen Paragraphen gegebenen Lösung des Problemes der Kugel gibt .
Um diese Frage zu beantworten , geben wir von der am Schluß des
4. Paragraphen gefundenen Grundlösung des Systemes :

— eVi H 'sfr 0, * “ 1’ 2 (1)

aus . Wir setzen in (4, 20) S. 37 = a"2= 0 und schreiben dann statt
a^(0), *.<» , xx und x2. Aus <u , tl2, px erhalten wir in dieserWeise eine
Lösung des Systemes (1), die wir mit M*(1>, p(1>bezeichnen . Wir haben :

u*a >= 2|K0(o' ß )e— ,i 14+ ^ {logÄ + K0(o' R)e- °*

? (1)= 2^ ^ - logÄ , R = ix -f + *22.

Wir haben nach (4, 2) S. 39 für kleine iü-Werte :

(2 )

y = 1,7811.

Eine andere Lösung des Systemes (1) ist :

d2 , „ TT d2
.(2) =

Wir bilden jetzt eine Lösung : uk= A1uk̂ -\- A2uk(-2\ p = A1p(V -f-
-j- A2p(2) des Systemes (1) und versuchen die Konstanten Ax, A2 so
zu bestimmen , daß für R = a die Bedingungen : ux= Ux, u2— 0 er¬
füllt werden . Wir erhalten , wenn a so klein ist , daß wir mit genügen¬
der Annäherung mit dem angenäherten Wert (3) von u rechnen
können :

Ä' ~ ~ , yo'a 1 ’ (4)
1o 8V - 2

In der Nähe des Zylinders haben wir also :

u1= A1
(5)

Die Kräfte , welche die Flüssigkeit auf den Zylinder ausübt , haben
eine Resultierende , welche pro Längeneinheit die Größe :
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J a \ dn \ a dx , adxj
R — a 11

(ds = ^dxx2+ dx22)
hat . Man findet leicht :

-Jp ~ ds = — 27t pA -y, /x ds = — 2jijuA 1,
R = a

(fhph+ %p2)ds=0
\ a ox 1 a ox x)

Ä = o

Die Resultierende , deren Richtung selbstverständlich längs der nega¬
tiven xx-Achse verläuft , hat also den Betrag :

<6>

Die hier entwickelte Theorie für die Bewegung eines Kreiszylinders
in einer zähen Flüssigkeit wurde im Jahre 1911 von Lamb gegeben .

17 2. Magnuseffekt bei kleinen Geschwindigkeiten .

Wenn der Zylinder gleichzeitig mit der oben betrachteten trans¬
latorischen Bewegung mit der konstanten Geschwindigkeit Ux eine
Drehbewegung mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit co ausführt ,
so lagert sich über die oben betrachtete Bewegung der Flüssigkeit
eine andere :

MiW= st2co~ arctg — , p(3->= — q U, a2co • (7)ÖXje xx
Die von dieser Bewegung erzeugten Kräfte der Flüssigkeit auf den
Zylinder haben (vgl . § 1 (3) S. 7) eine Resultierende , deren Betrag pro
Längeneinheit des Zylinders ji q Uxa? co ist und deren Richtung mit
der Richtung des vektoriellen Produktes des Dreh Vektors und der trans¬
latorischen Geschwindigkeit zusammenfällt . Was wir hier gefunden
haben , ist der Magnuseffekt bei kleinen Geschwindigkeiten .

17 3. Methode zur numerischen Berechnung des Widerstandes
bei größeren Werten von a'a bzw . der Reynoldsschen

Zahl 2 a'a .
Das Problem , den Widerstand zu berechnen , den ein Kreiszylinder

erfährt , der sich ohne Drehung mit konstanter , gegen die Achse senk¬
rechter Richtung in einer zähen Flüssigkeit bewegt , wurde kürzlich

12«
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von Prof . Bairstow , Fräulein Cave und Fräulein Lang wieder aufge¬
nommen (1923). Diese Autoren gingen vom System (1) S. 166 aus . Sie
drückten die Gesellwindigkeitskomponenten m1 und u2 durch eine
Lagrangesche Stromfunktion xp aus , indem sie :

dw dw
u, = — , u2= ~ -dx2 dx x

setzten . Die Stromfunktion ip muß dabei , wie aus (1) durch Elimina¬
tion von p hervorgeht , der partiellen Differentialgleichung :

{A + 2a Wi-) A'f = ,> (8 )

genügen . Eine spezielle Lösung dieser Differentialgleichung können wir
aus unserer Lösung (5) der Gleichungen (1) ableiten . Um jene Lösung
in einfachster Weise schreiben zu können , führen wir die Besselschen
Funktionen Kn(x) ein , indem wir sie durch die Gleichungen :

CO

Kn(x) —fe —xcosbwcoshypnsds0

definieren . Zwischen den Funktionen K0(x) und K1(x) bestehen dann
die Beziehungen :

K. + ^ - O, K' +

Wir definieren jetzt eine Funktion L von x1= R cos ■&, x2= R sin &
durch die Gleichung :

L (xt , x2) = RK ^ o' R) e- ' X̂ da — ^ —0

— RKgla ' R)^ e—aRcosa cos ada .0

Man findet durch eine einfache Bechnung , daß

~ K0(a' R )e~axi sin ft, ~ ~ K^ o' R)er- °*i -

^ — K0(a'R)er-axicos # .o K

Folglich nach (2) :

(9 )
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dL _ x1 dL x2 dL _ 1 d
dx x R dR R2 dft adx .2

{logi2 + K0(o' R)e—°xi) = u2a \

+ ^ Kl (o'R)e- °*̂ =

= - 2K 0(o' R)e- °\ — - -£ - {logR + K0(o'R)e- °*t)= - u1<-1\O O %-t

L ist eine eindeutige Funktion von xx und x2.
Aus L können wir eine etwas allgemeinere Lösung der partiellen

Differentialgleichung (8) bilden . Wir setzen rechts in (9) :

Die so erhaltene Funktion L hängt von zwei Punkten x1, x2,
£2(0) ab . Wir schreiben sie deshalb L (xx, x2; x^0>, x^ ). Diese

Funktion haben Bairstow , Cave und Lang ihrer Lösung des Problems
des Kreiszylinders zugrunde gelegt . Sie setzen :

y>(xv x2) = xp{R cosft , R sin # ) = AL (R cos # , R sin # , 0, 0) +

A, Gv G2 . . . sind hier Konstanten , welche zur Verfügung stehen . f (a )
ist eine unbekannte Funktion , von welcher die Autoren doch an¬
nehmen , daß sie in eine Keihe von der Form :

entwickelt werden kann . Wenn eine Lösung dieser Form existiert , so ist
das Problem offenbar auf die Berechnung der Konstanten A , av a2, . .
Gx, G2, . . . zurückgeführt worden . Wenn man in den Reihen eine end¬
liche Zahl von Gliedern behält , kann man mit ihrer Hilfe erreichen ,
daß die Randbedingungen an der Oberfläche des Zylinders in einer
gewissen Annäherung erfüllt sind . In dieser Weise haben die drei
Autoren ihre Koeffizienten bestimmt .

Nach der hier dargelegten Methode haben Bairstow , Cave und
Lang den Widerstand eines Kreiszylinders in dem Bereich von
a' a = 0 bis zu a' a — 5 berechnet . In demjenigen Gebiete , wo experi¬
mentelle Bestimmungen des Widerstandes vorliegen , stimmt der be-

+ L (R cos a , R
o

CO

0
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rechnete Widerstand in bezug auf die Größenordnung mit dem Beob¬
achteten überein , ist aber durchweg größer . Etwas Überraschendes
liegt darin nicht , da die Geschwindigkeiten , welche hier in Betracht
kommen , weit außerhalb des Bereiches hegen , wo die in (1) wegge¬
lassenen Glieder vernachlässigt werden können .

Prof . Bairstow hat mit seinen beiden Mitarbeiterinnen auch den
Widerstand berechnet , den eine ebene Scheibe erfährt , welche sich in
einer mit ihrer eigenen Ebene parallelen Richtung in einer zähen
Flüssigkeit bewegt .

§ 18. Das Problem des Ellipsoides .
181 . Einleitung .

Bei unserer Behandlung des Problems der Kugel sahen wir , daß
in dem Ausdruck für den Widerstand , den eine Kugel erfährt , die
sich in einer sonst den ganzen Raum erfüllenden Flüssigkeit bewegt ,
ein Glied vorkommt , das den Faktor Uxo' enthält und also mit dem
Quadrate der Geschwindigkeit proportional ist . Dieses Ergebnis läßt
sich unmittelbar auf das Ellipsoid übertragen . Zu den von Oberbeck
in schöner Weise berechneten Gliedern des Widerstandes müssen an¬
dere mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportionale Glieder
hinzukommen , deren Größe von der Orientierung des Ellipsoides in
bezug auf die Bewegungsrichtung desselben abhängen muß . Wir wollen
hier jene Glieder berechnen .

Wir wenden dieselben Bezeichnungen wie in § 9 an und setzen

außerdem : U, = Ua ,, 0, 1.

av a2, a3 sind dann die Richtungscosinusse der Bewegungsrichtung
des Ellipsoides in bezug auf die Hauptachsen desselben . Wir schrei¬
ben die Komponenten der Geschwindigkeit der Flüssigkeit in der
Form : — Ua.j -\- u,. Zur Bestimmung der Größen Uj erhalten wir die
Gleichungen : » „ 0

^ vT TT ° u i ° u i r ,

Die Nebenbedingungen sind an der Oberfläche des Ellipsoides
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182. Herstellung dreier spezieller Lösungen des Systemes (1).
Wir können die zur Lösung unserer Aufgabe nötigen Hilfsmittel

dadurch gewinnen , daß wir drei verschiedene Systeme von Lösungen
des Systemes (1) konstruieren . Wir gehen zunächst von dem im §4 S. 34
betrachteten Tensor tjk aus , wohei wir jedoch die Größen Xj und x/ 0)
vertauschen . Die drei Größen tlk, t2k, t3k (k = 1, 2 oder 3) de fin ieren
dann drei Funktionen der Größen xv x2, x3. Diese Funktionen ge¬
nügen den partiellen Differentialgleichungen , welche wir im § 4 die
erweiterten Stokesschen Gleichungen genannt haben und welche wir
durch eine Drehung des Bezugssystemes in das System (1) überführen
können . Indem wir diese Drehung des Bezugssystemes für die drei
Funktionen tlk, t2k, t3k selbst ausführen , erhalten wir eine erste Lö¬
sung des Systemes (1) :

d2& d 1

0 = —
Oi

s = r + dj(xf — */ 0)),

o J a

qV
2/z ’

r2 = (Xj— ck/ 0))2, r > 0 .

k hat in diesen Formeln den Wert 1, 2 oder 3 .
Wir haben im § 11, S. 137 eine durch die Gleichungen :

= ahc fm - <4)

X, “ x3
+ i T̂T-7 + = 1> (I > 0). (5)a2+ X b2+ I c2+ X

W(s) = ^(a2+ s) (b2+ s) (c2+ s)

definierte Potentialfunktion benutzt . Sie nimmt , wie aus (4) ersicht¬
lich ist , auf jedem Ellipsoid X— Konst . einen konstanten Wert an .
Wir betrachten jetzt ein beliebiges Ellipsoid E jener Schar X= Konst .,
welches wir jedoch so wählen , daß es innerhalb des Ellipsoids X= 0
fällt . X soll also auf E einen solchen negativen Wert annehmen , daß
a2+ X, b2-f- X, c2-f- X alle positiv ausfallen . Aus dem Greenschen Satze
folgt , wenn der Punkt xv x2, x3 außerhalb von E hegt :

dSW
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oder , da auf E X(xm) einen konstanten Wert hat und da :

d 1
/ , dSW= o

dw(0) r

ist ,weil der Punkt xv x2, x3nach unserer Annahme außerhalb von E liegt :

dx{x^ ) dS<n
dnW r

Wir können also die Funktion % außerhalb von E durch ein
Integral von der Form :

F (xW)S dSmr
darstellen .

Aus der Funktion 0 bilden wir jetzt eine neue Funktion W von
x1, x2, x3, indem wir setzen :

0 {x) = J F (x^ )0 (x, xm)dS(°\ (6 )

In derselben Weise , wie wir aus der Funktion 0 eine Lösung des
Systems (1) abgeleitet haben , können wir jetzt aus W eiste Lösung
desselben Systemes herleiten . Wir setzen :

<7 >

P*(1) = 2/j. j F (x^ ) o). (8)
E

Für jeden Wert von k (k = 1, 2 oder 3) genügen dann die Funk¬
tionen Mi1], ufl , Mg1], p/ 1) dem System (1).

Ein neues System von Lösungen der Differentialgleichungen (1)
leiten wir aus der Potentialfunktion ü ab , welche wir in § 11 S. 137
benutzten und durch die Gleichung :

Q
J st2 + S 0 2 + S C2 4 - S M (s )a2+ s b2+ s c2+ s )A(s)

definiert haben . Wir setzen :

(2) ö2Qj (o) _rr _ d2Q
”' *= 9VÄ ’ <10>

Ein drittes System von Lösungen erhalten wir durch den Ansatz :
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wo 77 eine beliebige , außerhalb der Fläche (2) reguläre und in
unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion ist .

18 s. Ansatz zur Lösung des Problems .
Aus den gefundenen drei Systemen von Lösungen (7)—(8), (10),

(11) setzen wir eine neue allgemeinere Lösung der Gleichungen (1)

zusammen : ^ = ^ 0) + ^ + „ (s) ,
p = A tn Plp + A tw Ptm + pi3).

Sie enthält sechs willkürhche Konstanten Ak(1\ Afp > und eine will¬
kürliche Potentialfunktion 77. Wir werden zeigen , daß wir , wenn aa ,
bo, ca genügend klein sind , über diese willkürlichen Elemente un¬
serer Lösung so verfügen können , daß die Nebenbedingungen in ge¬
nügender Annäherung erfüllt werden .

Wenn ar eine kleine Größe ist , so haben wir annähernd :

0 = r + a.j {xj — x/ °>) — Jo {r2+ [a, (a:, — z/ 0>)]2}-|----und :
* Ars, d2 & 1 £ , (Xj — (Xu — % (0)) 1 / OÄ ,
öikA0 ~ d ^ ck ~ 7 Öjk + 7 2 a^ ’
Wir haben also :

ufi = dft J dSm+ Xkj :F (̂ 0))(̂ ~-av(0))dS<-°>-
E E

_ J F {3p )} x^ xi ~ ^ (0)) dS m _ 1 q(3fr t _ a, at ) f F (x0) dS <o\
E

s ! *p « m - x

Wir hatten :

und haben in § 11 S. 139 gesehen , daß % für große Werte von R den
Wert 2abc / R annimmt . Da die linke Seite der obigen Gleichung für
große A-Werte den Wert :

IJ F (xW)>Id SWR
E

annimmt , so schließen wir , daß :

fF (x(°))dS (°>= 2abc
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ist , folglich für kleine o' -R-Werte annähernd :

d sx tWF (xW)

Wir setzen jetzt : xk̂ F {x^ )
E

und haben dann für kleine o' / i -Werte :

A^ ufl + w/ 3>= Aj^ x ~ AkVx k - oabc (3AjW - a,at AkW). (12)
ÖXj

Da nun auf der Fläche (2) X= 0, %= x(0) und :

d % _ d % dX̂ öA
ÖXj ÖX dxj ÖXj

so gilt auf der Fläche (2) annähernd :

Aka )ufk+ w/ 3>= Af ^ Xa+ A^ Xj, ^ — oabcßA ^ — a,akAkW). (12)

usw. Wir sehen aus diesen Gleichungen , daß wir , wenn a , b, c so
klein sind , daß wir ö2«2, o252, o2c2 neben 1 vernachlässigen können ,
die Nebenbedingungen in genügender Annäherung dadurch erfüllen
können , daß wir den Konstanten Ak(1\ Ak<2) die folgenden Bedin¬
gungen auferlegen :

Af \ xo+ «2F*i — 3aabc ) -(- oabca 1akAk(V = Ua ^,
A^v>{xQ+ b2P 2— 2>aabc ) -\- aabca 2akAk̂ = Ua 2, (14)
A3(V(xo+ c2̂ 3— ^ aabc ) -f- oabca 3akAk(1'>= Ua 3.

Wir haben dabei der Kürze wegen :

Wir haben andererseits auf derselben Fläche :

(a2+ s) W (s) (b2-f s) W (s)
co
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gesetzt . Die Gleichungen (14) ergeben in erster Näherung, wenn wir
die ö enthaltenden Glieder vernachlässigen :

4 ai _ ^ a i 4 ai _ ^ a 2 a m __ ^ a 3
1 ~ Xo+ a*Pi ’ 2 Xo+ VK 3

In zweiter Näherung erhalten wir :

Ua x

Xo + c2p a

As ):

Zo+ a2P i
üa 0

b2Po

1 + aabc

1 4- aabc

3
- M |bo + a2pi

3 - M
■Xo+ b'ip 2

3
- M j\-Xo+ c2p3

As = +
Xo + «2 Zo + b'2P 2 Xo + c2P ,

184. Berechnung des Widerstandes.
Die Kräfte , welche die Flüssigkeit auf das Ellipsoid ausübt ,

hängen nur von der Bewegung in der Umgebung desselben ab. Ein
Vergleich zwischen den Formeln im § 11, S. 136—139 und den hier
entwickelten Formeln, besonders (12), zeigt , daß, von der veränder¬
ten Bedeutung von A/ P, A/ P abgesehen, die hier betrachteten Ge¬
schwindigkeitskomponenten sich nur durch konstante Glieder von
den dort gefundenen unterscheiden . Da konstante Glieder der Ge¬
schwindigkeitskomponenten bei der Berechnung der auf das Ellip¬
soid ausgeübten Kräfte ohne Belang sind, können wir das S. 139 ge¬
wonnene Ergebnis sofort auf unsere jetzt erhaltene Lösung über¬
tragen. Die Resultierende der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf das
Ellipsoid ausübt , hat die Komponenten :

— 16 jifxabcAf -P (j — 1, 2, 3) .

Die Größen %0 und Pf , welche sowohl in Oberbecks Widerstands¬
formeln wie in unseren Formeln vorkommen, sind Funktionen von
a , b, c , welche durch elliptische Integrale definiert sind . Von beson¬
derem Interesse sind diejenigen Fälle , in denen diese elliptischen
Integrale in einfachere Funktionen von a, b, c entarten . Dies trifft
ein, wenn das Ellipsoid Rotationssymmetrie um eine Achse besitzt .
Wir setzen in diesem Fall a = b und erhalten, wenn a = b < c :
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2a 2c c
*o= pr î lo gb +

c2— a2 (c2— a2)‘/j
2a 2c , I c i / c2 2a 2Q=

3 (c2— st2)’/. l0g \ st + f a2 1

Wir haben dagegen , wenn a = b > c,

2a 2c / l / a2 \
ô= p ^ i arctg( |/ j - 1),

Pi = = T̂ r -^ w. arctgl l/ 'i - 1
(0 2 _ C2)V. \ (/ c 2 ) st2 — C2 ’

2a 2 2a 2c
3 st2 — C2 ( st2 — c 2)*/ . 8

Der Widerstand , den ein Rotationsellipsoid erfährt , das sich parallel
der Symmetrieachse , der c-Achse , bewegt , ist also :

^ 16n /ia 2cU / 2aa 2c
N \ ' N

wo, wenn c > a ist :

2a 2c(2c2— st2) . lc i / c2 ; \ 2a 2c2

ist , und wenn c < a ist :

2a 2c2 2st2c(a2— 2c2) , / iAi 2 7\
N - äW + (s *- „■)•/. Mct e ( [/ ? - V ■•

Für c = a geben beide Formeln 2V= -| «2 und folglich :

W (ü > 0)

was mit dem S. 174 gefundenen Ergebnis übereinstimmt . — Für c = 0
findet man N = nac und folglich :

W= 16fiau (l + ~ ^ ) - (U > 0)

Das Ellipsoid kann in eine ebene Scheibe entarten , ohne daß
a = b ist . Stets können wir aber in diesem Falle e = 0 setzen . Wir
setzen :
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lim X° = *o* :
c —►0 ^

lim — = Pj * .
c — 0 C

Die Resultierende der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf die Scheibe
ausübt , hat dann die Komponenten :

lünfiaba -LU \K1=

k 3=

Xo* + a2P i*

16n /xaba 2U
Xo* + 62P 2*

16jiiuaba 3U

wobei :
M* =

Xo
2

1 - f- aab

1 + aab

1 -f - aab

Xo* + a2P *
M *

+

Xo
3

X°*

+

b2P *

M *

M *

Xo*+ «2P x* Xo* + b2P * Xo

Man sieht aus diesen Formeln , daß der mit U2 proportionale Teil
der Kraft im allgemeinen nicht senkrecht gegen die Scheibe ist . Sein
Betrag und seine Richtung hängen von der Orientierung des Ge¬
schwindigkeitsvektors in bezug auf die Scheibe ab . Die gegen die
Scheibe senkrechte Komponente jener Kraft hat den Betrag :

l6nfiaa 2b2a3U ( 3

Da : Xo Xo
— M *\ .

±P * ~b ^1 - J
r ds f sds b p * _ [ ds fJW(s)“J(a2+ s)W(s)’ a 2 J W(s) J (.b3+ s) W (s) ’

V V» U U

so folgt , daß wenn a > b ist , a2P 1* > b2P 2* ist . Wenn a > b ist , so
ist deshalb M * im Falle a±= 0, a2= cos # größer als im Falle a1=
cos d , a2= 0. Hieraus folgt wiederum , daß die gegen die Scheibe
senkrechte Komponente der mit dem Quadrate der Geschwindigkeit
proportionalen Kraft im „apteroid aspect“ (a2 = 0) größer als im
„pterygoid aspect“ (a1= 0) ist .

Wenn a — b ist , so können wir a , = 0 setzen und erhalten dann :
32 oa

K2= 0 .
oa

K3 = — 16fiaa 3C/ J1 + ~ (7 —a32)

Die gegen die Scheibe senkrechte Komponente der mit dem Qua¬
drate der Geschwindigkeit proportionalen Kraft verschwindet , wenn
a3 = 0 ist , d . h . wenn der Geschwindigkeitsvektor der Scheibe mit
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der Ebene derselben parallel ist . Sie nimmt den größtmöglichen Wert
an , wenn a3 = 1 ist , d . h . wenn der Geschwindigkeitsvektor gegen
die Ebene der Scheibe senkrecht ist .

In einer in mehrerer Hinsicht interessanten und wertvollen Arbeit
hat W. J . Harrison unter anderem auch den Widerstand berechnet ,
den ein elliptischer Zylinder erfährt , wenn er sich mit konstanter
Geschwindigkeit in einer zähen Flüssigkeit bewegt und wenn dabei
entweder die große Achse oder die kleine Achse des Querschnittes
mit der Bewegungsrichtung parallel ist . Er findet für den Widerstand
pro Längeneinheit im ersten Falle :

4jifA.UW,=
a -j- b — log T V°' (a + h)

Dabei ist U die Geschwindigkeit , 2a die große und 2b die kleine
Achse des Querschnittes , y hat den Wert 1,7811.

Wenn die Bewegungsrichtung mit der kleinen Achse des Quer¬
schnittes parallel ist , ist der Widerstand pro Längeneinheit :

4ji /j, U
W 2 =

log Jyo ' (a + b)

Wenn a = b ist , stimmen Wx und W2 mit dem von Lamb berech¬
neten Widerstand eines kreisförmigen Zylinders überein .

§ 19. Eine kleine Kugel und eine ebene Wand .
19 1. Einleitung . Die von der Kugel primär hervorgerufene

Strömung .

Wir sahen in § 12, 2, S. 143 wie man bei den Stokesschen
Gleichungen Probleme behandeln kann , in denen eine ebene Grenz¬
fläche vorkommt . Nach dieser Methode hat , wie in § 12 erwähnt
wurde , Stock eine genaue Berechnung des Widerstandes ausgeführt ,
den eine Kugel erfährt , die in einer von einer ebenen Wand be¬
grenzten zähen Flüssigkeit sich mit konstanter Geschwindigkeit in
einer mit der Wand parallelen Richtung bewegt . Faxen hat dieses
hydrodynamische Problem wieder aufgenommen , aber dabei die er¬
weiterten Stokesschen Gleichungen zugrunde gelegt . Seine Methode
ist die in § 13 dargelegte . Zuerst wird die in § 16, S. 168 gegebene
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Lösung des Problems der Kugel derart umgeformt , daß die Geschwin -
digkeitskomponenten und der Druck durch Doppelintegrale dar¬
gestellt werden , in denen die Koordinaten xv x2, xz des Aufpunktes
nur im Exponenten , und zwar linear , vorkommen . Faxen benutzt ein
Bezugssystem , dessen â -Achse in die Bewegungsrichtung fällt . Er
schreibt die Geschwindigkeitskomponenten der durch die Kugel primär
eingeprägten Strömung in der Form — U<5;1 + u, wo :

Uj = 2otf >1<5,-1-f (# ! + P ) , P = (! )

0y = C + (2>

o fl r)2 ) 1

' - 3 ^ dxy + ^ öx ^ rR- W
P = - c

Hier ist :
aau 1

C = ~2q ~ 1 - faa ' * ( )
Cy ist eine Konstante , deren Betrag ohne Belang ist .

19 2. Integraldarstellung der Funktionen 0 Xund P .
Für die Funktion 1/R haben wir in § 13 die Darstellung gefunden :

+ ®

— — f s e {(a1x1-t-a2z1)—>tlx 1l ^ a l ^ a 2 /g ,R2nJJ x w
— CD

R2 = Xy + x2 + xz , R 0 , x = fa 12 + a22.

Um eine entsprechende Darstellung für die Funktion :
ß—o*R—oxl

R

zu finden , gehen wir von dem Integrale :

J ~^ / / / ajwlo »)00

aus . Da dieses Integral für reelle x, unbedingt konvergent ist , so
haben wir :

, . „2 r r r
J =

2„ 2sJU (a1* + a2) da i da 2da2

i_js’sjê dâ da3_jjj _£n _daidatda^'_ lim
x -»« 2n2

0 < aj 2 < A 2



192 § 19. Eine kleine Kugel und eine ebene Wand

Die beiden Glieder innerhalb der Parenthese haben bei A -*■oo be¬
stimmte Grenzwerte . Wir haben in der Tat :

A .-r

sss dalda2daz=2jij daj'e'aBcosa sin ftdft—
0 < a j < A * 0 a = 0 & = 0

(aR )in f sin (c
R J a

da .

2n 2
Integrales ist also

Wir haben ferner :

J JJ ay + !a2dai da2da3 = f j + aa2J e*'“ÄC0S<>sin&d$ =

Der Grenzwert dieses Integrales ist also R

0 < af < A* a = 0 i? = 0
A

in sa sin (aR )
R da .

er +- o

Wir lassen jetzt A ins Unendliche wachsen . Das Integral , welches
wir zuletzt bekommen haben , nähert sich dabei einem endlichen Grenz¬
werte , den wir am einfachsten durch komplexe Integration berechnen .
Wir erhalten so : „ „

R
und haben also schließlich :

1 p — o ' R

J - — R —

Wir können andererseits , wegen der unbedingten Konvergenz des In¬
tegrales J , den Wert desselben in der Weise berechnen , daß wir zu¬
erst die Integration in bezug auf a3 ausführen . Wir können dabei
komplexe Integration anwenden , indem wir , wenn x3> 0 ist , den In¬
tegrationsweg in der komplexen a3-Ebene nach oben schieben , da¬
gegen wenn a;3< 0 ist , nach unten . Wir erhalten so, indem wir be¬
achten , daß der Integrand von J die singulären Punkte :

a3 = + G,/a12 + a22 = + ix , a3 = + i â 2 + a22 + o2 - + iX*
hat : _j_oo

J = fe <(atxi+ a2x2>—*W da i da z —2nJ J x
— oo

+ co

— s fe ' («l *1+ 02*2) —l * l»3l da .l da ? .2nJ J X*



193. Berechnung der von der Wand zurückgeworfenen Strömung 193

Da das erste Glied rechts nach (5) den Wert 1/R hat , so folgt
wegen (6) : + ^

e —o' r Iss . . , 1 , da , da 9
-- = I I e *(Ol3'l + «2*2) — - i -

R 2 nJ J X*

Wir sehen aus dieser Formel , daß :

- ±sj *

+ »
ß —o'R —<7*. J ff . dctidoio__ = I ei [(ai + lv )Zi+ “2*2] —** l*3l 1- 2

R 2a J J X* ’

also , wenn wir rechts a t + *'o statt ax als Integrationsvariable be¬
nutzen und diese Variable wieder mit «, bezeichnen :

t- 03

g —a' R —ax l Iss -, , , , i , dcLiddo , r, s- = I I £*(«1̂ 1+ «2̂ —̂ 1̂ 1 ±- * . (7)Ä 2?r c/ «/ 1
Hier ist :

X = iV + a 22 — 2ioet 1.

Mit Hilfe der Beziehungen (5) und (7) können wir 0 , und P
durch Integrale darstellen :

*

0 X= —̂ JJ ~ ei(a'x'+ a2Xi)~ AI*31 dd xdd 2,
CO

+ 00

P — _ s s ^ ê a^ + a^ 2) - x \^ \da *da 99Zn J J x
— CO

wo : ,

gt = cjl — ca 2 • fctj + (— + cj ö2«4 • (i «j )2! ,
2

»2 = — C 1 -- Ost2 • ia x -)- cxo2st4 • (ids )‘o

193 . Berechnung der von der Wand zurückgeworfenen
Strömung .

Der jetzt folgende Teil unserer Untersuchung ist die Berechnung
der von der Wand x3= — f erzeugten , zurückgeworfenen Strömung .
Für diese Strömung kann man den folgenden Ansatz machen :

/ d0 „* \ dl Ö0 „*
V = 20 (0 ^ , + öi3) + ö- (0 / + p * + ^

dP *

i3 Oseen , Hydrodynamik
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+ C0

0 * = J- ff ?4l ay.aÄei(«.*.+*,*,)- a(*,+2f)da, da2,JiTZJ J a— oo
+ 00

p * = $ kf i 2- eHa' xi+ a,x,)~ *(x,+ 20da i da 2’
CO

+ CO

0 * = 2~ sß 9- aj -â e<(o‘*■+ a>*•>- « T*+ 2
00

Die Bedingungen u * = — Uj für xS= —£ ergeben:

(A+ *)2 A(2 + x) , , 3
s, = - 9„

19±iL ) .
■ zoüjX

Wegen des singulären Punktes ctx= 0 sind die Integrale , durch
welche wir die Funktionen P * und 0 , * darstellten , divergent . Wir
definieren P* und 0 2* als die Cauchyschen Hauptwerte der Integrale ,
welche wir zur Darstellung derselben benutzt haben.

19 4. Resultierende Kraft auf die Kugel .
Durch unsere Formeln ist die Berechnung der einmal zurückge¬

worfenen Strömung im mathematischen Sinne erledigt. Um die er¬
haltenen Formeln hydrodynamisch zu verwerten, ist man aber auf
ein eingehendes Studium der Integrale angewiesen, durch welche 0j *,
P * und 0 2* definiert wurden. Wir werden hier nicht auf diese kom¬
plizierten Fragen eingehen. Wir begnügen uns damit , die Ergebnisse
von Faxen mitzuteilen . Wir bemerken, daß Faxen nicht nur die oben
bestimmte , einmal zurückgeworfene Strömung, sondern auch die dop¬
pelt zurückgeworfene Strömung berechnet hat . Er findet für den
Widerstand gegen die Bewegung der Kugel :

w Gn/iiaU
i 3 ; 9 a / a \ s 45 / a \ « 77® ? ’

4 a° 8 2C * (of ) + \2C/ 16 \2c ) \2f )
Hier ist :

, , , 4 23 , 16 , 317 „ 8 _
X ( x ) = l - 3 * + -i6 * 2 - - 9 - * 3 + 864 * 4 + 9 * 5 -

25 i
24

i Yx
log V

(y = 1,781070 ).
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Für %(x) hat Faxen die folgende Tabelle berechnet :

195

X /Ax) X Z(z ) X / (*) X y. (x)
0 1 0,30 0,6978 0,8 0,4277 3 0,0873

0,05 0,9367 0,35 0,6608 0,9 0,3925 4 0,0479
0,10 0,8796 0,40 0,6265 1,0 0,3603 5 0,0262
0,15 0,8276 0,5 0,5660 1,5 0,2390 10 0,004
0,20 0,7804 0,6 0,5137 2,0 0,1692 18 - 0,0016
0,25 0,7370 0,7 0,4680 2,5 0,1195 00 0

Die Widerstandsformel ist gültig , wenn a2a2 und «6/ £6 neben 1
vernachlässigt werden können .

Die Resultierende der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf die Kugel
ausübt , hat auch eine gegen die Wand senkrechte Komponente . Sie
strebt die Entfernung der Kugel von der Wand zu vergrößern und
hat den Betrag : g

27 a '
~ 16 7
137

^ n /xaU ■a' a
1

Hier ist :

t (o' f ) = 1

+ ■■ log

' 3 £3 _

ya ' C

288 0 ' 4f4 _ 8 /5£5 +

Faxen findet ferner , daß die Kugel , wenn sie um ihren Mittelpunkt
frei rotieren kann , die Drehgeschwindigkeit :

3 Z7 a4 / 3a\
W= 32a"C4l 8CJ

hat . Die Drehachse und die Drehrichtung sind dieselben wie in dem
Falle , daß die Kugel die ebene Wand berührt .

Wenn man in der Widerstandsformel o' C und a / £ so klein an¬
nimmt , daß a' C■a ' a und a3/ £3 neben 1 vernachlässigt werden können ,
wird das Glied — -sau ' im Nenner von W durch das zweite Glied der
Entwickelung von %(o' £) aufgehoben , und wir erhalten annähernd :

W — 6nu .aU „ 9 a

1 —

Dies ist die von H . A. Lorentz aufgestellte Widerstandsformel , welche
wir im 12. Paragraphen , S. 142, abgeleitet haben . Sie ist also gültig ,
wenn die Kugel sich in genügender Nähe der Wand befindet und wenn
der Radius und die Geschwindigkeit derselben genügend klein sind .

13*



196 § 20. Eine Kugel in einer Röhre

§ 20. Eine Kugel in einer Röhre.
20 1. Einleitung.

Integraldarstellungen für die Funktionen , und

Das Problem , den Widerstand zu berechnen , den eine Kugel er¬
fährt , die sich mit konstanter Geschwindigkeit längs der Achse einer
mit einer zähen Flüssigkeit gefüllten Röhre bewegt , hat als erster
Ladenburg in seiner Dissertation in Angriff genommen . Er legte seiner
Berechnung die Stokesschen Differentialgleichungen zugrunde . Faxen
nahm das Problem wieder auf . Er zeigte , daß man durch eine verhält¬
nismäßig geringe Abänderung der von Ladenburg gegebenen Formeln
die den erweiterten Stokesschen Differentialgleichungen entsprechende
Lösung des Problems erhalten kann . Der Ausgangspunkt von Faxen
ist die S. 191 (1)—(3) gegebene Darstellung der Bewegung , welche
eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum erfüllenden Flüssigkeit
erzeugt . Für die Funktion :

benutzt er zunächst die Darstellung (19, 7) S. 193, führt sie jedoch
durch Ausführung der Integration in bezug auf a2 in eine Form über ,
welche die Symmetrie des Problems in bezug auf die Achse des Rohres
zum Ausdruck bringt . Wir setzen :

ix 22 + x32 = r , ix 2 = r sin hyp (ff ), |x3J= r cos hyp (i f ).
Wir setzen ferner :

und geben dabei der Wurzel ein solches Vorzeichen , daß der reelle
Teil derselben positiv ausfällt . Wir erhalten :

+ ®

R

a2 = l'ctj2— 2ioa l sin hypf ,

e « (« ■*■+ <*2*2) — *̂ l % l

- 00

— 00 — 00CD - 00

—j—00 -f- 00

Das zweite Integral in der letzten Formel definiert eine Hankeische
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Zylinderfunktion , und zwar hat man * :
-f »

J e—rVV- aia«, cos hyp«- ,f)dt = — niH ? (— ir fi 12^ 2ioa 1).
— 00

Wir haben also :
+ CD

g — a R — ax x

R = eia>x' H2°(— ir ^a12 — 2iaa 1) da v (1)

Ein spezieller Fall der Beziehung (1) ist die Formel :
+ »

Jt = ~ $ s eiaiX,H2°(—ir \a1\)da 1.
— 00

Man erhält sie aus (1), indem man a = 0 setzt .
Aus den Formeln (1), (2), (3) S. 191 folgt jetzt :

„1=2«01+A (0i+P), ?_a„s+s %=_i _(0i+P)i
dP

r ~ eU di 1’
+ »

(l}i = — jsffi e<ai*,H2°(—ir / a12— 2ioa 1) da1,
— 00

— 00

P = —~ sg 2eia^ H2°(—ir \a1\)da1.

(2 )

(3 )

(4)

g1 und g2 haben die S. 193 angegebenen Bedeutungen .
Umgekehrt kann man sofort verifizieren , daß diese Ausdrücke den

Stokesschen Differentialgleichungen genügen , wenn man nur die Tat¬
sache benutzt , daß die Hankeische Zylinderfunktion / / 2(0)(— ix ) der
linearen Differentialgleichung :

S + = ° <6>
genügt . Hieraus erhellt sofort , daß wir eine neue Lösung der erwei¬
terten Stokesschen Gleichungen in der Weise erhalten können , daß wir
in (2) — (4) H2°(— ix ) durch eine andere Lösung der Gleichung (5) er¬
setzen . Eine solche Lösung ist die Funktion :

x2m
. J° (— ix ) = ^̂ 022m(m !)2

* Vgl. N. Nielsen, Handbuch der Zylinderfunktionen. S. 128.
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20 Ansatz zur Lösung- des Problems.
Wir benutzen diese für alle * -Werte reguläre Lösung von (5) in

unserem Ansatz für die Bewegung , welche durch die Reflexion der
Strömung (3) in der zylindrischen Wand der Röhre erhalten wird .
Wir setzen für die zurückgeworfene Strömung :

wobei wir uns vornehmen , g3 und gl so zu bestimmen , daß die Inte¬
grale konvergieren .

Die Bedingungen «, + w,* = 0, q + q* = 0 an der zylindrischen
Grenzfläche , etwa für r = l, drücken g3 und gt als lineare , homogene
Funktionen von </, und g2 aus . Die so erhaltenen Ausdrücke erfüllen
die oben erwähnte Bedingung . Die Berechnung der von der Wand zu¬
rückgeworfenen Strömung ist damit in mathematischem Sinne erledigt .

Die weitere Aufgabe ist jetzt , aus der gefundenen Lösung den Wider¬
stand gegen die Bewegung der Kugel zu berechnen . Wie oben erwähnt
wurde , hat Ladenburg diese Aufgabe für den Fall a = 0 gelöst und
Faxen für den allgemeinen Fall , wo a einen von Null verschiedenen
Wert hat . Auf die Berechnungen , welche zur Gewinnung der Wider¬
standsformel notwendig sind , wollen wir hier nicht eingehen . Wir be¬
gnügen uns damit , das Ergebnis mitzuteilen .Faxen findet für den Wider¬
stand einer Kugel , die sich mit der Geschwindigkeit U längs der Achse
einer zylindrischen Röhre mit dem inneren Radius l bewegt , unter
Voraussetzung , daß o'2«2, o' a ■a2//2 und aG/le>gegen 1 vernachlässigt
werden können :

— Oc

+ *

20 3. Die Widerstandsformel.

W = Qjcfia U
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2 j« SA[«7°(— i | a j) — J° (— il )f l
aAJ °{— i | a |)<7°(— iX) \ da '

l = — 2ixa ,
A = U° ' (— i | a !),/ «(— il ) - | a jJ° (— i \a \)J° ' (- il ).

Eine Reihenentwickelung der Funktion L (a' l) ergab :

Die Widerstandsformel zeigt , daß das Glied —f aa ' im Nenner für
kleine Werte von a' l vom zweiten Gliede in der Entwickelung von
L (a' l)aufgehoben wird .Eine Prüfung der erweiterten Stokesschen Wider¬
standsformel durch Messung der Fallgeschwindigkeit einer Kugel längs
der Achse einer vertikal gestellten , von einer zähen Flüssigkeit erfüll¬
ten Röhre ist also nur dann möglich , wenn der innere Radius der
Röhre so groß ist , daß es nicht erlaubt ist , die Entwickelung von L (a' l)
nach dem zweiten Gliede abzubrechen . Wie Faxen hervorgehoben hat ,
ist diese Bedingung bei zwei Messungsreihen von Arnold erfüllt , und
bei diesen Messungen ist der Einfluß des Gliedes — feto ' deutlich zu
sehen *.

§ 21. Zwei Kugeln in einer Flüssigkeit .
21 1. Einleitung .

Die Theorie von Snioclmlowski nach § 14 .
Wir haben im 14. Paragraphen eine Untersuchung von Smolu -

chowski kennen gelernt , in welcher er die Kräfte untersucht hat ,
welche zwei Kugeln , welche sich mit derselben konstanten Geschwin¬
digkeit in einer zähen Flüssigkeit bewegen , durch die Vermittlung

* Nach Experimenten , die in Leipzig unter der Leitung von Prof . Schiller
ausgeführt worden sind , stimmt das Widerstandsgesetz (11) in § 16 noch bei a a = 0,25
bis auf ein Prozent mit den Messungen überein . Vgl. Geiger und Scheel , Handbuch
der Physik . Bd. 7, S. 111.

Hier ist :

CO

L (a' l) = 2,104 — fo ' f + • • •

Eine numerische Berechnung ergab :

L (0) = 2,104, L (0,5) = 1,76, L (l ) = l ,48, L (2) = l ,04,
L (5) = 0,46.
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dieser Flüssigkeit auf einander ausüben . Wenn wir die Geschwindig¬
keit der Kugeln J7 nennen und wenn wir die xx-Achse mit der Rich¬
tung derselben parallel legen , so können wir das in § 12 gewonnene
Ergebnis so ausdrücken , daß auf die Kugel 1 mit dem Mittelpunkte
cKjW, x2(l\ xa(X und dem Radius a1 eine Kraft wirkt , deren Kompo¬

nenten : _ 6njuai U {6ki _ {k = i ; 2, 3)

sind , während auf die Kugel 2 mit dem Mittelpunkte sc/ 2), x^2\ x3(i>
und dem Radius a2 die Kraft :

— 6jx{xa 2 V (d kl — UfiiaPV ))
wirkt . Die Größen U(kl , U(fl sind dabei durch die Annahme definiert , daß

u“d pw- nsr ,
wo VjP-'i und vk{2) willkürliche Konstanten sind , Lösungen der Sto-
kesschen Differentialgleichungen sind , welche den Nebenbedingungen :
für rx2= (Xj— XfW)2= (iy : u/X)= vf l\ lim uf x = 0 ;

Ty—y cobzw. :
für r22= (xj — xp >)2= a22 : uf 2'»= v/ 2), lim m/ 2)= 0u -»»
genügen .

Die hier gegebene Lösung des Problems von Smoluchowski ist
nur bis auf Glieder von den Größenordnungen a-f /r2 , a 2/r29(r2 =
(x/ 1) — x/ 2))2) richtig .

21 2. Neue Lösung
auf Grund der erweiterten Stokesschen Gleichungen .
Wenn wir das Problem von Smoluchowski unter Zugrundelegung

der erweiterten Stokesschen Differentialgleichung statt der von Stokes
selbst benutzten Differentialgleichungen lösen wollen , haben wir nur
in der oben gegebenen Vorschrift zur Lösung des Problems die Worte
„ Stokesschen Differentialgleichungen“ mit „erweiterten Stokesschen
Differentialgleichungen“ zu vertauschen .

Die Werte der Größen TJk\ , Ufl können wir jetzt aus (16,5) S. 168
entnehmen . Wir erhalten unter Vernachlässigung von Gliedern von den
Größenordnungen o,2/r22, «2/r2., , o' ax, a’a2:

U$l (XM) = |̂ ri2
3 d 1— e~ a m— *i“’)
4 ttl d xk(-2'> or 12 ’
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Ufi (a*1)) = | - 2 e— '»■- - «<W°- * “ >d lt —
“ r 12

3 Öl — g—or I3—a(x1(" —x,‘1')
~7 Q/n
4 2dx ^ or 12

Auf die Kugel 1 wirkt also eine Kraft mit den Komponenten :

9 0 — ° > , a— « W - *i‘” )

— ön /ua -L Ud + -̂ n /xa ^ U -- ö t i —ri2
9 Tr % (2) — * *(1) 1 — ( 1 + o ' r 12)- - npa ^ U -- --
4 12 12

Die Kraft , welche auf die Kugel 2 wirkt , erhält man durch Ver¬
tauschung von xf x\ xf l ) sowie von ay, a2.

21 3. Diskussion der neuen Lösung .
Wir sehen aus unserer Formel , daß die Kraft , welche eine Kugel

durch Vermittlung der Flüssigkeit auf die andere Kugel ausübt , sich
in zwei Teilkräfte zerlegen läßt . Die erste Teilkraft hat dieselbe Rich¬
tung wie die Geschwindigkeit und kann also als eine Abschwächung
des Widerstandes gegen die Bewegung der Kugel aufgefaßt werden .
Die zweite Teilkraft fällt in die Richtung der Verbindungsgeraden
zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln . Die erste Teilkraft
hat für die Kugel (1) den Betrag :

9 g—n' rla—ctOc,'1’—£,<*>)

und folglich für die Kugel 2 den Betrag :
9 e~ o'm —®Cn<!>—

— 71IX stj « 2 V ---
■“ ' 12

Wenn wir U > 0, x^ > annehmen , so hat der erste dieser beiden
Ausdrücke stets einen kleineren Wert als der zweite . Die Abschwächung
des Widerstandes ist also für die vorangehende Kugel stets kleiner als
für die nachfolgende Kugel . Die vorangehende Kugel hat mit anderen
Worten stets einen größeren Widerstand zu überwinden als die nach¬
folgende Kugel .

Wir gehen zur zweiten Teilkraft über . Längs der Verbindungs¬
geraden zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln , in der Rich¬
tung von der Kugel 2 nach der Kugel 1, wirkt auf die Kugel 1 eine Kraft :

9 TT1 — (1 + o' r12)e~~»'m — Xi“)
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und auf die Kugel 2 eine Kraft :

9 _T1— (1 + o' r, , )e- »'r.*+ «Oia>- V2>)
—- nua , a2U - — !- --

2 or \„

Wir nehmen wieder an , daß U > 0, ^ Xj(2) ist . Da unter diesen
Umständen a > 0 und :

(1 + o' r 12) e~ a' r" < 1, e~ " Cn“’—*i'”) < 1

ist , so hat der erste der beiden Ausdrücke sicher einen positiven Wert .
Wir sehen hieraus , daß die längs der Verb indungsgeraden wirkende
Kraft auf die vorangehende Kugel stets den Charakter einer Abstoßung
von der nachfolgenden Kugel hat .

Der Ausdruck :
1 — (1 + o'r12) e- °'r**+ '’<**‘l’- *.'I>)

’ <̂ T

kann sowohl positive wie negative Werte annehmen . Er ist negativ ,
wenn a > 0 und :

1 + o/r12< e°'r“—®(l i<1>—
positiv , wenn a > 0 und :

1 + a'r12> e°' rii—»f*1“’—

Die längs der Verbindungsgeraden wirkende Kraft auf die nachfolgende
Kugel kann also sowohl den Charakter einer Abstoßung wie den Cha¬
rakter einer Anziehung von der vorangehenden Kugel haben . Wenn
U > 0, > x/ 2\ = x2<2\ x3V = x.f 2\ wenn also die nachfol¬
gende Kugel genau hinter der vorangehenden folgt , so ist die Kraft
eine Anziehung . Wenn dagegen x^ = *1(2)ist , so ist sie eine Abstoßung .

Wenn o' r l2= n U \r12/2fi eine kleine Größe ist , können wir an¬
nähernd :

e—o' r„ + oW ’—*,'*’) = 1; 1 _ {- Ai + »(*r —*i“ ) =

a' rn ± a (aa1(1:)— x / 2))
•

setzen . Wir kommen in dieser Weise zu den in § 14 mitgeteilten , von
Smoluchowski aufgestellten Sätzen zurück . Die Voraussetzung für die
Gültigkeit dieser Sätze ist also , daß a' r12 eine kleine Größe ist .
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§ 22 . Zusammenstellung
der mitgeteilten Widerstandsformeln .

22 1. Stationäre Bewegung. Die Stokesschen Gleichungen.
W = Widerstand , Kj (j = 1, 2, 3) = Komponenten der Resultieren¬

den der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf den Körper ausübt .
1. Eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum erfüllenden Flüssig¬

keit . Formel von Stokes . § 9. a = Radius , V = Geschwindigkeit

der Kugel . W =

2. Ruhende Kugel in einer in beliebiger stationärer und regulärer Be¬
wegung begriffenen Flüssigkeit . Formel von Faxen . § 9. = Ge¬
schwindigkeitskomponenten der Flüssigkeit bei Abwesenheit der Ku¬
gel, -p(r'>= der Druck in derselben , a = Radius der Kugel , P (0) der
Mittelpunkt derselben .

Id p(rA
\ dxjji

3. Ein Ellipsoid in einer sonst den ganzen Raum erfüllenden Flüssig¬
keit . Formeln von Oberbeck . § 11. a, b, c = Halbachsen . Uj = Ge¬
schwindigkeitskomponenten des Ellipsoides , U1 längs der a-, U2 der
b-, U3 der c-Achse .

W(s) = )/(«2+ s) (b2+ s) (c2+ s).

f ds f dsy„ = abc ... , , P . = abc . „ , T„ rv usw.M J W s 1 J (a2+ s)lF (s)

„ 1&7i/xabcU l \ %7i[xabcü 2
1= " *o+ a2P l ' «= “ Xo+ b*P 2 ’

j . lGn /uabcU 3
3= - Xo+ c2P

Eine Kugel in einer außerdem von einer ebenen Wand begrenzten
Flüssigkeit . Formeln von H . A. Lorentz . § 12. xxa;2-Achsen in der
Grenzebene . x3 > 0 in der Flüssigkeit . x3m = Entfernung des Mit¬
telpunktes der Kugel von der Grenzebene , a = Radius . Uj = Ge¬
schwindigkeitskomponenten der Kugel .

K, = - Gnjia U, ( l + ^ JL ) , K2= - Snpa U2 ( l + A JL ) ,

K3= - 67i,j,aU 3(l + ? x ®0)
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5 . Eine Kugel zwischen zwei parallelen ebenen Wänden . Die Geschwin¬
digkeit der Kugel den Wänden parallel . Formeln von H . Faxen .
§ 13. a = Radius . U = Geschwindigkeit der Kugel . lv l2 = Entfer¬
nungen des Mittelpunktes der Kugel von den Wänden .
a) 1/2 — — l .

w 6n /uaU'' - - —•

1 - 1,004 j + 0 ,418 ^ - 0 ,169 ^
b) Z2 = 3Zi :

Gn/iaUW

1 - 0 ,6526 y + 0 ,1475 ~ - 0 ,131 ^ - 0 ,0644 ~n h n *i
c) Mittlere Geschwindigkeit einer Kugel , die zwischen zwei senk¬

rechten , parallelen , ebenen Wänden fällt . Siehe S. 155 .

6 . Zwei Kugeln in einer sonst unbegrenzten Flüssigkeit . § 14 . av a2
= Radien , Uv U2 = Geschwindigkeiten der Kugeln , r12= Entfer¬
nung zwischen den Mittelpunkten derselben , § = Winkel zwischen
der gemeinsamen Bewegungsrichtung beider Kugeln und der Ver¬

bindungslinie zwischen den Mittelpunkten derselben (o < {} < j .
a) Formeln von M. Smoluchowski . U1 — U2 = V .

W2= 6 W C/ ( l - | ^ ) .

Außerdem wirkt auf beide Kugeln in der Richtung vom Mittel¬
punkte der hinteren Kugel zum Mittelpunkte der vorderen Kugel
eine Kraft : 9

- n [i ( öj a., — — .
12

b) Formeln von H . Faxen . # = 0 :

Wx — Gn[xa l U1jl
9 a1a2
4 T , 2' 12

1 ( 3 3 , 81 2 2•4n _L n n *

C rr I 3 a2 1 / 1 2 , ^ 2 x 3 \ |
Gnna xU2j ^ 2 «i2«2 + -^ «i «2“ — °s ) +

I ^ ® a S a 2 l ~ ^ 3 a 2 st 3l
7 ^ 5 st l 2 + ^ 12 ' 12

W2 wird aus Wt durch Vertauschen von ar und a2, U1 und U2
erhalten .
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c) Formeln von H . Dahl . ax= a2= a, ft = 0.

W1= 6jtfiaU 1{1 + 9a;2 + 93a;4 + 1197a;6 + 19821a;8 + •••}—
— 6ji (iaU 2{3x + 19a:3 + 387a:5 + 5331a;7 + 76115a:9 + •••}

a
* = 2^ '

W2 wird aus Wx durch Vertauschen von U1 und U2 erhalten .

d) Formeln von M. Stimson und 6 . F . Jeffery . al = «2= a, Ul =
= Z7, = ü , fi = 0 :

W1 = W2 = G7i/iaUl
4 . , w(w+ l ) 4sinh 2(w+ ^)a —(2w + l )2sinh2a
3 “-4i (2n —1)(2» + 3) 2sinh (2w + l ) a + (2w+ l )sinh2a

cosh a = T~ .
2 a

Tabelle für l siehe S. 162.

22 2. Stationäre Bewegung.
Die erweiterten Stokesschen Gleichungen.

Bezeichnungen wie oben . Außerdem :

Uj = Ua.j, Z7i> 0, öy2 = 1, o = qU/2/i .

1. Eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum füllenden Flüssigkeit .
Formel vom Verf . § 16. a = Radius , U = Geschwindigkeit .

W = ßjifiaU \ l -T-ao

2. Ein Ellipsoid in einer sonst den ganzen Raum füllenden Flüssig¬
keit . Formeln vom Verf . § 18. Vgl. oben S. 187—189.

Ki — — 16nfiabcUa 1
Xo+ a2p i

k 2= - IGn/xabc Ua2
Xo+ b2p2

k 3 = — lGnfiabc Uas
Xo+ e2p 2

1 + aabc
Xo+ a2p i

3

+

X0 + b2P 2

3
Xo c2P,

M

M

M
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Spezielle Fälle :
a ) a = b < c.

2st2c l c "i / c2
zo ~ ^ iog ( ä + y a2

p ^ = p , =
(c 2 - a 2) i + jß 3

b ) a = b < c :

2a2c

P , =

/ st2 — I

2 st2

arctg
y£ -

p ' - irctg ( y ? “Ä ’

vf - o-
2st2c

77 — ITT. arctg(st2— c2) 1

3. Ein Kreiszylinder in einer sonst unbegrenzten Flüssigkeit . Formel
von Lamb . § 17. y — 1,7811, a = Radius , Z7= Geschwindigkeit des
Zylinders .

4ji [x VW pro Längeneinheit =
i — log ost)

4. Ein elliptischer Zylinder in einer sonst unbegrenzten Flüssigkeit .
Formeln von Harrison . § 18. a, b = Halbachsen des Querschnittes ,
Z7X, V2 = Geschwindigkeitskomponenten des Zylinders längs der
Hauptachsen .

Kj pro Längeneinheit =

/v2pro Längeneinheit = —

in /x U1

— \ - logst + b

4n

— ya {a + b)

[X L 2

—~~T — logst+ b
1 , J

— ya (a + b)

5. Eine Kugel in einer außerdem von einer ebenen Wand begrenzten
Flüssigkeit . Formeln von H . Faxen . § 19. Geschwindigkeit der
Kugel , U, parallel der Wand . a = Radius , £ = Entfernung des
Mittelpunktes der Kugel von der Wand .
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ftnfiaUIV =
, 3 9 a

4 an8 2C
4 23 16 317 8

z (* ) = 1 _ __ X + _ * 2 _ _ * 3 + _ _ X4 + _ * 5 _

(25 1 yx
I24 ) g 2 '

Tabelle für %(x) siehe S. 195.
Außerdem wirkt auf die Kugel eine Kraft , welche die Entfer¬

nung f von der Wand zu vergrößern strebt . Sie hat den Betrag :

9 t (aC) '
-Q-nflau ■aa - —27 a ’

— 16 J
wo :

/ x , 11 9 8 « 137 . 8 (175 I , / I \
r (x) = 1 _ _ a:2-|- — oj3—— *4 _ *s + [— jlog (—yatj ,

y = 1,781070 .

6. Eine Kugel in einer Röhre . Die Kugel bewegt sich längs der Achse
der Röhre . Formel von Faxen . § 20. a = Radius der Kugel , ^ in¬
nerer Radius des Zylinders , U — Geschwindigkeit der Kugel .

jy _ Gn/uaU

1 — Y aa ~ T L ('al ) + 2,09 F ~ 0,95 °¥

Numerische Werte der Funktion L s. S. 199.

7. Zwei Kugeln in einer sonst unbegrenzten Flüssigkeit . Beide Kugeln
bewegen sich mit der konstanten Geschwindigkeit U in der Rich¬
tung der positiven â -Achse . § 21. Formeln vom Verf . av a2 = Ra¬
dien , ztyd), (j —1, 2, 3) Koordinaten der Mittelpunkte , r12= Ent¬
fernung zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln . Auf die
erste Kugel wirkt in der Richtung der xx-Achse eine Kraft :

K 1<1>= - 6n /aa , U ( l - J ^ ,+ V” - *.">)) .V 4 r12 I

Auf die zweite Kugel wirkt eine gleichgerichtete Kraft :
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Außerdem wirkt auf die erste Kugel eine Kraft , welche dieselbe
Richtung hat wie der Vektor vom Mittelpunkte der zweiten Kugel
zum Mittelpunkte der ersten Kugel und deren Betrag :

^ U {1 - (1 + ar
or 12

ist . Auf die zweite Kugel wirkt eine Kraft , welche die entgegen¬
gesetzte Richtung hat und deren Betrag :

- n /i ^ p U\1 - (1 + or n )<r- Ar„+ *,
orJ2

ist .

22 s. Nicht -stationäre Bewegung ,-.

Eine Kugel bewegt sich in einer sonst unbegrenzten Flüssigkeit .
Die Bewegung ist stetig und fängt bei t — 0 an . Formeln von Boussi -
nesq . § 10. a = Radius , Uj{t) = Geschwindigkeitskomponenten der
Kugel , v = h / q.

a_ f dU f(tM) dm |
jnv J dm ft — m 1’o

2 idUAt ) „
K f = — — jiQ a 3 _ 6 nji a j U f (t ) + j
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