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Zweiter Teil.

Die Randwertaufgaben.






Einleitung.

Mit Hilfe der im ersten Teile entwickelten Formeln ist es maoglich,
die Bewegung einer ziahen unzusammendriickbaren Fliissigkeit zu be-
rechnen, wenn man annehmen darf, dal diese Fliissigkeit den ganzen
Raum ausfiillt und in unendlicher Ferne ruht, und wenn entweder die
Bewegung stationiir, d. h. von der Zeit unabhingig ist oder auch in
einem bestimmten Momente, etwa fiir £ = 0, bekannt ist. Jene Pro-
bleme sind aber nicht diejenigen, zu welchen die wirkliche Bewegung
einer zihen Fliissigkeit Anlafl gibt. Diese Probleme haben einen anderen
Charakter. Eine wirkliche Fliissigkeit hat stets eine Begrenzung, die
iibrigens aus einer oder mehreren, festen oder bewegten Grenzflichen
bestehen kann. Wir nehmen an, dal} die Fliissigkeit an diesen Grenz-
flichen haftet, so dafl die Bewegung der Grenzflichen die Bewegung
der auflersten Schichten der Fliissigkeit bestimmt. Wir bezeichnen mit
U;( = 1, 2, 3) die Komponenten der Geschwindigkeit eines Punktes
einer Grenzfliche. Das mathematische Problem, zu welchem die
wirkliche Bewegung einer zihen Fliissigkeit AnlaB gibt, be-
steht dann darin, eine Losung der hydrodynamischen Glei-
chungen I, IT oder III zu finden, welche an den Grenzflachen
den Bedingungen u;= U;(j = 1, 2, 3) geniigt. Wenn die Bewegung
nicht stationir ist, kommt noch die Bedingung hinzu, daB in einem
gewissen Momente, etwa fiir £ —= 0, die GroBen u; in dem von der
Fliissigkeit erfiillten Bereiche bestimmte, vorgeschriebene Werte an-
nehmen sollen. Jene Werte miissen jedoch der Kontinuititshedingung
geniigen. Die Methode zur Losung dieses Problems, die wir zur Zeit
besitzen, ist wieder die Methode der sukzessiven Anniherungen. Sie
erfordert in erster Linie die Losung des linearen Problems, das man
durch Weglassen der quadratischen Glieder erhilt. So werden wir zu
den Problemen gefiihrt, die man die hydrodynamischen Rand-
wertaufgaben nennen kann. Wir werden uns im folgenden mit
speziellen Fillen beschiftigen, in denen man die hydrodynamische
Randwertaufgabe exakt oder annihernd lésen konnte. Zwar gibt es
auch allgemeine mathematische Untersuchungen iiber die hydrodyna-
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mischen Randwertaufgaben. Sie sind aber noch nicht so weit gefordert,
daB sie Bedeutung fiir die Hydrodynamik gewonnen hitten. Wir gehen
deshalb hier nicht auf diese allgemeinen mathematischen Probleme ein.
Im ersten Kapitel behandeln wir einige Fille, in denen es gelungen
ist, eine exakte Losung der hydrodynamischen Randwertaufgabe zu
finden. Im zweiten Kapitel beschiftigen wir uns mit dem linearen
System, welches aus II* (oder II’) durch Vernachlissigung der qua-
dratischen Glieder hervorgeht, und geben angenéherte Losungen einiger
spezieller Félle der diesem System entsprechenden Randwertaufgabe.
Im dritten Kapitel behandeln wir in #hnlicher Weise die Randwert-
aufgabe des Systems ITI* (oder ITI®).

Es ist aus dem oben Gesagten ersichtlich, dafl die Randwerte, welche
in den hydrodynamischen Problemen vorkommen, im allgemeinen in
sehr einfacher Weise von den Koordinaten der Punkte der Grenzfliche
abhingen. Trotzdem muBl man, um die Methode der sukzessiven An-
niherungen anwenden zu konnen, bei den linearen Systemen, welche
wir hier zu behandeln haben, Randwerte allgemeinster Art betrachten.



L

Exakte Liosungen hydrodynamischer Randwert-
aufgaben.

§ 9. Die Stokesschen Gleichungen.

91. Eine Kugel. Randwertaufgabe fiir das innere Problem.

Wir nehmen in diesem Paragraphen an, daf die Bewegung der
Fliissigkeit stationdr ist. In den Gleichungen II* (oder II®) vernach-
liissigen wir die quadratischen Glieder und setzen auBerdem X;= 0.
Wir werden so zu dem System:

ap Qu; 6u1+6u2+du3

oz =0 dz; Oy ' Ozy | O, o

pAu—
gefithrt.

Wir unterscheiden zwei Fille. Bei dem inneren hydrodynamischen
Problem betrachtet man eine Fliissigkeit, die sich im Inneren einer ge-
schlossenen Fléiche befindet und deren Geschwindigkeit: an dieser Fliche
bekannt ist. Bei dem duBeren hydrodynamischen Problem betrachtet
man eine Fliissigkeit, welche den ganzen Raum auBlerhalb einer geschlos-
senen Fliche erfiillt. In diesem Falle mufl man die Geschwindigkeit
sowohl an der inneren Grenzfliche wie in unendlicher Ferne kennen.

Wir losen in diesem Paragraphen die innere und die duflere hydro-
dynamische Randwertaufgabe der Gleichungen (1) fiir eine Kugel. Wir
betrachten zuerst das innere Problem. Die Randbedingungen sind in
diesem Fall: w;= U;(j =1, 2, 3) an der Oberfliche der Kugel. Die
GroBen U; miissen wegen der Kontinuititsbedingung (1, 2) S. 4 der

Beziehung:
[umias =0

geniigen, wo die Integration iiber die Oberfliche der Kugel erstreckt
wird und wo, wie iiblich, »; die Richtungscosinusse der nach aufien
gezogenen Normalen dieser Fliche sind.

7 Oseen, Hydrodynamik
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Wir haben im dritten Paragraphen S. 27 folgendes gesehen,
Wenn man einen Tensor T';; und einen Vektor P; finden kann, die an
einer geschlossenen Fliche S den Bedingungen T';; = 0 geniigen, im
Innern derselben Fliche iiberall mit Ausnahme eines Punktes z;(0(P®)
reguliir sind und den Differentialgleichungen:
0Py —0 0T _
69:,- ? 6131
geniigen, endlich sich in der Umgebung des Punktes z;,®, bis auf
regulire Glieder, wie der Tensor #;; und der Vektor p;:

i (xj— 2, O)(zp — 1, ® T — 2
"n=*:_+(j —3 ), p:.-=2‘u~——r-5k—, r =}a;— 2O

verhalten, dann gilt fiir jede innerhalb derselben Fliche regulire
Losung des Systemes (1):

p AT — 0 (2)

SO

8apu K dn

Um unsere Aufgabe zu losen, bestimmen wir eine Losung 7z, 7
des Systems (2), die innerhalb von S reguldr ist und an S den Be-
dingungen: 7;; = t;; geniigt; dann hat Tj.=t;: — 7ji, Pi= pr—
die verlangten Eigenschaften.

Fiir eine Kugel kann man mit einfachen Mitteln die GroBen z;;
und 7; herstellen. Wir wenden dazu das Spiegelungsverfahren an,
durch welches W. Thomson das elektrostatische Problem der Kugel
loste. Wir legen den Anfangspunkt des Bezugssystems in den Mittel-
punkt unserer Kugel, bezeichnen mit a den Radius derselben und setzen:

af=R, 20R=ROB, R>0, R® =4,
Durch die Formeln:

- P,,nf) ds. (3)

0 — o )
7 R@2%1
definieren wir dann das Spiegelbild P©® des Punktes PO(= z,®, z,®,
z3®). Wir setzen ferner:
T2 = RO2 (g, —ZO)2=72, R®>0, 7=>0.
Um nun 7j; und 7, zu berechnen, verzichten wir zuniichst auf die Er-
fiillung der Kontinuititsbedingung (2b) und stellen uns die Aufgabe,

einen Tensor 7;;* und einen Vektor ;* zu berechnen, die iiberall,
auBler im Punkte P©, reguliir sind und die Differentialgleichungen:

pdz*—

gz ~ " S
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befriedigen und die an der Kugel R = @ den Bedingungen 7;.* = ¢,
geniigen. Wir versuchen diese vorbereitende Aufgabe durch den Ansatz:

*_a,'g Jd 1 d 1 9 (o)il %7
T Ed day 7 7 T %5, 0w; 7 712 4123 oz, 1 he 6x,6x,,
0 1
:T!:k*z 2#8"6-5 F

zu losen, wo a;, b;, ¢, d;; und e Konstanten sind. Dieser Ansatz
erfiillt, wie sofort ersichtlich ist, die Bedingung, dal} 7;;* und p;* iiber-
all mit Ausnahme des Punktes P©® regulir sind. Wir haben ferner:
a2 02 1 oOm*
mefk =pd, T *= z”eazjaxk 5 _—3}?'
Wenn wir die Konstanten so bestimmen konnen, daBl an der Kugel
R = a noch 7;; = t;:(j, k = 1, 2, 3) wird, so ist unsere vorbereitende

Aufgabe gelost. Nun ist fiir B = a:

- - 22,2,  a? a®r?
P =zf— 22;70+ 7P = o (1 — poe T poz) = por’

also: A
R©®

T =

und ferner:
_ 1 — 1. a® 1
x; 70 = 5 (a® + R©?2) — i 7R = (1 + R(")z) =72,

Wir erhalten mit Hilfe dieser Beziehungen fiir R = a:

gl 1l &0-5W) 1 #HER_—a
Y0 T 7 Y JRORF
und folglich:
. RO ROS
j* = — (e + djx + €9s) R e b

— (€TO — by — (eT® — cr); + eFHOT® — b T® — e F® +

+ (12( R(U)?-) }kirs
Die Forderung:

0 (or; — 2/®) (T — 2:®)
Tt =ty =1+ p :
fiir R = a ergibt jetzt:
R® ROB
_“_(aik+dfk+eafk)=aik; . e = 1,
ROB R©)3
g (ez;© — b)) = #,®,  — " (e ® — ¢;) = @,

R(
FHOBO— BEO— 050 +at (1 W) dyu | = 2105, @),

7e
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Wir erhalten schlieBlich:

RV —a - mzo
%= R (1+ R(m)ﬁ R -TO P B A

a a? \ _ a a® \ _
_ % =z _ &y & 0
bf— IT(B_) (1 —_ R(")g) 33,'( ), Cp = R(") (]. R(o)g) mk“ ):

RO®2 _ g2 _ a3
o 0) 7,0 N
dj = RO g3 z® 7@, €=—Ron
und damit:
L B ) (x7 — %) (@ — 7?)
ik = ROF UIE T RO8 =
RO? — a?( 70 50
) 5
R©® a*7 (0)2?3 [/ (2 — @) + (9)
_ _ 2z 7@ _ 9 1
+ 50 (@ — 5O — T a0 -,
§ &
o 2pa® 0 1 (6)
RO® gz, 7

Wir setzen jetzt, um unser anfiingliches Problem zu losen:
0@y
T = Ta* + (R — o) )
o 1% 6:1:,-

so daf also das Zusatzglied fiir R = a also auf der Kugel verschwindet.

Die Funktionen ¢, sollen Liésungen der Laplaceschen Differential-
gleichung sein, die im Innern der Kugel R = a regulir sind. Wir
haben unter dieser Voraussetzung in demselben Bereich:

0 dgr 2a® 0 1
Air= 5|2+ 4m G — 205 5
Wenn wir:

dpr a9 1) ®

=20 pat 20 95 R® 0z 7
setzen, so sind dann 7;;, 7; innerhalb der Kugel R = a regular und ge-
niigen den Differentialgleichungen (4). — Wir bestimmen schlieBlich
die Potentialfunktionen ¢, so, daBl die Kontinuititsbedingung erfiillt
wird. Wir haben:

Br,-,g - a‘rﬂ, 699,,
dz; O + 29 % 5y
at’;,,* L R©2 __ a2{a(a:k i Et(o)) B éﬂ) 70 i i_}_
dz; RO» 7 a 7 dxt

0 55O 20® (1 ) (50 2)1
0) _~ {0) () RS, Fi, (38
Hor e m T e \H a5 \% 5 =
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-

Da:
P gk(maixt _;_ —_ %’ (25— 79) aa:,;? xk_‘;fkm) 2 (Ik;mk(o))
(#6032 (79 33) 7 = o) (03 7 + 20, 743
so konnen wir unseren Ausdruck fiir a; ;: auch in der Form:
RO — @, 2, — 7@  3® 3z,® 9 1
R©0» I B ar a 0z;

3
d Ty — -T’i'(o) 2:8&(0) ( ) ( ® _)
TR Yo T8 T 19%; 0z ?]

schreiben. In der Kontinuitidtsbedingung:

ad Tik 6991» 1 61;,,*

dm, =0 oder Tj 75— 3% 2 2— —6?7
haben auf der rechten Seite einige Glieder unmittelbar die Gestalt
X ; diese geben fiir ¢; den Beitrag:

RO2 _ o2 33?;;(0) a(m;. — Etw}) + 2.7}3(0) 7.0 d
2R® | a7 7 a 0y

6

L
? 3
welcher der Laplaceschen Gleichung geniigt.

Um die noch iibrigen Glieder von ¢, zu bestimmen, miissen wir
eine fiir R < a regulire Losung y; der Differentialgleichung:

a"!’k zk(f a2 T — 7@
i Oz T 78

suchen, welche aulerdem der Laplaceschen Gleichung A,y =0 ge-
niigt. Dies geschieht ohne Schwierigkeit. Wir fiihren statt z,, ,, 2,
Polarkoordinaten ein und driicken also z,, z,, z; durch R und zwei
Winkel aus. Die linke Seite unserer Differentialgleichung bekommt
dadurch die Form:
g Ive,
oR

Die rechte Seite konnen wir in eine nach steigenden Potenzen der Grofle
R/R® fortlaufende Reihe entwickeln. Da die rechte Seite fiir alle R®
eine Losung der Laplaceschen Gleichung A,y = 0 ist, so wird jedes
Glied der Reihe ebenfalls eine Losung der Laplaceschen Gleichung
sein. Da ferner, wie man leicht verifiziert, die rechte Seite fiir R=0
verschwindet, wird die Reihe kein konstantes Glied enthalten. Nicht
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nur die rechte Seite selbst, sondern auch die mit R dividierte rechte
Seite 1aBt sich also in eine Potenzreihe nach R/R? entwickeln. Wenn
wir diese Reihe in bezugauf R zwischen 0 und R gliedweise integrieren,
80 bekommen wir eine neue Reihe, deren Glieder sich nur durch kon-
stante Faktoren von den entsprechenden Gliedern der Entwicklung
der rechten Seite selbst unterscheiden. Sie sind also ebenfalls Losungen
der Laplaceschen Gleichung. Die Summe dieser Glieder ist y;. Es ist
indessen nicht notwendig, y; durch eine Potenzreihe darzustellen. Es
gibt einen ziemlich einfachen, geschlossenen Ausdruck fiir y;. Wir
setzen: x; 7, = R R® cos &, wo also ©# der Winkel zwischen den Vek-
toren z; und ;@ ist, und haben dann unter Benutzung der Formeln

S. 98 (0) 2 = (0) ©) 4 2
E‘k_ a(-"}[--—"ﬂ?k ):x_t_(-z a )+Giﬂk

7 P ~ RO? P
(R — 2 RO cosd) + L.
Also:
Ope 2O (R — 2 RO cos 9) a®x;

OR ~ (R* —2RR® cosd®+ R™)'s ' R(R*— 2 RR® cos® + RO®)":

und:
R

_x(mf (R — 2R® cos®) dR
M) (B 2 REO cosh + RO

R
+a% & oL _1\ L@
f (R2— 2RR®cos® + RO2ys  © \RO 7

R — R® cosd + 7 cosd
RRO2 sin29 .7
Wir haben also:
RO2 _ g232,® g(z— 7©®) 22, =iy a1 3 |
Pr="9R® | a7 B T 97 T e

_RO2_@g*(35,©®  a(x— ) | 25 _ O d 1
2R® |, R0 7 T a " oamr (00

a2z — O - 3; 2,0).
7%

3 R— R cos#) + 7 cos®
a RRO2 gin29 .7

Durch die Gleichungen (5)—(8) S. 100 und (10) sind die GréBen 7
und 7; bestimmt. Wir setzen jetzt:

(@22 — 2, - 27 T,0) } .
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(zrf_k -+ (2 — 2,0 (2 — 2 )

Th=tp —1= pr: — Tjks

o — 2 @
P;,—-pkﬁnk'—Zu —k-——k———ﬂg-.

Die Formel (3) ergibt uns dann den Wert von u, in einem beliebigen
Punkt P©® innerhalb der Kugel.

Um zur vollsténdigen Losung unseres Problems zu gelangen, miissen
wir noch eine Formel fiir » ableiten. Da p durch die Differentialglei-
chungen und Randbedingungen nur bis auf eine additive Konstante
bestimmt ist, so suchen wir die Differenz p (P?)) —p(0) zu berechnen,
wobel wir unter O den Mittelpunkt der Kugel verstehen. Wir gehen
von der Formel (3, 17) 8. 28 aus und bezeichnen mit v;, 7 eine inner-
halb der Kugel R = a regulire Losung der Stokesschen Gleichungen:

pAv; — g:.': =o,%:o, (11)
welche an der Kugel R = a den Bedingungen: v; = c?i(l — %) geniigt.
Wir haben nach (3, 2) S. 22 i

d d -
f{”i(ﬂdi:—sz)_uf (ﬂdl::_?“f)lds =0,
R=a

: ., 1l 1) .
und folglich nach (3, 17), wenn wir dg\r " E —v;=V; setzen:

p(P®) —p(0)=— If ( = +pn;)d5 (12)

Die Schwierigkeit, besteht also nur in der Bestimmung der Grofen
v; und p. Wir gehen, um diese Aufgabe zu l5sen, in #hnlicher Weise
wie oben hervor. Wir setzen!

A o 0
v,:v,—*-l—(Rz—az)a—z, p=p"‘+2y(w+2ha—£)' (13)

Hier soll v;*, * eine innerhalb der Kugel regulire Losung des Systemes:
0p*

sein, welche an der Kugel den Bedingungen v;* = % (l - %) geniigt.

@ soll eine im Innern der Kugel regulire Losung der Laplaceschen
Gleichung sein. — Um v;*, * zu bestimmen, gehen wir von der Tat-
sache aus, daB auf der Kugel R = a:
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1 e
T~ ROF
ist. Wir differenzieren diese Gleichung nach #,( und erhalten fiir R = a:
L1 0.1  ou e 0570 1
T dz; r 0z® ¢ RO3%F T RO 9g® 9z, 7
a @ a 09 1 Jd 1
TR 7 RO gg Tk 0D o T
Wir setzen jetzt:
a z® & 91 2 zwzoed 1
= RO3 7 R332, 7~ aR©® z® z 0z, ?”f- aa’ (14)
p*=0, (15)
und haben dann: A
0
innerhalb der Kugel R=a, und an der Kugel: »;#* KL (l - l)
69:,: r R
Zur Bestimmung der Potentialfunktion ¢ erhalten wir die Gleichung:
dg 1 0u¥ L s ? 1, 1 a1
S 0) 7. (© =
’6:.':, T2 05 2aR® T Gz P O dxzday 7
3 3(1 1 1 ad 0 1)
iy et e o O S Y |~ P | e w__—_—].
9%~ 2a (RUD? a,z) T % R® (x’é‘m,-) (? + 20T
Sie ergibt: 1 9
g= %R@( AR e 1 31p) (16)

w ist hier eine innerhalb der Kugel R = a regulire Losung der La-
placeschen Gleichung, welche auBierdem der Gleichung:

L
; it

a r RO

oy

% 5 dxj

geniigen muB. Aus dieser Gleichung konnen wir 9 in der oben ausein-
andergesetzten Weise entweder durch Reihenentwicklung der rechten
Seite oder durch direkte Integration berechnen. Wir setzen wieder:

z; 7 = RR© cos ¢

und haben dann:

n

®
7’7- = OE (n) P(#) (GOB ﬂ) '}:Z*(m ,

wo die P™ die Kugelfunktionen sind und also P®=1 ist. Wir er-
halten so:

—
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ol R
y= Z P (cosd) - Hmi1

Durch direkte Integration erhalten wir dagegen:

f( ) 1 74+ RO® _— Rcosd
p= =———log - -
R(n) RO 9 RO
Wir haben also schlieBlich:
1 a1 3 7+ RO — Rcosﬂ)
3 () <0 g
$= %a Rw)( T4t dzr, T RO log 9 B ()

Die Formeln (12)—(17) vermitteln die Bestimmung von p(P@®) — p(0).

9 2, Zusammenstellung der Formeln fiir das innere Problem
der Kugel.

Wir fassen unsere bis jetzt gewonnenen Ergebnisse in dem folgen-
den Satze zusammen:
Um eine innerhalb einer Kugel:

R=Vaep=Vzl2+a2+2?=a
regulire Losung der Stokesschen Gleichungen:

ap < du;

j=1,2
95 O o0 U=1L29)

Y J M 4 Uj —
zu konstruieren, welche auf der Kugel den Randbedingungen u;= Uj
geniigt, wo U; vorgeschriebene Funktionen auf der Oberfliche der
Kugel sind, bildet man die Funktionen:

e djx £ (x; — 2{®) (2 — ') a S
ix= e ROF
a3 (_'1;’_ E,(ﬂ)) (xk — Ekw)) R(D)2 — a2 xf(ﬂ) xk(o)
- RO3 i RO ad7

a o - -
— govees [F® (@ — 2®) + 7 (g — 30)] —

25;,(0) E;t(ﬂ) _ (0) d 1 " a%
- aa a_xl 3 (R )

Ty — ka) ad Ty — 3:1-( )

g
Py=2pu P luR((!):! 73 _2“(%‘—'-22:‘3 )
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35 a(m—7@®) 25@_. 9 1
¢ = 2R<0)3(R(0)2 2)‘ R(to) o ?-3% )4 mi(n)c?_m,?-!_
0)
+3R Re cosﬁ+f003‘9( - x;,(")-xfi,-(“))g;

RR®2gin2 9.7

Y= ai,(l_%a)_%ﬁ%m—@%a%%+
aR()m’(o)—(o)a_a;‘}_%—(R?h—gﬂ)%;
5=2#(¢+2xtg_z);
= 2aR(0)[ +250 ai%%—éi@log ?+R(:I;])R°°5 ﬂl,

2
— a - =
RO~ o, EO= b ao,  RO=E0,
= T :z:,( )
r=J(z; — 292, T=)(r;— 202 cosd=

REO
Dann geben die Formeln:
1
Uy (P(ﬂ)) = — %;R Uj (ﬂ

aT
'd—njk—Pkﬂf) dS,

1 a¥V; . -
p(PO) —p () =— o [0;(u Vi1 ) as,
R=a

wo P® der Punkt #,@, 2,®, 2, und O der Mittelpunkt der Kugel
ist, die Losung des Problems.

93. Eine Kugel. Randwertaufgabe fiir das diuflere Problem.

Wir wenden uns zum #uBeren Probleme, also zu der Aufgabe, eine
Losung des Systems (1) zu finden, die auBerhalb der Kugel R =a
reguliir ist und an dieser Kugel der Bedingung u;= U;(j = 1, 2, 3)
geniigt. Eine solche Losung ist nur dann eindeutig bestimmt, wenn
ihr Verhalten in unendlicher Ferne vorgeschrieben ist. Wir schreiben

vor, daB} die GriBen R|w;|, R? gu, R p|l(j,k=1,2,3) fiir R>a

eine endliche obere Grenze haben sollen. Man sieht leicht, daB diese
Bedingung nebst der Grenzbedingung u;= U; fiir R = a geniigt, um
eine fiir R = a regulire Losung des Systems (1) eindeutig festzulegen.
Die Formel (3, 17) gibt in unserem Falle, wenn wir auch jetzt die
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Normale der Kugel R = @ nach aullen ziehen und wenn der Punkt
P© (mit den Koordinaten z;(?) jetzt aulerhalb der Kugel liegt:

w(PO) = 1 ] f (%—-Pkn,)ds (18)

Tjx, Py soll hier eine Losung des Systems (2) sein, die sich in der Um-
gebung des Punktes P® wie die oben eingefithrte Losung #;;, p ver-
hilt, fiir R = a den Bedingungen T, = 0 geniigt und ferner der Be-

aaT:rk| Rz[PlfJ(jl k 1=
1, 2, 3) fiir R > 2R® eine vom Punkte P® unabhiingige, obere Grenze
haben. Um 7';; und P, zu bestimmen, benutzen wir dieselbe Methode
wie beim inneren Problem. Wir setzen wieder T, =1, —Tjx, Pr=Pr— P
Fiir 7;; und p; machen wir wieder die Ansitze (7) und (8). 7;:* hat
dieselbe Bedeutung wie oben. Fiir ¢, erhalten wir wieder den ersten,
in Formel (10) angegebenen Ausdruck. y; soll jedoch eine andere Be-
deutung haben. Zur Bestimmung dieser Funktion erhalten wir die-
selben Gleichungen wie friiher:

dingung geniigt, dal die GroBen R|T;;|, R?

. Oyr _ 2@ R L o 7
Pow; — 7 G

Alpg=0,

‘Wir miissen aber jetzt eine fiir B > a regulire Losung dieser Gleichung
suchen. Um y; zu bestimmen, geniigt es, eine fiir B > a regulire
Losung der Gleichungen:

dy 1

oy~ ¥ (19)

zu bestimmen. Man erhilt sie entweder durch Reihenentwicklung von
1/7 nach Potenzen von 1/R oder durch direkte Integration. Das Kr-
gebnis ist:

IE( 7+ Rcos® — RO
= — (n) _
W ZP ((30819)( TR R( ——log R(1 + cos®) \ )
o L R
Wi beben 4 RO RRO 4 z;7©®
Ir napen danmn:
a 2 9 ROF 7.0 __ ROz
= Oy + a? 65320) _° log r+ 2o . (21)

500y A 7. O 5 =
R 0 T, RRO 4 z;z,®

Man bestiitigt durch elementare Rechnungen, daff die hiermit erhal-
tenen GroBen T';;, P, den oben angegebenen Bedingungen geniigen.



108 § 9. Die Stokesschen Gleicﬁungen

Aus unserer Voraussetzung, dall R2|p| fiir R > a eine obere Grenze
hat, folgt, daBl  in unendlicher Ferne verschwindet. Unter diesen Um-
stinden ist es moglich, den Wert von p in einem beliebigen Punkte P©
auBerhalb der Kugel durch die Werte U;, welche die GréBen w; auf
der Kugel annehmen, auszudriicken. Wir haben:

1 av, _
p(PO) = — '(ﬂ Tn T Pﬂ:i) s . (22)
Hier ist: >
V;;= d_.ﬂ?, _’f —Vj.

v;und p ist eine fiir B > a regulire Losung des Systems (11), welche
fir R = a der Bedingung V;= 0 geniigt. Wir machen fiir v; und %
wieder den Ansatz (13), setzen aber jetzt:

a Z® @ 91 2 ?

e I S R P (1) B
RO8 7 T RB gy, 7 RO Y Ga, 7

e

P*=0.

Fiir ¢ erhalten wir wieder den Ausdruck (16). v muB} aber jetzt den
Gleichungen (19) geniigen. Fiir ¢ konnen wir also den Ausdruck (20)
benutzen.

9 4. Zusammenstellung der Formeln fiir das éuflere Problem
der Kugel.

Um eine auBerhalb einer Kugel:
= T T et = a
regulire Losung der Stokesschen Gleichungen:

dp
61‘

8uf
dz;
zu konstruieren, welche in unendlicher Ferne der Bedingung w; — 0,
p — 0 und aufj der Kugel der Bedingung u;= U;(j = 1, 2, 3) geniigt,
wo U; vorgeschriebene Funktionen auf der Oberfliiche der Kugel sind,
bildet man die Funktionen:

nAduj— =0, =0 G=123)

T Ojr | (w—aO)(@—z ) 8 s @ (75— ) (@&—n®)
="yt fs ~R©7 %/F Row 7
RO?— ?(FOF0  a
R©® { a®7 ~ RO27 [%® (@ — z©) + z©® (’3? —z0)]—

270 7,©
——2 5

(o)__l ] (R2— az)%‘f:

7
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@ — 1O ad o — 7O )
szzlukrak _2#}3(0)3&';3&' _2H(¢k+2xia_%t);
RO — @ (32,0  a(m—70)  200_, 9 1
%:="gp05 | a7 (xk?*xk gt " oz
ar S 5T
7 70 — Rox
+¥ _3(0) ogR T-L—:L‘,‘.’E, - RO :
RO 0z, RRO | 4;7©
0 1 a ;00 a® 0 1 2 aJ 1
i s . e Wem. .
1= 9t RB® 7 RP oz 7 T aRO T oy
— (R2— a?
(R? “)ax,

= d
P=2ﬂ-(‘P+ 293;-55"_);

1
~ 2aR©®

( + 2%, CO)_a_ i _|_ 3 R('”? + 2 7 — R'(o)z).
0z RR® 4 2;7/®

- a? = = row
RO) — ]/g;,(oxz , 70 = % z©®, RO— Vx 02
r=V(z— 202, F=J(z;—z5")>.

Dann geben die Formeln:
1 dT;;
ws(PO) = f ( . 'n,,-) as,

1 dv; )
0)) = — ;
p(PO) 4,,!:%( Vi 1 png)ds,

wo PO der Punkt #,©®, ,®, 2, ist und wo die Normale der Kugel
(von der Linge 1): n,, ny, ng nach aulen gezogen wird, die Losung des
Problems.

Die beiden Probleme der Kugel kénnen auch mit Hilfe von Reihen-
entwicklungen gelost werden. Solche Reihen wurden von Lamb unter-
sucht.

9 5. Die Stokessche Widerstandsformel.

Wenn wir in Formel (18) S. 107 die GréBen U; konstant annehmen,
erhalten wir die Losung des Stokesschen Problems, eine fiir B > a re-
guliire Losung des Systems (1) zu finden, bei welcher die Grofen u; in
unendlicher Ferne verschwinden und an der Kugel R — a vorgeschrie-
bene, konstante Werte, U;, annehmen. Man kann indessen diese Lo-
sung in viel einfacherer Form darstellen. Es geniigt:
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3 a 92 a? 3 a1
=5 Uig— 4U"a ,az,,(?’RJrR)’ p=—gralig g (23

zu setzen. Stokes wurde zu diesem Problem durch die Aufgabe ge-
fiithrt, den Widerstand zu berechnen, den eine kleine Kugel erfihrt,
wenn sie sich mit konstanter Geschwindigkeit U; in einer zihen Fliissig-
keit bewegt. Er fithrte, um diese Aufgabe zu lisen, ein Bezugssystem
ein, dessen Anfangspunkt sich im Mittelpunkte der Kugel befand und
sich also mit dieser bewegte. Er fiihrte dadurch seine Aufgabe auf
den Fall zuriick, wo eine ruhende, kleine Kugel in eine mit der Ge-
schwindigkeit — U; strémenden Fliissigkeit eingetaucht ist. Indem er
die Groflen U; klein annahm und alle (sei es in U; oder w;) quadra-
tischen Glieder vernachlissigte, erhielt er zur Bestimmung der Be-
wegung der Fliissigkeit das System (1) mit den Nebenbedingungen:
fiir R = a: w;= 0, in unendlicher Ferne: u; = — U;. Durch die Sub-
stitution: w;= — U;+ w; fithrte er dieses Problem auf das oben be-
handelte zuriick. Auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugs-
system bezogen, ist also seine Losung des Problems:

U U 82 a2
w=—Upt 5 Urp— * 92,02 (3R+F)’

3 9 1
p=—gbilig g

(24)

In schroffem Gegensatz zu den bei gewdhnlichen Korpern und ge-
wohnlichen Geschwindigkeiten beobachteten Erscheinungen ist diese
Bewegung in gewissem Sinne symmetrisch in bezug auf eine gegen
die Stromungsrichtung senkrechte, durch den Mittelpunkt der Kugel
gelegte Ebene. In zwei Punkten, welche in bezug auf diese Ebene
Spiegelbilder voneinander sind, haben die Geschwindigkeiten in der
Stromungsrichtung gleiche, die Geschwindigkeiten in einer gegen jene
Richtung senkrechten Richtung entgegengesetzt gleiche Werte. Dall
dieses Ergebnis nicht zum Wesen der Sache gehort, sondern durch die
angewandte Néherungsmethode bedingt wird, werden wir spiter sehen.

Wir berechnen mit Hilfe der Stokesschen Losung die Resultierende
der Kriifte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel ausiibt. Wir haben
im ersten Paragraphen gesehen (vgl. 8. 7), da jene Resultierende
die Komponenten:

[1=pme o (52 525

hat. Aus den Gleichungen (1) folgt leicht, daf die Werte dieser Inte-
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grale von der Integrationsfliche unabhiingig sind, vorausgesetzt, daB
diese eine geschlossene Fliche ist, welche den Anfangspunkt umgibt.
Dies folgt aus der Beziehung:

du 0
f[”f’”ﬂ“””"(am % aii)ldé‘:
; 9 Duy
Hf[”—?)'+# Ui+ W 6:66:.1: do =0,

welche giiltig ist, wenn w,, u,, u3, p in dem von der geschlossenen
Fliche S begrenzten Bereiche (2 eine regulire Losung der Stokesschen
Gleichungen (1) bilden. Wir benutzen die Unabhiingigkeit des Integrals
von der Integrationsfliche in der Weise, dall wir zur Integrations-
fliche eine Kugel um den Anfangspunkt mit sehr grolem Radius R
wihlen. Wir haben auf jener Kugel in geniigender Anniiherung:

du au;,) 73T
3’“’+*“”"(ax t 55 =~ greli g
ferner ist: 4
.’i::;z,, i 4
R = Konst.

Die Resultierende der Krifte, welche die Fliissigkeit auf
die Kugel ausiibt, hat also die Komponenten — 6ézpuaU,. Dies
ist die berithmte Stokessche Widerstandsformel.

Die Stokessche Formel hat eine sehr groBle Bedeutung fiir die
Molekularphysik, die Kolloidchemie und Meteorologie gewonnen. Die
genaueren Bedingungen fiir ihre Giiltigkeit werden wir spiter disku-
tieren. Wir werden dort auch etwas Néheres iiber ihre Anwendungen
sagen.

96. Ein Satz von Faxén.

Dr. H. Faxén hat die Stokessche Widerstandsformel in sehr be-
merkenswerter Weise verallgemeinert. Man kann den Satz von Faxén
mit Hilfe der oben gegebenen, allgemeinen Losung des Problems der
Kugel beweisen. Obwohl wir den Beweis seiner Liinge wegen hier
nicht ausfithren kénnen, wollen wir doch den Gang desselben andeuten.
Wir fragen zunéchst, wie kann man, wenn die Bewegung einer Fliissig-
keit den linearen Stokesschen Gleichungen gehorcht, die Geschwindig-
keitskomponenten u; sowie die Gréflen Aw; in einem Punkte P in
der Fliissigkeit durch die Werte ausdriicken, welche die Gréfen u; auf
einer in der Fliissigkeit gelegenen Kugel annehmen, die ihren Mittel-
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punkt im Punkte P® hat? Die Formel (3) 8. 98 gibt hinsichtlich der
GréBen u; unmittelbar eine Antwort auf diese Frage. Wir verlegen fiir
einen Augenblick den Anfangspunkt unseres Bezugssystems in den
Punkt P®. Es wiire ziemlich mithsam, aus der allgemeinen Formel fiir
die Greenschen Funktionen durch Grenziibergang die Werte von T
und P; zu berechnen. Man bestitigt aber leicht, daB diese GroBen
die folgenden Werte haben:

1  2R* 3 1 1
Tir = Oji (T3+ F*‘E) + T (_R"‘ — Eg) ,
Wpz, 2uxz
f= a3 R’

In der Tat geniigen Tz, Py bei festem % den Stokesschen Gleichungen
und sind im Anfangspunkte in der richtigen Weise singuldr. Die For-
mel (3) ergibt unter diesen Umstéinden nach Ausfithrung der Inte-
grationen und wenn wir wieder den Anfangspunkt in einen beliebigen
Punkt verlegen:
u (PO) = ;;f“: {% (2 — 2©) (2 — 2'Y) — j }fl;? (25)
r = Konst.

Durch éhnliche Rechnungen findet man:

_1(op\ _ 15 3 (zj—2.©) (2, —, )| dS
(e = (52, =g [ - e @6)
r = Konst.

Wir nehmen jetzt an, daB eine Flissigkeit sich in Ubereinstimmung
mit den linearen Stokesschen Gleichungen stationir bewegt. Wir be-
trachten einen Bereich, wo die Bewegung regulir ist. In diesen Be-
reich tauchen wir einen kugelformigen starren Kérper mit dem Radius a
ein und denken uns ihn dort festgehalten. Die Fliissigkeit iibt auf die
Kugel Krifte aus, deren Resultierende wir berechnen wollen. Wir
haben zu diesem Zweck zuerst die von der Kugel hervorgerufene Sti-
rung der Fliissigkeitshewegung zu berechnen. Diese Aufgabe ist durch die
Formel (18) S. 107 gelost. Wir haben hier die mit entgegengesetzten
Vorzeichen genommenen Komponenten der Geschwindigkeit der anfing-
lichen ungestorten Fliissigkeitsbewegung zu nehmen. Die wirkliche Be-
wegung der Fliissigkeit ist aus dieser Bewegung und der von der Kugel
hervorgerufenen Storung zusammengesetzt. Man sieht nun leicht, dall
unsere Resultierende nur von der Stérung abhingt. Wie wir schon
oben hervorgehoben haben, konnen wir in den Integralen, welche die
Komponenten der Resultierenden darstellen, zur Integrationsfliche eine
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beliebige, geschlossene Fliche wihlen, welche dieselben Singularititen
der GroBen u; wie unsere Kugel umschlieft. Nun hat die anfingliche,
ungestorte Bewegung der Fliissigkeit nach unserer Annahme im Innern
der Kugel keine Singularititen. Bei der Berechnung der Resultieren-
den der von dieser ungestiorten Bewegung herrithrenden Krifte konnen
wir deshalb die Integrationsfliche zu einem Punkt zusammenziehen.
Das Ergebnis der Integration ist also Null. Betreffs der Stérung kann
man mit Hilfe der Formel (18), allerdings nur durch langwierige Rech-
nungen, die Komponenten der Resultierenden berechnen. Das Ergeb-
nis laBt sich, wenn wir mit %, die Komponenten der Geschwindigkeit
in der anfiinglichen, ungestirten, reguliren Bewegung bezeichnen, in
der einfachen Form:

3 8
i R i (27)

schreiben. Wegen (25) konnen wir diesen Ausdruck der Komponenten
der Resultierenden auch in der integrallosen Form:

&)
6 nlua‘uk(r)(PED)) + naB (%)P(u)- (28)

darstellen. Dies ist der Satz von Faxén. Er erméglicht es unter ganz
allgemeinen Verhiltnissen in sehr einfacher Weise die Kriifte, welche
eine stationdr bewegte, zihe Fliissigkeit auf eine Kugel ausiibt, in
erster Naherung zu berechnen.*

Wenn wir nur den Mittelpunkt der Kugel festhalten, wird die
Kugel sich um diesen Punkt drehen. Fiir die Drehgeschwindigkeit hat
Dr. Faxén einen sehr einfachen Ausdruck berechnet. Man driickt ihn
am einfachsten in der vektoriellen Schreibweise aus. Die Drehgeschwin-
digkeit ist: 4 Tob ),

wenn o der Vektor mit den Komponenten u; ist.

9 7. Das Problem der ebenen Wand.

Das Problem der Kugel enthilt als speziellen Fall das Problem
der Ebene, mit anderen Worten die Aufgabe, eine in einem Halbraume
z; > 0 regulire Losung der Gleichungen (1) zu finden, welche den

* Dr. Faxén hat seinen Satz ohne Beweis in seiner Dissertation mitgeteilt.
Einen Beweis gab er spiter in dem Aufsatze: Der Widerstand gegen die Bewegung
einer starren Kugel in einer zihen Fliissigkeit, die zwischen zwei parallelen, ebenen
Wiinden eingeschlossen ist. Arkiv f. mat., astr. och fysik. Bd. 18, 1924. Ein ein-
facher Beweis wiire sehr erwiinscht.

8 Oseen, Hydrodynamik
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Bedingungen: fiir 2, =0: u;=U;; limw; =0 (j =1, 2, 3) geniigt. Um

Ty—> o
die Losung dieses Problems zu erhalten, hat man nur nétig, in 7',
und P; o, und 2,9 mit 2, + @ und 2, 4 @ zu vertauschen und dann
den Grenziibergang a — « auszufithren. ¢;; und p; bleiben dabei un-
verandert. Man findet: z,® = 2,®, z,® = z,® 7, = — z,® und
folglich: 7 =}(2; — 2, @)% + (2, — 2,®)% + (25 + 2,)%. Man erhilt
ferner:
fir 7 =1,2,3; k=1, 2

(ka (I?' —_— I?'(O)) (371- —_— .Tr}w)) 02 1
P . ] _ 0 -
=3 + 7 s Oxjdx, 7°
20 1 92 1
- 2 e A (© T ="
T K doy 7 pzy dag 0y 7
firj=1,2
o (If . x‘f(o)) (IS . xa(o)) 9 ) 0* 1
Tagi== 7 T 200 0zj0zy 7°
(2 + 2O 2 1
P ——— W
Tas ? ' 7 t2a%%5 a5
d 1 0% 1

= — 1) S s
0 2’”(’).1:3 Fod e Oz 7

Man beweist am einfachsten diese Formeln durch direkte Ausrech-
nung, indem man zeigt, dall die Funktionen 7;;, 7r; den Differential-
gleichungen (2) und den zugehorigen Nebenbedingungen geniigen.

Das Problem der ebenen Wand wurde zuerst von H. A. Lorentz
im Jahre 1896 gelost.

§10. Die nicht-stationiiren Gleichungen. Das Problem
der Kugel. Die Formel von Boussinesq. Das Problem
des Kreiszylinders.

101. Der Ansatz.

In den Gleichungen I* 8.12 setzen wir X; = 0 und vernachliissigen
die quadratischen Glieder. So erhalten wir das System:

du; 1 dp B .
_a_t' a +PAH?, v—E:l (?-—1,2, 3)' (1)
Die Kontinuititsbedmgung ergibt:
d Uj

2

62:;:
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Wir stellen uns die Aufgabe, eine Losung dieses Systems zu finden,
welche den folgenden Bedingungen gentigt. Fiirt=0sollenu; (j=1,2,3)
den Wert Null annehmen. Fiir¢ > 0 sollen w;, p in dem Bereiche 2,
das heil3t hier fiir R = l-"‘:a':T2 I?;:iﬁ > a, nebst den in den Glei-
chungen (1), (2) vorkommenden Ableitungen stetig sein. An der Ku-
gel R = a sollen die Grofen u; vorgeschriebene, im allgemeinen vom
Orte und von ¢ abhiangige Werte U; annehmen. Endlich soll die Be-
dingung lim »; = 0 erfiillt sein.

R—w
Verfasser hat dieses Problem zuerst durch Reihen gelost, welche

nach Kugelfunktionen fortschreiten und wurde spiiter durch Summie-
rung dieser Reihen zu dem folgenden Ansatz gefiihrt. Wir setzen:
_0F; 0 ( BF,;) - 0¥
u?—w‘f‘a—zf IP—T’H- P—"‘QW' (3)
¥ soll dabei eine in £ regulire und im Unendlichen verschwindende

Losung der Laplaceschen Gleichung sein. Die GroBlen F; sollen die
Komponenten eines der Differentialgleichung:

%f —vAF (4)
geniigenden Vektors sein. Dieser Vektor soll fiir £ = 0 verschwinden,
fir ¢ >0 in £ regulir sein und in unendlicher Ferne verschwin-
den. Unser Ansatz (3) befriedigt unter diesen Umstiinden, wie man
sofort sieht, die Systeme (1) und (2).

Wir betrachten jetzt einen beliebigen Punkt der Kugel R = a.
n; sind die Komponenten einer nach aullen gezogenen Normale von
der Linge 1 in diesem Punkte. Mit T; (j = 1, 2, 3) bezeichnen wir
die Komponenten eines beliebigen, zur Normalen senkrechten, also die
Kugel im betrachteten Punkte tangierenden Vektors von der Liinge 1.
Wir haben nach diesen Festsetzungen stets:

n; T = 0. (5)
Die Bedingungen w; = U, fiir R = a ergeben jetzt:
0F; 07 0*F, ) o
(ot G B T O ©)
0¥ ‘ 0*F, ) N
Wir befriedigen die Beziehungen (6) und (7) in der folgenden Weise.
Wir setzen: W b P, (8)

g
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und bestimmen @ durch die Forderung, dal @ eine fiir R > a regu-
lire und in unendlicher Ferne verschwindende Losung der Laplace-
schen Gleichung sein soll, welche auf der Kugel R = a der Bedingung:

dd 09

dn ax ny = U"ﬂ’f U (9)

geniigt. Wir bestimmen sodann die Tangentialkomponenten des Vek-
tors F auf der Kugel R = a durch die Bedingung: fiir R = a:

oF, oD
( T —U; + P ) =0, wenn n; 1 = 0. (10)
Sie ergibt:
t
TiF;= Tff(Uf(r) - 6;1535':)) dt fiir B = a. (11)
7
0

Aus (6) folgt dann:

_(aqs* P F, ) e

1 ax,ax;, = wenn R = a. (12)

Da diese Beziehung fiir jeden zu # senkrechten Vektor gelten soll, so
ist, wie man auch auf der Kugel R = a fortschreitet, die Anderung

von @* — v@ Null, also:

6:5;‘
dF,
D* — vy ;P Konstante, wenn R = a. (13)
k

Wegen (7) mull &* auBerdem der Bedingung:

geniigen.

Wir haben also zwei Potentialfunktionen @ und @* und eine Vektor-
funktion F, welche der Gleichung (4) geniigt, eingefiihrt. @ ist durch
seine Randbedingung vollstindig bestimmt. Von dem Vektor F ken-
nen wir den Wert fiir £ = 0, das Verhalten im Unendlichen, sowie
die Tangentialkomponenten an der Kugel bei beliebigem ¢, so daf} also
der Wert der Normalkomponente von ¥ auf der Kugel noch zur Ver-
fiigung steht. Es entsteht dann die Aufgabe, iiber den Wert dieser,
Normalkomponente von ¥ auf der Kugel so zu verfiigen, daB die bei-
den Randbedingungen (13), (14) fiir @* auf der Kugel so erfiillt wer-
den konnen, dafl @* noch im Unendlichen verschwindet.
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10 2. Einfiihrung eines Hilfsproblems.

Die Losung der komplizierten, durch die Beziehungen (13), (14)
gekennzeichneten Aufgabe, welche wir hier geben werden, beruht auf
einer analytischen Tatsache, welche durch die oben erwiihnten Reihen-
entwicklungen des Verfassers aufgedeckt wurde. Wir behaupten: man
kann die Normalkomponente des Vektors F auf der Kugel so be-
stimmen, dall zwei auBlerhalb der Kugel R = a reguliire und im Un-
endlichen verschwindende Potentialfunktionen P und P* existieren,
welche Ableitungen in bezug auf z,, z,, z, besitzen, P von den zwei
ersten Ordnungen, |P* von der ersten Ordnung, die an der Kugel
R = a endliche und stetige Werte annehmen und in unendlicher Ferne
verschwinden und welche an der Kugel R = a die Bedingungen:

N N dP _ 9P _0F; dF;
P =niFi=F, =d j6‘:1:,. dx; ”'"*ax
—En,-F,-: AwF;
a
P 03, B O, o
_"’6‘,‘ dn’ dn ~ 0x; \R 0z,
i} (37; aFj) 2 T aF aF
— s kamk R 627; ﬂ, R a Ty AH}E

erfiillen.
Wir behaupten ferner: wenn P und P* in dieser Weise bestimmt
worden sind, dann hat der Ausdruck

w(m, aP

*
a@:rj+ P+P)

alle die Eigenschaften, welche wir von der Funktion @* verlangen
miissen, und es ist also:
B* — (:r? opP

*®
e P+P) (16)

Wir beweisen zuerst die Richtigkeit der zweiten Behauptung. Da8
die durch (16) definierte Funktion @* (wenn P und P* existieren)
eine auBerhalb der Kugel R = a reguliire und in unendlicher Ferne
verschwindende Potentialfunktion ist, ist unmittelbar klar. Auf der
Kugel R = a hat man ferner nach (15):

_ (4P 2 *)__a_g,.
o =[Gt o P+P ="z
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Die Bedingung (13) ist also erfiillt. Es ist also nur mehr zu zeigen,
daB an der Kugel R = a die Bedingung (14) erfiillt ist. Nun ist*:

AwF = lim lfF;,—Tj,-(“)ds,
a—0

wo ds das Linienelement einer beliebigen kleinen Kurve auf der

Kugel ist, welche das Flichenelement ¢ umschlieft, und 7', die Kom-

ponenten der die Kugel B = a tangierenden, dulleren Normale (von

* Man definiert in der Vektoranalysis die Divergenz eines vom Orte ab-
hiingigen Vektors als den Grenzwert:

1
lim — | VjnidS.

= | Vinids

w=+0
H

Hier ist § eine beliebige geschlossene Fliche im Raume, n die nach auBen gezogene
Normale von der Linge 1 der Fliche § und o das Volumen des von S eingeschlos-
senen Raumbereiches. Es wird vorausgesetzt, [daB beim Grenziibergange w—0 die
die Fliche § sich um einen bestimmten Punkt zusammenzieht. Wir nehmen jetzt
an, daB ein Vektor ¥ auBerhalb der] Kugel R =a, also im Bereiche {2, definiert
ist. Wir wollen div ¥ in einem Punkte der Kugel R =a berechnen. Wir ziehen zu
diesem Zweck auf der Kugel feine [kleine geschlossene Kurve s und verbinden die
Punkte dieser Kurve mit dem Mittelpunkte der Kugel. Die so definierte konische
Fliche und die beiden Kugeln R=a und R =a + da grenzen einen kleinen Bereich
im Raume ab. Das Volumen dieses Bereiches ist oda, wenn o der Flicheninhalt
des von der Kurve s begrenzten kleineren Teiles der Kugel R = a ist. Wie erhalten,
indem wir bei der Berechnung von div V' diesen Bereich benutzen und indem wir
mit Tf.”) die Komponenten einer die Kugel R =a tangierenden, duBeren Normale
(von der Liinge 1) der Kurve s bezeichnen und bedenken, dal, wenn 4§ ein Flichen-
element einer Kugel mit dem Radius R ist, welches vom Mittelpunkte aus unter
einem bestimmten Raumwinkel gesehen wird, dS/R? konstant ist:

z.dS
; T b i
(dlvP)R-n_odléli_o[ddafi(vfm)ﬂ—a-{-da_ VR“’R-:G "Ry +
L[y g [#%% a8 lim 1 ()
— d —(V,R? m _ T =
-|- Gf .?jl |a‘ 6.1:1( i )R=a+0‘—“00 V.TT' dﬂ
] )
GV 2 |
1 ()
(n’n"a e V’-)R-a-’-al—?on; ViTi " ds.
E ]
Nun haben wir andererseits:
= 6!_”.
divli=——.
. axi

Folglich, nach (15), fir R =a:

av .
AwV = dij—'n.nt__f_injV’. —tim L [y,1 ™,
7"k 9z, a R=a o—00
L
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der Lénge 1) der Kurve s sind. Av ¥ hiingt also nur von den Tan-
gentialkomponenten von F auf der Kugel ab. — Bei Einfiihrung von
Polarkoordinaten ist nun:
B z 0F;  0F;
R Fy=Fx, R oz GR
Wir haben ferner entsprechend der Definition von 4w in (15) auf
der Kugel R = a:

AP 20P

b=AP= dwgradP__aRz-f- RaR+AavgradP

Da nach (15) P aut der betrachteten Kugel gleich Fp ist, so folgt
aus dem in der Anmerkung 8. 18 bewiesenen Satz, dal:

A grad P = Awv grad Fj
ist. Wir haben also:

0*P 2 0P sop
W_{-fa—:—dwgradf'ﬁ, fir R = q,
folglich:
0*P 2 0P 0*Fp , 2 0Fp .. .
BT BE = AFR+6R2+R SR’ fiir R = a.
Die Gleichungen (15) ergeben fiir R = a:
0P _ . O0Fp 2
o8 — "W F—3p — 3 Te
0F% _GinoL 0¥z 3 08,
0R OR O0R* a OR

Aus den letzten drei Gleichungen folgt, immer unter der Voraus-
setzung R = a:

ad (R oP 2 *) oF
aR aﬂR+ P+P dlvE'—AFR—}* d F__ﬁ'_?FR.
Nun ist:
oL . @ (?_‘25)=”_ o'F; . 10F wmoky
OR  0xz;\R 0z, R 0z;0z, R 0uy R 0z

g d1vF+Rd v F— 1 9F5

~OR R OR’
_a(Te)_ 2 0F; 2%z 0F; 2z _
AFR_A(RF,) HAF g o - A,
2 dF, 2

— (AP + 2 divF

R F—gor m'™
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Folglich fiir B = a:

R oP

9
6R(a aR+*

* = 7 __ 7l
Diese Gleichung zeigt, dal, wenn die Funktionen P und P* die hier
vorausgesetzten Higenschaften haben, der Ansatz (16) in der Tat nicht
nur der Bedingung (13), sondern auch der Bedingung (14) gentigt.

103. Ansatz zur Losung durch Reihen nach
Kugelfunktionen.

Wir gehen zum Beweise der Existenz unserer Losung iiber. Es
mull gezeigt werden, daBl die Normalkomponente des Vektors F
an der Kugel R = a so bestimmt werden kann, dafl zwei in 2 re-
gulire und in unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktionen
P und P* existieren, welche an der Kugel R = a den Bedingungen
(15) geniigen. Wir fithren zu diesem Nachweis Polarkoordinaten
ein, indem wir 2z, = R cos ), x,= R sin & cosp, z,= R sin ¥ sin ¢
setzen und entwickeln die Funktionen F; in Reihen von der folgen-
den Form:

Fi= Z(m) Z(n)(cm i cosmp—l—-sm RSinng) Py, . (cosd),

F,= Z‘(m) Z'(u} [(cff).. <= cf,?’,,) cosnp -+

(17)
+ (82, +52,) sinng] P, . (cos ),

Fo= 30 S cosn+

+ (e n— 52 4) sin ng] Py, o (cos B).

Hier sind:
(m ‘ﬂ-)' n dm—l—n (52 1)m
P, .(®)= N i 7= —
N (m+mn)! ... d"‘—“(mz—l)’"
= (_ 1) (2m)| (1_ ) dgm—n

die zugeordneten Kugelfunktionen. Sie sind miteinander durch die
Beziehungen:
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0Py, (cost
== 5;(9—"2 COti‘?Pmn ( n)Pm,n-i—]_:
—ncot® Py nt+ (m+n)Pp n—
dP aP e
—= =—mP, ,, 7 =mcot & Py, m=
— meot P+ 2m Py o

0P,
66*—(2m+1) Pm+l.a (19)

Sinﬁpm,m:Pm-l—]‘m—]-l

(m + 1) cos & Py, » + sin &

verbunden. ¢2 , und s% , sind Funktionen von R und ¢. Wir nehmen

an, daB sie der partiellen Differentialgleichung:

Ofn _  (0%fm | 20fm m(m+1)
rTe (032 T RoR f’")

geniigen, fiir £ =0, R > a verschwinden und bei B — « den Bedin-
gungen: lim ¢2 , =lims? , = 0 geniigen. Die durch die Reihen (17)
definierten drei Vektorkomponenten befriedigen dann fiir ¢ > 0 und

R > a, wenn gliedweise Differentiation erlaubt ist, die Differential-
gleichung: OF

T =vAF.

Wir zeigen jetzt, daBl, wenn wir den Funktionen ¢ und s folgende
neue Bedingungen auferlegen, alle unsere Bedingungen erfiillt sind:
firl<n<m-—1:

(m2—m2) €53+ (m - n) (m + 0+ 1) s —
—(m—n)(m—n+1)cPu_1=0,
(m2—n2) 890, + (m +n) (m +n + 1) 80 n 41—
—(m—n)(m—mn-+1) sm a—1="170,
mcalo+ (m+1) em1=0, dno=0,

1 ) 2 (1) (3)
MR — €y 1=0, 85,=0, 2msL)n—smm—_1=0.

(20)

10 4. Berechnung von ¥, 4¢v F und » rot F fiir R = a.

Wir berechnen unter der Voraussetzung, daB die Beziehungen (20)
bestehen, Fy und A¢v F und berechnen auBerdem die Normalkompo-
nente von rot I auf der Kugel R = a. Wir gehen bei der Berechnung
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von Fp auf die Einzelheiten ein, geben aber betreffs 4w F nur das
Ergebnis der Rechnung. Wir haben:

Fp —Z(m)Z(n) {[ ,.cos:? cos ny + c('j" sin?d cos (n — 1) +

+ 0(3) sin & cos (n+ 1) @] Py n + [sf,f_),, cos ¥ sinng +
+ 8% asin @ sin (n — 1) @ + 8, sin @ sin (n + 1) @] Pr, ol =

—‘Z(m) iZ‘(n) (e n Proyn €08 D + 63 nt 1 P nyy8ind +

4 1P n_15ind]cosng + [sf,f_) 2P ncosd 4
+sm I ,,+1sm19+s(3)ﬂ_1Pm'nﬁlsin15‘]sinnq3}+
—|—c ngcosﬁ+ P,,, 13m19-|—(cm P mcosd 4
—|—c$3)m_1 m, m — 1 810 ) cos m tp—|—cm.,,,P,,,‘,,, sind cos (m + 1) ¢ +
—{—(smm mvmcosa?-}—s,(,;’?m_l m,m — 1510 7) sinme -
+ s(s)m Pp, mosin 9sin (m 4 1) @
Wir formen diesen Ausdruck um, indem wir mit Hilfe von (18) P, .,

und Py, , 4 1 durch P, , und @ ;) 3 ausdriicken. Wenn wir beachten
daB aus (20) folgt:

o)) no @ i o®
c, ¢ —_ =
mn+ m,n+1+m+n m,n— 1
1 %) 1 o
=(m+1) (m'l' cgnn—i_m___nc:?n,)ﬂ—i«l )
n 2 n 3)
8&)n+m_ s£ﬂ3n+l+m+,n 35“‘)1’!—-1:
I 1 o
=(m+l)(m+n mn-—l_m_nsm.n-l—l)
I1=n<<m—1
und auBerdem:
oD _ m+1c(2) @ 1w mtl g
mo 'm,1s 'm,m 2 m,m—1 2m m.m—l’

@ le _mtl g
m,m 2 m,m—l 2m m,m—l

so konnen wir das Ergebnis in der folgenden Form schreiben:
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s (= 1 1 @
Fr= (m)‘ (n)l(———cﬁ?n_l————cf,,f,,+1)cosn¢+
1 ® 1 e
+(‘m_}_ms,,?.,,_l m—nsg’"”"" sin we | (m + 1) Py, , cOs? +
aPmn

P, |
(m + 1) P, ocos? + 315‘ 31m9|—|—

smw?l = —~c§f’1

BTN
+ . {cfg‘)m_lcosmqr-l—sm m_181nmq3,‘(m+l)Pm mCos P +

— 66{} sin# ‘ + 'c(s’mcos(m—]— 1)g+ s, sin (m + l)tp}P,,._,n sin ﬁ]' .
Wir wenden jetzt die Identititen (19) an. Da wegen (20):

(3) 2)
Cm, Cm, 2 3
<2m+1>(m;,; mf;) Garn — Cn-t1+ Cmn—1

Sg)n 1 853’..+1 (1) (@)
2m = : = 8m.n— 8 P
( + )m+n m+n m,n mu+1+ mn 1
_2m+41 e 1 2 2m + 1 @ 1 6
Era)l—cfn)o"" Sﬂ?ls 2 n('n)m—l—c( 3m+cm.m—1»
2m +1 ¢ 1 3)
&® ()m_l_ ssmm_l,

2m ‘ﬂ’i m—1=
kénnen wir das Ergebnis in der einfachen Form:
@

Ty S orBins (21)
schreiben, wo: ¢
m—1 4
Sm+1=2w Pryy, o[ —cn 41+ C52n —1)cos n -+
+(3:(;,)n_3£§,)n 18— y)sinm @] +
+Puyy, o(cm, 0-05:,) )+ Poiim [(CE,})M + Cﬁ)m_]) cosme+
-+ (s,(,},)m “ sf,?{?m_,) sin m qo]
+ Potim+1 [cfn‘ m €08 (m + l)tp+sm sin (m +1) rpl.

Man findet durch éhnliche Rechnungen:
. 0
divF= >m (aR R)Sm+1 (22)
Aus (21) und (22) folgt:

sz 0Fz 2 ) . A
AwF—(dwF— ER__I_?FR REG—HEZ(m)(m+2)Sm+1 (23)
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Wir betrachten schlieBlich :
nrot F— 2 (ﬂ_£)+$a (BF Q_{g) $3(0F aF)
axa a:r 1

Oz, Oz
Die Berechnung geschieht ohne Schwierigkeit und man findet, ohne
die Beziehungen (20) zu benutzen:

dr, 0w,

motF——Zcm,Zm:[(m — 1) 6@ (mAn+1) 21—

—nc,,, ,,]smmp—[(m—n—]—l)sff’, i+ (m+n-+1) sff)n+1—
—nsm ’.] cos n ¢} Py, (cos #) — (m -{—l)s,,,,lP,,,,o-i—

+ [m (c(,f)o+ c(s) o) +(m+2)cff)g—c(,,’.)1] sing P, 1 —
— [m (& 0+ 55 0) + (1 + 2) 85 s — 85)1] €08 ¢ P, 1 —

3 1
"'(cs('n?m—l ()m)smmq’anm

3 1
— (sf,.?,,,_l m ss,.)m) cosm (me‘m=

(24)

10 5. Verifikation der Bedingungen.

Wir konnen leicht zeigen, daB, wenn eine Vektorfunktion K
existiert, welche allen bis jetzt aufgestellten Bedingungen geniigt,
welche also die Differentialgleichung (4) befriedigt, fiir ¢t =0, R > a
und fiir # > 0, R — « verschwindet, an der Kugel R = a Tangential-
komponenten hat, welche der Bedingung (11) geniigen, und endlich
die Bedingungen (20) erfiillt, dal dann tatsichlich die beiden Poten-
tialfunktionen P und P* existieren. Wir haben in der Tat:

am+2 aSm am+2
P= Z("‘)(Sm+l) _BRm+2’ p* 2( )( +1) _aRm+2’

Die Frage, welche wir schliellich zu beantworten haben, ist also die,
ob es eine Vektorfunktion F gibt, die den oben aufgestellten Bedin-
gungen geniigt. Wir kénnen diese Frage auch so formulieren: gibt es
eine Vektorfunktion ¥, welche der Differentialgleichung (4) und den
Bedingungen (20) geniigt und deren Tangentialkomponenten an der
Kugel R = a vorgeschricbene Werte annehmen? Um diese Frage zu
beantworten, bemerken wir zunichst, dall die linken Seiten der Glei-
chungen (20) partiellen Differentialgleichungen vom Typus der Wirme-
leitungsgleichung geniigen und fiir £ =0, R > a sowie fiir £ >0, R »
verschwinden. Wenn die Bedingungen (20) fiir R = a erfiillt sind, so
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miissen sie unter diesen Umstinden auch fiir R > a erfiillt sein.* Wir
bemerken ferner, dafl durch die Beziehungen (20) nur eine der Kom-
ponenten von F bestimmt wird, withrend die iibrigen unbestimmt blei-
ben. Die Bedeutung der Beziehungen (20) ist also, dal eine Kompo-
nente von ¥7 an der Kugel B = a durch die anderen Komponenten aus-
gedriickt wird. Wenn wir zeigen konnen, dafl die Beziehungen sich
insbesondere so deuten lassen, dall sie die Normalkomponente von
F an der Kugel R =a durch die Tangentialkomponenten ausdriicken,
wihrend diese vollstiindig unbestimmt bleiben, so haben wir unseren
Beweis zu Ende gefiihrt.

Um nun zu zeigen, daf die Beziehungen (20) in keiner Weise die
Tangentialkomponenten des Vektors F an der Kugel R = a bestim-
men, betrachten wir fiir B = a die Ausdriicke (23) und (24) fiir 40 F
und 2 rot K. Wir behaupten, daB diese trotz der Beziehungen (20)
frei wihlbar sind. Um dies zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, da8
wir die Grofen cﬁf?,,, sm » (fiir B = a) so bestimmen koénnen, dal} (20)
erfiillt ist und daB gleichzeitig (fiir R = a) die Koeffizienten der Reihen
(23) und (24) vorgeschriebene Funktionen von ¢ sind. Wenn wir uns
der Kiirze wegen auf die Hauptglieder, fiir die 1 <n << m ist, be-
schrinken und ferner nur die GréBen ¢ betrachten, so ergeben diese
Bedingungen:

(m2— n?) €@ n+ (m +n) (m + 1+ 1) iy 1 —
—(m—mn)(m —n +1)cff?,,_1= 0,
Gg)n GS:,)ﬂﬁI'f' Cm n41= Qpy, ﬂ(t)!
—neat (m 4+ 1) 6 u st (m—n+ 1) e 1= fm,x (0),
WO Gy, p (£) und B, . (¢) vorgeschriebene Funktionen von ¢ sind. Die
Determinante dieses linearen Systemes ist:
—2m(m + 1) (2m + 1).

Sie kann also niemals verschwinden. Da auch die ,,pathologischen*
Glieder in (23) und (24), d. h. die Glieder, bei denen in sinng, cos ng
n = 0,1 oder n — m ist, willkiirlich bestimmt werden konnen, so ist
bewiesen, daB die Werte von 4iv ¥ und e rot F auf der Kugel R=a
in keiner Weise durch die Beziehungen (20) bestimmt. sind.

* Es ist eine wohlbekannte Eigenschaft der Wirmeleitungsgleichung:
au 9*u
2: " Hza > 0),

daB eine Losung, welche fiir r >a, t >0 reguliir ist und fir » >a, ¢ =0 und fiir
t>0, r=a und r = o0 verschwindet, fiir r >a, ¢ > 0 identisch gleich Null ist.
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Wir zeigen ferner kurz, dall durch die Werte von A (v Fund n rot F
auf der Kugel R = a die Tangentialkomponenten dieses Vektors ein-
deutig bestimmt sind, préziser ausgedriickt, da wenn eine auf der
Kugel R = a definierte Vektorfunktion dort stetige und stetig diffe-
renzierbare Tangentialkomponenten hat und wenn auf der Kugel so-
wohl A v F= 0 wie » rot F= 0 sind, daB dann die Tangentialkom-
ponenten von F' auf der Kugel verschwinden. Wir haben in der Tat:

n rot F= lim 2 Fidax;,
a—=()
5

wobei die Integration in positiver Richtung um die geschlossene Kurve
s gefithrt wird, welche das Flachenelement ¢ umschliet. Aus 72 rot F
= 0 folgt unmittelbar, dafl

[Fiaz;=o0
8

fiir jede geschlossene Kurve s auf der Kugel. Daraus folgt wiederum,
dafi das Integral: »
[Fyda,
Plﬂ] =

wo P® ein fester und P ein variabler Punkt der Kugel R = a ist, vom
Wege unabhéngig ist und also als eine offenbar stetige und stetig dif-
ferenzierbare Funktion des Punktes P aufgefallt werden kann. Wir
setzen:

P
[Fiiz;= G(P).
P(ﬂ)

Aus der Beziehung:

a—+0

AwF = lim %fF, Tds = 0

folgt andererseits fiir jede geschlossene Kurve s:
[Fmimas=o.

Diese Beziehung liBt sich auch in der Form:

PYe
—— T.in) =
faij,"ds 0

(25)

schreiben, indem fiir jeden die Kugel tangierenden Vektor T' gilt:

a6
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Die Beziehung (25) entspricht der bekannten Gleichung:

0G

in der Theorie des ebenen Potentials und zeigt wie diese Gleichung,
dal} die Funktion & keine Maximum- oder Minimumstelle haben kann.
Da dies auf der ganzen Kugel gilt, muBl G konstant sein und also die
Tangentialkomponenten des Vektors F auf der Kugel R = a ver-
schwinden.

Um nun auf der Kugel R = @ eine Vektorfunktion F zu kon-
struieren, welche vorgeschriebene Tangentialkomponenten hat und
den Bedingungen (20) geniigt, berechnet man zunidchst aus den
Tangentialkomponenten A4 (v F und 7 rot ¥. Man bildet dann, z. B.
durch Reihenentwickelungen, die Vektorfunktion, welche den so ge-
fundenen Werten von A:v F und 2 rot F entspricht und welche
aullerdem den Bedingungen (20) geniigt. Die Tangentialkomponenten
dieser Vektorfunktion auf der Kugel R = a¢ nehmen notwendig die
vorgeschriebenen Werte an. Abgesehen von der Stetigkeit, steti-
gen Differenzierbarkeit usw., welche wir fiir die Tangentialkompo-
nenten des Vektors F zur Sicherung der Existenz von A:v # und
n rot ¥ und der Konvergenz unserer Reihen voraussetzen miissen,
sind also diese Tangentialkomponenten trotz der Beziehungen (20)
frei wihlbar.

Unser Beweis ist hiermit zu Ende gefiihrt.

106. Neune Darstellung von Fx.
Wir zeigen jetzt, wie man, wenn (wie wir jetzt wissen) die Funk-
tionen P und P* existieren, die Normalkomponente des Vektors ¥ an
der Kugel B = a bestimmen kann. Wir haben an dieser Kugel nach (15)

8. 117: iP

a—_— Aww F.

Folglich, wegen (11) 8. 116:
t
L -——fA w{U(t)—grad @(7)}dr.
dn .
Wir bezeichnen mit @ eine in £ regulire und in unendlicher Ferne
verschwindende Potentialfunktion, welche an der Kugel B = a der Be-.
dingung:
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dd

——=AwwlU
dn
geniigt. Da:
o 2d 20D B (6"-’@ 2 0@)
AwgradQ—(dfﬁ—W—EaR) - 332+R0RR .

l ( ) el
ar l R Li =0a

a

setzen. Fiir R = a erha.lten wir hieraus:

Fa=P=[|Uj0m + B(0) + - o] dv. (26)

107. Zusammenfassung.

Wir fassen die gewonnenen KErgebnisse in dem folgenden Satze
Zusammen :

Um eine fiir¢t > 0, R > a reguliire Losung des Systems (1),
(2) zu bestimmen, welche fiir £ =0, R > a und fiir ¢ >0, R >
der Bedingung ;=0 (j =1, 2,3) und an der Kugel R = a der
Bedingung u; = U; geniigt, bestimmt man zunichst zwei
aullerhalb der Kugel reguldre, in unendlich entfernten
Punkten verschwindende Potentialfunktionen @ und @, die
an der Kugel R = a den Bedingungen:

dd dd

% = Un, % = Aw U
geniigen. Die Normale wird hier nach auBen gezogen. Die
Operation AwU ist durch die Gleichung:

aU; ov; 2

——n ) = U
aa:f ’*6 @,

AvU = lim — 1 fT(")U ds =

a0 0

definiert, wo o ein Flichenelement der Kugel R = a, s die
Randkurve von ¢ und 7/ die Komponenten eines die Ku-
gel tangierenden, gegen das Element ds der Kurve s senk-

rechten, von s nach aullen gezogenen Vektors von der Linge
1 ist.
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Nachdem @ und @ bestimmt worden sind, sucht man eine
fiir ¢ > 0, R > a regulére, fiir¢=0,R >aund¢>0, R+ o ver-
schwindende Losung der Gleichung:

OF _ g (_#)
“—aé‘—vdj, v—E

die an der Kugel R = a den Wert:

f[ U(t) —grad @ + n (U,,(t) + @(7) —i—%@(r))}dt

annimmt. Die Tangentialkomponenten dieses Vektors haben

die Werte: 20
T
5 (oo - 220)a

0

was mit (11) iibereinstimmt. Die Normalkomponente hat
wegen (9) den Wert:
t

[+ 8 + Gom) ar,

0
was mit (26) iibereinstimmt.

Man bestimmt schlieBlich eine fiir £ > 0, R > a reguliire,

inunendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion &%,
die an der Kugel R = a den Wert:

BF,
093,

annimmt. Dann ist an derselben Kugel:
d P* 0 F

— gt k_ b
F 0x;0 z; rayd ¥y

und die Losung des Problems ist:

oF; 0 6F-)

A a6 *
az+a(¢+¢ drre (=g

Uy =

Qat

10 8. Erste Anwendung.

Um die Anwendung dieses Satzes zu illustrieren, behandeln wir
zwei spezielle Fille,} von denen der erste trivial ist, wihrend der
zweite hydrodynamisches Interesse besitzt.

9 Oseen, Hydrodynamik
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@ (zj, t) sei eine fiir ¢ > 0, R > a regulire, fir £ =0, R > a und
fiir ¢ > 0, R — o verschwindende Potentialfunktion. Wir setzen in der
in 10, 1 formulierten Aufgabe:

Die Losung des hiermit gegebenen Problems ist

op  _ 4

W= 9%’ P=—@5s

Wir bestiitigen, dall man aus unserer Regel dieses Ergebnis bekommt.
Wir haben:

(1=123).

. 590) " (@L@ 3 399)
U.=(55),_. 2U=—(5FH+z5%),_.
also: R& i
- I i L 3
P=¢, O=—C 3R 4
Folglich:
o 1
(Uj'—-—) =0, \U,+P4+ -0 =0
0%/ p=a @ /R=a
Also:
? F=0, & =0
Also schlieBlich: 3 s
® R
uf__zj’ p Q at

109. Zweite Anwendung.

In unserem zweiten Beispiel nehmen wir an, daf die GroBen Uj(t)
an der Kugel R = a vom Orte unabhingig sind. Wir haben unter
diesen Umstéinden fiir R = a:

dd 1 dod
'd—n'ﬁ—-UnﬁEijj, %=A U:"‘”?E?Uj,
folglich:
1 a? = a*
@"; E%U’E, @_ijjRa
und, fiir R = a:

[
F=%fwﬂh.
0

Wir sind also zu der Aufgabe gefiihrt worden, eine fir ¢ >0, R > a
reguliire, fiir £ = 0, R > @ und fiir £ > 0, R — o verschwindende Lo-
sung der Vektorgleichung (4) zu bestimmen, die an der Kugel R = a
einen nur von der Zeit abhéngigen Wert annimmt. Die Substitution:
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= L f(R.t)
=% %

fiihrt die Differentialgleichung (4) in die einfachere Gleichung:

) L o
ot~ " oR:

iiber. Eine Lésung dieser Gleichung, welche fiir £ > 0, R > a regulir
ist, fiir £ = 0, R > a und fiir ¢ > 0, B — o verschwindet und an der
Kugel R = a den Wert:

3 i
—a| U(r)dr
2 ‘Of

annimmt, ist (vgl. hierzu unsere Ausfiihrungen im fiinften Paragraphen
S. 40ft.):
¢ @

(R a)*
3 o 4y (l—t®)
f= pym aJ(R ) ( —OA — [U('r)dr.

Sie ergibt: : o

_ B—ar
f(R )8 a:zm)f U)d
e T)aT.
PRIV
4]} ay B ( ) y

Wir erhalten hieraus:

0Fy _z0F; 1
dxz; ROR  R*

wa-

o

(B—a)*
31/ axf 0% ¢ =
0

’(m

(R—a)?
3z; a | 0 e 1™
Bt o 2fv Rf a1® (¢ — oy WO f Crkiae =
0

£ (R—a)
1 31;7 a e 4v(¢ t“"}
BT, Ef Ui(e®) G —oyn 4t
0
und fiir R = a:

GF; »_ 31’2
aw’ @ _-QE“‘

fU,( )d-;+r ;:f(i?)d;m)}.

9.
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Folglich

vz U(t(“))
= 2R‘°‘lfU? V— ﬁ_tmdt()l

10 10. Das Problem von Boussinesq.

Das hydrodynamische Problem, das zu der eben gelésten Rand-
wertaufgabe fithrt, ist das folgende. In einer ziihen Fliissigkeit, welche
sonst den ganzen Raum erfiillt, befindet sich ein kugelformiger Kor-
per. Bis zu dem Momente ¢ = 0 ruht die Fliissigkeit und der Korper.
Bei ¢ = 0 fingt der Korper eine translatorische Bewegung an. Man
will die dadurch hervorgerufene Bewegung der Fliissigkeit und den
Widerstand derselben gegen die Bewegung des Kérpers berechnen.

Wir wenden zuniichst ein im Raume festes Bezugssystem an. Fiir
die Bewegung der Fliissigkeit gelten dann die Gleichungen I* 8. 12
(wo jedoch X; = 0 zu setzen ist) und die Kontinuititsbedingung. Die
Nebenbedingungen sind: fiir £ = 0 in der ganzen Fliissigkeit u; = 0
(7 =1, 2, 3); fiir{ > 0 in unendlicher Ferne u;= 0, an der Oberfliche
der Kugel u;= U;, wenn U;(t) die Komponenten der Geschwindigkeit
derselben sind. Wir transformieren jetzt die Koordinaten (aber nicht
die Geschwindigkeitskomponenten), indem wir ein Bezugssystem ein-
fiihren, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt der Kugel ist, wihrend
die Achsen mit den festen Achsen parallel sind. Wir erhalten so die
Gleichungen:

u; a Ou
77 — pdu; = é,—g; o (e 4 Uk) 2,
0 u
oz, s

mit den Nebenbedingungen: fiir ¢ = 0, R = Jz.® + 2,2 + 2,2 > a:
uj=0; fiir £ >0, R—>w: =0, fiir R=a: u;= U;. Wenn wir
nach dem Vorgange von Stokes die quadratischen Glieder vernach-
lissigen, werden die obigen Differentialgleichungen mit unseren Glei-
chungen (1), (2) identisch. Die in unserem zweiten Beispiele ent-
wickelten Formeln geben uns also die Losung unserer Aufgabe, so-
weit sich diese Aufgabe auf die Bewegung der Fliissigkeit bezieht.

Um die Resultante der von der Fliissigkeit auf den Koérper aus-
geiibten Krifte zu berechnen, haben wir die Integrale:

du 0
f( P+ o (5 ﬁa:f))ds

R=a
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auszuwerten. Wegen der Kontinuitiitsbedingung ist das Integral:
0uy
it =
fn,,ax’ s (4 > a)
R=A

von A unabhingig, da fir 4 > B > a:

f g““ds f au,,ds_ ad 6u,,d

6 6 Tp
Da:
]jm 3u;, o
P nka—x’_dS—O,
R=4
so folgt:
fnkgi" d8=0
R=a
und also:
du;  Owu 0 u;
f( pn,—}—,un;,(a +0x:))ds= (pn;-{— ,u-n,,a—xi)ds.
R=a R=a

Wir haben (vgl. 8. 129, 130 und 132):

L@+ P _ .
U, (1) N oy
Eﬁ‘t Vt_g(nadm (Uf— dt)
Da:
6 Uj 5(0)) (i'r U,:(O) Uf’(t(o)) 24
Vt_—t‘“’ _f = f Jt—t®
50 folgt
—j prydsS = — -g— moad U';(t) — 2n,ual U;(t) + i UJCEO) +

U i (t(u)) dt(o)l

i3 Fm) Jt —t®

‘Wir haben ferner:
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ot aa:, Do
. @ —ay
3 a T; T, Ar(E—ER)
- 4}%?(6"*‘ Iz )f sl _“’ —oyn 40t

0
t ol

_ (R—a)
3av 1 37 e (=)
+ — 5 (5,-;, — —L)f(R a) dt“’)fU;, (v)dz +
R? t — tO)%
4)mv 0 ( ) y

t

(R—a)?
74,(3_;(0:)
g Sar 1 (5” Swfwk)fg @ — " g,
0

2}/5'5;) R2 R p' _t(o)
Hieraus:
d (0F; 0 6Fk) - 4 g2 U' (t“’))
F‘fdn(?c"_"éga_“ W= —dpaliity— = m
R=g

Die aus @ und @* hervorgehenden Glieder von u; geben keinen
Beitrag zur Resultante. Die Resultante der Kriifte, welche die Fliissig-
keit auf den Kﬁrper ausiibt, ist also:

—f(pu " )dS_—ﬁﬁgasU’(t) Gn,ua[U(t)+
R=a
3
a (U@ umTo
~— dto | —2a2]/£7C T (0).
+]/u_v Vi —t® } V= ©

Der Betrag der Resultante wird fiir £ = 0 unendlich gro8 ausfallen,
wenn nicht U(0) = 0 ist. Wir sehen hieraus, daf es nicht maoglich ist,
einem Korper in einer zihen Fliissigkeit plétzlich eine endliche Ge-
schwindigkeit zu geben. Wir setzen also U (0) = 0. Die so modifizierte
Formel wurde zuerst von Boussinesq gefunden.

Das Problem der Kugel enthilt als speziellen Fall das Problem der
ebenen Wand. Die Regel, welche wir oben zur Lisung des Problems
der Kugel gegeben haben, kann auch zur Losung des Problems der
ebenen Wand verwendet werden.

1011. Das zweidimensionale Problem.

Mit dem Problem der Kugel eng verwandt ist endlich die entspre-
chende zweidimensionale Aufgabe, also das Problem des Kreiszylinders.
Die Methode, welche uns die Lisung des Problems der Kugel gab, 1Bt
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sich auch zur Losung des Problems des Kreiszylinders benutzen. Die
Rechnungen sind im zweidimensionalen Falle wesentlich einfacher als
im dreidimensionalen. Wir gehen deshalb nicht auf diese Rechnungen
ein, sondern begniigen uns damit, ihr Ergebnis in dem folgenden Satz
zusammenzufassen:
Um das System:
%1;1=_g%+mu,., (%‘: 0 (j=1,2)

fiir r =J,2+ 2,2 >a, t >0 und mit den Nebenbedingungen: fiir
t=0, r>a und fiir{ >0, r - © : u;=0; fiir r = a: w;= Uj, zu
lésen, bestimmt man zuerst zwei fiir r > @ reguldre und in
unendlicher Ferne verschwindende Lésungen @ und @ der
Laplaceschen Gleichung mit zwei Veranderlichen, welche
fiir r = a den Bedingungen:

2x
020 g3 o,
27

dn ar
id 0P
i T [U,,d&

geniigen, wo U, und Uy die durch dieBeziehungen o; =rcos#,
@y=rsind®, U,=U, cos® + U, sind, Us=U,cos— U, sin®d fest-
gelegten Bedeutungen haben. Man bestimmt dann eine fiir
t >0, r>a regulire, fiirt =0, r > a und fiirt >0, r > ver-
schwindende Losung der Vektorgleichung:

df; ;
Uh_vat, (=19

welche fiir r = @ den Bedingungen geniigt:

t 2x s
1 _cosd cosd 0D (r)  sin#® dD (1))
fl_flvl(” o7 fU"(’)d'”" a 90 T a os 1"

fszlU i )__smﬁfU & )d§+mzﬁa§g) co;ﬂclcgg_) de.

Man bestimmt schlieBlich eine fiir » > a regulire, in unend-
licher Ferne verschwindende Loésung @* der Laplaceschen
Gleichung, die auf dem Kreise r=a den Wert »div f an-
nimmt. Dann gilt an demselben Kreise:
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dd* (7 A d® 109
T-“i}:dl\rf—%—;ﬁ

dn
und die Lésung des Problems ist:
2x
_0f;, 0 4 aJ‘ Ofel .5
W= +6_a:,-{¢+¢ +ﬂo U,,(z)dﬂ‘-logr—v%k—}, (G,k=1,2)

2x
=52 * if |
p_—ga{@‘f‘@ + 95 Ua(t)dd-logr|

§ 11. Die Stokesschen (leichungen. Ein Ellipsoid mit
konstanter Geschwindigkeit. Die Formeln von
Oberbeck.

Unter den spezellen hydrodynamischen Randwertaufgaben, deren
Losung bekannt ist, gibt es eine, die ein so grofles Interesse besitzt,
daB wir hier einen Bericht dariiber geben wollen. Es ist die zuerst
von Oberbeck behandelte Aufgabe, eine Losung der Stokesschen Glei-

chungen:

ip ou; e
pAu,—%—’__o, 3_37;_0 (1=123) (1)

zu bilden, welche aullerhalb des Ellipsoids:

2,2 Pt @,
S ®
regulir ist, in unendlicher Ferne den Bedingungen #; = 0 und am EI-

lipsoid den Bedingungen u; = U; geniigt, wo U; Konstanten sind.
Durch die Gleichung:
22

a® -+ 1

&2
b2 41

2
Ty

T cﬁ+l=

+

1 (3)

und die Bedingung A > 0 definieren wir eine Funktion A(z,, z,, ;).
Wir setzen:

z,® Zy? g _
@+ T Eryp TEr D
V(a® 4 2) (6% + 2) (c*+ 2) = W (2), (4)
dlog W) 1¢ 1 1 1 3
3 Blaor e T AW
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Wir erhalten aus (3) durch Differenzieren:

L usw
dz, a*+1 )
Folglich: ” ai a1
y Ty Ty 04
A1z, T B1ri05, T A+105 " > ®)
+oa) + (G
b {(Oml) (()x2 + Oy i_ + (6)
Nochmaliges Differenzieren der Gleichungen (3) ergibt:
0%2 2 4z, 01 [ o®

God = F T @A s @y Tt

C A a1\?
tEr 1)3} (B?) s
Folglich wegen (5) und (6):
9?1 . _,0logW(2)
DW_DA}.—4E(A)_4 VR (7)

Wir betrachten jetzt die beiden Funktionen:

@2 : ds
@y g
Q(:El,nc2,:1,3)_nabcf( +b2 -+ _I)W’

245 + 8 ¢t s
- ds
% (21, Ty, T3) = abe W—M‘
Wir haben: :
a2 z,ds
6_1‘1_ 2nabe F:{_—m SW.
und: ’
7a_ 2nabe f—— 1 =& 4 usw
da? J(@+a)W(s) W) a+40z ‘
Folglich wegen (4) und (5)'
(1 a R
Al = 4ﬂ:abcl 7 a5 8 We)ds W(1)1_0°
Ferner wegen (6) und (7):
o) +(2) + (72 1=
“'X— Tah+ g4 9z,) T\oz;) T \oa, =

4abc

P
“W@D lE® -

a7 —-log W(l)} = 0.
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Wir versuchen unsere Aufgabe durch den Ansatz:

a 020
Uj = AS;I)(ESMZ — Lg P x) + Ai-g) am?aly;

zu 16sen. Dieser Ansatz befriedigt fiir alle konstanten Werte von 45
und A5 die Gleichung g;::" — 0. Wir haben ferner:
i
0?
gl OS%
Au,'— 2A;- Bn:,()‘:r,,
Die Bewegungsgleichungen sind also erfiillt, wenn wir:

i}
wmox
p=—2uA; Tor -+ Konst.

setzen, Auf dem Ellipsoid (2) haben wir i = 0 und:

29 9 abc[f 2y 020 2:;2:261“8
dz2 " (2+3)W(s) a3b00:c1 Oz, 02y b 0my
ax a1
R ALl P

Wir sehen hieraus, daB die Bedingungen: u; = U; am Ellipsoide er-
fiillt sind, wenn wir den Konstanten A% und 45> die Bedingungen:

4@ — a* AD, 4D — b Au) AD — A“’
2n
¢ ds f
(1 (e;
abc[A W( ) @ s)W(s) = U, usw.

auferlegen. Wir setzen :

abcfds = P; usw bfds =Y eo=
J (a2 + s)W(s) § W%e @ co Wﬁ—ximo—xo
und erhalten:

T S . I PR |
Xo+ @ Py X+ 02y O° Xo+ ¢ Ps

Das Problem ist hiermit gelést. Wenn wir iiber die gefundene Bewe-
gung der Fliissigkeit eine translatorische Bewegung mit der konstanten
Geschwindigkeit u; = — Uj iiberlagern, erhalten wir die Bewegung einer
Fliissigkeit, die mit konstanter Geschwindigkeit — U an einem ellip-
soidformigen Korper voriiberstrémt. Um die Resultante der Krifte zu
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berechnen, welche die Flissigkeit auf den Korper ausiibt, benutzen
wir dieselbe Methode wie im 7. Paragraphen. Wir berechnen dasIntegral:

du;  Ou,
[ o+ um (gt + 52)) a5
wo die Integration iiber eine mit dem Ellipsoide konzentrische Kugel

erstreckt wird. Wir haben fiir grole R-Werte:
dmabe . 2abe

3SR ' *T R
und erhalten mit Hilfe dieser Werte leicht:|
_ 6 U; 0 Uy ) . (1)
f(— pn; + pny (Ea - E) d8 = —16zpabed;’.
Die Komponente der Resultante in der Richtung der z,-Achse hat
also den Betrag:

A=R, Q——

16z pabel,
%o + a* P,
Dies ist die Formel von Oberbeck.
Wenn wir @ = b = ¢ setzen, so erhalten wir: P, = %, %o = 2a®. Die

Resultante der von der Fliissigkeit auf den Kérper ausgeiibten Krifte
ist in diesem Falle also: — 6z a U. Wir haben hiermit die Stokessche
Formel wiedergefunden. Mit anderen speziellen Fiillen der Formel von
Oberbeck werden wir uns beschiftigen, nachdem wir die Formel er-
weitert haben.
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Angeniiherte Losungen von Randwertaufgaben
bei den Stokesschen Differentialgleichungen
fiir stationiire Bewegung.

§ 12. Eine kleine Kugel und eine ebene Wand.
12 1. Berechnung des Widerstandes.

Wir nehmen in diesem Paragraphen an, dafl die Fliissigkeit den
Halbraum z; > 0 erfiillt. In dieser Fliissigkeit soll sich ein kugel-
formiger Korper mit konstanter Geschwindigkeit U in beliebiger
Richtung bewegen. Unter der (offenbar im allgemeinen nicht genau
giiltigen) Voraussetzung, daBl die Bewegung der Fliissigkeit als sta-
tiondr aufzufassen ist, wollen wir diese Bewegung und die Resultante
der von der Fliissigkeit auf den Korper ausgeiibten Kriifte berechnen.
Wir benutzen ein Bezugssystem, dessen z,-Achse gegen die ebene
Wand senkrecht ist und den Mittelpunkt der Kugel enthiilt, wiihrend
die 2,z,-Ebene mit der Ebene der Wand zusammenfillt, und die z,-
und z,-Achsen beliebige, aber feste Richtungen haben. In bezug auf
dieses System ist die Bewegung der Fliissigkeit eine Strémung mit
den konstanten, d. h. vom Orte unabhingigen Komponenten — U,,
— U,, 0 und eine dariiber gelagerte Bewegung, deren Komponenten
wir mit %; bezeichnen wollen. Indem wir mit Stokes die in den GroBen
U und w quadratischen Glieder vernachlidssigen, erhalten wir wie in
§ 9,1 5. 97 zur Bestimmung der Grofen u; die Gleichungen:

dp du;

ydu,—=3x—j, e 1)

mit den Nebenbedingungen: fiir z;= 0 und fiir 23 > w: 4;=0; an
der Oberfliche der Kugel r = a: u;= Uj;. Wir haben hier:

V“’12 + z?  (rg— @) 2 =7
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gesetzt, wo 24(® die Entfernung des Mittelpunktes der Kugel von der
festen Wand ist. Wir setzen im folgenden:

Va? + @ + (23 + 2,®) 2 =r.

Wir haben im 9. Paragraphen die Bewegung berechnet, welche
eine stationéir bewegte Kugel in einer den ganzen Raum erfiillenden
Fliissigkeit hervorruft. Fiir die Komponenten jener Fliissigkeitsbewe-
gung erhielten wir S. 110 (23) mit unseren jetzt gebrauchten Bezeich-
nungen: 3 4 " o2 a2
§7UJ'—¥ Uk%a—a:k(gr_i—_) (2)

r

und fiir den Druck: 8 1

p== _2_ a5 Ui dxp 1
Diese Bewegung wird in dem jetzt vorliegenden Falle durch die feste
Wand gestort. Man kann in gewissem Sinne sagen, daB sich iiber diese
Bewegung eine durch Reflexion an der festen Wand erhaltene lagert.
Um die zuriickgeworfene Bewegung zu berechnen, haben wir eine fiir
2y > 0 regulire Losung des Systems (1) zu suchen, die den Rand-
bedingungen:

2. 3 a2
fiir 2, = 0: =g AU,-—I—--- Uka i (3?‘—]— ) (3)
7

fiir 5 - oo: u=0
geniigt. Wie wir jene Losung in der Gestalt von Doppelintegralen
darstellen koénnen, haben wir im 9. Paragraphen 8. 113 gesehen. Es
gibt aber auch eine einfache, integrallose Darstellung dieser Losung.
Wenn wir mit u* die Komponenten der zuriickgeworfenen Stromung
bezeichnen, so haben wir:

fiiry = 1,.2:
3 a a - @ 6z, 2,@
u*=—-"TU + U !37’ ‘-;—+ 3;3 '+
TR T T L, & s T T g
d 1), a 02 o a® bzgz,® J 1
25 bl - (O S o S ot SOOI, . 7 PO
R e o U3ax;ax3l?”’ =" F g}
ferner
9 a a [ P T 4
A . L (4)
% 37 Us 4k§f*6xaaxkl3r+ 7 7
sl 8 A el VAR AL
% T3z, 7 ZkZL‘?‘Omkl 7 * 0, Jr'l_{_
a 02 _ . Da®  Gzyay " 1 d 1
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Fiir den zugehorigen Druck p* gilt:

a2 1
e 9)_____ o R
2‘“:21’2[]* ‘ + 4 a8 6&:32FI+
(5)
a1 02 1
e MR ot Yo (0).._.____ 2 e I
Jr2‘“’0 { S T e P i

Man verifiziert leicht, daf w;* und p* dem System (1) und den Rand-
bedingungen (3) gentigen.

Wenn wir a/z,®, also das Verhiltnis des Kugelradius zum Ab-
stand des Kugelmittelpunktes von der Wand so klein annehmen, daf3
wir Glieder von der Grollenordnung a?/z,? neben 1 vernachlissigen
diirfen, so haben wir im Mittelpunkt der Kugel, also im Punkte
0,0, z,@®, mit geniigender Annéherung:

wF = — 1?5 , o (0) U (k 31 2), wuy*=— _g_ w_:zﬁj Us.
Die Resultante der von der Fliissigkeit infolge der Bewegung (2) auf
die Kugel ausgeiibten Krifte ist nach 9,5 8. 111 — 6apuae U. Die
von der Bewegung (4) abhingigen Krifte haben nach dem Satze von
Faxén 8. 113 die Resultante:

6 pau* (PO) + ma(grad p*)pe,

wenn wir mit P den Mittelpunkt der Kugel bezeichnen. Ein Blick
auf den Ausdruck (5) fiir p* zeigt sofort, daB das letzte Glied des
obigen Ausdruckes neben dem ersten zu vernachlissigen ist. Die Re-
sultante der von #* abhingigen Krifte auf die Kugel hat also die
Komponenten:

27 a? a7 a? 27 a?
_§ny@)U1, ——S—FEME:;@ UE! *"‘Tﬂ#m U3'

Die Fliissigkeit iibt also auf die Kugel Krifte aus, deren Resultante
in der hier angestrebten Niherung die Komponenten:

9 9
—6rpal, (1 + a(o)) -—-6::4(&5;0’2(14-16 ﬁ),

9 a

hat. Dieses Ergebnis rithrt von H. A. Lorentz her.
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12 2. Eine Spiegelungsmethode von H. A. Lorentz.

Wenn man die Anniherung weiter treiben will, so mufl man be-
achten, dafi die aus (2) und (4) zusammengesetzte Bewegung nicht
der Bedingung u;= U; an der Oberfliche der Kugel geniigt. Mit an-
deren Worten: die reflektierte Bewegung «* mul} ihrerseits an der Ober-
fliche der Kugel reflektiert werden. Die so erhaltene, doppelt reflektierte
Bewegung wird wiederum von der Ebene z; = 0 zuriickgeworfen. So
kann man fortfahren. Wir wissen aus § 9, daf die Randwertaufgaben,
zu welchen man durch dieses Verfahren gefithrt wird, mit Hilfe von
Doppelintegralen gelost werden konnen. Die Spiegelung in der Ebene
23 = 0 kann man indessen mit Hilfe eines von H. A. Lorentz gefun-
denen Satzes viel einfacher ausfithren. Nehmen wir an, dal wir eine
Losung u;, p des Systemes (1) kennen. Man bestétigt leicht, dall die
Formeln:

dug  x*dp :

&=y Pt 8. & =

Uj T3 dz + ﬂ dx _’ (? 1:2)
ou. dp

($) — = 3

Uy 2wy a%+ w oz (6)
Bp ou

) — i L 3

P P +2%5 dp o P

eine neue Lisung 9, p® des Systemes (1) definieren. Wenn die GroBen
u;, p einen singuléren Punkt #,® (2,0 > 0) haben, so ist dieser Punkt
offenbar auch fiir %%, p® singuldr. Man kann in diesem Fall, wenn
z;® der einzige singulire Punkt der Funktionen w; p ist, von der
Lésung des Systemes (1) ausgehen, die man aus w;, p durch Fortsetzung
iiber die Grenzebene x; = 0 hinaus und durch Spiegelung (im gewohn-
lichen Sinne des Wortes) der so fiir z, < 0 erhaltenen Bewegung an der
z, z,-Ebene erhilt. Wenn wir fiir einen Augenblick die durch das er-
wihnte Verfahren aus u;, p erhaltene Bewegung mit #%;,  bezeichnen,
so haben wir offenbar auf der Ebene 2, =0: &, = u,, @, = %y, thy=— 1.
Die Liosung 9, p® des Systemes (1), welche wir mit Hilfe der For-
meln (6) aus %;, p herstellen kénnen, erfiillt also auf der Ebene 23 = 0
die Bedingungen %, = — u; (j = 1, 2, 3). Sie ist iiberdies fiir z, >0
regulir. Sie stellt also die von der Ebene z; = 0 zuriickgeworfene
Stromung w;, p dar. — Man bestiitigt leicht, daB die Grofien u*, p*
in dieser Weise aus den Gréfen (2) abgeleitet werden kénnen.

Mit Hilfe der hier dargelegten Methode haben Stock und Faxén
eingehend den Fall untersucht, dafi die Kugel sich parallel zur Wand
bewegt und also U; = 0 ist. Wir werden im folgenden (S. 194) eine
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Formel von Faxén mitteilen, welche in einem Grenzfalle den Wider-
stand gegen die Bewegung der Kugel gibt, den man aus dem Sy-
stem (1) bei Beriicksichtigung von Gliedern von der GréBenordnung
a®[z,®% erhalten wiirde.

§ 13. Eine Kugel oder ein Kreiszylinder
zwischen zwei ebenen Wiinden.

131. Einleitung und Darstellung des Abstandes R
durch Integrale.

Die Aufgabe, den Widerstand zu berechnen, den eine Kugel er-
fahrt, welche sich mit konstanter Geschwindigkeit zwischen zwei pa-
rallelen, ebenen Winden in einer zu den Winden parallelen Richtung
bewegt, hat durch die Kolloidforschung Interesse gewonnen. Eine an-
geniherte Losung dieses Problems erhalten wir durch das in § 12 dar-
gelegte Verfahren. Die von der Kugel zunichst hervorgerufene Bewe-
gung der Fliissigkeit wird von den beiden Grenzebenen zuriickgeworfen.
Wenn wir auf die Kenntnis des weiteren Schicksals dieser zuriickge-
worfenen Bewegungen verzichten und die Berechnung schon an diesem
Punkte abbrechen, erhalten wir fiir die Komponenten der Resultante
der Kriifte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel ausiibt, die Werte:

9a (1 1
1+1€(z+g)’ (1)
wo I, und [, die Entfernungen des Mittelpunktes der Kugel von den
beiden Wénden sind. Um genauere Werte dieser Komponenten zu er-
halten, miissen wir fiir beide reflektierte Bewegungen ihre neue Re-
flexion an der Kugel und an der anderen Wand untersuchen. So kann
man fortfahren. Man erhilt auf diese Weise die gesuchten Grofien durch
unendliche Reihen dargestellt. Die Konvergenz dieser Reihen ist je-
doch schlecht, und deshalb hat der Forscher, dem wir die Losung dieses
Problems verdanken, Faxén, eine andere Methode benutzt, die immer
bei solchen Problemen anwendbar ist, in denen Randbedingungen an
einer Ebene oder an zwei parallelen Ebenen eine Hauptrolle spielen.

Als wir im 9. Paragraphen die Randwertaufgabe der Stokesschen
Gleichungen (fiir stationére Bewegung) fiir die Kugel 16sten, erhielten
wir die (Geschwindigkeitskomponenten und den Druck durch Integrale
iiber die Oberfliiche der Kugel ausgedriickt. In dem einfachen Falle,
daBl die Randwerte U; vom Orte unabhiingig waren, war es maéglich,

—brpal;
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eine einfache integrallose Darstellung der Losung zu finden. In den
meisten Fillen ist eine solche integrallose Losung einer in Integralform
dargestellten weitaus vorzuziehen. Aber in dem Problem, das wir hier
zu behandeln haben, liegen die Verhéltnisse anders. Hier ist es zweck-
mifig, die einfache Losung des Problems der Kugel bei konstanten
Randwerten, die wir im 9. Paragraphen (Gl. 23) erhielten, in Integral-
form darzustellen.
Wir gehen von dem Integral*'

f f o= @

aus. Wegen des Verhaltens des Integranden im Anfangspunkte des
a,aya5-Raumes ist dieses Integral nur bedingt konvergent. Um dem-
selben einen bestimmten Wert zu geben, schliefen wir zuniichst durch
eine kleine Kugel ;> = £ den Anfangspunkt vom Integrationsbereiche
aus. Der Grenzwert des so erhaltenen Integrales bei & — 0 soll der Wert
von (2) sein. Um diesen Wert zu berechnen fithren wir im a-Raum
Polarkoordinaten ein. Wir erhalten, wenn @ der Winkel zwischen den
beiden Vektoren z; und «; ist:

lim 2 f(l T gin 04O = RfaR—sm(aR)}—-—-— CR,

e—rﬂn

wo dieSubstitution: a R = f unmittelbar zeigt, daf} C eine Konstante ist.
Um C zu bestimmen, bemerken wir, daf3:

e dz( GR) 4 2 {aR sm(aR}i‘i gfsm(“R)d 1%

iR iRz
= 3ot tmdate o

Wir haben also:
Wir wollen in dem Integral rechts die Integration in bezug auf a4
ausfithren. Wir betrachten also das Integral:

107 d
il g S IR
] 0= g

* Wir schreiben der Kiirze wegen und in Ubereinstimmung mit dem hier ge-
folgten Brauche statt:

ei(ay @y +ayZa+ @ Ts) wieder: efe;%;,
** Man vgl. z. B. Courant-Hilbert, Methoden der mathematischen Physik. I, S. 55.

10 Oseen, Hydrodynamik
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Wir nehmen zunichst an, dafl a, und a, bestimmte Werte haben,
welche der Ungleichung a,% + a,® > &* > 0 geniigen. a, soll dann alle
reellen Werte zwischen — oo und - o« durchlaufen. Wenn wir eine kom-
plexe a,-Ebene einfithren, konnen wir indessen den Integrationsweg
in dieser Ebene beliebig verschieben, wenn nur dabei die Endpunkte
fest bleiben. Wir benutzen diesen Umstand so, dal wir, wenn 2, > 0
ist, denIntegrationsweginseinenmittleren Teilennachoben
verschieben, dagegen wenn z; < 0 ist, nach unten. Dabei wird
einer der beiden singuldren Punkte:

ag=t+1)a®+ a,® =+ 1k

iiberschritten. Er gibt zu einem Glied:
,;,,, {1 — gtlazy+agzy) — k|7 }(1 - k | g D

Anlall. Dagegen verschwindet das Kurvenintegral bei unbeschrinkter
Verschiebung des Integrationsweges nach oben (wenn z, > 0) oder nach
unten (wenn z; < 0).

Wir zerlegen jetzt unseren Ausdruck (3) fiir R in zwei Teile:

Rz};l?fzf(l_em’:’) dal(i;;daa lfff(l— sy dal(dc?);iaa

= a? L gyt et
it ayt> et —m;u,_(_—{-o:

Der erste Teil 1aBt sich nach dem Obigen, wenn |z, |> 0 ist, in
der Form:

ffl_,e:’(alz.-f-a.z.) Bzl (1 4 k| z5))

“1’+ ul’ >t

dalu‘fa2
ks

schreiben. Den zweiten Teil wollen wir im Grenzfalle ¢ = 0 berechnen.
Wir haben offenbar, wenn § irgend eine positive Gréfe ist:

lim __fff(l £%%) do,dayda;

Y
serolt atag< &t (a )
—wSa;S+4 oo
= hm lszf(l_el'ajzj) dalda::laa —
e—>07T Wl ot et (ai )
—8%ay S8
da,da,da
—hm;fff[——%ﬂjﬂ?f’_ (0!;5137)21 la‘g;g %
e—=>0 L aice

—d%ay24d
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Bei der Berechnung unseres Integrals haben wir nach der obigen
Festsetzung zuerst den Anfangspunkt durch eine kleine Kugel, deren
Mittelpunkt der Anfangspunkt ist, auszuschlieBen. Wir haben unter
diesen Umstédnden:

hm__ff (o5z5)da,dagdag —0

=0 e 012+a22+a r ’

—J<a,<6

da die Elemente des Integrals sich zu je zwei aufheben.
Man findet ferner:

daldazdaa y
e d < m, < 6
weil das Integral unbedingt konvergent ist.

Wir haben folglich, wenn |z;| > 0 ist:

R= hm—ff1_ee(u,z.+a.z.> Haal) (1 + k| g]) d“ldaa.

z—bﬂgﬂ

a,'+ag')£’

Wir kionnen diese Gleichung in der einfacheren Form:

dal daz

ffl_el(a;h-l-ﬂlzﬂ Hz’l}(l“l" k| ISD (4)

schreiben, wenn wir iibereinkommen, daBl bei der Berechnung der
linken Seite der Anfangspunkt zunichst durch einen kleinen Kreis
a,% 4 a,? = &? ausgeschlossen und nachtriglich der Grenziibergang
& —+ 0 vollzogen werden soll.

Man sieht leicht, daB die Gleichung (4), wenn |z | > & > 0 ist, be-
liebig oft in bezug auf z,, z,, #, differenziert werden darf. So z. B.
erhalten wir:

o % ff iy Ty agZg)— K | 25| = 1

R o5, € s (14 k|ag])dayda, (D)
1 da,da

= iy Ty agz)—k|zy| 12

= f I s ®

usw.

10
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Die Formel (6) hat eine sehr grofe Bedeutung. Man kann in
anderer Weise zu dieser Formel gelangen, indem man von dem In-

tegral:
fff et ;‘daldazdas
272 oy + ay® + ay®

ausgeht. Doch ist diese Beweismethode wesentlich komplizierter als
die oben benutzte.

13 2. Einsetzung der so gewonnenen Darstellungen von E usw.
in die Stokessche Formel behufs Gewinnung
allgemeiner Integrale.

Wir kehren zu unserem hydrodynamischen Probleme zuriick. Wir
legen den Anfangspunkt in den Mittelpunkt der Kugel und die z,-Achse
mit der Bewegungsrichtung der Kugel parallel. Die ebenen Wiinde mogen
die Gleichungen z; = + {, und z; = — /, haben. Die Bewegung, welche
die Kugel in einer den ganzen Raum erfiillenden, mit der Geschwin-
digkeit — U, 0, 0 stromenden Fliissigkeit hervorrufen wiirde, ist durch
die Stokessche Formel (24) S. 110 gegeben, wenn wir in dieser Formel
U,= Uy= 0 setzen. Mit Hilfe der oben entwickelten Beziehungen
finden wir leicht die unten angegebenen Ausdriicke fiir %; und p:

+ =
2
Uy = — Ul+ —c—ffe"(ﬂlxl'}‘mfz)—ﬂzal! %_%(1 - kixa':)+

s .- }daldaq,
f f bt B (1 k) + Cgilnda, |
ffg'(’hxl g @) — k| s | ‘— —5— %3 + Eﬂl 3‘ |da1da2,

e ia

‘uffel(dh L aaz) — k|24 —Tlidal dago

In diesen Formeln hat ¢ die Bedeutung }aU,.
Die Losungen der Stokesschen Gleichungen, welche durch die obigen
Formeln definiert werden, sind iiberall mit Ausnahme vom Anfangs-
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punkte reguldr. Selbstverstindlich ist dies nicht die einzige Losung der
Stokesschen Gleichungen, welche diese Eigenschaft hat. Man kann viel-
mehr z. B. durch partielle Differenzierung der schon gefundenen Lo-
sung in bezug auf x;, «, oder z,, eine unbeschriinkte Zahl von solchen
Losungen herstellen. Wir werden im folgenden eine Lésung der Sto-
kesschen Gleichungen von der folgenden Form benutzen:

=_U +_ffe‘(ﬂlz1+“:’-':) |z

a
= 1'c]1(1‘|‘]"|"5a. kags

+ @
1 . .
=§E e'(“nza'l'ﬂsza)—k\::!-i,az

’t (113:3

""al “91
got L —

dayda,,

ta,

g_;:+ 7B 91(1+k|m3|)_

93] da,da,, (8)

f{e‘(ule‘l‘“sxu) klz,|

w:i

+ 73 g3( 1—|—k\xa|)ldaldaa,

— 2 gy — g0y +

IJ:\2

— i(a1z1+a.za—k:z=;?:all_ By
J'l:ffe k gl+ ‘x3|k93 dalda2'
—_

15 G 93 sind hier unbekannte Funktionen von a,, a,, k, von denen
wir nur annehmen, daB sie die Eigenschaften haben, welche nétig sind,
damit unsere Integrale (8) einen Sinn haben und wir sie unter den In-
tegralzeichen (u,, 4,, u; zweimal, p einmal) in bezug auf @, z,, 2,
differenzieren diirfen. Man verifiziert unter diesen Voraussetzungen
umgekehrt leicht, daB w;, p den Stokesschen Gleichungen fiir sta-
tioniéire Bewegung geniigen. Wie aus dem oben Gesagten ersichtlich
ist, kénnen wir den Bedingungen u; = 0 an der Oberfliiche der Kugel
R = a durch den Ansatz:

Gr=0 @gs=—%cig-a* g3=0, c=}al,
geniigen.

Neue Losungen der Stokesschen Gleichungen, welche mit (8) nahe
verwandt sind, sind die folgenden:
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1 (7 ' 2 .
5 10 a
4% = ﬁffgt(aw&n.z.}—h.'_k.l 75+ T Gy — _k% ga(1 + kxg) +
a 2
T “i"mxgs}d%daz:

= _ffg*(’hz:‘i‘d:za) kz, zaz [9‘5 e i’kasl A 14+ kﬂ?s) ==

——k—msga}daldaz, (9

us* — __ffei(alzl-l_alzl)_kzl{ 9 _ % 942:3 +

+ge(l + kzs)}daldaz,

da,da,;

+ o Z
y23 e ra
= ;ffﬂ‘(“lzl‘i' 1 Ty) — k24 -I:-!' {-— g4 -|— kgﬂ

+ =
'“1** o iffg"(ﬂlxrl-ﬂlx:)‘f‘*zl
27
—®

2
== %1? g7 (1 — kay) + zsgs}d%daz:

iay

2
98""‘5‘97"’

1
u**——ffe““n*ﬁwﬁm 0, ‘gg_'_ Fgo(1—kag) —

ta,
T“a%

dada,, (10)

@
1 . 10
-u,a** = ﬁf fe‘(f'l:l‘i"ﬂ:z:)‘i“kzs [gs — TI 47 %5 =

Tay

0,1~ k)| dayday,

+
p* [ J— %ffg‘(ll:31+ﬁzzn)+k% 1’;1 { — 97 _— kgﬂ } daldaz a

Uber die Funktionen g¢,, g, ¢4 ¢+» s> o machen wir dhnliche An-
nahmen wie betreffs der Funktionen ¢, g,, g;. Aus der formalen
Analogie mit (8) folgt unmittelbar, daB sowohl u;*, p* wie w**, p**
den Stokesschen Gleichungen fiir stationiire Bewegung geniigen.
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13 3. Ansatz zur Losung und zur Widerstandsberechnung.

Wir betrachten jetzt eine Fliissigkeitsbewegung mit den Kom-
ponenten w; + u;* + u**. Wir bestimmen die Funktionen ¢ so, daf3
jene Bewegung uns eine angeniiherte Losung unseres Problems ergibt.
Wir fordern zunichst, dafl die Geschwindigkeitskomponenten an den
ebenen Winden z; =1,, 2, = — I, die Werte'— U,, 0, 0 annehmen.
Dieses bewirken wir dadurch, daB wir die Funktionen ¢ der Bedin-
gung unterwerfen, daf fiir z;=-7, und z3=—1, und fiir =1, 2, 3
die Summe der Integranden in unserem Ausdrucke fiir u;+ w* + u;**
verschwinden soll. Wir erhalten hieraus sechs lineare und homogene
Beziehungen zwischen den Funktionen g. Wir setzen e?*h—3s,, e?¥:—s,

und haben dann:
R el U el
9y = 3182_191’ 92 = | 91
iy

Jo+ 95+ 9381 — 24, 2 9281 — Loy (95+ g5+ g¢81) = 0,

. o
— 92— g5+ gs81 + 10y (95 + 96— 998;) + 'k—l (931 9o+ g981) =0, (11)
i_al.

9o+ gs+ 9582 — 21, % 9s8:+ lyia, (93 + g9+ g652) = 0,

. %
g2+ 95— 958+ latay (95 + 99— 9683) + % (951 go + 9682) = 0.

Zur Befriedigung der Bedingung u; =0 an der Oberfliche der
Kugel verfiigen wir iiber drei Funktionen g. Offenbar geniigt diese
Zahl nicht, um die Randbedingungen exakt zu erfiillen. Um eine an-
geniherte Losung unseres Problems zu bekommen, konnen wir so
vorgehen, dal wir den Funktionen ¢,,¢,,9, die S. 149 angegebenen
Werte: ¢, — fcia,a?, 0 geben und dabei ¢ = §aU, setzen. Die Be-
ziehungen (11) geben dann die Werte der Funktionen g,...g,. Wir er-
halten so die Storung, welche unsere ruhende Kugel in einer mit der
Geschwindigkeit — U;,0,0 strémenden, den ganzen Raum erfiillenden
Fliissigkeit hervorrufen wiirde, und dariiber gelagert die Bewegung,
welche durch die Reflexion dieser Stérung von den Wiinden entstehen
wiirde. Mit Hilfe des Satzes von Faxén (§9 S. 113) kénnen wir die
Resultante der Kriifte berechnen, welche die Fliissigkeit unter diesen
Umsténden auf die Kugel ausiibt. Wir kénnen aber auch einen etwas
anderen Weg gehen. Wir konnen die drei Funktionen g, welche zu
unserer Verfiigung stehen, so bestimmen, daB3 die Mittelwerte der
Geschwindigkeitskomponenten u; + u* + #** an der Oberfliche der
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Kugel verschwinden. Wenn wir dann die Geschwindigkeit in zwei Teile:

f('“’ + %**)dS und u, — 41 fu,dS

R=a

u™ -+ uf** nad

zerlegen, so wird nach dem Satze von Faxén (vgl. § 9 (28) S. 113) der
erste Teil keinen Beitrag zu unserer Resultante geben. Die Resultante
rithrt also nur vom zweiten Teile her und zwar vom ersten Gliede
dieses Teiles, weil das zweite Glied eine iiberall, auch im Innern der
Kugel konstante Geschwindigkeit gibt, die keinen Beitrag zur Re-
sultante geben kann.

13 4. Durchfiihrung in speziellen Fiillen.

Wir behandeln im folgenden nur den einfachsten und wichtigsten
Fall, niimlich denjenigen, bei dem die Kugel sich gerade in der Mitte
zwischen den beiden Winden bewegt und also , = [, ist. Wir setzen
in diesem Fall /,=1,=1, s; = s, =s. Wir benutzen die zuletzt er-
wahnte Methode und suchen also ¢y,9,,95 80 zu bestimmen, dafl

[+ w*+uprds=0  (=1,23)
R=a

Aus geometrischen Griinden ist nun unmittelbar klar, dal zwei von
diesen Gleichungen identisch erfiillt sind. Wir kénnen deshalb auch

jetzt: o,
§1=2¢ ga=—%craa, g3=0 (12)

setzen. ¢ soll aber jetzt keineswegs den Wert $aU; haben, sondern
mul} vielmehr aus der Bedingung:

dsS
Joat+w*+ur T =0 (13)

R=a

bestimmt werden. — Der Ansatz (12) gibt nun unmittelbar fiir
B avg = — Uyt %% Aus § 9 (27) und (28) 8. 113 folgt ferner:

1 # % % s * * ok ( ap**)
Ef("ﬁ + % )a = (u* + u**)o+ 6p awl_l_ a,
R=a
Zur Bestimmung von ¢ erhalten wir also die Gleichung:
il 20 s

4c * * %
—Ul+§3+(”1 T )+6y dz, 0z, /y
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Da u*, p*, u,**, p** ¢ als Faktor enthalten, so konnen wir die

letzte Gleichung in der Form:
$al

3
1+ CE (ur® + w**)o+

o @ (d @* + p**))
8uc\  Odw, 0
auflésen.

Wir haben oben gesehen, daB die resultierende Kraft auf die
Kugel nur von den Geschwindigkeitskomponenten u; oder wie wir

auch sagen kénnen, von wu; + U,,u,,u; abhiingt. Wir wissen ferner,

dal} diese GroBen sich nur durch den Faktor 345- von den Groflen

§9 (23) 8. 110 (mit U,= Uy;= 0) unterscheiden. Nun erhielten wir
in § 9 aus der Formel (23) fiir die Komponenten der resultierenden
Kraft auf die Kugel die Werte — 6z pa U;. Wir schliefen hieraus, da
jetzt die Komponenten der Resultierenden — 87 p¢,0,0 sein miissen.
Fiir den Betrag der Kraft auf die Kugel erhalten wir:

Bais— 6rual,
1438 ey T dETiay '
1-{-4?(%1 + % )0+m axl 5
Unsere Aufgabe wird durch die Formel (14) auf die Berechnung
des Nenners auf der rechten Seite dieser Gleichung zuriickgefithrt. Wir
schreiben diesen Nenner:

(14)

EE * o a? 6(p*+p**)]
g c[ul = +@ dz,

und haben nach (9) und (10):

2 a
£ (? - ‘kLa) (9a+92) +§ “E“ (94+97—k95+k99) l dayday.
Die Gleichungen (11) geben in unserem Falle (I, =l, =1, $; = s, =,
93=10):
P 91 g e e — 2skg, .
e s+ 1’ 76 7o vay (s — 4lks — 1)

B 2ls(s — 1)g,
(s*—4lks—1) (s +1)°

pE =l The
o sk—s+1 2lia, “s+1
B=0e = ks —19" "k P—dlks—19"
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Wir haben auBerdem: ¢, = ¢, g, = — % cia,a’
Wir tragen die gefundenen Ausdriicke fiir die Funktionen ¢ in
(15) ein und schreiben das Ergebnis in der Form:

4c 4ca? 4cal
—gdtgp B35 -

4, B, C sind hier Zahlen, welche durch die Gleichungen:

s—1
1 2e? ss—§— 1 ks
s+1 ks —4lks —1

_zsgfjlaf ks —s+1 aff 1
4 J kTS —4lks—1 Kk ls+1
2lks(s — 1) ]
C(E—dlks—1)(s+ 1)

a’sk
f f P vy P o

kE=Val2+ a2, s=et*

da,da,,

da,day,

definiert werden.

Wenn man in der o0, — Ebene Polarkoordinaten einfiihrt, so
kann man, wie unmittelbar ersichtlich ist, die Integration in bezug
auf den Winkel sofort ausfiihren. Fiir die Ausfiihrung der letzten
Integration ist man dagegen auf numerische Rechnung angewiesen.
Faxén findet so: 4 =1,004, B= 0,418, C = 0,169. Eine Kugel, welche
sich in der Mitte zwischen zwei parallelen ebenen Winden in einer
mit den Wiinden parallelen Richtung und mit der Geschwindigkeit U,
bewegt, erfihrt also, wenn @ der Radius der Kugel und 27 die Ent-
fernung zwischen den Winden ist, einen Widerstand:

6rual,

W= a a?
1— 1,004 - + 0,418 5 — 0,169 . ‘z’g

Glieder von der GroBenord.uung 7 smd hier vernachlissigt worden.

Faxén hat diese theoretische Formel mit Messungen von Westgren
verglichen. Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung
war gut.
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Faxén hat auch den Fall /, = 3/, untersucht. Er findet in diesem
Fall, unter Voraussetzung, daB die Kugel sich frei um ihren Mittel-
punkt drehen kann:

W— Bnanl

4
1—0, 6526 — + 0, 1475 0,131;—4—-0,0644 ;'%5
1 1

i

Faxén hat endlich eine Formel fiir die mittlere Geschwindigkeit
berechnet, mit welcher eine Kugel mit der Dichte p und dem Radius
@ in einer Fliissigkeit mit der Zahigkeit 4 und der Dichte op fillt,
wenn die Kugel zwischen zwei vertikalen parallelen Winden mit der
Entfernung 2L eingeschlossen ist. Dabei wurde angenommen, daB die
verschiedenen Lagen der Kugel zwischen den Winden dieselbe Wahr-
scheinlichkeit haben. Faxén fand unter diesen Voraussetzungen fiir
die Geschwindigkeit U:

2 a - a® =
—_ — g2 s PR b I ——
U= aglo—en(1—p A+ s B—-),

= B 9 (1 + H)
d=mrtwa|¢e_—ma—m 1~ O0—H—CH|+R4,
= 5 1 1

B — sima —mF — 6 H — eH@ —Hy T s+ e

o O 8y = 1,20205, C = 0,57722.

L b
R, und Ry sind, wenn H in der Nihe von 1 liegt, kleine Kor-

rektionsglieder. Fiir H = 0,9 findet Faxén R, = 0,0340, Ry = 0,104;
fir H = 0,85: R4 = 0,0352, Ry = 0,108.

13 5. Das zweidimensionale Problem.

Das zweidimensionale Problem, das der hier behandelten Aufgabe
entspricht, ist die Berechnung des Widerstandes einen Kreiszylinders,
der sich zwischen zwei parallelen ebenen Wiinden in einer zihen Fliis-
sigkeit bewegt. Prof. Bairstow, Friulein Cave und Friulein Lang haben
dieses Problem fiir den speziellen Fall gelost, dal der Zylinder sich
in der Mitte zwischen den Wiinden befindet und die Entfernung zwi-
schen diesen fiinfmal groBer als der Durchmesser des Zylinders ist.
Sie finden unter diesen Umstinden fiir den Widerstand pro Lingen-
einheit des Zylinders 2,26z U,. Eine neuere Berechnung von Harri-
son gab fiir dieselbe GroBe den Wert 5,21zu U;. Mit der in diesem
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Paragraphen behandelten Aufgabe ist ferner nahe verwandt die Frage
nach dem Widerstande, den eine Kugel erfihrt, die sich lings der
Achse einer mit Fliissigkeit gefiillten Rchre bewegt. Dieses Problem
hat Ladenburg auf Grundlage der Stokesschen Gleichungen behandelt.
Wir werden im folgenden Kapitel S. 196 auf diese Frage zuriickkommen.

§ 14. Zwei Kugeln in einer Fliissigkeit.

14 1. Einleitung und Satz von Faxén iiber die Wechsel-
wirkung zwischen zwei Kugeln von derselben Grige.

Wenn zwei Kugeln sich in einer zihen Fliissigkeit bewegen, so
wird die Stromung der Fliissigkeit in der Umgebung einer dieser Ku-
geln nicht nur von der Bewegung dieser Kugel, sondern auch von
der Bewegung der anderen Kugel abhiingen. Die Krifte, welche die
Fliissigkeit auf einen dieser Korper ausiibt, wird folglich von der Be-
wegung des anderen Korpers beeinfluit. Die beiden Kugeln iiben mit
anderen Worten durch Vermittelung der Fliissigkeit scheinbare Kriifte
aufeinander aus. Diese Krifte verdienen von mehreren Gesichts-
punkten aus Interesse. Unter anderem haben sie Bedeutung fiir die
Kolloidforschung.

Wir stellen uns zuniichst die Frage: welche Kriifte iibt eine zihe
Fliissigkeit auf zwei gleich grofle, gleich schwere mit derselben kon-
stanten Geschwindigkeit darin fallende Kugeln aus? Um diese Frage
zu beantworten, bemerken wir zuniichst, dafl die Krifte, welche die
Fliissigkeit auf eine Kugel ausiibt, auf eine Resultierende durch den
Mittelpunkt und auf ein Drehmoment um denselben Punkt reduziert
werden konnen. Wenn keine anderen #uBleren Drehmomente auf die
Kugeln wirken, was im allgemeinen der Fall sein wird, wenn der
Schwerpunkt jeder Kugel mit dem Mittelpunkt zusammenfillt, so
kann die Bewegung nur dann stationir sein, wenn jene Drehmomente
verschwinden. Dies wird im allgemeinen bei rein translatorischer Be-
wegung der Kugeln nicht der Fall sein. Jede Kugel mu8 sich infolge-
dessen um eine durch den Mittelpunkt gehende Achse drehen, die
sowohl auf der Translationsrichtung wie auf der Verbindungslinie
zwischen den Mittelpunkten der Kugeln senkrecht steht. Wir be-
zeichnen mit U; die Komponenten der translatorischen Bewegung,
mit K;® und K;® die Komponenten der auf die Kugeln wirkenden
Resultierenden und mit w;® und w,® die Komponenten der Dreh-
geschwindigkeiten.
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Wegen der linearen Form der Stokesschen Gleichungen miissen
KM, K@, ;" und w;® lineare und homogene Funktionen der Grilien
U; sein. Wenn wir die Richtung des Vektors U umkehren, miissen
also K;®, K;®, ;0 und ;® ihre Vorzeichen wechseln. Wir gehen
jetzt von einer stationiiren Bewegung des ganzen Systems aus, kehren
zuniichst den Vektor U/ um und drehen dann das System um 180°
um eine Achse, welche sowohl auf der Bewegungsrichtung der Ku-
geln wie auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte senkrecht steht
und welche jene Verbindungslinie gerade in der Mitte zwischen den
beiden Kugeln schneidet. Die Kugeln bewegen sich nach diesen beiden
Operationen wieder mit der Geschwindigkeit U. Die Resultierende auf
die erste Kugel ist wieder KW, die auf die zweite H®. Andererseits
haben die beiden Kugeln durch die beiden Operationen ihre Plitze
gewechselt. Die Resultierende auf die erste Kugel muf} also den Wert
K®, die Resultierende auf die zweite Kugel den Wert K™ haben.
Daraus folgt, dal K™= K®, also K;® = K/® sein muf3. In derselben
Weise sehen wir, dafl o = — »;® ist. Wir haben damit den von
Faxén gefundenen Satz bewiesen:

Wenn zwei Kugeln von derselben GréBle und mit der-
selben Schwere unter dem Einflull dieser Schwere in einer
den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit steigen oder sin-
ken, so hat die Resultierende der von der Fliissigkeit auf
eine Kugel ausgeiibten Krifte fiir beide Kugeln dieselbe
Richtung und denselben Betrag. Die Entfernung und der
Hohenunterschied zwischen den beiden Kugeln werden also
durch diese Krifte nicht geéindert. Dagegen gerit im allge-
meinen jede Kugelin eine Rotation umeinedurchden Mittel-
punktgehende,gegendie Vertikalebene,welche beide Mittel-
punkte enthilt, senkrechte Achse. Die Drehgeschwindig-
keiten haben denselben Betrag, aber entgegengesetzte Rich-
tungen.

14 2. Erste Niitherung bei Kugeln mit verschiedenen Radien.

Wir wollen jetzt fiir zwei Kugeln mit verschiedenen Radien, a,
und a,, die Resultierenden K® und K® in erster Nitherung berechnen.
x;» und 2, seien die Koordinaten der Mittelpunkte der beiden Ku-
geln. Unsere Aufgabe ist, eine Losung der Stokesschen Gleichungen:

op 0w _

!’-A‘"f={—ﬁ;;: 5‘_3:,--_0 (1)
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zu finden, welche auBerhalb der beiden Kugeln regulir ist und welche
den folgenden Randbedingungen gentigt:

fir r2=(zs—2M)2 =062 4, =U;, u=u;=0,
fir 2= (@i — 22 =a?: uy;=U;, uy=13=0,

fl.l].‘_R2 = 1,2 _"ym' U; — 0.

Eine angeniherte Losung dieser Aufgabe finden wir in der folgenden
Weise. Wir suchen zuerst eine aullerhalb der Kugel r, = a, regulire
Losung w®, p® der Gleichungen (1), welche an dieser Kugel den
Bedingungen «;® = v, (=1, 2, 3) geniigt, wo v,) die Komponenten
eines konstanten Vektors sind. Diese Losungen konnen wir offenbar
in der Form:

D = Uﬁi’ 2@, PO = Py, M (2)

schreiben und wir haben nach § 9 S. 110:

- 3 a a, 0° a? 3 0 1

(Pt Oty g E VL sl oy e
Ui By O 4 dj Oy (3"1 + rl)’ Py 2 ‘”“163;,, ry (3)
Wir suchen ferner eine auBerhalb der Kugel r, = a, regulire Losung
der Gleichungen (1) %®, p®, welche an dieser Kugel den Bedingungen

w® = v;® geniigt, wo v;® ebenfalls Komponenten eines konstanten
Vektors sind. Wir haben:

2 2) (2 2 2) (2
"= U@, p®=PFP . (4)

Uﬁ,) und P haben in diesen Gleichungen leichtverstindliche Be-
deutungen. Wir versuchen jetzt unser Problem durch den Ansatz

uy = uP+ u®, p=p® 4 p®

zu losen. Mit diesem Ansatz den Randbedingungen exakt zu geniigen,
ist offenbar unméglich. Bei unserer angenaherten Behandlung
des Problems wollen wir aber die zweiten und héheren Po-
tenzen der GréBen a,/r,,, ay/ry 5 (11,2 = @ — )%, r,, > 0) ver-
nachlissigen. Unter diesen Umstéinden ist es gar nicht nétig, den
Randbedingungen exakt zu geniigen. Es reicht vielmehr vollkom-
men aus, daBl sie durchschnittlich erfillt sind. Wir legen also den
GroBen v, und »;® die Bedingungen:

7, ® + lf (2)_= U, 04 Mf‘”’ds k=23,

(5)
“’ds =0, k=2 3.

1;1(2) +:1; (1) ‘iS U €2) + S e

ay’?
1= a, "3 =Gy
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auf. Aus (27) und (28) S. 113 folgt nun fiir /=1, m =2 und | = 2,
m=1%k=1,2,3:

1 2n an® (d p¢ ))
O — = D (0™ S (m)_
f (z™) + 3 v B

)3

Wir setzen hier zunéchst ! = 1, m = 2. Einsetzen der Werte (2) von
M, pM) zeigt sofort, dall das zweite Glied der rechten Seite vernach-
lassigt werden kann, Wir haben also annihernd:

1 f (1)_ wu® (2/2). 6)

Wir erhalten in derselben Weise:

1 [TRO) gig = w3 (a,(D). (7)
a,®

=0

n
Zur Bestimmung der Gréf8en »;) und »;® erhalten wir also nach (4)
und (5) die Gleichungen:
o + 0P UR(eD) = U,, o +ovPUPEP) =0, I=1,2,
o +oPURED) =U,, v®+oPUD@P) =0, I=1,2
Die Auflésung dieser Gleichungen in der hier angestrebten Ge-
nauigkeit ergibt:
o = U0, — URGO), o = U,3,, — UR()).
Wir haben also:
4= U,(U — URUREM) + U,(08 — UTRED).  ®
Wir konnen dieses Ergebnis in der folgenden Weise deuten. In der
Umgebung der ersten Kugel sind die Komponenten der von der zwei-

ten Kugel herrithrenden Strémung annihernd konstant und haben

annihernd) die Werte:
( ) U, ngl) (z/™).

In dieser Stromung bewegt sich die erste Kugel mit einer relativen
Geschwindigkeit, deren Komponenten:

Ul (6;-1 — Ui?(xfu)})
sind. Die Resultierende der Krifte, welche die Fliissigkeit auf diese

Kugel ausiibt, kann nur von dieser relativen Bewegung abhdngen.
Sie hat folglich die Komponenten:

— 6npa, Uy (6x — US (/D).
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In derselben Weise wirkt auf die andere Kugel die Kraft:
— 6apay Uy (851 — UL (/).

Aufler dem Stokesschen Widerstande wirkt also auf die erste Kugel
eine Kraft:

9 a, a,
ERar
Die Symmetrie dieses Ausdruckes in bezug auf die beiden Kugeln
zeigt, dall auf die zweite Kugel eine Kraft derselben Grofe und der-
selben Richtung wirkt. Diese Kraft kann als die Resultierende von
zwei Kriften aufgefalt werden, von welchen eine dieselbe Richtung
wie die Bewegung der Kugeln hat und also auf die Kugeln beschleu-
nigend wirkt, wihrend die andere dieselbe Richtung wie eine vom
Mittelpunkte der hinteren Kugel zum Mittelpunkte der vorderen Ku-
gel gezogene Gerade hat. Jene Kraft hat den Betrag:

(3;1(1) == 3;1(2))77(55‘.(1) — x‘k@))

3
712

9
U15“+-2-n,uala2U1

9 a, a
= U 1*2
2“1”’ 1 ?.12

und diese den Betrag:
9 (:L' (€ J— (2))
g o U,a,a, _1_,,_'? —

12

Diese Satze sind von M. Smoluchowski gefunden worden.

14 3. Genauere Formeln.

Fiir den Fall, daBl die Bewegungsrichtung der beiden Kugeln mit
der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte zusammenfillt, hat Faxén eine
genauere Formel fiir den Widerstand berechnet. Er findet fiir den

Widerstand der ersten Kugel:
9a, a

= Say o 90,9
W—ﬁnya1U111m2fm 4 Ir,,? 4

1 /1 27 i
t o3 (5 a;%ay — o 0,05* + 5 %3) G
1 3 81 9]
ot (— —2*;a13a2 - 16 ara,® + = alag"’) —
1 (9 4 ., 248 , . 9 4)

_?25(1“1 a, —E——svz—al ay +Zala2 -+ ]
Den Widerstand der zweiten Kugel erhdlt man einfach durch Ver-
tauschen von @, und a,. Welche von den beiden Kugeln vorangeht,

ist fiir den Widerstand belanglos.
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In dem Fall, daBl die beiden Kugeln sich mit verschiedenen Ge-
schwindigkeiten (aber doch stets in einer zur Verbindungslinie der
Mittelpunkte parallelen Richtung) bewegen, findet Faxén fiir den
Widerstand der ersten Kugel:

W =6apa U, 9a1a2
1 3 9
3 a 1 27 1
—6apa, U, | 2 + rl—z ( —2~a12a2+§ala22—§a23)+
I 9 243 9
+ (4 ada? + o a 2523+Za1a24)+...l.

Den Widerstand der zweiten Kugel erhéilt man durch Vertauschen von
a, und a,, U, und U,.

Eine von H. Dahl ausgefiihrte genauere Berechnung des Falles
a, = a, =a ergab fiir den Widerstand der ersten Kugel den Wert:

W= 6npal, {1 + 92° + 9324 + 119728 + 1982128 1+ - -} —
— 6npal, {3z + 1943 + 38725 + 533127 + 761152° + - - -},

a

r= .
274

Den Widerstand der zweiten Kugel erhélt man durch Vertauschen von
U, und U,.

Die Bewegung zweier Kugeln mit derselben konstanten Geschwin-
digkeit lings der Verbindungslinie der Mittelpunkte derselben ist kiirz-
lich Gegenstand einer Untersuchung von Margaret Stimson und G. B.
Jeffery gewesen. Diese Autoren geben auf der Grundlage der Stokes-
schen Gleichungen eine vollstiindige Losung des Problems durch un-
endliche Reihen. In dem Falle, dafl die beiden Kugeln denselben Ra-
dius (a) haben, finden sie fiir den Widerstand jeder Kugel einen
Ausdruck:

6xpal,i,
wo*:
4 n(n + 1) 4sinh® (n+ §)a—(2n+ 1)2sinh?a
Smh“z(zn—l )@n+3)|"  2sinh (2n+1)a -+ (2n+1)sinh 2a|’

a ist dabei durch die Gleichung:

* In der Formel von Mil Stimson und Dr. Jeffery fehlt infolge eines Druck-
fehlers rechts ein Faktor 2. Ich verdanke Dr. Faxén diese Bemerkung.

11 Oseen, Hydrodynamik
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T12

2a
definiert. Fiir 1 haben die beiden Autoren eine Tabelle berechnet:

cosha =

a r2/2a | i
0,5 1,128 0,663
1,0 1,643 0,702
1,5 2,352 0,768
2,0 3,762 0,836
2,5 6,132 0,892
3,0 10,068 0,931

© ® I 1,00

Dr. Faxén hat zu dieser Tabelle eine neue Zeile hinzugefiigt:
a=0, r,2a=1, i=0645.

§ 15. Die sogenannten Paradoxien von Stokes
und von Whitehead.

151. Das Paradoxon von Stokes.
Wir haben in § 9 das Problem behandelt, eine Losung der Sto-
kesschen Gleichungen:

9 M b =199 (1)

BAM=pr B =
zu finden, bei welcher die GroBen u; auBerhalb der Kugel R = a
regulér sind, an dieser Kugel die konstanten Werte U; annehmen und
in unendlicher Ferne verschwinden. Das entsprechende zweidimensio-
nale Problem ist die Aufgabe, eine Losung der Gleichungen:
;zAu;,:—;%;, g‘iﬁ: 0, (k=1,2) @)
zu finden, welche auflerhalb des Kreises R =}z,? + z,>= a reguldr
ist und den Randbedingungen: fiir B = a, w, = U, = Konst., fiir B
—: u — 0 geniigt. Zu dieser Aufgabe wird man gefiihrt, wenn man
nach der Methode von Stokes die Bewegung untersuchen will, die in
einer den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit durch einen unendlich
langen Kreiszylinder erzeugt wird, der sich mit konstanter Geschwin-
digkeit in einer gegen die Lingsrichtung senkrechten Richtung darin
bewegt. Man kann leicht eine Losung der Gleichungen (2) angeben,
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die formal der von Stokes gefundenen Losung des Problems der Kugel
entspricht. Sie ist:

2
w= A 20, log R — U‘d Y R*(logR—1)+—a210gR]}\

) l (3)

0
p——ZFAUka logR, A= ~Togs

Ein Blick auf diese Losung zeigt sofort, dal sie sich aber bei grofien
R-Werten nicht in der Weise verhiilt, wie wir von der Losung eines hy-
drodynamischen Problems verlangen miissen. Bei wachsendem R kon-
vergieren die Grofien u, nicht gegen Null, sondern wachsen vielmehr,
den absoluten Betrigen nach, iiber alle Grenzen. Wenn man trotzdem
unter Verzicht der Forderung w; — 0 fiir R — « der Losung eine
hydrodynamische Bedeutung zuschreiben wollte, so wiirde man auf
die Schwierigkeit stofen, daB die Randwertaufgabe unendlich viele
Lésungen besitzt. Eine von (3) verschiedene Losung ist z. B. u, = U,
in der ganzen Fliissigkeit. Stokes zog aus diesen Umsténden den
Schlull, daBl das physikalische Problem der stationiren Bewegung
eines Zylinders in einer zihen Fliissigkeit unlosbar ist. Natiirlich ist
die Tatsache, dal die in formaler Analogie gebildete Losung die Rand-
bedingung im Unendlichen nicht erfiillt, an sich kein Beweis fiir die
Nichtexistenz einer solchen Losung. Andererseits diirfte es nicht sehr
schwer sein, diesen Beweis streng zu fithren.

15 2. Das Paradoxon von Whitehead.

In der von Stokes gegebenen Lisung des Problems der stationéren
Bewegung der Kugel (§ 9, (23)) sind %; und p lineare und homogene
Funktionen der GroBlen U,, U,, U,. Es ist naheliegend, die von Stokes
gefundenen Ausdriicke als die ersten Glieder von Reihen aufzufassen,
die nach Potenzen von U,, U,, U, fortschreiten. Im Jahre 1888 machte
Whitehead in Anschlufl an Stokes einen Versuch, die Glieder in u;, p,
welche im U,, U,, U; vom zweiten Grade sind, zu berechnen. Wir
geben einen kurzen Bericht iiber diese Untersuchung von Whitehead.
Wir legen der Einfachheit halber die Koordinatenachsen so, dal die
x,-Achse mit der Bewegungsrichtung parallel wird. Die vollstindigen
hydrodynamischen Differentialgleichungen fiir stationire Bewegung,
auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugssystem bezogen, sind,
wie wir im ersten Teile, S. 12, sahen, wenn wir die Geschwindigkeits-
komponenten = — U, d;, + u; setzen:

11*
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op 6u, Ou; 0wy T
ﬂduj_a_%*‘_ + kaxks R_O‘ (7,1,—-1,2,3) (4")
Die Nebenbedingungen sind: Fiir R2=22=a?, u;="U, d;; fir R— o,
U = 0.

Stokes vernachlissigte in den Gleichungen (4) die rechten Seiten.
Er léste also die Gleichungen:

dp 0 uy
pd u’-_tﬁ_x;_o’ 0z = 0
und zwar durch den Ansatz:
3. a _a 02
8 o0 }7 " (5)
P= 2!‘“ 1 3 R =P

Wir setzen jetzt:
uj= O+ uf® + .-, Pg= PO~ PELA woiy

wo uW, p® die in (5) angegebenen Werte haben sollen und wo ™,

p™ den Faktor U,* enthalten sollen. Zur Bestimmung von u;®, p®

erhalten wir aus (4) die Gleichungen:

ap® D du®d  Ju®
pd; dmy e, dx, +ewu oz’ dx; 0. (6)

Die Nebenbedingungen sind: fiir R = a, %/® = 0; fiir R —» o, 4® - 0.
Wir sehen hier vom letzten Gliede rechts in der ersten Gleichung (6)
ab. Wir beschrinken uns also auf die Aufgabe, eine Losung »;®, p®
der Gleichungen:

ap® du®  Gu®

Au?ﬂ)—a—m’_——g()} ag" 5 =0 (7
zu finden, welche den oben bei (6) erwiihnten Nebenbedingungen ge-
niigt. Das System (7) ist ein lineares, inhomogenes System, es emp-
fiehlt sich daher, diese Aufgabe in zwei zu zerlegen: erstens irgendeine
aullerhalb der Kugel R = a regulire Losung des Systems (7) zu finden,
zweitens eine jene Losung an der Kugel R = @ und in unendlicher
Ferne kompensierende, fiir R > a regulire Losung der Stokesschen
Gleichungen (1) zu finden.

Es ist nicht schwer, die erste Aufgabe zu losen. Eine Losung des
Systems (7) ist:

_ paU?| 3z 1 & az(xl
u,(2)_———;— 4Ré 1'_(3"‘5_2:_1%}33_4 Bpy s

p®=0.

1 R )
202,201
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Um so schwieriger ist aber die zweite Aufgabe. Es gelang in der
Tat Herrn Whitehead nicht, diese Aufgabe zu 16sen. Er zog hieraus
den SchluB, da} das physikalische Problem, das er losen wollte, keine
Losung besitzt. Bei der Bewegung eines Korpers in einer zihen Fliis-
sigkeit sollen nach Whitehead Diskontinuititsflichen auftreten.

15 3. Erklirung dieser Paradoxien.

Dem inneren Grunde der Paradoxien, zu welchen Stokes und White-
head in ihren hier dargelegten Untersuchungen sich gefiihrt sahen,
sind wir schon im 2. Paragraphen, 8. 18, begegnet. Die Annahme,
daB eine Losung der Gleichungen (4), die auBerhalb einer gewissen
Fliche regulir ist, in eine Potenzreihe nach U, entwickelt werden
kann, ist unzulissig. Aber nicht nur diese Annahme, sondern auch
die Stokesschen Gleichungen (1) sind unrichtig. Man sieht das sofort,
wenn man die Glieder dieser Gleichungen hinsichtlich der GréBen-
ordnung mit den in den vollstindigen Gleichungen (4) vorkommenden,
aber in (1) vernachléssigten Gliedern vergleicht. Wir haben z. B.:

3 1 3% g

Gleichzeitig haben wir:

Ju® 3 3::;1) BSU2 & 1
~@larg, —=— 49U1}73( B +4 Uaes®

D@
d.’th |
im Verhiiltnis zu | x 4w, | beliebig groB ist. Schon in erster Niherung
ist es deshalb, wenn man ein iiberall richtiges Bild der Bewegung er-
halten will, notwendig, das erste Glied rechts in der ersten Gleichung (4)
mitzunehmen. Um so mehr ist dies notwendig, wenn man die in erster
Niherung gefundene Liosung zur Grundlage einer genaueren Berechnung
der Bewegung machen will. Zu einer exakten Berechnung des Wider-
standes miissen wir also zuniichst von den erweiterten Stokesschen Glei-
chungen (siehe §. 12) ausgehen.

Wie klein aueh U] ist, es gibt stets Bereiche, in denen lg U
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Angeniiherte Liosungen von Randwertanfgaben
bei den erweiterten Stokesschen Gleichungen.

§ 16. Das Problem der Kugel.*

16 1. Aufstellung spezieller Losungen der erweiterten
Stokesschen Gleichungen.

Wir kehren zu dem Problem zuriick, die Strémung einer sonst den
ganzen Raum erfiillenden, zéhen Fliissigkeit zu berechnen, welche durch
eine kleine Kugel erzeugt wird, die sich darin mit konstanter Geschwin-
digkeit bewegt. Wir benutzen ein Bezugssystem, dessen Anfangspunkt
mit dem Mittelpunkte der Kugel zusammenfillt und dessen @,-Achse
mit der Bewegungsrichtung der Kugel parallel ist. Wir bezeichnen die
auf dieses System bezogenen Geschwindigkeitskomponenten der Fliis-
sigkeit mit — U, + %, %y, 4. Zur Bestimmung von »; und des Druckes
p erhalten wir, wie wir S. 12 sahen, bei Vernachlissigung der in den
Groflen u; quadratischen Glieder:

op Qu;  Qu;
F‘Aul_ 0:::,- =—0 1awlﬁ {%’_ = 0. (1)

Wir haben eine Losung dieses Systems zu suchen, die auBlerhalb
der Kugel R = a regulir ist und welche den Nebenbedingungen: fiir
R=a:u=U;, uy=u3=0; fiir B> c0: u; >0 geniigt.

Wir haben im 4. Paragraphen 8. 32 gesehen, dal das System (1)
die Lisung:

;o d P
ow—_ 7
dz, 0z, T dz, (‘uzfld5+g 169:1)

* Vgl §15, Schlulbemerkung.
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besitzt, wo:

@_7O(r)_1f1-—e“a, 292_0- s=R+£’1~1

szi: REO,

und wo ¢’ diejenige der beiden GroBen + o ist, welche positiv ist. 20’ e,

o| Ui | @/p ist die sogenannte Reynoldssche Zahl. Wir nehmen zu-
ndchst an, dafi sie verglichen mit 1 klein ist, d.h. wir betrachten Fille,
tn denen entweder der Kugelradius oder die Geschwindigkeit verhdlinis-
mdfig klein oder aber der Reibungskoeffizient u grof3 ist. Wir haben:

AP  1— e~ 2
95, - R  A2=ge"
folglich :
U, 00 2
40+ 0o =3
und
2 fialed 2uw
) — —ols __ i 27, 7
W= 01 pe oz 0m; P R (2)

Wir haben in § 4 Formel (12), S. 34, ferner gesehen, daf fiir kleine
Werte von o’ s:

1..; o | 1
@:s—zo 824 -=R+?11—10 (R*+ x12)—§oRsc1+---, (3)

also fiir kleine R annihernd, bei Vernachlassigung der Glieder, welche
o’ oder s als Faktor enthalten:
2 0*R
V=B i
817 R 0%,0%

Eine andere Losung von (1) ist offenbar:

a2 1 02 1
_9U1012R (4)

2) — e
W= edn B F

16 2. Lisungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen,
welche die Randbedingungen angeniihert erfiillen.

Ein Blick auf (9, 24) zeigt sofort, daBl wir aus (2) und (4) eine
angeniherte Losung unseres Problems bilden konnen, welche dem Sy-
stem (1) geniigt, im Unendlichen die Bedingungen #; = 0 und auf der
Kugel, bis auf Glieder von der GréBenordnung ¢’a U, die Bedingungen
uy = U, 4y = uz= 0 erfiillt. Wir setzen:
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3 1 3a
U; = za Ulu,'(n-— Zas Uluf(2)= ER' Ule_"’"’ﬁ;f—
1 02 a?
%4 a 2,0, (M’ +Te)’ ()
a® 3z,2
p=gualigh + 02 o (1 - 21,

‘Wenn wir in (5) den Wert von @ einsetzen, erhalten wir:

3a e 3 0 1—e'* 1 . 0% 1

gt e 1 haar 0
Die gefundene Losung besitzt offenbar Rotationssymmetrie um die

z,-Achse. Wir konnen sie infolgedessen durch die sogenannte Stokes-

sche Stromfunktion ausdriicken. Wir setzen fiir einen Augenblick:

Uj =

aU D -E— a U — =Y
und haben dann:
o
02:1 0 Zj
¥ kann als eine Funktion der beiden Groflen z, und % = J &, + ;2
aufgefaBt werden. Wenn wir:

U; = AW'&U—

ird
— B3

setzen, so haben wir:

0¥ 0*¥Y  10¥ oY 1 0H

A% =+ Gt T % ey kAR

0¥ 2y i Zy

i Lol ey
folglich:

_ 10H % a, _10H

=%’ AT %T 10 (7)

H ist dann die Stokessche Stromfunktion fiir die Bewegung mit den
Geschwindigkeitskomponenten w,, ,, #;. Dagegen ist H - § U, A* die
Stromfunktion fiir die Bewegung, deren Geschwindigkeitskomponenten
— U, + w,, uy, ug sind. Die Gleichung der Stromlinien, d. h. der Bahn-

kurven der Fliissigkeitspartikel, ist in unserem Falle:
H + § U, k* = Konst.

Wir setzen die obigen Werte fiir ¥ und @ ein und erhalten so fiir
die Funktion H den Ausdruck:
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. 1 k2(;2 1_3-0’4’3—-51,)
H__Iavlk_ ‘3_3maq ' (@)

Die Formeln (7) und (8) sind mit den Formeln (5) und (6) gleich-
bedeutend.

16 8. Untersuchung der Giiltigkeit der Losung. Vergleich mit
der Stokesschen Losung.

Wir wollen jetzt priifen, unter welchen Umstéinden unsere For-
meln (5) eine hinreichend genaue Lésung unseres Problems ergeben.
Wir haben vorausgesetzt, daBl es an der Oberfliche der Kugel R = a
erlaubt ist, in der zweiten Reihe (3) nur die zwei ersten Glieder zu
beriicksichtigen. Ein Blick auf (3) zeigt nun sofort, da dies nur dann
gestattet ist, wenn o¢’a eine kleine GroBe ist, die neben 1 vernach-
lissigt werden kann. Wenn dies der Fall ist, haben wir in der Um-
gebung der Kugel R = a annéhernd:

3 a 1 d

u?:_2_ Ul Ra].j'_'IaUla 16?:,(3}3-'_ )

d. h. die Stokessche Losung des Problems der Kugel. Wenn man aus

jener Losung die Glieder guy g%’ der vollstindigen hydrodynamischen
k

Differentialgleichungen berechnet, so findet man, daf sie unter der
Voraussetzung o¢’a klein gegen 1 im Vergleich mit den in (1) mit-
genommenen Gliedern klein sind. In der Umgebung der Kugel ist
also unsere Niaherung erlaubt, wenn ¢’a klein gegen 1 ist. In den von
der Kugel entfernten Teilen der Fliissigkeit ist die aus (6) berechnete
Geschwindigkeit klein neben U;. Wir haben deshalb in diesen Be-
reichen: . "
|

klem gegen U1 6.1;1{
Wenn ¢’a klein gegen 1 ist, so gibt also unsere Losung (6) sowohl
in der Umgebung der Kugel wie in groBer Entfernung davon ein an-
gendhert richtiges Bild der Bewegung.

Ein Vergleich der hier gefundenen Bewegung mit der-
jenigen, zu welcher Stokes gefiithrt wurde, zeigt sofort
einen charakteristischen Unterschied zwischen diesen bei-
den Bewegungen. Die Symmetrie in bezug auf die Ebene
z,=0, welche fiir die von Stokes betrachtete Bewegung
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charakteristisch ist, ist in der neuen Bewegung nicht mehr
vorhanden. Mit anderen Worten, die Beziehungen:

Uy (B, %y Bg) = Uy (— &y, Ty Bg), U (%, T, &) = — Up(— @y, Tp, Ty),
Uy (2, 29, T3) = — tg(— 2y, 29, 25) ,

welche fiir die von Stokes untersuchte Bewegung Geltuna
haben, bestehen bei der neuen Bewegung nicht.

16 4. Eigenschaften der neuen Liosung. Ausblick auf die
Theorie der idealen Fliissigkeiten.

Wir haben gesehen, daB fiir die neue Ldosung eine gewisse Dis-
symmetrie der Bewegung vor und hinter der Kugel charakteristisch
ist. Um die Art dieser Dissymmetrie festzustellen, bemerken wir, daB
in Bezug auf ein mitbewegtes Koordinatensystem nach der neuen
Lésung in grofer Entfernung von der Kugel vor derselben:

_3al, 7y

“MTT 5 RY

3al,
ist. In der Stokesschen Losung ist dagegen sowohl vor wie hinter
der Kugel in groBer Entfernung:

__3al,

=55
Wir sehen, daf nach der neuen Losung die Fliissigkeit hinter der
Kugel eine Tendenz hat, dieser zu folgen, wihrend die Fliissigkeit
vor der Kugel ausweicht.

Die Art des Schwanzes, der sich hinter der Kugel bildet, erkennt
man durch Berechnung des Wirbelvektors. Die Wirbellinien sind
offenbar Kreise, deren Ebenen gegen die z,-Achse senkrecht sind und
deren Mittelpunkte auf dieser Achse liegen. Die Wirbelbewegung in
einem beliebigen Punkte des Raumes ist unter diesen Umstinden
durch den Betrag des Wirbelvektors gekennzeichnet. Er ist in einem
mithewegten Bezugssystem:

3 p Vel ol
21 R
Nach Stokes wiirde er den Wert:

hinter derselben:

(1+o'R)e—E—om,
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haben. Wir sehen, dal er nach der neuen Losung in groBen Entfer-
nungen vor der Kugel, wo z; dasselbe Vorzeichen wie ¢ hat und also
der Exponent in unserer Formel den Wert:

— o' (R + |z,
hat, sehr viel schneller mit 1/R abnimmt, als es in der Stokesschen
Theorie der Fall ist. Wir sehen ferner, dafl hinter der Kugel, wo z,
dasselbe Vorzeichen wie — ¢ hat und wo also der Exponent den
Wert: — o' (R— [z
hat, zwar in grofen Entfernungen von der Kugel im allgemeinen der
Betrag des Wirbelvektors exponentiell und also schneller als nach
der Stokesschen Formel abnimmt, dafl aber die Umgebung der vom
Mittelpunkt der Kugel durchlaufenen Bahn eine Ausnahme bildet,
indem hier:
1 wz + 33 e

| Zy

—| 1‘+

also annéhernd: R = |z, | ist und folghch der Exponent annihernd
den Wert Null hat. In diesem Bereich ist der Betrag des Wirbel-
vektors anndhernd :

ngz + @5°

3
S el

2

1+ o'R).

Bei grofien ¢’R koénnen wir hierfiir einfacher:
Va2 2
Sa 5 R B + %
2 R?
schreiben. Hinter der Kugel nimmt also der Betrag des Wirbelvektors
wie 1/R ab, also langsamer als bei der Theorie von Stokes, nach welcher
der Betrag des Wirbelvektors in allen Richtungen wie 1/R? abnimmt.
Wenn wir zwar R > a, aber doch ¢’R klein annehmen, konnen
wir die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickeln und nur die
ersten Glieder beriicksichtigen. Man erhilt fiir den Betrag des Wirbel-

vektors:
3 V.2 2
5 al, Pl (L oy (14 o'R) +-).
Auch in der Nihe der Kugel ist wegen des Gliedes:
—ox(1 + o'R)

der Wirbelvektor vor der Kugel dem Betrage nach kleiner als hinter
der Kugel. Ein Vergleich mit der Stokesschen Formel zeigt, da auch
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in diesem Bereich der Wirbelvektor vor der Kugel nach der neuen
Theorie kleiner als nach der alten ist, hinter der Kugel dagegen um-
gekehrt nach der neuen Theorie gréBer als nach der alten ist.

Wir wollen, an diesem Punkte angelangt, einen Blick auf die
klassische Green-Dirichletsche Theorie der Bewegung einer Kugel in
einer idealen Fliissigkeit werfen. Nach jener Theorie soll die Bewe-
gung der Fliissigkeit dieselbe Symmetrie in bezug auf eine durch den
Mittelpunkt der Kugel gehende, gegen die Bewegungsrichtung der-
selben senkrechte Ebene aufweisen, welche wir in der von Stokes
untersuchten Bewegung fanden. Kann dieses Ergebnis richtig sein?
Wir haben gesehen, dall selbst bei den kleinsten Geschwindigkeiten,
wo die Bewegung in so hohem Mafe, wie es {iberhaupt maglich ist,
von der Reibung beherrscht wird, doch die Trigheit eine Dissym-
metrie erzeugt. Kann man annehmen, daf in dem entgegengesetzten
Grenzfalle, wo die Reibung keine Rolle mehr spielt, sondern die Trég-
heit allein das Feld beherrscht, jene Dissymmetrie verschwinden wird ?
Ist es nicht wahrscheinlich, daB die Dissymmetrie auch bei ver-
schwindender Reibung bestehen bleibt? Auf diese Frage kommen wir
spiter zuriick.

Auf den Widerstand gegen die Bewegung der Kugel kénnen offen-
bar nur die Verhéltnisse in der Umgebung derselben einen Einflufl
haben. Da unsere Loésung in diesem Gebiete mit der von Stokes ge-
fundenen iibereinstimmt, so erhalten wir in erster Naherung fiir den
Widerstand den Stokesschen Wert (vgl. 8. 111): 6zuaU,.

Es diirfte hier am Platze sein, einige Worte iiber die Bedeutung
des Stokesschen Widerstandsgesetzes zu sagen. Stokes wurde zu seinen
Untersuchungen iiber den Widerstand einer Kugel in einer zéihen
Fliissigkeit durch seine Pendelstudien gefiithrt. Eine groflere Bedeu-
tung bekam das Gesetz erst, nachdem es in der Kolloidchemie Ver-
wendung gefunden hatte. Das Gesetz spielt in der Tat eine wichtige
Rolle in Einsteins Theorie der Brownschen Bewegung. Aullerdem hat
man das Gesetz dazu benutzt, die GroBie der kolloidalen Partikel zu
bestimmen. Durch diese Umstinde hat das Gesetz eine sehr grolle
Bedeutung fiir die Kolloidchemie gewonnen. DaBl das Gesetz fiir die
Theorie des Regens und damit fiir die Meteorologie wichtig ist, liegt
auf der Hand. Aber auch bei vielen rein physikalischen Untersuchungen
ist das Gesetz von Bedeutung gewesen. Es geniige, hier auf zwei
Beispiele hinzuweisen. Einstein hat das Gesetz auf die Jonenbeweg-
lichkeit angewandt. Millikan hat es bei seiner Bestimmung der GroBe
der Elektronenladung benutzt.
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16 5. Teilung der vernachliissigten Glieder zweiter Ordnung
in Glieder mit U;| U, | und in Glieder mit U’

Die oben gegebene Losung des Problems der Kugel stellt nur eine
Anniéherung dar. An zwei Stellen haben wir Glieder vernachlissigt.
In den hydrodynamischen Differentialgleichungen:

Op du; duy ]
i P L P T .
0% _ 4 )
da:,-_

haben wir die rechte Seite der ersten Gleichung vernachliissigt. Und
die Randbedingung u; = U,4,; an der Oberfliche der Kugel wird von
unserer Losung nicht exakt, sondern nur anniihernd erfiillt. Eine
Priifung der vernachlissigten Glieder zeigt nun, daf sie von verschie-
dener Art sind. Wenn wir die oben gegebene Ldsung unseres Pro-
blems unter Beriicksichtigung der rechten Seite der ersten Gleichung
(9) verbessern wollen, so miissen wir in jenes Glied unsere angeniherte
Loésung (5) einsetzen und aus dem so erhaltenen Systeme:

, oy ouy Ju;
PAHJ_BE+QU1ﬁﬁ9u"B_%’
y (10)
u;;_O
6:0,-_

mit den Nebenbedingungen: fiir R = a, u’; = 0; fiir R — o, uj > 0
die Korrektionsglieder w’;, p’ berechnen. Nun enthalten die GroBen
u; in (5) den Faktor U,. Die rechte Seite von (10) wird also den
Faktor U,* enthalten. Offenbar werden «’;, p’ mit demselben Faktor
behaftet sein. Betrachten wir dagegen die Glieder in (5), welche wir
bei der Erfillung der Grenzbedingung w; = U,d,; fiir R = a vernach-
lissigt haben, so sehen wir aus (3) sofort, daB sich unter ihnen Glie-
der befinden, welche den Faktor U,¢’, also, fiir reelles U,, den Faktor
U, | U, | enthalten. Denselben Faktor werden offenbar die Korrektions-
glieder enthalten, welche aus jenen Gliedern in (5) hervorgehen.
Offenbar sind die beiden Arten von Korrektionsgliedern, welche wir
hier unterschieden haben, von ganz verschiedener Natur. So kann in
dem Ausdruck fiir den Widerstand wohl ein Glied mit dem Faktor
U,|U,|, aber kein Glied mit dem Faktor U;* vorkommen, weil die
Krifte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel ausiibt, gleichzeitig mit
U, ihre Vorzeichen wechseln miissen. Es ist ferner ersichtlich, dafl ein
Glied mit dem Faktor U, | U, | nicht von einem (liede mit dem Fak-
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tor U,? aufgehoben werden kann. Es ist deshalb berechtigt, die Auf-
gabe, die uns jetzt obliegt, in zwei zu zerlegen, indem wir zuerst die
Korrektionsglieder mit dem Faktor U,|U,| und dann, néherungs-
weise, die Korrektionsglieder mit dem Faktor U,* berechnen.

16 6. Beriicksichtigung der Glieder mit U] Ui].
Genauere Widerstandsformel.

Die erste Aufgabe kénnen wir ohne Schwierigkeit losen. Wir setzen
statt (5): w=Adu®—Bu®, p=Ap®_ Bp®

und bestimmen 4 und B aus den Bedingungen: fiir R = a, w; = U, d,,,
indem wir jetzt auch die Glieder: — d,; 6" des Ausdruckes (2) fiir »,®
beriicksichtigen.

Wir erhalten:

814 (1— ac’) +f;} g A% (A _ %?): aU,dy,.
Also:
A(l—ao’)—i—%:a[ﬁ, A—i—f:O
und:

A= 3aU,(l+ }ad’), B=1a*U,(1+4 }ad’).

Diese Ausdriicke fiir 4 und B unterscheiden sich nur durch den
Faktor 1+ $ao’ von den Ausdriicken, welche wir in erster Niherung,
bei ao’ — 0, erhielten. Wenn die Geschwindigkeitskomponenten der
Fliissigkeit mit diesem Faktor multipliziert werden, so mu8 offenbar
auch der Widerstand mit ithm multipliziert werden. Der Widerstand
hat also, in zweiter Naherung, den Wert:

8

Betreffs des Giiltigkeitsbereiches dieser Formel darf nicht vergessen
werden, dall sie unter der Voraussetzung abgeleitet worden ist, daB
die Fliissigkeit, von der Kugel abgesehen, den ganzen Raum erfiillt.
Wir werden spiter in §19 darauf zuriickkommen.

6rpal, (”EMTU”)' (11)

16 7. Beriicksichtigung der Glieder mit Uy’

Wir wenden uns zur Bestimmung der Korrektionsglieder, welche
den Faktor U, enthalten. Eine Gruppe dieser Glieder, wir nennen sie
u;*, p*, rithren von den Nebenbedingungen her, indem wir noch nicht
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auf das Glied — oz, der Exponentialfunktion und auf das letate
ausgeschriebene Glied: — foRx, der Reihe (3) S. 167 fiir @ Riicksicht
genommen haben. Die Funktionen u;*, p* miissen also auBerhalb der
Kugel R = a das System (1) befriedigen, fiir R = a der Bedingung:

u* = — oU |2z15“ - :c,( 1))’ (12)

und fiir B — « der Bedingung: u;* — 0 geniigen. Wir setzen:

dad BD ) a2 1
o e F R A
U, C(alydaml awlzamf ax‘lgax’R’
0% 1
[ —— — .
Pr=—2wCG0
Wir haben fiir kleine E-Werte:
) Ty z; 3z,2 3¢ bz
R

Wir kénnen deshalb der Bedingung (12) annéhernd, d. h. bis auf Glie-
der der Ordnung ¢%a®U,, dadurch geniigen, dal wir setzen:

C=—4}0U,a, ¢'=—1aU,db.

Die der Geschwindigkeit u* entsprechende Stokessche Stromfunk-
tion ist:

— #e 1 @ 1

aU,ak

et gt 3 e e =

3
4
3 (13)

h? 3 x, h?
3 / —o/s g 571 i
4Ua 11— (14 d'R)e +80U1a T

Wir wenden uns dem schwierigsten Teile unserer Aufgabe zu, der
Lésung des Systemes (10) mit den dort angegebenen Nebenbedingungen.
Ihre einfachste Gestalt nimmt diese Aufgabe an, wenn wir durch die
Gleichungen (7) 8. 168 die Stokessche Stromfunktion einfiithren. Man
bestiitigt durch eine direkte Rechnung, daB, wenn u/**, p** dem
System (10) geniigen sollen, die diesen Gréfen entsprechende Strom-
funktion H** die partielle Differentialgleichung:

0\ p rren_ (6H6DH 0HIDH 20H )
(“‘D"’@Ua_)DH =%\0s, 9k 7% 9z, Kag L) (14

befriedigen muBl, wo:
0? 0? a9

1
D=ouz t 3w " hon
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und wo H den in Gleichung (8) angegebenen Wert hat*. Die Schwie-
rigkeit der Gleichung (14) beruht auf der komplizierten Form der rech-
ten Seite. Wenn man eine im ganzen Raume giiltige Losung der Glei-
chung (14) wiinscht, liBt sich die rechte Seite nicht vereinfachen. An-
ders liegt aber die Sache, wenn man nur die Bewegung in der Umge-
bung der Kugel berechnen will. In diesem Falle kann man H durch
den einfachen Ausdruck:

1 h2
—aU1 B (R2 3)

ersetzen. Man findet in diesem Falle:

3 R

DH=—GU1F,
o(PHODH 0HODH 20H I e (a2_ )
il 7% B% 8z, Koot U g (g —3

Den Beweis, daB es bei der Berechnung der Bewegung in der Um-
gebung der Kugel tatsiichlich erlaubt ist, in (14) rechts diesen einfachen
Wert zu benutzen, kann man in der Weise fiihren, dal man mittels der
in § 4 8. 30 dargelegten Methode die partielle Differentialgleichung (14)

* Wenn man in (10):

10H Ty 10H S

e e i —— — 2 2

“WETZ R, h = h 0z, (0= Va2 +2,7)
OB my w1 OH
WETT o A TR T s

setzt und die Rotationssymmetrie um die z,-Achse benutzt, welche sowohl das
Vektorfeld uj wie das Vektorfeld »;' haben muB, so erhilt man einerseits:
0r 0% 1 0\(10HW 0y 10
Mozp T om T 7 on)\% on /T ox, TV W ORO,
il 0H 1 0°*H 10H 0 (1 611)11

T % 0 h 0z, 0k h Oz, Ok s
andererseits:
9* L 0t 1 0\(19E\ (@, @ N
“ozpTam T wan)\% o, J~H\R TR )T
B g g 20w 23 0uy 2@ Buy
_‘“HTA“”L?;A“B h Ox, & Oh  h* Ok
_mu bz 8 8 (19HW\  udrHM
i =1 2" 9x2,\h 0z, )" h onox,

2p 0 (10H o 8H 0 (10 +Q6H o0(10H
— 9\ 0a, ) 9% Du.\p 0wy T 0, 9A\B oz

Elimination von g’ zwischen diesen beiden Gleichungen gibt die Formel (14)
des Textes. Einfacher kann diese Formel aus den grundlegenden hydrodynamischen
Integralgleichungen in § 1 abgeleitet werden.

k Ok
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(welche ja einen speziellen Fall der erweiterten Stokesschen Gleichun-
gen darstellt) durch ein iiber den Bereich R > a erstrecktes Integral
integriert und dann aus diesem Integral die Glieder auswiihlt, welche
in der Umgebung der Kugel R = a die Hauptglieder sind. Man findet
durch dieses Verfahren, auf dessen Einzelheiten wir der Kiirze wegen
hier nicht eingehen wollen, dall noch eine Vereinfachung der Gleichung
(14) erlaubt ist, wenn wir nur die Umgebung der Kugel in Betracht
ziehen wollen. Wir kénnen nédmlich links in (14) das Glied mit dem
Faktor p U, vernachlissigen und erhalten so die einfache Gleichung:
DDH**—-—a*U e (‘;; 3)-

Es ist nun leicht, eine Losung dieser Gleichu.ng zu finden, die sowohl
an der Kugel R = a wie in unendlicher Ferne der Bedingung geniigt,
dall die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten dort ver-
schwinden. Diese Losung ist:

9 z, h? 3 z, h? a®
Y o 2 & _ o
= 16 % U0 T (B3 o) + 15 o Uao T (0 Rﬂ)
Wir bilden jetzt die Stromfunktion der ganzen Bewegung:
JUR + (1+ 2ad’)H 4 H* + H**, (15)

Wir fithren in (15) fiir # und H* ihre Werte in der Umgebung
der Kugel ein und erhalten so den folgenden, in der Umgebung der
Kugel giiltigen Ausdruck fiir die Stromfunktion:

1 ol

: U1(1 R) Rzl(l gt ao)R(2R+a)+ aa§(2R2+aR+a2) (16)
Der Ausdruck (16) wurde, mit Ausnahme der Glieder, welche den Fak-
tor ¢’ enthalten, zuerst von F. Noether aufgestellt (1911). Er erméglicht
offenbar ein genaues Studium der Stréomung der Fliissigkeit in der
Umgebung der Kugel. Die von der Trigheit bedingte Dissymmetrie
tritt in den mit dem Faktor z, behafteten Gliedern zu Tage.

§ 17. Das Problem des Kreiszylinders.

17 1. Die Lambsche Lisung.

Wir haben in § 15 ein zweidimensionales Analogon der von Stokes
gegebenen Theorie der Bewegung einer Kugel in einer zihen Fliissig-
keit gesucht. Wir fanden, dall ein solches Analogon nicht existiert.

12 Oseen, Hydrodynamik
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Wir untersuchen jetzt, ob es ein zweidimensionales Analogon der im
vorigen Paragraphen gegebenen Losung des Problemes der Kugel gibt.
Um diese Frage zu beantworten, gehen wir von der am Schluf} des
4, Paragraphen gefundenen Grundlosung des Systemes:

aug' au;,_

op
pAdu—o"—=—p 192, oz

dﬁk
aus. Wir setzen in (4, 20) 8. 37 2, = z,= 0 und schreiben dann statt
9, 2,@, x, und z,. Aus #,,, t;5, p, erhalten wir in dieser Weise eine
Losung des Systemes (1), die wir mit %), p® bezeichnen. Wir haben:

k=1,2 1)

10
wyWM =K, (0’ R)e—2% 0 + P log R 4 K,(o’R)e—7%},

P o (2)
pO=2p —logR, R =Vz? + zk J
Z3
Wir haben nach (4, 2) 8. 39 fiir kleine R-Werte:
2 T,
w®=0bylog p + s (3)
y = 1,7811.
Eine andere Losung des Systemes (1) ist:

2 2

w® =

9505 log R, p®=pU, Ba—a:lz log R.

Wir bilden jetzt eine Losung: u; = A4,u,M + 4,5,®, p = A,p® +
+ A,p® des Systemes (1) und versuchen die Konstanten 4,, 4, so
zu bestimmen, daB fiir R = a die Bedingungen: u, = U,, u,= 0 er-
fiillt werden. Wir erhalten, wenn a so klein ist, daBl wir mit geniigen-
der Anniherung mit dem angeniherten Wert (3) von «;® rechnen
kénnen:

U, _ 1.
A= Ay gy (4)
log —
2 2
In der Nihe des Zylinders haben wir also:
B 1 L., T 3 O
ul-——AAIIE—lOg(i}’GR) —_— '§(R — a )51? ].Og R
1 0? ©)
—ie 2__ g2
Uy = 2A1(R a )05163:2 log R.

Die Krafte, welche die Fliissigkeit auf den Zylinder ausiibt, haben
eine Resultierende, welche pro Lingeneinheit die Grofe:
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/

R=a

ds

—pBy g (S, (8l ﬁ%)
pa+ﬂ(dn+‘u a dw, a0

(ds =)dz® + di,?)

hat. Man findet leicht:

z du
._fp_alds=—2;mp,Al, #fd_?’:dsz_zn#‘dl’
Fid

R=a

Dl 0,
f(a0m1+ adz, o =0

R=a
Die Resultierende, deren Richtung selbstverstindlich lings der nega-
tiven z,-Achse verlauft, hat also den Betrag:

dap|U,|

dnuAd, = L. 6
A= T gy o) =
Die hier entwickelte Theorie fiir die Bewegung eines Kreiszylinders
in einer zéhen Fliissigkeit wurde im Jahre 1911 von Lamb gegeben.

17 2. Magnuseffekt bei kleinen Geschwindigkeiten.

Wenn der Zylinder gleichzeitig mit der oben betrachteten trans-
latorischen Bewegung mit der konstanten Geschwindigkeit U, eine
Drehbewegung mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit e ausfiihrt,
so lagert sich iiber die oben betrachtete Bewegung der Fliissigkeit
eine andere:

w® = a’w . arctg “2 PP =_—oU,a*w = (7)

0 " 17 R

Die von dieser Bewegung erzeugten Krifte der Fliissigkeit auf den
Zylinder haben (vgl. § 1 (3) S.7) eine Resultierende, deren Betrag pro
Léngeneinheit des Zylinders mpU,a*w ist und deren Richtung mit
der Richtung des vektoriellen Produktes des Drehvektors und der trans-
latorischen Geschwindigkeit zusammenféllt. Was wir hier gefunden
haben, ist der Magnuseffekt bei kleinen Geschwindigkeiten.

17 3. Methode zur numerischen Berechnung des Widerstandes
bei groBeren Werten von o’ bzw. der Reynoldsschen
Zahl 2d'a.

Das Problem, den Widerstand zu berechnen, den ein Kreiszylinder
erfihrt, der sich ohne Drehung mit konstanter, gegen die Achse senk-
rechter Richtung in einer zihen Fliissigkeit bewegt, wurde kiirzlich

12¢
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von Prof. Bairstow, Friulein Cave und Friulein Lang wieder aufge-
nommen (1923). Diese Autoren gingen vom System (1) S. 166 aus. Sie
driickten die Geschwindigkeitskomponenten %, und %, durch eine
Lagrangesche Stromfunktion p aus, indem sie:

oy oy

Uy —m — —— Uy =
1 ’ 2
0z, 0z,

setzten. Die Stromfunktion p mufl dabei, wie aus (1) durch Elimina-
tion von p hervorgeht, der partiellen Differentialgleichung:

a
(A+2aa_%)aq;=0 (8)

geniigen. Hine spezielle Losung dieser Differentialgleichung kénnen wir
aus unserer Losung (5) der Gleichungen (1) ableiten. Um jene Lisung
in einfachster Weise schreiben zu konnen, fithren wir die Besselschen
Funktionen K,(z) ein, indem wir sie durch die Gleichungen:

o

K,(z) =fe*‘"°°“¥1" cos hypnsds

0

definieren. Zwischen den Funktionen K,(z) und K,(z) bestehen dann
die Beziehungen:

aly
dz

1 dK
K1+ 0, K0+;Kl+:l£1=0.

Wir definieren jetzt eine Funktion L von z; = R cos #, 2, — Rsin#
durch die Gleichung:
#
’
L(zy, 2)) = RK,(¢'R) %fe—"-’“"”da—-%r l
0
) (9)
— RKﬂ(a’R)fe"""R‘m“ cosada.
0

Man findet durch eine einfache Rechnung, daf3

JdL 10L ¢

7 T K,(0’R)e—°%sin ¥, Rod o K (dR)e 5 —

I o(0’ R)e—"% cos &,

oR
Folglich nach (2):
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0L 0L =z 0L _ 16
dz, ROR R* 09
0L =z,0L :::161}_ %y
do,"ROE TR 90— oR

{logR + K, (0’ R)e—°n} = u, ™),
Kn(a'R)e_”. +
o ’ —o ﬁ =
+-0-K1(6R)e 2 e
1 0
=—2K(0'R)e—%— — ——(log R+K,(¢'R)e— "} =—u,D.
o dz,
L ist eine eindeutige Funktion von z; und ,.

Aus L konnen wir eine etwas allgemeinere Liosung der partiellen
Differentialgleichung (8) bilden. Wir setzen rechts in (9):

— 0 ®
—z,®’

R =V(z, — 2,2 + (z,— 2,®)2, &= arctg

Die so erhaltene Funktion L hingt von zwei Punkten z,, w,,
@, @, 2, ab. Wir schreiben sie deshalb L (z,, #,; 2,¢, 2,). Diese
Funktion haben Bairstow, Cave und Lang ihrer Losung des Problems
des Kreiszylinders zugrunde gelegt. Sie setzen:

p(y, wz)-dp(R cos?, R sind) = AL(R cosd, R sind, 0, 0) +

sin m?

+fL(R cosa, Rsina; a cosa, a sina)f(a)da —|—2G g

n=1

4,G,, G,. .. sind hier Konstanten, welche zur Verfiigung stehen. f(a)
ist eine unbekannte Funktion, von welcher die Autoren doch an-
nehmen, daB sie in eine Reihe von der Form:

@

fa) = e““m“Zag cosga

g=0

entwickelt werden kann. Wenn eine Lisung dieser Form existiert, so ist
das Problem offenbar auf die Berechnung der Konstanten 4, a,, a,, . . .,
@, Gy, . . . zuriickgefiihrt worden. Wenn man in den Reihen eine end-
liche Zahl von Gliedern behilt, kann man mit ihrer Hilfe erreichen,
daB die Randbedingungen an der Oberfliche des Zylinders in einer
gewissen Annéherung erfiillt sind. In dieser Weise haben die drei
Autoren ihre Koeffizienten bestimmt.

Nach der hier dargelegten Methode haben Bairstow, Cave und
Lang den Widerstand eines Kreiszylinders in dem Bereich von
o’a = 0 bis zu ¢’a = 5 berechnet. In demjenigen Gebiete, wo experi-
mentelle Bestimmungen des Widerstandes vorliegen, stimmt der be-
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rechnete Widerstand in bezug auf die Grofenordnung mit dem Beob-
achteten iiberein, ist aber durchweg groBer. Etwas Uberraschendes
liegt darin nicht, da die Geschwindigkeiten, welche hier in Betracht
kommen, weit auflerhalb des Bereiches liegen, wo die in (1) wegge-
lassenen Glieder vernachlissigt werden konnen.

Prof. Bairstow hat mit seinen beiden Mitarbeiterinnen auch den
Widerstand berechnet, den eine ebene Scheibe erfihrt, welche sich in
einer mit ihrer eigenen Ebene parallelen Richtung in einer ziéhen
Fliissigkeit bewegt.

§ 18. Das Problem des Ellipsoides.
181. Einleitung.

Bei unserer Behandlung des Problems der Kugel sahen wir, daf}
in dem Ausdruck fiir den Widerstand, den eine Kugel erfihrt, die
sich in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit bewegt,
ein Glied vorkommt, das den Faktor U,0” enthiilt und also mit dem
Quadrate der Geschwindigkeit proportional ist. Dieses Ergebnis a8t
sich unmittelbar auf das Ellipsoid iibertragen. Zu den von Oberbeck
in schoner Weise berechneten Gliedern des Widerstandes miissen an-
dere mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportionale Glieder
hinzukommen, deren GroBe von der Orientierung des Ellipsoides in
bezug auf die Bewegungsrichtung desselben abhiingen mufl. Wir wollen
hier jene Glieder berechnen.

Wir wenden dieselben Bezeichnungen wie in § 9 an und setzen

auBerdem: Uj=Ug, U0, of=
@, ay, a; sind dann die Richtungscosinusse der Bewegungsrichtung

des Ellipsoides in bezug auf die Hauptachsen desselben. Wir schrei-
ben die Komponenten der Geschwindigkeit der Fliissigkeit in der

Form: — Ua; -+ w;. Zur Bestimmung der Grofen w; erhalten wir die
Gleichungen:
3p . au,- au, .
pdu?éa—%—-ugUak 67.7',.}'.’ 5}"—0. (1)

Die Nebenbedingungen sind an der Oberfliche des Ellipsoides

(2)

fiir R* = 2 - c0: lim u; = 0.
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18 2. Herstellung dreier spezieller Lisungen des Systemes (1).

Wir kénnen die zur Lésung unserer Aufgabe notigen Hilfsmittel
dadurch gewinnen, dal wir drei verschiedene Systeme von Lésungen
des Systemes (1) konstruieren. Wir gehen zunéchst von demim §4 8. 34
betrachteten Tensor #;; aus, wobei wir jedoch die GroBen z; und z(®
vertauschen. Die drei Grolen #,;, o, 3 (K = 1, 2 oder 3) definieren
dann drei Funktionen der GroBen ,, #,, #;. Diese Funktionen ge-
niigen den partiellen Differentialgleichungen, welche wir im § 4 die
erweiterten Stokesschen Gleichungen genannt haben und welche wir
durch eine Drehung des Bezugssystemes in das System (1) iiberfiihren
kénnen. Indem wir diese Drehung des Bezugssystemes fiir die drei
Funktionen &, fsg, 3 selbst ausfithren, erhalten wir eine erste Lo-
sung des Systemes (1):

2D 2 1
@:lfl_e:da,
a a
’ U
s =1+ aj(zy— z®), o= g_‘u'

= (x;— x®)2, r=>0.

k hat in diesen Formeln den Wert 1, 2 oder 3.
Wir haben im § 11, 8. 137 eine durch die Gleichungen:

ds
r— “bcj' W_(Ej’ (4)
2 2 2.2
aritEiitari=h >0 (5)

W(s) =V (a®+ s)(b%+ 8)(c2+ s)

definierte Potentialfunktion benutzt. Sie nimmt, wie aus (4) ersicht-
lich ist, auf jedem Ellipsoid i = Konst. einen konstanten Wert an.
Wir betrachten jetzt ein beliebiges Ellipsoid £ jener Schar 4 = Konst.,
welches wir jedoch so wihlen, daBl es innerhalb des Ellipsoids 1 = 0
fallt. A soll also auf E einen solchen negativen Wert annehmen, dafl
a*+12, b+ 1, ¢*+ A alle positiv ausfallen. Aus dem Greenschen Satze
folgt, wenn der Punkt z,, z,, z, aullerhalb von E liegt:

Ly @ 11 dg )
x“”-a{lﬂ”‘ )Z® 7 7 an® P
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oder, da auf E y(z®) einen konstanten Wert hat und da:

d 1
mﬁdsw_o

ist, weil der Punkt #;, @,, 3 nach unserer Annahme auBerhalb von E Liegt:

1 [ dy(a®) dS®
(@) = Tzl T o

Wir kénnen also die Funktion y auBerhalb von E durch ein

Integral von der Form:
f F(z®) 150
r
E

darstellen.
Aus der Funktion @ bilden wir jetzt eine neue Funktion ¥ von
Z,, Ty, %3, indem wir setzen:

Y (z) =fF(x(°))¢(z,x<°J)dS<°)_ ()

In derselben Weise, wie wir aus der Funktion & eine Losung des
Systems (1) abgeleitet haben, konnen wir jetzt aus ¥ eire Losung
desselben Systemes herleiten. Wir setzen:

k4

ujk =0 AV — m’; (7)

P = 2p f F(z®) > 8)
E

Fiir jeden Wert von k (k=1, 2 oder 3) geniigen dann die Funk-
tionen Y, u$Y, udy, PV dem System (1).

Ein neues System von Losungen der Differentialgleichungen (1)
leiten wir aus der Potentialfunktion (2 ab, welche wir in § 11 S. 137

benutzten und durch die Gleichung:

2
0 — il [ 23 |48

2t
|3+s+bz+s+cz+s~1]4(s) ©)
definiert haben. Wir setzen:
020, g 020
@_ i (2)
"‘”‘_ax,-axk’ £ _QUafda:,az (10)

Ein drittes System von Losungen erhalten wir durch den Ansatz:
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aIr o1
@) = _— 3) = s
Ui awf, P eUalaxls (11)

wo IT eine beliebige, auBlerhalb der Fliche (2) regulire und in
unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion ist.

18 3. Ansatz zur Losung des Problems.

Aus den gefundenen drei Systemen von Losungen (7)—(8), (10),
(11) setzen wir eine neue allgemeinere Losung der Gleichungen (1)

zusammen: 1) (1 2) (2 3
uy= APuD + AP + o,

p = 4 Op,®O + 4,Dp,@ 4 p®,
Sie enthilt sechs willkiirliche Konstanten 4,®, 4,® und eine will-
kiirliche Potentialfunktion /7. Wir werden zeigen, dal wir, wenn ao,
bo, co geniigend klein sind, iiber diese willkiirlichen Elemente un-
serer Losung so verfiigen kénnen, dal die Nebenbedingungen in ge-
niigender Anndherung erfiillt werden.

Wenn or eine kleine Grolle ist, so haben wir annihernd:
@ = r+ gz — ®) — folr*+ [ay(z— GO} + - -

P2e 1 — e —m®) 1
0 AD — 95,05 T i + Lome )rgwk ot 50(3‘5;‘1:“ )

Wir haben also:
0) 0O (. — .(0)
u_‘(‘? = 6"-1]@(18{0)_{_:”“{5‘(% )(':; T )d.sw)-—-
£ E

und:

O (g, — 2.0
- f F (2®) % %) gso % 0(38;: — ajaz) f F(z,) dSO,
E E

Wir hatten:
7
E

und haben in § 11 8. 139 gesehen, daB y fiir groBe Werte von R den
Wert 2abe/R annimmt. Da die linke Seite der obigen Gleichung fiir
grolle B-Werte den Wert:

1
ereh (0) 0)
RlF(m )d S

annimmt, so schliefen wir, dal3:
[F(2©)d8® = 2abe
E
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ist, folglich fiir kleine o’ R-Werte annidhernd:

dx , 0

(0) 0)
u§p =8,y — T #OF (20) dS©® — gabe (30 — ajay).
1

('?zfg T

Wir setzen jetzt:

s Ata)fwdsm)
r
E

und haben dann fiir kleine ¢’ R-Werte:
AOu + u® = 40y — 4Dz, % — oabe(34;0 — aja, 4,), (12)

Da nun auf der Fliche (2) 1 =0, y = % und:
Oy _0z01__ a1
Oz; 04 dz;  Oay
so gilt auf der Fliche (2) annéihernd:
AOuSP+ u® =4Oy + 4,0z, % —oabe(34;,0— a;a; 4,W). (12)
i
Wir haben andererseits auf derselben Fliche:
0202 f
X T =2mabed," @F s)d(s)
B 4,z  A4,®z, As(z)ws) al
2“( & T@ tTa iz,
usw. Wir sehen aus diesen Gleichungen, dall wir, wenn a, b, ¢ so
klein sind, daB wir o®a?, 6%b%, 6%c? neben 1 vernachlissigen kénnen,
die Nebenbedingungen in geniigender Anniherung dadurch erfiillen

konnen, daB wir den Konstanten 4,®, 4, die folgenden Bedin-
gungen auferlegen:

4,®

A(2)=—a—2-A<13 Acz)=ﬁ4(1) Acz):‘iAcl)- (13)
* 2n "1 = 27 ©2 £ 9 "2 ?
A4,D(yo+ a* Py — 3oabe) + gabea, ;. 4,0 = Uaq,,
A D(xo+ V*Py— 3oabe) + oabecaya; ;) = Ua,, (14)
A0 (5o + 2Py — 3oabe) 4 sabeayap 4,V = Ua,.
Wir haben dabei der Kiirze wegen:

o

ds
f (az_|_s)W(s) =P “b"of Bra W — L
ds

abe | —— =P,

J @+ W)



gesetzt. Die Gleichungen (14) ergeben in erster Niherung, wenn wir

184. Berechnung des Widerstandes

die ¢ enthaltenden Glieder vernachlissigen:

Uql

Ua,

= — )~ & @ — i
4 Xo+ a*Py’ : Lo+ P’ 4s Xo+ Py
In zweiter Néherung erhalten wir:
Ua [ 3
Q-1 e
4,4 PR 1+ gabe AT, M]
Ua [ 3
@ . — 2 T
A, Tt BP, 1 4+ oabe Py III]
Ua i 3
By =8 DI R
4, 7ot &P, 14 oabe P M]
W T . S
Xot+ @*Py 3+ 0PP, ' zo+ 2Py

184. Berechnung des Widerstandes.

Die Krifte, welche die Fliissigkeit auf das Ellipsoid ausiibt,
hingen nur von der Bewegung in der Umgebung desselben ab. Ein
Vergleich zwischen den Formeln im § 11, S. 136—139 und den hier
entwickelten Formeln, besonders (12), zeigt, dall, von der verdnder-
ten Bedeutung von A4;M, 4;® abgesehen, die hier betrachteten Ge-
schwindigkeitskomponenten sich nur durch konstante Glieder von
den dort gefundenen unterscheiden. Da konstante Glieder der Ge-
schwindigkeitskomponenten bei der Berechnung der auf das Ellip-
soid ausgeiibten Krifte ohne Belang sind, kénnen wir das 8. 139 ge-
wonnene Krgebnis sofort auf unsere jetzt erhaltene Losung iiber-
tragen. Die Resultierende der Krifte, welche die Fliissigkeit auf das
Ellipsoid ausiibt, hat die Komponenten:

— 16zpabe4;® (G=123).

Die GréBen y, und Pj;, welche sowohl in Oberbecks Widerstands-
formeln wie in unseren Formeln vorkommen, sind Funktionen von
a, b, ¢, welche durch elliptische Integrale definiert sind. Von beson-
derem Interesse sind diejenigen Fille, in denen diese elliptischen
Integrale in einfachere Funktionen von a, b, ¢ entarten. Dies trifft
ein, wenn das Ellipsoid Rotationssymmetrie um eine Achse besitzt.
Wir setzen in diesem Fall @ = b und erhalten, wenn a = b < ¢:
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2a%c 2
xo—'/——log( +ng'”“1 ,
o2
P1=P2=Ez_a2_‘(cz a2)'f ( +l‘ )

2 2
Py= . log(% + /% — l)—“—é

(E— a®)': a? E—a®

Wir haben dagegen, wenn a = b > ¢,

2a%c 7
5= m arctg i Lk
atec a® c?
Py=Py= sy, orctg (’/0_2 =4 ) — a_a

2a? 2a*c ]/az
P= @ — & (gt — yh a.rctg( — 1).

Der Widerstand, den ein Rotationsellipsoid erfihrt, das sich parallel
der Symmetrieachse, der ¢-Achse, bewegt, ist also:

16zpa?c U (1 n 20a2(:) ,

W:

N N

Wo, wenn ¢ > a ist:

2a2¢(2¢2 — a2 (02 Qa2
N=M1og(£+V%_1)__f_i

(cE— a?)'h v —

ist, und wenn ¢ << @ ist:

2,2 2l d 9.0 P
N=_2ac +2a o zc)arctg(]/:—z—l).

a®— c? (a®— ¢%)s

Fiir ¢ = a geben beide Formeln N = §a? und folglich:

W—GmuaU(l—i— 391[]), (U =0

was mit dem 8. 174 gefundenen Ergebnis iibereinstimmt. — Fiir ¢ = 0
findet man N = zac und folglich:

B pal ) .
Wﬂ1sﬁav(1+nﬁ (U > 0)
Das Ellipsoid kann in eine ebene Scheibe entarten, ohne daB

a = b ist. Stets konnen wir aber in diesem Falle ¢ — 0 setzen. Wir
setzen:
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lim x—"v—xo*, lim ¥

c—0 C ¢c—0 C

Die Resultierende der Krifte, welche die Fliissigkeit auf die Scheibe
ausiibt, hat dann die Komponenten:

= Pj*.

16z paba, U 3
TR
- 16:?1:,:1.&;60.2 { 3 ”
Ky=— 2ok + BIP* 14 oab F+bEP* — M*
K,=— 716”;33%07 1+ oab_'[xﬂi* — M*] I,
0

2 2 ag?
a ay

®— -l
M _xo*+aap1*+ *+b2P*+

Man sieht aus diesen Formeln, daBl der mit U? proportionale Teil
der Kraft im allgemeinen nicht senkrecht gegen die Scheibe ist. Sein
~ Betrag und seine Richtung hiingen von der Orientierung des Ge-
schwindigkeitsvektors in bezug auf die Scheibe ab. Die gegen die
Scheibe senkrechte Komponente jener Kraft hat den Betrag:

__16apod®b®a, U (i —M*)

x *
Da: )

a

b

sds b sds
= W(s) f(ag—l—s YW(s)’ a Py® W(s) f(bﬁ-f-s)Wm’

so folgt, daB wenn a > b ist, a?P;* > bzPZ* ist. Wenn a > b ist, so
ist deshalb M* im Falle a, = 0, a,= cos & groBler als im Falle a, =
cos #, ay= 0. Hieraus folgt wiederum, daBl die gegen die Scheibe
senkrechte Komponente der mit dem Quadrate der Geschwindigkeit
proportionalen Kraft im ,apteroid aspect® (a, = 0) groBer als im
»pterygoid aspects (a, = 0) ist.

Wenn a = b ist, so konnen wir a, = 0 setzen und erhalten dann:

1 +§_; (4—%2)],

Kl—_-—%,uaalU

1+%(7—a32)}.

K,=0, K;=—16paa,U

- Die gegen die Scheibe senkrechte Komponente der mit dem Qua-
drate der Geschwindigkeit proportionalen Kraft verschwindet, wenn
a; = 0 ist, d. h. wenn der Geschwindigkeitsvektor der Scheibe mit
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der Ebene derselben parallel ist. Sie nimmt den grotmoglichen Wert
an, wenn a; = 1 ist, d. h. wenn der Geschwindigkeitsvektor gegen
die Ebene der Scheibe senkrecht ist.

In einer in mehrerer Hinsicht interessanten und wertvollen Arbeit
hat W. J. Harrison unter anderem auch den Widerstand berechnet,
den ein elliptischer Zylinder erfihrt, wenn er sich mit konstanter
Geschwindigkeit in einer zdhen Fliissigkeit bewegt und wenn dabei
entweder die grole Achse oder die kleine Achse des Querschnittes
mit der Bewegungsrichtung parallel ist. Er findet fiir den Widerstand
pro Langeneinheit im ersten Falle:

- dmpU )

a :

Dabei ist U die Geschwindigkeit, 2a die grofle und 2b die kleine
Achse des Querschnittes. y hat den Wert 1,7811.

Wenn die Bewegungsrichtung mit der kleinen Achse des Quer-
schnittes parallel ist, ist der Widerstand pro Lingeneinheit:

drpu U .
— log [% yo'(a + b)}

W= 2

at+b

Wenn a = b ist, stimmen W, und W, mit dem von Lamb berech-
neten Widerstand eines kreisférmigen Zylinders iiberein.

§ 19. Eine kleine Kugel und eine ebene Wand.

191. Einleitung. Die von der Kugel primiir hervorgerufene
Stromung,.

Wir sahen in § 12, 2, S. 143 wie man bei den Stokesschen
Gleichungen Probleme behandeln kann, in denen eine ebene Grenz-
flaiche vorkommt. Nach dieser Methode hat, wie in § 12 erwihnt
wurde, Stock eine genaue Berechnung des Widerstandes ausgefiihrt,
den eine Kugel erfihrt, die in einer von einer ebenen Wand be-
grenzten zahen Fliissigkeit sich mit konstanter Geschwindigkeit in
einer mit der Wand parallelen Richtung bewegt. Faxén hat dieses
hydrodynamische Problem wieder aufgenommen, aber dabei die er-
weiterten Stokesschen Gleichungen zugrunde gelegt. Seine Methode
ist die in § 13 dargelegte. Zuerst wird die in § 16, S. 168 gegebene
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Losung des Problems der Kugel derart umgeformt, dafl die Geschwin-
digkeitskomponenten und der Druck durch Doppelintegrale dar-
gestellt werden, in denen die Koordinaten z,, z,, z, des Aufpunktes
nur im Exponenten, und zwar linear, vorkommen. Faxén benutzt ein
Bezugssystem, dessen z,-Achse in die Bewegungsrichtung fillt. Er
schreibt die Geschwindigkeitskomponenten der durch die Kugel primiir
eingeprigten Stromung in der Form — Ud;; + u; wo:

ad apP
Uj=20¢laf1+5;:;(¢1+ B)s p—gU—— (1)
F) 1 ) 92 le—o‘}i—az.
= —GaR = 2q4 =
D, =c|{l —oa 6m1+(6+cloa6wl2} = ; (2)
- 2 20 20 O }1
. .P——Cll—goa a—x"*-ﬂlﬂa W E“ (3)
Hier ist: . Sau 1 .
- 20 1—%aa )

¢, ist eine Konstante, deren Betrag ohne Belang ist.

19 2. Integraldarstellung der Funktionen @, und P.
Fiir die Funktion 1/R haben wir in § 13 die Darstellung gefunden:

+ =
= %ffg“alfl‘f‘“axi)_"‘xﬂ d——aldaz (5)

F
RR=zg? 422422, R>0, x=Je?+ a?.
Um eine entsprechende Darstellung fiir die Funktion:
e—o R—oz,
——
zu finden, gehen wir von dem Integrale:

e‘a]z?
2nszfa,, (@ + %) AR

aus. Da dieses Integral fiir reelle z; unbedingt konvergent ist, so
haben wir:

g e"
Ah_rgc 2nszfak daldazdas

0< ai‘ <A

ell'\‘. eimx
Alilf‘m 27!2lfff ”dald%das_fffaf +’ 5 dadaydag.

O<u,<
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Die beiden Glieder innerhalb der Parenthese haben bei 4 — o be-
stimmte Grenzwerte. Wir haben in der Tat:

E g

A
fa;T;
f f f e dadayda, = 2 f da f glakeosd sin P —

0<aj<A? e a=0 &=0

_4n sm (aR)
a

R da

2

Der Grenzwert dieses Integrales ist also 2% .
Wir haben ferner:

ffjae'l’zdaldazdas_zxf “f‘;zfeinmwsinada=

0<a?cd?
- 4nfa sin (aR)d
 R| &+
) 0
Wir lassen jetzt 4 ins Unendliche wachsen. Das Integral, welches
wir zuletzt bekommen haben, nahert sich dabei einem endlichen Grenz-
werte, den wir am einfachsten durch komplexe Integration berechnen.

Wir erhalten so: .
2m® B
— ¢

und_ haben also schlieflich:
= Sy i (6)

Wir kénnen andererseits, wegen der unbedingten Konvergenz des In-
tegrales J, den Wert desselben in der Weise berechnen, dal wir zu-
erst die Integration in bezug auf a, ausfithren. Wir konnen dabei
komplexe Integration anwenden, indem wir, wenn 23 > 0 ist, den In-
tegrationsweg in der komplexen ayz-Ebene nach oben schieben, da-
gegen wenn 2, < 0 ist, nach unten. Wir erhalten so, indem wir be-
achten, dal der Integrand von J die singuliren Punkte:

ag=+tifa,  +al =+ 1%, a3=+iJa2+ o+ 6*=+i1*

h&t: “+ »
— Lffei(alzl+uz=rz)—x!zai dayday
2 X
— o

-+ @
— iffet(a.z,era—z'lzﬂ da,day
27 A*
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Da das erste Glied rechts nach (5) den Wert 1/R hat, so folgt

wegen (6):
—a' R
e—Iz' [‘fe‘(“l Ty = aazy) — A% |7y da;dao

Wir sehen aus dieser Formel, dal}:

+ =
—ad'R—oaz, "
e 7 R _ 1 [ [ sicsitiomitama—itim| da,da,
R 2 FLI

also, wenn wir rechts a, + io statt «, als Integrationsvariable be-
nutzen und diese Variable wieder mit a, bezeichnen:

—e'R—om

?_.__.im jjei(rqzl ) — A | x| dalda2 (7)
R

Hier ist:

A=Ya? + a2 —2icq,.

Mit Hilfe der Beziechungen (5) und (7) kénnen wir @, und P
durch Integrale darstellen:

17
0 3

-I: ]
! jf gz et (ay oy 4 ) — = Taidaldaz,
A .4

wo:
2|

g = za1+( +cl)a-a" (?,ul)l

9
s =-—c|1 -——%acﬁ ctay + e 0%at - (Tay)¥.

19 3. Berechnung der von der Wand zuriickgeworfenen
Stromung.

Der jetzt folgende Teil unserer Untersuchung ist die Berechnung
der von der Wand 23 = — { erzeugten, zuriickgeworfenen Stromung.
Fiir diese Stromung kann man den folgenden Ansatz machen:
0D,* 0P,* )

a afﬂ)+a (¢*+P*+ ms

us* = 20(@1*6,-1 +

13 Oseen, Hydrodynamik
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“+®
_ Lf {‘gj.(gl_’_a_:?_)ei{u.ru-l—a.z,}4l(2-+25)(Za da,
2/ . A L

“+ o
P* = - 1 gi’)(q'l’ F‘tﬂl eitulfl‘!‘“%ri)_"(:"l‘i’?:) da l‘lan,
2nJ . % E

-—m
(pz — 9 ffgﬂ(al’ 0'.2) el 2+ agzy) — A7+ 2‘]({0'.](10‘.9
b 4

Die Bedingungen u;* = — w; fiir 2, = —( ergeben:

e R Y
Ja=—91» Y5 '—92(2,“)“) — ;- 8] etn—el,

10a,
PR A(d + x)e__ xbtl g /(ftl- %)
® doayx 10wy %

Wegen des singuliren Punktes a,= 0 sind die Integrale, durch
welche wir die Funktionen P* und ®,* darstellten, divergent. Wir
definieren P* und @,* als die Cauchyschen Hauptwerte deilntegtale,
welche wir zur Darstellung derselben benutzt haben.

19 4. Resultierende Kraft auf die Kugel.

Durch unsere Formeln ist die Berechnung der einmal zuriickge-
worfenen Strémung im mathematischen Sinne erledigt. Um die er-
haltenen Formeln hydrodynamisch zu verwerten, ist man aber auf
ein eingehendes Studium der Integrale angewiesen, durch welche @,*,
P* und @,* definiert wurden. Wir werden hier nicht auf diese kom-
plizierten Fragen eingehen. Wir begniigen uns damit, die Ergebnisse
von Faxén mitzuteilen. Wir bemerken, dal Faxén nicht nur die oben
bestimmte, einmal zuriickgeworfene Strémung, sondern auch die dop-
pelt zuriickgeworfene Stromung berechnet hat. Er findet fiir den
Widerstand gegen die Bewegung der Kugel:

W— brpal
“"1__3 ;9 a " (a)" 45(a)4 z(a)"s"
— 1 g e 2+ \gz) —1e\aE) — 2 ez
Hier ist:
4 923 16 317 yT
= — —_— — " 4 . e
) =1= g fqpet =@t ametty g P | ++jlog’g

(y = 1,781070).
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Fiir y(x) hat Faxén die folgende Tabelle berechnet:

z | @ T | @ e | @
o 1 030 | 06978 | 08 | 04277 3 0,0873
0,05 { 09367 | 035 | 06608 | 009 ‘ 0,3925 4 0,0479
0,00 | 08796 | 040 | 0,6265 L0 03603 5 0,0262
0,15 i 0,8276 0,5 0,5660 1,5 | 0,239 10 0004
0,20 0,7804 06 | 05137 2,0 | 0,1692 18 | — 0,0016
0,25 | 071370 | 07 04680 | 25 01195 w | 0

Die Widerstandsformel ist giiltig, wenn a%¢® und a%/(® neben 1
vernachlissigt werden kénnen.

Die Resultierende der Kriifte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel
ausiibt, hat auch eine gegen die Wand senkrechte Komponente. Sie
strebt die Entfernung der Kugel von der Wand zu vergroflern und

hat den Betrag: ’ g

-g—npczU-n’a t(—ﬂ—c;'_) -

8 27T a

Hier ist: 16 ¢

11 8 137 8
Iy — 1 ——afepe g P orapa Y0 aars 15 =5
) =1— G ot gt — gt — ot

175 ,, ., yo'l
-+ 96 ° £+ -log——g— 3

Faxén findet ferner, daBl die Kugel, wenn sie um ihren Mittelpunkt
frei rotieren kann, die Drehgeschwindigkeit:

14 a‘( 3:2)

T 32 O\ 8¢

hat. Die Drehachse und die Drehrichtung sind dieselben wie in dem
Falle, dal die Kugel die ebene Wand beriihrt.

Wenn man in der Widerstandsformel ¢’¢ und @/ so klein an-
nimmt, dall ¢’ - 6”@ und «*/C* neben 1 vernachlassigt werden kénnen,
wird das Glied — §a¢’ im Nenner von W durch das zweite Glied der
Entwickelung von y (¢’() aufgehoben, und wir erhalten anndhernd:

(0]

,  bapal ( 9 a ]
16 ¢

Dies ist die von H. A. Lorentz aufgestellte Widerstandsformel, welche
wir im 12. Paragraphen, 8. 142, abgeleitet haben. Sie ist also giiltig,
wenn die Kugel sich in geniigender Niihe der Wand befindet und wenn
der Radius und die Geschwindigkeit derselben geniigend klein sind,

13+
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§ 20. Eine Kugel in einer Rihre.
20 1. Einleitung.

o' R—owx,

Integraldarstellungen fiir die Funktionen "jlg und e—_——ﬁw

Das Problem, den Widerstand zu berechnen, den eine Kugel er-
fahrt, die sich mit konstanter Geschwindigkeit lings der Achse einer
mit einer zihen Fliissigkeit gefiillten Rohre bewegt, hat als erster
Ladenburg in seiner Dissertation in Angriff genommen. Er legte seiner
Berechnung die Stokesschen Differentialgleichungen zugrunde. Faxén
nahm das Problem wieder auf. Er zeigte, dall man durch eine verhiilt-
nismiiig geringe Abénderung der von Ladenburg gegebenen Formeln
die den erweiterten Stokesschen Differentialgleichungen entsprechende
Losung des Problems erhalten kann. Der Ausgangspunkt von Faxén
ist die 8. 191 (1)—(3) gegebene Darstellung der Bewegung, welche
eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit

erzeugt., Fiir die Funktion:
e— o R—ox

R

benutzt er zuniichst die Darstellung (19, 7) 8. 193, fiihrt sie jedoch
durch Ausfithrung der Integration in bezug auf a, in eine Form iiber,
welche die Symmetrie des Problems in bezug auf die Achse des Rohres
zum Ausdruck bringt. Wir setzen:

Vo2 + @ =1, iz, = rsinhyp (i), |zl =7coshyp (i&).

Wir setzen ferner:
ay = Ja,® — 2¢ 0@, sin hypt,

und geben dabei der Wurzel ein solches Vorzeichen, dal der reelle
Teil derselben positiv ausfillt. Wir erhalten:

+ >
— o' R—
, Nk 08 _l._ffeu‘fu1r,+nzm—z|r31 da,day _
2m A
—®

R
“+x “+ > d
1 . ) X a
= — | eimtidg fg"‘z%—“i’*“z:.—z —
27 : ol
—w —tn
+o +o
— i,feia,z,da fe—r 4 —2ica cos hyp ((—i§)df |
2 )
—® — 00

Das zweite Integral in der letzten Formel definiert eine Hankelsche
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Zylinderfunktion, und zwar hat man*:
+w

f e—rVa—2ioay cos hyp (¢ —if) dt = — J'L’i:H20 (_ ir I,'a12 . 250(11).

Wir haben also:

e— ¢ R—ox

; e '
e =—%fe‘“t"1 HO(—1ir)a® —2i0qa,) da,. (1)

Ein spezieller Fall der Beziehung (1) ist die Formel:
+ >

=— %fe""mHz“(— ir|ay|)day .

Man erhilt sie’ aus (1), indem man s = 0 setzt.

Aus den Formeln (1), (2), (3) 8. 191 folgt jetat:

1
R

i) @ z d
8= 200+ 5 P+ F), g="ty+ g = o (D +P),

(2)

= Uﬁa;l
Py =— zf gt HO(—irfaf—Jioa)da,, ®)
P: —_ ;fgzefﬂlzjﬂzu(—'ifial i)da]_- (4)

g; und g, haben die S. 193 angegebenen Bedeutungen.

Umgekehrt kann man sofort verifizieren, daf diese Ausdriicke den
Stokesschen Differentialgleichungen geniigen, wenn man nur die Tat-
sache benutzt, dal die Hankelsche Zylinderfunktion H,©(— iz) der
linearen Differentialgleichung:

?y 1

da? L
geniigt. Hieraus erhellt sofort, daB wir eine neue Losung der erwei-
terten Stokesschen Gleichungen in der Weise erhalten kénnen, da wir
in (2) — (4) H,*(— i) durch eine andere Losung der Gleichung (5) er-
setzen. Eine solche Losung ist die Funktion:

Pin) =

* Vgl. N. Nielsen, Handbuch der Zylinderfunktionen. S. 128.

dy

e v ol (5)
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202, Ansatz zur Losung des Problems,

Wir benutzen diese fiir alle z-Werte regulire Losung von (5) in
unserem Ansatz fiir die Bewegung, welche durch die Reflexion der
Stromung (3) in der zylindrischen Wand der Rohre erhalten wird.
Wir setzen fiir die zuriickgeworfene Strémung:

0(P,* + P* d
¥ = 2a¢1*+-(;};“')’ g= A+ P,
o P*
p=il ox,’

| =

L 4 :
D* = | ggei O —ir)a? — 2ioa,)day,

i
P+ — 2fg4e""l*’-J°(— ir|ay |)day,

wobei wir uns vornehmen, ¢g; und g, so zu bestimmen, daB} die Inte-
grale konvergieren.

Die Bedingungen u, + u,* =0, ¢ 4+ ¢* = 0 an der zylindrischen
Grenzfliche, etwa fiir r = [, driicken g, und ¢, als lineare, homogene
Funktionen von ¢, und g, aus, Die so erhaltenen Ausdriicke erfiillen
die oben erwiihnte Bedingung. Die Berechnung der von der Wand zu-
riickgeworfenen Stromung ist damit in mathematischem Sinne erledigt.

20 3. Die Widerstandsformel.

Die weitere Aufgabe ist jetzt, aus der gefundenen Losung den Wider-
stand gegen die Bewegung der Kugel zu berechnen. Wie oben erwiithnt
wurde, hat Ladenburg diese Aufgabe fiir den Fall 6 = 0 gelést und
Faxén fiir den allgemeinen Fall, wo ¢ einen von Null verschiedenen
Wert hat. Auf die Berechnungen, welche zur Gewinnung der Wider-
standsformel notwendig sind, wollen wir hier nicht eingehen. Wir be-
gniigen uns damit, das Ergebnis mitzuteilen. Faxén findet fiir den Wider-
stand einer Kugel, die sich mit der Geschwindigkeit U lings der Achse
einer zylindrischen Rohre mit dem inneren Radius ¢ bewegt, unter
Voraussetzung, da ¢"2a%, ¢’a-a*/l* und a®/l® gegen 1 vernachliissigt
werden konnen:

W bapall

3 , a P o na @ —_a’
1 — 499~ —J—L(o ) 4 2,09 B 0,95 s
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Hier ist: o
TTOE . |(a—4-i;v)(a—£a;) i
L@ = snal [ a-2ia O iDE
_2|a|A[J%—¢]a]) — S=3D)]
adJo(—i|al)Jo(—ik "

h=Ya?—2iza,
A =10 (— 3| a)JO(—i4) — | a|JO(— 3| a ) JO(— id).
Line Reihenentwickelung der Funktion L (o’l) ergab:
L(o'l) = 2,104 — 3’1+ - -
Eine numerische Berechnung ergab:

L(0) = 2,104, L(0,5)=1,76, L(l)=1,48, L(2)=1,04,
L(5) = 0,46.

Die Widerstandsformel zeigt, dafl das Glied — jao’ im Nenner fiir
kleine Werte von ¢’l vom zweiten Gliede in der Entwickelung von
L (¢’lyaufgehoben wird. Eine Priiffung dererweiterten Stokesschen Wider-
standsformel durch Messung der Fallgeschwindigkeit einer Kugel lings
der Achse einer vertikal gestellten, von einer zihen Fliissigkeit erfiill-
ten Rohre ist also nur dann mdglich, wenn der innere Radius der
Rohre so grof} ist, dal} es nicht erlaubt ist, die Entwickelung von L (a’7)
nach dem zweiten Gliede abzubrechen. Wie Faxén hervorgehoben hat,
ist diese Bedingung bei zwei Messungsreihen von Arnold erfiillt, und
bei diesen Messungen ist der Einflul des Gliedes — §ao’ deutlich zu
sehen*.

§ 21. Zwei Kugeln in einer Fliissigkeit.

211. Einleitung.
Die Theorie von Smochulowski nach § 14.

Wir haben im 14. Paragraphen eine Untersuchung von Smolu-
chowski kennen gelernt, in welcher er die Krifte untersucht hat,
welche zwei Kugeln, welche sich mit derselben konstanten Geschwin-
digkeit in einer zdhen Fliissigkeit bewegen, durch die Vermittlung

* Nach Experimenten, die in Leipzig unter der Leitung von Prof. Schiller
ausgefiihrt worden sind, stimmt das Widerstandsgesetz (11) in § 16 noch bei o’a = 0,25
bis auf ein Prozent mit den Messungen iiberein, Vgl. Geiger und Scheel, Handbuch
der Physik. Bd. 7, S. 111.
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dieser Fliissigkeit auf einander ausiitben. Wenn wir die Geschwindig-
keit der Kugeln U nennen und wenn wir die ,-Achse mit der Rich-
tung derselben parallel legen, so kionnen wir das in § 12 gewonnene
Ergebnis so ausdriicken, dal auf die Kugel 1 mit dem Mittelpunkte
2z, M, 2,™, 2,0 und dem Radius a; eine Kraft wirkt, deren Kompo-
nenten:  _ gnug, UG — U @), (k=1,2 3)
sind, withrend auf die Kugel 2 mit dem Mittelpunkte z,®, #,®), z,®
und dem Radius a, die Kraft:
— 6 pa, U (B — UL (2®))

wirkt. Die GroBen UL, US) sind dabei durch die Annahme definiert, daB

uf = U“;ai”, p®= PP’

u® = UD o, p® = POy,

wo v und v;,® wﬂlkurhche Konstanten sind, Losungen der Sto-
kesschen Differentialgleichungen sind, welche den Nebenbedingungen:

und

fiir r2=(z; — V)%= a? : W= p;®, lim u;M=0;
fL—>w
bzw.: :
fiir 12 = (2j — @)% = a,? : M= v;®, lim u®P=0
i ra—r®
geniigen.

Die hier gegebene Lisung des Problems von Smoluchowski ist
nur bis auf Glieder von den GroBenordnungen a,*/7%,, a,%/r3, (r}, =
(2,0 — 2/®)?) richtig.

21 2. Neue Lisung
auf Grund der erweiterten Stokesschen Gleichungen.

Wenn wir das Problem von Smoluchowski unter Zugrundelegung
der erweiterten Stokesschen Differentialgleichung statt der von Stokes
selbst benutzten Differentialgleichungen losen wollen, haben wir nur
in der oben gegebenen Vorschrift zur Losung des Problems die Worte
,,Stokesschen Differentialgleichungen® mit ,,erweiterten Stokesschen
Differentialgleichungen® zu vertauschen.

Die Werte der GroBen U A U kénnen wir jetzt aus (16,5) S. 168
entnehmen. Wir erhalten unter Vernachlissigung von Gliedern von den
GroBenordnungen a3fr%,, al/rl,, o'y, o’ ay:

UL (a®) = 3 e B Lt LY S
27y

3 0 1 e e—ﬂ'r“-—!‘l("ﬁlu)éﬂlq']

T1M9® a7y ?
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@ (20) = g B st ) §
" T2
3 (’) 1 o e_ G- f.i_o(zl(n_zyalﬁl>

g 2y ——
4 20 O7yo

Auf die Kugel 1 wirkt also eine Kraft mit den Komponenten:

T 9 e— 0 fa—o(@n"—5"%)
— bapa, Udy+ grpay U ———— 851 —
= 12
? a,a, U wk&) - x‘:(l) 11— (1 .5 a’rlz) e o'ru—a(z"’—5¥)
— g G0y - - .

2 719 ors,
Die Kraft, welche auf die Kugel 2 wirkt, erhilt man durch Ver-
tauschung von z;V), z® sowie von a,, a,.

21 3. Diskussion der neuen Lisung.

Wir sehen aus unserer Formel, dal die Kraft, welche eine Kugel
durch Vermittlung der Flissigkeit auf die andere Kugel ausiibt, sich
in zwei Teilkriifte zerlegen laf3t. Die erste Teilkraft hat dieselbe Rich-
tung wie die Geschwindigkeit und kann also als eine Abschwichung
des Widerstandes gegen die Bewegung der Kugel aufgefalit werden.
Die zweite Teilkraft fillt in die Richtung der Verbindungsgeraden
zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln. Die erste Teilkraft
hat fiir die Kugel (1) den Betrag:

9 U e___"! fll_“(zlu‘_ I.“‘)
[, Ty Oy
2 ¥ya

und folglich fiir die Kugel 2 den Betrag:
9 P o' g — o (z, P — 2,
5 Ay dy v-——m —————— .
2 fia

Wenn wir U > 0, 2, > z,® annehmen, so hat der erste dieser beiden
Ausdriicke stets einen kleineren Wert als der zweite. Die Abschwiichung
des Widerstandes ist also fiir die vorangehende Kugel stets kleiner als
fiir die nachfolgende Kugel. Die vorangehende Kugel hat mit anderen
Worten stets einen groleren Widerstand zu iiberwinden als die nach-
folgende Kugel.

Wir gehen zur zweiten Teilkraft iiber. Lings der Verbindungs-
geraden zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln, in der Rich-
tung von der Kugel 2 nach der Kugel 1, wirkt auf die Kugel 1 eine Kraft:
— (L4 o'r)e= 7 st — s

1
wpa,a, U — ort
12

2
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und aunf die Kugel 2 eine Kraft:

1— (1 e = 01‘1'12)6*“"1:1'“0(&,'”—;,‘-")

9
——apaya,U 5
ard,

2
Wir nehmen wieder an, dal U > 0, &, > 2, ist. Da unter diesen
Umstinden ¢ > 0 und:

(14 o'ng)e"m <1, e "@—=m <]

ist, so hat der erste der beiden Ausdriicke sicher einen positiven Wert.
Wir sehen hieraus, daB die lings der Verbindungsgeraden wirkende
Kraft auf die vorangehende Kugel stets den Charakter einer AbstoBung
von der nachfolgenden Kugel hat.
Der Ausdruck:
1— (14 0'rpy) e~ " neton® =)

2
01'12

kann sowohl positive wie negative Werte annehmen. BEr ist negativ,
wenn ¢ > 0 und:

1 + 0!,’.12< ea’rn—o(.-r,'“--n-,"‘),
positiv, wenn ¢ > 0 und:

1 + 0’712 = 6""’1:—0(-’1'“—31‘”).

Die lings der Verbindungsgeraden wirkende Kraft auf die nachfolgende
Kugel kann also sowohl den Charakter einer Abstoung wie den Cha-
rakter einer Anziehung von der vorangehenden Kugel haben. Wenn
U=>0 20> z® 2,0 =23, 2,0=7g,3, wenn also die nachfol-
gende Kugel genau hinter der vorangehenden folgt, so ist die Kraft
eine Anziehung. Wenn dagegen z,V) = z,®ist, soist sie eine AbstoBung.

Wenn o'ry,=0 U|r,/2p eine kleine GroBle ist, konnen wir an-
nithernd :

e— T o@mP—n®) — | 1 — e ruFoEn®—a™) —

]

0'1yp 4 0 (2, — ;@)

setzen. Wir kommen in dieser Weise zu den in § 14 mitgeteilten, von
Smoluchowski aufgestellten Satzen zuriick. Die Voraussetzung fiir die
Giiltigkeit dieser Sitze ist also, daB o’r,, eine kleine GroBe ist.
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§ 22. Zusammenstellung
der mitgeteilten Widerstandsformeln.

221. Stationiire Bewegung. Die Stokesschen Gleichungen.

W = Widerstand, K;(j =1, 2, 3) = Komponenten der Resultieren-

den der Krifte, welche die Fliissigkeit auf den Korper ausiibt.

1

Eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Flissig-
keit. Formel von Stokes. § 9. a = Radius, U = Geschwindigkeit

der Kugel. W=6aual.

2. Ruhende Kugel in einer in beliebiger stationirer und regulirer Be-

wegung begriffenen Fliissigkeit. Formel von Faxén. § 9. % = Ge-
schwindigkeitskomponenten der Fliissigkeit bei Abwesenheit der Ku-
gel, p™ = der Druck in derselben, a = Radius der Kugel, P® der
Mittelpunkt derselben.

o p(r)
K; = 6rpau(PO) + wa® (Jdpxj )Inn. >

. Ein Ellipsoid in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Fliissig-

keit. Formeln von Oberbeck. § 11. a, b, ¢ = Halbachsen. U; = Ge-
schwindigkeitskomponenten des Ellipsoides, U, lings der a-, U, der
b-, U, der e-Achse.

W (s) =V (a®+ s) (B2 + s) (c® + s).

fo= abcu Ws)’ P, = abcu (@ )W) usw.
K — _ 16apabel, Ko 167 pabel,
! Zo-i— a2P1 2 = ;L’O + b2P2 H
- Z() + czpa

. Kine Kugel in einer aullerdem von einer ebenen Wand begrenzten

Fliissigkeit. Formeln von H. A. Lorentz. § 12. z,2,-Achsen in der
Grenzebene. z, > 0 in der Fliissigkeit. 2,0 = Entfernung des Mit-
telpunktes der Kugel von der Grenzebene. @ = Radius. U; = Ge-
schwindigkeitskomponenten der Kugel.

. 9 a
K, =—6rual, (1 + 16 %(—0)

9 a
j 6.»;#:;(;3(1 +3 ia‘"))'

. 9 =
) K= —bmnay (14 5 o).
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5. Eine Kugel zwischen zwei parallelen ebenen Wiinden. Die Geschwin-
digkeit der Kugel den Winden parallel. Formeln von H. Faxén.
§ 13. @ = Radius. U = Geschwindigkeit der Kugel. /;, I, = Entfer-
nungen des Mittelpunktes der Kugel von den Wiinden.
a.) l2 = ll =b;

W— S ?Mq
1_1004€+0418 Olﬁgl
b) l,=31;:
;V__l____ 63:an B )
1 —0,6526 — —{—014:75 — 0,131 ——-—00644“——
I 132 F l5

¢) Mittlere Geschwindigkeit einer Kugel, die zwischen zwei senk-
rechten, parallelen, ebenen Wiinden fillt. Siehe 8. 155.

6. Zwei Kugeln in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit. § 14. q,, a,
= Radien, U, U, = Geschwindigkeiten der Kugeln, r,, = Entfer-
nung zwischen den Mittelpunkten derselben, # = Winkel zwischen
der gemeinsamen Bewegungsrichtung beider Kugeln und der Ver-

bindungslinie swischen den Mittelpunkten derseiben (o <9 g%)
a) Formeln von M. Smoluchowski. U, = U, = U.

W1=6ﬂyﬂ1U( —%-‘E—%), W2=6.‘JZ!.L02U( _Eﬁ)

AT 4 7y

Aullerdem wirkt auf beide Kugeln in der Richtung vom Mittel-

punkte der hinteren Kugel zum Mittelpunkte der vorderen Kugel
cine Kraft: 9 P
5 Ua,a, =

12

b) Formeln von H. Faxén. # = 0:

9_ al

W, = 6rpa, 1{1 % +

| 3 9
+—-(———_—a3a -|—- -a"’-a‘*—{--- aa.“]
_}.]24 9 1 72 16 1 72 4 172 |

3 a 1 27 , 1
— G pa, U, I‘)le+ i ( —2—a12a2—|—-§ala23_ 3 523) L

1 9 8 :43 B_ 4) ,
+,_,.125(4“1“2+32“1“a+ @ ay | + -

W, wird aus W, durch Vertauschen von a, und a,, U, und U,
erhalten.
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¢) Formeln von H. Dahl. @, = a,= a, ¥ = 0.

Wy=6rpalU,(1 + 92% + 932* 4 11972 4 1982128 + .-} —
— 6apal, {3z 4 1923 + 3872% + 533127 + T61152° + .-+
a
e
W, wird aus W, durch Vertauschen von U, und U, erhalten.

d) Formeln von M. Stimson und G. F. Jeftery. a;, = a,=a, U, =
= U2 = U, 4 =0:

e

W,=W,=6auall
o n(n -+ 4sinh®(n + §)a—(2n +1)*sinh’a |
=3 3 s “2(2n_1)(2¢z,+3) ~ 2sinh(2n + 1)a + (2n+ 1)sinh 2a/

7
cosha = 2.

2a
Tabelle fiir 1 siehe S. 162.

22 2, Stationiire Bewegung.
Die erweiterten Stokesschen Gleichungen.

Bezeichnungen wie oben. Aulerdem:
U1=UGJ‘, UEO, (13'2:1, U:QU/Q‘U

1. Eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum fiillenden Fliissigkeit.
Formel vom Verf. § 16. a = Radius, U = Geschwindigkeit.

W= 6::an(1—{-%:10)-

2. Ein Ellipsoid in einer sonst den ganzen Raum fiillenden Fliissig-
keit. Formeln vom Verf. § 18. Vgl. oben S. 187—189.

_ 16zmpabeUay [ 3 M]i
Kl-—— = W 1+GabC x40+(32p1 ’

lﬁnyabc pabcUa, [ 3 ]]

G —— M]|;,

5 Yot 0P, 1+oabcx°+b2P2
_ 16mapabeUa, [ 3 ]I
K3 = —_ 70 -i__?ij); 1 + oabc 0 + CEP M ’
a,? a,? ay?

=In+“2P1+Zn+b2Pa+xo+c2Ps'
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Spezielle Fille:
a)a=0b<ec.

_ate (o /e —])
Xo V;q? 0g E‘r‘l/a.}_ s

2 a2 2 | 2
Py = —9-—‘1— == __2_&__(_:_.__ arctg (V a,;— —_ 1)'
a= — c- (92 _ 02) /a -

3. Ein Kreiszylinder in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit. Formel
von Lamb. § 17. y = 1,7811, a = Radius, U = Geschwindigkeit des
Zylinders.

4ap U
b —log(4y0a)
. Ein elliptischer Zylinder in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit.
Formeln von Harrison. § 18. a, b = Halbachsen des Querschnittes,

U,, U, = Geschwindigkeitskomponenten des Zylinders lings der
Hauptachsen.

W pro Lingeneinheit =

K, pro Lingeneinheit = — dap ;’Jl ,
iy o |y rota+ b

K, pro Lingeneinheit = — = 4auU, .
i [— yo(a + b)}

. Eine Kugel in einer aullerdem von einer ebenen Wand begrenzten
Fliissigkeit. Formeln von H. Faxén. § 19. Geschwindigkeit der
Kugel, U, parallel der Wand. a = Radius, { = Entfernung des
Mittelpunktes der Kugel von der Wand.
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W= e i [N—
I ) B (o) (o)
l—=qao 825"("5“'(2{) 16(2“) “\ag

493 1(, 3 8

(25

T
= Ao .l]og},z_ .
Tabelle fiir y(z) siehe 8. 195.

AuBerdem wirkt auf die Kugel eine Kraft, welche die Entfer-
nung { von der Wand zu vergréBern strebt. Sie hat den Betrag:

gn}uaU-aa—ngg—a_
I—16 &
WO
11 8 137 175 (1 )
_ . 2 Ry i | il T aiva S,
T(z) =1 g t5@ 2881‘4 :1:5 196 &'+ ]log 3 7%,
y = 1,781070.

6. Kine Kugel in einer Rohre. Die Kugel bewegt sich lings der Achse
der Rohre. Formel von Faxén. § 20. a = Radius der Kugel, / = in-
nerer Radius des Zylinders, U = Geschwindigkeit der Kugel.

W— bapal

3  a a? @’
e 2005 095 -
1 00— L(al) 4+ 2,09 P 0,95 =

Numerische Werte der Funktion L s. 8. 199,

7. Zwei Kugeln in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit. Beide Kugeln
bewegen sich mit der konstanten Geschwindigkeit U in der Rich-
tung der positiven z,-Achse. § 21. Formeln vom Verf. a,, @, = Ra-
dien, 2;®, 2, (j =1, 2, 3) Koordinaten der Mittelpunkte, ,, = Ent-
fernung zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln. Auf die
erste Kugel wirkt in der Richtung der z,-Achse eine Kraft:

KW= _—6rua U (1 . e rruta® '”’-"')) "
4 7

Auf die zweite Kugel wirkt eine gleichgerichtete Kraft:

; |
K,®=— 6apa,U (1 - U ot — ))

T12
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AuBerdem wirkt auf die erste Kugel eine Kraft, welche dieselbe
Richtung hat wie der Vektor vom Mittelpunkte der zweiten Kugel
zum Mittelpunkte der ersten Kugel und deren Betrag:

9 a a Gy @r
5 LE2U{1 — (1 + oryp) e "Cuta®—n)
O0Ty9

ist. Auf die zweite Kugel wirkt eine Kraft, welche die entgegen-
gesetzte Richtung hat und deren Betrag:

9 a,a
1%
5

-

U{l e (1 -- ﬁ‘]‘lg)ﬂ*"‘f"u'f'!‘."'—r,“‘)}
12
ist.

22 3. Nicht-stationiire Bewegung.

Eine Kugel bewegt sich in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit.
Die Bewegung ist stetig und fingt bei ¢ = 0 an. Formeln von Boussi-
nesq. § 10. a = Radius, U;(t) = Geschwindigkeitskomponenten der
Kugel, » = u/p.

2 dU;(t)
=

K;=— —mpd®

AUE0) Ao |
3

a
—6apal U; (a‘»)‘i'l )'I dt© l/t o |
0
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