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ANALYTISCHE GEOMETRIE.






ANALYTISCHE GEOMETRIE.

Die geometrische Darstellung einer Gleichung y = f(z) zwischen
zwei verinderlichen Grissen @ und y, welche wir in & 14 kennen
gelernt haben, erdffnet uns den Weg zu einem der wichtigsten Theile
der Mathematik. Wir haben gesehen, dass die Gleichung y = f(x)
auf die dort angegebene Weise in einer Ebene construirt, im Allgemei-
nen zu einer krummen Linie fiihrt, weleche nach einem gewissen Gesetze
gebildet ist, als dessen analytischer Ausdruck eben die Gleichung
y==f(x) betrachtet werden muss, daher diesclbe auch die Gleichung
dieser Curve, so wie umgekehrt die Curve der geometrische
Ort der Gleichung y= f(z) genannt wird. Wir kénnen daher anneh-
men, dass es auch immer miglich sein wird, die zu einer gegebenen
Curve, deren Bildungsgesctz bekannt ist, gehérende Gleichung
zu firden, und sind dadurch in den Stand gesetzt, ohne Hiilfe einer
Zeichnung, durch eine analytische Formel die Gestalt einer jeden
Curve auszudriicken und festzuhalten,

Das Bildungsgesetz einer Curve ist aber nichts anderes, als der
Ausdruck irgend einer hervorragenden, die Curve charakterisirenden
Eigenschaft, aus welcher sich simmtliche iibrige Eigenschaften der-
selben miissen ableiten lassen. In der sogenannten Elementargeome-
trie geschieht diess bekanntlich durch geeignete Construetionen. Be-
sitzen wir aber fiir das Bildungsgesetz einen analytischen Ausdruck,
so wird es auch miglich sein, aus diesem durch blosse Rechnung, auf
analytischem Wege, alle Eigenschaften des in Rede stehenden geome-
trischen Gebildes abzuleiten.

Die Gleichung einer Curve ist aber nicht allein der analytische Aus-
druck ihrer Gestalt und Eigenschaften, sie bestimmt auch deren Lage
in einer Ebene in Bezug auf zwei in derselben angenommene feste
Axen. Jede geometrische Aufgabe Liuft aber am Ende darauf hinaus,
entweder die geometrischen Gebilde zu bestimmen, welche gegebenen
Bedingungen Geniige leisten, oder umgekehrt die Eigenschaften gege-
bener geometrischer Gebilde und deren Beziehungen unter einander
zu erforschen. Da wir nun im Stande sind , Gestalt und gegenseitige



262
Lage derselben analytisch auszudriicken, so geht hieraus die Maglich-
keit einer analytischen Behandlung der Geometrie zur Geniige hervor.

Das Gesagte findet offenbar Anwendung auch auf riumliche Ge-
bilde, d. i. solche, welche nicht mit allen ihren Theilen in einer und
derselben Ebene liegen, da jede Gleichung zwischen drei Veriinder-
lichen, z = f(x, y), im Raume construirt, zu einer Fliche fiithrt.

In der Entwickelung dieser Methode, durch Darstellung ihrer
Principien sowohl als deren wichtigster Ergebnisse , bestcht derjenige
Theil der Mathematik, welcher analytische Geometrie, biswei-
len auch Anwendung der Analysis auf Geometrie genannt
wird.

Wir theilen dieselbe in zwei Abschnitte: analytische Geo-
metrie in der Ebene und analytische Geometrie im Raume,
von welchen der erste sich mit den in einer Ebene liegenden geome-
trischen Gebilden beschiiftiget, der zweite mit solchen, welche im Raume
construirt sind.



I. ABSCHNITT.
ANALYTISCHE GEOMETRIE IN DER EBENE.

ERSTES KAPITEL.

BESTIMMUNG DER LAGE EINES PUNCTES. — (f()()RDINA’E‘EN'SYSTI‘-}ME.

TRANSFORMATION DER COORDINATEN.

155. Es seien (Fig. 4) XX, YY" zwei feste, ihrer Lage nach
unverinderliche, nicht parallele Gerade in einer Ebene, M ein Punkt
in derselben, dessen Lage bestimmt werden soll. Ziehen wir die Ge-
raden MQ und MP beziehungsweise parallel zn XX und Y'Y, so ist
klar, dass die Lingen dieser Geraden die Lage des Punktes A/ in dem
Winkel XOY unzweideutig bestimmen.

Man nennt diese Geraden MP und M@Q die Coordinaten des
Punktes M; die eine derselben 2/Q = OP, welche parallel zur festen
Geraden XX’ liegt, pflegt man mit =, die andere zur festen Gieraden
YY’ parallele mit y zu bezeichnen und crstere die Abscisse, letz-
tere die Ordinate des Produktes Af zu nennen.

Die festen Geraden XX’, YV heissen die Coordinaten-Axen
und zwar beziehungsweise Axe der x, oder Abscissenaxe und
Axe der y, oder Ordinatenaxe; ihr Durchschnittspunkt O der An-
fang oder Ursprung der Coordinaten, weil von ihm aus die bei-
den Coordinaten OP = MQ = x und 0Q=MP=y geziihlt werden
der Winkel X0V, welchen die beiden Axen bilden, der Coordina-
tenwinkel, der Inbegriff beider Axen ein Coordinatensystem.
Dasselbe heisst ein rechtwinkliges, wenn der Coordinatenwinkel
ein rechter ist, in jedem anderen Falle e¢in schiefwinkliges.

Die Lage des Punktes 3 in der Ebene wiirde jedoch durch die
numerischen Werthe seiner Coordinaten MP und MQ allein nicht
vollstindig bestimmt sein, da denselben offenbar noch drei andere
Punkte 3, M, M" entsprechen, welche mit jenem in gleichen Ab-
stinden yon den Axen liegen. Um diese vier Punkte von einander zu
unterscheiden, geniigt es, die Coordinaten derselben mit Vorzeichen
zu versehen. Man pflegt die Absecissen, welehe vom Ursprunge aus
nach rechts in der Richtung OX geziihlt werden, als positiv, jene
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nach links in der Richtung OX’ als negativ zu betrachten; die
Ordinaten werden von O nach aufwiirts in der Richtung OY positiv,
jene nach abwiirts in der Richtung OY " negativ genommen.

Jede der beiden Coordinatenaxen wird durch den Ursprung O in
zwei Theile, Halbaxen, getheilt, von welchen die eine der Kiirze
wegen die positive, die andere die negative Halbaxe genannt
werden mag. Unter dem Coordinatenwinkel verstehen wir immer jenen
der vier Axenwinkel, welchen die beiden positiven Halbaxen ein-
schliessen 5 er ist immer < 1800.

Bezeichnen wir also mit », » die numerischen Werthe der Coor-
dinaten M7 und MQ, so erhalten wir fiir die vier Punkte A7, A", M",
M folgendes Schema:

o {x= + m i 7{:1,'= —m u f:r:-—— e L [m= “+ m
y=-+n ly=+n Ly:——n ly=—n
woraus man erkennt, dass durch die zwei Gleichungen:
r=a, y==b (1)
die Lage eines Punktes in der Ebene vollkommen und unzweideutig
hestimmt ist, wenn wir unter « und 4 die mit den gehérigen Vorzeichen
verschenen Werthe der Coordinaten verstehen. Die Gleichungen (1)
werden ans diesem Grunde die Gleichungen des Punktes genannt.
Als besondere Fiille der Gl (1) sind folgende zu bemerken :
1) @ =a, y = 0; diese Gleichungen gehiéren zu einem in der
Absecissenaxe liegenden Punkte.
2) @ =20, y =>~5, welche einen in der Ordinatenaxe liegenden
Punkt hestimmen ; endlich sind

3) @ = 0, y =0 die Gleichungen des Ursprunges selbst.

156, Die im vorigen Paragraphe entwickelte Methode zur Bestim-
mung der Lage eines Punktes in der Ebene, mittelst zweier zu zwei
festen sich schneidenden Axen paralleler Coordinaten (daher dieses
System auch Parallel - Coordinatensystem genannt wird), ist
aber offenbar nicht das einzige Mittel zu diesem Zwecke und es liessen
sich deren leicht mehrere ausdenken, unter welchen jedoch nur noch
das sogenannte Polarcoordinaten-System von besonderer Wich-
tigkeit und hiiufigem Gebrauche ist. ,Wir denken uns wieder in der
Ebene eine feste Gerade XX’ (Fig. 4) als Axe, die Polaraxe, und
in derselben einen festen Punkt O, als Ursprung, hier der,Pol ge-
nanut, und von demselben eine Gerade OJ zu einem beliehigen Punkte
M in der Ebene gezogen. Die Lage desselben ist offenbar bestimmt,
wenn dic Linge der Geraden OM und die Neigung derselben ge-
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gen die eine Halbaxe, z. B. OX, also der Winkel MOX gegeben sind.
Die Gerade OM wird der Radiusvektor des Punktes M genannt
der Winkel MOX mige Polarwinkel heissen; ersteren werden wir
gewdlmlich mit », letzteren mit 6 bezeichnen. Dieser Winkel wird,
wenn nicht ausdriicklich anderes bemerkt wird, stets von der rechten
Halbaxe O.X aus von O bis 360° herum und zwar — wenn wir uns im
Punkte O auf der Ebene stehend denken — von rechts nach links
gezihlt werden, wobei » im Allgemeinen immer positiv bleibt.

157, Fiillt, wie in Fig. 4, die Polaraxe mit der Abscissenaxe, der
Pol mit dem Ursprunge des Parallelcoordinatensystems zusammen, so
stehen die Parallelcoordinaten x, y eines Punktes M mit den Polar-
coordinaten in sehr einfachen Beziehungen. Aus dem Dreiecke OMP
folgt nitmlich, wenn der Coordinatenwinkel XOV = ¢ gesetzt wird:

\

sin (g — 6 -
xXT=r. —S{ifzq; ),l ] [/x-’+y3+2;zyc03q»,(

sin f (1) y sin g e
Y= - N s tg e —— i

sin ¢ x4 yeosg

Ist das Parallel - Coordinatensystem ein rechtwinkliges, so ist
¢ = 90°, somit:

x=rcosh ,} (3)

y = sin §.

Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Formeln allgemein gelten,
in welchem der Axenwinkel der Punkt M auch liegen mag.

TRANSFORMATION DER COORDINATEN.

I58. Sechr hiinfig tritt das Bediirfniss ein, von einem Coordinaten-
systeme, dessen man sich bei einer Aufgabe bedient hat, auf ein neues
iiberzugehen, in Bezug auf welches die Gleichungen eine einfachere,
oder wenigstens dem Zwecke der Untersuchung sich besser anschmie-
gende Form erhalten. Diese Aufgabe fiihrt den Namen: Transfor-
mation der Coordinaten, und kommt offenbar darauf hinaus,
die Coordinaten eines Punktes, welehe sich auf das ur-
spriingliche Coordinatensystem beziehen, auszudriicken
durch die auf das neue System sich beziehenden Coor-
dinaten dieses Punktes, unter der Voraussetzung, dass
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die Lage des neuen Axensystems gegen das urspriing-
liche gegeben ist.

Der einfachste Fall ist jener, wenn bloss der Ursprung
gedndert wird, diec Richtung der Axen aber unverindert
bleibt.

Seien 0X, OY (Fig. 5) die urspriinglichen Axen, und M ein Punkt,
dessen Coordinaten in Bezug auf dieselben OFP = x, MP = y sein
migen. Sei ferner 0" der Ursprung des neuen Systems, dessen Axen
(' X', O'Y den urspriinglichen parallel sein sollen; bezeichnen wir mit
a, b die Coordinaten des neuen Ursprunges O hezogen auf das alte
System, mit ', y die neuen Coordinaten des Punktes M, so ist, wie
man siecht OP = OB 4+ BP = 0B + ('FP, MP= PP’ 4+ MP =
= O'B + MF, somit:

z=a+a, y=btb+7y. (1)

159. Von einem schiefwinkligen Coordinatensysteme
zu einem anderen schiefwinkligen, ohne Aenderung
des Ursprunges iiberzugehen.

Seien (Fig. 6) der alte Coordinatenwinkel XOY = ¢, der neue
X' 0Y = ¢, ferner ), 0" die Winkel, welche der Radiusvektor OM =r
des Punktes M mit den Axen OX und OX' bildet, so haben wir, wenn
mit x, y die alten, mit ', 3" die neuen Coordinaten des Punktes M/
bezeichnet werden, nach GL (1), §. 157:

rsin (@ — 0 r sin
LY Rk L (m)

¢ sin ¢

. orsin (@ —60) rsin
e =—+~—)', y = (n,)

¢ sin ¢

Sind nun «, « die Winkel, welche die neue Abscissen- und Or-
dinatenaxe mit der alten Abscissenaxe einschliessen, so wird:
¢ =d —u,¥ =0 —ua, somitg’ — 6’ =0« — 0,
wodurch die GI. (n) iibergehen in:
, rsin(a—0) rsin () — «)
= mlr—0"" = sl —n "
aus welchen durch Entwickelung des Zihlers:
a’ sin (¢ — «) == r sin ¢ cos O — rcos « sin B,
y sin (¢ — @)=—rsingcosh 4 r cos « sin 0
folgt. Werden diese Gleichungen, die erste mit cos «, die zweite mit
cos ¢ multiplicirt und addirt, so erhiilt man nach Unterdriickung des
gemeinschaftlichen Faktors sin (¢ — «):
rcos = a’ cos « 4 3 cos o
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Addirt man aber dieselben Gleichungen, nachdem die erste mit
sin «, die zweite mit sin «" multiplicirt worden ist, so folgt:
. rsin ) = &’ sin « 4 y sin .
Durch Substitution dieser Werthe von » sin  und » cos f in die
Gleichungen (m) erhiilt man endlich:

__ @' sin (g— o) 4 7 sin (g — «) .
o sin ¢ !
- ' sin e + 3 sin o
y= sin @ ! 5
welche die gesuchten Transformationsformeln sind.
Sollte aueh noch der Ursprung geiindert und in einen Punkt ver-
legt werden, dessen Coordinaten in Bezug auf das urspriingliche Sy-
stem @, & sind, so erhiilt man mit Riicksicht aunf (1):

x:a-l—x sm(qw—rt).-f-g/ sin (qw—a),l
sin ¢ 3)
Bl ' sin « 4 3 sin o J
Yy = = .
o sin g

Erfordert iibrigens eine Aufgabe sowohl die Veriinderung des
Ursprunges als der Richtung der Axen, so ist es gewdhnlich vortheil-
haft, diese beiden Transformationen eine nach der anderen auszufiih-
ren. Die Formeln (2) und (3) sind allgemein giiltiz, welche auch die
Richtung der neuen Axen sein mag, wenn nur fiir ¢ und ¢ immer die
Winkel genommen werden, welche die neuen positiven Halbaxen der
2z’ und »' mit der urspriinglichen positiven Halbaxe der x hilden,
in der Richtung von OX gegen OY von 0 bis 3600 geziihlt.

160, In den bei weiten meisten Fiillen kommen rechtwinklige
Coordinatensysteme in Anwendung, da sich fiir solche die Ausdriicke
in der Regel am einfachsten gestalten. Betrachten wir daher noch
folgende spezielle Fiille.

I. Von einem rechtwinkligen zu einem schiefwink-
ligen Coordinatensysteme iiherzugehen.

Die hiezu dienenden Formeln ergeben sich aus den allgemeinen
Transformationsformeln (3), indem man =900 setzt; man erhilt also:

x=a+x'003a+y'(:05a',} )
y =204 2" sin ¢ 4 » sin «.

II. Von einem schiefwinkligen zu einem rechtwinkli-
gen Coordinatensysteme iiberzugehen.

Man setze in (3) «'= 9094 «, somit g — &' =— {90 — (p— a)},
go folgt:
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: " a’ sin (p—a)— y cos(g—a) ]
= a . 7
SI
' sin e =4y (‘U:ir " ®)
g =&+ sin g

III. Von einem rechtwinkligen Coordinatensysteme
auf ein anderes gleiehfalls rechtwinkliges iiberzu-
gehen.

Zu diesem Behufe haben wir in (3) g = 90% und « = « + 90
zu setzen, und erhalten:

r=ua -4 x cos ¢ — y sin e, }

p
y =206+ ' sine + ¥ cose. (6)

ENTFERNUNG ZWEIER GEGEBENER PUNKTE,

161. Es seien (Fig, 7) M, M" zwei Punkte, deren rechtwinklige
Joordinaten a, yw o', y gegeben sind; man soll einen Ausdruck fiir
die Entfernung D= MM’ dieser Punkte in Funktion ihrer Coordinaten
aufstellen. Ziehen wir die Ordinaten MP = y, M’ P'=y  und durch
einen der heiden Punkte, etwa M, die MR parallel zur x-Axe, so folgt
aus dem rechtwinkligen Dreiecke MM'R: MM'® = MR? + M R?;
es ist aber M R=2a" — ax, MR =y — y, somit:

D=+ V& —2P+ —y* (1)

Das doppelte Zeichen erkliirt sich dadurch, dass die Entfernung
D entweder von M gegen M’ oder umgekehrt gezihlt werden kann.
Im Allgemeinen werden Distanzen immer positiv genommen.

Auf demselben Wege wiirde sich der Ausdruck von D fiir ein
schiefwinkliges Coordinatensystem ergeben. Man findet ohne Schwie-
rigkeit :

D=1 V(@ —xP+y —y?+2(@ —2)(y —y)cosg. (2)

Betrachten wir noch das Dreieck, welches die beiden Punkte
M, M mit dem Ursprunge bilden. Sind r, +" die Radienvektoren der
Punkte M, M und «, « deren Neigungswinkel gegen die x- Axe
80 ist:

’ ’

7 v ¥
J , Sin @ = =-.
r

x : . @
COS ¢=— —, 8ll ¢ = —3 CO8a =
r 7

Ist nun & der Winkel M0OM’, welchen heide Radienvektoren ein-
schliessen, so hat man + § = " — «, somit:
+ sin § = sin «’ cos ¢ — cos « sin «,



oder nach Substitution obiger Werthe :
+ w7 sin § = ay’ — ya';
bezeichnet man aber mit /' den Flicheninhalt des Dreieckes OMM’, so
ist bekanntlich 2/ = " sin §, folglich:
of = +lay — yx') ()
wo von beiden Zeichen jenes zu wiihlen ist, welches den Ausdruck
von f positiv macht.

Geht man von dem jetzigen Coordinatensysteme, olme die Rich-
tung der Axen zu éindern, auf ein neuesSystem iiber, und sind —z",—y”
die Coordinaten des neuen Ursprunges in Bezug auf die alten Axen,
$0 hat man in (3) @ —-2", y—y"; &'—a”, y—y" statt z, y; o,y
zu setzen, wodurch man:

o =y (@ —a) +y (x— ") + y (' —2) )
erhiilt, als Ausdruck fiir den Fliicheninhalt eines Dreieckes, welches
von den drei Punkten x, y; 2, 4 und =", 3 gebildet wird.

ZWEITES KAPITEL.
VON DER GERADEN LINIE.

162, Es sei L (Fig. 8) eine gerade Linie, in der Ebene der
rechtwinkligen Coordinatenaxen OX, OY auf belichige Weise gezo-
gen; ziehen wir durch den Punkt 4, in welchem diese Gerade die
Ordinatenaxe schneidet, die A& parallel zu OX und zu beliebigen Punk-
ten: M, M', M”, ... der Geraden HL, die Ordinaten MP, M'P'.M"P",...
so folgt aus den dhnlichen Dreiecken AMQ, AM'Q', AM”Q",... welche
offenbar nur dann entstehen, wenn M, M’, M”,... Punkte einer Gera-
den sind, sofort:

MQ_MQ  M'Q’
AQ T AQ T AW
oder:
MP—AO0 M'P—A0 __M'P'—A40
~op 0P oF
woraus folgt, dass die um das Stiick 40 verminderte Ordi-
nate eines beliebigen Punktes der Geraden zur Abscise
desselben in einem constanten Verhiiltnisse steht.

= 1. 8. W,,
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Bezeichnen wir daher dieses constante Verhiiltniss mit a, die
Entfernung AO des Durchsehnittspunktes der Geraden mit der y-Axe
vom Ursprunge mit 4, endlich mit =, y die Coordinaten eines beliebi-
gen Punktes der Geraden, so hesteht fir jeden Punkt der Geraden
die Gleichung :

y—2b
X

y=oaz+b (1)
folgt. Aus der Ableitung dieser Gleichung erhellt, dass derselben
durch die Coordinaten eines jeden Punktes der Geraden HL Geniige
geleistet wird; umgekehrt geht aus der Construktion dieser Gleichung
die Gerade HL hervor. Man nennt aus diesem Grunde die Gleichung
(1) die Gleichung der Geraden.

In derselben bedeuten «, y die Coordinaten irgend eines Punktes
der Geraden, sind also als verinderliche Grissen zu betrachten
und werden gewdhnlich die lFaufenden Coordinaten der Geraden
genannt. «, & sind hingegen constante Grissen, durch welche die
Lage der Geraden gegen das Axensystem bestimmt wird. Wegen der
nothwendigen Homogeneitit der Gl (1) muss & eine Linie, @ hinge-
gen eine absolute Zahl sein. In der That ist, wie schon oben bemerkt,
b die Ordinate der Geraden im Ursprunge ; ferner folgt aus dem
A AMQ:

= a, Wworaus:

a = ifg’ = tg MAQ = tg «,
wenn ¢ der Neigungswinkel der Geraden /L gegen die positive Halb-
axe der x ist; der Coefficient von = in der nach y aufgelisten Glei-
chung der Geraden ist folglich die trigonometrische Tangente des
“Winkels, welchen die Gerade mit der Abscissenaxe einschliesst.
Die GL (1) besteht, da die Ableitung offenbar ganz dieselbe bleibt,
unverindert auch fiiv schiefwinklige Coordinaten ; nur ist dann (Fig.9):
_ MQ __sin MAQ __ sina
W= AQ T sin AMQ ~ sin (g—a)’ (2)
wo ¢ der Coordinatenwinkel; fiir den Winkel @, welchen die Gerade
mit der Abscissenaxe cinschliesst, findet man hieraus:

@ sin ¢
In der Folge werden wir jedoeh immer rechtwinklige Coordinaten
voraussetzen, wenn nicht ausdriicklich das Gegentheil bemerkt ist.

163. Da die Constanten «, & in Gl (1) jeden miglichen positiven
oder negativen Werth haben kénnen, so wird die GL. (1) dadurch
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fihig, eine Gerade in jeder beliebigen Lage gegen das Axensystem
darzustellen.  Ist & negativ, so schneidet die Gerade die y - Axe
unterhalb des Ursprunges; sie geht durch den Ursprung, wenn
b = 0, also die Gleichung von der Form: y = «w ist, d. h. eines con-
stanten Gliedes ermangelt; ist ¢ negativ, so macht der oberhalb der
@ - Axe liegende Theil derselben mit der Richtung der positiven
Halbaxe der x einen stumpfen Winkel.

Fir a = tg « = 0, wird auch ¢ =0 und die Gerade zur Abscis-
senaxe parallel; die Gl (1) geht iiber in y = b, welche demnach die
Gl. einer im Abstande = 6 zur « - Axe parallelen Geraden ist. Wird
b =0, so fillt die Gerade mit dieser Axe zusammen; es ist daher
y =0 die Gl. der Abscissenaxe selbst.

Aus dem 44085 (Fig. 8) folgt AU = BO. tg «, d. h. wemn
BO = — ¢ gesctzt wird, b = — ae; fihrt man diesen Werth in die
Gl (1) ein, so nimmt dieselbe die Form an:

S il s o -
y-—-ua—uc,odelx—;-{-c,

fiir ¢ = 90, wird tg « = % und die Gerade senkrecht auf die Ab-
scissenaxe; die letzte Gleichung geht iiber in @ = ¢, welches somit
die Gleichung einer zur Ordinatenaxe im Abstande = ¢ parallelen Ge-
raden ist. Fiir ¢ = 0 fiillt diese mit der genannten Axe zusammen;
es ist daher 2 = 0 die Gl. der y- Axe.

164. Wiihlt man statt « und & andere Constanten zur Bestimmung
der Lage der Geraden, so nimmt auch die Gleichung derselben andere
Formen an.

So ist die Lage ciner Geraden offenbar durch ihre Durchsehnitts-
punkte A, 2, (Fig. 8) mit den beiden Axen bestimmt j bezeichnet man
daher mit & und ¢ die Entfernungen dieser Punkte vom Ursprunge,
positiv, wenn dieselben auf den positiven Halbaxen der y und « liegen,
80 besteht fiir jeden Punkt der Geraden die Proportion:

AO: BO=MP:BP, d. i. bi —c=y:ax — ¢,
woraus als Gleichung der Geraden:

Y x _
F‘f'T——l (1)

folgt. Man sieht leicht ein, dass diese Form der Gl. der Geraden fiir
recht- and schiefwinklige Coordinaten gilt und in beiden Fillen die
Bedeutung der Constanten 6, ¢, dieselbe bleibt.

Iillt man aus dem Ursprunge O, (Fig. 10) das Perpendikel 0D
auf die Gerade I{L, so ist die Lage dieser Geraden durch die Liinge
des Perpendikels 0D = p und den Winkel DOX = g bestimmt, wel-
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chen dasselbe mit der positiven Richtung der « - Axe einschliesst. Ist
nun M ein heliebiger Punkt der Geraden IL, sind «, y seine Coordi-
naten, zicht man ferner MO = » und setzt /£ MOX =6, so hat man:
MP=y=vrsinll, OP= x = r cos §; ist aber die Linie ADL
eine Gerade, so ist fiir jeden Punkt M derselben das 4 ODM bei D
rechtwinklig, somit O = OM cos DOM, d. i.:
p=rcos (3 —0)==1rcos g cos O 4 r sin g sin 0;

hieraus folgt, wenn statt » cos 6, » sin O obige Werthe substituirt
werden:

xceos B4 ysin=p (2)
als Gleichung der Geraden IL, welche auch die Form:
xeos )4 ycospu=p (3)

annimmt, wenn 2 und g die Winkel sind, welche p mit der @ - und
y- Axe bildet. Es bedarf kaum der Erinnerung, dass die Formen (2)
und (3) der GL einer Geraden nur fiir rechtwinklige Coordinaten gelten.

Wie man aber auch die Gleichung der Geraden umgestalten mag,
ihr wesentlicher Charakter bleibt immer der, dass sie in Bezug
auf die verinderlichen Coordinaten & und 4 vom ersten Grade ist.
Wir schliessen hieraus, dass jede Gleichung des ersten Grades
zwischen zwei Verdinderlichen, ihrer geometrischen Be-
deutung nach, ciner geraden Linie angehire.

In der That ist die allgemeine Form einer solchen Gleichung:

Ay + Bz 4+ C =0, (4)
welche nach y aufgelist, die Form:
e B . C'
ot S ey
sy . B C
d. h. die Form y = ax 44 annimmt, wenn man — P e B S b

setzt, was immer miglich ist, weil die Constanten «, & in GL (1) jedes
Werthes fihig sind.

Enthiilt die GI. bloss eine Veriinderliche, ist also von der Form
S(a) =0 oder f(y) =0, so ist ihr geometrischer Ort (vorausgesetzt,
dass ihr durch reelle Werthe von @ oder y geniigt werden kann, widyi-
genfalls ihr gar keine geometrische Bedeutung zukiime) eine Gerade,
oder ein System mehrerer, bezichungsweise zur Ordinaten- oder
Abscissenaxe paralleler Geraden, je nachdem sie in Bezug aunf die in
il enthaltene Veriinderliche vom 15%*% oder hiherem Grade ist.

Ist die Gleichung einer Geraden gegeben, so lisst sich dieselbe
auf verschiedene Weise construiren, am einfachsten indem man ilire
Durchschnittspunkte mit den beiden Coordinatenaxen bestimmt , welche
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sich offenbar ergeben, wenn man in der vorgelegten Gleichung der
Reihe nach = und y gleich Null setat.

165. Aus der Anwesenheit zweier Constanten in der Gleichung
der Geraden erkennt man, dass zur Bestimmung der Lage derselben
zwei Bedingungen erfordert werden. Sind die Constanten gegeben,
so ist dadurch auch die Lage der Linie bestimmt; sind umgekelrt zwei
von einander unabhiingige Bedingungen gegeben, welchen die Gerade
geniigen soll, so lassen sich die Werthe der Constanten diesen gemiiss
bestimmen.

Aufgabe. Man suche die Gleichung einer Geraden,
welche durch einen gegebenen Punkt 2/, 3 geht.

Die gesuchte Gleichung kann von der Form y = ax 4 b ... («)
vorausgesetzt werden, in welcher « und & noch unbestimmte Griossen
sind. Da die Gerade durch den Punkt a’, y* gehen soll, so miissen
die Coordinaten dieses Punktes der Gl () Geniige leisten, wodurch
sich die Bedingungsgleichung: 3" = ez’ 4 b ergibt, mittelst welcher
sich eine der beiden Unbekannten z. B. & bestimmen und aus («) elimi-
niren Lisst, am ecinfachsten, indem man die letzte Gleichung von («)
abzieht; man erhiilt dadurch:

y—y =a@—a) (1)
fiir die gesnchte Gleichung. Setzt man in derselben ==z’ so folgt
y =y, zum Beweise, dass die durch dieselbe dargestellte Gerade
durch den Punkt a', ' geht. Sie enthiilt noch eine willkiihrliche Con-
stante @ = tg «; der Winkel «, welchen sie mit der x- Axe ein-
schliesst, bleibt also unbestimmt, wie es sein muss, weil durch einen
Punkt unendlich viele Linien gezogen werden kinnen.

166, Aufg. Die Gleichung einer Geraden zu finden,
welche durch zwei gegebene Punkte &,y und 2, y” geht.
Sei wieder y == ax + & ... (o) die Gleichung der Geraden, so
bestehen den gegebenen Bedingungen gemiiss die Gleichungen :
y=ax +b..(@) ¥y =ax’ +b..(p),
aus welchen sich die zwei Unbekannten « und 4 hestimmen lassen.
Zieht man (8) von («) und (y) von () ab, so folgt:
y—y =ale—2), y—y =a@ —a),
und wenn der aus der zweiten dieser Gleichungen gezogene Werth von
a in die erste substituirt wird :
y—y =42 @—a), (1)
welche die verlangte Gleichung ist.
HEeRR, 1I6h. Mathematik, I, 18
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Ist einer der zwei Punkte, z. B. 2", y” der Ursprung, so folgt
aus (1) wegen a” = y" = 0

,

¥ ’
¥ = % (2)
als Gleichung einer durch den Ursprung und den Punkt z’, " gehen-
den Geraden.
Soll der Punkt &, 4" in der Geraden (1) liegen, so miissen diese
Coordinaten der Gl. (1) Geniige leisten, d. h. es muss die Gleichung:

’ ’
prr ’ y—y ( u;_xn)

y —y=g—r
oder:
- W
o 0

erfiillt sein. Diese Gleichung driickt daher die Bedingung aus, dass
die drei Punkte &, y'; 2", y"; 2", " in einer Geraden liegen.

Wie leicht cinznschen, sind die Formeln dieses und des vorher-
gehenden Paragraphen vom Coordinatenwinkel unabhiingig und gel-
ten fir recht- und schiefwinklige Coordinaten.

167. Aufg. Es sind die Gleichungen zweier Geraden
gegeben; man bestimme den Winkel, unter welehem sich
dieselben schneiden.

Es seien:

Dwwy=ax +5b, 2)u.y=dax -+
die Gleichungen der gegebenen Geraden, hezogen auf rechtwinklige
Axen; den gesuchten Neigungswinkel derselben wollen wir mit (1. 2)
bezeichnen, so wie die Winkel, welche dieselben mit der Axe der a
machen , beziehungsweise mit (1. =), (2. x).

Wie aus Fig. 11 erhellt, ist (1. 2) = (2. ) — (1. ) oder auch
(1. 2) = 180 — {(2. =) — (1. :c)} , je nachdem (1. 2) den spitzen oder
stumpfen Winkel bedeutet, somit:

. - . tg (2. ) — tg (1. =)
tg(1.2) =1 tg ‘_.x)—(l } il—i—tg(l.w) tg (2. x)’
es ist aber tg (1. @) = a, tg (2. ) = d/, folglich:

a — a
1—|-aa (1)
Gewdhnlich behiilt man nur das obere Zeichen bei, wo dann der
Ausdruck den spitzen Winkel giebt, wenn man « den grosseren der
zwei Coefficienten a, o sein lisst.
Die Ergebnisse dieser Aufgabe fithren zu wichtigen Folgerungen:
a) Sind die Geraden 1) und 2) parallel, so ist der Z_ (1. 2) = 0,

tg (1. 2) = +
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folglich auch tg (1. 2) =0, womit ans (1) ¢ —a=0,d. h. a=¢'
folgt. Die Gleichung ¢ =« driickt somit die Bedingung
des Parallelismus der Geraden 1) und 2) aus.

b) stehen die Geraden 1) und 2) auf einander senkrecht, so ist
Z_ (1.2)==90°, somit cotg (1.2) = %— =0, woraus 1 4 aa'=0
folgt. Durch die Gleichung 1 4+ ad' = 0 oder ¢ = — —117
wird daher die Bedingung der Perpendikularitit der
Geraden 1) und 2) ausgedriickt.

Beziehen sich die Gleichungen der Geraden 1) und 2) auf ein
schiefwinkliges Coordinatensystem, dessen Coordinatenwinkel = g,
so erhiilt man mit Miilfe der Gl. (3), §. 162:

(a'—a) sin ¢
14 ad + (a4 ) cos ¢’
Die Bedingung des Parallelismus der beiden Geraden bleibt somit
@ = a/, die Bedingung des Senkrechtstehens wird aber:

14 ad’ 4 (a 4+ &) cos g = 0.

168. Aufg. Man suche die Gleichung einer Geraden,
welehe durch den Punkt &, 4 geht und zur Geraden

y=ax+5b

tg (1. 2) =

parallel ist.

Es sei y = Ax 4 B die Gleichung der gesuchten Geraden, so
bestehen die beiden Bedingungsgleichungen: y'= 4" 4 B, und A=a,
es ist somit B =y’ — aa’, und die gesuchte Gleichung wird:

y—y =uax—a)

169. Aufg. Die Gleichung einer Geraden zu suchen,
welche dureh den Punkt 2, 5 geht und auf der Geraden
y=oax 4+ bsenkrecht steht.

Da die Gerade durch den Punkt o, ° gehen soll, so hat ihre
Gleichung die Form: y — 3 = 4 (¢ — &), und damit sie auf der
Geraden y = ax 4 b senkrecht stehe, muss ad = — 1 sein; es
ist somit:

y—y =— [@—2)

die verlangte Gleichung.

170, Aufg. Es sind die Gleichungen zweier Geraden:
wy=ax+b, 2)y=de 4+ ¥V
gegeben; man suche die Coordinaten ihres Durchschnitts-.

punktes.
15*
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Die Coordinaten des Durchschnittspunktes sind offenbar jene
Werthe von = und g, welche beiden Gleichungen 1) und 2) gleichzei-
tig Geniige leisten, welche somit erhalten weiden, wenn man diese
Gleichungen als zusammengehorig oder coéxistirend betrachtet und
daraus @ und y bestimmt. Auf diese Weise erhiilt man fiir die gesuch-
ten Grissen:

v —20b ab’ — a'b
= —, Y= .
a—a a — a

Ist @ = ', so werden diese Werthe unendlich, was damit iiber-
cinstimmt, dass bei dieser Voraussetzung die Geraden parallel sind.

' / . 0 . :
Ist aber ¢ = o' und b = &', so wird & = y = o d. i. unbestimmt ;

in der That fallen dann beide Gerade in eine einzige zusammen und
haben daher alle Punkte gemeinschaftlich.

171, Aufg. Es ist eine gerade Linie und ein Punkt o/
ausserhalb derselben gegeben; mansucht die Entfernung
- P des Punktes von der Geraden, d. i. die Linge des von
dem Punkte M auf die Gerade gefillten Perpendikels.
Es seien:
Dwey=—ox +0b
die Gleichung der gegebenen Geraden und &/, 5 die Coordinaten des

gegebenen Punktes M, so ist:
1

Dy —y=——(x—a)
a
die Gleichung der durch den Punkt o', y° senkrecht auf 1) gezogenen
Geraden. Sind 2", 3" die Coordinaten des Durchschnittspunktes der
Geraden 1) und 2, so ist [§. 161]:
P=+ V@D F G =7

Da ferner die Coordinaten &', y” den Gleichungen 1) und 2) Ge-

niige leisten miissen, so hat man:

, 1 s 7
y=a" 4+ b, yy —y=——0"—2),
a
woraus man ohne Schwierigkeit:
. , aly — ax’ — b) . 1 y — ax’' —1b
x "'a‘:——-—-—l _’_T_T__—? ¥y —y :———1—2—-
1 =+ a

findet. Mit diesen Werthen wird endlich:

y —ax’ — b

wo von beiden Zeichen jenes zu nehwen ist, welehes P positiv macht
bl ]
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da es sich bei Entfernungen in der Regel nur um ihren absoluten Werth
handelt. Der Zihler y — (az’ 4 b) ist iibrigens positiv oder negativ,
je nachdem z'; d. i, die Ordinate des gegebenen Punktes grisser oder
kleiner ist als az” 4 8, d. i. die zur Abscisse «” des gegebenen Punk-
tes gehirige Ordinate der gegebenen Geraden, d. i. je nachdem der
Punkt M ober oder unter der Geraden liegt. DBeachtet man, dass

1 ; ; .
—————— der Cosinus des Neigungswinkels der gegebenen Geraden
V1+ a
gegen die 2 - Axe ist, so zieht man leicht aus obigem Ausdrucke von
P folgende Regel :

Man findet die Entfernung eines gegebenen Punktes
',y von einer gegebenen Geraden, wenn man die Gleichung
der letzteren auf die Formy — ax — & =0 bringt, und den
Werth, welehen die linke Seite dieser Gleichung fiir 2 = o
und y =3 annimmt, mit dem Cosinus des Neigungswinkels
der Geraden gegen die Abscissenaxe multiplicirt.

172, Aufg. Man sucht die Gleichung einer Geraden,
welehe durch den Durchschnittspunkt zweier gegebenen
Geraden geht.

Scien :

() vy =ax + b, (2)...y =dax+V
die Gleichungen der gegebenen Geraden. Statt [nach §. 170] die Coor-
dinaten des Durchschnittspunktes zu suchen und hierauf [nach §. 165]
durch dicsen Punkt eine Gerade zu legen, kann man kiirzer auf fol-
gende Weise verfahren.

Schreibt man obige Gleichungen in der Form:

y—ax —b=0, y—de—§=0,

multiplicirt eine derselben, etwa die erste mit einer willkiirlichen
Constante ., und addirt sie sodann, so erhilt man:

(y—azx —b)m 4y —de —6 =0, (3)

und diess ist die gesuchte Gleichung, da sie — weil nach 2 und y vom
ersten Grade — einer Geraden angehort, und offenbar fiir diesclben
Werthe von @ und y identisch wird, welehe den Gleichungen der beiden
gegehenen Geraden (1) und (2) gleiehzeitig Geniige leisten.®) Durch
Auflisung nach y erhiilt sie die Form:

*) Man sicht leicht, dass dieses Verfahren auch eine allgemeinere Anwendung
zuliisst. 8ind f(w,y)==0... («) und F(z,y) =0 ....(7) die Gleichungen zweier Curven,
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__am+4-ad bm 4
¥y = m-|—1x+m+1' @)

Sie enthiilt noch eine unbestimmte Constante m, weil in der That un-
endlich viele Gerade der Bedingung der Aufgabe Geniige leisten; wir
wollen daher noch dic Bedingung hinzufiigen, dass die Gerade (3)
den von den gegebenen Geraden (1)und (2)eingeschlossenen
Winkel halbire.

Bezeichnen wir mit ¢, ¢ und » die Neigungswinkel der Geraden
(1), (2) und (3) gegen die x- Axe, mit » den Winkel, welchen die Ge-
raden (1) und (2) einschliessen; aus (4) folgt zuniichst:
am 4+ a
m + 1 ? (;)

woraus m gefunden wird, sobald » bekannt ist. Damit nun die (3) den

tg v =

Winkel » halbire, muss u =% + «, somit tg 2u = tg (v 4 2¢) sein,
woraus nach bekannten goniometrischen Formeln:
2tgu tgvftg2e a+d
1— tgu? 1—tgo.tg2 1—ad

folgt, wenn man fiir tg » und tg 2¢ ihre Werthe:
ad —a 21tg w 2a

T B2 T I—tger 1—ad!
einsetzt. Obige Gleichung, gehorig geordnet, giebt nun:
2(ad’ —1)
a4 d
Da hieraus fiir tg », somit mittelst (1) auch fiir m zwei Werthe
erhalten werden, so giebt es zwei Gerade, welehe durch den Durch-
schnittspunkt der (1) und (2) gehen und den von ihnen gebildeten
Winkel halbiren, wie es auch sein muss, da solcher Winkel zwei, nim-
lich » und 180 — » existiren. Sind tg w; und tg u, die Wurzeln der
Gl (u), so ist nach einem bekannten Satze aus der Theorie der Glei-
chungen tgu tguy=—1, oder 14tgu; tguy==0, woraus folgt, dass
diese zwei Geraden aufeinander senkrecht stchen. Aus (i) findet man:

ara—l + l/(l—i—a) l—j—rz")
a+ d

und man bildet eine neue Gleichung, ¢ (z, y) = 0 ... (), die fiir dieselben Werthe
von z und y identisch wird, welche den Glm(,hungen (@) und () geniigen, so schnei-
den sich die drei Curven (ou:), (7) und (y) in einem oder mehreren gemeinschaftlichen
Punkten. Eine solche Gleichung wire z. B. ¢ (2, y) = f(2, ) 4 F(r, y) = 0 oder
allgemeiner @ (v, y) = m F (=, y) + af(z, y) = 0, wo m und n zwei willkiihrliche
Constanten bedeuten.

tg v =

tg u? — tgu—1=0. ()

tg w
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welcher Werth in (%) substituirt:
14+ a2F V4 a?) (1 4+ o )
1+ FVl+a)d+d )
i = g /1+a sk cos ¢

m = —

1 4+ a2~ — cos e
liefert. Fithrt man endlich diesen Werth in (3) ein, so erhélt man:
y— ax —b y—dx—U

/ite — Vit %
als Gleichung derjenigen Geraden, welche durch den Durchschnitts-
punkt der Geraden (1) und (2) geht und den von ilmen gebildeten
Winkel halbirt. Mit Hiilfe der am Schlusse des vorigen §. gegehenen
Regel hitte sich iibrigens diese Gleichung unmittelbar hinschreiben
lassen, wenn man die Bemerkung macht, dass jeder Punkt dieser Ge-
raden von den gegebenen Geraden (1) und (2) gleich weit entfernt ist.

I173. Aufg. Esist ein Winkel XOL = « gegeben (Fig. 12.);
man suche einen Punkt 3, dessen senkrechte Entfernungen
von den Schenkeln des Winkels sich wie m zu n verhalten.

Nimmt man den einen Schenkel OX als Abscissenaxe, den Schei-
tel O als Ursprung, so wird die Gleichung des zweiten Schenkels
OL: y = x tg « == ax. Bezeichnen wir nun mit £, 5 die Coordinaten

1/

hat der Bedingung der Aufgabe gemiiss: MP: MQ =m:n, d i.:

(1';.

des Punktes M, so ist MP =y, MQ = + ———— [§ 171], und man

gt 'i_‘_‘i.{ =m:n,
|/1 =+ a?
woraus:
am

1= m =+ nf1 --I:_a:2 s
folgt. Da wir zur Bestimmung der Coordinaten £, y des Punktes M
nur diese eine Gleichung erhalten, deren geometrischer Ort (des dop-
pelten Zeichens im Nenner wegen) zwei im Ursprunge sich schneidende
Gerade sind, so folgt, dass simmtliche Punkte dieser zwel Geraden
der Aufgabe Geniige leisten.

174, Aufg. Esist ein Dreieck ABC (Fig. 13.)gegeben; eine
Gerade K bewege sich so, dass sie bestiindig der Seite BC
parallel bleibt; verbindet man nundie Durchschnittspunkte
D, E der beweglichen Geraden mit den Seiten 4B und 4AC
mit den Gegenwinkeln C und B, so schneiden sich diese
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Verbindungslinien im Punkte ¢; man sucht den geometri-
schen Ort dieses Punktes, d. h. die Linie, in weleher siimmt-
liche Durchschnittspunkte & liegen, wihrend die Gerade
HK sich parallel znu BC bewegt.

Nehmen wir den Seheitel 4 als Ursprung, die Dreiecksseiten AR
und AC als Axen der = und y, wobei also im Allgemeinen schiefwin-
kelige Coordinaten in Anwendung kommen; setzen wir ferner AB=c¢,
AC = b, so ist die Gleichung der BC:

B B ) )
y T —1=0 (r)
Bezeiclnen wir AD mit £, so ist die Gl der HK: y = m (x — £); da
aber diese Gerade zur BC parallel sein soll, so hat man m = — 3 5

¢
b
und somit y = — = (@ — &) als Gleichung der HK. Setzt man in
b .
dieser Gleichung x = 0, so folgt y = c = AE. Hiemit erhiilt man
nun als

Gleichung der CD : % -]-i;i —1=0, (9)
gy ek F e ;
BE: bE —— 3 1 0. (r)

Betrachtet man nun diese beiden Gleichungen als coéxistirend, so
gehoren sie dem Durchschnittspunkte G an, dessen Coordinaten sich
durch successive Elimination von y und @ ergeben wiirden und zwar
ausgedriickt in Function von & wie es sein muss, weil die Coordinaten
eines bestimmten Durchschnittspunktes von dem besonderen Werthe
von & abhiingen. Eliminirt man hingegen &, d. h. dicjenige Grisse,
durch welche ein bestimmter Durchschnittspunkt individualisirt wird,
so erhilt man eine Gleichung zwischen @ und y, d. . zwischen den
Coordinaten sdmmtlicher Durchschnittspunkte, welche demnach die
gesuchte Gleichung des geometrischen Ortes dieser Durchschnittspunkte
sein muss.

Durch Subtraktion der Gleichungen () und () erhiilt man nun:

Hom et
S 82— )=

somit nach Unterdriickung des gemeinschaftlichen Faktors:
b
y=ra ©
¢

oder:
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als Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes, welcher daher
eine durch den Ursprung gehende Gerade ist, welehe die
Gegenseite BC halbirt. Denn aus der Verbindung der GL (s) mit

o

; b : : :
(p) erhilt man &z = ‘%’ y =~ als Coordinaten des Durchschnitts-

punktes 7, woraus B = CI folgt.

Lisst man die bewegliche Gerade eine solche Lage einnchmen,
dass AD= DB ist, so wird auch A£= EC und es ergibt sich sofort
aus Obigem unmittelbar der aus der Geometrie bekannte Satz: Die
drei Geraden, welche die Scheitelpunkte eines Dreicckes
mit den Halbirungspunkten der Gegenseiten verbinden,
schneiden sich in einem Punkte.

b .
Fiir diesen Fall werden ferner wegen AD = %, AE = - die

2z ;
Gl.dcrcn:%+l=1, Gl der BE: 2 4 & —1,
¢ c ¢
durch deren Verbindung man fiir die Coordinaten des Durchschnitts-

1 . .
GHy=<3 b, woraus, da die Abscisse von I,

:% cist, AG: AT=2:3, oder AG: GT— 2:1 folgt; d. h. der

punktes ¢ findet : =g

Durchsehnittspunkt der Verbindungslinien der Eckpunkte
mit den Halbirungspunkten der Gegenseiten theilt diese
Linien im Verhiiltnisse von 1:2, wie cbenfalls aus den Ele-
menten bekannt ist. Dieser Durchschnittspunkt ist der Schwerpunkt
des Dreieckes.

DRITTES KAFPITEL.

VOM KREISE.

175, Der Kreis ist bekanntlich jene krumme Linie, deren siimmt-
liche Punkte von einem festen Punkte (dem Mittelpunkte des Krei-
ses) gleich weit entfernt sind.

Bezeichnen wir demnach mit ¢, ¢ die rechtwinkeligen Coordinaten
des Mittelpunktes, mit x, y jene eines beliebigen Punktes des Kreises,
so wird die Entfernung dieser beiden Punkte ausgedriickt duvch:

Vig — 82 + (& — a2,
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und da diese gemiiss der oben erwiilhnten Eigenschaft eine constante
Grosse ist, so besteht, wenn wir diese constante Entfernung (den
Halbmesser des Kreises) mit » bezeichnen, die Gleichung:

y— B+ @ — @ =1, (1)
welche somit fiir alle Punkte der Kreisperipherie und nuv fiir diese
gilt, und daher die Gleichung des Kreises ist.

Die GL (1) ist die Gleichung des Kreises in ihrer allgemeinsten
Form; sie wird mehr oder weniger einfach, wenn man dem Axensysteme
eine bestimmte Lage gegen den Kreis giebt.

1) Fillt der Mittelpunkt mit dem Ursprunge zusammen, so erhiilt
man aus (1) wegen ¢ = g = 0:

At =, (2)
die sogenannte Mittelpunktsgleichung des Kreises.

2) Fillt der Ursprung in den Endpunkt eines Durchmessers und
dieser in die positive Halbaxe der x, so ist ¢ =, 8 =0, und die
Gl. des Kreises wird bei dieser Lage:

¥4+ 22— 2 re=0. (3)

3) Liegt der Ursprung in der Peripherie des Kreises, so ist die
Entfernung des Mittelpunktes vom Ursprunge dem Halbmesser gleich,
somit «? 4 2 = r% wodurch die GI. (1) sich verwandelt in

P4 a?—20 — 2 qgxr =0. (4)
Aus (1) folgt ferner durch Entwickelung der Quadrate:
vt a?—28 —2ax + o2 4 f2 —r2=0, (5)

aus welcher Gleichung, als der Kreisgleichung in ihrer allgemeinsten
Form, sich die charakteristischen Eigenschaften derselben ergeben.
Sie ist néimlich eine Gleichung des zweiten Grades zwischen den
Veriinderlichen & und y, in welcher die Quadrate von a und y den
Coeflicienten == 1, oder iiberhaupt gleiche Coefficienten haben und
das Glied mit dem Produkte ay fehlt.
Hieraus schliesst man, dass der geometrische Ort jeder Gleichung
des zweiten Grades zwischen zwei Verdnderlichen von der Form:
yt+ a2+ Dy + Ex + F=0 (6)
ein Kreis ist. In der That werden die Gleichungen (5) und (6) iden-
tisch, wenn man
D= —-28, E=—2¢, F= o>+ 3> — 2
setzt, woraus:
1 1

o=—FE, §=—5

D, 7‘=%3/U'-’ F B —4F
folgt, wodurch die Lage des Mittelpunktes und der Halbmesser des
durch die Gleichung (6) reprisentirten Kreises, dieser selbst also voll-

kommen bestimmt ist.
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Aus obigem Ausdrucke des Halbmessers erhellt iibrigens, dass in
dem besonderen Falle, wenn D? 4 2 = 4 F ist, die Gleichung (6)
einen Punkt (Kreis vom Halbmesser=0) bedeutet, dessen Coordinaten

1 1 . : T
ot e 252 E,y= —2—D sind. In der That bringt man in diesem

Falle die GI1. (6) leicht auf die Form:
1 1
0+ 5 PP + @+ 5 B =0,

o : . 1
welche in die beiden Gleichungen: y + 9 D=0und = 4+ %E:O
zerfillt, und somit einen Punkt zum geometrischen Orte hat, dessen

Coordinaten = — —1— B, y= —-; D sind.

Die Gl. (6) hat endlich keine geometrische Bedentung, wenn
D2 4 E2 < 4 F, weil in diesem Falle der Ausdruck des Halbmessers
imagindr wird. Man findet auch leicht, dass in diesem Falle aus (6)
fiir jeden Werth von @ ein imaginiirer Werth von y folgt.

196.  Aus der Mittelpunktsgleichung des Kreises:
a? 4yt = 2,

folgt: y=FVr—2..(0), 2=+ VT — 4 ... B

somit fiir @ = 0: y=+ r und fiir y = 0: =+ r, d. h. der Kreis
schnceidet jede derbeiden Axen in zwei Punkten: 4, Bund C', D [Fig.14],
welche zu beiden Seiten des Ursprunges in gleichen Entfernungen von
demselben liegen. Die Gl. («) zeigt, dass zu jedem Werthe von z < »
zwei numerisch gleiche, dem Zeichennach entgegengesetzte Werthe von
y gehoren, woraus folgt, dass dic Abscissenaxe den Kreis in zwei con-
gruente Theile theilt; dasselbe gilt von der Ordinatenaxe, wie aus GL
(3) erhellt und itberhaupt von jeder durch den Mittelpunkt gehenden Ge-
raden, da die GL (1) ihre Form nicht dindert, man mag was immer fiir
eine solche Gerade als Abscissenaxe wiihlen. IHieraus folgt zugleich,
dass der Kreis eine geschlossene Curve ist, von deren Gestalt man
somit durch die Discussion ihrer Gleichung eine dentliche Vorstellung
gewinnt. Wir iibergehen die Ableitung der bekannten wesentlichsten
Eigenschaften des Kreises aus der Gleichung desselben, und nur bei-
spielsweise moge die folgende Aufgabe eine Stelle finden.

177. Aufg. Zwei Punkte 4 und B sind gegehen; man
sucht einen Punkt von der Eigenschaft, dass die zwel
Geraden, welche denselben mit A und B verbinden, einen
gegebenen Winkel y einschliessen.

Legen wir (Fig. 15) die Abscissenaxe durch die gegebenen Punkte,
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A und B und den Ursprung in den Halbirungspunkt O der 4B = 24,
so sind, wenn wir die Coordinaten des gesuchten Punktes Mz wit £, 5
bezeichnen:

ﬁaj-.g (x — a), y:alg(m+a)

die Gleichungen der Geraden AM und BM und somit der Bedingung
der Aufgabe gemiiss [§. 167]:

¥ =

7 ./

a—Ef e+§

;IR M
a4+ & a—E&

Da wir zur Bestimmung der beiden unbekannten Coordinaten &, 4 nur
diese ecine Gleichung erhalten, so ist die Aufzgabe unbestimmt und
jeder Punkt ist eine Auflsung derselben, dessen Coordinaten obiger
Gleichung Geniige leisten. Durch Wegschaffung der Briiche erhiilt sie
die Form:

tg y=

2+ 82 —2acotg y.p —a?=0 (1m)
in weleher man die Gl ecines Kreises erkennt, dessen Mittelpunkts-
coordinaten:
=10, f=acotgy, Halbmesser = a cosec y
sind, und welcher durch die beiden Punkte 4 und B geht, weil aus
(m) fir y =0, § = + «a folgt.

Dieser Kreis lisst sich leicht construiren. Man mache / OAD = ¥
und errichte in A eine Senkrechte auf AD, welche das im Halbirungs-
punkte O der A errichtete Loth OY in dem gesuchten Mittelpunkte
C schneidet, wodurch auch der Halbmesser C4 = CB bekannt wird.
Denn vermdge dieser Construction wird OC = 04 cotg 0CA =
a cotg y =g, und AC = 04: sin y = a cosec y = r.

Aus dem Aunsdrucke fiir (3) folgt iibrigens, dass der Mittelpunkt
oberhalb, unterhalb oder in die Abscissenaxe fillt, je nachdem:

7 < 90% =900 oder =900
ist, in welch’ letzterem Falle AB zum Durchmesser wird. Daraus geht
weiter hervor, dass von den beiden Winkeln AWM und AM'B, welche
ither der Sehne AZ in beiden Kreisabsclmitten construirt werden, der
eine spitz, der andere stumpf ist; da ferner GL (i) sich nicht dndert,
wenn man gleichzeitiz — 5 und 180% — 5 statt 5 und y schreibt, so
muss /_ AMB 4 /. AM B = 130° sein.

Alles dieses zusammengefasst, fithrt zu folgenden Siitzen:

1) Alle Peripheriewinkel, welche iiber derselben Sehne
indemselben Kreisabschnitte beschrieben werden, sind
einander gleich.
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2)Jeder Winkel im Halbkreis ist ein reehter Winkel.
3) In jedem Kreisvierecke ist die Summe je zweicer
Gegenwinkel = 1800,

178, Da die allgemeine Gleichung des Kreises (1) oder (6) [§.175]
drei Constanten enthilt, so sind zur vollstindigen Bestimmung der
Lage und Giriisse cines l\u'm drei Bedingungen erforderlich und hin-
reichend. Unter den mannigfaltigen Aufgaben, welche sich hier dar-
bieten, wollen wir zuniichst folgende vornehmen.

Die Gleichung des Kreises zu finden, der dureh drei
gegebene Punkte gelt.

Seien @, y15 @y, yay @y, y3 die Coordinaten der gegebenen
Punkte; die Gleichung des gesuchten Kreises hat die Form:

(y — P2+ (& — )2 =12, (1)
wo nun die noch unbekannten Constanten «, ‘f, r 80 zu bestimmen
sind, dass dieser Kreis durch die gegebenen Punkte gehe.

Da diese Punkte in der Peripherie des Kreises (1) liegen sollen,
so miissen die Coordinaten derselben der GL (1) Geniige leisten; es
bestehien daher folgende drei Bedingungsgleichungen:

o — g2+ (@ — ) =22
(70 — (3)2 + (3 — @)t =12 (2)
(g5 — M + (0 — app =12
welehe zur Bestimmung der Unbekannten «, 3, » hinreichen. Ent-
wickelt man die Quadrate und zieht nach einander die 2t and 3'¢ Glei-
chung von der 15%% ab, so erhiilt man:
2y — ) § + 2w — m) o — (o — 9 — (@l —ad) =0 (3)
20— ) B+ 20 — @) e — (i — 5) — (@l — ) =0, (4)
aus welchen Gleichungen sich nun die Mittelpunktseoordinaten «, g
ohne Schwierigkeit finden lassen, da dieselben nach ¢ und g vom
ersten Grade sind. Durch Substitution der gefundenen Werthe in eine
der Gl. (2) ergibt sich sodann auch ». Da jedoch die Ausdriicke
ziemlich weitlinfig werden und kein weiteres Interesse darbieten, so
wollen wir aus den bisher erhaltenen Resultaten eine Construction der
Aufgabe ableiten.

Die Coordinaten des Mittelpunktes sind jene Werthe von « und g,
welche den Gl (3) und (4) gleichzeitiz Geniige leisten. Betrachten
wir nun fiir einen Augenblick « und g als veriinderliche (laufende)
Coordinaten, so ist, da dic Gl (3) und (4) nach ¢ und g vom ersten
Grade sind, der geometrische Ort einer jeden tlursclben eine gerade
Linie, deren Durchschnittspunkt offenbar der gesuchte Mittelpunkt
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sein muss, weil derselbe der einzige Punkt ist, dessen Coordinaten
gleichzeitig beide Gleichungen (3) und (4) erfiillen. Es kommt
daher nur auf die Construction dieser beiden Geraden an. Durch Di-
vision mit 2(y; — ) bringt man die GL (3) leicht auf folgende Form:

ﬁ_yljyz:*—?l—:ﬂ (“_a‘l'!'w-z), (3)
N 2
woraus man erkennt, dass diese Gerade durch den Punkt geht, des-

sen Coordinaten —1; (2, 4 @) und % (11 + »2) sind, d. h. durch

den Halbirungspunkt der Verbindungslinie der Punkte wy, 3 und
@y, y3. Da ferner die Gleichung dieser Verbindungslinie :

y—n =H(x—wt)
ist, so folgt, dass die Gerade (3) oder (3") auf dieser Verbindungslinie
in ihvem Halbirungspunkte senkrecht steht. — Eben so findet man,
dass der geometrische Ort der Gl (4) die Gerade ist, welche im Hal-
birungspunkte der die Punkte @y, y; und a3, y3 verbindenden Geraden
senkrecht auf diese errichtet wird. Der Durchschnittspunkt dieser
zwei Senkrechten, welche hiernach sehr leicht zu construiren sind, ist
der gesuchte Mittelpunkt.

Wie man sieht, fiihrt die analytische Auflssung der Aufgabe auf
jene Construction, welche schon in den Elementen gelehrt wird. Ein-
facher werden iibrigens obige Formeln, wenn man den Ursprung in
einen der gegebenen Punkte, etwa @y, y;, und die - Axe noch durch
einen der beiden anderen Punkte, etwa a,, y, legt, weil dann:

@ =y=yp=0
werden.

Aus dieser Aufgabe ersicht man den grossen Vortheil, welchen
man aus der Benutzung der geometrischen Oerter bei der Auflisung
bestimmter Aufgaben ziehen kann. Handelt es sich niimlich allgemein
um die Bestimmung cines Punktes aus gegebenen Bedingungen, so
filhren diese, wenn dic Aufgabe cine bestimmte ist, immer auf zwei
Gleichungen, F(x, y) =0, fla, y) = 0 zwischen den Coordinaten
a, y des gesuchten Punktes, welche sich durch Elimination aus diesen
Gleichungen ergeben. Diese Elimination ist aber nicht selten sehr
weitlinfig und fithrt dann auf complicirte, schwer zu behandelnde Aus-
driicke. Beachtet man aber, dass die Coordinaten des gesuchten
Punktes den beiden Gleichungen gleichzeitig Geniige leisten miis-
sen, so sicht man sogleich, dass dieser Punkt der Durchschnittspunkt
der durch diese Gleichungen dargestellten Linien sein muss, wenn



man darin z, y als veriinderliche Coordinaten ansicht, durch deren
Construction sich daher der gesuchte Punkt ergiebt.

Ist die Aufgabe unbestimmt, so erhiilt man zwischen den Coor-
dinaten des gesuchten Punktes nur cine Gleichung, deren geometri-
scher Ort irgend ecine gerade oder krumme Linie sein wird, deren
siimmtliche Punkte der Aufgabe Geniige leisten. Hieher gehirige Bei-
spiele bieten die §§. 173, 174, 177,

VERBINDUNG DES KREISES MIT DER GERADEN.

£
179. Is seien die Gleichungen eines Kreises und einer Geraden:

w—w+G—pr=r 1), y=ats @
gegeben und die Coordinaten der Durchschnittspunkte zu suchen. Es
ergeben sich dieselben, wenn wir die beiden Gleichungen als coéxi-
stirend betrachten und daraus @ und y durch Elimination bestimmen.
Man findet aunf diese Weise:

o+ ag — ab + Vii+ a?) 2 — (aa + b——fj)d l
1+ a? !

fffffff I (k)
_au+aw+biaVu+mnw—@a+b~m{J

¥y = 1+ a? i

Hier kiénnen nun drei Fille eintreten:

1) Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist negativ; dann’
werden « und y imaginiir und die Gerade schneidef den Kreis nicht.
Diess findet statt, wemn (a¢ 4 & — 3)* > (1 4 a?) r%, oder:

4 g—oaw—2>

“ V14 a®
d. h. wenn der Abstand der Geraden vom Mittelpunkte grisser ist als
der Halbmesser. [§. 171].

2) Der besagte Ausdruck ist positivy in diesem Falle schneidet
die Gerade den Kreis und zwar, des doppelten Vorzeichens wegen,
in zwei Punkten; die Gerade heisst in diesem Falle eine Sekante
des Kreises.

L)

3) Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist = 03 die Gerade
hat in diesem Falle nur einen Punkt mit dem Kreise gemein, dessen
Coordinaten:

e et af—ab  ac+ P40
A R

sind und heisst nun eine Tangente am Kreise im Punkte &, 4.

(3)



. 288

Die Bedingung, dass die Gerade (2) Tangente des Kreises (1)
werde, wird somit durch die Gleichung:
p‘ —az—b

Vit a

ansgedriickt; d. . das aus dem Mittelpunkte auf die Gerade gefillte
Perpe dikel muss dem Halbmesser gleich sein, woraus folgt, dass
dic Tangente auf dem zu dem Berithrungspunkte gezo-
genen Ilalbmesser senkrecht steht.

=r (4)

Bestimmt man aus (3) @ und b, so erhiilt man:

fiir jene Werthe, welehe die Constanten «, 4 haben miissen, damit
diese Gerade den Kreis im Punkte &, 5 beriihve. Substituirt man daher
diese Ausdriicke in (2), so erhiilt man:

1:*5*—1—{—:4-—"(“_ ,oder:
! n—p ! g
y—a=~§—_-i‘x_§) ®)
n—p

als Gleichung der Tangente am Kreise im Punkte &, 5, wozu
eigentlich noch die Gleichung:
(1 — B + (§ — wp =1
gehirt, welche ausdriickt, dass der Punkt &, 3 dem Kreise angehirt.
Schreibt man (5) in der Form:
G—nh—p+@—85E—a=0,
und addirt hiczu die letzte Gleichung, so erhiilt man die Gleichung,
der Tangente in folgender Form:
G—Bl—pP+E—aE—=r} - (6)
welehe sich von der Gl (1) des Kreises nur dadureh unterscheidet,
dass die Rechtecke (y —p) (; — p) und (z — «) (§— @) an die Stelle
der Quadrate (y — )* und (& — «)? getreten sind.
Ist der Mittelpunkt des Kreises zugleich der Ursprung der Coor-
dinaten, so werden die Gleichungen der Tangente am Punkte &, 4,
wie man aus (5) und (6) fir ¢ = g == 0 leicht findet:

v

y=a= =, @

U .
oder: gy =+ xf = r2. (8)
180, Betrachten wir noch eine Sekante , welehe durch einen be-
licbigen Punkt A in der Ebene des Kreises gezogen ist. Legen wir
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den Ursprung der Coordinaten in den Mittelpunkt O des Kreises und
die - Axe durch den Punkt 4; die Entfernung dieses Punktes vom
Mittelpunkte sei = d, der Halbmesser = », so sind die Gleichungen
des Kreises und der Sckante :

x4 =1, y=a(z—d).

Fiir die Coordinaten der zwei Durchschnittspunkte By, und B,

erhalten wir aus den GL (k) im vorigen §., « = g = 0 und b = — ad
setzend:
a*d + N —ad + a N
r = — 1, = — =
1 14 o' R4 1+ a® !
ad — N — ad — aN
xy =

Rl 0~ W i .- ...
1-[-(13"/‘ 14 o
wo Kiirze halber N = V(14 a?) r? — a2d? gesetzt ist. Bezeichnet
man ferner die Entfernungen 4B8; und 4B, des Punktes 4 von den
zwei Durchschnittspunkten mit e; und e,, so ist:

d=(d—ax)2 4y}, &= (d—ux)+ 3/3-
Fiihrt man in diese Gleichungen obige Werthe der Coordinaten ein,
so erhiilt man:

—— d— N - d+ N
' _]/l—i-a*’ : I/1+az?
' d? — N2

somit ey ey = + , d. i. wenn man den Werth von &V wieder-

herstellt :

e 6o = + (d2 — r2).
wo von den doppelten Zeichen jenes zu nehmen ist, welehes ¢ und
) ey positiv macht, also das obere oder untere, je nachdem der Punkt
A ausserhalb oder innerhalb des Kreises liegt. Da vermoge der letz-
ten Gleichung das Produkt ¢; ey von e, d. i. von der Richtung der Se-
kante (oder Schne, wenn 4 innerhalb des Kreises) unabhiingig ist, so
ergiebt sich daraus folgender Satz :

Zieht man durch einen beliebigen Punkt 4, dessen
Entfernung vom Mittelpunkte eines gegebenen Kreises
= d ist, Sekanten oder Sehnen, so ist das Produkt aus
den Abstinden der zwei Durchsehnittspunkte jeder Se-
kante oder Sehne mit dem Kreise vom Punkte 4 eine con-
stante Grisse und = der Differenz der Quadrate der Ent-
fernung ¢ und des Halbmessers.

Das Produkt ¢; e, = + (d? — #2) wird die Potenz des Punk-
tes A in Bezichung auf den Kreis genannt.

HERR, Hoh, Mathematik, I. 19
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Da ferner dieser Satz gelten muss, wie nahe auch die beiden
Durchschnittspunkte der Sekante einander kommen, so muss er auch
fiir die aus dem Punkte 4 an den Kreis gezogene Tangente richtig
bleiben, fiir welche ¢ == e, = ¢ wird, wenn wir mit ¢ das Stiick der
Tangente zwischen dem Punkte 4 und dem Beriihrungspunkte bezeich-
nen, ks besteht daher die Gleichung 2 = d? — 2, woraus wieder
folgt, dass die Tangente auf dem Halbmesser des Beriih-
rungspunktes senkrecht steht. Da ferner fiir eine beliebige aus
A gezogene Sekante e) ey =d? —1? ist, so hat man ?=¢; ¢,, welche
Gleichung den Satz ausspricht, dass die aus dem Punkte 4 an
den Kreis gezogene Tangente ¢ die mittlere geometrische
Proportionale ist zwischen den beiden Segmenten einer
beliebigen durch A gezogenen Sekante.

IS, Wir haben in §. 179 die Gl. der Tangente am Kreise in der
Voraussetzung entwickelt, dass der Beriihrungspunkt &, 5 gegeben sei;
nehmen wir jetzt an, es sei ein ausserhalb des Kreises:

y— B+ @ — @r =1 &
liegender Punkt*z’, 3 gegeben, man soll durch diesen Punkt eine
Tangente an den Kreis ziehen.

Bezeichnen wir wieder mit &, 5 die noch unbekannten Coordinaten
des Beriihrungspunktes, so ist die Gl. der Tangente am Kreise im

2 17q (1 ’
Punkte &, 4 [§. 179. GL. 6]:
y—p — )+ (& —w (§— =1

Da diese Tangente durch den Punkt 2, 4" gehen soll, so hat man
die Bedingungsgleichung:

G—Ba—pf+ @ — ) §— a)=r (m)
welche in Verbindung mit der Gleichung:
lg— PR +if— a)t =" (n)

die gesuchten Werthe von & und 4 liefern wird.

Man erhiilt aus diesen Gleichungen durch suecessive Elimination,
wenn man dabei & — «, y — g als unbekannte Grissen behandelt und
Kiirze halber die bekannten Grissen:

@ —e=p, Yy —p=q @ —«+y —pF=d
setzt, wo also d die Entfernung des Punktes «', " vom Kreismittel-
punkte bedeutet:

- 2p + rq V d — rt

g__.u: d? ?

—8 ¥ p Vo dP—
PE]

(2

i
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Man sieht hieraus, dass von dem Punkte a’, y zwei, oder eine oder
endlich gar keine Tangente an den Kreis gezogen werden kann, je
nachdem d >, = oder < = ist, d. h. je nachdem der Punkt «’,
ausserhalb, in oder innerhalb der Peripherie des Kreises liegt.
Endlich erhilt man fiir den Neigungswinkel z der Tangente gegen

die Abscissenaxe:
F— - - ppr f@ (3)

Th—8 " — p?

tg ¢ =

182, Es eriibrigt noch, aus vorstchender Analyse ein Verfahren
zur geometrischen Coustruction der Beriihrungspunkte abzuleiten. Die
Ausdriicke (2), welche sich zu diesem Zwecke unmittelbar darbieten,
sind etwas verwickelt, daher wir von den geometrischen Oertern Ge-
brauch machen wollen. Die Coordinaten der Beriihrungspunkte sind
niimlich jene Werthe von &, 3, welche den Gleichungen () und (n)
gleiclizeitig Geniige leisten, daher diese Punkte die Durchschnitte der
diesen Gleichungen entsprechenden geometrischen Oerter sein werden,
wenn wir darin &, 5 als laufende Coordinaten betrachten.

Da aber die Construction nur von der Natur der Aufgabe, nicht
aber von der Lage des bei der Analyse gebrauchten Coordinatensy-
stemes abliingen kann, so wollen wir jetzt den Ursprung in den Mittel-
punkt O des Kreises legen (Fig. 16), wodurch ¢« = g = 0 wird und
die zu construirenden Gleichungen (i) und (z) folgende Form erhalten :

Yy adE=r2... @), 2+ 82 =r.. (")

Der Ort der GL (#') ist der gegebene Kreis selbst; der Ort von
(m') ist eine Gerade, welche am einfachsten mit Hiilfe ihrer Durch-
schnittspunkte mit den Axen construirt wird. Aus (m") folgt nimlich:

22 o2
fiir gy =0: §= 0D = ;—, und fitr § = 0: 5= OE ="
construirt man daher zu 2" und », sodann zu y und » die dritten Pro-
portionalen OD und OE, so ergeben sich die Punkte D und E; die
durch diese Punkte gezogene Gerade LL' ist der Ort der GL () und
die Durchsehmittspunkte (7, ¢ derselben mit dem Kreise sind die ge-
suchten Beriihrungspunkte.

Die Gerade LI/, welche dureh die beiden Berithrungspunkte der
aus M an den Kreis gezogenen Tangente geht, und deren Gleichung
(m') ist, heisst Bertiihrungssehne.

Aus dem fiic 00 gefundenen Ausdrucke ersicht man, dass die
Lage des Punktes D von der Ordinate 3 des Punktes A unabhiingig
ist; daraus folgt, dass, wenn man von beliebigen Punkten der durch

M senkrecht anf OX gezogenen Geraden NN’ die Tangenten an den
19#



Kreis zieht, siimmtliche Berithrungssehnen sich in einem und demsel-
ben Punkte /) schneiden werden.

Da nun die Richtung der Abscissenaxe in Bezug anf den Kreis
vollig willkiirlich ist und folglich diese Axe anf jede durch den Punkt
M gehende Gerade senkrecht gezogen werden kann, so ergiebt sich
hieraus das folgende Theorem:

Zieht man von beliebigen Punkten einer Geraden NN’
Tangenten an den Kreis und verbindet die Beriihrungs-
punkte der zusammengehiorigen Tangenten durch Seh-
nen, so schneiden sich alle diese Beriihrungssehnen in
einem und demselben Punkte D, welcher in dem vom Mit-
telpunkte auf die Gerade NN gefillten Perpendikel liegt.

Der Punkt D heisst der Pol in Bezug auf die Gerade NN', welche
wieder ihrerseits die Polare in Bezug auf den Punkt ) genannt wird.

Aus dem Ausdrucke fiir 0D folgt, dass, wenn &’ = OP > r ist,
0D < r, wird und umgekehrt; d. h. wenn die Polare ausserhalb des
Kreises liegt, liegt der Pol in demselben; sehneidet aber die Polare
den Kreis, so liegt der Pol ausserhalb des Kreises.

Kehrt man das obige Theorem um, so erhiilt man folgendes:

Zieht man durch einen in oder ausser dem Kreise lie-
genden Punkt Sehnen oder Sekanten und zu den Durch-
schnittspunkten derselben mit dem Kreise Tangenten, so
licgen simmtliche Durchschnittspunkte je zweier zusam-
mengehoriger Tangenten in einer Geraden, welche auf
der den gegebenen Punkt mit dem Mittelpunkte verbin-
denden Geraden senkrecht steht.

Eine andere Construktion der Durchschnittspunkte ist folgende.
Zieht man die beiden Gleichungen () und (») von einander ab, so
erhilt man:

P+ B —yy—aE=0, (7)
welche Gleichung wir statt (') benutzen kinnen. Der Ort der GL. (')
ist wieder der gegebene Kreis; jener von () ist aber ebenfalls ein Kreis,

: . 1, L
dessen Mittelpunktscoordinaten — 2"und - # sind, dessen Halbmesser

1 1 ;
—l’ PEEE 7 OM ist.
Beschreibt man daher aus dem Halbirungspunkte I der OM mit dem
1
Halbmesser 7 O einen Kreis, so schneidet dieser den gegebenen

Kreis in den gesuchten Berithrungspunkten ¢/, . Diese Construktion
wird bekanutlich in den Elementen gelehrt,
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183. Die in §. 179 und 181 erhaltenen Resultate setzen uns in
den Stand, Aufgaben iiber die Berithrungen von Kreisen und Geraden
aufzulosen.  Hieher gehiren vorziiglich folgende drei: Es ist die Glei-
chung eines Kreises zu suchen, welcher:

1) eine gegebene Gerade beriihrt, und dureh zwei gegebene Punkte
geht; 2) zwei gegebene Gerade beriihrt und durch einen gegebenen
Punkt geht; 3) drei gegebene Gerade beriihrt.

Die Herstellung der entwickelten Endformeln ist bei dergleichen
Aufgaben immer ziemlich weitlanfig; von wesentlichem Einflusse ist
hiebei eine zweckmiissige Anordnung des Coordinatensystemes in Be-
zug auf die gegebenen Stiicke. Gewdhnlich fiithrt man aber die Anfli-
sung nur so weit fort, bis aus den gewonnenen Gleichungen eine ein-
fache und elegante Construktion sich ergiebt, und die erhaltenen Re-
sultate Anhaltspunkte fiir die Erforschung weiterer Eigenthiimlichkeiten
des in der Aufgabe vorkommenden Systems von Linien und Punkten
darbieten.

So fiithren z. B. bei der dritten der obigen Aufgaben schon die
ersten Schritte in der Analyse zur Construction, was hier noch mit
einigen Worten angedeutet werden mag. Es seien:

y=ax +b.(),y=dz+¥V..2),y=dz 45 ..(3),
die Gleichungen der gegebenen Geraden,
y— P + @ — @ =12

die Gleichung des gesunchten Kreises. Damit derselbe jede der drei
Geraden berithre, miissen [§. 179, GL (4)] folgende Bedingungsglei-
chungen erfiillt werden:

B — aew — b2 = r2 (1 + a?),

B—da —V2=1r? (1 4+ a?,

(B —ad'«—b")2=r* (14 a"?),
aus welchen die drei Unbekannten gefunden werden kiimnen. Eliminirt
man zuniichst 2, indem man die erste dieser Gleichungen durch die
zweite und dritte dividirt, so erhiilt man, wenn man sogleich die Wur-
zel auszieht:

g—ae—b  f—ada—V¥
st o v
ge—d_ et —d (5)

V14 a? T Y14 4

wo die Wurzelgrissen J'1 + a? u. s. w. positiv zu nehmen sind. Des
doppelten Zeichens wegen zerfallen diese zwei Doppelgleichungen in
vier Paare von Gleichungen; jedes dieser vier Paare ist nach ¢ und
8 vom ersten Grade, liefert also ein System von Werthen fiir « und g,
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s0 dass also die Aufgabe vier Auflosungen zulisst und somit vier
Kreise gezogen werden kinnen, welche drei gegebene Gerade beriih-
ren. In der That, wollte man fortfahren, aus (4) und (5) noch eine
Unbekannte, etwa (3, zu climiniren, so wiirde man fiir o ¢ine Gleichung
vom 4" Grade erhalten. Vergleicht man aber diese Gleichungen mit
Gl (5) §. 172, so erkennt man sogleich, dass dieselben die vier Ge-
raden zum geometrischen Orte haben, welehe die von den gegebenen
Geraden (1), (2) und (1), (3) gebildeten Winkel halbiren. Die Dureh-
schnittspunkte dieser vier Geraden, welche sich leicht construiren las-
sen, sind daher die Mittelpunkte der vier Kreise.

VERBINDUNG MEHRERER KREISE.

184. Betrachten wir zwei Kreise; ist ¢ die Entfernung ihrer Mit-
telpunkte ', " und legen wir den Ursprung in den Mittelpunkt €' des
einen Kreises, die positive Halbaxe der x in die Centrilinie CC’, so
sind ihre Gleichungen:

yrAaet=r2. 1), 2+ (@ —et=+2..(2),

durch deren Verbindung man folgende Werthe fiir die Coordinaten der
Durchsehnittspunkte erhiilt:

et 4 p2 — 2 ;
A T ®)
1 I
y ="t 5 Vet — (& 07— (4)

Der Werth von @ ist, wie man sieht, immer reell, und — voraus-
gesetzt, dass e nicht = 0, d. h. die Kreise nicht concentrisch sind —
bestimmt und endlich. Der Ausdruck fiir y wird hingegen imaginiir,
Null, oder erhiilt zwei reelle, gleiche und dem Zeichen nach entgegen-
gesetzte Werthe, je nachdem die Differenz unter dem Wurzelzeichen
negativ, Null, oder positiv ist. Im ersten Falle schneiden sich die
Kreise nicht; im letzten findet ein Durchschnitt statt und zwar in zwei
Punkten, welche zu beiden Seiten der Centrilinie in gleichen Entfer-
nungen von derselben in einer auf der Centrilinic senkrechten Gera-
den liegen, da beiden vermége (3) dieselbe Abscisse zukommt. Ist
endlich die Griosse unter dem Wurzelzeichen = 0, so haben die bei-
den Kreise nur einen in der Centrilinie liegenden Punkt gemein, und
die Gerade (3) wird in diesem Falle zur gemeinschaftlichen Tangente
an dem besagten Punkte, in welchem sich nun die beiden Kreise be-
rithren,
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List man in (4) die Differenz unter dem Wurzelzeichen in Fakto-
ren auf, so findet man:

y= g Y lletrtr)tr—r) o — ) +r —a),

woraus man erkennt, dass y reell wird, wenn, da (» 4 + 4 ¢) immer
positiv ist, die iibrigen drei Faktoren siimmtlich positiv, oder einer
positiv und zwei negativ sind. Dieser letztere Fall kann aber nicht
eintreten. Denn ist einer dieser Faktoren z. B. ¢ 4 » — »" negativ,
also e 4+ r <", soist e <" und » < #, somit " — r und /¥ — e
positiv, wodurch aber die beiden andern Faktoren nothwendig positiv
werden. Hiernach kann man folgenden Satz aussprechen:

Zwei Kreise, deren Halbmesser », 7 und Abstand der
Mittelpunkte =¢, schneiden sich in zwei Punkten, wenn
von den drei Griossen », ¢, d jede kleiner ist als die Summe
der beiden anderen.

Eine Berithrung der beidenKreise tritt ein, wenn y==0 wird, d. h.
wenn einer der obigen drvei Faktoren versechwindet, wenn also e=r"—r,
oder e=r — ¢, oder e =» 4 ', d. h. wenn e = + (r — ') oder
e =7 =, oder wenn man diese Gleichungen in eine vercinigt, wenn

= (r + r')? ()
wird. Diese Gleichung driickt somit die Bedingung fiir die Be-
rithrung zweier Kreise analytisch aus, und diese tritt ein, wenn
der Abstand ihrer Mittelpunkte der Summe oder der Diffe-
renz der Halbmesser gleich ist. Die Berithrung wird im ersten
Falle eine dussere, im zweiten eine innere genannt.

Mit Hiilfe der Gl. (5) ist man nun im Stande, auch solche Aufga-
ben aufzulosen, bei welchen Beriihrungen von Kreisen gefordert wer-
den; z. B. einen Kreis zu suchen, der durch einen gegebenen Punkt
geht, eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis beriihrt; oder
welcher eine Gerade und zwei Kreise beriihrt u. s. w. Der Ansatz der
drei Bedingungsgleichungen hat in allen diesen Fiillen gar keine
Schwierigkeiten; auf die weitere immer mehr oder weniger weitliufige
Behandlung derselben einzugehen, gestattet der Raum nicht. Ein
Ergebniss der Untersuchungen dieses Paragraphes von allgemeinerer
Bedeutung wollen wir jedoch noch mit einigen Worten hervorheben, wozu
uns die GL. (3) Veranlassung giebt, welche, wie man sieht, einer zur
y-Axe parallelen Geraden angehirt, in welcher die Durchschnitts-
punkte beider Kreise, oder der Beriihrungspunkt liegen; welche Ge-
rade jedoch — da die Gleichung immer reell bleibt — auch dann noch
existirt, wenn die Kreise keinen Punkt gemeinschaftlich haben, und
daher zu den Kreisen in einer gewissen Beziehung stehen muss.
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I185. FEs seien allgemein:

(x —a) 4+ (y—pP—r=0=K (1)
(@ — )24 (y —pR—ri=0=K (2)
die Gleichungen zweier gegebenen Kreise: durch Subtraktion dersel-
ben erhalten wir:
2y — P+ 22 —a)+ m=0=K— K, (3)
wo der Kiirze wegen («? 4 §2 — r2) — (&2 4 32 — #'2) = m? ge-
setzt ist. Der Ort der GL. (3) ist, da dieselbe nach 2 und y vom ersten
Grade eine gerade Linie, welche die beiden Kreisen gemeinschaftli-
chen Punkte, wenn deren vorhanden sind, enthalten muss, weil sie
durch dieselben Werthe von = und y identisch wird, welche die Glei-
chungen K=0und K’ = 0 gleichzeitig befriedigen. [Vergl. d. Anmerk.
zu §. 172]. Schneiden sich die Kreise in zwei Punkten, so ist dem-
nach (3) die Gleichung der durch diese Punkte gehenden gemein-
schaftlichen Sekante (oder unbestimmt verlingerten gemein-
schaftlichen Sehne); beriihren sich die Kreise, so ist (3) die GL
der gemeinschaftlichen Tangente, dasie durch den Beriihrungs-
punkt geht, und auf der Centrilinie der beiden Kreise, deren Gleichung
B—8 .
ylﬁ:(t =a Y =
ist, senkrecht steht. Haben endlich die zwei Kreise keinen gemein-
schaftlichen Punkt, so hat auch die Gerade (3) mit denselben keinen
Punkt gemein, nichtsdestoweniger existirt sie aber, da ihre Gleichung
unter allen Umstiinden reell bleibt, und hat eine besimmte Lage gegen
die gegebenen Kreise. Dass diese Gerade keine andere ist, als die
(8) im vorigen §., bedarf kaum der Erinnerung.

Wir wollen diese Gerade, welche nach dem Gesagten fiir je zwei
gegebene Kreise immer existirt, mit Pliicker die Chordale dersel-
ben nennen und einige der wesentlichsten Eigenschaften derselben in
Kiirze anfiihren.

I. Die Chordale zweier Kreise steht senkrecht auf
der Centrilinie derselben, wie bereits durch das Vorstehende
erwiesen ist.

II. Es seien drei Kreise gegeben: K=0, K' =0, K" =0, und
zu je zweien derselben die Chordalen gezogen; die Gleichungen der
drei Chordalen sind:

K—K=0, K—K'=0, K—K"=0.
Da nun jede dieser Gleichungen eine Folge der heiden anderen ist, so
muss irgend eine derselben durch dieselben Werthe von o und y be-
friediget werden, welche den beiden anderen gleichzeitig geniigen;
hieraus folgt der schine Satz:



Die drei Chordalen, welche zu je zweien von drei ge-
gebenen Kreisen gehiiren, schneiden sich in einem Punkte.

Dieser Satz leitet sogleich auf ein einfaches Vevfahren zur Con-
struetion der Chordale zweier sich nicht sehneidender Kreise, wenn
man noch beachtet, dass nach Obigem die Chordale zweier sich sehnei-
dender Kreise ihre gemeinschaftliche Sekante ist. Seien (Fig. 17) K,
K’ die gegebenen Kreise; man ziche einen beliebigen Iiilfskreis A7,
welcher die gegebenen Kreise in a, b; o, b sclncidet, so sind die
unbestimmt verliingerten Geraden ab, o't” die Chordalen beziehungs-
weise der Kreise A, A" und &', K", welche sich mit der Chordale der
Kreise A und A" in einem Punkte m schneiden miissen; es ist daher m
ein Punkt der gesuchten Chordale. Auf dieselbe Weise construirt man
mittelst eines zweiten Hiilfskreises A" einen zweiten Punkt », und es
ist die durch m und n gezogene Gerade die Chordale der Kreise K
und A,

III. Von einem belichigen Punkte M (Fig. 17) der Chordale seien
an die beiden Kreise &, A’ deren Gleichungen die obigen (1) und (2)
sein migen, Tangenten MB und MB' gezogen; bezeichnen wir die
Coordinaten des Punktes A mit =, y; seine Entfernungen von den
Beriihrungspunkten B und B" mit ¢, ¢'; seine Abstinde von den Mittel-
punkten A, K" mit o, d"; so ist:

Qg2 2 f2 g2 2
it=d 7 =d 5

]
A= (x— a4+ (y—p)2, di=(x— )2+ (y — §)?;
durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen erhiilt man mit Riick-

sicht auf GI. (3), da der Punkt =, y der Chordale angehiirt:
d? — d'? = r2— "2, oder:
A — r2==d'? — 2, (4)
folglich auch:
2=1(2oder t =1¢. ()

Die Gleichungen (4) und (5) sprechen folgende Siitze aus:

Fiir jeden Punkt der Chordale sind die Potenzen
[§. 180] in Bezug auf beide Kreise gleich.

Zieht man von irgend einem Punkte der Chordale
zweier Kreise Tangenten an dieselben, so sind die Lin-
gen derselben bis zu den Berithrungspunkten gezihlt,
einander gleich.

Aus diesen Griinden wird von manchen Schriftstellern die Chor-
dale die Linie der gleichen Potenzen, auch Potenz- Axe,
oder die Linie der gleichen Tangenten genannt. Franzosische
Mathematiker heissen sie Radikal-Axe.



208

Die angefiihrten Eigenschaften der Chordale filhren hei Auflosung
von Aufgaben, inshesondere ilber Beriilhrungen von Kreisen, hiiufig
zu selir eleganten Construktionen, was noch an einigen Beispielen ge-
zeigt werden soll.

Aufg. Einen Kreis zu construiren, der einen gegebe-
nen Kreis berihrt und durch zwei gegebene Punkte geht.

Sei (Fig. 18) K der gegebene Kreis; 4, B die gegebenen Punkte.
Denken wir uns den gesuchten Kreis A" construirt und ziehen wir durch
A, B cinen den gegebenen Kreis X in D und £ schneidenden Hiilfs-
kreis (' von willkiirlichem Halbmesser, so sind die Geraden AB, DE
die Chordalen bezichungsweise der Kreise ¢ und &', C und A ihr
Durchschnittspunkt ¢ ist daher auch (nach 1I) ein Punkt der Chor-
dale der Kreise A und A, und da diese Kreige sich beriihren sollen, so
ist die Chordale derselben die gemeinschaftliche Tangente. Ziehen
wir daher durch den Punkt ¢ Tangenten ¢/ I/ und (/T an den gegebe-
nen Kreis, so sind die Beriihrungspunkte derselben m und » zugleich
die Beriihrungspunkte des gegebenen und gesuchten Kreises, woraus
sogleich folgt, dass zwei Kreise gezogen werden kinnen, welche der
Aufgabe Geniige leisten. Unsere Aufgabe ist somit auf jene zuriickge-
fihrt, durch drei gegebene Punkte: 4, B, m und A, B, n Kreise zu
zichen. Zieht man die Halbmesser Km und K» und verlingert diesel-
ben bis zu ihren Durchschnitten X', K mit dem im Halbirungspunkte
der AB errichteten Perpendikel, so sind XK', K" die Mittelpunkte der
gesuchten Kreise.

Aufg. Einen Kreis zu construiren, der durch zwei
gegebene Punkte A, B geht und eine gegebene Gerade
LL beriihrt,

Zichen wir (Fig. 19) durch die gegebenen Punkte einen beliebi-
gen MHiilfskreis C und die Gerade AB, welche die gegebene Gerade
LL" in D schneidet. Es ist nun offenbar die AB die Chordale des ge-
suchten und des Hiilfskreises und D ein Punkt dieser Chordale; con-
struiren wir daher von /) eine Tangente DE an den Hiilfskreis, so muss
nach I11 die aus D an den gesuchten Kreis gezogene Tangente dieselbe
Linge = [ haben. Beschreibt man daher aus D mit dem Halb-
messer [/ einen Kreis, so schneidet dieser die L L' in zwei Punkten
m und » , welche dic Beriithrungspunkte der gesuchten Kreise mit der
LL sind, woraus zugleich erhellt, dass die Aufgabe durch zwei Kreise
zur Lissung gebracht wird, deren Mittelpunkte A und A sich nun leicht
ergeben, wenn man im Halbirungspunkte der AB ein Perpendikel
errichtet und dieses durch die aus m und » senkrecht auf LL' gezogenen
Geraden schneidet.



VIERTES KAPITEL.

UEBER DIE LINIEN ZWEITER ORDXNUNG UEBERHAUPT ODER UEBER DIE
GEOMETRISCHE BEDEUTUNG: DER ALLGEMEINEN GLEICHUNG DES ZWEI-
TEN GRADES ZWISCHEN ZWEL VERAENDERLICHEN GROESSEN.

186, Da jede nach einem bestimmten Gesetze gebildete Curve
durch eine Gleichung F(ax, y) = 0 zwischen den Coordinaten eines
ihrer Punkte dargestellt werden kann, somit alle miglichen Curven in
den unendlich mannigfaltigen Formen einer solchen Gleichung enthal-
ten sein miissen, so kann man bei der Untersuchung der Curven den
analytischen Charakter, der sich in ihren Gleichungen ausspricht, zum
Ausgangspunkte wiihlen und wird dadurch zu einer systematischen
Eintheilung derselben gelangen.

Hiedurch scheiden sich zuniichst die Curven in zwei Classen, die
algebraischen und transecendenten, je nachdem die Gleichung
derselben eine algebraische oder transcendente ist.

Wir kinnen immer annehmen, dass in der Gleichung einer alge-
braischen Curve, F(z, y) == 0, etwa vorhandene Briiche und Wur-
zelgrossen weggeschaflt seien und folglich ', y) eine rationale ganze
Funktion der Veriinderlichen @, y sei. Alle algebraischen Curven sind
demnach in der Gleichung
Ay 4 Be + )yt + (Dar + Ex 4 F) = + e =0 (a)
enthalten, wo A, 13, C-... reelle constante Grissen, n aber eine posi-
tive ganze Zahl ist. Suchen wir nun nach einem weiteren Eintheilungs-
grunde der algebraischen Curven, so bietet sich hiczu sogleich, aber
aunch allein, der Grad der GL (&) in Bezug auf dic Veriinderlichen
a, y dar, und wir theilen daher die algebraischen Linien nach dem
Ordnungsexponenten ihrer Gleichungen in Linien des 15, 2ten
sten.on't Grades oder der 2'** Ordnung ein.

Die gerade Linie ist daher eine Linie der 1**" Ordnung und zwar,
wie bekannt, die einzige dieser Gattung. Der Kreis ist eine Curve
der 2t Ordnung; da jedoch die Gleichung des 2%" Grades zwischen
a und y gewisse Bedingungen erfiillen muss, [§. 175] wenn sie einen
Kreis bedeuten soll, so schliessen wir, dass der Kreis nicht die einzige
Linie 2'" Ordnung sein werde.
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Diese Eintheilung der algebraischen Linien nach dem Grade ihrer
Gleichungen wire offenbar aunzuliissig, wenn der Ordnungsexponent
der Gleichung nicht unverindert bliche, man mag die Curve auf was
immer fiir ein Coordinatensystem beziehen. Man iiberzeugt sich je-
doch leicht, dass der Grad der GL («) und mit ihm auch die geome-
trische Bedeutung derselben, von der Wahl des Coordinatensystemes
ganz unabhiingig ist. Lassen wir nimlich die GL (e), deren geometri-
scher Ort cine gewisse Curve sein wird, auf ein beliebiges Coordina-
tensystem bezogen sein, und gehen wir von diesem auf ein neues iiber,
so haben wir in («) fitr z und y die durch dic Formeln (3) [§. 159]
gegehenen Ausdriicke einzusetzen, wodurch wir eine neue Gleichung
erhalten, welche, da jene Ausdriicke in Bezug auf die neuen Coordi-
naten a’, y° vom ersten Grade sind, offenbar wieder vom nte® Grade
sein wird und dieselbe Curve zum geometrischen Orte hat. ©
: Eine Linie der »'® Ordnung kann von einer Geraden
nicht in mehr als in » Punkten geschnitten werden.

Denn es sei y = ax 4 '.... (3) die Gleichung einer die Curve («)
schneidenden Geraden. Um die Durchschnittspunkte zu erhalten, eli-
miniren wir aus («) und (8) etwa y und erhalteq eine Eliminationsglei-
chung nach 2, deren Wurzeln die Abscissen simmtlicher Durch-
schunittspunkte sein werden. s sind aber die Gl. (&) und (3) be-
ziehungsweise vom n'*" und 1*'** Grade; die Eliminationsgleichung kann
daher [§. 131] den n**® Grad nicht iibersteigen und folglich nicht mehr
als » Wurzeln haben.

Eine Linie der zweiten Ordnung kann daher von einer Gera-
den in nicht mehr als zwei Punkten geschnitten werden. Mit der all-
gemeinen Untersuchung dieser Linien wollen wir uns in diesem Kapi-
tel beschiiftigen.

187. Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen zwei
veriinderlichen Griossen @ und y hat die Form:

Ax? 4+ A'y? + 2Bay + 20e + 2Cy + F=0, (1)
wobei wir, nach dem im vorigen §. Gesagten, ein rechtwinkliges Coor-
dinatensystem voraussetzen kinnen, olme der Allgemeinheit der Unter-
suchung Eintrag zn thun.

Um die geometrische Bedeutung der GI (1) kennen zu lernen,
miissen wir trachten, sie auf eine einfachere Form zu bringen, was
durch Transformation der Coordinaten bewirkt werden kann, indem
wir Ursprung und Axenrichtung des neuen Coordinatensystemes so
withlen, dass aus der transformirten Gleichung gewisse Glieder hinaus-
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fallen. Die folgenden Betrachtungen werden hiezu die nithigen Mittel
darbieten.

Es sei MyNM,, (Fig. 20) ein Theil der Curve, welche aus der
Construetion der GL. (1) hervorgeht; A4 irgend ein Punkt in der Ebene
derselben, &, 5 dessen Coordinaten; ziehen wir durch A eine beliebige
Gerade, welche gegen die Axe der z unter dem Winkel ¢ geneigt
sein mag, so ist ihre Gleichung:

y—yg=m(x—4§), (2}
wenn wir der Kiirze wegen tg ¢ = m setzen. Durch Elimination von
y aus (1) und (2) erhalten wir:

pa? 4 2qx 4+ r =0, (3)
Wo p=A+ A m? + 2Bn, '
T g=(A'm + B) (j — mE) + C + Cm, (4)

r=A'(y —m&)? 4 20" (y — mE). + I

Die GL (3) wird im Allgemeinen zwei von einander verschiedene Wur-
zeln @y, @y, darbieten, welche, wenn fecll, bekanntlich die Abscissen
der Durchschnittspunkte der Geraden (2) und der Curve (1) sind. Es
folgt hieraus, dass, wie schon oben bemerkt, eine Linie zweiter
Ordnung von einer Geraden in nicht mehr als zwei Punkten
geschnitten werden kann.

Das von den Durchschnittspunkten begrenzte Stiick A7, A/, einer
schneidenden Graden wollen wir eine Sehne oder Chorde der Curve
nennen, und nun annehmen, dass der Punkt A4 (&, 5) die Sehne 2, M,

; 1
halbire. Als Bedingung hiefiir haben wir & = 5 (@) + @) zu

setzen, wenn @y, o, die Wurzeln der GI. (3) vorstellen. Nach einem

bekannten Satze aus der Theorie der Gleichungen ist aber
o
2 q
2 + xp = — —q, wodureh § = — 4 , oderpf=—gq
P P

wird. Durch Substitution der Werthe von p und ¢ aus (4) erhiilt man:

A+ B+ C+ m 4y + BE4 C) =0, (5)
welche Gleichung sofort die Bedingung ausdriickt, welcher die Coor-
dinaten £, 5 des Halbirungspunktes einer unter dem Winkel ¢ gegen
die Axe der = geneigten Sehne Geniige leisten.

I88, Untersuchen wir nun, ob es nicht maiglich ist, dem Punkte

&, # eine solche Lage anzuweisen, dass er jede durch ihn gezogene
Sy i ] ? =] o

Sehne halbire. Zu diesem Behufe muss die GL (5) fiir jeden Werth

von m == tg ¢ erfiillt sein, wodurch sic in die beiden folgenden:

A+ By 4+ C=0, Ay+ Bi+ ¢ =0, (6)



zerfillt, aus welchen man fiir £ und 5 die Werthe:
40— B¢ = AC —BO
BE— A4

ret

I === 717)»2 o .A:"l' (7J

zicht. Diese Ausdriicke filhren zu folgenden Ergebnissen :

a) Ist die Grisse B2 — AA" von Null verschieden, so giebt es
einen, aber auch nur einen Punkt in der Ebene der Curve (1), wel-
cher jede durch ihn gezogene Schne halbirt. Sein Ortist durch die
Gleichungen (6) oder (7) gegeben ¥). Kin mit dieser Eigenschaft be-
gabter Punkt wird Mittelpunkt oder Centrum der Curve genannt.

b) Ist aber B2 — A4A" = 0, und verschwinden nicht gleichzeitig
Leide Zihler in (7), so werden obige Werthe von & und 5 oder wenig-
stens einer von ilmen unendlich; in diesem Falle besitat daher die
Curve keinen Mittelpunkt. Man kann ilin in unendlicher Entfer-
nung liegend annchmen.

¢) Wenn endlich nebst dem Nenner 52 — AA" auch noch die Zih-
ler in (7) sich auf Null reduciren, so nehmen diese Ausdriicke die
unbestimmte form -g— an, woraus man auf dic xistenz von unendlich

vielen Mittelpunkten schliesst. Diess tritt dann ein, wenn die beiden
Gl (6) von einander nicht wesentlich verschieden sind; sie stellen dann
eine Gerade vor, welche der geometrische Ort siimmtlicher Mittel-
punkte ist.

Dieser Fall kann iihrigens — ohme dass aus (1) eine der Coordi-
naten ganz verschwinde nur dann Statt finden, wenn entweder
1) A'C = B(" ist, wodurch wegen 44" = B? auch AC' = BC wird;
oder 2) wenn ¢'= (" = O ist. In beiden Fiillen ist aber der geome-
trische Ort der GL (1) keine Curve, sondern ein System zweier
paralleler Geraden, Inder That, multipliciren wir im ersten Falle
(1) mit A und setzen sodann B statt 44" und BC statt AC", so erhilt
sie die Form:

(dz 4+~ By)? + 2C (dx 4+ By) + A" =0, woraus:
Az + By=— C + V2 —AF (m)
folgt, welche Gleichung offenbar zwei pavallele Gerade bedeutet. Im
anderen Falle, wenn ¢ = €’ = 0, bringt man (1) auf die Form:
Ax + By =+ V— 4F (n)
welehe Gleichung wieder zu zwei parallelen Geraden gehort, wobei in
beiden Iillen die Grisse unter dem Wurzelzeiclien sich positiv erge-

*) Die Gleichungen (6) lassen sich immer leicht hinschreiben, wenn man be-
achtet, dass dieselben nichts anderes sind als die 1sten derivirten Funktionen
[s. 86] des Polynoms der Gl (1), wenn man fiir die erste «, fiir die zweite y als
Veriinderliche betrachtet.
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ben muss, widrigenfalls der (1) gar keine geometrische Bedeutung zu-
kiime. Im 1%'e® Falle reduciren sich nun die beiden Gl. (6) auf die eine:
At + By + C =0 .. (m'), im 2t auf: A8 4 By=0.. (). Es
ist aber (m’) eine Gerade, welche in der Mitte der beiden Geraden (m)
parallel zu denselben liegt und offenbar hat jeder Punkt derselben die
Bigenschaft, jede durch ibn gelegte Verbindungslinie (Sehne) der bei-
den Geraden (m) zu halbiren. Dasselbe gilt von () in Bezug auf die
Geraden (n). Die beiden parallelen Geraden (m) oder (n) fallen iibri-
gens in je eine einzige zusammen, wenn die Grisse unter dem Wur-
zelzeichen verschwindet.
Die durch die Gleichung (1) dargestellten Curven
zweiter Ordnung zerfallen hiernach in zwei Klassen, von
~welehen die eine jene krummen Linien umfasst, welchen

ein Mittelpunkt zukommt (wenn B2 — A4 ZOJ, die andere

aber jene, welche keinen Mittelpunkt haben.

189. Nimmt man den Mittelpunkt einer Curve, im Falle ein sol-
cher existirt, als Ursprung an, so muss die Gleichung derselben noth-
wendig die Eigenschaft erhalten, sich nicht zu fndern, wenn man
— x, — y an die Stelle von o, y setzt. Denn es sei (Fig. 21) O der
Urgprung und zugleich Mittelpunkt irgend einer Curve, und OM eine
beliebige durch denselben gezogene Gerade, welche die Curve in M
sehneidet, so muss, wenn man auf der Verliingerung von M0, OM'
= OM macht, anch M ein Punkt der Curve sein, wo nun sogleich
erhellt, dass die Coordinaten der Punkte A7, M’ numerisch gleich aber
entgegengesetzten Zeichens sind. Sind also 2, y ein Paar Werthe der
Coordinaten, welche der Gleichung der Curve Geniige leisten, so miis-
sen auch die Werthe — a, — y dieselbe identisch machen. Diese
Eigenschaft wird der Gleichung offenbar nur dann zukommen, wenn
siimmtliche von @ und y abhiingige Glieder derselben zugleich ent-
weder von gerader oder ungerader Dimension nach a, y sind. -

Hieraus folgt also, dass aus der Gl (1) die linearen Glieder in
« und y verschwinden miissen, wenn wir ohne Veriindernng der Rich-
tung der Axen den Ursprung in den Mittelpunkt verlegen, wenn ein
solcher existirt. In der That setzen wirin (1) v =a" 4 §, y=y'4,
so geht diese Gleichung iiber in:

Ax'? 4 Ayt 4 2By + 2045 + By + O) 2 )

=]-
+2y+BE+CVy | T

wenn Kiirze halber:
K=— (A2 + A2 + 2B%y; + 2C5 + 2Cy + F)
gesetzt wird. Ist nun der neue Ursprung Mittelpunkt der Curve, so
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verwandelt sich dicse Gleichung mit Riicksicht auf (6) in folgende
einfachere:

Ax'? 4 A'y"* + 282y =K, (8)
wo die Coefficienten 4, A', B dieselben sind wie in (1), und der Aus-
druck von A" sich auf die einfachere Form:

K=—(Cs+ Cy + F) (9)
bringen lisst, da in dem obigen Werthe von A der Theil:
AF A AP+ 2BE+ Ci 4 Cy=(A5+ By +C)§ 4 (A'y+ BE + Oy

in Folge der Gl (7) verschwindet.

190. Kehren wir nun zur Gl. (5):

A+ B+ CH+m{dy+BE+ C)=0 (5)
zuriick, in welcher hekanntlich &, 5 die Coordinaten des Halbirungs-
punktes einer unter dem Winkel ¢ gegen die Abscissenaxe geneigten
Sehne bedeutet und m = tg ¢ ist. Betrachten wir jetzt m als constant
und &, 4 als veriinderliche Coordinaten, d. h. denken wir uns eine
Schaar paralleler Sehnen gezogen, so driickt die Gl. (5) offenbar die
Bezichung aus, welche zwischen den Coordinaten der Halbirungs-
punkte aller dieser Sehnen stattfindet; sic ist also die Gleichung des
geometrischen Ortes dieser Halbirungspunkte, welcher somit, da (5)
nach & 5 vom 1°°" Grade ist, eine gerade Linic ist. Hieraus folgt
also, dass bei den Linien zweiter Ordnung die Halbirungs-
punkte eines Systemes paralleler Sehnen in einer Ge-
raden liegen.

Eine gerade oder krumme Linie, welche eine Folge paralleler
Selmen einer Curve halbirt, heisst ein Durchmesser oder Diame-
ter der Curve.

Alle Linien zweiter Ordnung besitzen daher gerad-
linige Durchmesser.

Da die Gl (5) des zu dem, unter dem Winkel ¢ gegen die Ab-
scissenaxe geneigtenSelnensysteme gehorigen Durchmessers fiir jeden
Werth von m = tg ¢ bestehen kann, so entspricht jedem Sy-
steme paralleler Sehnen ein Durchmesser.

Durch Auflisung nach 5 erhilt die GL (5) des Durchmessers die
Form:

A+ Bm C+ Cm
T A'm + B §— A'm +_E
Ist y der Neigungswinkel dieses Durchmessers gegen die Abscis-

=

(10)

senaxe, so hat man, wenn w’ = tg y, vermige (10):
A+ Bm

_A'ut-l-B. 2

m =



Setzen wir in (1) B2 — AA’ Z 0 voraus, so existirt bekanntlich

ein Mittelpunkt , dessen Coordinaten sich aus den GL (6) ergeben,
und — wie aus der Vergleichung dieser Gleichungen mit der Gl (5)
eines Durchmessers sogleich erhellt — der letztgenannten Gleichung
Geniige leisten.  Hieraus folgt, dass bei jenen Linien zweiter
Ordnung, welehen-ein Mittelpunkt zukommt, alle Durch-
messer sich in diesem Punkte schneiden, Umgekehrt ist jede
durch den Mittelpunkt gezogene Schne ein Durehmesser, weil in (6)
m == tg ¢ willkiihrlich ist.

Anders gestaltet sich die Sache, wenn B2 — 44" = 0 ist; denn
multiplicirt man Zihler und Nenner in (11) mit 4, und schreibt 52
statt 44’, so erhiilt man m’ = — ;, woraus folgt, dass in diesem
Falle die Richtung des Durchmessers von der Sehnenrich-
tung unabhingig wird; die Gleichung des Durchmessers geht
iiber in:

o B < 4 Cm

= A S Anm + 5’
und folglich entspricht zwar ebenfalls jedem Sehnensysteme ein be-
stimmter Durchmesser, aber alle Durchmesser werden unter sich pa-
vallel; ihr Durchschnittspunkt (der Mittelpunkt) liegt in unendlicher
Entfernung.

List man die GL (11) nach i auf, so erhiilt man:

A+ Bw
welehes Resultat aber aus (11) auch dureh blosse Vertauschung von
m mit # hervorgeht. Denkt man sich daher parallel zu irgend einem
Durchmesser (5) ein zweites Sehnensystem, so liegt der zu diesem ge-
hirige Durehmesser parallel zu dem ersten Sehmensysteme.  Wir er-
halten hiedurch zwei Durchmesser, deren jeder das zu dem
anderen parallel gezogene Sehnensystemhalbirt. Man nennt
ein Paar solcher Durchmesser conjugirte Durchmesser. Da hie-
bei eine von den Grissen m, m’ willkiirlich angenommen werden kann,
so entspricht jedem Durchmesser ein conjugirter, und es gibt daher
in den Linien 2'** Ovdnung unendlich viele Systeme conjugirter Durch-

nm =

messer,
Der Winkel « endlich, unter welchem ein Durchmesser sein Seh-
nensystem schuneidet, ist durch die Gleichung

Hergr, Hoh. Mathematik, 1. 20



306
gegeben, und im Allgemeinen von einem rechten Winkel ver-
schieden.

191, Nichts hindert, einen Durchmesser als Abscissenaxe anzu-
nehmen und die Axe der y den zugehorigen Schuen parallel zu legen.
Transformirt man sodann die Gl (1) auf dieses neue Coordinaten-
system, so entsprechen jedem Werthe von o, z. B. = 0P, (Fig. 22.)
zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe von y: P = P, woraus
folgt, dass die transformirte Gleichung nach y rein guadratisch sein
muss. Hiedurch ist also ein zweites Mittel gegeben, die Gl (1) zu
vereinfachen, indem dadureh die Glieder mit den ersten Potenzen von
# hinausfallen. Da man jedoch hicbei im Allgemeinen auf ein schief-
winkliges Coordinatensystem gerathen wiirde, so entsteht die Frage,
ob die Linien zweiter Ordnung nicht solehe Durchmesser besitzen,
welche die zngehirigen Sehnen unter einem rechten Winkel schneiden.

Ein Durchmesser, welcher seine Sehunen senkrecht schneidet,
heisst ein Hauptdurchmesser, und die zugehdrige Richtung der
Selmen Mauptrichtung. Es ist klar, dass ein Hauptdurchmesser
die Curve in zwel symmetrische Zweige theilt.

192. Bezeichnen wir, wie oben, mit m, m’ die Tangenten der
Winkel ¢ und ¢, welche ein System paralleler Chorden und der zuge-
horige Durchmesser mit der Axe der a einschliessen, so driickt be-
kanntlich die Gleichung nun’ 4+ 1 =0 die Bedingung aus, dass der
Durchmesser das Sehnensystem senkrecht sehneide, welehe Gleichung,
wenn inan mit Hilfe von (11) ' eliminirt, in folgende iibergeht:

A'm + B

Am+B__ ’
L B 2 e

Aus dieger Gleichung kann man den Winkel ¢, welcher jetzt eine
Hauptrichtung bestimmt, auf mehr als cine Weise finden. Schreibt

sin g . . . .
man P statt m= tg ¢, so erhilt sie durch Wegschaflung der Briiche
cos

die Form:

(4'— 4) sin g cos ¢ 4 B(cos p2—sing?) =0, (13)
woraus, weil sin 2 = 2 sin ¢ cos ¢, und cos 2g = cos ¢ — sin ¢*
ist:

28
tO‘ 2 T (l-l-
e - )

folgt. Ordnet man jedoch die GL (12) nach der Grosse m = tg ¢, so
erhiilt man:



— A4 )
—u— gy —1=0, (15)

aus welcher sich
A—A+ VA=A F 452
tg g = =1 (16)
20

ergibt. Diese Gleichung, welche (so wie (14)) fiir tg ¢ zwei, jederzeit
reelle Werthe darbietet, zeigt nun, dass die Linien 2" Ordnung im
Allgemeinen zwei Hauptrichtungen und somit auch zwei Haupt-
durchmesser zulassen.

Bezeichnet man mit g, ¢, die beiden aus (16) folgenden Weithe
von ¢, so sind tg ¢, tg g dic Wurzeln der GL (15); ¢s ist somit nach
einem bekannten Satze aus der Theorie der Gleichungen:

tg g tg gp = — 1,
woraus folgt, dass die beiden Hauptdurchmesser auf einander
senkrecht stehen. a

Diese Ergebnisse erleiden unter Umstinden einige Modificationen,
auf welche wir schon durch den Widerspruch anfmerksam werden, in
welchem dieselben mit dem in §. 190 erhaltenen Resultate zu stehen
scheinen, dass in dem Falle, wemn 52 — AA =0, siimmtliche Durch-
messer zu einander parallel werden.  Um hieritber ins Klare zu kom-
men, wollen wir zur Bestimmung der Hauptrichtung aus GL. (12) noch
einen anderen Weg einschlagen. Setzén wir den Nenner 4 + B in=s,
0 erhalten wir statt (12) das System der beiden Gleichungen:

Am 4 B=ms, oder (4 —s)m 4 B=0, ]

A+ Bm=s, A- s + Bm = 0./ Ld
Durch Elimination von s erhiilt man zundichst:
(A4 — ) (4 — s) — B2 =0, ;
oder geordnet:
22— (A4 4)s — (B2 — 44) =0, (18)
woraus :
g 2 "2' 4 & V(A A 4 4B? (19)

folgt. Bezeichnet man diese lwidcu immer reellen Wurzeln der GI1. (18)
mit sy, sy, so erhiilt man durch Substitution derselben aus einer der
GL (17) die gesuchten Werthe von s, my und m, fiir die beiden Haupt-
richtungen, wie wir sie schon in (16) dargestellt haben.

Es kénnen nun offenbar nur folgende drei Fiille eintreten:

I. Die beiden Wurzeln s und s, sind sowohl unter sich
als von der Null verschieden. Bedingung hiefiir ist:

A+A > K. ;/(,1-,1 452

20*
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d. i. gehorig reducirt: 52 — 44’ Z 0, also die Curve mit einem

Mittelpunkte versehen. Mit s; und s erhalten wir aus (17) zwei
bestimmte Werthe fiir m, somit zwei Hauptrichtungen, welchen zwei
auf cinander senkrechte, im Centrum der Curve sich sehnei-
dende Hauptdurechmesser entsprechen.

II. Die beiden Wurzeln ¢ und s, sind gleich, aber von
Null verschieden. Hiezu wird erfordert, dass in (19) das Radikal
verschwinde, also:

A= 4", B=0,

sei, wodurch sy = ¢, = A = 4" wird. Die Gl (12) oder jene (17)
sind in diesem Falle fiir jeden Werth von m erfiillt, d. h. jede belie-
bige Richtung ist eine Hauptrichtung, somit jede durch den
(in diesem Falle wegen B2 — 44" = — A2 < O existirenden) Mittel-
punkt gezogene Gerade ein Hauptdurchmesser. Daraus folgt
nothwendig, dass alle Punkte-der Curve vom Mittelpunkte gleichweit
entfernt sind.  Denn es sei (Fig. 23) C der Mittelpunkt, A2 cin belie-
biger Durchmesser, welcher die Curve in 4 und 5 schneidét, also AC
= [, endlich 2 ein beliebiger Punkt der Curve. Man ziehe die
Seline A3 und durch den Mittelpunkt €' eine Gerade PQ senkrecht
auf AM.  Nun ist PQ, so wie jede durch den Mittelpunkt gezogene
Gerade ein Hauptdurchmesser; folglich halbirt PQ die Sehme A, also
ist A1) = MD, woraus MC = AC folgt. Die GL (1) bedeutet somit
in. diesem besonderen Falle, wenn die Quadrate von & und y gleiche
Coefiieienten haben und das Product xy fehlt, einen Kreis, was mit
fritheren Ergebnissen [§. 175.] vollkommen iibereinstimmt.

III. Esist eine der beiden Wurzeln, z. B. s, = 0; Bedin-
gung hiefiir ist, dass in (18) das absolute Glied verschwinde, also

32— A4 =0
sei. Fiir die 2t Wurzel folgt aus (18): s = A4 + 4.

Mit diesen Werthen von s erhalten wir nun aus (17) allerdings

zwel bestimmte Hauptrichtungen:

A B A I

ﬁziz, My = *h;='];

allein nur der zweiten entspricht ein bestimmter Hauptdurchimesser.

Setzen wir niimlich in der Gl. (10) eines beliebigen Durchmessers statt

A4 Buund A'm 4 1 die Werthe s und ms aus (17), so erhalten wir

als Gleichung eines Hauptdurchmessers: )
s(E+mp) + C+ C'm=0. 20)

Diese Gleichung gehirt nun offenbar ¢iner vollkommen bestimmten

Hll _ —

Geraden — dem ecinen bestimmten Hauptdurchmesser —, wenn wir
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darin obige Werthe s = s, und m = m, substituiren. Allein fiir den
2ten Hauptdurchmesser erhiilt man aus (20) fiir:

=5 =0, mdm=m = — —:

0.& 4 m )+ C+ Cmy ) (21)
wo nun zwel IYdlle zu unterscheiden sind.

1) Ist C 4 C'wy = (CA" — BC) : A =0, wozu entweder 4'C
= BC oder = ("=0 erfordert wird, in welchem Falle [§. 188, ¢.]
unendlich viele Mittelpunkte dem Orte der GL. (1) zukommen, so ist die
GIL (21) identisch fiir jedes & und 5 erfiillt, d. h. jede Gerade, welche
ich durch einen belicbigen Punkt senkrecht auf die durch my hestimmte
Selnenrichtung ziehe, ist ein Hauptdarchmesser. Diess ist offenbar
nur moglich, wenn jeder Punkt irgend einer von diesen Sehnen als
[albirungspunkt derselben angesehen werden kann, die Sehnen somit
unendlich lang sind und weder auf der einen noch anderen Seite den
geometrischen Ort der GL (1) treffen, was nur Statt finden kann, wenn
dieser ein System zweier parallelen Geraden ist.  Diess steht mit den
Ergebnissen in §. 188, ¢, vollkommen im Einklange. Man hat also
hier einen bestimmten Hauptdurchmesser und unendlich viele darvauf
senkrechte.

2) Ist aber C <4 "my von Null verschieden, in welehem Falle
der Ort der GI (1) keinen Mittelpunkt hat, so lisst sich der Gl (21)
durch endliche Werthe von § und y nicht Geniige leisten. Schreiben
wir (20) in der IForm:

I

L & CH+ C'm
) = — — — — —
! m ms

setzen darin m ==y und lassen s immer kleiner werden, so driickt
sie eine Gerade aus, welehe parallel zu sich selbst immer weiter vom
Ursprunge sich entfernt; fiir s = s; = 0 geht sie in den 2'*" Haupt-
durchmesser iiber, welcher aber nun in unendliche Entfernung fillt,
folglich nieht existirt. In diesem Falle, dem einzigen, haben wir daher
nur einen Hauptdurehmesser, weleher mit der Axe einen Win-
kel w einschliesst, dessen trigonometrische Tangente = m,, also:

A V4

tl" W= —-—=— = 22
= B A (ad}
ist. )

Anmerkung. Beide Wurzeln der GL (18) kinnnn nicht = 0 sein;
denn hiezu wiirde /A = .1' = 0 und B = 0 erfordert, wodurch aber die GI1.
(1) auf den 1sten Grad herabsinken wiirde.

193, Die bisherigen Untersuchungen bieten nun hinreichende Mit-
tel dar, um die Gl. (1) durch Transformation der Coordinaten auf die

méglichst einfachen Formen zuriickzufihren.
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Da, wie wir im vor. § geschen haben, wenigstens ein Haupt-
durchmesser immer existivt, so kénnen wir diesen als Axe der « an-
nehmen; filhrt man diese Transformation aus, zu welchem Zwecke
das Axensystem um den-durch GL (16) bestimmten Winkel ¢ gedreht
werden muss, so wird [§ 191] die GL (1) die Glieder mit den 1%te"
Potenzen von y verlieren und somit die FForm:

Mz? 4+ Ny* 4+ 2Rz + =0 (23)
annehmen, in welcher somit noch siimmtliche Linien der 2'*® Ordnung
enthalten sein miissen.

Entweder wird nun in Folge dieser 1%5'*® Transformation 47, der
Coefficient von «2, von O verschieden sein, oder es wird anch M=0.

Im 1%ten Falle kann man die GL (23) von dem Gliede mit der

. . F Il
1sten Potenz von a befreien, indem man z = «" — g7, setzt, d.h. den
7

Ursprung auf der - Axe um das Stiick 2 : 3 zuriickschiebt, wodurch
die GI. (23) die Form erhiilt:

Mzx? 4+ Ny =K. (I)

Tm 2ten Falle geht (23) wegen M==0 iiher in Ny2 4 2Rz~ F =0,

aus welcher Gleichung das constante Glied F weggeschafft werden

: P
kann, indem man z = &’ — —— setzt, d. h. den Ursprung auf der
2R

- Axe um das Stiick — I7: 22 zuriickschiebt, wodurch man:
' Nyt + 2Rz =10 (I1)
erhilt.

Wie aus der Form der Gl. (I) erhellt, ist der Ursprung Mittel-
punkt der Curve, dessen Coordinaten durch die Gl. (7) gegeben sind,
und die beiden Coordinatenaxen sind Hauptdurchmesser. Diese
Gleichung umfasst daher jene geometrischen Oerter der G1. (1), welche
einen Mittelpunkt, oder auch deren unendlich viele hesitzen.

Aus der Form der GI. (IT) ersieht man, dass der Ursprung kein
Mittelpnunkt und nur die Axe der @ ein Hauptdurchmesser ist ; und da aus
dieser Gleichung das lineare Glied 2Rz nicht weggeschafft werden
kann, so begreift diese Gleichung jene geometrischen Oerter der Gl.
(1), welehen kein Mittelpunkt zukommt.

Schreiten wir nun zur Discussion dieser GGleichungen.

194, Discussion der Gleichung:
Mzx? 4 Ny? = K. 1.
Da die von O verschiedene Grisse 3 immer positiv vorausgesetzt
werden kann, so haben wir folgende Fille zu betrachten:
1) N positiv.
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@) K positiv. Der geometrizche Ort der GL I ist in diesem Falle
eine Curve, deren Gestalt sich leicht durch folgende Discussion ergibt.

e ; :
Fiir y = 0 folgt x = + ]/ 11[; die Curve schneidet daher die Axe
2
der @ in zwei Punkten 4, 4’, (Fig. 34), deren Entfernung vom Ur-

s /K ;
sprunge ( Mittelpunkt der Curve)=— + lf’ 1; ist. Eben so findet man

ei Durchschnittspunkte

. 'K
fire=0,y= + l/ v
B, B der Curve mit der Axe der . Aus L folgt ferner:

= + ]// M (___:u“), x= % l/N (ﬁ—’z)

il.[ ﬂ[
woraus man ersicht, dass y imaginiir wird fiir Werthe von «, welche

sind ; eben so entspricht jedem Werthe von

K ; ; :
y > ]/T ein imaginirer Werth von a; es liegt daher kein Punkt der

Curve ausserhalb des durch die vier Geraden gebildeten Rechteckes,
welche durch die Punkte A, A°, B, B" parallel zu den zwei coordinirten
Axen gezogenwerden. Hingegen entsprechen jedcm positiven oder nega-

tiven @, dessen Zahlenwerth die Grisse 1 — nicht iiberschreitet, zwei

reelle, gleiche und entgegengesetzte Wurtlw von y; unsere Curve ist
daher eine geschlossene, nach allen Richtungen begrenzte. Ihren gross-
ten Werth erreicht die Ordinate y fiir 2 == 0, in den Punkten 7 und

B'; sie nimmt fiir (positiv und negativ) wachsende & fort und fort ab,

und wird = 0, fir x = + Vﬂ[-

])icss geniigt, um sich eine deutliche Vorstellung dieser Curve,
welehe Ellipse genannt wird, bilden zu konnen.

Die von der Curve begrenzten Stiicke 44" und B5" der heiden
Hauptdurchmesser heissen die Axen der Ellipse, die eine die grosse,
die andere die kleine. Setzen wir die Hilften derselben OA4 = a,

OB =1, so ist a = l/ T b= {f , durch deren Einfiilirung die
Gl I in folgende:
- 3+ Y =1 , oder a%y? 4 b2x? = a?b* (24)

b}
iibergeht. Die Endpunkte der beiden Axen: 4, A, B, B heissen die
Scheitel der Ellipse.
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In dem besonderen Falle, dass M = N sich ergibt, wird auch
a = b und die GL. I und (24) gehen iiber in:
K
@y = % @ 4 yt=a?,
; . /K .
welehe einem Kreise vom Halbmesser a = ] i angehdrven.  Der
Kreis ist dalier als ein specieller FFall der Ellipse zu betrachten.
#) Knegativ. Dadie Summe zweier wesentlich positiver Grossen
Ma? und Ny? nicht negativ sein kann, so kommt in diesem Falle der
Gl. L. keine geometrische Bedeutung zu. (Imaginiire Curve).
7) == 0. Die Gl L reducirt sich in diesem I"alle auf:
Mz? 4 Ny =0
und wird nur durch die Werthe = 0, y = 0 ecrfiillt. Diese Glei-
chung, somit auch jene (1) bedeutet daher in diesem Falle einen Punkt,
den jetzigen Ursprung, dessen Coordinaten in Bezug auf das urspriing-
liche Axensystem durch die Gleichungen (7) zegeben sind.
2) N negativ.
Setzen wir, um das Zeichen des Cocfficienten von 42 ersichtlich
zu machen, N==— N, so haben wir es mit der Gleichung:
Mzx? — N'y2 = K (25)
zu thun, in welcher N eine wesentlich positive Grisse.
«) K positiv. Aus (25) findet man:

/ﬂ_i(ff K') 1/2\7— K\
L] = f o | J—— — + o 2 el I
Y i ]’ ‘N" _‘m .ZII b x —_ M (4?/ + 4\'”)

Da fiir @ = 0, y imaginiir ausfillt, so wird die Axe der y von
der Curve nicht geschnitten, wohl aber die Abscissenaxe in zwei Punk-
ten A, A" (Fig. 38), fiir deren Abscigsen 04 und OA" man die Werthe

/ K s g
+ l j—l} findet. Weil ferner fiir jeden positiven oder negativen Werth

; Pl o ; 5 ;
von @, welcher numerisch < ]/ i ist,  imaginir wird, so liegt kein
Punkt der Curve zwischen den zwei Geraden, welche durch die zwei
Punkte A4, A" senkrecht auf die a-Axe gezogen werden. Hingegen
entsprechen jedem positiven oder negativen Werthe von x, welcher

K § ; .
absolut > 1/1—[ ist, zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe von
y, welehe mit @ fort und fort bis ins Unendliche zunehmen. Die durch

die GL. (25) dargestellte Curve hesteht daher aus zwei getrennten,
auf beiden Seiten der Ordinatenaxe liegenden Aesten, deren jeder wie-
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der symmetrisch zu beiden Seiten der x-Axe sich ins Unendliche
erstreckt.

Diese Curve fiithrt den Namen Hyperbel. Sie wird nur von
einem der beiden Hauptdurchmesser in den Punkten 4, A" getroffen,
welche die Scheitel der Hyperbel genannt werden. Das zwischen
beiden Scheiteln liegende Stiick 44" des einen Hauptdurchmessers
heisst die erste Axe (auch Queraxe, reelle Axe); bezeichnet

/&

man die Hiillfte 04 = 0A" derselben mit @, so ist a = |/ i setzt

man iiherdiess noch 4 = ]/V—’ so nimmt die Gl (25) der Hyperbel

die Form an:

3 2

:{; — I:C— =1, oder a?%y? — b2z = — a??, (26)
welche Gleichungen, wie man sieht, aus jenen der Ellipse (24), her-
vorgehen, wenn man dort — 42 statt 52 oder &) —1 statt & setzt. Da
aus (26) firz =0, y = + bV —1 als Ordinate des (imaginiiren)
Durchschnittspunktes der Ilyperbel mit der Axe der y sich ergibt, so
nennt man der Analogie mit der Ellipse zufolge bei der Hyperbel die
Grosse 26 die zweite oder imaginire Axe, deren halbe Linge
b= 0} = OB zu heiden Seiten des Mittelpunktes auf dem zweiten
Hauptdurehmesser aufgetragen wird.

Fiir M= N' = — N wird a = & und die Hyperbel heisst dann

eine gleichseitige.

3) Knegativ. Durch Aenderung siimmtlicher Zeichen geht in
diesem Falle die GL (25) in folgende iiber:
Nyt — Mz? = K,
welche von derselben orm ist, wie (25) und folglich wieder cine Hy-
perbel bedentet, mit dem Unterschiede, dass im jetzigen Falle die
erste Axe derselben auf der Axe der y liegt.
o o B 4\” . ey .
y) £ = 0. Hiefiir folgt aus (25): y= 4+ « l/i}' , eine Glei-
!
chung, deren geometrischer Ort ein System zweier sich im Ur-
sprunge schneidenden Geraden ist.
3) N=0.
In diesem Falle folgt aus (I):
v=+ V ”
M
eine Gleichung, deren geometrischer Ort ein System zweier pa-
ralleler Gervaden ist, welche reell oder imaginir sind, je nachdem
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K positiv oder negativ ist, und sich zu einer einzigen reellen Ge-
raden vereinigen, wenn A = 0 sich ergibt.

195. Discussion der Gleichung:

Ny 4 2Rxe =0 (1)

Dicse Gleichung bictet zu keiner Unterscheidung Veranlassung,
da N immer positiv angenommen werden kann und das Zeichen des
anderen Gliedes von keinem Einflusse ist; denn wiire dasselbe negativ,
so diirfte man nur — @ mit 4 @, d. i. die beiden Halbaxen der x mit
einander vertauschen, um die obige Form wieder zu erhalten. Setzt

; ,
man — Z\Jf = p, so crhiilt obige Gleichung die einfache Form:

) ¥ = pa, (27)
woraus y = -+ I/p; folgt. Diese Gleichung liefert nur fiir solche
Werthe von @, welche mit p gleiches Zeichen hahen, reelle Werthe
von y, daher die durch dieselbe dargestellte Curve nur auf einer Seite
der y - Axe liegt. Fiir @ = 0 wird y =0, die Curve geht also durch
den Ursprung. Fiir jeden mit p gleiches Zeiclien habenden Werth von
@ folgen aus (27) zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe von y,
welche mit @ bis ins Unendliche zunehmen. Die Curve (Fig. 27) be-
steht daher aus zwei vom Ursprunge aus nach der positiven oder ne-
gativen Scite der x-Axe (jenachdem p positiv oder negativ) sich
erstreckenden, gegen diese Axe symmetrisch liegenden und sich von ihr
immer mehr und mehr entfernenden unendlichen Aesten, und wird Pa -
rabel genannt.

Der Punkt A, in welchem die Parabel von ihrem Hauptdureh-
messer geschnitten wird, heisst der Scheitel, der Hauptdurchmesser
AX die Axe, die Constante p, welche in der auf den Hauptdurchmesser
als Abscissenaxe und den Scheitel als Ursprung sich beziehenden Glei-
chung (27) als Coefficient von @ erscheint, der Parameter der Pa-
rabel.

Fasst man die Ergebnisse der beiden letzten Paragraphe zusam-
men, so gelangt man zu dem Schlusse, dass aus einer Gleichung des
zweiten Grades zwischen zwei veriinderlichen Grissen nur drei ver-
schiedene krumme Linien hervorgehen: die Ellipse, Hyperbel
und Parabel, welche somit die einzigen krummen Linien zweiter Ord-
nung sind, wobei der Kreis als specieller Iall der Ellipse mit einge-
schlossen ist.

Uebrigens kann die Gleichung auch jeder geometrischen Bedeu-
tung ermangeln, sic kann einen Punkt, cine gerade Linie, zwei pa-
rallele Gerade, oder endlich zwei sich durchsehneidende gerade Linien
zum geometrischen Orte haben.
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Die obigen Curven heissen bekanntlich auch Kegelschnitts-
linien, weil sie durch den Durchschnitt eines Kegels mit einer Ebene
erstehen.

196, Die Beantwortung der Frage, welehe von den drei Curven
der Ort einer gegehenen Gleichung des 2'» Grades mit hestimmten
Coefficienten sei, Lisst sich auf sehr einfache Merkmale zuriickfiihren.

Soll die GI. (1) einer Parabel angehidren, so muss 32 — AA’
= 0 sein, weil einerseits nur unter dieser Bedingung der Ort der
Gl. (1) keinen Mittelpunkt zuliisst [§. 188, b], anderseits die Parabel
die cinzige Curve 2'°" Ordnung ist, welche keinen Mittelpunkt besitzt.
— Ist ausserdem noch A'C'= B, oder €' = (" = 0, so bedeutet
die GL (1) zwei parallele, oder eine einzige Gerade [§. 188, ¢], daher
diese Oerter auch als Varietiiten der Parabel betrachtet werden, in
welche diese Curve anch geometriseh leicht itbergefiihrt werden kann.

Soll aber GIL. (1) einer Ellipse oder Hyperbel angehiren, so
muss B2 — 44" von O verschieden sein, weil nur unter dieser Bedin-
gung ein einziger Mittelpunkt existirt. Beide Curven unterscheiden
sich dadurch, dass erstere zwei reelle Axen, letztere nur eine
solche besitzt; wir wollen daher diese Axen durch die Coefficienten der
GL (1) unmittelbar ausdriicken.

Diese Gleichung nimmt bekanntlich [§. 189], wenn wir den Ur-
sprung in den Mittelpunkt versetzen, die Form an:

Ax? 4+ A'y? 4 2Bxy = K,
wo der Werth von K mittelst der GL. (9) und (7) berechnet werden kann.

Verbindet man diese GL mit der Gleichung y = mx einer durch
den Ursprung (Mittelpunkt) gezogenen Geraden, so erhiillt man fiir die
Coordinaten der Durchschnittspunkte die Ausdriicke :

. K N m2K
T A+ Aw ok T A4 At 28w
und fiir deren Entfernung vom Mittelpunkte :
Kim® 4 1)
A+ Am® + 2Bm’ ()

Offenbar wird nun 22 zu einer der Halbaxen, wenn wir die Gerade
y = max mit cinem der Hauptdurchmesser zusammenfallen lassen, also
die Grisse m, von welcher die Richtung von 2 abhiingt, so bestimmen,
dass sie den GIL. (17):

Am 4+ B=ms, A+ Bm—=s
Geniige leiste.  Multiplicirt man aber die 1t dieser Gleichungen mit
m, und addirt sie zur zweiten, so erhiilt man:

A4 Am2 4 2B = s (m? + 1),

2= a? 4 y* =




womit aus ()

=)= (28)

folgt.  Diese Gleichung liefert sofort die Werthe der zwei Halbaxen,

wenn man die aus (17) durch Elimination von m sich ergebenden zwei

Werthe der Hiilfsgrisse s:
1 1

s=— (A 4+ A) + 5V(d — A): 4 4B

2

substituirt; und zwar, wie man sielit, in reeller oder imaginirer Form,
je nachdem der Quotient A : s positiv oder negativ ist. Hieraus folgt
nun sogleich, dass fiir die Ellipse beide Werthe von s mit gleichen,
fir die Hyperbel mitentgegengesetzten Vorzeichen versehen sein
miissen; da ferner der dem oberen Zeichen entsprechende Werth von
s nothwendig positiv ist, so muss fiir die Ellipse:

V(A — AP + 482 << A+ A, d.i. B2 — A4 < 0
oder negativ, fiiv die Hyperbel aber B2 — 44" = 0 oder posi-
tiv sein.

Die Ellipse wird iibrigens imaginiir, wenn A negativ ist, weil dann
beide Werthe von R imaginiir ausfallen; sie degenerirt in einen Kreis,
wenn beide Werthe von s gleich, also 4 = A" und 7 =0 ist; endlich
in einen Punkt, wenn A = 0. Kreis und Punkt sind daher Varietiten
der Ellipse.

Ist 32 = AA" >> 0, so ist, A mag positiv oder negativ sein, der
Ort der GI. (1) eine Hyperbel, welche jedoch fiir A== 0 in cin System
zweier sich schneidenden Geraden degenerirt.

Wir werden das Binom 5% — A4" das charvakteristische Bi-
nom einer Gleichung des 2" Grades nennen,

197. Die Gleichungen der Ellipse und Hyperbel nehmen eine be-
merkenswerthe Form an, wenn man dieselben auf einen Scheitel als
Ursprung bezieht, und den durch diesen Scheitel gehenden Durch-
messer als Abscissenaxe annimmt, wie diess bei der Gleichung der Pa-
rabel, y? == pa der Fall ist.

Fiir die Ellipse hatten wir als Mittelpunktsgleichung:

a*y? 4 0%t = a*b?;
legen wir nun den Ursprung in den linken Scheitel 4 (IFig. 25), so
haben wir in dieser Gleichung @ — « statt @ zu sctzen und erhalten
dadurch als Scheitelgleichung der Ellipse:

ypr=—ax — — a? (29)
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Fiir die Hyperbel versetzen wir den Ursprung in den rechten
Scheitel 4 (Fig. 26), zu welehem Zwecke wir in der Mittelpunktsglei-
chung derselben: b2z? — a2y? — 262, & 4+ « an die Stelle von x
treten lassen, und finden als Scheitelgleichung der Hyperbel:

0 2 B (30
Y= — 2z + — a2 :
Y « a? )
y 2)2 e B -
Setzt man — == p, so nehmen beide Gleichungen die Form an:
a
5 _— g
¥ = px 4 oz &% (31)

- wo das obere Zeichen der Ellipse, das untere der Hyperbel entspricht.
Liisst man in dieser Gleichung, wiithrend p unveriindert bleibt, «

. ap
unendlieh gross werden (wodurch, wegen § = VSJ’ auch & unend-

lich zunimmt), so verwandelt sich dieselbe in y? = px, d. i. in die
Scheitelgleichung der Parabel, woraus folgt, dass die Parabel als
eine Kllipse oder Hyperbel betrachtet werden kann, deren
grosse, beziehungsweise reelle Axeunendlich gross gewor-
den ist.

P

5 = ¢ gesetzt, 50 sicht man, dass alle
Za

i s OB s
Wird noch - —=
o=
drei Curven dureh eine und dieselbe Gleichung:

) y? = px 4+ qx? ) (32)
dargestellt werden, und dass diese Gleichung einer Parabel, Ellipse
oder IHyperbel angehirt, je nachdem ¢ == 0, negativ oder positiv
ist.

2

Die Grisse p = '% fithrt auch in der Ellipse und Hyperkel, der

Analogie mit der Parabel gemiiss, den Namen Parameter; er ist die
dritte geometrische Proportionale zu 2a und 24, da:
202 402 0 26.2)

# a  2a 2a
Endlich zieht man aus der GL (31) der Ellipse und Hyperbel noch
den Schluss, dass diese beiden Curven in der Niihe ihres Scheitels mit
einer Parabel von gleichem Parameter p um so mehr zusammenfallen,
je grosser « ist, d. L. je gestreekter sie sind, indem fiir kleine Werthe
2
von @ das Glied ‘Tj)% gegen pa um so unmerklicher wird, je grisser

a ist.
198, Eine krumme Linie der zweiten Ordnung kann bekanntlich
von einer Geraden in nicht mehr als zwei Pankten geschuitten werden,
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Hieraus folgt, dass man sich eine solche Curve durch den Durchsehnitt
einer beweglichen Geraden mit einem Kreise entstanden denken
kann, dessen Halbmesser sich stetig dindert. Versuchen wir, auf Grund
dieser FErzeugungsart der Linien zweiter Ordnung, diese analytisch
auszudriicken.

Denken wir uns zu diesem Zwecke die Curve (1) construirt, und
aus einem beliebigen Punkte ¢, § als Mittelpunkt cinen Kreis vom
Halbmesser 22,

—8 + (@ — w2 = B2 (m)
beschrieben; dieser wird die Curve im allgemeinen in vier Punkten
schneiden, von welehen jedoch nur jene zwei in Betracht kommen,
durch welche wir die schneidende Gerade

y=oax + ¢ (n)
legen. Es ist klar, dass jedem mit einem bestimmten Halbmesser
beschriebenen Kreise eine bestimmte Lage der heweglichen Geraden
entspricht, woraus folgt, dass e und ¢ Funktionen dieses Halbmessers
R sein miissen.

Da die Coordinaten ¢, 8 des Kreismittelpunktes willkiirlich sind,
$0 wollen wir die Lage dieses Punktes so annehmen, (dass diess mig-
lich, wird aus dem Folgenden von selbst hervorgehen), dass die be-
wegliche Gerade immer zu sich selbst parallel bleibe, wodurch einer-
seits der Punkt «, g cine gegen die Curve vollkommen bestimmte Lage
erhiilt, anderseits in der GL der Geraden () blos ¢ verinderlich und
von R abhingig wird. Setzen wir also ¢ = v (/7), so wird die Glei-
chung der Geraden: y==ax = ¢ (R), und wenn wir aus dieser Gleichung
und jener (m) des Kreises [ eliminiren, so erhalten wir eine Glei-

chung y — ax =y (V(y — ‘f)?——l:-_(a =

gly—az) =V(y—pp + (= — o (p)
zwischen = und y, welche offenbar den Durchsehnittspunkten aller

- «)?) oder :

aus ¢, 3 beschriebenen Kreise mit der heweglichen Geraden angehért.

Zur Kenntniss der Form der Funktion ¢ fithrt die Bedingung,
dass der geometrische Ort dieser Durchscehnittspunkte eine Linie der
2ten OQpdnung, folglich die GL. (p) algebraisch vom 2t® (irade sein
muss, woraus folgt, dass ¢ nur eine algebraische lineare Funktion von
y — ax sein kann, und somit die Form:

@ (y — ax) = m (g/ — ax) + n

haben muss, wo m und n zwei willkiirliche Coustanten sind. Fiithren

wir statt derselben zwei andere Constanten &, £ ein, welche mit s und
n durch die Gleichungen :
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k
m= —————, n = — mb
V14 a
verbunden sind, so verwandelt sich (p) in

b /_-. ‘—--_-)_—-_ti-)
=V (y—p)+ (e —a) (33)

Diess ist eine Gleichung vom 2% Grade mit 5 willkiirlichen
Constanten, folglich die allgemeinste Gleichung des 2t Grades zwi-
schen zwei veriinderlichen Gréssen; denn auch die GI. (1) enthiilt nur
fimf willkiirliche Constanten, wie sogleieh erhellt, wenn man die ganze
Gleichung durch einen der Coeflicienten, etwa durch F) dividirt.

Hieraus geht nun einerseits hervor, dass siimmtliche Linien der
zweiten Ordnung anf die angenommene Weise wirklich erzeugt werden
kinnen; anderseits spricht sich durch die Form der Gl. (33) eine merk-
wiirdige Eigenschaft dieser Linien aus.  Setzt man nimlich:

b _—
——=d, V(y—pP + (@—af=r,

so folgt aus (33):

kd=r, d.i rid=k:1;
nun ist r die Entfernung des Punktes x, y der Curve vom festen
Punkte «, 83 d der senkrechte Abstand desselben Punktes x, y der
Curve von einer festen Geraden, deren Gleichung y = ax + b5 es
folgt demnach aus obiger Proportion der Satz:

Die Linien der zweiten Ordnung haben die Eigenschaft,
dass die Entfernung eines jeden Punktes derselben von
einem festen Punkte und einer festen Geraden in einem con-
stanten Verhiiltnisse £ : 1 stehen.

Man nemnt die feste Gerade Richtlinie (Directrix), den festen
Punkt, den Brennpunkt der Curve; die Entfernung r eines beliebigen
Punktes A/ der Curve vom Bremnpunkte heisst der Radiusvector
oder Lieitstrahl dieses Punktes.

Entwickelt man die Gl (33) und bringt sie auf die Form der
Gl (1), so findet man das charakteristische Binom:

32— AA =4 (k* — 1) (a2 4 1),
ein Ausdruck, dessen Zeichen bloss von jenem des Faktors k2 — 1 ab-
hiingt; hieraus folgt, dass die GL (33) einer Ellipse, Hyperbel
oder Parabel angehort, je nachdem die Verhiltnisszahl
k<1,>1oder=1Iist.

Die Gl. (33) gestattet eine sehr einfache Construction. Sind
(Fig. 24) OX, 0OY die Coordinatenaxen, so coustruire man zunichst
die Richtlinie UU" (y == axz 4 b) und den Brennpunkt ) («, g). Durch



320

F ziehe man DV senkrecht auf UU', theile den Abstand DF des Brenn-
punktes von der Richtlinie im Punkte A4 so, dass AF: AD = I : 1,
$0 ist A ein Punkt der Curve. Um noch andere Punkte zu erhalten,
ziche man durch einen beliebigen Punkt a der D'V die Gerade 227 senk-
recht anf DV, suche zu 1, k und Da = d die 4'* geom. Proportionale
== ¢ und beschreibe mit » als Halbmesser einen Kreig, welcher die 22/
in zwei Punkten 37, M’ der Curve schneidet.

Aus der Symmetrie der Ellipse und Hyperbel in Bezug auf ihren
Mittelpunkt folgt iibrigens, dass diese Curven zwei Richtlinien und
zwei Brennpunkte besitzen, welche zu beiden Selten des Mittel-
punktes symmetrisch liegen.

199. Die Gl. (33) wird einfacher, wenn man eine Richtlinie UU”

zur Ordinatenaxe und die durch den Brennpunkt senkrecht daraunf
gezogene Gerade D17 zur Absecissenaxe nimmt, wodurch offenbar 6 =

g==0 und @ = = wird; hiedurch verwandelt sich (33), wenn man
sogleich quadrirt, in folgende:
Pa? =y 4+ (@ — «)?, (34)

wo ¢« der Abstand des Brennpunktes von der Richtlinie.

Man kann diese Gleichung dazu beniitzen, um iber die Lage der
Richtlinien und Brennpunkte Aufschlnss zu erhalten.  Da niimlich in
(34) die 1* Potenz von y fehlt, so ist die Abscissenaxe ein Hauptdurch-
messer; die Richtlinien stehen demnach senkrecht auf einem
Hauptdurchmesser der Curve, in welchem zugleich die
Brennpunkte liegen. Dieser Hauptdurchmesser ist in der Parabel
selbstverstindlich die Axe derselben; in der Hyperbel aber deren
erste Axe, weil derselbe von der Curve in zwei Punkten, den Schei-
teln, geschnitten wird, fiir welehe man aus (34), y = 0 setzend, die

reellen Abscissenwerthe :

ak oo
findet. Was die Ellipse betrifft, so ist —7 —ay) = g die Liinge
der einen Ilalbaxe, welche aunf dvm die Bl'mlnpunl\'tc enthaltenden

Hauptdurehmesser liegt ; ferner ist — (tl “+x, = ’, die Abscisse
-k

des Mittelpunktes, welche statt a2 in (.;-1) substituirt, fiir die andere

ak
Halbaxe den Werth l/l——'ﬁ darbietet; dieser ist aber, weil 1—A*< 1,

k . . .
offenbar <1—-':—FZ. Die Brennpunkte licgen (laher auf der grossen

s

Axe der Ellipse.
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Fiir = 0, folgt aus (34): y = l/w—r.r,, zum Beweise, dass die
Richtlinien von der Curve nicht geschnitten werden: sie liegen also
bei der Ellipse ausserhalb derselben, bei der Hyperbel zwischen den
Scheiteln und zwar je eine Richtlinie mit dem zugehorigen Brennpunkte
auf jeder Seite des Mittelpunktes.

200, Verlegen wir den Ursprung in den einen Scheitel 4 und

setzen zu diesem Zwecke in (34) @ 4+ 1| = 4+ — T + T statt @, so
erhiilt man als Scheitelgleichung der Curven 2'" Ordnung:
¥ = 2ukx 4 (F*— 1) 2, (35)

welche genan dieselbe Form hat, wie die Gleichungen (29) bis (32)
[§.197], und sich, wie wir im vor. §. geschen haben, auf dasselbe
Coordinatensystem bezieht. Diese Gleichungen sind daher unmittelbar
mit einander vergleichbar und man hat:

b2 P . b2
k== 4 g 1 — k= i?’

wo p der Parameter ist, und das obere Zeichen (so wie im folgenden
immer) auf dic Ellipse, das untere auf die Hyperbel sich bezieht.
Hieraus findet man:

fiir die Ellipse, Kiirze halber Va?—b* = e setzend :

h? i e _— wk ak
= —, k= daea=——7,0=-— :
“ e @ ‘ 1—k2’ y1i—i2’
fiir die Hy perbel, Kiirze halber } a® 4 §? = ¢ setzend:
b e ol wl
u=;,k=;und(¢=m, =I/_f—_{
1) Sowoll fiir die Ellipse als Hyperbel (Fig. 25 und 26) hat man
Lk )
AF =1l . AD = k(e — AF), somit AN = ljf-! Setzt man diesen
Werth filr @ in (35), so kommt y=«k = - ; die bei beiden Curven

26*
unter dem Namen Parameter eingefithrte Grisse p = —- ist daher
a

der im Brennpunkte ervichteten Doppelordinate EE” gleich.

2) Man hat ferner CF = AC + AF = a + Al’; aber AI' =

wk B 4 (a— &)
1+ 4k ad+e  a+e

oben eingefithrte Grisse ¢ = Va* o b* ist daher die Entfernung

der Brennpunkte vom Mittelpunkte und heisst Execentri-
HErg, 6L, Mathematik, I. 21

= + (a — ¢), somit CF=e. Die
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citit. Sie ist, wie man sieht, in der Ellipse immer kleiner, in der
Hyperbel grosser als a, die halbe grosse oder bezichungsweise erste
Axe. In Folge der Relation ¢ = a2 I ¢* bilden die beiden Halbaxen
und die Excentricitit ein rechtwinkliges Dreieck, so dass jede dieser
Grossen leicht construirt werden kann, wenn die beiden anderen gege-
ben sind.
) b2 2
3)Esist (D =CF 4+ DF =e¢+ a=¢ + - = —; der Ab-
‘ e e
stand der Richtlinic vom Centrum ist daher in beiden Curven die 3t
geometrische Proportionale zu e und a.

4) Sei M ein beliebiger Punkt der Ellipse oder Hyperbel, CP = =«
dessen Abscisse, vom Mittelpunkte C aus gezithlt, #M =, F'M ="
seine Radienvektoren, so ist FM = k. PD, I"M = k. PD'; d. i.:

r==F (x4 CD),r =1k (CD F ).

Setzt man fiir £ und CD die Werthe _2 und a;-, s0 kommt:

fiir die Ellipse: r = a + ia:l', r’=a%§ @2 (36)
fiir die Hyperbel : r = -%x — g, Y=L wt g (37)
a

Gleichungen, durch welche die Leitstrahlen eines Punktes der Curve
durch die vom Mittelpunkte geziihlte Absecisse desselben rational aus-
gedriickt werden.

5) Durch Addition der GL (36) folgt » +4 » = 2a; d. h. die
Summe der Leitstrahlen cines jeden Punktes der Ellipse
ist constant und der grossen Axe gleich.

Vermige dieser Haupteigenschaft ist daher die Ellipse der geo-
metrische Ort der Scheitelpunkte siimmtlicher Dreiecke,
welche tiber einer gegebenen Grundlinie = 2¢ so construirt
werden, dass die Summe derbeidenanderen Seiten eine con-
stante Grisse = Zu ist.

6) Durch Subtraktion der GL (37) erhilt man " — » =2a; d. h.
die Differenz der Leitstrahlen eines beliebigen Punktes der
Hyperbelist constant und der ersten Axe gleich.

In Folge dieser Grundeigenschaft ist daher die Hyperbel der
geometrische Ortder Scheitelpunkte simmtlicher Dreiecke,
welche iiber einer gegebenen Grundlinie = 2¢ so construirt
werden, dass die Differenz der beiden anderen Seiten eine
constante Grisse = 2a ist.



Es ist sehr leicht, aus diesen beiden Haupteigenschaften die Glei-
chungen der beiden Curven abzuleiten.

— . ™ e - . . .
7) Die Grosse b = — ist, wie man sieht, nichts anderes, als das
44

Verhiltniss der Excentricitiit e zur halben grossen oder ersten Axe,
und der Ausdruck der Excentrieitiit selbst, wenn @ = 1 angenommen
wirds sic mag die numerische Excentricitiit heissen, im Gegensatze
zur linearen e, Ks ist 02 = + (¢ — e2) = + a? (1 — k2); fiihrt
man diesen Werth von 42 in die Mittelpunktsgleichungen (24) und (26)
der Ellipse und Hyperbel ein, in die erstere mit dem oberen, in die
letztere mit dem unteren Zeichen, so kommt:

= (1 —I2) (a2 — a?) (38)
als Mittelpunktsgleichung  der Ellipse oder Hyperbel, je nachdem
k<1 oder > 1 ist.

8) Fiir die Parabel folgt aus (35) wegen k=1, die Gl. y?=2qz,
welche mit Gl. (32), wo ¢ = 0 zu setzen ist, verglichen, die Relation
p = 2« darbietet.  Der Parameter p der Parabel ist daher gleich
dem doppelten Abstande des Brennpunktes von der Richt-
linie, oder auch dem 4fachen Abstande des Brennpunktes vom Scheitel,

; 1
weil, wegen b =1, AF = AD =

1 . AN > hrd
g C="TP ist. (Fig. 27).

5 1
Setzt man in y* = 2¢x, x = AI' = —- «, so kommt:
1
¥= &k 5P
woraus folgt, dass auch in der Parabel der Parameter gleich
ist der im Brennpunkte errichteten Doppelordinate EE.
Indlich hat man fiir den Leitstrahl M = » irgend cines Punk-
tes M der Parabel: FM= P =AD + AP, d. i.:
1
r= —4-1) -+ . (39)
Die Parabel ist der geometrische Ovt simmtlicher
Punkte, welche von einer festen Geraden, der Richtlinie,
und einem festen Punkte, dem Brennpunkte, gleich weit
entfernt sind, mittelst welcher Eigenschaft sich die Gleichung der
Curve sehr leicht ableiten Lisst.
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FUNFTES KAPITEL.

UEBER EINIGE DER VORZUEGLICHSTEN EIGENSCHAFTEN DER LINIEN
ZWEITER ORDNUNG.

I. Die Ellipse.

201, Zur Entwickelung der Eigenschaften dieser Curve werden

wir uns im Folgenden ihrer Mittelpunktsgleichung:

a2y2 + h2p? — (‘.:!b::.’ (l)
bedienen, wo « und & die halbe grosse und kleine Axe bedeuten, und
auf ersterver die Abscissen gezihlt sind.

Bezeichnet man die lineare Execenfricitit, d. i. den Abstand der
Brenupunkte vom Mittelpunkte, CF'= C#" (Fig. 25), mit ¢, das Ver-
hiiltniss derselben zur grossen Axc, die numerische Excentricitit mit
£, 80 ist bekanntlich:

a — b2
o g B2 o — e _Var—t
— , E=—=
a

=2 — e = g2 (1 — 2
e = (1 — o,
und man hat fiir die Leitstrahlen #M = r, F'M =+’ cines Ellipsen-
punktes 3, dessen Abscisse CP = x, die Ausdriicke:

e e
r=—a——a, r =a+—ux,
« a

deren Summe = 2¢ d. i. der grossen Axe gleich ist. Auf diese Eigen-
schaft griindet sich das bekannte Verfahren, die Ellipse durch Punkte
zu beschreiben.

Schreibt man die GI. (1) in der Form «?y? = 42 (¢ — w?), oder:

2 G
(@ —a) (a+ ax) o’

und beachtet, dass « — @ = AP und a 4 x = AP die Segmente
sind, in welche die grosse Axe durch die Ordinate y getheilt wird, so
spricht selbe den Satz aus: das Quadrat der Ordinate eines
Punktes der Ellipse steht zu dem Rechtecke aus den Ab-
stinden des Fusspunktes derselben von den Endpunkten
der grossen Axe in einem constanten Verhiltnisse = 42 : o2,

Von den beiden Kreisen, welche iiber der grossen und kleinen Axe
der Ellipse als Durchmessern beschrieben werden kimmen, wollen wir
den ersteren den umschriebenen, letzteren deneingeschriebenen
Kreis nennen. Sind (Iig. 28) y = MP, y’ = M’ P die zu ciner belie-
bigen Abscisse OF = & gehdrigen Ordinaten der Ellipse und des




; . . b — y—
umschriebenen Kreises, so ist y = — ;/02_;,;2’ y =V a®—a?, so-
a

mity:y = b:a; d. h. die zu derselben Abscisse gehdrigen
Ordinaten der Ellipse und des umschriebenen Kreises
stehen in dem constanten Verhiiltnisse=154:a.

Eben so findet man, dass die zu gleichen Ordinaten gehiorigen
Abscissen der Ellipse und des eingeschriebenen Kreises in dem con-
stanten Verhiiltnisse a : 4 stehen.

Hieraus folgt, dass man Punkte der Ellipse erhiilt, wenn man die
Ordinaten des umschriebenen Kretses in dem Verhiiltnisse a : b ver-
kirzt, oder die Abscissen des eingeschriebenen in dem Verhiltnisse
b: a verlingert, worauf sich folgende Construction der Ellipse griindet.
Zieht man zu einem beliebigen Punkte M des nmschrichenen Kreises
den Halbmesser OM’, welcher den eingeschriebenen Kreis im Punkte
N schneidet, und durch diesen Punkt eine Parallele zur grossen Axe,
so schneidet diese die Ordinate des Punktes M in einem Punkte M der
Ellipse.

202. Aufgabe. Eine gerade Linie DE (Fig. 28) von gegebener
Linge bewege sich so, dass ihre Endpunkte auf den Schenkeln eines
rechten Winkels YO Y fortriicken; man suche die Gl. der Curve, welche
ein fester Punkt M der Geraden beschreibt.

Nimmt man die Schenkel des rechten Winkels als Axen der
und y, setzt die constanten Entfernungen DM = a, EM = b, ferner
OP = MG = a, MP = y, so ist fiir jede Lage der Geraden DF:

MP?2: ME2 = G'D?: DM2 (. i. _-yf: b2 = (a® — x?) : a?, somit:
a®y® 4+ b2x? = a? b2,

Der Punkt M beschreibt daher eine Ellipse, deren Halbaxen «
und & sind.  Es bedarf kawn der Erinnerung, dass anch von irgend
cinem Punkte in der Verlingernng der DFE eine Ellipse beschrieben
wird.

Hierauf griindet sich folgendes Verfahren, die Ellipse durch Punkte
zu construiren. Aus einem, in einer der beiden Axen, z. B. BB ge-
withlten Punkte 1), beschreibe man mit einem Halbmesser DlS=a + b
einen Kreis, welchen die andere Axe in zwei Punkten E, £ schneidet ;
zieht man DE und DE’, und macht DM = DM, = a, so sind M, M,
Punkte der Ellipse.

Auch ist hiedurch cin Mittel geboten, die Ellipse durch einen
stetigen Zug zu beschreiben.  Lassen wir ein Lineal sich so bewegen,
dass zwei feste Punkte D und E desselben auf den Schenkeln eines




rechten Winkels fortgleiten, so beschreibt irgend ecin in der DE lie-
gender fester Punkt des Lineals, in welchem ein schreibender Stift
angebracht ist, cine Ellipse (Ellipsograph).

VON DER TANGENTE AN DER ELLIPSE.

203. Verbinden wir die Gl einer Geraden:
y=mxr 4 n (1)
mit der Gl der Ellipse: a2y? 4 6222 = «262, so erhalten wir durch
Elimination von y die Gleichung:
(a®m? 4 b%) a? 4+ 2a?mnx 4+ a® (n? — b%) = 0,
aus welcher fiir die Abscissen der Durchschnittspunkte die Werthe:
— a (amn == b Va2m® 4 b2 — n?)
an? 4 b2
folgen. Die Ellipse wird daher von der Geraden in zwei Punkten oder
gar nicht geschnitten, je nachdem a*m? 4 62 — n2 > oder < O ist.
Die Sekante wird zur Tangente, wenn die heiden Durchselimittspunkte
in einen cinzigen zusammenfallen, wozu erfordert wird, dass in obigem
Ausdrucke von @ das Radikal verschwinde.
Es ist demnach:

£ i ——

a’m? 4 b2 — n? =20 (2)
die Bedingungsgleichung fiir die Beriihrung der Geraden (1) und der
Ellipse.  Mit Riicksicht hierauf erhalten wir als Coordinaten des Be-
rithrungspunktes:

¢ a‘mn b*n
= e e R (e
; atm? 4 427 azm? 4 b2
Bestimmt man aber aus diesen Gleichungen m und », so erhiilt man
b2t b2
m = — T n—=—— 3
azy 7

als diejenigen Werthe, welche die Constanten s und » haben miissen,
damit die Gerade (1) die Ellipse in einem gegebenen Punkte &, 4 he-
rithre, Durch Substitution dieser Werthe in (1) erhilt man:

- B b2
y=- A(!zlf = T’

g ; ; b2E b
~oder, wenn man von dieser Gleichung jene: y = — (173:, £+ T ab-
zieht, welche ausdriickt, dass &, 4 ein Punkt der Tangente ist

B PR .
y—y=—ry @—Y )

als Gleichung der Tangente an der Ellipse im Punkte & 5. Ver-
bindet man diese Gleichung (nach Wegschaffung des Nenners a?;) mit
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der Gleichung a2 4 5282 = @*h?, welche ausdriickt, dass &, y ein
Punkt der Ellipse ist, so erh:ilt man:
aZyy + e = a*b?, (4)
eine mehr symmetrische Form der Gleichung der Tangente, welche
sich von der GIL der Ellipse nur dadurch unterscheidet, dass die Qua-
drate «* und »? durch die Rechtecke &z und ;y ersetzt sind. Der
Winkel z, welehen die Tangente am Punkte £, 5 mit der Abscissenaxe
einschliesst, bestimmt sich durch die Gleichung:
9
=3 5)
ay
Die im Beriihrungspunkte A7 senkrecht auf die Tangente errichtete
Gerade heisst Normale der Curve im Punkte 2. Mit Riicksicht anf
(3) wird die Gleichung der Normale der Ellipse im Punkte & 5:

U

tgg'_—._ﬁ

(xz— &) (6)

204. Es seien (Fig. 29) M7 und MN die Tangente und Normale
am Punkte M (&, 5); die Stiicke 27T und PN der Abscissenaxe, welche
zwischen dem Fusspunkte der Ordinate des Berithrungspunktes und
ihren Durchschnittspunkten mit der Tangente und Normale liegen,
werden Subtangente und Subnormale genannt. Die Stiicke M7
und MM/ der Tangente und Normale zwischen dem Berithrungspunkte
und den Durchsclmittspunkten dieser Geraden mit der Axe der =z,
pflegt man im engeren Sinne Tangente und Normale zu nennen.

Um Ausdriicke fiir die Lingen dieser 4 Stiicke zu erhalten, setzen
wir in den Gl (3) und (6) der Tangente und Normale [§. 203] y =0,
wodurch « die Abscisse bezichungsweise der Punkte 7" und N wird,
und erhalten, da £ = 0OP:

. a2 as — ::‘3
x — &= PT = Subtangente == b'—'ic =—
S s
525
x — &= PN= Subnormale —-—-=>,
E a

wo die entgegengesetzten Zeichen dieser Ausdriicke daher rithren, dass
die Subtangente und Subnormale immer auf entgegengesetzten Seiten
der Ordinate liegen, von welcher aus sie gezihlt werden. Mit Hiilfe
dieser Ausdriicke findet man ferner aus den rechtwinkligen Dreiecken
MPTund MPN:

MT = Tangente = ":“E VBE - abyE = ;% Vat —e2E2

1

P

e e
MN = Normale = VOiE: + aby? = > Vai— 5.

a
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Aus der Bemerkung, dass der Ausdruck der Subtangente von &
und 5 unabhiingig ist und somit fiir einerlei & denselben Werth erhilt
in allen iiber derselben grossen Axe heschriebenen Ellipsen, folgt eine
einfache Construction der Tangente. Man beschreibe iiber der grossen
Axe ecinen Kreis, verlingere die Ordinate des Beriihrungspunktes M
bis zum Durchschnitte M mit dem Kreise, nnd ziehe an diesen in M’
cine Tangente; der Durchschnittspunkt 7" derselben mit der Abscissen-
axe, mit dem Punkte M verbunden, gibt die Tangente an der Ellipse
im Punkte AL

Wiihrend die Subtangente, wie aus ihrem Ausdrucke leicht erhellts
aller Werthe von O bis + o fihig ist, findet diess bei der Subnormale
nicht Statt; ihr Ausdruck wird Null fiir £ = 0, weil in diesem Falle
die Normale mit der kleinen Axe, die Punkte £ und .V somit im Mittel-
punkte zusammenfallen; mit zunehmendem £ wird die Subnormale

; ; i & . b
immer grosser, crreicht aber fiir & = o ihren grissten Werth — =
o
i . . E .
'].; =dem halbenParameter, als Grenze, welche sie nicht iiberschreitet.

205. Bs sei nun ausserhalh der Ellipse ein Punkt K (', ¥),
(IMig. 30) zegeben; es soll dureh diesen Punkt eine Tangente an die
Lllipse gezogen werden. — Bezeichnen wir die noch unbekannten
Coordinaten des Beriilhrungspunktes mit &, 5, so ist:

atyy 4+ b2Ex = a?0?
die Gleichung der Tangente, und wir erhalten zur Bestimmung von §, y
die beiden Bcdin'-'un'-sgleiclmngen:
a4 02 82 = a2 ... (1), a%y 4 &' =a%? ... (2)
von welchen die erste :ulsdriickt, (LISS der Punkt & 5 in der Ellipse
liegen, dic zweite, dass 2/, 3" ein Punkt der Tangente sein soll.  Aus
heiden folgt durch successive Elimination:

Dl (i = 1/ '/.LV) A T 9]
e 72t bz 'V ay’? 4 bt
wo Kiirze halber N = a%'? 4 022" — a2b? gesetzt ist, und die

oberen und unteren Zeichen zusammengehoren.  Vorausgesetzt, dass
N positiv ist, d. h. dass der Punkt 2, 5" ausserhalb der Ellipse liegt
I ) ¥ 1 st,
kénnen somit, der doppelten Zeichen wegen, durch den genannten
Punkt zwei Tangenten an die Ellipse gezogen werden.  Fiir den Nei-
=} o o
gungswinkel 7z derselben gegen die Abscissenaxe findet man:
tll_7=__b'-'.§=__.1:J+}ar/ —|—b 2 — qth?
2 ay at — 't
Fir NV = 0 reduciren sich obige Werthe fund y auf E =2’ y =9’
i ) Y ¥
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wie es sein muss, weil in diesem Falle der gegebene Punkt 2/, 3 in
der Ellipse liegt, und somit selbst zum Beriihrungspunkte wird.

Zur Construction der Tangente bedient man sich am einfachsten
der geometrischen Oerter der GL (1) und (2), deren Durchschnitts-
punkte ja eben die Berithrungspunkte sind.

Nun ist der geometrische Ort der Gl (1) die gegebene Ellipse
selbst: jener der Gl (2) eine gerade Linie, deren Durchschnittspunkte
D und /7 mit den beiden Axen leicht zu construiren sind, da auns (2):

9 2
firy =0:§= Ul)a—.:a—:, firf=0:y= 0L = b—"
x y
folgt; zieht man sodann durch die Punkte 2 und E eine Gerade,
so schneidet diese die Ellipse in den gesuchten Beriihrungspunkten
G; &.

Die Gerade G/, welche durch die beiden Berithrungspunkte G
und G geht, heisst Beriihrungssehne.  Aus dem Umstande, dass
der Werth von O von der Ordinate AKX = y des Punktes K unab-
hiingig ist, folgt der Satz:

Wenn man von beliebigen Punkten &, A" ete. einer auf
die Richtung der grossen Axe senkrechten Geraden NN’
Tangenten an die Ellipse zieht, so schneiden sich simmt-
liche Berithrungssehnen in einem und demselben Punkte D
der grossen Axe.

Der Punkt D und die Gerade NN’ heissen (so wie beim Kreise)
mit Beziehung auf einander Pol und Polare.

Auf diesclbe Weise folgt aus dem Ausdrucke von OF, dass der
Punkt £ der Pol ist in Bezug auf die durch den Punkt K senkrecht
auf die kleine Axe gezogene Gerade QQ als Polare. Wie obiger Satz
umgekelrt werden kann, ist von selbst einlenchtend; zu einer Verall-
gemeinerung desselben werden wir spiiter [§. 215] gelangen.

206. Zicht man (Fig. 29) den Halbmesser OM des Beriihrungs-
punktes M (£, 3), so ist, wenn sein Neigungswinkel gegen die Axe der

a mit y bezeichnet wird) tg y = -1'—, welche Gleichung mit GL (5)
l:‘
[§. 203] verglichen:
B2
tgy.tgr =— pe

gibt, woraus folgt, dass das Produkt tg w tg 7 eine constante Grisse
ist. — Ist A= OM T der Winkel, unter welchem der Halbmesser des Be-
rithrungspunktes die Tangente sehneidet, so hat man, wegen i—=z-— y:
_lgr—tgy a? b2 a?(1—e?)

to 1 = = — = — ——— =
: I+ tgytge 7§ (a?—b?) 8
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Wie man sieht, wird tg 4 = =, d. i. L == 90° nur in dem Falle,
wenn entweder £ oder ; Null ist; die Endpunkte der Axen sind daher
die einzigen Punkte, in welchen die Tangente auf den zugehirigen
Halbmessern senkrecht steht.

207, Es scien an cinen Punkt M der Ellipse (Fig. 31) die Tan-
gente, Normale und die beiden Leitstrahlen gezogen. IMiir die Abscisse
O N des Durchsehnittspunktes N der Normale mit der Axe der a findet
man, in der Gleichung derselben, [(6), §. 203] y = 0 setzend:

Liisst man in diesem Ausdrucke § von O bis ¢ zunehmen, so wiichst
2
. . €= .
@ = ONvon 0 bis — < e, woraus erhellt, dass die grosse Axe von
a
der Normale immer zwischen den Brennpunkten geschnitten wird.
Nun ist:

FN —OF —ON=¢—2 = -"’--(u—ﬁ- ;):3'7-,

a? a a a

i ; ’ e? e e . er’

FN=0F" + U.\:e—]-_;;z—(a+—;)=-—,
a? a a a

folglich:

FN:FN=r:¥ =FM: FM;
bringt man diese Proportion in Verbindung mit dem A FMF’, so folgt
daraus nach cinem bekannten Satze der Elementargeometrie, dass
der von den beiden Leitstralhlen eines Punktes gebildete
Winkel durch die Normale dieses Punktes halbirt wird.

Hieraus ergeben sich sogleich noch folgende Sitze:

1) die Tangente bildet mit den beiden Leitstrahlen
des Beriihrungspunktes gleiche Winkel.

2) Die Tangente halbirt den von einem Leitstrahle,
z. B. FAM und der Verlingerung des anderen gebildeten
Winkel FME.

3) Verlingert man einen Radiusvector, z. B. F'M, und macht
die Verlingerung MFE == FM = dem anderen Leitstrahle, so entsteht
ein gleichschenkliges Dreieck EMF, dessen Grundlinie
EF durch dic Tangente im Punkte A senkrecht geschnit-
ten und halbirt wird.

4) Verbindet man den Punkt K mit dem Mittelpunkte O, so ist,
weil die KO die ZF und £/ in den Punkten A und O halbirt, KO pa-
rallel zu 17 E; somit KO EF' = OF : FF', d. 1. wegen I E=F" M +
ME = 2a, KO = a; eben so beweist man, dass KO =a, wenn #"K’
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senkrecht auf die Tangente gezogen wird. Daraus folgt, dass die
Entfernung der Fusspunkte der aus den Brennpunkten
auf eine Tangente gefillten Perpendikel vom Mittelpunkte
constant und der halben grossen Axe gleich ist; oder mit
anderen Worten: der geometrische Ort der Fusspunkte der
aus den Brennpunkten auf die Tangenten gefiiliten Per-
pendikel ist der umschriebene Kreis.

5) Setzt man / FTK = ¢, soist FK = F7T.sin 7, und 'K =
I"T. sin ¢ = (2¢ 4+ F7T) sin 7. Nun folgt aus der Gl. der Tangente

- . a” . 2 , a?
fir y = 0: 07 = —, folglich FT = (-f__— —eund T = + ¢;
S S S
ferner ist, wegen tg 7 = tg (180 — 7z) = — tg z:
L, te 7 b2E
8l 7 —  ————— = T ———, somit:
V14tgz2 Vahy2 4 big?’
b2 (a®— ef) b2 (a2 + ef)
FR—=—2 %) ppen (@ + ) porgtich:

— Vah? + big
i e —aira o g =0

aly? 4 648 b-’{a‘—(a‘—b-’),-’}

d. h. das Produkt der aus den beiden Brennpunkten auf

eine Tangente gefiillten Perpendikel ist constant und dem
Quadrate der halben kleinen Axe gleich.

Aus dem Satze Nr. 3 folgt ein bequemes Verfahren zur Construk-
tion der Tangente.

a) wenn der Berihrungspunkt 3/ gegeben ist. Man ver
lingere (Fig. 31) den einen Radiusvector /7 des Berithrungspunktes
um das Stiick ME == MF und beschreibe aus den zwei Punkten F und
F Kreisbogen, welche sich in einem Punkte L der Tangente schneiden.

b) Durch einen ausserhalb der Ellipse gegebenen Punkt
L eine Tangente zu ziehen. Denkt man sich (Fig. 31) die Tan-
gente LAMT construirt, so bemerkt man sogleich, dass der Berithrungs-
punkt M bekannt wird, wenn sich der Punkt £ finden lisst, indem
die B die Ellipse im Punkte 3/ schueidet. Der Punkt 7 ist aber
durch die bekaunten Entfernungen F/L = FL und EF° = MF +
MF" = 2a hestimmt. Man beschreibe daher (Fig. 32) aus einem der
Brennpunkte, z. B. /7" mit dem Halbmesser = 2 einen Kreishogen
oo’y und aus dem gegebenen Punkte 7, mit dem Abstande desselben
vom anderen Brennpunkte als Halbmesser einen zweiten Kreisbogen
nn’, welcher den ersteren in zwei Punkten £, E’ schneiden wird; ver-
bindet man diese Punkte mit /" durch Gerade, so schneiden diese die
Ellipse in den gesuchten Beriihrungspunkten A und M.

3




VON DEN DURCHMESSERN DER ELLIPSE.

208. Aus den Untersuchungen des vorigen Kapitels ist bekannt,
dass in der Ellipse, als einer Curve der zweiten Ordnung, «) fiir jedes
System paralleler Sehnen ein Durchmesser existirt, welcher sie simmt-
lich halbirt: 5) dass alle Durchmesser gerade Linien sind, welche durch
den Mittelpunkt gehen; ¢) dass umgekehrt jede durch den Mittelpunkt
gezogene Gerade ein Durchmesser ist, welchem ein System paralleler
Chorden entspricht, das von ihm halbirt wird. .

Ist die Ellipse mit ihrem Mittelpunkte gegeben, so lisst sich der
zu einer bestimmten Sehnenrichtung gehérige Durchmesser leicht con-
struiren. Man halbire eine der gegebenen Selmen und ziehe durch den
Halbirungspunkt und den Mittelpunkt eine Gerade, welche der ge-
suchte Durchmesser ist.

Sei mun ¢ der Neigungswinkel einer der parallelen Schnen gegen
die Axe der a, soist y = = tg ¢ 4 n die Gleichung derselben, welche
mit der Gleichung der Ellipse: «%?® + b%*2* = *0*, verbunden, durch
Elimination von y die Gleichung:

(@tg g + 02) 22 + 2a’ntg .2 + a2(n?—0%) =0
darbietet, deren Wurzeln z, o, die Abscissen der Durchschnitts-
punkte der Sehne und der Ellipse sind. Bezeichnet man daher mit
a, § die Coordinaten des Halbirungspunktes der Sehne, so hat man:
e k. a®n tg @ b*n

s p=atgp+n=

o

2 a? tg g + 6* a*tg gf + 0%

Die Gleichung des zugehdrigen Durchmessers, als ciner durch den
2

Ursprung nnd den Punkt «, 8 gehenden Geraden, ist y = —(':i x, d. h.

wenn man fiir « und 3 obige Werthe substituirt:

o b2 i
T w
Ist v der Neigungswinkel dieses Durchmessers gegen die Axe der

b2

x, 80 ist tg Yy = — ————, woraus:
' o t{:‘ qQ

b2 :
tgg.tg v=—— (2)

folgt. Das Produkt der Tangenten der Winkel, welehe ein
\ - -
Durchmesser und das zugehorige Schnensystem mit der

grossen Axe cinschliessen, ist somit eine constante Grisse

,i'}1£
and = — —,

a”
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Aus der Symmetrie der GL (2) in Bezug auf die Winkel ¢ und y
erhellt sogleich, dass, wenn man einen zweiten Durchmesser unter dem
Winkel ¢ gegen die grosse Axe zieht, das zu diesem gehorige Sehnen-
system diese Axe unter dem Winkel v schneiden werde.

Diese zwei Durchmesser haben somit die Eigenschaft, dass jeder
von ihnen das zu dem anderen parallele Sehnensystem halbirt. Zwei
soleche Durchmesser werden conjugirte Durchmesser genannt.
Man bemerkt von selbst, wie diese Kigenschaft beniitzt werden kann,
um zu einem gegebenen Durchmesser den conjugirten zu construiren.

Die Gl (2) driickt offenbar die Bedingung aus, welcher die Nei-
gungswinkel ¢ und y zweier Durchmesser gegen die grosse Axe Ge-
niige leisten miissen, damit dieselben ein System conjugirter Dureh-
messer bilden.

Da vermige der Gl (2) das Produkt tg ¢ tg v immer negativ ist,
so folgt, dass von den beiden Winkeln ¢ und v, welche zwei conju-
girte Durchmesser mit der grossen Axe cinschliessen, der eine immer
spitz, der andere stumpf ist und folglich jeder der beiden Durchmes-
ser in zwei anderen elliptischen Quadranten licgt. Lassen wir ¢ den
spitzen Winkel bedeuten, so ist v — ¢ = w der von der kleinen Axe
durchschnittene Winkel der beiden Durelnnesser und man hat:

tg w—tg ¢ a* tg ¢ 4+ 6% cotg ¢
tg u = == ] ] ’
L+ tgg.tgw Ll

woraus erhellt, dass dieser Winkel immer stumpf und folglich der von
der grossen Axe durchschnittene Nebenwinkel immer spitzig ist. Letz-
terer wird gewdhnlich der Conjugationswinkel genannt.

Sollen die beiden Durchmesser auf einander senkrecht stehen,
so muss « == 909, somit tg « = o sein, welchen Werth tg « vermige
des obigen Ausdruckes nur fiiv ¢ = 0 oder ¢ = 900 erhiilt, da in der
Ellipse «* — 4% von O verschieden ist. Die Axen der Ellipse bilden
daher das einzige System rechtwinkliger conjugirter Durchmesser
(Hauptdurchmesser). Fir den Kreis folgt jedoch aus obiger Gleichung,
wegen a = 6, fiir jeden Werth von ¢, v == 909 daher im Kreise jedes
System conjugirter Durchmesser ein rechtwinkliges ist.

209. Verbindet man die Endpunkte eines Durchmessers DD
(Fig. 33) mit einem belichigen Punkte 4 der Ellipse, so heissen die
so entstehenden Schnen M0 und MD" Supplementarsehnen. Be-
zeichnet man mit «’, y* die Coordinaten des Punktes M, mit 2, y”
jene des Punktes D, so sind — =", — %" jene von 2, und man hat
als Gleichungen der beiden Sehnen M0 und MD':



354

’ "
c__ Y ¥ "

. "

S +
e
Sind nun ¢ und v die Winkel derselben mit der als Abscissenaxe

angenommenen grossen Axe, so folgt aus diesen Gleichungen:

¥ —¥

7
xr —

gis e
't — g2

g . tgyw=

Da aber die Punkte D, )" und A7 auf der Ellipse liegen, so hat

man a?y™ 4 0 = a?0?, 2y 4 HPx"? = B2, woraus durch Sub-

traktion a* (y* — y"*) 4 b2 (2™ — &%) = 0 folgt, wemit die obige
Gleichung sich in folgende verwandelt:

tgg.tgypy=——. (n)

Das Produkt tg ¢ . tg vy ist also, wie man sicht, constant, und
nicht bloss von der Lage des Punktes 47 gegen den Durchmesser D1,
sondern auch von der Richtung des letzteren unabhiingig.  Hieraus
folgt der Satz:

1) Zieht man dureh die Endpunkte eines beliebigen
Durchmessers Parallele zu cinem Paare Supplementar-
sehnen, so schneiden sich dieselben in einem Punkte der
Ellipse und bilden demnach ebenfalls ein Paar Supplemen-
tarsehnen.

Auns der Uebercinstimmung obiger GL (x) mit GL. (2) im vorigen
Paragraphe folgt ferner:

2) Zwei Durchmesser, welche zu zwei Supplementar-
sehnen parallel gezogen werden, sind conjugirt.

Auch dieser Satz bictet ein Mittel dar, zu einem gegebenen Durch-
messer DD den conjugirten zu construiren.  Durch den Endpunkt
cines beliebigen anderen Durchmessers z. B, 44" ziehe man die Sehne
A'N parallel mit DI, verbinde N mit 4, und ziehe EE" parallel zu
AN, so ist KL der gesuchte, zu DD conjugirte Durchmesser.

Suchen wir noch den von zwei Supplementarsehnen AN, AN
(Fig. 34) eingeschlossenen Winkel ANA" zn bestimmen, wobei wir die-
selben iiher der grossen Axe construivt annchmen.  Sind @, y die Coor-
dinaten des Punktes AN so hat man:

tg NAX = — —2— | g NAX = —L
a—x es N
somit wegen ANA = NAX — NA'X:
D 2alb? )
ty ANA = 7 ___y___= =i mma—y (1)
a* — x* — y-* (a* — U7 )y

wenn man fiir @? den aus der Gl der Curve folgenden Werth sub-
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stituirt. Mit Riicksicht auf den in Rede stehenden Winkel kann y
positiv angenommen werden ; es ist somit tg ANA" wesentlich negativ,
und somit der von zwei iiber der grossen Axe construirten Supplemen-
tarsehnen eingeschlossene Winkel immer s tum pf. Er erreicht seinen
erpssten Werth fiir y == 4, wenn die beiden Sehnen im Endpunkte der
kleinen Axe zusammenlaufen, und man hat fiir dieses Maximum:
2ab

a-— b2’
Mit abnehmendem y wird der Winkel ANA" immer kleiner und hat fiir
y = 0 den rechten Winkel zur Grenze.

Eben so findet man fiir den von zwei iiber der kleinen Axe con-
struirten Supplementarschnen gebildeten Winkel BNE":

2a%h

(a2 —b2)z’
dieser Winkel ist somit immer spitzig und erreicht fiir & = « seinen
kleinsten Werth BAL', fiir welchen

tg ABA = — (2)

tg BNB' = (3)

2ab

tg BAB = — - 4
. a? — b )
wird, Mit abnehmendem = wird /£ BNB' immer griosser und hat fiir
2 = 0 den rechten Winkel zur Grenze.

Bringt man hiemit die obigen beiden Siitze in Verbindung, so ge-
langt man zu dem Schlusse, dass der Winkel, welchen zwei
Supplementarsehnen oder zwei conjugirte Durchmesser
miteinander bilden, nicht grisser als ABA und nichtkleiner
als BAK werden kann.

Aus den GL (1) und (3) erhellt iibrigens, dass iiber beiden Axen,
also auch iiber jedem Durchmesser zwei Paare Supplementarsehnen
construirt werden kinnen, welche gleiche Winkel einschliessen. Daher
giebt es auch immer zwei Systeme conjugirter Durchmesser von glei-
chem Conjugationswinkel , mit Ausnahme des Systems der conjugirten
Hauptdurchmesser oder Axen.

210, Aufgabe 1. Es ist einc Ellipse gegeben; man soll
ein System conjugirter Durchmesser construiren, welche
sich unter einem gegebenen Winkel y schneiden. (Fig. 35.)

Man ziche zwei parallele Sehmen und durch deren Halbirungs-
punkte den Durchmesser kk'; durch Halbirung desselben erhilt man
zuvirderst den Mittelpunkt O. Ueber A" als Sehne beschreibe man
einen Kreis, so dass der eine iiber k&’ stehende Kreisbogen ABL" den
gegebenen Winkel y als Peripheriewinkel enthalte. Verbindet man nun
den Durchschnittspunkt B dieses Kreishogens und der Ellipse mit den
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Punkten & und &, und zieht durch den Mittelpunkt O parallel zu Bk
und BE die Durchmesser DD und EE', so sind diess die gesuchten
Durchinesser.

Der Kreis sehneidet die Ellipse noch in einem zweiten Punkte 5,
und es ist bekanntlich k8% = 180° — y; zieht man daher 45" und
&1 und damit parallel die Durchmesser FF7 und G'G7, so bilden diese
offenbar das zweite System conjugirter Durchmesser, welche sich eben-
falls unter dem Winkel y schneiden.

Hiemit ist also zugleich die Aufgabe gelist, zu einem gegebenen
Systeme conjugirter Durchmesser das zweite von gleichem Conjuga-
tionswinkel zu construiren.

Aufgabe 2. Es ist eine Ellipse gegeben; man soll die
Axen derselben construiren.

Dicse Aufgabe ist nur ein specicller Fall der vorhergehenden,
fir y = 90°%  Der Kreis ist, wie leicht einzuschen, aus dem Mittel-
punkte der Ellipse iiber cinem beliebigen Durchmesser derselben zu
beschreiben, und sonst wie oben zu verfahren.

211, Zicht man an einen beliebigen Punkt M (=, y) der Ellipse
die Tangente 77", (Fig.36) und den Durchmesser M, so hat man fiir
den Neigungswinkel z der Tangente gegen.die als Abscissenaxe ange-

e ~ )
nommene grosse Axe: tg s =— —— [GL (5) § 203] und, wenn ¢ der

44 y

. . . 3 i/
Neigungswinkel des Durchmessers gegen die grosse Axe ist, tg ¢ =«I :
folglich, wenn beide Gleichungen maltiplicirt werden:
b!
teg.tgz =— i

woraus mit Riicksicht auf Gl (2), §. 208 folgt, dass die Tangente
an einem belicbigen Punkte der Ellipse parallel liegt
zu jenem Durchmesser, welcher dem durch den Berih-
rungspunkt gezogenen conjugirt ist.

Da hiernach die an den Endpunkten eines Durchmessers gezo-
genen Tangenten parallel sind, so bilden die vier an den End-
punkten zweier conjugirter Durehmesser M.V und FPQ
construirten Tangenten ein Parallelogramm S8 17",

DIE ELLIPSE BEZOGEN AUF EIN SYSTEM CONJUGIRTER DURCHMESSER.

212, Wir haben bisher die Gleichung der Ellipse in der Form:
aty? 4 Ba? = o*? (1)
angewendet, welehe Form bekamntlich davon herriihrt, dass der Coor-
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dinatenanfang Mittelpunkt der Curve ist, wodurch die Abwesenheit
der linearen Glieder bedingt wird, und jede der Coordinatenaxen die
zur anderen parallelen Sehnen halbirt, in Folge dessen das Glied mit
dem Produkte ay fehlen muss.  Hieraus folgt aber, dass die Gleichung
der Curve obige Form nicht verindern wird, wenn man mit Beibehal-
tung des Mittelpunktes als Ursprung, irgend ein System conjugirter
Durchmesser als Coordinatenaxen wiihlt.

Sei nun (Fig. 37) OX, OY ein System conjugirter Durchmesser
als Coordinatensystem angenommen; «, « die Winkel, welche die
neuen Axen OX, OY mit der grossen Axe bilden, so haben wir zum
Behufe der Transformation in (1) @ cos ¢ 4 y €os ¢« statt 2, « sin ¢ 4
y sin « statt y zu schreiben [Gl. (4), §. 160.], und erhalten dadurch:

(a* sin &2 4= 62 cos «'2) y? 4 (a? sin a? + 52 cos «? ) x? +

+ 2 (a? sin @ sin « 4 62 cos « cos o) ay = a2

Es ist aber der Coefficient von ay:

9q: . ; ; F b2
a?sin ¢ sing’ =4 62 cosw cos e’ =ua%cos wcos ¢ (tga tg o + o ) =0,
1=,

vermige der zwischen den Winkeln ¢, « bestehenden Relation:

b2
p
te « tg « =—~?,

[GL (2), § 208], wodurch sich obige Gleichung in folgende verwandelt:
(a* sin o« 4 8% cos &)y + (a? sin o 4 62 cos o) & = a*i*. (2)
Setzt man noch:
252 27,2 )
P i 5 =1m?, e =n® (3)
a* sin o? 4 6% cos o

a? sin @'? 4 &% cos «?
50 erhiilt man:
my? 4 nPx? = i (4)
als Gleichung der Ellipse, bezogen auf ein System conju-
girter Durchmesser.
Aus dieser Gleichung folgt:

firy =0: «* OD? = 0D = w2,

firc=0: 3 = OF: = QE? = nes
es sind also m und » die Hilften der conjugirten Durchmesser, auf
welche die Ellipse bezogen ist.

I

23. Zwischen den sechs Stiicken @, &, m, n, ¢, ¢ bestechen nach
Obigem die drei Gleichungen:
a*l? a*h?
a® sin @ 4 0% cos of ¢* sin w? 4 0% cos «*
Merr, Holh. Mathematik, I. 22

=n (2)

=m* (1)
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@ sin ¢ sin ' 4 6% cos w cos & =0, (3)
deren letzte mit
52
te wtg o =— — (3
¢ e tg p (39

identisch ist.
1) Durch Multiplikation von (1) uud (2) erhilt man:
ahbh = *n? [a®h? sin o' cos o 4 at sin @ sin 2 4 bieos o cos 2 4
+ a®% sin o cos ¥,
und wenn man (3) zum Quadrate erhebt:
at sin @ sin @’ 4 b4 cog o cos @?=— 2a}* sin @ sin « €08 « cos o,

womit die vorhergehende Gleichung iibergeht in:

@bt = m*n? (sin o' €08 — co8 & sin ) = m*n? sin (' — w)?,
WOraus
ab = mn sin (¢’ — «) (4)
folgt.

Zieht man (Fig. 37) ED und ED', ferner EF senkrecht auf DI,

so istim A EFO: EF = n sin (¢ — «), somit:

A DED = mn sin (¢ — «) = ab;
anderseits driickt a4 offenbar den Flicheninhalt des Dreieckes aus,
dessen Grundlinie die grosse Axe = AA" = 2q und Hohe die halbe
kleine Axe = & ist; die Gl (4) spricht daher folgenden Satz aus:

Das Parallelogramm, welches entsteht, wenn man
die Endpunkte zweier conjugirter Durchmesser verhin-
det, ist dem Rhombus gleich, dessen Ecken die Endpunkte
der beiden Axen sind.

Zieht man ferner an den Endpunkten der beiden conjugirten
Durchmesser 1)), EE" die Tangenten, so ist der Flicheninhalt des von
denselben eingeschlossenen Parallelogrammes GI//K  offenbar dem
doppelten Fliicheninhalte des Parallelogrammes DED E’ gleich, somit:

GHIK = 21D'E'D) = 4mn sin (¢ — «) = 4ab,
woraus sich noch folgender Satz ergibt:
Die Fliche des Parallelogrammes, welches von den

vier an den Endpunktenzweier conjugirter Durchmesser
gezogenen Tangenten gebildet wird, ist einc constante
trisse und dem Rechtecke aus den beiden Axen gleich.

2) Nach bekannten goniometrischen Formeln findet man aus (3):

L b 3 at te o't
S @t = 08 @ — —————— —

b4 ot te o2 b 4 al te
o iy b s at te o
SH e~ COS @ * ==

WA bt 2! b4 ot te
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welche Werthe, in (1) und (2) substituirt:

aldsin o2 4 b4 cos o2 L
ek g i (D). nEt= (6)

a?sin 24 b2 cos 2
gehen. Durch Addition von (1) und (6) oder (2) und (5) erhiilt man:

at sin @2 4 b4 cos of
a? sin «? 4 62 cos a2

me =

m? 4 n? u’sm G —|— u:'b -|— b*(,us ® _ (I“sillalzfi— ajb‘-i— bicos _a'f
T a?sin «f + b2 cos 2 a?sin «'2 4 b2 cos 2 !
woraus, wenn die Division verrichtet wird,
m? 4 n? = a® 4 b2 (M)

folgt. Die Summe der Quadrate zweier conjugirter I)urch—
messer ist daher eine constante Grisse und der Summe
der Quadrate der Axen gleich.

Wir bemerken noch, dass, wenn von den 6 Grossen a, &, i, n, «,
« drei gegeben sind, die anderen drei mittelst der Gleichungen (1), (2),
(3)oder (3") gefunden werden kinnen, von welchen iibrigens dic beiden
ersteren auch durch die Gleichungen (4) und (7) vertreten werden
kinnen. Hieher gehiren z. B. folgende Aufgaben: 1) Zwei conjugirte
Durchmesser und der Conjugationswinkel sind gegeben, die Axen zu
berechmen.  2) Die Axen sind gegeben; man sucht ein System conju-
girter Durchmesser, welche einen gegebenen Winkel &’ — « einschliessen.

24, Unter den unzihligen Systemen conjugirter Durchmesser
der Ellipse ist noch dasjenige bemerkenswerth, dessen Durchmesser
den die Endpunkte der beiden Axen verbindenden Sehnen parallel
sind, und, wie aus der Symmetrie der Ellipse in Bezug auf ihre Haupt-
axen sogleich erhellt, gleiche Lingen haben. Bezieht man die El-
lipse anf dieses System conjugirter Durchmesser, so wird ihre Glei-
chung (wegen m = n in Gl (4) §. 212):

x? 4 y? = m?
und hat, wie man sicht, mit der auf rechtwinklige Axen bezogenen
Mittelpunktsgleichung des Kreises gleiche Form. Jede Gleichung von
dieser Form, bezogen auf ein sehiefwinkliges Axensystem ist daher
die Gleichung einer auf das System der gleichen unnjutﬁrtcn [ireh-
messer bezogenen Ellipse. Bezeichnen, wie oben, « und «" die Winkel
der zwei gluchen Durchmesser gegen die Abscissenaxe, so ist:

b b

g = —,tg ' =— —

@ I
und vermige der GL (7): m? = (a® 4 &%)
ermige der GL (7): 5 ( ;

U5, Aus der vollkommenen Uebercinstimmung der Formen,
welche die Gl der Ellipse annimmt, wenn dieselbe auf die Axen oder
auf ein beliehiges System conjugirter Durchmesser bezogen wird, folgt,

G0
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dass alle bisher entwickelten Eigensehaften dieser Curve, welche von
der Richtung der Durchmesser unabhiingig sind, aueh dann
bestehen, wenn dieseiben auf ein System conjugirter Durchmesser be-
zogen wird.  So namentlich die Gleichungen der Tangente und die
Formeln uid Constructionen des §. 205 iiber die Aufgabe, von cinem
ansserhalb der Ellipse gegebenen Punkte eine Tangente an die Curve
zu ziehen,

Was inshesondere die Ergebnisse des letztgenannten Paragraphes
anbelangt, so kinuen wir jetzt, wenn wir bedenken, dass zu jeder in
der Ebene der Ellipse gegebenen Geraden ein paralleler Durchmesser
gezogen werden kann, und die dort entwickelten Formeln sich nicht
dndern, wenn statt der Axen irgend ein System conjugirter Durch-
messer als Coordinatensystem angenommen wird, (nur dass dann
selbstverstiindlich unter @ und & die Hilften dieser conjugirten Durch-
messer zu verstchen sind) folgenden Satz aussprechen:

Wenn vou beliebigen Punkten irgend einer inder Ebene
der Ellipse gezogenen Geraden (Polare) Tangenten an die
Ellipse gezogen werden, so schneiden sich simmtliche Ge-
rade, welehe die zu je zwei von demselben Punkte ausge-
henden Tangenten gehorigen Beriihrungspunkte verbinden,
in einem Punkte [Pol), weleher auf jenem Durchmesser
liegt, der zu dem der gegebenen Gevaden parallelen Durch-
messer conjugirt ist.

Und umgekehrt:

Zieht man durch irgend einen in der Ebene der Ellipse
gegebenen Punkt (Pol) Sehnen oder Sekanten und zu je
zwei Punkten, in denen die Ellipse von jeder Sehne oder
Scekante geschnitten wirvd, die Tangenten, so liegen die
Durchschnittspunkte je zweier zusammengehiriger Tan-
genten auf einer zu jenem Durchmesser parallelen Geraden
(Polare}, welcher dem durch den gegebenen Punkt gezo-
genen conjugirt ist.

II. Die Hyperbel
216, Die Gleichung der Hyperbel, aut ihren Mittelpunkt und ihre
Hauptdurchmesser bezogen, ist:
afyt — Bt = — o, (1)
wo 2a die erste oder rveelle, 20 die zweite oder imaginire Axe bezeich-
net, und erstere als Abscissenaxe angenommen ist.
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Fiir « = b verwandelt sich cbhige Gleichung in y? — x? = — a2,
und die Hyperbel heisst in diesem Falle eine gleichseitige; diese ist
unter den Hyperbeln das, was der Kreis unter den Ellipsen.

Bezeichmet man die lineare Excentricitiit, d. i. den Abstand
der Brennpunkte vom Mittelpunkte mit ¢, die numerische Excentri-
citiat mit ¢ so ist bekanntlich [§. 200]:

e Vfa"' “+ 2.
T

c'_’=u2+62’ E='(; » :62_i“z.=a2 (}:'-‘-'-1),

mnd man hat fiir die Leitstrahlen FM = r, F'M = " (Fig. 26) eines
beliebigen Hyperhelpunktes A/, dessen vom Mittelpunkte geziillte Ab-
scisse CP = w ist, die Ausdriicke:

4 e

/
re=—x—a, r=—x=a,
« a

deren Differenz constant und gleich ist der ersten Axe 2a = Ad’.
Auf diese Eigenschaft griindet sich cine einfache Construction der Hy-
perbel durch Punkte, bei welcher zu verweilen nicht nithig sein wird,
Die Gl. (1) in der Form:
P b2
(x — a) (ac-l»-a)::a_2
geschrieben, spricht den Satz aus, dass das Quadrat der Ordinate
zu dem Rechtecke aus den Abstinden ihres Fusspunktes
von beiden Scheiteln der Hyperbel in einem constanten
Verhiiltnisse = % : «2 stehe.
Construirt man iiber der ersten Axe der Hyperbel (1) eine gleich-
seitige Hyperbel, und bezeichnet mit y, 3 die zu derselben Abscisse =
gehirigen Ordinaten beider Curven, so hat man:

h e ) R
= i " l/wz—--a-’, y = i Vei—a,

somit y : 7 =& : @i der in dieser Proportion ausgesprochene Satz
ist, so wie der vorhergehende, den beiden [§. 201] fir die Ellipse be-
wiesenen analog; der letztere kann jedoch zur Construktion der Hy-
perbel nicht beniitzt werden, da eine gleichseitige Hyperbel nicht
leichter als irgend eine andere zu construiren ist.

Aus der Vergleichung der Mittelpunktsgleichungen der Hyperbel
und der Ellipse geht hervor, dass diese in jene iibergeht, wenn man
— b2 statt 2, oder & l/——_l statt & schreibt.  Aus diesem Grunde
kinnen die aus der Gleichung der Ellipse abgeleiteten Gleichungen
und Formeln durch Aenderung des Zeichens von 42 unmittelbar in die
entsprechenden auf die Hyperbel sich heziehenden umgewandelt wer-
den. InFolge dieser Aehnlichkeit besitzen beide Curven auch analoge
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Eigenschaften, namentlich ist die Ableitung derselben hiufig so tiber-
einstimmend, dass wir im Folgenden in solchen Fillen bloss die Resul-
tate anfiihren, und behufs der Ableitung auf die entsprechenden vor-
hergehenden Paragraphen verweisen werden.

VON DER TANGENTE AN DER HYPERBEL,

217, Verbinden wir die Gleichung der Hyperbel: a2y? — 22?2 =
— «*b* mit jener einer beliebigen Geraden:

y = mx =+ n, (1)
so erhalten wir durch Elimination von y die Gleichung:
x? (a*m? — b)) 4+ 2dmnx 4+ o (0% + n*) =0, ()

welche sofort die Abscissen der Durchschnittspunkte liefert und an-
zeigt, dass die Hyperbel von der Geraden in zwei Punkten geschnitten
: 3 g : b
wird, den Fall ausgenommen, wenn a*m? — 6> =0, d. i. m = + —
=
ist, in welchem Ialle die Gerade die Hyperbel nur in einem Punkte
schneidet, weil dann (@) auf den 1°*? Grad herabsinkt. Schliessen wir
vorerst diesen besonderen Fall aus, so erhalten wir durch Auflisung
vou (w) als Abscissen der Durchschnittspunkte:

—a {amn + bV + w* — a"mz} @
—— . 3)
a*m? — b* E

Damit die Sekante zur Tangente werde, miissen die beiden
Durchschnittspunkte in einen einzigen zusammenfallen; ¢s muss dem-
nach in diesem Ausdrucke die Wurzelgrésse verschwinden, wodurch
wir als Bedingungsgleichung fiir die Beriithrung:

x

a?m? — b2 — p? =0 (2)
erhalten. Dem bei der Ellipse betretenen Wege folgend, finden wir:
i a’mn - bin
5= pee Sy L B s . —

als Coordinaten des Berilhrungspunktes, und:

b2t
y—ﬁ:&;ﬁ'(ﬂf—s&); (3)
oder alpy — bix = — a?b%, (4)

als Gleichung der Tangente im Punkte &, 5. Bezeichnen wir mit
7z den Winkel, welchen die Tangente am Punkte ¥, 5 der Hyperbel
mit der Abscissenaxe einschliesst, so ist:
b2

tg 7 = (5)

azq
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Als Gleichung der Normale im Punkte §, 5 der Hyperbel
hat man nun:

. 3/—!1=-—“-2—:(J"-‘:5J- (6)
>
Ferner findet man (Fig. 38):
3 3 P 3
, . asy® &'—
PT = Subtangente = — —— —= — *———|
’ b2§ 3
b2
PN = Subnormale = —,
=
1/ A . A
M1 = Tangente — (—’ j/a*p,- + g
4
. NG L AW 3 1A%
MN= Normale = — Jah? + &,

Wie man sieht, ist auch in der Hyperbel, wie in der Ellipse, die
Subtangente von 5 und & unabhiingig; beschreibt man daher iiber der-
selben ersten Axe eine Reihe von Hyperbeln, und zieht an dieselben
in Punkten, denen derselbe Werth der Abscisse £ entspricht, Tan-
genten, so schneiden sich diese in einem und demselben Punkte der
ersten Axe.

Die Subnormale erhiilt fii § = a, d. h. im Scheitel der Hyperbel,
: : b ;
ihren kleinsten Werth —==dem halben Parameter, und wiichst mit zu-

a
nehmendem & bis ins Unendliche. Wiihrend also in der Ellipse der
Werth der Subnormale immer zwischen den Grenzen O und -—‘:’— einge-
schlossen ist, liegt derselbe in der Hyperbel zwischen den Grenzen

—;i und o . _

28, Der Ausdruck (5) fiir tg z verdient noch eine nihere Erir-
terung. In der Ellipse kann die Tangente alle miglichen Neigungen
gegen die Axe der 2 annehmen; diess ist bei der Hyperbel nicht der
Fall. Denn eliminirt man mit Hiilfe der Gleichung der Curve 5 aus (5),
30 erhilt man:

4
g
&

Es ist nun § = « der (numerisch) kleinste mogliche Werth von &
fir welechen tg z = + o, somit 7z = 909 wird; d. i. in den Scheitelu
steht die Tangente senkreeht auf der ersten Axe.  Liisst man nun §

i = ; a® . i .
grosser und grosser werden, so wird, da —; fortwithrend abnimmt, tg 7
- el

]
. . - . ]
immer kleiner und hat fiir § = o die Griisse 4 — zur Grenze, unter
«

welche sie nicht herabsinken kann.
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Errichtet man daher im Scheitel 4 (Fig. 38) eine Senkrechte und
macht AH = — AN’ = b, zieht durch den Mittelpunkt O und die
Punkte I und H' die Geraden V', WW’ so ist:
” / b
tg VOX =+ —, tg WOX=— —,
a
woraus in Verbindung mit dem oben Gesagten hervorgeht, dass die
Tangente an der Hyperbel mit der z- Axe keinen kleineren spitzen
Winkel als 1OX, keinen grisseren stumpfen als WX bilden kann.
Setzt man ferner in Gl. (4) der Tangente y = 0, so wird:

2

= 0T = i‘_—,

&
licrans folgt, dass der Durchsehnittspunkt der Tangente mit der x-Axe
immer zwischen dem Mittelpunkte und einem der beiden Scheitel liegt,
und ersterem um so niher kommt, je grosser & wird; ritckt nun der

Berithrungspunkt in unendliche Entfernung, d. i. wird § = =, so hat
man gleichzeitig: tg v = + —, 0T = 0. Je weiter sich daher der
a

Berithrungspunkt entfernt, desto mehr nihert sich die Tangente MT
einer der beiden Geraden V'V, WW’, deren Gleichung:
b
y=1= =
ist, und fillt fiir & = O mit einer derselben zusammen.

Bezeichnet man mit y und ' die zu derselben Abscisse OP = «
gehorigen Ordinaten der Hyperbel und der Geraden V'V, so ist:

2 2
durch Subtraktion dieser Gleichungen erhiilt man:
& — 9@ +g)=—

DasProdukt (3" —y) (' 4y)=MQ . M () ist demnach eine constante
Grisse und es folgt hieraus, dass, wenn a, und somit auch y und 3
grisser und grosser werden, die Differenz ' — y = MQ fortwiihrend
abnehmen und unendlich klein werden muss, wenn 2 unendlich gross
wird. Die Hyperbel nithert sich daher immer mehr und mehr den Ge-
raden VV', WV, ohne jemals mit ihnen villig zusammenzufallen.

Man nennt ecine Gerade oder krnmme Linie, an welche sich ein
unendlicher Curvenast immer mehr und mehr anschmiegt, ohne jedoch
mit ihr je zusammenzufallen, eine Asymtote der Curve. Die Hy-
perbel besitzt daher zwei geradlinige Asymtoten, welche

sich im Mittelpunkte schneiden, und deren Gleichungen:

t
a

ct

D s

sind.
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Es ergiebt sich nun auch leicht die geometrische Bedeutung des
im Eingange des §. 217 erwiihnten besonderen Falles, dass eine Ge-
rade y = max -+ n eine Hyperbel nur in einem Punkte schneidet, wenn

b, . . . .
m =+ —ist; die Gerade ist nimlich dann einer Asymtote parallel
@
Hieraus folgt zugleich, dass es unmiglich ist, in einer Hyperbel eine
zu einer Asymtote parallele Sehne zu ziehen.

Fiir die Durchschnittspunkte einer dureh den Mittelpunkt gehen-
den Geraden y = ma mit der Hyperbel findet man, (in («) n = 0

setzend):
ab

&, Ty
i/bz — a*m?

woraus folgt, dass ein Durchselitt statt findet oder nicht, je nachdem

T =

: . . . b . :
m numerisch kleiner oder grisser ist als —, d. h. je nachdem die Ge-
[

rade zwischen einer Asymtote und der ersten, oder zweiten Axe der

Hyperbel liegt.

219, Die Aufgabe, von einem ausserhalb der Hyperbel liegenden
Punkte a', " eine Tangente an diesclbe zu ziehen, wird auf dieselbe
Weise zur Lisung gebracht, wie bei der Ellipse. [§. 205.] In siimmt-
lichen dort entwickelten Formeln hat man nur das Zeichen von £2 zu
veriindern, um sie fiir die Hyperbel umzugestalten, und die daraus ge-
zogenen Folgerungen und Siitze gelten unveriindert auch fiir diese
Curve.

220, Da der Durchschnittspunkt 7" einer Tangente M7 (Fig. 39)
mit der ersten Axe immer zwischen den Scheiteln, folglich um so mehr
; L
zwischen den Brennpunkten liegt, und O7'= — ist [§. 218], so hat
<

man, wenn r== FM, "= I’ M die Leitstrallen des Beriihrungspunktes
M sind:

[

\ (T

43 [ (’E ar
FT =¢ . . (—; —_— == 3 "
&

'rrt“

o t ’
a® ({4 e ar
]"’T:Q—,——-:— 2 +{{ =—,
¥ T ;
Woraus: Fr:PT=r:y

folgt. Diese Proportion, auf das Dreieck I’/ bezogen, spricht den
Satz ans: die Tangente halbirt den von den Leitstrahlen des
Berihrungspunktes eingeschlossenen Winkel.
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Dieses stimmt vollkommen mit der analogen Eigenschaft der El-
lipse iiberein, daher auch alle dort [§. 207]| gezogenen Folgerungen,
so wie die daraus abgeleiteten Constructionen unmittelbar auf die Hy-
perbel iibertragen werden kinmmen. In Bezug auf letztere, welche in
Fig. 39 ausgefiihrt sind, entstehen aus dem Umstande, dass in der Hy-
perbel die Tangente zwischen den beiden Leitstrahlen, in der Ellipse
ausserhalb derselben liegt, ganz geringe Modificationen, welche
sogleich in die Augen fallen.

VON DEN DURCHMESSERN DER HYPERBEL.

22, Schliesst man die Richtung der Asymtoten aus, zu welchen
bekanntlich keine parallelen Sehmen existiren, so entspricht auch in
der Hyperbel jedem Systeme paralleler Schnen ein geradliniger durch
den Mittelpunkt gehender Durchmesser. DBezeichnen wir daher, wie
§. 208, mit ¢ den Neigungswinkel der parallelen Sehnen gegen die als
Abscissenaxe angenommene erste Axe, so finden wir als Gleichung des
zugehorigen Durchmessers:

bz
V=& tg g %
folglich, wenn ¢ der Winkel ist, welchen der Durchmesser mit der
a-Axe einschliesst:

9

tgq.tglpz-”—z. (1)

Hieraus folgt, dass — wie in der Ellipse — jedem Durchmesser

ein conjugirter entspricht, deren jeder die zu dem anderen parallel
gezogenen Sehnen halbirt.

Weil das Produkt tg g . tg v stets positiv ist, so sind beide

Winkel ¢ und y gleichzeitig spitz oder stumpf; in der Hyperbel liegen

demnach zwei conjugirte Durchmesser immer in demselben Quadranten,

’ b b
und zwar, weil, wenn tg ¢ <—, tg ¢" >> — sein muss, auf entgegen-
a a

gesetzten Seiten der Asymtote, so dass der eine Durchmesser zwischen
der ersten Axe und der Asymtote, der conjugirte zwischen der Asym-
tote und der zweiten Axe liegt.

Nach dem am Schlusse des §. 218 Gesagten triftt nur der erste
dieser beiden Durchmesser, nicht aber der zweite, die Hyperbel, welche
Eigenschaft daher jedes System conjugirter Durchmesser mit dem
Axensysteme gemein hat.  Analog mit letzterem wollen wir jenen von
zwei conjugirten Durchmessern den ersten nennen, welcher die Hyperbel
schneidet, den anderen den zweiten.
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Auch geht aus dem Gesagten hervor, dass die Zunaline des Win-
kels ¢ die Abnahme von w zur Folge hat, so dass zwei conjugirte
Durchmesser sich immer niher riicken, je mehr sich der erste von der
ersten Axe entfernt, und endlich in der Asymtote zusammenfallen.

In der gleichseitigen Hyperbel ist wegen a =15, tg ¢ . tg w =1,
d. h. die Winkel, welche zwei conjugirte Durchmesser mit der ersten
Axe einschliessen, ergiinzen einander zu 90°.

222, Verbindet man die Endpunkte eines ersten Durchmessers
DD (Fig. 40) mit einem beliebigen Punkte 37 der Hyperbel, so hat
man ein Paar Supplementarsehnen, fiir welehe man auf dem in §. 209
betretenen Wege die Relation:

Pl

tg ¢ . tg w:(-l:)

.
findet, wenn ¢, v die von denselben mit der ersten Axe eingeschlos-
senen Winkel bedeuten. Die Uebereinstimmung derselben mit der auf
ein System conjugirter Durchmesser sich beziehenden Gleichung (1)
im vorigen §. fiilhrt zu denselben Folgerungen, welche wir [§. 209]
fiir die Ellipse erhalten haben. Um daher zu einem gegebenen Durch-
messer )10 die Richtung des conjugirten zu construiren, ziehe man
A'N parallel zu DD’ und verbinde N mit 4, so ist EFE durch den
Mittelpunkt zu AN parallel gezogen, die Richtung des conjugirten
Durchmessers.  Auch werden die Aufgaben, cin System conjugirter
Durchmesser zu construiren, welche einen gegebenen Winkel ein-
schliessen; und die Axen einer gegebenen Hyperbel zu construiren,
in iihnlicher Weise wie bei der Ellipse [§. 210] aufgeldst.

Eben so, wie fiir die Ellipse, wird auch fiir die Hyperbel der Satz
bewiesen, dass eine an die Curve gezogene Tangente parallel ist zu
jenem Durchmesser, welcher dem durch den Beriithrungspunkt gezo-
genen conjugirt ist.

DIE HYPERBEL BEZOGEN AUF EIN SYSTEM CONJUGIRTER
DURCHMESSER.

223, Nehmen wir ein System conjugirter Durchmesser, OX, OV
(Fig. 41) der Hyperbel als Coordinatenaxen, und sind ¢, « die Winkel,
welche beziehungsweise der erste als Axe der # angenommene und der
zweite Durchmesser mit der ersten Axe bilden, so haben wir in der
Mittelpunktsgleichung @ cos « + y cos « statt 2 und 2 sin « + y sin &’
statt  zu substituiren und erhalten dadureh als transformirte Gleichung:
y® (af sin &'?— 6% cos ') + 2y (a® sin @ sin « — b2 €08 « COS ) —

x? (b2 cos ¢ — a@* sin «®) = — a¥b?,
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aus weleher zuniichst in Folge der zwischen den Winkeln «, «" statt-
findenden Bedingungsgleichung:

’ 62
tg o tg « = —
e )
oder a2 gin ¢ sin & — 62 cos ¢ cos o =0

; ; ; b? , 12
das Glied mit xy verschwindet. Da ferner tg «® < —5» und tg « >
a a?

so sind die beiden Coefficienten von «® und 3? wesentlich positiv;

setzen wir daher:
; a*l? ; a*b?
mi = n? = (2)

— iy g 99 : = I
b2 cos (F —a® sine? @ sin «'? — 82 cos 2’

5o erhalten wir als Gleichung der Hyperbel, bezogen auf
ein System conjugirter Durchmesser:

Py — nfa? = — win?, (3)
welehe, wie man sieht, mit der Mittelpunktsgleichung der Form nach
vollkommen iibereinstimmt.

Aus (3) folgt fir y = 0:a® = OD® = OD? = m?, so dass m
die Hiilfte des ersten Durchmessers darstellt. Fiir @ = 0 erhiilt man
y =+ n ¥ —1; der zweite Durchmesser wird also, wie ohnehin
bekannt, von der Hyperbel nicht geschnitten; der aus (2) folgende
Werth von n wird der Analogie nach, als Linge des zweiten
Durchmessers auf diesem aufgetragen (OE = OF' = n).

Die Gleichung der Asymtoten, bezogen auf die Hauptaxen, ist

: b ;
bekanntlich: y = + — &, und nimmt durch Erhebung zum Quadrate
—

die Form a2y? b2t = O an. Transformiren wir dieselbe aunf das
obige System conjugirter Durchmesser 0D, OF, so erhalten wir:
y? (a? sin @2 — 0% cos «?) — a? (b? cos «* — @ sin @) = 0,
woraus mit Riicksicht auf (2):
n
y=* = (4)

n
folgt. Also behilt auch die GI. der Asymtoten dieselbe Form, man
mag was immer fiir ein System conjngirter Durchmesser als Coordi-
natenaxen withien.

Setzt man in (4) @ = m = 0D, s0 wird y = n = D(/, woraus
folgt, dass die Asymtoten mit den Diagonalen des aus zwei
beliebigen conjugirten Durchmessern construirten Paralle-
logrammes zusammenfallen; und umgekehrt: die Eckpunkte
des aus zwei beliebigen Durchmessern construirten Paral-
lelogrammes liegen auf den Asymtoten.
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Sind daher die Hyperbel und ihre Asymtoten gegeben, so ist es
mit Hiilfe dieses Satzes leicht, die Linge des zu cinem beliebigen
ersten Durchimesser conjugirten zweiten Durchmessers zu construiren;
oder die Asymtoten zu construiren, wenn ein Paar conjugirter Durch-
messer der Richtung und Linge nach gegeben sind; oder unter der-
selben Voraussetzung die Richtung der beiden Axen der Hyperbel zu
eonstruiren, wenn man noch beachtet, dass diese die von den Asym-
toten gebildeten Winkel halbiren.

Die sechs Stiicke «, b, w, n, «, « sind durch die 3 Gleichungen
(1) und (2) verbunden, mit deren Hiilfe daher aus drei gegebenen
Stiicken die anderen gefunden werden kinnen. Auf dem in §. 213 be-
tretenen Wege erhalten wir aus diesen Gleichungen.

ab = mn sin (¢ — «), (5)
m? — n? = o — b (6)

Es ist somit in der Hyperbel: 1) das aus zweiconjugirten
Durchmessern construirte Parallelogramm constant und
dem Rechtecke der Axen gleich, (wie in der Ellipse); 2) die
Differenz der Quadrate zweier conjugirter Durchmes-
ser ist eine constante Grosse und gleich der Differenz
der Quadrate der beiden Axen.

Aus (6) folgt, das m nicht = » werden kann, weun « von & ver-
schieden ist; in der Hyperbel existirt also kein System conjugirter
Durchmesser von gleicher Liinge; ist hingegen ¢ = 4, so wird auch
m = n, d. h. in der gleichseitigen Hyperbel haben je zwei conjugirte
Durchmesser immer gleiche Liinge.

Das in §. 215 Gesagte gilt unveriindert auch von der Hyperbel.

DIE HYPERBEL BEZOGEN AUF IHRE ASYMTOTEN.

224, Bringt man die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel auf die
Form:

/ 2

w(1— %), (1)

&%,

50 erkennt man sogleich, dass derselben zwei geradlinigte Asymtoten
zukommen, welche in der Gleichung:

B}

P=—z: a? (2)

begriffen sind. Denn beim fortwiihrenden Wachscn von @ niihert sich
=]

der aus (1) folgende Werth von y immer mehr und mehr und bis zu

jedem beliebigen Grade der Genauigkeit dem aus (2) resultirenden
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Ordinatenwerthe, d. h. mit anderen Worten, die Hyperbel niihert sich
immer mehr und mehr den dureh (2) dargestellten Geraden, ohne aber
je mit ihnen zusammenzufallen: letztere sind daher Asymtoten der
Hyperbel.

Wir wollen jetzt die Gleichung der Hyperbel auf ihre Asymtoten
als Coordinatenaxen bezogen, aufsuchen. Bezeichnen wir mit 22 den
Asymtotenwinkel, d. h. jenen von beiden Asymtoten gebildeten
Winkel, in welchem die erste Axe liegt, so haben wir zum Behufe der
Transformation der Mittelpunktsgleichung von den Formeln (4) §. 160
Gebrauch zu machen und daselbst « = — 1, « = -+ J zu setzen,
somit in der Mittelpunktsgleichung statt « und y die Ausdriicke:

@ cos ) 4 ycos L= (y + ) cos 1,
—az sin 2 4+ ysind = (y — x) sin 1,
- s b . ; at b
zn substituiven. Nun ist tg 4 = —, somit cos }? = — , sin ) =
a € e

wenn ¢ = V¥ 4 % die lineare Excentricitiit bedeutet. IHiemit geht
die Mittelpunktsgleichung iiber in:

: g B 5 o -
(tz(y—ﬁa:)z—e;—bz (y + a)? = ab?,

woraus nach einfacher Reduktion :

= ()

als Asymtotengleichung der Hyperbel folgt.

Umgekehrt gehirt jede anf recht- oder schiefwinklige Coordina-
ten bezogene Gleichung von der Form xy = k2 einer (bei rechtwink-
ligen Coordinaten gleichseitigen) Hyperbel an, deren Excentricitit
e = 2k ist. Die Grisse k? = % = m——i—bl heisst die Potenz der
Hyperbel.

Aus (3) folgt, dass das Rechteck aus den zu den Asym-
toten parallelen Coordinaten eines beliebigen Punktes
der Hyperbel constant und dem Quadrate der halben
Excentricitit gleich, somit letztere die mittlere geome-
trische Proportionale zwischen beiden Coordinaten ist.

Sind daher die Asymtoten und ein Punkt der Hyperbel gegeben,
s0 ist die Exeentricitiit e = 2}y leicht zu construiren, wodunrch, da
die Richtung der ersten Axe den Asymtotenwinkel halbirt, die Brenn-
punkte und mit diesen die Lingen der beiden Axen gefunden werden
kannen, da (Fig. 38) GIT = OIl' = Vn)-’q——f,—’: e = O ist.
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Die Aufgabe, wenn ein System conjugirter Durchmesser der Rich-
tung und Grisse nach gegeben ist, die Axen zu construirven, lisst sich
Jjetzt ebenfalls leicht auflosen, indem man die Asymtoten und die Rich-
tung der Axen nach dem vorigen §. construirt und beachtet, dass man
in den Endpunkten des ersten Durchmessers zwei der Hyperbel ange-
hirige Punkte hat.

225, Zieht man eine beliebige Sekante (/1 (Eig. 42), welche auf
den beiden als Coordinatenaxen angenommenen Asymtoten die Stiicke
OG = «, OIf = {3 absehneidet, so ist die Gleichung derselben:

%+%=L 1)
Eliminirt man aus dieser und der Asymtotengleichung der Hyper-

bel y, so erhiilt man:
— ax + (T ), (2)
H
eine Gleichung, deren Wurzeln @y, @, die Abseissen der Durchsehnitts-
punkte M, M’ der Hyperbel und Sekante sind. Ist nun £ der Halbi-
rungspunkt der Sehne A3/ und sind &, y dessen Coordinaten, so hat
man:

e e T
B)

[ s
= -, womit aus (1) y =

[ l'l".

(S
<
<

sich ergibt.  Hieraus folgt, dass der Punkt L auch die G'H halbirt.
Da also GL = HLwd LM = LM, so ist HM = M’y d. h. die
zwischen der Hyperbel und den Asymtoten liegenden Ab-
sehnitte einer beliebigen Sekante oder Sehne sind gleich.
Es bedarf kaum der Evinnerung, dass der Satz auch fiir eine solche
Sehne (wie z. B. £S) gelte, welehe zwei Punkte der beiden Hyperbel-
iiste verbindet.

Hicrauf griindet sich ein sehr einfaches Verfahren znr Construc-
tion der IHyperbel, wenn ein Punkt derselben und die Asymtoten ge-
geben sind.  Sei M der gegebene Punkt der Hyperbel; man ziehe
durch denselben eine beliebige Sekante, welche die Asymtoten in
und / schneidet und mache GM = HM, so ist M’ ein Punkt der
Hyperbel. Jede andere durch A gezogene Sekante liefert einen neuen
Punkt; jeder so erhaltene Punkt kann wieder als Ausgangspunkt ge-
nommen werden, wodureh die vier Zweige der Curve leicht erhalten
werden.

Aus (2) folgt:

RN . _#
=gzl e(c—3;
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goll die Sekante GH zur Tangente 77" werden, so miissen die bei-
den Durchschnittspunkte M, M’ in einen einzigen Punkt 7 zusammen-
fallen, wozu erfordert wird, dass die Wurzelgrisse verschwinde; es
ist also:
g = ¢*

die Bedingungsgleichung fiir die Berithrung, und fiir die Coor-
dinaten OP = §, PI = y des Beriihrungspunktes I erhilt man:

3
H =3
| 2

somit ist @« = O07'= 2§, 3 = 01" = 2y, mit welchen Werthen (1)
in dic Asymtotengleichung der Tangente:

K x
I
2y + 2

iibergeht. Aus den so eben erhaltenen Werthen der von der Tangente
auf den Asymtoten abgeschnittenen Strecken:

OT= 2§ =20P, 01" =2y =2PI
folgt:

1) I7=I7"; d. h. der Berithrungspunkt halbirt das zwischen
den Asymtoten enthaltene Stiick der Tangente, welcher Satz iibrigens
in dem obigen von einer Sekante bewiesenen-als specieller Fall ent-
halten ist.

2) Ein einfaches Verfahren zur Construction der Tangente an
einem gegebenen Punkt der Hyperbel.  Ist I dieser Punkt, so ziehe
man /P parallel zu einer Asymtote, und mache P7 = PO, so ist IT
die gesuchte Tangente.

Multiplicirt man die Asymtotengleichung der Hyperbel mit sin 2),
wo 21 wie oben den Asymtotenwinkel bezeichnet, so kommt:

2

<

. es . o
xy 8in 2, = 1 sin 243

nun ist:

sin 20 = 2 sin 4 cos L= z—(;b,
&
somit :
ay sin 2). = S ab;
L 5 @b

der Ausdruck xy sin 2), stellt aber die Fliche des Parallelogrammes
IKOP vor, welches iiber den zu den Asymtoten parallelen Coor-
dinaten 7P, OF eines beliebigen Hyperbelpunktes construirt ist, diese
Fliche ist also constant und dem 8*® Theile des aus den beiden Axen
2¢ und 24 construirten Rechteckes gleich.
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III. Die Parabel.

226, Diese Curve unterscheidet sich vou der Ellipse und Hyperbel
wesentlich dadurch, dass sie keinen Mittelpunkt, folglich nur einen
Hauptdurchmesser und nur einen Brennpunkt besitzt. Nimmt man den
Hauptdurchmesser, die Axe der Parabel, als Abscissenaxe, den Durch-
schnittspunkt desselben mit der Curve (den Scheitel) als Ursprung,
so ist bekanntlich die Gleichung der Parabel:

y* = pex,
wo die Constante p der Parameter der Parabel genannt wird.

Man definirt die Parabel gewihnlich nach der [aus §. 200] be-
kannten Eigenschaft derselben, dass jeder ihrer Punkte von einer
festen Geraden (der Richtlinie) und einem festen Punkte (dem
Brennpunkte) gleichweit entfernt ist. Der Parameter ist bekannt-
lich das Doppelte des Abstandes des Brennpunktes von der Richtlinie
und folglich gleich der im Brennpunkte errichteten Doppelordinate.
~ Wie mit Hiilfe obiger Eigenschaft die Parabel durch Punkte con-
struirt werden kann, wenn Brennpunkt und Richtlinie gegeben sind,
fillt sogleich in die Augen. Aus der Gleichung der Curve erhellt
iibrigens, dass die Ordinate jedes Punktes derselben die’ mittlere geo-
metrische Proportionale ist zwischen seiner Abscisse und dem Parame-
ter, woraus folgt, dass jedes Verfahren der Elementar-Geometrie, zu
zwei gegebenen Strecken die 3'¢ geometrische Proportionale zn finden,
zur Construction der Parabel beniitzt werden kann.

VON DER TANGENTE AN DER PARABEL.

227. Verbinden wir die Gleichung der Parabel 32 = pa, mit der
Gleichung y = ea 4 b einer Geraden, so erhalten wir zur Bestimmung
der Durchschnittspunkte die Gleichungen:

atx? — (p — 2ab) & 4 12 =0, ()
y=ax + b.

Ist a =0, d. h. die Gerade parallel zur x-Axe, so sinkt die GL. («)
auf den 1%" Grad herab, woraus folgt, dass eine zur x- Axe parallele
Grerade die Parabel nur in einem Punkte schneidet. Ist aber  von
Null verschieden, so zieht man aus («) den Werth:

. i 2ab + }/m
- 2a? '
woraus erhellt, dass die Gerade die Pavabel nicht trifft, wenn p < dab,

und in zwei Punkten sehneidet, wenn p >> 4ab.  Sollen die beiden
Herr, Hoh. Mathematik, 1. 23




Durchschnittspunkte in einen einzigen zusammenfallen, die Secante
also zur Tangente werden, so muss die Bedingung

p = 4duad ()
erfiillt werden, und man erhilt als Coordinaten des Beriihrungspunktes:
. p—2b _ p
A 202 ’."_Z’
p

woraus, da 52 = p§ ist, a = b= 17; folgt. Substituirt man diese

2y’
i
Werthe in die Gleichung der Geraden, so erhiilt man als Gleichung
der Tangente am Punkte &, 4:
P i
_— _
y 2y + 27 )
welche, indem man beiderseits 5 abzieht und aus dem zweiten Theile
den Faktor zi Leraushebt, mit Riicksicht auf die Gl 2 = pk, die be-
i
quemeren Formen:

y—r;=%<w—&), (1)
oder m=5@+y (2)

annimmt. Der Winkel z, welchen die Tangente im Punkte &, y mit
der x - Axe einschliesst, ist durch die Gleichung:

o ——ﬁ—.];]/p, -
W 2y T2 g (3)

bestimmt. Fiir ,, == 0 wird z = 909, d. h. die Tangente am Scheitel
steht auf der Axe senkrecht; je grisser 4 oder § wird, d. h. je weiter
sich der Beriithrungspunkt vom Scheitel entfernt, desto kleiner wird z
und folglich die Tangente immer mehr und mehr zur Axe parallel.

Fiir die Gleichung der Normale im Punkte &, 5 erhilt man
aus (1):

2y
y—y=—L(a—p). 4)
! P
Setzt man in der GL (1) der Tangente und jener (4) der Normale,

g =0, 80 stellt & — & beziehungsweise die Subtangente P7 (Fig. 43)
und Subnormale PN vor; man erhiilt daher:

Subtangente PT = — 2§, Subnormale PN =

5

wolhe

In der Parabel ist daher die Subtangente gleich der
doppelten vom Scheitel aus gezihlten Abscisse des Beriih-
rungspunktes, die Subnormale constant und gleich dem
halben Parametenr.
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Wie diese beiden Eigenschaften zu einer sehr einfachen Construe-
tion der Tangente oder Normale an einem gegebenen Parabelpunkte
beniitzt werden kénnen, fillt sogleich in die Augen.

Da PT = 2§, so ist anch AT = §, somit FT=§ + %—_— FM

und das Dreieek MFT gleichschenklig; zieht man daher noch durch
den Beriihrungspunkt M die RD senkrecht auf die Richtlinie UU’,
s0 ist:

L FMT = MTF = DMT = RMT ;
beachtet man nun noch, dass wegen MF = MD das A MDF gleich-
schenklig ist, so ergeben sich folgende Siitze:

1) Die Winkel, welche die Tangente mit dem Radins-
vektor des Beriithrungspunktes und einer durch letzteren
parallel zur Axe gezogenen Geraden bildet, sind gleichy
folglich wird auch der von dieser Geraden und dem Leit-
strahle gebildete Winkel durch die Normale halbirt.

2) Die Gerade, welche den Brennpunkt mit dem Fuss-
punkte des vom Berithrungspunkte auf die Richtlinie ge-
fillten Perpendikels verbindet, wird von der Tangente
senkrecht geschnitten und halbirt.

Man sieht von selbst, wie auch diese Eigenschaften in mehr als
einer Weise zur Construction der Tangente oder Normale an einem
gegebenen Punkte der Parabel beniitzt werden kinnen.

Da die FD im Punkte A, die BF im Scheitelpunkte 4 halbirt
wird, so ist AR parallel zu UU’, somit senkrecht auf die Axe; bemerkt
man nun, dass A der Fusspunkt des aus dem Brennpunkte auf die
Tangente gefillten Perpendikels ist, so ergiebt sich der Satz: der geo-
metrische Ort der Fusspunkte der aus dem Brennpunkte
auf die Tangenten gefiillten Perpendikel ist die durch den
Scheitel senkrecht auf die Axe gezogene Gerade.

228, Um von einem ausserhallb der Parabel gelegenen Punkte
(Fig. 44) eine Tangente an die Parabel zu zichen, heachte man, dass
nach Obigem jeder Punkt der Tangente G M von den beiden Punkten
F und D gleichweit entfernt ist und folglich auch die Tangente die D
senkrecht durchschneidet. Beschreibt man daher aus ¢ mit dem
Halbmesser (/7 einen Kreis, welcher die Richtlinie in zwei Punkten
D wnd D" schneidet, so sind die aus & auf D und I’ gefillten Per-
pendikel die gesuchten Tangenten. Oder man zieche durch D und 1Y
Parallele zur Axe, deren Durchschnittspunkte mit der Parabel die Be-
rithrungspunkte A4, A" geben.
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Um die Aufgabe analytisch aufzulisen , seien z’', " die Coordinaten
des gegebenen Punktes, so haben wir zur Bestimmung der Coordinaten
&, y des Beriihrungspunktes die beiden Gleichungen:

¥y = % (' 4+ &) und 5 = pt, (m)
deren erste ausdriickt, dass die Tangente durch den Pnnkt ', 5 geht,
die zweite, dass der Beriihrungspunkt auf der Parabel liegt. Durch
Elimination von & erhiilt man:

p==g & g —p,
woraus folgt, dass durch den Punkt o', 3" zwei Tangenten, eine oder
gar keine gezogen werden kann, je nachdem y'? >, = oder << pa’
ist, d. h. jenachdem der Punkt ', 3 ausserhalb, auf oder innerhalb
der Parabel liegt. Zur Construction der Beriihrungspunkte bedient
man sich am einfachsten der geometrischen Oerter der Gleichungen (m).
Der Ort der zweiten Gleichung ist die gegebene Parabel selbst; jener
der ersten eine Gerade, die Berithrungssehne, welche die Coordi-
natenaxen in den Punkten £ und /7 schneidet, fiir welche man, einmal
n, dann § = O setzend:
5 ¥ }J-’l'
E=AE=—=x %
findet, welche Punkte daher leicht construirt werden kimnen. Zieht
man dann die £H, so schneidet diese die Parabel in den gesuchten
Beriihrungspunkten A7 und M.

Da die Abscisse 45 = — " des Punktes, in welchem die Beriih-
rungssehne die Axe schneidet, von der Ordinate y* des gegebenen
Punktes unabhiingig ist, so gilt auch in der Parabel der Satz: Wenn
von beliebigen Punkten einer auf der Axe der Parabel senk-
recht stehenden Geraden (Polare) Tangenten an die Curve
gezogen werden, so schneiden sich simmtliche Berithrungs-
sehnen in einem und demselben auf der Axe gelegenen
Punkte (Pol); und umgekehrt.

Ein beachtenswerthes Resultat ergibt sich noch, wenn man den

Punkt ', ' auf der Direktrix annimmt, wodurch " = — %} und die

Ordinate 5 der Berithrungspunkte
5 . 1 .
y=y & Vy- aalew 4
wird. Bezeichnet man nun mit 7z, z° die Neigungswinkel der beiden
Tangenten gegen die Axe der x, so hat man [Gl. (3), §.227]:

P
2y + )+ L)

ter' = P

R

gz =
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woraus tg z.tg £ = — 1 folgt, d. h. die beiden Tangenten
stehen auf einander senkrecht.

Die Gleichung der Berithrungssehne wird:

__F _ P \

worans fir = 0:§ = o folgt; d.h. die Berithrungssehne geht
( 4 bl -] g

durch den Brennpunkt.

Die Gleichung der Geraden, welche den Brennpunkt mit dem

Punkte &’ = — %, o verbindet, ist endlich:
. 2y P
y—y ===+ %)

woraus mit Riicksicht auf GI. (n) folgt, dass diese Gerade aunf der
Beriithrungssehne senkrecht steht.

VON DEN DURCHMESSERN DER PARABEL.

229, Es sei S8 (Fig. 45) eine unter dem Winkel ¢ gegen die Axe
geneigte Sehne, folglich y = « tg ¢ 4 & ihre Gleichung, so erhalten
wir durchVerbindung derselben mit der Gleichung der Parabel, y*=pz,
zur Bestimmung der Ordinaten der Durchschnittspunkte die Gleichung:

y* — pcotg g.y + pbceotg g =0,
wobei wir ¢ von O verschieden voraussetzen, weil sonst [§. 227] die
Gerade die Parabel nur in einem Punkte schneiden, folglich keine
Sehne darstellen konnte. Sind dann y,, y, die Ordinaten der Durch-
schnittspunkte S, 8, so ist y; + 7, = p eotg ¢, und wenn mit g die
Ordinate des Halbirungspunktes €' der Sehne bezeichnet wird:

i £ } peotg g. (1)
Da dieser Werth von g bloss von dem Neigungswinkel ¢ der
Sehne abhiingig ist, so folgt, dass in der Parabel der geome-
trische Ort der Halbirungspunkte eines Systems paralle-
ler Sehnen, d. h. der zu diesem Sehnensysteme gehorige
Durchmesser eine zur Axe parallele Gerade ist, wie aus
den allgemeinen Untersuchungen des vorigen Kapitels bereits bekannt
ist. Mit Hiilfe der G1. (1) findet man den zu einem gegebenen Chorden-
systeme zugehirigen Durchmesser und umgekehrt; indem, wenn g,
d. i. der Abstand des Durchmessers A'X’ von der Axe gegeben ist,
aus (1):
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tg 9= 2 (2)

sich ergibt. Zieht man in dem Punkte 4', in welchem der Durchmesser
die Parabel schneidet, eine Tangente an dieselbe, so hat man, da 3
die Ordinate von A4’, fiir den Neigungswinkel 7z derselben gegen die

) - - : y

Axe den Ausdruck tg z = ﬁ_P' [GL (3), §. 227], somit wegen (2): z==q.
Es ist somit die Tangente parallel zu jeneu Sehnen,
welehe von dem dureh den Berihrungspunkt gezogenen

Durchmesser halbirt werden.

Diese Eigenschaft hat also die Parabel mit der Ellipse und Hy-
perbel gemein; in den zwei letztgenannten Curven existirt aber ein zur
Tangente paralleler, dem Durchmesser des Beriihrungspunktes conjugir-
ter Durchmesser, weleher in der Parabel, da dieselbe keinen Mittel-
punkt hat, fehlt. Der Analogie nach wirdin der Parabel eine Tangente
und der Durchmesser des Berithrungspunktes cin System conjugir-
ter Durchmesser oder besser conjugirter Axen genamnt. Die
Scheiteltangente und die Axe der Parabel, welche beide der Glei-
chung »* = pa als Coordinatenaxen zu Grunde liegen, bilden, wie
man sielit, ebenfalls ein solehes System conjugirter Axen und zwar das
einzige rechtwinklige, weil nur fir § = 0 aus (2) ¢ = 90° sich ergibt.

DIE PARABEL, BEZOGEN AUF EIN SYSTEM CONJUGIRTER AXEN.

230. Sei A'X', A'Y (Fig. 45), ein System conjugirter Axen, auf
welche wir nun die Parabel beziehen wollen; / X' A'Y = q; «,
die Coordinaten des neuen Ursprunges 4', bezogen auf die Hauptaxen
AX, AY. Um die Gleichung 3* = pa auf das neue Coordinatensystem
zu transformiren, haben wir von den Formeln (4), §. 160, Gebrauch
zu machen und statt @, &, «, « beziehungsweise «, ¢, 0, ¢ zu setzen,
wodurch dieselben in e =« 4+ «" 4 y cos ¢, y =g + ¥ sin g iiber
gehen. Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichung »* = pa
kommt: '

y*osin g + y (29 sin g — p cos g) + §* — pa = pa.

Esist aber in Folge der Gl (2) des vorigen §.:

23 sin ¢ — p cos g = 03
ferner, da der Punkt e, g in der Parabel liegt, g3* = pe; hiedurch
verwandelt sich die letzte Gleichung in :
y? = p cosec ¢* . x, (1)
und diese ist die Gleichung der Parabel vom Parameter = p,
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bezogen auf ein System conjugirter Axen, welche den
Winkel ¢ einschliessen. Setzt man:

p eosec g? = m, (2)
so nimmt sie die mit der Scheitelgleichung der Parabel vollkommen
iibereinstimmende Form:

¥t = max (3)
an. Jede Gleichung von dieser Form, welche sich auf ein schiefwink-
liges Coordinatensystem vom Coordinatenwinkel ¢ bezieht, gehort dem-
nach einer Parabel an, deren Parameter p = m sin ¢?2 ist.

; _— p? P :
Aus (2) [§. 229] folgt: sin ¢ = —*—, = — weil
( ) [‘0 ] ) G 4‘\32 +p3 “+pr
(3 = up; hiemit wird m = p + 4« Nun ist aber der Radiusvektor »

. ) : . g
des Punktes A" :r =« 4 Iz, somit . == 4, woraus die geometrische

Bedeutung der Constante m in (3) erhellt. Dieselbe ist, wie man sieht,
das Vierfache des Abstandes des Ursprunges A" vom Brennpunkte.

Aus der Uebereinstimmung der Form der Gl. (3) der Parabel,
bezogen auf ein System conjugirter Axen, mit der Scheitelgleichung
folgt, dass alle friiher entwickelten Eigenschaften, welche von dem
Coordinatenwinkel unabhiingig sind, auf das neue System iibertragen
werden kinnen.

So erkennt man aus (3), dass in jedem Systeme conjugirter Axen
die Ordinaten die mittleren geometrischen Proportionalen sind zwischen
den Abscissen und dem Parameter m. Hieraus ergibt sich folgendes
Verfahren zur Construction der Parabel y? = ma, wenn die Axen
0X, OY, (Fig. 46) und m gegeben sind. Man errichte in O das Per-
pendikel OY" auf OX und construire mit dem Parameter m iiber OX
als Axe die Parabel BOC. Zieht man sodann aus verschiedenen Punk-
ten P, I, .... der OX Parallele zu OY" und OY, von welchen die erste-
ren die Parabel B2OC in den Punkten m, »/, ... schneiden, und macht
PM = Pm, P°M = P'w/, w. s. w., so erhiilt man Punkte M, M, ...
welche der Parabel y2 = ma angehiren.

Uebrigens kann man auch zuerst Brennpunkt und Richtlinie der
Parabel construiren. Sind nimlich OX, OY (Fig. 47) die gegebenen
conjugirten Axen und zwar OX der Durchmesser, so ist OY eine Tan-
gente an der Parabel im Punkte O; macht man daher /_ TOu= XO7Y,

) . 1
so geht Ox durch den Brennpunkt; nimmt man ferner OF = 7 ™80

ist 7' der Brennpunkt, und die durch £ parallel zu OX gezogene Gerade
X" die Axe. Wirdendlich OXiiber O hinaus verlingert und OD = OF
gemacht, so ist UU" durch D senkrecht auf F.X” gezogen, die Richtlinie.
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Durch ein idhnliches Verfahren findet man die Elemente einer
Parabel, welche schon construirt gegeben ist. Durch Halbirung zweier
parallel gezogener Schnen ergibt sich zuniichst ein Durchmesser OX
und die Richtung der Tangente O, womit die Richtung Ou construirt
werden kann, in welcher der Bremnpunkt liegen muss. Wiederholt
man diese Construction unter Anwendung eines anderen Paares pa-
ralleler Sehnen, so ergibt sich der Brennpunkt und hiemit die Richtlinie
und Axe.

Die auf die Tangente sich beziehenden Gleichungen (1) (2) und
(3), [§ 227] gelten auch fiir ein System conjugirter Axen, wenn
man nur den Parameter p durch die Constante m der Gl (3) ersetzt;
daher ist auch in einem schiefwinkligem Coordinatensysteme die Sub-
tangente gleich der doppelten Abscisse des Beriihrungspunktes.

Da ferner auch die Formeln des §. 228 unveriindert bleiben, so
kann der letzte a. a. O. ausgesprochene Satz nun allgemeiner folgen-
dermassen ausgedriickt werden: Wenn von beliebigen Punk-
ten irgend einer in der Ebene der Parabel gelegenen Ge-
raden (Polare) Tangenten an die Curve gezogen werden,
so schneiden sich siimmtliche Beriihrungssehnen in einem
Punkte (Pol), welcher auf jenem Durchmesser liegt, des-
sen conjugirter der gegebenen Geraden parallel liegt.
Dieser Satz lisst sich auf bekannte Weise nmkehren und gilt demnach
fiir alle Linien zweiter Ordnung.

SECHSTES KAPITEL.

UEBER DIE POLARGLEICHUNGEN DER LINIEN ZWEITER ORDNUNG, UND UEBER
DIE BESTIMMUNG DIESER CURVEN NACH GEGEBENEN BEDINGUNGEN.

I. Polargleichungen der Linien zweiter Ordnung.

231. Bekanntlich kann die Lage eines Punktes M in einer Ebene
durch seine Entfernung von einem festen Punkte, dem Pole, und den
Winkel bestimmt werden, welchen diese Entfernung mit einer durch
den Pol gelegten festen Geraden, der Polaraxe, einschliesst. Man
nennt diese Bestimmungsstiicke Polarcoordinaten; die eine dieser
Coordinaten, die Entfernung des Punktes M vom Pole fiihrt den
Namen Radiusvector; die andere, der obenerwiihnte Winkel, kamn
Polarwinkel genannt werden. Ist nun M ein Punkt einer nach einem
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bestimmten Gesetze gebildeten Curve, so muss sich dieses Gesetz
durch eine zwischen den Polarcoordinaten r, 6 dieses Punktes der
Curve stattfindende Gleichung ¢ (r, §) = 0 oder » =/ () ebenso aus-
driicken lassen, wie diess durch Parallelcoordinaten bisher geschehen
ist. Die Gleichung » = () heisst die Polargleichung der Curve.

Ist die auf Parallelcoordinaten bezogene Gleichung der Curve,
y = [ (x), gegeben, so erhiilt man die Polargleichung, indem man in
der Gl. y = f (x) die Werthe von x und y, in Funktion von » und
ausgedriekt, einsetzt, wozu die Formeln (1) oder (3), [§. 157] dienen.
Eben so kann man umgekehrt durch Anwendung der Formeln (2) oder
(4) a. a. 0. aus der Polargleichung die Gl. y == 1 (x) ableiten.

Im Folgenden wollen wir die Polargleichungen der Linien zweiter
Ordnung entwickeln, und zwar — was hier bequemer ist — mit Be-
niitzung bereits bekannter Eigenschaften derselben, olme von der oben
erwiihnten Transformation Gebrauch zu machen. Wir werden dabei
einen Brennpunkt als Pol und die durch denselben gehende Axe der
Curve als Polaraxe annehmen; den Polarwinkel werden wir von jenem
Theile der Axe aus zihlen, in welchem bei der Parabel und Hyperbel
die Scheitel, und bei der Ellipse der dem Pole nithere Scheitel liegt.

I. Ellipse. Sei (Fig. 31) # der Pol, "X die Polaraxe, A ein
Punkt der Curve, FM =r, / MFX =10, so hat man, wenn wir die
vom Mittelpunkt geziihlte Abseisse OP = « und die numerische Ex-

i s (@ ” - :
centricitiit — = ¢ setzen, bekanntlich » = a — &2 somit, weil:
a

@ = OF — PF==ua¢ 4+ rcos O ist, r = a (1 — &) — re cos 0,
woraus die gesuchte Polargleichung der Ellipse:

a(l — &)
r = T (])
1+ ¢cosh
202
folgt. Durch Einfithrung des Parameters p = ‘ﬁ_ 2a (1— ¢?) erhiilt
dieselbe die Form: P " .
= (2)

2(1 4 ecosh)’

In der Ellipse ist bekanntlich ¢ < 1, daher auch & cos  immer
numerisch kleiner als 1, und » kann weder negativ noch unendlich
werden. Verfolgt man die Werthe, welche der Radiusvektor » annimmt,
wiih®@nd 0 von O bis 360° wiichst, so findet man leicht, dass die GI.
(1) oder (2), indem » immer positiv bleibt, die ganze Ellipse darstellen,
wenn man ) alle Werthe von O bis 360% durchlaufen lisst.

II. Hyperbel. Sei (Fig. 39) F der Pol, X" die Polaraxe,
FPM=r, / MFX' =0,s0ist r=¢ax — aund x=0P=0F + FP
= az—r c0s 6, somit r=a(e2— 1) — re cos H, woraus als Polar-
gleichung der Hyperbel:



ale2— 1) .
P L7 (3)
14 ¢ cosh o
folgt, welche durch Einfilrung des Parameters p =— ~— =2 (s*—1)
@
die Form:
)
= 4 (4)

T 2(1 4 & cos )
annimmt. Da in der Hyperbel ¢ > 1, so kann » unendlich und nega-
tiv werden. Verfolgt man die Werthe von », withrend 6 von O bis 360
wiichst, und bezeichnet mit 0 jenen zwischen 90° und 1800 liegenden
Werth von 4, fiir welchen:

: 1 , — b
cos fl = — —, also tgt/ = — Vel = — —
& a
ist, und welcher » = = macht; so findet man leicht, dass der Radius-
vektor den Hyperbelast M°A' M beschreibt, wihrend 0 von 0" bis
3600 — " wiichst, wenn man die fir diese Werthe von 6 aus (4) fol-
genden negativen Werthe von » auf dem riickwiirts iiber den Pol hinaus
verlingerten Radiusvektor aunftrigt. Von O = 0 bis 0 = §', und von
) = 360° — O’ bis 360V ist » positiv, und beschireibt in dem ersteren
Intervalle den Zweig AN, in letzterem den Zweig AM" desjenigen Hy-
perbelastes, dessen Brennpunkt der Pol ist.
III. Parabel. Fiir diese Curve hat man:
g,
und wenn (Fig. 27) £ AFM = 0 ist, @ = AP = AF 4+ FP=

) ;
{T — 7 cos O; somit:

p P .

S — . 5

2(1 4 cos i) 4cos L b2 (5)

Man iiberzengt sich ohne Miihe, dass dicse Gleichungen die ganze

Parabel darstellen, wenn man 0 alle Werthe von O bis 360° durch-
laufen lisst, wobei » immer positiv bleibt.

232, Die Vergleichung der Gleichungen (3), (4) und (5) lehrt, dass
die Polargleichung: .

])
NIRRT Y S m)
"T 20 F ¢ cos b &

alle drei Curven umfasst, und einer Ellipse, Hyperbel oder Pavabel
angeliirt, je nachdem ¢ kleiner, grisser oder gleich 1 ist.

Es tritt wohl selten eine Veranlassung ein, einen anderen Punkt,
als den Brennpunkt, als Pol anzunehmen; wohl kann aber der Fall vor-
konmen, dass die Polaraxe nicht mit der durch die Brennpunkte ge-
henden Axe zusammenfiillt, wie diess obige Gleichungen voraussetzen,
sondern unter einem Winkel « gegen dieselbe geneigt ist. Man hat
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dann, wie man leicht findet, nur § 4 ¢ an die Stelle von § zu setzen,
wodurch man allgemeiner:

P =

P

2{14ccos(e+0)]
fiir die Polargleichung der Linien 2" Ordnung erhilt.

Die Polargleichung der Hyperbel giebt uns noch zur folgenden
Bemerkung iiber Polarcoordinaten iiberhaupt Veranlassung. So lange
es sich bloss um die Bestimmung der Lage einzelner Punkte in der
Ebene handelt, kann der Radiusvektor immer als eine wesentlich posi-
tive Grisse betrachtet werden, wenn man den Polarwinkel von O bis
3600 nimmt. Diess ist nicht immer so, wenn man eine Curve durch
eine Polargleichung darstellen will. Die Hyperbel bot ein Beispiel,
wo wir negative Werthe des Radiusvector zulassen mussten, damit eine
und dieselbe Gleichung beide Aeste der Hyperbel gebe. Um fiir den
links liegenden Ast der Hyperbel ebenfalls positive Werthe von » zu
erhalten, miissten wir die Gleichung:

Fas e bl
2(1—ecosh)

anwenden, welche aus der fritheren hervorgeht, wenn man 1800 4 6
statt 6 schreibt, unter O wieder den Winkel verstanden, welcher von
einem zu dem in Rede stehenden Aste gezogenen Radiusvektor mit dem
durch die Scheitel gehenden Theile der Polarnxe eingeschlossen wird.

Bei den bisher betrachteten Polargleichungen geniigte es ferner,
den Polarwinkel 6 zwischen den Grenzen O und 360° sich bewegen
zu lassen. Auch diess ist bei manchen Curven (z. B. den Spiralen)
unzuliissig; offenbar immer dann, wenn die Polargleichung nicht bloss
periodische Funktionen von f, wie sin., cos. ete., sondern den Bogen
0 selbst enthiilt, welcher dann im Allgemeinen aller Werthe von — =
bis 4 o fihig betrachiet werden muss. Is ist dann tiberhaupt der
Natur der Sache angemessen, heide Polarcoordinaten » und 6 (gleich
den Parallelcoordinaten) als lineare Coordinaten aufzufassen; mit
dem Unterschiede, dass » eine geradlinige Liinge, 0 aber die Linge
eines Bogens bezeichnet, welcher auf einem mit dem Halbmesser = 1
aus dem Pole als Mittelpunkt beschriebenen Kreise aufgetragen wird,
und zwar von einem der beiden Punkte aus, in welchen der Kreis von
der Polaraxe gesclmitten wird, nach der cinen oder anderen Richtung,
je nachdem 6 positiv oder negativ genommen wird.

(n)

II. Ueber die Bestimmung der Linien des zweiten Grades
nach gegebenen Bedingungen.

233, Man kann die Aufgabe stellen, eine Linie der zweiten Ord-

nung zu suchen, sei es auf dem Wege der Analyse oder durch Con-
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struction, welche gewissen Bedingungen Geniige leistet; z. B. durch
eine Anzahl gegebener Punkte geht, oder gegebene Gerade beriihrt,
u. dgl. Die allgemeine Gleichung dieser Linien ist bekanntlich:
Ax* + Ay 4 2Baxy 4 2Cx + 2Cy + F=0

und nimmt durch Division mit F die Form :

ax? 4 d'y? 4 2bxy 4 2¢x + 2¢y 4+ 1 =0 (1)
an, in welcher dieselbe noch fiinf unbestimmte Constanten enthiilt, zu
deren Bestimmung daher im Allgemeinen fiinf von einander unabhiin-
gige Bedingungen erfordert werden und hinreichend sind.

Soll die gesnchte Curve eine Parabel sein, so geniigen vier Be-
dingungen zu deren Bestimmung, da fiir diesen Fall noch die Bedin-
gungsgleichung 42 — aa’ = 0 erfiillt werden muss.

Ob die Aufgabe nun eine oder mehrere Auflisungen zulasse,
d. h. ob es nur eine oder mehrere Curven 2'* Ordnung gibt, welche
den gegebenen Bedingungen Geniige leisten, hiingt von der Natur der
letzteren ab, je nachdem sie auf Gleichungen fiithren, welche nach a, b,
¢, d, e vom ersten oder von héherem Grade sind.

Eine der einfachsten Aufgaben ist jene, durch fiinf gegebene
Punkte eine Linie der 2'°* Ordnung zu legen. Sind ay, y, die Coor-
dinaten eines dieser Punkte, so miissen dieselben der Gl. (1) Geniige
leisten, wodurch sich die Bedingungsgleichung:

axi + dyt + 2bxyy; + 2ex) + 2y + 1 =0

ergibt; jeder der vier anderen Punkte liefert eine Gleichung von der-
selben Form: die so erhaltenen 5 Bedingungsgleichungen sind, wie
man sieht, in Bezug auf die Unbekannten «, o', u. s. w. vom ersten
Grade und geben daher fiir jede derselben nur einen reellen Werth,
daher auch die Aufgabe nur eine Auflisung zulisst. Werden die ge-
fundenen Werthe von @, &/, u. s. w. in (1) substituirt, so hat man die
Gleichung der gesuchten Curve, welche durch die gegebenen 5 Punkte
geht, und eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel sein wird, je nachdem
bt — ad’ < 0, >> 0 oder = O sich ergibt. Hieraus folgt zugleich,
dass zwei Linien zweiter Ordnung, ohne zusammenzufallen, nicht mehr
als 4 Punkte gemeinschaftlich haben kimnen.

Soll die gesuchte Curve eine Parabel sein, so sind nur 4 Punkte
zur Bestimmung derselben erforderlich, weil zn den durch diese gelie-
ferten 4 Bedingungsgleichungen noch die Gleichung 62 — aa’ = 0
hinzutritt, deren quadratiseche Form iibrigens zur Folge hat, dass durch
4 Punkte im Allgemeinen zwei Parabeln gelegt werden konnen, und
unter Umstiinden auch gar keine, wenn die Auflosung auf imaginire
Resultate fiihrt.



365

Da iibrigens eine Curve 2'¢* Ordnung von einer Geraden in nicht
mehr als 2 Punkten geschnitten werden kann, so ist von selbst ein-
leuchtend, dass von den gegebenen Punkten nicht 3 in einer Geraden
liegen diirfen. Wiire diese Voraussetzung nicht erfiillt, so wiirde man
durch die Auflisung wohl eine Gleichung 2'** Grades finden, welche
jedoch keiner Curve, sondern zweien od®r einer Geraden angehirt,
auch wohl unbestimmt werden kann.

Die analytische Auflésung ist auf dem oben angedeuteten Wege,
in Folge der auszufithrenden Eliminationen, ziemlich weitliufig, selbst
wenn man die Coordinatenaxen so legt, dass 4 von den 10 Coordinaten
der 5 Punkte = O werden. Einfacher gelangt man auf folgendem
Wege zum Ziele, wobei man von der in der Anmerkung zu §. 172 ge-
machten Bemerkung Gebrauch macht. Seien My, M,, M,, M,, M, die
gegebenen Punkte. Lassen wir vorliufig einen derselben, z. B. I
ganz beiseite; durch die 3 iibrigen lassen sich 6 gerade Linien zichen,
aus welchen wir vier wiihlen mit der Bedingung, dass nicht 3 dersel-
ben durch einen und denselben Punkt gehen. Seien z. B. (1, 2), (3, 4),
(1, 4), (2, 3) die gewiihlten Geraden, deren Gleichungen durch:

(1,2) =0, (3,4) =0, (1,4) =0, (2, 3) = 0

dargestellt werden migen. Man bilde durch Multiplikation die Glei-
chungen 2t Grades nach z, y:
(1,2).(3,4)=0, (1,4.(2,3) =0,

so stellt die erste derselben das System der zwei Geraden (1, 2) und
(3, 4) vor, und wird daher durch die Coordinaten der 4 Punkte A/,
My, My, My befriediget; die zweite hat die beiden Geraden (1, 4) und
(2, 3) zum geometrischen Orte, daher ihr dieselben Coordinaten Geniige
leisten. Multipliciren wir daher eine dieser Gleichungen mit einer un-
bestimmten Constanten A, und addiren wir sie zur anderen, so erhalten
wir die Gleichung:

(1,2).(3,4) +2(1,4).(2 3 =0 (e)
welche offenbar durch die Coordinaten derselben 4 Punkte identisch
wird, und daher, weil sie vom 2'" Grade ist, die allgemeine Gleichung
aller Linien der zweiten Ordnung sein wird, welche durch die 4 Punkte
My, My, My, M, gelegt werden kinnen.

Damit nun die Curve auch noch den Punkt 47, enthalte, wird man
die Coordinaten dieses Punktes statt @ und y in («) substituiren, wo-
durch sich eine Bedingungsgleichung ergibt, aus welcher i gefunden
wird. Soll die Curve eine Parabel sein, so bestimmt sich 1 aus (w)
selbst durch die Bedingung 42 — aa’ = 0.
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Wenn die Curve, statt durch den Punkt M, zu gehen, eine gege-
bene Gerade beriihren soll, so wird man aus.(¢) mit Hiilfe der Glei-
chung der gegebenen Geraden, y = mx =4 n, eine Verdnderliche eli-
miniren und ausdriicken, dass die Eliminationsgleichung zwei gleiche
Wurzeln besitze, wodurch sich wieder eine Bedingungsgleichung zur
Bestimmung von j ergibt.

Befinden sich unter den gegebenen Stiicken gewisse ausgezeichnete,
den Linien zweiter Ordnung zukommende Punkte oder Linien, so wird
dadurch die Anzahl der zur Bestimmung der Curve nithigen Bedin-
gungen vermindert. Ist z. B. der Mittelpunkt gegeben, wenn es sich
um eine Ellipse oder Hyperbel handelt, so sind nur noch 3 Bedingun-
gen erforderlich, da dann die Gleichung, wenn der Mittelpunkt als Ur-
sprung genommen wird, nothwendig die Form:

ax? 4 200y + dyt 4+ 1=0
haben muss, welche nur 3 unbestimmte Constanten enthilt.

Eben so verhiilt es sich, wenn ein Brennpunkt gegeben ist. Denn
wird dieser als Pol und eine beliebige durch denselben gelegte Gerade
als Polaraxe angenommen, so ist die Polargleichung der Linien
2ter Qrdnung:

— P

T 2_[1 =+ & cos (« :f-_’j)] !

welche nur 3 unbestimmte Constanten, p, ¢ und « enthiilt. Die zur Be-
stimmung derselben erforderlichen 3 Bedingungen reduciren sich anf
zwei, wenn die Curve eine Parabel sein soll, weil fiir diese ¢ = 1.

Nehmen wir z. B. an, es seien nebst dem Brennpunkte 3 Punkte
gegeben, durch welehe die Curve gehen soll; bringt man die obige
Gleichung auf die Form: ’

r =4 recos (w4 0) =
so nimmt dieselbe durch Auflosung von cos (« = 6) und Einfiihrung

zweier neuen Constanten:
h==¢cos «, k=¢sin e,

r

2

|>-.,

?

-

I

die Form an:
o 3 ] e
r=4+h.rcosh—k.rsinf =
Es seien nun x, y die rechtwinkligen Coordinaten eines der gege-
benen Punkte, hezogen auf den Pol als Ursprung und die Polaraxe als

Abscissenaxe, so ist:
x=rcosf, y=rsinb,
wodurch sich die letzte Gleichung in folgende verwandelt:

1
r =+ ke — ky = 5 p,
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wo r = Vu? 4 y* Jeder der drei Punkte liefert nun eine solche Glei-
chung, aus welchen sofort der Parameter p und die beiden Constanten
A und £ gefunden werden. Endlich hat man:

k

ce= Vit —I— 1{2, tg «“ =7.

Ist die Lage eines Systemes conjugirter Durchmesser gegeben,
so bedarf man zur Bestimmung einer Ellipse oder Hyperbel nur noch
zweier, einer Parabel nur einer Bedingung, wie aus den auf ein System
conjugirter Durchmesser hezogenen Gleichungen dieser Curve unmit-
telbar erhellt.

Ist zur Bestimmung einer Hyperbel eine Asymtote gegeben, so
vertritt dieses Datum die Stelle von zwei Bedingungen, einer Tangente
niimlich mit gegebenem (in unendlicher Entfernung liegenden) Beriih-
rungspunkte. Sind beide Asymtoten gegeben, so ist nur noch eine Be-
dingung erforderlich, da die Asymtotengleichung nur eine Constante
enthiilt.

SIEBENTES KAPITEL.

UEBER EINIGE ALGEBRAISCHE LINIEN HOEHERER ORDNUNG UND EINIGE
TRANSCFNDENTE CURVEN.

I. Algebraische Linien hiherer Ordnung.

234. Eine erschipfende Untersuchung der algebraischen Curven
von hoherer als der zweiten Ordnung, durch Analyse der allgemeinen
Gleichungen des 3", 4ten u, s, w. Grades zwischen zwei veriinder-
lichen Grissen, ist in Folge der damit verbundenen Weitliufigkeit und
der Unzulidnglichkeit der analytischen Hiilfsmittel nicht leicht durch-
fithrbar. Die Anzahl der in einer Gleichung héheren Grades zwischen
zwei Veriinderlichen enthaltenen geometrischen Gebilde wiichst mit
dem Grade ausserordentlich rasch. Schon Newton hat die Linien
3ten Grades untersucht und 72 Arten derselben in 14 Gattungen unter-
schieden, zu denen Stirling und Cramer noch 6 Arten hinzugefiigt
haben; BEuler theilt sie in 16 Geschleehter. Letzterer hat auch noch
die Linien 4'°" Ordnung betrachtet und 146 Geschlechter derselben
untersehieden, welche wieder eine noch viel grissere Zahl von Arten
unter sich begreifen.  Bei der geringen praktischen Wichtigkeit fast
aller dieser Curven hat man sich daher darauf beschriinkt, einzelne
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derselhen, welche sich bei Gelegenheit besonderer Aufgaben dargeboten
haben, niiher zu untersuchen. Einige der bemerkenswertheren wollen
wir im folgenden betrachten.

Unter den Curven héherer Ordnung gehoren jene zu den einfach-
sten, bei welchen die Ordinate durch eine algebraische, ganze, ratio-
nale Funktion der Abscisse ausgedriickt ist, deren Gleichung daher die
Form hat:

y=4y, + 4, =2 + dya? 4+ Az’ + ... + A, 2™

Man nennt diese Curven iiberhaupt paraboliseche Curven des
m'e" Grades, wenn die Funktion rechter Hand vom m'" Grade*). Da
jedem Werthe von 2 nur ein Werth von y entspricht, welcher gleich-
zeitig mit «, letzteres sowohl positiv als negativ genommen, unendlich
wiichst, so bestehen diese Curven aus einem ununterbrochenen, nach
beiden Seiten ins Unendliche sich erstreckenden Zuge. Wir sind diesen
Curven schon in der Theorie der algebraischen Gleichungen begegnet,
wo sie von besonderer Wichtigkeit sind.

Eine parabolische Curve des m'*® Grades enthiilt im allgemeinen
m =+ 1 Constanten, und erfordert daher zu ihrer Bestimmung m 4 1
von einander unabhiingige Bedingungen. Die wichtigste hieher gehi-
rige Aunfgabe ist, die Curve so zu bestimmen, dass sie durch m 4 1
gegebene Punkte gehe; eine Aufgabe, welche mit derjenigen identisch
ist, welche in §. 150 aufgelist wurde.

Parabeln hoherer Ordnung nennt man inshesondere Curven,
deren Gleichungen die Form'y” = pa™ haben; die sogenannte ge-
meine, conische oder appolonische Parabel: y* = pa, ist hie-
von ein spezieller Fall. Die Curve, deren Gleichung »* = pa3 ist,
heisst inshesondere Neil’sche oder cubische Parabel, und steht mit
der gemeinen Parabel in einem nahen Zusammenhang, auf welchen
wir spiiter zuriickkommen werden. Was iiberhaupt die Gestalt der
Parabeln hiherer Ordnung betrifft, so hiingt diese wesentlich davon
ab, ob die Exponenten m und n, welche immer ganze positive Zahlen
sind, beide gerade oder ungerade, oder der eine gerade, der andere
ungerade ist.

235. Aufgabe. Eine Curve von der Beschaffenheit zu

*) Die Gl vom 2ten Grade: y = A, 4 Ay2 4= Ay2?, hat die gemeine Parabel
zum geometrischen Orte, deren Axe parallel liegt zur Axe der y, deren Scheitel

A o—4 2 ~
die Grisse — i zur Abscisse, die Grisse & Aoyl zur Ordinate hat und
24, 44,
deren Parameter = ‘l_ist, wie man mit Hiilfe der im IV, Kapitel, §. 193 vorgetra-

g

genen Lehren leicht findet,
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finden, dass das Produkt der Entfernungen jedes ihrer
Punktevonzweifesten Punkteneinergegebenen Constanten
a? gleich sei.

Nehmen wir die Verbindungslinie der festen Punkte F, F’
(Fig. 48) zur Abscissenaxe, den Halbirungspunkt O der FF' = 2¢
zum Urspruiig , so ist FM? = P (e—a), FMi=y* +(c + ),
und der Bedingung der Aufgabe gemiiss I'M. F" M = «a? , somit:

2 + (e — 2] [p? + (e + 2)t) = o,
woraus nach leichter Reduktion:

(4 + @2 + 262 (y — a?) = o — of (1)
als Gleichung der gesuchten Curve gefunden wird. Sie ist, wie man
sieht, vom 4'® Grade und fiihrt den Namen Cassini’sche Curve.

Da die GL (1) sich nicht dndert, wenn man — =, — y statt , y
schreibt, so ist der Ursprung ein Mittelpunkt der Curve, welcher
jede durch ihn gezogene Sehne halbirt. Addirt man zur Gleich. (1)

ein Mal 4e2z?, das andere Mal — 4¢%?, so kann sic auf folgende For-
men gebracht werden:
yt=—e? — a? 4 Val + de2?, (2)
g e — gy 4 Vat + 4022 (3)

woraus zuniichst hervorgeht, dass die Curve die Coordinatenaxen zu
Hauptdurchmessern hat, daher von denselben in symmetrische
Theile getheilt wird und in einen begrenzten Raum eingeschlossen ist,
also keine unendlichen Aeste besitzt.

Sind z', 5" die Coordinaten der Durchschnittspunkte mit den bei-
den Axen, so findet man:

Y=k VTE®, y=tE

Zur weiteren Diskussion sind folgende Fille zu unterscheiden:

1) a@>> e; in diesem Falle ist in dem Ausdrucke von 2" unter dem
Wurzelzeichen nur das Zeicheu + zulissig, daher die Curve jede der
beiden Axen nur in zwei Punkten schneidet.  Jedem Werthe von a,
welcher numerisch kleiner ist als ' = ye2 4 a2, entsprechen zwei
gleiche und entgegengesetzte reelle Werthe von y; fiir jeden grisseren
Werth von @ wird y imaginiiv: denn ist a? < e? 4 «2, so hat man
al > a? — e af > (22 — e2)? oder at > at — 2e2a? 4 €4, oder
at 4 defx > (@ 4 22, i Vat F defe? > a? 4 ¢, somit in
(2) 2 positiv. und nmgekehrt. Die Curve schliesst daher einen ling-
lichen Raum ein, hat iibrigens eine ovale oder ellipsenfirmige Gestalt
(Fig. 48) wenn a > ¢ /2, und eine an den Punkten B, B’ eingedriickte

(Fig. 49), wenn a zwischen ey/2 und e liegt.
Herr, Hioh, Mathematik, 1. “
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2. a = e. Die Gleichung der Curve ist in diesem Falle:

(y + L-’_i—l-"c- (y2 — x2) =0 (4)
oder: ypr=— t eV + da2,
aus welcher fiir y = 0:
=0 und &' =4 e )2 .

folgt. Die Curve schneidet daher die Abscissenaxe im Ursprunge und
in zwei Punkten, welche zu beiden Seiten desselben im Abstande ¢ /2
liegen. Fiir jeden Werth von w, welcher numerisch >> e /2, wird y
imaginiir, wihrend jedem numerisch kleineren Werthe vona: zwei gleiche
und entgegengesetzte reelle Werthe von y entsprechen. Hieraus folgt,
dass die Curve (Fig. 50) eine schleifenférmige Gestalt hat, wovon sie
den Namen Lemniscate oder Schleifenlinie fiilhrt.,  Der Punkt O
ist ein sogenannter doppelter Punkt, weil er von der Curve zweimal
weschnitten wird. Den grissten Werth erreicht die Ordinate in dem

1 ; "
Abstande « = + - ¢ 3 und die entsprechenden Punkte der Curve

liegen in einem Kreise, welcher aus dem Punkte O mit dem Ialbmesser

OF = ¢ beschrieben wird. In der Figur ist OF = OF = ¢, die halbe

Axe 04 = 04" = ep2 und fir jeden Punkt M der Curve
FM.FM= OF-

3) « < e. In diesem Falle wird y = + Vat — &2 imaginiir,
daler die y-Axe von der Curve nicht geschnitten.  Sie schneidet die
w-Axe in 4 Punkten, welchen die Abscissen &) = + Vet — a2 und
@, = + Ve? 4+ a? zugehiren; fiir jeden Werth von z, welcher nume-
risch kleiner als @) oder grosser als ay ist, fillt y imaginiir aus, erhiilt
aber fir jedes @, dessen Zahlenwerth zwischen ap und a, liegt, zwei
gleiche und entgegengesetzte reelle Werthe, daher die Curve in diesem
Falle aus zwei getrennten, die festen Punkte 77, /" umschliessenden
Theilen besteht (Fig. 51).

Unter diesen verschiedenen Formen ist die Lemniscate die bemer-
kenswertheste Curve. Die Gleichung derselben wird sehr einfach,
wenn man sie durch Polarcoordinaten ausdriickt, Setzt man in (4)
w=7rcos b, y = sin 0, so erhiilt man als Polargleichung der
Lemniscate:

r=+4 e )2 cos 20,
woraus man zugleich schliessen kann, dass die heiden Tangenten im
Punkte O (wo r==0) mit der x-Axe die Winkel = =4 459 einschliessen.

Die Lemniskate erscheint auch als der geometrische Ort der Fuss-

punkte der aus dem Mittelpunkte einer gleichseitigen Hyperbel auf die
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Tangenten gefilllten Perpendikel. Ist niamlich iiberhaupt:

aty? —btx? = — a’b?
die Gleichung einer Hyperbel, y = mx 4 n ... («) die Gleichung
einer Tangente an derselben, so ist [§. 217] a2m? — b2—nt=0...(3)
1
die Bedingungsgleichung fiir die Berithrung and y = — — @ ... (3)
m

die Gleichung des aus dem Mittelpunkte auf die Tangente gefillten
Perpendikels.  Durch Elimination von s und » aus den Gleichungen
(), (B)y (y) erhiilt man:

(7t + x2)2 4 b%* — a?x? =20
als Gleichung der Fusspunkteurve, welche fir « =&, d. i fiir die
gleichseitige Hyperbel in die Gleichung der Lemniscate:

(y2 + «2)? + a? J-—.L‘)—O
iibergeht, deren halbe Axe = @ = der{Halbaxe del‘Ll’“e" Hyperbel ist.

236. Aufgabe. Die Fusspunkteurve d r aus dem Schei-
tel einer Parabel y2 = pa auf die Tangenten gefiillten Per-
pendikel zu finden.

Ist ¥ = ma 4 n die Gleichung der Tangente, so hat man p =
4 wn [§ 227, Gl (8)] als Bedingung der Berithrung und y'= — % &
als Gleichung des aus dem Scheitel auf die Tangente gefillten Perpen-
dikels.  Durch Elimination von m und n aus diesen 3 Gleichungen
findet man als Gleichung der gesuchten Curve, welche den Namen
Cissois oder Cissoide fihrt:

4x?
woraus sogleich erhellt, dass y nur fir solche negative Werthe von «

yr=—

. : 2 . oy ;
reell wird, welehe zwischen O und — "T liegen. Die Curve liegt daher

ginzlieh zwischen der Directrix UU” (Fig. 52) der Parabel, und der
im Scheitel derselben errichteten Tangente OY. Vertauscht man die
beiden Halbaxen der @, schreibt also — @ statt 4 @, so geht obige
Gleichung, wenn man Kiirze halber p = 44 setzt, iiber in:
5 23
= q—x
Jedem zwischen O und ¢ liegenden Werthe von a entsprechen
zwei gleiche, entgegengesetzte Werthe von y, daher die Curve zu bei-
den Seiten der x-Axe symmetrisch ist. Fiir 2 = 0 wird auch y = 0,
die Curve geht daher durch den Ursprung; mit zunehmendem a wiichst
auch y und wird unendlich gross fiir @ = ¢. — Der Nenner ¢ — «
24 *
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gibt den Abstand eines Punktes der Cissoide von der Directrix; da

nun ¢ — & = 5, 80 sicht man, dass dieser Abstand mit wachsendem
7

y immer kleiner wird und der Null sich unendlich nithert; die Directrix
ist daher eine Asymtote unserer Curve.

Beschreibt man iither 0D = ¢ als Durchmesser einen Kreis, so
ist y2 = qa — a2 dessen Gleichung; zieht man nun durch den Ut-
sprung O cine beliebige Gerade OB, deren Gleichung y = ax sein
mag, so schneidet diese den Kreis und die Cisseoide in den Punkten N
und M, und man findet fiir die Abscissen dieser I'unkte:

S Sy o 3
OR—1+a2, OP = TF
somit auch DP = 0D — OP = 1—_;2 rrfans OR, folglich BM= ON;

wodurch ein sehr einfaches Mittel gegeben ist, die Cissoide durch
Punkte zu construiren.

II. Transcendente Curven.

237. Im Allgemeinen wird jede Curve, deren Gleichung sich nicht
in Form eiver algebraischen rationalen Funktion der Parallelkoordi-
naten a, y darstellen Lisst, eine transcendente genannt. Es gehiren
daher auch solche Curven in diese Classe, in deren Gleichungen a oder
7, oder beide Coordinaten zu Potenzen mit irrationalem Exponenten

2 s . .
erhoben vorkommen, z. B. y = :r"/. Wir wollen jedoch hier nur
solche betrachten, bei welchen die eine Coordinate durch eine trans-
cendente Funktion der anderen bestimmt ist.

Logarvithmische Linie (Logistik).

Bezeichnet e die Basis der natiirlichen Logarithmen, so ist die
Gleichung dieser Curve in ihrer einfachsten Gestalt:
xr
y = ae *, oder x = al i::‘a (1)
oder, wenn « als Lingeneinheit angenommen wird:
y=¢, x=1l, (2)
so dass also die Abscissen die natiirlichen Logarithmen der Ordinaten
darstellen. Aus (1) folgt y = a fiir @ = 0; die Curve schneidet also
die Ordinatenaxe in dem Abstande O4 = ¢ vom Ursprunge (Fig. 53).
Mit zunehmendem x wird auch y immer grisser und wiichst mit  ins
Unendliche. Ftir negative Werthe von o bleibt » positiv, wird jedoch
um so kleiner, je grisser der Zahlenwerth von  wird, und unendlich
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klein fiir @ = — o die «-Axe ist daher eine Asymtote der Curve,
welche giinzlich oberhalb der x- Axe liegt. Unterhalb dieser Axe lie-
gen nur einzelne, isolirte Punkte in unendlicher Anzahl, welche zwar
obigen Gleichungen Geniige leisten, aber keine stetige Folge bilden,
daher der Curve nicht angehiren. Ein solcher isolirter Punkt ergibt
sich niimlich fiir jeden Werth von @, weleher einen Bruch mit geradem

Nenner zum Ausdrucke hat. Denn setzt man @ = 2£~ = ly, s0 kann
q

man die Gl. (2) auf die Form:

P T
Y- Iy, oder y? = et d.1. y=+4 Vc'l
7
bringen; der positive dieser beiden Werthe ist der zur .Abscisse

) . . . . .
z = ‘% gehorige Ordinatenwerth der Curve, der negative liefert einen
2q

isolirten Punkt.
Eine allgemeinere Form der Gleichung der logarithmischen Linie

ist: y = mb*, wo b-eine positive absolute Zahl, m und n lineare
Grossen von beliebigem Zeichen bedeuten. Sie Lisst sich leieht auf die
Form (1) bringen. Man setze zuerst:

b :l o % 't ju— _)l
= g somit ¢ =
7 l‘[) 7
=
so wird ¥y = me . Verriickt man nun den Ursprung aunf der Abseis-
K prung

senaxe um das noch unbestimmte Stiick &, setzt also x 4 & statt x,
so verwandelt sich diese Gleichung in:

=z, £ £ =
y=me* * =me". e,
£
woraus, wenn man £ so bestimmt, dass me« = « wird, d. i. wenn

1) i
man & = «al— setzt, y = ae« folgt.
7 ¥ 2

Denkt man sich die logarithmische Linie BAC (Fig. 54), deren
x
Gleichung y = ae®, um die Axe der y gedreht, so kommt sie in die
T
Lage B'’AC’ und hat zur Gleichung y = «¢ ¢. Irgend eine zur
y-Axe in dem Abstande OP =g parallele Gerade schneidet diese bei-
den Curven in den Punkten M und /"5 ist nun Vder Halbirungspunkt

1
der MM, so hat man PN = 3 (PM 4 PM'), und folglich ist:

1 = .
y=-ua (e"-f—c ")
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die Gleichung des geometrischen Ortes DAFE dieser Halbirungspunkte,
weleher somit ebenfalls eine transeendente Curve ist. Sie fihrt den
Namen Kettenlinie, weil, wie in der Mechanik gezeigt wird, eine
Kette, oder vielmehr ein vollkommen biegsamer, undelnbarer Faden,
welcher in allen Punkten dureh gleiche Gewichte belastet ist, die Ge-
stalt dieser Curve annimmt.

238, Rolllinien. Wenn sich eine gegebene Curve auf einer
anderen festen Curve, olme zu gleiten, wiilzt, so wird ein in der Kbene
der ersten Curve liegender, mit ihr fest verbundener Punkt eine Curve
beschreiben, welche eine Rolllinie genannt wird. Unter den mannig-
faltigen Curven dieser Art wollen wir folgende betrachten.

1. Die gemeine Cycloide.

Liisst man einen Kreis auf einer festen Geraden rollen, so be-
schreibt irgend ein bestimmter Punkt der Peripherie des Kreises eine
Curve, welche gemeine Cycloide, oder anch sehleehthin Cyeloide
genannt wird. Um die Gleichung dieser Curve zu erhalten, sei (Fig.
55) XX die feste Gerade, Grundlinie, MBN der wiilzende Kreis,
(Erzengungskreis) in irgend einer seiner Lageny A7 der beschrei-
bende Punkt, also ein Punkt der Cycloide, und O ein Punkt in der
XX, mit welechem der beschreibende Punkt A7 in einer fritheren Lage
des Kreises zusammenfiel. Nehmen wir die XX als Abscissenaxe, die
im Punkte O darauf Senkrechte @Y als Ordinatenaxe, so ist OP =
x, MP=y. Setzt man nun den Winkel £CM, den sogenannten Wiil-
zungswinkel = ¢, so ist arc. BM = ag, wenn a der Halbmesser
des Kreises und ¢ im Bogenmaass fiir den Halbmesser = 1 ausge-
driickt ist. Ferner folgt aus der Natur der Wiilzung OB =arc BM=
ap; da nun OP=x= 05 — BP = OB — MR, und MR = a sing,
ferner MP =y = CB — CR, und CR = « cos ¢ ist, so hat man:

za=ua(p—sing), y=a(l — cos q). 1)
Durch Elimination von ¢ erhilt man die Gleichung der Cycloide ;
es folgt nimlich aus der 2'°® dieser Gleichungen: cos ¢ = ok y

!

somit: “

o . I
(@ == arc cos —a‘/, sin g = — I/Qay —y?,
a
folglich:
x=a arc cos —2 V2ay — 42 (2)
o

In den meisten Fillen bedient man sich jedoch statt dieser Glei-
chung (2) mit Vortheil des Systems der Gleichungen (1), welehe die
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Coordinaten @, y eines Punktes der Cycloide durch eine dritte Ver-
inderliche ¢ ausdriicken, welche aller Werthe von — = bis 4 «
fihig ist.

Fiir jeden Werth von ¢, von der Form + 2uz, wo n eine posi-
tive ganze Zahl, wird y = 0, withrend die zugehirigen Werthe von
@ dureh den Ausdruck + 2aaz gegeben sind; die Cyeloide triftt also die
a-Axe in unendlich vielen Punkten ... 0, O ..., welche in der Ent-
fernung 2az auf einander folgen, und die Curve besteht aus unendlich
vielen congruenten Bogen, wie 040, von welchen in der Regel nur
einer in Betracht gezogen wird. Die Ordinate erreicht ihren grissten
Werth = 2¢ fiir cos g = — 1, d. i. fiir ¢ = 7=, (oder allgemein
g===(2n+ 1) 7), zu welchem Werthe von ¢ die Abscisse 2= 01 =

| S— " :
amr = - 00" gehort. Der entsprechende hochste Punkt A der Cy-

cloide heisst der Scheitel.  Die zn beiden Seiten des Scheitels lie-
genden Hilften O und DO der Cyeloide sind congruent, da bekannt-
lich cos (z — w) =(z 4+ w) ist. Das aus dem Scheitel senkrecht
auf die feste Gerade XA gefillte Perpendikel AD heisst die Axe
der Cyecloide.

In den Anwendungen ist es meistens bequemer, den Scheit:l
A zum Ursprung zu nehmen; werden die neuen Abscissen auf der Axe
AD gezihlt, so ist AQ = 2/, MQ = y und @ = 0D — MQ =
ag — y't y= AD — AQ = 2a — ', wodurch die Gleichungen (1)

ithergehen in: L
' =a+4acosq, y =alnr— ¢) + asing,
oder wenn man 7 — ¢ = o setzt:
2 =a(l —cosw), y=na(w -4 sinuw), (3)
ans welehen man noch durch Elimination von w:
; a—x —
¥ = a arc cos ——— 4 V2ax — a'? (4)
a
findet.

2. Die gedehnte und die verkiirzte Cycloide.

239, Wenn der beschreibende Punkt A7 nicht in der Peripherie
des Erzeugungskreises sondern innerhalb oder ausserhalb derselben
liegt, so entsteht im ersten Falle die sogenannte gedehnte oder ge-
schweifte Cykloide (Fig. 56) im zweiten die verkiirzte oder ver-
sehlungene Cykloide (Fig 57).  Wihlt man wieder die Grundlinie
als Abscissenaxe und als Ursprung einen Punkt derselben, in welchem
sie den Erzeugungskreis beriithrt bei einer jener Lagen desselben, wo
der beschreibende Punkt vertikal unter dem Mittelpunkte liegt; be-
zeichnet man ferner mit o den Halbmesser des Erzeugungskreises, mit
b den Abstand des beschreibenden Punktes A/ vom Mittelpunkte des



L.

selben, mit ¢ den Wilzungswinkel MCB (Fig. 56 und 57) und setzt
OP=ax, MP =y, so erhiilt man auf dem fiir die Cycloide hetretenen
Wege:
x=ag — bsing, y=a—bcosq,
oder durch Elimination von g :
a — —
b J_ V&27("__‘7})Z
als Gleichung der gedelmten oder verkiirzten Cycloide, je nachdem
b < oder > aist. Fiir « = b gehen diese Gleichungen in jene der
gemeinen Cycloide iiber, Nimmt man den Scheitel A als Ursprung und
zithlt die Abscissen o' anf der Axe A7), so erhiilt die letzte Gleichung
die einfachere Form:

& == ( arc cos

b — '

b

+ V262 — 272,

y == a arc cos

3. Die Epicycloide und Hypocycloide.

2490, Wenn ein Kreis (der Erzeugungskreis) auf der convexen
Seite der Peripherie eines anderen festen Kreises, des Grundkreises,
fortrollt, so beschreibt ein fester Punkt in der Peripherie des Erzeu-
gungskreises die Epicycloide.

Nehmen wir zuerst an, die Beriihrung der beiden Kreise sei eine
dussere, und ABA" (Fig. 58) der Grundkreis; BV der Erzengungs-
kreis in einer beliebigen Lage; M der beschreibende Punkt, welcher
in einer fritheren Lage des letztgenannten Kreises mit dem Punkte A
des Grundkreises zusammenfiel. Nehmen wir den Mittelpunkt O des
Grundkreises zum Ursprung, den durch A gehenden verlingerten
Durchmesser desselben als Abscissenaxe, und fiillen wir die Perpen-
dikel MP, CQ und MR, so sind die Coordinaten des Punktes M der
Epicycloide : ‘

= 0P=0Q 4+ MRy, y= MP = (0Q — CR;
bezeichnen wir nun mit &, » die Halbmesser des Grund- und Erzeu-
gungskreises, mit ¢ und ¢’ die Winkel AOB und BCM, so ist zuniichst

are AB = arc BM, d. i. Ry = rq’, somit ¢' = i q;
7

ferner Ol = (R 4+ r) cos ¢, MR =rsin MCR
CQ= (R + ») sin ¢, CR=rcos MCR,
und, da / MCR = ¢ — (90 — g)=— [90 — (¢ + ¢)] =
R :
=[98 — Z T st

s

sin MCR = — cos ey ¢, cos MCR=sin LB qs
¥

r



31T
durch Substitution dieser Werthe in obige Ausdriicke von @ und y er-
hiillt man fiir die Epicycloide das System der Gleichungen:
= (R4 r)cosp —r cos —— +' Py

g . B + r (1)
y = (R 4 r) sin ¢ —rsin—-—g. J

Wenn der Erzeugungskreis aus einer bestimmten Lage z. B. jener,
bei weleher M mit A in Berithrung war, zu rollen beginnt, so wird,
nachdem die Linge des auf dem Grundkreise durchlanfenen Bogens
AEA" der Peripherie des Erzeugungskreises gleich geworden ist, der
Punkt M wieder in A auf den Grundkreis fallen, wobei dieser Punkt
den epicycloidischen Bogen ADA" beschrieben hat.  Bei fortgesetzter
Bewegung des Erzeugungskreises wird der Punkt A7 einen zweiten,
dem ersteren vollig congruenten Bogen beschreiben, u. s. f.  Ist das
Verhiiltniss der beiden Halbmesser f2:» irrational, so leuchtet ein,
dass keiner der folgenden Bigen mit einem fritheren zusammenfallen
kann; in diesem Falle bestebt dic Epicyecloide aus unendlich vielen
congruenten Bogen. Ist aber das Verhiiltniss R : » rational, so wird
der Punkt M nach einem oder mehreren Umliufen wieder mit 4 zu-
sammenfallen und von hier an die schon einmal beschriebenen Bigen
fort und fort wieder durchlaufen. In diesem Falle besteht also die Epi-
cycloide aus einer endlichen Anzahl von Bogen.

Im letzteren I"alle, wenn niimlich das Verhiiltniss R : » rational
ist, fiihrt die Elimination von ¢ aus den Gleichungen (1) zu einer alge-
braischen Gleichung zwischen @« und y, so dass in diesem Falle die
Epicycloide aufthirt eine transcendente Curve zu sein. Denn ist
R:r=m:n, wo m und n ganze Zahlen bedeuten, so gehen die GI. (1)
iiber in:

= (R4 r)cosqg— reos(m—+4 n) —

y = (R 4 r)sin g — rsin (m 4 ») -?; ;
oder, wenn man g = n, m 4+ »n =k setzt:
x = (& + ») cos ny — r cos ku, } @)
y = (B 4 r) sin ny — 7 sin ky. -
Nun lassen sich aber bekanntlich, wenn n und £ ganze Zahlen sind,
cos np, sin 7y, cos by, sin ky durch Potenzen von sin y und cos
rational ausdriicken [§. 67]; substituirt man diese Ausdriicke in (2), so
konnen mit Hiilfe der Gleichung sin w? 4 cos ¢? = 1, sin y und cos
w eliminirt werden, wodurch man offenbar zu einer algebraischen Glei-
chung zwischen @ und y gelangt.
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Der cinfachste I"all dieser Arvt ist der, wenn 2 = » angenommen

wird; die Gleichungen der Epicycloide werden dadurch:
a = 2rcos g — r cos 2q, y=2r sin ¢ — r sin 2q,
und verwandeln sich mit Hiilfe der bekannten Relationen:
sin 29 = 2 sin ¢ cos ¢, €08 2 g =2 cos ¢ — 1
in folgende:
x=r(2cos ¢ — 2cos g* 4+ 1), y=2rsin g (1 — cos q).

Verlegen wir den Ursprung, indem wir @ 4= » statt & schreiben,

in den Punkt 4, (Fig. 59), so kommt:
x=2rcos ¢ (1 —cosq), y==2rsing (1 —cosq).
Aus diesen Gleichungen folgt, wenn man sie quadrivt und addirt:
a? 4= y? = 4r? (1 — cos q)%
und dureh Division derselben:
tg g = y_’ worans cos ¢ = —;_—,
£ Va2 + ',jz
welcher Werth in die vorige Gleichung substituirt :
5t + gt = 2r (V¥ F 3 — 2),
oder (@2 4 22 4+ drae (2 4 y2) — %2 =0
als Gleichung der gesuchten Epieycloide gibt; diese Curve fiihrt von
ihrer herzférmigen Gestalt den Namen Cardioide. Setzt man:
x=ngpcosl, y=psin0,

so erhillt man als Polargleichupg der Cardioide:
i 2,

o =2r (1 — cos fi) = 4» sin 3

Zieht man durch den Punkt 4 eine beliebige Gerade MM, welche
den Grundkreis in 2 schneidet, und setzt /_ MAX =0, so ist:

AM = 2r — 2r cos 0, AM' = 2r 4 2r cos 0,
somit:
AM + 2r cos § = AM' — 2r cos O = 2r;

aus dem A ABP folgt aber AP=2r cos 0; folglich ist PM=PM'=2r,
welche Eigenschaft der Cardioide ein sehr einfaches Mittel zur Con-
struction derselben darbietet.

241, Wenn der Krzeugungskreis auf der inneren, concaven
Seite der Peripherie des Grundkreises rollt, wobei sein Halbmesser
kleiner sein muss, als jener des Grundkreises), so beschreibt ein fester
Punkt des ersteren Kreises die Hypoeycloide.

Die Gleichungen dieser Curve werden auf dieselbe Weise abge-
leitet, wie jene der Epicyeloide, wozu die Fig. (60) entworfen ist. Ein-
facher ergeben sie sich aus jenen der Epicycloide, indem man den



Halbmesser des KErzeugungskreises mit entgegengesetztem Zeichen
nimmt. Dadurch erhiilt man fiir die Hypoeyeloide das System der
Gleichungen:

o= (K —r)cos ¢ + r cos 18_1— " q ,l
. 1
- : s (1)

y = —r) sing — rsin =i

Die Hypoeyeloide hesteht ebenfalls aus unendlich vielen, dem
Bogen ADA" gleichen Ziigen, wenn das Verhiltniss f2:r irrational ist.
Sind aber diese Halbmesser commensurabel, so ist die Anzahl der
Bogen eine endliche, und die Hypoeyeloide in diesem Falle éine alge-
braische Curve, da man durch Elimination von ¢ aus den GL (1) zu
einer algebraischen Gleichung zwischen @ und y gelangt.

Ein bemerkenswerthes Resultat ergibt sich fiir die Annalme
R = 2r; damit gehen die GL. (1) iiber in:

x=2rcosgq, y=20,
welche offenbar dem durch den Anfangspunkt A4 der Bewegung gezo-
genen Durchmesser des Grundkreises angehirven. Die Hypoceyeloide
ist also in diesem Falle eine gerade Linie und zwar der besagte Durch-
messer des Grundkreises.’

Ist der Halbmesser » des Erzeugungskreises grisser als jener des
Grundkreises, so erfolgt offenbar die Wilzung — bei innerer Beriih-
rung der Kreise — auf der convexen Seite des Grundkreises, und
die erzeugte Rolllinie ist wieder eine Epicycloide. Denn setzen wir
in obigen Gleichungen (1) » = I 4 p, so nehmen sie die Form an:

(2]

@ = (R +p) cos R+9q— 0 €COoS ¢,

y = (R4 p) sin ﬁ_—” q — o sin ¢,

und verwandeln sicli, wenn man noch:

0 R4
m F =, also g = le
setzt, in folgende:
R
o= ([(’ + y} COS Yr — p COS —+£‘ W

0

g ==l s ) sl = et 28
g
welche einer Epicyecloide angehiren, deren Erzeugungskreis vom Hall-
messer p den Grundkreis vom Halbmesser R von aussen beriihrt.
Man sicht hieraus, dass jede Epicycloide auf zweifache Weise er-
zeugt werden kannj entweder wenn anf dem Grundkreise vom Halb-
messer £ der Erzeugungskreis vom Halbmesser » so rollt, dass dig
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Kreise sich von aussen beriihren; oder wenn sich auf demselben Grund-
kreise vom Halbmesser £ ein Erzeugungskreis vom Halbmesser R 4
wiilzt, und dabei die Kreise sich von innen beriihren.

4. Die Kreisevolvente.

242, Wenn cine gerade Linie, die erzeugende Gerade, an der
Peripherie cines Kreises, des Grundkreises, sich, ohne zu gleiten, so
bewegt, dass sic mit dem Kreise bestindig in Berithrung bleibt, so be-
schreibt ein fester Punkt der Geraden eine Curve, welche den Namen
Kreisevolvente fiihrt.

Sei (Fig. 61) ABN der Grundkreis, UM die erzeugende Gerade
in einer beliebigen Lage, in welcher sie den Kreis im Punkte 73 beriihrt,
A der beschreibende Punkt, welcher in einer fritheren Lage der Gera-
den mit dem Punkte A des Kreises zusammentiel; [ der Halbmesser
des Kreises, /, A0# = ¢. Nimmt man O als Ursprung, und den ver-
lingerten Durchmesser 04 als Abseissenaxe, so ist fir den Punkt M
der Curve:

OP = ax= 0 + MR; MP =y = BQ — BR.
0Q = R cos ¢, ME = BM sin ¢,
B = I sin q, BR = BM cos ¢,
endlich BM = arc AB = Rg. Durch Substitution dieser Werthe
erhiilt man fiir die Kreisevolvente das System der Gleichungen:
x =R (cos ¢ + ¢ sin ¢), | 1
g=R(sin<p—¢cos¢-).J (1)

Man kann die Kreisevolvente als Epicycloide betrachten, bei wel-
cher der Halbmesser des Erzeugungskreises unendlich gross ist, wo-
durch dieser in eine gerade Linie degenerirt. In der That gehen die
GL. (1) der Epicycloide [§. 240] in jene der Kreisevolvente iiber, wenn
man » = o setzt.  Ans der ersten derselben folgt nimlich durch Auf-
lisung des Cosinus:

b . .
x=Rcosqg + rcosg—rcos—qg.cosqg -+ Tsm— .8 g,
v
R o B ;
= R cos g + rcosg (1 — €08 — q;) + r sin — . sin @,
r r

o A )2 . R :
= R cos g + 2rcosyg (sm == q) -+ #sin — ¢ . sing.
zr r

. I 1
Setzen wir — ¢ = «, also » =-—', 50 kommt:
2r 2¢
sin 2 sin 2«

xr = fl cos ¢ =+ Ly cos g -+ By sin g ——.
~ (L

24
Lassen wir nun » unendlich zunehmen, so wird « unendlich klein, folg-

lich, weil:
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. sin e . sine@ . sin 2¢
lim =lim . 8in ¢ = 0 und lim
I « 20
@ == I (cos ¢ 4 ¢ sin ¢).
Dieselbe Behandlung gestattet die Gleichung fiir y.

=1 iSt,

Will man die Curve durch Polarcoordinaten ausdriicken, so hat
man, wenn OM =y, / MOP = 0 gesetzt wird, ¢ = Y =+
y 4
te 6 = £ somit:
xT

= teg — ¢
— 2 (rf:—-ﬁ i
o=R V1+g? tgb T+t

Wie man sieht, nimmt ¢ mit ¢ unendlich zu; die Curve zieht sich
demnach in unendlich vielen schneckenfiirmigen, sich immer erweitern-
den Windungen um den Kreis herum, und schliesst sich in Folge dieser
Eigenschaft an die Familie der Spirallinien an, von welchen wir die
bemerkenswerthesten noch kurz hetrachten wollen.

Spirallinien.

243, Spirallinie oder Spirale heisst jede Curve, welche sich
in unendlich vielen, sich immer erweiternden oder verengernden Win-
dungen um einen festen Punkt herumzieht, in welchem sie entweder
ihren Antang hat, oder welchem sie sich ohne Ende nithert. Es liegt
in der Natur dieser Curven, dass ihre Gleichungen durch Anwendung
von Polarcoordinaten die einfachste Form erhalten, wobei das am
Schlusse des §. 232 Gesagte zu beriicksichtigen ist.

1) Die archimedische Spirale. (Fig. 62.) Ihre Gleichung ist:

r= ((rj, (1)
wo r den Radiusvector OAM eines beliebigen Punktes der Curve, 6 den
Polarwinkel 70X bedeutet, imBogenmaas fiir den Halbmesser =1 aus-
gedriickt, (also den Bogen AP des mit dem Halbmesser = 1 aus 0O
beschriebenen Kreises APN), und « eine lineare Constante. Die Glei-
chung zeigt, dass die Radienvektoven den von denselben heschriebenen
Winkeln proportional sind. Man kann sich daher diese Spirale aunf
folgende Weise durch eine stetige Bewegung erzeugt denken. Eine
bewegliche Gerade OU von unbegrenzter Liinge drehe sich um den
Punkt O, und auf derselben bewege sich ein Punkt A7 dergestalt, dass
die von demselben durchlaufenen Wege den von dem beweglichen
Radiusvector beschriebenen Winkeln proportional sindj der Punkt A7
beschreibt dann die archimedische Spirale.

Ertheilt man in (1) dem Bogen § negative Werthe, so driickt diese
Gleichung diesclbe Spirale, aber in entgegengesetzter Lage aus, welche
man erhiilt, wenn man die in der Figur gezeichnete um O} dreht.
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Beide Spiralziige sind in derselben Gleichung enthalten, wiewohl in
der Regel bloss der eine in Betracht gezogen wird.

Sind r, »* die Vectoren zweier Punkte M/, M’ der Spirale, welche
zu zwei um 3600 verschiedenen Polarwinkeln gehiren, so ist ¥ =
a B+ 27), wenn » = @ll, somit »’ — r» = 2az, woraus folgt, dass
der Abstand 274" der cinzelnen Windungen von einander, anf dem
Radiusvector geziihlt, in der archimedischen Spirale constant ist.

2) Die hyperbolische Spirale, (Fig. 63); ihre Gleichung ist:
M=a, (2)
von deren Aehnlichkeit mit der Asymtotengleichung der Hyperbel der
Name dieser Spirale herriihrt. Fiir § = 0 ist » = o ; mit zunehmendem
§ wird » immer kleiner, ohne je = 0 zu werden. Die Curve macht
daher nach der einen Seite unendlich viele immer kleiner und kleiner
werdende Windungen um den Pol, ohne ihn je zu erreichen, wobei zu-
gleich der Abstand zweier auf einander folgenden Windungen immer
kleiner wird. Der Pol bildet hier einen sogenannten asymtotischen
Punkt.
Ist M ein Punkt der Curve, OM =r, / MOP =14, MP =y,

a . .
g0 hat man » = — und y = » sin 0, somit:

b
sin f
=q
4 b
= 3 ., sin O : ; ;
Fiir jedes H = 0, ist 5 < 1, folglich y < «: je kleiner aber
sin 0 i

O wird, desto mehr nithert sich (weil lim % = 1) die Ordinate y

der Grosse a, wobei gleichzeitig » unendlich zunimmt. Hieraus folgt,
dass die hyperbolische Spirale nach der anderen Seite die Gerade UV,
welche in dem Abstande = @ zur Polaraxe parallel Liuft, zur Asym-
tote hat.

3. Die logarithmische Spirale geht aus der logarithmischen
Linie hervor, wenn man die Coordinaten @, y in der Gl. der letzteren
Curve |Gl (1), §. 237] als Polarcoordinaten betrachtet; die Gleichung
der logarithmischen Spirale ist daher:

] ;
r = ae* oder ) = al v;‘;,

wo ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Fiir 0 =0 wird r=a
und fir jeden positiven Werth von 0 ergibt sich ein mit O fort und fort
wachsender Werth von r; fiir 6= « wird auch » =« . Fiir negative
Werthe von ) wird » (von » =« angefangen, entsprechend § ==0) immer



kleiner, je grisser der Zahlenwerth von § wird, und unendlich klein
fiir 0=— . Die logarithmische Spirale macht daher unendlich vicle
Windungen um den Pol hernm, welche nach der einen Seite ins Un-
endliche sich fortsetzen, dabei ihren Abstand immer vergrissernd,
nach der anderen Seite, sich immer mehr und mehr verengernd, dem
Pole sich unendlich nithern, ohne ilm je zu erreichen. Der Pol ist da-
her auch hier ein asymtotischer Punkt. Negative Werthe von » sind
nur fiir solche Werthe von § méglich, welche einen Bruch mit geradem
Nenner zum Ausdrueke haben; solchen Werthen von § entsprechende
Punkte existiven daher wohl unendlich viele, bilden aber keine stetige
Folge.
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DRUCK VON GIESECKE & DEVRIENT.
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