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ELetrRopYNANISCHE MAASSBESTINVUNGEN. 575
Kirchhoff gemacht und in Poggendorffs Annalen 1857 Bd.100 und
102 mitgetheilt worden. Dieser erste Versuch hat, obiger Bedenken
ungeachtet, mit Recht grosses Interesse erweckt; denn es leuchtet ein,
dass eine Entscheidung, ob und in wie weit obige Bedenken begriindet
seien, schwerlich auf anderem Wege als auf dem des Versuchs ge-
wonnen werden kann, — Kirchho ff hat nimlich versucht, eine allge-
meine Theorie der Bewequng der Elektricitit in einem unendlich diinnen
Drahte aufzustellen, wobei er jedoch, wie er selbst angiebt, gewisse
Thatsachen, welche bei constanten elektrischen Stromen, oder solchen
deren Intensitit sich nur langsam dndert, stalt finden, als allgemein gel-
tend angenommen hat. Der Gang sciner Entwickelung soll im folgenden
Artikel niher betrachtetl werden.

L.
BEWEGUNGSGESETZE.

Kirchhoff, iiber die Bewequng der Elektricitit in Leitern.

Es sollen z, , z die rechtwinklichen Coordinaten eines Punkls des
Leiters bezeichnen, ferner u, v, w die Stromdichtigkeilen des nach den
drei Coordinatenaxen zerlegten elektrischen Stroms, welcher zur Zeil ¢
in jenem Punkle des Leiters vorhanden ist. — Unter Stromdichtighkeil
wird hier verstanden das Product der Geschwindigkeit der strémenden
Elektricitit in die Menge der in der Volumencinheit des Leiters enthal-
tenen positiven Elektricitat. Nach dem Ohm’schen Widerstandsgesetze,
wenn ihm allgemeinere Geltung beigelegt wird, bedeutet dieses so viel
als das Product der im betrachteten Punkte (, y, z) wirkenden elektro-
motorischen Kraft in das specifische Leitungsvermigen des Leitermetalls.
Hienach ist also, wenn A die elektromotorische Kraft im Punkte (z, y, 2)
— d.i. den Unterschied der aufl die Maasseinheit positiver und nega-
tiver Elektricitit im Punkte (x, y, z) wirkenden Krifte — bezeichnet,
und «, 6, y die Winkel, welche die Richtung dieser Kraft mit den Rich-
tungen der drei Coordinatenaxen bildet, und k das specifische Leitungs-
vermdgen des Leilermetalls,

u=Acose.b, v=AcostG.k, w=Acosy.k,
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wobei fir Krifte und Leitungsvermigen die mechanischen Maasse ange-
nommen werden sollen, deren sich Kirchhoff stets bedient*). —

Die elektromotorische Kraft A riithrt nun aber zum Theil von der
in der ganzen Kelte vertheilten freien Elektricitit her, zum Theil von der
Induction, die in Folge der Aenderung der Stromstirke in allen Theilen
der Leitungskette wirkt. Von allen dusseren eleklromotorischen Kriften,
z. B. von magnetelektrischen Inductionskriften, die von aussen her auf
die Leitungskelte wirken konnen, soll vor der Hand ganz abgesehen
werden. Alle iibrigen bekannten Krifte, welche auf elektrische Massen

*) Bezeichnet &, #, { die Verschiebung eines elektrischen Theilchens im Punkte

4§ dy dg
a aa
Geschwindigkeil der strimenden Elektricitiit, nach der Richtung der drei Ccordlnalen—

axen zerlegt, so ist, wenn G die Menge der in der Volumeneinheit des Leiters enthal-
tenen posiliven Elektricitit bezeichnet, der ersten Beslimmung gemiiss,

o e 98 —c™ _ o 9
"_G‘dt’ v G’dt’ w—(ﬁﬁ.

(@, ¥, 3) nach der Zeit ¢ in der Richtung der drei Coordinaten, also —

Nach dem Ohm'schen Gesetze ist aber die Strominlensitiit ¢ in einem linearen Leiter,
wenn sie beharrlich ist, dem Quotienten der Summe aller nach der Richtung des Lei-
ters in der Linge der ganzen geschlossenen Kelle ! wirkenden elektromotorischen

Krifte, d. L/Ad(, dividirt durch den Widerstand der ganzen Ketle, d. 1'/% , wenn

s den Querschnilt des Leiters und 4 das specifische Leitungsvermigen des Leiter-
metalls bezeichnet, proportional oder, nach mechanischen Maassen, gleich, folglich ist

fAdl

—— . In diesem Ausspruch des Ohm’schen Gesetzes wird aber unter der Strom-

ks
intensitit ¢ das Product der Geschwindigkeit der strémenden Elektricitit, d. i. %, wenn
dE do dj _do  d _do
7 =@ 5% g = g C0S6, g = Srcosy gesetal wird, in den Querschnilt des
Leitungsdrahtes s und in die Menge € der in der Volumeneinheit des Leiters enthal-
tenen positiven Elektricitit verstanden, folglich ist

ffmz — s c-I'c_:'
dl

ks
Wird nun dem O hm’schen Geselze allgemeinere Geltung, fiir jedes einzelne Lingen-
element der Ketle, zugeschrieben, so erhiilt man

Adl
di = JI;.S = @3& 3
ks

dm . " 1
oder Ak = ES:&-{!— . und hieraus, durch Zerlegung nach den Coordinatenaxen,

i : 48 Sa dy R d{
Acose. k=064 =u, Acos6 .k =C =0, 4 co;y.k=@ﬁ=
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wirken, tragen zur elekfromolorischen Kraft (wenn die Widerstandskriifle,
die dazu gerechnet werden konnten, davon ausgeschlossen bleiben)
nichts bei, z. B. die von Ampere entdeckten, aus der Wechselwirkung
der Stromelemente unter einander resultirenden, elektrodynamischen
Krifte, von denen bekannt ist, dass der Unterschied der auf die positive
Elektricitit und der auf die negative Elektricitiit wirkenden Kriifte stets
Null ist, woraus also keine elektromotorische Kraft resultirt.

Die Componenlen des ersten Theils der elektromotorischen Kraft,
welcher von der in der Ketle vertheilten freien Elekiricitit herriihrt,
werden, wenn J2 den Werth der Potentialfunction der freien Elektricitit
im Punkle (z, y, z) bezeichnel, durch die verdoppellen, negativ genom-
menen Werthe der partiellen Differentialquotienten von 42 nach den drei
Coordinatenaxen, d. i. durch

)
—23, —2f, —2%
dargestellt, wie man leicht ersieht, wenn man beachtet, dass die elektro-
motorische Kraft, d. i. der Unterschied der auf die Einheit positiver und
negativer Elektricitit wirkenden Kriifte, doppelt so gross ist als die auf
die Einheit positiver Elektricitit wirkende Kraft.

Um die Componenten des zweifen Theils der elektromotorischen
Kraft anzugeben, welcher von der Induction in Folge von Aenderungen
der Stromintensititen in allen Theilen der Leitungskette herriihrt, be-
zeichne &', y', 2" die Coordinaten eines zweiten Punkts der Leitungskette,
ferner «', ©', w' die Werthe von u, v, w fiir diesen Punkt, und # die Ent-
fernung der Punkte (z, y, z) und (&', 4/, 2') von einander.

Aus dem Grundgesetze der elektrischen Wirkung ergiebt sich dann
die elektromotorische Kraft, welche das Element dz'dy'dz’, in welchem

die Elektricitit nach der Richtung der z-Aze mit der Geschwindigkeit %‘::
sich bewegt, wo also, nach der vorhergehenden Note, ' = (S%f— ist,

im Punkte (z, y, 2) nach der Richtung der z-Aze ausiibt, nach mechani-
schem Maasse ausgedriickt,

8 da’dy' ds’ a2 du’

prll p . (-TC xZ)-. ar "

Es ist nimlich (siehe Elektrodynamische Maassbestimmungen im 5. Bande
dieser Abhandlungen, S. 268 Nr. 4) die elektromotorische Kraft, welche
ein Stromelement von der Linge e, dessen Stromintensitit in der Zeit ¢
um ¢ gleichférmig wiichst, auf einen Punkt in der Entfernung » nach
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einer Richtung, welche mit der verlingerten » den Winkel 4' macht,
ausiibt, wenn « mit » selbst den Winkel 4 bildet,

272 i
=——':—.%.—:—.cos»‘}cosﬂ'.

Hicrin ist aber die Stromintensitiit ¢+ nach absolutem magnetischem Maasse,
wie sie durch Galvanomeler bestimmt zu werden pflegt, auszudriicken,
wofur der nach mechanischem Maasse ausgedriickte Werth, mit Hinzu-
, . 2 . .

fiigung des Faktors 3{—. gesetzt werden kann. Die nach mechanischem

Maasse ausgedriickte Stromintensitit in obinem Falle ist aber = w'dy'dz".

Selzt man also a—ﬁ wdy'dz, folglich — di 2’:2.5‘“ dy'd?
und beachtet, dass in obigem Falle cos § = cos ' = _Tx und o = dz’

ist, so findet man die gesuchte elektromotorische Kraft
. 2y2 dr 2y2 du h ‘le (w—a)®

c "r " ¢ " e
was dem oben angegebenen Werthe g]eich ist.
Betrachtet man die Bewegung der Elektricitit im Elemente da'dy'dz

ﬂaek der y- oder z-Axe statt nach der z-Axe, s0 tritt, als Werth von cos 6,

=y Y oder ~-5 an die Stelle von *>% , und % oder an die Stelle von

(‘;—’:, woraus folgt, dass die ganze vom Elemente dx'a‘y dz' im Punkle
(@, y, z) nach der Richtung der x-Axe ausgeiibte elektromolorische Kraft

=— 5 E0E o) (% o—a) + % —y) + 2 i—2).

Ebenso findet man fiir die ganze vom Elemente d.r:dy dz' im Punkte

(@, y, 2) nach der Richtung der y- oder z-Axe ausgeiibte elektromotorische
Kraft, indem man, als Werth von cos ¢, Y=Y oder == statt =% setat,
T r r
8 dae'dyds n fdu i dv’ ' dw’ ’
==z =) (@ =) + G —y) + 5 —2))

oder ‘
8 dydyds d d
=_Ei:‘:—(.—z)(;:{$ :{;J dt (J y) w(z )
Selzt man nun Kiirze halber
U 2'[17.#3:??:'(1;‘ I:.T—.E’} (“’ [\i’B-—.TJ") -+ v (y——J’) -+ w' (z_.z')) (1}
_]//dxdy d‘ (: ) (1& fv—'v) 47 I’Iy—y’) -+ w' (z._.z')) (2)

W— []f{ix ll'!_:da :’:__»r} (“ Ll’_"i} 4+ (y—J’) “+ w' (Z—Z‘)) (3)
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so erhilt man hienach die Compouenten des zweiten Theils der elektro-
motorischen Kraft, welcher von der Induction in Folge von Aenderungen
der Stromintensititen in allen Theilen der Leitungskette herriihrt,

8 au v 8 AW

— — s —
== ce

b ¢ " dt Ygr N ce tdt "
Die Componenten der ganzen elektromotorischen Kraft waren aber oben
mit
Acose, Acosb, Acosy

bezeichnet worden, wonach also

Ac05a=—2(g§+iﬂ f:—f)
Acos(’_—-2(§+i¢.§:’)

an b odw
=—2(=- 4 - .5"
ACOS}’ (dz+cc‘d£)

erhalten wird. Setzt man endlich diese Werthe in die oben angefiihrten
Gleichungen der Stromdichtigkeiten u, », w im Punkts (@, y, 2) ein, so
ergeben sich die folgenden Gleichungen:

u=-2k(f’_‘3+g.§—f) (4)
— 2% (5 + % %) (5)
w=—2k(%+%.%{). (6)

Fir die Bestimmung des Werthes /2 der Potentialfunction der in
der ganzen Kelte vertheilten freien Elektricitit im Punkte (2, y, z) komml
nun noch besonders in Betracht, dass die Dichtigkeit der freien Elektri-
citiit im Innern eines Leiters, in welchem Strombewegungen statt finden,
nicht wie bei einem Leiter, in welchem die Elektricitit sich in Ruhe
befindet, = 0 gesetzt werden darf. Bezeichnet daher & die von Null
verschiedene Dichtigkeit der freien Elektricitit im Punkte (2, ¢/, 2'), wenn
derselbe wm Innern des Leiters liegt, e’ dagegen, wenn dieser Punkt im
Oberflichenelemente dS' liegt, bezeichnet also ¢' die Dichtigkeit der
[reien Elektricitit im Oberflichenelemente dS', so erhidll man folgende
Bestimmung des Werthes von /2, nimlich

2=[lfr=re e [ )

Hiezu kommt nun noch, dass die Vertheilung der freien Elektricilit
sowohl im Innern als auch an der Oberfliche der ganzen Leitungskette,
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welche durch die Werthe von ¢ und ¢’ bestimmt wird, zwar mit der
Zeit sich @udern kann, dass aber diese Aenderungen von der Bewegung
der Elektricitit in der Kette abhingen, wonach es zwei Gleichungen
geben muss, welche die partiellen Differentialquotienten von & und ¢ in
Bezichung auf die Zeit in ihrer Abhingigkeit von der Bewegung der
Elektricitit darstellen.

Der Unterschied der in dem Zeitelemente di in der Richtung der
z-, y- und z-Axe aus dem Elemente da'dy'dz’ austretenden positiven
Elektricitit von der darin eintretenden ist

do'dy'dz' ::: dit, do'dy'ds . -':—;: de, do'dy'd? . %ﬂ; de .

Die Summe dieser Unlerschiede giebt die Verminderung der im Elemente
de'dy dz' enthaltenen freien Elektricitat do'dy'dz’ . ¢ im Zeitelemente df,
welche von der Bewegung der positiven Elektricitit hervorgebracht wird.
Aus der entgegengeselzl gleichen Bewegqung der negativen Elektricitit ergicbt
sich aber nochmals eine ebenso grosse Verminderung fir dasselbe Zeit-
element dt; folglich ist jene Summe die Hilfte der ganzen Verminderung
der im Elemente da'dy'dz’ enthaltenen freien Elektricitit im Zeitelemente
dt, d. . die Halfte von = — do/dy'dz’ . % dt, also ist

du’ Eu_ dw 3 d-ﬁ: 8
o Yoy T =% (8)

Bezeichnet man endlich die Winkel, welche die nach Innen gerich-
tete Normale des Oberflichenelements dS" mit der Richtung der 2-, y-
und z-Axe bildet, mit (N', 2'), (V', ), (N', 2), so ist die Menge der
positiven Elektricitit, welche in dem Zeitelemente dt von dem Ober-
flichenelemente dS' ins Innere zuriickstromt,

= (' cos(N', o) 4 v/ cos(N', y') + ' cos(N', 7)) dS" . dt,

und da eine gleiche Menge negativer Elektricitit in derselben Zeit aus
dem Innern zu dem Oberfliichenclemente dS’ hinstrimt, so ergiebt sich,
dass jene Menge die Hilfte der ganzen Verminderung der freien Elektri-
citit ¢dS' in dem Oberflichenelemente dS’ in dem Zeitelemente df ist,

.

di=—1 ‘j;;. .dS'dt, also ist

' ™ o ' T " ' . A de'
' cos(V, ') + v cos(NV, y) +w cos(N, Z) =— 45 . (9)
So allgemein nun diese von Kirchhoff gegebene Entwickelung

der Bewegungsgleichungen der Elektricitit in einem beliebigen Leiter
sonst auch ist, so liegen ihr doch folgende drei beschrinkende Annah-
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men zu Grunde, ndmlich 1) die Annahme, wonach der Werth der elek-
tromotorischen Kraft in einem Punkte, wie oben geschehen, bloss durch
Verdoppelung der auf die positive Elektricitit wirkenden Kraft bestimmt
werden durfte, dass namlich in allen Theilen des Leiters stets gleiche
Mengen von positiver und negativer Elektricitiit enthallen wiren, oder
genauer, da dies streng genommen so viel heissen wiirde als dass die
Dichtigkeit der freien Elektricitit im Innern und an der Oberfliiche des
Leiters ¢ und ¢ iiberall stets Null sein sollte, was nicht der Fall ist, dass
wenigstens die vorhandene freie Elektricitit gegen die Menge des an
derselben Stelle vorhandenen neulralen Gemisches beider Elektricititen
stets als verschwindend klein betrachtet werden diirfe; 2) die Annahme,
dass durch jeden Querschnitt gleichzeilig immer gleiche Mengen posi-
tiver und negativer Elektricitit in entgegengesetzter Richtung durch-
gehen, was nur dann anzunehmen gestaltet ist, wenn man iiberall eine
beliebige Bewegung des neutralen Fluidums hinzugefiigt denken darf,
aus dem Grunde nimlich, weil eine solche hinzugefiigte Bewegung des
neulralen Fluidums, wenn sie wirklich vorhanden wire, gar keinen Ein-
fluss auf die Beobachtungen haben wiirde; 3) die Annahme einer allge-
meineren Geltung des O hm’schen Gesetzes, welche, wie spiiter gezeigt
werden soll, auf die Annahme zuriickgefihrt werden kann, dass die
Masse des elektrischen Fluidums gegen die Masse seines ponderabelen
Trigers iiberall vollig verschwinde, was allerdings allgemein angenom-
men zu werden pflegt.

9

-~

Entwickelung des Ausdrucks der elekiromotorischen Kraft, welche von der

[reien Elektricitit und von den elektrischen Bewegqungen in einem kleinen,

als Cylinder betrachteten, Sticke des Leitungsdrahts auf irgend einen Punkt
des mittleren Querschniils dieses Stiickes ausqgeiibt wird.

Zur niheren Bestimmung der elektromotorischen Kraft, welche in
irgend einem Punkte des Leitungsdrahtes wirkt, ist es zweckmissig,
dieselbe in zwei Theile zu scheiden, nimlich in den Theil, welcher von
dem Elemente des Leitungsdrahts herriihrt, in welchem der betrachtete
Punkt selbst liegt, und in den Theil, welcher von allen iibrigen Elemen-
ten herriithrt, die in grosseren, messbaren Entfernungen von dem be-
trachteten Punkte liegen.
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Das Element des Leitungsdrahts, in welchem der betrachtete Punkt
selbst liegt, sei ein Cylinder, dessen Halbmesser im Vergleich mit seiner
Linge sehr klein ist. Die Vertheilung der freien Elektricitiit sowohl wie
der elektrischen Bewegungen in diesem Cylinder wird hiebei von
Kirchhoff als symmetrisch gegen die Cylinderare angenommen,

In Beziehung auf die Coordinaten falle die a-Axe mit der Cylinder-
axe zusammen und man setze

Y = 0 COS ¢ y =g cos ¢

z=gsing 7 =g'sing .
Unterscheidet man ferner die Stromdichtigkeit in der Richtung der Cy-
linderaxe und senkrecht gegen die Cylinderaxe, so ist letztere, bei der
angenommenen Symmetrie der Bewegungen, iiberall radial, d.i. ihre
Richtung fallt in jedem Punkte mit dem durch diesen Punkt gelegten
Cylinderradius zusammen. Hieraus folgt, wenn ¢ diese radiale Strom-
dichtigkeit im Punkte (z, y, 2), ¢' im Punkte (', ¥, 2') bezeichnet, dass

V= 6COS @ v =6 cosg

w = ¢sing w=g¢sng,
worin ¢ und ¢ von ¢ und ¢ unabhingige Werthe haben.

Durch Substitution dieser Werthe in den Ausdriicken von 42 und U
im vorhergehenden Artikel erhilt man, wenn « den Cylinderhalbmesser
bezeichnet,

Vdx'. o'do'dg’ ‘da'dyg’
e f“"o,-‘i-é"+af rq 5 (1)

U?[[/vgf'v_(;'_f‘#'d'!{ (x—a') (fc' (x—2) 4 o' (o cos (p—q') — (J')) . (2

Man erhilt ferner durch diese Substitution

dv’ __ d.d’cosqy’
dy — dy’

worin ¢ fiir einen gegebenen Werth von 2 bloss von der Variabelen o'
abhiingt. Setzt man daher ¢' = [(¢') = [(V/ (y'y +27)), so findet man

@ _ 4 (u’ff V'fr'v'+zi£)) — Yy 4 ee—yy
df — dy ” Viyy+s3) )] T oo " do et ’
Ebenso findet man
dw 55 do oo —55
dz’ (J'g' ag'_ 22 0'? =G
folglich
v’ dw’ do’ o 1 d.go



ELektrODYNAMISCHE MAASSBESTIMMUNGEN. 583

. du - - T T du’ dv’ dw’
Fiigt man noch > hinzu und substituirt fir die Summe ;- + P g
den dafiir erhaltenen Werth, in Gleichung (8) des vorhergehenden Ar-
tikels, so ergiebt sich die Gleichung

du’ 1 d.ood de
—— — _r“ T — 1 ——
dx o " do T Tt (3)

Endlich findet man fiir die Winkel, welche die nach Innen gerich-
tete Normale des Oberflichenelements dS" mit der Richtung der drei
Coordinatenaxen bildet, folgende Werthe:

V,8) =2, (Ny) =g+n, V,2) =g +2;
folglich ist
u'cos (N',2') =0, v'cos(N',y)=—¢'cos ¢ w cos (N',2)=—¢sing?
Durch Substitution dieser Werthe in Gleichung (9) des vorhergehenden
Artikels ergiebt sich dann _

¢ =1y (#)
Setzt man nun Kiirze halber

g —x=12, also da' = di

0! 4+ 02— 200’ cos (p—¢) = 6, also r* = 6 + 22,
so ist, wenn [ die Linge des Cylinders bezeichnet und der Punkt (z, y, 2)

in dem diese Linge halbirenden Querschnitt liegt, nach Gleichung (1)
und (2)

an ﬂ+%l
U8 Bdl
2= || odo'dy 7 0 +J.’ uJ‘d(pf T
L d v 41
o A +41
tq l‘d), ' r 5 ‘ldi
U=||¢do'dg'\ =32 +J] ¢* ('1 - {T cos (p—¢ )) dg'dy J'%ﬁ
.o L 1[ —';;I

Entwickelt man nun in der erstern Gleichung ¢ und ¢ nach Potenzen

von 4, nimlich

de .,
d=ce +— J.+— Ay

de’y 1 d%, .9
6-—-—-£u+— ;'+l_2'dx‘}' -+

wo ¢,, abgesehen von der Zeit, bloss von der Variabelen ¢" abhiingt;
; 6®
so kann fiir sehr kleine Werthe von F* welche, da 6* nie grosser als

kea? sein kann, aus kleinen Werthen von T nothwendig folgen,
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+41 +il +41
a l i R
fW*H”} =2log7 J.waw'} w b, frw*nﬂ =it
41 4 41

geselzt werden, woraus fiir kleine Werthe von [ folgt

0 ’ I d*®
2= gdo'dg’ (Qeoloa Ta sk | dﬁ gz) 3 ‘f/.d‘P (QUIOgF +'§Ei )
Die Integration ist von ¢ = 0 bis ¢'=2n und von ¢'=10 bis o= zu

erstrecken, wonach sich also ergiebt

o

2 = Q:IJ.Q’dQ’ (?é'n logl+ 4 r';i,“ E"’) + 2me (2{! log ! + -g—;%ili)
0

" 4 I

— 2 o'do’ . € \dg' . log6 — 2ae|dy'. log6
5 5 0 (p L= [p o
0 0 0

27 W25
Beachtet man nun, dass J dg'.log 6= -;J dg'. log (9*+¢"*~20¢' cos (p—¢'))
0 0
entweder = 27 logg’ ist, wenn ¢ >, oder = 27 loge ist, wenn
0> ¢, so erhilt man den auf die Oberfliche beziiglichen Theil, fir

welchen ¢ = « ist,

27
— QaeJ dg’ . log6 = — knaeloga .
0

Der auf das Innere sich bezichende Theil zerfillt in zwei Stiicke, nimlich

W0 L
—2J9d9 aofdgo log6 = — kn log QJ(JJO eo—&-'rjgdg €yloge’,

0
reducirt sich also in dem einen Grenzfalle, némlich wenn ¢ = « isl, auf

£l
— kn logu.JQ'dQ'. s
0

in dem andern Grenzfalle, nimlich wenn ¢ =0 ist, auf

{®
s in’J‘g’dQ’. &,logo’,
0

die beide desto weniger von einander verschieden sind, je kleiner «*),

*) &, niihert sich bei der angenommenen symmetrischen Vertheilung der freien
Elektricitit im Drahte mit abnehmenden Werthen von ¢" der Constans. Ist es hienach
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so dass man mit hinreichender Genauigkeit fiir sehr kleine Werthe von «
den auf das Innere sich beziehenden Theil

22 (3
JQdQ eJd«p |0"(:——5nlogaf9'dg'.é'o
0

setzen kann; folglich

0= 2| gdy (26, logl + { 5o F) + 2mc (2 logl + 1 5l

0

— bnloge. (ae + | d'do’. 5'0)
0

oder kiirzer

(14 @

2 =kn log%.(aﬂ + | o'do. e'o) -+ %mfz.(a f;c + | o'dg'. %:;‘—') :
0 0
Setzt man endlich hierin
[
2nae -+ ang'dp'. g, =1~L,
]

das heisst, bezeichnet man mit Edz die Menge der freien Elektricitit, die
in dem Leiterelemente dz, theils an seiner Oberfliiche theils im Innern,
enthalten ist, so erhdlt man durch zweimalige Differentiation

o
d% i ¢ d% a’E
25‘1&5@'{‘27{"‘ dQ H—Q'
0

folglich
2=2Elogt + 42 p. (5)

Ebenso konnen nun auch in der oben gefundenen Gleichung fiir U
die Werthe von »' und ¢’ nach Potenzen von 4 entwickelt werden,
ntimlich

fiir kleine Werthe von « gestattet, ¢, fiir alle Werthe von ¢ < « constant zu selzen,
so geht der fiir den erstern Grenzfall gefundene Werth iiber in

(4
— 4mé, log afg'dg' = — 2naas, loge
0
der fiir den letzteren Grenzfall in ~
o
— hre'ofg dg' logo" = — 2naady (loge — 4)

die sich von einander desto weniger unterscheiden, je kleiner « ist.
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'y

du,, 1
u_uo+ e e

r_60+da°.1.+—L B 12 4

1.2 " dz* °

M,

wo o' und o, fiir einen gegebenen Werth von 2, abgesehen von der

Zeit, bloss von der Variabelen ¢' abhingen.

- )3 - . -
Nun kann ﬁir sehr kleine Werthe von —3—,—, wie sie sehr kleinen

Werthen von l, cnlsprechen,
pil at+il
2d). J%di , ;
e = TR — — — — o
ﬁ':+}=,g U 3 .rb’=+l"‘"§' 2 (iOg g 1) 2 ]Oa sl
o —‘%l v _.%t
."'+_§l p+‘-_1;'1
A%dl Atdl
e =0, |gem =1
—41 v 1

gesetzt werden, worin ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen be-
zeichnet. Hienach ergiebt sich folgende Gleichung fiir U:

U=[fo'de'dy. (20, tog g+ g2 ) 4ff (1~ cosly- 9) dedy (2322 10g L+-ts 52 ) -

Der letztere Theil dieses Werthes von U kann, wenn « sehr klein ist,

da die Integration nach ¢ von ¢'=0 bis ¢'=« zu erslrecken ist, als

verschwindend betrachtet werden, folglich

U=[] ¢dg'dy. (2,105 +1 Bep),

wo die Integration von ¢'=0 bis ¢'= 27 und von ¢'=10 bis ¢ =«

zu erstrecken ist, also

U= 2;':"‘9159'.(2“ log S dx 32 —2'[9 do'. ‘unqu] log 6 .
0

W2
Da llllllfd(p. log6 = -Jd(p log (9> =+ ¢* — 200’ cos (p—g')) enlweder

= 27 logg' ist, wenn ¢' >, oder = 27 logg ist, wenn ¢>¢', s0

ergiebt sich

« e
U=2nj dgf (20, log 4+ “d’;‘:rz)—-&nlogg"‘@'dp’.u'o_ﬁ
0 0

wofiir auch geschrieben werden kann

o
nj;;'dg’. w,logo’,

¢
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" o {] [14
T 1 N T 9 "y d’ubo « R PR ] P «
U=lhnlog_ . |odo w4 inlt|o'do'.", o+ hn log-;. o'do’ . w'y+ b gdg.ﬂnlogg
0 0 0 0

Da nun aber, wenn « sehr klein ist, die beiden letzten Theile dieses
Werthes von U gegen den ersten Theil als verschwindend betrachtet
werden diirfen, so kann

- (4
1 i 5 1y d
—_— S 1. 2 el
U= knlog . o'dy. vy~ tal. | o'do’.
vo 0

gesetzl werden.

Selzt man endlich hierin

«
27 fg'd@’. %, =1,
L]

das heisst, bezeichnet man mit it die Menge der positiven Elektricitit,
welche in dem Zeitelemente df durch den Querschnitt des Leitungs-
drahts fliesst, wo also 7 die Stromintensitit nach mechanischem Maasse
ausdriickt, so erhilt man durch zweimalige Differentiation

rn

gy R dti

QFIJ Qd{). T s
0

folglich |
U=2ilog— 44551

Hienach wird nun die elektromotorische Kraft, welche von der
freien Elektricitit in einem kleinen, als Cylinder betrachteten, Stiicke des
Leitungsdrahts auf irgend einen Punkt des mittleren Querschnitts dieses
Stiickes ausgeiibt wird, niiher bestimmt, nimlich aus dem Werthe von 42,

4 dE l d*E
— T e o R P 2
2 dx b do * lOg « Y dgpt l

und ebenso die elektromotorische Kraft, welche durch Induction von
den elektrischen Bewegungen in demselben Stiicke auf denselben Punkt
ausgeiibt wird, nimlich aus dem Werthe von U,

B B8 et 9 B
cc dt T e tdt " Ve cc " dzidt

Endlich kann, wenn man mit Kirchhoff fir den Werth von log% eine
sehr grosse Zahl annimmt,

Abbandl. d. K. 8. Gesellsch. d. Wissensch. IX. - 40
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daf dE i
B Minssind TS s S
2 dx — * da * [03 «
SaU _ 46 di
ce dt — ce " dt” 03 e

! :
oder auch, wenn 1 gegen log — ganz verschwindet,

$dU __ 16 di

— — - o
ce dt ce " dt’ 10‘3

{

13

geselzt werden,

3z
Vereinfachung der allgemeinen Gleichungen.
q /]

Nach niherer Bestimmung der auf einen Punkt (2, y, z) des Lei-
tungsdrahts wirkenden elektromotorischen Krifte, welche theils von
der freien Elektricitiit theils von den elektrischen Bewegungen in dem
kleinen, als Cylinder zu betrachtenden Stiicke des Leitungsdrahls, zu
welchem jener Punkt selbst gehort, herrithren, hat Kirchho ff die Art. 1
aufgestellten allgemeinen Gleichungen unter folgenden Voraussetzungen
zu vereinfachen gesucht, ndmlich

1) dass der Halbmesser des Leitungsdrahts « im Vergleich mit der
Linge seiner als eylindrisch zu betrachtenden Elemente [ so klein
sei, dass log f—‘ eine sehr grosse Zahl darstelle, was schon im
vorhergehenden Artikel zur Vereinfachung des Ausdrucks der
elektromotorischen Krifte angenommen wurde ;

2) dass in einem solchen diinnen Leitungsdrahte die auf einen Punkt
(@, y, z) wirkenden elektromotorischen Krifte, welche von der
freien Elektricitit und von den elektrischen Bewegungen im gan-
zen Leitungsdrahte mit Ausnahme des einzigen kleinen, als Cy-
linder zu betrachtenden Stiickes, dessen miltelstem Querschnitle
der Punkt (2, y, z) angehort, herrithren, verschwindend klein
seien gegen diejenigen aul denselben Punkt wirkenden elektro-
motorischen Kriifte, welche von der freien Elektricitit und von
den elektrischen Bewegungen in dem eben bezeichneten kleinen
Stiicke selbst herrithren. — Hiezu kommt noch die auch der Ent-
wickelung der allgemeinen Gleichungen Art. 1 schon zum Grunde
gelegte Voraussetzung,

3) dass das Ohm’sche Geselz fiir alle Stromelemente einzeln gelle,
auch wenn die Stromintensititen in denselben sehr verschieden
sind und schnell wechseln.
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Ist nun nach der erslen Voraussetzung ]og% eine sehr grosse Zahl, und
kommen nach der zweilen Vorausselzung die im vorigen Artikel niiher
bestimmten elektromolorischen Kriifte, gegen welche die iibrigen von
den ferner liegenden Stiicken des Leitungsdrahts herriihrenden ver-
schwindend klemm sind, allein in Betracht; so findet man nach dem
Schlusse des vorigen Artikels den wvollstindigen Ausdruck der elektro-
molorischen Kraft nach der Richtung der Axe des Leitungsdrahts

dx cc dt S« \de ce dl

Ist dieses nun der Ausdruck der ganzen elektromotorischen Kraft, so
giebt derselbe nach Art. 1 mit dem specifischen Leitungsvermdgen k mul-
tiplicirt, der dritten Vorausselzung gemiss, die Stromdichtigkeit  nach
der Richtung des Leitungsdrahits in dem betrachteten Punkte (v, y, 2),
nimlich

I (dE & di
u=— Mflug-—.(-’——-+ “).
bl

da e dl
Beachtet man endlich, dass die Stromdichtigkeit im Punkle (2, y, z) hie-
nach von ¢ unabhiingig, folglich fiur alle Punkte desselben Drahtquer-
schnilts gleich ist, und daher mit dem Drahilquerschnitt sree multiplicirt
die Stromintensitit 7 giebt; so erhilt man durch Multiplication der vor-
hergehenden Gleichung mit wea folgende aus den sicben ersten Art. 1

enlwickelten allgemeinen Gleichungen abgeleitete Gleichung:
¥ i drE & di
i — . B - e e i
i = — hmack log s (d.;_- e r”) :
Es bleiben also nur noch die beiden letzten von den Art. 1 ent-

wickelten allgemeinen Gleichungen iibrig, welche Art. 2 reducirt worden
sind auf

du s 1 dooo g e
dx o do - 2t
de
G P |

- ra

Multiplicirt man die erstere mit gdodyp und inlegrirt sodann iiber den

ganzen Querschnitt des Leitungsdrahts, und zicht endlich die mit 27¢
mulliplicirle zweile Gleichung ab, so erhiilt man
“

du

) - , de od de

mew . oo =—me. o — 7 | odp . 4
0

B0~
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Da nun aber, nach Art. 2 fir ¢'= g,

114
2mae + angfr'g 2=,
0

woraus
(4
de de dE
) et —_— .
e 5 + 2n) odo . 4 a
0
s = 5 T 1i
so ergiebt sich, da meen =i war, woraus maw. - = I folgt, aus den
_ €I Wl A
beiden letzten Art. 1 entwickelten Gleichungen folgende :
di dE
ke

Nach dieser Reduction der neun allgemeinen Gleichungen auf zwei,

nimlich
. l dE & di
= — hmaak [0{:’?. (E; 7Y ﬂ’f_)
r{r e 1 dE
de = ¥ qdt

kann endlich, durch Elimination von i, das Geselz abgeleitet werden,
nach welchem die Vertheilung der freien Elektricitiit in der Kette £
sich fiir jeden Augenblick bestimmen ldsst, namlich

_(F_f__ﬂﬂ ce .dE-=U,

o * o A 6acak log f—‘ o
oder es kann, durch Elimination von E. das Gesetz abgeleitet werden,
nach welchem die Stromintensitit ¢ sich fir jeden Punkt der Kelte und
fir jeden Augenblick bestimmen lisst, nimlich

L. B

di® 2 dz® 167ack log 1t ’

[

Die Vertheilung der freien Elektricitiit, sowie die Stromintensitilen
in allen Theilen des Leitungsdrahts wiirden sich aber, wie man leicht
sieht, auch aus den Bewegqungen aller elektrischen Theilchen im Leilungs-
draht von selbst ergeben haben, wenn das Geselz der letzteren bekannt
wire. Umgekehrt lisst sich nun dieses letztere Gesetz aus dem gefun-
denen Geselz der Vertheilung und der Stromintensititen leicht ableiten,
wobei es geniigt, dasselbe fiir die Bewegungen aller positiv elektrischen
Theilchen im Leitungsdrahte aufzustellen, weil die enlgegengeselzt glei-
chen Bewegungen aller negativ elektrischen Theilchen sich daraus von
selbst ergeben. '
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Bezeichnet s irgend einen Punkt des Leitungsdrahts und Gds die
ganze Menge positiver Eleklricitit, welche in dem Lingenelement des
Leitungsdrahts ds enthalten ist, bezeichnet ferner ¢ die Verschiebung
eines Theilchens dieser positiven Elektricitit nach der Zeit ¢ von der
Stelle seines urspriinglichen Gleichgewichts, also %’ die Geschwindig-
keit, mit welcher sich dieses Theilchen im Leitungsdrahte bewegt, und
‘;: die Verdiinnung der positiven Eleklricitit im Punkte s des Leitungs-
drahts am Ende der Zeit {, der eine ebenso grosse Verdichtung der
negativen Elektricitit immer entspricht; so ist die Stromintensitit ¢ im

Punkte des Leitungsdrahts s am Ende der Zeit ¢ dem Producte (S:‘—:—

!
gleich, und die Dichtigkeit E der freien Elektricitit, d.i. des Ueber-
schusses der positiven Eleklricitit iber die negative im Elemente ds,
am Ende der Zeit {, ist dem doppelten Producte (S%E negativ genom-
men gleich, also

. - do F da
l=@.'a| E=—'2('5-—ds.

Durch Substitution dieser Werthe in die vorhergehenden Gleichungen
erhilt man aber die beiden Gleichungen

d%a cc do cc d*o 0
= —_— o =
- * 1ﬁnrmkll)gi .
(14
d%a ce d*oc cc d*a
dsdt® 2 ds® I % dsdgt T

16mack log —
«

woraus mit Riicksicht darauf, dass wiihrend des urspriinglichen Gleich-
gewichts der Elektricitit ¢ im ganzen Leitungsdraht iiberall = 0 war,
das Gesetz der Bewegung aller posifiv elektrischen Theilchen im Lei-
tungsdraht folgt, nidmlich

d*o cc d*o o do 0
T i R a— T -
16zcak log =

k.
Priifung der im vorigen Avtikel gemachten Vorausselzungen.

Im Anfang des vorigen Artikels sind die zur Vereinfachung der
Gleichungen gemachten Voraussetzungen zusammengestellt worden,
wovon die eine schon der Art. 1 gegebenen Entwickelung zum Grunde
gelegt war. Was zunichst nun die erste der Vereinfachung halber neu
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hinzugekommene Annahme betrifft, niimlich die Annahme eines sehr
feinen Leitungsdrahts, so scheint dieselbe so nahe zu liegen, dass sie
kaum einer naheren Priifung bediirfe, sondern, wenn es sich um Ver-
einfachung handelt, sich von selbst verstehe; doch niiher betrachtet
siecht man leicht, dass diese Feinheit des Leitungsdrahts hiebei in sol-
chem Grade in Anspruch genommen wird und werden muss, wie sie
wirklich nie statt findet, so dass dadurch alle praktische Anwendbarkeit
der daraus abgeleiteten Folgerungen zweifelhaft wird., Es kommt aber
dazu noch das besondere Bedenken, ob nicht ausserdem diese Voraus-
selzung mit der der Entwicklung Art. 1 zum Grunde gelegten, das
Ohm’sche Gesetz betreffenden, Voraussetzung in Widerspruch gerathe,
weil letztere auf weniger feine Leitungsdriihte beschrinkt werden zu
miissen scheint.

Findet es nimlich bei linearen Leitern auch kein Bedenken, die
Dicke des Leitungsdrahts gegen seine ganze Linge als verschwindend
zu beltrachten, so sagl es doch schon weit mehr, diese Dicke gegen die
Linge eines einzelnen noch als geradlinig zu betrachtenden Elements
des Leitungsdrahts als verschwindend zu betrachten, und noch weil
mehr heisst es, den Logarithmus des Verhiltnisses der Linge eines so
kleinen Elements zu jener Dicke als eine grosse Zahl anzunehmen, ge-
gen welche die Einheit als verschwindend zu betrachten sei, wie es in
jener Voraussetzung geschieht. Denn nihme man auch z. B. nur die
Zahl 20 als eine solche Zahl an, so wiirde schon ein Draht verlangt
werden, dessen kleinstes noch als geradlinig zu betrachtende Stiick iiber
200 Millionen Mal Linger als dick sein misste, was nicht vorkommt.

Noch wichtiger aber ist das andere Bedenken, ob nicht die An-
nahme eines so feinen Leilungsdrahits, wenn er existirte, mit der das
Ohm’sche Gesetz betreffenden Vorausselzung in Widerspruch gerathen
wiirde. Es muss jedenfalls wenigstens als zweifelhaft betrachtet wer-
den, ob diese letztere Voraussctzung allyemein und streng giiltig, oder oh
sic nur fir weniger [eine Drahle niherungsweise zulissig isl, und dieser
Zweilel kann, wie man leicht emsieht, nur durch eine von dieser Yor-
aussetzung selbst unabhingige Entwickelung der eclektrischen Bewe-
gungsgeselze gehoben werden. Es soll daher cine solche Entwickelung
zu geben versucht werden, wenigstens in so weit als es zur Priifung
des angefiihrten Bedenkens niithig erscheint, unter vorliufiger Beibe-
haltung der ersteren Voraussetzung, nimlich eines so feinen Leitungs-



LLERTRODYNAMISCHE MAASSBESTIMMUNGEN. 893

drahts, dass der Logarithmus des Verhiiltnisses der Linge der noch als
geradlinig zu betrachtenden Elemente zu ihrer Dicke so gross sei, dass
. die Einheit dagegen vernachlissigl werden konne. Diese Entwickelung
beruht auf folgender Betrachtung.

Wenn alle Kriifte wirklich bekannl wiiren, welche auf die elektri-
schen Theilchen im Leitungsdrahte wirken, und diese Krifte simmtlich
nach bekannten mechanischen Maassen genau ausgedriickt wiiren, so
wiurde die Maoglichkeit ciner von der Voraussetzung des Ohw’schen Geselzes
ganz unabhingigen Entwickelung der Bewegungsgeselze dieser elekirischen
Theilchen im Leitungsdrahite von selbst einleuchten; denn die Resultante
aller aul irgend ein Theilchen wirkenden Kriifte dividirt durch die Be-
schleunigung des Theilchens in der Richtung der Resultante muss, wie
bei allen Korpern, einen stets gleichen Quotienten geben, welcher in
der allgemeinen Mechanik als Masse des Theilchens bezeichnet wird.

5.
Von der Vorausselzung des Ohm’schen Gesetzes unabhingige Herlettung
der Bewegungsqgleichunyg.

Hienach suchen wir also zunichst alle aul ein elektrisches Theilchen
im Leitungsdraht wirkenden Kriifte aufzuzithlen und nach mechanischem
Maasse auszudriicken. namlich

1) die aus der Nihe wirkenden, schon von Kirehhoff bestimmten
elektrischen Krifte, aus denen, unter der von der Feinheil des Leitungs-
drahts gemachten Yorausselzung, fir cinen Punkt s des Leitungsdrabts
die elektromotorische Kraft nach mechanischem Maasse ausgedriickt

1 dE & i
= — klog . (W + )

resultite.  Diese clektromotorische Kralt ist die Differenz der beiden
Kriifte, welche aul die positive und auf die negative elektviscliec Maass-
einheit (wie sie in der Elektrostatik definirt wird) wirken wiirden, wenn
sie sich in diesem Punkte befinden. Da diese beiden Kriifte, abgesehen
davon dass sie entgegengeselzte Richtung haben, gleich sind, so ergiebt
sich dass die Hilfte jener elektromotorischen Kraft, nimlich

I daE b odi
— :) o — e s
= ]OD « (d’s =k ce rf!)

die Kraft ist, welche auf jede positive elektrische Maasseinheit im Punkte s




594 Wity WEBER,

wirkt. Die Zahl der posiliv elektrischen Maasseinheiten, welche in dem
Lingenelemente des Leitungsdrahts ds enthalten ist, ist aber friher, im
dritten Arlikel, mit Gds bezeichnet worden, wobei zugleich bemerkt
worden, dass (S:—f =1 und — 2&";—: = FE ist. Multiplicirt man daher
obige Kraft mit der Zahl Gds und substituirt die eben angegebenen
Werthe, so erhialt man die aul die positive Elektricitit im Elemente ds
wirkende Kraft nach mechanischem Maasse ausgedriickt

= 466 log . (G5 — Z47) . ds .

Zu diesen schon vorher bestimmten Kriften miissen aber ferner noch

2) die von den ponderabelen Leitertheilchen auf die positive Elek-
tricitat im Elemente ds ausgeubten Kriifte hinzugefiigt werden, welche
wir auf folgende Weise zu bestimmen suchen.

Nach dem O hw'schen, fiir beharrliche Strome bewiesenen, Gesetze
ist, wie Art. 1 in der Nole gezeigt worden, die von den ponderabelen
Theilchen des Leitungsdrahtes unabhingige elektromotorische Kraft in
einem Punkte der Kette = -:-, oder, da nach Art. 3 wecu =1 ist,
= ‘. Die Beharrlichkeit des Stromes, d.i. die gleichbleibende Ge-
schwindigkeit der elektrischen Theilchen im Leitungsdrahte, beweist
aber, dass ausser dieser von den ponderabelen Theilchen unabhéngigen
elektromotorischen Kraft noch eine zweite an Grosse gleiche, an Rich-
tung entgegengesetzte elektromotorische Kraft vorhanden sein miisse,
welche offenbar von der Wirkung der ponderabelen Leitertheilchen auf
die Elektricitit im Leiter herrithren muss, welche dadurch also

i

= ﬂﬂﬂ’é
gegeben ist. Die Hilfte dieser elektromoltorischen Krafl, némlich
S,
2rack
ist dann, wie aus dem vorher Gesagten einleuchlet, die Kraft, welche
von den ponderabelen Leitertheilchen auf jede positiv elektrische Maass-
einheit in dem belrachteten Punkte s ausgeiibt wird. Multiplicirt man
daher diese Kraft mit der Zahl der positiv elektrischen Maasseinheiten
(§ds, die im Elemente ds enthalten sind, so findet man die von den
ponderabelen Leitertheilchen auf die im Elemente ds enthaltene positive
Elektricitit ausgeiibte Kraft, nach mechanischem Maasse ausgedriickt,
niimlich, wenn man auch hier, wie vorher, (1’;':': fiir ¢ substituirt,
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=— oo 66 % . ds .
Beachtet man endlich, dass die Fille nicht beharrlicher Strome von denen
beharrlicher Stréme sich nur in solchen Beziehungen unterscheiden, die
ihren Grund in Verschiedenheiten der Wechselwirkung der elektrischen
Theilchen unter einander haben, wovon die aus der Wechselwirkung der
ponderabelen Leitertheilchen auf die elektrischen herrithrenden Krifte in
keiner unmittelbaren Abhiingigkeit stehen, so scheint man berechtigt,
das angegebene Gesetz zur Bestimmung dieser letzteren Krifte, wenn
es in allen Fillen beharrlicher Strome gilt, als allgemein giiltig, auch in
den Fillen nicht beharrlicher Strome anzunehmen.

Um alle Krifte in Rechnung zu bringen, welche auf das betrachlete
elektrische Theilchen im Leitungsdrahte wirken, fassen wir endlich

3) alle aus der Ferne wirkenden Kriifte, woher sie rihren mogen,
zusammen, und begreifen darunter namentlich auch alle Kriifte, welche
von der Wechselwirkung der Elektricitit mit Ausnahme der in dem
Elemente ds selbst enthaltenen, in welchem der betrachtete Punkt liegt,
auf die Elektricitit in dem betrachteten Punkle herriihren, welche von
Kirchhoff als verschwindend klein angenommen worden sind. Die
daraus entspringende elekiromotorische Kraft im Punkte s bezeichnen
wir, nach mechanischem Maasse, mit S, deren Hilfte dann mit Gds mul-
tiplicirt die auf die positive Elektricitit im Elemente ds ausgeiibte Kraft
nach mechanischem Maasse ausgedriickt

= 4 (Sds
giebt,

Da alle diese Kriifte nach mechanischem Maasse, das heisst in Thei-
len derjenigen Kraft ausgedriickt sind, welche der ponderabelen Massen-
einheit (der Masse eines Milligramms) in der Zeiteinheit (in der Zeit einer
Secunde) die Einheit der Geschwindigkeit (ein Millimeler in einer Se-
cunde) ertheilt; so folgt daraus, nach dem bekannten fiir alle Korper
giiltigen Bewegungsgesetze, dass der Quotient aus der Summe aller
dieser gleichgerichteten Kriifte dividirt durch die Beschleunigung, d. i.
durch die Geschwindigkeit, welche diese Summe von Kriften der posi-
tiven Elektricitit im Elemente ds, auf welche sie wirkt, wihrend der
Zeileinheit ertheilen wiirde, niimlich

d*o
e
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die Definition der Masse der im Elemente ds enthaltenen positiven Elek-
tricitit, in dem fiir alle Korper festgeselzten Massenmaasse (Milligramm)
ausgedriickt, giebt. ‘

Es ist bemerkenswerth, dass man hiedurch auf eine neue Art ab-
soluter Bestimmung einer Elektricililsmenge gefuhrt wird, woriiber fol-
gende Bemerkung, zur Vergleichung dieser neuen Avl absoluter Bestim-
mung mit den schon bekannten hier der Anwendung auf vorliegende
Betrachlung wegen Platz finden moge.

Ordnet man némlich die verschiedenen Arten absoluter Bestimmun-
gen ciner Elektricititsmenge nach der Genauigkeit, welche sie in der
Ausfiihrung gestatten, so sind ohne Zweifel dic absoluten Bestimmungen
auf galvanometrischem Wege obenan zu stellen, durch welche eine als
Bestandtheil des neutralen Fluidums vorhandene Elektricititsmenge, die
aus cinem Raume in einen andern iibergegangen ist, in Theilen derjeni-
gen Elektricitilsmenge ausgedriickt erhalten wird, welche bei der gal-
vanometrisch bestimmten Einheil der Stromintensitit wiihrend der Zeitein-
heit durch den Querschnitt des Leiters geht. — Sodann folgen die ab-
soluten Bestimmungen auf dem Wege der elektrostatischen Messung, durch
welche eine vorhandene Menge [reier Elektricitit in Theilen derjenigen
Elektricititsmenge ausgedriickt erhalten wird, welche auf eine gleiche
Menge in der Einheit der Entfernung nach elektrostatischem Geselze die
Einheit der Kraft ausiibt. Diese Bestimmung findet nur auf kleine Elek-
tricititsmengen welche fret vorkommen, im Vergleich mit den galvano-
meltrisch bestimmten grossen im neutralen Fluidum enthaltenen Elektri-
citaitsmengen, Anwendung. — Besonders wichlig ist die Kenniniss des
Verhiiltnisses der diesen beiden Bestimmungsweisen zum Grunde lie-
genden Maasseinhetten, welche durch doppelte Messung einer und der-
selben Elektricitiitsmenge sowohl auf galvanometrischem als auch auf
elektrostatischem Wege gewonnen worden, niimlich des Verhiiltnisses
155370 .109: 1 (siche die vorhergehende Abhandlung Bd. V. 8. 261). —
Diesen beiden absoluten Bestimmungswetsen kann man nun noch als dritle
diejenige hinzufigen, nach welcher eine vorhandene Elektricitilsmenge
durch ihre Masse in Theilen des fiir alle Korper festgestellten Massen-
maasses (Milligramm) ausgedriickt werden soll; wobei jedoch zu bemer-
ken ist, dass bisher auf diese Weise noch keine vorhandene Elektrici-
titsmenge hat ausgedriickt werden konnen, weil noch kein Weg der
Messung entdeckt worden ist, welcher auch nur niherungsweise zu
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einer solchen Kenntniss fithrte. In Folge davon mangelt auch noch giinz-
lich die Kenntniss des Verhdltnisses der dieser Bestimmungsweise und
den vorigen zum Grunde liegenden Maasscinheilen, weil keine doppelte
Messung einer und derselben Elektricititsmenge aufl diese verschiedenen
Weisen ausgefihrt werden konnte. Wiire dieses Verhiltniss = r: 1 be-
kannt, so wiirde aus der Zahl Gds der elektrostatischen Maasseinheiten
positiver Elektricitit, die im Leiterclemente ds enthalten sind, die Masse
dieser Elektricititsmenge in Milligrammen ausgedriickt = % . §ds erhal-
ten werden.

Durch Einfuhrung dieses Ausdrucks der Masse und Gleichselzung
derselben mit dem oben angegebenen Quotienten erhilt man dann fol-
gende Gleichung:

i (&(5{5 s ("””_._ 3’{:—0) g B8, ';—? ds+{,—(5‘.5'd.s—) = %(Sds :

ia*a

= s® ce di* ek ™
dt?
o
oder, geordnet und ———— = 1 geselzl,
8log—.rE
(14
i*a ce d*a ce do ce S
T R T T T g T R e e
. Ehie Ve A 166 log ~ , (141
(14 ®
6.

Vergleichung der Resultate.

In dieser allgemeineren Gleichung, sieht man, ist die Kirchhoff’-
sche oben entwickelte Gleichung mit enthalten, niimlich unter den bei-
den Voraussetzungen, dass S = 0 und 2 = 0 sei; denn es ist alsdann

d*o ce d*a ce da
. . S B0
v 2 s
o W 16mecek log v o
n

ganz in Uebereinstimmung mit der am Schlusse des dritten Artikels ent-
wickelten Gleichung.

<s darf hiebei bemerkt werden, dass aul diese eben entwickelte
allgemeinere Gleichung und deren Uebereinstimmung mit der Kirch-
hoff’schen, unter den angegebenen Yorausselzungen, sich die von Pog-
gendorff zu Kirchhoffs Abhandlung in den Annalen 1857. Bd. 100.
S. 351 hinzugefiigte Note bezieht.

Die Voraussctzung, dass 8 = 0 sei, enthilt nun aber nicht bloss
mm Allgemeinen die von Kirchhoff vorausgeschickte Annahme, dass
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keine elektromotorische Kraft von Aussen her auf die Elektricitit im
Leitungsdrahte wirken soll, sondern insbesondre auch die zweite von
den im Anfang des dritten Artikels erwihnten Annahmen, dass nimlich
alle von der freien Elektricitit und von den elekirischen Bewegungen
im ganzen Leitungsdrahte mit Ausnahme des kleinen als Cylinder be-
trachteten Stiicks, in dessen Mitte der betrachtete Punkt liegt, herrith-
renden elektromotorischen Kriifte verschwindend klein seien gegen die-
Jenigen auf denselben Puukt wirkenden elektromotorischen Kriifte, wel-
che von der freien Elektricitit und von den elektrischen Bewegungen in
dem kleinen cylindrischen Stiicke selbst herrithren.

Die Voraussetzung, dass 4 = 0 sei, kommt dagegen mit der von
Kirchhoff angenommenen allgemeineren Geltung des Ohm’schen Ge-

— = fiir

8 IDR'&""&

selzes iiberein. Zwar konnte es scheinen, dass 1 =

log % = o verschwinde, und dass also die Voraussetzung, dass 2 =0
sei, niitherungsweise schon durch die Kirchhoff’sche Annahme, dass
« gegen [ verschwinde, erfillt werde; es ist dies aber nicht der Fall,
sondern es wird A = = wenn « verschwindet, wie man leicht daraus
ersieht, dass die Zahl der positiv elektrischen Maasseinheiten, welche
in der Liingeneinheit des Leitungsdrahts enthalten ist, = &, dem Qua-
drat des Halbmessers « proportional ist und, wenn man die constante
Zahl der positiv elektrischen Masseneinheiten, welche in der Volumen-
emnheit des Leitungsdrahls enthalten ist, mit (5 bezeichnet, durch
€ = moe . 6

dargestellt wird, woraus folgt, dass das Product € log % = n(8,. e log%

mit « verschwindet und also 4 = ———— unendlich wird.

Es geht daraus hervor, dass das Ohm’sche Gesetz zwar niherungs-
weise bei stirkeren Leitungsdrihten, fir welche « grossere Werthe hat,
die von Kirchhoff angenommene allgemeinere Geltung haben kinne,
nimlich bei einem sehr kleinen Werthe des constanten Quolienten ;%;—o :
dass dagegen bei feineren Leitungsdrihten, zumal wenn diese Verfeine-
rung so weil getrieben werden soll, dass log% eine sehr grosse Zahl
werde, das Ohm’sche Gesetz diese allgemeinere Geltung verlieren
miisse, wonach also das oben ausgesprochene Bedenken iiber die Un-
vereinbarkeit der beiden im Anfang des dritten Artikels unter (1) und (3)
angefiihrten Annahmen wohl begriindet erscheint.
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Es leuchtet dagegen umgekehrt ein, dass wenn auf dem Wege der
Beobachtung Fiille von feineren Leitungsdrihten nachgewiesen werden
konnten, wo dem Ohm’schen Gesetz diese allgemeinere Geltung nicht
zukime, sondern messbare Abweichungen hervortriten, aus denen 4
bestimmbar wiirde, so wiirde dadurch eine Kenntniss des conslanten
Quotienten 1%0 = 8maw log f—‘ . 4 gewonnen, und die Kenntniss des Ver-
hiltnisses r:1, d. i. der Zahl der elektrostatischen Maasseinheiten wel-
che auf 1 Milligramm gehen, wiirde bloss noch von der Erforschung der
Zahl der elektrostatischen Maasseinheiten , abhingen, welche in 1 Cu-
bikmillimeter des Leiters enthalten sind.

i

intwickelung des Ausdrucks der elektromotorischen Kraft, welche auf einen

Punlkt eines geschlossenen lincaren Leiters von der [reien Elektricitit und

von den elekirischen Bewegungen im ganzen Leiler, mil Ausnahme desjenigen
Elements, in welchem der betrachtete Punkt liegt, ausgeiibt wird.

Wenn man die auf einen Punkl s des Leitungsdrahts aus der Ferne
wirkenden Kriifte, welche sich nicht bestimmen liessen, sowohl dieje-
nigen welche von entfernteren Theilen des Leitungsdrahts selbst, als
auch diejenigen welche von Aussen her wirken, = 0 setzte, so ergab
sich nach den Entwickelungen der vorhergehenden Artikel iibereinstim-
mend folgende partielle Differentialgleichung fiir die Verschiebung ¢ des
positiv elektrischen Theilchens im Punkte s :

d*a d*a do
Tty +hig=0,

wobei nur der Unterschied statt fand, dass die Bedeutung der constan-
ten Coefficienten a und b in dieser Gleichung nach Art. 3 von der nach
Art. 6 ihnen zukommenden etwas verschieden war, ein Unterschied,
der moglicher Weise aber gar nicht in Betracht kommt, wenn nimlich
die Erfahrung ergeben sollte, dass der im vorigen Artikel mit ;é-; be-
zeichnete Quotient fiir alle Arten von Leitern einen verschwindend klei-
nen Werth hiitte.

Diese Uebereinstimmung macht aber obige Gleichung noch kei-
neswegs geeignet, die Bewegungen der Elektriciliit in einem Leitungs-
drahte wirklich zu bestimmen; denn wenn es auch Fille geben kann,
wo keine elektromotorischen Krifte von Aussen her auf die Elek-
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tricitit im Leitungsdrahte wirken, so kann es doch keinen Fall geben,
wo auch keine elektromotorischen Kriifte von den ferner liegenden
Theilen des Leitungsdrahts selbst ausgeiibt wiirden, wenn darin irgend
eine Storung des Gleichgewichts der Elektricitat statt gefunden hat. Um
daher zu einer Gleichung zu gelangen die zur Bestimmung der Bewe-
gungen der Elektricitiit in einem Leitungsdrahte wirklich dienen kann,
reicht die Art. 2 gegebene Entwickelung der elekiromotorischen Krifte,
welche auf einen Punkt s des Leitungsdrahts von der freien Elektricitit
und von den elektrischen Bewegungen des einzigen Elements ds, zu
welchem der Punkt s gehort, ausgeiibt werden, nicht hin, sondern es
miissen auch diejenigen elektromotorischen Kriflte noch entwickelt wer-
den, welche auf den Punkt s von der freien Elektricitit und von den
elektrischen Bewegungen in allen iibrigen Theilen des Leitungsdrahts
ausgeiibt werden. Es bediirfen daher die aus obiger Gleichung von
Kirchhoff abgeleiteten Folgerungen noch einer Priifung in Beziehung
auf den Einfluss dieser letzteren Krifte.

Fiir die Entwickelung dieser Kriifte geniigt es nun zwar, da es sich um
Elemente ds, ds' des Leitungsdrahts handelt, deren Dimensionen gegen
ihre Entfernung verschwindet, die Dichtigkeiten der freien Elektricitit
und die Stromintensititen in denselben bloss nach ihren Gesammlwer-
then fiir den ganzen Querschnitt E, E', i, ¢ zu belrachten, die blosse
Functionen von s und ¢ oder von s" und ¢ sind. Es lassen sich diese
Functionen aber in Bezichung auf s oder s, wie von selbst einleuchtet,
nicht wie die in Art. 2, nach dem Taylor’schen Lehrsatze in Reihen
entwickeln, da dieselben im ersten Augenblick £ = 0 ganz willkiihrlich
gegeben sein konnen, sondern man muss dieselben in Sinus- und Cosi-
nusreihen darzustellen suchen.

Selzt man also fiir einen geschlossenen Leitungsdraht von der
Linge 27«

L

Il
b

< GBS oo NS
(a“ sit = b, cos —

g E_ S\ s
= (c," sin - 4 0, cos

@
worin fiir # der Reihe nach alle ganzen Zahlen zu setzen sind, so ergiebt
sich nach Art. 1, wenn man die Entfernung der Punkte s und s" von
einander mit r bezeichnet, und die Winkel, welche ds und ds’ mit der
Richtung von » bilden, mit ¢ und ¢,
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YEds i’ (- . ng ns'
0= 2% > (o sin ™- Lo
£ _f - I (anbm — + b, cos — )
gy ' nst u’
U _/— cos 0 cos (/.1 /?i cosfcosl. > (c,, sin — =+ 0, cos %) .

Ausserdem hat man noch die Art. 3 gefundene Gleichung
4 g 9
s — F a4t

oder, durch Sinus- und Cosinusreihen ausgedriickt,

1 . fda 1 ns
7 =n (cH cos % J, Sin—) =—123 (——-- . i n = + ’”" cos ) .

Es folgt hieraus, da diese Gleichlmg fiir alle 1Werlhe von s’ gelten soll,

a da,

S ¢ —+in at

n 2n

Soll nun aus den gefundenen Ausdriicken fir 22 und U die elektromolo-
rische Kraft bestimmt werden, welche auf den Punkt s des geschlosse-
nen Leitungsdrahts wirkt, so selze man s' — s = ¢, und substituire
s + ¢ fiir s und do fiir ds’ in den Ausdriicken von £2 und U. Man erhilt
alsdann

= z:f‘:,‘? (a” sin (%’T + —15) + b, cos (M + m))

U= (i“ cos 0 cosd. ("n sin (-u— i "’) + 20 cos("“ + ”*))

N a
Entwickelt man hierin den Sinus und Cosinus der Summe, so erhilt

man

. hao
Xin — . do

ne
ns ns ™ a : . Hs " “a’

((f cos- =D, Qm—-)J-m----—- +2 (a"sm-—+b_ cos—-). —
r a n i i

. i
i *¢os (1 cos ¢ sin L do . i *cos fj cos sm
5 = = 5 1.
('0:3—-3 sm—). )] —————— 4 2"(¢, sin— +0, cos— ). ——
a n a n a) .

r r

Hierin sind », cos # und cos ¢ Functionen von 6, welche sich aus der
Gleichung der Curve des Leitungsdrahts ergeben. Es folgt daraus, dass
fir jede Stellenzahl n die vier zwischen den Grenzen von 6 = 11 bis
6 = 27a— 41 (wenn [ die Linge desselben Stiicks des Leilungsdrahts
wie Art. 2 bezeichnet) zu nehmenden Integrale

. NG » ne » . » ne
sin — do cos —do COSH cos ¢ sin — da cosfeosf cos— da
@ a a @
r 1 = r ¥ r ’ r

durch die Gestalt der Leitercurve gegeben und bestimmt sind, deren
Werthe daher karz mit

N, N M, ¥

u' [
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bezeichnet werden sollen. Man hat alsdann
2=~ ((a,N — b,N) sin ™ + (,N + b,N) cos ™)
U= > ((c,M' — d,M) sin % + (¢, M + 2, M) cos =),

woraus nun die elektromotorischen Krifte bestimmt werden kénnen,

nimlich

s O Ef.;? — % n (( N'—b,N) ('os — (a, N+ bﬂN'} Sin%s)
8§ dU 8 de,, ns de, g dd,, ap s
—. g=—a3 \(( M————.H) sin-- (Eﬁ"‘u_}' = .M)cr)s%)

oder, wenn in der letzteren Gleichung die oben gefundenen Werthe von
¢, und 0, substituirt werden,

2 ST b s M) sin ot (B M T ) o).

dt dt* dt* it

8.
Bewegungsgleichung der Elektricitit in einem geschlossenen Leiler.

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung der Elektricitiit in einem
geschlossenen Leiter auf dem Art. &—5 bezeichneten Wege sind zunichst
alle Krifte aufzuzihlen, welche auf die positive Elektricitéit in einem
Elemente ds des Leitungsdrahts wirken und die Grosse dieser Kriifte
nach mechanischem Maasse auszudriicken.

1) Die aus der Nihe auf den Punkt s des Leitungsdrahts wirkenden
elektromotorischen Kriifte sind am Schlusse von Art.2 gefunden worden:

a0 a°E

0 dE l ,

_—0 T = — 4 — O — -t 2
9 £9% log L — 4951
_id_f{=_1§ﬁ. gl 1@ g
ce dt cedt " TP en ce ds*dt *

Hierin kann nun aber nach dem vorhergehenden Artikel
7 5’ in n
Bi—u3 (a“ sin — =+ b, cos a)

. a < 1 fdb . ns da,
1=——.2~E,—(—".sm—--— cos - )

i 11 1 1 nil? ns
— T o —— P AR oo L
= P (?I !Og = m a’) (ﬂ' LOb b SIIl

8 dU 8 a l 1 nl®\ Sd* - d*a ns
— s T Rh o N o sy W kit (L T Tk N ) SR ik
= - g(ﬂlonm 163)(&'.‘,“'5“](; (“,_,.(,osa).
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2) Die aus der Ferne auf den Punkt s des Leitung=drahts wirkenden
elektromotorischen Krifle sind am Schlusse des vorhergehenden Artikels
gefunden worden:

dfl 2 - - ns ’ e v ns
— = — 3 —_ (] COS — == Ly ( —
290 =— 2 >u(la,N—b,N) cos™ — (a,N+b,N)sin )
§ dU ha , ‘ dsb, d*a, xr\ .: E d®b, r.* a, . )
— = 2 (r“' M+, M)sin- 55 M M )mh :

Aus der Nihe und aus der Ferne zusammen genommen sind also
die elektromotorischen Kriifte, wenn

N +2log;— 45 =N
M4 2logl — " =M
geselzl wird,
_2'!2 =" ‘-”( h - h l\ COS o (anN'i' hn N”) Sill 3}?)

B (G - T M) sin® - (Toe M Ftx_ M) cos™).

e dt ce = m\\ - -

Diese elektromotorischen Krifte sind nun die Differenzen derjeni-
gen Kvrifte, welche auf die posilive und negative elektrische Maassein-
heit in dem Punkie s wirken. Da aber die auf die posilive Maassein-
heit wirkende Kraft der auf die negative Maasseinheit wirkenden, ab-
gesehen von ihrer entgegengeselzten Richtung, gleich ist, so folgt hier-
aus, dass die Hilfte jener elekiromotorischen Kriifte diejenigen Krifle
sind, welche auf jede positive elektrische Maasseinheit im Punkte s wir-
ken. Die Zahl der positiv elektrischen Maasscinheilen, welche in dem
Lingenelemente ds des Leitungsdrahts enthalten sind, ist aber Art. 3
mil Gds bezeichnet worden; multiplicirt man daher die Hilfte der obigen
elektromotorischen Kriifte mit Gds, so findet man die Kriifte, welche
auf die positive Elektricitiit im Elemente ds wirken, nach mechanischem
Maasse ausgedriickt,

s . ¢ i T / i
o %‘-;u (r__a N'—b,N)cos™ — (a, N+ b,N") sin "f)

2aBds 1 ([d®, v, d*a, s NS d*h, d*a, A
g == 3= (( M4 M) s..m?+(—--~= .i“—--(ﬁ:_.—.f” )(.nna) ;

di® i dt

."3: Die von den ponderabelen Leitertheilchen herriihrende Wider-
standskraft, welche auf die positive Elektricitit im Elemente ds wirkt,
war Art. 5 nach mechanischem Maasse ausgedriickt gefunden worden

i __L___(s@,j—gds.

2nack
Abhandl. d. K. 8. Gesellseh. d. Wissensch, 1X.

-



1 & it . ns ¢ - it .
—p TN ) e 108 — — | f [ S —

—~ 3 (w.” N'-b,N)cos——(a,N+b,N) sin “) l

2a P ( d*b, a* -:“ Msi u_s' d b, d*a,, 0 ns l o . . ng d%a, ns

= (dt- M+ [)sin M- M) al (= W.z (dt_ Sin—-— " Cos
a A fdb, . us da, ns ns

=D, e (pad L _._._._r i g iz

«L’nmk" n\_dt sin u o a)+%"’(l i “'(},, cos7 ) J
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worin
Gdo _ 4 a 4 fdb, sin du, €03 ns
a0 2 dt " dr * a/’
wonach diese Kraft erhalten wird :
alds (1 (db, q'n ns _ da, __ms
break = n \ dt de - o5 a

Hiezu kommt endlich
&) die von Aussen her auf die positive Elektricitit im Elemente ds
wirkende Kraft, welche nach Art. 5 (3)
= -+ } (§Sds
erhalten wird, wenn S hierin nur die von Aussen auf den Punkl s aus-
geiibte elektromotorische Kraft bezeichnet. Wird nun S in Sinus- und
Cosinusreihen entwickelt

S=.}.'( sin = +g"Loh-)
so wird diese Kraft dargestellt
= + } Gds . >’ ( sm ' 4 g, cOS ~—) ;

Da nun alle diese Krifte nach merﬁanisvﬁcm Maasse, d. h. in Theilen
derjenigen Kraft ausgedriickt sind, welche der ponderabelen Massen-
einheit (Milligramm) in der Zeiteinheit (Secunde) die Einheit der Ge-
schwindigkeit ertheilt, so folgt daraus nach dem bekanuten fir alle Kor-
per giiltigen Bewegungsgesetze, dass der Quotient aus der Summe aller
dieser Kriifte dividirt durch die von ihnen der positiven Elektricitit im
Elemente ds, auf die sie wirken, ertheilte Beschleunigung, = ‘gf die
Definition der Masse dieser Elektricititsmenge, in dem fir alle Korper
festgeselzten Massenmaasse (Milligramm) ausgedriickt, ist, welche Art. 5

durch - Gds Milligramm bezeichnet worden. Multiplicirt man die so

d*a
erhaltene Gleichung mit — und selzl

(Q’d t ot
= d*a di a 1 fd, . ns d*a ns
Y == — 3 z —_ -t
€ dt* dt 2 n (dt Stk dtt cos a)

so erhdlt man die gesuchte Bewegungagloichung der Elekfricitit in
einem geschlossenen Leitungsdrahte in folgender Gestalt :
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Da N, N°, M, M" bloss von der Gleichung der Leitercurve abhingen, so
konnen sie als Functionen von s dargestellt werden. In dem einzigen
Falle, wenn jene Curve ein Kreis ist, hat jede von diesen Grossen cinen
fiir alle Punkte s gleichen Werth und es lisst sich dann die obige Glei-
chung in die folgenden beiden einfacheren Gleichungen auflosen, niim-

lich, wenn 5 - = 2 geselzt wird,

WM G
d*a,, ce da,, n*c*N" nee M dh, n*c*N
it ¥ e @ Faaarnsd T wrney = wasi @+ aaries - On
d*b, ce db, n*c*N" I nee . M d*a, n*e*N a
it U BaeakMT 11" dl 2aad (141 n ¥ Gad (i) o= M 4t dtt T 2aaM (144" 0t

Es wird hiedurch dje Betrachtung des Falls einer kreisfirmigen Leiler-
curve sehr vereinfacht und verdient deshalb besondre Beriicksichligung.
In allen andern Fiillen wiirden, bei weiterer Entwickelung, N, N°, M, M'
als Functionen von s ehenfalls in Sinus- und Cosinusreihen dargestellt
werden miissen, wodurch die Gleichungen sehr an Einfachheit verlgren,

9.

Gleichung fiir die Miltelwerthe der elektromotovischen Krifte und Strom-
inlensiliten in geschlossenen Leitern von beliebiger Gestall.

Es kommen hiufig Betrachtungen und Anwendungen geschlossener
Ketlen vor, fiir welche die Kenntniss der elektromotorischen Kriifte und
Stromintensitiiten in einzelnen Punkten der Kette nicht erfordert wird,
sondern die Kenntniss ihres Mittelwerths fir die ganze Linge des Lei-
tungsdrahts geniigt. Bevor daher auf eine speciellere Entwickelung der
Bewegungsgesetze der Elektricitit in einem kreisformigen Leitungsdrahte
eingegangen wird, sollen die eben gefundenen angewendet werden,
um die Gleichung fiir die Mitlelwerthe der elektromotorischen Krifte und
Stromintensititen in geschlossenen Leitern von beliebiger Gestalt daraus
abzuleiten.

Diese Gleichung ergiebt sich, wenn man die Glieder der im vorigen
Artikel gefundenen allgemeinen Gleichung mit ds multiplicirt und sie
sodann von s = 0 bis s = 2ma integrirt. Sie vereinfacht sich aber we-
sentlich dadurch, dass erstens der Integralwerth der elektromotorischen
Krifte, welche von der freien Elektricitiit im Leitungsdrahte herriihren,
nach einem bekannten Theoreme stets Null ist, und dass zweilens der
Integralwerth der von Aussen herrithrenden elektromotorischen Krifte

. L
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in der Regel als gegeben betrachtet werden darf. Man erhilt hienach

ersiens
2ra

—?f— 2n (( N'—b,N) cos = — (a,N + b,N") si ni'f) =0

1]
zweilens, wenn der gegebene Integralwerth der von Aussen herrithren-
den elektromotorischen Kriifte mit S bezeichnet wird,

2nra
ds & ([" sm ® + g, cos m) =8.
0
Da nun ferner, wenn .
it s db, __ da, )
1, = 3"( . Si ﬂ = =T COS'E
geselzl wird, t = X1, war; so ergiebt sich
[ 200 (D S ) s (G 0= S ) cos 2
A ce det dl
L adi ha s
— o SN e \’ bl |
= — of ds SM" G2 — 2 32T Mds .
Nun ist
dti, ;i diy, d‘u aM
./ dsdl Mds = M - dt dt - ds L&
folglich
2na 2ma
% in _t!l‘"_ ﬂ! L
_tl'_':[_f_! ﬂ'fd-b = @ ds (!'.s
0 0
wonach also
2wra
L 2a 4 [ fd? b, " a, - ms a*b, t! a" " ns
ds 20 3 (00 M 4 Dtn B sin " - (G M — S
0 X
Ima A

4 u di ha 1| di dM
_— %7 L -+ ST__ig M s
= ce I‘IS -~ 1‘1 dt ce = n dt " ds
0 0

Fiigt man endlich hinzu, dass

* ads 1 b, ns da ns [] .
o N \' R n » e — g
,/ ek = n ( dt sin a dt cos u) . I el f"b"

' ads 1 fd*, - ns d%a ns 1 f di
. ki, <L L] i R e | N it T [ d
./ rig = m (dr“ Ly air °08 r:) riE a8

so erhiilt man folgende Gleichung fiir die Mittelwerthe der elekiromoto-

2a
rischen Krifte und Slrommlenmtalen —= .8 uml fids:
0
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2mra 2ra 2ma 2ra
S=_'_ .J‘ids + 2 st.}:’M” G B2l | g M ge 4 2\ ds.
0 0 0 0
Diese Mittelwerthe kommen nun offenbar dann vorziiglich in Belracht,
wenn in den verschiedenen Elementen des Leitungsdrahts entweder
gar keine Verschiedenheit der elektrischen Bewegung statt findet, oder
cine so geringe, dass sie ganz vernachlissigt werden kann. In allen die-

- . . di o "
sen Iillen sind also ¢ und a: von s unabhiingige Grossen, und es kann

.. di di . . di ) - :
L=y, 5 = 4 folglich, fiir n> 0, = 0 gesetzt werden, wonach
2ra
. %?_'{E » i g bma dfn
S = a0+ || Mods + 5 | 7
0
9 - . . .
wo —= — w der Widerstand der ganzen Ketle ist. Setzt man hierin
ek
«~2ma
8 o bma
- Myds + G =P
0

und schreibt ¢ fiir 4y, so erhilt man
s i
S=wi4p4,

worin §, i und —:;— bloss Functionen der Zeit ¢ sind. Durch Integration
erhilt man daraus

; 1 "3;‘ ) E?‘ d

i Je? . 8dt.

10.

Bewegungsqgesetze der Elektricitil in einem kreisformigen Leitungsdrahte.

Wenn die Form eines geschlossenen Leiters gegeben ist, so lassen
sich die Werthe von N, N, M, M', d. h. die Werthe der bestimmten

Integrale
2ma—41 2ma—4l 2na—41 2na—41
. no P ;
sm?—;—du cos '%Ida co8 f cos @ sin 9—3{ do COS f Cos Cas%gdrr
L] L] ]
r r r r 2
3! 41 1 3l

fir jeden Punkt s des Leiters bestimmen. Zum Beispiel diene nun ein
Leiter von der Form ecines Kreises, dessen Halbmesser = a ist,
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Bei dieser Kreisform ist der Abstand r zweier Punkte s und &

. - § =5 o ;
gleich der Sehne des Bogens ° = = = ; es ist also
o © a a’

1=Qasin§.
i

Ferner ist der Winkel 4, welchen das Element ds mit » bildet, dem Win-
kel 0" gleich, welchen das Element ds' mit » bildet, und beide sind dem
Winkel gleich, welchen die Tangente des Kreises im Punkte s mit der
Sehne des Bogens - bildet, d. i

] T
=0 = B
Hieraus ergiebt sich also
Ana—} Ana—4l
-.m -— drr i cos r:r do
N = N = T = AT
sm - o sin
i T 2a
J-e il
2 Ana—1L1
1 m‘e } . sm— dey \ " o &
. n
M = - e ] fv — — I sin — sin — dao
2a 2a a 2a
bln
sl
2ra—141
i (I 08- lnsE do ﬂ
M = % — = .N i COs = sin éﬁd”
'.‘.!I“
$1
ol
] . (13
Selzl man nun - = z, also
2a
! [} 1 1

T —— H—— T— wN——

ha ha ha ol ha
’ sinnz.ds 7 cos 'Zm,.d,. . s g : g o ,._ -
N="32 N= =, M=N—}sin2nz.sinzdz, M'=N'— § cos 2nz.sinzdz ,
sinz lnlll"
i o L b
ha ha ha ha
und beachtet dabei, dass

'sin 2nz. ds o . > ’ - on Y
/f—m 20 = 2/ cos 2n—1)z.dz + 2/(}05 (2n—3) z.ds +... 4+ 2] cos zdy

sin 3

j'_'"."s ng.ds o 2/ sin (2n—1)z.dz — .,f sin (2n—3)z.dz —...— 2/ sin zdz +fs|“

smsz
ist, so findel man, wenn man alle Integrale zwischen den Grenzen von

1. i
z_Gblsz_m—Gmmml.
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N=0
"z-——-’t(cos—+4,cos——

@n—1) 1 !
—a—) — 2 log tang - .

Ferner findet man, da

. . 1 . 1 .
-~ —_— f"-) et \ L | Tt 3 ; -~
f sin 2nz . sin zdz = gr—p sin (2n—1) 2 — g sin (2n41) 2z
> 1 L]
" YN e— — e 0
f(..os 2nz . sin 2dz = 55— 7 €08 (2n—1)z — ; Tt 08 2n+1)z ,
1 »
wenn auch diese Integrale zwischen den Grenzen von z = - bis
!
2 = m — - genommen werden,
a
M == 0
b cos(@n—1)—
M_N+2_H cos Qn+|) = g,,, ; €08 (2n I) ‘
Hieraus folgt endlich nach Arl. 8
! 31 1 . ! e
N'=—14% (cos—+§- €08 = ...+ 57— €08 (2n—1) & ) 2 log tang -+ 2 log I_ L"TF
" ! G n*
M=—1 (cos =+ co:,—+ +—— cos (2n—1 E)—H log tang -+ 2 log c—n— o
( ___1__. (Op— 1) L
+ 2u+1 cos (2n 1) a7 C0s (2n 1) -

Es bezeichnet aber hierin [ die Linge des als geradlinig betrachtelen
Leiterelements ds, in dessen Mitte der betrachtete Punkl s liegt. Diese
Linge ist innerhalb gewisser Grenzen willkithrlich, nur ist die Wahl
derselben dadurch beschriinkt, dass sowohl % als auch i als ver-
schwindend kleine Briiche miissen betrachtet werden konnen, was der
Fall sein muss, wenn der Leiter als ein linearer betrachtet werden soll.
Die Verschiedenheit der Werthe von I, die innerhalb dieser Grenzen
maglich sind, haben auf die Werthe von N und M" keinen merklichen
Einfluss. Es kann daher
= Yac

gesetzt werden, da dieser Werth bei jedem als linear zu betrachtenden
Leiter innerhalb der angegebenen Grenzen liegen muss. Zugleich leuch-
let ein, dass alsdann auch % fir tang & gesetzt werden kann. Setzl
man noch Kiirze halber

n'e

o = 2log v

nu 1 in—i 41
EE»-{-EH— ]/-- WCOSTV 2]08'”.

so ergiebt sich

i I " 1 In—1 3 Do B0
N=—% (cos{-]/—ﬂ— + -}cos%"/;-&-..& 3a—i CO8—¢ V‘T) - 21053

e = « o« - In—1 ) i
M=—4i (cosT +Lcosd V Hod s COS T, V ~ ) log r;w« :
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Substituirt man nun die hier fiir einen kreisformigen Leiter gefundenen
Werthe von N, N', M, M" in die Gleichungen am Schlusse des 8ten Ar-
tikels, so erhdlt man fiir dic Bewegungen der Elektricitiit in einem kreis-
formigen Leiter folgende beiden Gleichungen

(I':ﬂn cc da, n*c*N" 7’”6
@ Y i @ Ve asy %~ iarasy =10
a, e b, nictN” e
@ ¥ S0 @ s oah b ¥ ey =0

worin N und M" die eben angegebenen Werthe haben,

11.
Gleichgewicht der Eleklricitil in einem kreisformigen Leiter.
Fur den Fall des Gleichgewichts der Elektricitiit hat man in allen
Theilen des Leilers
. di
i=0 und ,, =0.
Setzt man fiir ¢ seinen Werth aus Art. 8 (3), so erhiilt man

@ L] db . ns da ns
R . ] R & e — — " g — ] =—
3 “n ( IRy %S08 a) =

L] d*h . ns d*a ns
oA il S s e o —_—] =

| a

woraus folgt

da, db, __ d*a, __ d*, __
wo=ly el plee 0, G2 =10

da, __ 1 d*a,

i = w ar = 0 sein misse

wozu noch hinzuzufiigen ist. dass —l—
auch firn = 0.

Die am Schlusse des vorhergehenden Artikels aufgestellten Bewe-
gungsgleichungen gehen dann in folgende Gleichgewichtsgleichungen uber,

niamlich, wenn n > 0 ist,

AN
-ﬂ_'“n '_'%.qn= 0
aN"

- b, +3f,=0

wozu noch g, = 0 hinzukommt. Es folgt hieraus als Bedingung des
Gleichgewichts der Elektricitit, dass die Summe aller auf den kreisfor-
migen Leiter von Aussen wirkenden elekiromolorischen Krifie, nimlich

S=fds.}.'(,,sin—?+g,,cos"’ =0

@
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sein miisse, ganz in Ucbereinstimmung mit dem bekannten Ohm’schen
Gesetze, wonach die Siromintensitil der Summe dieser Krifte propor-
tional ist und daher nur zugleich mit dieser Summe Null werden kann.

12,

Beharrliche Stromungen der Elektricitit in einem kreisfirmigen Leiter.

Eine beharrliche Stromung wird die Bewegung der Elektricitit in
einem Leiter genannt, wenn sie in jedem Punkte des Leiters immer gleich
bleibt. Sie ist nur in einem geschlossenen Leiter maglich. Findet also
eine solche beharrliche Strimung statt, so hat man fir alle Punkte des
geschlossenen Leilers

+ = Const ,
folglich
di a8 1 fd¥ - ons d*a ns
e o N i B Oy o REY
dt i‘n(dﬁ ™ ar °08 n)'—u'
woraus sich ergiebt
d*a, dzb,
w =0, =0,
: . ; 1 a -
wozu noch hinzuzufiigen ist, dass = m‘__‘": 0, auch fir n = 0, sein

miisse.

Die am Schlusse von Art. 10 angefiihrten Bewegungsgleichungen
gehen dann in folgende Bedingungsgleichungen fiir beharrliche Strs-
mungen iiber, nimlich, wenn n > 0 ist,

1 - da,, n*N"’ n o
haeek " dt + an " a, — B0 g = 0
1 db, n*N" n .
e wm Y gh=0
P | da, : 5 3 '
wozu noch = Const fiir n = 0, folglich @y = Const hinzukommt.

Hieraus folgt, dass bei beharrlicher Stromung die Summe aller auf den
kreisformigen Leiter von Aussen wirkenden elektromoltorischen Krifle

S =f dsy’ (1‘;t sin > 4 g, cos :'—f) = %/ ds>nN" (a“ cos = — b, sin %S)

8 Lds>t (% gin™ — Bugos ™
27!1:«.&"/ ds> n (rﬂ S a €085

sein soll; folglich, da

[ 1 db, . ng da ns" .
s O, AR Wl | S e e e
: 2 (dt sin = T c0s =) =1
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und da
~T, T ns . ns —
f ds>nN (t;:,i cos — — b, sin —) = 0
ist, wie man leicht sieht wenn man beachtet, dass a, ecinen constanten
Werth hat und folglich na, = 0 ist firn = 0,

1 s
3= f ids .
ek

Nun ist aber %E /' ids = J der Mittelwerth der Stromintensitit im gan-

.

. 2 . . . .
zen Leiter, und —= = w ist der Widerstand des ganzen Leiters; folglich

S = Jw, d.i. die Summe der #dusseren elektromotorischen Krifte im
ganzen Leiter soll dem Producte des Widerstands in die mittlere Strom-
intensitil des ganzen Leiters gleich sein, ganz in Uebereinstimmung mit
dem Ohm’schen Geselze, dass das Product des Widerstards in die
Stromstirke die clektromotorische Kraft der Kette giebt, was mil obi-~
gem Resultate identisch ist, wenn man dabei voraussetzt, dass gar keine
Verschiedenheiten der Stromintensitiiten in verschiedenen Punkten des
Leiters statt finden. Dies braucht nun zwar nach obiger Theorie nicht
nothwendig der Fall zu sein; soll aber eine Verschiedenheit der Strom-
intensititen in verschiedenen Punkten mit der Beharrlichkeit des Stroms
in jedem einzelnen Punkte bestehen, so miissen nach obiger Theorie die
von Aussen wirkenden elekiromotorischen Krifte mit der Zeil propor-
tional sich @ndern, ein Fall der in der Wirklichkeit nicht vorkommt und
daher bei dem auf die Erfahrung begriindeten O hm’schen Geselze aus-
ser Betracht geblieben ist. Es leuchtet nimlich ein, dass wenn

: a 1 fdb, . ns da,, ns
[ S g Syt [l
1 ( @ S a C0s

in verschiedenen Punkten des Leiters verschiedene Werthe haben soll,

wenigstens [ir einen von Null verschiedenen Werth von n entweder

d . , .
’3[‘ oder ‘;‘" einen von Null verschiedenen Werth = A haben miisste,

woraus entweder a, = At + B oder b, = At + B folgte. Substituirt
man nun im einen Falle Al 4 B fir a, in der ersten von den beiden
oben gefundenen Bedingungsgleichungen beharrlicher Strémung, so
erhdlt man

'
hreeak ©

A+?:¥(A£+B}—%9u=0:

]
woraus folgt, dass g, mit der Zeit proportional sich @ndert. Substituirt
man im andern Falle A¢ 4 B fiir b, in der zweilen Bedingungsgleichung,
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so folgt auf gleiche Weise, dass [, mit der Zeil proportional sich indert.
In beiden Fillen wiirde also auch die von Aussen wirkende elektro-
motorische Kraft

. ns ns
S, = [, sin_ 4+ g, cos —

mil der Zeil proportional sich #ndern,

13.

Bewegungsgesetze der nach beliebiger Stirung des Gleichgewichls sich selbst
iiberlassenen Elekiricitit in einem kreisformigen Leiter.

Die Theorie der Bewegung der nach beliebiger Stirang des Gleich-
gewichts sich selbst iiberlassenen Elektricitél in einem Leiter umfasst
die wichtige Lehre von der Forlpflanzung, insbesondre die Fragen, ob
die Bewegungsfortpflanzung durch die Elektricitit in Leilern. ebenso
wie die durch den Lichtither oder durch die Luft, von Wellen vermittelt
werde, ferner welche Geschwindigkeit diese Wellen besitzen, und endlich
iberhaupt welche Gesetze von dieser Wellenverbreitung gelten. Die ur-
spriingliche Stérung des Gleichgewichts kann nimlich auf einen kleinen
Theil des Leiters beschrinkt sein, und wenn darauf, ohne #ussere Ein-
wirkung, d@hnliche Stérungen des Gleichgewichts successiv in allen iibrigen
Theilen des Leiters von selbst eintreten, so bezeichnet man diese Ueber-
tragung mit dem Namen For{pflanzung, und das Fortgepflanzte mit dem
Namen Welle.

Soll die Elektricitit im Leiter sich selbst iiberlassen bleiben, so
sind alle von Aussen her stammenden Krifle, welche auf die Elektricitit
im Leiter wirken wiirden, = 0 zu selzen. Man erhilt daher die Bewe-
gungsgleichungen fiir diesen Fall, wenn man in den Gleichungen am
Schlusse von Art. 10

[,=0 und g, =0

setzt, nimlich folgende:

d*a, cc da,, n®c*N"

v G sy @ Tt w+n 0= 0
&, o e dy  weNT L
dt: SacekM” 141~ dt 2uaM” (141) 0 :

Aus diesen beiden Gleichungen erhilt man nun durch Integration,
wenn
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ce
16aecakM” (141
n'c*N"

5 S 2 2
2eaM” A+i) T m e

geselzt wird,

a, = Ae—¢. sinm (1 — A')
b, = Be—¢t.sinm (t — B),

n
wo A, A, B, B die Integrationsconstanten sind, welche aus der gege-
benen urspriinglichen Stérung des Gleichgewichts zu bestimmen sind.

Ist namlich die urspriingliche Vertheilung der freien Eleklricitit im
Leiter durch folgende Gleichung gegeben, wenn E, den Werth der Dich-
tigkeit K fiir t = 0 bezeichnet,

, . ns ns
Ey= 2 (a“ﬂ sin - = b’ cos E')

und die urspriinglichen Stromungen in allen Theilen des Leiters durch
folgende Gleichung, wenn i, den Werth der Stromintensitét ¢ fir { = 0
bezeichnet,

<D @ oo [l .. ne da®, ns
fo = — -{2;(1— Bl — — cos—a—) ’
: da®,  db° .
worin a',, ', , —*, —* bekannte Werthe haben, so erhilt man durch

Einsetzen dieser Werthe in obige Gleichung fiir { = 0

a’, = — A sinmA’

b, = — B sinmB'

und, nachdem man obige Gleichungen differentiirt hat,
da®,

d
_ab%,

at

= mA cosmA' — ',
= mB cos mB — &l", .

Aus diesen vier Gleichungen ergeben sich folgende Werthe der Integra-

tionsconslanten:
1 da®, \?2
— 0 2 0 bl L3
A = V(a,, e (ea,, “+ = )

_ )
Vo o+ 25))

B =
u L]
A== U X g gin 20
m A
[ . be
B' = — — arc sin —*- .
m B

Setzt man die beiden letzteren Werthe in die obigen Gleichungen ein,
so erhilt man
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a, = Ae—* sin (m!. =+ arc sin —"1:"-)
b, = Be—¢ sin (mt <+ arc sin %)
und hiemit das Gesetz der Vertheilung der freien Elektricitit im Leiter:
E= 2’9"“.(A sin%f sin (mt+arc sin'i‘:—”)-b-B cos%’-r sin (mi+arc sin lf};")) .
oder, wenn der Sinus der Summe zweier Biigen entwickelt wird,
E- 2‘:3—5‘.(0,"” sin=" cosmi+)/(B*=1",%) cos™ sinmi+b', cos™ cosmi+)/[A*~a’,?) sin™> sinmt) ;

Setzt man nun
w =P+ Vo=p +¢
V(B — b" ? =p—9q YA —a?) =p — ¢
wodurch p, ¢, p, ¢" bestimmt werden, nimlich

p o=t (a0 + & (b, + L))
g =4 (o8 — 5 (0 + 1)
jf = (b"_n -+ ﬁ ', + d::" ))
r= (= o 42)),

so erhilt man

E=Je—%, (qsin(%s—mt)-l-p' cos(%s—-m)) e .}'t:"”.(}JSIIl( = +m!)+q Lm( +m£))
wofiir auch geschrieben werden kann

E=2y(p'p'+qq).c—sin (_:’I_-‘_w_._a.-c lg %;_)+;'V(,;I;+q’f;‘} .e—¢sin (.:_‘+m£+arc lg ;) .

Auf gleiche Weise findet man das Gesetz der Strimung der Elektricitit im
Leiter, nimlich:

i=3)Y (PP+QQ).e—¢ sin(%s—mtﬂu'c tg-g)+.§']/(PP+ QQ).c— sin(%’-+mf+m-t-. g f’)
worin P, Q, P, Q' folgende Werlhe haben:

P = — %‘ (dzt ({m + &) a', + ¢ ‘i“_t_'r.!._))
0 =— 5% — = (@ + o+ o))
P =+ f—" (d::' ('Lmz + &) 0, 4+ e — Ly ))
Q=+, (-@}‘— — "E|T ({m" + &), )) .
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1%,

Vergleichung mit dem Ohm’schen Gesetze.

Es ist schon Art. 6 erdrtert worden, wovon es abhinge, ob das
von Ohm fiir beharrliche Strome aufgeslellte Gesetz auch aaf verinder-
liche Strome angewendet werden diirfe. Es hing dies von der Grosse

A== o ab; iiberall wo diese Grosse in Betracht kommt und ihr

8 log =] riE
Werth nicht verschwindet, findet das Ohm’sche Gesetz entweder gar
keine oder nur eine approximative Anwendung. Diese Grisse 2 ist
Art. 8, mit Riicksicht auf den Art. 6 noch nicht beriicksichtigten Ein-
fluss, welchen entferntere Theile der Kelte darauf haben, genauer be-

stimmt worden, nimlich 4 = al;f?&, wo der fiir 2 Iog% in Art. 6 ge-
setzte Werth M" genau definirt und Art. 10 fiir einen kreisformigen Leiter
beslimmt worden ist. Diese Grosse 4, oder, da der Werth des Factors
% als bekannt betrachtet werden darf, die Grosse des Products »G,
erlangt dadurch, dass sie iiber die Anwendbarkeit des Ohm’schen Ge-
setzes entscheidet, in der Lehre von der Bewegung der Elektricitit in
Leitern eine besondere Wichtigkeit, deren Grund sich aus der physischen
Bedeutung des Products »E leicht erkennen lisst.

Die in der Lingeneinheit des Leiters enthaltene positive Elektrici-
titsmenge ist namlich, in der nach elektrostatischem Gesetze festgesetz-
ten Maasseinheit ausgedriickt, mit € bezeichnet und ihre Masse in Milli-
grammen = —: (¢ geselzt worden. Aus der Definition der nach elektro-
statischem Geselze festgesetzten Maasseinheit (wonach nimlich diejenige
Elektricitilsmenge zur Maasseinheit genommen wird, welche auf eine
gleiche in der Einheit der Entfernung nach elektrostatischem Gesetze
die Einheit der Kraft ausiibt, d.i. eine Kraft, welche der Masse eines
Milligramms in der Zeiteinheit die Einheit der Geschwindigkeit ertheilt)
geht aber hervor, dass rr die Kraft ist, welche ein Milligramm positiver
oder negativer Eleklricitit auf ein gleiches Milligramm Elektricitit in der
Einheit der Entfernung ausiibt. Hieraus folgt, dass das Product @ die
Kraft bedeutet, welche die in der Lingencinheit des Leiters enthaltene po-
sitive Elektricitit, wenn sie in einem Punkte concentrirt wiire, auf ein
Milligramm positiver Elektricitit in der Einheit der Entfernung ausiiben
wiirde.
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Durch die Art. 8ff. gegebene Entwickelung der Bewegungsgesetze
der Elektricitit in einem geschlossenen Leiter wird nun der Einfluss
dieser Grisse 4 oder des Products »§ niiher bestimmt. Aus Art. 11 und
12 geht zuniichst hervor, dass die Gesetze des Gleichgewichts und der
beharrlichen Strome der Elektricitit in Leitern ganz in Uebereinstimmung
mit dem Ohm’schen Geselze sind, weil die Grosse A oder #G dabei gar
nicht in Betracht kommt, wihrend aus Art. 13 hervorgeht, dass die Ge-
setze der Fortpflanzung, oder im Allgemeinen die Gesetze aller nach
Storung des Gleichgewichls eintretenden Bewequngsinderungen, zuniichst
von den Werthen m und ¢ und dadurch mittelbar von 4 oder »@ wesent-
lich abhiingig sind. Es folgt daraus, dass von der Grisse A oder dem
Producte rG (und dadurch also mittelbar, wenn die in der Lingeneinheit
eines Leiters enthaltene Elektricititsmenge nach elektrostatischer Maass-
emmheit bekannt wiire, von der ganzen Masse der im Leiter vorhandenen
Elektricitit in Milligrammen) nur aus solchen Beobachtungen Kenntniss
erlangt werden kann, welche bestimmte Abweichungen vom Ohm’schen
Geselze in den nach Storung des Gleichgewichts eintretenden Bewegungs-
d@nderungen der Eleklricilit in Leitern nachweisen.

Es leuchtet ein, welche Wichtigkeit genauere Beobachtungen iiber
Bewegungsinderungen oder iiber Bewegqungsfortpflanzungen durch die Elek-
tricitit in Leilern hiedurch gewinnen; denn gelinge es aus solchen Be-
obachtungen irgend cine Abweichung vom Ohm’schen Geselze wirklich
nachzuweisen, so wiirde dieses Resultat zur Kenntniss des Werths des
Products 7@ filhren, das heisst zur Kenntniss der Zahl der elektrostati-
schen Maasseinheiten, welche auf ein Milligramm Elektricitit gehen,
wenn die in der Lingeneinheit des Leiters enthaltene Zahl elektrostati-
scher Maasseinheilen bekannt ist.

Es sollen zunichst die Gesetze elektrischer Wellenbewegungen in
kreisformigen Leitern nach Art. 13 niher enlwickelt werden, um zu prii-
fen, ob daraus ein bestimmter Leitfaden fir die Ausfiihrung solcher Be-
obachtungen entnommen werden kénne; sodann, wenn dies nicht der
Fall wiire, soll gepriift werden, worin der Grund davon liege, und ob
es andere elektrische Bewegungen in kreisformigen Leitern gebe, die
sich besser als die Wellenbewegqung dazu eigneten.
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185,
Elektrische Wellenbewegungen in einem kreisformigen Leiter.

Aus den Art. 13 entwickelten Gesetzen ergiebt sich, dass alle Be-
wegungen der in einem kreisformigen Leiter sich selbst iiberlassenen
Elektricitit nach einer beliebigen Stirung des Gleichgewichts zu einer
Reihe vorwdirts, und zu einer Reihe riickwirts schreitender Wellenziige
sich gestalten, von denen der erste Wellenzug jeder der beiden Reihen
aus zwei Wellen besteht, nimlich aus einer positiven und aus einer
negaliven, die zusammen die ganze Kreisperipherie einnehmen; der
zweile Wellenzug jeder Reihe besteht aus vier abwechselnd positiven
und negativen Wellen, die zusammen den ganzen Kreis einnehmen; der
dritte Wellenzug aus sechs Wellen u. s. w.

Lost man namlich die Summen, durch welche Art. 13 die Dichtig-
keil der freien Elektricitit E und die Stromintensitit ¢ dargestellt wor-
den sind, in ihre Glieder auf und bezeichnet diese Glieder nach ihrer
Stellenzahl » mit £, und i,, so ist

Ec=y(pp + qq).e—¢sin (%—mnaru lg%) +V pp + qq) . e—¢sin (%+m£+arc lg;‘:—)
hw=) (PP+QQ).e—4sin (-;——mt-a-arc lgg) + Y (PP+Q'Q). e~#tsin (%-i-mt-a-arr' 1g2),

wovon die ersteren Theile, welche den Sinus eines Bogens der sich mit
(8 — aml) proportional dndert enthalten, den erslen vorwirts schreitenden
Wellenzug, die letzteren Theile, welche den Sinus cines Bogens der sich
mit (s 4 aml) proportional @indert enthallen, den ersten riickwirits schrei-
tenden Wellenzug darstellen. Der erste vorwirts schreilende Wellen-
zug besteht aber aus einer positiven Welle, welche im Augenblicke
{== —;n— arc tang &~ von s = 0 bis s = za sich erstreckt, wo die Welle
eine Ladung des Leiters mit freier posiliver Elektricitiit hervorbringt,
und aus einer negativen Welle, welche im nidmlichen Augenblicke von
s = ma bis s = 2ma sich erstreckt, wo die Welle eine Ladung des Lei-
ters mit freier negativer Eleklricitit hervorbringl. Beide Wellen zusam-
men nehmen aber die ganze Kreisperipherie ein. Dasselbe gilt von dem
ersten riickwirls schreitenden Wellenzuge, welcher aus einer positiven
Welle besteht, welche im Augenblicke { = — % arc lang = von s = 0
bis s = na sich erstreckt, und aus einer negativen Welle, welche im
ndmlichen Augenblicke von s = za bis s = 274 sich ersireckl.
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Ferner ist
E,=Vy(pp + qq)-e~*sin (——m!-c-dlclu—) +Vipp+qq). e—f"sm( +m!+a|r‘l.r.;——)
=7 (PP+QQ).e~sin (%‘—mharc tgﬁ) + 1/ (PP+Q'Q).e=#sin (f-n—m!-i-arc l'.,g) ;

wovon die ersteren Theile, welche den Sinus eines Bogens der sich mit
(s — & aml) proportional #ndert enthalten, den zweilen vorwirls schrei-
tenden Wellenzug. die letzteren Theile, welche den Sinus eines Bogens
der sich mit (s 4 4 am{) proportional indert enthalten, den zweilen
riickwdrts schreitenden Wellenzug darstellen. Jener vorwiirts schrei-
tende Wellenzug besteht aus & Wellen, von denen im Augenblicke
(= ;:—i arc tang % die erste positive von s =0 bis s= }na, die zweite
negative von s = 4 wa bis s = na, die drille positive von s = e bis
s = § na, die vierle negative von s = § wa bis s = 2xa sich erstreckt.
Dasselbe gilt von den 4 Wellen des riickwirts schreilenden Wellenzugs
im Augenblicke { = — - -arc tang - B5

Auf gleiche Weise ergeben sich die dritten Wellenziige beider
Reihen aus E; und 7; u. s. f.

Die Intensititen dicser verschiedenen Wellenziige, welche nach den
Regeln der Wellenlehre proportional mit 4 zu setzen sind, nehmen wiih-
rend der Forlpflanzung ab und zwar jeder Wellenzug in der Zeit ¢ im
Verhiltniss

§;e=28,
Diese Abnahme ist nach der Stellenzahl n der Wellenziige verschieden,
weil der Werth von & mit dem Werthe von n sich 4ndert; denn es war
e

T AbmackM (1 41)

ce
A= WM rE

und hierin war nach Art. 10

" 2n—A1 [ Sa nnee
e et = B, ik 2
M=—i co&.{V +4 LOS%V +.. +2n - €08 ]/a)+210gm b

41 [ 1 In— «
+ 577 008 5 @ an— C”S'a'l/i'

4 i
woraus, wenn - sehr klein ist,

Sa

[t — s w) O e e R G
firn=1, M =2log_~— 6.666.
firn=2, M =2Ilog '}f — 7,466 ..

Abhamdl, d. K. 5. Gesellseh. d. Wissensch, 1X.

=
=
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u. s. w. folgt. Bezeichnet " den Widerstand der Lingeneinheit des
Leilers = n;:“k‘ und wird 2 = 0 geselzt. d. h. beschriinkt man sich auf
diejenigen Fille, wo das Ohm’sche Geselz Anwendung findet, so ergiebt
sich in der Zeiteinheit eine Inlensitilsabnahme in einem Verhiltnisse,
welches fiir die ersten Wellenziige, (iir welche n =1,

w'ee

. Sa
= 1:e 1ﬁ|(|g-;—::3,33..

fiir die zweilen Wellenziige, fiir welche n = 2,

’
w cC

8
= 1:e !slcs_v—a-sg,vaa..
= 4]: B

ist, u. s. w. Man sieht hieraus, dass eine desto schnellere Abnahme statt
findet, je grosser der Widerstand der Lingeneinheit des Leiters, je dicker
der Leiter im Vergleich zu seiner Linge und je grosser die Stellenzahl n
des Wellenzugs ist, das heisst, je kleiner die Wellen sind.

16.
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellenziige in einem kreisformigen Leiler.

Es ergiebt sich, wie oben gezeigt, aus Art. 13, dass die Bewegun-
gen der Elektricitiit in einem kreisférmigen Leiler nach jeder Stirung
des Gleichgewichts sich in Wellenziige, deren Fortpflanzung durch ein-
fache Gesetze bestimml ist, auflisen lassen, ebenso, wie dies bei vielen
andern Korpern der Fall ist. Bei manchen Kirpern, wie z. B. bei der
Luft in einer kreisformigen R6hre. kommt aber noch hinzu, dass diese
Wellenziige durch die Fortpflanzung gar nicht veriindert werden, dass
namentlich keine Intensititsabnahme statt findet, und dass ausserdem
sammtliche Wellenziige mil gleicher Geschwindigkeit fortgepflanzt werden,
woraus folgt. dass simmtliche vorwiirts schreitende, oder simmtliche
riickwirts schreitende Wellenziige sich zu einem einzigen Wellenzuge
zusammenselzen, der ebenfalls unverindert und mit der ndmlichen Ge-
schwindigkeit, wie die einzelnen Wellenziige aus denen er besteht, fort-
gepflanzt wird. Ein solcher zusammengesetzter Wellenzug besteht aber
aus zusammengeselzten Wellen, die an Grosse, Form und Intensitit von
einander sehr verschieden sein konunen. Solche zusammengesetzte Wellen,
welche in Folge gleicher Fortpflanzungsgeschwindigkeit aller ihrer Be-
standtheile immer auf gleiche Weise zusammengesetzt bleiben, haben
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als Beobachtungsobject eine besondre physische Bedeutung und werden
Wellen im engeren Sinne genannl.

In diesem engeren Sinne wiirden also elektrische Wellen in einem
kreisformigen Leiter, in welchem das elekirische Gleichgewicht gestort
worden ist, schon wegen der verschiedenen Intensitilsabnahme der
verschiedenen elementaren Wellenziige nicht statt finden, noch weniger
aber, wenn den verschiedenen elementaren Wellenziigen auch noch ver-
schiedene Forlpflanzungsgeschwindigkeiten zukommen.,

Da die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, wo Wellen im engern Sinne
statt finden, fiir die Kenntniss des Forlpflanzungsmediums von grissler
Wichtigkeit ist, hat die Frage danach in Betreff der Elektricitit beson-
deres Interesse erweckt, und es sollen daher die aus Art. 13 sich dar-
iiber ergebenden Resultate niher betrachtet werden.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der verschiedenen elementaren
Wellenziige werden aus den Art. 13 entwickelten Formeln gleich der
Zunahme oder Abnahme gefunden, welche s erhalten muss, wenn in
den Werthen von E,, und i, beim Wachsthum der Zeit ¢ um 1 die Bogen-
werthe unter dem Sinuszeichen unveriindert bleiben sollen, d. i.

ma

w2

oder, wenn man fiir m seinen Werth aus Art. 13

"= V(_ n“c"_N" ce ?)
- 2aaM” (144 V6maakM” (144

— __N" __attw’t

= gae M 142 128n*M 2 (1 4-4)% )

1

worin, wie oben, w' = —o gesetzt ist. Beschrankt man sich aufl die

setzt,

Falle, wo 2 = 0 gesetzt werden kann, das heisst wo das Ohm’sche
Gesetz Anwendung findet, so reducirt sich der Ausdruck dieser Forl-
pflanzungsgeschwindigkeit auf

. N° __ et
7 M 128n*M "2 )

worin die Werthe von N' und M" auf folgende Weise bestimmt werden:

N'=2log7~4 (cos ) o+ COSTV”" gy COS T V:) —4

e 1 In—1 _2u+| [«




622 Winers WeBger,

Hieraus ergiebt sich also, dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir die
verschiedenen Wellenziige nach Verschiedenheit ihrer Stellenzahl n ver-
schieden ist, und es wiirde nur noch die Frage sein, ob die Differenzen
dieser verschiedenen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten nicht unter ge-
wissen Verhilinissen so klein wiiren, dass sie niherungsweise als ver-
schwindend betrachlet werden diirflen, und welches der Grenzwerth
sei, dem sich dann alle diese Fortpflanzungsgeschwindigkeiten niherten.

Aus den angefithrten Werthen ergiebt sich nun wirklich, dass so
lange die Stellenzahl n nicht iiber diejenigen Werthe hinausgeht, fir

nnee .
welche - . gegen 1 als verschwindend betrachtet werden kann,

N" Snn
= = 1 —+ ﬂiﬂﬂ——-"]ﬂf”

geselzt werden darf. Fiir grosse Werthe von M”, fiir welche der Bruch

Snn
dnn -1 M" 2

des ganzen Leiters, fiir welche der Bruch

egen 1 verschwindet, und fiir kleine Werthe des Widerstands
i i 1 hwi
rssa gegen 1 verschwin-
det*), ist daher ;:z_ der gesuchte Grenzwerth, dem sich alle Fortpflan-
zungsgeschwindigkeiten nidhern, und dieser Grenzwerth ist, fiir den ge-

gebenen Werth ¢ = £39450 . 106 L

Secunde

£ 09 ¢ Millimeter
Ve 310740 . 10 Secunde

d. i. eine Geschwindigkeit von 1950 Meilen in der Secunde.

Diese Geschwindigkeit hat schon Kirchhoff fir die Fortpflanzung
elektrischer Wellen gefunden und bemerkt: »dass sie sowohl unabhtin-
gig von dem Querschuitt, als auch von der Leitungsfihigkeit des Drahts,
als auch endlich von der Dichtigkeit der Elektricitit wire; auch dass
ihr Werth von 41950 Meilen in einer Secunde sehr nahe dem der Ge-
schwindigkeit des Lichtes im leeren Raume gleichkommt.« Konnte diese
nahe Uebereinstimmung der Forlpflanzungsgeschwindigkeit elektrischer
Wellen mit der des Lichtes als eine Andeutung eines inneren Zusam-
menhangs beider Lehren angesehen werden, so wiirde sie bei der

2.’ 2

125n*M 2

fiir grosse Werthe von M’ diejenige Geschwindigkeit, welche nach absolulem magne-

* Der Bruch kann gegen | als verschwindend betrachtet werden, wenn

: i e ; - . 7 ‘
tischen Widerstandsmaasse den Widerstand des ganzen Leiters ausdriickt, d. i. G aew,

im Verhiiltniss zur Geschwindigkeit ¢ sehr klein ist.
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grossen Wichtigkeit, welche die Erforschung eines solchen Zusammen-
hangs hat, das grosste Interesse in Anspruch nehmen. Es leuchlet aber
ein, dass dabei vor Allem die wahre Bedeutung, die in Beziechung auf
die Elektricitit jener Geschwindigkeit zukommt, in Betracht gezogen
werden muss, welche nicht der Art zu sein scheint, dass sich grosse
Erwartungen daran kniipfen liessen.

Denn die Anniherung der wahren Fortpflanzungsgeschwindigkeit
an jenen Grenzwerth, der mit der Geschwindigkeit des Lichts iiberein-
stimmt, setzt, wie eben gezeigt worden, nicht bloss einen im Vergleich
zu seiner Linge sehr diinnen Leitungsdraht voraus, sondern auch. dass
dieser lange und diinne Leitungsdraht einen sehr kleinen Widerstand
besitze. Es leuchlet hieraus ein, dass grossere Anniherung an jenen
Grenzwerth nur selten, grossere Abweichungen davon sehr hiufig vor-
kommen werden. Hiertiber Lisst sich am leichtesten eine Uebersicht
durch Beispiele gewinnen.

Wir wiihlen zu Beispielen drei kreisférmige Kupferdriihte, deren
Kreishalbmesser der Reihe nach

a = 1000 , 1000000 1000000 Millimeter
und deren Querschnitt der Reihe nach

g = 1, 1, +'s Quadratmillimeter
gross sei. Der Widerstand dieser Drihte, wie er durch Messung nach
absolutem magnetischen Widerstandsmaasse gefunden wird, kano (siche
Abhandlungen d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen Bd. 5 Art. 9) in runder

" 2na z . 5
Zahl W = P 2. 10% gesetzt werden. Nach bekannter Relation zwi-

schen magnetischem und mechanischem Widerstandsmaasse ist aber

AT T Y. R ; 5
a5 Wt = wonach

W = { mecaw’, oder ,

Srich !

wplER | et e Le NP W N
V2 M 128n3M°°%) T y"zl M Sa*ctaiM”t) T y2 °

Hienach ist folgende Tafel berechnet.
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1. Draht 2. Draht. 3. Draht.
« = 1000 a = 1000000 | a = 1000000
n wae = | mae = 1| moe =
W =410 W=4.10"27 W =4.108xn
N =15119 | = 28,935 = 31,605
M = 12,452 | = 25,268 = 28,938
I = A2k | = 1,145 = 1,092
w* L] i =F
Snié*.n:;u_”; — T"g-_”'}m — n,“lﬁ(l — 1,‘236&
ce P
— = 1,214 = 1,128 ='— 0,0443
N' =137186 | = 27,601 = 31,062
M = 11,652 | = 25468 = 28,928
9 e = 1483 | = 1,084 = 1,074
W= 1 «
ce v
Lo = 1,483 = 1,080 = 0,764k
N' = 12,986 | = 26,801 = 30,262
M =10929 | = 24,747 = 28,205
3 “! = 1,188 = 1.083 = 1,073
we 1 ’
‘mﬁ;& == 103800000 = (},(}(”92 = 0,1 i’&'ﬁ
CC—Z = 1,188 = 1,081 = 00,9283
N = 12414 | = 26,230 = 29,690 |
M =10,383 | = 24,1198 = 27,659
i _f;,? = 1,196 = 1,084 = 4,073
W= i " 3
Fl‘?“-}_l:“‘u”: = 166200000 = ",““l |l5 — n,”s‘ib
2 = AA9T = 1,083 = 10,9889
N =m970| =25785 | = 29,266 |
M = 9950 | = 23,765 = 27,226
5 S = 1,203 | = 4,085 = 1,07k
w2 1 - R
s 1,203 = 1,084 = 1,0183
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Aus den Werthen von CCZ— in djieser Tafel, welche die Quadrate der
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten ﬁ in Theilen des Quadrats des Grenz-
werlhs —0-2 angeben, stellen sich betriichtliche Verschiedenheiten schon
unter den ersten 5 Wellenziigen, aul welche die Tafel beschriankt ist,
dar; bei dem dritten Draht hat :; fir n =1 sogar einen negativen Werth,
es wird hier also der Ausdruck fir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
des ersten Wellenzugs imagindr und es lassen sich daher die Gesetze
der Bewegungsinderungen in diesem Drahte nach einer Stérung des
Gleichgewichts gar nicht in Form fortgepflanzter Wellenziige aulfassen,
sondern bediirfen einer andern Form, welche die Bewegungsinderungen
als eine blosse Anniherung an den Gleichgewichtszustand darstellt, die
mit dem Namen Absorplion bezeichnet werden kann, und da sie fiir
lange und diinne Leitungsdrihte von grossem Widerstande, namentlich
also fiir Telegraphendrihte, von besonderer Wichtigkeit ist, nihere
Betrachtung verdient.

117.
Absorption elektrischer Bewequngen in einem kreisformigen Leiter.

Bei der Art. 13 gegebenen Integration der beiden partiellen Diffe-
rentialgleichungen fiir die Bewegung der in einem kreisformigen Leiter
sich selbst iiberlassenen Elektricitit. namlich der Gleichungen

d’a, da, " ;
TJ -+ 2¢ - -+ er13 =+ éi_] a, = 0
dsh, db,, ;

- 2 (m )b, =0,

ist in den fiir @, und b, aufgestellten Ausdriicken

a, = Ae=* sinm (t — A

b, = Be—# sinm ({ — B')

n
vorausgesetzt worden, dass m einen reellen Werth erhielte, was aber

nicht immer der Fall ist. Es lasst sich nimlich diese Voraussetzung, da,
L]

—_— : o,
e = W geselzt,

n [ N a*ctw™

=y ¢ ﬁl/(.u" a+) ms»af'mnr)
war, auch so aussprechen, dass

]

a*ctw’® N"
128n°M 7% (1 4 2)2 < M+7)
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sein solle, oder wenn A =0

o

a*c*w’* N
RN S N7

Das Beispiel des dritten Drahts im vorigen Artikel zeigt dagegen, dass
bei langen und diinnen Leitungsdrihten auch der Fall vorkommen kann,
dass s .

ist, woraus einleuchtet, dass alsdann die Integration obiger Differential-
gleichungen unter der angefihrten Form illusorisch wird und daher unter
einer andern Form gesucht werden muss.

Selzt man alsdann zu diesem Zwecke

g b 8 a*ciw'® N"
= a ye M A0 M (1+4))

so erhalten die beiden Differentialgleichungen folgende Form, nimlich

d*a, G da_n_ (.2 2 —
5 o R Lo m?) a, = 0
d’b" G dbu {2 2 p—
- FuF +E—m)b, =0,

aus denen durch Integration
o = A% (em-,l—A'ju . ’_t—.rl'})
. = Be—s.!_ (em-.’t-wﬂr _ e—-m it-—B':)

hervorgeht. Die Integrationsconstanten A, A, B, B werden hierin auf

gleiche Weise, wie es Art. 13 geschehen, aus den fiir { = 0 gegebenen

) _'f-[‘;ann _@"n -. a 1 i 1
be. , ey =2, durch welche die urspriingliche Ver-
theilung der freien Elektricitat im Leiter und die urspriinglichen Stro-

mungen ausgedriickt werden, gefunden. Man erhilt auf diese Weise

Werthen von a°

n?

g™ — %m ((6 “+m) a’, + -d-::’-‘-)
Ae+m'{, - % ((e —m) '), + _d‘r::_ti._)
B = i ((e+m) b, + 2)
Bet™? = Q—:n ((e —m) b, 4+ %) :

Substituirt man diese Werthe, so erhilt man folgende beiden Glei-
chungen :
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1 ; -. da® —(g=—m)
= —|( n) q® 4="2n) o )
Uy = 5 [(\5+m, e ) e T

, ; da®,\ —le4m)t
— (;e-—-m-; tl“ﬂ-l--—’f) e ]

"I v, —(e—mjt b\ = le+m) €
b, = ;- [(ge+m_; b, +—~) e — ((e—-m) b+ ) e J :

dt dr
Setzt man endlich diese Werthe von a, und b, in die Gleichungen
= = sin r0s 2
= = (an sin - =+ b, cos a)

. a i fdb, . ns da ns
R O, <. Sl et L ] S PR Faie
1= e (a‘: sin = q cos a)

so findet man die Gesetze der Vertheilung der freien Elektricitit und
der Stromungen im kreisférmigen Leiter fur die hier betrachteten Fille.

Ein solcher Fall kommt nun bei jedem kreisférmigen Leiter vor,
wenn nimlich die gegebene urspriingliche Vertheilung der freien Elek-

tricitit und der Strémungen darin so beschaffen ist, dass der Werth von

1 da® . o ~ . = . oy
b oder — == fiir n = 0 nicht Null ist, und es ist daher dieser Fall von
n n dil

der Betrachtung Art. 15 ausgeschlossen worden, wo nur diejenigen
Werthe von E, und i, erortert wurden, welche fir n=1,2,3 ...

gelten. Ist nidmlich n = 0, so leuchtet von selbst ein, dass

a*ctw’ ~ N"
128n2M"" (1 4-4)° M’ A+

ist und dass alsdann

mo— 1 ¢ a*ctw'*
— a 'y 128M"* (144)

zu selzen ist. Nun war aber

= s IR
€= Ten (i+7)°
woraus folgt, dass fir n = 0
m = &

zu selzen ist.

Substituirt man nun diesen Werth von m in den oben angefiihrten
o

Werthen von a, und b, , so erhiilt man

1 da® 1 da® — 3t
= T L o e i
s T 2 @ "
1 db® 1 db° — 32!
— [} o
bg p— b 0 + 3¢ d.‘.' 95 d! o

und hieraus durch Differentiation

da, __ da% o 2&t
.~ dt '
db, __ db% {}.—Eét .

K T
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Selzt man nun diese Werthe in die Gleichungen

] s NS ns
E, = a, sin— + b, cos

- a db, . us da, L ns
h == g(m s = 7‘30*’7)

fir n = 0, ein, so findet man

1 db° — 32l
E(; = h“ﬂ -+ TR (Ro (I p— )

. s db®, —2et a (1 da
= —— 1 — = =1
1 3 € -+ 3 ( dt )0

atr n

wo (% f{z")o den Werth von (-;- d%) fiir n = 0 bezeichnet; folglich, da

{ da,\ __ (1 da° —2t . o § 1
(n _ds_')u = (-ﬂ- &)y ¢ ist, und da in der Gleichung

== 2 (% gip ™ W, os
n = I \ dt a 7 S

die Coefficienten von sin% und cos%s stets endliche Werthe haben
sollen, wonach fiir n = 0

. L. .
_ dt—.O und a‘r'_'ﬂ
sein miisse,
E{] = bnu

; a ida",,) o2t
9 2 \n dt Jo° :

Hieraus ergiebt sich also. dass, wenn ein kreisférmiger Leiter urspriing-
lich seiner ganzen Liinge nach gleichformig mit freier Elektricitat geladen
ist, so dass jede Langeneinheit dieselbe Menge freier Elektricitit = b°
enthilt, diese Ladung mit der Zeit ¢ keine Aenderung erleidet, was auch
von selbst unmittelbar einleuchtet. Ausserdem ergiebt sich aber, dass,
wenn in demselben Leiter eine in allen Theilen gleiche Strémung ur-
spriinglich vorhanden ist, diese vorhandene Strémung in dem Augen-
blicke, von dem an die Elektricitit im Leiter sich selbst iiberlassen
bleibt, nicht verschwindet, sondern mit arithmetisch wachsender Zeit ¢
nach dem Geselz einer geometrischen Reihe allmihlig abnimmt. Leuch-
tet auch die Nothwendigkeit des allmahligen Verschwindens hiebei
a priori ein, so liess sich doch a priori nicht iibersehen, wie schoell es
erfolgen miisse und welche Verschiedenheiten in dieser Schnelligkeit
zwischen verschiedenen Leitern stalt finden.

Es ist fiur manche praktische Fragen von Interesse, zu bestimmen,
— wenn ein Strom von bestimmter Intensitit ¢ in einem geschlossenen
Leiter in demjenigen Augenblicke vorhanden ist, von dem an die Elek-
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tricitit im Leiter sich ganz selbst iiberlassen bleibt, weil von Aussen
keine elektromotorische Kraft darauf wirkt, wie es z. B, der Fall ist,
wenn ein gegen den Leiter bewegter inducirender Magnel durch An-
stossen in seiner Bewegung plotzlich gehemmt wird, — wie gross die
positive oder negative Elektricititsmenge sei, welche von dem angege-
benen Augenblicke an durch jeden Querschnilt des Leiters noch hin-
durchgeht; so wie ferner zu bestimmen, wie lang die Zeit ist, welche
von demselben Augenblicke an verfliessen muss, bis die Stromintensitit
vom Werthe ¢ bis 47 abgenommen habe.

Isti= i; (% %n“)o fiir jenen Augenblick { = 0 gegeben, so ist die

Stromintensitiit nach Verlauf der Zeit ¢

2t

=40 g

was, nach mechanischem Maasse ausgedriickt, die Menge der positiven
Elektricitiit bezeichnet, welche bei dieser Stromintensitit in der Zeit-
einheit durch den Querschnitt des Leiters gehen wiirde. Die Menge der
positiven Elektricitit, welche im Zeitelemente dt durch den Querschnitt
des Leiters geht, ist hienach

. — 2t
=i.e “dt,

und der von (== 0 bis { = o hievon genommene Integralwerth giebt
die ganze posilive Elektricititsmenge, welche von dem betrachteten
Augenblicke an iiberhaupt noch durch jeden Querschnitt des Leiters
hindurchgeht, nimlich

- -]

s -2l 1 :
tle Nl = § .
2

0

Die in entgegengeselzter Richtung durch den Querschnitt gehende nega-
tive Elektricitiat ist eben so gross.

Ferner ergiebt sich zur Bestimmung der Zeit £, in welcher die

Stromintensitat auf die Hilfte ihres Werths herabsiokt, folgende Glei-

chung:
—2¢l
e = i,
’ 1 2
folglich ¢ = -— log nat 2.
cow’
1607 (147
setzen ist; folglich ist, 2 = 0 gesetzt, jene durch den Querschnitt des

Leiters gehende Elektricitiatsmenge

Nun war & = worin, fir n =0, M' = 2log %‘ zu
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Sa . 2 Sa

L i="% log 2 i= 2 loge
2¢ cew' "9 W g "D
Ti [HH 1 . . . .
wenn W' = —= ' den Widerstand der Lingeneinheit des Leiters nach

magnetischem Maasse bezeichnet.
Die Zeit, in welcher die Stromintensitit aaf die Hilfte ihres Wer-
thes herabsinkt, ist dann, in Secunden ausgedriickt,

1
2 log2 =
5 - log 2

16

8a
cew’

.Iog?:%.log;—.log?.

. log
Fiir die Art. 16 als Beispiele angefithrten Drihte ergeben sich hie-

nach folgende Werthe:

1. Draht 2. Draht 3. Draht
1 1 1 1
2 104607 60726 567581
ln,r.;‘z_ 1 A ]
2z 150916 87609 S18846
So klein hienach auch der Bruchtheil < st den die von dem ver-

schwindenden Strome durch den Querschnitt des Leiters gefiihrte posi-
tive Elekiricititsmenge von derjenigen bildet, welche bei der urspriing-
lichen Stromintensitat in der Zeiteinheit durch den Querschnitt gehen
wiirde, so konnte doch jene Elektricititsmenge cine sehr starke Ladung
des Leiters hervorbringen, wenn sie dazu verwendet wiirde. Denn wiire
z. B. die urspriinglich vorhandene Stromintensitit gleich der magnetischen
Maasseinheit (bei welcher 1 Milligramm Wasser in 1062 Secunde zersetzt
wird), so wiirde die bei diesem Strome in der Zeiteinheit durch den
Querschnitt des Leiters gehende positive Elektricititsmenge 155370 . 106
elektrostatische Maassewheilen betragen, und es wiirden, wihrend der

Strom im 1. Drahte verschwiinde, noch :—;;‘:—z;—‘ 106 d. 1. fast 12 Million
elektrostatischer Maasseinheiten positiver Elektricitit durch jeden Quer-
schnitt des Leiters gefithrt werden, d.i. etwa der 24, Theil der schwiich-
sten, oder der 33. Theil der stirksten Ladang der kleinen Leidener Fla-
sche, welche zu dem in der vorigen Abhandlung, im 5.Bande, beschrie-
benen Versuche gebraucht worden, wo jene Ladungen S.25% niher
bestimmt sind.

Man sieht leicht ein, dass ein dhnliches Verschwinden des in einem
geschlossenen Leiter vorhandenen Stromes in dem Augenblicke eintritt,
wo die Ketle eines galvanischen Stroms geldst wird, und dass dann die
von dem verschwindenden Strome durch den mittelsten Querschnitt des
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Leiters gefiihrte positive Elektricititsmenge wirklich zur Ladung der
einen Hilfte des Leiters, sowie die in entgegengesetzter Richtung durch
denselben Querschnitt gefiithrte negative Elektricititsmenge zur Ladung
der andern Hilfte des Leilers verwendet wird, und dass durch diese
entgegengesetzten Ladungen an der Stelle, wo die Kette durchbrochen
wurde, der Lisungsfunke hervorgebracht wird, wo es von Interesse ist,
die durch den Lisungsfunken entladenen Elekiricititsmengen kennen zu
lernen.

Ebenso leuchtet die Wichtigkeit einer weiter auszufithrenden Ent-
wickelung der Gesetze des Stromverschwindens fiir die Bestimmung
der dadurch auf andere Leiter ausgeiibten Inductionskriifte ein, zumal
fir die Theorie der darauf gebauten Ruhmkorff’schen und anderer dhn-
lichen Inductions-Maschinen, fiir welche hiedurch eine Grundlage gege-
ben ist.

18.

Beziehung zur Wirmeleitung.

Die beiden im vorhergehenden Artikel fir a, und b, gefundenen
Gleichungen, niimlich

[  55) T () 52 om0
b, = aqm[(fé +m) b, + ‘I-f}*) gm e ((é-—-m b, + ;u ) e~ lEFm £]
gehen fiir wachsende Werthe von ¢, wo endlich ¢™*™ gegen 1 ver-
schwindet, in die einfacheren Gleichungen iiber:

a, = % (fé + m) a’, + _“‘5:11_) o =it

b“ = o ((;‘: -+ m b" %) (_!_ié_m;:"' .

und setzt man diese Werthe von a, und b, in die Gleichungen
: . ons
E== (an sin 22 4 b, cos%s)
] = E_ N (db sin ?_H _ da, COSs ."‘.g)

e, so ergeben sich folgende Gesetze der Vertheilung der freien Elek-
tricitit und der Stromungen im kreistirmigen Leiter:
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o (£ e
=5 [(’e + m) ), + ) sin 2 4 ((e 4 m) b, + —) cos ] = le=m)t
s __ 0 E—m 0 rIE':"‘,l soons ’ \ — (e—m) t
=2 — [(l’e +m) b, 5 ) sin —- — (E +m) a’, + - ) cos ] .

Man erkennt hieraus leicht, dass in denjenigen Fillen, wo %ﬂ = 6 ein
von n unabhiingiger Coefficienl is,

3 e aat dE
= T & " ds

i __  , dE

ds — ErT)

erhalten wird, woraus durch Elimination von 7

folgt, eine Gleichung von der nimlichen Form wie die Gleichung fiir die
Wiirmeleitung in festen Korpern.
Nun war aber im vorigen Artikel

- V a*cw'® __ _ N )
= it ;/2 128n°M 7T (141 M (%2

= ¢ war, wonach also

gesetzt worden, worin m
| J

128 144)
m = & V(I N,#-: XD mf) .
crw

In allen Fillen nun, wo die Werthe von }I?';:::-"-' und von % sehr klein
sind, kann hiefiir gesetzt werden

:!a&(lou ) (1417
m=cl\l—- . nn

acw

.an, folglich

woraus & — m = ——— 108
aaw «

6, — _R l 8a

aaw * 08 @
ein von n unabhingiger Coefficient ist.

Es ergeben sich hienach also fiir die Ladungsinderungen der Elek-
tricittit in den eben bezeichueten Fillen dhnliche Gesetze wie fiir die
Wirmeleitung in festen Korpern, was schon von Thomson und Kirch-
hoff nachgewiesen worden ist. Es verdient jedoch dabei besonders
hervorgelioben zu werden, dass, wenn auch der Ausdruck der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit fir die grosseren Wellenziige, d. i. fiir klei-
nere Werthe von n, imagintr wird, und daher fur diesen Theil der Be-
wegung andere Geselze eintreten, die sich mehr oder weniger den
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Gesetzen der Wirmeleitung in festen Korpern nihern, doch ein anderer
Theil der Bewegung stets iibrig bleibt, welcher kleinere Wellenziige
giebt, fiir welche grossere Werthe von n gelten, fiir die der Ausdruck
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit reell bleibt und also die Art. 13 ent-
wickelten Gesetze Giiltigkeit behalten. Es finden also in einem solchen
Leiter nach Storung des Gleichgewichts immer Wellenziige statt, die mit
bestimmten Geschwindigkeiten fortgepflanzt werden, aber es ist keine
reine Wellenbewequng vorhanden, sondern sie ist mit andern Bewegungen
vermischt, welche den der geleiteten Wiirme éhnlichen Gesetzen unter-
worfen sind.

Beachtet man nun alle Verhiiltnisse, welche aus einer solchen Ver-
mischung von Bewegungen hervorgehen, die ganz verschiedenen Ge-
setzen unterworfen sind, so leuchtet von selbst ein, dass die von
Wheatstone beobachtete Ungleichzeitigheit der Funken an zwei von
einander sehr entfernten Unterbrechungsstellen eines solchen langen
Leitungsdrahts durchaus keinen Schluss auf eine bestimmte Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit gestattet, dass iiberhaupt die Wheatstone'sche
Beobachtungsmethode, so sinnreich sie auch ist, und so werthvoll die
damit erhaltenen Resultate in andern Beziehungen sein wiirden, wenn
sie wirklich genau verbiirgt werden konnten, doch unmittelbar zu dem
vorliegenden Zwecke gar nichl geeignel ist, wie es iiberhaupt in keiner
Weise gelingen wird, solche Beobachtungsmethoden ausfindig zu ma-
chen, mit denen die Geselze aller Bewegungsinderungen der Elektricitat
in einem Leiter nach gestortem Gleichgewichte rein erfalrungsmassig
begriindet werden konnten. Der Zweck der Beobachtungen wird daher
hier darauf zu beschrinken sein, die aus unserer bisherigen Kenntniss
von der Elektricitiat abgeleiteten Gesetze zu prifen. Deshalb war es
nothig, wie es in den vorhergehenden Artikeln versucht worden ist,
diese Ableitung der Gesetze den zu ihrer Priifung auszufithrenden Beob-
achtungen vorauszuschicken, um so mehr, als die so aufgestellten Gesetze
selbst als Leitfaden beim Suchen der zu ihrer Priifung anzuwendenden
zweckmissigsten Beobachlungsmethoden benulzt werden miissen.



634 WiLnery WeBER,

19.
Schwingungen der Elektricitit in einem kreisformigen Leiter.

Was nun die zweckmdssigsten Beobachtungsmethoden zur Priifung der
elektrischen Bewegungsgeselze betrifft, so leuchtet aus den bisher ent-
wickelten Gesetzen zunichst von selbst ein, dass bei der ausserordent-
lich grossen Geschwindigkeit, mit der sich nach diesen Gesetzen die mei-
sten elektrischen Wellenziige in guten Leitern fortpflanzen sollen, und bei
der aus denselben Gesetzen sich ergebenden schnellen Dimpfung dieser
Wellenziige genaue Beobachtungen und Messungen zu directer Priifung die-
ser Geselze auszufithren bei den durch die Sinneswerkzeuge allen Beob-
achtungen geselzten Schranken kaum mdoglich sein diirfte. Eine genaue
Ausfiithrung von Messungen nimmt immer cine gewisse Zeit in Anspruch,
die bei so fliichtigen Erscheinungen nicht dazu gestattet ist. Beachtet
man daher, dass die feinsten Messungen in der Physik diejenigen sind,
welche entweder Gleichgewichiserscheinungen, oder beharrliche Bewegun-
gen, oder periodisch regelmdssig wiederkehrende Erscheinungen, wie z. B.
die Pendelschwingungen sind. betreffen; so liegt es sehr nahe, auch
zur Priifung der Geselze der Bewegung der Elektricitit in Leitern, ab-
gesehen von constanten Stromen, ecine Priifungsmethode dieser Geselze
auf Beobachtungen periodisch regelmdssig wiederkehrender Bewequngen der
Elektricitit in Leitern zu begriinden, vorausgeselzl, dass sich Mitlel zu
feiner Ausfihrung solcher Beobachtungen finden lassen.

Periodisch regelmissig wiederkehrende Bewegungen der Elektricitit
konnen aber in emem Leiler nicht von selbst, sondern nur unter fort-
geselzter Anregung #usserer elektromotorischer Krifte, bestehen, und
es bietet sich zu ihrer Hervorbringung die einfachste und fiir feinere
Beobachtungen und Messungen zweckmiissigste Methode in der schnel-
len Umdrehung eines kleinen Magnets um eine gegen seine magnelische
Axe rechtwinkelige Drehungsaxe dar. Um aber cinen Leitfaden zu
zweckmiissigen Einrichtungen fiir genaue Beobachtungen der so hervor-
gebrachten periodisch wiederkehrenden Bewegungen oder Schwingungen
der Elektricitit in einem Leiter zu gewinnen, soll zuvor versucht wer-
den, die Gesetze solcher elektrischen Schwingungen in ecinem kreisfor-
migen Leiter aus den Art. 10 aufgesteliten particllen Differentialgleichun-
gen zu entwickeln.,
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20.

Schwingungen durch Induction eines rotivenden Magnels.

Die elektromotorische Kraft, welche durch schnelle Umdrehung
eines kleinen Magnels in der Niihe des kreisformigen Leiters auf irgend
einen Punkt des Leiters s in einem bestimmten Augenblicke ausgeiibt wird,
kann, wenn « den Halbmesser bezeichnet, dargestellt werden durch

-5 (/’rl sin = + ¢, cos ?) :

wo [, und g, nur von der Stellenzahl n abhiingig sind. Alle diese
auf verschiedene Punkte des Leiters s wirkenden Kriifte sind aber bei
gleichformiger Drehung des Magnets einem gleichen periodischen Wech-
sel unterworfen, und zwar sind sie bei zweckmissiger Anordnung dem
Sinus eines mit der Zeit gleichformig wachsenden Winkels proportional.
Alle diese Krifte konneun fir einen beliebigen Augenblick, am Ende der
Zeit ¢, dargestellt werden durch

i s (f sin ™ §
sin wl . > (fn sin — 4= g, cos —) .

Hiemit erhilt man, wenn man in den beiden partiellen Differentialglei-
chungen am Schlusse von Art. 10 fiir f, und g,, welche dort beliebige
Functionen der Zeit bezeichneten, f, sin uf und g, sin ul, worin [, und

g, bestimmte von der Zeit unabhiingige Werthe haben, cinsetzt. die
folgenden beiden partiellen Differentialgleichungen:

d’a” —t:.t.:__ - "10” - _3_21‘.','2\: nee qin t — “
i SaeckM” W 44) " dt Saod” (1+7) O T T iy I S =
ah, ce db, nieiN" nee 1 i

oy e e et . .. S ; = 0.
dt? SaeckM 141 dt = 2aaM” 1+ h-'f i haM” (141 ,f! Sl *“! l

Nun sieht man leicht, dass wenn

a, = p sin (ul + o)

b, = ¢ sin (ut + 0)
geselzt wird, p, ¢, ¢ sich so bestimmen lassen, dass die damit erhal-
tenen Werthe von a, und b, den beiden partiellen Differentialgleichungen
geniigen. Setzt man nimlich die obigen Werthe von «, und b, und die
daraus abgeleiteten Werthe

Abhandl. . K. 8. Gesellseh, . Wissenseh. IN. i3
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da
- = pu cos (ul + o)
db, ,
i = qu cos (ut + g)
—%‘;ﬂ = — puu sin (ut 4+ g)
2 -
—‘;g’-‘-- = — quu sin (ut + o)
in die angefiihrten Gleichungen ein, so erhilt man, wenn man Kiirze
i . ,
halber e = w', und entweder, nach dem Ohm’schen Geselze, /. = ()

setzt, oder M" fir M" (14 4) schreibt,

% N 1 2 . n
— pue sin(ul 4 0) + P”., cosut4o) + & %I; sin (ul 4 ) — S5 g, sin ut =0
— quu sin(ul =4 g) + 1‘;—‘;;.'-,” cos (ul 4+ o) + efﬂi\:' sin (ut 4 o) + ‘%;- o sinul =0

Entwickelt man hierin Simus und Cosinus der Summe nach Sinus und
(Cosinus der Theile, so erhilt man

! 4 22N ) N
(%"w . psing + (gqu. — Gt ) L Peos g 4 o gn) sin ut

n*c*N" . ueew' $==ig
+ (e — gam7) P SINQ — s - P COS @) Cos ut =

ueew’ n*c*N” . o cm_ v
( sy~ - qsmo + ('ulu — Saam™ ) - €08 ¢ GaM” - [,) sin ut

EPE N i i
ES ((,up. — ’%g—) . ¢ sing — {-;T ¢ cos 9) cosut =10 .
Sollen nun diese beiden Gleichungen fiir jeden Werth von ( gelten, so
erhilt man fiir cos ut = 0 die beiden Gleichungen

uecw’ . n?ctN" _ cen _
Sy - Psing + (p,u — ey |+ P COS O b . g =0
uccw’ nic*N"

ek L cen S
a7 - Sing + (gr,u. - 'E&&H"') £ qe0sQ — . [, = 0
und fir sin gt = 0 noch die dritte Gleichung, némlich

n%c*N" : ueew' .
(u“u“ — E{I;’f“ﬂ) sin == M - (OS = 5

aus denen p, ¢, ¢ so bestimmt werden, dass den beiden partiellen Diffe-
rentialgleichungen durch die darnach bestimmten Werthe von a, und b

it
geniigt wird. Man erhilt ndmlich
o uatciw’
@ = arc lang Jg sy — nieNT

. acen COS0 = 2accn g
P == 32uta M —n'eN") " In e= V(1620 a* M —n*c*N") 24 wiacw®)  In

. acen < P aosE 2acen f
e 2(2ua*M” —u*c*N") " f" CoSo =4 V(16 2u2a* M —n®c*N" ) 4 uta*ctw’™) " In *
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Fiigt man zu den hiedurch bestimmten particularen Werthen von a, und
b,, welche den partiellen Differentialgleichungen Geniige leisten, noch
die Art. 13 fiir @, und b

n» fur den Fall wo [ = 0 und g, = 0 war, ge-
fundenen Werthe hinzu, so geben die beiden Summen die vollstindigen

Integralwerthe von a, und b,, namlich

a, = p sin (ul 4+ g) + Ae™*" . sin (mt —+ arc sin a;")

b, = ¢ sin (ul + o) + Be™ . sin (mt =+ arc sin 3;&)

worin A und B sowie & und m die Art. 13 angegebene Bedeutung haben.
Wenn m einen imaginiren Werth hat, treten fir die hinzugefiigten Glie-
der die Arl. 17 euntwickellen Werthe von a, und b, ein. Es leuchtet
aber ein, dass fir wachsende Werthe von ¢ die hinzugefiigten Glieder
abnehmen, und dass sie, wie Art. 17 gezeigt worden, schon nach Ver-
lauf eines sehr kleinen Bruchtheils einer Sccunde als verschwindend
betrachtet werden konnen, von wo an also die Bewegung der Elektri-
citat im kreisformigen Leiler eine gleichformige periodisch wiederkeh-
rende wird, deren Hervorbringung der Zweck der beschriebenen Me-
thode mit dem rotirenden Magnete war.

Selzt man diese Werthe von a, und b,. mit Weglassung der mit
der Zeit verschwindenden Glieder in die Gleichungen

a

E=x (a_" sin 2 4 b, cos "s)

. a 1 (db . ns da ns)
— e M [T E e W —
b= 2 “ n\dt SRS at 983

ein, so ergeben sich fir die regelmissig fortdauernde elektrische Schwin-
gung folgende Gesetze der Vertheilung der freien Elektricitit und der
Stromungen im kreisférmigen Leiter:

ns

E = X sin (ul 4 o) (p sin —("; + ¢ cos —

) = aun \’_JI_ vy | L i NS 5 ns
P =— 3 &' 05 (ul + o) (t.f sin .= — p cos ;)

worin p, ¢, ¢ die oben angefiihrten Werthe haben. Nun ergiebl sich
aber aus jenen Werthen

2n .
P raw' s o . t}ﬂ

In

FMESI.H(J./;‘ i

Werden diese Werthe von p und ¢ in beiden Gleichungen substituirt, so
wird

¢ =+

3=
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2 - . . ns «+ N§
- .- 5 ey, e
E = =M S0 g sin (ul + o) ( » COS = — g, sin a)

. 1« - ; SRS ns
1 =— -3 sing cos (ul + g ([" sin 2= <+ g, cos ;)

oder, wenn sin (ul 4 ¢) und cos (ul 4 o) entwickelt werden,

2 . _— e . ons
E = waw SI0 ul . 2n sin g cos g ([n cos - — g, sin ?)

2 N ain 0 oo S o ons
+ o COSul . Zusing (ﬁ! cos — — g, sin If)

ns
@

: Il . . —— ns
— - 2 : o s
t= -~ sinul. Xsing ([“ sin — 4 ¢, cos a)
1 . SR ! | ns
— — COS N ] & ns
7 COS ul . 2" sin g cos g ([N sin - =+ g, cos a) .
Wenn man hierin endlich
= sin p* (f,, sin -zf + g, cos .?)
o — = lang y
e . n§ ns
Z'sing cos o (fﬂ sin — <+ g, cos -E) .

-~ . ns . hs
2 sin p* (f,, cos — = g, sin ?)

“— = lang }"
; ns . ns <
Zn sin g cos o ({,, €0S — — g, Sin -a—)

2 . . B 2
(J.%' sin g* (fn sin ';—s + g, cos %’)) “+ (2.‘ Sin g €os g (n sin :—s + ¢, cos %’)) = kk
. ; : 2 sy ; A 2 '
(2'11 sin g* (" cos = — g, sin -Ef)) - (2’n sin g cos ¢ (ﬂ cos > — g, sin 2 ) = k'k

selzt, so erhilt man
E= - K sin (ut + y)

waw'

1'.=—;:? kocos (ut + y) .
Setzt man aber
2’ sin g? (fn sin %9 + g, cos ?) = f
X sin ¢ cos g (/‘ﬂ sin = + g, cos 1;5) ==/
lff o dg —
w =1, & =9
so erhilt man

E = f;i}" V(f'f' ~+ ¢'¢) . sin (.u! + arc lg —‘;)
. % V(f[ + gg) . cos (‘ut + arc tg —:)

; ; di dE | . .
’ 'y —_— ] it ' =Y
woraus die Gleichung o= = — 4 = leicht abgeleitet werden kann.

i

Il
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21.

Gleichheit der Phasen und Amplituden elektrischer Schwingungen in
kreisformigen Leitern.

Beachtet man, dass die von dem rotirenden Magnet auf den ganzen
Leitungsdraht ausgeiibte elektromotorische Kraft durch

sin ul . [.ds f sin = 4 g, cos —)

dargestellt wird, und dass, wenn diese ganze Kraft nicht = 0 sein soll,
¢y einen bestimmten endlichen Werth haben miisse; so lisst sich der
zefundene Werth von 1 ithersichtlicher darstellen, wenn man in den an-
gegebenen Werthen von tang y und kk die ersten Glieder der als Sum-
men dargestellten Reihen, nidmlich die Glieder welche der Stellenzahl
n =0 entsprechen, auf folgende Weise absondert, indem man mit g,
den Werth von g fiir n = 0 bezeichnet:

N
g %, . NS ns
G0 Sin0,* + ='sin 0* (f,, sin — + g, cos _&_)
Ll_).‘y [ e
g ns ns
o SIN p, cOs p, + ‘"*aln 0 Ccosp (f,‘ sin 75 + g, COS T)

ns

kk = gogo sin go2 4 2g, sin gy €os g, . ,_,'sin 0 COSQ (/n sin % =+ g, cos E')

ns

. = -3
2¢, sin g¢* . X' sin @* ( » S+ g, cos =

—

-.l-w-/-: 'l/s

+
+ (> sin g cos o (f sin 2 4 g cos "’))
+

sin g* (/n blll N e g, cOs —))2

Da nun hierin

B patctw’

V(16 2ua*M” — n*¢*N™)® + ulacw'®)
b 2uta*M” — n%*c*N")

GOk Q== VU6 2utaM” = n*e*N") ¢ wratehw'®)

sin g =

war, so ergeben sich die Werthe von sin g, und cos gy, wenn der Werth
von M" fiir n = 0 mit M," bezeichnel wird,

cow’ SpMD"

v ;éﬁ;‘.:&]:'ﬁm? i COS oy = — T T

sin 09 = V6 M, M, '

Bedenkt man ausserdem, dass auch fiir sehr lange und diinne Leiter

und fiir die grossten darstellbaren Rotationsgeschwindigkeiten des klei-

‘!_-faﬂ”
] N!i‘
leuchtet ein, dass mit hinreichender Niiherung fiir alle Werthe von # > 0

nen Magnets die Quotienter und L:—“ sehr kleine Briiche sind, so
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uaaw

sing = N cos 9 = |

geselzt werden kann. Hieraus leuchtel ein, dass, da schon oo

ﬂr'u
nan .
%&m um so mehr als verschwindend betrach-

tet werden darf, je grosser die Stellenzahl n ist. Es wird daher meist

ein sehr

kleiner Bruch ist, sing =

auch fiir sehr lange und diinne Leiter und bei sehr grossen Rotations-
geschwindigkeiten des kleinen Magnets naherungsweise
y =0 und k= g, sin g,
angenommen werden konnen, wonach
Yo

w'

P = —

sin g, cos (ul -+ g
gefunden wird.

Da % und gy von s unabhiingige constante Werthe haben, so geht
daraus hervor, dass die elektrischen Sechwingungen in allen Theilen eines
kreisformigen Leiters gleichzeilig gleiche Phase und gleiche Amplitude
haben, auch wenn die von dem rotirenden Magnet ausgeiibten elektro-
motorischen Krifte auf die verschiedenen Theile des Leiters sehr un-
gleich vertheilt sind.

Aus dieser Gleichheit der Schwingungsphasen und Schwingungs-
amplituden in allen Theilen des kreisiérmigen Leiters geht hervor, dass
die Stromintensitit in irgend einem Punkte stets der mittleren Strom-
intensitit im ganzen Leiter gleich ist. Das Geselz fiir die Mittelwerthe
der Stromintensilidten in geschlossenen Leitern in ihrer Abhingigkeit von
den Mittelwerthen der elektromotorischen Kriifte ist aber schon Art. 9
entwickelt worden, wo sich ergab, wenn der Mittelwerth der von Aussen

herrithrenden elektromolorischen Kriifle mit e S bezeichnet und

8 farn ina 2na '
E!/ i‘fn ds -+ r@_ = P § _T}N_RE =W = ?naw

geselzt wird, dass

wi » wl
i=_Le ¥ .'Je'P_. Sdt
p
ist, Wendet man nun dieses Gesetz auf unsern Fall an, wo in einem
Leiter elektrische Schwingungen von einem rotirenden Magnel hervor-
gebracht werden, und wo der Mittelwerth der vom rotirenden Magnet
auf den Leiter ausgeiibten elektromotorischen Krifte

1 .
iz Si= go sin ul

war, so erhilt man
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B it sin ut — w cos ut
2; Tw 0 . 2; FR -
= —";ﬁ e 2, ‘ e . sin ut . dt = L;gﬂ e e
- +
¢ A
2mag,

" ——
P——(‘(—_‘;")—j:; . COS (lu arc = 'P—p‘ “

: V &) )

Da nun p = i/ Myds + %“ = -C%./'Mn"(-l +4)ds, und w = 27an’
ist, so erhilt man, wenn auch hier wie Art. 20 zur Vereinfachung M,’
statt My (142) geschrieben wird,

w aacew’ 2raw’

P =) T (G T

folglich ubereinstimmend mit dem oben fiir kreisformige Leiter gefun-

denen Resullate,

i=— %%  cos(ul + g -

w

Da nun aber das obige Geselz, fiir die Mittelwerthe der Strominten-
sititen in geschlossenen Leitern in ihrer Abhingigkeit von den Mittel-
werthen der elektromotorischen Krifte, Art. 9 nicht bloss aof kreisformige
Leiter beschriinkt, sondern unabhingig von der Betrachtung der Geslalt
des geschlossenen Leiters gefunden worden war, so ergiebt sich dar-
aus, dass das daraus fiir den Fall, wo die von einem rotirenden Magnet
herrihrenden elektromotorischen Krifte gegeben sind, abgeleitete Ge-
selz ebenfalls fir geschlossene Leiter von beliebiger Gestalt gilt.

Das angefiihrie Resultat, dass Phasen und Amplituden elektrischer
Schwingungen in kreisférmigen Leitern iiberall gleich seien, beruht auf

aau a . o
e und "—:— sehr kleine Briiche

N”
sind. Da nun diese Quotienten mit der Linge und Feinheit des Leiters

der Voraussetzung, dass die Quotienten

und mit der Rotationsgeschwindigkeit des kleinen Magnets wachsen,
so ist es von Interesse die Werthe derselben fiir einige Beispiele von
langen und feinen Leitern bei grossen Rotationsgeschwindigkeiten des
kleinen Magrets wirklich zu berechnen. Werden dazu die drei schon
Art. 16 als Beispiele gebrauchten Leitungsdrihte gewihlt, so ergeben
sich die in folgender Tafel berechneten Werthe.
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1. Draht 2. Draht 3. Draht
a 1000 1000000 1000000
. 1 1 1
¥ T20697. 10 | 120697 10% | 73070407
o 15419 28,935 31,237
aaw’ N ; 1 1
100 NT 13248 . 10° 36939 37170
a 1 1 1
100 c 4394500 4394 4394

Die beiden letzten Reihen dieser Tafel enthalten die Werthe der
beiden Quotienten fiir die drei zum Beispiel genommenen Drithte, wenn
pe= 100, d. 1. bei 15965 Undrehungen des Magnets in 1 Secunde.
Man sieht, dass in allen diesen Fillen die Werthe dieser beiden Quo-
tienten sehr kleine Briiche sind, indessen erkennt man daraus auch, da
diese Werthe bei 159,65 Umdrehungen in 1 Secunde 10 Mal grosser,
bei 1596,5 Umdrehungen in 1 Secunde 100 Mal grosser sein wiirden,
dass doch wirklich Fille vorkommen kénnen, wo jene Quotienten Briiche
von erheblicher Grosse werden, und wo also das Gesetz der Gleichheit
der Phasen und Amplituden in allen Theilen des kreisformigen Leiters
nicht mehr gelten wiirde.

22.

Vertheilung der freien Elektricitit wihrend der elektrischen Schwingung
in einem kreisformigen Leiter.

Das Gesetz der Vertheilung der freien Elektricitit wihrend der
elektrischen Schwingung in einem kreisformigen Leiter ist in dem Art, 20
gefundenen Ausdruck fur die Dichtigkeit E enthalten, namlich

E= 2 K sin(ut+7)

paw' " u

worin der Coefficient k" durch die Gleichung

Kk = (2nsing? (f, cos™ — g sin™))* 4 (2nsing coso (. cos ™ — ¢ sin ™) )*
N n @ yﬂ @ y () n @ gﬂ

a

bestimmt war.
Man sieht hieraus, dass auch die Stirke der Ladung mit freier Elek-
tricitit in jedem Punkte des kreisformigen Leiters proportional dem Sinus
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eines mit ¢ proportional wachsenden Bogens wechsell, dass aber das

: 2k’ " .
Ladungsmaximum = P welches fiir den Sinus = 1 slatt findet, in

verschiedenen Punkten des Leiters verschieden ist, und zwar dass nihe-
rungsweise in denjenigen Punkten die Aenderung von Element zu Ele-
ment am grossten ist. wo die von dem rotirenden Magnel ausgeiibte
elektromotorische Kraft von ihrem Mittelwerthe am meisten abweicht;
wo diese elektromotorische Kraft ihrem Mittelwerthe gleich ist, ist nihe-
rungsweise auch die Ladung gleich, und zwar = 0. Es wiirde also in
dem ganzen kreisformigen Leiler nirgends freie Elektricitit vorhanden
sein, wenn der rotirende Magnet auf alle Punkte desselben gleich wirkte,
wobei vorausgeselzt ist, dass der kreisformige Leiter, unabhiingig vom
rotirenden Maguet, keine Ladung von freier Elektricitit besitze.

Da niamlich nach dem vorhergehenden Artikel sin g und cos ¢ fir
n = 0 endliche Werthe behalten, so leuchtet ein, dass fir obigen Werlh
von K'k' geschrieben werden kann
k'k':(g'nsing?([;!cosii: In sm"s))z+($’nsiugcosy(/;lcos-:?—gnsin%f))?.
Ferner kann, unter den im vorigen Artikel angefithrien Vorausselzungen,

. __ waaw —
Sing = —oyn ., CoSg =

geselzl, und, wenn sin g einen sehr kleinen Werth hat, der erste Theil
von k'k’', welcher unter dem Summenzeichen den Faktor sin o* enthilt,
gegen den zweiten vernachlissigt werdcn, wonach also

paaw' = . ns
k=~ >, N([' cos = nmn?)

erhalten wird. Hieraus ergiebt sich nun

ke’ uaw'’ ". ns
s _-’|. N \Un Sm a + 9, COS

Ist endlich log % eine sehr grosse Zahl und convergirt ferner die Reihe
b (];, sin % 4 ¢, cos ?) so rasch, dass alle Glieder der Reihe fiir
n > » vernachlissigt werden konnen, wihrend 2(I+?’,-+.. ﬁ)+f—=E
gegen log %ff_ verschwindet, so darf N' = 2 log —b;f- und ,

de’ uaw' ( . ns
a4 T Slu--' sSa (fn sin — + I, €os il g“)
=47

gesetzl werden.
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Nun 1st aber der Faktor
2:'([;1 sin L: =+ g, cos :.::) - G

die Differenz der im Punkle s von dem rotirenden Magnet ausgeibten
elektromotorischen Kraft von ihrem Mittelwerthe in der ganzen Linge
des Leiters; also ist j—t, oder die Aenderung von k' im Verhiliniss zur
Aenderung von s, jener Differenz proportional.

Von der Stirke dieser Ladungen hingt, wie man leicht sieht, das
Ueberspringen elektrischer Funken und der Grad der nothwendigen
Isolirung des Leilers ab, wenn solches Ueberspringen vermieden werden
soll, ein Gegenstand, der einer ausfihrlicheren Erorterung bedarf, aber
erst dann, wenn es sich um Leiter handelt, die nicht bloss einen ein-
fachen Kreis, sondern ein System sehr nahe aneinander liegender Spi-
ralwindungen bilden, ein Fall der von der Betrachtung hier ausge-
schlossen worden isl.

23.
Leitfaden fiir die Beobachtungen.

Es bleibt noch iibrig, die Resultate der vorhergehenden Entwicke-
lung als Leitfaden zu den Beobachtungen zu benutzen, durch welche jene
Resultate an der Erfahrung gepriift werden sollen. Eines solchen Leit-
fadens bedarf es hesonders, wenn keine Analogien mit andern Bewe-
gungserscheinungen vorliegen, welche dazu benutzt werden konnen,
und es geht aus dem Vorhergehenden hervor, dass solche Analogien in
vielen Beziehungen hier fehlen.

Es kommt namlich bei mangelnden Analogien mit andern schon
bekanuten und erforschten Bewegungserscheinungen vor Allem auf Be-
stimmung von Beobachtungsobjecten an, die besonders wichtig und ge-
naverer Bestimmung durch Beobachtungen fihig sind. Ferner kommt es
auf die nithere Kenntniss der Verhiltnisse an, unter welchen iiber diese
Beobachtungsobjecte die genauesten Bestimmungen zu erlangen sind.
Es leuchtet nun ein, dass die genauere Erorterung dieser Verhdlinisse
am zweckmissigsten mit der Erorterung der Hiilfsmittel zu ihrer wirk-
lichen Darstellung und mit der Ausfithrung der Beobachtungen selbst ver-
bunden wird, was zusammen den Gegenstand des folgenden Abschnitts
dieser Abhandlung bilden wird. Am Schlusse dieses Abschuilts sollen
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daher nur kurz diejenigen Beobachtungsobjecte bezeichnel werden, die
nach der vorhergehenden Entwickclung als besonders wichtig und einer
genaueren Bestimmung durch Beobachtungen [ihig erscheinen.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, die hei andern Bewegungserschei-
nungen von so grosser Wichtigkeit ist, scheint nach dem, was schon
Art. 18 dariiber bemerkt worden, hier nicht dazu gerechnel werden zu
kénnen, es bieten sich dafiir aber verschiedene andere Gegenstinde der
Beobachtung dar.

Es sind hauptsiachlich drei Gegenstinde, welche sich nach den ent-
wickelten Gesetzen als hesonders zur Priifung der aufgestellten Gesetze
geeignele Beobachtungsgegenstiinde herausstellen, niimlich erstens die
Vergleichung der Schwingungsphasen und der Schwingungsamplituden
der Elektricitit an verschiedenen Stellen eines langen geschlossenen
Leiters, auf welchen ein rotirender Magnet inducirend wirkt: zweitens
das Geselz der Abhingigkeit der Schwingungsamplitude von der Rota-
tionsgeschwindigkeit des Magnets; drittens endlich bietet sich noch ein
wichtiger Gegenstand fiir Beobachtungen in der Abhingigkeit der Schwin-
gungsamplitude der durch ecinen rotirenden Magnel in einem geschlosse-
nen Leitungsdraht hervorgebrachten elektrischen Schwingungen von der
diesem Leitungsdrahte gegebenen Gestalt dav.

Die Gleichheit der Schwingungsphase und der Schwingungsamplitude,
welche nach den entwickelten Gesetzen auch in sehr langer geschlos-
sener Ketle und bei grosser Rolationsgeschwindigkeit in allen Theilen
statt finden soll | ist ein Gegenstand, der zur Prufung an der Erfahrung
sich um so mehr eignel, je unerwarteler dicses Resultal erscheint. Denn
ohne genauere Entwickelung der Verhilinisse wiirde wohl bei einer
sehr langen Kelte, wo alle Bewegungen von einer Stelle ausgehen und
bei ihrer Verbreitung einer sehr starken Dampfung oder Absorption
unterworfen sind, erwartet werden, dass auch bei fortgesetzter Erre-
gung von Schiwingungen alle Bewegungen immer nur sehr geschwicht
zu den entferntesten Theilen der Kette gelangten. Da ferner die Ver-
breitung von der Erregungsstelle nach beiden Seiten geschieht, diirfte
man erwarten. dass bei dem Wechscl positiver und negativer Schwin-
gungen durch das Zusammentreffen von enlgegengesetzten Seiten an
einigen Stellen Verstirkung an anderen Aufhebung statt finden werde,
wie bei Interferenzerscheinungen. Endlich, wenn auch in Folge solcher
Begegnung Schwingungen, die in allen Theilen der Kette vollkommen
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synchron sind, miglich wiren, so dirfte man doch erwarten, dass die-
ser mogliche Fall an besondre Bedingungen z B. an bestimmte Rola-
tionsgeschwindigkeilen gekniipft wiire, nicht aber, dass in allen Theilen
der Ketle solche synchronische Schwingungen stets, bei jeder Rotations-
geschwindigkeit, sich bildeten. Das angefiihrte Resultat ist daher nach
allen Analogien, welche die Verbreitung von Bewegung in anderen be-
kannten Fillen bietet, hiichst unerwartet, und eignet sich daher beson-
ders zur Priifung der Resultate der auf unsere bisherige Kenntniss von
der Elektricitit gebaueten Theorie an der Erfahrung.

Die Abhingigkeit der Schwingungsamplitude von der Rolationsgeschwin-
digkeit des Maguets eignet sich ferner von einer andern Seile dazu,
niimlich von Seciten der quantitativen Priifung des entwickelten Gesetzes,
durch Beobachtungen und Messungen, die nach wachsender Rotations-
geschwindigkeit in Reihen geordnel werden.

Endlich, wenn es auch noch gelinge. iiber die Abhingigkeit der
Schwingungsamplitude von der Gestalt der Ketle feinere Bestimmungen
durch genaue Beobachtungen und Messungen zu gewinnen, so wiirde
dadurch nicht bloss eine neue Priifung der entwickelten Geselze, son-
dern auch eine wesentliche Ergiinzung unserer bisherigen Kenntniss von
der Elektricitit selbst, aus der diese Geselze abgeleitet worden, erlangt
werden. Nach unserer bisherigen Kenntniss muss zwar der Elektricitit
als einem Korper eine Masse zugeschrieben werden, und diese Masse
itbt auf eine andere ihuliche Masse eine Kraft aus; es fehlt aber noch
an der Kenntniss des Verhilinisses jener Masse zu dieser Kraft. Die
Kenntniss dieses Verhiltnisses war nun auch nicht nothig, so lange es
sich um Gleichgewichtserscheinungen oder um beharrliche Bewegungen han-
delte, wo die Kenntniss der Krifte geniigte; die verschiedenen Elektri-
cititsmengen konnten dabei, statt nach ihren Massen, nach der Grosse
der Krifte unterschieden werden, die sie auf eine und dieselbe Elektri-
cititsmenge in der Einheit der Entfernung ausiibten, und diese letztere
Elektricititsmenge konnte durch die Kraft bestimmt werden, die sie auf
eine gleiche Blektricititsmenge in der Einheit der Entfernung ausiibte.
Eine so bestimmte Elektricitiilsmenge war nun wirklich die sogenannte
elektrostatische  Maasseinheil.  Handelt es sich aber nicht um blosses
Gleichgewicht oder um blosse Erhaltung einer schon vorhandenen Bewegung,
sondern soll einer Elektricititsmenge newe Bewegung ertheilt werden,
welche sie vorher nicht besass, so reicht die blosse Kenntniss der Kriifte
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nicht aus. sondern es bedarf auch der Kenntniss der Masse der in Be-
wegung zu selzenden Elektricitit. oder des Verhdltnisses dieser Masse
zu der von ihr auf die elektrostatische Maasseinheit in der Einheit der
Entfernung ausgeiibten Kraft. d.i. der Kenntniss der Zahl der elekiro-
statischen Maasseinheiten, welche auf die Masseneinheit (Milligramm) Elek-
tricilit gehen. Diese Zahl ist oben mil » bezeichnet worden und die
Masse jeder in elekirostatischen Maasseinheilen bestimmten Elektricitiils-
menge & wird damit = %{Sf gefunden. Es leuchtel ein, dass wenn nun

auf diese Masse irgend eine Kraft [ wirkt. der Quotient dieser Kraft durch
. L . . . ‘ . qe .
die Masse = (8, auf welche sie wirkt, die Geschwindigkeit der von der

Kraft der Masse in der Zeiteinheit ertheiltlen Bewegung = -’(r; giebt.

Unsere Kenntniss vorhandener Elektricititsmengen nach elekiro-
statischen Maasseinhetten ist nun aber in der Thal durch die Beobachtun-
gen auf die in den Kérpern vertheilten freien Elektricititsmengen be-
schrinkt und erstreckt sich nicht auf die im neutralen Fluoidum enthalte-
nen Elektricititsmengen. Ebenso ist unsere Kenntniss der Krifte f auf
solche beschrinkt, welche auf freie Elektricititsmengen wirken, wihrend
von denjenigen Kriften, welche auf das neutrale Fluidum wirken, durch
die Beobachtungen nur die Kenntniss des mit dem Namen elektromoto-
rischer Kraft bezcichneten Coeflicienten [* erlangt wird, welcher mit der
unbekannten Zahl der im neutralen Fluidum enthaltenen elektrostatischen
Maasseinheiten § multiplicirt werden muss, um [ zu erhallen, also
[=/[". 6. Dagegen brauchen wir auch in der ganzen Elektrodynamik
nicht die Geschwindigkeit selbst, sondern nur die Stromdichtigkeit und
deren Aenderungen zu erforschen, d. i. das Product der in der stromen-
den Elektricitit enthaltenen Zahl elektrostatischer Maasseinheiten § in jene
Geschwindigkeit (’; cdioirf= (.06, wo die elektromolorische Kraft [’
aber schon bekannt, also bloss das Product »§ zu bestimmen ist.

Ist hienach, in Uebereinstimmung mit der vorhergegangenen Ent-
wickelung zur Bestimmung der Stromdichtigkeiten, und deren Aenderun-
gen, nicht die Kenuntniss der Zahl der elektrostatischen Maasseinheiten
r, welche auf die Masseneinheit (Milligramme) gehen, selbst néthig, son-
dern bloss die Kenntniss des Products »(5, so leuchtet ein, dass umge-
kehrt aus Beobachtungen der Stromdichtigkeiten, und deren Aenderungen,
auch nur die Kenntniss dieses Products »¢ erworben werden kann; es
leuchtet aber zugleich auch die Wichtigkeit von der Kenntniss dieses
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