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Elektrodynamische Maassbestimmengen . 575

Kirchhofs gemacht und in Poggendorfss Annalen 1857 Bd . 100 und
102 mitgetheilt worden . Dieser erste Versuch hat , obiger Bedenken
ungeachtet , mit Recht grosses Interesse erweckt ; denn es leuchtet ein ,
dass eine Entscheidung , ob und in wie weit obige Bedenken begründet
seien , schwerlich auf anderem Wege als auf dem des Versuchs ge¬
wonnen werden kann . — Kirchhofs hat nämlich versucht , eine allgc-

meine Theorie der Bewegung der Elektricität in einem unendlich dünnen
Drahte aufzustellen , wobei er jedoch , wie er selbst angiebt , gewisse
Thatsachen , welche bei constantcn elektrischen Strömen , oder solchen
deren Intensität sich nur langsam ändert , statt finden , als allgemein gel¬
tend angenommen hat . Der Gang seiner Entwickelung soll im folgenden
Artikel näher betrachtet werden .

I.
BEWEGUNGSGESETZE .

1.

Kirchhofs, über die Bewegung der Elektricität in Leitern .

Es sollen x , y, z die rechlwinklichen Coordinaten eines Punkts des
Leiters bezeichnen , ferner u, v, w die Stromdichtigkeiten des nach den
drei Coordinatcnaxen zerlegten elektrischen Stroms , welcher zur Zeit t
in jenem Punkte des Leiters vorhanden ist . — Unter Stromdichtigkeit
wird hier verstanden das Product der Geschwindigkeit der strömenden
Elektricität in die Menge der in der Volumeneinheit des Leiters enthal¬
tenen positiven Elektricität . Nach dem Ohin ’schen Widerstandsgesetze ,
wenn ihm allgemeinere Geltung beigelegt wird , bedeutet dieses so viel
als das Product der im betrachteten Punkte [x, y, z) wirkenden elektro¬
motorischen Kraft in das specifische Leitungsvermögen des Leitermetalls .
Hienach ist also , wenn A die elektromotorische Kraft im Punkte (x, y, z)
— d . i. den Unterschied der auf die Maasseinheit positiver und nega¬
tiver Elektricität im Punkte (x , y, z) wirkenden Kräfte — bezeichnet ,
und a , 6, y die Winkel , welche die Richtung dieser Kraft mit den Rich¬
tungen der drei Coordinatenaxen bildet , und k das specifische Leitungs¬
vermögen des Leitermetalls ,

u = A cosa . fc , v = Acos6 . k , iv = Acosy . k ,
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wobei für Krüfte und Leitungsvermögen die mechanischen Maasse ange¬

nommen werden sollen , deren sich Kirchhofs stets bedient *). —
Die elektromotorische Kraft A rührt nun aber zum Theil von der

in der ganzen Kette vertheilten freien Elektricität her , zum Theil von der

Induction , die in Folge der Aenderung der Stromstärke in allen Theilen

der Leitungsketle wirkt . Von allen äusseren eleklromolorischen Kräften ,
z . B . von magnetelektrischen Inductionskräften , die von aussen her auf

die Leitungskelte wirken können , soll vor der Hand ganz abgesehen
werden . Alle übrigen bekannten Kräfte , welche auf elektrische Massen

*) Bezeichnet f , y , f die Verschiebung eines elektrischen Theilchens im Punkte

(x , y , z) nach der Zeit t in der Richtung der drei Coordinaten , also ^ , — , — diedt dt dt
Geschwindigkeit der strömenden Elektricität , nach der Richtung der drei Coordinaten -
axen zerlegt , so ist , wenn (5 die Menge der in der Yolumeneiuheit des Leiters enthal¬
tenen positiven Elektricität bezeichnet , der ersten Bestimmung gemäss ,

.» ' rr, „ dy _ dfu = & — , « = ® - ! M) = g — .dt dt ’ dt

Nach dem Ohm ’sehen Gesetze ist aber die Strominlensität i in einem linearen Leiter ,
wenn sie beharrlich ist , dem Quotienten der Summe aller nach der Richtung des Lei¬
ters in der Länge der ganzen geschlossenen Kette l wirkenden elektromotorischen

Kräfte , d . i.JAdl , dividirt durch den Widerstand der ganzen Kette , d . i > wenn

s den Querschnitt des Leiters und k das specifische Leitungsvermögen des Leiter¬
metalls bezeichnet , proportional oder , nach mechanischen Maassen , gleich , folglich ist

i = ^-~ • In diesem Ausspruch des Ohm ’schen Gesetzes wird aber unter der Strom -
/ dlßJkks

intensität i das Product der Geschwindigkeit der strömenden Elektricität , d . i. wenn
df da dn da dt; da . . . .
^ ^ cos « , — = — cos 6 , — = ^ - cosy gesetzt wird , in den Querschnitt des
Leitungsdrahtes s und in die Menge @ der in der Volumeneinheit des Leiters enthal¬
tenen positiven Elektricität verstanden , folglich ist

JAdl rr da
n = IT, •
sdl dt

ks

Wird nun dem Ohm ’schen Gesetze allgemeinere Geltung , für jedes einzelne Längen¬
element der Kette , zugeschrieben , so erhält man

I
Adl , , rr da

= Aks = &s — ,

ks

oder Ak = " nd hieraus , durch Zerlegung nach den Coordinatenaxen ,

A cos <* . /. == 6 ■— — u , A cos 6 . k = ® ^ = v , A cos y . k = S ^ = w .
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wirken , tragen zur elektromotorischen Kraft (wenn die Widerstandskräfte ,
die dazu gerechnet werden könnten , davon ausgeschlossen bleiben )
nichts bei , z. B. die von Ampere entdeckten , aus der Wechselwirkung
der Stromelemente unter einander resultirenden , elektrodynamischen
Kräfte , von denen bekannt ist , dass der Unterschied der auf die positive
Elektricität und der auf die negative Elektricität wirkenden Kräfte stets
Null ist , woraus also keine elektromotorische Kraft resultirt .

Die Componenlen des ersten Theils der elektromotorischen Kraft ,
welcher von der in der Kette vertheilten freien Elektricität herrührt ,
werden , wenn JL den Werth der Potentialfunction der freien Elektricität
im Punkte (x, y , z) bezeichnet , durch die verdoppelten , negativ genom¬
menen Werthe der partiellen Differentialquotienten von J2 nach den drei
Coordinatenaxen , d . i. durch

9 9 9
4 dx ' - dy ' A dz

dargestellt , wie man leicht ersieht , wenn man beachtet , dass die elektro¬
motorische Kraft , d . i. der Unterschied der auf die Einheit positiver und
negativer Elektricität wirkenden Kräfte , doppelt so gross ist als die auf
die Einheit positiver Elektricität wirkende Kraft .

Um die Componenten des zweiten Theils der elektromotorischen
Kraft anzugeben , welcher von der Induclion in Folge von Aenderungen
der Stromintensitäten in allen Theilen der Leitungskette herrührt , be¬
zeichne x , y', z die Coordinaten eines zweiten Punkts der Leitungskette ,
ferner , v , w die Werthe von u, v, iv für diesen Punkt , und r die Ent¬

fernung der Punkte (x, y, z) und (xy ', z ) von einander .
Aus dem Grundgesetze der elektrischen Wirkung ergiebt sich dann

die elektromotorische Kraft , welche das Element dxdy 'dz , in welchem

die Elektricität nach der Richtung der x-Axe mit der Geschwindigkeit d-f

sich bewegt , wo also , nach der vorhergehenden Note , u = ist ,

im Punkte (x, y , z) nach der Richtung der x-Axe ausübt , nach mechani¬
schem Maasse ausgedrückt ,

_ _S dxdy 'dz , ,, 2 du
cc r3 ■ \ x > ■ dt •

Es ist nämlich (siehe Elektrodynamische Maassbestimmungen im 5. Bande A8^ >
dieser Abhandlungen , S . 268 Nr . 4) die elektromotorische Kraft , welche
ein Stromelement von der Länge « , dessen Stromintensität in der Zeit l
um i gleichförmig wächst , auf einen Punkt in der Entfernung r nach
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einer Richtung , welche mit der verlängerten r den Winkel 6' macht ,
ausübt , wenn « mit r selbst den Winkel 6 bildet ,

2 / 2 a i D ,= — . — . — . cos 6 cos 0 .
c r t

Hierin ist aber die Stromintensität i nach absolutem magnetischem Maasse ,

wie sie durch Galvanometer bestimmt zu werden pflegt , auszudrücken ,

wofür der nach mechanischem Maasse ausgedrückte Werth , mit Hinzu -

fiigung des Faktors gesetzt werden kann . Die nach mechanischem

Maasse ausgedrückte Stromintensität in obigem Falle ist aber = u'dy'dz .

Setzt man also i = ^ . u'dy'dz , folglich ^ ~ . dy'dz1,

und beachtet , dass in obigem Falle cos 6 = cos 6' = und a — dxr

ist , so findet man die gesuchte elektromotorische Kraft

_ 2 / 2 dx _ 2 / 2 du , , , , (x - xf
c ' r ' c ' dt y • Tr ’

was dem oben angegebenen Werthe gleich ist .

betrachtet man dielfewegung der Elektricität im Elemente dx 'dy'dz
nach der y - oder z-Axe statt nach der x -Axe , so tritt , als Werth von cos 6 ,

°der an die Stelle von , und ^ oder ~ an die Stelle von

woraus folgt , dass die ganze vom Elemente dx 'dy'dz' im Punkte

(x , y , z) nach der Richtung der x- Axe ausgeübte elektromotorische Kraft

8 dx (ly dz , /v ( du ( /\ dv / /x dw / a \
= - ^ • -- TT - (X- X ) (x - x ) + Tt (y - y ) + — (z- z )J .

Ebenso findet man für die ganze vom Elemente dx 'dy'dz im Punkte
(x , y , z) nach der Richtung der y- oder z- Axe ausgeübte elektromotorische

Kraft , indem man , als Werth von cos 6', oder — statt — setzt ,v r r

_ 8 dxdydz / i^ sdu / ^ dv / . dw ' /

cc ■— • (y - y ) ( df (x ~ x ) + w (y - y ) + w (z ~ z ))

8 dx dy dz / ' \ ( du / i\ dv t i\ dw ✓ a \

= - - • — • (z- z ) u (* - * ) + i (y - y ) + 1 (*- * )) •

Setzt man nun Kürze halber

oder

u~JJJ(,xt—(x~x')(**'(*—*')■+■v'(y- y1)+ w'(2—2')) (1)
V= j )J dXT — (y—y ) (“' (x—x') + »' (y- y‘) + Mi' (z—2')) (2)

W = Tdx dy'dz '
-- (z—z ) (11(x —x ) + V (y—y ) + w (z—z')) (3)
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so erhält man hienach die Componenten des zweiten Theils der elektro¬
motorischen Kraft , welcher von der Induclion in Folge von Aenderungen
der Stromintensitäten in allen Theilen der Leitungskette herrührt ,

_8 du _ 8 dW
cc ' dt ’ cc ' dt ’ vc ' dt '

Die Componenten der ganzen elektromotorischen Kraft waren aber oben
mit

A cos u , A cos 6 , A cos y
bezeichnet worden , wonach also

A cos « = - 2 (g + ± . *£.)\ dx cc dt )

Acos « = - Sf ? + A . -f )\ dy cc dt J

Aco Sy = - 2 ( ¥ + ± . m• \ dz cc dt J

erhalten wird . Setzt man endlich diese Werthe in die oben angeführten
Gleichungen der Stromdichtigkeiten u, v, w im Punkte [x, y, z) ein , so
ergeben sich die folgenden Gleichungen :

u — — 2 k |(- + ± .
\ dx cc

dU \

dt ) (4)

v = — 2k |( — 1\ dy cc '

<iF \
dt )

(5)
iv — — 2k |m + L ,

\ dz cc] dt ) • (6)

Für die Bestimmung des Werthes J1 der Potentialfunction der in
der ganzen Kette vertheilten freien Elektricität im Punkte (x , y, z) kommt
nun noch besonders in Betracht , dass die Dichtigkeit der freien Elektri¬
cität im Innern eines Leiters , in welchem Strombewegungen statt finden ,
nicht wie bei einem Leiter , in welchem die Elektricität sich in Buhe
befindet , = 0 gesetzt werden darf . Bezeichnet daher e die von Null
verschiedene Dichtigkeit der freien Elektricität im Punkte (x , y , z ), wenn
derselbe im Innern des Leiters liegt , e dagegen , wenn dieser Punkt im
Oberflächenelemente dS ' liegt , bezeichnet also e die Dichtigkeit der
freien Elektricität im Oberflächenelemente dS 1, so erhält man folgende
Bestimmung des Werthes von II , nämlich

A =J). f^ -*+# r ■o' • P)
Hiezu kommt nun noch , dass die Vertheilung der freien Elektricität

sowohl im Innern als auch an der Oberfläche der ganzen Leitungskette ,
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welche durch die Werthe von s und e besliinint wird , zwar mit der

Zeit sich äudern kann , dass aber diese Aenderungen von der Bewegung

der Elektricität in der Kette abhängen , wonach es zwei Gleichungen

geben muss , welche die partiellen Differentialquotienten von e und e in

Beziehung auf die Zeit in ihrer Abhängigkeit von der Bewegung der
Elektricität darstellen .

Der Unterschied der in dem Zeitelemente dl in der Richtung der

x - , y - und z-Axe aus dem Elemente dx 'dy 'dz austretenden positiven
Elektricität von der darin eintretenden ist

dx 'dy 'dz - ^ dl , dx 'dy 'dz . ^ dt , dx 'dy 'dz . ^ dt .

Die Summe dieser Unterschiede giebt die Verminderung der im Elemente

dx 'dy'dz enthaltenen freien Elektricität dx' dy' dz . e im Zeitelemente dt ,

welche von derBewegung der positiven Elektricität hervorgebracht wird .

Aus der entgegengesetzt gleichen Bewegung der negativen Elektricität ergiebt
sich aber nochmals eine ebenso grosse Verminderung für dasselbe Zeit¬

element dt ; folglich ist jene Summe die Hälfte der ganzen Verminderung

der im Elemente dx 'dy 'dz enthaltenen freien Elektricität im Zeitelemente

dt , d . i. die Hälfte von = — dx 'dy 'dz . dt , also ist
du' du dw . de / o \

+ W + ~ ~ T dt ' [ J

Bezeichnet man endlich die Winkel , welche die nach Innen gerich¬

tete Normale des Oberflächenelements dS ' mit der Richtung der x -, y -

und z-Axe bildet , mit (IV', x ) , (IV' , y ) , (IV', z ) , so ist die Menge der

positiven Elektricität , welche in dem Zeitelemente dt von dem Ober¬
flächenelemente dS ' ins Innere zurückströmt ,

= (« ' cos (IV', x1) + v cos (N ' , y ) ■+■w cos (IV', z')) dS ' . dt ,

und da eine gleiche Menge negativer Elektricität in derselben Zeit aus
dem Innern zu dem Oberflächenelemente dS ' hinströmt , so ergiebt sich ,

dass jene Menge die Hälfte der ganzen Verminderung der freien Elektri¬
cität e'dS ' in dem Oberflächenelemente dS ' in dem Zeilelemente dt ist ,

d . i. = — \ ^ . dS 'dt , also ist

u cos (IV' , x ) Hh v cos (N ' , y ) + w cos (IV', z ) = — i ^ • (9 )

So allgemein nun diese von Kirchhofs gegebene Entwickelung

der Bewegungsgleichungen der Elektricität in einem beliebigen Leiter

sonst auch ist , so liegen ihr doch folgende drei beschränkende Annah -



Elektrodynamische Maassbestimmungen . 581

men zu Grunde , nämlich 1) die Annahme , wonach der Werth der elek¬
tromotorischen Kraft in einem Punkte , wie oben geschehen , bloss durch

Verdoppelung der auf die positive Elektricität wirkenden Kraft bestimmt
werden durfte , dass nämlich in allen Theilen des Leiters stets gleiche

Mengen von positiver und negativer Elektricität enthalten wären , oder

genauer , da dies streng genommen so viel heissen würde als dass die
Dichtigkeit der freien Elektricität im Innern und an der Oberlläche des
Leiters e und e überall stets Null sein sollte , was nicht der Fall ist , dass

wenigstens die vorhandene freie Elektricität gegen die Menge des an
derselben Stelle vorhandenen neutralen Gemisches beider Elektricitäten

stets als verschwindend klein betrachtet werden dürfe ; 2 ) die Annahme ,

dass durch jeden Querschnitt gleichzeitig immer gleiche Mengen posi¬
tiver und negativer Elektricität in entgegengesetzter Richtung durch¬

gehen , was nur dann anzunehmen gestattet ist , wenn man überall eine

beliebige Bewegung des neutralen Fluidums hinzugefügt denken darf ,

aus dem Grunde nämlich , weil eine solche hinzugefügte Bewegung des

neutralen Fluidums , wenn sie wirklich vorhanden wäre , gar keinen Ein¬

fluss auf die Beobachtungen haben würde ; 3) die Annahme einer allge¬
meineren Geltung des Ohm ’schen Gesetzes , welche , wie später gezeigt

werden soll , auf die Annahme zurückgeführt werden kann , dass die

Masse des elektrischen Fluidums gegen die Masse seines ponderabelen

Trägers überall völlig verschwinde , was allerdings allgemein angenom¬

men zu werden pflegt .

2.

Entwickelung des Ausdrucks der elektromotorischen Kraft , ivelche von der

freien Elektricität und von den elektrischen Bewegungen in einem kleinen ,

als Cijlinder betrachteten , Stücke des Leitungsdrahts auf irgend einen Punkt

des mittleren Querschnitts dieses Stückes ausgeübt wird .

Zur näheren Bestimmung der elektromotorischen Kraft , welche in

irgend einem Punkte des Leitungsdrahtes wirkt , ist es zweckmässig ,
dieselbe in zwei Theile zu scheiden , nämlich in den Theil , welcher von

dem Elemente des Leitungsdrahts herrührt , in welchem der betrachtete

Punkt selbst liegt , und in den Theil , welcher von allen übrigen Elemen¬

ten herrührt , die in grösseren , messbaren Entfernungen von dem be¬
trachteten Punkte liegen .
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Das Element des Leitungsdrahts , in welchem der betrachtete Punkt

selbst liegt , sei ein Cylinder , dessen Halbmesser im Vergleich mit seiner

Länge sehr klein ist . Die Vertheilung der freien Elektricität sowohl wie

der elektrischen Bewegungen in diesem Cylinder wird hiebei von

Kirchhofs als symmetrisch gegen die Cylinderaxe angenommen .

In Beziehung auf die Coordinaten falle die x -Axe mit der Cylinder¬
axe zusammen und man setze

y = q cos (f ij = q cos cp1

z = p sin <p z — q sin cp .

Unterscheidet man ferner die Stromdichtigkeit in der Richtung der Cy¬

linderaxe und senkrecht gegen die Cylinderaxe , so ist letztere , bei der

angenommenen Symmetrie der Bewegungen , überall radial , d . i. ihre

Richtung fällt in jedem Punkte mit dem durch diesen Punkt gelegten

Cylinderradius zusammen . Hieraus folgt , wenn o diese radiale Strom¬

dichtigkeit im Punkte (x , y , z), g im Punkte (x , y , z ) bezeichnet , dass

v = g cos (p v = g cos (p'

w = g sin cp w — g sin cp ,

worin a und o von cp und cp unabhängige Werthe haben .
Durch Substitution dieser Werthe in den Ausdrücken von Sl und U

im vorhergehenden Artikel erhält man , wenn a den Cylinderhalbmesser
bezeichnet ,

Sl = J . e' -+- . e (1)

U = Jjjs dx9 rdaed- (x — x ) (u1(x — X) -+- G (() cos \<p— <p ) — (/ )) . (2 )

Man erhält ferner durch diese Substitution

dv d . o cos (s '
dy dy' ’

worin g für einen gegebenen Werth von x bloss von der Variabelen g

abhängt . Setzt man daher g — /’((/ ) = + z'7' )) ' so findet man

dv _d_ ( y 'f ( V (y 'y + z'z ')) \ _ yy_ da ge '- y’y <
dy dy ' \ }X(y'y ' + z 'z') ) q'q ' dQ q'3 ‘ ’

Ebenso findet man
dw ' z 'z da q'q —z'z ' /

- TT - = —TT . —— + 15 • G
dz QQ dQ Q

folglich

dv' dw _ da ^ a _ I d . Qa
dy' dz' dy q' q' dQ'



Elektrodynamische Maassbestimmiingen . 583

Fügt man noch hinzu und substituirt für die Summe 4 - ^
den dafür erhaltenen Werth , in Gleichung (8) des vorhergehenden Ar¬
tikels , so ergiebt sich die Gleichung

du \ d . QG _ i de / o \
dx Q * dn ^ dt ' '

Endlich findet man für die Winkel , welche die nach Innen gerich¬
tete Normale des Oberflächenelements dS' mit der Richtung der drei
Coordinatenaxen bildet , folgende Werthe :

(N', x ) = y , (IV', y ) = cp‘+ n , (N\ z) = cp' -+-~ ;
folglich isto

u cos (N 't x') — 0 , v cos (N ', y') = — a cos cp'2, w cos (N ‘, z ) = — 0' sin cp'2.

Durch Substitution dieser Werthe in Gleichung (9) des vorhergehenden
Artikels ergiebt sich dann

dt

Setzt man nun Kürze halber

x — x = A, also dx1= d),

y2 -+- q'2— cos ((p— cp1) = 6'2, also r2 = (fl -+- )? ,

so ist , wenn l die Länge des Cylinders bezeichnet und der Punkt (x, y, z)
in dem diese Länge halbirenden Querschnitt liegt , nach Gleichung (I )
und (2)

■\ i * /. + Ü
idl

SL= jj (,'wj TiTOi + “J ‘'Qtf

v- | Vwj ’<££ » + j (<- 7 (?- «>')) wJfSü
Entwickelt man nun in der erstem Gleichung «' und e' nach Potenzen

von A, nämlich
/ _ dß * - 4 ^2

e = e + d^ ‘ A + T7ä *

/ _ ' i <**<> t \ o a2
4 = f 0 + ■ 1 + • *

wo abgesehen von der Zeit , bloss von der Variabelen y1abhängt ;

so kann für sehr kleine Werthe von y , welche , da 61 nie grösser als

4a 2 sein kann , aus kleinen Werthen von y nothwendig folgen ,
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~ + H /• + $ i * + H
I dl _ o i l I Idl _ ^ I l 'dl _ j 12
iTr + I^ - = "i ’ ( / (ff’+ i *) — | / («*+ i *) T

•' - * 1 •' - ii

gesetzt werden , woraus für kleine Werthe von l folgt

Jl = ss 'qd ? dtp ( 2e'0 log j + + “/ <V ( 2e lo sj + i P)

Die Integration ist von tp — 0 bis cp' — 2 ?r und von q = 0 bis = « zu
erstrecken , wonach sich also ergiebt

Sl =
C

= 2 ?r i ^2e '0 log l + 2̂) + %na ( 2e 1°S ^+
» o

/%ct >«271

— 2 I . f '01 dtp' . log 6 — 2 « e i dtp . log 6
J o •* o •' o

/ >27T n ln

Beachtet man nun , dass I dtp', log6 = il dtp'. log (p2+ (>'2- 2pp cos {tp- tp'))
J 0 *̂ o

entweder = 27t logp ' ist , wenn p' > p , oder = 2tt logp ist , wenn

(*> (>' , so erhält man den auf die Oberfläche bezüglichen Theil , für

welchen q — a ist ,
r *in

— 2ae I dtp . log # = — 4nac log « .
Jo

Der auf das Innere sich beziehende Theil zerfällt in zweiStücke , nämlich

/ i « / *27r ng L>«

— 2 I Qdg . e'0 I dtp', log6 = — 4n logp I q'dq'. e 0 — in I gdy . e'0 log ,
J 0 »/ o 0 p

reducirt sich also in dem einen Grenzfalle , nämlich wenn q = « ist , auf

r
— 47t log « . I . e'0 ,

in dem andern Grenzfalle , nämlich wenn (>= 0 ist , auf

— 4tt I QdQ . e'0 log pf ,
Jo

die beide desto weniger von einander verschieden sind , je kleiner « *),

*) t'„ nähert sich bei der angenommenen symmetrischen Vertheilung der freien
Elektricität im Drahte mit abnehmenden Werthen von ps der Constanz . Ist es hienach
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so dass man mit hinreichender Genauigkeit für sehr kleine Werthe von «
den auf das Innere sich beziehenden Theil

na n 27T n a

2 I Qd,Q . e'0 I dcp1. log 6 = — ln log « . I pdp 1. «'0
J 0 J 0 «z 0

setzen kann ; folglich

= 2tt sp 'dp' ( 2«'0 log l + J2) + ( %e log l + i£ /2)
• ' o

Sl

oder kürzer
— 4n log a . ^ ae -+-J 'pdp ' . e'0j

/ s*a \ / /***

SL = 4jt log -± . ^ ae + j p'dp' . s'0j ■+ ■inP .^ a ~ + J So'dSo'. ^' o

Setzt man endlich hierin

27rcce-h %n I (jdf ) . e0 = E ,
n

das heisst , bezeichnet man mit Edx die Menge der freien Elektricität , die
in dem Leiterelemente dx , theils an seiner Oberfläche theils im Innern ,
enthalten ist , so erhält man durch zweimalige Differentiation

;L . ,I P P dxz dxz ’
•' s)

folglich

J2= 2Elog ^ + ig . /2. (5)
Ebenso können nun auch in der oben gefundenen Gleichung für U

die Werthe von u und o' nach Potenzen von l entwickelt werden ,
nämlich

für kleine Werthe von a gestattet , e'0 für alle Werthe von (>’•< a constant zu setzen ,
so geht der für den erstem Grenzfall gefundene Werth über in

na

— 4Jif 0 log « I q d([ = — %nciai '0 loga
Jo

der für den letzteren Grenzfall in
na

— ine ’0 I p'dp' log p' = — 27raaf'0 (loga — { )

die sich von einander desto weniger unterscheiden , je kleiner a ist .
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»/ — n ' ■+ ■ ^ 2 1 - 4- — ^ J 2u U0 -+■ da! ■* + , j . da;i! • A -I- . . .

fr ' — r ‘ 3 _ i__ L d2ff » 22 1“ 0 + dx ' + 1. 2 • da:2 ’ A + 1‘ •

wo w'0 und o'0 für einen gegebenen Werth von x , abgesehen von der
Zeit , bloss von der Yariabelen p' abhängen .

Nun kann für sehr kleine Werthe von -J8- , wie sie sehr kleinen
tt2

Werthen von entsprechen ,

sFTP )S = 0 ' s « S )! = ä ( l0« 7 - ' ) = 2l °si -
J - H J - ii

Pd). _ I ;.*dx n
Ms ~~ V ’ I (d2+ L2)? — 41

J - \ l * - H

gesetzt werden , worin e die Basis der natürlichen Logarithmen be¬
zeichnet . Hienach ergiebt sich folgende Gleichung für U :

=jsod <Jid<f . ( 2« 0. log^ +O• l2) +ss ?'2(^- 7cos ^ - qp')) dy'dcp'^ log^ +Jr ^ l

Der letztere Theil dieses Werthes von U kann , wenn u sehr klein ist ,

da die Integration nach von (>' = 0 bis ^' — u zu erstrecken ist , als
verschwindend betrachtet werden , folglich

P = 7 ?'W . ( 2»'0 log -i + ig >P) .

wo die Integration von cp' = 0 bis (p1= 2ti und von p' = 0 bis q' = u
zu erstrecken ist , also

/•« /»“ /»27r

17= 2* q'dQ. ( 2u 0 logj + . /2) - 2 Q'dQ. u 0 dtp' log 6 .
J 0 *0 •' 0

n 'zn

dtp', log 6 = if dcp'. log (p2+ q'1— 2sop' cos {(p— (p )) entweder0 •d0
— Qn log q ist , wenn ^' > p , oder = 2?r log q ist , wenn q 'X / ' , so
ergiebt sich

is ^ '.( 2w'0logy + i ^ !/2) — iwlogpjp 'dp'.tt̂ - iwjp 'dp'. ttologp ' ,J 0 » 0 *>
U — %7l

wofür auch geschrieben werden kann



Elektrodynamische Maassbestimmcngen . 587

* a * a * (>

U — hiI log“ • I gdg . u 0 + -lirl 2 1 gdg . + hn logy . I g'dg .u '0 + hn I gdg .w'
* 0 • ' O * 0 dg

Da nun aber , wenn a sehr klein ist , die beiden letzten Theile dieses

Werthes von U gegen den ersten Theil als verschwindend betrachtet
werden dürfen , so kann

o p'

U = hn log — . I g'dg '. u '“ e.a I S S U’ ea
* 0

gesetzt werden .

Setzt man endlich hierin

/•«

inP.L'dg'.^
* 0

s*a

t I g ' dg ' . u 0 = i ,
*' o

das heisst , bezeichnet man mit idt die Menge der positiven Elektricität ,

welche in dem Zeitelemente dt durch den Querschnitt des Leitungs¬
drahts Hiesst , wo also i die Stromintensität nach mechanischem Maasse

ausdrückt , so erhält man durch zweimalige Differentiation

f“
a I ! i , d zu o dH

" (

folglich

P = « logi + + Ä . f .° dx 1

Hienach wird nun die elektromotorische Kraft , welche von der

freien Elektricität in einem kleinen , als Cylinder betrachteten , Stücke des

Leitungsdrahts auf irgend einen Punkt des mittleren Querschnitts dieses

Stückes ausgeübt wird , näher bestimmt , nämlich aus dem Werthe von Ji ,

_ 4£ . iog± - i£ ! . pdx dx ° « * dx *

und ebenso die elektromotorische Kraft , welche durch Induction von

den elektrischen Bewegungen in demselben Stücke auf denselben Punkt

ausgeübt wird , nämlich aus dem Werthe von U,

8 dU _ 16 di ^ l 1 dH j2cc dt cc ' dt * ea cc dx "dt

Endlich kann , wenn man mit Kirchhofs für den Werth von log — eine° a
sehr grosse Zahl annimmt ,

Abliandl . d . H. S . Gesellsch . d. Wissensch . IX . 40
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8 dU _ 16 di | l
cc dt cc ' dt ' ö ea

oder auch , wenn 1 gegen log ganz verschwindet ,

8 dU _ 16 di | i
CC dt CC ' dt ö a

gesetzt werden .

3 .

Vereinfachung der allgemeinen Gleichungen .

Nach näherer Bestimmung der auf einen Punkt (x , y, z) des Lei¬

tungsdrahts wirkenden elektromotorischen Kräfte , welche theils von

der freien Elektricität theils von den elektrischen Bewegungen in dem

kleinen , als Cylinder zu betrachtenden Stücke des Leitungsdrahts , zu

welchem jener Punkt selbst gehört , herrühren , hat Kirchhofs die Art . 1

aufgestellten allgemeinen Gleichungen unter folgenden Voraussetzungen

zu vereinfachen gesucht , nämlich

1) dass der Halbmesser des Leitungsdrahts « im Vergleich mit der

Länge seiner als cylindrisch zu betrachtenden Elemente l so klein

sei , dass log — eine sehr grosse Zahl darstelle , was schon im

vorhergehenden Artikel zur Vereinfachung des Ausdrucks der

elektromotorischen Kräfte angenommen wurde ;

2 ) dass in einem solchen dünnen Leitungsdrahte die auf einen Punkt

(x , y , z) wirkenden elektromotorischen Kräfte , welche von der
freien Elektricität und von den elektrischen Bewegungen im gan¬

zen Leitungsdrahte mit Ausnahme des einzigen kleinen , als Cy¬
linder zu betrachtenden Stückes , dessen mittelstem Querschnitte

der Punkt (x , y , z) angehört , herrühren , verschwindend klein

seien gegen diejenigen auf denselben Punkt wirkenden elektro¬
motorischen Kräfte , welche von der freien Elektricität und von

den elektrischen Bewegungen in dem eben bezeichneten kleinen
Stucke selbst herrühren . — Hiezu kommt noch die auch der Ent¬

wickelung der allgemeinen Gleichungen Art . 1 schon zum Grunde

gelegte Voraussetzung ,

3) dass das Ohm ’sche Gesetz für alle Stromelemente einzeln gelte ,
auch wenn die Stromintensitäten in denselben sehr verschieden

sind und schnell wechseln .
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Ist nun nach der ersten Voraussetzung log — eine sehr grosse Zahl , und
kommen nach der zweiten Voraussetzung die im vorigen Artikel näher
bestimmten elektromotorischen Kräfte , gegen welche die übrigen von
den ferner liegenden Stücken des Leitungsdrahts herrührenden ver¬
schwindend klein sind , allein in Betracht ; so findet man nach dem

Schlüsse des vorigen Artikels den vollständigen Ausdruck der elektro¬
motorischen Kraft nach der Richtung der Axe des Leitungsdrahts

_ 2 (dji ±äu ) = _ 4 j ± / « + 1
V dx cc dt J ° b v dx cc dt J

Ist dieses nun der Ausdruck der ganzen elektromotorischen Kraft , so
giebt derselbe nach Art . 1 mit dem specifischen Leitungsvermögen k mul-
tiplicirt , der dritten Voraussetzung gemäss , die Stromdichtigkeit u nach
der Richtung des Leitungsdrahts in dem betrachteten Punkte (x , y , z),
nämlich

r 7 i l s dE . 4 di \u — — ilog — . 1-3-- --- -T7) .
~ a \ dx cc dt )

Beachtet man endlich , dass die Stromdichtigkeit im Punkte (x , y, z) hie -
nach von p unabhängig , folglich für alle Punkte desselben Drahtquer¬
schnitts gleich ist , und daher mit dem Drahtquerschnitt naa multiplicirt
die Stromintensität i giebt ; so erhält man durch Multiplication der vor¬
hergehenden Gleichung mit nuu folgende aus den sieben ersten Art . I
entwickelten allgemeinen Gleichungen abgeleitete Gleichung :

i , , I / dE 4 di \l = — i-TtUuk lOg — -3-- --- 37 ) .
~ ic \ dx cc dt J

Es bleiben also nur noch die beiden letzten von den Art . I ent¬

wickelten allgemeinen Gleichungen übrig , welche Art . 2 reducirt worden
sind auf

du \ d . Qa _ t de
dx p ‘ dQ dt

, de0 = ■

Multiplicirt man die erstere mit gd(>dcp und integrirt sodann über den
ganzen Querschnitt des Leitungsdrahts , und zieht endlich die mit 2na
multiplicirte . zweite Gleichung ab , so erhält man
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Da nun aber , nach Art . 2 für q = q ,

s“
2tt «e + in I qcJq. s = E ,0

woraus

2 ?ra . Hh 2 tt
r
| 7 rf« (IE:\ VdQ■~<it — IT *

* 0

so ergiebt sich , da = i war , woraus nuu . ~ = folgt , aus den(IX (XX

beiden letzten Art . 1 entwickelten Gleichungen folgende :

di _ , <IE
dx 't dt

Nach dieser Reduction der neun allgemeinen Gleichungen auf zwei ,
nämlich

i — — 4nuuk log —. ( -t- —a \ dx cc dt )

di _ t dE
dx ^ dt

kann endlich , durch Elimination von i , das Gesetz abgeleitet werden ,
nach welchem die Vertheilung der freien Elektricität in der Kette E
sich für jeden Augenblick bestimmen lässt , nämlich

d ‘E cc d 1E . cc dE
dt 2 2 dx 2 T „ , , l • dt16 nttttk loa —

= 0 ,

oder es kann , durch Elimination von E . das Gesetz abgeleitet werden ,
nach welchem die Stromintensität i sich für jeden Punkt der Kette und
für jeden Augenblick bestimmen lässt , nämlich

d *i cc dH . cc
dt 2 2 dx 2 , l ' dt\ Bnactk log —

= 0 .

Die Vertheilung der freien Elektricität , sowie die Stromintensitäten
in allen Theilen des Leitungsdrahts würden sich aber , wie man leicht
sieht , auch aus den Bewegungen aller elektrischen Theilchen im Leilungs¬
draht von selbst ergeben haben , wenn das Gesetz der letzteren bekannt
wäre . Umgekehrt lässt sich nun dieses letztere Gesetz aus dem gefun¬
denen Gesetz der Vertheilung und der Stromintensitäten leicht ableiten ,
wobei es genügt , dasselbe für die Bewegungen aller 'positiv elektrischen
Theilchen im Leitungsdrahte aufzustellen , weil die entgegengesetzt glei¬
chen Bewegungen aller negativ elektrischen Theilchen sich daraus von
selbst ergeben .



Elektrodynamische Maassbestimmungen . 591

Bezeichnet s irgend einen Punkt des Leitungsdrahts und (§.ds die

ganze Menge positiver Elektricität , welche in dem Längenelement des

Leitungsdrahts ds enthalten ist , bezeichnet ferner a die Verschiebung

eines Theilchens dieser positiven Elektricität nach der Zeit t von der

Stelle seines ursprünglichen Gleichgewichts , also -£■ die Geschwindig¬
keit , mit welcher sich dieses Theilchen im Leitungsdrahte bewegt , und

die Verdünnung der positiven Elektricität im Punkte s des Leitungs¬

drahts am Ende der Zeit t , der eine ebenso grosse Verdichtung der

negativen Elektricität immer entspricht ; so ist die Stromintensität i im

Punkte des Leitungsdrahts s am Ende der Zeit t dem Producte 6 ^
gleich , und die Dichtigkeit E der freien Elektricität , d . i . des Ueber -
schusses der positiven Elektricität über die negative im Elemente ds,

am Ende der Zeit / , ist dem doppelten Producte negativ genom¬

men gleich , also

* = @ ^ , e = - m . ~ .dt ds

Durch Substitution dieser Werthe in die vorhergehenden Gleichungen
erhält man aber die beiden Gleichungen

d3a cc d 3a . cc d 2a
dt 3 2 dszdt . . I ' dl 3

I Gnattk log —
= 0

d 3a cc d 3a cc d 2a ,,
dsdt 3 2 ds 3 l dsdt

1bncitck log —«

woraus mit Rücksicht darauf , dass während des ursprünglichen Gleich¬

gewichts der Elektricität a im ganzen Leitungsdraht überall = 0 war ,
das Gesetz der Bewegung aller positiv elektrischen Theilchen im Lei¬

tungsdraht folgt , nämlich
d 3a cc d 2a . cc da
dt 3 8 „ , , l ' dtI67T« ßft lOg —

0 .

4 .

Prüfung der im vorigen Artikel gemachten Voraussetzungen .

Jm Anfang des vorigen Artikels sind die zur Vereinfachung der

Gleichungen gemachten Voraussetzungen zusammengestellt worden ,

wovon die eine schon der Art . 1 gegebenen Entwickelung zum Grunde

gelegt war . Was zunächst nun die erste der Vereinfachung halber neu
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hinzugekommene Annahme betrifft , nämlich die Annahme eines sehr

feinen Leitungsdrahts , so scheint dieselbe so nahe zu liegen , dass sie
kaum einer näheren Prüfung bedürfe , sondern , wenn es sich um Ver¬
einfachung handelt , sich von selbst verstehe ; doch näher betrachtet

sieht man leicht , dass diese Feinheit des Leitungsdrahts hiebei in sol¬
chem Grade in Anspruch genommen wird und werden muss , wie sie
wirklich nie stall findet , so dass dadurch alle praktische Anwendbarkeit
der daraus abgeleiteten Folgerungen zweifelhaft wird . Es kommt aber
dazu noch das besondere Bedenken , ob nicht ausserdem diese Voraus¬

setzung mit der der Entwicklung Art . I zum Grunde gelegten , das
Ohm ’sche Gesetz betreffenden , Voraussetzung in Widerspruch gerathe ,
weil letztere auf weniger feine Leitungsdrähte beschränkt werden zu
müssen scheint .

Findet es nämlich hei linearen Leitern auch kein Bedenken , die
Dicke des Leitungsdrahts gegen seine ganze Länge als verschwindend
zu betrachten , so sagt es doch schon weit mehr , diese Dicke gegen die
Länge eines einzelnen noch als geradlinig zu betrachtenden Elements
des Leitungsdrahts als verschwindend zu betrachten , und noch weit
mehr heisst es , den Logarithmus des Verhältnisses der Länge eines so
kleinen Elements zu jener Dicke als eine grosse Zahl anzunehmen , ge¬
gen welche die Einheit als verschwindend zu betrachten sei , wie es in
jener Voraussetzung geschieht . Denn nähme man auch z . B. nur die
Zahl 20 als eine solche Zahl an , so würde schon ein Draht verlangt
werden , dessen kleinstes noch als geradlinig zu betrachtende Stück über
200 Millionen Mal länger als dick sein müsste , was nicht vorkommt .

Noch wichtiger aber ist das andere Bedenken , ob nicht die An¬
nahme eines so seinen Leitungsdrahts , wenn erexistirte , mit der das
Ohm ’sche Gesetz betreffenden Voraussetzung in Widerspruch gerathen
würde . Es muss jedenfalls wenigstens als zweifelhaft betrachtet wer¬
den , ob diese letztere Voraussetzung allgemein und .streng gültig , oder ob
sie nur für weniger feine Drähte näherungsweise zulässig ist , und dieser
Zweifel kann , wie man leicht einsieht , nur durch eine vou dieser Vor¬

aussetzung selbst unabhängige Entwickelung der elektrischen Bewe¬
gungsgesetze gehoben werden . Es soll daher eine solche Entwickelung
zu geben versucht werden , wenigstens in so weit als es zur Prüfung
des angeführten Bedenkens nöthig erscheint , unter vorläufiger Beibe¬
haltung der ersteren Voraussetzung , nämlich eines so feinen Leitungs -
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drahts , dass der Logarithmus des Verhältnisses der Länge der noch als

geradlinig zu betrachtenden Elemente zu ihrer Dicke so gross sei , dass

die Einheit dagegen vernachlässigt werden könne . Diese Entwickelung

beruht auf folgender Betrachtung .
Wenn alle Kräfte wirklich bekannt wären , welche auf die elektri¬

schen Theilehen im Leitungsdrahte wirken , und diese Kräfte sämmtlich

nach bekannten mechanischen Maassen genau ausgedrückt wären , so

würde die Möglichkeil einer von der Voraussetzung des Oh raschen Gesetzes

ganz unabhängigen Entwickelung der Bewegungsgesetze dieser elektrischen

Theilchen im Leitungsdrahte von selbst einleuchten ; denn die Resultante

aller auf irgend ein Theilchen wirkenden Kräfte dividirt durch die Be¬

schleunigung des Theilchens in der Richtung der Resultante muss , wie

bei allen Körpern , einen stets gleichen Quotienten geben , welcher in

der allgemeinen Mechanik als Masse des Theilchens bezeichnet wird .

Hienach suchen wir also zunächst alle auf ein elektrisches Theilchen

im Leitungsdraht wirkenden Kräfte aufzuzählen und nach mechanischem
Maasse auszudrücken , nämlich

I) die aus der Nähe wirkenden , schon von Kirchhofs bestimmten

elektrischen Kräfte , aus denen , unter der von der Feinheit des Leitungs¬

drahts gemachten Voraussetzung , für einen Punkt s des Leitungsdrahts

die elektromotorische Kraft nach mechanischem Maasse ausgedrückt

resullirte . Diese elektromotorische Kraft ist die Differenz der beiden

Kräfte , welche auf die positive und auf die negative elektrische Maass¬

einheit (wie sie in der Elektrostatik defmirt wird ) wirken würden , wenn

sie sich in diesem Punkte befänden Da diese beiden Kräfte , abgesehen

davon dass sie entgegengesetzte Richtung haben , gleich sind , so ergiebt

sich dass die Hälfte jener elektromotorischen Kraft , nämlich

die Kraft ist , welche auf jede positive elektrische Maasseinheit im Punkte s

5.

Von der Voraussetzung des Ohm sehen Gesetzes unabhängige Herleitung
der Bewegungsgleichung .
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wirkt . Die Zahl der positiv elektrischen Maasseinheiten , welche in dem

Längenelemente des Leitungsdrahts ds enthalten ist , ist aber früher , im

dritten Artikel , mit (£ds bezeichnet worden , wobei zugleich bemerkt

worden , dass 6 ^ = i und — = E ist . Multiplicirt man daher

obige Kraft mit der Zahl ($ds und substituirt die eben angegebenen

Werthe , so erhält man die auf die positive Elektricität im Elemente ds

wirkende Kraft nach mechanischem Maasse ausgedrückt

= 4©Slog- . (4^ - - -̂ ) . (fe.
~ a \ ds 1 cc dt J

Zu diesen schon vorher bestimmten Kräften müssen aber ferner noch

2) die von den ponderabelen Leitertheilchen auf die positive Elek¬

tricität im Elemente ds ausgeübten Kräfte hinzugefügt werden , welche

wir auf folgende Weise zu bestimmen suchen .

Nach dem Ohm ’schen , für beharrliche Ströme bewiesenen , Gesetze

ist , wie Alt . I in der Note gezeigt worden , die von den ponderabelen

Theilchen des Leitungsdrahtes unabhängige elektromotorische Kraft in

einem Punkte der Kette = y , oder , da nach Art . 3 naau = i ist ,

~ ~üüit • Beharrlichkeit des Stromes , d . i . die gleichbleibende Ge¬

schwindigkeit der elektrischen Theilchen im Leitungsdrahte , beweist

aber , dass ausser dieser von den ponderabelen Theilchen unabhängigen

elektromotorischen Kraft noch eine zweite an Grösse gleiche , an Rich¬

tung entgegengesetzte elektromotorische Kraft vorhanden sein müsse ,

welche offenbar von der Wirkung der ponderabelen Leitertheilchen auf
die Elektricität im Leiter herrühren muss , welche dadurch also

*
7IttCtk

gegeben ist . Die Hälfte dieser elektromotorischen Kraft , nämlich
i

Snccak

ist dann , wie aus dem vorher Gesagten einleuchtet , die Kraft , welche

von den ponderabelen Leitertheilchen auf jede positiv elektrische Maass¬

einheit in dem betrachteten Punkte s ausgeübt wird . Multiplicirt man

daher diese Kraft mit der Zahl der positiv elektrischen Maasseinheiten

(f ds , die im Elemente ds enthalten sind , so findet man die von den

ponderabelen Leitertheilchen auf die im Elemente ds enthaltene positive

Elektricität ausgeübte Kraft , nach mechanischem Maasse ausgedrückt ,

nämlich , wenn man auch hier , wie vorher , (S^ - für i substituirt ,
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Beachtet man endlich , dass die Fülle nicht beharrlicher Ströme von denen

beharrlicher Ströme sich nur in solchen Beziehungen unterscheiden , die
ihren Grund in Verschiedenheiten der Wechselwirkung der elektrischen
Theilchen unter einander haben , wovon die aus der Wechselwirkung der
ponderabelen Leitertheilchen auf die elektrischen herrührenden Kriifte in
keiner unmittelbaren Abhängigkeit stehen , so scheint man berechtigt ,
das angegebene Gesetz zur Bestimmung dieser letzteren Kräfte , wenn
es in allen Fällen beharrlicher Ströme gilt , als allgemein gültig , auch in
den Fällen nicht beharrlicher Ströme anzunehmen .

Um alle Kräfte in Rechnung zu bringen , welche auf das betrachtete
elektrische Theilchen im Leitungsdrahte wirken , fassen wir endlich

3) alle aus der Ferne wirkenden Kräfte , woher sie rühren mögen ,
zusammen , und begreifen darunter namentlich auch alle Kräfte , welche
von der Wechselwirkung der Elektricität mit Ausnahme der in dem
Elemente ds selbst enthaltenen , in welchem der betrachtete Punkt liegt ,
auf die Elektricität in dem betrachteten Punkte herrühren , welche von
Kirchhofs als verschwindend klein angenommen worden sind . Die
daraus entspringende elektromotorische Kraft im Punkte s bezeichnen
wir , nach mechanischem Maasse , mit S , deren Hälfte dann mit (Sris mul -

tiplicirt die auf die positive Elektricität im Elemente ds ausgeübte Kraft
nach mechanischem Maasse ausgedrückt

— Q.Sds
giebt .

Da alle diese Kräfte nach mechanischem Maasse , das heisst in Thei¬
len derjenigen Kraft ausgedrückt sind , welche der ponderabelen Massen¬
einheit (der Masse eines Milligramms ) in der Zeiteinheit (in derZeit einer
Secunde ) die Einheit der Geschwindigkeit (ein Millimeter in einer Se¬

cunde ) ertheilt ; so folgt daraus , nach dem bekannten für alle Körper
gültigen Bewegungsgesetze , dass der Quotient aus der Summe aller

dieser gleichgerichteten Kräfte dividirt durch die Beschleunigung , d . i.
durch die Geschwindigkeit , welche diese Summe von Kräften der posi¬
tiven Elektricität im Elemente ds , auf welche sie wirkt , während der
Zeiteinheit ertheilen würde , nämlich
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die Definition der Masse der im Elemente ds enthaltenen positiven Elek¬

tricität , in dem für alle Körper festgesetzten Massenmaasse (Milligramm )
ausgedrückt , giebt .

Es ist bemerkenswerth , dass man hiedurch auf eine neue Art ab¬

soluter Bestimmung einer Eleklricilätsmenge geführt wird , worüber fol¬

gende Bemerkung , zur Vergleichung dieser neuen Art absoluter Bestim¬

mung mit den schon bekannten hier der Anwendung auf vorliegende

Betrachtung wegen Platz finden möge .
Ordnet man nämlich die verschiedenen Arten absoluter Bestimmun¬

gen einer Elektricitätsmenge nach der Genauigkeit , welche sie in der

Ausführung gestalten , so sind ohne Zweifel die absoluten Bestimmungen
auf galvanometrischem Wege obenan zu stellen , durch welche eine als
Bestandtheil des neutralen Fluidums vorhandene Elektricitätsmenge , die

aus einem Raume in einen andern übergegangen ist , in Theilen derjeni¬

gen Elektricitätsmenge ausgedrückt erhalten wird , welche bei der gal¬
vanometrisch bestimmten Einheit der Stromintensilät während der Zeitein¬

heit durch den Querschnitt des Leiters geht . — Sodann folgen die ab¬

soluten Bestimmungen auf dem Wege der elektrostatischen Messung , durch

welche eine vorhandene Menge freier Elektricität in Theilen derjenigen

Elektricitätsmenge ausgedrückt erhalten wird , welche auf eine gleiche

Menge in der Einheit der Entfernung nach elektrostatischem Gesetze die

Einheit der Kraft ausübt . Diese Bestimmung findet nur auf kleine Elek¬

tricitätsmengen welche frei vorkommen , im Vergleich mit den galvano¬

metrisch bestimmten grossen im neutralen Fluidum enthaltenen Elektri¬

citätsmengen , Anwendung . — Besonders wichtig ist die Kenntniss des

Verhältnisses der diesen beiden Bestimmungsweisen zum Grunde lie¬

genden Maasseinheiten , welche durch doppelte Messung einer und der¬

selben Elektricitätsmenge sowohl auf galvanometrischem als auch auf
elektrostatischem Wege gewonnen worden , nämlich des Verhältnisses

155370 . 10° : I (siehe die vorhergehende Abhandlung Bd . V. S . 261 ). —

Diesen beiden absoluten Bestimmungsweisen kann man nun noch als dritte

diejenige hinzufügen , nach welcher eine vorhandene Elektricitätsmenge

durch ihre Masse in Theilen des für alle Körper festgestellten Massen -

maasses (Milligramm ) ausgedrückt werden soll ; wobei jedoch zu bemer¬
ken ist , dass bisher auf diese Weise noch keine vorhandene Elektrici¬

tätsmenge hat ausgedrückt werden können , weil noch kein Weg der

Messung entdeckt worden ist , welcher auch nur näherungsweise zu
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einer solchen Kenntniss führte . In Folge davon mangelt auch noch gänz¬

lich die Kenntniss des Verhältnisses der dieser Bestimmungsweise und

den vorigen zum Grunde liegenden Maasseinheiten , weil keine doppelte

Messung einer und derselben Elektricitätsmenge auf diese verschiedenen

Weisen ausgeführt werden konnte . Wäre dieses Verhältniss — r : I be¬
kannt , so würde aus der Zahl {Ms der elektrostatischen Maasseinheiten

positiver Elektricität , die im Leiterelemente cis enthalten sind , die Masse

dieser Elektricitätsmenge in Milligrammen ausgedrückt = — . ($ds erhal¬
ten werden .

Durch Einführung dieses Ausdrucks der Masse und Gleichsetzung

derselben mit dem oben angegebenen Quotienten erhält man dann fol¬

gende Gleichung :

. ( 4@<S log - . ( ~ - - ds - — - . (5:U . f ds -+- ±Q.Sds ) = ~ &ds ,d za \ a \ ds cc drj %7ic<«k. dt A Ir
dt*

oder , geordnet und ..... 00- = A gesetzt ,
8 log — . rg

d *o cc d -a cc da

(lt2 2(1+ i ) ' * * 1ß7TC(Ctk log— . (1+ 1) ' dt 16g log 1 . (1+ ;.)
. s .

ü .

Vergleichung der Resultate .

In dieser allgemeineren Gleichung , sieht man , ist die Kirchhoff ’-

sche oben entwickelte Gleichung mit enthalten , nämlich unter den bei¬

den Voraussetzungen , dass S = 0 und A = 0 sei ; denn es ist alsdann
<Zzo cc d "a . cc da
dt 2 2 * ds® , , l - dt1Snaak log —

= 0

ganz in Uebereinstimmung mit der am Schlüsse des dritten Artikels ent¬

wickelten Gleichung .
Es darf hiebei bemerkt werden , dass auf diese eben entwickelte

allgemeinere Gleichung und deren Uebereinstimmung mit der Kirch -

hoff ’schen , unter den angegebenen Voraussetzungen , sich die von Pog -

gendorff zu Kirchhoffs Abhandlung in den Annalen 1857 . Bd . 100 .

S . 351 hinzugefügte Note bezieht .

Die Voraussetzung , dass S = 0 sei , enthält nun aber nicht bloss

im Allgemeinen die von Kirchhofs vorausgeschickte Annahme , dass
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keine elektromotorische Kraft von Aussen her auf die Elektricität im

Leitungsdrahte wirken soll , sondern insbesondre auch die zweite von

den im Anfang des dritten Artikels erwähnten Annahmen , dass nämlich

alle von der freien Elektricität und von den elektrischen Bewegungen

im ganzen Leitungsdrahte mit Ausnahme des kleinen als Cylinder be¬

trachteten Stücks , in dessen Mitte der betrachtete Punkt liegt , herrüh¬

renden elektromotorischen Kräfte verschwindend klein seien gegen die¬

jenigen auf denselben Punkt wirkenden elektromotorischen Kräfte , wel¬

che von der freien Elektricität und von den elektrischen Bewegungen in

dem kleinen cylindrischen Stücke selbst herrühren .

Die Voraussetzung , dass X — 0 sei , kommt dagegen mit der von

Kirchhofs angenommenen allgemeineren Geltung des Ohm ’schen Ge¬
setzes überein . Zwar könnte es scheinen , dass X = - für

8 log — . r (£cc

log — = a > verschwinde , und dass also die Voraussetzung , dass X= 0
sei , näherungsweise schon durch die Kirchhoff ’sche Annahme , dass

cc gegen l verschwinde , erfüllt werde ; es ist dies aber nicht der Fall ,

sondern es wird X = x > wenn « verschwindet , wie man leicht daraus

ersieht , dass die Zahl der positiv elektrischen Maasseinheiten , welche

in der Längeneinheit des Leitungsdrahts enthalten ist , = G , dem Qua¬

drat des Halbmessers a proportional ist und , wenn man die constante

Zahl der positiv elektrischen Masseneinheiten , welche in der Volumen -

einheit des Leilungsdrahts enthalten ist , mit Go bezeichnet , durch
G= nau . Go

dargestellt wird , woraus folgt , dass das Product G log -̂ - = 7rGo-« celog -̂ -

mit a verschwindet und also /. = -- —— y unendlich wird .
Sr . g log —«

Es geht daraus hervor , dass das Ohm ’sche Gesetz zwar näherungs¬

weise bei stärkeren Leitungsdrähten , für welche « grössere Werthe hat ,

die von Kirchhofs angenommene allgemeinere Geltung haben könne ,
nämlich bei einem sehr kleinen Werthe des constanten Quotienten ;rV0
dass dagegen bei feineren Leitungsdrähten , zumal wenn diese Verfeine¬

rung so weit getrieben werden soll , dass log — eine sehr grosse Zahl

werde , das Oh m’sche Gesetz diese allgemeinere Geltung verlieren

müsse , wonach also das oben ausgesprochene Bedenken über die Un¬

vereinbarkeit der beiden im Anfang des dritten Artikels unter (1) und (3)

angeführten Annahmen wohl begründet erscheint .
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Es leuchtet dagegen umgekehrt ein , dass wenn auf dem Wege der
Beobachtung Fälle von feineren Leitungsdrähten nachgewiesen werden
könnten , wo dem Ohm ’schen Gesetz diese allgemeinere Gellung nicht
zukäme , sondern messbare Abweichungen hervorträten , aus denen X
bestimmbar würde , so würde dadurch eine Kenntniss des constanten

Quotienten = 8tt au log — . X gewonnen , und die Kenntniss des Ver¬
hältnisses r : 1 , d . i. der Zahl der elektrostatischen Maasseinheiten wel¬

che auf 1 Milligramm gehen , würde bloss noch von der Erforschung der
Zahl der elektrostatischen Maasseinheiten ($0 abhängen , welche in 1 Cu-
bikmillimeter des Leiters enthalten sind .

Entwickelung des Ausdrucks der elektromotorischen Kraft , welche auf einen
Punkt eines geschlossenen linearen Leiters von der freien Elektricität und
von den elektrischen Beivegungen im ganzen Leiter , mit Ausnahme desjenigen

Elements , in welchem der betrachtete Punkt liegt, ausgeübt wird .

Wenn man die auf einen Punkt s des Leitungsdrahts aus der Ferne
wirkenden Kräfte , welche sich nicht bestimmen liessen , sowohl dieje¬
nigen welche von entfernteren Theilen des Leitungsdrahts selbst , als
auch diejenigen welche von Aussen her wirken , = 0 setzte , so ergab
sich nach den Entwickelungen der vorhergehenden Artikel übereinstim¬
mend folgende partielle Differentialgleichung für die Verschiebung o des
positiv elektrischen Theilchens im Punkte s :

d2a d*o , da A
Up- ~ a ~d̂ + b~dT — 0 '

wobei nur der Unterschied statt fand , dass die Bedeutung der constan¬
ten Coefficienten a und b in dieser Gleichung nach Art . 3 von der nach
Art . 6 ihnen zukommenden etwas verschieden war , ein Unterschied ,
der möglicher Weise aber gar nicht in Betracht kommt , wenn nämlich
die Erfahrung ergeben sollte , dass der im vorigen Artikel mit be¬
zeichnete Quotient für alle Arten von Leitern einen verschwindend klei¬
nen Werth hätte .

Diese Uebereinstimmung macht aber obige Gleichung noch kei¬
neswegs geeignet , die Bewegungen der Elektricität in einem Leitungs¬
drahte wirklich zu bestimmen ; denn wenn es auch Fälle geben kann ,
wo keine elektromotorischen Kräfte von Aussen her auf die Elek -



600 Wilhelm Weber ,

tricität im Leitungsdrahte wirken , so kann es doch keinen Fall geben ,
wo auch keine elektromotorischen Kräfte von den ferner liegenden

Theilen des Leitungsdrahts selbst ausgeübt würden , wenn darin irgend

eine Störung des Gleichgewichts der Elektricität statt gefunden hat . Um

daher zu einer Gleichung zu gelangen die zur Bestimmung der Bewe¬

gungen der Elektricität in einem Leitungsdrahte wirklich dienen kann ,

reicht die Art . 2 gegebene Entwickelung der elektromotorischen Kräfte ,

welche auf einen Punkt s des Leitungsdrahts von der freien Elektricität

und von den elektrischen Bewegungen des einzigen Elements ds , zu

welchem der Punkt s gehört , ausgeübt werden , nicht hin , sondern cs

müssen auch diejenigen elektromotorischen Kräfte noch entwickelt wer¬
den , welche auf den Punkt s von der freien Elektricität und von den

elektrischen Bewegungen in allen übrigen Theilen des Leitungsdrahts

ausgeübt werden . Es bedürfen daher die aus obiger Gleichung von

Kirchhofs abgeleiteten Folgerungen noch einer Prüfung in Beziehung
auf den Einfluss dieser letzteren Kräfte .

Für die Entwickelung dieser Kräfte genügt es nun zwar , da es sich um

Elemente ds , ds ‘ des Leitungsdrahts handelt , deren Dimensionen gegen

ihre Entfernung verschwindet , die Dichtigkeiten der freien Elektricität
und die Stromintensitäten in denselben bloss nach ihren Gesammtwer -

then für den ganzen Querschnitts , E , i , i zu betrachten , die blosse
Functionen von s und t oder von s und t sind . Es lassen sich diese

Functionen aber in Beziehung auf s oder s , wie von selbst einleuchtet ,

nicht wie die in Art . 2 , nach dem Taylor ’schen Lehrsätze in Reihen

entwickeln , da dieselben im ersten Augenblick / = 0 ganz willkührlich

gegeben sein können , sondern man muss dieselben in Sinus - und Cosi¬
nusreihen darzustellen suchen .

Setzt man also für einen geschlossenen Leitungsdraht von der

Länge 2jt a

worin für n der Reihe nach alle ganzen Zahlen zu setzen sind , so ergiebt

sich nach Art . I , wenn man die Entfernung der Punkte s und s' von
einander mit r bezeichnet , und die Winkel , welche ds und ds ' mit der

Richtung von r bilden , mit 6 und 0' ,
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Eds ' sds . , / . ns' . , ns' \
Jl = 1 ~ T = ./ — 2 ( «» Sm — + K C0St )

U — f — cos 0 cos ()'. i' — f — cos 0 cos 6'. 2 ( cn sin — + D cos — ) .J r J r \ n a ' n a J

Ausserdem hat man noch die Art, 3 gefundene Gleichung
di j dE
ds 2 dt

oder , durch Sinus - und Cosinusreihen ausgedrückt ,
•I vi ( ns ' -v . ns '\ , „ ( da„ ■ ns' db„ ns'\— Ant c„ cos sin — ) = — 4-2 ( . sin — + - cos — ) .
a \ n a n a J 1 \ dt a dt a )

Es folgt hieraus , da diese Gleichung für alle Werthe von s gelten soll ,

a dbn -y _ a da n
n 2« ' dt ’ , l in ' dt

Soll nun aus den gefundenen Ausdrücken für / 2 und U die elektromoto¬
rische Kraft bestimmt werden , welche auf den Punkt s des geschlosse¬
nen Leitungsdrahts wirkt , so setze man s — s = a , und substituire
s -f- a für s‘ und da für ds' in den Ausdrücken von Jl und U. Man erhält
alsdann

•« = zf -T («. ™ ( ” + “ ) + K ™ ( v + t ) )

V= zffCOS 0COS fl'. Sill ( ;"' + ;■) + S. COS( f + " ) ) .
Entwickelt man hierin den Sinus und Cosinus der Summe , so erhält
man

n . na ~ na ,
/ / sin — . do / cos — . da

~ ( a«cos ü “ bnsin ^ ) J + 2 ( ansin ~ + bncos f ) J — A—
/» ' • » r 91(T

/ n / COS0 cos e Sin — da / cos0 cos0 sin — do

A’ ( c. cos2 - ?„ Si„ J ) j 7 ( cns‘n7 + K cos ^ ) j - 7 - ^ -
Hierin sind r , cos ö und cos ()' Functionen von o , welche sich aus der

Gleichung der Curve des Leitungsdrahts ergeben . Es folgt daraus , dass
für jede Stellenzahl n die vier zwischen den Grenzen von a — \ l bis
g = 2m — il (wenn / die Länge desselben Stücks des Leitungsdrahts

wie Art, 2 bezeichnet ) zu nehmenden Integrale
. na r *„~„ na / * • na / » na

cos 6 cos 0 cos — da
/ * . na r> na , / * , no ,7
| sin — da i cos — da I cos 0 cos 0 sm — da / co

■ J - r - ■ J T“ • J
durch die Gestalt der Leitercurve gegeben und bestimmt sind , deren
Werthe daher kurz mit

N , N ' , M , M
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bezeichnet werden sollen . Man hat alsdann

woraus nun die elektromotorischen Kräfte bestimmt werden können ,

nämlich

oder , wenn in der letzteren Gleichung die oben gefundenen Werthe von

cn und dn substituirt werden ,

Bewegungsgleichung der Elektricität in einem geschlossenen Leiter .

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung der Elektricität in einem

geschlossenen Leiter auf dem Art . 4— 5 bezeichneten Wege sind zunächst
alle Kräfte aufzuzählen , welche auf die positive Elektricität in einem

Elemente ds des Leitungsdrahts wirken und die Grösse dieser Kräfte
nach mechanischem Maasse auszudrücken .

I) Die aus der Nähe auf den Punkt s des Leilungsdrahts wirkenden
elektromotorischen Kräfte sind am Schlüsse von Art . 2 gefunden worden :

8 dU
cc ' dt

2 dil
(ls

8.

8 dU _ £6 di | J __ \ dH j2
cc dt cc dt ö ea cc ds 2dt

Hierin kann nun aber nach dem vorhergehenden Artikel

ns \

. cos - )

substituirt werden , folglich
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2 ) Die aus der Ferne auf den Punkt s des Leitungsdrahts wirkenden

elektromotorischen Kräfte sind am Schlüsse des vorhergehenden Artikels

gefunden worden :

- 2 -£ = - i 1 )1( ß n /V - hnN ; cosf - {an N + bn N 1) sin“ )

__ *_ du = *a ± j , d% M , d*a M\ „ Ag , iV _ rf=a A « \cc <?/ cc « \ \ rf(2 dt * J a \ dt ~ dl * J a /

Aus der Nähe und aus der Ferne zusammen genommen sind also
die elektromotorischen Kräfte , wenn

N ' + 2 log - — i 4 = Ar"

itf ' + 2 log I - i- 4 = M"0 e« 8 a2
gesetzt wird ,

— 2 S = “1“ h ( ianN "— K N ) cos " — {anN -hb nN ") sin“ )

_ . M + 4 « . iV ) sin — + ( 5 ' . M — 4” . 3/ ") cos“ ) .cc di cc n \ \ dt - dt 2 / a \ d/2 d(2 / « /

Diese elektromotorischen Kräfte sind nun die Differenzen derjeni¬

gen Kräfte , welche auf die positive und negative elektrische Maassein¬

heit in dem Punkte s wirken . Da aber die auf die positive Maassein¬
heit wirkende Kraft der auf die negative Maasseinheit wirkenden , ab¬

gesehen von ihrer entgegengesetzten Richtung , gleich ist , so folgt hier¬

aus , dass die Hälfte jener elektromotorischen Kräfte diejenigen Kräfte

sind , welche auf jede positive elektrische Maasseinheit im Punkte s wir¬

ken . Die Zahl der positiv elektrischen Maasseinheilen , welche in dem

Längenelemenle ds des Leitungsdrahts enthalten sind , ist aber Alt . 3

mit (£ds bezeichnet worden ; multiplicirl man daher die Hälfte der obigen
elektromotorischen Kräfte mit Qds , so findet man die Kräfte , welche

auf die positive Elektricität im Elemente ds wirken , nach mechanischem

Maasse ausgedrückt ,

— “ AK ( wr - K Ä ) cos 2 - (a„ N + l,„ N ") sin -” )

+ TT (($ •* •+ P ■» ) ™T + (P • » - > »>') “•” ) •

3) Die von den ponderabelen Leiterlheilchen herrührende Wider¬

standskraft , welche auf die positive Elektricität im Elemente ds wirkt ,

war Art . 5 nach mechanischem Maasse ausgedrückt gefunden worden

' r- . m . ^ ds ,Znaak * * dt

Abliandl . d . H. S . Gesellsch . d. Wissensch . IX
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worin
(ida • a v , 1 sdb „ ■ ns da,, ns \
HF = 1 = ¥ ~n \ dt • sm "ä di ■ C0S t ) ’

wonach diese Kraft erhalten wird :

aiids . , 1 ( db„ ■ ns da,, ns \
— ■+ ■i r ■2 — ( • sin --- j . cos — ) .

4naak n \ dt a dt a )

Hiezu kommt endlich

4) die von Aussen her auf die positive Elektricität im Elemente ds

wirkende Kraft , welche nach Art . o (3)

(sSils

erhalten wird , wenn S hierin nur die von Aussen auf den Punkt s aus¬

geübte elektromotorische Kraft bezeichnet . Wird nun iS in Sinus - und
Cosinusreihen entwickelt

S v»fr • ns . ns\
= 2 [fn Sln ¥ + 9n C0S ^ )

so wird diese Kraft dargestellt

= -+- i ®ds . 2 ( fn sin ~ gn cos .

Da nun alle diese Kräfte nach mechanischemMaasse , d . h . in Theilen

derjenigen Kraft ausgedrückt sind , welche der ponderabelen Massen¬

einheil (Milligramm ) in der Zeiteinheit (Secunde ) die Einheit der Ge¬

schwindigkeit ertheilt , so folgt daraus nach dem bekannten für alle Kör¬

per gültigen Bewegungsgesetze , dass der Quotient aus der Summe aller

dieser Kräfte dividirt durch die von ihnen der positiven Elektricität im

Elemente ds , auf die sie wirken , ertheilte Beschleunigung , = <̂p , die
Definition der Masse dieser Elektricitätsmenge , in dem für alle Körper

festgesetzten Masseninaasse (Milligramm ) ausgedrückt , ist , welche Art . 5

durch — ®ds Milligramm bezeichnet worden . Multiplicirt man die so

erhaltene Gleichung mit ^ und setzt@</s dl •

er. d "a di a VT 1 sd "b„ • ns d 2a „ ns \
(£ - - = — = — js, _ ( sin cos - )

dt - dt 2 n \ dl - a dt % a )

so erhält man die gesuchte Bewegungsgleichung der Elektricität in
einem geschlossenen Leitungsdrahte in folgender Gestalt :

“ J ± 'n ( (a n N " - b n N ) co s™ - (a n N + b n N ") Sill

cc n \ V dt - dt - ) a \ dt 2 dt 2 ) a /
a y , l / d6„ ■ »!S da

bnctctk n \ dt a dt
, ....... n ns \ ., . ns ns \
- l ^rsm — -̂ cos - ) + i± ( tnsm - + gncos - )

a . , 1 / d°b „ . ns d ~a „ ns \
= - ^ . 2 —1 sin — - 57™cos — ) .2r(£ n\ dr a dt2 a J
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Da IV, IV", M, M" bloss von der Gleichung der Leitercurve abhängen , so
können sie als Functionen von s dargestellt werden . Tn dem einzigen
Falle , wenn jene Curve ein Kreis ist , hat jede von diesen Grössen einen
für alle Punkte s gleichen Werth und es lässt sich dann die obige Glei¬
chung in die folgenden beiden einfacheren Gleichungen auflösen , näm¬
lich , wenn = h gesetzt wird ,4.M rffi ° ’

cc dan n2c"N" ncc M d*b„ »rc !iV
Snuc<kM" (\ + L) * dt iaii .M" :\ + ).) ' kaM" (\ + 1) ' Qn As" (I + Ij ' dl2 2aaM" [\ + X)

cc dbu n 2c’N" , ncc /. M d2an n*c*N
%nuakM ' {\ + L) * dt ‘iaaM ' A+ / ' » 4aAf" {1+ ).) ’ M" (I + 1) * dt2 2aoAf" (1+ L

Es wird hiedurch dje Betrachtung des Falls einer kreisförmigen Leiter -
curve sehr vereinfacht und verdient deshalb besondre Berücksichtigung .
In allen andern Fällen würden , bei weiterer Entwickelung , IV, IV", M, M"
als Functionen von s ebenfalls in Sinus - und Cosinusreihen dargestellt
werden müssen , wodurch die Gleichungen sehr an Einfachheit verlören .

9 .

Gleichung für die Mittelwerthe der elektromotorischen Kräfte und Strom -
intensitäten in geschlossenen Leitern von beliebiger Gestalt .

Es kommen häufig Betrachtungen und Anwendungen geschlossener
Kellen vor , für welche die Kenntniss der elektromotorischen Kräfte und
Stromintensitäten in einzelnen Punkten der Kette nicht erfordert wird ,

sondern die Kenntniss ihres Mittelwerths für die ganze Länge des Lei¬
tungsdrahts genügt . Bevor daher auf eine speciellere Entwickelung der
Bewegungsgesetze der Elektricität in einem kreisförmigen Leitungsdrahte
eingegangen wird , sollen die eben gefundenen angewendet werden ,
um die Gleichung für die Mittelwerthe der elektromotorischen Kräfte und
Slrominlensitäten in geschlossenen Leitern von beliebiger Gestalt daraus
abzuleiten .

Diese Gleichung ergiebt sich , wenn man die Glieder der im vorigen
Artikel gefundenen allgemeinen Gleichung mit ds multiplicirt und sie
sodann von s = 0 bis s = 2na integrirt . Sie vereinfacht sich aber we¬
sentlich dadurch , dass erstens der Integralwerth der elektromotorischen
Kräfte , welche von der freien Elektricität im Leitungsdrahte herrühren ,
nach einem bekannten Theoreme stets Null ist , und dass zweitens der
Integral werth der von Aussen herrührenden elektromotorischen Kräfte

41*
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■f - Sn ( KJV - b, N )cos f - («nJV+ i . flT) sin f ) = 0

in der Regel als gegeben betrachtet werden darf . Man erhält hienach
erstens

»ina

I ds

J *•J0

zweitens , wenn der gegebene Integralwerth der von Aussen herrühren¬

den elektromotorischen Kräfte mit S bezeichnet wird ,
, $na

ds ~ ( ln sin ? + (Jn cos ~ ) = S .f:
Da nun ferner , wenn

a ( dbn • ns da ,, ns \
l„ — — 5- ( -jf . sin -- —" . COS— )
n %n \ dt a dt a )

gesetzt wird , i = ± 'in war ; so ergiebl sich

/ * • 14 ( Ci " * *+ £ As) sin S + ( t As- $ AT) cos = )

= — —f ds2 'M "~ — — y —s ~ . Mds .
ccj dt cc nj dsdt

f d- 't MJs — \[ di« _ s3i dM dg ■
J dsdt dl J dt ‘ ds ’

Nun ist

folglich

wonach also

(*■Sira

fl — f
• 0̂ " 0

27za

di„ dM ,
~ü • dT

Ids . - ycc
0

,*277«

As)
sin ns

a + Z*3 « M —
V di 2

d ' a ,
dt *

•
* ina

' <*/„
d( -+-

4«
cc

| di„ dM
1 dt ds

ds .

Fügt man endlich hinzu , dass

/ ' _ v _i _ cos ZüA _ i _ sid s
J kjiauk n \ dl a dt a ) Znactk ’J

/ ' ady vl Zd>6» c-m rns L_ s *
J ärli ii \ d( - ‘ a d<- a ) r (S J dt '

so erhält man folgende Gleichung für die Mittelwerthe der elektromoto -

J ^277sl
ids :

0
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- Sna pina na

S = . I ids -+- - dsZM "5 — - 2 - ( -§ • T ds + TT I“S7inctk I cc I dt cc n I dt ds rt£ I dt
J o » 0 4 *' 0

4 -14:cfe

Diese Miltelwerthe kommen nun offenbar dann vorzüglich in Betracht ,
wenn in den verschiedenen Elementen des Leitangsdrahts entweder
gar keine Verschiedenheit der elektrischen Bewegung statt findet , oder
eine so geringe , dass sie ganz vernachlässigt werden kann . In allen die¬

sen Fällen sind also i und ^ von s unabhängige Grössen , und es kann

i = i0 , ^ ^ , folglich , für n > 0, ~ = 0 gesetzt werden , wonach
tina

S ina •— ^ *0
( /%TiTlCl

äs*-.
w 10 “l" \ ü I 1,1 0

wo -4s = w der Widerstand der ganzen Kette ist . Setzt man hierin7TCtak ^
, ina

Kna
r r-e — P

und schreibt i für i0, so erhält man
o • . di
s = m + p _ ,

worin S , t und ~ bloss Functionen der Zeit t sind . Durch Integration
erhält man daraus

\ * c
= 7 ‘ ' J '

w
— t

e p . Sdt

10.

Bewecjungsgeselze der Elektricität in einem kreisförmigen Leitungsdrahte .

Wenn die F’orm eines geschlossenen Leiters gegeben ist , so lassen
sich die Werthe von N , iV, M , M', d . h . die Werthe der bestimmten
Integrale

27ra—\ l %na —\ l 2na —£ l Zna —^ lc•naj c n°j '•n(rj r
I sin — da I cos — aa I cos 6 cos 0 sin — da

• . ' I * ' J - J ;

WO,
cos 0 cos 0 cos — daa

il \ l

für jeden Punkt s des Leiters bestimmen . Zum Beispiel diene nun ein
Leiter von der Form eines Kreises , dessen Halbmesser = a ist .
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Bei dieser Kreisform ist der Abstand r zweier Punkte s und s

deich der Sehne des Bogens ; es ist alsoJ & n. n 1

r = 2a sin 2a

Ferner ist der Winkel 0, welchen das Element ds mit r bildet , dem Win¬
ke ! 0' gleich , welchen das Element ds' mit r bildet , und beide sind dem
Winkel gleich , welchen die Tangente des Kreises im Punkte s mit der
Sehne des Bogens — bildet , d . i.

0 = 6' = £ .2 (1

Hieraus ereiebt sich also

ff = r2a

p 27ia —\ l
. 1IG ,sin — daa

2a

/V ±
2a

p %na —\ l
na ,cos — daa

M

J 'j
/» ina —\ l
I / a \ 2 . na
| ( cos — . sin —
l \ 2a / a

da

sin —
2a

- 2na — J l

xr 1 I no . o= xi — I sin — sin — da
2a I a 2a

2a
1(

M = • r
277a — J l

a \ 2

2a )
a \ 2 na ,

cos — | . cos — daa
2a

Sil )
= iV' — 1

2a

l

s 2770 — 5 {
na . a

cos — sin — da .
a 2u

Setzt man nun 2a = z , also
i

71—^ TT—— 7T—— 7T—

jr - iv - Jco .

4a

4a 4a

und beachtet dabei , dass

4a

cos 2mz. sin zdz ,
i

4a

f -n*"r“zd*— \f COS(2n—\)z.dz+ ij cos(2m—3)z.dz -t- ij cos zdz
" f s ' n (^ ,l— *) z ' dz — ~f sin (2m— 3) z . dz — ...— 2 f sin zdz -fr- j

ist , so findet man , wenn man alle Integrale zwischen den Grenzen von

z = bis z = m — ■}- nimmt ,4a 4a
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N = 0

rr = - 4 ( cos l + i cos g + . . .+ ^ cos - 2 log lang ± .

Ferner findet man , dassin 2wz.sin zdz=r(1*_-jj sin(2m—1)z— sin(2n-M)z
/ cos 2mz . sin zdz — cos (2n — 1) z — ä (J +y cos (2m+ 1) z

wenn auch diese Integrale zwischen den Grenzen von z = ~ bis

z = n — ^ genommen werden ,
M = 0

» '= « ” + sir «“ (*" + *) n - sii cos (** - ' ) r. •

Hieraus folgt endlich nach Art . 8

- 4 ( cos i + i cos & + - + 0 = 7 cos (2h - 1) Ta) - 2 lo§ tan 8 2 l0s i

- 4 ( cos ^ + icos ^ + .. .+ ^ cos (2« - I ) ^ ) - 2 1og tangl + 2 1og^ - i

+ STT cos (2w+ 1) I ~ 2ihi 008(2n “ 1) Ä '

Es bezeichnet aber hierin l die Länge des als geradlinig betrachteten
Leiterelements ds , in dessen Milte der betrachtete Punkt s liegt . Diese
Länge ist innerhalb gewisser Grenzen willkührlich , nur ist die WahlCi l
derselben dadurch beschränkt , dass sowohl y als auch — als ver¬
schwindend kleine Brüche müssen betrachtet werden können , was der
Fall sein muss , wenn der Leiter als ein linearer betrachtet werden soll .
Die Verschiedenheit der Werthe von l , die innerhalb dieser Grenzen

möglich sind , haben auf die Werthe von IV" und IM" keinen merklichen
Einfluss . Es kann daher

l = yau
gesetzt werden , da dieser Werth bei jedem als linear zu betrachtenden
Leiter innerhalb der angegebenen Grenzen liegen muss . Zugleich leuch¬

tet ein , dass alsdann auch ^ für tang ^ gesetzt werden kann . Setzt
man noch Kürze halber

n*ct n .
- = 2 log *

» s« 1 2 » — 1 -i f a 1 2 )1+ 1 tI « i
+ 2̂ T cos — V TT- cos — V V = 2 l08 f*

so ergiebt sich

IV" = - 4 ( cos i y ?- + i cos f + .. .+ ^ cos j / y ) + 2 log £

IM"= - 4 ( cos \ j / y + i COSf j / y + .. .+ ~ COŜ -j/ y )
2 loa: —
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Subslituirt man nun die liier für einen kreisförmigen Leiter gefundenen

Werthe von N , IS"', M , M " in die Gleichungen am Schlüsse des 8len Ar¬

tikels , so erhält man für die Bewegungen der Elektricität in einem kreis¬

förmigen Leiter folgende beiden Gleichungen

d zan t cc da „ t n zc*N " n ncc ^ st
Ht *~ iiiaakM " (I + /.) ' ~dl iaaM " (\ + >.) ' tt n \ a M" (I + jl) * On U

d zb,t cc dbn _ n *czN " , ncc r «
dt * HTiiiukM " [\ + ;.) • ~dt Saa .W" (I + /.) 1 n \ a M " (1+ A) ' In U

worin IS" und M" die eben angegebenen Werthe haben .

I I.

Gleichgewicht der Elektricität in einem kreisförmigen Leiter .

Für den Fall des Gleichgewichts der Elektricität hat man in allen
Theilen des Leiters

i = 0 und = 0 .dt

Setzt man für i seinen Werth aus Art . 8 (3), so erhält man
a I / db„ • ns da,, ns\ n

— V ^ — - 7T - Sin --- ~r ~- COS — = 01 n \ dl a dt a )
a ( f dzb„ • ns d*a„ ns\ ,,

— V ^ Sln --- 7T COS — = 02 n V dt‘ a dt a /

woraus folgt

. A db„ a d~a/t d'bn _ ..
dt ~ ■ dt ~ ’ dl* ~ ’ dt* — u ’

wozu noch hinzuzufügen ist . dass - - ^ = — 4 ^ = 0 sein müsse° n dt n dl*
auch für n = 0 .

Die am Schlüsse des vorhergehenden Artikels aufgestellten Bewe¬

gungsgleichungen gehen dann in folgend e Gleichgewichtsgleichungen über ,
nämlich , wenn n > 0 ist ,

“ i 9n = 0

*f - b* + * fn = °

wozu noch g„ — 0 hinzukommt . Es folgt hieraus als Bedingung des

Gleichgewichts der Elektricität , dass die Summe aller auf den kreisför¬

migen Leiter von Aussen wirkenden elektromotorischen Kräfte , nämlich

S = f ds 2 ( / ;, sin f + gn cos = 0
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sein müsse , ganz in Uebereinstimmung mit dem bekannten Olim ’schen

Gesetze , wonach die Slroinintensitäl der Summe dieser Kräfte propor¬
tional ist und daher nur zugleich mit dieser Summe Null werden kann .

12 .

Beharrliche Strömungen der Elektricität in einem kreisförmigen Leiter .

Eine beharrliche Strömung wird die Bewegung der Elektricität in

einem Leiter genannt , wenn sie in jedem Punkte des Leiters immer gleich

bleibt . Sie ist nur in einem geschlossenen Leiter möglich . Findet also

eine solche beharrliche Strömung statt , so hat man für alle Punkte des
geschlossenen Leiters

i = Const ,

folglich
di _ a v . 1 / d ' bn . ns d -a „ ns \ n
dt T «T\ di^ ~ ~ä cos t ) = 0 ’

woraus sich ergiebt
d *a n _ a d *bn „
dl 2 v ’ dt 2 — ’

wozu noch hinzuzufügen ist , dass = 0 , auch für n = 0 , sein
müsse .

Die am Schlüsse von Art . 10 angeführten Bewegungsgleichungen

gehen dann in folgende Bedingungsgleichungen für beharrliche Strö¬
mungen über , nämlich , wenn n > 0 ist ,

< da n n *N " n _
kjinttk ' dt aa ' Yä 9n

_ L_ . db« + _n2tfL i, . JL f = 0
kn aale dl aa * n 2st ' n

wozu noch = Const für n = 0 , folglich «0 = Const hinzukommt .

Hieraus folgt , dass bei beharrlicher Strömung die Summe aller auf den
kreisförmigen Leiter von Aussen wirkenden elektromotorischen Kräfte

S = J dsZ ( / ;, sin f + gn cos f dsl 'nN " ( an cos " — bn sin 's )

CdsS -- ( db’-‘ sin — _ dan ms
ZnaakJ n \ dt a dt a )

sein soll ; folglich , da
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und da

s dsSnN ' ( an cos f — bn sin f ) = 0

ist , wie man leicht sieht wenn man beachtet , dass a0 einen constanten

Wertli hat und folglich naH= 0 ist für n — 0 ,

S = . f ids .
nank J

Nun ist aber ^ . J *ids = J der Mittelwerth der Stromintensität im gan¬

zen Leiter , und = w ist der Widerstand des ganzen Leiters ; folglich

S = Jw , d . i. die Summe der äusseren elektromotorischen Kräfte im

ganzen Leiter soll dem Producte des Widerstands in die mittlere Strom¬
intensität des ganzen Leiters gleich sein , ganz in Uebereinstimmung mit
dem Ohni ’schen Gesetze , dass das Product des Widerstands in die

Stromstärke die elektromotorische Kraft der Kette giebt , was mit obi¬
gem Resultate identisch ist , wenn man dabei voraussetzt , dass gar keine
Verschiedenheiten der Stromintensitäten in verschiedenen Punkten des

Leiters statt finden . Dies braucht nun zwar nach obiger Theorie nicht
nothwendig der Fall zu sein ; soll aber eine Verschiedenheit der Strom -
intensitäten in verschiedenen Punkten mit der Beharrlichkeit des Stroms

in jedem einzelnen Punkte bestehen , so müssen nach obiger Theorie die
von Aussen wirkenden elektromotorischen Kräfte mit der Zeit propor¬
tional sich ändern , ein Fall der in der Wirklichkeit nicht vorkommt und

daher bei dem auf die Erfahrung begründeten Ohm ’schen Gesetze aus¬
ser Betracht geblieben ist . Es leuchtet nämlich ein , dass wenn

u . , I ( db„ • ns da ., ns \l — — IT ~ ( - 3T- Sin --- -- cos —)
2 n \ dt a dt a )

in verschiedenen -Punkten des Leiters verschiedene Werthe haben soll ,

wenigstens für einen von Null verschiedenen Werth von n entweder

% oder db, '1 einen von Null verschiedenen Werth = A haben müsste ,dt dt

woraus entweder an = At -+- B oder bn = At -+- B folgte . Subslituirt
man nun im einen Falle At -+- B für an in der ersten von den beiden
oben gefundenen Bedingungsgleichungen beharrlicher Strömung , so
erhält man

* . A + — (At + B) — £ - gn = 0 ,knetdk aa ' / 2a * n

woraus folgt , dass gn mit der Zeit proportional sich ändert . Substituirt
man im andern Falle At + B für bHin der zweiten Bedingungsgleichung ,
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so folgt auf gleiche Weise , dass sn mit der Zeit proportional sich ändert .
In beiden Fällen -würde also auch die von Aussen wirkende elektro¬

motorische Kraft
S n ns . ns

n = fn Sin T + % C0S T

mit der Zeit proportional sich ändern ,

13 .

Bewegungsgesetze der nach beliebiger Störung des Gleichgewichts sich selbst

überlassenen Elektricität in einem kreisförmigen Leiter .

Die Theorie der Bewegung der nach beliebiger Störung des Gleich¬
gewichts sich selbst überlassenen Elektricität in einem Leiter umfasst

die wichtige Lehre von der Fortpflanzung , insbesondre die Fragen , ob

die Bewegungsfortpflanzung durch die Elektricität in Leitern , ebenso
wie die durch den Lichtäther oder durch die Luft , von Wellen vermittelt

werde , ferner welche Geschwindigkeit diese Wellen besitzen , und endlich

überhaupt welche Gesetze von dieser Wellenverbreitung : gelten . Die ur¬
sprüngliche Störung des Gleichgewichts kann nämlich auf einen kleinen

Theil des Leiters beschränkt sein , und wenn darauf , ohne äussere Ein¬

wirkung , ähnliche Störungen des Gleichgewichts successiv in allen übrigen
Theilen des Leiters von selbst eintreten , so bezeichnet man diese Ueber -

(ragung mit dem Namen Fortpflanzung , und das Fortgepflanzte mit dem
Namen Welle .

Soll die Elektricität im Leiter sich selbst überlassen bleiben , so

sind alle von Aussen her stammenden Kräfte , welche auf die Elektricität
im Leiter wirken würden , = 0 zu setzen . Man erhält daher die Bewe¬

gungsgleichungen für diesen Fall , wenn man in den Gleichungen am
Schlüsse von Art . 10

fn = 0 und 9n = 0

setzt , nämlich folgende :

d1a n cc da n n 1c1N " _ „
dl '1 Sn « ukM " (1 + ).) dl laaM " (1 + A) ‘

,__ cc dK , n*c*N" i _ a
dt 1 SnuctkM " (1 + X) dt ZaaM " (\ + l ) ’ »

Aus diesen beiden Gleichungen erhält man nun durch Integration ,
wenn
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cc
\ 67iankM " (1+ jl)

nVN "
iunM " (1+ A)

gesetzt wird ,
an = Ac~ et. sin m (t — A')
bn = Bc~ et. sin m (/ — B') ,

wo A, A', B, B‘ die Integrationsconstanten sind , welche aus der gege¬
benen ursprünglichen Störung des Gleichgewichts zu bestimmen sind .

Ist nämlich die ursprüngliche Yertheilung der freien Elektricität im
Leiter durch folgende Gleichung gegeben , wenn E 0 den Werth der Dich¬
tigkeit E für t — 0 bezeichnet ,

und die ursprünglichen Strömungen in allen Theilen des Leiters durch
folgende Gleichung , wenn i0 den Werth der Stromintensität i für t = 0
bezeichnet ,

worin a\ , bl>n , ■—* , bekannte Werthe haben , so erhält man durch

Einsetzen dieser Werthe in obige Gleichung für t — 0

st°n = — A sin iiiÄ
bnn = — B sin mB'

und , nachdem man obige Gleichungen differentiirt hat ,

= mA cos mÄ — f«0,,dt "

= mB cos mB' — fb° .
dt n

Aus diesen vier Gleichungen ergeben sich folgende Werthe der Integra¬
tionsconstanten :

Setzt man die beiden letzteren Werthe in die obigen Gleichungen ein ,
so erhält man

i ' 1 • a nA = — — arc sin
m A

T) ' ^n = arc sin -~ -m B
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an = Ae~ fl sin ( rnt -+- arc sin

bn = Be~ lt sin ( int •+■ arc sin

und hieinit das Gesetz der Vertheilung der freien Elektricität im Leiter :

E == 2e ~ n . [ä sin ^ sin ( int -\ - arc sin ^ ^ -j- ß cos ™sin ( wit+ arcsin ,

oder , wenn der Sinus der Summe zweier Bögen entwickelt wird ,

E = 2 ’e- et.(al>ns '\{\™cosmt + yr(B2- bi'ni)cos™s \nml + b°ncos™cosml +y '(A2- u0nJ-) s '\n™sinmij .
Setzt man nun

st0» = p + q b°n = v + (i
V W - bV ) = P - <1 V ^ - «°„2) = V - ?'

wodurch p, q, p ', q bestimmt werden , nämlich

V = i(»“. + i(<**. + *£ -) )

i = l (»•. - 4r(< + -T -))
v = i (K + v («■". + ^ ) )

i= i(**. - •=■("*"« + t ) ) •
so erhält man

E = Se ~ lt. ^qütn ( ~ — mlj + p ' cos ^ s—tuf^ J -h 2e ~ lt. (p &u\(̂ + mt^ -{- q cos (̂ + mt)j \ i

wofür auch geschrieben werden kann

E = 2y {st'p '+ qq) . e- {<sin ^~ - i»/+ arc lg 2V (VV+ <iV ) • e~ f<sin (̂ + mt+ arc tg ~ ) •

Auf gleiche Weise findet man das Gesetz der Strömung der Elektricität im
Leiter , nämlich :

i = 2 ,' ]f (PP + QQ) . e- ft sin ^j - mf+ arc tg ^ + ii ' (PP + Q Q") . e_ £t sin ^ + «i/+ ai clgy -j

worin P , Q, P , Q folgende Werthe haben :

r = - 5 (t + i(K + «!) + »^ ) )

0 - ((»’-+ .■) «”„+ ^ ))

0' = + v,(t *-- "sr (<«’+ *’) n + ^ )) ■



GIG Wilhelm Weber ,

14.

Vergleichung mit dem Ohm'schen Gesetze.

Es ist schon Art . 6 erörtert worden , wovon es abhänge , ob das
von Ohm für beharrliche Ströme aufgestellte Gesetz auch auf veränder¬
liche Ströme angewendet werden dürfe . Es hing dies von der Grösse
A = - - ab ; überall wo diese Grösse in Betracht kommt und ihr

8 log — . r @a

Werth nicht verschwindet , findet das Ohm ’sche Gesetz entweder gar
keine oder nur eine approximative Anwendung . Diese Grösse A ist
Art . 8 , mit Rücksicht auf den Art . G noch nicht berücksichtigten Ein¬
fluss , welchen entferntere Theile der Kette darauf haben , genauer be¬

stimmt worden , nämlich A= >wo der für 2 log in Art . G ge¬

setzte Werth M" genau definirt und Art . 10 für einen kreisförmigen Leiter
bestimmt worden ist . Diese Grösse A, oder , da der Werth des Factors

7̂ 7- als bekannt betrachtet werden darf , die Grösse des Products r (J,
erlangt dadurch , dass sie Uber die Anwendbarkeit des Ohm ’schen Ge¬
setzes entscheidet , in der Lehre von der Bewegung der Elektricität in
Leitern eine besondere Wichtigkeit , deren Grund sich aus der physischen
Bedeutung des Products r (§ leicht erkennen lässt .

Die in der Längeneinheit des Leiters enthaltene positive Elektrici¬
tätsmenge ist nämlich , in der nach elektrostatischem Gesetze festgesetz¬
ten Maasseinheit ausgedrückt , mit Q. bezeichnet und ihre Masse in Milli¬
grammen = —d gesetzt worden . Aus der Definition der nach elektro¬
statischem Gesetze festgesetzten Maasseinheit (wonach nämlich diejenige
Elektricitätsmenge zur Maasseinheit genommen wird , welche auf eine
gleiche in der Einheit der Entfernung nach elektrostatischem Gesetze
die Einheit der Kraft ausübt , d . i. eine Kraft , welche der Masse eines
Milligramms in der Zeiteinheit die Einheit der Geschwindigkeit ertheilt )
geht aber hervor , dass rr die Kraft ist , welche ein Milligramm positiver
oder negativer Elektricität auf ein gleiches Milligramm Elektricität in der
Einheit der Entfernung ausübt . Hieraus folgt , dass das Product r (£ die
Kraft bedeutet , welche die in der Längeneinheit des Leiters enthaltene po¬
sitive Elektricität , w'enn sie in einem Punkte concentrirt wäre , auf ein
Milligramm positiver Elektricität in der Einheit der Entfernung ausüben
würde .
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Durch die Art . 8ff . gegebene Entwickelung der ßewegungsgesetze

der Elektricität in einem geschlossenen Leiter wird nun der Einfluss
dieser Grösse A oder des Products r (£ näher bestimmt . Aus Art . 11 und

12 geht zunächst hervor , dass die Gesetze des Gleichgewichts und der

beharrlichen Ströme der Elektricität in Leitern ganz in Uebereinstimmung

mit dem Ohm ’schen Gesetze sind , weil die Grösse A oder dabei gar

nicht in Betracht kommt , während aus Art . 13 hervorgeht , dass die Ge¬

setze der Fortpflanzung , oder im Allgemeinen die Gesetze aller nach

Störung des Gleichgewichls eintretenden Bewegungsänderungen , zunächst
von den Werthen m und 6 und dadurch mittelbar von A oder r (J wesent¬

lich abhängig sind . Es folgt daraus , dass von der Grösse A oder dem

Producte r @ (und dadurch also mittelbar , wenn die in der Längeneinheit
eines Leiters enthaltene Elektricitälsmenge nach elektrostatischer Maass¬

einheit bekannt wäre , von der ganzen Masse der im Leiter vorhandenen

Elektricität in Milligrammen ) nur aus solchen Beobachtungen Kenntniss

erlangt werden kann , welche bestimmte Abweichungen vom Ohm sehen

Gesetze in den nach Störung des Gleichgewichts eintretenden Beivegungs -
änderungen der Elektricität in Leitern nachweisen .

Es leuchtet ein , welche Wichtigkeit genauere Beobachtungen über

Bewegungsänderungen oder über Bewegungssortpflanzungen durch die Elek¬
tricität in Leitern hiedurch gewinnen ; denn gelänge cs aus solchen Be¬

obachtungen irgend eine Abweichung vom Ohmschen Gesetze wirklich
nachzuweisen , so würde dieses Resultat zur Kenntniss des Werths des

Products J'G führen , das heisst zur Kenntniss der Zahl der elektrostati¬

schen Maasseinheiten , welche auf ein Milligramm Elektricität gehen ,
wenn die in der Längeneinheit des Leiters enthaltene Zahl elektrostati¬
scher Maasseinheilen bekannt ist .

Es sollen zunächst die Gesetze elektrischer Wellenbewegungen in

kreisförmigen Leitern nach Art . 13 näher entwickelt werden , um zu prü¬

fen , ob daraus ein bestimmter Leitfaden für die Ausführung solcher Be¬
obachtungen entnommen werden könne ; sodann , wenn dies nicht der

Fall wäre , soll geprüft werden , worin der Grund davon liege , und ob

es andere elektrische Bewegungen in kreisförmigen Leitern gebe , die

sich besser als die Wellenbewegung dazu eigneten .
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15.

Elektrische Wellenbewegungen in einem kreisförmigen Leiter .

Aus den Art . 13 entwickelten Gesetzen ergiebt sich , dass alle Be¬
wegungen der in einem kreisförmigen Leiter sich seihst überlassenen
Elektricität nach einer beliebigen Störung des Gleichgewichts zu einer
Reihe vorwärts , und zu einer Reihe rückwärts schreitender Wellenzüge
sich gestalten , von denen der erste Wellenzug jeder der beiden Reihen
aus zwei Wellen besteht , nämlich aus einer positiven und aus einer
negativen , die zusammen die ganze Kreisperipherie einnehmen ; der
zweite Wellenzug jeder Reihe besteht aus vier abwechselnd positiven
und negativen Wellen , die zusammen den ganzen Kreis einnehmen ; der
dritte Wellenzug aus sechs Wellen u. s . w .

Löst man nämlich die Summen , durch welche Art . 13 die Dichtig¬
keit der freien Elektricität E und die Stromintensität i dargestellt wor¬
den sind , in ihre Glieder auf und bezeichnet diese Glieder nach ihrer

Stellenzahl n mit E n und in , so ist

Ei — Yip 'p ' + ijq) . e- t<sin (j ^ - ml + arc Igy ) -+- (A(pp + qq ) . e~ il sin ( •L+ mt+ arc tg | -^

»I = • e- “sin ^ -- mZ+ arctg ^ . e~ lt sin (j ^+ mt+ arc tgy ) ,

wovon die ersteren Theile , welche den Sinus eines Bogens der sich mit
(s — amt) proportional ändert enthalten , den erste« vorwärts schreitenden
Wellenzug , die letzteren Theile , welche den Sinus eines Bogens der sich
mit (s -harnt ) proportional ändert enthalten , den ersten rückwärts schrei¬
tenden Wellenzug darstellen . Der erste vorwärts schreitende Wellen¬
zug besteht aber aus einer positiven Welle , welche im Augenblicke
t = — arc taug — von s = 0 bis s = na sich erstreckt , wo die Welle

m Q
eine Ladung des Leiters mit freier positiver Elektricität hervorbringt ,
und aus einer negativen Welle , welche im nämlichen Augenblicke von
s = na bis s = 2na sich erstreckt , wo die Welle eine Ladung des Lei¬
ters mit freier negativer Elektricität hervorbringt . Beide Wellen zusam¬
men nehmen aber die ganze Kreisperipherie ein . Dasselbe gilt von dem
ersten rückwärts schreitenden Wellenzuge , welcher aus einer positiven
Welle besieht , welche im Augenblicke t — -- —arc lang — von s = 0

° m ° p

bis s = na sich erstreckt , und aus einer negativen Welle , welche im
nämlichen Augenblicke von s = na bis s — 2na sich erstreckt .
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Ferner ist

Yiv 'V + 99) ■e~fts'n(~ - «d+arc tgy) + Y \PP+ 99) ■e~f<s'n(^ +»»f+arc tgy

Y {PP + QQ) • e ~ il s 'n mt + arc tg -0 + ]/r(/ J/ )+ 9 0 ) •e~ {*sin ^ + m/+ arc tg ~

wovon die ersteren Theile , welche den Sinus eines Bogens der sich mit

(s — \ amt) proportional ändert enthalten , den zweiten vorwärts schrei¬

tenden Wellenzug . die letzteren Theile , welche den Sinus eines Bogens

der sich mit (s -+- \ amt) proportional ändert enthalten , den zweiten
rückwärts schreitenden Wellenzug darstellen . Jener vorwärts schrei¬

tende Wellenzug besteht aus 4 Wellen , von denen im Augenblicke

t = -1 arc tang y die erste positive von s = 0 bis s = ±na , die zweite
negative von s — \ na bis s — na , die dritte positive von s — na bis

s = | na , die vierte negative von s = | na bis s — 2 na sich erstreckt .

Dasselbe gilt von den 4 Wellen des rückwärts schreitenden Wellenzugs

im Augenblicke t = — — arc tang .

Auf gleiche Weise ergeben sich die dritten Wellenzüge beider
Reihen aus E 3 und i3 u . s . f.

Die Intensitäten dieser verschiedenen Wellenzüge , welche nach den

Regeln der Wellenlehre proportional mit ii zu setzen sind , nehmen wäh¬

rend der Fortpflanzung ab und zwar jeder Wellenzug in der Zeit t im
Verhältniss

1 : e~ 2{1 .

Diese Abnahme ist nach der Stellenzahl n der Wellenzüge verschieden ,
weil der Werth von s mit dem Werthe von n sich ändert ; denn es war

_ CC
^ 167iacckAf " (i + X)

. CCw *jrve
und hierin war nach Art . 10

Jr = - 4 ( co Si / ^ co S^ + .. .+ s L ; cos ^ / | ) + SlogS - i

i 2n + 1 1 s cc \ 2n — 1 i s cc
+ TT COS — -r — 1/ r 7 COS — 7— 1/ — ,2w+ 1 4 f a 2n —1 4 \ a ’

nncc

woraus , wenn — sehr klein ist ,a

für n — 1 , M" = 2 log — — 6 ,666 . . .

für n = 2 , M = 2 log — — 7 ,466 . . .° a 1

Abhandl . d . H. S . Cescllsch . d. Wissenseh . IX . \ Yt
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u . s . w . folgt . Bezeichnet w den Widerstand der Längeneinheit des

Leiters = ~ je, und wird A = 0 gesetzt , d . h . beschränkt man sich auf

diejenigen Fälle , wo das Ohm ’sche Gesetz Anwendung findet , so ergiebt
sich in der Zeiteinheit eine Intensitätabnahme in einem Verhältnisse ,

welches für die ersten Wellenzüge , für welche n = 1 ,
w'cc

\ . e 16 log— —53,33. .

für die zweiten Wellenzüge , für welche n = 2 ,
w'cc

__ \ . c 16 log - 59 , 733 . .

ist , u . s . w . Man sieht hieraus , dass eine desto schnellere Abnahme statt

findet , je grösser der Widerstand der Längeneinheit des Leiters , je dicker

der Leiter im Vergleich zu seiner Länge und je grösser die Stellenzahl n

des Wellenzugs ist , das heisst , je kleiner die Wellen sind .

16 .

Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellenzüge in einem kreisförmigen Leiter .

Es ergiebt sich , wie oben gezeigt , aus Art . 13 , dass die Bewegun¬

gen der Elektricität in einem kreisförmigen Leiter nach jeder Störung

des Gleichgewichts sich in Wellenzüge , deren Fortpflanzung durch ein¬
fache Gesetze bestimmt ist , auflösen lassen , ebenso , wie dies bei vielen

andern Körpern der Fall ist . Bei manchen Körpern , wie z . B . bei der

Luft in einer kreisförmigen Röhre , kommt aber noch hinzu , dass diese

Wellenzuge durch die Fortpflanzung gar nicht verändert werden , dass
namentlich keine Intensitätsabnahme statt findet , und dass ausserdem

sämmtliche Wellenzüge mit gleicher Geschwindigkeit fortgepflanzt werden ,
woraus folgt , dass sämmtliche vorwärts schreitende , oder sämmtliche

rückwärts schreitende Wellenzüge sich zu einem einzigen Wellenzuge
zusammensetzen , der ebenfalls unverändert und mit der nämlichen Ge¬

schwindigkeit , wie die einzelnen Wellenzüge aus denen er besteht , fort¬

gepflanzt wird . Ein solcher zusammengesetzter Wellenzug besteht aber

aus zusammengesetzten Wellen , die an Grösse , Form und Intensität von

einander sehr verschieden sein können . Solche zusammengesetzte Wellen ,

welche in Folge gleicher Fortpflanzungsgeschwindigkeit aller ihrer Be¬

standtheile immer auf gleiche Weise zusammengesetzt bleiben , haben
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als Beobachtungsobject eine besondre physische Bedeutung und werden

Wellen im engeren Sinne genannt .

In diesem engeren Sinne würden also elektrische Wellen in einem

kreisförmigen Leiter , in welchem das elektrische Gleichgewicht gestört

worden ist , schon wegen der verschiedenen Intensitätabnahme der

verschiedenen elementaren Wellenziige nicht statt finden , noch weniger

aber , wenn den verschiedenen elementaren Wellenzügen auch noch ver¬

schiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeiten zukommen .

Da die Fortpflanzungsgeschwindigkeit , wo Wellen im engern Sinne

statt finden , für die Kenntniss des Fortpflanzungsmediums von grösster

Wichtigkeit ist , hat die Frage danach in Betreff der Elektricität beson¬
deres Interesse erweckt , und es sollen daher die aus Art . 13 sich dar¬

über ergebenden Resultate näher betrachtet werden .

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der verschiedenen elementaren

Wellenzüge werden aus den Art . 13 entwickelten Formeln gleich der

Zunahme oder Abnahme gefunden , welches erhalten muss , wenn in

den Werthen von E n und in beim Wachsthum derZeit t um 1 die Bogen¬
werthe unter dem Sinuszeichen unverändert bleiben sollen , d . i.

oder , wenn man für m seinen Werth aus Art . 13

_ -| f ( nVN " / cc \ 2\
\ \ 2aaM " {<+ / ) (1+ X)J )

c T ff N " a -c*w
' r Vtf" (<+ *) 728n% " *(I + /,)V ’

m

setzt ,

worin , wie oben , w = gesetzt ist . Beschränkt man sich auf die

Fälle , wo A = 0 gesetzt werden kann , das heisst wo das Ohm ’sche

Gesetz Anwendung findet , so reducirt sich der Ausdruck dieser Fort¬

pflanzungsgeschwindigkeit auf

c i r / N " _ aVtu ' 2 \
yi • Y \ W ' m »siirv ’

worin die Werthe von N " und M " auf folgende Weise bestimmt werden :

11*U
8a

S) ^ I ] Act 1 2» + I -> f a
2n—1 4 y t + STh cos — V 7 •

19 *
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Hieraas ergiebt sieh also , dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit für die
verschiedenen Wellenzüge nach Verschiedenheit ihrer Stellenzahl n ver¬
schieden ist , und es würde nur noch die Frage sein , ob die Differenzen
dieser verschiedenen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten nicht unter ge¬
wissen Verhältnissen so klein wären , dass sie näherungsweise als ver¬
schwindend betrachtet werden dürften , und welches der Grenzwert !)

sei , dem sich dann alle diese Fortpflanzungsgeschwindigkeiten näherten .

Aus den angeführten Werthen ergiebt sich nun wirklich , dass so
lange die Stellenzahl n nicht über diejenigen Werthe hinausgeht , für

welche gegen 1 als verschwindend betrachtet worden kann ,
N " _ n , 8nn

~M'~ Jinn —t ) M"

gesetzt werden darf . Für grosse Werthe von M", für welche der Bruch

77— —” gegen I verschwindet , und für kleine Werthe des Widerstands(4nn —\ ) M ~ °
a 2c2w '2 •

des ganzen Leiters , für welche der Bruch gegen 1 verschwin¬

det *) , ist daher der gesuchte Grenzwerth , dem sich alle Fortpflan¬

zungsgeschwindigkeiten nähern , und dieser Grenzwerth ist , für den ge¬

gebenen Werth c = 439450 . IO« ,

AL = 3 l 0740 . | 06 Millin̂ ter
Y 'i Secunde

d . i. eine Geschwindigkeit von 41950 Meilen in der Secunde .
Diese Geschwindigkeit hat schon Kirchhofs für die Fortpflanzung

elektrischer Wellen gefunden und bemerkt : «dass sie sowohl unabhän¬
gig von dem Querschnitt , als auch von der Leitungsfähigkeit des Drahts ,
als auch endlich von der Dichtigkeit der Elektricität wäre ; auch dass
ihr Werth von 41950 Meilen in einer Secunde sehr nahe dem der Ge¬

schwindigkeit des Lichtes im leeren Raume gleichkommt .« Könnte diese
nahe Uebereinstimmung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit elektrischer
Wellen mit der des Lichtes als eine Andeutung eines inneren Zusam¬
menhangs beider Lehren angesehen werden , so würde sie bei der

(L2C2/U) 2
*) Oer Bruch - 77777 kann gegen I als verschwindend betrachtet werden , wenn

' \ 2Hn ’M ~ •

für grosse Werthe von M" diejenige Geschwindigkeit , welche nach absolutem magne¬

tischen mderstandsmaasse den Widerstand des ganzen Leiters ausdrückt , d . i . —- acw ,

im Verhältniss zur Geschwindigkeit c sehr klein ist .
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grossen Wichtigkeit , welche die Erforschung eines solchen Zusammen¬
hangs hat , das grösste Interesse in Anspruch nehmen . Es leuchtet aber
ein , dass dabei vor Allem die wahre Bedeutung , die in Beziehung auf
die Elektricität jener Geschwindigkeit zukommt , in Betracht gezogen
werden muss , welche nicht der Art zu sein scheint , dass sich grosse
Erwartungen daran knüpfen liessen .

Denn die Annäherung der wahren Fortpflanzungsgeschwindigkeit
an jenen Grenzwerth , der mit der Geschwindigkeit des Lichts überein¬
stimmt , setzt , wie eben gezeigt worden , nicht bloss einen im Vergleich
zu seiner Länge sehr dünnen Leitungsdraht voraus , sondern auch , dass
dieser lange und dünne Leitungsdraht einen sehr kleinen Widerstand
besitze . Es leuchtet hieraus ein , dass grössere Annäherung an jenen
Grenzwerth nur selten , grössere Abweichungen davon sehr häufig vor¬
kommen werden . Hierüber lässt sich am leichtesten eine Uebersicht

durch Beispiele gewinnen .
Wir wählen zu Beispielen drei kreisförmige Kupferdrähte , deren

Kreishalbmesser der Reihe nach

«. = 1000 , 1000000 , 1000000 Millimeter

und deren Querschnitt der Reihe nach

naa = \ , 1 , XV Quadratmillimeter

gross sei . Der Widerstand dieser Drähte , wie er durch Messung nach
absolutem magnetischen Widerslandsmaasse gefunden wird , kann (siehe
Abhandlungen d . K. Ges . d . Wiss . zu Göttingen Bd . 5 Art . 9) in runder

Zahl W = — . 2 . 106 gesetzt werden . Nach bekannter Relation zwi -7i au *-

sehen magnetischem und mechanischem Widerslandsmaasse ist aber

W = 4-nccatv , oder a-c2w'- = , wonach4 ’ 128 87T2c z

c lf / N " a %c~w' ~ \ _ c -j ft N " W ~ \ c
p2 \ l iT maW ' V V '2 V \ Jl " 8 ^ sc 2» s17 ~ V iZ2 •

Hienach ist folgende Tafel berechnet .
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11

1. Draht
n = 1000

Tran — !
W = 4 . 109.TT

2 . Drahl .

a = I000000
naa = I

W = 4 . 1012. n

3 . Draht .

a = 1000000

naa = TV
W = 4 . 1013. n

1

N " = 15 ,119
M" = 12 ,452

5 - =
IV2 1

8 TtVn ’-M " 2 1 ( 970000

— = 1,214CC 1

= 28 ,935
= 25 ,268

= 1, 145

= 0 , 0166

= 1, 128

= 31 , 605
= 28 ,938

= 1, 092

= 1, 2364

= - 0, 0443

2

iV" = 13 ,786
M" = 11,652

■jfr = 1.183
W z 1

8ti *cVM " 2 52450000

= 1 ,183
CC

= 27 , 601
= 25 , 468

= 1 ,084

= 0 , 00408

= 1,080

= 31 , 062
= 28 ,928

= 1,074

= 0, 3093

= 0,7644

3

N " = 12 ,986
M" = 10 ,929

= 1 - 188

W 2 1
Sn ’cWM " * 103800000

Ü . = 1,188
CC

= 26 , 801

= 24 , 747

= 1 , 083

= 0 , 00192

= 1 , 081

= 30 ,262
= 28 , 205

= 1 , 073

= 0, 1446

= 0, 9283

4

N " = 12,414
M" — 10 ,383

= 1 . 196

IE 1 _ 1
H7T2cVM " 2 166200000

-Ü - = 1 , 197
CC

= 26 , 230

= 24 , 198

= 1 , 084

= 0 , 00113

= 1 , 083

= 29 , 690

= 27 , 659

= 1 , 073

= 0 , 0846

= 0 , 9889

5

IV" == 11,970
M" = 9 ,950

4 - = 1.203M
W 2 1

87tWJH " s 239000000

— = 1 , 203CC

= 25 ,785
= 23 , 765

= 1 , 085

= 0 , 00075

= 1 , 084 -

= 29 , 246

= 27 , 226

= 1 , 074

= 0 , 0559

= 1 , 0183
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Aus den Werthen von 4 in dieser Tafel , welche die Quadrate der
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten ~ in Theilen des Quadrals des Grenz -

werths —̂ angeben , stellen sich beträchtliche Verschiedenheiten schon
unter den ersten 5 Wellenzügen , auf welche die Tafel beschränkt ist ,

dar ; bei dem dritten Draht hat ^ für n = 1 sogar einen negativen Werth ,
es wird hier also der Ausdruck für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
des ersten Wellenzugs imaginär und es lassen sich daher die Gesetze
der Bewegungsänderungen in diesem Drahte nach einer Störung des
Gleichgewichts gar nicht in Form fortgepflanzter Wellenzüge auffassen ,
sondern bedürfen einer andern Form , welche die Bewegungsänderungen
als eine blosse Annäherung an den Gleichgewichtszustand darstellt , die
mit dem Namen Absorption bezeichnet werden kann , und da sie für
lange und dünne Leitungsdrähte von grossem Widerstände , namentlich
also für Telegraphendrähte , von besonderer Wichtigkeit ist , nähere
Betrachtung verdient .

17 .

Absorption elektrischer Bewegungen in einem kreisförmigen Leiter .

Bei der Art . 13 gegebenen Integration der beiden partiellen Diffe¬
rentialgleichungen für die Bewegung der in einem kreisförmigen Leiter
sich selbst überlassenen Elektricität , nämlich der Gleichungen

* «■ ■ & Ä + („ » + , 2) = 0dt z dt

d'K ■ 2, 4 “- + (» * + *2) K = 0 .dl '1 dt ' 1 >

ist in den für an und bn aufgestellten Ausdrücken

an = Ae~ a sin m (f — A')
bn — Be~ €t sin m (t — B')

vorausgesetzt worden , dass m einen reellen Werth erhielte , was aber
nicht immer der Fall ist . Es lässt sich nämlich diese Voraussetzung , da ,

\
— - = w gesetzt ,naak °

n cm = — . —a 1 f f N " a 2c2w '~ \
i V V-¥ " (1 + X) 128n 2Jlf " ’ (1 + )J 2)

war , auch so aussprechen , dass
a zc ‘w ' i ^ ]V "

128n sM ' ' 2 (1 + ;.) s ^ M " (1 + 1)
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sein solle , oder wenn A = 0

a 2c-w ' 2 ^ N "
128n 2.« " 2 ^ ~W '

Das Beispiel des dritten Drahts im vorigen Artikel zeigt dagegen , dass

bei langen und dünnen Leitungsdrähten auch der Fall vorkommen kann ,
dass

a 2c2«/ 2 ^ N"
IM "1 ~V 'r

ist , woraus einleuchtet , dass alsdann die Integration obiger Differential¬

gleichungen unter der angeführten Form illusorisch wird und daher unter

einer andern Form gesucht werden muss .

Setzt man alsdann zu diesem Zwecke

n c -j s s a 2c2«/ 2 N " \
m a~ ‘ j72 \ Vl28»2Jtf' '2(1+ >l)2 M" (1+ 1)) ’

so erhalten die beiden Differentialgleichungen folgende Form , nämlich

+ + = 0

'2 ‘ + 2e -§ *- + («2 — m2) bn = 0 ,

aus denen durch Integration

an = Ae~ et • (em« - Ä] - e- m ,t - A'])

bn = Be ~ n • - e - m ^ - B'])

hervorgeht . Die Integrationsconstanlen A , Ä , B , B1 werden hierin auf

gleiche Weise , wie es Art . I 3 geschehen , aus den für t = 0 gegebenen

Werthen von a°ra , bnn , , -~ i , durch welche die ursprüngliche Ver -

theilung der freien Elektricität im Leiter und die ursprünglichen Strö¬

mungen ausgedrückt werden , gefunden . Man erhält auf diese Weise

= ik ((«+ ») )

^ = -L ( <— » ) * . + *£ -)

Be ~ "“= kr ( (* + » ! + t )

Substituirt man diese Werthe , so erhält man folgende beiden Glei¬
chungen :
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«• = a [ ( (' + " •>< + t ) ‘ - 0 - >“) »". + ■¥■*) <r “ + " i ']

*. = s [ ( (*+ - ) *%-^ ) ( («- “ ) «- •' * * '] ■

Setzt man endlich diese Werthe von an und bn in die Gleichungen

E = 2 ( an sin — + bn cos - )V n a n a J

a . , -1 ( db„ ■ ns da „ ns \
l = — — 2 — I Sill -- COS — )2 n \ dt a dt a J

so findet man die Gesetze der Vertheilung der freien Elektricität und
der Strömungen im kreisförmigen Leiter für die hier betrachteten Fälle .

Ein solcher Fall kommt nun hei jedem kreisförmigen Leiter vor ,
wenn nämlich die gegebene ursprüngliche Vertheilung der freien Elek¬
tricität und der Strömungen darin so beschaffen ist , dass der Werth von

bün oder für n — 0 nicht Null ist , und es ist daher dieser Fall von

der Betrachtung Art . 15 ausgeschlossen worden , wo nur diejenigen
Werthe von En und in erörtert wurden , welche für n = 1, 2 , 3 . . .
gelten . Ist nämlich n = 0 , so leuchtet von selbst ein , dass

a -c2w ' 2 ^ N "128 " M " (\ + X)

ist und dass alsdann

m _ 1 c [ a*c2w>’2
m ~ä ' yi \ 128M" - (1+

zu setzen ist . Nun war aber

6

ir -

16M" (1+ 2) ’

woraus folgt , dass für n = 0
m = e

zu setzen ist .

Substituirt man nun diesen Werth von m in den oben angeführten
Werthen von an und bn , so erhält man

n — « o . 1 d< 1 d<a() — a 0 + — - dt — — _ . e

1 i o ■ 1 äb \ 1 db \ —iit
b0 = b\ + - w . 6

und hieraus durch Differentiation
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Setzt man nun diese Werthe in die Gleichungen

für n = 0 , ein , so findet man

• _ s db\ - iit , 0 / 1 da,, \
— — T nr e + iwirj 0

wo den Werth von für n = 0 bezeichnet ; folglich , da

die Coefficienten von sin — und cos — stets endliche Werthe habena a
sollen , wonach für n = 0

Hieraus ergiebt sich also , dass , wenn ein kreisförmiger Leiter ursprüng¬

lich seiner ganzen Lange nach gleichförmig mit freier Elektricität geladen
ist , so dass jede Längeneinheit dieselbe Menge freier Elektricität = 6°0

enthält , diese Ladung mit der Zeit t keine Aenderung erleidet , was auch
von selbst unmittelbar einleuchtet . Ausserdem ergiebt sich aber , dass ,

wenn in demselben Leiter eine in allen Theilen gleiche Strömung ur¬

sprünglich vorhanden ist , diese vorhandene Strömung in dem Augen¬
blicke , von dem an die Elektricität im Leiter sich selbst überlassen

bleibt , nicht verschwindet , sondern mit arithmetisch wachsender Zeit t

nach dem Gesetz einer geometrischen Reihe allmählig abnimmt . Leuch¬

tet auch die Nothwendigkeit des allmähligen Verschwindens hiebei

a priori ein , so liess sich doch a priori nicht übersehen , wie schnell es
erfolgen müsse und welche Verschiedenheiten in dieser Schnelligkeit
zwischen verschiedenen Leitern statt finden .

Es ist für manche praktische Fragen von Interesse , zu bestimmen ,

— wenn ein Strom von bestimmter Intensität i in einem geschlossenen

Leiter in demjenigen Augenblicke vorhanden ist , von dem an die Elek -

( l ^ r ) 0 = { i ^ir ) 0 - e ist ’ und da in dei ' Gleichung

^ = 0 und = 0dt dt
sein müsse
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tricität im Leiter sich ganz selbst überlassen bleibt , weil von Aussen
keine elektromotorische Kraft darauf wirkt , wie es z . B . der Fall ist ,

wenn ein gegen den Leiter bewegter inducirender Magnet durch An¬

stössen in seiner Bewegung plötzlich gehemmt wird , — wie gross die

positive oder negative Elektricitätsmenge sei , welche von dem angege¬

benen Augenblicke an durch jeden Querschnitt des Leiters noch hin¬

durchgeht ; so wie ferner zu bestimmen , wie lang die Zeit ist , welche

von demselben Augenblicke an verfliessen muss , bis die Stromintensität

vom Werthe i bis abgenommen habe .

Ist i = y — sj für jenen Augenblick l — 0 gegeben , so ist die
Stromintensität nach Verlauf der Zeit t

- i ( t
= i . e ,

was , nach mechanischem Maasse ausgedrückt , die Menge der positiven

Elektricität bezeichnet , welche bei dieser Stromintensität in der Zeit¬

einheit durch den Querschnitt des Leiters gehen würde . Die Menge der

positiven Elektricität , welche im Zeitelemente dt durch den Querschnitt

des Leiters geht , ist hienach

und der von 1 = 0 bis t = oo hievon genommene Integralwerth giebt

die ganze positive Elektricitätsmenge , welche von dem betrachteten

Augenblicke an überhaupt noch durch jeden Querschnitt des Leiters

hindurchgeht , nämlich

Die in entgegengesetzter Bichtung durch den Querschnitt gehende nega¬

tive Elektricität ist eben so gross .

Ferner ergiebt sich zur Bestimmung der Zeit t , in welcher die

Stromintensität auf die Hälfte ihres Werths herabsinkt , folgende Glei¬

chung :
- 2 tt

e — : T )

folglich t = j - log nat 2 .

Nun war a = j , worin , für n = 0 , M " = 2 log — zu163 / (14 - / ) 7 7 ° a

setzen ist ; folglich ist , = 0 gesetzt , jene durch den Querschnitt des

Leiters gehende Elektricitätsmenge
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4 16 , 8a 2 , 8a-T- . 1 = — i . log — . i — -==- los : — . i ,2£ CCW ~ « W «

wenn W ' = -y - «/ den Widerstand der Längeneinheit des Leiters nach
magnetischem Maasse bezeichnet .

Die Zeit , in welcher die Stromintensität auf die Hälfte ihres Wer¬

thes herabsinkt , ist dann , in Secunden ausgedruckt ,

. log 2 = . log — . log 2 = ^ r. . log — . log 2 .lf ~ ccw ~ a ~ W * ß °

Für die Art . 16 als Beispiele angeführten Drähte ergeben sich hie -
nach folgende Werthe :

I . Draht 2 . Draht 3 . Draht
1 1 \ 1

2f 104607 60726 567584

los 2 I 1 4
2f 150946 87609 848846

So klein hienach auch der Bruchtheil — ist , den die von dem ver -

schwindenden Strome durch den Querschnitt des Leiters geführte posi¬

tive Elektricitätsmenge von derjenigen bildet , welche bei der ursprüng¬
lichen Stroniintensilät in der Zeiteinheit durch den Querschnitt gehen

würde , so könnte doch jene Elektricitätsmenge eine sehr starke Ladung

des Leiters hervorbringen , wenn sie dazu verwendet würde . Denn wäre

z . B . die ursprünglich vorhandene Stromintensität gleich der magnetischen

Maasseinheit (bei welcher I Milligramm Wasser in 106f Secunde zersetzt

wird ) , so würde die bei diesem Strome in der Zeiteinheit durch den

Querschnitt des Leiters gehende positive Elektricitätsmenge 155370 . 10 6

elektrostatische Maasseinheilen betragen , und es würden , während der

Strom im 1. Drahte verschwände , noch • 10° d . i. fast 1^ Million

elektrostatischer Maasseinheiten positiver Elektricität durch jeden Quer¬
schnitt des Leiters geführt werden , d . i. etwa der 24 . Theil der schwäch¬

sten , oder der 33 . Theil der stärksten Ladung der kleinen Leidener Fla¬

sche , welche zu dem in der vorigen Abhandlung , im 5 . Bande , beschrie¬

benen Versuche gebraucht worden , wo jene Ladungen S . 254 näher
bestimmt sind .

Man sieht leicht ein , dass ein ähnliches Verschwinden des in einem

geschlossenen Leiter vorhandenen Stromes in dem Augenblicke eintritt ,

wo die Kette eines galvanischen Stroms gelöst wird , und dass dann die
von dem verschwindenden Strome durch den mittelsten Querschnitt des
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Leiters geführte positive Elektricitätsmenge wirklich zur Ladung der

einen Hälfte des Leiters , sowie die in entgegengesetzter Richtung durch

denselben Querschnitt geführte negative Elektricitätsmenge zur Ladung
der andern Hälfte des Leiters verwendet wird , und dass durch diese

entgegengesetzten Ladungen an der Stelle , wo die Kette durchbrochen

wurde , der Lösungsfunke hervorgebracht wird , wo es von Interesse ist ,

die durch den Lösungssunken entladenen Elektricitätsmengen kennen zu
lernen .

Ebenso leuchtet die Wichtigkeit einer weiter auszuführenden Ent¬

wickelung der Gesetze des Stromverschwindens für die Bestimmung

der dadurch auf andere Leiter ausgeübten Inductionskräfte ein , zumal

für die Theorie der darauf gebauten Ruhmkorff ’sehen und anderer ähn¬

lichen Inductions -Maschinen , für welche hiedurch eine Grundlage gege¬
ben ist .

18 .

Beziehung zur Wärmeleitung .

Die beiden im vorhergehenden Artikel für an und bn gefundenen
Gleichungen , nämlich

«. = i [((«+ »>< + - ((, - »)«•„+ # ) «- ■]
= = [( (*+ "•) ( (— ”■) n + f -K ' H

gehen für wachsende Werthe von t , wo endlich e~ imt gegen 1 ver¬
schwindet , in die einfacheren Gleichungen über :

». = i ((f+ m) a\■+■

und setzt man diese Werthe von an und bn in die Gleichungen

E = 2 ( a sin — + b cos —)\ n a ii a )

o v , ( sdb n ■ ns da ,, ns \
i = — ( ^ 7 sin --- -jfcos —

2 n \ dt a dt a J

ein , so ergeben sich folgende Gesetze der Vertheilung der freien Elek¬

tricität und der Strömungen im kreisförmigen Leiter :
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2m

- («

[ f (e + m) a \ -+- sin “ -h ( {e + m) b\ + cos " ] e '

T [(Je + m) 6°« + g? ‘) sinT - ({f + m) st0» + ^r ) cos”] e
Man erkennt hieraus leicht , dass in denjenigen Fällen , wo = 6 einJ ° ’ nn

von n unabhängiger Coefficienl ist ,
aa6 dE

•(«

* =

di , dE
ds ^ dt

erhalten wird , woraus durch Elimination von i

dE „ d 2E
—— = aaß - 7-rat ds ~

folgt , eine Gleichung von der nämlichen Form wie die Gleichung für die

Wärmeleitung in festen Körpern .

Nun war aber im vorigen Artikel

» c i ff a ’cV ! N " \m T • ~yT V 28«sJif”z(1-i-A)* m" (i+i))

gesetzt worden , worin ■■ — r- = e war , wonach also
ö 7 167V/ ( 1 + / )

- •KO - ■” ) •m

aIn allen Fällen nun , wo die Werthe von „ und von — sehr kleina zc*w 2

sind , kann hiefür gesetzt werden

/ 256 flog — V . (1 + L)

m = e \ 1 ------- . nn

woraus e — in = — log — . nn , folglichaaw ° cc °

8 i 8a
6 = — t . log —aaw ° «

ein von n unabhängiger Coefficient ist .

Es ergeben sich hienach also für die Ladungsänderungen der Elek¬
tricität in den eben bezeichneten Fällen ähnliche Gesetze wie für die

Wärmeleitung in festen Körpern , was schon von Thomson undKirch -

hoff nachgewiesen worden ist . Es verdient jedoch dabei besonders

hervorgehoben zu werden , dass , wenn auch der Ausdruck der Fort¬

pflanzungsgeschwindigkeit für die grösseren Wellenzüge , d . i . für klei¬

nere Werthe von n , imaginär wird , und daher für diesen Theil der Be¬

wegung andere Gesetze eintreten , die sich mehr oder weniger den

—m ) t

—m) t
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Gesetzen der Wärmeleitung in festen Körpern nähern , doch ein anderer

Theil der Bewegung stets übrig bleibt , welcher kleinere Wellenzüge

giebt , für welche grössere Werthe von n gelten , für die der Ausdruck

der Fortpflanzungsgeschwindigkeit reell bleibt und also die Art . 13 ent¬

wickelten Gesetze Gültigkeit behalten . Es finden also in einem solchen

Leiter nach Störung des Gleichgewichts immer Wellenzüge statt , die mit

bestimmten Geschwindigkeiten fortgepflanzt werden , aber es ist keine

reine Wellenbewegung vorhanden , sondern sie ist mit andern Bewegungen

vermischt , welche den der geleiteten Wärme ähnlichen Gesetzen unter¬
worfen sind .

Beachtet man nun alle Verhältnisse , welche aus einer solchen Ver¬

mischung von Bewegungen hervorgehen , die ganz verschiedenen Ge¬
setzen unterworfen sind , so leuchtet von selbst ein , dass die von

Wheatstone beobachtete Ungleichzeitigkeit der Funken an zwei von

einander sehr entfernten Unterbrechungsstellen eines solchen langen

Leitungsdrahts durchaus keinen Schluss auf eine bestimmte Fortpflan¬

zungsgeschwindigkeit gestattet , dass überhaupt die W h eatstone ’sche

Beobachtungsmethode , so sinnreich sie auch ist , und so werthvoll die
damit erhaltenen Resultate in andern Beziehungen sein würden , wenn

sie wirklich genau verbürgt werden könnten , doch unmittelbar zu dem

vorliegenden Zwecke gar nicht geeignet ist , wie es überhaupt in keiner

Weise gelingen wird , solche Beobachlungsmethoden ausfindig zu ma¬
chen , mit denen die Gesetze aller Bewegungsänderungen der Elektricität

in einem Leiter nach gestörtem Gleichgewichte rein ersahrungsmässig

begründet werden könnten . Der Zweck der Beobachtungen wird daher
hier darauf zu beschränken sein , die aus unserer bisherigen Kenntniss

von der Elektricität abgeleiteten Gesetze zu prüfen . Deshalb war es

nöthig , wie es in den vorhergehenden Artikeln versucht worden ist ,

diese Ableitung der Gesetze den zu ihrer Prüfung auszuführenden Beob¬

achtungen vorauszuschicken , um so mehr , als die so aufgestellten Gesetze

selbst als Leitfaden beim Suchen der zu ihrer Prüfung anzuwendenden

zweckmässigsten Beobachtungsmethoden benutzt werden müssen .
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19.

Schwingungen der Elektricität in einem kreisförmigen Leiter .

Was nun die zweckmässigsten Beobachlungsmelhoden zur Prüfung der
elektrischen Bewegungsgesetze betrifft , so leuchtet aus den bisher ent¬
wickelten Gesetzen zunächst von selbst ein , dass bei der ausserordent¬
lich grossen Geschwindigkeit , mit der sich nach diesen Gesetzen die mei¬
sten elektrischen Wellenzüge in guten Leitern fortpflanzen sollen , und bei
der aus denselben Gesetzen sich ergebenden schnellen Dämpfung dieser
Wellenzuge genaue Beobachtungen und Messungen zu directer Prüfung die¬
ser Gesetze auszuführen bei den durch die Sinneswerkzeuge allen Beob¬
achtungen gesetzten Schranken kaum möglich sein dürfte . Eine genaue
Ausführung von Messungen nimmt immer eine gewisse Zeit in Anspruch ,
die bei so flüchtigen Erscheinungen nicht dazu gestattet ist . Beachtet
man daher , dass die feinsten Messungen in der Physik diejenigen sind ,
welche entweder Gleichgewichtserscheinungen , oder beharrliche Bewegun¬
gen , oder periodisch regelmässig wiederkehrende Erscheinungen , wie z. B.
die Pendelschwingungen sind , betreffen ; so liegt es sehr nahe , auch
zur Prüfung der Gesetze der Bewegung der Elektricität in Leitern , ab¬
gesehen von conslanlen Strömen , eine Prüfungsmethode dieser Gesetze
auf Beobachtungen periodisch regelmässig wiederkehrender Bewegungen der
Elektricität in Leitern zu begründen , vorausgesetzt , dass sich Mittel zu
seiner Ausführung solcher Beobachtungen finden lassen .

Periodisch regelmässig wiederkehrende Bewegungen der Elektricität
können aber in einem Leiter nicht von selbst , sondern nur unter fort¬

gesetzter Anregung äusserer elektromotorischer Kräfte , bestehen , und
es bietet sich zu ihrer Hervorbringung die einfachste und für feinere
Beobachtungen und Messungen zweckmässigste Methode in der schnel¬
len Umdrehung eines kleinen Magnets um eine gegen seine magnetische
Axe rechtwinkelige Drehungsaxe dar . Um aber einen Leitfaden zu
zweckmässigen Einrichtungen für genaue Beobachtungen der so hervor¬
gebrachten periodisch wiederkehrenden Bewegungen oder Schwingungen
der Elektricität in einem Leiter zu gewinnen , soll zuvor versucht wer¬
den , die Gesetze solcher elektrischen Schwingungen in einem kreisför¬
migen Leiter aus den Art . 10 aufgestellten partiellen Differentialgleichun¬
gen zu entwickeln .
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20 .

Schwingungen durch Induction eines rotirenden Magnets .

Die elektromotorische Kraft , welche durch schnelle Umdrehung

eines kleinen Magnets in der Nähe des kreisförmigen Leiters auf irgend

einen Punkt des Leiters s in einem bestimmten Augenblicke ausgeübt wird ,

kann , wenn a den Halbmesser bezeichnet , dargestellt werden durch

wo fn und gn nur von der Stellenzahl n abhängig sind . Alle diese
auf verschiedene Punkte des Leiters s wirkenden Kräfte sind aber bei

gleichförmiger Drehung des Magnets einem gleichen periodischen Wech¬

sel unterworfen , und zwar sind sie bei zweckmässiger Anordnung dem

Sinus eines mit der Zeit gleichförmig wachsenden Winkels proportional .
Alle diese Kräfte können für einen beliebigen Augenblick , am Ende der
Zeit t , dargestellt werden durch

Hiemit erhält man , wenn man in den beiden partiellen Differentialglei¬

chungen am Schlüsse von Art . 10 für fn und gn , welche dort beliebige

Functionen der Zeit bezeichneten , fn sin fit und gn sin fit , worin ftl und
gn bestimmte von der Zeit unabhängige Werthe haben , einsetzt , die

folgenden beiden partiellen Differentialgleichungen :

Nun sieht man leicht , dass wenn

an = p sin {fit -t - q)

bn = g sin {fit ■+ ■ g)

gesetzt wird , p , q , g sich so bestimmen lassen , dass die damit erhal¬

tenen Werthe von a(1 und bn den beiden partiellen Differentialgleichungen

genügen . Setzt man nämlich die obigen Werthe von an und bn und die
daraus abgeleiteten Werthe

cc da n n tc1N "
SnnalcM” (I + A) ' dt 2ooAL" (I + /l)

cc_ db n n 2c*N "
ZnankM " (I + X) ' dt iaaM " (\ + l )

. gn sin fit = 0

■ / » s ' n = 0 •

AbliuiiclI il . K. S . Gesellscli . d . Wissenscli . IX .
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= Jlfl COS {fit + p )

4r = 7/' cos so/ -+- so)

4 ? = ~ PW sin G“* + P)

4 ?r = — ?W* sin (/«< + p)

in die angeführten Gleichungen ein , so erhält man , wenn man Kürze
halber — w , und entweder , nach dem Ohm ’schen Gesetze , l = 0

setzt , oder M" für M" {l + A) schreibt ,

VW sin (/'<+ p) + cos fotf+ p) + . sin (/d -+- (>) — ^ . gn sin fit

IW sin (̂ f + p) + cos (ji -t + p) •+■ • sin ^ i + p) -4- . fn sin ut

Entwickelt man hierin Sinus und Cosinus der Summe nach Sinus und

Cosinus der Theile , so erhiilt man

I ueew' ■ s n*czN" \ . ccn \ • .
IW • V Sm 9 + ( W ~ ) • P COSp + . 9nj Sin fit

I s n2c!N"\ ■ ueew' \ .
+ ( \ W — *55 »J • P Sin P — . p cos p) cos //<=

I ficcw ■ s n*czN" \ ccn

0

ueew ■ s n*c*N \ ccn /> \ • .
SM" ~ ■7 Sia p -t- ( / /// - iaaM,r ) . q cos (, - -j -jpr . fn) sin fll

+ (( w - £f ) • 7 sin P - • 7 cos p) cos fit = 0 .

Sollen nun diese beiden Gleichungen für jeden Werth von t gelten , so
erhiilt man für cos fit = 0 die beiden Gleichungen

/ueew
1 1M"

s n2c*N" \ . ccn n
• P sm P + ( w * - -CT - ) ■V cos (i + . gn = 0

ueew . . / n*ciN " \ ccn ^
^ . q sm p + ( / // L - ia ~M-rr ) . q COS p - -j -pr . sn = 0

und für sin /d = 0 noch die dritte Gleichung , nämlich

( n2c*N"\ ■ ueew' ,- ~%ääir r ) Sln P - 8M- • cos P = 0 ,

aus denen p , q, p so bestimmt werden , dass den beiden partiellen Diffe¬
rentialgleichungen durch die darnach bestimmten Werthe von an und bn
genügt wird . Man erhält nämlich

ua ä̂w '
a = arc tang ^
8 5 4 (%[i *a zM — »ViV )

^ acen n n %accn

V 2 (ist *a 2M" —n"c2N ") " 9n C0S P )/ ( ! 6 (2,u 2a 2M" - n*c*N" )’i+ /i 1aic,w '1) 7 n

__ ac en ___ / . _ 2 accn r.
* "™" 2 (2(a 2a 23/ " —n *c9N " ) ’ n ® y —n zC' N " )z+ u ’a /ic*w ' ~) >n



Elektrodynamische Maassbestimmiwgen . 037

Fügt mau zu den hiedurch bestimmten particularen Werthen von a n und
bn , welche den partiellen Differentialgleichungen Genüge leisten , noch

die Art . 13 für an und hn , für den Fall wo fn = 0 und gn = 0 war , ge¬

fundenen Werthe hinzu , so geben die beiden Summen die vollständigen
Integralwerthe von an und bn , nämlich

bn = q sin (/nt p) -+- Be ~ ft . sin ( mt -+ ■arc sin - ]s - )

worin A und B sowie t und m die Art . 13 angegebene Bedeutung haben .

Wenn m einen imaginären Werth hat , treten für die hinzugefügten Glie¬

der die Art . 17 entwickelten Werthe von an und bn ein . Es leuchtet

aber ein , dass für wachsende Werthe von l die hinzugefügten Glieder
abnehmen , und dass sie , wie Art . 17 gezeigt worden , schon nach Ver¬
lauf eines sehr kleinen Bruchtheils einer Secunde als verschwindend

betrachtet werden können , von wo an also die Bewegung der Elektri¬

cität im kreisförmigen Leiter eine gleichförmige periodisch wiederkeh¬
rende wird , deren Hervorbringung der Zweck der beschriebenen Me¬

thode mit dem röhrenden Magnete war .

Setzt man diese Werthe von an und bn , mit Weglassung der mit

der Zeit verschwindenden Glieder in die Gleichungen

E = y( «„ ä J + cos

ein , so ergeben sich für die regelmässig fortdauernde elektrische Schwin¬

gung folgende Gesetze der Vertheilung der freien Elektricität und der
Strömungen im kreisförmigen Leiter :

E = 2: ' sin (pl p) ( p sin ™ + q cos

i = — ^ - cos (ul -+- p) ( q sin ~ — p cos

worin p , q , p die oben angeführten Werthe haben . Nun ergiebt sich
aber aus jenen Werthen

in
P — -- > sin g . q
1 [A,aw >

? = + ^ Sin P • fn ■

Werden diese Werthe von p und q in beiden Gleichungen substiluirt , so
wird

a n — P s ' n (/ ^ "+ ■? ) '+ ■ Ac tl . sin ( mt -+ ■ arc sin
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- fr ns ns\Zn sin
9 [ fn

cos —a gns>n- j
i' ns ns\

Zn sin q COSQ1fn cos a - gHsin - j

E — JfL ' 2 'n S' n 9 Sin i“ 1 + 9 ) ( sn C0S ” - 9n Sin ? )

1 = - i / Z sin 9 C0S + 9 ) ( fn Sin ? + .9« COS ” )

oder , wenn sin (jit -+- p) und cos (jut -+- p) entwickelt werden ,

E = sin f'1 • Zn sin 9 cos p (/„ cos f sin ~ )

+ üaw ' C0S ^ S' n 9 * (sn « OS f - 9n sin “ )

* = sin /(/ . 2 ’ sin o2 ( /„ sin ™ -+- gn cos

— V cos sin p cos ? ( /„ sin ™ cos ^s) .
Wenn man hierin endlich

„ . . / , . »w ns\
Z sin ps I s„ sin — + gn cos — J

- — --- a- ^ ~ = tang y_ . fr - ™ ns\ 0 '
^ sin p cos q lf „ sin — + gn cos — 1

= tang y

Z sin (/2 (fn sin f cos fjf + sin ? cos so (fn sin f -+- gn cos f ) )'

2Vi sin (V2 ( fn cos - — gn sin f ) )' + (^ n sin o cos ? ( fn cos s — gn sin sj f
setzt , so erhält man

E = sin (A*< + / ) •

i = — A . k COS(//t + y) .
Setzt man aber

^ Sin ? 2 ( fn Sin f + S'n COS f ) = s

Z sin (1 cos () (sn sin ™ -+- gn cos f ) = g
ds _ f djl _ '
ds — I > ds

so erhält man

E = 757 - VVf M ) ■ sin ( f*1 + arc y )

i = — ^ ]/ i{ff + . cos ( 0/ -+- arc tg X )

woraus die Gleichung ~ = — leicht abgeleitet werden kann .

= kk

= lik
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21 .

Gleichheit der Phasen und Amplituden elektrischer Schwingungen in
kreisförmigen Leitern .

Beachtet man , dass die von dem rotirenden Magnet auf den ganzen
Leitungsdraht ausgeübte elektromotorische Kraft durch

sin sä . Jds . 2 ( fn sin f •+ ■gn cos

dargestellt wird , und dass , wenn diese ganze Kraft nicht = 0 sein soll ,

g„ einen bestimmten endlichen Werth haben müsse ; so lässt sich der
gefundene Werth von i übersichtlicher darstellen , wenn man in den an¬

gegebenen Werthen von tang y und kk die ersten Glieder der als Sum¬

men dargestellten Reihen , nämlich die Glieder welche der Stellenzahl

n = 0 entsprechen , auf folgende Weise absondert , indem man mit p0
den Werth von p für n = 0 bezeichnet :

, ® . i ( , . ns ns
p„ sin p02 + X sin p2 I f sin -- gn cos —

. 1 \ st sltg y — -- 7—- -
° • s • ( c ■ ns

<7„ sin p0 cos Po + X sin p cos p I fn sin — + gn (

kk = gugusin p02 + 2g0 sin p0 cos p0 . ^ ’sin p cos p (j n sin ™ -+- gn cos

-+- 2g 0 sin ?o2 . £ ' sin p2 ( fn sin ~ -+- gn cos

+ ( i ’ sin p cos p ( fn sin f + gn cos

-+- ( 1 sin p2 ( fn sin f + gn cos “ ) )2 .
Da nun hierin

_ UCl' C~w '
Sin ? ~ ~ j/ ' ( <6 - n 2c ~N " T~ +

4 [iu 2a2M" - n2c2N")pne n - - —_ i_
" / -(16 (2^ 2a 2A/ " - nVJV " )2 + fiWc ' w ' *)

war , so ergeben sich die Werthe von sin p0 und cos p0, wenn der Werth
von M“ für n = 0 mit Md' bezeichnet wird ,

, ^ _ CCW' ____ 8flM 0 "
sin p0 ]? (64,u1Af0"Jlf, " + c4w'*) ’ y (64lu*A/„"Aso" + c*«''*) ’

Bedenkt man ausserdem , dass auch für sehr lange und dünne Leiter

und für die grössten darstellbaren Rotationsgeschwindigkeiten des klei¬

nen Magnets die Quotienten und ^ sehr kleine Brüche sind , so

leuchtet ein , dass mit hinreichender Näherung für alle Werthe von n > 0
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uaaw .
sin 9 — ~i^ r ~ ’ cos 9 = 1

gesetzt werden kann . Hieraus leuchtet ein , dass , da schon ein sehr

kleiner Bruch ist , sin p = um so mehr als verschwindend betrach¬

tet werden darf , je grösser die Stellenzahl n ist . Es wird daher meist

auch für sehr lange und dünne Leiter und bei sehr grossen Rotations¬

geschwindigkeiten des kleinen Magnets näherungsweise
y = (>0 und k = gn sin p0

angenommen werden können , wonach

i = yyr- sin p0 COS [fit -+- Qu)
gefunden wird .

Da und (j0 von s unabhängige constante Werthe haben , so gehl

daraus hervor , dass die elektrischen Schwingungen in allen Theilen eines

kreisförmigen Leiters gleichzeitig gleiche Phase und gleiche Amplitude

haben , auch wenn die von dem röhrenden Magnet ausgeübten elektro¬
motorischen Kräfte auf die verschiedenen Theile des Leiters sehr un¬

gleich vertheilt sind .
Aus dieser Gleichheit der Schwingungsphasen und Schwingungs¬

amplituden in allen Theilen des kreisförmigen Leiters geht hervor , dass
die Stromintensität in irgend einem Punkte stets der mittleren Strom¬

intensität im ganzen Leiter gleich ist . Das Gesetz für die Mittelwerthe

der Stromintensitäten in geschlossenen Leitern in ihrer Abhängigkeit von
den Mittelwerthen der elektromotorischen Kräfte ist aber schon Art , 9

entwickelt worden , wo sich ergab , wenn der Mittelwerth der von Aussen

herrührenden elektromotorischen Kräfte mit ~ a . S bezeichnet und

— f Mn ds + = p , • *na = w — 2naiv '
cc, J r® 1 jictctk

gesetzt , wird , dass
wt / » wt

i = - e ~ v . I e ~P . Sdt

ist . Wendet man nun dieses Gesetz auf unsern Fall an , wo in einem

Leiter elektrische Schwingungen von einem röhrenden Magnet hervor¬

gebracht werden , und wo der Mittelwerth der vom röhrenden Magnet
auf den Leiter ausgeübten elektromotorischen Kräfte

^ . S = g0 sin fit
war , so erhält man
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i = **ag. e *> ' \ e w . sin /La . dt = ^ .p I p

pt r pt
w I w

wiv

(j U ■+■al'C‘8 •

Da nun p = ~ j Mods -+ - M," (1 -f- A) ds , und w = 2naw ‘
ist , so erhält man , wenn auch hier wie Art . 20 zur Vereinfachung Mo

statt Mn (‘\ -+ - A) geschrieben wird ,

folglich übereinstimmend mit dem oben für kreisförmige Leiter gefun¬
denen Resultate ,

Da nun aber das obige Gesetz , für die Mittelwerthe der Strominten¬

sitäten in geschlossenen Leitern in ihrer Abhängigkeit von den Mittel -

werthen der elektromotorischen Kräfte , Art . 9 nicht biossauf kreisförmige
Leiter beschränkt , sondern unabhängig von der Betrachtung der Gestalt

des geschlossenen Leiters gefunden worden war , so ergiebt sich dar¬

aus , dass das daraus für den Fall , wo die von einem rotirenden Magnet

herrührenden elektromotorischen Kräfte gegeben sind , abgeleitete Ge¬

setz ebenfalls für geschlossene Leiter von beliebiger Gestalt gilt .

Das angeführte Resultat , dass Phasen und Amplituden elektrischer

Schwingungen in kreisförmigen Leitern überall gleich seien , beruht auf

der Voraussetzung , dass die Quotienten und —■sehr kleine Brüche

sind . Da nun diese Quotienten mit der Länge und Feinheit des Leiters

und mit der Rotationsgeschwindigkeit des kleinen Magnets wachsen ,

so ist es von Interesse die Werthe derselben für einige Beispiele von

langen und feinen Leitern bei grossen Rotationsgeschwindigkeiten des
kleinen Magnets wirklich zu berechnen . Werden dazu die drei schon

Art . 16 als Beispiele gebrauchten Leitungsdrähte gewählt , so ergeben
sich die in folgender Tafel berechneten Werthe .

2naw ‘naccw
= sin p0 ,

• cos {fit + po) •
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1 . Draht 2 . Draht 3 . Draht

a 1000 1000000 1000000

w i 1 1
120697 . 1012 120697 . 10 12 12070 . 1 0 12

N "
(für n = I )

15 ,119 28 ,935 31 ,237

| oo aaw i 1 1
iuu N „ 18248 . 10 6 34939 3770

I00 ~
c

1 1 1
4394500 4394 4394

Die beiden letzten Reihen dieser Tafel enthalten die Werthe der

beiden Quotienten für die drei zum Beispiel genommenen Drähte , wenn
fi<= 100 , d . i. bei 15,965 Umdrehungen des Magnets in I Secunde .
Man sieht , dass in allen diesen Fallen die Werthe dieser beiden Quo¬
tienten sehr kleine Brüche sind , indessen erkennt man daraus auch , da
diese Werthe bei 159 ,65 Umdrehungen in I Secunde 10 Mai grösser ,
bei 1596 ,5 Umdrehungen in I Secunde 100 Mal grösser sein würden ,
dass doch wirklich Fälle vorkommen können , wo jene Quotienten Brüche
von erheblicher Grösse werden , und wo also das Gesetz der Gleichheit

der Phasen und Amplituden in allen Theilen des kreisförmigen Leiters
nicht mehr gelten würde .

22 .

Verthei hing der freien Elektricität während der elektrischen Schwingung
in einem kreisförmigen Leiter .

Das Gesetz der Vertheilung der freien Elektricität während der
elektrischen Schwingung in einem kreisförmigen Leiter ist in dem Art . 20
gefundenen Ausdruck für die Dichtigkeit E enthalten , nämlich

E = • k ' S' n (/ <* + ^

worin der Coefficient k' durch die Gleichung

= [± ’n sin p2 ( fn cosf — gn sin “ ) )" -+- {̂2 'n sin so cos g (j n cos f — gn sin f )
bestimmt war .

Man sieht hieraus , dass auch die Stärke der Ladung mit freier Elek¬
tricität in jedem Punkte des kreisförmigen Leiters proportional dem Sinus
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eines mit t proportional wachsenden Bogens wechselt , dass aber das
’ik ' • ->

Ladungsmaximum = - > , welches für den Sinus = I statt findet , in
° (UCIW 1

verschiedenen Punkten des Leiters verschieden ist , und zwar dass nahe¬

rungsweise in denjenigen Punkten die Aenderung von Element zu Ele¬

ment am grössten ist , wo die von dem rotirenden Magnet ausgeübte

elektromotorische Kraft von ihrem Mittelwerthe am meisten abweicht ;

wo diese elektromotorische Kraft ihrem Mittel werthe gleich ist , ist nähe¬

rungsweise auch die Ladung gleich , und zwar = 0 . Es würde also in

dem ganzen kreisförmigen Leiter nirgends freie Elektricität vorhanden

sein , wenn der röhrende Magnet auf alle Punkte desselben gleich wirkte ,

wobei vorausgesetzt ist , dass der kreisförmige Leiter , unabhängig vom

rotirenden Magnet , keine Ladung von freier Elektricität besitze .

Da nämlich nach dem vorhergehenden Artikel sin (j und cos y für

n — 0 endliche Werthe behalten , so leuchtet ein , dass für obigen Werth
von k'k' geschrieben werden kann

k'k '= ^ 'n sin ? 2( /sn cos ™- gn sin ^ ) | V ( j ffn sin so cos so ( / „ cos ~ - r/n sin ^ ) j2 .

Ferner kann , unter den im vorigen Artikel angeführten Voraussetzungen ,
uaaw ,sin o == , cos a — I' 4nzN ' “

gesetzt , und , wenn sin (j eineu sehr kleinen Werth hat , der erste Theil

von k 'k‘, welcher unter dem Summenzeichen den Faktor sin g2 enthält ,
gegen den zweiten vernachlässigt werden , wonach also

II uaaw ' * 1 / f. ns ■ ns\
~ ~~4 ^ ~ntf (fn C0S T - 9n 8™

erhalten wird . Hieraus ergiebt sich nun
die' uaw ’ " 1 / ■ ns ns\

ÜT = - V“ [ fn sin T + 9n cos - ) .
8a

Ist endlich log — eine sehr grosse Zahl und convergirt ferner die Reihe

*(r.sin“-+-gncos so rasch, dass alle Glieder der Reihe für
n > v vernachlässigt werden können , während 2 ( I - t- J -K .
gegen log verschwindet , so darf N " = 2 log — und

V*tt

8a

dk _ fxaiv '
ds 8a

8 log — ( # (/ » sin T + 9 » c °s f ) - t/ o)

gesetzt werden .
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Nun ist aber der Faktor

Y, ( e • ns . ns\
2 { tn sin - + % COS - J - g 0

die Differenz der im Punkte s von dem rotirenden Magnet ausgeübten

elektromotorischen Kraft von ihrem Mitlelwerthe in der ganzen Lange

des Leiters ; also ist , oder die Aenderung von k' im Verhällniss zur

Aenderung von s , jener Differenz proportional .

Von der Stärke dieser Ladungen hängt , wie man leicht sieht , das

Ueberspringen elektrischer Funken und der Grad der nothwendigen
Isolirung des Leiters ab , wenn solches Ueberspringen vermieden werden

soll , ein Gegenstand , der einer ausführlicheren Erörterung bedarf , aber
erst dann , wenn es Sich um Leiter handelt , die nicht bloss einen ein¬

fachen Kreis , sondern ein System sehr nahe aneinander liegender Spi¬

ralwindungen bilden , ein Fall der von der Betrachtung hier ausge¬
schlossen worden ist .

23 .

Leitfaden für die Beobachtungen .

Es bleibt noch übrig , die Resultate der vorhergehenden Entwicke¬

lung als Leitfaden zu den Beobachtungen zu benutzen , durch welche jene

Resultate an der Erfahrung geprüft werden sollen . Eines solchen Leit¬

fadens bedarf es besonders , wenn keine Analogien mit andern Bewe -

gungserscheinungen vorliegen , welche dazu benutzt werden können ,

und es geht aus dem Vorhergehenden hervor , dass solche Analogien in
vielen Beziehungen hier fehlen .

Es kommt nämlich bei mangelnden Analogien mit andern schon

bekannten und erforschten Bewegungserscheinungen vor Allem auf Be¬
stimmung von Beobachtungsobjecten an , die besonders wichtig und ge¬

nauerer Bestimmung durch Beobachtungen fähig sind . Ferner kommt es
auf die nähere Kenntniss der Verhältnisse an , unter welchen über diese

Beobachtungsobjecte die genauesten Bestimmungen zu erlangen sind .

Es leuchtet nun ein , dass die genauere Erörterung dieser Verhältnisse

am zweckmässigsten mit der Erörterung der Hülfsmittel zu ihrer wirk¬

lichen Darstellung und mit der Ausführung der Beobachlungen selbst ver¬
bunden wird , was zusammen den Gegenstand des folgenden Abschnitts

dieser Abhandlung bilden wird . Am Schlüsse dieses Abschnitts sollen
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daher nur kurz diejenigen Beobachtungsobjecte bezeichnet werden , die

nach der vorhergehenden Entwickelung als besonders wichtig und einer

genaueren Bestimmung durch Beobachtungen fähig erscheinen .

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit , die bei andern Bewegungserschei¬
nungen von so grosser Wichtigkeit ist , scheint nach dem , was schon

Art . 18 darüber bemerkt worden , hier nicht dazu gerechnet werden zu

können , es bieten sich dafür aber verschiedene andere Gegenstände der
Beobachtung dar .

Es sind hauptsächlich drei Gegenstände , welche sich nach den ent¬

wickelten Gesetzen als besonders zur Prüfung der aufgestellten Gesetze

geeignete Beobachtungsgegenstände herausstellen , nämlich erstens die

Vergleichung der Schwingungsphasen und der Schwingungsainplituden

der Elektricität an verschiedenen Stellen eines langen geschlossenen
Leiters , aufweichen ein röhrender Magnet inducirend wirkt ; zweitens

das Gesetz der Abhängigkeit der Sehwingungsamplilude von der Rota -
tionsgeschwindigkeit des Magnets ; drittens endlich bietet sich noch ein

wichtiger Gegenstand für Beobachtungen in der Abhängigkeit der Schwin¬

gungsamplitude der durch einen röhrenden Magnet in einem geschlosse¬
nen Leitungsdraht hervorgebrachten elektrischen Schwingungen von der
diesem Leitungsdrahte gegebenen Gestalt dar .

Die Gleichheit der Schwingungsphase und der Sehwingungsamplilude ,

welche nach den entwickelten Gesetzen auch in sehr langer geschlos¬

sener Kette und bei grosser Rolationsgeschwindigkeit in allen Theilen

statt finden soll , ist ein Gegenstand , der zur Prüfung an der Erfahrung
sich um so mehr eignet , je unerwarteter dieses Resultat erscheint . Denn

ohne genauere Entwickelung der Verhältnisse würde wohl bei einer

sehr langen Kette , wo alle Bewegungen von einer Stelle ausgehen und

bei ihrer Verbreitung einer sehr starken Dämpfung oder Absorption

unterworfen sind , erwartet werden , dass auch bei fortgesetzter Erre¬

gung von Schwingungen alle Bewegungen immer nur sehr geschwächt

zu den entferntesten Theilen der Kette gelangten . Da ferner die Ver¬

breitung von der Erregungsstelle nach beiden Seiten geschieht , dürfte

man erwarten , dass bei dem Wechsel positiver und negativer Schwin¬

gungen durch das Zusammentreffen von entgegengesetzten Seiten an

einigen Stellen Verstärkung an anderen Aushebung statt finden werde ,

wie bei Interferenzerscheinungen . Endlich , wenn auch in Folge solcher
Begegnung Schwingungen , die in allen Theilen der Kette vollkommen
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synchron sind , möglich wären , so dürfte man doch erwarten , dass die¬

ser mögliche Fall an besondre Bedingungen z B. an bestimmte Rola -

tionsgeschwindigkeiten geknüpft wäre , nicht aber , dass in allen Theilen

der Kette solche synchronische Schwingungen stets , bei jeder Rotations¬

geschwindigkeit , sich bildeten . Das angeführte Resultat ist daher nach

allen Analogien , welche die Verbreitung von Bewegung in anderen be¬

kannten Fällen bietet , höchst unerwartet , und eignet sich daher beson¬

ders zur Prüfung der Resultate der auf unsere bisherige Kenntniss von

der Elektricität gebaueten Theorie an der Erfahrung .

Die Abhängigkeit der Schwingungsamplitude von der Rotationsgeschwin -

digkeit des Magnets eignet sich ferner von einer andern Seite dazu ,

nämlich von Seiten der quantitativen Prüfung des entwickelten Gesetzes ,

durch Beobachtungen und Messungen , die nach wachsender Rolations -

geschwindigkeit in Reihen geordnet werden .

Endlich , wenn es auch noch gelänge , über die Abhängigkeit der

Schwingungsamplitude von der Gestalt der Kette feinere Bestimmungen
durch genaue Beobachtungen und Messungen zu gewinnen , so würde

dadurch nicht bloss eine neue Prüfung der entwickelten Gesetze , son¬

dern auch eine wesentliche Ergänzung unserer bisherigen Kenntniss von

der Elektricität selbst , aus der diese Gesetze abgeleitet worden , erlangt

werden . Nach unserer bisherigen Kenntniss muss zwar der Elektricität

als einem Körper eine Masse zugeschrieben werden , und diese Masse

übt auf eine andere ähnliche Masse eine Kraft aus ; es fehlt aber noch

an der Kenntniss des Verhältnisses jener Masse zu dieser Kraft . Die

Kenntniss dieses Verhältnisses war nun auch nicht nöthig , so lange es

sich um Gleichgewichtserscheinungen oder um beharrliche Rewegungen han¬

delte , wo die Kenntniss der Kräfte genügte ; die verschiedenen Elektri¬

citätsmengen konnten dabei , statt nach ihren Massen , nach der Grösse

der Kräfte unterschieden werden , die sie auf eine und dieselbe Elektri -

cilätsmenge in der Einheit der Entfernung ausübten , und diese letztere

Elektricitätsmenge konnte durch die Kraft bestimmt werden , die sie auf

eine gleiche Elektricitätsmenge in der Einheit der Entfernung ausübte .

Eine so bestimmte Elektricilälsmenge war nun wirklich die sogenannte
elektrostatische Maasseinheit . Handelt es sich aber nicht um blosses

Gleichgewicht oder um bloss e Erhaltung einer schon vorhandenen Bewegung ,

sondern soll einer Elektricitätsmenge neue Bewegung ertheilt werden ,
welche sie vorher nicht besass , so reicht die blosse Kenntniss der Kräfte
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nicht aus , sondern es bedarf auch der Kenntniss der Masse der in Be¬

wegung zu selzenden Elektricität . oder des Verhältnisses dieser Masse
zu der von ihr auf die elektrostatische Maasseinheit in der Einheit der

Entfernung ausgeübten Kraft . d . i . der Kenntniss der Zahl der elektro¬

statischen Maasseinheiten , welche auf die Masseneinheit (Milligramm ) Elek¬

tricität gehen . Diese Zahl ist oben mit r bezeichnet worden und die

Masse jeder in elektrostatischen Maasseinheiten bestimmten Elektricitäts¬

menge @ wird damit = —(£' gefunden . Es leuchtet ein , dass wenn nun

auf diese Masse irgend eine Kraft / ' wirkt , dos Quotient dieser Kraft durch

die Masse — CE, aufweiche sie wirkt , die Geschwindigkeit der von der

Kraft der Masse in der Zeiteinheit ertheilten Bewegung = ^ giebt .

Unsere Kenntniss vorhandener Elektricitätsmengen nach elektro¬
statischen Maasseinheilen ist nun aber in der That durch die Beobachtun¬

gen auf die in den Körpern vertheilten freien Elektricitätsmengen be¬
schränkt und erstreckt sich nicht auf die im neutralen Fluidum enthalte¬

nen Elektricitätsmengen . Ebenso ist unsere Kenntniss der Kräfte f auf

solche beschränkt , w elche auf freie Elektricitätsmengen wirken , während

von denjenigen Kräften , welche auf das neutrale Fluidum wirken , durch
die Beobachtungen nur die Kenntniss des mit dem Namen elektromoto¬

rischer Kraft bezeichneten Coeflicienten j " erlangt wird , welcher mit der
unbekannten Zahl der im neutralen Fluidum enthaltenen elektrostatischen

Maasseinheilen (£ multiplicirt werden muss , um / ' zu erhallen , also

/ ’= f ' . Q. . Dagegen brauchen wir auch in der ganzen Elektrodynamik

nicht die Geschwindigkeit selbst , sondern nur die Slromdichtigkcit und

deren Aenderungen zu erforschen , d . i. das Product der in der strömen¬

den Elektricität enthaltenen Zahl elektrostatischer Maasseinheilen 6 in jene

Geschwindigkeit , d . i . rf = f . rfv , wo die elektromotorische Kraft f
aber schon bekannt , also bloss das Product ?(£ zu bestimmen ist .

Ist hienach , in Uebereinstimmung mit der vorhergegangenen Ent¬

wickelung zur Bestimmung der Stromdichtigkeiten , und deren Aenderun¬
gen , nicht die Kenntniss der Zahl der elektrostatischen Maasseinheiten

r , welche auf die Masseneinheit (Milligramme ) gehen , selbst nöthig , son¬

dern bloss die Kenntniss des Products r (§ , so leuchtet ein , dass umge¬

kehrt aus Beobachtungen der Stromdichtigkeiten , und deren Aenderungen ,
auch nur die Kenntniss dieses Products rü envorben werden kann ; es

leuchtet aber zugleich auch die Wichtigkeit von der Kenntniss dieses
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