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VORREDE.

Das Lehrbuch iiber hihere Mathematik, welches ich hiemit
der Oeffentlichkeit iibergebe, bildete im Manuseripte die Grundlage
der Vorlesungen, welche ich in meiner fritheren Stellung am st. st.
Joanneum zu Gratz iiber diesen Gegenstand zu halten hatte.  Zu-
nichst fiir den Unterricht an hoheren technischen Lehranstalten
bestimmt, soll dasselbe — dieses Ziel hatte ich wenigstens bei der
Bearbeitung im Auge - einerseits den der Mathematik Beflissenen
in das Studium der hiheren Theile dieser Wissenschaft anf griind-
liche Weise einfithren, anderseits demjenigen, der vorzugsweise
den praktischen Wissenschaften sich widmen will, das hiezu erfor-
derliche Materiale in migiichst geniigender Weise darbieten. Wie
weit ich mich diesem Ziele genihert habe, muss dem Urtheile der
Sachkundigen iiberlassen bleiben.

Das Lehrbuch zerfillt in drei Theile, welche der algebraischen
Analysis, der analytischen Geometrie in der Ebene und im Raume,
endlich der Differenzial- und Integralrechnung gewidmet sind, und
schliesst sich im Allgemeinen dem in dem Elementarunterrichte
gebotenen Lehrstoffe an.  Vielleicht hiitten sich die Flemente der
analytischen Geometrie in der Ebene, weil in den Elementarunter-
richt hie und da aufeenommen, ausschliessen lassen; bei der Un-
sicherheit iiber das Maass der vorauszusetzenden Kenntnisse habe
ich jedoeh um so weniger Bedenken getragen, auch diesen Ab-
schnitt aufzunehmen, als die weniger einfachen Lehren desselben
doch nicht iibergangen werden konnten, und daher an Raum nicht
bedeutend erspart worden wire.
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Is bedarf wohl kaum der Erwihnung, dass ich in der Darstel-
lung allenthalben der neueren Methoden mich bedient habe, wo
dieselben vor dilteren einen reellen Vorzug voraus haben und fiir
ein Compendium geeignet schienen. Iben so sind Griindlichkeit
und mathematische Strenge Eigenschaften, die man heute auch bei
einem Elementar- Lehrbuche nicht mehr vermissen mag, ja bei
einem solchen um so weniger, als dadurch — unter Voraussetzung
eines fasslichen Vortrages — das Yerstindniss am besten gefordert
und allein nachhaltiger Nutzen gestiftet wird. Wenn bei dem Un-
terrichte an technischen Lehranstalten die praktische Tendenz nicht
aus dem Aunge verloren werden darf, so scheint sich diese Riick-
sicht doch mehr anf die Auswahl des Stoffes beziehen zu sollen, als
auf die Art der Behandlung desselben, welche der wissenschaftlichen
Form nicht entkleidet werden darf, wenn der Unterricht nicht in
ein blosses Abrichten der Schiiler ausarten soll.

Aus diesem Gesichtspunkte betrachtet, werden manche Leh-
ren — namentlich der algebraischen Analysis — nicht als zu weit-
liufig behandelt erscheinen, welche sich sonst, bloss mit Riicksicht
auf das praktische Bediirfniss, kiirzer hitten erledigen lassen. Ich
nenne beispielsweise das zweite Kapitel iiber die Convergenz der
Reihen und das sechste iiber die Theorie der algebraischen Glei-
chungen. In letzterem habe ich namentlich die allgemeineren Siitze,
so weit die Grenzen des Buches es erlaubten, beriicksichtiget, da
es kaum eine mathematische Betrachtung gibt, in welche nicht der
eine oder andere derselben eingeht; bei der Auflosung der nume-
rischen Gleichungen jedoch glaubte ich vorwiegend dem Bediirf-
nisse des Praktikers Rechnung tragen zu miissen und habe daher,
nebst den nothigen Hiilfsmitteln zur Trennung der Wurzeln in
schwierigeren Iillen, nur solche Methoden zur niherungsweisen
Berechnung der reellen Wurzeln aufgenommen, welche sich durch
einen einfachen Rechnungsmechanismus auszeichnen, nimlich die
Newton’sche in ihrer einfachsten Form, die Horner'sche und die
Regula falsi. Strenge genommen ist freilich alles, was iber die
letztere hinausgeht, tiir den Praktiker von Ueberfluss.

Die analytische Geometrie sowohl in der Ebene als im Raume,
wurde im Allgemeinen mit rechtwinkligen Coordinaten durchgefiihrt,
da diese in der Praxis fast allein Anwendung finden, und der Nutzen,
welchen die Durchfithrung der Rechnungen mit schiefwinkligen
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Joordinaten etwa gewihren mag, mit dem Raume, den dieselbe
in Anspruch nimmt, in zu ungiinstigem Verhiltnisse steht. Bei der
Discussion der allgemeinen Gleichungen der Linien und Flichen
zweiter Ordnung bin ich im Wesentlichen Cauchy’s schiner Analyse
gefolgt. — Uebrigens enthilt der zweite Theil die analytische Geo-
metrie nur in so weit, als die Hiilfsmittel der Algebra reichen; die
allgemeine Theorie der krummen Linien und Flichen, so weit deren
Aufname angemessen schien, wurde, wie diess iiblich ist, in der
Differenzial- und Integralrechnung abgehandelt, an welchem Orte
sie zugleich das geeignetste Mittel zur Erliuterung der rein analy-
tischen Operationen bildet.

Die Differenzial - Rechnung habe ich auf die Betrachtung der
Grenzen gegriindet und bin insbesondere bei der Entwickelung des
Begriffes des Differenzialquotienten, nach Navier's Vorgange, von
der Vorstellung der Geschwindigkeit des Wachsthums einer Funk-
tion ausgegangen, eine Darstellung, welche an und fiir sich der
Natur der Sache angemessen ist und sich durch Anschaulichkeit
empfiehlt. — Unter den Hiilfsmitteln zur Entwickelung der Funk-
tionen in Reihen glaubte ich das Reversions-Theorem von Lagrange
nicht iibergehen zu diirfen, da man von demselben in der ange-
wandten Mathematik, insbesondere der Geodisie nnd Astronomie
hiiufig Gebrauch zu machen hat. Aus gleichem Grunde habe ich in
der Integralrechnung die Fourier'schen Reihen aufgenommen, welche
namentlich fiir die Physik von Wichtigkeit sind und die friitheren
Ritze iiber die Entwickelung der Funktionen in Reihen in einem
wesentlichen Punkte ergiinzen. Die Lehre von den bestimmten
Integralen und den Transcendenten der Integralrechnung konnte
selbstverstindlich nur in beschriinktem Maasse Aufname finden; das
Mitgetheilte diirfte jedoch geniigen, um die nichsten Bediirfnisse
des angehenden Mathematikers zu befriedigen und ihn zu befihigen,
fiir entfernter liegende, schon einigermaassen orientirt, an ausfiihr-
licheren Quellen Belehrung zu suchen. Dieselbe Riicksicht musste
mir auch bei der Bearbeitung der Kapitel iiber die Integration der
Differenzialgleichungen zur Richtschnur dienen.

Bei der Abfassung des Werkes, welches der Bequemlichkeit
des Gebrauches wegen in zwei Binde getheilt wurde und fiir dessen
dussere Ausstattung der Herr Verleger in vorziiglicher Weise ge-
sorgt, habe ich die besten mir zuginglichen Werke und Zeitschriften
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benutzt. Vou iilteren Autoren abgesehen, nenne ich vorzugsweise die
neueren Schriften von Cauchy, Navier, Grunert, Ettingshausen,
Schlomilch, Moigno, Petzval. — Beispiele habe ich nur so viele
gegeben, als zur Erliuterung der theoretischen Sitze nothwendig
schienen; zur weiteren Eintibung verweise ich den Leser auf die
Aufeaben - und- Beispielsammlungen von Solmke, Strauch, Rogner,
Schnuse und Magnus.

Wien im August 1857.
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ALGEBRAISCHE ANALYSIS.

EINLEITUNG.

I. Die hihere Mathematik oder Analysis beschiiftigt sich
mit der Betrachtung aller Formen, in welchen sich die zwischen Gris-
sen, in so ferne dieselben durch Zahlen ausgedriickt sind, stattfinden-
den Bezichungen darbieten.

2. So mannigfaltig diese Beziehungen auch sein kinnen, so haben
sie doch alle, in so ferne sie Gegenstand der Analysis sind, das mit
einander gemein, dass unter den in dieselben eintretenden Grossen
solche vorkommen, welche entweder ohne alle Einschriinkung oder
wenigstens innerhalb gewisser Grenzen jeden beliebigen Werth anneh-
men konnen; man nemnt solche Grossen veriinderliche oder va-
riable, im Gegensatze zu den bestindigen oder constanten
Grossen, deren Werthe im Laufe der ganzen Untersuchung als unver-
iinderlich angesehen werden. Man pflegt die veriinderlichen Grissen
gewohnlich durch die letzten, die constanten durch die ersten Buch-
staben des Alphabetes zu bezeichnen.

3. Die zwischen veriinderlichen und constanten Grissen stattfin-
denden Beziehungen erscheinen immer in Form von Gleichungen, und
man sieht leicht cin, dass eine derartige Gleichung mindestens zwei
variable Grossen enthalten muss. Denn setzt man einen beliebigen
Ausdruck, z. B. @ 4 ba, in welchem x eine veriinderliche Grisse
bedeutet, = y, so ist, da der Werth von a« 4 ba mit = sich éndert,
auch y verdinderlich. Da jedoch zu jedem speciellen Werthe von a
aus der Gleichung y = ax 4 & cin bestimmter Werth von y sich
ergibt, so erscheint y als von x abhiingig. Man unterscheidet daher
zwischen unabhingig und abhiingig veriinderlichen Grossen; die
ersteren sind jene, denen man jeden helichigen mit ihrer Natur ver-
triiglichen Werth beilegen kann, die letzteren solche, deren Werthe
durch jene der unabhiingig Veriinderlichen bestimmt werden. Die
zwischen denselben stattfindende Gleichung driickt das Gesetz der
Abhingigkeit aus. — Welche der in einer Untersuchung vor-
kommenden veriinderlichen Grissen als die unabhingige, welche als

1%
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die abhiingig Veriinderlichen zu nehmen sind, bestimmt sich in jedem
besonderen FFalle ans der Natur der Aufgabe.

4. Um auszudriicken, dass eine veriinderliche Grisse  von einer
. oder mehreren anderen abhiingig sei, sagt man, die erstere sei eine
| Funktion der letzteren und bezeichnet diess durch eines der Symbole
u=f(x),n=Flz), v = qlz,y), v =y, y ) ws w
indem man den in Klammern eingeschlossenen und durch Beistriche
getrennten unabhiingig veriinderlichen Grissen einen der Buchstaben
Sy F, ¢y w... (als Funktionszeichen) vorsetzt. Dabei bedeuten diese
Symbole irgend einen Ausdruck, welcher aus den Verinderlichen ,
oder z, y u. s. w. und constanten Grissen gebildet ist; z. B.
y=JS(&)=a+ ba?; :=F(x,y) =ax 4 bsiny;
u= iz, y, z) = a®*¥ (1—log z).

Unter Form der Funktion verstehit man die Art, wie die in
der Funktion vorkommenden constanten und variablen Grissen mit
einander verkniipft sind. Funktionen, welche sich nur durch die,
die Variablen bezeichnenden Buchstaben unterscheiden, z. B.

c = fla) = @ (a — ba¥), wd u = fly) = y"(a — by?)
haben einerlei Form, und werden, sobald zwei oder mehrere solche
Funktionen in derselben Rechnung vorkommen, mit demselben Funk-
tionszeichen bezeichnet. Man nennt sie dihnliche Funktionen.

Symbole , wic die folgenden:

fla +y), flay), ﬂz), u. dgl.

stellen ebenfalls Funktionen der beiden Verdnderlichen @ und y vor; es
kommt ihnen aber die besondere Form zu, dass die Grissen « + y,

@y, — wie eine einzige Veriinderliche in dieselben eingehen; setzt
Yy 7 8 8 3

man z. B. z an die Stelle von @ 4 ¥, a2y, —, .... so nehmen dieselben
¥

die Form f(z) an und erscheinen sofort als Funktionen der einen Ver-
finderlichen z.

Bei manchen Untersuchungen ist es niithig, die Anwesenheit con-
stanter Grissen in einer Funktion ersichtlich zu machen; diess ge-
schieht dadurch, dass man dieselben unter das Funktionszeichen in
die Klammer aufnimmt; z. B. y = f(z, «a).

6. Eine Funktion # einer oder mehrerer Verinderlichen kann
entweder entwickelt (gesondert, explicit) oder unentwi ckelt (un-
gesondert, implicit) gegeben sein, je nachdem die Ulewhung, welche
das Gesetz der Abhiingigkeit der Funktion « von den unabhiingig Ver-
inderlichen ausdriickt, in Bezug auf » aufgeldst ist, oder nicht. In



b

den obigen Beispielen (§. 4) sind hiernach y, =, » entwickelte Funk-
tionen beziehungsweise von 25 @ und y; @, y und z. Hingegen ist
durch die Gleichung y* — 2ay + 2 = o, y als unentwickelte Funk-
tion von a3 durch die Gleichung: u? — (z 4+ y) sin u + a* =10, u
als unentwickelte Funktion von @ und y dargestellt. Allgemein wer-
den unentwickelte Funktionen durch Gleichungen von der Form
S, y) =0, Flu,x, y)=0, ¢lz,y,z) =o etec. ...

ausgedriickt.

7. Eine Funktion heisst einwerthig, wenn sie fiir jeden beson-
deren Werth der Verdinderlichen nur einen Werth anzunehmen ver-
mag; im Gegentheile vielwerthig O(_]_ﬁl_}:ﬂldulltlg und insheson-
dere zwei- dreiwerthig u. s. w., wenn jedem :apeuellen Werthe der
unabhiingig Veranderlichen zwei, drei, u. s. w. Werthe der Funktion
entsprechen.  So ist in obigem Beispicle : y? — 2ay + a2 =0,y
eine zweiwerthige Funktion von z ; denn lést man diese Gleichung fiir
y auf, so erhilt man y = a + ;/aTLﬂ;z}f, woraus man sogleich er-
kennt, dass jedem Werthe von x, zwei Werthe von y: a + Va2 — a2
und @ — V'a? — 2 entsprechen. Die Funktionen arec sin x, arc cos x,
ete. sind, wie aus der Trigonometrie bekannt, vieldeutig, da zu jedem
Werthe eines Sinus, Cosinus, u. s. w. unendlich viele Biigen gehiren.

8. Hat man die zwei Gleichungen z = f(y) und y = (), so ist
auch z: = f[q(z)] und man sagt in diesem Falle, z sei eine Fun k-
tion einer Funktion. In gleicher Weise folgt aus

s =Flz,3), v =09 () y = p(§):
8= F[ ©), w (O] =s);
z erscheint hier als Funktion der zwei Verdinderlichen @ und y, welche
selbst wieder Funktionen von ¢ sind, so dass auch = eigentlich nur
Funktion der einen Veriinderlichen ¢ ist.

9. Man theilt die Funktionen in algebraische und transcen-
dente. Algebraische Funktionen heissen jene, in welchen en die ver-
dinderlichen Grissen nur den (sogenannten algebraischen) Operationen
der Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Potenzirung
zu constanten Exponenten unterworfen sind; z. B.

3
5

J—'a+ba7"———~n[/x- Fy? 4+ b=o0;

£
axty—1 —1¢ l/.'r'-‘ =0}
alle anderen Funktionen heissen transcendente, unter welchen die
Exponentialfunktion y = «®, d. i. die Potenz mit veriinderli-
chem Exponenten, die logarithmische Funktion y = log «,
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ferner die trigonometrischen Funktionen sin 2, cos «, tg «, ete.,
und deren Umkehrungen, die eyklometrischen Funktionen: are
sin z, arc cos x; are tg a, ete. fiir uns vorliufig die wichtigsten sind.

Man erkennt leicht, dass den algebraischen Funktionen, sie mi-
gen was immer fiir eine Form haben, zuletzt die einfache Funktion
y = « zu Grunde liegt, wo a eine beliebige ganze oder gebrochene,
positive oder negative, jedoch bestindige Zahl bedeutet. — Nennen
wir iibrigens einfache Funktionen jene, welche durch eine einzige
mit der Variablen vorgenommene Operation zu Stande kommen, so
konnen wir als einfache algebraische Funktionen folgende auffiihren:

113
a+x, a —x, ax, = WP

welche, wie man sieht, simmtlich in der Form (4 4 Ba™)" enthalten
sind, withrend die oben angefiihrten Beispiele zusammengesetzte Funk-
tionen darstellen. Analog hiemit haben wir als einfache transcen-
dente Funktionen:
a*, log @, sin x, arc sin x,

zu welchen man, ihres hiiufigen Gebrauches wegen, noch cos z und
are cos x zihlen kann, wiewohl sich diese, so wie alle iihrigen trigo-
nometrischen Funktionen bekanntlich durch sin =, die cyklometri-
schen durch arc sin x ausdriicken lassen.

Die Entwickelung der Eigenschaften der verschiedenen Funktio-
nen und ihrer Beziehungen zu einander bildet den wesentlichen Inhalt
der Analysis, daher auch diese hiiufig die Lehre von den Funk-
tionen genannt wird.

10. Die algebraischen Funktionen werden in rationale und
irrationale, ganze und gebrochene Funktionen unterschieden.

Unter einer rationalen Funktion versteht man jene, in wel-
cher, nachdem sie maglichst reducirt worden ist, die veriinderlichen
Griissen unter keinem Wurzelzeichen, oder was dasselbe ist, mit kei-
nem gebrochenen Exponenten behaftet vorkommen; im Gegentheile
heisst die Funktion irrational. So sind von den Funktionen

s 2\n e CPIEY - 5 n
y=@+ b i = V= T a2,
_aVaty ,

= ]/.?j i
die heiden ersten rationale, die zwei letzten irrationale Funktionen.
Unter ganzen Funktionen versteht man solche, welche die ver-
iinderlichen Grissen in keinem Nenner, oder was dasselbe ist, mit kei-
nem negativen Exponenten behaftet enthalten; ist diess hingegen
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der Fall, so heisst die Funktion gebrochen. Von obigen vier Funk-
tionen sind die erste und dritte ganze, die zweite und vierte gebro-
chene Funktionen.

Die allgemeine Form ciner ganzen rationalen algehrai-
schen Funktion einer veriinderlichen Grisse ist

y=A+ Bx 4+ Ca? 4 D3 4 ... .. + Mz™,

wo A, B, C,.... M constante von = unabhiingige Coeflicienten sind.
Der Exponent der hiochsten in der Funktion vorkommenden Potenz
von z bestimmt den Grad der Funktion. Obige Funktion ist also
vom mten Grad.  Die Funktion des ersten Grades y=A 4 Ba nennt
man auch hiufig (aus geometrischen Griinden) lineare Funktion.

Die allgemeine Form einer gebrochenen rationalen Funktion ist

A+ B4+ Ca?4...... + Pa™

e e e e RO T
sie heisst e cht gebrochen, wenn der Nenner von hiherem Grade ist,
als der Zihler, im Gegentheile unecht gebrochen.

Il. Unter Dimension eines Ausdruckes, welcher aus constan-
ten und variablen Faktoren besteht, versteht man die Summe der Ex-
ponenten der veriinderlichen Faktoren. So sind die Ausdriicke a3,
abxy’z, ax'ay beziehungsweise von den Dimensionen 3, 4, 4. Iier-
aus erhellt, dass nach dem Begriffe eines Quotienten und einer Wur-
zelgrosse die Dimension eines Bruches gefunden wird, wenn man von
der Dimensionszahl ‘des Zihlers jene des Nenners abzieht; jene einer
Wurzelgrisse hingegen, wenn man die Dimensionszahl des Ausdruckes
unter dem Wurzelzeichen durch den Wurzelexponenten dividirt. Der

axy?

Ausdruck ist hiernach von der 2ten, J axz3® von der dritten Di-

mension.
Diess vorausgesetzt, heisst eine Funktion zweier oder mehrerer
Veriinderlichen homo gen, wenn alle Glieder derselben von gleicher

nannt. Die Dimensionszahl eines Gliedes bestimmt den Grad oder

die Ordnung der homogenen Funktion. So sind
r=a+ axy + y* u=x + Yo J 42;
ozt + W Vp + =
Vet y+ 2

homogene Funktionen beziehungsweise vom 2'» 1'*® und §'*® Grade.

I

Diese Eigenschaft der Homogeneitiit lisst sich leicht auf einen
analytischen Ausdruck bringen. Die Funktion f(x, y, z, ....) ist nim-
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lich homogen und vom #'®® Grade, wenn sie fiir jeden Werth von ¢,
der Bedingung
il Gy Loy w00 L, g yama)

geniigt, wo ¢ eine neue von den andern unabhiingige Veriinderliche ist.
Wie man leicht sieht, ist die frithere Definition in dieser allgemeine-
ren eingeschlossen. Nach letzterer erkennt man z. B. dass die Funk-
tion f(x, y) = log @ — log y homogen vom 0" Grade ist; denn
schreibt man tz, fy an die Stelle von @ und y, so erhiilt man f(tx, ty)
= log te — log ty =log # — log y = f(x, y) = t°f (=, y).

Perio d_ﬂlgjwloqtiwe1(len solche genannt, welche in
1egelmdqsngel Wiederkehr immer dieselbe Reihe von Werthen durch-
lanfen, wenn die unabhiingig Verinderliche fort und fort zunimmt, so
dass allen Werthen der letzteren, welche um gleiche Intervalle von
einander entfernt sind, gleiche Funktionswerthe entsprechen. Die
trigonometrischen Funktionen gehiren in diese Klasse; denn es ist
z. B. bekanntlich
sin z =sin (x 4 27) =sin (x4 47) = sin (x 4 67) = ... w. 8. w. %)

12. Eine Funktion zweier oder mehrerer Veriinderlichen heisst
symmetrisch, wenn dieselbe bei beliebigen Vertauschungen der
Veriinderlichen unter einander keine Aenderung ihres Werthes erlei-
det. z. B.

u=uwx? 4+ xy + y2; w=2zy + 2xz 4 2yz;

w= ¥ 4 il © == €08 @« 08 y — (sin @2 4 sin y?).
Bemerkenswerth sind insbesondere die algebraischen rationalen
symmetrischen Funktionen, in Bezug auf deren Bau sich aus obigem
Begriffe folgende Rigenthiimlichkeiten ergeben.

1) Besteht die Funktion nur aus einem Gliede, so miissen
gimmtliche Faktoren (Elemente), von einem etwa anhaftenden Coeffi-
cienten abgesehen, gleiche Exponenten haben. z. B. u = Aax?y%:2.

2) Besteht die symmetrische Funktion, wie gewdhnlich, aus meh-
reren Gliedern und ist V eines derselben, welches durch eine beliebige
Vertauschung der darin vorkommenden Elemente in W iibergeht, so
muss das Glied 7 auch unter den Gliedern der symmetrischen Funk-
tion vorkommen.

3) Alle Glieder einer s. Funktion miissen daher gleichviel Ele-

*) Mit dem Buchstaben £ werden wir ausschliesslich, wie diess gewéhnlich
geschieht, das Verhiiltniss der Kreisperipherie zum Durchmesser bezeichnen. Fiir
den Halbmesser == 1 driickt daher 7 = 3,14159265... die Liinge der halben Kreis-

7T .
peripherie aus, welche dem Winkel= 180° entspricht. Eben so bezeichnet 5 den

dem Winkel == 90° entsprechenden Bogen, 2a die ganze Peripherie = 3600, u.s,w.
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mente enthalten, nund diese in allen Gliedern mit denselben Exponen-
ten behaftet sein.

4) Hieraus folgt sogleich, dass jede s. Funktion gegebener Ele-
mente durch irgend eines ihrer Glieder, und jedes Glied — daher auch
die ganze I'unktion — durch die Exponenten der Elemente bestimmt
ist. Hierauf griindet sich eine einfache Bezeichnung der symmetri-
schen Funktionen, wenn die Elemente bekannt sind; man sehreibt
niimlich bloss die Exponenten eines Gliedes, durch Beistriche getrennt,
in ¢ine eckige Klammer, wie folgende Beispiele zeigen, welche s.
Funktionen der drei Grissen a, b, ¢ darstellen.

Ml=a+b+c; =40+ c2; [n] =a" + b+ ";
[1,1] =ab 4 ac +be; [2, 1]|= a2b + ab? 4 a®c 4 ac? 4 b2+ be¥ 5
[1, 1, 1] = abey [2, 1, 1] = a2be + ab2c + abe?.

Aus der Anzahl der Exponenten in der Klammer erkennt man die An-
zahl der Grissen, welehe in jedes Glied eintreten, und es eriibrigt nur
noch anzugeben, wie die verschiedenen Glieder gebildet werden.

Es seien @, b, ¢, d, ..... %, 1 die n Grissen, aus welchen die
symmetrische Funktion [w, @y, w3, .... ¢,] erzeugt werden soll, wo
iy, ttyy gy« o die Exponenten, » an der Zahl, bedeuten, welche in
jedem Gliede vorkommen. Man bilde zuvirderst alle Combinationen
der rten Classe ohne Wiederholung aus den » Elementen a, b, ¢, ...
k, 1; sodann alle Permutationen der » Exponenten y, ug, ... «., und
verbinde endlich jede dieser Complexionen in der Form von Exponen-
ten mit jeder einzelnen Combination der Elemente.

Z. B. Aus den Grissen a, b, ¢, d die s. Funktion [3, 2, 1] zu bil-
den. Man findet:

Combinationen der 3'" Classe | Permutationen der Exponenten

der Gréssen a, b, ¢, d. 1, 2, 3.
a, b, c 1, 2,3 3, 1,2
a, b, d 1,3,2 3,2,1
a, ¢, d 2,1,3
b, ¢, d 2.3 1

somit ist

[3,2, 1]=ab2c3+ ab3c? 4 abed + a2b3e + adbe? + ad3bhec 4+ ab?d3 +
ab3d? 4 a2bd® 4 ab3d 4 a3hd? 4 adbid 4+ acid® 4 acid?
aZed? 4 a*cdd + aded? 4 aded 4 be2d? 4 bedd? 4 b2edd 4
b2c3d - b3ed? 4 b3e2d.

Wie leicht einzusehen, ist die Anzahl N aller Glieder gleich der An-

zahl der Comhbinationen multiplicirt mit der Anzahl der Permutationen;

also filr » Elemente und » Exponenten:
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S imaille it ST 9 SO
=nn—1)(n—2)....(n—r + 1),
vorausgesetzt, dass die Exponenten alle verschieden sind.  Befinden
sich aber unter densclben mehrere Gruppen von p, ¢, s ... gleichen
Zahlen, so ist bekanntlich die Anzahl aller Permutationen
1.2:8.4..... r
1. 2.8 0ps 102 Boon ol 25800
N = nn—1)(n—2)..... (n—r+ 1)

Lo Qe@ses Do 1e 208 suws o ls BuBiccn @
Die Summe der Exponenten in e¢inem Gliede hestimmt den Grad
oder die Ordnung der s, Funktion. In die Klammer pflegt man die
Exponenten vom grossten angefangen der Ordnung nach zu schreiben,
und sagt, diejenige s. Funktion sei von einer hiheren Klasse, welche
in der Klammer an einer fritheren Stelle einen grisseren Exponenten
hat. So ist [3] von hiherer Klasse als [2, 1], diese von héherer als
[1,1,1].

Eine s. Funktion heisst zusammengesetzt, wenn sie aus mehreren
Theilen besteht, die fiir sich symmetrisch sind. Besteht die s. Funk-
tion aus mehreren rationalen Briichen, so lisst sie sich, indem man
dieselben auf einen gemeinschaftlichen Nenner bringt, in einen einzi-
gen Bruch zusammenziehen, dessen Zihler nnd Nenner fiir sich allein
betrachtet, ganze rationale s. Funktionen sind.

somit,

13. Die unabhiingig verinderliche Griosse x einer Funktion y=/(x)
wird immer als stetig (eontinuirlich) veriinderlich gedacht, d. h. so,
dass dieselbe von irgend einem Werthe x=ua, zu einem anderen x=x,
nicht iibergehen kann, ohne alle zwischen liegenden Werthe zu durch-
laufen. Diese Eigenschaft der Stetigkeit liegt schon im Begriffe der
unabhiingig veriinderlichen Grisse, als einer solchen, welche entweder
ohne alle Einschriinkung oder wenigstens innerhalb gewisser Grenzen a,
ay jeden beliebigen Werth annehmen kann. Bezeichnen wir nun mit 3,
und y; jene Werthe der Funktion y = f(x), welche den Werthen x,
und a; der unabhiingig Veriinderlichen = entsprechen, so heisst die
Funktion y = f(x) innerhalb der Grenzen x, und x; stetig, wenn sie,
withrend = von , in @; also'auch y von y, in y iibergeht, bei diesem
Uebergange alle zwischen y, und y; liegenden Werthe durchliuft. Die
Lehren des folgenden Kapitels werden uns ein einfaches Mittel darbie-
ten, den Begriff der Stetigkeit der Funktion analytisch auszudriicken.

14. Um sich von dem Verlaufe einer Funktion y = f(«) d. i. von
der allmiligen Aenderung der Werthe, welche die Funktion y an-
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nimmt, wenn a andere und andere Werthe erhiilt, eine deutliche Vor-
stellung zu machen, kinnte man zu beliebig gewihlten Werthen von
By By Hg gy By e
die zugehirigen Werthe von y :
Yy Yzs Ysy Yas ooeees
aus der Gleichung
== (@) s & wensis ()
herechnen ; wihlt man dabei die Werthe von @ in gleichen Abstéinden,
so wird man aus der Uebersicht der Werthe oy, y5, y3 .. .. cine ge-
niigende Vorstellung iiher den Verlauf der Funktion sich bilden kinnen.

Ein viel vorziiglicheres und zugleich der Natur der Sache hiochst
angemessenes Mittel zu diesem Zweecke bietet uns jedoch die Geome-
trie durch die Construction dieser Funktionswerthe dar.

Man betrachte die Zahlenwerthe von 2 und y als Liingen gerader
Linien, ziehe eine Gerade von unbestimmter Linge, XX’ (Fig. 1) als
Axe (die Abseissenaxe), wiihle in derselben einen festen Punkt 4, den
Anfangspunkt, und trage hierauf nach irgend einem beliehigen Mass-
stabe die Werthe von x auf der Axe XX’ von 4 aus auf, die positiven
etwa in der Richtung AX, die negativen in der Richtung AX*; in den End-
punkten dieser Strecken, weleche Absecissen genannt werden, errichte
man Perpendikel, auf welchen sofort die zngehirigen Werthe von y, die
Ordinaten y, 3, y3 .... aufgetragen werden, und zwar die positiven
etwa oberhalb, die negativen unterhalb der Axe X.X*. Man erhilt hier-
durch in der Ebene der Zeichnung eine Reihe von Punkten, deren jeder
dureh ein Paar zusammengehdriger Werthe von @ und y bestimmt wird,
welehe nach einem durch die Gleichung («) ausgesprochenen Gesetze auf
einander folgen und durch einen continuirlichen Zug verbunden irgend
eine gerade oder krumme Linie erzeugen, welche das geometrische Bild
der Funktion f(x) ist, und mit einem Blicke den Lauf der Funktion
iibersehen Lisst. Auf diese Art ist in Fig. (1) die Funktion

y=ua3 4 2a? — dbax—3
construirt, welche fiir

x=0 y=— 3 =AM
=l = A4 y=— b=1N
r=2 = A2 .?/:+3:2Q,
xr =3 = A3 y= +27T= 3R
u. s, w, . 8. w.
r=—1= A1 y==+3=1M
r=— 2= A2 =+ T =2'N'
x=—3=A3¥ =4+ 3=3 Q'
w=—4 = A4 y=—15=4'R'
u. 8, W, U. S. W.
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gibt.  Auf diese Art lidsst sich jede Funktion einer Veriinderlichen in
einer Ebene construiren.  Die algebraische Funktion des ersten Gra-
des y = «ax 4 b erzeugt eine gerade Linie, wodurch sich der Name
plineare Funktion** erkliirt; alle andern Funktionen erzeugen krumme
Linien.

Auch Funktionen zweier Variablen, z = £(x, ») lassen sich noch
geometriseh darstellen: da jedoeh hier drei Veriinderliche zu construi-
ren sind, so reicht hiezu die Ebene, welche nur zwei Dimensionen
hat, nicht aus, sondern die Construction muss im Raume vorgenom-
men werden.  Denken wir uns (Fig. 2) drei auf einander senkrechte
Ebenen, XAY, XAZ, YAZ, welche sich in den aufeinander senkrech-
ten Geraden (den Axen) AX, AY, AZ und in dem gemeinschaftlichen
Punkte A, dem Anfangspunkte selmeiden. Triigt man nun nach einem
belichigen Massstabe zwei willkiirliche Werthe von a und y, z. B.
w=a=AP,y = b= AQ auf den Axen AX und AY auf, zieht in
der Ebene XAY Pm, Qm bezichungsweise zu AY und AX parallel,
s0 bestimmt sich dadurch ein Punkt # in der genannten Ebene; in die-
sem Punkte errichte man eine Senkrechte auf die Ebene XAY, und
trage auf derselben den den Werthen @ = @, y = & entsprechenden
Werth von z = ¢, niimlich ¢ = f(a, b) = mM auf, so ist M ein durch
die Funktion » = f(a, y) bestimmter Punkt im Raume. Wiihlt man
nun fiir @ und y andere und andere Werthe, so erhilt man offenbar
eine Folge von Punkten im Raume, welche eine gewisse Fliche bilden
werden, deren Gestalt von der Form der Funktion z = f(x, y) ab-
hiingt.

Funktionen von mehr als zwei Veriinderlichen lassen sich nicht
mehr construiren, da der Raum nur drei Dimensionen hat.



ERSTES KAPITEL.

VON DEN UNENDLICH GROSS UND UNENDLICH KLEIN WERDENDEN GROESSEN,
UND DEN GRENZWERTHEN DER FPUNKTIONEN.

15. Da eine veriinderliche Grisse im Allgemeinen jedes beliebi-
gen Werthes fihig ist, so kann man sich den Zahlenwerth derselben
fort und fort wachsend vorstellen, so dass er endlich grisser wird als
jede denkbare noch so grosse Zahlj; man sagt in diesem Falle, die
Grosse wachse unendlich oder sie werde unendlich gross.
Eben so kann man sich vorstellen, dass der Zahlenwerth einer varia-
blen Grisse fort und fort abnelme, so dass er endlich kleiner wird,
als jede beliebige noch so kleine Zahl; die Grisse heisst in diesem
Zustande eine unendlich abnehmende oder unendlich klein
werdende Grisse. Der Kiirze wegen nennt man gewihnlich Grissen,
welche im Zustande des unendlichen Wachsens oder Abnehmens be-
griffen sind, schlechthin unendlich grosse und unendlich kleine Grissen.

I6. Diese Erklirungen fiihren unmittelbar zu folgenden Sitzen:

«) Die Summe mehrerer mit demselben Zeichen behafteter unend-
lich wachsender Grissen wird selbst unendlich gross; die Summe
zweier mit entgegengesetzten Zeichen behafteten unendlich wachsen-
den Grossen hingegen kann unendlich gross werden, constant bleiben,
Jja selbst unendlich abnehmen.

4) Die Summe einer endlichen constanten und einer unendlich
wachsenden Grisse wird unendlich gross. Daraus folgt, dass eine
unendliche, d. h. im Zustande des unendlichen Wachsens begriffene
Grisse durch Addition oder Subtraktion einer endlichen weder ver-
mehrt noch vermindert wird und daher in der Summe w + « die con-
stante endliche Grosse « gegen die unendlich wachsende w ver-
schwindet.

¢) Die Summe einer endlichen Anzahl gleich oder entgegengesetzt
bezeichneter unendlich abnehmender Grissen wird unendlich klein.

d) Das Produkt mehrerer unendlich werdender Grissen oder einer
solehen mit einer constanten Grisse wird unendlich gross; das Pro-
dukt unendlich kleiner Grissen, oder solcher mit constanten Grossen
nimmt unendlich ab.

.
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¢) Da der Werth ecines Bruches mit constantem Zihler immer
grisser oder kleiner wird, wenn der Nenner fortwiihrend ab- oder zu-
nimmt, so wird ein soleher Bruch unendlich klein oder gross, je nach-
dem der Nenner unendlich zu- oder abnimmt.

JS) Eine Potenz mit constantem positiven Exponenten wird unend-
lich gross oder unendlich klein, je nachdem die Wurzel unendlich
gross oder unendlich klein wird; das Gegentheil findet statt, wenn der
ixponent negativ ist, da w—" -—-:-l—i;‘ :

g) Ist a” eine Potenz mit constanter Wurzel und veriinderlichem
Exponenten, und @ >> 1, so wird die Potenz unendlich gross, wenn
positiv ist und unendlich zunimmt; ist hingegen der Exponent negativ,

. 3 ] . .
80 wird =" = — bei unendlich wachsendem w unendlich klein. Ist
a

1 . . R e
a <1, so setze man ¢ = - Wo nun b > 1 sein wird; hiemit wird

1 : s Z
at = L welcher Ausdruck mit unendlich wachsendem w unendlich

klein oder gross wird, je nachdem w positiv oder negativ ist.

1) Die Verhiltnisse w? : w, w?®: w?, u. s. w. iindern sich offenbar
nicht und bleiben immer gleich dem Verhiiltnisse w : 1, wie gross man
auch w annelmen mag; wird daher diese Grisse gegen die Einheit
unendlich gross, so muss anch w? im Vergleiche zu w, eben so w? im
Vergleiche zu w?, u. s. w. unendlich gross werden. Man nennt w2
w3, .... unendliche Grossen der 2ten, 3n . Ordnung mit Bezug auf
w, als eine unendlich wachsende Grisse der 1%t Ordnung. Ist um-
gekehrt w eine unendlich abnehmende Grisse, so wird w? gegen w,
w3 gegen w?, w. s. w. unendlich klein, da die Verhiiltnisse w?: w,
w3 w?, u. s. w. auch bei dem unendlichen Abnehmen von w dem Ver-
hiiltnisse w : 1 stets gleich bleiben. Man nennt w?, w3 .., unendlich
kleine Grossen der 2%n, 3tn . Ordnung, wenn man w als ein unend-
lich kleines der ersten Ordnung betrachtet. Eine unendlich kleine
Grisse hiherer Ordnung verschwindet gegen eine unendlich kleine
Grisse niedrigerer Ordnung; das umgekehrte findet bei unendlich
wachsenden Grossen statt.

; i) Ist

S&)=4a* + Bzt + Ca® 2+ ..co.. + Pr + Q
eine ganze rationale Funktion von @, in welcher die Coefficienten 4,
B, C,.... P, Qvon x unabhiingig sind, so wird nach obigen Siitzen
f(x) beim unendlichen Wachsen von a selbst unendlich gross. Man
kann fiir @ immer einen hinreichend grossen endlichen Werth ange-
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ben, welcher das erste Glied Az™ numerisch grisser als die Summe
aller folgenden, und somit das Zeichen des ganzen Ausdruckes von
jenem des ersten Gliedes abhiingig macht.

Denn es sei, ohne Riicksicht auf das Zeichen, ' der numerisch
grosste der Coefficienten 4, B,... @, so geschieht der Forderung
Ax™ > Bam— 14 Cxm—2 4 ... 4+ Px + Q

offenbar Geniige, wenn wir

A" S G2 G2 T L+ Ga + G

d. i Ammi(}'(mm_I + 2" + x + 1),
oder da bekanntlich §
; _an—1
an=tpam—tpon—tp.. prt1=2""i,
i p— pe am—1 L=
il

setzen. Um so mehr wird diess der Fall sein, wenn wir
— wal —— G
Az™ dai: — 41
e — o> ¥ +
nehmen. Hiemit ist jedoch nicht behauptet, dass das erste Glied Ax™
in besonderen Fiillen nicht auch schon fiir kleinere Werthe von =z, als

; G ; ;
der eben :msgemltteiteH + 1, grosser werden kinne, als die Summe

aller folgenden, was namentlich dann der Fall sein wird, wenn unter
diesen Gliedern sich negative befinden.

k) Eben so folgt aus den friitheren Siitzen, dass eine ganze ratio-
nale Funktion von der Form

Sfla)y=da™ 4+ Baxm+1 4 Cxmt2 4 ..., + Pxmtr
beim unendlichen Abnehmen von @ unendlich klein wird.  Auch kann
man immer fiir # einen so kleinen Werth angeben, welcher das erste
Glied dieser Funktion oder irgend ein beliebiges grisser macht als die
Summe aller folgenden. Denn die Forderung
Az™ > Bxmt1 4 Cxm+2 4 ..., 4 Pxm+r

wird gewiss erfiillt, wenn wir @ so wiihlen, dass:

Azm S Gamtl 4 Gamt? 4 . 4 Gantr

d. i Aam = Gamtt (1 + @ + 22 + ...+ ar1),
oder . 1—a"
A> Gz 7

werde, wo wieder & der numerisch griisste der Coefficienten B, C, ....
Pist.  Dieser Bedingung wird aber um so mehr ein Geniige gesche-
hen, wenn wir setzen:
= @Gx — A
4 doh@ o= .
Pl e <7d¥a




Man kann daher in einem Ausdrucke obiger Form, welcher nach
den steigenden Potenzen von x fortschreitet,  immer so klein wiihlen,
dass das Zeichen der Summe aller Glieder mit dem Zeichen des ersten
Gliedes iibereinstimmt.

17. Bisher haben wir solche Funktionen betrachtet, welche bei
der unendlichen Zu- oder Abnahme der variablen Grosse selbst unend-
lich gross oder klein werden, oder umgekehrt. Diess findet aber
keineswegs immer Statt. Eine Funktion y = f{x) kann bei unendlich
gross oder klein werdendem @ fort und fort wachsen oder abnehmen,
ohne jedoch selbst unendlich gross oder klein zu werden, indem sie
sich niimlich einer bestimmten Grenze mehr und mehr niihert, je

; s 1 ;
grosser oder kleiner @ wird. Ist z. B. y =« + — und a eine unend-
a

lich wachsende Grisse, so wird offenbar — immer kleiner und kleiner
=

und der Werth von y nithert sich immer mehr und mehr der constan-
ten Grisse «, ohne sie doch je zu erreichen.  Man nennt daher die

g A A 1 ;
Grisse a die Grenze, welcher sich die Funktion ¢ + — fiir unendlich
L

wachsende @ olme Ende niihert. Um eine solche Beziehung zu be-
zeichnen, bedient man sich des Zeichens : lim (von limes, die Grenze)
und schreibt

1
lim (a« + -;) = a (fiir wachsende «).

Gine unendlich abnehmende Grosse hat offenbar die Null zur
Grenze.  Fiir eine unendlich wachsende Grosse hingegen gibt es keine
Grenze, und es geschicht nur der Kiirze und Bequemlichkeit des Aus-
druckes wegen, wenn man auch fiiv unendlich wachsende Grissen eine
Grenze fingirt, welche durch das Zeichen oo vorgestellt, und gerade-
zu eine unendlich grosse Grosse genannt wird. Ist also z. B. @ eine
unendlich abnehmende Grisse, so sehreibt man

o
lim — = o

@ b

. . . . 1 .
d. h. wollte man die Grenze suchen, der sich die Funktion = fiir un-
2 @

endlich abnehmende a niihert, so miisste man iiber jede noch so grosse
angebbare Zahl hinausgehen. Hieraus folgt, dass mit dem Zeichen oo
nicht ein bestimmter, wenn auch noch so grosser Werth bezeichnet
wird, und daher mit demselben nicht nach den Regeln der Arithmetik,
wie mit einer Zahl gerechnet werden kann.
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Beispiele von Grenzwerthen finden sich schon in den Elementen.
So ist der Bruch ! als die Grenze zu betrachten, welcher sich der
Dezimalbruch 0,333 ...., oder diec Summe der Glieder

3 3 3 3
Io+i_O?+T03+1_m-----
mehr und mehr nithert, je grosser man die Anzahl der Dezimalstellen
oder der Glieder der Summe nimmt. Eben so ist die Peripherie cines
Kreises die Grenze, welcher sich die Perimeter der um- und eingeschrie-
benen reguliiren Polygone bei unendlich wachsender Seitenanzahl un-
endlich nihern; u. s. w.

Die Aufgabe, die Grenze anzugeben, welcher sich ecine Funktion
bei der unendlichen Zu- oder Abnahme der Variablen niilert, bietet
sich in der Analysis hiufig dar, daher wir im Folgenden die wichtig-
sten hierher gehorigen allgemeinen Siitze anfiiliren.

IS. Es seien q(z) und y(x) zwei Funktionen vou'z, welche sich
bei unendlich abnehmendem z beziehungsweise den Grenzen ¢ und
& niihern, so dass

limg(z) =a, limy(xz) =1 (1)
ist. Bezeichnet man nun mit ¢ und g zwei mit = gleichzeitig verschwin-
dende Grossen, so kann man

glae)=a+ e, p(x)=1=564 4 (2)
setzen, welche Gleichungen bei dem Uebergange zur Grenze in die
Gleichungen (1) iibergehen, wie es sein muss.

Geht ¢ (x) in eine constante Grosse c iiber, so folgt aus der Glei-
chung ¢ (x) == lim ¢ () 4+ «, lim ¢ = ¢, da in diesem Falle «, wo-
von die Verinderlichkeit von g («) abhing, = 0 gesetzt werden muss ;
die Grenze ciner constanten Grisse ist also diese Grisse sclbst, wie
diess an und fiir sich klar ist.

a) Durch Addition oder Subtraktion der GI. (2) erliilt man

) +wle)=atb+ (et ),
folglich wenn man auf die Grenze iibergeht, d. h. « (somit auch « und
() unendlich abnehmen lisst :
lim [g() + w(2)] =1lim g (=) + lim v (). 3)

Diese Gleichung, welche sich leicht durch Worte ausdriicken
Lisst, kann, wie leicht einzusehen, auf eine beliebige endliche An-
zahl von Funktionen ausgedehnt werden, gilt aber nicht mehr allge-
mein, wenn die Anzahl der Bestandtheile unendlich wird; da es sehr
wohl sein kann, dass die Summe einer unendlichen Anzahl unendlich
abnehmender Grossen sich einer von 0 verschiedenen Grenze nihert.

) Multipliciren wir die GL (2), so kommt:

g(x) .« p(@)=ab + af + ba + o,

HERR, Hoh. Mathematik, T, 2
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somit, da nach §. 10. d, lim (af 4 be 4+ «3) = 0 ist,
lim g () . @(x)] = ab, d. i. [GL (1)]:
lim g () « @ (x)] = lim (=) . lim @ (). (4)
Der in dieser Gleichung ausgesprochene Satz gilt ebenfalls fiir jede
beliebige endliche Anzahl Faktoren, nicht aber allgemein fiir eine
unendliche.
¢) Durch Division der Gl (2) ergiebt sich
g@) at+e a cb—l,a
wiw) b+ﬁ_3+ bb+p)"

Geht man nun auf die Grenzen iiber, so niihert sich der Zihler des

Bruches ——‘d— der Null, der Nenner der Grisse &2, so dass man
b+ ) ' '
also hat:
— P’a
3‘ (b'hf)
g 20, . A, 0 pices
lim W@ B Duyln ' (5)

d) Ist @ cine unverinderliche und « eine unendlich klein werdende

i 0 .
R =g = 0, somit

Grisse, so ist

lim (a®) = 1; (6)
denn bezeichnet « eine positive oder negative Grisse, so kann man
immer sctzen:

a* =14 «, (n)

da fiir jeden Werth von « diese Gleichung durch gehirige Wahl von «
1 ; s

erfiillt werden kann. Setzt man 2 = —, so verwandelt sich die letzte
mn

Gleichung in 1

'=14 coder a= (1 4+ )™,

da nun beim unendlichen Abnehmen von @, m unendlich gross wird,
so muss in Folge der letsten Gleichung « mit @ gleichzeitig unendlich
klein werden, da sonst der Ausdruck (1 4 «)™ [nach §. 16, g] unend-
lich wachsen witrde und der constanten Zahl a nicht gleich sein kinnte.
Wird aber « zugleich mit x nnendlich klein, so folgt aus (n): lim (a%)
=lim (1 4 «) =1.

e) s ist

lim [ ()" ] = [lim ¢ () ™. ()
Die erste der Gl (2) giebt, zur m'*" Potenz erhoben:
g (@) = (a + a)".

Nimmt man von beiden Theilen dieser Gleichung die Logarithmen

aus einem heliebigen Systeme, dessen Basis 5 ist, so erhiilt man:
log [ ()] = m log (a + )3



nun ist offenbar lim. [m log (¢ 4 «)] = m log «; man kann daler
m log (a4 «) =mlog a 4 & setzen, wo § eine mit & und « verschwin-
dende Grosse ist; somit hat man:
log [¢(@)"] = m log a + §,
oder {;‘(;L')m — prlogatd — pmloga RBY
= Bl (™), BV = g™, B9,
Geht man nun beiderseits auf die Grenzen iiber, so erhilt man
wegen lim @™ BY = lim «™. lim B9 = ™. 1, und ¢ == lim ¢ (x):
lim [ (z)" ] = [lim ¢ ()]™
f) Eben so leicht beweist man, dass
lim [A4 9@)] = Alim ] @) (8)
denn in Folge der ersten der Gl. (2) ist
g(z) — T o
L Lal e L L

woraus, da lim 4“ = 1, durch den Uebergang zur Grenze die
GI. (8) folgt.
g) Es ist

lim [g ()* @] = [lim g (2)] = ¥@; (9)

denn behiilt man die Bezeichnung der Gl (1) und (2) bei, so hat man
g@)V® =(a + w)*+ P =(a + &) (a + «)7;
beim Uebergang zur Grenze werden @, « und 3 gleichzeitig unendlich
klein, somit nach friitheren Siitzen:
lim [¢(x)¥@] =lim (¢« + @) lim (¢ + ) =a®. 1 =
= [lim ¢ ()] M ¥ (2,
k) Liegt der Werth der Funktion f(x) zwischen den Werthen
der Funktionen ¢(x) und y(x), so dass also
g(@) < f(@) < p(a)
ist, und nithern sich die beiden Funktionen ¢ (@) und (z) bei unend-
lich abnehmendem a beide derselben Grenze «, so ist auch lim f(x)=a.
Denn bei der vorausgesetzten Beschaffenheit der drel Funktionen
kann man setzen
S@) =g (@) + ¢ [v(@) — g@)],
wo p irgend einen positiven echten Bruch bedeutet, welche Gleichung
bei dem Uebergang zur Grenze, da lim y (x) = lim ¢(x) = «, die
Gleichung lim f(z) = « darbietet.

19. Mit Hiilfe des Begriffes der unendlich kleinen Grissen lisst
sich nun auch der Begriff einer stetigen Funktion auf folgende Weise
darstellen. Sei y = f(«) eine Funktion der Verinderlichen @, und
lassen wir, von irgend einem bestimmten zwischen den Grenzen z; und
a, liegenden Werthe von a ausgehend, diese Variable um die unend-
lich kleine Grisse o wachsen, so nimmt die Funktion selbst um die
Differenz :

9%
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fl@ + 8 — fla)
zu, und die Funktion wird von = = x; bis @ = 2, stetig sein, wenn
fiir jeden zwischen diesen Grenzen liegenden Werth von =, obige Dil-
ferenz mit § zugleich unendlich klein wird.

Fiir die Funktion y = fla) = Z erhiilt man z. B.:

6 7 a a ad

Slx 4+ §) *—f(w)zw—_!_‘g B e e
welcher Ausdruck fiir jeden Werth von 2 mit § unendlich klein wird,
ausgenommen fiir den Werth 2 = 0, fiiv welchen derselbe unendlich
gross wird. Diese Funktion ist daher stetig von & = — o€ bis 2 =0,
und von @ = 0 bis @ = 4 o0, erleidet aber fiir @ = 0 eine Unter-
brechung der Stetigkeit, indem sie fiir diesen Werth von 2 unendlich
gross wird.

Man sagt: eine Funktion y = f(x) ist in der Niihe eines beson-
deren Werthes = «a stetig, wenn sie es zwischen zwei diesen Werth
@ einschliessenden Grenzen ist, wie enge man auch diese Grenzen zu-
sammenzichen mag.

Eigentlich unstetige Funktionen wiiren solche, bei welchen sich
kein Werth der unabhiingig veriinderlichen Grisse angeben lisst, in
-dessen Niihe die Funktion stetig ist. Solche Funktionen lassen sich
zwar hilden (z. B. y = (— «)*, wenn « wesentlich positiv), kommen
jedoch in den Anwendungen der Mathematik anf Naturerscheinungen
nicht vor. Im Gegentheile haben die Funktionen im Allgemeinen die
Eigenschaft, in ihrem ganzen Verlaufe stetig zu bleiben, und nur
gewisse Funktionen erleiden fiir einzelne besondere Werthe der Veriin-
derlichen eine Unterbrechung der Stetigkeit, welche fast immer darin
besteht, dass sie fiir diese besonderen Werthe unendlich werden.

ZWEITES KAPITEL.

VON DEN UNENDLICHEN REIHEN IM ALLGEMEINEN,

20, Eine Folge von Grissen, welche hinsichtlich ihres arithme-
tischen Baues nach einem gemeinschaftlichen Gesetze fortschreiten,
wird eine Reihe genannt. Die einzelnen Grossen selbst heissen Glie-
der der Reihe.
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Um allgemein irgend eine Reihe darzustellen, bezeichnet man
zweckmissig siimmtliche Glieder durch einen und denselben Buchsta-
ben und unterscheidet die einzelnen Glieder durch diesem Buchstaben
angehiingte Stellenzeiger, durch welche zugleich der Ort des Gliedes
in der Reihe bestimmt wird. Hiernach stellt die Folge der Symbole

Uyy oy Ugy Ugg saean Uny Ung 1y ovee
jede beliebige Reihie vor. Nach demselben (esetze, nach welchem
die Glieder der Reihe in der Richtung von u, gegen uy, uy .... fort-
schreiten, kanm man sich aber die Reihe auch nach entgegengesetzter
Richtung fortgesetzt denken, wodurch Glieder entstehen, die folgerich-
tig mit wy, w_q, 5 ... z0 bezeichnen sind.

Im allgemeinen ist jede Reihe eine unendliche, d. h. mit unbe-
grenzter Anzahl der Glieder, da nichts hindert, mit der Bildung der
Glieder nach dem ausgesprochenen Gesetze ins Unendliche fortzufah-
ren.  In besonderen Fillen, oder wenn die Natur der Aufzabe nur die
Betrachtung einer endlichen Anzahl von Gliedern erfordert, entstehen
ans den unendlichen Reihen endliche; Beispiele von solchen sind
die aus den Elementen bekannte arithmetische nnd geometrische
Progression.

21. Eine Reihe ist als bekannt anzusehen, sobald das Bildungs-
gesctz derselben gegeben ist. Dieses kann auf zweifache Weise dar-
gestellt werden. Entweder ist ivgend ein Glied der Reihe z. B. u, als
Funktion seines Stellenzeigers gegeben, so dass man hat

' u, = f(n),
oder als Funktion cines oder mehrerer der unmitielbar vorausgehen-
den Glieder, also

Uy = Flttn—y; tngy ++..);
in beiden Filllen nennt man "dei Ausdruck von w, das allgemeine
Glied der Reihe; im ersten Falle sagt man, es sei in independen-
ter, im zweiten, es sei in rekurrirender Form oder durch Rcku -
‘sion gegeben. So ist fiir die geometrische Progression
3

&y axy a2, axd, ...
u, = ax™1 die independente, w, = w,—yq. @, oder u, = ;”‘-‘-- die
n—3
rekurrirende Form des allgemeinen Gliedes. Wie man sieht, erfordert
die Berechnung irgend eines Gliedes der Reihe mittelst der rekurriren-
den Form des allgemeinen Gliedes die Kenntniss aller vorausgehenden
Glieder, also zuletzt die Kenntniss so vieler Anfangsglieder, als die
Rekursion iiberhanpt in Anspruch nimmt; wiihrend die independente
Form jedes beliehige Glied der Reihe unabhiingiz von allen iibrigen
darbietet. Statt der in der rekurrirenden Form von u, erscheinenden
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vorausgehenden  Glieder w, , ete. enthilt die independente Form
gewisse willkiirliche Constanten, welehe in jener fehlen.

Aus dem independenten Ausdruck des allgemeinen Gliedes lisst
sich die rekurrirende Form immer mit Leichtigkeit finden, indem man
in jenem n—1, n—2, ete. statt » substituirt, und aus den so crhalte-
nen Gleichungen eine oder mehrere Constanten eliminirt.  So hat man
fiir die obige geometrische Reihe:

W= g%y S =02 %y My = aur— 8
die Elimination von a aus den zwei ersten Gleichungen liefert sofort
die erste, die Elimination von @ und 2 auns allen dreien die zweite der
schon oben angefithrten reknrrivenden Formen des alleemeinen Gliedes.

22, Addirt man nach und nach 2, 3, 4, .... » Glieder der unend-
lichen Reihe
Uy, Moy Ugy Mgy wuen Uyy ouns
go erhiilt man die Summen von 2, 3, 4, ... » Gliedern, welehe wir mit

Sy, Sy, Sgy eee S, bezeichnen wollen, so dass also

Sy =y +uy 4wy 4+ 4 oo oy
Eine Funktion des allgemeinen Stellenzeigers », welehe fiir jeden
beliehigen Werth desselben die Summe von z Gliedern der Reihe
angibt , heisst das Summenglied, das summatorische Glied
oder die Summenformel der Reihe. So hat man fiir die geometri-
sche Progression, wie aus den Elementen hekannt ist:
S,=a+ ar 4+ aa? 4+ axd 4+ ..... + ax" 1 =
fiir die arithmetische Progression:
Si,=a—+ (a« +d) 4+ (a + 2d) + (a + 3d) + ...
+ e+ n—1)d =nle—+ L (n—1)d.

ie Aufeabe, die Summenformel eciner vorgeleeten Reihe zu fin-
Die Aufgabe, dic S weleg

o

o] 0

den, nennt man die Summirung der Reihe; sie ist oft mit grossen
Schwierigkeiten verbunden. Ist hingegen das Summenglied einer Reihe
bekaunt, so ist hierdurch auch die Reihe selbst gegeben. Denn es ist

S,=u + s + ug + uy + ... + vy + ua,
Sp—y=u + ug + s + w4 + ... + vy,
somit durch Subtraktion beider Gleichungen:
Uy — S" — S,l_| .
Setzt man also in der Summenformel S,, n—1 an dic Stelle von =,
und subtrahirt den so erhaltenen Ausdruck von S, so ist die Differenz
das allgemeine Glied, aus welchem die Reihe leicht construirt werden
kann.
n

Sucht man z. B. die Reihe, deren Summenglied S, = o R
n



n 1 )
n +1 n(n41)

fiir die zugehirige Reihe, indem man in dem gefundenen Ausdrucke

findet man », = 8, — S, = , und

von u, fiir » der Reihe nach 1, 2, 3, ... substituirt:
1 1 1 1 1

27 G 120 20 0

23, Dic Summenformel liefert, wie man sicht, die Summe von »

Anfangsgliedern der Reilie, wo n eine ganz belichige aber endliche
Zahl bedeutet.  Hieran schliesst sich ganz natiivlich die Frage nach
der Summe einer unendlichen Reilie, d. h. nach derjenigen Summe, die
man erhalten wiirde, wenn man simmtliche, unendlich viele Glieder
der Reilhe addiven konnte.  Fs handelt sich hier zuniichst daram, den
Begrift der Summe einer unendlichen Reihe festzustellen.
8o wie nun die unendliche Reihe:
wy F s uy oy e Fow v .
aus der endlichen
w Fove A ouy oy o o
dadurch entsteht, dass wir die Gliederzahl » ins Unendliche zunehmen
lassen, so muss offenbar auch die Summe S der ersteren aus der Summe
S, der endlichen Reihe dadurch hervorgehen, dass wir in letzterer n un-
endlich wachsen lassen. Bezeichnen wir daher, gemiiss den Lehren des
vorhergehenden Kapitels, mit lim S, das, was aus S, wird, wenn »
unendlich zunimmt, so haben wir
S=limS,=u + u +u3 + w4y + ..co.. + 4, 4+ ... 1in infin.

Unter der Summe einer unendlichen Reihe verstehen wir
daher die Grenze, welcher sich die Summe von n Gliedern bei dem
unendlichen Wachsen von #» mehr und mehr niihert.

Es entsteht nun sogleich die Frage, ob ein solcher Grenzwerth
fiir jede unendliche Reihe existiren miisse? Diess ist offenbar nicht
der Fall. So haben wir oben fiir die arithmetische Reihe S, =
n a4 § (n— 1) d] gehabt, ein Ausdruck, weleher mit » selbst unendlich
gross wird, also keiner bestimmten Grenze sich niithert; eine unendliche
arithmetische Reihe hat daher auch keine Summe. Die unendliche Reihe

1 1 1 I 1
stettnt

hingegen ist summirbar, und zwar ist ihre Summe == 1; denn fiir diese

=+ ...

ay & 2§
Reihe ist S, = e , somit fiir n= o0 ,lim S,= 1. In
n-1 o
14—
der That findet wos L 5 2 8 4
er That findet man successweS,_g, Sy, =% 8y = 1 S,_B-,
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n.s.w.; Werthe, welche sich immer mehr und mehr der Einheit nédhern,
je mehr Glieder man addirt.

24, Hiernach zerfallen die unendlichen Reihen in solche, deren
Summe cine bestimmte endliche Groésse ist, und in solche, deren
Summe nicht angebbar ist. Die ersteren werden convergent, die
letzteren divergent genannt.

Convergente unendliche Reihen sind demnach immer summirbar,
indem man sich dem wahren Werthe ihrer Summe um so mehr nihert,
je mehr Glieder man zusammenaddirt, so dass der IFchler, welchen
man bhegeht, indem man die Summe einer gewissen endlichen Anzahl
von Anfangsgliedern der Reihe fiir den wahren Werth der Summe
nimmt, durch Addition von hinreichend vielen Gliedern kleiner gemacht
werden kann, als jede beliebige noch so kleine Grisse.

Divergente Rcilien hingegen sind nicht summirbar, indem fiir
solche die Summe von # Anfangsgliedern bei dem unendlichen Wach-
sen von n an keine bestimmte Grenze gebunden ist, sondern entweder
selbst unendlich gross wird, oder zwisclien gewissen Werthen hin und
her schwankt, wie dicss z. B. bei der Reihe

a«a—a+a—a-+a—.....
der Fall ist, deren Summe = 4+ « oder == 0 ist, je nachdem die An-
zahl der summirten Glieder ungerade oder gerade ist.

Da die Summe einer convergirenden Reihe mit jedem beliebigen
Girade der Genanigkeit angegeben werden kann, so ist eine unhekannte
Grosse oder Funktion als bekannt anzusehen, sobald es gelingt, sie
durch eine convergirende Reihe darzustellen. Viele Funktionen, z. B.
die transcendenten, lassen sich nur durch unendliche Reihen aus-
driicken; hitufig werden anch Funktionen, die in geschlossener Form
vorliegen, der Bequemlichkeit der Berechnung wegen in unendliche
Reihen aufeelist. Dadurch kommt man auf Gleichungen von der Form

U=wu + uy + ug + w3 + .....ininf.
Ist nun die Reihe rechts vom Gleichheitszeichen eine convergirende,
so hat sie eine Summe, und diese Summe ist ehen die Funktion U
deren Werth durch Addition einer hinreichenden Anzahl von Gliedern
mit jedem beliebigen Grade der Schiirfe gefunden werden kann. Divergirt
hingegen die Reihe, so hat sie keine bestimmte Summe, und kann da-
her auch der endlichen bestimmten Grisse &7 dem W erthe nach nicht
gleich gesetzt werden. Solche Reilien sind daher zur Derechnung von
Grossen oder Funktionen nicht brauchbar, sondern nur als Umformun-
gen derselben zu betrachten, welche gewissen allgemeinen analytischen
Bedingungen Geniige leisten. Hieraus geht von selbst hervor, wie
wichtig es sei, beurtheilen zu konnen, ob eine vorgelegte Reihe con-
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vergire oder divergire. Die folgenden Untersuchungen werden hierzu
fiir die meisten Fiille ausreichende Mittel darbieten.

VON DEN KENNZEICHEN DER CONVERGENZ UND DIVERGENZ
UNENDLICHER REIHEN.

25. Schon aus dem Begrifte der Convergenz folgt, dass die Glie-
der einer convergirenden Reihe immer kleiner und kleiner und zuletzt
unendlich klein werden miissen.  Soll niimlich die Summe S, bei dem
unendlichen Wachsen von n ciner bestimmten Grenze S, welche die
Summe der unendlichen Reihe selbst istl, immer mehr und mehr sich
nihern, so muss offenbar die Differenz

S — Sy = uny1 + Unyz + tnsz + ... (1
hei der unendlichen Zunahme von » unendlich klein werden, was nur
damn sein kann, wenn die Glieder wy4y, w49 ... selbst unendlich klein
werden. Da diese Eigenschaft, welche man das Fallen der Reihe
nennt, die nothwendige allgemeine Bedingung der Convergenz ist, so
kénnen wir bei den folgenden Betrachtungen die vorliegende Reile
immer als eine fallende voraussetzen.

Dass iibrigens das Fallen der Reihe allein zur Convergenz nicht
hinreiche, ersieht man schon aus dem obigen Ausdrucke (1), da man
offenbar a priori nicht behaupten kann, dass die Summe von unend-
lich vielen Gliedern unendlich klein werde, wenn diess auch mit jedem
einzelnen Gliede der Fall ist. Vielmehr ist es zur Convergenz der
Reihe unerliisslich, dass die Summe

Eppy = tunyy + tnys + sz + ...
welche wir die zum Zeiger n 41 gehirige Erginzung der Reihe,
oder die Summe der spitesten Glieder nennen und mit E,,,
bezeiclmen werden, beim unendlichen Wachsen von » selbst unendlich
klein werde. Die Bedingung der Convergenz ciner unendlichen Reihe
lisst sich daher auch so aussprechen: die Summe ihrer spiitesten
Glieder muss unendlich klein werden.

26. Um daher von ciner unendlichen Reihe behaupten zu kinnen,
dass sie convergire, muss man beweisen, entweder, dass die Summe
von n Anfangsgliedern beim fortwiihrenden Wachsen von # sich einer
bestimmten Grenze niihere, oder, dass die Summe der spii‘testen Glie-
‘der = 0 sei.

Der erstere Weg lisst sich natiirlich nur bei solchen Reihen he-
treten, deren Summenformel man kennt, was nur selten der Fall ist.
Die geometrische Reihe bietet hierzu ein Beispiel dar. Fiir diese
ist hekanntlich :

a(x"+1)

Sp=a—+ax + ax? 4+ axd 4+ ....... + " qx 1 =—-"o->""

x—1



26
welche Summe man auch unter den Formen
(."l n a a axh
S, — P R 1 N o -— (9
A e g — T T T T sssss -
: —1  a—1 1)5 S, 11— 1—ax (2)
dm'stellcn kann. Ist nun, ohne Riicksicht auf das Zeichen, der Zahlen-

Nl

. ; ax ; y
werth von x 1, so wird 2", somit auch —— beim unendlichen
! ! 1—ax

Wachsen von » unendlich klein [§. 16. ¢] und die Summe S, nihert
sich daher, wie aus (2) erhellt, immer mehr und mehr der bestimmten

Grenze

a 5 i ; ; ;
; in diesem Falle ist daher die geometrische Reilie con-
—x

. 5 a
vergent und ihre Summe S = 1 ;
S

T

» - [
Ist hingegen dem Zahlenwerthe nach @ > 1, so wird 178"

mit nach (1), da von n unabhiingig also unverinderlich ist,
X —

auch S, bei unendlicher Zunahme von » unendlich gross und die Reihe
divergirt.

Fiir @ = 4 1 geht obige Reihe iiber in

at+a+a-+4....
welehe Summe offenbar unendlich gross wird. Fiir @ = — 1 endlich
erhiilt man die Reihe
a—a—+t+a—a++a—.....

welche wegen des Schwankens ihrer Summe zwischen O und 4 @ eben-
falls als divergent zu betrachten ist.

Eine unendliche geometrische Reihe ist daher nur
dann convergent, wenn ihr Quotient kleiner ist als die
Einheit.

27. Zur Erlinterung der zweiten oben angedeuteten Beweisart
wiihlen wir die sogenannte natiirliche harmonische Reihe,

L+ g+g+gtgton +otamgte
welehe Reihe wegen lim un=lim% == 0 offenbar ecine fallende ist.
Es ist

By o 1 1 1 1 1

1 .
Tzt tarat T tayt
also offenbar

1 1 1 1
Enypy > —

+ n+2+ n+3_+ :T+_4 + "”+£’

+1

somit um so mehr
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Engy > g | T 5

"n ')n
1

2n -|— 1'n ¢

Die Anzahl der Briiche rechts vom Zeichen >> ist aber = », somit

1
Eypy > n. _: d i Eypq > 3"

Die Summe der spiitesten Glieder dieser Reihe wird also nicht unend-

1
da der Bruch — kleinerist, als jeder der Briiche - g U-B.W-

. . 1
lich klein, sondern bleibt immer grisser als -, w ie gross man auch »

nchimen mag, woraus die Divergenz dieser Reihe folgt. Die harmo-
nische Reihe bietet uns sonach ein Beispiel, dass das Fallen einer
Reihe die Convergenz derselben nicht nothwendig nach sich ziehe.

28, Der eben betretene Weg, niimlich die Betrachtung des Ergiin-
zungsgliedes, fiilhrt auch noch zu folgendem allgemeinen Lehrsatze:
Jede fallende Reihe, deren Glieder wenigstens von einer
hestimmten Stelle an, das Zeichen regelmiissig wechseln,
ist convergent.

Denn es sei

Uy — Uy Uy — 2wy eens F oty F tngg F Ungo T ooenns
eine fallende Reihe mit regelmiissigem Zeichenweehsel, so ist

inpt = & Unpr F lusa F tniz F tngg F tngs Fooonee

=+ [”ﬂ+! — Utz F Uniz — Unty T+ Ungy— oo ']5
welehie Reihe von Gliedern man auch unter folgenden Formen schrei-
hen kann:
Fuor = [wngr — (unsg — tnyg) — (tngs — ags) — oov..], und
Enyy =% [(tn4g — Unta) + (tntg — wnys) + (Unts — tnyg) + oo
Da nun die Reihe, der Voraussetzung nach, eine fallende ist, so sind
zuvirderst die in den runden Klammern stehenden Differenzen simmt-
lich positiv, daher ist nothwendig dem numerischen Werthe nach

in 1 > Fiy gy > (Un 41 — Unta)}

in Folge der erwiihnten Voraussetzung ist aber lim w, +; = 0 und lim
(un 41 — 1, 42) = 0, woraus [§. 18. ] lim E, ;; = 0 und hiermit die
Convergenz der Reihe folgt.

Der Beweis wird auf iihnliche Weise gefiihrt, wenn mehrere
positive mit einer gleichen Anzahl negativer Glieder regelmiissig

wechseln.
il 1

: 1
So convergirt die fallende Reithe 1 — — 4 — — — 4+ — — ...,
ergirt die fallende Reihe 2+3 4+5 :

wiihrend wir die%elbe, wenn die Glieder simmtlich dasselbe Zeichen
haben, im vorigen §. als divergirend erkannt haben,
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29, Da nach dem eben hewiesenen Satze fallende Reihen mit
regelmiissigem Zeichenwechsel immer convergircu, so kénnen wir uns
im Folgenden auf solche beschriinken, deren Glieder mit gleichem Zei-
chen behaftet sind. Durch die Vergleichung solcher Reihen mit ande-
ren, deren Convergenz oder Divergenz hereits erkannt ist, gelangt
man zu allgemeinen Kennzeichen der Convergenz, indem man dabei
von folgendem aus dem Begriffe der Convergenz fliessenden Satze
ausgeht :

@) Eine Reihe, deren Glieder, wenigstens von einer
gewissen Stelle an, simmtlich kleiner sind, als die cor-
respondirenden, mit gleichem Zeichen versehenen Glie-
der einer convergirenden Reihe, convergirt ebenfalls;
und eine Reihe, deren Glieder von einer gewissen Stelle
an gleiches Zeichen haben und griosser sind, als die cor-
respondirenden Glieder einer divergirenden Reihe, di-
vergirt.

Es seien nimlich die beiden Reilen

w oA ug oy s A uy U U el (1)
h + b+ b+ s Fth ity Ftage Foea (2)
und
Epyy =tngr+ ttnsg + thyg + ..nnnt
EJn+i= bogy F lage +lagy + -onnee

Ist nam w4 < tg1y tng o< tatay Ungg < gy, W 8. W, S0 ist,
wenn die Glieder der Reihe (2) durchaus gleiches Zeichen haben, noth-
wendig auch £, o, < E', 4y, gleichgiltiz ob die Glieder der Reihe (1)
gleiches Zeichen haben oder nicht, somit, wenn die Reihe (2) conver-
girt, wegen lim £, y; =0, auch lim £, ; = 0, folglich auch die
erste Reihe convergent. Ist im Gegentheile w, 4y => #,1, wy19 >
tatay Ungy > tyys U 8. w.und die Reihe (2) divergent, so ist, wegen
der vorausgesetzten gleichen Bezeichnung der Glieder der Reihe (1),
nothwendig £, .y > E'y 4+, somit, weil lim £, ;; > 0, auch lim £, ,,
= 0, daher auch die Reihe (1) divergent.

Man kann diesem Satze noch einen anderen, fir die Anwendung
bisweilen bequemeren Ausdruck verschaffen*).

Setzen wir

Uy 42 Up 43 Uy 4

A e Ry i = ). R 6 W
Un 41 Up + 2 Un +3

Lo+ tat3 bu 4

-2 = Wy = == U, S = pz, W S. W,
tﬂ%l tn 49 byt

* Sehlémilch, Algebraische Analysis. 1851, p. 97.
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so wird
Un+1 == Un+1q bt =l
Un p9 == Untqod lay2=tny1.1y4

Ung3 =Unppdyg =Ungpqgodihy  lnyz=ligoeta=lnyy .y 2
Ungd = Unygely =Uniprhihady biyis=logzopis =lnpr iz fa
w8 W, 1. 8. W.

somit
Ii';;-+1 = Un 41 (1 + ;.; + A J.-z + ;.; J.g ;.3 + ....)jl
Eimp=tapl+mtmmtmpp+ )
Es sei nun

<y dy < gy Ay < pg, U 8. W,

50 ist auch
by ho <y puay My Ao Ay < g pip g, W S. WL, und

Lt+h+hhthhht+ o o <<l4tm+ muw+ g p s+ -
folglich auch

Un -

Eri+i< +1 'Ln+t (CL)
41
Setzt man ferner voraus, dass die Reihe (2) convergire, so ist

lim £, ; = 0, somit, wegen («), auch lim ¥, y; = 0, (da der Bruch

Y+l wie die aus iy <, folgende Relation —+2 < X+ jopyg
bu 1 by byt
nicht unendlich werden kann), folglich auch die Reihe (1) convergent.

Auf dieselbe Weise beweist man, dass wenn die Reihe (2) diver-
givt und 43 = py, da > pa, . s. w. ist, auch die Reihe (1) diver-
gent ist.

s gilt daher folgender Satz:

b) die Reihe (1) convergirt oder divergirt zugleich mit
der Reihe (2), je nachdem von einer bestimmten Stelle an

Un 41 41 Un 41 a1
=L oder —— >
?

Up n Up ty

bleibt.

30. Setzen wir an die Stelle der Reihe (2) eine geometrische Reihe,
a + ax + ax? 4+ axd 4+ ....
deren Convergenz nach §. 26 an die Bedingung: @ < 1 gebunden ist,
; . ap s s o 0 ax™ 1
und vergleichen wir damit die Reihe (1), so ist % = =

W0
4 ax

die Reihe (1) wird somit convergiren, wenn von irgend einer Stelle

u S s i u
angefangen, — 1< zund 2 << 1, sie wird divergiren, wenn AR o i
Uy, Uy

und @ > 1 ist; Bedingungen, welche sich bequemer durch folgenden
Satz ausdriicken lassen:
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Die Reihe
u - uy g Fouy s oy oy e
convergirt, wenn bei dem unendlichen Wachsen von =
. Ung , . . . .ou )
lim—* < 1ist;siedivergirt, wenn lim —-% > 1, wobei

Uy Up

wieder, wie bei der geometrischen Reihe nur der Zahlenwerth von

¢ b ; ; :
lim Zr+2 , ohne Riicksicht auf das Zeichen, in Betracht kommt.

Uy
oo U :
Denn wenn der Quotient —*1 zum Behufe der Convergenz von
Un
irgend einem Werthe des Stellenzeigers n — m angefangen kleiner

sein und auch fiir alle folgenden Werthe n = m 4 1, m 4+ 2 u. s. w.
in inf. kleiner bleiben soll, als die Einheit, so muss er sich offenbar bei
dem unendlichen Wachsen von » einer bestimmten Grenze niihern, die

. . . .U .
kleiner ist als 1. Ist hingegen lim —“£L > 1, so muss nothwendig
Uy,

? n .. " -
der Quotient t—u*—‘ frither oder spiiter grosser werden und bleiben als
n
die Einheit und somit die Reihe divergiren.
Beisp. 1. Die Reihe
11 1 1 1 1
1 i’ —_ sees
+ 1 + 1.2 + 1.2.3 + 1.2.3.4 + 1o 23 B +

convergirt; denn es ist

Uy 41 1 1

un  L2.8...—Dn 1.2.3... (i—1)

1 .
— , somit
n

2) Die Reihe
1 1 1.3 1 1:3:5 1
53317 o1 5 +2.4.u' 78 T
1.3.5 .... (2n—3 1
T bl e | NS B
2.4.6...2n—1)  (2n—1) 2

convergirt ; denn man findet

1 1 1
2 L Jracemi= :
Up + 1 g B nt 4 1 n + 4n?
e i e e iy 3
" 2 n? 4 1 n . 14 1
2 2n

: , . 1
ein Ausdruck, welcher beim unendlichen Zunehmen von n, g
Grenze hat.

Dieses Kennzeichen, in sehr vielen Fiillen anwendbar, wird un-
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brauchbar, wenn lim —*1 = 1 ist. Danmn fiihrt bisweilen folgender
Uy '

Satz zum Ziele.
3I. Die Reihe
w +ouy - ouy oy A ouy 4 (1)
convergirt oder divergirt gleichzeitig mit der daraus
abgeleiteten Reihe:

w + 2uy + duy + Bug + 16w + ... (2)
Der Beweis ist folgender. Da wir die Reihe (1) als fallend voraussetzen,
s0 ist Uy = u

2uy > uy + uy
duy > uy 4+ uy + ug + vy
Bug >ug + ug +..... =+ uy;,

16!t16>u16+1(11+ ..... + 2{31
. 8. W.
Durch Addition dieser Relationen erhalten wir
u 4+ 2uy + 4oy + 8ug + ... SuyyFuyFug oy e (0);

es ist daher die Summe der Reihe (1) kleiner als jene der abgeleiteten
(2); ist also die letztere eine bestimmte endliche Grisse, d. h. conver-
girt die Reihe (2), so muss die Summe der Reihe (1) ebenfalls eine
bestimmte endliche Grisse sein, und somit diese Reihe ebenfalls con-
vergiren. Umgekehrt, wenn die Reihe (1) divergirt, so wird auch die
abgeleitete Reihe (2) divergent sein, da in Folge der Relation («) die
Summe der letzteren zugleich mit jener der Reihe (1) unendlich wird.
— Es ist aber auch
U = 1wy

2ug = 2uy

duy << 2uy + 2y

Bug < 2uy + 2ug + 2u; + 2 ug

16ug< 209 + 2o+ . .« + 2ugg

u. 8. W,

somit

w + 2ug 4+ 4uy 4+ Bug 4+ ... <+ 2u+ 2u3 4+ 204 + ...
oder , wenn man im 2% Theile dieser Ungleichung w, addirt und
subtrahirt :

ug F 2u - duy +Bug 4 oo < 20wy Fuy Foug oy Fo.l) —y
woraus man, dihnlich wie oben, schliesst, dass wenn die Reihe (1) con-
vergirt, auch die abgeleitete (2) convergent ist und dass umgekehrt
aus der Divergenz der abgeleiteten Reihe die Divergenz der Reihe (1)
folgt. Somit sind immer beide Reihen gleichzeitiz convergent oder
divergent.
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Beisp. 1) Sei die Reihe
1 1 1 1
1+ o + 3 + T + =+
gegeben, so ist die daraus abgeleitete Reihe:
2 4 8 16
14+ 5 + r + & + T + ...
in welcher man sogleich eine geometrische Reihe erkennt, deren Ex-
2 . 4 2 .
ponent = o ist. Soll diese convergiren, so muss o < ld ir>1
sein; unter derselben Bedingung convergirt daher auch die vorgelegte
Reihe; fiir jeden anderen Werth von » < 1 divergirt sie; fiir » = 1
geht sie in die natiirliche harmonische iiber, deren Divergenz schon

frither auf anderem Wege bewiesen wurde.
2) Die gegebenc Reihe sei:

1 1 1 1 1
1 +Elu§2 + 3 log 3 + 4 log 4 ¥ 5 log 5 st Tl@t s
so ist die abgeleitete Reihe:
1 1 1 1
bt oeo T togd T iogs T iogie T+
oder
b o e P S
log 2 2 log 2 3log 2 4 log 2
d. i
1 1 1 1
1 — |1 — - - e | 3
+ log 2 ( + 2 + 3 * 4 £ ) !

die in den Klammern stehende Reihe ist die natiirliche harmonische
und divergirt; folglich ist auch die gegebene Reihe divergent.
3) Hingegen ist die Reihe
1 1 1

14— e e
+ Z (log z)™ + 3 (log 3)™ + 4 (log 4)™ +
convergent, wenn m > 13 denn die abgeleitete Reihe ist
i 1 1
1 —— e e p—r— e -
£ (log 2)™ + (log 4)m™ 25 (log &)™ +

welche man leicht auf die Form
1 1 1 2
& e (log 2™ (1 Tttt )
bringt; da nun dic Reihe in der Klammer fiir s > 1 convergirt, so gilt
diess auch von der vorgelegten Reihe.

32. Die Reihe uy + 43 4+ w3 4 .... convergirt, wenn der
Ausdruck: n"u,, wo r > 1 vorausgesetzt ist, beim unend-
lichen Wachsen von n unendlich klein, also lim #'u, = o
wird.



33

Beweis. Ist lim #"u, = 0, so kann man fiir » immer eine hin-
reichend grosse Zahl m setzen, so dass wm'u,, = A wird, wo A eine
beliebig kleine Zahl, aber > 0 ist; da nun der Voraussetzung nach
der Ausdruck 27w, mit zunehmendem z immer kleiner wird, so ist noth-
wendig (m 4 1) wy g << A, (m 4 2)" e < A, w. 8. W.3 somit
haben wir:

A
Uy = Fj
A
1 < (m 4 1)7
A
Uy 49 < (m +2r )
. 8. W.

folglich, wenn man addirt:
1 1 1

M F gy F g ateennn <.—l[ +(ut—{—l) + (:14—}—:3;"-]_“-]-
Die Reihe in den Klammern ist aber, da » > 1, [§. 31. Beisp. 1] eine
convergirende, ihre Summe daher eine bestimmte endliche Grisse; um
s0 mehr muss daher die Summe der links stehenden Reihe, da sic klei-
ner ist, eine bestimmte endliche Grisse sein und diese Reihe somit
convergiren.

33. Das in §. 30 entwickelte Kennzeichen reieht, wie schon hemerkt,

Un 41

in dem I"alle nicht aus, wenn lim =1 ist, was nicht selten und

Uy
namentlich immer eintritt, wenn der Quotient w,4: w, die Form
2 + "ll nh—1 + ;{; nh—2 + ...+ 4,
WA a4y w4 + u,‘_
annimmt. Fiihrt nun in einem solehen Falle der in §. 31 entwickelte Satz
nicht zum Ziele, so bedarf man anderer Hiilfsmittel, die wir im Fol-
genden nach Gauss entwickeln wollen.
Es sei demnach die unendliche Reile

oy Foug - ouy e U oty o0 (1)

s0 beschaffen, dass der Quotient

Ut WA Ayt Ay ke A A I @)
w, w4 a4 a, W4 L+ o, P -

ist, wobei die Coefficienten Ay, A, ... 4y, ay, a9 ... @, vou n unab-
hiingig siud, und der Kiirze wegen

Pyt 4 A2+ Ay =P (3)
h+”l nk a4 Fw =p (4)
gesetzt ist, so gelten folgende Siitze:
Herr, Hoh, Mathematik, I, B
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1) Ist die Differenz 4, —«; >> 0, also positiv, so ist
die Reihe (1) cine steigende; und die spiitesten Glieder
werden unendlich gross.

«) Zichen wir (4) von (3) ab, so kommt:

Pop=4)—a)n V4 (dy—ay) w2 4 ..... +
(dg—ay) 2*—9 4 .o 4 (d) — ap ). (5)

Da der Voraussetzung nach (4; — a,) positiv ist, so wird friiher oder
spiiter, wenn nur » hinreichend gross genommen wird, der ganze zweite
Theil dieser Gleichung positiv, weil das erste Glied (4 — a)) n*—!
positiv ist, und [§. 16, ¢] endlich grésser wird als die Summe aller
folgenden Glieder. Dann ist aber auch P— p positiv also P> p, d. h.
nach (2): w, 41 = u,, die Reihe (1) somit eine steigende,

p) Vergleichen wir fcmer die Rc-ihc (1) mit folgender:

W+ Tt (6)

welche der Kiirze wegen mit

uU+uL+0G+0%b+....+ 0 +....
bezeichnet werden mige, und wo & eine ganze positive Zahl bedeutet.
Man kann nun, unter der Voraussetzung, dass 4 — «; positiv, &
immer so withlen, dass die Reihe (6) eine steigende wird. Denn man
hat mit Riicksicht auf (6) und (2):

uk uf ‘5 uk

Uu+1_ “EF+I X "’:{z n . “n+l
_U,T_' nd41" n (u+l) uk
n(n* 4 Ay w4 Ay 2t 4 L 4 A;!)"
m41)R" F+agn L an—2 ... 4 )
Nun ist nach dem binomischen Lehrsatze, der fiir ganze und positive
Werthe des Exponenten aus den Elementen hekannt ist,
(4 AtV A, 2 4 4 ALY
= (ot (A A nr L A=
=M 4 N (At 4 A) e
somit, wenn man bei den zwei ersten Gliedern stehen bleibt und end-
lich mit » multiplicirt, der Ziihler des obigen Bruches
= M+l Ay 0
intwickelt man auf gleiche Weise den Nenner, so findet man
Uppr  nM+L4 kA o 4 ...
U, = w1 (g k + T

nach («) ist aber die Reihe (6) eine steigende, wenn in dem Quotienten

T
JE,L[ die Differenz: k Ay — (kay 4+ 1) = k(4; — a;)— 1, positiv ist.
n

Da nun A4; —a; positiv vorausgesetzt ist, so kann man & immer so

i
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wiithlen, dass k(4; — a;) — 1 positiv, somit die Reihe (6) steigend ist.
Sollen aber die Glieder der Reihe (6) immer griosser werden, so muss

k
: ' u i 3 #
im ater Gliede —"- beim unendlichen Wachsen des Nenners n noth-
u
. SR . k& .
wendig auch der Zihler j, somit awch pwu, == u, unendlich gross

werden; d. h. die spiitesten Glieder der Reihe (1) miissen unendlich
eross werden.

2) Ist die Differenz A;—a; <0, also negativ, so ist die
Reihe (1) eine fallende, und die spitesten Glieder werden
unendlich klein.

) Der erste Theil dieses Satzes erhellt sogleich wieder aus Gl. (5),
deren zweiter Theil frither oder spiter das Zeichen des ersten Gliedes
(Ay —ay) n* =1 anmimmt, also negativ wird; daraus folgt P< p, . i.
ey <y . die Glieder der Reihe (1) nehmen fort und fort ab.

§) Vergleichen wir ferner die Reihe (1) mit folgender:

Wi 4 20k 4 Bul Ak 4 ek (e ) ik (D)
deven Glieder wir wieder mit U, Uy, Uy, .. U, ... bezeichnen wollen
und wo & eine positive ganze Zahl ist. Es ist nun wieder leicht zu
zeigen, dass man L immer so wiithlen kann, dass die Reihe (7) cine
fallende werde. Denn fiir diese Reihe finden wir:

Uiy n41) uk . k] - (A4) k4 1) 2" 4 ool
Te n.uk S + ay ko 4 ]
es hingt somit das Steigen oder Fallen der Reihe (7) von der Differenz

Alk+1—ak=1—k(ar—4)

ab, und man kann, da @) 4; der Voraussetzung nach positiv ist, &
immer so wiihlen, dass diese Differenz negativ, somit die Reihe (7)
nach 7) eine fallende werde. Sollen aber die Glieder dieser Reihe
U, = nuf immer kleiner werden, — gleichgiiltig, ob sie dabei un-
endlich klein werden oder sich einer bestimmten Grenze niihern, so
muss nothwendig , wegen des unendlichen Zunehmens des einen Faktors

n, der andere uj, folglich auch ?E: u, unendlich klein werden.
Lt demnach Ay — a; << 0, so werden die spiitesten Glieder der Reihe
unendlich klein.

3) Ist die Differenz 4, — @y = 0, so niithern sich die
Glieder der Reihe (1) beim unendlichen Wachsen von n
einer bestimmten Grenze, und zwar steigend oder fallend,
je nachdem die erste nicht verschwindende Differenz

zweier gleichnamigen Coefficienten im Zihler und Nen-
3*
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ner des Quotienten (2), z. B. 4,— a, positiv oder nega-
tiv igh

Sei demnach 4 — ¢y =0, 4, —ay; =0 w.s. w, und 4, —a,
die erste nicht verschwindende Differenz, so wird aus (5)

P—p=(dy—ay w4 ..... + (dr—as),

und es folgt nun ganz auf dieselbe Weise, wie wir unter «) und y) ge-
schlossen haben, dass die Reihe (1) steigend oder fallend sei, je nach-
dem dic Differenz 4, - a, positiv oder negativ ist. Dass aber in unse-
rem jetzigen Ialle, wo 4 — @y = 0 vorausgesetzt wurde, die spiitesten
Glieder nicht unendlich gross oder beziehungsweise unendlich klein
werden, sondern einer bestimmten Grenze sich immer mehr und mehr
nihern, erhellt aus folgenden Betrachtungen.

Sei zuerst 4, —«a, > 0, also die Reihe (1) steigend und verglei-
chen wir diesclbe mit folgender :

2\ By e nooL w1y
o, (f) Uy (_)) 1y, (;) Uy vonns (ﬁ) Uy (L—fn— ) Uni1 e (B)

80 haben wir, wenn die Glieder derselben mit 7, bezeichnet werden,
T : L
wil _ (nF—1) Tuny

(1 L e I B a2 1

Un g, R T TN L B T 7.

somit wegen:

k(k—

(2— 1)f = 2k — k2 4

nach verrichteter Multiplikation im Zihler und Nenner:
onEErh e Ay gt L (A — k) pER A2
T pEkth 4 ap w4 gy w2 L

Da nun 4} — ¢ = 0, so hiingt das Steigen oder Fallen der Reihe (8)
von der ersten nicht verschwindenden Differenz gleichnamiger Coeffi-
cienten ab; diesce ist hier:

Ay —k—ay = (dy— as) — ¥,
und man kamn L offenbar immer so gross withlen, dass diese Differenz
negativ, und dadurch dic Reihe (8) eine fallende wird. Nun ist aher,
. igs " F n k soyge
da n eine positive ganze Zahl, immer (—1) Uy > Uy, (LD die Glie-
n—

der der fallenden Reihe (8) sind fort und fort grosser als die corre-
spondirenden der steigenden Reihe (1), woraus folgt, dass die Glieder
der ersteren nicht unendlich klein, die der letzteren nicht unendlich
gross werden kénnen und dalier einer und derselben bestimmten Grenze
sich niihern miissen.

Sei ferner A, — a, <0, somit die Reihe (1) cine fallende und ver-
gleichen wir dieselbe mit der Reihe :
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0, () (5 )0 () 0s o (“5) s () 1y 9)

Fiir diese Reihe wird
Usgy LI TR O P (Rt P T s SR C I 1Y)
U, ~ (n? HLIETS (n'—'*f 1R ay =V ay =2 4= 4 )
und nach gehiriger Entwickelung :
Unyp a2tk L 4 pkti—1l L 4, p2kth—2 L,
U, T a¥th g a1 p(ag—k)nE it
Das Steigen oder Fallen der Reihe (9) hingt nun, da 4, — &y = 0,
von der Differenz (4, — ay) + & ab und man kann offenbar [ immer
€0 gross wiihlen, dass diese Differenz positiv wird. Dann ist aber die

o g . n—1ye . e
Reihe (9) cine steigende, und da (T) u,, immer < u,, die Glie-

der dieser steigenden Reihe somit immer kleiner sind als die eorre-
spondirenden Glieder der fallenden Reihe (1), so sehliesst man wieder,
wie im vorigen Falle, dass die Glieder beider Reihen sich einer und
derselben bestimmten Grenze nithern miissen.

4) Die bisherigen Untersuchungen geben iiber das Steigen oder
Fallen der Reihe (1) zuverliissige Auskunft, und man sicht, dass die
Reihe nur dann convergiren kinne, wenn 4 —a; < 0, oder
negativ ist, weil nur in diesem Falle die spitesten Glieder unend-
lich klein werden. Ueberdiess wird zur Convergenz der Reihe
(1ynoch erfordert, dass g —4; >+ 1 sei.

Denn vergleichen wir die Reihe (1) mit der Reihe

Uy 2ootgs 3%k, A%y 5 o By (B 1 By qis o0 o (10)
in welcher wir £ > 1 voraussetzen und deren Glieder wieder mit U,
bezeichnet werden migen, so haben wir:
L,H_| (41" oy (n4=1)F(n" 4 A! Wl Ayt 4+ 4))
(7 n* . u TonE g T a2 )

d. i. gehorig entwickelt:

Unyr _ ntE 4 (4 4 k) nPtP—14- ..

U,  nhtk 4 ap niHEFl e L
Soll nun die Reihe (1) convergiren, so muss nach dem in §. 32
entwickelten Satze lim (n% u,) = 0 sein fiiv £ => 1; allein »*u, ist das
allgemeine Glied der Reihe (10); diese muss also eine fallende sein,

deren spiiteste Glieder unendlich klein werden, Dazuwird erfordert, dass
indem Quotienten U7, 4 : U, dieDifferenz 4y 4+ k—ay =k — (a;— ;)
negativ, also ay — 4, > k, folglich, da & >> 1, auch ¢y — 4, > 1
sel.

Das Resultat unserer Untersuchung ist daher einfach folgendes:
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Eine Reihe: u, ug, ug, .... fiir welche der Quotient u,,: u,
die Form:

tpyy N Al A2 4 4,

Tw, | wh+ R S T I T
annimmt, convergirt nur dann, wenn die Differenz o, — A4,
eine die Einheit iitherschreifende positive Zahl ist.

34. Zur Erliuterung mogen folgende Beispiele dienen.
1) Die Reihe:
1 1

1 1 1
1 — - -
+3+5+7+ +‘.’7rk1+2n+]+
divergirt; denn es ist
:z,,u_?n—lmn——g i o o )
o 2n+1—n+%,somltz{._al_-— 1,0y — 4, =+ 1

die Reihe ist also zwar eine fallende, deren spiteste Glieder unendlich

klein werden, weil 4, — a; < 0, wie man diess auch unmittelbar

erkennt: sie divergirt aber, weil @; — 4, die Einheit nicht iibersteigt.
2) Fiir die Reihe:

1.3 1 1.3. 5

24°5 ' 2.4.6

+ ot

11
Tyt A

findet man

-1 =

L3.5..(2n—3) 1
2.4.6..20n-—-2)2n —1

Uyt (2n— 1) _?r'-'— n =+ 1.

oy 2n(2n4+1)" a4 Lin

3 S A ’
danun @y — 4, = -4 1 > 1, so ist die Reihe convergent.

3) Betrachten wir die Reihe der Binomialcoefficienten:

m(m—1) (i —1) (im—2)
Lo e
i (m—1) ... (m—n—41)
— + ...
i ) 0 [

in weleher, damit die Reihe nicht abbreche, m keine positive ganze
Zahl bedeuten soll. Man findet

Upgy m(m—1)....(m—n) mm—1L)....0m—n+1) n-—mi

u,  L.2.3...(n+1) ° 128 s T oa41
das negative Zeichen des Quotienten deutet an, dass die Zeichen der
Glieder der Reihe frither oder spiiter (und zwar sobald » > m gewor-
den isty zu wechseln beginnen, daher zur Convergenz nur noch das
unendliche Abnehmen der Glieder erfordert wird. Diess findet statt,
wenn Ay — ay = — m — 1 negativ ist, was immer der Fall ist, so
lange m keine negative die Einheit iibersteigende Zahl ist.
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Fiir die Reihe:

i (m—1) m(m—1)(m—2)
1 - _——— — — 4 ...
1.2 Tl T
+ wm(m—1) s (m—un—4+1) _
- L. 2.8 ot e
wird
Moy n—
Uy, n—41"

woraus erhellt, dass der im Anfange statt findende Zeichenwechsel,
sobald # > m geworden, aufhiort; zur Convergenz der Reihe wird
daher erfordert, dass ¢y — A4, = 1 4+ m > -4 1 sei; diese Reihe
convergirt daher fiir jeden positiven Werth von m.

35, Von besonderer Wichtigkeit sind in der Analysis jene unend-
lichen Reihen, deren Glieder nach den steigenden mit positiven gan-
zen Exponenten versehenen Potenzen ciner Variablen « fortschreiten.,
also von der Form:

agyF g xFagat 4 ag ot F et a2t 4L (1)
sind, wobei die von a unabhiingigen Coefficienten ay, a;, @ u. s. f
wieder fiir sich eine Reihe darstellen.

Da @ eine veriinderliche Grisse vorstellt, so kann nur die Frage
sein, fiir welche Werthe von @ die Reihe (1) convergirt. Hiezu wird
nach dem in §. 30 entwickelten Kennzeichen erfordert, dass

fim #H — fygy FRAETTE g, B gy By
Uy ay . x" ay ay
somit, wenn wir der Kiirze wegen

lim & — 4
Ay
setzen, 1
x -
< A
sei. Die Reihe (1) convergirt daher fiir alle Werthe von
. . . i .
@, welehe numerisch kleiner sind als i d.h. welche zwi-
i 1 1 .
schen den Grenzen — 1 und 4 T liegen. Fiir alle ausser-
halb derselben liegenden Werthe von @ divergirt sie. Das Verhalten
1
der Reihe, wenn man darin @ = + i substituirt, muss nach den frii-
b

her entwickelten Vorschriften hesonders untersucht werden.
Wie man sieht, kénnen daher solehe Reihen immer convergent
gemacht werden, indem man @ hinreichend klein nimmt: vorausge-
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Loa . . .
setzt, dass der Quotient —*! beim unendlichen Wachsen von » nicht
an

unendlich wird, wie diess z. B. bei derReihe: 1 4 1.22 4 1. 2. 322 +
1.2, 3. 4. 3 4 .... der Fall wiire.
Beisp. 1) l*m dw Reihe:

l + X + ae + x + fe 3 + b il
1 2T ias T et T z'.-..T riah
. o Upg . 1 . .
ist A = lim —— = lim ——— = 03 die Reihe convergirt daher fur
ay, n—41
. : 1 1 ;
alle Werthe von a-, welehe zwischen — 0 und 4 5 d. h. zwischen

— oo und 4 oo liegen; also fiir jeden beliebigen positiven oder ne-
gativen Werth von 2.
2) Fiir die Reihe:

at s xl "
r -+ = - 5 -+ > = e -+ z -+
2 An 41 D n . . A
hat man A =1lim —= = lim ——— = 1; daher convergirt sie fiir
ay w41

alle Werthe von @, welche zwischen — 1 und 4 1 liegen. Fiir # =1
geht die Reihe in die divergirende natiirliche harmonische iiber; fiir

x = — 1 in die wegen des unendlichen Abnehmens der Glieder und
: g z 1 1
des Zeichenwechsels convergirende Reihe : — 1 4 33 + T
3) Fiir die Reihe:
1 + e + 2 (m )g-'-’ + m(m:] l.i (.:” :_.)' &3 e s
BP-T |
findet man 4 = lim a(';nl = lim (*- ::q_i;) = -— 1; diese Reihe

convergirt daher ebenfalls nur fiir Werthe von @, welche zwischen — 1
und + 1 liegen. Fiir # = + 1 selbst haben wir das Verhalten dieser
Reihe im vorigen §. untersucht.

36. Wenn zwei Reihen:
ay + ag e+ ayatfag a4 o0 F a0, 00 4 (1)
by + by by 4 byad 400 4 b, 4 ... (2)
fiir einen bestimmten Werth von = convergiren, so ist
auch die durch Addition oder Subtraktion dieser Reihen
entstehende neue Reihe fiir denselben Werth von = con-
vergent.
Denn es sei
Sic=aqpy+aqaetaataad4....4 a1
Ti="b+bhetbatbyad 4. ....4 b o,
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somit

St Ty=(ay + b) + (o F b) o + (ay + b)) 2 + ...

+ (e £ byy) @

bezeichnen wir nun mit § und 7’ die Summen der beiden unendlichen
Reihen (1) und (2), so dass also S = lim S,, T'=lim T,, so geht
die letzte Gleichung, wenn man in derselben » unendlich wachsen liisst,
wegen lim (S, + 7%) =1lim S, + lim 7, = S + 7, iiber in
S+ T'=(ay+ b)) + (ay + b)) a4 oo (o) + by )™ V4. (3)
woraus erhellt, dass die Summe der rechts stehenden Reihe an die
Grenze S + T gebunden ist, die Reihe somit convergirt.

37. Wenn die beiden Reihen

ty a4 oay oy 34 + oy 4 (1)
by 4+ by e+ byat by a3 oo A byt ... (2)
fiir einen bestimmten Werth von o convergiren, der allen
Gliedern gleiehe Zeichen ertheilt, so ist das Produkt der-
selben wieder eine convergente Reihe, und deren Summe
gleieh dem Produkte der Summen der beiden Reihen.
Setzen wir fiir die (n—4 1) ersten Glieder beider Reihen:
S, =ay+ et aatagad 4+ ... 4 a, 2"
Tw=1ly 4 by x4 hbyat 4+ byad4....4+0b,a"
so erhalten wir durch Multiplikation :
Sy Ty =ay by + (ag by + ay by) = 4 ...... —+ (g by + ...
+ ay by) 2 4 oay, by, 2P
somit ist, wenn wir die Summe der n -4 1 ersten Glieder des Produk-
tes mit P, bezeichnen, also
P,=ay by 4 (ay by 4 ay by) « + ..... + (g bp 4 ooo. + ay by)a™ (3)
setzen, offenbar
J)ﬂ < Sﬂ 21)17
da die auf das mit =™ behaftete Glied im Produkte S, 77, folgenden
und in P, fehlenden Glieder der Voraussetzung nach simmtlich positiv

n n
enthaltene ganze Zahl, alsom = 0]

sind. Sei ferner m die grosste in

[5

n—1 -,
oder = ——, je nachdem = gerade oder ungerade, und
P S B )
S, =ay 4 ap x4+ ay 2 4 ay a4 L. + «, =™
Ty =byg+ by 4 by a2+ byad 4+ .... + b, a,

somit
S Lo =ay by + (ayg by 4+ ayby) @ 4 oo 4 e by w2, (1)

50 ist
1’:( > ‘L"m '/:n )
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wovon man sich durch Vergleichung der beiden Ausdriicke (3) und (4)
leicht iiberzeugt. Es ist daher
S Tm < P < Su Tu-

lassen wir nun 2, folglich auch = unendlich wachsen, so nithern sich
die Produkte S, 7, und S, T, beide der Grenze S7', wenn wir wie-
der mit S und 7" die Summen der beiden unendlichen Reihen (1) und
und (2) bezeichnen, somit muss auch lim P, = S7 sein, da P, immer
zwischen den Grossen S, 7, und S, 7, eingeschlossen ist; womit der
ausgesprochene Satz bewiesen ist.

Haben die beiden Reilen fiir den besonderen Werth von a nicht
durchaus gleiche Zeichen, so kinnen in dem Produkte S, 7}, unter
den, auf das mit 2" behaftete, folgenden Gliedern auch negative vor-
kommen, so dass dann nicht nothwendig P, << S, 7, sein muss und
die folgenden Schliisse nicht melir zuliissig sind. In einem solehen
Falle muss daher das Produkt der beiden Reihen in Bezug auf seine
Convergenz besonders untersucht werden.

Nur in dem Falle kann man noch der Convergenz des Produktes
im Voraus versichert sein, wenn zwar die beiden Reilien (1) und (2)
mit wechselnden Vorzeichen versehen aber so beschaffen sind, dass
sie auch noch convergent bleiben, wenn man simmtlichen Gliedern
gleiche Zeichen ertheilt. Denn das Produkt wiirde dann convergent
sein, wenn alle Glieder in den Faktoren gleiche Zeichen hiitten, folg-
lich um so mehr, wenn Zeichenwechsel eintreten.

38, Wenn in der unendlichen Reihe
ay + ap @ + a, x? 4 a3 23 4 ... —+ a, ™ 4+ ...

der Quotient ZFL fiiy jeden Werth von n kleiner ist als

iy
eine endliche, iibrigens willkiihrliche Grisse 4, so ist bei
dem unendlichen Abnehmen von a die Grenze der Summe
dicser Reihe = «.
Denn der Voraussetzung zufolge ist
ay < Aay, somit auch ay < Aay und ayz? < Aajx?

iy < Aay - - ay < A2qp - aga? < APayx?
ay < Aay - - ay < Aday - agaet < Adajxet
. 8. w. W 8. W, 8. W.

Addirt man diese Relationen und gibt zu beiden Seiten qyxr = oy
hinzu, so folgt

o ayat4 aged 4 qat < qpa(l 4 Awe 4 A2x? 4 A3 4. )

somit, wenn wir — was immer moglich ist — Ax <1, d.1. ‘L<T wiili-

£
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len, damit die in den Klammern stehende unendliche geometrische
Reihe convergire ,

ag @+ ayg 2 4 ag 3 4 ay 2% 4 ... <n'|.:rr.l———A—:

da nun beim unendlichen Abnehmen von x, lim a :r.]——A_ == ()
— Ax

wird, so ist auch
lim (@) @ + s 22 4+ @y 23 4 a, 24 4 ....) = 0, folglich
lim(ay + 1y @ 4+ ay 0?4+ ay 2* 4+ ... ) = ag.

ALLGEMEINE BEMERKUNGEN UEBER DIE ENTWICKELUNG DER FUNKTIO-
NEN IN REIHEN. — UNBESTIMMTE COEFFICIENTEN.

39. Es sei
ay + ap x4 ay 2 4 ag 23 4 .. + a, a®
eine nach steigenden Potenzen der Veriinderlichen a fortschreitende
Reihe, welche fiir alle Werthe von @, die zwischen den Grenzen
— A und 4 A liegen, convergirt, also eine bestimmte Summe hat.
Letztere wird offenbar eine Funktion von @ sein, so dass die Gleichung
besteht:

Sle)=wu 4 ay v + ay x? 4 a3 a3 4 ....... P = = (L)

- l:r,‘ =4+ 4

Man nennt die unendliche Reihe rechts vom Gleichheitszeichen die
Entwickelung der Funktion f(x); der Werth der letzteren kann
fir jeden zwischen — A und 4 A liegenden Werth von 2 mit Hiilfe
der Reihe berechmet werden, und zwar mit jedem beliebigen Grade der
Genaunigkeit, indem man eine hinreichende Anzahl von Anfangsglie-
dern addirt. Fiir Werthe von @, welche ausserhalb obiger Grenzen
liegen, hirt die Gleichung (1) auf, giiltiz zu sein: daher man die Grenz-
werthe von w, innerhalb welcher die Gl (1) zuliissig ist, beizufiigen
pflegt, etwa auf die oben in (1) angedeutete Weise.

Eine bestimmte Funktion f(z) kann nur auf eine Art

ineine nach den steigenden Potenzen der Verinderlichen
x fortschreitende Reihe entwickelt werden. Denn hiitte man
z. B. nebst obiger Gleichung auch noch folgeude:
Fle) = 4 By be? e By L v I D
le =+ B
so miisste fiir alle innerhalb der Grenzen — A und 4+ A, — Bund + 7
gleichzeitig liegenden Werthe von = nothwendig

ay+ay x4 ay 2t ayad o=y by by at by a? 4

(2)
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sein, also auch fiir » = 0, woraus sogleich |§. 38] o, = &, folgt.
Dann ist aber, fiir jeden Werth von & innerhalb obiger Grenzen:

wa gt ayad =byw A byt by o
oder

g ay v agat 4 ) =ax (b + bya 4 by a4 ...

folglich auch

ay +as x4 ay 2t 4 o= b + by x4 by a4 ...
woraus wieder fiir @ = 0: ay = &, folgt. Auf dieselbe Weise fort-
schliessend, erhilt man ay = by, a3 = by, u. &. w. so dass also die

heiden Entwickelungen (1) und (2) nothwendig identisch sind. Man
kann daher auch folgenden Satz aussprechen:
Besteht die Gleichung

g+ ay x4 ay 2?4 ag a4 ... _bo + b x4 byt by a3 4
fiir alle Werthe von a, welche zwischen den Grenzen — «
und 4 « liegen, wo eine dieser Grenzen auch = 0 sein kann,
so sind die Coefficienten der gleichnamigen Potenzen von
x einander gleich, d. h. es ist

ag = by, ay = by, ay = by, a3= by, u. 5. W.

Dieser Lehrsatz ist unter dem Namen: Satz der unbestimm-
ten Coefficienten bekannt, und bietet ein sehr bequemes Mittel zur
Entwickelung der Funktionen in Reihen dar.

Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist, dass wenn die
Gleichung

O=uay 4+ ay x4+ ay, 2 4+ a3 3 4+ ..... in inf.
fiir jeden Werth von @ bestehen soll, nothwendig,
Gy = @) = ag = a3 == ...... = 0 sein muss.

40. Zur Erliiuterung der Anwendung des Satzes der unbestimm-
ten Coefficienten migen folgende Aufgaben dienen:

1%¢ Aufgabe. Die gebrochene rationale Funktion

Ay
flz) = ay+ ay x
in eine nach steigenden Potenzen von @ geordnete Reihe zu entwickeln.
Man setze:
Ay

=+ g g a4 + vy 2T g 4
ag+ayx

so folgt durch Multiplikation mit ay + ¢ @:

Ay =ay g + ag )| @ + ¢y ) ®* 4+ ...... + oag w0y @Ay
+ a0 + ) qu' =+ a, rt,,,,IJ-

somit, da diese Gleichung fiir jeden Werth von x gelten muss, nach

dem Satze der unbestimmten Coefficienten:
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Ay = ay gy, ay g + ay gy =0, aguy 4+ ap ¢p =0, 1w s w,
und allgemein

”0 Ly + (T] (Zu—[ — “7
woraus man

Ay a @y
Upg = —"y U ==0ys=——, @y == ] ——, L. §. W,
ag ay ay
und allgemein :
a 9
Uy — ((n_l P (HH
gy
findet. Wie man sicht, erhiilt man jeden Coefficienten der Reihe, vom

; i g 1 a ;
zweiten angefangen, indem man den vorhergehenden mit — =" multi-

gy
plicirt.

Eine Reihe von der Form:

g o oy oy a4 4wt
heisst iiberhaupt eine rekurrente (oder rekurrirende, riicklau-
fende, wiederkehrende), wenn von einem bestimmten Gliede ange-
fangen der Coefficient ¢, jedes folgenden Gliedes eine lineare Funktion
der Cocfficienten einer hestimmten Anzahl von vorhergehenden Glie-
dern ist; wenn man also hat:

n == 1 Un— +]’2 Oy—o + Py ttn—g + ---.- + P G-
Die in diesem Ausdrucke vorkommenden Coefficienten

Pis P2y P3y -+ Pms

sind positive oder negative Zahlen, welche in ihrer bestimmten Anf-
einanderfolge die sogenannte Relationsscala der Reihe bilden; die
Anzahl derselben bestimmt die Ordnung der rekurrenten Reihe. Die
Bildung des Coefficienten cines Gliedes einer rekurrenten Reihe der
m'® Ordnung nimmt daher die Coefficienten von s vorhergehenden
Gliedern in Anspruch; das Bildungsgesetz kann daher erst mit dem
(m = 1) Gliede beginnen.

Diesen Erklirungen zufolge fithrt also die Entwickelung der Funk-

tion — auf eine rekurrente Reihe der ersten Ordnung, deren

Ay
ay + o

. ay . ;
telationsseala: — — ist, wie aus (m) erhellt.
ay

AO -+ /‘l @

a + aqp x F oy x?
-

Entwickeln wir noch die Funktion f(x) =
setzen wir

o e etarte bt et G
y | G i

so erhalten wir durch Multiplikation mit dem Nenner:
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Ay + 4y o= ay ay + ay n]} x4 ... =+ ay ay 2% g g
=+ 0 o + @ gy
=+ ungzl
somit
Ap=ay up, {y=1ag &y + @y tgy -.... V=19 tn ¥ @y tu—y + a3 tu—s;

worauns

Ay A —
==y W=
gy n
und
a (ty
Uy = ———"lln—] — ——ollp—3
ty 0

folgt. Der Ausdruck von e, zeigt, dass die Entwickelung der vorge-
legten Funktion eine rekurrente Reihe der zweiten Ordnung mit der
Relationsscala:

(l[ (g

ap’ ay

ist. Das Bildungsgesetz beginnt hier mit dem 3'® Coefficienten «,,
und es ist
ay ay a aty
My = — — @) — — Ogy 03= — — tty — — ¢ W 8. W.
ay ay p Ty
Allgemein Lisst sich zeigen, dass die echt gebrochene rationale

Funktion

a+ g x4 ax? 4 ... 77—|—a,1x"_

eine rekurrirende Reilie der z»'*® Ordnung erzeugt, deven Relations-

Ao+ Azt 4y @+t Ay 2]

scala
a ay ag y y
7—]'—_"—_’—_‘_,----_ -
» y gy gy [0 y
ist, so wie, dass umgckehrt jede nach aufsteigenden Potenzen von @
geordnete rekurrente Reihe, insofern dieselbe convergirt, einen ratio-
nalen Bruch zur Summe hat.
Einige Aufmerksamkeit auf den Gang der Rechnung in obigen
zwei Beispielen zeigt, dass man in der angenommenen Reihe:
o+ yx+ gzt ...
nur so viele Anfangsglieder anzusetzen nothig hat, als der Ziithler Glie-
der besitzt, und nur so viele allgemeine Glieder, als der Nenner Glie-
der hat, die zwischen den diussersten Gliedern etwa fehlenden mit-
eeziihlt. *
2t Aufgabe. Die unendliche Reihe
=]
Ay + Az 4 Ay 22 4+ Az a3 4 ...

dureh die gleichfalls unendliche Reihe
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dy F+ a4 ag a2 4 ay 3 4 .
zu dividiren.
Da, wie schon in den Elementen gezcigt wird, das Produkt zweier
Polynome
(@taqxtaart ...t az) (vt oy 4wy 22+ oo + oty "
wieder ein Polynom von derselben Form Ay 4 A, = 4 A, % 4 ... ist, s0
kdnnen wir den gesuchten Quotienten von der Form:
g+ oo+ o4
annchmen, also
A+ e+ dyaxr A28 4 ..... } )
G_(;'+ﬁ-fvt;l._:|;7£j!2;_" + "3—&'73 + o =y + oy x + iy .l"+ g ad +
setzen, Wo «g, «, ¢z, ¢z, --.. noch unbestimmte Coefficienten bedeuten,
welche zu bestimmen sind.  Multiplicirt man zu beiden Seiten mit dem
Divisor, so kommt:
Ay + Aj o 4 Ay a2 4+ Ay ad 4 = (gt ey &+ uga4uzad4..)
(g4 ay e + ay 224 az x34...)
=ay oy + ap 4| ® + ay uul x? 4 4y wyy 3+ ...
+ “II + "l[ + “ll

+ ay + @ uzJ
+ @y wg
woraus, da die Entwickelung fiir jeden Werth von @ gelten muss,

Ay = ay «y

Ay = ay wy + ay

Ay =g ¢y + ay ) + ay «y

Ay =ay wy + a3 ¢ + @y &3 + ay w3

. 8. Ww.

folgt. Man erhilt auf diesem Wege so viele Gleichungen, als man
Coefficienten bestimmen will, aus welchen diese, da jene vom ersten
Grade sind, leicht erhalten werden. Man findet nédmlich :

4 « A a I A
0 1 | 1 2 2 s
W=y =——tgF —e=—— — — g+ — U 8. W,
L] @y @y y My B!
und allgemein
ay ay sy Ay n
Up=— —lp—g — —Op—p — — Up—3 — -=:=- — — gy + —
gy (e gy ay y

nach welchem einfachen Rekursionsgesetze die Coefficienten der Reihe
nach leicht gebildet werden konnen.

Wie man sieht, wird die Auflisung unmdaglich, wenn @, = 0 und
nicht gleichzeitig auch 4, = 0 ist, indem dann die Cocfficienten unend-
lich wiirden; dieser Umstand deutet an, dass in diesem Falle der Quo-
tient nicht die vorausgesetzte Form «y + « @ =4 @ * 4 ... haben
kann. In der That iiberzeugt man sich durch gewdhnliche Divigion
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Ay .
leicht, dass er fiir ¢y = 0 mit dem Gliede = — a—! beginnen
0y & ay

miisse, welches Glied aber in der angenommenen Form nicht vorkommt
und also auch nicht erhalten werden konnte. Man sieht leicht, dass
mindestens eben so viele Anfangsglieder im Dividende = 0 sein
miissen, als deren im Divisor fehlen, wenn der Quotient die Form
y + @ x 4+ w x* 4 .... haben soll.
Wollte man iibrigens z, B. den Quotienten
An + Al 'Lﬁ+ Az a? + _Aa 'Li_'t
ay x4 ay x* + ag ad 4 ..

entwickeln, so setze man

Ay 4+ Ay & 4+ Ay a? 4 Ay 23 4 ... o g a4

a + ay @ F ag a4 oap x4 . L i b
bestimme sofort die Coefficienten wgy, «y, ... wie oben, so ist:
Ay + Ay 2+ Ay 2® + Ay 2 + . L ) 3
s = — = - tflu’f‘lfl x4y x4 J
ay & 4 ay at +({513+(111’+... x

Aus dem Gesagten geht demnach hervor, dass bei dem Gebrauche

der Methode der unbestimmten Coefficienten zur Entwicklung der Funk-
tionen in Reihen, dic Form der zu entwickelnden Reihe zweckmiissig
angenommen werden muss, wozu in der Regel eine vorliufige Discus-
sion der vorgelegten FFunktion olme Schwierigkeit fiihrt. Ferner hat
man zu untersuchen, fiir welche Werthe von 2 die gefundene Reihe
convergirt; denn nur fiir solche ist sie zur numerischen Berechnung

geeignet. — Hat man die Form der Reihe unrichtig gewiillt, so gibt
sich dies bei der Auflisung der Gleichungen zur Bestimmung der Coef-
ficienten in den meisten Fillen wohl zu erkennen; doch gibt es auch
Fiille, wo diess nicht geschieht und daher die Methode der unbestimm-
ten Coefficienten zu unrichtigen Resultaten fithrt; ein Umstand, der
vorzugsweise Veranlassung gab, dieser — sonst durch ilire Einfach-
heit namentlich dem praktischen Mathematiker sich empfehlenden Me-
thode strengere zu substituiren, welche jener Vorwurf nicht trifit.
st Aufgabe. Es sei die Gleichung gegeben:
y=oax 4 bx? 4 cad 4 dxt 4 ead 4 ..... (1)
es soll mngeke]n't a durch eine Reihe ausgedriickt werden, welche nach
den steigenden Potenzen von y fortschreitet.
Man setze
x =0y + gy + ¥ + é‘gf“ + &g 4.
s0 muss dieser Ausdruck von x”offenbar die Eigenschaft haben, in
die Gleichung (1) substituirt, diese zu einer identischen zu machen.
Entwickelt man daher die aufeinanderfolgenden Potenzen von x, indem
man dabei bis zu einer gewissen Potenz von y fortschreitet, niimlich:
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= a2y + 2afy® + B2 ¥ + 20| ¥+ ... .
+2¢)  + 2
= ady? 4+ JaPyt 4+ 3ep?| ¥+ .-

+ 3(1.2]"[
xt = @yt 4+ 433y + -
s = a5 4 .
und substituirt diese in (1), so kommt:

y=awy +as| ¥* + ay) ¥+ galy* as ) ¥ + ...

+ bt 4203+ b
=+ C(¢3[ + 2bc¢y} bgy
=+ Sca2 + Seap? }
+  dat + Sewty
+  dde3
+  end

Durch Gleichsetzung der Coefficienten der gleichnamigen Potenzen von
# erhiilt man sofort folgende Gleichungen:
1 = aa
0= af + bu?
0=ay —+ 26(:9’ + el
0= ad + b3* 4+ 2bay + 3ce?p + dut
0 =as + 2bud + 26y + 3cup? 4 3(’:52}' —+ 4([(1,3# =+ eqd

u. s. Ww.
aus welchen sich die Coefficienten «, 3, 7, ... der Reihe nach mit Leich-
tigkeit ergeben. Diese Aufgabe ist, so wie die folgende, ein specieller
Fall des unter dem Namen: Umkehrung oder Reversion der
Reihen, bekannten Problemes.

Ist, um ein besonderes Beispiel zu geben, die Reile:
a3 xh

1.2.3 L 1. 2. 3.4 e+ s

umzukehren, so erhiilt man
=y — 1, e --.1—3/3— iy* + e
2 3 4

Aus einigen wenigen Anfangsgliedern Lisst sich iibrigens mit
Sicherheit kein Schluss auf das Bildungsgesetz der umgekehrten Reihe
ziehen; und diess ist ein Grund, warum man auch diese wichtige Auf-
gabe mit Umgehung der Methode der unbestimmten Coefficienten auf
anderen Wegen zu losen suchte, wovon jedoch erst in der Folge die
Rede sein kann.

Hat die umzukehrende Reihe die Form:

y=ua 4 bx 4+ cx? 4 dud 4 ext 4 ..... 4
in welcher auch noch ein von a freies Glied a erscheint, so bringe man
Herr, Hoh, Mathematik, 1. 1
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dieses zuerst auf die linke Seite der Gleichung, und hat dann, wenn
man y — a = z setzt, die Reihe:
= bax 4+ ca? 4+ dad 4 ext 4 ....
umzukehren. Die umgekehrte Reihe hat dann die Form:
=z 4 f2 4 3 84 4 ...,
wo die Coefficienten nach obiger Vorschrift zu bestimmen sind. Durch
Wiederherstellung des Werthes von z erhiilt man endlich
e=ua(y—a) + p(y—aP + yly—a)® + .....

Das Gesetz, nach welchem die Exponenten der Potenzen von y in
der umgekehrten Reihe aufeinanderfolgen, hiingt iibrigens von jenem
ab, nach welchem die Exponenten von  in der gegebenen Reihe fort-
schreiten. 1st diese allgemein :

y = ax* 4 batth 4 cakth - daktIh 4,
s0 hat die umgekehrte Reihe folgende Form:
1 L+ 14 22 14 84

e=ay*+py* + wE FoyE 4.
4 Aufgabe. Es ist die Gleichung gegeben
ay + byt 4 3 + dyt + eyt + ... = Adx 4+ Ba? + (¥ 4
Dzt + Exb 4 ...

man soll y durch eine nach Potenzen von  fortschreitende Reihe aus-
driicken.

Setzt man .
y=ax 4 pz 4 2% + fxt + x> 4 ... .,
so muss dieser Werth von y die Eigenschaft haben, in die gegebene
Gleichung substituirt, diese identisch zu machen. Entwickelt man da-
her die aufeinanderfolgenden Potenzen von y, (wie in der vorigen Auf-
gabe, nur = mit y vertauschend) und substituirt dieselben in die gege-
bene Gleichung, so erhilt man zur Bestimmung von «, g, 7, ... folgende
Gleichungen:

"

A = au

B = ag + b«

C=ay + 2bup + cu®

D=ad 4+ bp* + 2bay + 3ea®p + did

E=as 4 2008 4 203y + Beap? 4 3ea?y + 4dudd 4 ad.

. 8. W.
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DRITTES KAPITEL.

VON DEN IMAGINAEREN GROESSEN UND DEN ALGEBRAISCHEN FUNKTIONEN
MIT IMAGINAEREN VERAENDERLICHEN,

41, Schon in der Elementar-Mathematik begegnet man Zahlen von

b

der Form J —a, womit nach dem Begriffe einer Wurzelgrisse, eine
Zahl bezeichnet werden soll, welche zur 2x'*" (also ciner geraden)
Potenz erhoben, ein negatives Resultat —« gibt. Eine solche Zahl
existirt aber bekanntlich weder in der Reilie der positiven noch nega-
tiven Zahlen, daher man Grissen von obiger Form imaginiire Grossen
genannt hat, im Gegensatze zu den reellen Grossen, deren Werth
durch positive oder negative Zahlen entweder genau oder mit beliebi-
gem Grade der Anniherung ausgedriickt werden kann.

Wiihrend man aber in den Elementen nur gelegentlich, z. B. bei
Auflisung der Gleichungen des 2ter Grades Veranlassung findet, imagi-
niire Zahlformen zu betrachten und dort das Erscheinen solcher Grassen
in dem Resultate einer Aufgabe ganz einfach als Kriterium betrachtet
wird, dass der vorgelegten Aufgabe durch reelle Werthe nicht geniigt
werden kann, — spielen diese Grissen in der Analysis ecine lichst
wichtige Rolle, deren Umfang in der Folge deutlich hervortreten wird.

42. Die allgemeine Form, auf welche, wie sich spiter ergeben
wird, jede imaginiire Grisse gebracht werden kann, ist: p 4 ¢ y— 1,
wo p und ¢ reelle Grossen bedeuten. Unter dieser Form ist iibrigens
auch jede reclle Grisse begriffen, wenn man ¢ = o denkt. Man nennt
hiiufig Grissen dieser Form complexe Grissen, zum Unterschiede
von rein imaginiiren, in welchen der reelle Theil fehlt. Die imaginiire
Einheit ' — 1 pflegt man hiiufig der Kiirze wegen mit dem Buchstaben
¢ zu bezeichnen und es ist mit Riicksicht auf den Begriff der Wurzel-
grisse:

=V 1, it=—1,it =4 1,i6=—1,i8 =+ 1 ....
B=—1i¢ =4 i, {T=—1i, "=+ 1 ...,

43. Unter Summe, Differenz, Produkt und Quotienten complexer
Grossen versteht man die Resultate, welche erhalten werden, wenn man
dieselben den Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division nach denselben Regeln unterwirft, welche die Arithmetik
fiir reelle Grissen anfstellt. Hiernach ist:

. 4
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P+ + @ +d)=@p+p)+@+d)i=P+ Q
rP+e)— P +d)=p—P)+g—9)i=P+ Q
(p+a) @ +d)=m —et) + (g +p)i=P+ Q

rra_ p+aq) W—q9) __pr+9d +@We—pi)i _
P+qgi 0+ ) (p—q9) Al ol
4 —pq . .
R Bt e,

woraus man zugleich ersieht, dass die Summe, die Differenz, das Pro-

dukt und der Quotient zweier oder mehrerer complexer Grissen wie-

der eine complexe Grosse von derselben Form P + Qi ist.

44. Soll die Gleichung

p+e=p+4qi (1)

bestehen, so muss nothwendig
p=pr,0—yq @)
sein, weil sonst i = i —_'}2 folgen wiirde, was ungereimt ist, da die

imaginiire Grisse i= J/— 1 durch reelle Grossen nicht ausgedriickt
werden kann.
Setzt man in (1) p’ = ¢’ = 0, so findet man mit Riicksicht auf
(2), dass die Gleichung
p+gi=0 (3)

p=0, =0 @)
zur nothwendigen Folge hat. Von diesen in den Gleichungen (1), (2)
und (3), (4) ausgesprochenen Siitzen werden wir oft Gebrauch machen.
Als eine Folge hiervon kann bemerkt werden, dass man zwei Gleichun-
gen A == 0, B=0, wo 4 und B was immer fiir reelle Ausdriicke be-
deuten, immer in die eine: 4 4 Bi = 0 zusammenzichen kann.

Zwei complexe Grissen, wie p 4 ¢¢ und p — ¢i, welche sich nur
durch das Zeichen des imaginiiren Theiles unterscheiden, heissen con-
jugirt. Wie man sieht, ist ihre Summe = 2p, so wie ihr Produkt
=pt <4 4%, reell.

die Gleichungen

45, Jede complexe Grisse p 4= gi kann auf die Form»(cos ¢ 4 ¢sing)
gebracht werden, wo » eine positive Grisse und ¢ einen reellen Bogen
bezeichnet. Denn damit

p =+ gi=r (cos ¢ 4 isin g) (1)
werde, muss in Folge des vorigen §.
p==1co8 g, q=rsing (2)

sein, und die Werthe von » und ¢ lassen sich immer so bestimmen,
dass diese zwei Gleichungen erfiillt werden. Qua,drirt’ und addirt man
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niimlich die G1. (2), so erhilt man, weil cos ¢* 4- sin p2=1, r2=p24 ¢2,
woras

r = sz + qz (3)
folgt, welche Grisse nothwendig reell ist. Ferner folgt aus (2):
. q q P P
Sll]q'z-—""—": CoOR.p = — —=————— (4)
r Vo + ¢ ! r ;/P:e + ¢

e - IH . : .
welche Gleichungen, dg ;/pz + ¢ > {1 ist, immer erfiillt werden kon-

nen. Auch ergiebt sich durch Division der Gl (2):

lg ¢ -———})"—,-, und ¢ = arc iy _}t]; s (5)
woraus man ebenfalls erkennt, dass, da die Tangente jedes Werthes
von — 00 bis 4 o0 fiihig ist, immer ein Bogen ¢ existirt, welcher
der in (5) ausgesprochenen Bedingung geniigt.

Man nemnt die Grisse »r = }p? 4+ ¢* den Modulus der com-

plexen Grisse p 4 g7, und nimmt, wie gesagt, denselben immer positiv.
Fiir ¢ = 0 geht die complexe Grisse p 4 ¢¢ in die reelle p, und der
Modulus in » = Vp2=p iiber, d. h. der Modulus einer reellen Grisse
ist diese Grosse, ihrem absoluten Werthe nach, selbst. Auch sieht
man leicht, dass zwei conjugirte Ausdriicke denselben Modulus be-
sitzen. Das Binom cos ¢ 4 ¢ sin ¢ heisst der reducirte Ausdruck.
— Mit Hilfe dieser Umformung gestalten sich die Rechnungen mit ima-
gindiren Ausdriicken in der Regel weit einfacher.

46. Es sei:
P+ gi=r(cos ¢ 4 isinq),
P4 qi=1"(cosq 4+ ising’),
so erhalten wir durch Multiplikation:

(p =+ qi) (p 4 ¢'i) = v (cos ¢ = i sin ¢) (cos ¢’ = 7 sin ¢);
und es kommt nun nur auf die Bildung des Produktes der reducirten
Ausdriicke an. Es ist aber
(cos ¢ + i sin ) (cos ¢ 4 ¢ sin ¢) = cos ¢ cos ¢ — sin ¢ sin ¢

=+ i (sin ¢ cos ¢ = cos g sin ¢),
somit nach einem bekannten goniometrischen Satze:
(cos ¢ =+ ising) (cos ¢' 4 isin g') =cos (¢ + ¢') + i sin (g+¢'). (1)
Multiplicirt man dieses Produkt mit einem iihnlichen dritten Faktor,
80 erhiilt man durch zweimalige Anwendung von (1) :

(cos ¢ = i sinq) (cos ¢" 4 i sin ¢') (cos ¢ 4 i sin ¢”) =
= { cos (p + ¢") + isin(p+ ')} (cos ¢” 4 i sin ¢”)
=cos(p+ g +¢")+isinlg+ ¢ + ¢,
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und da wir denselben Vorgang offenbar auf beliebig viele Faktoren
ausdehnen kinnen, so ist
(cos ¢ = i sin ) (cos ¢" 4 ¢ sin¢') (eos ¢ 4 i sing”)....... ==

=cos(p+q¢ +o¢ ' +...)Fisin(g+¢ +q¢" +...) (2
woraus man sicht, dass sich die Multiplikation reducirter Ausdriicke
in eine blosse Addition der Bigen verwandelt,

Netzt man in (1) — " an die Stelle von ¢/, so kommt, weil be-

kamntlich cos (— ¢) = cos ¢ und sin (— ¢’) = — sin ¢’ ist,
(cos g 4 sing) (cos ¢'—ising’) =cos (g—q) 4 isin (g—¢'), (3)
und wenn man in dieser Gleichung ¢" = ¢ setzt:

(cos ¢ + i sin @) (cos ¢ — i sing) =1, (4)
woraus man erkennt, dass das Produkt zweier reducirter conjugirter
Ausdriicke immer = 1 ist, wovon man sich auch durch unmittelbare
Multiplikation leicht iiberzengt. :

Mit Hilfe der Gl. (4) erhilt man ferner:

cos ¢ 4 ¢ sin ¢

cos ¢ + ¢ sin g
folglich mit Riicksicht auf (3):
- ’ . ’

fgz%‘i% —cos(p —¢) +isin (g —q) . (B

welche Gleichung die Regel fiir die Division zweier reduecirter Aus-
driicke enthiilt.

= (cos ¢’ 4 i sin ¢) (cos ¢ — i sin g),

47. Man beweist leicht folgende Siitze:

1) Der Modulus des Produktes zweier complexer
Griossen ist gleich dem Produkte der Moduli der Fak-
toren.

Denn setzen wir

p =+ gi =r (cos g = i sin q)
P +q¢i=r(cosqg 4 ising), )
s0 ist:

(p+ 9) (p" + g i) =rr"[cos (9 + ¢) + i sin (g + ¢)];
bezeichnet nun ¢ den Modulus des Produktes, so ist

o=y :(-r'r')z cos (g 4+ ¢)% 4+ (rr)%sin (¢ 4= q-’)'—‘} =
d. h. = dem Produkte der Moduli » und »* der Faktoren. Dass der
Satz nun auf cine beliebige Anzahl von Faktoren ausgedehnt wer-
den kann, ist fiir sich klar. Setzt man diese Faktoren einander gleich,
8o ergiebt sich sogleich folgender Satz:

2) Der Modulus der ='" Potenz einer ¢omplexen
Grisse, (unter » eine positive ganze Zahl verstanden) ist
gleich der »'" Potenz des Modulus der Wurzel.
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3) Der Modulus der Summe mehrerer von einander
verschiedener ecomplexer Grissen ist stets kleiner als
die Summe der Moduli der einzelnen Summanden.

Denn es folgt aus den Gleichungen (1) :

(p+ i)+ (p" 4+ ¢ i))=1(r cos ¢ 4 " cos rr."J‘ + i (rsing 41 sing’);
ist aber wieder o der Modulus der Summe, so hat man:
o=y |(rcos g 4 ¢ cos ¢")2 4 (r sin ¢ + + sin ¢
= J/|r2 cos @* 4 r2 sin g2 + "2 cos ¢t + #'2 sin 2
+ 27" (cos g cos ¢’ 4 sin g sin ¢)}
=y {r* + "2 4 27 cos (g — ¢)}

Da nun, so lange ¢ nicht = ¢, immer cos (g—¢q") < 1 ist, so

ist auch
2 2 4 2 cos (p— ) < 2 A 4 2 = (1 4 #E,
d. h. 0 <7 4.

Auch dieser Satz lisst sich, wie leicht einzusehen, auf eine be-

liehige Anzahl von Summanden ausdehnen.

VON DEN ALGEBRAISCHEN FUNKTIONEN MIT IMAGINAEREN VERAENDER-
LICHEN. — MOIVRE SCHE BINOMIALFORMEL.

48, Erhiilt die unabhiingig veriinderliche Grisse @ einer Funktion
y = f(a) einen imaginiren Werth @ == « + vi, so bieten sich in Be-
zug auf eine solche imaginire Funktion zuniichst zwei Aufgaben dar:
1) dieselbe in zwei Theile zu zerlegen, deren einer reell, der andere
mit dem Faktor i = [/?1 behaftet ist; d. h. also die Funktion auf die
Form:

Sl 4+ v) =qu,v) + i plu, r)
zu bringen, wo ¢ (u#, v) und w(u, v) reelle Funktionen von « und v be-
deuten; 2) zu untersuchen, ob die fiir reelle Werthe der Variablen
statt findenden Eigenschaften der Funktionen (fiir die Potenz z. B. die
Eigenschaft: 2, ym = (zy)) giiltig bleiben, wenn die Verdnderlichen
imaginiire Werthe erhalten. Wir wollen in dieser Leziehung zuniichst
die algebraischen Funktionen betrachten.

Diesen Funktionen liegt, wie schon in der Einleitung bemerkt
wurde, die Funktion y = a™, d.i. die Potenz mit variabler Basis und
constantem Exponenten zu Grunde; setzen wir demnach @ = u 4 vi
= r(cos « + ¢ sin «), so wird

y = a™ =" (cos « + i8in «)* (a)
und wir haben es daher nur mit der Entwickelung der Potenz
(cos @ 4 7 sin @)™ zu thun.
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Nach GL. (2), §. 46 ist:
(cos @ = i sin «) (cos B+ i sin B) (cos y 4 isiny).....
=cos(e+g+y...)F isin(e4+pg4+7...)
Setzt man nun ¢ =g = y =... und die Anzahl der Faktoren = i,
so geht diese Gleichung”in folgende iiber:

(€os @ =4 7 sin @)™ = cos me + ¢ sin e, (1)
welche wichtige Formel unter dem Namen Moivre’sche Bino-
mialformel bekannt ist. Thre Richtigkeit erhellt aus der gegebenen
Ableitung fiir jeden beliebigen Werth des Bogens , und fiir jeden
ganzen und positiven Werth des Exponenten m. Sie gilt aber auch fiir
gebrochene und negative Werthe von m.

Aus (1) folgt néimlich, indem man aus beiden Theilen die m'® Wur-

zel zieht und gleich transponirt : :
i
(cos ma 4 i sin me)™ = cos ¢ 4 i sin «,

. . . (14 2
und wenn man in dieser Gleichung — statt « schreibt:
m

X
i sin @)™ £ 4 isin &
08 . p— T i =
(cos @ = 7 sin «) cos g
erhebt man beide Theile dieser Gleichung zur »** Potenz, so erhilt

man, wenn n eine ganze positive Zahl ist, nach (1)

n

5 L e n i3 n
(cos « 4 @ 8in @)™ = cos — « 4 ¢ sin — «;
m m
diese Gleichung resultirt aber aus (1), wenn man dort an die Stelle
n " .
von m den Bruch — treten lisst; somit gilt (1) auch fiir den Fall, wenn
m

der Exponent ein rationaler positiver Bruch ist.
Nach GIL 4, §. 46 hat man ferner:
1

cos ¢« + i sin @’ 5
(cos @ 4 ¢ sin )71 = 08 ¢ — i sin @ = 08 (— «) 4 i sin (—w);
erhebt man beide Theile dieser Gleichung zur m!e® Potenz, wo m eine
ganze oder gebrochene positive Zahl, so kommt

(cos e 4 i sin @)= = [cos (— «) + @sin (— «)]",
d. i. wenn man auf den zweiten Theil die Gl. (1) anwendet:

(cos w =4 i 8in )™ = cos (— me) + £ sin (—ma);
diese Gleichung geht aber auch aus (1) hervor, indem man — m statt
=+ m schreibt; folglich gilt (1) auch fiir negative Werthe des Expo-
nenten .

COS ¢« — 1 8in ¢ = der

Ist endlich s eine rationale veriinderliche Zahl, welche sich der
irrationalen Zahl » ohne Ende nihert, so kann man m= r 4 § setzen,
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wo § eine unendlich abnehmende Grisse ist; filhrt man diesen Werth
in (1) ein, so folgt:
(cos & 4 ¢ sin ) td = cos (r 4+ §) « + i sin (r 4 9) «,
welche Gleichung, wenn man § unendlich klein werden lisst, in
(cos @ 4 i sin @)” = cos ra 4 i sin ra
gich verwandelt. Es gilt demnach die GL (1) fiir jeden ganzen oder
gebrochenen, positiven oder negativen, rationalen oder irrationalen
Werth des Exponenten . ’
Setzt man in (1) — « an die Stelle von «, so folgt:
(cos ¢ — i 8in @)™ = cos me —— ¢ 8in me,
welcher Ausdruek aus (1) auch dadurch hervorgeht, wenn man — ¢
an die Stelle von 7 setzt.
Mit Hilfe der Moivre’schen Binominalformel geht die Gleichung («)
iiber in
y=a™ = r™ (cos mg —+ 7 sin my)
=™ o8 mg - .7 sin me,
woraus man schliesst, dass die Potenz ™, somit auch jede zusammen-
gesetzte algebraische Funktion von « auf die Form p 4 ig gebracht
werden kann, wenn » imaginiir wird.
Ist ferner
x=r(cos ¢ + ising), y=1" (cos ¢ + ising’),
so ergiebt sich, mit Riicksicht auf G1. (1), §. 46:
a. ym = [r (cos ¢ 4= ¢ sin ¢)]™. [ (cos ¢/ + ¢ sin ¢)]"
=™ /™ (cos mqp + i &in mq) (cos mg’ + i sin mg’)
=" " [cos m (p + ¢) + i sin m (g + ¢)]
=™ " [cos (g + ¢') + 7 sin (¢ + ¢)]"
= [ [eos (¢ + ¢) + i sin (g + ¢")} "
= r (cos ¢ + i sin ). ' (cos ¢’ 4 ¢ sin ¢)]" = (x. y)"
so dass also die fiir reclle Werthe von x und y stattfindende Gleichung
a" oy = (xy)™, somit auch die iibrigen Eigenschaften der Potenzen
fiir imaginiire Werthe der Wurzel giiltig bleiben.

49, Die im vorigen §. entwickelte Moivre’sche Binomialformel
fihrt zu wichtigen Folgerungen, mit deren Auseinandersetzung wir
uns nun beschiiftigen wollen.

Da bekanntlich allgemein, wenn » eine positive oder negative
ganze Zahl bedeutet,

sin (¢ 4+ 2rz) =sin «, und cos (¢ 4 2rz) = cos « (2)
ist, so folgt aus (1), wenn « 4 2,7 statt ¢ gesetzt wird:

(cos @ = i sin @)™ == cos m (e« 4+ 2rm) 4 i sin m (e 4 2r7). (3)

Diese Gleichung muss als der allgemeinere Ausdruck der m'®® Po-
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tenz des Binoms cos « = ¢ sin « betrachtet werden, withrend die GI.
(1) zwar fiir jeden Werth von m richtig, aber nur unter der Voraus-
setzung, dass m eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, voll-
stiindig ist, wie aus folgenden Betrachtungen erhellt.

Bezeichnet in (3) m eine positive oder negative ganze Zahl, so
geht diese Gleichung, weil bei dieser Voraussetzung sin (ma + 2rma)
== sin me und cos (me 4+ 2rmz) = cos ma, in die GL (1) iiber; und
die (1. (3) liefert in diesem Falle trotz der vélligen Unbestimmtheit
der ganzen Zahl » nur einen Werth der Potenz (cos « + i sin «)™.

Es sei aber nun s ein auf seine kleinste Benennung gebrachter

. 7
rationaler Bruch = , 80 ist
4
» ; p
(cos @ 4 ¢ sin @) ? = cos : (¢ + 2rm) 4 isin - (e« + 2rm), (4)
g 4
und da nun die Bigen, welehe aus dem Ausdrucke
y ? )
P (a + 2rn) = £y + P ora
7 q q
hervorgehen, wenn man der Zahl r verschiedene Werthe beilegt, im
Allgemeinen verschiedene Sinusse und Cosinusse haben, o muss man
aus Gl. (4) schliessen, dass die Potenz
P
(cos @ 4 isin ) (5)
mehrerer verschiedener Werthe fihig, also eine vieldeutige Grisse sei.
In der That, es lisst sich leicht zeigen, dass die Potenz

(cos « 4 isinw) v, wo p und ¢ relative Primzahlen bedeu-

ten, ¢ verschicdene Werthe besitze, weder mehr noch
weniger, und dass diese erhalten werden, wenn man im
zweiten Theile der GL (4) fir » nach und nach die Zah-
lems 0,01y 35 B4 vuwien (4—1) substituirt.

Denken wir uns néimlich diese Zahlen in (4) wirklich substituirt,
80 sind:

1) die Substitutionsresultate, ¢ an der Zahl, simmtlich von ein-
ander verschieden., Denn wiiren irgend zwei darunter, etwa fiir r=gy
und » = % cinander gleich, wo ¢ und % zwei Zahlen der Reihe
0, 1, 2, 3 .., (y—1) vorstellen, so miisste

P (e 4+ 297) =% (¢ + 2hm) + 2ka
q

sein, wo & irgend eine ganze Zahl, weil nur solche Bogen, welche
um eine Anzahl ganzer Peripherieen von einander verschieden sind,
gleiche Sinusse und Cosinusse haben. Aus dieser Gleichung folgt aber
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p (g — k) = gk; der zweite Theil dieser Gleichung ist durch ¢ theil-
bar, folglich miisste diess auch mit dem ersten Theile der Fall sein,
und da der Voraussetzung nach p und ¢ unter sich prim sind, so miisste
¢ —— ko durch ¢ theilbar sein, was mit Riicksicht anf die Bedeutung der
Zallen g und % unmdaglich ist. Hieraus folgt demnach, dass die Po-
tenz (5) wirklich ¢ verschicdene Werthe hat, welche man erhiilt, wenn
man in (4) fir » der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2,3 .... (g — 1)
substituirt.

2) Ausser diesen Werthen, ¢ an der Zahl, ist aber die Potenz (5)
keines anderen Werthes fihig. Denn ein solcher kinnte nur aus (4)
hervorgehen, indem man daselbst statt » cine andere Zahl substituirte,
welehe in der Reihe der Zahlen

0,1,2,3,.... (g —1)
nicht schon enthalten ist. Jede solche Zahl ldsst sich aber ausdriicken
durch r =g 4 u, wo 1 irgend eine positive oder negative ganze Zahl
mit Auschluss der O, p aber irgend eine Zahl der obigen Reilie bedeu-

tet. Der im zweiten Theile der Gl. (4) vorkommende Bogen%(a + 2rm)
wird dadurch

= (e + 2um) + pi2m,
welcher Bogen aber gleichen Sinus und Cosinus hat mit dem Bogen
]F; (¢ + 2pm), der schon einmal durch die Substitution » = p erzeugt

wurde.
Die Anzahl simmtlicher verschiedener Werthe der Potenz

P
(cos e 4 i sin «) g
ist also = ¢, . h. gleieh der Anzahl der Einheiten, welche der Nen-

. - . ) ..
ner des auf seine kleinste Benennung gebrachten Bruches i enthiilt

und somit vom Ziihler p unabhiingig. — Bedeutet in (4) m eine irra-
tionale Zahl, so kann man sich dieselbe immer in Form eines rationa-
P

len Bruches = 7 vorstellen, dessen Zihler und Nenner unendlich
gross sind; so dass also in diesem Falle die Anzahl der Werthe der
Potenz (cos « 4 ¢ sin «)™ unendlich gross wird.
50. Setzt man in GL (4) p = 1 und ¢ == 0, so kommt:
2re

‘1 = L. 2rr
\+1)’1:V+]:‘-COS~—E]——'+ZSH]—Q‘ (lh



60

woraus folgt, dass die ' Wurzel aus der positiven Einheit ¢ verschie-
dene Werthe hat, welche aus (6) hervorgehen, wenn man der Reihe
nach =20, 1, 2, .... (g — 1) setzt. Damit einer derselben reell
werde, muss sin = =1 also% = hm oder r = . sein, wo /
q ¢ 2
cine ganze Zahl, die O mit eingeschlossen, bedeutet, hier aber, wo »
nicht grosser als ¢ — 1 wird, offenbar nur = 0 oder = 1 angenom-
men werden kann, wodurch sich fiir » nur die beiden Werthe: » =0

und r = (f ergeben, welche den 2t Theil der Gl (6) reell machen.
Der zweit?a ist bei ungeradem ¢ unmdiglich; daraus folgt also, dass,
wenn ¢ ungerade, unter den ¢ Werthen von ;_—iTI nur ein reeller,
= - 1 (fiir » = 0O) sich befindet; die iibrigen Werthe sind imaginir.
Ist aber ¢ gerade, so hat ;/ﬂ zwei reelle Werthe, niimlich 4+ 1

und — 1, welche aus (6) fiiv » = 0 und » = % hervorgehen.

Ist [ irgend eine aus der Reihe der Zahlen: 1, 2, 3 .... (g—1),
so wird ¢ — /& ebenfalls eine in dieser Reihe vorkommende Zahl sein;
setzt man also & und ¢ — % statt » in die GL. (6), so erhiilt man die

L —
zwei entsprechenden Werthe von V4 1:

2k 2k
cos — + 7 sin l, und
7 g
9 — I [ DI 2],
cos o 2L + i sin _Q(q L, = ¢0S§ —ym — i 8in -ruz n,
g q q q

welche sich demnach nur durch das Zeichen von ¢ unterscheiden und
somit conjugirt sind. Man kann daher die GI. (6) auch in folgender
fiir die Anwendung bequemeren Form schreiben:

3 »,

l [/ 2k,
(+ 1)ﬂ=f/+ 1 = cos 22" + i sin —?, (7

aus welcher nun simmtliche ¢ Werthe hervorgehen, wenn man

bei geradem g fir k die Werthe 0, 1,2, ...... e

- ungerademg - - - - 0,1,2,..... i

substituirt. Man erhiilt daher folgende Werthe fiir

g T
+1:



q gerade gungerade
+ 1 e
‘ D 2 2m
fkid o 2F cos — + ¢ sin —
cos 5 + ¢sin > 7 — q
4 et
(‘054—” 4 isin4—n ('Os—n-’_'t'!.fa‘l!l—”
¢ ¢ H 7
6 (8) 67 . . ba (9)
cos — + isin — cos -~ + isin-—~
G ww o wa whe G—37 . . —n
—92) . (g—2) os-~—— & ¢ sin ——
cos (g T + isin g 7 i q ! q
4 — —1
1 cos-Z )ﬂiz‘ in -Z - i
- q g J
5l Setzt man in GL. (4) p =1, « = 7, so folgt
(2 1 2 1
(—19—1/—»1 T‘: ol o LARTP L%’f, (10)

[ =iy
welcher Ausdruck sofort die Werthe , ¢ an der Zakhl, fiir ¥ —1 liefert,
wenn man darin statt » der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2, .... (g—1)
substituirt. Soll einer dieser Werthe reell sein, so muss fiir diesen

(2_-—{»—1)9: (@4 U7

sin - - =l i r= 2

q 2
eine g.lnze Zahl bedeutet, welche jedoch hier, da » eine ganze, (g — 1)
nicht iiberschreitende Zahl ist, nur =1 angenommen werden kann. Der
einzige Werth von r, welcher den zweiten Theil in (10) reell macht,

=0, alsc

sein, wo 2

. g—1 . ; A 5 T
ist demnach = =——, und dieser ist nur bei ungeradem ¢ moglich.

¢ —
Ist daher ¢ eine gerade Zahl, so sind die ¢ Werthe von J—1 séimmt-
lich imaginir; ist aber ¢ ungerade, so erzeugt die Substitution
q—

r o= s

1 . "
den einzigen reellen Werth = — 1.

Da auch hier wieder je zwei Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... (g—1)
von der Form &, und ¢ —1 — % fiir » in (10) substituirt, Resultate
erzeugen, die sich nur durch das Zeichen von i/ unterscheiden, also
conjugirt sind, so kann man schreiben:

1
(— 1)¢ = if/f_l= cos @E+ e + ¢sin
q
welcher Ausdruck nunmehr simmtliche ¢ Werthe liefert,

(2k -i(j— 1)71, (11)

wenn man

bei geradem ¢ fiir £ die Werthe O, 1, 2,

ungeradem ¢ - - -
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substituirt. Hiedurch erhiilt man folgende Werthe von

q
y — 1:
¢ gerade g ungerade
cos — + i sin = cos = ot 3 sin —
q q q q
3 L3 3 i D
cos = + i sin il cos —{E i g} sin —
'l q 7 q
5 5 (12 5 ; (13)
cos 2% + isin = )- cos 27 e i sin 2%
q q ¢ 7
—1 A | —2 . g—2
cos? — 7 =+ ¢ sin A cos? 7 + isinl 7
q o ¢ q i
=]

Die Ausdriicke (8), (9), (12), (13) lassen sich auch leicht alge-
braisch darstellen, wenn die Theilung des Kreises in 2¢ Theile geo-
metrisch ausfibrbar ist.

So findet man fiir g =2, aus (8): V+ 1=+ 1, — 1.

Fiir ¢ = 3, erhiillt man aus (9):

8
V + 1=1, = cos 120° 4 ¢ sin 120% = cos 1200 — { sin 1200;

; : 1. % 1
Nun ist cos 1200 = —¢08 600 = — 3 8in 120 = sin 60° = 9 Vo3

B o
somit ergeben sich fiir ¥ 4 1folgende drei Werthe, wennmani =y’
einsetzt:

sl pPEER =1L 5%

11 9 ? 2

Nimmt man ¢ = 4, so ergeben sich aus (8) fir ¥ + 1 folgende
Werthe: - i
1, cos 909 4 ¥ —1 sin 909, cos 90 — '~ 1 sin 900, — 1, d. i.
1, g Yo he Fea, —;

Fiir ¢ = 5 erhiilt man, wenn man beachtet, dass die Seite des
q ) )

> 1 4 S . o L 1 5
reguliren Fiinfeckes = ] ]/ 10—y 5, somit sin — = ey ]/10—3 1/51
) 4

*) Es ist bemerkenswerth, dass der 3t¢ dieser Werthe aus dem 2ten entsteht,

. —14+V—3

g

wenn man diesen zum Quadrate erhebt. Bezeichnet man also den Werth

mit o, so sind 1, a, «* die drei Cubikwurzeln der positiven Einheit. Es ist diess
iibrigens nur ein speziellerFall eines allgemeineren Satzes.
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co§ —== ist, woraus man ferner mittelst der Formeln

o

7 __ 145
4

sin 2¢ = 2 sin « €08 @, €08 2u = €08 &’ — sin «?
2 4z
leicht den Sinus und Cosinus der Bogen 5 und - entwickelt, nach
d

(9) folgende Wer thP

+1, z’ﬁT__Jr!__l_U-r V5=, o 1’1“+iu Gy
541 Y 1l0—2¢y5 54-1 .UJ--'.z Yo
PR .V.);!___ +,'—4._,/_1,__V)4+ ’_ 4 l/'_l

52. Die Formeln (6) und (10) lassen sich in folgende zusammen
ziehen:

(+ 1)™ = cos mra 4 i.sin mra, (14)
wo fiir » die geraden oder ungeraden Zahlen zu setzen sind, je nach-
dem in (4 1)™ das obere oder untere Zeichen steht.

Da ferner immer 4+ 4 = A, + 1, so hat man auch

V A=y Ay +1 (13)

aus welcher Gleichung mit Riicksicht auf die Vieldeutigkeit von ;l E
folgt, dass der ¢*® Wurzel aus jeder positiven oder negativen Zahl
A, g verschiedene Werthe zukommen, weleche man erhiilt, wenn man
irgend einen derselben, z. B. die gewdhnliche oder sogenanute arith-
metische Wurzel mit siimmtlichen gleichnamigen Wurzeln der Einheit
der Reihe nach multiplicirt.

IMAGINAERE REIHEN.

53. Sind die Glieder einer Reihe:
w At +ouy oy e ou, .

complexe Grissen, also die Reihe von der Form

(b )+ (aa+ b i)+ (a3 + 83 )+ ..... + (an+bnd) 4 .00 (1)
so ist offenbar auch
uy 4 ug 4 ug + ... =(m+tatat..)+ilbi+b+b+ ..) (2)

und man kann demnach eine solche Reihe als die Summe zweier reeller

teihen betrachten, deren eine mit i = J' — 1 multiplicirt ist. Be-
zeichnet S, die Summe von n Anfangsgliedern der Reihe (1), und
setzen wir

Ay=uy, + as + a5+ o... + an

By =by 4+ by + by 4+ .... + Gy

80 ist
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Sp=A4s + i. B,. (3)
Die Convergenz imaginiirer Reihen ist, so wie bei reellen Reihen,
an die Bedingung gebunden, dass die Summe S, von 7 Anfangsglie-
dern beim unendlichen Wachsen von # sich einer bestimmten endlichen
Grenze nithere, wozu nach Gl (3) erfordert wird, dass die Summen
A, und B, sich solchen Grenzen nihern; hiernach kann man den Satz
aussprechen:
die imaginire Reihe (1) ist convergent, wenn die bei-
den reellen Reihen

oy + ay + ay + a5 + ..... 4
b+ by + by + by e @
convergiren; und divergent, wenn eine oder beide dieser
reellen Reihen divergiren.
Bezeichnet man mit gy, pa, 3, ... . die Moduli der Glieder der
Reihe (1), so ist wegen g, = V&,Rq—_b,}‘- nothwendig
0i > an00dipn =85,
daher jedes Glied der Reihen (4) kleiner als das correspondirende
Glied in der Reihe der Moduli: gy, g1, 03, 04 -++-.3 Dach §. 29, «) sind
somit die Reihen (4) béide convergent, wenn die Reihe der Moduli eon-
vergirt, und man kann folglich obigen Satz auch in folgender Form
ausdriicken:
die imaginiire Reihe (1) ist convergent, wenn die Mo-
duli ihrer Glieder eine convergirende Reihe bilden.
Ist daher eine imaginiire Reihe aus der reellen

ay + ap x4 ay x? + az a3 ...
dadurch hervorgegangen, dass man in letzterer ==z (cos ¢ 4 ¢ sin ¢)
gesetzt hat, und convergirt die reclle Reihe filr alle Werthe von x,
welche zwischen den Grenzen — A und 4 A liegen, so wird auch die
imaginiire Reihe fiir alle Werthe des Modulus = convergiren, welche
zwischen denselben Grenzen enthalten sind.

54. Die imaginiiven Reihen finden in der Analysis hiiufige An-
wendung. Um an cinem einfachen Beispiele zu zeigen, wie man durch
dieselben zur Summirung verschiedener reeller Reihen gelangen kinne,
nehmen wir die geometrische Progression

. ; 1—z"
14+ a4+ a? 4+ a3 4 ...... +w“—l=-~1 —
— &
und setzen in derselben @ = z (cos ¢ + ¢ sin ¢), so kommt:
1 4 2 (cos ¢ + ¢ sin ) 4 22 (cos 2¢p + ¢ 8in 2¢) 4 ....
+ 2l cos (n—1) ¢ 4+ isin(n—1) g] =



_ 1—2:"(cos ng + i sin ng)
. 1—z(cos g + ising)
1 —zcos g—z" cos np 4 2"Fleos (n—1) ¢
. 1~')~c0-:qn+zﬁ ;
.z sin g— 2" sin np 4 2**lsin (n —1) ¢
ol 1—2zcos ¢ + 22 ’
wenn man néimlich Zihler und Nenner mit 1 —z2 cos ¢ + 7, 2 sin ¢
multiplicirt und reducirt. Diese Gleichung zerfillt sofort durch Sonde-
rung der reellen und imaginiiren Theile [§. 44| in folgende :

(1)

I 4 zcos g 4 22 cos 29 + ..... + "1 cos (n—1) ¢
_ Il —zcos ¢g—2"cos ng + 2"l cos (n—1) q 2)
1— 2z cos g+ 22 -
zging 4+ 22sin 29 4 23sin 3gp 4 ... 4 7 lsin (n— 1)y
_ zsing—z" sinng 42"+ 1sin (n —1) ‘T’ (3)

1 —2zco08 @ 4 22

welche Gleichungen natiirlich fiir jeden Werth von z bestehen, da die
Reihenim ersten Theile endliche sind. Die Ausdriicke im zweiten Theile
sind die Summenformeln der im ersten Theile stehenden Reihen.

Diese Reihen werden zu unendlichen, wenn wir » unendlich wach-
sen lassen und in Folge ihrer Ableitung aus der geometrischen Reihe
ist ihre Convergenz an die Bedingung gebunden, dass 2 cin echter
Bruch sei. Unter dieser Voraussetzung ist lim 2% = 0, und wir erhal-
ten somit aus (2) und (3):

1 + zcos g + 2%2cos 2¢ + 23 cos g + ... in inf. (4)
o 1—zcosgq
Tl — 2z cos g + 22 2 >—1
zsin g 4 2% sin 2 4 23 sin 3¢ 4 ... in inf. l e |
o z sin g
1 — 2zcos ¢ + 22 l (H)
Setzt man in (2) und (3) z==1, so wird zuniichst, da bekamntlich:
1— cos ¢ = 2 sin % und

e | e X ;
€08 3 — €08 @ =2 sin (¢ + 3) sin 5 — B)

ist, der zweite Theil von (2):
1-—cogg —cosng4cos(n—L)g 1 cos(n—1)g-—cosng

2(1—cos ¢) 2 2(L—cosg)
1 ; 1
sin (n — -;)—) ¢ sin q)i 1 sin (n — ~—) @
Lk et
2 sin = 2 sin -

Herr, Hoh. Mathematik, I i 5
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auf ahnliche Weise wird der zweite Theil von (3) reducirt, indem man
von den Formeln
sin «

1 A o 1 .1
= = cotg 3 @ Sl e— sin g=2 cos T (e p) sin g (a—8)

Gebrauch macht, und man erhilt:

1 4 cos g 4 cos 2¢ 4+ cos 3¢ + ..... + cos (n—1) ¢
1
1 sin (n — Q) I
— (6)
2 sin
sin 5
n—1
sin — g co =
a in 2
sin 5
sin g =+ sin 29 + sin 3¢ 4+ ... + sin(n—1) ¢
i}
- 1 ) » cos (H"‘:}*)q‘
_?coa‘g‘_‘_——Q v (7)
n
sin s sl e
- S 2 q) S1n 2 q
sin —g-

Mit Hiilfe dieser Summenformeln findet man ferner:
cos g + cos(p + «) + cos (g + 2¢) + .... 4 cos [+ (n—1) «f

Sill-;iu cos [q} + ”;1 a]
- .o )
sin
sing + sin (¢ + «) + sin (g + 2¢) + ... + sin [g + (n—1) «]
.oon . n—1
sin 5 « Sin [(p — & i u]

= 9).
sin — b
2
" . . oo 2n Looon
Setzt man in diesen Gleichungen ¢ = —, sowird —- « = 7 und
n &

.oon . .
sin ] « = sin 7 = 0, somit
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2n 27
COS¢+(‘OS(QD+';)+(‘Uh‘(q+2. H)+ .....
. 2
-+ cos [q'-l-(u—l)——{f]—_—l) (10)
1
blllrf-f—blll (q‘-l— )-i—sm(;(—i—.z )-|—
—+ sin [(T-l—(_"n—---l ]= (11)
Beachtet man ferner, dass
—— 0S8 2 508 20
sin g2 = Llj%i , €os g = 1+ L_(h s

0 erhiilt man, wieder mit Anwendung von (6) und (7),
1 + cos ¢ + cos '_’q‘~’ + cos 3¢® + ..... +cos (n—1) ¢*

sin sin ng cos (nﬁ 1) q\

(12
+ 2 sin ¢ (4
sin ¥ 4 sin Zgr- + sin 3¢2 4+ .... 4 sin (n—1) ¢?
- sin cos (n 771 ) .
__n _ sinng »sA n )q_. (13)
2 2 sin ¢

VIERTES KAPITEL.

ENTWICKELUNG DER FUNKTIONEN IN REIHEN.

I. Die Binomialreihe.

35, Aus der Elementar-Mathematik ist bekannt, dass die a'
Povtenz des Binoms (e 4 &), unter der Voraussetzung, dass n eine
ganze positive Zahl, durch f()i“'(']ll](‘ll Ausdrnek gegeben ist:

n(n— nn—1)(n—2
((r—{—b)”—'a"—l-ka“_'f—{- : pi—2p2 +—-————, )) 3 )

nn—1) ..... (n—r+ 1)

Fsmien - 153 . vttt o + 6 (1)

a—3 3

Dividiren wir diese Gleichung durch a*, setzen — = z und bhe-
a

zeichnen wir der Kiirze wegen die Binomialcoefficienten
n nn—1) nn—1) (n—2) nn—1)(n—2) ... (n—r+41)
17 1.2 2 1.2 8 e 1. 2.8

ses T
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(i): G): ) - C):

so geht obige Gleichung in folgende einfachere iiber:
bt () (0 ()b (bt

Die Reihe rechts vom Gleichheitszeichen ist unter der oben fiir »
gemachten Voraussetzung endlich, da man, wie aus dem Baue der
Coefiicienten erhellt, nothwendig auf einen solehen kommen muss, der,
so wie alle folgenden, im Zihler den Faktor n — »n = 0 enthiilt. So-
bald aber 2 eine gebrochene oder negative Zahl bedeutet, findet diess
offenbar nicht mehr statt, die Reihe wird unendlich und es entsteht
unun die Frage, ob das in Gl (2) ausgesprochene Gesetz der Ent-
wickelung

(1 +ap=1+ (’1’) ek (f;) 4 i (’;) @3+ .....ininf.  (3)
auch fiir gebrochene und negative Werthe des Exponenten n Giiltig-
keit habe.

Die Frage reducirt sich offenbar darauf, ob fiir jeden beliebigen
Werth von # die Funktion (1 4 2)? die Summe der Reihe

1+(’f)z+(§) 1+(’§) @ A e (4)

sei? Dass dies fiir ganze und positive Werthe von » der Fall ist, kon-
nen wir, wie oben erwiihnt, als aus den Elementen bekannt voraus-
setzen; fiir jeden andern Werth von # ist die Reihe (4) eine unendliche,
und damit diese eine Summe habe, ist vor allem nithig, dass sie con-

durch die Symbole

vergent sei, wozu [§. 35, Beisp. 3] erfordert wird, dass @ ein positiver
oder negativer echter Bruch sei.

Wir stellen uns daher die Aufgabe, unter der Voraussetzung,
dass @ ein echter Bruch sei, und » keine ganze positive Zahl bedeute,
die Summe der unendlichen Ruhe (4) zu suchen.

Zuvor wollen wir jedoch eine Eigenschaft der Binomialcoefficien-
ten nachweisen, von welcher wir Gebrauch machen werden.

36. s ist nach der angenommenen Bezeichnung der Binomial-
coefficienten:

(l;) fa(lf—l)(fa——Z).....(I‘z—-n—|—1)

n 2.8 cvnnam

( h ) Ie(/:—l)(h—") ceee (lc—u-l—Z)

n—1 "

2.3 (n—1)
Multiplicirt man die erste dlusel Gleichungen mit =, die zweite mit
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(h—n—4 1), wodurch die zweiten Theile einander gleich werden, so

erhiilt man i (]-') = (h—n+1) ( h I)’ ()

welehe Gleichung die Beziehung ausdriickt, welche zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Coefficienten, dem (1 —1)"*" und »'®", der Aten
Potenz des Binoms statt findet. IZben so hat man zwischen dem (m—1)tn
und #'*" Binomialcoefficienten der £*" Potenz die Relation

BN, k /
m(m)—(l.mm-{-ll(‘w 1). (B)

Multiplicirt man («) mit (L) und g mit ( {'), und addirt, so kommt

(m—l—n\r(’/:)(‘f;.):(’E';??-+”(rnil)(,’:) (e—m+ 1) ( )(mll—.i)

aus welcher Gleichung, wenn man gleichzeitig
statt » der Reihe nach r, r —1, r—2, r— 3, ..... 2,1, 0
statt e - - - 0, 1, 2, 3, .. r—2,r—1,r
substituirt, folgende Gleichungen hervorgehen, wenn wir beachten,
dass dem Sinne der Symbole gemiiss:

(’{"))=(u)_l( ) (’[)=Uist:

e () ()
(-24)-

Addirt man diese Gleichungen, sondert im zweiten Theile den ge-
meinschaftlichen Faktor (A4 & —» 4 1) ab und dividirt durch », so
erhiilt man:

L (’1’)+(-’_' ) () et (5) (L 2) +
(1) )+()—

(e
/,+;-.-;+1[?/¢ + )(1)4.

05D )]
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Der in den eckigen Klammern eingeschlossene Faktor gelit, wie man
sicht, aus dem ersten Theile der Gleichung hervor, wenn man in letz-
terem r— 1 statt » schreibt. Setzt man daher in dieser Gleichung der
Reihe nach r—1, »v—2, r—3, ..... 3, 2, 1 andie Stelle von r, so
erhiilt man, ohige mitgeziihlt, offenbar » Gleichungen von der Eigen-
schaft | dass der in den eckigen Klammern stehende Faktor jeder die-
ser Gleichungen den ersten Theil der folgenden Gleichung bildet.
Multipliciren wir daher simmtliche » Gleichungen mit einander, so
erhalten wir, indem sich mit Ausnahme des ersten Theiles der ersten
Gleichung die folgenden ersten Theile gegen die eingeklammerten Fak-
toren in den zweiten Theilen aufheben, folgende Gleichung:

() + (L)) + (2 )(5)+ ----- +(’i‘)(?-i;)+(f)=

(k) R+ E—1) rls—{—k veen Bk —r 4 1)
o 1.2.3.4..... r ?

[

der zweite Theil dieser Gleichung ist aber nichts anderes als der »t
Binomialcoefficient der (2 - 1)'*" Potenz des Binoms und somit durch

h 4+ k
das Symbol ({ T

) darzustellen; man hat daher :

h k h ko X b1
(J)+(1—1)( )+(?—))(2)+ """ +(1)(?-—1)+( ) ( )(o)
welche Gleichung die gesuchte Eigenschaft der Binomialeoefficienten
ausspricht, und den »*e® Coefficienten der (&4 £)'*® Potenz aus den

7 ersten Binomialeoefficienten der A" und A** Potenz finden lehrt,
Kehren wir jetzt zu unserer Aufgabe zuriick.

57. Bezeichmen wir die noch unbekannte Summe der Reihe (4),
da sie offenbar eine Funktion von # sein muss, mit /(»), so dass

sy=1+ ({)=+(5) =* + (5) = + - (6)
wobei wir bemerken , dass, wenn z eine ganze positive Zahl , die Form
der Funktion f(n) bekannt ist; man hat nimlich fiir diesen Fall laut
Gleichung (2):

Fly= (1 4 ). @
Lassen wir in (6) die ganz willkiihrlichen Zahlen ¢ und g an die
Stelle von n treten, so erhalten wir:

o=+ (o + () + () =+
fB) =1+ (‘f) @+ (g) a? +(§) 2 o,
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Das Produkt dieser beiden convergenten Reihen wird nach §. 37
wieder eine convergente Reihe sein, deren Summe dem Produkte der
Summen beider Reihen gleich ist; durch Multiplikation beider Glei-
chungen erhalten wir daher:

)

2 a\ | 234 ...

rws@=1+)| =+ |
(D] + ()
+

+

(5
(3) (¢
(
(.

+ (5
+ (%)

M =T R
s —

+

«

)
)
)
)

)
7
3
d. i. mit Riicksicht auf (5):

@) =1+ (“‘1*"9') o (“ TH) et (“':F}‘ff) o e

Die Reihe im zweiten Theile dieser Gleichung ist, wie man sieht,
in Bezug auf (@ 4 g) nach demselben Gesetze gebildet, wie die Reihe
(4) in Bezug auf n; wir haben daher in Folge der G1. (6) ihre Summe
mit (e« + 3) zu bezeichnen, und erhalten dadureh:

J(). f(p) =1 (e + B) (8)

Setzt man in dieser Gleichung 3 4 5 an die Stelle von g, so
erhilt man f(e). /(3 + y) = fle + g + 7), d. i. weil nach (8)
S@+ 9 =r0p).1(3):

S() . f(3) - fly) =fle + 7+ 7);
in dieser Gleichung wicder y 4 § statt y gesetzt, und beachtet, dass
- fly + 8 =rF(y). £(5), kommt:
S F@) FG) SO =Fle+ B+ 7 +0)
u. s. w.; man sicht, dass man auf diese Weise beliebig weit fortgehen
kann und dass folglich allgemein:

fla). fB)-F)- F®) oooe. =Sl +B+y+0.c0). (9

Diese Gleichung, welche ihrer Ableitung zufolge fiir jeden belie-

bigen Werth der Zahlen «, g8, y, 8.... gilt, spricht eine charakteri-

stische Eigenschaft aus, welche der mit f(n) bezeichneten Summe der

Reihe (4) zukommt und in Verbindung mit der Bemerkung, dass

fin) = (1 4 =) ist, wenn n eine ganze positive Zahl, hinreicht, um
die Funktion () fir jeden beliebigen Werth von » zu finden.

:6:....:-2, wo p und ¢

Setzen wir in (9) @« = =
q
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ganze positive Zahlen bedeunten, und lassen die Anzahl dieser Grissen
= ¢ sein, so geht diese Gleichung iiber in

[/)] v

woraus, wenn wir die ¢*¢ Wurzel zichen und transponiren,
1

C e (P
[flp)] =J( q)-
Nun ist nach GL (7), da p eine ganze Zahl, f(p) = (14 )", so-

3 r
mit [f(p)]? =(1 4 ) ; anderseits stellt das Symlmlj‘(ﬁ)n:mh(u‘l.(ﬁ)
' q

» v »
die Reihe 1 4 (g) x + (q) 2 4 (r]);)c'd <+ ..... vor; somit
1 2 3

folgt aus der letzten Gleichung:

L P ik, : By .
(1 4+ x)r =1 + (_q):c + (,1).1:-' +(q)x-‘+ .....
1 2
womit die Richtigkeit der Gl. (3) auch fiir gebrochene positive Werthe
des Exponenten n nachgewiesen ist.

Setzt man ferner in der Gleichung (8) « = m, wo m eine positive
ganze oder gebrochene Zahl bedeuntet, und g = — m, so geht diese
Gleichung iiber in :

Sm). f(— m) = f(0),
oder da aus (6) fir n = 0, (0) = 1 folgt, f(m). f(— m) =1, d. h.

P 1
fm) — (14 )™

Fl— m)=

J— (1 + .',l“rj_'"

und wenn man statt f(—m) wieder die durch dieses Symbol vorge-
stellte Reihe schreibt:

14+ z)—"=1+ (""1’”) @ + (_2’”) a2 + (';m) P R

dasselbe Resultat ergiebt sich aber aneh aus (3), wenn man dort —
statt i schreibt, daher die GI. (3) auch fiir negative Werthe des Ex-
ponenten richtig bleibt.

Indem man endlich eine irrationale Zahl als die Grenze betrach-
tet, welcher sich eine rationale ohne Ende nihert, beweist man ganz
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in dihnlicher Weise wie §. 48, dass die Gl (3) auch fur irrationale
Werthe des Exponenten nicht aufhirt, giiltig zu sein.

Es folgt demnach aus dieser Untersuchung, dass die unter dem
Namen Binomialreihe, binomiseher Lehrsatz, Newton™
sche Binomialformel bekannte Entwickelung:

(14ap=—1+4 (’1‘) x+ (:j) x? 4 (") a3 4 ... (10)

)
fiir jeden beliebigen Werth des Exponenten gilt; unter der Bedingung,
dass, wenn n keine positive ganze Zall ist, « ein echter Bruch sei,
damit die Reilie convergire.
Firz = 4+ 1 und 2 = — 1 geht die Formel (10) bezichungs-

weise iiber in

b () () )+ ()
o () ) =)+ ()=

zwei Reihen, deren Convergenz respektive an die Bedingung n > — 1
und # >> 0 gebunden ist [§. 34, 3].

Setzen wirin (10)  an die Stelle von @ und multipliciren sodann
a

die Gleichung mit ¢, so kommt:
L I ('I") a a4 (3) a"—2z2 4 (’;) a3z% 4 ... (11)

wo, wenn z keine positive ganze Zahl, z < « sein muss, damit die
Reihe convergire.

; 5 ) ; 1
38, Setzt man in (10) der Reihe nach — n, —]—, S y 5 und
q q = =

1 .
— - an die Stelle von », so erhiilt man folgende Reihen, welche simmt-

lich @ numerisch kleiner als 1 voraussetzen und des hiufigen Gebrau-
ches wegen angefiihrt werden migen:



(12)

a4 .

n(n=1)(n42)

2

4 1)
2

{
1—.*1;?3--{-—72’l

1

1+ a®

(14 a)™=":

Fiir negative Werthe von « dndern die Glieder mit ungeraden Po-

)
— (1
At (

2.3

plp—aq)(p—2¢) 2
1.2

o3
q

p—1q)

q

[—*—ﬂx-i-])l

P

1+ =) :V{l-l—.:c;”

(14)

T

F{.-g"”:.""!
=
™
+
a|=
= -
‘E‘_.’.\'l
_i_-i
&
s
=

q

q:!

plp—q) ar
1.2

7

l—ﬂ-a:—{-

)
- |+
=z
I
Bl &

14+ =~

tenzen von x ihr Zeichen. »

Setzt man in (12) & = —- ¥, so erhiilt man:

D]
(1—y"=14uy+ ?_(i'“"'_lf)r(fi:'”_")

Man setze nun y =

14 =x

x

nin—4 12
1.2

4

(15)

R |
D [
EE
- =

T

1.8 xd
2.4

+

2
r

1 @t
)

x
=14 5

=¥1 +

e

(1 + )

7+

x> — .

7

256

xt 4

5

128 .

1

2 o wd s
+oe

1

s ey = O
8

1
2

=14

(16)

7
8

}
. 4. 6.

1
2

U a3 4

1.8.5
2.4.6

=™

(14 )

1..2.3

—l.a: + ...

— -
e |10
=™

Y

35
128

a3 _.I..

TS

3

1
2

.’/3 —+.... (rz)

, wobei die Bedingung y < 1, an welche
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die Giiltigkeit der Gl («) gekniipft ist, fiir jeden positiven Werth von

x erfiillt ist, so wird 1— y = ,yund (1 —yg)™" == (1 4a)";

1
14 =

hiemit verwandelt sich («) in:

e () ()
# it + ez s =
woraus wieder, wenn man 4_: an die Stelle von @ setzt:
b i () 5 () +
VAT PR R

folgt; zwei Reihen, welche fiir jeden positiven Werth von @ conver-
giren.

Die Binomialreihe ist fiir die gesammte Analysis von der grissten
Wiehtigkeit. Hier mag nur noch des Gebrauches derselben zur Wur-

7
zelausziehung gedacht werden. Ist VA berechnen, so zerlege man
dic Zahl A in zwei Theile @ + =, von welchen der erste « = @ und
eine der Zahl A miglichst naheliegende vollkommene g'® Potenz ist,

q
so dass Va = « und « eine ganze Zahl oder ein rationaler Bruch

wird; man hat dann :
1

;/ 1=Va+ x—,/n (14+z)—= j/rt 14+ %)
somit nach (13) fiir p = 1:

o—— g [ 1@ g—1 x\, (g—1)(2¢—1)x\3 |
Vat z=Va '[I-—l_q (_a) 1. 2. ¢* ( ) & 1.2.3. ¢3 (n) I

39, Die Betrachtungen des §. 57, mittelst deren wir zur Summi-
rung der Reihe:

(D) (5 (5) e
gelangten, bezogen sich einzig und allein auf die Beschaffenheit der
Grisse n, und waren von jener der Grisse x ganz unabhingig; diesel-
ben bleiben daher in Kraft, wenn & imaginiiv wird, so dass die Bino-
mialformel auch fiir einen imaginiren Werth von a giiltig bleibt, unter
der Voraussetzung, dass der Modulus desselben kleiner als 1, wenn
der Exponent keine positive ganze Zahl ist.



POLYNOMISCHER LEHRSATZ.
60. Es sei:

y=day + ay & + a3 a® 4 a3 23 + ay a2t 4 ..... (1)
ein Polynom aus eciner endlichen oder unendlichen Anzahl von Glie-
dern bestehend, und die Aufgabe gestellt, die m'® Potenz dieses Poly-
noms zu entwickeln, unter m eine beliebige positive oder negative,
ganze oder gebrochene Zahl verstanden.  Setzen wir:

p=a+ ax 4 a3 24+ ay a3 4 ..... (2)

$0 wird y = «; + pa, und wir erhalten unter Anwendung des hino-
mischen Lehrsatzes:

'ym =(F0m + (’11) ””m— l]).‘(‘-*- (73) aom—zpzmz _I_ (’;:’) num—ﬂ p.’lm.'} + e (.{)

und zwar fiir jeden Werth des Exponenten m, jedoch unter Voraus-
setzung der Convergenz der Reihen zu beiden Seiten des Gleichheits-
zeichens, wenn dieselben nieht abbrechen.

Es kommt somit, wie man sieht, nur noch auf die Darstellung der
aufeinanderfolgenden Potenzen des Polynoms p an, d. i. allgemein auf
die Entwicklung von

pr=1(ag + asx+ agx? 4+ a3y 2* 4+ ayzt 4+ ...
wobei jetzt n eine positive ganze Zahl bedeutet. Hiemit wollen

wir uns nun beschiifticen und dabei in dem Polynom »
o o ] bl

(g Oy Uy (g vowe Up—] «on
statt
fpy gy gy O « oo Uy - oo

schreiben, um die Zeciger der Coefficienten mit den Exponenten der
Potenzen von a zur Uebereinstimmung zu bringen, wodurch die fol-
genden Betrachtungen vereinfacht werden. Setzen wir nun:

]1" — (““ + w0y + ity a2 + oy a3 + ....)u =

:20-}-:1'] ;r+£2 m2+/?113x3-|—“.., (4)
welehe Form der nach Potenzen von z geordneten Entwickelung, als
einem Produkte von n Faktoren, jeder = p, nothwendig zukommen
muss, so handelt es sich nar um die Bestimmung der Coefficienten

n n

Ay, Ay, Ay .-

Denken wir uns diec Multiplikation der » Taktoren, jeder = p,
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wirklich ausgefiihrt, so folgt unmittelbar aus der Regel fiir die Multi-
plikation von Polynomen, dass 1) irgend ein Glied des geordneten

Produktes, z. B. 2, a” das Aggregat simmtlicher Gliederist, welche
2" als Faktor enthalten ; dass 2) jedes dieser Glieder ein Produkt
aus n Gliedern des Polynoms p ist, und zwar so construirt, dass die
Zeigersumme der in dasselbe eingehenden Coefficienten ¢ dem I x-
ponenten » der in dasselbe multiplicirten Potenz vou @« gleich ist.

n
Hiernach muss der Coefficient A, nothwendig das Aggregat simmt-
licher Produkte sein, welche sich aus den Coefficienten

(oy Oy Uy (t3 oo o iy

mit der Zeigersumme = 7 bilden lassen, wobei der Faktor «,, welcher
zur Zeigersumme nichts beitriigt, mit einem solchen Exponenten zu
versehen ist, dass die Anzahl aller Faktoren = »n werde. Zerlegt man
daher die Zahl », so oft es angeht und ohne Wiederholung, in ihre
ganzen Bestandtheile, so erhilt man offenbar alle Complexionen von

n
Zeigern, welche den einzelnen Gliedern des Coefficienten A4, zu-
kommen.

n

Um z. B. A, zu bilden, zerlegen wir die Zahl 5 in ihre Theile:

5| 4, 1

3,2(8,1,1[2,2,1[2,1,1,01(1,1,1,1,1

;
wir erhalten sofort:

2 2 3 5
(Cny L4 Oy (fg Olgy (€3 L1y (€2 (€4 Uy (1, (L1,

und fiigen endlich jedem dieser Bestandtheile so viele Faktoren, jeder
= @y hinzu, dass die Anzahl aller Faktoren = »n werde. Die siimmt-
n

lichen Bestandtheile des Coefficienten A, sind somit :

— e ) s 9 i 9
o0 Vatgy wg™ % g wpy w2 g gy 0" g 0, w3 A ey,

" Vo o, " of.

Nun iiberzeugt man sich aber leicht, dass irgend einer dieser Be-
standtheile durch den Multiplikationsprozess mehrmals gebildet wird,
woraus aber sogleich folgt, dass er itberhaupt so oft erscheinen muss,
als er aus den n Elementen «, aus welchen er besteht, gebildet wer-
den kann, d. h. also so oft, als diese Faktoren, » an der Zahl, Permu-
tationen ohne Wiederholungen zu lassen.

Von den oben dargestellten Gliedern des Coefficienten A5 wird
hiernach :



(L]

i ~—1)(n—)1 32,1
das 1. Glied ag™ " ag vovvr 2 S i
B 028 (1—1)
= n mal,

das 2. u. 3. Gl jedes: . ... () s G2 1 ==
1. 2.3 ... (u—f:f)

=n(n—1) =2 (3) mal,

) i —1)(n—2) ... 3.2.1
das 4. u. 5. GL jedes: .... ﬂ("' —
i . Jodeh 1.2.3 ... (n—3).L 2

e ?__—n— Ly vl = 3 (”) mal
3

12 _
—1) (n—2) D)
das 6. Glied : e A £
19.8..(—1). L2.3
_ n(n—1)(n—2) (n—.i) - n
- 1. 2.3 =4 (4) s
n(n—1)(n—2) ... 3.2. 1

das 7. Glied: > : .
1.2.3..(n—5) 1.2 .3.

)
_ am—=1)(n—2)(n—3)(n—4)  (n\
i 2.3.4.5 _(5_) Wi

erscheinen, und somit ist:

n

Ay=ney" Vs +..( )ao" 2 (e (li+!£2({;)+l.}( )rz[,"‘3(a] g+ oy 3)+
+ 4 (4)@ Al vy (i)) o™ " af

Es ist hiernach sehr leicht, den Cocfficienten eines beliebigen
Gliedes der n'*® Potenz eines Polynoms zu entwickeln, wobei wir unter
n vorlinfig noch eine positive ganze Zahl zu verstehen haben. Setzt
man daher:

(g F @1 @+ @ €ty @3 e )= Ay + Ay 7+ Ay 2* + Ay + ... (5)

0 ist, wie man nach dem angegebenen Verfahren sehr leicht findet:

n
Ay=u"
n
Ay =nwy" " wy
n n e
dy=nay" Lag+|y) w2 &
n n n 5 g
Ay=nwy" oy 4+ 2 ()) "y + | g) w"? o} (6)
n 1 .
Ay=ney" ! oy + ()) wg" 2 (2eg g + o) + 3 )un iy +
n i

+ |4 )™ )l
n
A:’:yuf_u""‘l iy, + .... wie oben. )

u, 8. w,
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Diese Entwickelung fiihrt den Namen: Polynomial-Theorem
oder polynomischer Lehrsatz und die in (6) entwickelten Coefti-

n n

cienten 4,, 4,, u. s. w. heissen Polynomial-Coefficienten.

Wie man sieht, so enthilt die durch die Gleichungen (5) und (6)
dargestellte Entwickelung bereits die Auflosung der urspriinglich fiir
das Polynom y gestellten Aufgabe, nur mit der Einschriinkung, dass
der Ixponent n noch eine positive ganze Zahl bedeute. Es ist aber
jetzt sehr leicht zu zeigen, dass diese Entwickelung fiir jeden Werth
des Exponenten in Kraft bleibe. In der That, setzt man in (5) und (6)
der Reihe nach » = 1, 2, 3 w. s. w., substituirt die fiir p, p?, p3 pt
u. s. w. erhaltenen Ausdriicke in (3), wobei wieder wg, wy, ... durch
@y, day, ag ... zu ersctzen sind, und ordnet nach Potenzen von z, so
erhiilt man:

m m m m m
g+t ayz®+agai+..) =dg+ 4z a4 3284 ...

und findet, dass die Coefficienten fio, Ay, 45 u. 8. w. nach eben dem
in den Gl. (6) ausgesprochenen Gesetze gebildet sind, wo aber nun an
die Stelle der ganzen positiven Zahl n die jedes beliebigen Werthes
fihige Zahl m getreten ist.

Zwischen den in (6) dargestellten Polynomialcoefficienten finden
einfache Bezichungen statt, mit Hillfe deren sich jeder derselben aus
den ihm vorangehenden Coefficienten berechnen liisst. KEs ist nitmlich:

;ioz "
) ;;1 = nhoy 4;0
2 o Aﬂ2= 2nay 1;0 + (n—1) fﬂ
3wy 111‘3 = 3nuy ;i(, + (2)1—1}(:2.:;.1 + (n—2) x;;
4wy 41114 = 4dney ;{0 + (3n—1) g 1,111 =+ (2n—2) ey .;1!2 + (n—3) o .cil:,
5 u Jrii-, = b, /’110 + (dn—1) ey /,il 4+ (3n—2) ey 22 + (20—3) ay 23 +

+ (n—4) ¢ ‘;4 .
u. 8. W.

Das Gesetz der Fortschreitung fillt deutlich in die Augen. Zur
wirklichen Bereclmung der Polynomialcoefficienten in einem prakti-
schen Falle, namentlich wenn dieselben numerische sind, sind die For-
meln (7) bequemer als die obigen (6).

Wire die folgende Reihe von allgemeinerer Form:

Ly = a ak + I pkth + ay aktek —+ ay ok 3k 4+ ....
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zur m'*® Potenz zu erheben, so hat man:
?Im =_ I.m (l + ay .1:‘. _|_ iy .EJ‘ + sy zdh + m

und wenn man a* = z setzt:
km

yr =z (ag + ay z + as 2* 4 a3 23 4 ..... i
wodurch die Aufgabe wieder auf die oben behandelte zuriickgefiihrt ist.
Wiire endlich ein Polynom von der Form p=(a 4 6 4+ ¢4 d+...)
zur 2" Potenz zu erheben, so hiitte man nur in obiger Entwickelung

a = 1 zu setzen.

1I. Die Exponentialreile.

6l. Um die Exponentialfunktion «* in eine nach steigenden Po-
tenzen von a fortlaufende Reihe zu entwickeln, setzen wir in der Bino-

mialreihe:

e (s @) () (12
L4 y=a"udn =:, so erhalten wir:

_-'E_('_i'"_ i )
a" =1+ % (a®— 1)+ Lli,— (a® —1)2 4

CRUE .

4 1. 2. 3
oder «
= %A .
a"=l+a s (x rz)+
“ “® 1. 2
a® —1\3 x(x—a)(x—2a)
( o ) 1..92.:8 + o
und zwar fiir jeden Werth des Exponenten «, 1111(1 fiir soleche Werthe
) e ; .
von «, welche der Bedingung y = a® — < i 1 geniigen, wo « eine

beliebige positive Zahl bedeutet. Letztere Bedingung wird um so ge-
wisser erfiillt sein, je kleiner wir « nehmen, somit auch fiv « = 0;
lassen wir daher ¢ in O iibergehen und setzen den noch unbekannten

Grenzwerth :
—

a
lim =k
p ’ (1)
so folet :
L2 x2 L3, 23 Joh, ot r=—00 ,_ -
Tt 73 : o (2)
1.2 1.2.8 ' 1.2.8. 4 le=4 0
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wo Ik eine noch unbekannte bloss von « abhiingige constante Grisse be-
deutet, nnd a jedes Werthes von — oo bis 4= fiihig ist.  Zur Kenntniss
der Constante £ fithrt die Bemerkung, dass, da &b bloss eine unktion von
« ist, wohl auch cin Werth von « existiren wird, fiir welche
ist. Bezeichnen wir diesen besonderen Werth von @ mit e, so geht die
GL (2) tiber in:

i F i a3 2t o= o i
o=l +_1-—+-1_;2+m+1.2.:‘5.4+ T {;z::+‘£ (,)
setzt man aber hier @ = 1, so folgt:
e=1 4 il =+ ! - ! - 4 EaT (4
1 1.2 1228 * 152:3.4

Diese Reihe convergirt und liefert durch Addition einer hinreichenden
Anzahl von Gliedern den gesuchten Werth von «, fiir welchen £ =1
wird, niimlich:

e =2, T182818284......

Diese Zahl 2, 178 ... welche in der Analysis, gleich der Zahl
=23, 15 .... eine grosse Rolle spielt, werden wir in der Folge, wie
diess tiblich ist, ausschliesslich mit dem Buchstaben e bezeichnen und
es lisst sich zeigen, dass dieselbe eine irrationale Zall ist.

Setzt man nun in (2) x =1, 1in (3) @ = k, so erhiilt man:

k2 k3

a==1 —i-— + +1 2.J+'""
2

ek=1+ +12+ _)3-!-....

woraus, da die im zweiten Theﬂc dieser Gleichungen stehende Reihe
fiir jeden Werth von & convergirt, ¢*=a folgt. Nimmt man von heiden
Theilen dieser Gleichung die Logarithmen aus einem beliebigen Sy-
steme, so kommt & log ¢ = log «, woraus endlich
a“—1 loga

«  loge

5)

= lim

folgt. Hiemit geht (2) iiber in:

3.8 (lowtr)_'_ﬁ(l_civ(f‘)z_'__;ri‘_(lgﬂr_l_ {x:-ao ()
loge 1. 2\log e 1.2.3\log e r=- 0
in weleher Gleichung nun alles bestimmt ist, und die Logarithmen aus
cinem beliebigen Systeme genommen werden konnen. Nichts hindert
aber, cin Logarithmensystem zu construiren, dessen Basis die Zahl e
ist; bezeichmet man sodann die Logarithmen dieses Systemes, welche
man natiirliche nenmnt — im Gegensatze zu den kiinstlichen,
deren Grundzahl eine beliebige Zahl b sein kann, und die wir wie oben
mit dem Zeichen log bezeichnen wollen — mit dem Buchstaben 7, so
folgt aus (5), wegen le =1,
Herr, Hoh. Mathematik, I. G
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=it 20— S )
“
endlich wird:
L x le | 22 (la)? | a3 (la)’ 2= &
“=1+="+t—53 *iaz t-- {x:—l—oo ®)

62. Die Zahl e = 2,718 ..., die Grundzahl des natiirlichen Loga-
rithmensystems, ist durch die unendliche convergirende Reihe (4) defi-
nirt. Eine andere Bestimmung derselben ergicbt sich mit Hiilfe der
Gleichung (7):

lim s u_ s lay [fir «= 0] (M)
setzt man niimlich «* = 1 4 g, wo g eine mit « verschwindende
Grisse bezeichnet, so wird:

@®—1 B 1 B 1
«  log,(14p)  loga A+ 1]
T lﬂga[uw)f‘]

somit:

o 1
log, |:(1-|—p’) r?] i Y—
«

wo mit log, ein Logarithmus aus dem Systeme, dessen Grundzahl = ¢,
bezeichnet ist. Aus der letzten Gleichung folgt nun:

% — 1,

- sl
1+pf=a “

und hieraus, wenn man zur Grenze iibergeht, mit Riicksicht auf (7):
A e
lim (1 4 8)7 = a'*,
3
d. i. weil dem Begriffe der Logarithmen zufolge ¢*=a, also e=a'"ist,

1

lim (1 4 §)# = e. [fir § = 0] (9)

R

Die beiden Grenzgleichungen (7) und (9) finden in der Analysis

hiiufige Anwendung. Setzt man in (9) fa an die Stelle von g, wo x

eine von 3 unabhiingige, iitbrigens ganz beliebige reelle oder imaginiire
Zahl bedeutet, so hat man:

1
lim (14 pz)f* = ¢,
d. 1. weil [§. 18, ¢]:
1

1 1
lim (1 4 pa)f* = {lim (1 4 ) #} = ist,
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1
=&

lim (1 4 gz) [fir 8 = 0] (10)
eine Gleichung, welche die (sogenannte natiirliche) Exponentialfunk-
tion e als Grenzwerth darstellt.

?

III. Logarithmische Reihen.

63. Setzen wir in der Gl. (7) des vorigen §. a =1 -+ x, so folgt:

. (1 x)* — 1
(1 4+ @) =lim Caaf—1 [fiir ¢ =0]; (1)
u
lassen wir nun a eine Zahl bedeuten, welche zwischen — 1 und 4 1
liegt, also cinen echten Bruch, so ist:
. (— 1 (e—1)(e—2
t_l+.17;“=1+rz1‘+u[;2);L‘:‘-i—uulo)‘_; ).’L'3+. i

somit :

/(14 ) = lim {VL + 5‘1_—1 @ 4 bi”ﬁ“:” a4

oD

(e—1)(—2)(e—3
woraus, wenn wir ¢ in O iibergehen lassen,

1. 2. 3. 4

lta) = — 5 o+ s — ot + o {j::*) @)

folgt. Setzen wir — @ an die Stelle von a, so erhalten wir:
. it 1 1
(1—x)= W(.r —- 5 x4 3 x3 + Y i ) {

welcher Gleichung wir auch die Form:

rx=—1

=41’

1 1 . 1 1 [;L‘= -—1
== — x BpS. SO It e
l(l—-.:(.') # - 2 L 3~ + 4 L |loe=+1 (4)
1
geben konnen, da bekanntlich (N = — ZN ist. Denken wir uns in

dieser Gleichung unter @ einen positiven echten Bruch, so ist der

*) Ihrer Ableitung zufolge gilt die Reihe nur fir Werthe vou z, welche zwischen

1
— 1 und 4 1 liegen; da aber fiir z = 4 1 die Gleichung in: 1(2) =1 — 7 -+

1 3 0 P

o iibergeht, welche Reihe noch convergirt, und fiir = = — 1: I(0) =
1 1 1 . £ : 55

— {1+ —2‘+ e + T 4+ ...) = — » [§ 27] erhalten wird, worin kein Wider-

spruch liegt, weil bekanntlich der Logarithmus von 0 in jedem System = — w ist,

so bleibt die Gleichung (2) auch noch fiir die Grenzwerthe # = 4 1 richtig.
c*
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Quotient——— jedes positiven Werthes fithig, welcher > 13 wir kin-
1—a J I ’ 7

1 ; ; %
nen daher T 1 <+ =z setzen, unter = irgend eine positive Zahl

2z

+1

verstanden, wodureh @ =

wird, und die GL (1) sich in folgende

t

verwandelt:

L(14:) = (TT)*’%(?)Z"'%(__:H)J“"{&zl L @

Zur wirklichen Berechnung der natiirlichen Logarithmen der Zah-
len sind die vorstehenden Reihen ihrer geringen Convergenz wegen
nicht geeignet. s lassen sich jedoch aus ilmen durch gecignete Um-
formungen viele andere rascher convergirende Reihen ableiten, von
welelien wir einige anfiihren wollen.

64, Zicht man (3) von (2) ab, so kommt:

z(i%j): 2 (x + 1733-1-%.;. . {j:+1’ (6)
Setzen wir ;ti == z; da fiir
g=—1liz=0,flrz=<F1liz2=w
wird, so ist innerhalb der Grenzen { '“+ 117 jedes beliebigen posi-
tiven Werthes fihig; da ferner aus obiger Gleichung = = j : 11

folgt, so erhalten wir, indem wir diese Ausdriicke in (6) substituiren:

z—1 1 z—1\3 1 /2—1)\5 1 [:==0

—2 ¥ e | T

l(:+1) t3 (:+1) *3 (;+1) o | {-—+x » ()
welehe Gleichung, wenn man z = -Z— setzt, folgende Form erhiilt :

a a—2b 1 ja—10b\3 a—>b\"
Ly —2[(1t+b)+?(a—|—b) +3 (a+b e ]
eine Reihe, welche um so rascher convergirt, je kleiner (« —2&) gegen

(a—b) ist.

Fiir « = a« + §, b = «, erhiilt man aus (8):

v )+ )]

und hieraus fur § = 1:

lz+1)=le+2 [(Ecc'-li- 1)+ :: (Zx ‘1+ 1)3+ % (’-"‘}'I) ](10

mittelst weleher Reihe man bereits die natiirlichen Logarvithmen der
Zahlen bereclinen konnte. Fiir @ > 93 hat, wie man leicht findet, das
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2% Glied der Reihe anf die 7' Dezimalstelle des Logarithmus keinen
Iinfluss mehr.
Eine noch rascher convergirende Reihe ergicht sich, wenn man
in (8) « = a?, b = x* — 1 setzt, wodurch
z;‘ = Izt — lat— 1) = 2z — (v — 1) — Uz + 1)

und

a—b 1

adb 22— 1
wird; es kommt:

1

[ 1
e = [lle—1) + 1+ 1) + [21.2__ st

1
+ ;")(2;1;'-'——175 + ] (@1

eine Reihe, welche zur Berechnung der Logarithmen der aufeinander-
folgenden Primzahlen, aus welchen sich die der zusammengesetzten
durch blosse Addition ergeben, schon sehr geeignet ist. Setzt man
nimlich den Werth der Reihe in (11):

1 1
e | =8,
[2.1"—’—1+ SRe—1p T ] J

s0 hat man zuniichst:

1 1 3
12= 5 13 + S 13_-—)/z>+z1'+s..—_? 12 4 83

G

aus beiden (xlucllungcn folgt:
12=2(28%+28;), I183=2B8+2S8,).
Nun ist:

1 1 1
o Sl (N T S — 0.143841036
S 7+:s.73+5.7-')+ davRddicn
g 1 = S 1 -+ = 0,058801517
M= tgmt )17‘» M i

von welchen Zahlen die erste 5, die andere 3 Glieder der Reihe in
Anspruch nimmt; hiemit wird nun in 7 Dezimalen
12 =0,6931472, 3 = 1,0086123
Wt-itcr ist'

5= 14 + =16+ 8 =— L = 1.6094379
1
T = % b—l——) 184 8 =2 124 13+ & = 1,9459101
. 8. W.

Man findet leicht, dass fir Werthe von «= 11 das zweite Glied der Reihe
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keinen Einfluss mehr anf die 7t® Dezimalstelle des Logarithmus hat;
man kann daher bis auf 7 Dezimalstellen genau fiir alle Zahlen von 11
angefangen:

1 . 1
und fiir 2 >> 3163 einfach

lo = —i; [{z—1) 4 (x4 1)]
setzen.

Auf gleiche Weise wie wir (10) und (11) aus (8) abgeleitet haben,
lassen sich aus (%) noch viele sehr rasch convergirende Reihen ent-
wickeln, indem man néimlich fiir & und 4 zwei ganze Funktionen von x
von der Beschatfenheit wiihlt, dass sie sich leicht in einfache Fakto-
ren zerlegen lassen und ihre Differenz eine kleine Zahl wird.

63, Die bisher angefiihrten Reihen geben die natiirlichen Loga-
rithmen der Zahlen, deren Grundzahl e = 2,718 ... ist; sie wer-
den in der Analysis fast ausschliessend gebraucht, wiithrend man sich
bei dem praktischen Rechnen bekanntlich der gemeinen oder briggi-
schen Logarithmen bedient, deren Grundzahl 10 ist. Diese lassen sich
aber aus den natiirlichen leicht berechnen.  Bezeichnet man iiberhaupt
mit log die Logarithmen eines Systems, dessen Basis 4 ist, so hat man,
wenn N eine beliebige Zahl bedentet, nach dem Begriffe des Logarith-
mus NV = 4!¢ & = ¢/¥; nimmt man von beiden Theilen der Gleichung
PogN = ¢!¥ sowohl die natiirlichen als die kiinstlichen Logarithmen,
so kommt, da log & = 1 ist,

log N. b = IN
log N =IN. log e;
durch Division beider Gleichungen erhiilt man:

) i
! -=log e,

Iz
. ; 1
somit, wenn man dic Constante . M setzt:
()

log N= M. IN.

Die Constante M heisst der Modulus des auf dic Basis & gebauten
Logarithmensystemes und ist, wie man sieht, der reciproke Werth des
natiirlichen Logarithmen der Grundzahl 4. Iiir das gemeine Logarith-
mensystem ist 7 = 10, und

110 = 12 4 15 = 2, 3025851,
gomit: 1

M= —— = 342945 ;
710 0,4342945 ;
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man erhilt daher dic gemeinen Logarithmen, wenn man die natiirli-
chen mit M = 0,4342945 multiplicirt. Umgekehrt folgen die natiir-
lichen aus den gemeinen, wenn man letztere mit
1 3095851
0,4342945 !
multiplicirt.
Um die Reihen (2) bis (11) fiir gemeine Logarithmen umzuformen,
hat man nur das Zeichen ¢ mit jenem log zu vertauschen und den
teihenausdriicken den Faktor M vorzusetzen.

6. Aus der Exponentialreihe (8), §. 61. lisst sich leicht eine
Reihe ableiten, welehe eine Zahl = durch den Logarithmus derselben

ausdriickt. Setzt man niimlich o* = z, so wird ale = Iz, somit:
(L)’ (1z)3 ()4 [ D)
“_1+ + 3 +1.2.3+1.2.3.4+'“" l: = 4+ =

IV. Trigonometrische Reihen.
A. Reihen fiir Sinus und Cosinus vielfacher Bégen.

67. Setzt man in der Moivre’schen Binomialformel:

(cos @4 sin 2)" = cos m(x 4+ 2ra) 4+ ¢ sin m(x+2ra),
in welcher @ einen beliebigen Bogen, m eine beliebige Zahl und » eine
positive oder negative ganze Zahl bedeuten, der Kiirze halber

. cos @ = p, sin @ =
so wird: Ly 7

cos m(x =4 2ra) 4 isin m (x4 2ra) == (p+ig)"=p™ (14 gz)“‘ :
nimmt man ferner an, dass ¢ = sin @ < p = cos x, oder \\ as auf

. . T
dasselbe hinauskommt, dass der Bogen @« zwischen den Grenzen — 1

und 4 % liege, so ist -% ein echter Bruch und das Binom (1 +§i) m

kann nach dem Newton'schen Lehrsatze in eine convergirende Reihe
entwickelt werden; man erhiilt, wenn man zugleich die reellen und
imaginiiren Glieder zusammenfasst:

cos m(x 4 2ra) 4 i sin m(xz 4+ 2r7) =

\ og* n 4
SRR @R
+ g™ [(;L);_f_—(?));s-'— ]z
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Bedeutet nun m eine ganze Zahl, so zerfillt [§. 44| diese Gleichung
alsogleich in folgende zwei:
2 i
08 M == p”’[l —_ (”}t) (1,-_; =+ (”‘) q—, —= ven ]
2] p? 4/ p N (2)
sin e == p™ mAg ].),l (]_s..|_ .‘il i['_",ﬁ
1/ p 3 p 5 pe

weil dann einerseits hekanntlich
cos n (‘L + 2rz) = cos mex, sin m(x 4 2ra) = sin wx

ist, anderseits aber die Potenz p™ nur einen Werth zulisst.
b, . ; I

Ist aber m = 7 ein rationaler Bruch, so haben beide Theile der
GL (1) & verschiedene Werthe [§8. 49 und 52]: es entspricht jedem
der k£ Werthe von p™ im zweiten Theile ein hestimmter Werth von »
im ersten Theile, wodureh eben bewirkt wird, dass beide Theile der
Gleichung einander gleich werden.  Unter den £ Werthen von p™ be-
findet sich aber nothwendig ein reeller, da x zwischen den Grenzen

7 7 o ; : sy i :
— = d 4 - liegt, somit p = cos @ immer positiv ist. Lassen wir
4 4 77

nun in (1) p™ diesen reellen Werth bedeunten, so zerfillt diese Glei-
chung in folgende zwei:

) A m\ ¢* m ?1
cos m(x—42rz) =p [1~—(2)17—f—(_| p—i—]

. 3 : 5
sin m(zx 4 2rm) = p™ [( T) ;‘; - —(1;;’);1’3 + ('::);{T; —]

und es hedarf nun noch der Bestimmung desjenigen Werthes von r,
weleher dem recllen Werthe von p™ entspricht.

(3)

Hiebei kommt uns der Umstand zu Statten, dass » von & unab-
hiingig sein muss.  Denn die zweiten Theile der Gleichungen (3) sind
oftenbar stetige Funktionen von 2 ; den ersten Theilen muss daher die-
sclbe Eigenschaft zukommen, was nur der Fall sein wird, wenn der
Bogen m(a = 2ra)=max 4 2mrz eine stetige Funktion von @ ist.  Diess
kann aber nur unter zwei Bedingungen stattfinden: 1) entweder muss
2mrz, also r eine constante von @ unabhiingige Grisse sein; oder 2)
es muss » selbst eine stetige Funktion von o sein. Letzteres ist aber
unmdglich, da » nur ganzer Zahlenwerthe fihig ist, somit nicht stetig,
sondern nur sprungweise, immer um eine Finheit, sich findern konnte.
Hieraus folgt also, dass » von @ nnabhiingig ist und zu allen maglichen
Werthen von = derselbe Werth von » gehirt.

Es geniigt daher, den Werth von » fiir irgend einen speziellen
Werth von @ zu bestimmen, wozu der Werth 2 = O am geeignetsten
ist. Fiir diesen Werth von @ geben die Gl (3), da
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p*‘.;“‘(‘gs():l,q:SinO:li
wird:
cos 2mrg = 1, 8in 2nrg = 0,
welche Gleichungen nur bestehen kinnen, wenn mr eine ganze Zahl
ist. Dann ist aber
cosm (@ + 2ra)=cos mz, sinm (x4 2rz) = sin max,

wodurch aber die Gleichungen (3) wieder in jene (2) sich verwandeln.
Diese bestehen daher fiiv jeden Werth des Multiplikators m.  Fiihrt
man im zweiten Theile derselben die Multiplikation mit p* aus und
stellt die Werthe von p und ¢ wieder her, so erhiilt - man:

i ey e
COS mx == 0§ L™ — ( .)) cos x™ 2 sin x? 4 o
x> —— (4)
m s g 4
+ g)cosamThsinat — ...
sinme=mcosa™ sinx— (”.L) cos ™3 sinad 4 b4
) (
e+ B
m s .
+ (..)) cos £™5 gin zb — ...
. J

Ist e cine ganze positive Zahl, so brechen diese Reihen ab und
gelten dann fiir jeden Werth von xj; fiir jeden andern Werth von m
werden sie unendlich und gelten nur fiir solche Werthe von x, welche
b4

zwischen den Grenzen + liegen.

Hat man den Sinus oder Cosinus der Vielfachen eines Bogens x,
welcher einen halben Quadranten iiberschreitet, in cine Reihe zu ver-

wandeln, so bringe man diesen Bogen 2 durch Division mit - aufdie

T . s o
Form @ =n - 4 2', wo n immer so gewiihlt werden kann, dass a

2
; o b4 B s
zwischen die Grenzen — Y und 4 T fillt. Dann ist
b4 i w 7 2 T, ,
cosmx=cosm(n- + a')==cosmn - cos ma’ —sin mn - sin ma’,
2 2
B oo b4 N e . Cn 7 . P
sin ma = ginm .n? + )_ sin mn 3 cos max’ -4 cos mn 9 sin ma’,

wo nun sin ma” und cos mx’ nach obigen Formeln entwickelt werden
kénnen.

Setzt man in (4) und (5) statt m der Reilie nach 2, 3, 4 ..., so
erhilt man:
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cos 2x = cos x? — sin x?

cos Jx = cos &3 — 3 cosx sin x?

cos dx = cos ot — 6 cos 22 sin x? 4 sin at
u. 8. W.

sin 2z 2 cos x sin x

3 cosx?sin & — sin x?
4 cosxdsinx — 4 cos x sin a3

sin 3

I

sin 4
. 8. W,

68. Die Reihen (4) und (5), welehe nach den fallenden Potenzen
des Cosinus und den steigenden des Sinus gleichzeitig fortschreiten,
lassen sich leicht in solehe umformen, welche bloss Potenzen des Si-

nus enthalten. Da niimlich cos @ = (1 — sin xf]%_' und sin 2 < 1,
80 hat man nach dem binomischen Lehrsatze:
. .7 o
cos 2" = (1 —sina?)T=1— (Tz_) sin a? 4 (E)’ ) sin 't —
1 2
Tr
-—(?) sin b 4 ... (e)
3
Setzt man hier nach einander » = m, m — 1, m — 2 w. s. w.

und fihrt die so erhaltenen Reihen fiir die Potenzen von cos a in (4)
und (5) ein, so erhiilt man, wenn man nach den steigenden Potenzen
von sin @ ordnet und die Coefficienten gehiirig reducirt, ohne Schwie-
rigkeit:

cos me =1 — % sin x2 4 %ﬁ sinaxt —
— mi{%%fjﬂ sin xb 4 ... (6)
sin max = m sin @ — ES:J%T%Q sin % 4
m (m2—12) (m2— 32) Sl b 2 o)

1. 2. 3. 4.5
Die Reihen (4) und (5) lassen sich ferner auch in folgender Form dar-
stellen:

n _— . 5
COS M == C0S @ [ cos ™) —(z) cos 3 sin a? 4
.

- U') cos ™5 gin .zt — .. ]

. e ‘m i i i
sinjr=cosx [m cosa™ 2 sinx — ( 3) cosa™ 4 sin 2% 4 ... ] j
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schafft man nun aus den Reihen innerhalb der Klammer mittelst («)
die Potenzen des Cosinus weg, so erhilt man folgende Reihen:

212 2 12)(m2—3?) |
COSIMT ==C08 & [1 —% sina? 4= (-m—lz);—niu}_ sinat— ] (8)

m (m2— 22)
1.2. 8
m(m?—2%) (m2—42) . | ] " (¢
il il it IR L g}

I TN Y N S )

sin ma = cos x [m. sin @ — sin a3 4

Wir haben demnach fiir jede der Funktionen sin mr und cos max zwei
nach Potenzen von sin @ fortschreitende Entwickelungen, derven eine
(6) und (9), wie aus dem Baue der Coefficienten erhellt, abbricht,
wenn o eine gerade Zahl, die andere (7) und (8), wenn m eine unge-
rade Zahl ist. Die vier Gleichungen gelten in diesem Falle fiir jeden
Werth von .

Setzt man der Reihe nach m = 2, 3, 4 ... so erhilt man aus (6
und (8):

o8 2x =1 — 2 sin =2

cos 3o = (1 — 4 sin x2) cos x

cos 4o = 1 — R sin % 4 8 sin at

cos Hxr = (1 — 12 sin x2 4 16 sin =) cos z

cos (e = 1 — 18 sin 2 4 48 sin a4 — 32 sin ab

cos Te = (1 — 24 sin a2 4 80 sin ' — 64 sin %) cos =

und aus (7) und (9):
sin 2@ 2 sin @ cos «

sin 3a

I

3 sin @ — 4 sin x3

sin 4o =(4sin @ — & sin 3) cos @

sin b = b sin @ — 20 sin 3 4 16 sin a®

sin b = (6 sin @ — 32 sin @3 4 32 sin a?) cos x

sin Tx = 7 sin & — 56 sin @3 4 112 sin &% — 64 sin a7
. 8. W.

Die Reilien (6) und (7) convergiren fiir jeden Werth von sin x,
withrend die Reihen (%) und (9) fiir sin @ =1 divergent werden. Man
iiberzengt sich hievon leicht mittelst des in §. 33 vorgetragenen Satzes.
Wiewohl hiernach diese vier Reihen fiir jeden Werth des Bogens

*) Es liisst sich zeigen, dass die Coefficienten der Potenzen des Sinus in den
Reilien (6) bis (9) nach dem obeun deutlich ausgesprochenen Bildungsgesetze fort-
laufen; am einfachsten, indem man sich anf gewisse Eigenschaften der Binomial-
coefficienten stiitzt.  Man kann hieriiber nachschen: Scehlémileh, Handbueh
deralgebraischen Analysis, 2te Auflage, Jena 1851,
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(‘he letzten zwei mit Ausnahme der Werthe von der Form o= + n?,')

convergiren, also eine bestimmte Summe haben, so folgt hieraus noch
nicht, dass diese Summe fiir jeden Werth von @« durch die links vom
Gleichiheitszeichen stehenden Ausdriicke cos e, sin ma dargestellt
werde. Dass obige Gleichungen (6) bis (9) fiir alle Werthe vona, welche

zwischen den Grenzen 4 r liegen, richtig sein miissen, ist klar, weil

den Gleichungen (4) und (5), aus welchen sie abgeleitet wurden, diese
Iigenschaft zukommt. Eben so leicht iiberzeugt man sich aber, dass

sie fiir Werthe-von @, welche = itherschreiten, anfhiren richtig zu

seiny denn da sin (75) —y ) =sin (f)— + v ) ist, so erhiilt der rechts
vom Gleichheitszeichien stehende Theil einer jeden dieser vier Glei-
chungen fiir x =£} —yund f‘iir;,c:;E + ydensclben numerischenWerth,
wihrend, wie leicht einzusehen, keineswegs

cos m [{: - 3/): cos m(—g- +y) und sin m (g ——y) =sin m (7—; —l-y)

ist, ausgenommen in dem Falle, wenn in (6) und (9) m eine gerade,
in (7) und (8) e eine ungerade Zahl ist. Es eriibrigt also nur noch die

Untersuchung fiir das Intervall von @ = + EE bis & = + i} .

Substituiven wir in den Gl (4) und (5) 2w statt m Imd ~ statt x,

so erhalten wir:

T‘Jm 271l ppZm—2 ad
COS mxr =— 08 — — COS —— s -—— R
> ( 5') cos 5 st

. ')IR Q}gm—l . @ ‘2”% :sz-—:] i p .3
S e = 1 COS — Slll—)——— ( cos 5 s -— ....
“ “

2 3 9

|
} ]
)

welehe Gleichungen sofort, wenn m keine ganze positive Zahl ist,

erfordern, d:

. w .
ischen den Grenzen + -, d.h. a zwischen den
3

b4 . . . .
Grenen + - liege. Mittelst der bekannten goniometrischen Aus-
driicke :
—_ . @ s
T—]/’ - 08 @, sin—-=) {+ — { cos &, cosx== |/1~ sinx?

lassen sich nun séimmtliche in den Reihen (3) vorkommenden Potenzen
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von cos — und sin - mit Hiilfe der Binomialformel in convergirende

nach den steigenden Potenzen von sin a laufende Reihen auflosen:
substituirt man diese in (J), so erhilt man auf dem oben betretenen
WegevierReihen, je zwei fiir sinne und cosma, welehe, sowie die Reihen

T

6) bis(9)nach Potenzen von sin « fortschreiten, jedoch von # = — —
: » 9

; n ; 5 : ;
bis x = + %)— gelten, da sie aus () abgeleitet wurden, welchen dieses

Giiltigkeitsintervall zukommt. Diese vier neuen Reihen miissen jedoch
mit jenen (6) bis (9) identiseh sein, da sich eine Funktion einer Veriin-
derlichen nur anf cine Art in eine nach steigenden Potenzen dieser
Veriinderlichen (hier sin @) fortschreitende Reihe entwickeln lisst.

Wir sind somit berechtigt, die Gleichungen (6) bis (9) fiir alle Werthe

. 3 7 ¢
von @ innerhalb der Grenzen — — - und + = als richtig anzunchmen.
! B c

£, Reihen fiir sinx, cos @, tang x, u. s. w., welche nach Potenzen
des Bogens @ fortschreiten.

69. Zicht man aus dem zweiten Theile der Gl (4) und (5) cos 27
als I'aktor heraus, so erhilt man:

COS ma = €08 ™ [1—(]") tex? 4 ( )tffsc* i ] {;c>—~ ﬂ!(10)

sinma=cos a™ [mtg.r —- (m) te a3 4 (m)t&r x— ] ’1<+ (11)

und wenn man - - statt & schreibt:
m

A m AN m\ { 1.5 i T ‘ msm
cosa —(COS . [ ( ( m) + (4) (tn w.r) ——-J > — 5
S el s 2 e Z__ (Y (te® ) e LE
falll.l—(t()‘: m) [mt - (‘%)(tD 731) +]’ < 1

Der erste Theil dieser Gleichungen ist von s unabhiingig; folglich
muss diess auch mit dem zweiten Theile derselben der Fall sein, wo-
raus sich auf die Moglichkeit schliessen lisst, diese Griosse aus den
Gleichungen wegzuschaffen, Zu diesem Behufe bemerken wir, dass
diese Gleichungen, sowie jene (1), (5), aus welchen sie abgeleitet wui-
den, fiir jeden W mih von m richtig sind, und diese Eigenschaft somit
nicht verlieren werden, wenn wir 7 unendlich zunehmen lassen.
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Fiihren wir nun in den letzten Gleichungen die Binomialcoefficien-

, m n " :

ten statt der Symbole (.,), (.3) ... ¢in, so erhalten dieselben, wenn
T - L m

wir in jedem Gliede aus dem Coefficienten ( ¢ ) den Faktor " heraus-

. : x\" e\ .,
heben und ihn mit (tg —-) Al ( m tg —-) vereinigen, folgende Form:
m L] m

+ 1. 2. 3. 4 = @
2 a
(=2)(=a),  ay
sine==( cos “\" (m t‘ri L i W mtg “ J+
A m) ®m 1.2 3 © m)
2 3 4
(02202
" m m e
= SRR D N ST (S, PSP i /AR O 5 F fo- i g
+ 1.2.3.4.5 (’“ ® m) ]
wo wir nun m == op setzen und zu diesem Zwecke die Grenzwerthe

x 21 o ;
von (m t;,ﬁ und (cos —) zu bestimmen haben.
m m

x . .
Setzt man —==«, wo nun « einenunendlich abnehmenden Bogen be-
7

. x x sin « 1 .
deutet, so wird m tg —=— tg « = . . ———, Somit:
m (3 (2 COS

. x . osine |, 1
lim (mtg —) = a. lim lim :
Sm « Cos

L L i
Bekanntlich ist aber fur einen Bogen e <Z 5 immer

Sin e < « < t2 «,
oder
73 1
S ¢ COS
somit auch
sin ¢
17 o8 «
(¢4

sin

Der Werth von liegt also immer zwischen 1 und cos «; somit ist,

(¢4
da lim cos « = 1, nach §. 18. 7,



sin e
] 1 b4

)

lim
(14

da ferner auch lim = 1 ist, so wird lim (m tg -) == .
m

oS
Ferner ist fiir — = ¢
n
™ ‘_z_ E . )3_ [ . — l.._’] sin & since, o
(cog ) ==(cos «)*=(1—sin rz'—’)'“il (1—sing?)=in “‘J' o« 2
mn

somit, wenn man zur Grenze fiir ¢ = O iibergeht, und sich erinnert,
dass nach §. 62, GL. (10), fiir @ = — 1 und g = sin a*:
b ? 1
1
lim (1 — sin @2)%n % = ¢~1

ist, auch

l\‘.‘H

lim (cos f)m = ()10 F =1.

mn

Hiemit erhilt man nun aus den Gleichungen («), wenn man noch

) 1 2 3 . 0y
beachtet, dass die Briiche —, —, — ... . in den Coefficienten fiir
m m mn
m == o0 in Null iibergehen:
x2 xt at

=]——= —_—— .. = — P

athes e tiesd 12545061 si"— e
a3 x® a7 ! ‘

8in o —z— _ cvee  Yx=+-}00 (13)
Mhe=r—y o sVT12.846 Tz2a.7 ! (

zwei fiir jeden Werth von @ convergirende Reihen, welche den Sinus
und Cosinus des Bogens  durch diesen Bogen selbst ausdriicken und
fiir die gesammte Analysis von grisster Wichtigkeit sind.

70. Mit Hiilfe der Gleichungen (12) und (13) lassen sich nun auch
die iibrigen trigonometrischen Funktionen ohne Schwierigkeit in Rei-
hen entwickeln, wobei wir dem von Schlomileh (Algebraische Ana-
lysis, 2. Aufl. p. 174 fI.) cingehaltenem Gange folgen wollen.

Es ist:

sec x == o o 1—(1—cosx) o
R :~ 1—(1—cosx) b o ;

: : . 7 g
Setzt man 2 zwischen den Grenzen —5 und 4+ i_)- liegend voraus,

50 ist cos @ positiv, somit (1 — cos «) ein echter Bruch, und die Po-
tenz [1 —(1—ecosx)]~! Lisst sich nach dem binomischen Lehrsatze in
eine nach Potenzen von (1 — cosa) fortschreitende convergireude Reihe
entwickeln; man erhiilt:
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sec x = 1 4 (1—cosa) + (1—cos 2)? 4 (1 —cos 2)? + ...
Man hat aber nach (12): ‘

]

a2 a2 al
(I—('US‘T:)= —;— (1 ———";—4 + ﬁ — .-) somit:

. oh @
(lfﬂﬂb.’l') — —4— (1—2.-3' “..)
ab

G e e
(1—cosa)3= 8 (l )

folglich, wenn man substituirt und nach Potenzen von a ordnet,

@ Hat 61. 26 . 5.?' o = D
sec xr = 1 + o + [’ +* *(-_}—’-—- ‘+‘ ..... {
e <+

wo wir, wie iiblich, die Faktorenfolge 1.2.3.4 .... » mit n! bezeichnen.
Wir erfahiren durch diese Ableitung jedoch nur die Form der
Reihe, withrend das Gesetz, nach welchem die Coefficienten der Poten-
zen von @ im Zihler fortschreiten, unbekannt bleibt. Um dicses ken-
nen zu lernen, stellen wir die Reihe (14) unter folgender Form vor:

, T2 T;. 22 Ty B
seew =Ty + S+ + 5+ e (15)

und substituiren die Reihen (12) und (15) in die identische Gleichung
1 = sec a. cos a, 80 kommt:

(14)

3 ey

b

m P

) pex? | Thoat g ot
1=(1},+ e +"")(1_E+4T_""')

und durch wirkliche Multiplikation:

4Ty Ty . (T T 1, T,
1=t (g1— g Ho— oo+ ) +

21 21
f(B_ D1 Tl Ty
6! 4! 2! 21 4! G!

Nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten folgt nun, dass
7y = 1, und die Cofficienten der Potenzen a2, at,... der Null gleich
sein miissen. Bezeielinet man daher mit s cine gerade von O verschie-
dene Zahl, so hat man allgemein nach dem oben deutlich ausgespro-

chenen Gesetze:

T hig 1 |, 1 I S |
+ 41 (m—6)! " 6!
oder, wenn man mit s ! multiplicirt, die dadurch in den Ausdruck ein-
tretenden Binomialeoeffieienten mit den bekannten Symbolen hezeieh-

conn=10

n! (m-—2)! " 2!

v ; .o ;
net und noch beachtet, dass fiir m gerade, immer sin -5 - 0 ist,



(]7

v

Lo — (3) T + (3) Toos— () s + oo = s 22 (16)

Setzt man hier der Reihe nach statt wm: 2, 4, 6, & ..., so erhiilt man,
da T, =1 bekannt ist, die Coefficienten in den Ziihlern der aufeinan
derfolgenden Glieder der Sekantenreilie (15), niimlich:

Ty — Ty =10 somit Ty = T, =1

Ty — 6T+ T, =0. T, =5

Ty e 15Ty 16 T — Ty == 0 T, = 61

T, —28Tp+ 70T, — 28 T+ =0 T, = 1385
u. 8. w, U & W,

71. Um tg 2 in eine Reihe zu entwickeln, hat man, wegen tg »
= sin @. sec @, wenn man die Reihen (13) und (14) substitoirt:

x3 b o x?  bxt  Glab '
o =(z— g +g—mt) (gt )
T
o L
223 16 @b | 272 a7 l 2
tg e =a+ir + 0+ e N (17)
(9 I ). 0. 4
- o<+

wo die angedeuteten Grenzen daher rithren, weil die als Faktor cin-
gefithrte Sekantenreihe an dieselben gebunden ist. Die Tangentenreihe
liat somit die Form:
7 "5 oot
tgm::ﬂ.xﬁ-ﬂ;xw+1éf)+1?fi+.”” (18)
Um das Bildungsgesetz der Coefiicienten 73, 74, 7%, .... kennen
zu lernen, substituiren wir in die Gleichung sin @ = tang @. cos « die
Reihen (12), (13) und (18) und erhalten:

x3 @y a7 . Ty ad T .ah
PRt Mot S | P +,_,,,+___)
3! 5! (i 3! h!

x2 | al !
(1 -5 +5—)

d. i. nach verrichteter Multiplikation:
w3 w6 a7

A (L

B P N J Y W Y
31" 21 41 ra 5! 2! 3! 4! 6!

Hieraus folgt nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten zuniichst

7y = 1, und allgemein durch Gleichsetzung der Coefficienten von o,

wenn m irgend eine ungerade Zahl:

m—1

1 _=1) E
! (m—2)! " 2! (m—4)! 4! — in!

Herr, II6h. Mathematik, L

i r
Tm m—2 1 I’M—i




93

multiplicirt man diese Gleichung mit 7! und beachtet, dass, wenn m

m—1
% fm— . mm |
ungerade, immer (— 1) * = sin 5 80 hat man:
Ht e i 3
i —(,) meﬂ "'I"' (4) Tm—.ﬁ = (G) y m—_ + = Sll). —_ k19)

Dicse Gleichung liefert sofort die Tangenten-Coefficienten, 7y, 75 ...
wenn man, da 7} = 1 bekannt ist, statt s der Reihe nach die Zah-
len 3, 5, 7, 9, ... substituirt. Es ist bemerkenswerth, dass die GL. (16)
und (19) sich der Form nach nicht unterscheiden; setzt man daher in
einer von beiden statt s die Reihe der natiivlichen Zahlen 1, 2, 3, 4 ...,
so liefert sie, da 7, = 1 ist, die Zahlen 7\, 1%, 73, 7} ...,, von wel-
chen jene mit geradem Stellenzeiger die Sekantencoefficienten, jene mit
ungeradem die Tangentencoefficienten sind.

. . 1
72, Setzt man in der Gleichung cosec @ = ——— statt sin x die
sin @
Reihe (13), so erhiilt man:
1 1
cosee ¥ — —. H
x? ot 26 ?
=gty —mt -

der zweite Faktor im zweiten Theile liefert eine Reihe von der Form
1 4+ Ax? 4 B2t 4 ... [§. 40. Aufg. 2], so dass also die Reihe fiir

i, G 1 ; :
cosec @ nothwendig die Form — 4 Adx 4 Da’d 4 ... annimmt, was
€L

mit der Natur dieser Funktion, welche fiir @ =0 unendlich wird, iiber-
einstimmt. Aus diesem Grunde wollen wir zunichst das Produkt
x cosec a in eine Reihe aufzultsen suchen. Es ist:

x 1 sin '\ ]!
T cosec xr=—- = T =11 — |1 — ) .
sin @ o (1 __sin x) x ’

1
T

sin @

setzen wir nun (1 — ) < 1 voraus, was dann der Fall sein wird,

sin @, i ; . . :
wenn ein positiver echter Bruch ist, somit & zwischen die Gren-

zen — 7 und - 7 fillt, so erhalten wir durch Anwendung des bino-
mischen Lehrsatzes :

A I

o>
+(1~§ﬂf - l“'<+”

-



Nun ist:
sin @ a?

a” al
L5+L&&7-“%

a w) .

(1 o sin .2:)'3_ -
@ 1y
sin |3
(-5
&

U §: W.
Substituirt man diese Ausdriicke, ordnet nach Potenzen von @, und
dividirt die ganze Gleichung durch @, so bringt man die Reihe fiir
cosee @ olne Miihe auf die Form:

1 7 5
T o @ 2>—n
1,3 1z 21 _ 5
cosee = —+ -+ AT . ST, l"i<+” (20)
& = 4! 6!
7 31

l :
A g H 'Y v Y £y Wy % S—— R * 8 3 rQ O
oder, wenn man die Coefficienten R T deren Bildungsge-

setz noch unbekannt ist, mit 7, U3, U .... bezeichnet:

1 Oyx | Uya? fe>—n
cosee x = —+ —— F+——+ ——+ ... (21)
PR 41 o T | T
, cos @ o
Da endlich cotg @ = e 08 . cosec., 80 erhiilt man durch
J RN
Multiplikation der Reihen (12) und (20):
2 8 52
—x —ad —ad ’tc>—~1
o 3 1: 21 1. 22)
(’Ot('i_;‘-AT_T—G—'_- .-l.L<—f—r[

9 ] a2

. . e e - & b g . . .
oder, wenn wir die Coefficienten -, —, ——, mit 17, V3, Vi, ...
B ‘ ‘

bezeichnen :
cote z — 1 e Vad  Viad _[‘r >—n (23)
- & 21 4! 6! e+ = '
Die in den Reihen fiir cosee & und cotg a vorkommenden Coefti-

cienten U und ¥ lassen sich durch die aus dem vorigen §. bekannten
Tangentencoefficienten ausdriicken. Bekanntlich ist

')trr a

2tg 4

T—tg &’

tg 22 =

oder
1 — f;: =
CDtg Qx = —2@:’:—‘:? Cllf'c'. x —? tg @,
somit:

cotg @ — 2 cotg 2x = tg x;

fiihrt man in diese Gleichung die Reihen (23) und (18) ein, so kommt:

T



Vie Vaaxd Vb Py 28V, 26 P ad
o et 21 + 4! 6!

ode
2V, W AV, W V. Vi
( 01 _T') ( a1 ““3"'( _"EW) A i
. I'.z’
=T -+ .

somit nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten:

2 Vour  Vanor . Tou

2n o
(2n)! (2n)! (2n—1)!7

d. i. weil (2n)! = (2n—1)! 2n,
Van— = Fr— Tyn-y - (24)
Ferner hat man:
2 1 sin @? 4 cos x*
= — : = tg x 4 cotg .
sin & cos @« oot GG

2eo0sec 2o=—— =
sin 2o sin @ cosa

somit :
2 cosec 2o — cotg x = tg x,

und nach Einfiihrung der entsprechenden Reihen :

22 l’l & 24 I:g .’1"3 26 Lv_.-) xb ]
2! + 4! + 6! + - 2
V; ad 75 a3 I':,
+ 7“! - + '[‘1 & + : + 51 +
hieraus folgt nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten :
220 Um—l s Van—y . Tyny .
()n) ! (2n)!  (2n—1)17
setzt man nun in diese Gleichung fiir ¥5,—; den Werth aus (24),
folgt:
. 2n 28— o
(’"211—[ = 521; m IIZ?!“'I . (2-'))

Da nun die Tangentencoefficienten 77, 73, 7%, ... sich nach (19)
berechmen lassen, so sind durch die Gleichungen (24) und (25) auch
die Coefficienten der Cotangenten- und Cosekanten- Reihe gegeben,

wenn man daselbst der Reilie nach » = 1, 2, 3, ... substituirt.
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C. Cyklometrische Reihen.

73. In den vorhergehenden Paragraphen haben wir uns damit be-
schiiftiget, die Funktionen sin @, cos @ u. s. w. in Reihen aufzulisen,
welche nach den steigenden Potenzen des Bogens ax fortschreiten; stel-
len wir uns jetzt die umgekehrte Aufgabe, den Bogen durch Reihen
auszudriicken, welche nach den steigenden Potenzen des Sinus, Cosi-
nus . s. w. dieses Bogens laufen.

Man bezeichnet bekanntlich iiberhaupt mit are sin @, are cos x,
are tg @, u. s. w. den Bogen, zu welchem x als Sinus, Cosinus, Tan-
gente u. s. w. gehirt. Da jedem Werthe von @, als Sinus ete. betrach-
tet, unendlich viele verschiedene Bigen entsprechen, so sind die Sym-
bole arc sin @, arc cos x u. s. w. vieldeutige , und wir werden darun-
ter im Folgenden den kleinsten Bogen verstehen, zu welchem # als
Sinus, Cosinus ete. gehirt. Unter dieser Voraussetzung folgt aus

are sin @ = z} @ = sin z,
aus ore cOS =z} x ==COS z . 8. W.
Dividiren wir GL (7) §. 68 duarch =, so erhalten wir:

sin ma . mi—12 | (m'—’—lz) (m2—32)
——— =sin & — ———— sin a3 -
i 1.2.3 + 1. 2. 3. 4. 1

lassen wir in dieser Gleichung m unendlich klein werden, so kommt:

sinad— ...

. sin ma . 1 . 1. 32
F'mi = sinx 4 m5111m3+1—_51111‘ -+

it e e .2.3.4.5
% 1. 32 52 T4
——— sin «
T 25 swusw €
Es ist aber, max = « gesetzt, wo also « mit m unendlich ab-
nimmt,
. sin max ; 8in « . osinw
lim —— = lim « = z lim — =z,
7 {2 (4
somit:
br 4
P . = e T
1 sin @ 1. 3sinzd  1.3.5 sin a7 9
x—=sinx — S - - “ (26)
+ +3 4 5 +2 4.6 7 + l brd
= —
2
oder, wenn man sin @ == z, also @ = are sin z setzt:
1.8.25% . 1.8.56 =7 [r=—1 ,_
aresinz=z 4+ — - = 4+ . (27
3 +“)-L 2.4.6 7 le:=+41 )
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. T . .
Da ferner are sin z 4 are cos z = - ist, wie aus der Bedeutung

dieser Symbole unmittelbar erhellt, so hat man:

arecoss=— —z AL LEg Liog fpm=r=d (28
A= #3933 245 2467 " le=+41

Die Gleichung (11) im §. 69 nimmt, wenn man sie durch e divi-
dirt, die Form an:

sinma (m—1)(m—

2)
tg a3
7y 1. 2. 3 - +
(m—1) (m—2) (m—3)(m—4) .
: : . = tg ad — ... ].
1.2.3.4.5
Liisst man hier m unendlich klein werden, so folgt:

=ifgo5a™ [tga:—

T
1 6. 1 ; P=——
z=tga——tga’ 4 —tgad——tga? 4 ... 4 (29)
- 3 5 q lx_+ Ed
4
oder, wenn tg @ = z, also x = are tg z gesetzt wird:
1 1 1 fr=—1
are tg 2 —m 2 ——23 4+ — PF— 27 . . 30
we 1 3 ) 7 T l:=+41 B0
Setzt man in dieser Reihe — an die Stelle von 2, so kommt:
1 11,11 11 5= 41
ke Bl B G e i B a { s o 3
aus der bekannten Relation tg « = folgt aber:
cotg x
1 4
arc tg — = arc cotg 2 = — are tg 23
folglich wird:
7 1 11 11 11 f:=-|— 1 -
wetgr=5 = t3a 5FTTF T L=tw GV

welehe Reihe fiir Werthe von z, welche die Einheit iibersteigen, anzu-
wenden kommt, da fiir solehe die Reihe (30) nichit melir convergirt.

Reihen zur Berechnung der Zahl a

74. Die im vorigen &. entwickelten Reilien bieten ein sehr be-
quemes Mittel zur Berechmung der Zahl 7z dar. Man Lenutzt hiezu am
vortheilhaftesten die Reihe (29) oder (30). Setzt man z = o S0 er

hiillt man, weil tg —‘1’— = 1 ist:
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4

4

1 i | 1 1
=1 —— —_— m— e
3+:‘) 7+f|

die sogenannte Leibnitz'sche Reihe , welche jedoch ihrer geringen Con-
vergenz halber zur Berechnung von 7 unbrauchbar ist.
14

Eine besser convergirende Reihe erhiilt man fiir x = 300 = %
sin 300 i I
wodureh tg @ = ——— = — wird; man findet:
cos J0° V-;
1 1
— .2 T e e oo
i P/4( 5.;1+ ST T )

Das wirksamste Mittel indessen, um stark convergirende Reilien
zu erhalten, besteht darin, dass man einen aliquoten Theil von #, z. B.

7 T, : .
T oder & inzwei oder mehrere Bogen zerlegt, deren Tangenten durch
E »

einfache Briiche ausdriickbar sind.

! 1
Man setze z. B. : =p+qudtgp=—,s0W ird:
Foewssi
tlrg:t:r(l_j))_ 2:1
4 1 37
14 5

also auch:

1
= arc tg —+ arc tw?-

somit nach (30):

x (1 1 1 1 ) ( 1 1 1
—4__(1.-_’_:-' 23+5.25f7. ot o)+ m—ﬁ+b.sj-"_"')’

e

welche Reihe von Euler herriihrt, und zur Bereehmung sehr bequem
ist. Legt man die Reelmung auf 10 Dezimalstellen an, wobei von der
ersten Reihe 15, von der zweiten 10 Glieder in Anspruch genommen
werden, so erhiilt man:

o= 3,1415926532
wobei die neun ersten Dezimalstellen richtig sind.

7 1 .
Setzt man i N 2p 4 ¢ und tg p =|—, so wird:
o

2t p 3, (:r ) 1 '
o= "  — jtocg=to|l——2 JUS—
te 2p T—tgpr 4° tgg=1tg |7 7 7
und somit:

7 1 1

T —2are tg — - arctg —

s 5 )
4 5] [



also:

. 1 1 1 ) (__1___ 1 o )
4——.).(‘_:‘_-) 'j:i_l_" .,..._ aas + 1.7 3. Tj+.") 75 .

D. Potenzen des Sinus und Cosinus eines Bogens aunsgedriickt
durch Sinus und Cosinus der vielfachen Bigen.

73, Man setze:

cosx 4 Y—1sine=p, cosx— V=l sinz =g,
so wird :
2(_'1lsx=1)+y.....(u),ZZV: sine=p—y (2)
pq = cos x? 4 sin x? = 1. (7)
Erheben wir nmun die Gl (@) zur ' Potenz, wo m eine posi-
tive ganze Zahl bedeuten soll, so erhalten wir.
(2 cos a)* =
n

p*+ mp~lg + ('-’f)P"“'—’ ¢t t ( ->) p* g+ mpgn—t g™,

oder mit Riicksieht anf (5):
m\ my ) )
(2 cos @) = p™ - mp"—2+4- ( _,)p”‘ﬁ’ T ( _‘) )q"’—i + mgn 24 g

Zufolze der Moivre’schen Binomialformel hat man aber:
pro=cos rx + ¥Y—1 sin ra, ¢ = cos re — V' —1 sin ra,
wodurch die letzte Gleichung in folgende iibergeht:
(2 cos ajm =

[cos w4 cos (in—2) a4 (h;) cos (m—4) x 4 ... 4+

2. (H;) cos (im—4) @ 4 m cos (in—2) & -+ cos m.r]
+ V—1 [sin mx == m sin (m — 2z) 4 (ig) sin (m—4) x 4+ ... —

m . 5 . .
- ( _)) sin (m—4) 2 —m sin (m—2) x — sin ma‘] .

In jeder der beiden im zweiten Theile stehenden Reihen sind je
zwei vom Anfang und Ende gleichweit abstehende Glieder einander
gleich, und in der ersten Reilie mit gleichem, in der zweiten mit ent-
gegengesetztem Zeichen versehen.

Ist nun m ungerade, so ist die Anzahl der Glieder in beiden Rei-
hen = i 4 1 eine gerade, welche sich in der ersten paarweise addi-
ren, in der zweiten paarweise aufheben; daher folgt:
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Fiir m ungerade: 2" —1, cos a™ =

cogmx -+ (’?11) cos (i —2)a -4 (n)l) cos(m—4)x—+..+
e
- (“' “—1) cos (32)
2

Ist m gerade, so ist die Anzahl der Glieder in beiden Reihen
ungerade und es existirt in diesem Falle ein mittleres Glied; in der

i hit,

ersten R ihe hat dasselbe: (ﬂ) cos (m—n) @ =(”_¢) , in der zwei-
“) D]
e -, ek

ten: (1‘) sin (m—in) & = O zum Ausdruck, und da sich die tibrigen
\ 5

Glieder der zweiten Reihe wieder paarweise aufheben, so wird:
Fir m gerade: 2"—1, cos a™ =

cos mx -4 (7}1?') cos (m—'_’)a:+(’f)£) cos (m—d4) x 4 ... 4
1t n
1 ;i
+ (f‘; __17) cos 2z 4 ] ('%) (33)

Erhebt man in gleicher Weise die Gl. (3) zur ' Potenz, unter
m wieder eine positive ganze Zahl verstanden, so erhilt man mit
Riicksicht auf (y): :

)

- . 2 i
(—1)2(2 8in )" = p" — (”1)1;""2 + ( ._,)p"‘—'i — ...t
n e M o L
* (._,)'1“ S <F (])7" SR
d.i.
i
(—1)2 (2 sin &)™ =

[(‘OS nw-— (N;) cos(m—2)x4..... F (“12) cos (in—2) x + cos m.r]

+|/—1 sinmae—({ " \sin(mn—2)x +..... + o sin(m—2)x F sinma
1 ' —\1

wo die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem e gerade oder
ungerade ist. Man hat daher:

m—1

2

Fiir mungerade: (—1) 2 2%, gina™ =

: my . AN
sin uz.t.'—-( 1) sin(m—2) « 4 (2)._1;1 (in—d4)x— ...+
it

-+ (m—l) . (34)
T —f Sl &
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m

Fiir m gerade: (—1)2, am—1, gip o =

) / . 7 s
COs mr — ('1) cos (m—2) x == (_,) cos (m—4) a — ... +

i m
£ (o —1) cos 2z F i,(ﬂ) (35)
2 £ 2\

Man sieht leicht, das diese vier Formeln (32) bis (35) bequem in
folgender Weise gesehrieben werden kimnen:
Fiir m gerade oder ungerade:

— " m - ¢ i .
2m—1, cos ™= cos mx 4 (1) cos (m—2)a+ ( 2)005(;;1—4)3)-{-
Fiir m ungerade:

m—1
p P . “ it . ¢
(—1) 2, 2#=1gin 2" = sin ma — ('1 ) sin (in— 2) a2 4

+ (];') sinfm—4) x — ...

Fiir m gerade:
s i

(71}7_ 2m—1 gin ™ = CO08 ML — (1 ) cos(m—2)a -+
m’
4= ( _.)) cos (m—4) x— ...

welche drei Reilien mit jenem Gliede schliessen, welehes, das letzte.
unter dem Zeichen Sinus oder Cosinus einen positiven Bogen erhiilt
(wobei ein Bogen = 0 als positiv genommen wird), und wo vom letz-

ten Gliede Dbloss die Iilfte zu nehmen ist, wenn m eine gerade
Zahl.

Mit Hiilfe dieser Formeln erhillt man:

2cosat=cos2x 41
4 cos @? = cos 3a 4 3 cos w
8 cos xt = cos 4o 4+ 4 cos 20 4 5
16 cos @> = cos dx 4+ 5 cos 3x 4 10 cos @

1. S, W.
— 2 8in a2 =co08 2a0 — 1
— 4 sin #3 = sin 3x — 3 sin @

+ 8 sin af = cos 4o — 4 cos 22 + 3
=+ 16sina® = sin bz — 5 sin 32 4+ 10sina
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FUNFTES KAPITEL.

VON DEN TRANSCENDENTEN FUNKTIONEN MIT IMAGINAEREN
VERAENDERLICHEN.

76. Setzen wir in der Exponentialreihe:

23 xh

el e T T LA T

woe= 2,718281 ... die Basis der natiirlichen Logarithmen ist, « —T

an die Stelle von «, so erhalten wir, wenn der Kiirze halber ¥ —1 =1
gesetzt wird:
. x? ab a3 x®
{7 p— I . n e g
et =1 2f+~i! 0!—!—......+2 @ .'3!+a').' .]
woraus durch Vergleichung mit den Reihen (12) und (13) in §. 69
folgt:
e* == cos @ = 7 sin @. (1)
Dureh Aenderung des Zeichens von @ ergiebt sich hieraus:
e = 08 & — { 8in a. (2)

Wenn man ferner diese heiden Gleichungen einmal addirt und
dann subtrahirt, so erhiilt man:

exi + e—xi
cos &= = (3)
. (,_mi o (,~:¥:i (1}
sin @ = ; k
2t

Diese vier Gleichungen, von welchen die beiden ersten in die cine
el =cos x + 7 sinx

zusammengefasst werden kinnen, sind wieder Fundamentalformeln fiir
die gesammte Analysis. Durch sie wird, wic man sicht, ein Zusam-
menhang zwischen den Exponential- und trigonometrischen Funktionen
hergestellt. Mit Hiilfe der beiden ersten bringt man die Exponentielle
¢ auf die Form » 4 vi, wenn @ imaginiir wird, wiihrend die Gl (3)
und (4) den Sinus und Cosinus eines reellen Bogens @ durch Exponen-
tialfunktionen ausdriicken. Dass diese Ausdriicke imaginiir ausfallen,
liegt in der Natur der Sache, da sin 2 und cos @ als periodische Funk-
tionen von x, deren migliche Werthe zwischen den Grenzen -4 1 und
— 1 liegen, durch dic Exponentielle ¢*# mit recllem Exponenten,
welche bei wachsendem @ fortwiihrend zu- oder abnimmt, unmoglich
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ausgedriickt werden kann.  Obige Gleichnngen sind eben nur soge-
nannte symbolische Gleichungen; setzt man in ihnen statt der
Symbole: sin @, cos x, ¢, ¢~ dasjenige, was diese Symbole eigent-
lich bedeuten, niimlich die entsprechenden unendlichen Reihen, so
verschwindet das Imaginiire und die Gleichungen werden augenschein-
lich identisch.

Bei der Wichtigkeit der Gl (1) wird es nicht unpassend sein,
dieselbe noch auf cinem zweiten von der Anwendung der Reihen unab-
hiingigen Wege ahzuleiten.

Nach §. 62, Gl (10) ist:

1 .

¢t = lim (1 + a:‘i?‘ [fiir ¢ = 0]‘
Setzen wir in dieser Gleichung, welche wir als die analytische Defini-
tion der natiirlichen Exponentialfunktion ¢* betrachten kinnen und
deren Ableitung a. a. O. von der Beschaffenheit der Grisse z ganz

unabhingig war, : =y + ¥ —1, so erhalten wir:

1

et =lim (1 4 ay + ax.i)"

Um diesen Grenzwerth anszumitteln, sei:
7

1+ oy 4+ ax.i=r(cos ¢ 4 ¢ sin ¢) (m)
0 wird:
1 . P
8 . = ( G ;
U0 = lim »“. lim ((-os i -+ i sin —’). (n)-
\ “w “

Aus (m) folgt aber:
14+ wy=rcosq, wr=rsing (p)
somit, wenn man quadrivt und addirt:

r=[1+4 2ay + @ (& + y?)]

setzt man nun noch Kivze halber 2wy 4+ «2 (22 4+ y2) = 3, wo also 3

1
e

H

cine mit ¢ unendlich klein werdende Grisse ist, so wird:

Jl' =lim {[ (14 ‘3,]33 I

5 [0 i
1 lim ly.,‘.?_‘_,;‘: +y‘3"J

i { [(t+gi] }-=lim [(1+3)7] :

es ist aber:

1

1
lim »“ = lim {[I + 2y 4+ e (w2 +.ﬂ‘),f]“_‘

[
&

L
5

lim(143)¢ = e, lim [Iy =+ »% (a2 4 3,;",] =y,

somit:
1

lim 7% = ¢¥. (2)
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Aus den Gl (p) erhiilt man ferner durch Division:

wxr
1+ (E ’
woraus zuvirderst erhellt, dass ¢ ein mit « unendlich abnehmender
Bogen ist. Multipliciren wir diese Gleichung mit der offenbar iden-
tischen:

tg ¢ =

1 1
_q._ —_— =, —L .CU‘{]g
« 12 g o sing

so erhalten wir:
q g &

«  sin q Lk i -|- ay’
und wenn wir ¢ und somit auch ¢ unendlich klein werden lassen, we-

: r
gen lim — R , lim cos ¢ = 1, lim ——
sin g

1+m/

lim £ = @i

o«

hiemit wird nun lim ((-os -+ 7 sin )= cos & =+ ¢ sin @, welcher

|

Werth, sammt jenem von lim »“ aus (¢) in (n) substituirt,

evtaY =1 = e (cos & 4 i sin x) (5)
giebt. Aus dieser, allgemeineren, Gleichung geht die Gl (1) wieder
hervor, wenn man y = 0O setzt,

Diese Ergebnisse lassen sich auch leicht auf die Exponentielle &
iibertragen, wo « eine beliebige, jedoch reelle und positive Zahl be-
deutet. Denn da dem Begrifie der Logarithmen zufolge « = ¢ ist.

so hat man a* = ¢'*; setzt man in dieser Gleichung z =y + i, so
wird nach (5):
aV+ ¥ = gllatrla.i — ele [cos (xla) < ¢ sin (xla)]
und folglich, da e¥'* = (¢} = a¥ ist:
alt ¥ = g¥ [cos (xla) 4 i sin (xla)]. (6)
Mit Hiilfe der GI. (5) beweist man nun leicht, dass die in der
Gleichung et ¢ = e*+ " ausgesprochene fiir reelle Exponenten gel-

tende Eigenschaft auch fiir imaginiire Exponenten giiltiz bleibt. Denn
zufolge der Gl. (5) ist:
et gl 7t = et (cos & 4= i sin @), ¢¥ (cos &’ 4 i sin &)
= 'tV [cos (x4a') 4 ¢ sin (z 4 a7)],
d. i. wenn man fiir den 2t Theil die GL (3) nochmals von rickwirts
in Anspruech nimmt:



ey T2 et tEt — gyt y +(x+ )i

77, Setzt man in (1) 2 4 2rz an die Stelle von x, wo » eine posi-
tive oder negative ganze Zahl bedeuten soll, o erhiilt man:
cos @ 4 ¢ sin @ = e(#+ 2rm) iy (7)

aus dieser Gleichung folgen, wenn man der Reilie nach statt = die

Werthe 0, 7 und 1) setzt, die Relationen:

+ 1 = lem‘, LS)
— ] = 2r+1) Jh" (9)
dr +1
—_— .

l/——1= e ? ¢ (10)
die letzte dieser Gleichungen fiithrt noch, wenn man beide Theile der-
selben zur Potenz mit dem Exponenten J'—1= erhebt, auf den merk-
wiirdigen Ausdruek:

e G &
Y=i) = *
die Grisse: ¢* hat daher unendlich viele reelle Werthe, deren einfach-

1
ster (fiic r = 0) = ¢~ 7 ist.

78, Sind », v, reelle Grissen, welche der Gleichung ¢* = v Ge-
niige leisten, wo ¢e= 2,718 ..., so heisst bekanntlich « der natiirliche
Logarithmus von ». Diese Definition wird unveriindert beibehalten,
wenn z und somit auch v imaginire Grissen sind, so dass also die
Gleichung

s =p+ g
unmittelbar die folgende :
y+ai=1(p+ ¢
nach sich zieht und umgekehrt. Hieraus folgt sogleich, dass die Glei-
chung Iz 4 12" = I(z. =), so wie alle daraus folgenden Eigenschaf-
ten der Logarithmen giiltig bleiben, wenn z und 2" imaginiir werden.

Nehmen wir von beiden Theilen der Gleichungen (8) und (9) des

vorigen §. die natiirlichen Logarithmen, so erhalten wir:
(1) = 2ra Y1 (11)
(—)=2r 4+ 1) aV—1, (12)
wo 7 eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Diese
Gleichungen zeigen, dass dem Logarithmus der positiven Einheit

unendlich viele Werthe zukommen, welche bis auf einen, = 0, wel-
cher dem Werthe » = O entspricht, simmtlich imaginiir sind. Eben so
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hat der Logarithmus von — 1 unendlich viele, jedoch bloss imaginiire
Werthe.

Da ferner 4+ a = (+ 1). a, — a = (— 1). a ist, wo das a im
zweiten Theile dieser Gleichungen den Zahlenwerth der im ersten
Theile derselben stehenden Grisse 4 « vorstellt, so hat man:

I+ a) = lla) 4+ 1+ 1)

l(—a)=1a) 4+ I(— 1), (13)
woraus mit Riicksiecht auf die GL (11) und (12) hervorgeht, dass jeder
positiven oder negativen Zahl @ unendlich viele Logarithmen zugehd-
ren; unter diesen befindet sich ein reeller, wenn « positiv ist; ist @
negativ, so sind sie siimmtlich imaginiir.

Betrachten wir jetzt den Logarithmus einer complexen Zahl. Da

ytraeV—1=(+1)(y + 2V—1)
und —ytaeV—1=(—1)(y FaV—1),
so hat man:
Uy + xV—1) =1y + xi) + U+ 1)
H—y+aV—D)= 1y F «i) + U— 1),
so dass es also nur darauf ankommt, I(y + i) zu finden, wo y eine
reelle positive Zahl bedeutet.

Y
{m)

Setzen wir nun:
y + xi=oplcos ¢ + isinq), (n)
s0 wird:
i s Wy + xi)=1lp4 lcos g + ising) =1lp 4 l.e X",
d. &
1y + i) = lo % ¢i;

xr

aus (n) folgt aber o = Va2 4 y2, ¢ = arc tg — ; somit hat man:
[/

Uy 4 wi) =1V a2 4+ y2 + i arc tgi-.
Y

Setzt man diesen Werth in (), so erhiilt man mit Riicksicht auf GI.
(11) und (12):

Uy + xi) = Va? + 5° + i are tg — + 2rmi (14)
Y
—ytai)=1Va? + ¥: F iare tg £ + 2r+4 1) 7i (15)
Y
Fiir r = O folgt aus (14):
Wy 4+ i) = Wa + y? 4 iare tg‘i (16)
- - Y

in welcher Form der Ausdruck des Logarithmus einer imaginiiren
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Zahl gewohnlich angewendet wird, jedoch nur fiir positive Werthe von
y giiltig ist.
79, Setzt man in den GL (3) und (4) §. 76, « 4 j3i an die Stelle
von a, so erhiilt man:
R e®i—3 — it
cos (e + pi) = —~—+)—

em’—‘-’; it 3

sin (« + gi) = ———— 1

zerlegt man die in den Zihlern erscheinenden Exponentialgrissen in
Faktoren, selzt also e®—# = e*. ¢—3, w.s. w. und fiihrt fiir e, e~
die Werthe nach GL. (1) und (2) ein, so erhilt man:

. el e L e — e —
08 (a+,'54)=+Tcos « — i ——— s «, (17)
. . ed 4 e el —e 3 .
sin (e 4 pi) =i2-— sin « 4 34-—‘)—' cos . (18)

Hieraus folgt fir ¢ = 0:

'] p—;
5 € ey .
cos gi = il (19)
2
. i 3 — e

sin i = R (20)
und wenn man diese Werthe in die Formeln (17) und (18) zuriicksetzt:
cos (« =+ pi) = eo0s q. cos Ji — sin « sin gi, (21)
sin (« =4 i) = sin « cos i =4 cos « sin gi. (22)

Mit Hiilfe der GI. (17) und (18) bringt man die Funktionen sin @
und cos @ auf die Form = 4 vi, wenn @ imaginiir wird; die GI. (21)
und (22) hingegen zeigen,-dass die fiir reclle Werthe der Bogen «, &
geltenden Fundamentalformeln der Goniometrie:

cos (@ 4= &) == cos a cos b — sin a sin b,

sin (¢ 4= ) = sin « cos b - cos a sin b
und mit diesen alle andern goniometrischen Formeln auch fiir imagi-
niire Werthe der Biogen in Kraft bleiben.

Aus den Gl (17) und (18) iibersicht man sogleich, dass auch die
Funktionen arc cos @ und are sin  sich auf die Form « 4 »i bringen
lassen, wenn  imaginidr wird. Denn setzt man in (17):

er =+ e 7 el — e |
—-TC‘OSQ=H, —9 M =70 ()
0 erhiilt man cos (« 4 fi) = v — vi, woraus
are cos (u — vi) =« + 3i
folgt, wo nun die reellen Grossen ¢« und 2 mittelst der Gl (m) durch «
und v ausgedriickt werden konnen. Dasselbe gilt fiir sin (v 4= »i).
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Fasst man die Resultate der vorstehenden Paragraphen zusam-
men, so gelangen wir zu dem Schlusse, dass

1) die Funktionen: a”, Lz, sin x, cos @, arc sin z, arc cos = unl
somit auch die aus diesen zusammengesetzten, sich immer auf die Form
u =~ v bringen lassen, wenn die Variable = imaginiir wird;

2) die wesentlichen Eigenschaften, welche diesen Funktionen fiir
reelle Werthe der Verinderlichen zukommen, unveriindert in Geltung
bleiben, wenn diese imaginir werden.

Da wir in §. 48 in Bezug auf algebraische Funktionen zu demsel-
ben Resultate gelangt sind, so schliessen wir, dass iiberhaupt jede
wie immer gestaltete Funktion imagindrer Verinderlichen anf die Form
u 4 vi gebracht werden kann.

80. Aus den bisher gewonnenen Formeln lassen sich noch andere
Gleichungen entwickeln, welche in der Analysis hiufige Anwendung
finden. So ist klar, dass sich mittelst der G1. (3) und (4) jede trigo-
nometrische Funktion durch Exponentialgrissen ausdriicken lisst.
Man erhiilt z. B. durch Division derselben:

71 —xi 0221
PP Wil ¢ wiihasact Y (23)

;| em +L,—xi . e2x + 1!

woraus wieder:

. 1 4+ itex ;
e = 1 — T: te ) (.‘)4)
-]

und hieraus, wenn man zu beiden Seiten die natiirlichen Logarithmen

nimmt:
d ; 1+4+itex
T2 1l—itgx
folgt. Die letztere Gleichung fiihrt, wenn man den Logarithmus nach
GL (6), §. 64, in eine Reihe entwickelt, wieder auf die Reihe (29),
§. 73 zuriick.

Setzt man in (25) tg @ = z, so wird = are tg z, somit:

1 14 =
aretg z2=—0——— 26)
° 21—z’ (26)
s 1w . — ¥ .
und wenn wir hier zi = — y, daher : = —— = yi setzen:
[
1 .1—y%
aretg gpi = — 1 ——. 27
(=] 3/‘ 2{ 1 + .y ( ‘)

Diese und ilimliche Formeln dienen dazu, um von Funktionen der eineu

Gattung auf Funktionen einer andern Gattung iiberzugehen. Es creig-

net sich sehr hiufig, dass ein Ausdruck unter gewissen Umstiinden
HErR, Hoh, Mathematik, 1. 5
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eine imagindre Form erhilt, die jedoch nur scheinbar ist, und mit
Hiilfe obiger Relationen beseitigt werden kann. Es sei z. B.

1 b
Z=——=arc tg x —y
ab a
So lange die Grissen @ und & gleiche Zeichen haben, kann der Werth
dieses Ausdruckes fiir jeden Werth von @ berechnet werden; giebt man
aber z. B. der einen dieser Grossen, etwa b, einen negativen Werth,
withrend « positiv bleibt, so erhiilt der Ausdruck eine imaginiire Form:

L ]/ b 1 lh—
= ——— arc tg s —_—— = —————arc tgx —y—1
V-— ab ' B @ l/ab. }/—1 Che ,/ a'/ 2

hat aber nichtsdestoweniger einen reellen Werth, welcher jedoch aus
dieser Form nicht gefunden werden kann. Setzt man aber in Gl (27)

b .
y=x ]/-;[, so findet man:

<1/%
1 ll_"‘l a_ 1 Ya—ayb
SIS ) T e Ve

are tg @ l/

welcher Werth in dem letzten Ausdrucke von z substituirt das reelle
Resultat:
7 1 |/ a—x ,//a

2 l/(tb ya-+ a@ys

liefert.

Eine andere niitzliche Anwendung gestatten die Formeln (1) bis
(4) bei der Summirung von Reihen, welehe nach den Sinussen oder Co-
sinussen der Vielfachen eines Winkels fortlaufen, wenn die Coefficien-
ten der Sinusse oder Cosinusse mit den Coefficienten bekannter Potenz-
reihen iibereinstimmen, indem man die Sinusse oder Cosinusse mittelst
der Gleichungen (3) und (4) durch Exponentiellen ausdriickt. Folgende
Beispiele werden das Verfahren deutlich machen, und zugleich einige
hiufig vorkommende Reihenentwickelungen liefern.

1) Die Reihe

l—i—-cos;r,+—:-‘ cos 2¢ 4+ zdcos 3¢ +

1
1. 2. 3
zu summiren. Nun hat man nach (3):
08 (f =— 1 " ‘uqJ‘) g P 1
cos g = _ (e + e79), cos 29 =

(e2t - e—207), u. 8 W.;

setzt man diese Ansdriicke in die gegebene Reihe, so erhiilt man:
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; 1 e 1 5o
2y = ze¥? —— (ze¥%1)2 2e9%)3 S 6
2y [1+c 15 ( )+1.2.3t )+ ]

-+ [l + ze i —4i)2 T ‘(c—fna_i_ ]

beide Reihen gehen aus der Reihe
2 3
: @ x
e’ =1 i — — e
+ '+1.‘.’+1.'_’.3+
iervor, wenn man statt @ beziehungsweise z¢ i und ze—4¢ setzi s 1olg-
1 y tatt @ b hung ¢ d Y1 setzt; folg
lich ist:
2]/ — ¢ ¢ + e p— ,_,z(cos o +isin ¢) + cz(cos ¢—i sin q) —

) l',: sin . + ¢—% sin q‘.i} — Q208 ¢ g (_: sin q)-
Man hat daher:
T 1 )
14zcosg -{—ﬁ:-ces.}q-l-i = -z3¢os g 4 ....=

. 2.3

=e* "9, cos (zsin ). (28)
Fiir z = 1 folgt hieraus:
cos _(r cos 3¢

Lt cosg+ 1.2.3

2) Durch eine ganz :ihnlic]w Recehnung findet man:

4 oo == €Y, cos (sin @). (29)

»3
9.5 &in 3 4 e =", sin(zsing) (30)

12
und fiir z =
. sin 2 sin ‘3 o B
sin ¢ 4+ 7 20‘ — (F + = ¢®°3 7, sin (sing). (31)

Die Gleichungen (28) hls (.‘-31) gelten fiir jeden Werth von ¢ und
zvon — « bis 4 «. Denn die vorgelegten Reihen wurden dadurch
summirt, dass wir in der Exponentialreihe:

welehe fitr jeden Werth von @ von — = his 4 =« convergirt,
zet¥ =z (cos g + i sin q;)
an die Stelle von @ treten liessen; aus den in §. 53 angefiihrten Griin-
den convergiren aber die dadurch entstehcnden Reihen fiir jeden Werth
des Modulus z, wobei es auf den Werth von ¢ nicht weiter ankommt,
wodurch die obige Behauptung gerechtfertiget wird.
3) Um die Reihe

: 1 . 1, .
y=zsing 4+ - sin 2¢ +§;-’sm:§¢+

zu summiren, bringt man sie zuniichst durch Umsetzung der Sinusse
in Exponentialgrissen auf die Form:
§*
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— . 1 . 1 .
2 F—l.y=[:e”‘ 4 sl 4 il 4 ]

: | ‘ b 2
—-[;e—‘" -+ L (ze=9%)2 4 3 (ze=#)34 ...

Nun ist [§. 63, Gl 3]:
i1 ——a‘):—-(.r + iaﬂ + —_]— xd 4 ) Jmm—i
2 3 la =
somit :
QY —l.y=— Ul — ze%) 4 I(1 — ze—¥i) =
1—ze= 9% 11——: cos @ =+ iz sin g

=1 -— =
1— ze¥? 1—zcos g —izsing
. zsing
1
—1 + ll—:cosq
= — \
| — ¢ zsing
1—zcosgqg

und wenn man auf den im 2*® Theile stehenden Logarithmus GL. (27)
in Anwendung bringt:
— — = sin
2 Y—1. y=2 YV —1. are tg oA
1—=zcos g

Man hat also:

zsin @ . i
y =are tg m::smqﬁ-?:- sin 29 —+ l:=_1 - :
1 L =41 ,—)
+ -3 sin 3p + ...
[#]

wobei sich die angesetzten Grenzen auf ihnliche Weise wie oben
rechtfertigen lassen.

Hiedurch ist, wie man sieht, die hiufiz vorkommende Aufgabe
zelist, eine Grosse y, welche durch eine Gleichung von der Form:

z 8In @

1—=zcos g
gegeben ist, in eine Reihe zu entwickeln, welche nach den Sinussen
der Vielfachen des Bogens ¢ fortsehreitet.

4) Eben so findet man fiir die Reihe:

tgy =

1 1 1
y=zcosqp— - 2% cos 2¢ -+ = z3 cos 3¢ — v z4cos 4g + ...

2
; 1 o o 3 ;
2y =[ze"' — 5 (ze®)2 4 5 (ze%)3 — ]
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d. i. mit Riicksicht auf GI. (2), §. 63:
2y = 1(1 4 ze%%) 4 1(1 4 ze=%7)

=11 4 z (% 4 7)) 4 22] = 1(1 42z cos ¢ + 2%);

folglich:

1
Z;/1+25008q>+zz=zcos(p—?zz o8 2fp+!:

-l-% 2% cos 3gp — ... l

|
(33

5) Mit Hiilfe der Entwickelung (32) lisst sich auch die hiiufig vor-

kommende Aufgabe auflisen, wenn eine Gleichung von der Form

tgy=ntgg

gegeben ist, y in eine Reihe zu entwickeln, welche nach Sinussen der

Vielfachen des Bogens ¢ fortschreitet. Denn es ist:

tgy—teqg (:.-,—-l)tg'q (n—1)sing. cos g

te (y —q)= -
8y —g)= 1+teyteqg 14 ntg cos ¢ 4 n sin g2
+(n—1) sin 2¢ - (n—1) sin 2¢

4 teos2p + n(—Lteos2g) (n41)—(n—1)cos 2¢g

2
| sin 2¢ '
n—1 ’
—_— g
oger cos 2q
wendet man nun auf die Gleichung:
sin 2¢
+ 1
tgly—q)= —
g .

die Entwickelung (32) an, so erhiilt man:

J_¢,+ +lsm 29 + ..(:—{-_1) sin 4 + [n:(.]

1{n—1\3 . .
+ _'.;(n—l-l) sin 6 @ + .

\
l?l: £

(34)
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SECHSTES KAPITEL.

THEORIE DER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN.

A, Gleichungen mit einer Unbekannten.

81 Eshat im Allgemeinen keine Schwierigkeit, den Werth anzuge-
ben, welchen eine Funktion von x, y = f(x) fiir einen bestimmten
Werth von @ annimmt; es bedarf hiezu nur der Substitution des gege-
benen Werthes von @ in den Ausdruck /(x), wobei es in vielen Fiillen
von Vortheil, oft auch nothwendig sein kann, denselben vorher in eine
unendliche Reihe umzuformen.

Mit bei weitem griosseren Schwierigkeiten ist im Allgemeinen die
umgekehrte Aufgabe verkniipft, néimlich:

den Werth, oder wenn deren mehrere existiren soll-
ten, die Werthe von 2 zu finden, welche einer gegebe-
nen Funktion von @, f(x) den Werth Null ertheilen, oder
mit anderen Worten, welche der Gleichung

Slx)y=20
Geniige leisten®).

Durch diese Gleichung ist, wenn sie nicht identisch fiir jeden
Werth von a erfiillt ist, welehe Voraussetzung jetzt ausgeschlossen
bleibt, der Werth von x bestimmt; diesen Werth finden, heisst die
Gleichung auflisen. Die Griosse @ hat hiebei den Charakter einer
Veriinderlichen verloren und tritt als Unbekannte auf.

Die Gleichung f(x) = 0 wird eine algebraische oder transcen-
dente genannt, je nachdem f(x) eine algebraische oder transeendente
Funktion von « ist. — Mit der Theorie der algebraischen Gleichungen,
einem der wichtigsten Theile der Analysis, werden wir uns in diesem
Kapitel beschiiftigen; sie entwickelt eine Reihe der merkwiirdigsten
Ligenschaften dieser Gleichungen und griindet darauf verschiedene
Auflosungsmethoden derselben. Eine Theorie der transcendenten Glei-
chungen in demselben Sinne besitzen wir nicht, was aus der Natur
dieser Gattung von Funktionen und ihrer unendlich mannigfaltigen

*) Anmerkung. *Dic Aufgabe, einen Werth von & zu finden, fiir welchen die
Funktion f(x) einen beliebigen Werth = « erhiilt, lisst sich immer auf die oben
ausgesprochene zuriickfithren, wenn man f(x) — a = ¢ (») setzt, und nun die Glei-
chung ¢(z) == 0 behandelt.
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Form sich erklirt; wohl aber Methoden zur Auflisung derselben, auf
deren einfachste wir am geeigneten Orte zu sprechen kommen.

. ALLGEMEINE EIGENSCHAFTEN DER ALGEBRAISCHEN
GLEICHUNGEN.

§2. Eine jede algebraische Gleichung mit einer Unbekannten a
kann, indem man die Briiche, in deren Nenner z vorkommt und die
Wurzelgrissen, welche @ unter dem Wurzelzeichen enthalten, weg-
schaft, auf die Form:

a Ayl Ayt 4 o F Ay A, =0 (1)
gebracht werden, und heisst dann geordnet. Der Exponent m
der hichsten Potenz von a ist eine positive ganze Zahl und be-
stimmt den Grad der Gleichung. Die von @ unabhiingigen Grissen
Ay, Ay, e Ay, heissen die Coefficienten der Gleichung und kinnen
im Allgemeinen reelle positive oder negative, ganze oder gebrochene,
rationale oder irrationale oder auch complexe Zahlen und zum Theil
auch = 0 sein.

Das in der GL (1) links vom Gleichheitszeichen stehende Poly-
nom ist, wie man sieht, eine ganze rationale Funktion von @ und wird
das Gleichungspolynom genannt und in der Folge hiinfig der
Kiirze halber mit /() oder X bezeichnet werden. Eine Gleichung vom
m'® Grade kann hichstens m 4 1 Glieder haben und heisst dann eine
vollstindige; fehlen mehrere Glieder, d. h. sind einige der Coefli-
cienten = 0, so nennt man sie unvollstindig.

Jeder Werth, welcher fiir 2 in das Gleichungspolynom substituirt,
dasselbe aunf Null reducirt, also der Gl (1) Geniige leistet, oder sic
identisch macht, heisst eine Wurzel der Gleichung.

So ist 5 eine Wurzel der Gleichung @ — 5 = 0 und zugleich die
einzige Wurzel dieser Gleichung vom 1% Grade. Die Gleichung vom
aen Grade:

x4 Ay x4+ 4, =0

hat, wic aus den Elementen bekannt ist, zwei Wurzeln, welche durch
die Formel:
/aF
xr = l LL — 4,

gegeben sind. Wir schliessen hiemus, dass eine Gleichung von hihe-
rem Grade fiberhaupt mehrere Wurzeln haben kann. Sie kinnen reell
sein, wie in obiger Gleichung @ — 5 = 0, oder imaginiir, wie z. B.
diec Wurzeln der Gleichung «? — 22 4 4 = 0, fiir welche man
x =1+ J'—3 findet.



Die Wurzeln ciner vorgelegten Gleichung bestimmen, heisst die
Gleichung auflésen. Die Auflésung der algebraischen Gleichungen
eines beliebigen Grades ist das eigentliche Problem dieses Kapitels.
Bevor wir jedoch zur Darstellung der zu diesem Zwecke erfundenen
Methoden schreiten, miissen wir einige der wichtigsten allgemeinen
Eigenschaften dieser Gleichungen kennen lernen und vor allem die
Frage beantworten, ob iiberhaupt jede Gleichung mit einer Unbekann-
ten eine — wenn auch imaginiire Wurzel — haben miisse.

Anmerkung. Setzt man das Gleichungspolynom f(x) =y, und be-
trachtet « und y als veriinderliche Gréssen, so kann man nach §. 14 die
Funktion ¥ = f(x) construiren, indem man die Werthe von @ als Abscissen,
jene von y = f(x) als Ordinaten behandelt. So oft die entstehende Curve
die Abscissenaxe schneidet, eben so viele reclle Wurzeln hat die Gleichung
J(x) =0, und es sind die reellen Wurzeln durch die Abscissen der Durch-
schnittspunkte gegeben, da fiir jeden solchen Punkt die Ordinate y=/{u)=0
ist. — Fig. (1) ist [§. 14] die geometrische Darstellung der Funktion:

y==a 4 222 — D — 3
die Curve schneidet die Abscissenaxe in den drei Punkten «, &, ¢ und die
Wurzeln der Gleichung «* 4 222 — 5z — 4 — 0 sind demnach:
yy=Ada=+4+1,8; 2= 4b=—10,5; w3=de=—3,2,
wo die Zahlen geniiherte Werthe sind, welche sich ergeben, wenn man
die Strecken Aa, b, e mittelst der angenommenen Lingeneinheit A1
misst. — Die Curve, auf welche die Construktion der Gleichung:
y=a—2u 4+ 4=10
fiithrt , schuneidet die Abscissenaxe nicht, daher auch dieser Gleichung
keine reellen Wurzeln zukommen.

83. Jede Gleichung vom mt®® Grade:

Sfle)=a" Az 1+ Ay am2 4 ..+ 4, =0 (1)
deren Coefficienten beliebige reelle oder imaginire
Grissen sind, hat wenigstens eine Wurzel von der Form
x=p 4+ q l/:—f, wo p und ¢ bestimmte reelle Grissen
sind, und ¢ auch = 0 sein kann.

Beweis. Substituiren wir in dem Gleichungspolynom an die
Stelle von @ die Grisse p 4 ¢ VT1, wo p und ¢ noch unbestimmte
reelle Grissen bezeichnen, so erhalten wir:

FotaV —1)=p+q V=144 (pF¢ V — 1"t 4 (2)

Entwickelt man die angezeigten Potenzen nach dem binomischen
Lehrsatze, wodurch man eine Anzahl theils reeller, theils imaginirer
Glieder erhiilt, und bezeichnet die Summe aller reellen Glieder mit A7,
Jjene der imaginiren, unter Absonderung des gemeinschaftlichen Fak-
tors J'—1 mit N J'—1, so nimmt Gl. (2) die Form an:



12
fp+ ¢ V=1)=M+ NV—1, )

wo M und N offenbar reelle Funktionen von p und ¢ sind. Sei R der
Modulus der imaginiren Grosse M 4 N J'—1, so ist [§. 45]:
und demnach R ebenfalls eine Funktion von p und g.

Denken wir uns nun den Grissen p und ¢ alle reellen Werthe von
— = his + % beigelegt und diese Werthe auf alle moglichen Weisen
zul zweien combinirt, so wird offenbar auch der Modulus /2 unendlich
viele verschiedene Werthe erhalten, unter welchen — da derselbe
immer positiv genommen wird — nothwendig einer der kleinste sein
muss. DBezeichnen wir mit p, und ¢, jene besonderen Werthe von p
und ¢, welche diesen kleinsten Modulus erzeugen, diesen selbst mit 22,
und setzen wir:

Flpo + g0 V—1) = My + N, V—1 (1)
also:
Ry=VMy* + Ny* (5)

wo demnach M, + Ny ¥'—1 das Resultat der Substitution der Grisse
2o 4 @0 ¥V—1 in das Gleichungspolynonr bezeichnet.

Wir behaupten nun, dass dieser nothwendig existirende
kleinste Modulus £, = 0 sein muss.

Um dieses zu beweisen, werden wir zeigen, dass die Voraus-
setzung , der kleinste Modulus R, sei von der Null verschieden, auf
einen Widerspruch fithre, indem man niimlich in diesem Ialle fiir
immer einen Werth p, 4+ ¢, ¥ =1 + = substituiren und das z so wil-
len kinnte, dass das Substitutionsresultat einen kleineren Modulus als
Ry bekiime. .

In der That, nehmen wir an, der kleinste Modulus 22, sei nicht
= 0, so wird auch die Grisse My 4+ N, ¥'—1 einen von 0 verschie-
denen Werth haben; setzen wir also @ = py + g4 V—1 + zZ, WO z
im Allgemeinen von der Form 2 4 u ¥ —1 ist, so erhalten wir:
St a0V —1+2)=(po+ a0V —1+2)"+4i (Pt gV — 142"~

+ 4 e Aa,

und wenn wir die Potenzen entwickeln und nach den steigenden Po-
tenzen von z ordnen :

FpotgV—142) =Ty 4+ T 24 T2 4 e = Tpuy 27— 1 27 (6)

Setzt man in dieser Gleichung 2z == 0, so kommt :

flpo + w0 V—1)= Ty,
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und somit wegen GL (5):

Ty =My + N, V¥—1;
die iibrigen Coefficienten 7y, 7%, .... T,—; sind ebenfalls Funktio-
nen von py, ¢, und der Coefficienten der Gl. (1) und von der Form
a3 Y —1, auf deren Werthe es weiter nicht ankommt, und die mit
M, + N, V=1, My + N, ¥—1 u. s. w. bezeichnet werden migen,
so dass also die Gl. (6) folgende Form erhiilt:

SlpotqoV—L+2) =M+ Ny V—1+ M+ N, V—1): +
4+ My + N V=) 22+ o + 2m, ()

oder, wenn man im zweiten Theile M, 4+ N, ¥ —1 als Faktor heraus-
hebt :

Fpo+ g0 V=1 + 2 = (3 + N V=1) {w% as
M+ NYV—1 o
-'Ti-ro + N V=1 My + Ny y—il’
Bezeichnen wir nun mit 2" den Modulus des zweiten Theiles die-
ser Gleichung, mit o den Modulus des Faktors:
M4+N Y —1 My+ Ny V' —1
{l+_t+ 1) N 4 PTRRE T m} )

224+ (R)

My+NV =1 My+ NyY—1
so ist, da R, der Modulus des andern Faktors 2, 4+ N, ¥ —1, [nach
§. 47]:
B =R,. . (10)
Ueber die Grisse z kinnen wir nach Belieben verfiigen; bestim-
men wir sie also aus der Gleichung:
M+ NYV—1 o M+ NV
‘—4_,—_—:——87 80 lla-‘in.. _——
My + Ny ¥—1 My + NV —1
wird, wo ¢ eine kleine reelle positive Grisse sein soll, und substitui-
ren wir diesen Werth von 2 in dem Ausdrucke (9), dessen Modulus p
ist, so erhilt derselbe die Form: )
L —e+ k4 Sk + ek 4 o 4= & ks
WO Iy &y y gy oo ke Coeflicienten von der Form ¢ 4= 3 ]/—-1 sind, auf
deren Werthe es weiter nicht ankommt.
Bezeichnen wir ferner mit », ry, 5, .... 75, — die Moduli dieser Coefii-
cienten, so sind [§. 45]:
L — &, 22, &%, iryy coees € P—g
die Moduli der Grissen:
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1— g, 82k, &3y, ey, ... &k,
und man hat, da [§. 47] der Modulus der Summe mehrerer Grossen
kleiner als die Summe der Moduli derselben ist,
o<1l —e4¢&r—4 84+ dry 4 oo + rpp
oder:
o<1 —(¢e—&¥r — &) —elry—.. — rp_y)- (11)
Nun kann man aber [§. 16, k] ¢ immer so klein wiihlen , dass:
R I T O R T
dann ist aber
& — gt — ) — gy — o — Poi—i
eine positive Grosse, folglich wegen (11):
o< 1.
Ist aber p < 1, so ist in Folge der Gl (10) auch R < R, .

Es ist aber R" der Modulus des Substitutionsresultates von:

e=p+ql—1+z,
und nach dem eben bewiesenen kann, wcnn'Rn nicht = 0 ist, z immer
so gewihlt werden, dass 1 < Iy wird; dann wiire aber R, nicht der
kleinste Modulus. Die Voraussetzung, dass der kleinste Modulus &,
von O verschieden ist, filhrt also auf einen Widersprueh; derselbe
muss also == 0 sein.

Ist aber By = 0, so ist auch Ry2 = M, + N,? = 0, somit,
weil die Summe zweier wesentlich positiver Grissen nur dann = 0
sein kann, wenn jede fiir sich der Null gleich ist, auch M, = 0 und
Ny = 0, und folglich auch:

My 4+ Ny V—1 =10;
es ist aber My 4+ N, ¥—1 das Resultat der Substitution von:
e=py+ qV—1
in die GL. (1), somit py 4+ ¢ V=1 eine Wurzel dieser Gleichung.

Es kinnte der Fall eintreten, dass M, + N ¥'—1 und auf gleiche
Weise mehrere Coefficienten der folgenden Potenzen von z in (8) ver-
schwinden. Bedenkt man nun, dass die Coefficienten simmtlicher Po-
tenzen von = in (8) nicht = O sein kinnen, weil in diesem Falle

S+ 00 V—1+ 2)
der constanten Grisse M, 4 N, Y —1 gleich wiirde, also wegen der
Unbestimmtheit von = das Gleichungspolynom f(z) fiir jeden Werth
von x denselben Werth erhiclte , was ungereimt ist: so sei

M, + N, V—1_
My+ NyV—1

n
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das erste nicht verschwindende unter den Gliedern des Faktors (9),

und man setze:
n

LA e NN S ]/_Jf(, + X y—1

My + N ¥—1 M, 4+ N, V—1'
wo ¢ abermals eine kleine reelle positive Grisse bedeutet. Substituirt
man nun diesen Werth von z in den Faktor (9), so erhiilt derselbe
die Form:

1—e 4t T2k 4 o 4 €™ by '

Bezeichnen wir den Modulus dieser Summe, wie oben, mit g, mit
Patly Tntay w7 aber die Moduli der Coefficienten, kyyq, kngay e by
s0 ist:

01— 4 U ry e gy o o,

wo man nun wieder ¢ so klein wihlen kann, dass das erste Glied ¢*
das Zeichen der Reihe bestimmt, und somit o < 1 wird. Man kann
dermach auch in diesem Falle z so wiihlen, dass 2’ < I, wird, wonach
die weiteren oben gezogenen Schliisse in Ilraft bleiben.

84, Ist « eine Wurzel der Gleichung:
Fla) = a" 4 A) a2t 4 Ay @2 4 s 4 Ay =0
so ist das Gleichungspolynom durch x—g¢ theilbar. )
Denn wenn man das Polynom nach den gewishnlichen Divisions-
regeln dividirt, so erhilt man bekanntlich zum Quotienten ein iihn-
liches Polynom vom (m— 1)t® Grade:
fAl@)=a" 4 By 2™ 2 4 By 2" 3 4+ .ui. + B,—p,
und wenn ein Rest 72 bleibt, so kann dieser a nicht enthalten, da der
Divisor @ — « vom 1% (Grade ist. Es besteht also die identische
Gleichung:
@)= (x — o) fi (x) + B;

setzt man darin @ = «, so kommt:

flo) =R (1)
und da « eine Wurzel der Gleichung, so ist f(«) = R =0, somit
der Rest = 0 und fla) durch x — « theilbar. Der Faktor (z — «)
wird Wurzelfaktor genannt. ¥

Die Gl. (1) lehrt zugleich die Beschatfenheit des Restes fiir den
Fall kennen, wenn « keine Wurzel der Gleichung ist; der Rest ist
dann jener Werth, welchen das Gleichungspolynom fiir
&= « annimmt.

Da man bei der Auflésung der Gleichungen hiiufig in die Lage
kommt, das Gleichungspolynom durch ein Binom von der Form z—ea
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theilen zu miissen, so wollen wir noch eine Methode entwickeln, welche
den Quotienten und Rest mit Leichtigkeit darbietet.

Sei zu diesem Zwecke das gegebene Gleichungspolynom:

Ay =™ + A) am N 4 Ay 22 4 oo + A, (2)
wo wir der grosseren Allgemeinheit wegen auch dem ersten Gliede
einen Coefficienten heilegen.

Dividirt man dieses Polynom durch @ — «, so erhiilt man zum
Quotienten:

By am—l 4 B a2 4+ By "3 4 ... + Dy x4+ B, _,
und zum Reste B,,, wo die Grissen By, By, By, ... B, folgende Werthe
haben, wie man durch wirkliche Division leicht findet:
By = 4,
By = 4y « + 4,
By=4dye* + 4 « + 4,
By = Ay a®+ 4 «? + A, « + A3
B,y =4y« 14 A 2 4 Ay ™3 4 ... 4+ 4,5 e+ A4,
B, =4y o + 41"V + A " 24 .oii F+ duy 0 + Ay
der Rest B, ist, wie man sicht, das Resultat der Substitution @ = «
im gegebenen Polynome (2), iibereinstimmend mit dem oben Gesagten
Das Gesetz, nach welchem die Grossen B gebildet sind, fillt Ieicht in
die Augen, wird aber noch ersichtlicher, wenn man sie in rekurriren-
der Form darstellt. Substituirt man nimlich den Werth jedes dieser
Coefticienten in den Ausdruck des niichstfolgenden, so erhiilt man :
By = 4,
By =By e+ 4,
Bz = B] (L4 + Ag
By= By a + 4
By = Bu—op ¢ 4+ Ay
B, =B, a+ 4,.

Hieraus sieht man, dass der erste Coefficient des Quotienten gleich
ist dem ersten des Dividendes; jeder folgende, z. B. der »*¢ Coefticient
des Quotienten wird aber erhalten, wenn man den verhergehenden mit
« multiplicirt und zu dem Produkte den »'*" Coefficienten des Dividen-
des addirt. Man kann die Zahl « den Operationsfaktor nennen. Bei
der Bildung der Coefficienten 53, ... B, verfihrt man am bequemsten
nach folgendem Schema:

Ay, Aq, Ay, Agy eennnn Ay
“] By, By, Byy By, eovon By



126

man schreibt néimlich die Coefficienten des gegebenen Polynoms der
Reihe nach in eine Zeile; unter 4, kommt B, = A, zu stehen und
jede folgende Zahl in der zweiten Zeile wird erhalten, wenn man die
vorhcrgelfendc mit ¢ multiplicirt und zu dem Produkte die dariiber-
- stehende der ersten Zeile addirt.

Beisp. 1. Sei das Polynom f(x) = xi - 223 4 bHa? 4 T —11
durch @ — 3 zu dividiren, so ist 4 3 der Operationsfaktor und man
hat nach obigem Schema:

1,—2,4+5,+ 7, —11

3] 1,4+ 1, 4 8, + 31, (+ 82);
der Quotient ist daher: x3 4 22 4+ 8z + 31, und die in Klammern
cingeschlossene Zahl 4 82 ist der Rest = #(3). Ilieraus erkennt man
zugleich, dass « = 3 keine Wurzel der Gleichung:

zt — 223 4 b2 4 T2 — 11 =0
ist, da das Gleichungspolynom durch = —— 3 nicht theilbar ist, son-
dern 82 zum Reste giebt.

Beispiel 2. Man bestimme Quotienten und Rest der Division
des Polynoms: f(z) = 226 — 22t 4 1223 — 212 — 226530 durch
das Binom @ 4 7. Der Operationsfaktor ist hier — 7, und man hat:

2, 0, —2, 412, 0,  —21, — 226530
—17] 2, —14, + 96, — 660, 4 4620, — 32361, (— 8);
der Quotient ist also:
2xd — 142t 4 9623 — 66022 4 4620 — 32361,

der Rest = — 3; zugleich ist — 3 das Resultat der Substitution von
@ = — 7 im Polynom f(z).

8. Jede Gleichung vom m'* Grade hat m Wurzeln,
und weder mehr noch weniger.

Denn es sei ¢ die nach §. 83 der Gleichung:
Xp=a" +4am V1 a2 . + Ay x4+ 4,=0 (1)
nothwendig zukommende Wurzel, so ist das Gleichungspolynom X,
durch @ — ¢ theilbar und man hat, wenn .Y, den Quotienten
vorstellt:

Xy = (& — y) Ly =0 (2)
wo, wie aus dem vorigen §. bekannt, X, e¢in dem obigen ganz iihn-
liches Polynom vom (i — 1)*n Grade ist. Hieraus erhellt, dass das
Gleichungspolynom .Y, nicht bloss fir @ = «; verschwindet, sondern
auch fiir einen solchen Werth von @, welcher die Gleichung X,y =0
erfiillt. Lin solcher Werth existirt nothwendig, da das Polynom X,,_,
von derselben Form ist, wie X, ; er sei wy, so ist wieder X,,_; durch
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@ — «y theilbar, und somit, wenn wir den Quotienten vom Grade
(m — 2) durch AX,,_, bezeichnen:

Xooy = (@ — wp) Xy (3
Diese Gleichung zeigt wieder, dass das Polynom X, nicht bloss fiir
& = ¢y Null wird, sondern auch dann, wenn wir .Y,,_, = 0 setzeny
sei also ¢y die Wurzel dieser Gleichung, so ist X, _, durch &— e«
theilbar und somit: &

Xp—y = (& — “3) Xn—a, 4)
wo X, den Quotienten bezeichnet, der nothwendig vom Grade m— 3
sein wird. Auf dieselbe Weise wird:

Xy = (& — @) Xy (5)

u. 8. W.

und man muss endlich nothwendig auf einen Quotienten X; kommen,
weleher in Bezug auf @ vom ersten Grade ist, also die Form « + &
hat, so dass:

Xy = (& — wa—y) X (6)
Xi=ax +b=2— oun (7)
wird, wenn man der Gleichfirmigkeit wegen b = — ¢, setzt. Somit
ist, wenn man successive substituirt:
X, = o — (Cl.j ‘V”'“l = {}
= (& — ) (& — tz) Xp—a =10
= (x — o) (@ — wy) (@ — 0t3) Ay =0
= (@ — ) (& — @) (& — tg) coreee (2 — ) X3 =0
= (& — o) (& — @) (X — «g) werr (@— tty—y) (T —&tn ) =0,

Die Gleichung (1) Lisst sich daher auch in folgender Form dar-
stellen :
Xy = (& — ty) (0 — ia) (& — tg) civnnnre (& — 1y, - ) [0 — (c,,,\!:(). lH)

Da nun dieses Produkt fir jeden der m Werthe von

L= ] ay U3y « Uy

verschwindet, so muss dasselbe auch von dem Polynome Y, der GL
(1) gelten, mit welchem es identisch ist; woraus hervorgeht, dass die
Gl (1) m Wurzeln hat, Ausser diesen . Wurzeln «y, ¢y, . @, kann
aber der Gleichung keine andere Wurzel zukommen; denn wiire g noch
eine von den obigen verschiedene Wurzel, so wiirde man X, = (x—p) X’
setzen konnen und demnach wiire mit Riicksicht anf (8):

(x — 1:}) X =(r—ua) (®—us) (@ — ty) ee... (@ — ety (@ — 0t )7

somit, wenn man in dieser Gleichung @ = g setzt:

0= — ) P—a) (B — ay) ccooee (8 — ttn—rq) (B — wu),
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was ungereimt ist, da ein Produkt, von dessen Faktoren keiner = 0
ist, nicht O werden kanmn.

Unter den m Wurzeln a), ey, a3, ... «, der Gl (1) kinnen meh-
rere einander gleich sein; wiewohl dann die Gleichung weniger als
verschiedene Wurzeln besitzt, so spricht man doch aueh in diesem
Falle, im Einklange mit Gl. (8), der Gleichung m Wurzeln zu, unter
denen sich jedoch mehr oder weniger gleiche oder wiederholte
Wurzeln befinden.

Beachtet man, dass X,, eine ganze algebraische rationale Funk-
tion von = vom m'*" Grade ist, so ergiebt sich noch aus (8) der fol-
genide hochst wichtige Lehrsatz:

Jede algebraische ganze rationale Funktion des
wm"Grades kann in m einfache Faktoren vom ersten Grade
aufgelist werden.

Es verdient noch bemerkt zu werden, dass die Gleichung X, _, =0,
welche entsteht, wenn man den aus der Division von X, durch o —g,
entstehenden Quotienten=0 setzt, alle iibrigen Wurzeln @y, oy, ... ¢
der Gl. X,, == 0 zu Wurzeln hat.

Zugleich sieht man, dass es sehr leicht ist, eine Gleichung zu bil-
den, welche gegebene Zahlen zu Wurzeln hat. Die Gleichung z. B.
welcher die Wurzeln 4+ 1, 4 2 und — 3 zukommen, ist:

—1)(z—2)(x+3) =ad+ T4+ 6=0.

86, Das Polynom der Gleichung:

fla)y=4dyam + 41 2™ 1+ 4, am 24+ ... + 4. =0 (1)
ist eine stetige Funktion von a.

Denn setzen wir in (1) @ 4 § statt 2, so kommt:

@+ =4y @+ 9" + 4 @ + " + . +
FAny (@ 4 8) + Au;
entwickelt man die Potenzen mit Iliilfe des binomischen Lehrsatzes
und ordnet nach den steigenden Potenzen von §, so erhiilt man ohne
Schwierigkeit:
Sle48)=f(x) (). 54, (x). 8 F7" (z). 83 4cec 4= S0 (). 57(2)
wo der Kiirze wegen:
Fla)= 4y a™ + 4, a"1 4 A, a"—2 4 A3 a3 4 ...... 4
+ ‘1,,,_1 x + A,

f (11_— 4"‘1'"*1 .+. A m—2 +
+ Am—l

"

s 5
B A, oE
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m(m—1) (in—1) (in-—2)

0 ¢ re— ] l ]
o) =—FG75— 4"+ s Ay am=3 4
(m—2)(m—3)
+ "—‘T—M 4y ™ 4 L + 4
o i m(m—1)(m—2) m—g 4 (M—1)(m—2)(m—3) :
17 (=) = 1.2 5 Agaxm—3 4 1.2, 3 Ay ar—id
+ + A,
n. 8. W,
(m—1) m(m—1)(m—2)...4. 3.2
d = 1. 2.3 ... (m—1) 4% +
(m—1)(n—2)....4.3.2.1
1, =m 4, = A
e T Ty 0 e B
. mim—1)(m—2)...4.3.2. 1
\an ) " —— £ = A,
) = POV . A | S n Ay Ly
gesetzt ist. Aus (2) folgt nun:
Sl@48) —fla)=208 £ (x) + /" (@) 41" (2). 82 +..ucee +/ & (). om—1)

woraus man ersieht, dass die Aenderung, welche die Funktion /(2)
erleidet, wenn sich @ um § iindert, heim unendlichen Abnehmen von §
ebenfalls unendlich klein wird, und zwar fiir jeden Werth von a, da
keine der Funktionen f(z), £ (x), .... £ (x) fir irgend einen endli-
chen Werth von = unendlich wird. Die Funktion f(x) ist somit ste-
tigvon . = — = bis e = 4+ =.

Das Gesetz, nach welchem die Funktionen £ (x), 77 (), /(2 , ...
S (z)gebildet sind, ist leicht zu iibersehen. ' (x) wird aus dem Poly-
nom f(x) gebildet oder abgeleitet (derivirt), indem man jedes
Glied mit dem Exponenten von  multiplicirt und den Exponenten so-
dann um eine Einheit vermindert. Auf dicselbe Art entsteht £ (x) aus
f(x), wenn man noch ausserdem jedes Glied duveh 2 dividirt; /™ (x)
aus f/'(x), wenn man noch jedes Glied durch 3 dividirt; n.s.w. Diese
Funktionen heissen aus diesem Grunde auch Ableitungen, abge-
leitete oder derivirte Funktionen der Funktion f(x), und zwar
S (x) die 1, /7 (x) die 2! u. s. w.

Ist z. B. f(&) = af — Ta3 4 21x? 4+ 12 & — 32, so findet
man fiir die abgeleiteten Funktionen der Reihe nach:

fx) = da3 — 21a? + 120 4+ 12
fx) = ba2 — 21x 4 21

S i) =dx — T

VM a)=1

Herg, Hoh, Mathematik . I, )
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Anmerkung. Gewihnlich pflegt man die Funktionen:
@), L2 (), 1.2, 8 £ (0)y v 1. 2. 8. o e £ (W) (i)

die Ableitungen des Polynoms (1) zu nennen, welche Bezeichnung mit
Riicksicht auf den in der Differentialrechnung aufgestellten Begriff der
Ableitung die richtige ist. Fiir unseren gegenwiirtigen Zweck haben wir
jedoch die im Texte gegebene Bezeichnung als einfacher vorgezogen.

Denkt man sich die Funktion y = () geometrisch construirt, so lisst
sich auch den abgeleiteten Funktionen eine geometrische Bedeutung ab-
gewinnen; wir wollen diess hier nur fiir die erste Ableitung 7 (x) nach-
weisen.

Sei in fig. 3 N ein Theil der Curve, deren Gleichung

y=f(@)=Ayam 4 Ay wn—14 .. 4+ dn

ist, und AP =w irgend ein Werth von z; PF' = d; so ist:
Pin = f(z), P'w’ = f(e49) = flx) + 0f () + 02 f" (£) + . 4+ din 0 (x)
somit, wenn wir m R parallel zu 4X ziehen:
B =P m'—Pm = o4 0)—fl@)=0f"(x) + 02" (&) 4+ ... 4 om f00 (),
woraus durch Division mit Rm = d:

fffZ =1 () 4 6 f (&) A s A 51 F 0 () («)
folgt. Ziehen wir die Sekante mm’, welche mit der Achse 4X den Win-

kel m QX = & einschliesst, so ist:

, R
tg o=tg m' mR= Tom ?
somit:
tg o =f() + & 7@ 4+ 67 () 4 .. 4 ot fO0 (z)] ®)

Liisst man nun ¢ unendlich klein werden, so fiillt endlich der Punkt 7' mit
m zusammen, die Sekante Qmm’ geht in die Tangente 7'm¢ am Punkte m
der Curve iiber, und wenn man den Winkel, welchen diese mit der Achse
AX einschliesst, mit ¢ bezeichnet, so erhiilt man aus (2), zur Grenze iiber-
geheud, wegen lim tg ¢ =tg =:
tg =1 (¢);

d. h. die erste abgeleitete Funktion #(x) ist der Ausdruck der
trigonometrischen Tangente des Winkels, welchen die an
dem der Abscisse x entsprechenden Punkte der Curve y=#£(z)
gezogene geometrische Tangente mit der Abscissenaxe ein-
schliesst.

87. Die Coefficienten der Gleichung:

a4 Ay @ A= Ay a2 = Ay a3 oo A, =0 (1)
sind symmetrische Funktionen der Wurzeln, und zwar
ist 4y die Summe aller Wurzeln, mit entgegengesetztem
Zeichen genommen; 4y, die Summe aller Combinationen
zu zweien, mit ungeindertem Zeichen; 4; die Summe aller
Combinationen zu dreien, mit entgegengesetztem Zeichen
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u. s.f.yendlich 4, (das letzte von « freie Glied) die Summe
aller Combinationen der Wurzeln zur n' Classe, also
das Produkt derselben und zwar mit ungeiindertem oder
entgegengesetztem Zeichen, je nachdem m gerade oder
ungerade ist, oder was auf dasselbe hinauskommt, das
Produkt aller mit entgegengesetztem Zeichen genom-
menen Wurzeln.

Betrachten wir, um diesen Satz zu heweisen, zuerst die Gleichung
vom zweiten Grade: a? 4 A, « 4 4, = 0, deren Wurzeln wir mit
), wa, bezeichnen, so ist [nach §. 85] identisch:

a4 Ay w4 Ay = (w—q) (0— vy) = x* — () + wg) @ + «; s,
somit, da die Coefficienten der gleichnamigen Potenzen von @ einan-
der gleich sein miissen, 4 = — (¢4 + @), 4y = + «; g, iberein-
stimmend mit dem ausgesprochenen Satze.

Eben so finden wir fiir die Gleichung des 3'*" Grades:

b 4 Ay at 4 Ay + Ay =0,
deren Wurzeln ¢, s, ey sein migen:
ad 4 dyatd dya 4 dy=(x— ¢)) (@ — ) (x —a3)
=ad— () 4wy + 3) @ F (o) o + ) €5 +

+ o oay) — wy ey,
folglich:

A=— (gt vt w), bh=uywu+t+uuyt e, dh=—ewu.

Nun lisst sich aber leicht beweisen, dass der Satz fiir eine Glei-
chung des (e 4 1)'" Grades wahr sein miisse, wenn er fiir eine Glei-
chung des m'*® Grades gilt. In der That, nehmen wir das letztere an,
und bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung mit ey, o, ¢gy oo ey
so lautet die Gleichung:

't — (g s F ooy +oon o) @V (g F g+ o0+
T+ ot ) T — (g @y vy F o g oy o) @ 4L+
4 (—1)" ey ey e e = 0,
oder, wenn wir Kiirze halber mit C” die Summe aller Combinationen
1,m

zur #ton Classe der m Elemente «y, gy, ¢gy «ooe @t bezeichnen:

am — CL a1 4 C% 2m—2 — (3 am=3 4 ... 4 (—1)"— 1Cn—1, &

1,m 1,m 1,m 1,m

+ (1) o =0, (2)
1,m

wo die Faktoren (—1)"—1, (— 1)” nur zur Bestimmung des Zeichens

des Gliedes dienen. Multipliciren wir dicse Gleichung mit @ — .4,

wodurch dieselbe noch die Wurzel «,, erhiilt und in eine Gleichung

des (m 4 1)® Grades iibergeht, so erhalten wir:

0%



autl— CL am 2, gm—1— Cdam—2 4+ ..... 4+
1,m 1,m 1,m
+ (_1)»: C‘m_ @
1,m
1 " A gy O™ — . CRi™2 . — (=
1,m 1,m
_(_ l)m—l By Cm—l i (_ l)m Umi Cm
1,m 1,m

d. i. wenn wir die mit gleichen Potenzen von « behafteten Glieder ver-
einigen und heachten, dass nach den ersten Siitzen der Combinations-
lehre:

CI + t’l'nH-l - C”I! 02 + am+1' Cl: sz’ 03 + ‘4m+1' Cﬁ: (:’3'

1,m 1,m+1 1,m 1,m 1,m+1 1.m 1.m 1,m+1

U 8. W,

ist, und dass wir statt — (—1)"—1 auch 4 (—1)", so wie 4 (—1)"+1
statt — (—1)” schreiben konnen:

aetl — O, g™ 4 C2 g1l — (B2 -4 (—1)"+1 Ot l=0);

1,m+41 1,m+1 1,fm+1 1,m+1

dic Coefficienten dieser Gleichung vom (im -4 1)t Grade, deren Wur-
zeln «p, oy oono @ngq sind, befolgen aber genau das in der Gl (2) des
m'n Grades ausgesprochene Bildungsgesetz; unser Satz gilt daher
fiir eine GL. vom (m-41)t" Grade, wenn er fiir eine Gleichung vom
m" Grade richtig ist. Da wir nun die Richtigkeit desselben fiir eine
Gleichung vom 2t und 3'*» Grade unmittelbar erprobt haben, so ist
hiemit die allgemeine Giiltigkeit nachgewiesen.

Es folgt hieraus, dass, wenn in einer Gleichung das zweite Glied
fehlt, die Summe der Wurzeln = O sein muss; fehlt das von a freie
Glied, so ist & = 0 eine Wurzel der Gleichung,

Die bisher entwickelten Sitze gelten, die Coefficienten der Glei-
chung mogen reell oder imaginiir sein.  Wir wollen von nun an diesel-
ben als reell voraussetzen.

88, Wenn eine Gleichung:
flay=am™ + 4"V 4+ A, 2" 2 4 oo + A, =0 (1)
in welcher simmtliche Coefficienten reelle Grissen sind,
cine imaginire Wurzel p 4 ¢ y—1 besitzt, so kommt ilhr
nothwendig auch die Wurzel p — ¢ J'—1 zu, welehe sich
von jener bloss dureh das Zeichen des imaginidren Thei-
les unterscheidet.
Dennsubstituirtmanin obige Gleichung @ =p<-4 l/—j, so erhiilt
man ein Resultat von der Form 22 4+ I/Z—L, und es muss, dx
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rtaqVv —1der Voraussetzung nach eine Wurzel ist, P+ Q} jTzil,
somit P = (@ — O sein. Setzt man aber in derselben Gleichung
#=p — q V-1, welcher Werth sich von dem fritheren nur durch
das Zeichen von ¥ —1 unterscheidet, so wird diess auch bei dem Sub-
stitutionsresultate der Fall sein, und dieses demnach =P — @Q V—1
werden, wo P und Q dieselben Werthe haben, wie oben. Da nun
P = Q=0, soistauch P— Q V::u, somit p — ¢ | —1 eben-
falls eine Wurzel der Gleichung.

Ganz auf dieselbe Weise beweist man, dass wenn die Coefficien-
ten reell und rational sind, und p 4 ¢ Vo eine Wurzel der Glei-
chung ist, unter ¥, eine irrationale Zahl verstanden, auch p — ¢ J »
der Gleichung als Wurzel zukommen miisse.

Dieimaginiren Wurzeln kommen demnach einer Glei-
chung immer paarweise zuj je zwei, die sich nur durch das Zei-
chen des imaginiiren Theiles unterscheiden, heissen conjugirte Wur-
zeln, Es folgt daraus, dass eine Gleichung mit reellen Coefficienten
nur eine gerade Anzahl imaginiirer Wurzeln haben konne; daher
muss eine Gleichung von ungerader Ordnung wenigstens
eine reelle Wurzel besitzen, oder wenn mehrere, in un-
gerader Anzahl. Einer Gleichung von gerader Ordnung
hingegen kommen reelle Wurzeln immer in gerader An-
zahl zu, kinnen aber auch ginzlich fehlen,

Sind p 4+ ¢ ¥—1 und p — ¢ ¥—1 ein Paar conjugirter imagi-
niiver Wurzeln der Gl (1), so ist das Gleichungspolynom sowohl durch
©—p — ¢ V=1 als auch durch « — p + ¢ V—1 theilbar, somit
auch dureh das Produkt:

(@—p—gV—1)@—p+y¢V—1)=(@—p?+ ¢,
welches, wie man sicht, reell vom zweiten Grade ist. Hieraus folgt
der wichtige Lehrsatz:

Jede algebraische ganze rationale Funktion f(z) mit
reellen Coefficienten kann immer in lauter reeclle Fak-
toren zerlegt werden, die theils vom ersten, theils vom
zweiten Grade sein konnen; jede reelle Wurzel liefert
cinen Faktor vom 15, je zwel conjugirte imaginire Wur-
zeln einen Faktor vom 2" G rade.

89, Da nach §. 87 das letzte von x freie Glied der Gleichung das
Produkt aller mit entgegengesetzten Zeichen genommenen Wurzeln ist,
und je zwei conjugirte imaginire Wurzeln immer ein positives Produkt :
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(p+gV=1) (p — ¢ l»’!?—zl) = p* 4+ ¢* geben, so hiingt das Zei-
chen des letzten Gliedes bloss von der Anzahl der positiven Wurzeln
ab, und ist 4= oder —, je nachdem diese Anzahl gerade oder ungerade
ist. Iieraus ergeben sich leicht nachstehende Folgerungen:

a) Jede Gleichung von ungerader Ordnung hat nothwendig
eine reelle Wurzel, deren Zeichen jenem des letzten Glie-
des entgegengesetzt ist. Denn nach §. 88 Lisst eine solche Glei-
chung reelle Wurzeln nur in ungerader Anzahl zu. Ist nun das letzte
Glied positiv, so miissen die positiven Wurzeln in gerader Anzall,
folglich mindestens eine negative Wurzel existiren ; ist aber das letzte
Glied negativ, so muss die Gleichung eine ungerade Anzahl positiver
Wurzeln, also mindestens eine solche besitzen.

b) Jede Gleichung von gerader Ordnung, deren letz-
tes Glied negativ ist, hat nothwendig wenigstens zwei
reelle Wurzeln, deren eine positiv, die andere negativ
ist. Denn das letzte Glied kann nur dadurch negativ werden, dass
reelle positive Wurzeln in ungerader Anzahl und mindestens eine
solche vorhanden seien; und weil einer Gleichung von gerader Ord-
nung die reellen Wurzeln in gerader Anzahl zukommen, so miissen
daher auch negative Wurzeln in ungerader Anzahl, also mindestens
cine solche existiren.

¢) Ein giinzlicher Mangel an reellen Wurzeln kann nur dann ein-
treten, wenn die Gl von gerader Ordmung und ihr absolutes Glied
positiv ist.  Wenn siimmtliche Wurzeln imaginiir sind, so lisst sich
das Polynom inlauter quadratischeFaktorenvon der Form (22— p)2 442
zerlegen, bleibt demnach fiir jeden reellen Werth von @ positiv. Wird
also das Polynom einer Gleichung fiir irgend einen reellen Werth von
a negativ, so kann man hieraus mit Sicherheit auf das Vorhandensein
reeller Wurzeln schliessen.

90. Wenn man inder Gleichung:
f‘::ﬁ'lj —_ ™ + ‘.ll am—1 _|_ AQ 2 + ik + Am — () {\1)

— a statt a2 setzt, so erhiilt man eine Gleichung fle)=0,
deren Wurzeln den Wurzeln der gegebenen Gleichung
numeriseh gleich, aber von entgegengesetztem Zeichen
sind.

Denn sind ¢y, @y, @3y o @y die Wurzeln der GIL (1), so ist:

fla) = (& — @) (x — @) (& — e3) covrer (& — tn)

und folglich, wenn man — a an die Stelle von x setzt:
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Sl—a)=(—x — ) (—a — ) (—ax — az) veer. (— & — ),
welehe Gleichung offenhar (U)y — (gy — (lgy sees = @ 2L WUI-
zeln hat. Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Umiinderung am ein-
fachsten durch Aenderung des Zeichens jener Glieder bewerkstelligt
wird, welche ungerade Potenzen von @ enthalten, oder auch, indem
man die Zeichen des 2ten, gten gten g, 5, w, Gliedes der GI. éndert,
wobei jedoch die etwa fehlenden Glieder der Gleichung mitgezihlt
werden miissen.

So hat von den beiden Gleichungen a3 —— 22 — 192 4= 20 =10
und a3 4= 222 — 192 — 20 =0 die erste die Wurzeln 4 1,-— 4, 4= 53
die zweite: — 1, 4+ 4, — b.

91, Wenn in cinem vollstindigen oder unvollstindigen Gleichungs-
polynome zwei Glieder mit entgegengesetztem Zeichen aufeinanderfol-
gen, so sagt man, es bestehe an dieser Stelle ein Zeichenwechsel;
haben aber zwei benachbarte Glieder gleiche Zeichen, so nennt man
dieses eine Zeichenfolge.

Da eine vollstindige Gleichung des m'*" Grades m -4 1 Glieder
hat, so ist in einer solchen Gleichung die Summe aus der Anzahl der
Zeichenwechsel und Zeichenfolgen =m. Aus den in §. 87 entwickel-
ten Ausdriicken der Coefficienten der Gleichung als symmetrischer
Funktionen der Wurzeln folgt unmittelbar, dass eine Gleichung, welche
nur reelle positive Wurzeln hat, nur Zeichenwechsel und keine Zeichen-
folge, eine Gleichung, deren simmtliche Wurzeln reell und negativ
sind, nur Zeichenfolgen darbieten kann,

Jede Gleichung mit reellen Coefficienten, sie sei voll-
stiindig oder nieht, hat hiehstens so viele positive Wur-
zeln, als Zeichenwechsel.

Beweis. Ls sei ¢ (x) eine ganze rationale Funktion von a mit
reellen Coefficienten :

pla) =" + e F —wiris — F vivis F— . —F aa . (1)

in welcher wir, da es nur auf die Zeichenstellungen ankommt, auch
nur diese ansetzen und das letzte Glied positiv nehmen wollen. Multi-
pliciren wir dieses Polynom mit  — «, wo « eine reelle positive Zahl
bedeuten soll, so lisst sich zeigen, dass das Produkt (2 — «) ¢(x)
mindestens um einen Zeichenwechsel mehr Dbesitzen miisse, als die
Funktion ¢ (). ’

In der That, verrichten wir diec Multiplikation nach den Regeln
der Arithmetik, so erhalten wir:
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+ — el — F e F — L =4 L+
- — =t Tt = F ==
somit: (@ — «) g (2) =
ol e —F e e ot £ ot —

als Produkt, in welchem die doppelten Zeichen andeuten, dass man
das Zeichen der entsprechenden Glieder nicht kennt. Betrachtet man
nun die Zeichenstellung im Produkte, so bemerkt man, dass auf das
erste Glied mit positivem, also bestimmtem Zeichen mehrere Glie-
der mit unbestimmten Zeichen folgen, auf welche wieder ein Glied mit
hestimmtem aber negativem Zeichen folgt: hierauf kommen wieder
Glieder mit unbestimmten Zeichen, bis zu dem nichsten Gliede mit
bestimmtem Zeichen, welches positiv ist u. s, w. Man sieht also, dass
im Produkte die bestimmten Zeichen regelmiissiz abwechseln und
erkennt leicht, dass diess in Folge des Vorganges der Multiplikation
nothwendig so sein muss, und dass nicht zwei aufeinanderfolgende mit
bestimmten Zeichen versehene Glieder gleichbezeichnet sein kinnen.
Vergleicht man ferner die Zeichenstellung im Produkte mit jener im
Multiplikand, so bemerkt man, dass jedem Zeichenwechsel in letzte-
rem, ein Glied mit bestimmtem Zeichen im Produkte entspreche. Be-
sitzt also das Polynom ¢(x) » Zeichenwechsel, so wird das Produkt,
da auch das erste und letzte Glied derselben bestimmte Zeichen tra-
gen, nothwendig » 4 2 Glieder mit bestimmten Zeichen haben , welche
regelmiissig abwechseln.  Nun muss aber von einem Gliede mit be-
stimmtem Zeichen bis zum niichstfolgenden mindestens ein Zeichen-
wechsel stattfinden (es konnen deren auch mehrere in ungerader An-
zahl eintreten), indem irgendwo 4 in — oder umgekehrt iibergehen
muss; folglich miissen im Produkte mindestens » 4 1 Zeichenwechsel
erscheinen. Hieraus folgt also, dass das Polynom g (x) durch
Multiplikation mit dem Faktor (# — «) mindestens Einen
Zeichenwechsel gewonnen haben miisse. Der Beweis bleibt
ganz derselbe, wenn in dem Polynome ¢ () die letzten Glieder nega-
tiv sind,

Es seien nun «, @y, gy .oee @ die positiven Wurzeln, ¢ an der
Zahl, — 3y, — 3oy — 3y - — g die negativen Wurzeln, endlich
Ty P2 73 ey yar die imagindren Wurzeln der Gl f(z) = 0, so ist:

flao) = (@ — ap) (x — ) - (@ — @) (x 4 21) (@ + B2) «on.

(@ =4 ) (@ — 71) (@ — 72) oo (& — 722),

und wenn man:



(x + g1) (& + p2) oo (@ 4+ 2a) (@—71) (@ — 12) oo (@ — 722) = ¢ (2)
setzt,
Sx)=(x — 1) (x — o) (x— @t3) ooer (& — i) @(x).

Multiplicirt man nun das Polynom ¢ () der Reihe nach mit den
Faktoren (2 — ay), (€ — ay), .. (@ — @), 80 gewinnt es durch jede
dieser Multiplikationen mindestens einen Zeichenwechsel und das Pro-
dukt f(x) hat daher mindestens wm ¢ Zeichenwechsel mehr, als das
Polynom ¢ (x). Hieraus folgt also, dass eine Gleichung mindestens so
viele Zeichenwechsel als positive Wurzeln besitzen miisse. Keliren
wir diesen Satz um, so erhalten wir demnach das folgende Theorem:

I. Eine Gleichung kann nicht mehr positive Wurzeln
besitzen, als Zeichenwechsel, wohl aber weniger,

Setzt man in der Gl. f(z) = 0, — 2 an die Stelle von «, so dindern
simmtliche Wurzeln ihr Zeichen [§. 90]: bringt man hiemit den eben
bewiesenen Satz in Verbindung, so erhiilt man folgendes Theorem:

II. Eine Gleichung f(z) = 0 kann hochstens so viele
negative Wurzeln haben, als die Gleichung f(— ) = 0
Zeichenwechsel darbietet.

Ist das Polynom der Gleichung f(x) = 0 vollstiindig, so muss
offenbar jedem Zeichenwechsel in f(x) eine Zeichenfolge in f(— ),
und jeder Zeichenfolge in f(x) ein Zeichenwechsel in f(— x) entspre-
chens; mit Riicksicht auf diesen Umstand folgt aus obigen Siitzen das
folgende unter dem Namen des Cartesischen oder Harviot'schen
Satzes bekannte Theorem:

II. Eine jede vollstdndige Gleichung hat hichstens
so viele positive Wurzeln als Zeichenwechsel, und hoch-
stens so viele negative Wurzeln als Zeichenfolgen.

Beriticksichtigt man noch, dass in ciner vollstindigen Gleichung
die Summe der Anzahl der Zeichenwechsel und Zeichenfolgen dem
Ordnungsexponenten der Gleichung, also auch der Anzahl der Wurzeln
gleich ist, so gelangt man mit Hiilfe des letzten Satzes allsogleich zu
Folgendem:

IV. Eine jede vollstiéndige Gleichung, deren simmt-
liche Wurzeln reell sind, hat eben so viele positive Wur-
zeln als Zeichenweechsel und eben so viele negative als
Zeichenfolgen.

Be ispielc; 1) Die Gleichung f(x) = 2* — 32t — Ta2 4= 5 =0
enthilt 2 Zeichenwechsel, besitzt daher hochstens 2 positive Wurzeln;
bildet man daraus die Gl. mit entgegengesetzten Wurzeln f(— z) =
x? 4 Bt 4 Ta? — 5= 0, so hat diese nur 1 Zeichenwechsel, somit
hichstens 1 positive, die gegebene Gleichung daher hichstens 1 nega-
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tive Wurzel, welche ilir zugleich nothwendig zukommt, da die GI. von
ungerader Ordnung und das letzte Glied positiv ist: [§. 89, «]. Daraus
schliesst man ferner, dass diese Gleichung mindestens 2, miglicher-
weise auch 4 imaginiire Wurzeln besitze, in welch letzterem IPalle ihr
keine positive Wurzel zukiime.

2) Die GL f(x)=a%— 325 — Tt 42123 — 4822 4 122 —20=0
ist eine vollstindige mit 5 Zeichenwechseln und 1 Folge, hat daher
hichstens 5 positive und hichstens 1 negative Wurzel. Mit Zuziehung
des Satzes [§. 89, 6] kann man daher behaupten, dass diese Gleichung
eine, und nur eine negative Wurzel und mindestens eine positive Wur-
zel habe.

3) Die Gleichung f(x) = 27— 7 =0 hat, weil 1 Zeichenwechsel,
hisehstens 1 positive Wurzel, die ihr aber auch [§. 89, «] nothwendig
zukommt; da ferner die GL f(— a) = a7 4 7 == 0 eines Zeichen-
weehsels ermangelt, so hat die vorgelegte Gl keine negative Wurzel ;
daher sind 6 Wurzeln imaginiir.

4) Eben so findet man, dass die GL 2% 4+ 2% 4 22 — 3 =0
hichstens 1 positive und héchstens 1 negative Wurzel haben kinne ;
da ihr diese ferner nach [§. 89, §] nothwendig zukommen, so sind 4
Wurzeln imaginiir.

V. Fehlt in einer Gleichung ein Glied zwischen zwei mit glei-
clhen Vorzeichen behafteten Gliedern, so hat die Gl. nothwendig ima-
giniire Wurzeln. Denn denkt man sich die Gl dadurch vervollstiin-
digt, dass man das fehlende Glied mit dem Coefficienten O einfiigt, und
legt man demselben, da sein Zeichen unbestimmt ist, einmal das Zei-
chen 4+, dann das Zeichen — bei, so entstehen an dieser Stelle in dem
cinen Ialle zwei Zeichenweehsel, in dem andern zwei Zeichenfolgen,
und es miissten, wenn alle Wurzeln reell wiiren, zufolge IV zwei Wur-
zeln zugleich positiv und negativ sein, was unmdglich ist; daher kin-
nen nicht alle Wurzeln reell sein, und es ist durch das eine fehlende
Glied mindestens 1 Paar imaginirer Wurzeln angezeigt.

Fehlt jedoch ein Glied zwischen zwel ungleichbezeichneten
Gliedern, so entsteht, man mag sich dieses mit 4 oder mit — ein-
geschaltet denken, immer 1 Zeichenwechsel und 1 Zeichenfolge, so
dass obiger Widerspruch wegfillt und siimmtliche Wurzeln reell sein
kénnen.

In der Gl des ersten Beispiels fehlt das Glied mit 3 und 2, und
zwar ersteres zwischen zwei gleichbezeichneten Gliedern, woraus man
auf die Anwesenheit eines Paares imaginiirer Wurzeln schliesst. Aus
dem fehlenden Gliede in @ liisst sich hingegen nichts abnehmen, da die
Nachbarglieder ungleiche Zeichen haben.
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In der Gl. des vierten Beispieles fehlen die drei Glieder mit den
ungeraden Potenzen von x, und zwar die beiden ersten zwischen
gleichbezeichneten Gliedern, wodurch zwei Paare imaginiiver Wurzeln
angezeigt werden, wie wir bereits oben gefunden haben.

Complicirter werden die Regeln fiir die Grenzen der Anzahl der
imaginiiren Wurzeln, wenn die Gleichung eine oder mehrere Gruppen
von fehlenden Gliedern enthiilt.

II. TRANSFORMATION DER GLEICHUNGEN,

Eine gegebene Gleichung f(x) = O transformiren, heisst, aus
derselben eine neue Gleichung, die transformirte /() = 0, ableiten,
deren Wurzeln gegebene Funktionen derWurzeln der Gleichung fla) =0
sind.  Wir werden uns hier auf die einfachsten Transformationen be-
sehriinken, welche spiiter bei der Auflosung der Gleichungen Anwen-
dung finden.

92, Die Gleichung:

Jl@)=4dyam 4+ 4, 2"V Ay 24 ...+ 4, =0 (1)
in eine andere, f(y) = 0 zu transformiren, deren Wur-
zeln simmtlich um die Grisse a kleiner sind, als die
Wurzeln der vorgelegten Gleichung.

Bezeichnet man mit y die Unbekannte oder die Wurzeln der neuen
Gleichung, so hat man y == & —a, somit = y 4 @ zu setzen. Die
Substitution dieses Werthes von @ in die G1. (1) liefert sofort die trans-
formirte Gleichung:

fly) =doy™ + "V (@) =1 + 7" (@) y™ 2 + o +

+1 @y +f (@) y + fla)=0, (2)
wo die Coefficienten: /" (a), 7 (a), f'7 (a), v.. 7"~V (a) beziehungsweise
die 1ste, 2t 3te ... (m — 1) abgeleitete Funktion von /() sind,
wenn man darin @ durch « ersetzt. Es erhellt diess unmittelbar aus
§. 86, da oftenbar hier dieselbe Entwickelung vorzunehmen ist, wie
dort, indem man nur « statt = und y statt § schreibt.

Beisp. Die Gleichung f(x) = @t 4 423 — T2? — 222 4 24 =0,
deren Wurzeln 4+ 1, 4 2, — 3, — 4 sind, in eine andere zu trans-
formiren, deren Wurzeln um 5 kleiner sind.

Man findet:

flx) =axt 4 423 — Ta2 — 222 - 24, somit £(H) = 864

Sla)=dad 4 122° — 14do — 22 S (b)) =708
Sf(x) =624 122 — 7 S (5) = 203
flx) =4z + 4 S (5) = 24
Sa) =1 A7) =1
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Die transformirte Gleichung ist daher:
yh 4 24 43 4 203 42 + T08 y + 864 = 0,
deren Wurzeln, wie man sich leicht iiberzeugt: — 4, — 3, — 8, — ¥
sind.

Da diese Transformation fiir die Auflosung der Gleichungen von
erosser Wichtigkeit ist, so wollen wir ein von Budan herriihrendes
Verfalren entwickeln, welches die Coefficienten der transformirten
Gleichung, f(a), f'(a), f” () ... mit Leichtigkeit finden Lisst. Was zu-
niichst den letzten Coefficienten f(a) betrifit, so ist dieser nichts ande-
res als das Resultat der Substitution von @ = « in das Gleichungspo-
lynom f(x), also nach §. 84, der Rest, welchen man erhilt, wenn man
fla) durch & — « dividirt, kann also dureh das dort gelehrte Horner'-
sche Divisionsverfahren leicht gefunden werden. Allein durch dasselbe
Verfaliren , auf die successiven Quotienten wiederholt angewendet,
ergeben sich auch die iibrigen Coefficienten, wie folgende Betrachtung
zeigt.

Fiihrt man in G1, (2), welche aus (1) dadurch entstanden ist, dass
x =y + a gesetzt worde, fiir y wieder seinen Werth @ — a ein, so
muss offenbar wieder die Gl. (1) zum Vorschein kommen. Es ist daher
die Gleichung:

i) (a) (x—a)® 4 fo=D(a)(x— a)" V4702 (a) (& — a)" 2 4 o +

+ £ (0) (@ — @ 4 £(@) (2 — a) + fla) = 0 3)
identisch mit der Gl (1), und jedes Resultat, das wir durch irgend
ein Verfahren aus (3) ableiten konnen, muss sich folglich durch das-
selbe Verfaliren auch aus (1) gewinnen lassen.

Dividirt man aber das Polynom (4), oder was dasselbe sagen will,
das Polynom der Gl. (1), durch (z — a), den sich ergebenden Quotien-
ten wieder durch (x — «), den dadurch erhaltenen Quotienten aber-
mals durch (x# — «) u. s. w., 8o sind, wie diess aus der Form des Po-
lynoms (4) sogleich erhellt, die bei diesen suecessiven Divisionen, (m=1)
an der Zahl, sich ergebenden Reste die Grissen:

F()y (@) £ (@), oo S ().

Wenden wir dieses Verfahren auf das obige Beispiel an, so haben
wir durch @ — 5 wiederholt zu dividiren; der Operationsfaktor ist
+ 5, und die Rechnung steht [§. 84.] so:

1, 44, —17 —98 42
4+ 3] 1, 49, 4358, 4 168, (4 864)
1, 4 14, <4 108, 4-(708)
1, 419, (4 203
1, (4 24)
1

1)



wo die eingeklammerten Zahlen die Reste sind. Somit ist:
Sla) =864, f'(a) = T08, f"(a) = 203, f" (a) = 24, f1"(a) = 1
und die transformirte Gleichung heisst:
Yt + 2493 + 20352 4 T08y + 864 = 0
wie oben.
Sollen die Wurzeln der Gl um @ vergrossert werden, so hat man
nur das Zeichen von « zu vertauschen. Um z. B. die Gleichung:
a3 — 2x — bxr 4+ 6 =0,
deren Wurzeln 4 1, — 2, 4 3 sind, in eine andere zu transformi-
ren, deren Wurzeln um 4 grosser sind, hat man durch @ 4 4 zu divi-
diren; Operationsfaktor ist — 4, und es kommt:
1, — 2 —5 48
—4] 1, —6, + 19,(—70)
Ly — 10; (4-58)
1, (— 14)
(1)

Die transformirte Gleichung ist somit @3 — 1422 4 592 — T0=0,
deren Wurzeln in der That 5, 2, 7 sind.

Mittelst dieser Transformation kann man aus einer gegebenen
Gleichung (1) irgend ein Glied wegschaffen; es geniigt hiezu, die
Grisse a so zu bestimmen, dass der Coefficient derjenigen Potenz von
x, welche in der transformirten Gleichung fehlen soll, = 0 werde.
Man wird daher diesen Coefficienten, indem man vorliufig e unbe-
stimmt ldsst, gleich O setzen und dadurch eine Gleichung erhalten,
welche den gesuchten Werth von « liefert. Mit Vortheil wird dieses
Verfahren jedoch nur auf das zweite Glied angewendet, da die Weg-
schaffung eines der folgenden Glieder die Auflisung einer hioheren
Gleichung erfordern wiirde, wie aus den Ausdriicken der Coefficienten
dieser Glieder sogleich erhellt.

Um nun das 2 Glied wegzuschaffen, hat man in GL (2) f =1 (a) =0
zu setzen, d. i. mit Riicksicht auf die Bedeutung von £ (a) [§. 86],
a aus der Gleichung m 4, @ 4 A, = 0 zu bestimmen, woraus

A,
a= ——r
m Ay
folgt, und endlich
A
=y — I
zu setzen. 20
Um z. B. obige Gleichung a3 — 2a* — dx 4+ 6 = 0 vom zwei-
ten Gliede zu befreien, hat man
A — 2

a = —

.

m Ay H]

2
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und somit:

D
=y + o
2
zu sctzen, d. i die Wurzeln um — zu verkleinern; man findet fiir die
)
transformirte Gleichung:
;07 o6
H e ? £ 2—_‘_ = U,
. 1 8 7 .
deren Wurzeln —, — —, — sind.
3 37 3

93. Die Gleichung:
fla) = Ay a™ 4 4y =1 4 Ay "2 4 ... + A,=0_ (1)

soll in eine andere transformirt werden, deren Wurzeln
amal so gross sind, als die Wurzeln der GL (1).

Ist wieder y das Symbol der Unbekannten in der transformirten
. . 4 oo ’ . ;
Gleichung, so0 ist y = ax, also a = 2. Wird dieser Werth in (1)
a
substituirt, so erhiilt man:
A 7 A, ym—1 4, ym—2 11,,“
oy o,y _i_i?_‘?f_. - i ¥ Am—1 Y + 4, =,

am a?u-1 um—'_ i
und wenn man mit ¢ multiplicirt:
A" yr:z +AI a .’/‘7"_1—{_‘42 a2 ym—z + e + Am—] anz*l Y + Am ab =10

als transformirte Gleichung, welche, wie man sicht, aus (1) entsteht,
wenn man die Glieder der GL. (1) der Reihe nach mit den Gliedern der
geometrischen Progression 1, «, «*, «?, ..... ™ multiplicirt, wobei
jedoch auf die etwa fehlenden Glieder der Gleichung Riicksicht zu
nehmen ist.
Mit Hiilfe dieser Transformation kann man das erste Glied der
GIL (1) vom Coefficienten 4, befreien, ohne dass dadurch die iibrigen
Coefficienten aufhiren, ganze Zahlen zu sein, indem man « = A4,
nimmt, weil dann siimmtliche Glieder der Gl. durch 4, theilbar werden.
Sind mehrere oder alle Coefficienten der Gleichung:
@ d "V 4 Ay a2 4 io + 4, =0
rationale Briiche, so kann man mittelst dieser Transformation eine
neue Gleichung ableiten, deren Coefficienten ganze Zahlen sind und
zwar so, dass der Coefficient der hichsten Potenz der Unbekannten
=1 bleibt. Wie aus (2) erhellt, wird diess immer erreicht, wenn
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man fiir die Grisse e das kleinste gemeinschaftliche Vielfache siimmt-
licher Nenner wiihlt, wiewohl in besonderen Fiillen schon ein kleinerer
Werth hiezu geniigen kann. Um z. B. die GL:

57 6
a3 — _g_ x 4 ﬁ _
[§. 92] von den Briichen zu befreien, setze man ¢« = 3 und hat sofort:
57 56
L
1 3 9 27,

somit 3 — 57y 4 D6 = O als transformirte Gleichung, deren Wur-
zeln daher 1, — 8, 7 sind, wie man sich leicht iiberzeugt.

Auch kann man hiedurch bisweilen die Coefficienten einer gege-
benen Gleichung vereinfachen, wie aus folgendem Beispiel zu erschen
ist. Die Gleichung:

b — 223 — 1222 4 1120 — 208 =0
transformire man in eine andere, deren Wurzeln die Hiilfte der Wur-

. . . . 1
zeln der gegebenen Gleichung sind; es ist also hier « = 5z setzen,

womit man xf — 23 — 3a? — 142 13 = 0 als transformirte GL
findet, welche der kleineren Coefficienten wegen leichter zu behan-
deln ist.

94, Aus GL (1) imvorigen §. eine andere abzuleiten,
deren Wurzeln die reciproken Werthe der GL (1) sind.

; 1 ot 1
Man hat hier y = — zu sectzen, folglich @ = —; fiihrt man
& ¥

diesen Werth in die GL. (1) ein, so erhiilt man, wenn man sogleich mit
™ multiplicirt:

Apy + Ay vy 1+ Adp sy 24 wiio + 4y + 4y =0,
welehe Gleichung die verlangte Kigensehaft besitzt, und wie man sieht,
aus der gegebenen Gleichung hervorgeht, wenn man die Coefficienten
in umgekehrter Ordnung aufeinanderfolgen lisst.

III. VvON DEN WIEDERHOLTEN WURZELN DER GLEICHUNGEN.

93, Da die Anwesenheit wiederholter oder gleicher Wurzeln in
einer Gleichung bei der Auflisung derselben Schwierigkeiten in den
Weg legt, so wollen wir uns nun damit beschiiftigen, Mittel aufzusu-
chen, um dieselben zu entdecken und aus der Gleichung wegzuschaffen.

Es sei ¢, eine der Gleichung :

Sl =" Ay a4 Ay a2 4 .4+ 4, =0 (1)
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pmal zukommende Wurzel, so ist identisch:

Sla) = (& — &))" Flx), (2)
wo F(x) das Produkt der iibrigen Wurzelfaktoren vorstellt, welche
wir als séimmtlich von einander versehieden voraussetzen wollen. Setzen

wir 2 4= § an die Stelle von «, so folgt aus (2) :
flo 48 =(x+ 85— a) Flz + ). (3)
Entwickelt man diese Gleichung, und zwar den Faktor:
{2 —m) + 8
nach dem binomischen Lehrsatze, die Funktionen /(x4 §) und Fla 4 4)
nach §. 86, so erhiilt man:

S@) 81 (@) + &f" (@) + oo + 0" F (x) =
={(m — )P+ ple—e)P7 V4. + J?’} {F(:r)-}—(? F'(z) 4+ ... 4

+ Sm—p F(m—p) (.’L‘)},

d. i. wenn man die Multiplikation im 2'" Theile ausfithrt und nach
Potenzen von § ordnet:

Sflx) + 8/ (@) + &7 (@) + oo = (2 — )" Fla) +
+ 4 {f’x — )" F'(z) + p (& — )1 Fr'm)}— + ...

Da diese Gleichung als eine identische fiiv jeden Werth von §
besteht, so miissen nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten
die Coefficienten der gleichnamigen Potenzen von § gleich sein; somit
hat man:

f@)=(x — a7 [p F(z) + (x — w) F'(z)], (4)
woraus man erkennt, dass dic erste abgeleitete Funktion f”(x) den
Faktor (@ — «;), p — 1mal enthiillt, aber auch nicht ifter, da der-
selbe der Voraussetzung nach in F(x) nicht vorkommt. Bezeichnet
man den in den eckigen Klammern stehenden Ausdruck mit ) (@),
so wird:

Fla)=(x — ) =1, F| (x). (5)

So wie aber diese Gleichung aus (2) entstand, eben so wird aus (5):
g 3

S (@) = (2 — o)’ Fy (x), hieraus
Sx) = (& — a)?~* Fy (), hierauns
S (z) = (x — oy)?4 Fy (), (6)
L0
u. 8. W, lr o
endlich S x) = (z — ¢). Fyy (), J

Flx) = Fy(x)
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sich ergeben. In diesen Gleichungen ist mit Riicksicht auf die Bedeu
tung von £ («):
Fy(z) = pF(x) + (2 — o)) F'(x)

somit: Fylx) = (p—1) F(z) + (x — o)) Fy (x)
Fy(z) = (p—2) F(z) + (& — @) Fy()
W 8. W.

Fpy(a)= 2Fps(z) + (x — &) F'p ()

Ip(a) = Fpy (@) + (@ — ) I py(2),
woraus folgt, dass, weil £'(z) den Faktor (z — ;) uicht enthiilt,
keine der Funktionen Iy (x), Fy(x), ..... Fp(x) diesen Faktor enthalten
kann.

Die Gleichungen (5) und (6) lassen somit erkennen, dass die der
gegebenen Gleichung f(z) =0 p mal zukommende Wurzel ¢, die Eigen-
schaft besitzt, simmtliche derivirte Funktionen, von /' (x) bis ein-
schliesslich zur (p — 1)%2 ) statt « gesetzt, anf O zu reduciren, d. h.
diese Wurzel ist auch Wurzel der Gleichungen:

S =10, 2) =0, " @)=0; i S@=D () =03
und zwar kommt sie der Gl f’'(x) = 0 (p —1)mal, der Gl f"(z)
=0 (p — 2)mal u. s. w. endlich der Gl. f/@=1(x) = 0 1 mal zu.

Die Gleichungen (2) und (5) zeigen, dass der Faktor (& — «;)?—!
ein gemeinschaftlicher Theiler der beiden Funktionen f(x) und f (z)
ist. Er ist aber auch der grisste gemeinschaftliche Theiler dieser
Funktionen. Diess wird bewiesen sein, wenn man zeigen kann, dass
dic beiden Funktionen F(x) und Fy(x) = pF(z) + (z — o) F' (=)
keinen gemeinschaftlichen Faktor haben, was wieder dann der Fall
sein wird, wenn die Funktion F'(x) und ihre Derivirte ' (x) eines sol-
chen ermangeln. Setzt man aber in den Gleichungen (2) und (5), p==1,
d. h. nimmt man an, dass die Gleichung f(x) = 0 keine wiederholten
Wurzeln besitze, so ist:

fl@) = (@ — ) Fla)
F@)= F@) + @—a) F ()

Hieraus sieht man, dass, wenn der Wurzelfaktor @ — ¢; der GL
f(x) = 0 nur einmal zukommt, dieser Faktor in der ersten derivirten
Funktion f'(x) fehlt. Da nun das Produkt F(x) der Voraussetzung
nach lauter verschiedene Faktoren enthiilt, so kann keiner derselben
Faktor von F' (z) sein; somit haben F(x) und 77" (z) keinen gemein-
schaftlichen Theiler.

Da nun alles, was wir bisher von der wiederholten Wurzel a,
gezeigt haben, von jeder andern der Gleichung f(x) = O mehrmals
zukommenden Wurzel gelten muss, so gelangen wir leicht zu folgen-

den Schliissen:
HERR, HOh. Mathematik, I. 10
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a) Jede der Gl. flz) = 0 pmal zukommende Wurzel «
erzeugt in der 15 derivirten Funktion f'(z) den Faktor
fie — )N

b) Die beiden Funktionen f(x) und f/(x) haben ausser
den von den gleichen Wurzeln herriihrenden Wurzelfak-
toren keinen gemeinschaftlichen Faktor.

Nehmen wir also jetzt an, die Gleichung f(z) = 0 besitze etwa
die Wurzel ¢, pmal, die Wurzel @y gmal, die Wurzel ¢y rmal, ausser
diesen aber nur ungleiche Wurzeln, so ist:

fl@) =(z—a) (@ — a)? (x — )" F()

J(@)= (& — )71 (@ — ag)? ! (& — gL Fy(x)
wo Fz) nud Fy(x) keinen gemeinschaftlichen Faktor haben. Sucht
man daher den grossten gemeinschaftlichen Theiler ¢(x) der zwei
{Funktionen 7(z) und f'(z) und setzt diesen = 0, so bietet die Glei-

chung:

glx) =(x — )~V (@ — ) ! (& — ag) "1 =0
simmtliche wiederholte Wurzeln der Gleichung /(z) = 0 und nur
diese dar.

Meistens wird die Funktion ¢ () von so niedrigem Grade sein,
dass es keine Schwierigkeiten hat, diesclbe durch Auflisung der Gl.
@(a) = 0 in ihre cinfachen Faktoren zu zerlegen. Hiitte man z. B.
glz) = a? — 3z 4 2 gefunden, so wiire ¢ () = (x —1) (@ — 2),
woraus man sofort schliesst, dass die gegebene GL die Wurzeln 1 und
2, jede zweimal besitzt. Ist aber das Polynom ¢(x) von hiherem
Grade, und iiberschreiten die Zahlen p, ¢, # oder auch nur eine der-
selben die Einheit, so bietet die Auflosung der Gl ¢ () = 0 dieselben
Schwierigkeiten dar, welche iiberhaupt die Anwesenheit wiederholter
Wurzeln mit sich bringt. Man kann aber leicht Gleichungen darstel-
len, welehe siimmtliche Wurzeln der Gl. £(z) = 0 nur cinmal oder
auch bloss die gleichen Wurzeln, jede nur einmal enthilt. Dividirt
man nimlich f(x) durch ¢ (x), bezeichnet den Quotienten mit  (2) und

setzt w () = 0, so crhiilt man die Gleichung:
wlx) = (@ — ) (@ — a) (@ — a3). F(x) =0, (7)

welche offenbar alle Wurzeln der Gl f(z) = 0, jede nur einmal
enthiilt. Socht man endlich den grissten gemeinschaftlichen Theiler
gy () der Funktionen g (z) und v (z) und setzt diesen = 0, so erhilt
man die Gleichung: .

o) =@ —a)@—wn) (@—aq)=0 (8)
welehe nur die wiederholten Wurzeln der Gleichung, jede nur
cinmal besitzt. Man kann auch noch y (@) durch ¢y () dividiren; der
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Quotient F'(x) = O gesetzt, giebt die der Gleichung nur einmal zu-
kommenden Wurzeln,

Der Ovdnungsexponent der Gleichung ¢y () = 0 ist, wiec man
sieht, der Anzahl der wiederholten Wurzeln gleich; es bleibt dann noch
zu entscheiden, wie oft jede derselben der Gleichung angehire. Wie-
woll es keine Schwierigkeiten hat, Gleichungen darzustellen, welchen
nur die zweifachen, nur die dreifachen Wurzeln u. s, w. der GL f(2)=0
zukommen, so ist es doch am einfachsten, diess durch unmittelbare
Versuche mit einem beliebigen Verfahrven zu entscheiden. Hat man
z. B. durch Auflosung der GL (8) e als eine wiederholte Wurzel
erkannt, so transformire man die Gl ¢ (x) = 0 in eine andere, deren
Wurzeln um ¢, kleiner zind; fehlen in der transformirten Gleichung
Endglieder, so kommt diese Wurzel der Gl. f(z) = 0 (4 4 1)mal zu.

Leider macht die sehr weitliunfige Rechnung , welehe mit der Auf-
suchung des grissten gemeinscehaftlichen Theilers ¢ (x) der Funktionen
Sla) und f (x) verbunden ist, wenn das Polynom f(z) von etwas hile-
rem Grade und die Coeflicienten grdssere Zahlen sind, die Anwendung
dieser Theorie sehr nnbequem. In praktischen Fillen kommt iibrigens
der Ifall gleicher Wurzeln nur selten vor.

I[V. UEBER DIE BERECHNUNG SYMMETRISCHER FUNKTIONEN DER
WURZELN.

96. Wir haben in §. 87 gesehen, dass die Coefficienten der
Gleichung:

a* + Ay et Ay a2 4 i+ A+ A4, =0 (1)
symmetrische Funktionen der Wurzeln ey, ¢a, ¢z, «... @, sind, und
zwar mit Anwendung der in §. 12 angenommenen Bezeichnung :
[1]=—4), [1, 1] =4y, [1,1, 1] =— 43, [1, 1, 1, 1| = 4, n.5. w.
also symmetrische Funktionen der niedrigsten Classe von der ersten
angefangen bis zur m'*® Ordnung.

Schon hieraus Lisst sich schliessen, dass sich auch andere sym-
metrische Funktionen der Wurzeln, ohne diese selbst zu ken-
nen, durch die Coefficienten der Gleichung werden ausdriicken lassen;
in der That kommt den algebraischen Gleichungen mit einer Unbe-
kannten folgende hichst merkwiirdige Eigenschaft zu:

Jede symmetrische Funktion der Wurzeln der Gl (1)
kann, ohne diese selbst zu kennen, dureh die Coefficien-

ten der Gleichung ausgedriickt werden.
10 *



Da bei irrationalen symmetrischen Funktionen offenbar die Aus-
driicke unter dem Wurzelzeichen rationale symmetrische Funktionen,
ferner bei gebrochenen symmetrischen Funktionen Zihler und Nenner
ganze symmetrische Funktionen sein miissen, so kinnen wir uns darauf
beschriinken, den Beweis des Satzes fiir ganze rationale Funktionen
zu fithren und wollen noch folgende Bemerkungen voranschicken.

1) Das Produkt zweier symmetrischer Funktionen ist wieder eine
symmetrische I"unktion. Denn seien U/, V die beiden Faktoren, ihr
Produkt = P; denken wir uns in den Faktoren irgend eine Vertau-
schung der Elemente vorgenommen und dieselben neuerdings multi-
plicirt; sei P’ das Produkt, so muss dieses = P sein, da die Fakto-
ren durch die vorgenommene Vertauschung der Elemente sich nicht
geiindert haben; anderseits muss offenbar P aus P durch dieselbe
Vertauschung hervorgehen, das Prodnkt P iindert sich also nicht
durch diese und eben so wenig durch jede andere beliebige Vertau-
schung, ist also symmetrisch.

2) Hieraus folgt, dass das Produkt einer beliebigen Anzahl sym-
metrischer Funktionen, mithin auch jede Potenz mit ganzen Expo-
nenten wieder eine symmetrische Funktion ist. Man iibersicht ohne
Schwierigkeit, dass eine solche Potenz von symmetrischen Funktionen
aus mehreren symmetrischen Funktionen bestehen wird, welche simmt-
lich von derselben Ordnung aber von verschiedenen Classen sein
werden.

Bilden wir z. B. die zweite Potenz der s. Funktion:

U= + a2 + o3

wir finden:

[1P=cf + B+ &+ 2 (g s + &y a3 + g 03) = [2] + 2 [1, 1];
es ist also [1]? durch die zwei sym. Funktionen [2] und [1, 1] ausge-
driickt, welche beide von der 2'® Ordnung sind, die zweite aber von
niedrigerer Classe als die erste. Eben so findet man fiir dieselben drei
Elemente:

P=(e + &+ ) + 3 (¢ 0 + o a3 + o) ap + ol o4
+ af o ) w) + by o
=[3]+3[2,1]+6[1,1,1].

Kehren wir nun zu dem Beweise unseres Satzes zuriick. Es sei:

U=[a,d; &; &, Ly k],
die durch dic Coefficienten der Gleichung auszudriickende sym. Funk-
tion, welche demnach aus Gliedern von der Form:

1 g gt gt e " ¥
bestehen wird; wir nehmen dabei an, dass die Exponenten a, b, ¢, d... %, k



149

ganze positive Zahlen, n an der Zahl, und in der Klammer nach ihrer
Grisse in absteigender Orduung geordnet seien, so dass & nicht grosser
als @, c nicht grosser als & u. s. w. sei. Bilden wir aus den ersten »
Coefficienten der Gleichung das Produkt:

P=(—A4))%? (45)° (— A3)*% (4% % rvere (£ Ay ¥ (F 40)* (2)
welches Produkt demnach eine durch die n Anfangscoefficienten der
Gleichung gegebene, be kannte Grosse ist.

Durch Substitution der Werthe von A4y, 4,, 43, ... 4, in das
Produkt (2) erhalten wir:
P=(wyFas .- )0 (g ot og g o) (g g g =0 )79

X (g ety vene ttneg F o) (g ety cee = oon)Ee

Um die Bildung dieses Produktes nach verrichteter Multiplikation
leichter zu iibersehen, betrachten wir zuerst irgend einen der Fakto-
ren, etwa den ersten; es ist:

(e + g 4 ag + oo + an)? = [1]" =y * +
+ (HTZ)) a® g + a3 + oo + am)

+ (“;b) %2 (ag + o3 + oo - om)?

+ ((r:)’—b) fl.la_b_s (ai + o3 + w + “m)s

+ (g + a5 + oo + an)*

oder nach weiterer Entwickelung derPotenzen von (eg 4= a3 4. 4 ¢, )

a—1b

[(1]¢F = g+ ( 1 ){a]“*F’"i o 4 e ey + }
+ (n?b) { @y 02 tzfj—l— oy 02 aj “+ .. }

a—10b

- :.’( 9 ) {(q“*b_'—' s g + o oy }
=+ (rz-;b){ il it 4w }

. S. W.

Wie man sieht, sind die Glieder siimmtlich von der Ordnung (a—2);
da ferner der Ausdruck symmetrisch ist, so miissen darin alle Glieder
vorkommen, welche durch Vertauschung der Grissen ey, oy, @z, - tn
aus den Gliedern ¢ “=%, &, =1 ey, ay""*"% ¢ . 8. w. hervorgehen,
folglich die diesen Gliedern entsprechenden sym. Funktionen, so dass
d emnach kommt:
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[1]t = [a— 8] + By [a—b—1,1] + B, [a—b—2,2] +
+ By [a_b_ng}]J
+ B, [a—6—38,3]+B;[a—b—38, 2, 1] +
+ Bg[a—8—3,1,1,1]
+ B; [a—b—4, 4] + ... ete.

Es ist daher der erste Faktor des obigen Produktes eine Summe
von mit gewissen Coefficienten behafteten sym. Funktionen, simmtlich
von der (a—>5)'*" Ordnung aber verschiedenen Classen, und es ist ins-
besondere

[a—b] = %" + w® " + 3" F oo F wn®0 (3)
jene der hochsten Classe.

Eben so liefert der 2'® Faktor eine Reihe sym. Funktionen von
der 2(b—c)'*® Ordnung und verschiedenen Classen, unter denen die
Funktion:

[b—cy b—c] = " " + " " + e + " wn (4)
jene der hichsten Classe sein wird u. s. w,

Der vorletzte Faktor liefert als sym. Funktion der hijchsten Classe

von der (n—1) (h—Fk)*® Ordnung:

R A S R o P o 1

+ A e gt T T A (6)

Endlich ist unter den symmetrischen Funktionen der nkt® Ord-
nung, welche aus dem letzten Gliede hervorgehen, jene

of of off o oty ok + o oF of s waiy iy F oo (7)
von der hichsten Classe.

Denkt man sich nun alle aus den einzelnen Faktoren des Produk-
tes P hervorgehenden Reihen symmetrischer Funktionen wirklich mul-
tiplicirt, so wird dieses aus einem Aggregate sym. Funktionen beste-
hen, welche siimmtlich von der Ordnung:

(a—b) 4+ 2(b—c) + 3(e—d) + 4(d—e) 4+ ... + (n—2) (g—h) +
+ 1) (h—k) +nk=a+bdctdt et .. +htl=r
und verschiedenen Classen sein werden; die sym. Funktion der hich-
sten Classe des Produktes muss offenbar durch die Multiplikation der
sym. Funktionen hichster Classé der Faktoren entstehen; wir erhal-
ten sie daher, wenn wir die Ausdriicke (3) (4), (5), .... (6), (7) mit
einander multipliciren; und da jede sym. Funktion dureh irgend eines
ihrer Glieder gegeben ist, so erhalten wir durch Multiplikation der
ersten Glieder der genannten Ausdriicke:

b d A k
g Oy eeee n—1 @&,

af oy o

1({

fiir das 15t Glied der sym. Funktion der hichsten Classe des Produk-



tes, welche demnach keine andere, als die gesuchte Funktion 77 ist.
Bezeichnen wir demnach die Summe aller iibrigen sym. IFunktionen der
niedrigeren Classen des Produktes mit S, so ist P = U 4+ S, woraus
Ug=P—S8

folgts hiedurch ist zuniichst erwiesen, dass jede ganze rationale
sym. Funktion der Wurzeln de® GL (1) ausgedriickt wer-
den kann durch eine gewisse Anzahl von Anfangscoef-
ficienten der Gleichung und symmetrische Funktionen
derselben Ordnung aber niedrigerer Classen.

Hebt man nun aus dem Aggregate sym. Funktionen § jene der
hichsten Classe heraus, so kann diese abermals durch Anfangscoeffi-
cienten der Gleichung und sym. Funktionen derselben Ordnung, aber
niedrigerer Classen ausgedriickt werden und man sieht leicht ein, dass
man auf diese Weise fortfahrend, endlich U durch eine gewisse An-
zahl Anfangscoefficienten der Gleichung und sym. Funktionen der
niedrigsten Classe ausgedriickt haben wird, welche letztere aber nichts
anderes als die Coefficienten selbst sind. IHiemit ist aber der aufge-
stellte Lehrsatz erwiesen,

Der Gang dieses Beweises lisst sich leicht an beliebig gewiihlten
Beispielen verfolgen. Man bilde z. B. die durch das Symbol [2, 1]
dargestellte sym. Funktion der Wurzeln ¢y, gy coor @, der GL (1), Hier
ista=2,b=1,¢c=d=..=1§% =0; n = 2; wir haben daher
das Produkt P = (— A,)?~1 (4,)'° zu entwickeln. Es ist aber:
(—d)- y=(+aatat..ta)metagt.. oot

=a} o + & a3+ oo + g+
+ o oy 03 + .-

Man iibersicht auf der Stelle, dass in diesem Produkte keine an-

deren Glieder vorkommen kinnen, als solche von der Form ¢ e, und
oy @y g und zwar jedes Glied der 15" Form nur einmal, jedes der
letzteren dreimal; da nun die Summe aller Glicder von der Form: o« oy
nichts anderes ist als die Funktion [2, 1], die Summe der Glieder von
der Form: oy ¢y ¢y aber die sym. Funktion [1, 1, 1] bildet, so ist:
— 4. 4, =12,1] 4+ 3[1, 1, 1],
folglich, da [1, 1, 1] = — A ist:
[2, 1] = 34; — 4, 4,.

2tes Beispiel. Man suche den Werth von [4], d. i. der Summe

der 4te Potenzen der Wurzeln. Wir haben:

a—_—4,b:—c:....—k—i),nzl,

somit das Produkt P = (— A;)% zu entwickeln.



(AP =( + @ + &3 + . + ) =
= {“z + 4o + i o ]~’
+ 204 0o + 2«1 g+ 20503 + . J
Olme die weitere Potenzirung vorzunehmen, lehrt cine leichte
Ueberlegung, dass man erhilty,

Glieder von der Form ¢} jedes 1mal
- g = - 4 -
. = = = gl - 6 -
- - - deyey - 12 -

. == wjegyege, v 24 -y

somit:
(—A)t=[4]+ 4 [3, 1]+ 6 [2, 2] + 12 [2, 1, 1] 4 24 [1,1,1, 1],
woraus:
[ =41 —4[3,1] —6[2,2] —12(2,1,1] — 24 [1, 1, 1, 1]
folgt. Auf dieselbe Weise findet man:
aus dem Produkte (— 4;)? 4,: [3, 1] = A3 4, — 2 [2, 2] —
—5[2, 1,1] + 12 [1,1,1,1]
= = C (— Al)o A3 = A3: |2, 2]=A§~2[2,1,1]—
—6[1,1,1,1]
S # (— 4y) 42 (—dg)=(—4y) (— 45): [2,1,1]
=A] 113 — 4 [1, 17 1.’. 1];
endlich ist [1, 1,1, 1] = 4;; somit hat man nach sueccessiver Sub-
stitution:
[4] = At — 442 4, + 245 + 44, A, — 44,

97. Aus dem Gange des Beweises im vorhergehenden §. erhellt,
dass in den Ausdruck einer sym. Funktion U der »'** Ordnung nicht
mehir als die ersten » Coefficienten der Gleichung: 4,, 45, ... 4, ein-
gehen kinnen, da die folgenden A4 ... bis 4,, schon sym, Fuuktio-
nen hoherer Ordnungen sind.

Hieraus folgt, dass wenn zwei Gleichungen von glei-
chem oder verschiedenem Grade die » ersten Coefficien-
ten gleieh haben, alle maiglichen sym. Funktionen der
Wurzeln von der 15 bis einschliesslich zur »* Ordnung
fiir beide Gleichungen einerlei Werth haben.

Von besonderer Wichtigkeit sind die Summen gleichnamiger Po-
tenzen der Wurzeln mit ganzem Exponenten (Potenzsummen), welehe
dureh die Symbole [1], [2], [3] u. s. w. bezeichnet sind.
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Jede beliebige sym. Funktion der Wurzeln lisst sich
durch blosse Potenzsummen derselben ausdriicken.
Denn sei U== [a, b, ¢, d, .... k, k] eine beliebige sym. Funktion
der 7' Ordnung, somit @ 4 & 4+ ¢ 4 ... 4+ &k = » und » die Anzahl
der Exponenten in der Klammer, so besteht dieselbe aus Gliedern von
der Form: '

a3

a b e h
o o) of [ e

1 %z G e By
bilden wir aber das Produkt:
P=[a] [1] [] oo [A] [£]
S S S
B =a + & 4+ &+ o+
[l =af + o + «§ + o + a2

. u. 8. W.

wo

so werden, wie leicht cinzusehen, in dem Produkte die Glieder

atbtet i+ — @ b oc k

o = o und af @l wf s al,

somit auch die entsprechenden sym. Funktionen vorkommen, so dass
wir die Gleichung haben:

[a] [8] [e] «ee [A] [K] = [r] 4 [@) &, €, dy o by k] + 8,
woraus folgt: ‘

U= [a, b, ¢, d, .. by k] = [a] [0] [¢] ... [4] [£] — [r] — S,
wo S ein Aggregat von anderen sym. Funktionen derselben Ordnung
ist, auf welche nun dasselbe Verfahren wieder angewendet werden
leann.

Beispiel. Es ist die Funktion [3, 2, 1] durch Potenzsummen
auszudriicken.  Zun diesem Zwecke entwickeln wir das Produkt:

BRI ]=(+ e+ a3+ ...) (X + a2 + a3+ .) (e 4 e, + ag =+ .0)

= 4+ & o, + « “ + e A T R M
und haben somit, da Glieder einer anderen Form nicht entstehen kin-
nen, jedes Glied von der Form «} «3 aber sich zweimal bildet:

(B][2] [1]=[6] 4+ [5, 1] + [4,2] + 2[3, 3] + [3, 2, 1],
woraus:

[3,2 1] = [3] [2] [1] — [6] — [5, 1] — [4,2] — 23, 3] (m)

folgt. Ferner ist:
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Bllll=( + & + ..) (&, + &y + ....) = o + ok A TR

[4][2]= (et +« +aj+ ) (@ a4+ o) =af+ ab i +....

somit: [4, 2] = [4] [2] — [6];
BlBl=E@+&+ad+ . 2=+ +20 3+ .. =
= [6] + 2[3, 3],
somit:
2[3, 3]= [3] [3] — [6];
folglich, wenn man in (i) substituirt:
[3,2, 1] = [8] [2] [1] — [5] [1] — [4] [2] — [3]¢ + 2(c].
Der folgende §. wird uns die Mittel liefern, die Potenz - Summen
der Wurzeln mit Leichtigkeit zu berechnen. *

98, Multipliciren wir die Gleichung:
Aga™ 4 Ay 2™ 4 Ay 2™2 4 Ay 2" 34 ... + Apy x +
+ 4, =0, (1)
deren Wurzeln ap, @y, gy ..o @ sein migen, mit =, so erhalten wir:
Ay ™7 A4y 2™t 1 4y amtr 2 L A 2" A, 27 =0. (2)
Die Wurzeln dieser Gleichung werden dieselben sein, wie jene
der GI. (1); durch Substitution derselben in (2) erhalten wir daher die
identischen Gleichungen: ’
Ay o™t Ayt Ayt 4 + 4"t 14 4, 0] =0
A g™t Ape™ N Ay ™t 2 A A e Ay @l =0

Ay, ™7 = Ay ey Tl A, A TV Al =0

durch deren Addition sich folgende Gleichung ergiebt:

Ag[ma-r]4 A [m4r—1]4 [m+r—2]F .. + Ay [r+ 1] +
+ 4, [r] =0, ¢Y;

welche sofort in rekurrirender Form die sym. Funktion [m 4], d. i.

die Summe der (m 4 r)*" Potenzen der Wurzeln darbietet, wenn die

Werthe der niedrigeren Potenzsummen bis zur »** herunter gegeben

sind.

Setzt man in (I) » = 0, o0 erhiilt man, da

[0] =« + « + S + «l) =m

ist:
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Ag[m] 4 Ay [m—1] 4+ Ay [m—2] + 43 [m —3] 4+ ... +

+ 4y [1] 4+ m 4, = 0. (I1)
Diese Gleichung liefert [m], d. i. die Summe der m'" Potenzen der
Wurzeln der GL. (1) vom ='® Grade, wenn die niedrigeren Potenzsum-

men gegeben sind, so dass es also nur noch auf diese ankommt.
Setzt man nun in (II) der Reihe nach m = 2, 3, 4, .... so erge-
ben sich Ausdriicke, welche der Reilie nach die Summe der 2ten, 3ten,
4ten . Potenzen der Wurzeln von Gleichungen bezichungsweise des
gten 3, 4n . Grades darstellen, deren Coefficienten vom ersten
angefangen, der Reihe nach mit jenen der Gl (1) iibereinstimmen,
welehe Ausdriicke aber nach dem im Eingange des vorigen §. Gesag-
ten auch allgemein fiir die GL.(1) gelten miissen. Substituiren wir also

in (I) der Reihe nach 1, 2, 3, 4, ... m statt m, so erhalten wir:

A4y (1] + 4, =0
4o [2] + 4 [1] + 24, =0
4 [3] + 4 [2] + A (1] +34; =0
4 [4] + 4 [3] + 4, [2] + l |+ 44, =0 (1)
U 8. W,
Ao [m] + 4) [m—1] + 4, [m—2] + ..... + Ay [1]
+ m*d,, =0

aus welchen Gleichungen die Funktionen [1], [2], [3] u. s w. succes-
sive berechnet werden konnen. An die letzte derselben schliesst sich
unmittelbar die Gl (I) an, wenn in derselben fiir » der Reihe nach die
Zahlen 1, 2, 3 .... gesetzt werden. Die Formeln (III) sind unter dem
Namen des Newton'schen Satzes bekannt.

99, Lassen wir die Cocfficienten der Gleichung:
dyam 4 Ay a4 Ay a2 s + Az 4y =0 (1)
in umgekehrter Ordnung aufeinanderfolgen, so sind nach §. 94 die
Wurzeln der neuen Gleichung:
Ay am G Apq a1 4 Ay 5 22 4 0. + 4 2+ 49y=0 (2)
die reziproken Werthe der Wurzeln der Gl. (1), somit:
1 1 1 1

? ? k)
4] g oty O

oder auch:

ol ap, gl e wa Tl
Wendet man daher die Formeln des vorigen §. auf die Gl (2) an, so
geben dieselben unmittelbar die Summen der reciproken Potenzen,
oder der Potenzen mit negativen ganzen Exponenten der
Waurzeln der Gl. (1). Bezeichnet man diese daher mit:
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1 1 1 1
[—1l]l=—4+—F+—F i+ —=u '+ s '+~ +
] 5} 3 U
+ e + aa" 1,
1 1 1 1
— 2 =-_2+_d+'_2+ ....+—2=(£1¥2 + (L2M2+(t3_2 +
(tl “2 (13 “,

+ ... + anE,
so gehen die Formeln (11I), (II), (I) in folgende iiber:

Ay [— 1] 4+ dpy = 0
Ay [— 2]+ 4oy [— 1] + 245 =0
A [* 3] + Ay [; 2] + An—s ['— 1] + 34n3 =0
u. 8. W.
Ap [—m] + Ay [—(m—1)] 4+ Ap_s [—m—2)] 4+ ... +
+ 4 [—1] 4+ mAd4,=0
Ay [— (7)) dpey [— (m+r—1) |+ Au—s|— (m4-r—2)] +
+ e+ A4 [— O+ )]+ 4o [—r]=0, "'
welehe zur Berechnung der Werthe der Summe der reciproken Poten-
zen der Wurzeln der Gl (1) dienen. .

V. AUFLOESUNG DER ALLGEMEINEN GLEICHUNGEN DES DRITTEN UND VIER-
TEN GRADES, DER RECIPROKEN UND BINOMISCHEN GLEICHUNGEN.

100. Unter allgemeinen Gleichungen verstehen wir solche, deren
Coelficienten 4y, Ay, ... 4, allgemeine, durch Buchstaben vorgestellte
Zahlengrissen sind. Die Wurzeln derselben sind nothwendig Funktio-
nen der Coefficienten und es besteht das Problem der Auflisung einer
solchen Gleichung in der Herstellung eines geschlossenen Ausdruckes
von der Form:

x = f(Ay, Ay, Az, .. Au)
welcher jede der m Wurzeln aus den Coefficienten finden lisst. Da
man aber im Allgemeinen nicht angeben kann, welche von den m Wur-
zeln man haben will, so muss obiger Ausdruck nothwendig die Eigen-
schaft haben, simmtliche Wurzeln zu liefern, wozu erfordert wird,
dass dieser Ausdruck . verschiedener Werthe fihig sei. Ein Beispiel
hiezu giebt uns die schon aus den Elementen bekannte Gleichung des
aten Grades: x? 4 4, x 4+ 4; = 0, fiir welche man:
xr = — é -+ ﬁ — Ao
2 4 2



findet, ein Ausdruck, welcher, da jede Quadratwurzel sowohl positiv
als negativ genommen werden kann, sofort beide Wurzeln der Glei-
chung darbietet. Solche Wurzelformen lassen sich jedoch, nach Ruf-
fini's und Abel's Untersuchungen, nur noch fiir allgemeine Gleichun-
gen des 3*® und 4'*® Grades aufstellen; und allgemeine Gleichungen,
welche den 4'*® Grad iibersteigen, gestatten nur in besonderen Fillen
eine weitere Behandlung, wo schon aus dem Baue der Gleichung ein
Schluss auf die Natur der Wurzeln gezogen werden kann, wie z. B.
bei den reciproken, binomischen, trinomischen und einigen anderen
Gleichungen.

a) Gleichungen des dritten Grades.
101, Jede Gleichung vom dritten Grade (cubische GL)hat gehs-
-rig geordnet die Form =% 4= 4) a2 4 4y & 4 43 = 0 .... (1) und
lisst sich durch Wegschaffung des zweiten Gliedes, indem man:

r=y ——

3
setzt, auf die Form: %
¥+ry+¢=0 (2)

. . . A . .
bringen; die Wurzeln dieser Gleichung, jede um ?1 vermindert, sind

sofort die Wurzeln der GL. (1).
Um die Gl (2) aufzulisen, setzen wir y = u 4 », wo v und v
noch unbestimmte Grossen bedeuten. Man hat nun:
yd=ud 4 3u2v 4 3uww? 4 3 = 3w (v + v) + ud 4 23,
oder wenn man statt « 4= » wieder y schreibt:
y3 — Suvy — (ud 4 v3) =0, (3)
eine Gleichung, welche mit (2) von gleicher Form und von welcher
eine Wurzel = » -+ » bekannt ist. Bestimmen wir nun, was immer
moglich, die Grissen » und » so, dass (3) mit (2) identisch wird, so
haben wir hiemit auch eine Wurzel der GI. (2). Zu diesem Zwecke
setzen wir:
Buw = —p, ud + 3= —gq;

aus der ersten dieser Gleichungen folgt » = — welcher Werth

i
3u’
in die zweite substituirt, die Gleichung :
p3
6 3 —-—=20
ub 4 qu 27 (
liefert. Diese Gleichung vom 6! Grade lisst sich aber nach Art der
quadratischen Gleichungen auflisen und giebt zuniichst :
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ud =

~ L+ L+ L,

3. R s
. q v PR
% ”“l/_?il s T o5

folgt. Substituirt man ferner diesen Werth von w in die Gleichung
v3 = — ¢ — u3, so kommt:

N VP v

u[-::'

woraus:

s ist daher mit l{iicksicht auf die GL. y = u + v:

VoeiVer Vo Ve o
VgV g V- Vg
‘ 2 * 4 o 27 + 2 4 + 27

eine Wurzel der GL (2), wo wir von dem doppelten Zeichen nur die
oberen beibehalten haben, da die unteren dasselbe Resultat geben.
Digser Ausdruck, welcher unter dem Namen der Cardan’schen For-
mel bekannt ist, liefert aber in Folge der Vieldeutigkeit der darin
enthaltenen Cubikwurzeln sdmmtliche drei Wurzeln der GL (2),
wie sogleich gezeigt werden soll.  Setzt man:

_ 4 l/or »3 l/y- 7*’ —B
_)+ T+FT ?

3 3, - . ) y oo
sohatman: y = p4 + pB. Nun ist aber, wenn man Kitrze halber

- V-~ T
I + V=3 _ e, folglich — Il— ¥

3 3
setzt, und die arithmetischen Werthe von y A und /5 mit ¢ und & be-
zeiclnet, bekanntlich [§. 51 und 52]:
?A =a, yYB=25

wi wh

w?h

w2

3 3
so dass sich also durch Combination dieser Werthe von }'4 und y' B,
9 Werthe fiir y ergeben, von welchen jedoch nur jene Wurzeln der GI.

O .t o 3 3 ) .
(2) sind, fiir welche das Produkt wy = y 4. p'B reell wird, wie es
obige Gleichung 3uv = — p verlangt. Beriicksichtigt man daher, dass
o und ¢? imaginir sind, 3 = — 1 aber recll, so erhilt man fiir die

drei Wurzeln der Gl. (2) folgende Werthe:



159
n=a=4+ b, 3, = wa 4+ «*; y = c*a + «b. (5)

102. Um die Beschaffenheit dieser drei Wurzeln kennen zu ler-
nen, miissen wir drei Fille unterscheiden.
g pd : s g ;
1) Ist oy + 97 > 0 also positiv, so sind 4 und B, also auch

« und & reelle Grissen; die Gl (2) hat daher, wie aus (5) zu ersehen,
in diesem Falle 1 reelle und 2 imaginiire Wurzeln.

2 3 3
2) Ist ©- + ___u sowidd=B=—1 o=t = — V‘ﬁ

somit
3 4 3
I,
=—2l/-é',y-: =y =— (e + «?) l/g=+ l/%,

in diesem Falle sind daher alle drei Wurzeln reell und zwei davon ein-
ander gleich, deren Zeichen mit dem Zeichen von g iibereinstimmt,
und jenem der dritten Wurzel entgegengesetzt ist.

3) Ist =— j + o7 < 0, also negativ, so werden 4 und B, somit

aunch a und b imaginiir und es erscheinen daher siimmtliche Wurzeln
unter imagindrer Form; da jedoch die Gleichung, weil von ungerader
Ordnung , eine reelle Wurzel haben muss, so miissen sich wenigstens
in einer der Wurzeln die imaginiiren Bestandtheile aufheben; es lisst
sich aber leicht zeigen, dass in diesem Falle alle drei Wurzeln reell
sind. L

Es sel niimlich y; == w die in diesem Falle nothwendig existirende
eine reelle Wurzel, so ist die GL. (2) dureh y — e theilbar und der
Quoticnt = 0 gesetzt, liefert die zwei andern Wurzeln. Man erhiilt
aber als Quotienten 2 4 yw 4 p 4 2, und somit aus der GI.:

¥+ yw 4+ p 4+ w?=0:

Yimsiamiomiep ]/ . U"'“*]’» = 7 W= l/—"—‘ h==

oder, wenn man Kiirze halber — T w? — p = k setzt:
1 ; 1 s
Y= — 5w -+ Vk, Yy = — Oy w — 'l/!.',
wo sich nun leicht zeigen Lisst, dass £ eine positive Grisse ist und daher

auch diese beiden Wurzeln reell sind. Denn di w eine Wurzel der
GIl. (2) ist, so hat man w3 4+ pw + ¢ =0, woraus ¢ = — w? — pw,
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: 1 .
oder weil p = — % w? — kist, ¢ = S & w3 4 wk folgt. Mit
diesen beiden Werthen von p und ¢ wird nun:

s Tegr=— Rt Pt ’LJ
3 1 2 2
— e A | L .
i { gt =gk }

2

1 2
Hieraus folgt, dass, da der Faktor {? w?— 9 k } wesentlich

3
positiv ist, das Zeichen von £ jenem der Grisse % + gi_, entgegenge-

setzt und folglich positiv ist, wenn, wie im jetzigen Ialle, die Grisse

o -|— emen negativen Werth hat.

Es sind also alle drei Wurzeln reell und die cardan’sche Formel,
welche sie in imaginirer Form giebt, wird in diesem Falle (dem casus
irreducibilis der iilteren Algebraisten) zur Berechnung derselben
unbrauchbar. Selbst im ersten Falle ist ihre Anwendung zur Berech-
nung der reellen Wurzel, der mithsamen Wurzelausziehungen wegen,
hichst unbequem. Durch Einfiihrung von trigonometrischen Funktio-
nen Lisst sich derselbeu eine zur Rechnung bequemere Gestalt geben,
wobei wir nur den 1'® und 3'® Fall zu betrachten haben, da im 2ten
die Wurzeln schon unter sehr einfacher Form erscheinen. Da, wie
leicht einzusehen, bei positivem p immer der erste Fall, bei negativem
aber der 1ste oder 3t Platz greift, je nachdem der Zahlenwerth von

2_ < oder >

von p unterschelden.

ollen wir im Folgenden nach dem Zeichen

103. I. p positiv. Bringen wir den Ausdruck (4) auf die Form:

‘ _L] q 4 p g 4 p3
Jl_l/ + l/1+‘)7q-+V 2V1'2‘ )J(G

und setzen wir, da die Grisse gf—z — jedes positiven Werthes fiihig ist :

4 p3 iy
ﬁt‘F:tgqﬁ, ()

so erhalten wir aus (Gj, wenn wir zugleich fiir % den aus (7) folgen-
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den Werth: cotg ¢ ]/ einfiihren und heachten, dass )1 +tggpi=

Y = l/?_’ lb/l - cos g l/ 1 4+ cos r;(]
1 3 sin g sin g
. 37 1 3
= l/]; []/ tgj q — ]/('utg 3 q] y

somit, wenn man noch:

1
V te 5 ¢ =tgw (8)

setzt

/p / p [sin w? —cos w?
= 5 |tgew—cotgy =l | | =
i ] 3 [ = ® 1!] 8 [ sin w cos v

9 ]/p' cos 2 ap
o © 3 Tsin 2w’

= - cotg 2w. (9)

—: )

Hat man daher aus (7) und (8) die beiden Hillfswinkel ¢ und w
berechnet, so findet man aus (9) die veelle Wurzel der GL (2): die zwel
andern sind in diesem Falle imaginiir und da jetzt

ist, so findet man fiiv dieselben nach Gl (5) die Werthe :

-"/2}: ]/L’ [cotg 2y =+ cosee 2y ¥ —3] =
Wz 3 o
: - —_
=—T"i/1 +]/p. cosec 2y J—1 (9%)
]J
II. pnegativ und — -|— 27 0.

Die Gl (2) hat jetzt, wenn p den Zahlenwerth des Coefficienten
von y bezeichnet, die Form:

ybh—py + ¢g=0
und es ist:

3 5
3 73
”‘=l/_ l/ 4/!_,_]/_1__9‘ 1_}_1} ,
2 27 ¢ 5 g 27 2

Herr, HOD, .\iathematlk s L. 11




aus der Relation fi:u_ > 0 folgt aber 3- p ;< 1; setzen wir also:
4 p3 . \

— = sin ¢? 10

27 g g (10)

. . he. g ' ¥
so wird, wenn wir noeh fiir %— den aus (10) folgenden Werth:

1 /p3
sin g 27
einfithren:
fpr-3 3
5= — l ']Z} [ 1—cosq l( 1+ cos q]
i sin g sin ¢
P 3 1
= ]/ 3 [Vfg-— ¢+ ;/cott 59 (]
Setzt man noch:
3 1
Vg o=tgy (1)
s0 kommt:
o " p [sin w? 4 cos w?
= l/ [t5 v+ cotg ] l/ [ sin w cos v ]’
d. i L g
y = — 2 cosec 2y l/]_:, ; (12)
)

Fiir die beiden imaginiren Wurzeln findet man:
-7/2}; /8 [cosec 2y + cotg 2w Y —3]= —--"‘-"Jl =+ yp.cotg 2w ¥—1
Y3 7

111. Sei endlich p negativ und ‘f + < 0, welche An-

nahme dem irreduciblen Falle entspncht, Iassen wir wieder p den
Zahlenwerth des Coefficienten der ersten Potenz von y in Gl. (2) sein,
wodureh dieselbe wie in 1L die Form:

¥—py+q¢=0

erhiilt, so konnen wir den Ausdruck (4) auf die Form bringen:
! (=]

3
_l/ U pd V’?q- l/ psV’f 7
y= 2 4 p? 4p3

Da jetzt —‘. < 1, so setze man:
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27 ({2_. " a5
% .;:-5—[05 q (13)

q /]_,:i . . T
wodurch - = cos g l 57 wird, und der Ausdruck von y in fol-

genden:

1 e L 1/ . L
Y= — '/1; (cos ¢ — F—1sinq)s — l/ i:— (cosq + V—1 sing) 3
iibergeht.  Wendet man hieraunf die Moivre’sche Binomialformel an

[§. 49. GI. 3], so kommt:

=T A
y= — l/}*‘ [ms 1 (¢ + 2ra) — V' —1sin 3 (g + Za'n)]
51 O

- 7 R
- l/" ": [(‘os l, (¢ + 2rz) 4+ ¥V —1sin (@ + :-2:-n)]
) )

&

d. i. nach Aufhebung der imaginiiren Glieder:
/ p 1
y=—2 l/ -{TL‘OS = (¢ + 2ra)
(3 )

wo r eine belicbige ganze Zahl bedeutet. Man erhiilt aber siimmtliche
verschiedene Werthe, deren dieser Ausdruck fiihig ist, wenn man fiir
r: 0, 41, — 1 substituirt, und hat daher fiir die drei Wurzeln der
Gleichung folgende Werthe:

q

5
)

. .,,' )
o= — 2 l,f’ { cos

/ i
Yo = — 2 ]/" 4 08 ({rI e 12”“) =9 l L_)- cos (‘l‘— — 6( J")
«) \ o) ) .

A \
Yy — — 2 l/ ‘% COs (% —_— 12““) = '_)l/ {; ¢O8 ( ‘:’s + U“U) :

welche demnach, wie schon oben gezeigt wurde, siimmtlich reell sind.
Beispiele. 1. Die gegebene Gleichung sei: «? 4 22 — 5 =0,

s0 ist p =2 also positiv und die Rechnung steht nach den Formeln
(7), (8), (9) in L so:

11*



log —f}’- = 9,8230087

]Ogl/ {; = {l,!)llf|543

3
lg(V’;) = 9,7358630

2 :
log — = 9.6020600 =
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Zur Bereclmung der imaginiiren Wur-
zeln hat man:

log p = 0,3010300
log y/p = 0.1505150
log cosec 2w = 0,1102648 »

lg y/p cosec 20 = 0,2607793 n

q somit nach (9%):
log tg ¢=9,3379230n
¢ =—12017'0,"36 :J'zlz— 0,664134 + 1,822971 V' —1
) Ck
%—_—_ 6 830,18
q .
log tg §=9,031b3.‘)1 i
log tg w=19,6772784 n
= —25126"15,"47
2 = —50 52 30, 94
lgeotg 2y =9,9103016 n
log %:0,911%43
log 2 =0,3010300
log(—ax) =0,1232859 a
2, =+ 1,328269
2) Es sei die Gleichung: =3 — 4a? — 22 + 1 = 0 gegeben;

. s paqe . 4
setzt man, um das 2'° Glied wegzuschaffen, » =y + 3

, 80 erhilt

p
s

man als transformirte Gleichung:

5 22 . 2
Y — — _——— ==
SRSl
da
22
I) — 37

negativ und:

so findet hier der dritte Iall statt und die Reclinung ist folgende :
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log % = 0,3881802 log :’BV-};— = 0,4951201
- 3 . 1
log l/% = 0.1940901 log cos = 9,8915765
1) AR — 1 ;
log 7) = 0,5822703 log cos (¢ —60) = 9,9696387
(3]
¢ 9912040 1 ) :
log 5 =0,2813940= log cos (_—}q - uo) = 9,1858484 n
log cos ¢ = 9,6491237 » log (— y) = 0,3366966
@ = 116°28"24," 44 log 75 = 0,4647588
1 log 4y, = 9,6R09685
T o= 3849 28,15 OBl == RRtbRe
1 . - .
’_’;’ (}"""(I“U= 21 10 -')1, 20
g -
3 @ 600= 98 49 28, 15
Y = — 2,436108  endlich wegen & = — 1,102775
ya = + 2,915807 x=y 4+ %7 xy = =+ 4,249140
o
Yy = — 0,479699 x5 = + 0,853634
4) Gleichungen des vierten Grades.
104, Zum Behufe der Auflosung der Gl. des vierten Grades:
at 4 Ay ad+ Ay a? + Ay x + Ay =0
schafle man zuerst mittelst der Substitution @ = y — ii' das zweite

Glied weg, wodurch man eine Gleichung von der Form:
w4+ t+agt+r=0 (1)

A . : . :
erhiilt, deren Wurzeln um Tl vermindert, dic Wurzeln obiger Glei-

chung geben. Man setze nun:

Jy g=t+utv, (2)
so wird y2 = ¢* 4 w2 4 v? 4 2 (tu 4 tv 4 wv), und wenn man noch-
mals quadrirt:
yh= (2 4+ w2 4 v9)2 4 4 (2 4 v 4 0¥ (tuw + v + w) +

+ 4 (Cu? 4= 202 4 u?) 4+ Btue (t4u-v);

substituirt man diese Werthe von #* und y* in (1), so kemmt:
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(2424022 4 (P24 202 4 w2e?) - p (2 4 w2 4= v2) 4 rl
+ [4(22 4 12 4 02) + 2p| (tu 4 tv 4 wv) =0 (3)
+ (Rtur 4 q) (t + u—+v)

Da die drei noch unbestimmten Grijssen 7, u, © erst an eine in (2)
ausgesprochene Dedingung gebunden sind, so ist es gestattet, deren
noch zwei anfzustellen, wofiir wir folgende:

424wt 4 08+ 2p=0, Rtuo 4+ q¢q=0
wiililen, aus welchen Gleichungen
t2+u?+r'-’=~z—)~ ..... (4) 22uvi==-....(H)
folgen; hiedurch geht (3) iiber in:
114" + 4 (2 4 20  uy?) — ’fz' + =0,

woraus man:
2 — 4y ‘
= (6)
16
findet. In Folge der Gleichungen (4), (5), (6) sind nun [§. 87| die
Grossen £2, u?, v* die Wurzeln der cubischen Gleichung:
" P 0 =dr e -
23 ey C— el (¢
+ 2 + 16 G4 ’ )
welche nach dem vorigen §. aufgelist werden kann. Findet manz,, 2,2,
als Wurzeln derselben, so ist:

t=+ Yz, u=F yYzn, v=1= )y

2 4 22 4 ut? =

und somit :
y=*Fya+ yatys.
Macht man nun alle moglichen Combinationen der Zeichen, so

erhiilt man folgende 8 Werthe fiir y:

n=—yz— 1/52 — ¥z Y= l/~'1 + l/:z + ]/5;;

=" l/31 + V= + }/-73 (8) e |/~'1 ‘]/-‘2* Yz (9)

p=+Va—yatys B=—ya+tya—ys

n=+va+ya—ya w=—Va—ya+yzs
welche zu je vieren in zwei Partieen so zusammengestellt sind, dass
das Produkt fuv in jeder Partie dasselbe Zeichen erhiilt, wie es die

. . s
oben aufgestellte Bedingungsgleichung : tuy = — —é verlangt, welche

zeigt, dass das Produkt zur negativ sein muss, wenn in (1) ¢ positiv
ist, und umgekehrt. Das System (8) stellt daher die 4 Wurzeln der
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Gl (1) dar, wiihrend das System (9) die Wurzeln der Gl.:

v —a+r=0
enthiilt. Dass wir hier die Wurzeln dieser heiden Gleichungen zugleich
erhalten, hat darin seinen Grund, dass beiden Gleichungen dieselbe
reducirte Gleichung (7) zugehirt, da diese nur das Quadrat von ¢
enthiilt.

¢) Reciproke Gleichungen.

105. Gleichungen von der Form:

' Ay a4 L Ayt A e+ 1=0 (1)
in welehen das letzte Glied dem Coefficienten des ersten Gliedes gleich
ist und je zwei vom ersten und letzten gleichweit abstehende Glieder
gleiche Coefficienten haben, heissen reciproke Gleichungen. Sie
haben die Eigenschaft, dass wenn « eine Wurzel derselben ist, auch

der reciproke Werth

eine Wurzel der Gleichung davstellt. Denn

setzt man in (1) @ = «, so hat man identisch:

@ Al Ay @ Ay e A e+ 1 =05 (2)

i 1 . it
substituirt man aber @ = -—, so erhiilt der erste Theil der Gleichung
(¢4

den Werth:

St A A e A 2 Ay

oder wenn man mit " multiplicirt und dividirt:

(—;}: (4 Ay a4 Ay a2 4 e + Ay 2 + A 1),
welcher in Folge von (2) ebenfalls = 0 ist.

Die Gleichung (1) verliert iibrigens, wie leicht einzusehen, diese
Bigenschaft nicht, wenn simmtliche gleichnamige Coefficienten ent-
gegengesetzte Zeichen haben, nur muss in diesem Falle, wenn sie von
gerader Ordnung ist, das mittlere Glied fehlen, weil dasselbe sonst
gleichzeitig positiv und negativ sein miisste, was ungereimt ist.

Jede reciproke Gleichung von ungerader Ordnung hat die Wur-
zel — 1 oder 4 1, je nachdem dic gleichnamigen Coefficienten mit
gleichen oder entgegengesetzten Zeichen versehen sind. So haben die
Gleichungen:
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O Ayt Ayat Ay F1=0

at — Ay et Ayt Ayt — Ay 4+ 1 =0
die Wurzel — 1; den Gleichungen:
- Adat Ay — Ayt — Ay —1=0

und

und

2 — At Ay — Ayt Ay — 1 =0
entspricht hingegen die Wurzel 4 1, wie man sich durch Substitution
leicht iiberzeugt., Jede reciproke GL von ungerader Ordnung ist daher
durch @ =4 1 oder z — 1 theilbar und setzt man den Quotienten = 0,
so hat man ecine neue Gleichung von gerader Ordnung, welcher alle
iibrigen Wurzeln zukommen und die demmach wieder reciprok ist.

Da wir also jede reciproke Gl von ungerader Ordnung durch
Division mit & 4 1 oder # — 1 auf eine solche von gerader Ordnung
zuriickfithren konnen, so haben wir uns nur mit letzteren zu beschiif-
tigen. Sei demnach :

¥ Ayt Ayt L Ay A4+ 1=0. (3)
eine reciproke Gl von gerader Ordnung ; dividirt man dieselbe durch
™ und nimmt je zwei Glieder mit gleichen Coefficienten zusammen,
so erhiilt man:

(= 4 )+ 4 (& +—_) + g a4 ﬁ:) + ot

1y . ‘ 1
+ a2 +5) F dumi (2 + )+ 40 =0 @)
@£ a@
Man setze nun:
1 ;
— =] (£
TPy (5)
1 .
so lassen sich alle Binome von der Form «" + = durch y rational
ausdriicken; denn es ist:
e 2 g 1 v r—1
(“"+;;-)”=(“"+;-7~ o )=t gk e
folglich:

e+ Do (e ),

ik
woraus zugleich erhellt, dass der Ausdruck von z" 4- = nach y vom

rten Grade sein wird, da die Gl (5) nach y vom 152 Grade ist. Setzt
man in der letzten Gleichung der Reihe nach »r =1, 2, 3, .... s0
erhiilt man:
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1
firr =1: 2 4+ — =y — 2,
aZ=

; 1 ;
- r= 23 &'J‘k;lﬁ:(yg—2)"7-")':.7/";—"33/‘

W4

: 1 . : 5
-~ re=di @t S =t — 8yl g — (B —2)=p' — " + 3,
X
M. 8¢ W.

Entwickelt man also diese Binome bis zu jenem:
1
e ) —
a4 zm?
und substituirt ihre Werthe in (4), so erhiillt man cive Gleichung vom
ate" also halb so hohen Grade, als die gegebene GL (3) war. Las-
sen sich die m Wurzeln derselben, yy, #s, -vo. v, linden, so liefert fiir
jede dersclben die GL (5) zwei zu einander reciproke Werthe von a,
néimlich:
_y Ve y— V4 2 .
r = S E— wind @£y = — == — — - ((l)
- . y+Vy—14

wodureh die 2 Wurzeln der GL (3) gegeben sind.

Man kann demnach reciproke Gleichungen bis zum 9" Grade
allgemein auflosen.

Beispiel. Es sei die reciproke Gl. vom 7' Grade gegeben:

27 — 220 — gl — 23 — 20 4 1 =0
da die mit gleichen Coefficienten versehenen Glieder gleiche Zeichen
haben, so ist — 1 eine Wurzel dieser Gleichung. Durch Division mit
@ =+ 1 erhiilt man:
@b — Jad 4 Jat -— 4ad 4 Ba? — Bx 4+ 1 =0, (ez)

oder durch a3 dividirt:

(.:-3 o %3) s J (1’3 +ll) +3 (r 4 %)—4:0.

I

1 3 ; .
woraus, wenn x + — == y gesetzt wird: y* — 3y* 4+ 2 = 0 folgt;
€Z
dieser Gleichung entsprechen die Wurzeln:,
9

n=—1lLp=+4+1Lyp=+2,
mit welchen man aus (6) folgende 6 Wurzeln der Gl («) erhilt:

i s B 14 y/—3 240
J'l —— ——?J/__;’ ‘T‘J=-_.—)' 3 _1':,:—:‘J—=1
2 2 2 i
“3_'TV_;;7 '“""TV_,;? *6 :,’-|-U_



d) Binomische und trinomische Gleichungen.

106. Jede Gleichung von der Form:
™ + as=0 (1)
heisst eine binomische Gleichung. Eine solche Gleichung lisst sich
immer auf die einfachere:

2® = T =0

m
bringen, indem man » = = Va setzt, daher wir uns nur mit dieser zu
beschiiftigen haben. Betrachten wir zuerst die Gleichung:

2 —1=0 (2)

"
so hat man, weil aus derselben z = I/-}- 1 folgt, mit Riicksicht auf
Gl 7 §. 50, sofort:
2kn 2kn

po— —_— s W — o
s=cos 5~ + Y—1 sin e (3)

welcher Ausdruck simmtliche m Wurzeln der Gl (2) darstellt, wenn

man darin statt & der Reihe nach die Werthe 0, 1, 2, 3, .... bis %

m— 1 . ; "
oder — — setzt, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Die a. a.

0. entwickelten Ausdriicke (8) und (1) stellen diese Wurzeln in beiden
Fiillen dar.
Die, zwei conjugirten Wurzeln der Gl. (2), wic:
cos ﬁ‘;_r 4+ J—1 sin oy und cos 2a_ l/: sin Alem
m m i m
entsprechenden Wurzelfaktoren:
2kn 27 2k

— 2k —
s —cos — — V1 sin === und z — cos — 4 Y'—1 sin —
m m m "

ceben, mit cinander multiplicirt, das reelle Produkt:

22— 2z C()S&-f-l, (4)

H
aus welchem Ausdrucke siimmtliche quadratische Faktoren des Bi-
noms :* — 1 hervorgehen, wenn man fiiv & obige Werthe der Reihe
nach setzt, wobei jedoch zu bemerken ist, dass fir K= 0, fiir wel-
chen Werth (4) in 2 — 2z 4+ 1 = (¢ — 1) (z — 1) iibergeht, der
Faktor z — 1 nur einmal zu setzen ist, weil die Wurzel 4 1 der Gl.

, . . . . 2kn .
(2) nur einmal zukommt, da in (3) fir £ = 0, sin =— =0 wird. Aus
m



. " m
demselben Grunde ist, wenn m gerade, aus dem fiir k = 3 aus (4)

entstehenden Ausdrucke 22 4 2: 4+ 1= (2 + 1) (z + 1), der Faktor
(z 4 1) nur einmal zu nehmen. Man hat daher:

fiir m gerade:

1= (c—1)(a+1)(z*

2 4
2z c-os—’z +1)(22—2zco08 —)f +1) < ...

e D (22— 22 cos -

Fiir m ungerade:

7+ 1). ()

.

2 dn
am —1=(z—1)(s2— 2zcos *mf +1)(2—2z cos—w} + 1)

mn—1

D (22— 2z cos

x4+ 1) (6)

107, Eben so hat man fiir die Gleichung:
4 1=0 (7)

-
wenn man beachtet, dass aus derselben z =V —1 folgt, mit Riicksicht
auf Gl. (11), §. 51, sogleich:

\

7+ ¥ —1 sin )—+77 (8

24k
PPx )
m
wo fiir & der Reihe nach die Zahlen O, 1, 2, .... bis :é, —1 oder "iz-l—

zu setzen sind, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Die Aus-
driicke (12) und (13), §. 51, stellen in beiden Fillen die m Wurzeln
der Gl. (7) entwickelt dar.

Je zwei conjugirte Wurzelfaktoren liefern hier den reellen qua-
dratischen Wurzelfaktor :

2

z2 — 2z cos

1
a4+ 1

und es ist daler fiir ein gevades m:
m1=(:2—2zc0s +1)(22—2z 005 = 4-1)(:2—22008 — 41)><....
n imn m

W< (22— 22 cos w1

74 1) (9)
und fiir ein ungervades m: ™ 41 =
(z41) (s2—22 (0\—-+| j(22—2z co~,——|—1 22— 2 005— + 1) <
—2
veer O (22— 2z co8 = z+1) (10)

m



Die Ergebnisse dieser beiden §§. lassen sich nun leicht auf die

L
allgemecinere Gleichung (1) itbertragen, indem man alIenthalbel;zl/a an
die Stelle von z setzt.

Anmerkung. Will man den Werth von ‘it/':o-l nochnicht als bekannt
voraussetzen, so gelangt man zur Auflosung der Gleichungen zm+ 1 =0
auf folgende Weise. Man setze:

z =1 (cos ¢ + Y—I sin ),
welche Form den unbekannten Wurzel unserer Gleichung jedenfalls zu-
kommen wird, und suche » und ¢ so zu bestimmen, dass dieser Werth von
z der gegebenen Gleichung Geniige leiste. Substituirt man denselben zu
diesem Ende in die Gleichung 2 — 1 = 0, so erhiilt man:
it cos g — 1 4 Y 1. #m sin myg =0,
welche Gleichung, da » von 0 verschieden sein muss, in folgende zwei zer-
fillt :
Mo Cos niyp — 1=0.. () sin me =0 .... (,‘:')

Aus () folgt sogleich mg = ha; beriicksichtigt man jedoch, dass in

Folge der GL (1) cos mq positiv sein muss, so kann n¢ nur ein gerades Viel-

faches von z seiny wir haben daher mg = 207, nnd hiemit ans («), » = 1,
somit:
e — 2
e oy v = 4+ V—1 sin =5,
i

weleher Ausdruck sofort die m Wurzeln der Gl 27— 1 =0 darbietet, wenn
man darin der Reihe nach m = 0, 1,2, ... m — 1 setzt und aus den in §. 50
angefithrten Griinden mit (3) iibereinstimmt, — In gleicher Weise lisst sich
die GL zm 4+ 1 = 0"behandeln.

108, Aus den Wurzelformeln (3) und (3) der Gleichungen:

2" 4 1 =0 crsicht man, dass je zwei conjugirte imaginire Wurzeln
zu einander reciprok sind. Denn bezeichnet man Kiirze halber den

2%+ 1

1

2z L . —_— ,
Bogen —— oder 7 mit 6, sosind cos () 4 V—1 sin @& und
1

cos () — J—1 sin @ zwei conjugirte Wurzeln; es ist aber nach der
Moivre'schen Formel :
1 1
lcos@4)—1sin)~!  cos G —)—1sin @’
In der That erhilt man auch reciproke Gleichungen, wenn man
die Gleichungen, 2" —1 = 0 und z” 4+ 1 = 0 durch ihve reellen
Wurzelfaktoren z2—1 oder z—1, oder z--1 dividirt.

cos ) 4 }/;1 sin )=

109. Die sogenannten trinomischen Gleichungen haben die

Form:
1.2:« + pxm + (1 = O (l)



und lassen sich ebenfalls durch Kreisfunktionen allgemein anflisen.
Man erhiilt daraus zuniichst:

™ =_£+ ]/]i__i(j:

. s o e 2 .
ist nun ]Z — ¢ >0, die Wurzelgrosse somit reell, so hat man nur

110( ll die billOllliS(!llB (;leic]l“l]‘g:
Pt f P — ]//])L_I ) 0
i ( 2 4 f i

aufzulosen. Ist aber i < 0, obige Wurzelgrosse also imaginir,

welcher IMall ¢ positiv voraussetzt, so setze man zur Vereinfachung :
2m

@ [/q, wodureh GL (1) in folgende iibergeht :
z2m i ,L it + 1 =U,
Va
indem das zweite Glied sowohl positiv als negativ sein kann: diese
; : ; Z .
Gleichung verwandelt sich, wenn man VL=2 cos () setzt, in folgende:
q
#4208 (. 2" 4 1 =0.
Betrachten wir zuerst die Gleichung :
2# — 2¢08 (). 2" 4+ 1 =20 (2)
und setzen:
» (cos ¢ 4 ¥ —1 sin q);
dieser Werth in (2) substituirt, giebt:
2 e08 qu — 27" cos ) cos mg + 1 4 V—i (=™ sin 2mg
— 29" cos @ sin mg) =0,
welche Gleichung in folgende zwei zerfillt:
¥ cos 2mg — 2r™ cos @ cos mg 4+ 1 =0 (e)
™ osin 2mgp — 2 cos @ sin mp = 0. ()
Aus (2) folgt nun, wegen sin 2mgp = 2 sin mgp cos mng:
cos @
CcOSs )H.(f = T

somit auch:
. N cos (-2
cos 2mgp =2 cos myp? — 1 =2 = I
welche Werthe in () substituirt: 72 = 1, somit » = 1 gehen. Hie-
2kx 4+ A

mit wird cos mgp = cos @, woraus mqp == 2kz + @, alsog= =



folgt. Setzt man endlich die gefundenen Werthe von » und ¢ in den
Ausdruck von z, so erhiilt man:
+ 6

578 C o 2
s ..-.L”—i() + l/fl sin L
i m

z2 = CO

als Ausdruck fiiv die Wurzeln der GL (2), in welcher statt & alle Zah-
len von O bis m — 1 zu setzen sind.
Fiir die Gleichung:
22 4 2¢08 Q.2+ 1=0

erhiilt man auf demselben Wege:

7. C - BYA
y csL’Lﬂ?Li.Q g Gt Yt @
7 it

VI. AUFLOESUNG DER NUMERISCHEN GLEICHUNGEN,
“

0. Sind dic Coefficienten 4;, 4y, .... 4, einer Gleichung:
f(:(_) = 2™ 4 Al m—1 e A2 a2 4 -'T A, =20 {1)

in bestimmten Zahlen gegeben, so heisst die Gleichung eine num e-
rische oder Zahlengleichung. Das Problem der Auflisung die-
ser Gleichungen ist von jenem der Auflisung allgemeiner Gleichungen
wesentlich verschieden. Bei diesen ist man darauf angewiesen, For-
meln zu suchen, welche die Wurzeln der Gleichung als Funktionen
der Coefficienten gebens ist es aber gelungen, auf diesem Wege eine
Wurzel zu finden, so sind damit auch alle gefunden; denn da wir kein
Mittel besitzen, die verschiedenen Wurzeln einer solchen Gleichung
zu individualisiren und der Analysis eine bestimmte Wurzel und
gerade nur diese abzuverlangen, so antwortet sie uns dadurch, dass
sie in Einer Form alle Wurzeln giebt, wenn diess iiberhaupt mit
Hiilfe der bekannten Funktionen maglich ist. — Die Wurzeln von Zah-
lengleichungen hingegen sind wieder hestimmte reelle oder imaginiire
Zahlen, und man ist, wie wir sehen werden, immer im Stande, da-
dureh, dass ‘man jede Wurzel in beliebig enge Grenzen einschliesst,
die Stelle in der natiirlichen Zahlenreihe anzugeben, welche die ver-
schiedenen Wurzeln einnehmen und auf diese Weise eine bestimmte
Wurzel, die wir suchen wollen, zn bezeiclmen. Dann bietet die Ana-
lysis aber auch mehr als ein Mittel dar, diese bestimmte Wurzel zu
finden. Mit dieser wichtigen Aufgabe werden wir uns nun beschiifti-
gen und dabei uns auf die Bestimmung der reellen Wurzeln beschriin-
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ken, da die Berechnung der imaginiiren Wurzeln mehr ein bloss theo-
retisches als praktisches Interesse hat.

HI. Man kann immer voraussetzen, dass die Coefficienten der
Gl (1) rationale Zahlen sind; denn wiiven einige davon irrational, so
miissen  dieselben zum Belufe der Auflisung niherungsweise durch
rationale Briiche ausgedriickt werden, was bekanntlich immer mit be-
liehiger Genanigkeit moglich ist. Sind aber die Coefficienten rational,
g0 kann man mittelst der in IIL. gelehrten Transformationen jede Gl
vom m'*" Grade auf die Form der obigen Gleichung (1) bringen, wobei
simmtliche Coefficienten ganze Zahlen sind und jener
des ersten Gliedes =1 ist,

Bei dieser Beschaffenheit der GL (1) kdnunen die reel-
len Wurzeln derselben nur ganze oder irrationale Zah-
len nieht aber rationale Briiche sein.

Denn wiire @ = % eine Wurzel der GL (1), wo p und ¢ ganze
Zahlen bedeuten, welche keinen gemeinschaftlichen Faktor besitzen,
80 miisste:

) i

sein, d. h. wenn man mit ¢”—! multiplicirt:

})m—l

+ A2 + Syaave + A;uﬁl ]7;‘+ Am =0

)ll! i .
]7"' Ay pr Tl Ay p g + Ay p" Bt
+ Auy g A A "1 =0,

was ungereimt ist, da ein Bruch gegen eine Summe ganzer Zahlen sich
nicht anfheben kann.

N2 Sind « und & zwei Zahlen, welche in das Glei-
chungspolynom f(x) substituirt, Resultate f(«) =+ 4 und
Sf(b)= — B mit entgegengesetztem Zeichen erzeugen, so
liegt zwischen ¢ und 4 nothwendig wenigstens eine reelle
Wurzel der Gleichung fla) = 0.

Denn da [§. 86] f(x) eine stetige Funktion von @ ist, so kaun die-
selbe, wiihrend @ von « bis & sich stetig dndert, von dem Werthe
fla) = + A4 zu dem Werthe f(/) = — B nicht iibergehen, ohne alle .
zwischen 4+ A4 und — B liegenden Werthe zu durchlaufen ; unter die-
sen befindet sich aber auch der Werth O3 folglich muss zwischen «
und . & ein Werth von @ liegen, fiir welchen die Funktion f(z) verschwin-

det, d. h. eine Wurzel der Gl 7(x) = 0.
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Wie leicht einzusehen, kann £(a) bei dem Uebergange von 4 A
zu — B oder umgekehrt, auch 3,5, ... (2e=4 1)mal durch O gehen,
so dass also unter der genmch'ten Voraussetzung zwischen ¢ und 4
auch 3, 5 w s. w. iiberhaupt mehrere Wurzeln, aber in ungerader
Anzahl liegen kinnen.

Haben aber f(a) und f() gleiche Zeichen, so liegt zwischen
« und & entweder keine oder eine gerade Anzahl von Wurzeln.

Anmerkung. Zu demselben Ergebnisse fithrt die geometrische Be-
trachtung der der Gleichung y = f () entsprechenden Curve. Ist niimlich
3= flay=+=4 A, y = f(h)= — DB, so liegen die den beiden Abscissen v =«
und @ = & entsprechenden Punkte der Curve auf entgegengesetzten
Seiten der Abseissenaxe, weil die zugehiérigen Orvdinaten 4 4, — 12 ent-
gegengesetzte Zeichen haben; daher muss die Curve auf ihrem Zuge von
dem einen dieser Punkte zum anderen die Abscissenaxe mindestens ein-
mal schneiden, doch kann diess auch 3, 5, ... 2n 4 [)mal stattfinden;
jedem Durchschnitte entspricht aber eine Wurzel der GL. f(r) = 0. Haben
hingegen die beiden zu den Abscissen @ und 4 gehtrigen Ordinaten f(a),
Sy gleiche Zeichen, so liegen die beiden entsprechenden Punkte der
Curve auf derselben Seite der Abseissenaxe, und die Curve fithrt von einem
dieserPunkte zum andern, entweder ohne dic Axe zu schneiden, oder wenn
diess geschieht, in einer geraden Anzahl von Punkten,

113, Bei der Berechnung der reellen Wurzeln einer Gleichung ist
die Kentniss von Grenzen, innerhalb welcher diese Wurzeln liegen
miissen, von Wichtigkeit, da man dadurch oft viele unniitze und miih-
same Versuche erspart.

Unter der oberen und unteren Grenze der positiven Wurzeln
versteht man zwei Zahlen, von denen die erstere grisser als die grisste,
die zweite kleiner als die kleinste positive Wurzel ist, wobei es wiin-
schenswerth ist, dass das Intervall dieser Grenzen das miglichst
Kleinste sei.

Zur oberen Grenze der positiven Wurzeln gelangt man auf fol-
gendem von Newton angegebenen Wege. Man transformire die gege-
bene Gleichung mittelst der Substitution @ = y 4 @, wo « eine noch
unbestimmte Zahl bedeutet, in eine andere:

y* SO (@) g SO (@) g2 e () y o+ fla) =0,
deren Wurzeln y = o — « siimmtlich um die Zahl « kleiner sind als
die Wurzeln der vorgelegten Gleichung. Wihlt man nun die Zahl «
50, dass die Coefficienten f(a), (@), ... @~V (a) der transformirten
Gleichung simmtlich positiv. werden, so entspricht dieser Gl keine
positive Wurzel, weil sie keine Zeichenwechsel hat und der gewiihlte
Werth von ¢ muss demnach grissser sein als jede positive Wurzel der
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gegebenen Gleichung. Die kleinste Zahl a, welche die genannten
Funktionen simmtlich positiv macht, ist demnach die obere Grenze
der positiven Wurzeln.
Um die untere Grenze zu erhalten, transformire man die gegebene

Gleichung mittelst der Substitution » = — in eine andere, deren grisste

positive Wurzel offenbar der reciproke Werth der kleinsten Wurzel
der gegebenenyGleichung ist.  Sucht man nun auf die eben gelehrte
Weise die obere Grenze 4 der positiven Wurzeln der transformirten
Gleichung, so ist offenbar —} kleiner, als die kleinste Wurzel der ge-
gebenen Gleichung und demnach eine untere Grenze.

Die Grenzen der negativen Wurzeln verschafit man sich dadureh,
dass man die gegebene Gleichung = indem man — o an die Stelle von
« setzt, in eine andere transformirvt, deren Wurzeln das entgegenge-
setzte Zeichen haben und fiir diese Gleichung: nun die Grenzen der
positiven Wurzeln sucht, welche sofort mit entgegengesetzten Zeichen
genommen, die Grenzen der negativen Wurzeln der gegebenen Glei-
chung sein miissen.

In der Regel geniigt es, fir die untere Grenze der positiven so-
wohl als negativen Wurzeln die Null zu nehmen.

Beispiel. Sei die Gleichung:

Sla) =t 4 623 — T6a? 4= Sl 4 294 =0
gegeben, so hat man:
Sfla)= a' 4 Ga3 — T6a* 4 3la 4 204
Flay= 4a? — 13a¢* — 152a 4 31

Sa) = 6a? 4+ 18¢ — 76
Sfla)=H4a 6
und man findet nach wenigen Versuchen « = 6 fiir den kleinsten

Werth, welcher diese Funktionen simmtlich positiv macht; es ist da-
her 6 die obere Grenze der positiven Wurzeln.  Durch dasselbe Ver-
fahren, anf die Gleichung der recip_mken Wurzeln:

2040 4 31y — T2 4+ Gy + 1 =0

1 . <ge v
angewendet, findet man —- als die obere Grenze der positiven Wurzeln

dieser Gl., somit 2 als die untere Grenze der pos. Wurzein der gege-
henen Gleiehnng. Mittelst der Gleichung:

Fl— ) =2t — B3 — Tbx? — 3l 4 204 =0
erhilt man endlich — 1 und -— 13 fiir die beiden Grenzen der negati-

ven Wurzeln.
Herr, Hdh, Mathematik, T.
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14, Das eben erklirteVerfahren zur Exfindung der oberen Grenze
der positiven Wurzeln kann man auch in der Art ausfiihren, dass man
die Wurzeln der gegebenen Gleichung sucecessive immer um Eins
vermindert, bis man auf eine transformirte Gleichung mit durchaus
positiven Gliedern kommt; die Anzahl der vorgenommenen Transfor-
mationen ist offenbar die gesuchte obere Grenze. Wendet man dieses
Verfahren auf die Gleichung des obigen Beispiels an, so erhiilt man
als transformirte Gleichungen der Reihe nach:

14+ 10 — 52 — 99 4 256 (1)

14+ 14 — 16 — 169+ 116 (2)
1 4 18 4+ 32 — 1556 — 54 (3)
| 4 22 4+ 92 —-33 158 (4)
I 4+ 26 4 164 4221 — 76 (5)
1+ 30 o4 248 4 631 4 336 (1)

wo nur die Coefficienten angesetzt sind und die eingeklammerten Zah-
len anzeigen, um wie viel Einheiten die Wurzeln der nebenstehenden
Gleichung kleiner sind, als die der gegebenen. Die 6! Gl hat nur
positive Glieder, folglich ist 6 die obere Grenze der positiven Wurzeln.
Dasselbe Verfahren, auf die Gl. f(— x) = 0 angewendet, liefert die
obere Grenze der negativen Wurzeln.

Ist die obere Grenze eine grissere Zahl, was bei einiger Uebung
leicht erkannt wird, so kann man, um die Anzahl der vorzunehmen-
den Transformationen zu verringern, nach einem griisseren Intervalle
fortschreiten.

Dieses Verfahren bietet einige Vortheile dar. Da die letzten von
a freien Glieder der transformirten (ileichungen nichts anderes sind,
als die Resultate der Substitution der Zahlen 1, 2, 3 w s. w. in die
gegebene Gleichung, so ist offenbar » eine Wurzel der Gleichung, wenn
das absolute Glied der »t*" transformirten Gleichung = 0 wird. Man
erhiilt also dadurch unmittelbar die rationalen Wurzeln. — Aus demse]-
ben Grunde geben sich aus den Zeichenwechseln der letzten Glieder
irrationale Wurzeln zu erkennen [§-198], welche zwischen zwei auf-
einanderfolgenden ganzen Zahlen in ungerader Anzahl liegen. So hat
obige Gleichung eine positive Wurzel zwischen 2 und 3, eine andere
zwischen 5 und 6. — Wird endlich ein mittleres Glied einer transfor-
mirten Gleichung = O und haben die zwei Nachbarglieder gleiche
Zeichen, so hat diese, somit auch die gegebene Gleichung imaginire
Warzeln [§. 91].

Es ist iibrigens einlenchtend, dass man durch successive Vermin-
derung der Wurzeln eciner Gleichung immer nothwendig zuletzt eine
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transformirte Gleichung mit lauter positiven Gliedern erhalten muss,
da die Zahl, um welche die Wurzeln vermindert werden, immer so
eross gewithlt werden kann, dass siimmtliche reelle Wurzeln sowohl,
als auch die reellen Theile aller imaginiiren Wurzeln negativ werden
und daher das Gleichungspolynom nur mehr Faktoren von der Form
(e 4 «)und (& + p — ¢ }/——1} (e4+p+qV :)= (x + p)2+4 ¢
enthiilt, die offenbar keinen Zeichenwechsel hervorbringen kinnen.
Daher konnen auch bei den obigen successiven Transformationen wohl
Zeichenwechsel verloren gehen, aber keine gewonnen werden, und
man kann folgenden Satz aussprechen:

Sind p und ¢ zwei beliebige Zahlenund ¢ > p, so kann
die Gleichung flx 4+ ¢) = 0 nieht mehr Zeichenweehsel
haben, als die Gleichung:

Sl + p) =0,
wo f(x 4+ p) =0 und flx 4+ ¢) = 0 zwei Gleichungen sind, deren
Wurzeln beziehungsweise um p und ¢ kleiner sind, als die Wurzeln der
Gleichung flx)==0.

5. Wenn fiir jeden Werth von.e > ¢ das Gleichungspolynom
einen positiven Werth erhiilt, so kann nach §. IQ)Q?L zwischen ¢ und
4+ »o keine Wurzel liegen und es ist daher ¢ eine obere Grenze der
positiven Wurzeln. Nach §.16, / kanm man daher den Werth g—=24, 4 1
immer als eine obere Grenze der positiven Wurzel nehmen, wenn A4,
den Zahlenwerth des griossten negativen Coefficienten der Glei-
chung bezeichnet, indem der Fall oftenbar der ungiinstigste ist, wenn
alle auf das erste folgenden Glieder mit diesem grissten negativen
Coefficienten behaftet sind.  Nur ist diese Grenze hitufig viel zu gross.
Fiir obiges Beispiel wiirde sie = 77 werden.

Eine genanere Grenze evhillt man in den meisten Fiillen, wenn

%
man ¢ = 1 4 ¥ 4, nimnt, wo wieder A, der Zahlenwerth des griss-
ten negativen Coefficienten ist und & die Anzahl der Glieder — die

ctwa fehlenden mitgezihlt — bedeutet, welche dem ersten negativen
Coefficienten vorangehen. Es wird hiebei noch vorausgesetzt, dass
der Cocfficient der hochsten Potenz von @ die Einheit sei.
Denn es sei die vorgelegte Gleichunyg :
_f'l\;(:) =" + A. a1 + e — A;.- ah—k i Af_.+| pm—k—1 i e +
+ A =0,
in welcher 4, ™% das erste negative Glied ist, und A4, der Zahlen-
werth des grissten negativen Coefficienten sein soll; so wird offenbar

f(x) fiir alle Werthe von @ positiv, fiir welche:
z*
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an >A pin—k + e -ir—1 + + lq

d. 1. —  gm—kl
g A, e o
P — 1
ist. Diese Bedingung wird aber erfiillt, wenn man
—  gu—k
,_,.w> A, A .
==1
d. i.

(¢ — 1) a* ’>1

setzt, folglich um so mehr, wenn man (& — 1) (e — 1) =1 > A, oder:

o _— k
(fx—1f >4 dhae>14+FV A,
nimmt. Hiemit wiirde man fiir obiges Beispiel 1 4 )/ 76 = 9. 7 oder
10 als obere Grenze finden.

Das Aufsuchen der rationalen Wurzeln.

116, Sind die Coefficienten der Gleichung:

a4 Ay o=t 4 Ay a2t 4, 4+ A, =0 (n
ganze Zahlen und der Coefficient der hichsten Potenz der Unbekann-
ten = 1, so kionnen |\. l‘l] die rationalen Wurzeln wieder nur ganze
Zahlen sein, welche sich, da das letzte Glied 4,, das Produkt simmt-
licher Wurzeln ist, unter den Faktoren von 4., vorfinden miissen. [U'm
dzher die rationalen Wurzeln der Gleichung aufzufin-
den, wird man das absolute Glied 4, inseine einfachen
und zusammengesetzten Faktoren zerlegen und diese,
sowohl positiv als negativ genommen in die Gleichung
substituiren: jene. welehe die Gleichung identiseh ma-
chen, sind Wurzeln derselben.

Hiebei bleiben selbstverstiindlich jene Faktoren ausgeschlossen,
welche ausserhalb der oberen Grenzen der positiven und negativen
Wurzeln liegen.

Diese Versuche werden bequem nach folgendem von Newton her-
rithrenden Verfahren vorgenommen. Es sei « eine rationale Wurzel
der GL (1), also eine ganze Zahl, so hat man, wenn man « statt «
substituirt und zugleich transponirt. identisch:

A, =— Adpyae—Apse®— A,y &® — csc. — 4 @V — u”,
folelich, wenn man durch « dividirt:
Ay

= == .1mﬂ| —'—Amf.l 14 *744.»1-;; u'-f — seises T Al @2 — “3"—1;

(1
da der Voraussetzung nach sowohl die Coefficienten als auch « ganze
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¥ . Am. . ’ . .
Zahlen sind, so muss auch — eine ganze Zahl sein; setzt man dicse
«

= B, so folgt aus der letzten Gleichung:

By + A,y

14

=— Ay_y — Apg 00 — oo — Ay 3 — ("8

Bl + Am—l
(“

aus obigen Griinden ist nun anch eine ganze Zahlj be-

zeichnet man sie mit By, so hat man ferner:

By4+ A4, . : .
=20 TR A e — Ay @V — @3,
[{4
B; Ay . ; . 5 .
sodass ameh 2t A58 oo ganze Zahl sein muss. Fihrt man aut
14

diese Weise fort, so gelangt man endlich zu einer Gleichung:
L S

= — Al — (t,
({4

(wo B,y cine ganze Zahl), aus welcher man schliesst, dass auch
i’,m—i + A:!
“

cine ganze Zahl sein muss: bezeiclmet man diese mit B, , so folgt

Bu-y + 4 o
om0 A (QERRREN I, und wenn man diesen letzten Quotienten,

“
welcher wieder eine ganze Zahl sein muss (und zwar = — 1) = B,,
setzt, endlich B,, 4+ 1 = 0, wo die Einheit den Coefficienten des

ersten Gliedes der Gl (1) vorstellt. Umgekehrt wird daher « eine
Wurzel der Gleichung sein, wenn die successiven Quotienten:

By, By, By, veee Bu

ganze Zahlen und 7, 4 1 =0 ist. Das Verfahren bleibt dasselbe,
wenn das erste Glied der Gleichung einen Coefficienten A, hat; es
miisste sich dann zuletzt B,, 4+ A, = 0 ergeben.

Man schreibe daher die zu untersuchenden Divisoren neben ein-
ander, setze unter jeden derselben den Quotienten aus dem letzten
Gliede getheilt durch den Divisor; zu diesem Quotienten addire man
den vorletzten Coefficienten, dividire die Summe wieder durch den Di-
visor und addire zu dem erhaltenen Quotienten den nichsten Coeffi-
cienten w. s, w. Kann mit einem Divisor diese Operation fortgesetzt
werden, bis alle Coefficienten der Gleichung an die Reihe gekommen
sind, und ergiebt sich als letzte Summe die Null, so ist dieser Divisor
eine Wurzel. Sobald aber bei einer der auszufiilhrenden Divisionen ein
gebrochener Quotient zum Vorschein kommt, wird die Operation mit
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dem betreffenden Divisor abgebrochen, da dieser keine Wurzel sein
kann.

Beispicl. Es sei die Gl 2% — 82% — 92?2 4 1022 4 90 =0
gegeben, Man findet als Divisoren des letzten Gliedes:

1,2,3,5,6,9, 10, ... 90;

als obere Grenze der positiven und negativen Wurzeln + 7, — 3;
man hat demnach die Divisoren 4 2, 4+ 3, 4+ 5, 4+ 6, — 2, — 3
zu versuchen, da, wie man sich leicht durch unmittelbare Substitution
iiberzeugt, 4+ 1, — 1 keine Wurzeln sind.

— 3, — g, + 2, + 3, 4+ 5 4+ 6
— 30 — 4D + 45 + 30 4+ 18 4+ 15
+ 102 + 102 + 102 +102 +102 4102

+ 72 4 87 4T 4 +120  +117
Y + 44 + 2
g 9 B
— 33 + 35 + 15
+ 11 4 3
— 8 8
+ 3 5
it s
g d !
0 0

Es sind demnach nur 4 5 und — 3 Wurzeln der Gleichung. Da
unsere Gleichung nur vom 4" Grade, so ergeben sich die heiden an-
dern Wurzeln, wenn man das Gleichungspolynom dureh (x—5)(x 4= 3)
dividirt, und den Quotienten x? — 6x — 6 = O setzt. Man erhiilt
hieraus x = 3 + y/ 15.

7. Hat das letzte Glied 4,, eine grosse Anzahl von Divisoren,
so bieten sich verschiedene Wege dar, um schon in voraus solche
auszuscheiden, welehe nicht Wurzeln sein kimnen und hiedurch dieVer-
suche abzukiirzen. Einer der einfachsten ist folgender. Man substi-
tuire in dem Gleichungspolynome f(x) statt a sowohl 4 [ als — 1
und bemerke sich die Substitutionsresultate (4 1) und f(— 1); be-
achtet man nun, dass diese beiden Zahlen nichts anderes sind als die
absoluten Glieder zweier Gleichungen, deren Wurzeln beziehungsweise
um 1 kleiner und grisser sind als die Wurzeln der vorgelegten Glei-
chung, so erkennt man sogleich, dass nur jene Faktoren von 4,, Wur-
zeln sein konnen, welche, wenn positiv genommen, um 1 vermindert in
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(=4 1), und um 1 vermehrt in f(— 1) ohue Rest enthalten sind ; nega-
tiv genommen konnen aber nur jene Faktoren Wurzeln sein, welche
um 1 vermehrt in /(4 1) und um 1 vermindert in f(— 1) ohne Rest
enthalten sind. Faktoren, welche diesen Bedingungen nicht entspre-
chen, sind nicht weiter zu beriicksichtigen und nur die ithrigbleiben-
den der obigen Priifung zu unterwerfen.

So findet man fiir obiges Beispiel:

Sl 1) =176, f(— 1) = — 12,
und von den Faktoren des letzten Gliedes haben nur folgende :
+ 21 +:';5 +‘-’!__‘3
die obenerwithnte Eigenschaft, daher nur diese weiter zu priifen sind.

Bisweilen kann man dadurch jeden Versuch ersparen. So z. B.

findet man fiir die Gleichung:

xt — 14323 4+ 2ax? — 822 + 360 = 0,

143 als obere Grenze der positiven Wurzeln; es wiiren demnach alle
“aktoren von 360, mit Ausnahme von 180, 23 an der Zahl, der Probe
zu unterziehen. Sucht man jedoceh /(4 1) = 157, f(— 1) = 607,
so erkennt man sogleich, dass diese Gl keine rationalen Wurzeln hat,
weil diese Zahlen, als Primzahlen, durch keinen der um 1 vermehrten
oder verminderten Faktoren theilbar sind.

Hat man aunf diese Weise die rationalen Wurzeln einer Gleichung
gefunden, so konnen die iibrigen Wurzeln, wenn sie deren noch be-
sitzt, nur irrational oder imaginir sein und man wird, bevor man zu
deren Berechnung schreitet, das Gleichungspolynom durch die den
rationalen Wurzeln entsprechenden Wurzelfaktoren dividiren, wodurch
man es mit einer leichter zu behandelnden Gleichung von niedrigerem

Girade zu thun bekdmmt.

Das Aufsuchen der irrationalen Wurzeln.

118. Bevor man zur Berechnung der irrationalen Wurzeln einer
vorgelegten Gleichung schreitet, ist es nithig, die Stelle in der natiir-
lichen Zahlenreihe anzugeben, an welcher dieselben liegen, indem man
jede zwischen zwei Grenzen einschliesst. Mankann diese Untersuchung
die Analyse der Gleichung nennen.

Ein erstes einfaches Mittel hiezu bietet uns der in §. 108 ausge-
sprochene Satz dar. Sind 4 g und — g* die oberen Grenzen der posi-
tiven und negativen Wurzeln und substituirt man in dem Gleichungs-
polynome der Reihe nach die Zahlen 0,1, 2,3, ... g und ebenso
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O, — 1, — 2, ... — ¢, so liegt zwischen irgend zwei aufeinanderfol-
genden dieser Zahlen gewiss mindestens cine reelle Wurzel der Glei-
chung, wenn die diesen zwei Zahlen entsprechenden Substitutionsre-
sultate mit entgegengesetzten Zeichen behaftet sind. So findet man
fiir die Gleichung:

fle)y=mat — T4+ 1=0,f0)==41,f1)=—05, f(2) = —35,
fB) =+ 1,f(—1)=4 8, f(— 2) =4 T, f(— 3) = — 5;

es liegt demnach eine Wurzel zwischen O und 1 eine zweite zwischen

© 2 und 33 eine dritte zwischen — 2 und — 3, womit auch siimmtliche

Wurzeln der Gleichung entdeckt und getrennt sind.

Allein sehr hitufig geben sich auf diesem Wege nicht so viele reelle
Wurzeln zu erkennen, als der Ordnungsexponent der Gleichung Ein-
Leiten enthiilt, oder so viele, als nach den in & 98 vorgetragenen
Siitzen der Gleichung miglicherweise zukommen kinnen, und es wiire
voreilig zu schliessen, dass die fehlenden Wurzeln, wenn ihre Anzahl
gerade , siimmtlich imaginiir seien. Denn haben die den beiden Wer-
then w — « und @ = a 4 1 entsprechenden Substitutionsresultate
S(a) und fla 4+ 1) entgegengesetzte Zeichen, so kinnen nach §. 108
zwischen « und ¢ 4 1 auch mehrere Wurzeln in ungerader Anzahl
liegen. Hingegen kann eine gerade Anzahl von Wurzeln, oder auch
gar keine zwischen « und ¢ <4 1 liegen, wenn f(«) und fla 4 1)
gleiche Vorzeichen haben. Kommt eine zwischen ¢ und « 4 1 liegende
Wurzel der Gleichung mehrmals z. 3. pmal zu, so wird sich diese nur
verrathen, wenn p eine ungerade Zahl ist. Indessen kinnen und wer-
den wir im Folgenden vorlidufig annehmen, dass die Gleichung keine
gleichen Wwrzeln besitze, da die in §. 95 gelehrten Vorschriften uns
die Mittel liefern, dieselben zn entdecken und die Gleichung davon zu
hefreien.

Man sieht nun leicht ein, dass mehrere zwischen e« wnd « 4 1
liegende Wurzeln sich sogleich trennen wiirden, wenn man statt = nach
und nach ¢, @« 4+ §, ¢« 4+ 2§, ..... @ 4+ 1 substituiren und dabei § klei-
ner als die kleinste Differenz der dazwischen liegenden Wurzeln wiih-
len wiirde. Allein davon abgesehen, dass die von Lagrange gelehrte
Bestimmung einer solchen Zahl § sehr weitliufige Reclhnungen erfor-
dert, wenn die Gleichung den dritten Grad iibersteigt, so wird dieses
Verfahren der vielen vorzunehmenden Substitutionen wegen geradezu
unausfiihrbar, wenn die Wurzeln einander sehr nahe liegen. Der fol-
gende Lehrsatz filhrt in den meisten dieser olmehin in der Praxis
selten vorkommenden schwierigeren Fiille, einfacher und — was ihm
einen besonderen Werth verleiht, immer sicher und ohne alles Probi-
ren zum Ziele.
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9. Sturms Lehrsatz. Es sei fla) = 0 die gegebene Glei-
chung vom m'°® Grade, deren Wurzeln wir simmtlich von einander
verschieden voraussetzen wollen und 77 (x) die erste abgeleitete Funk-
tion von f(xz). Wenden wir auf die beiden Funktionen f(z) und /' (x)
das bekannte Verfahren zur Bestimmung des grissten gemeinschaftli-
chen Theilers an, mit dem Unterschiede, dass wir die bei den aufein-
anderfolgenden Divisionen sich ergebenden Reste mit entgegengesetz-
ten Zeichen nehmen, so bestehen, wenn diese Reste mit

Hl H Rﬂy B:h J"‘mfI El
die zugehdrigen Quotienten mit
Ql: Q-_'v Q‘:Sa Qm__l

bezeielmet werden, offenbar folgende Gleichungen:

fle) =@ f(z) — Ry |

fla)=Q R —R, I
Ry == Gl " =l b

By B B J

Betrachten wir die Reihe der Funktionen:

J@, f(@), Ryy By, Ry eevene Ry (2)
deren jede, wie leicht einzusehen, im Allgemeinen immer von einem
wm eine Einheit niedrigeren Grade als die vorhergehende und deren
letzte £,y vom 0'" Grade oder von @ unabhiingig ist (weil der Vor-
aussetzung nach die Gl f(x) = 0 keine gleichen Wurzeln, t"o]glich
) und f* (@) keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzen), so lisst sich
folgender Satz erweisen:

Substituirt man in der Funktionenreihe (2) fiilr @ nach
cinander zwei Zahlen p und ¢, von welchen p < ¢ sein
soll, so erhiilt man, indem man von den Zahlenwerthen
der Substitutionsresultate ganz abstrahirt und nur auf
die Zeichen derselben sieht, zwei Zeichenreihen, die eine
fiir @ =p, die andere fiir @ = ¢; die letztere Zeichenreile
kann nie mehrZeichenwechsel haben, als die erstere, wohl
aber weniger, und es liegen zwischen p und ¢ genau so

viele reelle Wurzeln der Gleichung fle) = 0, als die
zweite Zeichenreihe (filv @ = ¢ > p) weniger Zeichen-

wechsel hat als die erstere.

Zum Behufe des Beweises miissen wir folgende zwei Hiilfssiitze
voranschicken.

1. Hiilfssatz. Ist die Funktion f(x)in der Niithe irgend
eines Werthes von @ = « im Zustande des Wachsens, so
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ist filr diesen Werth von x, f/(x) positiv; ist aber f(x) in
der Nihe von 2 = « im Zusande des Abnehmens, so ist
Sflx) fiir @ = a negativ. Umgekehrt: die Funktion f(x) ist
in der Nihe des besonderen Werthes # = a im Zustande
des Wachsens oder Abnehmens, je nachdem f'(a) positiv
oder negativ ist.

Denn es ist, wenn man in f(x), @ 4 & an die Stelle von @ setat,
[§. 86]:

fla+ 8 =rla) 4+ 8 (a) 4+ & (a) + 317 (0) + ...
oder:

Sl 4 8) — fla)y =81 (a) + 821" (a) + 87 (a) + ...
aus welcher Gleichung unmittelbar die Richtigkeit des Satzes erhellt,
wenn man bedenkt, dass einerseits f(x) in der Niihe von » = a (also’
fiir sehr kleine Werthe von §) im Zustande des Wachsens oder Ab-
nehmens ist, jenachdem die Differenz f(a 4 §) — f(a) positiv oder
negativ ist; anderseits fiir hinreichend kleine Werthe von & das Zei-
chen des zweiten Theiles der Gleichung bloss von dem Zeichen von
F'(a) abhiingt. [§. 16, L]

Ist iibrigens « eine Wurzel der Gl f(x) =0, s0 ist f(a) = 0 und
es folgt somit aus der letzten Gleichung:

fla 40 =8fa) + &F (a)+ 83" (a) + ...
und wenn man hierin — 4§ statt § schreibt:
fla — 8 =—38f"(a) + 8 r'(a) — B3 f"(a) + ...
woraus man sieht, dass die Funktion f(x) vor dem Durch-
gange durch die Null mit /' («) entgegengesetztes Zeichen,
nach dem Durchgange gleiches Zeichen besitzt; was fiir
die Folge bemerkt zu werden verdient.

2. Hiiltssatz. Wenn irgend eine aus der Reihe der
Funktionen (2), z. B. Ry, fiir einen besonderen Werth von
a=-c verschwindet, so haben die beiden benachbarten
Funktionen R, und Ry, fir diesen Werth von » =¢
entgegengesetzte Zeichen; nie kinnen aber zwei unmit
telbar aufeinanderfolgende Funktionen fiir denselben
Werth von @ zugleich verschwinden.

Denn betrachtet man drei benachbarte Funktionen:

1‘;;;1, R,n;- lllld ka-H
$0 besteht zwischen ihnen die identische Gleichung :
Riy = Qu—y. B — Riryqs (3)
setzt man in dieser Gleichung & = ¢ und nimmt man an, dass fiir die-
sen Werth von @x, R = 0 wird, so folgt aus (3) sogleich R,_, =
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— B, 4, wodurch der erste Theil des Satzes gerechtfertigt ist. Wiirde
aber nebst R; auch noch Ry, fiir » = ¢ verschwinden, so miisste in
Folge der Gl. (3) auch R,_, fiir diesen Werth von « sich auf O redu-
ciren; dann wiirden aber in Folge der Gl. (1) auch alle vorhergehen-
den und nachfolgenden Funktionen tilr 2 = ¢ verschwinden , was nicht
méglich ist, weil der Voraussetzung nach die Gl f(z) = 0 keine glei-
chen Wurzeln hat.

Denken wir uns nun in die Funktionenreilie (2) nicht nur die Zah-
len p und ¢, sondern auch alle zwischenliegenden substituirt und die
resultivenden Zeichenreihen aufgeschrieben. Da jede dieser Funktio-
nen ihr Zeichen nur dann éindern kann, wenn sie durch O geht, so wird
die Anzahl und Lage der Zeichenwechsel, welche die aus der Substi-
tution # = p hervorgehende Zeichenreihe darbietet, in den folgenden
Zeichenreihen so lange unveriindert bleiben, bis = einen zwischen p
und ¢ liegenden Werth erreicht, welcher eine dieser Funktionen = 0
macht. Wir behaupten nun:

I. dass die Anzahl der Zeichenwechsel sich nicht
indert, wenn fiir irgend einen zwischen pundyg liegen-
den Werth von « eine oder mehrere der Funktionen f'(a),
Ry, Ryy oo B,y der Null gleich werden.

II. Dass jedesmal ein Zeichenwechsel, aber nur einer
verloren geht, so oft die erste Funktion f(z) in dem Inter-
valle von @ =p bis o = ¢ durch 0 geht.

ad I. Es sei ¢ ein zwischen p und 4 liegender Werth von w, fiir
welchen eine der Zwischenfunktionen z. B. 2, verschwindet, und & eine
0 kleine Zahl, dass innerhalb des Intervalles 2 =¢—§ bis x=c+4
keine der benachbarten' Funktionen = 0 wird, so geniigt es offenbar,
das Verhalten der Zeichenreihe bloss fiir die drei Funktionen £, _,, R,
und R4y #n untersuchen; beriicksichtigt man nun den Hiilfssatz 2),
so ist klar, dass fiir die drei Werthe 2 = ¢ — §, x = c, v =c 4§
hloss folgende vier Zeichenstellungen miglich sind:

Rk—{y R,(,Ji’,{-“ 1?1_—...“ I{k, 1{;-4.; ffkﬁl,.[{k, 1{k+| Rk—I!HL" Rk+l

firve=c—38 4+ + —|— + + |+ — —|— — +
ce=c 4+ 0 —|— 0 +|4+ 0 —|— 0+
c gl — = b e ] — 4 F

Vergleicht man die den Werthen @ = ¢ — dund o =¢ 4 &

entsprechenden Zeichenreihen, so sieht man, dass nur die Lage nicht
aber die Anzahl der Zeichenwechsel sich geindert hat. Da sich nun
dasselbe von jeder anderen der Funktionen /" (x) bis R,,_, zeigen liisst,
50 wird demnach ein Zeichenwechsel weder verloren noch gewonnen,
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wie viele der zwischen der ersten und letzten liegenden Funktionen (2)
und wie oft dieselben auch durch O gehen migen, wiihrend = von dem
Werthe p zu jenem ¢ iibergeht.

ad 1I. Nelunen wir nun aber an, dass fiir & = ¢ die erste unk-
tion f(x) verschwinde, also ¢ eine Wurzel der Gleichung f(x) =0
sei. Da die Gl der Voraussetzung nach keine gleichen Wurzeln hat,
so kann /' (x) fir 2 == ¢ nicht verschwinden, und da nach dem oben
Bewiesenen die Anzahl der Zeichenwechsel sich nicht findert, wemn
eine der folgenden Funktionen fiir & = ¢ verschwindet, so geniigt es,
die beiden ersten Glieder der Zeichenreihen zu betrachten. Mit Riick-
sicht auf den Hiilfssatz (1) kinnen hier nur folgende zwei Fille ein-
treten:

flx), f(x) Sx), f(x)
fire=¢c¢—4»§ + — | —  +
R B 1 e oder 0+
- x=c+ 9 —_ — + -+
woraus man ersicht, dass bei dem Uebergange von w = ¢ — §zu

x = ¢ 4+ & ein Zeichenwechsel verloren gegangen ist, aber auch nur
einer; und zwar derjenige, welehen die beiden ersten Funktionen f(x)
und £ () unmittelbar vor dem Durchgange durch die Wurzel z = ¢
darbicten.

Aus vorstehenden Siitzen ergeben sich nun folgende Schliisse.  Es
seien a, b, ¢, ... reelle Wurzeln der Gl f(x) == 0, welche zwischen
den Zahlen p und ¢ liegen, nach ihrer Grisse geordnet, so dass « die
kleinste. Setzt man in der Reihe der Funktionen:

F@), fFlx), By, Ryy Hyy ooy lpy
p an die Stelle von «, so erhilt man eine Zeichenreilie mit einer gewis-
sen Anzahl von Zeichenwechseln. Lassen wir nun @ stetig wachsen,
s0 kann von w = p bis @ = a — § die Anzahl der Zeichenwechsel
sich nieht dndern, weil f(2) in diesem Intervalle nicht durch O geht;
hichstens kinnen sie ihren Ort verindern, wenn ecine der Zwischen-
funktionen ¢ (x) bis R,_, verschwindet. Unmittelbar vor dem Durch-
wange durch 0, also fiir @ = « — § haben f(x) und /" («) entgegen-
vesetzte Zeichen, nach dem Durchgange gleiche Zeichen und der an
dieser Stelle vorhandene Zeichenwechsel ist (nach II) bei diesem
Durehgange verloren gegangen, oder mit anderen Worten, die Zeichen-
veile fiir @ = « 4+ & hat um einen Zeichenwechsel weniger als jene
fiir . = p. Lassen wir nun @ weiter von a gegen & hin wachsen. Von
x=a -+ § bisx = b — § kanun f(x) sein Zeichen nicht dindern; die
Zeichenfolge, welche die zwei Funktionen f'(xc) und f (@) fiir r=a 4§
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darbieten, muss aber an der Stelle * = b — § wieder in einen Zei-
chenwechsel sich verwandelt haben (weil diese beiden Funktionen vor
dem Durchgange durch O entgegengesetzte Zeichen haben); dieser
Zeichenwechsel kann aber nur dadurch entstanden sein, dass /" (x) von
x=ua 4 8 bis & = b — § sein Zeichen geiindert hat, also in diesem
Intervalle durch O gegangen ist, wodurch jedoch (nach 1) die Gesammt-
zahl der Zeichenwechsel, welche die Zeichenreihe fiir 2 = a 4 & be-
sitzt, keine Aendernng erfihrt; es ist nur ein bereits vorhandener Zei-
chenwechsel an diese Stelle hingeriickt. Wir haben demnach unmittelbar
vor dem Durchgange durch die zweite Wurzel genau so viele Zeiehen-
wechsel, als wnmittelbar nach dem Durchgange durch die erste Wur-
zely zugleich sind die zwei Funktionen f(x) und /() vor dem Durch-
gange durch die zweite Wurzel wieder entgegengesetzten Zeichens.
Dieser Zeichenwechsel geht bei dem Durchgange durch die zweite Wur-
zel (nach IL) wieder verloren, folglich hat die Zeichenreihe fiir =5 4 o
schon um zwei Zeichenwechsel weniger als jene fiira==p. Diese Schliisse
gelten offenbar fiir jeden folgenden Durchgang von f(z) durch 0, so dass
bei jedem solchen Durchgange ein Zeichenwechsel verloren geht. Liegen
demnach L reelle Wurzeln zwischen p und ¢, so muss die Zeichenreihe
fir @ = ¢ wenau um & Zeichenwechsel weniger haben, als jene fiir
x==p.

Hat die GL. f(xz) =0 anch gleiche Wurzeln. so entdeckt sich diess
von selbst, wenn man auf die beiden Funktionen f(x) und /" (x) das
Verfahren des grissten gemeinschaftlichen Divisors anwendet, indem
dabei einer der Reste, z. B. R, = 0 wird. Der vorhergehende, I,
ist das grisste gemeinschaftliche Maass der Funktionen f(a) und 7 (a)
und die Gl f(z): K, = w(x) = 0 enthiilt bekanntlich simmtliche
Wuwrzeln der Gl f(x) = 0, jede nur einmal; es kann nun die GL
w(x) = 0, wenn es nithig sein sollte, nach dem Sturm’schen Lehlr-
satze analysirt werden.

In Bezug auf die praktische Anwendung der Sturm’schen Methode
zur Analyse der Gleichungen magen noch folgende Bemerkungen eine
Stelle tinden.

1) Man substituire in der Funktionenreihe (2) zuerst die Werthe
— =, 0, 4 % ; haben die drei dadurch entstehenden Zeichenreihen
beziehungsweise «, (3, y Zeichenwechsel, so ist « — j die Gesammt-
zahl der reellen Wurzeln, unter denen sich « — ¢ negative und 3—y
positive befinden. icranf kann man statt @ successive die Werthe

+1,4+2,4+35.., — 1,— 2, — 3., setzen, bis man zwei Zei-
chenreilien erhiilt, die eine fiir & = 4 g, die andere fiir @ = — g/,

welche beziehungsweise mit jenen fiir = 4 o und = — = iiber-
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einstimmen: so kann offenbar zwisehen 4+ ¢ und 4 =, und zwischen
— ¢ wnd — % keine reelle Wurzel mehr liegen; es sind ¢ und — ¢’
die oberen Grenzen der positiven und negativen Wurzeln und die Sub-
stitupionen brauchen nicht weiter fortgesetzt zu werden; die Verglei-
chung der verschiedenen aufeinanderfolgenden Zeichenreihen giebt so-
fort den Ort jeder einzelnen reellen Wurzel.

2) Das Miihsamste bei diesem Verfahren bleibt immer die Ent-
wickelung der Funktionen £y bis £, ;, weil dabei, namentlich wenn
die Gleichung von hioherem Grade ist und grosse Coefficienten hat, oft
schr grosse Zahlen zu multipliciren kommen. Einige Erleichterung
verschafft hisweilen die Bemerkung, dass, wenn man auf einen Rest
[?;, kommt, welcher innerhalb der Grenzen p, ¢ sein Zeichen nicht
indert, die Operation hiebei abgebrochen und die tolgende Untersu-
chung auf die Funktionen:

fle), fle), By, Ry, ... By
beschriinkt werden kann. Der Grund erhellt leicht, wenn man bedenkt,
dass unter der gemachten Voraussetzung in der Reihe der Funktionen
Iy y Ry yy e By von @ = p bis & = ¢ keine Aenderung in der Zahl
der Zeichenwechsel eintreten kann. Diese Bemerkung liisst sich mit
Vortheil auf den Rest /2,3 vom 2'? Grade anwenden, welcher,
p=—w, g =+ x

voraussetzend, innerhalb dieser Grenzen sein Zeichen nicht iindert,
wenn das Quadrat des 2'* Coefficienten kleiner ist als das vierfache
Produkt des ersten und letzten, weil in diesem Falle die zwei Wurzeln
der Gleichung 2,3 = 0 imaginiir sind.

3) Da der letzte Rest von & unabhiingig ist, so braucht man seinen
Zahlenwerth nicht zu entwickeln: es geniigt die Kenntniss seines Zei-
chens; dieses ist aber nach dem Hiilfssatze 2) das entgegengesetate
von jenem, welches der Rest vom 2" Grade fiiv jenen Werth von «
erhiilt, welcher den Rest vom 1%¢" Grade auf Null redueirt.

Zur Erliuterung des Verfahrens migen folgende Beispiele
dienen.

I. Beispiel. Sei die GL:

floay= a3 — T 4+ 1=0
gegeben , so ist:
JIx)=3a2—17,
und man findet :
By=142z — 9, =+ 1129;

man erhiilt daher tolgende Zeichenreihen:
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Anz. d.
Zeich.-Wechs,
fire = — x: — + - 3
e=—3 —4+ -+ 3 Es sind daher alle drei Wur-
wEe=g BEgE a i 2 zelnreell; und sie liegenzwi-
=1 4 ——+ 2 schen — 2 und — 33 0 und
W= L e bk 2 1: 4+ 2 und 4 3, wie he-
= 4 1 s s 1 reits §. 118 gefunden wurde.
s ae==4 2 — 4+ 4+ I
=4 35 4+ 4+ 4+ + 1

2. Beispiel. Es sei die Gleichung :
flo)y=a® — Ba3 4+ 4o — 1 =0

zur Analyse vorgelegt, so erhalten wir:

SJle)=a% — 83 4 4o — 1; [ (x) = dat — 24x2 4 4;
Ry = 16a3 — 16 + 5 I, = 3042 20x — 64
[ty = 144672 — 5456 Iy = +

der Werth von I, wurde nicht gerechnet, sondern nur sein Zeichen
bestimmt, welches 4 sein muss, da fir den aus /7y = 0 folgenden
Werth von a, 12, negativ wird. Man findet:
Anz. der
Zeich.-Weehs.

fire=—=—%x: — 4+ — 4+ — + 5
Sa=—3 —F—4—+ b
S ae=-— 2 4 — — + =+ 4
r—— 1 +—++—+ 4
P B W DI T
=t 1 ——++++
Y e [ e e o o o 1
Ce=+3 ++++++ 0

Die Gleichung besitzt daher 5 reelle Wurzeln, von denen 2 nega-
tiv in den Intervallen {— 2; — 3} und [0; — 1} und 2 positiv sind;
von letzteren liegen zwei in dem Intervalle {0 11 und eine in dem In-
tervalle {.3 Ii}.

Um die zwei in dem Intervalle {0; 1/ liegenden Wurzeln zu tren-
nen, versuchen wir zuerst, ob diess nach §. 108 gelingt, indem wir in
f(zx) der Reihe nach die Werthe 0,1: 0,2: 0,3 u.s. w. substituiren;
wir erhalten:
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fl0)y=—1
£(0,1) — — 0,608 und schliessen sofort aus den Zeichenwechseln,
£(0,2) = — 0,264 dass eine dieser Wurzeln zwischen 0,3 und 0,4,
PID,8) =~ D014 die andere zwischen 0,5 und 0,6 liege. Hiemit
£(0,4) = 4 0,008 sind siimmtliche Wurzeln der Gl getrennt, und
F£(0,5) = 4 0,081 kinnen nun nach den spiiter zu erklirenden
0,8 = == (,;25“ Niiherungsmethoden berechnet werden.
1. S, w.

stes Beispiel. Die gegebene Gl. sei:
2t 4 4023 4 18527 — 1980 4 43 = O
vs kommt:
fla) = a' 4 4023 4 185 x? — 198x 4 45

o) =223 4 60x? 4 18bxr - H9

Iy = 41ba? 4 2147x — 10886

Ry = 11473077 — 5327841

]ij:i = +
fir o = — =« + -4+ — + { Zeich.-W.
Cx=—40 +— 4 -+ 4 - -
- = - 30 _— 4 — + 3 -
- o= — 10 — 4+ + — 4+ 3 - -
- = () + — — .__+ 2 - -
ca= 1 A+t 0

Die GL. hat daher vier reelle Wurzeln, wovon 2 negative in den
Intervallen {0: — 10}, {IEO; ~- 40f{ (deren Grenzen nach §. 108 leicht
enger zusammengezogen werden) und zwei positive in dem Intervalle
105 1{ liegen.

Zur Trennung der letzteren haben wir zuerst wieder nach §. 108:

£y = 4 I8 Da die Substitutionsresultate das Zeichen nicht
Fl0,1) = + 30,0901 iindern, so liegen die Wurzeln zwischen zwei
£(0,2) = 4 16,1216 aufeinanderfolgenden dieser nur um 0,1 ver-
F£10,3) = + 6,3381 schiedenen Werthe von « und zwar, wie man
£(0,4) = 4 0,9856 aus dem Gange dieser Resultate vermuthet,

£(0,h)= 4+ 0,3125 zwischen 0,4 und 0,5. Um uns hievon zu itber-
(0,6) = 1,566  zeugen, substituiren wir diese beiden Werthe

= ] =] ’
W S, W. in die Reihe der Sturm’schen Funktionen wyl

erhalten:

fire =0,4 4+ — — — + 2 Zeich.-W.

- a=0,0 + 4+ 4+ + + 0 -
wo nun der Verlust von zwei Zeichenwechseln andeutet, dass in der
That zwischen 0,4 und 0,5 zwei reelle Wurzeln liegen, deren gemein-
schaftliche Anfangsziffern somit 0,4 sind.



193

Man kinnte nun auf diese Weise fortfahren und zuniichst nach
§. 112 versuchen, ob sich die beiden Wurzeln in der zweiten Dezimal-
stelle trennen und wo nicht, die denselben gemeinschaftliche zweite
Dezimalstelle nach Sturm bestimmen u. s. w.  Wir werden jedoch spi-
ter [§. 127] ein Verfahren kennen lernen, nach welchem die weitere
Trennung solcher nahe gleichen Wurzeln gleichzeitic mit der Berech-
nung derselben mit Leichtigkeit ausgefiihrt wird, so dass es immer
geniigt, durch die hier vorgetragene Analyse die den nahe gleichen
Wurzeln gemeinschaftliche Ziffer an der ersten Dezimalstelle zi be-
stimmen.

120. Auch von dem folgenden, von Budan herriihrenden Lelirsatze,
kann man zum Behufe der Trenmung der Wwrzeln dfter vortheilhaften
Gebrauch machen.

Es seien a und 4 zwei beliebige Zahlen und & > a;

man bilde aus der gegebenen Gleichung f(a) = 0 die
Gleichungen:
fle 4+ a) =0 .. (1) fla 4+ 0)=0..(2)

deren Wurzeln beziehungsweise uma und 4 kleiner sind
als die Wurzeln der gegebenen Gleichung, Hat nun die

GL /(@) = 0 /4 zwischen « und 4 liegende reelle Wurzeln,
so besitzt die Gleichung fl@ 4+ 2) = 0 mindestens um #

Zeichenweehsel weniger als die Gl flae 4 a) = O.

" Beweis. Setzen wir zuvirderst voraus, die Gl f(a) = 0 habe
nur eine reelle Wurzel innerhalb der Grenzen a und 4, so miissen dic
letzten von @ freien Glieder in den Gleichungen (1) und (2) nach §. 112
entgegengesetzte Zeichen, daher diese beiden Gleichungen selbst
eine ungleiche Anzahl von Zeichenwechseln haben, indem,
wic man sich leicht iiberzeugt, eine Gleichung, deren erstes und
letztes Glied mit gleichen Zeichen behaftet sind, nur eine gerade An-
zahl von Zeichenwechseln zuliisst, diese Anzahl hingegen ungerade
sein muss, wenn das erste und letzte Glied entgegengesetzte Zeichen
haben. Da solchergestalt die Gleichungen (1) und (2) nicht gleichviel
Zeichenwechsel haben kimnen, anderseits aber nach dem am Schlusse
des §. 114 angefiihrten Satze die Gl (2) nicht melr Zeichenwechsel
haben kann, als die (1), so muss sie deren weniger und zwar minde-
stens um einen Wechsel weniger besitzen.

Diess vorausgesetzt seien die 2 zwisclhen ¢ und & liegenden reel-
len Wurzeln der GL f(z) = 0 von der kleinsten angefangen nach ihver
Griisse geordnet:

(C', Ly (Lg 5y wveen (L} H
Here, Héh, Mathematik, I. 13



194

ferner seien

.‘)’lﬂ ,f:l'z, ‘j:” i ‘f],_l v
Zahlen, welche bezichungsweise zwisghen o und . g und wy, o
und gy coee ity und @ liegen, und denken wir uns endlich der Reihe

nach die Gleichungen:

Sl ) =0, fle 4 g)) =0, fle+ )= 0, e 4+ &.=0, ..

Sl 4+ giey) =0, f@x 4 b) =0,
I 4 L an der Zahl, gebildet, so hat nach Obigem die 2t¢ dieser Glei-
chungen mindestens um einen Zeichenwechsel weniger als die 13t die
B3¢ mindestens um einen Wechsel weniger als die 2, somit mindestens
um zwei weniger als die erste u. s.w., endlich die (A4 1)'¢, /' (x40)=0,
mindestens um 4 Wecehsel weniger als die erste f(a 4 a) = 03 womit
der aufgestellte Satz erwiesen ist.

Umgekehrt: Gehen bei dem Uebergange vou der G (1)
zur Gl (2) & Zeichenwechsel verloren, so liegen hiech-
stens 4o reelle Wurzeln zwischen « und /4.

Wiewohl dieser Satz uns nicht lehret, wic viele reelle Wurzeln
zwischen zwei Grenzen ¢ und & licgen miissen, sondern nur, wie viele
hiichstens dazwischen liegen kinnen, da der Verlust von Zeichen.
weehseln auch von den der Gleichung zukommenden imaginiiren Wur-
zeln herriihren kann, so leistet er doeh selbst in der oben ansgespro-
chenen ecinfachen Form oft erspriessliche Dienste.  Zur Erleichterung
der Anwendung dienen noch folgende Bemerkungen, von deren Rich-
tigkeit man sich leicht iiberzengen wird :

1) Geht beim Uebergange von (1) zu (2) eine ungerade Anzahl
2n =+ 1) von Zeichenwechseln verloren, so liegen zwischen « und 4
mindestens cine und hichstens (2n 4 1), jedenfalls aber ¢ine
ungerade Anzahl reeller Wurzeln.

2) Gehen jedoeh Zeichenwechsel in geradevr Anzahl 2» verlo-
ren, so liegt zwischen @ und 4 entweder gar keine oder eine gerade
Anzahl veeller Wurzeln.

3) Hat die Gleichung f(x) =0 bloss reelle Wurzeln, so ist
die Auzahl der zwischen ¢ und & liegenden reellen Wurzeln genau
gleich dem Unterschicde der Anzahl der Zeichenwechsel in den GIL (1)
und (2). [Vergl. § 91, 1IV).

Nihevungsmethoden zur Berechnung der irrationalen
Wurzeln.

Die in den vorhergehenden §§. entwickelten Methoden setzen uns
in den Stand, jede reelle irrationale Wurzel einer Gl f(x) = 0 zwi-



schen zwei Grenzen a und ¢ + y einzuschliessen, wo y eine kleine
Zahl bedeutet, so dass also « ein geniiherter Werth der gesuchten
Wurzel ist. Wir setzen im Folgenden voraus, dass zwischen diesen
Grenzen nur eine Wuyzel liege. Auch kionnen wir uns auf die Berech-
nung der positiven Wurzeln beschriinken, da sich jene der negativen
auf die Berechnung der positiven Wurzeln der Gleichung f(— x) =0
zuriickfiihren lisst.

121, Newton's Niherungsmethode. Bezeichnen wir mit «,
die zn berechnende Wurzel der Gleichung:

140 ™ + Al .’L'm_l + A2 it—2 + I + /l-m — (0 (1)
und mit @ einen geniherten Werth derselben, so zwar, dass:
< !
X —— @ -
! 10
sein s8ll. Setzen wir in (1) @ = « 4 y so erhalten wir [§. 92] die

neue Gleichung:

Agy™ 4 £ (a) gV s F o) 2 1 () y + fla) =0, (2)
deren Wurzeln siimmtlich nm « kleiner sind als die Wurzeln der GIl.
(1) und welche (lcmna.ch nothwendig eine Wurzel y = &) — a besitzt,
welehe kleiner ist als O; aber auch nur eine solche Wurzel, weil,

wenn deren mehrere existiren wiirden, die Gl. (1) eben so viele zwi-
L. . , .
schen @ und a 4 10 liegende Wurzeln haben miisste, was gegen die

Voraussetzung streitet. Wir finden diese Wurzel niitherungsweise aus
der Gleichung: f(a) y 4+ f(a) = 0, indem wir in (2) die hiheren Po-
tenzen von y vernachliissigen, und erhalten daraus:
y=— M und somit x; = a — -~
Ja) S la)
als genauneren Werth der gesuchten Wurzel. Diesen betrachten wir als
neuen Niherungswerth a;, setzen also: '

ay =a — f(( )) und ) = «) 4+ yy,
so ergiebt sich anf demselben Wege :
Fley) fla
P =" 2 , und @y = g — " ey)

5 2

S \a) S (a)
weleher Werth von @) wieder genauer sein wird, als der frithere und
mit welchem, als neuem Nitherungswerthe, die Operation wiederholt

wird, bis eine geniigende Anzahl richtiger Dezimalstellen gefunden ist.
13



Bezeichnet man den Fehler des angenommenen Niherungswerthes
a mit £, mit f1, £y, f3, ... die Fehler der successive berechneten Niihe-
rungswerthe und ist /< §, so ist im Allgemeinen f <7 82, f3 < 84,
Sy <8, fi < 8% wos. w. Hat man daher die Wurzel a zwi-

;. . - . 1
schen zwei Grenzen eingeschlossen, deren Unterschied nur ) be-

triigt und nimmt man fir ¢ das arithmetische Mittel aus beiden, so ist
J<Z 0, 05: und es wird daher der erste berechnete Nitherungswerth im
Allgemeinen in der 2%" oder 3'*" Dezimalstelle, der zweite in der 4"
oder 5t der dritte in der 9% bhis 10t Dezimalstelle n. s. w. noch
richtig sein.  Meistens wird die Niiherung noch rascher erfolgen und
zwar um so rascher, je grisser f'(a) gegen fla) ist.

Da jedoch bei einer gewissen Beschaffenheit der Wurzeln die nach
einander erhaltenen Niherungswerthe der Wurzel, statt dem wahren
Werthe immer niiher zu kommen, sich von demselben auch ensfernen
kinnen (welcher Fall tibrigens sehr selten cintritt), so kann man sich
von dem Grade der Anniherung, welechen man erreicht hat, wenn man
bei einem gewissen Niherungswerthe «, stehen bleibt, leicht dadurch
liberzeugen, dass, wenn a, in der 2" Dezimalstelle noch richtig sein
soll, f(a,) und f(«') entgegengesetzte Zeichen haben miissen, wenn
a, den in der &' Dezimalstelle um eine Einleit erhihten Werth von
a, bezeichnet.

Beispiel. Iis sei die Gleichung:

Jlx) =a3 —4a? — 22 4+ 4 =10
gegebeny durch Anwendung des Satzes §. 112 findet man, dass die
Wurzeln derselben in den Intervallen | — 135 — 2}, {0, 11 und 4, 5/
liegen. Soll nun z. B. die letzte Wurzel bereclnet werden, so ist wei-
ter f(4) = — 4, f(4, 1) =— 2,519, 7 (4,2) =— 0,872, f(4,3) =
+ 0.947; die Wurzel liegt also zwischen 4 2 und 4, 3 und wir neh-

‘

men als geniiherten Werth ¢« = 4. 25 an. Da nun F'(2) = 32?2 —
Rz - 2, so0 steht die Rechnung so: ’
a = 4,25, giebt f(a) = + 0, 015625, f'(a) = 4 18, 1375,
y = — 0,000859
somit :
x=a 4+ y=4,249141

als erster nach (3) berechneter Niherungswerth. Da dieser im Allge-
meinen in der 3" Dezimalstelle nicht sicher ist, so hitten wir cigent-
lich f(a) und 7" (a) nur in so viel Dezimalstellen zu entwickeln gebraucht,
dass sicl in y die 3**Dezimale noch richtig ergiebt; aus dem Umstande,
dass f(a) 30 klein ist, sehliessen wir jedoch, dass @ = 1,25 der Wahy-
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heit schon sehr nahe kommt und daher in diesem Falle diese erste
Niiherung schon zu einem Werthe der Wurzel gefiihrt haben wird, der
mindestens in der 4'*» oder 5" Stelle noch richtig ist, wovon uns die
niichste Nitherung sogleich iiberzeugen wird. Wir setzen nun:
ap = 4,249141; diess giebt f(«¢)) = 4 0,000008393325
Flay) = 4 18,17247; somit 3y = — 0, 00000046187
und x =y + y;= 4,2491405381,
ein Werth, welcher in der 9'¢® Dezimalstelle noch richtig ist. Auf
gleiche Weise findet man fiir die beiden andern Wurzeln 0,853634511
und — 1,102775049, deren letzte als positive Wurzel der Gleichung
fl— x) = a3 4+ 4a?— 2z — 4 = 0 berechnet ist.

122, Horner's Methode. Es sei:
fla) =dg 2™ 4+ 4) 2™ 1 4 4y a™2 - ... + 4, =0 (1)
die gegebene Gleichung; transformiren wir dieselbe in eine andere,
deren Wurzeln um « kleiner sind, als die Wurzeln der GI. (1) und
withlen wir fiir @ einen solchen Werth, dass das letzte Glied der trans-
formirten Gleichung:

Ay g + S0 (@) = e+ f (@) = 0 2)
so klein wird, dass wir es nitherungsweise als O ansehen kénnen, so
ist offenbar y = 0 eine Wurzel der Gl. (2), somit @ = « eine Wurzel
der G1. (1). Auf diese Bemerkung griindet sich folgendes Verfahren:

Es sei:

P My G5 g 105
a=a+ 15t o6 T 1000 T

ay
10000

. . ay . ..
die zu berechnende Wurzel und @ = «, + —16 ein geniherter Werth

I come (3)

derselben, d.i. die untere von zwei nur um 0, 1 auseinander liegenden
Grenzen, zwischen welchen die Wurzel liegt; vermindern wir die Wur-
: a S .

zeln der GL (1) um ¢« + FIJ’ so erhalten wir die transformirte
Gleichung :

1ya™ 4 1 a4 Voam 24 ... F+Vasax:4+V, a4+ V,,=0(4)
in weleher der Kiirze wegen:

-VO ) V] ) Vi! § euee Vm—ﬁ ’ V'm—[ 3 Vm

statt:
@y ay

.f"((lt; = ﬁl',): f(ao + la_(i))
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gesetzt ist. Die Gleichung (4) besitzt nun eine Wurzel:

g
Uﬂ Ul )0 i 10000

+ (D)
g . . . . ;

welche <Iﬁ ist; aber auch nur eine von dieser Eigenschaft, weil wir

auch hicr die in der \'ororimwt'nng'zu §. 121 ;:ema(-hte Voraussetzung

1 ;
festhalten, dass zwischen «, + nml aq —|— (. nur eine Wur-

10
zel der GL (1) liege. Da mun die Wurzel (5) der Gl (4) << — 10 ist, 50
wird man einen geniiherten Werth derselben = i%:’ crhalten, wenn

man in (4) die hoheren Potenzen von 2 vernachlissigt und

]'ﬂ"l Ja + ]’,,, == ()

setzt, woraus:

L ay o I,,u )
R 11 R 7 )

folgt. Wir erhalten daher die zweite Dezimalstelle o, der Wurzel (oder
allgemeiner die nichste auf a; folgende von O verschiedene Dezimal-
stelle), indem wir das letzte Glied der GI. (4) durch den Coefficienten
des vorletzten dividiren und dabei nur die erste bedeutende Stelle des
Quotienten snchen.

; e s
Sofort vermindern wir die Wuarzeln der GL (4) um 1{—)”“ s0 be-

sitzt die neue transformirte Gleichung:

Vi @ 4 TV 2 e Vg @t A Vi 4 V', =0 (7)

. . ay n L .
eine Wwrzel r = —— 4+ —— 4 ... welehe — ist, und sich
1000 + 10000 + = 100 4

demnach wieder niitherungsweise aus der Gleichung:
az

Vo w4 17, = 0 ergiebt. woraus @« = 05—

folgt. Die dritte, oder allgemeiner die niichste auf @, folgende bedeu-
tende Dezimalstelle der Wurzel ergiebt sich also abermals durch Divi-
sion des letzten Gliedes der GLL (7) duveh den Coefficienten des vorletz-
ten Gliedes.

" ¥ - " - \ _ oy
Hierauf vermindere man die Wuorzeln der GL (7) um m S0 er-

halten wir cine neue transformirte Gleichung :

lv"” .J‘”‘+ Vi', xBm |+ ....... + | ZECH 3 .r"5+ E R + 7 =10 r','!_n
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. = a - . R
deren eine Wurzel =mﬁ + ]“()"'Km ~+ .... sich niiherungsweise
HUs

I V"
N4 W I’”I,m == () di = h_.-l_ —_— ‘_” (10
et @ F ? 10000 2

ergiebt,  Auf diese Weise wird fortgefahren, bis eine geniigende An-
zahl von Dezimalstellen der Wurzel entwickelt ist.  Der ganze Rech-
nungsmechanismus ist, wenn man dabei das in § 92 gelehrte Budan'
selie Transformationsverfahren in Anwendung hringt, hiehst einfach
und gleichformig.  Die absoluten Glieder der aufeinanderfolgenden
transformirten Gleichungen werden immer kleiner und im Verlaufe der
Reclmung nur mit so viel Dezimalstellen (oder hischstens um eine mehr)
entwickelt, als man in der Wurzel verlangt. Dabei haben die abso-
Inten Glieder von V,, an immer dasselbe Zeichen, weil der wahre
Werth der Wurzel immer auf dersclben Seite der successiven Niihe-
rungswerthe «, 4 f—:) T ;’(l) —I—li:;‘—) , W 8. w. liegt, niimlich
griosser ist als diese.  Das absolute Glied 17, der ersten transformir-
ten Gleichung hingegen hat mit A4, gleiches oder entgegengesetztes

; ; : ay . i .
Zeichen, je nachdem zwischien O und «, - l_(l) eine gerade (die O mit

cinbegriffen) oder ungerade Anzahl von Wurzeln liegt.

Was die Sicherheit hetrifit | mit welcher die Quotienten — — |
V- : o ; =
% w. 5. w. die aufeinanderfolgenden Dezimalstellen ay, oy . ...
m—]
ergeben, so ist zu bemerken, dass es allerdings namentlich zu Anfang
der Rechnung in Folge der vernachliissigten Glieder geschehon kann,
dass sich eine oder die andere derselben zu klein oder zu gross ergiebt.
Diess zeigt sich jedoceh in der folzenden transformirten Gleiehung.
l’m ﬂ-g - 5 . . g
Wiire z. B. — -__ T zu klein, so wiirde die folgende transfor-
m—1 L
vV’

mirte Gleichung — —- . und O ergeben. was nicht
2 V' et 1000 3 > 2

sein kann, Man wird daher «, um eine Einheit erhihen und die Ope-

n

ration wiederholen. Wiire jedoch a, zu gross, so wiirde in der folgen-
den transformirten Gleiclimng das absolnte Glied sein Zeichen dindern,

S e S . . « a
weil die Wuarzel in diesem Falle zwisehen «, + ”l und a, +I—il) +
)

.

100

+

lige und bekanntlich:
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V, = f(“r) e ) und V¥, = f(“o s a + ity )

10 " 100,
ist.

Auch ist leicht einzusehen, dass die zwei letzten Glieder in den
transformirten  Gleichungen immer entgegengesetzte Zeichen haben
miissen, wodurch sich das negative Vorzeichen in (6), (8), (10) erklirt.-
Denn da der Zahlenwerth des letzten Gliedes in den aufeinanderfol-
genden transformirten Gleichungen immer kleiner und kleiner wird, so
ist das Polynom f(x) in der Nihe des Werthes:

ay ay

= + 175 T 100

im Zunehmen oder Abnehmen begriffen, je nachdem das letzte Glied
der transformirten Gleichungen negativ oder positiv ist. Im ersten
Falle muss aber [§. 119, 1. Hiilfssatz] der Coefficient des vorletzten
Gliedes, als die erste abgeleitete Funktion von f(x), fiir eben diesen
Werth von «, somit auch fiir die genitherten Werthe :

(I1 1y

@y + ay + 10 Jl"j’

1«)’

1. §. W. positiv, im zweiten negativ sein.

123.  Zur Erlinterung dieser Methode, welehe unter allen bekann-
ten ohne Zweifel den grissten praktischen Werth hat, mogen folgende
Beispiele dienen. Es ist schon oben bemerkt worden, dass man die
absoluten Glieder mit so vielen Dezimalstellen entwickelt und bis zu
Ende fortfithrt, als manin der Wurzel sichere Dezimalstellen verlangt.
Hingegen werden in den iibrigen Gliedern der transformirten Gleichun-
gen nur immer so viele Stellen beibehalten, als auf die letzte Stelle
des absoluten Gliedes von Einfluss sind.

1. Beispiel. Nelhmen wir die bereits oben behandelte Gleichung

fle) =a3 —4a? — 22 4+ 4 =0
vor, deren Wurzeln in den Intervallen {0; 1}, {4; 5}, {ﬁ 1; — 2}
liegen und berechnen wir die zwischen O und 1 liegende Wurzel mit

9 Dezimalstellen. Sie liegt, wie man leicht findet, zwischen 0,8 und
0,93 es ist also:

x =0 8(— ay + lU)

ein genitherter Werth und wir vermindern die Wurzeln der Gl um
0,8 und erhalten: .
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} e i e

0,8] 1 —3,2 — 4,56 4 0,352
= Db 9,48
— 1,6.

Die erste transformirte Gleichung ist sonach:
@ — 1,6 22 — 6,482 4 0,352 =0,

woraus man:
a 0,352 )

3 0, Of
100 '

6,48
findet; somit ist @ = 0,85. Wir vermindern jetzt dic Wurzeln dieser
Gleichung um 0, 05 und haben:

1 —1,6 — 6,48 + 0,352
0,05]1 — 1,850 — 6,5575 —+ 0,024125
— 1,50 — 6,632
— 1,45

Es ist daher die zweite transformirte Gleichung :
6,6325 4 0,024125 = 0,

a3 — 1,452
woraus man:
0,0241 ... )
8 TRo 003
1000 — 6,63 ..
findet, wodurch z = 0,853 wird. Wir vermindern sofort die Wurzeln
der letzten Gleichung um 0,003 und erhalten: - '

, 1, — 1,45 —6,6325 + 0,024125
0,03] — 1,447 — 6,636841 4 0,004214477
— 1,444 — 6,641173
— 1,441

die 3t transformirte Gleichung ist also:
¥ — 1,44122 — 6,641173x + 0,004214477 =0,  »

welche die 4t¢ Dezimalstelle :

a _ 0,0042... e
10000 —6,64.. 0,0006

liefert; diess giebt x = 0,8536 und wenn wir die Wurzeln der letz-
ten Gleichung wieder um 0, 0006 vermindern,
1 — 1,441 — 6,641173 <= 0,004214477

0,06] — 1,441 — 6,642038 + 0,00022925.
— 1,44 — 6,64290
— 1,44

als transformirte Gleichung:
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a3 — 1,da? — 6,642002 4 0,000229251 = 0,
aus weleher die 5' Dezimalstelle:
i, 0,000229 ...
100000 = 6.64 ...
folgt: es ist also @ = 0, 85363.

Wir haben hicr im 2t gnd 3t Coeflicienten bereits Dezimal-
stellen weggelassen: denn da wir im letzten Gliede 9 richtige Dezimal-
stellen brauchen, der niichste Operationsfaktor 0,00003 jedoch schon
5 Dezimalstellen hat, so bediirfen wir im vorletzten Faktor nur 9—5=4
Stellen und eine zur Correctur, also im ganzen nur 5, im 2%" Coeffi-
cienten daher 5 — 5 4 1 =1 Stelle. Vermindern wir jetzt die Wur-
zeln der letzten Gleichung nm 0,00003, so folgt:

= (), 00003

1y —1,4 —6,64290 + 0,000229254
0,03] — 1.4 — 6,64204 4 0,000029966
— 6,6430

somit als niichste transformirte Gleichung :
£t — 1.4 2 — 6,6430x -I— 0,000029966 = 0
in weleher, da der niichste Operationsfaktor 6 Dezimalstellen hat, der
vorletzte Coefticient nur mit -1, der zweite eigentlich mit 1—6 4 1=—1
Stellen anzusetzen ist, so dass wir in diesem auch die Einheiten nicht
mehr brauchen. Daraus folgt, dass der vorletzte Coefficient keine
Aenderung mehr erleidet, und von jetzt an verwandelt sich das Auf-
suchen der noch fehlepden vier letzten Dezimalstellen der Wurzel, wie
cine leichte Ueberlegung, oder der Versuch, die folgenden Transfor-
mationen wirklich vorzunchmen . lehret, in eine einfache Division:
0, 000020966: 6,613 = 0,00000451 1
3394

-
(e

q

Die. Wurzel ist somit auf 9 Dezimalstellen viehtig: = 0,853634511.

Berechnen wir chen so die zweite in dem Intervalle |4; T)} lie-
gende positive Wurzel.  Wenn, wie es hier der Fall ist, die Wurzel
einen ganzen Bestandtheil hat, so ist es kanm nithig, sie in engere .
Grenzen einzuschliessen und die Zehntel noch nach §. 112 zu suchen,
da sich diese immer sechon wenigstens sehr nahe dureh die Horner'sche
Methode ergeben.  Die folgende Rechnung wird nun ohne weitere Be-
merkung  verstiindlich sein: die successiven Transformationen sind
durch cinen Hovizontalstrich getrennt 3 die leizten zuniichst iiber einem
Strich stelienden Zalilen jeder Verticaleolumne sind die Coefficienten
der transformirten Gleichimg und fiir die folgende Transformation nieht
newerdings angesetat.
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1 —4 —_2 + 4 r = 4,249140538
1] 0 v L
+ 1 + 14
+ & 4:14 =0,2
0,2] + 5,2 4+ 15,64 — 0,872
8,4 ll,. 32
8,6 0,872:17, .. = 0,04
0,04] + 8,64 4 17,6606  — 0,165376
8,68 18,0128
C 8,72 0, 165..:18=0,009
0,09] + 8,729 4+ 18,091361 — 0,0025537561
H, 73R 18,170003
8,747 0,00255 ..: 18==0,0001

3 - e =
0,01] + 8,747 4 18,170878 — 0,000736662
IR 17175
0,000736..: 18=0,00004

i LN
0,04 4+ BT 418, 17210 0 — 0000009778
18,1724
0, 00000977818, 17 =0, 00000053
603
145
Die Wurzel ist demnach @ = 4,249140538,

Die dritte in dem Iutervalle {~ 1,— 2} liegende Wurzel berech-
nen wir endlich aus der Gleichung f(— zx) = rJ + 4?2 — 20— 4 =0
wie folgt:

1 + 1 — 2 — 4 x=1,102775049
1 5 + 3 — 1
6 fl
T I:0=0.1
0,1 I ST 0,030
T2 10,43
§ T3 0,029: 10=0), nm
0,02| 7,302 10,441604 — 0,008110792
.50 10,459212
| 7.3006 0,0081: 10,4 =0,0007
0,07 7,307 10,464327 — 0.000785763
7.5 10,46941

. 0, 00078 l“..:“ U(Mlﬂ
0,07 o 10.46995 0, 000052867
10,4705
0,000052867: 10,4705 = 0, 0000050149
Hl14d

957

*) Dieser Zeichenwechsel riihrt von der zwischen 0 und 4 liegenden Wurzel

0.8 ... her,
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somit die dritte Wurzel @ = — 1, 102775049, Die Summe der drei
Wurzeln ist = 4, wie es sein soll.

124. Die Regula falsi. Man versteht hierunter eine Auflo-
sungsmethode der Gleichungen, welche aus zwei bekannten geniiher-
ten Werthen der Wurzel und den Substitutionsresultaten derselben
einen genaueren Werth finden lehrt. Iis seien:

X fla)= Ay 2™ 4+ Ay "1 4+ ... + 4, =0 (1)

die gegebene Gleichung, @, die gesuchte Wurzel und «; , «, zwei ge-
nitherte Werthe derselben (die Hypothesen) so kann man z; = «; 4 §,
und @y = a, 4 & setzen, wo also &, 8 die Fehler der Hypothesen
sind und kleiner als 1 angenommen werden. Substituiren wir a; = x;—g§,

md @y = @y — §, in die gegebene Gleichung, so erhalten wir:
Flay) =F () — o) =f (@) — 0.1 ()4 81/ () — oo £ 871" ()] ()
Slag)=f(ay— 8a)=f (@) —8,.f" (@) 02 F" (w))—seren £ 871 ay).

Beachtet man nun, dass, weil x; die gesuchte Wurzel, f(a)) = 0 ist,
und dass 8, 8, kleine Grissen sind, deren hihere Potenzen wir, da es
sich bloss um cine Niitherung handelt, vernachlissigen kinnen, so ge-
hen die letzten Gleichungen iiber in:
Sflay) = — 8 f' (@) und flag) = — & f" (=)
aus welchen durch Division:
(a § ;
f‘ !)__J (3)

Slag) o

folgt, eine Gleichung, welche zeigt, dass die Substitutionsresultate
zweier geniiherter Werthe der Wurzel sich nitherungsweise verhalten,
wie die Fehler dieser Werthe, cine Regel, welche man gewohnlich so
ausspricht: die Fehler der Resultate verhalten sich wie die
Felhler der Hypothesen.

Es bedarf wohl kaum der Erwiihnung, dass dieser Satz immer
nur niherungsweise gilt und um so richtiger ist, je kleiner die IFehler
8y, 8y der Hypothesen sind.  Aus (3) folgt nun:

fla) o —a
Slay) @ —ay
WOraus man:
o flar) — @y f(ay) @ —a) @)

n = Slay) — flas) Sa) — fla)

als genaueren Werth der Wurzel zieht. Verbindet man diesen mit
einem der fritheren Niitherungswerthe, «; oder @y, je nachdem nume-

= q; +
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risch f(ay) < oder >> f(a,) ist, oder auch mit einem anderen plau-
sibleren Werthe und wiederholt die Rechnung nach Formel (4), so
erhiilt man abermals einen genaueren Werth w. s. f. Fiir den Prakti-
ker ist diese Methode ihrer Einfachheit wegen und namentlich desshall
von grossem Werthe, weil sie auch auf transeendente Gleichungen un-
verindert Anwendung findet, was darin seinen Grund hat, dass, wic
wir spiiter sehen werden, jede Funktion f(z) in die Form der G1. (2)
entwickelt werden kann, nur mit dem hier nicht in Betracht kommen-
den Unterschiede, dass der rechte Theil der Gl. (2) eine unendliche
Reihe wird, wenn /(x) eine transcendente Funktion ist.

I. Beispiel.

Berechnen wir die zwischen 4 und 5 liegende

Wurzel der Gleichung a3 — 4a? — 22 4+ 4 = 0, so erhalten wir:

fiir oy = 4 flay) = — 4
ay =5 Sflay) == 4+ 19, somit = =4, 2
" Ailr oy = 1 Slay) = — 4
ay = 1,2 flaz) = — 0,872 o = 4,25
fir ¢y = 1,2 Slay) = — 0,872
ay = 4,25 flay) = 4 0,015625 o, = 4,2491
fiir ap =4 ,2491 f{ﬂl) = — 0,00073667
g = 4,25 Slay) = + 0,015625 x = 4,24914052
fir a = 4,_4.11 Slay) = — 0,00073667
ay = 4,24914052 f(ay) = — 0,00000033 x; = 4, 249140538

s0 wie oben.  Um auch die Anwendung dieser Methode auf transcen-
dente Gleichungen zu erliiutern, wiihlen wir als

2ts Beispiel die Gleichung f(z) = @« log @ — 17 = 0, unter

log briggische Logarithmen verstanden. Mau findet mit Hiilfe der Lo-
garithmentafeln sehr leicht, claﬂ;‘s a zwischen 14 und 15 liegt und setzt
also:

a = 14 Slay) = — 0,954

ay =15 Slas) = 4 0,641 x=14,6

a=14,6  fla)) = — 0,000418

ay = 14,7 fluy) = 4 0,159564 x =14,600250.
Fiir diesen Werth von @ reducirt sich der Ausdruck a log @ — 17 in

-den ersten 6 Dezimalstellen schon auf 0 und die Niiherung lisst sich
daler, wenn man nur mit siebenstelligen Logarithmen rechnet, nicht
weiter treiben, da mit solehen der Werth von 2 log a sich nur mit 6
Dezimalstellen richtig ergicht.

3t Beispiel.

Man suche den Bogen x aus der Gleichung:

fl@)=a — 0, 2 sin 2 — arc (820 24" 37,” 85) = 0.



206

Aus ciner Tafel, welche die Lingen der Kreisbogen in Theilen des
Hallimessers ausgedriickt enthiilt, findet man zuniichst:
are (820 24" 37, 85) = 1, 4383348,

so dass die Gleichung eigentlich lautet:

fla) =a — 0,2 sin x — 1,4383348 = 0;
beachtet man nun, dass o => 829 sein muss und in dieser Gegend
sin @ nahe = 1 ist, so ersicht man sogleich aus derselben Tafel, dass
oo zwischen 939 und 949 liegen muss, da are 93° = 1.6235 ..., und
are 949 = 1.641 ... ist. Man setze also:

ap = 93 20 wird flay) = — 0,01490

ay = 949 Slay) = 4 0,00277
md man erhiilt, da ¢, — ¢y = 1Y ist, nach (4) als genaueren Werth :

— 0,01490

r= 930 4 10, 1= — 930 L 00 843 = U39 50, 6
— 0,01767
Setzen wir ferner:
== 93" 50", so wird f(ay) = — 0, 0001867
a, = 93° 51’ Slwy) =+ U,UUHIU&U und hiemit:

— 0, 0001867
— 0 IN)UZ‘U;

welcher Werth bis aut eine Einheit in der 7" Dezimalstelle der Glei-

a == 930 H0' 41", == 93 3 381"01’

chung Geniige leistet,

Berechnung gleicher und nahe gleicher Wurzeln.

125, l‘uth-‘ilt eine Gleichung wiederholte Wurzeln, so kann man
nach der in §. 95 entwickelten Theorie aus derselben andu't Gleichun
gen ableltnn, welche entweder alle Wurzeln, aber jede nur einmal,
oder bloss die ungleichen Wurzeln, oder bloss die wiederholten Wur-
zeln, jede nur einmal enthilt und welche sofort nach den in den vor-
hergehenden §§. dargestellten Methoden aufgelist werden kinnen.
Man kann jedoech auch die Aufgabe stellen, cine wicderholte Wurzel
unmittelbar aus der gegebenen Gleichung zu berechnen. Dass die ohi-
een Methoden nicht olme Weiteres aneh anf solche Wurzeln angewen-
det werden kinnen, ist leicht einzusehen. Sowohl bei Newton’s als
Ilorner’s Methode wird die Verbesserung eines schon geniiherten Wer-
thes @ ciner Wurzel «; durch den Quotienten — f(a): /" (a) gegeben;
ist nun diese Wurzel eine wiederholte, so ist nebst f(x) auch f” (a)=0
und in den suceessiven Niherungen convergiren sowohl Zihler als
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Nemner jenes Quotienten gegen die Null, wodureh derselbe unfiihiy
wird, die gesuchte Verbesserung auszudriicken. Die Regula falsi
wiirde, wie diess aus den Gl (2), §. 124 hervorgeht, die Auflésung
einer Gleichung vom " Grade erfordern, wenn die Wurzel in der
gegebenen Gleichung rmal vorkommt, wodurch diese Methode auch
unbrauchbar wird.  Die Horner'sche Methode Lisst sich hingegen mit
geringen Modifikationen auch auf diesen Fall anwenden,

Sei niimlich @ = ¢ 4 w eine wiederholte Wurzel der gegebenen
Gleichung und « ein genitherter Werth derselben. Vermindern wir die
Wurzeln der gegebenen Gleichung um «, so erhalten wir als transfor-

mirte Gleichung:
glw) = Vw4 Vj w—l + .. + Vpy wh 4 Vg w? 4
+ I‘,,,_.z w? + I‘tu*l w + ]".,“ — ”7 (11
welehe nan die Wurzel w0 mehirmals enthiilt.
Ist mun diese Wurzel eine doppelte, so ist nebst ¢ () auch noch
¢'(w) = 0, hooes hesteht die Gleichung:

gw)=m Vw14 .+ 3V gu42V, w4 Vyy =20,

in weleher woll 1,y =" (a), nieht aber V,,_, = f"(a) gegen Null
convergirt, weil die Wurzel nur als zweifache vorausgesetzt wurde
und somit der Gl ') = O nur einmal zukommt. Man kann daher
nitherungsweise 2V, w 4+ V,—y = 0 setzen, woraus als geniiherter
Werth:
. l-"""l,

2V

folgt. Dieser Ausdruck tritt daher bei einer doppelten Wurzel an die

ni

Stelle des Quotienten — —"— in §. 122, Um daher die successiven

m—I1
Dezimalstellen ciner doppelten Wurzel zu erhalten, wird man in den
aufeinanderfolgenden transformirten Gleichungen den vorletzten Coef-
ficienten dureh den vorvorletzten dividiren und vom Quotienten die
Hiilfte nelimen.
Ist die Wurzel cine dreifache, so besteht nebst der Gl. (2) auch
noch die folgende:

g (w)=m(m—1) Vpw" 24 .. + 2. 3 Vo gw + 2 Va5 =0,

aus weleher sofort niherungsweise 2.3 Vg w + 2V, = 0, d. i
Vm—z
W= —
d Kn-—ﬂ

folgt; die successiven Dezimalstellen einer dreifachen Wurzel ergeben
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sich daher, wenn man den drittvorletzten Coefficienten durch den viert-
vorletzten dividirt und vom Quotienten ein Drittel nimmt.

Auf diese Weise fortfahrend kommt man zu dem Schlusse, dass
sich bei Anwendung des Horner’schen Verfahrens die sucecessiven De-
zimalstellen der Wurzel aus den Quotienten:

I'm 1 rmﬁl 1 I/m—z o 1 I m—;u«l»i (2,‘

- ) z g - g wer
’m—l -2 I"m—z 3 lm—s P ,},7},

ergeben, je nachdem die Wurzel eine 1, 2, 3, .... oder pfache ist.
Ein ausgefiihrtes Beispiel diirfte bei der Einfachheit der Sache
unnéthig sein, man kann z. B. das Verfahren auf die Gleichung:
xt — 223 — 2 4- 220 4+ 1=0
anwenden, welche 2 Paave gleicher Wurzeln enthiilt, das ciuc zwischen
1,6 und 1, T. das andere zwischen — 0, 6 und — 0, 7, (niimlich

__—+ 5 ]/.;)

9 —

126. Man kann die obigen Ausdriicke (2) noch in einer anderen
Form darstellen. Nehmen wir zuerst an, die f]‘:t“']i(']lt' Wurzel sei eine
doppelte, so enthiilt auch die Gl (1) im vor. §. die Wurzel w zweimal
betrachten wir nun w« als eine kleine (nowt'.v erster Ordnung, so smd
die drei letzten Glieder der GL (1) von der 2t die iibrigen jedoch
von hiherer Ordnung, so dass wir mit Vernachlissigung dieser Glie-
der, w aus der Gleichung:

Vies w24+ Vpqyw—4 V, =0
niherungsweise hestimmen konnen. Nebst dieser besteht aber noch,
weil w eine doppelte Wurzel, niherungsweise die Gleichung :
2 Vasw+ Vamqq=w
Vit
2 Vs
folgt; eliminirt man aber aus beiden letzten Gleichungen die Griosse

aus welcher der bereits oben fir w gefundene Werth —

27,
Vin—sy s0 erhiilt man w = — T_—"’, s0 dass sich also aus beiden Aus-
m—1
dritcken:
I'Ym 1 2 I’w
— und — —
2 I m—2 I mn—1

nahie derselbe genitherte Werth fiir w ergeben muss und zwar werden
die beiden Werthe einander um so nither kommen, je kleiner w ist.

Ist dic Wurzel cine dreifache, so bestehen niiherungsweise die
Gleichungen :
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Vm—a wd 4 Vi w? 4 Va4 Vy =0
3 I/'m_:; w? + 2 I/m_gw + P’m—-l =0
6 Vg 0+ 2F g == 0

deren letzte den schon oben gefundenen Ausdruck fir w=—— Vg

3 Vs
liefert; aus den beiden andern erhilt man durch successive Elimina-
tion von ¥, _3 und V,,—; noch die Ausdriicke:

i”m-i 3 Vm

= und w = — s
m—2 Vnp—[

w==—

Bei einer 4fachen Wurzel wiirde man auf demselben Wege fiir w
die Ausdriicke:
Vg 2V 3Vay 4T
4 Irm—; ! 3 Vm—:} ! 2 Ilvm—:z ! 'mg]
finden u. s. w. und immer kommen die numerischen Werthe dieser ver-
schiedenen Ausdriicke einander um so niiher, je kleiner w schon ist.

127, Diese Ergebnisse setzen uns in den Stand, die Horner'sche
Methode auch auf die Trennung und gleichzeitige Berech-
nung nahe gleicher Wurzeln mit Vortheil anzuwenden.

Nehmen wir an, eine Gleichung besitze zwei nahe gleiche Wur-
zeln, welche den ganzen Bestandtheil @, und die » ersten Dezimalstel-
len @y, ay, @3, . a- gemeinschaftlich haben, so dass sich dieselben erst
in der (r 4 1)te® Stelle trennen. Hat man sich nun durch die Analyse
der Gleichung, etwa nach dem Sturm’schen Lehrsatze den gemein-

; G a : "
schaftlichen Niherungswerth @, 4~ 1—6 verschafft, so vermindere man

zuerst die Wurzeln der Gleichung um diese Grisse und erhiilt sofort
die iibrigen gemeinschaftlichen Wurzelziffern aus den successiven
Vit
2 Vii—a
in Bezug auf diese Stellen die beiden Wurzeln offenbar als Gleiche zu
betrachten sind; die so erhaltenen Dezimalziffern miissen mit jenen

transformirten Gleichungen mittelst des Quotienten — , indem

R : 2Vn .
iibereinstimmen., welche der Quotient — I—“—‘— giebt, was als Probe
“m—1
gilt, dass dieselben beiden Wurzeln angehoren. Auf diese Weise fihrt
man fort bis zu jener Dezimalstelle, an welcher sich beide Wurzeln
trennen; diese wird sich dadurch verrathen, dass sie sich nicht gleicli-

lautend aus den beiden obigen Quotienten ergiebt, oder wenn diess
2= sich ergebende Deszi-

I Vi

Herr, Hoh, Mathematik, I. "

bisweilen noch der Fall ist, die aus —
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malziffer einen Zeichenwechsel des letzten Gliedes hewirkt, was offen-
bar andeutet, dass man iber die kleinere Wurzel bereits hinwegge-
gangen ist.  Die folgenden ungleichen Dezimalstellen beider Wurzeln

m

erechen sich nun anf gewihnliche Weise aus dem Quotienten —
{ 2 7 )
m—1

wobei nur die ersten ungleichen Ziffern a4y und @', beider Wurzeln
einige Versuche erfordern werden; fiir a.p, ist offenbar die grisste
Zahl zu nehmen, fiir welche das Zeichen des letzten Gliedes der trans-
formirten Gleichung, welche auf jene folgt, die die letzte gemeinschaft-
liche Dezimalstelle geliefert hat, noch ungeindert bleibt; fiir o', die
grosste Zahl, fiir welche dieses Glied noch einen Zeichenwechsel
erleidet,

Aehnlich ist der Vorgang, wenn die Gleichung in einem bestimm-
ten Intervalle mehr als zwei, z. B. p nahe gleiche Wurzeln besitzt.

= B a 3 N . =
Bezeichnet wieder « 21 einen gemeinschaftlichen Niherungswerth
0 10 -} =1

) s g a .
mnd hat man zuniichst die Wurzeln der Gl um «, 4+ Kl) vermindert, so
ergeben sich die folgenden gemeinschaftlichen Wurzelziffern aus dem
{ - . e |
! und miissen mit den aus dem Quolwnten—‘o, :

P Vo—p m—1
abgeleiteten stimmen.  Die Wurzeln trennen sich an der Stelle, bei
welcher diese Uebereinstimmung anfhort oder ein Zeichenwechsel im
letzten Gliede andeutet, dass die kleinste Wurzel iiberschritten ist,

welche sodann aus der letzten transformirten Gleichung mittelst des

n—p+

Quotienten —

"m

gewdihnlichen Quotienten — weiter entwickelt werden kann. Aus

m—1

derselben transformirten Gleichung erhiilt man die iibrigen Wurzeln
ohne Schwierigkeit mit Riicksieht auf die im letzten Gliede eintreten-
den Zeichenwechsel, wenn simmtliche p Wurzeln an der ersten auf
die letzte gemeinschaftliche Ziffer folgenden Stelle verschiedene Ziffern
haben. Haben aber einige dieser Wurzeln an der genannten Stelle
wieder gemeinschaftliche Ziffern, so wird sich die Abtrennung der ein-
zelnen Gruppen durch den Verlust mehrerer Zeichenwechsel — iiber-
einstimmend mit dem Budan’schen Lehrsatze — verrathen und es ist
dann das Verfahren der nahe gleichen Wurzeln wieder auf eine jede
solche einzelne Gruppe anzuwenden. — Da iibrigens dieser Fall in
der Praxis nicht leicht vorkommt, so mige diese kurze Andeutung hier
geniigen, indem einige die Rechnung abkiirzende Kunstgriffe dem auf-
merksamen Rechner sich theils selbst darbieten, theils nur bei grisse-
rer Uebung geliufig bleiben.
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Als Beispiel wollen wir die bereits in §. 119 analysirte Gleichung
©at 4 4028 4 185af — 1982 4 48 = O withlen, welche zwei nahe
gleiche Wurzeln in dem Intervalle {0, 4 und 0, ;')} besitzt; vermindern
wir daher zuniichst die Wurzeln der Gleichung um 0O, 4 und verfahren
sodann nach obiger Vorschrift. so steht die Rechnung so:

1440 + 185 —198 . —+ 48
0, 4] 40,4 201,16 117,536 0,9856
40,8 217,48 30,544
41,2 233,96 Vit 2V )
— = 0,06 = 0,06
-i—l,“l )l,,;_) ,’ Vm——l ’ '
0,06] 1441,66 4 236,4596 —16,356424 4 0,00421456
41,72 238,9628 2. 018656
8 241.4696 A 2V, )
41,76 241,4696 _lg:;,__t,004’.’1” = 0,004
’1']. -.R-]: :) l’n—l I’m—l ‘

2

0,04] 1441,85 4241,6370 —1,052103  40,00000613
241,8044  0,084890

241,9718
Vin— 2V
—2L — 00,0001, —2-=0, 00007
2 I'f.-:z—z m—y -
Bis zur 3'® Dezimalstelle geben die heiden Quotienten )—]"‘:5
“ ¥m—2

,Vi dieselbe Ziffer; es sind daher 0,464 die gemeinschaftlichen
m—1
Anfangsziffern beider Wurzeln, welche sich in der 4'¢* Dezimalstelle
trennen. Vermindert man nun die Wurzeln der letzten transformirten
Gleichung um 0,0001, so bleibt das letzte Glied positiv; vermindert
man um 00,0002, so wird es negativ und wird abermals positiv, wenn
man um 0,0003 vermindert. Daher ist 1 die vierte Stelle der einen,
2 die der andern Wurzel, welche somit jetzt getrennt sind und nach
dem gewdshnlichen Verfahren weiter entwickelt werden kinnen.
Fiir die kleinere Wurzel hat man:
1+ 42 4 241,972 — 0,08480 4 0,00000613
+ 241,98 — 0,06069 -+ 0,00000006
— 0,03649
Das letzte Glied durch das tm[ntatc dividirt, giebt 0,000002 und
dic Wurzel heisst also auf 6 Dezimalstellen genaun: 0, 4(;-11()2.
Fiir die andere Wurzel steht die Rechnung wie folgt:
g 1 442 4 241,972 — 0,08489 -+ 0,00000613

0,02] 241,98 — 0,03649 — 0,00000117
211,99 + 0,01191
242
4
0,04 242 =+ 0,0216 — 0,00000031
0,0813

Die Wurzel ist demnach = 0, 464249,
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B. Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten.

128, Wenn zwischen zwei Unbekannten x, y zwei algebraische

Gleichungen vom n'*® und m'e® Grade gegeben sind, so kinnen diesel-
ben, indem man sie nach Potenzen der einen Unbekannten ordnet,
immer von folgender Form vorausgesetzt werden:
P=Aye"+4 a1+ dya" 24 Aya" 34 ..+ Ay o+ 4,=0 (1)
Q=Dyx" 4By a" 14 Bya"—2 4+ Bya"3+4....4+Bu_ x4 B,=0(2)
wo die Coefficienten 4 und B ganze rationale Funktionen der zweiten
Unbekannten y sind. 'Der Grad einer solchen Gleichung bestimmt sich
durch die hichste vorkommende Exponentensumme der in einem Gliede
multiplicirten Potenzen von x und y, wobei auch einer der Exponen-
ten Null sein kann. Eine vollstindige Gleichung des n'*® Grades
zwischen zwei Unbekannten, wie (1), enthiilt daher alle Potenzen von
x und y, welche diesen Grad nicht iibersteigen, so wie alle Produkte
dieser Unbekannten, in welchen die Summe ihrer Exponenten die Zahl
n nicht iiberschreitet, Fehlen einige dieser Glieder, so heisst die Glei-
chung unvollstindig.

Sollen demnach die Gleichungen (1) und (2), wie vorausgesetzt
wurde, bezichungsweise vom »'**" und m'® Grade sein, so diirfen die
Coefficienten A4,, B, y nicht enthalten; ferner sind 4;, B, ganze
Funktionen von y hichstens vom 15%®; Ay, B, hichstens vom 2te®;
Ay, By hichstens vom 32 w.s.w., 4,, B, beziehungsweise hiichstens
vom #'*® und »'*® Grade. Da A4;, B, von y unabhiingig sind, so kin-
nen wir die Gleichungen durch diese Coefficienten dividirt denken, was
wir in der Folge als geschehen annehmen wollen.

Jedes System von Werthen der beiden Unbekannten, z=e, y=4,
welche in (1) und (2) substituirt, diesen Gleichungen Geniige leisten,
Leisst eine Auflisung oder ein Wurzelpaar. Ueberschreiten diese
Gleichungen den ersten Grad, so lassen sic immer mchrere Auflisun-
gen zu, deren Anzahl jedoch, wie spiiter gezeigt werden wird, nicht
grosser sein kann, als das Produkt sz Einheiten hat. Man gelangt zu
diesen Auflésungen, indem man aus den gegehenen Gleichungen eine
der Unbekannten, etwa x, eliminirt, d. h. aus ihnen eine neue Glei-
chung ableitet, welche nur y enthiilt und aus welcher sofort die Werthe
dieser Unbekannten gefunden werden konnen, welche in Verbindung
mit den korrespondirenden Werthen von @ die Gleichungen (1) und (2)
identisch machen. Diese Gleichung in y, die sogenannte Elimina-
tionsgleichung, muss offenbar die Eigenschaft besitzen, dass sie
nicht dureh mehr und nicht dureh weniger Werthe von y erfiillt wird,
als die Gleichungen (1), (2) Auflésungen zulassen.
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Sei & = «, y = g ein Wurzelpaar der Gl. (1), (2), und denken
wir uns den Werth y = g aus der Eliminationsgleichung bereits ge-
funden und in beide Gleichungen substituirt, so enthalten dieselben nur
mehr die Unbekannte a und miissen offenbar fiir + = « beide iden-
tisch werden, somit den gemeinschaftlichen Wurzelfaktor (x— «) be-
sitzen. Hieraus folgt, dass man die zu irgend einem Wurzelwerthe g
von y gehirigen Werthe von « finden wird, wenn man § statt y in den
Polynomen (1) und (2) substituirt, zwischen beiden den grissten ge-
meinschaftlichen Theiler @(x) sucht und die Gl. g(x) = 0 auflost.
Jede Wurzel der Gl g(z) = O giebt in Verbindung mit y = g eine
Auflésung der Gleichungen (1) und (2). Beachtet man die oben ange-
fiihrte wesentliche Eigenschaft der Eliminationsgleichung, so folgt aus
dem eben Gesagten, dass, wenn die Gl g(x) = 0 vom k' Grade ist,
die Wurzel 8 der Eliminationsgleichung mal zukommen muss; und
umgekehrt,

Wie man sieht, kommt es daher nur noch auf die Bildung der
Eliminationsgleichung an, wozu wir verschiedene Methoden besitzen.

129, Das aus den Elementen unter dem ¥amen der Substitutions-
methode bekannte Verfahren, aus zwei Gleichungen des ersten Grades
eine Unbekannte zu eliminiren, lisst sich auch auf hihere Gleichun-
gen mit gutem Erfolge anwenden. Es besteht bekanntlich darin, aus
der einen Gleichung, etwa (1), den Werth von « in Funktion von y
ausgedriickt zu nehmen und in (2) zu substituiren, wodurch man eine
Gleichung in y erhiilt, welche siimmtliche Werthe dieser Unbekannten
darbieten wird, fiir welche beide Gleichungen zusammen hestehen
konnen.

Da aber die Gleichung (1), nach « aufgeldst, n Werthe fiir diese
Unbekannte liefert, etwa:

=1 (), ®2=g2 (), @3 =q3 (%)) o T = ¢ (%),
so haben wir jede dieser Wurzeln in (2) zu substituiren; wir erhalten
dadurch n Gleichungen:
¥ =a® 4 By 2" ! 4 By 2;"2 4 . + By =0
Yo=all 4+ By "1 4 By ay" 2 4 .c... + B, = 0
Yy=uai' + By x3" 1 + By xy"~* 4 ... + B, =0 (3)

Yp=am 4 B x," 1 4 By x," 2+ ... + B, =0 J

und jeder Werth von y, welcher irgend eine dieser Gleichungen iden-
tisch macht, liefert eine Auflisung der Gleichungen (1), (2); und zu-
gleich kann kein anderer Werth von y, der nicht eine Wurzel irgend
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einer dieser Gleichungen ist, eine Auflosung sein. Multipliciren wir
daher die Gleichungen (3), so erhalten wir eine neue Gleichung in y:

Yyd5. Xguwwn Ty =0 (4)
welche offenbar fiir alle Werthe von y identisch wird, welche irgend
einer der Gl. (3) geniigen, aber auch nur fiir diese und somit die ge-
suchte Eliminationsgleichung ist.

Nun lassen sich zwar die Wurzeln z;, x5, ..... @y, der GL (1),
welche in (4) erscheinen, allgemein nicht finden; es ist aber die linke
Seite der G1. (4) eine symmetrische Funktion dieser Wurzeln, da durch
Vertauschung der Grissen ay, oy, a3,... 2, unter einander die Fakto-
ren wechselseitig in einander iibergehen, wodurch nur die Ordnung
derselben, nicht aber der Werth des Produktes geiindert wird. Dieses
wird daher gehdrig entwickelt, verschiedene in die Coefficienten
By, By, .... B, multiplicirte symmetrische Funktionen der Wurzeln
@y, Xy e &y der GL (1) enthalten, welche sofort olme diese Wurzeln
zu kennen, durch die Coefficienten A, , 45, ... 4, der GL. (1) nach den
in §8. 96, 97 und 938 entwickelten Vorschriften rational ausgedriickt
werden konnen. " )

Das Verfahren ist so einfach, dass ein Beispiel zur Verdeutli-
chung geniigen wird. Die gegebenen Gleichungen seien:

22 4 2y —10) & 4+ 2 — 10y 4+ 21 =0 (er)
w— (G —6)a+yr— 6y + 5 =0 ®)
Bezeichnen wir die Wurzeln der Gl. («), da sie nach @ vom 2ten
Grade ist, mit @y, xy und substituiren wir selbe in (3), so kommt:
Yi=0a!— 2y —6)a, +y?— 6y + 5=0,
Y, =a} — (2y — 6) @ + 42 — by + 5 =0;
durch Multiplikation dieser Gleichungen erhalten wir:

a) @3 —(2y—6) (afa, +abay) + (y2— 6y + 5) (.wf+m3)+l
+ 2y — 6)2 x a,

i =0: (g
— 2y —6) (32 — by + 5) (= + =) +§
+ (32 — 6y + 5)2
Nun ist:
m‘1+a:2=—(2y—10) } h S
I Rl TOR nach §. 87. '
folglich:
@} @s =yt — 203 4+ 1422 — 420y + 441,
@ xy a5 2y =2y @ (@ + xy) = — 253 + 30y — 142y 4 210

@, 4 xh = (@) + 2y)? — 2y 2y = 2y — 20y + H8.



Diese Ausdriicke in (y) substituirt und reduecirt, erhiilt man als
Eliminationsgleichung:
Yyt — 16y° 4 9292 — 224y 4 192 =
Als Wurzeln derselben findet man:
y=2, 6, 4, 4

und als zugehdrige Werthe von = nach dem im vorigen §. angegebe-
nen Verfahren:
x=1, 1, 3, — 1.

Diese Methode wird leider ziemlich beschwerlich, wenn die Glei-
chungen den zweiten Grad iibersteigen; sie ist iibrigens die einzige,
welehe immer, ohne besondere Vorsicht, die richtige Eliminationsglei-
chung liefert,

130. s kann der Fall eintreten, dass die Eliminationsgleichung (4)
identisch wird fiir jeden Werth von y, wenn néimlich einer oder mehrere
der Faktoren ¥, d. h. eine oder mehrere der Gleichungen (3) fiir jeden
Werth von # identisech = 0 werden. Hiezu wird erfordert, dass
einer oder mehrere der Wurzelwerthe @y, y, .... a;, der GL (1) auch
die GL (2) identisch machen, d. L. dass die beiden Gleichungspolynome
Pund Q einen oder mehrere gemeinschaftliche Faktoren von der Form
x — xy besitzen, wo x, im Allgemeinen eine Funktion von y ist,
jedoch auch eine constante Grisse sein kann; die gegebenen Glei-
chungen (1), (2) haben dann die Form:

F.P=0, F.Q =0,

wo I7 eine Funktion von @ und y oder bloss von x ist, und werden
erfiillt, wenn man F'= 0 setzt, woraus in jedem Falle eine unendliche
Anzahl von Auflisungen hervorgeht. Ausser diesen lassen die gege-
benen Gleichungen noch jene Auflisungen in beschrinkter Anzahl zu,
welche aus dem Systeme der Gleichungen P’ = 0, Q' = 0 resultiren;
welche Gleichungen demnach fiir sich zu behandeln sind, nachdem
man den gemeinschaftlichen Faktor F, welcher offenbar den Coeffi-
cienten siimmtlicher Potenzen von « in beiden Gleichungen zukommen
muss, durch Division weggeschafit hat.

Auch kann es geschehen, dass man als Eliminationsgleichung
erhiilt V=0, wo IV eine von y unabhiingige Grisse; in diesem Falle
widersprechen sich die gegebenen Gleichungen und lassen keine Auf-
losung zu, da eine bestimmte Grosse NV nicht = 0 sein kann.

Hat endlich eine der gegebenen Gleichungen, z. B. (2) einen bloss
von y abliingigen Faktor, ist also von der Form Q = F(y). Q" = 0,
80 wird man zur Vereinfachung der Rechnung dieselbe zuerst durch
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F(y) dividiren, aus den Gleichungen P = 0 und Q" = 0 die Unbe-
kannte x eliminiren, und sodann die gefundene Eliminationsgleichung
noch mit [#(y)]* multipliciren, da letztere das Produkt der Gleichun-
gen (3) sein soll, welche in diesem Falle offenbar siimmtlich die Form
F(y). @ = 0 haben.

131, Die Eliminationsgleichung, welche aus zwei
Gleichungen des m'® und »"*® Grades zwischen zwei Un-
bekannten hervorgeht, ist hichstens vom mnt Grade.

Diess wird bewiesen sein, wenn gezeigt werden kann, dass kein
Glied der Eliminationsgleichung den mn'" Grad iiberschreiten kann.
Nun ist irgend ein Glied derselben, da sie durch Multiplikation der
Gleichungen (3) entsteht, offenbar: '

By. By. Be. By oo By 2™ % ™0, 23" 2y .. a2 V= M. N.

Es sind aber die Coefficienten B,, By, B, ... B, ganze Funktio-
nen von y beziehungsweise hichstens vom aten, pten, cten nten Grade;
folglich ist das Produkt A derselben eine ganze Funktion von y hich-
stens vom p'®® Grade, wenn wir:

a+b4c4+ 04 ... + n=nu

setzen, wo die Zahl p den Werth mn nicht iiberschreiten kann, da
keine der Zahlen a, b, ¢, ... n grisser als m und ihre Anzahl nicht
grosser als n ist. Der zweite Faktor 1V ist in Bezug auf die Grissen
Ty, &3, T3, ... @, vON der Ordnung:

m—ad+m—>0b4m—c4 .+ m—n=nm—pu,
gehirt also einer symmetrischen Funktion von derselben Ordnung an,
welche sich wieder nach §. 97 durch Summen der verschiedenen Po-
tenzen der Wurzeln z, @, , @3, ... ,, von der 15" bis zur (mn— u)'e®
Potenz ausdriicken lisst. Beriicksichtigt man nun, dass die Coefficien-
ten Ay, 4,, Ag, ... 4, der Gleichung (1) Funktionen von y respective
hichstens vom 1sten, 2ten  Jten - gpten Grade sind, so folgt sogleich
aus den Gleichungen (III) und(I) des §.98, dass diese Potenzsummen,
durch die eben erwiihnten Coefficienten ausgedriickt, Funktionen von
y sein werden, welche den (mn — u)'*® Grad nicht iibersteigen kinnen.
Da solchergestalt der eine Faktor M des in Rede stehenden Gliedes
hiichstens vom p'e®, der zweite hochstens vom (imn — p)t*® Grade ist,
s0 kann das Glied selbst hichstens vom (mn — p 4 w)**?, d. i. hoch-
stens vom mnt® Grade sein.

Sind beide Gleichungen vollstindig, so ist die Eliminationsglei-
chung genau vom mnte? Grade, wie aus dem eben gefiihrten Beweise
leicht gefolgert werden kann.
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132, Eine andere Eliminationsmethode ist folgende.
Die gegebenen Gleichungen seien:

Ag 2™ =+ Ap a1 o Ay am—2 4 ..., + Apy x4+ 4, =0 (1)
By x™ =4 By a1 4 By ™2 o ...... + By 24+ B.=0 (2

wo wir beide von demselben Grade annehmen, was immer gestattet
ist, da sie im Gegentheile durch Multiplikation der niedrigeren mit
einer passenden Potenz von z leicht auf gleichen Grad gebracht wer-
den kinnen. Multiplicirt man (1) mit B, und (2) mit 4, und subtrahirt,
so erhiilt man eine neue Gleichung vom (m — 1)%*" also niedrigeren
Grade:

f @l Oy a2 e Oy 2”3 4 + C, =0, (3)
wo, wie leicht einzuselen:

Gy = A, By — 4y By, Cy, =4y By— 4, By,
u. 8. w. ist.

®  Wird aber (1) mit B,, und (2) mit 4,, multiplicirt und wieder sub-
trahirt, so erhilt man nach Unterdriickung des gemeinschaftlichen
Faktors « eine zweite Gleichung vom (m — 1)*® Grade:
Dy a"1 4 Dy a2 4 Dy a3 4 oo 4+ Dy =0, (4
Wir haben somit die gegebenen Gleichungen auf zwei andere, (3)
und (4), von einem um eine Einheit niedrigeren Grade reducirt, anf
welche nun dieselbe Operation wieder angewendet wird, wodurch sich
zwei Gleichungen’ ergeben, die nach x vom (m — 2)'** Grade sein
werden. Auf diese Weise fortfahrend muss man schliesslich zu zwei
Gleichungen vom 1%'*® Grade nach x gelangen, aus welchen man zwei
Werthe von @ in Funktion von y zieht, welche, einander gleichgesetzt,
die gesuchte Gleichung in y liefern. Es ist aber nicht zu iibersehen,
dass diese Gleichung, welche man hier passender die Final- oder End-
gleichung nennen kann, zwar immer die Eliminationsgleichung ent-
halten muss, in Folge der eingefiihrten Faktoren jedoch auch Wurzeln
aufgenommen haben kann und im Allgemeinen auch aufgenommen ha-
ben wird, welche den gegebehen Gleichungen fremd sind.
Beispiel. Die gegebenen Gleichungen seien:

@t — (2 + 5) @ + (2 + 5y + 6) =0 (1)
ax? — dyx + (492 — 1) =0 (2)
Beide Gleichungen subtrahirt, geben:
w2y —5) — 3y + by + T=0: .
8yt — 5y — 7
hieraus: 2 e L (3)

2y — 5
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Die 15t Gleichung mit (4y2 — 1), die zweite mit (y2 + 5y + 6)
multiplicirt und subtrahirt, erhilt man: '

@3yt — by — 7) — 4y + 26y + 5 =0,
und hieraus:
L dp—26y—5

T 3y2— by — 1’

beide Werthe von a gleichgesetzt, geben, nach y geordnet:
yh — 10y3 4 35y — 50y 4 24 =0

als Eliminationsgleichung in y, deren Wurzeln 1, 2, 3, 4 sind. Sub-
stituirt man diese Werthe in (3) oder (4), so erhiilt man die zugehiri-
gen Werthe von a, niimlich fiir:

y=1,2, 3,14

wi=ig,:by Dy Ts

133, Ist & = «, y = 3 ein Wurzelpaar der Gleichungen (1), (2)
[§. 128], und man substituirt g statt y in die Gleichungspolynome %o
haben dieselben [§. 128] den gemeinschaftlichen Faktor x— «, wel-
cher zum Vorschein kommt, wenn man auf beide das Verfahren des
grissten gemeinschaftlichen Theilers anwendet, wobei man oftenbar
zuletzt einen Rest = 0 erhiilt. Hierauf griindet sich eine dritte Elimi-
nationsmethode, die wir noch in Kiirze anfithren wollen. Man wende
auf die beiden Gleichungspolynome das Verfahren des g. g. Theilers
an, so wird man zuletzt zu einem Reste = R gelangen, welcher nur
mehr y enthilt und offenbar fiir y = 3 verschwinden muss, da fiir die-
sen Werth von y die beiden Gleichungs - Polynome einen gemeinschaft-
lichen Faktor @ — « besitzen ; aus demselben Grunde muss aber dieser
Rest fiir jeden Werth von y verschwinden, welcher zu einer Auflisung
der gegebenen Gleichungen gehort. Setzt man daher diesen Rest = 0,
s0 driickt man dadurch die Bedingung aus, welche die Werthe von y
erfiillen miissen, fiir welche beide Gleichungen zusammen bestehen
kiénnen. Die Gleichung £ = 0 ist daher die gesuchte Endgleichung
in y. Aus dieser erhilt man sofort die den Gl (1), (2) geniigenden
Werthe von y, welche sodann in den vorletzten Rest, welcher von der
Form xq(y) 4+ w(y) sein wird und = 0 zu setzen ist, substituirt, die
zugehirigen Werthe von 2 geben.

Zur Erzielung ganzer Quotienten pflegt man bekanntlich bei dem
Verfahren des g. g. Theilers eines oder das andere der Dividende mit
einem Faktor /7 zu multipliciren, welcher in unserem Falle eine Funk-
tion von y sein wird: hiedurch kinnen aber in die Finalgleichung
fremde, den gegebenen Gleichungen nicht zukommende Wurzeln ein-
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gefiihrt werden. Hat ferner irgend ein Divisor einen von y abhingigen
Faktor F”, so pflegt man diesen zur Vereinfachung der Rechnung zu
unterdriicken, wodurch aber aus der Endgleichung Wurzeln abhanden
kommen kinnen. In beiden Fiillen ist dann diese nicht die wahre Eli-
minationsgleichung. Ohne in ein weiteres Detail einzugehen, wird man
an der Hand eines leicht zu entwerfenden Schema ohne Schwierigkeit
zu folgenden Schliissen gelangen:

a) Hat man ein Dividend D mit einem von y abhiingigen Faktor
F multiplicirt und ist 7" der zugehirige Divisor, so schliesst die I'inal-
Gleichung auch die Auflisungen des Systems der Gleichungen F=0,
7= 0 in sich, welche demnach, wenn solche existiren, aus der Final-
gleichung zu entfernen sind.

%) Hat man aber in einem Divisor einen von y abhingigen Faktor
¥ unterdriickt und ist 22 der zugehirige Dividend, so werden im All-
gemeinen die aus dem Systeme der Gleichungen #7 = 0, D = 0 sich
ergebenden Auflosungen, die den gegebenen Gleichungen noch zukom-
men, in der Finalgleichung fehlen, und diese ist, um die Eliminations-
gleichung zu erhalten, mit # zu multipliciren, wenn £ in Bezug auf
x vom r**® Grade ist.

Es ist kaum nothig zu erinnern, dass die in §. 130 angefiihrten
Bemerkungen bei den zwei letzten Methoden unveriindert Anwendung
finden.

134, Kann eines von beiden Gleichungspolynomen oder beide in
Faktoren zerlegt werden, so wird man die einzelnen Faktoren combi-
niren und dadurch einfacher zum Ziele gelangen. Sind z. B. die Glei-
chungen gegeben:

(zy —3) (@ —2)=0 wmd (2zy2 4 6) (y + ) =20,
so erhiilt man:
aus: ay — 3 =0 und 2ay? 4+ 6 = O als Elim.-GL. y 4+ 1 =0

- xzy—3=0 - y +2z=0- - - ¥4+ 3=0
- x—2=0 - 25?4+ 6=0- - -2P+3=0
- x—2=0 - y +ax=0 - - - y+2=0

und die vollstiindige Eliminationsgleichung ist daher:

G+1) @2+ 3) Cr+3) (o +2)=0.

Was endlich die Auflosung von Gleichungen mit mehr als zwei
Unbekannten betrifft, so lisst sich diese immer auf die Elimination
einer Unbekannten aus zwei Gleichungen zuriickfiihren. Wiiren z. B.
4 =0, B=0, ('= 0 drei Gleichungen zwischen drei Unbekannten
x, ¥y, z, 80 eliminire man zuerst etwa x aus 4 = 0, B =0 und aus
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B =0, ¢ = 0, wodurch man zwei neue Gleichungen erhilt: D=0,
E = 0, welche nur mehr y und z enthalten, aus welchen wieder etwa
y eliminirt werden kann, wodurch sich endlich die Eliminationsglei-
chung in z ergiebt..

SIEBENTES KAPITEL.

UEBER DIE DIFFERENZ- UND SUMMENREIHEN, DIE ARITHMETISCHEN
REIHEN UND UEBER DIE INTERPOLATION DER REIHEN.

135, Es sei:

oy Wiy Mgy gy gy Wpay e (1)
eine Reihe von Grossen, welche nach irgend einem bekannten oder
unhekannten Gesetze auf einander folgen; zieht man jede Grisse von
der niichstfolgenden ab, so erhiilt man eine Reihe von Differenzen :

Uy — Uy Ug— W),y U3 ——1Ugy wveees Uny] — Un,

welche man die Differenzreihe und zum Unterschiede von den fol-
genden die erste Differenzreihe der Hauptreihe (1) nennt.
Man bezeichnet diese Differenzen dadurch, dass man dem abgezogenen
Gliede die Charakteristik 4.vorsetzt; es ist demnach:

) — uy = dug,y ug — uy = Auyy cuuee Upyy — Uy = Atn,

und somit :
dugy duyy Augy Augy oo ity oo 2)

die erste Differenzreihe.

Mit dieser verfahren wir anf gleiche Weise , indem wir jedes Glied
von dem folgenden abziehen und dadurch cine neue Reihe:

duy — dugy dug — Auy, Adug — Augy cove Aty — Attyy ..

erhalten, welche sofort die erste Differenzreihe der Reihe (2) und die
zweite Differenzreihe der Hauptreihe (1) sein wird., Gemiiss der
oben eingefiihrten Bezeichnung haben wir nun Auy — Auy = A. Aug
zu setzen, wofiir man Kiirze halber 42y, schreibt; so dass also:

duy — Ay = Ay, Aduy — Aduy = A*uyy v Aty — duy, = Auy

ist. Dasselbe Verfahren auf die zweite Differenzreihe :
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Auy, A%y, Auy, Ay, enee Ay, .. (3)
angewendet, liefert die dritte Differenzreihe:
Ay, Ay, Buy, Auy; s Ay, ... (4)

in weleher A%y = A% — Ay oo A3uy = A%y oy — A?u, ist. Man
sicht, wie man auf diese Weise fortfahren und im Allgemeinen eine
beliebige Anzahl von Differenzreihen aus der Hauptreihe (1) ableiten
kann. Der Gang der Ableitung erhellt am deutlichsten aus folgendem
Schema: -
Uy o Uy Uy Uz Uy Us Ug vweee
Auy Ay Auy Aug Auy A, o
Ay ARy APuy APuy Ay ..
Ly Ay Auy, Ay
A"uo A’lt] A%tz .....
. s W.

wo irgend ein Glied gefunden wird, wenn man von den zwei dariiber
stehenden das vorhergehende von dem folgenden abzieht.

Zwischen den Grissen ¥, w, ug, .... der Hauptreihe und den Glie-
dern der aufeinanderfolgenden Differenzreihen bestehen gewisse allge-
meine Beziehungen, welche von der Beschaffenheit der Grissen:

Uy By Ugy + vore
ganz unabhiingig sind und die wir daher zunichst entwickeln wollen.

136, s ist:
Auy = w3 — u,
APug= duy — duy = (ug—uy) — (v; —uy) =1y — 2u; 4y,
A3u0=42ul —'—Aiuo :d€£2 = AH] o Aeuo
= uy— uy — (ug—uy) — (ug— 2wy 4 15)
= ug — Juy 4= Ju; — vy,
Ay = APy — APy = vy — dug + Guy — du; 4 uy,
L 8. W,
In den Coefficienten dieser Ausdriicke der Differenzen :
duy, A2y, Auy, Ay ... ‘
spricht sich das Gesetz der Binomialcoefficienten aus; wir schliessen
daher, dass man allgemein haben wird:

Ay =u, —(’ll) Up—y + (;) Up—g — (’;) Uz e (fl)nuu (5)

Dass diese Gleichung in der That fiir jeden Werth von » gelte,
lisst sich durch den bekannten Induktionsheweis leicht nachweisen,
indem man zeigt, dass, wenn dieselbe fiir irgend einen Werth n = »
gelte, sie auch fiir den folgenden Werth n =7 4= 1 richtig sein miisse.
Es ist aber:



222

A"tV g = Ay — Ay, (¢)

Nimmt man nun die Gl (5) fiir » = » als richtig an und beachtet,

dass A"wy aus den Grossen wy, ug, ug, ... 4 auf dieselbe Art gebil-
det sein muss, wie A7y aus den Grossen wy, uy, uy, we t,, 80 ist:

Ay =ty — (?l)u’" =+ (; )”7'—1 — (Zj) Up—g F oo (—1)yy

ATuy= Up=— (71) Uy + (2) Up—g— e —(—=1)" ryy -
+(—1) w3

substituirt man diese Werthe in («), so erhilt man, da allgemein :

(i) + ()=

 rlr—1)(r—2) . r—in4-1) (r—m) | r(r—1) (r—2)....(r—m-41)

o 1.2.3 .om(m—41) T Lo 20.8 et

(=) (r—2) (r—m 4 1) (r—m) 4 2(r—1) (r—2) coo. (r—m+ 1) (m41)
- 123 . m(m—41)

[r(r—1) (r—2) ... (P—m 4 1)] [(r—m) + (m=41)]

" 1. 2. 3 e (m—4-1)

_ r+1)r(r—1) (r—2) ... (r—m+41) (r 4 1),
o 123 wom(m—+1) (m + 1) 1st,

A+ gy = wp 4y — (r_!I- l)u,.-|— (ré— I)za,-_l — ("‘l}‘ 1) U9 +
F o+ (=),

Allein dieselbe Gleichung ergiebt sich auch aus (5), wenn man
daselbst » = » 4 1 setzt, woraus folgt, dass diese Gleichung fiir
n = 1 richtig ist, wenn sie es fiir » = r ist. Da nun das in (5)
ausgesprochene Gesetz sich fir » = 1, 2, 3, 4, bewiihrt, so muss es
nothwendig auch fiir alle folgenden Werthe von » gelten.

Die GIL (5) driickt das erste Glied der »'® Differenz-
reihe durch die (n41) ersten Glieder der Hauptreihe aus.

Eben so lisst sich aber ein beliebiges Glied, z B. das i
Glied der »' Differenzreihe, 4%,, durch Glieder der
lfauptreihe ausdriicken. Denkt man sich nimlich die Haupt-
reihe mit dem Gliede », anfangend, so muss offenbar 4", aus den
Gliedern w,, w, 41y tr1a, e tryq 80 gebildet sein, wie 4", aus:

Uy g Upy Ugy eenes Un 3
man hat daher nach (5):

A"y = wpy gy — ("]L) Uppn—y + (g) Urgn—g — wvee = (—1)% u,. (6)
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Die Gleichungen (5) und (6) lassen sich symbolisch in folgender
Form darstellen :

DAty = (u — 1) (7)
A"y = ur (u—1)" (8)

wenn man nur nach geschehener Entwickelung des Binoms die Expo-
nenten in Stellenzeiger verwandelt und in (8) die Rechnungsregeln fiir
Potenzen anf die mit Stellenzeigern versehenen Buchstaben iibertrigt.

13, Jedes Glied der Hauptreihe lisst sich durch das
erste Glied derselben und die Anfangsglieder Auy, A%,
A%y, oo der auf einander folgenden Differenzreihen aus-
driicken.

In der That ist:
= uy + Ay,
y =y + Aduy = uy + Auy + Aduy + Aug=1y + 24uy+ A%
uy = uy = Auy = wy + 24uy + Ay 4+ A+ A%
uy =+ 20y + A%y + Augt Ay APug 4+ Ay
uy + Bduy + 342y 4 Ay
wy = uy + Aug = wy + dAMuy 4 642, 4 Auy+ Ay

U 8. W,

[

und allgemein:
n nwy n .
Uy = Uy + (1 ) Ay -+—(_))/13z40-}- (6) Ay 4 oo + Ay (9)

wo u, das (w4 1)* Glied der Hauptreihe ist.

Von der Richtigkeit dieses Gesetzes kann man sich auf dhnliche
Weise wic oben leicht iiberzeugen. Symbolisch Lisst sieh die GL (9)
in folgender Weise schreiben:

w, = (1 4 A4)" (10
wenn man nach der Entwickelung des Binoms die Exponenten von A
als Wiederholungszeiger betrachtet.

138. Bildet man der Reihe nach die Summen von 1, 2, 3, ... n
Gliedern der Hauptreihe (1) und setzt:

Sy =y, =1y + uy, S =g + u; + g, ..
Sp=uy + w4+ w3 + . + wp—y,
so erhiilt man cine neue Reihe:

Bis By Sg Bygooens By Byppy oo (11)



224

welche die Summenreihe und zwar die erste Summenreihe der
Hauptreihe (1) heisst. Wie man sieht, ist:

Sy = Su—y + un—y (12)
folglich:

Up—) = Sp — Sn-—] — ASN—] (15)
woraus erhellt, dass die Hauptreihe die erste Differenzreihe der ersten
Summenreihe ist, vorausgesetzt, dass man letzterer ein Glied =0
vorausschickt; indem (13) fiir n = 1 in uy = S;— &, iibergeht, woraus
wegen S) = u,, S, = 0 folgt.

In gleicher Weise kann man aus der ersten Summenreihe durch
successives Summiren der Glieder derselben eine zweite Summenreihe,
aus dieser eine dritte u. s. w. ableiten, und man iiberzeugt sich leicht,
dass die Hauptreihe die »¢ Differenzreihe der rten ‘Summenreihe ist,
wenn man die letztere mit » Gliedern, jedes = 0, beginnen lisst.

Mittelst dieser Bemerkung ist es leicht, mit Hiilfe der GL (9) ein
beliebiges Glied einer beliebigen Summenreihe der Hauptreihe, durch
das erste Glied der letzteren und die Anfangsglieder ihrer aufeinander-
folgenden Differenzreihen auszudriicken.

Um niimlich das n'® Glied der »**® Summenreihe S,” zu finden,
betrachten wir die ' Summenreihe als Hauptreihe, deren »t¢ Diffe-
renzreihe die Reihe (1) ist, zu welchem Zwecke wir der »'** Summen-
reihe » Glieder jedes = O voransetzen, wodurch also das gesuchte
Glied S,” eigentlich das (n +47)'* dieser Reihe wird; wenden wir so-
dann auf diese neue Hauptreihe die Formel (9) an, so erhalten wir,
da das erste Glied der Hauptreihe, sowie die Anfangsglieder der (r—1)
ersten Differenzreihen verschwinden, somit die GI. (9) erst mit dem
(r==1)%en Gliede beginnt, sogleich:

o [r4+n—1 r4+=n—1 r=n—1\
AS;), —-( - )1(0+( 7'+1 )Jlto‘i—( ?"+2 )dluo-['
F o Ay (14)
Setzt man in dieser Gleichnng » = 1, so erhiilt man als Ausdruck
fiir das »'¢ Glied S, der ersten Summenreihe :
Sy = ny + (':) Ay 4+ (’;) Auy + (':) Ay s A A gy, (15)
womit auch die Summenformel oder das summatorische Glied
der Reihe (1) gegeben ist, da:

Sp =y + uy + uy + 3 + ceceo. + uq.

In Bezug auf dic Gleichungen (9) und (15), welche sehr hiiufige
Anwendung finden, muss jedoch hemerkt werden, dass dieselben, falls
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nicht von einer gewissen Differenz 4%, angefangen, alle folgenden
At Vg, A% 2y, .. verschwinden, nichts finden lassen, was nicht schon
bekannt sein miisste. Denn um aus (9) u, zu erhalten, miissen die
Grassen wy, Auy, A%y, . A"y gegeben sein, wozu die Kenntniss von
Uy, uy U. 8. W. bis u, erfordert wird. Dasselbe ist bei GL (15) der Fall.
Es sprechen diese Gleichungen eben nur ein unter allen Umstinden
stattfindendes Bildungsgesetz aus.

VON DEN ARITHMETISCHEN REIHEN.

139. Eine arithmetische Reihe ist eine Folge von Grassen,
welche die Eigenschaft besitzt, dass die Glieder einer ihrer Differenz-
reihen simmtlich einander gleich werden und daher alle folgenden Dif-
ferenzreihen verschwinden. Sie ist vom k'*® Range oder der L' Ord-
nung, wenn die Glieder der Zt*" Differenzreihe cinander gleich sind.

Lassen wir daher jetzt in den vorhergehenden Entwickelungen
die Hauptreihe (1):

Sy iy Ty Uiy ovens Wil wosss (1)
eine arithmetische Reihe vom A" Range sein, so ist 4, das con-
stante Glied der L'*" Differenzreihe, 4%+l = 4 +2uy = ..,. =0
und es folgt somit als Ausdruek des allgemeinen (unserer Be-
zeichnung gemiiss des (o 4 1)) Gliedes der arithmetischen
Reihe vom Z'*® Range aus (9):

Uy = g + (';) Aug + (g) APy + (’;) Ay + ... -§— (?) AFuy  (16)

und als Ausdruck des summatorischen Gliedes aus (15):
S, = nyy + (3) Auy 4 ();) Ay -{—():) Ay <+ o (k_'r_l)/f"uo(lﬂ

Jeder dieser Ausdriicke besteht, wie man sieht, aus (k4= 1) Glie-
dern und nimmt zu seiner Bildung (k4 1) Glieder der Reihe (1) in An-
spruch. Von einer arithmetischen Reihe des 15" Ranges werden dem-
nach zwei, des 2'" Ranges drei Anfangsglieder u. s. w. erfordert, um
die Ausdriicke des allgemeinen und summatorischen Gliedes bilden zu
kionnen.

Aus den Formeln (16) nnd (17) erhilt man:

fiir arithmetische Reihen der £ Ovdnung:
Uy =1y -+ ndy,
B ity n (“2 1)

Herr, Hoh, Mathematik, T, 15

- Auy 3
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fiir arithmetische Reihen der 2'**" Ordnung:

—1
Uy == 4y + nAuy—+ % Auy,
n(n—1) n(n—1)(n—2)

S“ = nuy "l" -ﬁ—‘ AHD + Tg— dgld().
. 8. W.

140. Entwickelt man in (16) und (17) die Coefficienten und ordnet
nach den Potenzen von n, so erhiilt man offenbar:

w, = Ag + Ay n + Ay 12 4 Ay 03 4+ .+ Ak, (18)
S,=Byn—+ Bynt+4 Bynd 4 .. 4+ Bpyy nftl; (19)

wo die Coefficienten Ay, Ay, ... A3 By, By, ... Biyy bloss von den
Grossen g, Auyy A%ugy oo A¥uy abhiingen und 4y = w, ist. Hieraas
folgt, dass jede ganze rationale Funktion von » von der Form:
Ay + 4y n + 4y 02 4 ... 4+ A

als das allgemeine Glied und jede ganze rationale Funktion von der
Form:

By n+ By n? 4+ Bynd 4 ... 4 By 4y wFt!
als das Summenglied einer arithmetischen Reihe der £t*® Ordnung he-
trachtet werden kann.

Man sicht leicht, dass das letzte Glied 4;n* in (18) bloss aus dem
letzten Gliede in (16) hervorgeht, da bloss dieses Glied & Faktoren
enthiilt, deren jeder in Bezug auf n vom ersten Grade ist. Es muss
daher:

4 nk i
oA b
sein, woraus:
Ay =1.2.3 o k. A~ (20)

folgt, welche Gleichung sogleich die constante Differenz einer arith-
metischen Reihe giebt, deren allgemeines Glied als Funktion von n in
der Form (18) gegeben ist. Hat man z. B. w, = 1—23n 4 422, so
ist A%y = 1. 2. 4 = 8;und ih der That liefert dieser Ausdruck,
wenn man der Reihe nach, O, 1, 2 ... statt n setzt, die arithmetische
Reihe der 2" Ordnung: 1, 2, 11, 28, 53, 86, ..., deren zweite Dif-
ferenzreihe 8 zum eonstanten Gliede hat.

1. Eine unmittelbare Folge des Ausdruckes (18) des allgemei-
nen Gliedes ciner arithmetischen Reihe der kten Ordnung ist, dass,
wenn die correspondirenden Glieder zweier oder mehrerer arithmeti-
scher Reihen addirt oder subtrahirt werden, die resultirende Reihe
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wieder eine arithmetische ist, deren Ordnungsexponent gleichnamig
ist mit dem hochsten der verbundenen Reihen. — Werden hingegen
mehrere arithmetische Reilien Glied fiir Glied multiplicirt, so ist die
dadurch entstchende Reihe ebenfalls eine arithmetische, deren Ord-
nungsexponent gleich ist der Summe der Ordnungsexponenten der ver-
bundenen Reihen. — Erhebt man hingegen jedes Glied einer arithme-
tischen Reihe der L*" Ordnung zur r*** Potenz, so erhiilt man eine
arithmetische Reihe der (A7) Ordnung.

Hiernach bilden die &**® Potenzen der Reihe der natiirlichen Zah-
len, 1%, 28, 38 4% ... nF ... eine arithmetische Reihe der ' Ordnung,
deren constante Differenz, da das allgemeine Glied v, = (14-n)* =
1 4 kn 4 ... 4 ©*, somit in (18) A, = 1 ist, nach (20):

Aug=1.2.3. 4 ... k
wird. Es lisst sich daher nach (17) die Summe:
Sn¥) = 1% 4 28 4 3% + 4* + ... + ¥
fiir die verschiedenen Werthe von £ leicht finden. Man hat fiir:

k=1 uy=1, duy = 1, A*uy = Auy = ... =0,

somit:
Sn)y=14 24+ 8444 w. +n=n+ "(ff)l):"‘(l'*'") .

Fir k =2:uy =1, duy = 3, A*uy =2,

St)=12 4 224 32 + 42 4 .. f ¥ =n + (’2')5+(';) 2=
__n(n41) (2n+4-1)

1. 2. 3
]:“ii{-k=3:u0= 1, duy =17, Ay = 12, A3u; = 6,
2 1‘2
S(%) =13 + 22 + 33 + ... +u3=i(nf—).
u. 8. W.

Zu einem allgemeinen Ausdrucke von S(n*) werden wir an einem
spiteren Orte gelangen.

142. Bildet man, von einer arithmetischen Reihe der " Ordnung
ausgehend, die auf einander folgenden Summenreiben, so sind diese
nach §. 138 wieder arithmetische Reihen beziiglich der (&4 1),
(k4-2)ten u, 5. w. Ordnung, deren allgemeine und summatorische Glie-
der sich ohne Schwierigkeit nach dem bisher Gesagten finden lagsen.
Liisst man insbesondere die Stammreilie eine arithmetische Reihe der
1sen Ordnung sein,
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1, 14d, 142d,1+43d, ... 1+ nd, ()
80 ist deren erste Summenreihe:
1, 24 d, 3+ 3d, 44 6d, b + 104, ... B)

fiir welche als arithmetische Reihe der zweiten Ordnung:
1 1
Un = (14+n) (24 nd), S, = + n(n=41) [(n—1)d =4 3]

gefunden wird. Als 2'* Summenreihe erhilt man:
1, 34 d, 6 4+ 4d, 10 4 10d, 15 + 20d, ... ()
fiir welche, als arithmetische Reihe der 3'*® Ordnung:

Up = 7‘7157 (14 n) (24 n) (3 4 nd)
1

Sy = 51 nin +1)(n 4+ 2) [(n—1) d4 4]

sich ergiebt w. s. w. Diese aufeinanderfolgenden Summenreihen, (3),
(), - sind unter dem Namen figurirte Zahlenreihen beziehungs-
weise der 150 2tn 5. w, Ordnung bekannt ; insbesondere heisst (3)
die Reihe der Polygonal- oder Vieleckszahlen, (y) die Reihe
der Pyramidalzahlen. Setzt man in diesen Reihen nach einander:
d=1,d=2,d=3, ..d=m—2,

so ergeben sich aus () die besonderen Reilien der Dreiecks-, Vier-
ecks-, Fiinfecks-, .... m Ecks-Zahlen; aus (y) jene der dreiseitigen,
vierseitigen, fiinfseitigen, ..... m seitigen Pyramidalzahlen.

143, Unter den mannigfaltigen Anwendungen der Differenzreihen
wollen wir noch den Gebrauch derselben zur Berechnung von Tafeln
in Kiirze erliiutern.

Es sei:

y=flz) =4 4+ Bx 4+ Cx? 4+ ... 4+ Mz™ ()
eine ganze rationale Funktion von z und eine Tafel zu berechnen,
welche die Werthe der Funktion y = f(z) fiir nach gleichen Interval-
len fortschreitende Werthe von @, z. B. 2 =1, 2, 3, ... enthiilt. Die
aufeinanderfolgenden Werthe von y werden eine Reihe bilden, deren
allgemeines Glied fiir den Stellenzeiger @ offenbar der Ausdruck () ist;
woraus nach §. 140 folgt, dass die Werthe von y eine arithmetische
Reihe der w'*" Ordnung bilden werden und es geniigt daher, m-4-1
Anfangsglieder derselben zu kennen, um mit Hiilfe der Differenzen alle
folgenden Glieder durch einfache Addition bilden zu kénnen.

Gesetzt z. B., es handle sich um die Berechnung einer Tafel fiir
die 3t» Potenzen der aufeinanderfolgenden Zahlen 1, 2, 3, ... bis 1000;
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bezeichnen wir irgend eine dieser Zahlen mit 2, den Cubus derselben
mit y, so haben wir y == 23 zu setzen, woraus sogleich folgt, dass die
3ten Potenzen der Zahlen 1, 2, 3,... cine arithmetische Reihe der 3ten
Ordnung bilden, wie wir diess schon oben gefunden haben. Wir he-
rechnén nun die vier ersten Glieder der Reihe, fiir e=1, 2, 3, 4 und
erhalten :

| @ | y | 1.Diff. | 2. Diff. | 3. Difs. ’
1
28| 1 | 12 l ;
slar| 2 | 18 |
4 lea| 37 |

und die weitere Rechnung steht nun, wie folgt :

| 3. Dift. | 2. Diff. | 1. Diff. | y=23 | «

| 1 |1

7 8 |2

12 19 27 3

6 18 37 64 | 4

6 24 61 125 |5

6 | 30 91 216 | 6

6 | 36 | 127 343 | 7

6 | 42 | 169 | 512 |8

6 | 48 | 217 | 729 |9
1. 8. W.

Um sich gegen Rechnungsfehler zu schiitzen, wird man von Zeit zu
Zeit einen Werth von y unmittelbar aus der Formel rechnen. Lassen sich
die Werthe von y nur niherungsweise ausdriicken, wie diess z. B. der
Fall ist, wenn einer oder mehrere der Coefficienten in («) irrationale
Zahlen sind, oder rationale Briiche, welche sich durch Dezimalbriiche
nicht genau darstellen lassen, so muss die Rechnung mit einigen De-
zimalstellen mehr angelegt werden, als man am Ende beizubehalten
gesonnen ist, weil sonst, wie leicht einzusehen, durch das wiederholte
Addiren in Folge der vernachlissigten Dezimalstellen die gesuchten
Werthe sich mehr und mehr von der Wahrheit entfernen wiirden.

Dieser Vorgang findet mit geringen Modifikationen selbst dann
noch Anwendung, wenn die Funktion y = f(x), fiir welche eine Tafel
berechnet werden soll, keine ganze rationale Funktion von x ist. Die
aufeinanderfolgenden Werthe von y bilden dann zwar keine arithme-
tische Reihe mehr im strengen Sinne, kinnen jedoch niherungsweise
dafiic genommen werden, indem im Allgemeinen die Differenzreihen
von einer hestimmten angefangen aus so kleinen Gliedern bestehien
werden, dass dieselben als versehwindend angenommen werden kin-
nen, und die Rechnung kann dann immer so angeordnet werden, dass



230
die Vernachlissigung derselben keinen Einfluss auf die letzte Dezimal-
stelle nimmt, welche man noch sicher zu erhalten wiinscht.

Denken wir uns némlich die Funktion y = f() in eine nach stei-
genden Potenzen von x fortlaufende Reihe entwickelt, was im Allge-
meinen immer maglich ist; sei also:

y=flax)=4y + 4y x4+ Ay a® 4 ... + Ay =™ + ...
und @ = x, ein besonderer Werth von x, fiir welchen die Reihe con-
vergirt und das Glied 4,,;; «™*! und um so weniger die folgenden,
auf die ' Dezimalstelle keinen Einfluss mehr nehmen, so ist klar,
dass fiir Werthe von =, welche in der Nihe von x, liegen,
bis auf n» Dezimalstellen genau:

y=[fle)y=Ay + 4y = + 4y 2> + ... + 4, ="
ist, vorausgesetzt, dass die Funktion in dieser Gegend stetig ist. Hier-
aus folgt sogleich, dass die Werthe von y, welche den in der Nihe von
x, liegenden Werthen von « entsprechen, bis zur z'" Dezimalstelle
eine arithmetische Reihe der m'® Ordnung bilden.

Da obige Reihe fiir verschiedene Werthe von a ungleich stark
convergiren wird, so wird sich hiedureh auch der Rang der arithmeti-
schen Reihe, somit auch die Anzahl der in Rechnung zu nehmenden
Differenzreihen successive iindern. Man wird daher die Rechnung in
Partieen theilen und in gehirigen Intervallen die erforderliche Anzahl
von Gliedern der Reihe sammt den zugehdrigen Differenzen aus der
Formel ¥ = f(x) unmittelbar rechnen.

VON DER INTERPOLATION.

144, Eine der wichtigsten Anwendungen der Lehre von den Dif-
ferenzreihen ist das Interpoliren oder Einschalten. Man ver-
steht hierunter folgende Aufgabe :

Es sei u = ¢(z) eine ihrer Form nach unbekannte Funktion von
¢ (x) und man kenne eine gewisse Anzahl Werthe derselben:

Uy Upy Uy Ugy eene U, (1)
welche den gleichfalls bekannten Werthen von x:
Xy "‘BI, Xgy X3y sass Ty
entsprechen, (so dass uy = ¢(x)) w. s. w.); es soll fiir irgend einen
anderen zwischen xy und =, gelegenen Werth von «, z. B. 2/, der zu-
gehorige Werth von v, = " gefunden werden.
Offenbar kommt es hier darauf an, cine Funktion f(x) zu finden,
welche wir zur Berechnung statt der unbekannten Funktion ¢(x) be-
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niitzen kénnen. Diese Funktion f(z) muss nothwendig die Eigenschaft
haben, dass sie fiir # =@y, @y, @3, ... @, die Werthe uy, wy, g, . 1y,
annimmt ; es ist diess aber zugleich die einzige Bedingung, welche
uns zur Aunffindung dieser Funktion zu Gehote steht. Hat man eine
solehe gefunden, so wird die Gleichung v = f(x) das Gesetz der Ab-
hiingigkeit der unbekannten Funktion ¢ () offenbar um so genauer
darstellen, je grisser die Anzahl der gegebenen zusammengehirigen
Werthe von x und « ist, je niiher dieselben einander liegen und je
regelmiissiger sie aufeinanderfolgen.

Die Grasse @, von welcher die Funktion « abhiingt, pflegt man
bei Interpolationsrechnungen das Argument zu nennen.

Is ist leicht zu iibersehen, dass diese Aunfgabe eigentlich eine
unbestimmte ist, d. h. dass es unendlich viele Funktionen geben wird,
welche die Eigenschaft haben, fir @ = ay, @y, ... x, die Werthe
Uy Uy y -~ 1, anzunehmen, was durch eine einfache geometrische Be-
trachtung am anschaulichsten wird. Denkt man sich die gegebenen
Werthe von x als Abscissen, die zugehdrigen Werthe von w als Ordi-
naten [§. 14], so werden durch die zusammengehirigen Werthe:

gy Ugs Xpy Y5 oee Ty Up

offenbar n 4 1 Punkte in der Ebene bestimmt, welche zu einer krum-
men Linie gehiren, deren unbekannte Gleichung v = ¢ () ist. Aber
durch dieselben Punkte lassen sich unzihlige, hestimmten Gesetzen
unterworfene Curven ziehen und jede derselben ist eine Auflisung
unserver Aufgabe. Erst durch Hinzufiigung anderer Bedingungen, z. B.
dass die Funktion f(x) eine rationale ganze Funktion vom n'e® Grade
sein soll, wird die Aufgabe eine bestimmte.

In den meisten Fiillen liegen die gegebenen Werthe des Argumen-
tes o in gleichen Abstéinden von einander, so dass:

Tl —— Xyg = Ty = &) == T3 — Ty ==

u. 8. w. ist, welchen Fall wir zuerst hetrachten wollen.

145. Bezeichnen wir mit Juy, A%y, 4wy, .... A"y die Anfangs-
glieder der aufeinanderfolgenden Differenzreihen der Reihe (1), so ist
[§. 137]:

= Yy + n/ qu + n(n )

nn—1)(n—2)

193 Adug 4= .

APy +

Setzen wir nun v = f(x), das constante Intervall des Argumen-
tes, z; — @y = a3 — 2, = ... =}, 80 wird yy = f(z,), 14 = f(x)
= Flay 4 )y wy = f(@2) = flag + 20), o tn = flap + nh)y und
wir haben:

&
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Fagtniy=g+ nng + "0 oy, 4 2ONOZD)

oder, wenn wir:
2 k
zg+nh=x, nh=>"~k, somitn = " setzen :

Bl—l) [, | E—)—28)
ﬂxu-|—/):f(x)_-uﬂ-|- /]ln-l- Lo A*u 0+wd"}uo+....

k(k —/f (—28) . [k — (n—1) 4]
1.2.3..n. 4"

e

AMug. (2)

Der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen ist eine ganze ratio-
nale Funktion von @ vom m** Grade, wie man sich leicht iiberzeugt,
wenn man statt & seinen Werth @ — a, einfiihrt, und nimmt der Reihe
nach die Wexrthe ug, u;, 4y, ... u, an, wenn man darin zg, @), 2, .. 2
an die Stelle von @« setzt. Man erhiilt ndmlich [vergl. §. 137]:

fiir @ = a, wegen k = 0, f(zg) = uy,

- x=xy, - k=h,flz) =y+ dy=1,
- =2y, - =2k flay)=uy+ 2Auy+ Auy=1us;
u. 8. W.

Diese Funktion f(x) kann demnach, in Ermangelung von ¢(x),
als ein genitherter Ausdruck des Gesetzes der Abhiingigkeit der Grisse
u von x hetrachtet und zur Interpolation benutzt werden. Setzt man
nimlich statt 2 irgend einen zwischen xy und wx, fallenden Werth 2’ so
wird dieselbe einen Werth " liefern, welcher dem wahren Werthe
¢(x’) so nahe kommen wird, als es die gegebenen Daten iiberhaupt
erlauben. Dabei ist 2 das Intervall, nach welchem das Argument fort-
schreitet und & = o’ — x;, zu setzen, wo z, jenen Werth des Argu
mentes bedeutet, welcher dem Werthe u, entspricht, von welchem die
Formel (2) ausgeht.

146. Die Reihe rechts vom Gleichheitszeichen in (2) bricht ab,
wenn die gegebenen Werthe von # eine arithmetische Reihe bilden und
ist in diesem Falle nichts anderes als der Ausdruck des allgemeinen,
dem Stellenzeiger x;; = & entsprechenden Gliedes der Reihe (1); in
diesem Falle ist natiirlich der Ausdruck villig genau und kann auch
fiir solche Werthe des Argumentes angewendet werden, welche ausser-
halb der Grenzen x;, und z, liegen.

Ist aber die Reihe der # keine arithmetische (und diess ist der ge-
wiohnlichere Fall), so ist die Reihe in (2) unendlich und zur Berech-
nung nur geeignet, wenn sie convergirt, wozu erfordert wird, dass die
aufeinanderfolgenden Differenzen Aug, A%uy, A%y, ... immer kleiner
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werden, so dass man die folgenden Glieder mit Riicksicht auf den ver-
langten Grad der Genauigkeit vernachlissigen kann.

Ist das Intervall des Argumentes 4 = 1, so kann man unhescha-
det der Allgemeinheit, z, = 0, folglich z; =1, &, = 2 u. 8. w. an-
nehmen; die Gleichung (2) liefert sodann, wie leicht einzusehen, das-
Jjenige Glied der Reilie, dessen Stellenzeiger £ ist; schreibt man daher
¢ statt &, so geht (2) iiber in:

He—1) —9) .,

w = 1y + tuy + { ) A +“(—1%% Aoy + vy (3)
eine andere Form der allgememen Interpolationsformel , welche iibri-
gens, wie leicht einzusehen ist, auch dann gebraucht werden kann,

: i ; k .
wenn A nicht = 1 ist; es ist dann ¢t = W zu setzen.  Der Kiirze we-

gen migen die Coefficienten von Auy, A%y, A3y, ... in (2) oder (3) mit
¢y, €3, €3, ... bezeichnet werden.

147, Soll zwischen je zwei Glieder der Reihe:
Ugy Upy Upy Ugy eeer
eine gegebene Anzahl von Gliedern eingeschaltet werden, welche nach
demselben Gesetze fortschreiten, wie die ersteren und ist » — 1 die
Anzahl der einzuschaltenden Glieder, so betrachte man 0, », 27, 3r, ...
als die Stellenzeiger der Glieder der gegebenen Reihe und man erhilt
die zwischen u, und u; einzuschaltenden Glieder, wenn man in (2)
h=r und & der Reihe nach = 1, 2, 3, ... (r — 1) setzt. Will man
Formel (3) gebrauchen, so hat man der Reihe nach:
1 2 3 r—1

= —, —, —, .
yiibran
rl ety T

zu setzen, Die zwischen wu; und u, fallenden Glieder erhilt man am
bequemsten auf dieselbe Weise, indem man mit Weglassung von u,,
als das erste Glied betrachtet, wo dann nur andere Differenzen , nim-
lich jene von u; ausgehend, in Rechnung zu nehmen sind, die Werthe
der Coefficienten ¢;, ¢y, c3, ... aber dieselben bleiben.

148. Wir wollen nun den Gebrauch der Interpolationsformel an
einigen Beispielen erliutern.

1. Es ist gegehen:
xy =3000", uy=tg xy = 0,5773503

=30 30wy == tg a; = 0,5800450

=31 0  uy=tg x, = 0, 6008606
@y =31 30 uy = tg ay = 0, 6128008
=32 0 uy=1tga; =0,6248694.

x4



Man suche tg 300 15,
Man bilde die Differenzen nach folgendem Schema:
| u=tge | 1.Dift. | 2. Diff. | 3. Diff. | 4. Diff. |

AT7T73504
0, H773503 + 116947

0. 5890450 T+ 1200 . ‘

0. 6008606 ﬁglzg’ 1246 +;§ 4 1
), 6128008 -

0, 6128008 120686 1284

0, 6248694 |

Es ist nun uy, = 0,5773503, Aduy = -+ 0,0116947, 4y =
=+ 0,0001209, A%, = 4 0,0000037, A, = 4 0,0000001, wo
die letzte dieser Differenzen von keinem Einflusse mehr ist; ferner
h = 30, k = 15"; somit, nach (2) rechnend:

folglich:
tg 300 15 = 0,5773503
+ 0,00584735
— 0,00001511
+ 0,00000023
—  0,5831828.

2) Man berechne log 7 = log 3,1415926536 mit 10 Stellen, vor-
ausgesetzt, dass man eine zehnstellige Logarithmentafel aller Zahlen
von 1 bis 1000 besitzt. Man hat nun:

@ | logax | 1.Difl. | 2.Dif. |3.Diff.| 4. Diff.
3,14 1 0,4969296481 . -
3,15 [0, 4983105538 + i:gg%gé; 43769 +277’
3,1610, 4996870826 | ;5791796 43492 | " gqq| — 3
55,] i U‘i)(_)l()oﬂ'.’blllf 13678578 43218
3,18 |0,5024271200 '
Iis ist folglich:
ny = 0,4969296481, Auy = + 0,0013809057,
Ay =—0,0000043769, A%uy= =+ 0,0000000277,
Ay =—0,0000000003 .
h=0,01,%k=0,0015926536.
Berechnet man mit diesenWerthen von s und k, oder mit demWerthe

t = — = 0,15926536 die Coefficienten ¢, ¢y, ¢3, ¢;, und zwar nur

h
mit so viel Dezimalstellen, dass mit Riicksicht auf die Anzahl der be-
deutenden Dezimalstellen in den Differenzen jedes Glied sich mit 11
Dezimalstellen ergicbt, wovon die 11* zur Versicherung der 10tn
dient, so findet man:
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k
o= 4= t = 0,15926536, ¢ = — 0,06695, ¢ = + 0,041,
= — 0,03;l
somit: Uy = 0,4969296481

e Auy = + 0,00021993042
ey A2y = 4 0,00000029301
ey A*uy = - 0,00000000114
¢y Ay = -4 0,00000000001

log » =  0,4971498727.

149. Bei dem Gebrauche der mathematischen Tafeln aller Art fin-
det das Interpoliren fortwiihrende Anwendung. Eine jede solche Tafel
hat zum Zwecke, die numerischen Werthe einer gewissen Funktion,
welche hiufige Anwendung findet, fiiv eine Reihe von Werthen derje-
nigen Grisse, von welcher die Funktion abhingt (des Argumentes),
ein fiir alle Mal berechnet zu enthalten, wobei das Argument immer
nach einer arithmetischen Reihe der ersten Ordnung fortliuft. Bei
Tafeln von besonders hiufigem Gebrauche, wie z. B. Logarithmenta-
feln, lisst man das Ai!}iment nach so kleinen Intervallen fortschrei-
ten, dass innerhalb einer gewissen Ausdehnung die ersten Differenzen
constant und somit jene der hoheren Ordnungen = 0 werden, wodurch
die Interpolation nach der Formel:

w ==y 4 tdu,
auf die Berechnung der sogenannten Proportionaltheile zuriickge-
fiihrt ist.

Bei der Berechnung von Tafeln selbst leistet das Interpoliren die
wesentlichsten Dienste. Man wird niimlich die Funktionswerthe nur
fiir weiter abstehende Werthe des Argumentes berechnen und die zwi-
schenliegenden durch Interpolation suchen, wodurch man um so mehr
gewinnt, je complicirter die zu berechnende Funktion ist.

Bei dem Gebrauche von Tafeln tritt auch die umgekehrte Auf-
gabe ein, nimlich zu einem gegebenen Werthe der Tafelgrisse den
zugehorigen Werth des Argumentes zu finden. Hiezu dient ebenfalls
Formel (3), nur ist u, gegeben und ¢ die gesuchte Grosse. Ist schon
- die 2' Differenz sammt den folgenden unmerklich, so hat man unmit-
telbar:

p e %
Auy
wo u, der dem gegebenen u, unmittelbar vorangehende in den Tafeln
enthaltene Werth der Funktion ist, so dass u, zwischen den Tafelwer-
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\
then uy und u, liegend, angenommen wird. Sind dann xy, x, die zu wu,
und #; gehirigen Argumente, so ist 2, = =, + ¢
Sind aber anch noch die héheren Differenzen zn beriicksichtigen,

so wiirde die Bestimmung von ¢ aus (3) die Auflésung einer hiheren
Gleichung erfordern, welcher Uebelstand, wenn'die Differenzen rasch
genug abnelinen, durch ein Niherungsverfahren umgangen werden
kann. Aus (3) folgt niimlich:

wy —

t—1 (t—1)(t—2) )
2 + S, 3 +
15 4 T.2.5 ot

A ——
Auy 4

vernachliissigt man zuerst die hiheren Differenzen, so hat man als
ersten geniiherten Werth t = —— — = 7 substituirt man diesen im

2ten Gliede des Nenmers, so erhiilt man als 2'*" geniherten Werth:

Up— Uy ’
b= r—1 =
Auo + 1.2 A2Hg
hiemit als 3ten:
p U — Uy ”
] =T
F—1 F 1)y =<
/jlto + 1—1'—2‘— A2ito + &—1.)‘2(-‘%——) A3u0
1. 8. W.

Beispiel. Man suche mittelst der im ersten Beispiele , §. 148,
enthaltenen kleinen Tafel der Tangenten den Winkel =, fiir welchen
toe & = 0,5812753 ist.

Man hat w, = 0,5773503; w, = 0,5812753; folglich:
uy — wp = 0,0039250, und findet demnach mit den, §.148, angefiihv-
ten Differenzen:

u—- g 0.003925 1
A, 0.01169 3
. 0.0039250

7= 0,0116947 — +. 0,0001209

1'” = {),33676.

Es ist demnach ¢ = 0,33676, welcher Zahl das Intervall des
Argumentes, d. i. 30" als Einheit zu Grunde liegt. Daher wird:
t=10,3367T6>30=10",1028 = 10" 6",17 und = = 30° 10" 6", 17.

g =
-

=0,337, und hiemit:

150. Retrachten wir jetzt den Fall, wenn die gegebenen Werthe
des Argumentes, n+1 an der Zahl:

.’L'(),.’L'l’ Ly y L3y venes T
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zu welchen die gleichfalls bekannten Funktionswerthe:
Uy Uy y Ugy Ugy weee Up
gehiren, nicht in gleichen Intervallen aufeinanderfolgen.
Man setze:

u= A+ Ba 4+ Cx? 4+ Dad 4 ..... 4+ Ma™, ()
so kommt es darauf an, die Coefficienten A, B, ... M so zu bestim-
men, dass diese Funktion fiir @ = =z, x|, ay, ... a, der Reihe nach
die Werthe wg, wy, ug, ... u, annehme. Hiczu erhalten wir folgende
n 4 1 Gleichungen:

w =A + Bxy + Cal + ... + M

w = A + Bx) 4+ Caf 4+ ... + Mx?}

Uy = A 4 Bz, + Ca® + ... + Mz},
welche zur Bestimmung der n 4 1 Coefficienten hinreichen. Olne
jedoch diese Elimination auszufiihren, erkennt man aus der linearen
Form dieser Gleichungen, dass jeder Coefficient, z. B. 4, die Form:

A=uy Py + vy Py 4+ wy Py + cocoeo + u, Py
haben werde, wo Py, Py, Py, ... I’ Funktionen von ay, @y, ... @, sind.
Denkt man sich sodann diese Coefficienten in («) substituirt und den
Ausdruek nach den « geordnet, so nimmt derselbe die Form an:

.4 wy Xo 4+ g Xy + wp Xy + oes 4 upy Xy, (8
wo die Coefficienten JX,, X, ... &, ganze rationale Funktionen des
n'" Grades von @ sein werden. Der Bedingung der Aufgabe gemiiss
muss nun der 2% Theil dieser Gleichung sich auf %, reduciren, wenn
x == mx, gesetzt wird; diess erfordert, dass:

fire=axy: =1, ummd X; ==X =..=X,=0
werde; aus gleichem Grunde muss:

fire=u: =1l =N=H=..=X,=0
werden . s. w. lrgend einer dieser Coefficienten, z. B. X, ist also
durch die beiden Bedingungen bestimmt, dass derselbe = 1 werde
fiir = a,, fiir alle iibrigen Werthe von z aber sich auf O reducire.
Der letzteren Bedingung geniigen wir, indem wir setzen :

Xy = miw— ) (w—a1) veers (@—myy) (—2y 1) vere (x—2), (3)
wo m eine von x unabhiingige Constante ist, welche sich durch die
Bedingung bestimmt, dass X, = 1 werde fiir x = x,; setzt man da-
her in (y) = a,, so erhilt man:

1 = m(x,—ay) (g —)) e (X — @y_y) (g — 4 4q) oo (@g—2)

und wenn man (y) durch diese Gleichung dividirt:

= E—m) @ —ay)... (2 — ayy) (@ — g 4y)n (B2

g Sl RS I R

(-'*"9 _“U)(lyﬁil) (2 —&y) (Ty— 2y 1) - (Xg— ) '
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Setzt man in diesem Ausdrucke der Reihe nach 0, 1, 2, ... » statt
¢ und substituirt in (3), so erhilt man:
" (a —m,)(a:—-a:g) (2 — a3) . l(x—Aw,‘
(@g— @) (@o— @) (T9— @3) wvre (Xo— )

U =

(& — @) (& —ap) (x —3) oo (2 — )

L (21— xg) (2y—23) (wy—3) ... (xl — &) (4)
(@ —x) (x—axy) (x—ay) .. — )

T ZQ (JJ — &) (x.!_xl)(xi_m.!) e ( Xy — & n)

ah u,,( -’*"'U) (x —y) (m_l‘z) - (@ — xpy)

(2 qu)(:c,p—xl)(x,‘ “Xy) vur (Ta— ®p—y)’
welches die von Lagrange gegebene Interpolationsformel ist. Ent-
wickelt man die Briiche und ordnet nach a, so erhiilt der zweite Theil

die Form (e).

ACHTES KAPITEL.

L

UEBER DIE CONVERGENZ UNENDLICHER FACTORENFOLGEN.

§. 15l Es seien wy, g, g, oo 1ty Grissen, welche in Bezug auf
ihren arithmetischen Bau nach einem bestimmten Gesetze fortschrei-
ten und

Py = gty Uy . Ug Uy canen Uy (1)
das Produkt von n solchen Faktoren, welches oftenbar einen bestimm-
ten endlichen Werth haben wird, so lange keiner dieser Faktoren un-
endlich gross wird. Lassen wir nun, woran im Allgemeinen nichts hin-
dert , » unendlich wachsenund setzen lim P,=P, so gelt (1) iiber in:

P = up.ty.tig.lg .Uy, oo 0 inf. (2)

Das Produkt rechts vom Gleichheitszeichen hesteht jetzt aus einer
unendlichen Anzahl von Faktoren und wird ein unendliches Produkt
oder eine unendliche Faktorenfolge genannt. Ist nun lim P,,=
eine bestimmte endliche Grisse, so sagt man, das unendliche Produks
sei convergent; 27ist dam der Werth des unendlichen Produktes,
welehem man sich um so mehr und bis zu einem beliebigen Grade der
Genauigkeit nithern kann, je mehr Faktoren vom ersten angefangen
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miteinander multiplicirt werden. Das unendliche Produkt heisst im
Gegentheile divergent, wenn P = lim 7, unendlich oder unbe-
stimmt wird.

Die Untersuchung, ob eine vorgelegte Faktorenfolge convergire,
kann auf die iiber die Convergenz der Reihen vorgetragenen Siitze zu-
riickgefiihrt werden. Ist e die Basis der natiirlichen Logarithmen, so
hat man w; = €0, ) = el uy = e u. 5. w. folglich:

P = el?'n + g 4 lug + lug + ... (3)
und es kommt nun offenbar nur auf das Verhalten der Reihe:
luy + Ty + luy + luy + ... (4)

an, wobei wir folgende drei Fiille unterscheiden kinnen:

a) Ist die Reihe (4) convergent und s ihre Summe, so ist P=¢’
offenbar eine bestimmte endliche Grisse und somit die Faktorenfolge
convergent; der Werth derselben = e* ist dabei nothwendig von Null
verschieden.

b) Divergirt die Reihe (4), jedoch so, dass ihre Summe = — @
wird, so wird P = ¢~ % = 0; das Produkt uy.u, . uy. 4y ... ist daher
convergent und sein Werth = 0.

¢) Ist jedoch die Reihe (4) divergent und ihre Summe = 4 «
oder unbestimmt, so wird P = e*% = » oder unbestimmt, in wel-
chem Falle daher das unendliche Produkt wy.u;.uy.u3 ... ebenfalls
divergirt.

Die unmittelbare Anwendung der im zweiten Kapitel vorgetra-
genen Sitze auf die Reihe (4) ist jedoch in den meisten Fillen nicht
einfach genug, daher wir die Bedingung der Convergenz derselben
auf einen einfacheren Ausdruck bringen wollen.

Die Reihe (4) wird offenbar convergiren oder divergiren, wenn
sie von irgend einem Gliede lu,. an convergirt oder divergirt, so dass
wir statt (4) die folgende:

by 4= lup = Dty gy + ltryq 4 o (2)
betrachten kinnen, welche, wenn wir die Grossen ug, wy, Uy, v ty e
auf die Form: '
ugy=1Fvyuyy =14 v, ua=14 vy, v ty, =1 4 1, ...
bringen , was immer moglich ist, folgende Form erhiilt:
14 v) + 11 F vr4) + 21 + vrgs) + L F v, 43) + ...l (6)

Die Convergenz der Reihe (4) ist aber zuniichst an die Bedingung
gebunden, dass lim (fw,) = lim {1(1 + v,z)} = 0, d. i lim u, =
lim (1 4 v, ) = 1, somit lim », = 0 sei, woraus folgt, dass die
Grossen v eine unendlich abnehmende Reihe bilden und » immer so
gross gewihlt werden kann, dass v, und um so mehr v, oy, v, 15 U.5. W,
kleiner sind als eine beliebige gegebene Zahl.
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Nun ist bekanntlich:
1 1 |
l(l+x)=i£‘—§I2+'}‘{13—Tm4+...‘

1 1 1 1
. o (o (£ SR ) B .
=uw 21.—{-—:&-(3 4m+5:c ),
aber:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
et gt Yt — 2—olll b —rr e gt '2 EER el s . 2 LTS
ety e<gt prtyete-<gt et gt
d. i weilaw < 1:
1 1 1 1 1
WP | M— c— " — 2__- wan -
I T e Kyt

9
und folglich fiir jedes x, dessen Zahlenwerth < ;— ist:

1 1 1
s—get et —a <1

bezeichnen wir daher mit y einen positiven echten Bruch, so be-

steht fitr jeden Werth von @, welcher numerisch <_‘T ist, die Glei-
L ¥

chung :

1
!l\l+m)=1‘——?w3+@x3. (7)
Zu dem gleichen Resultate gelangt man auf demselben Wege,

wenn man von /(1 — a) ausgeht, so dass daher (7) fiir jeden Werth
; ; 2 2
von @ gilt, weleher zwischen — 3 und? liegt.
Diess vorausgesctzt, lassen wir in (6) v, die erste aus der Reihe
. ) . 2
der unendlich abnehmenden Grossen v sein, deren Zahlenwerth < Y

ist, so erhalten wir unter Anwendung der Gl. (7):

I(14v) + UL+ )+ Ut vrge) + U1t vr4g) + o =
= + Ur 41 + Vrig + Vriyz + oo
1
Il e el B S e LR T ) ®)
FovhFonrhatenthetenrdha e
1
=h—5 K+ h

wo die g positive echte Briiche sind und der Kiirze halber die drei
Reilien rechts vom Gleichheitszeichen mit 1), 15, V3 bezeichnet
werden.

Aus (8) erhellt sofort, dass die Convergenz oder Divergenz der
Reihe (6) und somit auch jener (4) von dem Verhalten der Reihen
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V1, Vi, V3 abhiingig ist. Nun ist klar, dass die Convergenz der Reile )
nothwendig auch jene von ¥y nach sich zieht, weil die Glieder der letzte-
ren Reihe siimmtlich kleiner sind als die entsprechenden in ¥} und ein
in 1y etwa stattfindender Zeichenwechsel auch in V3 erscheint. Hingegen
lisst sich aus der Convergenz von ¥} die Convergenz von ¥, nur dann
folgern, wenn die Glieder in ¥} durchaus gleiche Zeichen habeny fin-
det aber in V) ein Zeichenwechsel statt, so ist zwar diese Reihe wegen
der unendlichen Abnahme ihrer Glieder nothwendig convergent, aber
die Reihe 775 kann in Folge der gleichen Bezeiehmung ihrer Glieder
auch divergiren.

Verbindet man mit diesen Bemerkungen das oben unter «), &), ¢)
gesagte, so gelangt man sogleich zu folgenden Sitzen:

1) das unendliche Produkt:

(1 4 v0) (1 4 01) (1 + 09) (1 4 v5) (1 23) oo
convergirt gegen eine von O verschiedene Grenze, wenn die beiden
Reihen:

Voy Vg Upy Vgy Vg oeenenn

VEy VY U3y U3y Upy e
gleichzeitig convergiren. Denn unter dieser Voraussetzung convergirt,
vermige (8), auch die Reihe (4). )

2) Das Produkt convergirt gegen die Grenze O, wenn die erste
dieser Reihen convergirt und die zweite divergirt; oder wenn die erste
Reihe divergirt, ilre unendlich wachsende Summe aber negativ wird.
Dennin beiden Fiillen divergirt, in Folge (8), die Reihe (4) gegen — a0 .

3) Das unendliche Produkt divergirt, wenn die erste Reihe diver-
girt und ihre unendlich wachsende Summe positiv ist. Denn in diesem
Falle divergirt auch (4) gegen 4 .

Die Anwendung dieser Regeln unterliegt keinen weiteren Schwie-
rigkeiten. So findet man z. B., dass die Faktorenfolgen:

x? x? x) x?
— ) {1 — 1 el
(1+12) (1+2'~’)( +3=)( +43)
il i T T o el s
(+ ) (=) 505
gegen einen von O verschiedenen Werth convergiren. Die Faktoren-
folgen:
@ x x x
1 —) (1 = ) (1 -—,) (1 — Q)
(+R) -0+ H) -5

()63 (=56 -7)-

convergiren gegen den Werth Null; das Produkt:
Hrrr, HGh, Mathematik, L. 16
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(1+ )(1+ )(1+§)(1+§) .....

ist hingegen divergent.

1L

DARSTELLUNG DER SINUS UND COSINUS DURCH PRODUKTE.

152, Lassen wir in den Formeln (6), (7), (8), (9) des §. 68, m
eine ganze Zahl bedeuten, so ist:

wenn m gerade: 1
2
cos mx =1 — l—m—f—{- B
ﬂ m? (m? — 22) ..., [m2— (m—2)2] | n
- 1
U 1.2.5.4 ... m et
sin ma m(m?—22)
—_— == — ————— 81N &= weas
cosx sma 123 et
'5—— m(m2— 22) ..... [m? — (m—2)?] .,
- _ m—2 . ¢
+ =1 1.2.3.4... m—1) s
wenn m ungerade :
cos mx { — mz-flf T N
cos x 1.2
m—1
— (m2—12) (m2— 52) - mE— (m—2)?] . ;
—_— m— 3
el B 1.2.3. 4 ... (Imn—1) sinazml, - (3)
% : g
sinme . m (m —14) g a® F i
sin @ 1.8

L— m(m2-— 12) (mJ—JJ) . [m2—(m— 2)2]
=g o 20 e d vieaimt

Die zweiten Theile dieser Gleichungen sind, wie man sieht, ganze

rationale Funktionen von sin @. Ist nun iiberhaupt:
Jflz) = Ay 4+ A2 + Ay22 4 ... + 4,27
eine solehe Funktion von 2 des " Grades und sind z), 25, 25, oo 22
Werthe von z, » an der Zahl, welche diese Funktion auf O reduciren,
also Wurzeln der Gleichung f(z) = 0, so ist nach einem bekannten
Satze aus der Theorie der Gleichungen:
Sflz) =4, (z — z1) (z — 23) (£ — 23) weeen (z — z).

Hiedurch ist nun ein leichtes Mittel geboten, obige Reihen in
Produkte umzuformen. Betrachten wir zuniichst die Gleichung (1).
Setzen wir Kiirze halber sin @ = 2z und seien z;, 25, 23, .... 2, die

sin ™1, (4)
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Sinus solcher Bogen, m an der Zahl, welche den zweiten Theil dieser
Gileichung = O machen, so haben wir:

m

cos max = (— 1)2C(z—2) (z-—23) (z—23) werrns (zr—zm),
wo Kiirze halber:
O — m2(m2— 22) (m2— 42) ...... [m2— (m—2)2]

1. 2 3: 4 siinss m

gesetzt ist. Durch Auflisung eines jeden der binomischen Faktoren
im Zihler von C erhiillt man aber leicht:

1 2.4.6.....(m—4) (m—2)m(m=4+2) (m4)..... (2m—4) (2m—2)(2m)
C=—. - ‘

2 1: 2. 8: 4 ciam

Der Zihler dies¢s Bruches ist das Produkt aller geraden Zahlen
von 2 bis 2m, deren Anzahl = m ist; sondert man dalier aus jeder

dieser Zahlen den Faktor 2 ab, so wird der Ziihler=2". 1.2.3.4
folglich C==2"—1. Es eriibrigt nun noch, jene Werthe von « auszu-
mitteln, welehe den zweiten Theil der GL (1) auf Null bringen; da
aber diese Werthe auch den ersten Theil cos ma auf O reduciren miis-
sen, so finden wir sie ans den Gleichungen:

5! ——
mx = = 2,+ ,-l-)?n, ...... -f—(————m 21)”
o 4 3 b (m—1)m
5 5 g1 —
niimlich:
37: ba (m—1)n
= 2m 2;;’ + 2m’ + = 2m

7 3n by 4 (m—1)m
T m’ T 2m’ T 2m T 2m ’

die Sinus dieser Bigen, m an der Zahl, sind nun die gesnchten Werthe
aen, y :
VON 2y, Zg, 235 wwee 2, UNd wir erhalten somit:
m

cos me = (— 1) 271 3

. .. T )( g 3y ."}”) ( ) (m—l)n')
(sm a —— sin — |} | sin & — 8in - veen | 8IND @ — 8ID ——
Y 2m, 2

2m 2m

2m 2m
Vereinigt man endlich je zwei iibereinanderstehende dieser ein-
fachen Faktoren in einen quadratischen, wodurch die Anzahl dersel-

(sin x 4 sin %) (sin a 4+ sin -;_,,) (smac —+ sin - & l“'l)n) :

m
ben = 12{3 wird und multiplicirt jeden derselben mit einer der in (—1)#

enthaltenen negativen Einheiten, so erhiilt man fiir m gerade:
16*
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. m\? i . 3m\2 g L
cog mx — 271 | | sin ) — gin a? (sm ) —sinx2|.....
2m, 2m
. (m—1) 7:)2 o
i [(Slll T — 8N x ] (5)

Eben so folgt aus (2):

. m—2
sin max p——
= (—1) 2 C(z—2z) (2—23) corers (2— 2y
S = (—1) F Cle—a) (= 2) o (e—Zma),
wo wieder z == sin x und z;, 25, .... zp—y die Sinus jener Bigen sind,

fiir welche beide Theile der Gl (2) verschwinden. Diese Bogen erge-
ben sich daher aus der Gleichung sin maz = 0 und sind, m—2 an

der Zahl: *
27 An (174 (m—2)m
tow tow T aw ot o
L _dnGn (n—2an %)
2m’ 2m’ 2’ 2m
Es ist ferner:
__ m(m?— 2%) (m?—42) ........ [m?— (m —2)2]

1. 2. 3. (m—1)

2.4.6.. (m—2) m(m42) ... (2m —4)(2m—2)
1.2 3 .. (m—1)

= Qm_l 3
folglich, wenn man sogleich je zwei der binomischen Faktoren in einen

. . s . —2 .
quadratischen vereinigt, wodurch die Anzahl derselben 7}—2— wird,
m—2

und jeden derselben mit einer der in (—1) 2 enthaltenen negativen
Einheiten multiplicirt, fiir m gerade:

: ; N At . 4dm\e
sin mae=2""lsinx cosx smf) — sin &2 (sm —) — ginz? |.....
2in 2m
. (7)!—2)7!)2 "
[(sm T sina? |. (6)

Eben so findet man aus (3) und (4) ohne alle Schwierigkeit fiir
ungerade:

*) Der aus sin mz==0 folgende Werth 2==0 ist unstatthaft, weil er den ersten
Theil von (2) nicht =0 macht. Man hat niimlich fiir ein unendlich abnehmendes z:

: sin maz . sin mx =z 1
Iim — = lim .= g
sin @« cos z z sin @ cos x

=m.1.1 =m. [Vergl. §. 73].
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) N .
. m\? .
cos mx == 2n—1 ¢os a:[( - ) — sin a?
n, ol

(. (m—2)m\2 . .
..... [(\sm o ) —sginx (7)
5 ) : 27\ 2 ; i . 4m\?
sin mae = 2™ lginzx (sm j) — sin a# (sm —7) —sina?| .....
2 . 2m
. (m—1)a\2 i, il
% [(\sm —2711—) — sin w~J. (8)

Liisst man in diesen vier Formeln @ unendlich klein werden und
dividirt zu diesem Behufe zuvor die Gl (6) durch sin @ cos «, (7) durch
cos x, (8) durch sin @, so ergeben sich, da:

. . sin ma cos mx
lim cos mx = 1, lim ——— = m, lim —— =1,
8in x. cos x cos x

ist, folgende bemerkenswerthe Gleichungen:
fiir m hegerade:

— Om.—l . _TL)?( H 3471)-’( B 5‘”)1 ( (M_I) )
1=2 (sm o™ sin o= ) {sin g ) e sin o (9)
: Qn)z(. 47:)2( . bm)\? ( ; (m-—f&‘}ﬂ)’
= 9m—1 £ = 3
m==2" (sm 2] \5in 5] \sin 2"2) ...... sin —— , (10)
fiir m ungerade:
om\ (. 37:)” ( . 57:)2 ( . (m— ,)n)
=271 {gin — sin — sin—) . § 1
! (mn Qm) (%l]l 2m s 2m - 1y
(mr—l)

. 2m\2 (.
m =2m—1{sin _ ) sin
2m

4 )2
2in,

( . bx )3 o n
sin veee | 8D ———
2m ( 2m

). (12)

Dividirt man nun die Gleichungen (5), (6), (7), (8) beziehungs-
weise durch (9), (10), (11), (12), so erhiilt man:
fiir m ger ade :
CO8 mx —
_1 sin a* B sin x? rl sin a2
. 7 )2 ( ‘3,‘?{)3 ...... “—( : (1}1—1)71)2 (13)
_— sl ———
(Sm 2 2m § 2m
sin ma = m sin x cos z M
—1 sin z? | 1— sin x? _1 sin a?
(sin " )2 (sm i )J (sn (”?—2):7')2 (14)
2m 2in A\ 2m
fiir m ungerade:
cos mx = c0s x>
_—1 sin a? | 1 sin a? sin a? _
(sin n ')2 (sm 31) (%in (m—2)m\2 | (15)
2m 2m ) 2m )
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8in max = m sin & ><

siu x? i sin x? 1 sin a2
o (;m :zn')z "( ; 4;:) """ (s: (m—1)m\’ ) (16)
5 =T
2m o 2m . 2m

Setzen wir in diesen vier Gleichunge
so erhalten wir:
fiir m gerade:

= ( o) P r . T — o il 2 —
81— ) s — s —
m m m

1— (—-*;f)‘z 1— m—? ...... 1— m:—l)ﬂ)z (ITJ
= x:mzm J = 2m . i 2m _

o x
sin @ =m sin — o8 — >
m m

— ( x \2— ( x \* — . x\E
81 —“) [_ sin —) (Sl}l —_—
m m m

1 | | 1= 5 || 1= — e | (18)

(s'n‘?” )2 (s in 4—2) (sin (111_2)”)2
L M om _] L 2m - 2m J

fiir m ungerade:

x
co8 x = c08 — >
m

x \* . x\2 .ox\2
(sm — ) sin — sin —
\ in mn e

—_—— l— — |..... l— - e — 9
1 (sin i )2 (3"13_71)2 (Sinw—rf)2 o
T om 2m 2m

. " x
sSin & = m sin — &
m

.o \R . x\2 . 2 \B
(sm ——) (sm %) (sm —
‘ 7 m m

—_— I— ... _——— |. (&
( sin ‘) ) (Sll] *4—7{)2 ' (Sin (7"_1)73)2 (20)
. 2m 2 2m

153. Mit Hiilfe der letzten Formeln lassen sich nun die Funktio-
nen cos @ und sin a leicht durch unendliche Faktorenfolgen aus-
driicken, indem man m unendlich wachsen lisst, was offenbar gestat-
tet ist, da diese Formeln fiir jeden Werth von m gelten, wie gross man
denselben auch annehmen mag. Es kommt dabei nur auf die Ausmit-
telung des Grenzwerthes:

x \?2 .. Xy 2
sin — sin —
m . m

lim — = lim
. rm . ™

(sm ) sin —
‘Zm. 211?
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. , 1 :
fiir ein unendlich wachsendes m an. Setzt man — = «, wo also « eine
m

unendlich abnelimende Grosse bedeutet und Kiirze halberz = 1%;

2
so wird :
sin ax
. sin ax . I . sin gz, sin @y @
G = lim — - = lim — =lim — : lim —Jz_w,
sin wy sin ay I I v
o
somit :

( .o« ‘)2
sin —
m 42

( ra )2 pemy
sin —~-
2m,

G egeete xr .
beachtet man nun noch, dass bekanntlich lim cos —=limcosur=1,
m

lim

sin ax

lim msin— = lim = a ist, so erhiilt man sogleich aus (19)
mn

[

und (20):

dz® 42 422
e (1 —ma) T = 5—;) o

; 2 a? )( 2 )
sin @ = (1 1z ng) (1 92 ;2 ‘1 — i) (22)

zwei Formeln, welche, wie man sich nach den in §. 151 aufgestellten
Kriterien leicht iiberzeugt, fiir jeden Werth von = gelten. Setzt man
x = km, wo also k eine beliebige Zahl bedeuten kann, so nehmen sie
folgende FForm an:

k2 Ak e ,
cos kn = (1—-1—3) (1 32)(1 - ,)_J) ..... (23)
; k2 2 k2

Man iibersicht leicht, dass mittelst dieser Formeln auch die iibri-
gen trigonometrischen Funktionen durch unendliche Produkte darge-
stellt werden kénnen. Schreibt man (24) in der Form:

smln—*kn(l—--—)(l-l— )( %)(1+%)(1—%)(1+’;) ..... (25

1
und setzt £ = 57 80 folgt:

1
i

3 5
474767

I\JEL‘:

T
1—-—2—.

oder:



m_2 2 446 6
1733

8 8
Ll S AL WY 2
3'5° 5779 (26)
E

2

o
ntwickelung van — in

eine merkwiirdige von Wallis gefundene )

Faktoren.

LI

VERWANDLUNG DER REIHEN IN KETTENBRUECHE.

154, Nebst denunendlichen Reihen und Produkten bietet die Ana-
lysis in den Kettenbriichen noch eine bemerkenswerthe Form dar,
um Grossen oder Funktionen darzustellen und deren Werthe néiherungs-
weise zu berechnen. Wir wollen daher noch in Kiirze ein Verfahren
zur Verwandlung einer Reihe in einen Kettenbruch kennen lernen, da
man sich dieses Mittels in vielen Fiillen mit Vortheil bedienen kann,
um den Werth der Summe einer unendlichen Reihe niherungsweise zu
finden, wenn diese nur schwach convergirt, oder wohl gar divergirt.

Man kann zu diesem Zwecke dieselbe, aus der Arithmetik be-
kannte, Methode anwenden, nach welcher man einen gemeinen Bruch
in einen Kettenbruch verwandelt. Bezeichnen wir nimlich mit S die
gegebene Reihe, so ist:

1 . 1 R .
S = 5! somit, wenn 5= vy + Eo gesetzt wird,
1 1
8= R = — 1
v+ 2 v+ g SR,
Sei ferner S: By == v, + , 80 wird:
1 1
S= —
Yo + o DU + —
+ + Ry: Ry

Fihrt man auf diese Welse foxt., immer den letzten Divisor durch
den letzten Rest dividirend, so erhilt man, wenn die bei den folgen-
den Divisionen erscheinenden Quotienten mit vy, vg, vy, ... bezeichnet
werden:

1
vy + _— 1 (I)
I -
Zur Entwickelung der Quotienten v, vy, v,, ... ist folgendes sche-
matische Verfahren bequem, welehes wir einer giitigen Mittheilung des
Hrn. Prof. S. Stampfer verdanken. Es sei:
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S=uy— uy + us —ug 4+ 1y — ... (1)
die gegehene Reihe, so erhiilt man, die Einheit durch dieselbe divi-
dirend:

1
1: (g — oy + vy — vy + wy — o) = — =12y,

gy
1—uy vy 4 uy vy — Uy vy 4 w5 vy — ...
By= vy — ug vy 4 ug vg — uy v9 + ...
= aq — @ + @ — a + ..
wenn Kiirze halber:
U Dy == dp,y Uy Vg == @], Ug Vg == yy e

gesetzt wird., Dividirt man mit diesem Reste in den Divisor, so kommt:
gy

(g — w + wp — wy + ....)i (qp—ay +ay—ay +...)=-a—=v,,
0

Uy — @ V) A —agvy ...

=7(rrI;1 *Vul) — (7a_,7:— )+ (ag vy —uz) —..o.
= bo A, bl + b.z e

wenn wir wieder:

Iy

ayvy —uy=by, ayvy—uy=0by, ayry—ug=by, ...
setzen. Ferner:
(a9 — ay + ay — ag 4 ..): (bg—by by~ by F...)= Z—3=v2,
a, _blﬂg'{tb2 vy—byvs+ ...
By = (hyvy—a1)— (byvy—ay) + (byvg—ag)— ...
= co R p + Cc3 —

b
(bo—by4bs—by+...): (cp—eyFey—ey +..) = = =3,

Co
n. 8. w.

Wie man sicht, kommt es nur auf dic successive Bildung der
Reihen :

ay —ay + a; — ay + ay — ... l
bo — b + by — b3 + by — ... (2)
o — ¢t —ce +ocy—... [

u. s. w.

aus der gegebenen Reihe (1) an, indem dann:
Vp — — —_— — —_— i
0™ uy " a’ by co

ist. Diese Reihen ergeben sich aber einfach mit Hiilfe des folgenden

Schema, wie aus der Vergleichung mit der vorstehenden Rechnung
sogleich erhellt :
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Uy

L vy = ay|

Uy Uy =ay ayry —uyp =by

Uy (Ugy == ay a0y — uy =by|byvy — g =¢,

g Ugly = ﬂg!ﬂ:} vy — g = by|byvy — ay = ¢j|eyvy — by = d,

iy (U0 = ay ayry — uy = by|byvy — a3 = c;|covy — by =d

! : : u. 8w,
y0=1131=~“—0‘ ‘1)2=@ ‘173=@- 'pj‘!z'-c2
N ay | by o dy

Dabei ist zu hemerken, dass die Bildungsgesetze der Reihen (2)
immer leicht in die Augen fallen, wenn man sie nicht durch voreilige
Reduktionen stért, so dass dann nur sehr wenig zu schreiben iibrig
bleibt.

; 4y 2 : :
Bezeichnen wir mit =1, =2 u. 5. w. die aufeinanderfolgenden re-
M Ny
ducirten Briiche des Kettenbruches (1), so ist bekanntlich:
Z1=1, ) ‘V1=p07
Zy =y Zy, Ny =v N+ 1,
Ly =0y Ly + 2y, Ny =y Ny + My,
Zy =3 Z3 + Z,, B =vs Ny + Ny,
g = Vn—1 Zn—l + Zu—ﬂ' N, = Cp—g Naeg + Mo—s

Wendet man den bekannten Satz, dass der Werth eines Ketten-
bruches unveriindert bleibt, wenn man Zihler und Nenner eines Glie-
des und den Zihler des darauf folgenden mit einer und derselben
Grosse multiplicirt oder dividirt, auf den Kettenbruch (I) an, so bringt
man ihn leicht auf die Form:

W,
S= =2 w \
14+ (II)
1 + bt Wy
. “+ .
1 1 1 1
Wog=—\ W E=——, Wy =——, Wy == sosen Uiy = ———
0 1 vov’ 2T vgvg’ BT vgvg! i P

ist, und die Grissen w hiiufig einen einfacheren Ausdruck gestatten,
als die Grossen v, Fiir diese Form hat man als reducirte Briiche :
Zy wy Ly wy
M1 M it
und vom 3'** angefangen;
Zn Fny + wy—y Zps
No " Doy + Wiy Noy’

Wenden wir nun das obige Verfahren auf einige Beispiele an.
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1) Es sei:
3

1
!+:—!+....

2 a2
er =1 +T+2ﬁ+.;

in einen Kettenbrueh zu verwandeln. Der Deutlichkeit wegen mige
hier die Rechnung ausfiihrlich stehen, wobei die zulissigen Abkiirzun-
gen von selbst in die Augen fallen.

L
a
1 —— 3 .
x2 o ki o X c
tor| tor T te= o5 —=
23 28 at @ 22|, 222 a?  l.a?
] 31 31 21 31 3T a1 3!
xt 'l x3  al 33 2.3x% ab 23
tal to oty tT o YT
b ad et A 2. 4x4 i . Bt
—5| 5 [Tan— Bt s Ta— Tt
ab b x5 b hxd |  2.5.xd  xb 4>
te| Ter [Tmta Tt e et tE T T %r
x - L=z x? 3
ry==1 L1=+—;1‘2=—x:;=—. 13—F5=:
d
[ —
3.222 227 1. 22 .
4! 31 4! —
3. 33 33 2.8x% 2.2.3x3 223 o 1.2. 28
T3 4! 5! | 5! 4! 5!
3. 4t 421 3.424  2.3.4x% 3t o 2. 3t
o tEr =t |t e T =t
l.x? 1.222 1.222  1.223 b
vy= : =2 V= ——— i ——— = — —
3! 4! 4! 5!
N
N—
5.2. 8x8 2.32% 1.2.323
6! 5! 6!
: u 8. W.
1.223 1.2.323
vy = — — == — 2

5! 7 6!
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Das Fortschreitungsgesetz der Grossen:

1
vp= 1, s B
3
Uy =-— 7 e ;
5
vy = 2 YV = — —
xT
vy = — o Ty = _7_
x
0. 8. W.
ist ersichtlich und man hat daher:
e¥i=— -il- 1
1 1 1
T3 -1
D i 1
x 2 + ?
— ...
X
oder nach einfacher Reduktion:
e* ———:-l— x
ik,
34— =
2 — x
B + E‘— i
T4 ..

Setzt man & = 1, so erhiilt man die Basis e der natiirlichen Lo-
garithmen durch einen Kettenbruch ausgedriickt; fiir den 10'*® redu-

cirten Bruch desselben, welcher das Glied — ~—g~ als letztes in Anspruch

23225
nimmt, findet man e ™ 2,718281835 ..., welcher Werth in der
7ten Dezimalstelle noch richtig ist.
P x? a3 ot
C2ES Y S B

durch Anwendung des obigen Verfahrens auf die eingeklammerte Reihe
findet man:

2)Esist (1 4+ 2) ==x (1 —

2
v0=1,v1=ﬁ,v2=3, v3=§a_:’

: 2
'U,.=5, Vs =3_.’L" ‘UG=7, U =EU-S.W.



Es ist daher:
(14)="T

x
1 = —
iy 5 Thg
4, 1 L, &
l.x 3++2— 1 3+§
9z T+% )
e T 3qm

Die Reihe fiir {(1 4 z) convergirt bekanntlich nur fir Werthe
von x < 1, withrend der Kettenbruch auch noch fiir grossere Werthe
von @ zu einem geniherten Werthe von /(1 4 ) fiihrt. Bezeichnen
wir Kiirze halber den n'*® reducirten Bruch mit {n}, so findet man z. B.,
x = 3 setzend, fiir 4 folgende Werthe :

{10} = ;3;; = 1,386261...
i} = b;??i —1,386308 ...
5
{12} = 1;;8)% 1,386291
{13} = ééé%%g;gtzzl,BSGQSGll.n

Der wahre Werth ist /4 = 1,38629436 ..., mit welchem {13} in b
Dezimalstellen stimmt.

. 2?2 ph b
3) Fiir are tg @ =« (1 — 3 + T 7 + ...

findet man:
1 12, 22 22, x2 32, x? 42, 2
wy=1l,uyy=m——, Wy =, Wy = ——, Wy = - 1.8 W
. P 3 ET gpY RT p7 0 7.9
Hiemit erhiilt man, unter Anwendung der Form (II), nach leich-
ter Reduktion:

x
. or —_— 2
are tg x 1+al:_ Az
34—, 9a?
5 +7 16z .
+—9-+ 252
11 ...
Fiir 2 = 1 folgt hieraus:
Z 1
4= 1
I+344
54—, 16
7+T+25
ST 4
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Dieser Kettenbruch fiir —4"— convergirt ziemlich rasch; man findet
{6} = 0,785366 ..., {7)

= 0,7854035 ..., {8! = 0,7853972 ...;
der wahre Werth ist ~ 3 == 0,7853981633 ..., so dass der 8% redu-

cirte Bruch schon 5 richtige Stellen giebt.

4) Wendet man dasselbe Verfahren auf die Binomialreihe

_ _ nn—1) pr n(n—1)(n—2) ,
14 zr=14+ ne + 13 + 1 9.3 ad 4 ...
an, so findet man:
(n41)z (n—1)a
wy=1, Wy = — NT, My == St My =—teas
(n4-2) (11—-2).1: (n43)x n—3)x
“"=%3L"""= ET 5) sy =t T
(u-f-é)x (n—4) @
, Wy = — ———

2. 2.9 '
folglich kommt nach IIebuug der Briiche

1 (1+~(:)n ==
—  nx
1——, r+D)=,
1 + T (Jl 1)3’: (7 +2 (n_-z)
5 (n+3) ) ()
) T+
Schreibt man aber die Binomialreihe in der Form:

A4+xr=1+ nx (I + (TEI) x -+ (n-;l)g(ﬂ;Q)xz -+ )

und verwandelt nun die Reihe in den Klammern in einen Kettenbruch,
80 erhiilt man:

(14 o=

‘ by® ;
a(a =4 b = a“(l + 7) y 50 kann hiernach auch (a4-4)" in
einen Kettenbruch verwandelt werden; man hat zu diesem Behufe in

obigen Kettenbriichen nur @ = — zu setzen und dieselben mit «”* zu
a
multipliciren.
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Setzt man n =13 e 80 erhilt man specielle Ausdriicke,

welche mit Vortheil zur Wurzelausziehung benutzt werden kionnen.

1. . ‘
Fiir n = 3 findet man z. B. aus der zweiten der obigen Formen:
Vite=1+ =1+ L 5+ 1

2 -|- 1

o,

=

a 24 ..
Ist nun aus irgend einer Zahl A die Quadratwurzel zu ziehen, so

setze man A = a? 4 b, wo «? ein der Zahl A maglichst nahe liegen-

w|

+

—— 1
des vollstindiges Quadrat ist, so wird yA= Vai+b=ua ( 14 %)?,
a
und folglich:
}/az+b_a+3a+ 2
2a + % 1
+ﬂ+m

Dieser Kettenbrueh ist periodiseh, weleher Umstand daherriihrt,

dass iiberhaupt der Werth eines jeden unendlichen periodischen Ket-

tenbruches durch eine Gleichung des 2t*® Grades gegeben ist. In der
That, es sei:

= — |
Ty +—-, 1
2V ag 4 . 1
+E+i+1
a i
¢ ag 4+ ... 1
an 4+ ..
ein unendlicher Kettenbruch mit ngliedriger Periode, so ist offenbar:
1
xr =
a
l+“2-’-*7-1- 1
¥ an+.r;

sucht man nun die anfeinanderfolgenden reducirten Briiche dieses end-
lichen Kettenbruches und bezeichnet den (n—1)'" und »'*" (von wel-

—L und

) 1 . . v
chen der letztere noch das Glied in Anspruch nimmt, mit =
an LVn—q
Zﬂ. . -
N0 0 hat man fiir den Werth des (n41)"" reducirten Bruches, wel-
n
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cher zugleich den Werth x des vollstindigen Kettenbruches dar-

stellt:
Zn +~T Z’n—-l

No+axNoy’
welche Gleichung, gehorig geordnet, in Bezug auf a quadratisch ist.
5) Iiir die Reihe:
S§=1—1lx+4+1.322— 1.3.5.23 4+ 1.3.5. T2t —
findet man:
oy =1, wy = x, wy = 2, wy = 3z, ... w,= (n—1)z,
folglich ist:

Fr olt—

1
S=— @
T+
1 2 3

1+1+1+

Obige Reibe ist, wie wir in der Integralrechnung finden werden,
die Entwickelung einer gewissen Funktion, welcher fiir einen bestimm-
ten Werth von @ auch ein bestimmter Werth zukommt, der jedoch
mittelst obiger Reihe nicht gefunden werden kann, da sie fiir jeden
Werth von @ divergirt. Mit Hiilfe des Kettenbruches lisst sich hinge-
gen die Summirung (wenigstens fiir kleine Werthe von @ fiir grissere
steht eine andere Entwickelung zu Gebote, welche wieder bei kleinen
Werthen von @ unbrauchbar wird) bewerkstelligen. Setzt man z. B.
x = 0,1, so geben die ersten zehn Niiherungsbriiche folgende Werthe
des Kettenbruches, welche, wie man sielit, rasch convergiren:

‘1l=1 {Gj 0,9207420 ...
{ { = (,909090 .. { } 0,9207990 ...
{3} = 0,923077 .. {8} 0,9207804 ...
{1}—09’0’14 & 9}——0 9207870 ..
{5} =0,920930 .. {IO}H_ 0,9207844 ..

6) Die Reihe:
S=a—1.2a> 4+ 1.2.323—1.2. 3. 4 28 4+ ..
auf dieselbe Weise behandelt, liefert folgenden Ixettcubmch.

s=~
+—1—+

1 +—-—+ﬁ_

1 e

Fiir @ = 1, erhiilt man hieraus:
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1—1.241.2.83-1.2.3.4 4 ... =

1
1 +
+ i )

T Lp 2 8
14 T+
und findet fiir die Werthe der reducirten Briiche dieses Kettenbruches
vom 20°" angefangen:

{20} = 0,403621 123) = 0,403673 ..

Jl = 0,403689 .. |24} = 0,403643 .

‘ } = 0,403635 .. 20! = 0,403663 ...

Euler Rmd auf anderem Wege O, -1U3ﬁ;')2~1 ... als Werth der Summe
dieser sehr divergirenden Reihe. Auch hier ist, wie iiberhaupt in ihn-
lichen Fiillen, dieser Ausdruck in dem schon im vorigen Beispiele an-
gedeuteten Sinne zu verstehen, dass die obige Reihe: @ — 1. 22% 4-...
die Entwickelung einer gewissen Funktion f(x) darstellt, deren Werth
jedoch aus der fiir jedes x divergirenden Reihe nicht gefunden werden
kann, weil der Rest der Reihe, oder das Ergiinzungsglied, d. i. die
Summe aller auf das »' folgenden Glieder mit unendlich wachsendem
n selbst unendlich gross wird und also nie vernachlissiget werden kann.

+ 42
T

,_.\_.
St Yt

Anmerkung. So wie iibrigens eine unendliche Reihe, wenn sie zur
nitherungsweisen Berechnung der Funktion, deren Entwickelung sie ist,
dienen soll, convergiren muss, eben so gut gilt diess auch von den unendli-
chen Kettenbriichen. Wenn die aufeinanderfolgenden reducirten Briiche,
sowohl gerader als ungerader Ordnung, sich nicht einer und derselben be-
stimmten Grenze nithern, so ist der Kettenbruch fiir divergent zu halten,
Nur Kettenbriiche von der Form:

1

o + 1
et az =+ .

wo die Zihler der einzelnen Glieder=1 und die Nenner ¢, @y, agy, ... ganze,
positive Zahlen sind, convergiren immer und die reducirten Briiche fiihren
hier mit Recht den Namen Niherungsbriiche. Diess findet aber nicht
mehr nothwendig statt, wenn der Kettenbruch eine andere Form hat, und
es bediirfte dann ebenso, wie bei den Reihen, einer Untersuchung ihrer
Convergenz, wozu wir jedoch bis jetzt nur in wenigen Fillen die Hiilfsmittel
besitzen.

7) Bisweilen bricht die Entwickelung der Grossen vy, vy, vg,
ab, indem die siimmtlichen Glieder irgend einer der Reihen (2) ver-
schwinden; in diesem Falle erhiilt man also die Summe der unendli-

chen Reilie durch einen endlichen Kettenbruch dargestellt, welcher auf
Herr, I16L, Mathematik, I. 17
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bekannte Weise in einen gemeinen Bruch verwandelt werden kann.
Diess tritt ein, wenn die Reihe eine riicklaufende ist [§. 40], deren
erzeugender Bruch aus einer endlichen Anzahl von Gliedern besteht. —
So findet man fiir die Reihe:

S=1 4 2u 4 da? 4 1223 4 2021 4 ...

B | 3
vy =10 = —z, vy =4, V=g, =,
somit:
1 1
S = 1 —- 2x = ! .
1+—1 1—F & 1—Za—a
SR . 1 2
2T 1 +7T t
2z

In der That ist die gegebene Reihe eine riicklaufende der 2ten
Ordnung (jeder Coefficient a, = 2a,_; 4+ a@,—»), und mihr
erzeugender Bruch, wie man umgekehrt durch Entwickelung desselben

sich leicht iiberzeugt.



ZWEITER THEIL.

ANALYTISCHE GEOMETRIE.






ANALYTISCHE GEOMETRIE.

Die geometrische Darstellung einer Gleichung y = f(z) zwischen
zwei verinderlichen Grissen @ und y, welche wir in & 14 kennen
gelernt haben, erdffnet uns den Weg zu einem der wichtigsten Theile
der Mathematik. Wir haben gesehen, dass die Gleichung y = f(x)
auf die dort angegebene Weise in einer Ebene construirt, im Allgemei-
nen zu einer krummen Linie fiihrt, weleche nach einem gewissen Gesetze
gebildet ist, als dessen analytischer Ausdruck eben die Gleichung
y==f(x) betrachtet werden muss, daher diesclbe auch die Gleichung
dieser Curve, so wie umgekehrt die Curve der geometrische
Ort der Gleichung y= f(z) genannt wird. Wir kénnen daher anneh-
men, dass es auch immer miglich sein wird, die zu einer gegebenen
Curve, deren Bildungsgesctz bekannt ist, gehérende Gleichung
zu firden, und sind dadurch in den Stand gesetzt, ohne Hiilfe einer
Zeichnung, durch eine analytische Formel die Gestalt einer jeden
Curve auszudriicken und festzuhalten,

Das Bildungsgesetz einer Curve ist aber nichts anderes, als der
Ausdruck irgend einer hervorragenden, die Curve charakterisirenden
Eigenschaft, aus welcher sich simmtliche iibrige Eigenschaften der-
selben miissen ableiten lassen. In der sogenannten Elementargeome-
trie geschieht diess bekanntlich durch geeignete Construetionen. Be-
sitzen wir aber fiir das Bildungsgesetz einen analytischen Ausdruck,
so wird es auch miglich sein, aus diesem durch blosse Rechnung, auf
analytischem Wege, alle Eigenschaften des in Rede stehenden geome-
trischen Gebildes abzuleiten.

Die Gleichung einer Curve ist aber nicht allein der analytische Aus-
druck ihrer Gestalt und Eigenschaften, sie bestimmt auch deren Lage
in einer Ebene in Bezug auf zwei in derselben angenommene feste
Axen. Jede geometrische Aufgabe Liuft aber am Ende darauf hinaus,
entweder die geometrischen Gebilde zu bestimmen, welche gegebenen
Bedingungen Geniige leisten, oder umgekehrt die Eigenschaften gege-
bener geometrischer Gebilde und deren Beziehungen unter einander
zu erforschen. Da wir nun im Stande sind , Gestalt und gegenseitige
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Lage derselben analytisch auszudriicken, so geht hieraus die Maglich-
keit einer analytischen Behandlung der Geometrie zur Geniige hervor.

Das Gesagte findet offenbar Anwendung auch auf riumliche Ge-
bilde, d. i. solche, welche nicht mit allen ihren Theilen in einer und
derselben Ebene liegen, da jede Gleichung zwischen drei Veriinder-
lichen, z = f(x, y), im Raume construirt, zu einer Fliche fiithrt.

In der Entwickelung dieser Methode, durch Darstellung ihrer
Principien sowohl als deren wichtigster Ergebnisse , bestcht derjenige
Theil der Mathematik, welcher analytische Geometrie, biswei-
len auch Anwendung der Analysis auf Geometrie genannt
wird.

Wir theilen dieselbe in zwei Abschnitte: analytische Geo-
metrie in der Ebene und analytische Geometrie im Raume,
von welchen der erste sich mit den in einer Ebene liegenden geome-
trischen Gebilden beschiiftiget, der zweite mit solchen, welche im Raume
construirt sind.



I. ABSCHNITT.
ANALYTISCHE GEOMETRIE IN DER EBENE.

ERSTES KAPITEL.

BESTIMMUNG DER LAGE EINES PUNCTES. — (f()()RDINA’E‘EN'SYSTI‘-}ME.

TRANSFORMATION DER COORDINATEN.

155. Es seien (Fig. 4) XX, YY" zwei feste, ihrer Lage nach
unverinderliche, nicht parallele Gerade in einer Ebene, M ein Punkt
in derselben, dessen Lage bestimmt werden soll. Ziehen wir die Ge-
raden MQ und MP beziehungsweise parallel zn XX und Y'Y, so ist
klar, dass die Lingen dieser Geraden die Lage des Punktes A/ in dem
Winkel XOY unzweideutig bestimmen.

Man nennt diese Geraden MP und M@Q die Coordinaten des
Punktes M; die eine derselben 2/Q = OP, welche parallel zur festen
Geraden XX’ liegt, pflegt man mit =, die andere zur festen Gieraden
YY’ parallele mit y zu bezeichnen und crstere die Abscisse, letz-
tere die Ordinate des Produktes Af zu nennen.

Die festen Geraden XX’, YV heissen die Coordinaten-Axen
und zwar beziehungsweise Axe der x, oder Abscissenaxe und
Axe der y, oder Ordinatenaxe; ihr Durchschnittspunkt O der An-
fang oder Ursprung der Coordinaten, weil von ihm aus die bei-
den Coordinaten OP = MQ = x und 0Q=MP=y geziihlt werden
der Winkel X0V, welchen die beiden Axen bilden, der Coordina-
tenwinkel, der Inbegriff beider Axen ein Coordinatensystem.
Dasselbe heisst ein rechtwinkliges, wenn der Coordinatenwinkel
ein rechter ist, in jedem anderen Falle e¢in schiefwinkliges.

Die Lage des Punktes 3 in der Ebene wiirde jedoch durch die
numerischen Werthe seiner Coordinaten MP und MQ allein nicht
vollstindig bestimmt sein, da denselben offenbar noch drei andere
Punkte 3, M, M" entsprechen, welche mit jenem in gleichen Ab-
stinden yon den Axen liegen. Um diese vier Punkte von einander zu
unterscheiden, geniigt es, die Coordinaten derselben mit Vorzeichen
zu versehen. Man pflegt die Absecissen, welehe vom Ursprunge aus
nach rechts in der Richtung OX geziihlt werden, als positiv, jene
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nach links in der Richtung OX’ als negativ zu betrachten; die
Ordinaten werden von O nach aufwiirts in der Richtung OY positiv,
jene nach abwiirts in der Richtung OY " negativ genommen.

Jede der beiden Coordinatenaxen wird durch den Ursprung O in
zwei Theile, Halbaxen, getheilt, von welchen die eine der Kiirze
wegen die positive, die andere die negative Halbaxe genannt
werden mag. Unter dem Coordinatenwinkel verstehen wir immer jenen
der vier Axenwinkel, welchen die beiden positiven Halbaxen ein-
schliessen 5 er ist immer < 1800.

Bezeichnen wir also mit », » die numerischen Werthe der Coor-
dinaten M7 und MQ, so erhalten wir fiir die vier Punkte A7, A", M",
M folgendes Schema:

o {x= + m i 7{:1,'= —m u f:r:-—— e L [m= “+ m
y=-+n ly=+n Ly:——n ly=—n
woraus man erkennt, dass durch die zwei Gleichungen:
r=a, y==b (1)
die Lage eines Punktes in der Ebene vollkommen und unzweideutig
hestimmt ist, wenn wir unter « und 4 die mit den gehérigen Vorzeichen
verschenen Werthe der Coordinaten verstehen. Die Gleichungen (1)
werden ans diesem Grunde die Gleichungen des Punktes genannt.
Als besondere Fiille der Gl (1) sind folgende zu bemerken :
1) @ =a, y = 0; diese Gleichungen gehiéren zu einem in der
Absecissenaxe liegenden Punkte.
2) @ =20, y =>~5, welche einen in der Ordinatenaxe liegenden
Punkt hestimmen ; endlich sind

3) @ = 0, y =0 die Gleichungen des Ursprunges selbst.

156, Die im vorigen Paragraphe entwickelte Methode zur Bestim-
mung der Lage eines Punktes in der Ebene, mittelst zweier zu zwei
festen sich schneidenden Axen paralleler Coordinaten (daher dieses
System auch Parallel - Coordinatensystem genannt wird), ist
aber offenbar nicht das einzige Mittel zu diesem Zwecke und es liessen
sich deren leicht mehrere ausdenken, unter welchen jedoch nur noch
das sogenannte Polarcoordinaten-System von besonderer Wich-
tigkeit und hiiufigem Gebrauche ist. ,Wir denken uns wieder in der
Ebene eine feste Gerade XX’ (Fig. 4) als Axe, die Polaraxe, und
in derselben einen festen Punkt O, als Ursprung, hier der,Pol ge-
nanut, und von demselben eine Gerade OJ zu einem beliehigen Punkte
M in der Ebene gezogen. Die Lage desselben ist offenbar bestimmt,
wenn dic Linge der Geraden OM und die Neigung derselben ge-
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gen die eine Halbaxe, z. B. OX, also der Winkel MOX gegeben sind.
Die Gerade OM wird der Radiusvektor des Punktes M genannt
der Winkel MOX mige Polarwinkel heissen; ersteren werden wir
gewdlmlich mit », letzteren mit 6 bezeichnen. Dieser Winkel wird,
wenn nicht ausdriicklich anderes bemerkt wird, stets von der rechten
Halbaxe O.X aus von O bis 360° herum und zwar — wenn wir uns im
Punkte O auf der Ebene stehend denken — von rechts nach links
gezihlt werden, wobei » im Allgemeinen immer positiv bleibt.

157, Fiillt, wie in Fig. 4, die Polaraxe mit der Abscissenaxe, der
Pol mit dem Ursprunge des Parallelcoordinatensystems zusammen, so
stehen die Parallelcoordinaten x, y eines Punktes M mit den Polar-
coordinaten in sehr einfachen Beziehungen. Aus dem Dreiecke OMP
folgt nitmlich, wenn der Coordinatenwinkel XOV = ¢ gesetzt wird:

\

sin (g — 6 -
xXT=r. —S{ifzq; ),l ] [/x-’+y3+2;zyc03q»,(

sin f (1) y sin g e
Y= - N s tg e —— i

sin ¢ x4 yeosg

Ist das Parallel - Coordinatensystem ein rechtwinkliges, so ist
¢ = 90°, somit:

x=rcosh ,} (3)

y = sin §.

Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Formeln allgemein gelten,
in welchem der Axenwinkel der Punkt M auch liegen mag.

TRANSFORMATION DER COORDINATEN.

I58. Sechr hiinfig tritt das Bediirfniss ein, von einem Coordinaten-
systeme, dessen man sich bei einer Aufgabe bedient hat, auf ein neues
iiberzugehen, in Bezug auf welches die Gleichungen eine einfachere,
oder wenigstens dem Zwecke der Untersuchung sich besser anschmie-
gende Form erhalten. Diese Aufgabe fiihrt den Namen: Transfor-
mation der Coordinaten, und kommt offenbar darauf hinaus,
die Coordinaten eines Punktes, welehe sich auf das ur-
spriingliche Coordinatensystem beziehen, auszudriicken
durch die auf das neue System sich beziehenden Coor-
dinaten dieses Punktes, unter der Voraussetzung, dass



266
die Lage des neuen Axensystems gegen das urspriing-
liche gegeben ist.

Der einfachste Fall ist jener, wenn bloss der Ursprung
gedndert wird, diec Richtung der Axen aber unverindert
bleibt.

Seien 0X, OY (Fig. 5) die urspriinglichen Axen, und M ein Punkt,
dessen Coordinaten in Bezug auf dieselben OFP = x, MP = y sein
migen. Sei ferner 0" der Ursprung des neuen Systems, dessen Axen
(' X', O'Y den urspriinglichen parallel sein sollen; bezeichnen wir mit
a, b die Coordinaten des neuen Ursprunges O hezogen auf das alte
System, mit ', y die neuen Coordinaten des Punktes M, so ist, wie
man siecht OP = OB 4+ BP = 0B + ('FP, MP= PP’ 4+ MP =
= O'B + MF, somit:

z=a+a, y=btb+7y. (1)

159. Von einem schiefwinkligen Coordinatensysteme
zu einem anderen schiefwinkligen, ohne Aenderung
des Ursprunges iiberzugehen.

Seien (Fig. 6) der alte Coordinatenwinkel XOY = ¢, der neue
X' 0Y = ¢, ferner ), 0" die Winkel, welche der Radiusvektor OM =r
des Punktes M mit den Axen OX und OX' bildet, so haben wir, wenn
mit x, y die alten, mit ', 3" die neuen Coordinaten des Punktes M/
bezeichnet werden, nach GL (1), §. 157:

rsin (@ — 0 r sin
LY Rk L (m)

¢ sin ¢

. orsin (@ —60) rsin
e =—+~—)', y = (n,)

¢ sin ¢

Sind nun «, « die Winkel, welche die neue Abscissen- und Or-
dinatenaxe mit der alten Abscissenaxe einschliessen, so wird:
¢ =d —u,¥ =0 —ua, somitg’ — 6’ =0« — 0,
wodurch die GI. (n) iibergehen in:
, rsin(a—0) rsin () — «)
= mlr—0"" = sl —n "
aus welchen durch Entwickelung des Zihlers:
a’ sin (¢ — «) == r sin ¢ cos O — rcos « sin B,
y sin (¢ — @)=—rsingcosh 4 r cos « sin 0
folgt. Werden diese Gleichungen, die erste mit cos «, die zweite mit
cos ¢ multiplicirt und addirt, so erhiilt man nach Unterdriickung des
gemeinschaftlichen Faktors sin (¢ — «):
rcos = a’ cos « 4 3 cos o
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Addirt man aber dieselben Gleichungen, nachdem die erste mit
sin «, die zweite mit sin «" multiplicirt worden ist, so folgt:
. rsin ) = &’ sin « 4 y sin .
Durch Substitution dieser Werthe von » sin  und » cos f in die
Gleichungen (m) erhiilt man endlich:

__ @' sin (g— o) 4 7 sin (g — «) .
o sin ¢ !
- ' sin e + 3 sin o
y= sin @ ! 5
welche die gesuchten Transformationsformeln sind.
Sollte aueh noch der Ursprung geiindert und in einen Punkt ver-
legt werden, dessen Coordinaten in Bezug auf das urspriingliche Sy-
stem @, & sind, so erhiilt man mit Riicksicht aunf (1):

x:a-l—x sm(qw—rt).-f-g/ sin (qw—a),l
sin ¢ 3)
Bl ' sin « 4 3 sin o J
Yy = = .
o sin g

Erfordert iibrigens eine Aufgabe sowohl die Veriinderung des
Ursprunges als der Richtung der Axen, so ist es gewdhnlich vortheil-
haft, diese beiden Transformationen eine nach der anderen auszufiih-
ren. Die Formeln (2) und (3) sind allgemein giiltiz, welche auch die
Richtung der neuen Axen sein mag, wenn nur fiir ¢ und ¢ immer die
Winkel genommen werden, welche die neuen positiven Halbaxen der
2z’ und »' mit der urspriinglichen positiven Halbaxe der x hilden,
in der Richtung von OX gegen OY von 0 bis 3600 geziihlt.

160, In den bei weiten meisten Fiillen kommen rechtwinklige
Coordinatensysteme in Anwendung, da sich fiir solche die Ausdriicke
in der Regel am einfachsten gestalten. Betrachten wir daher noch
folgende spezielle Fiille.

I. Von einem rechtwinkligen zu einem schiefwink-
ligen Coordinatensysteme iiherzugehen.

Die hiezu dienenden Formeln ergeben sich aus den allgemeinen
Transformationsformeln (3), indem man =900 setzt; man erhilt also:

x=a+x'003a+y'(:05a',} )
y =204 2" sin ¢ 4 » sin «.

II. Von einem schiefwinkligen zu einem rechtwinkli-
gen Coordinatensysteme iiberzugehen.

Man setze in (3) «'= 9094 «, somit g — &' =— {90 — (p— a)},
go folgt:
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: " a’ sin (p—a)— y cos(g—a) ]
= a . 7
SI
' sin e =4y (‘U:ir " ®)
g =&+ sin g

III. Von einem rechtwinkligen Coordinatensysteme
auf ein anderes gleiehfalls rechtwinkliges iiberzu-
gehen.

Zu diesem Behufe haben wir in (3) g = 90% und « = « + 90
zu setzen, und erhalten:

r=ua -4 x cos ¢ — y sin e, }

p
y =206+ ' sine + ¥ cose. (6)

ENTFERNUNG ZWEIER GEGEBENER PUNKTE,

161. Es seien (Fig, 7) M, M" zwei Punkte, deren rechtwinklige
Joordinaten a, yw o', y gegeben sind; man soll einen Ausdruck fiir
die Entfernung D= MM’ dieser Punkte in Funktion ihrer Coordinaten
aufstellen. Ziehen wir die Ordinaten MP = y, M’ P'=y  und durch
einen der heiden Punkte, etwa M, die MR parallel zur x-Axe, so folgt
aus dem rechtwinkligen Dreiecke MM'R: MM'® = MR? + M R?;
es ist aber M R=2a" — ax, MR =y — y, somit:

D=+ V& —2P+ —y* (1)

Das doppelte Zeichen erkliirt sich dadurch, dass die Entfernung
D entweder von M gegen M’ oder umgekehrt gezihlt werden kann.
Im Allgemeinen werden Distanzen immer positiv genommen.

Auf demselben Wege wiirde sich der Ausdruck von D fiir ein
schiefwinkliges Coordinatensystem ergeben. Man findet ohne Schwie-
rigkeit :

D=1 V(@ —xP+y —y?+2(@ —2)(y —y)cosg. (2)

Betrachten wir noch das Dreieck, welches die beiden Punkte
M, M mit dem Ursprunge bilden. Sind r, +" die Radienvektoren der
Punkte M, M und «, « deren Neigungswinkel gegen die x- Axe
80 ist:

’ ’

7 v ¥
J , Sin @ = =-.
r

x : . @
COS ¢=— —, 8ll ¢ = —3 CO8a =
r 7

Ist nun & der Winkel M0OM’, welchen heide Radienvektoren ein-
schliessen, so hat man + § = " — «, somit:
+ sin § = sin «’ cos ¢ — cos « sin «,



oder nach Substitution obiger Werthe :
+ w7 sin § = ay’ — ya';
bezeichnet man aber mit /' den Flicheninhalt des Dreieckes OMM’, so
ist bekanntlich 2/ = " sin §, folglich:
of = +lay — yx') ()
wo von beiden Zeichen jenes zu wiihlen ist, welches den Ausdruck
von f positiv macht.

Geht man von dem jetzigen Coordinatensysteme, olme die Rich-
tung der Axen zu éindern, auf ein neuesSystem iiber, und sind —z",—y”
die Coordinaten des neuen Ursprunges in Bezug auf die alten Axen,
$0 hat man in (3) @ —-2", y—y"; &'—a”, y—y" statt z, y; o,y
zu setzen, wodurch man:

o =y (@ —a) +y (x— ") + y (' —2) )
erhiilt, als Ausdruck fiir den Fliicheninhalt eines Dreieckes, welches
von den drei Punkten x, y; 2, 4 und =", 3 gebildet wird.

ZWEITES KAPITEL.
VON DER GERADEN LINIE.

162, Es sei L (Fig. 8) eine gerade Linie, in der Ebene der
rechtwinkligen Coordinatenaxen OX, OY auf belichige Weise gezo-
gen; ziehen wir durch den Punkt 4, in welchem diese Gerade die
Ordinatenaxe schneidet, die A& parallel zu OX und zu beliebigen Punk-
ten: M, M', M”, ... der Geraden HL, die Ordinaten MP, M'P'.M"P",...
so folgt aus den dhnlichen Dreiecken AMQ, AM'Q', AM”Q",... welche
offenbar nur dann entstehen, wenn M, M’, M”,... Punkte einer Gera-
den sind, sofort:

MQ_MQ  M'Q’
AQ T AQ T AW
oder:
MP—AO0 M'P—A0 __M'P'—A40
~op 0P oF
woraus folgt, dass die um das Stiick 40 verminderte Ordi-
nate eines beliebigen Punktes der Geraden zur Abscise
desselben in einem constanten Verhiiltnisse steht.

= 1. 8. W,,
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Bezeichnen wir daher dieses constante Verhiiltniss mit a, die
Entfernung AO des Durchsehnittspunktes der Geraden mit der y-Axe
vom Ursprunge mit 4, endlich mit =, y die Coordinaten eines beliebi-
gen Punktes der Geraden, so hesteht fir jeden Punkt der Geraden
die Gleichung :

y—2b
X

y=oaz+b (1)
folgt. Aus der Ableitung dieser Gleichung erhellt, dass derselben
durch die Coordinaten eines jeden Punktes der Geraden HL Geniige
geleistet wird; umgekehrt geht aus der Construktion dieser Gleichung
die Gerade HL hervor. Man nennt aus diesem Grunde die Gleichung
(1) die Gleichung der Geraden.

In derselben bedeuten «, y die Coordinaten irgend eines Punktes
der Geraden, sind also als verinderliche Grissen zu betrachten
und werden gewdhnlich die lFaufenden Coordinaten der Geraden
genannt. «, & sind hingegen constante Grissen, durch welche die
Lage der Geraden gegen das Axensystem bestimmt wird. Wegen der
nothwendigen Homogeneitit der Gl (1) muss & eine Linie, @ hinge-
gen eine absolute Zahl sein. In der That ist, wie schon oben bemerkt,
b die Ordinate der Geraden im Ursprunge ; ferner folgt aus dem
A AMQ:

= a, Wworaus:

a = ifg’ = tg MAQ = tg «,
wenn ¢ der Neigungswinkel der Geraden /L gegen die positive Halb-
axe der x ist; der Coefficient von = in der nach y aufgelisten Glei-
chung der Geraden ist folglich die trigonometrische Tangente des
“Winkels, welchen die Gerade mit der Abscissenaxe einschliesst.
Die GL (1) besteht, da die Ableitung offenbar ganz dieselbe bleibt,
unverindert auch fiiv schiefwinklige Coordinaten ; nur ist dann (Fig.9):
_ MQ __sin MAQ __ sina
W= AQ T sin AMQ ~ sin (g—a)’ (2)
wo ¢ der Coordinatenwinkel; fiir den Winkel @, welchen die Gerade
mit der Abscissenaxe cinschliesst, findet man hieraus:

@ sin ¢
In der Folge werden wir jedoeh immer rechtwinklige Coordinaten
voraussetzen, wenn nicht ausdriicklich das Gegentheil bemerkt ist.

163. Da die Constanten «, & in Gl (1) jeden miglichen positiven
oder negativen Werth haben kénnen, so wird die GL. (1) dadurch
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fihig, eine Gerade in jeder beliebigen Lage gegen das Axensystem
darzustellen.  Ist & negativ, so schneidet die Gerade die y - Axe
unterhalb des Ursprunges; sie geht durch den Ursprung, wenn
b = 0, also die Gleichung von der Form: y = «w ist, d. h. eines con-
stanten Gliedes ermangelt; ist ¢ negativ, so macht der oberhalb der
@ - Axe liegende Theil derselben mit der Richtung der positiven
Halbaxe der x einen stumpfen Winkel.

Fir a = tg « = 0, wird auch ¢ =0 und die Gerade zur Abscis-
senaxe parallel; die Gl (1) geht iiber in y = b, welche demnach die
Gl. einer im Abstande = 6 zur « - Axe parallelen Geraden ist. Wird
b =0, so fillt die Gerade mit dieser Axe zusammen; es ist daher
y =0 die Gl. der Abscissenaxe selbst.

Aus dem 44085 (Fig. 8) folgt AU = BO. tg «, d. h. wemn
BO = — ¢ gesctzt wird, b = — ae; fihrt man diesen Werth in die
Gl (1) ein, so nimmt dieselbe die Form an:

S il s o -
y-—-ua—uc,odelx—;-{-c,

fiir ¢ = 90, wird tg « = % und die Gerade senkrecht auf die Ab-
scissenaxe; die letzte Gleichung geht iiber in @ = ¢, welches somit
die Gleichung einer zur Ordinatenaxe im Abstande = ¢ parallelen Ge-
raden ist. Fiir ¢ = 0 fiillt diese mit der genannten Axe zusammen;
es ist daher 2 = 0 die Gl. der y- Axe.

164. Wiihlt man statt « und & andere Constanten zur Bestimmung
der Lage der Geraden, so nimmt auch die Gleichung derselben andere
Formen an.

So ist die Lage ciner Geraden offenbar durch ihre Durchsehnitts-
punkte A, 2, (Fig. 8) mit den beiden Axen bestimmt j bezeichnet man
daher mit & und ¢ die Entfernungen dieser Punkte vom Ursprunge,
positiv, wenn dieselben auf den positiven Halbaxen der y und « liegen,
80 besteht fiir jeden Punkt der Geraden die Proportion:

AO: BO=MP:BP, d. i. bi —c=y:ax — ¢,
woraus als Gleichung der Geraden:

Y x _
F‘f'T——l (1)

folgt. Man sieht leicht ein, dass diese Form der Gl. der Geraden fiir
recht- and schiefwinklige Coordinaten gilt und in beiden Fillen die
Bedeutung der Constanten 6, ¢, dieselbe bleibt.

Iillt man aus dem Ursprunge O, (Fig. 10) das Perpendikel 0D
auf die Gerade I{L, so ist die Lage dieser Geraden durch die Liinge
des Perpendikels 0D = p und den Winkel DOX = g bestimmt, wel-
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chen dasselbe mit der positiven Richtung der « - Axe einschliesst. Ist
nun M ein heliebiger Punkt der Geraden IL, sind «, y seine Coordi-
naten, zicht man ferner MO = » und setzt /£ MOX =6, so hat man:
MP=y=vrsinll, OP= x = r cos §; ist aber die Linie ADL
eine Gerade, so ist fiir jeden Punkt M derselben das 4 ODM bei D
rechtwinklig, somit O = OM cos DOM, d. i.:
p=rcos (3 —0)==1rcos g cos O 4 r sin g sin 0;

hieraus folgt, wenn statt » cos 6, » sin O obige Werthe substituirt
werden:

xceos B4 ysin=p (2)
als Gleichung der Geraden IL, welche auch die Form:
xeos )4 ycospu=p (3)

annimmt, wenn 2 und g die Winkel sind, welche p mit der @ - und
y- Axe bildet. Es bedarf kaum der Erinnerung, dass die Formen (2)
und (3) der GL einer Geraden nur fiir rechtwinklige Coordinaten gelten.

Wie man aber auch die Gleichung der Geraden umgestalten mag,
ihr wesentlicher Charakter bleibt immer der, dass sie in Bezug
auf die verinderlichen Coordinaten & und 4 vom ersten Grade ist.
Wir schliessen hieraus, dass jede Gleichung des ersten Grades
zwischen zwei Verdinderlichen, ihrer geometrischen Be-
deutung nach, ciner geraden Linie angehire.

In der That ist die allgemeine Form einer solchen Gleichung:

Ay + Bz 4+ C =0, (4)
welche nach y aufgelist, die Form:
e B . C'
ot S ey
sy . B C
d. h. die Form y = ax 44 annimmt, wenn man — P e B S b

setzt, was immer miglich ist, weil die Constanten «, & in GL (1) jedes
Werthes fihig sind.

Enthiilt die GI. bloss eine Veriinderliche, ist also von der Form
S(a) =0 oder f(y) =0, so ist ihr geometrischer Ort (vorausgesetzt,
dass ihr durch reelle Werthe von @ oder y geniigt werden kann, widyi-
genfalls ihr gar keine geometrische Bedeutung zukiime) eine Gerade,
oder ein System mehrerer, bezichungsweise zur Ordinaten- oder
Abscissenaxe paralleler Geraden, je nachdem sie in Bezug aunf die in
il enthaltene Veriinderliche vom 15%*% oder hiherem Grade ist.

Ist die Gleichung einer Geraden gegeben, so lisst sich dieselbe
auf verschiedene Weise construiren, am einfachsten indem man ilire
Durchschnittspunkte mit den beiden Coordinatenaxen bestimmt , welche



273

sich offenbar ergeben, wenn man in der vorgelegten Gleichung der
Reihe nach = und y gleich Null setat.

165. Aus der Anwesenheit zweier Constanten in der Gleichung
der Geraden erkennt man, dass zur Bestimmung der Lage derselben
zwei Bedingungen erfordert werden. Sind die Constanten gegeben,
so ist dadurch auch die Lage der Linie bestimmt; sind umgekelrt zwei
von einander unabhiingige Bedingungen gegeben, welchen die Gerade
geniigen soll, so lassen sich die Werthe der Constanten diesen gemiiss
bestimmen.

Aufgabe. Man suche die Gleichung einer Geraden,
welche durch einen gegebenen Punkt 2/, 3 geht.

Die gesuchte Gleichung kann von der Form y = ax 4 b ... («)
vorausgesetzt werden, in welcher « und & noch unbestimmte Griossen
sind. Da die Gerade durch den Punkt a’, y* gehen soll, so miissen
die Coordinaten dieses Punktes der Gl () Geniige leisten, wodurch
sich die Bedingungsgleichung: 3" = ez’ 4 b ergibt, mittelst welcher
sich eine der beiden Unbekannten z. B. & bestimmen und aus («) elimi-
niren Lisst, am ecinfachsten, indem man die letzte Gleichung von («)
abzieht; man erhiilt dadurch:

y—y =a@—a) (1)
fiir die gesnchte Gleichung. Setzt man in derselben ==z’ so folgt
y =y, zum Beweise, dass die durch dieselbe dargestellte Gerade
durch den Punkt a', ' geht. Sie enthiilt noch eine willkiihrliche Con-
stante @ = tg «; der Winkel «, welchen sie mit der x- Axe ein-
schliesst, bleibt also unbestimmt, wie es sein muss, weil durch einen
Punkt unendlich viele Linien gezogen werden kinnen.

166, Aufg. Die Gleichung einer Geraden zu finden,
welche durch zwei gegebene Punkte &,y und 2, y” geht.
Sei wieder y == ax + & ... (o) die Gleichung der Geraden, so
bestehen den gegebenen Bedingungen gemiiss die Gleichungen :
y=ax +b..(@) ¥y =ax’ +b..(p),
aus welchen sich die zwei Unbekannten « und 4 hestimmen lassen.
Zieht man (8) von («) und (y) von () ab, so folgt:
y—y =ale—2), y—y =a@ —a),
und wenn der aus der zweiten dieser Gleichungen gezogene Werth von
a in die erste substituirt wird :
y—y =42 @—a), (1)
welche die verlangte Gleichung ist.
HEeRR, 1I6h. Mathematik, I, 18
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Ist einer der zwei Punkte, z. B. 2", y” der Ursprung, so folgt
aus (1) wegen a” = y" = 0

,

¥ ’
¥ = % (2)
als Gleichung einer durch den Ursprung und den Punkt z’, " gehen-
den Geraden.
Soll der Punkt &, 4" in der Geraden (1) liegen, so miissen diese
Coordinaten der Gl. (1) Geniige leisten, d. h. es muss die Gleichung:

’ ’
prr ’ y—y ( u;_xn)

y —y=g—r
oder:
- W
o 0

erfiillt sein. Diese Gleichung driickt daher die Bedingung aus, dass
die drei Punkte &, y'; 2", y"; 2", " in einer Geraden liegen.

Wie leicht cinznschen, sind die Formeln dieses und des vorher-
gehenden Paragraphen vom Coordinatenwinkel unabhiingig und gel-
ten fir recht- und schiefwinklige Coordinaten.

167. Aufg. Es sind die Gleichungen zweier Geraden
gegeben; man bestimme den Winkel, unter welehem sich
dieselben schneiden.

Es seien:

Dwwy=ax +5b, 2)u.y=dax -+
die Gleichungen der gegebenen Geraden, hezogen auf rechtwinklige
Axen; den gesuchten Neigungswinkel derselben wollen wir mit (1. 2)
bezeichnen, so wie die Winkel, welche dieselben mit der Axe der a
machen , beziehungsweise mit (1. =), (2. x).

Wie aus Fig. 11 erhellt, ist (1. 2) = (2. ) — (1. ) oder auch
(1. 2) = 180 — {(2. =) — (1. :c)} , je nachdem (1. 2) den spitzen oder
stumpfen Winkel bedeutet, somit:

. - . tg (2. ) — tg (1. =)
tg(1.2) =1 tg ‘_.x)—(l } il—i—tg(l.w) tg (2. x)’
es ist aber tg (1. @) = a, tg (2. ) = d/, folglich:

a — a
1—|-aa (1)
Gewdhnlich behiilt man nur das obere Zeichen bei, wo dann der
Ausdruck den spitzen Winkel giebt, wenn man « den grosseren der
zwei Coefficienten a, o sein lisst.
Die Ergebnisse dieser Aufgabe fithren zu wichtigen Folgerungen:
a) Sind die Geraden 1) und 2) parallel, so ist der Z_ (1. 2) = 0,

tg (1. 2) = +
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folglich auch tg (1. 2) =0, womit ans (1) ¢ —a=0,d. h. a=¢'
folgt. Die Gleichung ¢ =« driickt somit die Bedingung
des Parallelismus der Geraden 1) und 2) aus.

b) stehen die Geraden 1) und 2) auf einander senkrecht, so ist
Z_ (1.2)==90°, somit cotg (1.2) = %— =0, woraus 1 4 aa'=0
folgt. Durch die Gleichung 1 4+ ad' = 0 oder ¢ = — —117
wird daher die Bedingung der Perpendikularitit der
Geraden 1) und 2) ausgedriickt.

Beziehen sich die Gleichungen der Geraden 1) und 2) auf ein
schiefwinkliges Coordinatensystem, dessen Coordinatenwinkel = g,
so erhiilt man mit Miilfe der Gl. (3), §. 162:

(a'—a) sin ¢
14 ad + (a4 ) cos ¢’
Die Bedingung des Parallelismus der beiden Geraden bleibt somit
@ = a/, die Bedingung des Senkrechtstehens wird aber:

14 ad’ 4 (a 4+ &) cos g = 0.

168. Aufg. Man suche die Gleichung einer Geraden,
welehe durch den Punkt &, 4 geht und zur Geraden

y=ax+5b

tg (1. 2) =

parallel ist.

Es sei y = Ax 4 B die Gleichung der gesuchten Geraden, so
bestehen die beiden Bedingungsgleichungen: y'= 4" 4 B, und A=a,
es ist somit B =y’ — aa’, und die gesuchte Gleichung wird:

y—y =uax—a)

169. Aufg. Die Gleichung einer Geraden zu suchen,
welche dureh den Punkt 2, 5 geht und auf der Geraden
y=oax 4+ bsenkrecht steht.

Da die Gerade durch den Punkt o, ° gehen soll, so hat ihre
Gleichung die Form: y — 3 = 4 (¢ — &), und damit sie auf der
Geraden y = ax 4 b senkrecht stehe, muss ad = — 1 sein; es
ist somit:

y—y =— [@—2)

die verlangte Gleichung.

170, Aufg. Es sind die Gleichungen zweier Geraden:
wy=ax+b, 2)y=de 4+ ¥V
gegeben; man suche die Coordinaten ihres Durchschnitts-.

punktes.
15*
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Die Coordinaten des Durchschnittspunktes sind offenbar jene
Werthe von = und g, welche beiden Gleichungen 1) und 2) gleichzei-
tig Geniige leisten, welche somit erhalten weiden, wenn man diese
Gleichungen als zusammengehorig oder coéxistirend betrachtet und
daraus @ und y bestimmt. Auf diese Weise erhiilt man fiir die gesuch-
ten Grissen:

v —20b ab’ — a'b
= —, Y= .
a—a a — a

Ist @ = ', so werden diese Werthe unendlich, was damit iiber-
cinstimmt, dass bei dieser Voraussetzung die Geraden parallel sind.

' / . 0 . :
Ist aber ¢ = o' und b = &', so wird & = y = o d. i. unbestimmt ;

in der That fallen dann beide Gerade in eine einzige zusammen und
haben daher alle Punkte gemeinschaftlich.

171, Aufg. Es ist eine gerade Linie und ein Punkt o/
ausserhalb derselben gegeben; mansucht die Entfernung
- P des Punktes von der Geraden, d. i. die Linge des von
dem Punkte M auf die Gerade gefillten Perpendikels.
Es seien:
Dwey=—ox +0b
die Gleichung der gegebenen Geraden und &/, 5 die Coordinaten des

gegebenen Punktes M, so ist:
1

Dy —y=——(x—a)
a
die Gleichung der durch den Punkt o', y° senkrecht auf 1) gezogenen
Geraden. Sind 2", 3" die Coordinaten des Durchschnittspunktes der
Geraden 1) und 2, so ist [§. 161]:
P=+ V@D F G =7

Da ferner die Coordinaten &', y” den Gleichungen 1) und 2) Ge-

niige leisten miissen, so hat man:

, 1 s 7
y=a" 4+ b, yy —y=——0"—2),
a
woraus man ohne Schwierigkeit:
. , aly — ax’ — b) . 1 y — ax’' —1b
x "'a‘:——-—-—l _’_T_T__—? ¥y —y :———1—2—-
1 =+ a

findet. Mit diesen Werthen wird endlich:

y —ax’ — b

wo von beiden Zeichen jenes zu nehwen ist, welehes P positiv macht
bl ]
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da es sich bei Entfernungen in der Regel nur um ihren absoluten Werth
handelt. Der Zihler y — (az’ 4 b) ist iibrigens positiv oder negativ,
je nachdem z'; d. i, die Ordinate des gegebenen Punktes grisser oder
kleiner ist als az” 4 8, d. i. die zur Abscisse «” des gegebenen Punk-
tes gehirige Ordinate der gegebenen Geraden, d. i. je nachdem der
Punkt M ober oder unter der Geraden liegt. DBeachtet man, dass

1 ; ; .
—————— der Cosinus des Neigungswinkels der gegebenen Geraden
V1+ a
gegen die 2 - Axe ist, so zieht man leicht aus obigem Ausdrucke von
P folgende Regel :

Man findet die Entfernung eines gegebenen Punktes
',y von einer gegebenen Geraden, wenn man die Gleichung
der letzteren auf die Formy — ax — & =0 bringt, und den
Werth, welehen die linke Seite dieser Gleichung fiir 2 = o
und y =3 annimmt, mit dem Cosinus des Neigungswinkels
der Geraden gegen die Abscissenaxe multiplicirt.

172, Aufg. Man sucht die Gleichung einer Geraden,
welehe durch den Durchschnittspunkt zweier gegebenen
Geraden geht.

Scien :

() vy =ax + b, (2)...y =dax+V
die Gleichungen der gegebenen Geraden. Statt [nach §. 170] die Coor-
dinaten des Durchschnittspunktes zu suchen und hierauf [nach §. 165]
durch dicsen Punkt eine Gerade zu legen, kann man kiirzer auf fol-
gende Weise verfahren.

Schreibt man obige Gleichungen in der Form:

y—ax —b=0, y—de—§=0,

multiplicirt eine derselben, etwa die erste mit einer willkiirlichen
Constante ., und addirt sie sodann, so erhilt man:

(y—azx —b)m 4y —de —6 =0, (3)

und diess ist die gesuchte Gleichung, da sie — weil nach 2 und y vom
ersten Grade — einer Geraden angehort, und offenbar fiir diesclben
Werthe von @ und y identisch wird, welehe den Gleichungen der beiden
gegehenen Geraden (1) und (2) gleiehzeitig Geniige leisten.®) Durch
Auflisung nach y erhiilt sie die Form:

*) Man sicht leicht, dass dieses Verfahren auch eine allgemeinere Anwendung
zuliisst. 8ind f(w,y)==0... («) und F(z,y) =0 ....(7) die Gleichungen zweier Curven,
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__am+4-ad bm 4
¥y = m-|—1x+m+1' @)

Sie enthiilt noch eine unbestimmte Constante m, weil in der That un-
endlich viele Gerade der Bedingung der Aufgabe Geniige leisten; wir
wollen daher noch dic Bedingung hinzufiigen, dass die Gerade (3)
den von den gegebenen Geraden (1)und (2)eingeschlossenen
Winkel halbire.

Bezeichnen wir mit ¢, ¢ und » die Neigungswinkel der Geraden
(1), (2) und (3) gegen die x- Axe, mit » den Winkel, welchen die Ge-
raden (1) und (2) einschliessen; aus (4) folgt zuniichst:
am 4+ a
m + 1 ? (;)

woraus m gefunden wird, sobald » bekannt ist. Damit nun die (3) den

tg v =

Winkel » halbire, muss u =% + «, somit tg 2u = tg (v 4 2¢) sein,
woraus nach bekannten goniometrischen Formeln:
2tgu tgvftg2e a+d
1— tgu? 1—tgo.tg2 1—ad

folgt, wenn man fiir tg » und tg 2¢ ihre Werthe:
ad —a 21tg w 2a

T B2 T I—tger 1—ad!
einsetzt. Obige Gleichung, gehorig geordnet, giebt nun:
2(ad’ —1)
a4 d
Da hieraus fiir tg », somit mittelst (1) auch fiir m zwei Werthe
erhalten werden, so giebt es zwei Gerade, welehe durch den Durch-
schnittspunkt der (1) und (2) gehen und den von ihnen gebildeten
Winkel halbiren, wie es auch sein muss, da solcher Winkel zwei, nim-
lich » und 180 — » existiren. Sind tg w; und tg u, die Wurzeln der
Gl (u), so ist nach einem bekannten Satze aus der Theorie der Glei-
chungen tgu tguy=—1, oder 14tgu; tguy==0, woraus folgt, dass
diese zwei Geraden aufeinander senkrecht stchen. Aus (i) findet man:

ara—l + l/(l—i—a) l—j—rz")
a+ d

und man bildet eine neue Gleichung, ¢ (z, y) = 0 ... (), die fiir dieselben Werthe
von z und y identisch wird, welche den Glm(,hungen (@) und () geniigen, so schnei-
den sich die drei Curven (ou:), (7) und (y) in einem oder mehreren gemeinschaftlichen
Punkten. Eine solche Gleichung wire z. B. ¢ (2, y) = f(2, ) 4 F(r, y) = 0 oder
allgemeiner @ (v, y) = m F (=, y) + af(z, y) = 0, wo m und n zwei willkiihrliche
Constanten bedeuten.

tg v =

tg u? — tgu—1=0. ()

tg w
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welcher Werth in (%) substituirt:
14+ a2F V4 a?) (1 4+ o )
1+ FVl+a)d+d )
i = g /1+a sk cos ¢

m = —

1 4+ a2~ — cos e
liefert. Fithrt man endlich diesen Werth in (3) ein, so erhélt man:
y— ax —b y—dx—U

/ite — Vit %
als Gleichung derjenigen Geraden, welche durch den Durchschnitts-
punkt der Geraden (1) und (2) geht und den von ilmen gebildeten
Winkel halbirt. Mit Hiilfe der am Schlusse des vorigen §. gegehenen
Regel hitte sich iibrigens diese Gleichung unmittelbar hinschreiben
lassen, wenn man die Bemerkung macht, dass jeder Punkt dieser Ge-
raden von den gegebenen Geraden (1) und (2) gleich weit entfernt ist.

I173. Aufg. Esist ein Winkel XOL = « gegeben (Fig. 12.);
man suche einen Punkt 3, dessen senkrechte Entfernungen
von den Schenkeln des Winkels sich wie m zu n verhalten.

Nimmt man den einen Schenkel OX als Abscissenaxe, den Schei-
tel O als Ursprung, so wird die Gleichung des zweiten Schenkels
OL: y = x tg « == ax. Bezeichnen wir nun mit £, 5 die Coordinaten

1/

hat der Bedingung der Aufgabe gemiiss: MP: MQ =m:n, d i.:

(1';.

des Punktes M, so ist MP =y, MQ = + ———— [§ 171], und man

gt 'i_‘_‘i.{ =m:n,
|/1 =+ a?
woraus:
am

1= m =+ nf1 --I:_a:2 s
folgt. Da wir zur Bestimmung der Coordinaten £, y des Punktes M
nur diese eine Gleichung erhalten, deren geometrischer Ort (des dop-
pelten Zeichens im Nenner wegen) zwei im Ursprunge sich schneidende
Gerade sind, so folgt, dass simmtliche Punkte dieser zwel Geraden
der Aufgabe Geniige leisten.

174, Aufg. Esist ein Dreieck ABC (Fig. 13.)gegeben; eine
Gerade K bewege sich so, dass sie bestiindig der Seite BC
parallel bleibt; verbindet man nundie Durchschnittspunkte
D, E der beweglichen Geraden mit den Seiten 4B und 4AC
mit den Gegenwinkeln C und B, so schneiden sich diese
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Verbindungslinien im Punkte ¢; man sucht den geometri-
schen Ort dieses Punktes, d. h. die Linie, in weleher siimmt-
liche Durchschnittspunkte & liegen, wihrend die Gerade
HK sich parallel znu BC bewegt.

Nehmen wir den Seheitel 4 als Ursprung, die Dreiecksseiten AR
und AC als Axen der = und y, wobei also im Allgemeinen schiefwin-
kelige Coordinaten in Anwendung kommen; setzen wir ferner AB=c¢,
AC = b, so ist die Gleichung der BC:

B B ) )
y T —1=0 (r)
Bezeiclnen wir AD mit £, so ist die Gl der HK: y = m (x — £); da
aber diese Gerade zur BC parallel sein soll, so hat man m = — 3 5

¢
b
und somit y = — = (@ — &) als Gleichung der HK. Setzt man in
b .
dieser Gleichung x = 0, so folgt y = c = AE. Hiemit erhiilt man
nun als

Gleichung der CD : % -]-i;i —1=0, (9)
gy ek F e ;
BE: bE —— 3 1 0. (r)

Betrachtet man nun diese beiden Gleichungen als coéxistirend, so
gehoren sie dem Durchschnittspunkte G an, dessen Coordinaten sich
durch successive Elimination von y und @ ergeben wiirden und zwar
ausgedriickt in Function von & wie es sein muss, weil die Coordinaten
eines bestimmten Durchschnittspunktes von dem besonderen Werthe
von & abhiingen. Eliminirt man hingegen &, d. h. dicjenige Grisse,
durch welche ein bestimmter Durchschnittspunkt individualisirt wird,
so erhilt man eine Gleichung zwischen @ und y, d. . zwischen den
Coordinaten sdmmtlicher Durchschnittspunkte, welche demnach die
gesuchte Gleichung des geometrischen Ortes dieser Durchschnittspunkte
sein muss.

Durch Subtraktion der Gleichungen () und () erhiilt man nun:

Hom et
S 82— )=

somit nach Unterdriickung des gemeinschaftlichen Faktors:
b
y=ra ©
¢

oder:
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als Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes, welcher daher
eine durch den Ursprung gehende Gerade ist, welehe die
Gegenseite BC halbirt. Denn aus der Verbindung der GL (s) mit

o

; b : : :
(p) erhilt man &z = ‘%’ y =~ als Coordinaten des Durchschnitts-

punktes 7, woraus B = CI folgt.

Lisst man die bewegliche Gerade eine solche Lage einnchmen,
dass AD= DB ist, so wird auch A£= EC und es ergibt sich sofort
aus Obigem unmittelbar der aus der Geometrie bekannte Satz: Die
drei Geraden, welche die Scheitelpunkte eines Dreicckes
mit den Halbirungspunkten der Gegenseiten verbinden,
schneiden sich in einem Punkte.

b .
Fiir diesen Fall werden ferner wegen AD = %, AE = - die

2z ;
Gl.dcrcn:%+l=1, Gl der BE: 2 4 & —1,
¢ c ¢
durch deren Verbindung man fiir die Coordinaten des Durchschnitts-

1 . .
GHy=<3 b, woraus, da die Abscisse von I,

:% cist, AG: AT=2:3, oder AG: GT— 2:1 folgt; d. h. der

punktes ¢ findet : =g

Durchsehnittspunkt der Verbindungslinien der Eckpunkte
mit den Halbirungspunkten der Gegenseiten theilt diese
Linien im Verhiiltnisse von 1:2, wie cbenfalls aus den Ele-
menten bekannt ist. Dieser Durchschnittspunkt ist der Schwerpunkt
des Dreieckes.

DRITTES KAFPITEL.

VOM KREISE.

175, Der Kreis ist bekanntlich jene krumme Linie, deren siimmt-
liche Punkte von einem festen Punkte (dem Mittelpunkte des Krei-
ses) gleich weit entfernt sind.

Bezeichnen wir demnach mit ¢, ¢ die rechtwinkeligen Coordinaten
des Mittelpunktes, mit x, y jene eines beliebigen Punktes des Kreises,
so wird die Entfernung dieser beiden Punkte ausgedriickt duvch:

Vig — 82 + (& — a2,
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und da diese gemiiss der oben erwiilhnten Eigenschaft eine constante
Grosse ist, so besteht, wenn wir diese constante Entfernung (den
Halbmesser des Kreises) mit » bezeichnen, die Gleichung:

y— B+ @ — @ =1, (1)
welche somit fiir alle Punkte der Kreisperipherie und nuv fiir diese
gilt, und daher die Gleichung des Kreises ist.

Die GL (1) ist die Gleichung des Kreises in ihrer allgemeinsten
Form; sie wird mehr oder weniger einfach, wenn man dem Axensysteme
eine bestimmte Lage gegen den Kreis giebt.

1) Fillt der Mittelpunkt mit dem Ursprunge zusammen, so erhiilt
man aus (1) wegen ¢ = g = 0:

At =, (2)
die sogenannte Mittelpunktsgleichung des Kreises.

2) Fillt der Ursprung in den Endpunkt eines Durchmessers und
dieser in die positive Halbaxe der x, so ist ¢ =, 8 =0, und die
Gl. des Kreises wird bei dieser Lage:

¥4+ 22— 2 re=0. (3)

3) Liegt der Ursprung in der Peripherie des Kreises, so ist die
Entfernung des Mittelpunktes vom Ursprunge dem Halbmesser gleich,
somit «? 4 2 = r% wodurch die GI. (1) sich verwandelt in

P4 a?—20 — 2 qgxr =0. (4)
Aus (1) folgt ferner durch Entwickelung der Quadrate:
vt a?—28 —2ax + o2 4 f2 —r2=0, (5)

aus welcher Gleichung, als der Kreisgleichung in ihrer allgemeinsten
Form, sich die charakteristischen Eigenschaften derselben ergeben.
Sie ist néimlich eine Gleichung des zweiten Grades zwischen den
Veriinderlichen & und y, in welcher die Quadrate von a und y den
Coeflicienten == 1, oder iiberhaupt gleiche Coefficienten haben und
das Glied mit dem Produkte ay fehlt.
Hieraus schliesst man, dass der geometrische Ort jeder Gleichung
des zweiten Grades zwischen zwei Verdnderlichen von der Form:
yt+ a2+ Dy + Ex + F=0 (6)
ein Kreis ist. In der That werden die Gleichungen (5) und (6) iden-
tisch, wenn man
D= —-28, E=—2¢, F= o>+ 3> — 2
setzt, woraus:
1 1

o=—FE, §=—5

D, 7‘=%3/U'-’ F B —4F
folgt, wodurch die Lage des Mittelpunktes und der Halbmesser des
durch die Gleichung (6) reprisentirten Kreises, dieser selbst also voll-

kommen bestimmt ist.
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Aus obigem Ausdrucke des Halbmessers erhellt iibrigens, dass in
dem besonderen Falle, wenn D? 4 2 = 4 F ist, die Gleichung (6)
einen Punkt (Kreis vom Halbmesser=0) bedeutet, dessen Coordinaten

1 1 . : T
ot e 252 E,y= —2—D sind. In der That bringt man in diesem

Falle die GI1. (6) leicht auf die Form:
1 1
0+ 5 PP + @+ 5 B =0,

o : . 1
welche in die beiden Gleichungen: y + 9 D=0und = 4+ %E:O
zerfillt, und somit einen Punkt zum geometrischen Orte hat, dessen

Coordinaten = — —1— B, y= —-; D sind.

Die Gl. (6) hat endlich keine geometrische Bedentung, wenn
D2 4 E2 < 4 F, weil in diesem Falle der Ausdruck des Halbmessers
imagindr wird. Man findet auch leicht, dass in diesem Falle aus (6)
fiir jeden Werth von @ ein imaginiirer Werth von y folgt.

196.  Aus der Mittelpunktsgleichung des Kreises:
a? 4yt = 2,

folgt: y=FVr—2..(0), 2=+ VT — 4 ... B

somit fiir @ = 0: y=+ r und fiir y = 0: =+ r, d. h. der Kreis
schnceidet jede derbeiden Axen in zwei Punkten: 4, Bund C', D [Fig.14],
welche zu beiden Seiten des Ursprunges in gleichen Entfernungen von
demselben liegen. Die Gl. («) zeigt, dass zu jedem Werthe von z < »
zwei numerisch gleiche, dem Zeichennach entgegengesetzte Werthe von
y gehoren, woraus folgt, dass dic Abscissenaxe den Kreis in zwei con-
gruente Theile theilt; dasselbe gilt von der Ordinatenaxe, wie aus GL
(3) erhellt und itberhaupt von jeder durch den Mittelpunkt gehenden Ge-
raden, da die GL (1) ihre Form nicht dindert, man mag was immer fiir
eine solche Gerade als Abscissenaxe wiihlen. IHieraus folgt zugleich,
dass der Kreis eine geschlossene Curve ist, von deren Gestalt man
somit durch die Discussion ihrer Gleichung eine dentliche Vorstellung
gewinnt. Wir iibergehen die Ableitung der bekannten wesentlichsten
Eigenschaften des Kreises aus der Gleichung desselben, und nur bei-
spielsweise moge die folgende Aufgabe eine Stelle finden.

177. Aufg. Zwei Punkte 4 und B sind gegehen; man
sucht einen Punkt von der Eigenschaft, dass die zwel
Geraden, welche denselben mit A und B verbinden, einen
gegebenen Winkel y einschliessen.

Legen wir (Fig. 15) die Abscissenaxe durch die gegebenen Punkte,
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A und B und den Ursprung in den Halbirungspunkt O der 4B = 24,
so sind, wenn wir die Coordinaten des gesuchten Punktes Mz wit £, 5
bezeichnen:

ﬁaj-.g (x — a), y:alg(m+a)

die Gleichungen der Geraden AM und BM und somit der Bedingung
der Aufgabe gemiiss [§. 167]:

¥ =

7 ./

a—Ef e+§

;IR M
a4+ & a—E&

Da wir zur Bestimmung der beiden unbekannten Coordinaten &, 4 nur
diese ecine Gleichung erhalten, so ist die Aufzgabe unbestimmt und
jeder Punkt ist eine Auflsung derselben, dessen Coordinaten obiger
Gleichung Geniige leisten. Durch Wegschaffung der Briiche erhiilt sie
die Form:

tg y=

2+ 82 —2acotg y.p —a?=0 (1m)
in weleher man die Gl ecines Kreises erkennt, dessen Mittelpunkts-
coordinaten:
=10, f=acotgy, Halbmesser = a cosec y
sind, und welcher durch die beiden Punkte 4 und B geht, weil aus
(m) fir y =0, § = + «a folgt.

Dieser Kreis lisst sich leicht construiren. Man mache / OAD = ¥
und errichte in A eine Senkrechte auf AD, welche das im Halbirungs-
punkte O der A errichtete Loth OY in dem gesuchten Mittelpunkte
C schneidet, wodurch auch der Halbmesser C4 = CB bekannt wird.
Denn vermdge dieser Construction wird OC = 04 cotg 0CA =
a cotg y =g, und AC = 04: sin y = a cosec y = r.

Aus dem Aunsdrucke fiir (3) folgt iibrigens, dass der Mittelpunkt
oberhalb, unterhalb oder in die Abscissenaxe fillt, je nachdem:

7 < 90% =900 oder =900
ist, in welch’ letzterem Falle AB zum Durchmesser wird. Daraus geht
weiter hervor, dass von den beiden Winkeln AWM und AM'B, welche
ither der Sehne AZ in beiden Kreisabsclmitten construirt werden, der
eine spitz, der andere stumpf ist; da ferner GL (i) sich nicht dndert,
wenn man gleichzeitiz — 5 und 180% — 5 statt 5 und y schreibt, so
muss /_ AMB 4 /. AM B = 130° sein.

Alles dieses zusammengefasst, fithrt zu folgenden Siitzen:

1) Alle Peripheriewinkel, welche iiber derselben Sehne
indemselben Kreisabschnitte beschrieben werden, sind
einander gleich.
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2)Jeder Winkel im Halbkreis ist ein reehter Winkel.
3) In jedem Kreisvierecke ist die Summe je zweicer
Gegenwinkel = 1800,

178, Da die allgemeine Gleichung des Kreises (1) oder (6) [§.175]
drei Constanten enthilt, so sind zur vollstindigen Bestimmung der
Lage und Giriisse cines l\u'm drei Bedingungen erforderlich und hin-
reichend. Unter den mannigfaltigen Aufgaben, welche sich hier dar-
bieten, wollen wir zuniichst folgende vornehmen.

Die Gleichung des Kreises zu finden, der dureh drei
gegebene Punkte gelt.

Seien @, y15 @y, yay @y, y3 die Coordinaten der gegebenen
Punkte; die Gleichung des gesuchten Kreises hat die Form:

(y — P2+ (& — )2 =12, (1)
wo nun die noch unbekannten Constanten «, ‘f, r 80 zu bestimmen
sind, dass dieser Kreis durch die gegebenen Punkte gehe.

Da diese Punkte in der Peripherie des Kreises (1) liegen sollen,
so miissen die Coordinaten derselben der GL (1) Geniige leisten; es
bestehien daher folgende drei Bedingungsgleichungen:

o — g2+ (@ — ) =22
(70 — (3)2 + (3 — @)t =12 (2)
(g5 — M + (0 — app =12
welehe zur Bestimmung der Unbekannten «, 3, » hinreichen. Ent-
wickelt man die Quadrate und zieht nach einander die 2t and 3'¢ Glei-
chung von der 15%% ab, so erhiilt man:
2y — ) § + 2w — m) o — (o — 9 — (@l —ad) =0 (3)
20— ) B+ 20 — @) e — (i — 5) — (@l — ) =0, (4)
aus welchen Gleichungen sich nun die Mittelpunktseoordinaten «, g
ohne Schwierigkeit finden lassen, da dieselben nach ¢ und g vom
ersten Grade sind. Durch Substitution der gefundenen Werthe in eine
der Gl. (2) ergibt sich sodann auch ». Da jedoch die Ausdriicke
ziemlich weitlinfig werden und kein weiteres Interesse darbieten, so
wollen wir aus den bisher erhaltenen Resultaten eine Construction der
Aufgabe ableiten.

Die Coordinaten des Mittelpunktes sind jene Werthe von « und g,
welche den Gl (3) und (4) gleichzeitiz Geniige leisten. Betrachten
wir nun fiir einen Augenblick « und g als veriinderliche (laufende)
Coordinaten, so ist, da dic Gl (3) und (4) nach ¢ und g vom ersten
Grade sind, der geometrische Ort einer jeden tlursclben eine gerade
Linie, deren Durchschnittspunkt offenbar der gesuchte Mittelpunkt
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sein muss, weil derselbe der einzige Punkt ist, dessen Coordinaten
gleichzeitig beide Gleichungen (3) und (4) erfiillen. Es kommt
daher nur auf die Construction dieser beiden Geraden an. Durch Di-
vision mit 2(y; — ) bringt man die GL (3) leicht auf folgende Form:

ﬁ_yljyz:*—?l—:ﬂ (“_a‘l'!'w-z), (3)
N 2
woraus man erkennt, dass diese Gerade durch den Punkt geht, des-

sen Coordinaten —1; (2, 4 @) und % (11 + »2) sind, d. h. durch

den Halbirungspunkt der Verbindungslinie der Punkte wy, 3 und
@y, y3. Da ferner die Gleichung dieser Verbindungslinie :

y—n =H(x—wt)
ist, so folgt, dass die Gerade (3) oder (3") auf dieser Verbindungslinie
in ihvem Halbirungspunkte senkrecht steht. — Eben so findet man,
dass der geometrische Ort der Gl (4) die Gerade ist, welche im Hal-
birungspunkte der die Punkte @y, y; und a3, y3 verbindenden Geraden
senkrecht auf diese errichtet wird. Der Durchschnittspunkt dieser
zwei Senkrechten, welche hiernach sehr leicht zu construiren sind, ist
der gesuchte Mittelpunkt.

Wie man sieht, fiihrt die analytische Auflssung der Aufgabe auf
jene Construction, welche schon in den Elementen gelehrt wird. Ein-
facher werden iibrigens obige Formeln, wenn man den Ursprung in
einen der gegebenen Punkte, etwa @y, y;, und die - Axe noch durch
einen der beiden anderen Punkte, etwa a,, y, legt, weil dann:

@ =y=yp=0
werden.

Aus dieser Aufgabe ersicht man den grossen Vortheil, welchen
man aus der Benutzung der geometrischen Oerter bei der Auflisung
bestimmter Aufgaben ziehen kann. Handelt es sich niimlich allgemein
um die Bestimmung cines Punktes aus gegebenen Bedingungen, so
filhren diese, wenn dic Aufgabe cine bestimmte ist, immer auf zwei
Gleichungen, F(x, y) =0, fla, y) = 0 zwischen den Coordinaten
a, y des gesuchten Punktes, welche sich durch Elimination aus diesen
Gleichungen ergeben. Diese Elimination ist aber nicht selten sehr
weitlinfig und fithrt dann auf complicirte, schwer zu behandelnde Aus-
driicke. Beachtet man aber, dass die Coordinaten des gesuchten
Punktes den beiden Gleichungen gleichzeitig Geniige leisten miis-
sen, so sicht man sogleich, dass dieser Punkt der Durchschnittspunkt
der durch diese Gleichungen dargestellten Linien sein muss, wenn



man darin z, y als veriinderliche Coordinaten ansicht, durch deren
Construction sich daher der gesuchte Punkt ergiebt.

Ist die Aufgabe unbestimmt, so erhiilt man zwischen den Coor-
dinaten des gesuchten Punktes nur cine Gleichung, deren geometri-
scher Ort irgend ecine gerade oder krumme Linie sein wird, deren
siimmtliche Punkte der Aufgabe Geniige leisten. Hieher gehirige Bei-
spiele bieten die §§. 173, 174, 177,

VERBINDUNG DES KREISES MIT DER GERADEN.

£
179. Is seien die Gleichungen eines Kreises und einer Geraden:

w—w+G—pr=r 1), y=ats @
gegeben und die Coordinaten der Durchschnittspunkte zu suchen. Es
ergeben sich dieselben, wenn wir die beiden Gleichungen als coéxi-
stirend betrachten und daraus @ und y durch Elimination bestimmen.
Man findet aunf diese Weise:

o+ ag — ab + Vii+ a?) 2 — (aa + b——fj)d l
1+ a? !

fffffff I (k)
_au+aw+biaVu+mnw—@a+b~m{J

¥y = 1+ a? i

Hier kiénnen nun drei Fille eintreten:

1) Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist negativ; dann’
werden « und y imaginiir und die Gerade schneidef den Kreis nicht.
Diess findet statt, wemn (a¢ 4 & — 3)* > (1 4 a?) r%, oder:

4 g—oaw—2>

“ V14 a®
d. h. wenn der Abstand der Geraden vom Mittelpunkte grisser ist als
der Halbmesser. [§. 171].

2) Der besagte Ausdruck ist positivy in diesem Falle schneidet
die Gerade den Kreis und zwar, des doppelten Vorzeichens wegen,
in zwei Punkten; die Gerade heisst in diesem Falle eine Sekante
des Kreises.

L)

3) Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist = 03 die Gerade
hat in diesem Falle nur einen Punkt mit dem Kreise gemein, dessen
Coordinaten:

e et af—ab  ac+ P40
A R

sind und heisst nun eine Tangente am Kreise im Punkte &, 4.

(3)
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Die Bedingung, dass die Gerade (2) Tangente des Kreises (1)
werde, wird somit durch die Gleichung:
p‘ —az—b

Vit a

ansgedriickt; d. . das aus dem Mittelpunkte auf die Gerade gefillte
Perpe dikel muss dem Halbmesser gleich sein, woraus folgt, dass
dic Tangente auf dem zu dem Berithrungspunkte gezo-
genen Ilalbmesser senkrecht steht.

=r (4)

Bestimmt man aus (3) @ und b, so erhiilt man:

fiir jene Werthe, welehe die Constanten «, 4 haben miissen, damit
diese Gerade den Kreis im Punkte &, 5 beriihve. Substituirt man daher
diese Ausdriicke in (2), so erhiilt man:

1:*5*—1—{—:4-—"(“_ ,oder:
! n—p ! g
y—a=~§—_-i‘x_§) ®)
n—p

als Gleichung der Tangente am Kreise im Punkte &, 5, wozu
eigentlich noch die Gleichung:
(1 — B + (§ — wp =1
gehirt, welche ausdriickt, dass der Punkt &, 3 dem Kreise angehirt.
Schreibt man (5) in der Form:
G—nh—p+@—85E—a=0,
und addirt hiczu die letzte Gleichung, so erhiilt man die Gleichung,
der Tangente in folgender Form:
G—Bl—pP+E—aE—=r} - (6)
welehe sich von der Gl (1) des Kreises nur dadureh unterscheidet,
dass die Rechtecke (y —p) (; — p) und (z — «) (§— @) an die Stelle
der Quadrate (y — )* und (& — «)? getreten sind.
Ist der Mittelpunkt des Kreises zugleich der Ursprung der Coor-
dinaten, so werden die Gleichungen der Tangente am Punkte &, 4,
wie man aus (5) und (6) fir ¢ = g == 0 leicht findet:

v

y=a= =, @

U .
oder: gy =+ xf = r2. (8)
180, Betrachten wir noch eine Sekante , welehe durch einen be-
licbigen Punkt A in der Ebene des Kreises gezogen ist. Legen wir
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den Ursprung der Coordinaten in den Mittelpunkt O des Kreises und
die - Axe durch den Punkt 4; die Entfernung dieses Punktes vom
Mittelpunkte sei = d, der Halbmesser = », so sind die Gleichungen
des Kreises und der Sckante :

x4 =1, y=a(z—d).

Fiir die Coordinaten der zwei Durchschnittspunkte By, und B,

erhalten wir aus den GL (k) im vorigen §., « = g = 0 und b = — ad
setzend:
a*d + N —ad + a N
r = — 1, = — =
1 14 o' R4 1+ a® !
ad — N — ad — aN
xy =

Rl 0~ W i .- ...
1-[-(13"/‘ 14 o
wo Kiirze halber N = V(14 a?) r? — a2d? gesetzt ist. Bezeichnet
man ferner die Entfernungen 4B8; und 4B, des Punktes 4 von den
zwei Durchschnittspunkten mit e; und e,, so ist:

d=(d—ax)2 4y}, &= (d—ux)+ 3/3-
Fiihrt man in diese Gleichungen obige Werthe der Coordinaten ein,
so erhiilt man:

—— d— N - d+ N
' _]/l—i-a*’ : I/1+az?
' d? — N2

somit ey ey = + , d. i. wenn man den Werth von &V wieder-

herstellt :

e 6o = + (d2 — r2).
wo von den doppelten Zeichen jenes zu nehmen ist, welehes ¢ und
) ey positiv macht, also das obere oder untere, je nachdem der Punkt
A ausserhalb oder innerhalb des Kreises liegt. Da vermoge der letz-
ten Gleichung das Produkt ¢; ey von e, d. i. von der Richtung der Se-
kante (oder Schne, wenn 4 innerhalb des Kreises) unabhiingig ist, so
ergiebt sich daraus folgender Satz :

Zieht man durch einen beliebigen Punkt 4, dessen
Entfernung vom Mittelpunkte eines gegebenen Kreises
= d ist, Sekanten oder Sehnen, so ist das Produkt aus
den Abstinden der zwei Durchsehnittspunkte jeder Se-
kante oder Sehne mit dem Kreise vom Punkte 4 eine con-
stante Grisse und = der Differenz der Quadrate der Ent-
fernung ¢ und des Halbmessers.

Das Produkt ¢; e, = + (d? — #2) wird die Potenz des Punk-
tes A in Bezichung auf den Kreis genannt.

HERR, Hoh, Mathematik, I. 19
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Da ferner dieser Satz gelten muss, wie nahe auch die beiden
Durchschnittspunkte der Sekante einander kommen, so muss er auch
fiir die aus dem Punkte 4 an den Kreis gezogene Tangente richtig
bleiben, fiir welche ¢ == e, = ¢ wird, wenn wir mit ¢ das Stiick der
Tangente zwischen dem Punkte 4 und dem Beriihrungspunkte bezeich-
nen, ks besteht daher die Gleichung 2 = d? — 2, woraus wieder
folgt, dass die Tangente auf dem Halbmesser des Beriih-
rungspunktes senkrecht steht. Da ferner fiir eine beliebige aus
A gezogene Sekante e) ey =d? —1? ist, so hat man ?=¢; ¢,, welche
Gleichung den Satz ausspricht, dass die aus dem Punkte 4 an
den Kreis gezogene Tangente ¢ die mittlere geometrische
Proportionale ist zwischen den beiden Segmenten einer
beliebigen durch A gezogenen Sekante.

IS, Wir haben in §. 179 die Gl. der Tangente am Kreise in der
Voraussetzung entwickelt, dass der Beriihrungspunkt &, 5 gegeben sei;
nehmen wir jetzt an, es sei ein ausserhalb des Kreises:

y— B+ @ — @r =1 &
liegender Punkt*z’, 3 gegeben, man soll durch diesen Punkt eine
Tangente an den Kreis ziehen.

Bezeichnen wir wieder mit &, 5 die noch unbekannten Coordinaten
des Beriihrungspunktes, so ist die Gl. der Tangente am Kreise im

2 17q (1 ’
Punkte &, 4 [§. 179. GL. 6]:
y—p — )+ (& —w (§— =1

Da diese Tangente durch den Punkt 2, 4" gehen soll, so hat man
die Bedingungsgleichung:

G—Ba—pf+ @ — ) §— a)=r (m)
welche in Verbindung mit der Gleichung:
lg— PR +if— a)t =" (n)

die gesuchten Werthe von & und 4 liefern wird.

Man erhiilt aus diesen Gleichungen durch suecessive Elimination,
wenn man dabei & — «, y — g als unbekannte Grissen behandelt und
Kiirze halber die bekannten Grissen:

@ —e=p, Yy —p=q @ —«+y —pF=d
setzt, wo also d die Entfernung des Punktes «', " vom Kreismittel-
punkte bedeutet:

- 2p + rq V d — rt

g__.u: d? ?

—8 ¥ p Vo dP—
PE]

(2

i
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Man sieht hieraus, dass von dem Punkte a’, y zwei, oder eine oder
endlich gar keine Tangente an den Kreis gezogen werden kann, je
nachdem d >, = oder < = ist, d. h. je nachdem der Punkt «’,
ausserhalb, in oder innerhalb der Peripherie des Kreises liegt.
Endlich erhilt man fiir den Neigungswinkel z der Tangente gegen

die Abscissenaxe:
F— - - ppr f@ (3)

Th—8 " — p?

tg ¢ =

182, Es eriibrigt noch, aus vorstchender Analyse ein Verfahren
zur geometrischen Coustruction der Beriihrungspunkte abzuleiten. Die
Ausdriicke (2), welche sich zu diesem Zwecke unmittelbar darbieten,
sind etwas verwickelt, daher wir von den geometrischen Oertern Ge-
brauch machen wollen. Die Coordinaten der Beriihrungspunkte sind
niimlich jene Werthe von &, 3, welche den Gleichungen () und (n)
gleiclizeitig Geniige leisten, daher diese Punkte die Durchschnitte der
diesen Gleichungen entsprechenden geometrischen Oerter sein werden,
wenn wir darin &, 5 als laufende Coordinaten betrachten.

Da aber die Construction nur von der Natur der Aufgabe, nicht
aber von der Lage des bei der Analyse gebrauchten Coordinatensy-
stemes abliingen kann, so wollen wir jetzt den Ursprung in den Mittel-
punkt O des Kreises legen (Fig. 16), wodurch ¢« = g = 0 wird und
die zu construirenden Gleichungen (i) und (z) folgende Form erhalten :

Yy adE=r2... @), 2+ 82 =r.. (")

Der Ort der GL (#') ist der gegebene Kreis selbst; der Ort von
(m') ist eine Gerade, welche am einfachsten mit Hiilfe ihrer Durch-
schnittspunkte mit den Axen construirt wird. Aus (m") folgt nimlich:

22 o2
fiir gy =0: §= 0D = ;—, und fitr § = 0: 5= OE ="
construirt man daher zu 2" und », sodann zu y und » die dritten Pro-
portionalen OD und OE, so ergeben sich die Punkte D und E; die
durch diese Punkte gezogene Gerade LL' ist der Ort der GL () und
die Durchsehmittspunkte (7, ¢ derselben mit dem Kreise sind die ge-
suchten Beriihrungspunkte.

Die Gerade LI/, welche dureh die beiden Berithrungspunkte der
aus M an den Kreis gezogenen Tangente geht, und deren Gleichung
(m') ist, heisst Bertiihrungssehne.

Aus dem fiic 00 gefundenen Ausdrucke ersicht man, dass die
Lage des Punktes D von der Ordinate 3 des Punktes A unabhiingig
ist; daraus folgt, dass, wenn man von beliebigen Punkten der durch

M senkrecht anf OX gezogenen Geraden NN’ die Tangenten an den
19#



Kreis zieht, siimmtliche Berithrungssehnen sich in einem und demsel-
ben Punkte /) schneiden werden.

Da nun die Richtung der Abscissenaxe in Bezug anf den Kreis
vollig willkiirlich ist und folglich diese Axe anf jede durch den Punkt
M gehende Gerade senkrecht gezogen werden kann, so ergiebt sich
hieraus das folgende Theorem:

Zieht man von beliebigen Punkten einer Geraden NN’
Tangenten an den Kreis und verbindet die Beriihrungs-
punkte der zusammengehiorigen Tangenten durch Seh-
nen, so schneiden sich alle diese Beriihrungssehnen in
einem und demselben Punkte D, welcher in dem vom Mit-
telpunkte auf die Gerade NN gefillten Perpendikel liegt.

Der Punkt D heisst der Pol in Bezug auf die Gerade NN', welche
wieder ihrerseits die Polare in Bezug auf den Punkt ) genannt wird.

Aus dem Ausdrucke fiir 0D folgt, dass, wenn &’ = OP > r ist,
0D < r, wird und umgekehrt; d. h. wenn die Polare ausserhalb des
Kreises liegt, liegt der Pol in demselben; sehneidet aber die Polare
den Kreis, so liegt der Pol ausserhalb des Kreises.

Kehrt man das obige Theorem um, so erhiilt man folgendes:

Zieht man durch einen in oder ausser dem Kreise lie-
genden Punkt Sehnen oder Sekanten und zu den Durch-
schnittspunkten derselben mit dem Kreise Tangenten, so
licgen simmtliche Durchschnittspunkte je zweier zusam-
mengehoriger Tangenten in einer Geraden, welche auf
der den gegebenen Punkt mit dem Mittelpunkte verbin-
denden Geraden senkrecht steht.

Eine andere Construktion der Durchschnittspunkte ist folgende.
Zieht man die beiden Gleichungen () und (») von einander ab, so
erhilt man:

P+ B —yy—aE=0, (7)
welche Gleichung wir statt (') benutzen kinnen. Der Ort der GL. (')
ist wieder der gegebene Kreis; jener von () ist aber ebenfalls ein Kreis,

: . 1, L
dessen Mittelpunktscoordinaten — 2"und - # sind, dessen Halbmesser

1 1 ;
—l’ PEEE 7 OM ist.
Beschreibt man daher aus dem Halbirungspunkte I der OM mit dem
1
Halbmesser 7 O einen Kreis, so schneidet dieser den gegebenen

Kreis in den gesuchten Berithrungspunkten ¢/, . Diese Construktion
wird bekanutlich in den Elementen gelehrt,
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183. Die in §. 179 und 181 erhaltenen Resultate setzen uns in
den Stand, Aufgaben iiber die Berithrungen von Kreisen und Geraden
aufzulosen.  Hieher gehiren vorziiglich folgende drei: Es ist die Glei-
chung eines Kreises zu suchen, welcher:

1) eine gegebene Gerade beriihrt, und dureh zwei gegebene Punkte
geht; 2) zwei gegebene Gerade beriihrt und durch einen gegebenen
Punkt geht; 3) drei gegebene Gerade beriihrt.

Die Herstellung der entwickelten Endformeln ist bei dergleichen
Aufgaben immer ziemlich weitlanfig; von wesentlichem Einflusse ist
hiebei eine zweckmiissige Anordnung des Coordinatensystemes in Be-
zug auf die gegebenen Stiicke. Gewdhnlich fiithrt man aber die Anfli-
sung nur so weit fort, bis aus den gewonnenen Gleichungen eine ein-
fache und elegante Construktion sich ergiebt, und die erhaltenen Re-
sultate Anhaltspunkte fiir die Erforschung weiterer Eigenthiimlichkeiten
des in der Aufgabe vorkommenden Systems von Linien und Punkten
darbieten.

So fiithren z. B. bei der dritten der obigen Aufgaben schon die
ersten Schritte in der Analyse zur Construction, was hier noch mit
einigen Worten angedeutet werden mag. Es seien:

y=ax +b.(),y=dz+¥V..2),y=dz 45 ..(3),
die Gleichungen der gegebenen Geraden,
y— P + @ — @ =12

die Gleichung des gesunchten Kreises. Damit derselbe jede der drei
Geraden berithre, miissen [§. 179, GL (4)] folgende Bedingungsglei-
chungen erfiillt werden:

B — aew — b2 = r2 (1 + a?),

B—da —V2=1r? (1 4+ a?,

(B —ad'«—b")2=r* (14 a"?),
aus welchen die drei Unbekannten gefunden werden kiimnen. Eliminirt
man zuniichst 2, indem man die erste dieser Gleichungen durch die
zweite und dritte dividirt, so erhiilt man, wenn man sogleich die Wur-
zel auszieht:

g—ae—b  f—ada—V¥
st o v
ge—d_ et —d (5)

V14 a? T Y14 4

wo die Wurzelgrissen J'1 + a? u. s. w. positiv zu nehmen sind. Des
doppelten Zeichens wegen zerfallen diese zwei Doppelgleichungen in
vier Paare von Gleichungen; jedes dieser vier Paare ist nach ¢ und
8 vom ersten Grade, liefert also ein System von Werthen fiir « und g,
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s0 dass also die Aufgabe vier Auflosungen zulisst und somit vier
Kreise gezogen werden kinnen, welche drei gegebene Gerade beriih-
ren. In der That, wollte man fortfahren, aus (4) und (5) noch eine
Unbekannte, etwa (3, zu climiniren, so wiirde man fiir o ¢ine Gleichung
vom 4" Grade erhalten. Vergleicht man aber diese Gleichungen mit
Gl (5) §. 172, so erkennt man sogleich, dass dieselben die vier Ge-
raden zum geometrischen Orte haben, welehe die von den gegebenen
Geraden (1), (2) und (1), (3) gebildeten Winkel halbiren. Die Dureh-
schnittspunkte dieser vier Geraden, welche sich leicht construiren las-
sen, sind daher die Mittelpunkte der vier Kreise.

VERBINDUNG MEHRERER KREISE.

184. Betrachten wir zwei Kreise; ist ¢ die Entfernung ihrer Mit-
telpunkte ', " und legen wir den Ursprung in den Mittelpunkt €' des
einen Kreises, die positive Halbaxe der x in die Centrilinie CC’, so
sind ihre Gleichungen:

yrAaet=r2. 1), 2+ (@ —et=+2..(2),

durch deren Verbindung man folgende Werthe fiir die Coordinaten der
Durchsehnittspunkte erhiilt:

et 4 p2 — 2 ;
A T ®)
1 I
y ="t 5 Vet — (& 07— (4)

Der Werth von @ ist, wie man sieht, immer reell, und — voraus-
gesetzt, dass e nicht = 0, d. h. die Kreise nicht concentrisch sind —
bestimmt und endlich. Der Ausdruck fiir y wird hingegen imaginiir,
Null, oder erhiilt zwei reelle, gleiche und dem Zeichen nach entgegen-
gesetzte Werthe, je nachdem die Differenz unter dem Wurzelzeichen
negativ, Null, oder positiv ist. Im ersten Falle schneiden sich die
Kreise nicht; im letzten findet ein Durchschnitt statt und zwar in zwei
Punkten, welche zu beiden Seiten der Centrilinie in gleichen Entfer-
nungen von derselben in einer auf der Centrilinic senkrechten Gera-
den liegen, da beiden vermége (3) dieselbe Abscisse zukommt. Ist
endlich die Griosse unter dem Wurzelzeichen = 0, so haben die bei-
den Kreise nur einen in der Centrilinie liegenden Punkt gemein, und
die Gerade (3) wird in diesem Falle zur gemeinschaftlichen Tangente
an dem besagten Punkte, in welchem sich nun die beiden Kreise be-
rithren,
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List man in (4) die Differenz unter dem Wurzelzeichen in Fakto-
ren auf, so findet man:

y= g Y lletrtr)tr—r) o — ) +r —a),

woraus man erkennt, dass y reell wird, wenn, da (» 4 + 4 ¢) immer
positiv ist, die iibrigen drei Faktoren siimmtlich positiv, oder einer
positiv und zwei negativ sind. Dieser letztere Fall kann aber nicht
eintreten. Denn ist einer dieser Faktoren z. B. ¢ 4 » — »" negativ,
also e 4+ r <", soist e <" und » < #, somit " — r und /¥ — e
positiv, wodurch aber die beiden andern Faktoren nothwendig positiv
werden. Hiernach kann man folgenden Satz aussprechen:

Zwei Kreise, deren Halbmesser », 7 und Abstand der
Mittelpunkte =¢, schneiden sich in zwei Punkten, wenn
von den drei Griossen », ¢, d jede kleiner ist als die Summe
der beiden anderen.

Eine Berithrung der beidenKreise tritt ein, wenn y==0 wird, d. h.
wenn einer der obigen drvei Faktoren versechwindet, wenn also e=r"—r,
oder e=r — ¢, oder e =» 4 ', d. h. wenn e = + (r — ') oder
e =7 =, oder wenn man diese Gleichungen in eine vercinigt, wenn

= (r + r')? ()
wird. Diese Gleichung driickt somit die Bedingung fiir die Be-
rithrung zweier Kreise analytisch aus, und diese tritt ein, wenn
der Abstand ihrer Mittelpunkte der Summe oder der Diffe-
renz der Halbmesser gleich ist. Die Berithrung wird im ersten
Falle eine dussere, im zweiten eine innere genannt.

Mit Hiilfe der Gl. (5) ist man nun im Stande, auch solche Aufga-
ben aufzulosen, bei welchen Beriihrungen von Kreisen gefordert wer-
den; z. B. einen Kreis zu suchen, der durch einen gegebenen Punkt
geht, eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis beriihrt; oder
welcher eine Gerade und zwei Kreise beriihrt u. s. w. Der Ansatz der
drei Bedingungsgleichungen hat in allen diesen Fiillen gar keine
Schwierigkeiten; auf die weitere immer mehr oder weniger weitliufige
Behandlung derselben einzugehen, gestattet der Raum nicht. Ein
Ergebniss der Untersuchungen dieses Paragraphes von allgemeinerer
Bedeutung wollen wir jedoch noch mit einigen Worten hervorheben, wozu
uns die GL. (3) Veranlassung giebt, welche, wie man sieht, einer zur
y-Axe parallelen Geraden angehirt, in welcher die Durchschnitts-
punkte beider Kreise, oder der Beriihrungspunkt liegen; welche Ge-
rade jedoch — da die Gleichung immer reell bleibt — auch dann noch
existirt, wenn die Kreise keinen Punkt gemeinschaftlich haben, und
daher zu den Kreisen in einer gewissen Beziehung stehen muss.
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I185. FEs seien allgemein:

(x —a) 4+ (y—pP—r=0=K (1)
(@ — )24 (y —pR—ri=0=K (2)
die Gleichungen zweier gegebenen Kreise: durch Subtraktion dersel-
ben erhalten wir:
2y — P+ 22 —a)+ m=0=K— K, (3)
wo der Kiirze wegen («? 4 §2 — r2) — (&2 4 32 — #'2) = m? ge-
setzt ist. Der Ort der GL. (3) ist, da dieselbe nach 2 und y vom ersten
Grade eine gerade Linie, welche die beiden Kreisen gemeinschaftli-
chen Punkte, wenn deren vorhanden sind, enthalten muss, weil sie
durch dieselben Werthe von = und y identisch wird, welche die Glei-
chungen K=0und K’ = 0 gleichzeitig befriedigen. [Vergl. d. Anmerk.
zu §. 172]. Schneiden sich die Kreise in zwei Punkten, so ist dem-
nach (3) die Gleichung der durch diese Punkte gehenden gemein-
schaftlichen Sekante (oder unbestimmt verlingerten gemein-
schaftlichen Sehne); beriihren sich die Kreise, so ist (3) die GL
der gemeinschaftlichen Tangente, dasie durch den Beriihrungs-
punkt geht, und auf der Centrilinie der beiden Kreise, deren Gleichung
B—8 .
ylﬁ:(t =a Y =
ist, senkrecht steht. Haben endlich die zwei Kreise keinen gemein-
schaftlichen Punkt, so hat auch die Gerade (3) mit denselben keinen
Punkt gemein, nichtsdestoweniger existirt sie aber, da ihre Gleichung
unter allen Umstiinden reell bleibt, und hat eine besimmte Lage gegen
die gegebenen Kreise. Dass diese Gerade keine andere ist, als die
(8) im vorigen §., bedarf kaum der Erinnerung.

Wir wollen diese Gerade, welche nach dem Gesagten fiir je zwei
gegebene Kreise immer existirt, mit Pliicker die Chordale dersel-
ben nennen und einige der wesentlichsten Eigenschaften derselben in
Kiirze anfiihren.

I. Die Chordale zweier Kreise steht senkrecht auf
der Centrilinie derselben, wie bereits durch das Vorstehende
erwiesen ist.

II. Es seien drei Kreise gegeben: K=0, K' =0, K" =0, und
zu je zweien derselben die Chordalen gezogen; die Gleichungen der
drei Chordalen sind:

K—K=0, K—K'=0, K—K"=0.
Da nun jede dieser Gleichungen eine Folge der heiden anderen ist, so
muss irgend eine derselben durch dieselben Werthe von o und y be-
friediget werden, welche den beiden anderen gleichzeitig geniigen;
hieraus folgt der schine Satz:



Die drei Chordalen, welche zu je zweien von drei ge-
gebenen Kreisen gehiiren, schneiden sich in einem Punkte.

Dieser Satz leitet sogleich auf ein einfaches Vevfahren zur Con-
struetion der Chordale zweier sich nicht sehneidender Kreise, wenn
man noch beachtet, dass nach Obigem die Chordale zweier sich sehnei-
dender Kreise ihre gemeinschaftliche Sekante ist. Seien (Fig. 17) K,
K’ die gegebenen Kreise; man ziche einen beliebigen Iiilfskreis A7,
welcher die gegebenen Kreise in a, b; o, b sclncidet, so sind die
unbestimmt verliingerten Geraden ab, o't” die Chordalen beziehungs-
weise der Kreise A, A" und &', K", welche sich mit der Chordale der
Kreise A und A" in einem Punkte m schneiden miissen; es ist daher m
ein Punkt der gesuchten Chordale. Auf dieselbe Weise construirt man
mittelst eines zweiten Hiilfskreises A" einen zweiten Punkt », und es
ist die durch m und n gezogene Gerade die Chordale der Kreise K
und A,

III. Von einem belichigen Punkte M (Fig. 17) der Chordale seien
an die beiden Kreise &, A’ deren Gleichungen die obigen (1) und (2)
sein migen, Tangenten MB und MB' gezogen; bezeichnen wir die
Coordinaten des Punktes A mit =, y; seine Entfernungen von den
Beriihrungspunkten B und B" mit ¢, ¢'; seine Abstinde von den Mittel-
punkten A, K" mit o, d"; so ist:

Qg2 2 f2 g2 2
it=d 7 =d 5

]
A= (x— a4+ (y—p)2, di=(x— )2+ (y — §)?;
durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen erhiilt man mit Riick-

sicht auf GI. (3), da der Punkt =, y der Chordale angehiirt:
d? — d'? = r2— "2, oder:
A — r2==d'? — 2, (4)
folglich auch:
2=1(2oder t =1¢. ()

Die Gleichungen (4) und (5) sprechen folgende Siitze aus:

Fiir jeden Punkt der Chordale sind die Potenzen
[§. 180] in Bezug auf beide Kreise gleich.

Zieht man von irgend einem Punkte der Chordale
zweier Kreise Tangenten an dieselben, so sind die Lin-
gen derselben bis zu den Berithrungspunkten gezihlt,
einander gleich.

Aus diesen Griinden wird von manchen Schriftstellern die Chor-
dale die Linie der gleichen Potenzen, auch Potenz- Axe,
oder die Linie der gleichen Tangenten genannt. Franzosische
Mathematiker heissen sie Radikal-Axe.
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Die angefiihrten Eigenschaften der Chordale filhren hei Auflosung
von Aufgaben, inshesondere ilber Beriilhrungen von Kreisen, hiiufig
zu selir eleganten Construktionen, was noch an einigen Beispielen ge-
zeigt werden soll.

Aufg. Einen Kreis zu construiren, der einen gegebe-
nen Kreis berihrt und durch zwei gegebene Punkte geht.

Sei (Fig. 18) K der gegebene Kreis; 4, B die gegebenen Punkte.
Denken wir uns den gesuchten Kreis A" construirt und ziehen wir durch
A, B cinen den gegebenen Kreis X in D und £ schneidenden Hiilfs-
kreis (' von willkiirlichem Halbmesser, so sind die Geraden AB, DE
die Chordalen bezichungsweise der Kreise ¢ und &', C und A ihr
Durchschnittspunkt ¢ ist daher auch (nach 1I) ein Punkt der Chor-
dale der Kreise A und A, und da diese Kreige sich beriihren sollen, so
ist die Chordale derselben die gemeinschaftliche Tangente. Ziehen
wir daher durch den Punkt ¢ Tangenten ¢/ I/ und (/T an den gegebe-
nen Kreis, so sind die Beriihrungspunkte derselben m und » zugleich
die Beriihrungspunkte des gegebenen und gesuchten Kreises, woraus
sogleich folgt, dass zwei Kreise gezogen werden kinnen, welche der
Aufgabe Geniige leisten. Unsere Aufgabe ist somit auf jene zuriickge-
fihrt, durch drei gegebene Punkte: 4, B, m und A, B, n Kreise zu
zichen. Zieht man die Halbmesser Km und K» und verlingert diesel-
ben bis zu ihren Durchschnitten X', K mit dem im Halbirungspunkte
der AB errichteten Perpendikel, so sind XK', K" die Mittelpunkte der
gesuchten Kreise.

Aufg. Einen Kreis zu construiren, der durch zwei
gegebene Punkte A, B geht und eine gegebene Gerade
LL beriihrt,

Zichen wir (Fig. 19) durch die gegebenen Punkte einen beliebi-
gen MHiilfskreis C und die Gerade AB, welche die gegebene Gerade
LL" in D schneidet. Es ist nun offenbar die AB die Chordale des ge-
suchten und des Hiilfskreises und D ein Punkt dieser Chordale; con-
struiren wir daher von /) eine Tangente DE an den Hiilfskreis, so muss
nach I11 die aus D an den gesuchten Kreis gezogene Tangente dieselbe
Linge = [ haben. Beschreibt man daher aus D mit dem Halb-
messer [/ einen Kreis, so schneidet dieser die L L' in zwei Punkten
m und » , welche dic Beriithrungspunkte der gesuchten Kreise mit der
LL sind, woraus zugleich erhellt, dass die Aufgabe durch zwei Kreise
zur Lissung gebracht wird, deren Mittelpunkte A und A sich nun leicht
ergeben, wenn man im Halbirungspunkte der AB ein Perpendikel
errichtet und dieses durch die aus m und » senkrecht auf LL' gezogenen
Geraden schneidet.



VIERTES KAPITEL.

UEBER DIE LINIEN ZWEITER ORDXNUNG UEBERHAUPT ODER UEBER DIE
GEOMETRISCHE BEDEUTUNG: DER ALLGEMEINEN GLEICHUNG DES ZWEI-
TEN GRADES ZWISCHEN ZWEL VERAENDERLICHEN GROESSEN.

186, Da jede nach einem bestimmten Gesetze gebildete Curve
durch eine Gleichung F(ax, y) = 0 zwischen den Coordinaten eines
ihrer Punkte dargestellt werden kann, somit alle miglichen Curven in
den unendlich mannigfaltigen Formen einer solchen Gleichung enthal-
ten sein miissen, so kann man bei der Untersuchung der Curven den
analytischen Charakter, der sich in ihren Gleichungen ausspricht, zum
Ausgangspunkte wiihlen und wird dadurch zu einer systematischen
Eintheilung derselben gelangen.

Hiedurch scheiden sich zuniichst die Curven in zwei Classen, die
algebraischen und transecendenten, je nachdem die Gleichung
derselben eine algebraische oder transcendente ist.

Wir kinnen immer annehmen, dass in der Gleichung einer alge-
braischen Curve, F(z, y) == 0, etwa vorhandene Briiche und Wur-
zelgrossen weggeschaflt seien und folglich ', y) eine rationale ganze
Funktion der Veriinderlichen @, y sei. Alle algebraischen Curven sind
demnach in der Gleichung
Ay 4 Be + )yt + (Dar + Ex 4 F) = + e =0 (a)
enthalten, wo A, 13, C-... reelle constante Grissen, n aber eine posi-
tive ganze Zahl ist. Suchen wir nun nach einem weiteren Eintheilungs-
grunde der algebraischen Curven, so bietet sich hiczu sogleich, aber
aunch allein, der Grad der GL (&) in Bezug auf dic Veriinderlichen
a, y dar, und wir theilen daher die algebraischen Linien nach dem
Ordnungsexponenten ihrer Gleichungen in Linien des 15, 2ten
sten.on't Grades oder der 2'** Ordnung ein.

Die gerade Linie ist daher eine Linie der 1**" Ordnung und zwar,
wie bekannt, die einzige dieser Gattung. Der Kreis ist eine Curve
der 2t Ordnung; da jedoch die Gleichung des 2%" Grades zwischen
a und y gewisse Bedingungen erfiillen muss, [§. 175] wenn sie einen
Kreis bedeuten soll, so schliessen wir, dass der Kreis nicht die einzige
Linie 2'" Ordnung sein werde.
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Diese Eintheilung der algebraischen Linien nach dem Grade ihrer
Gleichungen wire offenbar aunzuliissig, wenn der Ordnungsexponent
der Gleichung nicht unverindert bliche, man mag die Curve auf was
immer fiir ein Coordinatensystem beziehen. Man iiberzeugt sich je-
doch leicht, dass der Grad der GL («) und mit ihm auch die geome-
trische Bedeutung derselben, von der Wahl des Coordinatensystemes
ganz unabhiingig ist. Lassen wir nimlich die GL (e), deren geometri-
scher Ort cine gewisse Curve sein wird, auf ein beliebiges Coordina-
tensystem bezogen sein, und gehen wir von diesem auf ein neues iiber,
so haben wir in («) fitr z und y die durch dic Formeln (3) [§. 159]
gegehenen Ausdriicke einzusetzen, wodurch wir eine neue Gleichung
erhalten, welche, da jene Ausdriicke in Bezug auf die neuen Coordi-
naten a’, y° vom ersten Grade sind, offenbar wieder vom nte® Grade
sein wird und dieselbe Curve zum geometrischen Orte hat. ©
: Eine Linie der »'® Ordnung kann von einer Geraden
nicht in mehr als in » Punkten geschnitten werden.

Denn es sei y = ax 4 '.... (3) die Gleichung einer die Curve («)
schneidenden Geraden. Um die Durchschnittspunkte zu erhalten, eli-
miniren wir aus («) und (8) etwa y und erhalteq eine Eliminationsglei-
chung nach 2, deren Wurzeln die Abscissen simmtlicher Durch-
schunittspunkte sein werden. s sind aber die Gl. (&) und (3) be-
ziehungsweise vom n'*" und 1*'** Grade; die Eliminationsgleichung kann
daher [§. 131] den n**® Grad nicht iibersteigen und folglich nicht mehr
als » Wurzeln haben.

Eine Linie der zweiten Ordnung kann daher von einer Gera-
den in nicht mehr als zwei Punkten geschnitten werden. Mit der all-
gemeinen Untersuchung dieser Linien wollen wir uns in diesem Kapi-
tel beschiiftigen.

187. Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen zwei
veriinderlichen Griossen @ und y hat die Form:

Ax? 4+ A'y? + 2Bay + 20e + 2Cy + F=0, (1)
wobei wir, nach dem im vorigen §. Gesagten, ein rechtwinkliges Coor-
dinatensystem voraussetzen kinnen, olme der Allgemeinheit der Unter-
suchung Eintrag zn thun.

Um die geometrische Bedeutung der GI (1) kennen zu lernen,
miissen wir trachten, sie auf eine einfachere Form zu bringen, was
durch Transformation der Coordinaten bewirkt werden kann, indem
wir Ursprung und Axenrichtung des neuen Coordinatensystemes so
withlen, dass aus der transformirten Gleichung gewisse Glieder hinaus-
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fallen. Die folgenden Betrachtungen werden hiezu die nithigen Mittel
darbieten.

Es sei MyNM,, (Fig. 20) ein Theil der Curve, welche aus der
Construetion der GL. (1) hervorgeht; A4 irgend ein Punkt in der Ebene
derselben, &, 5 dessen Coordinaten; ziehen wir durch A eine beliebige
Gerade, welche gegen die Axe der z unter dem Winkel ¢ geneigt
sein mag, so ist ihre Gleichung:

y—yg=m(x—4§), (2}
wenn wir der Kiirze wegen tg ¢ = m setzen. Durch Elimination von
y aus (1) und (2) erhalten wir:

pa? 4 2qx 4+ r =0, (3)
Wo p=A+ A m? + 2Bn, '
T g=(A'm + B) (j — mE) + C + Cm, (4)

r=A'(y —m&)? 4 20" (y — mE). + I

Die GL (3) wird im Allgemeinen zwei von einander verschiedene Wur-
zeln @y, @y, darbieten, welche, wenn fecll, bekanntlich die Abscissen
der Durchschnittspunkte der Geraden (2) und der Curve (1) sind. Es
folgt hieraus, dass, wie schon oben bemerkt, eine Linie zweiter
Ordnung von einer Geraden in nicht mehr als zwei Punkten
geschnitten werden kann.

Das von den Durchschnittspunkten begrenzte Stiick A7, A/, einer
schneidenden Graden wollen wir eine Sehne oder Chorde der Curve
nennen, und nun annehmen, dass der Punkt A4 (&, 5) die Sehne 2, M,

; 1
halbire. Als Bedingung hiefiir haben wir & = 5 (@) + @) zu

setzen, wenn @y, o, die Wurzeln der GI. (3) vorstellen. Nach einem

bekannten Satze aus der Theorie der Gleichungen ist aber
o
2 q
2 + xp = — —q, wodureh § = — 4 , oderpf=—gq
P P

wird. Durch Substitution der Werthe von p und ¢ aus (4) erhiilt man:

A+ B+ C+ m 4y + BE4 C) =0, (5)
welche Gleichung sofort die Bedingung ausdriickt, welcher die Coor-
dinaten £, 5 des Halbirungspunktes einer unter dem Winkel ¢ gegen
die Axe der = geneigten Sehne Geniige leisten.

I88, Untersuchen wir nun, ob es nicht maiglich ist, dem Punkte

&, # eine solche Lage anzuweisen, dass er jede durch ihn gezogene
Sy i ] ? =] o

Sehne halbire. Zu diesem Behufe muss die GL (5) fiir jeden Werth

von m == tg ¢ erfiillt sein, wodurch sic in die beiden folgenden:

A+ By 4+ C=0, Ay+ Bi+ ¢ =0, (6)



zerfillt, aus welchen man fiir £ und 5 die Werthe:
40— B¢ = AC —BO
BE— A4

ret

I === 717)»2 o .A:"l' (7J

zicht. Diese Ausdriicke filhren zu folgenden Ergebnissen :

a) Ist die Grisse B2 — AA" von Null verschieden, so giebt es
einen, aber auch nur einen Punkt in der Ebene der Curve (1), wel-
cher jede durch ihn gezogene Schne halbirt. Sein Ortist durch die
Gleichungen (6) oder (7) gegeben ¥). Kin mit dieser Eigenschaft be-
gabter Punkt wird Mittelpunkt oder Centrum der Curve genannt.

b) Ist aber B2 — A4A" = 0, und verschwinden nicht gleichzeitig
Leide Zihler in (7), so werden obige Werthe von & und 5 oder wenig-
stens einer von ilmen unendlich; in diesem Falle besitat daher die
Curve keinen Mittelpunkt. Man kann ilin in unendlicher Entfer-
nung liegend annchmen.

¢) Wenn endlich nebst dem Nenner 52 — AA" auch noch die Zih-
ler in (7) sich auf Null reduciren, so nehmen diese Ausdriicke die
unbestimmte form -g— an, woraus man auf dic xistenz von unendlich

vielen Mittelpunkten schliesst. Diess tritt dann ein, wenn die beiden
Gl (6) von einander nicht wesentlich verschieden sind; sie stellen dann
eine Gerade vor, welche der geometrische Ort siimmtlicher Mittel-
punkte ist.

Dieser Fall kann iihrigens — ohme dass aus (1) eine der Coordi-
naten ganz verschwinde nur dann Statt finden, wenn entweder
1) A'C = B(" ist, wodurch wegen 44" = B? auch AC' = BC wird;
oder 2) wenn ¢'= (" = O ist. In beiden Fiillen ist aber der geome-
trische Ort der GL (1) keine Curve, sondern ein System zweier
paralleler Geraden, Inder That, multipliciren wir im ersten Falle
(1) mit A und setzen sodann B statt 44" und BC statt AC", so erhilt
sie die Form:

(dz 4+~ By)? + 2C (dx 4+ By) + A" =0, woraus:
Az + By=— C + V2 —AF (m)
folgt, welche Gleichung offenbar zwei pavallele Gerade bedeutet. Im
anderen Falle, wenn ¢ = €’ = 0, bringt man (1) auf die Form:
Ax + By =+ V— 4F (n)
welehe Gleichung wieder zu zwei parallelen Geraden gehort, wobei in
beiden Iillen die Grisse unter dem Wurzelzeiclien sich positiv erge-

*) Die Gleichungen (6) lassen sich immer leicht hinschreiben, wenn man be-
achtet, dass dieselben nichts anderes sind als die 1sten derivirten Funktionen
[s. 86] des Polynoms der Gl (1), wenn man fiir die erste «, fiir die zweite y als
Veriinderliche betrachtet.
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ben muss, widrigenfalls der (1) gar keine geometrische Bedeutung zu-
kiime. Im 1%'e® Falle reduciren sich nun die beiden Gl. (6) auf die eine:
At + By + C =0 .. (m'), im 2t auf: A8 4 By=0.. (). Es
ist aber (m’) eine Gerade, welche in der Mitte der beiden Geraden (m)
parallel zu denselben liegt und offenbar hat jeder Punkt derselben die
Bigenschaft, jede durch ibn gelegte Verbindungslinie (Sehne) der bei-
den Geraden (m) zu halbiren. Dasselbe gilt von () in Bezug auf die
Geraden (n). Die beiden parallelen Geraden (m) oder (n) fallen iibri-
gens in je eine einzige zusammen, wenn die Grisse unter dem Wur-
zelzeichen verschwindet.
Die durch die Gleichung (1) dargestellten Curven
zweiter Ordnung zerfallen hiernach in zwei Klassen, von
~welehen die eine jene krummen Linien umfasst, welchen

ein Mittelpunkt zukommt (wenn B2 — A4 ZOJ, die andere

aber jene, welche keinen Mittelpunkt haben.

189. Nimmt man den Mittelpunkt einer Curve, im Falle ein sol-
cher existirt, als Ursprung an, so muss die Gleichung derselben noth-
wendig die Eigenschaft erhalten, sich nicht zu fndern, wenn man
— x, — y an die Stelle von o, y setzt. Denn es sei (Fig. 21) O der
Urgprung und zugleich Mittelpunkt irgend einer Curve, und OM eine
beliebige durch denselben gezogene Gerade, welche die Curve in M
sehneidet, so muss, wenn man auf der Verliingerung von M0, OM'
= OM macht, anch M ein Punkt der Curve sein, wo nun sogleich
erhellt, dass die Coordinaten der Punkte A7, M’ numerisch gleich aber
entgegengesetzten Zeichens sind. Sind also 2, y ein Paar Werthe der
Coordinaten, welche der Gleichung der Curve Geniige leisten, so miis-
sen auch die Werthe — a, — y dieselbe identisch machen. Diese
Eigenschaft wird der Gleichung offenbar nur dann zukommen, wenn
siimmtliche von @ und y abhiingige Glieder derselben zugleich ent-
weder von gerader oder ungerader Dimension nach a, y sind. -

Hieraus folgt also, dass aus der Gl (1) die linearen Glieder in
« und y verschwinden miissen, wenn wir ohne Veriindernng der Rich-
tung der Axen den Ursprung in den Mittelpunkt verlegen, wenn ein
solcher existirt. In der That setzen wirin (1) v =a" 4 §, y=y'4,
so geht diese Gleichung iiber in:

Ax'? 4 Ayt 4 2By + 2045 + By + O) 2 )

=]-
+2y+BE+CVy | T

wenn Kiirze halber:
K=— (A2 + A2 + 2B%y; + 2C5 + 2Cy + F)
gesetzt wird. Ist nun der neue Ursprung Mittelpunkt der Curve, so
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verwandelt sich dicse Gleichung mit Riicksicht auf (6) in folgende
einfachere:

Ax'? 4 A'y"* + 282y =K, (8)
wo die Coefficienten 4, A', B dieselben sind wie in (1), und der Aus-
druck von A" sich auf die einfachere Form:

K=—(Cs+ Cy + F) (9)
bringen lisst, da in dem obigen Werthe von A der Theil:
AF A AP+ 2BE+ Ci 4 Cy=(A5+ By +C)§ 4 (A'y+ BE + Oy

in Folge der Gl (7) verschwindet.

190. Kehren wir nun zur Gl. (5):

A+ B+ CH+m{dy+BE+ C)=0 (5)
zuriick, in welcher hekanntlich &, 5 die Coordinaten des Halbirungs-
punktes einer unter dem Winkel ¢ gegen die Abscissenaxe geneigten
Sehne bedeutet und m = tg ¢ ist. Betrachten wir jetzt m als constant
und &, 4 als veriinderliche Coordinaten, d. h. denken wir uns eine
Schaar paralleler Sehnen gezogen, so driickt die Gl. (5) offenbar die
Bezichung aus, welche zwischen den Coordinaten der Halbirungs-
punkte aller dieser Sehnen stattfindet; sic ist also die Gleichung des
geometrischen Ortes dieser Halbirungspunkte, welcher somit, da (5)
nach & 5 vom 1°°" Grade ist, eine gerade Linic ist. Hieraus folgt
also, dass bei den Linien zweiter Ordnung die Halbirungs-
punkte eines Systemes paralleler Sehnen in einer Ge-
raden liegen.

Eine gerade oder krumme Linie, welche eine Folge paralleler
Selmen einer Curve halbirt, heisst ein Durchmesser oder Diame-
ter der Curve.

Alle Linien zweiter Ordnung besitzen daher gerad-
linige Durchmesser.

Da die Gl (5) des zu dem, unter dem Winkel ¢ gegen die Ab-
scissenaxe geneigtenSelnensysteme gehorigen Durchmessers fiir jeden
Werth von m = tg ¢ bestehen kann, so entspricht jedem Sy-
steme paralleler Sehnen ein Durchmesser.

Durch Auflisung nach 5 erhilt die GL (5) des Durchmessers die
Form:

A+ Bm C+ Cm
T A'm + B §— A'm +_E
Ist y der Neigungswinkel dieses Durchmessers gegen die Abscis-

=

(10)

senaxe, so hat man, wenn w’ = tg y, vermige (10):
A+ Bm

_A'ut-l-B. 2

m =



Setzen wir in (1) B2 — AA’ Z 0 voraus, so existirt bekanntlich

ein Mittelpunkt , dessen Coordinaten sich aus den GL (6) ergeben,
und — wie aus der Vergleichung dieser Gleichungen mit der Gl (5)
eines Durchmessers sogleich erhellt — der letztgenannten Gleichung
Geniige leisten.  Hieraus folgt, dass bei jenen Linien zweiter
Ordnung, welehen-ein Mittelpunkt zukommt, alle Durch-
messer sich in diesem Punkte schneiden, Umgekehrt ist jede
durch den Mittelpunkt gezogene Schne ein Durehmesser, weil in (6)
m == tg ¢ willkiihrlich ist.

Anders gestaltet sich die Sache, wenn B2 — 44" = 0 ist; denn
multiplicirt man Zihler und Nenner in (11) mit 4, und schreibt 52
statt 44’, so erhiilt man m’ = — ;, woraus folgt, dass in diesem
Falle die Richtung des Durchmessers von der Sehnenrich-
tung unabhingig wird; die Gleichung des Durchmessers geht
iiber in:

o B < 4 Cm

= A S Anm + 5’
und folglich entspricht zwar ebenfalls jedem Sehnensysteme ein be-
stimmter Durchmesser, aber alle Durchmesser werden unter sich pa-
vallel; ihr Durchschnittspunkt (der Mittelpunkt) liegt in unendlicher
Entfernung.

List man die GL (11) nach i auf, so erhiilt man:

A+ Bw
welehes Resultat aber aus (11) auch dureh blosse Vertauschung von
m mit # hervorgeht. Denkt man sich daher parallel zu irgend einem
Durchmesser (5) ein zweites Sehnensystem, so liegt der zu diesem ge-
hirige Durehmesser parallel zu dem ersten Sehmensysteme.  Wir er-
halten hiedurch zwei Durchmesser, deren jeder das zu dem
anderen parallel gezogene Sehnensystemhalbirt. Man nennt
ein Paar solcher Durchmesser conjugirte Durchmesser. Da hie-
bei eine von den Grissen m, m’ willkiirlich angenommen werden kann,
so entspricht jedem Durchmesser ein conjugirter, und es gibt daher
in den Linien 2'** Ovdnung unendlich viele Systeme conjugirter Durch-

nm =

messer,
Der Winkel « endlich, unter welchem ein Durchmesser sein Seh-
nensystem schuneidet, ist durch die Gleichung

Hergr, Hoh. Mathematik, 1. 20
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gegeben, und im Allgemeinen von einem rechten Winkel ver-
schieden.

191, Nichts hindert, einen Durchmesser als Abscissenaxe anzu-
nehmen und die Axe der y den zugehorigen Schuen parallel zu legen.
Transformirt man sodann die Gl (1) auf dieses neue Coordinaten-
system, so entsprechen jedem Werthe von o, z. B. = 0P, (Fig. 22.)
zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe von y: P = P, woraus
folgt, dass die transformirte Gleichung nach y rein guadratisch sein
muss. Hiedurch ist also ein zweites Mittel gegeben, die Gl (1) zu
vereinfachen, indem dadureh die Glieder mit den ersten Potenzen von
# hinausfallen. Da man jedoch hicbei im Allgemeinen auf ein schief-
winkliges Coordinatensystem gerathen wiirde, so entsteht die Frage,
ob die Linien zweiter Ordnung nicht solehe Durchmesser besitzen,
welche die zngehirigen Sehnen unter einem rechten Winkel schneiden.

Ein Durchmesser, welcher seine Sehunen senkrecht schneidet,
heisst ein Hauptdurchmesser, und die zugehdrige Richtung der
Selmen Mauptrichtung. Es ist klar, dass ein Hauptdurchmesser
die Curve in zwel symmetrische Zweige theilt.

192. Bezeichnen wir, wie oben, mit m, m’ die Tangenten der
Winkel ¢ und ¢, welche ein System paralleler Chorden und der zuge-
horige Durchmesser mit der Axe der a einschliessen, so driickt be-
kanntlich die Gleichung nun’ 4+ 1 =0 die Bedingung aus, dass der
Durchmesser das Sehnensystem senkrecht sehneide, welehe Gleichung,
wenn inan mit Hilfe von (11) ' eliminirt, in folgende iibergeht:

A'm + B

Am+B__ ’
L B 2 e

Aus dieger Gleichung kann man den Winkel ¢, welcher jetzt eine
Hauptrichtung bestimmt, auf mehr als cine Weise finden. Schreibt

sin g . . . .
man P statt m= tg ¢, so erhilt sie durch Wegschaflung der Briiche
cos

die Form:

(4'— 4) sin g cos ¢ 4 B(cos p2—sing?) =0, (13)
woraus, weil sin 2 = 2 sin ¢ cos ¢, und cos 2g = cos ¢ — sin ¢*
ist:

28
tO‘ 2 T (l-l-
e - )

folgt. Ordnet man jedoch die GL (12) nach der Grosse m = tg ¢, so
erhiilt man:



— A4 )
—u— gy —1=0, (15)

aus welcher sich
A—A+ VA=A F 452
tg g = =1 (16)
20

ergibt. Diese Gleichung, welche (so wie (14)) fiir tg ¢ zwei, jederzeit
reelle Werthe darbietet, zeigt nun, dass die Linien 2" Ordnung im
Allgemeinen zwei Hauptrichtungen und somit auch zwei Haupt-
durchmesser zulassen.

Bezeichnet man mit g, ¢, die beiden aus (16) folgenden Weithe
von ¢, so sind tg ¢, tg g dic Wurzeln der GL (15); ¢s ist somit nach
einem bekannten Satze aus der Theorie der Gleichungen:

tg g tg gp = — 1,
woraus folgt, dass die beiden Hauptdurchmesser auf einander
senkrecht stehen. a

Diese Ergebnisse erleiden unter Umstinden einige Modificationen,
auf welche wir schon durch den Widerspruch anfmerksam werden, in
welchem dieselben mit dem in §. 190 erhaltenen Resultate zu stehen
scheinen, dass in dem Falle, wemn 52 — AA =0, siimmtliche Durch-
messer zu einander parallel werden.  Um hieritber ins Klare zu kom-
men, wollen wir zur Bestimmung der Hauptrichtung aus GL. (12) noch
einen anderen Weg einschlagen. Setzén wir den Nenner 4 + B in=s,
0 erhalten wir statt (12) das System der beiden Gleichungen:

Am 4 B=ms, oder (4 —s)m 4 B=0, ]

A+ Bm=s, A- s + Bm = 0./ Ld
Durch Elimination von s erhiilt man zundichst:
(A4 — ) (4 — s) — B2 =0, ;
oder geordnet:
22— (A4 4)s — (B2 — 44) =0, (18)
woraus :
g 2 "2' 4 & V(A A 4 4B? (19)

folgt. Bezeichnet man diese lwidcu immer reellen Wurzeln der GI1. (18)
mit sy, sy, so erhiilt man durch Substitution derselben aus einer der
GL (17) die gesuchten Werthe von s, my und m, fiir die beiden Haupt-
richtungen, wie wir sie schon in (16) dargestellt haben.

Es kénnen nun offenbar nur folgende drei Fiille eintreten:

I. Die beiden Wurzeln s und s, sind sowohl unter sich
als von der Null verschieden. Bedingung hiefiir ist:

A+A > K. ;/(,1-,1 452

20*
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d. i. gehorig reducirt: 52 — 44’ Z 0, also die Curve mit einem

Mittelpunkte versehen. Mit s; und s erhalten wir aus (17) zwei
bestimmte Werthe fiir m, somit zwei Hauptrichtungen, welchen zwei
auf cinander senkrechte, im Centrum der Curve sich sehnei-
dende Hauptdurechmesser entsprechen.

II. Die beiden Wurzeln ¢ und s, sind gleich, aber von
Null verschieden. Hiezu wird erfordert, dass in (19) das Radikal
verschwinde, also:

A= 4", B=0,

sei, wodurch sy = ¢, = A = 4" wird. Die Gl (12) oder jene (17)
sind in diesem Falle fiir jeden Werth von m erfiillt, d. h. jede belie-
bige Richtung ist eine Hauptrichtung, somit jede durch den
(in diesem Falle wegen B2 — 44" = — A2 < O existirenden) Mittel-
punkt gezogene Gerade ein Hauptdurchmesser. Daraus folgt
nothwendig, dass alle Punkte-der Curve vom Mittelpunkte gleichweit
entfernt sind.  Denn es sei (Fig. 23) C der Mittelpunkt, A2 cin belie-
biger Durchmesser, welcher die Curve in 4 und 5 schneidét, also AC
= [, endlich 2 ein beliebiger Punkt der Curve. Man ziehe die
Seline A3 und durch den Mittelpunkt €' eine Gerade PQ senkrecht
auf AM.  Nun ist PQ, so wie jede durch den Mittelpunkt gezogene
Gerade ein Hauptdurchmesser; folglich halbirt PQ die Sehme A, also
ist A1) = MD, woraus MC = AC folgt. Die GL (1) bedeutet somit
in. diesem besonderen Falle, wenn die Quadrate von & und y gleiche
Coefiieienten haben und das Product xy fehlt, einen Kreis, was mit
fritheren Ergebnissen [§. 175.] vollkommen iibereinstimmt.

III. Esist eine der beiden Wurzeln, z. B. s, = 0; Bedin-
gung hiefiir ist, dass in (18) das absolute Glied verschwinde, also

32— A4 =0
sei. Fiir die 2t Wurzel folgt aus (18): s = A4 + 4.

Mit diesen Werthen von s erhalten wir nun aus (17) allerdings

zwel bestimmte Hauptrichtungen:

A B A I

ﬁziz, My = *h;='];

allein nur der zweiten entspricht ein bestimmter Hauptdurchimesser.

Setzen wir niimlich in der Gl. (10) eines beliebigen Durchmessers statt

A4 Buund A'm 4 1 die Werthe s und ms aus (17), so erhalten wir

als Gleichung eines Hauptdurchmessers: )
s(E+mp) + C+ C'm=0. 20)

Diese Gleichung gehirt nun offenbar ¢iner vollkommen bestimmten

Hll _ —

Geraden — dem ecinen bestimmten Hauptdurchmesser —, wenn wir
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darin obige Werthe s = s, und m = m, substituiren. Allein fiir den
2ten Hauptdurchmesser erhiilt man aus (20) fiir:

=5 =0, mdm=m = — —:

0.& 4 m )+ C+ Cmy ) (21)
wo nun zwel IYdlle zu unterscheiden sind.

1) Ist C 4 C'wy = (CA" — BC) : A =0, wozu entweder 4'C
= BC oder = ("=0 erfordert wird, in welchem Falle [§. 188, ¢.]
unendlich viele Mittelpunkte dem Orte der GL. (1) zukommen, so ist die
GIL (21) identisch fiir jedes & und 5 erfiillt, d. h. jede Gerade, welche
ich durch einen belicbigen Punkt senkrecht auf die durch my hestimmte
Selnenrichtung ziehe, ist ein Hauptdarchmesser. Diess ist offenbar
nur moglich, wenn jeder Punkt irgend einer von diesen Sehnen als
[albirungspunkt derselben angesehen werden kann, die Sehnen somit
unendlich lang sind und weder auf der einen noch anderen Seite den
geometrischen Ort der GL (1) treffen, was nur Statt finden kann, wenn
dieser ein System zweier parallelen Geraden ist.  Diess steht mit den
Ergebnissen in §. 188, ¢, vollkommen im Einklange. Man hat also
hier einen bestimmten Hauptdurchmesser und unendlich viele darvauf
senkrechte.

2) Ist aber C <4 "my von Null verschieden, in welehem Falle
der Ort der GI (1) keinen Mittelpunkt hat, so lisst sich der Gl (21)
durch endliche Werthe von § und y nicht Geniige leisten. Schreiben
wir (20) in der IForm:

I

L & CH+ C'm
) = — — — — —
! m ms

setzen darin m ==y und lassen s immer kleiner werden, so driickt
sie eine Gerade aus, welehe parallel zu sich selbst immer weiter vom
Ursprunge sich entfernt; fiir s = s; = 0 geht sie in den 2'*" Haupt-
durchmesser iiber, welcher aber nun in unendliche Entfernung fillt,
folglich nieht existirt. In diesem Falle, dem einzigen, haben wir daher
nur einen Hauptdurehmesser, weleher mit der Axe einen Win-
kel w einschliesst, dessen trigonometrische Tangente = m,, also:

A V4

tl" W= —-—=— = 22
= B A (ad}
ist. )

Anmerkung. Beide Wurzeln der GL (18) kinnnn nicht = 0 sein;
denn hiezu wiirde /A = .1' = 0 und B = 0 erfordert, wodurch aber die GI1.
(1) auf den 1sten Grad herabsinken wiirde.

193, Die bisherigen Untersuchungen bieten nun hinreichende Mit-
tel dar, um die Gl. (1) durch Transformation der Coordinaten auf die

méglichst einfachen Formen zuriickzufihren.
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Da, wie wir im vor. § geschen haben, wenigstens ein Haupt-
durchmesser immer existivt, so kénnen wir diesen als Axe der « an-
nehmen; filhrt man diese Transformation aus, zu welchem Zwecke
das Axensystem um den-durch GL (16) bestimmten Winkel ¢ gedreht
werden muss, so wird [§ 191] die GL (1) die Glieder mit den 1%te"
Potenzen von y verlieren und somit die FForm:

Mz? 4+ Ny* 4+ 2Rz + =0 (23)
annehmen, in welcher somit noch siimmtliche Linien der 2'*® Ordnung
enthalten sein miissen.

Entweder wird nun in Folge dieser 1%5'*® Transformation 47, der
Coefficient von «2, von O verschieden sein, oder es wird anch M=0.

Im 1%ten Falle kann man die GL (23) von dem Gliede mit der

. . F Il
1sten Potenz von a befreien, indem man z = «" — g7, setzt, d.h. den
7

Ursprung auf der - Axe um das Stiick 2 : 3 zuriickschiebt, wodurch
die GI. (23) die Form erhiilt:

Mzx? 4+ Ny =K. (I)

Tm 2ten Falle geht (23) wegen M==0 iiher in Ny2 4 2Rz~ F =0,

aus welcher Gleichung das constante Glied F weggeschafft werden

: P
kann, indem man z = &’ — —— setzt, d. h. den Ursprung auf der
2R

- Axe um das Stiick — I7: 22 zuriickschiebt, wodurch man:
' Nyt + 2Rz =10 (I1)
erhilt.

Wie aus der Form der Gl. (I) erhellt, ist der Ursprung Mittel-
punkt der Curve, dessen Coordinaten durch die Gl. (7) gegeben sind,
und die beiden Coordinatenaxen sind Hauptdurchmesser. Diese
Gleichung umfasst daher jene geometrischen Oerter der G1. (1), welche
einen Mittelpunkt, oder auch deren unendlich viele hesitzen.

Aus der Form der GI. (IT) ersieht man, dass der Ursprung kein
Mittelpnunkt und nur die Axe der @ ein Hauptdurchmesser ist ; und da aus
dieser Gleichung das lineare Glied 2Rz nicht weggeschafft werden
kann, so begreift diese Gleichung jene geometrischen Oerter der Gl.
(1), welehen kein Mittelpunkt zukommt.

Schreiten wir nun zur Discussion dieser GGleichungen.

194, Discussion der Gleichung:
Mzx? 4 Ny? = K. 1.
Da die von O verschiedene Grisse 3 immer positiv vorausgesetzt
werden kann, so haben wir folgende Fille zu betrachten:
1) N positiv.
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@) K positiv. Der geometrizche Ort der GL I ist in diesem Falle
eine Curve, deren Gestalt sich leicht durch folgende Discussion ergibt.

e ; :
Fiir y = 0 folgt x = + ]/ 11[; die Curve schneidet daher die Axe
2
der @ in zwei Punkten 4, 4’, (Fig. 34), deren Entfernung vom Ur-

s /K ;
sprunge ( Mittelpunkt der Curve)=— + lf’ 1; ist. Eben so findet man

ei Durchschnittspunkte

. 'K
fire=0,y= + l/ v
B, B der Curve mit der Axe der . Aus L folgt ferner:

= + ]// M (___:u“), x= % l/N (ﬁ—’z)

il.[ ﬂ[
woraus man ersicht, dass y imaginiir wird fiir Werthe von «, welche

sind ; eben so entspricht jedem Werthe von

K ; ; :
y > ]/T ein imaginirer Werth von a; es liegt daher kein Punkt der

Curve ausserhalb des durch die vier Geraden gebildeten Rechteckes,
welche durch die Punkte A, A°, B, B" parallel zu den zwei coordinirten
Axen gezogenwerden. Hingegen entsprechen jedcm positiven oder nega-

tiven @, dessen Zahlenwerth die Grisse 1 — nicht iiberschreitet, zwei

reelle, gleiche und entgegengesetzte Wurtlw von y; unsere Curve ist
daher eine geschlossene, nach allen Richtungen begrenzte. Ihren gross-
ten Werth erreicht die Ordinate y fiir 2 == 0, in den Punkten 7 und

B'; sie nimmt fiir (positiv und negativ) wachsende & fort und fort ab,

und wird = 0, fir x = + Vﬂ[-

])icss geniigt, um sich eine deutliche Vorstellung dieser Curve,
welehe Ellipse genannt wird, bilden zu konnen.

Die von der Curve begrenzten Stiicke 44" und B5" der heiden
Hauptdurchmesser heissen die Axen der Ellipse, die eine die grosse,
die andere die kleine. Setzen wir die Hilften derselben OA4 = a,

OB =1, so ist a = l/ T b= {f , durch deren Einfiilirung die
Gl I in folgende:
- 3+ Y =1 , oder a%y? 4 b2x? = a?b* (24)

b}
iibergeht. Die Endpunkte der beiden Axen: 4, A, B, B heissen die
Scheitel der Ellipse.
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In dem besonderen Falle, dass M = N sich ergibt, wird auch
a = b und die GL. I und (24) gehen iiber in:
K
@y = % @ 4 yt=a?,
; . /K .
welehe einem Kreise vom Halbmesser a = ] i angehdrven.  Der
Kreis ist dalier als ein specieller FFall der Ellipse zu betrachten.
#) Knegativ. Dadie Summe zweier wesentlich positiver Grossen
Ma? und Ny? nicht negativ sein kann, so kommt in diesem Falle der
Gl. L. keine geometrische Bedeutung zu. (Imaginiire Curve).
7) == 0. Die Gl L reducirt sich in diesem I"alle auf:
Mz? 4 Ny =0
und wird nur durch die Werthe = 0, y = 0 ecrfiillt. Diese Glei-
chung, somit auch jene (1) bedeutet daher in diesem Falle einen Punkt,
den jetzigen Ursprung, dessen Coordinaten in Bezug auf das urspriing-
liche Axensystem durch die Gleichungen (7) zegeben sind.
2) N negativ.
Setzen wir, um das Zeichen des Cocfficienten von 42 ersichtlich
zu machen, N==— N, so haben wir es mit der Gleichung:
Mzx? — N'y2 = K (25)
zu thun, in welcher N eine wesentlich positive Grisse.
«) K positiv. Aus (25) findet man:

/ﬂ_i(ff K') 1/2\7— K\
L] = f o | J—— — + o 2 el I
Y i ]’ ‘N" _‘m .ZII b x —_ M (4?/ + 4\'”)

Da fiir @ = 0, y imaginiir ausfillt, so wird die Axe der y von
der Curve nicht geschnitten, wohl aber die Abscissenaxe in zwei Punk-
ten A, A" (Fig. 38), fiir deren Abscigsen 04 und OA" man die Werthe

/ K s g
+ l j—l} findet. Weil ferner fiir jeden positiven oder negativen Werth

; Pl o ; 5 ;
von @, welcher numerisch < ]/ i ist,  imaginir wird, so liegt kein
Punkt der Curve zwischen den zwei Geraden, welche durch die zwei
Punkte A4, A" senkrecht auf die a-Axe gezogen werden. Hingegen
entsprechen jedem positiven oder negativen Werthe von x, welcher

K § ; .
absolut > 1/1—[ ist, zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe von
y, welehe mit @ fort und fort bis ins Unendliche zunehmen. Die durch

die GL. (25) dargestellte Curve hesteht daher aus zwei getrennten,
auf beiden Seiten der Ordinatenaxe liegenden Aesten, deren jeder wie-
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der symmetrisch zu beiden Seiten der x-Axe sich ins Unendliche
erstreckt.

Diese Curve fiithrt den Namen Hyperbel. Sie wird nur von
einem der beiden Hauptdurchmesser in den Punkten 4, A" getroffen,
welche die Scheitel der Hyperbel genannt werden. Das zwischen
beiden Scheiteln liegende Stiick 44" des einen Hauptdurchmessers
heisst die erste Axe (auch Queraxe, reelle Axe); bezeichnet

/&

man die Hiillfte 04 = 0A" derselben mit @, so ist a = |/ i setzt

man iiherdiess noch 4 = ]/V—’ so nimmt die Gl (25) der Hyperbel

die Form an:

3 2

:{; — I:C— =1, oder a?%y? — b2z = — a??, (26)
welche Gleichungen, wie man sieht, aus jenen der Ellipse (24), her-
vorgehen, wenn man dort — 42 statt 52 oder &) —1 statt & setzt. Da
aus (26) firz =0, y = + bV —1 als Ordinate des (imaginiiren)
Durchschnittspunktes der Ilyperbel mit der Axe der y sich ergibt, so
nennt man der Analogie mit der Ellipse zufolge bei der Hyperbel die
Grosse 26 die zweite oder imaginire Axe, deren halbe Linge
b= 0} = OB zu heiden Seiten des Mittelpunktes auf dem zweiten
Hauptdurehmesser aufgetragen wird.

Fiir M= N' = — N wird a = & und die Hyperbel heisst dann

eine gleichseitige.

3) Knegativ. Durch Aenderung siimmtlicher Zeichen geht in
diesem Falle die GL (25) in folgende iiber:
Nyt — Mz? = K,
welche von derselben orm ist, wie (25) und folglich wieder cine Hy-
perbel bedentet, mit dem Unterschiede, dass im jetzigen Falle die
erste Axe derselben auf der Axe der y liegt.
o o B 4\” . ey .
y) £ = 0. Hiefiir folgt aus (25): y= 4+ « l/i}' , eine Glei-
!
chung, deren geometrischer Ort ein System zweier sich im Ur-
sprunge schneidenden Geraden ist.
3) N=0.
In diesem Falle folgt aus (I):
v=+ V ”
M
eine Gleichung, deren geometrischer Ort ein System zweier pa-
ralleler Gervaden ist, welche reell oder imaginir sind, je nachdem
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K positiv oder negativ ist, und sich zu einer einzigen reellen Ge-
raden vereinigen, wenn A = 0 sich ergibt.

195. Discussion der Gleichung:

Ny 4 2Rxe =0 (1)

Dicse Gleichung bictet zu keiner Unterscheidung Veranlassung,
da N immer positiv angenommen werden kann und das Zeichen des
anderen Gliedes von keinem Einflusse ist; denn wiire dasselbe negativ,
so diirfte man nur — @ mit 4 @, d. i. die beiden Halbaxen der x mit
einander vertauschen, um die obige Form wieder zu erhalten. Setzt

; ,
man — Z\Jf = p, so crhiilt obige Gleichung die einfache Form:

) ¥ = pa, (27)
woraus y = -+ I/p; folgt. Diese Gleichung liefert nur fiir solche
Werthe von @, welche mit p gleiches Zeichen hahen, reelle Werthe
von y, daher die durch dieselbe dargestellte Curve nur auf einer Seite
der y - Axe liegt. Fiir @ = 0 wird y =0, die Curve geht also durch
den Ursprung. Fiir jeden mit p gleiches Zeiclien habenden Werth von
@ folgen aus (27) zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe von y,
welche mit @ bis ins Unendliche zunehmen. Die Curve (Fig. 27) be-
steht daher aus zwei vom Ursprunge aus nach der positiven oder ne-
gativen Scite der x-Axe (jenachdem p positiv oder negativ) sich
erstreckenden, gegen diese Axe symmetrisch liegenden und sich von ihr
immer mehr und mehr entfernenden unendlichen Aesten, und wird Pa -
rabel genannt.

Der Punkt A, in welchem die Parabel von ihrem Hauptdureh-
messer geschnitten wird, heisst der Scheitel, der Hauptdurchmesser
AX die Axe, die Constante p, welche in der auf den Hauptdurchmesser
als Abscissenaxe und den Scheitel als Ursprung sich beziehenden Glei-
chung (27) als Coefficient von @ erscheint, der Parameter der Pa-
rabel.

Fasst man die Ergebnisse der beiden letzten Paragraphe zusam-
men, so gelangt man zu dem Schlusse, dass aus einer Gleichung des
zweiten Grades zwischen zwei veriinderlichen Grissen nur drei ver-
schiedene krumme Linien hervorgehen: die Ellipse, Hyperbel
und Parabel, welche somit die einzigen krummen Linien zweiter Ord-
nung sind, wobei der Kreis als specieller Iall der Ellipse mit einge-
schlossen ist.

Uebrigens kann die Gleichung auch jeder geometrischen Bedeu-
tung ermangeln, sic kann einen Punkt, cine gerade Linie, zwei pa-
rallele Gerade, oder endlich zwei sich durchsehneidende gerade Linien
zum geometrischen Orte haben.
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Die obigen Curven heissen bekanntlich auch Kegelschnitts-
linien, weil sie durch den Durchschnitt eines Kegels mit einer Ebene
erstehen.

196, Die Beantwortung der Frage, welehe von den drei Curven
der Ort einer gegehenen Gleichung des 2'» Grades mit hestimmten
Coefficienten sei, Lisst sich auf sehr einfache Merkmale zuriickfiihren.

Soll die GI. (1) einer Parabel angehidren, so muss 32 — AA’
= 0 sein, weil einerseits nur unter dieser Bedingung der Ort der
Gl. (1) keinen Mittelpunkt zuliisst [§. 188, b], anderseits die Parabel
die cinzige Curve 2'°" Ordnung ist, welche keinen Mittelpunkt besitzt.
— Ist ausserdem noch A'C'= B, oder €' = (" = 0, so bedeutet
die GL (1) zwei parallele, oder eine einzige Gerade [§. 188, ¢], daher
diese Oerter auch als Varietiiten der Parabel betrachtet werden, in
welche diese Curve anch geometriseh leicht itbergefiihrt werden kann.

Soll aber GIL. (1) einer Ellipse oder Hyperbel angehiren, so
muss B2 — 44" von O verschieden sein, weil nur unter dieser Bedin-
gung ein einziger Mittelpunkt existirt. Beide Curven unterscheiden
sich dadurch, dass erstere zwei reelle Axen, letztere nur eine
solche besitzt; wir wollen daher diese Axen durch die Coefficienten der
GL (1) unmittelbar ausdriicken.

Diese Gleichung nimmt bekanntlich [§. 189], wenn wir den Ur-
sprung in den Mittelpunkt versetzen, die Form an:

Ax? 4+ A'y? 4 2Bxy = K,
wo der Werth von K mittelst der GL. (9) und (7) berechnet werden kann.

Verbindet man diese GL mit der Gleichung y = mx einer durch
den Ursprung (Mittelpunkt) gezogenen Geraden, so erhiillt man fiir die
Coordinaten der Durchschnittspunkte die Ausdriicke :

. K N m2K
T A+ Aw ok T A4 At 28w
und fiir deren Entfernung vom Mittelpunkte :
Kim® 4 1)
A+ Am® + 2Bm’ ()

Offenbar wird nun 22 zu einer der Halbaxen, wenn wir die Gerade
y = max mit cinem der Hauptdurchmesser zusammenfallen lassen, also
die Grisse m, von welcher die Richtung von 2 abhiingt, so bestimmen,
dass sie den GIL. (17):

Am 4+ B=ms, A+ Bm—=s
Geniige leiste.  Multiplicirt man aber die 1t dieser Gleichungen mit
m, und addirt sie zur zweiten, so erhiilt man:

A4 Am2 4 2B = s (m? + 1),

2= a? 4 y* =




womit aus ()

=)= (28)

folgt.  Diese Gleichung liefert sofort die Werthe der zwei Halbaxen,

wenn man die aus (17) durch Elimination von m sich ergebenden zwei

Werthe der Hiilfsgrisse s:
1 1

s=— (A 4+ A) + 5V(d — A): 4 4B

2

substituirt; und zwar, wie man sielit, in reeller oder imaginirer Form,
je nachdem der Quotient A : s positiv oder negativ ist. Hieraus folgt
nun sogleich, dass fiir die Ellipse beide Werthe von s mit gleichen,
fir die Hyperbel mitentgegengesetzten Vorzeichen versehen sein
miissen; da ferner der dem oberen Zeichen entsprechende Werth von
s nothwendig positiv ist, so muss fiir die Ellipse:

V(A — AP + 482 << A+ A, d.i. B2 — A4 < 0
oder negativ, fiiv die Hyperbel aber B2 — 44" = 0 oder posi-
tiv sein.

Die Ellipse wird iibrigens imaginiir, wenn A negativ ist, weil dann
beide Werthe von R imaginiir ausfallen; sie degenerirt in einen Kreis,
wenn beide Werthe von s gleich, also 4 = A" und 7 =0 ist; endlich
in einen Punkt, wenn A = 0. Kreis und Punkt sind daher Varietiten
der Ellipse.

Ist 32 = AA" >> 0, so ist, A mag positiv oder negativ sein, der
Ort der GI. (1) eine Hyperbel, welche jedoch fiir A== 0 in cin System
zweier sich schneidenden Geraden degenerirt.

Wir werden das Binom 5% — A4" das charvakteristische Bi-
nom einer Gleichung des 2" Grades nennen,

197. Die Gleichungen der Ellipse und Hyperbel nehmen eine be-
merkenswerthe Form an, wenn man dieselben auf einen Scheitel als
Ursprung bezieht, und den durch diesen Scheitel gehenden Durch-
messer als Abscissenaxe annimmt, wie diess bei der Gleichung der Pa-
rabel, y? == pa der Fall ist.

Fiir die Ellipse hatten wir als Mittelpunktsgleichung:

a*y? 4 0%t = a*b?;
legen wir nun den Ursprung in den linken Scheitel 4 (IFig. 25), so
haben wir in dieser Gleichung @ — « statt @ zu sctzen und erhalten
dadurch als Scheitelgleichung der Ellipse:

ypr=—ax — — a? (29)
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Fiir die Hyperbel versetzen wir den Ursprung in den rechten
Scheitel 4 (Fig. 26), zu welehem Zwecke wir in der Mittelpunktsglei-
chung derselben: b2z? — a2y? — 262, & 4+ « an die Stelle von x
treten lassen, und finden als Scheitelgleichung der Hyperbel:

0 2 B (30
Y= — 2z + — a2 :
Y « a? )
y 2)2 e B -
Setzt man — == p, so nehmen beide Gleichungen die Form an:
a
5 _— g
¥ = px 4 oz &% (31)

- wo das obere Zeichen der Ellipse, das untere der Hyperbel entspricht.
Liisst man in dieser Gleichung, wiithrend p unveriindert bleibt, «

. ap
unendlieh gross werden (wodurch, wegen § = VSJ’ auch & unend-

lich zunimmt), so verwandelt sich dieselbe in y? = px, d. i. in die
Scheitelgleichung der Parabel, woraus folgt, dass die Parabel als
eine Kllipse oder Hyperbel betrachtet werden kann, deren
grosse, beziehungsweise reelle Axeunendlich gross gewor-
den ist.

P

5 = ¢ gesetzt, 50 sicht man, dass alle
Za

i s OB s
Wird noch - —=
o=
drei Curven dureh eine und dieselbe Gleichung:

) y? = px 4+ qx? ) (32)
dargestellt werden, und dass diese Gleichung einer Parabel, Ellipse
oder IHyperbel angehirt, je nachdem ¢ == 0, negativ oder positiv
ist.

2

Die Grisse p = '% fithrt auch in der Ellipse und Hyperkel, der

Analogie mit der Parabel gemiiss, den Namen Parameter; er ist die
dritte geometrische Proportionale zu 2a und 24, da:
202 402 0 26.2)

# a  2a 2a
Endlich zieht man aus der GL (31) der Ellipse und Hyperbel noch
den Schluss, dass diese beiden Curven in der Niihe ihres Scheitels mit
einer Parabel von gleichem Parameter p um so mehr zusammenfallen,
je grosser « ist, d. L. je gestreekter sie sind, indem fiir kleine Werthe
2
von @ das Glied ‘Tj)% gegen pa um so unmerklicher wird, je grisser

a ist.
198, Eine krumme Linie der zweiten Ordnung kann bekanntlich
von einer Geraden in nicht mehr als zwei Pankten geschuitten werden,
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Hieraus folgt, dass man sich eine solche Curve durch den Durchsehnitt
einer beweglichen Geraden mit einem Kreise entstanden denken
kann, dessen Halbmesser sich stetig dindert. Versuchen wir, auf Grund
dieser FErzeugungsart der Linien zweiter Ordnung, diese analytisch
auszudriicken.

Denken wir uns zu diesem Zwecke die Curve (1) construirt, und
aus einem beliebigen Punkte ¢, § als Mittelpunkt cinen Kreis vom
Halbmesser 22,

—8 + (@ — w2 = B2 (m)
beschrieben; dieser wird die Curve im allgemeinen in vier Punkten
schneiden, von welehen jedoch nur jene zwei in Betracht kommen,
durch welche wir die schneidende Gerade

y=oax + ¢ (n)
legen. Es ist klar, dass jedem mit einem bestimmten Halbmesser
beschriebenen Kreise eine bestimmte Lage der heweglichen Geraden
entspricht, woraus folgt, dass e und ¢ Funktionen dieses Halbmessers
R sein miissen.

Da die Coordinaten ¢, 8 des Kreismittelpunktes willkiirlich sind,
$0 wollen wir die Lage dieses Punktes so annehmen, (dass diess mig-
lich, wird aus dem Folgenden von selbst hervorgehen), dass die be-
wegliche Gerade immer zu sich selbst parallel bleibe, wodurch einer-
seits der Punkt «, g cine gegen die Curve vollkommen bestimmte Lage
erhiilt, anderseits in der GL der Geraden () blos ¢ verinderlich und
von R abhingig wird. Setzen wir also ¢ = v (/7), so wird die Glei-
chung der Geraden: y==ax = ¢ (R), und wenn wir aus dieser Gleichung
und jener (m) des Kreises [ eliminiren, so erhalten wir eine Glei-

chung y — ax =y (V(y — ‘f)?——l:-_(a =

gly—az) =V(y—pp + (= — o (p)
zwischen = und y, welche offenbar den Durchsehnittspunkten aller

- «)?) oder :

aus ¢, 3 beschriebenen Kreise mit der heweglichen Geraden angehért.

Zur Kenntniss der Form der Funktion ¢ fithrt die Bedingung,
dass der geometrische Ort dieser Durchscehnittspunkte eine Linie der
2ten OQpdnung, folglich die GL. (p) algebraisch vom 2t® (irade sein
muss, woraus folgt, dass ¢ nur eine algebraische lineare Funktion von
y — ax sein kann, und somit die Form:

@ (y — ax) = m (g/ — ax) + n

haben muss, wo m und n zwei willkiirliche Coustanten sind. Fiithren

wir statt derselben zwei andere Constanten &, £ ein, welche mit s und
n durch die Gleichungen :
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k
m= —————, n = — mb
V14 a
verbunden sind, so verwandelt sich (p) in

b /_-. ‘—--_-)_—-_ti-)
=V (y—p)+ (e —a) (33)

Diess ist eine Gleichung vom 2% Grade mit 5 willkiirlichen
Constanten, folglich die allgemeinste Gleichung des 2t Grades zwi-
schen zwei veriinderlichen Gréssen; denn auch die GI. (1) enthiilt nur
fimf willkiirliche Constanten, wie sogleieh erhellt, wenn man die ganze
Gleichung durch einen der Coeflicienten, etwa durch F) dividirt.

Hieraus geht nun einerseits hervor, dass siimmtliche Linien der
zweiten Ordnung anf die angenommene Weise wirklich erzeugt werden
kinnen; anderseits spricht sich durch die Form der Gl. (33) eine merk-
wiirdige Eigenschaft dieser Linien aus.  Setzt man nimlich:

b _—
——=d, V(y—pP + (@—af=r,

so folgt aus (33):

kd=r, d.i rid=k:1;
nun ist r die Entfernung des Punktes x, y der Curve vom festen
Punkte «, 83 d der senkrechte Abstand desselben Punktes x, y der
Curve von einer festen Geraden, deren Gleichung y = ax + b5 es
folgt demnach aus obiger Proportion der Satz:

Die Linien der zweiten Ordnung haben die Eigenschaft,
dass die Entfernung eines jeden Punktes derselben von
einem festen Punkte und einer festen Geraden in einem con-
stanten Verhiiltnisse £ : 1 stehen.

Man nemnt die feste Gerade Richtlinie (Directrix), den festen
Punkt, den Brennpunkt der Curve; die Entfernung r eines beliebigen
Punktes A/ der Curve vom Bremnpunkte heisst der Radiusvector
oder Lieitstrahl dieses Punktes.

Entwickelt man die Gl (33) und bringt sie auf die Form der
Gl (1), so findet man das charakteristische Binom:

32— AA =4 (k* — 1) (a2 4 1),
ein Ausdruck, dessen Zeichen bloss von jenem des Faktors k2 — 1 ab-
hiingt; hieraus folgt, dass die GL (33) einer Ellipse, Hyperbel
oder Parabel angehort, je nachdem die Verhiltnisszahl
k<1,>1oder=1Iist.

Die Gl. (33) gestattet eine sehr einfache Construction. Sind
(Fig. 24) OX, 0OY die Coordinatenaxen, so coustruire man zunichst
die Richtlinie UU" (y == axz 4 b) und den Brennpunkt ) («, g). Durch
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F ziehe man DV senkrecht auf UU', theile den Abstand DF des Brenn-
punktes von der Richtlinie im Punkte A4 so, dass AF: AD = I : 1,
$0 ist A ein Punkt der Curve. Um noch andere Punkte zu erhalten,
ziche man durch einen beliebigen Punkt a der D'V die Gerade 227 senk-
recht anf DV, suche zu 1, k und Da = d die 4'* geom. Proportionale
== ¢ und beschreibe mit » als Halbmesser einen Kreig, welcher die 22/
in zwei Punkten 37, M’ der Curve schneidet.

Aus der Symmetrie der Ellipse und Hyperbel in Bezug auf ihren
Mittelpunkt folgt iibrigens, dass diese Curven zwei Richtlinien und
zwei Brennpunkte besitzen, welche zu beiden Selten des Mittel-
punktes symmetrisch liegen.

199. Die Gl. (33) wird einfacher, wenn man eine Richtlinie UU”

zur Ordinatenaxe und die durch den Brennpunkt senkrecht daraunf
gezogene Gerade D17 zur Absecissenaxe nimmt, wodurch offenbar 6 =

g==0 und @ = = wird; hiedurch verwandelt sich (33), wenn man
sogleich quadrirt, in folgende:
Pa? =y 4+ (@ — «)?, (34)

wo ¢« der Abstand des Brennpunktes von der Richtlinie.

Man kann diese Gleichung dazu beniitzen, um iber die Lage der
Richtlinien und Brennpunkte Aufschlnss zu erhalten.  Da niimlich in
(34) die 1* Potenz von y fehlt, so ist die Abscissenaxe ein Hauptdurch-
messer; die Richtlinien stehen demnach senkrecht auf einem
Hauptdurchmesser der Curve, in welchem zugleich die
Brennpunkte liegen. Dieser Hauptdurchmesser ist in der Parabel
selbstverstindlich die Axe derselben; in der Hyperbel aber deren
erste Axe, weil derselbe von der Curve in zwei Punkten, den Schei-
teln, geschnitten wird, fiir welehe man aus (34), y = 0 setzend, die

reellen Abscissenwerthe :

ak oo
findet. Was die Ellipse betrifft, so ist —7 —ay) = g die Liinge
der einen Ilalbaxe, welche aunf dvm die Bl'mlnpunl\'tc enthaltenden

Hauptdurehmesser liegt ; ferner ist — (tl “+x, = ’, die Abscisse
-k

des Mittelpunktes, welche statt a2 in (.;-1) substituirt, fiir die andere

ak
Halbaxe den Werth l/l——'ﬁ darbietet; dieser ist aber, weil 1—A*< 1,

k . . .
offenbar <1—-':—FZ. Die Brennpunkte licgen (laher auf der grossen

s

Axe der Ellipse.
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Fiir = 0, folgt aus (34): y = l/w—r.r,, zum Beweise, dass die
Richtlinien von der Curve nicht geschnitten werden: sie liegen also
bei der Ellipse ausserhalb derselben, bei der Hyperbel zwischen den
Scheiteln und zwar je eine Richtlinie mit dem zugehorigen Brennpunkte
auf jeder Seite des Mittelpunktes.

200, Verlegen wir den Ursprung in den einen Scheitel 4 und

setzen zu diesem Zwecke in (34) @ 4+ 1| = 4+ — T + T statt @, so
erhiilt man als Scheitelgleichung der Curven 2'" Ordnung:
¥ = 2ukx 4 (F*— 1) 2, (35)

welche genan dieselbe Form hat, wie die Gleichungen (29) bis (32)
[§.197], und sich, wie wir im vor. §. geschen haben, auf dasselbe
Coordinatensystem bezieht. Diese Gleichungen sind daher unmittelbar
mit einander vergleichbar und man hat:

b2 P . b2
k== 4 g 1 — k= i?’

wo p der Parameter ist, und das obere Zeichen (so wie im folgenden
immer) auf dic Ellipse, das untere auf die Hyperbel sich bezieht.
Hieraus findet man:

fiir die Ellipse, Kiirze halber Va?—b* = e setzend :

h? i e _— wk ak
= —, k= daea=——7,0=-— :
“ e @ ‘ 1—k2’ y1i—i2’
fiir die Hy perbel, Kiirze halber } a® 4 §? = ¢ setzend:
b e ol wl
u=;,k=;und(¢=m, =I/_f—_{
1) Sowoll fiir die Ellipse als Hyperbel (Fig. 25 und 26) hat man
Lk )
AF =1l . AD = k(e — AF), somit AN = ljf-! Setzt man diesen
Werth filr @ in (35), so kommt y=«k = - ; die bei beiden Curven

26*
unter dem Namen Parameter eingefithrte Grisse p = —- ist daher
a

der im Brennpunkte ervichteten Doppelordinate EE” gleich.

2) Man hat ferner CF = AC + AF = a + Al’; aber AI' =

wk B 4 (a— &)
1+ 4k ad+e  a+e

oben eingefithrte Grisse ¢ = Va* o b* ist daher die Entfernung

der Brennpunkte vom Mittelpunkte und heisst Execentri-
HErg, 6L, Mathematik, I. 21

= + (a — ¢), somit CF=e. Die
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citit. Sie ist, wie man sieht, in der Ellipse immer kleiner, in der
Hyperbel grosser als a, die halbe grosse oder bezichungsweise erste
Axe. In Folge der Relation ¢ = a2 I ¢* bilden die beiden Halbaxen
und die Excentricitit ein rechtwinkliges Dreieck, so dass jede dieser
Grossen leicht construirt werden kann, wenn die beiden anderen gege-
ben sind.
) b2 2
3)Esist (D =CF 4+ DF =e¢+ a=¢ + - = —; der Ab-
‘ e e
stand der Richtlinic vom Centrum ist daher in beiden Curven die 3t
geometrische Proportionale zu e und a.

4) Sei M ein beliebiger Punkt der Ellipse oder Hyperbel, CP = =«
dessen Abscisse, vom Mittelpunkte C aus gezithlt, #M =, F'M ="
seine Radienvektoren, so ist FM = k. PD, I"M = k. PD'; d. i.:

r==F (x4 CD),r =1k (CD F ).

Setzt man fiir £ und CD die Werthe _2 und a;-, s0 kommt:

fiir die Ellipse: r = a + ia:l', r’=a%§ @2 (36)
fiir die Hyperbel : r = -%x — g, Y=L wt g (37)
a

Gleichungen, durch welche die Leitstrahlen eines Punktes der Curve
durch die vom Mittelpunkte geziihlte Absecisse desselben rational aus-
gedriickt werden.

5) Durch Addition der GL (36) folgt » +4 » = 2a; d. h. die
Summe der Leitstrahlen cines jeden Punktes der Ellipse
ist constant und der grossen Axe gleich.

Vermige dieser Haupteigenschaft ist daher die Ellipse der geo-
metrische Ort der Scheitelpunkte siimmtlicher Dreiecke,
welche tiber einer gegebenen Grundlinie = 2¢ so construirt
werden, dass die Summe derbeidenanderen Seiten eine con-
stante Grisse = Zu ist.

6) Durch Subtraktion der GL (37) erhilt man " — » =2a; d. h.
die Differenz der Leitstrahlen eines beliebigen Punktes der
Hyperbelist constant und der ersten Axe gleich.

In Folge dieser Grundeigenschaft ist daher die Hyperbel der
geometrische Ortder Scheitelpunkte simmtlicher Dreiecke,
welche iiber einer gegebenen Grundlinie = 2¢ so construirt
werden, dass die Differenz der beiden anderen Seiten eine
constante Grisse = 2a ist.



Es ist sehr leicht, aus diesen beiden Haupteigenschaften die Glei-
chungen der beiden Curven abzuleiten.

— . ™ e - . . .
7) Die Grosse b = — ist, wie man sieht, nichts anderes, als das
44

Verhiltniss der Excentricitiit e zur halben grossen oder ersten Axe,
und der Ausdruck der Excentrieitiit selbst, wenn @ = 1 angenommen
wirds sic mag die numerische Excentricitiit heissen, im Gegensatze
zur linearen e, Ks ist 02 = + (¢ — e2) = + a? (1 — k2); fiihrt
man diesen Werth von 42 in die Mittelpunktsgleichungen (24) und (26)
der Ellipse und Hyperbel ein, in die erstere mit dem oberen, in die
letztere mit dem unteren Zeichen, so kommt:

= (1 —I2) (a2 — a?) (38)
als Mittelpunktsgleichung  der Ellipse oder Hyperbel, je nachdem
k<1 oder > 1 ist.

8) Fiir die Parabel folgt aus (35) wegen k=1, die Gl. y?=2qz,
welche mit Gl. (32), wo ¢ = 0 zu setzen ist, verglichen, die Relation
p = 2« darbietet.  Der Parameter p der Parabel ist daher gleich
dem doppelten Abstande des Brennpunktes von der Richt-
linie, oder auch dem 4fachen Abstande des Brennpunktes vom Scheitel,

; 1
weil, wegen b =1, AF = AD =

1 . AN > hrd
g C="TP ist. (Fig. 27).

5 1
Setzt man in y* = 2¢x, x = AI' = —- «, so kommt:
1
¥= &k 5P
woraus folgt, dass auch in der Parabel der Parameter gleich
ist der im Brennpunkte errichteten Doppelordinate EE.
Indlich hat man fiir den Leitstrahl M = » irgend cines Punk-
tes M der Parabel: FM= P =AD + AP, d. i.:
1
r= —4-1) -+ . (39)
Die Parabel ist der geometrische Ovt simmtlicher
Punkte, welche von einer festen Geraden, der Richtlinie,
und einem festen Punkte, dem Brennpunkte, gleich weit
entfernt sind, mittelst welcher Eigenschaft sich die Gleichung der
Curve sehr leicht ableiten Lisst.
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FUNFTES KAPITEL.

UEBER EINIGE DER VORZUEGLICHSTEN EIGENSCHAFTEN DER LINIEN
ZWEITER ORDNUNG.

I. Die Ellipse.

201, Zur Entwickelung der Eigenschaften dieser Curve werden

wir uns im Folgenden ihrer Mittelpunktsgleichung:

a2y2 + h2p? — (‘.:!b::.’ (l)
bedienen, wo « und & die halbe grosse und kleine Axe bedeuten, und
auf ersterver die Abscissen gezihlt sind.

Bezeichnet man die lineare Execenfricitit, d. i. den Abstand der
Brenupunkte vom Mittelpunkte, CF'= C#" (Fig. 25), mit ¢, das Ver-
hiiltniss derselben zur grossen Axc, die numerische Excentricitit mit
£, 80 ist bekanntlich:

a — b2
o g B2 o — e _Var—t
— , E=—=
a

=2 — e = g2 (1 — 2
e = (1 — o,
und man hat fiir die Leitstrahlen #M = r, F'M =+’ cines Ellipsen-
punktes 3, dessen Abscisse CP = x, die Ausdriicke:

e e
r=—a——a, r =a+—ux,
« a

deren Summe = 2¢ d. i. der grossen Axe gleich ist. Auf diese Eigen-
schaft griindet sich das bekannte Verfahren, die Ellipse durch Punkte
zu beschreiben.

Schreibt man die GI. (1) in der Form «?y? = 42 (¢ — w?), oder:

2 G
(@ —a) (a+ ax) o’

und beachtet, dass « — @ = AP und a 4 x = AP die Segmente
sind, in welche die grosse Axe durch die Ordinate y getheilt wird, so
spricht selbe den Satz aus: das Quadrat der Ordinate eines
Punktes der Ellipse steht zu dem Rechtecke aus den Ab-
stinden des Fusspunktes derselben von den Endpunkten
der grossen Axe in einem constanten Verhiltnisse = 42 : o2,

Von den beiden Kreisen, welche iiber der grossen und kleinen Axe
der Ellipse als Durchmessern beschrieben werden kimmen, wollen wir
den ersteren den umschriebenen, letzteren deneingeschriebenen
Kreis nennen. Sind (Iig. 28) y = MP, y’ = M’ P die zu ciner belie-
bigen Abscisse OF = & gehdrigen Ordinaten der Ellipse und des




; . . b — y—
umschriebenen Kreises, so ist y = — ;/02_;,;2’ y =V a®—a?, so-
a

mity:y = b:a; d. h. die zu derselben Abscisse gehdrigen
Ordinaten der Ellipse und des umschriebenen Kreises
stehen in dem constanten Verhiiltnisse=154:a.

Eben so findet man, dass die zu gleichen Ordinaten gehiorigen
Abscissen der Ellipse und des eingeschriebenen Kreises in dem con-
stanten Verhiiltnisse a : 4 stehen.

Hieraus folgt, dass man Punkte der Ellipse erhiilt, wenn man die
Ordinaten des umschriebenen Kretses in dem Verhiiltnisse a : b ver-
kirzt, oder die Abscissen des eingeschriebenen in dem Verhiltnisse
b: a verlingert, worauf sich folgende Construction der Ellipse griindet.
Zieht man zu einem beliebigen Punkte M des nmschrichenen Kreises
den Halbmesser OM’, welcher den eingeschriebenen Kreis im Punkte
N schneidet, und durch diesen Punkt eine Parallele zur grossen Axe,
so schneidet diese die Ordinate des Punktes M in einem Punkte M der
Ellipse.

202. Aufgabe. Eine gerade Linie DE (Fig. 28) von gegebener
Linge bewege sich so, dass ihre Endpunkte auf den Schenkeln eines
rechten Winkels YO Y fortriicken; man suche die Gl. der Curve, welche
ein fester Punkt M der Geraden beschreibt.

Nimmt man die Schenkel des rechten Winkels als Axen der
und y, setzt die constanten Entfernungen DM = a, EM = b, ferner
OP = MG = a, MP = y, so ist fiir jede Lage der Geraden DF:

MP?2: ME2 = G'D?: DM2 (. i. _-yf: b2 = (a® — x?) : a?, somit:
a®y® 4+ b2x? = a? b2,

Der Punkt M beschreibt daher eine Ellipse, deren Halbaxen «
und & sind.  Es bedarf kawn der Erinnerung, dass anch von irgend
cinem Punkte in der Verlingernng der DFE eine Ellipse beschrieben
wird.

Hierauf griindet sich folgendes Verfahren, die Ellipse durch Punkte
zu construiren. Aus einem, in einer der beiden Axen, z. B. BB ge-
withlten Punkte 1), beschreibe man mit einem Halbmesser DlS=a + b
einen Kreis, welchen die andere Axe in zwei Punkten E, £ schneidet ;
zieht man DE und DE’, und macht DM = DM, = a, so sind M, M,
Punkte der Ellipse.

Auch ist hiedurch cin Mittel geboten, die Ellipse durch einen
stetigen Zug zu beschreiben.  Lassen wir ein Lineal sich so bewegen,
dass zwei feste Punkte D und E desselben auf den Schenkeln eines




rechten Winkels fortgleiten, so beschreibt irgend ecin in der DE lie-
gender fester Punkt des Lineals, in welchem ein schreibender Stift
angebracht ist, cine Ellipse (Ellipsograph).

VON DER TANGENTE AN DER ELLIPSE.

203. Verbinden wir die Gl einer Geraden:
y=mxr 4 n (1)
mit der Gl der Ellipse: a2y? 4 6222 = «262, so erhalten wir durch
Elimination von y die Gleichung:
(a®m? 4 b%) a? 4+ 2a?mnx 4+ a® (n? — b%) = 0,
aus welcher fiir die Abscissen der Durchschnittspunkte die Werthe:
— a (amn == b Va2m® 4 b2 — n?)
an? 4 b2
folgen. Die Ellipse wird daher von der Geraden in zwei Punkten oder
gar nicht geschnitten, je nachdem a*m? 4 62 — n2 > oder < O ist.
Die Sekante wird zur Tangente, wenn die heiden Durchselimittspunkte
in einen cinzigen zusammenfallen, wozu erfordert wird, dass in obigem
Ausdrucke von @ das Radikal verschwinde.
Es ist demnach:

£ i ——

a’m? 4 b2 — n? =20 (2)
die Bedingungsgleichung fiir die Beriihrung der Geraden (1) und der
Ellipse.  Mit Riicksicht hierauf erhalten wir als Coordinaten des Be-
rithrungspunktes:

¢ a‘mn b*n
= e e R (e
; atm? 4 427 azm? 4 b2
Bestimmt man aber aus diesen Gleichungen m und », so erhiilt man
b2t b2
m = — T n—=—— 3
azy 7

als diejenigen Werthe, welche die Constanten s und » haben miissen,
damit die Gerade (1) die Ellipse in einem gegebenen Punkte &, 4 he-
rithre, Durch Substitution dieser Werthe in (1) erhilt man:

- B b2
y=- A(!zlf = T’

g ; ; b2E b
~oder, wenn man von dieser Gleichung jene: y = — (173:, £+ T ab-
zieht, welche ausdriickt, dass &, 4 ein Punkt der Tangente ist

B PR .
y—y=—ry @—Y )

als Gleichung der Tangente an der Ellipse im Punkte & 5. Ver-
bindet man diese Gleichung (nach Wegschaffung des Nenners a?;) mit



327
der Gleichung a2 4 5282 = @*h?, welche ausdriickt, dass &, y ein
Punkt der Ellipse ist, so erh:ilt man:
aZyy + e = a*b?, (4)
eine mehr symmetrische Form der Gleichung der Tangente, welche
sich von der GIL der Ellipse nur dadurch unterscheidet, dass die Qua-
drate «* und »? durch die Rechtecke &z und ;y ersetzt sind. Der
Winkel z, welehen die Tangente am Punkte £, 5 mit der Abscissenaxe
einschliesst, bestimmt sich durch die Gleichung:
9
=3 5)
ay
Die im Beriihrungspunkte A7 senkrecht auf die Tangente errichtete
Gerade heisst Normale der Curve im Punkte 2. Mit Riicksicht anf
(3) wird die Gleichung der Normale der Ellipse im Punkte & 5:

U

tgg'_—._ﬁ

(xz— &) (6)

204. Es seien (Fig. 29) M7 und MN die Tangente und Normale
am Punkte M (&, 5); die Stiicke 27T und PN der Abscissenaxe, welche
zwischen dem Fusspunkte der Ordinate des Berithrungspunktes und
ihren Durchschnittspunkten mit der Tangente und Normale liegen,
werden Subtangente und Subnormale genannt. Die Stiicke M7
und MM/ der Tangente und Normale zwischen dem Berithrungspunkte
und den Durchsclmittspunkten dieser Geraden mit der Axe der =z,
pflegt man im engeren Sinne Tangente und Normale zu nennen.

Um Ausdriicke fiir die Lingen dieser 4 Stiicke zu erhalten, setzen
wir in den Gl (3) und (6) der Tangente und Normale [§. 203] y =0,
wodurch « die Abscisse bezichungsweise der Punkte 7" und N wird,
und erhalten, da £ = 0OP:

. a2 as — ::‘3
x — &= PT = Subtangente == b'—'ic =—
S s
525
x — &= PN= Subnormale —-—-=>,
E a

wo die entgegengesetzten Zeichen dieser Ausdriicke daher rithren, dass
die Subtangente und Subnormale immer auf entgegengesetzten Seiten
der Ordinate liegen, von welcher aus sie gezihlt werden. Mit Hiilfe
dieser Ausdriicke findet man ferner aus den rechtwinkligen Dreiecken
MPTund MPN:

MT = Tangente = ":“E VBE - abyE = ;% Vat —e2E2

1

P

e e
MN = Normale = VOiE: + aby? = > Vai— 5.

a
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Aus der Bemerkung, dass der Ausdruck der Subtangente von &
und 5 unabhiingig ist und somit fiir einerlei & denselben Werth erhilt
in allen iiber derselben grossen Axe heschriebenen Ellipsen, folgt eine
einfache Construction der Tangente. Man beschreibe iiber der grossen
Axe ecinen Kreis, verlingere die Ordinate des Beriihrungspunktes M
bis zum Durchschnitte M mit dem Kreise, nnd ziehe an diesen in M’
cine Tangente; der Durchschnittspunkt 7" derselben mit der Abscissen-
axe, mit dem Punkte M verbunden, gibt die Tangente an der Ellipse
im Punkte AL

Wiihrend die Subtangente, wie aus ihrem Ausdrucke leicht erhellts
aller Werthe von O bis + o fihig ist, findet diess bei der Subnormale
nicht Statt; ihr Ausdruck wird Null fiir £ = 0, weil in diesem Falle
die Normale mit der kleinen Axe, die Punkte £ und .V somit im Mittel-
punkte zusammenfallen; mit zunehmendem £ wird die Subnormale

; ; i & . b
immer grosser, crreicht aber fiir & = o ihren grissten Werth — =
o
i . . E .
'].; =dem halbenParameter, als Grenze, welche sie nicht iiberschreitet.

205. Bs sei nun ausserhalh der Ellipse ein Punkt K (', ¥),
(IMig. 30) zegeben; es soll dureh diesen Punkt eine Tangente an die
Lllipse gezogen werden. — Bezeichnen wir die noch unbekannten
Coordinaten des Beriilhrungspunktes mit &, 5, so ist:

atyy 4+ b2Ex = a?0?
die Gleichung der Tangente, und wir erhalten zur Bestimmung von §, y
die beiden Bcdin'-'un'-sgleiclmngen:
a4 02 82 = a2 ... (1), a%y 4 &' =a%? ... (2)
von welchen die erste :ulsdriickt, (LISS der Punkt & 5 in der Ellipse
liegen, dic zweite, dass 2/, 3" ein Punkt der Tangente sein soll.  Aus
heiden folgt durch successive Elimination:

Dl (i = 1/ '/.LV) A T 9]
e 72t bz 'V ay’? 4 bt
wo Kiirze halber N = a%'? 4 022" — a2b? gesetzt ist, und die

oberen und unteren Zeichen zusammengehoren.  Vorausgesetzt, dass
N positiv ist, d. h. dass der Punkt 2, 5" ausserhalb der Ellipse liegt
I ) ¥ 1 st,
kénnen somit, der doppelten Zeichen wegen, durch den genannten
Punkt zwei Tangenten an die Ellipse gezogen werden.  Fiir den Nei-
=} o o
gungswinkel 7z derselben gegen die Abscissenaxe findet man:
tll_7=__b'-'.§=__.1:J+}ar/ —|—b 2 — qth?
2 ay at — 't
Fir NV = 0 reduciren sich obige Werthe fund y auf E =2’ y =9’
i ) Y ¥
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wie es sein muss, weil in diesem Falle der gegebene Punkt 2/, 3 in
der Ellipse liegt, und somit selbst zum Beriihrungspunkte wird.

Zur Construction der Tangente bedient man sich am einfachsten
der geometrischen Oerter der GL (1) und (2), deren Durchschnitts-
punkte ja eben die Berithrungspunkte sind.

Nun ist der geometrische Ort der Gl (1) die gegebene Ellipse
selbst: jener der Gl (2) eine gerade Linie, deren Durchschnittspunkte
D und /7 mit den beiden Axen leicht zu construiren sind, da auns (2):

9 2
firy =0:§= Ul)a—.:a—:, firf=0:y= 0L = b—"
x y
folgt; zieht man sodann durch die Punkte 2 und E eine Gerade,
so schneidet diese die Ellipse in den gesuchten Beriihrungspunkten
G; &.

Die Gerade G/, welche durch die beiden Berithrungspunkte G
und G geht, heisst Beriihrungssehne.  Aus dem Umstande, dass
der Werth von O von der Ordinate AKX = y des Punktes K unab-
hiingig ist, folgt der Satz:

Wenn man von beliebigen Punkten &, A" ete. einer auf
die Richtung der grossen Axe senkrechten Geraden NN’
Tangenten an die Ellipse zieht, so schneiden sich simmt-
liche Berithrungssehnen in einem und demselben Punkte D
der grossen Axe.

Der Punkt D und die Gerade NN’ heissen (so wie beim Kreise)
mit Beziehung auf einander Pol und Polare.

Auf diesclbe Weise folgt aus dem Ausdrucke von OF, dass der
Punkt £ der Pol ist in Bezug auf die durch den Punkt K senkrecht
auf die kleine Axe gezogene Gerade QQ als Polare. Wie obiger Satz
umgekelrt werden kann, ist von selbst einlenchtend; zu einer Verall-
gemeinerung desselben werden wir spiiter [§. 215] gelangen.

206. Zicht man (Fig. 29) den Halbmesser OM des Beriihrungs-
punktes M (£, 3), so ist, wenn sein Neigungswinkel gegen die Axe der

a mit y bezeichnet wird) tg y = -1'—, welche Gleichung mit GL (5)
l:‘
[§. 203] verglichen:
B2
tgy.tgr =— pe

gibt, woraus folgt, dass das Produkt tg w tg 7 eine constante Grisse
ist. — Ist A= OM T der Winkel, unter welchem der Halbmesser des Be-
rithrungspunktes die Tangente sehneidet, so hat man, wegen i—=z-— y:
_lgr—tgy a? b2 a?(1—e?)

to 1 = = — = — ——— =
: I+ tgytge 7§ (a?—b?) 8
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Wie man sieht, wird tg 4 = =, d. i. L == 90° nur in dem Falle,
wenn entweder £ oder ; Null ist; die Endpunkte der Axen sind daher
die einzigen Punkte, in welchen die Tangente auf den zugehirigen
Halbmessern senkrecht steht.

207, Es scien an cinen Punkt M der Ellipse (Fig. 31) die Tan-
gente, Normale und die beiden Leitstrahlen gezogen. IMiir die Abscisse
O N des Durchsehnittspunktes N der Normale mit der Axe der a findet
man, in der Gleichung derselben, [(6), §. 203] y = 0 setzend:

Liisst man in diesem Ausdrucke § von O bis ¢ zunehmen, so wiichst
2
. . €= .
@ = ONvon 0 bis — < e, woraus erhellt, dass die grosse Axe von
a
der Normale immer zwischen den Brennpunkten geschnitten wird.
Nun ist:

FN —OF —ON=¢—2 = -"’--(u—ﬁ- ;):3'7-,

a? a a a

i ; ’ e? e e . er’

FN=0F" + U.\:e—]-_;;z—(a+—;)=-—,
a? a a a

folglich:

FN:FN=r:¥ =FM: FM;
bringt man diese Proportion in Verbindung mit dem A FMF’, so folgt
daraus nach cinem bekannten Satze der Elementargeometrie, dass
der von den beiden Leitstralhlen eines Punktes gebildete
Winkel durch die Normale dieses Punktes halbirt wird.

Hieraus ergeben sich sogleich noch folgende Sitze:

1) die Tangente bildet mit den beiden Leitstrahlen
des Beriihrungspunktes gleiche Winkel.

2) Die Tangente halbirt den von einem Leitstrahle,
z. B. FAM und der Verlingerung des anderen gebildeten
Winkel FME.

3) Verlingert man einen Radiusvector, z. B. F'M, und macht
die Verlingerung MFE == FM = dem anderen Leitstrahle, so entsteht
ein gleichschenkliges Dreieck EMF, dessen Grundlinie
EF durch dic Tangente im Punkte A senkrecht geschnit-
ten und halbirt wird.

4) Verbindet man den Punkt K mit dem Mittelpunkte O, so ist,
weil die KO die ZF und £/ in den Punkten A und O halbirt, KO pa-
rallel zu 17 E; somit KO EF' = OF : FF', d. 1. wegen I E=F" M +
ME = 2a, KO = a; eben so beweist man, dass KO =a, wenn #"K’
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senkrecht auf die Tangente gezogen wird. Daraus folgt, dass die
Entfernung der Fusspunkte der aus den Brennpunkten
auf eine Tangente gefillten Perpendikel vom Mittelpunkte
constant und der halben grossen Axe gleich ist; oder mit
anderen Worten: der geometrische Ort der Fusspunkte der
aus den Brennpunkten auf die Tangenten gefiiliten Per-
pendikel ist der umschriebene Kreis.

5) Setzt man / FTK = ¢, soist FK = F7T.sin 7, und 'K =
I"T. sin ¢ = (2¢ 4+ F7T) sin 7. Nun folgt aus der Gl. der Tangente

- . a” . 2 , a?
fir y = 0: 07 = —, folglich FT = (-f__— —eund T = + ¢;
S S S
ferner ist, wegen tg 7 = tg (180 — 7z) = — tg z:
L, te 7 b2E
8l 7 —  ————— = T ———, somit:
V14tgz2 Vahy2 4 big?’
b2 (a®— ef) b2 (a2 + ef)
FR—=—2 %) ppen (@ + ) porgtich:

— Vah? + big
i e —aira o g =0

aly? 4 648 b-’{a‘—(a‘—b-’),-’}

d. h. das Produkt der aus den beiden Brennpunkten auf

eine Tangente gefiillten Perpendikel ist constant und dem
Quadrate der halben kleinen Axe gleich.

Aus dem Satze Nr. 3 folgt ein bequemes Verfahren zur Construk-
tion der Tangente.

a) wenn der Berihrungspunkt 3/ gegeben ist. Man ver
lingere (Fig. 31) den einen Radiusvector /7 des Berithrungspunktes
um das Stiick ME == MF und beschreibe aus den zwei Punkten F und
F Kreisbogen, welche sich in einem Punkte L der Tangente schneiden.

b) Durch einen ausserhalb der Ellipse gegebenen Punkt
L eine Tangente zu ziehen. Denkt man sich (Fig. 31) die Tan-
gente LAMT construirt, so bemerkt man sogleich, dass der Berithrungs-
punkt M bekannt wird, wenn sich der Punkt £ finden lisst, indem
die B die Ellipse im Punkte 3/ schueidet. Der Punkt 7 ist aber
durch die bekaunten Entfernungen F/L = FL und EF° = MF +
MF" = 2a hestimmt. Man beschreibe daher (Fig. 32) aus einem der
Brennpunkte, z. B. /7" mit dem Halbmesser = 2 einen Kreishogen
oo’y und aus dem gegebenen Punkte 7, mit dem Abstande desselben
vom anderen Brennpunkte als Halbmesser einen zweiten Kreisbogen
nn’, welcher den ersteren in zwei Punkten £, E’ schneiden wird; ver-
bindet man diese Punkte mit /" durch Gerade, so schneiden diese die
Ellipse in den gesuchten Beriihrungspunkten A und M.

3




VON DEN DURCHMESSERN DER ELLIPSE.

208. Aus den Untersuchungen des vorigen Kapitels ist bekannt,
dass in der Ellipse, als einer Curve der zweiten Ordnung, «) fiir jedes
System paralleler Sehnen ein Durchmesser existirt, welcher sie simmt-
lich halbirt: 5) dass alle Durchmesser gerade Linien sind, welche durch
den Mittelpunkt gehen; ¢) dass umgekehrt jede durch den Mittelpunkt
gezogene Gerade ein Durchmesser ist, welchem ein System paralleler
Chorden entspricht, das von ihm halbirt wird. .

Ist die Ellipse mit ihrem Mittelpunkte gegeben, so lisst sich der
zu einer bestimmten Sehnenrichtung gehérige Durchmesser leicht con-
struiren. Man halbire eine der gegebenen Selmen und ziehe durch den
Halbirungspunkt und den Mittelpunkt eine Gerade, welche der ge-
suchte Durchmesser ist.

Sei mun ¢ der Neigungswinkel einer der parallelen Schnen gegen
die Axe der a, soist y = = tg ¢ 4 n die Gleichung derselben, welche
mit der Gleichung der Ellipse: «%?® + b%*2* = *0*, verbunden, durch
Elimination von y die Gleichung:

(@tg g + 02) 22 + 2a’ntg .2 + a2(n?—0%) =0
darbietet, deren Wurzeln z, o, die Abscissen der Durchschnitts-
punkte der Sehne und der Ellipse sind. Bezeichnet man daher mit
a, § die Coordinaten des Halbirungspunktes der Sehne, so hat man:
e k. a®n tg @ b*n

s p=atgp+n=

o

2 a? tg g + 6* a*tg gf + 0%

Die Gleichung des zugehdrigen Durchmessers, als ciner durch den
2

Ursprung nnd den Punkt «, 8 gehenden Geraden, ist y = —(':i x, d. h.

wenn man fiir « und 3 obige Werthe substituirt:

o b2 i
T w
Ist v der Neigungswinkel dieses Durchmessers gegen die Axe der

b2

x, 80 ist tg Yy = — ————, woraus:
' o t{:‘ qQ

b2 :
tgg.tg v=—— (2)

folgt. Das Produkt der Tangenten der Winkel, welehe ein
\ - -
Durchmesser und das zugehorige Schnensystem mit der

grossen Axe cinschliessen, ist somit eine constante Grisse

,i'}1£
and = — —,

a”
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Aus der Symmetrie der GL (2) in Bezug auf die Winkel ¢ und y
erhellt sogleich, dass, wenn man einen zweiten Durchmesser unter dem
Winkel ¢ gegen die grosse Axe zieht, das zu diesem gehorige Sehnen-
system diese Axe unter dem Winkel v schneiden werde.

Diese zwei Durchmesser haben somit die Eigenschaft, dass jeder
von ihnen das zu dem anderen parallele Sehnensystem halbirt. Zwei
soleche Durchmesser werden conjugirte Durchmesser genannt.
Man bemerkt von selbst, wie diese Kigenschaft beniitzt werden kann,
um zu einem gegebenen Durchmesser den conjugirten zu construiren.

Die Gl (2) driickt offenbar die Bedingung aus, welcher die Nei-
gungswinkel ¢ und y zweier Durchmesser gegen die grosse Axe Ge-
niige leisten miissen, damit dieselben ein System conjugirter Dureh-
messer bilden.

Da vermige der Gl (2) das Produkt tg ¢ tg v immer negativ ist,
so folgt, dass von den beiden Winkeln ¢ und v, welche zwei conju-
girte Durchmesser mit der grossen Axe cinschliessen, der eine immer
spitz, der andere stumpf ist und folglich jeder der beiden Durchmes-
ser in zwei anderen elliptischen Quadranten licgt. Lassen wir ¢ den
spitzen Winkel bedeuten, so ist v — ¢ = w der von der kleinen Axe
durchschnittene Winkel der beiden Durelnnesser und man hat:

tg w—tg ¢ a* tg ¢ 4+ 6% cotg ¢
tg u = == ] ] ’
L+ tgg.tgw Ll

woraus erhellt, dass dieser Winkel immer stumpf und folglich der von
der grossen Axe durchschnittene Nebenwinkel immer spitzig ist. Letz-
terer wird gewdhnlich der Conjugationswinkel genannt.

Sollen die beiden Durchmesser auf einander senkrecht stehen,
so muss « == 909, somit tg « = o sein, welchen Werth tg « vermige
des obigen Ausdruckes nur fiiv ¢ = 0 oder ¢ = 900 erhiilt, da in der
Ellipse «* — 4% von O verschieden ist. Die Axen der Ellipse bilden
daher das einzige System rechtwinkliger conjugirter Durchmesser
(Hauptdurchmesser). Fir den Kreis folgt jedoch aus obiger Gleichung,
wegen a = 6, fiir jeden Werth von ¢, v == 909 daher im Kreise jedes
System conjugirter Durchmesser ein rechtwinkliges ist.

209. Verbindet man die Endpunkte eines Durchmessers DD
(Fig. 33) mit einem belichigen Punkte 4 der Ellipse, so heissen die
so entstehenden Schnen M0 und MD" Supplementarsehnen. Be-
zeichnet man mit «’, y* die Coordinaten des Punktes M, mit 2, y”
jene des Punktes D, so sind — =", — %" jene von 2, und man hat
als Gleichungen der beiden Sehnen M0 und MD':
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’ "
c__ Y ¥ "

. "

S +
e
Sind nun ¢ und v die Winkel derselben mit der als Abscissenaxe

angenommenen grossen Axe, so folgt aus diesen Gleichungen:

¥ —¥

7
xr —

gis e
't — g2

g . tgyw=

Da aber die Punkte D, )" und A7 auf der Ellipse liegen, so hat

man a?y™ 4 0 = a?0?, 2y 4 HPx"? = B2, woraus durch Sub-

traktion a* (y* — y"*) 4 b2 (2™ — &%) = 0 folgt, wemit die obige
Gleichung sich in folgende verwandelt:

tgg.tgypy=——. (n)

Das Produkt tg ¢ . tg vy ist also, wie man sicht, constant, und
nicht bloss von der Lage des Punktes 47 gegen den Durchmesser D1,
sondern auch von der Richtung des letzteren unabhiingig.  Hieraus
folgt der Satz:

1) Zieht man dureh die Endpunkte eines beliebigen
Durchmessers Parallele zu cinem Paare Supplementar-
sehnen, so schneiden sich dieselben in einem Punkte der
Ellipse und bilden demnach ebenfalls ein Paar Supplemen-
tarsehnen.

Auns der Uebercinstimmung obiger GL (x) mit GL. (2) im vorigen
Paragraphe folgt ferner:

2) Zwei Durchmesser, welche zu zwei Supplementar-
sehnen parallel gezogen werden, sind conjugirt.

Auch dieser Satz bictet ein Mittel dar, zu einem gegebenen Durch-
messer DD den conjugirten zu construiren.  Durch den Endpunkt
cines beliebigen anderen Durchmessers z. B, 44" ziehe man die Sehne
A'N parallel mit DI, verbinde N mit 4, und ziehe EE" parallel zu
AN, so ist KL der gesuchte, zu DD conjugirte Durchmesser.

Suchen wir noch den von zwei Supplementarsehnen AN, AN
(Fig. 34) eingeschlossenen Winkel ANA" zn bestimmen, wobei wir die-
selben iiher der grossen Axe construivt annchmen.  Sind @, y die Coor-
dinaten des Punktes AN so hat man:

tg NAX = — —2— | g NAX = —L
a—x es N
somit wegen ANA = NAX — NA'X:
D 2alb? )
ty ANA = 7 ___y___= =i mma—y (1)
a* — x* — y-* (a* — U7 )y

wenn man fiir @? den aus der Gl der Curve folgenden Werth sub-



33

stituirt. Mit Riicksicht auf den in Rede stehenden Winkel kann y
positiv angenommen werden ; es ist somit tg ANA" wesentlich negativ,
und somit der von zwei iiber der grossen Axe construirten Supplemen-
tarsehnen eingeschlossene Winkel immer s tum pf. Er erreicht seinen
erpssten Werth fiir y == 4, wenn die beiden Sehnen im Endpunkte der
kleinen Axe zusammenlaufen, und man hat fiir dieses Maximum:
2ab

a-— b2’
Mit abnehmendem y wird der Winkel ANA" immer kleiner und hat fiir
y = 0 den rechten Winkel zur Grenze.

Eben so findet man fiir den von zwei iiber der kleinen Axe con-
struirten Supplementarschnen gebildeten Winkel BNE":

2a%h

(a2 —b2)z’
dieser Winkel ist somit immer spitzig und erreicht fiir & = « seinen
kleinsten Werth BAL', fiir welchen

tg ABA = — (2)

tg BNB' = (3)

2ab

tg BAB = — - 4
. a? — b )
wird, Mit abnehmendem = wird /£ BNB' immer griosser und hat fiir
2 = 0 den rechten Winkel zur Grenze.

Bringt man hiemit die obigen beiden Siitze in Verbindung, so ge-
langt man zu dem Schlusse, dass der Winkel, welchen zwei
Supplementarsehnen oder zwei conjugirte Durchmesser
miteinander bilden, nicht grisser als ABA und nichtkleiner
als BAK werden kann.

Aus den GL (1) und (3) erhellt iibrigens, dass iiber beiden Axen,
also auch iiber jedem Durchmesser zwei Paare Supplementarsehnen
construirt werden kinnen, welche gleiche Winkel einschliessen. Daher
giebt es auch immer zwei Systeme conjugirter Durchmesser von glei-
chem Conjugationswinkel , mit Ausnahme des Systems der conjugirten
Hauptdurchmesser oder Axen.

210, Aufgabe 1. Es ist einc Ellipse gegeben; man soll
ein System conjugirter Durchmesser construiren, welche
sich unter einem gegebenen Winkel y schneiden. (Fig. 35.)

Man ziche zwei parallele Sehmen und durch deren Halbirungs-
punkte den Durchmesser kk'; durch Halbirung desselben erhilt man
zuvirderst den Mittelpunkt O. Ueber A" als Sehne beschreibe man
einen Kreis, so dass der eine iiber k&’ stehende Kreisbogen ABL" den
gegebenen Winkel y als Peripheriewinkel enthalte. Verbindet man nun
den Durchschnittspunkt B dieses Kreishogens und der Ellipse mit den
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Punkten & und &, und zieht durch den Mittelpunkt O parallel zu Bk
und BE die Durchmesser DD und EE', so sind diess die gesuchten
Durchinesser.

Der Kreis sehneidet die Ellipse noch in einem zweiten Punkte 5,
und es ist bekanntlich k8% = 180° — y; zieht man daher 45" und
&1 und damit parallel die Durchmesser FF7 und G'G7, so bilden diese
offenbar das zweite System conjugirter Durchmesser, welche sich eben-
falls unter dem Winkel y schneiden.

Hiemit ist also zugleich die Aufgabe gelist, zu einem gegebenen
Systeme conjugirter Durchmesser das zweite von gleichem Conjuga-
tionswinkel zu construiren.

Aufgabe 2. Es ist eine Ellipse gegeben; man soll die
Axen derselben construiren.

Dicse Aufgabe ist nur ein specicller Fall der vorhergehenden,
fir y = 90°%  Der Kreis ist, wie leicht einzuschen, aus dem Mittel-
punkte der Ellipse iiber cinem beliebigen Durchmesser derselben zu
beschreiben, und sonst wie oben zu verfahren.

211, Zicht man an einen beliebigen Punkt M (=, y) der Ellipse
die Tangente 77", (Fig.36) und den Durchmesser M, so hat man fiir
den Neigungswinkel z der Tangente gegen.die als Abscissenaxe ange-

e ~ )
nommene grosse Axe: tg s =— —— [GL (5) § 203] und, wenn ¢ der

44 y

. . . 3 i/
Neigungswinkel des Durchmessers gegen die grosse Axe ist, tg ¢ =«I :
folglich, wenn beide Gleichungen maltiplicirt werden:
b!
teg.tgz =— i

woraus mit Riicksicht auf Gl (2), §. 208 folgt, dass die Tangente
an einem belicbigen Punkte der Ellipse parallel liegt
zu jenem Durchmesser, welcher dem durch den Berih-
rungspunkt gezogenen conjugirt ist.

Da hiernach die an den Endpunkten eines Durchmessers gezo-
genen Tangenten parallel sind, so bilden die vier an den End-
punkten zweier conjugirter Durehmesser M.V und FPQ
construirten Tangenten ein Parallelogramm S8 17",

DIE ELLIPSE BEZOGEN AUF EIN SYSTEM CONJUGIRTER DURCHMESSER.

212, Wir haben bisher die Gleichung der Ellipse in der Form:
aty? 4 Ba? = o*? (1)
angewendet, welehe Form bekamntlich davon herriihrt, dass der Coor-
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dinatenanfang Mittelpunkt der Curve ist, wodurch die Abwesenheit
der linearen Glieder bedingt wird, und jede der Coordinatenaxen die
zur anderen parallelen Sehnen halbirt, in Folge dessen das Glied mit
dem Produkte ay fehlen muss.  Hieraus folgt aber, dass die Gleichung
der Curve obige Form nicht verindern wird, wenn man mit Beibehal-
tung des Mittelpunktes als Ursprung, irgend ein System conjugirter
Durchmesser als Coordinatenaxen wiihlt.

Sei nun (Fig. 37) OX, OY ein System conjugirter Durchmesser
als Coordinatensystem angenommen; «, « die Winkel, welche die
neuen Axen OX, OY mit der grossen Axe bilden, so haben wir zum
Behufe der Transformation in (1) @ cos ¢ 4 y €os ¢« statt 2, « sin ¢ 4
y sin « statt y zu schreiben [Gl. (4), §. 160.], und erhalten dadurch:

(a* sin &2 4= 62 cos «'2) y? 4 (a? sin a? + 52 cos «? ) x? +

+ 2 (a? sin @ sin « 4 62 cos « cos o) ay = a2

Es ist aber der Coefficient von ay:

9q: . ; ; F b2
a?sin ¢ sing’ =4 62 cosw cos e’ =ua%cos wcos ¢ (tga tg o + o ) =0,
1=,

vermige der zwischen den Winkeln ¢, « bestehenden Relation:

b2
p
te « tg « =—~?,

[GL (2), § 208], wodurch sich obige Gleichung in folgende verwandelt:
(a* sin o« 4 8% cos &)y + (a? sin o 4 62 cos o) & = a*i*. (2)
Setzt man noch:
252 27,2 )
P i 5 =1m?, e =n® (3)
a* sin o? 4 6% cos o

a? sin @'? 4 &% cos «?
50 erhiilt man:
my? 4 nPx? = i (4)
als Gleichung der Ellipse, bezogen auf ein System conju-
girter Durchmesser.
Aus dieser Gleichung folgt:

firy =0: «* OD? = 0D = w2,

firc=0: 3 = OF: = QE? = nes
es sind also m und » die Hilften der conjugirten Durchmesser, auf
welche die Ellipse bezogen ist.

I

23. Zwischen den sechs Stiicken @, &, m, n, ¢, ¢ bestechen nach
Obigem die drei Gleichungen:
a*l? a*h?
a® sin @ 4 0% cos of ¢* sin w? 4 0% cos «*
Merr, Holh. Mathematik, I. 22

=n (2)

=m* (1)
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@ sin ¢ sin ' 4 6% cos w cos & =0, (3)
deren letzte mit
52
te wtg o =— — (3
¢ e tg p (39

identisch ist.
1) Durch Multiplikation von (1) uud (2) erhilt man:
ahbh = *n? [a®h? sin o' cos o 4 at sin @ sin 2 4 bieos o cos 2 4
+ a®% sin o cos ¥,
und wenn man (3) zum Quadrate erhebt:
at sin @ sin @’ 4 b4 cog o cos @?=— 2a}* sin @ sin « €08 « cos o,

womit die vorhergehende Gleichung iibergeht in:

@bt = m*n? (sin o' €08 — co8 & sin ) = m*n? sin (' — w)?,
WOraus
ab = mn sin (¢’ — «) (4)
folgt.

Zieht man (Fig. 37) ED und ED', ferner EF senkrecht auf DI,

so istim A EFO: EF = n sin (¢ — «), somit:

A DED = mn sin (¢ — «) = ab;
anderseits driickt a4 offenbar den Flicheninhalt des Dreieckes aus,
dessen Grundlinie die grosse Axe = AA" = 2q und Hohe die halbe
kleine Axe = & ist; die Gl (4) spricht daher folgenden Satz aus:

Das Parallelogramm, welches entsteht, wenn man
die Endpunkte zweier conjugirter Durchmesser verhin-
det, ist dem Rhombus gleich, dessen Ecken die Endpunkte
der beiden Axen sind.

Zieht man ferner an den Endpunkten der beiden conjugirten
Durchmesser 1)), EE" die Tangenten, so ist der Flicheninhalt des von
denselben eingeschlossenen Parallelogrammes GI//K  offenbar dem
doppelten Fliicheninhalte des Parallelogrammes DED E’ gleich, somit:

GHIK = 21D'E'D) = 4mn sin (¢ — «) = 4ab,
woraus sich noch folgender Satz ergibt:
Die Fliche des Parallelogrammes, welches von den

vier an den Endpunktenzweier conjugirter Durchmesser
gezogenen Tangenten gebildet wird, ist einc constante
trisse und dem Rechtecke aus den beiden Axen gleich.

2) Nach bekannten goniometrischen Formeln findet man aus (3):

L b 3 at te o't
S @t = 08 @ — —————— —

b4 ot te o2 b 4 al te
o iy b s at te o
SH e~ COS @ * ==

WA bt 2! b4 ot te
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welche Werthe, in (1) und (2) substituirt:

aldsin o2 4 b4 cos o2 L
ek g i (D). nEt= (6)

a?sin 24 b2 cos 2
gehen. Durch Addition von (1) und (6) oder (2) und (5) erhiilt man:

at sin @2 4 b4 cos of
a? sin «? 4 62 cos a2

me =

m? 4 n? u’sm G —|— u:'b -|— b*(,us ® _ (I“sillalzfi— ajb‘-i— bicos _a'f
T a?sin «f + b2 cos 2 a?sin «'2 4 b2 cos 2 !
woraus, wenn die Division verrichtet wird,
m? 4 n? = a® 4 b2 (M)

folgt. Die Summe der Quadrate zweier conjugirter I)urch—
messer ist daher eine constante Grisse und der Summe
der Quadrate der Axen gleich.

Wir bemerken noch, dass, wenn von den 6 Grossen a, &, i, n, «,
« drei gegeben sind, die anderen drei mittelst der Gleichungen (1), (2),
(3)oder (3") gefunden werden kinnen, von welchen iibrigens dic beiden
ersteren auch durch die Gleichungen (4) und (7) vertreten werden
kinnen. Hieher gehiren z. B. folgende Aufgaben: 1) Zwei conjugirte
Durchmesser und der Conjugationswinkel sind gegeben, die Axen zu
berechmen.  2) Die Axen sind gegeben; man sucht ein System conju-
girter Durchmesser, welche einen gegebenen Winkel &’ — « einschliessen.

24, Unter den unzihligen Systemen conjugirter Durchmesser
der Ellipse ist noch dasjenige bemerkenswerth, dessen Durchmesser
den die Endpunkte der beiden Axen verbindenden Sehnen parallel
sind, und, wie aus der Symmetrie der Ellipse in Bezug auf ihre Haupt-
axen sogleich erhellt, gleiche Lingen haben. Bezieht man die El-
lipse anf dieses System conjugirter Durchmesser, so wird ihre Glei-
chung (wegen m = n in Gl (4) §. 212):

x? 4 y? = m?
und hat, wie man sicht, mit der auf rechtwinklige Axen bezogenen
Mittelpunktsgleichung des Kreises gleiche Form. Jede Gleichung von
dieser Form, bezogen auf ein sehiefwinkliges Axensystem ist daher
die Gleichung einer auf das System der gleichen unnjutﬁrtcn [ireh-
messer bezogenen Ellipse. Bezeichnen, wie oben, « und «" die Winkel
der zwei gluchen Durchmesser gegen die Abscissenaxe, so ist:

b b

g = —,tg ' =— —

@ I
und vermige der GL (7): m? = (a® 4 &%)
ermige der GL (7): 5 ( ;

U5, Aus der vollkommenen Uebercinstimmung der Formen,
welche die Gl der Ellipse annimmt, wenn dieselbe auf die Axen oder
auf ein beliehiges System conjugirter Durchmesser bezogen wird, folgt,

G0
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dass alle bisher entwickelten Eigensehaften dieser Curve, welche von
der Richtung der Durchmesser unabhiingig sind, aueh dann
bestehen, wenn dieseiben auf ein System conjugirter Durchmesser be-
zogen wird.  So namentlich die Gleichungen der Tangente und die
Formeln uid Constructionen des §. 205 iiber die Aufgabe, von cinem
ansserhalb der Ellipse gegebenen Punkte eine Tangente an die Curve
zu ziehen,

Was inshesondere die Ergebnisse des letztgenannten Paragraphes
anbelangt, so kinuen wir jetzt, wenn wir bedenken, dass zu jeder in
der Ebene der Ellipse gegebenen Geraden ein paralleler Durchmesser
gezogen werden kann, und die dort entwickelten Formeln sich nicht
dndern, wenn statt der Axen irgend ein System conjugirter Durch-
messer als Coordinatensystem angenommen wird, (nur dass dann
selbstverstiindlich unter @ und & die Hilften dieser conjugirten Durch-
messer zu verstchen sind) folgenden Satz aussprechen:

Wenn vou beliebigen Punkten irgend einer inder Ebene
der Ellipse gezogenen Geraden (Polare) Tangenten an die
Ellipse gezogen werden, so schneiden sich simmtliche Ge-
rade, welehe die zu je zwei von demselben Punkte ausge-
henden Tangenten gehorigen Beriihrungspunkte verbinden,
in einem Punkte [Pol), weleher auf jenem Durchmesser
liegt, der zu dem der gegebenen Gevaden parallelen Durch-
messer conjugirt ist.

Und umgekehrt:

Zieht man durch irgend einen in der Ebene der Ellipse
gegebenen Punkt (Pol) Sehnen oder Sekanten und zu je
zwei Punkten, in denen die Ellipse von jeder Sehne oder
Scekante geschnitten wirvd, die Tangenten, so liegen die
Durchschnittspunkte je zweier zusammengehiriger Tan-
genten auf einer zu jenem Durchmesser parallelen Geraden
(Polare}, welcher dem durch den gegebenen Punkt gezo-
genen conjugirt ist.

II. Die Hyperbel
216, Die Gleichung der Hyperbel, aut ihren Mittelpunkt und ihre
Hauptdurchmesser bezogen, ist:
afyt — Bt = — o, (1)
wo 2a die erste oder rveelle, 20 die zweite oder imaginire Axe bezeich-
net, und erstere als Abscissenaxe angenommen ist.
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Fiir « = b verwandelt sich cbhige Gleichung in y? — x? = — a2,
und die Hyperbel heisst in diesem Falle eine gleichseitige; diese ist
unter den Hyperbeln das, was der Kreis unter den Ellipsen.

Bezeichmet man die lineare Excentricitiit, d. i. den Abstand
der Brennpunkte vom Mittelpunkte mit ¢, die numerische Excentri-
citiat mit ¢ so ist bekanntlich [§. 200]:

e Vfa"' “+ 2.
T

c'_’=u2+62’ E='(; » :62_i“z.=a2 (}:'-‘-'-1),

mnd man hat fiir die Leitstrahlen FM = r, F'M = " (Fig. 26) eines
beliebigen Hyperhelpunktes A/, dessen vom Mittelpunkte geziillte Ab-
scisse CP = w ist, die Ausdriicke:

4 e

/
re=—x—a, r=—x=a,
« a

deren Differenz constant und gleich ist der ersten Axe 2a = Ad’.
Auf diese Eigenschaft griindet sich cine einfache Construction der Hy-
perbel durch Punkte, bei welcher zu verweilen nicht nithig sein wird,
Die Gl. (1) in der Form:
P b2
(x — a) (ac-l»-a)::a_2
geschrieben, spricht den Satz aus, dass das Quadrat der Ordinate
zu dem Rechtecke aus den Abstinden ihres Fusspunktes
von beiden Scheiteln der Hyperbel in einem constanten
Verhiiltnisse = % : «2 stehe.
Construirt man iiber der ersten Axe der Hyperbel (1) eine gleich-
seitige Hyperbel, und bezeichnet mit y, 3 die zu derselben Abscisse =
gehirigen Ordinaten beider Curven, so hat man:

h e ) R
= i " l/wz—--a-’, y = i Vei—a,

somit y : 7 =& : @i der in dieser Proportion ausgesprochene Satz
ist, so wie der vorhergehende, den beiden [§. 201] fir die Ellipse be-
wiesenen analog; der letztere kann jedoch zur Construktion der Hy-
perbel nicht beniitzt werden, da eine gleichseitige Hyperbel nicht
leichter als irgend eine andere zu construiren ist.

Aus der Vergleichung der Mittelpunktsgleichungen der Hyperbel
und der Ellipse geht hervor, dass diese in jene iibergeht, wenn man
— b2 statt 2, oder & l/——_l statt & schreibt.  Aus diesem Grunde
kinnen die aus der Gleichung der Ellipse abgeleiteten Gleichungen
und Formeln durch Aenderung des Zeichens von 42 unmittelbar in die
entsprechenden auf die Hyperbel sich heziehenden umgewandelt wer-
den. InFolge dieser Aehnlichkeit besitzen beide Curven auch analoge
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Eigenschaften, namentlich ist die Ableitung derselben hiufig so tiber-
einstimmend, dass wir im Folgenden in solchen Fillen bloss die Resul-
tate anfiihren, und behufs der Ableitung auf die entsprechenden vor-
hergehenden Paragraphen verweisen werden.

VON DER TANGENTE AN DER HYPERBEL,

217, Verbinden wir die Gleichung der Hyperbel: a2y? — 22?2 =
— «*b* mit jener einer beliebigen Geraden:

y = mx =+ n, (1)
so erhalten wir durch Elimination von y die Gleichung:
x? (a*m? — b)) 4+ 2dmnx 4+ o (0% + n*) =0, ()

welche sofort die Abscissen der Durchschnittspunkte liefert und an-
zeigt, dass die Hyperbel von der Geraden in zwei Punkten geschnitten
: 3 g : b
wird, den Fall ausgenommen, wenn a*m? — 6> =0, d. i. m = + —
=
ist, in welchem Ialle die Gerade die Hyperbel nur in einem Punkte
schneidet, weil dann (@) auf den 1°*? Grad herabsinkt. Schliessen wir
vorerst diesen besonderen Fall aus, so erhalten wir durch Auflisung
vou (w) als Abscissen der Durchschnittspunkte:

—a {amn + bV + w* — a"mz} @
—— . 3)
a*m? — b* E

Damit die Sekante zur Tangente werde, miissen die beiden
Durchschnittspunkte in einen einzigen zusammenfallen; ¢s muss dem-
nach in diesem Ausdrucke die Wurzelgrésse verschwinden, wodurch
wir als Bedingungsgleichung fiir die Beriithrung:

x

a?m? — b2 — p? =0 (2)
erhalten. Dem bei der Ellipse betretenen Wege folgend, finden wir:
i a’mn - bin
5= pee Sy L B s . —

als Coordinaten des Berilhrungspunktes, und:

b2t
y—ﬁ:&;ﬁ'(ﬂf—s&); (3)
oder alpy — bix = — a?b%, (4)

als Gleichung der Tangente im Punkte &, 5. Bezeichnen wir mit
7z den Winkel, welchen die Tangente am Punkte ¥, 5 der Hyperbel
mit der Abscissenaxe einschliesst, so ist:
b2

tg 7 = (5)

azq
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Als Gleichung der Normale im Punkte §, 5 der Hyperbel
hat man nun:

. 3/—!1=-—“-2—:(J"-‘:5J- (6)
>
Ferner findet man (Fig. 38):
3 3 P 3
, . asy® &'—
PT = Subtangente = — —— —= — *———|
’ b2§ 3
b2
PN = Subnormale = —,
=
1/ A . A
M1 = Tangente — (—’ j/a*p,- + g
4
. NG L AW 3 1A%
MN= Normale = — Jah? + &,

Wie man sieht, ist auch in der Hyperbel, wie in der Ellipse, die
Subtangente von 5 und & unabhiingig; beschreibt man daher iiber der-
selben ersten Axe eine Reihe von Hyperbeln, und zieht an dieselben
in Punkten, denen derselbe Werth der Abscisse £ entspricht, Tan-
genten, so schneiden sich diese in einem und demselben Punkte der
ersten Axe.

Die Subnormale erhiilt fii § = a, d. h. im Scheitel der Hyperbel,
: : b ;
ihren kleinsten Werth —==dem halben Parameter, und wiichst mit zu-

a
nehmendem & bis ins Unendliche. Wiihrend also in der Ellipse der
Werth der Subnormale immer zwischen den Grenzen O und -—‘:’— einge-
schlossen ist, liegt derselbe in der Hyperbel zwischen den Grenzen

—;i und o . _

28, Der Ausdruck (5) fiir tg z verdient noch eine nihere Erir-
terung. In der Ellipse kann die Tangente alle miglichen Neigungen
gegen die Axe der 2 annehmen; diess ist bei der Hyperbel nicht der
Fall. Denn eliminirt man mit Hiilfe der Gleichung der Curve 5 aus (5),
30 erhilt man:

4
g
&

Es ist nun § = « der (numerisch) kleinste mogliche Werth von &
fir welechen tg z = + o, somit 7z = 909 wird; d. i. in den Scheitelu
steht die Tangente senkreeht auf der ersten Axe.  Liisst man nun §

i = ; a® . i .
grosser und grosser werden, so wird, da —; fortwithrend abnimmt, tg 7
- el

]
. . - . ]
immer kleiner und hat fiir § = o die Griisse 4 — zur Grenze, unter
«

welche sie nicht herabsinken kann.
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Errichtet man daher im Scheitel 4 (Fig. 38) eine Senkrechte und
macht AH = — AN’ = b, zieht durch den Mittelpunkt O und die
Punkte I und H' die Geraden V', WW’ so ist:
” / b
tg VOX =+ —, tg WOX=— —,
a
woraus in Verbindung mit dem oben Gesagten hervorgeht, dass die
Tangente an der Hyperbel mit der z- Axe keinen kleineren spitzen
Winkel als 1OX, keinen grisseren stumpfen als WX bilden kann.
Setzt man ferner in Gl. (4) der Tangente y = 0, so wird:

2

= 0T = i‘_—,

&
licrans folgt, dass der Durchsehnittspunkt der Tangente mit der x-Axe
immer zwischen dem Mittelpunkte und einem der beiden Scheitel liegt,
und ersterem um so niher kommt, je grosser & wird; ritckt nun der

Berithrungspunkt in unendliche Entfernung, d. i. wird § = =, so hat
man gleichzeitig: tg v = + —, 0T = 0. Je weiter sich daher der
a

Berithrungspunkt entfernt, desto mehr nihert sich die Tangente MT
einer der beiden Geraden V'V, WW’, deren Gleichung:
b
y=1= =
ist, und fillt fiir & = O mit einer derselben zusammen.

Bezeichnet man mit y und ' die zu derselben Abscisse OP = «
gehorigen Ordinaten der Hyperbel und der Geraden V'V, so ist:

2 2
durch Subtraktion dieser Gleichungen erhiilt man:
& — 9@ +g)=—

DasProdukt (3" —y) (' 4y)=MQ . M () ist demnach eine constante
Grisse und es folgt hieraus, dass, wenn a, und somit auch y und 3
grisser und grosser werden, die Differenz ' — y = MQ fortwiihrend
abnehmen und unendlich klein werden muss, wenn 2 unendlich gross
wird. Die Hyperbel nithert sich daher immer mehr und mehr den Ge-
raden VV', WV, ohne jemals mit ihnen villig zusammenzufallen.

Man nennt ecine Gerade oder krnmme Linie, an welche sich ein
unendlicher Curvenast immer mehr und mehr anschmiegt, ohne jedoch
mit ihr je zusammenzufallen, eine Asymtote der Curve. Die Hy-
perbel besitzt daher zwei geradlinige Asymtoten, welche

sich im Mittelpunkte schneiden, und deren Gleichungen:

t
a

ct

D s

sind.
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Es ergiebt sich nun auch leicht die geometrische Bedeutung des
im Eingange des §. 217 erwiihnten besonderen Falles, dass eine Ge-
rade y = max -+ n eine Hyperbel nur in einem Punkte schneidet, wenn

b, . . . .
m =+ —ist; die Gerade ist nimlich dann einer Asymtote parallel
@
Hieraus folgt zugleich, dass es unmiglich ist, in einer Hyperbel eine
zu einer Asymtote parallele Sehne zu ziehen.

Fiir die Durchschnittspunkte einer dureh den Mittelpunkt gehen-
den Geraden y = ma mit der Hyperbel findet man, (in («) n = 0

setzend):
ab

&, Ty
i/bz — a*m?

woraus folgt, dass ein Durchselitt statt findet oder nicht, je nachdem

T =

: . . . b . :
m numerisch kleiner oder grisser ist als —, d. h. je nachdem die Ge-
[

rade zwischen einer Asymtote und der ersten, oder zweiten Axe der

Hyperbel liegt.

219, Die Aufgabe, von einem ausserhalb der Hyperbel liegenden
Punkte a', " eine Tangente an diesclbe zu ziehen, wird auf dieselbe
Weise zur Lisung gebracht, wie bei der Ellipse. [§. 205.] In siimmt-
lichen dort entwickelten Formeln hat man nur das Zeichen von £2 zu
veriindern, um sie fiir die Hyperbel umzugestalten, und die daraus ge-
zogenen Folgerungen und Siitze gelten unveriindert auch fiir diese
Curve.

220, Da der Durchschnittspunkt 7" einer Tangente M7 (Fig. 39)
mit der ersten Axe immer zwischen den Scheiteln, folglich um so mehr
; L
zwischen den Brennpunkten liegt, und O7'= — ist [§. 218], so hat
<

man, wenn r== FM, "= I’ M die Leitstrallen des Beriihrungspunktes
M sind:

[

\ (T

43 [ (’E ar
FT =¢ . . (—; —_— == 3 "
&

'rrt“

o t ’
a® ({4 e ar
]"’T:Q—,——-:— 2 +{{ =—,
¥ T ;
Woraus: Fr:PT=r:y

folgt. Diese Proportion, auf das Dreieck I’/ bezogen, spricht den
Satz ans: die Tangente halbirt den von den Leitstrahlen des
Berihrungspunktes eingeschlossenen Winkel.
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Dieses stimmt vollkommen mit der analogen Eigenschaft der El-
lipse iiberein, daher auch alle dort [§. 207]| gezogenen Folgerungen,
so wie die daraus abgeleiteten Constructionen unmittelbar auf die Hy-
perbel iibertragen werden kinmmen. In Bezug auf letztere, welche in
Fig. 39 ausgefiihrt sind, entstehen aus dem Umstande, dass in der Hy-
perbel die Tangente zwischen den beiden Leitstrahlen, in der Ellipse
ausserhalb derselben liegt, ganz geringe Modificationen, welche
sogleich in die Augen fallen.

VON DEN DURCHMESSERN DER HYPERBEL.

22, Schliesst man die Richtung der Asymtoten aus, zu welchen
bekanntlich keine parallelen Sehmen existiren, so entspricht auch in
der Hyperbel jedem Systeme paralleler Schnen ein geradliniger durch
den Mittelpunkt gehender Durchmesser. DBezeichnen wir daher, wie
§. 208, mit ¢ den Neigungswinkel der parallelen Sehnen gegen die als
Abscissenaxe angenommene erste Axe, so finden wir als Gleichung des
zugehorigen Durchmessers:

bz
V=& tg g %
folglich, wenn ¢ der Winkel ist, welchen der Durchmesser mit der
a-Axe einschliesst:

9

tgq.tglpz-”—z. (1)

Hieraus folgt, dass — wie in der Ellipse — jedem Durchmesser

ein conjugirter entspricht, deren jeder die zu dem anderen parallel
gezogenen Sehnen halbirt.

Weil das Produkt tg g . tg v stets positiv ist, so sind beide

Winkel ¢ und y gleichzeitig spitz oder stumpf; in der Hyperbel liegen

demnach zwei conjugirte Durchmesser immer in demselben Quadranten,

’ b b
und zwar, weil, wenn tg ¢ <—, tg ¢" >> — sein muss, auf entgegen-
a a

gesetzten Seiten der Asymtote, so dass der eine Durchmesser zwischen
der ersten Axe und der Asymtote, der conjugirte zwischen der Asym-
tote und der zweiten Axe liegt.

Nach dem am Schlusse des §. 218 Gesagten triftt nur der erste
dieser beiden Durchmesser, nicht aber der zweite, die Hyperbel, welche
Eigenschaft daher jedes System conjugirter Durchmesser mit dem
Axensysteme gemein hat.  Analog mit letzterem wollen wir jenen von
zwei conjugirten Durchmessern den ersten nennen, welcher die Hyperbel
schneidet, den anderen den zweiten.
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Auch geht aus dem Gesagten hervor, dass die Zunaline des Win-
kels ¢ die Abnahme von w zur Folge hat, so dass zwei conjugirte
Durchmesser sich immer niher riicken, je mehr sich der erste von der
ersten Axe entfernt, und endlich in der Asymtote zusammenfallen.

In der gleichseitigen Hyperbel ist wegen a =15, tg ¢ . tg w =1,
d. h. die Winkel, welche zwei conjugirte Durchmesser mit der ersten
Axe einschliessen, ergiinzen einander zu 90°.

222, Verbindet man die Endpunkte eines ersten Durchmessers
DD (Fig. 40) mit einem beliebigen Punkte 37 der Hyperbel, so hat
man ein Paar Supplementarsehnen, fiir welehe man auf dem in §. 209
betretenen Wege die Relation:

Pl

tg ¢ . tg w:(-l:)

.
findet, wenn ¢, v die von denselben mit der ersten Axe eingeschlos-
senen Winkel bedeuten. Die Uebereinstimmung derselben mit der auf
ein System conjugirter Durchmesser sich beziehenden Gleichung (1)
im vorigen §. fiilhrt zu denselben Folgerungen, welche wir [§. 209]
fiir die Ellipse erhalten haben. Um daher zu einem gegebenen Durch-
messer )10 die Richtung des conjugirten zu construiren, ziehe man
A'N parallel zu DD’ und verbinde N mit 4, so ist EFE durch den
Mittelpunkt zu AN parallel gezogen, die Richtung des conjugirten
Durchmessers.  Auch werden die Aufgaben, cin System conjugirter
Durchmesser zu construiren, welche einen gegebenen Winkel ein-
schliessen; und die Axen einer gegebenen Hyperbel zu construiren,
in iihnlicher Weise wie bei der Ellipse [§. 210] aufgeldst.

Eben so, wie fiir die Ellipse, wird auch fiir die Hyperbel der Satz
bewiesen, dass eine an die Curve gezogene Tangente parallel ist zu
jenem Durchmesser, welcher dem durch den Beriithrungspunkt gezo-
genen conjugirt ist.

DIE HYPERBEL BEZOGEN AUF EIN SYSTEM CONJUGIRTER
DURCHMESSER.

223, Nehmen wir ein System conjugirter Durchmesser, OX, OV
(Fig. 41) der Hyperbel als Coordinatenaxen, und sind ¢, « die Winkel,
welche beziehungsweise der erste als Axe der # angenommene und der
zweite Durchmesser mit der ersten Axe bilden, so haben wir in der
Mittelpunktsgleichung @ cos « + y cos « statt 2 und 2 sin « + y sin &’
statt  zu substituiren und erhalten dadureh als transformirte Gleichung:
y® (af sin &'?— 6% cos ') + 2y (a® sin @ sin « — b2 €08 « COS ) —

x? (b2 cos ¢ — a@* sin «®) = — a¥b?,



348

aus weleher zuniichst in Folge der zwischen den Winkeln «, «" statt-
findenden Bedingungsgleichung:

’ 62
tg o tg « = —
e )
oder a2 gin ¢ sin & — 62 cos ¢ cos o =0

; ; ; b? , 12
das Glied mit xy verschwindet. Da ferner tg «® < —5» und tg « >
a a?

so sind die beiden Coefficienten von «® und 3? wesentlich positiv;

setzen wir daher:
; a*l? ; a*b?
mi = n? = (2)

— iy g 99 : = I
b2 cos (F —a® sine? @ sin «'? — 82 cos 2’

5o erhalten wir als Gleichung der Hyperbel, bezogen auf
ein System conjugirter Durchmesser:

Py — nfa? = — win?, (3)
welehe, wie man sieht, mit der Mittelpunktsgleichung der Form nach
vollkommen iibereinstimmt.

Aus (3) folgt fir y = 0:a® = OD® = OD? = m?, so dass m
die Hiilfte des ersten Durchmessers darstellt. Fiir @ = 0 erhiilt man
y =+ n ¥ —1; der zweite Durchmesser wird also, wie ohnehin
bekannt, von der Hyperbel nicht geschnitten; der aus (2) folgende
Werth von n wird der Analogie nach, als Linge des zweiten
Durchmessers auf diesem aufgetragen (OE = OF' = n).

Die Gleichung der Asymtoten, bezogen auf die Hauptaxen, ist

: b ;
bekanntlich: y = + — &, und nimmt durch Erhebung zum Quadrate
—

die Form a2y? b2t = O an. Transformiren wir dieselbe aunf das
obige System conjugirter Durchmesser 0D, OF, so erhalten wir:
y? (a? sin @2 — 0% cos «?) — a? (b? cos «* — @ sin @) = 0,
woraus mit Riicksicht auf (2):
n
y=* = (4)

n
folgt. Also behilt auch die GI. der Asymtoten dieselbe Form, man
mag was immer fiir ein System conjngirter Durchmesser als Coordi-
natenaxen withien.

Setzt man in (4) @ = m = 0D, s0 wird y = n = D(/, woraus
folgt, dass die Asymtoten mit den Diagonalen des aus zwei
beliebigen conjugirten Durchmessern construirten Paralle-
logrammes zusammenfallen; und umgekehrt: die Eckpunkte
des aus zwei beliebigen Durchmessern construirten Paral-
lelogrammes liegen auf den Asymtoten.
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Sind daher die Hyperbel und ihre Asymtoten gegeben, so ist es
mit Hiilfe dieses Satzes leicht, die Linge des zu cinem beliebigen
ersten Durchimesser conjugirten zweiten Durchmessers zu construiren;
oder die Asymtoten zu construiren, wenn ein Paar conjugirter Durch-
messer der Richtung und Linge nach gegeben sind; oder unter der-
selben Voraussetzung die Richtung der beiden Axen der Hyperbel zu
eonstruiren, wenn man noch beachtet, dass diese die von den Asym-
toten gebildeten Winkel halbiren.

Die sechs Stiicke «, b, w, n, «, « sind durch die 3 Gleichungen
(1) und (2) verbunden, mit deren Hiilfe daher aus drei gegebenen
Stiicken die anderen gefunden werden kinnen. Auf dem in §. 213 be-
tretenen Wege erhalten wir aus diesen Gleichungen.

ab = mn sin (¢ — «), (5)
m? — n? = o — b (6)

Es ist somit in der Hyperbel: 1) das aus zweiconjugirten
Durchmessern construirte Parallelogramm constant und
dem Rechtecke der Axen gleich, (wie in der Ellipse); 2) die
Differenz der Quadrate zweier conjugirter Durchmes-
ser ist eine constante Grosse und gleich der Differenz
der Quadrate der beiden Axen.

Aus (6) folgt, das m nicht = » werden kann, weun « von & ver-
schieden ist; in der Hyperbel existirt also kein System conjugirter
Durchmesser von gleicher Liinge; ist hingegen ¢ = 4, so wird auch
m = n, d. h. in der gleichseitigen Hyperbel haben je zwei conjugirte
Durchmesser immer gleiche Liinge.

Das in §. 215 Gesagte gilt unveriindert auch von der Hyperbel.

DIE HYPERBEL BEZOGEN AUF IHRE ASYMTOTEN.

224, Bringt man die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel auf die
Form:

/ 2

w(1— %), (1)

&%,

50 erkennt man sogleich, dass derselben zwei geradlinigte Asymtoten
zukommen, welche in der Gleichung:

B}

P=—z: a? (2)

begriffen sind. Denn beim fortwiihrenden Wachscn von @ niihert sich
=]

der aus (1) folgende Werth von y immer mehr und mehr und bis zu

jedem beliebigen Grade der Genauigkeit dem aus (2) resultirenden
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Ordinatenwerthe, d. h. mit anderen Worten, die Hyperbel niihert sich
immer mehr und mehr den dureh (2) dargestellten Geraden, ohne aber
je mit ihnen zusammenzufallen: letztere sind daher Asymtoten der
Hyperbel.

Wir wollen jetzt die Gleichung der Hyperbel auf ihre Asymtoten
als Coordinatenaxen bezogen, aufsuchen. Bezeichnen wir mit 22 den
Asymtotenwinkel, d. h. jenen von beiden Asymtoten gebildeten
Winkel, in welchem die erste Axe liegt, so haben wir zum Behufe der
Transformation der Mittelpunktsgleichung von den Formeln (4) §. 160
Gebrauch zu machen und daselbst « = — 1, « = -+ J zu setzen,
somit in der Mittelpunktsgleichung statt « und y die Ausdriicke:

@ cos ) 4 ycos L= (y + ) cos 1,
—az sin 2 4+ ysind = (y — x) sin 1,
- s b . ; at b
zn substituiven. Nun ist tg 4 = —, somit cos }? = — , sin ) =
a € e

wenn ¢ = V¥ 4 % die lineare Excentricitiit bedeutet. IHiemit geht
die Mittelpunktsgleichung iiber in:

: g B 5 o -
(tz(y—ﬁa:)z—e;—bz (y + a)? = ab?,

woraus nach einfacher Reduktion :

= ()

als Asymtotengleichung der Hyperbel folgt.

Umgekehrt gehirt jede anf recht- oder schiefwinklige Coordina-
ten bezogene Gleichung von der Form xy = k2 einer (bei rechtwink-
ligen Coordinaten gleichseitigen) Hyperbel an, deren Excentricitit
e = 2k ist. Die Grisse k? = % = m——i—bl heisst die Potenz der
Hyperbel.

Aus (3) folgt, dass das Rechteck aus den zu den Asym-
toten parallelen Coordinaten eines beliebigen Punktes
der Hyperbel constant und dem Quadrate der halben
Excentricitit gleich, somit letztere die mittlere geome-
trische Proportionale zwischen beiden Coordinaten ist.

Sind daher die Asymtoten und ein Punkt der Hyperbel gegeben,
s0 ist die Exeentricitiit e = 2}y leicht zu construiren, wodunrch, da
die Richtung der ersten Axe den Asymtotenwinkel halbirt, die Brenn-
punkte und mit diesen die Lingen der beiden Axen gefunden werden
kannen, da (Fig. 38) GIT = OIl' = Vn)-’q——f,—’: e = O ist.
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Die Aufgabe, wenn ein System conjugirter Durchmesser der Rich-
tung und Grisse nach gegeben ist, die Axen zu construirven, lisst sich
Jjetzt ebenfalls leicht auflosen, indem man die Asymtoten und die Rich-
tung der Axen nach dem vorigen §. construirt und beachtet, dass man
in den Endpunkten des ersten Durchmessers zwei der Hyperbel ange-
hirige Punkte hat.

225, Zieht man eine beliebige Sekante (/1 (Eig. 42), welche auf
den beiden als Coordinatenaxen angenommenen Asymtoten die Stiicke
OG = «, OIf = {3 absehneidet, so ist die Gleichung derselben:

%+%=L 1)
Eliminirt man aus dieser und der Asymtotengleichung der Hyper-

bel y, so erhiilt man:
— ax + (T ), (2)
H
eine Gleichung, deren Wurzeln @y, @, die Abseissen der Durchsehnitts-
punkte M, M’ der Hyperbel und Sekante sind. Ist nun £ der Halbi-
rungspunkt der Sehne A3/ und sind &, y dessen Coordinaten, so hat
man:

e e T
B)

[ s
= -, womit aus (1) y =

[ l'l".

(S
<
<

sich ergibt.  Hieraus folgt, dass der Punkt L auch die G'H halbirt.
Da also GL = HLwd LM = LM, so ist HM = M’y d. h. die
zwischen der Hyperbel und den Asymtoten liegenden Ab-
sehnitte einer beliebigen Sekante oder Sehne sind gleich.
Es bedarf kaum der Evinnerung, dass der Satz auch fiir eine solche
Sehne (wie z. B. £S) gelte, welehe zwei Punkte der beiden Hyperbel-
iiste verbindet.

Hicrauf griindet sich ein sehr einfaches Verfahren znr Construc-
tion der IHyperbel, wenn ein Punkt derselben und die Asymtoten ge-
geben sind.  Sei M der gegebene Punkt der Hyperbel; man ziehe
durch denselben eine beliebige Sekante, welche die Asymtoten in
und / schneidet und mache GM = HM, so ist M’ ein Punkt der
Hyperbel. Jede andere durch A gezogene Sekante liefert einen neuen
Punkt; jeder so erhaltene Punkt kann wieder als Ausgangspunkt ge-
nommen werden, wodureh die vier Zweige der Curve leicht erhalten
werden.

Aus (2) folgt:

RN . _#
=gzl e(c—3;
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goll die Sekante GH zur Tangente 77" werden, so miissen die bei-
den Durchschnittspunkte M, M’ in einen einzigen Punkt 7 zusammen-
fallen, wozu erfordert wird, dass die Wurzelgrisse verschwinde; es
ist also:
g = ¢*

die Bedingungsgleichung fiir die Berithrung, und fiir die Coor-
dinaten OP = §, PI = y des Beriihrungspunktes I erhilt man:

3
H =3
| 2

somit ist @« = O07'= 2§, 3 = 01" = 2y, mit welchen Werthen (1)
in dic Asymtotengleichung der Tangente:

K x
I
2y + 2

iibergeht. Aus den so eben erhaltenen Werthen der von der Tangente
auf den Asymtoten abgeschnittenen Strecken:

OT= 2§ =20P, 01" =2y =2PI
folgt:

1) I7=I7"; d. h. der Berithrungspunkt halbirt das zwischen
den Asymtoten enthaltene Stiick der Tangente, welcher Satz iibrigens
in dem obigen von einer Sekante bewiesenen-als specieller Fall ent-
halten ist.

2) Ein einfaches Verfahren zur Construction der Tangente an
einem gegebenen Punkt der Hyperbel.  Ist I dieser Punkt, so ziehe
man /P parallel zu einer Asymtote, und mache P7 = PO, so ist IT
die gesuchte Tangente.

Multiplicirt man die Asymtotengleichung der Hyperbel mit sin 2),
wo 21 wie oben den Asymtotenwinkel bezeichnet, so kommt:

2

<

. es . o
xy 8in 2, = 1 sin 243

nun ist:

sin 20 = 2 sin 4 cos L= z—(;b,
&
somit :
ay sin 2). = S ab;
L 5 @b

der Ausdruck xy sin 2), stellt aber die Fliche des Parallelogrammes
IKOP vor, welches iiber den zu den Asymtoten parallelen Coor-
dinaten 7P, OF eines beliebigen Hyperbelpunktes construirt ist, diese
Fliche ist also constant und dem 8*® Theile des aus den beiden Axen
2¢ und 24 construirten Rechteckes gleich.
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III. Die Parabel.

226, Diese Curve unterscheidet sich vou der Ellipse und Hyperbel
wesentlich dadurch, dass sie keinen Mittelpunkt, folglich nur einen
Hauptdurchmesser und nur einen Brennpunkt besitzt. Nimmt man den
Hauptdurchmesser, die Axe der Parabel, als Abscissenaxe, den Durch-
schnittspunkt desselben mit der Curve (den Scheitel) als Ursprung,
so ist bekanntlich die Gleichung der Parabel:

y* = pex,
wo die Constante p der Parameter der Parabel genannt wird.

Man definirt die Parabel gewihnlich nach der [aus §. 200] be-
kannten Eigenschaft derselben, dass jeder ihrer Punkte von einer
festen Geraden (der Richtlinie) und einem festen Punkte (dem
Brennpunkte) gleichweit entfernt ist. Der Parameter ist bekannt-
lich das Doppelte des Abstandes des Brennpunktes von der Richtlinie
und folglich gleich der im Brennpunkte errichteten Doppelordinate.
~ Wie mit Hiilfe obiger Eigenschaft die Parabel durch Punkte con-
struirt werden kann, wenn Brennpunkt und Richtlinie gegeben sind,
fillt sogleich in die Augen. Aus der Gleichung der Curve erhellt
iibrigens, dass die Ordinate jedes Punktes derselben die’ mittlere geo-
metrische Proportionale ist zwischen seiner Abscisse und dem Parame-
ter, woraus folgt, dass jedes Verfahren der Elementar-Geometrie, zu
zwei gegebenen Strecken die 3'¢ geometrische Proportionale zn finden,
zur Construction der Parabel beniitzt werden kann.

VON DER TANGENTE AN DER PARABEL.

227. Verbinden wir die Gleichung der Parabel 32 = pa, mit der
Gleichung y = ea 4 b einer Geraden, so erhalten wir zur Bestimmung
der Durchschnittspunkte die Gleichungen:

atx? — (p — 2ab) & 4 12 =0, ()
y=ax + b.

Ist a =0, d. h. die Gerade parallel zur x-Axe, so sinkt die GL. («)
auf den 1%" Grad herab, woraus folgt, dass eine zur x- Axe parallele
Grerade die Parabel nur in einem Punkte schneidet. Ist aber  von
Null verschieden, so zieht man aus («) den Werth:

. i 2ab + }/m
- 2a? '
woraus erhellt, dass die Gerade die Pavabel nicht trifft, wenn p < dab,

und in zwei Punkten sehneidet, wenn p >> 4ab.  Sollen die beiden
Herr, Hoh. Mathematik, 1. 23




Durchschnittspunkte in einen einzigen zusammenfallen, die Secante
also zur Tangente werden, so muss die Bedingung

p = 4duad ()
erfiillt werden, und man erhilt als Coordinaten des Beriihrungspunktes:
. p—2b _ p
A 202 ’."_Z’
p

woraus, da 52 = p§ ist, a = b= 17; folgt. Substituirt man diese

2y’
i
Werthe in die Gleichung der Geraden, so erhiilt man als Gleichung
der Tangente am Punkte &, 4:
P i
_— _
y 2y + 27 )
welche, indem man beiderseits 5 abzieht und aus dem zweiten Theile
den Faktor zi Leraushebt, mit Riicksicht auf die Gl 2 = pk, die be-
i
quemeren Formen:

y—r;=%<w—&), (1)
oder m=5@+y (2)

annimmt. Der Winkel z, welchen die Tangente im Punkte &, y mit
der x - Axe einschliesst, ist durch die Gleichung:

o ——ﬁ—.];]/p, -
W 2y T2 g (3)

bestimmt. Fiir ,, == 0 wird z = 909, d. h. die Tangente am Scheitel
steht auf der Axe senkrecht; je grisser 4 oder § wird, d. h. je weiter
sich der Beriithrungspunkt vom Scheitel entfernt, desto kleiner wird z
und folglich die Tangente immer mehr und mehr zur Axe parallel.

Fiir die Gleichung der Normale im Punkte &, 5 erhilt man
aus (1):

2y
y—y=—L(a—p). 4)
! P
Setzt man in der GL (1) der Tangente und jener (4) der Normale,

g =0, 80 stellt & — & beziehungsweise die Subtangente P7 (Fig. 43)
und Subnormale PN vor; man erhiilt daher:

Subtangente PT = — 2§, Subnormale PN =

5

wolhe

In der Parabel ist daher die Subtangente gleich der
doppelten vom Scheitel aus gezihlten Abscisse des Beriih-
rungspunktes, die Subnormale constant und gleich dem
halben Parametenr.
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Wie diese beiden Eigenschaften zu einer sehr einfachen Construe-
tion der Tangente oder Normale an einem gegebenen Parabelpunkte
beniitzt werden kénnen, fillt sogleich in die Augen.

Da PT = 2§, so ist anch AT = §, somit FT=§ + %—_— FM

und das Dreieek MFT gleichschenklig; zieht man daher noch durch
den Beriihrungspunkt M die RD senkrecht auf die Richtlinie UU’,
s0 ist:

L FMT = MTF = DMT = RMT ;
beachtet man nun noch, dass wegen MF = MD das A MDF gleich-
schenklig ist, so ergeben sich folgende Siitze:

1) Die Winkel, welche die Tangente mit dem Radins-
vektor des Beriithrungspunktes und einer durch letzteren
parallel zur Axe gezogenen Geraden bildet, sind gleichy
folglich wird auch der von dieser Geraden und dem Leit-
strahle gebildete Winkel durch die Normale halbirt.

2) Die Gerade, welche den Brennpunkt mit dem Fuss-
punkte des vom Berithrungspunkte auf die Richtlinie ge-
fillten Perpendikels verbindet, wird von der Tangente
senkrecht geschnitten und halbirt.

Man sieht von selbst, wie auch diese Eigenschaften in mehr als
einer Weise zur Construction der Tangente oder Normale an einem
gegebenen Punkte der Parabel beniitzt werden kinnen.

Da die FD im Punkte A, die BF im Scheitelpunkte 4 halbirt
wird, so ist AR parallel zu UU’, somit senkrecht auf die Axe; bemerkt
man nun, dass A der Fusspunkt des aus dem Brennpunkte auf die
Tangente gefillten Perpendikels ist, so ergiebt sich der Satz: der geo-
metrische Ort der Fusspunkte der aus dem Brennpunkte
auf die Tangenten gefiillten Perpendikel ist die durch den
Scheitel senkrecht auf die Axe gezogene Gerade.

228, Um von einem ausserhallb der Parabel gelegenen Punkte
(Fig. 44) eine Tangente an die Parabel zu zichen, heachte man, dass
nach Obigem jeder Punkt der Tangente G M von den beiden Punkten
F und D gleichweit entfernt ist und folglich auch die Tangente die D
senkrecht durchschneidet. Beschreibt man daher aus ¢ mit dem
Halbmesser (/7 einen Kreis, welcher die Richtlinie in zwei Punkten
D wnd D" schneidet, so sind die aus & auf D und I’ gefillten Per-
pendikel die gesuchten Tangenten. Oder man zieche durch D und 1Y
Parallele zur Axe, deren Durchschnittspunkte mit der Parabel die Be-
rithrungspunkte A4, A" geben.
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Um die Aufgabe analytisch aufzulisen , seien z’', " die Coordinaten
des gegebenen Punktes, so haben wir zur Bestimmung der Coordinaten
&, y des Beriihrungspunktes die beiden Gleichungen:

¥y = % (' 4+ &) und 5 = pt, (m)
deren erste ausdriickt, dass die Tangente durch den Pnnkt ', 5 geht,
die zweite, dass der Beriihrungspunkt auf der Parabel liegt. Durch
Elimination von & erhiilt man:

p==g & g —p,
woraus folgt, dass durch den Punkt o', 3" zwei Tangenten, eine oder
gar keine gezogen werden kann, je nachdem y'? >, = oder << pa’
ist, d. h. jenachdem der Punkt ', 3 ausserhalb, auf oder innerhalb
der Parabel liegt. Zur Construction der Beriihrungspunkte bedient
man sich am einfachsten der geometrischen Oerter der Gleichungen (m).
Der Ort der zweiten Gleichung ist die gegebene Parabel selbst; jener
der ersten eine Gerade, die Berithrungssehne, welche die Coordi-
natenaxen in den Punkten £ und /7 schneidet, fiir welche man, einmal
n, dann § = O setzend:
5 ¥ }J-’l'
E=AE=—=x %
findet, welche Punkte daher leicht construirt werden kimnen. Zieht
man dann die £H, so schneidet diese die Parabel in den gesuchten
Beriihrungspunkten A7 und M.

Da die Abscisse 45 = — " des Punktes, in welchem die Beriih-
rungssehne die Axe schneidet, von der Ordinate y* des gegebenen
Punktes unabhiingig ist, so gilt auch in der Parabel der Satz: Wenn
von beliebigen Punkten einer auf der Axe der Parabel senk-
recht stehenden Geraden (Polare) Tangenten an die Curve
gezogen werden, so schneiden sich simmtliche Berithrungs-
sehnen in einem und demselben auf der Axe gelegenen
Punkte (Pol); und umgekehrt.

Ein beachtenswerthes Resultat ergibt sich noch, wenn man den

Punkt ', ' auf der Direktrix annimmt, wodurch " = — %} und die

Ordinate 5 der Berithrungspunkte
5 . 1 .
y=y & Vy- aalew 4
wird. Bezeichnet man nun mit 7z, z° die Neigungswinkel der beiden
Tangenten gegen die Axe der x, so hat man [Gl. (3), §.227]:

P
2y + )+ L)

ter' = P

R

gz =
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woraus tg z.tg £ = — 1 folgt, d. h. die beiden Tangenten
stehen auf einander senkrecht.

Die Gleichung der Berithrungssehne wird:

__F _ P \

worans fir = 0:§ = o folgt; d.h. die Berithrungssehne geht
( 4 bl -] g

durch den Brennpunkt.

Die Gleichung der Geraden, welche den Brennpunkt mit dem

Punkte &’ = — %, o verbindet, ist endlich:
. 2y P
y—y ===+ %)

woraus mit Riicksicht auf GI. (n) folgt, dass diese Gerade aunf der
Beriithrungssehne senkrecht steht.

VON DEN DURCHMESSERN DER PARABEL.

229, Es sei S8 (Fig. 45) eine unter dem Winkel ¢ gegen die Axe
geneigte Sehne, folglich y = « tg ¢ 4 & ihre Gleichung, so erhalten
wir durchVerbindung derselben mit der Gleichung der Parabel, y*=pz,
zur Bestimmung der Ordinaten der Durchschnittspunkte die Gleichung:

y* — pcotg g.y + pbceotg g =0,
wobei wir ¢ von O verschieden voraussetzen, weil sonst [§. 227] die
Gerade die Parabel nur in einem Punkte schneiden, folglich keine
Sehne darstellen konnte. Sind dann y,, y, die Ordinaten der Durch-
schnittspunkte S, 8, so ist y; + 7, = p eotg ¢, und wenn mit g die
Ordinate des Halbirungspunktes €' der Sehne bezeichnet wird:

i £ } peotg g. (1)
Da dieser Werth von g bloss von dem Neigungswinkel ¢ der
Sehne abhiingig ist, so folgt, dass in der Parabel der geome-
trische Ort der Halbirungspunkte eines Systems paralle-
ler Sehnen, d. h. der zu diesem Sehnensysteme gehorige
Durchmesser eine zur Axe parallele Gerade ist, wie aus
den allgemeinen Untersuchungen des vorigen Kapitels bereits bekannt
ist. Mit Hiilfe der G1. (1) findet man den zu einem gegebenen Chorden-
systeme zugehirigen Durchmesser und umgekehrt; indem, wenn g,
d. i. der Abstand des Durchmessers A'X’ von der Axe gegeben ist,
aus (1):



L il .

tg 9= 2 (2)

sich ergibt. Zieht man in dem Punkte 4', in welchem der Durchmesser
die Parabel schneidet, eine Tangente an dieselbe, so hat man, da 3
die Ordinate von A4’, fiir den Neigungswinkel 7z derselben gegen die

) - - : y

Axe den Ausdruck tg z = ﬁ_P' [GL (3), §. 227], somit wegen (2): z==q.
Es ist somit die Tangente parallel zu jeneu Sehnen,
welehe von dem dureh den Berihrungspunkt gezogenen

Durchmesser halbirt werden.

Diese Eigenschaft hat also die Parabel mit der Ellipse und Hy-
perbel gemein; in den zwei letztgenannten Curven existirt aber ein zur
Tangente paralleler, dem Durchmesser des Beriihrungspunktes conjugir-
ter Durchmesser, weleher in der Parabel, da dieselbe keinen Mittel-
punkt hat, fehlt. Der Analogie nach wirdin der Parabel eine Tangente
und der Durchmesser des Berithrungspunktes cin System conjugir-
ter Durchmesser oder besser conjugirter Axen genamnt. Die
Scheiteltangente und die Axe der Parabel, welche beide der Glei-
chung »* = pa als Coordinatenaxen zu Grunde liegen, bilden, wie
man sielit, ebenfalls ein solehes System conjugirter Axen und zwar das
einzige rechtwinklige, weil nur fir § = 0 aus (2) ¢ = 90° sich ergibt.

DIE PARABEL, BEZOGEN AUF EIN SYSTEM CONJUGIRTER AXEN.

230. Sei A'X', A'Y (Fig. 45), ein System conjugirter Axen, auf
welche wir nun die Parabel beziehen wollen; / X' A'Y = q; «,
die Coordinaten des neuen Ursprunges 4', bezogen auf die Hauptaxen
AX, AY. Um die Gleichung 3* = pa auf das neue Coordinatensystem
zu transformiren, haben wir von den Formeln (4), §. 160, Gebrauch
zu machen und statt @, &, «, « beziehungsweise «, ¢, 0, ¢ zu setzen,
wodurch dieselben in e =« 4+ «" 4 y cos ¢, y =g + ¥ sin g iiber
gehen. Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichung »* = pa
kommt: '

y*osin g + y (29 sin g — p cos g) + §* — pa = pa.

Esist aber in Folge der Gl (2) des vorigen §.:

23 sin ¢ — p cos g = 03
ferner, da der Punkt e, g in der Parabel liegt, g3* = pe; hiedurch
verwandelt sich die letzte Gleichung in :
y? = p cosec ¢* . x, (1)
und diese ist die Gleichung der Parabel vom Parameter = p,
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bezogen auf ein System conjugirter Axen, welche den
Winkel ¢ einschliessen. Setzt man:

p eosec g? = m, (2)
so nimmt sie die mit der Scheitelgleichung der Parabel vollkommen
iibereinstimmende Form:

¥t = max (3)
an. Jede Gleichung von dieser Form, welche sich auf ein schiefwink-
liges Coordinatensystem vom Coordinatenwinkel ¢ bezieht, gehort dem-
nach einer Parabel an, deren Parameter p = m sin ¢?2 ist.

; _— p? P :
Aus (2) [§. 229] folgt: sin ¢ = —*—, = — weil
( ) [‘0 ] ) G 4‘\32 +p3 “+pr
(3 = up; hiemit wird m = p + 4« Nun ist aber der Radiusvektor »

. ) : . g
des Punktes A" :r =« 4 Iz, somit . == 4, woraus die geometrische

Bedeutung der Constante m in (3) erhellt. Dieselbe ist, wie man sieht,
das Vierfache des Abstandes des Ursprunges A" vom Brennpunkte.

Aus der Uebereinstimmung der Form der Gl. (3) der Parabel,
bezogen auf ein System conjugirter Axen, mit der Scheitelgleichung
folgt, dass alle friiher entwickelten Eigenschaften, welche von dem
Coordinatenwinkel unabhiingig sind, auf das neue System iibertragen
werden kinnen.

So erkennt man aus (3), dass in jedem Systeme conjugirter Axen
die Ordinaten die mittleren geometrischen Proportionalen sind zwischen
den Abscissen und dem Parameter m. Hieraus ergibt sich folgendes
Verfahren zur Construction der Parabel y? = ma, wenn die Axen
0X, OY, (Fig. 46) und m gegeben sind. Man errichte in O das Per-
pendikel OY" auf OX und construire mit dem Parameter m iiber OX
als Axe die Parabel BOC. Zieht man sodann aus verschiedenen Punk-
ten P, I, .... der OX Parallele zu OY" und OY, von welchen die erste-
ren die Parabel B2OC in den Punkten m, »/, ... schneiden, und macht
PM = Pm, P°M = P'w/, w. s. w., so erhiilt man Punkte M, M, ...
welche der Parabel y2 = ma angehiren.

Uebrigens kann man auch zuerst Brennpunkt und Richtlinie der
Parabel construiren. Sind nimlich OX, OY (Fig. 47) die gegebenen
conjugirten Axen und zwar OX der Durchmesser, so ist OY eine Tan-
gente an der Parabel im Punkte O; macht man daher /_ TOu= XO7Y,

) . 1
so geht Ox durch den Brennpunkt; nimmt man ferner OF = 7 ™80

ist 7' der Brennpunkt, und die durch £ parallel zu OX gezogene Gerade
X" die Axe. Wirdendlich OXiiber O hinaus verlingert und OD = OF
gemacht, so ist UU" durch D senkrecht auf F.X” gezogen, die Richtlinie.
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Durch ein idhnliches Verfahren findet man die Elemente einer
Parabel, welche schon construirt gegeben ist. Durch Halbirung zweier
parallel gezogener Schnen ergibt sich zuniichst ein Durchmesser OX
und die Richtung der Tangente O, womit die Richtung Ou construirt
werden kann, in welcher der Bremnpunkt liegen muss. Wiederholt
man diese Construction unter Anwendung eines anderen Paares pa-
ralleler Sehnen, so ergibt sich der Brennpunkt und hiemit die Richtlinie
und Axe.

Die auf die Tangente sich beziehenden Gleichungen (1) (2) und
(3), [§ 227] gelten auch fiir ein System conjugirter Axen, wenn
man nur den Parameter p durch die Constante m der Gl (3) ersetzt;
daher ist auch in einem schiefwinkligem Coordinatensysteme die Sub-
tangente gleich der doppelten Abscisse des Beriihrungspunktes.

Da ferner auch die Formeln des §. 228 unveriindert bleiben, so
kann der letzte a. a. O. ausgesprochene Satz nun allgemeiner folgen-
dermassen ausgedriickt werden: Wenn von beliebigen Punk-
ten irgend einer in der Ebene der Parabel gelegenen Ge-
raden (Polare) Tangenten an die Curve gezogen werden,
so schneiden sich siimmtliche Beriihrungssehnen in einem
Punkte (Pol), welcher auf jenem Durchmesser liegt, des-
sen conjugirter der gegebenen Geraden parallel liegt.
Dieser Satz lisst sich auf bekannte Weise nmkehren und gilt demnach
fiir alle Linien zweiter Ordnung.

SECHSTES KAPITEL.

UEBER DIE POLARGLEICHUNGEN DER LINIEN ZWEITER ORDNUNG, UND UEBER
DIE BESTIMMUNG DIESER CURVEN NACH GEGEBENEN BEDINGUNGEN.

I. Polargleichungen der Linien zweiter Ordnung.

231. Bekanntlich kann die Lage eines Punktes M in einer Ebene
durch seine Entfernung von einem festen Punkte, dem Pole, und den
Winkel bestimmt werden, welchen diese Entfernung mit einer durch
den Pol gelegten festen Geraden, der Polaraxe, einschliesst. Man
nennt diese Bestimmungsstiicke Polarcoordinaten; die eine dieser
Coordinaten, die Entfernung des Punktes M vom Pole fiihrt den
Namen Radiusvector; die andere, der obenerwiihnte Winkel, kamn
Polarwinkel genannt werden. Ist nun M ein Punkt einer nach einem
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bestimmten Gesetze gebildeten Curve, so muss sich dieses Gesetz
durch eine zwischen den Polarcoordinaten r, 6 dieses Punktes der
Curve stattfindende Gleichung ¢ (r, §) = 0 oder » =/ () ebenso aus-
driicken lassen, wie diess durch Parallelcoordinaten bisher geschehen
ist. Die Gleichung » = () heisst die Polargleichung der Curve.

Ist die auf Parallelcoordinaten bezogene Gleichung der Curve,
y = [ (x), gegeben, so erhiilt man die Polargleichung, indem man in
der Gl. y = f (x) die Werthe von x und y, in Funktion von » und
ausgedriekt, einsetzt, wozu die Formeln (1) oder (3), [§. 157] dienen.
Eben so kann man umgekehrt durch Anwendung der Formeln (2) oder
(4) a. a. 0. aus der Polargleichung die Gl. y == 1 (x) ableiten.

Im Folgenden wollen wir die Polargleichungen der Linien zweiter
Ordnung entwickeln, und zwar — was hier bequemer ist — mit Be-
niitzung bereits bekannter Eigenschaften derselben, olme von der oben
erwiihnten Transformation Gebrauch zu machen. Wir werden dabei
einen Brennpunkt als Pol und die durch denselben gehende Axe der
Curve als Polaraxe annehmen; den Polarwinkel werden wir von jenem
Theile der Axe aus zihlen, in welchem bei der Parabel und Hyperbel
die Scheitel, und bei der Ellipse der dem Pole nithere Scheitel liegt.

I. Ellipse. Sei (Fig. 31) # der Pol, "X die Polaraxe, A ein
Punkt der Curve, FM =r, / MFX =10, so hat man, wenn wir die
vom Mittelpunkt geziihlte Abseisse OP = « und die numerische Ex-

i s (@ ” - :
centricitiit — = ¢ setzen, bekanntlich » = a — &2 somit, weil:
a

@ = OF — PF==ua¢ 4+ rcos O ist, r = a (1 — &) — re cos 0,
woraus die gesuchte Polargleichung der Ellipse:

a(l — &)
r = T (])
1+ ¢cosh
202
folgt. Durch Einfithrung des Parameters p = ‘ﬁ_ 2a (1— ¢?) erhiilt
dieselbe die Form: P " .
= (2)

2(1 4 ecosh)’

In der Ellipse ist bekanntlich ¢ < 1, daher auch & cos  immer
numerisch kleiner als 1, und » kann weder negativ noch unendlich
werden. Verfolgt man die Werthe, welche der Radiusvektor » annimmt,
wiih®@nd 0 von O bis 360° wiichst, so findet man leicht, dass die GI.
(1) oder (2), indem » immer positiv bleibt, die ganze Ellipse darstellen,
wenn man ) alle Werthe von O bis 360% durchlaufen lisst.

II. Hyperbel. Sei (Fig. 39) F der Pol, X" die Polaraxe,
FPM=r, / MFX' =0,s0ist r=¢ax — aund x=0P=0F + FP
= az—r c0s 6, somit r=a(e2— 1) — re cos H, woraus als Polar-
gleichung der Hyperbel:



ale2— 1) .
P L7 (3)
14 ¢ cosh o
folgt, welche durch Einfilrung des Parameters p =— ~— =2 (s*—1)
@
die Form:
)
= 4 (4)

T 2(1 4 & cos )
annimmt. Da in der Hyperbel ¢ > 1, so kann » unendlich und nega-
tiv werden. Verfolgt man die Werthe von », withrend 6 von O bis 360
wiichst, und bezeichnet mit 0 jenen zwischen 90° und 1800 liegenden
Werth von 4, fiir welchen:

: 1 , — b
cos fl = — —, also tgt/ = — Vel = — —
& a
ist, und welcher » = = macht; so findet man leicht, dass der Radius-
vektor den Hyperbelast M°A' M beschreibt, wihrend 0 von 0" bis
3600 — " wiichst, wenn man die fir diese Werthe von 6 aus (4) fol-
genden negativen Werthe von » auf dem riickwiirts iiber den Pol hinaus
verlingerten Radiusvektor aunftrigt. Von O = 0 bis 0 = §', und von
) = 360° — O’ bis 360V ist » positiv, und beschireibt in dem ersteren
Intervalle den Zweig AN, in letzterem den Zweig AM" desjenigen Hy-
perbelastes, dessen Brennpunkt der Pol ist.
III. Parabel. Fiir diese Curve hat man:
g,
und wenn (Fig. 27) £ AFM = 0 ist, @ = AP = AF 4+ FP=

) ;
{T — 7 cos O; somit:

p P .

S — . 5

2(1 4 cos i) 4cos L b2 (5)

Man iiberzengt sich ohne Miihe, dass dicse Gleichungen die ganze

Parabel darstellen, wenn man 0 alle Werthe von O bis 360° durch-
laufen lisst, wobei » immer positiv bleibt.

232, Die Vergleichung der Gleichungen (3), (4) und (5) lehrt, dass
die Polargleichung: .

])
NIRRT Y S m)
"T 20 F ¢ cos b &

alle drei Curven umfasst, und einer Ellipse, Hyperbel oder Pavabel
angeliirt, je nachdem ¢ kleiner, grisser oder gleich 1 ist.

Es tritt wohl selten eine Veranlassung ein, einen anderen Punkt,
als den Brennpunkt, als Pol anzunehmen; wohl kann aber der Fall vor-
konmen, dass die Polaraxe nicht mit der durch die Brennpunkte ge-
henden Axe zusammenfiillt, wie diess obige Gleichungen voraussetzen,
sondern unter einem Winkel « gegen dieselbe geneigt ist. Man hat
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dann, wie man leicht findet, nur § 4 ¢ an die Stelle von § zu setzen,
wodurch man allgemeiner:

P =

P

2{14ccos(e+0)]
fiir die Polargleichung der Linien 2" Ordnung erhilt.

Die Polargleichung der Hyperbel giebt uns noch zur folgenden
Bemerkung iiber Polarcoordinaten iiberhaupt Veranlassung. So lange
es sich bloss um die Bestimmung der Lage einzelner Punkte in der
Ebene handelt, kann der Radiusvektor immer als eine wesentlich posi-
tive Grisse betrachtet werden, wenn man den Polarwinkel von O bis
3600 nimmt. Diess ist nicht immer so, wenn man eine Curve durch
eine Polargleichung darstellen will. Die Hyperbel bot ein Beispiel,
wo wir negative Werthe des Radiusvector zulassen mussten, damit eine
und dieselbe Gleichung beide Aeste der Hyperbel gebe. Um fiir den
links liegenden Ast der Hyperbel ebenfalls positive Werthe von » zu
erhalten, miissten wir die Gleichung:

Fas e bl
2(1—ecosh)

anwenden, welche aus der fritheren hervorgeht, wenn man 1800 4 6
statt 6 schreibt, unter O wieder den Winkel verstanden, welcher von
einem zu dem in Rede stehenden Aste gezogenen Radiusvektor mit dem
durch die Scheitel gehenden Theile der Polarnxe eingeschlossen wird.

Bei den bisher betrachteten Polargleichungen geniigte es ferner,
den Polarwinkel 6 zwischen den Grenzen O und 360° sich bewegen
zu lassen. Auch diess ist bei manchen Curven (z. B. den Spiralen)
unzuliissig; offenbar immer dann, wenn die Polargleichung nicht bloss
periodische Funktionen von f, wie sin., cos. ete., sondern den Bogen
0 selbst enthiilt, welcher dann im Allgemeinen aller Werthe von — =
bis 4 o fihig betrachiet werden muss. Is ist dann tiberhaupt der
Natur der Sache angemessen, heide Polarcoordinaten » und 6 (gleich
den Parallelcoordinaten) als lineare Coordinaten aufzufassen; mit
dem Unterschiede, dass » eine geradlinige Liinge, 0 aber die Linge
eines Bogens bezeichnet, welcher auf einem mit dem Halbmesser = 1
aus dem Pole als Mittelpunkt beschriebenen Kreise aufgetragen wird,
und zwar von einem der beiden Punkte aus, in welchen der Kreis von
der Polaraxe gesclmitten wird, nach der cinen oder anderen Richtung,
je nachdem 6 positiv oder negativ genommen wird.

(n)

II. Ueber die Bestimmung der Linien des zweiten Grades
nach gegebenen Bedingungen.

233, Man kann die Aufgabe stellen, eine Linie der zweiten Ord-

nung zu suchen, sei es auf dem Wege der Analyse oder durch Con-



364

struction, welche gewissen Bedingungen Geniige leistet; z. B. durch
eine Anzahl gegebener Punkte geht, oder gegebene Gerade beriihrt,
u. dgl. Die allgemeine Gleichung dieser Linien ist bekanntlich:
Ax* + Ay 4 2Baxy 4 2Cx + 2Cy + F=0

und nimmt durch Division mit F die Form :

ax? 4 d'y? 4 2bxy 4 2¢x + 2¢y 4+ 1 =0 (1)
an, in welcher dieselbe noch fiinf unbestimmte Constanten enthiilt, zu
deren Bestimmung daher im Allgemeinen fiinf von einander unabhiin-
gige Bedingungen erfordert werden und hinreichend sind.

Soll die gesnchte Curve eine Parabel sein, so geniigen vier Be-
dingungen zu deren Bestimmung, da fiir diesen Fall noch die Bedin-
gungsgleichung 42 — aa’ = 0 erfiillt werden muss.

Ob die Aufgabe nun eine oder mehrere Auflisungen zulasse,
d. h. ob es nur eine oder mehrere Curven 2'* Ordnung gibt, welche
den gegebenen Bedingungen Geniige leisten, hiingt von der Natur der
letzteren ab, je nachdem sie auf Gleichungen fiithren, welche nach a, b,
¢, d, e vom ersten oder von héherem Grade sind.

Eine der einfachsten Aufgaben ist jene, durch fiinf gegebene
Punkte eine Linie der 2'°* Ordnung zu legen. Sind ay, y, die Coor-
dinaten eines dieser Punkte, so miissen dieselben der Gl. (1) Geniige
leisten, wodurch sich die Bedingungsgleichung:

axi + dyt + 2bxyy; + 2ex) + 2y + 1 =0

ergibt; jeder der vier anderen Punkte liefert eine Gleichung von der-
selben Form: die so erhaltenen 5 Bedingungsgleichungen sind, wie
man sieht, in Bezug auf die Unbekannten «, o', u. s. w. vom ersten
Grade und geben daher fiir jede derselben nur einen reellen Werth,
daher auch die Aufgabe nur eine Auflisung zulisst. Werden die ge-
fundenen Werthe von @, &/, u. s. w. in (1) substituirt, so hat man die
Gleichung der gesuchten Curve, welche durch die gegebenen 5 Punkte
geht, und eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel sein wird, je nachdem
bt — ad’ < 0, >> 0 oder = O sich ergibt. Hieraus folgt zugleich,
dass zwei Linien zweiter Ordnung, ohne zusammenzufallen, nicht mehr
als 4 Punkte gemeinschaftlich haben kimnen.

Soll die gesuchte Curve eine Parabel sein, so sind nur 4 Punkte
zur Bestimmung derselben erforderlich, weil zn den durch diese gelie-
ferten 4 Bedingungsgleichungen noch die Gleichung 62 — aa’ = 0
hinzutritt, deren quadratiseche Form iibrigens zur Folge hat, dass durch
4 Punkte im Allgemeinen zwei Parabeln gelegt werden konnen, und
unter Umstiinden auch gar keine, wenn die Auflosung auf imaginire
Resultate fiihrt.
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Da iibrigens eine Curve 2'¢* Ordnung von einer Geraden in nicht
mehr als 2 Punkten geschnitten werden kann, so ist von selbst ein-
leuchtend, dass von den gegebenen Punkten nicht 3 in einer Geraden
liegen diirfen. Wiire diese Voraussetzung nicht erfiillt, so wiirde man
durch die Auflisung wohl eine Gleichung 2'** Grades finden, welche
jedoch keiner Curve, sondern zweien od®r einer Geraden angehirt,
auch wohl unbestimmt werden kann.

Die analytische Auflésung ist auf dem oben angedeuteten Wege,
in Folge der auszufithrenden Eliminationen, ziemlich weitliufig, selbst
wenn man die Coordinatenaxen so legt, dass 4 von den 10 Coordinaten
der 5 Punkte = O werden. Einfacher gelangt man auf folgendem
Wege zum Ziele, wobei man von der in der Anmerkung zu §. 172 ge-
machten Bemerkung Gebrauch macht. Seien My, M,, M,, M,, M, die
gegebenen Punkte. Lassen wir vorliufig einen derselben, z. B. I
ganz beiseite; durch die 3 iibrigen lassen sich 6 gerade Linien zichen,
aus welchen wir vier wiihlen mit der Bedingung, dass nicht 3 dersel-
ben durch einen und denselben Punkt gehen. Seien z. B. (1, 2), (3, 4),
(1, 4), (2, 3) die gewiihlten Geraden, deren Gleichungen durch:

(1,2) =0, (3,4) =0, (1,4) =0, (2, 3) = 0

dargestellt werden migen. Man bilde durch Multiplikation die Glei-
chungen 2t Grades nach z, y:
(1,2).(3,4)=0, (1,4.(2,3) =0,

so stellt die erste derselben das System der zwei Geraden (1, 2) und
(3, 4) vor, und wird daher durch die Coordinaten der 4 Punkte A/,
My, My, My befriediget; die zweite hat die beiden Geraden (1, 4) und
(2, 3) zum geometrischen Orte, daher ihr dieselben Coordinaten Geniige
leisten. Multipliciren wir daher eine dieser Gleichungen mit einer un-
bestimmten Constanten A, und addiren wir sie zur anderen, so erhalten
wir die Gleichung:

(1,2).(3,4) +2(1,4).(2 3 =0 (e)
welche offenbar durch die Coordinaten derselben 4 Punkte identisch
wird, und daher, weil sie vom 2'" Grade ist, die allgemeine Gleichung
aller Linien der zweiten Ordnung sein wird, welche durch die 4 Punkte
My, My, My, M, gelegt werden kinnen.

Damit nun die Curve auch noch den Punkt 47, enthalte, wird man
die Coordinaten dieses Punktes statt @ und y in («) substituiren, wo-
durch sich eine Bedingungsgleichung ergibt, aus welcher i gefunden
wird. Soll die Curve eine Parabel sein, so bestimmt sich 1 aus (w)
selbst durch die Bedingung 42 — aa’ = 0.
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Wenn die Curve, statt durch den Punkt M, zu gehen, eine gege-
bene Gerade beriihren soll, so wird man aus.(¢) mit Hiilfe der Glei-
chung der gegebenen Geraden, y = mx =4 n, eine Verdnderliche eli-
miniren und ausdriicken, dass die Eliminationsgleichung zwei gleiche
Wurzeln besitze, wodurch sich wieder eine Bedingungsgleichung zur
Bestimmung von j ergibt.

Befinden sich unter den gegebenen Stiicken gewisse ausgezeichnete,
den Linien zweiter Ordnung zukommende Punkte oder Linien, so wird
dadurch die Anzahl der zur Bestimmung der Curve nithigen Bedin-
gungen vermindert. Ist z. B. der Mittelpunkt gegeben, wenn es sich
um eine Ellipse oder Hyperbel handelt, so sind nur noch 3 Bedingun-
gen erforderlich, da dann die Gleichung, wenn der Mittelpunkt als Ur-
sprung genommen wird, nothwendig die Form:

ax? 4 200y + dyt 4+ 1=0
haben muss, welche nur 3 unbestimmte Constanten enthilt.

Eben so verhiilt es sich, wenn ein Brennpunkt gegeben ist. Denn
wird dieser als Pol und eine beliebige durch denselben gelegte Gerade
als Polaraxe angenommen, so ist die Polargleichung der Linien
2ter Qrdnung:

— P

T 2_[1 =+ & cos (« :f-_’j)] !

welche nur 3 unbestimmte Constanten, p, ¢ und « enthiilt. Die zur Be-
stimmung derselben erforderlichen 3 Bedingungen reduciren sich anf
zwei, wenn die Curve eine Parabel sein soll, weil fiir diese ¢ = 1.

Nehmen wir z. B. an, es seien nebst dem Brennpunkte 3 Punkte
gegeben, durch welehe die Curve gehen soll; bringt man die obige
Gleichung auf die Form: ’

r =4 recos (w4 0) =
so nimmt dieselbe durch Auflosung von cos (« = 6) und Einfiihrung

zweier neuen Constanten:
h==¢cos «, k=¢sin e,

r

2

|>-.,

?

-

I

die Form an:
o 3 ] e
r=4+h.rcosh—k.rsinf =
Es seien nun x, y die rechtwinkligen Coordinaten eines der gege-
benen Punkte, hezogen auf den Pol als Ursprung und die Polaraxe als

Abscissenaxe, so ist:
x=rcosf, y=rsinb,
wodurch sich die letzte Gleichung in folgende verwandelt:

1
r =+ ke — ky = 5 p,
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o

wo r = Vu? 4 y* Jeder der drei Punkte liefert nun eine solche Glei-
chung, aus welchen sofort der Parameter p und die beiden Constanten
A und £ gefunden werden. Endlich hat man:

k

ce= Vit —I— 1{2, tg «“ =7.

Ist die Lage eines Systemes conjugirter Durchmesser gegeben,
so bedarf man zur Bestimmung einer Ellipse oder Hyperbel nur noch
zweier, einer Parabel nur einer Bedingung, wie aus den auf ein System
conjugirter Durchmesser hezogenen Gleichungen dieser Curve unmit-
telbar erhellt.

Ist zur Bestimmung einer Hyperbel eine Asymtote gegeben, so
vertritt dieses Datum die Stelle von zwei Bedingungen, einer Tangente
niimlich mit gegebenem (in unendlicher Entfernung liegenden) Beriih-
rungspunkte. Sind beide Asymtoten gegeben, so ist nur noch eine Be-
dingung erforderlich, da die Asymtotengleichung nur eine Constante
enthiilt.

SIEBENTES KAPITEL.

UEBER EINIGE ALGEBRAISCHE LINIEN HOEHERER ORDNUNG UND EINIGE
TRANSCFNDENTE CURVEN.

I. Algebraische Linien hiherer Ordnung.

234. Eine erschipfende Untersuchung der algebraischen Curven
von hoherer als der zweiten Ordnung, durch Analyse der allgemeinen
Gleichungen des 3", 4ten u, s, w. Grades zwischen zwei veriinder-
lichen Grissen, ist in Folge der damit verbundenen Weitliufigkeit und
der Unzulidnglichkeit der analytischen Hiilfsmittel nicht leicht durch-
fithrbar. Die Anzahl der in einer Gleichung héheren Grades zwischen
zwei Veriinderlichen enthaltenen geometrischen Gebilde wiichst mit
dem Grade ausserordentlich rasch. Schon Newton hat die Linien
3ten Grades untersucht und 72 Arten derselben in 14 Gattungen unter-
schieden, zu denen Stirling und Cramer noch 6 Arten hinzugefiigt
haben; BEuler theilt sie in 16 Geschleehter. Letzterer hat auch noch
die Linien 4'°" Ordnung betrachtet und 146 Geschlechter derselben
untersehieden, welche wieder eine noch viel grissere Zahl von Arten
unter sich begreifen.  Bei der geringen praktischen Wichtigkeit fast
aller dieser Curven hat man sich daher darauf beschriinkt, einzelne
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: o

derselhen, welche sich bei Gelegenheit besonderer Aufgaben dargeboten
haben, niiher zu untersuchen. Einige der bemerkenswertheren wollen
wir im folgenden betrachten.

Unter den Curven héherer Ordnung gehoren jene zu den einfach-
sten, bei welchen die Ordinate durch eine algebraische, ganze, ratio-
nale Funktion der Abscisse ausgedriickt ist, deren Gleichung daher die
Form hat:

y=4y, + 4, =2 + dya? 4+ Az’ + ... + A, 2™

Man nennt diese Curven iiberhaupt paraboliseche Curven des
m'e" Grades, wenn die Funktion rechter Hand vom m'" Grade*). Da
jedem Werthe von 2 nur ein Werth von y entspricht, welcher gleich-
zeitig mit «, letzteres sowohl positiv als negativ genommen, unendlich
wiichst, so bestehen diese Curven aus einem ununterbrochenen, nach
beiden Seiten ins Unendliche sich erstreckenden Zuge. Wir sind diesen
Curven schon in der Theorie der algebraischen Gleichungen begegnet,
wo sie von besonderer Wichtigkeit sind.

Eine parabolische Curve des m'*® Grades enthiilt im allgemeinen
m =+ 1 Constanten, und erfordert daher zu ihrer Bestimmung m 4 1
von einander unabhiingige Bedingungen. Die wichtigste hieher gehi-
rige Aunfgabe ist, die Curve so zu bestimmen, dass sie durch m 4 1
gegebene Punkte gehe; eine Aufgabe, welche mit derjenigen identisch
ist, welche in §. 150 aufgelist wurde.

Parabeln hoherer Ordnung nennt man inshesondere Curven,
deren Gleichungen die Form'y” = pa™ haben; die sogenannte ge-
meine, conische oder appolonische Parabel: y* = pa, ist hie-
von ein spezieller Fall. Die Curve, deren Gleichung »* = pa3 ist,
heisst inshesondere Neil’sche oder cubische Parabel, und steht mit
der gemeinen Parabel in einem nahen Zusammenhang, auf welchen
wir spiiter zuriickkommen werden. Was iiberhaupt die Gestalt der
Parabeln hiherer Ordnung betrifft, so hiingt diese wesentlich davon
ab, ob die Exponenten m und n, welche immer ganze positive Zahlen
sind, beide gerade oder ungerade, oder der eine gerade, der andere
ungerade ist.

235. Aufgabe. Eine Curve von der Beschaffenheit zu

*) Die Gl vom 2ten Grade: y = A, 4 Ay2 4= Ay2?, hat die gemeine Parabel
zum geometrischen Orte, deren Axe parallel liegt zur Axe der y, deren Scheitel

A o—4 2 ~
die Grisse — i zur Abscisse, die Grisse & Aoyl zur Ordinate hat und
24, 44,
deren Parameter = ‘l_ist, wie man mit Hiilfe der im IV, Kapitel, §. 193 vorgetra-

g

genen Lehren leicht findet,
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finden, dass das Produkt der Entfernungen jedes ihrer
Punktevonzweifesten Punkteneinergegebenen Constanten
a? gleich sei.

Nehmen wir die Verbindungslinie der festen Punkte F, F’
(Fig. 48) zur Abscissenaxe, den Halbirungspunkt O der FF' = 2¢
zum Urspruiig , so ist FM? = P (e—a), FMi=y* +(c + ),
und der Bedingung der Aufgabe gemiiss I'M. F" M = «a? , somit:

2 + (e — 2] [p? + (e + 2)t) = o,
woraus nach leichter Reduktion:

(4 + @2 + 262 (y — a?) = o — of (1)
als Gleichung der gesuchten Curve gefunden wird. Sie ist, wie man
sieht, vom 4'® Grade und fiihrt den Namen Cassini’sche Curve.

Da die GL (1) sich nicht dndert, wenn man — =, — y statt , y
schreibt, so ist der Ursprung ein Mittelpunkt der Curve, welcher
jede durch ihn gezogene Sehne halbirt. Addirt man zur Gleich. (1)

ein Mal 4e2z?, das andere Mal — 4¢%?, so kann sic auf folgende For-
men gebracht werden:
yt=—e? — a? 4 Val + de2?, (2)
g e — gy 4 Vat + 4022 (3)

woraus zuniichst hervorgeht, dass die Curve die Coordinatenaxen zu
Hauptdurchmessern hat, daher von denselben in symmetrische
Theile getheilt wird und in einen begrenzten Raum eingeschlossen ist,
also keine unendlichen Aeste besitzt.

Sind z', 5" die Coordinaten der Durchschnittspunkte mit den bei-
den Axen, so findet man:

Y=k VTE®, y=tE

Zur weiteren Diskussion sind folgende Fille zu unterscheiden:

1) a@>> e; in diesem Falle ist in dem Ausdrucke von 2" unter dem
Wurzelzeichen nur das Zeicheu + zulissig, daher die Curve jede der
beiden Axen nur in zwei Punkten schneidet.  Jedem Werthe von a,
welcher numerisch kleiner ist als ' = ye2 4 a2, entsprechen zwei
gleiche und entgegengesetzte reelle Werthe von y; fiir jeden grisseren
Werth von @ wird y imaginiiv: denn ist a? < e? 4 «2, so hat man
al > a? — e af > (22 — e2)? oder at > at — 2e2a? 4 €4, oder
at 4 defx > (@ 4 22, i Vat F defe? > a? 4 ¢, somit in
(2) 2 positiv. und nmgekehrt. Die Curve schliesst daher einen ling-
lichen Raum ein, hat iibrigens eine ovale oder ellipsenfirmige Gestalt
(Fig. 48) wenn a > ¢ /2, und eine an den Punkten B, B’ eingedriickte

(Fig. 49), wenn a zwischen ey/2 und e liegt.
Herr, Hioh, Mathematik, 1. “
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2. a = e. Die Gleichung der Curve ist in diesem Falle:

(y + L-’_i—l-"c- (y2 — x2) =0 (4)
oder: ypr=— t eV + da2,
aus welcher fiir y = 0:
=0 und &' =4 e )2 .

folgt. Die Curve schneidet daher die Abscissenaxe im Ursprunge und
in zwei Punkten, welche zu beiden Seiten desselben im Abstande ¢ /2
liegen. Fiir jeden Werth von w, welcher numerisch >> e /2, wird y
imaginiir, wihrend jedem numerisch kleineren Werthe vona: zwei gleiche
und entgegengesetzte reelle Werthe von y entsprechen. Hieraus folgt,
dass die Curve (Fig. 50) eine schleifenférmige Gestalt hat, wovon sie
den Namen Lemniscate oder Schleifenlinie fiilhrt.,  Der Punkt O
ist ein sogenannter doppelter Punkt, weil er von der Curve zweimal
weschnitten wird. Den grissten Werth erreicht die Ordinate in dem

1 ; "
Abstande « = + - ¢ 3 und die entsprechenden Punkte der Curve

liegen in einem Kreise, welcher aus dem Punkte O mit dem Ialbmesser

OF = ¢ beschrieben wird. In der Figur ist OF = OF = ¢, die halbe

Axe 04 = 04" = ep2 und fir jeden Punkt M der Curve
FM.FM= OF-

3) « < e. In diesem Falle wird y = + Vat — &2 imaginiir,
daler die y-Axe von der Curve nicht geschnitten.  Sie schneidet die
w-Axe in 4 Punkten, welchen die Abscissen &) = + Vet — a2 und
@, = + Ve? 4+ a? zugehiren; fiir jeden Werth von z, welcher nume-
risch kleiner als @) oder grosser als ay ist, fillt y imaginiir aus, erhiilt
aber fir jedes @, dessen Zahlenwerth zwischen ap und a, liegt, zwei
gleiche und entgegengesetzte reelle Werthe, daher die Curve in diesem
Falle aus zwei getrennten, die festen Punkte 77, /" umschliessenden
Theilen besteht (Fig. 51).

Unter diesen verschiedenen Formen ist die Lemniscate die bemer-
kenswertheste Curve. Die Gleichung derselben wird sehr einfach,
wenn man sie durch Polarcoordinaten ausdriickt, Setzt man in (4)
w=7rcos b, y = sin 0, so erhiilt man als Polargleichung der
Lemniscate:

r=+4 e )2 cos 20,
woraus man zugleich schliessen kann, dass die heiden Tangenten im
Punkte O (wo r==0) mit der x-Axe die Winkel = =4 459 einschliessen.

Die Lemniskate erscheint auch als der geometrische Ort der Fuss-

punkte der aus dem Mittelpunkte einer gleichseitigen Hyperbel auf die
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Tangenten gefilllten Perpendikel. Ist niamlich iiberhaupt:

aty? —btx? = — a’b?
die Gleichung einer Hyperbel, y = mx 4 n ... («) die Gleichung
einer Tangente an derselben, so ist [§. 217] a2m? — b2—nt=0...(3)
1
die Bedingungsgleichung fiir die Berithrung and y = — — @ ... (3)
m

die Gleichung des aus dem Mittelpunkte auf die Tangente gefillten
Perpendikels.  Durch Elimination von s und » aus den Gleichungen
(), (B)y (y) erhiilt man:

(7t + x2)2 4 b%* — a?x? =20
als Gleichung der Fusspunkteurve, welche fir « =&, d. i fiir die
gleichseitige Hyperbel in die Gleichung der Lemniscate:

(y2 + «2)? + a? J-—.L‘)—O
iibergeht, deren halbe Axe = @ = der{Halbaxe del‘Ll’“e" Hyperbel ist.

236. Aufgabe. Die Fusspunkteurve d r aus dem Schei-
tel einer Parabel y2 = pa auf die Tangenten gefiillten Per-
pendikel zu finden.

Ist ¥ = ma 4 n die Gleichung der Tangente, so hat man p =
4 wn [§ 227, Gl (8)] als Bedingung der Berithrung und y'= — % &
als Gleichung des aus dem Scheitel auf die Tangente gefillten Perpen-
dikels.  Durch Elimination von m und n aus diesen 3 Gleichungen
findet man als Gleichung der gesuchten Curve, welche den Namen
Cissois oder Cissoide fihrt:

4x?
woraus sogleich erhellt, dass y nur fir solche negative Werthe von «

yr=—

. : 2 . oy ;
reell wird, welehe zwischen O und — "T liegen. Die Curve liegt daher

ginzlieh zwischen der Directrix UU” (Fig. 52) der Parabel, und der
im Scheitel derselben errichteten Tangente OY. Vertauscht man die
beiden Halbaxen der @, schreibt also — @ statt 4 @, so geht obige
Gleichung, wenn man Kiirze halber p = 44 setzt, iiber in:
5 23
= q—x
Jedem zwischen O und ¢ liegenden Werthe von a entsprechen
zwei gleiche, entgegengesetzte Werthe von y, daher die Curve zu bei-
den Seiten der x-Axe symmetrisch ist. Fiir 2 = 0 wird auch y = 0,
die Curve geht daher durch den Ursprung; mit zunehmendem a wiichst
auch y und wird unendlich gross fiir @ = ¢. — Der Nenner ¢ — «
24 *
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gibt den Abstand eines Punktes der Cissoide von der Directrix; da

nun ¢ — & = 5, 80 sicht man, dass dieser Abstand mit wachsendem
7

y immer kleiner wird und der Null sich unendlich nithert; die Directrix
ist daher eine Asymtote unserer Curve.

Beschreibt man iither 0D = ¢ als Durchmesser einen Kreis, so
ist y2 = qa — a2 dessen Gleichung; zieht man nun durch den Ut-
sprung O cine beliebige Gerade OB, deren Gleichung y = ax sein
mag, so schneidet diese den Kreis und die Cisseoide in den Punkten N
und M, und man findet fiir die Abscissen dieser I'unkte:

S Sy o 3
OR—1+a2, OP = TF
somit auch DP = 0D — OP = 1—_;2 rrfans OR, folglich BM= ON;

wodurch ein sehr einfaches Mittel gegeben ist, die Cissoide durch
Punkte zu construiren.

II. Transcendente Curven.

237. Im Allgemeinen wird jede Curve, deren Gleichung sich nicht
in Form eiver algebraischen rationalen Funktion der Parallelkoordi-
naten a, y darstellen Lisst, eine transcendente genannt. Es gehiren
daher auch solche Curven in diese Classe, in deren Gleichungen a oder
7, oder beide Coordinaten zu Potenzen mit irrationalem Exponenten

2 s . .
erhoben vorkommen, z. B. y = :r"/. Wir wollen jedoch hier nur
solche betrachten, bei welchen die eine Coordinate durch eine trans-
cendente Funktion der anderen bestimmt ist.

Logarvithmische Linie (Logistik).

Bezeichnet e die Basis der natiirlichen Logarithmen, so ist die
Gleichung dieser Curve in ihrer einfachsten Gestalt:
xr
y = ae *, oder x = al i::‘a (1)
oder, wenn « als Lingeneinheit angenommen wird:
y=¢, x=1l, (2)
so dass also die Abscissen die natiirlichen Logarithmen der Ordinaten
darstellen. Aus (1) folgt y = a fiir @ = 0; die Curve schneidet also
die Ordinatenaxe in dem Abstande O4 = ¢ vom Ursprunge (Fig. 53).
Mit zunehmendem x wird auch y immer grisser und wiichst mit  ins
Unendliche. Ftir negative Werthe von o bleibt » positiv, wird jedoch
um so kleiner, je grisser der Zahlenwerth von  wird, und unendlich
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klein fiir @ = — o die «-Axe ist daher eine Asymtote der Curve,
welche giinzlich oberhalb der x- Axe liegt. Unterhalb dieser Axe lie-
gen nur einzelne, isolirte Punkte in unendlicher Anzahl, welche zwar
obigen Gleichungen Geniige leisten, aber keine stetige Folge bilden,
daher der Curve nicht angehiren. Ein solcher isolirter Punkt ergibt
sich niimlich fiir jeden Werth von @, weleher einen Bruch mit geradem

Nenner zum Ausdrucke hat. Denn setzt man @ = 2£~ = ly, s0 kann
q

man die Gl. (2) auf die Form:

P T
Y- Iy, oder y? = et d.1. y=+4 Vc'l
7
bringen; der positive dieser beiden Werthe ist der zur .Abscisse

) . . . . .
z = ‘% gehorige Ordinatenwerth der Curve, der negative liefert einen
2q

isolirten Punkt.
Eine allgemeinere Form der Gleichung der logarithmischen Linie

ist: y = mb*, wo b-eine positive absolute Zahl, m und n lineare
Grossen von beliebigem Zeichen bedeuten. Sie Lisst sich leieht auf die
Form (1) bringen. Man setze zuerst:

b :l o % 't ju— _)l
= g somit ¢ =
7 l‘[) 7
=
so wird ¥y = me . Verriickt man nun den Ursprung aunf der Abseis-
K prung

senaxe um das noch unbestimmte Stiick &, setzt also x 4 & statt x,
so verwandelt sich diese Gleichung in:

=z, £ £ =
y=me* * =me". e,
£
woraus, wenn man £ so bestimmt, dass me« = « wird, d. i. wenn

1) i
man & = «al— setzt, y = ae« folgt.
7 ¥ 2

Denkt man sich die logarithmische Linie BAC (Fig. 54), deren
x
Gleichung y = ae®, um die Axe der y gedreht, so kommt sie in die
T
Lage B'’AC’ und hat zur Gleichung y = «¢ ¢. Irgend eine zur
y-Axe in dem Abstande OP =g parallele Gerade schneidet diese bei-
den Curven in den Punkten M und /"5 ist nun Vder Halbirungspunkt

1
der MM, so hat man PN = 3 (PM 4 PM'), und folglich ist:

1 = .
y=-ua (e"-f—c ")
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die Gleichung des geometrischen Ortes DAFE dieser Halbirungspunkte,
weleher somit ebenfalls eine transeendente Curve ist. Sie fihrt den
Namen Kettenlinie, weil, wie in der Mechanik gezeigt wird, eine
Kette, oder vielmehr ein vollkommen biegsamer, undelnbarer Faden,
welcher in allen Punkten dureh gleiche Gewichte belastet ist, die Ge-
stalt dieser Curve annimmt.

238, Rolllinien. Wenn sich eine gegebene Curve auf einer
anderen festen Curve, olme zu gleiten, wiilzt, so wird ein in der Kbene
der ersten Curve liegender, mit ihr fest verbundener Punkt eine Curve
beschreiben, welche eine Rolllinie genannt wird. Unter den mannig-
faltigen Curven dieser Art wollen wir folgende betrachten.

1. Die gemeine Cycloide.

Liisst man einen Kreis auf einer festen Geraden rollen, so be-
schreibt irgend ein bestimmter Punkt der Peripherie des Kreises eine
Curve, welche gemeine Cycloide, oder anch sehleehthin Cyeloide
genannt wird. Um die Gleichung dieser Curve zu erhalten, sei (Fig.
55) XX die feste Gerade, Grundlinie, MBN der wiilzende Kreis,
(Erzengungskreis) in irgend einer seiner Lageny A7 der beschrei-
bende Punkt, also ein Punkt der Cycloide, und O ein Punkt in der
XX, mit welechem der beschreibende Punkt A7 in einer fritheren Lage
des Kreises zusammenfiel. Nehmen wir die XX als Abscissenaxe, die
im Punkte O darauf Senkrechte @Y als Ordinatenaxe, so ist OP =
x, MP=y. Setzt man nun den Winkel £CM, den sogenannten Wiil-
zungswinkel = ¢, so ist arc. BM = ag, wenn a der Halbmesser
des Kreises und ¢ im Bogenmaass fiir den Halbmesser = 1 ausge-
driickt ist. Ferner folgt aus der Natur der Wiilzung OB =arc BM=
ap; da nun OP=x= 05 — BP = OB — MR, und MR = a sing,
ferner MP =y = CB — CR, und CR = « cos ¢ ist, so hat man:

za=ua(p—sing), y=a(l — cos q). 1)
Durch Elimination von ¢ erhilt man die Gleichung der Cycloide ;
es folgt nimlich aus der 2'°® dieser Gleichungen: cos ¢ = ok y

!

somit: “

o . I
(@ == arc cos —a‘/, sin g = — I/Qay —y?,
a
folglich:
x=a arc cos —2 V2ay — 42 (2)
o

In den meisten Fillen bedient man sich jedoch statt dieser Glei-
chung (2) mit Vortheil des Systems der Gleichungen (1), welehe die
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Coordinaten @, y eines Punktes der Cycloide durch eine dritte Ver-
inderliche ¢ ausdriicken, welche aller Werthe von — = bis 4 «
fihig ist.

Fiir jeden Werth von ¢, von der Form + 2uz, wo n eine posi-
tive ganze Zahl, wird y = 0, withrend die zugehirigen Werthe von
@ dureh den Ausdruck + 2aaz gegeben sind; die Cyeloide triftt also die
a-Axe in unendlich vielen Punkten ... 0, O ..., welche in der Ent-
fernung 2az auf einander folgen, und die Curve besteht aus unendlich
vielen congruenten Bogen, wie 040, von welchen in der Regel nur
einer in Betracht gezogen wird. Die Ordinate erreicht ihren grissten
Werth = 2¢ fiir cos g = — 1, d. i. fiir ¢ = 7=, (oder allgemein
g===(2n+ 1) 7), zu welchem Werthe von ¢ die Abscisse 2= 01 =

| S— " :
amr = - 00" gehort. Der entsprechende hochste Punkt A der Cy-

cloide heisst der Scheitel.  Die zn beiden Seiten des Scheitels lie-
genden Hilften O und DO der Cyeloide sind congruent, da bekannt-
lich cos (z — w) =(z 4+ w) ist. Das aus dem Scheitel senkrecht
auf die feste Gerade XA gefillte Perpendikel AD heisst die Axe
der Cyecloide.

In den Anwendungen ist es meistens bequemer, den Scheit:l
A zum Ursprung zu nehmen; werden die neuen Abscissen auf der Axe
AD gezihlt, so ist AQ = 2/, MQ = y und @ = 0D — MQ =
ag — y't y= AD — AQ = 2a — ', wodurch die Gleichungen (1)

ithergehen in: L
' =a+4acosq, y =alnr— ¢) + asing,
oder wenn man 7 — ¢ = o setzt:
2 =a(l —cosw), y=na(w -4 sinuw), (3)
ans welehen man noch durch Elimination von w:
; a—x —
¥ = a arc cos ——— 4 V2ax — a'? (4)
a
findet.

2. Die gedehnte und die verkiirzte Cycloide.

239, Wenn der beschreibende Punkt A7 nicht in der Peripherie
des Erzeugungskreises sondern innerhalb oder ausserhalb derselben
liegt, so entsteht im ersten Falle die sogenannte gedehnte oder ge-
schweifte Cykloide (Fig. 56) im zweiten die verkiirzte oder ver-
sehlungene Cykloide (Fig 57).  Wihlt man wieder die Grundlinie
als Abscissenaxe und als Ursprung einen Punkt derselben, in welchem
sie den Erzeugungskreis beriithrt bei einer jener Lagen desselben, wo
der beschreibende Punkt vertikal unter dem Mittelpunkte liegt; be-
zeichnet man ferner mit o den Halbmesser des Erzeugungskreises, mit
b den Abstand des beschreibenden Punktes A/ vom Mittelpunkte des
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selben, mit ¢ den Wilzungswinkel MCB (Fig. 56 und 57) und setzt
OP=ax, MP =y, so erhiilt man auf dem fiir die Cycloide hetretenen
Wege:
x=ag — bsing, y=a—bcosq,
oder durch Elimination von g :
a — —
b J_ V&27("__‘7})Z
als Gleichung der gedelmten oder verkiirzten Cycloide, je nachdem
b < oder > aist. Fiir « = b gehen diese Gleichungen in jene der
gemeinen Cycloide iiber, Nimmt man den Scheitel A als Ursprung und
zithlt die Abscissen o' anf der Axe A7), so erhiilt die letzte Gleichung
die einfachere Form:

& == ( arc cos

b — '

b

+ V262 — 272,

y == a arc cos

3. Die Epicycloide und Hypocycloide.

2490, Wenn ein Kreis (der Erzeugungskreis) auf der convexen
Seite der Peripherie eines anderen festen Kreises, des Grundkreises,
fortrollt, so beschreibt ein fester Punkt in der Peripherie des Erzeu-
gungskreises die Epicycloide.

Nehmen wir zuerst an, die Beriihrung der beiden Kreise sei eine
dussere, und ABA" (Fig. 58) der Grundkreis; BV der Erzengungs-
kreis in einer beliebigen Lage; M der beschreibende Punkt, welcher
in einer fritheren Lage des letztgenannten Kreises mit dem Punkte A
des Grundkreises zusammenfiel. Nehmen wir den Mittelpunkt O des
Grundkreises zum Ursprung, den durch A gehenden verlingerten
Durchmesser desselben als Abscissenaxe, und fiillen wir die Perpen-
dikel MP, CQ und MR, so sind die Coordinaten des Punktes M der
Epicycloide : ‘

= 0P=0Q 4+ MRy, y= MP = (0Q — CR;
bezeichnen wir nun mit &, » die Halbmesser des Grund- und Erzeu-
gungskreises, mit ¢ und ¢’ die Winkel AOB und BCM, so ist zuniichst

are AB = arc BM, d. i. Ry = rq’, somit ¢' = i q;
7

ferner Ol = (R 4+ r) cos ¢, MR =rsin MCR
CQ= (R + ») sin ¢, CR=rcos MCR,
und, da / MCR = ¢ — (90 — g)=— [90 — (¢ + ¢)] =
R :
=[98 — Z T st

s

sin MCR = — cos ey ¢, cos MCR=sin LB qs
¥

r
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durch Substitution dieser Werthe in obige Ausdriicke von @ und y er-
hiillt man fiir die Epicycloide das System der Gleichungen:
= (R4 r)cosp —r cos —— +' Py

g . B + r (1)
y = (R 4 r) sin ¢ —rsin—-—g. J

Wenn der Erzeugungskreis aus einer bestimmten Lage z. B. jener,
bei weleher M mit A in Berithrung war, zu rollen beginnt, so wird,
nachdem die Linge des auf dem Grundkreise durchlanfenen Bogens
AEA" der Peripherie des Erzeugungskreises gleich geworden ist, der
Punkt M wieder in A auf den Grundkreis fallen, wobei dieser Punkt
den epicycloidischen Bogen ADA" beschrieben hat.  Bei fortgesetzter
Bewegung des Erzeugungskreises wird der Punkt A7 einen zweiten,
dem ersteren vollig congruenten Bogen beschreiben, u. s. f.  Ist das
Verhiiltniss der beiden Halbmesser f2:» irrational, so leuchtet ein,
dass keiner der folgenden Bigen mit einem fritheren zusammenfallen
kann; in diesem Falle bestebt dic Epicyecloide aus unendlich vielen
congruenten Bogen. Ist aber das Verhiiltniss R : » rational, so wird
der Punkt M nach einem oder mehreren Umliufen wieder mit 4 zu-
sammenfallen und von hier an die schon einmal beschriebenen Bigen
fort und fort wieder durchlaufen. In diesem Falle besteht also die Epi-
cycloide aus einer endlichen Anzahl von Bogen.

Im letzteren I"alle, wenn niimlich das Verhiiltniss R : » rational
ist, fiihrt die Elimination von ¢ aus den Gleichungen (1) zu einer alge-
braischen Gleichung zwischen @« und y, so dass in diesem Falle die
Epicycloide aufthirt eine transcendente Curve zu sein. Denn ist
R:r=m:n, wo m und n ganze Zahlen bedeuten, so gehen die GI. (1)
iiber in:

= (R4 r)cosqg— reos(m—+4 n) —

y = (R 4 r)sin g — rsin (m 4 ») -?; ;
oder, wenn man g = n, m 4+ »n =k setzt:
x = (& + ») cos ny — r cos ku, } @)
y = (B 4 r) sin ny — 7 sin ky. -
Nun lassen sich aber bekanntlich, wenn n und £ ganze Zahlen sind,
cos np, sin 7y, cos by, sin ky durch Potenzen von sin y und cos
rational ausdriicken [§. 67]; substituirt man diese Ausdriicke in (2), so
konnen mit Hiilfe der Gleichung sin w? 4 cos ¢? = 1, sin y und cos
w eliminirt werden, wodurch man offenbar zu einer algebraischen Glei-
chung zwischen @ und y gelangt.
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Der cinfachste I"all dieser Arvt ist der, wenn 2 = » angenommen

wird; die Gleichungen der Epicycloide werden dadurch:
a = 2rcos g — r cos 2q, y=2r sin ¢ — r sin 2q,
und verwandeln sich mit Hiilfe der bekannten Relationen:
sin 29 = 2 sin ¢ cos ¢, €08 2 g =2 cos ¢ — 1
in folgende:
x=r(2cos ¢ — 2cos g* 4+ 1), y=2rsin g (1 — cos q).

Verlegen wir den Ursprung, indem wir @ 4= » statt & schreiben,

in den Punkt 4, (Fig. 59), so kommt:
x=2rcos ¢ (1 —cosq), y==2rsing (1 —cosq).
Aus diesen Gleichungen folgt, wenn man sie quadrivt und addirt:
a? 4= y? = 4r? (1 — cos q)%
und dureh Division derselben:
tg g = y_’ worans cos ¢ = —;_—,
£ Va2 + ',jz
welcher Werth in die vorige Gleichung substituirt :
5t + gt = 2r (V¥ F 3 — 2),
oder (@2 4 22 4+ drae (2 4 y2) — %2 =0
als Gleichung der gesuchten Epieycloide gibt; diese Curve fiihrt von
ihrer herzférmigen Gestalt den Namen Cardioide. Setzt man:
x=ngpcosl, y=psin0,

so erhillt man als Polargleichupg der Cardioide:
i 2,

o =2r (1 — cos fi) = 4» sin 3

Zieht man durch den Punkt 4 eine beliebige Gerade MM, welche
den Grundkreis in 2 schneidet, und setzt /_ MAX =0, so ist:

AM = 2r — 2r cos 0, AM' = 2r 4 2r cos 0,
somit:
AM + 2r cos § = AM' — 2r cos O = 2r;

aus dem A ABP folgt aber AP=2r cos 0; folglich ist PM=PM'=2r,
welche Eigenschaft der Cardioide ein sehr einfaches Mittel zur Con-
struction derselben darbietet.

241, Wenn der Krzeugungskreis auf der inneren, concaven
Seite der Peripherie des Grundkreises rollt, wobei sein Halbmesser
kleiner sein muss, als jener des Grundkreises), so beschreibt ein fester
Punkt des ersteren Kreises die Hypoeycloide.

Die Gleichungen dieser Curve werden auf dieselbe Weise abge-
leitet, wie jene der Epicyeloide, wozu die Fig. (60) entworfen ist. Ein-
facher ergeben sie sich aus jenen der Epicycloide, indem man den
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nimmt. Dadurch erhiilt man fiir die Hypoeyeloide das System der
Gleichungen:

o= (K —r)cos ¢ + r cos 18_1— " q ,l
. 1
- : s (1)

y = —r) sing — rsin =i

Die Hypoeyeloide hesteht ebenfalls aus unendlich vielen, dem
Bogen ADA" gleichen Ziigen, wenn das Verhiltniss f2:r irrational ist.
Sind aber diese Halbmesser commensurabel, so ist die Anzahl der
Bogen eine endliche, und die Hypoeyeloide in diesem Falle éine alge-
braische Curve, da man durch Elimination von ¢ aus den GL (1) zu
einer algebraischen Gleichung zwischen @ und y gelangt.

Ein bemerkenswerthes Resultat ergibt sich fiir die Annalme
R = 2r; damit gehen die GL. (1) iiber in:

x=2rcosgq, y=20,
welche offenbar dem durch den Anfangspunkt A4 der Bewegung gezo-
genen Durchmesser des Grundkreises angehirven. Die Hypoceyeloide
ist also in diesem Falle eine gerade Linie und zwar der besagte Durch-
messer des Grundkreises.’

Ist der Halbmesser » des Erzeugungskreises grisser als jener des
Grundkreises, so erfolgt offenbar die Wilzung — bei innerer Beriih-
rung der Kreise — auf der convexen Seite des Grundkreises, und
die erzeugte Rolllinie ist wieder eine Epicycloide. Denn setzen wir
in obigen Gleichungen (1) » = I 4 p, so nehmen sie die Form an:

(2]

@ = (R +p) cos R+9q— 0 €COoS ¢,

y = (R4 p) sin ﬁ_—” q — o sin ¢,

und verwandeln sicli, wenn man noch:

0 R4
m F =, also g = le
setzt, in folgende:
R
o= ([(’ + y} COS Yr — p COS —+£‘ W

0

g ==l s ) sl = et 28
g
welche einer Epicyecloide angehiren, deren Erzeugungskreis vom Hall-
messer p den Grundkreis vom Halbmesser R von aussen beriihrt.
Man sicht hieraus, dass jede Epicycloide auf zweifache Weise er-
zeugt werden kannj entweder wenn anf dem Grundkreise vom Halb-
messer £ der Erzeugungskreis vom Halbmesser » so rollt, dass dig
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Kreise sich von aussen beriihren; oder wenn sich auf demselben Grund-
kreise vom Halbmesser £ ein Erzeugungskreis vom Halbmesser R 4
wiilzt, und dabei die Kreise sich von innen beriihren.

4. Die Kreisevolvente.

242, Wenn cine gerade Linie, die erzeugende Gerade, an der
Peripherie cines Kreises, des Grundkreises, sich, ohne zu gleiten, so
bewegt, dass sic mit dem Kreise bestindig in Berithrung bleibt, so be-
schreibt ein fester Punkt der Geraden eine Curve, welche den Namen
Kreisevolvente fiihrt.

Sei (Fig. 61) ABN der Grundkreis, UM die erzeugende Gerade
in einer beliebigen Lage, in welcher sie den Kreis im Punkte 73 beriihrt,
A der beschreibende Punkt, welcher in einer fritheren Lage der Gera-
den mit dem Punkte A des Kreises zusammentiel; [ der Halbmesser
des Kreises, /, A0# = ¢. Nimmt man O als Ursprung, und den ver-
lingerten Durchmesser 04 als Abseissenaxe, so ist fir den Punkt M
der Curve:

OP = ax= 0 + MR; MP =y = BQ — BR.
0Q = R cos ¢, ME = BM sin ¢,
B = I sin q, BR = BM cos ¢,
endlich BM = arc AB = Rg. Durch Substitution dieser Werthe
erhiilt man fiir die Kreisevolvente das System der Gleichungen:
x =R (cos ¢ + ¢ sin ¢), | 1
g=R(sin<p—¢cos¢-).J (1)

Man kann die Kreisevolvente als Epicycloide betrachten, bei wel-
cher der Halbmesser des Erzeugungskreises unendlich gross ist, wo-
durch dieser in eine gerade Linie degenerirt. In der That gehen die
GL. (1) der Epicycloide [§. 240] in jene der Kreisevolvente iiber, wenn
man » = o setzt.  Ans der ersten derselben folgt nimlich durch Auf-
lisung des Cosinus:

b . .
x=Rcosqg + rcosg—rcos—qg.cosqg -+ Tsm— .8 g,
v
R o B ;
= R cos g + rcosg (1 — €08 — q;) + r sin — . sin @,
r r

o A )2 . R :
= R cos g + 2rcosyg (sm == q) -+ #sin — ¢ . sing.
zr r

. I 1
Setzen wir — ¢ = «, also » =-—', 50 kommt:
2r 2¢
sin 2 sin 2«

xr = fl cos ¢ =+ Ly cos g -+ By sin g ——.
~ (L

24
Lassen wir nun » unendlich zunehmen, so wird « unendlich klein, folg-

lich, weil:
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. sin e . sine@ . sin 2¢
lim =lim . 8in ¢ = 0 und lim
I « 20
@ == I (cos ¢ 4 ¢ sin ¢).
Dieselbe Behandlung gestattet die Gleichung fiir y.

=1 iSt,

Will man die Curve durch Polarcoordinaten ausdriicken, so hat
man, wenn OM =y, / MOP = 0 gesetzt wird, ¢ = Y =+
y 4
te 6 = £ somit:
xT

= teg — ¢
— 2 (rf:—-ﬁ i
o=R V1+g? tgb T+t

Wie man sieht, nimmt ¢ mit ¢ unendlich zu; die Curve zieht sich
demnach in unendlich vielen schneckenfiirmigen, sich immer erweitern-
den Windungen um den Kreis herum, und schliesst sich in Folge dieser
Eigenschaft an die Familie der Spirallinien an, von welchen wir die
bemerkenswerthesten noch kurz hetrachten wollen.

Spirallinien.

243, Spirallinie oder Spirale heisst jede Curve, welche sich
in unendlich vielen, sich immer erweiternden oder verengernden Win-
dungen um einen festen Punkt herumzieht, in welchem sie entweder
ihren Antang hat, oder welchem sie sich ohne Ende nithert. Es liegt
in der Natur dieser Curven, dass ihre Gleichungen durch Anwendung
von Polarcoordinaten die einfachste Form erhalten, wobei das am
Schlusse des §. 232 Gesagte zu beriicksichtigen ist.

1) Die archimedische Spirale. (Fig. 62.) Ihre Gleichung ist:

r= ((rj, (1)
wo r den Radiusvector OAM eines beliebigen Punktes der Curve, 6 den
Polarwinkel 70X bedeutet, imBogenmaas fiir den Halbmesser =1 aus-
gedriickt, (also den Bogen AP des mit dem Halbmesser = 1 aus 0O
beschriebenen Kreises APN), und « eine lineare Constante. Die Glei-
chung zeigt, dass die Radienvektoven den von denselben heschriebenen
Winkeln proportional sind. Man kann sich daher diese Spirale aunf
folgende Weise durch eine stetige Bewegung erzeugt denken. Eine
bewegliche Gerade OU von unbegrenzter Liinge drehe sich um den
Punkt O, und auf derselben bewege sich ein Punkt A7 dergestalt, dass
die von demselben durchlaufenen Wege den von dem beweglichen
Radiusvector beschriebenen Winkeln proportional sindj der Punkt A7
beschreibt dann die archimedische Spirale.

Ertheilt man in (1) dem Bogen § negative Werthe, so driickt diese
Gleichung diesclbe Spirale, aber in entgegengesetzter Lage aus, welche
man erhiilt, wenn man die in der Figur gezeichnete um O} dreht.
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Beide Spiralziige sind in derselben Gleichung enthalten, wiewohl in
der Regel bloss der eine in Betracht gezogen wird.

Sind r, »* die Vectoren zweier Punkte M/, M’ der Spirale, welche
zu zwei um 3600 verschiedenen Polarwinkeln gehiren, so ist ¥ =
a B+ 27), wenn » = @ll, somit »’ — r» = 2az, woraus folgt, dass
der Abstand 274" der cinzelnen Windungen von einander, anf dem
Radiusvector geziihlt, in der archimedischen Spirale constant ist.

2) Die hyperbolische Spirale, (Fig. 63); ihre Gleichung ist:
M=a, (2)
von deren Aehnlichkeit mit der Asymtotengleichung der Hyperbel der
Name dieser Spirale herriihrt. Fiir § = 0 ist » = o ; mit zunehmendem
§ wird » immer kleiner, ohne je = 0 zu werden. Die Curve macht
daher nach der einen Seite unendlich viele immer kleiner und kleiner
werdende Windungen um den Pol, ohne ihn je zu erreichen, wobei zu-
gleich der Abstand zweier auf einander folgenden Windungen immer
kleiner wird. Der Pol bildet hier einen sogenannten asymtotischen
Punkt.
Ist M ein Punkt der Curve, OM =r, / MOP =14, MP =y,

a . .
g0 hat man » = — und y = » sin 0, somit:

b
sin f
=q
4 b
= 3 ., sin O : ; ;
Fiir jedes H = 0, ist 5 < 1, folglich y < «: je kleiner aber
sin 0 i

O wird, desto mehr nithert sich (weil lim % = 1) die Ordinate y

der Grosse a, wobei gleichzeitig » unendlich zunimmt. Hieraus folgt,
dass die hyperbolische Spirale nach der anderen Seite die Gerade UV,
welche in dem Abstande = @ zur Polaraxe parallel Liuft, zur Asym-
tote hat.

3. Die logarithmische Spirale geht aus der logarithmischen
Linie hervor, wenn man die Coordinaten @, y in der Gl. der letzteren
Curve |Gl (1), §. 237] als Polarcoordinaten betrachtet; die Gleichung
der logarithmischen Spirale ist daher:

] ;
r = ae* oder ) = al v;‘;,

wo ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Fiir 0 =0 wird r=a
und fir jeden positiven Werth von 0 ergibt sich ein mit O fort und fort
wachsender Werth von r; fiir 6= « wird auch » =« . Fiir negative
Werthe von ) wird » (von » =« angefangen, entsprechend § ==0) immer



kleiner, je grisser der Zahlenwerth von § wird, und unendlich klein
fiir 0=— . Die logarithmische Spirale macht daher unendlich vicle
Windungen um den Pol hernm, welche nach der einen Seite ins Un-
endliche sich fortsetzen, dabei ihren Abstand immer vergrissernd,
nach der anderen Seite, sich immer mehr und mehr verengernd, dem
Pole sich unendlich nithern, ohne ilm je zu erreichen. Der Pol ist da-
her auch hier ein asymtotischer Punkt. Negative Werthe von » sind
nur fiir solche Werthe von § méglich, welche einen Bruch mit geradem
Nenner zum Ausdrueke haben; solchen Werthen von § entsprechende
Punkte existiven daher wohl unendlich viele, bilden aber keine stetige
Folge.
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