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VORREDE .

Das Lehrbuch über höhere Mathematik , welches ich hiemit
der Oeffentlichkeit übergebe , bildete im Manuscripte die Grundlage
der Vorlesungen , welche ich in meiner früheren Stellung am st . st .
Joanneum zu Gratz über diesen Gegenstand zu halten hatte . Zu¬
nächst für den Unterricht an höheren technischen Lehranstalten

bestimmt , soll dasselbe — dieses Ziel hatte ich wenigstens bei der
Bearbeitung im Auge — einerseits den der Mathematik Beflissenen
in das Studium der höheren Theile dieser Wissenschaft auf gründ¬
liche Weise einführen , anderseits demjenigen , der vorzugsweise
den praktischen Wissenschaften sich widmen will , das hiezu erfor¬
derliche Materiale in möglichst genügender Weise darbieten . Wie
weit ich mich diesem Ziele genähert habe , muss dem Urtheile der
Sachkundigen überlassen bleiben .

Das Lehrbuch zerfällt in drei Theile , welche der algebraischen
Analysis , der analytischen Geometrie in der Ebene und im Baume ,
endlich der Differenzial - und Integralrechnung gewidmet sind , und
schliesst sich im Allgemeinen dem in dem Elementarunterrichte
gebotenen Lehrstoffe an . Vielleicht hätten sich die Elemente der
analytischen Geometrie in der Ebene , weil in den Elementarunter¬
richt hie und da aufgenommen , ausschliessen lassen ; bei der Un¬
sicherheit über das Maass der vorauszusetzenden Kenntnisse habe

ich jedoch um so weniger Bedenken getragen , auch diesen Ab¬
schnitt aufzunehmen , als die weniger einfachen Lehren desselben
doch nicht übergangen werden konnten , und daher an Raum nicht
bedeutend erspart worden wäre .
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Es bedarf wohl kaum der Erwähnung , dass ich in der Darstel¬
lung allenthalben der neueren Methoden mich bedient habe , wo
dieselben vor älteren einen reellen Vorzug voraus haben und für
ein Compendium geeignet schienen . Eben so sind Gründlichkeit
und mathematische Strenge Eigenschaften , die man heute auch bei
einem Elementar - Lehrbuche nicht mehr vermissen mag , ja bei
einem solchen um so weniger , als dadurch — unter Voraussetzung
eines fasslichen Vortrages — das Verständniss am besten gefördert
und allein nachhaltiger Nutzen gestiftet wird . Wenn bei dem Un¬
terrichte an technischen Lehranstalten die praktische Tendenz nicht
aus dem Auge verloren werden darf , so scheint sich diese Rück¬
sicht doch mehr auf die Auswahl des Stoffes beziehen zu sollen , als
auf die Art der Behandlung desselben , welche der wissenschaftlichen
Form nicht entkleidet werden darf , wenn der Unterricht nicht in
ein blosses Abrichten der Schüler ausarten soll .

Aus diesem Gesichtspunkte betrachtet , werden manche Leh¬
ren — namentlich der algebraischen Analysis — nicht als zu weit¬
läufig behandelt erscheinen , welche sich sonst , bloss mit Rücksicht
auf das praktische Bedürfniss , kürzer hätten erledigen lassen . Ich
nenne beispielsweise das zweite Kapitel über die Convergenz der
Reihen und das sechste über die Theorie der algebraischen Glei¬
chungen . In letzterem habe ich namentlich die allgemeineren Sätze ,
so weit die Grenzen des Buches es erlaubten , berücksichtiget , da
es kaum eine mathematische Betrachtung gibt , in welche nicht der
eine oder andere derselben eingeht ; bei der Auflösung der nume¬
rischen Gleichungen jedoch glaubte ich vorwiegend dem Bedürf¬
nisse des Praktikers Rechnung tragen zu müssen und habe daher ,
nebst den nöthigen Hülfsmitteln zur Trennung der Wurzeln in
schwierigeren Fällen , nur solche Methoden zur näherungsweisen
Berechnung der reellen Wui ’zeln aufgenommen , welche sich durch
einen einfachen Rechnungsmechanismus auszeichnen , nämlich die
Newton ’sche in ihrer einfachsten Form , die Homerische und die
Regula falsi . Strenge genommen ist freilich alles , was über die
letztere hinausgeht , für den Praktiker von Ueberfluss .

Die analytische Geometrie sowohl in der Ebene als im Raume ,
wurde im Allgemeinen mit rechtwinkligen Coordinaten durchgeführt ,
da diese in der Praxis fast allein Anwendung finden , und der Nutzen ,
welchen die Durchführung der Rechnungen mit schiefwinkligen
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Coordinaten etwa gewähren mag , mit dem Raume , den dieselbe
in Anspruch nimmt , in zu ungünstigem Verhältnisse steht . Bei der
Discussion der allgemeinen Gleichungen der Linien und Flächen
zweiter Ordnung bin ich im Wesentlichen Cauchy ’s schöner Analyse
gefolgt . — Uebrigens enthält der zweite Theil die analytische Geo¬
metrie nur in so weit , als die Hülfsmittel der Algebra reichen ; die
allgemeine Theorie der krummen Linien und Flächen , so weit deren
Aufname angemessen schien , wurde , wie diess üblich ist , in der
Differenzial - und Integralrechnung abgehandelt , an welchem Orte
sie zugleich das geeignetste Mittel zur Erläuterung der rein analy¬
tischen Operationen bildet .

Die Differenzial - Rechnung habe ich auf die Betrachtung der
Grenzen gegründet und bin insbesondere bei der Entwickelung des
Begriffes des Differenzialquotienten , nach Navier ’s Vorgänge , von
der Vorstellung der Geschwindigkeit des Wachsthums einer Funk¬
tion ausgegangen , eine Darstellung , welche an und für sich der
Natur der Sache angemessen ist und sich durch Anschaulichkeit
empfiehlt . — Unter den Hülfsmitteln zur Entwickelung der Funk¬
tionen in Reihen glaubte ich das Reversions -Theorem von Lagrange
nicht übergehen zu dürfen , da man von demselben in der ange¬
wandten Mathematik , insbesondere der Geodäsie nnd Astronomie
häufig Gebrauch zu machen hat . Aus gleichem Grunde habe ich in
der Integralrechnung die Fourier ’schen Reihen aufgenommen , welche
namentlich für die Physik von Wichtigkeit sind und die früheren
Sätze über die Entwickelung der Funktionen in Reihen in einem
wesentlichen Punkte ergänzen . Die Lehre von den bestimmten
Integralen und den Transcendenten der Integralrechnung konnte
selbstverständlich nur in beschränktem Maasse Aufname finden ; das
Mitgetheilte dürfte jedoch genügen , um die nächsten Bedürfnisse
des angehenden Mathematikers zu befriedigen und ihn zu befähigen ,
für entfernter liegende , schon einigermaassen orientirt , an ausführ¬
licheren Quellen Belehrung zu suchen . Dieselbe Rücksicht musste
mir auch bei der Bearbeitung der Kapitel über die Integration der
Differenzialgleichungen zur Richtschnur dienen .

Bei der Abfassung des Werkes , welches der Bequemlichkeit
des Gebrauches wegen in zwei Bände getheilt wurde und für dessen
äussere Ausstattung der Herr Verleger in vorzüglicher Weise ge¬
sorgt , habe ich die besten mir zugänglichen Werke und Zeitschriften
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benutzt . Von älteren Autoren abgesehen , nenne ich vorzugsweise die
neueren Schriften von Cauchy , Navier , Grunert , Ettingshausen ,
Schlömilch , Moigno , Petzval . — Beispiele habe ich nur so viele
gegeben , als zur Erläuterung der theoretischen Sätze nothwendig
schienen ; zur weiteren Einübung verweise ich den Leser auf die
Aufgaben - und Beispielsammlungen vonSolinke , Strauch , Rogner ,
Schnuse und Magnus .

Wien im August 1857 .
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VERBESSERUNGEN .

Seite 25 , Z . 1 , v. u. lies ax n~ 2 statt ax n.
A-, rw rr , n 1 71- 1

,, 41 , Z. 7 , v . u . 1. st . - .’ 2 n
„ 48 , Z. 5 , v . ii. 1. yy 3 -f (hy4 st . yx 3 -f* dx4.

„ 68 , z . 2 , v. , . i. ( , i 1) . t ( >l 1) .
„ 76 , Z . 11 , v. o. in den drei Klammern 1. m st . w.
„ 85 , Z . 17 , v. o. 1. \ (12 + 14) st . i 12 -f 14.
„ 128 , Z. 6 , v . u . 1. öm st . 6n.
„ 164 , Z. 7 , v . u. 1. / (— a-) st . / (x).
„ 143 , Z. 15 , v . u. 1. Werthe der Wurzeln der Gl . (1) st . Werthe der Gl . ( 1).
„ 156 , Z. 3 , v . o. 1. [— 2] st . — 2.
„ 165 , Z. 6 , v. u. 1. y st . p .
„ 170 , Z. 4 , v . u. 1. h st . x .

m m
„ 172 , Z. 2 , v . o. 1. z y a st . y n .
„ 178 , Z. 9 , v . ü. ; Z . 179 , Z. 19 , v. o. ; S. 183 , Z. 4 , v . u .; S. 184 , Z. 18 , v . o. ;

S. 191 , Z. 3 , v . u. ; S. 192 , Z. 15 und 18 , v . u. , 1. §. 112 st . §. 108 .
„ 180 , Z. 20 , v. u. 1. §. 111 st . 107 .
„ 184 , Z. 13 , v . o. 1. §. 91 st . §. 90 .
„ 191 , Z. 8 , v . o. l . §. 118 st . §. 111 .
„ 219 , Z . 14 , v . o. 1. i ’̂ st . T.
„ 225 , Z. 3 , v . u. 1. lsten st . 2ten .

„ 242 , Z . 8 , v . o. 1. — ^ sin x2 st . — .’ 1. 2 1. 2
„ 245 , Z . 10 , v . o. 1. gerade st . ungerade .
„ 268 , Z. 12 , v . o. 1. y und st . iju.
„ 269 , Z. 5 , v . o. 1. + (xy — yx ) st . 4z xy — yx .

„ 326 , Z . 5 , v . u. vor — 1. + st . — .n
„ 327 , Z . 16 , v . u . 1. MN st . MX.
„ 371 , Z. 13 , v . o. 1. der l sten Halbaxe der Hyperbel , st . der Halbaxe der

1sten Hyperbel .
„ 375 , Z. 16 , v . o. 1. cos (tc + i//) st . (n + y ).
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ALGEBRAISCHE ANALYSIS.

EINLEITUNG .

]. Die höhere Mathematik oder Analysis beschäftigt sich
mit der Betrachtung aller Formen , in welchen sich die zwischen Grös¬
sen , in so ferne dieselben durch Zahlen ausgedrückt sind , stattfinden¬
den Beziehungen darbieten .

2. So mannigfaltig diese Beziehungen auch sein können , so haben
sie doch alle , in so ferne sie Gegenstand der Analysis sind , das mit
einander gemein , dass unter den in dieselben eintretenden Grössen
solche vorkommen , welche entweder ohne alle Einschränkung oder
wenigstens innerhalb gewisser Grenzen jeden beliebigen Werth anneh¬
men können ; man nennt solche Grössen veränderliche oder va¬
riable , im Gegensatze zu den beständigen oder constanten
Grössen , deren Werthe im Laufe der ganzen Untersuchung als unver¬
änderlich angesehen werden . Man pflegt die veränderlichen Grössen
gewöhnlich durch die letzten , die constanten durch die ersten Buch¬
staben des Alphabetes zu bezeichnen .

3. Die zwischen veränderlichen und constanten Grössen stattfin¬
denden Beziehungen erscheinen immer in Form von Gleichungen , und
man sieht leicht ein , dass eine derartige Gleichung mindestens zwei
variable Grössen enthalten muss . Denn setzt man einen beliebigen
Ausdruck , z. B. a + Ar , in welchem x eine veränderliche Grösse
bedeutet , — y , so ist , da der Werth von a -j- bx mit x sich ändert ,
auch y veränderlich . Da jedoch zu jedem speciellen Werthe von x
aus der Gleichung y = ax + b ein bestimmter Werth von y sich
ergibt , so erscheint y als von x abhängig . Man unterscheidet daher
zwischen unabhängig und abhängig veränderlichen Grössen ; die
ersteren sind jene , denen man jeden beliebigen mit ihrer Natur ver¬
träglichen Werth beilegen kann , die letzteren solche , deren Werthe
durch jene der unabhängig Veränderlichen bestimmt werden . Die
zwischen denselben stattfindende Gleichung drückt das Gesetz der
Abhängigkeit aus . — Welche der in einer Untersuchung vor¬
kommenden veränderlichen Grössen als die unabhängige , welche als
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die abhängig Veränderlichen zu nehmen sind , bestimmt sich in jedem
besonderen Falle ans der Natur der Aufgabe .

4. Um auszudrücken , dass eine veränderliche Grösse u von einer
oder mehreren anderen abhängig sei , sagt man , die erstere sei eine
Funktion der letzteren und bezeichnet diess durch eines der Symbole

u — f (oc) , u = Fix ) , u — cp(x , y) , u — xp(x , y, z) u. s. w.
indem man den in Klammern eingeschlossenen und durch Beistriche
getrennten unabhängig veränderlichen Grössen einen der Buchstaben

f , F , cp, %p . . . (als Fuuktionszeichen ) vorsetzt . Dabei bedeuten diese
Symbole irgend einen Ausdruck , welcher aus den Veränderlichen x ,
oder x , y u. s. w. und constanten Grössen gebildet ist ; z. B.

y — f (x) = a -1- bx2 ; z = F (x , y) = ax b sin y ;
u = \p(x , y , z) = a x+y (1 — log 2).

5. Unter Form der Funktion versteht man die Art , wie die in
der Funktion vorkommenden constanten und variablen Grössen mit
einander verknüpft sind . Funktionen , welche sich nur durch die,
die Variablen bezeichnenden Buchstaben unterscheiden , z. B.

2 = f {x ) — x m ( a — bx 2) , und u = f (y ) — y m ( a — by '2)

haben einerlei Form , und werden , sobald zwei oder mehrere solche
Funktionen in derselben Rechnung vorkommen , mit demselben Funk¬
tionszeichen bezeichnet . Man nennt sie ähnliche Funktionen .

Symbole , wie die folgenden :

/ (* + y)>f (x1J)i Aj ), «. dgl.
stellen ebenfalls Funktionen der beiden Veränderlichen x und y vor ; es
kommt ihnen aber die besondere Form zu , dass die Grössen x -f- y ,

oc
xy , — wie eine einzige Veränderliche in dieselben eingehen ; setzt

man z. B. z an die Stelle von x -f- y , xy , — , . . . . so nehmen dieselben

die Form f (z) an und erscheinen sofort als Funktionen der einen Ver¬
änderlichen z.

Bei manchen Untersuchungen ist es nöthig , die Anwesenheit con-
stanter Grössen in einer Funktion ersichtlich zu machen ; diess ge¬
schieht dadurch , dass man dieselben unter das Funktionszeichen in
die Klammer aufnimmt ; z. B. y = / (# , a).

6. Eine Funktion u einer oder mehrerer Veränderlichen kann
entweder entwick eit (gesondert , explicit ) oder unentwickelt (un¬
gesondert , implicit ) gegeben sein , je nachdem die Gleichung , welche
das Gesetz der Abhängigkeit der Funktion u von den unabhängig Ver¬
änderlichen ausdrückt , in Bezug auf u aufgelöst ist , oder nicht . In
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den obigen Beispielen (§. 4) sind hiernach y , z , u entwickelte Funk¬
tionen beziehungsweise von x ; x und y \ x , y und z . Hingegen ist
durch die Gleichung y2 — 2 ay x2 — o, y als unentwickelte Funk¬
tion von x ; durch die Gleichung : u3 — (x + y) sin « -f- ax — o , u
als unentwickelte Funktion von x und y dargestellt . Allgemein wer¬
den unentwickelte Funktionen durch Gleichungen von der Form

/ (* , y) - « . F (u , x , y) — o , <jp(x , y , z) — o etc ----
ausgedrückt .

7. Eine Funktion heisst einwerthi g . wenn sie für jeden beson¬
deren Werth der Veränderlichen nur einen Werth anzunehmen ver¬
mag ; im Gegentheile vielwerthi g oder vieideutig und insbeson¬
dere zwei- dreiwerthig u. s. w. , wenn jedem speciellen Werthe der
unabhängig Veränderlichen zwei , drei , u. s. w. Werthe der Funktion
entsprechen . So ist in obigem Beispiele : y 2 — 2ay + x 2 — o, y
eine zweiwerthige Funktion von x ; denn löst man diese Gleichung für
y auf , so erhält man y — a + }/ a2 — x 2, woraus man sogleich er¬
kennt , dass jedem Werthe von x , zwei Werthe von y : a + / a2 — x 2
und a — / «- — x 2 entsprechen . Die Funktionen arc sin x , arc cos x ,
etc . sind , wie aus der Trigonometrie bekannt , vieldeutig , da zu jedem
Werthe eines Sinus , Cosinus , u. s. w. unendlich viele Bögen gehören .

8. Hat man die zwei Gleichungen z — f (y) und y = q>ix) , so ist
auch z = / ’[$ (#) ] und man sagt in diesem Falle , z sei eine Funk¬
tion einer Funktion . In gleicher Weise folgt aus

z = F (x , y) , x — q>(t) , y — xp(t) :
z — F [cp(t) , !/)(<)] = / (<) ;

z erscheint hier als Funktion der zwei Veränderlichen x und y , welche
selbst wieder Funktionen von t sind , so dass auch z eigentlich nur
Funktion der einen Veränderlichen t ist .

!). Man theilt die Funktionen in algebraia .ahe und transcen¬
dente . Algebraische Funktionen heissen jene , in welchen die ver¬
änderlichen Grössen nur den (sogenannten algebraischen ) Operationen
der Addition , Subtraktion , Multiplikation , Division und Potenzirung
zu constanten Exponenten unterworfen sind ; z. B.

3
« T 3,-

y = a -j- Sx 2v; —— — a y x 2-|- y2 -j- b = ■u ;x
ax 2y ~ 1 — b / x 3 = o ;

alle anderen Funktionen heissen transcendente , unter welchen die
Exponentialfunktion y — ax , d. i. die Potenz mit veränderli¬
chem Exponenten , die logarithmische Funktion y = log x ,
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ferner die trigonometrischen Funktionen sin x , cos x , tg x , etc .,
und deren Umkehrungen , die cyklometrischen Funktionen : arc
sin x , arc cos x ; arc tg x , etc . für uns vorläufig die wichtigsten sind .

Man erkennt leicht , dass den algebraischen Funktionen , sie mö¬
gen was immer für eine Form haben , zuletzt die einfache Funktion
y — xa zu Grunde liegt , wo a eine beliebige ganze oder gebrochene ,
positive oder negative , jedoch beständige Zahl bedeutet . — Nennen
wir übrigens einfache Funktionen jene , welche durch eine einzige
mit der Variablen vorgenommene Operation zu Stande kommen , so
können wir als einfache algebraische Funktionen folgende aufführen :

i aa -J- x , a — x , «x , —, x a .x

welche , wie man sieht , sämmtlich in der Form (A Bx m)n enthalten
sind , während die oben angeführten Beispiele zusammengesetzte Funk
tionen darstellen . Analog hiemit haben wir als einfache transcen¬
dente Funktionen :

a* , log x , sin x , arc sin x ,
zu welchen man , ihres häufigen Gebrauches wegen , noch cos x und
arc cos x zählen kann , wiewohl sich diese , so wie alle übrigen trigo¬
nometrischen Funktionen bekanntlich durch sin x , die cyklometri¬
schen durch arc sin x ausdrücken lassen .

Die Entwickelung der Eigenschaften der verschiedenen Funktio¬
nen und ihrer Beziehungen zu einander bildet den wesentlichen Inhalt
der Analysis , daher auch diese häufig die Lehre von den Funk¬
tionen genannt wird .

10. Die algebraischen Funktionen werden in rationale und
irrationale , ganze und gebrochene Funktionen unterschieden .

Unter einer rationalen Funktion versteht man jene , in wel¬
cher , nachdem sie möglichst reducirt worden ist , die veränderlichen
Grössen unter keinem Wurzelzeichen , oder was dasselbe ist , mit kei¬
nem gebrochenen Exponenten behaftet vorkommen ; im Gegentheile
heisst die Funktion irrational . So sind von den Funktionen

c ocy
y = (a bx2)n , z = 7=—:- 7= , y = x t/ „ a ~2
9 V « + y \fb ' x ’

_ xVa + y ,
u ~ Vy ’

die beiden ersten rationale , die zwei letzten irrationale Funktionen .
Unter ganzen Funktionen versteht man solche , welche die ver¬

änderlichen Grössen in keinem Nenner , oder was dasselbe ist , mit kei¬
nem negativen Exponenten behaftet enthalten ; ist diess hingegen
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der Fall , so heisst die Funktion gebrochen . Von obigen vier Funk¬
tionen sind die erste und dritte ganze , die zweite und vierte gebro¬
chene Funktionen .

Die allgemeine Form einer ganzen rationalen algebrai¬
schen Funktion einer veränderlichen Grösse ist

y = A -f- Bx -)- Cx2 -j- Dx 3 -)- ..... -j- Mx m,
wo A , ß , C, . . . . M constante von x unabhängige Coeflicienten sind .
Der Exponent der höchsten in der Funktion vorkommenden Potenz
von x bestimmt den Grad der Funktion . Obige Funktion ist also
vom »iten Grad . Die Funktion des ersten Grades y — A -f- Bx nennt
man auch häufig (aus geometrischen Gründen ) lineare Funktion .

Die allgemeine Form einer gebrochenen rationalen Funktion ist

_ A + Bx + Cx°- + ...... + Px '\
^ a -f- bx -j - cx2 -j- ...... -f- qxn ’

sie heisst echt gebrochen , wenn der Nenner von höherem Grade ist ,
als der Zähler , im Gegentheile unecht gebrochen .

11. Unter Dimension eines Ausdruckes , welcher aus constan -
ten und variablen Faktoren besteht , versteht man die Summe der Ex¬
ponenten der veränderlichen Faktoren . So sind die Ausdrücke ax 3,

.1
abxy 3z , ax sy beziehungsweise von den Dimensionen 3 , 4 , Hier¬
aus erhellt , dass nach dem Begriffe eines Quotienten und einer Wur¬
zelgrösse die Dimension eines Bruches gefunden wird , wenn man von
der Dimensionszahl des Zählers jene des Nenners abzieht ; jene einer
Wurzelgrösse hingegen , wenn man die Dimensionszahl des Ausdruckes
unter dem Wurzelzeichen durch den Wurzelexponenten dividirt . Der

Ausdruck aX^ ist hiernach von der 2ten , \ ax 3y3 von der dritten Di-z
mension .

Diess vorausgesetzt , heisst eine Funktion zweier oder mehrerer
Veränderlichen h omogen , wenn alle Glieder derselben von gleicher
Dimension sind ; im entgegengesetzten Falle wird sie hetcro g en ge -
nannt . Die Dimensionszahl eines Gliedes bestimmt den Grad oder
die Ordnung der homogenen Funktion . So sind

z — x 3 + axy -f y2; u — x -f f/ x2 + y2 ;
ax 3 + by3 ]/ y3 + x 2u — - /— ■ —:--

Vx + y + z
homogene Funktionen beziehungsweise vom 2ten l ten und -| ten Grade .

Diese Eigenschaft der Homogeneität lässt sich leicht auf einen
analytischen Ausdruck bringen . Die Funktion f (x , y , z, . . . .) ist näm-



lieh homogen und vom ?ite" Grade , wenn sie für jeden Werth von t)
der Bedingung

f {tx , ty , tz , . . .) = tn. f (x , y , z , . . .)
genügt , wo t eine neue von den andern unabhängige Veränderliche ist .
Wie man leicht sieht , ist die frühere Definition in dieser allgemeine¬
ren eingeschlossen . Nach letzterer erkennt man z. B. dass die Funk¬
tion f (x , y) — log a: — log y homogen vom Oten Grade ist ; denn
schreibt man tx , ty an die Stelle von x und y , so erhält man / (ta , ty)
— log tx — log ty = log x — log y = / (* , y) — t°f (x , y).

Periodische Funk tionen werden solche genannt , welche in
regelmässiger Wiederkehr immer dieselbe Reihe von Werthen durch¬
laufen , wenn die unabhängig Veränderliche fort und fort zunimmt , so
dass allen Werthen der letzteren , welche um gleiche Intervalle von
einander entfernt sind , gleiche Funktionswerthe entsprechen . Die
trigonometrischen Funktionen gehören in diese Klasse ; denn es ist
z. B. bekanntlich
sin x = sin (x + 271) — sin (x + 4w) — sin (x -f- 6rcj = . . . u. s. w. *)

12. Eine Funktion zweier oder mehrerer Veränderlichen heisst
symmetrisc h , wenn dieselbe bei beliebigen Vertauschungen der
Veränderlichen unter einander keine Aenderung ihres Werthes erlei¬
det . z. B.

u == x 2 + xy + y2 ; u — 2xy + 2xz + 2yz ;
u — x '-1 -j- yx ; u = cos x cos y —•(sin x 2-)- sin y2).

Bemerkenswerth sind insbesondere die algebraischen rationalen
symmetrischen Funktionen , in Bezug auf deren Bau sich aus obigem
Begriffe folgende Eigenthümlichkeiten ergeben .

1) Besteht die Funktion nur aus einem Gliede , so müssen
sämmtliche Faktoren (Elemente ) , von einem etwa anhaftenden Coeffi-
cienten abgesehen , gleiche Exponenten haben . z. B. u = Ax 2y2z2.

2) Besteht die symmetrische Funktion , wie gewöhnlich , aus meh¬
reren Gliedern und ist V eines derselben , welches durch eine beliebige
Vertauschung der darin vorkommenden Elemente in W übergeht , so
muss das Glied W auch unter den Gliedern der symmetrischen Funk¬
tion vorkommen .

3) Alle Glieder einer s. Funktion müssen daher gleichviel Eie -

*) Mit dem Buchstaben 7t werden wir ausschliesslich , wie diess gewöhnlich
geschieht , das Verhältniss der Kreisperipherie zum Durchmesser bezeichnen . Für
den Halbmesser — 1 drückt daher n — 3, 14159265 . . . die Länge der halben Kreis -

71
Peripherie aus , welche dem Winkel = 180° entspricht . Eben so bezeichnet den

dem Winkel = 90° entsprechenden Bogen , 2/r die ganze Peripherie = 360° , u. s. w.
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mente enthalten , und diese in allen Gliedern mit denselben Exponen¬
ten behaftet sein .

4 ) Hieraus folgt sogleich , dass jede s. Funktion gegebener Ele¬
mente durch irgend eines ihrer Glieder , und jedes Glied — daher auch
die ganze Funktion — durch die Exponenten der Elemente bestimmt
ist . Hierauf gründet sich eine einfache Bezeichnung der symmetri¬
schen Funktionen , wenn die Elemente bekannt sind ; man schreibt
nämlich bloss die Exponenten eines Gliedes , durch Beistriche getrennt ,
in eine eckige Klammer , wie folgende Beispiele zeigen , welche s .
Funktionen der drei Grössen a, b, c darstellen .

[1] = n + b -)- c ; [2] = « 2 + b2 + e2 ; \n\ — an + bn -f- cn ;
(1 , 11 = ab -|- ac -(- bc ; [2 , 1] = a -b -j- ab 2 -f - a 2c -(- ac 2 b2c -J- bc2 ;
[1, 1, 1] = abc ; [2 , 1 , 1] = a 2bc -|- ab 2c + cibc2.

Aus der Anzahl der Exponenten in der Klammer erkennt man die An¬
zahl der Grössen , welche in jedes Glied eintreten , und es erübrigt nur
noch anzugeben , wie die verschiedenen Glieder gebildet werden .

Es seien a , b, c , d , k , l die n Grössen , aus welchen die
symmetrische Funktion [« , , «2 , «3 , ____ « ,.] erzeugt werden soll , wo
« i , «2, «3, — ttr die Exponenten , r an der Zahl , bedeuten , welche in
jedem Gliede vorkommen . Man bilde zuvörderst alle Combinationen
der rten Classe ohne Wiederholung aus den n Elementen a , b , c , . . .
k , G sodann alle Permutationen der r Exponenten , «2 , . . . ec,-, und
verbinde endlich jede dieser Complexionen in der Form von Exponen¬
ten mit jeder einzelnen Combination der Elemente .

Z. B . Aus den Grössen a, b, c, d die s . Funktion [3 , 2 , 1] zu bil¬
den . Man findet :

Combinationen der 3 ten Classe Permutationen der Exponenten
der Grössen a , b, c, d . 1 , 2 , 3.

[3 , 2 , 1] = « £2C3+ stJ3c2 st25c3 _|_ st 2J3e + st 36c2 _|_ st3*2c ah 2d3 +
ab 3d 2 -f- a 2bd 3 + a 2b3d -|- a 3bd 2 -f - a 3b2d -j- ac 2d 3 -)- ac 3d 2
a?cd s + a 2c3d -f a 3cd 2 + a 3c2d + bc2d 3 + bc3d 2 + b2cd 3 +
b2c3d + b3cd 2 + b3c2d .

Wie leicht einzusehen , ist die Anzahl N aller Glieder gleich der An¬
zahl der Combinationen multiplicirt mit der Anzahl der Permutationen ;
also für n Elemente und r Exponenten :

« , b , c
a , b , d
a , c , d
b , c , d

1 , 2 , 3 3 , 1 , 2
1 , 3 , 2 3 , 2 , 1
2 , 1 , 3
2 , 3 , 1

somit ist
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Y _____ n (” — *) (” — 2) •••• l” ~ r + ! ) 1 2 3 4 r
1. 2. 3 r ........

— n (n — 1) (n — 2) . . . . (n — r -J- 1) ,
vorausgesetzt , dass die Exponenten alle verschieden sind . Befinden
sich aber unter denselben mehrere Gruppen von p , q , s . . . gleichen
Zahlen , so ist bekanntlich die Anzahl aller Permutationen

_ _ 1. 2. 3. 4 ..... r_
1. 2. 3 . . . p . 1. 2. 3 . . . q . 1. 2. 3 . . . ä ’

S°™ t v _ n (n — 1) (n — 2) (n — r -f- 1 )
~ 1. 2. 3 . . . p . 1. 2. 3 . . . . q . 1. 2. 3 . . . . s '

Die Summe der Exponenten in einem Gliede bestimmt den Grad
oder die Ordnung der s. Funktion . In die Klammer pflegt man die
Exponenten vom grössten angefangen der Ordnung nach zu schreiben ,
und sagt , diejenige s. Funktion sei von einer höheren Klasse , welche
in der Klammer an einer früheren Stelle einen grösseren Exponenten
hat . So ist [3] von höherer Klasse als [2 , 1] , diese von höherer als
[1 , 1 , 1] -

Eine s. Funktion heisst zusammengesetzt , wenn sie aus mehreren
Theilen besteht , die für sich symmetrisch sind . Besteht die s. Funk¬
tion aus mehreren rationalen Brüchen , so lässt sie sich , indem man
dieselben auf einen gemeinschaftlichen Nenner bringt , in einen einzi¬
gen Bruch zusammenziehen , dessen Zähler nnd Nenner für sich allein
betrachtet , ganze rationale s. Funktionen sind .

13. Die unabhängig veränderliche Grösse x einer Funktion y= f (x)
wird immer als stetig (continuirlich ) veränderlich gedacht , d. h. so,
dass dieselbe von irgend einem Werthe x = x0 zu einem anderen x = X\
nicht übergehen kann , ohne alle zwischen liegenden Werthe zu durch¬
laufen . Diese Eigenschaft der Stetigkeit liegt schon im Begriffe der
unabhängig veränderlichen Grösse , als einer solchen , welche entweder
ohne alle Einschränkung oder wenigstens innerhalb gewisser Grenzen x0,
x t jeden beliebigen Werth annehmen kann . Bezeichnen wir nun mit y0
und yt jene Werthe der Funktion y — / (a;), welche den Werthen xu
und xj der unabhängig Veränderlichen x entsprechen , so heisst die
Funktion y = fix ) innerhalb der Grenzen x0 und xt stetig , wenn sie,
während x von x0 in x , also ' auch y von y0 in _?/ , übergeht , bei diesem
Uebergange alle zwischen y0 und y, liegenden Werthe durchläuft . Die
Lehren des folgenden Kapitels werden uns ein einfaches Mittel darbie¬
ten , den Begriff der Stetigkeit der Funktion analytisch auszudrücken .

14. Um sich von dem Verlaufe einer Funktion y — f (x ) d. i. von
der allmäligen Aenderung der Werthe , welche die Funktion y an-
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nimmt , wenn x andere und andere Werthe erhält , eine deutliche Vor¬
stellung zu machen , könnte man zu beliebig gewählten Werthen von x

1 *̂ 2 ) ^ 3 ? 1 .....

die zugehörigen Werthe von y :
2/i > Vz > 2/3 1 3/1 > .....

aus der Gleichung

berechnen ; wählt man dabei die Werthe von x in gleichen Abständen ,
so wird man aus der Uebersicht der Werthe yy , y.2 , y3 . . . . eine ge¬
nügende Vorstellung über den Verlauf der Funktion sich bilden können .

Ein viel vorzüglicheres und zugleich der Natur der Sache höchst
angemessenes Mittel zu diesem Zwecke bietet uns jedoch die Geome¬
trie durch die Construction dieser Funktionswerthe dar .

Man betrachte die Zahlenwerthe von x und y als Längen gerader
Linien , ziehe eine Gerade von unbestimmter Länge , XX ' (Fig . 1) als
Axe (die Abscissenaxe ) , wähle in derselben einen festen Punkt A, den
Anfangspunkt , und trage hierauf nach irgend einem beliebigen Mass -
stabe die Werthe von x auf der Axe XX ' von A aus auf , die positiven
etwa in der Richtung AX , die negativen in der Richtung MAT' ; in den End¬
punkten dieser Strecken , welche Abscissen genannt werden , errichte
man Perpendikel , auf welchen sofort die zugehörigen Werthe von y , die
Ordinaten y1, y.2, y3 aufgetragen werden , und zwar die positiven
etwa oberhalb , die negativen unterhalb der Axe XX 1. Man erhält hier¬
durch in der Ebene der Zeichnung eine Reihe von Punkten , deren jeder
durch ein Paar zusammengehöriger Werthe von a: und y bestimmt wird ,
welche nach einem durch die Gleichung (a ) ausgesprochenen Gesetze auf
einander folgen und durch einen continuirlichen Zug verbunden irgend
eine gerade oder krumme Linie erzeugen , welche das geometrische Bild
der Funktion f (x) ist , und mit einem Blicke den Lauf der Funktion
übersehen lässt . Auf diese Art ist in Fig . (1) die Funktion

y = f (x ) (« )

y = x 3 -)- 2x 2 — bx — 3
construirt , welche für

x = 0 y = — 3 = AM
y = — 5 = IW
y = + 3 = 2Q
y — + 27 = 3R

x = 1 = Al
x = 2 = A2
x = 3 = A3

u. s. w. u. s. w.

X

X — 1 = Al '
— 2 = A2 ‘
— 3 = A3 '
— 4 = A4 '

y = + 3 = 1' M ‘
y = + 7 = 2 ' N ‘
y = + 3 = 3 ' Q ‘
y = — 15 = 4' R ‘

U. S. W, U. s. vv.
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gibt . Auf diese Art lässt sich jede Funktion einer Veränderlichen in
einer Ebene construiren . Die algebraische Funktion des ersten Gra¬
des y = ax -\- b erzeugt eine gerade Linie , wodurch sich der Name
„lineare Funktion“ erklärt ; alle andern Funktionen erzeugen krumme
Linien .

Auch Funktionen zweier Variablen , z = f (x , y) lassen sich noch
geometrisch darstellen : da jedoch hier drei Veränderliche zu construi¬
ren sind , so reicht hiezu die Ebene , welche nur zwei Dimensionen
hat , nicht aus , sondern die Construction muss im Raume vorgenom¬
men werden. Denken wir uns (Fig . 2) drei auf einander senkrechte
Ebenen , XA Y, XAZ , YAZ , welche sich in den aufeinander senkrech¬
ten Geraden (den Axen ) AX , AY , AZ und in dem gemeinschaftlichen
Punkte A, dem Anfangspunkte schneiden . Trägt man nun nach einem
beliebigen Massstabe zwei willkürliche Werthe von x und y , z. B.
x — a — AP , y = . b — Ad auf den Axen AX und AY auf , zieht in
der Ebene XAY Pm , Qm beziehungsweise zu AY und AX parallel ,
so bestimmt sich dadurch ein Punkt m in der genannten Ebene ; in die¬
sem Punkte errichte man eine Senkrechte auf die Ebene XAY , und
trage auf derselben den den Werthen x = « , y = b entsprechenden
Werth von z — c, nämlich c = / (« , b) = mM auf, so ist M ein durch
die Funktion z — f (x , y) bestimmter Punkt im Raume. Wählt man
nun fiir x und y andere und andere Werthe , so erhält man offenbar
eine Folge von Punkten im Raume, welche eine gewisse Fläche bilden
werden , deren Gestalt von d r̂ Form der Funktion 2 — f (x , y) ab¬
hängt .

Funktionen von mehr als zwei Veränderlichen lassen sich nicht
mehr construiren , da der Raum nur drei Dimensionen hat .



ERSTES KAPITEL .

VON DEN UNENDLICH GROSS UND UNENDLICH KLEIN WERDENDEN GROESSEN ,

UND DEN GRENZWERTHEN DER FUNKTIONEN .

15. Da eine veränderliche Grösse im Allgemeinen jedes beliebi¬
gen Werthes fähig ist , so kann man sich den Zahlenwerth derselben
fort und fort wachsend vorstellen , so dass er endlich grösser wird als
jede denkbare noch so grosse Zahl ; man sagt in diesem Falle , die
Grösse wachse unendlich oder sie werde unendlich gross .
Eben so kann man sich vorstellen , dass der Zahlenwerth einer varia¬
blen Grösse fort und fort abnehme , so dass er endlich kleiner wird ,
als jede beliebige noch so kleine Zahl ; die Grösse heisst in diesem
Zustande eine unendlich abnehmende oder unendlich klein
werdende Grösse . Der Kürze wegen nennt man gewöhnlich Grössen ,
welche im Zustande des unendlichen Wachsens oder Abnehmens be¬
griffen sind , schlechthin unendlich grosse und unendlich kleine Grössen .

Iß. Diese Erklärungen führen unmittelbar zu folgenden Sätzen :
a) Die Summe mehrerer mit demselben Zeichen behafteter unend¬

lich wachsender Grössen wird selbst unendlich gross ; die Summe
zweier mit entgegengesetzten Zeichen behafteten unendlich wachsen¬
den Grössen hingegen kann unendlich gross werden , constant bleiben ,
ja selbst unendlich abnehmen .

b) Die Summe einer endlichen constanten und einer unendlich
wachsenden Grösse wird unendlich gross . Daraus folgt , dass eine
unendliche , d. h. im Zustande des unendlichen Wachsens begriffene
Grösse durch Addition oder Subtraktion einer endlichen weder ver¬
mehrt noch vermindert wird und daher in der Summe w + « die con-
stante endliche Grösse a gegen die unendlich wachsende w ver¬
schwindet .

c) Die Summe einer endlichen Anzahl gleich oder entgegengesetzt
bezeichneter unendlich abnehmender Grössen wird unendlich klein .

d) Das Produkt mehrerer unendlich werdender Grössen odereiner
solchen mit einer constanten Grösse wird unendlich gross ; das Pro¬
dukt unendlich kleiner Grössen , oder solcher mit constanten Grössen
nimmt unendlich ab .
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e) Da der Werth eines Bruches mit constantem Zähler immer
grosser oder kleiner wird , wenn der Nenner fortwährend ab - oder zu¬
nimmt , so wird ein solcher Bruch unendlich klein oder gross , je nach¬
dem der Nenner unendlich zu- oder abnimmt .

/ ) Eine Potenz mit constantem positiven Exponenten wird unend¬
lich gross oder unendlich klein , je nachdem die Wurzel unendlich
gross oder unendlich klein wird ; das Gegentheil findet statt , wenn der

Exponent negativ ist , da w~ n — — .wn
g) Ist aw eine Potenz mit constanter Wurzel und veränderlichem

Exponenten , und a > 1 , so wird die Potenz unendlich gross , wenn w
positiv ist und unendlich zunimmt ; ist hingegen der Exponent negativ ,

so wird a~w= — bei unendlich wachsendem w unendlich klein . Ista"’

a < 1 , so setze man a = -i - wo nun b > 1 sein wird ; hiemit wird

am— ~ , welcher Ausdruck mit unendlich wachsendem w unendlich

klein oder gross wird , je nachdem w positiv oder negativ ist .

h) Die Verhältnisse w2 : w , w3 : w2, u. s. w. ändern sich offenbar
nicht und bleiben immer gleich dem Verhältnisse w : 1 , wie gross man
auch w annehmen mag ; wird daher diese Grösse gegen die Einheit
unendlich gross , so muss auch w2 im Vergleiche zu w, eben so w3 im
Vergleiche zu «c2, u. s. w. unendlich gross werden . Man nennt w2,
w3, . . . . unendliche Grössen der 2ten, 3ten — Ordnung mit Bezug auf
w , als eine unendlich wachsende Grösse der l sten Ordnung . Ist um¬
gekehrt w eine unendlich abnehmende Grösse , so wird w2 gegen ai,
w3 gegen w2, u. s. w. unendlich klein , da die Verhältnisse w2 : w,
w3 : w2, u. s. w. auch bei dem unendlichen Abnehmen von w dem Ver¬
hältnisse w : 1 stets gleich bleiben . Man nennt w2, w3 . . . unendlich
kleine Grössen der 2ten, 3ten. . . Ordnung , wenn man w als ein unend¬
lich kleines der ersten Ordnung betrachtet . Eine unendlich kleine
Grösse höherer Ordnung verschwindet gegen eine unendlich kleine
Grösse niedrigerer Ordnung ; das umgekehrte findet bei unendlich
wachsenden Grössen statt .

i) Ist
f (x ') == Ax m -)- Bx m~ i -}- Cxm~2 -}- ...... -j - Px -(- Q

eine ganze rationale Funktion von x , in welcher die Coefficienten A,
B , C, P , Q, von x unabhängig sind , so wird nach obigen Sätzen
f (x) beim unendlichen Wachsen von x selbst unendlich gross . Man
kann für x immer einen hinreichend grossen endlichen Werth ange -
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ben , we lcher das erste Glied Axm numerisch grösser als die Summe
aller folgenden , und somit das Zeichen des ganzen Ausdruckes von
jenem des ersten Gliedes abhängig macht .

Denn es sei , ohne Rücksicht auf das Zeichen , G der numerisch
grösste der Coefficienten A , B , . . . Q , so geschieht der Forderung

Ax m Bx m~ 1 4 <2x m 2 -J—. . . . -(—Px 4 Q
offenbar Genüge , wenn wir

Äx m> Gx m~ x + Gx m~ 2 4 . . . . 4 Gx + G ,

d. i. Ax G (x m~~ 1 4 x m~ 2 4 ..... -(- x 4 l ) ,
oder da bekanntlich

Oßm j
x m~ 1 + x m~ 2 4 X” - 3 + ____ + x + 1 = - ist ,

Ax m > G

x — 1xm 1
X 1

setzen . Um so mehr wird diess der Fall sein , wenn wir
Qr m _ Ci

Axm> ^ =i d-L * > 2 + 1
nehmen . Hiemit ist jedoch nicht behauptet , dass das erste Glied Ax m
in besonderen Fällen nicht auch schon für kleinere Werthe von x , als

G
der eben ausgemittelte — 4 1, grösser werden könne , als die Summe

aller folgenden , was namentlich . dann der Fall sein wird , wenn unter
diesen Gliedern sich negative befinden .

lc) Eben so folgt aus den früheren Sätzen , dass eine ganze ratio¬
nale Funktion von der Form

j \ x')= Ax m -f Bx m+ i + Cx m+ 2 4 + Px ra+ r
beim unendlichen Abnehmen von x unendlich klein wird . Auch kann
man immer für x einen so kleinen Werth angeben , welcher das erste
Glied dieser Funktion oder irgend ein beliebiges grösser macht als die
Summe aller folgenden . Denn die Forderung

Ax m > Bx m+ 1 4 Cx m+ 2 + Px m+ r
wird gewiss erfüllt , wenn wir x so wählen , dass :

Axmy . Gx m+ 1 + Gx m+* + . . . . + Gxm+r ,

d. i. Axm> Gxm+1 (1 + x -f- x 2 4 . . . . + xr~ i) ,
oder _ 1— xr '

A > Gx .

werde , wo wieder G der numerisch grösste der Coefficienten B, C , ____
P ist . Dieser Bedingung wird aber um so mehr ein Genüge gesche¬
hen , wenn wir setzen :

— Gx — A
A ' d. l. x —— —.

^ 1—x ^ A-\- G
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Man kann daher in einem Ausdrucke obiger Form , welcher nach
den steigenden Potenzen von x fortschreitet , x immer so klein wählen ,
dass das Zeichen der Summe aller Glieder mit dem Zeichen des ersten
Gliedes übereinstimmt .

17. Bisher haben wir solche Funktionen betrachtet , welche bei
der unendlichen Zu- oder Abnahme der variablen Grösse selbst unend¬
lich gross oder klein werden , oder umgekehrt . Diess findet aber
keineswegs immer Statt . Eine Funktion y — f {x ) kann bei unendlich
gross oder klein werdendem sc fort und fort wachsen oder abnehmen ,
ohne jedoch selbst unendlich gross oder klein zu werden , indem sie
sich nämlich einer bestimmten Grenze mehr und mehr nähert , je

grösser oder kleiner x wird . Ist z. B. y — a — und x eine unend¬

lich wachsende Grösse , so wird offenbar — immer kleiner und kleinerx
und der Werth von y nähert sich immer mehr und mehr der constan -
ten Grösse « , ohne sie doch je zu erreichen . Man nennt daher die

Grösse « die Grenze , welcher sich die Funktion a 4- — für unendlichx
wachsende x ohne Ende nähert . Um eine solche Beziehung zu be¬
zeichnen , bedient man sich des Zeichens : lim (von limes , die Grenze )
und schreibt

lim (« + —) = o (für wachsende x ).

Eine unendlich abnehmende Grösse hat offenbar die Null zur
Grenze . Für eine unendlich wachsende Grösse hingegen gibt es keine
Grenze , und es geschieht nur der Kurze und Bequemlichkeit des Aus¬
druckes wegen , wenn man auch für unendlich wachsende Grössen eine
Grenze fingirt , welche durch das Zeichen oo vorgestellt , und gerade¬
zu eine unendlich grosse Grösse genannt wird . Ist also z. B. x eine
unendlich abnehmende Grösse , so schreibt man

lim — — ao ,x

d. h. wollte man die Grenze suchen , der sich die Funktion — für un-x
endlich abnehmende x nähert , so müsste man über jede noch so grosse
angebbare Zahl hinausgehen . Hieraus folgt , dass mit dem Zeichen oo
nicht ein bestimmter , wenn auch noch so grosser Werth bezeichnet
wird , und daher mit demselben nicht nackden Hegeln der Arithmetik ,
wiejoit einer Zahl gerechnet werden kann .
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> \ Beispiele von Grenzwerthen finden sich schon in den Elementen .
So ist der Bruch -f als die Grenze zu betrachten , welcher sich der
Dezimalbruch 0 ,333 ---- , oder die Summe der Glieder

3 + JL -l. 1 + j _
10 "r 10-' "r IO3 "r IO4 .....

mehr und mehr nähert , je grösser man die Anzahl der Dezimalstellen
oder der Glieder der Summe nimmt . Eben so ist die Peripherie eines
Kreises die Grenze , welcher sich die Perimeter der um - und eingeschrie¬
benen regulären Polygone bei unendlich wachsender Seitenanzahl un
endlich nähern ; u . s. w .

Die Aufgabe , die Grenze anzugeben , welcher sich eine Funktion
bei der unendlichen Zu - oder Abnahme der Variablen nähert , bietet
sich in der Analysis häufig dar , daher wir im Folgenden die wichtig¬
sten hierher gehörigen allgemeinen Sätze anführen .

18. Es seien q>(x ) und xp(x ) zwei Funktionen von ' a: , welche sieh
bei unendlich abnehmendem x beziehungsweise den Grenzen a und
b nähern , so dass

lim qj (x ) — a , lim 1p (x ) — b (1)
ist . Bezeichnet man nun mit a und ß zwei mit x gleichzeitig verschwin¬
dende Grössen , so kann man

q,(x ) — a + a , %p (x ) = b + ß (2)
setzen , welche Gleichungen bei dem Uebergange zur Grenze in die
Gleichungen (1) übergehen , wie es sein muss .

Geht q (x ) in eine constante Grösse c über , so folgt aus der Glei¬
chung q (x ) = lim q>(x ) + a , lim c = c , da in diesem Falle « , wo¬
von die Veränderlichkeit von q (x ) abhing , = 0 gesetzt werden muss ;
die Grenze einer constanten Grösse ist also diese Grösse selbst , wie
diess an und für sich klar ist .

a ) Durch Addition oder Subtraktion der Gl . (2) erhält man
cp(x ) jp w (x ) — a + b -)- (« + ß) ,

folglich wenn man auf die Grenze übergeht , d . h . x (somit auch u und
ß) unendlich abnehmen lässt :

lim [$ (;») + (ic)] = lim q [x ) + lim ip (x ). (3)
Diese Gleichung , welche sich leicht durch Worte ausdrücken

lässt , kann , wie leicht einzusehen , auf eine beliebige endliche An¬
zahl von Funktionen ausgedehnt werden , gilt aber nicht mehr allge¬
mein , wenn die Anzahl der Bestandtheile unendlich wird ; da es sehr
wohl sein kann , dass die Summe einer unendlichen Anzahl unendlich
abnehmender Grössen sich einer von 0 verschiedenen Grenze nähert .

b) Multipliciren wir die Gl . (2) , so kommt :

q (x ) . ip (x ) — ab -(- aß -)- ba + aß ,
Herr , Höh . Mathematik , I . 2
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somit , da nach §. 16. d , lim (aß + ba + nß) = 0 ist ,
lim [</' (a?) . tp(x )] = ab , d. i. [61. (1)]:
lim [<jp(x) . ip (aj ] — lim cp(x) . lim \p (x) . (4)

Der in dieser Gleichung ausgesprochene Satz gilt ebenfalls für jede
beliebige endliche Anzahl Faktoren , nicht aber allgemein für eine
unendliche .

c) Durch Division der Gl. (2) ergiebt sich
f (x) _ a + a _ a ab — ßa
\p (x ) b + ß b * (* + /!) '

Gelit man nun auf die Grenzen über , so nähert sich der Zähler des

Bruches ^ ^ der Null , der Nenner der Grösse b'2, so dass man
b (o + ß)

also hat :
. . ab — ßa 0 = 0 , sonnt

]img ^ a l imcpQr )ifj(x ) b lim 1p (x)
d) Ist a eine unveränderliche und x eine unendlich klein werdende

Grösse , so ist
lim (ax) — 1 ; (6)

denn bezeichnet « eine positive oder negative Grösse , so kann man
immer setzen :

ax — 1 , (n)
da für jeden Werth von x diese Gleichung durch gehörige Wahl von a

erfüllt werden kann . Setzt man x — — , so verwandelt sich die letztem
Gleichung in i

a™= 1 cc oder a = (1 j - (t)m\

da nun beim unendlichen Abnehmen von x , m unendlich gross wird ,
so muss in Folge der letzten Gleichung a mit x gleichzeitig unendlich
klein werden , da sonst der Ausdruck (1 + [nach § . 16 , g] unend¬
lich wachsen würde und der constanten Zahl a nicht gleich sein könnte .
Wird aber « zugleich mit x unendlich klein , so folgt aus («) : lim (a*)
— lim (1 + «) = 1.

e) Es ist
lim [cjp(a?)”*] = [lim cf>(x )]m. (7)

Die erste der Gl. (2) giebt , zur mten Potenz erhoben :
qo(x)m — (a + a)m.

Nimmt man von beiden Theilen dieser Gleichung die Logarithmen
aus einem beliebigen Systeme , dessen Basis B ist , so erhält man :

log [f (x)m] = m log (a + a) ;
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nun ist offenbar lim. [m log (a -f - « ) ] = m log a ; man kann daher
m log (a -f- u) = m log a 8 setzen, wo 8 eine mit x und a verseil win¬
dende Grösse ist ; somit hat man:

log [qD(*)”*] = m log a + 8,
oder cp(x)m— Dml0« «+ '>' — Bmloe ZD

= B l0« («“). B <1— am. BS .
Geht man nun beiderseits auf die Grenzen über , so erhält man

wegen lim am. B <>= lim am. lim B8 = am. 1 , und a — lim cp(x) :
lim [cp(x)m] = [lim c/)(x)]’'‘.

f ) Eben so leicht beweist man , dass
lim [A W ] = A lim VW; (8)

denn in Folge der ersten der Gl. (2) ist
AW — A'‘+ “ = Aa. Aa ,

woraus , da lim Aa — 1 , durch den Uebergang zur Grenze die
Gl. (8) folgt .

g) Es ist
lim [qr(x)V(x)] = [lim <p(x)] lim VW; (9)

denn behält man die Bezeichnung der Gl. (1) und (2) bei , so hat man
cp(x)V’W = (« -(- «) * + ß — (sl -|- a)b. (a u)ß;

beim Uebergang zur Grenze werden x , a und ß gleichzeitig unendlich
klein , somit nach früheren Sätzen :

lim [<jp(x)^W] = lim (a + a)b. lim (a oi)ß = ab. 1 = ab
= [lim <p(x)] lim Vd*).

h) Liegt der Werth der Funktion f (x ) zwischen den Werthen
der Funktionen cp(x ) und ip(x) , so dass also

q (x ) < / (* ) < y (x )
ist , und nähern sich die beiden Funktionen q>(x) und ip(x) bei unend¬
lich abnehmendem x beide derselben Grenze a, so ist auch limf (x) — a.

Denn bei der vorausgesetzten Beschaffenheit der drei Funktionen
kann man setzen

f (x) = cp,ix ) + q [«/<(*) — q>(x)] ,
wo q irgend einen positiven echten Bruch bedeutet , welche Gleichung
bei dem Uebergang zur Grenze , da lim \p (x) = lim <p(x) = « , die
Gleichung lim / (x) — a darbietet.

19. Mit Hülfe des Begriffes der unendlich kleinen Grössen lässt
sich nun auch der Begriff einer stetigen Funktion auf folgende Weise
darstellen. Sei y = f (x ) eine Funktion der Veränderlichen x , und
lassen wir , von irgend einem bestimmten zwischen den Grenzen x0 und
x l liegenden Werthe von x ausgehend , diese Variable um die unend¬
lich kleine Grösse 8 wachsen , so nimmt die Funktion selbst um die
Differenz :

2*



20

f (x + 5) — f (oc)
zu , und die Funktion wird von x = x0 bis x = x t stetig sein , wenn
für jeden zwischen diesen Grenzen liegenden Werth von x , obige Dif¬
ferenz mit 8 zugleich unendlich klein wird .

Für die Funktion y - f (x ) — — erhält man z. B. :

/ (, + a) - / w =

welcher Ausdruck für jeden Werth von x mit 8 unendlich klein wird ,
ausgenommen für den Werth x — 0 , für welchen derselbe unendlich
gross wird . Diese Funktion ist daher stetig von x — — gc bis x — 0,
und von x = 0 bis x — + oo , erleidet aber für x = 0 eine Unter¬
brechung der Stetigkeit , indem sie für diesen Werth von x unendlich
gross wird .

Man sagt : eine Funktion y — f (x ) ist in der Nähe eines beson¬
deren Werthes x — a stetig , wenn sie es zwischen zwei diesen Werth
a einschliessenden Grenzen ist , wie enge man auch diese Grenzen zu¬
sammenziehen mag .

Eigentlich unstetige Funktionen wären solche , bei welchen sich
kein Werth der unabhängig veränderlichen Grösse angeben lässt , in

•dessen Nähe die Funktion stetig ist . Solche Funktionen lassen sich
zwar bilden (z. B. y — (— a)x, wenn « wesentlich positiv ) , kommen
jedoch in den Anwendungen der Mathematik auf Naturerscheinungen
nicht vor . Im Gegentheile haben die Funktionen im Allgemeinen die
Eigenschaft , in ihrem ganzen Verlaufe stetig zu bleiben , und nur
gewisse Funktionen erleiden für einzelne besondere Werthe der Verän¬
derlichen eine Unterbrechung der Stetigkeit , welche fast immer darin
besteht , dass sie für diese besonderen Werthe unendlich werden .

ZWEITES KAPITEL .

VON DEN UNENDLICHEN REIHEN IM ALLGEMEINEN .

20. Eine Folge von Grössen , welche hinsichtlich ihres arithme¬
tischen Baues nach einem gemeinschaftlichen Gesetze fortschreiten ,
wird eine Reihe genannt . Die einzelnen Grössen selbst heissen Glie¬
der der Reihe .
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Um allgemein irgend eine Reihe darzustellen , bezeichnet man
zweckmässig sämmtliche Glieder durch einen und denselben Buchsta¬
ben und unterscheidet die einzelnen Glieder durch diesem Buchstaben
angehängte Stellenzeiger , durch welche zugleich der Ort des Gliedes
in der Reihe bestimmt wird . Hiernach stellt die Folge der Symbole

« 1 , Ws , M3 , « 4 , Un , M'»+ 1 ) ----

jede beliebige Reihe vor . Nach demselben Gesetze , nach welchem
die Glieder der Reihe in der Richtung von uv gegen u.2, w3 . . . . fort¬
schreiten , kann man sich aber die Reihe aucli nach entgegengesetzter
Richtung fortgesetzt denken , wodurch Glieder entstehen , die folgerich¬
tig mit u0, u y, ie_ 2 . . . . zu bezeichnen sind .

Im allgemeinen ist jede Reihe eine unendliche , d. h. mit unbe¬
grenzter Anzahl der Glieder , da nichts hindert , mit der Bildung der
Glieder nach dem ausgesprochenen Gesetze ins Unendliche fortzufah¬
ren . In besonderen Fällen , oder wenn die Natur der Aufgabe nur die
Betrachtung einer endlichen Anzahl von Gliedern erfordert , entstehen
aus den unendlichen Reihen endliche ; Beispiele von solchen sind
die aus den Elementen bekannte arithmetische und geometrische
Progression .

21. Eine Reihe ist als bekannt anzusehen , sobald das Bildungs¬
gesetz derselben gegeben ist . Dieses kann auf zweifache Weise dar¬
gestellt werden . Entweder ist irgend ein Glied der Reihe z. B. w„ als
Funktion seines Stellenzeigers gegeben , so dass man hat

Un = / ( « ) ,

oder als Funktion eines oder mehrerer der unmittelbar vorausgehen¬
den Glieder , also

Un Ui Un —) , V-'n—2 )

in beiden Fällen nennt man deiTAusdruck von un das allgemeine
Glied der Reihe ; im ersten Falle sagt man , es sei in independen¬
ter , im zweiten , es sei in rekurrirender Form oder durch Rekur¬
sion gegeben . So ist für die geometrische Progression

a , ax , ax2, ax 3, . . . .
un — ax n~ l die independente , un = un—y. x , oder un — ^ ^ - die

Un —2

rekurrirende Form des allgemeinen Gliedes . Wie man sieht , erfordert
die Berechnung irgend eines Gliedes der Reihe mittelst der rekurriren -
den Form des allgemeinen Gliedes die Kenntniss aller vorausgehenden
Glieder , also zuletzt die Kenntniss so vieler Anfangsglieder , als die
Rekursion überhanpt in Anspruch nimmt ; während die independente
Form jedes beliebige Glied der Reihe unabhängig von allen übrigen
darbietet . Statt der in der rekurrirenden Form von un erscheinenden
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vorausgehenden Glieder w„_ t etc . enthalt die independente Form
gewisse willkürliche Constanten , welche in jener fehlen.

Aus dem independenten Ausdruck des allgemeinen Gliedes lässt
sich die rekurrirende Form immer mit Leichtigkeit finden, indem man
in jenem re—1, re— 2 , etc . statt n substituirt , und aus den so erhalte¬
nen Gleichungen eine oder mehrere Constanten eliminirt. So hat man
für die obige geometrische Reihe :

un = ax n~ 1, = ax n~ 3, wM—2 = ax n~ 3;
die Elimination von a aus den zwei ersten Gleichungen liefert sofort
die erste , die Elimination von a und x aus allen dreien die zweite der
schon oben angeführten rekurrircnden Formen des allgemeinen Gliedes .

22. Addirt man nach und nach 2 , 3 , 4 , n Glieder der unend¬
lichen Reihe

« 1 » " 2 , “3 ) « i > ---- m« , ----

so erhält man die Summen von 2 , 3 , 4 , . . . » Gliedern, welche wir mit
S-2, <S3, iS4, . . . . S n bezeichnen wollen , so dass also

Sn — U\ + »2 + »3 + «4 + ..... + "n •
Eine Funktion des allgemeinen Stellenzeigers w, welche für jeden

beliebigen Werth desselben die Summe von n Gliedern der Reihe
angibt , heisst das Summenglied , das summatorische Glied
oder die Summenformel der Reihe. So hat man für die geometri¬
sche Progression , wie aus den Elementen bekannt ist :

Sn = a -f- ax -f- ax 2 -f- ax 3 -f- ..... -f- ax n~ 1= - —,x — 1
für die arithmetische Progression :

S„ — a -f- (« -|- d) (« -(- 2d) + (st + 3 d) + • . .
+ [« -|- (» — 1) d\ = n [« + ^ (« — 1) d\ .

Die Aufgabe , die Summenformel einer vorgelegten Reihe zu fin¬
den , nennt man die Summirung der Reihe ; sie ist oft mit grossen
Schwierigkeiten verbunden. Ist hingegen das Summenglied einer Reihe
bekannt , so ist hierdurch auch die Reihe selbst gegeben . Denn es ist

Sn = - (- » 2 + u 3 + u i + ---- + “n —1 + “ ;i ;

S n—i — » i + « 2 + « 3 + » 4 - f- . . . + Mk —1 >

somit durch Subtraktion beider Gleichungen :
Mji — Sn Sn—| .

Setzt man also in der Summenformel Sn, n — 1 an die Stelle von «,
und subtrahirt den so erhaltenen Ausdruck von Sn, so ist die Differenz
das allgemeine Glied , aus welchem die Reihe leicht construirt werden
kann.

71
Sucht man z. B. die Reihe , deren Summenglied S„ = ~ —• , son -j- 1
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n ii — 1 1
findet man nn = Sn — Sn- , = — — --- = —7 , - , und

n 1 n n(n-\- 1)
für die zugehörige Reihe , indem man in dem gefundenen Ausdrucke
von un für n der Reihe nach 1 , 2 , 3 , . . . substituirt :

11111

2 ’ 6" ’ 12 ’ 20 ’ 30 ’
23. Die Summenformel liefert , wie man sieht , die Summe von n

Anfangsgliedern der Reihe , wo n eine ganz beliebige aber endliche
Zahl bedeutet . Hieran schliesst sich ganz natürlich die Frage nach
der Summe einer unendlichen Reihe , d. h. nach derjenigen Summe, die
man erhalten würde , wenn man sämmtliche , unendlich viele Glieder
der Reihe addiren könnte . Es handelt sich hier zunächst darum , den
Begriff der S umme einer unendlichen Reihe festzustellen .

So wie nun die unendliche Reihe :
Uy + U-2 - (- U3 + Uy + ---- + U„ + « n + 1 + .....

aus der endlichen
u l ■+ ■ + w3 + m4 + •••• + u n

dadurch entsteht , dass wir die Gliederzahl n ins Unendliche zunehmen
lassen , so muss offenbar auch die Summe S der ersteren aus derSumme
Sn der endlichen Reihe dadurch hervorgehen , dass wir in letzterer n un¬
endlich wachsen lassen . Bezeichnen wir daher , gemäss den Lehren des
vorhergehenden Kapitels , mit lim Sn das , was aus Sn wird , wenn n
unendlich zunimmt , so haben wir

$ = : lim Sn — Uy+ u2 + «3 + «4 + ...... + un + . . . in infin.
Unter der Summe einer unendlichen Reihe verstehen wir

daher die Grenze , welcher sich die Summe von n Gliedern bei dem
unendlichen Wachsen von n mehr und mehr nähert .

Es entsteht nun sogleich die Frage , ob ein solcher Grenzwerth
für jede unendliche Reihe existiren müsse ? Diess ist offenbar nicht
der Fall . So haben wir oben für die arithmetische Reihe S„ —
n [« + i (w— 1) ^] gehabt , ein Ausdruck , welcher mit n selbst unendlich
gross wird , also keiner bestimmten Grenze sich nähert ; eine unendliche
arithmetische Reihe hat daher auch keine Summe. Die unendliche Reihe

2 6 12 20 30

hingegen ist summirbar , und zwar ist ihre Summe — 1 ; denn für diese
71 I

Reihe ist Sn — = , somit für n = 00 , lim Sn — 1. In
n + l + ~n

der That findet man successive i , S2, = ~ ^ = —,
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u. s.w. ; Werthe , welche sich immer mehr und mehr der Einheit nähern ,
je mehr Glieder man addirt .

24. Hiernach zerfallen die unendlichen Reihen in solche , deren
Summe eine bestimmte endliche Grösse ist , und in solche , deren
Summe nicht angebbar ist . Die ersteren werden convergent , die
letzteren divergent genannt .

Convergente unendliche Reihen sind demnach immer summirbar ,
indem man sich dem wahren Werthe ihrer Summe um so mehr nähert ,
je mehr Glieder man zusammenaddirt , so dass der Fehler , welchen
man begeht , indem man die Summe einer gewissen endlichen Anzahl
von Anfangsgliedern der Reihe für den wahren Werth der Summe
nimmt, durch Addition von hinreichend vielen Gliedern kleiner gemacht
werden kann , als jede beliebige noch so kleine Grösse .

Divergente Reihen hingegen sind nicht summirbar , indem für
solche die Summe von n Anfangsgliedern bei dem unendlichen Wach¬
sen von n an keine bestimmte Grenze gebunden ist , sondern entweder
selbst unendlich gross wird , oder zwischen gewissen Werthen hin und
her schwankt , wie diess z. B. bei der Reihe

a — a a — a -f- a — .....
der Fall ist , deren Summe = + a oder — 0 ist , je nachdem die An¬
zahl der summirten Glieder ungerade oder gerade ist .

Da die Summe einer convergirenden Reihe mit jedem beliebigen
Grade der Genauigkeit angegeben werden kann , so ist eine unbekannte
Grösse oder Funktion als bekannt anzusehen , sobald es gelingt , sie
durch eine convergirende Reihe darzustellen . Viele Funktionen , z. B.
die transcendenten , lassen sich nur durch unendliche Reihen aus¬
drücken ; häufig werden auch Funktionen , die in geschlossener Form
vorliegen , der Bequemlichkeit der Berechnung wegen in unendliche
Reihen aufgelöst . Dadurch kommt man auf Gleichungen von der Form

U = U\ “I” W3 -f" -j- in ins.
Ist nun die Reihe rechts vom Gleichheitszeichen eine convergirende ,
so hat sie eine Summe , und diese Summe ist eben die Funktion U,
deren Werth durch Addition einer hinreichenden Anzahl von Gliedern
mit jedem beliebigen Grade der Schärfe gefunden werden kann . Divergirt
hingegen die Reihe , so hat sie keine bestimmte Summe , und kann da¬
her auch der endlichen bestimmten Grösse U demW erthe nach nicht
gleich gesetzt werden . Solche Reihen sind daher zur Berechnung von
Grössen oder Funktionen nicht brauchbar , sondern nur als Umformun¬
gen derselben zu betrachten , welche gewissen allgemeinen analytischen
Bedingungen Genüge leisten . Hieraus geht von selbst hervor , wie
wichtig es sei , beurtheilen zu können , ob eine vorgelegte Reihe con-
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vergire oder divergire . Die folgenden Untersuchungen werden hierzu
fiir die meisten Fälle ausreichende Mittel darbieten .

VON DEN KENNZEICHEN DEE CONVEEGENZ UND DIVEKGENZ
UNENDLICHER EEIHEN .

25. Schon aus dem Begriffe der Convergenz folgt , dass die Glie¬
der einer convergirenden Reihe immer kleiner und kleiner und zuletzt
unendlich klein werden müssen . Soll nämlich die Summe Sn bei dem
unendlichen Wachsen von n einer bestimmten Grenze S , welche die
Summe der unendlichen Reihe selbst isti, immer mehr und mehr sich
nähern , so muss offenbar die Differenz

S Sn = WK+1 + Mn+2 -\~ Un+3 + ---- (1)
bei der unendlichen Zunahme von n unendlich klein werden , was nur
dann sein kann , wenn die Glieder un+t , un+.2 . . . selbst unendlich klein
werden . Da diese Eigenschaft , welche man das Fallen der Reihe
nennt , die nothwendige allgemeine Bedingung der Convergenz ist , so
können wir bei den folgenden Betrachtungen die vorliegende Reihe
immer als eine fallende voraussetzen .

Dass übrigens das Fallen der Reihe allein zur Convergenz nicht
hinreiche , ersieht man schon aus dem obigen Ausdrucke (1) , da man
offenbar a priori nicht behaupten kann , dass die Summe von unend¬
lich vielen Gliedern unendlich klein werde , wenn diess auch mit jedem
einzelnen Gliede der Fall ist . Vielmehr ist es zur Convergenz der
Reihe unerlässlich , dass die Summe

ßn + i = En + 1 "f " Mj!+ o + Un + 3 - (- .....

welche wir die zum Zeiger n + 1 gehörige Ergänzung der Reihe ,
oder die Summe der spätesten Glieder nennen und mit En+I
bezeichnen werden , beim unendlichen Wachsen von n selbst unendlich
klein werde . Die Bedingung der Convergenz einer unendlichen Reihe
lässt sich daher auch so aussprechen : die Summe ihrer spätesten
Glieder muss unendlich klein werden .

20. ü m daher von einer unendlichen Reihe behaupten zu können ,
dass sie convergire , muss man beweisen , entweder , dass die Summe
von n Anfangsgliedern beim fortwährenden Wachsen von n sich einer
bestimmten Grenze nähere , oder , dass die Summe der spätesten Glie¬
der — 0 sei.

Der erstere Weg lässt sich natürlich nur bei solchen Reihen be¬
treten , deren Summenformel man kennt , was nur selten der Fall ist .
Die geometrische Reihe bietet hierzu ein Beispiel dar . Ftir diese
ist bekanntlich
„ i . o . o . . . . a (xn~-—1)
bn = a -f- ax + cix‘ -f- ax i -f- ....... ax n'^ - ax n~ ‘ = —-x — 1
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welche Summe man auch unter den Formen

* = -- ..... W. * = 7^ -- 1— ..... (2)X 1 X 1 1 - X 1 X

darstellen kann . Ist nun , ohne Rücksicht auf das Zeichen , der Zahlen -
dx n

werth von x < T 1, so wird xn , somit auch beim unendlichen1 — x
Wachsen von n unendlich klein [§. 16. g] und die Summe S„ nähert
sich daher , wie aus (2) erhellt , immer mehr und mehr der bestimmten

Grenze ——-— : in diesem Falle ist daher die geometrische Reihe con-1— x

vergent und ihre Summe S — - .
LICC

Ist hingegen dem Zahlenwerthe nach x 1 , so wird x — 1
mit nach (1) , da von n unabhängig also unveränderlich ist ,x — 1
auch S« bei unendlicher Zunahme von n unendlich gross und die Reihe
divergirt .

Für x = -f- 1 geht obige Reihe über in
a + .....

welche Summe offenbar unendlich gross wird . Für x — —• 1 endlich
erhält man die Reihe

a —■a -f- a — a -j- a — .....
welche wegen des Schwankens ihrer Summe zwischen 0 und + « eben¬
falls als divergent zu betrachten ist .

Eine unendliche geometrische Reihe ist daher nur
dann convergent , wenn ihr Quotient kleiner ist als die
E inheit .

27. Zur Erläuterung der zweiten oben angedeuteten Beweisart
wählen wir die sogenannte natürliche harmonische Reihe ,

1 + W + W + T + T + •••• + - + - XT + -2 3 4 5 n 1

welche Reihe wegen lim un = lim — = 0 offenbar eine fallende ist .n
Es ist

+ l ■ -j I ] n I I q I I a I ••••• I I n I -« I • • • •n + 1 n + 2 w+ 3 n + 4 ln 2n + 1
also offenbar

+1 ■-< I i I ■ (i I I i I . . . . | )n + 1 77+ 2 77+ 3 77+ 4 277
somit um so mehr
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En +1 > + f „ h H h ^ L + ---- + I‘in . y» 2 « Ürain

da der Bruch — kleiner ist , als jeder der Brüche — - -- , — , ■, u. s.w .
2 « n + 1 m + 2

Die Anzahl der Brüche rechts vom Zeichen ist aber = « , somit

£‘n-f ] W• J d. i. 77n+l ^-> "g '

Die Summe der spätesten Glieder dieser Reihe wird also nicht unend¬

lich klein , sondern bleibt immer grösser als — , wie gross man auch n

nehmen mag , woraus die Divergenz dieser Reihe folgt . Die harmo¬
nische Reihe bietet uns sonach ein Beispiel , dass das Fallen einer
Reihe die Convergenz derselben nicht nothwendig nach sich ziehe .

28 . Der eben betretene Weg , nämlich die Betrachtung des Ergän -
zungsgliedes , führt auch noch zu folgendem allgemeinen Lehrsätze :
Jede fallende Reihe , deren Glieder wenigstens von einer
bestimmten Stelle an , das Zeichen regelmässig wechseln ,
ist convergent .

Denn es sei

Mj — u 2 + m3 — m4 + ..... + un + wre+ 1 + un+ 2 + .....

eine fallende Reihe mit regelmässigem Zeichenwechsel , so ist
74 +1 - i Mn.f-l d yn 1-2 i ^n+3 d - K«+4 d^ Wn+5 d“ .....

dl [Mn+1 ^«+2 d- Mn+3 Wra+4 d“ ^n+5 ]l
welche Reihe von Gliedern man auch unter folgenden Formen schrei¬
ben kann :

74 +1 jL [Kk+ 1 (Mn-\-2 ^rc+3) (dn +4 ^n+ä) ] l ünd
74 + , = d [ (« n+ l - Wn+ 2) + (“ » + 3 — « »+ i ) + (« « + 5 — “ «+ «) + ••■]
Da nun die Reihe , der Voraussetzung nach , eine fallende ist , so sind
zuvörderst die in den runden Klammern stehenden Differenzen sämmt¬

lich positiv , daher ist nothwendig dem numerischen Werthe nach
M-n +1 -Lw+ i (un +4 Un ^ 2) ■)

in Folge der erwähnten Voraussetzung ist aber lim un+t = 0 und lim
(«ffl+i — «« +2) — 0 , woraus [§ . 18 . h] lim En +i = 0 und hiermit die
Convergenz der Reihe folgt .

Der Beweis wird auf ähnliche Weise geführt , wenn mehrere
positive mit einer gleichen Anzahl negativer Glieder regelmässig
wechseln .

So convergirt die fallende Reihe 1 — d -- — d- — — ____,
2 3 4 5 ’

während wir dieselbe , wenn die Glieder sämmtlich dasselbe Zeichen
haben ', im vorigen § . als divergirend erkannt haben ,
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29. Da nach dem eben bewiesenen Satze fallende Reihen mit
regelmässigem Zeichenwechsel immer convergireu , so können wir uns
im Folgenden auf solche beschränken , deren Glieder mit gleichem Zei¬
chen behaftet sind. Durch die Vergleichung solcher Reihen mit ande¬
ren , deren Convergenz oder Divergenz bereits erkannt ist , gelangt
man zu allgemeinen Kennzeichen der Convergenz , indem man dabei
von folgendem aus dem Begriffe der Convergenz fliessenden Satze
ausgeht :

a) Eine Reihe , deren Glieder , wenigstens von einer
gewissen Stelle an , sämmtlich kleiner sind , als die cor -
respondirenden , mit gleichem Zeichen versehenen Glie¬
der einer convergirenden Reihe , convergirt ebenfalls ;
und eine Reihe , deren Glieder von einer gewissen Stelle
an gleiches Zeichen haben und grösser sind , als die cor -
respondirenden Glieder einer divergirenden Reihe , di -
v e r g i r t.

Es seien nämlich die beiden Reihen

Ml + W2 + U3 + W4 + ..... + Un -{- Mn+1 -1- Un+2 + ---- (1)
h + k + k + h + ..... + k - {- k + i k + 2 + . . . . ( 2 )

und
En + l — u n + l - f“ Un + 2 un + 3 "H ......

E n + 1 — k + 1 ' s - k + 2 + 4 + 3 + ......

Ist nun Mn _̂i tn-{-1, Un-i 2 k +2) Un+3 k +3> u. s. w. so ist ,
wenn die Glieder der Reihe (2) durchaus gleiches Zeichen haben, noth¬
wendig auch En+1 < E 'n+1, gleichgiltig ob die Glieder der Reihe (1)
gleiches Zeichen haben oder nicht , somit , wenn die Reihe (2) conver¬
girt , wegen lim .E'n+i = 0 , auch lim En+i = 0 , folglich auch die
erste Reihe convergent . Ist im Gegentheile un+l 4 +I, un+2 >
k +2, un+3 > 4 +3 u. s. w. und die Reihe (2) divergent , so ist , wegen
der vorausgesetzten gleichen Bezeichnung der Glieder der Reihe (1),
nothwendig En+, > >E ’n+1, somit, weil lim E ’n+1 > >0, auch lim En+1
> 0 , daher auch die Reihe (.1) divergent .

Man kann diesem Satze noch einen anderen , für die Anwendung
bisweilen bequemeren Ausdruck verschaffen *).

Setzen wir

u n + 2 , u n + 3 - u n + 4 .
— Al , - — J_2 , - — A3 , U . S . W .

u n + 1 Un ^ 2 Un + 3

tn + 2 + 3 _ tn + \
:— = î i ? : — = ,u 2 , -— = 1̂ 31 u - s * w -
*» + 1 l n + 2 ' n + 3

* Schlömilch , Algebraische Analysis . 1851 . p . 97 .
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so wird
Wn-f. | + 1 tn + 1 — tn + 1
un + 2 = Mj»+ 1 • M tn + 2 = + 1 • Hl
l,n + 3 == Mn + 2 • ^2 = = un + 1 • P>1 ^2 tn + 3 =:= 4»+ 2 • !M2 ==z tn + l • /M f<2
Mn + i === M« + 3 • P-3 = = Mn + 1 • ''-1P-2 P-3 tn + ; = tn + 3 . + 1,fl l . Mj «3

U. S. W. U. S. W.
somit

•Eii+ t = Wji+ 1 (1 + P.) + /-I P-2 + P-l P-2 P-3 + ---- ) )
E 'n + l = tn + i (1 + ,«1 + [l\ /h + /<! Uä '«3 + ---- ) •

Es sei nun

P-i <C !>\ ) P-2 ,°-2) P-3 < t<3 1 u - s . w .
so ist auch

i . 1 P»2 // j //2 . / . j PvoP-3 < (W| //-_> //2 , u . s . w . , und

i + P-l + P-l P-2 + P-l P‘2 P-3 + •• •• <C 1 + /“l + t*\ ^ 2 + 1*3 + ••••
folglich auch

En+ x < j ^ - E 'n+ l («)fn + l

Setzt man ferner voraus , dass die Reihe (2) convergire , so ist
lim E 'n + X— 0 , somit , wegen («), auch lim E n + i = 0 , (da der Bruch

—‘+ 1- , wie die aus P.i <C [Hi folgende Relation Un+ 2 < ( lehrt ,
tn + 1 -f 2 + 1
nicht unendlich werden kann ) , folglich auch die Reihe (1) convergent .

Auf dieselbe Weise beweist man , dass wenn die Reihe (2) diver -
girt und (> a x , P., '<2 , u . s . w . ist , auch die Reihe (1) diver¬
gent ist .

Es gilt daher folgender Satz :
b) die Reihe (1) convergirt oder divergirt zugleich mit

der Reihe (2) , je nachdem von einer bestimmten Stelle an

un + 1 tn j 0 (jg r un + 1 tn + )
Un tn Un tn

bleibt .

30 . Setzen wir an die Stelle der Reihe (2) eine geometrische Reihe ,
a ax cix 2 cro;3 + . . . .

deren Convergenz nach § . 26 an die Bedingung : a: 1 gebunden ist ,
t CfXn *

und vergleichen wir damit die Reihe (1), so ist " + 1 — — — x ;

die Reihe (1) wird somit convergiren , wenn von irgend einer Stelle

angefangen , —1- 1 <Cx und x < T 1, sie wird divergiren , wenn -- --- (> x
Un • 1ln

und x O 1 ist ; Bedingungen , welche sich bequemer durch folgenden
Satz ausdrücken lassen :
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Die Reilie

Mi + (,2 + u3 + u i + ..... + u n + m« + i + • • •

convergirt , wenn bei dem unendlichen Wachsen von n

Iim -̂ ±! < i ist ; sie divergirt , wenn lim ^ ±1 1 , wobei
Un u n

wieder , wie bei der geometrischen Reihe nur der Zahlenwerth von

lim -ü±-3 ohne Rücksicht auf das Zeichen , in Betracht kommt .
IIn

Denn wenn der Quotient zum Behufe der Convergenz von
Un

irgend einem Werthe des Stellenzeigers n = m angefangen kleiner
sein und auch für alle folgenden Werthe n — m -f- 1 , m + 2 u. s. w.
in ins. kleiner bleiben soll , als die Einheit , so muss er sich offenbar bei
dem unendlichen Wachsen von n einer bestimmten Grenze nähern , die

kleiner ist als 1. Ist hingegen lim —” -+ 1 1 , so muss nothwendig
Un

der Quotient ‘n+ i früher oder später grösser werden und bleiben als
Un

die Einheit und somit die Reihe divergiren .
Beisp . 1. Die Reihe

1 + 1 772 1. 2. 3 1. 2. 3. 4 1. 2. 3 . . . . n " "

convergirt ; denn es ist

U-n + 1 _ \ _ . 1_ 1

un 1. 2. 3 . . . (»— 1)n 1. 2. 3 . . . (n- —1) n ’

lim Un+ 1 = lim —= 0 < 1.un n
2) Die Reihe

i + i . - i - + bl . J ^ + bbP . . _i + . . .2 3. 2 2. 4 5. 22 2. 4. 6 7. 23 ^
1. 3. 5 . . . . (2n — 3) 1
2. 4. 6 . . . 2 (n — 1) ' (2m—- 1) 2’*- i

convergirt ; denn man findet

n2— n + ^~ 1— — + -1-«n+ i I 4 1 n An2
?

Un 2 1 2 1
11 + ö n 1 + -7T2 2n

ein Ausdruck , welcher beim unendlichen Zunehmen von n , — zur2Grenze hat .

Dieses Kennzeichen , in sehr vielen Fällen anwendbar , wird un-
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brauchbar , wenn lim - = 1 ist . Dann führt bisweilen folgenderM„
Satz zum Ziele .

31. D i e Reihe
U\ + U.2 -f - u3 + ut + u& + . . . . (1)

convergirt oder divergirt gleichzeitig mit der daraus
abgeleiteten Reihe :

«i -j- 2 w2 + 4m4 -f- 8 m8 + 16m 16 + — (2)
Der Beweis ist folgender . Da wir die Reihe (1) als fallend voraussetzen ,
SO ist Mj= W4

2 w2 > u.2 + «3
4 uK> m4 u;< + «6 + u7
8 w8 > us + w9 + ..... + Ul5

16m 16> m16+ Mj7 + ..... + m31
u. s. w.

Durch Addition dieser Relationen erhalten wir
Mi + 2 m2 + 4 m4 + 8 Wg+ ..... > M] w2 + m3 + m4 + ---- («) ;
es ist daher die Summe der Reihe (1) kleiner als jene der abgeleiteten
(2) ; ist also die letztere eine bestimmte endliche Grösse , d. h. conver¬
girt die Reihe (2) , so muss die Summe der Reihe (1) ebenfalls eine
bestimmte endliche Grösse sein , und somit diese Reihe ebenfalls con -
vergiren . Umgekehrt , wenn die Reihe (1) divergirt , so wird auch die
abgeleitete Reihe (2) divergent sein , da in Folge der Relation (a) die
Summe der letzteren zugleich mit jener der Reihe (1) unendlich wird .
— Es ist aber auch

Ui = Ui
2 u2 — 2 u2
4 u.i <C 2 u3 + 2 m4
8m8 < 2 «5 + 2k 6 + 2 u7 + 2 «8

16mi6 <C 2m9 + 2m 10+ . . . + 2 w16
u. s. w.

somit
Ui -j- 2 «2 4 ~ 4 m4 -J- 8 -(- ..... - j- 2 u2 -J- 2 w3 -j- 2 w4 -j- . . . .

oder , wenn man im 2ten Theile dieser Ungleichung u, addirt und
subtrahirt :
“i + 2 u2 -j- 4 w4 -j- 8 m8 -|- <C 2 (m4 + % + % -(- ii4 -)- ---- ) — ui

woraus man , ähnlich wie oben , schliesst , dass wenn die Reihe (1) con¬
vergirt , auch die abgeleitete (2) convergent ist und dass umgekehrt
aus der Divergenz der abgeleiteten Reihe die Divergenz der Reihe (1)
folgt . Somit sind immer beide Reihen gleichzeitig convergent oder
divergent .
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Beisp . 1) Sei die Reihe

1 + — + — + — -f — + .....-r 2r I gr T 4r T ßr '
gegeben , so ist die daraus abgeleitete Reihe :

1 + 2_ + £ + ^ + 2®+ .....' 2r 4r 8r 16r
in welcher man sogleich eine geometrische Reihe erkennt , deren Ex -

2 2
ponent = — ist . Soll diese convergiren , so muss — < ( 1 d. i. r (> 1

A A

sein ; unter derselben Bedingung convergirt daher auch die vorgelegte
Reihe ; für jeden anderen Werth von r < j 1 divergirt sie ; für r = 1
geht sie in die natürliche harmonische über , deren Divergenz schon
früher auf anderem Wege bewiesen wurde .

2) Die gegebene Reihe sei :

* 2 log 2 3 log 3 4 log 4 5 log 5 " " n log n " ’
so ist die abgeleitete Reihe :

1 log 2 log 4 log 8 log 16
° dei' 1111

1 -1 -+- + + + ____
log 2 2 log 2 3 log 2 4 log 2

d. i.

1 + Rjh ( 1 + ¥ + lT + 7 + •••• ) ;
die in den Klammern stehende Reihe ist die natürliche harmonische
und divergirt ; folglich ist auch die gegebene Reihe divergent .

3) Hingegen ist die Reihe

1 + 5 (lug *) ” + 3 (log 3)™ + 4 (log 4y + ' ' ' '
eonvergent , wenn m 1 ; denn die abgeleitete Reihe ist

1 -f . -f. - -j- I 4 -
(log 2) (log 4) m (log 8)w 1 ’

welche man leicht auf die Form

1 + — - ( l + — + — + — + ....)
^ (log 2)“ \ 2™ ^ 3m ~ 4m ~ )

bringt ; da nun die Reihe in der Klammer für m (> 1 convergirt , so gilt
diess auch von der vorgelegten Reihe .

32. Die Reihe «i -f- + u3 + •••• convergirt , wenn der
Ausdruck : »' »„ .wo r > 1 vorausgesetzt ist , beim unend¬
lichen Wachsen von n unendlich klein , also limM rw„ = o
wird .
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Beweis . Ist lim nrun = 0 , so kann man für n immer eine hin¬
reichend grosse Zahl m setzen , so dass mruM — A wird , wo A eine
beliebig kleine Zahl , aber >̂ 0 ist ; da nun der Voraussetzung nach
der Ausdruck nrun mit zunehmendem n immer kleiner wird , so ist noth¬
wendig (m + 1)’’ um+ i < 4 , (m + 2)’' iim+ 2 ■< A , u. s . w . ; somit

haben wir : ^
um : —.mr

Um+ l < (« + IV ’

“>'*+*< (» 42 / ’
u. s. w .

folglich , wenn man addirt :

4- «//i+i 4- «»*+ 2+ ..... <CA s — 4" ;—XTT'- 1—_i_o •1 •Lm' (» 41 ) (»/<-f-2)'
Die Reihe in den Klammern ist aber , da r > 1, [§ . 31 . Beisp . 1] eine
convergirende , ihre Summe daher eine bestimmte endliche Grösse ; lim
so mehr muss daher die Summe der links stehenden Reihe , da sie klei¬
ner ist , eine bestimmte endliche Grösse sein und diese Reihe somit
convergiren .

33 . Das in § . 30 entwickelte Kennzeichen reicht , wie schon bemerkt ,

in dem Falle nicht aus , wenn lim = l ist , was nicht selten und
un

namentlich immer eintritt , wenn der Quotient un+ [ : un die Form

n* 4- At u7'- 1 4- A.2 «7,_ - - (- ..... 4 - Ah
nh 4~ «r nh~ 1 4 - nh~ - ..... 4~ ,ln

annimmt . Führt nun in einem solchen Falle der in § . 31 entwickelte Satz
nicht zum Ziele , so bedarf man anderer Hülfsmittel , die wir im Fol¬
genden nach Gauss entwickeln wollen .

Es sei demnach die unendliche Reihe

“l + «2 + “3 + ui + ..... + un 4" U«+ 1 + • ■• ( 1)
so beschaffen , dass der Quotient

» n + 1 _ + A t n k~ l 4 - A ., n h~ i 4 ~ ■■■■4 - A h ___ / '
M.« nh 4~ a i nh- 1 4- a2 n,l~ 2 4~ ____ 4 " V

ist , wobei die Coefficienten A ly A2 . . . Ah , a t ! a2 . . . . « /, von n unab¬
hängig sind , und der Kürze wegen

nh 4- Ay n7'- ' 4- A., nh~ '2 4 - . . . . 4- Ah = P (3)
nh 4~ n,l~ 1 4~ (,i nh~ 2 4“ •• •■“f~ ait — P (4)

gesetzt ist , so gelten folgende Sätze :
Herr , Höh . Mathematik , I . 3

*
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1) Ist die Differenz . Ax— a t 0 , also positiv , so ist
die Reihe (1) eine steigende * und die spätesten Glieder
werden unendlich gross .

u) Ziehen wir (4) von (3) ab , so kommt :
P —1>— (A — «i) nh~ 1 + (A2 —-a-i) nh~ 2 •+- ..... +

(A — a ä) n h~ a + . . . . + ( A h — a h ) . (5 )

Da der Voraussetzung nach (Ax— positiv ist , so wird früher oder
später , wenn nur n hinreichend gross genommen wird, der ganze zweite
Theil dieser Gleichung positiv , weil das erste Glied (Ax— ax) nh~ 1
positiv ist , und [§ . 16 , i] endlich grösser wird als die Summe aller
folgenden Glieder. Dann ist aber auch P —p positiv also P '̂ >p ) d. h.
nach (2) : m„+ j un , die Reihe (1) somit eine steigende .

ß) Vergleichen wir ferner die Reihe (1) mit folgender :

" i + IT + T + T + ...... 1--- !- •••• > (6)2 3 4 n

welche der Kürze wegen mit
Ui + U2 + U3 + Ui + . . . . + U% + . . . .

bezeichnet werden möge , und wo k eine ganze positive Zahl bedeutet .
Man kann nun , unter der Voraussetzung , dass Ax — ax positiv , k
immer so wählen , dass die Reihe (6) eine steigende wird. Denn man
hat mit Rücksicht auf (6) und (2) :

Un+ 1 » »+ 1 . n . «*+ i
Un 11+ 1 n (/t -J- 1) uk

n (nh -f- Ai nh~ 1 -f- A2 «a-_2 -j- . . . + Ah)k
(n + 1) (nh -f- a , nh~ 1 + a.2 nh~ 2 + . . . + «/./ '

Nun ist nach dem binomischen Lehrsätze , der für ganze und positive
Werthe des Exponenten aus den Elementen bekannt ist ,

(nh + Ai nh 1 -f- A2 nh~~2 -|- . . . . -f- Ah)

— \ nh + (Ai nh~ 1 + A.2 nh- > + ..... + Ah) \ k =
— nhk + knUx- 0 ( Ax nh~ ' + . . . . + Ah) + . . .

somit , wenn man bei den zwei ersten Gliedern stehen bleibt und end¬
lich mit 11 multiplicirt , der Zähler des obigen Bruches

_ _ n hk+ 1 _j_ n hk _j_ .....

Entwickelt man auf gleiche Weise den Nenner , so findet man
Un+i nhk+ 1 + kAi nhk + . . . . .
Un ~ nhk+ l + (<4 *: + l ) raA*+ . . . . ’

nach («) ist aber die Reihe (6) eine steigende , wenn in dem Quotienten

die Differenz : kAx— (kax -(- 1) = k(Ax — «Q — 1, positiv ist .Un
Da nun A{— ax positiv vorausgesetzt ist , so kann man k immer so

i .
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wählen , dass — ê ) — 1 positiv , somit die Reihe (6) steigend ist .
Sollen aber die Glieder der Reihe (6) immer grösser werden , so muss

ulim wten Gliede beim unendlichen Wachsen des Nenners n noth-n

wendig auch der Zahler ui , somit auch y ukn — un unendlich gross
werden; d. h. die spätesten Glieder der Reihe (1) müssen unendlich
gross werden.

2) Ist die Differenz Ay — ay 0, also negativ , so ist die
Reihe (1) eine fallende , und die spätesten Glieder werden
unendlich klein .

y) Der erste Theil dieses Satzes erhellt sogleich wieder aus Gl. (A ),
deren zweiter Theil früher oder später das Zeichen des ersten Gliedes
(.1, — aj) annimmt, also negativ wird ; daraus folgt Pp , d. i.
cn+1 d. h. die Glieder der Reihe (1) nehmen fort und fort ab.

8) Vergleichen wir ferner die Reihe (1) mit folgender :
u\ + M + 3u$ + 4u\ + ..... + nu\ + (n + 1) «*+1 + . . . (7)

deren Glieder wir wieder mit L\ , U2, U3, . . . Un, . . . bezeichnen wollen
und wo k eine positive ganze Zahl ist . Es ist nun wieder leicht zu
zeigen , dass man k immer so wählen kann , dass die Reihe (7) eine
fallende werde. Denn für diese Reihe finden wir :

Un + | 1» + I ) *4 + 1 «**+ ' + (^ 1 /■' + ! ) + ..... .
Un n . uk nu +l -(- «| k . nhk + ..... ’

es hängt somit das Steigen oder Fallen der Reihe (7) von der Differenz

Ai k -j—1 — ct[ k = 1 — k (<zj —

ab, und man kann , da ay— Ay der Voraussetzung nach positiv ist , k
immer so wählen , dass diese Differenz negativ , somit die Reihe (7)
nach y) eine fallende werde. Sollen aber die Glieder dieser Reihe
Un = nun immer kleiner werden , —- gleichgültig , ob sie dabei un¬
endlich klein werden oder sich einer bestimmten Grenze nähern , so
muss nothwendig , wegen des unendlichen Zunehmens des einen Faktors

k _
n , der andere ui , folglich auch / ui = un unendlich klein werden .
Ist demnach Ay — ay < 0 , so werden die spätesten Glieder der Reihe
unendlich klein.

3) Ist die Differenz Ay •— «j = 0 , so nähern sich die
Glieder der Reihe (1) beim unendlichen Wachsen von n
einer bestimmten Grenze , und zwar steigend oder fallend ,
je nachdem die erste nicht verschwindende Differenz
zweier gleichnamigen Coefficienten im Zähler und Nen -

3 *
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ner des Quotienten (2) , z. B. Ag —■ag positiv oder nega¬
tiv ist .

Sei demnach Al — «j = 0 , A.2 — a2 = 0 u. s. w. und Ag — av
die erste nicht verschwindende Differenz , so wird aus (5)

P —P — (Ag— a,j ) nh~ 'J + ..... + (Ah — «*) ,
und es folgt nun ganz auf dieselbe Weise , wie wir unter «) und y) ge¬
schlossen haben , dass die Reihe (1) steigend oder fallend sei , je nach¬
dem die Differenz Arj— ag positiv oder negativ ist . Dass aber in unse¬
rem jetzigen Falle , wo Al — «, = 0 vorausgesetzt wurde , die spätesten
Glieder nicht unendlich gross oder beziehungsweise unendlich klein
werden , sondern einer bestimmten Grenze sich immer mehr und mehr
nähern , erhellt aus folgenden Betrachtungen .

Sei zuerst 4 ,, —- ag 0, also die Reihe (1) steigend und verglei¬
chen wir dieselbe mit folgender :

so haben wir , wenn die Glieder derselben mit Un bezeichnet werden ,

nach verrichteter Multiplikation im Zähler und Nenner :

£/»+J1_ n* +* + Ay + (A, — kj nik+'‘~ 2 + . . .
Un ~ n ^ h + (iy ri ik + ll~ 1 ri ik + h~ * + . . . .

Da nun A{— ay = 0, so hängt das Steigen oder Fallen der Reihe (8)
von der ersten nicht verschwindenden Differenz gleichnamiger Coeffi-
cienten ab ; diese ist hier :

A2— k — a.2 — (A2— «2) — k ,
und man kann k offenbar immer so gross wählen , dass diese Differenz
negativ , und dadurch die Reihe (8) eine fallende wird . Nun ist aber ,

da n eine positive ganze Zahl , immer ( —^— \kun '̂ > un. d. h. dieGlie -\ n — .1/

der der fallenden Reihe (8) sind fort und fort grösser als die corre -
spondirenden der steigenden Reihe (1), woraus folgt , dass die Glieder
der ersteren nicht unendlich klein , die der letzteren nicht unendlich
gross werden können und daher einer und derselben bestimmten Grenze
sich nähern müssen .

Sei ferner Ag — <C 0, somit die Reihe (1) eine fallende und ver¬
gleichen wir dieselbe mit der Reihe :

4

Un+1 (n*—l / > n+|
Un H~k. 11n

somit wegen :

(n-— \ )k (uh + Ay nh 1 + — -)- Aj)
n2k(nk -f- « | * -)- . . . -|- nh)

(n 2— l )4 = n lk — kn ik ~ 2 -j-
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Fiir diese Reihe wird

U«+ 1 = » **■ »„ + , _ n ** (w* + - i | n>‘~ ' + A , + . . . . + A*)
7/« (« - l )k. un (n i — 1)k {nh + ff] uh~ 1+ a .1nh~ '2 -j- ... -f - « *) ’

und nach gehöriger Entwickelung :

U„ + 1 _ « ?*+* + ri ] Ma*+*- i + rio + .....
Un n 2k+h -J_ ct( n 2k+h—1 _|_ ^ ^ n 2k+ h—2 _J_ _

Das Steigen oder Fallen der Reihe (9) hängt nun , da A , — « , == 0 ,
von der Differenz (A., — a 2) -j- I: ab und man kann offenbar k immer
so gross wählen , dass diese Differenz positiv wird . Dann ist aber die

Reihe (9) eine steigende , und da un immer < ( die Glie¬

der dieser steigenden Reihe somit immer kleiner sind als die corre -
spondirenden Glieder der fallenden Reihe (1), so schliesst man wieder ,
wie im vorigen Falle , dass die Glieder beider Reihen sich einer und
derselben bestimmten Grenze nähern müssen .

4) Die bisherigen Untersuchungen geben über das Steigen oder
Fallen der Reihe (1) zuverlässige Auskunft , und man sieht , dass die
Reihe nur dann convergiren könne , wenn A {— a l 0 , oder
negativ ist , weil nur in diesem Falle die spätesten Glieder unend¬
lich klein werden . Ueberdiess wird zur Convergenz der Reihe
(1) noch erfordert , dass a t — Al > + 1 sei .

Denn vergleichen wir die Reihe (1) mit der Reihe
2ku.2, 3G<3 , 4V 4, nkun , (n + l )k un+ 1, . . . (10 )

in welcher wir k > 1 voraussetzen und deren Glieder wieder mit Un
bezeichnet werden mögen , so haben wir :

Un + i __ (» + ! )* • «n + i (» + 1)* (n h + nh~ l + At n h~ '1-f- ... . -f- A *)
Uu nk . un nk (n h -\- « ] nh~ 1 a .2 nh~ '2 -(- .... -f- ff*) ’

d . i . gehörig entwickelt :

Un+ i _ n h+k + (ili + fc) « *+*- » + . . . .
Un n h+k -)- ffj n h+k~ 1 + . . . .

Soll nun die Reihe (1) convergiren , so muss nach dem in § . 32
entwickelten Satze lim (n k un) = 0 sein für k 1: allein iikun ist das
allgemeine Glied der Reihe (10 ) ; diese muss also eine fällende sein ,
deren späteste Glieder unendlich klein werden . Dazu wird erfordert , dass
in dem Quotienten Un+ i - Un dieDifferenz At -)- k — a t = k — #(« j — Aj )
negativ , also a v— A , )> fc, folglich , da k 1 , auch a x — A x)> 1
sei .

Das Resultat unserer Untersuchung ist daher einfach folgendes :
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Eine Reihe : m1} w2, «3, für welche der Quotient mb+1: un
die Form :

wm+| nh + Aj iih~ l -|- A., n;,~ 2 + ---- + Ah
u,, nh + «[ n4_ 1 a2 nh~ 2 -f~ ak

annimmt , convergirt nur dann , wenn die Differenz «j — A{
eine die Einheit überschreitende positive Zahl ist .

34. Zur Erläuterung mögen folgende Beispiele dienen.
1) Die Reihe :

1 + •■■■ + 9- 7 + 9 I . + —6 o 7 2n — 1 2n 1
divergirt ; denn es ist
«k-4-1 2« — 1 n — ^
~^ - = = ’ somlt 1 ~a i — 1 ) ni = + 1 i

die Reihe ist also zwar eine fallende , deren späteste Glieder unendlich
klein werden , weil At — a t < ( 0 , wie man diess auch unmittelbar
erkennt ; sie divergirt aber , weil a 1 — die Einheit nicht übersteigt .

2) Für die Reihe :

t + i . 1 + L 3 1 + I . + I .g:.5.- (2n- -3j _ 1
2 3 2. 4 5 2. 4. 6 7 T T 2. 4. 6 ...(2i»~ 2) 2re— 1T ' " '

findet man

w„+i (2« — l )2 n1— n -\r 's .
un 2n (2n + l )

3
da nun —■Ax — + — 1, so ist die Reihe convergent .£

3) Betrachten wir die Reihe der Binomialcoefficienten :
ui ( m — ■ 1 ) m (m — 1 ) Cm — 2 )

1 + nt + — ^ + - + . . . .
ui Cm— 1) . . . . (m — 11-)- 1)

1. 2. 3 . . . . w *”

in welcher , damit die Reihe nicht abbreche , m keine positive ganze
Zahl bedeuten soll . Man findet

k„+i m(m — 1) — (in —-n) m(m— l ) . . . . (m — n -j- 1) n — m
un 1. 2. 3 . . . (« + 1) 1. 2. 3 — ii n -{- 1 !

das negative Zeichen des Quotienten deutet an , dass die Zeichen der
Glieder der Reihe früher oder später (und zwar sobald n m gewor¬
den ist ) zu wechseln beginnen , daher zur Convergenz nur noch das
unendliche Abnehmen der Glieder erfordert wird . Diess findet statt ,
wenn A, — = — m — 1 negativ ist , was immer der Fall ist , so
lange m keine negative die Einheit übersteigende Zahl ist .
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Für die Reihe :

1. 2. 3
wird

jf„+[ __ n — in
un n -f 1

woraus erhellt , dass der im Anfange statt findende Zeichenwechsel ,
sobald n j> m geworden , aufhört ; zur Convergenz der Reihe wird
daher erfordert , dass «i — At = 1 -j- m > -f- 1 sei ; diese Reihe
convergirt daher für jeden positiven Werth von m.

35. Von besonderer Wichtigkeit sind in der Analysis jene unend¬
lichen Reihen , deren Glieder nach den steigenden mit positiven gan¬
zen Exponenten versehenen Potenzen einer Variablen x fortschreiten ,
also von der Form :

«o + "i x + a-2 x '2 + ns a':l + ..... + «« x“ + st«+i x n+ l + (1)*
sind , wobei die von x unabhängigen Coefficienten a0 , «j , «ä u. s. f.
wieder für sich eine Reihe darstellen .

Da x eine veränderliche Grösse vorstellt , so kann nur die Frage
sein , für welche Werthe von x die Reihe (1) convergirt . Hiezu wird
nach dem in §. 30 entwickelten Kennzeichen erfordert , dass

sei . Die Reihe (1) convergirt daher für alle Werthe von

halb derselben liegenden Werthe von x divergirt sie. Das Verhalten

der Reihe , wenn man darin x — + — substituirt, muss nach den frü-— A
her entwickelten Vorschriften besonders untersucht werden.

Wie man sieht , können daher solche Reihen immer convergent
gemacht werden , indem man x hinreichend klein nimmt ; vorausge -

somit , wenn wir der Kürze wegen
Cln cin

+ 1 1- a n + 1 ^ ,= x . 11111- 1,

setzen ,

x , welche numerisch kleiner sind als —, d . h. welche zwi -A

sehen den Grenzen — und -j liegen . Für alle ausser -A A
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setzt , dass der Quotient ^ ±1 beim unendlichen Wachsen von n nicht
(ln

unendlich wird , wie diess z. B . bei der Reihe : 1 + 1. 2x -f- 1. 2. 3x 2 +
1. 2 . 3 . 4 . x 3 + . . . . der Fall wäre .

Beisp . 1) Für die Reihe :

x x *_ jrO _ -- x * -- ---- ------
1 1. 2 1. 2 . 3 1. 2 . 3 . 4 1. 2 . .3 ... n

ist Ä = lim —— — iim — —- = 0 ; die Reihe convergirt daher für
stn ii + 1

alle Werthe von x , welche zwischen — — und —(— — , d. h. zwischen

— oo und -f- oo liegen ; also für jeden beliebigen positiven oder ne¬
gativen Werth von x .

2) Für die Reihe :

* + w + w + t + ..... + + • • • •2 3 4 n

hat man A — lim — — — lim —--— == 1 ; daher convergirt sie für«« ii 1
alle Werthe von x , welche zwischen — 1 und 1 liegen . Für x = 1
geht die Reihe in die divergirende natürliche harmonische über ; für
x — — 1 in die wegen des unendlichen Abnehmens der Glieder und

des Zeichenwechsels convergireude Reihe : — 1 + —--- — + — . . . .2 3 4
3) Für die Reihe :

m (m — 1) m (rn— 1) (in -— 2) , ,
1 + mx + - i2 x - + — x * + .....

findet man A = lim a—+*. = lim ( — , ) = — 1 ; diese Reihe
an \ n + 1/

convergirt daher ebenfalls nur fürWerthe von x , welche zwischen — 1
und + 1 liegen . Für x = + 1 selbst haben wir das Verhalten dieser
Reihe im vorigen § . untersucht .

30 . W emi zwei Reihen :

",i + x + a2 x - + a3 x :' + ---- + riu x n + . . . (1)
h + *1 3' + b-2 a"2 + 3̂ x * + ---- + hn x " + • • • (2)

für einen bestimmten Werth von x convergiren , so ist
auch die durch Addition oder Subtraktion dieser Reihen
entstehende neue Reihe für denselben Werth von x con -

vergent .
Denn es sei

Sn = n0 + o \ x + it., x 2 + a3 x 3 + ---- + (tn i * n~ x
Tn = + S | * + k ., X - - J- X 3 + ---- - | - Ä,i—1 X n~ l ,



41

somit

Sn + Tn = («0 + K ) + («1 + *l ) x + (a 2 ± b2) x <i + ----
+ (««- l ± *«- i)

bezeichnen wir nun mit S und T die Summen der beiden unendlichen

Reihen (1) und (2 ) , so dass also S = lim S n, T = lim Tn, so geht
die letzte Gleichung , wenn man in derselben n unendlich wachsen lässt ,
wegen lim (S n + Tn) — lim Sn + lim Tn — S + 7’, über in

S + T — (a 0 + bu) + (a x + b, ) x + .... + l«n_ | + bn^ x) x n- ' + ..... (3)

woraus erhellt , dass die Summe der rechts stehenden Reihe an die
Grenze S + T gebunden ist , die Reihe somit convergirt .

.37. Wenn die beiden Reihen

+ Cl\ X sto X2 + «;>. + ..... + an x n + . . . . (1)
bn + bx X + b, X* + b3 *4 + . . . . + bn X» + . . . . (2 )

für einen bestimmten Werth von x convergiren , der allen
Gliedern gleiche Zeichen ertheilt , so ist das Produkt der¬
selben wieder eine convergente Reihe , und deren Summe
gleich dem Produkte der Summen der beiden Reihen .

Setzen wir für die (w-f- 1) ersten Glieder beider Reihen :
Sn = 0(1 + 0 | x + a 2 x 3 - j- a 3 x 3 + ---- 4 - a n x n
Tn = bo bx x b.2 x 3 + i ’3 + bn x n,

so erhalten wir durch Multiplikation :
Sn Tn — a 0 b0 -)- (a 0 5, -)- «i b0) x + ...... -J- (n0 b„ + . . .

+ a n b„) x n cin bn x 2n,
somit ist , wenn wir die Summe der n + 1 ersten Glieder des Produk¬
tes mit P n bezeichnen , also
P n = «o + («0 H“ ° \ b0) x 4 ~ ..... + (o0 bn .... + a n b()) x n (3 )
setzen , offenbar

Pn < Sn Tn,

da die auf das mit x n behaftete Glied im Produkte S n T„ folgenden
und in P n fehlenden Glieder der Voraussetzung nach sämmtlich positiv

TI Ti
sind . Sei ferner m die grösste in — enthaltene ganze Zahl , also m = —

A A
71 -- 1

oder = - , je nachdem n gerade oder ungerade , undAl7%.

S „, — n0 + « | * -f- x - -j- a -j X'1 -f- ..... -j - a m x m
Tm — b0 + bx x -j- b2 x l b3 x 3 -)- ---- + bm x "‘,

somit

S m Tm — «o bo (a 0 bi -f- « i bu) x + . . . . + a m b„, x 2’“ . ( I )
so ist

7 H^ S/n I„i i
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wovon man sich durch Vergleichung der beiden Ausdrücke (3) und (4)
leicht überzeugt . Es ist daher

8m Tm < P n < S„

lassen wir nun n , folglich auch m unendlich wachsen , so nähern sich
die Produkte 8,„ Tm und 8 n Tn beide der Grenze ST , wenn wir wie¬
der mit 8 und T die Summen der beiden unendlichen Reihen (1) und
und (2) bezeichnen , somit muss auch lim P n — ST sein , da P n immer
zwischen den Grössen Sm Tm und Sn Tn eingeschlossen ist ; womit der
ausgesprochene Satz bewiesen ist .

Haben die beiden Reihen für den besonderen Werth von x nicht
durchaus gleiche Zeichen , so können in dem Produkte Sn Tn unter
den , auf das mit x n behaftete , folgenden Gliedern auch negative vor
kommen , so dass dann nicht nothwendig P ,, Sn Tn sein muss und
die folgenden Schlüsse nicht mehr zulässig sind . In einem solchen
Falle muss daher das Produkt der beiden Reihen in Bezug auf seine
Convergenz besonders untersucht werden .

Nur in dem Falle kann man noch der Convergenz des Produktes
im Voraus versichert sein , wenn zwar die beiden Reihen (1) und (2)
mit wechselnden Vorzeichen versehen aber so beschaffen sind , dass
sie auch noch convergent bleiben , wenn man sämmtlichen Gliedern
gleiche Zeichen ertheilt . Denn das Produkt würde dann convergent
sein , wenn alle Glieder in den Faktoren gleiche Zeichen hätten , folg¬
lich um so mehr , wenn Zeichenwechsel eintreten .

38. Wenn in der unendlichen Reihe
« o + « 1 X « 2 X 1 X 3 + ...... + a „ x n + . .. .

der Quotient g”f 1 für jeden Werth von n kleiner ist als
ein

eine endliche , übrigens willkührliche Grösse A , so ist bei
dem unendlichen Abnehmen von x die Grenze der Summe
dieser Reihe — o0-

Denn der Voraussetzung zufolge ist
«2 Aa l , somit auch a2 Aa t und ci.2x '2 < _̂Aa2x 2
a 3 Aa ., - - «3 < 1 A ‘2a l - a3x 3 A 2ajX 3
« 4 A « 3 - - « 4 A :,« 1 - « 4X4 A 3« !» 4
u. s. w. u. s. w. u. s. w.

Addirt man diese Relationen und gibt zu beiden Seiten atx — axx
hinzu , so folgt
ft\ x + «2 x 2-\- a 3 x 3 -|- a kx K-)- < l « i a’( I + Aa -(- A 2x '2 -)- A 3x 3-\- ...)

somit , wenn wir — was immer möglich ist — Ax I, d. i. x <^ - j- wäh -A



len , damit die in den Klammern stehende unendliche geometrische
Reihe convergire ,

1
»1 x -f - st2 x 2 -f- st3 x 3 -f- aj x 4 -|- stj x . - — ;

da nun beim unendlichen Abnehmen von x , lim a, x . - —7— — 0I — Ax
wird , so ist auch

lim (ö| x + «o x 2 -|- ff3 x 3 + r/_j x 4 — ) — 0 ) folglich
lim («0 -j- n1 x -f- «2 x - -j- a:i x 3 -j- ..... ) = ao■

ALLGEMEINE BEMERKUNGEN UEBER DIE ENTWICKELUNG DER FUNKTIO¬

NEN IN REIHEN . - UNBESTIMMTE COEFFICIENTEN .

3!t. Es sei

" 0 + « 1 X + a « X 2 + « 3 X 3 + ..... + a n x n + . . . .

eine nach steigenden Potenzen der Veränderlichen x fortschreitende
Reihe , welche für alle Werthe von x , die zwischen den Grenzen
-— A und A liegen , convergirt , also eine bestimmte Summe hat.
Letztere wird offenbar eine Funktion von x sein , so dass die Gleichung
besteht :

t3: — _ |
f (x )= (u -|- cif x -j- ftox 2 -j- </.»x 3 -|- ....... < lt )

| x = + A

Man nennt die unendliche Reihe rechts vom Gleichheitszeichen die
Entwickelung der Funktion / (x) ; der Werth der letzteren kann
für jeden zwischen — A und + A liegenden Werth von x mit Hülfe
der Reihe berechnet werden, und zwar mit jedem beliebigen Grade der
Genauigkeit , indem man eine hinreichende Anzahl von Anfangsglie¬
dern addirt. Für Werthe von x , welche ausserhalb obiger Grenzen
liegen , hört die Gleichung (1) auf , gültig zu sein ; daher man die Grenz-
werthe von x , innerhalb welcher die Gl. (1) zulässig ist , beizufügen
pflegt , etwa auf die oben in (1) angedeutete Weise .

Eine bestimmte Funktion f (x) kann nur auf eine Art
in eine nach den steigenden Potenzen der Veränderlichen
x fortschreitende Reihe entwickelt werden . Denn hätte man
z. B. nebst obiger Gleichung auch noch folgende :

f (x) = b0 + J, x + b., x 2 + i , x 3 + [ X ~ B (2)
| x = + B

so müsste für alle innerhalb der Grenzen — A und + A, — II und + R
gleichzeitig liegenden Werthe von x nothwendig

«0+ O] x + ct., x 2 + a3 x 3 + .... — bü -f- X + b.l X- -|- b3 x 3 -|- ....
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sein , also ancli für x = 0 , woraus sogleich [§ . 38 ] o0 = £>0 folgt .
Dann ist aber , für jeden Werth von x innerhalb obiger Grenzen:

« 1 X «2 X2 + (7;, X3 -|- ---- = x -J- b2 X2 -f - b3 x 3 -j- .....
oder

x («j -(- a.2 x a3 x 2 -f- . . . ) = x (b{ -f- b.2 x -\- bi x 2 ____)
folglich auch

«j -p x -|- a3 x '- b\ -p b.2 x 4 - b3 x 2 -p —
woraus wieder für x — 0 : oq — ä, folgt . Auf dieselbe Weise fort-
schliessend , erhält man a2 — bi : a3 — b3, u. s. w. so dass also die
beiden Entwickelungen fl ) und (2) nothwendig identisch sind. Man
kann daher auch folgenden Satz aussprechen :

Bestellt die Gleichung
r?o ~f~ rij x -p «2 x 2 -p «3 x 3 -f - ..... = b0 -f - b, x -p b2 x '1 -p b3 x 3 -p ••••

für alle Werthe von x , welche zwischen den Grenzen — n
und 4- « liegen , wo eine dieser Grenzen auch — 0 sein kann ,
so sind die Coefficienten der gleichnamigen Potenzen von
x einander gleich , d. li. es ist

«o — b0, a\ — bi , «2 — b<2, a-j — b3l u. s. w.
Dieser Lehrsatz ist unter dem Namen : Sa tz der unb est imm¬

ten Coeffici enten bekannt , und bietet ein sehr bequemes Mittel zur
Entwickelung der Funktionen in Reihen dar.

Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist , dass wenn die
Gleichung

0 — «0 -p «| x -j- a.2 x 2 -p «3 x 3 -(- in ins.
für jeden Werth von x bestehen soll , nothwendig ,

ao — a i — a 2 — a 3 — ...... — 0 sein muss .

40. Zur Erläuterung der Anwendung des Satzes der unbestimm¬
ten Coefficienten mögen folgende Aufgaben dienen :

jsto Aufgabe . Die gebrochene rationale Funktion
\ _ -4 q

«o+ a\ x
in eine nach steigenden Potenzen von x geordnete Reihe zu entwickeln .
Man setze :

ilo = «o + «i x + «2 + ..... + «»- 1 + «» *" + •■■■,«o + «i x
so folgt durch Multiplikation mit o0 a2 x :
4 0 = «o «o + «o «i\ x + «o «al x '2 + ...... + «o «K 1 x%+ ••••;

+ a \ « 0i + a \ « 11 + « i « » - 1/

somit , da diese Gleichung für jeden Werth von x gelten muss , nach
dem Satze der unbestimmten Coefficienten :



- U) a 0 <'■() 1 °U « 1 + • ° \ «o ■—■ 0(1U-2 -)- « I « I — 0 , u . s . w .
und allgemein

oo « « ' s" °i « II—i = 0 ,
woraus man

« i «1
«o = — i «i = «o • -- ? «j = « i . -- , u . s . w .

«o «o «o
und allgemein :

" i / i
C£?t CCw—1 • \J1l )

a 0
lindet . Wie man sieht , erhält man jeden Coefficienten der Reihe , vom

zweiten angefangen , indem man den vorhergehenden mit 1 multi¬
pel

plicirt .
Eine Reihe von der Form :

(io -{- d\ x u-2 oc2 x 3 ...... -j- un x '1

heisst überhaupt eine rekurrente (oder rekurrirende , rücklau -
fende , wiederkehrende ) , wenn von einem bestimmten Gliede ange¬
fangen der Coefficient a „ jedes folgenden Gliedes eine lineare Funktion
der Coefficienten einer bestimmten Anzahl von vorhergehenden Glie¬
dern ist ; wenn man also hat :

«K= P\ «»- 1 + Pi Ctn—2 + p-i an—3 + ..... + PmV-n—m■
Die in diesem Ausdrucke vorkommenden Coefficienten

Pl ) Pit Pu — Pm )

sind positive oder negative Zahlen , welche in ihrer bestimmten Auf¬
einanderfolge die sogenannte Relationsscala der Reihe bilden ; die
Anzahl derselben bestimmt die Ordnung der rekurrenten Reihe . Die
Bildung des Coefficienten eines Gliedes einer rekurrenten Reihe der
nt t0" Ordnung nimmt daher die Coefficienten von rn vorhergehenden
Gliedern in Anspruch ; das Bildungsgesetz kann daher erst mit dem
(m -j- l )ten Gliede beginnen .

Diesen Erklärungen zufolge führt also die Entwickelung der Funk¬

tion - — - auf eine rekurrente Reihe der ersten Ordnung , deren
»o + " i

Relationsscala : — — ist , wie aus (rn ) erhellt .
«o

. , . • i i * -n 1 *• /i/ \ -̂ rt ~ -̂ 1 X
Entwickeln wir noch die r unktion fix ) = - —-- ; ;

a n + a i x + st2 x
setzen wir

1°~t—1 = K0-|-U\aj - -j- 2a'n—2+ Pn—I■‘•n~1j- linx”-\-...."() T~a \ x ~T (,i x “
so erhalten wir durch Multiplikation mit dem Nenner :
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A) + A\ x = "0 «0 + «0 «lj. x + ...... + «0 «1! I + • • ■• ,
+ d\ «oJ + "1 «>i- l I'

+ a-2 Un—2'
somit
A0= a0 al), Al = a0 «j -J- «i uo , ()— a0 «m4~ «[ ««—i + «2<*m—2j
woraus

A0 Ai — «i «0
Uq - i (i \ - 5

«0 " 0
1111(1

_ « 1 « 2
ft « • (in —1 ’ • (in —2

«0 a 0

folgt . Der Ausdruck von an zeigt , dass die Entwickelung der vorge¬
legten Funktion eine rekurrente Reihe der zweiten Ordnung mit der
Relationsscala :

« 1 «2
«o ’ «o

ist . Das Bildungsgesetz beginnt hier mit dem 3len Coefficienten «2,
und es ist

al a2 «1 a2
« 9 — ■— « 1 Oft ) « s — -- « 2 — — « i u . s . w .«o «o "o «o

Allgemein lässt sich zeigen , dass die echt gebrochene rationale
Funktion >

A0 -f- Ay x -|- Ä2 x2 — -)- An—i xn~ 1
«o + eil X a2 x 2 + ..... + an x 71

eine rekurrirende Reihe der nten Ordnung erzeugt , deren Relations¬
scala

_ « 1 «2 23 2i aA
«o 1 ’ «0 °0 ’ aO

ist , so wie , dass umgekehrt jede nach aufsteigenden Potenzen von x
geordnete rekurrente Reihe , insofern dieselbe convergirt , einen ratio¬
nalen Bruch zur Summe hat.

Einige Aufmerksamkeit auf den Gang der Rechnung in obigen
zwei Beispielen zeigt , dass man in der angenommenen Reihe :

«o U\ x «2 Xi + . . . .

nur so viele Anfangsglieder anzusetzen nöthig hat, als der Zähler Glie¬
der besitzt , und nur so viele allgemeine Glieder , als der Nenner Glie¬
der hat , die zwischen den äussersten Gliedern etwa fehlenden mit¬
gezählt .

2te Aufgab e. Die unendliche Reihe
Ao -f- Ai x -J- A-2 x 2 -f- A3 x 3 + .....

durch die gleichfalls unendliche Reihe
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«vH - «1 x 4 ~ «2 x 2 4 ~ «3 x 3 4“ .....
zu dividiren .

Da , wie schon in den Elementen gezeigt wird , das Produkt zweier
Polynome

(öo + + «2 « 2 4 " ■■•• + a n x n) («0 Cfj X 4- «2 X2 + .... + «m x ’>‘ )
wieder ein Polynom von derselben Form A0 -f- A { x 4- A2 x 2 + .... ist , so
können wir den gesuchten Quotienten von der Form :

«u + «i x + «2 x- + .....
annehmen , also
A + A x + A-j x2+ x3+ .....
— ~r x - rr - rx - = «o4 - « i x + UiX - + « 3 * 4 - •••■
a 0 + « 1 X « 2 X 2 + « 3 X 2 + . . . .

setzen , wo «0, « i , a 2, «3, — noch unbestimmte Coefficienten bedeuten ,
welche zu bestimmen sind . Multiplicirt man zu beiden Seiten mit dem
Divisor , so kommt :
A0 + Ai x -\ - A2 x 2 + A,j x 3 4 ~ ..... = («o 4“ « i x 4” «2 x 2 + u3 x 3+ ...)

(« 0 4 ~ « l * 4 " « 2 x 2 4 ~ Ö3 x 3 4 ~ . . . )

= «o «o 4- «i «o | * 4" «2 «oj x - 4 - ä 3 «0| x 3 4- . . .
4- «o «iJ 4~ «i «iI 4~ «2 «i l

4- «0 «2' 4“ «i «2s
4- «o «:J

woraus , da die Entwickelung für jeden Werth von x gelten muss ,
A0 = «o «o
Ai = «1 «0 4~ «0 « 1
X — o2 «0 4~ «i «1 4~ «0 «2
A — «3«0 4* «2«i 4" «i «24" «o «3

u . s . w .

folgt . Man erhält auf diesem Wege so viele Gleichungen , als man
Coefficienten bestimmen will , aus welchen diese , da jene vom ersten
Grade sind , leicht erhalten werden . Man findet nämlich :

A «1 , A «1 «2 , A „ „«o === — ) « 1 = = -- «0 4” — ; «2= = -- « 1 -- «0 4-- ü . s. v '.
« 0 sto « 0 « 0 « o « o

und allgemein
« 1 « 2 « 3 °n .

Ww - —1 —2 —3 «0 "l
«0 ^0 ^0 a 0 a 0

nach welchem einfachen Rekursionsgesetze die Coefficienten der Reihe
nach leicht gebildet werden können .

Wie man sieht , wird die Auflösung unmöglich , wenn a 0 = 0 und
nicht gleichzeitig auch A0 = 0 ist , indem dann die Coefficienten unend¬
lich würden ; dieser Umstand deutet an , dass in diesem Falle der Quo¬
tient nicht die vorausgesetzte Form «0 4 ~ «1 x 4 ~ «2 x 2 4 " ••• haben
kann . In der That überzeugt man sich durch gewöhnliche Division
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leicht , (lass er für «0 = 0 mit dem Gliede = — x~ 1 beginnen
s(t X «j

müsse , welches Glied aber in der angenommenen Form nicht vorkommt
und also auch nicht erhalten werden konnte . Man sieht leicht , dass
mindestens eben so viele Anfangsglieder im Dividende = 0 sein
müssen , als deren im Divisor fehlen , wenn der Quotient die Form

+ UlX « 2 xi + . . . . haben soll .
Wollte man übrigens z. B. den Quotienten

A0 -t~ A, x -)- A.2 x - -f- A3 x 3 -f- —
«! x + a.2 x l + st3 x 3 -f- . . . .

entwickeln , so setze man
A + A x -\- A2 x l + A3 x 3 + ...

X - X i“X VT — "o «i x + «2 ~r —öi T x T ai x t «4 x -1 -f- ....
bestimme sofort die Coefficienteu «0, «j , . . . wie oben , so ist :
A0 + Ai x -f- A2 x 1 + A3 x 3 + . . . 1 r

i i rr rr — “ I «o + «i * + «2 + •••st, X «2 K2 i - a3 -f- ffj * * + . . . X V. J
Aus dem Gesagten geht demnach hervor , dass bei dem Gebrauche

der Methode der unbestimmten Coefficienteu zur Entwicklung der Funk¬
tionen in Reihen , die Form der zu entwickelnden Reihe zweckmässig
angenommen werden muss , wozu in der Regel eine vorläufige Discus -
sion der vorgelegten Funktion ohne Schwierigkeit führt . Ferner hat
man zu untersuchen , für welche Werthe von x die gefundene Reihe
convergirt ; denn nur für solche ist sie zur numerischen Berechnung
geeignet . — Hat man die Form der Reihe unrichtig gewählt , so gibt
sich dies bei der Auflösung der Gleichungen zur Bestimmung der Coef-
ficienten in den meisten Fällen wohl zu erkennen ; doch gibt es auch
Fälle , wo diess nicht geschieht und daher die Methode der unbestimm¬
ten Coefficienten zu unrichtigen Resultaten führt ; ein Umstand , der
vorzugsweise Veranlassung gab , dieser — sonst durch ihre Einfach¬
heit namentlich dem praktischen Mathematiker sich empfehlenden Me¬
thode strengere zu substituiren , welche jener Vorwurf nicht trifft .

3te Aufgabe . Es sei die Gleichung gegeben :
y = ax -}- bx2 -(- cx3 -J- dx J‘ -f- exb -f- ..... (1)

es soll umgekehrt x durch eine Reihe ausgedrückt werden , welche nach
den steigenden Potenzen von y fortschreitet .

Man setze

x = uy + ßy'3 + + tyb + . . . .
so muss dieser Ausdruck von x offenbar die Eigenschaft haben , in
die Gleichung (1) substituirt , diese zu einer identischen zu machen .
Entwickelt man daher die aufeinanderfolgenden Potenzen von x , indem
man dabei bis zu einer gewissen Potenz von y fortschreitet , nämlich :
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Y + 2aßy3 + ß 2\ y* + 2«öl r +
+ 2«3'J + 2ßy\

x 3 = a 3y3 + 3a 2ßy* + 3«|321 yb -f-
+ 3a 2yJ

x * = a*y * + 4«3pty5 + . . . .
x 5 = aY + . .■•

und substituirt diese in (1) , so kommt :
y == any + aß \ y2 + ay \ y3

+ ba2\ + 2baß \
+ c«3)

+ ad yi + ae

+ bß2 + 2ba8

+ 2bay > + 2bßy
+ 3ca 2ß + 3caß '2
+ da * + 3cu 2y

+ 4da 3ß
+ ea b

yh +

Durch Gleichsetzung der Coefficienten der gleichnamigen Potenzen von
y erhält man sofort folgende Gleichungen :
1 — aa

0 — aß - f- bu 1

0 = ay -j - 2baß + cu 3

0 = ab + bß2 -j- 2buy -f- 3cu2ß -+• da *
0 = as + 2bub+ 2bßy+ 3caß2 -j~ 3ca2y -|- 4da3ß + eub

u. s. w.

aus welchen sich die Coefficienten « , ß, y, . . . der Reihe nach mit Leich¬
tigkeit ergeben . Diese Aufgabe ist , so wie die folgende , ein specieller
Fall des unter dem Namen : Umkehrung oder Reversion der
Reihen , bekannten Problemes .

Ist , um ein besonderes Beispiel zu geben , die Reihe :
"V>2 rp3 /v>4

y = * + 172 + 1. 2. 3 +
umzukehren , so erhält man

! *■+ ! »• - 1

1. 2. 3. 4 +

x — y +
Aus einigen wenigen Anfangsgliedern lässt sich übrigens mit

Sicherheit kein Schluss auf das Bildungsgesetz der umgekehrten Reihe
ziehen ; und diess ist ein Grund, warum man auch diese wichtige Auf¬
gabe mit Umgehung der Methode der unbestimmten Coefficienten auf
anderen Wegen zu lösen suchte , wovon jedoch erst in der Folge die
Rede sein kann.

Hat die umzukehrende Reihe die Form :
y — a -j- bx + cx2 + dx 3 -f- ex* -(- ..... ,

in welcher auch noch ein von x freies Glied a erscheint , so bringe man
Herr , Höh . Mathematik , T. 4



50

dieses zuerst auf die linke Seite der Gleichung , und hat dann , wenn
man y — a = z setzt , die Reihe :

z — bx -f- cx2 4" dx 3 + ex4 -j- •. . .
umzukehren . Die umgekehrte Reihe hat dann die Form :

x — az 4- fte2 4- yzi 4~ &4 4 - ---- ,
wo die Coeflicienten nach obiger Vorschrift zu bestimmen sind. Durch
Wiederherstellung des Werthes von z erhält man endlich

x = a (y — st) 4- ß (y — a)* 4~ y{y — «)3 + .....
Das Gesetz , nach welchem die Exponenten der Potenzen von y in

der umgekehrten Reihe aufeinanderfolgen , hängt übrigens von jenem
ab , nach welchem die Exponenten von x in der gegebenen Reihe fort¬
schreiten . Ist diese allgemein :

y = axP 4“ bxk+,‘ 4“ cxk+‘,th 4” dxk+ih -f~ • • • >
so hat die umgekehrte Reihe folgende Form :

1 1+ /j 1 + 24 1+ 34

x — Uy k 4- ßy k 4- yy k + fy 4 4- . . . .
4te Aufgabe . Es ist die Gleichung gegeben

aV + % “ ^ "H dyK4" eiJ h 4- . . . = zlx 4~ Ex 2 + Cx 3 4-
Ux * 4- 4- . . . . ;

man soll y durch eine nach Potenzen von x fortschreitende Reihe aus¬
drücken .

Setzt man

y = ux 4- ßx 2 4" jX3 4- dx^ 4- tx 3 4“ . . . • ,
so muss dieser Werth von y die Eigenschaft haben , in die gegebene
Gleichung substituirt , diese identisch zu machen . Entwickelt man da¬
her die aufeinanderfolgenden Potenzen von y , (wie in der vorigen Auf¬
gabe , nur x mit y vertauschend ) und substituirt dieselben in die gege¬
bene Gleichung , so erhält man zur Bestimmung von a , ß , y, ... folgende
Gleichungen :

A = an

B = aß 4 " bu-
C = ay 4“ 'Btnß 4 ~ ea 3
l ) — ad 4- bß- 4" - bicy 4 " 3£H2ß 4 ~ da *
E — an 4“ 2bnd 4“ 2bßy 4 " '̂ eaß - 4“ 3cu 2y 4 " 4 da 3ß + f« s.

u. s. w.
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DRITTES KAPITEL .

VON DEN IMAG1NAEREN GROESSEN UND DEN ALGEBRAISCHEN FUNKTIONEN

MIT IMAGINAEREN VERAENDERLICHEN .

41. Schon in der Elementar -Mathematik begegnet man Zahlen von
2n -

der Form (/ — a , womit nach dem Begriffe einer Wurzelgrösse , eine
Zahl bezeichnet werden soll , welche zur 2«ten (also einer geraden )
Potenz erhoben , ein negatives Resultat — a gibt . Eine solche Zahl
existirt aber bekanntlich weder in der Reihe der positiven noch nega¬
tiven Zahlen , daher man Grössen von obiger Form imaginäre Grössen
genannt hat , im Gegensatze zu den reellen Grössen , deren Werth
durch positive oder negative Zahlen entweder genau oder mit beliebi¬
gem Grade der Annäherung ausgedrückt werden kann .

Während man aber in den Elementen nur gelegentlich , z. B. bei
Auflösung der Gleichungen des 2ten Grades Veranlassung findet , imagi¬
näre Zahlformen zu betrachten und dort das Erscheinen solcher Grössen
in dem Resultate einer Aufgabe ganz einfach als Kriterium betrachtet
wird , dass der vorgelegten Aufgabe durch reelle Werthe nicht genügt
werden kann , — spielen diese Grössen in der Analysis eine höchst
wichtige Rolle , deren Umfang in der Folge deutlich hervortreten wird .

42. Die allgemeine Form , auf welche , wie sich später ergeben
wird , jede imaginäre Grösse gebracht werden kann , ist : p -f- q j/ — 1,
wo p und q reelle Grössen bedeuten . Unter dieser Form ist übrigens
auch jede reelle Grösse begriffen , wenn man q = o denkt . Man nennt
häufig Grössen dieser Form complexe Grössen , zum Unterschiede
von rein imaginären , in welchen der reelle Theil fehlt . Die imaginäre
Einheit / — 1 pflegt man häufig der Kürze wegen mit dem Buchstaben
i zu bezeichnen und es ist mit Rücksicht auf den Begriff der Wurzel¬
grösse :

i — j/ ^ 1 , i * = — 1, i* — + 1 , i* = = — 1 , i * = + 1 ••••
i 3 = — t , i h = i , i 7 = — i , i9 = + i . . . .

43. Unter Summe , Differenz , Produkt und Quotienten complexer
Grössen versteht man die Resultate , welche erhalten werden , wenn man
dieselben den Operationen der Addition , Subtraktion , Multiplikation
und Division nach denselben Regeln unterwirft , welche die Arithmetik
für reelle Grossen aufstellt . Hiernach ist :

* ■* *
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(p + qi) + (p + q i) — (p + p ") + (q + q') i = p + Qi
(.p + q‘) — (p + ?'*) = (p — p ) + (q — q ) 1 = p + Q<
(p + ?') O ' + q'i) = (pp — qq ) + (pq + qp ) i = p + Qi

L + ’P = + ^ _ pp + qq‘ + (p 'v ~ * —
/ >' + ?'* (p + ?'») (/ — q' i) p ’i + q'*'

= " -pi , +*i = zLi - r + Q>,P 2 + q * p 2 + q 2
woraus man zugleich ersieht , dass die Summe , die Differenz , das Pro¬
dukt und der Quotient zweier oder mehrerer complexer Grössen wie¬
der eine complexe Grösse von derselben Form P + Qi ist .

44. Soll die Gleichung
P + qi — p + q i (1)

bestehen , so muss nothwendig
p = p' , q = q (2)

p' P
sein , weil sonst i = —— G folgen würde , was ungereimt ist , da die

imaginäre Grösse i = |/ — 1 durch reelle Grössen nicht ausgedrückt
werden kann .

Setzt man in (1) p — q — 0 , so findet man mit Rücksicht auf
(2) , dass die Gleichung

P + qi = 0 (3)
die Gleichungen

jD= 0 , q = 0 (4)
zur nothwendigen Folge hat . Von diesen in den Gleichungen (1) , (2)
und (3) , (4) ausgesprochenen Sätzen werden wir oft Gebrauch machen .
Als eine Folge hiervon kann bemerkt werden , dass man zwei Gleichun¬
gen A = 0, B — 0 , wo A und B was immer für reelle Ausdrücke be¬
deuten , immer in die eine : A + Bi — 0 zusammenziehen kann .

Zwei complexe Grössen , wie p -}- qi und p — qi , welche sich nur
durch das Zeichen des imaginären Theiles unterscheiden , heissen con -
jugirt . Wie man sieht , ist ihre Summe = 2p , so wie ihr Produkt
= ?7 ,:!+ q2i reell .

45. Jede complexe Grösse )̂-(- qi kann auf die Form r (cos qp-f- i sinqp)
gebracht werden , wo r eine positive Grösse und qp einen reellen Bogen
bezeichnet . Denn damit

P + qi — r (cos qp+ i sin cp) (1)
werde , muss in Folge des vorigen § .

p = r cos qp, q — r sin q> (2)
sein , und die Werthe von r und qp lassen sich immer so bestimmen ,
dass diese zwei Gleichungen erfüllt werden . Quadrirt und addirt man
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nämlich die Gl . (2), so erhält man , weil cosqp 2 -f- sin q *— l , r 2= g?2 -j - g2,
woraus

folgt , welche Grösse nothwendig reell ist . Ferner folgt aus (2) :

woraus man ebenfalls erkennt , dass , da die Tangente jedes Werthes
von — oo bis oo fähig ist , immer ein Bogen q existirt , welcher
der in (5) ausgesprochenen Bedingung genügt .

Man nennt die Grösse r = \ p - -f - q 2 den Modulus der com -
plexen Grösse p -f- qi , und nimmt , wie gesagt , denselben immer positiv .
Für q = 0 geht die complexe Grösse g? -j- qi in die reelleg ?, und der

Modulus in r — |/ g?2 — g? über , d . h . der Modulus einer reellen GröSSe
ist diese Grösse , ihrem absoluten Werthe nach , selbst . Auch sieht
man leicht , dass zwei conjugirte Ausdrücke denselben Modulus be¬
sitzen . Das Binom cos qp -J—f sin cp heisst der reducirte Ausdruck .
— Mit Hilfe dieser Umformung gestalten sich die Rechnungen mit ima¬
ginären Ausdrücken in der Regel weit einfacher .

40 . Es sei :

p + qi = r (cos <p + i sin cp) ,
p + q' i = r (cos cp' + t sin cp') ,

so erhalten wir durch Multiplikation :

(g? -j - qi ) (p + q i) — rr (cos cp + i sin cp) (cos cp' + i sin cp') ',
und es kommt nun nur auf die Bildung des Produktes der reducirten
Ausdrücke an . Es ist aber

(cos qp + i sin cp) (cos cp’ + i sin cp') = cos cp cos cp' — sin <p sin cp'
+ i (sin cp cos cp cos cp sin qp') ,

somit nach einem bekannten goniometrischen Satze :

(cos q + i sin qp) (cos q + i sin qp') = cos (qp+ qp') + i sin (qp-f- qp' ) . (1)
Multiplicirt man dieses Produkt mit einem ähnlichen dritten Faktor ,
so erhält man durch zweimalige Anwendung von (1) :

(cos q + i sin qp) (cos qp' -f- i sin qp') (cos qp" -f- i sin qp" ) =

r = Yp 2 ”1~ q2 (3)

r Kg?- + q -

welche Gleichungen , da j/g?2 + g2 ist , immer erfüllt werist , immer erfüllt werden kön -

(4)

nen . Auch ergiebt sich durch Division der Gl . (2) :
q . q

tg q — —, und qp= arc tg — , (5 )

= { cos (qp + qp') + i sin (qp+ qp')} (cos qp" + i sin qp")
= cos (qp + qp' + qp" ) + i sin (qp -f- qp' -}- qp") ,



54

und da wir denselben Vorgang offenbar auf beliebig viele Faktoren
ausdehnen können , so ist

(cos (jp+ «' sin cf) (cos y -f- i sin cp) (cos cp" + i sin y") ....... ' =
= cos (cp+ cp' -f- cp" + . . .) -f- i sin (y + cp' + cp" + ••-•) (2)

woraus man sieht , dass sich die Multiplikation reducirter Ausdrücke
in eine blosse Addition der Bögen verwandelt .

Setzt man in (1) — </ ' an die Stelle von cp) so kommt , weil be¬
kanntlich cos (— cp') = cos cp' Und sin (— cp') — — sin cp' ist ,
(cos cp-\- sin cp) (cos cp' — i sin y ) = cos (cp— cp') + i sin (y—cp'), (3)
und wenn inan in dieser Gleichung cp' — cp setzt :

(cos cp+ i sin cp) (cos cp— i sin qpj= 1, (4)
woraus man erkennt , dass das Produkt zweier reducirter conjugirter
Ausdrücke immer = 1 ist , wovon man sich auch durch unmittelbare
Multiplikation leicht überzeugt .

Mit Hilfe der Gl. (4) erhält man ferner :
cos cp' + i sin cp'
cos cp + 1 sin cp

folglich mit Rücksicht auf (3) :
cos cp' i sin qp

= (cos cp' + i sin cp') (cos cp— i sin qp) ,

(3) :

= COS(cp' — <p) + i sin (cp’ — y), (5)
cos y -\- i sin y

welche Gleichung die Regel für die Division zweier reducirter Aus¬
drücke enthält .

47. Man beweist leicht folgende Sätze :
1) Der Modulus des Produktes zweier cornplexer

Grössen ist gleich dem Produkte der Moduli der Fak¬
toren .

Denn setzen wir

p + qi = r (cos y + i sin y)
p -J- q i= r (cos y + i sin y ') ,

so ist :
(P + qi) (P + qt ) — rr [cos (y + y ) + i sin (y + <jp')] ;

bezeichnet nun » den Modulus des Produktes , so ist
(i = j/ {(rr )2 cos (y y')2 -|- (rr )2 sin (y -)- cp')21 = rr

d. h. = dem Produkte der Moduli r und r der Faktoren . Dass der
Satz nun auf eine beliebige Anzahl von Faktoren ausgedehnt wer¬
den kann , ist für sich klar . Setzt man diese Faktoren einander gleich ,
so ergiebt sich sogleich folgender Satz :

2) Der Modulus der rc ten Potenz einer Complexen
Grösse , (unter n eine positive ganze Zahl verstanden ) ist
gleich der ntcn Potenz des Modulus der Wurzel .
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3) Der Modulus der Summe mehrerer von einander
verschiedener eomplexer Grössen ist stets kleiner als
die Summe derModuli der einzelnen Summanden .

Denn es folgt aus den Gleichungen (1) :
(p + qi) + (p + q' i) — (r cos q r cos qi) i (r sin q -f- r sin q ) ;
ist aber wieder q der Modulus der Summe , so hat man :

q = |/ {(r cos cp-f- r cos cp')2 -+- (r sin q -f- r sin cp')2\
— j/ Jr2 cos q 2 -|- r 2 sin cp2 -f- r '2 cos cp'2 -f- r '2 sin cp'2

+ 2rr ' (cos q>cos q -(- sin q sin q')j
= f/ fr 2 -j- r '2 -|- 2rr ' cos (q —

Da nun , so lange cp nicht ■= q', immer cos (q — q') 1 ist , so
ist auch

r 2 + r 2 -}- 2rr cos {cp— q ) < ( r 8 -f- r 2 -(- ‘2rr = (»• -f- r ')2,
d. h. q < ; f + r .

Auch dieser Satz lässt sich , wie leicht einzusehen , auf eine be¬
liebige Anzahl von Summanden ausdehnen .

VON DEN ALGEBRAISCHEN FUNKTIONEN MIT IMAGINAEREN VERAENDER -

lichen . — moivre ’sche BINOMIALFORMEL .

-18. Erhält die unabhängig veränderliche Grösse x einer Funktion
y = f {x) einen imaginären Werth x -■= u + vi , so bieten sich in Be¬
zug auf eine solche imaginäre Funktion zunächst zwei Aufgaben dar :
1) dieselbe in zwei Theile zu zerlegen , deren einer reell , der andere
mit dem Faktor i = y — 1 behaftet ist ; d. h. also die Funktion auf die
Form :

f {u + vi) — q (u , v) + i %p(u , v)
zu bringen , wo q {u , v) und y>(u , v) reelle Funktionen von u und v be¬
deuten ; 2) zu untersuchen , ob die für reelle Werthe der Variablen
statt findenden Eigenschaften der Funktionen (für die Potenz z. B. die
Eigenschaft : xm,ym ~ {xy)m) gültig bleiben , wenn die Veränderlichen
imaginäre Werthe erhalten . Wir wollen in dieser Beziehung zunächst
die algebraischen Funktionen betrachten .

Diesen Funktionen liegt , wie schon in der Einleitung bemerkt
wurde , die Funktion !/ = ** , d. i. die Potenz mit variabler Basis und
constantem Exponenten zu Grunde ; setzen wir demnach x = u -f- vi
= r (cos n -\- i sin «) , so wird

y = xm-- --- r m(cos « + i sin a)m (a )
und wir haben es daher nur mit der Entwickelung der Potenz
(cos « i sin n)m zu thun .
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Nach Gl. (2) , §. 46 ist :
(cos a + i sin a) (cos ß -f- * sin ß) (cos y i sin y) .....

= cos (« + ß -+■y . . .) + i sin (« + ß -J- y . . .)
Setzt man nun a — ß — y — . . . und die Anzahl der Faktoren == m,

so geht diese Gleichungen folgende über :
(cos k -j- * sin «)** = cos ma -f- i sin ma , (1)

welche wichtige Formel unter dem Namen Moivre ’sclie Bino -
mialformel bekannt ist . Ihre Richtigkeit erhellt aus der gegebenen
Ableitung für jeden beliebigen Werth des Bogens a , und für jeden
ganzen und positiven Werth des Exponenten m. Sie gilt aber auch für
gebrochene und negative Werthe von m.

Aus (1) folgt nämlich , indem man aus beiden Theilen die mt0 Wur¬
zel zieht und gleich transponirt :

j _ ■
(cos ma + i sin ma) m— cos a + i sin « ,

und wenn man in dieser Gleichung — statt « schreibt :m
-L. a . . . u

(cos « + i sin «) m— cos — + ‘ sin — ;

erhebt man beide Theile dieser Gleichung zur nten Potenz , so erhält
man , wenn n eine ganze positive Zahl ist , nach (1)

n
— 71 71

(cos a + i sin «) m — cos — a + i sin — « :m m
diese Gleichung resultirt aber aus (1) , wenn man dort an die Stelle

71
von m den Bruch — treten lässt ; somit gilt (1) auch für den Fall , wennm
der Exponent ein rationaler positiver Bruch ist .

Nach Gl. 4 , § . 46 hat man ferner :

cos u — i sin u — - } . .- , oder
cos a + i sin a

(cos a + i sin «)- 1 = cos « — i sin « = cos (— «) -f- i sin (— a) ;
erhebt man beide Theile dieser Gleichung zur mten Potenz , wo m eine
ganze oder gebrochene positive Zahl , so kommt

(cos a -f- i sin «)~ ®— [cos (—• a) + i sin (— «)]OT,
d. i. wenn man auf den zweiten Theil die Gl. (1) anwendet :

(cos a -f- i sin a)~~-m— cos (— ma) + i sin (— ma) ;
diese Gleichung geht aber auch aus (1) hervor , indem man — m statt
+ m schreibt ; folglich gilt (1) auch für negative Werthe des Expo¬
nenten m.

Ist endlich m eine rationale veränderliche Zahl , welche sich der
irrationalen Zahl r ohne Ende nähert , so kann man m = r 8 setzen ,
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wo 8 eine unendlich abnehmende Grösse ist ; führt man diesen Werth
in (1) ein , so folgt :

(cos n + i sin «)r+<? = cos (r -f- 8) a + i sin (r -f- 8) « ,
welche Gleichung , wenn mau 8 unendlich klein werden lässt , in

(cos a -\- i sin a)r = cos rn -f- i sin ru
sich verwandelt . Es gilt demnach die Gl. (1) für jeden ganzen oder
gebrochenen , positiven oder negativen , rationalen oder irrationalen
Werth des Exponenten m.

Setzt man in (1) — « an die Stelle von « , so folgt :
(cos « — i sin -«)™= cos mci — i sin mn ,

welcher Ausdruck aus (1) auch dadurch hervorgeht , wenn man — i
an die Stelle von i setzt .

Mit Hilfe der Moivre ’schen Binominalformel geht die Gleichung («)
über in

y = xm = r m (cos mcp -(- i sin mcp)
= rm cos mcp + i . r m sin mcp,

woraus man schliesst , dass die Potenz x "\ somit auch jede zusammen¬
gesetzte algebraische Funktion von x auf die Form p iq gebracht
werden kann , wenn x imaginär wird .

Ist ferner

x — r (cos cp+ z sin cp) , y — r (cos cp + i sin cp') ,
so ergiebt sich , mit Kiicksicht auf Gl. (1) , § . 46 :

x m . ym _ |y ( cog ,p _p. i Rj n cp) ] m . [r ( cos cp' + i sin (p ' ) ] m

—— r m r ’m ( cog _|_ ■ gj n m ^ ^cog m yj _j_ j g; n

r m r ’m |“cog m ^ _j_ _|_ i g ; n m ( g , _j_ qp' jj

— rm r'm jcog j'qp_j_ _|_ i gjn ^ _|_ q/ )]”1
= [rr (cos {cp+ cp') + i sin (cp+ <p')}]“
= r (cos cp+ * sin cp)- r (cos cp' + i sin cp')]m = (x - y)m

so dass also die für reelle Werthe von * und y stattfindende Gleichung
x m,ym = (xy)m, somit auch die übrigen Eigenschaften der Potenzen
für imaginäre Werthe der Wurzel gültig bleiben .

4«. Die im vorigen § . entwickelte Moivre ’sche Binomialformel
führt zu wichtigen Folgerungen , mit deren Auseinandersetzung wir
uns nun beschäftigen wollen .

Da bekanntlich allgemein , wenn r eine positive oder negative
ganze Zahl bedeutet ,

sin (a -|- 2rn ) = sin « , und cos (« -)- 2rn ) = cos « (2)
ist , so folgt aus (1) , wenn « -j- 2rn statt a gesetzt wird :

(cos a + i sin a)m — cos m (a -j- 2rn ) -f- i sin m (« -j- ‘Im ). (3)
Diese Gleichung muss als der allgemeinere Ausdruck der mten Po -
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tenz des Binoms cos « + * sin a betrachtet werden , während die Gl .
( I ) zwar für jeden Werth von m richtig , aber nur unter der Voraus¬
setzung , dass vi eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet , voll¬
ständig ist , wie aus folgenden Betrachtungen erhellt .

Bezeichnet in (3) m eine positive oder negative ganze Zahl , so
geht diese Gleichung , weil bei dieser Voraussetzung sin {via + 2mir )
= sin via und cos {via -+- 2 rvin ) = cos via , in die Gl . (1) über ; und
die Gl . (3) liefert in diesem Falle trotz der völligen Unbestimmtheit
der ganzen Zahl r nur einen Werth der Potenz (cos a -j - i sin a )m-

Es sei aber nun m ein auf seine kleinste Benennung gebrachter

rationaler Bruch = — , so ist

—
(cos a + i sin « ) 9 = cos — (« + 2rn ) -f - i sin - {a -j- 2 rn ), (4 )

<1 <1
und da nun die Bögen , welche aus dem Ausdrucke

2- (a + 2rn ) -= ^ « + - . 2rn
q q q

hervorgehen , wenn man der Zahl r verschiedene Werthe beilegt , im
Allgemeinen verschiedene Sinusse und Cosinusse haben , so muss man
aus Gl . (4) Schliessen , dass die Potenz

1
(cos a i sin a ) i (5)

mehrerer verschiedener Werthe fähig , also eine vieldeutige Grösse sei .
In der That , es lässt sieh leicht zeigen , dass die Potenz

—
(cos a -f- i sin «) <i , wo p und q relative Primzahlen bedeu¬

ten , q verschiedene Werthe besitze , weder mehr noch
weniger , und dass diese erhalten werden , wenn man im
zweiten Theile der Gl . (4) für r nach und nach die Zah¬
len : 0 , 1 , 2 , 3 , {q — 1) substituirt .

Denken wir uns nämlich diese Zahlen in (4) wirklich substituirt ,
so sind :

1) die Substitutionsresultate , q au der Zahl , sämmtlich von ein¬
ander verschieden . Denn wären irgend zwei darunter , etwa für r = g
und r — h einander gleich , wo g und h zwei Zahlen der Reihe
0 , 1, 2, 3 . . . {q — 1) vorstellen , so müsste

— (« + 2i/7r) = — {a + 2/i77) 2kn

sein , wo k irgend eine ganze Zahl , weil nur solche Bögen , welche
um eine Anzahl ganzer Peripherieen von einander verschieden sind ,

gleiche Sinusse und Cosinusse haben . Aus dieser Gleichung folgt aber
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V (ff — h) = ! der zweite Theil dieser Gleichung ist durch q theil -
bar , folglich müsste dicss auch mit dem ersten Theile der Fall sein ,
und da der Voraussetzung nach p und q unter sich prim sind , so müsste
g — h durch q theilbar sein , was mit Rücksicht auf die Bedeutung der
Zahlen g und li unmöglich ist . Hieraus folgt demnach , dass die Po¬
tenz (5) wirklich q verschiedene Werthe hat , welche man erhält , wenn
man in (4) für r der Reihe nach die Zahlen 0 , 1 , 2 , 3 — (q — 1)
substituirt .

2) Ausser diesen Werthen , q an der Zahl , ist aber die Potenz (5)
keines anderen Werthes fähig . Denn ein solcher könnte nur aus (4)
hervorgehen , indem man daselbst statt r eine andere Zahl substituirte ,
welche in der Reihe der Zahlen

0 ) 1 , 2 , 3 , (q 1)
nicht schon enthalten ist . Jede solche Zahl lässt sich aber ausdrücken
durch r = Xq+ « , wo Xirgend eine positive oder negative ganze Zahl
mit Auschluss der 0 , g aber irgend eine Zahl der obigen Reihe bedeu -

P
tet . Der im zweiten Theile der Gl. (4) vorkommende Bogen —(« -)- 2m )

wird dadurch

— — (a -)- 2/m) pl . 27t,

welcher Bogen aber gleichen Sinus und Cosinus hat mit dem Bogen

— (« + 2im) , der schon einmal durch die Substitution r = u erzeugt
wurde .

Die Anzahl sämmtlicher verschiedener Werthe der Potenz
JL

(cos a + i sin «) ?

ist also = q , d. h. gleich der Anzalil der Einheiten , welche der Nen¬

ner des auf seine kleinste Benennung gebrachten Bruches ~ enthält ,

und somit vom Zähler p unabhängig . — Bedeutet in (4) m eine irra¬
tionale Zahl , so kann man sich dieselbe immer in Form eines rationa -

V
len Bruches = — vorstellen , dessen Zähler und Nenner unendlich

9
gross sind ; so dass also in diesem Falle die Anzahl der Werthe der
Potenz (cos « i sin a)m unendlich gross wird .

50. Setzt man in Gl. (4) p = 1 und a ~ 0 , so kommt :

(+ 1)? = fs + 1 = cos — + i sin — (6 )9 9
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woraus folgt , dass die q te Wurzel aus der positiven Einheit q verschie¬
dene Werthe hat , welche aus (6) hervorgehen , wenn man der Reihe
nach r — 0 , 1 , 2 , ---- (q — 1) setzt . Damit einer derselben reell

, . 2nt ^ , 2rn . hq ,werde , muss sin = 0 , also = Im oder r ~ ~ sein , wo h
q q 2

eine ganze Zahl , die 0 mit eingeschlossen , bedeutet , hier aber , wo r
nicht grösser als q — 1 wird , offenbar nur — 0 oder = 1 angenom¬
men werden kann , wodurch sich für r nur die beiden Werthe : r — 0

und r = — ergeben , welche den 2ten Theil der Gl. (6) reell machen .

Der zweite ist bei ungeradem q unmöglich ; daraus folgt also , dass ,
i -

wenn q ungerade , unter den q Werthen von \ -j- 1 nur ein reeller ,
— -f- 1 (für r — 0) sich befindet ; die übrigen Werthe sind imaginär .

i ,-
Ist aber q gerade , so hat y + 1 zwei reelle Werthe , nämlich + 1

und — 1 , welche aus (6) für r = 0 und r — ~ hervorgehen .£

Ist k irgend eine aus der Reihe der Zahlen : 1 , 2 , 3 ____(q — 1) ,
so wird q — k ebenfalls eine in dieser Reihe vorkommende Zahl sein ;
setzt man also k und q — k statt r in die Gl. (6) , so erhält man die

?,-
zwei entsprechenden Werthe von y -|- 1 :

2kn , . . 2kn n
cos h i sin — - , und

q q

2 (ö — k) 71 . . . 2 (q — k) 7t 2kn . . ‘Ikn
cos —— 1- i sin —— — = cos - —- — i sm -— ,

q q q q

welche sich demnach nur durch das Zeichen von i unterscheiden und
somit conjugirt sind . Man kann daher die Gl. (6) auch in folgender
für die Anwendung bequemeren Form schreiben :

(4- l ) s = ]/ -\- i = cos + i sin (7)

aus welcher nun sämmtliche q Werthe hervorgehen , wenn man
q

bei geradem q für k die Werthe 0 , 1 , 2 , ...... —

- ungeradem q - - - - 0 , 1 , 2 , ..... ^ ■—

substituirt . Man erhält daher folgende Werthe für

^ FT:
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q gerade
+ 1

2a . . . 2ncos — + i sin —
q — q

4« . . . 4»
cos — + i sin —

<1 — '1
67t , . . (incos h i sin —
q — q

(q—2) n . . . (q— 2) ncos — — + l Sill —-

— 1

<8 )

q ungerade
+ 1

2n . . . 2ncos — + i Sill —
1 ~~ q

An . . . Ancos — + l Sill -
q

. (insin —
q

q
6n .

cos — +
q ~

cos

cos

(?— 3) w i • • (q— 3) n— - + i sin —--
q

(q— l ) n
q

+ i sin

q
(q—4 )n

\ 9 )

51. Setzt man in Gl. (4) p = 1 , « = n , so folgt :

= + (io)
q q

2/-
welcher Ausdruck sofort die Werthe , q an der Zahl , für V— 1 liefert ,
wenn man darin statt r der Reihe nach die Zahlen 0, 1 , 2 , ____(q•—1)
substituirt . Soll einer dieser Werthe reell sein , so muss für diesen

. (2r + 1) 77 (2r l ) nsin - — = 0, also -— — ;
q q

■hn, d. i. r =
qh-

2 sein , wo li

eine ganze Zahl bedeutet , welche jedoch hier , da r eine ganze , (q — 1)
nicht überschreitende Zahl ist , nur — 1 angenommen werden kann . Der
einzige Werth von r , welcher den zweiten Theil in (10) reell macht ,

ist demnach — — , und dieser ist nur bei ungeradem q möglich .

Ist daher q eine gerade Zahl , so sind die q Werthe von \ — 1 sämmt¬
lich imaginär ; ist aber q ungerade , so erzeugt die Substitution

_ q - 1 den einzigen reellen Werth 1.

Da auch hier wieder je zwei Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... (q— 1)
von der Form k , und q — 1 — k für r in (10) substituirt , Resultate
erzeugen , die sich nur durch das Zeichen von i unterscheiden , also
conjugirt sind , so kann man schreiben :

( -
-i \ ~Z i/ '— 7 “f“ ^ ) n j • • 's 1 ) *1) « = K— 1 = cos i 1- i sin — , (11 )q q

welcher Ausdruck nunmehr sämmtliche q Werthe liefert , wenn man

bei geradem q für k die Werthe 0 , 1 , 2 , — — 1 j
/ q — 1 \

ungeradem q - - - - 0 , 1 , 2 , . . . t - I



substituirt . Hiedurch erhält man folgende Werthe von

V — 1:
q gerade
n . . 71cos — + %sin —
<t 1
in . . . incos — + i sin —
1 1

bn . . . bncos — + t sin —

q— 1 . . . q— 1cos - n + i sin - - n
q — q

q ungerade

(12 )

COS

71
+ /

n
COS— sin —•

9 9
3n

± f
3n

COS-
9

sin
9

bn
± i

bn
cos —

9
sin

9

fc!
•1

4- i sin 9- 2
q 9

— 1

(13)

Die Ausdrücke (8) , (9) , (12) , (13) lassen sich auch leicht alge¬
braisch darstellen , wenn die Theilung des Kreises in 2q Theile geo¬
metrisch ausführbar ist .

So findet man für ? — 2, aus (8) : / -}- 1 = -f- 1 , — 1.
Für q — 3 , erhält man aus (9) :

\ -(- 1 = 1 ) — cos 120° -f- i sin 120° , = cos 120° — i sin 120° ;

Nun ist cos 120° = — cos 60° = — — , sin 120° = sin 60° = -i - j/ 3 ;
3 _

somit ergeben sich für V-+- 1 folgende drei Werthe , wenn man / — j/ ' ]
einsetzt :

■1 + Z -—3 — 1 — *)■1 , 2

Nimmt man q = 4 , so ergeben sich aus (8) für V + 1 folgende
Werthe :

1 , cos 90° + / — 1 sin 90° , cos 90° — j/ — 1 sin 90° , — 1 , d. i.

1 , + / — l , — 1.
Für q — 5 erhält man , wenn man beachtet , dass die Seite des

regulären Fünfeckes = ~ 10 — f/ 5, somit sin -r -= -j - j/ ll —2 j/ 5,

*) Es ist bemerkenswerth , dass der 3te dieser Werthe aus dem 2ten entsteht ,
— 1 + V— 3

wenn man diesen zum Quadrate erhebt . Bezeichnet man also den Wertli -

mit ct , so sind 1 , a , a - die drei Cubikwurzeln der positiven Einheit . Es ist diess
übrigens nur ein spezieller Fall eines allgemeineren Satzes .
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cos — — - ' ist , woraus mau ferner mittelst der Formeln5 4

sin 2a — 2 sin a cos « , cos 2a — cos a 2 — sin a 2
2 77 4 #

leicht den Sinus und Cosinus der Bögen - und — entwickelt , nach5 5
(9) folgende Werthe :

+ ! / A ^ -J + / lO + 2 rä / 5 - 1 | / IÖ "+ T75
+ 4 ^ 4 ' ’ 4 4_ K

j/ ö + 1 , F l ,J - - V ö f/ ö + l j/ lO 2 j/ 5
4 - + - J - 1 4----- 4- l/ - 1

52. Die Formeln (6) und (10 ) lassen sich in folgende zusammen
ziehen :

( _j_ \ yn __ cog mrn _|_ ■' sjn mrn ^ (44 )
wo für r die geraden oder ungeraden Zahlen zu setzen sind , je nach¬
dem in (+ 1)“ das obere oder untere Zeichen steht .

Da ferner immer + A = A . + 1 , so hat man auch

y±A = y A; y± i (i5)
aus welcher Gleichung mit Rücksicht auf dieVieldeutigkeit von l + 1,
folgt , dass der qtea Wurzel aus jeder positiven oder negativen Zahl
A , q verschiedene Werthe zukommen , welche man erhält , wenn man
irgend einen derselben , z . B . die gewöhnliche oder sogenannte arith¬
metische Wurzel mit sämmtlichen gleichnamigen Wurzeln der Einheit
der Reihe nach multiplicirt .

imasinaere reihen .

53. Sind die Glieder einer Reihe :

ul + «2 + u3 + u\ + ---- + «» + •••
complexe Grössen , also die Reihe von der Form

( °i + 0 + (« 2 + h 0 "f~ ( ö 3 + h 0 + ..... + ( « n + b n i ) - (- . . . ( l )
so ist offenbar auch

“l + «2 + «3 + ..... — («1 + a -2 + «3 + ..... ) + *(*1 + *2 + ^3 + ••••) (2)
und man kann demnach eine solche Reihe als die Summe zweier reeller

Reihen betrachten , deren eine mit i — ]/ — 1 multiplicirt ist . Be¬
zeichnet S „ die Summe von n Anfangsgliedern der Reihe (1) , und
setzen wir

A n = et] + «o + «3 -j- . . . . + a n
B a = ä , + A., + b3 - f- ---- - (-

so ist
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Sn — An + *. Bn. (3)
Die Convergenz imaginärer Reihen ist , so wie bei reellen Reihen ,

an die Bedingung gebunden , dass die Summe S„ von n Anfangsglie¬
dern beim unendlichen Wachsen von n sich einer bestimmten endlichen
Grenze nähere , wozu nach Gl. (3) erfordert wird , dass die Summen
An und Bn sich solchen Grenzen nähern ; hiernach kann man den Satz
aussprechen :

die imaginäre Reihe (1) ist convergent , wenn die bei¬
den reellen Reihen

(' \ + « 2 + a 3 + « 1 + ..... / . v

+ *2+ 3̂ + + .....
convergiren ; und divergent , wenn eine oder beide dieser
reellen Reihen divergiren .

Bezeichnet man mit q%, p>3, . . . . die Moduli der Glieder der
Reihe (1) , so ist wegen qh = / «n2 + bn2 nothwendig

Qn Cln Und Qn bn ,
daher jedes Glied der Reihen (4) kleiner als das correspondirende
Glied in der Reihe der Moduli: ^ , q3, Qi , ..... ; nach § . 29 , «) sind
somit die Reihen (4) beide convergent , wenn die Reihe der Moduli con-
vergirt , und man kann folglich obigen Satz auch in folgender Form
ausdrücken :

die imaginäre Reihe (1) ist convergent , wenn die Mo¬
duli ihrer Glieder eine convergirende Reihe bilden .

Ist daher eine imaginäre Reihe aus der reellen
«o + X + «2 x '2 + a3 x 3 -j- .....

dadurch hervorgegangen , dass man in letzterer x — z (cos g -f- i sin q>)
gesetzt hat , und convergirt die reelle Reihe fiir alle Werthe von x ,
welche zwischen den Grenzen — A und -f- A liegen , so wird auch die
imaginäre Reihe für alle Werthe des Modulus z convergiren , welche
zwischen denselben Grenzen enthalten sind.

54. Die imaginären Reihen linden in der Analysis häutige An¬
wendung. Um an einem einfachen Beispiele zu zeigen , wie man durch
dieselben zur Summirung verschiedener reeller Reihen gelangen könne,
nehmen wir die geometrische Progression

1 x -{- x 2 -j- x ^ -j" ...... “i“ x n~ i = — ,1 X
und setzen in derselben x — z (cos cp-f- i sin cp) , so kommt :

1 + 2 (cos q>-j- i sin cp) + z2 (cos 2ip -j- i sin 2q>) ----
4 - zn~ 1 [cos (n — 1) qp—)—* sin (n — 1) u] —
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1 zn (cos reqp i sin reqp)

1 —•z (cos qp+ i sin qp)
cos cp— zn cos ncp + zn+ l cos (» - - 1) Cp

1 — 2z cos cp +
. z sin cp— zn sin ncp -j- 2"+ 1 sin (re — 1) qp

1 — 2z cos cp "h z2
(1)

wenn man nämlich Zähler und Nenner mit 1 — z cos cp -J- i . z sin q>
multiplicirt und reducirt . Diese Gleichung zerfällt sofort durch Sonde¬
rung der reellen und imaginären Theile [§ . 44 ] in folgende :

1 + z cos cp -+- z* cos 2cp - f- ..... -f - zn~ ] cos (re— 1) qp
1 — z cos cp— zn cos ncp -|- zn+ l cos (re— 1) cp

1 — 2z cos qp-+- z-
sin qp+ z2 sin 2<p -|- z3 sin 3<p + . . . . + zn~ l sin (n — l )qp

z sinqp — zn sin ncp zn+ 1 sin (« — 1) cp

(2)

1 — 2z cos qp+ z2
welche Gleichungen natürlich für jeden Werth von z bestehen , da die
Reihen im ersten Theile endliche sind . Die Ausdrücke im zweiten Theile
sind die Summenformeln der im ersten Theile stehenden Reihen .

Diese Reihen werden zu unendlichen , wenn wir n unendlich wach¬
sen lassen und in Folge ihrer Ableitung aus der geometrischen Reihe
ist ihre Convergenz an die Bedingung gebunden , dass z ein echter
Bruch sei . Unter dieser Voraussetzung ist lim zn = 0 , und wir erhal¬
ten somit aus (2) und (3) :
1 + £ COS Cp cos 2qp - f- z 3 cos 3cp - f- in ins .

1 — z cos cp
1 — 2z cos qp+ z2 ’

z sin cp + z2 sin 2qp -|- z 3 sin 3qp -)-
z sin qp

1 — 2z cos qp+ z l

Setzt man in (2) und (3)

1 — cos a = 2 sin

( 4)

in ins.
• > — 1

< + 1

(5)

1 , so wird zunächst , da bekanntlich :

~2 und

1
cos ß ■— cos a = 2 sin (« + ß) sin — (a ß)

ist , der zweite Theil von (2) :
1 — cosqp — coswqp+ eos (w-

2 (1 — cos cp)
-1) qp cos (re— 1) qp— cosreqp

= 2‘ +

sin ( re —) y sin sin ( n
+

2 (1. -

( "

- cosqp)

j ) g>

2 sin

Herr , Höh . Mathematik , I .



auf ähnliche Weise wird der zweite Theil von (3) reducirt , indem man
von den Formeln

sin a 1 1 1
- = cotg ~- a , sm a — sin ß = 2 cos — (« + d) sin — (« — ß)1 — cos a 2 r 2 r 2 r

Gebrauch macht , und man erhält :

1 + cos cp cos 2cp + cos 3<jp -f- ..... -f- cos (n — 1) cp

sin (n — -- ) gi
= ± + — (6)

2 sin

n — 1
n \ POS

2sin — cp cos — - — cp

• Vsin - -

sin cp sin 2g) sin 3qp —|— . . . . -f~ sin (n — 1) qp

i . ,, « . ( » - ■! ) »
” T “ ,e T — - y - ■ m2 sm ~

n . n — 1
sin — cp sin — - — cp

■ <Psm ~

Mit Hülfe dieser Summenformeln findet man ferner :

cos cp + cos (cp + a ) -(- cos (cp 2 « ) + . . . . + cos [<p + (n — 1) «]
n Ti” — 1 n

sin — « cos I cp + —- — a

a
sm —

(8)

sin cp + sin (cp + a ) + sin (y 2a ) + . . . . + sin [qp- [- (n — 1) «]
r _i_n—1 i

u sin I cp + — x— ci I
n

sm —

a
sm *—

A

(9>

Setzt man in diesen Gleichungen u — — , so wird — a = n undn 2
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COS Cp + cos ( qp + -2j ) + POS ( qp+ 2 . +

+ cos ĵ qc + (n — 1) -̂ 1 — 0

qr -+- sin ( qp + + sin ( qp+ 2 . +

( 10 )

+ sin sqp + (n — 1) ^ 1 = 0 . (11 )
Beachtet man ferner , dass

1 — cos 2qp 1 -f - cos 2 q
sm cp2 — , cos (p- = — 1 ,

so erhält man , wieder mit Anwendung von (6) und (7 ) ,
1 + cos qi2 -f- cos 2cp2 -\- cos 3qp2 + ..... + cos (n — 1) <p2

n
~ H-- -J- ~.— r -

qp
sin qp2 -)- sin 2q 2 + sin 3qp2 -j- . . . . -j- sin (n — 1) qp2

n sin nq cos (n — 1) qp

,t t sin nq> cos (n — 1 ) qp
~2~ ■ 2 sin

2 2 sin qp
( 13)

VIERTES KAPITEL .

ENTWICKELUNG DER FUNKTIONEN IN REIHEN .

I . Die B inomi al reihe .

55. Aus der Elementar - Mathematik ist bekannt , dass die nte
Pbtenz des Binoms (a 5) , unter der Voraussetzung , dass n eine
ganze positive Zahl , durch folgenden Ausdruck gegeben ist :

<«+ »)■= «. + ■=-«- > + ,,(,‘y o(”- ä)„- . t.

+ ..... + — ~ u a'.))’.(" )T.’’+ 11 b' + ...... + *' 0 )
Dividiren wir diese Gleichung durch an , setzen — — x und be¬tt

zeichnen wir der Kürze wegen die Binomialcoefficienten
n n (n -—1) n (n — 1) {n — 2) n {n — 1) (» — 2) .... (n — r + 1)

T ’ 1. 2 ’ 1. 2. 3 ’ ..... 1. 2. 3 . . . . r
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durch die Symbole

so gelit obige Gleichung in folgende einfachere über :

u + ao* = i + ( y * + ( y * a + ( ; W + ... + (jW (2)
Die Reihe rechts vom Gleichheitszeichen ist unter der oben für n

gemachten Voraussetzung endlich , da man , wie aus dem Baue der
Coefncienten erhellt , nothwendig auf einen solchen kommen muss, der,
so wie alle folgenden , im Zähler den Faktor n — n — 0 enthält . So¬
bald aber n eine gebrochene oder negative Zahl bedeutet , findet diess
offenbar nicht mehr statt , die Reihe wird unendlich und es entsteht
nun die Frage , ob das in Gl. (2) ausgesprochene Gesetz der Ent¬
wickelung

(1 -j- x )n = 1 + (j ) 37+ ( 2) + ( 3) x3 + in inf- (3)
auch für gebrochene und negative Werthe des Exponenten n Gültig¬
keit habe.

Die Frage reducirt sich offenbar darauf , ob für jeden beliebigen
Werth von n die Funktion (1 + x)n die Summe der Reihe

1 + ( y * + ( y * * + ( y xs + ....... (4)
sei ? Dass dies für ganze und positive Werthe von n der Fall ist , kön¬
nen wir , wie oben erwähnt , als aus den Elementen bekannt voraus¬
setzen ; für jeden andern Werth von n ist die Reihe (4) eine unendliche ,
und damit diese eine Summe habe , ist vor allem nöthig , dass sie con-
vergent sei , wozu [§ . 35 , Beisp . 3] erfordert wird , dass x ein positiver
oder negativer echter Bruch sei.

Wir stellen uns daher die Aufgabe , unter der Voraussetzung ,
dass x ein echter Bruch sei , und n keine ganze positive Zahl bedeute ,
die Summe der unendlichen Reihe (4) zu suchen .

Zuvor wollen wir jedoch eine Eigenschaft der Binomialeoefficien -
ten nachweisen , von welcher wir Gebrauch machen werden.

50. Es ist nach der angenommenen Bezeichnung der Binomial-
coefficienten :

/ h \ h {h — 1) (h — 2) ..... (A— K + 1)
\ n ) ~ 1. 2. 3 ____ n ’

/ h \ _ h {h — 1) (A— 2) . . . . (h — w+ 2)
V«— 1/ 1. 2. 3 ...... (n — l") ■

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit n , die zweite mit
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(h — n -f- 1) , wodurch die zweiten Theile einander gleich werden , so
erhält man ( h \ , , , ^ . / h \ .

» y = (*- »+ («)
welche Gleichung die Beziehung ausdrückt , welche zwischen zwei auf¬
einanderfolgenden Coefficienten , dem (ii — l )ten und ntea , der Aten
Potenz des Binoms statt findet . Eben so hat man zwischen dem (in— 1) ten
und mten Binomialcoefficienten der feten Potenz die Relation

m{n) = (k- m+ V{mk l ) - W
Multiplicirt man («) mit und ß mit i un (l addirt , so kommt

(»» + » ) ( * ) ( * ) = (*- » + 1^ ( „ - 1 ) ( m) + {k - m + 11 ( n ) { m- 1) ’
aus welcher Gleichung , wenn man gleichzeitig

statt n der Reihe nach r , i 1 , ----- 2 , i— 3 , ..... -2 , 1 , 0
statt in - - 0 , 1 , 2 , 3 , . . r — 2, r— 1 , r

substituirt , folgende Gleichungen hervorgehen , wenn wir beachten ,
dass dem Sinne der Symbole gemäss :

- t - 2) ( 2)"=<4- ''+ 3»(,-- 3) G)+ <!'- il - , ) (5)

•• ( 2 } ( ,± 2)= - *< }) ( r —2) + « ■— ■+ *)( s ) t - ä )

' ( ? ) ( r - l ) “ 4 ' 1 ' L - l’■+ 21 ( 5) ( r - 2)

Addirt man diese Gleichungen , sondert im zweiten Theile den ge¬
meinschaftlichen Faktor (h + Je— r -j- 1) ab und dividirt durch r , so
erhält man :

(J) + (, * l) (*i) + (ri -2) C2) + .....+ ß ) (r- 2) +
(i) (rl ,) + 0 -

h + lc—r -+- 1
[(.A ,) + (r1 2) (?) +

+ (‘.)U ») + G- i) ] -
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Der in den eckigen Klammern eingeschlossene Faktor gellt , wie man
sieht , aus dem ersten Theile der Gleichung hervor , wenn man in letz¬
terem ?-- 1 statt r schreibt . Setzt man daher in dieser Gleichung der
Reihe nach r — 1 , r —-2 , r — 3 , ..... 3 , 2 , 1 an die Stelle von r , so
erhält man , obige mitgezählt , offenbar r Gleichungen von der Eigen¬
schaft , dass der in den eckigen Klammern stehende Faktor jeder die¬
ser Gleichungen den ersten Theil der folgenden Gleichung bildet .
Multipliciren wir daher sämmtliche r Gleichungen mit einander , so
erhalten wir , indem sich mit Ausnahme des ersten Theiles der ersten
Gleichung die folgenden ersten Theile gegen die eingeklammerten Fak¬
toren in den zweiten Theilen aufheben , folgende Gleichung :

(9 +Ci.)G)+W (9 + +(';)U ,)+e')=
(h k) Qi -|- k — 1) Qi -|- k —■2) ....... (h k — r -f- 1) _

= ~ 1 . 2 . 3 . 4 ..... r

der zweite Theil dieser Gleichung ist aber nichts anderes als der r te
Binomialcoefficient der Qi+ 7j ten Potenz des Binoms und somit durch

das Symbol j darzustellen ; man hat daher :

(;)+(̂ -i)(tj+(A )©+ +(;‘)(,- 1)+(‘)=("t i)w
welche Gleichung die gesuchte Eigenschaft der Binomialcoefficienten
ausspricht , und den rten Coefficienten der . Qi-f- 7j ten Potenz aus den
r ersten Binomialcoefficienten der Aten und fcten Potenz finden lehrt .

Kehren wir jetzt zu unserer Aufgabe zurück .

57. Bezeichnen wir die noch unbekannte Summe der Reihe (4),
da sie offenbar eine Funktion von n sein muss , mit / (w) , so dass

m = i + ( y * + ( y + ( ; ) ^ + ..... (6)
wobei wir bemerken , dass , wenn n eine ganze positive Zahl , die Form
der Funktion f (n) bekannt ist ; man hat nämlich für diesen Fall laut
Gleichung (2) :

/ (* ) = ( 1 + xY . (7)

Lassen wir in (6) die ganz willkührlichen Zahlen a und ß an die
Stelle von n treten , so erhalten wir :

f (a ) = i + ( y x + ly x * + x 3 + . . . .

m = i + (y * + (y x3 + yy x* + . . . .
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Das Produkt dieser beiden convergenten Reihen wird nach §. 37
wieder eine convergente Reihe sein , deren Summe dem Produkte der
Summen beider Reihen gleich ist ; durch Multiplikation beider Glei¬
chungen erhalten wir daher :

/ '.<! = 1 + (“)(0
X +

+ ( ■

+

(5)
iß)
fi)

+

+ (
+

+

(s)

ß)
d. i. mit Rücksicht auf (5) :

f (a) .f (ß) = 1 + ( "' t P) X + ( “ t 0 312+ ( “ t ß)

+

x 3 - j-

Die Reihe im zweiten Theile dieser Gleichung ist , wie man sieht ,
in Bezug auf (a + ß) nach demselben Gesetze gebildet , wie die Reihe
(4) in Bezug auf m; wir haben daher in Folge der Gl. (6) ihre Summe
mit / (« -j- 3) zu bezeichnen , und erhalten dadurch :

/ («)•/ ($ = / (« + ß) (8)
Setzt man in dieser Gleichung ß y an die Stelle von ß , so

erhält man f (a) . f (ß + y) — f (n + fl + y) , d. i. weil nach (8)
f (ß +

= / (« + /' + y);
in dieser Gleichung wieder y -J- d statt y gesetzt , und beachtet , dass

f (y + 8) = f (y) - f (8) , kommt : .

f (<l ) - Aß ) - f (y) - f (8) = / (« + ß + y + 8)

u. s. w. ; man sieht , dass man auf diese Weise beliebig weit fortgehen
kann und dass folglich allgemein :

/ («) • / ($ •Ay ) -f (8) ..... = / (« + ß + y + 8 (9)

Diese Gleichung , welche ihrer Ableitung zufolge für jeden belie¬
bigen Werth der Zahlen a , ß , y , 8 gilt , spricht eine charakteri¬
stische Eigenschaft aus , welche der mit f (n) bezeichneten Summe der
Reihe (4) zukommt und in Verbindung mit der Bemerkung , dass
f (n ) — ( 1 - f- x )n ist , wenn n eine ganze positive Zahl , hinreicht , um

die Funktion f (n) für jeden beliebigen Werth von n zu finden .

Setzen wir in (9) a = ß , wo p und
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ganze positive Zahlen bedeuten , und lassen die Anzahl dieser Grössen
— q sein , so geht diese Gleichung über in

[ / ( £ ) ] ' = / «

woraus , wenn wir die qie Wurzel ziehen und transponiren ,

[> CP)] > = / ( £ ) .

Nun ist nach Gl. (7) , da ?̂ eine ganze Zahl , / Qö) = (1 -f- x)r , so-
A £.

mit [/ (jp)]2 = (1 -\- x) q ; anderseits stellt das Symbol — \ nach Gl. (6)

p p p

die Reihe 1 -f- ^ q J x -f- ^ q ^ x '2 -(- ^ q ^ x 3 -j- ..... vor ; somit

folgt aus der letzten Gleichung :

A / £a , P_x / Pv
1 f * ) s = 1 + I ? I x + / ? Jx ! -f- q J x 3 +1 2 3

womit die Richtigkeit der Gl. (3) auch für gebrochene positive Werthe
des Exponenten n nachgewiesen ist .

Setzt man ferner in der Gleichung (8) B = m , wom eine positive
ganze oder gebrochene Zahl bedeutet , und ß = — m , so geht diese
Gleichung über in :

f (m) . f (— m) = / (0),

oder da aus (6) für n = 0 , / (0) = 1 folgt — m) = 1 , d. h.

f (— m) = —-——— - (1 4- x )~ m
J v 7 f (m) (1 + x)m K ^ ’

und wenn man statt / (—m) wieder die durch dieses Symbol vorge¬
stellte Reihe schreibt :

( 1 + x ) - « 1 + ( - ” ) x + ( - “ ) X. + ( - " ) X. +

dasselbe Resultat ergiebt sich aber auch aus (3) , wenn man dort — m
statt m schreibt , daher die Gl. (3) auch für negative Werthe des Ex¬
ponenten richtig bleibt .

Indem man endlich eine irrationale Zahl als die Grenze betrach¬
tet , welcher sich eine rationale ohne Ende nähert , beweist man ganz



in ähnlicher Weise wie §. 48 , dass die Gl. (3) auch für irrationale
Werthe des Exponenten nicht aufhört , gültig zu sein .

Es folgt demnach aus dieser Untersuchung , dass die unter dem
Namen Binomialreihe , binomischer Lehrsatz , Newton ’-
sehe Binomia ! formel bekannte Entwickelung :

(1 + *)»= ! + (”) * + (2) **+ (;j) *3+ (10)
für jeden beliebigen Werth des Exponenten gilt ; unter der Bedingung ,
dass , wenn n keine positive ganze Zahl ist , x ein echter Bruch sei ,
damit die Reihe convergire .

Für x — + 1 und x = ■— 1 geht die Formel (10) beziehungs¬
weise über in

(;) + (1;) + (;) + (::) +

(;) + fi;) - (;) + C:) -
zwei Reihen , deren Convergenz respektive an die Bedingung — 1
und gebunden ist [§ . 34 , 3].

Setzen wir in (10) ■ an die Stelle von x und multipliciren sodann

die Gleichung mit cin , so kommt :

(« + x)n = a n + st"- 1x + ( ” ) «"- 21 «»- 3x 3 _|_ ..... ( ii )

wo , wenn n keine positive ganze Zahl , x a sein muss , damit die
Reihe convergire .

58. Setzt man in (10) der Reihe nach — n , — . — — , — und
? 1 2

— — an die Stelle von «, so erhält man folgende Reihen , welche sämmt¬

lich x numerisch kleiner als 1 voraussetzen und des häufigen Gebrau¬
ches wegen angeführt werden mögen :
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Für negative Werthe von x ändern die Glieder mit ungeraden Po¬
tenzen von x ihr Zeichen .»

Setzt man in (12) x = — y , so erhält man :

/ , - , . ?*(« + 1) , n (n -\ - 1) (n 2)
(1 = 1 + >.y + y- + ' 1. 273

Man setze nun y ■ 1 -j- x , wobei die Bedingung y <C. 1 , an welche
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die Gültigkeit der 61. («) geknüpft ist , für jeden positiven Werth von

x erfüllt ist , so wird 1 — y — y - i — , und (1 — y)~ n — (1 -f- .-r )’1;
hiemit verwandelt sich («) in :

n (n +. j . / x \ n {n -f- I ) / x \ ‘ ,(1+*)"= 1+n(r+*)+ - i:2 (r+̂ ) +
, n (n + 1) (« + 2) ( x y1 t (x — 0

“* 1. 2. 3 \ 1 + x) | .r = x
(17

X
woraus wieder , wenn man — an die Stelle von x setzt :a

! . / ® \ , n (n ■+- 1) / x \ 2 ,
(„ + *)• = „" jl + n(_ ) + - j- j- ( „ + e) +

( -4 - V + ••••} i,x = 0 <18>+ J ja: = X
n (w+ l ) (n + 2) ^ \ 3 | } sx — O

"t" 1. 2. 3

folgt ; zwei Reihen , welche für jeden positiven Werth von a; conver
giren .

Die Binomialreihe ist für die gesammte Analysis von der grössten
Wichtigkeit . Hier mag nur noch des Gebrauches derselben zur Wur -

zelausziehung gedacht werden . Ist VA zu berechnen , so zerlege man
die Zahl A in zwei Theile a + x , von welchen der erste a 7> x und
eine der Zahl A möglichst naheliegende vollkommene qte Potenz ist ,

V
so dass Va — a und « eine ganze Zahl oder ein rationaler Bruch
wird ; man hat dann :

__ i
f/ A = frei + x = j/ a (1 + f ) = ]/ a . (1 + 7) ?

somit nach (13) für p = 1 :

t , . ■■■■1, ( . , 1 ( x \ 1 — 1 / « \ 2 (?—1X2?— 1
A + x= / a ji j + ^ -3- 3 (yj

5!>. Die Betrachtungen des §. 57 , mittelst deren wir zur Summi -
rting der Reihe :

1 ■*- ( i ) x + ft ) * a + ( 3 ) x3 —

gelangten , bezogen sich einzig und allein auf die Beschaffenheit der
Grösse «, und waren von jener der Grösse x ganz unabhängig ; diesel¬
ben bleiben daher in Kraft , wenn x imaginär wird , so dass die Bino
mialformel auch für einen imaginären Werth von x gültig bleibt , unter
der Voraussetzung , dass der Modulus desselben kleiner als 1 , wenn
der Exponent keine positive ganze Zahl ist .
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POLYNOMISCHER LEHRSATZ .

00. Es sei :
y = «o -)- f' i x -(- a2 x 2 -j- x 3 -j- ctj x * + ..... (1)

ein Polynom aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Glie¬
dern bestehend , und die Aufgabe gestellt , die mte Potenz dieses Poly¬
noms zu entwickeln , unter m eine beliebige positive oder negative ,
ganze oder gebrochene Zahl verstanden . Setzen wir :

p = O] a 2 x -j - a 3 x 1 + « 4 x 3 + ..... ( 2 )

so wird y — a0 -(- px , und wir erhalten unter Anwendung des bino¬
mischen Lehrsatzes :

y“ = «0“ + fi ) atf'- ' px + fc ) aüm~2p2x2+ ^ ) + .... (3)

und zwar für jeden Werth des Exponenten m , jedoch unter Voraus¬
setzung der Convergenz der Reihen zu beiden Seiten des Gleichheits¬
zeichens , wenn dieselben nicht abbrechen .

Es kommt somit , wie man sieht , nur noch auf die Darstellung der
aufeinanderfolgenden Potenzen des Polynoms p an , d. i. allgemein auf
die Entwicklung von

P n = ( « 1 + « 2 x - )- « 3 X 2 - f- « 4 iE3 ’s a 5 I * + ) M

wobei jetzt n eine positive ganze Zahl bedeutet . Hiemit wollen
wir uns nun beschäftigen und dabei in dem Polynom p ,

« o j fit} , « 2 , « 3 . . . • Cin —1 • • •
statt

c' \ ^ «-2> «3>a\ ----

schreiben , um die Zeiger der Coefficienten mit den Exponenten der
Potenzen von x zur Uebereinstimmung zu bringen , wodurch die fol¬
genden Betrachtungen vereinfacht werden . Setzen wir nun :

p n = ( « 0 + « i x - (- « 2 x 2 - f - a 3 x 3 - f- . . . . ) ” =

n n n n

= Ao + A 1 x + A 2 x2 + A :i + • ■• • , (4 )

welche Form der nach Potenzen von x geordneten Entwickelung , als
einem Produkte von n Faktoren , jeder = p , nothwendig zukommen
muss , so handelt es sich nur um die Bestimmung der Coefficienten

n n n

Aq, Ax, A-2, ■■■ ■

Denken wir uns die Multiplikation der n Faktoren , jeder = p ,
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wirklich ausgeführt , so folgt unmittelbar aus der Kegel für die Multi¬
plikation von Polynomen , dass 1) irgend ein Glied des geordneten

n
Produktes , z. B. Ar x r das Aggregat sämmtlicher Glieder ist , welche
xr als Faktor enthalten ; dass 2) jedes dieser Glieder ein Produkt
aus n Gliedern des Polynoms p ist , und zwar so construirt , dass die
Zeiger summe der in dasselbe eingehenden Coefflcienten « dem Ex¬
ponenten r der in dasselbe multiplicirten Potenz von x gleich ist .

n

Hiernach muss der CoefficientM ,.nothwendig das Aggregat sämmt¬
licher Produkte sein , welche sich aus den Coefflcienten

« 0 ) ) « 2 1 l(3 • ■ ■ • <*>•

mit der Zeigersumme = r bilden lassen , wobei der Faktor «0, welcher
zur Zeigersumme nichts beiträgt , mit einem solchen Exponenten zu
versehen ist , dass die Anzahl aller Faktoren = n werde . Zerlegt man
daher die Zahl r , so oft es angeht und ohne Wiederholung , in ihre
ganzen Bestandtheile , so erhält man offenbar alle Complexionen von

n
Zeigern , welche den einzelnen Gliedern des Coefflcienten Ar zu¬
kommen .

n
Um z. B. Ab zu bilden , zerlegen wir die Zahl 5 in ihre Theile :

5 | 4 , 1 | 3 , 2 | 3 , 1 , 1 | 2 , 2 , 1 | 2 , 1 , 1 ,-1 | 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ;

wir erhalten sofort :

« 5 , « 4 « 1 , « 3 « 2 , « 3 « I 1 « 2 « 1 ) « 2 « 1 , « 1 ,

und fügen endlich jedem dieser Bestandtheile so viele Faktoren , jeder
— a0 hinzu , dass die Anzahl aller Faktoren = n werde . Die sammt -

n
liehen Bestandtheile des Coefflcienten Ab sind somit :

« 0 K_ 1 « 5 > « 0B~ 2 « 4 « 1 ) « 0 n ~ 2 « 3 « 2 ) « 0 re- 3 « 3 « X, « 0 ” ~ 3 “1 « 1 >

rj n —4 st s. n—5 ,.ö
« 0 a 2 a l 1 a 0 (/- l *

Nun überzeugt man sich aber leicht , dass irgend einer dieser Be¬
standtheile durch den Multiplikationsprozess mehrmals gebildet wild ,
woraus aber sogleich folgt , dass er überhaupt so oft erscheinen muss ,
als er aus den n Elementen « , aus welchen er besteht , gebildet wer¬
den kann , d. h. also so oft , als diese Faktoren , n an der Zahl , Permu¬
tationen ohne Wiederholungen zu lassen .

Von den oben dargestellten Gliedern des Coefflcienten Ab wird
hiernach :
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.las 1. Glied «, ..... »i »»- 1) (h- 2) ..... 3. 2. 1
° •’ 1. 2. 3 (n — 1)
= n mal ,

i o o J n in — l ) (w— 2) .... 3. 2. 1das 2. u. 3. Gl. iedes : . . . . - -- — -
J 1. 2. 3 ..... («— 2)

== n (n— 1) = 2 mal ,

das 4. u. 5. Gl. jedes : ____
J 1. 2. 3 ..... (w— 3). l . 2

_ „ (»- ! ) (— 2) _ 3 / » \ al
1. 2 \ 3J

das 6. Glied : ..... « (»- ! ) (*- 2) - 3. 2. 1
1. 2. 3 ... («—4). 1. 2. 3

ra(w— 1) (n— 2) (w— 3)
= 4 ( 4) raal>1. 2. 3

, _ , n (n— 1) {n— 2) ... 3. 2. 1das . . Glied : ...... ——
1. 2. 3 ... (n— 5) 1.2.3.4. 5

n (n— 1) (n— 2)(n—3) (n— 4)
1. 2. 3. 4 . 5 =

erscheinen , und somit ist :

-4 5= n «oB_ l «5+ 2 ^ 2^ «on~ 2(« | «4+ «2 “ .i ) + 3 ^ 3j «on“ 3(« x«3+ « 1«D +

(”) »„ 1

+ 4
( 4 ) “° * * “1 " 2 + ( ö ) 5 “1 -

Es ist hiernach sehr leicht , den Coefficienten eines beliebigen
Gliedes der wten Potenz eines Polynoms zu entwickeln , wobei wir unter
n vorläufig noch eine positive ganze Zahl zu verstehen haben . Setzt
man daher : n n n n

(«o+ «1x «2a;2+ a3x 3-(- ')n= Aa -j - A2x 2 A3x 3-\- .... (5)
so ist , wie man nach dem angegebenen Verfahren sehr leicht findet :

w
n

.1]= U((()n~ 1«,

Ai = na0n~ %«2+ ( 2 ) «o"- 2 “1

A:,= >Ki()n- 1«3 -j- 2 ( Jj ß0H- 2 «1 «2 + Qj rto”- 3 (4

t«o— * 4

Ai = nu0n 1 + ^2/ “0” 2(2«i «3 + «1) + y \ ;j ) «0" :14 «2 +

+ ( 4 )‘
4̂5= « «0” 1 «5 + wie oben .
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Diese Entwickelung führt denNamen : Polynomial -Theorem
oder polynomischer Lehrsatz und die in (6) entwickelten Ooeffi-

n n

cienten A0, A{ , u. s. w. heissen Po lyno mial - Coeffic i enten .
Wie man sieht , so enthält die durch die Gleichungen (5) und (6)

dargestellte Entwickelung bereits die Auflösung der ursprünglich für
das Polynom y gestellten Aufgabe , nur mit der Einschränkung , dass
der Exponent n noch eine positive ganze Zahl bedeute . Es ist aber
jetzt sehr leicht zu zeigen , dass diese Entwickelung für jeden Werth
des Exponenten in Kraft bleibe . In der That , setzt man in (5) und (6)
der Reihe nach n — 1 , 2 , 3 u. s. w. , substituirt die für p , p 2, p 3, p x
u. s. w. erhaltenen Ausdrücke in (3) , wobei wieder «0, «4, «2 . . . durch
«1, d2 , «s . . . zu ersetzen sind , und ordnet nach Potenzen von x , so
erhält man :

m mm m m

(o„ + «1* + a2x '2+ a3X2 ....) = Aq+ Ayx -f- A2x '2-f A3x 3-+- ....
m m m

und findet , dass die Coefficienten A0, A{, A2 u. s. w. nach eben dem
in den Gl. (6) ausgesprochenen Gesetze gebildet sind , wo aber nun an
die Stelle der ganzen positiven Zahl n die jedes beliebigen Werthes
fähige Zahl m getreten ist .

Zwischen den in (6) dargestellten Polynomialcoefficienten finden
einfache Beziehungen statt , mit Hülfe deren sich jeder derselben aus
den ihm vorangehenden Coefficienten berechnen lässt . Es ist nämlich :

11
A()= uun

n n

uqAi = na\ A0
n n n

2 u0 A2= 2na2 A{) + (w— 1) «, Ax
n n n n

3 «0 Aa— 3?(«:! A0 + (2n-—1) cci Al -|- (n— 2) « , A.,
n n n n n

4 «o Ai = 4««4 A0 -J- (3w— 1) «3Ai -1- (2n—2) a.2A2-f- (n — 3) «i A3
n n n n n

5 «o A:>— 5k«5 A0 -f- (An— 1) «4Ax-|- (3n— 2) a3A., (2n— 3) a2A3-f-
n

+ (w—4) «! A4
u. s. w.

Das Gesetz der Eortschreitung fällt deutlich in die Augen . Zur
wirklichen Berechnung der Polynomialcoefficienten in einem prakti¬
schen Falle , namentlich wenn dieselben numerische sind , sind die For¬
meln (7) bequemer als die obigen (6).

Wäre die folgende Reihe von allgemeinerer Form :

y = f/0 x k 4 - « ! Xk+h + «2 a:4 +2t + U-i x k+ 'ih ----
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zur ?Mten Potenz zu erheben , so hat man :
y m = x km ( « 0 « ! X h -j - a -2 x ‘lh - f- « 3 X 3h - )-

und. wenn man xh — z setzt :
kru

ym = 3 h («o + «! 2 + «ä + «3 23 + )m
wodurch die Aufgabe wieder auf die oben behandelte zurückgeführt ist .

Wäre endlich ein Polynom von der Form p — (n b c -\- d ...)
zur mten Potenz zu erheben , so hätte man nur in obiger Entwickelung
x — 1 zu setzen .

11. Die Exponentialreihe .

<;i. u m die Exponentialfunktion ax in eine nach steigenden Po -
äii von

mial reihe :
tenzen von x fortlaufende Reihe zu entwickeln , setzen wir in der Bino -

<i + .'/)• = i + (;) v +(s) y>+ (”) »«+ { * + ;
X

1 -\- y — aa und n = ■— , so erhalten wir :a

st* = i + _ («« _ 1)+ — - ^ / («“ - 1)2 +

— _ 1 W — _ 2^

« W JÄ£ 1 fr «

0l1" ' = , + + +

( a n — l ^3 x (x — a) (x — 2 « ) (
\ a / 1. 2. 3

und zwar für jeden Werth des Exponenten x , und für solche Werthe

von a , welche der Bedingung y = aa — 1 * genügen , wo a eine

beliebige positive Zahl bedeutet . Letztere Bedingung wird um so ge¬
wisser erfüllt sein , je kleiner wir a nehmen , somit auch für a — 0 ;
lassen wir daher a in 0 übergehen und setzen den noch unbekannten
Grenzwerth :

aa — 1
lim = jfc, (1)a

so folgt :
, , k . x k2. x 2 k3. x 3 , k*. x k , sx= — co , '

a* = 1 + _ + + .... {a?= + Q0 (2)
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wo k eine noch unbekannte bloss von a abhängige constante Grösse be¬
deutet , und x jedes Werthes von — oo bis + cc fähig ist . Zur Kenntniss
der Constante k fährt die Bemerkung , dass , da k bloss eine Funktion von
a ist , wohl auch ein Werth von a existiren wird , für welchen k — 1
ist . Bezeichnen wir diesen besonderen Werth von a mit e, so geht die
Gl. (2) über in :

x . x 1 , x 3 x 4 , (x = — -X)
e = 1 + T + — + j ^ 7d + + ..... \ X= + X) (3)

setzt man aber hier x — 1 , so folgt :

e= 1 + T + TT + iii + inr ^ + -" - (4)
Diese Keihe convergirt und liefert durcli Addition einer hinreichenden
Anzahl von Gliedern den gesuchten Werth von « , für welchen k — 1
wird , nämlich :

e — 2 , 7182818281 ......
Diese Zahl 2 , 178 . . . welche in der Analysis , gleich der Zahl

7i — 3, 15 eine grosse Bolle spielt , werden wir in der Folge , wie
diess üblich ist , ausschliesslich mit dem Buchstaben e bezeichnen und
es lässt sich zeigen , dass dieselbe eine irrationale Zahl ist .

Setzt man nun in (2) x = 1 , in (3) x — k , so erhält man :

*— I +S +I&+.....
e* = l + 4 + E2 + rh + ••••

woraus , da die im zweiten Theile dieser Gleichungen stehende Reihe
für jeden Werth von k convergirt , el = a folgt . Nimmt man von beiden
Theilen dieser Gleichung die Logarithmen aus einem beliebigen Sy¬
steme , so kommt k log e — log a , woraus endlich

aa ~~ 1 log a . .k — lim - — —— (5)
« log e

folgt . Hiemit geht (2) über in :
x / loga \ x 2 / logq \ 2 x 3 / log «\ 3 , s* = — co
l \ loge / 1. 2 \ logey I .2.3 \ loge /

in welcher Gleichung nun alles bestimmt ist , und die Logarithmen aus
einem beliebigen Systeme genommen werden können . Nichts hindert
aber , ein Logarithmensystem zu construiren , dessen Basis die Zahle
ist ; bezeichnet man sodann die Logarithmen dieses Systemes , welche
man natürliche nennt — im Gegensatze zu den künstlichen ,
deren Grundzahl eine beliebige Zahl b sein kann , und die wir wie oben
mit dem Zeichen log bezeichnen wollen — mit dem Buchstaben Z, so
folgt aus (5) , wegen le — 1 ,

Herr , Höh . Mathematik , I . 6



82

a a — 1
k — lim - = la ; (7)

endlich wird :

. x . la x 2. (la) - x 3. (la)3 (x — — oo
■, = ' + T + TT + TTT + - • '/ * = - “ (8)

(a : — - (- co

62. Die Zahl e — 2,718 die Grundzahl des natürlichen Loga¬
rithmensystems , ist durch die unendliche convergirende Reihe (4) defi-
nirt . Eine andere Bestimmung derselben ergicbt sieh mit Hülfe der
Gleichung (7) :

lim — —= la ; [für « = 0] (7)

setzt man nämlich a “ = 1 + ß , wo ß eine mit « verschwindende
Grösse bezeichnet , so wird :

aa — 1 __ ß _ 1 1

’[ (! + /*/ ]
l0ga (l + î ) loga (1 + ß)

ß l0ga|
somit :

lo{ a [ (1 + ß) /»] — „ a _ ! ’

wo mit loga ein Logarithmus aus dem Systeme , dessen Grundzahl = er,
bezeichnet ist . Aus der letzten Gleichung folgt nun :

i
i a a — 1 ,

(1 -|- ß)ß = a “

und hieraus , wenn man zur Grenze übergeht , mit Rücksicht auf (7) :
j_ i_

lim (1 + ß) ß — a la ,

d. i. weil dem Begriffe der Logarithmen zufolge ela= a , also e— «^ ist ,
i

lim (1 + ß)ß — e. [für (5 = 0] (®)
Die beiden Grenzgleichungen (7) und (9) finden in der Analysis

häufige Anwendung . Setzt man in (9) ßx an die Stelle von ß , wo x
eine von ß unabhängige , übrigens ganz beliebige reelle oder imaginäre
Zahl bedeutet , so hat man :

j _
lim (1 -f - ßx)ßx — e ,

d. i. weil [§ . 18 , e] :
i i_ j _

lim (1 + ßx)ßx = {lim (1 + ßx) ß } * ist ,
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_1_

lim (1 -|- ßx)p‘ — e* , [für fl = 0]
eine Gleichung , welche die (sogenannte natürliche ) Exponentialfunk¬
tion ex als Grenzwerth darstellt .

III . Logarithmische Reihen .

63. Setzen wir in der Gl. (7) des vorigen § . a = 1 -J- x , so folgt :
fl _J_ x ) a i

1(1 + x) = lim kLXJEZ [für a = 0] ; (1)n
lassen wir nun x eine Zahl bedeuten , welche zwischen — 1 und + 1
liegt , also einen echten Bruch , so ist :
/ 1 I \ a 11 I — ! ) o I a (a 1) (<X— 2) •! _L
( i + x )a = i + ux + - ] * 3 h-- Yim — + —
somit :

f(l + a?) = lim ja - + x * + ^ 11 2 <lt3 ^ x3 +
(«— 1) («—2) (« — 3) , . )

1. 2 . 3 . 4 X ■*■••• ]
woraus , wenn wir « in 0 übergehen lassen ,

1 1 1 (x = — 1 *1
l (1-)- x) = x —a:2 -|— —x 3 —x i -f- ..... J (2)

u 3 4 [a:= -(- l

folgt . Setzen wir — x an die Stelle von x , so erhalten wir :

*( 1 — <* ) = — {̂ x + y x - + * x3 + | ^ . . .) j > (3)

welcher Gleichung wir auch die Form :
/ 1 \ . 1 . 1 . 1 , . ( x = ~- l . ..

1( tz ^ ) = x + Y x ~ + T x + T X + — { ®= + i (4)

geben können , da bekanntlich IN = — ist . Denken wir uns in

dieser Gleichung unter x einen positiven echten Bruch , so ist der

*) Ihrer Ableitung zufolge gilt die Reihe nur für Werthe von xy welche zwischen

— 1 und -I- 1 liegen ; da aber für a: = -f- 1 die Gleichung in : 1(2) = 1 -- — -f-

_£ — . . . übergeht , welche Reihe noch convergirt , und für x = — 1 : 7(0) =

— ( 1 — 1— |. _ L = — co [§. 27 ] erhalten wird , worin kein Wider¬

spruch liegt , weil bekanntlich der Logarithmus von 0 in jedem System = — co ist ,
so bleibt die Gleichung (2) auch noch für die Grenzwerthe x = 4 . 1 richtig .
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Quotient y —— jedes positiven Werthes fähig , welcher 1 ; wir kön¬

nen daher = 1 + 2 setzen , unter 2 irgend eine positive Zahl
z

verstanden , wodurch x — _ ^ wird , und die Gl. (4) sieh in folgende
verwandelt :

' (i + a - ( + t ) + t ( + y) + 4 ( ^ -i ) J+ - {r = + „ <6)
Zur wirklichen Berechnung der natürlichen Logarithmen der Zah¬

len sind die vorstehenden Reihen ihrer geringen Convergenz wegen
nicht geeignet . Es lassen sich jedoch aus ihnen durch geeignete Um¬
formungen viele andere rascher convergirende Reihen ableiten , von
welchen wir einige anführen wollen .

64. Zieht man (3) von (2) ab , so kommt :

(izrf ) = 2(* + T *s+ T "5+ "--){xZ + i 5 (6)
Setzen wir = 2: da für1 — x

x = — 1 : 2 = 0 , für x = + 1 : 2 = 00

{'Iß’“•.J, 2 jedes beliebigen posi -x — + 1

tiven Werthes fähig ; da ferner aus obiger Gleichung x =

11

+ 1
folgt , so erhalten wir , indem wir diese Ausdrücke in (6) substituiren :

welche Gleichung , wenn man 2 = -— setzt , folgende Form erhält :

‘i (8)

eine Reihe , welche um so rascher convergirt , je kleiner (a — b) gegen
(ö!“I- ist .

Für a — x + 8, b — x , erhält man aus (8) :

z(* + ö)= /* + 2 [ ( — y + -i ( ^ - ^ ) + i ( 2_ ^ ) + ...j
(9)

und hieraus für 8 = 1:

i (x + i )= fe + 2 [ ( 2-^ ri ) + { -( ^ Tl ) + + - ] (i° )
mittelst welcher Reihe man bereits die natürlichen Logarithmen der
Zahlen berechnen könnte . Für x j> 93 hat , wie man leicht findet , das
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2t0- Glied der Reihe auf die 7te Dezimalstelle des Logarithmus keinen
Einfluss mehr .

Eine noch rascher convergirende Reihe ergiebt sich , wenn man
in (8) a = x 2, b — x 2 — 1 setzt , wodurch

1 — — Ix 2 — 1(x 2 — 1) = 2lx — l (x — 1) — l (pc - |- 1 )

und
a — b 1
a + b 2x 2 — 1

wird ; es kommt :

* = -! [«. - 1)+ «. + 1)]+ +

+ iHî = TT‘ + ■■'] (n )
eine Reihe , welche zur Berechnung der Logarithmen der aufeinander¬
folgenden Primzahlen , aus welchen sich die der zusammengesetzten
durch blosse Addition ergeben , schon sehr geeignet ist . Setzt man
nämlich den Werth der Reihe in (11) :

Ijtx 2— 1 + 3 (2x 2— 1)3 + —J —
so hat man zunächst :

12 = 1 - 13 + S.2 -, I3 = l ( l2 + I4j + S3= l 12 + N3;
aus beiden Gleichungen folgt :

• 12 = 2 (2ä 2 + ä 3) , 13 = 2 (3 S2 + 2S 3).
Nun ist :

f% — is + + r ~75 + ..... = 0 . 1438410367 3. 5.

Ä3= Ä + 3^ + ÄIp :>+ ..... = 0 , 058891517

von welchen Zahlen die erste 5 , die andere 3 Glieder der Reihe in
Anspruch nimmt ; hiemit wird nun in 7 Dezimalen

12 — 0 , 6931472 , 13 = 1, 0986123
Weiter ist :

15 = -i 14 + 1 16 + Sb = — 12 + 1 13 + S5 = 1 . G094379

17 = -̂ - 16 + “18 + $ 7 = 2 12 + 1 13 + S, = 1 , 9459101
u. s. w.

Man findet leicht , dass für Werthe von 11 das zweite Glied der Reihe
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keinen Einfluss mehr auf die 7te Dezimalstelle des Logarithmus hat ;
man kann da
angefangen :
man kann daher bis auf 7 Dezimalstellen genau für alle Zahlen von 11

lx — ~ [l (x —- 1) + f (a7+ l )] +2 L v J ' 2x *— l
und für x 3163 einfach

lx= \ [%—1) + Kx+ !)]
setzen .

Auf gleiche Weise wie wir (10) und (11) aus (8) abgeleitet haben ,
lassen sich aus (8) noch viele sehr rasch convergirende Reihen ent¬
wickeln , indem man nämlich für a und b zwei ganze Funktionen von x
von der Beschaffenheit wählt , dass sie sich leicht in einfache Fakto¬
ren zerlegen lassen und ihre Differenz eine kleine Zahl wird .

65. Die bisher angeführten Reihen geben die natürlichen Loga¬
rithmen der Zahlen , deren Grundzahl e — 2,718 . . . ist ; sie wer¬
den in der Analysis fast ausschliessend gebraucht , während man sich
bei dem praktischen Rechnen bekanntlich der gemeinen oder briggi -
schenLogarithmen bedient , deren Grundzahl 10 ist . Diese lassen sich
aber aus den natürlichen leicht berechnen . Bezeichnet man überhaupt
mit log die Logarithmen eines Systems , dessen Basis b ist , so hat man ,
wenn N eine beliebige Zahl bedeutet , nach dem Begriffe des Logarith¬
mus N = i logN = elx -, nimmt man von beiden Theilen der Gleichung
b]0sN — elN sowohl die natürlichen als die künstlichen Logarithmen ,
so kommt , da log b — 1 ist ,

log N . lb = IN
log N — IN . log e ;

durch Division beider Gleichungen erhält man :

^ = logc ,

somit , wenn man die Oonstante — = M setzt :lb
log N = M. IN.

Die Constante M heisst der Modulus des auf die Basis b gebauten
Logarithmcnsystemes und ist , wie man sieht , der reciproke Werth des
natürlichen Logarithmen der Grundzahl b. Für das gemeine Logarith¬
mensystem ist b — 10 , und

110 = 1-2 + 15 = 2 , 3025851 ,
somit : 1

nur = °’4342945’
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man erhält daher die gemeinen Logarithmen , wenn man die natürli¬
chen mit M — 0 ,4342945 multiplicirt . Umgekehrt folgen die natür¬
lichen aus den gemeinen , wenn man letztere mit

0^ 312935 = 2>3025851
multiplicirt .

Um die Reihen (2) bis (11) fitr gemeine Logarithmen umzuformen ,
hat man nur das Zeichen l mit jenem log zu vertauschen und den
Reihenausdrücken den Faktor M vorzusetzen .

<16. Aus der Exponentialreilie (8) , § . 61 . lässt sich leicht eine
Reihe ableiten , welche eine Zahl z durch den Logarithmus derselben
ausdrückt . Setzt man nämlich ax = z , so wird xla = lz , somit :

z _ i + i : + ^ + (fe)3 / * = 0
+ 1 + 1. 2 + 1. 2. 3 + L2 ^ 4 + ..... U = + oo •

IV . Trigonometrische Reihen .

A. Reihen für Sinus und Cosinus vielfacher Bögen .

67. Setzt man in der Moivre ’schen Binomialformel :

(cos x i sin x)m— cos m (x + 2rn ) + i sin m (x 2rn ) ,
in welcher x einen beliebigen Bogen , m eine beliebige Zahl und r eine
positive oder negative ganze Zahl bedeuten , der Kürze halber

. , cos x — v , sin x = n ,so wird : 4

cos m (x -f- 2nt ) + i sin m (x -j- 2rn ) ~ (p + (1 -)- —i)m •

nimmt man ferner an , dass q = sin x < ( p — cos x , oder was auf

dasselbe hinauskommt , dass der Bogen x zwischen den Grenzen — —’ ° 4

und -)— — liege , so ist — ein echter Bruch und das Binom (1 + —») “
4 p p

kann nach dem Newton ’schen Lehrsätze in eine convergirende Reihe
entwickelt werden ; man erhält , wenn man zugleich die reellen und
imaginären Glieder zusammenfasst :

cos m (x + 2rn ) + i sin m (x + 2rn ) =

- ^ [‘- (i)£ +(: )£ — ■] + tu
+ ^ - [ ( ? ) ? - ( ? ) ! + •••• ] • '
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Bedeutet nun m eine ganze Zahl , so zerfallt [§ . 44 ] diese Gleichung
alsogleich in folgende zwei :

(2)

(3)

sm mx p

weil dann einerseits bekanntlich
cos m (x + 2rn ) = cos mx , sin m {x -J- 2m ) = sin mx

ist , anderseits aber die Potenz p m nur einen Werth zuliisst .

Ist aber m = -y ein rationaler Bruch , so haben beide Theile dert£

Gl. (1) k verschiedene Werthe [§§ . 49 und 52] ; es entspricht jedem
der k Werthe von p m im zweiten Theile ein bestimmter Werth von r
im ersten Theile , wodurch eben bewirkt wird , dass beide Theile der
Gleichung einander gleich werden . Unter den k Werthen von p m be¬
findet sich aber nothwendig ein reeller , da x zwischen den Grenzen

71 71 . . . . .

— 4 1111d + ji legt , somit p = cos x immer positiv ist . Lassen wir
nun in (1) p m diesen reellen Werth bedeuten , so zerfallt diese Glei¬
chung in folgende zwei :

cos m (x + 2nt ) = p m [ 1 — ( p + ( 4 ) — — ']

sin m (x + 2m ) = , - [ ( « ) ^ _ ( »«) ? *+ ( - ) | !
und es bedarf nun noch der Bestimmung desjenigen Werthes von r ,
welcher dem reellen Werthe von p m entspricht .

Hiebei kommt uns der Umstand zu Statten , dass r von x unab¬
hängig sein muss . Denn die zweiten Theile der Gleichungen (3) sind
offenbar stetige Funktionen von x ; den ersten Theilen muss daher die¬
selbe Eigenschaft zukommen , was nur der Fall sein wird , wenn der
Bogen m(x '2rn ) = mx 2mm eine stetige Funktion von x ist . Diess
kann aber nur unter zwei Bedingungen stattfinden : 1) entweder muss
2mm , also r eine constante von x unabhängige Grösse sein ; oder 2)
es muss r selbst eine stetige Funktion von x sein . Letzteres ist aber
unmöglich , da r nur ganzer Zalilenwerthe fähig ist , somit nicht stetig ,
sondern nur sprungweise , immer um eine Einheit , sich ändern könnte .
Hieraus folgt also , dass r von x unabhängig ist und zu allen möglichen
Werthen von x derselbe Werth von r gehört .

Es genügt daher , den Werth von r für irgend einen speziellen
Werth von x zu bestimmen , wozu der Werth x — 0 am geeignetsten
ist . Für diesen Werth von x geben die Gl. (3) , da
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p = cos 0 — 1 , q — Sin 0 = 0
wird :

cos 2mm — 1 , sin 2mm — 0 ,

welche Gleichungen nur bestellen können , wenn mr eine ganze Zahl
ist . Dann ist aber

cos m (x + 2rn ) — cos mx , sin m (x -f- 2rn ) = sin mx ,

wodurch aber die Gleichungen (3) wieder in jene (2) sich verwandeln .
Diese bestehen daher für jeden Werth des Multiplikators m. Führt
man im zweiten Theile derselben die Multiplikation mit p m aus und
stellt die Werthe von p und q wieder her , so erhält man :

Ist m eine ganze positive Zahl , so brechen diese Reihen ab und
gelten dann für jeden Werth von x \ für jeden andern Werth von rn
werden sie unendlich und gelten nur für solche Werthe von x , welche

Hat man den Sinus oder Cosinus der Vielfachen eines Bogens x ,
welcher einen halben Quadranten überschreitet , in eine Reihe zu ver -

wo nun sin mx' und cos mx nach obigen Formeln entwickelt werden
können .

Setzt man in (4) und (5) statt m der Reihe nach 2 , 3 , 4 . . . , so
erhält man :

cos mx = cos xm „ I cos x m~ 2 sin x 2 -f-

sin mx = _3sinx 3+

zwischen den Grenzen + liegen .

wandeln , so bringe man diesen Bogen x durch Division mit — auf die£
71

Form x = n —— f- x , wo n immer so gewählt werden kann , dass x£
Jl Ji

zwischen clie Grenzen — — und + — fällt . Dann ist

sin mx = sin m

cos mx = cosm
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cos 2x = cos x 2 — sin x 2
cos 3x = cos x 3 — 3 cos x sin x 2
cos 4x = cos x 4 — 6 cos x 2 sin x 2 -f- sin x 4

u. s. w.
sin 2x = 2 cos x sin x
sin 3x = '3 cos x 2sin x — sin x 3
sin 4x = = 4 cosx 3 sin x — 4 cos x sin x 3

ü. s. w.

<58. Die Reihen (4) und (5) , welche nach den fallenden Potenzen
des Cosinus und den steigenden des Sinus gleichzeitig fortschreiten ,
lassen sich leicht in solche uniformen, welche bloss Potenzen des Si-

£
nus enthalten . Da nämlich cos x = (1 — sin x 2) * und sin x 1,
so hat man nach dem binomischen Lehrsätze :

cos x r — (1 — sin x 2) 2 — 1

r

— 2 J sin x 6 + . . . («)

Setzt man hier nach einander r — m, m — 1 , m — 2 u. s. w.
und führt die so erhaltenen Reihen für die Potenzen von cos x in (4)
und (5) ein , so erhält man , wenn man nach den steigenden Potenzen
von sin x ordnet und die Coefficienten gehörig reducirt , ohne Schwie¬
rigkeit :

m2 . m2(m2— 22) .cos mx = 1 sm x 2 H-- —-—-—— sin x 4—
1. 2 n 1. 2. 3. 4

m2 (m 2— 2 2) (m2— 4 2) .
1. 2. 3. 4. 5. 6 ' »"■* • + - («)

m (m2— l 2) .sin mx = in sin x ———-— sin x 6

, m(m2— l 2) (»i2— 32) . , .H Li sm x 5 — . . . . (7)T 1. 2. 3 . 4. 5 W

Die Reihen (4) und (5) lassen sich ferner auch in folgender Form dar¬
stellen :

cos mx = cos x £ cos x m~ 1— cos x m~ 3 sin x 2 -f -

-f- cos x™- 5 sin x 4 — . . . J

= cosx sw cosx m—2sinx — cos x m~ ‘1 sin x 3 -(- •■• -J jSllUiiX
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schafft man nun aus den Reihen innerhalb der Klammer mittelst («)
die Potenzen des Cosinus weg , so erhält man folgende Reihen :

Wir haben demnach fiir jede der Funktionen sin mx und cos mx zwei
nach Potenzen von sin x fortschreitende Entwickelungen , deren eine
(6) und (9) , wie aus dem Baue der Coefficienten erhellt , abbricht ,
wenn m eine gerade Zahl , die andere (7) und (8) , wenn m eine unge¬
rade Zahl ist . Die vier Gleichungen gelten in diesem Falle für jeden
Werth von x .

Setzt man der Reihe nach m = 2 , 3 , 4 . . . so erhält man aus (6)
und (8) :

cos 2x = 1 — 2 sin x 2
cos 3x = (1 — 4 sin x 2) cos x
cos ix = 1 — 8 sin x 2 -\- 8 sin x 4
cos 5x = (1 — 12 sin x 2 -(- 16 sin x 4) cos x
cos 6x = 1 —- 18 sin x 2 -f- 48 sin x 4 — 32 sin x 6
cos 7x = fl — 24 sin x 2 -j- 80 sin x 4 — 64 sin x 6) cos x

und aus (7) und (9) :
sin 2x = 2 sin x cos x
sin 3x = 3 sin x — 4 sin x 3
sin 4x = (4 sin x — 8 sin x 3) cos x
sin 5x = 5 sin x — 20 sin x 3 -)- 16 sin x 5
sin 6x ^ (6 sin x — 32 sin x 3 -|- 32 sin x 5) cos x
sin 7x = 7 sin x — 56 sin x 3 -f- 112 sin x 5 — 64 sin x 7

Die Reihen (6) und (7) convergiren für jeden Werth von sin x ,
während die Reihen (8) und (9) fiir sin x = l divergent werden . Man
überzeugt sich hievon leicht mittelst des in § . 33 vorgetragenen Satzes .
Wiewohl hiernach diese vier Reihen für jeden Werth des Bogens x

*) Es lässt sicli zeigen , dass die Coefficienten der Potenzen des Sinus in den
Reihen (G) bis (9) nach dem oben deutlich ausgesprochenen Bildungsgesetze fort¬
laufen ; am einfachsten , indem man sich auf gewisse Eigenschaften der Binomial -
coefficienten stützt . Man kann hierüber nachsehen : Schlömilch , Handbuch
der algebraischen Analysis , 2tc Auflage , Jena 1851 .

COS mx = ...] (8)

(«)

11. S. w.

11. s . w .



( die letzten zwei mit Ausnahme der Werthe von der Form x — + ti~ J
convergiren , also eine bestimmte Summe haben , so folgt hieraus noch
nicht , dass diese Summe für jeden Werth von x durch die links vom
Gleichheitszeichen stehenden Ausdrücke cos mx , sin mx dargestellt
werde . Dass obige Gleichungen (6) bis (9) für alle Werthe vonx , welche

7t
zwischen den Grenzen + — liegen , richtig sein müssen , ist klar , weil4
den Gleichungen (4) und (5), aus welchen sie abgeleitet wurden , diese
Eigenschaft zukommt . Eben so leicht überzeugt man sich aber , dass

71
sie für Werthe von x , welche — überschreiten , aufhören richtig zu

sein ; denn da sin — y ^ = sin -j- y ^ ist , so erhält der rechts

vom Gleichheitszeichen stehende Theil einer jeden dieser vier Glei -
7T 71

chungen für x — ——yundfüra ;= - -|- «/denselbennumerischenWerth ,

während , wie leicht einzusehen , keineswegs

cos — y} — cosm ^-̂ + 3/J und sin m — y ^ = sin 7« ^

ist , ausgenommen in dem Falle , wenn in (6) und (9) rn eine gerade ,
in (7) und (8) m eine ungerade Zahl ist . Es erübrigt also nur noch die

7t 7t
Untersuchung für das Intervall von x = + — bisx = + —- .— 4 — 2

cc
Substituiren wir in den Gl. (4) und (5) 2»i statt m und — statt x ,

so erhalten wir :

cos mx x 2m / 2in \ x 2m 2 . x 3
— cos — — I l cos — Sill — +

(ß)
( 2m\ x 2’" 1 . x / 2m\ * 2"‘ 3 . x 3

sm mx = I ^ Icos — sin “o \ 3 ) C0S~2 Sln cf

welche Gleichungen sofort , wenn m keine ganze positive Zahl ist ,

erfordern , dass — zwischen den Grenzen + d. h. x zwischen den7 2 — -±
7t-

Grenen + — liege . Mittelst der bekannten goniometrischen Aus¬

drücke :

cos -̂ == j/ I -(- j cos x , sin -| -= )/ | — f cos x , cosx == |/ 1— sina ;2

lassen sich nun sämmtliche in den Reihen (ß) vorkommenden Potenzen
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von cos ^ und sin mit Hülfe der Binomialformel in convergirende
nach den steigenden Potenzen von sin x laufende Reihen auflösen ;
substituirt man diese in (ß) , so erhält man auf dem oben betretenen
Wege vier Reihen , jezweifür sin mx und coswia;, welche , sowie die Reihen

71
(G) bis (9) nach Potenzen von sin x fortschreiten , jedoch von x = -- —• ^

71

bis a? ^== + -5- gelten , da sie aus (ß) abgeleitet wurden , welchen dieses

Gültigkeitsintervall zukommt . Diese vier neuen Reihen müssen jedoch
mit jenen (6) bis (9) identisch sein , da sich eine Funktion einer Verän¬
derlichen nur auf eine Art in eine nach steigenden Potenzen dieser
Veränderlichen (hier sin x ) fortschreitende Reihe entwickeln lässt .
Wir sind somit berechtigt , die Gleichungen (6) bis (9) für alle Werthe

von x innerhalb der Grenzen — und -|— — als richtig anzunehmen .
• 2 2

B . Reihen für sin tu, cos a: , taug x , u . s. w. , welche nach Potenzen
des Bogens x fortschreiten .

69. Zieht man aus dem zweiten Theile der Gl. (4) und (5) cos x m
als Faktor heraus , so erhält man :

cos mx = cos x '
[ i — ( 2) te * 2+ ( 2 ) te * 4— ••• • ] (* > ~ l (10)

sin 772£c= cos x m £wtg ;r — ^ ?ß ^ tg a?3 -f- ^ ^ tg # 5— ...j | ^ < ^+ ~ (11 )

71

und wenn man — statt x schreibt :
111

Sill X -

4
. mn,r< r

Der erste Theil dieser Gleichungen ist von m unabhängig ; folglich
muss diess auch mit dem zweiten Theile derselben der Fall sein , wo¬
raus sich auf die Möglichkeit Schliessen lässt , diese Grösse aus den
Gleichungen wegzuschaffen . Zu diesem Behufe bemerken wir , dass
diese Gleichungen , sowie jene (4), (5) , aus welchen sie abgeleitet wur¬
den , für jeden Werth von m richtig sind , und diese Eigenschaft somit
nicht verlieren werden , wenn wir m unendlich zunehmen lassen .
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Führen wir nun in den letzten Gleichungen die Binomialcoeffieien -

ten statt der Symbole ^ 2 ) ’ ( 3 ) " • e‘n > so el'halten dieselben , wenn

wir in jedem Gliede aus dem Coefficienten ^ den Faktor mr heraus¬

heben und ihn mit ( tg — \ zu ( m tg — vereinigen , folgende Form :
\ mJ » \ nij

1- 1

COS X = ( cos [ l --

-- I m — I — . . . . I
1. 2. 3. 4 \ in ) J

(«)
( 1— - Ui — 2 )/ a?\ mr / . x \ \ w / \ ?« / / x \ 3

smx = ^eoS m ) [ ( « tg - j — ^ +

(1—- Ui ——\ (1——U 1——)
. V m) \ ™) \ üv /mto.5 \ _ 1

^ 172 . 3. 4 . 5 V « ) J

wo wir nun m — 00 setzen und zu diesem Zwecke die Grenzwerthe

von tg *~ ^ und ^cos —^ zu bestimmen haben .
x

Setzt man —= Us wo nun a einen unendlich abnehmenden Bogen be -m

14 4 • i 4 x x 4 sin a 1deutet , so wird m tg — = — tg a — x . - . - , sonnt :m a a cos a

( mtg | )
lim ( m tg — \ = x . lim - n lim —-— :a cos a

71
Bekanntlich ist aber für einen Bogen a < ^ -- immer

Sin a <7 « <C 1» « j
oder

1 < U ^- < - U -sm cc cos «
somit auch

, ^ sin a .
1 _> Cos aa

Der Werth von -ln liegt also immer zwischen 1 und cos « ; somit ist ,

da lim cos « = 1 , nach § . 18 . h ,
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. . sin «
lim = 1

1 ( cc\
da ferner auch lim = 1 ist , so wird lim ( »ntg — \ =

cos « \ mj
CC

Ferner ist für — = « :m
/ X \ m — [ — -— 1 sin ct. sin **, x

( cos - I = (cos «)“ = (l — sin ß-')-r<= j (l — sin «2) slna-j ~ 7T~ *
somit , wenn man zur Grenze für « — 0 übergeht , und sich erinnert ,
dass nach § . 62 , Gl. (10) , für x — —■1 und ß — sin a '2:

lim (1 — sin «2) sin 012= e~ !
ist , auch

/ X \ m x

lim ( cos —| = (r 1) 1’°' i = l .

Hiemit erhält man nun aus den Gleichungen (a) , wenn man noch
12 3

beachtet , dass die Brüche — , — , — . . . . in den Coefficienten für

m — oo in Null übergehen :

x * . x•i

C0SÄ= 1_ + ^ (12)| x — — c

X: . + | * = + 00 (13)1. 2. 3 ' 1. 2. 3. 4. 5 1. 2. 3 .... 7

zwei für jeden Werth von x convergirende Reihen , welche den Sinus
und Cosinus des Bogens x durch diesen Bogen selbst ausdrücken und
für die gesammte Analysis von grösster Wichtigkeit sind .

70. Mit Hülfe der Gleichungen (12) und (13) lassen sich nun auch
die übrigen trigonometrischen Funktionen ohne Schwierigkeit in Rei¬
hen entwickeln , wobei wir dem von Schlömilch (Algebraische Ana¬
lysis , 2. Aufl. p . 174 ff.) eingehaltenem Gange folgen wrollen .

Es ist :

sec x — —-— = -- rr— . = fl — (1— cosa :)l
cos x 1 — (1 — cosa ?) L J

71 71
Setzt man x zwischen den Gi’enzen — und + — liegend voraus ,

so ist cos x positiv , somit (1 — cos x ) ein echter Bruch , und die Po¬
tenz [1 —(1 — cosx ) ]- 1 lässt sich nach dem binomischen Lehrsätze in
eine nach Potenzen von (1 — cosx ) fortschreitende convergirende Reihe
entwickeln ; man erhält :



96

sec x — 1 -j - (1— cosx ) -f- (1 — cos x )2 -j- (1 — cos x )3 +
Man hat aber nach (12) :

OC / CC 00 ^ \
(1— cosx )= — { 1 — —- -4~ ——-— — ____| somit :
v ’ 2 \ 3.4 1 3. 4. 5. G )
/ \ CĈ / X 2 \

( 1— COSx ) 2= — ( l — — . . . . )

(1— cosx )3= ~ ^ 1 - ^
folglich , wenn man substituirt und nach Potenzen von x ordnet ,

x 2 5x 4 , 61 . x « . ) x > — 2“
secx = 1 + 2 | + — + - gp + ...... n (14)

[X < + 2
wo wir , wie üblich , die Faktorenfolge 1. 2. 3. 4 .... n mit n ! bezeichnen .

Wir erfahren durch diese Ableitung jedoch nur die Form der
Reihe , während das Gesetz , nach welchem die Coefficienten der Poten¬
zen von x im Zähler fortschreiten , unbekannt bleibt . Um dieses ken¬
nen zu lernen , stellen wir die Reihe (14) unter folgender Form vor :

sec * = 7ö + ^ + ^ p + % r + •••• (15 )

und substituiren die Reihen (12) und (15) in die identische Gleichung
1 = sec x . cos x , so kommt :

. m , r , . x 2 , r 4. x ‘i = *ö+ 4r - + - 7r- +2 ! 1 4 ! . .) ( >
X 2

27 +
X 4

4 !
>n :

!+ i! T -2 1
2 ! ' 2 ! +

§ ) -
rA
2 ! '

i
4 ! — * ) -

+ .. . .
\ 6 ! 4 ! 2 !

Nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten folgt nun , dass
T0 — 1, und die Cofficienten der Potenzen x 2, x 4, . . . der Null gleich
sein müssen . Bezeichnet man daher mit m eine gerade von 0 verschie¬
dene Zahl , so hat man allgemein nach dem oben deutlich ausgespro¬
chenen Gesetze :

Tm i i 6 1 0
m ! (m — 2) ! 2 ! (m—4) ! 4 ! (in— 6) ! 6 !

oder , wenn man mit ml multiplicirt , die dadurch in den Ausdruck ein¬
tretenden Binomialcoefficienten mit den bekannten Symbolen bezeich¬

net und noch beachtet , dass für m gerade , immer sin = 0 ist ,
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T,n - ( 2 ) T„. _2 + ^ - 4 - ( e ) y — 6 + ..... = Sin ^ ( IG )
Setzt man liier der Reihe nach statt m : 2 , 4 , 6 , 8 so erhält man ,
da T0 = 1 bekannt ist , die Coeffieienten in den Zählern der aufeinan
derfolgenden Glieder der Sekantenreihe (15) , nämlich :

T2 — 7’0 = 0 somit T.2 — T0 — 1
— GT 2 + T() = 0 . T„ = 5

J 'a - 15 T, + 15 7’2 — Tu = 0 1\ = Gl
r 8 — 28 7’6 + 70 r 4 — 28 T.2 + T0 = 0 Ts = 1385

u. s. w. u. s. w.

71. Um tg x in eine Keihe zu entwickeln , hat man , wegen tg x
= sin x . sec x , wenn man die Reihen (13) und (14) substituirt :

t «: x / x 3 x 3 x ~ , \ / , x - , 5x 4 , 61 x 6 , \
= 31 + 5 ! - 7r + --") ( 1 + 2 ! + 4r + - 6r + ••• )

x > —
77

tg X = x + -— + — I — I- ..... n (17)

wo die angedeuteten Grenzen daher rühren , weil die als Faktor ein -

2x 3 . 16 x 5
+ - 7W + I

" v 2

ab
geführte Sekantenreihe an dieselben gebunden ist . Die Tangentenreihe
hat somit die Form :

T3. x 3 , T(. x 5 . Tt x
“3 !

Um das Bildungsgesetz der Coeffieienten 7) , 7) , 7t , kennen
zu lernen , substituiren wir in die Gleichung sin x = tang x . cos x die
Reihen (12) , (13) und (18) und erhalten :

T\ - x + + -4h- + + ..... (18)

X 3 X 5 x 7

37 57 77 +

d. i. nach verrichteter Multiplikation :
x

x ~ 3

_ * ■ i + üW + t - ’ - T ‘- ± . + * ‘ ± - £ \3 ! ' 2 ! 4 !/ \ 7 ! 5 ! 21 ^ 3 ! 4 ! G!/ x 7 + ...

Hieraus folgt nach dem Satze der unbestimmten Coeffieienten zunächst
7) = 1 , und allgemein durch Gleichsetzung der Coeffieienten von x™,
wenn m irgend eine ungerade Zahl : m—1

Tm _ 7’„,_ 2 _1 7)„_ j _ = (— 1) ~
ni ! (ni—2) 1 2 ! (in — 4) 1 4 ! ml

Herr , Höh . Mathematik , I . "
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multiplicirt man diese Gleichung mit ml und beachtet , dass , wenn m
mr,
2 ~

m—1

ungerade , immer (— 1) 2 — sin ——, so hat man :

Tm~ (2) T’“-2+ (4) Tm-4—(?) Tm-6+ - •= sillr (19j
Diese Gleichung liefert sofort die Tangenten -Coefficienten , T3, T-a
wenn man , da rl \ — 1 bekannt ist , statt m der Reihe nach die Zah¬
len 3, 5, 7, 9, ... substitüirt . Es ist bemerkenswerth , dass die GL (16)
und (19) sich der Form nach nicht unterscheiden ; setzt man daher in
einer von beiden statt m die Reihe der natürlichen Zahlen 1 , 2, 3, 4 ....,
so liefert sie , da T0 — 1 ist , die Zahlen 1\ , T.2, T3 , T4 ...., von wel¬
chen jene mit geradem Stellenzeiger die Sekantencoefficienten , jene mit
ungeradem die Tangentencoefficienten sind .

72. Setzt man in der Gleichung cosec x = ~ — statt sin x diesm x

Reihe (13) , so erhält man :
1 1cosec x — — . 7 :
X X-

3T öT 77 + - •

der zweite Faktor im zweiten Theile liefert eine Reihe von der Form
1 -j- Ax l -f- Bx i + . . . . [§ . 40 . Ausg . 2] , so dass also die Reihe für

cosec x nothwendig die Form — + Ax -f- Bx 3 + . . . annimmt , was

mit der Natur dieser Funktion , welche für ai= 0 unendlich wird , über¬
einstimmt . Aus diesem Grunde wollen wir zunächst das Produkt
x cosec x in eine Reihe aufzulösen suchen . Es ist :

x 1 r / sin aAT - 1
a ; COSeC a?= - - = -- 7- ;- r — 1 — 11 - II ;

sm x _ / _ sin a?\ L V x / J ’

/ „ sin a?\ ^ ,
setzen wir nun II — I < ( 1 voraus , was dann der Fall sein wird ,

sin x . ^ , .
wenn ein positiver echter Bruch ist , sonnt x zwischen die Gren -

X

zen — n und 7t fällt , so erhalten wir durch Anwendung des bino¬
mischen Lehrsatzes :

x cosec x
> — n

X < ( + 71



Substituirt man diese Ausdrücke , ordnet nach Potenzen von x , und
dividirt die ganze Gleichung durch x , so bringt man die Reihe für
cosec x ohne Mühe auf die Form :

1 7 31 . I .
— x ~77XJ — ■X° \ X > - 71

1 , 3 , 10 . 21 , l / , (20 )
cosec * = — + — 4 - - ^ + + ..... | » < + »

1 7 31
oder , wenn man die Coefficienten — , — , — , . . . deren Bildungsge -

O 10

setz noch unbekannt ist , mit Uy, U3, TJh — bezeichnet :
1 , Uyx , U3x 3 K L\ x h i fx — 7t

cosec x = -- h —7TT- + ..... 1 . ' (21 )x 2 ! 4 ! b ! | x < ( -j- ,t
COS X

Da endlich cotg x — ——- = cos x . cosec x , so erhält man durchsin x
Multiplikation der Reihen (12) und (20) :

2 8 , 32 . |
1 ¥ * 15 * 2~T X ° \ X > -~ a (22 )

cotg * = — JT gj . . . . ] * < + »
2 8 32

oder , wenn wir die Coefficienten — , — , — , mit Vl7 V3, F5 , . . .ö 10 —1

bezeichnen :
1 V\ x V3x 3 F= x 6 \x (> — 7t. , .

cotg x = --- i f : 2_-- . . . . ^ (23 )* 2 ! 4 ! (>! \x 7t
Die in den Reihen für cosec x und cotg x vorkommenden Coeffi¬

cienten U und F lassen sich durch die aus dem vorigen §. bekannten
Tangentencoefficienten ausdrücken . Bekanntlich ist

2 tg x
so ’ O 'Y« - - --
Ö 1 — tg X*’

oder
1 tg *x 2 1 1

cotg 2x — = — cotg X -- —tg X,
£ Lg X - £

somit :
cotg x — 2 cotg 2x — tg x ;

führt man in diese Gleichung die Reihen (23) und (18). ein , so kommt :
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Vjx V3x 3 Vb x b , 22 V, x 24 F3a;3 26 Vbx b
1 71 "T"2 ! 4 ! 6 ! ' ' 2 ! 4 ! ' (>! ' ""

= T, x + 7| f ! + % f ! + •••■
oder :

(¥ - !¥¥¥ - SW (¥ - £W =

= ^ + ¥ + ¥ + -
somit nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten :

22" F2w_ j 12«—1 _ An—1
( 2 n ) ! ( 2m ) ! ( 2n — 1 ) ! ’

d . i . weil ( 2w ) ! = ( 2 m -— 1 ) ! 2m ,

An —1 — Qi)K An - 1 • (24)
Ferner hat man:

„ 2 1 sin x 2 -f- cos x '2
2cosec 2x = —— — == —- — - ;- = tg x 4 - cotga :,sm 2x sin x cosx sin x cos x
somit :

2 cosec 2a: — cotg x — tg x ,

und nach Einführung der entsprechenden Reihen :

22 Ux x 24 U3 x 3 26 Ub x b Vt x V3 x 3
—2T " + ~ 4!— + — gT~ + + "2T + -TT +

= T X 4 - T* x3 I 5 - 4.
+ 6 ! + •••• + ;{! + 5 ! + ,

hieraus folgt nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten :

22” An - 1 , An - 1 _ ,
( 2m ) ! ( 2m ) ! ( 2m — 1 ) ! ’

setzt mau 111111 in diese Gleichung für V2n—i den Werth aus (24 ) , so
folgt :

2n 22K— 2
U^n—1 Q9ML‘ » | -Ab—1* \ (2b)

Da nun die Tangentencoefficienten 1\ , 7) , 7), , ... sich nach (19)
berechnen lassen , so sind durch die Gleichungen (24) und (25) auch
die Coefficienten der Cotangenten - und Cosekanten - Reihe gegeben ,
wenn man daselbst der Reihe nach n = 1 , 2, 3 , . . . substituirt .



101

C. Cyklomet rische Reihen .

73. In den vorhergehenden Paragraphen haben wir uns damit be-
schäftiget , die Funktionen sin x , cos x u. s. w. in Reihen aufzulösen ,
welche nach den steigenden Potenzen des Bogens x fortschreiten ; stel¬
len wir uns jetzt die umgekehrte Aufgabe , den Bogen durch Reihen
auszudrücken , welche nach den steigenden Potenzen des Sinus , Cosi¬
nus u. s. w. dieses Bogens laufen .

Man bezeichnet bekanntlich überhaupt mit arc sin x , arc cos x ,
arc tg- x , u . s. w. den Bogen , zu welchem x als Sinus , Cosinus , Tan¬
gente u. s. w. gehört . Da jedem Werthe von x , als Sinus etc . betrach¬
tet , unendlich viele verschiedene Bögen entsprechen , so sind die Sym¬
bole arc sin x , arc cos x u. s. w. vieldeutige , und wir werden darun¬
ter im Folgenden den kleinsten Bogen verstehen , zu welchem x als
Sinus , Cosinus etc . gehört . Unter dieser Voraussetzung folgt aus

arc sin x = z I x — sin z ,

aus ave cos x = z | x = cos z u. s. w.*

Dividiren wir Gl. (7) § . 68 durch m , so erhalten wir :

sin mx . m2— l 2 . . , (m2— 12) (m2— 32) .
— sin x -- ——— sin x 3 4 - — -— ———; ; sinx 5— .... ;rn 1. 2. 3 1. 2. 3. 4. o

lassen wir in dieser Gleichung m unendlich klein werden , so kommt :

sin mx . . 1 „ . 1. 32nn -
m = sin x + -—- —- sin x 3-f- -— -—- sin x 5+1. o 1. 1 . o . 4 . o

, 1 . 3 2. o 2 .
+ L 2 7 sm xl + ••• '

Es ist aber , mx — a gesetzt , wo also « mit m unendlich ab¬
nimmt ,

sin mx sin a . . sin a
lim - = lim x - = x um -- = x ,m a a

somit :

H - t ,1 sin x 3 1. 3 sinx 5 1. 3. 5 sin x 7 , z

x = sinx + + 2X 6 - 7- + -~ | ~ (26)

oder , wenn man sin x = z , also x — are sin z setzt :

, 1 «3 1. 3 z» , 1. 3. 5 zi , s- = — 1 zo-71

arcsin, = , + T 3 + — y + [2= + 1 ^
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Da ferner arc sin z + arc cos z — TL ist , wie ans der Bedeutung

{i= +> 8)
dieser Symbole unmittelbar erhellt , so hat man :

7i _ Ir 3 1. 3 z5 1. 3 . 5 a7
2 ~ 23 2 . 45 2 . 4 . 67

Die Gleichung (11 ) im § . 69 nimmt , wenn man sie durch in divi -
dirt , die Form an :

sin mx r (in — 1) (m — 2) ,
- = cos x mI tga ?— — tg' x 3 +

m L 1. 2 . 3

, (?n — ’1) ()« — 2) 0« — 3) 0 » — 4 ) j.
1 . 2 . 3 . 4 . 5 ' g ~ " J '

Lässt man hier m unendlich klein werden , so folgt :
f — ü.

1 1 1 I A
x — tg x — tg x 3 4— — tg x b — tg x 7 4~ I (29 )O 5 i 1 . 7t

r = + -j
oder , wenn tg x — z , also x = arc tg z gesetzt wird :

■r ' + T ^ T ”’ + ■■■■ <■*»
Setzt man in dieser Reihe — an die Stelle von 2 , so kommt :z

♦ 1 _ 1 1 1 I 1 Hj . f3 = + 1 .
a 8 z z 3 r3-+ 5 2ä 7 + — ( ä == 4 - 00 ’

aus der bekannten Relation tg x = —77— folgt aber :
1

cotg X
1 71

arc tg — — arc cotg z = — — arc tg z ;

folglich wird :
, n 1 , 11 11 , 11 fz= 4-1 ,0̂

arc tg z = j - .. . [z == + x , (31 )

welche Reihe für Werthe von z , welche die Einheit übersteigen , anzu¬
wenden kommt , da für solche die Reihe (30 ) nicht mehr convergirt .

Reihen zur Berechnung der Zahl 71.

74 . Die im vorigen § . entwickelten Reihen bieten ein sehr be¬
quemes Mittel zur Berechnung der Zahl 71 dar . Man benutzt hiezu am

JT
vortheilhaftesten die Reihe (29 ) oder (30 ) . Setzt man x = — , so er -

TT
hält man , weil tg — = 1 ist :’ 4
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4 3 T 5 7 T 9

die sogenannte Leibnitz ’sche Reihe , welche jedoch ihrer geringen Con-
vergenz halber zur Berechnung von n unbrauchbar ist .

Eine besser convergirende Reihe erhält man für x = 30° — — ,G ’
sin 30° 1

wodurch tg x — ——= wird : man findet :
ö cos 30° j/ 3 ’

' = i 4 - Oi + i JP - 7J P + - ) -
Das wirksamste Mittel indessen , um stark convergirende Reihen

zu erhalten , besteht darin , dass man einen aliquoten Theil von st, z. B.
7t 71

— oder — in zwei oder mehrere Bögen zerlegt , deren Tangenten durch

einfache Brüche ausdrückbar sind .
71 1

Man setze z. B. ——— p + q und tg ^>= — , so wird :4 2

tg q - tg — pj ■■
> + r * ’

also auch :

— = arc tg — + arc tg 3 ’
somit nach (30) :

= ( 1 I | i + \ + ( l L + J \
\ 1. 2 3 . 2 3 5 . 2 5 7. 2 7 \ i 3 3 . 33 ^ 5 . 35

welche Reihe von Euler herrührt , und zur Berechnung sehr bequem
ist . Legt man die Rechnung auf 10 Dezimalstellen an , wobei von der
ersten Reihe 15 , von der zweiten 10 Glieder in Anspruch genommen
werden , so erhält man :

Ti= 3 , 1415926532
wobei die neun ersten Dezimalstellen richtig sind .

71 1
Setzt man ——= 2p -\- q und tg p = , so wird :4 o

2 t " w 3 ( 71 \ 1
* ^ = v ’ tg q = tg ( t - 2p) = t

und somit :
71 11
—== 2 arc tg — + arc tg - ;4 o (
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also :
71

r ~ 1. 3 3. 33
( 1

1
’ 1. 7 3. 73 5. 7=

D . Potenzen des Sinus und Cosinus eines Bogens ausgedrückt
durch Sinus und Cosinus der vielfachen Bögen .

75. Man setze :

cos x -j- ]/ — 1 sin x — p , cos x — \ — 1 sin x — q ,
so wird :

2 cos x = p + q ( « ) , 2 |/ — 1 sin x = p — q (ß )

pq — cos x 2 -(- sin x 2= 1 . (■/ )
Erheben wir nun die Gl. («) zur mtea Potenz , wo m eine posi¬

tive ganze Zahl bedeuten soll , so erhalten wir .
(2 cos x )m =

p m -f - mp m~ 1 q -\ - PoW '!~ 3 7 2 + ...... + ( o ) P " q m~ - + mpq m~ 1 + q m ,

oder mit Rücksicht auf (•/ ) :

(2 COSx)"‘ = p m-f- mpm~ 2-\- 1~t~ H“( niqm~ 2-j- q™.

Zufolge der Moivre ’schen Binomialformel hat man aber :
p r == . cos rx -|- |/ — 1 sin rat , qr = cos rx — / — 1 sin rx ,

wodurch die letzte Gleichung in folgende übergeht :
(2 cos x)m =

[ cos mx -+- in cos (m — 2) x -f- cos (m— 4) x -f- ... -f-

+ ( cos (in — 4) x + m cos (m — 2) x + cos mxJ

-j- / — 1 [ sintn -c + tn sin (m — 2x ) sin (m— 4) x -f- ... —

— sin (m— 4) x — m sin (m — 2) x — sin wüt! .

In jeder der beiden im zweiten Theile stehenden Reihen sind je
zwei vom Anfang und Ende gleichweit abstehende Glieder einander
gleich , und in der ersten Reihe mit gleichem , in der zweiten mit ent¬
gegengesetztem Zeichen versehen .

Ist nun m ungerade , so ist die Anzahl der Glieder in beiden Rei¬
hen = m -f- 1 eine gerade , welche sich in der ersten paarweise addi -
ren , in der zweiten paarweise aufheben ; daher folgt :
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Für m ungerade : 2’ - 1. cos x m —

cosn ?x + ^ ^ cos (;?i — 2) a; + ^ 2^ COS(m — 4 ) a?—f—.. .. —(—

+
^ n ? 1 ^ cos x ^32 )

Ist m gerade , so ist die Anzahl der Glieder in beiden Reihen
ungerade und es existirt in diesem Falle ein mittleres Glied ; in der

.m m

ersten R die hat dasselbe : cos (m — -n) x — y ^ J , in der zwei -m. 2 2

ten : sin (in — m) x — 0 zum Ausdruck , und da sich die übrigen

Glieder der zweiten Reihe wieder paarweise aufheben , so wird :
Für m gerade : 2m—1. cos x m =

cos mx
cos (m — 2) « -{- ^”)i^ cos (m — 4) x + ____-f-

, in m .

+ cos 2x -j- — (33 )

Erhebt man in gleicher Weise die Gl. (ß) zur m ten Potenz , unter
rn wieder eine positive ganze Zahl verstanden , so erhält man mit
Rücksicht auf (v) :

. . . . +
— / \ / \

(— 1) 2 (2 sin x )m — p "‘ — ( ™I pvi- z 1™\ p ">—4

— ( 2) q + ( ’] ) qW~ 2 — q "l )
(1. i.

in
(— 1) 2 (2 sin x)m —

ĵ cosjnx — cos (in — 2) x -f- ..... + ( l̂ ) cos 0U— - ) x i cos mx

+ / — l ^ sinmx — ^ ™\ sin (m — 2) x -\ - ..... + ^ jsin (?n — sinn ?«

wo die oberen oder unteren Zeichen gelten , je nachdem m gerade oder
ungerade ist . Man hat daher : m—1

Für m ungerade : (— 1) 2 2m~ 1. sin x m= ■

sin mx — sin (?» — 2) x -j- sin («i — 4) « - +
m

( m- l )\ o /
+ ( m— 1 ) . (34 )
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Für m gerade : (—-1) 2. sin xm =

cos mx —

+ ^ cos 2a? + w ( t -)

Man sieht leicht , das diese vier Formeln (32) bis (35 ) bequem in
folgender Weise geschrieben werden können :

Für m gerade oder ungerade :

2”‘—1. cosa :“ = cos mx -\- cos (m — 2) a?+ | ^ jcos (ni — 4) « + ....
Für m ungerade :

ra—1 , v

( — 1) 2 . 2m~~1 sin x m = sin mx — | \ sin (m— 2) x -|-

+ j sin (m— 4) x — ....

Für m gerade :

ÜL ( m\
(— 1) 2 . 2m~ 1 sin xm = cos mx — \ i j cos (m — 2) a?

+ cos (m— 4) x — —

welche drei Reihen mit jenem Gliede Schliessen , welches , das letzte ,
unter dem Zeichen Sinus oder Cosinus einen positiven Bogen erhält
(wobei ein Bogen = 0 als positiv genommen wird ) , und wo vom letz¬
ten Gliede bloss die Hälfte zu nehmen ist , wenn m eine gerade
Zahl .

Mit Hülfe dieser Formeln erhält man :

2 cos x 2 — COS 2a: + 1
4 cos x 3 — cos 3a? -j- 3 cos x
8 cos a?4 = cos 4x 4 cos 2a? + 3

16 cos a’5 — cos 5a? + 5 cos 3a: + 10 cos x
u . s. w.

— 2 sin x 2 = cos 2a? ■— 1
— 4 sin a?3 — sin 3a: — 3 sin a?
+ 8 sin x i — cos 4a: — 4 cos 2x -j- 3
-j- 16 sina ?5 — sin 5a? — 5 sin 3a? 10 sin x

u. s. w.

(") COS (m - 1) x +
/ m \ ,I „ I cos (in - - 4 ) x — . +
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FÜNFTES KAPITEL .

VON DEN TRANSCENDENTEN FUNKTIONEN MIT IMAGINAEREN

VEßAENDERLICHEN .

70. Setzen wir in der Exponentialreihe :
, x , x - x 3 x '1

e* = 1 + T + — + rT -3 + x 2 3 4 + .....

wo e — 2 , 718281 ... die Basis der natürlichen Logarithmen ist , x y — 1
an die Stelle von x , so erhalten wir , wenn der Kürze halber V— 1 — i
gesetzt wird :

x - , x i x 6 , , . T x 3 , x b :
e*' = 1 - 2 ! + 4 ! - 6 ! + ...... + z [ a; - 3 ! + 5 !

woraus durch Vergleichung mit den Reihen (12) und (13) in § . 69
folgt :

ext — cos x + i sin x . (1)
Durch Aenderung des Zeichens von x ergiebt sich hieraus :

e~-xi = cos x — i sin x . (2)

. Wenn man ferner diese beiden Gleichungen einmal addirt und
dann subtrahirt , so erhält man :

Pxi i p—xi
cos x — — - (3)

exi _ _ e- xi (4)
Sill X = ;-2l

Diese vier Gleichungen , von welchen die beiden ersten in die eine
e±xi _ _ cos x -j- i gjn x

zusammengefasst werden können , sind wieder Fundamentalformeln für
die gesammte Analysis . Durch sie wird , wie man sieht , ein Zusam¬
menhang zwischen den Exponential - und trigonometrischen Funktionen
hergestellt . Mit Hülfe der beiden ersten bringt man die Exponentielle
ex auf die Form u + vi , wenn x imaginär wird , während die Gl. (3)
und (4) den Sinus und Cosinus eines reellen Bogens x durch Exponen¬
tialfunktionen ausdrücken . Dass diese Ausdrücke imaginär ausfallen ,
liegt in der Natur der Sache , da sin x und cos x als periodische Funk¬
tionen von x , deren mögliche Werthe zwischen den Grenzen 1 und
— 1 liegen , durch die Exponentielle e—x mit reellem Exponenten ,
welche bei wachsendem x fortwährend zu - oder abnimmt , unmöglich
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ausgedrückt werden kann . Obige Gleichungen sind eben nur soge¬
nannte symbolische Gleichungen ; setzt man in ihnen statt der
Symbole : sin x , cos x , exi, e~ xi dasjenige , was diese Symbole eigent¬
lich bedeuten , nämlich die entsprechenden unendlichen Reihen , so
verschwindet das Imaginäre und die Gleichungen werden augenschein¬
lich identisch .

Bei der Wichtigkeit der Gl. (1) wird es nicht unpassend sein ,
dieselbe noch auf einem zweiten von der Anwendung der Reihen unab¬
hängigen Wege abzuleiten .

Nach § . G2, Gl. (10) ist :
_L

e2 — lim (1 -j- uz) “ [für u — 0] .

Setzen wir in dieser Gleichung , welche wir als die analytische Defini¬
tion der natürlichen Exponentialfunktion ez betrachten können und
deren Ableitung a. a. 0 . von der Beschaffenheit der Grösse z ganz
unabhängig war , z = y + x y — 1 , so erhalten wir :

i

en + xi _ _ ] jm _j_ (iy _j_ ax , iy \

Um diesen Grenzwerth auszumitteln , sei :

1 -f- ay -f- ttx . i = r (cos cp -+- i sin cp) (m)
so wird :

i

ey+ xi — iim r “ . ]im [ cos — -+- i sin — («)-\ «■ K /
Aus (m) folgt aber :

1 -j- uy = r cos cpi ux = r sin cp (p )
somit , wenn man quadrirt und addirt :

y
r = [ i -+■2ay + «2 (X + y2) } 2 ;

setzt man nun noch Kürze halber 2uy -f- a2 (x 2 -f- y2) = ß , wo also ß
eine mit « unendlich klein werdende Grösse ist , so wird :

- s —1 s 2 Al
lim r a = lim | [ 1 + 2«y + (x 2 + )/2) ]2aj = lim | [ (1+ ß)ß ]2“j =

f 1 } t - (lS + #ä)l A lim si/+ f (*2+ 3f2)l

= lim [ [(1+ ß,*'1] | = lim [(l + j3) rl ] L
es ist aber :

lim (1 + fl) fl = e , lim ~ (x 2 + y2) \ = y ,

somit :
i

lim r a = e» . (?)
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Aus den 61. (p ) erhält man ferner durch Division :
ax

woraus zuvörderst erhellt , dass q ein mit u unendlich abnehmender
Bogen ist . Multipliciren wir diese Gleichung - mit der offenbar iden¬
tischen :

q 1 1 q

so erhalten wir

cos Cs.
a tg q, u sm cp

cp q
— — — . COS q .a sin q 1 -(- ay

und wenn wir a und somit auch q unendlich klein werden lassen , we-
Cs cc

gen lim ~ — = 1 , lim cos op= 1 , lim — ; = x :
° sin q ’ T l + cty

lim — = x :
a

hiemit wird nun lim ( cos —— f- i sin — \ = cos x + i sin x , welcher\ a a I
_i

Werth , sammt jenem von lim r “ aus (q) in (n) substituirt ,

ey+xy/ —1 __ gy ĉog x i sin x 'f (5 )
giebt . Aus dieser , allgemeineren , Gleichung geht die Gl. (1) wieder
hervor , wenn man y — 0 setzt .

Diese Ergebnisse lassen sich auch leicht auf die Exponentielle a z
übertragen , wo a eine beliebige , jedoch reelle und positive Zahl be¬
deutet . Denn da dem Begriffe der Logarithmen zufolge a = ela ist .
so hat man az — ezla; setzt man in dieser Gleichung z — y -f- xi , so
wird nach (5) :

a y + xi _ gyla + xla . i _ gyla [ CQS , gjn

und folglich , da &la = (ela)v = ay ist :
ay+ xi — ay |-cos _|_ i sjn (xla ) \ (6)

Mit Hülfe der Gl. (5) beweist man nun leicht , dass die in der
Gleichung eu. eu — e“ + ausgesprochene für reelle Exponenten gel¬
tende Eigenschaft auch für imaginäre Exponenten gültig bleibt . Denn
zufolge der Gl. (5) ist :

ey+xl. eii +x' i — ey (Cos x + i sin x ) . ey (cos x -)- i sin x )
— ev+ v' [cos [x _j_ x ’') _j_ i s in (x _|_ as') ] ,

d. i. wenn man für den 2ton Theil die Gl. (ö) nochmals von rückwärts
in Anspruch nimmt :
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ev+ xi ■en i = ev+ '•>’+ (x+ *9‘ .

17. Setzt man in (1) x -\- 2m an die Stelle von x , wo r eine posi¬
tive oder negative ganze Zahl bedeuten soll , so erhält man :

cos x -J- i sin x = e(*+ irn'>*; (7)
aus dieser Gleichung folgen , wenn man der Reihe nach statt x die

TI
Werthe 0 , n und — setzt , die Relationen :

+ 1 = eir7ti, (8)
— 1 = e(2r + l ) ni ^ ^

4r + 1 .

y= i = e— *•; (io)
die letzte dieser Gleichungen führt noch , wenn man beide Theile der¬
selben zur Potenz mit dem Exponenten j/ — l — i erhebt , auf den merk¬
würdigen Ausdruck :

■/ ZZi 4r + 1

(>/ =ri ) • ;

die Grösse : i ' hat daher unendlich viele reelle Werthe , deren einfach¬

ster (für r — 0) = e~ 271 ist .

78. Sind u , v , reelle Grössen , welche der Gleichung eu = v Ge¬
nüge leisten , wo e — 2 , 718 ... , so heisst bekanntlich u der natürliche
Logarithmus von v. Diese Definition wird unverändert beibehalten ,
wenn u und somit auch v imaginäre Grössen sind , so dass also die
Gleichung

ey + xi _ _ p _|_

unmittelbar die folgende :
y -f- xi = l (p + qi)

nach sich zieht und umgekehrt . Hieraus folgt sogleich , dass die Glei¬
chung lz + lz = l (z. z ) , so wie alle daraus folgenden Eigenschaf¬
ten der Logarithmen gültig bleiben , wenn z und z imaginär werden .

Nehmen wir von beiden Theilen der Gleichungen (8) und (9) des
vorigen § . die natürlichen Logarithmen , so erhalten wir :

/ (+ 1) = 2rn |/ = i (11)
Z(— 1) = (2r + 1) n / — i , (12)

wo r eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet . Diese
Gleichungen zeigen , dass dem Logarithmus der positiven Einheit
unendlich viele Werthe zukommen , welche bis auf einen , — 0 , wel¬
cher dem Werthe r — 0 entspricht , sämmtlich imaginär sind. Eben so
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liat der Logarithmus von — 1 unendlich viele , jedoch bloss imaginäre
Werthe .

Da ferner + ci = (-)- 1) . a , — ci = (— 1) . « ist , wo das a im
zweiten Theile dieser Gleichungen den Zahlenwerth der im ersten
Theile derselben stehenden Grösse + a vorstellt , so hat man :

Z(-{- «) = l (a) -)- Z(-f- 1)
l (— a) — l(a ) + Z(— 1) , (13)

woraus mit Rücksicht auf die Gl . (11) und (12) hervorgeht , dass jeder
positiven oder negativen Zahl a unendlich viele Logarithmen zugehö¬
ren ; unter diesen befindet sich ein reeller , wenn a positiv ist ; ist ci
negativ , so sind sie sämmtlich imaginär .

Betrachten wir jetzt den Logarithmus einer complexen Zahl . Da

y i x K— i — (+ i ) (y i x y — i )
und — y + x ]/ — 1 — (— 1) (y + x V'— 1) ,
so hat man :

l (y + x / — 1) — l(v + xi ) + Z(+ 1) 1
i {—y + xV —i )= Ky + xi) + i(— l ) , '

so dass es also nur darauf ankommt , l/ y + xi ) zu finden , wo y eine
reelle positive Zahl bedeutet .

Setzen wir nun :

y i xi = e (cos cf 4- i sin <jp) , («)
so wird :

Ky i xi ) — Iq + Z(cos cp + i sin cp) = Iq + l . e - ’i‘l ,
d. i.

I (,j + xi ) — Iq -j- cpi;

aus (n) folgt aber n — )/ x 2 + yä, cp— arc tg — ; somit hat man :

Ky dZ xi ) = lV x * -j- y2 + * arc

Setzt man diesen Werth in (?«) , so erhält man mit Rücksicht auf Gl.
(11) und (12) :

/- cc
l (y + _xi ) — l y x 2 + y2 i arc tg f- 2rni (14)

yj

/ ■ _ OC
K— y + xi )— ly x* -f- y2 + *ai'c tg ~— f~(2r+ K (15)

Für r — 0 folgt aus (14) :

l {y 4^ xi) = iKx 2 -j- y '2 + i arc tg —— (IG)

in welcher Form der Ausdruck des Logarithmus einer imaginären
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y gültig ist .

79 . Setzt man in den 61 . (3) und (4 ) § . 76 , u -f - ßi an die Stelle
von x , so erhält man :

e«i- ,9 -|- e- c,i + ß
cos (a + ßi) =

sin (a + ßi) —

•j

eai ~ ß — e~ ai + ß
2 i

zerlegt man die in den Zählern erscheinenden Exponentialgrössen in
Faktoren , setzt also eai ~ ß = eai. e~ ß , u. s . w . und führt für eci , e~~ a’
die Werthe nach 61 . (1) und (2 ) ein , so erhält man :

/ i i -\ " H e ~ !ß ■ e ß —
cos ( « + ßi ) = - 2 cos a — 1 - 2- ’ 1 K’

i y \ eße ~ ß . . eß — e~ ß .
sm ( u -j- ßi ) = - g sin « + i —— - cos « . (18 )

Hieraus folgt für « = 0 :
eß + e~ ß

cos ßi — - ( 19 )

cß 6—ß
sin ßi — - , (20 )

und wenn man diese Werthe in die Formeln (17 ) und (18 ) zurücksetzt :
cos (« + ßi) = cos « . cos ßi — sin « sin ßi , (21 )
sin (« + ßi ) = sin a cos ßi -f- cos a sin ßi . (22 )

Mit Hülfe der Gl . (17 ) und (18 ) bringt man die Funktionen sin x
und cos x auf die Form u vi , wenn x imaginär wird ; die 61 . (21 )
und (22 ) hingegen zeigen , dass die für reelle Werthe der Bögen a , L
geltenden Fundamentalformeln der Goniometrie :

cos (« -f- b) = cos a cos b — sin a sin b ,
sin (,a + l ) — sin a cos b -)- cos a sin b

und mit diesen alle andern goniometrischen Formeln auch für imagi¬
näre Werthe der Bögen in Kraft bleiben .

Aus den Gl . (17 ) und ( 18 ) übersieht man sogleich , dass auch die
Funktionen arc cos x und arc sin x sich auf die Form u vi bringen
lassen , wenn x imaginär wird . Denn setzt man in (17 ) :

eß + e~ ß eß — e~ ß .
cos a — u , - r n a = v (»i)

so erhält man cos (« ßi) = u — vi , woraus

arc cos (u — vi ) — « + ßi

folgt , wo nun die reellen Grössen « und ß mittelst der 61 . (m) durch u
und v ausgedrückt werden können . Dasselbe gilt für sin (w vi ).
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Fasst man die Resultate der vorstehenden Paragraphen zusam¬
men , so gelangen wir zu dem Schlüsse , dass

1) die Funktionen : a.x, Ix , sin x , cos x , arc sin x , arc cos x und
somit auch die aus diesen zusammengesetzten , sich immer auf die Form
« + vi bringen lassen , wenn die Variable x imaginär wird ;

2) die wesentlichen Eigenschaften , welche diesen Funktionen für
reelle Werthe der Veränderlichen zukommen , unverändert in Geltung
bleiben , wenn diese imaginär werden .

Da wir in § . 48 in Bezug auf algebraische Funktionen zu demsel¬
ben Resultate gelangt sind , so Schliessen wir , dass überhaupt jede
wie immer gestaltete Funktion imaginärer Veränderlichen auf die Form
« + vi gebracht werden kann .

80. Aus den bisher gewonnenen Formeln lassen sich noch andere
Gleichungen entwickeln , welche in der Analysis häufige Anwendung -
finden . So ist klar , dass sich mittelst der Gl. (3) und (4) jede trigo¬
nometrische Funktion durch Exponentialgrössen ausdrücken lässt .
Man erhält z. B. durch Division derselben :

1 pX.i _ p—xi 1 p2xi _ 1te- x — — __ __ - = — _ - -» 723')
i exi + e~ xi i e2xi + 1 ’

woraus wieder :
1 -|- i tg x
1 —- i tg x ’

p2zi (24)

und hieraus , wenn man zu beiden Seiten die natürlichen Logarithmen
nimmt :

1 j 1 -p i tg x
1 — i tg xx — — l — ( 25 )o./ 1 xv. v '

folgt . Die letztere Gleichung führt , wenn man den Logarithmus nach
Gl. (6) , § . 64 , in eine Reihe entwickelt , wieder auf die Reihe (29),
§ . 73 zurück .

Setzt man in (25) tg x = z , so wird x = arc tg z , somit :

arctg z = h l T= 7i ’ (26)
?/

und wenn wir hier zi = — y , daher z — —— — yi setzen :

arctg . (27)

Diese und ähnliche Formeln dienen dazu , um von Funktionen der einen
Gattung auf Funktionen einer andern Gattung überzugehen . Es ereig¬
net sich sehr häufig , dass ein Ausdruck unter gewissen Umständen

Herr , Höh . Mathematik , 1. ö
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eine imaginäre Form erhält , die jedoch nur scheinbar ist , und mit
Hülfe obiger Relationen beseitigt werden kann . Es sei z. B.

1 , 1 / 6z = _ arc tg x 1/ —
V ab ' a

So lange die Grössen a und b gleiche Zeichen haben , kann der Werth
dieses Ausdruckes für jeden Werth von x berechnet werden ; giebt man
aber z . B. der einen dieser Grössen , etwa 5 , einen negativen Werth ,
während « positiv bleibt , so erhält der Ausdruck eine imaginäre Form :

1
arc tg x 1 / b 1 1 / b ,- -1/ -- = /___—t ~= al'c lgx 1/ - V—1>V « 1/ab. 1/—1 y «/ — ab ° r a / ab . / — l

hat aber nichtsdestoweniger einen reellen Werth , welcher jedoch aus
dieser Form nicht gefunden werden kann . Setzt man aber in Gl. (27 )

= x V/ — , so findet man :a ’

1 r
arc tg x ] / - . i/ ZTT — L = l _ * — — L _ / a ~ ^Va 2\/—l 1_lrX\ / b_ 2y—1 /a+xf/b’

y a
welcher Werth in dem letzten Ausdrucke von z substituirt das reelle
Resultat :

1 ^ (/ a — x j/ b
2 Vab f/ a + x f/ b

liefert .

Eine andere nützliche Anwendung gestatten die Formeln (1) bis
(4) bei der Summirung von Reihen , welche nach den Sinussen oder Co¬
sinussen der Vielfachen eines Winkels fortlaufen , wenn die Coefficien -
ten der Sinusse oder Cosinusse mit den Coefficienten bekannter Potenz¬
reihen übereinstimmen , indem man die Sinusse oder Cosinusse mittelst
der Gleichungen (3) und (4) durch Exponentiellen ausdrückt . Folgende
Beispiele werden das Verfahren deutlich machen , und zugleich einige
häufig vorkommende Reihenentwickelungen liefern .

1) Die Reihe

V = 1 + - cos cf + ^ “2 cos 2rp + 1 ,y -,j ; 3 cos 3 (f + . . . .

zu summiren . Nun hat man nach (3) :

cos <jf = * (e'l * -f- cos 2<p — (e-'i ' + e—s*?2) , u. s. w. ;

setzt man diese Ausdrücke in die gegebene Reihe , so erhält man :
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% = [ l + z* * + j ~- (ze*' )2 + T- i - 5 (« * )s + . . . . |

+ [x+ ze~(li+ j ~§(ze~9i)*+ .....1’
beide Reihen gehen aus der Reihe

ec = 1 + on+ ~ + . . . .

hervor , ■wenn man statt x beziehungsweise zeß' und ze~ '>‘ setzt ; folg¬
lich ist :

m — qi

2y ßZ. e _|_ ez. e ——ßZ(cosy + *sin qp) _|_ g«(cos q—i sin q)-

_ cos 9 | e z sin g: i _ |_ ß~ z sin 9 . i | — 2e » «®» 9 . COS ( .Z sin cp) .
Man hat daher :

l + 5 cos cp+ z'2cos 2qr-f- ^ * ,- - 3cos 3cp+ ---- =
= eICOS*'. cos (2 sin qi). (28)

Für 2 = 1 folgt hieraus :

1 + cos <p + - ° S 2^' + 'j °2 + ..... = ecosv. cos (sin cp). (29)
2) Durch eine ganz ähnliche Rechnung findet man :

2 2 z 3

z sin cp-(- 1-— sin 2cp-+- ■ - sin 3qp+ .... = t3C0S<''. sin (2 sin qn) (30)
und für 5 = 1 :

sin cp+ 81“ ^ + ..... = ecos"• sm (sin cp). (31 )
Die Gleichungen (28) bis (31) gelten für jeden Werth von cp und

5 von — oo bis -f- * . Denn die vorgelegten Reihen wurden dadurch
summirt , dass wir in der Exponentialreihe :

e* = 1 + x + ~ + . . . ,

welche für jeden Werth von x von —- x bis -(- oo convergirt ,
ze = 2 (cos cp+ i sin cp)

an die Stelle von x treten liessen ; aus den in § . 53 angeführten Grün¬
den convergiren aber die dadurch entstehenden Reihen für jeden Werth
des Modulus 2 , wobei es auf den Werth von cp nicht weiter ankommt ,
wodurch die obige Behauptung gerechtfertiget wird .

3) Um die Reihe

ij — z sin cp-|— 22 sin 2cp + -5- z3 sin 3cp+ ■•■■u ö

zu summiren , bringt man sie zunächst durch Umsetzung der Sinusse
in Exponentialgrössen auf die Form :

8 *
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2 / — l . y + y (ze*' )* + y (« *' )* + ......]

— £ze - *‘ + y (ze- *1)2 + j (ze~ <H) 3+ J

Nun ist [§ . 63 , Gl. 3] :

/(I - ®) = - (* + y x2+ t x3+ - ■) u = + S
somit :

2 V— l -y — — 1(1 — ze**') + 1(1 — ze- *') —

__ ^1— ze—i ' _ ^1 — ^ cos g + iz sin cp
1— ze'11 1— z cos cp-— iz sin cp

! + i z *[n <r ..
_ ; 1 - Z COS cp

1 — z cos g

und wenn inan auf den im 2ten Theile stehenden Logarithmus Gl. (27 )
in Anwendung bringt :

/ - - / - z sin cci
2 V— 1 . y — 2 V — 1 • arc tg - —

■z cos cp
Man hat also :

C = + i (32)
y = arC *8 llHo lg = z sin * + y 52 sin 2(f + I

-+- y z3 sin 3g + ---- ' +

wobei sich die angesetzten Grenzen auf ähnliche Weise wie oben
rechtfertigen lassen .

Hiedurch ist , wie man sieht , die häufig vorkommende Aufgabe
gelöst , eine Grösse y , welche durch eine Gleichung von der Form :

z sin cpt;r y = - -—
1—z cos cp

gegeben ist , in eine Beihe zu entwickeln , welche nach den Sinussen
der Vielfachen des Bogens cp fortschreitet .

4) Eben so findet man für die Beihe :

y — zc,oscp— * r 2 cos 2g -i— i - z3 COS 3g z4 COS 4g + ....

ty — [ ze"* - y (zef ' Y + y ( zef ' Y — j

+ [ z «r -» ‘ — y (ze - vy + y (^ ‘) 3 — ]
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d. i. mit Rücksicht auf Gl. (2) , § . 63 :

2y = l {l fl- ze*') fl- 1(1 fl- ze~ ‘1')
— ; [1 fl- 2 {e9' fl- e~ f f) fl- 22] = 1(1 fl- 22 cos <p fl- r2) ;

folglich :

= + r m
l f/ 1 + 2z cos <jp fl - z2 = « cos cp z2 cos 2cp I ^

1 ' 1- i
fl- — r3 cos 3cp— ....

5) Mit Hülfe der Entwickelung (32) lässt sich auch die häufig vor¬
kommende Aufgabe auflösen , wenn eine Gleichung von der Form

tg-y = n tg cp

gegeben ist , y in eine Reihe zu entwickeln , welche nach Sinussen der
Vielfachen des Bogens cp fortschreitet . Denn es ist :

. . tg y — tg cp (n — l ) tga (n — 1) sin cp. cos cp
( y er ) — —- - -—— - - 1— - - -- -- — ——
w * 1 fl- tg y. tg cp 1 + ntgqp2 cos cp2fl- n sin cp2

_ i (w— 1) sin 2qp (n — 1) sin 2g; _
T fl- 4- cos 2(p fl- » (4 — fl- cos %') (« fl- 1) — (n — 1) cos 2cp

n— 1 • o— -——sin 2»
rafl- 1

i 11— 1 .)1 — ■—:——cos 2cp
n fl- 1

wendet man nun auf die Gleichung :

n — 1
ei fl- 1

tg {y — <p) = -
sin 2g>

1 n — 1 o
1 -- • COS 2 <pwfl- 1

die Entwickelung (32) an , so erhält man :

, n — 1 . 0 , 1 / M— 1\ 2 . , ,
y = 9 > + ^ + i 8m 8ra4 v + | n = = 0

i i l n — 1 \ 3 - r-
+ äln + lj Sm 6 V +

\ (34)
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SECHSTES KAPITEL .

THEORIE DER ALGEBRAISCHES GLEICHUNGEN .

A. Gleichungen mit einer Unbekannten .

81. Es hat im Allgemeinen keine Schwierigkeit , den Werth anzuge¬
ben , welchen eine Funktion von x , y — f (x) für einen bestimmten
Werth von x annimmt ; es bedarf hiezu nur der Substitution des gege¬
benen Werthes von x in den Ausdruck fix ) , wobei es in vielen Fällen
von Vortheil , oft auch nothwendig sein kann , denselben vorher in eine
unendliche Reihe umzuformen .

Mit bei weitem grösseren Schwierigkeiten ist im Allgemeinen die
umgekehrte Aufgabe verknüpft , nämlich :

den Werth , oder wenn deren mehrere existiren soll¬
ten , die Werthe von x zu finden , welche einer gegebe¬
nen Funktion von x , fix ) den Werth Null ertheilen , oder
mit anderen Worten , welche der Gleichung

fix ) —- 0
Genüge leisten *).

Durch diese Gleichung ist , wenn sie nicht identisch für jeden
Werth von x erfüllt ist , welche Voraussetzung jetzt ausgeschlossen
bleibt , der Werth von x bestimmt ; diesen Werth finden , heisst die
Gleichung auflösen . Die Grösse x hat hiebei den Charakter einer
Veränderlichen verloren und tritt als Unbekannte auf .

Die Gleichung fix ) — 0 wird eine algebraische oder transcen¬
dente genannt , je nachdem f {x) eine algebraische oder transcendente
Funktion von x ist . — Mit der Theorie der algebraischen Gleichungen ,
einem der wichtigsten Theile der Analysis , werden wir uns in diesem
Kapitel beschäftigen ; sie entwickelt eine Reihe der merkwürdigsten
Eigenschaften dieser Gleichungen und gründet darauf verschiedene
Auflösungsmethoden derselben . Eine Theorie der transcendenten Glei¬
chungen in demselben Sinne besitzen wir nicht , was aus der Natur
dieser Gattung von Funktionen und ihrer unendlich mannigfaltigen

*) Anmerkung . “Die Aufgabe , einen Werth von x zu finden , für welchen die
Funktion f (x) einen beliebigen Werth = a erhält , lässt sich immer auf die oben
ausgesprochene zurückführen , wenn man f (x) — a = <f (x) setzt , und nun die Glei¬
chung q (x) = 0 behandelt .
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Form sich erklärt ; wohl aber Methoden zur Auflösung derselben , auf
deren einfachste wir am geeigneten Orte zu sprechen kommen .

I . ALLGEMEINE EIGENSCHAFTEN DER ALGEBRAISCHEN

GLEICHUNGEN .

82. Eine jede algebraische Gleichung mit einer Unbekannten x
kann , indem man die Brüche , in deren Nenner x vorkommt und die
Wurzelgrössen , welche x unter dem Wurzelzeichen enthalten , weg¬
sehnst , auf die Foiyn :

x m -|- A\ x m~~ 1 -j- A., x m~ 2 -f- ...... + Am—i x -f- Am — 0 (1)
gebracht werden , und heisst dann geordnet . Der Exponent m
der höchsten Potenz von x ist eine positive ganze Zahl und be¬
stimmt den Grad der Gleichung . Die von x unabhängigen Grössen
At , A2, .... Am lieissen die C o e fficienten der Gleichung und können
im Allgemeinen reelle positive oder negative , ganze oder gebrochene ,
rationale oder irrationale oder auch complexe Zahlen und zum Theil
auch = 0 sein .

Das in der Gl. (1) links vom Gleichheitszeichen stehende Poly¬
nom ist , wie man sieht , eine ganze rationale Funktion von x und wird
das Gleichungspolynom genannt und in der Folge häufig der
Kürze halber mit f (x ) oder X bezeichnet werden . Eine Gleichung vom
)»ten Grade kann höchstens m 1 Glieder haben und heisst dann eine
vollständige ; fehlen mehrere Glieder , d. h . sind einige der Coefti-

• cienten = 0 , so nennt man sie unvollständig .
Jeder Werth , welcher für x in das Gleichungspolynom substituirt ,

dasselbe auf Null reducirt , also der Gl. (1) Genüge leistet , oder sie
identisch macht , heisst eine Wurzel der Gleichung .

So ist 5 eine Wurzel der Gleichung x —- 5 = 0 und zugleich die
einzige Wurzel dieser Gleichung vom l ten Grade . Die Gleichung vom
2ten Grade :

x 2 -J- Ai x -(- A2 = 0
hat , wie aus den Elementen bekannt ist , zwei Wurzeln , welche durch
die Formel :

* = — y

gegeben sind . Wir Schliessen hieraus , dass eine Gleichung von höhe¬
rem Grade überhaupt mehrere Wurzeln haben kann . Sie können reell
sein , wie in obiger Gleichung x — 5 = 0 , oder imaginär , wie z. B.
die Wurzeln der Gleichung x 2 —• 2x -j- 4 = 0 , für welche man
x = 1 + ]/ — 3 findet .
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Die Wurzeln einer vorgelegten Gleichung bestimmen , heisst die
Gleichung auflösen . Die Auflösung der algebraischen Gleichungen
eines beliebigen Grades ist das eigentliche Problem dieses Kapitels .
Bevor wir jedoch zur Darstellung der zu diesem Zwecke erfundenen
Methoden schreiten , müssen wir einige der wichtigsten allgemeinen
Eigenschaften dieser Gleichungen kennen lernen und vor allem die
Frage beantworten , ob überhaupt jede Gleichung mit einer Unbekann¬
ten eine — wenn auch imaginäre Wurzel — haben müsse .

Anmerkung . Setzt man das Gleichungspolynom f (x) = y , und be¬
trachtet x und y als veränderliche Grössen , so kann man nach § . 14 die
Funktion y — f (x) construiren , indem man die Werthe von x als Abscissen ,
jene von y — f {x) als Ordinaten behandelt . So oft die entstehende Curve
die Abscissenaxe schneidet , eben so viele reelle Wurzeln hat die Gleichung
/ (*) — 0 , und es sind die reellen Wurzeln durch die Abscissen der Durch¬
schnittspunktegegeben , da für jeden solchen Punkt die Ordinate y = f (x) = 0
ist . — Fig . (1) ist [§ . 14] die geometrische Darstellung der Funktion :

y — x3 + 2a!2 — bx — 3 ;
die Curve schneidet die Abscissenaxe in den drei Punkten a , b , c und die
Wurzeln der Gleichung xs 4- 2a;2 — bx — 4 = 0 sind demnach :

x, — Aa — 4- 1, 8 ; x3= Ab = — 0 , 5 ; x3 = Ac = — 3 , 2 ,
wo die Zahlen genäherte Werthe sind , welche sich ergeben , wenn man
die Strecken Aa , Ab , Ac mittelst der angenommenen Längeneinheit Al
misst . — Die Curve , auf welche die Construktion der Gleichung :

y = x2 — 2a; 4- 4 = 0
führt , schneidet die Abscissenaxe nicht , daher auch dieser Gleichung
keine reellen Wurzeln zukommen .

83. Jede Gleichungvom mten Grade :

f (x ) = x"‘ + Ai + .4 * " - * + ..... + Am = 0 (1)
deren Co efficienten beliebige reelle oder imaginäre
Grössen sind , hat wenigstens eine Wurzel von der Form
x = pq / — 1 , wo p und q bestimmte reelle Grössen
sind , und q auch = 0 sein kann .

Beweis . Substituiren wir in dem Gleichungspolynom an die
Stelle von x die Grösse p -j- q y — 1 , wo p und q noch unbestimmte
reelle Grössen bezeichnen , so erhalten wir :

f {p + q ]/ ~ i ) = {p + q {p + q + Am. (2)

Entwickelt man die angezeigten Potenzen nach dem binomischen
Lehrsätze , wodurch man eine Anzahl theils reeller , theils imaginärer
Glieder erhält , und bezeichnet die Summe aller reellen Glieder mit M,
jene der imaginären , unter Absonderung des gemeinschaftlichen Fak¬
tors ]/ — 1 mit N \f — 1 , so nimmt Gl. (2) die Form an :
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f (p + q / — 1)= M + N Z~ 1 , (3)
wo M und W offenbar reelle Funktionen von p und q sind . Sei R der
Modulus der imaginären Grösse M -f - W Z— 1 , so ist [§. 45 ] :

R = V M* -j-WW

und demnach R ebenfalls eine Funktion von p und q.
Denken wir uns nun den Grössen p und q alle reellen Werthe von

— co bis -f- * beigelegt und diese Werthe auf alle möglichen Weisen
zu zweien combinirt , so wird offenbar auch der Modulus R unendlich
viele verschiedene Werthe erhalten , unter welchen — da derselbe
immer positiv genommen wird — nothwendig einer der kleinste sein
muss . Bezeichnen wir mit p 0 und q0 jene besonderen Werthe von p
und q , welche diesen kleinsten Modulus erzeugen , diesen selbst mitl ?0,
und setzen wir :

APo + % V— 1) = M0 + W0 f/ = T (4)
also :

R() = V jv + iv-«*' (5)

wo demnach M{) + -̂ o Z— 1 das Resultat der Substitution der Grösse
Po + Io Z— 1 *n das Gleichungspolynom bezeichnet .

Wir behaupten nun , dass dieser nothwendig exi stire nde
kleinste Modulus R0 = 0 sein muss .

Um dieses zu beweisen , werden wir zeigen , dass die Voraus¬
setzung , der kleinste Modulus R0 sei von der Null verschieden , auf
einen Widerspruch führe , indem man nämlich in diesem Falle für x
immer einen Werth p0 + q0 Z— 1 + z substituiren und das z so wäh¬
len könnte , dass das Substitutionsresultat einen kleineren Modulus als
Ro bekäme .

In der That , nehmen wir an , der kleinste Modulus R0 sei nicht
= 0 , so wird auch die Grösse J/ 0 + w0 Z- i einen von 0 verschie¬

denen Werth haben ; setzen wir also x = p a -J- q0 / •—-1 + z , wo z
im Allgemeinen von der Form 1 + fi Z— I ist , so erhalten wir :

ÄPo + qo Z~ 1 + z)= (p 0+ q0 Z~ 1+ z)m+ Ax(Po+ r/oZ^ l
H— h •••• + ,

und wenn wir die Potenzen entwickeln und nach den steigenden Po¬
tenzen von z ordnen :

f (Po+ qo V— i + z) = T0 + T, z + + .... + *— *+ (6)
Setzt man in dieser Gleichung z — 0 , so kommt :

APo + Qo Z— l ) = T0,



122

und somit wegen Gl. (5) :
T0 = M 0 + N 0 V ~ ;

die übrigen Coefftcienten 7\ , T, 1 ---- Tm̂ y sind ebenfalls Funktio¬
nen von p0, jo , und der Coefftcienten der Gl. (1) und von der Form

« + ß Z — 1 1 au f deren Werthe es weiter nicht ankommt , und die mit
My + N\ T , M, + N l/ ^ l u . s. w. bezeichnet werden mögen ,
so dass also die Gl. (6) folgende Form erhält :

f (P0 + A) Z - 1 + z) = Mo + / - 1 + (My + Z — 1 ) z +

+ (il/ o + N 2 >/ = ! ) z* + ... + z" , (7)

oder , wenn man im zweiten Theile M0 iVj, Z — 1 als Faktor heraus¬
hebt :

f (Po + 7o Z— 1 + z) — ( M0 -j- N0 Z— 1 ) jl + 1 /- -z +1 -l' o + 01 1

M, + No l/ ^ T zm 1
-I L— ~ r . - *2 4 - ... -I-- i_ _ 1 (8)

J/ 0 + iVo K- 1 M0 + iY0 lj
Bezeichnen wir nun mit R’ den Modulus des zweiten Theiles die¬

ser Gleichung , mit p den Modulus des Faktors :

l I + ! !±SS , + 5 ± ^ = Cm - ... + o )
l + M„+ xJ -1 M . -t- .' U - 1 +

so ist , da A’0 der Modulus des andern Faktors d/ 0 + N Z— 1, [nach
§• 47 ] :

R’ = R0. q . (10)

Ueber die Grösse z können wir nach Belieben verfügen ; bestim¬
men wir sie also aus der Gleichung :

" l + ÄJEL = - «, ,„aaB, , = - . ^ L+ jV5
M 0 + iV0 Z — l My + iV, |/ — 1

wird , wo s eine kleine reelle positive Grösse sein soll , und substitui -
ren wir diesen Werth von z in dem Ausdrucke (9) , dessen Modulus q
ist , so erhält derselbe die Form :

1 — s 4~ t2 k -j- i :! fc|i -|- s4 k., -f- ..... tm km—2,

wo fc, 7i’i , k.2, ... km- 2 Coefftcienten von der Form « + ß Z— i sind , auf
deren Werthe es weiter nicht ankommt .

Bezeichnen wir ferner mit r , r (, r ä, .... n„_2dieModuli dieser Coefß -
cienten , so sind [§ . 15] :

1 — 8, s2r , e3ry, e*r2, ...... tmr„,_ .2
die Moduli der Grössen :
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1— 6, s2k , E3ky, £4&2, .....
und man hat , da [§. 47 ] der Modulus der Summe mehrerer Grössen
kleiner als die Summe der Moduli derselben ist ,

'<-< 1 — t + e*r + £3?’i + t4 r., + .... -f- «”‘rra_ 2
oder :

Q<C 1 — (f — s2r — iV , — £*rä— .... — smrm_ 2). (11)
Nun kann man aber [§ . 16 , k) e immer so klein wählen , dass :

£O e'2r + t3)-, + 44;-, -f- ..... + tmrm—2;
dann ist aber

4 — 42r — t 3rj — 44r2 — — «”'rTO_ 2

eine positive Grösse , folglich wegen (11) :
(>Cl -

Ist aber q < ( 1 , so ist in Folge der Gl. (10) auch R O -ßo •
Es ist aber R der Modulus des Substitutionsresultates von :

x = Po + (Ja / — 1 + - ,

und nach dem eben bewiesenen kann , wenn R0 nicht = 0 ist , 5 immer
so gewählt werden , dass R < ( R0 wird ; dann wäre aber ii 0 nicht der
kleinste Modulus. Die Voraussetzung , dass der kleinste Modulus R0
von 0 verschieden ist , führt also auf einen Widerspruch ; derselbe
muss also = 0 sein .

Ist aber iü0 — 0 , so ist auch R02 = M02 -f- N02 — 0 , somit,
weil die Summe zweier wesentlich positiver Grössen nur dann = 0
sein kann , wenn jede für sich der Null gleich ist , auch M0 = 0 und
iV0 = 0 , und folglich auch :

M0 + iV0 Z—L= 0 ;
es ist aber M0 N0 Z'— 1 das Resultat der Substitution von :

x = Po + % V— 1

in die Gl. (1) , somit jp0 + qa Z— 1 eine Wurzel dieser Gleichung .
Es könnte der Fall eintreten , dass My -f - IN7] Z— 1 und auf gleiche

Weise mehrere Coefficienten der folgenden Potenzen von z in (8) ver¬
schwinden . Bedenkt man nun , dass die Coefficienten sämmtlicher Po¬
tenzen von z in (8) nicht — 0 sein können , weil in diesem Falle

f (po + 9o ^ — 1 + z)

der constanten Grösse M0 + N0 Z— l gleich würde , also wegen der
Unbestimmtheit von z das Gleichungspolynom f (x) für jeden Werth
von x denselben Werth erhielte , was ungereimt ist ; so sei

Mn + W„ [M

d/o + wu Z— 1
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das erste nicht verschwindende unter den Gliedern des Faktors (9),
und man setze :

+ 2n=_ }a]so*=8J7Z
M0 + K0 |/ — 1 r Jf . + Nn ]/ — 1 ’

wo s abermals eine kleine reelle positive Grösse bedeutet . Substituirt
man nun diesen Werth von z in den Faktor (9) , so erhält derselbe
die Form :

1 — «" + «n+ 1 fc„+1 + P*+2 kn+2 + + km. '
Bezeichnen wir den Modulus dieser Summe , wie oben , mit o , mit

rn+l , rn+2, .... r m aber die Moduli der Coefficienten , kn+l , kn+2, ... km,
so ist :

p < 1 — n» + i" + l r „+1 + e»+* r „+2 + .... + tm r„
wo man nun wieder s so klein wählen kann , dass das erste Glied in
das Zeichen der Reihe bestimmt , und somit 1 wird . Man kann
demnach auch in diesem Falles so wählen , dass2i ' <^ Ä0 wird , wonach
die weiteren oben gezogenen Schlüsse in Kraft bleiben .

84. Ist u eine Wurzel der Gleichung :
fix ) — x m + Ai x "—1 + A, x m~ 2 + + Am = 0

so ist das Gleichungspolynom durch x — a theilbar .
Denn wenn man das Polynom nach den gewöhnlichen Divisions¬

regeln dividirt , so erhält man bekanntlich zum Quotienten ein ähn¬
liches Polynom vom (m— 1)*°“ Grade :

fl (* ) = *■”'- >+ Bl xm~ * + B2 x m~ * + ..... + Bm_ y,
und wenn ein Rest R bleibt , so kann dieser x nicht enthalten , da der
Divisor x —■a vom l äten Grade ist . Es besteht also die identische
Gleichung :

f (pc) = {x — a) fi ix ) + R ;
setzt man darin x — u , so kommt :

/ («) — R (i )
und da « eine Wurzel der Gleichung , so ist / («) = R — 0 , somit
der Rest = 0 und fix ) durch x — « theilbar . Der Faktor (x — «)
wird W u r z e 1f a k t o r genannt .

Die Gl. (1) lehrt zugleich die Beschaffenheit des Restes für den
Fall kennen , wenn « keine Wurzel der Gleichung ist ; der Rest ist
dann jener Werth , welchen das Gleicliungsp olynom für
x — « annimmt .

Da man bei der Auflösung der Gleichungen häufig in die Lage
kommt , das Gleichungspolynom durch ein Binom von der Form x — a



125

theilen zu müssen, so wollen wir noch eine Methode entwickeln , welche
den Quotienten und Rest mit Leichtigkeit darbietet .

Sei zu diesem Zwecke das gegebene Gleichungspolynofn :
A u x m + Ay x m~ i + A <J a;"- 2 + ..... + A m , (2 )

wo wir der grösseren Allgemeinheit wegen auch dem ersten Gliede
einen Coefficienten beilegen .

Dividirt man dieses Polynom durch x — « , so erhält man zum
Quotienten :

B 0 x » - i + By x m~ 2 + B 2 x ”‘~ 3 + ..... + B m_ .2 x + B m- ,

und zum Reste Bm, wo die Grössen B0, Bl : B2, .... B mfolgende Werthe
haben , wie man durch wirkliche Division leicht findet :

Bo —

Bl = Ayy a + Ay

B 2 = A a ec2 - f - Ay a A -2
B 3 — A 0 a 3 + Ay a - - (- A ., a + A 3

B m~ \ = A 0 « w—t - 1- Ay u m~ 2 + A .2 a m~ 3 -j - ..... + A m_ 2 « + A m_ y

B m = A 0 a ’“ + Ay a m~ l + A .2 2 + ..... + A m_ y a + A ,„ -

der Rest Bm ist , wie man sieht , das Resultat der Substitution x = a
im gegebenen Polynome (2) , übereinstimmend mit dem oben Gesagten
Das Gesetz , nach welchem die Grössen B gebildet sind , fallt leicht in
die Augen , wird aber noch ersichtlicher , wenn man sie in rekurriren-
der Form darstellt . Substituirt man nämlich den Werth jedes dieser
Coefficienten in den Ausdruck des nächstfolgenden , so erhält man :

B 0 = A 0

By = B 0 a + Ay

B , — By u + A .2

B -i = B 2 u + A y

B m—1 *— B m—2 cc I A ,n—|

B m - B m—[ Ci ( A ,n .

Hieraus sieht man, dass der erste Coefficient des Quotienten gleich
ist dem ersten des Dividendes ; jeder folgende , z. B. der rte Coefficient
des Quotienten wird aber erhalten , wenn man den vorhergehenden mit
a multiplicirt und zu dem Produkte den rten Coefficienten des Dividen -
des addirt. Man kann die Zahl a den Operationsfaktor nennen. Bei
der Bildung der Coefficienten B0 . . . Bm verfährt man am bequemsten
nach folgendem Schema :

A () , Ay , A 2 , Ayyy A m

ii ] B (l , By , B ., , B , , ...... B ,„ ;
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man schreibt nämlich die Coefficienten des gegebenen Polynoms der
Reihe nach in eine Zeile ; unter A0 kommt B0 = A0 zu stehen und '
jede folgende Zahl in der zweiten Zeile wird erhalten , wenn man die
vorhergehende mit « multiplicirt und zu dem Produkte die darüber¬
stehende der ersten Zeile addirt .

Beisp . 1. Sei das Polynom / (a ) = a 4— 2a-3 -f- 5a?2 + 7a — 11
durch x — 3 zu dividiren , so ist + 3 der Operationsfaktor und man
hat nach obigem Schema :

1 , — 2 , + 5 , + 7 , - 11
3] 1 , + 1 , + 8 , + 31 , (+ 82) ;

der Quotient ist daher : a 3 + x 2 + 8a + 31 , und die in Klammern
eingeschlossene Zahl 82 ist der Rest — / (3). Hieraus erkennt man
zugleich , dass x = 3 keine Wurzel der Gleichung :

a 4 — 2a 3 + 5a 2 + Ix — 11 = 0

ist , da das Gleichungspolynom durch x — 3 nicht theilbar ist , son¬
dern 82 zum Reste giebt .

Beispiel 2. Man bestimme Quotienten und Rest der Division
des Polynoms : fix ) — 2a-6 — 2a 4 + 12a 3 — 21a — 22G530 durch
das Binom x + 7. Der Operationsfaktor ist hier — 7 , und man hat :

2 , 0 , — 2 , + 12 , 0 , — 21 , — 226530
—7] 2 , — 14 , + 96 , — 660 , + 4620 , — 32361 , (— 3) ;

der Quotient ist also :
2a 5 — 14a-4 + 96a 3— 660a 2 + 4620a -— 32361 ,

der Rest = — 3 ; zugleich ist ■— 3 das Resultat der Substitution von
x = —■7 im Polynom fix ).

85. Jede Gleichung vom m,en Grade hat m Wurzeln ,
und weder mehr noch weniger .

Denn es sei die nach § . 83 der Gleichung :

Xm= a” ‘ + A1 a »- i + A2 a «“ 2 + ..... + Am_ x x + + „= 0 (1)

nothwendig zukommende Wurzel , so ist das Gleichungspolynom Xm
durch a — «i theilbar und man hat , wenn den Quotienten
vorstellt :

Xm — (a — «Q Xm- i — 0 (2)

wo , wie aus dem vorigen § . bekannt , ein dem obigen ganz ähn¬
liches Polynom vom (»i — l )ten Grade ist . Hieraus erhellt , dass das
Gleichungspolynom Xm nicht bloss für x = verschwindet , sondern
auch für einen solchen Werth von a , welcher die Gleichung = 0
erfüllt . Ein solcher Werth existirt nothwendig , da das Polynom
von derselben Form ist , wie Xm; er sei «2, so ist wieder Wm_ i durch
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x :— «2 theilbar , und somit , wenn wir den Quotienten vom Grade
Im — 2) durch Am_ 2 bezeichnen :

X m—] (x (U) A m—2* (•>j
Diese Gleichung zeigt wieder , dass das Polynom Xm- x nicht bloss für
x — «2 Null wird , sondern auch dann , wenn wir Am_ 2 = 0 setzen ;'
sei also «3 die Wurzel dieser Gleichung , so ist Xm_ 2 durch x — «3
theilbar und somit : ,

Xm—2 = = (x c3) Am_ 3, (4)
wo den Quotienten bezeichnet , der nothwendig vom Grade m— 3
sein wird . Auf dieselbe Weise wird :

Xm—3 ■ (x //_'t} Xm—4 ■(.5)
u. s. w.

und man muss endlich nothwendig auf einen Quotienten Xl kommen ,
welcher in Bezug auf x vom ersten Grade ist , also die Form x + k
hat , so dass :

A2 = (x - «»,—l) A ] (G)
Aj = X -j- k = X — a m (7)

wird , wenn man der Gleichförmigkeit wegen k — — am setzt . Somit
ist , wenn man successive substituirt :

A m — {x Wj) X m—j — 0
= (x — « ]) (x — Hn) A m—g = 0
= (x — «, ) (x ■— a2) (x — «3) Am_ 3 = 0

— (x - «j ) (x «2) (x «3) ...... (x «rn—i) Aj = 0
= (x — «() (x — «2) (x — a3) ..... (x — (trn—4) (x — am)= 0.

Die Gleichung (1) lässt sich daher auch in folgender Form dar¬
stellen :
A„, = (x «j ) (x — «2) (x «3) ........ (x a,n- l ) (x (tm)= 0. (8)

Da nun dieses Produkt für jeden der m Werthe von
X = « j « 2 ) « 3 ) •••• « M

verschwindet , so muss dasselbe auch von dem Polynome Xm der Gl.
(1) gelten , mit welchem es identisch ist ; woraus hervorgeht , dass die
Gl. (1) tu. Wurzeln hat . Ausser diesen m Wurzeln «1; «2 , ... a m kann
aber der Gleichung keine andere Wurzel zukommen ; denn wäre ß noch
eine von den obigen verschiedene Wurzel , so würde man Xm— {x —ß) X '
setzen können und demnach wäre mit Rücksicht auf (8) :

(x — ß) X ' = (x — «1) (x — a.2) (x — a3) ...... (x — am—\) {x — <*,„),

somit , wenn man in dieser Gleichung x — ß setzt :
0 — (ß — «1) (ß — cu) (ß ■—• «3) ....... (ß — am- i) (ß — am),
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was ungereimt ist , da ein Produkt , von dessen Faktoren keiner = 0
ist , nicht 0 werden kann .

Unter den m Wurzeln «j , «.2, a3, .... der Gl. (1) können meh¬
rere einander gleich sein ; wiewohl dann die Gleichung weniger ah rn
verschiedene Wurzeln besitzt , so spricht man doch auch in diesem
Falle , im Einklänge mit Gl. (8) , der Gleichung m Wurzeln zu , unter
denen sich jedoch mehr oder weniger gleiche oder wiederholte
Wurzeln befinden .

Beachtet man , dass Xm eine ganze algebraische rationale Funk¬
tion von x vom »iten Grade ist , so ergiebt sich noch aus (8) der fol¬
gende höchst wichtige Lehrsatz :

Jede algebraische ganze rationale Funktion des
»aten Grades kann in rn einfache Faktoren vom ersten Grade
aufgelöst werden .

Es verdient noch bemerkt zu werden , dass die Gleichung X,,,—)= 0,
welche entsteht , wenn man den aus der Division von Xm durch x — a ,
entstehenden Quotienten = 0 setzt , alle übrigen Wurzeln «ä, a3, ... a m
der GL Xm = 0 zu Wurzeln hat .

Zugleich sieht man , dass es sehr leicht ist , eine Gleichung zu bil¬
den , welche gegebene Zahlen zu Wurzeln hat . Die Gleichung z. B.
welcher die Wurzeln -f- 1 , -f- 2 und — 3 zukommen , ist :

(x — 1) (x — 2) (x + 3) = x 3 -j- Ix -)- 6 = 0 .

86. Das Po 1ynom der Gleichung :
fix ) ----- Au x m + .4, * ■- * + A, x”‘- -’ + .... + A,n = 0 (1)

ist eine stetige Funktion von x .

Denn setzen wir in (1) x -f- 8 statt x , so kommt :

fix + 8) = A0 (x + Ö)m + At {x + «)— i + ...... +
+ ^ »i—i (x -)- ö) -)- Am;

entwickelt man die Potenzen mit Hülfe des binomischen Lehrsatzes
und ordnet nach den steigenden Potenzen von 8, so erhält man ohne
Schwierigkeit :

f {x + 8) = fix ) + f (x ). 8+ f” (x). 82+ f " Ix ). a:>+ .... + / (“ >ix ). »« (2)
wo der Kürze wegen :

f [pc) = .40 x m -j- At x m~ 1 -j- A., x m~ - -J- .4;i x ’“~ 3 + ...... -j-
A.„j_ j x + Am

/ ' (* )= Y A<> + !!Lzi _L x ™- 2 + m — 2 A2x m~ 3+ ....... +
+
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/ " (* ) =

2̂ x " ' 4 + + A m- 2

(m — 1 ) (m — 2 )
1. 2 - Al xm~ 3 +

+ ..... + -4-1- 3
11. S . W .

gesetzt ist . Aus (2) folgt nun :

fix + 8) —f (x )= 8 {/ (x) + f (x ). 8+ f " (x ).82 + + f m)(* )•8’"- 11
woraus man ersieht , dass die Aenderung , welche die Funktion f (x )
erleidet , wenn sich x um 8 ändert , beim unendlichen Abnehmen von 8
ebenfalls unendlich klein wird , und zwar für jeden Werth von x , da
keine der Funktionen f (x) , / " (x ) , x ) für irgend einen endli¬
chen Werth von x unendlich wird . Die Funktion fix ) ist somit ste¬
tig von x = — Gcbisa : = -j- oo.

Das Gesetz , nach welchem die Funktionen f (x) , f " (x ), f " (x ), ....
f™ ) (x)gebildet sind , ist leicht zu übersehen . f {x ) wird aus dem Poly¬
nom f (x ) gebildet oder abgeleitet (derivirt ) , indem man jedes
Glied mit dem Exponenten von x multiplicirt und den Exponenten so¬
dann um eine Einheit vermindert . Auf dieselbe Art entsteht f " (x ) aus
f (x) , wenn man noch ausserdem jedes Glied durch 2 dividirt ; f” ix )
aus fix ) , wenn man noch jedes Glied durch 3 dividirt ; u. s.w. Diese
Funktionen heissen aus diesem Grunde auch Ableitungen , abge¬
leitete oder derivirte Funktionen der Funktion fix ) , und zwar
f ix ) die l te , f " {x) die 2te u. s. w.

Ist z. B. fix ) = x l — 7x 3 -)- 2lx '2 -|- 12 x — 32 , so findet
man für die abgeleiteten Funktionen der Reihe nach :

f ( x ) = 4x 3 — 21x -' 12x -J- 12
fix ) —- Gx2 —- 21x -p 21
f " (x ) = 4x — 7
f IV ix ) = 1

Herr , Ilöh . Mathematik , I .
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Anmerkung . Gewöhnlich pflegt man die Funktionen :
/ ' (*) , 1. 2./ " (x) , 1. 2. 3 .... l . 2. 3..... « / (*■) (x)

die Ableitungen des Polynoms (1) zu nennen , welche Bezeichnung mit
Rücksicht auf den in der Differentialrechnung aufgestellten Begriff der
Ableitung die richtige ist . Für unseren gegenwärtigen Zweck haben wir
jedoch die im Texte gegebene Bezeichnung als einfacher vorgezogen .

Denkt man sich die Funktion y = f (x) geometrisch construirt , so lässt
sich auch den abgeleiteten Funktionen eine geometrische Bedeutung ab¬
gewinnen ; wir wollen diess hier nur für die erste Ableitung / ' (x) nach¬
weisen.

Sei in flg. 3 MN ein Theil der Curve , deren Gleichung
y = f (x) = A0xm + A, x»—1-f ... + Am

ist , und AP —x irgend ein Werth von x ; PP ' = <t ; so ist :
Pm = f (x), Fm ' = f (x -\rä ) = f (x) + if ' (x) + i 2f " (x) + ... + im ßm ) (x)
somit , wenn wir mR parallel zu AX ziehen :

Rm,' — F m'—Pm = f (x + d)—f (x>)= Sf ' (x) + i 2f " (x) 4- ... + im / (’«) (*),
woraus durch Division mit Rm = S:

gh = / ' (x) + f " {X) + ..... + im- tf (m) (x) (a)
folgt . Ziehen wir die Sekante mm' , welche mit der Achse AX den Win¬
kel m QX — a einschliesst , so ist :

tg o-= tg m mR == -vT— ,s 8 Rm ’
somit :

tg a = f '(x) + .) {/ "(*) + Sf "' {x) + .... + jm- ü/ Cm) (x)J (ß)
Lässt man nun ö unendlich klein werden , so fällt endlich der Punkt m mit
»» zusammen , die Sekante Qmm geht in die Tangente Tmt am Punkte m
der Curve über , und wenn man den Winkel , welchen diese mit der Achse
AX einschliesst , mit r bezeichnet , so erhält man aus (,-?), zur Grenze über¬
gehend , wegen lim tg a = tg t :

tg » = / ' (•*);
d. li. die erste abgeleiteteFunktion f (x) ist der Ausdruck der
trigonometrischen Tangente des Winkels , welchen die an
dem derAbscisse x entsprechenden Punkte der Curve y—f {x)
gezogene geometrische Tangente mit der Abscissenaxe ein¬
schliesst .

87. Die Coefficienten der Gleichung :
x m -f A, x m- > + A.2 + A3 x m~ 3 + -f Am — 0 (1)

sind symmetrische Funktionen der Wurzeln , und zwar
ist Ai die Summe aller Wurzeln , mit entgegengesetztem
Zeichen genommen ; A2 die Summe aller Combinationen
zu zweien , mit ungeändertem Zeichen ; A3 die Summe aller
Combinationen zu dreien , mit entgegengesetztem Zeichen
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u. s . f . ; endlich Am (das letzte von x freie Glied ) die Summe
aller Combinationen der Wurzeln zur m,en Classe , also
das Produkt derselben und zwar mit ungeändertem oder
entgegengesetztem Zeichen , je nachdem m gerade oder
ungerade ist , oder was auf dasselbe hinauskommt , das
Produkt aller mit entgegengesetztem Zeichen genom¬
menen Wurzeln .

Betrachten wir , um diesen Satz zu beweisen , zuerst die Gleichung
vom zweiten Grade : x 2 -j - x -j- A2 = 0 , deren Wurzeln wir mit
« ! , «2, bezeichnen , so ist [nach § . 85 ] identisch :

X- -)- Ai X -(- A2 = (X ßj ) (x — ß2) = x 2 — (« | -j- « ä) x -p « 1 «2,

somit , da die Coefficienten der gleichnamigen Potenzen von x einan¬
der gleich sein müssen , Al — — («j -p «ä) , A2 — -p « j «2 , überein¬
stimmend mit dem ausgesprochenen Satze .

Eben so finden wir für dje Gleichung des 3 ten Grades :
x 3 -p A | X- -{- A-2 x -|- Ag = 0 ,

deren Wurzeln « , , «2 , «3 sein mögen :
x 3-|- A l x 2-p 4̂2 x -p A3= (x — ui ) (x — «2) (x — «3)

= X3 («! + «2 + «3) X2 + («J « 2 + «1 «3 +
+ «2 «3) X - « 1 «2 «3 ,

folglich :
Ai = - (,ai + «2 + «3) ) A 2 — « 1 «2 + «1«3 + «2 «3? ^ 3= - « 1«2«3 -

Nun lässt sich aber leicht beweisen , dass der Satz für eine Glei¬
chung des (m -)- l ) ten Grades wahr sein müsse , wenn er für eine Glei¬
chung des mteu Grades gilt . In der That , nehmen wir das letztere an ,
und bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung mit «2, «3, .. ..
so lautet die Gleichung :

X>» - ( « I -p a -2 + « ;! + ••• + Um) X’“~ 1 -p (ßj « 2 + « ) « 3 + . . . +
+ Um- 1 Um) X’"- 2 - (ß, ß2 «3 + ß[ ß2 ß/4 -f- ---- ) X“- 3 -p . . . -p

-p (- 1)“ ß [ «2 «3 Um — 0 ,

oder , wenn wir Kürze halber mit Cr die Summe aller Combinationen
1,»»

zur rton Classe der m Elemente u\ , a2 , ß3 , a m bezeichnen :

x "‘ — C l. x m~ l + C2. x 'n—2 — C'3 x m_ 3 + + (— 1)”*- X +
1, m 1 , m 1 , m \ , m

+ (— 1)™ Cm = 0 , (2 )
1 , nt

wo die Faktoren (— 1)“ —1, (—• 1)® nur zur Bestimmung des Zeichens
des Gliedes dienen . Multipliciren wir diese Gleichung mit x — um+, ,
wodurch dieselbe noch die Wurzel a m+ i erhält und in eine Gleichung
des (m -p l )ten Grades übergeht , so erhalten wir :

9 *
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■a-»«+i _ CK x m + C'2. x m~ x— + ■+ ■
1 , m 1 , m 1 , m

+ (— 1)”' Cm. x
1 , 77?

— nm+l xm + «M+1. C .x m~ y— am+l. Ci .xm—i -f . . . . —
1 , VI 1 , 771

— (— l )“- l C"‘~ * x — (— 1)”‘ am+1. Cm
1 , VI 1 , 7?I

d. i. wenn wir die mit gleichen Potenzen von x behafteten Glieder ver¬
einigen und beachten , dass nach den ersten Sätzen der Combinations¬
lehre :
C ' + «m+1 = C1, C2 + C>= C'2, C3 + «m+1. C'2= Cs,
1, Vl 1, 777-f 1 1 , 7?i 1 , 777 1 , 777+ 1 1 . VI 1 , 77? 1 , 777+ 1

U. S. W .

ist , und dass wir statt — (— l )m_ 1 auch -f- (— 1)™, so wie -f- (— l ),,i+ 1
statt — (— 1)™schreiben können :

x '“+■i — CK x "‘ + CK xm~ ' — C3.x 'n~ 3 + ..... + (—l )w+ 1 C™+ ' = <):
1 , 77?+ 1 1 , 777+ 1 1 }777+ 1 1 , 777+ 1

die Coefficienten dieser Gleichung vom (m -f- l )ten Grade , deren Wur¬
zeln «i , «2 , — (tm+i sind , befolgen aber genau das in der Gl. (2) des
mten Grades ausgesprochene Bildungsgesetz ; unser Satz gilt daher
für eine Gl. vom (m -f- l )teK Grade , wenn er für eine Gleichung vom
mUn Grade richtig ist . Da wir nun die Richtigkeit desselben für eine
Gleichung vom 2teu und 3ten Grade unmittelbar erprobt haben , so ist
hiemit die allgemeine Gültigkeit nachgewiesen .

Es folgt hieraus , dass , wenn in einer Gleichung das zweite Glied
fehlt , die Summe der Wurzeln = 0 sein muss ; fehlt das von x freie
Glied , so ist x — 0 eine Wurzel der Gleichung .

Die bisher entwickelten Sätze gelten , die Coefficienten der Glei¬
chung mögen reell oder imaginär sein . Wir wollen von nun an diesel¬
ben als reell voraussetzen .

88. Wenn eine Gleichung :

f {x) = x™ + Al + A2 x '“- ? + ..... + A,n = 0 (1 ,
in welcher sämmtliche Coefficienten reelle Grössen sind ,
eine im aginä re Wurze 1p -f- q j/ — 1 besitzt , so kommt ihr
nothwendig auch die Wurzel p — q y — 1 zu , welche sich
von jener bloss durch das Zeichen des imaginären Thei¬
les unterscheidet .

Denn substituirtman in obige Gleichung x = p -\- q f/ — 1, so erhält
man ein Resultat von der Form P -|- Q |/ — 1 , und es muss , d *
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p -\ - q y — 1 der Voraussetzung naeli eine Wurzel ist , P + QY — 1= 0,
somit P = Q = 0 sein . Setzt man aber in derselben Gleichung
x = p — q V 1 , welcher Werth sich von dem früheren nur durch
das Zeichen von Y— X unterscheidet , so wird diess auch bei dem Sub¬
stitutionsresultate der Fall sein , und dieses demnach — P — Q, Y— 1
werden , wo P und Q dieselben Werthe haben , wie oben . Da nun
P — Q = 0 , so ist auch P — Q Y— 1 = 0 , somit p — q Y— 1 e^en'
falls eine Wurzel der Gleichung .

Ganz auf dieselbe Weise beweist man , dass wenn die Coefficien -
ten reell und rational sind , und p -j- q Yr eine Wurzel der 'Glei¬
chung ist , unter yr eine irrationale Zahl verstanden , auch p — q y r
der Gleichung als Wurzel zukommen müsse .

Die imaginären Wurzeln kommen demnach einer Glei¬
chung immer paarweise zu ; je zwei , die sich nur durch das Zei¬
chen des imaginären Theiles unterscheiden , heissen conjugirte Wur¬
zeln . Es folgt daraus , dass eine Gleichung mit reellen Coefficienten
nur eine gerade Anzahl imaginärer Wurzeln haben könne ; daher
muss eine Gleichung von ungerader Ordnung wenigs tens
eine reelle Wurzel besitzen , oder wenn mehrere , in un¬
gerader Anzahl . Einer Gleichung von gerader Ordnung
hingegen kommen reelle Wurzeln immer in gerader An¬
zahl zu , können aber auch gänzlich fehlen .

Sind p -f- q Y— 1 und p — q Y— 1 ein Paar conjugirter imagi¬
närer Wurzeln der Gl. (1) , so ist das Gleichungspolynom sowohl durch
x — p — q Y—1 als auch durch x — p q y — 1 theilbar , somit
auch durch das Produkt :

{x — p — q Z— 1) (.x — p + q Z— 1) = O — pf + q2,

welches , wie man sieht , reell vom zweiten Grade ist . Hieraus folgt
der wichtige Lehrsatz :

Jede algebraische ganze rationale Funktion f (x) mit
reellen Coefficienten kann immer in lauter reelle Fak¬
toren zerlegt werden , die theils vom ersten , theils vom
zweiten Grade sein können ; jede reelle Wurzel liefert
einen Faktor vom l sten, je zwei conjugirte imaginäre Wur¬
zeln einen Faktor vom 2ten Grade .

811. Da nach § . 87 das letzte von x freie Glied der Gleichung das

Produkt aller mit entgegengesetzten Zeichen genommenen Wurzeln ist ,
und je zwei conjugirte imaginäre Wurzeln immer ein positives Produkt :
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(p + q V—1) (p — q V—1) — p 2 + q2 geben , so hängt das Zei¬
chen des letzten Gliedes bloss von der Anzahl der positiven Wurzeln
ab , und ist oder —•, je nachdem diese Anzahl gerade oder ungerade
ist . Hieraus ergeben sich leicht nachstehende Folgerungen :

a) Jede Gleichung von ungerader Ordnung hat nothwendig
eine reelle Wurzel , deren Zeichen jenem des letzten Glie¬
des entgegengesetzt ist . Denn nach §. 88 lässt eine solche Glei¬
chung reelle Wurzeln nur in ungerader Anzahl zu. Ist nun das letzte
Glied positiv , so müssen die positiven Wurzeln in gerader Anzahl,
folglich mindestens eine negative Wurzel existiren ; ist aber das letzte
Glied negativ , so muss die Gleichung eine ungerade Anzahl positiver
Wurzeln , also mindestens eine solche besitzen.

5) Jede Gleichung von gerader Ordnung , deren letz¬
tes Glied negativ ist , hat nothwendig wenigstens zwei
reelle Wurzeln , deren eine positiv , die andere negativ
ist . Denn das letzte Glied kann nur dadurch negativ werden, dass
reelle positive Wurzeln in ungerader Anzahl und mindestens eine
solche vorhanden seien ; und weil einer Gleichung von gerader Ord¬
nung die reellen Wurzeln in gerader Anzahl zukommen, so müssen
daher auch negative Wurzeln in ungerader Anzahl , also mindestens
eine solche existiren.

c) Ein gänzlicher Mangel an reellen AYurzeln kann nur dann ein¬
treten , wenn die Gl. von gerader Ordnung und ihr absolutes Glied
positiv ist . Wenn sämmtliche AYurzeln imaginär sind , so lässt sich
das Polynom in lauter quadratische Faktoren von der Form (x —p)2-\- q2
zerlegen, bleibt demnach für jeden reellen AA7erth von x positiv. AYird
also das Polynom einer Gleichung für irgend einen reellen AVertli von
x negativ , so kann man hieraus mit Sicherheit auf das Vorhandensein
reeller Wurzeln Schliessen.

90. Wenn man in der Gleichung :
f (x) = xm -j- A) xm~ 1 -|- Aoxm~- -|- .... + Am= 0 (1)

— x statt x setzt , so erhält man eine Gleichung f {ec)= 0,
deren Wurzeln den Wurzeln der gegebenen Gleichung
numerisch gleich , aber von entgegengesetztem Zeichen
s i nd.

Denn sind «l5 «2, «3, .... an die Wurzeln der Gl. (1), so ist :
f (x) — (x — oq) (x — tt2) (x — a3) ...... (x — am)

und folglich , wenn man — x an die Stelle von x setzt :



/ (- x ) — (- X Ul) (- X - U2) (— x - «3) ..... ( x -
welche Gleichung offenbar — a \ , — — «3, . . . . — um zu Wur¬
zeln hat . Man überzeugt sich leicht , dass diese Umänderung am ein¬
fachsten durch Aenderung des Zeichens jener Glieder bewerkstelligt
wird , welche ungerade Potenzen von x enthalten , oder auch , indem
man die Zeichen des 2ten, 4ton, Gten u. s. w. Gliedes der Gl. ändert ,
wobei jedoch die etwa fehlenden Glieder der Gleichung mitgezählt
werden müssen .

So hat von den beiden Gleichungen a;3 — 2x 2 — 19a; -j- 20 = 0
und x 3 -j- 2a;2— 19a; — 20 = 0 die erste die Wurzeln + 1, — 4, -f- 5 ;
die zweite : — 1 , + 4 , — 5.

91. Wenn in einem vollständigen oder unvollständigen Gleichungs¬
polynome zwei Glieder mit entgegengesetztem Zeichen aufeinanderfol¬
gen , so sagt man , es bestehe an dieser Stelle ein Z eichen Wechsel ;
haben aber zwei benachbarte Glieder gleiche Zeichen , so nennt man
dieses eine Zeichenfolge .

Da eine vollständige Gleichung des mten Grades m + 1 Glieder
hat , so ist in einer solchen Gleichung die Summe aus der Anzahl der
Zeichenwechsel und Zeichenfolgen — m. Aus den in § . 87 entwickel¬
ten Ausdrücken der Coefficienten der Gleichung als symmetrischer
Funktionen der Wurzeln folgt unmittelbar , dass eine Gleichung , welche
nur reelle positive Wurzeln hat , nur Zeichenwechsel und keine Zeichen¬
folge , eine Gleichung , deren sämmtliche Wurzeln reell und negativ
sind , nur Zeichenfolgen darbieten kann .

Jede Gleichung mit reellen Coefficienten , sie sei voll¬
ständig oder nicht , hat höchstens so viele positive Wur¬
zeln , als Z eichen Wechsel .

Beweis . Es sei cp(x ) eine ganze rationale Funktion von x mit
reellen Coefficienten :

<p(x) — xm + ..... -\.. 1- ..... H ..... (- + , (1)

in welcher wir , da es nur auf die Zeichenstellungen ankommt , auch
nur diese ansetzen und das letzte Glied positiv nehmen wollen . Multi -
pliciren wir dieses Polynom mit x — a , wo « eine reelle positive Zahl
bedeuten soll , so lässt sich zeigen , dass das Produkt (x — «) ip(x )
mindestens um einen Zeichenwechsel mehr besitzen müsse , als die
Funktion cp(x).

In der That , verrichten wir die Multiplikation nach den Pegeln
der Arithmetik , so erhalten wir :
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W‘ + ..... H.. ...... — + ..... + - ..... — + +
x — a

*»+!+ + — — +_ “ + —" — + “ + ~
— — — H— — — ~ + ~f~ ~t— - • --

somit : (x — «) g (x ) =
x "‘+ 1 + ...... + — + .... + + + .... ± — ± ..... ± + + ... + —

als Produkt , in welchem die doppelten Zeichen andeuten , dass man
das Zeichen der entsprechenden Glieder nicht kennt . Betrachtet man
nun die Zeichenstellung im Produkte , so bemerkt man , dass auf das
erste Glied mit positivem , also bestimmtem Zeichen mehrere Glie¬
der mit unbestimmten Zeichen folgen , auf welche wieder ein Glied mit
bestimmtem aber negativem Zeichen folgt ; hierauf kommen wieder
Glieder mit unbestimmten Zeichen , bis zu dem nächsten Gliede mit
bestimmtem Zeichen , welches positiv ist u. s. w. Man sieht also , dass
im Produkte die bestimmten Zeichen regelmässig abwechseln und
erkennt leicht , dass diess in Folge des Vorganges der Multiplikation
nothwendig so sein muss , und dass nicht zwei aufeinanderfolgende mit
bestimmten Zeichen versehene Glieder gleichbezeichnet sein können .
Vergleicht man ferner die Zeichenstellung im Produkte mit jener im
Multiplikand , so bemerkt man , dass jedem Zeichenwechsel in letzte¬
rem , ein Glied mit bestimmtem Zeichen im Produkte entspreche . Be¬
sitzt also das Polynom cp(x) r Zeichenwechsel , so wird das Produkt ,
da auch das erste und letzte Glied derselben bestimmte Zeichen tra¬
gen , nothwendig r -j- 2 Glieder mit bestimmten Zeichen haben , welche
regelmässig abwechseln . Nun muss aber von einem Gliede mit be¬
stimmtem Zeichen bis zum nächstfolgenden mindestens ein Zeichen¬
wechsel stattfinden (es können deren auch mehrere in ungerader An¬
zahl eintreten ) , indem irgendwo + in — oder umgekehrt übergehen
muss ; folglich müssen im Produkte mindestens r + 1 Zeichenwechsel
erscheinen . Hieraus folgt also , dass das Polynom g (x) durch
Multiplikation mit dem Faktor (x — «) mindestens Einen
Zeichenwechsel gewonnen haben müsse . Der Beweis bleibt
ganz derselbe , wenn in dem Polynome g (x) die letzten Glieder nega¬
tiv sind .

Es seien nun «1? «2 , «3, .... . «; die positiven Wurzeln , i an der
Zahl , — ßj , — ß2, — ß3, •••• — ßh die negativen Wurzeln , endlich
7i ) 72’ 73 ••••) 72* die imaginären Wurzeln der Gl. f (x ) = 0 , so ist :

f {x) = (pC- «f) (x - U2) •••• (x - «i) (X -J- ji| ) (x -)- ji2) ....
+ ßh) (x — yi) (x — y2) .... (x — y,k),

und wenn man :
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(x + ß,) (x + ßi) ■■■■(x + ßh) (x —}', ) (x — }'ä) .... (x — y2k) = cj(x)
setzt ,

fix ) = (x — «,) (x — a, ) (x— a3) ..... (x — a,j . (fix ).
Multiplicirt man nun das Polynom cp(x ) der Reihe nach mit den

Faktoren (x — «j) , (x — «2) , .... (x —• «;) , so gewinnt es durch jede
dieser Multiplikationen mindestens einen Zeichenwechsel und das Pro¬
dukt f {x) hat daher mindestens um i Zeichenwechsel mehr , als das
Polynom cp(x). Hieraus folgt also , dass eine Gleichung mindestens so
viele Zeichenwechsel als positive Wurzeln besitzen müsse . Kehren
wir diesen Satz um , so erhalten wir demnach das folgende Theorem :

I. Eine Gleichung kann nicht mehr positive Wurzeln
besitzen , als Zeichenwechsel , wohl aber weniger .

Setzt man in der Gl. / (x ) = 0 , — x an die Stelle von x , so ändern
sämmtliche Wurzeln ihr Zeichen [§. 90] ; bringt man hiemit den eben
bewiesenen Satz in Verbindung , so erhält man folgendes Theorem :

II . Eine Gl eichung / (x) = 0 kann höchstens so viele
negative Wurzeln haben , als die Gleichung / (— x ) = 0
Zeichenwechsel darbietet .

Ist das Polynom der Gleichung / (x) = 0 vollständig , so muss
offenbar jedem Zeichenwechsel in / (x ) eine Zeichenfolge in / (— x ),
und jeder Zeichenfolge in / (x ) ein Zeichenwechsel in / (— x) entspre¬
chen ; mit Rücksicht auf diesen Umstand folgt aus obigen Sätzen das
folgende unter dem Namen des Cartesischen oder Harriot ’schen
Satzes bekannte Theorem :

III . Eine jede vollständige Gleichung hat höchstens
so viele positive Wurzeln als Zeichenwechsel , und höch¬
stens so viele negative Wurzeln als Zeichenfolgen .

Berücksichtigt man noch , dass in einer vollständigen Gleichung
die Summe der Anzahl der Zeichenwechsel und Zeichenfolgen dem
Ordnungsexponenten der Gleichung , also auch der Anzahl der Wurzeln
gleich ist , so gelangt man mit Hülfe des letzten Satzes allsogleich zu
Folgendem :

IV. Eine jede vollständige Gleichung , deren sämmt¬
liche Wurzeln reell sind , hat eben so viele positive Wur¬
zeln als Zeichenwechsel und eben so viele negative als
Zeich en folg en .

Beispiele : 1) Die Gleichung / (x) = x ä — 3x 4 — 7x 2 + 5 = 0
enthält 2 Zeichenwechsel , besitzt daher höchstens 2 positive Wurzeln ;
bildet man daraus die Gl. mit entgegengesetzten Wurzeln / (— x) =
x -f- 3x 4 -f- 7x 2 —■5 = 0, so hat diese nur 1 Zeichenwechsel , somit
höchstens 1 positive , die gegebene Gleichung daher höchstens 1 nega -



tive Wurzel , welche ihr zugleich nothwendig - zukommt , da die 61. von
ungerader Ordnung und das letzte Glied positiv ist ; [§. 89 , «]. Daraus
schliesst man ferner , dass diese Gleichung mindestens 2 , möglicher¬
weise auch 4 imaginäre Wurzeln besitze , in welch letzterem Falle ihr
keine positive Wurzel zukäme .

2) Die Gl,f (x )= x 6— 3» Ä— lx x-|- 21x 3— 48 » “-’-f- 12» — 20 = 0
ist eine vollständige mit 5 Zeichenwechseln und 1 Folge , hat daher
höchstens 5 positive und höchstens 1 negative Wurzel . Mit Zuziehung
des Satzes [§ . 89 , b\ kann man daher behaupten , dass diese Gleichung
eine , und nur eine negative Wurzel und mindestens eine positive Wur¬
zel habe .

3) Die Gleichung / (» ) = x 1— 7 = 0 hat , weil 1 Zeichenwechsel ,
höchstens 1 positive Wurzel , die ihr aber auch [§. 89 , a] nothwendig
zukommt ; da ferner die Gl. / (— x) — x 1 -f- 7 = 0 eines Zeichen¬
wechsels ermangelt , so hat die vorgelegte Gl. keine negative Wurzel :
daher sind 6 Wurzeln imaginär .

4) Eben so findet man , dass die Gl. » 6 -f- x 4 -j- x '2 — 3 = 0
höchstens 1 positive und höchstens 1 negative Wurzel haben könne ;
da ihr diese ferner nach [§. 89 , £>] nothwendig zukommen , so sind 4
Wurzeln imaginär .

V. Fehlt in einer Gleichung ein Glied zwischen zwei mit glei¬
chen Vorzeichen behafteten Gliedern , so hat die Gl. nothwendig ima¬
ginäre Wurzeln . Denn denkt man sich die Gl. dadurch vervollstän¬
digt , dass man das fehlende Glied mit dem Coefficienten 0 einfügt , und
legt man demselben , da sein Zeichen unbestimmt ist , einmal das Zei¬
chen + , dann das Zeichen — bei , so entstehen an dieser Stelle in dem
einen Falle zwei Zeichenwechsel , in dem andern zwei Zeichenfolgen ,
und es müssten , wenn alle Wurzeln reell wären , zufolge IV zwei Wur¬
zeln zugleich positiv und negativ sein , was unmöglich ist ; daher kön¬
nen nicht alle Wurzeln reell sein , und es ist durch das eine fehlende
Glied mindestens 1 Paar imaginärer Wurzeln angezeigt .

Fehlt jedoch ein Glied zwischen zwei ungleichbezeichneten
Gliedern , so entsteht , man mag sich dieses mit -f- oder mit — ein¬
geschaltet denken , immer 1 Zeichenwechsel und 1 Zeichenfolge , so
dass obiger Widerspruch wegfällt und sämmtliche Wurzeln reell sein
können .

In der Gl. des ersten Beispiels fehlt das Glied mit a?3 und x , und
zwar ersteres zwischen zwei gleichbezeichneten Gliedern , woraus man
auf die Anwesenheit eines Paares imaginärer Wurzeln schliesst . Aus
dem fehlenden Gliede in x lässt sich hingegen nichts abnehmen , da die
Nachbarglieder ungleiche Zeichen haben .
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In der Gl. des vierten Beispieles fehlen die drei Glieder mit den
ungeraden Potenzen von x , und zwar die beiden ersten zwischen
gleichbezeichneten Gliedern , wodurch zwei Paare imaginärer Wurzeln
angezeigt werden , wie wir bereits oben gefunden haben .

Complicirter werden die Regeln für die Grenzen der Anzahl der
imaginären Wurzeln , wenn die Gleichung eine oder mehrere Gruppen
von fehlenden Gliedern enthält .

II . TRANSFORMATIONDER GLEICHUNGEN.

Eine gegebene Gleichung / (x) = 0 transformiren , heisst , aus
derselben eine neue Gleichung , die transformirte / (?/ ) — 0 , ableiten ,
deren Wurzeln gegebene Funktionen derWurzelu der Gleichung / (x)= 0
sind . Wir werden uns hier auf die einfachsten Transformationen be¬
schränken , welche später bei der Auflösung der Gleichungen Anwen¬
dung finden .

92. Die Gleichung :
f (x) = A0 xm + Al xm~ ' + A.2 xm~ * + .. .. + Am = 0 (1)

in eine andere , / (j ) = 0 zu transformiren , deren Wur¬
zeln sämmtlich um die Grösse a kleiner sind , als die
Wurzeln der vorgelegten Gleichung .

Bezeichnet man mit y die Unbekannte oder die Wurzeln der neuen
Gleichung , so hat man y = x — a , somit x = y a zu setzen . Die
Substitution dieses Werthes von x in die Gl. (1) liefert sofort die trans¬
formirte Gleichung :

f (y) = ^0ym + / (“"1) («) ym~ l + / <— « («) y— 2 + .... +
+ f " («)y2 + f («) y + / («) = ° > (’2)

wo die Coefficienten : / ' («), / " («), .... (d) beziehungsweise
die l ste , 2t0, 3t0, (m — l )10 abgeleitete Funktion von f (x) sind ,
wenn man darin x durch a ersetzt . Es erhellt diess unmittelbar aus
§ . 86 , da offenbar hier dieselbe Entwickelung vorzunehmen ist , wie
dort , indem man nur a statt x und y statt 8 schreibt .

Beisp . Die Gleichung / (x) = x l + -Ix 3— 7x 2 — 2'2x + 2-1= 0,
deren Wurzeln + 1 , + 2 , —- 3 , — 4 sind , in eine andere zu trans¬
formiren , deren Wurzeln um 5 kleiner sind .

Man findet :
f (x ) = x l 4x 3 — 7x '2 — 22x -f- 24 , somit / ( 5 ) = 864
f {x) — 4x 3 + I2x 2— 14x — 22 f (5 ) = 708

f (x) = 6x 2 + 12x — 7 — 203
fix ) = 4x + 4 / " (5) = 24
J lr (x ) = 1 f IV{b) = 1
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Die transformirte Gleichung ist daher :
yfi + 24 iß + 203 iß + 708 y + 864 = 0,

deren Wurzeln , wie man sich leicht überzeugt : — 4 , - 3 , — 8 , — 9
sind .

Da diese Transformation für die Auflösung der Gleichungen von
grosser Wichtigkeit ist , so wollen wir ein von Budan herrührendes
Verfahren entwickeln , welches die Coefficienten der transformirten
Gleichung , / («) , / ' («), / " («) .... mit Leichtigkeit finden lässt . Was zu¬
nächst den letzten Coefficienten f (a ) betrifft , so ist dieser nichts ande¬
res als das Resultat der Substitution von x — a in das Gleichungspo¬
lynom / (+ ), also nach § . 84 , der Best , welchen man erhält , wenn man

f {x) durch x — a dividirt , kann also durch das dort gelehrte Horner ’-
sclie Divisionsverfahren leicht gefunden werden . Allein durch dasselbe
Verfahren , auf die successiven Quotienten wiederholt angewendet ,
ergeben sich auch die übrigen Coefficienten , wie folgende Betrachtung
zeigt .

Führt man in Gl. (2), welche aus (1) dadurch entstanden ist , dass
x — y -\ - a gesetzt wurde , für y wieder seinen Werth x — a ein , so
muss offenbar wieder die Gl. (1) zum Vorschein kommen . Es ist daher
die Gleichung :
/ ™) («) (x — d)m — a)"l~ 1-ßß m~ ^ (st) (x — a)m~ 2+ .... +

+ / " («) (x — «)2 + / ' («) (* — «) + / («) = 0 (3)
identisch mit der Gl. (1) , und jedes Resultat , das wir durch irgend
ein Verfahren aus (3) ableiten können , muss sich folglich durch das¬
selbe Verfahren auch aus (1) gewinnen lassen .

Dividirt man aber das Polynom (4) , oder was dasselbe sagen will ,
das Polynom der Gl. (1) , durch (x — «), den sich ergebenden Quotien¬
ten wieder durch (x — a) , den dadurch erhaltenen Quotienten aber¬
mals durch (x — a) u. s. w. , so sind , wie diess aus der Form des Po¬
lynoms (4) sogleich erhellt , die bei diesen successiven Divisionen , (m+ 1)
an der Zahl , sich ergebenden Reste die Grössen :

/ (st), / ' (st), / "(st), . . . .ß m) (st).
Wenden wir dieses Verfahren auf das obige Beispiel an , so haben

wir durch x — 5 wiederholt zu dividiren ; der Operationsfaktor ist
5 , und die Rechnung steht [§. 84 .] so :

1, + 4 , — 7, — 22 , + 24
+ 5] 1 , + 3 ) “l- 38 , + 168 , (+ 864 )

1 , + 14 , + 108 , + (708 )
1 , + 19 , (+ 203 )
1 , (+ 24)

(1)
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wo die eingeklammerten Zahlen die Reste sind . Somit ist :
/ («) = 864 , / (a) = 708 , / " («) = 203 , / "' («) = 24 , f lr {a) = 1
und die transformirte Gleichung heisst :

i/ ' + 24 y 3 + 203 y2 + 708y + 864 = 0
wie oben .

Sollen die Wurzeln der Gl. um a vergrössert werden , so hat man
nur das Zeichen von a zu vertauschen . Um z. B. die Gleichung :

a:3 — 2a:2 — 5a: + 6 = 0 ,
deren Wurzeln + — 2 > + 3 sind , in eine andere zu transformi -
ren , deren Wurzeln um 4 grösser sind , hat man durch x 4 zu divi -
diren ; Operationsfaktor ist — 4 , und es kommt :

1 , - 2 , — 5 , + 6
— 4] 1 , - 6 , + 19, (- 70)

1 , - 10, (+ 59)
1 , (— 14)

(1)
Die transformirte Gleichung ist somit a:3— 14a:2 59a: — 70 = 0 ,

deren Wurzeln in der That 5 , 2 , 7 sind .
Mittelst dieser Transformation kann man aus einer gegebenen

Gleichung (1) irgend ein Glied wegschaffen ; es genügt hiezu , die
Grösse a so zu bestimmen , dass der Coefficient derjenigen Potenz von
a:, welche in der transformirten Gleichung fehlen soll , = 0 werde .
Man wird daher diesen Coefficienten , indem man vorläufig a unbe¬
stimmt lässt , gleich 0 setzen und dadurch eine Gleichung erhalten ,
welche den gesuchten Werth von a liefert . Mit Vortheil wird dieses
Verfahren jedoch nur auf das zweite Glied angewendet , da die Weg¬
schaffung eines der folgenden Glieder die Auflösung einer höheren
Gleichung erfordern würde , wie aus den Ausdrücken der Coefficienten
dieser Glieder sogleich erhellt ,

Umnun das 2 te Gliedwegzuschaffen , hatmaninGl . (2)/ (OT—P(«) = 0
zu setzen , d. i. mit Rücksicht auf die Bedeutung von / (“—4>(«) [§ . 86 ],
a aus der Gleichung m A0 a + Ai — 0 zu bestimmen , woraus

m M0
folgt , und endlich

x — y — —
zu setzen . m IJ

Um z. B. obige Gleichung x 3 — 2x 2 — 5a: + 6 = 0 vom zwei¬
ten Gliede zu befreien , hat man

a = - 2 — 2 ,
m Aq 3 3 ’
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und somit :

x = y + t

zu setzen , d. i. die Wurzeln um zu verkleinern ; man findet für die

transformirte Gleichung :
57 56
y- ^ + 27 - ü ,

deren Wurzeln — , — sind .O d d

93. Die Gleichung :
f {x) = 4 , X“ + Ä! + A-2 x m~ 2 + + Am= 0 (1)

soll in eine andere transformirt werden , deren Wurzeln
amal so gross sind , als die Wurzeln der Gl . (1).

Ist wieder y das Symbol der Unbekannten in der transformirten
V

Gleichung , so ist y — ax , also x — — . Wird dieser Werth in (1)

substituirt , so erhält man :

AC+ duq :1 ++ + = o,
a m a m— 1 W- a ,n_ ., T - T a - I

und wenn man mit «Mmultiplicirt :

ym+ A\ « y“_ 1+ «2 y”~ 2 + + Ai - i «"i_ 1y + Am«“ = o

als transformirte Gleichung , welche , wie man sieht , aus (1) entsteht ,
wenn man die Glieder der Gl. (1) der Reihe nach mit den Gliedern der
geometrischen Progression 1 , a , a2, a 3, am multiplicirt , wobei
jedoch auf die etwa fehlenden Glieder der Gleichung Rücksicht zu
nehmen ist .

Mit Hülfe dieser Transformation kann man das erste Glied der
Gl. (1) vom Coefficienten A0 befreien , ohne dass dadurch die übrigen
Coefficienten aufhören , ganze Zahlen zu sein , indem man a — A0
nimmt , weil dann sämmtliche Glieder der Gl . durch A0 tlieilbar werden .

Sind mehrere oder alle Coefficienten der Gleichung :
x m + Ax af'1“ 1 H- A.j, x m~ 2 + ..... + Am = 0

rationale Brüche , so kann man mittelst dieser Transformation eine
neue Gleichung ableiten , deren Coefficienten ganze Zahlen sind und
zwar so , dass der Coefficient der höchsten Potenz der Unbekannten
— 1 bleibt . Wie aus (2) erhellt , wird diess immer erreicht , wenn



143

man für die Grösse ci das kleinste gemeinschaftliche Vielfache sämmt¬
licher Nenner wählt , wiewohl in besonderen Fällen schon ein kleinerer
Werth hiezu genügen kann . Um z. B. die Gl. :

*3- t * + !? = o
[§ . 92] von den Brüchen zu befreien , setze man a — 3 und hat sofort :

‘ <* - T + g
13 9 27 ,

somit y 3 — 57y + 56 = 0 als transformirte Gleichung , deren Wur¬
zeln daher 1 , — 8 , 7 sind , wie man sich leicht überzeugt .

Auch kann man hiedurch bisweilen die Coefficienten einer gege¬
benen Gleichung vereinfachen , wie aus folgendem Beispiel zu ersehen
ist . Die Gleichung :

x k — 2a;3 — 12a:2 + 112a: — 208 — 0
transformire man in eine andere , deren Wurzeln die Hälfte der Wur¬

zeln der gegebenen Gleichung sind ; es ist also hier « = -i -zu setzen ,

womit man x l — x 3 —- 3a:2 — 14a; — 13 = 0 als transformirte Gl.
findet , welche der kleineren Coefficienten wegen leichter zu behan¬
deln ist .

94. Aus Gl . (1) im vorigen §. eine aadere abzuleiten ,
deren Wurzeln die reciproken Werthe ^der Gl . (1) sind .

Man hat hier y — — zu setzen , folglich x — — ; führt man
x y

diesen Werth in die Gl. (1) ein , so erhält man , wenn man sogleich mit
ym multiplicirt :

Amym + ym~ t + 2 ym~ ‘2 + ..... + y + A0 = 0,
welche Gleichung die verlangte Eigenschaft besitzt , und wie man sieht ,
aus der gegebenen Gleichung hervorgeht , wenn man die Coefficienten
in umgekehrter Ordnung aufeinanderfolgen lässt .

III . VON DEN WIEDERHOLTEN WURZELN DER GLEICHUNGEN .

95. Da die Anwesenheit wiederholter oder gleicher Wurzeln in
einer Gleichung bei der Auflösung derselben Schwierigkeiten in den
Weg legt , so wollen wir uns nun damit beschäftigen , Mittel aufzusu¬
chen , um dieselben zu entdecken und aus der Gleichung wegzuschaffen .

Es sei «i , eine der Gleichung :
f (pc) — x m + Ai x m~ t + Ä-2 x”‘~ '2 -f- ..... -f- Am = 0 (1)
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p mal zukommende Wurzel , so ist identisch :
f (x ) = (* — F (x ) , (2 )

wo F (pc) das Produkt der übrigen Wurzelfaktoren vorstellt , welche
wir als sämmtlich von einander verschieden voraussetzen wollen . Setzen

wir x 8 an die Stelle von x , so folgt aus (2) :

fix + 8) — ix + <5 — « 1)p. Fix + 8). (3 )

Entwickelt man diese Gleichung , und zwar den Faktor :

{ (x — « j) + öjy

nach dem binomischen Lehrsätze , die Funktionen fix 8) und Fix -j- 8)
nach § . 86 , so erhält man :

fix ) + 8 ffx ) + 8*f” (x ) + ... . + f (m) ix ) =

= j (a? — a , )p + p {x — a , )p~ l 8 + ..... + <5pj j / 'X* ) + <5 F \ x ) + .... - j-

_(_ 8 m- p p (vi~ P) ( .*,) j )

d . i. wenn man die Multiplikation im 2 ten Theile ausführt und nach
Potenzen von 8 ordnet :

fx ) + 8 f ix ) + 82f " (x ) + ... . = (x — u , Y F (x ) +

i9 | (a: — a , y F ' {x ) + P ix — c.1)!’~ 1 F (x ) \ -f - ----
Da diese Gleichung als eine identische für jeden Werth von 8

besteht , so müssen nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten
die Coefficienten der gleichnamigen Potenzen von 8 gleich sein ; somit
hat man :

fix ) = {x — Ulf - 1 [p F (x ) + (x — u ,) -F ' O ) ], (4 )

woraus man erkennt , dass die erste abgeleitete Funktion f (x ) den
Faktor (x — « t ) , p — lmal enthält , aber auch nicht öfter , da der¬
selbe der Voraussetzung nach in F {x ) nicht vorkommt . Bezeichnet
man den in den eckigen Klammern stehenden Ausdruck mit F , ix ),
so wird :

f {x ) — (x — ft, ) r —1. F , (x ). (5)

So wie aber diese Gleichung aus (2) entstand , eben so wird aus (5) :

f ( x ) — (x — ct,y ~ 2 F .2 {x ) , hieraus
f '" {x ) — (x —- a ,y ~ 3 F -, {x ) , hieraus
f TV ix ) = ix —- « [)p~ 4 F t {x ) , (

11. S. w .

endlich y P- i)(x ) == (x _ Uiy Ff _ x te ;j)
/ (r ) ( a;) = F p ix )
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sich ergeben . In diesen Gleichungen ist mit Rücksicht auf die Bedeu
tung von Fx(x ) :

F x(x ) = pF ( x ) + (x — «,) F ' {x )
somit : F!2(x) == (P — 1) F \ (x ) 4 * (x — «i) F{ (x )

F -i (x ) = (p— 2) F 2(x) + (x — «, ) F ü(x )
u. s. w.

Ff - 1(x ) = 2 F p- 2( x ) + (x — « , ) F ’p- 2 (x )
Fp ( x ) = Fp—i (x) -(- (x — cej) F (x) ,

woraus folgt , dass , weil F {x ) den Faktor (x — «, ) nicht enthält ,
keine der Funktionen F t (x) , F 2(x ), Fp (x) diesen Faktor enthalten
kann .

Die Gleichungen (5) und (6) lassen somit erkennen , dass die der
gegebenen Gleichung / (x) — Op mal zukommende Wurzel «1die Eigen¬
schaft besitzt , sämmtliche derivirte Funktionen , von f (x) bis ein¬
schliesslich zur (p — l )ten , statt x gesetzt , auf 0 zu reduciren , d. h .
diese Wurzel ist auch Wurzel der Gleichungen :

f (x) = 0 , / " (x) — 0 — 0 , f (p- i) (x ) = 0 ;
und zwar kommt sie der Gl. / ' (x ) = 0 (p — 1) mal , der Gl. / " (x )
— 0 (p — 2) mal u. s. w. endlich der Gl. 11(x) = 0 1 mal zu.

Die Gleichungen (2) und (5) zeigen , dass der Faktor (x —
ein gemeinschaftlicher Theiler der beiden Funktionen fix ) und f (x)
ist . Er ist aber auch der grösste gemeinschaftliche Theiler dieser
Funktionen . Diess wird bewiesen sein , wenn man zeigen kann , dass
die beiden Funktionen F (x ) und (x ) — pF (x) + (x — af ) F ' (x )
keinen gemeinschaftlichen Faktor haben , was wieder dann der Fall
sein wird , wenn die Funktion F {x ) und ihre Derivirte F ’(x ) eines sol¬
chen ermangeln . Setzt man aber in den Gleichungen (2) und (5), p — 1,
d. h. nimmt man an , dass die Gleichung / (x ) = 0 keine wiederholten
Wurzeln besitze , so ist :

fix ) — ix — «,) Fix )
/ '(x) = Fix ) + ix — cii) Fix ).

Hieraus sieht man , dass , wenn der Wurzelfaktor x — ct\ der Gl.
fix ) = 0 nur einmal zukommt , dieser Faktor in der ersten derivirten
Funktion / ' (x ) fehlt . Da nun das Produkt F {x ) der Voraussetzung
nach lauter verschiedene Faktoren enthält , so kann keiner derselben
Faktor von F ' (x ) sein ; somit haben F (x ) und F ' (x ) keinen gemein¬
schaftlichen Theiler .

Da nun alles , was wir bisher von der wiederholten Wurzel ut
gezeigt haben , von jeder andern der Gleichung / (x) = 0 mehrmals
zuko mmenden Wurzel gelten muss , so gelangen wir leicht zu folgen¬
den Schlüssen :

Herr , Höh . Mathematik , I . 10
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a) Jede der 61 . f (x ) = 0 pmal zukommende Wurzel «
erzeugt in der l sten derivirten Funktion f '(x ) den Faktor
(x — a)p~ .̂

b) Die beiden Funktionen / (®) und / (®) haben ausser
den von den gleichen Wurzeln herrührenden Wurzelfak¬
toren keinen gemeinschaftlichen Faktor .

Nehmen wir also jetzt an , die Gleichung fix ) = 0 besitze etwa
die Wurzel «j pmal , die Wurzel «2 gmal , die Wurzel «3 rrnal, ausser
diesen aber nur ungleiche Wurzeln , so ist :

/ (x ) = (x — <ii )r (x — a2) « (x — «3)r. F {x)
f ' (oc) = (x •— «i)p—1 {x — ß2)?—1 (x — a3)r~ l. F 1(x).

wo F (x) uud F\ (x ) keinen gemeinschaftlichen Faktor haben. Suclit
man daher den grössten gemeinschaftlichen Theiler cf(x) der zwei
Funktionen fix ) und f ' {x ) und setzt diesen = 0 , so bietet die Glei¬
chung :

<j :(x ) — (x - « l )P_ 1 (* - «ä)2~ 1 (* - «3)r 1 = 0

sämmtliche wiederholte Wurzeln der Gleichung / (x ) — 0 und nur
diese dar.

Meistens wird die Funktion <p(x ) von so niedrigem Grade sein,
dass es keine Schwierigkeiten hat , dieselbe durch Auflösung der Gl.
q,(x ) = 0 in ihre einfachen Faktoren zu zerlegen . Hätte man z . B .
q (x ) = = x 3 — 3x + 2 gefunden , so wäre qn(x) = (x •— 1) (x — 2),
woraus man sofort schliesst , dass die gegebene Gl. die Wurzeln 1 und
2 , jede zweimal besitzt . Ist aber das Polynom qj(x) von höherem
Grade , und überschreiten die Zahlen p , q , r oder auch nur eine der¬
selben die Einheit , so bietet die Auflösung der Gl. cp(x ) = 0 dieselben
Schwierigkeiten dar , welche überhaupt die Anwesenheit wiederholter
Wurzeln mit sich bringt . Man kann aber leicht Gleichungen darstel¬
len , welche sämmtliche Wurzeln der Gl. / (x ) = 0 nur einmal oder
auch bloss die gleichen Wurzeln , jede nur einmal enthält . Dividirt
man nämlich f (x) durch cp(x ), bezeichnet den Quotienten mit t/>(x) und
setzt ip (x ) — 0 , so erhält man die Gleichung :

U,(x ) — (x — a{) (x — a2) (x — «3). .F (x ) = 0, (7)
welche offenbar alle Wurzeln der Gl. / (x ) = 0 , jede nur einmal
enthält . Sucht man endlich den grössten gemeinschaftlichen Theiler
qsi(x) der Funktionen «jp(x) und xp(x) und setzt diesen = 0 , so erhält
man die Gleichung :

cpi(x) = (x — cq) (x — «2) (x — a3) = 0 (8)
welche nur die wiederhol ten Wurzeln der Gleichung , j ede nu r
einmal besitzt . Man kann auch noch (x) durch qq(x) dividiren ; der
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Quotient F {x) = 0 gesetzt , giebt die der Gleichung nur einmal zu¬
kommenden Wurzeln .

Der Ordnungsexponent der Gleichung — 0 ist , wie man
sieht , der Anzahl der wiederholten Wurzeln gleich ; es bleibt dann noch
zu entscheiden , wie oft jede derselben der Gleichung angehöre . Wie¬
wohl es keine Schwierigkeiten hat , Gleichungen darzustellen , welchen
nur die zweifachen , nur die dreifachen Wurzeln u. s. w. der Gl./ (x )— 0
zukommen , so ist es doch am einfachsten , diess durch unmittelbare
Versuche mit einem beliebigen Verfahren zu entscheiden . Hat man
z. B. durch Auflösung der Gl. (8) a1 als eine wiederholte Wurzel
erkannt , so transformire man die Gl. qp(x ) — 0 in eine andere , deren
Wurzeln um cq kleiner zind ; fehlen in der transformirten Gleichung h
Endglieder , so kommt diese Wurzel der Gl. / (x ) = 0 (h -J- l )mal zu.

Leider macht die sehr weitläufige Rechnung , welche mit der Auf¬
suchung des grössten gemeinschaftlichen Theilers cp(x) der Funktionen
fix ) und f ' ixj verbunden ist , wenn das Polynom / (x) von etwas höhe¬
rem Grade und die Coefficienten grössere Zahlen sind , die Anwendung
dieser Theorie sehr unbequem . In praktischen Fallen kommt übrigens
der Fall gleicher Wurzeln nur selten vor .

IV . UEBER DIE BERECHNUNGSYMMETRISCHERFUNKTIONENDER
WURZELN .

96. Wir haben in § . 87 gesehen , dass die Coefficienten der
Gleichung :

x m + At xm~ l + A2 x m~ 2 + ..... + x -f- Am = 0 (1)
symmetrische Funktionen der Wurzeln cq, «2, «3 , — am sind , und
zwar mit Anwendung der in § . 12 angenommenen Bezeichnung :
[1] = — A1, [1 , 1] = A2, [1, 1, 1] = — A3, [1, 1, 1, 1] = A4 u. s. w.
also symmetrische Funktionen der niedrigsten Classe von der ersten
angefangen bis zur mten Ordnung .

Schon hieraus lässt sich Schliessen , dass sich auch andere sym¬
metrische Funktionen der Wurzeln , ohne diese selbst zu ken¬
nen , durch die Coefficienten der Gleichung werden ausdrücken lassen ;
in der That kommt den algebraischen Gleichungen mit einer Unbe¬
kannten folgende höchst merkwürdige Eigenschaft zu :

Jede symmetrische Funktion der Wurzeln der Gl . (1)
kann , ohne diese selbst zu kennen , durch die Coefficien -
teu der Gleichung ausgedrückt werden .

10*
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Da bei irrationalen symmetrischen Funktionen offenbar die Aus¬
drücke unter dem Wurzelzeichen rationale symmetrische Funktionen ,
ferner bei gebrochenen symmetrischen Funktionen Zähler und Nenner
ganze symmetrische Funktionen sein müssen , so können wir uns darauf
beschränken , den Beweis des Satzes für ganze rationale Funktionen
zu führen und wollen noch folgende Bemerkungen voranschicken .

1) Das Produkt zweier symmetrischer Funktionen ist wieder eine
symmetrische Funktion . Denn seien 17, V die beiden Faktoren , ihr
Produkt = P ; denken wir uns in den Faktoren irgend eine Vertau¬
schung der Elemente vorgenommen und dieselben neuerdings multi -
plicirt ; sei P ' das Produkt , so muss dieses — P sein , da die Fakto¬
ren durch die vorgenommene Vertauschung der Elemente sich nicht
geändert haben ; anderseits muss offenbar P ’ aus P durch dieselbe
Vertauschung hervorgehen , das Prodnkt P ändert sich also nicht
durch diese und eben so wenig durch jede andere beliebige Vertau¬
schung , ist also symmetrisch .

2) Hieraus folgt , dass das Produkt einer beliebigen Anzahl sym¬
metrischer Funktionen , mithin auch jede Potenz mit ganzen Expo¬
nenten wieder eine symmetrische Funktion ist . Man übersieht ohne
Schwierigkeit , dass eine solche Potenz von symmetrischen Funktionen
aus mehreren symmetrischen Funktionen bestehen wird , welche sämmt¬
lich von derselben Ordnung aber von verschiedenen Classen sein
werden .

Bilden wir z. B. die zweite Potenz der s. Funktion :

[1] = «| + «2 + a3;
wir finden :

[l ]2 = «1 + «2 + «3 + 2 («! «2 + «J + «2 «3) = [2] + 2 [1 , 1] ;
es ist also [l ]2 durch die zwei sym . Funktionen [2] und [1, 1] ausge¬
drückt , welche beide von der 2ten Ordnung sind , die zweite aber von
niedrigerer Classe als die erste . Eben so findet man für dieselben drei
Elemente :

[ l ] 3 = (« ? + « 1 + « 3) + 3 (« 1 « -2 + « 1 « 3 + « 1 « 1 + a l « 3

a 3 a l + “I « 2) + C« | « 2 « 3

== [3] + 3 [2, 1] + 6 [1 , 1 , 1].
Kehren wir nun zu dem Beweise unseres Satzes zurück . Es sei :

U ~ [a , b , c , c?, e, ..... 7«, lc\ ,
die durch die Coefficienten der Gleichung auszudrückende sym . Funk¬
tion , welche demnach aus Gliedern von der Form :

«i a « 2,J a3c «4d .... (Xn—i h U-n

bestehen wird ; wir nehmen dabei an , dass die Exponenten a , b, c, d ... h, k
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ganze positive Zahlen , n an der Zahl , und in der Klammer nach ihrer
Grösse in absteigender Ordnung geordnet seien , so dass b nicht grösser
als a , c nicht grösser als b u. s. w. sei. Bilden wir aus den ersten n
Coefficienten der Gleichung das Produkt :
P = (— (-4 )b~ c (— 4 y~ d (A )d~ e (±A n̂ )*- *(+ An)* (2)
welches Produkt demnach eine durch die n Anfangscoefficienten der
Gleichung gegebene , be kannte Grösse ist .

Durch Substitution der Werthe von A{, A., , A3 , ..... An in das
Produkt (2) erhalten wir :

P = (al + «2 + •••+ «2+ «l «3 + «2«3-

X («1 «-2 ••••«n- 1 + : .-)h~ k («! «2 •— a « + •••■)*•

Um die Bildung dieses Produktes nach verrichteter Multiplikation
leichter zu übersehen , betrachten wir zuerst irgend einen der Fakto¬
ren , etwa den ersten ; es ist :

(«! + «2+ «3+ .... + «. )—»= [l]“- 4= «t“- 4+

1 (ß2 + ß3 + + Um)

+ 2 «l“~ 4~ 2 («2 + «3 + - • + «m)2

+ 6) ai a~ l~ 3 («2 + «3 + - + «m)3

+ .............
+ («2 + «3 + •••• + Um)a~ b

oder nach weiterer Entwickelung derPotenzen von (at -f-«3 + ... -j- am) :

[1]—» = ß,“- 4+ j «o + u^ - las + .... J

+ ( sl7 Ä) [ «1 a~ l~ 2 4 + «2 + .... J

+ 2 ( rt 2 Ö) | «1a 4 2 «2 «3 + «i“- 4“ 2 «2 «i + .... |

+ (V ){ “2+ ß3+ ••••}
u. S. w .

Wie man sieht , sind die Glieder sämmtlich von der Ordnung («— l ) ;
da ferner der Ausdruck symmetrisch ist , so müssen darin alle Glieder
vorkommen , welche durch Vertauschung der Grössen , «2, «3, um
aus den Gliedern «j“- 4, 1 «2, «j“- 4- "2 «2 u. s. w. hervorgehen ,
folglich die diesen Gliedern entsprechenden sym . Funktionen , so dass
d emnach kommt :
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[1]“ 1 = [«—-4] -p By [a — 4— 1, 1] -p B.} [a — b— 2, 2] -p
+ B3 [a — b— 2, 1, 1]

+ R4 [a — 4 — 3, 3] + H5 [a — b — 3 , 2 , 1] +
+ B6 [st- 4 - 3 , 1 , 1 , 1]

+ B7 [st— 4— 4 , 4] + .... etc .

Es ist daher der erste Faktor des obigen Produktes eine Summe
von mit gewissen Coefficienten behafteten sym . Funktionen , sämmtlich
von der (st— 4)ten Ordnung aber verschiedenen Classen , und es ist ins¬
besondere

[st— b] = «,“- *>-f a2a~b + «3«- 6 + .... + uma- b (3)
jene der höchsten Classe .

Eben so liefert der 2 te Faktor eine Reihe sym . Funktionen von
der 2 (4—c)ton Ordnung und verschiedenen Classen , unter denen die
Funktion :
[4—c, 4— c] = + st, 4- ' «3S- C+ ..... + «„_ !»- *«m4- ' (4)
jene der höchsten Classe sein wird u. s. w.

Der vorletzte Faktor liefert als sym. Funktion der höchsten Classe
von der (n— 1) (h—£)ten Ordnung :

s . h—k , . h—k r . h—k s. h—k h—k _l« 1 « 2 « 3 . . . . CCn—2 « 71— 1 I

+ n h—k h—ks. h—k r. h—k h—k \ . (a\a \ « 2 « 3 2 « Ti •••• 5

Endlich ist unter den symmetrischen Funktionen der nk ten Ord¬
nung , welche aus dem letzten Gliede hervorgehen , jene

« 1 « 2 « 3 « n - l (in + « 2 « 3 « 8 - 1 « n + 1 + — • ( 7 )
von der höchsten Classe .

Denkt man sich nun alle aus den einzelnen Faktoren des Produk¬
tes P hervorgehenden Reihen symmetrischer Funktionen wirklich mul -
tiplicirt , so wird dieses aus einem Aggregate sym. Funktionen beste¬
hen , welche sämmtlich von der Ordnung :
(st— 4) + 2 (4— c) + 3 (o— d) + 4 (d— e) + .... + (» — 2) (g —h) +
-p (7i— 1) (h — A.’) -p jiJc= st -p 4 -p c -p d -p e -p ... -p h -p k = v
und verschiedenen Classen sein werden ; die sym . Funktion der höch¬
sten Classe des Produktes muss offenbar durch die Multiplikation der
sym . Funktionen höchster Classe der Faktoren entstehen ; wirerhal¬
ten sie daher , wenn wir die Ausdrücke (3) (4) , (5) , ____(6) , (7) mit
einander multipliciren ; und da jede sym. Funktion durch irgend eines
ihrer Glieder gegeben ist , so erhalten wir durch Multiplikation der
ersten Glieder der genannten Ausdrücke :

a i s4 a 3 a t ft " — 1 a n

für das l ste Glied der sym . Funktion der höchsten Classe des Produk -
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tes , welche demnach keine andere , als die gesuchte Funktion U ist .
Bezeichnen wir demnach die Summe aller übrigen sym . Funktionen der
niedrigeren Classen des Produktes mit S , so ist P = U -f- S, woraus

U = P — S
folgt ; hiedurch ist zunächst erwiesen , dass jede ganze rationale
sym . Funktion der Wurzeln dei ^ Gl . (1) ausgedrückt wer¬
den kann durch eine gewisse Anzahl von Anfangscoef -
ficienten der Gleichung und symmetrische Funktionen
derselben Ordnung aber niedrigerer Classen .

Hebt man nun aus dem Aggregate sym . Funktionen S jene der
höchsten Classe heraus , so kann diese abermals durch Anfangscoefsi -
cienten der Gleichung und sym . Funktionen derselben Ordnung , aber
niedrigerer Classen ausgedrückt werden und man sieht leicht ein , dass
man auf diese Weise fortfahrend , endlich U durch eine gewisse An¬
zahl Anfangscoefficienten der Gleichung und sym . Funktionen der
niedrigsten Classe ausgedrückt haben wird , welche letztere aber nichts
anderes als die Coefficienten selbst sind . Hiemit ist aber der aufge¬
stellte Lehrsatz erwiesen .

Der Gang dieses Beweises lässt sich leicht an beliebig gewählten
Beispielen verfolgen . Man bilde z. B. die durch das Symbol [2 , 1]
dargestellte sym . Funktion der Wurzeln «l5 «2, .... am der Gl. (1). Hier
ist a = 2 , b — 1 , c = d — ... = k = 0 ; n = 2 ; wir haben datier
das Produkt P — (— A[)2—1 (Mä)1—0 zu entwickeln . Es ist aber :
( — Ai ) . M 2 = ( « t - f- « 2 + a 3 + •••• + « !» ) ( « 1 « 2 + « l « 3 + . . . . + « 2 « 3 + — )

= re2 a 2 + “i « 3 + •••• + « 1 « 1 + •—

+ « x « 2 « 3 + . . . .

Man übersieht auf der Stelle , dass in diesem Produkte keine an¬
deren Glieder vorkommen können , als solche von der Form ul «o und
«i «2 «s und zwar jedes Glied der l sten Form nur einmal , jedes der
letzteren dreimal ; da nun die Summe aller Glieder von der Form : «f a2
nichts anderes ist als die Funktion [2 , 1] , die Summe der Glieder von
der Form : a2 «3 aber die sym . Funktion [1 , 1 , 1] bildet , so ist :

— A1. Ai = [2 , 1] + 3 [1 , 1 , 1] ,
folglich , da [1 , 1 , 1] = — A3 ist :

[2 , 1] = 3A3 - Ai A, .

2tes Beispiel . Man suche den Werth von [4] , d. i. der Summe
der 4ten Potenzen der Wurzeln . Wir haben :

somit das Produkt P = (— Â )4 zu entwickeln .
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(— Aj ) 4 — (« ] + «2 + « 3 + •— + « m) 4 =

= s « f + « 2 + « 3 + + « m \ 2

1+ 2 «! «2 + 2 «! «3 + + 2 «g «3 +

Ohne die weitere Potenzirung vorzunehmen , lehrt eine leiclite
Ueberlegung , dass man erhält -̂

.Glieder von der Form «4 jedes lmal

«2 4 -
«j - 6 -
«? «,, «... - 12 -1 «2 O

«! «2«3«4 - 24 - ,
somit :

(- + )*= W + 4 [3 , 1] + 6 [2 , 2] + 12 [2 , 1 , 1] + 24 [1, 1, 1, 1],
woraus :

[4] = Ai - 4 [3, 1] - 6 [2 , 2] - 12 [2, 1, 1] - 24 [1, 1, 1, 1]
folgt . Auf dieselbe Weise findet man :

aus dem Produkte (— Aj)2 A2: [3 , 1] = A2 A2 — 2 [2, 2] —
— 5 [2, 1, 1] + 12 [1, 1, 1, 1]

(- A )° 4 = [2, 2]= A2- 2 [2, 1, 1] -
— 6 [1, h 1, 1]

(— + ) + : (— + )= ('— + ) (— A3) : [2, 1, 1]
= A, A3 - 4 [1 , 1 , 1 , 1] ;

endlich ist [1 , 1 , 1 , 1] — A4; somit hat man nach successiver Sub¬
stitution :

[4] = As - 4A 2 A., + 2A 2 + 4A , A3 — 4A 4.

117. Aus dem Gange des Beweises im vorhergehenden § . erhellt ,
dass in den Ausdruck einer sym . Funktion U der r ten Ordnung nicht
mehr als die ersten r Coefficienten der Gleichung : Aj , A2, .... A,. ein¬
gehen können , da die folgenden Ar+1 . . . bis Am schon sym . Funktio¬
nen höherer Ordnungen sind .

Hieraus folgt , dass wenn zwei Gleichungen von glei¬
chem oder verschiedenem Grade die r ersten Coefficien¬
ten gleich haben , alle möglichen sym . Funktionen der
Wurzeln von der l sten bis einschliesslich zur r ten Ordnung -
für beide Gleichungen einerlei Werth haben .

Von besonderer Wichtigkeit sind die Summen gleichnamiger Po¬
tenzen der Wurzeln mit ganzem Exponenten (Potenzsummen ) , welche
durch die Symbole [1], [2] , [3] u. s. w. bezeichnet sind .
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Jede beliebige sym . Funktion der Wurzeln lässt sich
durch blosse Potenzsummen derselben ausdrücken .

Denn sei £7= [« , 5 , c , d , .... h , fc] eine beliebige sym . Funktion
der r ten Ordnung , somit a + b + c -f - •••• + &— r und n die Anzahl
der Exponenten in der Klammer , so besteht .dieselbe aus Gliedern von
der Form :

o« a\ 4 ... a *_ x

bilden wir aber das Produkt :

p = M M M MW
WO

[а] = a“ + a“ + a“ + .... + a“

[б] = a » + 4 + 4 + .... + „ »

[c] = a« + «' + «' + .... + a ‘
• u. s. w.

so werden , wie leicht einzusehen , in dem Produkte die Glieder

a + b + c + . . . + 4 _ a r U11(J n a a l u c ........x ii Jo n 1

somit auch die entsprechenden sym . Funktionen vorkommen , so dass
wir die Gleichung haben :

[a] [J] [c] .... [Ä] [k] = [r ] + [a , b , c , d , .... h , Ä:] + 3 ,
woraus folgt :

U = [a , b , c , d , .... h , !•] = [a ] [i ] [c] .... [A] [&] — [r] — S ,

w' O S ein Aggregat von anderen sym . Funktionen derselben Ordnung

ist , aufweiche nun dasselbe Verfahren wieder angewendet werden
kann .

Beispiel . Es ist die Funktion [3 , 2 , 1] durch Potenzsummen
auszudrücken . Zu diesem Zwecke entwickeln wir das Produkt :

[3] [2] [! ]= («?+ “1 + al + ■- ) (“i + «2 + «! + •••) (“i + «2+ “3+ " " )

= a®+ a\ a2 + af -)- aj a■* + «1 «3 + ---- 11■S. w.

und haben somit , da Glieder einer anderen Form nicht entstehen kön¬
nen , jedes Glied von der Form af cfi aber sich zweimal bildet :

[3] [2] [1] = [6] + [5 , 1] + [4 , 2] + 2 [3 , 3] + [3 , 2 , 1] ,
woraus :

[3 , 2, 1] = [3] [2] [1] - [G] - [5 , 1] - [4 , 2] - 2 [3, 3] (m)

folgt . Ferner ist :
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[5] [1] = («•>+ a\ + ...) (a 1 + «2 + ....) = af + af + ....
= [ß] + [5) !] )

somit :

[5 , 1] = [5] [1] [6] ;
[4 ] [2 ] = (et* + et* + ct* + .. . . ) (af + a * + af + .. . ) = a \ + a \ « | + . . . .

= [6] + [4 , 2] ,
somit : [4 , 2] = [4] [2] — [6] ;

[3] [3] = (af + «* + «» + ....)* = af + .... + 2af af + ... =
= [6] + 2 [3 , 3] ,

somit :

2 [3, 3] = [3] [3] - [6] ;
folglich , wenn man in (m) substituirt :

[3 , 2 , 1] = [3] [2] [1] - [5] [1] - [4] [2] - [3p + 2 [6] .

Der folgende § . wird uns die Mittel liefern , die Potenz - Summen
der Wurzeln mit Leichtigkeit zu berechnen . *

98. Multipliciren wir die Gleichung :
A0 xm + Ai + A2 xm~ 2 + A3 x”*- 3 + ..... + Am- i x +

+ Am — 0 , (1)
deren Wurzeln , a2, «3, .... am sein mögen , mit xr , so erhalten wir :
A0 xm+r + Al xm+’- 'l + A2 x m+r—2+ ....+ Am_ i xr+i + Amx r= 0. (2)

Die Wurzeln dieser Gleichung werden dieselben sein , wie jene
der Gl. (1) ; durch Substitution derselben in (2) erhalten wir daher die
identischen Gleichungen :

A0 «r +r + Ai «!“ +*- ' + A.2ai m+r~ 2 + + Am_ i «L + 1+ Ama[ = 0
Aq a2m+r + Al a2m+’—' + A2a2m+r- 2 + .... + Ara_ t a / + *+ Ama\ = 0

A0amm+r + Al umm+’-- 1+ A 2amm+’- *+ .... + 4 M_ 1a„ r+ 1+ 4 B«ii= 0
durch deren Addition sich folgende Gleichung ergiebt :

A0 [m+ r] + Ai [m+ r — 1] + Ä2[m + r — 2] + .... + A,„_ , [r + 1] +
+ Am [r] = 0 , (I)

welche sofort in rekurrirender Form die sym . Funktion [m -|- r ] , d. i.
die Summe der (m + r)*«» Potenzen der Wurzeln darbietet , wenn die
Werthe der niedrigeren Potenzsummen bis zur r teu herunter gegeben
sind .

Setzt man in (I) r = 0 , so erhält man , da
[° ] = «J + «2 + al + + — m

ist :
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AoD»] + ["»— 1] + A3 [m — 2J + A3 [m — 3] + -f-
+ A,„_ i [1] + m Am — 0. (II )

Diese Gleichung liefert [wi] , d. i. die Summe der mten Potenzen der
Wurzeln der Gl. (1) vom mten Grade , wenn die niedrigeren Potenzsum¬
men gegeben sind , so dass es also nur noch auf diese ankommt .

Setzt man nun in (II ) der Reihe nach m — 2 , 3 , 4 , .... so erge¬
ben sich Ausdrücke , welche der Keihe nach die Summe der 2ten, 3ten,
4ten . . . . Potenzen der Wurzeln von Gleichungen beziehungsweise des
2 ten, 3 , 4ten .... Grades darstellen , deren Coefsicienten vom ersten
angefangen , der Reihe nach mit jenen der Gl. (1) übereinstimmen ,
welche Ausdrücke aber nach dem im Eingänge des vorigen §. Gesag¬
ten auch allgemein für die Gl. (1) gelten müssen . Substituiren wir also
in (II ) der Keihe nach 1 , 2 , 3 , 4 , ... m statt m , so erhalten wir :

A0 [1] + At = 0
A0 [2] + Al [1] + 2 A.2 = 0
A0 [3] + A, [2] + A.2 [1] + 3A3 = 0
Ao [4] + Aj [3] + A2 [2] + A3 [1] + 4A 4 = 0 (M )

11. S . w .

Ao \m\ + A, [?»■— 1] + Aa \m— 2] + ..... + Am_ j [1]
+ m*Am= 0

aus welchen Gleichungen die Funktionen [l ] , [2] , [3] u. s. w. succes¬
sive berechnet werden können . An die letzte derselben schliesst sich
unmittelbar die Gl. (I) an , wenn in derselben für r der Reihe nach die
Zahlen 1 , 2 , 3 .... gesetzt werden . Die Formeln (III ) sind unter dem
Namen des Newton ’ sehen Satzes bekannt .

ö!). Lassen wir die Coefsicienten der Gleichung :

A0 xm + A, x” - 1 -+- A2 x m~ 2 + ..... + Am—! x + Am = 0 (1)
in umgekehrter Ordnung aufeinanderfolgen , so sind nach §. 94 die
Wurzeln der neuen Gleichung :
Am x m + Am—i x m~ x + Am_2 x m~ 2 -f- .... + A, x + A0 = 0 (2)
die reziproken Werthe der Wurzeln der Gl. (1) , somit :

1 1 1 1

« 1 ’ « 2 ’ « 3 Mm

—l t > « 3_ 1:..... M,
oder auch :

«r
Wendet man daher die Formeln des vorigen §. auf die Gl. (2) an , so

geben dieselben unmittelbar die Summen der reciproken Potenzen ,
oder der Potenzen mit negativen ganzen Exponenten der
Wurzeln der Gl. (1). Bezeichnet man diese daher mit :
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[— l ] = -- 1--- h«i «2

C— 2 = — 2 H 5 4 2 + -— H ? = « 1 2 + « ä 2 + « 3 2 +sj* st* si*

— + •■
« 3

+
•I -

II

+ . . . . • “I“ Um ^ 7

—2 + -
« 3

. 1

. . . + ^ = « 1 ■771

+ . . a „ ~ 2 ,

so gehen die Formeln (III ) , (II ) , (I) in folgende über :

Am [ l ] -j- Am—J = 0
Am [— 2] + Am—1 [— l ] + 2Am_2 = 0
Am [— 3] -(- Am—i [— 2] -f- Am—2 [— l ] -f- 3Am_3 — 0

u . s. w.

-4»» [— »*] + Am—i [— {in— 1)] + Am—2 [— (»» — 2)] + ■•••+
+ Ay[— l ] + m A0— 0

Am [— (m+ r)] + Am- ! [— (m + ?— 1)] + Äm- 2[— (m + r — 2)] +
+ .... + Al [— (r + 1)] + Ao[— r] = 0 ,

welche zur Berechnung der Werthe der Summe der reciproken Poten¬
zen der Wurzeln der 61. (1) dienen . #

V. AUFLOESUNG DER ALLGEMEINEN GLEICHUNGEN DES DRITTEN UND VIER¬
TEN GRADES , DER RECIPROKEN UND BINOMISCHEN GLEICHUNGEN .

100. Unter allgemeinen Gleichungen verstehen wir solche , deren
Coefficienten Ay, A2, .... Am allgemeine , durch Buchstaben vorgestellte
Zahlengrössen sind . Die Wurzeln derselben sind nothwendig Funktio¬
nen der Coefficienten und es besteht das Problem der Auflösung einer
solchen Gleichung in der Herstellung eines geschlossenen Ausdruckes
von der Form :

x — j (A\ , A-2 , A3, .... Am)
welcher jede der in Wurzeln aus den Coefficienten finden lässt . Da
man aber im Allgemeinen nicht angeben kann , welche von den rn Wur¬
zeln man haben will , so muss obiger Ausdruck nothwendig die Eigen¬
schaft haben , sämmtliche Wurzeln zu liefern , wozu erfordert wird ,
dass dieser Ausdruck m verschiedener Werthe fähig sei . Ein Beispiel
hiezu giebt uns die schon aus den Elementen bekannte Gleichung des
2ten Grades : x 2 + Ay x A2 = 0 , für welche man :

—
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findet , ein Ausdruck , welcher , da jede Quadratwurzel sowohl positiv
als negativ genommen werden kann , sofort beide Wurzeln ' der Glei¬
chung darbietet . Solche Wurzelformen lassen sich jedoch , nach Ruf -
fini’s und Abel ’s Untersuchungen , nur noch für allgemeine Gleichun¬
gen des 3ten und 4ten Grades aufstellen ; und allgemeine Gleichungen ,
welche den 4ten Grad übersteigen , gestatten nur in besonderen Fällen
eine weitere Behandlung , wo schon aus dem Baue der Gleichung ein
Schluss auf die Natur der Wurzeln gezogen werden kann , wie z. B.
bei den reciproken , binomischen , trinomischen und einigen anderen
Gleichungen .

a) Gleichungen des dritten Grades .

101. Jede Gleichung vom dritten Grade (cubische Gl.) hat gehö -
•rig geordnet die Fonn x 3 -j- Al x 2 A-2 x -f - A3 = 0 . . . . (1) und
lässt sich durch Wegschaffung des zweiten Gliedes , indem man :

_ Ai
X y 3

setzt , auf die Form : •*
y3 + py + q — o (2)

bringen ; die Wurzeln dieser Gleichung , jede um vermindert , sind

sofort die Wurzeln der Gl. ( 1).
Um die Gl. (2) aufzulösen , setzen wir y — u + • v , wo u und v

noch unbestimmte Grössen bedeuten . Man hat nun :

ys = u3 -f- 3m2 v -f- 3uv2 -f - v3 = 3uv (u -)- v) + u3 + v3,

oder wenn man statt u v wieder y schreibt :

y 3 — 3uvy — (w3 + v3) = 0 , (3)

eine Gleichung , welche mit (2) von gleicher Form und von welcher
eine Wurzel = u v bekannt ist . Bestimmen wir nun , was immer
möglich , die Grössen u und v so , dass (3) mit (2) identisch wird , so
haben wir hiemit auch eine Wurzel der Gl. (2). Zu diesem Zwecke
setzen wir :

2>uv = — p , u3 -\- v3 = — q ;
V

aus der ersten dieser Gleichungen folgt v = — ~~ , welcher Werthdu
in die zweite substituirt , die Gleichung :

“6 + qu3 ~ 0

liefert . Diese Gleichung vom 6ten Grade lässt sich aber nach Art der
quadratischen Gleichungen auflösen und giebt zunächst :



158

“ 3 = ~ ~ 's
woraus :

JO3
27

folgt . Substituirt man ferner diesen Werth von u in die Gleichung
v3 = — q —- «3, so kommt :

- r - fTj /S+g -
Es ist daher mit Rücksicht auf die Gl . y = u + v :

y= s 1 ? +y 'f7 | + 1 I--T ? + l w '
eine Wurzel der Gl. (2) , wo wir von dem doppelten Zeichen nur die
oberen beibehalten haben , da die unteren dasselbe Resultat geben .
Dieser Ausdruck , welcher unter dem Namen der Cardan ’schen For¬
mel bekannt ist , liefert aber in Folge der Vieldeutigkeit der darin
enthaltenen Cubikwurzeln sämmtliche drei Wurzeln der Gl. (2),
wie sogleich gezeigt werden soll . Setzt man :

so hat man : y = j’/ A -j- yB . Nun ist aber , wenn man Kürze halber

= = « , folglich — 1 — V — 'd = a *2 2

3/ 3
setzt , und die arithmetischen Werthe von \ A und yB mit a und b be¬
zeichnet , bekanntlich [§ . 51 und 52] :

^ A = a , j/ R = b
= aa = ab

= a2a = a 2b
3 3

so dass sich also durch Combination dieser Werthe von yA und yB ,
9 Werthe für y ergeben , von welchen jedoch nur jene Wurzeln der Gl.

* 3 3 ,
(2) sind , für welche das Produkt uv = y A. yB reell wird , wie es
obige Gleichung 3uv — — p verlangt . Berücksichtigt man daher , dass
a und a2 imaginär sind , a 3 — — 1 aber reell , so erhält man für die
drei Wurzeln der Gl. (2) folgende Werthe :
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Vl = a + b , y , = ua + a 2b-, yx = a2a + ab. (5)

102. Um die Beschaffenheit dieser drei Wurzeln kennen zu ler¬
nen , müssen wir drei Fälle unterscheiden .

q2 p 31) Ist -f- §—> 0 also positiv , so sind A und B , also auch4 2r
a und b reelle Grössen ; die Gl. (2) hat daher , wie aus (5) zu ersehen ,
in diesem Falle 1 reelle und 2 imaginäre Wurzeln .

2) Ist ^ sowird l̂ — B = -- 1- , a — b — — j / - ,
somit :

U\ = — ^j / y , U-2 — !h — — ("■+ a-) ]/ y = + \ i

in diesem Falle sind daher alle drei Wurzeln reell und zwei davon ein¬
ander gleich , deren Zeichen mit dem Zeichen von q übereinstimmt ,
und jenem der dritten Wurzel entgegengesetzt ist .

qt p3
3) Ist — + — 0 , also negativ , so werden A und B , somit

auch a und b imaginär und es erscheinen daher sämmtliche Wurzeln
unter imaginärer Form ; da jedoch die Gleichung , weil von ungerader
Ordnung , eine reelle Wurzel haben muss , so müssen sich wenigstens
in einer der Wurzeln die imaginären Bestandtheile aufheben ; es lässt
sich aber leicht zeigen , dass in diesem Falle alle drei Wurzeln reell
sind . *

Es sei nämlich y^ — w die in diesem Falle nothwendig existirende
eine reelle Wurzel , so ist die Gl. (2) durch y — w tlieilbar und der
Quotient = 0 gesetzt , liefert die zwei andern Wurzeln . Man erhält
aber als Quotienten y2 -f- yw p w2, und somit aus der Gl. :

y2 + yw + p + iv2 = o :

1/ 3 , 1 i/ 3 »
V ~ 4 - p , yi——-j w — f

oder , wenn man Kürze halber w'2 — p = k setzt :4

y, = ~ w + y'k , y3 = - - w — ]/ k ,

wo sich nun leicht zeigen lässt , dass k eine positive Grösse ist und daher
auch diese beiden Wurzeln reell sind . Denn dä w eine Wurzel der
Gl. (2) ist , so hat man w3 -)- pw + q — 0 , woraus q = — w3 — pw ,
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3 1
oder weil p = -- —w2 — k ist , q — -- — w3 -(- wk folgt . Mit4 4

diesen beiden Werthen von p und q wird nun :

fl 2 l 2
Hieraus folgt , dass , da der Faktor <— w2-- k j wesentlich

q 2 p3
positiv ist , das Zeichen von k jenem der Grösse + — entgegenge¬

setzt und folglich positiv ist , wenn , wie im jetzigen Falle , die Grösse
q2 p3
T + 27 einen negativen Werth hat .

Es sind also alle drei Wurzeln reell und die cardan ’sche Formel ,
welche sie in imaginärer Form giebt , wird in diesem Falle (dem casus
irreducibilis der älteren Algebraisten ) zur Berechnung derselben
unbrauchbar . Selbst im ersten Falle ist ihre Anwendung zur Berech¬
nung der reellen Wurzel , der mühsamen Wurzelausziehungen wegen ,
höchst unbequem . Durch Einführung von trigonometrischen Funktio¬
nen lässt sich derselbeu eine zur Bechnung bequemere Gestalt geben ,
wobei wir nur den l ten und 3 ten Fall zu betrachten haben , da im 2 ten
die Wurzeln schön unter sehr einfacher Form erscheinen . Da , wie
leicht einzusehen , bei positivem immer der erste Fall , bei negativem
aber der l ste oder 3te Platz greift , je nachdem der Zahlenwerth von
T) 3

<C °der O ~ ist , so wollen wir im Folgenden nach dem Zeichen

von p unterscheiden .

103. I . positiv . Bringen wir den Ausdruck (4 ) auf die Form :

« - F - 1 + - m
4 p **

und setzen wir , da die Grösse — — jedes positiven Werthes fähig ist :

4 P3

so erhalten wir aus (6) , wenn wir zugleich für -| - den aus (7) folgen -
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1 / P ^ / -
den Werth : cotg cp 1/ —r einführen und beachten , dass yl -f- tgq '2—

= sec cp = — - — ist :
cos cp

3i / ?̂ r r
y i l/ IL\ 1Z1—coscs _ 1/ 1 + cos<fl

V o L r sin cf f sin cf J

= \ ' \ W b° t gi~ | '/ cotg T *] ’
somit , wenn man noch :

setzt :

7/ 1=

d . i.

\ / p f . , I 1 fsm u»- — cosii )211/ Zr tg ü>— cotg = IZ Zr —̂ -
r 3 L J r3L sm tü cos tü J

/ p cos 2 i/j
3 ’ sin 2 u> ’

V\ — — 2 | / ~ cotg 2 m . (9 )

Hat man daher aus (7) und (8) die beiden Hülfswinkel cf und w
berechnet , so findet man aus (9) die reelle Wurzel der Gl . (2) : die zwei
andern sind in diesem Falle imaginär und da jetzt

/ E . cotg XI)3

ist , so findet man für dieselben nach Gl . (5 ) die Werthe :

^ 2j = y \ [cotg 2xp + cosec 2xi) jZ— 3] —

= — -̂ -yi + f̂ P - cosec 2w / — 1 (9 * )
q 'i p 3

II . p negativ und —— |- ~ > 0 .4. (

Die Gl . (2) hat jetzt , wenn p den Zahlenwerth des Coefficienten
von y bezeichnet , die Form :

y3 — py + q — o
und es ist :

. 3

■4 p 3
= v - 4 + M/ 1 - ^ ^ + v - 4- - 41 / 1 - 27-j ,
Herr , Höh . Mathematik , I . 11
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(/^ 2)^ 4
aus der Relation -- > 0 folgt aber — ^ << 1 ; setzen wir also :

i ]j3
= sin (Yi2 (10 )

'21 q -

so wird , wenn wir noch für ■— den aus (10 ) folgenden Werth :

1 \ / P_L
sin q Y 27

einführen :

* — ^ [ i v W +

= — j / -f - [ fe -J * + ^COtgT 9] •
Setzt man noch :

so kommt :
hs Y Cs~ tg ^ ^ 0

i / v , n 1 / V ssin %p2 + cos m2l=- VfLtg COtg^=~Vt [ sin«,cos rpi’
d . i.

y x — — 2 cosec 2uj \/ JL .Vf- (12)
Für die beiden imaginären Wurzeln findet man :

Sfet— l / ?- Icosec 2m + cotg2m \1— 3] = --- —y { + f/ p . cotg '2ip f/ — 1
yz \ \ z 2

u ^ p ^
111. Sei endlich p negativ und — < ( 0 , welche An¬

nahme dem irreduciblen Falle entspricht ; lassen wir wieder p den
Zahlenwerth des Coefficienten der ersten Potenz von y in Gl . (2) sein ,
wodurch dieselbe wie in II . die Form :

yi — py + q — 0

erhält , so können wir den Ausdruck (4 ) auf die Form bringen :

- V- +
27 « 2

Da jetzt — ~ <C 1 , so setze man :4 p i



7 •£ - «>■¥* (13>

wodurch — = cos q 1/ ~ wird , und der Ausdruck von y in fol¬

genden :

y = — ]/ P. - (cos q — j/ — 1 sin q ) 3 — j/ ^ (cosr / + ]/ — Ising ;) »

übergeht . Wendet man hierauf die Moivre ’sche Binomialformel an
[§ . 49 . Gl . 3] , so kommt :

*v

y — — y — scos -i (q + 2m ) — ]/ ■— 1 sin i ( qi + 2m )J

— j/ " scos i (qe + 2rn ) + V— 1 sin i (cp + 2 »vr)J

d. i. nach Aufhebung der imaginären Glieder :

V == — 2 \ Y «os (cp+ 2rn)

wo r eine beliebige ganze Zahl bedeutet . Man erhält aber sämmtliche
verschiedene Werthe , deren dieser Ausdruck fähig ist , wenn man für
r : 0 , + 1 , — 1 substituirt , und hat daher für die drei Wurzeln der
Gleichung folgende Werthe :

.'/ i = — 2 Y ~ cos -| -

>Jt — — 2 y cos ( 3 + 120 «j = o j / Z . cos _ 60 u)

* = _ 2 Yf cos ( f - - 120 «) - 2 \ % cos ( j - + 60 «) ,

welche demnach , wie schon oben gezeigt wurde , sämmtlich reell sind .

Beispiele . 1 . Die gegebene Gleichung sei : x 3 -f- 2a: — 5 = 0 ,
so ist p = + 2 also positiv und die Rechnung steht nach den Formeln
(7) , (8 ) , (9) in I. so :

li *



164

logT4 - = 9 , 8239087ö

= 9 , 9119543

Zur Berechnung der imaginären Wur¬
zeln hat man :

log p = 0,3010300
log f/p = 0 .1505150

log cosec 2xp= 0,1102648 n= 9 ,“7358630

log — = 9 . 6020600 n lg f/p cosec 2u>— 0,2607798 n
somit nach (9 *) :

log tg cp= 9 ,3379230 n

<P = — 12°17 '0 ," 36 & ! _ _ 0 , 664134 ±1 , 822971

| = — 6 8 30 , 18 3/3

log tg | -= 9 ,0318351 n
log tg \p = 9 , 6772784 n

xp= — 25°26“15 ,”47
2xp = — 50 52 30 , 94

lgcotg2ip = 9,9103016 n

log ]/ y = 9,9119543
log 2 = 0,3010300

log (—xj ) = 0,1232859 n
Xi = -f- 1,328269

2) Es sei die Gleichung : x 3 — 4x 2 — 2x + 4 = 0 gegeben ;
4

setzt man , um das 2te Glied wegzuschaffen , x = y — , so erhält

mau als trausformirte Gleichung :

da
22

negativ und :

so findet hier der dritte Fall statt und die Rechnung ist folgende :
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log = 0,3881802ö

log Vf
l0£

0 .1940901

0,5822703

0,2313940 n‘ogf
log cos <-/; = 9,6491237 n

<p = 116° 28 ' 24 ," 44

— cp— 38 49 28 , 15

1
qp- ■60«: 21 10 31 , 85

log 2 Vf 0 ,4951201

log cos — (p= 9,8915765
O

log cos \js <f — 60j = 9,9696387

log cos (ipP+ 60) : 9,1858484 n

log (— y,) — 0,3866966
log y.2 — 0,4647588
log y3 — 9,6809685 n

— cp+ 60° = 98 49 28 , 15

y , = — 2,436108 endlich wegen
4

?/o = + 2,915807

y3 — — 0,479699

V + •

xj = — 1,102775

x .2 = + 4,249140

x3 - -{- 0,853634

b) Gleichungen des vierten Grades .

104. Zum Behufe der Auflösung der Gl. des vierten Grades :

x -|- Aj x 2 -)- A2 x * -f- A.3 x -|- A2 = 0

schaffe man zuerst mittelst der Substitution x = y f das zweite4
Glied weg , wodurch man eine Gleichung von der Form :

yi + py 2 + qy + r = 0 (1)

erhält , deren Wurzeln um - J - vermindert , die Wurzeln obiger Glei¬

chung geben . Man setze nun :

y **= t + u + V, (2)
so wird y2 — t2 -f- ii2 -+• v2 + 2 (tu + tu -j- uv), und wenn man noch¬
mals quadrirt :
y '+ = (t2 -f- u2 fl- v2)2 -j- 4 (t2 + u2 -|- v2) (tu -f - tu -}- uv) -|-

4 (t2u2 -j- t2v2 u2v2) -f- Stuv (t u -j- v) j
substituirt man diese Werthe von y2 und yi in (1) , so kommt :
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(t2+ 2'2)24“4 {t2u2 t2v'- -\- u3v2) -\-p (t2+ M2+ V2)4- >
+ [4 (t- + u2 + V2) + 2p] (/u + tv + uv) / = 0 (3)

+ (ßtuv + q) (t + u + v) J
Da die drei noch unbestimmten Grössen t , u , v erst an eine in (2)

ausgesprochene Bedingung gebunden sind , so ist es gestattet , deren
noch zwei aufzustellen , wofür wir folgende :

4 (<2 + «2 + u2) -f- 2p = 0 , 8 tuv + q — ü

wählen , aus welchen Gleichungen

t-2+ U24- v2— — Z . (4) fl u'i v'i = ~ ~ . . . . (5)

folgen ; hiedurch geht (3) über in :
2 2

— + 4 (t2u2 + t2v2 + u2y 2) — — -}- r = 0 ,4 2
woraus man :

v2 — 4r
flu 2 4- «V 4- u2v2 = " „ ■ (6)16 w

findet . In Folge der Gleichungen (4) , (5) , (6) sind nun [§ . 87 ] die
Grössen t2, w2, v3 die Wurzeln der cubisclien Gleichung :

zs + ^ Z2 + p^ r . z _ f ^ (7)

welche nach dem vorigen § . aufgelöst werden kann . Findet man z, , z2, z3
als Wurzeln derselben , so ist :

t — ± / ~1) “ = ± / ~2> i-- = ± |/ “3
und somit :

y = + / ~i + / z2 + j/ z3 .

Macht man nun alle möglichen Combinationen der Zeichen , so
erhält man folgende 8 Werthe für y :

y \ — — Vz\ — / ~i — Vz3 y 5 = + / ~i + / - ■! + Vz3

Vi = — Z~i + Vz2 4- / -3 ^ y<i = + / d — >/ -o — Z~3 (9j
3/3 = + ZG — h ' - ä + / - 3 3/ 7 == / - I + | / *2 — )/ ~3

3/4 = 4 - j/ z , - h Z ~2 - / z3 3/8 = — / - I - Z ~2 + Z Z3

welche zu je vieren in zwei Partieen so zusammengestellt sind , dass
das Produkt tuv in jeder Partie dasselbe Zeichen erhält , wie es die

oben aufgestellte Bedingungsgleichung : tuv — verlangt , welcheO

zeigt , dass das Produkt tuv negativ sein muss , wenn in (1) q positiv
ist , und umgekehrt . Das System (8) stellt daher die 4 Wurzeln der
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Gl. (1) dar, während das System (9) die Wurzeln der Gl. :
y 4 + p 'ß — qy + ■r = o

enthält . Dass wir hier die Wurzeln dieser beiden Gleichungen zugleich
erhalten , hat darin seinen Grund, dass beiden Gleichungen dieselbe
reducirte Gleichung (7) zugehört , da diese nur das Quadrat von q
enthält .

c) Reciproke Gleichungen .

105. Gleichungen von der Form :

x m + Al X'“- ' + A2 x m~ '2 + ..... + A2 X2 + Al X + 1 = 0 (1)

in welchen das letzte Glied dem Coefficienten des ersten Gliedes gleich
ist und je zwei vom ersten und letzten gleichweit abstehende Glieder
gleiche Coefficienten haben , heissen reciproke Gleichungen . Sie
haben die Eigenschaft , dass wenn a eine Wurzel derselben ist , auch

der reciproke Werth — eine Wurzel der Gleichung darstellt . Denn«
setzt man in (1) x — « , so hat man identisch :

«“ + Ai «“- * + A, «®- 2 + + A2 «2 + Ai a .+ 1 = 0 ; (2)

substituirt man aber x = — , so erhält der erste Theil der Gleichung«
den Werth :

•4 + ^i4r + ^ 4 =i + + + —+ 1a H a 1 a m 2 u2 a

oder wenn man mit ammultiplicirt und dividirt :

— (am+ Ai am~1+ A, a + .....+ A, + At u + 1),

welcher in Folge von (2) ebenfalls = 0 ist .

Die Gleichung ( 1) verliert übrigens , wie leicht einzusehen , diese
Eigenschaft nicht , wenn sämmtliche gleichnamige Coefficienten ent¬
gegengesetzte Zeichen haben , nur muss in diesem Falle , wenn sie von
gerader Ordnung ist , das mittlere Glied fehlen , weil dasselbe sonst
gleichzeitig positiv und negativ sein müsste , was ungereimt ist .

Jede reciproke Gleichung von ungerader Ordnung hat die Wur¬
zel — 1 oder -f- 1 , je nachdem die gleichnamigen Coefficienten mit
gleichen oder entgegengesetzten Zeichen versehen sind. So haben die
Gleichungen :
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x 3 -(- M] a+ + - Ai x° -)- A-2 x 2 A\ x + - 1 = 0
und

x 5 — Ay x i -+- A-2 x3 -)- A2 x 2 — Ai x -|- 1 = 0
die Wurzel — 1 ; den Gleichungen :

x :>-j- Ai x 4 -+- A2 x3 — A%x 2 — Aj x — 1 = 0
und

x '3 — Ai x 4 + - A-2 x 3 — Ao x 2 -j- Ai x — 1 = 0
entspricht hingegen die Wurzel + 1 , wie man sich durch Substitution
leicht überzeugt . Jede reciproke Gl. von ungerader Ordnung ist daher
durch x + 1 oder x — 1 theilbar und setzt man den Quotienten = 0,
so hat man eine neue Gleichung von gerader Ordnung , welcher alle
übrigen Wurzeln zukommen und die demnach wieder reciprok ist .

Da wir also jede reciproke Gl. von ungerader Ordnung durch
Division mit x + 1 oder x — 1 auf eine solche von gerader Ordnung
zurückführen können , so haben wir uns nur mit letzteren zu beschäf¬
tigen . Sei demnach :

x 2»*-+- Ai x 2m 4+ A2x 2m~ 2+ .. .. + A.2 x 2+ Ai * + 1 = 0 . (3)

eine reciproke Gl. von gerader Ordnung ; dividirt man dieselbe durch
xm und nimmt je zwei Glieder mit gleichen CJoefficienten zusammen ,
so erhält man :

(**+ *-) + * (*- ' +5= )+ (*- *+ + - +

+ Am—j ( x 2 + —^ + - Am_ j ^ x + - - -j -+- Am — 0. (4)
Man setze nun :

x + — = y (5)

so lassen sich alle Binome von der Form x r — durch y rational

ausdrücken ; denn es ist :

(x-+ h) y= (x'+ ä ( *+ i ) = *',+1+ ^ ^ -
folglich :

*r+1+ = {x' + l ) y ~ i *’'~1+ J =i) ’

woraus zugleich erhellt , dass der Ausdruck von xr -+- — nach y vom

r ten Grade sein wird , da die Gl. (5) nach y vom l sten Grade ist . Setzt
man in der letzten Gleichung der Keilte nach r — 1 , 2 , 3 , — so
erhält man :
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für r — 1 : x 2 4 - — = y2 — 2 ,x 2

- r — 2 : x 3 fl- — = (y * — 2) y — y — y '2 — 3y,

- r = 3 : x 4 fl- ~ = (y3— 3y) y — (y2 — 2) = y* — iy 2 fl- 2,

u. s. w.

Entwickelt man also diese Binome bis zu jenem :

x m fl ,
' x m ’

lind substituirt ilire Werthe in (4), so erhält man eine Gleichung vom
mtea, also halb so hohen Grade , als die gegebene Gl. (3) war . Las¬
sen sich die m Wurzeln derselben , yl , y2, ••••2/« linden , so liefert für
jede derselben die Gl. (5) zwei zu einander reciproke Werthe von x ,
nämlich :

] + V// ----- 4 1/ — Y is- — 4 2
x , = | und x2 = -------- ' -- = .. (6)

y + ^y'2— 4
wodurch die 2m Wurzeln der Gl. (3) gegeben sind .

Man kann demnach reciproke Gleichungen bis zum 9ton Grade
allgemein auflösen .

Beispiel . Es sei die reciproke Gl. vom 7ten Grade gegeben :
x 7 — 2x 6 —• x 4 — x 3 — 2x -j- 1 = 0 ;

da die mit gleichen Coefficienten versehenen Glieder gleiche Zeichen
haben , so ist — 1 eine Wurzel dieser Gleichung . Durch Division mit
x + 1 erhält man:

x 6 — 3x 5 fl- 3x 4 — 4x 3 fl- 3x 2 — 3x fl- 1 = 0 , («)
oder durch x 3 dividirt :

(x3 + 3 >) ~ 3 {x* + h ) + 3 (x + 4 = ° > •

woraus , wenn x fl- — = y gesetzt wird : y 3 — 3y- fl- 2 = 0 folgt ;

dieser Gleichung entsprechen die Wurzeln :,

2/i = — 1 >Vi — + 1) Vi = + 2 >

mit welchen man aus (6) folgende 6 Wurzeln der Gl. («) erhält :

_ — 1 + ]/ — 3 1 fl- [/ ■— 3 2 fl- 0
1 2 ’ 2 ’ 5 2

Xi = - 1 + ,/ — ■! ’ ^ = i + 3 » a,5= r + ü = =1
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d ) Binomische und trinomi sehe Gleichungen .

106. Jede Gleichung von der Form :

x m + a — 0 ( 1)

heisst eine binomische Gleichung . Eine solche Gleichung lässt sich
immer auf die einfachere :

zm + 1 = 0
m .

bringen , indem man x — z Va setzt , daher wir uns nur mit dieser zu
beschäftigen haben . Betrachten wir zuerst die Gleichung :

zm — 1 = 0 (2 )
m

so hat man , weil aus derselben z = y -\ - 1 folgt , mit Rücksicht auf
Gl . 7 § . 50 , sofort :

2kn .— 2kn
* = cos ~ ± V— 1 sin ^ T > (3)

welcher Ausdruck sämmtliche rn Wurzeln der Gl . (2) darstellt , wenn

man darin statt k der Reihe nach die Werthe 0 , 1 , 2 , 3 , bis ~

971- 1
oder — - — setzt , je nachdem in gerade oder ungerade ist . Die a . a .

O . entwickelten Ausdrücke (8) und (9) stellen diese Wurzeln in beiden
Fällen dar .

Die , zwei conjugirten Wurzeln der Gl . (2) , wie :

2k71 , — - . 2kn 2kn / . 2kncos -- 1- Y— 1 sm und cos — y — 1 sin -in m m m

entsprechenden Wurzelfaktoren :

2kn / . 2kn . 2A-/T / — - . 2 knz — cos Y— 1 sin und z —• cos + y — 1 sin -m m m m

geben , mit einander multipiieirt , das reelle Produkt :

z2 — 2z cos + 1 , (4 )m

aus welchem Ausdrucke sämmtliche quadratische Faktoren des Bi¬
noms z"‘ — 1 hervorgehen , wenn man für k obige Werthe der Reihe
nach setzt , wobei jedoch zu bemerken ist , dass für $ s= 0 , für wel¬
chen Werth (4 ) in z - — 2z 1 = (z — 1) (z — 1) übergeht , der
Faktor z — 1 nur einmal zu setzen ist , weil die Wurzel + 1 der Gl .

(2) nur einmal zukommt , da in (3) für k = 0 , sin = () wird . Aus
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1)1
demselben Grunde ist , wenn m gerade , aus dem für k — — aus ( 4 )

entstehenden Ausdrucke z2 -+- 2z + 1 = (2 + 1) (z + 1) , der Faktor
{z + 1) nur einmal zu nehmen . Man hat daher :

für rn gerade :
2 ^

* — 1— (g— 1) (z -j- l ) (z2— 2zcos — + 1) (z2— 22COS— -f- 1) Xv A 1 n m m

.... X (z2 — 2z cos 1~ ~ ~ 71+ ! )• (*>)

Für m ungerade :

zm \ — (g 1) G2 2öCOS— + 1) (22— 22 cos — + 1) X ••••
111 111

.... X {z2— 22 cos — i n + 1) (6)m

107. Eben so hat man für die Gleichung :
zm 1 __ 0 (7)

wenn man beachtet , dass aus derselben 2 — V— 1 folgt , mit Rücksicht
auf Gl. (11) , § . 51 , sogleich :

21’"f- 1 , / - - . "J—1
2 = cos - n + y — 1 sm ---- 71 ( 8 )in m

rn , in— 1
wo für k der Reihe nach die Zahlen 0 , 1 , 2 , .... bis — — 1, oder —-—

zu setzen sind , je nachdem in gerade oder ungerade ist . Die Aus¬
drücke (12) und (13) , § . 51 , stellen in beiden Fällen die m Wurzeln
der Gl. (7) entwickelt dar .

Je zwei conjugirte Wurzelfaktoren liefern hier den reellen qua¬
dratischen Wurzelfaktor :

2 2 - 22 COS — 71 + 1
111

und es ist daher für ein gerades m :

m _f- 1 = ( - 2 22COS — 4 " 1 ) (~ 2 22 COS — + 1 ) (^ 2 2zCOs '— + 1 ) X -- -' v rn m in

,... X (-ä— 22 cos —— - 7i + 1) (9)
111

und für ein ungerades in : zm + 1 =

(z+ l ) (z2— 22Cos£ -+ 1) (22— 22Cos^ + 1) (22— '2z cos + 1) X

.... X (- 2— 22 cos —— - Ä+ 1) (10)m
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Die Ergebnisse dieser beiden §§ . lassen sich nun leicht auf die

allgemeinere Gleichung (1) übertragen , indem man allenthalben # / « an
die Stelle von z setzt .

m
Anmerkung . Will man den Werth von ]/ + 1 noch nicht als bekannt

voraussetzen , so gelangt man zur Auflösung der Gleichungen 2m+ 1 = 0
auf folgende Weise . Man setze :

z = r (cos if; + V—1 sin <p) ,
welche Form den unbekannten Wurzeln unserer Gleichung jedenfalls zu¬
kommen wird , und suche r und <p so zu bestimmen , dass dieser Werth von
s der gegebenen Gleichung Genüge leiste . Substituirt man denselben zu
diesem Ende in die Gleichung zm— 1 = 0 , so erhält man :

r m cos mif, — 1 + V—1. r m sin m<p = 0 ,
welche Gleichung , da r vonO verschieden sein muss , in folgende zwei zer¬
fällt :

r m cos mi/j — 1 = 0 ... (a ) sin m<p = 0 .... (ß)
Aus (ß) folgt sogleich m<p = hn \ berücksichtigt man jedoch , dass in

Folge der Gl. (1) cos mip positiv sein muss , so kann mq nur ein gerades Viel¬
faches von n sein ; wir haben daher m<p = 2/.vr, und hiemit aus (a) , r = 1,
somit :

2/ 'Tr /— - . ihn
z = cos H V— 1 sm ,m m

welcher Ausdruck sofort die mWurzeln der Gl . zm— 1 = 0 darbietet , wenn
man darin der lteihe nach m = 0 , 1 , 2 , .... m — 1 setzt und aus den in §. 50
angeführten Gründen mit (3) übereinstimmt . — In gleicherweise lässt sich
die Gl . zm + 1 = (/ behandeln .

1(18. Aus den Wurzelformeln (3) und (8) der Gleichungen :

zm ip 1 = 0 ersieht man , dass je zwei conjugirte imaginäre Wurzeln
zu einander reciprok sind . Denn bezeichnet man Kürze halber den

2kn 2k 1 . /--
Bogen oder n mit 0 , so sind cos 0 + \ — 1 sin 0 undm m

cos 0 — V— 1 sin 0 zwei conjugirte Wurzeln ; es ist aber nach der
Moivre ’schen Formel :

/ . 1 1
cos 0 y — 1 sin 0 = -̂- — -- 7= - .

(cos© -)- !7— lsin© )- 1 cos 0 — I7— 1 sin 0

ln der That erhält man auch reciproke Gleichungen , wenn man
die Gleichungen , zm— 1 = 0 und zm 1 = 0 durch ihre reellen
Wurzelfaktoren z2— 1 oder z — 1 , öder z -j- 1 dividirt .

10!). Die sogenannten trinomischen Gleichungen haben die
Form :

x 2m -j- px m -j- q — 0 (1)
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und lassen sich ebenfalls durch Kreisfunktionen allgemein auflösen .
Man erhält daraus zunächst :

±Vt - r.
P“

ist nun — — q 0 , die Wurzelgrösse somit reell , so hat man nur

noch die binomische Gleichung :

\/ ¥x m

p^
aufzulösen . Ist aber — — q < ü 0 , obige Wurzelgrösse also imaginär ,

welcher Fall q positiv voraussetzt , so setze man zur Vereinfachung :
2m

x — z Vq , wodurch Gl. (1) in folgende übergeht :

-27» 4. P zm _|_ i = o ,

indem das zweite Glied sowohl positiv als negativ sein kann ; diese
P

Gleichung verwandelt sich , wenn man ~ = 2 cos 0 setzt , in folgende :
V9

z im + 2 cos 0 . zm + 1 = 0 .

Betrachten wir zuerst die Gleichung :

z 2m - 2 COS 0 . 2™ - (- 1 = 0 ( 2 )
und setzen :

z — r (cos cp + y' — 1 sin cp) ;

dieser Werth in (2) substituirt , giebt :

r 2m cos 2m <p — 2 r m cos 0 cos mcp + 1 + ^ — 1 (J’ä“ sin 2mcp
— 2 r m cos 0 sin mcp) = 0 ,

welche Gleichung in folgende zwei zerfällt :

r im cos ‘2mcp — 2r m cos 0 cos mcp + 1 = 0 (a )

r m sin 2 mcp — 2 cos 0 sin mcp — 0 . (ß)

Aus (ß) folgt nun , wegen sin 2mq>= 2 sin mcp cos mrp:

cos 0
cos mq! — _ _ _ ;

somit auch :
cos 0 '2

cos 2 mq — 2 cos mcp2 — 1 = 2 — —— — 1,

welche Werthe in («) substituirt : r 2m — 1 , somit r = 1 geben . Hie -
2kn + 0

mit wird cos mcp = cos 0 , woraus mcp— 2kn ± _ 0 , also cp= -
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folgt . Setzt man endlich die gefundenen Werthe von r und y in den
Ausdruck von z , so erhält man :

2krt + 0 / — - . 2kn + 0
2 = cos = 1- V — 1 sin = —rn m

als Ausdruck für die Wurzeln der Gl . (2) , in welcher statt k alle Zah¬
len von 0 bis m — 1 zu setzen sind .

Für die Gleichung :

z-m + 2 cos 0 . zm + 1 — 0

erhält man auf demselben Wege :

(2k + 1) * + 0 , ,/ — . (2k + 1) n ± 0z = = cos — = -- V — 1 sin - — —— .

VI . AUFLOESUNG DER NUMERISCHENGLEICHUNGEN.

110. Sind die Coeflicienten Aj , A2 , ... . Am einer Gleichung :

f (x ) = x m + A{ x m~ l + A2 x m~ - + ..... + A m = 0 (1)

in bestimmten Zahlen gegeben , so heisst die Gleichung eine nume¬
rische oder Zahlengleichung . Das Problem der Auflösung die¬
ser Gleichungen ist von jenem der Auflösung allgemeiner Gleichungen
wesentlich verschieden . Bei diesen ist man darauf angewiesen , For¬
meln zu suchen , welche die Wurzeln der Gleichung als Funktionen
der Coefficienten geben ; ist es aber gelungen , auf diesem Wege eine
Wurzel zu finden , so sind damit auch alle gefunden ; denn da wir kein
Mittel besitzen , die verschiedenen Wurzeln einer solchen Gleichung
zu individualisiren und der Analysis eine bestimmte Wurzel und
gerade nur diese abzuverlangen , so antwortet sie uns dadurch , dass
sie in Einer Form alle Wurzeln giebt , wenn diess überhaupt mit
Hülfe der bekannten Funktionen möglich ist . — Die Wurzeln von Zah¬
lengleichungen hingegen sind wieder bestimmte reelle oder imaginäre
Zahlen , und man ist , wie wir sehen werden , immer im Stande , da¬
durch , dass man jede Wurzel in beliebig enge Grenzen einschliesst ,
die Stelle in der natürlichen Zahlenreihe anzugeben , welche die ver¬
schiedenen Wurzeln einnehmen und auf diese Weise eine bestimmte

Wurzel , die wir suchen wollen , zu bezeichnen . Dann bietet die Ana¬
lysis aber auch mehr als ein Mittel dar , diese bestimmte Wurzel zu
finden . Mit dieser wichtigen Aufgabe werden wir uns nun beschäfti¬
gen und dabei uns auf die Bestimmung der reellen Wurzeln beschrän -



ken , da die Berechnung der imaginären Wurzeln mehr ein bloss theo¬
retisches als praktisches Interesse hat .

111. Man kann immer voraussetzen , dass die Coefficienten der
Gl. (1) rationale Zahlen sind ; denn wären einige davon irrational , so
müssen dieselben zum Behufe der Auflösung näherungsweise durch
rationale Brüche ausgedrückt werden , was bekanntlich immer mit be¬
liebiger Genauigkeit möglich ist . Sind aber die Coefficienten rational ,
so kann man mittelst der in III . gelehrten Transformationen jede Gl.
vom mten Grade auf die Form der obigen Gleichung (1) bringen , wobei
sämmtliche Coefficienten ganze Zahlen sind und jener
des ersten Gliedes — 1 ist .

Bei dieser Beschaffenheit der Gl . (1) können die reel¬
len Wurzeln derselben nur ganze oder irrationale Zah¬
len nicht aber rationale Brüche sein .

P
Denn wäre x — — eine Wurzel der Gl. (1) , wo p und q ganze

Zahlen bedeuten , welche keinen gemeinschaftlichen Faktor besitzen ,
so müsste :

r-fin r)m~ 1 <nm—^ n
~ m + A i 7m - i + A 2 + + A m- 1 — + = 0qm (j »i i qm z q

sein , d. h. wenn man mit qm~ x multiplicirt :

1- A, + A.2 p m~ 2 q + A3 p m~ * q- + ..... +ff
-t Am_ t pq m 2 + Am ?— l = 0 ,

was ungereimt ist , da ein Bruch gegen eine Summe ganzer Zahlen sich
nicht aufheben kann .

112. Sind a und b zwei Zahlen , welche in das Glei¬
chungspolynom f (x ) substituirt , Resultate / (a) = -f- A und

f (b) — — B mit entgegengesetztem Zeichen erzeugen , so
liegt zwischen a und b nothwendig wenigstens eine reelle
Wurzel der Gleichung / (x ) = 0 .

Denn da [§ . 86] / (x ) eine stetige Funktion von x ist , so kann die¬
selbe , während x von a bis b sich stetig ändert , von dem Werthe

/ («) = A zu dem Werthe f (b) — — B nicht übergehen , ohne alle .
zwischen + A und — B liegenden Werthe zu durchlaufen ; unter die¬
sen befindet sich aber auch der Werth 0 ; folglich muss zwischen a
und b ein Werth von x liegen , für welchen die Funktion / (x ) verschwin¬
det , d. h. eine Wurzel der Gl. / (x ) — 0.



Wie leicht einzusehen , kann f (x ) bei dem Uebergange von -+- A
zu — B oder umgekehrt , auch 3 , 5 , ..... (2« -j- l )mal durch 0 gehen ,
so dass also unter der gemachten Voraussetzung zwischen a und b
auch 3 , 5 u. s. w. überhaupt mehrere Wurzeln , aber in ungerader
Anzahl liegen können .

Haben aber / (a) und f (b) gleiche Zeichen , so liegt zwischen
a und b entweder keine oder eine gerade Anzahl von Wurzeln .

Anmerkung . Zu demselben Ergebnisse führt die geometrische Be¬
trachtung der der Gleichung y = / (*) entsprechenden Curve . Ist nämlich
y —f (a)— + A, y —f (b)= —B , so liegen die den beidenAbscissen x = a
und x — b entsprechenden Punkte der Curve auf entgegengesetzten
Seiten der Abscissenaxe , weil die zugehörigen Ordinaten + A, — B ent¬
gegengesetzte Zeichen haben ; daher muss die Curve auf ihrem Zuge von
dem einen dieser Punkte zum anderen die Abscissenaxe mindestens ein¬
mal schneiden , doch kann diess auch 3 , 5 , . . . (2a + l )mal stattfinden ;
jedem Durchschnitte entspricht aber eine Wurzel der Q\.s (x) = 0. Haben
hingegen die beiden zu den Abscissen a und b gehörigen Ordinaten f (a),
fib ) gleiche Zeichen , so liegen die beiden entsprechenden Punkte der
Curve auf derselben Seite der Abscissenaxe , und die Curve führt von einem
dieserPunkte zum andern , entweder ohne die Axe zu schneiden , oder wenn
diess geschieht , in einer geraden Anzahl von Punkten .

113. Bei dev Berechnung der reellen Wurzeln einer Gleichung ist
die Kentniss von Grenzen , innerhalb welcher diese Wurzeln liegen
müssen , von Wichtigkeit , da man dadurch oft viele unnütze und müh¬
same Versuche erspart .

Unter der oberen und unteren Grenze der positiven Wurzeln
versteht man zwei Zahlen , von denen die erstere grösser als die grösste ,
die zweite kleiner als die kleinste positive Wurzel ist , wobei es wün -
schenswerth ist , dass das Intervall dieser Grenzen das möglichst
kleinste sei .

Zur oberen Grenze der positiven Wurzeln gelangt man auf fol¬
gendem von Newton angegebenen Wege . Man transformire die gege¬
bene Gleichung mittelst der Substitution x = y + « , wo a eine noch
unbestimmte Zahl bedeutet , in eine andere ;

?/ “ / ("*—!>(«) ym~ 1 -|- / G*—2) (a) ym—2 -f- ..... + / ' («) y -+- / («) = 0 ,

deren Wurzeln y = x — a sämmtlich um die Zahl a kleiner sind als
die Wurzeln der vorgelegten Gleichung . Wählt man nun die Zahl a
so , dass die Coefficienten / («) , / ' («) , .... / (™_ 1) (a) der transformirten
Gleichung sämmtlich positiv werden , so entspricht dieser Gl. keine
positive Wurzel , weil sie keine Zeichenwechsel hat und der gewählte
Werth von a muss demnach grösser sein als jede positive Wurzel der
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gegebenen Gleichung . Die kleinste Zahl « , welche die genannten
Funktionen sämmtlich positiv macht , ist demnach die obere Grenze
der positiven Wurzeln .

Um die untere Grenze zu erhalten , transformire man die gegebene

Gleichung mittelst der Substitution x — — in eine andere , deren grösste

positive Wurzel offenbar der reciproke Werth der kleinsten Wurzel
der gegebenetGOIeichung ist . Sucht man nun auf die eben gelehrte
Weise die obere Grenze 6 der positiven Wurzeln der transformirten

Gleichung , so ist offenbar — kleiner , als die kleinste Wurzel der ge¬

gebenen Gleichung und demnach eine untere Grenze .
Die Grenzen der negativen Wurzeln verschafft man sich dadurch ,

dass man die gegebene Gleichung indem man — x an die Stelle von
x setzt , in eine andere transformirt , deren Wurzeln das entgegenge¬
setzte Zeichen haben und für diese Gleichung• nun die Grenzen der
positiven Wurzeln sucht , welche sofort mit entgegengesetzten Zeichen
genommen , die Grenzen der negativen Wurzeln der gegebenen Glei¬
chung sein müssen .

In der Regel genügt es , für die untere Grenze der positiven so¬
wohl als negativen Wurzeln die Null zu nehmen .

Beispiel . Sei die Gleichung :
/ (* ) = x * + <U'3 — 7tl.r - + 3 Ix + 294 = i>

gegeben , so hat man :
f (a ) = st1 -f- öa 3 — 76«- + 31« + 294
s («j = 4«3 — 18«- — 152 « 31

/ " («) = 6«* + 18« — 76
/ ’" («) = 4« -j- 6

und man findet nach wenigen Versuchen « — ti für den kleinsten
Werth , welcher diese Funktionen sämmtlich positiv macht ; es ist da¬
her 6 die obere Grenze der positiven Wurzeln . Durch dasselbe Ver¬
fahren , auf die Gleichung der reciproken Wurzeln :

294 »/ ' + :! ly :i — 7(),y2 + fii/ + 1 = 0

angewendet , findet man als die obere Grenze der positiven Wurzeln

dieser Gl. , somit 2 als die untere Grenze der pos . Wurzeln der gege¬
benen Gleichung . Mittelst der Gleichung :

/ (— X) — X* — 6x 3 — 76x 2 — 3 lx + 294 = 0
erhält man endlich — t und — 13 für die beiden Grenzen der negati¬
ven Wurzeln .

Hebb . Höh . Mathematik . I . 1-



114. Das ebeti erklärte Verfahren zur Erfindung der oberen Grenze
der positiven Wurzeln kann man auch in der Art ausführen , dass man
die Wurzeln der gegebenen Gleichung successive immer um Eins
vermindert , bis man auf eine transformirte Gleichung mit durchaus
positiven Gliedern kommt : die Anzahl der vorgenommenen Transfor¬
mationen ist offenbar die gesuchte obere Grenze . Wendet man dieses
Verfahren auf die Gleichung des obigen Beispiels an , so erhält man
als transformirte Gleichungen der Reihe nach :

1 -f 10 — 52 — 9 !) + 956 (1)
1 + 14 — 16 — 169 + 116 (2)
1 16 62 — 155 — 54 (3 )
1 + 22 -}- 92 — 33 — 158 (4 )
1 + 26 + 164 + 221 — 76 (5 )
1 ~f“ 30 “I“ 248 “j” 631 -f- 336 (bj

wo nur die Goefficienten angesetzt sind und die eingeklammerten Zah¬
len anzeigen , um wie viel Einheiten die Wurzeln der nebenstehenden
Gleichung kleiner sind , als die der gegebenen . Die I6 te Gl . hat nur
positive Glieder , folglich ist 6 die obere Grenze der positiven Wurzeln .
Dasselbe Verfahren , auf die Gl . / (— x ) = 0 angewendet , liefert die
obere Grenze der negativen Wurzeln .

Ist die obere Grenze eine grössere Zahl , was bei einiger Uebung
leicht erkannt wird , so kann man , um die Anzahl der vorzunehmen¬
den Transformationen zu verringern , nach einem grösseren Intervalle
fortschreiten .

Dieses Verfahren bietet einige Vortheile dar . Da die letzten von
x freien Glieder der transformirten Gleichungen nichts anderes sind,
als die Resultate der Substitution der Zahlen 1 , 2 , 3 u . s . w . in die
gegebene Gleichung , so ist offenbar r eine Wurzel der Gleichung , wenn
das absolute Glied der r ten transformirten Gleichung = 0 wird . Man
erhältalso dadurch unmittelbar die rationalen Wurzeln . — Aus demsel¬
ben Grunde geben sich aus den Zeichenwechseln der letzten Glieder
irrationale Wurzeln zu erkennen welche zwischen zwei auf¬

einanderfolgenden ganzen Zahlen in ungerader Anzahl liegen . So hat
obige Gleichung eine positive Wurzel zwischen 2 und 3 , eine andere
zwischen 5 und 6 . — Wird endlich ein mittleres Glied einer transfor¬

mirten Gleichung = 0 und haben die zwei Nachbarglieder gleiche
Zeichen , so hat diese , somit auch die gegebene Gleichung imaginäre
Wurzeln [§ . 91 ].

Es ist übrigens einleuchtend , dass man durch successive Vermin¬
derung der Wurzeln einer Gleichung immer nothwendig zuletzt eine
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transformirte Gleichung mit lauter positiven Gliedern erhalten muss ,
da die Zahl , um welche die Wurzeln vermindert werden , immer so
gross gewählt werden kann , dass sämmtliche reelle Wurzeln sowohl ,
als auch die reellen Theile aller imaginären Wurzeln negativ werden
und daher das Gleichungspolynom nur mehr Faktoren von der Form
(x + «) und (a- -f p — q f/ ^ 1) (x + p + q X— 1) — (x + pf (f
enthält , die offenbar keinen Zeichenwechsel hervorbringen können .
Daher können auch bei den obigen successiven Transformationen wohl
Zeichenwechsel verloren gehen , aber keine gewonnen werden , und
man kann folgenden Satz aussprechen :

S i n d p und q zwei beliebige Zahlen und q p , so kann
die Gleichung f (xq ) — 0 nicht mehr Zeichenwechsel
haben , als die Gleichung :

f {x H- jo) = =o ,
wo f (x + p ) = G und fix q) = 0 zwei Gleichungen sind , deren
Wurzeln beziehungsweise um p und q kleiner sind , als die Wurzeln der
(1leichung fix )— 0.

115. Wenn für jeden Werth von x g das Gleichungspolynom
einen positiven Werth erhält , so kann nach § . zwischen g und

■x) keine Wurzel liegen und es ist daher g eine obere Grenze der
positiven Wurzeln . Nach § . 16, i kann man daher den Werth g = Ar -\- 1
immer als eine obere Grenze der positiven Wurzel nehmen , wenn A r
den Zahlenwerth des grössten negativen Coefficienten der Glei¬
chung- bezeichnet , indem der Fall offenbar der ungünstigste ist , wenn
alle auf das erste folgenden Glieder mit diesem grössten negativen
Coefficienten behaftet sind . Nur ist diese Grenze häufig viel zu gross .
Für obiges Beispiel würde sie = 77 werden .

Eine genauere Grenze erhält man in den meisten Fällen , wenn
k

man g = 1 + XA>. nimmt , wo wieder Ar der Zahlenwerth des gröss¬
ten negativen Coefficienten ist und k die Anzahl der Glieder — die
etwa fehlenden mitgezählt — bedeutet , welche dem ersten negativen
Coefficienten vorangehen . Es wird hiebei noch vorausgesetzt , dass
der Coefficient der höchsten Potenz von x die Einheit sei .

Denn es sei die vorgelegte Gleichung :
fix ) = ■x M + A, x“l~ 1 + ... — Ak x ^ k ±A i +i * »- *- ' + .... +

+ A ,„ = 0 ,
in welcher Ak x m~ k das erste negative Glied ist , und Ar der Zahlen¬
werth des grössten negativen Coefficienten sein soll : so wird offenbar

fix ) für alle Werthe von x positiv , für welche :
12 *
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d. i. == x i“—k+ 1 — ]
> Ar —x — L

ist . Diese Bedingung wird aber erfüllt , wenn man
- ^ fl

setzt , folglich um so mehr , wenn man (x — 1) 0» — 1)*~ 1 > An oder :

(x — 1/ > Ar d. h. X > 1 + V A,

nimmt. Hiemit würde man für obiges Beispiel 1 + j/ 7(5 = 9. 7 oder
10 als obere Grenze finden .

Das Aufsuchen der rationalen Wurzeln .

lMi, Sind die Coefficienten der Gleichung :

ganze Zahlen und der Coefficient der höchsten Potenz der Unbekann -o / %*
teil = 1, so können l#f | die rationalen Wurzeln wieder nur ganze
Zahlen sein , welche sich , da das letzte Glied Am das Produkt sämmt¬
licher Wurzeln ist , unter den Faktoren von A„ vorfinden müssen . Um
drJier die rationalen Wurzeln der Gleichung aufzufin¬
den , wird man das absolute Glied Am in seine einfachen
und zusammengesetzten Faktoren zerlegen und diese ,
sowohl positiv als negativ genommen in die Gleichung
«übst ituir e n : jene , welche die Gleichung identisch ma¬
chen , sind Wurzeln derselben .

Hiebei bleiben selbstverständlich jene Faktoren ausgeschlossen ,
welche ausserhalb der oberen Grenzen der positiven und negativen
Wurzeln liegen .

Diese Versuche werden bequem nach folgendem von Newton her¬
rührenden Verfahren vorgenommen . Es sei « eine rationale Wurzel
der Gl. (1) , also eine ganze Zahl , so hat man , wenn man « statt x
substituirt und zugleich transponirt , identisch :

A,„ — — A,,,- , a — Am—2 K- — «:i — ..... — As h’"~ 1 —
folglich , wenn man durch « dividirt :

da der Voraussetzung nach sowohl die Coefficienten als auch a ganze

k

x m+ AI .'C'"'- » -f- Ai x "‘—- + Am — 0 ' 1)

— — *t in—] A -ui— ec An —;{ ic-a
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Zahlen sind , so muss auch — eine ganze Zahl sein ; setzt man diese«
= i ?i , so folgt aus der letzten Gleichung :

~ M- 1 — — Am_ 2 — A <—;3 « — .... — A { ti“‘—3 —a

aus obigen Gründen ist nun auch ejne ganze Zahl ; be -a
zeichnet man sie mit B2, so hat man ferner :

B1±A s=± = s _ A ■_ ...... _ nm_ t ___
a

so dass auch — eine ganze Zahl sein muss . Fährt man auf
(/.

diese Weise fort , so gelangt man endlich zu einer Gleichung :
Bm_ , + A,_-

(wo B m_ 2 eine ganze Zahl ) , aus welcher man schliesst , dass auch

ft - s + A.2
<i

• ine ganze Zahl sein muss ; bezeichnet man diese mit B m—\ , so folgt
Bm—\ -}- Aj

- - — — 1 , und wenn man diesen letzten Quotienten ,

welcher wieder eine ganze Zahl sein muss (und zwar — — 1) = B m
setzt , endlich Bw + 1 = 0 , wo die Einheit den Coefficienten des
ersten Gliedes der Gl. (1) vorstellt . Umgekehrt wird daher a eine
Wurzel der Gleichung sein , wenn die successiven Quotienten :

B, , B2, B3, .... B m

ganze Zahlen und B ,a + 1 — 0 ist . Das Verfahren bleibt dasselbe ,
wenn das erste Glied der Gleichung einen Coefficienten A() hat ; es
müsste sich dann zuletzt Bm -+- A0 = 0 ergeben .

Man schreibe daher die zu untersuchenden Divisoren neben ein¬
ander , setze unter jeden derselben den Quotienten aus dem letzten
Gliede getheilt durch den Divisor ; zu diesem Quotienten addire man
den vorletzten Coefficienten , dividire die Summe wieder durch den Di¬
visor und addire zu dem erhaltenen Quotienten den nächsten Coeffi¬
cienten u. s. w. Kann mit einem Divisor diese Operation fortgesetzt
werden , bis alle Coefficienten der Gleichung an die Keihe gekommen
sind , und ergiebt sich als letzte Summe die Null , so ist dieser Divisor
eine Wurzel . Sobald aber bei einer der auszuführenden Divisionen ein
gebrochener Quotient zum Vorschein kommt , wird die Operation mit
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dem betreffenden Divisor abgebrochen , da dieser keine Wurzel sein
kann .

Beispiel . Es sei die 61 . x 4 — 8x 3 — 9x 2 -(- 102x + 90 = 0
gegeben . Man bildet als Divisoren des letzten Gliedes :

1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 9 , 10 , ..... 90 ;

als obere Grenze der positiven und negativen Wurzeln + 7 , — 3 ;
man hat demnach die Divisoren -j- 2 , + 3 , + 5 , + 6 , — 2 , — 3
zu versuchen , da , wie man sich leicht durch unmittelbare Substitution
überzeugt , 1 , — 1 keine Wurzeln sind .

— 3 , — 2 .
— 30 — 45
+ 102 + 102

+ •>
“ 7 + + + 5 + «

+ 45 + 30 + 18 + 15
+ 102 + 102 + 102 + 102

+ 147 + 132 + 120 + 117
+ 44
— 9

+ 24
— 9

+ 35 + is
+ 3

+ 72 + 57
— 24
— 9

— 33
+ U
— 8 — 8

+ 3 — 5
— 1 — 1
+ 1 + 1

0 0

Es sind demnach nur + 5 und — 3 Wurzeln der Gleichung . Da
unsere Gleichung nur vom 4 ten Grade , so ergeben sich die beiden an¬
dern Wurzeln , wenn man das Gleichungspolynom durch (x — 5 ) (x + 3)
dividirt , und den Quotienten x 2 — 6x — 6 = 0 setzt . Man erhalt
hieraus x = 3 + y' 15 .

117. Hat das letzte Glied Am eine grosse Anzahl von Divisoren ,
so bieten sich verschiedene Wege dar , um schon in voraus solche
auszuscheiden , welche nicht Wurzeln sein können und hiedurch dieVer -
suche abzukürzen . Einer der einfachsten ist folgender . Man substi -
tuire in dem Gleichungspolynome f (x ) statt x sowohl + 1 als — 1
und bemerke sich die Substitutionsresultate / (+ 1) und / (— 1) ; be¬
achtet man nun , dass diese beiden Zahlen nichts anderes sind als die
absoluten Glieder zweier Gleichungen , deren Wurzeln beziehungsweise
um 1 kleiner und grösser sind als die Wurzeln der vorgelegten Glei¬
chung , so erkennt man sogleich , dass nur jene Faktoren von Am Wur¬
zeln sein können , welche , wenn positiv genommen , um 1 vermindert in



/ (+ 1) , und um 1 vermehrt in / (— l ) oline Rest enthalten sind ; nega¬
tiv genommen können aber nur jene Faktoren Wurzeln sein , welche
um 1 vermehrt in / (+ 1) und um 1 vermindert in / (— 1) ohne Kest
enthalten sind . Faktoren , welche diesen Beding'ungen nicht entspre¬
chen , sind nicht weiter zu berücksichtigen und nur die übrigbleiben¬
den der obigen Prüfung zu unterwerfen .

So findet inan für obiges Beispiel :

/ (+ 1) = 176 , / (— 1) = — 12 ,
und von den Faktoren des letzten Gliedes haben nur folgende :

+ 2 j + 3 , + 5 , — 3
die obenerwähnte Eigenschaft , daher nur diese weiter zu prüfen sind .

Bisweilen kann man dadurch jeden Versuch ersparen . So z. B.
findet man für die Gleichung :

x 1 — I43x 3 -\- ~2lx - — 82x -f- 360 = 0 ,
143 als obere Grenze der positiven Wurzeln ; es wären demnach alle
Faktoren von 360 , mit Ausnahme von 180 , 23 an der Zahl , der Probe
zu unterziehen . Sucht man jedoch / (-f- 1) = 157 , / (— 1) = 607 ,
so erkennt man sogleich , dass diese Gl. keine rationalen Wurzeln hat ,
weil diese Zahlen , als Primzahlen , durch keinen der um 1 vermehrten
oder verminderten Faktoren theilbar sind .

Hat man auf diese Weise die rationalen Wurzeln einer Gleichung
gefunden , so können die übrigen Wurzeln , wenn sie deren noch be¬
sitzt , nur irrational oder imaginär sein und man wird , bevor man zu
deren Berechnung schreitet , das Gleichungspolynom durch die den
rationalen Wurzeln entsprechenden Wurzelfaktoren dividiren , wodurch
man es mit einer leichter zu behandelnden Gleichung von niedrigerem
Grade zu thun bekömmt .

Das Aufsuchen der irrationalen Wurzeln .

118. Bevor man zur Berechnung der irrationalen Wurzeln einer
vorgelegten Gleichung schreitet , ist es nöthig , die Stelle in der natür¬
lichen Zahlenreihe anzugeben , an welcher dieselben liegen , indem man
jede zwischen zwei Grenzen einschliesst . Man kann diese Untersuchung
die Analyse der Gleichung nennen .

Ein erstes einfaches Mittel hiezu bietet uns der in § . 108 ausge¬
sprochene Satz dar . Sind + g und — g die oberen Grenzen der posi¬
tiven und negativen Wurzeln und substituirt man in dem Gleichungs¬
polynome der Reihe nach die Zahlen 0 , 1 , 2 , 3 , . . . g und ebenso
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0 , — 1 , — 2 , ... — g ' , so liegt zwischen irgend zwei aufeinanderfol¬
genden dieser Zahlen gewiss mindestens eine reelle Wurzel der Glei¬
chung , wenn die diesen zwei Zahlen entsprechenden Substitutionsre¬
sultate mit entgegengesetzten Zeichen behaftet sind . So findet man
für die Gleichung :
f (x) = a-3 — 7a- -j- 1 = 0 , / (0) — + 1 . / fl ) — — 5 , / (2j = — 5,

/ (3) = + ?, / (— 1) = + 8 , / (— 2) — + 7, / (— 8) = — 5 ;
es liegt demnach eine Wurzel zwischen 0 und 1 ; eine zweite zwischen

' 2 und 2 ; eine dritte zwischen — 2 und — 3 , womit auch sämmtliche
Wurzeln der Gleichung entdeckt und getrennt sind .

Allein sehr häufig geben sich auf diesem Wege nicht so viele reelle
Wurzeln zu erkennen , als der Ordnungsexponent der , Gleichung Ein¬
heiten enthält , oder so viele , als nach den in § . 9# vorgetragenen
Sätzen der Gleichung möglicherweise zukommen können , und es wäre
voreilig zu Schliessen , dass die fehlenden Wurzeln , wenn ihre Anzahl
gerade , sämmtlich imaginär seien . Denn haben die den beiden Wer¬
then x — n und x = a -{- 1 entsprechenden Substitutionsresultate
f (a) und / (« -f- 1) entgegengesetzte Zeichen , so können nach § . 108
zwischen n und a 1 auch mehrere Wurzeln in ungerader Anzahl
liegen . Hingegen kann eine gerade Anzahl von Wurzeln , oder auch
gar keine zwischen « und « -f- 1 liegen , wenn f (a ) und f (a -f- 1)
gleiche Vorzeichen haben . Kommt eine zwischen a und a -f- 1 liegende
Wurzel der Gleichung mehrmals z. 11. p mal zu , so wird sich diese nur
verrathen , wenn p eine ungerade Zahl ist . Indessen können und wer¬
den wir im Folgenden vorläufig annehmen , dass die Gleichung keine
gleichen Wurzeln besitze , da die in §. 95 gelehrten Vorschriften uns
die Mittel liefern , dieselben zu entdecken und die Gleichung davon zu
befreien .

Man sieht nun leicht ein , dass mehrere zwischen a und « + 1
liegende Wurzeln sich sogleich trennen würden , wenn man statt x nach
und nae h « , a + a , u + 2a , ..... « + 1 substituiren und dabei ö klei¬
ner als die kleinste Differenz der dazwischen liegenden Wurzeln wäh¬
len würde . Allein davon abgesehen , dass die von Lagrange gelehrte
Bestimmung einer solchen Zahl 5 sehr weitläufige Rechnungen erfor¬
dert , wenn die Gleichung den dritten Grad übersteigt , so wird dieses
Verfahren der vielen vorzunehmenden Substitutionen wegen geradezu
unausführbar , wenn die Wurzeln einander sehr nahe liegen . Der fol¬
gende Lehrsatz führt in den meisten dieser ohnehin in der Praxis
selten vorkommenden schwierigeren Fälle , einfacher und — was ihm
einen besonderen Werth verleiht , immer sicher und ohne alles Probi¬
ren zum Ziele .
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110. Sturms Lehrsatz . Es sei f (x ) = 0 die gegebene Glei¬
chung vom mtea Grade , deren Wurzeln wir sämmtlich von einander
verschieden voraussetzen wollen und/ ' (x ) die erste abgeleitete Funk¬
tion von fix ). Wenden wir auf die beiden Funktionen f (x ) und/ ’’(« )
das bekannte Verfahren zur Bestimmung des grössten gemeinschaftli¬
chen Theilers an , mit dem Unterschiede , dass wir die bei den aufein¬
anderfolgenden Divisionen sich ergebenden Reste mit entgegengesetz¬
ten Zeichen nehmen , so bestehen , wenn diese Reste mit

Ry , R -2 , , »••• Rm—J ,
die zugehörigen Quotienten mit

Ql , Qo , Q3 , *••• Omi—i

bezeichnet werden , offenbar folgende Gleichungen :

f (x ) = 0,1f {x ) - Ry
f '(x ) = Q, Ry — Et

Ry = Q.s R , — R 3 j ( 1)

R „1—3 = : Q.m—1 Rm—3— R m | •

Betrachten wir die Reihe der Funktionen :

f {x} , f ' ix ) , Ry, R.2, Ry, ...... R)U—i 12)
deren jede , wie leicht einzusehen , im Allgemeinen immer von einem
um eine Einheit niedrigeren Grade als die vorhergehende und deren
letzte Rm—\ vom üten Grade oder von x unabhängig ist (Weil der Vor¬
aussetzung nach die Gl. f (x ) — 0 keine gleichen Wurzeln , folglich
fix ) und fix ) keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzen ), so lässt sich
folgender Satz erweisen :

Substituirt man in der Funktionenreihe (2) für x nach
einander zwei Zahlen p und q, von welchen p q sein
soll , so erhält man , indem man von den Zahlen werthen
der Substitutionsresultate ganz abstrahirt und nur auf
die Zeichen derselben sieht , zwei Zeichenreihen , die eine
für x — p , die andere für x — q\ die letztere Zeichenreihe
kann nie mehr Zeichenwechsel haben , als die erstere , wohl
aber weniger , und es liegen zwischen p und q genau so
viele reelle Wurzeln der Gleichung / (» ) = () , als die
zweite Zeichenreihe ( für x — q p) weniger Zeichen¬
wechsel hat als die erstere .

Zum Behufe des Beweises müssen wir folgende zwei Hiilfssätze
voranschicken .

1. Hiilfssätz . Ist die Funktion / (a:) in der Nähe irgend
eines Werthes von x = a im Zustande des Wachsens , so
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ist für diesen Werth von x , f (x ) positiv ; ist aber / (x ) in
der Nähe von x — a im Zusande des Abnehmens , so ist

/ ' (x ) für x — a negativ . Umgekehrt : die Funktion f (x) ist
in der Nähe des besonderen Werthes x — a im Zustande
des Wachsens oder Abnehmens , je nachdem / ' (a ) positiv
oder negativ ist .

Denn es ist , wenn man in f (x ) , a + 8 an die Stelle von x setzt ,
[§• 86 ] :

f (a + 8) = / («) + 8f (a ) + 8\ f " (a ) + 8*/ ”' («) + ....
oder :

f (o + 8) — f (a ) = 8/ (a ) + 8*f ’(a ) + & f " («) + •••
aus welcher Gleichung unmittelbar die Richtigkeit des Satzes erhellt ,
wenn man bedenkt , dass einerseits f (x ) in der Nähe von x — a (also '
für sehr kleine Werthe von 8) im Zustande des Wachsens oder Ab¬
nehmens ist , jenachdem die Differenz f (a 4- 8) — f (a ) positiv oder
negativ ist ; anderseits für hinreichend kleine Werthe von 8 das Zei¬
chen des zweiten Theiles der Gleichung bloss von dem Zeichen von

f (a ) abhängt . [§ . 16 , F.]
Ist übrigens a eine Wurzel der Gl. / (£c) — 0 , so ist / («) = 0 und

es folgt somit aus der letzten Gleichung :
f (a + 8) = 8f ' {a ) 4- <?-' / " («) 4- 83f ' ' (a ) 4- ....

und wenn man hierin — 8 statt 8 schreibt :
f (a — 8) — — 8f ' (a ) 4~ 8- f " (a ) — 83f " (a ) 4“ •••■

woraus man sieht , dass die Funktion f (x ) vor dem Durch¬
gänge durch die Null mit f {a ) entgegengesetztes Zeichen ,
nach dem Durchgänge gleiches Zeichen besitzt ; was für
die Folge bemerkt zu werden verdient .

2. Htilfssatz . Wenn irgend eine aus der Reihe der
Funktionen (2) , z. 15. Rk , für einen besonderen Werth von
x = c verschwindet , so haben die beiden benachbarten
Funktionen Rk_ { und Rk+i für diesen Werth von x — c
entgegengesetzte Zeichen ; nie können aber zwei unmit
telbar aufeinanderfolgende Funktionen für denselben
Werth von x zugleich verschwinden .

Denn betrachtet man drei benachbarte Funktionen :

Rk- \ , Rk und Rk+,
so besteht zwischen ihnen die identische Gleichung :

Rk—i — Qk—i• Rk — Rk+i ; (3)
setzt man in dieser Gleichung x = c und nimmt man an , dass für die¬
sen Werth von x , Rk — 0 wird , so folgt aus (3) sogleich Rk- i =



187

— Rk+i i wodurch der erste Theil des Satzes gerechtfertigt ist . Würde
aber nebst Ru auch noch Ä4+1 für x — c verschwinden , so müsste in
Folge der Gl. (3) auch Ru—\ für diesen Werth von x sich auf 0 redu -
ciren ; dann würden aber in Folge der Gl. (1) auch alle vorhergehen¬
den und nachfolgenden Funktionen für x — c verschwinden , was nicht
möglich ist , weil der Voraussetzung nach die Gl. / (x ) — 0 keine glei¬
chen Wurzeln hat .

Denken wir uns nun in die Funktionenreihe (2) nicht nur die Zah¬
len p und y , sondern auch alle zwischenliegenden substituirt und die
resultirenden Zeichenreihen aufgeschrieben . Da jede dieser Funktio¬
nen ihr Zeichen nur dann ändern kann , wenn sie durch 0 geht , so wird
die Anzahl und Lage der Zeichenwechsel , welche die aus der Substi¬
tution x = p hervorgehende Zeichenreihe darbietet , in den folgenden
Zeichenreihen so lange unverändert bleiben , bis x einen zwischen p
und q liegenden Werth erreicht , welcher eine dieser Funktionen = 0
macht . Wir behaupten nun :

I . dass die Anzahl der Zeichenwechsel sich nicht
ändert , wenn für irgend einen zwischen p und q liegen¬
den Werth von x eine oder mehrere der Funktionen f '(x ),
R j , R 2, .... R„,—i der Null gleich werden .

II . Dass jedesmal ein Zeichenwechsel , aber nur einer
verlorengeht , so oft die erste Funktion / (x) in dem Inter¬
valle von x = pbis x = q durch 0 geht .

ad I. Es sei c ein zwischen p und q liegender Werth von x , für
welchen eine der Zwischenfunktionen z. B. Rk verschwindet , und 8 eine
so kleine Zahl , dass innerhalb des Intervalles x = c — 8 bis x = c -{- 8
keine der benachbarten ' Funktionen = 0 wird , so genügt es offenbar ,
das Verhalten der Zeichenreihe bloss für die drei Funktionen R k—i, Ru
und Ru+ i zu untersuchen ; berücksichtigt man nun den Hillfssatz 2),
so ist klar , dass für die drei Werthe x — c — 8, x = c, x = c -(- 8
bloss folgende vier Zeichenstellungen möglich sind :

Ru- 1, Ru Rk+1 Ru—ifRui Ru+i Ru- 1, Ru, Ru +1 Ru- 1. R/;, Ru+1
fürx — c—8 -j- + — — + + + — — — — +
- x = c -f - l) — — o + + o — O +
- x = c *j- 8 ”|~ — — — — + + + — + +

Vergleicht man die den Werthen x — c — 8 und x — c + 8
entsprechenden Zeichenreihen , so sieht man , dass nur die Lage nicht
aber die Anzahl der Zeichenwechsel sich geändert hat . Da sich nun
dasselbe von jeder anderen der Funktionen f ix ) bis i ?m_ 2 zeigen lässt ,
so wird demnach ein Zeichenwechsel weder verloren noch gewonnen ,
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und wie oft dieselben auch durch 0 gehen mögen , während x von dem
Werthe p zu jenem q übergeht .

ad II . Nehmen wir nun aber an , dass für x = c die erste Funk¬
tion fix ) verschwinde , also c eine Wurzel der Gleichung f (x ) = 0
sei . Da die Gl. der Voraussetzung nach keine gleichen Wurzeln hat ,
so kann f (x) für x — c nicht verschwinden , und da nach dem oben
Bewiesenen die Anzahl der Zeichenwechsel sich nicht ändert , wenn
eine der folgenden Funktionen für x = c verschwindet , so genügt es ,
die beiden ersten Glieder der Zeichenreihen zu betrachten . Mit Rück¬
sicht auf den Hülfssatz (1) können hier nur folgende zw ei Fälle ein¬
treten :

/ (x ) , / (x ) / (x ) , / ' (x )
für x — c — Ö + — — +

- x = c 0 — wder 0 +
- X — c - f- 8 — - + +

woraus man ersieht , dass bei dem Uebergange von x — c — <5 zu
x = c -j—ö ein Zeichenwechsel verloren gegangen ist , aber auch nur
einer ; und zwar derjenige , welchen die beiden ersten Funktionen / (x )
und f (x) unmittelbar vor dem Durchgänge durch die Wurzel x — c.
darbieten .

Aus vorstehenden Sätzen ergeben sich nun folgende Schlüsse . Es
seien a , b , c , . . . reelle Wurzeln der Gl. f (x ) — 0 , welche zwischen
den Zahlen p und q liegen , nach ihrer Grösse geordnet , so dass a die
kleinste . Setzt man in der Reihe der Funktionen :

S !V 7./ " 'X) 7 2^1, Ro 7 7 ,,M7 —J

p an die Stelle von x , so erhält man eine Zeichenreihe mit einer gewis¬
sen Anzahl von Zeichenwechseln . Lassen wir nun x stetig wachsen ,
so kann von x — p bis x — ci — 6 die Anzahl der Zeichenwechsel
sich nicht ändern , weil f (x ) in diesem Intervalle nicht durch 0 geht ;
höchstens können sie ihren Ort verändern , wenn eine der Zwischen -
funktionell fix ) bis verschwindet . Unmittelbar vor dem Durch¬
gänge durch 0 , also für x — a — 8 haben / (x) und / ' (x ) entgegen¬
gesetzte Zeichen , nach dem Durchgänge gleiche Zeichen und der an
dieser Stelle vorhandene Zeichenwechsel ist ( nach II ) bei diesem
Durchgänge verloren gegangen , oder mit anderen Worten , die Zeichen¬
reihe für x — a + 8 hat um einen Zeichenwechsel weniger als jene
für x = p . Lassen wir nun x weiter von « gegen b hin wachsen . Von
x = « + 8 bis x = b — 8 kann / (x ) sein Zeichen nicht ändern ; die
Zeichenfolge , welche die zwei Funktionen f (x) und f (x ) für x = a -\ - 8
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darbieten , muss aber an der Stelle x — b — Ö wieder in einen Zei -
chenwechsel sich verwandelt haben (weil diese beiden Funktionen vor
dem Durchgänge durch 0 entgegengesetzte Zeichen haben ) ; dieser
Zeichenwechsel kann aber nur dadurch entstanden sein , dass / ' (x ) von
x = a -f- d bis x — b — Ösein Zeichen geändert hat , also in diesem
Intervalle durch ü gegangen ist , wodurch jedoch (nach I ) die Gesammt -
zahl der Zeichenwechsel , welche die Zeichenreihe für x = a -f- 6 be¬
sitzt , keine Aenderung erfährt ; es ist nur ein bereits vorhandener Zei¬
chenwechsel an diese Stelle hingerückt . Wir haben demnach unmittelbar
vor dem Durchgänge durch die zweite Wurzel genau so viele Zeichen -
wechsel , als unmittelbar nach dem Durchgänge durch die erste Wur¬
zel ; zugleich sind die zwei Funktionen s (x) und f ' (x ) vor dem Durch¬
gänge durch die zweite Wurzel wieder entgegengesetzten Zeichens .
Dieser Zeichenwechsel geht bei dem Durchgänge durch die zweite Wur¬
zel (nach II) wieder verloren , folglich hat die Zeichenreihe für x — b + b
schon uni zwei Zeichenwechsel weniger als jene für x = p . Diese Schlüsse
gelten offenbar für jeden folgenden Durchgang von f (x ) durch 0 , so dass
bei jedem solchen Durchgänge ein Zeichenwechsel verloren geht . Liegen
demnach k reelle Wurzeln zwischen p und q , so muss die Zeichenreihe
für x — q genau um Je Zeichenwechsel weniger haben , als jene für
x — p .

Hat die Gl-fix ) — 0 auch gleiche Wurzeln , so entdeckt sich diess
von selbst , wenn man auf die beiden Funktionen f (x ) und s (x) das
Verfahren des grössten gemeinschaftlichen Divisors anwendet , indem
dabei einer der Reste , z. B. Rk+l = 0 wird . Der vorhergehende , lii ,
ist das grösste gemeinschaftliche Maass der Funktionen fix ) und f (x )
und die Gl. f {x ) \ Jtk — ip(x ) = 0 enthält bekanntlich sämmtliche
Wurzeln der Gl. f (x ) — 0 , jede nur einmal ; es kann nun die Gl.
xti(x ) = 0 , wenn es nöthig sein sollte , nach dem Sturm ’schen Lehr¬
sätze analysirt werden .

In Bezug auf die praktische Anwendung der Sturm ’schen Methode
zur Analyse der Gleichungen mögen noch folgende Bemerkungen eine
Stelle finden .

1) Man substituire in der Funktionenreihe (2) zuerst die Werthe
— cc , 0 , -f- Qo; haben die drei dadurch entstehenden Zeichenreihen
beziehungsweise « , y Zeichenwechsel , so ist « — y die Gesammt -
zahl der reellen Wurzeln , unter denen sich « — f1 negative und ß — y
positive befinden . Hierauf kann man statt x successive die Werthe
+ 1 , + 2 , + ?>... , — 1 , — 2 , — 3 . . . setzen , bis man zw'ei Zei¬
chenreihen erhält , die eine für x = -(- g , die andere für x = — g',
welche beziehungsweise mit jenen für x — -j- cc und — — x über -
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einstimmen ; so kann offenbar zwischen (j und + x , und zwischen
— cj und — cc keine reelle Wurzel mehr liegen ; es sind g und — g
die oberen Grenzen der positiven und negativen Wurzeln und die Sub¬
stitutionen brauchen nicht weiter fortgesetzt zu werden ; die Verglei¬
chung der verschiedenen aufeinanderfolgenden Zeichenreihen giebt so¬
fort den Ort jeder einzelnen reellen Wurzel .

2) Das Mühsamste bei diesem Verfahren bleibt immer die Ent¬
wickelung der Funktionen l !y bis B m~ \ , weil dabei , namentlich wenn
die Gleichung von höherem Grade ist und grosse Coefficienten hat , oft
sehr grosse Zahlen zu multiplieiren kommen . Einige Erleichterung
verschafft bisweilen die Bemerkung , dass , wenn man auf einen Rest
II k kommt , welcher innerhalb der Grenzen p , q sein Zeichen nicht
ändert , die Operation hiebei abgebrochen und die folgende Untersu¬
chung auf die Funktionen :

/ (* )>/ ’(* ) 1 R \ ) -ß -M •••■ Rk

beschränkt werden kann . Der Grund erhellt leicht , wenn man bedenkt ,
dass unter der gemachten Voraussetzung in der Reihe der Funktionen
Jik , 24 +1, ••• Rm—i von x — P bis x — q keine Aenderung in der Zahl
der Zeichenwechsel eintreten kann . Diese Bemerkung lässt sich mit
Vortheil auf den Rest 2f„,_ 3 vom 2 ten Grade anwenden , welcher ,

p = — oc, g' = + co
voraussetzend , innerhalb dieser Grenzen sein Zeichen nicht ändert ,
wenn das Quadrat des 2ten Coefficienten kleiner ist als das vierfache
Produkt des ersten und letzten , weil in diesem Falle die zwei Wurzeln
der Gleichung 2f»_ 3 = 0 imaginär sind .

3) Da der letzte Rest von x unabhängig ist , so braucht man seinen
Zahlenwerth nicht zu entwickeln ; es genügt die Kenntniss seines Zei¬
chens ; dieses ist aber nach dem Hülfssatze 2) das entgegengesetzte
von jenem , welches der Rest vom 2ten Grade für jenen Werth von x
erhält , welcher den Rest vom l sten Grade auf Null reducirt .

Zur Erläuterung des Verfahrens mögen folgende Beispiele
dienen .

1. Beispiel . Sei die Gl. :

fix ) = x 3 — Ix 1 = 0
gegeben , so ist :

f (x ) — 3x 2— 7 ,
und man findet :

R \ = 14x — 9 , i ?2= + 1129 ;

man erhält daher folgende Zeichenreihen :
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Anz . d.
Zeich .-Wechs .

für x = — x :: ~ + + 3
- a = — 25 --- h - + 3 Es sind daher alle drei Wur¬

x = - 2 + + - + •>
zelnreell : und sie liegen zwi¬

- X — -- 1 + — + ■>
schen — 2 und — 3 ; 0 und

* X = 0 + — — + •>
1 ; -)- 2 und + 3 , wie be¬

X = + J --- + + 1 reits ^ 11# gefunden wurde .
- x = + 2 - + + + 1
- X — -\ - .*) H— 1— 1— b 0

2. Beispiel . Es sei die Gleichung :

fix ) = x -' — 8.a 3 -|- 4a — 1 = 0

zur Analyse vorgelegt , so erhalten wir :

fix ) = x :’ — 8» 3 + 4a — 1 ; f (« ) = 5a ' — 24a - -)- 4 ;
= 16a 3 — 16 -f- 5 ; lt -2 = 304a 2 -j- 25a — 64 :

Ii 3 = 14467a — 5456 ; h\ — +

der Werth von 7i',, wurde nicht gerechnet , sondern nur sein Zeichen
bestimmt , welches -f- sein muss , da fiir den aus i ?3 = 0 folgenden
Werth von a , lt ., negativ wird . Man findet :

Anz . der
Zeich .- vv cclis .

fiir x — — x :

Die Gleichung besitzt daher 5 reelle Wurzeln , von denen 2 nega¬
tiv in den Intervallen {— 2 ; — 3} und [0 ; — l ] und 2 positiv sind ;
von letzteren liegen zwei in dem Intervalle jO: lj und eine in dem In¬
tervalle (2 ; 3 ).

Um die zwei in dem Intervalle 11 liegenden Wurzeln zu tren¬
nen , versuchen wir zuerst , ob diess nach § . 108 gelingt , indem wir in
/ (a ) der Reihe nach die Werthe 0 , 1 ; 0 , 2 ; 0 , 3 U. S. w. substituiren ;
wir erhalten :



/ (O) = — 1
/ (o , 1) = — 0,608
/ (0, 2) = = — 0,264

und Schliessen sofort aus den Zeichenwechseln ,
dass eine dieser Wurzeln zwischen 0 , 3 und0 , 4,

f (0 3) = 0 014 andere zwischen 0 , 5 und 0 , 6 liege . Hieinit
sind sämmtliche Wurzeln der Gl. getrennt , und
können nun nach den später zu erklärenden
Näherungsmethoden berechnet werden .

f (0 , 4 ) = + 0,008
/ (0 , 5) — + 0,031
/ (0, 6) = — 0,250

u. s. w.
3tes Beispiel . Die gegebene Gl. sei :

x * + 40x 3 + 185a?2 — 198a' + 48 = 0 :
cs kommt :

f (x ) — x ' + 40a:3 + 185 x 2 — 198a? + 48
fix ) — 2a:3 + 60a:- 185a: — 99

/ }, == 415a?2 + 2147a ? — 1086
11, = 11478077a ?— 5327841
# 3 = +

a? = — x + — + -- {- 4
x = — 40 + — + + 1
x = - 30 — — + - + 3
x = — 10 — + + — + ;>
x = 0 4 - — — — + 2
x = 1 + + + + + ()

Die Gl. hat daher vier reelle Wurzeln , wovon 2 negative in den
Intervallen {0 ; — 10} , {30 ; — 40j (deren Grenzen nach § . 108 leicht
enger zusammengezogen werden ) und zwei positive in dem Intervalle
{() ; l } liegen .

Zur Trennung der letzteren haben wir zuerst wieder nach § . 108 :
f (0) = 48 Da die Substitutionsresultate das Zeichen nicht

/ (0 , 1) = + 30 ,0901 ändern , so liegen die Wurzeln zwischen zwei
/ (0 , 2) = -(- 16,1216 aufeinanderfolgenden dieser nur um 0 , 1 ver -
/ (0 , 3) == -)- 6 , 3381 schiedenen Werthe von x und zwar , wie man

'̂(0 ,4) = -j- 0 , 9856 aus dem Gange dieser Resultate vermuthet ,
^ (0 , 5) = -(- 0 , 3125 zwischen 0 ,4 und 0 , 5. Um uns hievon züttber -
/ (0 , 6) = + 4 , 5696 zeugen , substituiren wir diese beiden Werthe

u. s. w. in die Reihe der Sturm ’schen Funktionen mul
erhalten :

für x — 0 , 4 -|------- f- 2 Zeich .-W.
- a? = 0 , 5 + H— h + + 0

wo nun der Verlust von zwei Zeichenwechseln andeutet , dass in der
That zwischen 0 , 4 und 0 , 5 zwei reelle Wurzeln liegen , deren gemein¬
schaftliche Anfangsziffern somit 0 , 4 sind .
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Man könnte nun auf diese Weise fortfahren und zunächst nach
§. 112 versuchen , ob sicli die beiden Wurzeln in der zweiten Dezimal¬
stelle trennen und wo nicht , die denselben gemeinschaftliche zweite
Dezimalstelle nach Sturm bestimmen u. s. w. Wir werden jedoch spä¬
ter [§ . 127 ] ein Verfahren kennen lernen , nach welchem die weitere
Trennung solcher nahe gleichen Wurzeln gleichzeitig mit der Berech¬
nung derselben mit Leichtigkeit ausgeführt wird , so dass es immer
genügt , durch die hier vorgetragene Analyse die den nahe gleichen
Wurzeln gemeinschaftliche Ziffer au der ersten Dezimalstelle zis be¬
stimmen .

120. Auch von dem folgenden , von Budan herrührenden Lehrsätze ,
kann man zum Behufe der Trennung der Wurzeln öfter vortheilhaften
Gebrauch machen .

Es seien a und b zwei beliebige Zahlen und b >̂ a ;
man bilde aus der gegebenen Gleichung / (x ) = 0 die
G 1eich ungen :

f (x + «) = 0 .... (1) f (x + b) — 0 ... (2)
deren Wurzeln beziehungsweise um « und b kleiner sind
als die Wurzeln der gegebenen Gleichung . Hat nun die
Gl . / (a?) — Oh zwischen a und b liegende reelle Wurzeln ,
so besitzt die Gleichung f (x -j- b) — 0 mindestens um li
Zeichenwechsel weniger als die Gl . f (x + «) = 0 .

Beweis . Setzen wir zuvörderst voraus , die Gl. fix ) = 0 habe
nur eine reelle AVurzel innerhalb der Grenzen a und b, so müssen die
letzten von x freien Glieder in den Gleichungen (1) und (2) nach § . 112
entgegengesetzte Zeichen , daher diese beiden Gleichungen selbst
eine ungleiche Anzahl von Zeichenwechseln haben , indem ,
wie man sich leicht überzeugt , eine Gleichung , deren erstes und
letztes Glied mit gleichen Zeichen behaftet sind , nur eine gerade An¬
zahl von Zeichenwechseln zulässt , diese Anzahl hingegen ungerade
sein muss , wenn das erste und letzte Glied entgegengesetzte Zeichen
haben . Da solchergestalt die Gleichungen (1) und (2) nicht gleichviel
Zeichenwechsel haben können , anderseits aber nach dem am Schlüsse
des § . 114 angeführten Satze die Gl. (2) nicht mehr Zeichen Wechsel
haben kann , als die (1), so muss sie deren weniger und zwar minde¬
stens um einen Weclisei weniger besitzen .

Diess vorausgesetzt seien die h zwischen a und b liegenden reel¬
len Wurzeln der Gl. f (x ) = 0 von der kleinsten angefangen nach ihrer
Grösse geordnet :

« 1 , (12 , « 3 , ..... Uh •
Herr , IIÖli . Mathematik , I . 13
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ferner seien
;' l i s’i ) i •••• 4 /(—l

Zahlen , welche beziehungsweise zwischen « , und a.2, «.2 und «3, «3
und «i , •••• i und «/t liegen , und denken wir uns endlich der Reihe
nach die Gleichungen :

/ kr r/) = 0 , / (a? + 4i) = 0 , / (a: -j- ./2) = U, / '(x + (h J. = (l, ....
/ (» + ffo- l) = ° ) / (a' + b) = ° )

h -|- 1 an der Zahl , gebildet , so hat nach Obigem die 2te dieser Glei¬
chungen mindestens um einen Zeichenwechsel weniger als die l ste; die
:Stc mindestens um einen Wechsel weniger als die 2te, somit mindestens
um zwei weniger als die erste u. s.w., endlich die (/«-j- l )te,/ (x -|- &)= 0,
mindestens um h Wechsel weniger als die erste fix + «) — 0 ; womit
der aufgestellte Satz erwiesen ist .

Umgekehrt : Gehen bei dem Uebergange von der Gl . (1)
zur Gl . (2) h Zeichenwechsel verloren , so liegen höch¬
stens h reelle Wurzeln zwischen a und h.

Wiewohl dieser Satz uns nicht lehrt , wie viele reelle Wurzeln
zwischen zwei Grenzen a und b liegen müssen , sondern nur , wie viele
höchstens dazwischen liegen können , da der Verlust von Zeichen¬
wechseln auch von den der Gleichung zukommenden imaginären Wur¬
zeln herrühren kann , so leistet er doch selbst in der oben ausgespro¬
chenen einfachen Form oft erspriessliche Dienste . Zur Erleichterung
der Anwendung dienen noch folgende Bemerkungen , von deren Rich¬
tigkeit man sich leicht überzeugen wird :

1) Geht beim Uebergange von (1) zu (2) eine ungerade Anzahl
<2n + J) von Zeichenwechseln verloren , so liegen zwischen « und b
mindestens eine und höchstens (2n -+- 1) , jedenfalls aber eine
ungerade Anzahl reeller Wurzeln .

2) Gehen jedoch Zeichenwechsel in gerader Anzahl 2r verlo¬
ren , so liegt zwischen « und b entweder gar keine oder eine gerade
Anzahl reeller Wurzeln .

3) Hat die Gleichung fix ") = 0 bloss reelle Wurzeln , so ist
die Anzahl der zwischen a und b liegenden reellen Wurzeln genau
gleich dem Unterschiede der Anzahl der Zeichenwechsel in den Gl. (1)
und (2). [Vergl . §. 91 , IV ).

Näherungsmethoden zur Berechnung der irrationalen
Wurzeln .

Die in den vorhergehenden §§ . entwickelten Methoden setzen uns
in den Stand , jede reelle irrationale Wurzel einer Gl. fix ) — 0 zwi
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scheu zwei Grenzen a und a + y einzuscliliessen , wo y eine kleine
Zahl bedeutet , so dass also a ein genäherter Werth der gesuchten
Wurzel ist . Wir setzen im Folgenden voraus , dass zwischen diesen
Grenzen nur eine Wurzel liege . Auch können wir uns auf die Berech¬
nung der positiven Wurzeln beschränken , da sich jene der negativen
auf die Berechnung der positiven Wurzeln der Gleichung / (— x ) — 0
zurückführen lässt .

121. Newton ’s Näherungsmethode . Bezeichnen wir mit x x
die zu berechnende Wurzel der Gleichung :

A0 x m -)-■A{ x m~ l -f- A2 x“‘~ '2 -f- ...... -}- Am = 0 • (1)

und mit a einen genäherten Werth derselben , so zwar , dass :

Xi — a < T —x1 10
sein s811. Setzen wir in (1) x — a -(- y so erhalten wir [§. 92] die
neue Gleichung :
AüUm + («) + ...... + / " («) y : + / ' («) y + fi a) — o, ('2 )
deren Wurzeln sämmtlich um a kleiner sind als die Wurzeln der Gl.
(1) und welche demnach nothwendig eine Wurzel y = x j — a besitzt ,

welche kleiner ist als — ; aber auch nur eine solche Wurzel , weil ,

wenn deren mehrere existiren würden , die Gl. (1) eben so viele zwi¬

schen a und a + liegende Wurzeln haben müsste , was gegen die

Voraussetzung streitet . Wir finden diese Wurzel näherungsweise aus
der Gleichung : fia ) y -f- f (a ') = 0 , indem wir in (2) die höheren Po¬
tenzen von y vernachlässigen , und erhalten daraus :

’ f (a ) ^ ■!. f (a)y — — -„rrx i und somit x , — a — \
J / ' («) ’ 1 f (a)

als genaueren .Werth der gesuchten Wurzel . Diesen betrachten wir als
neuen Näherungswerth al , setzen also :

•f( \

a , = a — s (ä) ~ ’
so ergiebt sich auf demselben Wege :

f (ai ) , / («i)y\ = — , und x , = a . — ——- ,
/ («!) ’ ‘ / (sli) ’

welcher Werth von x , wieder genauer sein wird , als der frühere und
mit welchem , als neuem Näherungswerthe , die Operation wiederholt
wird , bis eine genügende Anzahl richtiger Dezimalstellen gefunden ist .

13 *
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Bezeichnet man den Fehler des angenommenen Näherungswerthes
a mit / , mit / 1; / 2, / 3 , ... die Fehler der successive berechneten Nähe -
rungswerthe und ist f <C. 8, so ist im Allgemeinen f x < ( 82, / 2 <C ö4,
fi <C ö8) ft <116 u. s. w. Hat man daher die Wurzel x x zwi¬

schen zwei Grenzen eingeschlossen , deren Unterschied nur be¬

trägt und nimmt man für a das arithmetische Mittel aus beiden , so ist
/ < ) 0, 05 ; und es wird daher der erste berechnete Näherungswerth im
Allgemeinen in der 2ten oder 3ten Dezimalstelle , der zweite in der 4ten
oder 5ten , der dritte in der 9ten bis 10 ten Dezimalstelle u. s. w. noch
richtig sein . Meistens wird die Näherung noch rascher erfolgen und
zwar um so rascher , je grösser f ' (a) gegen / (a) ist .

Da jedoch bei einer gewissen Beschaffenheit der Wurzeln die nach
einander erhaltenen Näherungswerthe der Wurzel , statt dem wahren
Werthe immer näher zu kommen , sich von demselben auch entfernen
können (welcher Fall übrigens sehr selten eintritt ), so kann man sich
von dem Grade der Annäherung , welchen man erreicht hat , wenn man
bei einem gewissen Näherungswerthe a r stehen bleibt , leicht dadurch
überzeugen , dass , wenn ar in der fcten Dezimalstelle noch richtig sein
soll , / («,-) und / («/ ) entgegengesetzte Zeichen haben müssen , wenn

den in der kten Dezimalstelle um eine Einheit erhöhten Werth von
ar bezeichnet .

Beispiel . Essei die Gleichung :
f (x ) = x? — 4cc- — 2x -(- 4 = 0

gegeben ; durch Anwendung des Satzes § . 112 findet man , dass die
Wurzeln derselben in den Intervallen j—• 1 ; — 2J , | 0 , lj und {4, 5j
liegen . Soll nun z. B. die letzte Wurzel berechnet werden , so ist wei¬
ter .^ 4) = — 4 , / (4 , 1) == — 2, 519 ,/ (4 , 2) = — 0, 872 , / (4 , 3) =
+ 0 .947 ; die Wurzel liegt also zwischen 4 , 2 und 4 , 3 und wir neh¬
men als genäherten Werth « = 4 . 25 an . Da nun f ' (x ) = 3x 2 —
8a: — 2 , so steht die Rechnung so :

a — 4 , 25 , giebt / («) = + 0 , 015625 , / ' («) = 18 , 1875 ,
y = — 0 , 000859

somit :
x = a + y — 4 , 249141

als erster nach (3) berechneter Näherungswerth . Da dieser im Allge¬
meinen in der 3 ten Dezimalstelle nicht sicher ist , so hätten wir eigent¬
lich / ^ ) und / ' («) nur in so viel Dezimalstellen zu entwickeln gebraucht ,
dass sich in y die 3 te Dezimale noch richtig ergiebt ; aus dem Umstande ,
dass / (rt) so klein ist . Schliessen wir jedoch , dass « = 1, 25 der Wahr -
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heit schon sehr nahe kommt und daher in diesem Falle diese erste
Näherung schon zu einem Werthe der Wurzel geführt haben wird , der
mindestens in der 4 ten oder 5ten Stelle noch richtig ist , wovon uns die
nächste Näherung sogleich überzeugen wird . Wir setzen nun :

«, = 4 , 249141 ; diess giebt / («i) = + 0 ,000008393325
/ ' («, ) == + 18 , 17247 ; somit = — 0 , 00000046187

und x = «, + yi — 4 , 2491405381 ,
ein Werth , welcher in der 9ten Dezimalstelle noch richtig ist . Auf
gleiche Weise findet man für die beiden andern Wurzeln 0 , 853634511
und — 1 , 102775049 , deren letzte als positive Wurzel der Gleichung
f (— x ) = x 3 - f- 4x 2— 2a : — 4 — 0 berechnet ist .

122. Horner ’s Methode . Essei :

f (x ) — A0 Xm ■+ ■A\ Xm~ l + A2 x m—'2 -j- ..... Am — 0 (1)
die gegebene Gleichung ; transformiren wir dieselbe in eine andere ,
deren Wurzeln um a kleiner sind , als die Wurzeln der Gl. (1) und
wählen wir für a einen solchen Werth , dass das letzte Glied der trans -
formirten Gleichung :

A ym + / (”- ° («) ym~ x + ...... + / ' («) = 0 (2)
so klein wird , dass wir es näherungsweise als 0 ansehen können , so
ist offenbar y — 0 eine Wurzel der Gl. (2) , somit x = a eine Wurzel
der Gl. (1). Auf diese Bemerkung gründet sich folgendes Verfahren :

Es sei :

Cl\ Clo , Clo CI/. , , .

Xl= a# + iö + iw + lööö + Iöööö + ..... ..... (3)

die zu berechnende Wurzel und x = «0 + ~ ein genäherter Werth

derselben , d. i. die untere von zwei nur um 0 , 1 auseinander liegenden
Grenzen , zwischen welchen die Wurzel liegt ; vermindern wir die Wur¬

zeln der Gl. ( 1 ) um «0 + ^ , so erhalten wir die transformirte
Gleichung :
V0 x m -}- Vl xm~ l -(- V2xm~ '2-j- - + FB!_ 2 X 2 - (- Vm—i x + Vm = 0 (4 )

in welcher der Kürze wegen :
v0 , vu v2, ...• V«j—2j Vm—1j Vm

statt :

A ,/ - »(«. + g ) , + g ) + * ) ,

■r ( " " +
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gesetzt ist . Die Gleichung (4 ) besitzt nun eine Wurzel :

x I ° :i 4 - _1_ fr x
100 1000 'r 10000 ’r ’

welche < ~ ist : aber auch nur eine von dieser Eigenschaft , weil wir

auch hier die in der Vorerinnerung ’zu § . 121 gemachte Voraussetzung

festhalten , dass zwischen «0 + und «0 -f- 1 nur eine Wur¬

zel der Gl . (1) liege . Da nun die Wurzel (5 ) der Gl . (4 ) < ( — ist , so

wird man einen genäherten Werth derselben = —-— erhalten . wenn100 ’
man in (4 ) die höheren Potenzen von x vernachlässigt und

1 m—i x | 1 ,H i— 0
setzt , woraus :

U-2 Vm
x _ l00 = (b )

folgt . Wir erhalten daher die zweite Dezimalstelle a .2 der Wurzel (oder
allgemeiner die nächste auf ci\ folgende von 0 verschiedene Dezimal¬
stelle ) , indem wir das letzte Glied der Gl . (4 ) durch den Coefficienten
des vorletzten dividiren und dabei nur die erste bedeutende Stelle des

Quotienten suchen .

Sofort vermindern wir die Wurzeln der Gl . (4 ) um — - . so be -100

sitzt die neue transformirte Gleichung :

Va' ■+■ 1 i' x '"~ 1 -(- .. .. -(- 1 „,_ 2 x 2 -(- V .<• -f- I ' = 0 (7 )

eine Wurzel x = —̂ 2.— u -■■■■* -j- welche O ist , und sich1000 10000 100 ’

demnach wieder näherungsweise aus der Gleichung :

F ,„_ ! X + V'm = 0 ergiebt . woraus x = *" (8 )LUUU Y

folgt . Die dritte , oder allgemeiner die nächste auf «2 folgende bedeu¬
tende Dezimalstelle der Wurzel ergiebt sich also abermals durch Divi¬
sion des letzten Gliedes der Gl . (7) durch den Coefficienten des vorletz¬
ten Gliedes .

Hierauf vermindere man die Wurzeln der Gl . (7 ) um —— j , so er¬

halten wir eine neue transformirte Gleichung :

F „" •*" + Ff x "’- i + ....... + V " M_ ., x - - f- x + 0 <!>)
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deren eine Wurzel x ak
10000 100000 + .... sich »äheriingsvveise

aus :

V"OT—i X -f V"m = 0 , d. i. X = 10000

ergiebt . Auf diese Weise wird fortgefahren , bis eine genügende An¬
zahl von Dezimalstellen der Wurzel entwickelt ist . Der ganze Reeli -
nungsniechanismus ist , wenn man dabei das in § . 92 gelehrte Budan ’-
selie Transformationsverfahren in Anwendung bringt , höchst einfach
und gleichförmig . Die absoluten Glieder der aufeinanderfolgenden
transformirten Gleichungen werden immer kleiner und im Verlaufe der
Rechnung nur mit so viel Dezimalstellen (oder höchstens um eine mehr )
entwickelt , als man in der Wurzel verlangt . Dabei haben die abso¬
luten Glieder von Vm an immer dasselbe Zeichen , weil der wahre
Werth der Wurzel immer auf derselben Seite der successiven Nähe¬

rungswerthe an -)-- ^ . csn + — + ——i u. s. w. liegt . nämlich
h 0 I 10 , JO 100 ’

grösser ist als diese . Das absolute Glied Vm der ersten transformir¬
ten Gleichung hingegen hat mit Am gleiches oder entgegengesetztes

Zeichen , je nachdem zwischen 0 und «0 -f- ^ eine gerade (die 0 mit
einbegriffen ) oder ungerade Anzahl von Wurzeln liegt .

Was die Sicherheit betrifft , mit welcher die Quotienten — ,
V'm- . .

—— u. s. w. die aufeinanderfolgenden Dezimalstellen a0 , a3 , . . .
V in—|

ergeben , so ist zu bemerken , dass es allerdings namentlich zu Anfang
der Rechnung in Folge der vernachlässigten Glieder geschehen kann ,
dass sich eine oder die andere derselben zu klein oder zu gross ergiebt .
1liess zeigt sich jedoch in der folgenden transformirten Gleichung .

Wäre z. B. — ■ m — a'2 zu klein , so würde die folgende transfor -1 100 ’ °
J/ '

mirte Gleichung —- -~ r~m— = / » - und a3 O 9 ergeben , was nichtv m j .1000
sein kann . Man wird daher n.2 um eine Einheit erhöhen und die Ope¬
ration wiederholen . Wäre jedoch a2 zu gross , so würde in der folgen¬
den transformirten Gleichung das absolute Glied sein Zeichen ändern ,

weil die Wurzel in diesem Falle zwischen c/„ -4- <?I und «„ -+-— T -
(i - i 1 ( ) (I i 1 ( )

H— — läge und bekanntlich :100



200

V,

ist .
= / ( «o + li ) und r m = / ( «o + ^ + ^ 0)

Auch ist leicht einzusehen , dass die zwei letzten Glieder in den
transformirten Gleichungen immer entgegengesetzte Zeichen haben
müssen , wodurch sich das negative Vorzeichen in (6) , (8 ) , (10 ) erklärt .-
Denn da der Zahlenwerth des letzten Gliedes in den aufeinanderfol¬

genden transformirten Gleichungen immer kleiner und kleiner wird , so
ist das Polynom f (x ) in der Nähe des Werthes :

, « ! , «3 ,
X = Cls) - p —— -T * - . . .0 ^ 10 1 10U 1

im Zunehmen oder Abnehmen begriffen , je nachdem das letzte Glied
der transformirten Gleichungen negativ oder positiv ist . Im ersten
Falle muss aber [§ . 119 , 1. Htilfssatz ] der Coefficient des vorletzten
Gliedes , als die erste abgeleitete Funktion von / (a:) , für eben diesen
Werth von x , somit auch für die genäherten Werthe :

, « i . « i . o2
ao ' xq ’ st° so 100 ’

u . s. w . positiv , im zweiten negativ sein .

123. Zur Erläuterung dieser Methode , welche unter allen bekann¬
ten ohne Zweifel den grössten praktischen Werth hat , mögen folgende
Beispiele dienen . Es ist schon oben bemerkt worden , dass man die
absoluten Glieder mit so vielen Dezimalstellen entwickelt und bis zu

Ende fortführt , als man in der Wurzel sichere Dezimalstellen verlangt .
Hingegen werden in den übrigen Gliedern der transformirten Gleichun¬
gen nur immer so viele Stellen beibehalten , als auf die letzte Stelle
des absoluten Gliedes von Einfluss sind .

1. Beispiel . Nehmen wir die bereits oben behandelte Gleichung

f (x) = x 3 — -ix 2 •— 2x -f- 4 = 0

vor , deren Wurzeln in den Intervallen {0 ; 1 } , {4 ; o } , {— 1 ; — 2 }
liegen und berechnen wir die zwischen 0 und 1 liegende Wurzel mit
9 Dezimalstellen . Sie liegt , wie man leicht findet , zwischen 0 , 8 und
0 , 9 ; es ist also :

* = 0, 8 (= «0+ g )
ein genäherter Werth und wir vermindern die Wurzeln der Gl . um
0 , 8 und erhalten :
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1 — 4 — 2 + 4
0 , 8] 1 — 3 , 2 — 4 , 56 + 0 , 352

— 2 , 4 — 6 , 48
- 1,6.

Die erste transformirte Gleichung ist sonach :
x 3 — 1 , 6 * 2 — 6 , 48a: + 0 , 352 = 0 ,

woraus man :
«2 _ 0 , 352 = 0 , 05

100 — 6 , 48

findet ; somit ist x = 0 , 85 . Wir vermindern jetzt die Wurzeln dieser
Gleichung um 0 , 05 und haben :

1 — 1, 6 — 6 , 48 + 0 , 352
0 , 05 ] 1 — 1, 55 — 6 , 5575 + 0 ,024125

— 1 , 50 — 6 , 6325
— 1 , 45

Es ist daher die zweite transformirte Gleichung :
a:3 — 1, 45a:2 — 6 , 6325a : + 0 ,024125 = 0 ,

woraus man :
«3 0 ,0241 ...

1Ö0Ö ~~ ~ - ■6 , 63 .. — !<U'3

findet , wodurch x — 0 ,853 wird . Wir vermindern sofort die Wurzeln
der letzten Gleichung um 0 , 003 und erhalten : •

2 1 , — 1 , 45 — 6 , 6325 + 0 , 024125
0 , 03] — 1, 447 — 6 , 636841 + 0 , 004214477

— 1, 444 — 6 , 641173
— 1 , 441

die 3te transformirte Gleichung ist also :
a:3 — 1, 441a :2 — 6 , 641173a : + 0 ,004214477 = 0 ,

welche die 4te Dezimalstelle :

cu 0 , 0042 ... „
10000 — _ — 6 , 64 ... — ° >0006

liefert ; diess giebt x — 0 , 8536 und wenn wir die Wurzeln der letz¬
ten Gleichung wieder um 0 , 0006 vermindern ,

3 1 — 1 , 441 — 6 , 641173 + 0 ,004214477
0 ,06] — 1 , 441 — 6 , 642038 + 0 , 000229254

— 1 , 44 — 6 , 64290
— 1 , 44

als transformirte Gleichung :
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x 3 — 1, 4x -' — 6 , 64290a : + 0 , 000229254 =
aus welcher die 5tc Dezimalstelle :

a,, 0 , 000229 = 0 ,00003
100000 — 6 , 04 ...

folgt ; es ist also x = 0 , 85363 .
Wir haben hier im 2ten und 3ton Ooeffieienten bereits Dezimal -

stellen weggelassen ; denn da wir im letzten Gliede 9 richtige Dezimal¬
stellen brauchen , der nächste Operationsfaktor 0 ,00003 jedoch schon
5 Dezimalstellen hat , so bedürfen wir im vorletzten Faktor nur 9—- 5= 4
Stellen und eine zur Correetur , also im ganzen nur 5 , im 2len Coeffi-
cienten daher 5 — 5 + 1 = 1 Stelle . Vermindern wir jetzt die Wur¬
zeln der letzten Gleichung um 0 ,00003 , so folgt :

•1 . — 1, 4 — 6 ,64290 + 0 , 000229254
0 , 03 ] — 1 , 4 — 6 ,64294 + 0 ,000029966

— 6 , 6430
somit als nächste transformirte Gleichung :

x 3 — 1,4 x - — 6 , 6430a : + 0 , 000029966 = 0
in welcher , da der nächste Operationsfaktor 6 Dezimalstellen hat , der
vorletzte Coeftieicnt nur mit 4 , der zweite eigentlich mit 4— 6 + 1= — 1
Stellen anzusetzen ist , so dass wir in diesem auch die Einheiten nicht
mehr brauchen . Daraus folgt , dass der vorletzte Ooefficient keine
Aenderung mehr erleidet , und von jetzt an verwandelt sich das Auf¬
suchen der noch fehlenden vier letzten Dezimalstellen der Wurzel , wie
eine leichte Ueberlegung , oder der Versuch , die folgenden Transfor¬
mationen wirklich vorzunehmen , lehrt , in eine einfache Division :

0 ,000029966 : 6 , 643 = 0 , 000004511
3394

73
7

Die. Wurzel ist somit auf 9 Dezimalstellen richtig : x = 0 , 853634511 .
Berechnen wir eben so die zweite in dem Intervalle {4 ; 5} lie¬

gende positive Wurzel . Wenn , wie es hier der Fall ist , die Wurzel
einen ganzen Bestandtheil hat , so ist es kaum nöthig , sie in engere .
Grenzen einzuschliessen und die Zehntel noch nach §. 112 zu suchen ,
da sich diese immer schon wenigstens sehr nahe durch die Horner ’sche
Methode ergeben . Die folgende Rechnung wird nun ohne weitere Be¬
merkung verständlich sein ; die successiven Transformationen sind
durch einen Ilorizontalstrieh getrennt ; die letzten zunächst über einem
Strich stehenden Zahlen jeder Verticalcolunme sind die Ooeffieienten
der transformirten Gleichung und für die folgende Transformation nicht
neuerdings angesetzt .
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1
4]

— 4 — 2
o — •_>

+ 4 + 14

+ 4 x = 4 , 249140538
— i *)

+ s 4 : 14 = 0 , 2
0 , 2] + 8 , 2 + 15 , 64

8 , 4 17 , 32
— 0 , 872

8 , 6 0 , 872 : 17 , .. = 0 , 04
0 ,04 ] + 8 , 64 + 17 , 6656

8 , 68 18 ,0128
— 0 , 165376

■> 8 , 72 , 0 , 165 .. :18 = 0 ,009
0 ,09 ] + 8 , 729 + 18,091361

8 , 738 18 , 170003
- 0 ,002553751

8 , 747 0 ,00255 .. : 18 = 0 , 0001
0 , 01 ] + 87747 + 18, 170878

18 , 17175
— 07000736662

1 0, 000736 ..:18 = 0,00004
0 ,04 ~f~ 8 , i 18 , 17210

18 , 1724
— 0 , 000009778

0 , 000009778 : 18 , 17 = 0i , 000 ( M)<>538
693
L48

Wurzel ist demnach x = 4 , 249140538 .
Die dritte in dem Intervalle {— 1 , - - 2} liegende Wurzel berech -

wir endlich aus der 01eichurig / (— x ) = x 3 + 4x 2 — 2x — 4 = 0
folgt :

1 + 1 — 2 - 4 x = 1 , 102775049

l ] + 3
6 9

— 1

7 1: 9 = 0 , 1
0 , l ] 7 . 1 9 , 71

7 . 2 10 , 43
- 0 , 029

2 7 , 3 0 ,029 : 10 = 0 ,002
0 , 02 ] 7 , 302 10 , 444604

7 , 304 10 , 459212
— 0 ,008110792

:i 7 , 306 0 ,0081 :10 , 4 = 0 , 0007
0 ,07 ]

I _ _

7 , 307 10 , 464327
7 . 31 10,46941

— 0 , 000785763

0 ,00078 : 10 = 0 , 00007
0 ,07] 10 , 46995 - 0 , 000052867

10 . 4705
0 ,0000528117 : 10 ,4705 = 0 , 0(>00051 >49

5145
957

*) Dieser Zeichenwechsel rührt von der zwischen 0 und 4 liegenden Wurzel
0 . 8 . . . her .
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somit die dritte Wurzel x = — 1 , 102775049 . Die Summe der drei
Wurzeln ist = 4 , wie es sein soll .

124. Die Regula falsi . Man versteht hierunter eine Auflo¬
sungsmethode der Gleichungen , welche aus zwei bekannten genäher¬
ten Werthen der Wurzel und den Substitutionsresultaten derselben

einen genaueren Werth finden lehrt . Es seien :

fix ) - A0 x m + Ay x m~ l + ... . + Am = 0 (1)

die gegebene Gleichung , x , die gesuchte Wurzel und ciy, a 2 zwe i g e_
näherte Werthe derselben (die Hypothesen ) so kann man xy = a y - f- öj
und x -2 = + 8-2 setzen , wo also öj , <5.2 die Fehler der Hypothesen
sind und kleiner als 1 angenommen werden . Substituiren wir ciy— xy — <5j
und a 2 = xy — d2 in die gegebene Gleichung , so erhalten wir :

/ («1) = / (a?1— dl) — f (x i) — Sys (Xy)+ 8\/ ’{x i)— + 3“/ ”0{xy) \
f (a i ) = f {xy — bi ) = =f (Xi ) — b.2f ' {xy ) -\ - 8lf ' (Xy) — ..... + 8 %f (m\ xy ) . j

Beachtet man nun , dass , weil x y die gesuchte Wurzel , / (x , ) = 0 ist ,
und dass Ö, , 82 kleine Grössen sind , deren höhere Potenzen wir , da es
sich bloss um eine Näherung handelt , vernachlässigen können , so ge¬
hen die letzten Gleichungen über in :

/ (« i ) = — 8\ f ' (xy ) und / («2) — — 82f (Xy)

aus welchen durch Division :

/ («i)
(3)/ (ö2) &

folgt , eine Gleichung , welche zeigt , dass die Substitutionsresultate
zweier genäherter Werthe der Wurzel sich näherungsweise verhalten ,
wie die Fehler dieser Werthe , eine Regel , welche man gewöhnlich so
ausspricht : die F ehler der Resultate verhalten sich wie die
Fehler der Hypothesen .

Es bedarf wohl kaum der Erwähnung , dass dieser Satz immer
nur näherungsweise gilt und um so richtiger ist , je kleiner die Fehler
ö] , ö2 der Hypothesen sind . Aus (3) folgt nun :

f (ai ) ^ x i ~ "i
/ («!>) x , — «2

woraus man :
_ «2f {ay) — / (a2) _ (a2—ay)f {ay) . .

■l / (« ]) — f \a2) 1 / (öj ) — f {a2)

als genaueren Werth der Wurzel zieht . Verbindet man diesen mit

einem der früheren Näherungswerthe , a y oder «2 , je nachdem nume -
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risch / («, ) < ( oder > / («a) ist , oder auch mit einem anderen plau¬
sibleren Werthe und wiederholt die Rechnung nach Formel (4) , so
erhält man abermals einen genaueren Werth u. s. f. Für den Prakti¬
ker ist diese Methode ihrer Einfachheit wegen und namentlich desshalb
von grossem Werthe , weil sie auch auf transcendente Gleichungen un¬
verändert Anwendung findet , was darin seinen Grund hat , dass , wie
wir später sehen werden , jede Funktion / (x) in die Form der Gl. (2)
entwickelt werden kann , nur mit dem hier nicht in Betracht kommen¬
den Unterschiede , dass der rechte Theil der Gl. (2) eine unendliche
Reihe wird , wenn / (x ) eine transcendente Funktion ist .

1. Beispiel . Berechnen wir die zwischen 4 und 5 liegende
Wurzel der Gleichung x 3 — 4x 2 — 2x -f- 4 = 0 , so erhalten wir :

für st, = 4 f (a i) = —- 4
«2 — •') f (a2) — + 19 , somit x , = 4 , 2

für «, == 4 f (a 1) = — 4
» 2 = 4 , 2 ' f (a 2) = — 0 , 872 x , = 4 , 25

für «, = 4 , 2 / («1) = — 0 , 872
» 2 = 4 , 25 / (« 2) = - |- 0 , 015625 x , = 4 , 2491

für «, - 4 , 2491 / (»,) = — 0 , 00073667
« 2 = 4 , 25 / (« 2) = + 0 , 015625 x , = 4 , 24914052

für st, = 4 , 2491 / (« ,) = — 0 , 00073667
st2 = 4 , 24914052 / (st2) = — 0 ,00000033 x , = 4 , 249140538

so wie oben . Um auch die Anwendung dieser Methode auf transcen¬
dente Gleichungen zu erläutern , wählen wir als

2 teä Beispiel die Gleichung / (x ) = x log x — 17 = 0 , unter
log briggische Logarithmen verstanden . Man findet mit Hülfe der Lo¬
garithmentafeln sehr leicht , dass xzwischen 14und 15 liegt und setzt
also :

st, = 14 / («, ) = — 0 , 954
«2 = 15 / (st2) = + 0 , 641 x = 14 , 6
st, = 14 , 6 / («, ) = — 0 , 000448
«2 = 14 , 7 f (a.2) = -p 0 , 159564 x = 14,600280 .

Für diesen Werth von x reducirt sich der Ausdruck x log x .— 17 in
-den ersten 6 Dezimalstellen schon auf 0 und die Näherung lässt sich
daher , wenn man nur mit siebenstelligen Logarithmen rechnet , nicht
weiter treiben , da mit solchen der Werth von x log x sich nur mit 6
Dezimalstellen richtig ergiebt .

3tes Beispiel . Man suche den Bogen x aus der Gleichung :
f (x ) — x — 0 , 2 sin x — arc (82° 24' 37 ," 85) = 0.
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Aus einer Tafel , welche die Längen der Kreisbogen in Theilen des
Halbmessers ausgedrückt enthält , lindet man zunächst :

arc (82° 24 ' 37 ," 85) = 1 , 4383348 ,

so dass die Gleichung eigentlich lautet :

f {x ) — x —-0 , 2 sin x — 1,4383348 — 0 ;

beachtet man nun , dass x )> 82° sein muss und in dieser Gegend
sin x nahe = 1 ist , so ersieht man sogleich aus derselben Tafel , dass
x zwischen 93° und 94° liegen muss , da arc 93° = = 1 . 623 , und
arc 94° = 1 . 641 ... ist . Man setze also :

«, = 93° so wird f (ct\ ) = — 0 ,01490
. «, = 94° / («„) = + 0 ,00277

und man erhält , da a2 — at = 1° ist , nach (4) als genaueren Werth :
— 0 , 01490

X = 93° 4 - 1° . — = 93° 4 - 0 ° , 843 = 93 ° 50 , 6
^ — 0 ,01767

Setzen wir ferner :
«j = 93° 50' , so wird / (a = — 0 , 0001867
a2 = 93° 51 ' / («u) — + 0 , 0001080 und hiemit :

, — 0 , 0001867 , ,
x = 93° 50 + 1 . - = 93« 50 38 , 01 ,

^ — 0 , 0002947 ’ ’
welcher Werth bis auf eine Einheit in der 7teu Dezimalstelle der Glei¬
chung Genüge leistet .

Berechnung gleicher und nahe gleicher Wurzeln .

125. Enthält eine Gleichung wiederholte Wurzeln , so kann man
nach der in §. 95 entwickelten Theorie aus derselben andere Gleichun
gen ableiten , welche entweder alle Wurzeln , aber jede nur einmal ,
oder bloss die ungleichen Wurzeln , oder bloss die wiederholten Wur¬
zeln , jede nur einmal enthält und welche sofort nach den in den vor¬
hergehenden §§ . dargestellten Methoden aufgelöst werden können .
Man kann jedoch auch die Aufgabe stellen , eine wiederholte Wurzel
unmittelbar aus der gegebenen Gleichung zu berechnen . Dass die obi¬
gen Methoden nicht ohne Weiteres auch auf solche Wurzeln angewen¬
det werden können , ist leicht einzusehen . Sowohl bei Newton ’s als
Ilorner ’s Methode wird die Verbesserung eines schon genäherten Wer¬
thes a einer Wurzel xj durch den Quotienten — f (a ) \ f ' (a ) gegeben ;
ist nun diese Wurzel eine wiederholte , so ist nebst / (xj ) auch / ' (x 1)= 0
und in den successiven Näherungen convergiren sowohl Zähler als
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Nenner jenes Quotienten gegen die Null , wodurch derselbe unfähig
wird , die gesuchte Verbesserung auszudrücken . Die Regula falsi
würde , wie diess aus den Gl. (2) , §. 124 hervorgeht , die Auflösung
einer Gleichung vom rton Grade erfordern , wenn die Wurzel in der
gegebenen Gleichung »-mal vorkommt , wodurch diese Methode auch
unbrauchbar wird. Die Horner’sche Methode lässt sich hingegen mit
geringen Modifikationen auch auf diesen Fall anwenden .

Sei nämlich x = a w eine wiederholte Wurzel der gegebenen
Gleichung und a ein genäherter Werth derselben . Vermindern wir die
Wurzeln der gegebenen Gleichung um a , so erhalten wir als transfor -
mirte Gleichung :

q (u') —- F0 w"‘ + V\ w'“~ 1 -)- .... -(- l/ „,_ 4 iv* -)- 1',,,—3 iw1 +
+ Fm—2 w'2 + F_ , w + F„, = 0 , (1I

welche nun die Wurzel w mehrmals enthält .

Ist nun diese Wurzel eine doppelte , so ist nebst <p(w) auch noch
qi' (u-) = 0 , d. h. es besteht die Gleichung :

cp’(w) = = in V0 w*" l + ..... + 3 F«_3 w- + 2 F„,„ 2 w + = 0 ,

in welcher wohl Vm—, — f («) , nicht aber FOT_ 2 — / ”(st) oe8'cn Null
convergirt , weil die Wurzel nur als zweifache vorausgesetzt wurde
und somit der Gl. cp'(w) = 0 nur einmal zukommt. Man kann daher
näherungsweise 2 I'm_ 2 w + F,„_ i — 0 setzen , woraus als genäherter
Werth :

I m—1
_ 2F m_ 2

folgt . Dieser Ausdruck tritt daher bei einer doppelten Wurzel an die
Vm

Stelle des Quotienten — in §. 122 . Um daher die successivenFm—1
Dezimalstellen einer doppelten Wurzel zu erhalten , wird man in den
aufeinanderfolgenden transformirten Gleichungen den vorletzten Coef-
ficienten durch den vorvorletzten dividiren und vom Quotienten die
Hälfte nehmen.

Ist die Wurzel eine dreifache , so besteht nebst der Gl. (2) auch
noch die folgende :

qr" (u.<) = »» (>«— 1) F0 wm~ - + .... + 2 . 3 Fm—3 w + 2 ] 'm—2 — 0 ,

aus welcher sofort näherungsweise 2. 3 Vm—3 w + 2 Vm~ 2 = 0 , d. i.

= _ Vm~*
"' 3 VJsL—3

folgt ; die successiven Dezimalstellen einer dreifachen Wurzel ergeben
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sich daher, wenn man den drittvorletzten Coefficienten durch den viert¬
vorletzten dividirt und vom Quotienten ein Drittel nimmt.

Auf diese Weise fortfahrend kommt man zu dem Schlüsse , dass
sich bei Anwendung des Horner’schen Verfahrens die successiven De¬
zimalstellen der Wurzel aus den Quotienten :

1 nt 1 1 ' nt—1 1 —g 1 Vm —7>f 1 s .) .
1/ > 9 T/ 1 O 1/ 1 ..... „ T/l m—| - 1 in—2 ° 1 in—3 l ' m—p

ergeben , je nachdem die Wurzel eine 1 , 2 , 3 , .... oder pfache ist .
Ein ausgeführtes Beispiel dürfte bei der Einfachheit der Sache

unnöthig sein , man kann z. B. das Verfahren auf die Gleichung :
a:4 — 2a:3 — x l 2a: -j- 1 = 0

anwenden , welche 2 Paare gleicher Wurzeln enthält , das eine zwischen
1, 6 und 1 , 7 , das andere zwischen — 0 , 6 und — 0 , 7 , (nämlich

1 1 / r \
* = 7 ± y K5)-

12fi. Man kann die obigen Ausdrücke (2) noch in einer anderen
Form darstellen . Nehmen wir zuerst an , die fragliche Wurzel sei eine
doppelte , so enthält auch die Gl. (1) im vor. § . die Wurzel w zweimal ;
betrachten wir nun w als eine kleine Grösse erster Ordnung , so sind
die drei letzten Glieder der Gl. (1) von der 2t01>, die übrigen jedoch
von höherer Ordnung , so dass wir mit Vernachlässigung dieser Glie¬
der , w aus der Gleichung :

F»i—2 ^ | Vm—[ W | 1 ui 0

näherungsweise bestimmen können. Nebst dieser besteht aber noch ,
weil w eine doppelte Wurzel , näherungsweise die Gleichung :

2 1in—2 u? | Vm—| w

aus welcher der bereits oben für w gefundene Werth — ”*~ l
2 Vm —2

folgt ; eliminirt man aber aus beiden letzten Gleichungen die Grösse

Vni 2, s0 erhält man w = — ^ , so dass sich also aus beiden Aus -
y m—l

drücken :
1 m—| . 2 \ m— — — und — -

^ Vm—2 * —1

nahe derselbe genäherte Werth für w ergeben muss und zwar werden
die beiden Werthe einander um so näher kommen , je kleiner w ist .

Ist die Wurzel eine dreifache , so bestehen näherungsweise die
Gleichungen :
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Vm- 3 « 3 + Kl—3 ii'2 + Fm_ , w + Vm = 0
3 Vm—3 W2 + 2 Vm—2 IV ■+ • Vm- 1 0
6 F „, _ 3 mj + 2 F m_ 2 = 0

deren letzte den schon oben gefundenen Ausdruck für w — —

liefert ; aus den beiden andern erhält man durch successive Elimina¬
tion von F ra_ 3 und FOT_ 2 noch die Ausdrücke :

Bei einer 4fachen Wurzel würde man auf demselben Wege für w
die Ausdrücke :

finden u . s. w . und immer kommen die numerischen Werthe dieser ver¬

schiedenen Ausdrücke einander um so näher , je kleiner w schon ist .

127. Diese Ergebnisse setzen uns in den Stand , die Horner ’sche
Methode auch auf die Trennung und gleichzeitige Berech¬
nung nahe gleicher Wurzeln mit Vortheil anzuwenden .

Nehmen wir an , eine Gleichung besitze zwei nahe gleiche Wur¬
zeln , welche den ganzen Bestandtheil a 0 und die r ersten Dezimalstel¬
len a , , , «3 , .. . a r gemeinschaftlich haben , so dass sich dieselben erst
in der (r -f - l )ten Stelle trennen . Hat man sich nun durch die Analyse
der Gleichung , etwa nach dem Sturm ’schen Lehrsätze den gemein¬

schaftlichen Näherungswerth a 0 + ^ verschafft , so vermindere man

zuerst die Wurzeln der Gleichung um diese Grösse und erhält sofort
die übrigen gemeinschaftlichen Wurzelziffern aus den successiven

y
transformirten Gleichungen mittelst des Quotienten — ™~ 1 ■, indem

2 Vm—2
in Bezug auf diese Stellen die beiden Wurzeln offenbar als Gleiche zu
betrachten sind ; die so erhaltenen Dezimalziffern müssen mit jenen

2 ym
übereinstimmen , welche der Quotient -- giebt , was als Probeym—1
gilt , dass dieselben beiden Wurzeln angehören . Auf diese Weise fährt
man fort bis zu jener Dezimalstelle , an welcher sich beide Wurzeln
trennen ; diese wird sich dadurch verrathen , dass sie sich nicht gleich¬
lautend aus den beiden obigen Quotienten ergiebt , oder wenn diess

4 Vm—y ’ 3 Fm_ 3 ’ 2 Fm_ 2

F m_ .
bisweilen noch der Fall ist , die aus — i} ™ —

Herr , Höh . Mathematik , I .

sich ergebende Dezi -

14
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malziffer einen Zeichenwechsel des letzten Gliedes bewirkt , \vas offen¬
bar andeutet , dass man über die kleinere Wurzel bereits hinwegge¬
gangen ist . Die folgenden ungleichen Dezimalstellen beider Wurzeln

Vm
ergeben sich nun auf gewöhnliche Weise aus dem Quotienten t ~~ >

1 VI—1
wobei nur die ersten ungleichen Ziffern 1 und a'r+1 beider Wurzeln
einige Versuche erfordern werden ; für ar+i ist offenbar die grösste
Zahl zu nehmen , für welche das Zeichen des letzten Gliedes der trans -
formirten Gleichung , welche auf jene folgt , die die letzte gemeinschaft¬
liche Dezimalstelle geliefert hat , noch ungeändert bleibt ; für a ' r+1 die
grösste Zahl , für welche dieses Glied noch einen Zeichenwechsel
erleidet .

Aehnlich ist der Vorgang , wenn die Gleichung in einem bestimm¬
ten Intervalle mehr als zwei , z. B. p nahe gleiche Wurzeln besitzt .

Bezeichnet wieder «0 -j- einen gemeinschaftlichen Näherungswerth

und hat man zunächst die Wurzeln der Gl. um an + vermindert , soo so
ergeben sich die folgenden gemeinschaftlichen Wurzelziffern aus dem

Quotienten - und müssen mit den aus dem Quotienten - ^ ^ '
P • Vm—p Vm—|

abgeleiteten stimmen . Die Wurzeln trennen sich an der Stelle , bei
welcher diese Uebereinstimmung aufhört oder ein Zeichenwechsel im
letzten Gliede andeutet , dass die kleinste Wurzel überschritten ist ,
welche sodann aus der letzten transformirten Gleichung mittelst des

Vm
gewöhnlichen Quotienten — ■weiter entwickelt werden kann . Aus

* m—1

derselben transformirten Gleichung erhält man die übrigen Wurzeln
ohne Schwierigkeit mit Rücksicht auf die im letzten Gliede eintreten¬
den Zeichenwechsel , wenn sämmtliche p Wurzeln an der ersten auf
die letzte gemeinschaftliche Ziffer folgenden Stelle verschiedene Ziffern
haben . Haben aber einige dieser Wurzeln an der genannten Stelle
wieder gemeinschaftliche Ziffern , so wird sich die Abtrennung der ein¬
zelnen Gruppen durch den Verlust mehrerer Zeichenwechsel — über¬
einstimmend mit dem Budan ’schen Lehrsätze — verrathen und es ist
dann das Verfahren der nahe gleichen Wurzeln wieder auf eine jede
solche einzelne Gruppe anzuwenden . — Da übrigens diespr Fall in
der Praxis nicht leicht vorkommt , so möge diese kurze Andeutung hier
genügen , indem einige die Rechnung abkürzende Kunstgriffe dem auf¬
merksamen Rechner sich theils selbst darbieten , theils nur bei grösse¬
rer Uebung geläufig bleiben .
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Als Beispiel wollen wir die bereits in §. 119 analysirte Gleichung
xk 40x 3 + 185x2— 198x -(- 48 = 0 wählen , welche zwei nahe
gleiche Wurzeln in dem Intervalle {o, 4 und 0 , ö} besitzt ; vermindern
wir daher zunächst die Wurzeln der Gleichung um 0 , 4 und verfahren
sodann nach obiger Vorschrift , so steht die Rechnung so :

1 + 10 “f- 18h — 198 - + 48
0 , 4]

40 ,8 217 ,48 30, 544
11 O 055 OK 1/ OT / = 0,06

0 ,06] 1 + 41 ,66 + 236 ,4596 — 16, 356424 + 0 ,00421456
41 , 72 238, 9628 2 ,018656

241 ,4695 2 ^ = 0 ,004 - - _ . ,«04

40 , 4 201 , 16 117 ,536 0 ,9856
40 ,8 217 ,48 30, 544
41 , 2 233 , 96 Vm~ l — 0 ,06 , 2K ‘41 , 6 2 Fm_2 ’ Vm- l

0 , 04] 1+ 41 , 85 + 241 , 6370 — 1,052108 + 0 ,00000613
241 ,8044 - 0 ,084890
241 , 9718

= 0 , 0001 , ~ Vm = 0 , 00007
" ’ vi—2 * m —1

y
Bis zur 3ten Dezimalstelle geben die beiden Quotienten —~ —
2 Vm "‘~2

und dieselbe Ziffer; es sind daher 0 ,464 die gemeinschaftlichenym—\
Anfangsziffern beider Wurzeln , welche sich in der 4ten Dezimalstelle
trennen. Vermindert man nun die Wurzeln der letzten transformirten
Gleichung um 0, 0001 , so bleibt das letzte Glied positiv ; vermindert
man um 0 ,0002 , so wird es negativ und wird abermals positiv , wenn
man um 0 ,0003 vermindert. Daher ist 1 die vierte Stelle der einen,
2 die der andern Wurzel , welche somit jetzt getrennt sind und nach
dem gewöhnlichen Verfahren weiter entwickelt werden können.

Für die kleinere Wurzel hat man:
1 + 42 + 241 , 972 — 0 , 08489 + 0 ,00000613

+ 241 , 98 — 0 , 06069 + 0 , 00000006
— 0 ,03649

Das letzte Glied durch das vorletzte dividirt , giebt 0 ,000002 und
die Wurzel heisst also auf 6 Dezimalstellen genau : 0, 464102.

Für die andere Wurzel steht die Rechnung wie folgt :
s 1 + 42 + 241 , 972 — 0 ,08489 + 0 ,00000613

0 ,02] 241 , 98 — 0 ,03649 — 0,00000117
241 ,99 + 0 ,01191

4 ^ _
0 ,04 242 + 0 ,0216 — 0 ,00000031

0 , 0313
Die Wurzel ist demnach = 0 , 464249.
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B . Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten .

128. Wenn zwischen zwei Unbekannten x , y zwei algebraische
Gleichungen vom wten und mten Grade gegeben sind , so können diesel¬
ben , indem man sie nach Potenzen der einen Unbekannten ordnet ,
immer von folgender Form vorausgesetzt werden :
P = 4 , x” + Ayx»~ ' + A2 + A, x n~ 3+ ••••+ An- 1x + An= 0 (1)
Q = B0x m+ Bl + B3xm~ 3+ + B„iH x + 5 „ = 0 (2)
wo die Coefficienten A und B ganze rationale Funktionen der zweiten
Unbekannten y sind . Der Grad einer solchen Gleichung bestimmt sich
durch die höchste vorkommende Exponentensumme der in einem Gliede
multiplicirten Potenzen von x und y , wobei auch einer der Exponen¬
ten Null sein kann . Eine vollständige Gleichung des nten Grades
zwischen zwei Unbekannten , wie (1) , enthält daher alle Potenzen von
x und y , welche diesen Grad nicht übersteigen , so wie alle Produkte
dieser Unbekannten , in welchen die Summe ihrer Exponenten die Zahl
n nicht überschreitet . Fehlen einige dieser Glieder , so heisst die Glei¬
chung unvollständig .

Sollen demnach die Gleichungen (1) und (2) , wie vorausgesetzt
wurde , beziehungsweise vom wten und mten Grade sein , so dürfen die
Coefficienten A0, Bu, y nicht enthalten ; ferner sind Al , Bv ganze
Funktionen von y höchstens vom l sten: A2, B2 höchstens vom 2teu ;
A3, B3 höchstens vom 3ten u. s. w. , A„ , Bm beziehungsweise höchstens
vom wten und mtcn Grade . Da Aq, B0 von y unabhängig sind , so kön¬
nen wir die Gleichungen durch diese Coefficienten dividirt denken , was
wir in der Folge als geschehen annehmen wollen .

Jedes System von Werthen der beiden Unbekannten , x = « , y = ß,
welche in (1) und (2) substituirt , diesen Gleichungen Genüge leisten ,
heisst eine Auflösung oder ein Wurzelpaar . Ueberschreiten diese
Gleichungen den ersten Grad , so lassen sie immer mehrere Auflösun¬
gen zu , deren Anzahl jedoch , wie später gezeigt werden wird , nicht
grösser sein kann , als das Produkt nm Einheiten hat . Man gelangt zu
diesen Auflösungen , indem man aus den gegebenen Gleichungen eine
der Unbekannten , etwa x , eliminirt , d. h. aus ihnen eine neue Glei¬
chung ableitet , welche nur y enthält und aus welcher sofort die Werthe
dieser Unbekannten gefunden werden können , welche in Verbindung
mit den korrespondirenden Werthen von x die Gleichungen (1) und (2)
identisch machen . Diese Gleichung in y , die sogenannte Elimina¬
tionsgleichung , muss offenbar die Eigenschaft besitzen , dass sie
nicht durch mehr und nicht durch weniger Werthe von y erfüllt Wird,
als die Gleichungen (1) , (2) Auflösungen zulassen .
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Sei x = a , y — ß ein Wurzelpaar der 61. (1) , (2) , und denken
wir uns den Werth y = ß aus der Eliminationsgleichung bereits ge¬
funden und in beide Gleichungen substituirt , so enthalten dieselben nur
mehr die Unbekannte x und müssen offenbar für x = a beide iden¬
tisch werden , somit den gemeinschaftlichen Wurzelfaktor (x — «) be¬
sitzen . Hieraus folgt , dass man die zu irgend einem Wurzelwerthe ß
von y gehörigen Werthe von x finden wird , wenn man ß statt y in den
Polynomen (1) und (2) substituirt , zwischen beiden den grössten ge¬
meinschaftlichen Theiler <p(x ) sucht und die 61. cp(x) = 0 auflöst .
Jede Wurzel der 61. cp(x) = 0 giebt in Verbindung mit y — ß eine
Auflösung der Gleichungen (1) und (2). Beachtet man die oben ange¬
führte wesentliche Eigenschaft der Eliminationsgleichung , so folgt aus
dem eben Gesagten , dass , wenn die 61. q fx) = 0 vom k,en Grade ist ,
die Wurzel ß der Eliminationsgleichung /.mal zukommen muss ; und
umgekehrt .

Wie man sieht , kommt es daher nur noch auf die Bildung der
Eliminationsgleichung an , wozu wir verschiedene Methoden besitzen .

129. Das aus den Elementen unter dem If amen der Substitutions¬
methode bekannte Verfahren , aus zwei Gleichungen des ersten Grades
eine Unbekannte zu eliminiren , lässt sich auch auf höhere Gleichun¬
gen mit gutem Erfolge anwenden . Es besteht bekanntlich darin , aus
der einen Gleichung , etwa (1) , den Werth von x in Funktion von y
ausgedrückt zu nehmen und in (2) zu substituiren , wodurch man eine
Gleichung in y erhält , welche sämmtliche Werthe dieser Unbekannten
darbieten wird , für welche beide Gleichungen zusammen bestehen
können .

Da aber die Gleichung (1) , nach x aufgelöst , n Werthe für diese
Unbekannte liefert , etwa :

x i = cpi(y) > x-2 = (pi (y) , »3 = <f>3 (y) > xn — cpn(y),

so haben wir jede dieser Wurzeln in (2) zu substituiren ; wir erhalten
dadurch n Gleichungen :

Jj = xj 1-f- Bi x , “ - 1 + B2 xß“ —- -f- ..... -+- B m — 0
Y2 = x ’ß -j- Bi x2m~ 1 -f- Bo x .2m~ - + ...... -j- B m = 0
Y3 = a* + Bi x3m~ 1 + B2 x3— * + ..... + B m = 0 (3)

•

Yn = x™-j- Bi x n"‘~ l + Bo x nm~ 2 + .... + Bm = 0

und jeder Werth von y , welcher irgend eine dieser Gleichungen iden¬
tisch macht , liefert eine Auflösung der Gleichungen (1) , (2) ; und zu¬
gleich kann kein anderer Werth von ?/ , der nicht eine Wurzel irgend
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einer dieser Gleichungen ist , eine Auflösung sein . Multipliciren wir
daher die Gleichungen (3) , so erhalten wir eine neue Gleichung in y :

Yr . Y2. Y3 F„ = 0 (4)
welche offenbar für alle Werthe von y identisch wird , welche irgend
einer der Gl. (3) genügen , aber auch nur für diese und somit die ge¬
suchte Eliminationsgleichung ist .

Nun lassen sich zwar die Wurzeln xy , x2 , x n der Gl. (1),
welche in (4) erscheinen , allgemein nicht finden ; es ist aber die linke
Seite der Gl. (4) eine symmetrische Funktion dieser Wurzeln , da durch
Vertauschung der Grössen xl , x2, x3, .... xn unter einander die Fakto¬
ren wechselseitig in einander übergehen , wodurch nur die Ordnung
derselben , nicht aber der Werth des Produktes geändert wird . Dieses
wird daher gehörig entwickelt , verschiedene in die Coefficienten
B\ , B2 , Bm multiplieirte symmetrische Funktionen der Wurzeln
x , , x .2, ... x n der Gl. (1) enthalten , welche sofort ohne diese Wurzeln
zu kennen , durch die Coefficienten Ay, A2, ... An der Gl. (1) nach den
in §§ . 96 , 97 und 98 entwickelten Vorschriften rational ausgedrückt
werden können .

Das Verfahren ist so einfach , dass ein Beispiel zur Verdeutli¬
chung genügen wird . Die gegebenen Gleichungen seien :

x 2 -f- (2y — 10) x + y2 — 10y + 21 = 0 («)

x 2 — (2y — 6) x 4- y2 — Gy 5 = 0 (ß)

Bezeichnen wir die Wurzeln der Gl. («) , da sie nach x vom 2 ten
Grade ist , mit xy , x2 und substituiren wir selbe in (d), so kommt :

Yy = x\ — (2y — 6) x-[ + y2 — 6y -f- 5 = 0 ,
Y2 = x\ — (2y — 6) x2 + y2 — Gy + 5 == 0 ;

durch Multiplikation dieser Gleichungen erhalten wir :

x \ x \ — (2y — 6) (xtx 2 + xl x x) + (y 2— Gy + 5 ) (xf + a| ) -f-
+ (2y — 6)2 Xy x 2

— (2y — 6) (y2 — 6y -f- 5) (x , -f- x2) -f-
+ iy2— % + 5)2

Nun ist :

*, + *, = - (2J, - 10) 1 8J
x 2 = y 1 — 10y + 21J

folglich :

Xyx \ = yi —- 20y 3 -|- 142y 2 —- 420y -(- 441 ,
x [ x2-\- x \ xy = xy x 2 (xy + x2) — — 2y3-f- 30y 2— 142y -f- 210
xf + x2 = (xy -+- x2)2 — ‘2xy x2 = 2y2 — 20y -f- 58 .

= 0 . (y)
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Diese Ausdrücke in (y) substituirt und reducirt , erhält man als
Eliminationsgleichung :

y \ _ 16^ 3 _|_ 92yi — 224y H- 192 = 0.
Als Wurzeln derselben findet man :

y — 2 , 6 , 4 , 4

und als zugehörige Werthe von x nach dem im vorigen § . angegebe¬
nen Verfahren :

x = 1 , 1 , 3 , — 1.
Diese Methode wird leider ziemlich beschwerlich , wenn die Glei¬

chungen den zweiten Grad übersteigen ; sie ist übrigens die einzige ,
welche immer , ohne besondere Vorsicht , die richtige Eliminationsglei¬
chung liefert .

130 . Es kann der Fall eintreten , dass die Eliminationsgleichung (4 )

identisch wird für jeden Werth von y , wenn nämlich einer oder mehrere
der Faktoren F , d . h. eine oder mehrere der Gleichungen (3) für jeden
Werth von y identisch = 0 werden . Hiezu wird erfordert , dass
einer oder mehrere der Wurzelwerthe x i } x2, xn der Gl. (1) auch
die Gl. (2) identisch machen , d. h. dass die beiden Gleichungspolynome
Pund Q einen oder mehrere ĝemeinschaftliche Faktoren von der Form
x — x0 besitzen , wo x0 im Allgemeinen eine Funktion von y ist ,
jedoch auch eine constante Grösse sein kann ; die gegebenen Glei¬
chungen (1) , (2) haben dann die Form :

F . F = 0 , F . Q' = 0 ,
wo Peine Funktion von x und y oder bloss von x ist , und werden
erfüllt , wenn man P — 0 setzt , woraus in jedem Falle eine unendliche
Anzahl von Auflösungen hervorgeht . Ausser diesen lassen die gege¬
benen Gleichungen noch jene Auflösungen in beschränkter Anzahl zu ,
welche aus dem Systeme der Gleichungen P = 0 , Q' = 0 resultiren ;
welche Gleichungen demnach für sich zu behandeln sind , nachdem
man den gemeinschaftlichen Faktor P , welcher offenbar den Coeffi-
cienten sämmtlicher Potenzen von x in beiden Gleichungen zukommen
muss , durch Division weggeschafft hat .

Auch kann es geschehen , dass man als Eliminationsgleichung
erhält N = 0 , wo Weine von y unabhängige Grösse ; in diesem Falle
widersprechen sich die gegebenen Gleichungen und lassen keine Auf¬
lösung zu , da eine bestimmte Grösse N nicht = 0 sein kann .

Hat endlich eine der gegebenen Gleichungen , z. B. (2) einen bloss
von y abhängigen Faktor , ist also von der Form Q = F {y). Q' = 0 ,
so wird man zur Vereinfachung der Rechnung dieselbe zuerst durch
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F (y) dividiren , aus den Gleichungen P = 0 und Q' = 0 die Unbe¬
kannte * eliininiren , und sodann die gefundene Eliminationsgleichung
noch mit [F (y)]n multipliciren , da letztere das Produkt der Gleichun¬
gen (3) sein soll , welche in diesem Falle offenbar sämmtlich die Form
F (y). Q' = 0 haben .

131. Die Eliminationsgleichung , welche aus zwei
Gleichungen des »i ten und wten Grades zwischen zwei Un¬
bekannten hervorgeht , ist höchstens vom mn len Grade .

Diess wird bewiesen sein , wenn gezeigt werden kann , dass kein
Glied der Eliminationsgleichung den mn ten Grad überschreiten kann .
Nun ist irgend ein Glied derselben , da sie durch Multiplikation der
Gleichungen (3) entsteht , offenbar :
B« . B b. B (. B t ..... B n. Xim~ \ x .2m~ 'b. oc3m~ ‘. xj”—6 x nm~ "— M. N .

Es sind aber die Coefficienten Ba, B b, B c, ... B n ganze Funktio¬
nen von y beziehungsweise höchstens vom aten, 6ten, cten , .... u,en Grade ;
folglich ist das Produkt M derselben eine ganze Funktion von y höch¬
stens vom jUten Grade , wenn wir :

a + b + c + C + ..... + n = u

setzen , wo die Zahl u den Werth mn nicht überschreiten kann , da
keine der Zahlen a , B, c, ..... n grösser als m und ihre Anzahl nicht
grösser als n ist . Der zweite Faktor N ist in Bezug auf die Grössen
x , , x2, x3, .... x n von der Ordnung :

m — a —f—Wz-— B -\- m — c + .... + m — n = nm — y,,
gehört also einer symmetrischen Funktion von derselben Ordnung an ,
welche sich wieder nach § . 97 durch Summen der verschiedenen Po¬
tenzen der Wurzeln x1, x2 , x3, .... x n , von der l sten bis zur (mn — j<) ten
Potenz ausdrücken lässt . Berücksichtigt man nun , dass die Coefficien¬
ten Ai , A.j , A3, .... Am der Gleichung (1) Funktionen von y respective
höchstens vom l sten, 2ten, 3 ten, .... mten Grade sind , so folgt sogleich
aus den Gleichungen (III ) und (I) des § . 98 , dass diese Potenzsummen ,
durch die eben erwähnten Coefficienten ausgedrückt , Funktionen von
y sein werden , welche den (mn — fi)ten Grad nicht übersteigen können .
Da solchergestalt der eine Faktor M des in Rede stehenden Gliedes
höchstens vom fi ten, der zweite höchstens vom (mn — y)ten Grade ist ,
so kann das Glied selbst höchstens vom (mn — y -f- ta)ten, d. i. höch¬
stens vom mn ten Grade sein .

Sind beide Gleichungen vollständig , so ist die Eliminationsglei¬
chung genau vom mn ten Grade , wie aus dem eben geführten Beweise
leicht gefolgert werden kann .
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132. Eine andere Eliminationsmethode ist folgende .
Die gegebenen Gleichungen seien :

A0 xm + Ai x M~ i + A.2 x“ - 2 + ..... + Am_ i x + Am = 0 (1)

B0 x m + 71, x m~ i + B2 x m~ s + ...... + B m_ , x + Bm = 0 (2)

wo wir beide von demselben Grade annehmen , was immer gestattet
ist , da sie im Gegentheile durch Multiplikation der niedrigeren mit
einer passenden Potenz von x leicht auf gleichen Grad gebracht wer¬
den können . Multiplicirt man (1) mit B0 und (2) mit M0 und subtrahirt ,
so erhält man eine neue Gleichung vom (m — l )ten also niedrigeren
Grade :

<7, x — i + C2 * — * + C3 x m ^ + ..... + Cm = 0 , (3)
wo , wie leicht einzusehen :

Ci A 1 Bq Aq By , Cg = A2 Bq - Aq B 2 ,
u. s. w. ist .

* Wird aber (1) mit Bm und (2) mit Am multiplicirt und wieder sub¬
trahirt , so erhält man nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen
Faktors x eine zweite Gleichung vom (m — l )ten Grade :

ZI, + D .2 x + D 3 xm~ 3 + ..... + D m = 0. (4)
Wir haben somit die gegebenen Gleichungen auf zwei andere , (3)

und (4) , von einem um eine Einheit niedrigeren Grade reducirt , ans
welche nun dieselbe Operation wieder angewendet wird , wodurch sich
zwei Gleichungen ' ergeben , die nach x vom (m — 2)ten Grade sein
werden . Auf diese Weise fortfahrend muss man schliesslich zu zwei
Gleichungen vom l sten Grade nach x gelangen , aus welchen man zwei
Werthe von x in Funktion von y zieht , welche , einander gleichgesetzt ,
die gesuchte Gleichung in y liefern . Es ist aber nicht zu übersehen ,
dass diese Gleichung , welche man hier passender die Final - oder End¬
gleichung nennen kann , zwar immer die Eliminationsgleichung ent¬
halten muss , in Folge der eingeführten Faktoren jedoch auch Wurzeln
aufgenommen haben kann und im Allgemeinen auch aufgenommen ha¬
ben wird , welche den gegebenen Gleichungen fremd sind .

Beispiel . Die gegebenen Gleichungen seien :
x 2 — (% + 5) x + (y2 + öy + 6) = 0 (1)
x 2 - 4yx + (4y 2 - 1) = 0 (2)

Beide Gleichungen subtrahirt , geben :

x (2y - - 5) — 3y2 + öy + 7 = 0 ;

hieraus : x — ^ — - (3)
2y — 5
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Die l äte Gleichung mit (4y2 — 1) , die zweite mit (y2 + 5^ + 0)
multiplicirt und subtrahirt , erhält man :

x (3y2 — 5y — 7) —- 4y3 + 26y + 5 = 0 ,
und hieraus :

_ 4y3 _ 26,y —■5 ;
3y2 — 5y — 7 '

beide Werthe von x gleichgesetzt , geben , nach y geordnet :

y ’1 — 10y3 -f- 35^ 2 — 50y -(- 24 = 0

als Eliminationsgleichung in y , deren Wurzeln 1 , 2 , 3 , 4 sind . Sub -
stituirt man diese Werthe in (3) oder (4) , so erhält man die zugehöri¬
gen Werthe von x , nämlich für :

y = 1 , 2 , 3 , 4
x — 3 , 5 , 5 , 7.

133. Ist x = a , y = ß ein Wurzelpaar der Gleichungen (1) , (2)
[§. 128] , und man substituirt ß statt y in die Gleichungspolynome ,*%o
haben dieselben [§ . 128 ] den gemeinschaftlichen Faktor x — a , wel¬
cher zum Vorschein kommt , wenn man auf beide das Verfahren des
grössten gemeinschaftlichen Theilers anwendet , wobei mau offenbar
zuletzt einen Rest = 0 erhält . Hierauf gründet sich eine dritte Elimi¬
nationsmethode , die wir noch in Kürze anführen wollen . Man wende
auf die beiden Gleichungspolynome das Verfahren des g . g. Theilers
an , so wird man zuletzt zu einem Reste = R gelangen , welcher nur
mehr y enthält und offenbar für y — ß verschwinden muss , da für die¬
sen Werth von y die beiden Gleichungs - Polynome einen gemeinschaft¬
lichen Faktor x — a besitzen ; aus demselben Grunde muss aber dieser
Rest für jeden Werth von y verschwinden , welcher zu einer Auflösung
der gegebenen Gleichungen gehört . Setzt man daher diesen Rest = 0,
so drückt man dadurch die Bedingung aus , welche die Werthe von y
erfüllen müssen , für welche beide Gleichungen zusammen bestehen
können . Die Gleichung R = 0 ist daher die gesuchte Endgleichung
in y. Aus dieser erhält man sofort die , den Gl. (1), (2) genügenden
Werthe von y , welche sodann in den vorletzten Rest , welcher von der
Form xy (y) -(- \p (y) sein wird und — 0 zu setzen ist , substituirt , die
zugehörigen Werthe von x geben .

Zur Erzielung ganzer Quotienten pflegt man bekanntlich bei dem
Verfahren des g. g . Theilers eines oder das andere der Dividende mit
einem Faktor F zu multipliciren , welcher in unserem Falle eine Funk¬
tion von y sein wird ; hiedurch können aber in die Finalgleichung
fremde , den gegebenen Gleichungen nicht zukommende Wurzeln ein -
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geführt werden . Hat ferner irgend ein Divisor einen von y abhängigen
Faktor F ' , so pflegt man diesen zur Vereinfachung der Rechnung zu
unterdrücken , wodurch aber aus der Endgleichung Wurzeln abhanden
kommen können . In beiden Fällen ist dann diese nicht die wahre Eli¬
minationsgleichung . Ohne in ein weiteres Detail einzugehen , wird man
an der Hand eines leicht zu entwerfenden Schema ohne Schwierigkeit
zu folgenden Schlüssen gelangen :

«) Hat man ein Dividend D mit einem von y abhängigen Faktor
F multiplicirt und ist Tder zugehörige Divisor , so schliesst die Final -
Gleichung auch die Auflösungen des Systems der Gleichungen F = 0 ,
T — 0 in sich , welche demnach , wenn solche existiren , aus der Final¬
gleichung zu entfernen sind .

b) Hat man aber in einem Divisor einen von y abhängigen Faktor
f unterdrückt und ist D der zugehörige Dividend , so werden im All¬
gemeinen die aus dem Systeme der Gleichungen F = 0 , D = 0 sich
ergebenden Auflösungen , die den gegebenen Gleichungen noch zukom¬
men , in der Finalgleichung fehlen , und dieseist , um die Eliminations¬
gleichung zu erhalten , mit F r zu multipliciren , wenn D in Bezug auf
x vom r ten Grade ist .

Es ist kaum nöthig zu erinnern , dass die in §. 130 angeführten
Bemerkungen bei den zwei letzten Methoden unverändert Anwendung
finden .

134. Kann eines von beiden Gleicliungspolynomen oder beide in
Faktoren zerlegt werden , so wird man die einzelnen Faktoren combi -
niren und dadurch einfacher zum Ziele gelangen . Sind z. B. die Glei¬
chungen gegeben :

(xy —• 3) (* — 2) = 0 und (2xy - + 6) (y -f- x ) = 0 ,
so erhält man :

aus : xy — 3 = 0 und 2xy 2 + 6 = 0 als Elim .-Gl. y + 1 = 0
xy — 3 = 0 - y -)- x = 0 - - - + 3 = 0

* — 2 = 0 - 2x ,f - + 6 = 0 - - - 2y2+ 3 = 0
* ■— 2 = 0 - y + * = 0 - - - y 2 = 0

und die vollständige Eliminationsgleichung ist daher :

(y + 1) (3/2 + 3) (2y* + 3) (y + 2) = 0.

Was endlich die Auflösung von Gleichungen mit mehr als zwei
Unbekannten betrifft , so lässt sich diese immer auf die Elimination
einer Unbekannten aus zwei Gleichungen zurückführen . Wären z. B.
A = 0 , H = 0 , (7 = 0 drei Gleichungen zwischen drei Unbekannten
x , y , z , so eliminire man zuerst etwa * aus A — 0 , B = 0 und aus
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B = 0 , C = 0 , wodurch man zwei neue Gleichungen erhält : D — 0,
E — 0 , welche nur mehr y und z enthalten , aus welchen wieder etwa
y eliminirt werden kann , wodurch sich endlich die Eliminationsglei¬
chung in z ergiebt .

SIEBENTES KAPITEL .

UEBER DIE DIFFERENZ - UND SUMMENREIHEN , DIE ARITHMETISCHEN
REIHEN UND UEBER DIE INTERPOLATION DER REIHEN .

135. Es sei :

« 0 ) ; u n i Un + l ( 1 )

eine Reihe von Grössen , welche nach irgend einem bekannten oder
unbekannten Gesetze auf einander folgen ; zieht man jede Grösse von
der nächstfolgenden ab , so erhält man eine Reihe von Differenzen :

ul w01 u2 U\ 1 u3 u2l ...... «n+1 -- un ,
welche man die Differenz reihe und zum Unterschiede von den fol¬
genden die erste Differenzreihe der Hauptreihe (1) nennt .
Man bezeichnet diese Differenzen dadurch , dass man dem abgezogenen
Gliede die Charakteristik J .vorsetzt ; es ist demnach :

^ ] Uq zJuq , u2 üj — / Jiij , ..... u n Uyi —

und somit :
du 0, , du 2 j du 3 , ...... du ;i, .... (2)

die erste Differenzreihe .

Mit dieser verfahren wir auf gleiche Weise , indem wir jedes Glied
von dem folgenden abziehen und dadurch eine neue Reihe :

dUy - dUo, du 2 dUl , du 3 - du 2, .... dUn+l - du n, . ..

erhalten , welche sofort die erste Differenzreihe der Reihe (2) und die
zweite Differenzreihe der Hauptreihe (1) sein wird . Gemäss der
oben eingeführten Bezeichnung haben wir nun du j — du 0 — d . diio
zu setzen , wofür man Kürze halber d 2u0 schreibt ; so dass also :

du l dll 0 — d -Uj, , du 2 dl '-i = dhly , . . . . du n+ 1 du n = d 2Un

ist . Dasselbe Verfahren auf die zweite Dilferenzreihe :
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d %U0i A 2Uyi A 2U2 , A 2U3 7 ...... A 2Un , . .. (3)
angewendet , liefert die dritte Differenzreihe :

J 3n0 , z/ 3m1 ; A 3u3, ..... A 3un ) ... (4 )
in welcher z/3w0 = — A2u(>.... A3un = A2un+, — A2un ist . Man
sieht , wie man auf diese Weise fortfahren und im Allgemeinen eine
beliebige Anzahl von Differenzreihen aus der Hauptreihe (1) ableiten
kann . Der Gang der Ableitung erhellt am deutlichsten aus folgendem
Schema : *

u 0 1 u \ 1 u 2 > w3 1 w4 t u b 1 u 6 .....

Au 0 Auy Au 2 Au 3 Au k Au b
A'2Uq A 2uy A 2u2 A 2u3 A 2ut .....

A 3Uyy A 3Uy A 3u2 A 3u3 .....
A^u0 AHly A *U2 .....

u. s. w.

wo irgend ein Glied gefunden wird , wenn man von den zwei darüber
stehenden das vorhergehende von dem folgenden abzieht .

Zwischen den Grössen u0, uy, u2, .... der Hauptreihe und den Glie¬
dern der aufeinanderfolgenden Differenzreihen bestehen gewisse allge¬
meine Beziehungen , welche von der Beschaffenheit der Grössen :

u 0 1 U1 ) u 2 , • • • •

ganz unabhängig sind und die wir daher zunächst entwickeln -wollen.

136. Es ist :
Aü 0 = Uy - M0,
A 2u0 = Auy Auyy= (W2 Uy) (Uy «0) = M2 2Uy+ U0,
Ahi 0 = A2uy — A 2u0 = Au 2 — Auy — A 2u0

= U3- u2 — (lt2- Uy) - («2- 2« ! -+- U(y)
= u3 - 3 «2 + 3 Uy— M0 ,

A ^Uyy= A 3Uy A 3Uq = Uy- 4 U3 -J- 6U2 4Uy -f- ^0>
u. s. w.

In den Coefficienten dieser Ausdrücke der Differenzen :
Au 0 , A 2u0, A 3u0, A 3uyy. . .

spricht sich das Gesetz der Binomialcoefficienten aus ; wir Schliessen
daher , dass man allgemein haben wird :

AnU0 — U„ U„—y + ^ 2^ un—2 Uh—3 + + u0 (5)

Dass diese Gleichung in der That für jeden Werth von n gelte ,
lässt sich durch den bekannten Induktionsbeweis leicht nachweisen ,
indem man zeigt ,- dass , wenn dieselbe für irgend einen Werth n — r
gelte , sie auch für den folgenden Werth n = r + 1 richtig sein müsse .
Es ist aber :
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jr + l „0 == jr ni — jr UQ' („)
Nimmt man nun die 61. (5) fiir n = r als richtig an und beachtet ,

dass Arul aus den Grössen m, , w2, m3, .... wr+1 auf dieselbe Art gebil¬
det sein muss , wie A ru 0 aus den Grössen u 0 , u t , w2 , . . . . w,., so ist :

+ (— l )r u0 ;
substituirt man diese Werthe in (a) , so erhält man , da allgemein :

(»,; .)+(:)-
r (r— l ) (r— 2) .... (?— m-f- l ) (r —-m) r (i— 1) (r — 2) .... (r — m-\ -1)

1. 2. 3 m (m -|- 1) 1. 2. 3 m

r (r—1) (r —2) .... (r—»i + 1) (r—m) + r (j— l ) (r—2) ..w(r—m + 1) (m+ 1)
1. 2. 3 m (m -f - 1)

_ [r (r— 1) (r— 2) . ... () m -|- 1)] [(r— m) 1)]
1. 2. 3 ...... L)

_ (?•+ ! ) rjr — 1) (r — 2) .... (r — m -\- 1) / r + 1\ .
1. 2. 3 .... 1) \ m 1/ 1S ’

jr + l Uo= Ur+1 _ ( r + - ( '•+ Mr_ 2 +
+ ••••+ (— l )r + 1 u0.

Allein dieselbe Gleichung ergiebt sich auch aus (5) , wenn man
daselbst n — r -j- 1 setzt , woraus folgt , dass diese Gleichung für
ii = r + 1 richtig ist , wenn sie es fiir n — r ist . Da nun das in (5)
ausgesprochene Gesetz sich für n — 1 , 2 , 3 , 4 , bewährt , so muss es
nothwendig auch für alle folgenden Werthe von n gelten .

Die Gl . (5) drückt das erste Glied der wten Differenz¬
reihe durch die (w+ 1) er s t en Glieder der Haup treihe aus .

Eben so lässt sich aber ein beliebiges Glied , z. B. das r te
Glied der nten Differenzreihe , z1nur , durch Glieder der
Hauptreihe ausdrücken . Denkt man sich nämlich die Haupt¬
reihe mit dem Gliede ur anfangend , so muss offenbar Anur aus den
Gliedern u,r , ur +j , ur +i , ur+n so gebildet sein, wie Anu0 aus :

H 1 ^1 7 ^2 ? ..... Un j
man hat daher nach (5) :

AnUr = Ur+n I i j Ur+n—1 + ^2^ ur+n- a + ( 1)” Ur . (6)



228

Die Gleichungen (5) und (6) lassen sich symbolisch in folgender
Form darstellen :

A”u0 = (u — l )n (7)

J »Hr = Ur (u — l 's (8 )

wenn man nur nach geschehener Entwickelung des Binoms die Expo¬
nenten in Stellenzeiger verwandelt und in (8) die Rechnungsregeln für
Potenzen auf die mit Stellenzeigern versehenen Buchstaben überträgt .

137. Jedes Glied der Hauptreihe lässt sich durch das
erste Glied derselben und die Anfangsglieder Au0 , A 2u0l
Ahio , — der auf einander folgenden Differenzreihen aus -
d r iicken .

In der That ist :

“i = “o +

Uo= «1 + AU\ — Uq -p Au0 -(- ,Jll0 -p A2U0= !i0 -p 2Au0-)- A2u0
u3 — m2 -p Au.2 = «o + 2Au0 -p A2u0 -p Au\ -p A2u\

= u0 -p 2 Au u -p A 2u0 + z / a 0+ + 4 3uo

= «o + 3Att 0 + 3 A 2u0 -p / / 3a0 j

« 4 — u 3 -p — « o + AAu 0 - f- 6 A 2u 0 - p -tz / 3» 0 - )- A *u 0 ,

u. s . w .
und allgemein :

un — »0 -p Au0 + jz /2n0 + ( gj z/ 3((0 -p -p A nu0 (9)

wo un das (n -p l )te Glied der Hauptreihe ist .

Von der Richtigkeit dieses Gesetzes kann man sich auf ähnliche
Weise wie oben leicht überzeugen . Symbolisch lässt sich die Gl. (9)
in folgender Weise schreiben :

Un = ( 1 + z / ) % ( 10

wenn man nach der Entwickelung des Binoms die Exponenten von A
als Wiederholungszeiger betrachtet .

138. Bildet man der Reihe nach die Summen von 1 , 2 , 3 , .. .. n
Gliedern der Hauptreihe (1) und setzt :

'̂l — u0l S-2 — Uo + “l ) S3 = «0 + ul + u2 ) •••

Sn — «o + « 1 + U-2 -p ■... -p Un_ ] ,

so erhält man eine neue Reihe :

Sit S2 t S3 j S,t t ..... Sn j $ n+t ) ... . (IJ )
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Hauptreihe (1) heisst . Wie man sieht , ist :

Sn — Sn—| *4” un—j (1^)
folglich :

Un—1 Sn—1 ASn—1 (13)

woraus erhellt , dass die Hauptreihe die erste Differenzreihe der ersten
Summenreihe ist , vorausgesetzt , dass man letzterer ein Glied = 0
vorausschickt ; indem (13) für n = 1 in w0 — Sy— S(l übergeht , woraus
wegen Sy = it0, S0 = 0 folgt .

In gleicher Weise kann man aus der ersten Summenreihe durch
successives Summiren der Glieder derselben eine zweite Summenreihe ,
aus dieser eine dritte u. s. w. ableiten , und man überzeugt sich leicht ,
dass die Hauptreihe die r te Differenzreihe der r ten Summenreihe ist ,
wenn man die letztere mit r Gliedern , jedes — 0 , beginnen lässt .

Mittelst dieser Bemerkung ist es leicht , mit Hülfe der Gl. (9) ein
beliebiges Glied einer beliebigen Summenreihe der Hauptreihe , durch
das erste Glied der letzteren und die Anfangsglieder ihrer aufeinander¬
folgenden Differenzreihen auszudrücken .

Um nämlich das nte Glied der rten Summenreihe Snr zu finden ,
betrachten wir die r te Summenreihe als Hauptreihe , deren r,e Diffe-
renzreihe die Reihe (1) ist , zu welchem Zwecke wir der r ten Summen¬
reihe r Glieder jedes = 0 voransetzen , wodurch also das gesuchte
Glied Snr eigentlich das (?; -)- r)te dieser Reihe wird ; wenden wir so¬
dann auf diese neue Hauptreihe die Formel (9) an , so erhalten wir ,
da das erste Glied der Hauptreihe , sowie die Anfangsglieder der (->— 1)
ersten Differenzreihen verschwinden , somit die Gl. (9) erst mit dem
(r -f- l )sten Gliede beginnt , sogleich :

Sn = ( J uo + ( f 1 X) /Jl<0 + ( f 2 X) A ~U{' +

+ .... + J n~ ]u0 (14)

Setzt man in dieser Gleichung r = 1 , so erhält man als Ausdruck
für das nte Glied Sn der ersten Summenreihe :

S„ = nitQ+ /J«o+ .^3^ ^ 2«o + ( 4) ^ 3«o+ ••••+ ^ n~ lll oi (15)
womit auch die Summenformel oder das summatorische Glied
der Reihe (1) gegeben ist , da :

Sn = «o + “l + u2 + “3 + ...... + un- \ •

In Bezug auf die Gleichungen (9) und (15) , welche sehr häufige
Anwendung finden , muss jedoch bemerkt werden , dass dieselben , falls
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nicht von einer gewissen Differenz /Jku0 angefangen , alle folgenden
z/i + 1M0, J l +2u0, ... verschwinden , nichts finden lassen, was nicht schon
bekannt sein müsste. Denn um aus (9) un zu erhalten , müssen die
Grössen w0 , Au{) , /Pu (i , ... z/"m0 gegeben sein, wozu die Kenntniss von
w0, ui u. s. w. bis un erfordert wird. Dasselbe ist bei Gl. (15) der Fall .
Es sprechen diese Gleichungen eben nur ein unter allen Umständen
stattfindendes Bildungsgesetz aus.

VON BEN ARITHMETISCHEN REIHEN .

139. Eine arithmetische Reihe ist eine Folge von Grössen,
welche die Eigenschaft besitzt , dass die Glieder einer ihrer Differenz¬
reihen sämmtlich einander gleich werden und daher alle folgenden Dif¬
ferenzreihen verschwinden . Sie ist vom kten Range oder der kten Ord¬
nung , wenn die Glieder der fcten Differenzreihe einander gleich sind.

Lassen wir daher jetzt in den vorhergehenden Entwickelungen
die Hauptreihe (1) :

MO, M, , , M3 , ..... Un —1 , Un ..... ( 1 )

eine arithmetische Reihe vom kten Range sein , so ist d ku0 das con-
stante Glied der kten Differenzreihe , Ak+ hi0 = z/i +2n0 = . . , . = ()
und es folgt somit als Ausdruck des allgemeinen (unserer Be¬
zeichnung gemäss des (n + l )ton) Gliedes der arithmetischen
Reihe vom kten Range aus (9) :

un = u0 + Ju 0 + ( 2) A-u0 + ^ J 3u0 + (16) "

und als Ausdruck des summatorischen Gliedes aus (15) :

Sn = nu0 + ( ^ “o+ fUj ^ 'o+ lijAo + ••••+ f /, + 1) ^ M0( 17l

Jeder dieser Ausdrücke besteht , wie man sieht , aus (k + 1) Glie¬
dern und nimmt zu seiner Bildung (fc+ 1) Glieder der Reihe (1) in An¬
spruch. Von einer arithmetischen Reihe des l sten Ranges werden dem¬
nach zwei , des 2ten Ranges drei Anfangsglieder u. s. w. erfordert, um
die Ausdrücke des allgemeinen und summatorischen Gliedes bilden zu
können.

Aus den Formeln (16) und (17) erhält man:
für arithmetische Reihen der l ten Ordnung:

Un Uq j U z'l Wq ,

Sn = nu0 + H(n Ju 0 ;

Hehr , Höh . Mathematik , I . 15
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für arithmetische Reihen der 2ten Ordnung :

. * I W( W- 1 )
“n = « 0 + « Al -- 1 2 ' ° >

» (»— 1) w(n — 1) (« — 2)
£ n = ni (0 ■+ ■— 2— ^ “o H j 2 j

u. s. w.

140. Entwickelt man in (16) und (17) die Coefficienten und ordnet
nach den Potenzen von n , so erhält man offenbar :

un — M0 -f- As n + A.i n2 + A3 n3 + ..... + Aknk} (18)
Sn — Bf n + Bi n2 + B3 n3 -j- ...... -(- Bk+X«*+ 1; (19)

wo die Coefficienten Aq, Alt . . . Ak\ Rt , B2, . . . Bk+l bloss von den
Grössen n0, / /«#, /Bu(j , ____/1lu(l abhängen und A0 — u0 ist . Hieraus
folgt , dass jede ganze rationale Funktion von n von der Form :

A0 + As n + A3 n2 + .... + Aknk
als das allgemeine Glied und jede ganze rationale Funktion von der
Form :

Bf n + B2 n2 + B3 n3 + ... + Bk+l nk+ 1
als das Summenglied einer arithmetischen Reihe der kten Ordnung be¬
trachtet werden kann .

Man sieht leicht , dass das letzte Glied Aknk in (18) bloss aus dem
letzten Gliede in (16) hervorgeht , da bloss dieses Glied k Faktoren
enthält , deren jeder in Bezug auf n vom ersten Grade ist . Es muss
daher :

Aknk= i72 *L :.. h Jtu°
sein , woraus :

/)% = 1. 2. 3 k . Ak . (20)

folgt , welche Gleichung sogleich die constante Differenz einer arith¬
metischen Reihe giebt , deren allgemeines Glied als Funktion Von n in
der Form (18) gegeben ist . Hat man z. B. un = 1 — 3n -f- 4n2, so
ist A2u0 — 1. 2. 4 = 8 ; und ift der That liefert dieser Ausdruck ,
wenn man der Reihe nach , 0 , 1 , 2 . . . statt n setzt , die arithmetische
Reihe der 2te" Ordnung : 1 , 2 , 11 , 28 , 53 , 86 , .... , deren zweite Dif¬
ferenzreihe 8 zum constanten Gliede hat .

141. Eine unmittelbare Folge des Ausdruckes (18) des allgemei¬
nen Gliedes einer arithmetischen Reihe der Men Ordnung ist , dass ,
wenn die correspondirenden Glieder zweier oder mehrerer arithmeti¬
scher Reihen addirt oder subtrahirt werden , die resultirende Reihe
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wieder eine arithmetische ist , deren Ordnungsexponent gleichnamig
ist mit dem höchsten der verbundenen Reihen . — Werden hingegen
mehrere arithmetische Reihen Glied für Glied multiplicirt , so ist die
dadurch entstehende Reihe ebenfalls eine arithmetische , deren Ord¬
nungsexponent gleich ist der Summe der Ordnungsexponenten der ver¬
bundenen Reihen . — Erhebt man hingegen jedes Glied einer arithme¬
tischen Reihe der kten Ordnung zur r ten Potenz , so erhält man eine
arithmetische Reihe der (fcr)ten Ordnung .

Hiernach bilden die £ten Potenzen der Reihe der natürlichen Zah¬
len , l /c, 27i, 34, 44, nk ... eine arithmetische Reihe der l 'ton Ordnung ,
deren constante Differenz , da das allgemeine Glied un = (1 -\- n)k =
1 -j- kn -f- .... nk, somit in (18) Ak = 1 ist , nach (20) :

Aku§ = 1. 2 . 3 . 4 k

wird . Es lässt sich daher nach (17) die Summe :

S (nk) = l k + 2* + 34 + 4* + ..... + nk
für die verschiedenen Werthe von k leicht finden. Man hat für :

k = 1 : m0 = 1 , z/«o = 1 , z/3«o = Ahi 0 — ... = 0 ,
somit :

« (») = 1 + 2 + 3 + 4 + „ + ife = « = ”il±2 ) .

Für k = 2 : n0 — 1 , Au0 = 3 , A2u0 - 2 ,

£ („ *) = 12 + 23 + 32 + 42 + .... + «2 = „ + ( 2) ' ( 3) ' 2 =
_ n (n+ 1) (2n -(- l )

~ 1. 2. 3 '

Für k — 3 : Uq= 1 , Au0 — 7 , z/2t(0 — 12 , z/3w0 = 6 ,

S (»8) = 13 + 23 + 33 + ..... + «3 = " '! ':" .+ _1.r .
u. S. w.

Zu einem allgemeinen Ausdrucke von S (nk) werden wir an einem
späteren Orte gelangen .

142. Bildet man , von einer arithmetischen Reihe der ktea Ordnung
ausgehend , die auf einander folgenden Summenreihen , so sind diese
nach § . 138 wieder arithmetische Reihen bezüglich der (k + l )len,
(4--|- 2)ten u. s. w. Ordnung , deren allgemeine und summatorische Glie¬
der sich ohne Schwierigkeit nach dem bisher Gesagten finden lassen .
Lässt man insbesondere die Stammreihe eine arithmetische Reihe der
pten Ordnung sein ,
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1 , 1 + d , l + 2d , 1 + Srf, 1 + nd , («)
so ist deren erste Summenreihe :

1 , 2 + d , 3 + 3d , 4 + 6d , 5 + lOslf, ... (ß)
für welche als arithmetische Reihe der zweiten Ordnung :

u„ = — (1 -j- n) (2 -j- nd) , Sn = — n (n + 1) [(« — l )d + 3]£ U

gefunden wird . Als 2te Summenreihe erhält man :

1 , 3 + d , 6 + id , 10 + KM , 15 + 20d , ... (y)
für welche , als arithmetische Reihe der 3ten Ordnung :

m„ = ~ (1 + n) (2 + n) (3 + nd)o

Sn = jjg n (n + 1) (« + 2) [{n — 1) d + 4]

sich ergiebt u. s. w. Diese aufeinanderfolgenden Summenreihen , (ß),
(y) , ... sind unter dem Namen figurirte Zahlenreihen beziehungs¬
weise der l stnn, 2ten u. s. w. Ordnung bekannt ; insbesondere heisst (ß)
die Reihe der Polygonal - oder Vieleckszahlen , (y) die Reihe
der Pyramidalzahlen . Setzt man in diesen Reihen nach einander :

d — 1 , d — 2 , d = 3 , .... d = m — 2 ,

so ergeben sich aus (ß) die besonderen Reihen der Dreiecks - , Vier¬
ecks -, Fünfecks - , .... m Ecks - Zahlen ; aus (y) jene der dreiseitigen ,
vierseitigen , fünfseitigen , m seitigen Pyramidalzahlen .

U3. Unter den mannigfaltigen Anwendungen der Differenzreihen
wollen wir noch den Gebrauch derselben zur Berechnung von Tafeln
in Kürze erläutern .

Es sei :

y = f (x) = A -j- Bx -j- Cx2 + -)- Mxm («)

eine ganze rationale J’unktion von x und eine Tafel zu berechnen ,
welche die Werthe der Funktion y ~ fix ) für nach gleichen Interval¬
len fortschreitende Werthe von x , z. B. x — 1 , 2 , 3 , ... enthält . Die
aufeinanderfolgenden Werthe von y werden eine Reihe bilden , deren
allgemeines Glied für den Stellenzeiger x offenbar der Ausdruck (<*) ist ;
woraus nach §. 140 folgt , dass die Werthe von y eine arithmetische
Reihe der mten Ordnung bilden werden und es genügt daher , w + 1
Anfangsglieder derselben zu kennen , um mit Hülfe der Differenzen alle
folgenden Glieder durch einfache Addition bilden zu können .

Gesetzt z. B. , es handle sich um die Berechnung einer Tafel für
die 3ten Potenzen der aufeinanderfolgenden Zahlen 1, 2, 3, ... bis 1000 ;
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bezeichnen wir irgend eine dieser Zahlen mit x , den Cubus derselben
mit y , so haben wir y = x 3 zu setzen , woraus sogleich folgt , dass die
3ten Potenzen der Zahlen 1 , 2 , 3, ... eine arithmetische Reihe der 3ten
Ordnung bilden , wie wir diess schon oben gefunden haben . Wir be¬
rechnen nun die vier ersten Glieder der Reihe , fiir x — 1 , 2 , 3 , 4 und
erhalten :

X y 1. Diff. 2. Diff. 3. Diff.
1
2
3
4

1
8

27
64

7
19
37

12
18 6

und die weitere Rechnung steht nun , wie folgt :
3. Diff. 2. Diff 1. Diff. << II cc X

1 1
7 8 2

12 19 27 3
6 18 37 64 4
6 24 61 125 5
6 30 91 216 6
6 36 127 343 7
6 42 169 512 8
6 48 217 729 9

u. s. w.

Um sich gegen Rechnungsfehler zu schützen , wird man von Zeit zu
Zeit einen Werth von y unmittelbar aus der Formel rechnen . Lassen sich
die Werthe von y nur näherungsweise ausdrücken , wie diess z. B. der
Fall ist , wenn einer oder mehrere der Coefficienten in (a) irrationale
Zahlen sind , oder rationale Brüche , welche sich durch Dezimalbrüche
nicht genau dai'stellen lassen , so muss die Rechnung mit einigen De¬
zimalstellen mehr angelegt werden , als man am Ende beizubehalten
gesonnen ist , weil sonst , wie leicht einzusehen , durch das wiederholte
Addiren in Folge der vernachlässigten Dezimalstellen die gesuchten
Werthe sich mehr und mehr von der Wahrheit entfernen würden .

Dieser Vorgang findet mit geringen Modifikationen selbst dann
noch Anwendung , wenn die Funktion y — fix ), für welche eine Tafel
berechnet werden soll , keine ganze rationale Funktion von x ist . Die
aufeinanderfolgenden Werthe von y bilden dann zwar keine arithme¬
tische Reihe mehr im strengen Sinne , können jedoch näherungsweise
dafür genommen werden , indem im Allgemeinen die Differenzreihen
von einer bestimmten angefangen aus so kleinen Gliedern bestehen
werden , dass dieselben als verschwindend angenommen werden kön¬
nen , und die Rechnung kann dann immer so angeordnet werden , dass
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die Vernachlässigung derselben keinen Einfluss auf die letzte Dezimal¬
stelle nimmt , welche man noch sicher zu erhalten wünscht .

Denken wir uns nämlich die Funktion y — f {x ) in eine nach stei¬
genden Potenzen von x fortlaufende Reihe entwickelt , was im Allge¬
meinen immer möglich ist ; sei also :

y = / (*) — A + A\ x + Ai + ..... + Am xm + ....

und x — x0 ein besonderer Werth von x , für welchen die Reihe con-
vergirt und das Glied Am+1 xm+l und um so weniger die folgenden ,
auf die nte Dezimalstelle keinen Einfluss mehr nehmen , so ist klar ,
dass für Werthe von x , welche in der Nähe von x0 liegen ,
bis auf n Dezimalstellen genau :

V = / (*) = A + A, x + A2 x 2 + ..... + Am xm
ist , vorausgesetzt , dass die Funktion in dieser Gegend stetig ist . Hier¬
aus folgt sogleich , dass die Werthe von y , welche den in der Nähe von
x0 liegenden Werthen von x entsprechen , bis zur wten Dezimalstelle
eine arithmetische Reihe der mte" Ordnung bilden .

Da obige Reihe für verschiedene Werthe von x ungleich stark
convergiren wird , so wird sich hiedurch auch der Rang der arithmeti¬
schen Reihe , somit auch die Anzahl der in Rechnung zu nehmenden
Diflerenzreihen successive ändern . Man wird daher die Rechnung in
Partieen theilen und in gehörigen Intervallen die erforderliche Anzahl
von Gliedern der Reihe sammt den zugehörigen Differenzen aus der
Formel y — fix ) unmittelbar rechnen .

VON DER INTERPOLATION .

144. Eine der wichtigsten Anwendungen der Lehre von den Dif -
ferenzreihen ist das luterpoliren oder Einschalten . Man ver¬
steht hierunter folgende Aufgabe :

Es sei u — cf(x) eine ihrer Form nach unbekannte Funktion von
<f {x) und man kenne eine gewisse Anzahl Werthe derselben :

« 0 , Ul , Mg , « 3 , ..... Uni ( ! )

welche den gleichfalls bekannten Werthen von x :
# 0 7 1 ^ 2 7 *̂ 3 7 ••••

entsprechen , (so dass u0 — <p(x0) u. s. w.) ; es soll für irgend einen
anderen zwischen x0 und xn gelegenen Werth von x , z. B. x , der zu¬
gehörige Werth von u , = u gefunden werden .

Offenbar kommt es hier darauf an , eine Funktion fix ) zu finden ,
welche wir zur Berechnung statt der unbekannten Funktion y (x) be-
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nützen können . Diese Funktion f (x) muss nothwendig die Eigenschaft
haben , dass sie für x = x0, a?j , x .2, .... xn die Werthe Hq, , u.2, ... un
annimmt ; es ist diess aber zugleich die einzige Bedingung , welche
uns zur Auffindung dieser Funktion zu Gebote steht . Hat man eine
solche gefunden , so wird die Gleichung u = f (x) das Gesetz der Ab¬
hängigkeit der unbekannten Funktion <p (x) offenbar um so genauer
darstellen , je grösser die Anzahl der gegebenen zusammengehörigen
Werthe von x und u ist , je näher dieselben einander liegen und je
regelmässiger sie aufeinanderfolgen .

Die Grösse x , von welcher die Funktion u abhängt , pflegt man
bei Interpolationsrechnungen das Argument zu nennen .

Es ist leicht zu übersehen , dass diese Aufgabe eigentlich eine
unbestimmte ist , d. h. dass es unendlich viele Funktionen geben wird ,
welche die Eigenschaft haben , für x = x0 , x , , . . . xn die Werthe
u0 , uy, . . . un anzunehmen , was durch eine einfache geometrische Be¬
trachtung am anschaulichsten wird . Denkt man sich die gegebenen
Werthe von x als Abscissen , die zugehörigen Werthe von u als Ordi -
naten [§. 14] , so werden durch die zusammengehörigen Werthe :

*01U0? *̂1? ^15 ••• ^n
offenbar n + 1 Punkte in der Ebene bestimmt , welche zu einer krum¬
men Linie gehören , deren unbekannte Gleichung u == q>(x) ist . Aber
durch dieselben Punkte lassen sich unzählige , bestimmten Gesetzen
unterworfene Curven ziehen und jede derselben ist eine Auflösung
unserer Aufgabe . Erst durch Hinzufügung anderer Bedingungen , z. B.
dass die Funktion f (x) eine rationale ganze Funktion vom nten Grade
sein soll , wird die Aufgabe eine bestimmte .

In den meisten Fällen liegen die gegebenen Werthe des Argumen¬
tes x in gleichen Abständen von einander , so dass :

Xj — x0 = x.2 — a?i = x3 —■x2 = ...
u. s. w. ist , welchen Fall wir zuerst betrachten wollen .

14a. Bezeichnen wir mit ..Iu(), / I2uq, /Pu (), . . . . / Inu0 die Anfangs¬
glieder der aufeinanderfolgenden Differenzreihen der Reihe (1) , so ist
[§. 137] :

I 4 I n (n - 1) 4, _r n (n ! ) (W- 2) 43 I
«n = “0 + n/iu() H — - /1-un H-- r 2 3- 0

Setzen wir nun u — f (x) , das constante Intervall des Argumen¬
tes , x { — x0 = a?2 — xx — ... = k , so wird m0 — f (x0) , u2 = / (* ,)
= f (xo + h) , u.2 = f (x .2) = f (x0 + 2h) , .... un — f (x 0 + nh), und
wir haben :

«
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oder , wenn wir :
k

x0 -f- nh = x , nh = k , somit n — — setzen :

z/ % o+ —•

(2)

Der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen ist eine ganze ratio¬
nale Funktion von x vom ?nten Grade , wie man sich leicht überzeugt ,
wenn man statt k seinen Werth x — x(l einführt , und nimmt der Reihe
nach die Werthe u0 , u1, , ... un an , wenn man darin x 0l xj , x2, .... xn
an die Stelle von x setzt . Man erhält nämlich [vergl . § . 137] :

für x — x0, wegen k — 0 , fix 0) — u0,
- x — xlt - k — h, f (xl) — u0-\ - Au0= ul )
- x — x 2 , - k — 2h , f (x 2) = u0 + 2z /m0 + J 2m0 — u2 ;

Diese Funktion f (x) kann demnach , in Ermangelung von q>(x),
als ein genäherter Ausdruck des Gesetzes der Abhängigkeit der Grösse
u von x betrachtet und zur Interpolation benutzt werden . Setzt man
nämlich statt x irgend einen zwischen x0 und xn fallenden Werth x', so
wird dieselbe einen Werth u liefern , welcher dem wahren Werthe
q {x ) so nahe kommen wird , als es die gegebenen Daten überhaupt
erlauben . Dabei ist h das Intervall , nach welchem das Argument fort¬
schreitet und k — x — x0 zu setzen , wo x0 jenen Werth des Argu
mentes bedeutet , welcher dem Werthe u0 entspricht , von welchem die
Formel (2) ausgeht .

146. Die Reihe rechts vom Gleichheitszeichen in (2) bricht ab ,
wenn die gegebenen Werthe von u eine arithmetische Reihe bilden und
ist in diesem Falle nichts anderes als der Ausdruck des allgemeinen ,
dem Stellenzeiger x0 + k entsprechenden Gliedes der Reihe (1) ; in
diesem Falle ist natürlich der Ausdruck völlig genau und kann auch
für solche Werthe des Argumentes angewendet werden , welche ausser¬
halb der Grenzen x0 und x n liegen .

Ist aber die Reihe der u keine arithmetische (und diess ist der ge¬
wöhnlichere Fall ) , so ist die Reihe in (2) unendlich und zur Berech¬
nung nur geeignet , wenn sie convergirt , wozu erfordert wird , dass die
aufeinanderfolgenden Differenzen /hin, / l2uu, / l3u0, . . . immer kleiner

u. s. w.
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werden , so dass man die folgenden Glieder mit Rücksicht auf den ver¬
langten Grad der Genauigkeit vernachlässigen kann .

Ist das Intervall des Argumentes h = 1 , so kann man unbescha¬
det der Allgemeinheit , x{) = 0 , folglich x x = 1, x2 — 2 u. s. w. an¬
nehmen ; die Gleichung (2) liefert sodann , wie leicht einzusehen , das¬
jenige Glied der Reihe , dessen Stellenzeiger lc ist ; schreibt man daher
t statt k , so geht (2) über in :

u, = v0 + + - -" -g- o + — 2 - ^ 3«o + ••••, (3)

eine andere Form der allgemeinen Interpolationsformel , welche übri¬
gens , wie leicht einzusehen ist , auch dann gebraucht werden kann ,

k
wenn h nicht = 1 ist ; es ist dann t = — zu setzen . Der Kürze we¬st

gen mögen die Coefficienten von //w0, dhi # , /J3u0 , ... in (2) oder (3) mit
c, , c2, c3, ... bezeichnet werden .

147. Soll zwischen je zwei Glieder der Reihe :
Uq , Ul ) J . . . .

eine gegebene Anzahl von Gliedern eingeschaltet werden , welche nach
demselben Gesetze fortschreiten , wie die ersteren und ist i 1 die
Anzahl der einzuschaltenden Glieder , so betrachte man 0 , r , 2r , 3r , ...
als die Stellenzeiger der Glieder der gegebenen Reihe und man erhält
die zwischen u0 und ux einzuschaltenden Glieder , wenn man in (2)
h = r und k der Reihe nach = 1, 2 , 3 , ... (r — 1) setzt . Will man
Formel (3) gebrauchen , so hat man der Reihe nach :

12 3 r — 1
t , , , ....

rp y* j T

zu setzen . Die zwischen ux und «2 fallenden Glieder erhält man am
bequemsten auf dieselbe Weise , indem man mit Weglassung von u0, uy
als das erste Glied betrachtet , wo dann nur andere Differenzen , näm¬
lich jene von ux ausgehend , in Rechnung zu nehmen sind , die Werthe
der Coefficienten ct , c2, c3, ... aber dieselben bleiben .

148. Wir wollen nun den Gebrauch der Interpolationsformel an
einigen Beispielen erläutern .

1. Es ist gegeben :
x0 = 30° 0' , u0 = tg x0 — 0 , 5773503
Xy— 30 30 M, = tg X, = 0 , 5890450
x, = 31 0 u2 = tg a:2 = 0 , 6008606
x3 = 31 30 w3 = tg x3 — 0 , 6128008
xt = 32 0 uy = tg xy = 0 , 6248694 .
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Man suche tg 30° 15'.
Man bilde die Differenzen nach folgendem Schema :

U = tg X 1. Diff. 2. Diff. 3. Diff. 4. Diff.
0 , 5773503
0 , 5890450
0 , 6008606
0 , 6128008
0 , 6248694

+ 116947
118156
119402
120686

+ 1209
1246
1284

+ 37
38 + 1

Es ist nun u0 = 0 ,5773503 , Ju 0 — + 0 ,0116947 , APu0 =
+ 0 ,0001209 , Jhi 0 = + 0 ,0000037 , = + 0 ,0000001 , wo
die letzte dieser Differenzen von keinem Einflüsse mehr ist ; ferner
h = 30', k — 15' ; somit , nach (2) rechnend :

k 1 _ _ 15-— 15 _ 1 _ , 1
h 2 ci 'i i 2. 30 2 Y , C3— + 16 ’

folglich :
tg 30° 15' = 0 , 5773503

+ 0 ,00584735
— 0 ,00001511
+ 0 ,00000023

= 0 ,5831828 .

2) Man berechne log n = log 3 ,1415926536 mit 10 Stellen , vor¬
ausgesetzt , dass man eine zehnstellige Logarithmentafel aller Zahlen
von 1 bis 1000 besitzt . Man hat nun :

X log X 1. Diff. 2. Diff. 3. Diff. 4. Diff.
3 . 14
3 . 15
3 . 16
3 .17
3 . 18

0 , 4969296481
0 , 4983105538
0 , 4996870826
0 , 5010592622
0 , 5024271200

+ 13809057
13765288
13721796
13678578

— 43769
43492
43218

+ 277
274
%

— 3

Es ist folglich :
u0 = 0 ,4969296481 , Au0 = + 0 ,0013809057 ,

Ähiü = — 0 ,0000043769 , / l3uit= + 0 ,0000000277 ,
,1hin = — 0 ,0000000003 .

A= 0 ,01 , k = 0 ,0015926536 .
Berechnet man mit diesenWerthen von h und k, oder mit dem Werthe

t = ~ = 0 , 15926536 die Coefficienten ct , c2, c3, c4, und zwar nur

mit so viel Dezimalstellen , dass mit Rücksicht auf die Anzahl der be¬
deutenden Dezimalstellen in den Differenzen jedes Glied sich mit 11
Dezimalstellen ergiebt , wovon die ll t0 zur Versicherung der 10 ten
dient , so findet man :
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c, = y = t — 0 , 15926536 , c2 = — 0 ,06695 , c3 = + 0 ,041 ,
c,t — — 0 ,03 ;

somit : v0 — 0 ,4969296481
Cl / 1u0 = + 0 ,00021993042
c2 /Pu 0 = + 0 ,00000029301
c3 /t M) = + 0 ,00000000114
c4 = + 0 ,00000000001

log n = 0 ,4971498727 .

149. Bei dem Gebrauche der mathematischen Tafeln aller Art fin¬
det das Interpoliren fortwährende Anwendung . Eine jede solche Tafel
hat zum Zwecke , die numerischen Werthe einer gewissen Funktion ,
welche häufige Anwendung findet , für eine Reihe von Werthen derje¬
nigen Grösse , von welcher die Funktion abhängt (des Argumentes ),
ein für alle Mal berechnet zu enthalten , wobei das Argument immer
nach einer arithmetischen Reihe der ersten Ordnung fortläuft . Bei
Tafeln von besonders häufigem Gebrauche , wie z. B. Logarithmenta¬
feln , lässt man das Arument nach so kleinen Intervallen fortschrei¬
ten , dass innerhalb einer gewissen Ausdehnung die ersten Differenzen
constant und somit jene der höheren Ordnungen = 0 werden , wodurch
die Interpolation nach der Formel :

Ut — « 0 + tdu 0

auf die Berechnung der sogenannten Proportionaltheile zurückge¬
führt ist .

Bei der Berechnung von Tafeln selbst leistet das Interpoliren die
wesentlichsten Dienste . Man wird nämlich die Funktionswerthe nur
für weiter abstehende Werthe des Argumentes berechnen und die zwi¬
schenliegenden durch Interpolation suchen , wodurch man um so mehr
gewinnt , je complicirter die zu berechnende Funktion ist .

Bei dein" Gebrauche von Tafeln tritt auch die umgekehrte Auf¬
gabe ein , nämlich zu einem gegebenen Werthe der Tafelgrösse den
zugehörigen Werth des Argumentes zu finden . Hiezu dient ebenfalls
Formel (3) , nur ist ut gegeben und t die gesuchte Grösse . Ist schon
die 2te Differenz sammt den folgenden unmerklich , so hat man unmit¬
telbar :

t = — 0
Ju 0

wo n0 der dem gegebenen ut unmittelbar vorangehende in den Tafeln
enthaltene Werth der Funktion ist , so dass ut zwischen den Tafelwer -
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then u,, und ut liegend , angenommen wird . Sind dann x 0 . x , die zu u0
und ut gehörigen Argumente , so ist x t — a;0 + t.

Sind aber auch noch die höheren Differenzen zu berücksichtigen ,
so würde die Bestimmung von t aus (3) die Auflösung einer höheren
Gleichung erfordern , welcher Uebelstand , wenn ' die Differenzen rasch
genug abnehmen , durch ein Näherungsverfahren umgangen werden
kann . Aus (3) folgt nämlich :

t _ ut — «o__ ,

au , + + - ’

vernachlässigt man zuerst die höheren Differenzen , so hat man als

ersten genäherten Werth t = U‘ U° = z ; substituirt man diesen im
z / Mo

2ten Gliede des Nenners , so erhält man als 2ten genäherten Werth :

U , M0

t = z 7= 1 = r ;
Z/M° + 1 2 z/2M0

hiemit als 3ten :

t _ M( — M0
4 _L 7 - 1 42 _t_ 1) (7, ~ 2)

0 — 1 2 -- THH — ~
u. s. w .

Beispiel . Man suche mittelst der im ersten Beispiele , § . 148 ,
enthaltenen kleinen Tafel der Tangenten den Winkel x , für welchen
tg x = 0 , 5812753 ist .

Man hat m0 — 0 , 5773503 ; u, — 0 , 5812753 ; folglich :

ut — it0 = 0 , 0039250 , und findet demnach mit den , § . 148 , angeführ¬
ten Differenzen :

Ut— Uo 0 . 003925 1
' Ju 0 ~ 0 . 01169 ~ ~3 ’

, 0 .0039250 n nnn ,
t = 0 , 0116947 - 4 . 0 , 0001209 = ° ’337 ’ U" d hl6mlt :

r " = 0 , 33676 .

Es ist demnach t = 0 , 33676 , welcher Zahl das Intervall des
Argumentes , d . i. 30 ' als Einheit zu Grunde liegt . Daher wird :
t = 0 , 33676X30 = 10 ' , 1028 = 10 ' 6' ' , 17 und x = 30° 10 ' 6" , 17 .

150. Betrachten wir jetzt den Fall , wenn die gegebenen Werthe
des Argumentes , n -\ - 1 an der Zahl :

*̂ 0 ) 1 'X' 2 ') *̂ 3 ? ••••• ’X' n
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zu welchen die gleichfalls bekannten Funktionswerthe :
W0 ) Wjj 11%f W3, .... un

gehören , niöht in gleichen Intervallen aufeinanderfolgen .
Man setze :

u = A -f- Bx -f- Cx2 -j- Dx 3 -(- ..... -f- il/ a:™, (rc)
so kommt es darauf an , die Coefflcienten A , B , ... M so zu bestim¬
men , dass diese Funktion für x = x0 , x y, x2, . . . xn der Eeihe nach
die Werthe u0 , uy, w2, . . . un annehme . Hiezu erhalten wir folgende
n + 1 Gleichungen :

uo = M + Är 0 + C&q -f- ..... -j- Äse™
Mj = M -j- fse , -f- + .... -j - Mx’s

un = A -f- ise » + Cx-n + .... -(- Mx” ,
welche zur Bestimmung der n -j- 1 Coefflcienten hinreichen . Ohne
jedoch diese Elimination auszuführen , erkennt man aus der linearen
Form dieser Gleichungen , dass jeder Coefficient , z. B. A , die Form :

A = u0 Pu -1- u\ P \ + <h + ...... + un P „
haben werde , wo P0, I \ , ••• 7’„ Funktionen von x0 , x t , ... x n sind .
Denkt man sich sodann diese Coefflcienten in (a) substituirt und den
Ausdruck nach den u geordnet , so nimmt derselbe die Form an :

U — Uo Äo -f - M, X\ -f- u<2 X.2 -(- ..... + un Xn , (|3)
wo die Coefflcienten X0, Xy, . . . Xn ganze rationale Funktionen des
wten Grades von x sein werden . Der Bedingung der Aufgabe gemäss
muss nun der 2te Theil dieser Gleichung sich auf u0 reduciren , wenn
x = x ,) gesetzt wird ; diess erfordert , dass :

für x — xo : Xu — 1 , und Xy = X2 = X3 —. .... = Xn — 0
werde ; aus gleichem Grunde muss :

für x = xx: Aj — 1 , und X0 — X2 — X3 — .... = Xn = 0
werden u. s. w. Irgend einer dieser Coefflcienten , z. B. Xg, ist also
durch die beiden Bedingungen bestimmt , dass derselbe = 1 werde
für x — xg, für alle übrigen Werthe von x aber sich auf 0 reducire .
Der letzteren Bedingung genügen wir , indem wir setzen :

Xg — m(x — x0) {x — x.j) {x — Xg_ t) (x — Xg+i) (x —x„), (y)
wo m eine von x unabhängige Constante ist , welche sich durch die
Bedingung bestimmt , dass Xg = 1 werde für x = xg: setzt man da¬
her in (y) x = Xg, so erhält man :
^ m(xg *0) {xg * 1) ..... {xg xg—l) {xg xg+\ ) •••• {xg xn)
und wenn man (y) durch diese Gleichung dividirt :

_ _ iX_— x0) (x — xy) ... (x — 3 (x — xg+1).... (x — x „)
S (Xg—XoXXg—Xi)... (a!g—Xg- i ) (Xg~ Xg+l) ... (Xg~ X„j '
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Setzt man in diesem Ausdrucke der Reihe nach 0, 1, 2, ... n statt
g und substituirt in (ß) , so erhält man :

(x — xt) (X Xg) (x — x3) ..... (x — x „)
\L ■" Uq . . , . ,

(x0— Xf) (x0 Xg) (x0— x3) .... (x0— x n)

, u ix — ?o) ix — xi) (x ~ xi ) •••• (x — x n)
1 (x t— x0) (Xi—Xg) (xx— x3) . . . (# , — x„) (4)

^ {x — Xq ) (x — x x) (x — x 3) . . .. (x — x „)
“2 (Xg—- ar0) (x 2 — — tfj ) ... (x 2 — x „)

+ ..............
_j_ u — Bq) (x —^1) (x — x2) . . . (x — xn_ x)

” (xn— aj0) (*»—«!) (*„— Xg) . . . (xn— xn—j) ’
welches die von Lagrange gegebene Interpolationsformel ist . Ent¬
wickelt man die Brüche und ordnet nach x , so erhält der zweite Theil
die Form («).

ACHTES KAPITEL .

I .

UEBER DIE CONVERGENZ UNENDLICHER FACTORENFOLGEN .

§. 151. Es seien w0, ux, u2) ••••un Grössen , welche in Bezug auf
ihren arithmetischen Bau nach einem bestimmten Gesetze fortschrei¬
ten und

Pn = m0 . m, . u2 . u3 . «4 ..... un_ , (1)

das Produkt von n solchen Faktoren , welches ofienbar einen bestimm¬
ten endlichen Werth haben wird , solange keiner dieser Faktoren un¬
endlich gross wird . Lassen wir nun , woran im Allgemeinen nichts hin¬
dert , n unendlich wachsen und setzen lim P n= P , so geht (1) über in :

P = u0 . Mj. w2. u3 . u3. uh in ins. (2)
Das Produkt rechts vom Gleichheitszeichen besteht jetzt aus einer

unendlichen Anzahl von Faktoren und wird ein unendliches Produkt
odereine unendliche Faktorenfolge genannt . Ist nun limP ,l= P
eine bestimmte endliche Grösse , so sagt man , das unendliche Produkt
sei convergent ; P ist dann der Werth des unendlichen Produktes ,
welchem man sich um so mehr und bis zu einem beliebigen Grade der
Genauigkeit nähern kann , je mehr Faktoren vom ersten angefangen
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miteinander multiplicirt werden . Das unendliche Produkt heisst im
Gegentheile divergent , wenn P = lim P n unendlich oder unbe¬
stimmt wird .

Die Untersuchung , ob eine vorgelegte Faktorenfolge convergire ,
kann auf die über die Convergenz der Reihen vorgetragenen Sätze zu¬
rückgeführt werden . Ist e die Basis der natürlichen Logarithmen , so
hat man « 0 = e1"0, «j = eP 1, u2 — elUi u. s. w . folglich :

p = elu° + lui + !“2 + ln* + —• (3)
und es kommt nun olfenbar nur auf das Verhalten der Reihe :

K + lu i + hi-2 + 1m3 + ..... (4)
an , wobei wir folgende drei Fälle unterscheiden können :

«) Ist die Reihe (4 ) convergent und s ihre Summe , so ist P — es
offenbar eine bestimmte endliche Grösse und somit die Faktorenfolge
convergent ; der Werth derselben = es ist dabei nothwendig von Null
verschieden .

b) Divergirt die Reihe (4 ) , jedoch so , dass ihre Summe = — cc
wird , so wird P = e~ 00= 0 ; das Produkt u0 . wj . m.2 . u3 ... ist daher
convergent und sein Werth = 0 .

c) Ist jedoch die Reihe (4) divergent und ihre Summe — co
oder unbestimmt , so wird P = e+ co — oo oder unbestimmt , in wel¬
chem Falle daher das unendliche Produkt m0•«i . u2 . u3 .... ebenfalls
divergirt .

Die unmittelbare Anwendung der im zweiten Kapitel vorgetra¬
genen Sätze auf die Reihe (4) ist jedoch in den meisten Fällen nicht
einfach genug , daher wir die Bedingung der Convergenz derselben
auf einen einfacheren Ausdruck bringen wollen .

Die Reihe (4) wird offenbar convergiren oder divergiren , wenn
sie von irgend einem Gliede lu r an convergirt oder divergirt , so dass
wir statt (4) die folgende :

lllr “}“ lur . - |- lu r +2 “J- lllr +3 “I” ..... (5)
betrachten können , welche , wenn wir die Grössen u0 , uy , u2 , .. .. un ....
auf die Form :

«o = l + v0, uy — 1 + vl , u2 = 1 + y2, ...... un = 1 + vn: ....
bringen , was immer möglich ist , folgende Form erhält :
1(1 + »,.) + 1(1 + IV+l ) + *(1 + Vr+i ) + 1(1 + Vr +3) + ---- (6)

Die Convergenz der Reihe (4 ) ist aber zunächst an die Bedingung

gebunden , dass lim (lun) — lim {1(1 + v„)j = 0 , d . i. lim un =
lim ( 1 + vn ) = 1 , somit lim vn — 0 sei , woraus folgt , dass die
Grössen v eine unendlich abnehmende Reihe bilden und r immer so

gross gewählt werden kann , dass vr und um so mehr vr +l1 vr +2 u . s. w .
kleiner sind als eine beliebige gegebene Zahl .
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Nun ist bekanntlich :

l (1 + « ) = a; — + j * 3 -- j - * A +

= x — Y « -'+ a;3( -^--- ^ x + -i x 2 — ...j ;
aber :
1 1 , 1 ., ^ 1 , 1 , 1 „ , ^ 1 , 1 , 1 „ .
j ~ Tx+ 5xi*— •< 3+ 4*+ 5*i,+ - -< y + y *+ y + ""
d. i. weil x < ( 1 :

1 1 JL 1 2 ^ 1 1
t ~ t x + t x

2
und folglich für jedes a?, dessen Zahlenwerth < -- ist :ö

1 1 , 1 „
T ~ T x + ~b x - • < 1 ;

bezeichnen wir daher mit t>einen positiven echten Bruch , so be -
2

steht für jeden Werth von x , welcher numerisch < [ isl > die Glei¬

chung :

1(1 -f- x) — x -- i - x 3 + (jx 3. (7)£
Zu dem gleichen Resultate gelangt man auf demselben Wege ,

wenn man von 1(1 — x) ausgeht , so dass daher (7) für jeden Werth
2 2

von x gilt , welcher zwischen - und — liegt .ö ö
Diess vorausgesetzt , lassen wir in (6) vr die erste aus der Reihe

der unendlich abnehmenden Grössen v sein , deren Zahlenwerth < ~

ist , so erhalten wir unter Anwendung der Gl. (7) :
1(1 + iv) + 1(1 + y, +i) + 1(+ vr +2) + 1(1 + ur +3) + .... =

= Vr H" «V + i + W + 2 + *V + 3 .....

~ Y + v2r +l + v2' +» + " *r +3 + ..... )

+ QrV\ + (lr+! t>3,.+1 -f- Qr+2 V3r+2 + pr+3 f 3r+3 +

= Vi - Y v* + F3 •

(8)

wo die q positive echte Brüche sind und der Kürze halber die drei
Reihen rechts vom Gleichheitszeichen mit Fj , V2, F3 bezeichnet
werden .

Aus (8) erhellt sofort , dass die Convergenz oder Divergenz der
Reihe (6) und somit auch jener (4) von dem Verhalten der Reihen
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F[ , F2, F3 abhängig ist . Nun ist klar , dass die Convergenz der Reihe F!
nothwendig auch jene von V3 nach sich zieht , weil die Glieder der letzte¬
ren Reihe sämmtlich kleiner sind als die entsprechenden in lj und ein
in i j etwa stattfindender Zeichenwechsel auch in V3 erscheint . Hingegen
lässt sich aus der Convergenz von Fj die Convergenz von F2 nur dann
folgern , wenn die Glieder in F, durchaus gleiche Zeichen haben ; fin¬
det aber in F, ein Zeichenwechsel statt , so ist zwar diese Reihe wegen
der unendlichen Abnahme ihrer Glieder nothwendig convergent , aber
die Reihe F2 kann in Folge der gleichen Bezeichnung ihrer Glieder
auch divergiren .

Verbindet man mit diesen Bemerkungen das oben unter «) , b) , c)
gesagte , so gelangt man sogleich zu folgenden Sätzen :

1) das unendliche Produkt :
(1 + v0) (1 + a, ) (1 -f- v.2) (1 + v3) (1 + vt) .......

convergirt gegen eine von 0 verschiedene Grenze , wenn die beiden
Reihen :

v Oj v ll v 2l v 3l v i ......

gleichzeitig convergiren . Denn unter dieser Voraussetzung convergirt ,
vermöge (8) , auch die Reihe (4).

2) Das Produkt convergirt gegen die Grenze 0 , wenn die erste
dieser Reihen convergirt und die zweite divergirt ; oder wenn die erste
Reihe divergirt , ihre unendlich wachsende Summe aber negativ wird .
Denn in beiden Fällen divergirt , in Folge (8), die Reihe (4) gegen — oo.

3) Das unendliche Produkt divergirt , wenn die erste Reihe diver¬
girt und ihre unendlich wachsende Summe positiv ist . Denn in diesem
Falle divergirt auch (4) gegen -f- oo.

Die Anwendung dieser Regeln unterliegt keinen weiteren Schwie¬
rigkeiten . So findet man z. B. , dass die Faktorenfolgen :

(1+ m + S ) (»+ i)(>+ S)

0 + f ) (‘ — t ) (‘ + f ) (‘ - T >
gegen einen von 0 verschiedenen Werth convergiren . Die Faktoren¬
folgen :

(*+$ (>- $ * )-•

convergiren gegen den Werth Null ; das Produkt :
Herr , Höh . Mathematik , I . IG
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( i + -m >+ f ) ( ' + f ) ( ' + 7 )
ist hingegen divergent .

II.

DARSTELLUNG DER SINUS UND COSINUS DURCH PRODUKTE .

152. Lassen wir in den Formeln (6) , (7) , (8) , (9) des §. 68 , m
eine ganze Zahl bedeuten , so ist :

wenn m gerade : , v

+

..„-w-ft/
cos mx = 1 — + +1. A

— 2 *) sma — (m — 2)2 .— 1) 2 1- 2— —t — sin xm, (1)■v ' 1. 2. 3. 4 .... m ’ w

sin mx m(m2— 22) . . ,
—: m -- - sin x 1 + .... -f-cos x sin x 1. 2. 3

mim 2— 22) ..... Im2— (m — 2)21 .

+ <- *); 1 i . ü. ». 4 ... (» - D <2>
wenn m ungerade :

cos mx m2— l 2
cos x 1. 2

+ (_ !)’? ^2~ 12 Kf - f ):v-K - .(”i- !)!l 8inxW- s (3)

sin x2 + . . . . +

1. 2. 3. 4 ;... (m—1)
’i2— l 2)

sin x 1. 2. 3
M—1

sin x 2 + .... +

i / ,, m (m 2 — l 2) (m 2— 3 2) . . . [wi2— - (m — 2 ) 2] .
+ (- !) — - 1. 2. 3. 4 ... U (4)

Die zweiten Theile dieser Gleichungen sind , wie man sieht , ganze
rationale Funktionen von sin x . Ist nun überhaupt :

f (z) — A() + A,z + A.2z2 + ...... + Arzr
eine solche Funktion von z des r ten Grades und sind zx , z,2, z3, .... zr
Werthe von z, r an der Zahl , welche diese Funktion auf 0 reduciren ,
also Wurzeln der Gleichung f (z) = 0 , so ist nach einem bekannten
Satze aus der Theorie der Gleichungen :

f (z) — Ar (Z — Z,) (Z — Z.2) (Z — Z3) ..... (* — Zr).
Hiedurch ist nun ein leichtes Mittel geboten , obige Reihen in

Produkte umzuformen . Betrachten wir zunächst die Gleichung (1).
Setzen wir Kürze halber sin x — z und seien zt , z2, z3 , zm die
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Sinus solcher Bögen , m an (1er Zahl , welche den zweiten Theil dieser
Gleichung = 0 machen , so haben wir :

m
cos mx = (— \ ) 2 C (z —- zr) (z — z2) (z— z3) ...... (zr— zm) ,

wo Kürze halber :
m2(m2— 22) (m2— 42) ...... [m2— (m— 2)2]

= 1. 2. 3. 4 m

gesetzt ist . Durch Auflösung eines jeden der binomischen Faktoren
im Zähler von C erhält man aber leicht :

1 2.4.6 ..... (m—4)(m—2)m (m+ 2) (m+ 4)..... (2m—4) (2m—2)(2m)
~ T ' 1 . 2 . 3 . 4 ....... m . '

Der Zähler dieses Bruches ist das Produkt aller geraden Zahlen
von 2 bis 2m , deren Anzahl = m ist ; sondert man daher aus jeder
dieser Zahlen den Faktor 2 ab , so wird der Zähler = 2™. 1.2.3.4 m,
folglich C = 2m~ 1. Es erübrigt nun noch , jene Werthe von x auszu -
mitteln , welche den zweiten Theil der Gl. (1) auf Null bringen ; da
aber diese Werthe auch den ersten Theil cos mx auf 0 reduciren müs¬
sen , so finden wir sie aus den Gleichungen :

(m — 1)»
"r 2

nämlich :

mx — -f” — +
2 ’ +

3n
T ’ + ^+ 2 ’

7T 3n 571
T ’ “ y > " T »

x == + — +2m ’ ^
3n
2m ’

, 5zr
2m

Tl 371 bn
2m ’ ~ 2m ’ 2m

(m — 1)n
2

(m— l ) n
2m

(m— l )n _
2m ’

die Sinus dieser Bögen , m an der Zahl , sind nun die gesuchten Werthe
von , z2, z3, zm und wir erhalten somit :

m

cos mx = ( — 1) 2 2m~ ’ X

/ . . 7t \ / . . 3^ \ / . . (m — 1)
I sin x — sin — I ^sin x — sin J ^sin x — sin — -— -— I

( ■ . • 71\ ( • i • 3» \ / . . (m—1)I sin x 4- sin — ) I sin x + sm — }— I sin x 4- sin -—- — — I .V 2m/ V 2m) \ 2m J

Vereinigt man endlich je zwei übereinanderstehende dieser ein¬
fachen Faktoren in einen quadratischen , wodurch die Anzahl dersel -

m
VI —

ben = — wird und multiplicirt jeden derselben mit einer der in (— l ) 2

enthaltenen negativen Einheiten , so erhält man für m gerade :
16 *



244

cos mx = 2"1- 1 s ( s*n 2̂ rt) — sin x2J [ ( siu — siu .....

[(•tâ )- »H (5)
Eben so folgt aus (2) :

j !B̂ - = (_ l )=i1 C(z- n ) (*- * ) ...... (*- *w- 2) ,cos x sin a:

wo wieder z = sin x und zt , z2 , .... rOT_ 2 die Sinus jener Bögen sind,
für welcdie beide Theile der Gl. (2) verschwinden . Diese Bögen erge¬
ben sich daher aus der Gleichung sin mx = 0 und sind , m— 2 an
der Zahl :

2n in Gn (m— 2) n
2m ’ 2m ’ 2?« ’ 2m

2n in Gn (m — 2) n *)
2m ’ 2m ’ 2m ’ 2m

Es ist ferner :

m (m2— 22) (m2— 42) ........ [m2—-(m — 2)2]
1. 2. 3 ...... (in — 1)

2. 4. 6 .... (m— 2) m(m -\- 2) ..... (2m — 4) (2m — 2)
= 1. 2. 3 .... (m — 1)

= 2m—1,

folglich , wenn man sogleich je zwei der binomischen Faktoren in einen
yŷ _ 2

quadratischen vereinigt , wodurch die Anzahl derselben — -— wird ,
TO—2

und jeden derselben mit einer der in (— 1) 2 enthaltenen negativen
Einheiten multiplicirt , für m gerade :

sin mx — 2m~ 1sinx cosx j^ sin ^ j — sinx 2J |^ sin — sinx 2J .....

[(sin̂^ )- sin*2]- ^
Eben so findet man aus (3) und (4) ohne alle Schwierigkeit für m

ungerade :

*) Der aus sin mx = 0 folgende Werth x = 0 ist unstatthaft , weil er den ersten
Theil von (2) nicht = 0 macht . Man hat nämlich für ein unendlich abnehmendes x :

sin mx sin mx x 1 r 0
lim — = lim . —- . = m . 1 . 1 = m. I Vergl . § . 731.sin x cos x x sin x cos x
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cos mx
= 2“ i cos . [ ( sin 0 - sin . 2] [ ( sin g ) - sin . 2]

Cm_ 2) wy _ gin[ ( sh

sin mx = 2m—1 sin .

2m

[(- =)*
7)

..... [ (

I — sin

2. (in— l );r\ 2
Sm 2wi

* 2] [ ( sin fe ) - siH

j 2— sin x 2] . (8)

Lässt man in diesen vier Formeln x unendlich klein werden und
dividirt zu diesem Behufe zuvor die Gl. (6) durch sin x cos x , (7) durch
cos . , (8) durch sin . , so ergeben sich , da :

sin mx cos mx
lim cos mx — 1, lim — — m , lim — 1,sm x . cos x cos x

ist , folgende bemerkenswerthe Gleichungen :
für m Jt&gerade :

4 ( ■ n V / • 3n \ 2 / . 57 \ 2 ( . (m — 1)^ \ 2
1 = 2 ‘ l Sm 2m) l S1" 2m) V™ 2m) ( Sm ) (9)

4 ( . ^n \ 2( . 471X2( . 67 \ 2 ( . (m— 2)w\ 2 [ ^
m = 2 1 ( sm _ ) ( sm - ) ( sm - ) ( sm ) , (10)

für m ungerade :
„ i / . n \ 2 / . 3n \ 2 / . Ö7\ 2t — 2M—1 I sin -jr—I I sm — ) I sm — )\ 2m / \ 2ml \ 2m /

i / • 2^ \ 2 / . 47r\ 2 / . 6^ \ 2 / .
m = 2m—1( sm — ) ( sm - j ( sin ^ J ( s,

( sin (11)

(i2 )2m

Dividirt man nun die Gleichungen (5) , (6) , (7) , (8) beziehungs¬
weise durch (9), (10) , (11), (12), so erhält man :

für m gerade :

1-

(Sini )2
1—

cos mx
sin . 2

(* = F

sin . 2
/ . (m— 1)tt\ 2
\ Sln 2m )

sin m. — m sm . cos . X

für m ungerade :

sin . 2
/ . 4« \ 2
\ Sin 2m )

1—
' . (m— 2W 2sm 1

cos mx — cos . X

1—
sin x 2

(sini )2
l —

sin x 2
r : 3.7 r »
\ Sin 2m)

2m

sm
/ . (m—2) 7 v2I sin — )V 2m /

(13)

(14)

(15)
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sin mx = m sin x X

( . 2n \ 2
V 2m/

1—
sin x 2

( 8in £ ) ’

sin x '2

( . ( in — l ) w \ '2
V ~ 2^i )

(lß )

Setzen wir in diesen vier Gleichungen — an die Stelle von m.
. . . mso erhalten wir :
für m gerade :

COS X
2_

(sini )

ni sin

( “ - ) ■\ m /
/ . \ 2
V 2m / _

1—

\ 2

L ■
r . (m — 1)ttVsin 1

2m

(17)

x x
sin x = m sin — cos — Xm m

( sin — )\ 771/

* / . (m— 2)* \ *
\ 2m ) .

(18)

für rn ungerade :

\ 771/

( ■ n V_ \ n2m/ _

( sin — )\ 771/

COS X = COS — X
771

V2—.

3» y
'2771/ _

771,

( • 2M 2
\ 1112m) J

( *^ ) ’

( * 1I sin -\ 1

lin x

( sin i ) ’\ 771/

/ . 4:7t \ 2

v“ 2m)

2 _

1—

X
sin x — 77i sin — Xm

\ 2—

1—

( - vV

\ 2m / _

( »in — V -\ m J

/ . (m— l > y
V 2m )

(19)

(20 )

153. Mit Hülfe der letzten Formeln lassen sich nun die Funktio¬
nen cos x und sin x leicht durch unendliche Faktorenfolgen aus¬
drücken , indem man m unendlich wachsen lässt , was offenbar gestat¬
tet ist , da diese Formeln für jeden Werth von m gelten , wie gross man
denselben auch annehmen mag . Es kommt dabei nur auf die Ausmit¬
telung des Grenzwerthes :

x
( „in * ) *V m 7

im ^— - rs
( ■ rn \i sin — I
V 2rn/

sin
lim G'2

. V71sm - — ,2mJ
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für ein unendlich wachsendes m an . Setzt man — = a , wo also a einem
T71

unendlich abnehmende Grösse bedeutet und Kürze halber —- = y,A

so wird :
sin ax

sin ax a sin ax sin ay x
G — lim — = lim — = lim — : lim — — ,

sin ay sin ay a a y
a

somit :

)

2

4x 2
Um ' \ 2 0 2 1rny

( Sin 2m.
x

beachtet man nun noch , dass bekanntlich lim cos —= limcos <&r — 1,m

lim m sin — = lim -ln aX — x ist , so erhält man sogleich aus (19)m a
und (20) :

iS ) ( ' - äS ) ( ' - Ä ) ......

sin » ( l - ( l - ( l - . ( '( . ) ..... (22)

zwei Formeln , welche , wie man sich nach den in §. 151 aufgestellten
Kriterien leicht überzeugt , für jeden Werth von x gelten . Setzt man
x = kn , wo also k eine beliebige Zahl bedeuten kann , so nehmen sie
folgende Form an :

cos k

sin kn

..... (23 )

“M ' - SH ' - r -M ' - p ) (24)

Man übersieht leicht , dass mittelst dieser Formeln auch die übri¬
gen trigonometrischen Funktionen durch unendliche Produkte darge¬
stellt werden können . Schreibt man (24) in der Form :

8infor= fc»( l — j ) ( l + \ ) ( 1- 4 ) ( 1+ t ) ( 1- t ) ( 1+ t ) ..... (25)

und setzt k = -i -, so folgt :

__ n_ J _ 3
2 ' 2 ‘ 2_ ' 4 ' 4 ‘ 6 ' 6 ' 8 ‘ 8

oder :
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— ,—± i m± .± .± .L ...... (26)2 13 3 55779 v '
71

eine merkwürdige von Wallis gefundene Entwickelung von — in£
Faktoren .

III .

VERWANDLUNG DER REIHEN IN KETTENBRUECHE .

154. Nebst den unendlichen Reihen und Produkten bietet die Ana¬

lysis in den Ketten brächen noch eine bemerkenswerthe Form dar ,
um Grössen oder Funktionen darzustellen und derenWerthe näherungs¬
weise zu berechnen . Wir wollen daher noch in Kürze ein Verfahren
zur Verwandlung einer Reihe in einen Kettenbruch kennen lernen , da
man sich dieses Mittels in vielen Fällen mit Vortheil bedienen kann ,
um den Werth der Summe einer unendlichen Reihe näherungsweise zu
finden , wenn diese nur schwach convergirt , oder wohl gar divergirt .

Man kann zu diesem Zwecke dieselbe , aus der Arithmetik be¬
kannte , Methode anwenden , nach welcher man einen gemeinen Bruch
in einen Kettenbruch verwandelt . Bezeichnen wir nämlich mit S die
gegebene Reihe , so ist :

S — —i —, somit , wenn v0 -(- ^ gesetzt wird ,11 O o
1

S = - , B 0 = -
vo H— 5" v0 + 0S u ' S : B,

R
Sei ferner S :R 0 = v1 -f- so wird :R o

S — — 1 = — 1
v0 + ~ _L Vü H-- , 1

H + n ,
Fährt man auf diese Weise fort , immer den letzten Divisor durch

den letzten Rest dividirend , so erhält man , wenn die bei den folgen¬
den Divisionen erscheinenden Quotienten mit v2 , v3, vt , ... bezeichnet
werden :

v3 H ,V\ +
Zur Entwickelung der Quotienten v0, vi , v.2) ... ist folgendes sche¬

matische Verfahren bequem , welches wir einer gütigen Mittheilung des
Hrn . Prof . S. Stampfer verdanken . Es sei :
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S — Uf, — Ui + U2 - U3 + i<4 — ...... ( 1 )

die gegebene Reihe , so erhält man , die Einheit durch dieselbe divi -
dirend :

1 : («0 — ui + u 2 — u 3 + “4 — ••••) = 7 - — vo >wo
1— Ul V0 + U2 Vf, — U3 V0 + Ul V0 — ■■■■

R 0 — Ui v0 — u2 »o + u3 v0 — u x v0 + .. .

= a 0 — « j + a 2 — « 3 + •••

wenn Kürze halber :

in Vf, — « 0 , «2 i>o — « 1 , m3 yo — « 21 ■•••

gesetzt wird . Dividirt man mit diesem Reste in den Divisor , so kommt :

(«o — “1 + w2 — “3 + ••••) '• ("0— + «2—ai + •••)= l-r — vu
a 0

M0 — + .

j ? l = (st[ Vi — Ul ) — (ö 2 V, — u3) + (« 3 V'i — ll3) — .. . .

— b0 — bl + b2 — ...
wenn wir wieder :

« 1v , — ui = b0 , a 2v 1— u 2 = bi , a 3Vi — u3 = b2 , . . . .

setzen . Ferner :

(ffo — a i 4" a 2 — a 3 + •' •) *(^0— *1+ —*3 + •••) — T ~— v21
° (]

«0 - 1̂®S+ 2̂^2- 3̂^2+ —

J?2 = (bi v2— aj ) — (b2v2— a 2) + (b3v2— a 3) — ...
— c0 — c, 4- c2 — ...

(.b0— bi + ä2 — b3 + ...) : (c0— c, + c2 — c3 + ...) = — = v3 ,
c0

11. s. w .

Wie man sieht , kommt es nur auf die successive Bildung der
Reihen :

«0 — « 1 + «2 — «3 + «4 — - • I
* 0 - * 1 + ^ 2 - * 3 + Ä4 -- •••■ 1 ( 2 )

c0 - C1 + c 2 - c3 + c4 j
U . S . W .

aus der gegebenen Reihe (1) an , indem dann :

1 Ui, a „ bn
vo = — i »i = — , vi = = - 2 , v3 = - 0- , .. .

«0 sto bf, c0

ist . Diese Reihen ergeben sich aber einfach mit Hülfe des folgenden
Schema , wie aus der Vergleichung mit der vorstehenden Rechnung
sogleich erhellt :
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u„
u, “l «0 = « 0
« 2 u2v0 = a , ayt'i ■— «1 — b0
“ .3 « 30 , = « 2 11NSi

^ 1^ 2 - C0
«4 Uiv0 = a 3 a 3vy — u3 = b2 ^ 2 - Cj Cl «3 - by = zd 0
ub ubv0 = « 4 «4U1— «1 = h *3y2 “ « 3 = C2 C2v 3 — b2 — dy

1
V = ^ a 0 ’ *0 C0- -

v 2 = T V3 — — «4 = - r
«0 1 «0 *0 c0 "0

Dabei ist zu bemerken , dass die Bildungsgesetze der Reihen (2)
immer leicht in die Augen fallen , wenn man sie nicht durch voreilige
Reduktionen stört , so dass dann nur sehr wenig zu schreiben übrig
bleibt.

Z z .
Bezeichnen wir mit — - J- u. s. w. die aufeinanderfolgenden re -Ni Aa

ducirten Brüche des Kettenbruches (I) , so ist bekanntlich :
£i = l , iVj — v0,
Z-2 — Ui Ki, N2 — i-'i iVi + 1,
K3 = t>2 K., + K, , A3 = u2 A:2 + Aj ,
Kj = = u3 Z3 + Z2, A74 = v3 N3 + N 2,

Z n — vn—1 Z n—1 -f*Z r—2* A7n — r ,,—1 A’w—1 -f- A n—2.

Wendet man den bekannten Satz , dass der Werth eines Ketten¬
bruches unverändert bleibt , wenn man Zähler und Nenner eines Glie¬
des und den Zähler des darauf folgenden mit einer und derselben
Grösse multiplicirt oder dividirt , auf den Kettenbruch (I) an , so bringt
man ihn leicht auf die Form :

S = T + S (II)

+ r + ? + ....wo : 1
111 1

=- , W2 — - , W3 = . W n = ,
v0Vj VyV2

1wo= —■, wv
Uo V2 V3 Vn- yvn

ist , und die Grössen w häufig einen einfacheren Ausdruck gestatten ,
als die Grössen v. Für diese Form hat man als reducirte Brüche :

■̂1 _ «io TO0
2V| 1 ’ « i i + «y

und vom 3ten angefangen ;
Ttsf + _i K„_

Arn Nn—1 ~k '̂n—1 A7„—2
Wenden wir nun das obige Verfahren auf einige Beispiele an.
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1) Es sei :

in einen Kettenbruch zu verwandeln . Der Deutlichkeit wegen möge
hier die Rechnung ausführlich stehen , wobei die zulässigen Abkürzun¬
gen von selbst in die Augen fallen .

1 — -

- X - X

X 2

27

X 2

2 !

X 3 X 3

_ 37 37
x 4

T 4 !

X 4
+ —
T 4 !

X 5 X 5

“57 ”“57
-r’6

+ -
6 !

-v>6

+ —
6 !

*>0 = 1 yi = —

+ x =
x
2 !
x 2
3 !
x 3
17
X *

bl
x 5
(fl

u9= - x : - =

d

x
27

X 2 2x 2
+

2 . 2x 2 X 2 1. X 2

TT 3 ! 2 ! irr
X 3

+
3x 3 2 . 3x 3

_l_
X 3 2x 3

3 ! = 4 ! 4 ! T 37 = 4 !
X 4 4x 4

4 _
2. 4x 4 X 4 3x 4

+ 5 !4 ! = TT 1 " 5 ! 41
xä

+
5x ä 2.5.x 5

+
X 5 4x 5

57 = TT 6 ! 5 !
_ _____

x x 2 3
3 213 ! x

3. 2x 2 ( 2x 2 1 1. 2x 2 e

l

4 ! +
3. 3x 3

3 !
3x 3

1 4 !
2.3x 3 2. 2. 3x 3 ( 2x 3 1.2.x 3

1
5 !

3.4x 4
11 1

5 !
3. 4x 4

1

5 !
2. 3. 4x 4 -11CO

- 5 !
2. 3x 4

6 ! 1 5 ! 1
6 !

1
6 ! 5 ! 6 !

i-4
1 .X2 1. 2x 2

0
1.2x 2 1.2x 3 5

3 ! ' 4 ! 10 4 ! ' 5 ! X

5. 2. 3x 3 2. 3x 3 _
l " C t •

1. 2.3x3
6 ! ' 5 !

1. 2x 3 1.2.3x 3

6 !

5 ! fi!

u . s . w .
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Das Fortschreitungsgesetz der Grössen :

Vq - 1 , V, = —
1
X

u2 = -- 2 z’g =
3
X

r4= 2 uä = —
5
X

06= — 2 r 7 = =
7
X

u. s. w.
ist ersichtlich und man hat daher :

1
1

* 2+I +I ,
* i

2+ t + ....
X

oder nach einfacher Reduktion :
1

ex = — x
1 To . x1 + 1s x

2 To . xA + TT x2 — x
5 + v

7 + . . .

Setzt man x = 1 , so erhält man die Basis e der natürlichen Lo¬
garithmen durch einen Kettenbruch ausgedrückt ; für den 10 ten redu -

X
cirten Bruch desselben , welcher das Glied -— — als letztes in Anspruch

23225
nimmt , findet man = 2 , 718281835 ... . welcher Werth in der8544
7ten Dezimalstelle noch richtig ist .

'Y' 'r»2 /y>3 <v<4

2) Es ist *(i + *) = * (! _ T + T _ * - +
durch Anwendung des obigen Verfahrens auf die eingeklammerte Reihe
findet man :

2 2
D) — 1 1 vl — ~ > v2 = 3 , v3 — — ,

2 2
Vi = 5 , — 3^ ) V6 = 7 ) v7 — ^ u- s-w-



Es ist daher :

Ki + *)= f + _i = T + —
2 . 1 1 2 _L. *

LX 3 + T 1 1 S + J X
'I~ — 1 — I■— cc

2x 5 + y 2 5 + Y
3x 3+ ...

Die Reihe für / (I -f- x) convergirt bekanntlich nur für Werthe
von x •< [ 1 , während der Kettenbrucli auch noch für grössere Werthe
von x zu einem genäherten Werthe von Z(1 -(- x ) führt . Bezeichnen
wir Kürze halber den wten reducirteu Bruch mit {?<}, so findet man z. B.,
x — 3 setzend , für Z4 folgende Werthe :

l10! ~ 5?55 = 1, 386261 . . .

= >. » 308 . . .

{12} = 1158177 . = 1 , 386291 . .1 ' 835450 ’

{13} = ■21.44° 377 = 1 38629611 . . .1 ' 15469550 ’

Der wahre Werth ist Z4== 1, 38629436 . . . , mit welchem {13) in 5
Dezimalstellen stimmt .

x 1̂ x ^ x ^
3) Für arc tg x = x (1 — j + — — — + ....)

findet man :
l 2. x 2 22. x 2 32. x 2 42. x 2

w0 — l , m, = YX ’ W2= TT ’ u'3 = TT - ’ Wi ~ ~7~9 s’w’

Hiemit erhält man , unter Anwendung der Form (II ) , nach leich¬
ter Reduktion :
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71
Dieser Kettenbruch für — convergirt ziemlich rasch ; man findet :

{6} = 0 , 785366 {7} = 0 , 7854035 ... , {8 } = 0 , 7853972 ;

der wahre Werth ist U- — 0 , 7853981633 . . . , so dass der 8te redu -4
cirte Bruch schon 5 richtige Stellen giebt .

4) Wendet man dasselbe Verfahren auf die Binomialreihe :
. n (n — 1) „ , n (n— 1) (n—-2) „ .

(1 + » )• = 1 -f. nx + ^ 2 ; x * + V ^ + ....

an , so findet man :
( n -(- l ) a; (w— l )a:

in0= l , wl = — nx 1 w2 = — — -, w3 = -- Ty ~ ’
(n + 2)x (n—-2)x («4~3) â (n— 3)x

w* = ’ mv-= ~ - TS - ’ w° = ’ “'7 = -- 27t ’

(?i+ 4)a? _ (n — 4) x
“ s ~ 2 . 7 ’ W* ~ 2. 9 ’

folglich kommt nach Hebung der Brüche :

1 (1+ *)« =

T - ’Ztop .2 — -— 7r~r (n + '2)x3 + : (n — 2 )a: , , „
2 H—r (« + 3)a: ,

5 H - (n — 3)x
7 + . . .

Schreibt man aber die Binomialreihe in der Form :

(i 4- x)n = i + nx 4 - x + n̂ 3 ^ x ~ + - •)
und verwandelt nun die Reihe in den Klammern in einen Kettenbruch ,
so erhält man :

(i 4- xy =
1 i nx r 1\

24 - 5 _ (^ (w+ 3>

Da (a 4- b)n = «4l 4~ — j >so kann hiernach auch (a -\- b)n in
einen Kettenbrueli verwandelt werden ; man hat zu diesem Behufe in

obigen Kettenbrüchen nur x — — zu setzen und dieselben mit an zua
multipliciren .
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Setzt man » = . . . so erhält man specielle Ausdrücke ,£ o

welche mit Vortheil zur Wurzelausziehung benutzt werden können .

Fiir n = ~ findet man z. B. ans der zweiten der obigen Formen :

/ i +^ = i + f + | - = i + | + , •
2 + ... x 2 + T 1

~x ~̂ ~2 - (- . . .

Ist nun aus irgend einer Zahl A die Quadratwurzel zu ziehen , so
setze man A = a 2 + b, wo «2 ein der Zahl A möglichst nahe liegen¬

des vollständiges Quadrat ist , so wird f/ A = ^ a - -\ - ~b — a ( 1+
und folglich :

4 aa + l . £
b + 2a + ...

Dieser Kettenbruch ist periodisch , welcher Umstand daherrührt ,
dass überhaupt der Werth eines jeden unendlichen periodischen Ket¬
tenbruches durch eine Gleichung des 2ten Grades gegeben ist . In der
That , es sei :

— A . ,
ff 3 -f - . . . . <

+ “ . 1
an + _ 1

«l H— ,
«2 + •••• 1+ - ,

an + ...

ein unendlicher Kettenbruch mit wgliedriger Periode , so ist offenbar :
1

x — — 1
a i H— , 1

«3 + ... 1
cin-\ - x '

sucht man nun die aufeinanderfolgenden reducirtenBrüche dieses end¬
lichen Kettenbruches und bezeichnet den (n■—l )ten und wte” (von wel-

1 Z —
chen der letztere noch das Glied - in Anspruch nimmt , mit und
^ an A„_ i
~ ~, so hat man für den Werth des (n -\- l )ten reducirten Bruches , wel-J\ n
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eher zugleich den Werth x des vollständigen Kettenbruches dar¬
stellt :

Zn “I“•*' Zn—j
5 7i x -IW—[

welche Gleichung , gehörig geordnet , in Bezug auf x quadratisch ist .
5) Für die Reihe :
S — 1 — 1. x -f- 1. 3 a;2 — 1. 3. 5. a;3 -)- 1-3. 5.7 a;4 — ....

findet man :
m'o = 1 , w2 = x , w3 — 2x , w.| = 3a;, .... w„ — (n— l ) x ,

folglich ist :
S = — x

3x

1+ t + t + ....
Obige Reihe ist , wie wir in der Integralrechnung finden werden ,

die Entwickelung einer gewissen Funktion , welcher für einen bestimm¬
ten Werth von x auch ein bestimmter Werth zukommt , der jedoch
mittelst obiger Reihe nicht gefunden werden kann , da sie für jeden
Werth von x divergirt . Mit Hülfe des Kettenbruches lässt sich hinge¬
gen die Summirung (wenigstens für kleine Werthe von x ; für grössere
steht eine andere Entwickelung zu Gebote , welche wieder bei kleinen
Werthen von x unbrauchbar wird ) bewerkstelligen . Setzt man z. B.
x — 0 , 1 , so geben die ersten zehn Näherungsbrüche folgende Werthe
des Kettenbruches , welche , wie man sieht , rasch convergiren :

{1} = 1 | 6) = 0 , 9207420 ...
{2} = 0 , 909090 .. {7} = 0 , 9207990 ...
{3j = 0 , 923077 .. (8} = 0 , 9207804 ...
{4} = 0 , 920244 .. {9} == 0 ,9207870 ..
{5} = 0 , 920930 .. {10] = 0 , 9207844 ..

6) Die Reihe :
S = x — 1. 2 x 2 + 1. 2. 3 x 3— 1. 2. 3. 4 x 4 + ....

auf dieselbe Weise behandelt , liefert folgenden Kettenbruch :

S ~ T + 2-?*
1 + T + T4 - 2* 4

T+̂ +i? 4,
1+ T + ....

Für x = 1 , erhält man hieraus :
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1— 1. 2 + 1. 2. 3 - 1. 2.3. 4 + .... =

t + * + t + * ,
1+ >+ l ' + l 5

1+ T+ ...
und findet für die Werthe der reducirten Brüche dieses Kettenbruches
vom 20 sten angefangen :

120} = 0 , 40 .3621 .. {23} = 0 , 403673 ..
{21} = 0 ,403683 .. {24} = 0 , 403643 ..
{22 } = 0 ,403635 .. {25 } = 0 ,403663 ...

Euler fand auf anderem Wege 0 , 4036524 ... als Werth der Summe
dieser sehr divergirenden Reihe . Auch hier ist , wie überhaupt in ähn¬
lichen Fällen , dieser Ausdruck in dem schon im vorigen Beispiele an¬
gedeuteten Sinne zu verstehen , dass die obige Reihe : x — 1. 2a;2 + ...
die Entwickelung einer gewissen Funktion f (x) darstellt , deren Werth
jedoch aus der für jedes x divergirenden Reihe nicht gefunden werden
kann , weil der Rest der Reihe , oder das Ergänzungsglied , d. i. die
Summe aller auf das ?ite folgenden Glieder mit unendlich wachsendem
n selbst unendlich gross wird und also nie vernachlässiget werden kann .

Anmerkung . So wie übrigens eine unendliche Reihe , wenn sie zur
näherungsweisen Berechnung der Funktion , deren Entwickelung sie ist ,
dienen soll, convergiren muss , eben so gut gilt diess auch von den unendli¬
chen Kettenbrüchen . Wenn die aufeinanderfolgenden reducirten Brüche ,
sowohl gerader als ungerader Ordnung , sich nicht einer und derselben be¬
stimmten Grenze nähern , so ist der Kettenbruch für divergent zu halten .
Nur Kettenbrüche von der Form :

— 1
*i H , 1Sa H .a 3 + ...

wo die Zähler der einzelnen Glieder = 1 und dieNenner a, , a.2, a3, ... ganze ,
positive Zahlen sind , convergiren immer und die reducirten Brüche führen
hier mit Recht den Namen Näherungsbrüche . Diess findet aber nicht
mehr nothwendig statt , wenn der Kettenbruch eine andere Form hat , und
es bedürfte dann ebenso , wie bei den Reihen , einer Untersuchung ihrer
Convergenz , wozu wir jedoch bis jetzt nur in wenigen Fällen die Hülfsmittel
besitzen .

7) Bisweilen bricht die Entwickelung der Grössen v0, vt , r 2, ...
ab , indem die sämmtlichen Glieder irgend einer der Reihen (2) ver¬
schwinden ; in diesem Falle erhält man also die Summe der unendli¬
chen Reihe durch einen endlichen Kettenbruch dargestellt , welcher auf

Herr , Höh . Mathematik , I . 17
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bekannte Weise in einen gemeinen Bruch verwandelt werden kann .
Diess tritt ein , wenn die Reihe eine rücklaufende ist [§ . 40] , deren
erzeugender Bruch aus einer endlichen Anzahl von Gliedern besteht . —
So findet man für die Reihe :

S — 1 + 'Ix + 5x 2 + 12x3 _)_ 29x * + ....

v0f = ! », == — — , v2 = 4 , v3 = — , t’4 - co ,
somit :

8 = — . 1 = 1 2x 1
1 -|-- — 1 — X 1 2x X1

- 2-X+ 4 + 1
2x

In der That ist die gegebene Reihe eine rücklaufende der 2 ten

Ordnung (jeder Coefficient an = 2«m_ i 4- an_ g) , und — ihr
1 — '2x — x 2

erzeugender Bruch , wie man umgekehrt durch Entwickelung desselben
sich leicht überzeugt .



ZWEITER THEIL .

ANALYTISCHE GEOMETRIE.

17 *





ANALYTISCHE GEOMETRIE.

Die geometrische Darstellung einer Gleichung y — f (x) zwischen
zwei veränderlichen Grössen x und y , welche wir in §. 14 kennen
gelernt haben , eröffnet uns den Weg zu einem der wichtigsten Theile
der Mathematik . Wir haben gesehen , dass die Gleichung y = f (x)
auf die dort angegebene Weise in einer Ebene consfruirt , im Allgemei¬
nen zu einer krummen Linie führt , welche nach einem gewissen Gesetze
gebildet ist , als dessen analytischer Ausdruck eben die Gleichung
y — fix ) betrachtet werden muss , daher dieselbe auch die Gleichung
dieser Curve , so wie umgekehrt die Curve der geometrische
Ort der Gleichung y ==f (x) genannt wird . Wir können daher anneh¬
men , dass es auch immer möglich sein wird , die zu einer gegebenen
Curve , deren Bildungsgesetz bekannt ist , gehörende Gleichung
zu fiifden , und sind dadurch in den Stand gesetzt , ohne Hülfe einer
Zeichnung , durch eine analytische Formel die Gestalt einer jeden
Curve auszudrücken und festzuhalten .

Das Bildungsgesetz einer Curve ist aber nichts anderes , als der
Ausdruck irgend einer hervorragenden , die Curve charakterisirenden
Eigenschaft , aus welcher sich sämmtliche übrige Eigenschaften der¬
selben müssen ableiten lassen . In der sogenannten Elementargeome¬
trie geschieht diess bekanntlich durch geeignete Constructionen . Be¬
sitzen wir aber für das Bildungsgesetz einen analytischen Ausdruck ,
so wird es auch möglich sein , aus diesem durch blosse Rechnung , auf
analytischem Wege , alle Eigenschaften des in Rede stehenden geome¬
trischen Gebildes abzuleiten .

Die Gleichung einer Curve ist aber nicht allein der analytische Aus¬
druck ihrer Gestalt und Eigenschaften , sie bestimmt auch deren Lage
in einer Ebene in Bezug auf zwei in derselben angenommene feste
Axen . Jede geometrische Aufgabe läuft aber am Ende darauf hinaus ,
entweder die geometrischen Gebilde zu bestimmen , welche gegebenen
Bedingungen Genüge leisten , oder umgekehrt die Eigenschaften gege¬
bener geometrischer Gebilde und deren Beziehungen unter einander
zu erforschen . Da wir nun im Stande sind , Gestalt und gegenseitige
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Lage derselben analytisch auszudrücken , so geht hieraus die Möglich¬
keit einer analytischen Behandlung der Geometrie zur Genüge hervor .

Das Gesagte findet offenbar Anwendung auch auf räumliche Ge¬
bilde , d. i. solche , welche nicht mit allen ihren Theilen in einer und
derselben Ebene liegen , da jede Gleichung zwischen drei Veränder¬
lichen , z = f (x , y) , im Raume construirt , zu einer Fläche führt .

In der Entwickelung dieser Methode , durch Darstellung ihrer
Principien sowohl als deren wichtigster Ergebnisse , besteht derjenige
Theil der Mathematik , welcher analytische Geometrie , biswei¬
len auch Anwendung der Analysis auf Geometrie genannt
wird .

Wir theilen dieselbe in zwei Abschnitte : analytische Geo¬
metrie in der Ebene und analytische Geometrie im Raume ,
von welchen der erste sich mit den in einer Ebene liegenden geome¬
trischen Gebilden beschäftiget , der zweite mit solchen , welche im Raume
construirt sind .



I. ABSCHNITT .
ANALYTISCHE GEOMETRIE IN DER EBENE .

ERSTES KAPITEL .

BESTIMMUNG DER LAGE EINES PUNCTES . COORDINATEN -SYSTEME . -

TRANSFORMATION DER COORDINATEN .

155. Es seien (Fig . 4) XX ' , YY ' zwei feste , ihrer Lage nach
unveränderliche , nicht parallele Gerade in einer Ebene , Ts ein Punkt
in derselben , dessen Lage bestimmt werden soll . Ziehen wir die Ge¬
raden MQ und MP beziehungsweise parallel zu XX ' und YY', so ist
klar , dass die Längen dieser Geraden die Lage des Punktes Mm dem
Winkel XOY unzweideutig bestimmen .

Man nennt diese Geraden MP und MQ die Coordinaten des
Punktes Tf ; die eine derselben MQ — OP , welche parallel zur festen
Geraden XX ' liegt , pflegt man mit x , die andere zur festen Geraden
YY ' parallele mit y zu bezeichnen und erstere die Abscisse , letz¬
tere die Ordinate des Produktes As zu nennen .

Die festen Geraden XX ', YY' heissen die Coordinaten -Axen
und zwar beziehungsweise Axe der x , oder Abscissenaxe und
Axe der «/ , oder Ordinatenaxe ; ihr Durchschnittspunkt Oder An¬
fang oder Ursprung der Coordinaten , weil von ihm aus die bei¬
den Coordinaten OP — MQ — x und OQ — MP = y gezählt werden ;
der Winkel XOY , welchen die beiden Axen bilden , der Coordina -
tenwinkel , der Inbegriff beider Axen ein Coordinatensystem .
Dasselbe heisst ein rechtwinkliges , wenn der Coordinatenwinkel
ein rechter ist , in jedem anderen Falle ein schiefwinkliges .

Die Lage des Punktes M in der Ebene würde jedoch durch die
numerischen Werthe seiner Coordinaten MP und MQ allein nicht
vollständig bestimmt sein , da denselben offenbar noch drei andere
Punkte Tf' , Tf " , M "’ entsprechen , welche mit jenem in gleichen Ab¬
ständen .von den Axen liegen . Um diese vier Punkte von einander zu
unterscheiden , genügt es , die Coordinaten derselben mit Vorzeichen
zu versehen . Man pflegt die Abscissen , welche vom Ursprünge aus
nach rechts in der Richtung OX gezählt werden , als positiv , jene
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nach links in der Richtung OX ' als negativ zu betrachten ; die
Oi'dinaten werden von 0 nach aufwärts in der Richtung OY positiv ,
jene nach abwärts in der Richtung OY ' negativ genommen .

Jede der beiden Coordinatenaxen wird durch den Ursprung 0 in
zwei Theile , Halbaxen , getheilt , von welchen die eine der Kürze
wegen die positive , die andere die negative Halbaxe genannt
werden mag . Unter dem Coordinatenwinkel verstehen wir immer jenen
der vier Axenwinkel , welchen die beiden positiven Halbaxen ein-
schliessen ; er ist immer < 180° .

Bezeichnen wir also mit m, n die numerischen Werthe der Coor -
dinaten MP und MQ , so erhalten wir für die vier Punkte M , M\ M",
M "‘ folgendes Schema :

die Lage eines Punktes in der Ebene vollkommen und unzweideutig
bestimmt ist , wenn wir unter a und b die mit den gehörigen Vorzeichen
versehenen Werthe der Coordinaten verstehen . Die Gleichungen (1)
werden aus diesem Grunde die Gleichungen des Punktes genannt .

Als besondere Fälle der Gl. (1) sind folgende zu bemerken :
1) x = « , y = 0 ; diese Gleichungen gehören zu einem in der

Abscissenaxe liegenden Punkte .
2) x = 0 , y — b, welche einen in der Ordinatenaxe liegenden

Punkt bestimmen ; endlich sind
3) x = 0 , y — 0 die Gleichungen des Ursprunges selbst .

15G. Die im vorigen Paragraphe entwickelte Methode zur Bestim¬
mung der Lage eines Punktes in der Ebene , mittelst zweier zu zwei
festen sich schneidenden Axen paralleler Coordinaten (daher dieses
System auch Parallel - Co ordinatensystem genannt wird ) , ist
aber offenbar nicht das einzige Mittel zu diesem Zwecke und es liessen
sich deren leicht mehrere ausdenken , unter welchen jedoch nur noch
das sogenannte Polarcoordinaten -System von besonderer Wich¬
tigkeit und häufigem Gebrauche ist . „Wir denken uns wieder in der
Ebene eine feste Gerade XX ' (Fig . 4) als Axe , die Polaraxe , und
in derselben einen festen Punkt 0 , als Ursprung , hier der. Pol ge¬
nannt , und von demselben eine Gerade OM zu einem beliebigen Punkte
M in der Ebene gezogen . Die Lage desselben ist offenbar bestimmt ,
wenn die Länge der Geraden OM und die Neigung derselben ge -

x = m
y——n

woraus man erkennt , dass durch die zwei Gleichungen :
x = a , y = b (1)
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gen die eine Halbaxe , z. B. OX , also der Winkel MOX gegeben sind .
Die Gerade OM wird der Radiusvektor des Punktes M genannt ;
der Winkel MOX möge Polarwinkel heissen ; ersteren werden wir
gewöhnlich mit r , letzteren mit 9 bezeichnen . Dieser Winkel wird ,
wenn nicht ausdrücklich anderes bemerkt wird , stets von der rechten
Halbaxe OX aus von 0 bis 360° herum und zwar — wenn wir uns im
Punkte 0 auf der Ebene stehend denken — von rechts nach links
gezählt werden , wobei r im Allgemeinen immer positiv bleibt .

157. Fällt , wie in Fig . 4, die Polaraxe mit der Abscissenaxe , der
Pol mit dem Ursprünge des Parallelcoordinaterisystems zusammen , so
stehen die Parallelcoordinaten x , y eines Punktes M mit den Polar -
coordinaten in sehr einfachen Beziehungen . Aus dem Dreiecke OMP
folgt nämlich , wenn der Coordinatenwinkel XOY — cp gesetzt wird :

Ist das Parallel - Coordinatensystem ein rechtwinkliges , so ist
cp= 90° , somit :

Man überzeugt sich leicht , dass diese Formeln allgemein gelten ,
in welchem der Axenwinkel der Punkt M auch liegen mag .

158. Sehr häufig tritt das Bedürfniss ein , von einem Coordinaten -
systeme , dessen man sich bei einer Aufgabe bedient hat , auf ein neues
überzugehen , in Bezug auf welches die Gleichungen eine einfachere ,
oder wenigstens dem Zwecke der Untersuchung sich besser anschmie¬
gende Form erhalten . Diese Aufgabe führt den Namen : Transfor¬
mation der Coordinaten , und kommt offenbar darauf hinaus ,
die Coordinaten eines Punktes , welche sich auf das ur¬
sprüngliche Coordinatensystem beziehen , auszudrücken
durch die auf das neue System sich beziehenden Coor¬
dinaten dieses Punktes , unter der Voraussetzung , dass

TRANSFORMATION DER COORDINATEN .
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die Lage des neuen Axensystems gegen das ursprüng¬
liche gegeben ist .

Der einfachste Fall ist jener , wenn bloss der Ursprung
geändert wird , die Richtung der Axen aber unverändert
bleibt .

Seien OX , 0 Y (Fig . 5) die ursprünglichen Axen , und M ein Punkt ,
dessen Coordinaten in Bezug auf dieselben OP = x , MP — y sein
mögen . Sei ferner 0 ' der Ursprung des neuen Systems , dessen Axen
O'X 'i O' Y’ den ursprünglichen parallel sein sollen ; bezeichnen wir mit
a , b die Coordinaten des neuen Ursprunges 0 ' bezogen auf das alte
System , mit x ' , y die neuen Coordinaten des Punktes M , so ist , wie
man sieht OP = 05 + BP = OB + 0 '+ , MP = PP ’ + MP ' =
= ÖB + MP r, somit :

x = a + x , y = b + y . (1)

151). Von einem schiefwinkligen Co ordinatensy s teme
zu einem anderen schiefwinkligen , ohne Aenderung
des Ursprunges überzugehen .

Seien (Fig . 6) der alte Coordinatenwinkel XOY = qp, der neue
X ’OY 1— cp', ferner 0, 9' die Winkel , welche der Radiusvektor OM = r
des Punktes M mit den Axen OX und OX ' bildet , so haben wir, wenn
mit x , y die alten , mit x , y die neuen Coordinaten des Punktes M
bezeichnet werden , nach Gl. (1) , §. 157 :

r sin (cp— 9) r sin 9 . .
x — - + — , y — —- , (m)

sin (f 1 sin cp
r sin (w — 9') , r sin 9' , .

x — - + - 7 y = —- r - (»)
sm cp sin cp

Sind nun « , n die Winkel , welche die neue Abscissen - und Or-
dinatenaxe mit der alten Abscissenaxe einschliessen , so wird :

cp — a — « , 9' = 9 — a , somit cp’ — 9' — d — 9 ,
wodurch die Gl. (n) übergehen in :

, r sin («' — 9) , r sin (9 — a)
X sin («' — «) ’ ^ sin (a — a ) ’

aus welchen durch Entwickelung des Zählers :

x sin (« ' — u) — r sin a cos 9 — r cos a sin 9 ,
y sin (a — a) = — r sin « cos 9 + r cos a sin 9

folgt . Werden diese Gleichungen , die erste mit cos a , die zweite mit
cos d multiplicirt und addirt , so erhält man nach Unterdrückung des
gemeinschaftlichen Faktors sin («' — d) :

r cos 9 = x cos a + y cos
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Addirt man aber dieselben Gleichungen , nachdem die erste mit
sin « , die zweite mit sin d multiplicirt worden ist , so folgt :

r sin 6 = x sin « + y sin d ■
Durch Substitution dieser Werthe von r sin 0 und r cos 0 in die

Gleichungen (m.) erhält man endlich :

_ x sin (<p— a) + y sin (qp— «') )
X - 7 . I

sin cp \ ^
x sin a y sin d l

welche die gesuchten Transformationsformeln sind .
Sollte auch noch der Ursprung geändert und in einen Punkt ver¬

legt werden , dessen Coordinaten in Bezug auf das ursprüngliche Sy¬
stem a , b sind , so erhält man mit Rücksicht auf (1) :

Erfordert übrigens eine Aufgabe sowohl die Veränderung des
Ursprunges als der Richtung der Axen , so ist es gewöhnlich vortheil -
haft , diese beiden Transformationen eine nach der anderen auszufüh¬
ren . Die Formeln (2) und (3) sind allgemein gültig , welche auch die
Richtung der neuen Axen sein mag , wenn nur für a und d immer die
Winkel genommen werden , welche die neuen positiven Halbaxen der
x ' und y' mit der ursprünglichen positiven Halbaxe der x bilden ,
in der Richtung von OX gegen OY von 0 bis 360° gezählt .

160. In den bei weiten meisten Fällen kommen rechtwinklige
Coordinatensysteme in Anwendung , da sich für solche die Ausdrücke
in der Regel am einfachsten gestalten . Betrachten wir daher noch
folgende spezielle Fälle .

I . Von einem rechtwinkligen zu einem schiefwink¬
ligen Coordinatensysteme überzugehen .

Die hiezu dienenden Formeln ergeben sich aus den allgemeinen
Transformationsformeln (3), indem man <p= 90° setzt ; man erhält also :

II . Von einem schiefwinkligen zu einem rechtwinkli¬
gen Coordinatensysteme überzugehen .

Man setze in (3) «'= 90°+ « , somit qp— — {90 — (qp— «){,
so folgt :

y =
Sill cp

x = a x cos ci y cos d , 1
y = b x sin a y sin a . )f (4)
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III . Von einem rechtwinkligen Coordinatensysteme
auf ein anderes gleichfalls rechtwinkliges überzu¬
gehen .

Zu diesem Behufe haben wir in (3) <p = 90° und w — u -+■90
zu setzen , und erhalten :

x = a x ' cos u — y sin a ,
y = b x sin a + y cos a -

ENTFERNUNG ZWEIER GEGEBENER PUNKTE .

1(11. Es seien (Fig . 7) M , M' zwei Punkte , deren rechtwinklige
Coordinaten x , yU. x , y gegeben sind ; man soll einen Ausdruck für
die Entfernung D'— MM ’ dieser Punkte in Funktion ihrer Coordinaten
aufstellen . Ziehen wir die Ordinaten MP — y , MP = y und durch
einen der beiden Punkte , etwa As, die MR parallel zur a:-Axe , so folgt
aus dem rechtwinkligen Dreiecke MM 'R : MM ' 2 = MR 2 -j- M 'R 2;
es ist aber M R — x — x , M' R — y' — y , somit :

D = j/ (x — x)2 -f - (y — y)2. (1)
Das doppelte Zeichen erklärt sich dadurch , dass die Entfernung

D entweder von M gegen M' oder umgekehrt gezählt werden kann .
Im Allgemeinen werden Distanzen immer positiv genommen .

Auf demselben Wege würde sich der Ausdruck von D für ein
schiefwinkliges Coordinatensystem ergeben . Man findet ohne Schwie¬
rigkeit :

D = + ]/ (x — x )'2 + (y —y)'2+ 2 (x — x) {y —y) cos <p . (2)
Betrachten wir noch das Dreieck , welches die beiden Punkte

i¥ , M ' mit dem Ursprünge bilden . Sind r , r die Radienvektoren der
Punkte M , M ' und « , a deren Neigungswinkel gegen die ar - Axe
so ist :

x y x y
cos u — — , sin « = : — ; cos a — —7- , sin d = — .r r r r

Ist nun 8 der Winkel MOM ', welchen beide Radienvektoren ein-
schliessen , so hat man + 8 — a — a , somit :

+ sin 8 — sin a cos « — cos a sin « ,
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oder nach Substitution obiger Werthe :

+ rr sin 8 = xy — yx :
bezeichnet man aber mit f den Flächeninlialt des Dreieckes OAsAT, so
ist bekanntlich 2/ = rr sin 8, folglich :

2/ = ± \xy — yx ] (3)
wo von beiden Zeichen jenes zu wählen ist , welches den Ausdruck
von / positiv macht .

Geht man von dem jetzigen Coordinatensysteme , ohne die Rich¬
tung der Axen zu ändern , auf ein neues System über , und sind —x ",— y"
die Coordinaten des neuen Ursprunges in Bezug auf die alten Axen ,
so hat man in (3) x ~ -x ", y — y" ; x — x” , y — y" statt a:, y ; x \ y'
zu setzen , wodurch man :

‘2f = y {x" — *') + y (x — x") + y" (x — *) (4)

erhält , als Ausdruck für den Flächeninhalt eines Dreieckes , welches
von den drei Punkten x , y ; x ' , y und x ", y" gebildet wird .

ZWEITES KAPITEL .

VON DER GERADEN LINIE .

162. Es sei HL (Fig . 8) eine gerade Linie , in der Ebene der
rechtwinkligen Coordinatenaxen OX , OY auf beliebige Weise gezo¬
gen ; ziehen wir durch den Punkt A, in welchem diese Gerade die
Ordinatenaxe schneidet , die AK parallel zu OX und zu beliebigen Punk¬
ten : As, As , As", ... der Geraden IIL , die Ordinaten MP , M'P ',M"P "y..
so folgt aus den ähnlichen Dreiecken AMQ , AM ' Q', AM" Q! 'f ... welche
offenbar nur dann entstehen , wenn As, As', As",... Punkte einer Gera¬
den sind , sofort :

AsQ As' Q' As" Q"
TQs ~ ~ AQ " ~ U’ S' W'

oder :
MP —AO M 'P ’— AO M”P "— AO

OP ~~ OP ' ~ OP ' — u- s- w->

woraus folgt , dass die um das Stück AO verminderte Ordi¬
nate eines beliebigen Punktes der Geraden zur Abscise
desselben in einem constanten Verhältnisse steht .
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Bezeichnen wir daher dieses constante Verhältnis » mit a , die
Entfernung AU des Durchschnittspunktes der Geraden mit der y -Axe
vom Ursprünge mit b , endlicli mit x , y die Coordinaten eines beliebi¬
gen Punktes der Geraden , so besteht für jeden Punkt der Geraden
die Gleichung :

y — b-- = « woraus :x
y = ax + b (1)

folgt . Aus der Ableitung dieser Gleichung erhellt , dass derselben
durch die Coordinaten eines jeden Punktes der Geraden HL Genüge
geleistet wird ; umgekehrt geht aus der Construktion dieser Gleichung
die Gerade HL hervor . Man nennt aus diesem Grunde die Gleichung
(1) die Gleichung der Geraden .

In derselben bedeuten x , y die Coordinaten irgend eines Punktes
der Geraden , sind also als veränderliche Grössen zu betrachten
und werden gewöhnlich die kaufenden Coordinaten der Geraden
genannt . « , b sind hingegen constante Grössen , durch welche die
Lage der Geraden gegen das Axensystem bestimmt wird . Wegen der
nothwendigen Homogeneität der Gl. (1) muss b eine Linie , a hinge¬
gen eine absolute Zahl sein . In der That ist , wie schon oben bemerkt ,
b die Ordinate der Geraden im Ursprünge ; ferner folgt aus dem
A AMQ \

MQ , , . Ar.
a = AQ = g = « i ’

wenn « der Neigungswinkel der Geraden HL gegen die positive Halb -
axe der x ist ; der Coefflcient von x in der nach y aufgelösten Glei¬
chung der Geraden ist folglich die trigonometrische Tangente des
'Winkels , welchen die Gerade mit der Abscissenaxe einschliesst .

Die Gl. (1) besteht , da die Ableitung offenbar ganz dieselbe bleibt ,
unverändert auch für schiefwinklige Coordinaten ; nur ist dann (Fig .9) :

MQ, sin MAQ sin «
a AQ sin AMQ sin (qp—«) ’

wo qp der Coordinatenwinkel ; für den Winkel « , welchen die Gerade
mit der Abscissenaxe einschliesst , findet man hieraus :

a sin <r
tg « — TJ - — •1 -f- a cos cp

In der Folge werden wir jedoch immer rechtwinklige Coordinaten
voraussetzen , wenn nicht ausdrücklich das Gegentheil bemerkt ist .

163. Da die Constanten a , b in Gl. (1) jeden möglichen positiven
oder negativen Werth haben können , so wird die Gl. (1) dadurch
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fähig , eine Gerade in jeder beliebigen Lage gegen das Axensystem
darzustellen . Ist b negativ , so schneidet die Gerade die y - Axe
unterhalb des Ursprunges ; sie geht durch den Ursprung , wenn
b = 0 , also die Gleichung von der Form : y — ax ist , d. h. eines con-
stanten Gliedes ermangelt ; ist a negativ , so macht der oberhalb der
x - Axe liegende Theil derselben mit der Richtung der positiven
Halbaxe der x einen stumpfen Winkel .

Für a = tg « = 0 , wird auch « = 0 und die Gerade zur Abscis -
senaxe parallel ; die Gl. (1) geht über in y — b, welche demnach die
Gl. einer im Abstande = b zur x - Axe parallelen Geraden ist . Wird
b — 0 , so fällt die Gerade mit dieser Axe zusammen ; es ist daher
y = 0 die Gl. der Abscissenaxe selbst .

Aus dem JAOB (Fig . 8) folgt AU — BO . tg « , d. h. wenn
BO = — c gesetzt wird , b = — ac ; führt man diesen Werth in die
Gl. (1) ein , so nimmt dieselbe die Form an :

V
y — ax — ac , oder x — —— |- c ;

für « = 90° , wird tg a = x und die Gerade senkrecht auf die Ab¬
scissenaxe ; die letzte Gleichung geht über in x — c , welches somit
die Gleichung einer zur Ordinatenaxe im Abstande = c parallelen Ge¬
raden ist . Für c = 0 fällt diese mit der genannten Axe zusammen ;
es ist daher x = 0 die Gl. der y - Axe .

164. Wählt man statt a und b andere Constanten zur Bestimmung
der Lage der Geraden , so nimmt auch die Gleichung derselben andere
Formen an .

So ist die Lage einer Geraden offenbar durch ihre Durchschnitts¬
punkte A , B , (Fig . 8) mit den beiden Axen bestimmt ; bezeichnet man
daher mit b und c die Entfernungen dieser Punkte vom Ursprünge ,
positiv , wenn dieselben auf den positiven Halbaxen der y und x liegen ,
so besteht für jeden Punkt der Geraden die Proportion :

AO : BO — MP : BP , d. i. b : — c — y : x — c,
woraus als Gleichung der Geraden :

T + T - 1 «b c

folgt . Man sieht leicht ein , dass diese Form der Gl. der Geraden für
recht - und schiefwinklige Coordinaten gilt und in beiden Fällen die
Bedeutung der Constanten b , c, dieselbe bleibt .

Fällt man aus dem Ursprünge ö , (Fig . 10) das Perpendikel OD
auf die Gerade HL , so ist die Lage dieser Geraden durch die Länge
des Perpendikels OD = p und den Winkel DOX — ß bestimmt , wel-
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chen dasselbe mit der positiven Richtung der x - Axe einschliesst . Ist
nun M ein beliebiger Punkt der Geraden HL , sind x , y seine Coordi -
naten , zieht man ferner MO = r und setzt / _ MOX = 0, so hat man :
MP = y — r sin 9 , OP — x = r cos 0 ; ist aber die Linie ADL
eine Gerade , so ist für jeden Punkt M derselben das A ODM bei D
rechtwinklig , somit OD — OM cos DOM , d. i. :

p == r cos (ß — 6) = r cos ß cos 6 -f- r sin ß sin 9 ;
hieraus folgt , wenn statt r cos 9, r sin 9 obige Werthe substituirt
werden :

x cos ß -)- y sin ß = p (2)
als Gleichung der Geraden HL , welche auch die Form :

x cos X + y cos fi = p (3)
annimmt , wenn X und /< die Winkel sind , welche p mit der x - und
y - Axe bildet . Es bedarf kaum der Erinnerung , dass die Formen (2)
und (3) der Gl. einer Geraden nur für rechtwinklige Coordinaten gelten .

Wie man aber auch die Gleichung der Geraden umgestalten mag ,
ihr wesentlicher Charakter bleibt immer der , dass sie in Bezug
auf die veränderlichen Coordinaten * und y vom ersten Grade ist .
Wir Schliessen hieraus , dass jede Gleichung des ersten Grades
zwischen zwei Veränderlichen , ihrer geometrischen Be¬
deutung nach , einer geraden Linie angehöre .

In der That ist die allgemeine Form einer solchen Gleichung :
Ay + Bx + C — 0 , (4)

welche nach y aufgelöst , die Form :
B C

B C
d. li. die Form y — ax -\- b annimmt , wenn man — a , — — = SA A
setzt , was immer möglich ist , weil die Constanten a , b in Gl. (1) jedes
Werthes fähig sind .

Enthält die Gl. bloss eine Veränderliche , ist also von der Form
f (x) = 0 oder f (y) — 0 , so ist ihr geometrischer Ort (vorausgesetzt ,
dass ihr durch reelle Werthe von x oder y genügt werden kann , widri¬
genfalls ihr gar keine geometrische Bedeutung zukäme ) eine Gerade ,
oderein System mehrerer , beziehungsweise zur Ordinaten - oder
Abscissenaxe paralleler Geraden , je nachdem sie in Bezug ans die in
ihr enthaltene Veränderliche vom l sten oder höherem Grade ist .

Ist die Gleichung einer Geraden gegeben , so lässt sich dieselbe
auf verschiedene Weise construiren , am einfachsten indem man ihre
Durchschnittspunkte mit den beiden Coordinatenaxen bestimmt , welche
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sich offenbar ergeben , wenn man in der vorgelegten Gleichung der
Reihe nach x und y gleich Null setzt .

Isiä. Aus der Anwesenheit zweier Constanten in der Gleichung
der Geraden erkennt man , dass zur Bestimmung der Lage derselben
zwei Bedingungen erfordert werden . Sind die Constanten gegeben ,
so ist dadurch auch die Lage der Linie bestimmt ; sind umgekehrt zwei
von einander unabhängige Bedingungen gegeben , welchen die Gerade
genügen soll , so lassen sich die Werthe der Constanten diesen gemäss
bestimmen .

Aufgabe . Man suche die Gleichung einer Geraden ,
welche durch einen gegebenen Punkt x' , y geht .

Die gesuchte Gleichung kann von der .Form y. — ax + b ... («)
vorausgesetzt werden , in welcher a und b noch unbestimmte Grössen
sind . Da die Gerade durch den Punkt x ', y gehen soll , so müssen
die Coordinaten dieses Punktes der G1. («) Genüge leisten , wodurch
sich die Bedingungsgleichung : y = ax + b ergibt , mittelst welcher
sich eine der beiden Unbekannten z. B. b bestimmen und aus (a) elimi-
niren lässt , am einfachsten , indem man die letzte Gleichung von («)
abzieht ; man erhält dadurch :

y — y = a (x — x ) (l )
für die gesuchte Gleichung . Setzt man in derselben x = x so folgt
y = y i zum Beweise , dass die durch dieselbe dargestellte Gerade
durch den Punkt x , y geht . Sie enthält noch eine willkührliche Con-
stante a = tg a ; der Winkel a , welchen sie mit der x - Axe ein-
schliesst , bleibt also unbestimmt , wie es sein muss , weil durch einen
Punkt unendlich viele Linien gezogen werden können .

166. Ausg . Die Gleichung einer Geraden zu finden ,
welche durch zwei gegebene Punkte x' , y und x", y" geht .

Sei wieder y = ax + b ... («) die Gleichung der Geraden , so
bestehen den gegebenen Bedingungen gemäss die Gleichungen :

y — ax + b .... (ß) y" = ax " + b ... (y) ,
aus welchen sich die zwei Unbekannten a und b bestimmen lassen .

Zieht man (ß) von («) und (y) von (ß ) ab , so folgt :
y — y = a (x — x ) , y — y" = ä (x — x") ,

und wenn der aus der zweiten dieser Gleichungen gezogene Werth von
a in die erste substituirt wird :

“0 ? 0 )

welche die verlangte Gleichung ist .
Herr , Höh . Mathematik , I . 18
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Ist einer der zwei Punkte , z. B. x" , y" der Ursprung , so folgt
aus (1) wegen x" — y" = 0 :

y = J x (2)
als Gleicliung einer durch den Ursprung und den Punkt x ' , y gehen¬
den Geraden .

Soll der Punkt x '", y " in der Geraden (1) liegen , so müssen diese
Coordinaten der Gl. (1) Genüge leisten , d. h. es muss die Gleichung :

y'— y" , •"
y - x )

oder :
y '— y" _ y' - y "....... (3)
X X X X

erfüllt sein . Diese Gleichung drückt daher die Bedingung aus , dass
die drei Punkte x , y \ x", y" \ x " , y " in einer Geraden liegen .

Wie leicht einzusehen , sind die Formeln dieses und des vorher¬
gehenden Paragraphen vom Coordinatenwinkel unabhängig und gel¬
ten für recht - und schiefwinklige Coordinaten .

167. Ausg . Es sind die Gleichungen zweier Geraden
gegeben ; man b e s tim me den Winkel , unter welchem sich
dieselben schneiden .

Es seien :
1) .... y = ax -f- b , 2) .... y = a'x -J- b'

die Gleichungen der gegebenen Geraden , bezogen auf rechtwinklige
Axen ; den gesuchten Neigungswinkel derselben wollen wir mit (1. 2)
bezeichnen , so wie die Winkel , welche dieselben mit der Axe der x
machen , beziehungsweise mit (1. x) , (2. x ).

Wie aus Fig . 11 erhellt , ist (1. 2) — (2. x) — (1. x) oder auch
(1. 2) = 180 — j(2. x) — (1. x)J , je nachdem (1. 2) den spitzen oder
stumpfen Winkel bedeutet , somit :

t „. q 2) -- b t”- f(-> x) _ - fl x ) l -- b tg (2. x ) tg (1. x ) _
te ü . / — s — ± j + tg (1_x) tg (2>x ) ,

es ist aber tg (1. x ) — a , tg (2. x ) = a' , folglich :

tg (l . 2) = ± ^ - ^ . (1)1-\- aa
Gewöhnlich behält man nur das obere Zeichen bei , wo dann der

Ausdruck den spitzen Winkel giebt , wenn man a den grösseren der
zwei Coefficienten a , a sein lässt .

Die Ergebnisse dieser Aufgabe führen zu wichtigen Folgerungen :
a ) Sind die Geraden 1) und 2) parallel , so ist der (1. 2) = 0,
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folglich auch tg (1. 2) = 0 , womit aus (1) a — a — 0 , d. h. a = a
folgt . Die Gleichung a — a drückt somit die Bedingung
des Parallelismus der Geraden 1) und 2) aus .

b) Stehen die Geraden 1) und 2) auf einander senkrecht , so ist

Z_ (1.2) = 90° , somit cotg (1. 2) = * = 0 , woraus 1 + aa ' = 0

folgt . Durch die Gleichung 1 + aa = 0 oder a = — —a
wird daher die Bedingung der Perpendikularität der
Geraden 1) und 2) ausgedrückt .

Beziehen sich die Gleichungen der Geraden 1) und 2) auf ein
schiefwinkliges Coordinatensystem , dessen Coordinatenwinkel = cp,
so erhält man mit Hülfe der Gl. (3) , §. 162 :

tg (1. 2) = _ {a' — a) 8in (f -
1 -f- au —p (a -|- st') cos cp7

Die Bedingung des Parallelismus der beiden Geraden bleibt somit
a — st' , die Bedingung des Senkrechtstehens wird aber :

1 + aa + (st + ct') cos cp= 0.

168. Ausg . Man suche die Gleichung einer Geraden ,
welche durch den Punkt y geht und zur Geraden

y — ax + b
parallel ist .

Es sei y = Ax B die Gleichung der gesuchten Geraden , so
bestehen die beiden Bedingungsgleichungen : y — Ax + B , undA = a ,
es ist somit B — y — ax ', und die gesuchte Gleichung wird :

y — y = ct {x — x ).

169. Ausg . Die Gleichung einer Geraden zu suchen ,
welche durch den Punkt a/ , y geht und auf der Geraden
y = ax + b senkrecht steht .

Da die Gerade durch den Punkt a/ , y gehen soll , so hat ihre
Gleichung die Form : y — y — A (x —• x ) , und damit sie auf der
Geraden y = ax + b senkrecht stehe , muss aA = — 1 sein ; es
ist somit :

y — y' = _ i [x — x')

die verlangte Gleichung .

170. Ausg . Es sind die Gleichungen zweier Geraden :
1) .. y = ax -)- b , 2) ... y = ax -(- b'

gegeben ; man suche die Coordinaten ihres Durchschnitts¬
punkte s.

18*
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Die Coordinaten des Durchschnittspunktes sind offenbar jene
Werthe von x und y , welche beiden Gleichungen 1) und 2) gleichzei¬
tig Genüge leisten , welche somit erhalten werden , wenn man diese
Gleichungen als zusammengehörig oder coexistirend betrachtet und
daraus x und y bestimmt . Auf diese Weise erhält man für die gesuch¬
ten Grössen :

V — b ab' — ab
X a — a ’ y a — a

Ist a — a\ so werden diese Werthe unendlich , was damit über¬
einstimmt , dass bei dieser Voraussetzung die Geraden parallel sind .

Ist aber a = d und b — b\ so wird x = y = d. i. unbestimmt ;

in der That fallen dann beide Gerade in eine einzige zusammen und
haben daher alle Punkte gemeinschaftlich .

171. Ausg . Es ist eine gerade Linie und ein Punkt M
ausserhalb derselben gegeben ; man sucht die Entfernung
P des Punktes von der Geraden , d. i. die Länge des von
dem Punkte M auf die Gerade gefällten Perpendikels .

Es seien :
1) .... y = ax b

die Gleichung der gegebenen Geraden und x ', y die Coordinaten des
gegebenen Punktes As, so ist :

2) - y — / = — — (x — x )

die Gleichung der durch den Punkt x ' , y senkrecht auf 1) gezogenen
Geraden . Sind x ", y" die Coordinaten des Durchschnittspunktes der
Geraden .1) und 2) , so ist [§. 161 ]:

P == ± |/ (x" — x')2 + (y” — y'y .
Da ferner die Coordinaten x” , y” den Gleichungen 1) und 2) Ge¬

nüge leisten müssen , so hat man :

y" = ax " + b, y" — y — — (x" — x ) ,

woraus man ohne Schwierigkeit :
„ , a {y — ax — b) „ , y — ax — b

* - * = — r + ^ — ’ y - y = -- 1 + a 2
findet . Mit diesen Werthen wird endlich :

_ , y — ax — b
P = + = — ,

/ 1 + a -

wo von beiden Zeichen jenes zu nehmen ist , welches P positiv macht ,
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da es sich bei Entfernungen in der Kegel nur um ihren absoluten Werth
handelt . Der Zähler y —• (ax + b) ist übrigens positiv oder negativ ,
je nachdem y , d. i. die Ordinate des gegebenen Punktes grösser oder
kleiner ist als ax -j- b, d. i. die zur Abscisse x des gegebenen Punk¬
tes gehörige Ordinate der gegebenen Geraden , d. i. je nachdem der
Punkt M ober oder unter der Geraden liegt . Beachtet man , dass

—- *—- der Cosinus des Neigungswinkels der gegebenen Geradeny1+ «2
gegen die x - Axe ist , so zieht man leicht aus obigem Ausdrucke von
P folgende Regel :

Man findet die Entfernung eines gegebenen Punktes
x ', y von einer gegebenen Geraden , wenn man die Gleichung
der letzteren auf die Form y — ax — b — 0 bringt , und den
Werth , welchen die linke Seite dieser Gleichung für x — x
und y — y annimmt , mit dem Cosinus des Neigungswinkels
der Geraden gegen die Abscissenaxe multiplicirt .

172. Ausg . Man sucht die Gleichung einer Geraden ,
welche durch den Durchschnittspunkt zweier gegebenen
Geraden geht .

Seien :
(1) . . . y — ax + b, (2) . . . y = ax + b'

die Gleichungen der gegebenen Geraden . Statt [nach § . 170] die Coor -
dinaten des Durchschnittspunktes zu suchen und hierauf [nach § . 165 ]
durch diesen Punkt eine Gerade zu legen , kann mau kürzer auf fol¬
gende Weise verfahren .

Schreibt man obige Gleichungen in der Form :

y — ax — b = 0 , y — ax — b' — 0 ,

multiplicirt eine derselben , etwa die erste mit einer willkürlichen
Constante m, und addirt sie sodann , so erhält man :

{y — ax — b) m -\- y — ax — b' = 0 , (3)

und dicss ist die gesuchte Gleichung , da sie — weil nach x und y vom
ersten Grade — einer Geraden angehört , und offenbar für dieselben
Werthe von x und y identisch wird , welche den Gleichungen der beiden
gegebenen Geraden (1) und (2) gleichzeitig Genüge leisten .*) Durch
Auflösung nach y erhält sie die Form :

*) Man sieht leicht , dass dieses Verfahren auch eine allgemeinere Anwendung
zulässt . Sind / fr , f/) = 0 ... (a ) und F (x , y) = 0 .... (/?) die Gleichungen zweier Curven ,
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am + a bm + *'
y = ^ + T * + ^r+ T - w

Sie enthält noch eine unbestimmte Constante m, weil in der That un¬
endlich viele Gerade der Bedingung der Aufgabe Genüge leisten ; wir
wollen daher noch die Bedingung hinzufügen , dass die Gerade (3)
den von den gegebenen Geraden (l ) und (2) eingeschlossenen
Winkel halbire .

Bezeichnen wir mit a , u und u die Neigungswinkel der Geraden
(1), (2) und (3) gegen die x - Axe , mit v den Winkel , welchen die Ge¬
raden (1) und (2) einschliessen ; aus (4) folgt zunächst :

am + a .
' S“ = ^ TT > ft)

woraus m gefunden wird, sobald u bekannt ist . Damit nun die (3) den
1)

Winkel v halbire , muss u = — + a , somit tg 2u — tg (v + 2a) sein ,

woraus nach bekannten goniometrischen Formeln :
2 tg u tg v + tg 2a a + a

1 -— tg n2 1— tgv . tg2a 1 — aa'
folgt , wenn man für tg v und tg 2a ihre Werthe :

a — a 2 tg a 2a
tg *>= T-T—^7 ) 2“ = “1 + aa ’ ° 1 — tg a2 1 — a2 ’

einsetzt . Obige Gleichung , gehörig geordnet , giebt nun:

tg “ 2 — ' tg M— 1 = 0 . (ft)

Da hieraus für tg u, somit mittelst (l ) auch für m zwei Werthe
erhalten werden , so giebt es zwei Gerade , welche durch den Durch¬
schnittspunkt der (1) und (2) gehen und den von ihnen gebildeten
Winkel halbiren, wie es auch sein muss, da solcher Winkel zwei, näm¬
lich v und 180 — v existiren . Sind tg ux und tg u2 die Wurzeln der
Gl. (jt) , so ist nach einem bekannten Satze aus der Theorie der Glei¬
chungen tgwj tg «2= — 1 , oder 1 + tgM! tg «<2= 0 , woraus folgt , dass
diese zwei Geraden aufeinander senkrecht stehen . Aus (ft) findet man:

aa — 1 + j/ (l -f - a 2) (1 -f- a 2)tg u = = — ■ , — 1 - >a -j- a

und man bildet eine neue Gleichung , qi (x , y) = 0 . .. (y) , die für dieselben Werthe
von x und y identisch wird , welche den Gleichungen (a ) und (ß) genügen , so schnei¬
den sich die drei Curven (« ) , (/?) und (y) in einem oder mehreren gemeinschaftlichen
Punkten . Eine solche Gleichung wäre z . B . <f (x , y) = / (x , y) + F (x , y ) — 0 oder
allgemeiner 9t>(x , y) = m F (x , y) + nf (x , y) = 0 , wo m und n zwei willkührliche
Constanten bedeuten .
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welcher Werth in (1) substituirt :

1 + a ' - + 1/ (1 + ft2) (1 + « 2) H .
1 + a - + / (T + « 2) (1 + a ' 2) ’

±V\ - f- a ' 2 COS «
-j - a 2 cos a

liefert . Führt man endlich diesen Werth in (3) ein , so erhält man :
y — ax — b y — ax — b'

y'l + a2 = — fl + st'2
als Gleichung derjenigen Geraden , welche durch den Durchschnitts¬
punkt der Geraden (1) und (2) geht und den von ihnen gebildeten
Winkel halbirt . Mit Hülfe der am Schlüsse des vorigen §. gegebenen
Regel hätte sich übrigens diese Gleichung unmittelbar hinschreiben
lassen , wenn man die Bemerkung macht , dass jeder Punkt dieser Ge¬
raden von den gegebenen Geraden (1) und (2) gleich weit entfernt ist .

173. Ausg . Es ist ein Winkel XOL = a gegeben (Fig . 12.) ;
man suche einen Punkt M, dessen senkrechte Entfernungen
von den Schenkeln des Winkels sich wie m zu n verhalten .

Nimmt man den einen Schenkel OX als Abscissenaxe , den Schei¬
tel 0 als Ursprung , so wird die Gleichung des zweiten Schenkels
OL : y — x tg a — ax . Bezeichnen wir nun mit £, y die Coordinaten

des Punktes M , so ist MP — rj, MQ = + [§.171], und man
Y1 + a 2

hat der Bedingung der Aufgabe gemäss : MP : MQ — m : d. i. :

. i V —7i. -f- . . r = m : n ,
~ / l + a2

woraus :

^ m ny11 + a2

folgt . Da wir zur Bestimmung der Coordinaten | , y des Punktes M
nur diese eine Gleichung erhalten , deren geometrischer Ort (des dop¬
pelten Zeichens im Nenner wegen ) zwei im Ursprünge sich schneidende
Gerade sind , so folgt , dass sämmtliche Punkte dieser zwei Geraden
der Aufgabe Genüge leisten .

174. Ausg . Es ist ein Dreieck ABC (Fig . 13.) gegeben ; eine
Gerade FTATbewege sich so , dass sie beständig der Seite BC
parallel bleibt ; verbindet man nun die Durchschnittspunkte
D , E der beweglichen Geraden mit den Seiten AB und AC
mit den Gegenwinkeln 0 und B , so schneiden sich diese
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Verbindungslinien im Punkte (? ; man sucht den geometri¬
schen Ort diese s Punktes , d. h. die Linie , in welcher sämmt¬
liche Durchschnittspunkte G liegen , während die Gerade
HK sich parallel zu BC bewegt .

Nehmen wir den Scheitel A als Ursprung , die Dreiecksseiten AB
und AC als Axen der x und y , wobei also im Allgemeinen schiefwin¬
kelige Coordinaten in Anwendung kommen ; setzen wir ferner AB = c,
AC = 6, so ist die Gleichung der BC :

ir + 7 ~ 1== a ^
Bezeichnen wir AU mit jf, so ist die Gl. der HK : y — m (x — £) ; da

aber diese Gerade zur BC parallel sein soll , so hat man m — — — ,c

und somit y — — — (x — §) als Gleichung der HK . Setzt man in
bi

dieser Gleichung x — 0 , so folgt y = -- — AE . Hiomit erhält man

Betrachtet man nun diese beiden Gleichungen als coexistirend , so
gehören sie dem Durchschnittspunkte G an , dessen Coordinaten sich
durch successive Elimination von y und x ergeben würden und zwar
ausgedrückt in Function von £, wie es sein muss , weil die Coordinaten
eines bestimmten Durchschnittspunktes von dem besonderen Werthe
von i abhängen . Eliminirt man hingegen J , d. h . diejenige Grösse ,
durch welche ein bestimmter Durchschnittspunkt individualisirt wird ,
so erhält man eine Gleichung zwischen x und y , d. h . zwischen den
Coordinaten sämmtlicher Durchschnittspunkte , welche demnach die
gesuchte Gleichung des geometrischen Ortes dieser Durchschnittspunkte
sein muss .

Durch Subtraktion der Gleichungen (q) und (r) erhält man nun :

nun als

Gleichung der CD (?)

(r)

oder :

somit nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen Faktors :
b

y = - x
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als Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes , welcher daher
eine durch den Ursprung gehende Gerade ist , welche die
Gegenseite BC halbirt . Denn aus der Verbindung der Gl. (s) mit

c b
(p ) erhält man x ~ —, y = — als Coordinaten des Durchschnitts -2 2

punktes 7, woraus BI — CI folgt .
Lässt man die bewegliche Gerade eine solche Lage einnehmen ,

dass AD — DB ist , so wird auch AE = EC und es ergibt sich sofort
aus Obigem unmittelbar der aus der Geometrie bekannte Satz : Die
drei Geraden , welche die Scheitelpunkte eines Dreieckes
mit den Halbirungspunkten der Gegenseiten verbinden ,
schneiden sich in einem Punkte .

c b
Für diesen Fall werden ferner wegen AD = — , AE = — die

Gl. der C7>: -f - + — = 1 , Gl. der BE : — + — = 1 ,bc cc

durch deren Verbindung man für die Coordinaten des Durchschnitts -

punktes C findet : x = —- c , y = -2 - b, woraus , da die Abscisse von 7,o o

= 2 - eist , AG : AI = 2 : 3 , oder AG : Gl = 2 : 1 folgt ; d. h. der2
Durchschnittspunkt der Verbindungslinien der Eckpunkte
mit den Halbirungspunkten der Gegenseiten theilt diese
Linien im Verhältnisse von 1 : 2 , wie ebenfalls aus den Ele¬
menten bekannt ist . Dieser Durchschnittspunkt ist der Schwerpunkt
des Dreieckes .

DRITTES KAPITEL .

VOM KREISE .

175. Der Kreis ist bekanntlich jene krumme Linie , deren sämmt¬
liche Punkte von einem festen Punkte (dem Mittelpunkte des Krei¬
ses) gleich weit entfernt sind .

Bezeichnen wir demnach mit ß die rechtwinkeligen Coordinaten
des Mittelpunktes , mit x , y jene eines beliebigen Punktes des Kreises ,
so wird die Entfernung dieser beiden Punkte ausgedrückt durch :

y'iy — fO2 + (* — «)2,



282

und da diese gemäss der oben erwähnten Eigenschaft eine constante
Grösse ist , so besteht , wenn wir diese constante Entfernung (den
Halbmesser des Kreises ) mit r bezeichnen , die Gleichung :

(y — ß)2 + (x — a)2 = r 2, (1)
welche somit für alle Punkte der Kreisperipherie und nur für diese
gilt , und daher die Gleichung des Kreises ist .

Die Gl. (1) ist die Gleichung des Kreises in ihrer allgemeinsten
Form ; sie wird mehr oder weniger einfach , wenn man dem Axensysteme
eine bestimmte Lage gegen den Kreis giebt .

1) Fällt der Mittelpunkt mit dem Ursprünge zusammen , so erhält
man aus (1) wegen « — ß — 0 :

y2 + x 2 = r2, (2)
die sogenannte Mittelpunktsgleichung des Kreises .

2) Fällt der Ursprung in den Endpunkt eines Durchmessers und
dieser in die positive Halbaxe der x , so ist a — r , ß = 0 , und die
Gl. des Kreises wird bei dieser Lage :

y2 -J- x - — 2 rx = 0. (3)
3) Liegt der Ursprung in der Peripherie des Kreises , so ist die

Entfernung des Mittelpunktes vom Ursprünge dem Halbmesser gleich ,
somit «2 + ß2 — r2, wodurch die Gl. (1) sich verwandelt in

y'2 -f- x 2 — 2 ßy — 2 ax = 0. (4)
Aus (1) folgt ferner durch Entwickelung der Quadrate :

y2 + x 2 — 2 ßy — 2 ax + a 2 + ß2 — r 2 = 0 , (5)
aus welcher Gleichung , als der Kreisgleichung in ihrer allgemeinsten
Form , sich die charakteristischen Eigenschaften derselben ergeben .
Sie ist nämlich eine Gleichung des zweiten Grades zwischen den
Veränderlichen x und y , in welcher die Quadrate von x und y den
Coefficienten = 1 , oder überhaupt gleiche Coefficienten haben und
das Glied mit dem Produkte xy fehlt .

Hieraus schliesst man , dass der geometrische Ort jeder Gleichung
des zweiten Grades zwischen zwei Veränderlichen von der Form :

y2 + x 2 + Dy + Ex + F = 0 (6)
ein Kreis ist . In der That werden die Gleichungen (5) und (6) iden¬
tisch , wenn man

D = — 2 ß , E = — 2 a , a 2 + ß2 — r2
setzt , woraus :

« = — -i - 7f , ß = - ~ n , r = yü 2 + E 1 — 4 F

folgt , wodurch die Lage des Mittelpunktes und der Halbmesser des
durch die Gleichung (6) repräsentirten Kreises , dieser selbst also voll¬
kommen bestimmt ist .
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Aus obigem Ausdrucke des Halbmessers erhellt übrigens , dass in
dem besonderen Falle , wenn D 2 + E 2 = 4 F’ ist , die Gleichung (6)
einen Punkt (Kreis vom Halbmesser = 0) bedeutet , dessen Coordinaten

x = — — E , y — — —D sind , ln der That bringt man in diesem
A A

Falle die Gl. (6) leicht auf die Form :

(y + { DY + (* + I E )2 = 0 ,

welche in die beiden Gleichungen : y + * D = 0 und x -j- ^~ E = 02 2
zerfällt , und somit einen Punkt zum geometrischen Orte hat , dessen
Coordinaten x = — — E , v = —— D sind .2 2

Die Gl. (6) hat endlich keine geometrische Bedeutung , wenn
D 2 -f- E 2 < [ 4 F , weil in diesem Falle der Ausdruck des Halbmessers
imaginär wird . Man findet auch leicht , dass in diesem Falle aus (6)
für jeden Werth von x ein imaginärer Werth von y folgt .

176. Aus der Mittelpunktsgleichung des Kreises :
x 2 -j- y2 = r 2,

folgt : y — + j/ r 2 — x 2 .... («) , x = + ]/ r2 — y2 ... (ß)
somit für x — 0 : y — + r und für y = 0 : x — + r , d. h. der Kreis
schneidet jede derbeiden Axen in zweiPunkten : A, B und C , D [Fig . 14],
welche zu beiden Seiten des Ursprunges in gleichen Entfernungen von
demselben liegen . Die Gl. («) zeigt , dass zu jedem Werthe von x < ^ r
zwei numerisch gleiche , dem Zeichen nach entgegengesetzte Werthe von
y gehören , woraus folgt , dass die Abscissenaxe den Kreis in zwei con-
gruente Theile theilt ; dasselbe gilt von der Ordinatenaxe , wie aus Gl.
(ß) erhellt und überhaupt von jeder durch den Mittelpunkt gehenden Ge¬
raden , da die Gl. (1) ihre Form nicht ändert , man mag was immer für
eine solche Gerade als Abscissenaxe wählen . Hieraus folgt zugleich ,
dass der Kreis eine geschlossene Curve ist , von deren Gestalt man
somit durch die Discussion ihrer Gleichung eine deutliche Vorstellung
gewinnt . Wir übergehen die Ableitung der bekannten wesentlichsten
Eigenschaften des Kreises aus der Gleichung desselben , und nur bei¬
spielsweise möge die folgende Aufgabe eine Stelle finden .

177. Ausg . Zwei Punkte A und B sind gegeben ; man
sucht einen Punkt von der Eigenschaft , dass die zwei
Geraden , welche denselben mit A und B verbinden , einen
gegebenen Winkel y einschliessen .

Legen wir (Fig . 15) die Abscissenaxe durch die gegebenen Punkte ,



284

A und B und den Ursprung - in den Halbirungspunkt 0 der AB = 2a ,
so sind , wenn wir die Coordinaten des gesuchten Punktes M mit £ , ij
bezeichnen :

* = - “1 (* - *)»y - ,7+ 1 (* + ö)
die Gleichungen der Geraden AM und BM und somit der Bedingung
der Aufgabe gemäss [§ . 167 ] :

_ i _
a — J a + |tg

a + | a — §
Da wir zur Bestimmung der beiden unbekannten Coordinaten | , nur
diese eine Gleichung erhalten , so ist die Aufgabe unbestimmt und
jeder Punkt ist eine Auflösung derselben , dessen Coordinaten obiger
Gleichung Genüge leisten . Durch Wegschaffung der Brüche erhält sie
die Form :

if + ?2 — 2a cotg y . tj — a 2 = 0 (m)
in welcher man die Gl. eines Kreises erkennt , dessen Mittelpunkts -
coordinaten :

« = 0 , ß — a cotg y , Halbmesser — a cosec y.
sind , und welcher durch die beiden Punkte A und B geht , weil aus
(?n) für rj — 0 , | = + a folgt .

Dieser Kreis lässt sich leicht construiren . Man mache /_ OAD = y
und errichte in A eine Senkrechte auf AD , welche das im Halbirungs -
punkte 0 der AB errichtete Loth OY in dem gesuchten Mittelpunkte
C schneidet , wodurch auch der Halbmesser CA = CB bekannt wird .
Denn vermöge dieser Construetion wird OC — OA cotg OCA —
a cotg y = ß, und AC — OA: sin y = a cosec y — r .

Aus dem Ausdrucke für (ß) folgt übrigens , dass der Mittelpunkt
oberhalb , unterhalb oder in die Abscissenaxe fällt , je nachdem :

y < 90°, > 90» oder = 900
ist , in welch ’ letzterem Falle AB zum Durchmesser wird . Daraus geht
weiter hervor , dass von den beiden Winkeln AMB und AM'B , welche
über der Sehne AB in beiden Kreisabschnitten construirt werden , der
eine spitz , der andere stumpf ist ; da ferner Gl. (m) sich nicht ändert ,
wenn man gleichzeitig — ?/ und 180° — y statt tj und y schreibt , so
muss /_ AMB + /_ AM 'B = 180° sein .

Alles dieses zusammengefasst , führt zu folgenden Sätzen :
1) Alle Peripheriewinkel , welche über derselben Sehne

in dem s elb en K reis abschnitte beschrieb en werden , sind
einander gleich .
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2) Jeder Winkel im Halbkreis ist ein rechter Winke 1.
3) In jedem Kreisvierecke ist die Summe je zweier

Geg en w in kel = 180°.

S7S. Da die allgemeine Gleichung des Kreises (1) oder (6) [§. 175 ]
drei Constanten enthält , so sind zur vollständigen Bestimmung , der
Lage und Grösse eines Kreises drei Bedingungen erforderlich und hin¬
reichend . Unter den mannigfaltigen Aufgaben , welche sich hier dar¬
bieten , wollen wir zunächst folgende vornehmen .

Die Gleichung des Kreises zu finden , der durch drei
gegebene Punkte geht .

Seien x y, yx .2, y2\ x 3, y3 die Coordinaten der gegebenen
Punkte ; die Gleichung des gesuchten Kreises hat die Form :

0 — ß)'2 + 0 — «')2 = !’2j (i )
wo nun die noch unbekannten Constanten « , ß , r so zu bestimmen
sind , dass dieser Kreis durch die gegebenen Punkte gehe .

Da diese Punkte in der Peripherie des Kreises (1) liegen sollen ,
so müssen die Coordinaten derselben der Gl. (1) Genüge leisten ; es
bestehen daher folgende drei Bedingungsgleichungen :

Oi — ß)2 + Oi — «)2 = -'-2 1

Oa — ß)2 + Oa — «)2 == r2 f (2)
Os —O)2 + 0 '3 — «)2= r '2 1

welche zur Bestimmung der Unbekannten « , ß , r hinreichen . Ent¬
wickelt man die Quadrate und zieht nach einander die 2te und 3te Glei¬
chung von der l sten ab , so erhält man :

2 Oi ~ y-i ) ß + 2 (x t — x2) n — Oi — yi ) — Oi — xi) = 0 (3)
2 Ol — ys) ß + 2 Ol — x3) « — Oi — # >) — Oi — x i) — °i 0 )

aus welchen Gleichungen sich nun die Mittelpunktscoordinaten a , ß
ohne Schwierigkeit finden lassen , da dieselben nach « und ß vom
ersten Grade sind . Durch Substitution der gefundenen Werthe in eine
der Gl. (2) ergibt sich sodann auch r . Da jedoch die Ausdrücke
ziemlich weitläufig werden und kein weiteres Interesse darbieten , so
wollen wir aus den bisher erhaltenen Resultaten eine Construction der
Aufgabe ableiten .

Die Coordinaten des Mittelpunktes sind jene Werthe von a und ß,
welche den Gl. (3) und (4) gleichzeitig Genüge leisten . Betrachten
wir nun für einen Augenblick a und ß als veränderliche (laufende )
Coordinaten , so ist , da die Gl. (3) und (4) nach a und ß vom ersten
Grade sind , der geometrische Ort einer jeden derselben eine gerade
Linie , deren Durchschnittspunkt offenbar der gesuchte Mittelpunkt
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sein muss , weil derselbe der einzige Punkt ist , dessen Coordinaten
gleichzeitig beide Gleichungen (3) und (4) erfüllen . Es kommt
daher nur auf die Construction dieser beiden Geraden an . Durch Di¬
vision mit 2 (yj — y2) bringt man die Gl. (3) leicht auf folgende Form :

,, y\ + y-2 — xt ( + x .2\
f" 5— = — V1 <3 )

woraus man erkennt , dass diese Gerade durch den Punkt geht , des¬

sen Coordinaten -i - (asj + a:2) und -i - (yt + yi ) sind , d. h. durch

den Hai birungsp unkt der Verbindungslinie der Punkte cc, , t/j und
«2, )/2. Da ferner die Gleichung dieser Verbindungslinie :

ist , so folgt , dass die Gerade (3) oder (3') auf dieser Verbindungslinie
in ihrem Halbirungspunkte senkrecht steht . -— Eben so findet man ,
dass der geometrische Ort der Gl. (4) die Gerade ist , welche im Hal¬
birungspunkte der die Punkte x ±, yl und x3, y3 verbindenden Geraden
senkrecht auf diese errichtet wird . Der Durchschnittspunkt dieser
zwei Senkrechten , welche hiernach sehr leicht zu construiren sind , ist
der gesuchte Mittelpunkt .

Wie man sieht , führt die analytische Auflösung der Aufgabe auf
jene Construction , welche schon in den Elementen gelehrt wird . Ein¬
facher werden übrigens obige Formeln , wenn man den Ursprung in
einen der gegebenen Punkte , etwa xj , yl ) und die a?-Axe noch durch
einen der beiden anderen Punkte , etwa x2 , y2 legt , weil dann :

xi = y\ = y-i = °
werden .

Aus dieser Aufgabe ersieht man den grossen Vortheil , welchen
man aus der Benutzung der geometrischen Oerter bei der Auflösung
bestimmter Aufgaben ziehen kann . Handelt es sich nämlich allgemein
um die Bestimmung eines Punktes aus gegebenen Bedingungen , so
führen diese , wenn die Aufgabe eine bestimmte ist , immer auf zwei
Gleichungen , F (x , y) = 0 , / (x , y) — 0 zwischen den Coordinaten
x , y des gesuchten Punktes , welche sich durch Elimination aus diesen
Gleichungen ergeben . Diese Elimination ist aber nicht selten sehr
weitläufig und führt dann auf complicirte , schwer zu behandelnde Aus¬
drücke . Beachtet mau aber , dass die Coordinaten des gesuchten
Punktes den beiden Gleichungen gleichzeitig Genüge leisten müs¬
sen , so sieht man sogleich , dass dieser Punkt der Durchschnittspunkt
der durch diese Gleichungen dargestellten Linien sein muss , wenn
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man darin x , y als veränderliche Coordinaten ansieht , durch deren
Construction sich daher der gesuchte Punkt ergiebt .

Ist die Aufgabe unbe stimmt , so erhält man zwischen den Coor¬
dinaten des gesuchten Punktes nur eine Gleichung , deren geometri¬
scher Ort irgend eine gerade oder krumme Linie sein wird , deren
sämmtliche Punkte der Aufgabe Genüge leisten . Hieher gehörige Bei¬
spiele bieten die §§ . 173 , 174 , 177 .

(*)

VERBINDUNG - DES KREISES MIT DER GERADEN .

I
17!». Es seien die Gleichungen eines Kreises und einer Geraden :

(x — «)2 + (y — ß)2 — r2 (1) , y — ax + b (2)

gegeben und die Coordinaten der Durchschnittspunkte zu suchen . Es
ergeben sich dieselben , wenn wir die beiden Gleichungen als coexi-
stirend betrachten und daraus x und y durch Elimination bestimmen .
Man findet auf diese Weise :

_ « + aß •— ab + f/ (i + a 2) r 2 — (au + b — ß)2
x ~ TT ^ ’ .

au + a 2ß + b + a y (1 + st2) r 2 (au
y 1 + a 2 ’

Hier können nun drei Fälle eintreten :

1) Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist negativ ; dann
werden x und y imaginär und die Gerade schneidet den Kreis nicht .
Diess findet statt , wenn (au + 5 — ß)'2 (1 + a2) r 2, oder :

. ß — aa — b
+ — 7= ~ > ^

V 1 + a 2

d. h. wenn der Abstand der Geraden vom Mittelpunkte grösser ist als
der Halbmesser . [§. 171].

2) Der besagte Ausdruck ist positiv ; in diesem Falle schneidet
die Gerade den Kreis und zwar , des doppelten Vorzeichens wegen ,
in zwei Punkten ; die Gerade heisst in diesem Falle eine Sekante
des Kreises .

3) Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist = 0 ; die Gerade
hat in diesem Falle nur einen Punkt mit dem Kreise gemein , dessen
Coordinaten :

. a + aß — ab au + a2ß + bs= - t + >*- - r+~ - ^
sind und heisst nun eine Tangente am Kreise im Punkte § , y.
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Die Bedingung , dass die Gerade (2) Tangente des Kreises (1)
werde , wird somit durch die Gleichung :

= r
V1 + «2

ausgedrückt ; d . h . das aus dem Mittelpunkte auf die Gerade gefällte
Perpendikel muss dem Halbmesser gleich sein , woraus folgt , dass
die Tangente auf dem zu dem Berührungspunkte gezo¬
genen Halbmesser senkrecht steht .

Bestimmt man aus (3) a und 6 , so erhält man :

I — a , £ (£ — «)
a — -- ° = >1 H----- rri

tj — ß tj — ß

für jene Werthe , welche die Constanten « , b haben müssen , damit
diese Gerade den Kreis im Punkte | , y berühre . Substituirt man daher
diese Ausdrücke in (2) , so erhält man :

£ — « i i £ (£ — «) ,
+ v + - ,r _=^ - >oder :

y — n — — ~ ö

als Gleichung der Tangente am Kreise im Punkte | , 17, wozu
eigentlich noch die Gleichung :

('/ — ß)2 + (I — «)2 — J'2
gehört , welche ausdrückt , dass der Punkt § , y dem Kreise angehört .
Schreibt man (5) in der Form :

(y — >/) («? — ß) + 0 — £) (I — «) = 0 ,

und addirt hiezu die letzte Gleichung , so erhält man die Gleichung ,
der Tangente in folgender Form :

(y — ß) 0/ — ß) + (x — «) Q — «) = r2, (6)
welche sich von der Gl . (1) des Kreises nur dadureh unterscheidet ,
dass die Rechtecke (y — ß) (y ■— ß) und (a: — « ) (£ — «) an die Stelle
der Quadrate (y — ß)2 und [x —, « )2 getreten sind .

Ist der Mittelpunkt des Kreises zugleich der Ursprung der Coor -
dinaten , so werden die Gleichungen der Tangente am Punkte § , // ,
wie man aus (5) und (6) für « = ß = 0 leicht findet :

y — n = — ~ (x — J ) , ( 7 )

oder : yr\ x %— r 2. (8)

180. Betrachten wir noch eine Sekante , welche durch einen be¬
liebigen Punkt A in der Ebene des Kreises gezogen ist . Legen wir
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den Ursprung der Coordinaten in den Mittelpunkt 0 des Kreises und
die x - Axe durch den Punkt M; die Entfernung dieses Punktes vom
Mittelpunkte sei = d , der Halbmesser = r , so sind die Gleichungen
des Kreises und der Sekante :

x '2 + y 2 — r‘2i y — a (x — d).

Für die Coordinaten der zwei Durchschnittspunkte B l und B 2
erhalten wir aus den Gl . (k) im vorigen § ., « = ß = 0 und b — — ad
setzend :

a 2d -)- N — ad -f- aN
X[ = 1 + «2 ’ 1/1 = 1 + a2 ’

a2d — N — ad — aN

x '2 ~ i + « 2 > y* — i + „ 2 ’

wo Kürze halber N = |/ (1 + a 2) r2 — a 2<22 gesetzt ist . Bezeichnet
man ferner die Entfernungen AB X und AB 2 des Punktes A von den
zwei Durchschnittspunkten mit ex und e2, so ist :

«i = (d — x , )2 + j/2 , e2 = (rf — x 2)2 + y | .

Führt man in diese Gleichungen obige Werthe der Coordinaten ein ,
so erhält man :

d — TV + N

61 ~ — V 1 + a 2 ’ 62 _ ]/ l + a 2 ’
cZ2 — W2

somit et e2 — + — —, d. i. wenn man den Werth von Wwieder -
1 + a 2

herstellt :

e, e2 — (d2 — r 2).

wo von den doppelten Zeichen jenes zu nehmen ist , welches e, und
ex e2 positiv macht , also das obere oder untere , je nachdem der Punkt
A ausserhalb oder innerhalb des Kreises liegt . Da vermöge der letz¬
ten Gleichung das Produkt ex e2 von a , d. i. von der Richtung der Se¬
kante (oder Sehne , wenn A innerhalb des Kreises ) unabhängig ist , so
ergiebt sich daraus folgender Satz :

Zieht man durch einen beliebigen Punkt A , dessen
Entfernung vom Mittelpunkte eines gegebenen Kreises
= d ist , Sekanten oder Sehnen , so ist das Produkt aus
den Abständen der zwei Durchschnittspunkte jeder Se¬
kante oder Sehne mit dem Kreise vom Punkte Meine con -
stante Grösse und = der Differenz der Quadrate der Ent¬
fernung d und des Halbmessers .

Das Produkt ex e2 — + (d2 — r2) wird die Potenz des Punk¬
tes A in Beziehung auf den Kreis genannt .

Herr , Höh . Mathematik , I . 19
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Da ferner dieser Satz gelten muss , wie nahe auch die beiden
Durchschnittspunkte der Sekante einander kommen , so muss er auch
für die aus dem Punkte A an den Kreis gezogene Tangente richtig
bleiben , für welche ex — e2 = t wird , wenn wir mit t das Stück der
Tangente zwischen dem Punkte A und dem Berührungspunkte bezeich¬
nen . Es besteht daher die Gleichung t2 = d2 — r 2, woraus wieder
folgt , dass die Tangente auf dem Halbmesser des Berüh¬
rungspunktes senkrecht steht . Da ferner für eine beliebige aus
A gezogene Sekante e2— d2— r2 ist , so hat man t2— ej e2 , welche
Gleichung den Satz ausspricht , dass die aus dem Punkte A an
den Kreis gezogene Tangente t die mittlere geometrische
Proportionale ist zwischen den beiden Segmenten einer
beliebigen durch A gezogenen Sekante .

181. Wir haben in § . 179 die Gl. der Tangente am Kreise in der
Voraussetzung entwickelt , dass der Berührungspunkt £ , r\ gegeben sei ;
nehmen wir jetzt an , es sei ein ausserhalb des Kreises :

(y — ß)2 + (x — «)2 — r 2 (1)
liegender Punkt *» ' , y gegeben , man soll durch diesen Punkt eine
Tangente an den Kreis ziehen .

Bezeichnen wir wieder mit tj die noch unbekannten Coordinaten
des Berührungspunktes , so ist die Gl. der Tangente am Kreise im
Punkte £ , ?] [§. 179 . Gl. 6] :

(y — ß) \ y — ß) + (* — “) Ö — «) = r2.
Da diese Tangente durch den Punkt » ' , y gehen soll , so hat man

die Bedingungsgleichung :
(y — ß) 0/ — ß) + (* ' — «). (I — «) = r '2, (m)

welche in Verbindung mit der Gleichung :
in—ß)2+ (§—«)2= r2i (n)

die gesuchten Werthe von § und y liefern wird .
Man erhält aus diesen Gleichungen durch successive Elimination ,

wenn man dabei § - « , ?/ -— ß als unbekannte Grössen behandelt und
Kürze halber die bekannten Grössen :

x — a — p , y — ß = q , (x — «)2 + (y ' — ß)2 = d2
setzt , wo also d die Entfernung des Punktes » ' , y vom Kreismittel¬
punkte bedeutet :

r2p + rq / d'2 —- r 2

_ o _ - )- rp y d 2 — r '2
n d2
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Man sieht hieraus , dass von dem Punkte x , y zwei , oder eine oder
endlich gar keine Tangente an den Kreis gezogen werden kann , je
nachdem d O , = oder r ist , d. h. je nachdem der Punkt x , y
ausserhalb , in oder innerhalb der Peripherie des Kreises liegt .

Endlich erhält man für den Neigungswinkel r der Tangente gegen
die Abscissenaxe :

t .. r = pq± - r ^ ~ r2 (3)
fj ß r2 p 2

182. Es erübrigt noch , aus vorstehender Analyse ein Verfahren
zur geometrischen Construction der Berührungspunkte abzuleiten . Die
Ausdrücke (2) , welche sich zu diesem Zwecke unmittelbar darbieten ,
sind etwas verwickelt , daher wir von den geometrischen Oertern Ge¬
brauch machen wollen . Die Coordinaten der Berührungspunkte sind
nämlich jene Werthe von § , y , welche den Gleichungen (m) und (n)
gleichzeitig Genüge leisten , daher diese Punkte die Durchschnitte der
diesen Gleichungen entsprechenden geometrischen Oerter sein werden ,
wenn wir darin £ , y als laufende Coordinaten betrachten .

Da aber die Construction nur von der Natur der Aufgabe , nicht
aber von der Lage des bei der Analyse gebrauchten Coordinatensy -
stemes abhängen kann , so wollen wir jetzt den Ursprung in den Mittel¬
punkt 0 des Kreises legen (Fig . 16) , wodurch a — ß — 0 wird und
die zu construirenden Gleichungen (m) und (n) folgende Form erhalten :

yy + = r 2 .... (m ) , if + = r 2 .... (n ).
Der Ort der Gl. (n ) ist der gegebene Kreis selbst ; der Ort von

(rri) ist eine Gerade , welche am einfachsten mit Hülfe ihrer Durch¬
schnittspunkte mit den Axen construirt wird . Aus (m ) folgt nämlich :

r 2
für ri = 0 : $ — OD — -7, und für £ = 0 : y — OE -— —,

x y
construirt man daher zu x und r , sodann zu y und r die dritten Pro¬
portionalen OD und OE , so ergeben sich die Punkte D und E \ die
durch diese Punkte gezogene Gerade LL ' ist der Ort der Gl. (m ) und
die Durchschnittspunkte G , G' derselben mit dem Kreise sind die ge¬
suchten Berührungspunkte .

Die Gerade LL ', welche durch die beiden Berührungspunkte der
aus M an den Kreis gezogenen Tangente geht , und deren Gleichung
(m') ist , heisst Berührungssehne .

Aus dem für OD gefundenen Ausdrucke ersieht man , dass die
Lage des Punktes D von der Ordinate y des Punktes M unabhängig
ist ; daraus folgt , dass , wenn man von beliebigen Punkten der durch
M senkrecht auf OX gezogenen Geraden NN ' die Tangenten an den

19 *
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Kreis zieht , sämmtliche Berührungssehnen sich in einem und demsel¬
ben Punkte D schneiden werden .

Da nun die Richtung der Abscissenaxe in Bezug auf den Kreis
völlig willkürlich ist und folglich diese Axe auf jede durch den Punkt
M gehende Gerade senkrecht gezogen werden kann , so ergiebt sich
hieraus das folgende Theorem :

Zieht man von beliebigen Punkten ein er Geraden NN '
Tangenten an den Kreis und verbindet die Berührungs¬
punkte der zusammengehörigen Tangenten durch Seh¬
nen , so schneiden sich alle diese Berührungssehnen in
einem und demselben Punkte D , welcher in dem vom Mit¬
telpunkte auf die Gerade NN ' gefällten Perpendikel liegt .

Der Punkt D heisst der Pol in Bezug auf die Gerade NN ', welche
wieder ihrerseits die Polare in Bezug auf den Punkt D genannt wird .

Aus dem Ausdrucke für OD folgt , dass , wenn x = OP "> r ist ,
OD <C r i wird und umgekehrt ; d. h. wenn die Polare ausserhalb des
Kreises liegt , liegt der Pol in demselben ; schneidet aber die Polare
den Kreis , so liegt der Pol ausserhalb des Kreises .

Kehrt man das obige Theorem um , so erhält man folgendes :
Zieht man durch einen in oder ausser dem Kreise lie¬

genden Punkt Sehnen oder Sekanten und zu den Durch¬
schnittspunkten derselben mit dem Kreise Tangenten , so
liegen sämmtliche Durchschnittspunkte je zweier zusam¬
mengehöriger Tangenten in einer Geraden , welche auf
der den gegebenen Punkt mit dem Mittelpunkte verbin¬
denden Geraden senkrecht steht .

Eine andere Construktion der Durchschnittspunkte ist folgende .
Zieht man die beiden Gleichungen (in ) und (n ) von einander ab , so
erhält man :

>? + £2 — y 'n — x 'i = o , (r)

welche Gleichung wir statt (rn ) benutzen können . Der Ort der Gl. (n )
ist wieder der gegebene Kreis ; jener von (r ) ist aber ebenfalls ein Kreis ,

dessen Mittelpunktscoordinaten -i x und -i y sind , dessen Halbmesser

Y 1̂ '* + / 2 = y OM ist .
Beschreibt man daher aus dem Halbirungspunkte I der OM mit dem

Halbmesser -i - OM einen Kreis , so schneidet dieser den gegebenen

Kreis in den gesuchten Berührungspunkten G , G'. Diese Construktion
wird bekanntlich in den Elementen gelehrt .
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183. Die in § . 179 und 181 erhaltenen Resultate setzen uns in
den Stand , Aufgaben über die Berührungen von Kreisen und Geraden
aufzulösen . Hieher gehören vorzüglich folgende drei : Es ist die Glei¬
chung eines Kreises zu suchen , welcher :

1) eine gegebene Gerade berührt , und durch zwei gegebene Punkte
geht ; 2) zwei gegebene Gerade berührt und durch einen gegebenen
Punkt geht ; 3) drei gegebene Gerade berührt .

Die Herstellung der entwickelten Endformeln ist bei dergleichen
Aufgaben immer ziemlich weitläufig ; von wesentlichem Einflüsse ist
hiebei eine zweckmässige Anordnung des Coordinatensystemes in Be¬
zug auf die gegebenen Stücke . Gewöhnlich führt man aber die Auflö¬
sung nur so weit fort , bis aus den gewonnenen Gleichungen eine ein¬
fache und elegante Construktion sich ergiebt , und die erhaltenen Re¬
sultate Anhaltspunkte für die Erforschung weiterer Eigenthümlichkeiten
des in der Aufgabe vorkommenden Systems von Linien und Punkten
darbieten .

So führen z. B. bei der dritten der obigen Aufgaben schon die
ersten Schritte in der Analyse zur Construction , was hier noch mit
einigen Worten angedeutet werden mag . Es seien :

y — ax + b ... (1) , y = a'x + b’ ... (2) , y = d 'x + b" ... (3) ,
die Gleichungen der gegebenen Geraden ,

(y — ß) 2 + (* — « )2 = r2
die Gleichung des gesuchten Kreises . Damit derselbe jede der drei
Geraden berühre , müssen [§ . 179 , Gl. (4)] folgende Bedingungsglei¬
chungen erfüllt werden :

(ß — au — l )2 = r2 (1 -|- a 2),
(ß — a'a — b')2= r 2 (1 a'2) ,
{ß — a 'a — b")2— r 2 (1 + a" 2) ,

aus welchen die drei Unbekannten gefunden werden können . Eliminirt
man zunächst r2, indem man die erste dieser Gleichungen durch die
zweite und dritte dividirt , so erhält man , wenn man sogleich die Wur¬
zel auszieht :

ß — aa —■b ß — da — b'
i- 7= = - = ± —7= =^ - (4)

V 1 + a 2 VI + d 2 • ’
ß — aa —■b , ß — a 'a — b"
P . - - = ± /- - — (5)

Z 1 + a2 V 1 + a" 2

wo die Wurzelgrössen |/ l -)- a2 u. s. w. positiv zu nehmen sind . Des
doppelten Zeichens wegen zerfallen diese zwei Doppelgleichungen in
vier Paare von Gleichungen ; jedes dieser vier Paare ist nach a uud
8 vom ersten Grade , liefert also ein System von Werthen für « und ß,
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so dass also die Aufgabe vier Auflösungen zulässt und somit vier
Kreise gezogen werden können , welche drei gegebene Gerade berüh¬
ren . In der That , wollte man fortfahren , aus (4) und (5) noch eine
Unbekannte , etwa ß , zu eliminiren , so würde man für a eine Gleichung
vom 4ten Grade erhalten . Vergleicht man aber diese Gleichungen mit
Gl. (5) §. 172 , so erkennt man sogleich , dass dieselben die vier Ge¬
raden zum geometrischen Orte haben , welche die von den gegebenen
Geraden (1) , (2) und (1) , (3) gebildeten Winkel halbiren . Die Durch¬
schnittspunkte dieser vier Geraden , welche sich leicht construiren las¬
sen , sind daher die Mittelpunkte der vier Kreise .

VERBINDUNG MEHRERER KREISE .

184. Betrachten wir zwei Kreise ; ist e die Entfernung ihrer Mit¬
telpunkte C, C und legen wir den Ursprung in den Mittelpunkt C des
einen Kreises , die positive Halbaxe der x in die Centrilinie CC' , so
sind ihre Gleichungen :

iji -f i *= r 2 ... (1) , 7/ -f (x — es = r '2 ... (2) ,

durch deren Verbindung man folgende Werthe für die Coordinaten der
Durchschnittspunkte erhält :

_j_ r2 - ?.'2
2e (3)

y = + — ]/ 4e.2r2 — (e2 -)- r 2 — r '2)2 (4)2e

Der Werth von xist , wie man sieht , immer reell , und — voraus¬
gesetzt , dass e nicht — 0 , d. h. die Kreise nicht concentrisch sind —
bestimmt und endlich . Der Ausdruck für y wird hingegen imaginär ,
Null , oder erhält zwei reelle , gleiche und dem Zeichen nach entgegen¬
gesetzte Werthe , je nachdem die Differenz unter dem Wurzelzeichen
negativ , Null , oder positiv ist . Im ersten Falle schneiden sich die
Kreise nicht ; im letzten findet ein Durchschnitt statt .und zwar in zwei
Punkten , welche zu beiden Seiten der Centrilinie in gleichen Entfer¬
nungen von derselben in einer auf der Centrilinie senkrechten Gera¬
den liegen , da beiden vermöge (3) dieselbe Abscisse zukommt . Ist
endlich die Grösse unter dem Wurzelzeichen = 0 , so haben die bei¬
den Kreise nur einen in der Centrilinie liegenden Punkt gemein , und
die Gerade (3) wird in diesem Falle zur gemeinschaftlichen Tangente
an dem besagten Punkte , in welchem sich nun die beiden Kreise be¬
rühren .
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Löst man in (4) die Differenz unter dem Wurzelzeichen in Fakto¬
ren auf , so findet man :

y — + ^ -e |/ {(e + r + r ) (e + r — r ') (e + r’ — r) (r + r' — e)} >
woraus man erkennt , dass y reell wird , wenn , da (r -|- r' -f- e) immer
positiv ist , die übrigen drei Faktoren sämmtlich positiv , oder einer
positiv und zwei negativ sind . Dieser letztere Fall kann aber nicht
eintreten . Denn ist einer dieser Faktoren z. B. e -f- r ■— r negativ ,
also e -(- r r , so ist e r und r r , somit r — r und r — e
positiv , wodurch aber die beiden andern Faktoren nothwendig positiv
werden . Hiernach kann man folgenden Satz aussprechen :

Zwei Kreise , deren Halbmesser r , r und Abstand der
Mittelpunkte = e , schneiden sich in zwei Punkten , wenn
von den drei Grössen r , r , d jede kleiner ist als die Summe
der beiden anderen .

Eine Berührung der beidenKreise tritt ein , wenn y = 0 wird , d.h.
wenn einer der obigen drei Faktoren verschwindet , wenn also e— r — r ,
oder e = r — r ', oder e — r -j- / , d. h. wenn e = + (r — r '.)_oder
e = r + r' , oder wenn man diese Gleichungen in eine vereinigt , wenn

e2— (r r0 2 (5)
wird . Diese Gleichung drückt somit die Bedingung für die Be¬
rührung zweier Kreise analytisch aus , und diese tritt ein , wenn
der Abstand ihrer Mittelpunkte der Summe oder der Diffe¬
renz der Halbmesser gleich ist . Die Berührung wird im ersten
Falle eine äussere , im zweiten eine innere genannt .

Mit Hülfe der Gl. (5) ist man nun im Stande , auch solche Aufga¬
ben aufzulösen , bei welchen Berührungen von Kreisen gefordert wer¬
den ; z. B. einen Kreis zu suchen , der durch einen gegebenen Punkt
geht , eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis berührt ; oder
welcher eine Gerade und zwei Kreise berührt u. s. w. Der Ansatz der
drei Bedingungsgleichungen hat in allen diesen Fällen gar keine
Schwierigkeiten ; auf die weitere immer mehr oder weniger weitläufige
Behandlung derselben einzugehen , gestattet der Raum nicht . Ein
Ergebniss der Untersuchungen dieses Paragraphes von allgemeinerer
Bedeutung wollen wir jedoch noch mit einigen Worten hervorheben , wozu
uns die Gl. (3) Veranlassung giebt , welche , wie man sieht , einer zur
y - Axe parallelen Geraden angehört , in welcher die Durchschnitts¬
punkte beider Kreise , oder der Berührungspunkt liegen ; welche Ge¬
rade jedoch — da die Gleichung immer reell bleibt — auch dann noch
existirt , wenn die Kreise keinen Punkt gemeinschaftlich haben , und
daher zu den Kreisen in einer gewissen Beziehung stehen muss .
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185. Es seien allgemein :
(* — «)2 + (y — ß)* — r 2 = 0 = K (1)
(pc — »y + (y — ß')2— r'2= 0 = K ' (2)

die Gleichungen zweier gegebenen Kreise ; durch Subtraktion dersel¬
ben erhalten wir :

% (f? — ß) + («' — «) -|- m2 = 0 = Ä' — K ', (3)
wo der Kürze wegen («2 + ß2 — r 2) — (a 2 -f- ß’2 — r 2) — m2 ge¬
setzt ist . Der Ort der Gl. (3) ist , da dieselbe nach x und y vom ersten
Grade eine gerade Linie , welche die beiden Kreisen gemeinschaftli¬
chen Punkte , wenn deren vorhanden sind , enthalten muss , weil sie
durch dieselben Werthe von x und y identisch wird , welche die Glei¬
chungen K = 0 und K ' — 0 gleichzeitig befriedigen . [Vergl . d. Anmerk ,
zu §. 172]. Schneiden sich die Kreise in zwei Punkten , so ist dem¬
nach (3) die Gleichung der durch diese Punkte gehenden gemein¬
schaftlichen Sekante (oder unbestimmt verlängerten gemein¬
schaftlichen Sehne ) ; berühren sich_die Kreise , so ist (3) die Gl.
der gemeinschaftlichen Tangente , da sie durch den Berührungs¬
punkt geht , und auf der Centrilinie der beiden Kreise , deren Gleichung

ist , senkrecht steht . Haben endlich die zwei Kreise keinen gemein¬
schaftlichen Punkt , so hat auch die Gerade (3) mit denselben keinen
Punkt gemein , nichtsdestoweniger existirt sie aber , da ihre Gleichung
unter allen Umständen reell bleibt , und hat eine besimmte Lage gegen
die gegebenen Kreise . Dass diese Gerade keine andere ist , als die
(3) im vorigen § . , bedarf kaum der Erinnerung .

Wir wollen diese Gerade , welche nach dem Gesagten für je zwei
gegebene Kreise immer existirt , mit Plücker die Chordale dersel¬
ben nennen und einige der wesentlichsten Eigenschaften derselben in
Kürze anführen .

I . Die Chordale zweier Kreise steht senkrecht auf
der Centrilinie derselben , wie bereits durch das Vorstehende
erwiesen ist .

II . Es seien drei Kreise gegeben : K = 0, K ' — 0 , K " — 0, und
zu je zweien derselben die Chordalen gezogen ; die Gleichungen der
drei Chordalen sind :

K — K'= 0 , K — K " = 0 , K'— K" = 0 .
Da nun jede dieser Gleichungen eine Folge der beiden anderen ist , so
muss irgend eine derselben durch dieselben Werthe von x und y be¬
friediget werden , welche den beiden anderen gleichzeitig genügen ;
hieraus folgt der schöne Satz :
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Die drei Chordalen , welche zu je zweien von drei ge¬
gebenen Kreisen gehören , schneiden sich in einem Punkte .

Dieser Satz leitet sogleich auf ein einfaches VeVfahren zur Con -
struction der Chordale zweier sich nicht schneidender Kreise , wenn
man noch beachtet , dass nach Obigem die Chordale zweier sich schnei¬
dender Kreise ihre gemeinschaftliche Sekante ist . Seien (Fig . 17) K,
K ' die gegebenen Kreise ; man ziehe einen beliebigen Hülfskreis K " ,
welcher die gegebenen Kreise in a , b\ a , b' schneidet , so sind die
unbestimmt verlängerten Geraden ab , ab ' die Chordalen beziehungs¬
weise der Kreise K , K " und A", K ", welche sich mit der Chordale der
Kreise K und K ' in einem Punkte m schneiden müssen ; es ist daher m
ein Punkt der gesuchten Chordale . Auf dieselbe Weise construirt man
mittelst eines zweiten Hülfskreises K "' einen zweiten Punkt n , und es
ist die durch m und n gezogene Gerade die Chordale der Kreise K
und K '.

III . Yon einem beliebigen Punkte M (Fig . 17) der Chordale seien
an die beiden Kreise K , K ', deren Gleichungen die obigen (1) und (2)
sein mögen , Tangenten MB und MB ' gezogen ; bezeichnen wir die
Coordinaten des Punktes M mit x , y , seine Entfernungen von den
Berührungspunkten B undü ' mit t , seine Abstände von den Mittel¬
punkten K , K ' mit d , d ' ; so ist :

t2 = d2 — r2, t'2 == d'2 __ r'2)
d * — [x — re)2 + (tj — ß)2, d '2 — (x — a )2 + [y — ß')2;

durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen erhält man mit Rück¬
sicht auf Gl. (3) , da der Punkt x , y der Chordale angehört :

d 2 — d'2 — r 2— r '2, oder :

rf 2 _ r 2 = rf ' 2 _ r ' 2 ) (4 )
folglich auch :

t2 — t’2 oder t = t'. (5)

Die Gleichungen (4) und (5) sprechen folgende Sätze aus :
Für jeden Punkt der Chordale sind die Potenzen

[§ . 180 ] in Bezug auf beide Kreise gleich .
Zieht man von irgend einem Punkte der Chordale

zweier Kreise Tangenten an dieselben , so sind die Län¬
gen derselben bis zu den Berührungspunkten gezählt ,
einander gleich .

Aus diesen Gründen wird von manchen Schriftstellern die Chor¬
dale die Linie der gleichen Potenzen , auch Potenz - Axe ,
oder die Linie der gleichen Tangenten genannt . Französische
Mathematiker heissen sie Radikal -Axe .
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Die angeführten Eigenschaften der Chordale führen bei Auflösung
von Aufgaben , insbesondere über Berührungen von Kreisen , häufig
zu sehr eleganten Construktionen , was noch an einigen Beispielen ge¬
zeigt werden soll .

Ausg . Einen Kreis zu construiren , der einen gegebe¬
nen Kreis berührt und durch zwei gegebene Punkte geht .

Sei (Fig . 18) K der gegebene Kreis ; A , B die gegebenen Punkte .
Denken wir uns den gesuchten Kreis A" construirt und ziehen wir durch
A , B einen den gegebenen Kreis K in D und E schneidenden Hülfs -
kreis C von willkürlichem Halbmesser , so sind die Geraden AB , DE
die Chordalen beziehungsweise der Kreise C und A ', C und A ; ihr
Durchschnittspunkt G ist daher auch (nach 11) ein Punkt der Chor¬
dale der Kreise A und A ' , und da diese Kreise sich berühren sollen , so
ist die Chordale derselben die gemeinschaftliche Tangente . Ziehen
wir daher durch den Punkt G Tangenten G1I und Gl an den gegebe¬
nen Kreis , so sind die Berührungspunkte derselben rn und n zugleich
die Berührungspunkte des gegebenen und gesuchten Kreises , woraus
sogleich folgt , dass zwei Kreise gezogen werden können , welche der
Aufgabe Genüge leisten . Unsere Aufgabe ist somit auf jene zurückge¬
führt , durch drei gegebene Punkte : A , B , m und A , B , n Kreise zu
ziehen . Zieht man die Halbmesser Km und Kn und verlängert diesel¬
ben bis zu ihren Durchschnitten A ', A " mit dem im Halbirungspunkte
der AB errichteten Perpendikel , so sind A ', K" die Mittelpunkte der
gesuchten Kreise .

Ausg . Einen Kreis zu construiren , der durch zwei
gegebene Punkte A , B geht und eine gegebene Gerade
LL ’ b e r (i h r t .

Ziehen wir (Fig . 19) durch die gegebenen Punkte einen beliebi¬
gen Hiilfsk reis C und die Gerade AB , welche die gegebene Gerade
LL ' in D schneidet . Es ist nun offenbar die AB die Chordale des ge¬
suchten und des Hülfskreises und D ein Punkt dieser Chordale ; con¬
struiren wir daher von 1) eine Tangente DA an den Htilfskreis , so muss
nach III die aus D an den gesuchten Kreis gezogene Tangente dieselbe
Länge — DE haben . Beschreibt man daher aus D mit dem Halb¬
messer DE einen Kreis , so schneidet dieser die LL ' in zwei Punkten
m und n , welche die Berührungspunkte der gesuchten Kreise mit der
LL ' sind , woraus zugleich erhellt , dass die Aufgabe durch zwei Kreise
zur Lösung gebracht wird , deren Mittelpunkte K und A ' sich nun leicht
ergeben , wenn man im Halbirungspunkte der AB ein Perpendikel
errichtet und dieses durch die aus m und n senkrecht auf LL ' gezogenen
Geraden schneidet .
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VIERTES KAPITEL .

UEBER DIE LINIEN ZWEITER ORDNUNG UEBERHAUPT ODER UEBER DIE

GEOMETRISCHE BEDEUTUNG DER ALLGEMEINEN GLEICHUNG DES ZWEI¬

TEN GRADES ZWISCHEN ZWEI VERAEND ERL ICH EN GROESSEN .

186. Da jede nach einem bestimmten Gesetze gebildete Curve
durch eine Gleichung F (x ) y) = 0 zwischen den Coordinaten eines
ihrer Punkte dargestellt werden kann , somit alle möglichen Curven in
den unendlich mannigfaltigen Formen einer solchen Gleichung enthal¬
ten sein müssen , so kann man bei der Untersuchung der Curven den
analytischen Charakter , der sich in ihren Gleichungen ausspricht , zum
Ausgangspunkte wählen und wird dadurch zu einer systematischen
Eintheilung derselben gelangen .

Hiedurch .scheiden sich zunächst die Curven in zwei Classen , die
algebraischen und transcendenten , je nachdem die Gleichung
derselben eine algebraische oder transcendente ist .

Wir können immer annehmen , dass in der Gleichung einer alge¬
braischen Curve , F (x , y) — 0 , etwa vorhandene Brüche und Wur¬
zelgrössen weggeschafft seien und folglich F (x , y) eine rationale ganze
Funktion der Veränderlichen x , y sei . Alle algebraischen Curven sind
demnach in der Gleichung

A,f + (Bx + C) yn~ i + (& -' + Ex + F ) yn~ ^ + ..... = 0 («)

enthalten , wo A , B , C-. . . reelle constante Grössen , n aber eine posi¬
tive ganze Zahl ist . Suchen wir nun nach einem weiteren Eintheilungs -
grunde der algebraischen Curven , so bietet sich hiezu sogleich , aber
auch allein , der Grad der Gl. (a ) in Bezug auf die Veränderlichen
x , y dar , und wir theilen daher die algebraischen Linien nach dem
Ordnungsexponenten ihrer Gleichungen in Linien des l sten, 2teu,
3ten, .... wten Grades oder der wten Ordnung ein .

Die gerade Linie ist daher eine Linie der l sten Ordnung und zwar ,
wie bekannt , die einzige dieser Gattung . Der Kreis ist eine Curve
der 2ten Ordnung ; da jedoch die Gleichung des 2ten Grades zwischen
x und y gewisse Bedingungen erfüllen muss , [§ . 175 ] wenn sie einen
Kreis bedeuten soll , so Schliessen wir , dass der Kreis nicht die einzige
Linie 2ter Ordnung sein werde .
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Diese Einthcilung der algebraischen Linien nacli dem Grade ihrer
Gleichungen wäre offenbar -Unzulässig , wenn der Ordnungsexponent
der Gleichung nicht unverändert bliebe , man mag die Curve auf was
immer für ein Coordinatensystem beziehen . Man überzeugt sich je¬
doch leicht , dass der Grad der Gl. («) und mit ihm auch die geome¬
trische Bedeutung derselben ,_von der Wahl des Coordinatensystemes
ganz unabhängig ist . Lassen wir nämlich die Gl. («), deren geometri¬
scher Ort eine gewisse Curve sein wird , auf ein beliebiges Coordina¬
tensystem ,bezogen sein , und gehen wir von diesem auf ein neues über ,
so haben wir in (cc) für x und y die durch die Formeln (3) [§. 159 ]
gegebenen Ausdrücke einzusetzen , wodurch wir eine neue Gleichung
erhalten , welche , da jene Ausdrücke in Bezug auf die neuen Coordi -
naten x ', y vom ersten Grade sind , offenbar wieder vom «ten Grade
sein wird und dieselbe Curve zum geometrischen Orte hat . *

Eine Linie der »,en Ordnung kann von einer Geraden
nicht in mehr als in n Punkten geschnitten werden .

Denn es sei y = ax -f- V.... (ß) die Gleichung ,einer die Curve (a )
schneidenden Geraden . Um die Durchschnittspunkte zu erhalten , eli-
miniren wir aus («) und (ß) etwa y und erhalten eine Eliminationsglei¬
chung nach x , deren Wurzeln die Abscissen sämmtlicher Durch¬
schnittspunkte sein werden . Es sind aber die Gl. (a ) und (ß) be¬
ziehungsweise vom nieu und l sten Grade ; die Eliminationsgleichung kann
daher [§. 1.31] den nten Grad nicht übersteigen und folglich nicht mehr
als n Wurzeln haben .

Eine Linie der zweiten Ordnung kann daher von einer Gera¬
den in nicht mehr als zwei Punkten geschnitten werden . Mit der all¬
gemeinen Untersuchung dieser Linien wollen wir uns in diesem Kapi¬
tel beschäftigen .

187. Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen zwei
veränderlichen Grössen x und y hat die Form :

Mx-’ + Äyi + 2Bxy + 2Cx + 2C'y + F = 0 , (1)

wobei wir , nach dem im vorigen §. Gesagten , ein rechtwinkliges Coor¬
dinatensystem voraussetzen können , ohne der Allgemeinheit der Unter¬
suchung Eintrag zu thun .

Um die geometrische Bedeutung der Gl. (1) kennen zu lernen ,
müssen wir trachten , sie auf eine einfachere Form zu bringen , was
durch Transformation der Coordinaten bewirkt werden kann , indem
wir Ursprung und Axenrichtung des neuen Coordinatensystemes so
wählen , dass aus der transformirten Gleichung gewisse Glieder hinaus -
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fallen . Die folgenden Betrachtungen werden hiezu die nöthigen Mittel
darbieten .

Es sei MXNM2, (Fig . 20) ein Theil der Curve , welche aus der
Construction der Gl. (1) hervorgeht ; A irgend ein Punkt in der Ebene
derselben , Jj, q dessen Coordinaten ; ziehen wir durch A eine beliebige
Gerade , welche gegen die Axe der x unter dem Winkel q geneigt
sein mag , so ist ihre Gleichung :

y — ■>, = m (« •— £) , (2)
wenn wir der Kürze wegen tg q = m setzen . Durch Elimination von
y aus (1) und (2) erhalten wir :

px 2 + 2qx + r = 0 , (3)
wo p = A -j- Ä m'2 2Brn, 1

q = (A'm + B) (// — m£) -f- C' + C'm , l (4)
r — A' (q — ra| )2 + 2C ' (»; — m| ). + F . J

Die Gl. (3) wird im Allgemeinen zwei von einander verschiedene Wur¬
zeln x x, x2, darbieten , welche , wenn reell , bekanntlich die Abscissen
der Durchschnittspunkte der Geraden (2) und der Curve (1) sind . Es
folgt hieraus , dass , wie schon oben bemerkt , eine Linie zweiter
Ordnung von einer Geraden in nicht mehr als zwei Punkten
geschnitten werden kann .

Das von den Durchschnittspunkten begrenzte Stück Mx M2 einer
schneidenden Graden wollen wir eine Sehne oder Chorde der Curve
nennen , und nun annehmen , dass der Punkt A (| , y) die Sehne Mx M2

halbire . Als Bedingung hiefür haben wir | = — (x x + x2) zu

setzen , wenn xx, x2 die Wurzeln der Gl. (3) vorstellen . Nach einem
bekannten Satze aus der Theorie der Gleichungen ist aber

X] + x 2 == — — , wodurch | = — —, oderp£ = — q

wird . Durch Substitution der Werthe von p und q aus (4) erhält man :
AS + Bq + C + m (Äq + B%+ C") = 0 , (5)

welche Gleichung sofort die Bedingung ausdrückt , welcher die Coor¬
dinaten S, q des Halbirungspunktes einer unter dem Winkel <p gegen
die Axe der x geneigten Sehne Genüge leisten .

188. Untersuchen wir nun , ob es nicht möglich ist , dem Punkte
S, q eine solche Lage anzuweisen , dass er jede durch ihn gezogene
Sehne halbire . Zu diesem Behufe muss die Gl. (5) für jeden Werth
von m — tg q erfüllt sein , wodurch sie in die beiden folgenden :

A$ + Bq + C = 0 , A'q + BS + C = 0 , (6)
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zerfällt , aus welchen man für '£ und tj die Werthe :
v ÄC — RC AC — BC
- B2 — AÄ ’ r‘ ~~ "B 2 — AÄ ( }

zieht . Diese Ausdrücke führen zu folgenden Ergebnissen :
a ) Ist die Grösse B2 — AÄ von Null verschieden , so giebt .es

einen , aber auch nur einen Punkt in der Ebene der Curve (1), wel¬
cher jede durch ihn gezogene Sehne halbirt . Sein Ort ist durch die
Gleichungen (6) oder (7) gegeben *). Ein mit dieser Eigenschaft be¬
gabter Punkt wird Mittelpunkt oder Centrum der Curve genannt .

b) Ist aber B 2 — AÄ — 0 , und verschwinden nicht gleichzeitig
beide Zähler in (7) , so werden obige Werthe von £ und y oder wenig¬
stens einer von ihnen unendlich ; in diesem Falle besitzt daher die
Curve keinen Mittelpunkt . Man kann ihn in unendlicher Entfer¬
nung liegend annehmen .

c) Wenn endlich nebst dem Nenner B2— AÄ auch noch die Zäh¬
ler in (7) sich auf Null redueiren , so nehmen diese Ausdrücke die

unbestimmte Form — an , woraus man auf die Existenz von unendlich

vielen Mittelpunkten schliesst . Diess tritt dann ein , wenn die beiden
Gl. (6) von einander nicht wesentlich verschieden sind ; sie stellen dann
eine Gerade vor , welche der geometrische Ort sämmtlicher Mittel¬
punkte ist .

Dieser Fall kann übrigens — ohne dass aus (1) eine der Coordi -
naten ganz verschwinde — nur dann Statt finden , wenn entweder
1 1ÄC = BC ist , wodurch wegen AÄ = B ’ auch AC' = BC wird ;
oder 2) wenn C — (7 = 0 ist . In beiden Fällen ist aber der geome¬
trische Ort der Gl. (1) keine Curve , sondern ein System zweier
paralleler Geraden . In der That , muitipliciren wir im ersten Falle
(1) mit A und setzen sodann B2 Statt AÄ und BC statt AC', so erhält
sie die Form :

(Ax -f- By)2 + 2 C (Ax -j- By) + AF — 0 , woraus :
Ax + By = =— C + ]/ C2— AF O )

folgt , welche Gleichung offenbar zwei parallele Gerade bedeutet . Im
anderen Falle , wenn C = (7 = 0 , bringt man (1) auf die Form :

Ax + By = + V— AF (»)
welche Gleichung wieder zu zwei parallelen Geraden gehört , wobei in
beiden Fällen die Grösse unter dem Wurzelzeichen sich positiv erge -

*) Die Gleichungen (6) lassen ßich immer leicht hinschreiben , wenn man be¬
achtet , dass dieselben nichts anderes sind als die lsten derivirten Funktionen
[§. 86 ] des Polynoms der Gl . (1) , wenn man für die erste für die zweite y als
Veränderliche betrachtet .
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ben muss , widrigenfalls der (1) gar keine geometrische Bedeutung zu¬
käme . Im l sten Falle reduciren sich nun die beiden GH. (6) auf die eine :
ff£ + B >1 + C' = 0 ... (tri ) , im 2 ten auf : ÄS, -f- f >’/( = 0 ... (n ). Es
ist aber (m ) eine Gerade , welche in der Mitte der beiden Geraden (m)
parallel zu denselben liegt und offenbar hat jeder Punkt derselben die
Eigenschaft , jede durch ihn gelegte Verbindungslinie (Sehne ) der bei¬
den Geraden (m) zu halbiren . Dasselbe gilt von (n ) in Bezug auf die
Geraden (»). Die beiden parallelen Geraden (in) oder (n) fallen übri¬
gens in je eine einzige zusammen , wenn die Grösse unter dem Wur¬
zelzeichen verschwindet .

Die durch die Gleichung (1) dargestellten Curven
zweiter Ordnung zerfallen hiernach in zwei Klassen , von
welchen die eine jene krummen Linien umfasst , welchen

ein Mittelpunkt zukommt (wenn B 2 —- AÄ ^ - 0), die andere
aber jene , welche keinen Mittelpunkt haben .

1SD. Nimmt man den Mittelpunkt einer Curve , im Falle ein sol¬
cher existirt , als Ursprung an , so muss die Gleichung derselben noth¬
wendig die Eigenschaft erhalten , sich nicht zu ändern , wenn man
— x , — y an die Stelle von x , y setzt . Denn es sei (Fig . 21) 0 der
Ursprung und zugleich Mittelpunkt irgend einer Curve , und OM eine
beliebige durch denselben gezogene Gerade , welche die Curve in M
schneidet , so muss , wenn man auf der Verlängerung von MO , OM'
= OM macht , auch M ' ein Punkt der Curve sein , wo nun sogleich
erhellt , dass die Coordinaten der Punkte fff , fff' numerisch gleich aber
entgegengesetzten Zeichens sind . Sind also x , y ein Paar Werthe der
Coordinaten , welche der Gleichung der Curve Genüge leisten , so müs¬
sen auch die Werthe — x , — y dieselbe identisch machen . Diese
Eigenschaft wird der Gleichung offenbar nur dann zukommen , wenn
sämmtliche von x und y abhängige Glieder derselben zugleich ent¬
weder von gerader oder ungerader Dimension nach x , y sind . •

Hieraus folgt also , dass aus der Gl. (1) die linearen Glieder in
x und y verschwinden müssen , wenn wir ohne Veränderung der Rich¬
tung der Axen den Ursprung in den Mittelpunkt verlegen , wenn ein
solcher existirt . In der That setzen wir in (1) x = x -j- | , y = y'
so geht diese Gleichung über in :

Ax -j- Äy 1 -J- 2Bx 'y -)- 2 (ffJ -(- By -|- C) x ' J
+ 2 (ff',, + + C') y J = Ä

wenn Kürze halber :

K = — (ff| * + Äis- + 2Bli + 2 Cg + 2C'rj + F )
gesetzt wird . Ist nun der neue Ursprung .Mittelpunkt der Curve , so
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verwandelt sicli diese Gleichung mit Rücksicht auf (6) in folgende
einfachere :

Ax - + A'y '2 + 2Bx 'y = K , (8)
wo die Cocfficienten A , A', B dieselben sind wie in (1) , und der Aus¬
druck von K sich auf die einfachere Form :

K — — (C£ -f- C'ij + F ) (9)
bringen lässt , da in dem obigen Werthe von K der Theil :

-f- Ais -j- 2 B^ + CI -j- Ctj — (A^ -f- /_>’// + 04'/, + Bi -+- C')ij
in Folge der Gl. (7) verschwindet .

190. Kehren wir nun zur Gl. (5) :
-(- B>t -f- C m (A'tj -}- B£ C ) = 0 (5)

zurück , in welcher bekanntlich § , tj die Coordinaten des Halbirungs -
punktes einer unter dem Winkel cp gegen die Abscissenaxe geneigten
Sehne bedeutet und m = tg cp ist . Betrachten wir jetzt in als constant
und f , t] als veränderliche Coordinaten , d. h. denken wir uns eine
Schaar paralleler Sehnen gezogen , so drückt die Gl. (5) otfenbar die
Beziehung aus , welche zwischen den Coordinaten der Halbirungs -
punkte aller dieser Sehnen stattfindet ; sie ist also die Gleichung des
geometrischen Ortes dieser Halbirungspunkte , welcher somit , da (5)
nach I , tj vom l sten Grade ist , eine gerade Linie ist . Hieraus folgt
also , dass bei den Linien zweiter Ordnung die Halbirungs¬
punkte eines Systemes paralleler Sehnen in einer Ge¬
raden liegen .

Eine gerade oder krumme Linie , welche eine Folge paralleler
Sehnen einer Curve halbirt , heisst ein Durchmesser oder Diame¬
ter der Curve .

Alle Linien zweiter Ordnung besitzen daher gerad¬
linige Durchmesser .

Da die Gl. (5) des zu dem , unter dem Winkel <p gegen die Ab¬
scissenaxe geneigten Sehnensysteme gehörigen Durchmessers für jeden
Werth von m — tg <p bestehen kann , so entspricht jedem Sy¬
steme paralleler Sehnen ein Durchmesser .

Durch Auflösung nach ij erhält die Gl. (5) des Durchmessers die
Form :

- _ A + llm t _ C + Gm rmi
11 Am + B 4 Am + B ‘ l J

Ist ip der Neigungswinkel dieses Durchmessers gegen die Abscis¬
senaxe , so hat man , wenn m — tg ip , vermöge (10) :

, A -|- Bin
m == - Ä̂ + B - (11)
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Setzen wir in (1) B 2 — AÄ ^ 0 voraus , so existirt bekanntlich
ein Mittelpunkt , dessen Coordinaten sich aus den 61. (6) ergeben ,
und — wie aus der Vergleichung dieser Gleichungen mit der Gl. (5)
eines Durchmessers sogleich erhellt •— der letztgenannten Gleichung -
Genüge leisten . Hieraus folgt , dass bei jenen Linien zweiter
Ordnung , welchen . ein Mittelpunkt zukommt , alle Durch¬
messer sich in diesem Punkte schneiden . Umgekehrt ist jede
durch den Mittelpunkt gezogene Sehne ein Durchmesser , weil in (6)
m — tg (p willkührlich ist .

Anders gestaltet sich die Sache , wenn B '2 — AÄ = 0 ist ; denn
multiplicirt man Zähler und Nenner in (11) mit Ä , und schreibt B 2

statt AÄ , so erhält man m = — ~ , woraus folgt , dass in diesem

Falle die Richtung des Durchmessers von der Sehnenrich¬
tung unabhängig wird ; die Gleichung des Durchmessers geht
über in :

B y C + Cm
V ~~ Ä * ~ Äm + B ’

und folglich entspricht zwar ebenfalls jedem Sehnensysteme ein be¬
stimmter Durchmesser , aber alle Durchmesser werden unter sich pa¬
rallel ; ihr Durchschnittspunkt (der Mittelpunkt ) liegt in unendlicher
Entfernung .

Löst man die Gl. (11) nach m auf , so erhält man :
A -j- Bmm = -- ;—;- ,
A in -j- B

welches Resultat aber aus (11) auch durch blosse Vertauschung von
m mit m hervorgeht . Denkt man sich daher parallel zu irgend einem
Durchmesser (5) ein zweites Sehnensystem , so liegt der zu diesem ge¬
hörige Durchmesser parallel zu dem ersten Sehnensysteme . Wir er¬
halten hiedurch zwei Durchmesser , deren jeder das zu dem
anderen parallel gezogene S ebnen System halb irt . Man nennt
ein Paar solcher Durchmesser conjugirte Durchmesser . Da hie¬
bei eine von den Grössen m , m willkürlich angenommen werden kann ,
so entspricht jedem Durchmesser ein conjugirter , und es gibt daher
in den Linien 2tor Ordnung unendlich viele Systeme conjugirter Durch¬
messer .

Der Winkel u endlich , unter welchem ein Durchmesser sein Seh¬
nensystem schneidet , ist durch die Gleichung

m — m

Herr , Höh . Mathematik , I .
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gegeben , und im Allgemeinen von einem rechten Winkel ver¬
schieden .

191. Nichts hindert , einen Durchmesser als Abscissenaxe anzu¬
nehmen und die Axe der y den zugehörigen Sehnen parallel zu legen .
Transformirt man sodann die Gl . (1) auf dieses neue Coordinaten -
system , so entsprechen jedem Werthe von x , z . B . = OP , (Fig . 22 .)
zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe von y : PM = PM ' , woraus
folgt , dass die transformirte Gleichung nach y rein quadratisch sein
muss . Hiedurch ist also ein zweites Mittel gegeben , die Gl . (1) zu

vereinfachen , indem dadurch die Glieder mit den ersten Potenzen von
y hinausfallen . Da man jedoch hiebei im Allgemeinen auf ein schief¬
winkliges Coordinatensystem gerathen würde , so entsteht die Frage ,
ob die Linien zweiter Ordnung nicht solche Durchmesser besitzen ,
welche die zugehörigen Sehnen unter einem rechten Winkel schneiden .

Ein Durchmesser , welcher seine Sehnen senkrecht schneidet ,
heisst ein Hauptdurchmesser , und die zugehörige Richtung der
Sehnen Hauptrichtung . Es ist klar , dass ein Hauptdurchmesser
die Curve in zwei symmetrische Zweige theilt .

192. Bezeichnen wir , wie oben , mit m , m die Tangenten der

Winkel q: und tp, welche ein System paralleler Chorden und der zuge¬
hörige Durchmesser mit der Axe der x einschliessen , so drückt be¬
kanntlich die Gleichung mm -j- 1 = 0 die Bedingung aus , dass der
Durchmesser das Sehnensystem senkrecht schneide , welche Gleichung ,
wenn man mit Hülfe von (11 ) m' eliminirt , in folgende übergeht :

Äm + 11 , n■ = rn . (1Ü)
A + Bm

Aus dieser Gleichung kann man den Winkel cp, welcher jetzt eine
Hauptrichtung bestimmt , auf mehr als eine Weise finden . Schreibt

man 8111- statt m — tg cp, so erhält sie durch Wegschaffung der Brüche
cos (p

die Form :
(Ä — Ä) sin cp cos cp + H (cos cp2— sin qp2) = 0 , (13 )

woraus , weil sin ‘2cp — 2 sin cp cos <p , und cos 2<p = cos cp2 — sin cp2
ist :

tg 2cp = — -̂ 2 (14 )

folgt . Ordnet man jedoch die Gl . (12 ) nach der Grösse m — tg cp, so
erhält man :
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T — — B % g > — 1 = 0 , ( 15 )

aus welcher sich

A’— A± / (A ' — As + 4 /i *
tg <T - - — - (16 )

ergibt . Diese Gleichung , welche (so wie (14 ) ) für tg cp zwei , jederzeit
reelle Werthe darbietet , zeigt nun , dass die Linien 2ter Ordnung im
Allgemeinen zwei Hauptrichtungen und somit auch zwei Haupt¬
durchmesser zulassen .

Bezeichnet man mit cp, , <p2 die beiden aus (16 ) folgenden Werthe
von cp, so sind tg cp, , tg <j>2 die Wurzeln der Gl . (15 ) ; es ist somit nach
einem bekannten Satze aus der Theorie der Gleichungen :

tg <Pi • tg cpi = — 1,
woraus folgt , dass die beiden Hauptdurchmesser auf einander
senkrecht stehen . •

Diese Ergebnisse erleiden unter Umständen einige Modificationen ,
auf welche wir schon durch den Widerspruch aufmerksam werden , in
welchem dieselben mit dem in § . 190 erhaltenen Resultate zu stehen
scheinen , dass in dem Falle , wenn B 2 — AÄ = 0 , sämmtliche Durch¬
messer zu einander parallel werden . Um hierüber ins Klare zu kom¬
men , wollen wir zur Bestimmung der Hauptrichtung aus 01 . (12 ) noch
einen anderen Weg einschlagen . Setzen wir den Nenner A -)- B m — s,
so erhalten wir statt (12 ) das System der beiden Gleichungen :

A'm -f- B — ms , oder (Ä — s) m -)- B = 0 , 1
.1 -(- Bm = s , A — s -j- Bm = 0 . J

Durch Elimination von m erhält man zunächst :

(A — s) (A ' — s) — B - = 0 ,
oder geordnet :

s* — (A + Ä ) s — (Bi — AA ') = 0 , ( 18 )
woraus :

« = — + A- ± y |/ (A - A')ä + Im ( 19 )

folgt . Bezeichnet man diese beiden immer reellen Wurzeln der Gl . (18 )
mit s1, sn, so erhält man durch Substitution derselben aus einer der
Gl . (17 ) die gesuchten Werthe von m, m, und für die beiden Haupt -
richtungen , wie wir sie schon in (16 ) dargestellt haben .

Es können nun otfenbar nur folgende drei Fälle eintreten :
I . Die beiden Wurzeln «j und s2 sind sowohl unter sich

als von der Nu 11 verschieden . Bedingung hiefür ist :
A + Ä > .1

(17)

2 < 2— y (A — A') i + 4B 2 ,
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d. i. gehörig reducirt : B 2 — AA' ^ 0, also die Curve mit einem
Mittelpunkte versehen . Mit s, und 6-2 erhalten wir aus (17) zwei
bestimmte Werthe für m, somit zwei Hauptrichtungen , welchen zwei
auf einander senkrechte , im Centrum der Curve sich schnei¬
dende Hauptdurchmesser entsprechen .

II . Die beiden Wurzeln sj und s2 sind gleich , aber von
Null verschieden . Hiezu wird erfordert , dass in (19) das Radikal
verschwinde , also :

A — A' , B = 0 ,
sei , wodurch sl — s2 = A — Ä wird . Die Gl. (12) oder jene (17)
sind in diesem Falle für jeden Werth von m erfüllt , d. li. jede belie¬
bige Richtung ist eine Hauptrichtung , somit jede durch den
(in diesem Falle wegen 7?2— AA' = — A2•< ( 0 existirenden ) Mittel¬
punkt gezogene Gerade ei“n Hauptdurchmesser . Daraus folgt
nothwendig , dass alle Punkte -der Curve vom Mittelpunkte gleichweit
entfernt sind . Denn es sei (Fig . 23 ) C der Mittelpunkt , AB ein belie¬
biger Durchmesser , welcher die Curve in A und B schneidet , also AC
— BC , endlich M ein beliebiger Punkt der Curve . Man ziehe die
Sehne AM und durch den Mittelpunkt C eine Gerade PQ senkrecht
auf AM. Nun ist PQ , so wie jede durch den Mittelpunkt gezogene
Gerade ein Hauptdurchmesser ; "folglich halbirt PQ die Sehne AM,, also
ist AD = MD , woraus MC = AC folgt . Die Gl. (1) bedeutet somit
in diesem besonderen Falle , wenn die Quadrate von x und y gleiche
Coefficienten haben und das Product xy fehlt , einen Kreis , was mit
früheren Ergebnissen [§. 175 .] vollkommen übereinstimmt .

III . Es ist eine der beiden Wurzeln , z. 11. Sj = 0 ; Bedin
gung hiefür . ist , dass in (18) das absolute Glied verschwinde , also

JA — AA' = 0
sei . Für die 2 tB Wurzel folgt aus (18) : s2 — A -p Ä .

Mit diesen Werthen von s erhalten wir nun aus (17) allerdings
zwei bestimmte Hauptrichtungen :

A B Ä B
nh ~ ~~ Ti ~ ~ Z ’ — 77 “ "T ’

allein nur der zweiten entspricht ein bestimmter Hauptdurchmesser .
Setzen wir nämlich in der Gl. (10) eines beliebigen Durchmessers statt
A -f- Bm und A'm + B die Werthe s und ms aus (17), so erhalten wir
als Gleichung eines Hauptdurchmessers :

s (^ “p mij) -p C -p C m == 0 . (20 )
Diese Gleichung gehört nun offenbar einer vollkommen bestimmten

Geraden — dem einen bestimmten Hauptdurchmesser — , wenn wir



309

darin obige Werthe s = s2 und m = m2 substituiren . Allein für den
2 ten Hauptdurchmesser erhält man aus (20) für :

s = s1 = 0 , und m — :

0 . (£ -+- J»j ij) -f C -)- C'my = 0 , (21)
wo nun zwei Fälle zu unterscheiden sind .

1) Ist C -(- C'jmj = (CA' — HC') : A = 0, wozu entweder A' C
= HC oder C — C — 0 erfordert wird , in welchem Falle [§. 188, c.]
unendlich viele Mittelpunkte dem Orte der Gl. (1) zukommen , so ist die
Gl. (21) identisch für jedes £ und it erfüllt , d. h. jede Gerade , welche
ich durch einen beliebigen Punkt senkrecht auf die durch my bestimmte
Sehnenrichtung ziehe , ist ein Hauptdurchmesser . Hiess ist offenbar
nur möglich , wenn jeder Punkt irgend einer von diesen Sehnen als
Halbirungspunkt derselben angesehen werden kann , die Sehnen somit
unendlich lang sind und weder auf der einen noch anderen Seite den
geometrischen Ort der Gl. (1) treffen , was nur Statt finden kann , wenn
dieser ein System zweier parallelen Geraden ist . Hiess steht mit den
Ergebnissen in § . 188 , c , vollkommen im Einklänge . Man hat also
hier einen bestimmten Hauptdurchmesser und unendlich viele darauf
senkrechte .

2) Ist aber C G'rnl von Null verschieden , in welchem Falle
der Ort der Gl. (1) keinen Mittelpunkt hat , so lässt sich der Gl. (21 )
durch endliche Werthe von £ und q nicht Genüge leisten . Schreiben
wir (20 ) in der Form :

1 j. C C'm
‘ m ms ’

setzen darin m = mt und lassen s immer kleiner werden , so drückt
sie eine Gerade aus , welche parallel zu sich selbst immer weiter vom
Ursprünge sich entfernt ; für s — «j = 0 geht sie in den 2ten Haupt¬
durchmesser über , welcher aber nun in unendliche Entfernung fällt ,
folglich nicht existirt . In diesem Falle , dem einzigen , haben wir daher
nur einen Hauptdurchmesser , welcher mit der Axe einen Win¬
kel ip einschliesst , dessen trigonometrische Tangente = , also :

ist .
Anmerkung . Beide Wurzeln der Gl. (18) könnnn nicht = Osein ;

denn hiezu würde A = Ä = 0 und B = 0 erfordert , wodurch aber die Gl.
(1) auf den l sten Grad herabsinken würde.

193, Hie bisherigen Untersuchungen bieten nun hinreichende Mit¬
tel dar , um die Gl. (1) durch Transformation der Coordinaten auf die
möglichst einfachen Formen zurückzuführen .
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Da , wie wir im vor . §. gesehen haben , wenigstens ein Haivpt-
durehmesser immer existirt , so können wir diesen als Axe der x an¬
nehmen ; führt man diese Transformation aus , zu welchem Zwecke
das Axensystem um den -durch Gl. (16) bestimmten Winkel qi gedreht
werden muss , so wird [§ . 191 ] die Gl. (1) die Glieder mit den l sten
Potenzen von y verlieren und somit die Form :

Mx 1 + Ny - + 2Rx + F = 0 (23)
annehmen , in welcher somit noch sämmtliche Linien der 2 ten Ordnung ,
enthalten sein müssen .

Entweder wird nun in Folge dieser l sten Transformation As, der
Coefficient von x 2, von 0 verschieden sein , oder es wird auch A/ — 0.

Im l sten Falle kann man die Gl. (23) von dem Gliede mit der

l sten Potenz von x befreien , indem man x = x — — setzt , d.h. denM 1
Ursprung auf der x -Axe um das Stück R : M zurückschiebt , wodurch
die Gl. (23 ) die Form erhält :

Mx 2 + Ny2 = K. (I)
Im 2ten Falle geht (23) wegen A/ = 0 über in Ny2-f- 2Rx -f- F = 0 ,

aus welcher Gleichung das constante Glied F weggeschafft werden
F

kann , indem man x — x — — setzt , d. h. den Ursprung auf der

x - Axe um das Stück — F : 2R zurückschiebt , wodurch man :
Ny2 + 2Rx = 0 (II )

erhält .
Wie aus der Form der Gl. (I) erhellt , ist der Ursprung Mittel¬

punkt der Curve , dessen Coordinaten durch die Gl. (7) gegeben sind ,
und die beiden Coordinatenaxen sind Hauptdnrchmesser . Diese
Gleichung umfasst daher jene geometrischen Oerter der Gl. (1), welche
einen Mittelpunkt , oder auch deren unendlich viele besitzen .

Aus der Form der Gl. (II ) ersieht man , dass der Ursprung kein
Mittelpunkt und nur die Axe der x ein Hauptdurchmesser ist ; und da aus
dieser Gleichung das lineare Glied 2Rx nicht weggeschafft werden
kann , so begreift diese Gleichung jene geometrischen Oerter der Gl.
(1) , welchen kein Mittelpunkt zukommt .

Schreiten wir nun zur Discussion dieser Gleichungen .

191. Discussion der Gleichung :
Mx 2 + Ny2 = K . 1.

Da die von 0 verschiedene Grösse M immer positiv vorausgesetzt
werden kann , so haben wir folgende Fälle zu betrachten :

1) N positiv .
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a) K posi tiy . Der geometrische Ort der 61. 1 ist in diesem Falle
eine Curve , deren Gestalt sich leicht durch folgende Discussion ergibt .

l / K
Für y — 0 folgt x — + 1/ —• die Curve schneidet daher die Axe

der x in zwei Punkten A , A', (Fig . 34 ), deren Entfernung vom Ur-
■ / A'

Sprunge (Mittelpunkt der Curve ) = + 1/ — ist . Eben so findet man

/ JT

für x = 0 1y — + | / ^ a ŝ Ordinaten der zwei Durchschnittspunkte
B , B' der Curve mit der Axe der y. Aus I. folgt ferner :

,J = ±

woraus man ersieht , dass y imaginär wird für Werthe von x , welche
1 / ~K

numerisch )> 1/ sjn(j . eben so entspricht jedem Werthe von
' irz

y > V ein imaginärer Werth von x ; es liegt daher kein Punkt der
Curve ausserhalb des durch die vier Geraden gebildeten Rechteckes ,
welche durch die Punkte A . A\ B, B ' parallel zu den zwei coordinirten
Axen gezogen werden . Hingegen entsprechen jedem positiven oder nega -

1 / Ktiven x . dessen Zahlenwerth die Grösse \ — nicht überschreitet , zwei .V M
reelle , gleiche und entgegengesetzte Werthe von y ; unsere Curve ist
daher eine geschlossene , nach allen Richtungen begrenzte . Ihren gröss¬
ten Werth erreicht die Ordinate y für x = 0 , in den Punkten B und
B' \ sie nimmt für (positiv und negativ ) Avachsende x fort und fort ab ,

und wird = 0 , für x — + 1/ 4- -— ' M

Diess genügt , um sich eine deutliche Vorstellung dieser Curve ,
welche Ellipse genannt wird , bilden zu können .

Die von der Curve begrenzten Stücke AÄ und BB ' der beiden
Hauptdurchmesser heissen die Axen der Ellipse , die eine die grosse ,
die andere die kleine . Setzen Avir die Hälften derselben OA — a ,

, , so ist a = j / -̂ , * = j / — ,OB — b , so ist a = 1/ — , b = |/ — , durch deren Einführung die

Gl. I . in folgende :

^ + yr = 1 , oder ah /2 + b2x 2 = a2b2 (24)«2 b2

übergeht . Die Endpunkte der beiden Axen : A , Ä , B , B' heissen die
Scheitel der Ellipse .
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In dem besonderen Falle , dass M — N sich ergibt , wird auch
a = b und die Gl. I und (24) gehen über in :

x i + y2 = Y[ i * 2+ */2= a2>

welche einem Kreise vom Halbmesser a = 1/ — angehören . DerF M

Kreis ist daher als ein specieller Fall der Ellipse zu betrachten .

ß) K ne g ati v. Da die Summe zweier wesentlich positiver Grössen
Mx 2 und Ny2 nicht negativ sein kann , so kommt in diesem Falle der
Gl. I . keine geometrische Bedeutung zu . (Imaginäre Curve ).

y) 7i = 0. Die Gl. I . reducirt sich in diesem Falle auf :
Mx 2 + Ny2 = 0

und wird nur durch die Werthe x — 0 , y = 0 erfüllt . Diese Glei¬
chung , somit auch jene (1) bedeutet daher in diesem Falle einen Punkt ,
den jetzigen Ursprung , dessen Coordinaten in Bezug auf das ursprüng¬
liche Axensystem durch die Gleichungen (7) gegeben sind .

2) N negativ .
Setzen wir , um das Zeichen des Coefficienten von y2 ersichtlich

zu machen , N — — iV', so haben wir es mit der Gleichung :
Mx 2 — N 'y2 — K (25)

zu thun , in welcher N ' eine wesentlich positive Grösse .
a) K positiv . Aus (25) findet man :

y = ± V = ± V Tr W + ^ ) -

Da für x == 0 , y imaginär ausfällt , so wird die Axe der y von
der Curve nicht geschnitten , wohl aber die Abscissenaxe in zwei Punk¬
ten A , Ä (Fig . 38) , für deren Abscissen OA und OÄ man die Werthe

+ | findet . Weil ferner für jeden positiven oder negativen Werth
1 / K

von x , welcher numerisch I -jj 'A . y imaginär wird , so liegt kein
Punkt der Curve zwischen den zwei Geraden , welche durch die zwei
Punkte A , Ä senkrecht auf die . x -Axe gezogen werden . Hingegen
entsprechen jedem positiven oder negativen Werthe von x , welcher

absolut > zwe^ &le ĉlie ,,nt* entgegengesetzte Werthe von

y , welche mit x fort und fort bis ins Unendliche zunehmen . Die durch
die Gl. (25) dargestellte Curve besteht daher aus zwei getrennten ,
auf beiden Seiten der Ordinatenaxe liegenden Aesten , deren jeder wie-
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der symmetrisch zu beiden Seiten der x -Axe sich ins Unendliche
erstreckt .

Diese Curve führt den Namen Hyperbel . Sie wird nur von
einem der beiden Hauptdurchmesser in den Punkten A , Ä getroffen ,
welche die Scheitel der Hyperbel genannt werden . Das zwischen
beiden Scheiteln liegende Stück AÄ des einen Hauptdurchmessers
heisst die erste Axo (auch Queraxe , reelle Axe ) ; bezeichnet

/ K
man die Hälfte OA = OÄ derselben mit « , so ist a = 1/ ; setzt

/ /v
man iiberdiess noch /; = 1/ —, , so nimmt die Gl. (25) der Hyperbel
die Form an :

X-~ — ~ = 1 , oder st2?/2 — b2x 2— —- a2b2, (26)st2 b2
welche Gleichungen , wie man sieht , aus jenen der Ellipse (24), her¬
vorgehen , wenn man dort — l 2 statt b- oder b y — 1 statt b setzt . Da

aus (26) fiirx = 0 , y = + b y — 1 als Ordinate des (imaginären )
Durchschnittspunktes der Hyperbel mit der Axe der y sich ergibt , so
nennt man der Analogie mit der Ellipse zufolge bei der Hyperbel die
Grösse 2b die zweite oder imaginäre Axe , deren halbe Länge
b = OB = OB ' zu beiden Seiten des Mittelpunktes auf dem zweiten
Hauptdurchmesser aufgetragen wird .

Für M = N ' = — N wird a — b und die Hyperbel heisst dann
eine gleichseitige .

ß) ATnegativ . Durch Aenderung sämmtlicher Zeichen geht in
diesem Falle die Gl. (25 ) in folgende über :

N 'y- — Mx- — A",
welche von derselben Form ist , wie (25) und folglich wieder eine Hy¬
perbel bedeutet , mit dem Unterschiede , dass im jetzigen Falle die
erste Axe derselben auf der Axe der y liegt .

I / N '
y) R — 0. Hiefür folgt aus (25) : y = + x y — , eine Glei¬

chung ., deren geometrischer Ort ein System zweier sich im Ur¬
sprünge schneidenden Geraden ist .

3) N = 0.
In diesem Falle folgt aus (I) :

- = + Iß .— r m ’

eine Gleichung , deren geometrischer Ort ein System zweier pa¬
ralleler Geraden ist , welche reell oder imaginär sind , je nachdem
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K positiv oder negativ ist , und sich zu einer einzigen reellen Ge¬
raden vereinigen , wenn K = 0 sich ergibt .

I!)5. Discussion der Gleichung :
Ny2 -f- 2llx — 0 (II )

Diese Gleichung bietet zu keiner Unterscheidung Veranlassung ,
da N immer positiv angenommen werden kann und das Zeichen des
anderen Gliedes von keinem Einflüsse ist ; denn wäre dasselbe negativ ,
so dürfte man nur — x mit x , d. i. die beiden Halbaxen der x mit
einander vertauschen , um die obige Form wieder zu erhalten . Setzt

2R
man — — = p , so erhält obige Gleichung die einfache Form :A

_ yi = px , (27 )
woraus y — + Vpx folgt . Diese Gleichung liefert nur für solche
Werthe von x , welche mit p gleiches Zeichen haben , reelle Werthe
von y, daher die durch dieselbe dargestellte Curve nur auf einer Seite
der y - Axe liegt . Für x = 0 wird y = 0 , die Curve geht also durch
den Ursprung . Für jeden mit p gleiches Zeichen habenden Werth von
x folgen aus (27) zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe von ?/,
welche mit x bis ins Unendliche zunehmen . Die Curve (Fig . 27) be¬
steht daher aus zwei vom Ursprünge aus nach der positiven oder ne¬
gativen Seite der x -Axe (jenachdem p positiv oder negativ ) sich
erstreckenden , gegen diese Axe symmetrisch liegenden und sich von ihr
immer mehr und mehr entfernenden unendlichen Aesten , und wird Pa¬
rabel genannt .

Der Punkt A, in welchem die Parabel von ihrem Hauptdurch¬
messer geschnitten wird , heisst der Scheitel , der Hauptdurchmesser
AX die Axe , die Constante p , welche in der auf den Hauptdurchmesser
als Abscissenaxe und den Scheitel als Ursprung sich beziehenden Glei¬
chung (27) als Coefficient von x erscheint , der Parameter der Pa¬
rabel .

Fasst man die Ergebnisse der beiden letzten Paragraphe zusam¬
men , so gelangt man zu dem Schlüsse , dass aus einer Gleichung des
zweiten Grades zwischen zwei veränderlichen Grössen nur drei ver¬
schiedene krumme Linien hervorgehen : die Ellipse , Hyperbel
und Parabel , welche somit die einzigen krummen Linien zweiter Ord¬
nung sind , wobei der Kreis als specieller Fall der Ellipse mit einge¬
schlossen ist .

Uebrigens kann die Gleichung auch jeder geometrischen Bedeu¬
tung ermangeln , sie kann einen Punkt , eine gerade Linie , zwei pa¬
rallele Gerade , oder endlich zwei sich durchschneidende gerade Linien
zum geometrischen Orte haben .
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Die obigen Curven heissen bekanntlich auch Kegelschnitts¬
linien , weil sie durch den Durchschnitt eines Kegels mit einer Ebene
erstehen .

196. Die Beantwortung der Frage , welche von den drei Curven
der Ort einer gegebenen Gleichung des 2ten Grades mit bestimmten
Coefficienten sei , lässt sich auf sehr einfache Merkmale zurückführen .

Soll die Gl. (1) einer Parabel angehören , so muss B 2 — AÄ
= 0 sein , weil einerseits nur unter dieser Bedingung der Ort der
Gl. (1) keinen Mittelpunkt zulässt [§. 188 , b] , anderseits die Parabel
die einzige Curve 2ter Ordnung ist , welche keinen Mittelpunkt besitzt .
— Ist ausserdem noch A' C — BC \ oder C — C — 0 , so bedeutet
die Gl. (1) zwei parallele , oder eine einzige Gerade [§. 188 , c] , daher
diese Oerter auch als Varietäten der Parabel betrachtet werden , in
welche diese Curve auch geometrisch leicht übergeführt werden kann .

Soll aber Gl. (1) einer Ellipse oder Hyperbel angehören , so
muss B 2 — AA' von 0 verschieden sein , weil nur unter dieser Bedin¬
gung ein einziger Mittelpunkt existirt . Beide Curven unterscheiden
sich dadurch , dass erstere zwei reelle Axen , letztere nur eine
solche besitzt ; wir wollen daher diese Axen durch die Coefficienten der
Gl. (1) unmittelbar ausdrücken .

Diese Gleichung nimmt bekanntlich [§ . 189] , wenn wir den Ur¬
sprung in den Mittelpunkt versetzen , die Form an :

Ax 2 -f- A'y - -f- 2Bxy = K ,
wo der Werth von Ä' mittelst der Gl. (9) und (7) berechnet werden kann .

Verbindet man diese Gl. mit der Gleichung y — mx einer durch
den Ursprung (Mittelpunkt ) gezogenen Geraden , so erhält man für die
Coordinaten der Durchschnittspunkte die Ausdrücke :

2 = _____ K _ , = mGV ___
A -j - A’m2 + 271m’ ^ A -(- Ä'm? + 2 /Im ’

und für deren Entfernung vom Mittelpunkte :

R 2 = x 2 4 - v2 - _ 7v(m- + 1) ^
A -f- Ärn 2 -)- 2Bm

Olfenbar wird nun R zu einer der Halbaxen , wenn wir die Gerade
y — mx mit einem der Hauptdurchmesser zusammenfallen lassen , also
die Grösse m, von welcher die Richtung von R abhängt , so bestimmen ,
dass sie den Gl. (17) :

Ärn -f- B = ms: A -)- Bm = s
Genüge leiste . Multiplicirt man aber die l te dieser Gleichungen mit
To, und addirt sie zur zweiten , so erhält man :

A + Äm - + 2Bm — n (m2 -f* 1) ,
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womit aus («)

(28 )

folgt . Diese Gleichung liefert sofort die Werthe der zwei Halbaxen ,
wenn man die aus (17) durch Elimination von m sich ergebenden zwei
Werthe der Hiilfsgrösse s :

substituirt ; und zwar , wie man sieht , in reeller oder imaginärer Form ,
je nachdem der Quotient K : s positiv oder negativ ist . Hieraus folgt
nun sogleich , dass für die Ellipse beide Werthe von s mit gleichen ,
für die Hyperbel mit entgegengesetzten Vorzeichen versehen sein
müssen ; da ferner der dem oberen Zeichen entsprechende Werth von
s nothwendig positiv ist , so muss für die Ellipse :

/ (A — Ä )2 + 4Zf* < A + Ä , d. i. B 2 — AÄ < 0

oder negativ , für die Hyperbel aber B 2 — AÄ )> ■0 oder posi¬
tiv sein .

Die Ellipse wird übrigens imaginär , wenn K negativ ist , weil dann
beide Werthe von R imaginär ausfallen ; sie degenerirt in einen Kreis ,
wenn beide Werthe von s gleich , also A = Ä und B = 0 ist ; endlich
in einen Punkt , wenn K = 0. Kreis und Punkt sind daher Varietäten
der Ellipse .

Ist B 2 = AÄ )> 0, so ist , K mag positiv oder negativ sein , der
Ort der Gl. (1) eine Hyperbel , welche jedoch für 77= 0 in ein System
zweier sich schneidenden Geraden degenerirt .

Wir werden das Binom B 2 — AÄ das charakteristische Bi¬
nom einer Gleichung des 2ton Grades nennen .

I!>7. Die Gleichungen der Ellipse und Hyperbel nehmen eine be-
merkenswerthe Form an , wenn man dieselben auf einen Scheitel als
Ursprung bezieht , und den durch diesen Scheitel gehenden Durch¬
messer als Abscissenaxe annimmt , wie diess bei der Gleichung der Pa¬
rabel , y2 = px der Fall ist .

Für die Ellipse hatten wir als Mittelpunktsgleichung :

legen wir nun den Ursprung in den linken Scheitel A (Fig . 25) , so
haben wir in dieser Gleichung x — a statt x zu setzen und erhalten
dadurch als Scheitelgleichung der Ellipse :

1
(A + Ä ) ± ~ / (A — Äs + 4B 2

a2y2 -)- b2x 2 = a 2b

(29 )
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Für die Hyperbel versetzen wir den Ursprung in den rechten
Scheitel A (Fig . 26 ) , zu welchem Zwecke wir in der Mittelpunktsglei¬
chung derselben : b‘2x 2 — a -y - = a 2bä, x -f- « an die Stelle von x
treten lassen , und linden als Scheitelgleichung der Hyperbel :

2&2 i 2 „
= + (30 )

2b2
Setzt man — = p , so nehmen beide Gleichungen die Form an :

y - ==z Px + 2 t̂ x2 ’ (31)
■ wo das obere Zeichen der Ellipse , das untere der Hyperbel entspricht .

Lässt man in dieser Gleichung , während / » unverändert bleibt , a

unendlich gross werden (wodurch , wegen b = V ? , auch b unend¬

lich zunimmt ), so verwandelt sich dieselbe in y 2 = px , d . i. in die
Scheitelgleichung der Parabel , woraus folgt , dass die Parabel als
eine Ellipse oder Hyperbel betrachtet werden kann , deren
grosse , beziehungsweise reelle Axe unendlich gross gewor¬
den ist .

ls- _ p
Wird noch _|_ —5-= 4 - — = q gesetzt , so sieht man , dass alleCI“ ACl

drei Curven durch eine und dieselbe Gleichung :

y 2 = px -\ - qx 2 : (32 )

dargestellt werden , und dass diese Gleichung einer Parabel , Ellipse
oder Hyperbel angehört , je nachdem q = 0 , negativ oder positiv
ist .

2b2
Die Grösse / » = — führt auch in der Ellipse und Hyperbel , der

Analogie mit der Parabel gemäss , denNamen Parameter ; er ist die
dritte geometrische Proportionale zu 2ci und 2b , da :

_ 2b * _ Ab->_ 2b . 2b
a 2a 2a

Endlicdi zieht man aus der Gl . (31 ) der Ellipse und Hyperbel noch
den Schluss , dass diese beiden Curven in der Nähe ihres Scheitels mit
einer Parabel von gleichem Parameter / » um so mehr zusammenfallen ,
je grösser a ist , d . i. je gestreckter sie sind , indem für kleine Werthe

7J0Ĉ
von x das Glied -—— gegen px um so unmerklicher wird , je grösser

a ist .

I!»8. Eine krumme Linie der zweiten Ordnung kann bekanntlich
von einer Geraden in nicht mehr als zwei Punkten geschnitten werden .
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Hieraus folgt , dass man sich eine solche Curve durch den Durchschnitt
einer beweglichen Geraden mit einem Kreise entstanden denken
kann , dessen Halbmesser sich stetig ändert . Versuchen wir , auf Grund
dieser Erzeugungsart der Linien zweiter Ordnung , diese analytisch
auszudrücken .

Denken wir uns zu diesem Zwecke die Curve (1) construirt , und
aus einem beliebigen Punkte «, ß als Mittelpunkt einen Kreis vom
Halbmesser R ,

(y —- ß)2 -j- (x — «)2 = R 2 (m)

beschrieben ; dieser wird die Curve im allgemeinen in vier Punkten
schneiden , von welchen jedoch nur jene zwei in Betracht kommen ,
durch welche wir die schneidende Gerade

y = ax + c (n)
legen . Es ist klar , dass jedem mit einem bestimmten Halbmesser
beschriebenen Kreise eine bestimmte Lage der beweglichen Geraden
entspricht , woraus folgt , dass a und c Funktionen dieses Halbmessers
R sein müssen .

Da die Coordinaten « , ß des Kreismittelpunktes willkürlich sind ,
so wollen wir die Lage dieses Punktes so annehmen , (dass diess mög¬
lich , wird aus dem Folgenden von selbst hervorgehen ) , dass die be¬
wegliche Gerade immer zu sich selbst parallel bleibe , wodurch einer¬
seits der Punkt «, ß eine gegen die Curve vollkommen bestimmte Lage
erhält , anderseits in der Gl. der Geraden (n) blos c veränderlich und
von R abhängig wird . Setzen wir also c = ip (Ä), so wird die Glei¬
chung der Geraden : y— ax -\ - tp(R), und wenn wir aus dieser Gleichung
und jener (m) des Kreises R eliminiren , so erhalten wir eine Glei¬
chung y — ax = ip (y (y — ß)'2 (x — a)'2) oder :

cp(y — ax ) — / {y — ß)‘2 + (x — «)2 (p )
zwischen x und y, welche offenbar den Durchschnittspunkten aller
aus a, ß beschriebenen Kreise mit der beweglichen Geraden angehört .

Zur Kenntuiss der Form der Funktion cp führt die Bedingung ,
dass der geometrische Ort dieser Durchschnittspunkte eine Linie der
2ten Ordnung , folglich die Gl. (p ) algebraisch vom 2ten Grade sein
muss , woraus folgt , dass cp nur eine algebraische lineare Funktion von
y — cix sein kann , und somit die Form :

cp{y — ax ) — m (y — ax ) -|- n

haben muss , wo m und n zwei willkürliche Constanten sind . Führen
wir statt derselben zwei andere Constanten b , k ein , welche mit rn und
n durch die Gleichungen :
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m = , n — — mb
f/ l + a2

verbunden sind , so verwandelt sich (p ) in

>*• <33>

Hiess ist eine Gleichung vom 2ten Grade mit 5 willkürlichen
Constanten , folglich die allgemeinste Gleichung des 2ten Grades zwi¬
schen zwei veränderlichen Grössen ; denn auch die Gl. (l ) enthält nur
fünf willkürliche Constanten , wie sogleich erhellt , wenn man die ganze
Gleichung durch einen der Coefficienten , etwa durch F , dividirt .

Hieraus geht nun einerseits hervor , dass sämmtliche Linien der
zweiten Ordnung auf die angenommene Weise wirklich erzeugt werden
können ; anderseits spricht sich durch die Form der Gl. (33) eine merk¬
würdige Eigenschaft dieser Linien aus . Setzt man nämlich :

y — ax — b=r-= tf, y'iy —ßf + (x —«)2= r ,yl + «
so folgt aus (33) :

Ted= r , d. i. r : d = Tc: 1 ;
nun ist r die Entfernung des Punktes x , y der Curve vom festen
Punkte «, ß ] d der senkrechte Abstand desselben Punktes x , y der
Curve von einer festen Geraden , deren Gleichung y — ax + b; es
folgt demnach aus obiger Proportion der Satz :

Die Linien der zweiten Ordnung haben die Eigenschaft ,
dass die Entfernung eines jeden Punktes 'derselben von
einem festen Punkte und einer festen Geraden in einem con¬
stanten Verhältnisse Tc: 1 stehen .

Man nennt die feste Gerade Richtlinie (Directrix ) , den festen
Punkt , den Brennpunkt der Curve ; die Entfernung r eines beliebigen
Punktes M der Curve vom Brennpunkte heisst der Radiusvector
oder Leitstrahl dieses Punktes .

Entwickelt man die Gl. (33) und bringt sie auf die Form der
Gl. (1), so findet man das charakteristische Binom :

JP — AA = 4 (D*— 1) (a2 + l )2,
ein Ausdruck , dessen Zeichen bloss von jenem des Faktors &2 —• 1 ab¬
hängt ; hieraus folgt , dass die Gl . ( 33 ) einer Ellipse , Hyperbel
oder Parabel angehört , je nachdem die Verhältnisszahl
Tc 1, )> 1 oder = 1 ist .

Die Gl. (33) gestattet eine sehr einfache Construction . Sind
(Fig . 24) OÄ , 0 Y die Coordinatenaxen , so construire man zunächst
die Richtlinie UU' (y = «* -(- b) und den Brennpunkt F , («, ß). Durch
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F ziehe man D V senkrecht auf UU\ theile den Abstand DF des Brenn¬
punktes von der Richtlinie im Punkte A so , dass AF : AD = k : 1,
so ist A ein Punkt der Curve . Um noch andere Punkte zu erhalten ,
ziehe man durch einen beliebigen Punkt a der DV die Gerade zz senk¬
recht auf DU , suche zu 1, k und Da = d die 4 te geom . Proportionale
= r und beschreibe mit r als Halbmesser einen Kreis , welcher die zz
in zwei Punkten M , M' der Curve schneidet .

Aus der Symmetrie der Ellipse und Hyperbel in Bezug auf ihren
Mittelpunkt folgt übrigens , dass diese Curven zwei Richtlinien und
zwei Brennpunkte besitzen , welche zu beiden Selten des Mittel¬
punktes symmetrisch liegen .

199. Die Gl. (33) wird einfacher , wenn man eine Richtlinie UU'
zur Ordinatenaxe und die durch den Brennpunkt senkrecht darauf
gezogene Gerade DV zur Abscissenaxe nimmt , wodurch offenbar b =
ß = 0 und a — co wird ; hiedurch verwandelt sich (33) , wenn man
sogleich quadrirt , in folgende :

k2x 2 = y2 -p (x — a)2, (34)
wo a der Abstand des Brennpunktes von der Richtlinie .

Man kann diese Gleichung dazu benützen , um über die Lage der
Richtlinien und Brennpunkte Aufschluss zu erhalten . Da nämlich in
(34) die l te Potenz von y fehlt , so ist die Abscissenaxe ein Hauptdurch¬
messer ; die Richtlinien stehen demnach senkrecht auf einem
Hauptdurchmesser der Curve , in welchem zugleich die
Brennpunkte liegen . Dieser Hauptdurchmesser ist in der Parabel
selbstverständlich die Axe derselben ; in der Hyperbel aber deren
erste Axe , weil derselbe von der Curve in zwei Punkten , den Schei¬
teln , geschnitten wird , für welche man aus (34) , y = 0 setzend , die
reellen Abscissenwerthe :

u . a

findet . Was die Ellipse betrifft , so ist -i - (x ., — x ,) = die Länge
£ JL K

der einen Halbaxe , welche auf dem die Brennpunkte enthaltenden

Hauptdiirchmesser liegt ; ferner ist — (xt + x2) — - — ~v die Abscisse

des Mittelpunktes , welche statt x in (34) substituirt , für die andere

Halbaxe den Werth — a^— darbietet ; dieser ist aber , weil 1—k'2<0 1,
Y 1 "k ~

offenbar <C) —rj . Die Brennpunkte liegen daher auf der grossen1 — /r2
Axe der Ellipse .
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Für x = 0 , folgt aus (34) : y — (/ — « , zum Beweise , dass die
Richtlinien von der Curve nicht geschnitten werden ; sie liegen also
bei der Ellipse ausserhalb derselben , bei der Hyperbel zwischen den
Scheiteln und zwar je eine Richtlinie mit dem zugehörigen Brennpunkte
auf jeder Seite des Mittelpunktes .

200 . Verlegen wir den Ursprung in den einen Scheitel A und
• (l

setzen zu diesem Zwecke in (34) x -j- x l = x -(- • statt x , so
J. -j " K

erhält man als Scheitelgleichung der Curven 2ter Ordnung :
y- = 2akx -j- (k2— 1) x 3, (35 )

welche genau dieselbe Form hat , wie die Gleichungen (29) bis (32 )
[§ . 197] , und sich , wie wir im vor . §. gesehen haben , auf dasselbe
Coordinatensystem bezieht . Diese Gleichungen sind daher unmittelbar
mit einander vergleichbar und man hat :

a 2 — ci-

wo p der Parameter ist , und das obere Zeichen (so wie im folgenden
immer) auf die Ellipse , das untere auf die Hyperbel sich bezieht .
Hieraus findet man :

für die Ellipse , Kürze halber f/ a2— b2 — e setzend :
b3 e ah ah

a — —, k — — und a = rs , b = :
e a 1—k2 yi

für die Hyperbel , Kürze halber ya 2 + b2 — e setzend :

b2 , e . ah ah
a = — , h — — und a = —— - , b = ■> .

e a h2— 1 ]/ h2— l
1) Sowohl für die Ellipse als Hyperbel (Eig - 25 und 26) hat man

AF = k . AD — k (a — AF ) , somit AF — ■ Setzt man diesen

V
Werth für x in (35) , so kommt y — ak = ; die bei beiden Curven

2b2 .
unter dem Namen Parameter eingeführte Grösse p — — ist dahera

der im Brennpunkte errichteten Doppelordinate EE ' gleich .

2) Man hat ferner CF — AC -f - AF — a + AF \ aber AF =
ah b2 + (a2— e2) . , r . . . .__ ------- _ — .v - <a — e) , somit CF = e. Die

1 + k a + e a + e, 3 v
oben eingeführte Grösse e = y'a2 + b3 ist daher die Entfernung
der Brennpunkte vom Mittelpunkte und heisst Excentri -

Herr , Höh . Mathematik , l . 21
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cität . Sie ist , wie man sieht , in der Ellipse immer kleiner , in der
Hyperbel grösser als a , die halbe grosse oder beziehungsweise erste
Axe . In Folge der Kelation e2 = a2 -p b'- bilden die beiden Halbaxen
und die Excentricität ein rechtwinkliges Dreieck , so dass jede dieser
Grössen leicht construirt werden kann , wenn die beiden anderen gege¬
ben sind .

3) Es ist CD = CF -I- DF = e + « = = e 4 - - = — ; der Ab-e e
stand der Richtlinie vom Centrum ist daher in beiden Curven die 3te
geometrische Proportionale zu e und a .

4) Sei M ein beliebiger Punkt der Ellipse oder Hyperbel , CP — x
dessen Abscisse , vom Mittelpunkte Caus gezählt , FM — r , F 'M ' = r
seine Radienvektoren , so ist FM — k. PD , F 'M = k. PD ' -, d. i. :

r = k (x + CD) , r = k (CD + x).
C CI'̂

Setzt man für Je und CD die Werthe — und —, so kommt :a e
6 6

für die Ellipse : r = a -J- — x , r = a — — x \ (36 )
g g

für die Hyperbel : r = —x — a , r — — x + a ; (37)

Gleichungen , durch welche die Leitstrahlen eines Punktes der Curve
durch die vom Mittelpunkte gezählte Abscisse desselben rational aus¬
gedrückt werden .

5) Durch Addition der Gl. (36) folgt r + r — 2a ; d. h. die
Summe der Leitstrahlen eines jeden Punktes der Ellipse
ist constant und der grossen Axe gleich .

Vermöge dieser Haupteigenschaft ist daher die Ellipse der geo¬
metrische Ort der Scheitelpunkte sämmtlicher Dreiecke ,
welche über einer gegebenen Grundlinie = 2c so construirt
werden , dass die Summe der beiden anderen Seiten eine con -
stante Grösse = 2a ist .

6) Durch Subtraktion der Gl. (37) erhält man r — r = 2a ; d. h.
die Differenz der Leitstrahlen eines beliebigen Punktes der
Hyperbel ist constant und der ersten Axe gleich .

In Folge dieser Grundeigenschaft ist daher die Hyperbel der
geometrische Ort der Sc heitelpunkte sämmtlich er Dreiecke ,
welche über einer gegebenen Grundlinie = 2e so construirt
werden , dass die Differenz der beiden anderen Seiten eine
constante Grösse = 2a ist .
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Es ist sehr leicht , aus diesen beiden Haupteigenschaften die Glei¬
chungen der beiden Curven abzuleiten .

7) Hie Grösse Je— — ist , wie man sieht , nichts anderes , als dasa

Verhältniss der Excentricität e zur halben grossen oder ersten Axe ,
und der Ausdruck der Excentricität selbst , wenn a — 1 angenommen
wird ; sie mag die numerische Excentricität heissen , im Gegensatze
zur linearen e. Es ist b2 — + (a2 —■e2) = + a2 (1 — fc2) ; führt
man diesen Werth von l 2 in die Mittelpunktsgleichungen (24) und (26)
der Ellipse und Hyperbel ein , in die erstere mit dem oberen , in die
letztere mit dem unteren Zeichen , so kommt :

y2 = {1 — k2) («2 — x 2) (38)

als Mittelpunktsgleichung der Ellipse oder Hyperbel , je nachdem
k < ; 1 oder > 1 ist .

8) Für die Parabel folgt aus (35) wegen k— 1, die Gl. y2= 2ux ,
welche mit Gl. (32), wo q = 0 zu setzen ist , verglichen , die Relation
p = 2« darbietet . Der Parameter p der Parabel ist daher gleich
dem doppelten Abstande des Brennpunktes von der Richt¬
linie , oder auch dem 4fachen Abstande des Brennpunktes vom Scheitel ,

weil , wegen lc— 1, AF — Al ) — * « p ist . (Fig . 27).
2i 4

Setzt man in y- — 2ax , x — AF — -i - u , so kommt :

, 1
y = ± yP )

woraus folgt , dass auch in der Parabel der Parameter gleich
ist der im Brennpunkte errichteten Doppelordinate EE ’.

Endlich hat man für den Leitstrahl FM = r irgend eines Punk¬
tes M der Parabel : FM = Fl ) = AD + AF , d. i. :

r = — p + x . (39 )

Die Parabel ist der geometrische Oi' t sämmtlicher
Punkte , welche von einer festen Geraden , der Richtlinie ,
und einem festen Punkte , dem Brennpunkte , gleich weit
entfernt sind , mittelst welcher Eigenschaft sich die Gleichung der
Curve sehr leicht ableiten lässt .

21
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FÜNFTES KAPITEL .

UEBER EINIGE DER VORZUEGLICHSTEN EIGENSCHAFTEN DER LINIEN

ZWEITER ORDNUNG .

I . Die Ellipse .

201. Zur Entwickelung der Eigenschaften dieser Curve werden
wir uns im Folgenden ihrer Mittelpunktsgleichung :

a 2y '2 _|_ l) ‘2x 2 = ( 1 j

bedienen , wo a und b die halbe grosse und kleine Axe bedeuten , und
auf ersterer die Abscissen gezählt sind .

Bezeichnet man die lineare Excentricitiit , d. i. den Abstand der
Brennpunkte vom Mittelpunkte , CF — CF ’ (Fig . 25), mit e, das Ver -
hältniss derselben zur grossen Axe , die numerische Excentricität mit
e , so ist bekanntlich :

g |/ 'np _
e2 = a 2 — 62, s = — — - , b'2 = a 2 — e2 — a2 (1 — e2) ,a a
und man hat für die Leitstrahlen FM = r , F ’M = r eines Ellipsen¬
punktes M, dessen Abscisse CF = x , die Ausdrücke :

e , , er = a x , r = « -) x ,a a
deren Summe = 2a d. i. der grossen Axe gleich ist . Auf diese Eigen¬
schaft gründet sich das bekannte Verfahren , die Ellipse durch Punkte
zu beschreiben .

Schreibt man die Gl. (1) in der Form a2y2 — b2 (a 2 — x 2), oder :
y2_

(ia — x ) (a + x) a 2 ’
und beachtet , dass a — x — ÄP und a + x — AP die Segmente
sind , in welche die grosse Axe durch die Ordinate y getheilt wird , so
spricht selbe den Satz aus : das Quadrat der Ordinate eines
Punktes der Ellipse steht zu dem Rechtecke aus den Ab¬
ständen des Fusspunktes derselben von den Endpunkten
der grossen Axe in einem constanten Verhältnisse = b'2 : a 2.

Von den beiden Kreisen , welche über der grossen und kleinen Axe
der Ellipse als Durchmessern beschrieben werden können , wollen wil¬
den ersteren den umschriebenen , letzteren den eingeschriebenen
Kreis nennen . Sind (Fig . 28) y — MP , y — ili 'P die zu einer belie¬
bigen Abscisse OP = x gehörigen Oi'dinaten der Ellipse und des
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umschriebenen Kreises , so ist = — j/ a2— x '2, y = j/ a2—a;2 , so-

mit y :y' = b : a ] d. h. die zu derselben Abscisse gehörigen
Ordinaten der Ellipse und des umschriebenen Kreises
stehen in dem constanten Verhältnisse = b : a .

Eben so findet man , dass die zu gleichen Ordinaten gehörigen
Abscissen der Ellipse und des eingeschriebenen Kreises in dem con¬
stanten Verhältnisse a : b stehen .

Hieraus folgt , dass man Punkte der Ellipse erhält , wenn man die
Ordinaten des umschriebenen Kreises in dem Verhältnisse a : b ver¬
kürzt , oder die Abscissen des eingeschriebenen in dem Verhältnisse
b : a verlängert , worauf sich folgende Construction der Ellipse gründet .
Zieht man zu einem beliebigen Punkte M' des umschriebenen Kreises
den Halbmesser OM', welcher den eingeschriebenen Kreis im Punkte
ATschneidet , und durch diesen Punkt eine Parallele zur grossen Axe ,
so schneidet diese die Ordinate des Punktes M ‘ in einem Punkte M der
Ellipse .

202. Aufgabe . Eine gerade Linie DE (Fig . 28) von gegebener
Länge bewege sich so , dass ihre Endpunkte auf den Schenkeln eines
rechten Winkels XO Y fortrücken : man suche die 61. der Curve , welche
ein fester Punkt M der Geraden beschreibt .

Nimmt man die Schenkel des rechten Winkels als Axen der x
und y , setzt die constanten Entfernungen DM — a, EM = b, ferner
OP = MG = x , MP — y, so ist für jede Lage der Geraden DE :

MP 2 : ME 2 = GD - : Dm d. i. y2 : b'2 = (a2 — x 2) : n2, somit :
a 2y - + b2x 2 = a 2 b2.

Der Punkt M beschreibt daher eine Ellipse , deren Halbaxen a
und b sind . Es bedarf kaum der Erinnerung , dass auch von irgend
einem Punkte in der Verlängerung der DE eine Ellipse beschrieben
wird .

Hierauf gründet sich folgendes Verfahren , die Ellipse durch Punkte
zu construiren . Aus einem , in einer der beiden Axen , z. B. BB ' ge¬
wählten Punkte D , beschreibe man mit einem Halbmesser DE — a + b
einen Kreis , welchen die andere Axe in zwei Punkten E , E ’ schneidet ;
zieht man DE und DE ' , und macht DM — DM ^ — a , so sind M , Mx
Punkte der Ellipse .

Auch ist hiedurch ein Mittel geboten , die Ellipse durch einen
stetigen Zug zu beschreiben . Lassen wir ein Lineal sich so bewegen ,
dass zwei feste Punkte D und E desselben auf den Schenkeln eines
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rechten Winkels fortgleiten , so beschreibt irgend ein in der DT? lie¬
gender fester Punkt des Lineals , in welchem ein schreibender Stift
angebracht ist , eine Ellipse (Ellipsograph ).

VON DEE TANGENTE AN DER ELLIPSE .

203. Verbinden wir die 61. einer Geraden :
y — mx + n (1)

mit der Gl. der Ellipse : ahj 2 + b2x 2 = a2b2, so erhalten wir durch
Elimination von y die Gleichung :

(a2m2 -)- b2) x 2 ~j- 2a 2mnx -j- a2 (n2 — b2) = 0,
aus welcher für die Abscissen der Durchschnittspunkte die Werthe :

— a (d »m + b y ahn 2 -\ - b2 — n 2)
a 2m2 -\- b2

folgen . Die Ellipse wird daher von der Geraden in zwei Punkten oder
gar nicht geschnitten , je nachdem a2m2 -j- b2 — n2 oder 0 ist .
Die Sekante wird zur Tangente , wenn die beiden Durchschnittspunkte
in einen einzigen zusammenfallen , wozu erfordert wird , dass in obigem
Ausdrucke von x das Radikal verschwinde .

Es ist demnach :
a2m2 -f- b2 — n2 — 0 (2)

die Bedingungsgleichung für die Berührung der Geraden (1) und der
Ellipse . Mit Rücksicht hierauf erhalten wir als Coordinaten des Be¬
rührungspunktes :

a 2mn b2n
a 2m2 -)- b2' ^ a2m2 -|- b2 '

Bestimmt man aber aus diesen Gleichungen m und n, so erhält man
62g _ J2
a 2)l ' n ’

als diejenigen Werthe , welche die Constanten m und n haben müssen ,
damit die Gerade (1) die Ellipse in einem gegebenen Punkte £, // be¬
rühre . Durch Substitution dieser Werthe in (1) erhält man :

b2Z . b2
y = r x H— ia‘t] y

oder , wenn man von dieser Gleichung jene : // = — S — üb¬
st2// y

zieht , welche ausdrückt , dass | , y ein Punkt der Tangente ist ,
b2S

y —n= — ~a2v (x — £> (3)
als Gleichung der Tangente an der Ellipse im Punkte | , y. Ver¬
bindet man diese Gleichung (nach Wegschaffung des Nenners a 2y) mit
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der Gleichung a2if + b2%2 = «2*a, welche ausdrückt , dass § , ein
Punkt der Ellipse ist , so erhalt man :

eine mehr symmetrische Form der Gleichung der Tangente , welche
sich von der Gl. der Ellipse nur dadurch unterscheidet , dass die Qua¬
drate x 2 und y2 durch die Rechtecke und ity ersetzt sind . Der
Winkel r , welchen die Tangente am Punkte £, mit der Abscissenaxe
einschliesst , bestimmt sich durch die Gleichung :

b2i
tg T = - ~ . (5)

Die im Berührungspunkte M senkrecht auf die Tangente errichtete
Gerade heisst Normale der Curve im Punkte M. Mit Rücksicht auf
(3) wird die Gleichung der Normale der Ellipse im Punkte J, y:

204. Es seien (Fig . 29) MT und ADV die Tangente und Normale
am Punkte M (f , y) ; die Stücke PT und PN der Abscissenaxe , welche
zwischen dem Fusspunkte der Ordinate des Berührungspunktes und
ihren Durchschnittspunkten mit der Tangente und Normale liegen ,
werden Subtangente und Subnormale genannt . Die Stücke MT
und 'der Tangente und Normale zwischen dem Berührungspunkte
und den Durchschnittspunkten dieser Geraden mit der Axe der x ,
pflegt man im engeren Sinne Tangente und Normale zu nennen .

Um Ausdrücke für die Längen dieser 4 Stücke zu erhalten , setzen
wir in den Gl. (3) und (6) der Tangente und Normale [§. 203 ] y — 0,
wodurch x die Abscisse beziehungsweise der Punkte T und N wird ,
und erhalten , da | = OP :

a 2, ,2 a 2 £2
x — £ = PT — Subtangente = ,

x — | = PN — Subnormale = — ^-r- ,a 2
wo die entgegengesetzten Zeichen dieser Ausdrücke daher rühren , dass
die Subtangente und Subnormale immer auf entgegengesetzten Seiten
der Ordinate liegen , von welcher aus sie gezählt werden . Mit Hülfe
dieser Ausdrücke findet man ferner aus den rechtwinkligen Dreiecken
MPT und MPN :

a \ y + b2%x — a2b2, (4 )

(6)

MT — Tangente = / 64£2 -(- a4«2 = ~ / a2 —
o-f " bf

MN = Normale = —r ]/ 64J2 + aV 2 = — ha 2— PJ 2.n Z. ~ 1 n
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Aus der Bemerkung , dass der Ausdruck der Subtangente von b
und tj unabhängig ist und somit für ein erlei J denselben Werth erhält
in allen über derselben grossen Axe beschriebenen Ellipsen , folgt eine
einfache Construction der Tangente . Man beschreibe über der grossen
Axe einen Kreis , verlängere die Ordinate des Berührungspunktes M
bis zum Durchschnitte M ' mit dem Kreise , und ziehe an diesen in M '
eine Tangente ; der Durchschnittspunkt T derselben mit der Abscissen -
axe , mit dem Punkte M verbunden , gibt die Tangente an der Ellipse
im Punkte M.

Während die Subtangente , wie aus ihrem Ausdrucke leicht erhellt »
aller Werthe von 0 bis + cc fähig ist , findet diess bei der Subnormale
nicht Statt ; ihr Ausdruck wird Null für £ = 0 , weil in diesem Falle
die Normale mit der kleinen Axe , die Punkte P und N somit im Mittel¬
punkte zusammenfallen ; mit zunehmendem £ wird die Subnormale

immer grösser , erreicht aber für £ = a ihren grössten Werth — =
P ' a

= dem halben Parameter , als Grenze , welche sie nicht überschreitet .

205. Es sei nun ausserhalb der Ellipse ein Punkt K (x , y'),
(Fig . 30) gegeben ; es soll durch diesen Punkt eine Tangente an die
Ellipse gezogen werden . — Bezeichnen wir die noch unbekannten
Coordinaten des Berührungspunktes mit £, tj, so ist :

a2ity + 52£x = a2b2
die Gleichung der Tangente , und wir erhalten zur Bestimmung von £, y
die beiden Bedingungsgleiehungen :

a2if -f- b2 I 2 == «2̂ 2 ••• (1)» cPi)}/ ' H- b-^x = a 2b2 ... (2)
von welchen die erste ausdrückt , dass der Punkt £, y in der Ellipse
liegen , die zweite , dass x \ y ein Punkt der Tangente sein soll . Aus
beiden folgt durch successive Elimination :

a 2(h2x ' + y N ) b'2{a 2y ' + x ^ N )
b ahj '2 -(- b-x 2 ’ '' a~y'~ + b2x '2

wo ' Kürze halber N — a2y'2 -)- b2x 2 — d2b2 gesetzt ist , und die
oberen und unteren Zeichen zusammengehören . Vorausgesetzt , dass
N positiv ist , d. h . dass der Punkt x , y ausserhalb der Ellipse liegt ,
können somit , der doppelten Zeichen wegen , durch den genannten
Punkt zwei Tangenten an die Ellipse gezogen werden . Für den Nei¬
gungswinkel r derselben gegen die Abseissenaxe findet man :

ö2£ xy + f a2y'2 -f- b2x '2 — a 2b'2
a 2ij a2 —■x '2

Für N — 0 reduciren sich obige Werthe £ und y auf £ = af , y — y',



wie es sein muss , weil in diesem Falle der gegebene Punkt x , y in
der Ellipse liegt , und somit selbst zum Berührungspunkte wird .

Zur Construction der Tangente bedient man sich am einfachsten
der geometrischen Oerter der Gl . (1) und (2 ) , deren Durchschnitts¬
punkte ja eben die Berührungspunkte sind .

Nun ist der geometrische Ort der Gl . (1) die gegebene Ellipse
selbst ; jener der Gl . (2) eine gerade Linie , deren Durchschnittspunkte
D und E mit den beiden Axen leicht zu construiren sind , da aus (2) :

für y = 0 : | = 01 ) — ~ , für £ — 0 : « — OE — —
x y

folgt ; zieht man sodann durch die Punkte D und E eine Gerade ,
so schneidet diese die Ellipse in den gesuchten Berührungspunkten
G , G ' .

Die Gerade GG ', welche durch die beiden Berührungspunkte G
und Gr' geht , heisst Berührungssehne . Aus dem Umstande , dass
der Werth von OD von der Ordinate BK = y des Punktes K unab¬
hängig ist , folgt der Satz :

Wenn man von beliebigen Punkten K , K ' etc . einer auf
die Richtung , der grossen Axe senkrechten Geraden NN '
Tangenten an die Ellipse zieht , so schneiden sich sämmt¬
liche Berührungssehnen in einem und demselben Punkte D
der grossen Axe .

Der Punkt D und die Gerade NN ' heissen (so wie beim Kreise )
mit Beziehung auf einander Pol und Polare .

Auf dieselbe Weise folgt aus dem Ausdrucke von OE , dass der
Punkt E der Pol ist in Bezug auf die durch den Punkt K senkrecht
auf die kleine Axe gezogene Gerade QQ ! als Polare . Wie obiger Satz
umgekehrt werden kann , ist von selbst einleuchtend ; zu einer Verall¬
gemeinerung desselben werden wir später [§ . 215 ] gelangen .

20C. Zieht man (Fig . 29 ) den Halbmesser OM des Berührungs¬
punktes M (| , rj) , so ist , wenn sein Neigungswinkel gegen die Axe der

x mit xp bezeichnet wird ) tg xp = welche Gleichung mit Gl . (5)

[§ . 203 ] verglichen :
b2

tg V' - tgr = — ^ 5

gibt , woraus folgt , dass das Produkt tg xp tg reine constante Grösse
ist . — Ist ). = OMT der Winkel , unter welchem der Halbmesser des Be¬

rührungspunktes die Tangente schneidet , so hat man , wegen 1= r — xp:
tg r — tg xp __ a 2 b2 ci2(1 — r2)
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Wie man sieht , wird tg l = x , d. i. 7. — 90° nur in dem Falle ,
wenn entweder £ oder Null ist ; die Endpunkte der Axen sind daher
die einzigen Punkte , in welchen die Tangente auf den zugehörigen
Halbmessern senkrecht steht .

207. Es seien an einen Punkt M der Ellipse (Fig . 31) die Tan¬
gente , Normale und die beiden Leitstrahlen gezogen . Für die Abscisse
CLVdes Durchschnittspunktes iVder Normale mit der Axe der x findet
man , in der Gleichung derselben , [(6) , § . 203 ] y — 0 setzend :

x — ON = f .
ä 2

Lässt man in diesem Ausdrucke J von 0 bis a zunehmen , so wächst
6 “

x — OWvon 0 bis — O e , woraus erhellt , dass die grosse Axe vona
der Normale immer zwischen den Brennpunkten geschnitten wird .
Nun ist :

FN = OF — ON = e — = — ,a- a \ a ' / a

F ’N = OF ' + ON = e + - | = ,aJ a \ a / a
folglich :

FN : F ' N = r : r = FM : F 'M ;

bringt man diese Proportion in Verbindung mit dem A FMF ', so folgt
daraus nach einem bekannten Satze der Elementargeometrie , dass
der von den beiden Leitstrahlen eines Punktes gebildete
Winkel durch die Normale dieses Punktes halbirt wird .

Hieraus ergeben sich sogleich noch folgende Sätze :
1) die Tangente bildet mit den beiden Leitstrahlen

des Berührungspunktes gleiche Winkel .
2) Die Tangente halbirt den von einem Leitstrahle ,

z. B. FM und der Verlängerung des anderen gebildeten
Winkel FM E .

3) Verlängert man einen Radiusvector ,' z. B. I-1'M ) und macht
die Verlängerung ME = FM — dem anderen Leitstrahle , so entsteht
ein gleichschenkliges Dreieck EMF , dessen Grundlinie
EF durch die Tangente im Punkte As senkrecht geschnit¬
ten und halbirt wird .

4) Verbindet man den Punkt K mit dem Mittelpunkte 0 , so ist ,
weil die KO die EF und FF ' in den Punkten K und 0 halbirt , KO pa¬
rallel zu F 'E -j somit KO : EF ' = OF : FF ', d. i. wegen F 'E = F ’M +
ME — 2a , KO — a \ eben so beweist man , dass K ' O = a , wenn F 'K '



331

senkrecht auf die Tangente gezogen wird . Daraus folgt , dass die
Entfernung der Fusspunkte der aus den Brennpunkten
auf eine Tangente gefällten Perpendikel vom Mittelpunkte
eonstant und der halben grossen Axe gleich ist ; oder mit
anderen Worten : der geometrische Ort der Fusspunkte der
aus den Brennpunkten auf die Tangenten gefällten Per¬
pendikel ist der umschriebene Kreis .

5) Setzt man /_ FTK — x ) so ist FK — FT . sin t ' , und F 'K ' =
F ’T . sin r — (2e + FT ) sin r . Nun folgt aus der Gl. der Tangente

für y == 0 : OT = ~ , folglich FT = — e und F ’T = y + e ;£ £ 5
ferner ist , wegen tg x — tg (180 — r) = — tg x\

. . tg r
™«= ,7rTW *“ rW + W ’

FK - rA ~ = 4M±A , ai ts li' l/ ay + by / ay + by
FK F ’K >_ *4 (« 4— ey ) _ b* {« 4— (st2— 52) | 2}

4' 4 «y + by b2ja4—(aa—b2)I2] — b~5
d. h . das Produkt der aus den beiden Brennpunkten auf
eine Tangente gefällten Perpendikel ist eonstant und dem
Quadrate der halben kleinen Axe gleich .

Aus dem Satze Nr . 3 folgt ein bequemes Verfahren zur Construk -
tion der Tangente .

a ) wenn der Berührungspunkt d/ gegeben ist . Man ver¬
längere (Fig . 31) den einen Radiusvector F 'M des Berührungspunktes
um das Stück ME — MF und beschreibe aus den zwei Punkten E und
F Kreisbogen , welche sich in einem Punkte Ader Tangente schneiden .

b) Durch einen ausserhalb der Ellipse gegebenen Punkt
L eine Tangente zu ziehen . Denkt man sich (Fig . 31 ) die Tan¬
gente AAtTconstruirt , so bemerkt man sogleich , dass der Berührungs¬
punkt M bekannt wird , wenn sich der Punkt E finden lässt , indem
die EF ' die Ellipse im Punkte M schneidet . Der Punkt E ist aber
durch die bekannten Entfernungen EL — FL und EF ' = MF
MF ' — 2a bestimmt . Man beschreibe daher (Fig . 32 ) aus einem der
Brennpunkte , z. B. F ' mit dem Halbmesser = 2a einen Kreisbogen
oo', und aus dem gegebenen Punkte L mit dem Abstande desselben
vom anderen Brennpunkte als Halbmesser einen zweiten Kreisbogen
Hd' , welcher den ersteren in zwei Punkten E , E ' schneiden wird ; ver¬
bindet man diese Punkte mit F ’ durch Gerade , so schneiden diese die
Ellipse in den gesuchten Berührungspunkten M und M '.
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VON DEN DURCHMESSERN DER ELLIPSE .

208 . Aus den Untersuchungen des vorigen Kapitels ist bekannt ,
dass in der Ellipse , als einer Curve der zweiten Ordnung , a) für jedes
System paralleler Sehnen ein Durchmesser existirt , welcher sie sämmt¬
lich halbirt ; b) dass alle Durchmesser gerade Linien sind , welche durch
den Mittelpunkt gehen ; c) dass umgekehrt jede durch den Mittelpunkt
gezogene Gerade ein Durchmesser ist , welchem ein System paralleler
Chorden entspricht , das von ihm halbirt wird .

Ist die Ellipse mit ihrem Mittelpunkte gegeben , so lässt sich der
zu einer bestimmten Sehnenrichtung gehörige Durchmesser leicht con -
struiren . Man halbire eine der gegebenen Sehnen und ziehe durch den
Halbirungspunkt und den Mittelpunkt eine Gerade , welche der ge¬
suchte Durchmesser ist .

Sei nun der Neigungswinkel einer der parallelen Sehnen gegen
die Axe der x , so ist y = x tg cp+ n die Gleichung derselben , welche
mit der Gleichung der Ellipse : ahf - f- b2x 2 — d‘b2, verbunden , durch
Elimination von y die Gleichung :

(st2 tg cp2 b2) x - - |- 2<rn tg cp. x -j- a2(rc2— b2) = 0
darbietet , deren Wurzeln x \ , x i die Abscissen der Durchschnitts¬
punkte der Sehne und der Ellipse sind . Bezeichnet man daher mit
a , ß die Coordinaten des Halbirungspunktes der Sehne , so hat man :

x , + x 2 st2» tg (p bhi
--- — ß= a tg <p + n — -

2 st2 tg qj'2 b2 y a2 tg q,'2 + b'2'

Die Gleichung des zugehörigen Durchmessers , als einer durcli den
J

Ursprung und den Punkt « , ß gehenden Geraden , ist y = -t- x , d. h.
(C

wenn man für « und ß obige Werthe substituirt :
b2

y — r ~.— x . (l )
a 2 tg qn

Ist xp der Neigungswinkel dieses Durchmessers gegen die Axe der
b2

x , so ist tg üt = —- — • , woraus :
st tg cp

b2
tg cp. tg q, = — - (2)

folgt . Das Produkt der Tangenten der Winkel , welche ein
Durchmesser und das zugehörige Sehnensystem mit der
grossen Axe einschliessen , ist somit eine constante Grösse

u b2und = —• — .
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Aus der Symmetrie der Gl . (2) in Bezug auf die Winkel cp und ip
erhellt sogleich , dass , wenn man einen zweiten Durchmesser unter dem
Winkel cp gegen die grosse Axe zieht , das zu diesem gehörige Sehnen¬
system diese Axe unter dem Winkel cp schneiden werde .

Diese zwei Durchmesser haben somit die Eigenschaft , dass jeder
von ihnen das zu dem anderen parallele Sehnensystem halbirt . Zwei
solche Durchmesser werden conjugirte Durchmesser genannt .
Man bemerkt von selbst , wie diese Eigenschaft benützt werden kann ,
um zu einem gegebenen Durchmesser den conjugirten zu construiren .

Die Gl . (2) drückt offenbar die Bedingung aus , welcher die Nei¬
gungswinkel cp und cp zweier Durchmesser gegen die grosse Axe Ge¬
nüge leisten müssen , damit dieselben ein System conjugirter Durch¬
messer bilden .

Da vermöge der Gl . (2) das Produkt tg cp tg \p immer negativ ist ,
so folgt , dass von den beiden Winkeln cp und cp, welche zwei conju¬
girte Durchmesser mit der grossen Axe einschliessen , der eine immer
spitz , der andere stumpf ist und folglich jeder der beiden Durchmes¬
ser in zwei anderen elliptischen Quadranten liegt . Lassen wir cp den
spitzen Winkel bedeuten , so ist tp — gi = u der von der kleinen Axe
durchschnittene Winkel der beiden Durchmesser und mau hat :

_ tg cp — tg cp_ _ a 2 tg cp + b2 cot -g cp
& M 1 + tgqp . tgTp a? — b2

woraus erhellt , dass dieser Winkel immer stumpf und folglich der von
der grossen Axe durchschnittene Nebenwinkel immer spitzig ist . Letz¬
terer wird gewöhnlich der Conjugationswinkel genannt .

Sollen die beiden Durchmesser auf einander senkrecht stehen ,
so muss u = 90° , somit tg u = cc sein , welchen Werth tg u vermöge
des obigen Ausdruckes nur für cp= 0 oder cp= 90° erhält , da in der
Ellipse st2 — b2 von 0 verschieden ist . Die Axen der Ellipse bilden
daher das einzige System rechtwinkliger conjugirter Durchmesser
(Hauptdurchmesser ). Für den Kreis folgt jedoch aus obiger Gleichung ,
wegen a — b , für jeden Werth von cp, u = 90° , daher im Kreise jedes
System conjugirter Durchmesser ein rechtwinkliges ist .

209 . Verbindet man die Endpunkte eines Durchmessers DD '
(Fig . 33 ) mit einem beliebigen Punkte M der Ellipse , so heissen die
so entstehenden Sehnen MD und MD ' Supplementär sehnen . Be¬
zeichnet man mit x , y die Coordinaten des Punktes M , mit x " , y "
jene des Punktes D , so sind — x " , — y" jene von D ', und man hat
als Gleichungen der beiden Sehnen MD und MD ' :
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y — y " , 's ' v ■+• v" ,
y — y = x ’ _ x " (* — x ) ; y — y = yqp ^ (* — * )•

Sind nun cp und w die Winkel derselben mit der als Abscissenaxe
angenommenen grossen Axe , so folgt aus diesen Gleichungen :

tgg - . tg *
X 2 X 2

Da aber die Punkte D , 1) ’ und As auf der Ellipse liegen , so hat
man u2y 2 -j- U2x '2 — d ‘b'1, a2y" '2 -f- b2x "2 = d2b2, woraus durch Sub¬
traktion a- (y"2 — y"2) + b2(x '2 — x"'2) — 0 folgt , womit die obige
Gleichung sich in folgende verwaudelt :

tg cp■tg rp = — ~ . (n)

Das Produkt tg cp. tg ip ist also , wie man sieht , constant , und
nicht bloss von der Lage des Punktes AI gegen den Durchmesser DD ',
sondern auch von der Richtung des letzteren unabhängig . Hieraus
folgt der Satz :

1) Zieht man durch die Endpunkte eines beliebigen
Durchmessers Parallele zu einem Paare Supplementar¬
sehnen , so schneiden sich dieselben in einem Punkte der
Ellipse und bilden demnach ebenfalls ein Paar Supplemen -
tarsehnen .

Aus der Uebereinstimmung obiger Gl. (n) mit Gl. (2) im vorigen
Paragraphe folgt ferner :

2) Zwei Durchmesser , welche zu zwei Supplementar¬
sehnen parallel gezogen werden , sind conjugirt .

Auch dieser Satz bietet ein Mittel dar , zu einem gegebenen Durch¬
messer DD ' den conjugirten zu construiren . Durch den Endpunkt
eines beliebigen anderen Durchmessers z. B. AÄ ziehe man die Sehne
Ä N parallel mit DD ', verbinde iYmit A , und ziehe EE ’ parallel zu
AN , so ist EE ’ der gesuchte , zu DD ' conjugirte Durchmesser .

Suchen wir noch den von zwei Supplementarsehnen HiV, A'N
(Fig . 34) eingeschlossenen Winkel ANÄ zu bestimmen , wobei wir die¬
selben über der grossen Axe coustruirt annehmen . Sind x , y die Coor -
dinaten des Punktes N, so hat man :

tg NAX = —- y— , tg NA'X = ya — x '

somit wegen ANÄ — NAX — NA'X :
2ay ~2ab -

tg ANÄ = -- 5-- f - - = — —z- r— , (1j
a2 — x - — y- (ci2— b2) y

wenn man für x 2 den aus der Gl. der Curve folgenden Werth sub -

(i - j- x 7
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stituirt . Mit Rücksicht auf den in Rede stellenden Winkel kann y
positiv angenommen werden ; es ist somit tg ANÄ wesentlich negativ ,
und somit der von zwei über des grossen Axe construirten Supplemen¬
tarsehnen eingeschlossene Winkel immer s tumpf . Er erreicht seinen
grössten Werth für y = b, wenn die beiden Sehnen im Endpunkte der
kleinen Axe zusammenlaufen , und man hat für dieses Maximum :

tg ABA == — —. 2a-—bJ

Mit abnehmendem y wird der Winkel ANÄ immer kleiner und hat für
y = 0 den rechten Winkel zur Grenze.

Eben so findet man für den von zwei über der kleinen Axe con¬
struirten Supplementarsehnen gebildeten Winkel BNB ' :

* ßNB = U5)

dieser Winkel ist somit immer spitzig und erreicht für x = a seinen
kleinsten Werth BAB ', für welchen

wird . Mit abnehmendem x wird /_ BNB ' immer grösser und hat für
x — 0 den rechten Winkel zur Grenze.

Bringt man hiemit die obigen beiden Sätze in Verbindung , so ge¬
langt man zu dem Schlüsse , dass der Winkel , welchen zwei
Suppleinentarsehnen oder zwei conjugirte Durchmesser
miteinander bilden , nicht grösser als ABÄ und nicht kl einer
als BAB ' werden kann .

Aus den Gl. (1) und (3) erhellt übrigens , dass über beiden Axen ,
also auch über jedem Durchmesser zwei Paare Supplementarsehnen
construirt werden können , welche gleiche Winkel einschliessen . Daher
giebt es auch immer zwei Systeme conjugirter Durchmesser von glei¬
chem Conjugationswinkel , mit Ausnahme des Systems der conjugirten
Hauptdurchmesser oder Axen .

210. Aufgabe 1. Es ist eine Ellipse gegeben ; man soll
ein System conjugirter Durchmesser construiren , welche
sich unter einem gegebenen Winkel y schneiden . (Fig . 35 .)

Man ziehe zwei parallele Sehnen und durch deren Halbirungs -
punkte den Durchmesser kk' ; durch Halbirung desselben erhält man
zuvörderst den Mittelpunkt 0 . Ueber kk' als Sehne beschreibe man
einen Kreis , so dass der eine über kk' stehende Kreisbogen kBk ' den
gegebenen Winkel y als Peripheriewinkel enthalte . Verbindet man nun
den Durchschnittspunkt B dieses Kreisbogens und der Ellipse mit den
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Punkten k und k' , und zieht durch den Mittelpunkt 0 parallel zu Bk
und Bk' die Durchmesser DD ' und EE ’, so sind diess die gesuchten
Durchmesser .

Der Kreis schneidet die Ellipse noch in einem zweiten Punkte B',
und es ist bekanntlich kB'k' — 180° — 7; zieht man daher kB ’ und
k' B' und damit parallel die Durchmesser FF ' und GG ', so bilden diese
offenbar das zweite System conjugirter Durchmesser , welche sich eben¬
falls unter dem Winkel 7 schneiden .

Hiemit ist also zugleich die Aufgabe gelöst , zu einem gegebenen
Systeme conjugirter Durchmesser das zweite von gleichem Conjuga¬
tionswinkel zu construiren .

Aufgabe 2. Es ist eine Ellipse gegeben ; man soll die
Axen derselben construiren .

Diese Aufgabe ist nur ein specieller Fall der vorhergehenden ,
für 7 = (JU°. Der Kreis ist , wie leicht einzusehen , aus dem Mittel¬
punkte der Ellipse über einem beliebigen Durchmesser derselben zu
beschreiben , und sonst wie oben zu verfahren .

211. Zieht man an einen beliebigen Punkt M (x , y) der Ellipse
die Tangente TT ', (Fig . 36) und den Durchmesser MN , so hat man für
den Neigungswinkel r der Tangente gegen .die als Abscissenaxe ange -

b'̂ cc
nommene grosse Axe : tg z = j - [Gl. (5) § . 203 ] und , wenn cp dera y

?/
Neigungswinkel des Durchmessers gegen die grosse Axe ist , tgqo = — ;

folglich , wenn beide Gleichungen multiplicirt werden :

woraus mit Rücksicht auf Gl. (2) , §. 208 folgt , dass die Tangente
an einem beliebigen Punkte der Ellipse parallel liegt
zu jenem Durchmesser , welcher dem durch den Berüh¬
rungspunkt gezogenen conjugirt .ist .

Da hiernach die au den Endpunkten eines Durchmessers gezo¬
genen Tangenten parallel sind , so bilden die vier an den End¬
punkten zweier conjugirter Durchmesser MN und PCL
construirten Tangenten ein Parallelogramm SS ' T 'J” .

DIE ELLIPSE BEZOGEN AUF EIN SYSTEM CONJUGIRTER DURCHMESSER.

212. Wir haben bisher die Gleichung der Ellipse in der Form :
(Cy- -j - Fa? = <rb ~. (1j

angewendet , welche Form bekanntlich davon herrührt , dass der Coor -
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dinatenanfang Mittelpunkt der Curve ist , wodurch die Abwesenheit
der linearen Glieder bedingt wird , und jede der Coordinatenaxen die
zur anderen parallelen Sehnen halbirt , in Folge dessen das Glied mit
dem Produkte xy fehlen muss . Hieraus folgt aber , dass die Gleichung
der Curve obige Form nicht verändern wird , wenn man mit Beibehal¬
tung des Mittelpunktes als Ursprung , irgend ein System conjugirter
Durchmesser als Coordinatenaxen wählt .

Sei nun (Fig . 37) OW, OY ein System conjugirter Durchmesser
als Coordinatensystem angenommen ; «, «' die Winkel , welche die
neuen Axen OX , OY mit der grossen Axe bilden , so haben wir zum
Behufe der Transformation in (1) x cos « y Cos a statt x , x sin « +
y sin «' statt y zu schreiben [Gl. (4), § . IGO.], und erhalten dadurch :

(a 2 sin a’2 -j- b2 cos a '2) y '2 + (a 2 sin a 2 -f- b2 cos «2 ) x 2 -f-
+ 2 («2 sin a sin «' + b'2 cos a cos «') xy — a '2b'2.

Es ist aber der Coefficient von xy :

«2sin « sin «' + b2cos « cosa ' — a 2cos « cos
a ( tg « tg u + ^ j = 0 ,

vermöge der zwischen den Winkeln a , «' bestehenden Relation :

tg « tg a = — ,

[Gl. (2), §. 208 ] , wodurch sich obige Gleichung in folgende verwandelt :
(a2 sin «'2 -|- b2 cos a 2) y2 + («2 sin «2 + b2 cos a2) x 2 = a2b2. (2)

Setzt man noch :

- = m 2 = n 2 ( 3 )a2 sin «2 -f- b2 cos «2 ’ a2 sin «'2 -|- b2 cos «'2
so erhält man :

m2y2 n2x 2 = m2n2 (4)

als Gleichung der Ellipse , bezogen auf ein System conju¬
girter Durchmesser .

Aus dieser Gleichung folgt :

für y = 0 : x 2 = OU2 = Oü '2 = m'2,
für x = 0 : y2 = ÖE? = ÖE '2 = n2 ;

es sind also m und n die Hälften der conjugirten Durchmesser , auf
welche die Ellipse bezogen ist .

213. Zwischen den sechs Stücken « , b , m , n , « , «' bestehen nach
Obigem die drei Gleichungen :

« *** > , .n
5 = m ( ! )» „ 2 a:- - ; r , w . na- --T = » ' (- )a 2 sin a 2 + b2 cos « 2 ä 2 sin « 2 -j- b2 cos « ‘

Herr , Höh . Mathematik . I . 22
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rt2 sin « sin «' -)- b2 cos « cos a = 0 , (3)
deren letzte mit

identisch ist .

1) Durch Multiplikation von (1) uud (2) erhält man :
n'ib!‘ — m?n2 [«262 sin «'2 cos a2 -|- a4 sin «2 sin «'2 -f- b*cos «2 cos «'2+

tg « tg a — jst * (3')

+ a2b'2 sin d2 cos «'2] ,
und wenn man (3) zum Quadrate erhebt :
« 4 sin d 2 sin « ' 2 - )- V ' co£ « 2 cos « ' 2 = — 2a 2Ä2 sin « sin « ' cos « cos

womit die vorhergehende Gleichung übergeht in :
a ll>1 — mln2 (sin «' cos « — cos «' sin «)2 = m2n2 sin («' — «)2,

woraus

Zieht man (Fig . 37 ) ED und ED ’, ferner EF senkrecht auf DD \
so ist im EFO : EF — n sin (a — a) , somit :

anderseits drückt ab offenbar den Flächeninhalt des Dreieckes aus ,
dessen Grundlinie die grosse Axe = AÄ — 2a und Höhe die halbe
kleine Axe = b ist ; die Gl. (4) spricht daher folgenden Satz aus :

Das Parallelogramm , welches entsteht , wenn man
die Endpunkte zweier conjugirter Durchmesser verbin¬
det , ist dem Rhombus gleich , dessen Ecken die Endpunkte
der beiden Axeii sind .

Zieht man ferner an den Endpunkten der beiden conjugirten
Durchmesser DD ', EE die Tangenten , so ist der Flächeninhalt des von
denselben eingeschlossenen Parallelogrammes GHIK offenbar dem
doppelten Flächeninhalte des Parallelogrammes DED ’E ' gleich , somit :

GHIK — 2ED 'E ’D = 4»m sin («' — «) = 4ab ,
woraus sich noch folgender Satz ergibt :

Die Fläche des Parallelogrammes , welches von den
vier an den E n dp unkten z weier conj ugirte r D ur chm es ser
gezogenen Tangenten gebildet wird , ist eine constante
Grösse und dem Rechtecke aus den beiden Axen gleich .

2) Nach bekannten goniometrischen Formeln findet man aus (3') :

ab = mn sin («' — «) (4)
folgt .

A DED ' = mn sin (a — aj — ab ;

t>* -f- « ' tg «2’ 4 b* + n* tg «2,
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welche Werthe , in (1) und (2 ) substituirt :

« 4 sin a 2-\ - br‘ cos « ' 2 2 _ sin « 2 + cos « 2
>U st2 sin ft ~ b2 u 2 n a 2 sin « 2 -f - 62 cos « 2

gehen . Durch Addition von (1) und (6) oder (2) und (5) erhält man :

« 4sin « 2-)- a 2b2-(- ä 4cos « 2 « 4sina '2-j- ct2Ä2 + 64cosa ' 2
yfti _L. 722- — - .—: - ----------- — ; -----------

« 2 sin <i2 -f- 52 cos u - a 2 sin « ' 2 -f- b2 cos « 2
woraus , wenn die Division verrichtet wird ,

vi 2 - (- n 2 = « 2 + b2 (7)
folgt . Die Summe der Quadrate zweier conjugirter Durch¬
messer ist daher eine constante Grösse und der Summe

der Quadrate der Axen gleich .
Wir bemerken noch , dass , wenn von den 6 Grössen a , b, m, n , a ,

a drei gegeben sind , die anderen drei mittelst der Gleichungen (1) , (2),
(3) oder (3' ) gefunden werden können , von welchen übrigens die beiden
ersteren auch durch die Gleichungen (4 ) und (7) vertreten werden
können . Hieher gehören z . B . folgende Aufgaben : 1) Zwei conjugirte
Durchmesser und der Conjugationswinkel sind gegeben , die Axen zu
berechnen . 2) Die Axen sind gegeben ; man sucht ein System conju -
girterDurchmesser , welche einen gegebenen Winkel « ' — a einschliessen .

214. Unter den unzähligen Systemen conjugirter Durchmesser
der Ellipse ist noch dasjenige bemerkenswerth , dessen Durchmesser
den die Endpunkte der beiden Axen verbindenden Sehnen parallel
sind , und , wie aus der Symmetrie der Ellipse in Bezug auf ihre Haupt -
axen sogleich erhellt , gleiche Längen haben . Bezieht man die El¬
lipse auf dieses System conjugirter Durchmesser , so wird ihre Glei¬
chung (wegen m = n in Gl . (4 ) § . 212 ) :

002 - f” l/ 2 = = m '2

und hat , wie man sieht , mit der auf rechtwinklige Axen bezogenen
Mittelpunktsgleichung des Kreises gleiche Form . Jede Gleichung von
dieser Form , bezogen auf ein schiefwinkliges Axensystem ist daher
die Gleichung einer auf das System der gleichen conjugirten Durch¬
messer bezogenen Ellipse . Bezeichnen , wie oben , « und a die Winkel
der zwei gleichen Durchmesser gegen die Abscissenaxe , so ist :

/> , b
tg a — , tg a —a a

und vermöge der Gl . (7) : m2 = -^- (a 2 + b2) .

215. Aus der vollkommenen Uebereinstimmung der Formen ,
welche die Gl . der Ellipse annimmt , wenn dieselbe auf die Axen oder
auf ein beliebiges System conjugirter Durchmesser bezogen wird , folgt ,
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dass alle bisher entwickelten Eigenschaften dieser Curve , welche von
der Richtung ' der Durchmesser unabhängig sind , auch dann
bestehen , wenn dieselben auf ein System conjugirter Durchmesser be¬
zogen wird . So namentlich die Gleichungen der Tangente und die
Formeln und Constructionen des § . 205 über die Aufgabe , von einem
ausserhalb der Ellipse gegebenen Punkte eine Tangente au die Curve
zu ziehen .

Was insbesondere die Ergebnisse des letztgenannten Paragraphes
anbelangt , so können wir jetzt , wenn wir bedenken , dass zu jeder in
der Ebene der Ellipse gegebenen Geraden ein paralleler Durchmesser
gezogen werden kann , und die dort entwickelten Formeln sich nicht
ändern , wenn statt der Axen irgend ein System conjugirter Durch¬
messer als Coordinatensystem angenommen wird , (nur dass dann
selbstverständlich unter a und b die Hälften dieser conjugirten Durch¬
messer zu verstehen sind ) folgenden Satz aussprechen :

Wenn von beliebigen Punkten irgend einer in derEbene
derEllipse gezogenen Geraden ( Polare ) Tangenten an die
Ellipse gezogen werden , so schneiden sich sämmtliche Ge¬
rade , welche die zu je zwei von demselben Punkte ausge¬
henden Tangenten gehörigen Berührungspunkte verbinden ,
in einem Punkte ( Pol ) , welcher auf jenem Durchmesser
liegt , der zu dem der gegebenen Geraden parallelen Durch¬
messer conjugirt ist .

Und umgekehrt :
Zieht man durch irgend einen in der Ebene der Ellipse

gegebenen Punkt ( Pol ) Sehnen oder Sekanten und zu je
zwei Punkten , in denen die Ellipse von jeder Sehne oder
Sekante geschnitten wird , die Tangenten , so liegen die
Durchschnittspunkte je zweier zusammengehöriger Tan¬
genten auf einer zu jenem Durchmesser parallelen Geraden
( Polare ) , welcher dem durch den gegebenen Punkt gezo¬
genen conjugirt ist .

II . Die Hyperbel .

210. Die Gleichung der Hyperbel , auf ihren Mittelpunkt und ihre
Hauptdurehmesser bezogen , ist :

cPy1 — lßx l = — arb- , (1)

wo 2a die erste oder reelle , 2b die zweite oder imaginäre Axe bezeich¬
net , und erstere als Abscissenaxe angenommen ist .
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Für a = b verwandelt sich obige Gleichung in y2— x 2— -— «2,
und die Hyperbel heisst in diesem Falle eine gleichseitige ; diese ist
unter den Hyperbeln das , was der Kreis unter den Ellipsen .

Bezeichnet man die lineare Excentricität , d. i. den Abstand
der Brennpunkte vom Mittelpunkte mit e, die numerische Excentri¬
cität mit e, so ist bekanntlich [§. 200 ] :

e- — st2 -\- b21 e — — ————— , b2 — e2 — «2 = a2 (s2 — 1) ,

und man hat für die Leitstrahlen FM = r , F 'M == r (Fig . 26 ) eines
beliebigen Hyperbelpunktes d/ , dessen vom Mittelpunkte gezählte Ab-
scisse CP — x ist , die Ausdrücke :

e e
r = — x — « , r = — x a ,a a

deren Differenz constant und gleich ist der ersten Axe 2a = AÄ .
Auf diese Eigenschaft gründet sich eine einfache Construction der Hy¬
perbel durch Punkte , bei welcher zu verweilen nicht nöthig sein wird .

Die Gl. (1) in der Form :
f b2

( ;x — « ) (x + st ) st 2

geschrieben , spricht den Satz aus , dass das Quadrat der Ordinate
zu dem Rechtecke aus den Abständen ihres Fusspunktes
von beiden Scheiteln der Hyperbel in einem constanten
Verhältnisse = b2 : «2 stehe .

Construirt man über der ersten Axe der Hyperbel (1) eine gleich¬
seitige Hyperbel , und bezeichnet mit y, y die zu derselben Abscisse x
gehörigen Ordinaten beider Curven , so hat man :

y — + —- f/ x2— y' — + / x '!— st- ,

somit y : y = b : « : der in dieser Proportion ausgesprochene Satz
ist , so wie der vorhergehende , den beiden [§. 201 ] für die Ellipse be¬
wiesenen analog ; der letztere kann jedoch zur Construktion der Hy¬
perbel nicht benützt werden , da eine gleichseitige Hyperbel nicht
leichter als irgend eine andere zu construiren ist .

Aus der Vergleichung der Mittelpunktsgleichungen der Hyperbel
und der Ellipse geht hervor , dass diese in jene übergeht , wenn man
— b2 statt b2, oder b / — 1 statt b schreibt . Aus diesem Grunde
können die aus der Gleichung der Ellipse abgeleiteten Gleichungen
und Formeln durch Aenderung des Zeichens von b2 unmittelbar in die
entsprechenden auf die Hyperbel sich beziehenden umgewandelt wer¬
den . In Folge dieser Aehnlichkeit besitzen beide Curven auch analoge
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Eigenschaften , namentlich ist die Ableitung derselben häufig so über¬
einstimmend , dass wir im Folgenden in solchen Fällen bloss die Resul¬
tate anführen , und behufs der Ableitung auf die entsprechenden vor¬
hergehenden Paragraphen verweisen werden .

VON DER TANGENTE AN DER HYPERBEL .

217. Verbinden wir die Gleichung der Hyperbel : a 2y2 — b2x 2 =
— d2b2 mit jener einer beliebigen Geraden :

y = mx + n , (1)
so erhalten wir durch Elimination von y die Gleichung :

x 1(ahn 2 — b2) -j- 2ahnnx -f- a2 (b1 -f- n2) — 0 , (a)
welche sofort die Abscissen der Durchschnittspunkte liefert und an¬
zeigt , dass die Hyperbel von der Geraden in zwei Punkten geschnitten

wird , den Fall ausgenommen , wenn ahn 2 — b2 = 0 , d. i. m — + —

ist , in welchem Falle die Gerade die Hyperbel nur in einem Punkte
schneidet , weil dann (a) auf den l sten Grad herabsinkt . Schliessen wir
vorerst diesen besonderen Fall aus , so erhalten wir durch Auflösung
von («) als Abscissen der Durchschnittspunkte :

— a \ amn + b \ b2 ii2 — d 2m2\
x — 9 2 Ti • (ß )ahn 2 — b2

Damit die Sekante zur Tangente werde , müssen die beiden
Durchschnittspunkte in einen einzigen zusammenfallen ; es muss dem¬
nach in diesem Ausdrucke die Wurzelgrösse verschwinden , wodurch
wir als Bedingungsgleichung für die Berührung :

a2m2 — b2 — n2 = 0 (2)
erhalten . Dem bei der Ellipse betretenen Wege folgend , finden wir :

a2mn b'2n
ahn 2— b'2’ ‘‘ ahn 2 — b1

als Coordinaten des Berührungspunktes , und :
b2£

y — n = „ 27 (* — S) > (3 )
(X fj

oder ah{y — b'2%x = — a2b2, (4)

als Gleichung der Tangente im Punkte £ , «7. Bezeichnen wir mit
t den Winkel , welchen die Tangente am Punkte | , rt der Hyperbel
mit der Abscissenaxe einschliesst , so ist :

•s*- ?,' (b



Als Gleichung der Normale im Punkte § , tj der Hyperbel
hat man nun :

- = (* - §)• (6 )

Ferner findet man (Fig . 38 ) :
a '-ir P — er

PT = Subtangente = —
& p ’

b2i
PN — Subnormale = — ,a-

MT = = Tangente = ~ z / « b - + b*P .

MN — Normale = — (/ a f‘P -)- blp .
cr

Wie man sielit , ist auch in der Hyperbel , wie in der Ellipse , die
Subtangente von tj und b unabhängig ; beschreibt man daher über der¬
selben ersten Axe eine Reihe von Hyperbeln , und zieht an dieselben
in Punkten , denen derselbe Werth der Abscisse § entspricht , Tan¬
genten , so schneiden sich diese in einem und demselben Punkte der
ersten Axe .

Die Subnormale erhält für § = «, d. li. im Scheitel der Hyperbel ,

ihren kleinsten Werth — == dem halben Parameter , und wächst mit zu-a
nehmendem £ bis ins Unendliche . .Während also in der Ellipse der

V
Werth der Subnormale immer zwischen den Grenzen 0 und — einge¬

schlossen ist , liegt derselbe in der Hyperbel zwischen den Grenzen
—■und ec .
£ •

218. Der Ausdruck (5) für tg r verdient noch eine nähere Erör¬
terung . In der Ellipse kann die Tangente alle möglichen Neigungen
gegen die Axe der x annehmen ; diess ist bei der Hyperbel nicht der
Fall . Denn eliminirt man mit Hülfe der Gleichung der Curve tj aus (5),
so erhält man :

b 1
tg t = +

a Vi -

Es ist nun g = a der (numerisch ) kleinste mögliche Werth von | ,
für welchen tg t = + oo, somit r = 90° wird ; d. i. in den Scheiteln
steht die Tangente senkrecht auf der ersten Axe . Lässt mau nun §

CÎ
grösser und grösser werden , so wird , da — fortwährend abnimmt , tg t

immer kleiner und hat für § = oo die Grösse 4 - — zur Grenze , unter
— a

welche sie nicht herabsinken kann .
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Errichtet man daher im Scheitel A (Fig . 38 ) eine Senkrechte und
macht All = — AIs — b, zieht durch den Mittelpunkt 0 und die
Punkte H und H ' die Geraden FF ', WW ' so ist :

tg VOX = + — , tg WOX — — ,

woraus in Verbindung mit dem oben Gesagten hervorgeht , dass die
Tangente an der Hyperbel mit der cc-Axe keinen kleineren spitzen
Winkel als VOX, keinen grösseren stumpfen als WOX bilden kann .

Setzt man ferner in Gl. (4) der Tangente y = 0, so wird :
«2

a: = ÜT = —;

hieraus folgt , dass der Durchschnittspunkt der Tangente mit der x -Axe
immer zwischen dem Mittelpunkte und einem der beiden Scheitel liegt ,
und ersterem um so näher kommt , je grösser £ wird ; rückt nun der
Berührungspunkt in unendliche Entfernung , d. i. wird £ = oc, so hat

man gleichzeitig : tg t = jb — , OT = 0. Je weiter sich daher der

Berührungspunkt entfernt , desto mehr nähert sich die Tangente MT
einer der beiden Geraden FF ', WW ', deren Gleichung :

, b
y = ± — ®a

ist , und fällt für £ — 0 mit einer derselben zusammen .
Bezeichnet man mit y und y' die zu derselben Abscisse OP = x

gehörigen Ordinaten der Hyperbel und der Geraden FF ', so ist :

y = ^ (*‘ - «-)»y = -2* ;
durch Subtraktion dieser Gleichungen erhält man :

(y — y ) (y + y ) = *2-
Das Produkt (y —y) (y' -\-y)— MQ>. M Q ist demnach eine constante

Grösse und es folgt hieraus , dass , wenn x , und somit auch y und y
grösser und grösser werden , die Differenz y — y — MQ fortwährend
abnehmen und unendlich klein werden muss , wenn x unendlich gross
wird . Die Hyperbel nähert sich daher immer mehr und mehr den Ge¬
raden FF ', TF1F', ohne jemals mit ihnen völlig zusammenzufallen .

Man nennt eine Gerade oder krumme Linie , an welche sich ein
unendlicher Curvenast immer mehr und mehr anschmiegt , ohne jedoch
mit ihr je zusammenzufallen , eine Asymtote der Curve . Die Hy¬
perbel besitzt daher zwei geradlinige Asymtoten , welche
sich im Mittelpunkte schneiden , und deren Gleichungen :

, b b
y = + — x , y = xa a

sind .



345

Es ei-giebt sich nun aucli leicht die geometrische Bedeutung des
im Eingänge des § . 217 erwähnten besonderen Falles , dass eine Ge¬
rade y = mx -J- n eine Hyperbel nur in einem Punkte schneidet , wenn

in = + —ist ; die Gerade ist nämlich dann einer Asymtote parallel

Hieraus folgt zugleich , dass es unmöglich ist , in einer Hyperbel eine
zu einer Asymtote parallele Sehne zu ziehen .

Für die Durchschnittspunkte einer durch den Mittelpunkt gehen¬
den Geraden y = mx mit der Hyperbel findet man , (in («) n = 0
setzend ) :

, ab abm
JQ = = -4- - y ■— -4- — ___

y1b'1— dimi 1 yb 2— ahii 2 "1

woraus folgt , dass ein Durchschnitt statt findet oder nicht , je nachdem

m numerisch kleiner oder grösser ist als —, d. h. je nachdem die Ge¬rt
lade zwischen einer Asymtote und der ersten , oder zweiten Axe der
Hyperbel liegt .

219. Die Aufgabe , von einem ausserhalb der Hyperbel liegenden
Punkte x’, y eine Tangente an dieselbe zu ziehen , wird auf dieselbe
Weise zur Lösung gebracht , wie bei der Ellipse . [§. 205 .] In sämmt¬
lichen dort entwickelten Formeln hat man nur das Zeichen von l 2 zu
verändern , um sie für die Hyperbel umzugestalten , und die daraus ge¬
zogenen Folgerungen und Sätze gelten unverändert auch für diese
Curve .

220. Da der Durchschnittspunkt T einer Tangente MT (Fig . 39)
mit der ersten Axe immer zwischen den Scheiteln , folglich um so mehr

CÎ
zwischen den Brennpunkten liegt , und OT — — ist [§ . 218 ] , so hat

man , wenn r = FM , r = F ’M die Leitstrahlen des Berührungspunktes
M sind :

st2 a (eZ \ Ctr
F 7 = e - T = j ( - - «J= y ,

. «2 « / cJ . \ OT

woraus : FT : F ' T — r : r

folgt . Diese Proportion , auf das Dreieck FF 'M bezogen , spricht den
Satz aus : die Tangente halbirt den von den Leitstrahlen des
Berührungspunktes eingeschlossenen Winkel .
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Dieses stimmt vollkommen mit der analogen Eigenschaft der El¬
lipse überein , daher auch alle dort [§ . 207 ] gezogenen Folgerungen ,
so wie die daraus abgeleiteten Constructionen unmittelbar auf die Hy¬
perbel übertragen werden können . In Bezug auf letztere , weichein
Fig . 39 ausgeführt sind , entstehen aus dem Umstande , dass in der Hy¬
perbel die Tangente zwischen den beiden Leitstrahlen , in der Ellipse
ausserhalb derselben liegt , ganz geringe Modificationen , welche
sogleich in die Augen fallen .

VON DEN DURCHMESSERN DER HYPERBEL .

221. Schliesst man die Richtung der Asymtoten aus , zu welchen
bekanntlich keine parallelen Sehnen existiren , so entspricht auch in
der Hyperbel jedem Systeme paralleler Sehnen ein geradliniger durch
den Mittelpunkt gehender Durchmesser . Bezeichnen wir daher , wie
§. 208 , mit cp den Neigungswinkel der parallelen Sehnen gegen die als
Abscissenaxe angenommene erste Axe , so finden wir als Gleichung des
zugehörigen Durchmessers :

folglich , wenn w der Winkel ist , welchen der Durchmesser mit der
» -Axe einscldiesst :

tg (f . tg xp= — . (1)

Hieraus folgt , dass — wie in der Ellipse ■— jedem Durchmesser
ein eonjugirter entspricht , deren jeder die zu dem anderen parallel
gezogenen Sehnen halbirt .

Weil das Produkt tg cf . tg xp stets positiv ist , so sind beide
Winkel qi und xp gleichzeitig spitz oder stumpf ; in der Hyperbel liegen
demnach zwei conjugirte Durchmesser immer in demselben Quadranten ,

und zwar , weil , wenn tg cp<< , tg cf' > sein muss , auf entgegen¬

gesetzten Seiten der Asymtote , so dass der eine Durchmesser zwischen
der ersten Axe und der Asymtote , der conjugirte zwischen der Asym¬
tote und der zweiten Axe liegt .

Nach dem am Schlüsse des § . 218 Gesagten trifft nur der erste
dieser beiden Durchmesser , nicht aber der zweite , die Hyperbel , welche
Eigenschaft daher jedes System eonjugirter Durchmesser mit dem
Axensysteme gemein hat . Analog mit letzterem wollen wir jenen von
zwei conjugirten Durchmessern den ersten nennen , welcher die Hyperbel
schneidet , den anderen den zweiten .
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Auch geht aus dem Gesagten hervor , dass die Zunahme des Win¬
kels cp die Abnahme von w zur Folge hat , so dass zwei conjugirte
Durchmesser sich immer näher rücken , je mehr sich der erste von der
ersten Axe entfernt , und endlich in der Asymtote zusammenfallen .

In der gleichseitigen Hyperbel ist wegen a = b, tg qe. tg ui = 1,
d. h. die Winkel , welche zwei conjugirte Durchmesser mit der ersten
Axe einschliessen , ergänzen einander zu 90° .

222. Verbindet man die Endpunkte eines ersten Durchmessers
DD ' (Fig . 40 ) mit einem beliebigen Punkte As der Hyperbel , so hat
man ein Paar Supplementarsehnen , für welche man auf dem in § . 209
betretenen Wege die Relation :

tg <7 • tg V- == ~

findet , wenn cp, xp die von denselben mit der ersten Axe eingeschlos¬
senen Winkel bedeuten . Die Uebereinstimmung derselben mit der auf
ein System conjugirter Durchmesser sich beziehenden Gleichung (1)
im vorigen §. führt zu denselben Folgerungen , welche wir [§. 209 ]
für die Ellipse erhalten haben . Um daher zu einem gegebenen Durch¬
messer DD ' die Richtung des conjugirten zu construiren , ziehe man
ÄN parallel zu DD ' und verbinde A7mitH , so ist EE durch den
Mittelpunkt zu AN parallel gezogen , die Richtung des conjugirten
Durchmessers . Auch werden die Aufgaben , ein System conjugirter
Durchmesser zu construiren , welche einen gegebenen Winkel ein¬
schliessen ; und die Axen einer gegebenen Hyperbel zu construiren ,
in ähnlicher Weise wie bei der Ellipse [§. 210 ] aufgelöst .

Eben so, wie für die Ellipse , wird auch für die Hyperbel der Satz
bewiesen , dass eine an die Curve gezogene Tangente parallel ist zu
jenem Durchmesser , welcher dem durch den Berührungspunkt gezo¬
genen conjugirt ist .

DIE HYPERBEL BEZOGEN AUF EIN SYSTEMCONJUGIRTER

DURCHMESSER .

223. Nehmen wir ein System conjugirter Durchmesser , OX, OY
(Fig . 41 ) der Hyperbel als Coordinatenaxen , und sind «, u die Winkel ,
welche beziehungsweise der erste als Axe der x angenommene und der
zweite Durchmesser mit der ersten Axe bilden , so haben wir in der
Mittelpunktsgleichung x cos a + y cos cd statt x und x sin a + y sin cd
statt y zu substituiren und erhalten dadurch als transformirte Gleichung :
y2 (a2 sin cd2— b2 cos id2) + 2xy (a2 sin a sin cd— b2 cos a cos cd) —

x2 (b2 cos a2 -— a2 sin u2) = — a '̂ b2,
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aus welcher zunächst in Folge der zwischen den Winkeln « , «' statt¬
findenden Bedingungsgleichung :

tg a tg n = —a 2
oder a2 sin « sin u — b2 cos a cos a — 0

das Glied mit xy verschwindet . Da ferner tg «2<C — und tg n 2 >̂ —,

so sind die beiden Coefficienten von x 2 und y2 wesentlich positiv ;
setzen wir daher :

■> (l' ^2 2 Cl2̂2 /OJ
m b- cos (c —«-' sin «2’ U ä2 sin a'2 — b2 cos «'2’

so erhalten wir als Gleichung der Hyperbel , bezogen auf
ein System eonjugirter Durchmesser :

m2y2 — n2x2 = — ?«2n2, (3)
welche , wie man sieht , mit der Mittelpunktsgleichung der Form nach
vollkommen übereinstimmt .

Aus (3) folgt für y — 0 : x 2 — OD2 = OD'2 = ni2, so dass m
die Hälfte des ersten Durchmessers darstellt . Für x — 0 erhält man

y — + n y — 1 ; der zweite Durchmesser wird also , wie ohnehin
bekannt , von der Hyperbel nicht geschnitten ; der aus (2) folgende
Werth von n wird der Analogie nach , als Länge des zweiten
Durchmessers auf diesem aufgetragen (OE — OE ' = n).

Die Gleichung der Asymtoten , bezogen auf die Hauptaxen , ist

bekanntlich : y = + — a:, und nimmt durch Erhebung zum Quadrate

die Form a 2y2 — b2x 2 = 0 an . Transformiren wir dieselbe auf das
obige System eonjugirter Durchmesser OZ), OE , so erhalten wir :

y2 (a2 sin a 2 — b2 cos a 2) — x2 (b2 cos «2 — a2 sin et2) = 0 ,
woraus mit Rücksicht auf (2) :

(4)

folgt . Also behält auch die Gl. der Asymtoten dieselbe Form , man
mag was immer für ein System eonjugirter Durchmesser als Coordi -
natenaxen wählen .

Setzt man in (4) x = m — OD , so wird y — n — DO , woraus
folgt , dass die Asymtoten mit den Diagonalen des aus zwei
beliebigen conjugirten Durchmessern construirten Paralle¬
logrammes zusammenfallen ; und umgekehrt : die Eckpunkte
des aus zwei beliebigen Durchmessern construirten Paral¬
lelogrammes liegen auf den Asymtoten .
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Sind daher die Hyperbel und ihre Asymtoten gegeben , so ist es
mit Hülfe dieses Satzes leicht , die Länge des zu einem beliebigen
ersten Durchmesser conjugirten zweiten Durchmessers zu construiren ;
oder die Asymtoten zu construiren , wenn ein Paar conjugirter Durch¬
messer der Richtung und Länge nach gegeben sind ; oder unter der¬
selben Voraussetzung die Richtung der beiden Axen der Hyperbel zu
construiren , wenn man noch beachtet , dass diese die von den Asym¬
toten gebildeten Winkel halbiren .

Die sechs Stücke « , b, m , n , a , a sind durch die 3 Gleichungen
(1) und (2) verbunden , mit deren Hülfe daher aus drei gegebenen
Stücken die anderen gefunden werden können . Auf dem in §. 213 be¬
tretenen Wege erhalten wir aus diesen Gleichungen .

ab — mn sin («' — a) , (5)
m2 — n2 = ei2 — b2. (0)

Es ist somit in der Hyperbel : 1) das aus zwei conjugirten
Durchmessern construirte Parallelogramm constant und
dem Rechtecke der Axen gleich , (wie in der Ellipse ) ; 2) die
Differenz der Quadrate zweier conjugirter Durchmes¬
ser ist eine constante Grösse und gleich der Differenz
der Quadrate der beiden Axen .

Aus (6) folgt , das m nicht = n werden kann , wenn a von b ver¬
schieden ist ; in der Hyperbel existirt also kein System conjugirter
Durchmesser von gleicher Länge ; ist hingegen a — b , so wird auch
vi — n , d. h . in der gleichseitigen Hyperbel haben je zwei conjugirte
Durchmesser immer gleiche Länge .

Das in § . 215 Gesagte gilt unverändert auch von der Hyperbel .

DIE HYPERBEL BEZOGEN AUE IHRE ASYMTOTEN .

224. Bringt man die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel auf die
Form :

so erkennt man sogleich , dass derselben zwei geradlinigte Asymtoten
zukommen , welche in der Gleichung :

b2 0t = a. x (2)
begriffen sind . Denn beim fortwährenden Wachsen von x nähert sich
der aus (1) folgende Werth von y immer mehr und mehr und bis zu
jedem beliebigen Grade der Genauigkeit dem aus (2) resultirenden
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Ordinatenwerthe , d. h. mit anderen Worten , die Hyperbel nähert sich
immer mehr und mehr den durch (2) dargestellten Geraden , ohne aber
je mit ihnen zusammenzufallen ; letztere sind daher Asymtoten der
Hyperbel .

Wir wollen jetzt die Gleichung der Hyperbel auf ihre Asymtoten
als Coördinatenaxen bezogen , aufsuchen . Bezeichnen wir mit 2P den
Asymtotenwinkel , d. h. jenen von beiden Asymtoten gebildeten
Winkel , in welchem die erste Axe liegt , so haben wir zum Behufe der
Transformation der Mittelpunktsgleichung von den Formeln (4) § . 160
Gebrauch zu machen und daselbst a — — P, a = + P. zu setzen ,
somit in der Mittelpunktsgleichung statt x und y die Ausdrücke :

x cos P. -j- y cos P. = {y + x) cos P. ,
— x sin P. + y sin P = (y — x ) sin P. ,

b a2 b2
zu substituiren . Nun ist tg P — —, somit cos P2 — — , sin P2 = ,a e2 e2

wenn e = yd 2 + b2 die lineare Excentricität bedeutet . Iliemit geht
die Mittelpunktsgleichung über in :

«2(y — x)2 — — b2 (y -f - x)'2 —p = — d2b2,

woraus nach einfacher Reduktion :

*y = ( t ) 2 (?)
als Asymtotengleichung der Hyperbel folgt .

Umgekehrt gehört jede auf recht - oder schiefwinklige Coordina -
ten bezogene Gleichung von der Form xy — Je2 einer (bei rechtwink¬
ligen Coordinaten gleichseitigen ) Hyperbel an , deren Excentricität

e2 d2 b2
e = 2k ist . Die Grösse k2 — — = — heisst die Potenz der4 4

Hyperbel .
Aus (3) folgt , dass das Rechteck aus den zu den Asym¬

toten parallelen Coordinaten eines beliebigen Punktes
der Hyperbel eonstant und dem Quadrate der halben
Excentricität gleich , somit letztere die mittlere geome¬
trische Proportionale zwischen beiden Coordinaten ist .

Sind daher die Asymtoten und e i n Punkt der Hyperbel gegeben ,
so ist die Excentricität e = 2 |/ xy leicht zu construiren , wodurch , da
die Richtung der ersten Axe den Asymtotenwinkel halbirt , die Brenn¬
punkte und mit diesen die Längen der beiden Axen gefunden werden
können , da (Fig . 38 ) 0 / / = 011 ’ = \ d2 + b2 = e = OF ist -
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Die Aufgabe , wenn ein System conjugirter Durchmesser der Rich¬
tung und Grösse nach gegeben ist , die Axen zu construiren , lässt sich
jetzt ebenfalls leicht auflösen , indem man die Asymtoten und die Rich¬
tung der Axen nach dem vorigen § . construirt und beachtet , dass man
in den Endpunkten des ersten Durchmessers zwei der Hyperbel ange -
hörige Punkte hat . .

225. Zieht man eine beliebige Sekante GH (Eig . 42 ), welche auf
den beiden als Coordinatenaxen angenommenen Asymtoten die Stücke
OG = «, 011 — ß abschneidet , so ist die Gleichung derselben :

Eliminirt man aus dieser und der Asymtotengleiclmng der Hyper¬
bel y , so erhält man :

eine Gleichung , deren Wurzeln x t , x2 die Abscissen der Durchschnitts¬
punkte M, M ' der Hyperbel und Sekante sind . Ist nun L der Halbi -
rungspunkt der Sehne MM ' und sind | , y dessen Coordinaten , so hat
man :

sich ergibt . Hieraus folgt , dass der Punkt L auch die GH halbirt .
Da also GL = IIL und LM — LAI', so ist HM = GM ', d. h. die
zwischen der Hyperbel und den Asymtoten liegenden Ab¬
schnitte einer beliebigen Sekante oder Sehne sind gleich .
Es bedarf kaum der Erinnerung , dass der Satz auch für eine solche
Sehne (wie z. B. BS ) gelte , welche zwei Punkte der beiden Hyperbel¬
äste verbindet .

Hierauf gründet sich ein sehr einfaches Verfahren zur Construc -
tion der Hyperbel , wenn ein Punkt derselben und die Asymtoten ge¬
geben sind . Sei M der gegebene Punkt der Hyperbel ; man ziehe
durch denselben eine beliebige Sekante , welche die Asymtoten in G
und II schneidet und mache GM ' = HM , so ist M ' ein Punkt der
Hyperbel . Jede andere durch AI gezogene Sekante liefert einen neuen
Punkt ; jeder so erhaltene Punkt kann wieder als Ausgangspunkt ge¬
nommen werden , wodurch die vier Zweige der Curve leicht erhalten
werden .

Aus (2) folgt :

(2)
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soll die Sekante GH zur Tangente TT ' werden , so müssen die bei¬
den Durchschnittspunkte M , M ' in einen einzigen Punkt / zusammen¬
fallen , wozu erfordert wird , dass die Wurzelgrösse verschwinde ; es
ist also :

aß — e'2

die Bedingungsgleichung für die Berührung , und für die Coor -
dinaten OP = £, PI — y des Berührungspunktes I erhält man :

s — — »—i -
* — 2 ’ ‘ ~ 2 ’

somit ist a = OT — 2£, ß = OT — 2y , mit welchen Werthen (1)
in die Asymtotengleichung der Tangente :

2y 2£

übergeht . Aus den so eben erhaltenen Weithen der von der Tangente
auf den Asymtoten abgeschnittenen Strecken :

OT — 2| = 20P , 01 " = 2ij — 2PI
folgt :

1) IT — IT ; d. h. der Berührungspunkt halbirt das zwischen
den Asymtoten enthaltene Stück der Tangente , welcher Satz übrigens
iu dem obigen von einer Sekante bewiesenen als specieller Fall ent¬
halten ist .

2) Ein einfaches Verfahren zur Construction der Tangente an
einem gegebenen Punkt der Hyperbel . Ist I dieser Punkt , so ziehe
man IP parallel zu einer Asymtote , und mache PT — PO , so ist IT
die gesuchte Tangente .

Multiplicirt man die Asymtotengleichung der Hyperbel mit sin 2/1,
wo 21 wie oben den Asymtotenwinkel bezeichnet , so kommt :

e2
xy■ sin 21 — — sin 21 :4

nun ist :

somit :

2ab
sin 2). — 2 sin X cos X— —- ,e2

xy sin 21 = — ab ',

der Ausdruck xy sin 2X stellt aber die Fläche des Parallelogrammes
IKOP vor , welches über den zu den Asymtoten parallelen Coor -
dinaten IP , OP eines beliebigen Hyperbelpunktes construirt ist , diese
Fläche ist also constant und dem 8ten Theile des aus den beiden Axen
2a und 2b construirteu Rechteckes gleich .
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III . Die Parabel .

226. Diese Curve unterscheidet sieh von der Ellipse und Hyperbel
wesentlich dadurch , dass sie keinen Mittelpunkt , folglich nur einen
Hauptdurchmesser und nur einen Brennpunkt besitzt . Nimmt man den
Hauptdurchmesser , die Axe der Parabel , als Abscissenaxe , den Durch¬
schnittspunkt desselben mit der Curve (den Scheitel ) als Ursprung ,
so ist bekanntlich die Gleichung der Parabel :

f = Vx i
wo die Constante p der Parameter der Parabel genannt wird .

Man definirt die Parabel gewöhnlich nach dev [aus §. 200 ] be¬
kannten Eigenschaft derselben , dass jeder ihrer Punkte von einer
festen Geraden (der Richtlinie ) und einem festen Punkte (dem
Brennpunkte ) gleichweit entfernt ist . Der Parameter ist bekannt¬
lich das Doppelte des Abstandes des Brennpunktes von der Richtlinie
und folglich gleich der im Brennpunkte errichteten Doppelordinate .

Wie mit Hülfe obiger Eigenschaft die Parabel durch Punkte con -
struirt werden kann , wenn Brennpunkt und Richtlinie gegeben sind ,
fällt sogleich in die Augen . Aus der Gleichung der Curve erhellt
übrigens , dass die Ordinate jedes Punktes derselben die ' mittlere geo¬
metrische Proportionale ist zwischen seiner Abscisse und dem Parame¬
ter , woraus folgt , dass jedes Verfahren der Elementar -Geometrie , zu
zwei gegebenen Strecken die 3te geometrische Proportionale zu finden ,
zur Constructiön der Parabel benützt werden kann .

VON DER TANGENTE AN DER PARABEL .

227. Verbinden wir die Gleichung der Parabel y2 = px , mit der
Gleichung y — ax -\ - b einer Geraden , so erhalten wir zur Bestimmung
der Durchschnittspunkte die Gleichungen :

a2x 2 — (p — 2ab) x + b'1 = 0 , (a)
y = ax -f- b.

Ist a = 0, d. h . die Gerade parallel zurx -Axe , so sinkt die Gl. (a)
auf den l ten Grad herab , woraus folgt , dass eine zur tc- Axe parallele
Gerade die Parabel nur in einem Punkte schneidet . Ist aber a von
Null verschieden , so zieht man aus («) den Werth :

p — 2ab + y p ( » — 4ab)
X ~ ~ ~ 2 ^ ’

woraus erhellt , dass die Gerade die Parabel nicht trifft , wennp 4ob,
und in zwei Punkten schneidet , wenn p > 4«4. Sollen die beiden

Herr , Höh . Mathematik , I . 23
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Durchschnittspunkte in einen einzigen zusammenfallen , die Secante
also zur Tangente werden , so muss die Bedingung

p - 4ab (fj)
erfüllt werden , und man erhält als Coordinaten des Berührungspunktes :

p — 2ab _ p
- — 2a 2 ’ n ~ 2 a ’

• PK
woraus , da tf = ■p§ ist , a — —-, b — -j- folgt . Substituirt man diese

't 2
Werthe in die Gleichung der Geraden , so erhält man als Gleichung
der Tangente am Punkte | , 17:

y 2r, + 2 ’
welche , indem man beiderseits q abzieht und aus dem zweiten Theile

Pden Faktor — hera

quemeren Formen :

P
den Faktor — heraushebt , mit Rücksicht auf die Gl. ?s2 = die be

y — v = ■£- (* — £) > ( i )

oder yn = -E- (x + | ) (2)

annimmt . Der Winkel r , welchen die Tangente im Punkte | , rt mit
der x - Axe einschliesst , ist durch die Gleichung :

bestimmt . Für tj — 0 wird r = 90° , d. h . die Tangente am Scheitel
steht auf der Axe senkrecht ; je grösser tj oder £ wird , d. h . je weiter
sich der Berührungspunkt vom Scheitel entfernt , desto kleiner wird %
und folglich die Tangente immer mehr und mehr zur Axe parallel .

Für die Gleichung der Normale im Punkte | , tj erhält man
aus (1) :

y — // = — y (* — ?) • (4 )

Setzt man in der Gl. (1) der Tangente und jener (4) der Normale ,
[j = 0 , so stellt x — £ beziehungsweise die Subtangente PT (Fig . 43)
und Subnormale PA "vor ; man erhält daher :

Subtangente PT = — 2£, Subnormale PN — | .
In der Parabel ist daher die Subtangente gleich der

doppelten vom Scheitel aus gezählten Abscisse des Berüh¬
rungspunktes , die Subnormale constant und gleich dem
halben Parameter .
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Wie diese beiden Eigenschaften zu einer sehr einfachen Construc -
tion der Tangente oder Normale an einem gegebenen Parabelpunkte
benützt werden können , fällt sogleich in die Augen .

Da PT = 2| , so ist auch AT = §, somit FT = £ + -7 - = FM4
und das Dreieck MFT gleichschenklig ; zieht man daher noch durch
den Berührungspunkt M die RD senkrecht auf die Richtlinie UU ',
so ist :

/_ FMT = MTF = * DMT = RMT ;
beachtet man nun noch , dass wegen MF = MD das A MDF gleich¬
schenklig ist , so ergeben sich folgende Sätze :

1) Die Winkel , welche die Tangente mit dem Radius¬
vektor des Berührungspunktes und einer durch letzteren
parallel zur Axe gezogenen Geraden bildet , sind gleich ;
folglich wird auch der von dieser Geraden und dem Leit¬
strahle gebildete Winkel durch die Normale halbirt .

2) Die Gerade , welche den Brennpunkt mit dem Fuss¬
punkte des vom Berührungspunkte auf die Richtlinie ge¬
fällten Perpendikels verbindet , wird von der Tangente
senkrecht geschnitten und halbirt .

Man sieht von selbst , wie auch diese Eigenschaften in mehr als
einer Weise zur Construction der Tangente oder Normale an einem
gegebenen Punkte der Parabel benützt werden können .

Da die FD im Punkte K, die BF im Scheitelpunkte A halbirt
wird , so ist AK parallel zu UU ', somit senkrecht auf die Axe ; bemerkt
man nun , dass K der Fusspunkt des aus dem Brennpunkte auf die
Tangente gefällten Perpendikels ist , so ergiebt sich der Satz : der geo¬
metrische Ort der Fusspunkte der aus dem Brennpunkte
auf die Tangenten gefällten Perpendikel ist die durch den
Scheitel senkrecht auf die Axe gezogene Gerade .

228. Um von einem ausserhalb der Parabel gelegenen Punkte G
(Fig . 44 ) eine Tangente an die Parabel zu ziehen , beachte man , dass
nach Obigem jeder Punkt der Tangente GM von den beiden Punkten
F und D gleichweit entfernt ist und folglich auch die Tangente die FD
senkrecht durchschneidet . Beschreibt man daher aus G mit dem
Halbmesser GF einen Kreis , welcher die Richtlinie in zwei Punkten
D und D ’ schneidet , so sind die aus G auf DF und D’F gefällten Per¬
pendikel die gesuchten Tangenten . Oder man ziehe durch D und Ff
Parallele zur Axe , deren Durchschnittspunkte mit der Parabel die Be¬
rührungspunkte M, M’ geben .

23 *
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Um die Aufgabe analytisch aufzulösen , seien x ', y die Coordinaten
des gegebenen Punktes , so haben wir zur Bestimmung der Coordinaten
£, rj des Berührungspunktes die beiden Gleichungen :

y'n = y (* ' + t ) und r? = pl , {m)
deren erste ausdrückt , dass die Tangente durch den Pnnkt x ', y geht ,
die zweite , dass der Berührungspunkt auf der Parabel liegt . Durch
Elimination von § erhält man :

n — y ± Vy 2 — px’i
woraus folgt , dass durch den Punkt x ' , y zwei Tangenten , eine oder
gar keine gezogen werden kann , je nachdem y'2 ^> , = oder <^ px
ist , d. h. jenachdem der Punkt x , y ausserhalb , auf oder innerhalb
der Parabel liegt . Zur Construction der Berührungspunkte bedient
man sich am einfachsten der geometrischen Oerter der Gleichungen (m).
Der Ort der zweiten Gleichung ist die gegebene Parabel selbst ; jener
der ersten eine Gerade , die Berührungssehne , welche die Coordi -
natenaxen in den Punkten E und H schneidet , für welche man , einmal
»/, dann § = 0 setzend :

t = AE = — x , r, = AH = ^
2y

findet , welche Punkte daher leicht construirt werden können . Zieht
man dann die EH , so schneidet diese die Parabel in den gesuchten
Berührungspunkten M und M ’.

Da die Abscisse AE — — x des Punktes , in welchem die Berüh¬
rungssehne die Axe schneidet , von der Ordinate y des gegebenen
Punktes unabhängig ist , so gilt auch in der Parabel der Satz : Wenn
von beliebigen Punkten einer auf der Axe der Parabel senk¬
recht stehenden Geraden (Polare ) Tangenten an die Curve
gezogen werden , so schneiden sich sämmtliche Berührungs¬
sehnen in einem und demselben auf der Axe gelegenen
Punkte (Pol ) ; und umgekehrt .

Ein beachtenswerthes Resultat ergibt sich noch , wenn man den
V

Punkt x ', y auf der Direktrix annimmt , wodurch x — — und die

Ordinate y der Berührungspunkte

n= y ± y ’y'2 + -j -p2
wird . Bezeichnet man nun mit r , % die Neigungswinkel der beiden
Tangenten gegen die Axe der x , so hat man [Gl. (3), §. 227 ] :

„ - __ l _ W = _ P _
Lg T - f LÖT - , .- j

2 \ y' + Y y i + -J p *) 2 \ y — Yy "2 +
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woraus tg r . tg % = — 1 folgt , d. h. die beiden Tangenten
stehen auf einander senkrecht .

Die Gleichung der Berührungssehne wird :

w
woraus für y — 0 : | folgt ; d.h . die Berührungssehne geht

durch den Brennpunkt .
Die Gleichung der Geraden , welche den Brennpunkt mit dem

P
Punkte x — — y verbindet , ist endlich :

y - y = - y ( * + t ) >
woraus mit Rücksicht auf Gl. (n) folgt , dass diese Gerade auf der
Beriihrungssehne senkrecht steht .

VON DEN DURCHMESSERN DER PARABEL .

229. Es sei ÄS' (Fig . 45 ) eine unter dem Winkel cp gegen die Axe
geneigte Sehne , folglich y — x tg cp+ b ihre Gleichung , so erhalten
wir durch Verbindung derselben mit der Gleichung der Parabel , y2— px ,
zur Bestimmung der Ordinaten der Durchschnittspunkte die Gleichung :

y2 — p cotg cp. y -f pb cotg cp— 0 ,
wobei wir cp von 0 verschieden voraussetzen , weil sonst [§. 227 ] die
Gerade die Parabel nur in einem Punkte schneiden , folglich keine
Sehne darstellen könnte . Sind dann yx, y2 die Ordinaten der Durch¬
schnitt spunkte S , so ist yt + y2 — p cotg cp, und wenn mit ß die
Ordinate des Halbirungspunktes C der Sehne bezeichnet wird :

ß = y p cotg (s ' ^
Da dieser Werth von ß bloss von dem Neigungswinkel <jp der

Sehne abhängig ist , so folgt , dass in der Parabel der geome¬
trische Ort der Halbirungspunkte eines Systems paralle¬
ler Sehnen , d. h. der zu diesem Sehnensysteme gehörige
Durchmesser eine zur Axe parallele Gerade ist , wie aus
den allgemeinen Untersuchungen des vorigen Kapitels bereits bekannt
ist . Mit Hülfe der Gl. (1) iindet man den zu einem gegebenen Chorden¬
systeme zugehörigen Durchmesser und umgekehrt ; indem , wenn ß,
d. i. der Abstand des Durchmessers ÄX ' von der Axe gegeben ist ,
aus (1) :
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sich ergibt . Zieht man in dem Punkte Ä , in welchem der Durchmesser

die Parabel schneidet , eine Tangente an dieselbe , so hat man , da ß
die Ordinate von A', für den Neigungswinkel r derselben gegen die

rj
Axe den Ausdruck tg r = [Gl . (3), § . 227 ], somit wegen (2) : r - cp-

2ß
Es ist somit die Tangente parallel zu jenen Sehnen ,

welche von dem durch den Berührungspunkt gezogenen
Durchmesser halbirt werden .

Diese Eigenschaft hat also die Parabel mit der Ellipse und Hy¬
perbel gemein ; in den zwei letztgenannten Curven existirt aber ein zur
Tangente paralleler , dem Durchmesser des Berührungspunktes conjugir -
ter Durchmesser , welcher in der Parabel , da dieselbe keinen Mittel¬
punkt hat , fehlt . Der Analogie nach wird in der Parabel eine Tangente
und der Durchmesser des Berührungspunktes ein System conjugir -
ter Durchmesser oder besser eonjugirter Axen genannt . Die
Scheiteltangente und die Axe der Parabel , welche beide der Glei¬
chung y 2 = px als Coordinatenaxen zu Grunde liegen , bilden , wie
man sieht , ebenfalls ein solches System eonjugirter Axen und zwar das
einzige rechtwinklige , weil nur für ß = 0 aus (2) cp— 90° sich ergibt .

DIE PARABEL , BEZOGEN AUF EIN SYSTEM CONJUGIltTER AXEN .

230 . Sei A'X ' , A Y' (Fig . 45 ) , ein System eonjugirter Axen , auf
welche wir nun die Parabel beziehen wollen ; /_ X 'ÄY ' ■= qc; « , ß
die Coordinaten des neuen Ursprunges A \ bezogen auf die Hauptaxen
AX , A Y. Um die Gleichung y 2 = px auf das neue Coordinatensystem
zu transformiren , haben wir von den Formeln (4 ) , § . 160 , Gebrauch
zu machen und statt a , b , « , u beziehungsweise « , ß , 0 , cp zu setzen ,
wodurch dieselben in x — a y cos cp, y = f* + y sin cp über
gehen . Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichung y 2 — px
kommt :

y 2 sin cp* + y (2ß sin cp — p cos <p) + ß2 — p « = px .

Es ist aber in Folge der Gl . (2) des vorigen § . :

2ß sin cp— p cos cp — 0 ;

ferner , da der Punkt « , ß in der Parabel liegt , ß 2 = pet ] hiedurch
verwandelt sich die letzte Gleichung in :

y 2 — p cosec cp2 ■x , (1)
und diese ist die Gleichung der Parabel vom Parameter = p ,



bezogen auf ein System conjugirter Axen , welche den
Winkel q> einscli liessen . Setzt man :

p cosec qp2 = m , (2)
so nimmt sie die mit der Scheitelgleicliung der Parabel vollkommen
übereinstimmende Form :

y ä = mx (3)
an . Jede Gleichung von dieser Form , welche sich auf ein schiefwink¬
liges Coordinatensystem vom Coordinatenwinkel y bezieht , gehört dem¬
nach einer Parabel an , deren Parameter p — m sin y 2 ist .

Aus (2) [§. 229 ] folgt : sin <p2 = = 4^ + ^ ’ W6U
ß2 — ap 'i hiemit wird m — p -j- 4a . Nun ist aber der Radiusvektor r

des Punktes Ä : r — u + X- , somit m — 4r , woraus die geometrische

Bedeutung der Constante m in (3) erhellt . Dieselbe ist , wie man sieht ,
das Vierfache des Abstandes des Ursprunges A' vom Brennpunkte .

Aus der Uebereinstimmung der Form der Gl. (3) der Parabel ,
bezogen auf ein System conjugirter Axen , mit der Scheitelgleichung
folgt , dass alle früher entwickelten Eigenschaften , welche von dem
Coordinatenwinkel unabhängig sind , auf das neue System übertragen
werden können .

So erkennt man aus (3) , dass in jedem Systeme conjugirter Axen
die Ordinaten die mittleren geometrischen Proportionalen sind zwischen
den Abscissen und dem Parameter m. Hieraus ergibt sich folgendes
Verfahren zur Construction der Parabel y2 = w , wenn die Axen
OX , 0 Y, (Fig . 46 ) und m gegeben sind . Man errichte in 0 das Per¬
pendikel 0 Y' auf OX und construire mit dem Parameter m über OX
als Axe die Parabel BOC . Zieht man sodann aus verschiedenen Punk¬
ten P , P ' , .... der OX Parallele zu OY ' und OY, von welchen die erste¬
ren die Parabel BOC in den Punkten m , in , ... schneiden , und macht
PM = Pm , P 'M ’ — P' ni , u. s. w. , so erhält man Punkte M , M’, ...
welche der Parabel y2 = mx angehören .

Uebrigens kann man auch 2uerst Brennpunkt und Richtlinie der
Parabel construiren . Sind nämlich OX , OY (Fig . 47) die gegebenen
eonjugirten Axen und zwar OX der Durchmesser , so ist OY eine Tan¬
gente an der Parabel im Punkte 0 ; macht man daher /_ TOu — XOY ,

so geht Ou durch den Brennpunkt ; nimmt man ferner OF = ~ m, so

ist F der Brennpunkt , und die durch F parallel zu OX gezogene Gerade
FX ' die Axe . Wird endlich OX über 0 hinaus verlängert und OD — OF
gemacht , so ist UU ' durch D senkrecht auf FX ' gezogen , die Richtlinie .
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Durch ein ähnliches Verfahren findet man die Elemente einer
Parabel , welche schon construirt gegeben ist . Durch Halbirung zweier
parallel gezogener Sehnen ergibt sich zunächst ein Durchmesser OX
und die Richtung der Tangente OY , womit die Richtung On construirt
werden kann , in welcher der Brennpunkt liegen muss . Wiederholt
man diese Construction unter Anwendung eines anderen Paares pa¬
ralleler Sehnen , so ergibt sich der Brennpunkt und hiemit die Richtlinie
und Axe .

Die auf die Tangente sich beziehenden Gleichungen (1) (2) und
(3) , [§. 227 ] gelten auch für ein System conjugirter Axen , wenn
man nur den Parameter p durch die Constante m der Gl. (3) ersetzt ;
daher ist auch in einem schiefwinkligem Coordinatensysteme die Sub¬
tangente gleich der doppelten Abscisse des Berührungspunktes .

Da ferner auch die Formeln des §. 228 unverändert bleiben , so
kann der letzte a. a. 0 . ausgesprochene Satz nun allgemeiner folgen -
dermassen ausgedrückt werden : Wenn von beliebigen Punk¬
ten irgend einer in der Ebene der Parabel gelegenen Ge¬
raden (Polare ) Tangenten an die Curve gezogen werden ,
so schneiden sich sämmtliche Berührungssehnen in einem
Punkte (Pol ) , welcher auf jenem Durchmesser liegt , des¬
sen conjugirter der gegebenen Geraden parallel liegt
Dieser Satz lässt sich auf bekannte Weise umkehren und gilt demnach
für alle Linien zweiter Ordnung .

SECHSTES KAPITEL .

UEBER DIE POLARGLEICHUNGEN DER LINIEN ZWEITER ORDNUNG , UND UEBER

DIE BESTIMMUNG DIESER CURVEN NACH GEGEBENEN BEDINGUNGEN .

I . Polargleichungen der Linien zweiter Ordnung .

231 . Bekanntlich kann die Lage eines Punktes M in einer Ebene
durch seine Entfernung von einem festen Punkte , dem Pole , und den
Winkel bestimmt werden , welchen diese Entfernung mit einer durch
den Pol gelegten festen Geraden , der Polaraxe , einschliesst . Man
nennt diese Bestimmungsstücke Polarcoordinaten ; die eine dieser
Coordinaten , die Entfernung des Punktes M vom Pole führt den
Namen Radiusvector ; die andere , der obenerwähnte Winkel , kann
Polarwinkel genannt werden . Ist nun M ein Punkt einer nach einem
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bestimmten Gesetze gebildeten Curve , so muss sich dieses Gesetz
durch eine zwischen den Polarcoordinaten r , 9 dieses Punktes der
Curve stattfindende Gleichung y (r , G) = 0 oder r = f (G) ebenso aus¬
drücken lassen , wie diess durch Parallelcoordinaten bisher geschehen
ist . Die Gleichung r — f (6) heisst die Polargleichung der Curve .

Ist die auf Parallelcoordinaten bezogene Gleichung der Curve ,
y = f (x), gegeben , so erhält man die Polargleichung , indem man in
der Gl. y — f (x) die Werthe von x und y , in Funktion von r und G
ausgedrückt , einsetzt , wozu die Formeln (1) oder (3) , [§ . 157] dienen .
Eben so kann man umgekehrt durch Anwendung der Formeln (2) oder
(4) a . a . 0 . aus der Polargleichung die Gl. y — f (x) ableiten .

Im Folgenden wollen wir die Polargleichungen der Linien zweiter
Ordnung entwickeln , und zwar — was hier bequemer ist — mit Be¬
nützung bereits bekannter Eigenschaften derselben , ohne von der oben
erwähnten Transformation Gebrauch zu machen . Wir werden dabei
einen Brennpunkt als Pol und die durch denselben gehende Axe der
Curve als Polaraxe annehmen ; den Polarwinkel werden wir von jenem
Theile der Axe aus zählen , in welchem bei der Parabel und Hyperbel
die Scheitel , und bei der Ellipse der dem Pole nähere Scheitel liegt .

I . Ellipse . Sei (Fig . 31 ) F der Pol , FX die Polaraxe , d/ ein
Punkt der Curve , FM = r . / MFX — G, so hat man , wenn wir die
vom Mittelpunkt gezählte Abscisse OP — x und die numerische Ex -

g
centricität — — s setzen , bekanntlich r = a — ex ; somit , weil :

x — OF — PF ~ at -)- r cos Gist , r = a (1 — *2) — re cos G,
woraus die gesuchte Polargleichung der Ellipse :

« ( 1 — E2) m
1 -p- e cosG

2J 2
folgt . Durch Einführung des Parameters / ) = — = 2a (l — e2) erhält
dieselbe die Form : _ p

2 (1 + 6 cos G) '
In der Ellipse ist bekanntlich e <C 1 , daher auch t cos Gimmer

numerisch kleiner als 1 , und r kann weder negativ noch unendlich
werden . Verfolgt mau die Werthe , welche der Radiusvektor r annimmt ,
wähÄnd G von 0 bis 360° wächst , so findet man leicht , dass die Gl.
(1) oder (2), indem r immer positiv bleibt , die ganze Ellipse darstellen ,
wenn man G alle Werthe von 0 bis 360° durchlaufen lässt .

II . Hyperbel . Sei (Fig . 39 ) F der Pol , FX ’ die Polaraxe ,
FM — r , /_ MFX ' — 9 , so ist r = ex — a und x = OP = 0F + FP
= ae — r cos G, somit r = a [e2— 1) — re cos G, woraus als Polar¬
gleichung der Hyperbel :
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a (e2 — 1)

1 + e cos 9 2h2
folgt , welche durch Einführung des Parameters p — — = 2a (e2— 1)
die Form :

r = E ____ ( 4 )
2 (1 + « cos 9)

annimmt . Pa in der Hyperbel e > 1, so kann r unendlich und nega¬
tiv werden . Verfolgt man die Werthe von r , während 0 von 0 bis 360
wächst , und bezeichnet mit 6' jenen zwischen 90° und 180° liegenden
Werth von 9, für welchen :

cos 9' = —, also tgÖ ' = — yt 2— 1 = -- —t a
ist , und welcher r — cc macht ; so findet man leicht , dass der Radius¬
vektor den Hyperbelast M 'ÄM '" beschreibt , während 9 von 9' bis
360° — 9' wächst , wenn man die für diese Werthe von 9 aus (4) fol¬
genden negativen Werthe von r auf dem rückwärts über den Pol hinaus
verlängerten Radiusvektor aufträgt . Von 9 = 0 bis 9 = 9', und von
9 = 360° — 9' bis 360° ist r positiv , und beschreibt in dem ersteren
Intervalle den Zweig AM, in letzterem den Zweig AM " desjenigen Hy¬
perbelastes , dessen Brennpunkt der Pol ist .

III . Parabel . Für diese Curve hat man :

r = x + | ,
und wenn (Fig . 27) /_ AFM — 9 ist , x = AP — AF + FP =

P _ P

V
— r cos 9 ; somit :4

_ _ C5)
2 (1 + cos 9) 4 cos 19 2’

Man überzeugt sich ohne Mühe, dass diese Gleichungen die ganze
Parabel darstellen , wenn man 9 alle Werthe von 0 bis 360° durch¬
laufen lässt , wobei r immer positiv bleibt .

232. Die Vergleichung der Gleichungen (3), (4) und (5) lehrt , dass
die Polargleichung :

r ==¥ (r + ;lcos9 , (m)
alle drei Curven umfasst , und einer Ellipse , Hyperbel oder Parabel
angehört , je nachdem e kleiner , grösser oder gleich 1 ist .

Es tritt wohl selten eine Veranlassung ein , einen anderen Punkt ,
als den Brennpunkt , als Pol anzunehmen ; wohl kann aber der Fall vor¬
kommen , dass die Polaraxe nicht mit der durch die Brennpunkte ge¬
henden Axe zusammenfällt , wie diess obige Gleichungen voraussetzen ,
sondern unter einem Winkel « gegen dieselbe geneigt ist . Man hat



dann , wie man leicht findet , nur Ö + « au die Stelle von Özu setzen ,
wodurch man allgemeiner :

r — - (n)
2 [1 + «co 8 (« + ö)] 1 ’

für die Polargleichung der Linien 2ter Ordnung erhält .
Die Polargleichung der Hyperbel giebt uns noch zur folgenden

Bemerkung über Polarcoordinaten überhaupt Veranlassung . So lange
es sich bloss um die Bestimmung der Lage einzelner Punkte in der
Ebene handelt , kann der Radiusvektor immer als eine wesentlich posi¬
tive Grösse betrachtet werden , wenn man den Polarwinkel von 0 bis
360° nimmt . Diess ist nicht immer so, wenn man eine Curve durch
eine Polargleichung darstellen will . Die Hyperbel bot ein Beispiel ,
wo wir negative Werthe des Radiusvector zulassen mussten , damit eine
und dieselbe Gleichung beide Aeste der Hyperbel gebe . Um für den
links liegenden Ast der Hyperbel ebenfalls positive Werthe von r zu
erhalten , müssten wir die Gleichung :

r = P ...
2 (1— £C0sÖ)

anwenden , welche aus der früheren hervorgeht , wenn man 180° -f- 0
statt 0 schreibt , unter 6 wieder den Winkel verstanden , welcher von
einem zu dem in Rede stehenden Aste gezogenen Radiusvektor mit dem
durch die Scheitel gehenden Theile der Polarnxe eingeschlossen wird .

Bei den bisher betrachteten Polargleichungen genügte es ferner ,
den Polarwinkel 0 zwischen den Grenzen 0 und 360° sich bewegen
zu lassen . Auch diess ist bei manchen Curven (z. B. den Spiralen )
unzulässig ; offenbar immer dann , wenn die Polargleichung nicht bloss
periodische Funktionen von 6, wie sin ., cos . etc ., sondern den Bogen
6 selbst enthält , welcher dann im Allgemeinen aller Werthe von — oo
bis oo fähig betrachtet werden muss . Es ist dann überhaupt der
Natur der Sache angemessen , beide Polarcoordinaten r und 0 (gleich
den Parallelcoordinaten ) als lineare Coordinaten aufzufassen ; mit
dem Unterschiede , dass r eine geradlinige Länge , 0 aber die Länge
eines Bogens bezeichnet , welcher auf einem mit dem Halbmesser = 1
aus dem Pole als Mittelpunkt beschriebenen Kreise aufgetragen wird ,
und zwar von einem der beiden Punkte aus , in welchen der Kreis von
der Polaraxe geschnitten wird , nach der einen oder anderen Richtung ,
je nachdem 0 positiv oder negativ genommen wird .

II . Ueber die Bestimmung der Linien des zweiten Grades
nach gegebenen Bedingungen .

233. Man kann die Aufgabe stellen , eine Linie der zweiten Ord¬
nung zu suchen , sei es auf dem Wege der Analyse oder durch Con-
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struction , welche gewissen Bedingungen Genüge leistet ; z. B. durch
eine Anzahl gegebener Punkte geht , oder gegebene Gerade berührt ,
u . dgl . Die allgemeine Gleichung dieser Linien ist bekanntlich :

Ax * + A'y* + 2Bxy + 2 Cx + 2Cy + F = 0
und nimmt durch Division mit F die Form :

ax 2 + a’y2 -)- 2bxy + 2cx + 2cy -f- t = 0 (1)
an , in welcher dieselbe noch fünf unbestimmte Constanten enthält , zu
deren Bestimmung daher im Allgemeinen fünf von einander unabhän¬
gige Bedingungen erfordert werden und hinreichend sind .

Soll die gesuchte Curve eine Parabel sein , so genügen vier Be¬
dingungen zu deren Bestimmung , da für diesen Fall noch die Bedin -
gungsgleichung b- — aa — 0 erfüllt werden muss .

Ob die Aufgabe nun eine oder mehrere Auflösungen zulasse ,
d. h. ob es nur eine oder mehrere Curven 2ter Ordnung gibt , welche
den gegebenen Bedingungen Genüge leisten , hängt von der Natur der
letzteren ab , je nachdem sie auf Gleichungen führen , welche nach a , b,
c, d, e vom ersten oder von höherem Grade sind .

Eine der einfachsten Aufgaben ist jene , durch fünf gegebene
Punkte eine Linie der 2ten Ordnung zu legen . Sind yx die Coor-
dinaten eines dieser Punkte , so müssen dieselben der Gl. (1) Genüge
leisten , wodurch sich die Bedingungsgleichung :

ax f + dys + 2bx xyx + 2cx , + 2cy x + 1 = 0
ergibt ; jeder der vier anderen Punkte liefert eine Gleichung von der¬
selben Form ; die so erhaltenen 5 Bedingungsgleichungen sind , wie
man sieht , in Bezug auf die Unbekannten « , u. s. w. vom ersten
Grade und geben daher für jede derselben nur einen reellen Werth ,
daher auch die Aufgabe nur eine Auflösung zulässt . Werden die ge¬
fundenen Werthe von a , u. s. w. in (1) substituirt , so hat man die
Gleichung der gesuchten Curve , welche durch die gegebenen 5 Punkte
geht , und eine Ellipse , Hyperbel oder Parabel sein wird , je nachdem
b2 — aa 0 , 0 oder = 0 sich ergibt . Hieraus folgt zugleich ,
dass zwei Linien zweiter Ordnung , ohne zusammenzufallen , nicht mehr
als 4 Punkte gemeinschaftlich haben können .

Soll die gesuchte Curve eine Parabel sein , so sind nur 4 Punkte
zur Bestimmung derselben erforderlich , weil zu den durch diese gelie¬
ferten 4 Bedingungsgleichungen noch die Gleichung b2 — aa — 0
hinzutritt , deren quadratische Form übrigens zur Folge hat , dass durch
4 Punkte im Allgemeinen zwei Parabeln gelegt werden können , und
unter Umständen auch gar keine , wenn die Auflösung auf imaginäre
.Resultate führt .
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Da übrigens eine Curve 2ter Ordnung von einer Geraden in nicht
mehr als 2 Punkten geschnitten werden kann , so ist von selbst ein¬
leuchtend , dass von den gegebenen Punkten nicht 3 in einer Geraden
liegen dürfen . Wäre diese Voraussetzung nicht erfüllt , so würde man
durch die Auflösung wohl eine Gleichung 2ten Grades finden , welche
jedoch keiner Curve , sondern zweien odör einer Geraden angehört ,
auch wohl unbestimmt werden kann .

Die analytische Auflösung ist auf dem oben angedeuteten Wege ,
in Folge der auszuführenden Eliminationen , ziemlich weitläufig , selbst
wenn man die Coordinatenaxen so legt , dass 4 von den 10 Coordinaten
der 5 Punkte = 0 werden . Einfacher gelangt man auf folgendem
Wege zum Ziele , wobei man von der in der Anmerkung zu §. 172 ge¬
machten Bemerkung Gebrauch macht . Seien , AL, M3, M_,„ Mb die
gegebenen Punkte . Lassen wir vorläufig einen derselben , z. B. M-0
ganz beiseite ; durch die 3 übrigen lassen sich 6 gerade Linien ziehen ,
aus welchen wir vier wählen mit der Bedingung , dass nicht 3 dersel¬
ben durch einen und denselben Punkt gehen . Seien z. B. (1, 2), (3, 4),
(1, 4) , (2, 3) die gewählten Geraden , deren Gleichungen durch :

(1, 2) = 0 , (3, 4) = 0 , (1, 4 ) = 0 , (2, 3) = 0

dargestellt werden mögen . Man bilde durch Multiplikation die Glei¬
chungen 2 ten Grades nach x , y .

(1, 2) . (3, 4) = 0 , (1, 4) . (2, 3) = 0 ,

so stellt die erste derselben das System der zwei Geraden (1 , 2) und
(3 , 4) vor , und wird daher durch die Coordinaten der 4 Punkte Mu
M,2, 47a >44 befriediget ; die zweite hat die beiden Geraden (1 , 4) und
(2, 3) zum geometrischen Orte , daher ihr dieselben Coordinaten Genüge
leisten . Multipliciren wir daher eine dieser Gleichungen mit einer un¬
bestimmten Constanten X, und addiren wir sie zur anderen , so erhalten
wir die Gleichung :

(1, 2) . (3, 4 ) + (1, 4) . (2, 3) = 0 («)
welche offenbar durch die Coordinaten derselben 4 Punkte identisch
wird , und daher , weil sie vom 2ten Grade ist , die allgemeine Gleichung
aller Linien der zweiten Ordnung sein wird , welche durch die 4 Punkte
A/j , M.2, M3, A4 , gelegt werden können .

Damit nun die Curve auch noch den Punkt M-a enthalte , wird man
die Coordinaten dieses Punktes statt x und y in («) substituiren , wo¬
durch sich eine Bedingungsgleichung ergibt , aus welcher X gefunden
wird . Soll die Curve eine Parabel sein , so bestimmt sich Xaus («)
selbst durch die Bedingung b2 — aa = 0.
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Wenn die Curve , statt durch den Punkt Mb zu gehen , eine gege¬
bene Gerade berühren soll , so wird man aus (a) mit Hülfe der Glei¬
chung der gegebenen Geraden , y — mx -f- n , eine Veränderliche eli-
miniren und ausdrücken , dass die Eliminationsgleichung zwei gleiche
Wurzeln besitze , wodurch sich wieder eine Bedingungsgleichung zur
Bestimmung von l ergibt .

Befinden sich unter den gegebenen Stücken gewisse ausgezeichnete ,
den Linien zweiter Ordnung zukommende Punkte oder Linien , so wird
dadurch die Anzahl der zur Bestimmung der Curve nöthigen Bedin¬
gungen vermindert . Ist z. B. der Mittelpunkt gegeben , wenn es sich
um eine Ellipse oder Hyperbel handelt , so sind nur noch 3 Bedingun¬
gen erforderlich , da dann die Gleichung , wenn der Mittelpunkt als Ur¬
sprung genommen wird , nothwendig die Form :

ax 2 + 2bahj -j- dy 2 -j- 1 = 0
haben muss , welche nur 3 unbestimmte Constanten enthält .

Eben so verhält es sich , wenn ein Brennpunkt gegeben ist . Denn
wird dieser als Pol und eine beliebige durch denselben gelegte Gerade
als Polaraxe angenommen , so ist die Polargleichung der Linien
2ter Ordnung :

r = JL __
2 [1 -f- e cos (« + 0)] ’

welche nur 3 unbestimmte Constanten , p , e und u enthält . Die zur Be¬
stimmung derselben erforderlichen 3 Bedingungen reduciren sich auf
zwei , wenn die Curve eine Parabel sein soll , weil für diese s — 1.

Nehmen wir z. B. an , es seien nebst dem Brennpunkte 3 Punkte
gegeben , durch welche die Curve gehen soll ; bringt man die obige
Gleichung auf die Form :

r + re cos (« + 0) — — ,

so nimmt dieselbe durch Auflösung von cos (« + und Einführung
zweier neuen Constanten :

h = e cos « , k = £ sin « ,
die Form an :

r + h . r cos ö — k . r sin 6 = -§ •z
Es seien nun x , y die rechtwinkligen Coordinaten eines der gege¬

benen Punkte , bezogen auf den Pol als Ursprung und die Polaraxe als
Abscissenaxe , so ist :

x — r cos Ö, y — r sin Ü,
wodurch sich die letzte Gleichung in folgende verwandelt :

r -(- hx — ky — — p ,



wo r — Vx - y2. Jeder der drei Punkte liefert nun eine solche Glei¬
chung , aus welchen sofort der Parameter p und die beiden Constanten
h und k gefunden werden . Endlich hat man :

s = \/ h2 + k2, tg « — .

Ist die Lage eines Systemes conjugirter Durchmesser gegeben ,
so bedarf man zur Bestimmung einer Ellipse oder Hyperbel nur noch
zweier , einer Parabel nur einer Bedingung , wie aus den auf ein System
conjugirter Durchmesser bezogenen Gleichungen dieser Curve unmit¬
telbar erhellt .

Ist zur Bestimmung einer Hyperbel eine Asymtote gegeben , so
vertritt dieses Datum die Stelle von zwei Bedingungen , einer Tangente
nämlich mit gegebenem (in unendlicher Entfernung liegenden ) Berüh¬
rungspunkte . Sind beide Asymtoten gegeben , so ist nur noch eine Be¬
dingung erforderlich , da die Asymtotengleichung nur eine Constante
enthält .

SIEBENTES KAPITEL .

UEBER EINIGE ALGEBRAISCHE LINIEN HOEHERER ORDNUNG UND EINIGE

TRANSCENDENTE CURVEN .

I . Algebraische Linien höherer Ordnung .

234. Eine erschöpfende Untersuchung der algebraischen Curven
von höherer als der zweiten Ordnung , durch Analyse der allgemeinen
Gleichungen des 3ten, 4ten, u. s. w. Grades zwischen zwei veränder¬
lichen Grössen , ist in Folge der damit verbundenen Weitläufigkeit und
der Unzulänglichkeit der analytischen Hülfsmittel nicht leicht durch¬
führbar . Die Anzahl der in einer Gleichung höheren Grades zwischen
zwei Veränderlichen enthaltenen geometrischen Gebilde wächst mit
dem Grade ausserordentlich rasch . Schon Newton hat die Linien
3teu Grades untersucht und 72 Arten derselben in 14 Gattungen unter¬
schieden , zu denen Stirling und Cramer noch 6 Arten hinzugefügt
haben ; Euler theilt sie in 16 Geschlechter . Letzterer hat auch noch
die Linien 4tev Ordnung betrachtet und 146 Geschlechter derselben
unterschieden , welche wieder eine noch viel grössere Zahl von Arten
unter sich begreifen . Bei der geringen praktischen Wichtigkeit fast
aller dieser Curven hat man sich daher darauf beschränkt , einzelne
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derselben , welche sich bei Gelegenheit besonderer Aufgaben dargeboten
haben , näher zu untersuchen . Einige der bemerkenswertheren wollen
wir im folgenden betrachten .

Unter den Curven höherer Ordnung gehören jene zu den einfach¬
sten , bei welchen die Ordinate durch eine algebraische , ganze , ratio¬
nale Funktion der Abscisse ausgedrückt ist , deren Gleichung daher die
Form hat :

y = As, -(- Al x + A2x 2 + A3aO + ..... -f- Amxm.
Man nennt diese Curven überhaupt parabolische Curven des

mten Grades , wenn die Funktion rechter Hand vom »iten Grade *). Da
jedem Werthe von x nur ein Werth von y entspricht , welcher gleich¬
zeitig mit x , letzteres sowohl positiv als negativ genommen , unendlich
wächst , so bestehen diese Curven aus einem ununterbrochenen , nach
beiden Seiten ins Unendliche sich erstreckenden Zuge . Wir sind diesen
Curven schon in der Theorie der algebraischen Gleichungen begegnet ,
wo sie von besonderer Wichtigkeit sind .

Eine parabolische Curve des ?»ten Grades enthält im allgemeinen
m + 1 Constanten , und erfordert daher zu ihrer Bestimmung m + 1
von einander unabhängige Bedingungen . Die wichtigste liieher gehö¬
rige Aufgabe ist , die Curve so zu bestimmen , dass sie durch rn -f - 1
gegebene Punkte gehe ; eine Aufgabe , welche mit derjenigen identisch
ist , welche in § . 150 aufgelöst wurde .

Parabeln höherer Ordnung nennt man insbesondere Curven ,
deren Gleichungen die Form y n — px m haben ; die sogenannte ge¬
meine , conische oder appolonische Parabel : y2 = px , ist hie¬
von ein spezieller Fall . Die Curve , deren Gleichung y2 = px 3 ist ,
heisst insbesondere Neil ’sche oder cubische Parabel , und steht mit
der gemeinen Parabel in einem nahen Zusammenhang , auf welchen
wir später zurückkommen werden . Was überhaupt die Gestalt der
Parabeln höherer Ordnung betrifft , so hängt diese wesentlich davon
ab , ob die Exponenten m und n , welche immer ganze positive Zahlen
sind , beide gerade oder ungerade , oder der eine gerade , der andere
ungerade ist .

235. Aufgabe . Eine Curve von der Beschaffenheit zu

*) Die Gl . vom 2t en Grade : y = A0 + A, x ■+■ hat die gemeine Parabel
zum geometrischen Orte , deren Axe parallel liegt zur Axe dery , deren Scheitel

die Grösse — zur Abscisse , die Grosse ^ — — zur Ordinate hat und
2An 4A.2

deren Parameter = J - ist , wie man mit Hülfe der im IV . Kapitel , §. 193 vorgetra -
A2

geneu Lehren leicht findet .
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finden , dass das Produkt der Entfernungen jedes ihrer
Punkte von zwei festen Punkten einer gegebenen Constanten
a2 gleich sei .

Nehmen wir die Verbindungslinie der festen Punkte F , F '
(Fig . 48 ) zur Abscissenaxe , den Halbirungspunkt 0 der FF ' = 2e
zum Ursprung , so ist FM 2 = y2 + (e — x )2, F 'M2— y2 + (e + x )2,
und der Bedingung der Aufgabe gemäss FM . F ’M = a2 , somit :

Ly2 + 0 — »)-'] [y 2 + (e + x )2] = a4 ,
woraus nach leichter Reduktion :

(y2 + x 2)2 + ‘Je2 (y2 — x 2) = « 4 — e4 (1)
als Gleichung der gesuchten Curve gefunden wird. Sie ist , wie man
sieht , vom 4ten Grade und führt den Namen Cassini ’sche Curve .

Da die Gl. (1) sich nicht ändert , wenn man — x , — y statt x , y
schreibt , so ist der Ursprung ein Mittelpunkt der Curve, welcher
jede durch ihn gezogene Sehne halbirt. Addirt man zur Gleich. (1)
ein Mal 4e2x 2, das andere Mal — 4ehj2, so kann sie auf folgende For¬
men gebracht werden :

y2 = — e2 — x 2 -j- j/ a4 -)- 4e2x 2, (2)
x 2 = e2 —• y2 + y «4 + 4e‘fy2, (3)

woraus zunächst hervorgeht , dass die Curve die Coordinatenaxen zu
Hauptdurchmessern hat , daher von denselben in symmetrische
Theile getheilt wird und in einen begrenzten Raum eingeschlossen ist ,
also keine unendlichen Aeste besitzt .

Sind x ', y die Coordinaten der Durchschnittspunkte mit den bei¬
den Axen , so findet man :

x — + y'e2 Hha2, y = y a2 — e2.
Zur weiteren Diskussion sind folgende Fälle zu unterscheiden :
1) a O * e; in diesem Falle ist in dem Ausdrucke von x unter dem

Wurzelzeichen nur das Zeicheu + zulässig , daher die Curve jede der
beiden Axen nur in zwei Punkten schneidet . Jedem Werthe von x ,
welcher numerisch kleiner ist als x = f/ e2 + «2, entsprechen zwei
gleiche und entgegengesetzte reelle Werthe von ?/ ; für jeden grösseren
Werth von x wird y imaginär : denn ist x : < ( e2 + «2, so hat man
a2 x 2 — e2, «4 (x 2 — e2)2 oder a4 ]> • x 4 — 2e2x 2 + c4, oder
a4 + 4e2x 2 > (x 2 + e2)2, d. i. / a4 + 4e2x 2 > x 2 + e2, somit in
(2) y 2 positiv und umgekehrt . Die Curve schliesst daher einen läng¬
lichen Raum ein , hat übrigens eine ovale oder ellipsenförmige Gestalt
(Fig . 48) wenn a >̂ e f/ 2 , und eine an den Punkten B , II' eingedrückte
(Fig . 49 ), wenn a zwischen ej/ 2 und e liegt .

Herr , Höh . Mathematik , ! . 24.
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2. a — e. Die Gleichung der Curve ist in diesem Falle :
(y-l _j_ X2)2 _|_ 2e2 (y2 _ a-2) . 0 (4)

oder : y2 = — e2 — x l -f- e y e- + 4a:2 ,
aus welcher fiir y = 0 :

af = 0 und a/ = e. f/ 2
folgt . Die Curve schneidet daher die Abscissenaxe im Ursprünge und
in zwei Punkten , welche zu beiden Seiten desselben im Abstande e f/ 2
liegen . Fiir jeden Werth von x , welcher numerisch e j/ 2, wird y
imaginär , während jedem numerisch kleineren Werthe von x zwei gleiche
und entgegengesetzte reelle Werthe von y entsprechen . Hieraus folgt ,
dass die Curve (Fig . 50) eine schleifenförmige Gestalt hat , wmvon sie
den Namen Lemniscate oder Schleifenlinie führt . Der Punkt 0
ist ein sogenannter doppelter Punkt , wreil er von der Curve zweimal
geschnitten wird . Den grössten Werth erreicht die Ordinate in dem

Abstande x — + i - e j/ 3 und die entsprechenden Punkte der Curve

liegen in einem Kreise , welcher aus dem Punkte 0 mit dem Halbmesser
OF — e beschrieben wird . In der Figur ist OF — OF ' = e, die halbe
Axe OA = OÄ = e j/ 2 und für jeden Punkt M der Curve :

FM . FM = OF 2.

3) a <C. e- ln diesem Falle wird y — + / «2 — e2 imaginär ,
daher die y -Axe von der Curve nicht geschnitten . Sie schneidet die
a; -Axe in 4 Punkten , welchen die Abscissen xt — + \ e2 — a2 und
x2 = + j/ e2 + a2 zugehören ; für jeden Werth von x , welcher nume¬
risch kleiner als x t oder grösser als x2 ist , fällt y imaginär aus , erhält
aber für jedes x , dessen Zahlenwerth zwischen x t und x2 liegt , zwei
gleiche und entgegengesetzte reelle Werthe , daher die Curve in diesem
Falle aus zwei getrennten , die festen Punkte F , F ' umschliessenden
Theilen besteht (Fig . 51 ).

Unter diesen verschiedenen Formen ist die Lemniscate die bemer -
kenswertheste Curve . Die Gleichung derselben wird sehr einfach ,
wenn man sie durch Polarcoordinaten ausdrückt . Setzt man in (4)
x = r cos 0, y — r sin 0 , so erhält man als Polargleichung der
Lemniscate :

r = + e V“ cos 20 ,

woraus man zugleich Schliessen kann , dass die beiden Tangenten im
Punkte 0 (wo r = 0) mit der x -Axe die Winkel — + 45° eiuschliessen .

Die Lemniskate erscheint auch als der geometrische Ort der Fuss¬
punkte der aus dem Mittelpunkte einer gleichseitigen Hyperbel auf die



Tangenten gefällten Perpendikel . Ist nämlich überhaupt :
a -y'2 — b2x 2 = — a2b2

die Gleichung einer Hyperbel , y — tnx + « . . . («) die Gleichung
einer Tangente an derselben , so ist [§. 217 ] a2m2— b2— n2= 0 . . . (ß)

die Bedingungsgleichung für die Berührung und y = — — x . . . . {y)

die Gleichung des aus dem Mittelpunkte auf die Tangente gefällten
Perpendikels . Durch Elimination von in und n aus den Gleichungen
(«), (ß), (y) erhält man :

(y 2 -j- x 2)2 -)- b2y2 — a2x 2 = 0
als Gleichung der Fusspunktcurve , welche für a = b , d. i. für die
gleichseitige Hyperbel in die Gleichung der Lemniscate :

(y2 + x 2)2 + a2 (y2 — x 2) — 0

übergeht , deren halbe Axe = a — derjHalbaxe der]jF ^.n Hyperbel ist .

230. Aufgabe . Die Fusspunktcurve der aus dem Schei¬
tel einer Parabel y2 = px auf die Tangenten gefällten Per¬
pendikel zu finden .

Ist y — rnx -f- n die Gleichung der Tangente , so hat man p =

4 inn [§. 227 , Gl. (ß)] als Bedingung der Berührung und y — -- —x

als Gleichung des aus dem Scheitel auf die Tangente gefällten Perpen¬
dikels . Durch Elimination von m und n aus diesen . 3 Gleichungen
findet man als Gleichung der gesuchten Curve , welche den Namen
Cissois oder Cissoide führt :

4a:3
y p + 4x ’

woraus sogleich erhellt , dass y nur für solche negative Werthe von x

reell wird , welche zwischen 0 und — ~- liegen . Die Curve liegt daher4:

gänzlich zwischen der Directrix UU’ (Fig . 52) der Parabel , und der
im Scheitel derselben errichteten Tangente OY. Vertauscht man die
beiden Halbaxen der x , schreibt also — x statt x , so geht obige
Gleichung , wenn man Kürze halber ^ = 4q setzt , über in :

x 3
y- — - .

■q— x •
Jedem zwischen 0 und q liegenden Werthe von x entsprechen

zwei gleiche , entgegengesetzte Werthe von y , daher die Curve zu bei¬
den Seiten der x -Axe symmetrisch ist . Für x = 0 wird auch y = 0,
die Curve geht daher durch den Ursprung ; mit zunehmendem x wächst
auch y und wird unendlich gross für x = q. — Der Nenner q — x



gibt den Abstand eines Punktes der Cissoide von der Directrix ; da

nuu q — x = —, so sieht man , dass dieser Abstand mit wachsendem
V

y immer kleiner wird und der Null sieh unendlich nähert ; die Directrix
ist daher eine Asymtote unserer Curve .

Beschreibt man über OD = q als Durchmesser einen Kreis , so
ist y2 = qx —■x 2 dessen Gleichung ; zieht man nun durch den Ur¬
sprung 0 eine beliebige Gerade OB , deren Gleichung y = ax sein
mag , so schneidet diese den Kreis und die Cissoide in den Punkten Ar
und M , und man findet für die Abscissen dieser Punkte :

1 nt > — a2 9OR = —i ’ 0 P = rnr ^ >1 -f- a 2 1 -f- a -

somit auch DP — Oü — OP = — ^—- = OR , folglich BM — ON ;
wodurch ein sehr einfaches Mittel gegeben ist , die Cissoide durch
Punkte zu construiren .

II . Transcendente Curven .

237. Im Allgemeinen wird jede Curve , deren Gleichung sich nicht
in Form eiiler algebraischen rationalen Funktion der Parallelkoordi¬
naten x , y darstellen lässt , eine transcendente genannt . Es gehören
daher auch solche Curven in diese Classe , in deren Gleichungen x oder
y , oder beide Coordinaten zu Potenzen mit irrationalem Exponenten

1A2
erhoben vorkommen , z. B. y — x . Wir wollen jedoch hier nur
solche betrachten , bei welchen die eine Coordinate durch eine trans¬
cendente Funktion der anderen bestimmt ist .

Logar ithmische Linie ( Logistik ).

Bezeichnet e die Basis der natürlichen Logarithmen , so ist die
Gleichung dieser Curve in ihrer einfachsten Gestalt :

x y
y — ae “ , oder x — al ~ i (1)

oder , wenn a als Längeneinheit angenommen wird :
y = ex , x = ly , (2)

so dass also die Abscissen die natürlichen Logarithmen der Ordinaten
darstellen . Aus (1) folgt y = a für x = 0 ; die Curve schneidet also
die Ordinatenaxe in dem Abstande OA — ci vom Ursprünge (Fig . 53).
Mit zunehmendem x wird auch y immer grösser und wächst mit x ins
Unendliche . Für negative Werthe von x bleibt y positiv , wird jedoch
um so kleiner , je grösser der Zahlenwerth von x wird , und unendlich
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klein für x — ■— cc; die x -Axe ist daher eine Asymtote der Curve ,
welche gänzlich oberhalb der x - Axe liegt . Unterhalb dieser Axe lie¬
gen nur einzelne , isolirte Punkte in unendlicher Anzahl , welche zwar
obigen Gleichungen Genüge leisten , aber keine stetige Folge bilden ,
daher der Curve nicht angehören . Ein solcher isolirter Punkt ergibt
sich nämlich für jeden Werth von a?, welcher einen Bruch mit geradem

P
Nenner zum Ausdrucke hat . Denn setzt man x — — = ly, so kann

2q
man die Gl. (2) auf die Form :

P ~ 1 / T
— = ly2, oder y2 — e i d. i. >/ = + y ei

bringen ; der positive dieser beiden Werthe ist der zur Abscisse

x — ~ gehörige Ordinatenwerth der Curve , der negative liefert einen

isolirten Punkt .
Eine allgemeinere Form der Gleichung der logarithmischen Linie

X

ist : y = mb 71, wo b 'eine positive absolute Zahl , m und n lineare
Grössen von beliebigem Zeichen bedeuten . Sie lässt sich leicht auf die
Form (1) bringen . Man setze zuerst :

i i.— — ., n
b n = e a , somit a = — ,

X

so wird y — me a . Verrückt man nun den Ursprung auf der Abscis -
senaxe um das noch unbestimmte Stück § , setzt also x + I statt x ,
so verwandelt sich diese Gleichung in :

A + 1 JL A
y - me a a = me“ , e “ ,

l
woraus , wenn man £ so bestimmt , dasswe « — a wird , d. i. wenn

CI x
man £ = al — setzt , y = ae a folgt .m ’ a

Denkt man sich die logarithmische Linie BAC (Fig . 54) , deren
X

Gleichung y = ae a , um die Axe der y gedreht , so kommt sie in die
X

Lage B'AC und hat zur Gleichung y = ae “ . Irgend eine zur
y - Axe in dem Abstande OP — x parallele Gerade schneidet diese bei¬
den Curven in den Punkten M und M ’ ; ist nun N der Halbirungspunkt

der MM! , so hat man PN — — (PM + PM '\ und folglich ist :

2 ( ~ —\
y = — a ( e a + e n J



die Gleichung des geometrischen Ortes DAE dieser Halbirungspunkte ,
welcher somit ebenfalls eine transcendente Curve ist . Sie führt den
Namen Kettenlinie , weil , wie in der Mechanik gezeigt wird , eine
Kette , oder vielmehr ein vollkommen biegsamer , undehnbarer Faden ,
welcher in allen Punkten durch gleiche Gewichte belastet ist , die Ge¬
stalt dieser Curve annimmt .

2SS. KoUlinien . Wenn sich eine gegebene Curve auf einer
anderen festen Curve , olme zu gleiten , wälzt , so wird ein in der Ebene
der ersten Curve liegender , mit ihr fest verbundener Punkt eine Curve
beschreiben , welche eine Rolllinie genannt wird . Unter den mannig¬
faltigen Curven dieser Art wollen wir folgende betrachten .

1. Die gemeine Cycloide .

Lässt man einen Kreis auf einer festen Geraden rollen , so be¬
schreibt irgend ein bestimmter Punkt der Peripherie des Kreises eine
Curve , welche gemeine Cycloide , oderauch schlechthin Cycloide
genannt wird . Um die Gleichung dieser Curve zu erhalten , sei (Fig .
55 ) XX ' die feste Gerade , Grundlinie , MBN der wälzende Kreis ,
(Erzeugungskreis ) in irgend einer seiner Lagen ; M der beschrei -
bende Punkt , also ein Punkt der Cycloide , und 0 ein Punkt in der
XX ’, mit welchem der beschreibende Punkt M in einer früheren Lage
des Kreises zusammenfiel . Nehmen wir die XX ' als Abscissenaxe , die
im Punkte 0 darauf Senkrechte OY als Ordinatenaxe , so ist OP —
x , MP — y. Setzt man nun den Winkel BCM , den sogenannten Wä 1-
zungswinkel = cp, so ist arc . BM — acp, wenn a der Halbmesser
des Kreises und cp im Bogenmaass für den Halbmesser = 1 ausge¬
drückt ist . Ferner folgt aus der Natur der Wälzung OB — arc BM =
acp', da nun OP — x — OB — BP — OB —- MR , und MR — a sing ,
ferner MP = y = CB — CR , und CR = a cos cp ist , so hat man :

x = a (cp— sin cp) , y = a (1 — cos cp) - (1)
Durch Elimination von cp erhält man die Gleichung der Cycloide ;

Cf - y
es folgt nämlich aus der 2ten dieser Gleichungen : cos cp = —,
somit :

a — y 1 ---
cp= arc cos , sin cp= — V2ay — y l ,

folglich ;

x — a arc cos -- —— y' iay — y-. (2)

In den meisten Fällen bedient man sich jedoch statt dieser Glei¬
chung (2) mit Vortheil des Systems der Gleichungen (1) , welche die



Coordinaten x , y eines Punktes der Cycloide durch eine dritte Ver¬
änderliche cp ausdrücken , welche aller Werthe von — 00 bis -j- oc
fähig ist .

Für jeden Werth von cp, von der Form + 2rm , wo n eine posi¬
tive ganze Zahl , wird y = 0 , während die zugehörigen Werthe von
x durch den Ausdruck 2 nan gegeben sind ; die Cycloide trifft also die
x - Axe in unendlich vielen Punkten .... 0 , 0 ' ... , welche in der Ent¬
fernung 2 an auf einander folgen , und die Curve besteht aus unendlich
vielen congruenten Bögen , wie 0 /10 ', von welchen in der Regel nur
einer in Betracht gezogen wird . Die Ordinate erreicht ihren grössten
Werth = 2a für cos cp — — 1 , d. i. für cp = n , (oder allgemein
cp= -1- (2m -j- 1) « ), zu welchem Werthe von cp dieAbscisse x = OD —

an = — 00 ' gehört . Der entsprechende höchste Punkt A der Cy¬

cloide heisst der Scheitel . Die zu beiden Seiten des Scheitels lie¬

genden Hälften OD und DO ' der Cycloide sind congruent , da bekannt¬
lich cos [n — ip) == f (n + ui) ist . Das aus dem Scheitel senkrecht
auf die feste Gerade XX ' gefällte Perpendikel AD heisst die Axe
der Cycloide .

In den Anwendungen ist es meistens bequemer , den Scheitel
A zum Ursprung zu nehmen ; werden die neuen Abscissen auf der Axe
AD gezählt , so ist AQ = x , MQ, — y und x = OD — MQ =
an — y ' y = AD — HQ — 2a — x , wodurch die Gleichungen (1)
übergehen in : *

x ' — a + a cos cp, y — a (n — cp) + a sin cp,
oder wenn man n — cp— ist setzt :

x = a (1 — cos ui) , y — a (q>-f~ sin u*) , (3 )
aus welchen man noch durch Elimination von u>:

y = a arc cos + / lax ' — x '2 (4)

findet .
2. Die gedehnte und die verkürzte Cycloide .

23‘J. Wenn der beschreibende Punkt M nicht in der Peripherie
des Erzeugungskreises sondern innerhalb oder ausserhalb derselben
liegt , so entsteht im ersten Falle die sogenannte gedehnte oder ge¬
schweifte Cykloide (Fig . 56 ) im zweiten die verkürzte oder ver¬
schlungene Cykloide (Fig 57 ). Wählt man wieder die Grundlinie
als Abscissenaxe und als Ursprung einen Punkt derselben , in welchem
sie den Erzeugungskreis berührt bei einer jener Lagen desselben , wo
der beschreibende Punkt vertikal unter dem Mittelpunkte liegt ; be¬
zeichnet man ferner mit a den Halbmesser des Erzeugungskreises , mit
b den Abstand des beschreibenden Punktes M vom Mittelpunkte des
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selben , mit q den Wälzungswinkel MCB (Fig . 56 und 57 ) und setzt
OP — x , MP — y , so erhält man auf dem für die Cycloide betretenen
Wege :

x = aq — b sin q , y = a — b cos q.,
oder durch Elimination von q :

x = a arc cos — ^ b- — (« — y

als Gleichung der gedehnten oder verkürzten Cycloide , je nachdem
b O oder « ist . Für a — b gehen diese Gleichungen in jene der
gemeinen Cycloide über . Nimmt man den Scheitel A als Ursprung und
zählt die Abscissen x auf der Axe AD , so erhält die letzte Gleichung
die einfachere Form :

b — oc / ---------
V = a arc cos — ; V 'ibx — x '1.J b

3. Die Epicycloide und H y po c y c 1o i d e .

240. Wenn ein Kreis (der Erzeugungskreis ) auf der convexen
Seite der Peripherie eines anderen festen Kreises , des Grundkreises ,
fortrollt , so beschreibt ein fester Punkt in der Peripherie des Erzeu¬
gungskreises die Epicycloide .

Nehmen wir zuerst an , die Berührung der beiden Kreise sei eine
äussere , und ABA ' (Fig . 58 ) der Grundkreis ; BMN der Erzeugungs¬
kreis in einer beliebigen Lage ; As der beschreibende Punkt , welcher
in einer früheren Lage des letztgenannten Kreises mit dem Punkte A
des Grundkreises zusammenfiel . Nehmen wir den Mittelpunkt 0 des
Grundkreises zum Ursprung , den durch A gehenden verlängerten
Durchmesser desselben als Abscissenaxe , und fällen wir die Perpen¬
dikel MP , CQ und MR , so sind die Coordinaten des Punktes As der
Epicycloide :

x — OP — OQ + MR ] y = MP = CQ — CB ]
bezeichnen wir nun mit R , r die Halbmesser des Grund - und Erzeu¬
gungskreises , mit q und q die Winkel AOB und BCM , so ist zunächst

arc AB = arc BM , d. i. Rq — rq ', somit q ' = — q ]

ferner OQ = (R + r ) cos q , MR = r sin MCR
CQ — (R + r) sin q , CR = r cos MCB.,

und , da /_ MCR = q’ — (90 — q) = — [90 — {q + q )] =

— [90 — <js] ist :
R + r R 4 - r

sin MCR — — cos - —q , cos MCR — sin n ;
r r r
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durch Substitution dieser Werthe in obige Ausdrücke von x und y er¬
hält man für die Epicycloide das System der Gleichungen :

x = (R -j - r ) cos cp— v cos ^ cp, j
R + r (! )

y — (R + r ) sin cp— r sin - cp. I

Wenn der Erzeugungskreis aus einer bestimmten Lage z. B. jener ,
bei welcher M mit A in Berührung war , zu rollen beginnt , so wird ,
nachdem die Länge des auf dem Grundkreise durchlaufenen Bogens
AEÄ der Peripherie des Erzeugungskreises gleich geworden ist , der
Punkt M wieder in Ä auf den Grundkreis fallen , wobei dieser Punkt
den epicycloidischen Bogen ADA ' beschrieben hat . Bei fortgesetzter
Bewegung des Erzeugungskreises wird der Punkt M einen zweiten ,
dem ersteren völlig congruenten Bogen beschreiben , u. s. f. Ist das
Verhältniss der beiden Halbmesser R : r irrational , so leuchtet ein,
dass keiner der folgenden Bögen mit einem früheren zusammenfallen
kann ; in diesem Falle besteht die Epicycloide aus unendlich vielen
congruenten Bögen . Ist aber das Verhältniss R : r rational , so wird
der Punkt M nach einem oder mehreren Umläufen wieder mit A zu¬
sammenfallen und von hier an die schon einmal beschriebenen Bögen
fort und fort wieder durchlaufen . In diesem Falle besteht also die Epi¬
cycloide aus einer endlichen Anzahl von Bögen .

Im letzteren Falle , wenn nämlich das Verhältniss R : r rational
ist , führt die Elimination von cp aus den Gleichungen (1) zu einer alge¬
braischen Gleichung zwischen x und y , so dass in diesem Falle die
Epicycloide aufhört eine transcendente Curve zu sein . Denn ist
R : r — m : n, wo m und n ganze Zahlen bedeuten , so gehen die Gl. (1)
über in :

x = {R + r) cos rp — r cos (in n) — ,

y — (R + r) sin cp— r sin (in + n) — ;

oder , wenn man cp. = nip , m + n = k setzt :
x = (R + r) cos nxp — r cos k\p, 1
y — (R + r) sin mp ■— r . sin kip. J

Nun lassen sich aber bekanntlich , wenn n und k ganze Zahlen sind ,
cos mp, sin mp , cos ktp , sin kxp durch Potenzen von sin ip und cos ip
rational ausdrücken [§. 67] ; substituirt man diese Ausdrücke in (2), so
können mit Hülfe der Gleichung sin ip2 -J- cos ap- = 1, sin cp und cos
ip eliminirt werden , wodurch man offenbar zu einer algebraischen Glei¬
chung zwischen x und y gelangt .



Der einfachste Fall dieser Art ist der , wenn li = r angenommen
wird ; die Gleichungen der Epicycloide werden dadurch :

x = 2r cos cp •—• r cos 2g , y — 2r sin cp — r sin 2cp,
und verwandeln sich mit Hülfe der bekannten Relationen :

sin 2cp = 2 sin cp cos <p , cos 2 qp= 2 cos cp2 ■— 1
in folgende :

x — r (2 cos cp — 2 cos cp2 -j- 1) , ?/ = 2r sin cp (1 — cos cp) .

Verlegen wir den Ursprung , indem wir x -j - r statt x schreiben ,
in den Punkt A , (Fig . 59 ), so kommt :

x = 2r cos cp (1 — cos cp) , y — 2r sin cp ( 1 — cos cp) .
Aus diesen Gleichungen folgt , wenn man sie quadrirt und addirt :

x 2 _j_ y 2 — 4 , -2 (4 — cos
und durch Division derselben :

tg q — — ? woraus cos cp — — X~-------
x \/ x '2 + !/ -

welcher Werth in die vorige Gleichung substituirt :

+ y - — 2r (j/ x 2 + y 2 — a:) ,

oder (a:2 -(- y 2)2 + 4ra : {x 2 -}- y 2) — 4r 2y 2 — 0

als Gleichung der gesuchten Epicycloide gibt ; diese Curve führt von
ihrer herzförmigen Gestalt den Namen Cardioide . Setzt man :

x — q cos Ö, y = q sin 6 ,
so erhält man als Polargleichung der Cardioide :

q — 2r (1 — cos 6) = 4r sin — 02.

Zieht man durch den Punkt A eine beliebige Gerade MM ) welche
den Grundkreis in P schneidet , und setzt / _ MAX — 0, so ist :

AM = 2r — 2r cos 0 , AM ’ = 2r + 2 r cos 0 ,
somit :

AM + 2r cos 0 = AM ' — 2r cos 0 = 2r \

aus dem A AUF folgt aber AP = 2r cos 0 ; folglich ist PM = PM ' = 2r ,
welche Eigenschaft der Cardioide ein sehr einfaches Mittel zur Con -
struction derselben darbietet .

241. Wenn der Erzeugungskreis auf der inneren , concaven
Seite der Peripherie des Grundkreises rollt , wobei sein Halbmesser
kleiner sein muss , als jener des Grundkreises ), so beschreibt ein fester
Punkt des ersteren Kreises die Hypocycloide .

Die Gleichungen dieser Curve werden auf dieselbe Weise abge¬
leitet , wie jene der Epicycloide , wozu die Fig . (60 ) entworfen ist . Ein¬
facher ergeben sie sich aus jenen der Epicycloide , indem man den



Halbmesser des Erzeugungskreises mit entgegengesetztem Zeichen
nimmt . Dadurch erhalt man für die Hypocycloide das System der
Gleichungen :

li — r \
x — (Ä — r ) COS cp+ r COS- g;, l

/ r» \ • ■ R — r
y — (Ä — rj sin cp — r sin - cp.

( 1)

Die Hypocycloide besteht ebenfalls aus unendlich vielen , dem
Bogen ADA' gleichen Zügen , wenn das Verhältniss R : r irrational ist .
Sind aber diese Halbmesser commensurabel , so ist die Anzahl der
Bögen eine endliche , und die Hypocycloide in diesem Falle eine alge¬
braische Curve , da man durch Elimination von cp aus den Gl. (1) zu
einer algebraischen Gleichung zwischen x und y gelangt .

Ein bemerkeuswerthes Resultat ergibt sich für die Annahme
II = 2r ; damit gehen die Gl. (1) über in :

x — 2/- cos cp, y — 0 ,
welche offenbar dem durch den Anfangspunkt A der Bewegung gezo¬
genen Durchmesser des Grundkreises angehören . Die Hypocycloide
ist also in diesem Falle eine gerade Linie und zwar der besagte Durch¬
messer des Grundkreises .

Ist der Halbmesser r des Erzeugungskreises grösser als jener des
Grundkreises , so erfolgt offenbar die Wälzung •— bei innerer Berüh¬
rung der Kreise — auf der convexen Seite des Grundkreises , und
die erzeugte Rolllinie ist wieder eine Epicycloide . Denn setzen wir
in obigen Gleichungen (1) r — R + e, so nehmen sie die Form au :

* = (R + (>) cos cp— q cos (f ,

y = (R + q) sin j^ j— cp— q sin cp,
und verwandeln sich , wenn man noch :

(i R i)
-r —~.— q — U' j also cp = - xu
R + {> Q

setzt , in folgende :
in i -i -ß + px — (R (i) cos xp•— q cos xp

, , , | . R A- n
y — (R -+- o) sin — q sin ifi,

('
welche einer Epicycloide angehören , deren Erzeugungskreis vom Halb¬
messer q den Grundkreis vom Halbmesser R von aussen berührt .

Man sieht hieraus , dass jede Epicycloide auf zweifache Weise er¬
zeugt werden kann ; entweder wenn auf dem Grundkreise vom Halb¬
messer R der Erzeugungskreis vom Halbmesser r so rollt , dass die



Kreise sich von aussen berühren ; oder wenn sich auf demselben Grund¬
kreise vom Halbmesser R ein Erzeugungskreis vom Halbmesser R + r
wälzt , und dabei die Kreise sich von innen berühren.

4 . Die Kreisevolvente .

2-12. Wenn eine gerade Linie , die erzeugende Gerade , an der
Peripherie eines Kreises , des Grundkreises , sich , ohne zu gleiten , so
bewegt , dass sie mit dem Kreise beständig in Berührung bleibt, so be¬
schreibt ein fester Punkt der Geraden eine Curve, welche den Namen
Kreisevolvente führt.

Sei (Fig . 61) ABN der Grundkreis , UM die erzeugende Gerade
in einer beliebigen Lage , in welcher sie den Kreis im Punkte B berührt,
M der beschreibende Punkt , welcher in einer früheren Lage der Gera¬
den mit dem Punkte A des Kreises zusammenfiel ; R der Halbmesser
des Kreises , /_ AGB — cp. Nimmt man 0 als Ursprung, und den ver¬
längerten Durchmesser OA als Abscissenaxe , so ist für den Punkt M
der Curve:

OP — x = OG + MR ; MP = y = BQ — BR .
OG = R cos cp, MR = BM sin <p,
BQ — R sin cp, BR = BM cos y ,

endlich BM — arc AB = Rep. Durch Substitution dieser Werthe
erhält man für die Kreisevolvente das System der Gleichungen :

x = R (cos qp qo sin cp) , 1 .
y = R (sin cp'— cp cos <p) . ) '

Man kann die Kreisevolvente als Epicycloide betrachten , bei wel¬
cher der Halbmesser des Erzeugungskreises unendlich gross ist , wo¬
durch dieser in eine gerade Linie degenerirt. In der That gehen die
Gl. (1) der Epicycloide [§. 240 ] in jene der Kreisevolvente über, wenn
man r — oo setzt . Aus der ersten derselben folgt nämlich durch Auf¬
lösung des Cosinus :

R . R
x — R cos cp-j- r cos cp— r cos — cp. cos cp+ r sin — cp. sm cp,r

( R \ R
— R cos cp+ >' cos cpi 1 —- cos — <jpI + r sin — cp. sin (

, / . R Y _l • R= R cos cp + Zv cos cp 1 sm — cp\ + r sm —- cp. sm cp.

Setzen wir — <r>= a , also r = so kommt:-Ir ’ 2 a
„ sin «2 . «i« 9

x — R cos cp+ Rep cos cp■-- (- Rep sm cp. ■a 2a
Lassen wir nun r unendlich zunehmen, so wird a unendlich klein, folg¬
lich , weil :
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sin a2 sin « . sin 2«
lim - —= lim . sin a — 0 und lim — = 1 ist ,« a 2«

x = R (cos cf + cp sin cp) .
Dieselbe Behandlung gestattet die Gleichung für y.

Will man die Curve durch Polarcoordinaten ausdrücken , so hat
man , wenn OM — q , /_ MOP = 0 gesetzt wird , q — / x 2 -(- y2,

V
tg 0 = — somit :x

q— p / i + cf , tgö = -tg-£ -~ y .
1 + Cf tgcf

Wie man sieht , nimmt p mit cp unendlich zu ; die Curve zieht sich
demnach in unendlich vielen schneckenförmigen , sich immer erweitern¬
den Windungen um den Kreis herum , und schliesst sich in Folge dieser
Eigenschaft an die Familie der Spirallinien an , von welchen wir die
bemerkenswerthesten noch kurz betrachten wollen .

Spirallinien .

243. Spirallinie oder Spirale heisst jede Curve, welche sich
in unendlich vielen , sich immer erweiternden oder verengernden Win¬
dungen um einen festen Punkt herumzieht , in welchem sie entweder
ihren Anlang hat , oder welchem sie sich ohne Ende nähert . Es liegt
in der Natur dieser Curven , dass ihre Gleichungen durch Anwendung
von Polarcoordinaten die einfachste Form erhalten , wobei das am
Schlüsse des § . 232 Gesagte zu berücksichtigen ist .

1) Die archimedische Spirale . (Fig . (52.) Ihre Gleichung ist :
r = «6, (1)

wo r den Radiusvector OM eines beliebigen Punktes der Curve , 6 den
Polarwinkel MOX bedeutet , im Bogenmaas für den Halbmesser = 1 aus¬
gedrückt , (also den Bogen AP des mit dem Halbmesser = 1 aus 0
beschriebenen Kreises APN ), und a eine lineare Constante . Die Glei¬
chung zeigt , dass die Radienvektoren den von denselben beschriebenen
Winkeln proportional sind . Man kann sich daher diese Spirale auf
folgende Weise durch eine stetige Bewegung erzeugt denken . Eine
bewegliche Gerade OU von unbegrenzter Länge drehe sich um den
Punkt 0 , und auf derselben bewege sich ein Punkt M dergestalt , dass
die von demselben durchlaufenen Wege den von dem beweglichen
Radiusvector beschriebenen Winkeln proportional sind ; der Punkt M
beschreibt dann die archimedische Spirale .

Ertheilt man in (1) dem Bogen 0 negative Werthe , so drückt diese
Gleichung dieselbe Spirale , aber in entgegengesetzter Lage aus , welche
man erhält , wenn man die in der Figur gezeichnete um OV dreht .



Beide Spiralzüge sind in derselben Gleichung enthalten , wiewohl in
der Regel bloss der eine in Betracht gezogen wird .

Sind r , r die Vectoren zweier Funkte M , M' der Spirale , welche
zu zwei um 360° verschiedenen Polarwinkeln gehören , so ist r =
a (0 -j- 2tt) , wenn r = ad , somit r — r — L2an , woraus folgt , dass
der Abstand MM ' der einzelnen Windungen von einander , auf dem
Radiusvector gezählt , in der archimedischen Spirale constant ist .

2) Die hyperbolische Spirale , (Fig . 63) ; ihre Gleichung ist :
rd = a , (2)

von deren Aehnlichkeit mit der Asymtotengleichung der Hyperbel der
Name dieser Spirale herrührt . Für 6 = 0 ist r — oc; mit zunehmendem
d wird r immer kleiner , ohne je = 0 zu werden . Die Curve macht
daher nach der einen Seite unendlich viele immer kleiner und kleiner
werdende Windungen um den Pol , ohne ihn je zu erreichen , wobei zu¬
gleich der Abstand zweier auf einander folgenden Windungen immer
kleiner wird . Der Pol bildet hier einen sogenannten asymtotischen
Punk t .

Ist M ein Punkt der Curve , OM — r , / _ MOP = 0, MP — y,
i a . . . .

so hat man r — und y = r sin (J, somit :
sin 0

y = a — •

Für jedes 0 )> Ü, ist O 1 j folglich y < ( a ; je kleiner aber

d wird , desto mehr nähert sich (weil lim = 1) die Ordinate y

der Grösse a , wobei gleichzeitig r unendlich zunimmt . Hieraus folgt ,
dass die hyperbolische Spirale nach der anderen Seite die Gerade UV,
welche in dem Abstande = a zur Polaraxe parallel läuft , zur Asym -
tote hat .

3. Die logarithmische Spirale geht aus der logarithmischen
Linie hervor , wenn man die Coordinaten x , y in der Gl. der letzteren
Curve [Gl. (1) , § . 237 ] als Polarcoordinaten betrachtet ; die Gleichung
der logarithmischen Spirale ist daher :

i r
r — ae a oder 6 — al — ,a

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen ist . Für 0 = 0 wird r — a
und für jeden positiven Werth von d ergibt sich ein mit Ö fort und fort
wachsender Werth von r ; für 0 — rs. wird auch r — cc . Für negative
Werthe von Öwird r (von r — a angefangen , entsprechend 6= 0) immer



kleiner , je grösser der Zahlenwerth von 0 wird , und unendlich klein
für h— — oo. Die logarithmische Spirale macht daher unendlich viele
Windungen um den Pol herum , welche nach der einen Seite ins Un¬
endliche sich fortsetzen , dabei ihren Abstand immer vergrössernd ,
nach der anderen Seite , sich immer mehr und mehr verengernd , dem
Pole sich unendlich nähern , ohne ihn je zu erreichen . Der Pol ist da¬
her auch hier ein asymtotischer Punkt . Negative Werthe von r sind
nur für solche Werthe von 0 möglich , welche einen Bruch mit geradem
Nenner zum Ausdrucke haben ; solchen Werthen von Öentsprechende
Punkte existiren daher wohl unendlich viele , bilden aber keine stetige
Folge .
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