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Einleitung .
In dem großen Briefe an Oldenburg, in welchem Spinoza diesem

Freund seine Bemerkungen über Robert Boyles „New experiments
touching the spring of the Air“ mitteilte , ko mmt der folgende Passus vor :

„Endlich , um auch dies nebenher zu bemerken , genügt es zum all¬
gemeinen Verständnis der Natur der Flüssigkeiten , zu wissen, daß man
seine Hand in einer Flüssigkeit mit einer ihr proportionierten Bewegung
in allen Richtungen ohne Widerstand bewegen kann ; was denen hin¬
länglich bekannt , die genau auf jene Begriffe achten , welche die Natur
erklären , wie sie an sich ist , statt in ihrer Beziehung zur menschlichen
Sinneswahrnehmung . Gleichwohl halte ich diese Beschreibung nicht
für wertlos , im Gegenteil würde ich eine ebenso genaue und treue Be¬
schreibung jeder Flüssigkeit für äußerst nützlich zum Verständnis ihrer
Eigenart erachten , was ja als höchst wichtig von allen Philosophen er¬
strebt wird .“*

Die Eigenschaft der „idealen“ Flüssigkeiten , bei stationärer Be¬
wegung keinen Widerstand gegen einen Körper zu leisten , die Spinoza
hier (1662?) erwähnt , wurde im achtzehnten Jahrhundert mit dem
Namen „das Paradoxon von d’Alembert“ oder „das Paradoxon von
Euler“ belegt .

Der Beweggrund für die Untersuchungen des Verfassers, über welche
dieses Buch berichtet , war der Wunsch , durch das Studium der Be¬
wegungen der wirklichen , zähen Flüssigkeiten auf dieses Paradoxon Licht
zu werfen. In der Zeit , in welcher diese Untersuchungen angefangen
wurden , war die Theorie der partiellen Differentialgleichungen ein be¬
liebter Gegenstand der mathematischen Forschung . Es schien mir eine
verlockende Aufgabe, die Methoden , welche in diesem Teile der reinen
Mathematik gewonnen waren, zur Lösung jenes Rätsels anzuwenden .

Um eine Grundlage für folgende Untersuchungen zu gewinnen, hatte
ich zuerst die linearen Systeme von partiellen Differentialgleichungen zu

* Übersetzung Von J. Stern.
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untersuchen , welche man aus den Bewegungsgleichungen einer zähen
Flüssigkeit durch Weglassen der quadratischen Glieder erhält . Ich hatte
die Grundlösungen jener Systeme zu bestimmen . Über diese Unter¬
suchungen berichtet der erste Teil dieses Buches .

Die oben erwähnten linearen Systeme von partiellen Differential¬
gleichungen, welche man aus den vollständigen hydrodynamischen
Differentialgleichungen durch Weglassen der quadratischen Glieder er¬
hält , gelten annähernd für langsame Bewegungen einer zähen Flüssig¬
keit . Durch die Kolloidchemie hat dieses Gebiet der langsamen Be¬
wegungen wissenschaftliche Bedeutung bekommen . Meine Beschäftigung
mit dem Gegenstand gab mir die Lösung eines hydrodynamischen Rätsels
auf diesem Gebiete, des Paradoxons von Whitehead . Lamb zeigte, daß
auch ein anderes hydrodynamisches Rätsel , das Paradoxon von Stokes ,
durch meine Methoden seine Lösung findet . Faxen hat im Anschluß an
meine Arbeiten die Theorie der langsamen Flüssigkeitsbewegungen durch
ausgedehnte und wertvolle Untersuchungen gefördert . Ich hoffe, daß die
Zusammenstellung der auf diesem Gebiete in den letzten Jahren ge¬
wonnenen Ergebnisse , welche ich im zweiten Teile meines Buches gebe,
für die Kolloidchemie willkommen sein wird .

Das Hauptziel meiner Untersuchungen war aber , den Grenzübergang
zu verschwindender Zähigkeit in exakter Weise auszuführen . Dieses Ziel
habe ich noch nicht erreicht . Dagegen konnte ich in den linearen Syste¬
men, von welchen ich oben gesprochen habe , den Grenzübergang aus¬
führen . Die Ergebnisse , welche ich dabei erhielt , stehen in schroffem
Widerspruch zu der Theorie der idealen Flüssigkeiten , dagegen in quali¬
tativer Übereinstimmung mit dem Verhalten der wirklichen Flüssig¬
keiten . Schon aus diesen Tatsachen schien mir hervorzugehen , daß das
d’Alembertsche Paradoxon auf einem schlecht vollzogenen Grenzüber -
gange zu verschwindender Zähigkeit beruht . Die Untersuchungen von
Zeilon, der auf diesem Gebiete meine Arbeit fortgeführt hat , haben ge¬
zeigt , daß mein Grenzübergang weit mehr als dieses negative Resultat
ergibt . In bezug auf den Widerstand gibt er zwar nicht genau , aber doch
der Größenordnung nach richtige Werte . Und von der Druckverteilung
auf der Vorderseite eines Körpers gibt er ein auch quantitativ fast rich¬
tiges Bild . Über diese Dinge berichtet der dritte Teil des Buches .

Durch Untersuchungen , welche noch nicht veröffentlicht sind, hat
Zeilon gezeigt, daß man durch einen weiteren Ausbau meines Ansatzes
die Übereinstimmung mit den Tatsachen zu einer fast vollständigen
machen kann . Auch hat er den Magnuseffekt in sehr schöner Weise
behandelt . Es war mir nicht mögüch, diese neuen Ergebnisse in mein
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Buch aufzunehmen. Einen Ersatz ergeben zwei Vorträge von Herrn
Zeilon, welche im Anhange mitgeteilt werden.

Um die Übersicht zu erleichtern und die Bedeutung der verschiedenen
Methoden und Resultate zu charakterisieren, geben wir im folgenden eine
genauere Übersicht über den Inhalt des Buches, die einige Einzelaus¬
sagen bringen wird, die wir im Text nicht wiederholen werden.

Im ersten Paragraphen werden die hydrodynamischen Differential¬
gleichungen abgeleitet. Als Ausgangspunkt wird dabei der Impulssatz
der Newtonschen Mechanik benutzt. Dieser Satz wird auf einen beliebig
herausgegriffenen Teil der Flüssigkeit angewandt. Die Beziehungen,
welche so erhalten werden, haben die Form von Integralgleichungen.
In diesen Integralgleichungen kommen die zunächst unbekannten Kräfte
vor, welche die Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Flüssigkeit
auf jenen Teil ausübt. Die Annahme, daß diese Kräfte von der Form¬
änderung der Flüssigkeit abhängen, ermöglicht es, einen Ansatz für sie
zu gewinnen. Aus den Integralgleichungen, welche keine andere Ab¬
leitungen der Geschwindigkeitskomponenten oder des Druckes als die
Ableitungen erster Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten in bezug
auf die Raumkoordinaten enthalten, werden in gewöhnlicher Weise,
unter Voraussetzung, daß die Geschwindigkeitskomponenten stetige Ab¬
leitungen erster Ordnung in bezug auf die Zeit, zweiter Ordnung in bezug
auf die Raumkoordinaten haben und daß der Druck einmal stetig in
bezug auf die Raumkoordinaten difEerenzierbar ist,die hydrodynamischen
Differentialgleichungen abgeleitet. Außer den allgemeinen hydrodynami¬
schen Differentialgleichungen werden zwei in speziellen Fällen gültige
Formen derselben aufgestellt, nämlich die Gleichungen für stationäre
Bewegung in bezug auf ein ruhendes Bezugssystem und die Gleichungen
für stationäre Bewegung in bezug auf ein mit konstanter Geschwindig¬
keit bewegtes Bezugssystem.

Der zweite Paragraph hat den Zweck, die mathematische Methode,
welche später verwendet wird, durch ein einfaches Beispiel zu erläu¬
tern. Hierzu wird die verallgemeinerte Poissonsche Gleichung benutzt.
Es wird gezeigt, wie das innere Problem für diese Gleichung durch
Reihenentwicklung nach Potenzen eines Parameters X auf ein unend¬
liches System von gewöhnlichen Poissonschen Gleichungen zurückgeführt
werden kann. Die Lösung der Poissonschen Gleichung mit Hilfe des
Greenschen Satzes, der Grundlösung und der ersten Greenschen Funktion
wird dargelegt. Betreffs des äußeren Problems wird auf eine charak¬
teristische Schwierigkeit hingewiesen, welche darin ihre Wurzel hat, daß
die Lösung nicht mehr in der Umgebung von X= 0 eine analytische
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Funktion des Parameters 1 ist. Die hydrodynamische Bedeutung dieser
Tatsache wird hervorgehoben.

Im dritten Paragraphen wird, nach dem Vorgänge von H. A. Lo-
rentz, der verallgemeinerte Greensche Satz für das lineare System der
Gleichungen aufgestellt, die man im stationären Falle durch Weglassen
der quadratischen Glieder aus den vollständigen hydrodynamischen
Gleichungen erhält und die man kurz die Stokesschen Gleichungen
nennen kann. Mit Hilfe von Symmetriebetrachtungen werden die Grund¬
lösungen(von H. A. Lorentz) wiedergefunden. Mit Hilfe dieser Grund¬
lösungen werden die vollständigen hydrodynamischen Differential¬
gleichungen für stationäre Bewegung in ein System von Integrodifferen-
tialgleichungen umgeformt.

Im vierten Paragraphen werden dieselben Aufgaben für die „er¬
weiterten Stokesschen Gleichungen“ gelöst, d. h. für das lineare System
von partiellen Differentialgleichungen, welches man durch Weglassen
der quadratischen Glieder aus dem System erhält, das für stationäre
Bewegung in bezug auf ein mit konstanter Geschwindigkeit bewegtes
Bezugssystem gültig ist.

Der fünfte Paragraph gibt die Lösung derselben Aufgaben für das
lineare System von Differentialgleichungen, das man durch Weglassen
der quadratischen Glieder aus den allgemeinen hydrodynamischen Diffe¬
rentialgleichungen erhält. In diesem Paragraphen wird also das all¬
gemeine vollständige System von hydrodynamischen Differential¬
gleichungen in ein System von Integrodifferentialgleichungen umge¬
formt. In diesen Gleichungen kommen keine anderen Ableitungen der
Geschwindigkeitskomponenten oder des Druckes vor als die Ableitungen
erster Ordnung von den Geschwindigkeitskomponenten in bezug auf die
Raumkoordinaten.

In den Paragraphen 1—5 sind die Integralgleichungen—oder genauer
Integrodifferentialgleichungen—, welche der unmittelbare Ausdruck
der zugrunde gelegten mechanischen Sätze sind und welche nur die Ab¬
leitungen erster Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten in bezug
auf die Raumkoordinaten enthalten, durch Vermittlung der hydro¬
dynamischen Differentialgleichungen und ihrer Grundlösungen in ein
neues System von Integrodifferentialgleichungen umgeformt worden,
welche ebenfalls nur die Ableitungen erster Ordnung der Geschwindig¬
keitskomponenten in bezug auf die Raumkoordinatenenthalten. Es ist
eine nahehegende Frage, ob man nicht, ohne Vermittlung der Differen¬
tialgleichungen, direkt aus den zugrunde gelegten mechanischen Sätzen
zu den schließlichen Integrodifferentialgleichungen gelangen kann. Para-
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graphö zeigt , daß dies tatsächlich der Fall ist . Wie aus diesemBericht über
den Inhalt dieses Paragraphen unmittelbar klar sein dürfte , liegt sein In¬
teresse wesentlich auf dem mathematischen Gebiete. Die Kenntnis die¬
ses Paragraphen ist für das Verständnis des folgenden nicht notwendig .

Paragraph 7 gibt eine erste Anwendung der gefundenen Integro -
differentialgleichungen . Es handelt sich um die Berechnung der Be¬
wegung einer zähen , den ganzen Raum erfüllenden Flüssigkeit , wenn die
Geschwindigkeit in einem gewissen Momente, t = T, bekannt ist und
der Kontinuitätsgleichung genügt . Man kann diese Aufgabe mittelst der
im zweiten Paragraphen dargelegten Methode der Reihenentwicklung
nach den Potenzen eines Parameters angreifen . Es war leider bei der
Darstellung dieser Untersuchungen nicht möglich, die Beweise für die
mitgeteilten Sätze vollständig zu geben. Betreffend einiger Integral¬
abschätzungen mußte ich auf die Originalabhandlungen verweisen. Als
erstes Resultat ergibt sich der Satz : Wenn die Bewegung einer zähen
Flüssigkeit in einem gewissen Momente t = T regulär (in einem gewissen
Sinne) ist , dann gibt es stets ein Intervall T t < T -f- r (r > 0), in
welchem die Bewegung regulär bleibt . Dieser Satz gibt zu einer Frage
Anlaß : Kann die Größe r stets beliebig groß genommen werden , oder
gibt es, wenigstens in gewissen Fällen , eine endliche obere Grenze der
Größe t , das heißt der Zeit, während welcher die Bewegung regulär
bleibt ? Der Verfasser hat sich lange bemüht , durch Verschärfung der
Ungleichungen , welche die Grundlage der Konvergenzbeweise bilden ,
den Beweis dafür zu führen , daß die in einem Momente T reguläre Be¬
wegung für t > T stets regulär bleibt . Das Ergebnis dieser Bemühungen
war, daß es, wenigstens in dieser Weise, nicht möglich ist , einen solchen
Beweis zu führen . Wir müssen vielmehr damit rechnen , daß eine in
einem Momente reguläre Bewegung in einem späteren Momente irregulär
werden kann . Es ist unter diesen Umständen von erheblichem Interesse
zu wissen, welcher Art die Irregularitäten sind, die in einer den ganzen
Raum erfüllenden zähen Flüssigkeit auftreten können . Es wird be¬
wiesen, daß sie entweder darin bestehen , daß der Wirbelvektor irgendwo
unendlich groß wird, oder darin , daß die Wirbelbewegung sich in solcher
Weise in unendlicher Ferne ausbreitet , daß die Bewegung nicht mehr
„regulär“ ist . Es wird auf die Bedeutung dieses Ergebnisses hingewiesen.
Die Hypothese wird (mit allem Vorbehalt ) aufgestellt , daß die irregulären
Flüssigkeitsbewegungen mit den „turbulenten“ Bewegungen der Hy¬
draulik identisch sind .

Der letzte Paragraph des ersten Teiles behandelt die einfachsten
Beispiele von Wirbelbewegung in einer zähen Flüssigkeit . Gegenstand
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der Untersuchung ist einmal der einzelne, geradlinige , rotationssymme¬
trische Wirbelfaden , andererseits die Wechselwirkung zwischen zwei sol¬
chen Wirbelfäden . Bei der ersten Aufgabe geben die Integrodifferential -
gleichungen direkt die exakte Lösung des Problems . Die Bewegung ist
nur wenig komplizierter als die im Grenzfalle [i = 0 auftretende Helm -
holtzsche Bewegung. Bei dem zweiten Probleme wird nur eine an¬
genäherte Lösung gegeben. Sie wird zur Ableitung eines Satzes über die
Wechselwirkung zwischen zwei Wirbeln in einer zähen Flüssigkeit an¬
gewandt .

Der zweite Teil des Buches ist , wie schon erwähnt wurde , den hydro¬
dynamischen Randwertaufgaben gewidmet . Er ist in drei Abschnitte zer¬
legt . Im ersten Abschnitte werden einige Fälle behandelt , in denen es mög¬
lich ist , eine exakte Lösung der Randwertaufgabe zu geben. Zuerst wird
in Paragraph 9 das Problem behandelt , eine Lösung der linearen Stokes-
schen Gleichungen für stationäre Bewegung zu finden, bei welchen die
Geschwindigkeitskomponenten w,-im Unendlichen verschwinden und auf
der Oberfläche einer Kugel vorgeschriebene Werte annehmen . Lamb hat
dieses Problem durch Reihenentwicklung gelöst. Hier wird eine Lösung
in geschlossener Form gegeben, indem die verallgemeinerten Greenschen
Funktionen des Problems aufgestellt werden. Die gefundenen Formeln
geben theoretisch die Lösung der allgemeinsten hydrodynamischen Rand¬
wertaufgabe der Kugel für die Stokesschen Gleichungen. Einfache Auf¬
gaben löst man aber bequemer durch spezielle Methoden . So erhält man
sehr einfach mit Hilfe der Grundlösung der Stokesschen Gleichungen die
Lösung der Randwertaufgabe , wenn die vorgeschriebenen Werte auf der
Kugel konstant sind. Man kann mit Hilfe dieser Lösung die sogenannte
Stokessche Widerstandsformel ableiten , welche den Widerstand ergibt ,
den eine kleine Kugel erfährt , welche sich mit konstanter Geschwindig¬
keit in einer Flüssigkeit bewegt . Faxen hat diese Stokessche Formel in
schöner Weise verallgemeinert , indem er gezeigt hat , wie man die Re¬
sultierende der Kräfte berechnen kann , welche eine in beliebiger sta¬
tionärer Bewegung begriffene Flüssigkeit auf eine darin versenkte Kugel
ausübt . Man kann dieses Resultat mit Hilfe der Lösung der allgemeinen
Randwertaufgabe gewinnen . Leider sind aber die hierfür nötigen Rech¬
nungen so langwierig , daß ich davon absehen mußte , sie hier zu repro¬
duzieren , und mich darauf beschränken mußte , den Gang des Beweises
anzudeuten . Paragraph 9 gibt endlich die Lösung der Randwertaufgabe
der ebenen Wand für die Stokesschen Gleichungen.

Paragraph 10 ist derjenigen Randwertaufgabe der Kugel gewidmet ,
zu welcher die allgemeinen hydrodynamischen Differentialgleichungen für
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nichtstationäre Bewegungen Anlaß geben. Verfasser hat vor Jahren
dieses Problem durch Reihenentwicklungen gelöst . Später gelang es ihm
durch Summieren jener Reihen , das Problem auf bekannte Randwert¬
aufgaben für die Laplacesche Gleichung und die Wärmeleitungsgleichung
zurückzuführen . Hier wird der Versuch gemacht , durch Hervorhebung
der analytischen Tatsache , auf welcher diese Zurückführung beruht , den
Kern des Problems in möglichst helles Licht zu setzen . Der Beweis jener
analytischen Tatsache wird auch hier durch Reihenentwicklungen ge¬
geben. Von einer Darlegung der (übrigens leicht zu führenden ) Konver¬
genzbeweise mußte hier abgesehen werden . Eine einfache Anwendung
der gefundenen Ergebnisse gibt die Lösung der Boussinesqschen Auf¬
gabe , den Widerstand gegen die nichtstationäre Bewegung einer kleinen
Kugel in einer zähen Flüssigkeit zu berechnen .

Paragraph 11 reproduziert , als Vorbereitung zum folgenden, die von
Oberbeck gegebene Theorie für die stationäre Bewegung eines Ellipsoids
in einer zähen Flüssigkeit .

Der zweite Abschnitt des zweiten Teiles bringt angenäherte Lösungen
von Randwertaufgaben bei den Stokesschen Differentialgleichungen für
die stationäre Bewegung. Es dürfte hier am Platze sein, den Grund dafür
anzugeben , daß wir diesen Stokesschen Differentialgleichungen soviel
Raum und Interesse widmen. Schon beim flüchtigen Durchblättern dieses
zweiten Abschnitts wird es dem Leser sicher auffallen , daß nirgends Be¬
dingungen für die Gültigkeit der mitgeteilten Formeln angegeben werden .
Den Grund hierzu findet er im letzten Paragraphen des Abschnitts , wo
gezeigt wird , daß die Stokesschen Differentialgleichungen eine nicht zu¬
lässige Annäherung darstellen , indem man , um zu diesen Gleichungen zu
kommen , in den vollständigen hydrodynamischen Differentialgleichungen
Glieder vernachlässigen muß , welche nicht nur von derselben Größen¬
ordnung wie die von Stokes beibehaltenen Glieder sind , sondern sogar,
diesen Gliedern gegenüber , beliebig groß sein können . Der ganze zweite
Abschnitt entbehrt infolge dieses Umstandes einer festen Grundlage . Nun
stimmt aber das Stokessche Widerstandsgesetz mit den Tatsachen gut
überein . Der Grund hierzu liegt darin , daß man bei strenger Lösung der
hydrodynamischen Differentialgleichungen eine Bewegung bekommt , die
zwar in großen Entfernungen von der Kugel einen ganz anderen Cha¬
rakter als die von Stokes untersuchte Bewegung hat , die aber in der
Nähe der Kugel nahezu mit der Stokesschen Bewegung übereinstimmt .
In solchen Fällen , wo nur die Bewegung der Flüssigkeit in der Nähe des
bewegten Körpers von Bedeutung ist , kann man also die Bewegung in
erster Näherung nach der Stokesschen Methode berechnen . Solche Fälle
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kommen in der Kolloidchemie in großer Zahl vor . Dies ist der Grund ,
warum wir, obwohl die Stokesschen Gleichungen von theoretischem
Standpunkte aus unrichtig sind, ihnen doch soviel Aufmerksamkeit
widmen.

Paragraph 12 behandelt die stationäre Bewegung einer Kugel in
einer von einer ebenen Wand begrenzten zähen Flüssigkeit . Es handelt
sich hier wesentlich um einen Bericht über eine Untersuchung von
H. A. Lorentz .

In Paragraph 13 wird die Bewegung einer Kugel zwischen zwei paral¬
lelen, ebenen Wänden untersucht . Es ist die Hoffnung des Verfassers ,
daß seine Darstellung in diesem Paragraphen die schöne, von Faxen
gegebene Lösung dieses für die Kolloidchemie bedeutsamen Problems
leichter zugänglich machen wird.

Paragraph 14 gibt einen Bericht über die Untersuchungen betreffend
die Wechselwirkungen zwischen zwei Kugeln , die sich in einer zähen
Flüssigkeit bewegen. Die erste , angenäherte Lösung des Problems rührt
von Smoluchowski her . Tiefergehende Untersuchungen verdanken wir
Faxen , Dahl und in neuester Zeit Margaret Stimson und G. B. Jeffery .

In Paragraph 15 werden die sogenannten Paradoxien von Stokes und
von Whitehead besprochen . Das erste Paradoxon besagt , daß es un¬
möglich ist , eine Lösung der hydrodynamischen Differentialgleichungen
zu finden, welche dem Fall entspricht , wo ein Kreiszylinder sich mit
konstanter Geschwindigkeit in einer zähen Flüssigkeit bewegt . Das Para¬
doxon von Whitehead besagt , daß es bei Zugrundelegung der Stokes¬
schen Theorie für die translatorische Bewegung einer Kugel in einer
zähen Flüssigkeit immöglich ist , diese Theorie dadurch zu verbessern ,
daß man weitere Glieder für die Geschwindigkeitskomponenten und für
den Druck berechnet . Es wird gezeigt, daß die Wurzel der Schwierigkeiten
in beiden Fällen dieselbe ist und daß sie einfach darin besteht , daß die
Stokesschen Gleichungen im oben erörterten Sinne eine unzulässige
Näherung darstellen .

Der zweite Abschnitt endet mit dem Nachweis, daß in den Stokesschen
Differentialgleichungen Glieder vernachlässigt worden sind , welche die¬
selbe Größenordnung wie die berücksichtigten Glieder haben . Wenn man
jene Glieder schon in erster Näherung in die Differentialgleichungen auf¬
nimmt , erhält man die Gleichungen, welche ich die erweiterten Stokes¬
schen Gleichungen genannt habe . Diesen Gleichungen und den bei ihnen
auftretenden Randwertaufgaben ist der dritte Abschnitt gewidmet . Ein
Beweis, daß diese Gleichungen eine zuverlässige Grundlage einer exakten
Berechnung der durch die Verschiebung eines Körpers hervorgerufenen
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Bewegung einer zähen Flüssigkeit darstellen , wird hier nicht gegeben.
Als ich mich zuerst mit diesen Gleichungen beschäftigte , konnte ich
diesen Beweis nicht führen , weil die allgemeine Randwertaufgabe für
diese Gleichungen nicht gelöst war . Als einen Ersatz für den mangelnden
Beweis zeigte ich, daß man , von den erweiterten Stokesschen Gleichungen
ausgehend , durch sukzessive Näherungen in exakter Weise die Bewegung
berechnen kann , welche in einer den ganzen Raum erfüllenden zähen
Flüssigkeit von einem System von Kräften erzeugt wird, deren Angriffs¬
punkte sich mit konstanter Geschwindigkeit verschieben , die aber sonst
von der Zeit unabhängig sind. In der letzten Zeit ist nun die allgemeine
Randwertaufgabe der erweiterten Stokesschen Gleichungen in mathe¬
matischem Sinne gelöst worden. Es wäre also aller Wahrscheinlichkeit
nach jetzt möglich, den Beweis zu führen , daß man auf der Grundlage
der erweiterten Stokesschen Gleichungen in exakter Weise diejenige Be¬
wegung einer zähen Flüssigkeit berechnen kann , die durch die Ver¬
schiebung eines starren Körpers darin hervorgerufen wird . Doch würde
ein solcher Beweis notwendig einen sehr abstrakten , rein mathematischen
Charakter haben und würde deshalb in diesem Buche kaum am Platze sein.

In Paragraph 16 wird mit der neuen Methode für eine zähe Flüssig¬
keit die Bewegung untersucht , welche durch eine kleine Kugel erzeugt
wird , die sich mit konstanter Geschwindigkeit darin bewegt . Es wird
gezeigt, daß schon die Bewegung, die man in erster Näherung bekommt ,
einen ganz anderen Charakter als die Stokessche Bewegung hat . Kurz
kann man den Unterschied so ausdrücken , daß , während nach Stokes
die Bewegung hinter der Kugel ein Spiegelbild der Bewegung vor der
Kugel ist , in der neuen Theorie eine ausgeprägte Dissymmetrie her¬
vortritt , indem hinter der Kugel ein Wirbelschwanz zum Vorschein
kommt . Es wird ferner gezeigt, daß man in zweiter Näherung ein neues,
mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportionales Glied im Aus-
drucke für den Widerstand erhält . Endlich wird die Bewegung in der
Umgebung der Kugel in zweiter Näherung untersucht .

Paragraph 17 behandelt das Problem des Kreiszylinders . Zuerst wird
Lambs für kleine Geschwindigkeiten gültige Lösung dieses Problems
wiedergegeben. Es folgt eine Übersicht über die Untersuchungen von
Prof . Bairstow , Miß Cave und Miß Lang .

In Paragraph 18 wird das Problem des Elhpsoids wieder aufgenom¬
men. Für die Komponenten der Resultierenden der Kräfte , welche die
Flüssigkeit auf den Körper ausübt , erhält man in erster Näherung die
Werte von Oberbeck. In zweiter Näherung kommen neue Glieder hinzu ,
welche mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional sind. Das
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zweidimensionale Analogon des Problems , die Bewegung eines elliptischen
Zylinders in einer zähen Flüssigkeit , hat Harrison behandelt . Seine Er¬
gebnisse werden (ohne Beweis) mitgeteilt .

Paragraph 19 behandelt die stationäre Bewegung einer Kugel in einer
von einer ebenen Wand begrenzten Flüssigkeit . Dieses Problem hat prin¬
zipielle Bedeutung , weil der darin untersuchte Fall der einfachste ist ,
worin sich eine Kugel in der Nähe einer Wand bewegt . Die Lösung des
Problems verdanken wir Faxen . Der Paragraph gibt die Ausdrücke der
Geschwindigkeitskomponenten in Form von Integralen . Dagegen war es
nicht möglich, auf die Auswertung dieser Integrale einzugehen. Ich mußte
mich darauf beschränken , die Schlußformeln von Faxen mitzuteilen .
Die Widerstandsformel zeigt , daß die Wand sozusagen den Einfluß der
Trägheitsglieder aufhebt . Wenn die Entfernung des Kugelmittelpunktes
von der Wand , £, und die Geschwindigkeit der Kugel , U, so klein sind ,
daß qU£ /2/a eine kleine Größe ist , fällt das oben erwähnte , mit dem
Quadrate der Geschwindigkeit proportionale Glied im Ausdrucke für den
Widerstand weg. Dagegen kommt es bei größeren £-Werten , also bei
größeren Entfernungen der Kugel von der Wand , wieder zum Vorschein .

Paragraph 20 ist mit Paragraph 19 nahe verwandt . Gegenstand der
Untersuchung ist hier die Bewegung einer Kugel längs der Achse einer
Röhre . Dieses Problem hat praktische Bedeutung , weil Untersuchungen
über Fallbewegungen von Kugeln meistens in dieser Weise ausgeführt
werden . Ladenburg hat als erster dieses Problem behandelt . Er ging,
was damals selbstverständlich war , von den Stokesschen Gleichungen
aus . Faxen hat dann das Problem unter Zugrundelegung der erweiterten
Stokesschen Gleichungen gelöst . Der Paragraph gibt die Theorie von
Faxen .

Paragraph 21 behandelt auf Grundlage der erweiterten Stokesschen
Gleichungen die Wechselwirkung zwischen zwei Kugeln , welche sich mit
derselben konstanten Geschwindigkeit in einer Flüssigkeit bewegen.

Paragraph 22 gibt endlich eine Zusammenstellung der mitgeteilten
Widerstandsformeln .

Der dritte Teil beschäftigt sich, wie schon oben mitgeteilt wurde , mit
dem Grenzübergang zu verschwindender Zähigkeit . Um diese Aufgabe
in endgültiger und vollauf befriedigender Weise auszuführen , hätten wir
die Differential - oder Integralgleichungen für die Bewegung einer zähen
Flüssigkeit exakt zu lösen und dann den Grenzübergang fi -* 0 in der
erhaltenen Lösung auszuführen . Es ist wohl kaum notwendig zu sagen,
daß dieses Problem zur Zeit unlösbar ist . Eine exakte Lösung der hydro¬
dynamischen Differentialgleichungen können wir bei endlichem fi nur in
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der Form von Reihen geben, die bei genügend großen /«-Werten kon¬
vergieren . Aus jenen Reihen müßten wir Ausdrücke bilden , welche bei
beliebig kleinem [x ihren Sinn und Bedeutung behalten , und dann in
diesen Ausdrücken /x gegen Null konvergieren lassen . In mathematischem
Sinne mag diese Aufgabe lösbar sein. Aber ein anderes ist es, ein mecha¬
nisches Problem durch eine mathematische Formel zu lösen, ein anderes ,
es im mechanischen Sinne zu lösen. Von einer Lösung des hier vorliegen¬
den Problems , welche den Anforderungen der Hydrodynamik genügt ,
sind wir noch weit entfernt .

Die Aufgabe , mit welcher wir uns im dritten Teile des Buches be¬
schäftigen , ist eine bescheidenere . Wir führen in den linearisierten hydro¬
dynamischen Differentialgleichungen , also in den erweiterten Stokesschen
Gleichungen, und in den entsprechenden , die zeitlichen Ableitungen der
Geschwindigkeitskomponenten enthaltenden Differentialgleichungen für
nichtstationäre Bewegung den Grenzübergang /x -*• 0 aus .

In Paragraph 23 untersuchen wir die stationäre Bewegung einer
ebenen Scheibe in der gegen die Scheibe senkrechten Richtung . Dies
war der erste Fall , in welchem der Grenzübergang ausgeführt wurde .
Das Ergebnis ist , daß die Bewegung der Flüssigkeit in dem nicht von
der Scheibe durchschrittenen Bereiche bei /x = 0 eine Potentialbewe¬
gung ist , während sie in dem durchschrittenen Bereiche eine Wirbel¬
bewegung ist . Die explizite Bestimmung der Bewegung wird auf die
Auffindung einer vierwertigen Potentialfunktion zurückgeführt , deren
Werte permutiert werden , wenn der Aufpunkt eine kleine geschlossene
Kurve um die Randkurve beschreibt und dabei die Platte einmal durch¬
dringt , und die einen Zweig hat , der in einem gewissen, übrigens willkür¬
lichen Punkte wie l /R unendlich wird , sonst aber überall regulär ist
und im Unendlichen verschwindet . In dem Falle , worin die Scheibe
kreisförmig ist , gelingt es leicht , eine solche Potentialfunktion herzu¬
stellen . In diesem Falle ist also das Problem explizit lösbar . Die Behand¬
lung dieses speziellen Falles wird indessen erst in Paragraph 31 gegeben.

In Paragraph 24 wird der allgemeinste Fall untersucht . Es wird nur
vorausgesetzt , daß eine im allgemeinen nicht starre Fläche sich in irgend¬
einer Weise in einer Flüssigkeit bewegt und daß dabei die Werte der
Geschwindigkeitskomponenten auf jener Fläche vorgeschrieben sind . Die
Ergebnisse bestätigen die in Paragraph 23 gefundenen Resultate , gehen
aber weit über sie hinaus .

In Paragraph 25 werden die in Paragraph 24 gefundenen Ergebnisse
auf den speziellen Fall angewandt , daß ein starrer Körper mit veränder¬
licher Geschwindigkeit , aber in einer konstanten Richtung sich in einer
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Flüssigkeit bewegt . Die Lösung des Problems wird in diesem Fall auf die
Bestimmung von zwei Potentialfunktionen , <pv und <ph, zurückgeführt ,
von welchen tpv in dem vom Körper nicht durchschrittenen Bereiche
existieren soll, <phdagegen in dem vom Körper durchschrittenen Bereiche .
<pv soll auf der Vorderseite des Körpers der Bedingung :

= ü n

genügen ; q>h auf der Rückseite des Körpers der Bedingung :

d dq>h __ d U„
dn dt dt

Auf der Grenze zwischen den beiden Bereichen soll <pv— <phsein. Dagegen
sollen die beiden normalen Ableitungen :

*& - und *P -an dn

sich in bestimmter Weise voneinander unterscheiden .
In Paragraph 26 wird das Problem der stationären Bewegung mittelst

einer neuen Methode untersucht . Die früher gefundenen Ergebnisse
werden wiedergefunden . Außerdem ergeben sich neue Resultate . Es wird
gezeigt, daß in dem zweidimensionalen Probleme und in dem rotations¬
symmetrischen dreidimensionalen Probleme die Funktionen <pv und <ph
eine einzige, überall außerhalb des Körpers reguläre Potentialfunktion
definieren . Wenn die xt -Achse in der Bewegungsrichtung des Körpers ge¬
legt wird, kann die Randbedingung , welcher jene Funktion auf der
Rückseite des Körpers genügen muß , in der Form :

geschrieben werden . In dem rotationssymmetrischen dreidimensionalen
Falle kann die entsprechende Bedingung , wenn die xt-Achse die Symme¬
trieachse ist und wenn R die Entfernung eines Punktes von jener Achse
ist , in der Form :

^ =0
dR

geschrieben werden. Die Lösung des Problems der stationären Bewegung
wird in Paragraph 26 allgemein auf die Auflösung gewisser Fredholm -
scher Integralgleichungen zurückgeführt werden .

d%
dn
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In Paragraph 27 wird im Anschluß an Hilbert eine Methode ent¬
wickelt , das mathematische Problem , zu welchem die stationäre Be¬
wegung eines Zylinders (mit beliebigem Querschnitt und in einer gegen
die Erzeugenden des Zylinders senkrechten Richtung ) Anlaß gibt , ex¬
plizit zu lösen. Es wird gezeigt, daß , wenn der Querschnitt keine Ecken
oder Spitzen hat , die Lösung eindeutig bestimmt ist .

Paragraph 28 schließt sich eng an Paragraph 27 an . Er gibt Aus¬
drücke für den Widerstand gegen die Bewegung des Zylinders und für
die Tragkraft der Flüssigkeit .

In Paragraph 29 wird die in Paragraph 27 und Paragraph 28 ent¬
wickelte Theorie auf den Fall des Kreiszylinders angewandt .

Paragraph 30 behandelt , ebenfalls nach der in Paragraph 27 und
Paragraph 28 entwickelten Methode , die Bewegung der ebenen Platte .

Paragraph 31 gibt , wie schon oben erwähnt wurde , die explizite
Theorie der kreisförmigen Platte . Die elliptischen Funktionen spielen in
dieser Theorie eine wesentliche Rolle. Mit denselben Hilfsmitteln kann
man die Bewegung einer Halbkugel in den beiden rotationssymmetrischen
Fällen behandeln . Doch gibt der Paragraph in bezug auf diese beiden
Fälle nur die numerischen Resultate .

II 0 s e en , Hydrodynamik
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§ 1. Die hydrodynamischen Differentialgleichungen .

11 . Der Impulssatz . Die Kontinuitätsbedingung .
Wir wollen in diesem Paragraphen die partiellen Differential¬

gleichungen aufstellen , denen die Bewegungen einer zähen Flüssig¬
keit , soweit wir jetzt wissen , gehorchen . Die allgemeine Form
dieser Differentialgleichungen werden wir dadurch erhalten , daß
wir auf einen beliebigen , zusammenhängenden Teil einer Flüssigkeit
den Satz der Newtonschen Mechanik anwenden , nach dem man
den Zuwachs des Impulses , den ein materielles System während
einer gewissen Zeit erfährt , dadurch finden kann , daß man das Zeit¬
integral der Resultierenden der äußeren , auf das System wirkenden
Kräfte für diese Zeit berechnet . Um diesen Satz auf die Hydrodyna¬
mik anwenden zu können , müssen wir die Kräfte kennen , welche auf
einen beliebig herausgegriffenen Teil einer Flüssigkeit wirken . Daß
äußere Kräfte , welche jedes Volumenelement angreifen , vorkommen
können , ist unmittelbar klar . Eine solche Kraft ist ja die Schwere .
Die Hauptfrage ist aber , was wir von den Kräften aussagen können ,
welche die Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Flüssigkeit auf
denselben ausübt . Den mathematischen Ausdruck für diese Kraft zu
bestimmen , ist unsere wichtigste Aufgabe in diesem Paragraphen .
An dieser Stelle möge nur vorbereitend gesagt sein , daß der innere
Grund dieser Kraft die zwischen den Molekeln der Flüssigkeit wir¬
kende Molekularkraft ist . Wir wissen , daß die Molekularkraft nur ,
wenn die Entfernung zwischen den Molekeln sehr klein ist , eine merk¬
liche Größe hat . Wir schließen hieraus , daß die Kräfte , welche die
Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Flüssigkeit auf denselben
ausübt , nur in der unmittelbaren Nähe der Grenzfläche eine merk¬
liche Größe haben . Wir können deshalb die Komponenten der Re¬
sultierenden aller dieser Kräfte als über die Grenzfläche erstreckte
Flächenintegrale darstellen .

Wir wenden ein rechtwinkliges Bezugssystem an . Wir bezeichnen
mit Uj(j = 1, 2, 3) die Komponenten der Geschwindigkeit der Flüssig¬
keit und fassen u, als Funktionen der Koordinaten xv x2, x3 und der

l *
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Zeit t auf . g sei die Dichte der Flüssigkeit . X, seien die auf die
Masseneinheit der Flüssigkeit bezogenen Komponenten der äußeren ,
auf die Flüssigkeit wirkenden Kraft . Fj seien endlich die auf die
Flächeneinheit der Grenzfläche , F (t), bezogenen Komponenten der
Kraft , welche die Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Flüssig¬
keit auf die Oberfläche desselben ausübt . Wir nehmen an , daß F (t)
eine geschlossene Fläche mit einer stückweise stetigen Tangenten¬
ebene ist . Den von F (t) begrenzten Raumbereich , den der heraus¬
gegriffene Teil der Flüssigkeit im Momente t einnimmt , nennen wir
B (t). Der oben erwähnte Satz aus der Newtonschen Mechanik er¬
gibt dann , wenn dm = dxxdx2dx3 ein Volumenelement und dS ein
Flächenelement bezeichnet :

t t

f (guf)td co— s(guj)fdw — Idt fgXjda >+ fdt fFfdS . (1)
B(f ) £ (? ) (° B(f ) 1° F (f )\

Wir wollen annehmen , daß unsere Flüssigkeit unzusammendrück -
bar sei, daß also die Dichte q konstant sei. Durch die Grenzfläche
F (t) tritt dann stets ebensoviel Flüssigkeit ein wie aus. Die gesamte
Menge von Flüssigkeit , welche während einer Zeiteinheit durch F (t)
hindurchtritt , ist also Null . Wir bezeichnen mit n eine nach außen ge¬
zogene Normale eines Flächenelementes , dS , von F (t) von der Länge 1.
Mit rij (j — 1, 2, 3) bezeichnen wir die Richtungskosinusse dieser Nor¬
malen . Die gesamte Menge von Flüssigkeit , welche während der Zeit¬
einheit durch F (t) hindurchtritt , ist dann :

fg ^ u^ dS.
Pffy j

Dieses Integral muß also den Wert Null haben . Wir wollen im
folgenden die von Einstein eingeführte Bezeichnung benutzen, wonach ein
Glied, das denselben Index zweimal enthält, in bezug auf diesen Index sum¬
miert werden soll, hier über die Werte 1, 2, 3. Wir können dann unsere
Gleichung in der einfacheren Form :

f gUjUjdS— 0 (2)
F (f)

schreiben . (2) ist die Kontinuitätsbedingung .

12. Der Deformationstensor .

Wir müssen jetzt untersuchen , wie die Größen Ff von der Be¬
wegung der Flüssigkeit abhängen . Eine erschöpfende Antwort auf
diese Frage kann nur die Molekulartheorie geben . Hier wollen wir
uns nicht in diese Theorie vertiefen . Durch eine phänomenologische
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Betrachtung können wir eine Antwort auf unsere Frage erhalten ,
die für unseren Zweck genügt . Einen ersten Teil von Fj kennen
wir schon aus der Hydrostatik . Auf die Grenzfläche F (t) muß ein
Druck wirken . Nennen wir diesen hydrostatischen Druck p , so er¬
halten wir als erstes Glied von Fj die Größe —prij . Die Annahme ,
daß die Größen F ,- durch diese ersten Glieder erschöpft sind , würde
uns zu der Theorie der idealen Flüssigkeiten führen . Bei den zähen
Flüssigkeiten müssen die Fj auch andere Glieder enthalten . Von die¬
sen anderen Gliedern müssen wir annehmen , daß sie von den Form¬
änderungen , den Deformationen , abhängen , welche die Flüssigkeit
während der Bewegung erleidet . Um unsere Aufgabe zu lösen, müs¬
sen wir uns zuerst klarmachen , wie man diese Formänderungen mathe¬
matisch beschreiben kann .

Wir betrachten einen beliebigen Punkt , P , mit den Koordinaten Xj,
in der Flüssigkeit . Uj sei dort die Geschwindigkeit . Ein anderer Punkt ,
P ' , in der Flüssigkeit habe die Koordinaten x/ und die Geschwindig¬
keit Uj' . Wenn die Größen Uj als Funktionen von xx, x2, x3 stetige
Ableitungen erster Ordnung haben und wenn die drei Größen | x/ —Xj\
genügend klein sind , so gilt annähernd :

v _ «,+ (*' - „ ) =«,+<*,' - x.)j +

Mit Hilfe dieser Gleichungen untersuchen wir die Bewegung der
Flüssigkeit in der Umgebung von P . Wir halten also diesen Punkt
fest , lassen aber P ' einen beliebigen Punkt der Umgebung von P
sein . Das erste Glied in unserem letzten Ausdrucke für u/ ist von P '
unabhängig . Es entspricht einer Translation des ganzen , P umgeben¬
den Flüssigkeitsvolumens . Das zweite Glied gibt , explizite ausgeschrie¬
ben , in den drei Fällen j = 1, 2, 3 :

1 (du 2 duA(xa V 1 du 3
* 2 \dx 3 dx v

1 (du 2
2

11
1̂ dxj

1 |(du 3 du 2\
2 '\d x2 dxj

(* / — ■x i ) -ö \ jnr — 5 ^ r ) — (* »' — * >) j

1 / du 3

2 \dx1 dx<

1 sdu 3 du 2
2 \dx2 dx3.

2 \a* a

Diese Geschwindigkeitskomponenten entsprechen einer Drehung
des P umgebenden Flüssigkeitsvolumens um eine durch P gehende
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_ , , „ , 1 du3 du2\ 1 du-, du3
Drehachse mit den Komponenten : t - 1 ,

2 \dx2 dxj 2 \dx3 dxj
— I 2— 1• Die beiden ersten Glieder in unserem Ausdruck für
2 \ dx1 dxj
u/ entsprechen also zusammen der allgemeinsten Bewegung , welche
ein fester Körper ausführen kann . Wir schließen hieraus , daß das
letzte Glied in unserem Ausdruck für u/ einer Bewegung entspricht ,
bei welcher die Volumenelemente der Flüssigkeit ihre Form ändern und
also fortwährend deformiert werden . Wir sehen , daß wir als Maß der
Geschwindigkeit , mit welcher die Deformationen ablaufen , die neun

Größen : 1 (du . Q .
2 \dxt + dx) ~ ik ~ Dli b k ~ x» 2>3)

verwenden können . Wir bezeichnen diese neun Größen als Kom¬
ponenten des Deformationstensors . Der Tensorkomponentencharakter
kommt in unserer Formel für u/ darin zum Ausdruck , daß die drei
Größen (xk' — xk)Djk (j = 1, 2, 3) Komponenten eines Vektors sind ,
was bekanntlich besagt , daß sie bei Übergang zu einem anderen recht¬
winkligen Bezugssysteme mit demselben Anfangspunkte in derselben
Weise wie die Koordinaten transformiert werden . Dies gilt stets ,
wo wir auch den Punkt P ' in der Nähe von P nehmen . Wir sehen
hieraus , daß , wenn Vf die Komponenten eines ganz beliebigen Vektors
sind , immer die drei Summen vk Djk (j = 1, 2, 3) Komponenten eines
Vektors sind . Hieraus folgt ferner , daß Größetripeln wie vkDksDij
usw. Vektoren sind .*

13. Beziehung zwischen Reibungskräften
und Deformationstensor.

Wir haben angenommen , daß die Größen F , außer den Druck¬
komponenten andere Glieder enthalten , welche von den Deforma¬
tionen der Flüssigkeit während der Bewegung abhängen . Wir können
jetzt diese Annahme in bestimmterer Form aussprechen . Wir nehmen
an , daß diese Glieder von den Deformationskomponenten Djk und von
den drei Größen n,, welche die Orientierung des betrachteten Flächen¬
elementes von F (t) festlegen , abhängen . Wir setzen also :

Fj = — puj + fPj (nk, Am) •

Die drei Größen müssen , wie unsere Formel zeigt , Komponenten
eines Vektors sein .

* Vgl. wegen weiterer Ausführungen über Tensoren 3 3.
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Über die Abhängigkeit der Funktionen 0 ^von nk gibt unsere Be¬
wegungsgleichung (1) Aufschluß . Wir wenden diese Gleichung auf ein
räumliches Viereck an , das wir in der Weise erhalten , daß wir durch
einen beliebigen Punkt P der Flüssigkeit drei mit den Koordinaten¬
achsen parallele Geraden ziehen und diese Geraden mit einer nicht
durch P hindurchgehenden Ebene abschneiden . Wenn wir diese Ebene
sich dem Punkte P nähern lassen , konvergieren sowohl das Volumen
des Vierecks wie die Flächeninhalte seiner Grenzflächen gegen Null ,
wobei jedoch das Volumen schneller als die Flächeninhalte gegen
Null geht . Wir bezeichnen mit 8k den Flächeninhalt der Seite des
räumlichen Vierecks , die gegen die â -Achse senkrecht ist , und mit

den dieser Seite entsprechenden Wert der Größe Fj . S und sc¬
haben dieselbe Bedeutung für die vierte Seite des Vierecks . Die
Gleichung (1) ergibt für ein sehr kleines Gebiet annähernd :

FjdS = 0

und also für unser Viereck in den hier eingeführten Bezeichnungen :

SF , + SkFjW = 0 .
Da :

Sk = Sn k ,
so folgt :

Fj = — nkFjW.

Wir sehen hieraus , daß Fj eine lineare und homogene Funktion der
Größen nk ist . Dasselbe gilt offenbar von den Größen 0 ;.

Unsere Aufgabe ist jetzt , einen von den Größen nk, Dim abhän¬
gigen Vektor zu bestimmen , der von den Größen nk linear abhängt .
Es gibt unendlich viele solche Vektoren . Wir können für 0 ; den Ansatz :

0 ; = (fi nj + rp2nkDjk + <p3nkDjiDi k + . . .

machen , wo <plt <p2. . • beliebige Funktionen der skalaren Größen sind,
die man aus dem Tensor Djk erhalten kann (Dkk, Djk2, DjkDkl Dij usw.).
Das erste Glied in diesem Ansatz gibt ersichtlich nichts Neues. Es hat
genau dieselbe Form wie das Glied : —pnj , das wir aus dem hydro¬
statischen Drucke erhielten . Dieses erste Glied in unserem Ansätze
können wir deshalb weglassen. Aber selbst wenn wir dies tun , bleibt
eine unendliche Zahl von Ansätzen für 0 7- übrig , die alle theoretisch
möglich sind . Der einfachste Ansatz , den wir für Fj machen können ,
wenn Fj überhaupt von den Deformationsgrößen abhängen soll, ist :

, , , „ _ , ( dtij du k\
Fj = — pnj + 2nn kü ik = - pn f + pn k^ + j -̂J , (3 )



8 § 1. Die hydrodynamischen Differentialgleichungen

wo p, bei konstanter Temperatur und Dichte eine konstante Größe ist .
Bei langsamen Bewegungen hat sich dieser Ansatz bewährt . Ob er auch
bei schnellen Bewegungen genügt , kann nur der Vergleich zwischen der
auf dieser Annahme aufgebauten Theorie und der Erfahrung lehren .
In diesem Buch werden wir den Ansatz (3) unseren Betrachtungen zu¬
grunde legen.

14. Aufstellung der grundlegenden hydrodynamischen
Integralgleichungen.

Wir führen den Wert (3) von Fj in unsere Gleichung (1) ein und
bekommen :

I(QUj)tdw — I(QUj)t°d(ü = dt gX d̂co +
B{t) B(fi ) fi B(t)

+ sdts j - pnf + pn k JdS .
#0 WA •<° F (0

Wir haben angenommen , daß die Dichte der Flüssigkeit konstant
ist . q hat also in der ganzen Flüssigkeit denselben , von der Zeit un¬
abhängigen Wert . Wir wollen annehmen , daß mit genügender An¬
näherung dasselbe in bezug auf die Temperatur gilt . Auch die Zähig¬
keit [x muß dann in der ganzen Flüssigkeit denselben, von der Zeit un¬
abhängigen Wert haben . Wir können unter diesen Voraussetzungen
unsere Bewegungsgleichung in einfacherer Weise schreiben . Für eine
beliebige geschlossene Fläche innerhalb der Flüssigkeit gilt wegen der
Kontinuitätsbedingung (2) :

t* ^Ju knkdS

Wir verschieben die geschlossene Fläche ein Stückchen A in der Rich¬
tung der Xj-Achse und stellen ebenfalls für die so erhaltene Fläche die
Kontinuitätsbedingung auf . Sie kann in der Form :

' Jut 'nt'dS' = 0
du

geschrieben werden , wo : nk = nk, dS ' = dS , uk — uk + A
Wir erhalten also durch Subtraktion und Division mit Axs.

/ :̂ nkdS= 0.dxj
Unsere Bewegungsgleichung kann also auch in der folgenden Form
geschrieben werden :
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g I (Uj)tdw — q I (Uj)i«d (o = q I dt I Xjdco +
Bis) B (F) F B(f)

fdtß- pn,+/lntw)ds.
(4 )

F F (t)

Wir können den Inhalt der Gleichung (4) auch in anderer Weise
schreiben . Wir betrachten einen unbeweglichen Raumbereich , B,
von dessen Grenzfläche F wir annehmen , daß sie eine stückweise
stetige Tangentenebene besitzt . Wir nehmen an , daß B während
der Zeit t° bis t innerhalb der Flüssigkeit liegt . Wir können den
Impuls , der während derselben Zeit in B erzeugt wird , dadurch
berechnen , daß wir die Resultierende der Kräfte , die auf die Flüs¬
sigkeit in B wirken , zwischen t° und t integrieren . Ein Teil dieses
Impulses befindet sich noch zur Zeit t in B. Er hat in der Richtung
der Xf Achse die Komponente :

QJ(Ui),(lo>—QJ(Uj)t‘doj.
B B

Der andere Teil ist , der Flüssigkeit folgend , durch die Grenzfläche F
hinausgeströmt . Es ist leicht , die Komponenten dieses Teiles zu
berechnen . Während der Zeit dt strömt durch das Flächenelement
dS eine Flüssigkeitsmenge ouknkdSdt hinaus , wenn nk die Richtungs¬
cosinusse der nach außen gezogenen Normale von dS sind . Gleich¬
zeitig strömt ein längs der ay-Achse gerichteter Impuls von dem Be¬
trage QUjUknkdSdt durch dS hinaus . Der gesamte Impuls in der
Richtung der xr Achse , der während der Zeit t° bis t durch F hinaus¬
strömt , ist also : (

q Jdt fiijU k n k dS ,
t° Fund wir haben :

(l) — Q ca + qJdt Juj uk nkdS =
B B FF

i t

— gJdtJXj du) -)- Jdtj ^— prij + [in k dS .F

Wir erhalten durch direkte Integration :

d (ujUk)
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Folglich ist :
s f o, st duj , du k\

1(0
S B

Die Kontinuitätsbedingung :

gju knkdS = 0,

welche für jede geschlossene Fläche in der Flüssigkeit gilt , zeigt , daß
für jeden Bereich innerhalb der Flüssigkeit :

du k
I :

«— dco = 0.
dx k r\

Daraus folgt als andere Form der Kontinuitätsgleichung —A= o,
so daß auch : „ Q dXk

f du * o O
B

folglich :
s Ad ’sI Ujuknkdü = / uk d co.

S B 1

Wir erhalten also endlich unsere Bewegungsgleichung in der fol¬
genden Form :

QJ (ui)tdm — oj (Uj)t>dco = gjdtj (x ?-— uk d
B B PB

t

+ fdts (- pnj + Mnk ~ jdS .

co+

(5 )

15. Die hydrodynamischen Differentialgleichungen .

Über die Geschwindigkeitskomponenten uf- haben wir^bis^ jetzt
nur vorausgesetzt , daß sie stetige Ableitungen nach xv x2, xa haben .
Wir wollen jetzt unsere Voraussetzungen erweitern . Wir nehmen zu¬
nächst an , daß die Größen u, Ableitungen nach t besitzen , welche in
Raum und Zeit stetig sind . Wir setzen dann in (5) t° = t —dt , divi¬
dieren unsere Gleichung mit dt und führen den Grenzübergang dl -*0
aus . Wir erhalten :

Qf dit dw = e/ ( x ’ ~ Ui + f (- pn ’ + /ink h?) dS - {6)
B B F

Die Beschleunigung eines Partikels mit der Geschwindigkeit
Uj(xlt x2, x3, t) hat die Komponenten :
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d , s d % , dujdxi dui , duj

Wir können deshalb unsere Gleichung (6) kürzer in der folgenden
Form schreiben :

gs ^ dto = qJX jdw + J (— P ni + Hnk dS . (7)
B B F *

Wir nehmen jetzt an , daß die Größen Uj stetige Ableitungen zweiter
Ordnung in bezug auf die Koordinaten xk besitzen . Außerdem neh¬
men wir an , daß der Druck p stetige Ableitungen erster Ordnung in
bezug auf dieselben Yariabeln besitzt . Wir können in diesem Fall
das in Gleichung (6) vorkommende Flächenintegral in ein Volumen -
integral umformen . Wir haben schon oben die Tatsache benutzt , daß ,
wenn / eine in einem Bereiche B stetige Funktion ist und wenn die
Grenzfläche F von B eine stückweise stetige Tangentenebene besitzt :

f£tda >=JfnkdSdx k
ja tr

du
ist . Wir setzen in dieser Formel / einerseits = v, andererseits = „ -dxk
und erhalten :

fpn kdS = fl ? dco, fn kd£dS = s ^ dco= sjujdco ,
F B F B B

wenn wir in übbcher Weise :

setzen . Unter den oben gemachten Voraussetzungen können wir also
unsere Bewegungsgleicbung in der folgenden Form schreiben :

/ (• dp dUj | ( v d Uj
+ e [X*- Uk dx,

dw = 0.

Diese Gleichung soll erfüllt sein , wie wir auch den Bereich B
innerhalb der Flüssigkeit wählen . Von allen im Integranden vorkom¬
menden Größen mit Ausnahme von Xj haben wir vorausgesetzt , daß
sie stetige Funktionen von xv x2, x3 sind . Wir nehmen jetzt an , daß
auch die Größen Xj stetig sind . Der Integrand in unserem Integrale
ist dann eine stetige Funktion von xv x2, x3. Hat diese Funktion in
irgendeinem Punkte einen nicht verschwindenden Wert , so können
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wir diesen Punkt mit einer geschlossenen Fläche umgeben , inner¬
halb welcher der Integrand überall dasselbe Vorzeichen hat . Da dies
in Widerspruch mit unserer Gleichung steht , so können wir schlie¬
ßen , daß diese Gleichung unter den zugrunde gelegten Annahmen nur
dann erfüllt sein kann , wenn überall in der Flüssigkeit :

dp duj duj I*

Da •
du , (duj du k\ 1 du k2

so läßt sich diese Gleichung auch in der Form :

A

. dq duf (duj du k\
‘U Uj dxf 6 dt ~ Q i + QUk\dxk dx )

? = V + hQ M*2
I»

schreiben . Im stationären Falle , d . h . wenn die Größen Uj von t un¬
abhängig sind , gehen diese Gleichungen in die folgenden über :

. dp „ , duf
v Au i - jxr ~ e l + eUi te k’

II »

a dq v (du f du k\
l‘ Au <- d ^ = - sX i + eUt [w l - wJ

q = p + iQU k2.
IP

Wir betrachten schließlich den Fall , wo ein Körper sich mit kon¬
stanter Geschwindigkeit V in einer Flüssigkeit bewegt . Wir wenden
ein Bezugssystem an , das dem Körper in seiner Bewegung folgt und
das wir so orientieren , daß die aij-Achse mit der Bewegungsrichtung
des Körpers parallel ist . Wenn Uj die in diesem Bezugssystem gemesse¬
nen Geschwindigkeitskomponenten sind , so setzen wir : wx= — U -f- wx,
ü2= u2, w3= m3. Wir erhalten so im stationären Falle und auf ein
Koordinatensystem bezogen , das sich mit der Geschwindigkeit u längs
der *1-Achse bewegt :

. rjdui dp d ^ III »
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dxf e 1Xj + QUk IIP
?= v + £eut2-

Die Kontinuitätsbedingung bat in allen drei Fällen dieselbe Form :

§ 2. Die verallgemeinerte Poissonsche Gleichung .

2 1. Zurückführung auf Poissonsche Gleichungen für das
innere Problem.

Zur Vorbereitung unserer Behandlung des hydrodynamischen Pro¬
blems werden wir in diesem Paragraphen eine mathematische Auf¬
gabe betrachten , die eine weitgehende Ähnlichkeit mit einem wich¬
tigen Spezialfalle des hydrodynamischen Problems besitzt , die aber
viel einfacher ist und die man außerdem als ein klassisches mathe¬
matisches Problem bezeichnen kann . Wir betrachten die verall¬
gemeinerte Poissonsche Gleichung :

wo wir unter / eine ganze rationale Funktion von u und den partiellen

stellen uns hinsichtlich dieser Gleichung zwei Fragen . Eine lautet : wie
findet man eine Lösung dieser Gleichung, die innerhalb einer gegebenen
geschlossenen Fläche F regulär ist und auf dieser Fläche vorgeschriebene
Werte annimmt ? Die andere lautet : wie findet man eine Lösung dieser
Gleichung, die außerhalb einer gegebenen, geschlossenen Fläche F re¬
gulär ist , auf dieser Fläche vorgeschriebene Werte annimmt und in
unendlich fernen Punkten verschwindet ?

Wir betrachten zuerst das innere Problem . Es erweist sich als
zweckmäßig , in die partielle Differentialgleichung einen Parameter 1
einzuführen und sie folgendermaßen zu schreiben :

duj ÖH ] ÖMj () _r r
dxj dx t dx 2 dx 3

( 1)

Ableitungen verstehen , von welcher wir übrigens offenbar annehmen

können , daß sie kein von u und unabhängiges Glied besitzt . Wir
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ZI« = Z (a*) + (2)

Man kann , wenn man will, gleichzeitig den Parameter Xin die Werte
einführen , welche u auf der Grenzfläche F annehmen soll . Wir
schreiben vor , daß auf F :

u = f/(°) + + XnÛ + • • • (3)
sein soll, wo f7(0), t/ (1>. . . vorgeschriebene Funktionen sind . Wir ver¬
suchen die so abgeänderte Aufgabe durch eine Reihe zu lösen , welche
nach Potenzen von X fortschreitet :

u (xj ; X) = w(0) + Xu + • • • (4)

Zur Bestimmung der Funktionen w<°>, m(1) . . . erhalten wir die Glei¬
chungen :

Au ^ = X (xf) , A m(1) = f [xs , ■■■

A oo (in ÖM° ,, , ÖM(1) n du ^ —'l A
= M()’ “()> •••M( )’ - dx, J

(5 )

wo die Glieder rechts durch Einsetzung der Reihe (4) in das rechte
Glied der Gleichung (2) und nachfolgender Entwicklung nach Po¬
tenzen von X erhalten werden . Die zugehörigen Nebenbedingungen
sind : auf der Grenzfläche F : w(n)= £/(n) (n — 0, 1, 2 . . .). Offenbar
müssen wir bei der Lösung des Systems (5) so verfahren , daß wir
zuerst die erste Gleichung mit der Nebenbedingung = f7(0) auf F
lösen , dann die gefundene Funktion m(0) rechts in die zweite Glei¬
chung einsetzen , diese Gleichung mit der Nebenbedingung
auf F auflösen und so fortfahren . Die partiellen Differentialgleichungen
und die Nebenbedingungen , zu welchen wir durch dieses Rekursions¬
verfahren geführt werden , sind alle von demselben Typus . Die Diffe¬
rentialgleichungen sind von der Poissonschen Art :

Au = X (Xf), (6)
und die Nebenbedingung ist immer , daß die Funktion u auf der
Grenzfläche F vorgeschriebene Werte U annehmen soll . Mit diesem
Poissonschen Problem müssen wir uns zuerst beschäftigen .

2 2. Lösung der Poissonschen Gleichungen vermittels der
Greenschen Funktion.

Wir erinnern zunächst daran , wie man mittels der von Green ein¬
geführten Methoden die Poissonsche Gleichung (6) auf die Laplace¬
sche Gleichung :
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Au = 0 (7)

zurückführen kann . Wenn Vk (h = 1, 2, 3) die Komponenten eines im
Bereiche B stetigen und in bezug auf xv x2, x3 stetig differenzierbaren
Vektors sind , so ist , wie wir oben gesehen haben :

j ddV* dco = s nkVkdS .
B k P

v sei jetzt eine in B stetige und zweimal stetig differenzierbare Funk -
dv

tion von xv x2, x3. Wir setzen Vk = u ^ und erhalten :

s ( . du dv \ f dv s dvluA v + ä— ä— \dm — un k 3— dS = I u 5—dS ,
J \ () %k/ J 0 Xu J d 71
B F F

wenn wir nk ~ setzen . Wir erhalten in derselben Weise, wennÖXjg dTl
u ebenfalls in B zweimal stetig differenzierbar ist :

ft A . du dv \ j s dwI \v Au + ^— 3— Idco = I v ^—dS .J \ dxk dxkJ J dn
B F

Also :

f (uAv - vAu )da>= f (u ^ - v^ ) dS . (8)
B P

xf (j = 1, 2, 3) seien jetzt die Koordinaten eines Punktes P (0) inner¬
halb von F . Wir verstehen unter B (s) den Bereich , der innerhalb von
F und außerhalb einer Kugel mit dem Mittelpunkte in P (0) und dem
Radius e liegt . Wir wählen e von Anfang an so klein , daß die in¬
nere Grenzfläche ganz im Innern des Gebietes B hegt , und werden
bald e gegen Null konvergieren lassen . Wir nehmen an , daß v inner¬
halb von S in der Form :

1 , *
— + w(xf)

dargestellt werden kann , wo r = |/(ay— a;/ 0))2 die Entfernung zwischen
dem Auspunkte und dem Punkte P <°> ist und wo w eine stetige
und zweimal stetig differenzierbare Funktion von Xj ist , welche der
Differentialgleichung A w = 0

genügt . Wenn u eine Lösung der Poissonschen Gleichung (7) ist , so
haben wir dann in B (e) :

Au = X , Av = 0.
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Folglich :
I(uAv—vAu)dco= —JvXdo).
B (e) B (f )

Wir wenden die Gleichung (8) auf die Funktionen u und v und den
Bereich B (e) an . Wir erhalten :

fLp_„£ )« +f UP- .£W =J \ dn dn / J \ dn dn / J
b oo

Wir haben auf der Kugel r = e:

dv 1 ^ dwdn g2 dw
Ferner :

JdS — ine 2.r==c
Folghch :

i (Ufn - vd£ )dS =►0
und :

r = e

U (*'")— c / *" “+SS/ ('s - *a )
B F

Wir wollen über die Funktion v noch eine Anna hme machen . Auf
der Fläche F soll v verschwinden . Dann folgt wegen u = U auf F :

«W - i / .a - I / ü' ’ « . (9)
B F

Wenn die Poissonsche Gleichung (6) mit der Nebenbedingung u — U
auf F eine Lösung besitzt , welche in B zweimal stetig differenzierbar
ist , so wird sie durch das rechte Glied von (9) dargestellt . Umgekehrt
genügt die durch (9) definierte Funktion u, wenn X stetig differen¬
zierbar ist , im Innern von F stets der Gleichung A u = X und nimmt ,
wenn F stetige Tangentenebenen und stetige Krümmungen besitzt
und U stetig ist , auf F den Wert U an . In diesem Sinne kann man
sagen , daß durch diese Gleichung das Poissonsche Problem auf eine
spezielle Randwertaufgabe bei der Laplaceschen Gleichung zurück¬
geführt worden ist , auf die Aufgabe , eine in B reguläre , d. h . stetige
und zweimal stetig diff erenzierbare Lösung wder Laplaceschen Gleichung
zu bestimmen , die an der Grenzfläche F die Werte — l /r annimmt .
Man sieht , daß die hiermit gewonnene Reduktion des Poissonschen
Problems ganz und gar auf den Eigenschaften der Funktion l /r be¬
ruht . Dies ist ein Grund , warum man diese Funktion als die Grund¬
lösung der Laplaceschen Gleichung bezeichnet . Die oben definierte
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Funktion v nennt man die (erste ) Greensche Funktion der La¬
placeschen Gleichung .

Wie bestimmt man die Funktion w? — In einigen Fällen , wie bei
einer Kugel , kann man mit einfachen Mitteln diese Funktion her¬
stellen . Im allgemeinen ist aber die Bestimmung von w ebenso kom¬
pliziert wie das Problem , eine in B reguläre Lösung , v, der Laplace¬
schen Differentialgleichung zu bestimmen , welche auf F beliebig vor¬
geschriebene Werte annimmt . Um v allgemein zu bestimmen , machen
wir unter Benutzung der Grundlösung den Ansatz :

v (P ^ ) = - - fo (P ) ~ - dSP.
2tij dnp rF

PW ist hier ein beliebiger Punkt innerhalb von F , P ein Punkt auf
d d

F . r ist die Entfernung P -*P (0\ -j — hat die Bedeutung nk (xk
die Koordinaten von P , xk(ü"> die Koordinaten von P (0)). o ist eine
Funktion , deren Werte auf F aus der Bedingung v = V auf F zu be¬
stimmen sind . Diese Bedingung führt , wenn man P (0) auf F rücken
läßt , nach einem bekannten Satze der Potentialtheorie auf die Inte¬
gralgleichung vom Fredholmschen Typus * :

o(n + ^ J . (P)^ ^ dSr= y(P').
F

Die Auflösung dieser Integralgleichung gibt uns o und damit v.

2 3. Anwendung auf die verallgemeinerte Poissonsche
Gleichung .

Wir nehmen an , daß es uns gelungen ist , die Funktionen w(n) zu
CO

bestimmen . Wir können jetzt die Reihe bilden . Wir begegneno
hier der Frage , ob diese Reihe konvergiert . Wir werden nicht auf diese
Frage eingehen, sondern erwähnen nur , daß man unter sehr allgemeinen
Voraussetzungen beweisen kann , daß die Reihe konvergiert , wenn |2 |
unterhalb einer gewissen Grenze liegt . Die Reihe definiert dann in der
Umgebung von 2 = 0 eine Funktion u (xs, 1), die in 1 analytisch ist .
Wir können unter denselben Voraussetzungen beweisen, daß u (xs, X)
innerhalb von F partielle Ableitungen der zwei ersten Ordnungen in
bezug auf xv x2, xz besitzt und der partiellen Differentialgleichung :

* Man vergleiche hierzu etwa Courant-Hilbert, Methoden der mathematischen
Physik I, Kap. III .

2 0 s e e n , Hydrodynamik
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A u = X + 2/ [xs, u , 5—
\ OXj

genügt . Liegt der Punkt 2—1 im Konvergenzbereiche der Reihe , so kön¬
nen wir in derselben 1 = 1 setzen und erhalten dadurch eine Lösung un¬
seres Problems . Es ist aber wohl zu bemerken , daß es keineswegs sicher
Ist, daß nur diese Lösung existiert . Man kann in der komplexen 2-Ebene
iängs verschiedener Wege vom Punkte X= 0 zum Punkte 2 = 1 kom¬
men . Wenn die Funktion u (*, ; X) eine vieldeutige Funktion von Xist ,
so kann man auf diese Weise mehrere Werte dieser Funktion im Punkte
2 = 1 erhalten . Wir haben erst dann unser Problem vollständig gelöst,
wenn wir das Verhalten der Funktion u (xs, 2) in der ganzen komplexen
2-Ebene kennen . —(Wenn der Punkt 2 = 1 außerhalb des Konver¬
genzkreises unserer Reihe hegt , so Hegt er doch oft im Existenz¬
bereiche der Funktion u (xs, 2). Man kann dann den Wert (oder die
Werte ) dieser Funktion im Punkte 2 = 1 aus der Potenzreihe durch
analytische Fortsetzung erhalten oder auch durch eine der Polynom¬
reihen , durch welche man , nach dem Vorgänge von Mittag -Leffler, die
analytische Fortsetzung ersetzen kann .

2 4. Das äußere Problem . Eine charakteristische
Schwierigkeit .

Wir wenden uns zum zweiten Problem , das wir bei der verall¬
gemeinerten Poissonschen Gleichung zu betrachten haben , dem äußeren
Probleme . Es liegt nahe , die Lösung in derselben Weise wie für das
innere Problem zu versuchen . Wir führen wieder sowohl in die Diffe¬
rentialgleichung wie in die Randwerte einen Parameter 2 ein und
erhalten wieder ein System von Poissonschen Gleichungen . Was neu
hinzugekommen ist , ist nur , daß wir jetzt von den Lösungen dieser
Gleichungen nicht nur verlangen müssen , daß sie außerhalb von F
regulär sind und auf F vorgeschriebene Werte annehmen , sondern
auch , daß sie im unendlich Fernen verschwinden . Daß mit dieser Be¬
dingung etwas wesentlich Neues hinzugekommen ist , das wird , wie
ich glaube , am einfachsten und besten aus der Behandlung eines
speziellen Beispieles hervorgehen .

Wir stellen uns die Aufgabe , eine Lösung der partiellen Differen¬
tialgleichung : o

4 — 22 ^ (10)L
zu bestimmen , welche außerhalb von der Kugel R2= xk2— a2 regulär
ist , im unendlich Fernen verschwindet und auf der Kugel den Wert :
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Xnx1n _
J—J n \

kXi

annimmt . Wir versuchen unser Problem durch eine Potenzreihe :
u (Xj, / ) = zu lösen . Wir erhalten zur Bestimmung der Funk -

n

tionen die Differentialgleichungen :
di / (° ) — i )

= d # = 2^ — , . . . J «W= 2^ ,- , . . .
da ?!

Die Grenzbedingungen sind : im unendlich Fernen : «W = 0,
n = 0, 1, 2 . . . ; auf der Kugel R = a : m(0) = 1, «<*>= i>

3/
w(M) = -A- • •• Wir erhalten sofort : w(0) = a/i?. Zur Bestimmung von

m(1) dient die Differentialgleichung :
2dx-.

mit den Nebenbedingungen : für R — a : «<*>= x1; im unendlich Fer¬
nen : = 0. Man kann nun leicht unendlich viele außerhalb von
R = a reguläre Lösungen dieser Differentialgleichung finden , welche
auf der Kugel R = a den Wert xx annehmen . Eine solche Lösung ist ,
wie wir auch die Konstanten A, B . . . wählen :

ax -
n

Aber für kein Wertsystem A, B . . . verschwindet dieser Ausdruck im
unendlich Fernen , und eine nähere Untersuchung zeigt , daß es keine
Funktion gibt , welche alle unsere Bedingungen für wd) erfüllt . Wir
müssen hieraus schließen , daß die oben dargelegte Methode zur Lösung
einer partiellen Differentialgleichung in dem hier betrachteten Falle
nicht anwendbar ist .

2 5. Auflösung der Schwierigkeit.
Es ist nicht schwer , den inneren Grund der oben hervorgehobenen

Schwierigkeit zu finden . Wir können leicht diejenige Lösung der
Gleichung (10) bilden , welche den vorgeschriebenen Grenzbedingungen
genügt . Wir setzen zu diesem Zweck :

u — ~ elx'f {R) ■K

2



20 § 2. Die verallgemeinerte Poissonsche Gleichung

Zur Bestimmung der Funktion / erhalten wir aus (10) :

A2/ .|dR 2

Diese Differentialgleichung hat zwei partikuläre Integrale : eix XR. Für
uns kommt nur diejenige Lösung der Differentialgleichung in Betracht ,
die im unendlich Fernen verschwindet . Wir bezeichnen mit X' die¬
jenige der beiden Zahlen + A, deren reeller Teil positiv ist . Die Lösung
unseres Problems ist dann :

u - ^_e- X'(R- a)+ >.xl .r

Wenn der reelle Teil von Xpositiv ist , so erhalten wir hieraus :

„ • + , (a _ I + “ )1+ .. .
Wenn dagegen der reelle Teil von X negativ ist , so erhalten wir :

U = ß* (R—a + xi)R
a ( X-, , a \ .

^ R + a \ R + 1 ~ R ) X+ '

Wir sehen , daß man in beiden Fällen u in eine nach steigenden Po¬
tenzen von Xfortschreitende Beihe entwickeln kann . Wir sehen aber ,
daß die Koeffizienten dieser Reihen , wenn n j> 1 ist , im unend¬
lich Fernen nicht verschwinden . Wir sehen schließ lieh , daß diese
Koeffizienten in den beiden Fällen verschiedene Werte haben . Die
letzte Tatsache ist die wichtigste . Sie zeigt sofort , daß es keine Po¬
tenzreihe in X gibt , die in ihrem ganzen Konvergenzbereiche unsere
Lösung darstellt . Es ist also nicht möglich , diese Lösung durch eine
nach steigenden Potenzen von X fortschreitende Reihe darzustellen .
Der innere Grund der Schwierigkeit , auf welche wir gestoßen sind ,
war der unrichtige Ansatz der Lösung , von welchem wir ausgegan¬
gen sind .

Wir werden im zweiten Teile, Kap . 3, zu einem Problem geführt
werden , das in mathematischer Hinsicht dieselbe Natur wie das
zuletzt behandelte hat . Wir werden dort sehen , daß solche Fragen
wie diejenigen , mit welchen wir uns in diesem Paragraphen beschäf¬
tigt haben , nicht nur ein mathematisches Interesse besitzen , sondern
daß die Lösung der hydrodynamischen Paradoxien auf der richtigen
Beantwortung solcher Fragen beruht .
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§ 3. Die Grundlösungen der hydrodynamischen
Differentialgleichungen von Stokes .

3i . Die Stokesschen Gleichungen .
Wenn wir die oben dargelegte Methode zur Lösung der verall¬

gemeinerten Poissonschen Gleichung auf das hydrodynamische Pro¬
blem anwenden wollen , haben wir zuerst die Grundlösungen der
linearen , homogenen Systeme von partiellen Differentialgleichungen
aufzusuchen , die man aus den verschiedenen Systemen von hydro¬
dynamischen Differentialgleichungen erhält . Diese Lösungen haben
für jene linearen Gleichungen dieselbe Bedeutung wie die Funktion
1/r für die Laplacesche Gleichung . Wir behandeln zuerst den einfach¬
sten Fall , den stationären . Wir kehren also zu den Systemen II a und

ÖU’
IP in § 1 zurück . Durch Vernachlässigung der in tq, quadrati -

O Xfc
sehen Glieder und durch die Annahme = 0 erhalten wir aus diesen
beiden Systemen dieselben linearen , homogenen Systeme von par¬
tiellen Differentialgleichungen :

pAu,- p -=0, | ^ =0. (1)
r 1 dxj öXj

Wir nennen diese Gleichungen die Stokesschen, weil Stokes eine
Methode zur Herleitung der Differentialgleichungen der Hydrodyna¬
mik angegeben hat , und weil er eine wichtige Anwendung der ver¬
einfachten Form (1) derselben gemacht hat .

3 2. Verallgemeinerung der Greenschen Formel .
Wir nehmen an , daß in einem Bereiche B des x±, x2, *3-Raumes

zwei Systeme von Lösungen des Systemes (1), tq, p und Vj, p , existieren .
Wir nehmen an , daß uf, v, in B eindeutig , stetig und zweimal stetig
differenzierbar sind , ferner daß p und p eindeutig , stetig und einmal
stetig differenzierbar sind . Wir haben dann in B :

a dp r, a dp . duj dvj .
>' Au>— d r̂ ' äi = äi = 0 >

also :
da) = 0

und , wenn wir mit F die Grenzfläche von B und mit Uj die Kom¬
ponenten einer nach außen gezogenen Normale von der Länge 1 be¬
zeichnen :



22 § 3. Grundlösungen der hydrodynamischen Differentialgleichungen

/ \Vi ~ Pnf)~ U}('4n ~ Pn) k = °- (2)
F

Unsere Aufgabe ist , solche Lösungen v,, p des Systemes (1) zu finden ,
daß wir mit Hilfe von ihnen und der Gleichung (2) die Werte von
uv u2, w3 in einem beüebigen Punkte Xj° von B berechnen können, in
ähnlicher Weise wie wir mit Hilfe der Funktion 1/r den Wert einer
Lösung der Laplaceschen Differentialgleichung in einem inneren Punkte
bei gegebenen Werten der Lösung selbst und ihrer normalen Ableitung
an der Grenzfläche berechnen konnten . Wir brauchen offenbar drei
verschiedene Systeme von Lösungen des Systemes (1), um die drei
Komponenten uv u2, u3 in den Randwerten ausdrücken zu können .
Klar ist ferner , daß wir dieses System von neun Funktionen v so
wählen können , daß es nur von den beiden Punkten P — xv x2, x3,
P <°) = «jW, x2W, ZgO) abhängt , und daß es dann eine Form haben
muß , welche von dem speziellen Bezugssysteme , das wir unserer
Untersuchung zugrunde gelegt haben , vollständig unabhängig ist .
Wir haben wieder mit einem Tensor zu tun und wollen deshalb hier
einige Bemerkungen über Tensoren einschalten .

3 8. Grundeigenschaften der Tensoren .
Wenn ein bestimmtes , rechtwinkliges Bezugssystem x gegeben

ist , kann man drei beliebige Größen vv v2, v3 stets als Komponenten
eines Vektors in diesem Bezugssysteme auffassen . Geht man durch
eine Transformation : ,

x/ = a, + ljkxk , (3)
wo :

4 = 4 = 4 = 1. (*+0= 0, (1)
zu einem neuen rechtwinkligen Bezugssysteme über , so werden die
Komponenten des soeben betrachteten Vektors im neuen Systeme v/
aus den Formeln : ,

< = IjkVt (5)

erhalten . In entsprechender Weise kann man stets neun beliebige
Größen tjk (j , k = 1, 2, 3), als die Komponenten eines Tensors (vom
Range 2) in einem bestimmten Bezugssysteme auffassen . Geht man
dann durch eine Transformation (3), (4) zu einem neuen Bezugssysteme
über , so bekommt der Tensor in diesem Systeme die Komponenten :

k = IjnJ 'kn.tmn * (b )

Wir nehmen jetzt an , daß drei Funktionen Vj(x, »(0), x(1)___) gegeben
sind , welche von einem veränderlichen Punkte P mit den Koordinaten
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xv x2, x3 und außerdem von festen Punkten P <0\ P (1) . . . mit den
Koordinaten x/ °\ x/ v>. . . abhängen mögen . Wenn ein bestimmtes
Bezugssystem vorliegt , ordnen die Punktionen Vj jedem Punkte P
einen bestimmten Vektor zu . Sie definieren mit anderen Worten ein
Vektorfeld . Gehen wir durch die Transformation (3), (4) zu einem
anderen Bezugssysteme über , so erhalten wir die Komponenten un¬
seres Vektorfeldes im neuen Bezugssysteme durch die Formeln (5).
Es kann nun vorkommen , daß :

Vj' = ljkVk = Vj(x ', x<f>y , xW ' . . .) , (7 )

wo XfW, xf lY. . . aus x/ 0), x/ 1'>. . . in derselben Weise wie x' aus x
erhalten werden und also :'

ay' = at + ljkxk , z/ ”>' = a7-‘+ ljkxkw , n = 0, 1 . . . (8)
oder , wie wir wegen (4) diese Gleichungen auch schreiben können :

Xj — Ikj ^k d~ IkjXk , ayöO — IkjOjk “1“ k̂jXp r'^ .

Wenn die Beziehungen (7) für alle Werte von a}- und alle mit der Be¬
dingung (4) verträglichen Werte von l)k bestehen , wenn also die
Komponenten des Vektorfeldes dieselben Funktionen der Koordinaten
bleiben , wie man auch das rechtwinklige Bezugssystem wählt , so
sagen wir , daß das Vektorfeld gegenüber der kontinuierlichen Trans¬
formationsgruppe (8) invariant ist . Wir sagen in derselben Weise,
daß ein Tensorfeld tjk(x, x(u\ x&K . .) gegenüber der Transformations¬
gruppe (8) invariant ist , wenn :

tjk = ljmhntmn {x, X(0\ X« • • •) = tjk (x' , X« ' . . .) . (9)

Aus den Beziehungen (9) folgt :

tjj — t} i (x >x <-°\ x (1>••• ) = x <°>' , x « ' . . . ) .

Aus jedem gegenüber den Transformationen (8) invarianten Tensor
vom zweiten Bange können wir also eine skalare Größe tjj ableiten ,
welche dieselbe Funktion der Koordinaten bleibt , welches recht¬
winklige Bezugssystem man auch benutzt .

Es ist leicht , Beispiele invarianter Vektorfelder zu bilden . &(r) sei
eine beliebige Funktion der Entfernung r zwischen zwei Punkten
P = xv x2, x3 und P (°>= x1<°>, xa(°), x3(0). Wir bilden die drei Funk -

dO
tionen Vj= ^— Wir haben bei einer Transformation (8) :0 Xj
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Also : Vj = Ijicvk(x, x(0)) = Vj(x' , x(0)/),
WPT1T1 *

x/ = dj + Ist xk, x/ 0)/ = a,j + ljk xk(V (10)

und wenn die ljk der Bedingung (4) genügen .
Es ist ebenso leicht , Beispiele invarianter Tensorfelder zu bilden .

In einem bestimmten Bezugssystem definieren wir ein Tensorfeld durch
die Beziehungen : £lx = t22 = t33= A, t, k — 0 (j 4 h), wo A eine Kon¬
stante ist . Die Transformation (6) ergibt für ein beliebiges , recht¬
winkliges Bezugssystem :

h \ = t22 ~ t33 = tj k (i ^ h) = 0 .
Folglich :

tjk = Ijmhntmn 1 tj k )•
Ein anderes invariantes Tensorfeld ist :

Wir erhalten in der Tat bei der Transformation (10) :

t , _ / . i t 92* _ dW ) _ , , x(0V)t , k - Ijm ' kn tmn ~ ~ ~ t , k ( X , X ) .

Aus diesem Vektorfelde erhalten wir eine skalare Größe tff — Ax&,
welche gegenüber der Transformation (10) invariant ist . Aus dieser
Invariante können wir ein neues invariantes Tensorfeld bilden , indem
wir setzen : (n = t22— t33= Ax&(r), tjk(j 4 k) = 0. Bei der Trans¬
formation (10) haben wir dann :

hi = hi = hs = Ax $ {r ) = Ax>0 (r ' ), tjk' (j 4 k ) = 0 ,
also :

tjk' = tjk(x' , xW ).

Eine Bemerkung über die in der Physik auftretenden Vektorfelder
und Tensorfelder möge endlich hier Platz finden . Man kann sie stets
in solcher Form darstellen , daß sie gegenüber einer Transformations¬
gruppe von der Form (8) invariant sind . Dies folgt unmittelbar dar¬
aus , daß man sie immer alsFunktionen der realen Dinge darstellen kann ,
welche einen Einfluß auf die physikalischen Erscheinungen ausüben .
Wenn wir auf alle diese Dinge Rücksicht genommen haben , kann das
benutzte Bezugssystem keinen Einfluß auf die Form des Vektor - oder
Tensorfeldes haben . Wir sehen aber , daß wir in der Transformations¬
gruppe (8), gegenüber welcher ein Feld invariant ist , ein Maß für die
Einfachheit des Feldes haben . Je geringer die Zahl der Punkte P (n)
ist , die wir zu berücksichtigen haben , um so einfacher ist das Feld .
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3 4. Grundlösungen zur Bestimmung der
Geschwindigkeitskomponenten .

Wir kehren zu unserem Problem , die Grundlösungen der Stokesschen
Differentialgleichungen zu bestimmen , zurück . Wie gesagt , wollen
wir diese Grundlösungen so wählen , daß die darin eingehenden Funk¬
tionen v nur von zwei Punkten , P und P (0), abhängen , und ferner ,
daß das System dieser neun Funktionen in ganz derselben Weise von
den Koordinaten abhängt , wie man auch das rechtwinklige Bezugs¬
system wählt . Es liegt nahe , anzunehmen , daß diese neun Funktionen
die Komponenten eines gegenüber der Transformation (10) invarianten
Tensors vom Range zwei sind . Wir betrachten , von dieser Überlegung
geleitet , einen Tensor , der in einem beliebigen rechtwinkligen Bezugs¬
system die folgenden Komponenten hat :

tik = öjk A0 (r) - r2 = (Xj— z/ o))2, r > 0, (11)

djic ist hier und im folgenden die j ^-Komponente eines Tensors , dessen
Diagonalkomponenten (j = k) den Wert 1 und dessen übrige Kom¬
ponenten den Wert 0 haben .

Die drei Funktionen tlk, t2k, t3k genügen stets , d . h . wenn k den
Wert 1, 2 oder 3 hat , der Gleichung :

= 0 . (12)
OXj

Wenn wir vorschreiben , daß 0 der Gleichung :

AxAx0 = 0

genügen soll, und wenn wir :

d2 d 2 d2 \
A. A. 0 - 0 [ + + ) . (13,

- i‘ W , ä ‘ 0 = Vk

setzen , so haben wir für alle zulässigen j - und k-Werte :

liA xtfi - j & = 0. (14)

Für jeden &-Wert (1, 2 oder 3) sind also die drei Funktionen tlk, t2k,
t3k und pkeine Lösung der Stokesschen Gleichungen . — Die Differential¬
gleichung (13) kann , da O nur von r abhängt , nach der bekannten
Transformation von A in Polarkoordinaten , in der Form :

* Bei einer Funktion , die von mehreren Punkten abhängt, ist es zweckmäßig
und zuweilen notwendig, durch einen Index auf den Punkt hinzuweisen, in bezug
auf welchen man die Operation A auszuführen hat .
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d* (r0 ) n
dr 4

geschrieben werden . Ihre allgemeine Lösung ist also : 0 = ar 2 + br
+ c d , wo a, b, c, d Konstanten sind . Wir setzen aus Gründen , dier
bald deutlich werden , &(r ) = r . Wir haben dann :

A 0 = —, t k = ^ + fof — X?W) (x* — x*(0))r ’ 1 r r3 ’

o d 1 xk—a*(0>
r >= - ^ 0^ 7 = 2

Wir betrachten jetzt einen Bereich B des x1x2a;3-Raumes . F sei
seine Grenzfläche . Wir nehmen an , daß die Stokesschen Differential¬
gleichungen eine in B reguläre Lösung haben . Wir bezeichnen mit
P (°) = ec/ 0), x2(°), aj3(°>einen beliebigen Punkt im Innern von B . Wir
umgeben P (0) mit einer Kugel r = s und wählen e so klein , daß diese
Kugel innerhalb von F liegt . B (e) sei der Teil von B, der außerhalb
der Kugel r = e fällt . Wir wenden Formel (2) auf das Gebiet B (e)
an und setzen dabei Vj= tjk, p —pk. Die Grenzfläche besteht jetzt
aus zwei Teilen , aus F und der Kugel r = e. Wir haben , weil die
Größen rt )k überall , auch im Punkte P <W, stetig sind und weil die Ober¬
fläche der Kugel r — s mit e2 proportional ist :

]imjt jk(p d/ ^ pn i ) dS = 0.
Ferner :

lim JUj [p ^ —pkn)j dS = lim p Jj uk+ 3 u,-(x,-— xff»)X* ^ >| ^ -
r = e r = e

Wir setzen . u __ Mxo) -\- rep, wo w/ 0) = Uj(P <0>)
und wo wir mit (p eine in der Umgebung von P (0) endliche Funktion
des Punktes P bezeichnen . Wir haben dann , weil

f dS f (x}-— x/ 0)) (xk— x/ 0') dS inJ ^ = J J* ^ =

lim j Uj [p — pknj ) dS = 8np uk{P W).
Also :

Uk{PW ) = ^ / I4 dn - PK>) ~ U' l U In ~ » 4 dS -
(15)
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Wenn man zwölf Funktionen T1k und P k kennt , welche innerhalb
einer geschlossenen Fläche F in der Form Tjk = tjk -f- xjk, P k = pk + nk
dargestellt werden können , wo rjk, pk für jeden &-Wert (k = 1, 2 oder 3)
eine innerhalb von F reguläre Lösung der Stokesschen Gleichungen
ergeben , so können wir, wie aus der Gewinnung von (15) unmittelbar
folgt , in den Gleichungen (15) tjk, pk durch Tjk, P k ersetzen . We nn die
neun Funktionen Tjk alle verschwinden , wenn der Punkt P in die
Grenzfläche F hineinfällt , so erhalten wir :

uk(P m) = — Pk rij (16)

3 5. Grundlösung zur Bestimmung des Druckes .
Die Gleichungen (15) drücken die Größen uk(P (0)) durch andere

Größen aus , welche sich auf die Grenzfläche F beziehen . Man kann
in ähnlicher Weise p (P (0)) durch jene Größen ausdrücken . Wir wen¬
den noch einmal die Formel (2) auf den Bereich B (s) an , setzen
aber jetzt : „ ,d i _

' “ 5^ ? p = 0'

welcher Ansatz ersichtlich dem System (1) genügt . Wir führen dann
wieder den Grenzübergang e ->0 aus . Wir haben , da auf der Kugel
r = e : n,-= (*/ 0) — x,) / r :

!'zf ’’t'*£ - pn>)ds=.“2/ 0“w, r)w'
r = e r = £

Wir können in der Umgebung des Punktes P <a>:

du ,- /d wA
dxk Vdxj

(0)
+ rep, p = + rep

setzen und erhalten wegen der Beziehung :

f
r = e

dS 4n
ni nk ^2 — 3“ >k'

weilia: du,-_
ä - l = 0 .dx f
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Wir haben ferner :

►0'

Wir setzen :
u.

und erhalten :

lim sju Uj dS — 2fi lim fu }(a-,(0) — Xj)£_>oJ dn s_>oJ
r = e

dS

’i = m/ 0) + (̂ r ) (xk — **(0)) + r2(

f dvf 8n ( duM°)
^ J n di dS~ -g-rw )

r = e

Die Formel (2) gibt also :

^ F'n)“ 17 / 1TZ. (7 ) •('*7? - dn öXj r (17)

36. Zusammenfassung.
Die hydrodynamischenIntegralgleichungen.

Wir wenden unsere Methoden und Ergebnisse auf die vollstän¬
digen hydrodynamischen Differentialgleichungen für den stationären
Fall , also auf die Gleichungen II a und IP an . Wir erhalten aus II a:

uk duj
*1* [P -jd — v ni ) ~ u> /*-izr - Vknf

+ 8« ,, / [X<~~ </> ; ) ‘•kd“ ’

dtjic dS +

II «

fi duj
dn pHj )—flUj!̂ (t

+ rJ (x ' ~ “- §Z ') w7 J “ >

d d_ \_
dn dxj r

dS +

und in derselben Weise aus IP :

uk
8Tlfl
e

87ifi

+

sT sss
\d xm dx , ) tjkdco . IP

du * d _d_
’dn dx ,&)

+ 4n / X, l du i dwm\ d 1
\d xm dxj dxj r



36. Zusammenfassung . Die hydrodynamischen Integralgleichungen 29

tjk und pk haben in diesen Formeln die Bedeutungen :
d T̂ d 1

t,kZ= öikAr ~ d^ dTk ’ Vk= ~ 2fl Wk7 '
Die Gleichungen II 0und II d sind für jede geschlossene Fläche F gültig ,
welche eine stückweise stetige Tangentenebene besitzt und welche
einen inneren Bereich B begrenzt , wo eine reguläre Lösung des
Systemes II a bzw. II b existiert . Aus II 0bzw. II d folgt umgekehrt ,

d xi
wenn die Größen Xj , w;-, in bezug auf xv x2, x3 stetig differenzier¬

bar sind , die Gültigkeit von II a bzw. IP sowie der Kontinuitäts¬
bedingung . Der Inhalt dieser Integro -Differentialgleichungen ist also
unter den angegebenen Voraussetzungen sachlich derselbe wie der
Inhalt der Differentialgleichungen II a und IP sowie der Kontinuitäts¬
bedingung .

Wenn die der Fläche F zugehörigen Funktionen Tik und P k be¬
kannt sind , kann man offenbar in IP und II d tik und pk mit T,k und
Pk vertauschen und dadurch diese Formeln vereinfachen .

Die Grundlösungen der Stokesschen Differentialgleichungen wur¬
den im Jahre 1896 von H . A. Lorentz aufgestellt .

3 7. Das zweidimensionale Problem .

Wir schließen diesen Paragraphen mit einigen Worten über die
zweidimensionalen Stokesschen Gleichungen ab . Die Differential¬
gleichungen sind wieder :

. dp . duju AUi — = 0 , -5- i = 0 .
' OXj OXf

j soll aber jetzt nur die Werte 1 und 2 annehmen . Wir setzen auch jetzt :

r2 = (xj — Xj*)2, (r :> 0), tjk = djk A0 (r) — ,

Pt= - /X̂ kA0 {r) -

0 (r) soll aber jetzt die Funktion : r2log — sein . Wir haben :

A0 (r ) = 21og| _ 2 , zM <Z>(r ) = 0 , pk ^ 2p Xk~ ^ °\

3 \ , (x, — x/ V)) (xk — xk(°>)
ist = ö, k (log — — —j + ra

Wir betrachten jetzt eine Lösung der zweidimensionalen Stokesschen
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Gleichungen , die innerhalb einer geschlossenen Kurve K in der x1x2-
Ebene regulär ist . Wir verstehen unter x(0\ , x(0\ die Koordinaten
eines beliebigen Punktes innerhalb von K . Wir legen um diesen Punkt
einen kleinen Kreis r = e und bilden die Gleichung :

n) - U’(v̂ - P̂ dŝ O,
wo die Integration längs der Kurve K und des Kreises r — e geführt
werden soll und wobei die Normale am Rande des von diesen beiden
Kurven begrenzten Bereiches stets nach außen gezogen wird . Wir
haben :

r = £

lim J Uj jds = lim /ij j uk+ 2Uj(x, —x^°>) ——— — j~ =
r = e r —£

= ijZflUtiPW ) .
Also :

lim J tjt (ju

dtjjc
p -r n - v̂ ds (18)

Daß man diese Gleichung in derselben Weise wie die entsprechende
Formel (16) im dreidimensionalen Falle anwenden kann , ist unmittel¬
bar klar .

§ 4. Die Grundlösungen der erweiterten Stokesschen
Gleichungen .

4i . Verallgemeinerung der Greenschen Formel .

Wir wenden uns zu den Gleichungen III a und IIP im ersten Para¬
graphen . Das lineare , homogene System von Differentialgleichungen ,
welches aus diesen Gleichungen erhalten wird , ist :

„Â +^ - fr - o <»
Ii“° - <2>

Wir nennen diese Gleichungen die erweiterten Stokesschen Gleichun¬
gen . Sie unterscheiden sich von den Stokesschen Gleichungen durch
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ein Glied in den Gleichungen (1). Unsere Aufgabe ist , die Grund¬
lösungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen zu bestimmen .
Daß diese Aufgabe weniger einfach als diejenige ist , womit wir uns
im vorigen Paragraphen beschäftigt haben , ist schon daraus deutlich ,
daß die Gleichungen (1) nicht mehr gegenüber einer beliebigen Drehung
des Bezugsystemes invariant sind .

Wir bezeichnen mit Vj, p eine Lösung des „adjungierten“ Systemes
der Gleichungen (1), (2) :

(3)

<4 >

Wir betrachten einen Bereich B , mit der Grenzfläche F , im x1x2x3~
Raume . Wir nehmen an , daß in B eine Lösung tij, p des Systemes (1),
(2) und eine Lösung Vj, p des Systemes (3), (4) beide regulär sind .
Wir behandeln die Gleichungen (1) und (3) in der üblichen Weise ,
multiplizieren also (1) mit v} und (3) mit m;-, ziehen dann (3) von (1)
ab und integrieren die so erhaltene Differenz über den Bereich B.
Partielle Integration ergibt , wegen (2) und (4) :

du ; \ / dvj
/ I
F

vi U -jJ ~ P n>j — ui \ f ~T ~ P ni ) + e ÜUjVjn 11 dS = 0 . (5)

42 . Die Grundlösungenzur Bestimmung der Geschwindig¬
keitskomponenten. Einführung der Funktion 0.

Unsere Aufgabe ist jetzt solche Lösungen Vj, p des Systemes (3),
(4) zu finden , daß wir aus (5) die Werte der Größen u,■in einem be¬
liebigen Punkt von B, durch Randwerte ausgedrückt , erhalten können .
Wir betrachten zu diesem Zweck wieder einen Tensor :*

d2$
tjk = djk A0 - ^ ^und einen Vektor :

Ö ( a ff. TTd ^ \

Wir schreiben vor , daß 0 der partiellen Differentialgleichung :

(6>

genügen soll. Wir haben dann für jeden &-Wert (Je= 1, 2, 3) :

* Man vergleiche hierzu die Entwicklungen S. 22—24.
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A t TT dfy * _ dtjic _
P ik Q dxy dx f ’ dx f

Von der Funktion 0 müssen wir verlangen , daß sie überall mit Aus¬
nahme eines Punktes P <°> mit den Koordinaten x/ °> stetig und be¬
liebig oft stetig differenzierbar ist . Wir können ferner erwarten , daß ,
wenn der Aufpunkt P in der Umgebung von PW liegt , 0 sich in ähn¬
licher Weise wie die Funktion r verhalten wird , welche im Grenz¬
falle U — 0 uns die Lösung unseres Problems gab . Um nun eine
Funktion mit diesen Eigenschaften zu bilden , gehen wir von der Tat¬
sache aus , daß die Laplacesche Gleichung die Lösung 1/r besitzt . Wir
sehen aus (6), daß wenn 0 der Gleichung :

d0 2
A0 - 2a ~ = - (7)

ox 1 r

genügt , wo a = q U/2/jt ist , 0 auch der Gleichung (6) genügt . Im
Grenzfalle U = a = 0 besitzt die Gleichung (7) die Lösung 0 —r und
wir können erwarten , daß sie auch im allgemeinen Falle eine Lösung
besitzen wird , welche sich in der Umgebung des singulären Punktes P (0)
in derselben Weise wie die Funktion r verhalten wird . Nun können
wir aber die Gleichung (6) auch in der Form :

(a - 2 (8)
schreiben . Die Gleichung :

d0
A0 - 2a ~ = O

dx x
besitzt die Lösung :

p — o r — o (a ,(°)— x , )

0 = ^ (»)

o' ist hier diejenige der beiden Größen ± o, deren reeller Teil positiv
ist . Die Funktion (9) verhält sich in der Umgebung des singulären
Punktes wie 1/r . Wir schließen hieraus , daß wir die Lösung unserer
Aufgabe auch in der Weise herstellen können , daß wir für 0 eine
geeignete Lösung der Gleichung

2e — ° ' r — o (x 1<W— x , )
A0 = -- (10)r

wählen .
Wir werden durch die obigen Überlegungen zu der Vermutung

geführt , daß es eine Lösung der Gleichung (6) gibt , welche überall
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mit Ausnahme vom Punkte P (°) regulär ist , sich dort wie die Funk¬
tion r verhält und welche gleichzeitig den beiden Gleichungen (7) und
(10), folglich auch der Gleichung :

Q0 1 _ e—a'r—0(35,0)—a;,)
dXi ar

genügt .
Es ist jetzt leicht , einen expliziten Ausdruck für die gesuchte

Funktion zu bilden . Wir setzen :

r + ^ K (0) — Xj) = s.
Wir haben dann :

0 (xi) = i s — t ■d>a = -i 0 (o' s), (11)O J (X o

wenn wir mit 0 (x) die Funktion
X
'1 — e~

P- daa
bezeichnen .

Die durch die Formel (11) definierte Funktion 0 ist eine in jedem
endlichen Bereiche des xxx2x3-Raumes endliche , eindeutige und stetige
Funktion des Punktes P mit den Koordinaten Xj. Die Ableitungen
beliebiger Ordnung in bezug auf xlt x2, x3 sind im ganzen Raume mit
Ausnahme des Anfangspunktes endlich , eindeutig und stetig . Wenn
P sich ins Unendliche entfernt , wächst 0 im allgemeinen ins Unend¬
liche . Doch gibt es eine Ausnahme von dieser Regel . Wenn P sich
in einer Richtung entfernt , welche , wenn a' = o ist , mit der positiven
xx-Achse und , wenn a' = — a ist , mit der negativen xx-Achse parallel
ist , so nähert sich 0 der Null . Die Ableitungen von 0 gehen nach Null ,
wenn P sich ins Unendliche entfernt . Wir haben :

ds os / ds \ 2 2s d2s . 2= A s =
\ dxJdx x o' r ’ \ dxj] r ’ dxf r

Folglich :
. ^ d0 A d20 ( ds \ 2 2 d ( d0 \ 2

äs ös 1

\U d0 d0 2 2 , 2
A0 - 2 o ^ - = — e- °’’ + — (1 — e~ al ) = —c H ox 1 ox 1 r r r

Wir sehen hieraus , daß 0 die Gleichung (6) erfüllt . Wir haben end¬
lich , für kleine Werte von Io' s j:

.8 0 s e e n , Hydrodynamik
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0 = s — -i - oV H f 4- (xi (0) — l̂) —

- ^ o' [r2+ K (°>- - ~ or (*,«») - xx) + ••

(12 )

Wir sehen aus der Formel (12), daß die in diesem Paragraphen ein¬
geführten Tensorkomponenten tjk in der Umgebung des Punktes P (0)
in der Form :

2 d2r
tik - dikT ~ d^ + " '

m

geschrieben werden können , wo die nicht ausgeschriebenen Glieder
im Punkte P (0)endliche Werte haben , während ihre ersten Ableitungen
in bezug auf xv x2, x3 in demselben Punkte höchstens wie 1/r unend¬
lich werden . Für pkhat man im ganzen Raume den einfachen Ausdruck :

_ o 9 1 _ o x*—®*<0) /ro\Pk- ~2/ld̂ y - 2'1 y (13)
Wir kehren zur Formel (5) zurück . Wir setzen in dieser Formel

Vj= tjic, p = fk und wenden sie auf den in derselben Weise wie oben
definierten Bereich B (e) an . Wir führen dann den Grenzübergang
s —>0 aus und erhalten :

(P(0))=8nu/ I**(pddn- Pn) ~U‘ ddn~PtU{
F8jzp

+ QUufc knx !d/S.

(14)

Hier ist :

d20 dl d0

0 1 1 fl - e- “= — O(a' s) = — / -- dao a J a

o = a'2 = o2, o' > 0
2p

s = r + -̂ r ( î (0) — Xi)-
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4 3. Grundlösung für den Druck .

Um die entsprechende Formel für p abzuleiten , setzen wir in (5) :
9 1 _ rT 9 1

und wenden sie dann wieder auf den Bereich B (e) an . Wir haben an
der Kugel r = s :

cc/ ° ) — Xj iij _ T7 x , — a;. W Un ,
vi = ra P - QU J - rt L- = - Q- i 1’

folglich : „
pflj + QU = 0.

Die Glieder : _ , TT
pujiij + qU nxUj Vj

in der Formel (5) geben also , sofern es sich um die Kugel r — e han¬
delt , keinen Beitrag zum rechten Gliede. Wir können deshalb den
Grenzübergang ganz in derselben Weise wie im vorigen Paragraphen
ausführen und bekommen :

(15)

44 . Zusammenfassung .
Die hydrodynamischen Integralgleichungen .

Mit Hilfe der gefundenen Grundlösung kann man die Differential¬
gleichungen III aund IIP nebst der zugehörigen Kontinuitätsbedingung
in Integrodifferentialgleichungen überführen . Sie lauten :

“ {p (n ) = (4 ? - “>(' •Sr - ff ) +

- ot? | dS+ sl lJ '(x l - «...drj Iftim,

duj \ d 9 1

F 9

^ [ {X; - Umpt -jJLs± ) dcO4jzJ \ öxm/ öXj \ r )

IIP

3
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“*(P<I>)“ 8 / l‘» ('‘S - ?*"<) +

+ e iS +

fL JL jL
\ . , \ , ' dn dxj r

dl dl

III d

e n / öm7- ö#m\ | d / 1 \
+ 47iJl ' 1 Um ldx m dxJldxfXr ) 'B ' '

Die Größen tjk, pk haben hier die Bedeutung :

s ^ ö20 1 , . 1 sl — e~ a ,
0

s = r + £ (Xi(0) _ ^ pt = _ 2 f, 1 - 1 , 0 '2 = 02 = & 2, a ' > 0 .

Die Gleichungen 111° und III d sind erfüllt , wie man auch die ge¬
schlossene Fläche F innerhalb des Regularitätsbereiches einer Lösung
des Systems IIP bzw. IIP wählt . Aus III 0bzw. IIP folgt wiederum ,

d u •
wenn X}-, 1 in bezug auf xv x2, x3 stetig differenzierbar sind , dieOXfr
Gültigkeit von III a bzw. IIP sowie der Kontinuitätsbedingung . IIP
und IIP sind sachlich mit IIP und IIP nebst der Kontinuitäts¬
bedingung gleichbedeutend .

Die Grundlösungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen wurden
vom Verfasser dieses Buches im Jahre 1910 gefunden .

45. Das zweidimensionale Problem.
Wir lösen zum Schluß das zweidimensionale Problem , das dem

oben behandelten dreidimensionalen Problem entspricht . Wir be¬
stimmen also die Grundlösung des Systems (3), (4), wo j jetzt nur die
Werte 1, 2 annimmt . Wir müssen , um dieses Ziel zu erreichen , der
partiellen Differentialgleichung :

d2u d2u du
dx 2 + dx 2 a dxi ~ ( )

eine kurze Betrachtung widmen . Wir setzen :
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r = (̂x1 — XjW)2+ (x2—£2(0))2, m= e®(*i— / (/•).
Zur Bestimmung der Funktion / (r) erhalten wir aus (16) :

^ + - ^ - o°/ = 0. (17)«r* r « r

Diese Gleichung zeigt , daß f (r) eine Zylinderfunktion 0-ter Ordnung
mit der Veränderlichen ior ist . Für uns kommen nur solche Lö¬
sungen in Betracht , die im unendlich Fernen verschwinden. Wir be¬
zeichnen wieder mit o' diejenige der beiden Größen ± o, deren reeller
Teil positiv ist . Wir erhalten dann eine im Unendlichen verschwin¬
dende Lösung der Gleichung (17) durch das Integral :

/0 g- a' rcoshyp * ^ _ ^ fl ^ 1) a >r ) * ,

wo Hn<v>, die sogenannte Hankeische Funktion , von einem konstanten
Faktor abgesehen das einzige Integral der Differentialgleichung (17)
ist , das im Unendlichen verschwindet . Um nicht fortwährend mit
imaginären Größen rechnen zu müssen, benutzen wir für das Inte¬
gral die Bezeichnung K0(a'r). Wir lösen also die Differentialgleichung (15)
durch den Ansatz : , .. . „ , , .

u = ea^ - x̂ K0(a'r).
Das Verhalten von K0(a'r) für kleine und für große Werte von o'r
geht aus den bekannten Reihenentwicklungen bzw. asymptotischen
Entwicklungen für die Hankeischen Zylinderfunktionen hervor. Wir
haben für kleine Werte von o'r :

r vo'r l o' r̂2 \ n/2v~
^ o (° / r ) = J e- °' roosh 3T<5 dm = — bg ^ - ^ 1 -\— p — 1— ) -l— 22— 1~’" (18 )

y = 1,7811 •••
Für große Werte von o'r haben wir:

(19)

Wir definieren jetzt einen Tensor ijk und einen Vektor pk durch
die Gleichungen:

d <P d &
tn = 2 K 0(o' r ) ea(-Xi hi — hx =

d & _ 1
hi = ä—> ^ = — (log r + K0(o'r)Ox1 o

o 9 1 1
= g T ‘

(20 )

Man vergleiche hier und im Folgenden : Jahnke-Emde, Funktionentafeln .
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Wir haben dann für j , Je= 1, 2 :

Ai TT^ h'k d sic .. dtjk p. /Ol \^_ = 0. (21,
Wir haben ferner für kleine Werte von o' r :

, 1 (x , — xA 0))2 . ya '
hl = log T + U - ^ L - - log % - + •••,

(*! — (X2 - X2C°>)
12 — 21 — ^2 r , , ->

1 (x 2 — x 2(°>)2 yo '
<22= l0gy + V y22 - l ~ l0g ^ - +

(22 )

Die Hauptglieder unserer Größen t)k, pk in der Umgebung von r — 0
sind mit den Hauptgliedern der entsprechenden , ebenso benannten
Größen des vorigen Paragraphen identisch . Wir können infolgedessen
das dort gefundene Ergebnis benutzen und erhalten sofort :

“ * (' ' S -
(23)K

u j [ n — fk ^ j ) + 0 UUjt jk n ^ ds .

Die Größen tjk und pk haben hier die in (20) angegebenen Werte .

§ 5. Die Grundlösungen
der allgemeinen , linearen , homogenen

hydrodynamischen Differentialgleichungen .
5i . Verallgemeinerung der Greenschen Formel .

Die vollständigen hydrodynamischen Differentialgleichungen Ia und
I b geben zu demselben linearen homogenen System :

| a _ 0 ff _ 1. 2. 5) (!)

Anlaß . Wir wollen die Grundlösungen dieses Systemes bestimmen .
Es sei Vj, p eine Lösung des Systems :

. dp , dvj . dvj . ._.
** ’ ~ d^ + 0 di ~ ’ ( )

des sogenannten adjungierten Systems .
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Aus (1) und (2) folgt :

p (vj Auf — u, AVi) + — K w/) = 0.

Wir betrachten einen Bereich B (t) des x1, x2, cc3-Raumes , in welchem
zwei Lösungen Uj, p ; Vj, p der Systeme (1) und (2) regulär sind . Wir
nehmen an , daß die Begrenzung F (t) von B aus einer oder mehreren ,
im allgemeinen bewegten Flächen besteht . Wir integrieren unsere zu¬
letzt erhaltene Gleichung über B (t) und außerdem in bezug auf t von
einer beliebigen Anfangszeit T bis <((l). Wir erhalten , unter Benutzung
der Greenschen Identität , wenn wir mit Un die Komponente der Ge¬
schwindigkeit eines Punktes von F (t) in Richtung der nach außen
gezogenen Normalen im selben Punkte bezeichnen und wenn wir be¬

achten , daß J UjVj)dco = ~ J UjVjdo) —J UnUjVjdS:
B (f) B (t) F (t)

t m

f dtJ [ Vi[p j£ — pn )j — uf(fi — pn )j j dS — qf (u^ ^ dco+
T F (t) B (t <0>)

fl o>

+ qJdtJUnUjVjdS + qJ (UiV,)Tdco = 0. . (3)
F (t) B ( T)

5 2. Ansatz für die Grundlösungen der Geschwindigkeits¬
komponenten .

Um drei Lösungen der Gleichungen (2) zu finden , welche für v, p
in (3) eingesetzt uns die Werte von iik(P (0\ <(°>), durch die Werte der
Funktionen Uj und ihrer normalen Ableitungen sowie von p an der
Grenzfläche F (t) ausgedrückt , geben können , lassen wir uns von den
im dritten Paragraphen mitgeteilten Betrachtungen leiten . Die ge¬
suchten Lösungen müssen von zwei Punkten P und P <°>und außer¬
dem von t und abhängen . Wir müssen sie so wählen können , daß
sie, von den konstanten Größen p und [i abgesehen , nur von diesen
Größen abhängen . Sie müssen in ganz derselben Weise von den Ko¬
ordinaten xv x2, x3 abhängen , wie man auch das rechtwinkelige Be¬
zugsystem im xv x2, Zg-Raume wählt . Wir genügen diesen Bedin¬
gungen , indem wir annehmen , daß die neun Größen v die Komponenten
eines gegenüber der Transformation (10) im dritten Paragraphen in¬
varianten Tensors vom Range 2 sind und daß die 3 Größen p die
Komponenten eines bei derselben Transformation invarianten Vektors
sind . Wir haben im dritten Paragraphen gesehen , wie man invariante
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Tensoren und Vektoren bilden kann . Wir setzen in Übereinstimmung
damit :

d20 d / d0 \
tjk— — 0 (r , t, <<°>) + + (4)

und schreiben vor , daß 0 der Bedingung :

A ^ A0 + e ~ ) = O (5)
genügen soll.

Wir haben dann für j , h — 1, 2, 3 :

^ Pk . dtfi » dtjjc
** ik ~ Wj + e ~dT ~ ’ dXj - ° - ( )

Die Gleichung (5) können wir , weil 0 die Größen X]-, Xj<0>nur in der
Kombination r enthält , in der Form :

/ d2 d \ d2(r0 )
W dr 2 + 9 dt ) dr 2 ^

schreiben . Diese partielle Differentialgleichung besitzt offenbar unend¬
lich viele Lösungen . Unter ihnen befindet sich auch diejenige , die wir
brauchen . Wir finden sie in der folgenden Weise . Die Gleichung

d2f , df
/*w + 9di = 0

hat eine aus der Theorie der Wärmeleitungsgleichung wohlbekannte
Lösung : QT2

e t)
f — — - = E (r , — t) .im —t

Eine andere Lösung derselben Differentialgleichung ist folglich :

d de «M«'0’—0
~ E (r , m - <) = # - — r== - •dr dr o>_ <

Wir können also der Gleichung (7) durch den Ansatz
T

0 = jjE (a, tm - t)da
genügen .

Aus (8) folgt sofort :
A0 = _ JL E (r’ tm~ t).

2[i tW- t

(8 )

(9 )
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Wir haben andererseits :

d &
dt

r r

t(°) — t)da =

1 E (r, tW — t)
m — t

Also :
d &

+ Q - Ql = ° -

Die Formeln (4) ergeben folglich :

q E (r, t(-°'>-
2 fi

t) + d20

dxjdxh '
Pt = 0 .

(10)

( 11 )

Die Funktionen tjk, pk sind für <(0) — t > 0 endlich , stetig und be¬
liebig oft stetig differenzierbar . Dagegen sind die Funktionen tik für
t = B°\ r = 0 singulär . Wenn wir in der Gleichung (3) Vj= tjk, pk= 0
setzen wollen und wenn , wie wir voraussetzen wollen , der Punkt P (0>
im Innern des Bereiches B (<(0)) liegt , so dürfen wir deshalb nicht die
Integration in bezug auf t bis nach t = ausdehnen , sondern müssen
als obere Grenze für t : t((y) — e anwenden , wo e eine positive Größe
ist . Wir schreiben die in dieser Weise aus (3) hervorgehende Glei¬
chung in der Form :

eiis (Ujtjk)t= = gj (Uftjk)l= Tdw +

+
t - — e

jusT F(f)

B(T)

k\ f* — Vni + QUnUj) — fiUj
dtjk 1
dn I

dS .
( 12 )

Wir wollen in dieser Gleichung den Grenzübergang e -* 0 ausführen .

5 3. Der Grenzübergang e -►0 in der linken Seite von (12).
Wir benutzen den Ausdruck (11) für tjk. Wenn wir diesen Aus¬

druck links in (12) einführen , bekommen wir :

7?/7<0>- ^ 0)_ e\ '

(T
2fi

Wir formen das letzte Glied durch partielle Integration um . Wegen
d u •

der Kontinuitätsbedingung ? = 0 erhalten wir dabei kein neues
0 Xj

Raumintegral , sondern nur ein Flächenintegral . Indem wir gleichzeitig
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in das erste Glied den Wert der Funktion E einführen , erhalten wir :
er

Iuk(Xj,tm- s)̂ J7-dcox+QIUfn., ^ dS.
Bei dem Grenzübergange e -*0 konvergiert die Funktion (von xl , x%, xs) :

_ eT’
e *f‘e

überall mit Ausnahme von der Umgebung des Punktes x^ , x2(0), *3W
gleichmäßig gegen Null . Wir haben deshalb , wenn ö eine beliebig
kleine positive Größe ist :

/ gr*

e
uk(x,-, <<°>— e) — jj-- d (ox=

^ ((<«>_ s)

gr 8
Kj 6 ^P£

= lim I uk(xf, <(°>— e) — jt—dw*.f—>0 ^ / e 12
r < <5

Wir setzen :

/ qt* r er*uk{Xj, <0 ) - e) - ~̂ do, x = j ~̂ k(x^ \ <(»)) / +
r <«5 r <<5

/ er1{Uk(x,; m - «) - «*(*/ °>, «°>)} e £ ~ de», . (14)
r <<5

Wir haben :

‘ 4 <tt*4 sie
er*

e 4.'1£ / A.n\ ‘l*
lim / — jy—do)xE->0 ^ ^

r < c5 0

■*/ , /** M ~ . A */ .

o* = lim47t ^̂ j I a2e~ a' da =

Qu

Der Grenzwert des ersten Gliedes von (14) ist also :

471 ^TtflQU k (£ /(0), <(0)) •
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Das zweite Glied desselben Ausdruckes ist dem absoluten Betrage
nach kleiner als :

4n 7̂iji qMax | uk(Xj, t) — uk(XjV\ ((0)) | .
r < 6

P — l < E

d kann beliebig klein gewählt werden , £ soll nach Null gehen . Wir
können über d und e so verfügen , daß der letzte Ausdruck beliebig
klein wird . Es folgt , daß das zweite Glied in (13) den Grenzwert Null
haben muß . Wir haben also :

lim | - / uk(Xj, <(°>— s) 6 -3. - ■dcox = 4n jnnQU ^ xß^ , <(°>) . (15)
s- 1-O^ yMJ £

Wir haben andererseits nach (8) :
T QU2

i r e ~ ijTs
$ (=(<«>- e= — I - 7— da

0
Folglich , wenn r > 0 ist

In derselben Weise findet man , immer unter der Voraussetzung r > 0 :

1 .
Ê 0 \ dx k) t = tm- s ' g ox k r

Die Konvergenz gegen den Grenzwert ist auf jeder Fläche , welche
nicht durch den Punkt P (°> geht , sondern von ihm eine endliche Ent¬
fernung hat , gleichmäßig . Da diese Bedingung nach unserer Voraus¬
setzung für die Grenzfläche F (fC°)) gilt , so folgt :

Wir haben wegen (13), (15), (16) :

{u, tfk)t= t(K_ £do) = ininnQUk X̂jW, £(°>) +
- ■- £((<»'—£)

-|- ] n [i oJ UjUj—— — - dS . (17)
F(tm)

5 4. Der Grenzübergang £->0 in der rechten Seite von (12).
Das erste Glied rechts in (12) hängt nicht von e ab . Im zweiten

Gliede kommt £ nur in der oberen Grenze für t vor . Wir wissen , daß

fafiefvfn , * — - dS • (16)
£(<<“)

4 4̂ £

e - Pdß .
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für positive r -Werte tjk und bei t -» f(0) gegen endliche und stetige

Grenzwerte konvergieren . Wir können deshalb den Grenzübergang
einfach so machen , daß wir statt — e als obere Grenze für t
einführen .

Als Ergebnis unseres Grenzüberganges erhalten wir also die
Gleichung :

in ]/ 7tfiQUk(P ^ , <(°>) = gj (Ujtjk)t= Td (o —
B (T)

tf»

- fdtf \ fi Uj^ - tjk (a* Vnj + g TJnu}j )dS +
T F (t)

+ fn/.ip f {ujnj)t=t»—— dS .
F (('»>)

(18)

In der Formel (18) treten rechts die Raum - und Zeitflächeninte¬
grale auf , welche wir nach (3) zu erwarten hatten . Aber außerdem
tritt ein über die Grenzfläche der Flüssigkeit im betrachteten Zeit¬
momente t((>) zu erstreckendes Flächenintegral auf . Der innere Grund
dieses Gliedes ist die Unzusammendrückbarkeit der Flüssigkeit , welche
wir vorausgesetzt haben . Wegen dieser Unzusammendrückbarkeit ruft
eine Bewegung der Grenzfläche der Flüssigkeit momentan eine Be¬
wegung der ganzen Flüssigkeit hervor . Diese momentan einsetzende
Bewegung ist stets eine Potentialbewegung .

Daß wir , um unser Ergebnis zu erhalten , einen Grenzübergang
auszuführen hatten , wird durch das letzte Glied der rechten Seite
von (18) erklärlich .

5 5. Erweiterung des gefundenen Ergebnisses .

Wir betrachten das System :

I ? r 0 ’ (19)

das sich nur durch die Glieder gX }-von (1) unterscheidet . Wir nehmen
an , daß diese Glieder stetige Funktionen von xv x2, x3, t sind . Wir
erhalten statt Gleichung (12) :
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(?y (ui = (<o)_ sdOJ= QJ (Ujtjic)t= Td (i) +
•B — e) B ( T)

«<°>— e

, s n sL ( dUi TT \ fei
+J J 1 ik v“ 2n ~ Pni + ui) ~~<uui ~dn (

T F (t)

+ oJdt JXjtjicdw •
T B (f )

Wir haben demnach den Grenzwert :

(20 )

lim g dt j Xjt ,kda >e-»0 J -l
T B (t)

zu berechnen . Zu diesem Zweck müssen wir das Verhalten der Funk¬
tionen tft in der Umgebung des Punktes P <°>und bei kleinen Werten
von <(0)— t kennen . Wir haben nach (11) :

/ - A. g E (r , tW - t) ,
’k ,k 2/i t^ — t dxjdxk

Wir haben ferner :

d20 1 90 (Xj— x/ °>) (xk — a:A.(0)) / ()20 1 ()0 \
dxjdxjc 1k r dr r% \ ör 2 r dr ) ’

Ö0 1 d20 2
_ = _ 7 {0 _ £ (r ) <(O)_ O}; _ = _ {^ _ £ (r ) i(o)_ 0 }_

q E (r , t ^ — t )

~ 2^ «PJ— t

Aus diesen Gleichungen folgt :

q f (Xj — XjW ) (x k — x / ° )) 1P (r , <<° >— <)—
2/t i r2 I «°)- <

- ? (■»» - »-fr " ifjfr - S g ) (0 - g (r , * >- <» .

(21 )

Wir wenden die Formel (21) an , um eine obere Grenze für | t,k \
zu berechnen . Wir haben :

^ {Xj — XjM ) (x k — XkW ) ^
= r 2 =

Ferner :

j0 —E (r , f(°>—t) | kleiner als die größere der Zahlen 0 und E (r , f<°>—t).
Da nun sowohl :
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er*
e 4

E (r , <W- <) = . . -- _ *
wie :

r

0 = yfjE (a , t(°>— t)da0

kleiner als (£(0)— <)~ i ist , so folgt :

| <Z>— E (r , m — <) | < 11ItW—t
Wir haben endlich für x > 0 : xe ~ x < e~~x und also :

er*
e E (r , t<n — t ) __ e e
ix «(")— < fi (t(0)— tf 2 ~ er 2\ t^ ~ t r2j/<W— t

Aus diesen Ungleichungen folgt :
r»

It :k I < - p =— • (22)
1 ' 1 r2ft<V — t

Wir kehren zum Integral :

^ ^ Xjtj kdQJ
T B (t)

zurück . Aus (22) folgt , daß dieses Integral auch für £ = 0 einen Sinn
hat und daß :

tin — e tm

lim qJ 'dt ^ Xjtjfcdü) — qj *dt ^ Xjtj kdo).
£m* ° T B (t) T B (0

Die Gleichung (20) ergibt unter diesen Umständen :

<<o)

4:jiinfiQU k(P (°\ = qJ {Ujt jk)t= Tdco H- dtJ Xjtßdco —
B (T) T Bit)Um

T Fit )

+ fajUQJ (UjUj )t = ti0) x * J ? k - dS .
=*<0)

>(*«»)

B (t) ist in dieser Formel der von der Fläche F (t) eingeschlossene
Bereich des â â â -Raumes . tjk ist durch die Gleichung :
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g 4

it ^ — t
da

o
definiert .

5 6. Grundlösung zur Bestimmung des Druckes.

Wir haben noch eine Formel für p (P <0\ t(-0) abzuleiten . Dies kann -
nun auf vielen verschiedenen Wegen geschehen . Wenn es erlaubt ist ,,
die Gleichungen (19) in bezug auf xv x2, x3 zu differenzieren , so er¬
hält man aus ihnen :

Aus dieser Poissonschen Gleichung kann man mit Hilfe der Green -
schen Formeln einen Ausdruck für p (P (0), £(0)) ableiten und dies ist
die einfachste Methode , um zu einem solchen Ausdruck zu gelangen .
Sie ist aber in unserem Falle wenig befriedigend . Einmal macht sie
über die Funktionen u,-, p , Xj Annahmen nötig , die früher nicht not¬
wendig waren . Andererseits ist aus jenem Ausdruck nicht ersichtlich ,,
daß er zusammen mit dem durch die Formel (23) gegebenen Werte
von uk(Pm , <<W) den Differentialgleichungen (19) genügt . Wir werden
aus diesen Gründen einen Weg einschlagen , der zwar ein wenig lang
ist , der aber ohne unnötige Annahmen zu eben dem Ausdruck für
p (P (°\ <(°>) führt , der den Ausdrücken (23) entspricht . — Wir bezeich¬
nen wieder mit Uj, p eine Lösung der Gleichungen (19) und mit Vj, p
eine Lösung der adjungierten Gleichungen (2). Wir erhalten aus (19)*
und (2) in üblicher Weise :

Die Frage ist jetzt , wie wir die Lösung v,-, p des adjungierten Sy¬
stems wählen sollen . In § 3 und § 4 haben wir , um unsere Formel
für p (P (-°'>) zu erhalten , den Umstand benutzt , daß die adjungierten .
Gleichungen der hydrodynamischen Differentialgleichungen Lösungen
besitzen , bei welchen v}- die partielle Ableitung der Funktion 1/ r in
bezug auf Xj ist . Auch jetzt wollen wir eine Lösung der adjungierten

(24).
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Gleichungen (2) benutzen , bei welcher die Größen Vj mit den par¬
tiellen Ableitungen von 1/ r proportional sind . Wir setzen aber jetzt :

und können dann :
dxj r

P =

e r ' E {r ' , <W— <) d 1
2 (<«“>— *)

pV d E (r ' , «°>— t)
~27 dt «0» — t

(25)

(26)

setzen . Wir tragen diese Werte von Vj und p in die Gleichung (24)
ein und wenden diese Formel auf den Bereich B (t, r ') an , den man aus
B (t) durch Ausschließung des Bereiches r < r ' erhält . Wir setzen da¬
bei voraus , daß der Punkt P (0) im Innern des Bereiches B {t^ )) liegt .
Wir setzen T = ((0) — e und nehmen an , daß die positiven Größen r'
und s so klein sind , daß die Kugel r —r ' während der Zeit

t(0)_ e < t < tm

im Innern des Bereiches B (t) liegt . Wir schreiben die Gleichung ,
welche wir unter diesen Voraussetzungen aus (24) erhalten , in der
Form :

*«»
du ,

^ dn
dvj

p n j ) Uj ( / < p n,j dS
ja/ I»,

J<0>— r. r = r '
tm

= Qf (WjVj)limdco — gj {MjVi)en_ dü>~ ojdt JXjVjdw
B (t(0\ r ' )

t (oi

B (tw — e, r ' ) t(0)— E B (t , r0

—J dt ^ — pn , + Q ü n u)j — um dS -
t(oy- E F (t)

t(0>

-jdt Jp ■UjrijdS .
- B F (0

(27)

Wir wollen in dieser Gleichung zuerst den Grenzübergang r ' -*■0
und dann den Grenzübergang s -*■0 ausführen .

5 7. Ausführung des Grenzüberganges auf der link en Seite
von (27).

Wir haben bei der Ableitung der hydrodynamischen Differential¬
gleichungen vom Anfang an angenommen , daß die Größen Uj und
ihre Ableitungen erster Ordnung in bezug auf xv x2, x3 stetige Funk¬
tionen von xv x2, xs, t sind . Wir haben unter dieser Voraussetzung :
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Uj(P , t) = Uj(P «>\ t) + (xt — z*«») + rö (r)(p,

(fei stM>,*

Hier ist 99 irgendeine Funktion von P und P (~°\ von welcher wir nur
zu wissen brauchen , daß sie einen endlichen Wert hat , wenn P in der
Umgebung von P (°> liegt , d (r) ist eine Funktion von r , welche der
Bedingung :

lim ö (r) = 0
r - *0

genügt . Wir haben ebenfalls , wenn p eine stetige Funktion der
Größen xv x2, x3, t ist :

P (P , t) = p (P m, t) + ö (r)<p.

Wir führen diese Ausdrücke in die Unke Seite von (27) ein und er¬
halten , weil :

duj s dS 4 Ti
J- - 0, Jvh f = t «„ :

r= Konst.

= » * (5$ * r y (P ‘">- •> + <r ) ' "1“' “ -

- - 2» ey (P <»>. (« )

Wir haben :
«<•> «<»>

sr ' F (r ' , — <) , shm / ^ rr dt = hm / . .. .- —5— =
r*—*0 J tW - t r'—tO J (<(0) - <)V*«<»>—£ <(0>—*

= hmo| / ^ Je — d« = ]/ ^ -
r-V- A.

r 4 /ic

Wir schließen aus diesem Ergebnis , daß , wenn / (£(0)) eine stetige Funk¬
tion von t ist :

t<0)

t(0>—e

4 Oseen , Hydrodynamik
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Wir schließen ferner aus demselben Ergebnis :

ti0>

lim =J _ t
t<o> £

Also :
t (0)

lim lim Jdtjv , — Pnjj dS = — in pop (P (0), <(0)).
t 'm— e r = r<

Man findet durch ähnliche Rechnungen :

t(o>

lim lim Jd t J 'uf (/t ~ —prijj dS = 0.
«■»>—e r = r'

Der Grenzwert der linken Seite von (27) ist also :

— 4 nfa /LiQp (P (°\ <W).

5 8. Ausführung des Grenzüberganges in der rechten Seite
von (27).

Das erste Glied rechts in (27) hat den Wert Null . Im Bereiche
B (t(°\ r ') konvergieren in der Tat die Funktionen Vj bei t -*• gleich¬
mäßig gegen Null .

Wir betrachten sodann das zweite Glied rechts in (27). Durch
eine Kugel r — r zerlegen wir den Integrationsbereich B (tm — e, r ' )
in zwei Teile , indem wir voraussetzen , daß r ' < r ist . In dem äußeren
Teile konvergieren unsere Größen v beim Grenzübergang r ' -* 0 gleich¬
mäßig gegen Null . Vom inneren Teile erhalten wir einen Beitrag ,
dessen absoluter Betrag kleiner als :

3oV | , sdco &nQ2rr '— E (r ' , e) Max \ u, \ | —5- = — - E (r ' , e) Max us 1
2e 0<r<r J r2 e 0<r<?

7 = 1, 2, 3 r < f 7= 1, 2, 3

ist . Auch der von dem inneren Teile herrührende Beitrag hat also
einen beim Grenzübergang r ' -* 0 verschwindenden Grenzwert . Wir
haben folglich :

lim | (UjVi) da ) — 0
r̂ o J " «- i«—
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und folglich :
lim lim | (UjVi) dm — 0.
e -♦0 r' -*0J

Wir betrachten sodann das dritte Glied rechts in (27). Auch hier
zerlegen wir den Integrationsbereich im â â ajj-Raume durch die
Kugel r — rin zwei Teile . Wir schreiben das dritte Glied in der Form :

;(0>

1 2 I r ' e I v d 1 j
2QJ (<<«)- <)V. dtJ Xi dxfr

t <0>—e B {t, r )
t<n

1 r ' e W >- o dl ,

2 6 J (<(0) - <)*/. J f dx , r
!<0>— e B (t, r ' ) — B (f , f )

Auf den ersten Teil dieses Ausdrucks wenden wir das oben gewonnene
Resultat an , daß , wenn / (<) eine stetige Funktion von t ist :

2<0)
r er'2 _
I T*6 t) -| / jr u

55 ä / (,> -w ^ w2 Vf (28>
<'»>— £

Wir erhalten so den Grenzwert :

[ x ~ —dw.J 0Xjr
B (t"" , -r )

Betreffs des zweiten Teiles sehen wir sofort , daß es dem absoluten
Betrage nach kleiner ist als :

/<»
ßr'2

_ ITC —lJ _ ,-
6nQ2r Max j Xj | I - ——dt < 12nrQ \ jt /xQ Max | Xj \.

I (» - t) 20Xr<f
7= 1,2,3 * —e

Wir lassen schließlich r gegen Null abnehmen und erhalten :
{<0)

lim lim — pj dt f XjVjdm = — o ]n [xqJ ~ dm.
*0 r#—̂0 Sfer” ) £ («<»>) ’ t = t'm

4»
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Den Grenzwert des vierten Gliedes rechts in (27) erhält man
ohne Schwierigkeit mit Hilfe von (28). Er ist :

s t (*•sr “ fn<+ev'u') Si,t1 dS-F (ttn) 1 1

Das letzte Glied in (27), dessen Grenzwert wir zu berechnen haben , ist :
{«» ;<0>
f 7 r Jct i , . s « « (f'. iw - i) , r ds

- J dtJpu jnjdS = - ~ eVJ —— dtjuj -n, ^ -
«"»—e F (() tm —£ F (t)

Eine partielle Integration führt diesen Ausdruck in den folgenden über :

er”
p2r' , . . . dS 1 2 r'e d dS2T£(r’£)J +TeJ -(tm-iyü-dt diJu,n,'j2‘

F (t"" — c) ('»>— £ i ?(0

Die Grenzübergänge r ' -* 0, e -*• 0 ergeben wegen (28) :
dS

Q fiwQ d t (o)s (u i n f)‘=
,101- r

F (tm)

Indem wir unsere Ergebnisse zusammenfassen , erhalten wir die ge¬
suchte Formel für p (P (0), £<°)) :

1 nd 1 1 du,

P’(/<0>)

gdf dS

dd11
^ 1dndx , r I (29)

5 9. Zusammenfassung .
Die hydrodynamischen Integralgleichungen .

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen und wenden sie gleich¬
zeitig auf die vollständigen hydrodynamischen Differentialgleichungen
an . Diese werden dadurch in Integrodifferentialgleichungen umge¬
formt . Wir erhalten den Gleichungen Ia entsprechend :
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471]/?lfJ,QUk (P <°), <(°>) = qJ (Ujtjk),= Tdw +
B ( T)

£(0) t<0>

+ q Jdtj (x f — um tjkdio —Jdtj j[XHj
T B (t) T F (l)

dtjk
dn

- tjk(gH - pn , + e ünul) ! dS + fa /uef (uinj)t^ Xt *k- dS ,
F Qt0»)

B (t<m) 1

1 fl d 1 ( duj \ ddl \
+ Xi V ■['‘Ji - r*i + «'n-“i) - Wii äi , TI ds ~Fp•))

iJ (Ujn i )‘==t<°>

Wir erhalten anderseits , Ib entsprechend :

in }/ nfiQU k(P (0), <(0)) = gj (ujt jk), ^ Tda >+
t<m

“t~ £? J " —

BIT )
(<0)

(duj du„
dx m dxj

T B (t)
t<o>

tjk doj

- s dt Jj ftu , ^ — tjk (ji ^ - qnj + Qü nu)j j dS +
T F (t)

/— r 7
+ J 3̂- ab ,

(duj du m\ CD h-*

\dx m dxj ) )da ;7- r

+ ii ,/ l T •(s s ? - s", + eP. - e«,

,/ K %)<=

» Jf D | WOan öXi r t = t<0>
F (t<0>)

e d c . . ds
4tt =tm

F (t(0))

In diesen Formeln ist
ga *

d 2 0 Ile W ’- O
tik = - d}i A<P +
’ dxjdx k’ r J ftmZTt

0

p



54 § 5- Die G-rundlösungen der Differentialgleichungen

UU'
Man zeigt ohne Schwierigkeit , daß umgekehrt , wenn Xj , u,, j - inÖXjc
bezug auf xv x2, x3 stetig difEerenzierbar sind , I a bzw. Ib aus 1° bzw .
I d folgt .

5 io. Das zweidimensionale Problem.
Die Formeln (23) und (29) nebst den aus ihnen abgeleiteten For¬

meln 1° und Ia enthalten für den dreidimensionalen Fall die Lösung
der Aufgabe , welche wir uns in diesem Paragraphen gestellt hatten .
Es bleibt noch übrig die Lösung derselben Aufgabe für den zwei¬
dimensionalen Fall anzugeben , den man z. B . durch die Annahme
u3= X3= 0 erhält . Die Methoden , die in diesem zweidimensionalen
Falle zum Ziele führen , sind denjenigen , welche wir im dreidimen¬
sionalen Falle angewandt haben , sehr ähnlich . Wir begnügen uns
deshalb damit , außer den Schlußformeln die Hilfsfunktionen an¬
zugeben , die man zu benutzen hat .

Die partiellen Differentialgleichungen , mit denen wir uns jetzt zu
beschäftigen haben , sind :

mr 0 ’ (30)

Das adjungierte System ist :

. dp , ÖVj . 0 % - in

V 1~ Jic j + Q~dt ~ ’ ’dä t ~ f - 1 ’ 2 -

Wir befriedigen , für k — 1 oder 2, dieses System durch den Ansatz :

v f = tit (e ) = djt A & (e ) — dx JJ t > Vk (e ) = — ( ö ~Qt + VA 0 (e ) ) ,

Ia d * , Ö 2

dxy dx 2‘
wo :

CO

=/ «
qa~

0 (e) = je — — logy

und wo r die Entfernung zwischen den Punkten P und P (0) ist . Die
so erhaltenen beiden Lösungen sind für t < für alle Werte von Xj
regulär . Wir wenden diese Lösungen in derselben Weise an , wie wir
oben die entsprechenden Lösungen des dreidimensionalen Problems
angewandt haben . Wir erhalten , wenn K (t) die Grenzkurve eines zwei¬
dimensionalen Bereiches B(t) ist , in welchem eine Lösung p der



510. Das zweidimensionale Problem 55

Gleichungen (30) für T <Lt< t(°'>regulär ist und wenn P (0>(mit den
Koordinaten x/ °>) innerhalb von K(t<ti)) liegt :

(<•>

2nQU k(P °̂'>, <(°>) = qJ (Ujt jk)t= Tda > + q j 'dtjXjt jk da >—
B ( T) T B (t)

/<»>

+ e

Hier ist :

j dt \ \ !lU i dtdn ~ t’k 1 ? - P ni + QUnu,) j ds +
T K (t)

f (ui ni)t= t
Xk— xk ds ■

> //f= rw' /[&
K (t(0})

(31)

Qa 6

“ ^ “ - lo« -r

Die Funktion & ist , bis auf eine hier belanglose Konstante , mit
der Funktion :

4M*0*—0
9 a2 s *

i ^ rii da ' ilz _- * i 0 (_ g£ _ )J a 2J a 2 \4 /i (t(°) — i )/

identisch .
Um die entsprechende Formel für p (P (0), <(0)) zu finden, geht man

von der Tatsache aus, daß das adjungierte System von (30) eine
Lösung : QC2 Q€2

. pe2e d , . d p2e2e *#*(*“"—0
»'W - (,« - ,)» ä^ 1°er - ?’(8>~ äi V (K»>- «)- lo8r

besitzt . Indem man diese Lösung in wohlbekannter Weise anwendet ,
findet man :

2np (PV\ *<«>) = eJ (Z ^ . ,. Alogi -Äo, -S((>»’) 7
fl d d . 1 d , 1 / duj TT \ 1 7

—J r ss as g7 ” S7 87 r i » —p + ep>“>J Ä!■
ü(<™) ' 7

g dW )s (uM ^ f°>lo Sj ds -
KQP*)

(32 )
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§ 6. Die hydrodynamischen Integralgleichungen .*

6i . Die Aufgabe: Direkte Ableitung der hydrodynamischen
Integralgleichungen aus den grundlegenden mechanischen

Sätzen.
Als wir im ersten Paragraphen die Gesetze für die Bewegung

einer zähen Flüssigkeit mathematisch zu formulieren versuchten ,
wurden wir zu den Gleichungen (2), (4), (5) geführt . Diese Gleichun¬
gen stellen Beziehungen zwischen gewissen Integralen dar . Sie sind ,
kurz ausgedrückt , Integralgleichungen . Für ihre Gültigkeit ist hin¬
reichend (aber nicht notwendig ), daß u, und p stetige Funktionen von
xx, x2, x3 und t sind , daß die ux partielle Ableitungen erster Ordnung
in bezug auf die Variablen x, besitzen (Ableitungen , die selbst stetige
Funktionen von xx, x2, x3 und t sind ), endlich daß die Größen Xj ihren
absoluten Beträgen nach unterhalb einer endlichen Grenze liegen und
in dem Sinne integrabel sind , daß die aus ihnen gebildeten Raum -
Zeit -Integrale einen bestimmten Sinn haben . Aus den Gleichungen (2),
(4) und (5) leiteten wir partielle Differentialgleichungen für u}- und p
ab . Dabei mußten wir voraussetzen , daß die Größen Uj partielle Ab¬
leitungen zweiter Ordnung in bezug auf die «-Variablen und erster
Ordnung in bezug auf t besitzen und daß p partielle Ableitungen erster
Ordnung in bezug auf xx, x2, x3 besitzt , endlich , daß alle diese Ab¬
leitungen sowie die Größen Xj stetige Funktionen von x1, x2, x3, t
sind . Unter diesen Voraussetzungen erhielten wir die Grundgleichun¬
gen P , Ib, II a, IP , IIP , IIP in § 1. Aus diesen Differentialgleichun¬
gen haben wir in den Paragraphen 3, 4, 5 neue Gleichungen Ic, Id usw .
hergeleitet , welche die Werte von Uj und p in einem beliebigen Raum -
Zeit -Punkte durch gewisse Integrale ausdrücken . Wenn diese Inte¬
grale von Uj und p unabhängig wären , so hätten wir hiermit die
Grundgleichungen gelöst . Dies ist nicht der Fall . Was wir getan haben ,
ist also nur , daß wir die Gesetze für die Bewegung einer Flüssigkeit
in ein neues mathematisches Gewand gekleidet haben , das insofern
demjenigen ähnelt , in welchem jene Gesetze zuerst auftraten , als es
wieder die Form von Integralgleichungen hat . Wenn wir diese Inte¬
gralgleichungen betrachten , so werden wir finden , daß , mit einer Aus¬
nahme , in ihnen keine anderen Ableitungen der Größen Uj und p vor¬
kommen als die partiellen Ableitungen erster Ordnung nach xv x2, x3
von den Größen Uj. Die Ausnahme bildet die Formel für p (P (0), £(0)),

* Wegen der theoretischen Bedeutung dieser Untersuchungen vgl. 6s !
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in welcher rechts eine Ableitung eines Flächenintegrals in bezug auf t(())
vorkommt , welches u, (tW) enthält . Wenn man bedenkt , daß wir zur
Grenzfläche die wirkliche Begrenzung der Flüssigkeit wählen können ,
so sieht man indessen , daß die Existenz der Ableitungen du f/dt W im
Innern der Flüssigkeit nicht vorausgesetzt zu werden braucht . Es ist
auch nicht notwendig , die Existenz anderer Ableitungen vorauszu¬
setzen , um zu erreichen , daß die in unseren Formeln 1°, Id usw. vor¬
kommenden Integrale einen Sinn haben . Auch ist es von dem Gesichts¬
punkte der Formeln 1°, Id usw. aus gleichgültig , ob die Funktionen Xj
stetig sind . Notwendig ist nur , daß sie integrierbar sind . Die hier her¬
vorgehobenen Tatsachen deuten darauf hin , daß die Formeln 1°, Idusw .
unter allgemeineren Voraussetzungen gültig sind , als wir unseren bis
jetzt gegebenen Beweisen zugrunde gelegt haben . Wir werden in die¬
sem Paragraphen zeigen , daß es sich tatsächlich so verhält . Indem
wir uns , der Kürze wegen , auf die Gleichungen 1° und Id beschränken ,
werden wir zeigen , daß sie unter den allgemeineren Voraussetzungen
gültig sind , die wir im Anfang dieses Paragraphen als für die Gültig¬
keit der Grundgleichungen (1, 2)*, (1, 4) und (1, 5) hinreichend (nicht
notwendig ) erwähnt haben . Es verhält sich also so, daß die Existenz

der Ableitungen ^ ^ ^ weder für die Grundgleichungen
(1, 2), (1, 4), (1, 5), noch für die Systeme 1°, I d notwendig ist , sondern
daß wir sie nur des Beweises wegen voraussetzen mußten . Die par¬
tiellen Differentialgleichungen Ia, Ib, welche Beziehungen zwischen
diesen nicht notwendigen Ableitungen enthalten , können nicht als
der sinngemäße Ausdruck der allgemeinen [Gesetze für die Bewegung
einer zähen Flüssigkeit aufgefaßt werden . Der sinngemäße Ausdruck
sind statt dessen die Gleichungen (1, 2), (1, 4) und (1, 5). Man kann
diese Gleichungen als die hydrodynamischen Integralgleichungen be¬
zeichnen .

Wir haben zu zeigen , daß , wenn Uj und p den obenerwähnten Be¬
dingungen betreffs Stetigkeit und Differenzierbarkeit genügen und
wenn für jeden Teil der Flüssigkeit die Gleichungen (1, 2), (1, 4) und
also für jeden Teil des Raumes die Gleichung (1, 5) gilt , diejenigen
Teile der Gleichungen 1° und Id wahr sind , welche sich auf die
Größen Uj (P <0), <(0)) beziehen . Wir haben ferner zu zeigen , daß , wenn
wir außerdem annehmen , daß an der physikalischen Begrenzung der
Flüssigkeit die Größen w7-differenzierbare Funktionen von t sind , dann ,

* (1, 2) hat die Bedeutung : Formel 2 im Paragraphen 1.
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vorausgesetzt , daß wir zur Fläche F (t) gerade die physikalische Be¬
grenzung der Flüssigkeit wählen , auch der Teil der Gleichungen 1° und
Id wahr ist , der sich auf p (P (0), ^0)) bezieht .

6 2. Mathematische Formulierung der Aufgabe .

Wir bemerken zuerst , daß wir , um diese Sätze zu beweisen , nur
zu zeigen haben , daß aus (1, 4) oder (1, 5) folgt :

t<0>

fdtf jV,-[fi - prij+ q Unu}j - Uf[fi ^ - pn)j jdS -
T F (t)

— gs (UfVf)e=t<0, d(o + ej (UfVf\ = Tda >+
B (/«») B (T)

( 1 )

+ 4 d‘s (x<- ’“w) ^ ~0'
T B (f )

wo Vf, p eine beliebige in B (t), also innerhalb von F (t), reguläre Lö¬
sung des adjungierten Systems :

. dp , dvj . dvf
V dxf + Q~dt ~ ’ Hxj ~ (2)

ist . Aus der Gleichung (1) (wo wir der Einfachheit wegen anfangs das
letzte Glied vernachlässigten ) haben wir nämlich im vorigen Para¬
graphen die Systeme 1° und Id abgeleitet . Wir haben bei dieser Ab¬
leitung betont , daß wir von unseren damaligen Voraussetzungen be¬
treffend die Funktionen Uf bei der Berechnung von Uf(P <-°\ t°) nur die
Annahme benutzt haben , daß die Uj stetige Funktionen von xv x2, x3, t
sind , welche stetige Ableitungen erster Ordnung in bezug auf xx, x3, x3
besitzen . Bei der Berechnung von p (P <0\ £(0)) kommt die schon be¬
sprochene Bedingung hinzu , daß :

d r . . dS
dm

F (t,m)

einen Sinn haben soll . Wenn man den Paragraphen (5) nachprüft ,
wird man finden , daß auch betreffend ’p und Xf keine andere An¬
nahmen notwendig sind als diejenigen , welche wir hier oben gemacht
haben .

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Zeitintervall T <, t <L und
wählen einen Bereich B (t), von dessen Grenzfläche F (t) wir unsere



63. Ableitung einer grundlegenden Integralbeziehung 59

üblichen Annahmen machen . Sie können in der folgenden Form aus¬
gedrückt werden : F (t) soll aus einer endlichen Zahl von Teilen be¬
stehen , derart , daß für jeden Teil die Koordinaten eines Punktes
desselben als stetige und einmal stetig differenzierbare Funktionen
von zwei Parametern sx und s2 und von t dargestellt werden können .
Wir nehmen an , daß uk, u2, u3 und p innerhalb von B (t) und für
T < t £(0) stetige Funktionen von x1, x2, x3 und t sind und daß
uk, u2, u3 in demselben Raum -Zeit -Bereich in bezug auf xv x2, x3
stetig differenzierbar sind . Wir nehmen an , daß für jeden Bereich B
innerhalb von B (t) und für jedes Zeitintervall zwischen den Grenzen
T und die Gleichungen (1, 5) bestehen . Wir behaupten , daß dann
die Gleichung (1) gültig ist , wie man auch die innerhalb von B (t)
reguläre Lösung vk, v2, v3, p des adjungierten Systems (2) wählt .

6 3. Ableitung einer grundlegenden Integralbeziehung.
Um diesen Satz zu beweisen , betrachten wir zunächst das Zeit -

Intervall r <̂ t <i r + dt . Wir wählen dt so klein , daß die Verände¬
rung der Lage der Fläche F (t) während dt sehr klein ist . Durch drei
Scharen von parallelen , äquidistanten , mit den Koordinatenebenen
parallelen Ebenen zerlegen wir dann den aqâ ajg-Raum in parallele -
pipedische Teilgebiete . Ihre Größe wird Ax1Ax2Ax 3 sein , wenn AXj
die Entfernung zweier benachbarter , gegen die -Achse senkrechter
Ebenen ist . Wenn wir die ÄXj genügend klein wählen , so wird der Be¬
reich B (t) durch jene Scharen von Ebenen in Teilgebiete zerlegt wer¬
den , von denen die überwiegende Mehrzahl parallelepipedische Ge¬
stalt haben , während eine kleinere Zahl von Teilbereichen , welche
längs der Grenzfläche F (t) liegen , zum Teil von dieser Fläche be¬
grenzt werden . Wir numerieren in irgendeiner Weise diese Teilbereiche
und bezeichnen mit Bk den fcten Bereich . F k sei die Grenzfläche von
Bk. Jedem Bereich Bk ordnen wir einen bestimmten Punkt P k zu .
Wie wir diesen Punkt innerhalb von Bk wählen , ist ziemlich gleich¬
gültig , der Einfachheit wegen wollen wir ihn aber bei den parallele -
pipedischen Teilbereichen in den Mittelpunkt derselben verlegen .
Die Funktionen Vj nehmen in P k, wenn t = r ist , die Werte v, (P k, r ) an .

Wir wenden jetzt die Gleichungen (I , 5) auf das Zeitintervall
r iS t ^ t -f- dt und auf den Bereich Bk an . Wegen der Kleinheit
von dt können wir das Ergebnis in der Form :

ßs (ui)r+ it ^ (° ~~ ßs (u})Td (0 = QÖtJX / dco + dtjTjinidS (3)
* * Bk Bk F k
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schreiben , wenn wir zur Abkürzung :

v duj v r diij _ _
x *~ Uid7l == Xi ’ ~ V n + ixj ^r 1n

setzen . Wir multiplizieren die Gleichung (3) mit v, (P k, x) und sum¬
mieren hinsichtlich j über die Werte 1, 2, 3, hinsichtlich k über alle
Teilgebiete von B (r ). Wir erhalten :

(*) JUj (P , T + dt ) Vj (P k, r ) doo — Q ^ (*) su ) (P , x ) v , (P k,x ) da >=
H Bk

=QÖt J X / (P , r ) Vj(Pk , r ) d (o -\- dt ^ V ) f T jl (P , x ) niVj {P k,x) dS .

(4)

64 . Ausführung des Grenzüberganges Aas, ->0 (J = 1, 2, 3)
in den drei ersten Gliedern der Gleichung (4).

Wir lassen jetzt Axv Ax2, Ax3 gegen Null konvergieren . Gleich¬
zeitig wächst die Anzahl der Teilbereiche von B (t) über alle Grenzen .
Wir untersuchen , was die Gleichung (4) in der Grenze , bei verschwin¬
denden A xv Ax 2, A x3 gibt .

Das erste Glied kann in der Form :

q fuj (P , x + 6t )Vj{P , x)dco +
B (z)

+ Q JUj {P , x + 6t ){Vj(P k, x) — Vj(P , x))d (ü (5)

geschrieben werden . Die Vj sind stetige Funktionen von xv x2, x3.
Wir können deshalb eine solche , von A xlf A x2, A x3 abhängige Größe e
bestimmen , daß , wenn P in Bk liegt :

| Vj{P k, t ) — Vj(P , r ) | < e,
während gleichzeitig :

lime = 0.
Axj - >-0
7 = 1, 2, 3

Die Größen Uj sind nach unseren Annahmen stetige Funktionen von
xv x2, x3. Es gibt also eine solche positive Größe M , daß in B (t),
T <Lt <kt®'>:

\uj (P , x + öt ) \ < M.
Folglich :
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Das zweite Glied in (5) konvergiert also gleichzeitig mit den A x,
gegen Null und wir haben

Die einfache Beweismethode , die wir hier angewandt haben , führt
auch bei den folgenden Gliedern der Gleichung (4) zum Ziele. Um
nicht durch Wiederholungen zu ermüden , geben wir für das zweite
und dritte Glied sofort das Ergebnis des Grenzüberganges Axj -+0 an .

Wir haben ersichtlich :

6 5. Ausführung des Grenzüberganges Axj ->- 0 (j = l , 2, 3)

Dem letzten Gliede in (4) müssen wir dagegen eine nähere Unter¬
suchung widmen . Wir betrachten die ebenen Grenzflächen , welche wir
im Innern von B (x) durch unsere drei Scharen von Ebenen erhalten
haben . Wir wollen , um einen bestimmten Fall zu haben , einen mit
der ZgCCj-Ebene parallelen Teil einer Grenzfläche F k betrachten . Dieses
ebene Flächenstück ist die Grenze zwischen zwei Teilbereichen Bk. Es
kommt also in der Summe , aus welcher das letzte Glied in (4) be¬
steht , an zwei Stellen vor . Einmal grenzt es in der Richtung der posi¬
tiven â -Achse einen gewissen Bereich , etwa ß k—1, ab . Man hat dann
wx= 1, n2— n3= 0. Andererseits ist es die Grenze in der Richtung
der negativen xk-Achse eines anderen Bereiches , etwa Bk. Man hat in
diesem Falle n1= — 1, n2= n3= 0. Wenn wir mit | 2, | 3 die Ko¬
ordinaten des Mittelpunktes des hervorgehobenen Flächenstückes be¬
zeichnen , so erhalten wir also aus dem letzten Gliede in (4), diesem
Flächenstück entsprechend :

Nach unseren Annahmen besitzen die Funktionen Vj stetige Ableitun¬
gen erster Ordnung in bezug auf xv x3, x3. Wir haben demnach :

i = 1, 2, 3

j = 1, 2, 3

im letzten Gliede der Gleichung (4).



62 § 6. Die hydrodynamischen Integralgleichungen

v) (fl £3) (fl "f~ i ^ x i > f 2> ^3) =

f 1 + i A xi

dvj (x ^ , ^ 2>£ 3) dx ^ß
J dx x
Si—i äx,Wir erhalten also :

fl + I ^ l ^2+ 'l ^ a:2 + *3

- ötjdx , sdx 2 sT n (f lt x2, x3) — d *3-
£1 £2 4 "d ^ 2 £3

Unter Vernachlässigung von Größen , welche bei dem Grenzübergange
Axj -*■0 (j = 1, 2, 3) verschwinden , läßt sich dies auch in der Form :

Bk- 1 Bk 1

schreiben . Wenn wir bedenken , daß jeder parallelepipedische Teil¬
bereich zwei mit der x2 â -Ebene parallele Grenzebenen besitzt und
daß die mit den x3xx- und x1x2-Ebenen parallelen Grenzebenen ähn¬
liche Beiträge ergehen , so scheint aus unserem Resultat hervorzugehen ,
daß wir bei dem Grenzübergange AXj-* 0 aus den Teilen der Inte¬
grationsflächen F k, welche nicht Teile der äußeren Grenzfläche F (t )
sind , einen Beitrag :

ICO

4 t‘■S <*»=- 4 (- ^ W■*»-
B (z) B (z) 1

—/uötj
du , dVj ,
5— da>
OX , OXi

ü (r)

erhalten . Um zu beweisen , daß dies tatsächlich der Fall ist , müssen
wir doch auch die besonderen Verhältnisse in der Nähe der äußeren
Grenzfläche F (x) in Betracht ziehen . Wir behandeln die Integrale ,
welche von den ebenen Grenzflächen der an F (t ) grenzenden Teil¬
gebiete herrühren , in derselben Weise wie wir aus den inneren Teil¬
gebieten herrührende Flächenintegrale behandelt haben . Wir stellen
also den von einem solchen ebenen Flächenstück herrührenden Bei¬
trag als eine Summe von zwei Raumintegralen dar . Wenn das ebene
Flächenstück an der einen Seite einen Teilbereich hat , der ganz im
Innern von B (t ) liegt , so wird der Integrationsbereich eines dieser
Raumintegrale die Größe : \ Ax1Ax2Ax3 haben und also wie oben die
Hälfte eines inneren Teilbereiches sein . Die Schwierigkeit , welche hier
auftritt , ist die , daß der Integrationsbereich des anderen Raum -
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integrals keine bestimmte Beziehung zu dem an F (r ) grenzenden Teil¬
bereiche haben wird . Von derselben Art ist die Schwierigkeit , zu
welcher ein ebenes Flächenstück Anlaß gibt , welches die Grenze zwi¬
schen zwei Teilbereichen ist , die beide an F (r ) grenzen . Daß nun
diese Schwierigkeiten jedoch keine wesentüche Bedeutung haben , geht
daraus hervor , daß der Bäuminhalt einerseits aller an F (r ) gren¬
zenden Teilbereiche Bk, andererseits aller Integrationsbereiche , die
wir bei unserer Umformung aus den ebenen Grenzflächen derselben
Teilbereiche erhalten , bei verschwindenden Ax,- (j = 1, 2, 3) gegen
Null konvergieren . Der oben angegebene Wert ist aus diesem Grunde
wirklich der Grenzwert der Beiträge , die wir im letzten Gliede von
(4) aus den ebenen Grenzflächen erhalten , die im Innern von F (r )
hegen .

Wir berechnen schließlich den Beitrag , den die Grenzfläche F (r )
ergibt . Er ist , wie man sofort findet :

dt jTjiVjHidS = ätj (~~pn ,-+ p,nt — j VjdS.

6 6.6Das Ergebnis des Grenzüberganges Axj -+ 0 (j = 1, 2, 3).
Das Ergebnis unserer Untersuchung ist also die Gleichung :

oj (Uj)z+ St (Vf)z da) — qJ (UjVj)z dco =
B (r ) B (t )

J>(t ) (r )

Ötf i~ pn ’ ^ V>ni t ~x ) VjdS '

(6 )

67 . Der Grenzübergang dt -+ 0 .

Um weiter zu kommen , setzen wir in (6) dt = (£(0) — T)/N , wo N
eine ganze Zahl ist . Wir setzen dann nacheinander r = T , T + dt ,
T+ 2dt , . . . T -\- (N — 1) dt und addieren die so erhaltenen Gleichungen (6).
Wir lassen dann N ins Unendliche wachsen . Rechts können wir sofort
den Grenzübergang ausführen . Das Ergebnis ist eine Summe von drei
Raum -Zeit -Integralen . Links müssen wir eine Umformung machen ,
um den Grenzübergang ausführen zu können . Wir schreiben die linke
Seite in der Form :



64 § 6- Die hydrodynamischen Integralgleichungen

oJdco — oJ ' (uj Vj)r dco +
BQ"»— St ) B (T)

-ff —2

+ lf (Uf)r + (n+ l)ie (V))r + nöed (0 —f (UjVj)T+ (n± 1')St) d<X>) •
0 B (.T + nSt )

Die hier vorkommende Summe kann auch in der Form :
N — 2

J ^ V >{J ( Uj ) T + ( n + l )St UVi ) l ' + nSt — Oty ) l ’+ (» + l ) <’ «] d <0 } —
0 B ( T + (.n + l ) ät )

N — 2

— 'Ŝ 1{n'1f (Mj)r + (n+ i)Ä( (Vj)r + nSt da >
O B (.T + (n + l ) St ) — £ (.T + nSf )

geschrieben werden . Die Funktionen Vj besitzen nach unseren An¬
nahmen stetige Ableitungen in bezug auf t. Wir haben deshalb mit
genügender Genauigkeit :

(Vj)T+ nSt — (i>7)r + („+ 1)aj = — dt Ur
\ Ot / T + nSt

Wir haben ferner , wenn wir mit Uj die Komponenten der Geschwindigkeit
des Flächenelementes dS bezeichnen und wenn wir Ujrij — Un setzen :

B (T+ (n + \ ) St) — B (T + ndi ) = dtju „ ds .
F (T + nSt )

Wir haben folglich mit genügender Genauigkeit :

f ( 'b ) (n 1)<:/ (Vi) t -giltst d (o — dtJujVj Un dS .
B (T+ (.n + l ) St )— B (T+ ndt ) F ( T+ ndt )

Nach diesen Umformungen können wir auch links den Grenzübergang
N -*■oo ausführen . Wir erhalten :

(<»>

q J (UjVj)tmdm — gj (Uj Vj)Tdco — pjdtjUj ^ ~ dco —- - - -

| W

— o Jdt JujVj i

B (<>“>) B ( Tj T B(r ~)
t‘«■

r , jU ndS —
T FQj

(<»>

T B (t) T B(t)

(7 )
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Nach unseren Annahmen genügen die Funktionen Vj den Differential -
gleichungen :

Ö V •
Wir führen in (7) den Wert von ein, den wir aus der ersten dieser

Gleichungen erhalten . Eine partielle Integration gibt uns dann , wenn
wir beachten , daß auch nach unsern jetzigen Voraussetzungen aus der

• d u •
Kontinuitätsgleichung (1, 2) die Beziehung - - = 0 folgt :

O Xj

diij , Ti \ / dvj

PW
t<o>

— of (ujVj )t<o. da > + qj ( Uj Vj)T doj -f gjdtj [Xj — u k v, da > = 0 .
.B (!<»>) B ( T) T BW k

Dies war die Gleichung , welche wir herleiten wollten . Unser Be¬
weis ist damit zu Ende geführt . Wir haben gesehen , daß man aus den
Integralgleichungen (1, 2), (1, 4) und (1, 5) direkt , ohne Vermittelung
der hydrodynamischen Differentialgleichungen Ia, Ib und ohne die Exi¬
stenz der in diesen Differentialgleichungen vorkommenden Ableitungen

~Wt’ <)x - vorauszuse ẑen>zu der Integralgleichung gelangen
kann , welche die Grundlage unserer Formeln 1° und I d war . Umge¬
kehrt kann man aus 1° bzw . Idrückwärts die Gleichung (6, 1) ableiten .

6 8. Die Bedeutung des gefundenen Ergebnisses.
Welche Bedeutung hat der Satz , den wir in diesem Paragraphen

bewiesen haben ? Um diese Frage zu beantworten , erinnern wir daran ,
daß es eine unkorrekte Ausdrucksweise ist , wenn man von der Ge¬
schwindigkeit einer Flüssigkeit in einem bestimmten Punkte oder von
der Kraft spricht , welche in einem bestimmten Punkte eine Flüssig¬
keit angreift . Was man in der Hydrodynamik unter der Geschwindig¬
keit einer Flüssigkeit versteht , ist der Mittelwert der Geschwindig¬
keiten der Molekel innerhalb eines Bereiches , der zwar klein sein soll,
aber doch viele Molekel enthalten muß . Ebenso verstehen wir unter
der Kraft in einem Punkte einer Flüssigkeit den Mittelwert der Kräfte
auf die Molekel in einem Bereiche um den Punkt herum . Da also die
grundlegenden Begriffe der Hydrodynamik durch Mittelwerte definiert
sind , also durch Summen , welche wir wegen der großen Anzahl der Mo¬
lekel durch Integrale ausdrücken müssen , so ist verständlich , daß die

5 Oseen , Hydrodynamik
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Grundgesetze der Hydrodynamik Beziehungen zwischen Integralen sein
müssen . Wenn wir diese ursprünglichen Integralgleichungen statt der ,
unter speziellen und keineswegs notwendigen Annahmen , aus ihnen
abgeleiteten Differentialgleichungen zum Ausgangspunkt unserer Theo¬
rie wählen , so bedeutet dies, daß wir die Theorie die Form behalten
lassen , welche am besten dem Wesen der Erscheinungen angepaßt ist .
Man kann , wenn man so will, sagen , daß dies ein Fortschritt in bezug
auf die Reinheit der Methode ist . — Dieser Fortschritt in bezug*auf
Reinheit ist gleichzeitig ein wesentlicher Fortschritt in bezug auf Ein¬
fachheit . Die einzige Methode zur Berechnung der Bewegung einer
zähen Flüssigkeit , welche wir zur Zeit besitzen , ist die Methode der
sukzessiven Annäherungen . Wenn man bei der Anwendung dieser
Methode von den hydrodynamischen Differentialgleichungen ausgeht ,
so muß man bei jedem Schritt der Rechnung nachprüfen , ob die Ab¬
leitungen , deren Existenz die hydrodynamischen Differentialgleichungen
voraussetzen , wirklich existieren . Es verhält sich nun mit diesen Ab¬
leitungen so, daß man sehr leicht und unter sehr' allgemeinen Voraus¬
setzungen beweisen kann , daß die partiellen Ableitungen erster Ord¬
nung von uv u2, «3 in bezug auf xv x2, x3, deren Existenz ja auch
die Integralgleichungen voraussetzen , wirklich existieren und stetige
Funktionen von xv x2, x3, t sind . Dagegen ist die Frage von den not¬
wendigen Bedingungen für die Existenz der Ableitungen zweiter Ord¬
nung derselben Größen nach t von sehr komplizierter Natur . Dieses
verwickelte Problem fällt weg, wenn wir bei unseren Berechnungen
von den Integralgleichungen anstatt von den Differentialgleichungen
ausgehen . Darin besteht die prinzipielle Vereinfachung , die in dieser
Weise gewonnen wird .

§ 7. Erste Anwendungen der hydrodynamischen
Integralgleichungen . Theorie der Singularitäten

in der Bewegung einer den ganzen Raum
erfüllenden Flüssigkeit .

7 1. Das Problem . Definition des Begriffes „reguläre
Bewegung“ für eine den ganzen Raum erfüllende Flüssigkeit .

Die einfachste Aufgabe , die wir uns betreffs der Bewegung einer
zähen Flüssigkeit stellen können , ist die folgende . Auf eine den gan¬
zen Raum erfüllende Flüssigkeit wirkt ein bekanntes System von
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Kräften . In einem gewissen Momente , etwa t = T , ist die Geschwindig¬
keit überall bekannt . Sie genügt der Kontinuitätsbedingung . Man
soll die Bewegung für t > T berechnen .

Wir legen unserer Behandlung der erwähnten Aufgabe die Annahme
zugrunde , daß der absolute Betrag der auf die Flüssigkeit pro Massen¬
einheit wirkenden Kraft X, (j = 1, 2, 3), einer Bedingung von der Form :

m - w + xf+xf<(l-+jSy+. (1)
genügt . R = )xß soll hier die Entfernung des betrachteten Punktes
von einem festen Punkte sein, den wir zum Anfangspunkte wählen
können , ß ist eine Konstante mit der Dimension einer inversen Länge .
a und K sind positive Konstanten , von denen a dimensionslos ist ,
während K die Dimension einer Beschleunigung hat . — Wir nehmen
ferner an , daß die Geschwindigkeit (Uj= w;*, j — 1, 2, 3) der Flüssig¬
keit im Momente t = T sowie der Druck (p = p*) bzw. die Funktion
q {= q*) Bedingungen von der Form :

V

du ,-

dx k

Pl » l? | <

< (1 -±ßRY + a k 2>3) (2)
P

(1 + ßR )a

genügen , wo U und P Konstanten sind , von denen V der Dimension
nach eine Geschwindigkeit , P ein Druck ist .

Wenn die Geschwindigkeit und der Druck einer Flüssigkeit Be¬
dingungen von der Form (2) genügen , werden wir im folgenden sagen ,
daß die Bewegung der Flüssigkeit regulär ist .

Wir haben angenommen , daß die Bewegung unserer Flüssigkeit im
Momente t = T regulär ist . Wir fragen , ob sie auch für t ~> T regulär
bleibt und wie man sie unter dieser Voraussetzung berechnen kann .

Wir gehen im folgenden nicht auf alle Einzelheiten ein. Man findet
die hier nicht ausgeführten Integralabschätzungen , auf welchen die
Beweise der mitgeteilten Sätze beruhen , in den im Literaturverzeichnis
erwähnten Abhandlungen .*

* Wir verweisen an dieser Stelle besonders ans die letzte dieser Abhandlungen :
Sur la re presentation analytique usw.

5
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7 2. Integralgleichungen zur Berechnung der regulären
Bewegung einer zähen Flüssigkeit .

Für die Bewegung einer zähen Flüssigkeit gelten , wie wir in den
zwei letzten Paragraphen gesehen haben , die Integralgleichungen (oder ,
wenn man so will, Integro -Differentialgleichungen ) 1° und Id. Wir gehen
hier von Id aus . Sie muß erfüllt sein , wie wir auch die Grenzfläche F
wählen . Insbesondere können wir zur Grenzfläche eine Kugel wählen ,
deren Radius wir dann ins Unendliche wachsen lassen können . Die
Flächenintegrale rechts in den Formeln Id konvergieren hei diesem
Grenzübergang wegen der Ungleichungen (2), welche hier gültig sind ,
weil nach unserer Voraussetzung die Bewegung regulär ist , und wegen
der Kontinuitätsbedingung :

J (u,n,)dS = 0
F

gegen Null und wir erhalten die einfachen Gleichungen :

4nin /j,QUk(P (-°\ £(°>) = gj (uj*t}k),= Tda>+

*<0>

+ Q( dt ( du, dum\
\ dxm dxj )

(3)

öt •
7 8. Abschätzungen der Größen tjk,

Die Größen t,k wurden in § 5 (vgl . z. B. S. 40) durch die Formeln :

t,k= - ö,kA0+ ^ f - , 0 = ± I da
dxjdxic ’ r

o

definiert . Man findet (vgl . S. 45) durch Ausführung der Differentiationen ,
wenn wieder :

1im —t
gesetzt wird :

e W »- 0
= E (r, tW— t)
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_ 4 \ ((f _ EV ' tm _ ()) _

69

g / (ay—a;/ 0)) (afr—g*(0)) _ ^ g (r, <(°)— t)
2p \ r2 ’*

3 (Xj— g/ °)) - ~xß 0))

t<n — t
T

_ <?_ / (a;,-— a:/ °>) (a* — Zi(0)) _ ^ \ £ (?•, t^ — t)
2(j, \

Die Funktion 2?(a , fW — ß) genügt der partiellen Differential¬
gleichung :

dB , d2E n
e dß + fl da 2 -

Wir naultiplizieren mit dadß und integrieren zwischen den Gren¬
zen a = 0, a = r ; ß = — oo, ß = t (t < t(°>). Wir erhalten , da :

hm E (a , t(-°'>— ß) = 0 ,
ß—>— 00

r * a

eJ£ (ct, <(°>- 0 «*a + MJ di E (r ’ tm - ß)dß -0 —00
t~fif(iLE{a’tm-ß))dß=o-

a—0
Da (für ß < £(0>) :

so folgt : r r

J£ (a , t<V - t)da = — —J ~ E (r , t^ - ß )dß0

er*
/?=*

f I 6 ß) d ß = r
2 / {tw - ß )'1'

er*

(f(0) _ £)*
— r A e

[dß
dß

jtßV —ß

i

rE (r , tm — () + j ^ s E (r>t(0)~ ß )
dß

' (tW — ß)2

Mit Hilfe dieser Beziehung können wir unseren Ausdruck für tjk
in der folgenden Form schreiben :
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(tm - ß)2

Q ({Xi—Xjm) (Xk—xß0)) „ \ E (r, <(°)— t)
2fi V r2 ik) tm — t

(4 )

Wir bezeichnen mit a (n) das Maximum der Funktion

(1 + x2)ne~ *2
für 0 x < oo. Wir haben dann :

a(n)

Folglich :

E (r, t^ - ß) dß
(tm- ßy

ytm—ß

< a (2*)

1 + QT6
4fl (t&) — ß)

dß

tw — ß + qr‘
4fi!

2a (2^)

Andererseits :

(5)

E (r, tm - t) < <*(H )

(<(»)- <+ pr 2y /.
Jfi )

(6 )

Aus (4), (5), (6) folgt , daß man eine solche positive Größe A bestim¬
men kann , daß , für r i> 0 , <(0)— t ^ 0 :

1h'k1<

(■" - « + $
(7)

Man beweist in ähnlicher Weise , daß man eine solche positive Größe B
angeben kann , daß , für r 0 , <(0)— t i> 0 :

dtjk
dxt

< —
r

» (8)
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7 4. Lösung der Integralgleichungen durch Reihen.
In den Gleichungen (3) führen wir einen Parameter X ein und

schreiben sie folgendermaßen :

in ]rn /iQu k(P (-0\ <(°>) = gj (ui* tjk)t = Td
oo

0) ;<0>

+ q I dt I Xjtj kdw — Io dt

1/(0

T oo T oo

/ öu . du m\
1Vda:m dxj )

'duj c
3 xm ÖXj) d:

(9)

q (P m ,«<• >, _ J - / * , £ 1 * , g * _ * £ ) * ,00 CO

Wir versuchen diese Integralgleichungen für Uj und q durch Reihen
zu lösen , welche nach Potenzen von l fortschreiten . Wir setzen also :

CO CO

Uj = V w> , q = » UV ») . ( 10 )
o o

Einsetzen dieser Reihen in (9) gibt sofort :
;(0>

4 n l/ n [iQukW(P (°\ t(°>) = gj ( = Tdco + gjdtjX }tik dco ,
CO T CO

l da>;
(11)

{(0)

47r ^ T̂ M4a >(P (0)j «(0)) = _ e J dt J
T co

? (D (P (0), «(0)) = _ lf M<m°) feü ? _ — Idoj ;
4jr J \ dx m dxj ) ÖXj r

0»

infn [jl qu ^ {P ^ , t<°)) = — gHl

( 12 )

dw/ 0> d

- & / I

„ (Dl wdm . ,
m d:zm ÖXj

(0j / auyd )

?m (P (0), <(0)) = - £ - 11 +

, d 1,7
+ a “ö— ä---\ da:m day / Jda;?- r

usw.

( 13 )
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Nach unserer Voraussetzung ist die Bewegung im Momente t —T
regulär . Die Ungleichung (7) zeigt unter diesen Umständen sofort , daß
das erste Integral rechts in (11) konvergent ist und also einen be¬
stimmten Sinn hat . Wegen der Ungleichung (1) haben auch die übri¬
gen Integrale rechts in (11) einen bestimmten Sinn . Man kann ferner
zeigen, daß die durch (11) definierte Strömung u/ °\ für t7> T re¬
gulär ist . Aus diesen Ergebnissen folgt wiederum , daß die Integrale
rechts in (12) einen bestimmten Sinn haben und daß die durch (12)
definierte Bewegung «7(1), q& ebenfalls für t > T regulär ist . So kann
man fortfahren und zeigen, daß für jedes ganzzahlige nicht negative
n die Funktionen Uj(n\ qW existieren und eine reguläre Strömung
definieren .

In bezug auf die Konvergenz der Reihen (10) lehren die Integral¬
abschätzungen , welche den Beweis der oben mitgeteilten Ergebnisse
ergeben , daß es eine solche positive Größe r gibt , daß die beiden
Reihen unbedingt und gleichmäßig konvergieren , wenn :

0 ^ HI|*(<— T) ^ r.
Wenn wir 0 — T < , r annehmen , können wir 1 = 1 setzen . Die
Reihen (10) geben uns dann eine Lösung unseres Problems . Wir haben
also den Satz gewonnen :

Wenn im Momente r = T eine reguläre Bewegung einer den ganzen
Raum erfüllenden zähen Flüssigkeit vorgeschrieben ist , so gibt es stets
eine in einem Intervall T < | t T + r reguläre Bewegung der Flüssig¬
keit , welche im Momente t = T mit der vorgeschriebenen Bewegung
übereinstimmt .

Man kann zeigen, daß es nur eine reguläre Bewegung mit diesen
Eigenschaften geben kann .

Wenn wir das Verhalten der Flüssigkeit in unendlicher Ferne durch
die Vorschrift bestimmen , daß für genügend großes R stets die Bedin¬
gungen (2) erfüllt sein sollen , so können wir unser Ergebnis auch in
der Form aussprechen :

Wenn die Bewegung einer den ganzen Raum erfüllenden zähen
Flüssigkeit in einem Momente t = T regulär ist , so gibt es stets ein
Intervall T <Lt <LT -f- r , innerhalb dessen die Bewegung regulär bleibt .

7 5. Fortführung der Berechnung der regulären Bewegung .
Wir gehen von einem Moment t = T aus und nehmen an , daß in

diesem Moment die Bewegung der Flüssigkeit regulär ist . Es gibt dann
ein Intervall T <[ <^ T -f- r , innerhalb dessen die Bewegung regulär
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bleibt und für welches wir sie berechnen können . Wir kennen also die
Bewegung im Momente T + r . Sie ist regulär . Es gibt dann ein neues
Intervall T + t 1^ t < | T + r x + t 2, innerhalb dessen die Bewegung
regulär bleibt und also der Berechnung zugänglich ist . So können wir
fortsetzen . Wir erhalten eine unendliche Reihe von positiven Zahlen
T1; r 2 • • •. Zwei Fälle sind jetzt möglich . Wenn die Reihe :

Ti + r 2 + t 3 + • • • (14)
divergiert , dann bleibt die Flüssigkeit für t > T stets regulär und kann
für ein beliebiges t (> T ) berechnet werden . Wenn dagegen die Reihe
konvergiert , dann gibt es einen Moment :

t = T -f- t 1 + t 2 -f- • • •,
in welchem die Bewegung aufhört regulär zu sein .

Es ist nicht gelungen zu zeigen , daß die Reihe (14) stets divergent
ist . Wir müssen also damit rechnen , daß sie, wenigstens unter ge¬
wissen Umständen , konvergent ist . So werden wir zu der Frage ge¬
führt , was dann geschieht , wenn die Bewegung einer Flüssigkeit auf¬
hört regulär zu sein . Wir können unsere Frage auch so formulieren :
welcher Art sind die Singularitäten , die in der Bewegung einer zähen
Flüssigkeit auftreten können ?

7 6. Analyse der Singularitäten , welche in der Bewegung einer
den ganzen Raum erfüllenden Flüssigkeit auftreten können .

Der Hauptsatz .
Im Momente t = T sei die Bewegung der Flüssigkeit regulär . Es

gibt dann ein Intervall T < Tx, in welchem die Bewegung eben¬
falls regulär ist . Wir nehmen an , daß 1\ die Grenze dieses Intervalls
ist , so daß es kein Intervall T <, t < Tx x (r > 0) gibt , in welchem
die Bewegung regulär ist . Wir wollen untersuchen , was sich über die
Bewegung der Flüssigkeit im Momente t = Txaussagen läßt und setzen
dabei voraus , daß die äußere Kraft stets der Bedingung (1) genügt .

Die reguläre Bewegung ist dadurch gekennzeichnet , daß jedem
Raum -Zeit -Punkte xlt x2, x3, t bestimmte Geschwindigkeitskomponen¬
ten Uj und ein bestimmter Druck p zugeordnet werden können und
daß diese Geschwindigkeitskomponenten , die Ableitungen derselben
nach x1, x2, xa sowie der Druck (bzw. die Funktion q) Ungleichungen
von der Form (2) genügen . Wenn die Bewegung bei t = Tx aufhört
regulär zu sein, so muß es sich also entweder so verhalten , daß , wenn
t sich dem Werte T1 nähert, in gewissen Punkten oder vielleicht ge-
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wissen Teilen der Flüssigkeit eine Geschwindigkeitskomponente u, oder
der Druck p nicht gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren , oder
so, daß zwar diese Grenzwerte existieren , aber nicht Ungleichungen
von der Form (2) genügen .

Von den verschiedenen Arten von Singularitäten , welche nach
dem obigen als möglich erscheinen , können wir sofort einige aus¬
schließen . Wenn bei t -* Tx die Größen u}- gegen bestimmte , in bezug
auf xv x2, x3 stetig differenzierbare Funktionen konvergieren und wenn
diese Funktionen und ihre Ableitungen den zwei ersten Ungleichungen
(2) genügen , dann hat nach der letzten Formel (3) die Funktion q —
und somit auch p — in jedem Punkte x}-(j = 1, 2, 3) für t —T1 einen
bestimmten Wert , und dieser Wert genügt , wie wir schon oben er¬
wähnt haben , und wie sich leicht direkt zeigen läßt , einer Ungleichung
von der in (2) vorkommenden Form . Eine Singularität , welche nur
den Druck betrifft , kann nicht vorkommen . Jede Singularität ist auch
eine Singularität für die Geschwindigkeitskomponenten oder für ihre
Ableitungen .

Wir wollen jetzt zeigen , daß das Wesen einer Singularität — we¬
nigstens wenn sie im Endlichen liegt — darin besteht , daß der Wirbel¬
vektor unendlich groß wird . Wir wollen , präziser ausgedrückt , den
folgenden Satz beweisen :

Wenn im Intervalle T < 1£ < Tx der Wirbelvektor i«= rot u
einer Ungleichung von der Form :

r= - W

rot u | = tfuf < {l + ßR ) i + -a (15)
genügt , wo W und a positive Konstanten sind , so ist die Be¬
wegung der Flüssigkeit im Momente t = T1 regulär .

Dieser Satz ist der Hauptsatz unserer Theorie der Singularitäten .

7 7. Erster Teil des Beweises des Hauptsatzes.
Ausdruck der Geschwindigkeitskomponenten durch die

Wirbelkomponenten. Abschätzung derselben.
Um unseren Satz zu beweisen , wollen wir zunächst die Geschwin¬

digkeitskomponenten Uj durch die Komponenten des Wirbelvektors :
_ du * du o _ du -, du * _ du * du ,
Ul = J ^2 ~ d ^z , U't == ~d ^3 ~ Wx1, Uz = dx '̂ dxz ( )

ausdrücken . Die Gleichungen (16) können als ein System von partiellen
Differentialgleichungen für uv u2, u3 aufgefaßt werden . Aus diesem
System , der Kontinuitätsbedingung :
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du , , ÖU9 , du , = 0
dx t dx 2 dx3

und der Nebenbedingung u, = 0 (j = 1, 2, 3) in unendlicher Ferne
können wir für T < Tx die Größen Uj bestimmen . Wir machen
für u den Ansatz :

u = rot F + grad cp. (17)

Wegen der Kontinuitätsbedingung muß dabei :

div grad cp= A cp= 0 (18)

sein. Aus (17) folgt andererseits :

rot rot F — grad div F — A F = rot u = ü .

Wir schreiben vor , daß überall :

divJ -= ^ + ^ + ^ = 0ox 1 ox 2 ox 3
(19)

sein soll. Zur Bestimmung von F erhalten wir dann die Gleichung :

A F = — ü .

Wir lösen sie durch den Ansatz :

= <* >>

r2 = (xf — z/ °))2, r 2? 0 ; £ <°>2 = er/ 0)2, im ^ 0 ;
dco(°) = dx ^ dx 2(-°'>dx3(0>.

Die rechte Seite von (20) hat einen bestimmten Sinn , wenn die Un¬
gleichung (15) erfüllt ist . Dies ist , wegen der Voraussetzung T <,t < Tlt
der Fall .

Wir haben jetzt zu prüfen , ob die Gleichung (19) erfüllt ist . Um
zu beweisen , daß dies tatsächlich der Fall ist , zeigen wir , daß , wie
klein auch die positive Größe d gewählt wird , stets :

| div F | < <5
ist . Wir haben in der Tat :

div F (x) = — ~ [ üj (a;(°)) ^ — dom .inj ' dxm r
CO '

Denjenigen Teil des Integrals rechts , der sich auf das Innere einer
Kugel A(0) = R * bezieht , formen wir durch partielle Integration um .
Wir erhalten wegen der Beziehung :
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P = 0:
O Xj

div * ■(*) / «,(*»>) gL } <*» » -pT- TK-s— sUjXjWuxSQ> r 4:7tJ 1 1 rR (°)
Äs0>> Ä* Ä(0, = i2*

(21 )

Wir wählen R* so groß, daß :
x? = iü2 < A*2.

Im ersten Integral ist dann :
r ^ (0) _ A.

Der absolute Betrag des ersten Gliedes rechts in (21) ist also, wegen
(15), kleiner als :

f AW2dA«»
Jjl + /3ÄC0))i+a(Ä(o)_ Ä)2- (22)

Der absolute Betrag des zweiten Gliedes rechts in (21) ist kleiner als:
3 WA*2

(A*—R)Jl + ßR*)1+ a' (! ^
Die Ausdrücke (22) und (23) konvergieren beide bei wachsendem R*
gegen Null. Wir können also R* so groß wählen, daß die Summe von
(22) und (23) kleiner als d wird. Damit haben wir die Ungleichung:

| div F | < <5
bewiesen. Da diese Ungleichung gültig ist , wie klein wir auch die po¬
sitive Größe <3 wählen, so folgt:

div _F = 0. (19)
Daß andererseits:

AF = —ü
ist wohl bekannt .

Der Ansatz : , _u = rot F

gibt uns eine partikuläre Lösung des Systems (16) sowie der Konti¬
nuitätsgleichung. Die allgemeine Lösung gibt der Ansatz (17) mit der
daraus folgenden Gleichung (18). Unsere Aufgabe ist jetzt , die Po¬
tentialfunktion cp zu bestimmen. Dazu müssen wir die Randbedingungen:
Uj= 0 in unendlicher Feme benutzen.

Wir haben, wenn wir mit r den Vektor mit den Komponenten
Xj—*/ °>(j = 1, 2, 3) bezeichnen und wenn wir unter vxX das ve^'
torieile Produkt der beiden Vektoren vx und v2 verstehen :
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Wir schließen hieraus :
3 W
2n J (1 + /?Ä«°>)1+ »r

. o \ v C dco «» .

rot F | < — J oÄ(0))i+ar2• ( )

Wir wollen das in der rechten Seite von (24) vorkommende Integral
abschätzen . Wir zerlegen es zu diesem Zwecke in drei Teile . J x sei
derjenige Teil des Integrals , der dem Inneren der Kugel R = R/2
entspricht , J 2 der Teil , der von dem Zwischenräume zwischen den
beiden Kugeln = R/2 und -R(0) = 3Ä/2 herrührt , endlich J 3 der
Teil, den man aus dem Bereiche R > 3 R/2 erhält . Wir haben

dann in J x: ^

Also : R R
~2 ~2

1 B‘J (1 + ^ * « )' + - '

Wenn die Ungleichung (15) für ein gewisses a erfüllt ist , ist sie es um
so mehr für ein kleineres a . Es ist also stets erlaubt anzunehmen ,
daß a < 2 ist . Wir haben unter dieser Voraussetzung :

T 16tt
J x < 22—«(2 — a) ß1+ aRa

In J 2 besteht die Ungleichung :

# (0) ^ 5 *2

Folglich : ^

^ 21+ “ r4nr 2dr 2 1+ a - 10 ?t
2 < (ßRy + V r2 = ßl + “R *

Wir haben endlich :
, , RWdRW

< Ij
2

3R

J (1 + j8Ä(°>)1+ “ (-ßw — Rf3 R
~2~

Für - w—iS -R(°>< oo gilt die Ungleichung :

Ä(0) = 1 + düTV“- D = 3-RW — R ' ÄW — 22=
Folglich :

_ ^ 36 jr •2“
3 < 3a^ 1+ “ •aß“
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Unsere Abschätzungen von J v J 2, J 3 zeigen, daß man eine solche
positive Zahl C bestimmen kann , daß :

CW
(26)

Wir kehren zur Gleichung (17) zurück . Wenn ^der Punkt xv x2, x3
sich ins Unendliche entfernt , so wächst R = faß über alle Grenzen .
Nach unserer Annahme konvergiert dabei der Vektor u gegen Null .
Nach (25) konvergiert ebenfalls rot F gegen Null . Wir schließen hier¬
aus , daß auch grad q>gegen Null konvergieren muß . Nun genügen die
Komponenten dieses Vektors nach (18) der Laplaceschen Gleichung .
Sie können also nirgends Maxima oder Minima haben . Wenn sie im
Unendlichen verschwinden , müssen sie deshalb überall verschwinden .
Wir haben also : , .

grad cp= 0

mdf0lgliCll : W
co

Die Formel (26) drückt die Geschwindigkeitskomponenten durch die
Wirbelkomponenten aus .

Wir betrachten jetzt die Funktion :

(1 + ßRY | rot F |. (27)

Die Ungleichung (25) lehrt , daß diese positive Funktion kleiner als :

CW [1 + 1

ist . Wenn R eine beliebige Länge ist , so haben wir also für R > R :

(1 + ßR )a | rot F | < Cwil + - L
\ ß R

Andererseits ist die Funktion (27) für R < R offenbar stetig und hat
also in diesem Bereich einen endlichen größten Wert , etwa M (It ) ■W.
Wenn D die größere der beiden Zahlen :

c ( l + iVund MIR )
\ ßR )

ist , so haben wir also überall :
DW
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7 8. Durchführung des Beweises des Hauptsatzes.
Die Bedeutung desselben.

Wir haben angenommen , daß die Bewegung im Intervalle T ^ t < T1
regulär ist . Überdies haben wir angenommen , daß der Wirbelvektor
in diesem Intervalle der Bedingung (15) mit festen Werten von W und
a genügt . Wir haben gesehen , daß aus dieser Bedingung die Ungleichung
(28) für die Geschwindigkeit folgt . Ob die Größen % (j = 1, 2, 3)
beim Grenzübergange t ^>-T1gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren ,
wissen wir nicht . Ebensowenig wissen wir, ob die Geschwindigkeits¬
komponenten Uj bei demselben Grenzübergange gegen bestimmte Grenz¬
werte konvergieren . Wir wissen aber , daß die Ungleichungen (15) und
(28) mit festen Werten von W, a und D im ganzen Intervalle T <, t < 1\
erfüllt sind .

Um weiter zu kommen , müssen wir die Integralgleichungen (3) be¬
nutzen . Sie sind im Intervalle T <Lt < T1 gültig . Wir betrachten die
erste dieser Integralgleichungen und wollen in der rechten Seite jener
Gleichung den Grenzübergang <(°) T1 ausführen . Wir behaupten , daß
sie bei diesem Grenzübergang gegen einen bestimmten Grenzwert kon¬
vergiert . Daß diese Behauptung für die Glieder :

J<|»

q s (uj*tjk)t= Tda> und q JdtJXjtj kda >
co T oo

zutrifft , bedarf keines besonderen Beweises. Was wir zu beweisen
haben , ist also nur , daß bei fW ->1\ die Integrale :

gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren . Um diesen Beweis zu
1uhren , genügt es wiederum , zu zeigen, daß die absoluten Beträge der
Ausdrücke :

ejdtju m tjk (x, <; aj(°), T1— d) dw —
T oo m 1

Ti - e

tjk {x >t ; xW ’ Ti ~ e ) dcü ’

(29)

wo e > S > 0 ist , gleichzeitig mit s gegen Null konvergieren . Dies ist
aber leicht durchzuführen . Wir schreiben unsere Ausdrücke in der



80 § 7. Erste Anwendungen der hydrodynamischen Integralgleichungen

folgenden Form , worin wir unter y eine positive Größe verstehen , die
größer als e ist , die wir aber sonst beliebig klein wählen können :

T 1— i

q jdtsu m tjk (x, t ; zW, 1 , - 0) dco -
T , —y oo

Tl—yoo
Ti- y

+ es dt s ur>

1̂ jä 1 diiffX
dx m dxj )

sT öum
\ 9 'E’m dxj ,

/ duj dum
\Öxm dXj/

— es dt ju m tjk {x, t ; a;C0), T, — e) dm + (30)

— tjk (x , t ; x (° \ T , — e ) } dco .

Das erste Glied ist wegen (7), (15), (28) dem absoluten Betrage nach
kleiner als : T

6 e ADW ‘ fit s - -AfÜ - ^ <
(1 + ßR )1+ 2“ [T1 - d - t + Q ^4 pl

Ti—y
Ti—S

d CO

(1 + ßRß + ^r2

Ti—y co

= ±8fiADW 2iy — ö J -
In 7, 7 haben wir gesehen , daß :

2nj (1 + ßR(-°'>)1+ a r2 (1 + ß R)«

Wir schließen hieraus , da R2= xß , R(°)2= xß0)2, r2 = (Xj— xß°'>)2, daß :

3 f dco ^ D
2n J (1 + ßR )1+ ar2 < (1 + ß£ «»)“'

Da außerdem ^y — d < fy ist , so sehen wir, daß das erste Glied des
Ausdruckes (30) kleiner als :

32n /tAD 2W2 r
(1 + ßRW )« ' 7

ist . Der absolute Betrag des zweiten Gliedes in (30) genügt derselben
Ungleichung . Im letzten Ghede von (30) ist der Faktor :

tJk(x, t ; x<°), T, — d) — tjk(x, t ; as<°>, T, — e)

3 f dco0 D0 <
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des Integranden eine im ganzen Integrationsbereiche stetige und be¬
liebig oft stetig differenzierbare Funktion aller darin vorkommenden
Veränderlichen . Dieser Faktor konvergiert gegen Null gleichzeitig mit
e — (3. Eine nähere Betrachtung , die sehr einfach ist , die wir aber hier
nicht ausführen wollen, zeigt , daß bei beliebigen xv x2, xs, das dritte
Glied des Ausdrucks (30), bei festem y, gleichzeitig mit e — <5 ver¬
schwindet . Wenn nun <5* eine beliebig kleine positive Größe ist , so
können wir y so klein wählen , daß die Summe der absoluten Beträge
der beiden ersten Glieder in (30) kleiner als -f Ö* ausfällt . Wir können
dann s und ö (0 < <5 < e < y) so klein wählen , daß das letzte Glied
in (30) dem absolutem Betrage nach <5 kleiner als 16* ist . Wie klein
auch Ö* ist , wir können also e und 6 (0 < d < e) so klein wählen , daß
der Ausdruck (29) dem absoluten Betrage nach kleiner als d* ist .
Damit ist bewiesen , daß die Größen uk(P (°\ ((0)), welche durch die
erste Gleichung (3) definiert werden , bei t(0) -* Tx gegen bestimmte
Grenzwerte konvergieren .

Man beweist in ähnlicher Weise, indem man sich diesmal auf die
Ungleichungen (8) stützt , daß die Ableitungen :

ft *= 1. 2. 3)

bei t -* Tx gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren .
Sowohl für die Geschwindigkeitskomponenten wie für ihre Ab¬

leitungen nach xx, x2, x3 kann man beweisen — die oben dargelegten
Hilfsmittel reichen hierzu vollkommen aus — daß die Konvergenz
gegen die Grenzwerte im ganzen Raume gleichmäßig ist . Daraus folgt ,
daß die Größen uk bei t = Tx stetige und in bezug auf xlt x2, x3 ein¬
mal stetig differenzierbare Funktionen sind und daß die Ableitungen

dut̂ Tj) ^ eger Funktionen die Grenzwerte sind , gegen welche die
ÜXi

Größen bei t -* T1 konvergieren .

Aus der ersten Gleichung (3) folgt nun weiter wegen (7), (15) und
öw■

(28), daß für t = Tlt Uj und - "Ungleichungen von der in (2) an-u xk~
gegebenen Form genügen . Aus der zweiten Gleichung (3) folgt schließ¬
lich, daß q für t = TXeine stetige Funktion von xx, x2, x3 ist , welche
einer Ungleichung von der in (2) angegebenen Form genügt .

Unser Hauptsatz ist hiermit bewiesen . Er sagt aus , daß die Sin¬
gularitäten , welche in der Bewegung einer zähen Flüssigkeit auftreten
können , wesentlich Singularitäten der Wirbel sind . Wenn in einem

6 Os een , Hydrodynamik
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Momente T1 die Bewegung einer zähen , den ganzen Raum erfüllenden
Flüssigkeit aufhört regulär zu sein, so heißt das nach unserem Haupt¬
satze entweder , daß der Wirbelvektor irgendwo im Momente t = T1
unendlich groß wird , oder daß die Wirbelbewegung sich so ins Un¬
endliche ausgebreitet hat , daß , wie klein die positive Größe a auch
gewählt wird , doch der größte Wert der Funktion :

(1 + rot tt j

im Raume bei t -+ Tx ins Unendliche wächst .
Über die Bedeutung unseres Hauptsatzes wollen wir an dieser Stelle

folgendes sagen . Nach der klassischen Hydrodynamik , welche von vorn¬
herein die Zähigkeit vernachlässigt , können in einer Flüssigkeit niemals
Wirbel entstehen . Andererseits muß auch diese Theorie , um mit den
Tatsachen einigermaßen in Übereinstimmung zu kommen , annehmen ,
daß Wirbel existieren . Meistens nimmt man an , daß der Wirbelvektor
längs einzelner Wirbelfäden unendlich groß ist . Unser Hauptsatz er¬
öffnet die Aussicht zu einer Theorie der Entstehung solcher Wirbelfäden .

Auch von einem anderen Gesichtspunkte aus scheint es verlohnend ,
die Singularitäten in der Bewegung einer zähen Flüssigkeit einem näheren
Studium zu unterwerfen . Wenn Singularitäten auftreten können , Hann
müssen wir offenbar zwei Arten von 'Bewegungen einer zähen Flüssig¬
keit unterscheiden , die regulären Bewegungen , d. h . die Bewegungen
ohne Singularitäten , und die irregulären Bewegungen , d. h. die Be¬
wegungen mit Singularitäten . Nun unterscheidet man andererseits in
der Hydraulik zwei Arten von Bewegungen , die laminaren und die
turbulenten Bewegungen . Es liegt nahe zu vermuten , daß die experi¬
mentellen „laminaren“ Bewegungen mit den theoretischen „regulären“ ,
die experimentellen „turbulenten“ Bewegungen mit den theoretischen
„irregulären“ Bewegungen identisch sind . Ob diese Vermutung der
Wahrheit entspricht , kann freilich erst durch weitere Untersuchungen
entschieden werden .

§ 8. Einfachste Beispiele von Wirbelbewegungen
in einer zähen Flüssigkeit .

81 . Zirkulation um einen geradlinigen Wirbelfaden .

Wir behandeln das folgende Problem . In einer Flüssigkeit , welche
den ganzen Raum erfüllt , sei in einem gewissen Momente , etwa t = 0,
m3 überall gleich Null . Ebenso sollen für t = 0 überall :
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81 . Zirkulation um einen geradlinigen Wirbelfaden 83

d Wj d kg d u 2 d Mj d Wj d
üx 2 Ox3 dx 3 2 öx 3 dx3

gleich Null sein. Dagegen soll :
d tfg d
6»Xx ÖX2

im Innern des Zylinders R2= x 2+ x2 = a2 eine stetige und stetig
differenzierbare nirgends verschwindende Funktion von R = \x 2+ x22
sein. Für Rl > a soll ü3= 0 sein. Die Bewegung der Flüssigkeit ist
also im Anfangsmomente eine Helmholtzsche Wirbelbewegung um einen
zylindrischen Wirbel . Wir wollen untersuchen , welche Bewegung sich
aus diesem Anfangszustande entwickelt .

Wir gehen bei unserer Untersuchung von Formel (31) S. 55 aus .
Sie wurde aus dem System (5, 30) abgeleitet . Wenn wir in (5, 30) :

Xi = - Uk Fxt ö'*t = 1»2)

setzen , so geht dieses System in die vollständigen hydrodynamischen
Differentialgleichungen (jedoch ohne äußere Kräfte ) für den zweidimen¬
sionalen Fall über . Wir können aber dasselbe Ziel auch dadurch er¬
reichen , daß wir :

- v - / _ _ du 2 duX
X1- u2u3, X2 uxu3, y 3 dx-y dxj

setzen und gleichzeitig p durch p + ie (ui2+ u%) == 9 ersetzen . Wir
legen also unserer Untersuchung das folgende System zugrunde
(dco—da| dx2) . £(o>

2nou k(P ^ \ t^ >) = QJ ( Ujt ilc)l = r dw ~l~ QJ d̂t u ^ u ^dco -
B ( T) T B (f )

(1)

- sdts | p Uj - tjk (p qrij + q Unui) j ds +
T K(f)

+ ej (u,n,)t r2 - ds ,
Kipm~)

= ö„a * - * * . * - ^ -1 •1 1 dxjdx k J a 0 r
r

(j , k = 1, 2)

Wir nehmen an , daß im Intervalle T 5̂ <5=1t(X>die Größen ut- und ihre
Ableitungen den folgenden Ungleichungen genügen :
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ü
(1+ w

duj
dx k

< — * ? —
(1 + ßR )1+ a

(2 )

Wir wenden das System (1) auf das Innere eines Kreises an ,
dessen Radius wir nachträglich ins Unendliche wachsen lassen . Wegen
(2) konvergieren die Kurvenintegrale in (1) dabei gegen Null und wir
erhalten , indem wir T = 0 setzen :

{«»

27iuk(PQ\ £<»>) = J (Ujtjk)t=0dco + j dt J (u2t ,k—Uit ik)u3dco . (3)
ao 0 co

Hier ist :
d20 ä2& d20

hl ~ dx 2’ ~ hl ~ d Xl dx 2’ ~ dx 2 '

Die Gleichung (3) läßt sich wesentlich vereinfachen . Partielle Inte¬
gration ergibt :

a, OD 1 <= 0 ß < a 2 <= 0

s (Uit)2\ =od(° = - / (“äs“ ) dw■
co Ä < o 1 ( = 0

Wir haben ferner , wenn wir die Integration zunächst über ein end¬
liches Gebiet Q mit der Randkurve K ausdehnen :

J(u2tn û^Ugdw—f{***[$x'
dü 3 dü 3\ 1d & 7 s

+ u' d ^ + u*dxj Iöx 2dw + J u»“3d-

du 2
dx 2

+

Wo-w— ds .
2

(4 )

Wegen der Kontinuitätsbedingung müssen wir verlangen , daß :

dui du 2
Öxk dx 2

und in der Tat folgt diese Beziehung aus (3). Aus Symmetriegründen
ist ferner ersichtlich , daß die Partikel der Flüssigkeit Kreise um die
Xj-Achse beschreiben und daß ü3 auch für t > 0 nur von R abhängen
kann . Wir haben folglich :

du « du «
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Das Randintegral in (4) konvergiert gegen Null, wenn die Kurve K
ins Unendliche wächst. Wir haben also :

j (̂ 2̂11 = 0
00

und finden in derselben Weise:

J(m2̂21M1̂22)M3̂st>=®•
00

Wir erhalten also schließlich aus (3) :

— - O t = 0R < a

' ~ ln f Ms(Xl’X2,0) “ 6 ^ r2 ^ :
R < a

1 f / _ £ll \ r (°)_ x,(P«0,«(P))=_J«,(*,.*2,0)(l- e»‘JXl y21da,
r = )/(*! — *1(0))2 + (*2 — *2(°))2 , da, = dx1dx2

Für die zugehörige Funktion q erhält man (aus § 5, 32) :

(5)

- &! *•{
Man sieht sofort, daß ux und u2 Ungleichungen von der Form (2)
genügen. Man bestätigt ferner ohne Schwierigkeit, daß q einer Un¬
gleichung von der in (2) angegebenen Form genügt.

Man erhält aus (5) die Helmholtzschen Formeln, wenn man das Glied:
e **

e W ’

wegläßt. Dieses Glied verschwindet in der Tat, wenn /j, gegen Null
konvergiert. Die Helmholtzsche Theorie stellt also tatsächlich die
Grenze dar, gegen welche die Bewegung bei fx-*■0 konvergiert. Man
sieht aber, daß in diesem Falle die Lösung bei Berücksichtigung der
Zähigkeit nicht wesentlich komplizierter ist als bei Vernachlässigung
der Zähigkeit.

Betrachten wir einen Punkt in der Flüssigkeit , dessen Abstand
vom anfänglichen Wirbel groß ist , so haben wir annähernd:

r = R> ^ = ^ = 0.r r
Wir erhalten mit dieser Näherung:
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«! (xv x2, t) - 2ji ß2
T / °Ri\

u2 (xv x2, t) = + ^ J 2 (l - e 4'“J ,

Ä2= aq2 + x22, J 0 = fu 3(xv x2, 0) dat .

(6 )

R <a

J 0 ist das Maß der Intensität des Wirbels bei t = 0.
Man sieht aus den Formeln (6), daß die Geschwindigkeit , mit der

die Partikel ihre kreisförmigen Bahnen um den anfänglichen Wirbel
beschreiben , in einem gegen den Durchmesser des anfänglichen Wir¬
bels großen Abstande gleich :

ist . Die Zeit , nach welcher diese Geschwindigkeit auf die Hälfte ihres
anfänglichen Wertes gesunken ist , wird aus der Gleichung :

1 — e = —
u

bestimmt . Sie ergibt sich zu :
/ = g fi2

2,772 //

Sucht man die Punkte zu bestimmen , für welche die Geschwindigkeit
nach den Formeln (6) am größten ist , so bekommt man die Gleichung :

oR 2 e~

Der Abstand dieser Punkte vom Mittelpunkte des Wirbels ist also

zu j/ — proportional .
Der Betrag des Wirbelvektors im Abstande R von der Achse ist :

u, =
_ ßlV

du 2 du x j q \ J n | “ü1*
dx ± dx 2 \ 4 Tifit

Seinen größten Wert hat dieser Vektor also stets im anfänglichen
Wirbel oder wenigstens in der Umgebung desselben .

Der qualitative Inhalt der Gleichungen (5) kann folgendermaßen
zusammengefaßt werden : vom Zentrum des anfänglichen Wirbels breitet
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sich in der Flüssigkeit eine Bewegung aus , deren Rotation überall
außerhalb des anfänglichen Wirbels dasselbe Vorzeichen wie dieser
bat , deren Geschwindigkeit aber der anfänglichen Geschwindigkeit ent¬
gegengesetzt ist .

8 2. Zwei parallele , geradlinige Wirbel in einer zähen

Wir haben in dem oben behandelten , exakt lösbaren Falle des ein¬
zelnen geradlinigen Wirbelfadens gesehen , daß die Helmholtzsche Theo¬
rie die Grenze bildet , gegen welche die Erscheinungen bei n -»■0 kon¬
vergieren . In dem jetzt vorliegenden Problem gehen wir deshalb von
der Helmholtzschen Theorie als einer ersten Näherung aus . Wir neh¬
men also in erster Näherung an , daß der Wirbelvektor ü3(<y>außerhalb
von den beiden Wirbeln überall verschwindet . Im Inneren eines Wirbel¬
fadens soll nur von der Entfernung von der Achse des Wirbel¬
fadens abhängen . Die beiden Wirbelachsen bewegen sich bei dieser
Näherung in Kreisen um einen gemeinsamen Mittelpunkt oder , wenn
die Intensitäten derselben entgegengesetzt gleich sind , längs zwei pa¬
ralleler Geraden .

Um nun die Annäherung einen Schritt weiter zu treiben , führen
wir in den Formeln (3) rechts für ux, u2, ü3 die Werte m1(0), m2(0), m3(0)
ein, welche die Helmholtzsche Theorie für diese Größen gibt . Die so
erhaltenen Ausdrücke :

geben uns die in zweiter Näherung gültigen Werte der Geschwindig¬
keitskomponenten .

Um die rechten Seiten der Gleichungen (7) zu vereinfachen , for¬
men wir zunächst das erste Glied rechts mittels der in 81 dar¬
gelegten Methode um . Wir erhalten :

Flüssigkeit .

oo
(7 )

ö oo
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i / w »« »k . . * » = - U / ( i , . >| | ) i00 1

- *=/ (
(9 )

wo die beiden Glieder rechts sich auf die Querschnitte der beiden
Wirbelfäden beziehen .

Wir betrachten dann das zweite Glied rechts in (7). Da w3(°)
überall außerhalb der Helmholtzchen Wirbelfäden verschwindet , so
zerfällt dieses Glied in zwei Teile, welche den beiden Wirbelfäden ent¬
sprechen . m3<°> hat nur in den beiden Wirbeln einen von Null ver¬
schiedenen Wert und hängt im Inneren eines Wirbels nur von der Ent¬
fernung von der Achse desselben ab . Wir bezeichnen die Koordinaten
der Achse des ersten Wirbels mit x^ \ a;2P>. Für den zweiten Wirbel
bezeichnen wir die entsprechenden Größen mit x^ , *2(2). w3(°) hängt
also im ersten Wirbel nur von der Größe :

f (xi — x^ f + (x2 — *2(1))2
ab , im zweiten nur von der Größe :

\l(x1 - x1̂ Y + (x2 - x2̂ f .

Wir haben ferner im ersten Wirbel nach dem Taylorschen Lehrsätze :

m/ 0)(xv x2>0 = uim (*ia). x2a\ 0 + , ,(**—x*(1))-

Hier ist *1*, x2* ein von xlt x2 abhängiger Punkt im Inneren des
Wirbels . Wenn der Wirbel dünn ist und wenn die Ableitungen :

im Inneren des Wirbels nicht dem absoluten Betrage nach sehr große
Werte annehmen , so können wir mit genügender Annäherung im ersten
Wirbel : d a )

Mj(0) (xv x2, t) = «/ » (a/ 1), ^ P), t) =

setzen . Unter entsprechenden Voraussetzungen haben wir im zweiten
Wirbel annähernd :

m/ 0) (* i , * 2. 0 =

Wir betrachten jetzt den vom ersten Wirbel herrührenden Teil des
Ausdruckes :
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{(0>

2~ s dt J (u2(0)tn — V % . ) ü^ dw . (10)0 00

Er hat nach dem Obigen annähernd den Wert :
{<0>

1 Ln 920 'dx im , 9,10dx t9 )\ -
271 J J \ dx 1dx 2 dt dx 2* dt ) Ua ( )

Wir betrachten den Ausdruck :

d rd & _
dtJ dx m3(0) K — xi° \ *2 — z2a )) dm >

wo bei der Differentiation xx und x2 konstant gehalten werden sollen
und wo t < angenommen wird . Wir erhalten :

9 s 90 - s ( 920 - m , 90 9 « s(0)\ xI u3md<° = I a a“, M3(̂ + ä äV~ d(*>=
dtj dx 2 J \dx 2dt dx 2 dt )

Cl 3*0 _ .n^ 30 (diL ^ dx ^ düs » dxS ' A ) ,
J Idx 2dt U? ~dx 2 \ dx x ~ dT ~ + ~dx ~ ~ JT jl

■/ «
d20 3*m dx ,v > d*0dx <M\ _ r̂ 1+ a » 7. IM3(0)dc0.

j/ löa :2d < dx x dx 2 dt öx 2* dt

Der Ausdruck (40 ) kann mit Hilfe dieses Ergebnisses in der Form :
*<•» f<0>

1 C , d Cd0 _ ICC d*0
o ~ dt Ä7 ä — u ^ dco — «— I dt I ^— w- u ^ da )271J dt J dx „ 3 2ttJ J dx 9 dt 3o i 3 o i 2

geschrieben werden . Ausführung der Integration im ersten Gliede und
Einsetzen des Wertes von 0 :

0
= Je ^ _ logr

ergibt :

Einen ähnlichen Beitrag erhalten wir vom zweiten Wirbelfaden . Wir
haben also , annähernd :
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(10)

1
2 J(u2(0)iu—Mx(0)<i2)m3(0)doi=

Qr

0 oo

1 + 2 1+ 2
t<o>

i Q sdts '- 0- X%e u Wrftn
+ 8 nui J W - tY e U * dW -

r 0 1 + 2' '

Die Formel (7) ergibt jetzt , wegen (8), (9), (12) :

Ml(P(°), <(o>) =

(12 )

l"»

O I , , I * 2W — * 2 4 " s('”’ - ' ) -SwJ d‘Jw >- V
ar(0) _ . ---

+ o I dt I 3 _ _ =f e ü3Wdw
!J Jo 1

p / , / xS0') — x2 _^ J dt Jw ^ 4 e u* K
0 2

(13)

(14)

Wir erhalten in ähnlicher Weise, in derselben Annäherung :

u2(P <°\ *<“>) =

" 2!« 5*(” ) , ., *» + U R - p - -1 2
fi0)r r qt%

g j . *i (0) — xx 4/t(((#>—0 _ä̂ J d,Jw ^ We0 1
*<«'r r Qfi __

0 I / xi(0>— xl W” - '> - ml J

0 2
Wenn wir in den Gleichungen (13), (14) den Grenzübergang /1-+0 aus¬
führen , so konvergieren in beiden Gleichungen die beiden letzten Glieder
rechts gegen Null , wie man sofort sieht , wenn man statt xx, x2 durch
die Substutionen

* 1 — * i (0 ) = fi 1V (<(0) — 0 . * 2 — •t 2(0) = f 2 1)“ (t (0) — t )

neue Veränderliche , f1; i 2 einführt . Die so erhaltenen , im Grenzfalle
fi = o gültigen Formeln :
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MX(PW <(°>) =

- c / ^ ^ L * • -1 2

u2(P (°\ t«») =

= ä " + s / ( — 4 “
1 2

stimmen mit der Helmholtzschen Theorie überein .
Lassen wir einen Wirbelfaden , etwa den zweiten , sich unbegrenzt

vom Anfangspunkte und von dem ersten Wirbelfaden entfernen , so
geht der Einfluß jenes Wirbelfadens nach Null und wir kommen zu
der in § 8 i dargelegten exakten Theorie eines einzelnen Wirbelfadens
zurück .

Nach der Helmholtzschen Theorie bleibt die Entfernung zwischen
den beiden Wirbeln stets dieselbe . Wir benutzen die Formeln (13), (14)
zu einer qualitativen Untersuchung darüber , wie die Zähigkeit dieses
Gesetz beeinflußt . Wir untersuchen zu diesem Zweck, wie die Be¬
wegung desjenigen Teiles der Flüssigkeit , der in einem gewissen Mo¬
ment sich gerade dort befindet , wo nach der Helmholtzschen Theorie
ein Wirbel sein soll, von der Bewegung abweicht , welche jener Wirbel
nach Helmholtz haben soll. Wir haben gesehen , daß die zwei ersten
Glieder rechts in unseren Formeln (13) und (14) mit den von Helm¬
holtz gefundenen übereinstimmen . Die Abweichung rührt also von den
zwei letzten Gliedern her . Betrachten wir jetzt z. B. den ersten Wirbel¬
faden , so ist klar , daß die Integrale , welche von diesem ersten Wirbel¬
faden herrühren , im allgemeinen die von dem zweiten Wirbelfaden
herrührenden überwiegen müssen . Der Inhalt jener Integrale kann
folgendermaßen ausgedrückt werden : von jedem Punkt der vom
Wirbel zurückgelegten Bahn breitet sich eine Bewegung aus , deren
Rotation außerhalb der nächsten Umgebung des Punktes dasselbe
Vorzeichen wie der Wirbel selbst hat , deren Geschwindigkeit aber der¬
jenigen entgegengesetzt ist , welche nach Helmholtz vom Wirbel selbst
in dem Momente hervorgerufen wurde , wo er sich im betrachteten
Punkt der Bahn befand . Die Geschwindigkeit jener Bewegung nimmt ,
wenn ju, klein ist , mit wachsender Entfernung vom Mittelpunkte schnell
ab . Ebenso nimmt sie schnell mit wachsendem t ab . Es folgt hier¬
aus , daß der Teil der Flüssigkeit , der in einem gewissen Momente
sich gerade im Helmholtzschen Wirbel befindet , sich von diesem in
der Richtung entfernen muß , in der sich die Flüssigkeit hinter dem
Helmholtzschen Wirbel bewegt . Wenn man auf dieselbe Weise die von
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dem zweiten Wirbelfaden herrührenden Integrale untersucht , so findet
man , daß die Flüssigkeit hinter dem Helmholtzschen Wirbel zurück¬
bleiben muß . Den ersten Teil unseres Resultates können wir im fol¬
genden Satze zusammenfassen :

Die Teilchen , welche sich in den Wirbeln befinden , be¬
wegen sich so , als wenn die beiden Wirbel durch Vermitte¬
lung der Flüssigkeit eine Kraft aufeinander ausübten , ab¬
stoßend , wenn die Wirbel gleichnamig sind , anziehend , wenn
sie ungleichnamig sind .



Zweiter Teil .

Die Randwertaufgaben .





Einleitung .
Mit Hilfe der im ersten Teile entwickelten Formeln ist es möglich ,

die Bewegung einer zähen unzusammendrückbaren Flüssigkeit zu be¬
rechnen , wenn man annehmen darf , daß diese Flüssigkeit den ganzen
Raum ausfüllt und in unendlicher Feme ruht , und wenn entweder die
Bewegung stationär , d . h . von der Zeit unabhängig ist oder auch in
einem bestimmten Momente , etwa für t = 0, bekannt ist . Jene Pro¬
bleme sind aber nicht diejenigen , zu welchen die wirkliche Bewegung
einer zähen Flüssigkeit Anlaß gibt . Diese Probleme haben einen anderen
Charakter . Eine wirkliche Flüssigkeit hat stets eine Begrenzung , die
übrigens aus einer oder mehreren , festen oder bewegten Grenzflächen
bestehen kann . Wir nehmen an , daß die Flüssigkeit an diesen Grenz¬
flächen haftet , so daß die Bewegung der Grenzflächen die Bewegung
der äußersten Schichten der Flüssigkeit bestimmt . Wir bezeichnen mit
Uj (j = 1 , 2 , 3 ) die Komponenten der Geschwindigkeit eines Punktes
einer Grenzfläche . Das mathematische Problem , zu welchem die
wirkliche Bewegung einer zähen Flüssigkeit Anlaß gibt , be¬
steht dann darin , eine Lösung der hydrodynamischen Glei¬
chungen I , II oder III zu finden , welche an den Grenzflächen
den Bedingungen w;-= Uj (j = 1, 2, 3) genügt . Wenn die Bewegung
nicht stationär ist , kommt noch die Bedingung hinzu , daß in einem
gewissen Momente , etwa für t = 0, die Größen Uj in dem von der
Flüssigkeit erfüllten Bereiche bestimmte , vorgeschriebene Werte an¬
nehmen sollen. Jene Werte müssen jedoch der Kontinuitätsbedingung
genügen . Die Methode zur Lösung dieses Problems , die wir zur Zeit
besitzen , ist wieder die Methode der sukzessiven Annäherungen . Sie
erfordert in erster Linie die Lösung des linearen Problems , das man
durch Weglassen der quadratischen Glieder erhält . So werden wir zu
den Problemen geführt , die man die hydrodynamischen Rand¬
wertaufgaben nennen kann . Wir werden uns im folgenden mit
speziellen Fällen beschäftigen , in denen man die hydrodynamische
Randwertaufgabe exakt oder annähernd lösen konnte . Zwar gibt es
auch allgemeine mathematische Untersuchungen über die hydrodyna -
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mischen Randwertaufgaben . Sie sind aber noch nicht so weit gefördert ,
daß sie Bedeutung für die Hydrodynamik gewonnen hätten . Wir gehen
deshalb hier nicht auf diese allgemeinen mathematischen Probleme ein.
Im ersten Kapitel behandeln wir einige Fälle , in denen es gelungen
ist , eine exakte Lösung der hydrodynamischen Randwertaufgabe zu
finden . Im zweiten Kapitel beschäftigen wir uns mit dem linearen
System , welches aus II® (oder IP ) durch Vernachlässigung der qua¬
dratischen Glieder hervorgeht , und geben angenäherte Lösungen einiger
spezieller Fälle der diesem System entsprechenden Randwertaufgabe .
Im dritten Kapitel behandeln wir in ähnlicher Weise die Randwert¬
aufgabe des Systems III® (oder IIP ).

Es ist aus dem oben Gesagten ersichtlich , daß die Randwerte , welche
in den hydrodynamischen Problemen vorkommen , im allgemeinen in
sehr einfacher Weise von den Koordinaten der Punkte der Grenzfläche
abhängen . Trotzdem muß man , um die Methode der sukzessiven An¬
näherungen anwenden zu können , bei den linearen Systemen , welche
wir hier zu behandeln haben , Randwerte allgemeinster Art betrachten .



I .

Exakte Lösungen hydrodynamischer Randwert¬
aufgaben .

§ 9. Die Stokesschen Gleichungen.
9 1. Eine Kugel . Randwertaufgabe für das innere Problem .

Wir nehmen in diesem Paragraphen an , daß die Bewegung der
Flüssigkeit stationär ist . In den Gleichungen II a (oder IP ) vernach¬
lässigen wir die quadratischen Glieder und setzen außerdem Xj = 0.
Wir werden so zu dem System :

Wir unterscheiden zwei Fälle . Bei dem inneren hydrodynamischen
Problem betrachtet man eine Flüssigkeit , die sich im Inneren einer ge¬
schlossenen Fläche befindet und deren Geschwindigkeit an dieser Fläche
bekannt ist . Bei dem äußeren hydrodynamischen Problem betrachtet
man eine Flüssigkeit , welche den ganzen Raum außerhalb einer geschlos¬
senen Fläche erfüllt . In diesem Falle muß man die Geschwindigkeit
sowohl an der inneren Grenzfläche wie in unendlicher Ferne kennen .

Wir lösen in diesem Paragraphen die innere und die äußere hydro¬
dynamische Randwertaufgabe der Gleichungen (1) für eine Kugel . Wir
betrachten zuerst das innere Problem . Die Randbedingungen sind in
diesem Fall : «; = U, (j = 1, 2, 3) an der Oberfläche der Kugel . Die
Größen Uf müssen wegen der Kontinuitätsbedingung (1, 2) S. 4 der
Beziehung :

genügen , wo die Integration über die Oberfläche der Kugel erstreckt
wird und wo, wie üblich , n, die Richtungscosinusse der nach außen
gezogenen Normalen dieser Fläche sind .

( 1)

geführt .

7 Os e e n , Hydrodynamik



98 § 9. Die Stokesschen Gleichungen

Wir haben im dritten Paragraphen S. 27 folgendes gesehen.
Wenn man einen Tensor Tjk und einen Vektor I\ finden kann, die an
einer geschlossenen Fläche S den Bedingungen Tjk— 0 genügen, im
Innern derselben Fläche überall mit Ausnahme eines Punktes x/ °)(P (0))
regulär sind und den Differentialgleichungen :

uAT d-P* _ q dTjk __ o
{lA ik dxf ~ ’ dx1 - 0 (2)

genügen, endhch sich in der Umgebung des Punktes er/ 0), bis auf
reguläre Glieder, wie der Tensor tjk und der Vektor pk:

to_fc+Sa=sQ*=sa ,
verhalten , dann gilt für jede innerhalb derselben Fläche reguläre
Lösung des Systemes (1) :

<3)

Um unsere Aufgabe zu lösen, bestimmen wir eine Lösung tj k, nk
des Systems (2), die innerhalb von S regulär ist und an S den Be¬
dingungen : Tjk= tjk genügt ; dann hat Tjk= tjk— rjk, Pk= pk~ nk
die verlangten Eigenschaften .

Für eine Kugel kann man mit einfachen Mitteln die Größen rjk
und nk herstellen. Wir wenden dazu das Spiegelungsverfahren an,
durch welches W. Thomson das elektrostatische Problem der Kugel
löste . Wir legen den Anfangspunkt des Bezugssystems in den Mittel¬
punkt unserer Kugel, bezeichnen mit a den Radius derselben und setzen :

x? = R2 , z/ °>2= jß(0)2 , R >̂ () , m ^ 0 .
Durch die Formeln :

sta
A(0)2‘/>».(0) — _ /p .(0)

XJ — Z?(0)2 XJ

definieren wir dann das Spiegelbild P ((n des Punktes P(°)(= x/ 0), x2(0)>
*3(0)). Wir setzen ferner:

i / o)2= £ (0)2, (Xj— i / °))2= r2 , Ä(0) i> 0 , r ^ O.
Um nun xjk und % zu berechnen, verzichten wir zunächst auf die Er¬
füllung der Kontinuitätsbedingung (2b ) und stellen uns die Aufgabe,
einen Tensor x,k* und einen Vektor n * zu berechnen, die überall,
außer im Punkte P (0>, regulär sind und die Differentialgleichungen:

HA rjk* — = 0 (4)
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befriedigen und die an der Kugel R = a den Bedingungen r;i * = tjk
genügen . Wir versuchen diese vorbereitende Aufgabe durch den Ansatz :

„ ajk dl , 0 1 _ Öl Ö27
D * — ~T + w— + Ck-K- ■=- + 2 dfkx,<} -5- -=- + e -r 1 dxk r dxj r 1 dxt r dxjdx k’

* 9 91

zu lösen, wo ajk, bjt ck, djk und e Konstanten sind. Dieser Ansatz
erfüllt, wie sofort ersichtlich ist , die Bedingung, daß rjk* und pk* über¬
all mit Ausnahme des Punktes P(0) regulär sind. Wir haben ferner:

92 * A * o 92 1 9n **
* dif x>{ = “ A- r<- = J — s ^ -

Wenn wir die Konstanten so bestimmen können, daß an der Kugel
R == a noch rik = tjk(j , k = 1, 2, 3) wird, so ist unsere vorbereitende
Aufgabe gelöst. Nun ist für R = a :

72= x?- 2x,zjn+ xfW= a2(l - + Ä“0y2) =
also : _ _ ar
und ferner: W >

», %<">= = +

Wir erhalten mit Hilfe dieser Beziehungen für R = a :
- m 9 1 _ x^ ixt- x^ ) 1 «2(F )2- «2)
X‘ dx, r 7® 2 7 2Ä(°)273

und folglich :
p (o) 1 P (0)3 |

Tjk* = — - (a,4 + dik + efy *) --- 3- exjx k—st V GL y

R(0)2 ’

— (cz / 0) — bj)xk — (exi (0) — Ci)x7- + exj (̂ xk(i)) — bjz4(0) — c*a;7(0) -f-

Die Forderung :
^ ^ (0)2)

_ * , fy* , (a:?-— aj/ 0)) (»*— a?*(0))
Tik —lik— r "r r3

für R — a ergibt jetzt :
R (.0) R (0)3
—— (a ik + dj k + eoj k) = dj k , - 3— e = 1 ,st st
» (0)3 » (0)3

- ^ 3- (ei / °) - &,) = x/ ö), _ ±L_ (ei *«» - c*) = *, »>,
PW3I

7 *
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Wir erhalten schließlich :

« A , « 2 \ » , ß (0)2 - « 2 - ^ - ^
a,k~ £ (°) \ £ (°)2/ £ (°>a3 Xj Xk ’

b’ = RW l 1 _ P ') a:;'(0)’ Ck= ÄW (X— fiw )
Ä<P* - «2 _ _ a3

= pföi „ 3 ^ (0 ) % (0 ) . e = —£ (0 ) a 3 ~ £ (0 )3
und damit :

_ a3 (ay — i / 0)) (% — gt«»)
f* RWf ik Ä(0)3 r3

Ä (0)2 — st2 f ®/ ° ) Xk<0) a r - rm , - rm ,
"* P I a3r Ä«»2j3\-xi (**—*»'■)+

2 W , (0) iI !
a3 * dxi r i 5

(5 )

* 2 -““ 3 ö 1 / an***=- »!»ssr ( )
Wir setzen jetzt , um unser anfängliches Problem zu lösen :

r 7-* = T;-** + (Ä 2 - a2) ^ , (7 )(7Xj
so daß also das Zusatzglied für R = a also auf der Kugel verschwindet .

Die Funktionen 9ok sollen Lösungen der Laplaceschen Differential¬
gleichung sein , die im Innern der Kugel R = a regulär sind . Wir
haben unter dieser Voraussetzung in demselben Bereich :

d ( d (pk 2 a3 d 1 |
Axt it = -3— 2^ + txi -g -

7lk

dxji Yk ' ‘ dx , R«»3 dx k r \
Wenn wir :

+ ,8,

setzen , so sind dann tj k, nk innerhalb der Kugel R = a regulär und ge¬
nügen den Differentialgleichungen (4). — Wir bestimmen schließlich
die Potentialfunktionen <pk so, daß die Kontinuitätsbedingung erfüllt
wird . Wir haben :

dtj k dxjk* ^ d<p,'k
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Da :

< T -

(*'<0' w )(*® Wi) j -(*» k )(S®^ ) 7 + 2i<̂ 7 + T ■
ÖT ifc*so können wir unseren Ausdruck für ■■Q ■auch in der Form :

O Xj

72(0)2 _ «2 , Xk_ ^ (0) 3^ (0) 3 ^ (0) a !
3a — ^ 3--- 1" ~nr + x >7TzrT +Ä(0)3 l r3 ar a dxj r

r .:
schreiben . In der Kontinuitätsbedingung :

-̂ = 0 oder aÄ * = - -
ÖXj dxj 2 da¬

haben auf der rechten Seite einige Glieder unmittelbar die Gestalt

Xj - ; diese geben für <pk den Beitrag :OXj
R<m — a2(3x/ °) , a (xk — xk<V) , d 1 |

. - I —a T „ ■= >2Ä(0)3 l ar r3 a dxj r

welcher der Laplaceschen Gleichung genügt .
Um die noch übrigen Glieder von <pk zu bestimmen , müssen wir

eine für R a reguläre Lösung xpk der Differentialgleichung :

dxpk _ xk<0) 2xk—
7 dxj r r3

suchen , welche außerdem der Laplaceschen Gleichung Ax\pk = 0 ge¬
nügt . Dies geschieht ohne Schwierigkeit . Wir führen statt xv x2, x3
Polarkoordinaten ein und drücken also xv x2, x3 durch R und zwei
Winkel aus . Die linke Seite unserer Differentialgleichung bekommt
dadurch die Form :

P dVh
r Ir -

Die rechte Seite können wir in eine nach steigenden Potenzen der Größe
R/RW fortlaufende Reihe entwickeln . Da die rechte Seite für alle Ä(0)
eine Lösung der Laplaceschen Gleichung Axy>= 0 ist , so wird jedes
Glied der Reihe ebenfalls eine Lösung der Laplaceschen Gleichung
sein. Da ferner , wie man leicht verifiziert , die rechte Seite für R = 0
verschwindet , wird die Reihe kein konstantes Glied enthalten . Nicht
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nur die rechte Seite selbst, sondern auch die mit R dividierte rechte
Seite läßt sich also in eine Potenzreihe nach R/R° entwickeln. Wenn
wir diese Reihe in bezug auf R zwischen 0 und R gliedweise integrieren,
so bekommen wir eine neue Reihe, deren Glieder sich nur durch kon¬
stante Faktoren von den entsprechenden Gliedern der Entwicklung
der rechten Seite selbst unterscheiden. Sie sind also ebenfalls Lösungen
der Laplaceschen Gleichung. Die Summe dieser Glieder ist %pk. Es ist
indessen nicht notwendig, ipk durch eine Potenzreihe darzustellen. Es
gibt einen ziemlich einfachen, geschlossenen Ausdruck für rpk. Wir
setzen : XjX̂ °) = ItR{{)) cos # , wo also i) der Winkel zwischen den Vek¬
toren Xj und äj/ 0) ist , und haben dann unter Benutzung der Formeln
S. 98 :

xt(0) , st2(xk— xk(V>) a*(0) /_ 2 a4 \ , a2xk' , st2(xk— z/ °>) xk(0>(_ 2 a4 \ ,
+ r3 r3 V Ä«»2] +

= X-i ~ (R2- 2 RRW cos # ) + a%Xk
Also :

drpk xk̂ (R — 2 A(0) cos ■&) a2xk
dR (# 2_ 2 RRW cos # + st«»3)*/, i?(ß 2_ 2 ßß (o) cos # + Rmyi ,
und :

Vk
o

(R — 2R (°>cos # ) dR
(R2— 2R cos # + Ä(°>2)’/

a? Xk s _RJ (R2-
R

dR 1 1
= xkW

2 R cos # + Rffivyu \ RW ro

R — Ä(°) cos # + r cos # _
d--- - - - (a 2x k — xd -0’ ■Xj x / u>).RÄ(0)2 sin2# ■r V 7

Wir haben also :

*»= 1P1W + sä + — Si , 7 ■+ a 'r‘

_ R m — a 2 | 3a ;*(o> a (xk — x k(0)) 2 *t W 9 1
2Ä (0)3 l ofio » r * a Xi dx , r '

3 Ä — Ä <°>cos 9 + r cos # _
d =- (« * t — a;i:(0) • Xj xP >)« AÄ (°>2 sin29 -7

(9 )

( 10 )

Durch die Gleichungen (5)—(8) S. 100 und (10) sind die Größen rJk
und nk bestimmt. Wir setzen jetzt :
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nr _ , (xi ~ av(0)) (% — z *(0)) _
■' s* — — T " ^3 Tjlc>

r, O *i —*t(0)
r k = pk — nk = 2fl - ^ -- Jt*.

Die Formel (3) ergibt uns dann den Wert von uk in einem beliebigen
Punkt P (0) innerhalb der Kugel .

Um zur vollständigen Lösung unseres Problems zu gelangen , müssen
wir noch eine Formel für p ableiten . Da p durch die Differentialglei¬
chungen und Randbedingungen nur bis auf eine additive Konstante
bestimmt ist , so suchen wir die Differenz p (P (0)) —p (0 ) zu berechnen ,
wobei wir unter 0 den Mittelpunkt der Kugel verstehen . Wir gehen
von der Formel (3, 17) S. 28 aus und bezeichnen mit Vj, p eine inner¬
halb der Kugel R = a reguläre Lösung der Stokesschen Gleichungen :

A d v i / ns^ <U )

welche an der Kugel R = a den Bedingungen : v}= w—(- — genügt .
Wir haben nach (3, 2) S. 22 : Xj r

/ (*' Jn ~ Pn) ~ U> Jn- *n) \dS °’
R = a

und folglich nach (3, 17), wenn wir ~ ^ -- —Vj= Vj setzen :

(i2 )
R = a

Die Schwierigkeit besteht also nur in der Bestimmung der Größen
Vj und p . Wir gehen , um diese Aufgabe zu lösen , in ähnlicher Weise
wie oben hervor . Wir setzen ?

Vj= Vj* + (Ä2 — a2) 1 ^ - , p = p* + 2fi [q>+ 2xk )• (13)

Hier soll Vj*, p* eine innerhalb der Kugel reguläre Lösung des Systemes :

sein, welche an der Kugel den Bedingungen Vj* = ^ genügt .
cp soll eine im Innern der Kugel reguläre Lösung der Laplaceschen
Gleichung sein. — Um Vj*, p* zu bestimmen , gehen wir von der Tat¬
sache aus , daß auf der Kugel R = a :
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1 a
r Rm

ist . Wir differenzieren diese Gleichung nach und erhalten für R = a :

dl dl axjm a dx km d 1
dxj r dx / 0} r R<0Yif Rm dxf °> dx k r

a_ x£ > a* d 1 2 - (0) 11 ,
Rf.oj3 j P <°>3 dxj r ^ aR <°> ’ k dx k r

Wir setzen jetzt :

_ _ â xJV rf d_ 1 _ _ 2_ d_ 1 Xf_
Vj ~ RW» r + R^ dxjr aRW ’ k dxt r + a3’ ( )

p * = 0, (15)
und haben dann :

/. ävf - o - yg
innerhalb der Kugel R = a, und an der Kugel : «,* = ~

Zur Bestimmung der Potentialfunktion <p erhalten wir die Gleichung :

dtp _ 1 dv * _ 1 . „ Öl , 1 .0. ö 2 1
xi ft * . o ft * . 9 />» (o) xi ft * . ~ Xk ;’dxf 2 dxj 2 ' dxjr ^ aRW 1 k dx, dx t r

lU _J_ Ll \ (1 . .
2a3 2a \Ä«»r a2/ + 2a£ <®P dp \ 1 + * dxk r )

Sie ergibt :
<‘6)

y> ist hier eine innerhalb der Kugel R = a reguläre Lösung der La¬
placeschen Gleichung , welche außerdem der Gleichung :

dtp 1 # »> 1 1
1dxj r a? r Rm

genügen muß . Aus dieser Gleichung können wir y>in der oben ausein¬
andergesetzten Weise entweder durch Reihenentwicklung der rechten
Seite oder durch direkte Integration berechnen . Wir setzen wieder :

Xj p 0)= R P (°)cos d
und haben dann :

1 Rn
J ~ 2jM PW (cos fl) — 5

wo die P (”) die Kugelfunktionen sind und also P <0>= 1 ist . Wir er¬
halten so :
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^ P (,l)(cosd ) ■

Durch direkte Integration erhalten wir dagegen :
R

V -
r / 1 1 \ dl ? 1 r + i ?(0) — Rcosd

~ J \ r ~~ RW/ R _ R(0) ° 8 2Ä <°>o

Wir haben also schließlich :

1 ( 3 , Öl 3 , ? + RM - RcosV \ /1(yx® = — =— — H- 2 a:i (0) -5— — — -=—log = • (17)2aRw \ r öxk r RW 6 2Rm> >

Die Formeln (12)—(17) vermitteln die Bestimmung von p (P (°>) —p (0 ).

9 2. Zusammenstellung der Formeln für das innere Problem
der Kugel.

Wir fassen unsere bis jetzt gewonnenen Ergebnisse in dem folgen¬
den Satze zusammen :

Um eine innerhalb einer Kugel :

R = l[ xf = '/ xy + x22+ x32 = a

reguläre Lösung der Stokesschen Gleichungen :

, ^ _ f£ _ o, §a = 0 (i - 1. 2, 8)

zu konstruieren , welche auf der Kugel den Randbedingungen Uj= Uj
genügt , wo Uj vorgeschriebene Funktionen auf der Oberfläche der
Kugel sind , bildet man die Funktionen :

ö ik (Xj— xfV ) (xk — a*<°>)
r r3

a3 (xj — i / 0)) (xk— xk(0)) R((>)2 — a2 r5/ 0)

+ ^ — y m ? Uik

R (0)3 j3 Rm l a 3 y

a
R(0)2p [aj/ 0) (% — a:*(0)) -)- a*(0) (,x?-— oc/ °>)] —

_ 2i ^ . ® 0 11 _ _ äyia 3 da;, r ) da;,-

_ „ xk — xkW a3 xk — xk(i)) ( dqik\
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o > - 1 ( R <™ a 2) 13XkW | a ( a ;* ~ it <0)) - I 2a * (0) = i » 9 1 |
— 2ÄC0)3 ) laÄ (°) + r8 + a J da * r +

3 P — R ^ cosd + rcos # i-1 =- (a2x1— z/ o)•Xi Xjm)
a RRW2sin2# •r •

y = JL (JL __ L) ®
* dx , \ r r ) m

x/ °)
Ä(o>3 7 i ?(°)3 dxj r '

2 i / °>5t(°> 4 - ^ - (P2 - a2) ^ •
T aF ) ’ * dx k f a? v ' dx , ’

p = 2p (V+ 2x>^ j ;

1 ( 3 dl 3 r + Ä<°>— Pcosdi
2aPC°>| r da * r _ß (o> ° g 2 P <°> >’

Rd0) = ^ (0)2; y .(0) = _ “2_ x/ 0), ß (0) = |/ i ;.(0)2;

r = )/(5C/ — ir/ 0)) 2, r = ^ — aj/ °i2, cos # :
a;/ 0)

SP
Dann geben die Formeln :

Ä=a

p (PCO)) _ p (0 ) = _ ± JV , U + p »,) ÄS,
R = a

wo pc°) der Punkt *1C°), x2(°\ x^ und 0 der Mittelpunkt der Kugel
ist , die Lösung des Problems .

9 8. Eine Kugel . Randwertaufgabe für das äußere Problem .
Wir wenden uns zum äußeren Probleme , also zu der Aufgabe , eine

Lösung des Systems (1) zu finden , die außerhalb der Kugel R = a
regulär ist und an dieser Kugel der Bedingung w, = U, (j = 1, 2, 3)
genügt . Eine solche Lösung ist nur dann eindeutig bestimmt , wenn
ihr Verhalten in unendlicher Ferne vorgeschrieben ist . Wir schreiben

vor , daß die Größen R \uj \, R2 j ^j, R2 p \ (j , k = 1, 2, 3) für R > a
O Xje j

eine endliche obere Grenze haben sollen . Man sieht leicht , daß diese
Bedingung nebst der Grenzbedingung u}-= U, für R = a genügt , um
eine für R = a reguläre Lösung des Systems (1) eindeutig festzulegen .
Die Formel (3, 17) gibt in unserem Falle , wenn wir auch jetzt die
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Normale der Kugel R = a nach außen ziehen und wenn der Punkt
P (ü) (mit den Koordinaten xf®) jetzt außerhalb der Kugel liegt :

^ pm>- skM >‘dt - p‘n<)ds (i8>
R = a

•

Tjie, Pk s°ll hier eine Lösung des Systems (2) sein , die sich in der Um¬
gebung des Punktes P (0) wie die oben eingeführte Lösung tjk, pk ver¬
hält , für R = a den Bedingungen Tj k= 0 genügt und ferner der Be-

dT jk |
dingung genügt , daß die Größen R \ Tjk \, R2 dxi I, R2iPk | (j , k, l =

1, 2, 3) für R > 2fi(0) eine vom Punkte P (0) rmabhängige , obere Grenze
haben . Um Tjk und P k zu bestimmen , benutzen wir dieselbe Methode
wie beim inneren Problem . Wir setzen wieder Tjk= t]k—t /*, P k= pk—Pk-
Für tj k und pk machen wir wieder die Ansätze (7) und (8). Xjk* hat
dieselbe Bedeutung wie oben . Für <pk erhalten wir wieder den ersten ,
in Formel (10) angegebenen Ausdruck . ipk soll jedoch eine andere Be¬
deutung haben . Zur Bestimmung dieser Funktion erhalten wir die¬
selben Gleichungen wie früher :

, n dxpk x*(0) xk— xk(v
Ay>k= 0 } ~Qxj == ~x ~ 7®--

Wir müssen aber jetzt eine für R > a reguläre Lösung dieser Gleichung
suchen . Um y>k zu bestimmen , genügt es, eine für R > a reguläre
Lösung der Gleichungen :

A *p = 0 , (19)

zu bestimmen . Man erhält sie entweder durch Beihenentwicklung von
1/ r nach Potenzen von 1/R oder durch direkte Integration . Das Er¬
gebnis ist :

. . P (°)n 1 r + Äcos # —•R(°)
„ _ - 2 J*->(cos0 ) ^ log Ü (1 + eosfl ) ’

1 , RWr -hx . x/ V- R«»2= -=—log - - — --
R° RRW + XjXjW

Wir haben dann :
rm , 2 « 2 9 , mr + Xjx^ - m 2y>k= w + « a - log - - —- (21)

dx kW p (°) d xk̂ 6 RR (0) + xßm

Man bestätigt durch elementare Rechnungen , daß die hiermit erhal¬
tenen Größen Tj k, P k den oben angegebenen Bedingungen genügen .

(20 )
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Aus unserer Voraussetzung , daß R2 \p \ für R > a eine obere Grenze
bat , folgt , daß p in unendlicher Ferne verschwindet . Unter diesen Um¬
ständen ist es möglich , den Wert von p in einem beliebigen Punkte P ((l)
außerhalb der Kugel durch die Werte Uj, welche die Größen Uj auf
der Kugel annehmen , auszudrücken . Wir haben :

*<pio>>= sN ^ ' + ^ K <22>
Hier ist :

y .— d 1 _
dxj r Vj'

Vj und p ist eine für R > a reguläre Lösung des Systems (11), welche
für R = a der Bedingung Vj = 0 genügt . Wir machen für Vj und p
wieder den Ansatz (13), setzen aber jetzt :

a 3ü/ °> a3 d 1 2 _ _ dl
v > = rj ,m , — + "rkniä Ti— -- D?m Xj(ti) x t ((>) ^ — — , p * = 0 .R<<y>s r R(u>3 dxj r aRW 7 K dx k r

Für cp erhalten wir wieder den Ausdruck (16). xp muß aber jetzt den
Gleichungen (19) genügen . Für xp können wir also den Ausdruck (20)
benutzen .

9 4. Zusammenstellung der Formeln für das äußere Problem
der Kugel .

Um eine außerhalb einer Kugel :

R = ixf = ^x 2+ x22+ x32 — a

reguläre Lösung der Stokesschen Gleichungen :

^ ui- ^ = 0’ | 2 = 0 0 = 1. 2, 3)
zu konstruieren , welche in unendlicher Ferne der Bedingung Uj -> 0,
p -►0 und aufj der Kugel der Bedingung Uj= Uj (j = 1, 2, 3) genügt ,
wo Uj vorgeschriebene Funktionen auf der Oberfläche der Kugel sind ,
bildet man die Funktionen :

T _ ötk . (xj—xj^ )(xk—xkf°'>) a a3 (xj—xj^ ){xk—xk̂ )
ik r r3 RffOj il R(0̂ ~ f 3

R(o)2_ a2( J / o)^ ) a
RIU>

( /V*.(,0) (0} fj

ITi — Wix>[ i,tnu‘ 7 “'“"W‘

a3 dx t r \ ' dxj
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D o Xk—xk̂ 0 a3 xk—xk<f» o [_ , o
^ cös— p —— (? *+ 2:r<

7i(o>2 - a213x (̂0) a (xk—xkW) 2z/ » d 1
« = - 2 » » H ^ r + — e — + — 1'' ä7 ( f +

3a d mr + Xjx/ V- RVV]
mdx kW og ßp + j .^ 0) ) ’

J r P«»3 r P«»3 dxfl aRW 1 k dxk r

ß - h . (r + Sx, ffl ;

1 ( 3 . o- o» ö 1 . 3 1 Ä(0)r + a/ä;(0)- # 0)2\ ,
99 2 aP (0>\ r Xk dx k r R(P) ° g RßV + Xfxp » '

m = |^ )2 ; ^ (0) = _ g _ x .(0) f jp » = ,

r = f (z; — z/ 0))2 , f = (̂xj — ä/ °))2.

Dann geben die Formeln:

"‘^ = shM >‘ d-£r - p ^ dS '
R = a

r ^ . -Lfu ^ + ^ ds ,
R = a

wo PW der Punkt a;/ », z2(0)>x;j(0) ist und wo die Normale der Kugel
(von der Länge 1): nv n2, n3 nach außen gezogen wird, die Lösung des
Problems.

Die beiden Probleme der Kugel können auch mit Hilfe von Reihen-
entwicklungen gelöst werden. Solche Reihen wurden von Lamb unter¬
sucht.

9 5. Die Stokessche Widerstandsformel.
Wenn wir in Formel (18) S. 107 die Größen U, konstant annehmen,

erhalten wir die Lösung des Stokesschen Problems, eine für R > a re¬
guläre Lösung des Systems (1) zu finden, bei welcher die Größen Uj in
unendlicher Ferne verschwinden und an der Kugel R = a vorgeschrie¬
bene, konstante Werte, U,, annehmen. Man kann indessen diese Lö¬
sung in viel einfacherer Form darstellen. Es genügt:
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*- 4 p'W r*äsfe (ss+s )- *— <23>
zu setzen . Stokes wurde zu diesem Problem durcb die Aufgabe ge¬
führt , den Widerstand zu berechnen , den eine kleine Kugel erfährt ,
wenn sie sich mit konstanter Geschwindigkeit Uj in einer zähen Flüssig¬
keit bewegt . Er führte , um diese Aufgabe zu lösen , ein Bezugssystem
ein , dessen Anfangspunkt sich im Mittelpunkte der Kugel befand und
sich also mit dieser bewegte . Er führte dadurch seine Aufgabe auf
den Fall zurück , wo eine ruhende , kleine Kugel in eine mit der Ge¬
schwindigkeit — Uj strömenden Flüssigkeit eingetaucht ist . Indem er
die Größen Uj klein annahm und alle (sei es in Uj oder uk) quadra¬
tischen Glieder vernachlässigte , erhielt er zur Bestimmung der Be¬
wegung der Flüssigkeit das System (1) mit den Nebenbedingungen :
für R — a : «; = 0, in unendlicher Ferne : Uj — — Uj. Durch die Sub¬
stitution : Uj— — Uj + Uj' führte er dieses Problem auf das oben be¬
handelte zurück . Auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugs¬
system bezogen , ist also seine Lösung des Problems :

R 4 dxjdx k ‘

3 TT d 1r = - a ^
(24)

In schroffem Gegensatz zu den bei gewöhnlichen Körpern und ge¬
wöhnlichen Geschwindigkeiten beobachteten Erscheinungen ist diese
Bewegung in gewissem Sinne symmetrisch in bezug auf eine gegen
die Strömungsrichtung senkrechte , durch den Mittelpunkt der Kugel
gelegte Ebene . In zwei Punkten , welche in bezug auf diese Ebene
Spiegelbilder voneinander sind , haben die Geschwindigkeiten in der
Strömungsrichtung gleiche , die Geschwindigkeiten in einer gegen jene
Richtung senkrechten Richtung entgegengesetzt gleiche Werte . Daß
dieses Ergebnis nicht zum Wesen der Sache gehört , sondern durch die
angewandte Näherungsmethode bedingt wird , werden wir später sehen .

Wir berechnen mit Hilfe der Stokesschen Lösung die Resultierende
der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf die Kugel ausübt . Wir haben
im ersten Paragraphen gesehen (vgl . S. 7), daß jene Resultierende
die Komponenten :

\d xk dxj !

hat . Aus den Gleichungen (1) folgt leicht , daß die Werte dieser Inte -
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grale von der Integrationsfläche unabhängig sind , vorausgesetzt , daß
diese eine geschlossene Fläche ist , welche den Anfangspunkt umgibt .
Dies folgt aus der Beziehung :

/ (- P«*+ (12 + }dS =

=[ \~ §jt+ f"Aui+ /xj f̂wl\dw= 0,
£3

welche gültig ist , wenn uv u2, u3, p in dem von der geschlossenen
Fläche S begrenzten Bereiche Ü eine reguläre Lösung der Stokesschen
Gleichungen (1) bilden . Wir benutzen die Unabhängigkeit des Integrals
von der Integrationsfläche in der Weise , daß wir zur Integrations¬
fläche eine Kugel um den Anfangspunkt mit sehr großem Badius R
wählen . Wir haben auf jener Kugel in genügender Annäherung :

[ du* duk\ 9 XjXjc_ pn .+ ^ Ut _ f
ferner ist :

rxjXk 4jcJ~WdS=-
R = Konst.

Die Resultierende der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf
die Kugel ausübt , hat also die Komponenten — bnpaUj . Dies
ist die berühmte Stokessche Widerstandsformel .

Die Stokessche Formel hat eine sehr große Bedeutung für die
Molekularphysik , die Kolloidchemie und Meteorologie gewonnen . Die
genaueren Bedingungen für ihre Gültigkeit werden wir später disku¬
tieren . Wir werden dort auch etwas Näheres über ihre Anwendungen
sagen .

9 6. Ein Satz von Faxen .
Dr . H . Faxen hat die Stokessche Widerstandsformel in sehr be¬

merkenswerter Weise verallgemeinert . Man kann den Satz von Faxen
mit Hilfe der oben gegebenen , allgemeinen Lösung des Problems der
Kugel beweisen . Obwohl wir den Beweis seiner Länge wegen hier
nicht ausführen können , wollen wir doch den Gang desselben andeuten .
Wir fragen zunächst , wie kann man , wenn die Bewegung einer Flüssig¬
keit den linearen Stokesschen Gleichungen gehorcht , die Geschwindig¬
keitskomponenten uk sowie die Größen A uk in einem Punkte PW in
der Flüssigkeit durch die Werte ausdrücken , welche die Größen u, auf
einer in der Flüssigkeit gelegenen Kugel annehmen , die ihren Mittel -
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punkt im Punkte P (0) hat ? Die Formel (3) S. 98 gibt hinsichtlich der
Größen uk unmittelbar eine Antwort auf diese Frage . Wir verlegen für
einen Augenblick den Anfangspunkt unseres Bezugssystems in den
Punkt P (0). Es wäre ziemlich mühsam , aus der allgemeinen Formel für
die Greenschen Funktionen durch Grenzübergang die Werte von Tjk
und P k zu berechnen . Man bestätigt aber leicht , daß diese Größen
die folgenden Werte haben :

Tik = öjk (I + ^ - 1 ) + xjXk (1 - -1 ) ,

\ 0 [xxk 2nx k

In der Tat genügen Tjk, P k bei festem k den Stokesschen Gleichungen
und sind im Anfangspunkte in der richtigen Weise singulär . Die For¬
mel (3) ergibt unter diesen Umständen nach Ausführung der Inte¬
grationen und wenn wir wieder den Anfangspunkt in einen beliebigen
Punkt verlegen :

Uk(P(0)) = ^ f U’ l^ (Xi~ (Xk~ X*(0)}~ Öik ITT’ 2̂5)
r = Konst .

Durch ähnliche Rechnungen findet man :

, l ( dV \ 15 s f . 3(x,— xW )(xk- xk«»)\dS
“' l4'*-- ^- Iw (26)

r = Konst .

Wir nehmen jetzt an , daß eine Flüssigkeit sich in Übereinstimmung
mit den linearen Stokesschen Gleichungen stationär bewegt . Wir be¬
trachten einen Bereich , wo die Bewegung regulär ist . In diesen Be¬
reich tauchen wir einen kugelförmigen starren Körper mit dem Radius a
ein und denken uns ihn dort festgehalten . Die Flüssigkeit übt auf die
Kugel Kräfte aus , deren Resultierende wir berechnen wollen. Wir
haben zu diesem Zweck zuerst die von der Kugel hervorgerufene Stö¬
rung der Flüssigkeitsbewegung zu berechnen . Diese Aufgabe ist durch die
Formel (18) S. 107 gelöst . Wir haben hier die mit entgegengesetzten
Vorzeichen genommenen Komponenten der Geschwindigkeit der anfäng¬
lichen ungestörten Flüssigkeitsbewegung zu nehmen . Die wirkliche Be¬
wegung der Flüssigkeit ist aus dieser Bewegung und der von der Kugel
hervorgerufenen Störung zusammengesetzt . Man sieht nun leicht , daß
unsere Resultierende nur von der Störung abhängt . Wie wir schon
•oben hervorgehoben haben , können wir in den Integralen , welche die
Komponenten der Resultierenden darstellen , zur Integrationsfläche eine
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beliebige , geschlossene Fläche wählen , welche dieselben Singularitäten
der Größen Uj wie unsere Kugel umschließt . Nun hat die anfängliche ,
ungestörte Bewegung der Flüssigkeit nach unserer Annahme im Innern
der Kugel keine Singularitäten . Bei der Berechnung der Resultieren¬
den der von dieser ungestörten Bewegung herrührenden Kräfte können
wir deshalb die Integrationsfläche zu einem Punkt zusammenziehen .
Das Ergebnis der Integration ist also Null . Betreffs der Störung kann
man mit Hilfe der Formel (18), allerdings nur durch langwierige Rech¬
nungen , die Komponenten der Resultierenden berechnen . Das Ergeb¬
nis läßt sich, wenn wir mit die Komponenten der Geschwindigkeit
in der anfänglichen , ungestörten , regulären Bewegung bezeichnen , in
der einfachen Form :

schreiben . Wegen (25) können wir diesen Ausdruck der Komponenten
der Resultierenden auch in der integrallosen Form :

darstellen . Dies ist der Satz von Faxen . Er ermöglicht es unter ganz
allgemeinen Verhältnissen in sehr einfacher Weise die Kräfte , welche
eine stationär bewegte , zähe Flüssigkeit auf eine Kugel ausübt , in
erster Näherung zu berechnen .*

Wenn wir nur den Mittelpunkt der Kugel festhalten , wird die
Kugel sich um diesen Punkt drehen . Für die Drehgeschwindigkeit hat
Dr . Faxen einen sehr einfachen Ausdruck berechnet . Man drückt ihn
am einfachsten in der vektoriellen Schreibweise aus . Die Drehgeschwin¬
digkeit ist : „

6 | rot mW,

wenn u der Vektor mit den Komponenten Uj ist .

9 7. Das Problem der ebenen Wand.
Das Problem der Kugel enthält als speziellen Fall das Problem

der Ebene , mit anderen Worten die Aufgabe , eine in einem Halbraume
x3 > 0 reguläre Lösung der Gleichungen (1) zu finden , welche den

* Dr. Faxen hat seinen Satz ohne Beweis in seiner Dissertation mitgeteilt .
Einen Beweis gab er später in dem Aufsatze : Der Widerstand gegen die Bewegung
einer starren Kugel in einer zähen Flüssigkeit , die zwischen zwei parallelen, ebenen
Wänden eingeschlossen ist . Arkiv f. mat ., astr. och fysik. Bd. 18, 1924. Ein ein¬
facher Beweis wäre sehr erwünscht.

(27)

&7Zfiauifr>(P <0>) -f- na 3 (28)

S Oseen , Hydrodynamik
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Bedingungen : für z3= 0 : Uj= TJs, lim Uj= 0 (;"= 1, 2, 3) genügt . Um

die Lösung dieses Problems zu erhalten , hat man nur nötig , in Tjk
und P k x3 und ir3(0) mit x3 + a und x3<°l + a zu vertauschen und dann
den Grenzübergang a -* oo auszuführen . tjk und pk bleiben dabei un¬
verändert . Man findet : äqOO= aqOO, 72((0 = x2(0), *3(0) = — x3(0) und
folglich : 7 = ['(aq — aqOO)2 + (x2 — x2<0))2+ (x3 + x3(0))2. Man erhält
ferner :

für j = 1, 2, 3 ; Tc= 1, 2 :
6 » (xf - */ » ) (xk - xtW) a ö2 1

0 ö 1 a (0) 92 1nk = — Zu — — — 4Mi , ™ -5- — — •
öx k r ox 3 öx k r

für j = 1, 2 :
(a:,-— aq<0)) (x3 — a:3(°l) . ö2 1t ,-3 = v- ?- - I- i + 2 r3a:3<0) *71

T 1 | (* 3 + * 3W )2 1 o r3 ? Wn d 2 1
7 T3 + ^ 3*3 dx 32 7 *

7t3 = - 2 /tt / - i + 4 /tx 3W ~ i -3 r dx 3 r r 3 da;32 r
Man beweist am einfachsten diese Formeln durch direkte Ausrech¬
nung , indem man zeigt , daß die Funktionen r nk den Differential¬
gleichungen (2) und den zugehörigen Nebenbedingungen genügen .

Das Problem der ebenen Wand wurde zuerst von H . A. Lorentz
im Jahre 1896 gelöst .

§ 10. Die nicht -stationären Gleichungen . Das Problem
der Kugel . Die Formel von Boussinesq . Das Problem

des Kreiszylinders .
10 1. Der Ansatz .

In den Gleichungen Ia S. 12 setzen wir Xj = 0 und vernachlässigen
die quadratischen Glieder . So erhalten wir das System :

dm -‘ - \ T̂ l + vA"''’ = 7 - <*- !. *. »>• O)
Die Kontinuitätsbedingung ergibt :

£r° - <2>
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Wir stellen uns die Aufgabe , eine Lösung dieses Systems zu finden ,
welche den folgenden Bedingungen genügt . Für t = 0 sollen u, (j —1, 2, 3)
den Wert Null annehmen . Für t > 0 sollen u,, p in dem Bereiche ü ,
das heißt hier für R = \x-f + x22 + x 2 > a, nebst den in den Glei¬
chungen (1), (2) vorkommenden Ableitungen stetig sein . An der Ku¬
gel R — a sollen die Größen Uj vorgeschriebene , im allgemeinen vom
Orte und von t abhängige Werte Uj annehmen . Endlich soll die Be¬
dingung lim Uj= 0 erfüllt sein .R-* oo

Verfasser hat dieses Problem zuerst durch Reihen gelöst , welche
nach Kugelfunktionen fortschreiten und wurde später durch Summie¬
rung dieser Reihen zu dem folgenden Ansatz geführt . Wir setzen :

dFj , d (m ÖFk\ ÖW'‘>=TT+^ lV ~ vdi-J ’ *— »-&• <3>
W soll dabei eine in Q reguläre und im Unendlichen verschwindende
Lösung der Laplaceschen Gleichung sein. Die Größen Fj sollen die
Komponenten eines der Differentialgleichung :

dF
~dt = vAF w

genügenden Vektors sein . Dieser Vektor soll für t = 0 verschwinden ,
für t > 0 in Q regulär sein und in unendlicher Ferne verschwin¬
den . Unser Ansatz (3) befriedigt unter diesen Umständen , wie man
sofort sieht , die Systeme (1) und (2).

Wir betrachten jetzt einen beliebigen Punkt der Kugel R = a.
rij sind die Komponenten einer nach außen gezogenen Normale von
der Länge 1 in diesem Punkte . Mit Tj (j = 1, 2, 3) bezeichnen wir
die Komponenten eines beliebigen , zur Normalen senkrechten , also die
Kugel im betrachteten Punkte tangierenden Vektors von der Länge 1.
Wir haben nach diesen Festsetzungen stets :

rij Tj = 0 . ( 5 )

Die Bedingungen Uj= Uj für R = a ergeben jetzt :

dFj ÖV d2F k \
dt 1 dxj dxjdxj 1 ’

dW d2Fv \

J - - Ui + vAFj - v ^ ) nj = 0. (7)

Wir befriedigen die Beziehungen (6) und (7) in der folgenden Weise.
Wir setzen :

W = 0 + 0 *, (8)
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und bestimmen 0 durch die Forderung, daß 0 eine für R > a regu¬
läre und in unendlicher Ferne verschwindende Lösung der Laplace¬
schen Gleichung sein soll, welche auf der Kugel R —a der Bedingung:

d& d0
J -n = h n*= üini = ün (9)

genügt. Wir bestimmen sodann die Tangentialkomponenten des Vek¬
tors F auf der Kugel R = a durch die Bedingung: für R —a :

dJF) rr Ö0 \
dt (10 )

d &\
TJj-f- —) Tj = 0, wenn rijTj = 0.

O XjJ

Sie ergibt : t

TiF?= T).jl [Uf(r ) - d-^ ) dt für R = a. (11)o 1

Aus (6) folgt dann :
td0 * d2Ft \

= <12 >

Da diese Beziehung für jeden zu n senkrechten Vektor gelten soll, so
ist , wie man auch auf der Kugel R —a fortschreitet , die Änderung

dFi.
von 0 *— v — Null, also:oxk

ÖFk0 * —v -5— —Konstante, wenn R —a. (13)dxk

Wegen (7) muß 0 * außerdem der Bedingung:

d , ( * 77 d 2F k \-- U v l A F .- -- £ _ m .- =

genügen.
Wir haben also zwei Potentialfunktionen 0 und 0 * und eine Vektor¬

funktion F , welche der Gleichung (4) genügt, eingeführt. 0 ist durch
seine Randbedingung vollständig bestimmt. Von dem Vektor F ken¬
nen wir den Wert für t = 0, das Verhalten im Unendlichen, sowie
die Tangentialkomponenten an der Kugel bei beliebigemt, so daß also
der Wert der Normalkomponente von F auf der Kugel noch zur Ver¬
fügung steht . Es entsteht dann die Aufgabe, über den Wert dieser.
Normalkomponente von F auf der Kugel so zu verfügen, daß die bei¬
den Randbedingungen (13), (14) für 0 * auf der Kugel so erfüllt wer¬
den können, daß 0 * noch im Unendlichen verschwindet.
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10 2. Einführung eines Hilfsproblems .
Die Lösung der komplizierten , durch die Beziehungen (13), (14)

gekennzeichneten Aufgabe , welche wir hier geben werden , beruht auf
einer analytischen Tatsache , welche durch die oben erwähnten Reihen¬
entwicklungen des Verfassers aufgedeckt wurde . Wir behaupten : man
kann die Normalkomponente des Vektors F auf der Kugel so be¬
stimmen , daß zwei außerhalb der Kugel R = a reguläre und im Un¬
endlichen verschwindende Potentialfunktionen P und P * existieren ,
welche Ableitungen in bezug auf xv x2, x3 besitzen , P von den zwei
ersten Ordnungen , [P * von der ersten Ordnung , die an der Kugel
R = a endliche und stetige Werte annehmen und in unendlicher Ferne
verschwinden und welche an der Kugel R — a die Bedingungen :

Wir behaupten ferner : wenn P und P * in dieser Weise bestimmt
worden sind , dann hat der Ausdruck

alle die Eigenschaften , welche wir von der Funktion 0 * verlangen
müssen , und es ist also :

Wir beweisen zuerst die Richtigkeit der zweiten Behauptung . Daß
die durch (16) definierte Funktion 0 * (wenn P und P * existieren )
eine außerhalb der Kugel R = a reguläre und in unendlicher Ferne
verschwindende Potentialfunktion ist , ist unmittelbar klar . Auf der
Kugel R = a hat man ferner nach (15) :

(15)

erfüllen .

(16)
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Die Bedingung (13) ist also erfüllt. Es ist also nur mehr zu zeigen,
daß an der Kugel R = a die Bedingung (14) erfüllt ist . Nun ist * :

Kugel ist , welche das Flächenelement a umschließt , und jT/ ”5die Kom¬
ponenten der die Kugel R — a tangierenden , äußeren Normale (von

* Man definiert in der Vektoranalysis die Divergenz eines vom Orte ab¬
hängigen Vektors als den Grenzwert :

Hier ist 8 eine beliebige geschlossene Fläche im Raume , n die nach außen gezogene
Normale von der Länge 1 der Fläche 8 und co das Volumen des von S eingeschlos¬
senen Raumbereiches . Es wird vorausgesetzt , [daß beim Grenzübergange cô +0 die
die Fläche S sich um einen bestimmten Punkt zusammenzieht . Wir nehmen jetzt
an , daß ein Vektor V außerhalb der] Kugel R = a, also im Bereiche Q, definiert
ist . Wir wollen div V in einem Punkte der Kugel R = a berechnen . Wir ziehen zu
diesem Zweck auf der Kugel |eine |kleine geschlossene Kurve s und verbinden die
Punkte dieser Kurve mit dem Mittelpunkte der Kugel . Die so definierte konische
Fläche und die beiden Kugeln R = a und R = a + da grenzen einen kleinen Bereich
im Raume ab . Das Volumen dieses Bereiches ist ada , wenn a der Flächeninhalt
des von der Kurve s begrenzten kleineren Teiles der Kugel R = a ist . Wie erhalten ,
indem wir bei der Berechnung von div V diesen Bereich benutzen und indem wir
mit T die Komponenten einer die Kugel R —a tangierenden , äußeren Normale
(von der Länge 1) der Kurve s bezeichnen und bedenken , daß , wenn dS ein Flächen¬
element einer Kugel mit dem Radius R ist , welches vom Mittelpunkte aus unter
einem bestimmten Raumwinkel gesehen wird , d8 !R2 konstant ist :

j

wo ds das Linienelement einer beliebigen kleinen Kurve auf der

S

|s = o o-*0 a

/

x .dS

/ V̂ ds =

S
Nun haben wir andererseits :

Folglich , nach (15), für R —a :
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der Länge 1) der Kurve s sind . AivF hängt also nur von den Tan -
gentialkomponenten von F auf der Kugel ab . — Bei Einführung von
Polarkoordinaten ist nun :

*L v _ F Xk dFj - dFi
R 1 R’ R dx k dR '

Wir haben ferner entsprechend der Definition von Aiv in (15) auf
der Kugel R — a :

f)2P 2 dP
0 = AP = div grad P = ^ ^ + Aiv grad P .

Da nach (15) P aut der betrachteten Kugel gleich F R ist , so folgt
aus dem in der Anmerkung S. 18 bewiesenen Satz , daß :

Aiv gradP — Aiv grad F R
ist . Wir haben also :

d*p , 2 dP . , r . .. _
FR 2 RdR = ~ Aiv grad Fr , für R = a,

folglich :
d2P , 2 dP , d2F R , 2 ÖFr c.._ d
dR 2 + R dR R dR 2 R dR ’ ° '

Die Gleichungen (15) ergeben für R = a :
dP dF R 2
— = div F ;, D --dR dR a

dP * ,- . dF d2F R 2 dF ß
dR ~ dR dR 2 a dR '

Aus den letzten drei Gleichungen folgt , immer unter der Voraus¬
setzung R = a :

dlRdP 2 \ dF , 1 _ 1 öF r 2ä d — — P + P = div ^ ^ — AF r -\ divJP -5-5 --- sF r .dR \ a dR a / dR a adRa 2

Nun ist :

dF _ d (xk dFÄ xk d2Fj 1 dF ,- XjX. dFjdiv — = — 1 + - - -
dR ÖXj\ R dxj R dxjdx k R dxj R3 dx k

= JL div 2 ^ + — div F ~ —RdR R R dR ’

A F - A ( Xi Xi A V i 2 9Fi 2x ’ Xk 9F > 2x ’ F
AF ‘ - A \r F>) = R AF ' + RJF i - -Ri - di , - W F<

_ (zU ’)ß + — di v F ~ —- Fk __* ,R ^ R R dR R2
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Folglich für R = a :

Ä (v ?5 +4P+J>*)=9̂ di''f ’- <JJ,>-
Diese Gleichung zeigt , daß , wenn die Funktionen P und P * die hier
vorausgesetzten Eigenschaften haben , der Ansatz (16) in der Tat nicht
nur der Bedingung (13), sondern auch der Bedingung (14) genügt .

103 . Ansatz zur Lösung durch Reihen nach
Kugelfunktionen .

Wir gehen zum Beweise der Existenz unserer Lösung über . Es
muß gezeigt werden , daß die Normalkomponente des Vektors F
an der Kugel R = a so bestimmt werden kann , daß zwei in Q re¬
guläre und in unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktionen
P und P * existieren , welche an der Kugel R = a den Bedingungen
(15) genügen . Wir führen zu diesem Nachweis Polarkoordinaten
ein, indem wir xx— R cos § , x2= R sin d cos cp, x3= R sin § sin cp
setzen und entwickeln die Funktionen P ;- in Reihen von der folgen¬
den Form :

00 in

F i = yV ) co&ncp+ si \nsin n 99) P nii„ (cos # ),
0 0

00 m

P 2= ^ V>) [(c®„ + cj™n) cos ncp+
0 0

+ (s® n+ Sm]n) sin UCp] P ffi,„ (COS&) ,
co m

F 3 = ^ m) [(s®„ —s™n) cos ncp+
0 0

„(2) m

(17)

+ (Cm,n—<4 ,n) sin ncp] P mtn (cos # ).

Hier sind :

p (” * — » ) ! ( 1 <*m + B (s 2 - l )m _
(2m) ! ( ’ dxm+ n

= ( - 11 » ( w + w ) ! fl - a :2 ! “ ?
(2m )! dxm~~n

die zugeordneten Kugelfunktionen . Sie sind miteinander durch die
Beziehungen :
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9 Pm 'd 1>C0S = w cot ^ Pm ’n - {m - n ) P m, n + 1 =

—jicotf ?P m,B+ (»n + w) Pm,n_ 1

^ Pm , o n ^ Ppi , m qd
._ ^_ _ _ mP m 15 _ _ _ _ mcot ^Pmnl_

— mcot ^ P m,m+ 2mP m, m_ !

dP
(m + 1) cos # Pm, „ + sin # = (2m + 1) Pm+ liB

sin $ Pm. m= P «

(18)

(19)

verbunden, c® „ und s® „ sind Funktionen von P und t. Wir nehmen
an, daß sie der partiellen Differentialgleichung :

df m _ ( d 2fm 2 d fm m (m + 1)
Ö< _ V\ ÖP2 + P ÖP P2

genügen, für t = 0, P > a verschwinden und bei R -* <x> den Bedin¬
gungen : lim c® „= lim s® B= 0 genügen. Die durch die Reihen (17)
definierten drei Yektorkomponenten befriedigen dann für t > 0 und
P > a, wenn gliedweise Differentiation erlaubt ist , die Differential¬
gleichung :

-£ - = vAF .dt

Wir zeigen jetzt , daß, wenn wir den Funktionen c und s folgende
neue Bedingungen auferlegen, alle unsere Bedingungen erfüllt sind :
für 1 n m — 1:

(m2—n2) Cm*n+ (m + n) (m + n + l ) c®„+ j —
— (m —n) (m —n + l ) Cm]n—i = 0,

(m2—n2) + (m + n) (m + n + 1) s^ n+ 1—
(3) ' '

— (m — n) (m — n + 1) sm]n - 0,

m c(n]0+ (m + 1) Cm]i = 0, c®0= 0,
2rnc® m— c® m_ x= 0, s® o= 0, 2oii 1,)„ - s® m_ 1= 0.

10 4. Berechnung von Pb , d tvF und n rot F für R = a .
Wir berechnen unter der Voraussetzung , daß die Beziehungen (20)

bestehen , FR und AivF und berechnen außerdem die Normalkompo¬
nente von rot F auf der Kugel P = a. Wir gehen bei der Berechnung
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von Fb auf die Einzelheiten ein , geben aber betreffs AivF nur das
Ergebnis der Rechnung . Wir haben :

OQ m
Fr = ^ (w) ^ V ){[ cos d- cos n<p + c^ nsin &cos [n — 1)95-f-

0 0

+ Cmjn sin & cos (n + 1) sp] P m,„ -f [s" Bcos ■& sin ncp +

+ 8%]n sin & sin {n — 1) <p -f sin § sin (n + 1) q>] P m>„j =
00 m — 1

= {[^m, n Pm , n COS $ - J- Cm?n -}- 1 ^ m, n -f- 1 sin $ -f -
0 1

+ Cm]n- 1Pm,n- 1sin &] COSn <p + [>£?nPm, nCOS$ -f-

“1“&m, n+ lRm ,n+ 1sin $ -|- $m, n—1Pm, n—1sin $ ] sin 71(p) -f-

+ Cm!oPm,0COS# + C$ xP m<1sin ■&+ (fl® mP m, mCOSt? +

+ Cm! m - lRrn . m - isini ? ) cos m 9? + m P m, m sin ■& cos (m -f 1 ) (p +

~f " (^m, m Pm , m COS $ - |- Sm) m — 1 Pm , m — 1 sin $ ) sin 171<p - |-

+ Sm, rn Pm, m sin d sin (m -i- 1) <p\-

Wir formen diesen Ausdruck um , indem wir mit Hilfe von (18) P m,n—t
d p m

und Pm,7i + 1 durch P m, n und g” ’” ausdrücken . Wenn wir beachten ,
daß aus (20) folgt :

(1) | n (2) . » (3)°ra , n r „ vm, n 4 - 1 r , Lm, n — 1 —m — n T m -j- w

SW l W ,(2) , , W „(3)öm, n i öm, n 4- 1 . «m, n — 1 —m —n ^ m + w

K « ^ (» — 1
und außerdem :

(1) _ _ m + 1 (2) rn 1 (3) _ m + 1 (3>i
m>o 1 > Wn, BIT o CWI, m — 1 — —~ m — 1 >rn & Am

„(i) i 1 „(3) + 1 (3>
9m, m T 0 9m, m —1 — «m, m —12 2m

so können wir das Ergebnis in der folgenden Form schreiben :
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00 T̂—1 1/ 1 1 \
Fr = T « Yf ») : C® „ _ ! --- flg ?n + i COS UCf +

“ ^ IVm+ n m — n /

123

+
,m -f- n

JV
öm, n — 1 "

1 (2)
« m ' n + 1 I Sinn9 ?

dP m, n
a #

sin #

m — n

—Cm!1|(m + ! )Fm,0COS# +

(m + 1)P m,„ cos # +

m
dP m,0 „J
~ d§

sim

+ ĉ rn- icosmgj + s^ m—isinm95 }j (m + l )Pm, mcos # +

+ sind j + [cm;)mcos (rn+ l )9P+ s®msin (m + \ )(p)P m,msin # j

Wir wenden jetzt die Identitäten (19) an . Da wegen (20) :

(2m + 1)

fl® 1vm, n —1 />(2) \
Cm,n + 11 - c(1)- °TW, W

m + n m — n )
’ (3)
ö tw, n — 1

, (ä) \
TW, n -f- 1 j - s(1)-- ÖTW, W

m + w m + w/
„(3)

2m + 1 j2 ) _ „(l) (2) 2m + 1 (3) _ (y (3)-- Cm,l — Cm 0— Cm i , _ m—1— T —1)m Zm

2m + 1 „(3) _ „(1) i „(3)
2 ^ ÖTW, TW—1 °TW, TWI °TW, m —1 »

können wir das Ergebnis in der einfachen Form :

FR= ^ (m) Sm+ 1 (21)
schreiben , wo :

TW— 1

-f 1 = (n) Tw-f- 1» w[( Otw, n ^ tw, w _j_ j - f - n — i ) COS 71 (f >- J-
0

+ [sm!n—$m!n+ 1+ Sm̂n—l) sin UCp\ +

+ Pm + 1 ) o [c <m, 0 — Cm! l ) “b Pm + 1, m [(cm ^m + C® m _ l ) COS » I -f -

+ {»m, ra + sin m <jp]

+ Pm+ 1,m+ 1[ĉ mcos (m + 1)9?+ s%!msin (m + 1) <p\.

Man findet durch ähnliche Rechnungen :

divf _ _2 <- >(o - ? ) « - + . TO
Aus (21) und (22) folgt :

CD

Fr ] = - iy ’(m) (m + 2) Sm+ 1 (23)/ Ä= a a ^ rd ,»R = | divR - ^ - | .
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Wir betrachten schließlich:

~ a \ox3 öx1J a \ ox1 dx3

Die Berechnung geschieht ohne Schwierigkeit und man findet, ohne
die Beziehungen (20) zu benutzen :

-i

(24)

n rot F = —^ (m){̂ (»){[(m—n + 1)c™„_ x+ (m+ w+ 1) ĉ „+x—a 0 2

—Mĉ „]sinw99—[(w —w+ 1) s^>„_ 1+ (m + m+ 1) s® n+ 1—

— » 4 1,1»] cos w9?}P m, „ (cost ?) — (m + l ) s^ iP m, o+

+ [m (c%o+ c® o) + (m + 2) c® a— c® x] sin <p P m<j —

— [Wt (Sm^0 + s m?o) + (m + 2 ) S^ 2 — S^ i ] COS <pP m, i —

(Cm,m—1 m Cm)m) sinm (p P mtrn

m—1 m m) COS VH(p P m

10 5. Verifikation der Bedingungen .
Wir können leicht zeigen, daß, wenn eine Vektorfunktion F

existiert, welche allen bis jetzt aufgestellten Bedingungen genügt,
welche also die Differentialgleichung(4) befriedigt, für t —0, R > a
und für t > 0, R -*■oo verschwindet, an der Kugel R —a Tangential¬
komponenten hat , welche der Bedingung (11) genügen, und endlich
die Bedingungen (20) erfüllt, daß dann tatsächlich die beiden Poten¬
tialfunktionen P und P * existieren. Wir haben in der Tat :

D "V \ a”*+ 2 D* "V (dS m+ 1\ am+ 2
P - '2 J W (Sm+l)R=a Rm+2> P (m) ( QR )R=aRm+ 2'

Die Frage, welche wir schließlich zu beantworten haben, ist also die,
ob es eine Vektorfunktion F gibt, die den oben aufgestellten Bedin¬
gungen genügt. Wir können diese Frage auch so formulieren: gibt es
eine Vektorfunktion F , welche der Differentialgleichung(4) und den
Bedingungen (20) genügt und deren Tangentialkomponenten an der
Kugel R = a vorgeschriebene Werte annehmen? Um diese Frage zu
beantworten, bemerken wir zunächst, daß die linken Seiten der Glei¬
chungen (20) partiellen Differentialgleichungen vom Typus der Wärme¬
leitungsgleichung genügen und für t = 0, R > a sowie für t > 0, R -*oo
verschwinden. Wenn die Bedingungen (20) für R = a erfüllt sind, so
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müssen sie unter diesen Umständen auch für R > a erfüllt sein .* Wir
bemerken ferner , daß durch die Beziehungen (20) nur eine der Kom¬
ponenten von F bestimmt wird , während die übrigen unbestimmt blei¬
ben . Die Bedeutung der Beziehungen (20) ist also, daß eine Kompo¬
nente von F an der Kugel R = a durch die anderen Komponenten aus¬
gedrückt wird . Wenn wir zeigen können , daß die Beziehungen sich
insbesondere so deuten lassen , daß sie die Normalkomponente von
F an der Kugel R —a durch die Tangentialkomponenten ausdrücken ,
während diese vollständig unbestimmt bleiben , so haben wir unseren
Beweis zu Ende geführt .

Um nun zu zeigen , daß die Beziehungen (20) in keiner Weise die
Tangentialkomponenten des Vektors F an der Kugel R = a bestim¬
men , betrachten wir für R = a die Ausdrücke (23) und (24) für AivF
und n rot F . Wir behaupten , daß diese trotz der Beziehungen (20)
frei wählbar sind . Um dies zu beweisen , haben wir nur zu zeigen , daß
wir die Größen Cm,n, s<m,n (für R = a) so bestimmen können , daß (20)
erfüllt ist und daß gleichzeitig (für R = a) die Koeffizienten der Beihen
(23) und (24) vorgeschriebene Funktionen von t sind . Wenn wir uns
der Kürze wegen auf die Hauptglieder , für die 1 <i n < m ist , be¬
schränken und ferner nur die Größen c betrachten , so ergeben diese
Bedingungen :

(m2— n2) c(m]n+ (m + n) (m + n + 1) ĉ n+\ —
— (m — n) (m — n + 1) c®«—i = 0,

„CD . (2) , (3) _
n Wn, n —1 i n -f-1 — n \ L

— 71Cmi n -j- {jYl - f“ 71 - f - 1 ) n _|_ j - f" ( TU 71 - j- 1 ) Cm ^ n — i = ßm , n iß ) >

wo am>n (t) und ßm>n (t) vorgeschriebene Funktionen von t sind . Die
Determinante dieses linearen Systemes ist :

— 2m (m + 1) (2m + 1).

Sie kann also niemals verschwinden . Da auch die „pathologischen“
Glieder in (23) und (24), d . h . die Glieder , bei denen in sinwqp, cos ncp
n = 0,1 oder n = m ist , willkürlich bestimmt werden können , so ist
bewiesen , daß die Werte von AivF und n rot F auf der Kugel R = a
in keiner Weise durch die Beziehungen (20) bestimmt sind .

* Es ist eine wohlbekannte Eigenschaft der Wärmeleitungsgleichung :
du d*u

daß eine Lösung, welche für r > a, t > 0 regulär ist und für r > a, t = 0 und für
t > 0, r = a und r = oo verschwindet, für r > a, t > 0 identisch gleich Null ist .
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Wir zeigen ferner kurz , daß durch die Werte von AivF und n rot F
auf der Kugel R — a die Tangentialkomponenten dieses Vektors ein¬
deutig bestimmt sind , präziser ausgedrückt , daß wenn eine auf der
Kugel R — a definierte Vektorfunktion dort stetige und stetig diffe¬
renzierbare Tangentialkomponenten hat und wenn auf der Kugel so¬
wohl A ivF = 0 wie n rot F = 0 sind , daß dann die Tangentialkom¬
ponenten von F auf der Kugel verschwinden . Wir haben in der Tat :

n rot F = lim — s Fjdxt ,
0-*o o J

wobei die Integration in positiver Richtung um die geschlossene Kurve
s geführt wird , welche das Flächenelement o umschließt . Aus n rot F
— 0 folgt unmittelbar , daß

jFjdxj = 0
S

für jede geschlossene Kurve s auf der Kugel . Daraus folgt wiederum ,
daß das Integral :

f Fjdxj,
p <0)

wo PW ein fester und P ein variabler Punkt der Kugel R = a ist , vom
Wege unabhängig ist und also als eine offenbar stetige und stetig dif¬
ferenzierbare Funktion des Punktes P aufgefaßt werden kann . Wir
setzen :

pco)

Aus der Beziehung :

jFfdxj = 6r(P).
D(0>

AivF = lim — f Fj T( lC>ds = 0
<7—> 0 & J

folgt andererseits für jede geschlossene Kurve s :

JFjTf̂ ds= 0.
Diese Beziehung läßt sich auch in der Form :

■dG! dxj 1 (25)

schreiben , indem für jeden die Kugel tangierenden Vektor T gilt :
dG „
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Die Beziehung (25) entspricht der bekannten Gleichung:

fS — ds — 0J an
s

in der Theorie des ebenen Potentials und zeigt wie diese Gleichung,
daß die Funktion G keine Maximum- oder Minimumstelle haben kann.
Da dies auf der ganzen Kugel gilt, muß G konstant sein und also die
Tangentialkomponenten des Vektors F auf der Kugel R = a ver¬
schwinden.

Um nun auf der Kugel R = a eine Vektorfunktion F zu kon¬
struieren, welche vorgeschriebene Tangentialkomponenten hat und
den Bedingungen (20) genügt, berechnet man zunächst aus den
Tangentialkomponenten AivF und n rot F . Man bildet dann, z. B.
durch Reihenentwickelungen, die Vektorfunktion, welche den so ge¬
fundenen Werten von AivF und n rot F entspricht und welche
außerdem den Bedingungen (20) genügt. Die Tangentialkomponenten
dieser Vektorfunktion auf der Kugel R = a nehmen notwendig die
vorgeschriebenen Werte an. Abgesehen von der Stetigkeit , steti¬
gen Differenzierbarkeit usw., welche wir für die Tangentialkompo¬
nenten des Vektors F zur Sicherung der Existenz von AivF und
n rot F und der Konvergenz unserer Reihen voraussetzen müssen,
sind also diese Tangentialkomponenten trotz der Beziehungen (20)
frei wählbar.

Unser Beweis ist hiermit zu Ende geführt.

106. Neue Darstellung von FJt.
Wir zeigen jetzt , wie man, wenn (wie wir jetzt wissen) die Funk¬

tionen P und P* existieren, die Normalkomponente des Vektors F an
der Kugel R = a bestimmen kann. Wir haben an dieser Kugel nach (15)

S 117 : dP A W— = AivF .an
Folglich, wegen (11) S. 116:

t
C

= 1Aiv{U(r )—grad 0 (r ))dr .
dP
dn

Wir bezeichnen mit 0 eine in ü reguläre und in unendlicher Ferne
verschwindende Potentialfunktion , welche an der Kugel R = a der Be¬
dingung:
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d0 A TT= AivUan
genügt . Da :

( a * ^ 0 2 d<Z>\ (d20 , 2 d &\
g \ ölt * R dW R= „~ \dR 2 + RdR )R= a~

ist , so können wir, für beliebige R -Werte :

0

setzen . Für R = a erhalten wir hieraus :
t

Fr = P = J | Uf ( r ) nj + 0 ( r ) + ~ 0 ( r ) J dr . ( 26 )

10 7. Zusammenfassung .
Wir fassen die gewonnenen Ergebnisse in dem folgenden Satze

zusammen :
Um eine für t > 0, R > a reguläre Lösung des Systems (1),

(2) zu bestimmen , welche für t = 0, R > a und für t > 0, R ->oo
der Bedingung Uj= 0 (j — 1, 2, 3) und an der Kugel R = a der
Bedingung Uj= Uj genügt , bestimmt man zunächst zwei
außerhalb der Kugel reguläre , in unendlich entfernten
Punkten verschwindende Potentialfunktionen 0 und 0 , die
an der Kugel R = a den Bedingungen :

d0 TT d0
j — = U n , - j — = AlvJJdn dn

genügen . Die Normale wird hier nach außen gezogen . Die
Operation AivU ist durch die Gleichung :

. 1 s „ MTr J dXJj düj 2 TTAivU = hm — | Ujds = - — n#nk-3—- -- n,-ZL
a—>-o Oj 1 [dxj 1 * dxk a ’ 1

definiert , wo a ein Elächenelement der Kugel R = a, s die
Randkurve von o und T/ n) die Komponenten eines die Ku¬
gel tangierenden , gegen das Element ds der Kurve s senk¬
rechten , von a nach außen gezogenen Vektors von der Länge
1 ist .
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Nachdem 0 und 0 bestimmt worden sind , sucht man eine
für t > 0, R > a reguläre , für t = 0, R > a und t > 0, R -* oo ver¬
schwindende Lösung der Gleichung :

^ = vAF , (* = -

die an der Kugel R = a den Wert :
l

/ (
t

U(r ) —grad 0 + n yJ n(r ) + 0 (*) + ~ ^ (T) ) 1

annimmt . Die Tangentialkomponenten dieses Vektors haben
die Werte : (

was mit (11) übereinstimmt . Die Normalkomponente hat
wegen (9) den Wert :

t

/ (Un(r ) + 0 (r ) + —0 (r )) dr ,CI

was mit (26) übereinstimmt .
Man bestimmt schließlich eine für t > 0, R > a reguläre ,

in unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion 0 *,
die an der Kugel R = a den Wert :

dFj
V — -

dxj

annimmt . Dann ist an derselben Kugel :
d0 * d2Fk

= vn > dx .dxi. ~ ^ kAF kU/ s0 U JüjU JL/Jc

und die Lösung des Problems ist :

108. Erste Anwendung.
Um die Anwendung dieses Satzes zu illustrieren, behandeln wir

zwei spezielle Fälle,! von denen der erste trivial ist, während der
zweite hydrodynamisches Interesse besitzt.
9 Os een , Hydrodynamik
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cp(Xj, t) sei eine für t > 0, R > a reguläre , für t = 0, R > a und
für t > 0, R -* oo verschwindende Potentialfunktion . Wir setzen in der
in 10, 1 formulierten Aufgabe :

ü , = (| £ ) .

Die Lösung des hiermit gegebenen Problems ist

? = 0 = 1. 2, 3) .

Wir bestätigen , daß man aus unserer Regel dieses Ergebnis bekommt .
Wir haben :MfiL-
also :

=r R dcp 1
0 = 9?, 0 = -- q>.r a dR a T

Folglich :

^ - 1 ? ) = 0 , ( D„ + 0 + 40 ) = 0 .
Also :

1
d Xjl r = a ’ \ a

jp = 0 , 0 * = 0 .
Also schließüch :

dcp d <p
= r = - e -di '

R = a

10 9. Zweite Anwendung.
In unserem zweiten Beispiel nehmen wir an , daß die Größen Uj(t)

an der Kugel R = a vom Orte unabhängig sind . Wir haben unter
diesen Umständen für R = a :M

d0 TT 1 TT A TT 2 TT
—— = u n = — Xjüj , -3 — = Aiv U = 5 Xj Uj ,an a dn a2 ’

folglich :
1 « 3 _ „ 2

0 = - - XjUj ^ 3 , 0 = XjUj W
und , für R = a :

Wir sind also zu der Aufgabe geführt worden , eine für t > 0 , R > a
reguläre , für t = 0 , R > a und für t > 0 , R -*•oo verschwindende Lö¬
sung der Vektorgleichung (4) zu bestimmen , die an der Kugel R = a
einen nur von der Zeit abhängigen Wert annimmt . Die Substitution :
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F = ~ W ,t)

führt die Differentialgleichung (4) in die einfachere Gleichung :

df _ d2f
dt ~ v dR 2

über . Eine Lösung dieser Gleichung , welche für t > 0 , R > a regulär
ist , für t = 0 , R > a und für t > 0 , R -+oo verschwindet und an der
Kugel R = a den Wert : t

3
aJ V (r )dro

annimmt , ist (vgl . hierzu unsere Ausführungen im fünften Paragraphen
S. 40ff .) : / <(0>

(iZ fl)1
p 4 — I

0 0
Sie ergibt : < «■•>

r (*- »)• r
1 n I P 4v(l—tm) I’ -üfrlJ UMdr-

0 0
Wir erhalten hieraus :

dFi _ xi dFl _ _ 1 ,
dxj R dR R2 1 1

1 t t(0)

/ (R—fl)» s*
Q2 e 4v (l - t<») I ^ ^

dR2 («— *»)% J , (t )0 0
* *<0>

/ (.R—fl)»
a e 4*0- «- ) / rT

9<(o>(*_ *(0))V, dt J üii x)dr -0 0

(« - «)■

und für R = a :

1 ‘l ' r - n l p 4r (*— <<0>)

- ^ 2x>Ff - 2̂ v RJ U, (.CO)) (<_ <(0)),/2 Ä<0»)0

ÖE, 3» ay , a fW 0)) 1V7T ^ = & = — -ö~rl Uj (r )dT + 7= , ■
dXj 2a IJ J — .(o)

9
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Folglich :
Bvxj| s a2 sUjttm
2Ä 3 | aj Uj ( t ) dx + ^ =J

10 io. Das Problem von Bonssinesq.
Das hydrodynamische Problem , das zu der eben gelösten Rand¬

wertaufgabe führt , ist das folgende . In einer zähen Flüssigkeit , welche
sonst den ganzen Raum erfüllt , befindet sich ein kugelförmiger Kör¬
per . Bis zu dem Momente t = 0 ruht die Flüssigkeit und der Körper .
Bei t = 0 fängt der Körper eine translatorische Bewegung an . Man
will die dadurch hervorgerufene Bewegung der Flüssigkeit und den
Widerstand derselben gegen die Bewegung des Körpers berechnen .

Wir wenden zunächst ein im Raume festes Bezugssystem an . Für
die Bewegung der Flüssigkeit gelten dann die Gleichungen Ia S. 12
(wo jedoch Xj = 0 zu setzen ist ) und die Kontinuitätsbedingung . Die
Nebenbedingungen sind : für t — 0 in der ganzen Flüssigkeit u, = 0
(;' = 1, 2, 3) ; für t > 0 in unendlicher Ferne Uj= 0, an der Oberfläche
der Kugel w, = Uj, wenn Uj{t) die Komponenten der Geschwindigkeit
derselben sind . Wir transformieren jetzt die Koordinaten (aber nicht
die Geschwindigkeitskomponenten ), indem wir ein Bezugssystem ein¬
führen , dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt der Kugel ist , während
die Achsen mit den festen Achsen parallel sind . Wir erhalten so die
Gleichungen :

du , dp , tt , duj= t;,ijj -,
— ' = 0
dxj ’

mit den Nebenbedingungen : für t — 0 , R = i -f- z22 x32 > a :
Uj = 0 ; für t > 0 , R ^ ca : Uj = 0 , für R = a : Uj = Uj . Wenn wir
nach dem Vorgänge von Stokes die quadratischen Glieder vernach¬
lässigen , werden die obigen Differentialgleichungen mit unseren Glei¬
chungen (1), (2) identisch . Die in unserem zweiten Beispiele ent¬
wickelten Formeln geben uns also die Lösung unserer Aufgabe , so¬
weit sich diese Aufgabe auf die Bewegung der Flüssigkeit bezieht .

Um die Resultante der von der Flüssigkeit auf den Körper aus¬
geübten Kräfte zu berechnen , haben wir die Integrale :

c t /duj du k\\ j q
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auszuwerten . Wegen der Kontinuitätsbedingung ist das Integral :

du k

R —A

von A unabhängig , da für A > B 2> a :

pA dS- [„, pds - sAp“
OXj J OXj JOXjO ;

R = A R = B A > R > B
Da :

so folgt :

und also :

fn kp±dS - [ nkpdS = da) = 0 .J dxj J dxj J dxj dxk
Ji = B A > R > B

A -
R = 'A

/ nk^ dS = 0
OXj

R = a

J (- p », + pn ,(| | + | | ) ) iS „ », | g )R = a

Wir haben (vgl . S. 129, 130 und 132):

d (0 + 0 *) Xj 11 3
p= —e— ä<— = 5S3I¥ + ¥ +

3 2 -\ / 7 d fUi (tV>) | / dC/A
+ ¥ “7 » äiJ I r ' “ Hfl •

Da :

I (smä<» «/v,<(_T)£_3<°>+&S *»,
J yinirö a«J ]/y J ]t—t(°>dt

so folgt :

— I prijdS - — -5- jrga 3 17'; (<) — 2 ^ /ia j !/ ,•(<) + -^ L — j =-- b
J ° l \nv \ t

+ • CO

Wir haben ferner :
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dl , d dF k
■v

dt dxj dx k

4 ^ nv
R '

2>av 1

4J / tt )'
R3

3 av 1

(B - o)*

#(0)(R- ay „

+^ ä !4. - P̂ )J (*- «> d‘mJ VM**+
0 0

3XfXt\ I TT „ ,m4e
«/ * — ™- ) ü k(t<s>y . _ dm .' 2^ vR * \ , k R2 ) J m

Hieraus :
t

sdfdF , d dF k\ JO A rrm 4 a2 sü ’iim ) Jtim
* JST ( W ~ - W .äHl iS ~ -~ ^

R = a 0

Die aus 0 und 0 * hervorgehenden Glieder von Uj geben keinen
Beitrag zur Resultante . Die Resultante der Kräfte , welche die Flüssig¬
keit auf den Körper ausübt , ist also :

—J [yu — dB = —^ JiQa3U' (t) — ftn /Lia, j TJ(t) +B—a

a r& (tmi dm j_ 2st2-, I'ptg
l/nvjit - tm I I to

Der Betrag der Resultante wird für t — 0 unendlich groß ausfallen ,
wenn nicht 17(0) = 0 ist . Wir sehen hieraus , daß es nicht möglich ist ,
einem Körper in einer zähen Flüssigkeit plötzlich eine endliche Ge¬
schwindigkeit zu geben . Wir setzen also U (0) = 0. Die so modifizierte
Formel wurde zuerst von Boussinesq gefunden .

Das Problem der Kugel enthält als speziellen Fall das Problem der
ebenen Wand . Die Regel , welche wir oben zur Lösung des Problems
der Kugel gegeben haben , kann auch zur Lösung des Problems der
ebenen Wand verwendet werden .

10ii . Das zweidimensionale Problem.
Mit dem Problem der Kugel eng verwandt ist endlich die entspre¬

chende zweidimensionale Aufgabe , also das Problem des Kreiszylinders .
Die Methode , welche uns die Lösung des Problems der Kugel gab , läßt
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sich auch zur Lösung des Problems des Kreiszylinders benutzen . Die
Rechnungen sind im zweidimensionalen Falle wesentlich einfacher als
im dreidimensionalen . Wir gehen deshalb nicht auf diese Rechnungen
ein , sondern begnügen uns damit , ihr Ergebnis in dem folgenden Satz
zusammenzufassen :

Um das System :

du ,- dv duj
-jr = - dx,+vAu" ö " 1,2)

für r = + a?22> a, <> 0 und mit den Nebenbedingungen : für
t — 0, r > a und für t > 0, r -*■oo : Uj — 0 ; für r = a : u,-= Uj, zu
lösen , bestimmt man zuerst zwei für r > a reguläre und in
unendlicher Ferne verschwindende Lösungen 0 und 0 der
Laplaceschen Gleichung mit zwei Veränderlichen , welche
für r = a den Bedingungen :

d0 d0
u n-

1
dn = dr ~ 231.(

d& _ Ö0 _ U» -
1

d n dr ~ 2n ,

0

2 71

genügen , wo TJn und U# die durch die Beziehungen xx—r cos &,
x2= r sind , Un= U1 cos d + U2 sin d , U# = U2cosd — Ê sin # fest¬
gelegten Bedeutungen haben . Man bestimmt dann eine für
t > 0, r > a reguläre , für t — 0, r > a und für t > 0, r -<•oo ver¬
schwindende Lösung der Vektorgleichung :

*j } = rAff, (; = 1, 2)
welche für r = a den Bedingungen genügt :

, r \TT, . COS ds cos d d& (t ) sm # d0 (r ) j"J N t)- 17J v°wM+ — ■sV + sV 11äT'
o o

o o

Man bestimmt schließlich eine für r > a reguläre , in unend¬
licher Ferne verschwindende Lösung 0 * der Laplaceschen
Gleichung , die auf dem Kreise r — a den Wert v div / an¬
nimmt . Dann gilt an demselben Kreise :
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dn dn dn a dft

und die Lösung des Problems ist :
2 jz

v=- 10+0*+£j ün(t)d*'logr\
0

§ 11. Die Stokesschen Gleichungen . Ein Ellipsoid mit
konstanter Geschwindigkeit . Die Formeln von

Unter den speziellen hydrodynamischen Randwertaufgaben , deren
Lösung bekannt ist , gibt es eine , die ein so großes Interesse besitzt ,
daß wir hier einen Bericht darüber geben wollen . Es ist die zuerst
von Oberbeck behandelte Aufgabe , eine Lösung der Stokesschen Glei¬
chungen :

zu bilden , welche außerhalb des Ellipsoids :

regulär ist , in unendlicher Ferne den Bedingungen u, = 0 und am El¬
lipsoid den Bedingungen Uj = Uj genügt , wo Uj Konstanten sind .

Durch die Gleichung :

Oberbeck.

( i )

(3 )

und die Bedingung X> 0 definieren wir eine Funktion X[xx, x2, x3).
Wir setzen :
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Wir erhalten aus (3) durch Differenzieren :
_ dl 2x ,
D -3— = usw .

dx 1 a2+ X
Folglich :

xx dl x3 dl x3 dl
a2 + l dx x b2 + l dx 2 c2 + l dx 3

Nochmaliges Differenzieren der Gleichungen (3) ergibt :

n ül _ _ J ___ 4x i H , o ( xi , xi
A „ 9. ~ 9. 1 1 1 A „ I ^ l / _ 9. 1 1\ 3 IdV st2+ l (a2+ A)20 % l(a2+ 1)3 ^ (b2+ A)3'

(c2+ A)!
Folglich wegen (5) und (6) :

Wir betrachten jetzt die beiden Funktionen :
03

Q (x1, x2, x3) = nabeJ {̂ r \
y* 2 rf> 2 ^

+ rs^T (- - srr 1+ s b2 + s c2 +

ds

Wir haben :

und :

X(x1 , x 2 , x 3) = abc j

dü . , f x, ds
t:— = Znabc |
dxj J

W (s )

(«2+ s) W (s)
usw .

d2ü , ( f ds 1 x, dl
— 2nabc | j 1dx x2 IJ (a2 + s) W (s) W (l ) a2+ ldx 1>

Folghch wegen (4) und (5) :
CO

AS- ~ log W(. ) * - -

Ferner wegen (6) und (7) :

- wwsl̂w- w10̂ «!“0'

UV
x) xj

ds

TF(sj

usw .

0 .
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Wir versuchen unsere Aufgabe durch den Ansatz :

A? (djk x xk d %\ , A(2) d2Q
k dxjdx k

zu lösen . Dieser Ansatz befriedigt für alle konstanten Werte von A(̂

und A® die Gleichung = 0. Wir haben ferner :
O Xj

J «, = - 2
' OXjOX k

Die Bewegungsgleichungen sind also erfüllt , wenn wir :

p = — 2/r A® + Konst .

setzen . Auf dem Ellipsoid (2) haben wir 2 = 0 und :

d2Q s d S xi d2ü _ 2nx 2 dXQ „ 7 I f
^ = 2xabc \]

USW . ,
da^2 U (a2+ s) TE(s) a3bc da;! »’ dx 1dx2 b2 dx

dv dl
xk ~— = — xk -r—

dx k dx k

Wir sehen hieraus , daß die Bedingungen : u, = U, am Ellipsoide er¬
füllt sind , wenn wir den Konstanten A*5 und A® die Bedingungen :

j (2) _ « 2 jd ) j (2) _ 62 j (D j (2) _ ° 2 jd )
^ 1 — o— ^ 1 > ^ 2 — ö— 2 > ^ 3 — ö — 3 >Z 7C Z 7C Z TT

abclÄ'"fwk+2”4'’/ (?+Wwl" ^ “sw-
auferlegen . Wir setzen :

i, f ds D t fi »
ai ym ~ 1“-o~ XQ

und erhalten :

ad ) _ jd ) _ U 2 _ U 3
1 *o+ «2*Y 2 %0+ &2*Y 3

Das Problem ist hiermit gelöst . Wenn wir über die gefundene Bewe¬
gung der Flüssigkeit eine translatorische Bewegung mit der konstanten
Geschwindigkeit u, = — TJj überlagern , erhalten wir die Bewegung einer
Flüssigkeit , die mit konstanter Geschwindigkeit — Z7 an einem ellip-
soidförmigen Körper vorüberströmt . Um die Besultante der Kräfte zu



Die Formeln von Oberbeck 139

berechnen , welche die Flüssigkeit auf den Körper ausübt , benutzen
wir dieselbe Methode wie im 7.Paragraphen .Wir berechnen das Integral :

/ (_ „ + ^ , g | + 1| ))

wo die Integration über eine mit dem Ellipsoide konzentrische Kugel
erstreckt wird . Wir haben für große R -Werte :

, „ inabc , 2abc
= ß - 3fi ' * “TT

und erhalten mit Hilfe dieser Werte leicht :]

/ (- *>"*+I*«*(I" + Pj])d8=- 1SnfiabcA? .
Die Komponente der Resultante in der Richtung der Xj-Achse hat
also den Betrag :

16n /j,abcU 1
Xo + a2p i '

Dies ist die Formel von Oberbeck .
2

Wenn wir a = b = c setzen , so erhalten wir : P k= —, %0 = 2a2. Dieo

Resultante der von der Flüssigkeit auf den Körper ausgeübten Kräfte
ist in diesem Falle also : — Wir haben hiermit die Stokessche
Formel wiedergefunden . Mit anderen speziellen Fällen der Formel von
Oberbeck werden wir uns beschäftigen , nachdem wir die Formel er¬
weitert haben .



II.

Angenäherte Lösungen von Randwertaufgaben
bei den Stokesschen Differentialgleichungen

für stationäre Bewegung .

§ 12. Eine kleine Kugel und eine ebene Wand .

121 . Berechnung des Widerstandes .
Wir nehmen in diesem Paragraphen an , daß die Flüssigkeit den

Halbraum x3 > 0 erfüllt . In dieser Flüssigkeit soll sich ein kugel¬
förmiger Körper mit konstanter Geschwindigkeit TJ in beliebiger
Richtung bewegen . Unter der (offenbar im allgemeinen nicht genau
gültigen ) Voraussetzung , daß die Bewegung der Flüssigkeit als sta¬
tionär aufzufassen ist , wollen wir diese Bewegung und die Resultante
der von der Flüssigkeit auf den Körper ausgeübten Kräfte berechnen .
Wir benutzen ein Bezugssystem , dessen ajg-Achse gegen die ebene
Wand senkrecht ist und den Mittelpunkt der Kugel enthält , während
die aqâ -Ebene mit der Ebene der Wand zusammenfällt , und die aq-
und x2-Achsen beliebige , aber feste Richtungen haben . In bezug auf
dieses System ist die Bewegung der Flüssigkeit eine Strömung mit
den konstanten , d . h . vom Orte unabhängigen Komponenten — Uv
— Z72, 0 und eine darüber gelagerte Bewegung , deren Komponenten
wir mit Uj bezeichnen wollen . Indem wir mit Stokes die in den Größen
U und u quadratischen Glieder vernachlässigen , erhalten wir wie in
§ 9, 1 S. 97 zur Bestimmung der Größen u}- die Gleichungen :

. dp du ,
' - «V 5*7 (1>

mit den Nebenbedingungen : für x3= 0 und für x3 -> oo: Uj= 0 ; an
der Oberfläche der Kugel r = a : Uj= TJj. Wir haben hier :

ix ? + x22+ (x3—XjW) 2= r
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gesetzt , wo x3(0'>die Entfernung des Mittelpunktes der Kugel von der
festen Wand ist . Wir setzen im folgenden :

^x 2 + x 2+ {x3+ z3W) 2= r .
Wir haben im 9. Paragraphen die Bewegung berechnet , welche

eine stationär bewegte Kugel in einer den ganzen Raum erfüllenden
Flüssigkeit hervorruft. Für die Komponenten jener Flüssigkeitsbewe¬
gung erhielten wir S. 110 (23) mit unseren jetzt gebrauchten Bezeich-
nUngen: 3 a a d2 ! a2\

¥7 P>—T ^ ä^ ' + v) <2>
und für den Druck : „ _ , .

3 Tr d 1

Diese Bewegung wird in dem jetzt vorliegenden Falle durch die feste
Wand gestört . Man kann in gewissem Sinne sagen, daß sich über diese
Bewegung eine durch Reflexion an der festen Wand erhaltene lagert .
Um die zurückgeworfene Bewegung zu berechnen, haben wir eine für
x3> 0 reguläre Lösung des Systems (1) zu suchen , die den Rand¬
bedingungen :

für *»- 0 : «, — * + * (Sr + £ ) , (3)
für x3 -* oo: Uj= 0

genügt . Wie wir jene Lösung in der Gestalt von Doppelintegralen
darstellen können, haben wir im 9. Paragraphen S. 113 gesehen. Es
gibt aber auch eine einfache, integrallose Darstellung dieser Lösung.
Wenn wir mit Uj* die Komponenten der zurückgeworfenen Strömung
bezeichnen , so haben wir :

für j = 1, 2 :

Uj * = — —
3 a rT a xVtt d2 a2 6x»xJ-°)

k = 1, 2

1) . a rT d2 („_ a2 6a:9cc9(,)) „ „ d

ferner :

+ 2a2x3~ -4 + ~ ü 3 3 r + ^ - 3- 3 - - 2a2̂ 3 -dx 3 r J 4 dxjdx 31 r r 3 dx 3

in — ( 4 )
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Für den zugehörigen Druck p* gilt :

1 d (3 d i 2 Ö2 1+ -- uaU — —— 2a23— 5—
2 öajglr öaj 3 r d x 32 r

(5)

Man verifiziert leicht , daß und p* dem System (1) und den Rand¬
bedingungen (3) genügen .

Wenn wir a / a;3(0), also das Verhältnis des Kugelradius zum Ab¬
stand des Kugelmittelpunktes von der Wand so klein annehmen , daß
wir Glieder von der Größenordnung a^fx ^ 2, neben 1 vernachlässigen
dürfen , so haben wir im Mittelpunkt der Kugel , also im Punkte
0 , 0 , 8* 0 ), mit genügender Annäherung :

Die Resultante der von der Flüssigkeit infolge der Bewegung (2) auf
die Kugel ausgeübten Kräfte ist nach 9, 5 S. 111 — GnpaZJ . Die
von der Bewegung (4) abhängigen Kräfte haben nach dem Satze von
Faxen S. 113 die Resultante :

6n /j,au * (P ^ ) + 7ra3(gradp *)p«»,

wenn wir mit P (0) den Mittelpunkt der Kugel bezeichnen . Ein Blick
auf den Ausdruck (5) für p* zeigt sofort , daß das letzte Glied des
obigen Ausdruckes neben dem ersten zu vernachlässigen ist . Die Re¬
sultante der von u* abhängigen Kräfte auf die Kugel hat also die
Komponenten :

27 a2 rT 27 a2 rr 27 a2 r7
8 71^ * 3(° ) 15 8“ 71(1 x 3m u » 4 71/1 xjn 3 '

Die Flüssigkeit übt also auf die Kugel Kräfte aus , deren Resultante
in der hier angestrebten Näherung die Komponenten :

+T ^ r>)
hat . Dieses Ergebnis rührt von H . A. Lorentz her .
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122. Eine Spiegelungsmethode von H. A. Lorentz.
Wenn man die Annäherang weiter treiben will , so muß man be¬

achten , daß die aus (2) und (4) zusammengesetzte Bewegung nicht
der Bedingung Uj= U, an der Oberfläche der Kugel genügt . Mit an¬
deren Worten : die reflektierte Bewegung u* muß ihrerseits an der Ober¬
fläche der Kugel reflektiert werden . Die so erhaltene , doppelt reflektierte
Bewegung wird wiederum von der Ebene *3= 0 zurückgeworfen . So
kann man fortfahren . Wir wissen aus § 9, daß die Randwertaufgaben ,
zu welchen man durch dieses Verfahren geführt wird , mit Hilfe von
Doppelintegralen gelöst werden können . Die Spiegelung in der Ebene
*3= 0 kann man indessen mit Hilfe eines von H . A. Lorentz gefun¬
denen Satzes viel einfacher ausführen . Nehmen wir an , daß wir eine
Lösung Uj, p des Systemes (1) kennen . Man bestätigt leicht , daß die
Formeln : „ , „

ou 3 x3 op

« 3(S) = « 3 - 2 * 3 "- “ 3 +
du 3 *32 dp
0 *3 [X dx 3

,, , . „ dp du 3
"m = *

(6 )

eine neue Lösung uf s\ p(,V)des Systemes (1) definieren . Wenn die Größen
Uj, p einen singulären Punkt */ °) (*3<°)> 0) haben , so ist dieser Punkt
offenbar auch für p(S) singulär . Man kann in diesem Fall , wenn
*/ °> der einzige singuläre Punkt der Funktionen Uj, p ist , von der
Lösung des Systemes (1) ausgehen , die man aus Uj, p durch Fortsetzung
über die Grenzebene *3= 0 hinaus und durch Spiegelung (im gewöhn¬
lichen Sinne des Wortes ) der so für *3< 0 erhaltenen Bewegung an der
*1*2-Ebene erhält . Wenn wir für einen Augenblick die durch das er¬
wähnte Verfahren aus Uj, p erhaltene Bewegung mit üj , p bezeichnen ,
so haben wir offenbar auf der Ebene x3= 0 : ü3= ux, ü 3= u2, ü3= —u3.
Die Lösung p(S>des Systemes (1), welche wir mit Hilfe der For¬
meln (6) aus üj, p herstellen können , erfüllt also auf der Ebene *3= 0
die Bedingungen = — uf (j = 1, 2, 3). Sie ist überdies für *3> 0
regulär . Sie stellt also die von der Ebene *3 = 0 zurückgeworfene
Strömung Uj, p dar . — Man bestätigt leicht , daß die Größen Uj*, p*
in dieser Weise aus den Größen (2) abgeleitet werden können .

Mit Hilfe der hier dargelegten Methode haben Stock und Faxen
eingehend den Fall untersucht , daß die Kugel sich parallel zur Wand
bewegt und also U3 = 0 ist . Wir werden im folgenden (S. 194) eine



144 § 13. Eine Kugel oder ein Kreiszylinder zwischen zwei Wänden

Formel von Faxen mitteilen , welche in einem Grenzfalle den Wider¬
stand gegen die Bewegung der Kugel gibt , den man aus dem Sy¬
stem (1) bei Berücksichtigung von Gliedern von der Größenordnung
a5/x3(0)5 erhalten würde .

§ 13. Eine Kugel oder ein Kreiszylinder
zwischen zwei ebenen Wänden .

131. Einleitung und Darstellung des Abstandes It
durch Integrale .

Die Aufgabe , den Widerstand zu berechnen , den eine Kugel er¬
fährt , welche sich mit konstanter Geschwindigkeit zwischen zwei pa¬
rallelen , ebenen Wänden in einer zu den Wänden parallelen Richtung
bewegt , hat durch die Kolloidforschung Interesse gewonnen . Eine an¬
genäherte Lösung dieses Problems erhalten wir durch das in § 12 dar¬
gelegte Verfahren . Die von der Kugel zunächst hervorgerufene Bewe¬
gung der Flüssigkeit wird von den beiden Grenzebenen zurückgeworfen .
Wenn wir auf die Kenntnis des weiteren Schicksals dieser zurückge¬
worfenen Bewegungen verzichten und die Berechnung schon an diesem
Punkte abbrechen , erhalten wir für die Komponenten der Resultante
der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf die Kugel ausübt , die Werte :

- ewpaff / jl + ^ i + i ) ), (1)

wo und l2 die Entfernungen des Mittelpunktes der Kugel von den
beiden Wänden sind . Um genauere Werte dieser Komponenten zu er¬
halten , müssen wir für beide reflektierte Bewegungen ihre neue Re¬
flexion an der Kugel und an der anderen Wand untersuchen . So kann
man fortfahren . Man erhält auf diese Weise die gesuchten Größen durch
unendliche Reihen dargestellt . Die Konvergenz dieser Reihen ist je¬
doch schlecht , und deshalb hat der Forscher , dem wir die Lösung dieses
Problems verdanken , Faxen , eine andere Methode benutzt , die immer
bei solchen Problemen anwendbar ist , in denen Randbedingungen an
einer Ebene oder an zwei parallelen Ebenen eine Hauptrolle spielen .

Als wir im 9. Paragraphen die Randwertaufgabe der Stokesschen
Gleichungen (für stationäre Bewegung ) für die Kugel lösten , erhielten
wir die Geschwindigkeitskomponenten und den Druck durch Integrale
über die Oberfläche der Kugel ausgedrückt . In dem einfachen Falle ,
daß die Randwerte U, vom Orte unabhängig waren , war es möglich ,
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eine einfache integrallose Darstellung der Lösung zu finden. In den
meisten Fällen ist eine solche integrallose Lösung einer in Integralform
dargestellten weitaus vorzuziehen . Aber in dem Problem, das wir hier
zu behandeln haben, liegen die Verhältnisse anders. Hier ist es zweck¬
mäßig, die einfache Lösung des Problems der Kugel bei konstanten
Randwerten , die wir im 9. Paragraphen (Gl. 23) erhielten , in Integral¬
form darzustellen .

Wir gehen von dem Integral * :

jajXf . da ^da ^da ^
(ah 2 ( ]

aus. Wegen des Verhaltens des Integranden im Anfangspunkte des
a1a2a3-Raumes ist dieses Integral nur bedingt konvergent . Um dem¬
selben einen bestimmten Wert zu geben, schließen wir zunächst durch
eine kleine Kugel a;-2= £2 den Anfangspunkt vom Integrationsbereiche
aus. Der Grenzwert des so erhaltenen Integrales bei s - >•0 soll der Wert
von (2) sein. Um diesen Wert zu berechnen führen wir im a-Raum
Polarkoordinaten ein. Wir erhalten, wenn © der Winkel zwischen den
beiden Vektoren Xj und a,- ist :

CD 71 CD

lim — s (l — elaRaos&j Sjn QdQ — ^ f {a R —sin (afi )}^ -= CB,e^.0 7zJ azJ ' TiR J a3
£ 0 0

wo die Substitution :aR = ß immittelbar zeigt , daß C eine Konstante ist .
Um C zu bestimmen , bemerken wir, daß :

d* ( l n™ \ d2 2 -D • / 2 f sin (aR ) .
° - m (j°V“ HP n!<“* ' -S1“ " IT“ da= 1“

0 0

Wir haben also : +

* = ? / / / «*■ <• »
00

Wir wollen in dem Integral rechts die Integration in bezug auf a3
ausführen. Wir betrachten also das Integral :

+ »

M (i- . e ia i xi) da *
(ai 2)

2\ 2

* Wir schreiben der Kürze wegen und in Übereinstimmung mit dem hier ge-

folgten Brauche statt : wieder : eia jXj .
** Man vgl . z . B . Courant -Hilbert , Methoden der mathematischen Physik . I, S. 55 .

10 Oseen , Hydrodynamik
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Wir nehmen zunächst an , daß ax und a2 bestimmte Werte haben ,
welche der Ungleichung ax + a22 > e2 > 0 genügen . a3 soll dann alle
reellen Werte zwischen —oo und oo durchlaufen . Wenn wir eine kom¬
plexe a3-Ebene einführen , können wir indessen den Integrationsweg
in dieser Ebene beliebig verschieben , wenn nur dabei die Endpunkte
fest bleiben . Wir benutzen diesen Umstand so, daß wir , wenn x3 > 0
ist , den Int egrations weg in seinen mittleren Teilen nach oben
verschieben , dagegen wenn x3 < 0 ist , nach unten . Dabei wird
einer der beiden singulären Punkte :

a3 = + i l'aj 2 + a22 = + ik

überschritten . Er gibt zu einem Glied :

2jiF ^ ~ e<(ai*1+a,a:,)~*|:!:51K1+ k\xa1)

Anlaß . Dagegen verschwindet das Kurvenintegral bei unbeschränkter
Verschiebung des Integrationsweges nach oben (wenn x3> 0) oder nach
unten (wenn x3 < 0).

Wir zerlegen jetzt unseren Ausdruck (3) für R in zwei Teile :

Ä=sj7/(i
—00 V 7 «,*+ «,*<£* V 7

a 18-| *a 28 > £2 -

Der erste Teil läßt sich nach dem Obigen , wenn | x3 | > 0 ist , in
der Form :

+ 00

- LJJ {1 _ e<(ai*i+ a.*0 - *|*. |J (1 + t | a^ l) da ^ a i—00 3
« l2+ « 22> f2

schreiben . Den zweiten Teil wollen wir im Grenzfalle e — 0 berechnen .
Wir haben offenbar , wenn ö irgend eine positive Größe ist :

C*22<£2
—co5a35.-)- co

«l*+ st22< £*ai*+ aa2
—ö*a,±+d

« l2+ « 22< *25±at±d
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Bei der Berechnung unseres Integrals haben wir nach der obigen
Festsetzung zuerst den Anfangspunkt durch eine kleine Kugel , deren
Mittelpunkt der Anfangspunkt ist , auszuschließen . Wir haben unter
diesen Umständen :

schreiben , wenn wir übereinkommen , daß bei der Berechnung der
linken Seite der Anfangspunkt zunächst durch einen kleinen Kreis
ai + a2 — fi2 ausgeschlossen und nachträglich der Grenzübergang
e ->0 vollzogen werden soll.

Man sieht leicht , daß die Gleichung (4), wenn | x3 | > d > 0 ist , be¬
liebig oft in bezug auf x1, x2, x3 differenziert werden darf . So z. B .
erhalten wir :

—<51 a2l <5

da die Elemente des Integrals sich zu je zwei aufheben .
Man findet ferner :

weil das Integral unbedingt konvergent ist .
Wir haben folglich , wenn |x31> 0 ist :

+ cc

Jl — 1™ ^ f fII «ita . x . -Ua . x. 'l— / I i 7. l _ l\ dd ^ da 2

Wir können diese Gleichung in der einfacheren Form :

Ä = 2l- Js {l - * (»»«»+ «- *>- *Ix, [}(i + &| i) d-a^ —2 (4)
— 00

+ CD

ei(.aix1+ a,x,)- k\x, \^ (1 + Ajâ j) da xda 2 (5)

ei (a1Xi+ a ^xi) —k \x, \ ^ **2Je (6 )
— 00

USW .

io
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Die Formel (6) hat eine sehr große Bedeutung . Man kann in
anderer Weise zu dieser Formel gelangen , indem man von dem In¬
tegral : + QO

ITT Ce laj xi da ^da 3da 3
2n2j J J a 2+ a22 + a32

— 00

ausgeht . Doch ist diese Beweismethode wesentlich komplizierter als
die oben benutzte .

182 . Einsetzung der so gewonnenen Darstellungen von JR usw .
in die Stokessche Formel behufs Gewinnung

allgemeiner Integrale .

Wir kehren zu unserem hydrodynamischen Probleme zurück . Wir
legen den Anfangspunkt in den Mittelpunkt der Kugel und die x1-Achse
mit der Bewegungsrichtung der Kugel parallel . Die ebenen Wände mögen
die Gleichungen a;3= -)- und x3= — Z2 haben . Die Bewegung , welche
die Kugel in einer den ganzen Raum erfüllenden , mit der Geschwin¬
digkeit — U1, 0, 0 strömenden Flüssigkeit hervorrufen würde , ist durch
die Stokessche Formel (24) S. 110 gegeben , wenn wir in dieser Formel
TJ2= U3= 0 setzen . Mit Hilfe der oben entwickelten Beziehungen
finden wir leicht die unten angegebenen Ausdrücke für Uj und p :

- f- CO

”i=- üi+£;ss 'e‘C«i*x+«,x,)-*|x,|[ “£(1+&jz3!)+
u-a-, 17 7

+ _3jr ) 1 2>

c
l*~ 2n fse"

CO

+ CO

- 4f / e*

(eil + dg I *̂3

(a 1x l + a s x 2) — k \ x, \.

k3

Id , . a 2 Xr

si3

3t daxda2,

da xda 2i

- -?/ / •*
ia .

da xda2.

(7 )

In diesen Formeln hat c die Bedeutung \ aü x.
Die Lösungen der Stokesschen Gleichungen , welche durch die obigen

Formeln definiert werden , sind überall mit Ausnahme vom Anfangs -
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punkte regulär . Selbstverständlich ist dies nicht die einzige Lösung der
Stokesschen Gleichungen , welche diese Eigenschaft hat . Man kann viel¬
mehr z. B. durch partielle Differenzierung der schon gefundenen Lö¬
sung in bezug auf xlt x2 oder x3, eine unbeschränkte Zahl von solchen
Lösungen herstellen . Wir werden im folgenden eine Lösung der Sto¬
kesschen Gleichungen von der folgenden Form benutzen :

+ 00

= — U1+ J *!+ «.*.)- *I*. iJ^ g2-f —
— CO

92 , IJh
k k3

^a 1̂C3
^ 9s j da j_da 2,

00

<2,^ j

+ -jr 9s (1 + k !xa I) j da xda 2
+ CD

= e‘(a‘X'

(a1x1~j-a2X2)—k\xa| j -- __3__ -- 1q q.l ix, r 2 k 5/1 3

i + £ | zs | — Ji + i7i ^ 3 UM «*Psl >

(8)

g>i , g2, g3 sind hier unbekannte Fimktionen von ay, a2, k, von denen
wir nur annehmen , daß sie die Eigenschaften haben , welche nötig sind ,
damit unsere Integrale (8) einen Sinn haben und wir sie unter den In¬
tegralzeichen (Wj, u2, «3 zweimal , p einmal ) in bezug auf xy, x2, x3
differenzieren dürfen . Man verifiziert unter diesen Voraussetzungen
umgekehrt leicht , daß Uj, p den Stokesschen Gleichungen für sta¬
tionäre Bewegung genügen . Wie aus dem oben Gesagten ersichtlich
ist , können wir den Bedingungen u, = 0 an der Oberfläche der Kugel
R = a durch den Ansatz :

9i = c> 92 = — ®2> ?s = 0, c = %aU 1
genügen .

Neue Lösungen der Stokesschen Gleichungen , welche mit (8) nahe
verwandt sind , sind die folgenden :
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-{- CO

= 2IzJI e' iaiXl+ a,x'i~ kx' \ x 9s + j9i — ^ 9i (l + kx3) +
— co

d 2 |
+ -j -x3g6}da xda 2,

- |_CD ^

U * = 2lifse <(a>x,+ a,x,)~ '!x‘ ia z \ j + ?«(! + kx3) ——co

— *80«}<*<*!da2,

u .
-f-00

= 2kls e<(a'*'+ a'X')- tX’\ - 95~ X 04*3 +

+ X 5̂ 1+ kxj 'idaidai,

*’ =»/ / 'gitoavt-a,!,)—**, !| l | — gr4+ kg fl da xda 2 ;

'

= / s e<<0,*,+a**,>+t**{x 9s+ -y 97—
— CO

a 2 a 2 )
— -̂ 97 (1 — kx 3) + -j - Xsĝ da ^ az ,

°°

u 2* * — f e <(aiXl + a, X,) + iX ‘ * a 2 ] jT + 07 — ^ * 3) —
— CO

— l~ĵ xa99}da xda 2>
+ 03

M3 * * = ^ sse Ha , x, + a , x ,) + tx ‘ ff8 — - y ff ? x 3 +

da 1da 2,+ ^ 9̂(1—* 3̂)

V
+ 00

- = üfs e71J J

Über die Funktionen gt , gh, g6\ g7, g8, g9 machen wir ähnliche An¬
nahmen wie betreffs der Funktionen gx, g2, g3. Aus der formalen
Analogie mit (8) folgt unmittelbar , daß sowohl «,* , p* wie uf** , p**
den Stokesschen Gleichungen für stationäre Bewegung genügen .



133. Ansatz zur Lösung und zur Widerstandsberechnung 151

133. Ansatz zur Lösung und zur Widerstandsberechnung.
Wir betrachten jetzt eine Flüssigkeitsbewegung mit den Kom¬

ponenten Uj + Uj* + Uj**. Wir bestimmen die Funktionen g so, daß
jene Bewegung uns eine angenäherte Lösung unseres Problems ergibt .
Wir fordern zunächst , daß die Geschwindigkeitskomponenten an den
ebenen Wänden x3 = llf x3 = — l2 die Werte '— U1, 0 , 0 annehmen .
Dieses bewirken wir dadurch , daß wir die Funktionen g der Bedin¬
gung unterwerfen , daß für x3—-\- l1 und x3= —l2 und für j = 1, 2, 3
die Summe der Integranden in unserem Ausdrucke für u, -f- «,* + u **
verschwinden soll. Wir erhalten hieraus sechs lineare und homogene
Beziehungen zwischen den Funktionen g. Wir setzen eikl' —sx, e2kl*= s2
und haben dann :

s, — 1 s2— 1

7/ OL
92 + 95 + 9s h — 2 l x g7s x — lxia x{g3 + g6 + g9sx) = 0 ,

%OL

— 92— 95 + 9ssi + hia ^ gs + g6- g9sx) + -j± (g3+ g6+ g9sx) = 0 ,
7/ OL

92 + 9» + 95 S2 ^ 2 9l S2 d“ 2̂iCll (?3 + 99 + ^6*2) = ® >

( 11 )

7/ OL
92+ 9s — 95s2+ h ia i (9s + 99— 9es2) + (9s + 99 + 95^2) = 0 .

Zur Befriedigung der Bedingung Uj— 0 an der Oberfläche der
Kugel verfügen wir über drei Funktionen g . Offenbar genügt diese
Zahl nicht , um die Randbedingungen exakt zu erfüllen . Um eine an¬
genäherte Lösung unseres Problems zu bekommen , können wir so
vorgehen , daß wir den Funktionen gx,g3,g3 die S. 149 angegebenen
Werte : c, — \ cia x«2, 0 geben und dabei c — \ aTJx setzen . Die Be¬
ziehungen (11) geben dann die Werte der Funktionen gi . . .g9. Wir er¬
halten so die Störung , welche unsere ruhende Kugel in einer mit der
Geschwindigkeit — Uv 0,0 strömenden , den ganzen Raum erfüllenden
Flüssigkeit hervorrufen würde , und darüber gelagert die Bewegung ,
welche durch die Reflexion dieser Störung von den Wänden entstehen
würde . Mit Hilfe des Satzes von Faxen (§ 9 S. 113) können wir die
Resultante der Kräfte berechnen , welche die Flüssigkeit unter diesen
Umständen auf die Kugel ausübt . Wir können aber auch einen etwas
anderen Weg gehen . Wir können die drei Funktionen g, welche zu
unserer Verfügung stehen , so bestimmen , daß die Mittelwerte der
Geschwindigkeitskomponenten u, + Uj* + uf -* an der Oberfläche der
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Kugel verschwinden . Wenn wir dann die Geschwindigkeit in zwei Teile :

Uj* + Uj** — — J \ uj* + Uj**)dS und Uj— — UjdS
R = a R —a

zerlegen , so wird nach dem Satze von Faxen (vgl . § 9 (28) S. 113) der
erste Teil keinen Beitrag zu unserer Resultante geben . Die Resultante
rührt also nur vom zweiten Teile her und zwar vom ersten Gliede
dieses Teiles , weil das zweite Glied eine überall , auch im Innern der
Kugel konstante Geschwindigkeit gibt , die keinen Beitrag zur Re¬
sultante geben kann .

134. Durchführung in speziellen Fällen.
Wir behandeln im folgenden nur den einfachsten und wichtigsten

Fall , nämlich denjenigen , bei dem die Kugel sich gerade in der Mitte
zwischen den beiden Wänden bewegt und also lx= l2 ist . Wir setzen
in diesem Fall Zx= l2 = l , s1 = s2 = s. Wir benutzen die zuletzt er¬
wähnte Methode und suchen also gv g2,g3 so zu bestimmen , daß

/ (% + V + Uj* *)dS = 0 (j = 1, 2, 3).
R = a

Aus geometrischen Gründen ist nun unmittelbar klar , daß zwei von
diesen Gleichungen identisch erfüllt sind . Wir können deshalb auch
jetzt :

?i = c> gz= — icia 1a2, 03= 0 (12)

setzen , c soll aber jetzt keineswegs den Wert f a Ux haben , sondern
muß vielmehr aus der Bedingung :

/ <
7 O

h + ui* + %**) - g- = 0 (13)
R = a

bestimmt werden . — Der Ansatz (12) gibt nun unmittelbar für

R = a : ux= —• Ux+ —— . Aus § 9 (27) und (28) S. 113 folgt ferner :ö &

-L [ (u * + U * * ) ~ - (U * + U * * ) + + dp * * \ .
4nJ (Ul + Ul > a2 ~ (Mi + )«+ 6/<löz 1 + Öxx J0

R —a

Zur Bestimmung von c erhalten wir also die Gleichung :

_ u + - - + (u * + u * * ) + — (^ + dp * *) - 0
Ul + 3 a + Ul )o+ 6n \ d Xl + dxj „
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Da W]*, p *, «j**, p** c als Faktor enthalten , so können wir die
letzte Gleichung in der Form :

iaü ic =
, 3 a1 + “T -4 c h * + u **)0+ i —

a'
8pc

Ö(p* + p * *)
dx l

auflösen .
Wir haben oben gesehen , daß die resultierende Kraft auf die

Kugel nur von den Geschwindigkeitskomponenten Uj oder wie wir
auch sagen können , von ux+ Ux,u2,ut abhängt . Wir wissen ferner ,

4c
daß diese Größen sich nur durch den Faktor — = - von den Größen

tj ol LJj
§9 (23) S. 110 (mit U2= U3= 0) unterscheiden . Nun erhielten wir
in § 9 aus der Formel (23) für die Komponenten der resultierenden
Kraft auf die Kugel die Werte — SnpaUj . Wir schließen hieraus , daß
jetzt die Komponenten der Resultierenden — 8jipc ,0,0 sein müssen .
Für den Betrag der Kraft auf die Kugel erhalten wir :

8npc = 6jc/iaU 1
d (p* + p**)

dx x

(14)

Unsere Aufgabe wird durch die Formel (14) auf die Berechnung
des Nenners auf der rechten Seite dieser Gleichung zurückgeführt . Wir
schreiben diesen Nenner :

1 + -j - “4 c

und haben nach (9) und (10):

a2 d (p* + p**)

* * + a2 d (p* + p**)
6[i dx x

+ 0“Ä / / liste»+&J+
+

6/4 dx x
/ 2 d (fl OL̂
Us “ WJ + ? 7) + 3" ~t ^ 4■+ Sh — + h h ) da xda 2

(15)

Die Gleichungen (11) geben in unserem Falle (lx= l2= l, sx= s2= s,
93= 0) :

91 2sko 2
9i = 9i = ~ TUTT » ?6= — 09 ^s + 1

2ls (s — l )ffx
ia x(s2— 4lks — 1)

(s2— Uks — 1) (s + 1) ’

9b — 98 — s2
2Isk — s + 1

4lks — 1 92
2lia x
~ k~~

— lks

1— 4lks — 1 91'
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Wir haben außerdem : gx= c, g2= — \ cia ^a2.
Wir tragen die gefundenen Ausdrücke für die Funktionen g in

(15) ein und schreiben das Ergebnis in der Form :

4c 4ca 2 4ca4
- dlÄ+ wrB~

A, B, C sind hier Zahlen , welche durch die Gleichungen :

A = 3\l_
4n ■

— CD
| ( 2

«12\ 1 2la 2 8 s + 1
IU P / s + 1 Je2 s2— 4lks — 11

B - £// a 2 2lks — s + 1 ax2
h s2— 4lks — 1 k s + 1

2lks (s — 1)
(s2— 4lks — 1) (s + 1) dctjd(Xqj

k = l/a 2+ a22, s = ,2 n

definiert werden .
Wenn man in der —Ebene Polarkoordinaten einführt , so

kann man , wie unmittelbar ersichtlich ist , die Integration in bezug
auf den Winkel sofort ausführen . Für die Ausführung der letzten
Integration ist man dagegen auf numerische Rechnung angewiesen .
Faxen findet so : A = 1,004, B = 0,418, C = 0,169. Eine Kugel , welche
sich in der Mitte zwischen zwei parallelen ebenen Wänden in einer
mit den Wänden parallelen Richtung und mit der Geschwindigkeit U1
bewegt , erfährt also, wenn a der Radius der Kugel und 21 die Ent¬
fernung zwischen den Wänden ist , einen Widerstand :

W - ßnfia U1

1 _ 1,004 - + 0,418 ~ - 0,169 . J

Glieder von der Größenordnung sind hier vernachlässigt worden .L

Faxen hat diese theoretische Formel mit Messungen von Westgren
verglichen . Die Übereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung
war gut .
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Faxen hat auch den Fall l2= 3^ untersucht . Er findet in diesem
Fall , unter Voraussetzung , daß die Kugel sich frei um ihren Mittel¬
punkt drehen kann :

w == _ 6n [ia U1__

1 — 0,6526 + 0,1475 ^ - 0,131 ^ - 0,0644 ^n n n n

Faxen hat endlich eine Formel für die mittlere Geschwindigkeit
berechnet , mit welcher eine Kugel mit der Dichte q und dem Radius
a in einer Flüssigkeit mit der Zähigkeit fx und der Dichte oF fällt ,
wenn die Kugel zwischen zwei vertikalen parallelen Wänden mit der
Entfernung 2L eingeschlossen ist . Dabei wurde angenommen , daß die
verschiedenen Lagen der Kugel zwischen den Wänden dieselbe Wahr¬
scheinlichkeit haben . Faxen fand unter diesen Voraussetzungen für
die Geschwindigkeit U :

TT 2 „ , , / , a r st3 ^
ü = - a*g{Q- Qp) [l - - A + Jß B - . . .

lo§(3■jg )~y ~rg)+ (i —C)(i - H)~ CH\+Rä’+32 H 1 16H

5 _ 5____ 1_ , Ja
6iH (1 — H )2 16(1 - H2)2 61 // (3 - H )2 ^ 128 ^ B’

H = l - ~ , «3 = 1,20205 , 0 = 0,57722 .
Lj

Ra und Rn sind , wenn H in der Nähe von 1 liegt , kleine Kor¬
rektionsglieder . Für H = 0,9 findet Faxen RÄ— 0,0340, Ra = 0,104;
für H = 0,85 : RÄ = 0,0352, RB = 0,108.

1B5. Das zweidimensionale Problem .

Das zweidimensionale Problem , das der hier behandelten Aufgabe
entspricht , ist die Berechnung des Widerstandes einen Kreiszylinders ,
der sich zwischen zwei parallelen ebenen Wänden in einer zähen Flüs¬
sigkeit bewegt . Prof . Bairstow , Fräulein Cave und Fräulein Lang haben
dieses Problem für den speziellen Fall gelöst , daß der Zylinder sich
in der Mitte zwischen den Wänden befindet und die Entfernung zwi¬
schen diesen fünfmal größer als der Durchmesser des Zylinders ist .
Sie finden unter diesen Umständen für den Widerstand pro Längen¬
einheit des Zylinders 2,26nix Uv Eine neuere Berechnung von Harri -
son gab für dieselbe Größe den Wert 5,21n /xü v Mit der in diesem
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Paragraphen behandelten Aufgabe ist ferner nahe verwandt die Frage
nach dem Widerstande , den eine Kugel erfährt , die sich längs der
Achse einer mit Flüssigkeit gefüllten Röhre bewegt . Dieses Problem
hat Ladenburg auf Grundlage der Stokesschen Gleichungen behandelt .
Wir werden im folgenden Kapitel S. 196 auf diese Frage zurückkommen .

§ 14. Zwei Kugeln in einer Flüssigkeit .

141 . Einleitung und Satz von Faxen über die Wechsel¬
wirkung zwischen zwei Kugeln von derselben Größe.
Wenn zwei Kugeln sich in einer zähen Flüssigkeit bewegen , so

wird die Strömung der Flüssigkeit in der Umgebung einer dieser Ku¬
geln nicht nur von der Bewegung dieser Kugel , sondern auch von
der Bewegung der anderen Kugel abhängen . Die Kräfte , welche die
Flüssigkeit auf einen dieser Körper ausübt , wird folglich von der Be¬
wegung des anderen Körpers beeinflußt . Die beiden Kugeln üben mit
anderen Worten durch Vermittelung der Flüssigkeit scheinbare Kräfte
aufeinander aus . Diese Kräfte verdienen von mehreren Gesichts¬
punkten aus Interesse . Unter anderem haben sie Bedeutung für die
Kolloidforschung .

Wir stellen uns zunächst die Frage : welche Kräfte übt eine zähe
Flüssigkeit auf zwei gleich große , gleich schwere mit derselben kon¬
stanten Geschwindigkeit darin fallende Kugeln aus ? Um diese Frage
zu beantworten , bemerken wir zunächst , daß die Kräfte , welche die
Flüssigkeit auf eine Kugel ausübt , auf eine Resultierende durch den
Mittelpunkt und auf ein Drehmoment um denselben Punkt reduziert
werden können . Wenn keine anderen äußeren Drehmomente auf die
Kugeln wirken , was im allgemeinen der Fall sein wird , wenn der
Schwerpunkt jeder Kugel mit dem Mittelpunkt zusammenfällt , so
kann die Bewegung nur dann stationär sein , wenn jene Drehmomente
verschwinden . Dies wird im allgemeinen bei rein translatorischer Be¬
wegung der Kugeln nicht der Fall sein . Jede Kugel muß sich infolge¬
dessen um eine durch den Mittelpunkt gehende Achse drehen , die
sowohl auf der Translationsrichtung wie auf der Verbindungslinie
zwischen den Mittelpunkten der Kugeln senkrecht steht . Wir be¬
zeichnen mit Uj die Komponenten der translatorischen Bewegung ,
mit Kf 1') und Kp > die Komponenten der auf die Kugeln wirkenden
Resultierenden und mit co/ 1) und co/ 2) die Komponenten der Dreh¬
geschwindigkeiten .
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Wegen der linearen Form der Stokesschen Gleichungen müssen
Kfto , Kf 2\ ce/ 1) und ft}/ 2) lineare und homogene Funktionen der Größen
Uj sein . Wenn wir die Richtung des Vektors TJ umkehren , müssen
also Kf 1'», K/-2\ co/ 1) und tu/ 2) ihre Vorzeichen wechseln . Wir gehen
jetzt von einer stationären Bewegung des ganzen Systems aus , kehren
zunächst den Vektor TJ um und drehen dann das System um 180°
um eine Achse , welche sowohl auf der Bewegungsrichtung der Ku¬
geln wie auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte senkrecht steht
und welche jene Verbindungslinie gerade in der Mitte zwischen den
beiden Kugeln schneidet . Die Kugeln bewegen sich nach diesen beiden
Operationen wieder mit der Geschwindigkeit TJ. Die Resultierende auf
die erste Kugel ist wieder TV1), die auf die zweite JV 2). Andererseits
haben die beiden Kugeln durch die beiden Operationen ihre Plätze
gewechselt . Die Resultierende auf die erste Kugel muß also den Wert
ZV2), die Resultierende auf die zweite Kugel den Wert TV1) haben .
Daraus folgt , daß 7V1)= 7V2), also K/ 1)= A/ 2) sein muß . In derselben
Weise sehen wir , daß o}/ 1) = — eo/ 2) ist . Wir haben damit den von
Faxen gefundenen Satz bewiesen :

Wenn zwei Kugeln von derselben Größe und mit der¬
selben Schwere unter dem Einfluß dieser Schwere in einer
den ganzen Raum erfüllenden Flüssigkeit steigen oder sin¬
ken , so hat die Resultierende der von der Flüssigkeit auf
eine Kugel ausgeübten Kräfte für beide Kugeln dieselbe
Richtung und denselben Betrag . Die Entfernung und der
Höhenunterschied zwischen den beiden Kugeln werden also
durch diese Kräfte nicht geändert . Dagegen gerät im allge¬
meinen jedeKugel in eineRotation umeinedurchdenMittel -
punkt gehende , gegen die Vertikalebene , welche beide Mittel¬
punkte enthält , senkrechte Achse . Die Drehgeschwindig¬
keiten haben denselbenBetrag , aber entgegengesetzteRich -
tungen .

142 . Erste Näherung bei Kugeln mit verschiedenen Radien .
Wir wollen jetzt für zwei Kugeln mit verschiedenen Radien , a1

und a2, die Resultierenden TV1)und TV2) in erster Näherung berechnen .
er/ 1) und x/ 2) seien die Koordinaten der Mittelpunkte der beiden Ku¬
geln . Unsere Aufgabe ist , eine Lösung der Stokesschen Gleichungen :

dp du .
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zu finden , welche außerhalb der beiden Kugeln regulär ist und welche
den folgenden Randbedingungen genügt :

für fj 2 = (xj — xf l))2= ei,2: u1= Uv u2 = u3 = 0,
für r£ = (xj — ir/ 2))2= «22: ul = f71; u2 = us = 0,
füUA 2 = Xj2 -\ a>: Mj- >■0.

Eine angenäherte Lösung dieser Aufgabe finden wir in der folgenden
Weise . Wir suchen zuerst eine außerhalb der Kugel r1= a1 reguläre
Lösung m/ 1), der Gleichungen (1), welche an dieser Kugel den
Bedingungen —vf ^ (j = 1, 2, 3) genügt , wo die Komponenten
eines konstanten Vektors sind . Diese Lösungen können wir offenbar
in der Form :

UjV = ü $ = p k(1)^ (1) (2)

schreiben und wir haben nach § 9 S. 110:

3 stl o, d2 ^ D(1) _ 3 _ d 1
ü» 2^ öik~ 1 r 1+ 7J’ P^ - - J ^ öxk7 - W
Wir suchen ferner eine außerhalb der Kugel r2= a2 reguläre Lösung
der Gleichungen (1) m/ 2), p(2>, welche an dieser Kugel den Bedingungen
m?c2) = Vj(2) genügt , wo vf 2>ebenfalls Komponenten eines konstanten
Vektors sind . Wir haben :

Vfv ? , = (4)

Ufk und P (p haben in diesen Gleichungen leichtverständliche Be¬
deutungen . Wir versuchen jetzt unser Problem durch den Ansatz

Uj = uf }+ uf \ p = p(r>+ p(ä)

zu lösen . Mit diesem Ansatz den Randbedingungen exakt zu genügen ,
ist offenbar unmöglich . Bei unserer angenäherten Behandlung
des Problems wollen wir aber die zweiten und höheren Po¬
tenzen der Größen a1/r12, a2/r12 (r122 = (xfto —a/ 2>)2, r12i> 0) ver¬
nachlässigen . Unter diesen Umständen ist es gar nicht nötig , den
Randbedingungen exakt zu genügen . Es reicht vielmehr vollkom¬
men aus , daß sie durchschnittlich erfüllt sind . Wir legen also den
Größen Vj und r>/ 2) die Bedingungen :

+ c / “■* % “ u » + s / ““ % - ° - * “ 3’Tj = a, rx = a-j

' ■<!>+ K % - ü •• + i / «*° S - «■ * = 3-
(5 )
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auf . Aus (27) und (28) S. 113 folgt nun für l = 1, m = 2 und 1= 2,
m = 1, k = 1, 2, 3 :

1 s rn dS _ . , 2tz aj (dpm\ , ,
toi“ *® " “*® w ’>+ 17 fe ) ^

rwi — am

Wir setzen hier zunächst £= 1, m = 2. Einsetzen der Werte (2) von
pC1) zeigt sofort , daß das zweite Glied der rechten Seite vernach¬

lässigt werden kann . Wir haben also annähernd :

= («)
r a = a .

Wir erhalten in derselben Weise :

if U*(2) !zß = U*(2)(x'(1))- (7)
r , = o ,

Zur Bestimmung der Größen u/ 1) und erhalten wir also nach (4)
und (5) die Gleichungen :

V(D + t,(2)£7(2)(X(D) = C/1( «0) + Vf ü <§ (xW) = 0, 1 = 1, 2,

„(2) + vm 77(1) (^ 2)) = f/ ^ „(2) + „ (1) £7(1) (^ 2)) = 0 , l = 1 , 2 .

Die Auflösung dieser Gleichungen in der hier angestrebten Ge¬
nauigkeit ergibt :

v? = ^ ^ ))•
Wir haben also :

u^ U^ UV - UVU ?̂ )) + UJUm - UflUfo ^ )). (8)

Wir können dieses Ergebnis in der folgenden Weise deuten . In der
Umgebung der ersten Kugel sind die Komponenten der von der zwei¬
ten Kugel herrührenden Strömung annähernd konstant und haben
(annähernd ) die Werte :

u , ufl (xfiy).

In dieser Strömung bewegt sich die erste Kugel mit einer relativen
Geschwindigkeit , deren Komponenten :

ü 1(8kl - U?l (xfV))

sind . Die Resultierende der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf diese
Kugel ausübt , kann nur von dieser relativen Bewegung abhängen .
Sie hat folglich die Komponenten :

— ÜTt/istj t / j (<5* i — üfl (x,(1h) .
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In derselben Weise wirkt auf die andere Kugel die Kraft :

— 6n /j,a 2 U 1(dk i — Uti (XjW)) .

Außer dem Stokesschen Widerstande wirkt also auf die erste Kugel
eine Kraft :

9 «j a2 9 (a:1(1) — V 2)) (**a ) — xi (2))U1dkl + - nna 1a2ü 1 - ±- .
" 12 " r12

Die Symmetrie dieses Ausdruckes in bezug auf die beiden Kugeln
zeigt , daß auf die zweite Kugel eine Kraft derselben Größe und der¬
selben Richtung wirkt . Diese Kraft kann als die Resultierende von
zwei Kräften aufgefaßt werden , von welchen eine dieselbe Richtung
wie die Bewegung der Kugeln hat und also auf die Kugeln beschleu¬
nigend wirkt , während die andere dieselbe Richtung wie eine vom
Mittelpunkte der hinteren Kugel zum Mittelpunkte der vorderen Ku¬
gel gezogene Gerade hat . Jene Kraft hat den Betrag :

9 j . wi d2—npU t -±- £
und diese den Betrag :

9 TJ fo « - V 2>)-s -npU ^ Ot - - -—2 --
" 12

Diese Sätze sind von M. Smoluchowski gefunden worden .

143 . Genauere Formeln .

Für den Fall , daß die Bewegungsrichtung der beiden Kugeln mit
der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte zusammenfällt , hat Faxen eine
genauere Formel für den Widerstand berechnet . Er findet für den
Widerstand der ersten Kugel :

r. ( _ 3 dn 9 ffi dn
W = 6 7tfia 1 üAl - 5- 1- 2 +

l LT i2

, 1 ( l 2 27 2 , 1 3\ L
+ VJ U — T a’a- ¥ st2J +

7 / —a 3st + — a 2a 2 4- — aa 3̂ _
^ 2j«l 2 + 16 «1 °2 + 4 j

9 3 2 , 243 2 3 L 9 «\ .
j afas + -gy «i «2 + J «1«24j +

Den Widerstand der zweiten Kugel erhält man einfach durch Ver¬
tauschen von a1 und «2. Welche von den beiden Kugeln vorangeht ,
ist für den Widerstand belanglos .
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In dem Fall , daß die beiden Kugeln sich mit verschiedenen Ge¬
schwindigkeiten (aber doch stets in einer zur Verbindungslinie der
Mittelpunkte parallelen Richtung ) bewegen , findet Faxen für den
Widerstand der ersten Kugel :

W = 6W Z7Jl + ^ ! +I * 12

1 / 3 3 , 81 2 2 , 9 ,

+ - ^ 4 [ - 2 « 1 °2 + Jß <hW + J « l « 23j +

- 6^ stl Z72 j ^ \ «12«2 + ^ «1«22 - 4 a23

+ VJ (t a *a* + a *a * + J fflla24) + • • •

Den Widerstand der zweiten Kugel erhält man durch Vertauschen von
ax und a2, U1 und U2.

Eine von H . Dahl ausgeführte genauere Berechnung des Falles
ax—a2= a ergab für den Widerstand der ersten Kugel den Wert :

W = Gjt/xaü ^ l + 9z 2 + 93z 4 -f 1197a;6 + 19821z8 4---- }—
— 6nnaU 2{3x + 19z3 + 387z 5 + 5331z 7 + 76115z 9 4---- },

ax =
2 U 2

Den Widerstand der zweiten Kugel erhält man durch Vertauschen von
U1 und V2.

Die Bewegung zweier Kugeln mit derselben konstanten Geschwin¬
digkeit längs der Verbindungslinie der Mittelpunkte derselben ist kürz¬
lich Gegenstand einer Untersuchung von Margaret Stimson und G. B.
Jeffery gewesen . Diese Autoren geben auf der Grundlage der Stokes -
schen Gleichungen eine vollständige Lösung des Problems durch un¬
endliche Reihen . In dem Falle , daß die beiden Kugeln denselben Ra¬
dius (a) haben , finden sie für den Widerstand jeder Kugel einen
Ausdruck : rr .

oTifxa Ux2,
wo*:

2 ^ si h ^ w(w + 1) Jj 4sinh 2(n + ^ )a —(2w+ l )2sinh2a
3 ^ 1(2n —l ) (2n + 3) ( 2sinh (2n + l )a -f- (2w+ l )sinh2a

a ist dabei durch die Gleichung :

* In der Formel von Miß Stimson und Dr. Jeffery fehlt infolge eines Druck¬
fehlers rechts ein Faktor 2. Ich verdanke Dr. Faxen diese Bemerkung.

11 Oseen , Hydrodynamik
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cosha = 2̂a

definiert . Für l haben die beiden Autoren eine Tabelle berechnet :

a m /2a X

0,5 1,128 0,663
1,0 1,543 0,702
1,5 2,352 0,768
2,0 3,762 0,836
2,5 6,132 0,892
3,0 10,068 0,931
00 00 1,00

Dr . Faxen hat zu dieser Tabelle eine neue Zeile hinzugefügt :

a = 0, r12/2a = 1, l = 0,645.

§ 15. Die sogenannten Paradoxien von Stokes
und von Whitehead .

15i. Das Paradoxon von Stokes.
Wir haben in § 9 das Problem behandelt , eine Lösung der Sto -

kesschen Gleichungen :

lf“° - <>= 1, 2, 3) <«

zu finden , bei welcher die Größen u, außerhalb der Kugel R = a
regulär sind , an dieser Kugel die konstanten Werte Uj annehmen und
in unendlicher Ferne verschwinden . Das entsprechende zweidimensio¬
nale Problem ist die Aufgabe , eine Lösung der Gleichungen :

Sr 0' <2>
zu finden , welche außerhalb des Kreises R = fx-f + x22= a regulär
ist und den Kandbedingungen : für R = a, uk = Uk = Konst ., für R
-*■oo: uk -*•0 genügt . Zu dieser Aufgabe wird man geführt , wenn man
nach der Methode von Stokes die Bewegung untersuchen will , die in
einer den ganzen Kaum erfüllenden Flüssigkeit durch einen unendlich
langen Kreiszylinder erzeugt wird , der sich mit konstanter Geschwin¬
digkeit in einer gegen die Längsrichtung senkrechten Richtung darin
bewegt . Man kann leicht eine Lösung der Gleichungen (2) angeben ,
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die formal der von Stokes gefundenen Lösung des Problems der Kugel
entspricht . Sie ist :

d2
uk= A\2U k \ogR - Vl dx kdxi L| iü2(logÄ - l ) + ^ a2logÄ

o

p = — 2[iAU k-x— logü , A:dx k 6 ’ loga

(3)

Ein Blick auf diese Lösung zeigt sofort , daß sie sich aber bei großen
R -Werten nicht in der Weise verhält , wie wir von der Lösung eines hy¬
drodynamischen Problems verlangen müssen . Bei wachsendem R kon¬
vergieren die Größen uk nicht gegen Null , sondern wachsen vielmehr ,
den absoluten Beträgen nach , über alle Grenzen . Wenn man trotzdem
unter Verzicht der Forderung uk -*■0 für R ->■<x> der Lösung eine
hydrodynamische Bedeutung zuschreiben wollte , so würde man auf
die Schwierigkeit stoßen , daß die Randwertaufgabe unendlich viele
Lösungen besitzt . Eine von (3) verschiedene Lösung ist z. B . uk = Uk
in der ganzen Flüssigkeit . Stokes zog aus diesen Umständen den
Schluß , daß das physikalische Problem der stationären Bewegung
eines Zylinders in einer zähen Flüssigkeit unlösbar ist . Natürlich ist
die Tatsache , daß die in formaler Analogie gebildete Lösung die Rand¬
bedingung im Unendlichen nicht erfüllt , an sich kein Beweis für die
Nichtexistenz einer solchen Lösung . Andererseits dürfte es rächt sehr
schwer sein , diesen Beweis streng zu führen .

15 s. Das Paradoxon von Whitehead .

In der von Stokes gegebenen Lösung des Problems der stationären
Bewegung der Kugel (§ 9, (23)) sind w;- und p lineare und homogene
Funktionen der Größen U1, U2, U3. Es ist naheliegend , die von Stokes
gefundenen Ausdrücke als die ersten Glieder von Reihen aufzufassen ,
die nach Potenzen von U1, U2, U3 fortschreiten . Im Jahre 1888 machte
Whitehead in Anschluß an Stokes einen Versuch , die Glieder in Uj, p ,
welche im Ult U2, U3 vom zweiten Grade sind , zu berechnen . Wir
geben einen kurzen Bericht über diese Untersuchung von Whitehead .
Wir legen der Einfachheit halber die Koordinatenachsen so, daß die
ajj-Achse mit der Bewegungsrichtung parallel wird . Die vollständigen
hydrodynamischen Differentialgleichungen für stationäre Bewegung ,
auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugssystem bezogen , sind ,
wie wir im ersten Teile , S. 12, sahen , wenn wir die Geschwindigkeits¬
komponenten = — U1Öjl + Uj setzen :
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dp duj dujduj
/lAUi ~ dx j ~ 6 1 da:1 + eM* d a* ’ dx, ~ ih 1, 2, 3) (4)

Die Nebenbedingungen sind : Für R2= Xj2= a2, Uj= U1<5;i ; für R -+ co,
Uj = 0 .

Stokes vernachlässigte in den Gleichungen (4) die rechten Seiten .
Er löste also die Gleichungen :

. dp . duj .

und zwar durch den Ansatz :
(1)

3 TT a £ a TT Ö2 / o Z> l st2N\ _ CD

Ui - „ U1R djl 4 U1Q \ r ) ~ ' ’
(5 )

2 R 4 dx xdxj
3 „ ä 1

!»= - 2
Wir setzen jetzt :

M; = «,(1)+ m/ 2) H , p2 = P(1) + P(2) H ,

wo m/ 1), pW die in (5) angegebenen Werte haben sollen und wo uf n\
pW den Faktor Uxn enthalten sollen . Zur Bestimmung von w/ 2), pW
erhalten wir aus (4) die Gleichungen :

dvW d uP -> die/ 1) duF >
pÄ u,W- = - qU 1 + p ukW = 0. (6)
r ' dxj c 1 dx x e dx k dxj

Die Nebenbedingungen sind : für R = a, w/ 2)= 0 ; für R -*co, %(2) ->0.
Wir sehen hier vom letzten Gliede rechts in der ersten Gleichung (6)
ab . Wir beschränken uns also auf die Aufgabe , eine Lösung uf 2\ p(2)
der Gleichungen :

dvW d mW du ,W
jj,A UjW— — = — q Ux-̂ —, = 0 (7)

da:,- c 1 dx x dx ,-

zu finden , welche den oben bei (6) erwähnten Nebenbedingungen ge¬
nügt . Das System (7) ist ein lineares , inhomogenes System , es emp¬
fiehlt sich daher , diese Aufgabe in zwei zu zerlegen : erstens irgendeine
außerhalb der Kugel R —a reguläre Lösung des Systems (7) zu finden ,
zweitens eine jene Lösung an der Kugel R = a und in unendlicher
Feme kompensierende , für R > a reguläre Lösung der Stokesschen
Gleichungen (1) zu finden .

Es ist nicht schwer , die erste Aufgabe zu lösen . Eine Lösung des
Systems (7) ist :

?>xx h 1 d3 a2 / xx . 1 d3R
p *1 a P3 °fi ~t o :4A 16 dx 2dxj 4 \ R3 7 2dx 2dxP

p / 2>= 0 .
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Um so schwieriger ist aber die zweite Aufgabe . Es gelang in der
Tat Herrn Whitehead nicht , diese Aufgabe zu lösen . Er zog hieraus
den Schluß , daß das physikalische Problem , das er lösen wollte , keine
Lösung besitzt . Bei der Bewegung eines Körpers in einer zähen Flüs¬
sigkeit sollen nach Whitehead Diskontinuitätsflächen auftreten .

15 3. Erklärung dieser Paradoxien.
Dem inneren Grunde der Paradoxien , zu welchen Stokes und White¬

head in ihren hier dargelegten Untersuchungen sich geführt sahen ,
sind wir schon im 2. Paragraphen , S. 18, begegnet . Die Annahme ,
daß eine Lösung der Gleichungen (4), die außerhalb einer gewissen
Fläche regulär ist , in eine Potenzreihe nach U1 entwickelt werden
kann , ist unzulässig . Aber nicht nur diese Annahme , sondern auch
die Stokesschen Gleichungen (1) sind unrichtig . Man sieht das sofort ,
wenn man die Glieder dieser Gleichungen hinsichtlich der Größen¬
ordnung mit den in den vollständigen Gleichungen (4) vorkommenden ,
aber in (1) vernachlässigten Gliedern vergleicht . Wir haben z. B. :

A m 3 TT ( 1 3 V \

Gleichzeitig haben wir :

TJ du 3 TT2x1 ( , 3V \ , 3 , rT2 Ö3 1
Q 1 dx t 4° a 1 Ä» l R2 / 4 e “ 1 dx 2 R '

ÖMiWI
Wie klein auch Ui ist, es gibt stets Bereiche, in denen q Ui ———j

im Verhältnis zu | n A Ui(i) \ beliebig groß ist. Schon in erster Näherung
ist es deshalb, wenn man ein überall richtiges Bild der Bewegung er¬
halten will, notwendig, das erste Glied rechts in der ersten Gleichung (4)
mitzunehmen. Um so mehr ist dies notwendig, wenn man die in erster
Näherung gefundene Lösung zur Grundlage einer genaueren Berechnung
der Bewegung machen wUl. Zu einer exakten Berechnung des Wider¬
standes müssen wir also zunächst von den erweiterten Stokesschen Glei¬
chungen (siehe S. 12) ausgehen.



III .

Angenäherte Lösungen von Randwertaufgaben
bei den erweiterten Stokessclien Gleichungen .

§ 16. Das Problem der Kugel .*

16 1. Aufstellung spezieller Lösungen der erweiterten
Stokesschen Gleichungen .

Wir kehren zu dem Problem zurück , die Strömung einer sonst den
ganzen Raum erfüllenden , zähen Flüssigkeit zu berechnen , welche durch
eine kleine Kugel erzeugt wird , die sich darin mit konstanter Geschwin¬
digkeit bewegt . Wir benutzen ein Bezugssystem , dessen Anfangspunkt
mit dem Mittelpunkte der Kugel zusammenfällt und dessen aq-Achse
mit der Bewegungsrichtung der Kugel parallel ist . Wir bezeichnen die
auf dieses System bezogenen Geschwindigkeitskomponenten der Flüs¬
sigkeit mit — U1-f itj , u2, u3. Zur Bestimmung von Uj und des Druckes
p erhalten wir, wie wir S. 12 sahen, bei Vernachlässigung der in den
Größen Uj quadratischen Glieder :

Wir haben eine Lösung dieses Systems zu suchen , die außerhalb
der Kugel R — a regulär ist und welche den Nebenbedingungen : für
R = a : u1— Ul , u2= Wg= 0 ; für R -* oo: u, -* 0 genügt .

Wir haben im 4. Paragraphen S. 32 gesehen , daß das System (1)
die Lösung :

dxt (̂fi A& + q U-
r Ö0
1 dx 1

* Vgl . § 15 , Schlußbemerkung .



162. Lösungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen 167

besitzt , wo :
o' S

- 1 _ . . . 1 C1— e~ a , q U, „ a
& = - 0 (o' s) = -r -- da , o = , s = R + -7x1,a a J a 2m oo r

R2= xß , R 0,

und wo a' diejenige der beiden Größen + a ist , welche positiv ist . 2a' a ,
d. h . q | Ui | ah *, ist die sogenannte Reynoldssche Zahl . Wir nehmen zu¬
nächst an , daß sie verglichen mit 1 Mein ist , d . h. wir betrachten Fälle ,
in denen entweder der Kugelradius oder die Geschwindigkeit verhältnis¬
mäßig Mein oder aber der Reibungskoeffizient fi groß ist . Wir haben :

folglich :

und

d& l — e- a, $ 2 ,= - A0 = —p—o' s.
dx x oR ’ R

QU1 d® 2A& + -
[x dx x R

,,, „ 2 d2(P .. . 2m*.e.-CD= S , . _ . e —°' s -- =- =— . nW — ' 1R " (2>

Wir haben in § 4 Formel (12), S. 34, ferner gesehen , daß für kleine
Werte von o' s :

0 = s - ±o ' s2+ - . - = R + ^ x1- ±o ' (R2+ x12) - ±oRx 1+ - , (3)

also für kleine R annähernd , bei Vernachlässigung der Glieder , welche
o' oder s als Faktor enthalten :

CD Jt 2 92R
R dx xdxj

Eine andere Lösung von (1) ist offenbar :

*;(2) dx xdxi R ’ p(2> QUl dx 2 R ' (4)

16 2. Lösungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen,
welche die Randbedingungen angenähert erfüllen.

Ein Blick auf (9, 24) zeigt sofort , daß wir aus (2) und (4) eine
angenäherte Lösung unseres Problems bilden können , welche dem Sy¬
stem (1) genügt , im Unendlichen die Bedingungen Uj — 0 und auf der
Kugel , bis auf Glieder von der Größenordnung o' aU xdie Bedingungen
ux= Ux, u2= u3— 0 erfüllt . Wir setzen :
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«I = \ * V, «,<■>- «sV, uf“ = | 1 -

1 <6>

r- !*«A5 +> .*£ (i- -$ )
Wenn wir in (5) den Wert von 0 einsetzen , erhalten wir :

3 a . . 3 TT d l - e— " 1 3TT d2 1 /ß.
“ Tr v ' eI aD ‘ -dF, — ^ T— (6>

Die gefundene Lösung besitzt offenbar Rotationssymmetrie um die
£]-Achse . Wir können sie infolgedessen durch die sogenannte Stokes -
sche Stromfunktion ausdrücken . Wir setzen für einen Augenblick :

und haben dann :
UI * d2XFUj— A W • d1;

Öx r Ö Xj

W kann als eine Funktion der beiden Größen x1 und h = ^x 2+ x3
aufgefaßt werden . Wenn wir :

dW
- h ü - H

setzen , so haben wir :
ö2W d2XF 1 dW d2W 1 dH
dxj 2 dh 2 h dh ~ dx 2 h ~dh '

dx 2 h2 ’ dx 3 h2 ’
folglich :

1 dH x„ x3 1 dHui - — ir -5T > u2+ -r us = t ä— (" )
1 h dh h h h dx x v ’

H ist dann die Stokessche Stromfunktion für die Bewegung mit den
Geschwindigkeitskomponenten uv u2, u3. Dagegen ist II -j- \ U1h2 die
Stromfunktion für die Bewegung , deren Geschwindigkeitskomponenten
— U1-\- ux, w2, u3 sind . Die Gleichung der Stromlinien , d . h . der Bahn¬
kurven der Flüssigkeitspartikel , ist in unserem Falle :

H + \ U1h2= Konst .

Wir setzen die obigen Werte für W und 0 ein und erhalten so für
die Funktion H den Ausdruck :
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4 1R U 2 a' R + a Xl ) ' ( )

Die Formeln (7) und (8) sind mit den Formeln (5) und (6) gleich¬
bedeutend .

16 s. Untersuchung der Gültigkeit der Lösung. Vergleich mit
der Stokesschen Lösung.

Wir wollen jetzt prüfen , unter welchen Umständen unsere For¬
meln (5) eine hinreichend genaue Lösung unseres Problems ergeben .
Wir haben vorausgesetzt , daß es an der Oberfläche der Kugel R = a
erlaubt ist , in der zweiten Reihe (3) nur die zwei ersten Glieder zu
berücksichtigen . Ein Blick auf (3) zeigt nun sofort , daß dies nur dann
gestattet ist , wenn o' a eine kleine Größe ist , die neben 1 vernach¬
lässigt werden kann . Wenn dies der Fall ist , haben wir in der Um¬
gebung der Kugel R = a annähernd :

d. h . die Stokessche Lösung des Problems der Kugel . Wenn man aus

jener Lösung die Glieder quk der vollständigen hydrodynamischen
O Xjc

Differentialgleichungen berechnet , so findet man , daß sie unter der
Voraussetzung o'a klein gegen 1 im Vergleich mit den in (1) mit¬
genommenen Gliedern klein sind . In der Umgebung der Kugel ist
also unsere Näherung erlaubt , wenn o' a klein gegen 1 ist . In den von
der Kugel entfernten Teilen der Flüssigkeit ist die aus (6) berechnete
Geschwindigkeit klein neben Uv Wir haben deshalb in diesen Be¬
reichen :

I du i In • I TT du ) I
gegen i ‘ 5i ; |

Wenn o' a klein gegen 1 ist , so gibt also unsere Lösung (6) sowohl
in der Umgebung der Kugel wie in großer Entfernung davon ein an¬
genähert richtiges Bild der Bewegung .

Ein Vergleich der hier gefundenen Bewegung mit der¬
jenigen , zu welcher Stokes geführt wurde , zeigt sofort
einen charakteristischen Unterschied zwischen diesen bei¬
den Bewegungen . Die Symmetrie in bezug auf die Ebene
2̂ = 0, welche für die von Stokes betrachtete Bewegung
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charakteristisch ist , ist in der neuen Bewegung nicht mehr
vorhanden . Mit anderen Worten , die Beziehungen :

U ^ ( X^ , X 2 , X3 ) — Mj ( X} , X2 , X3 ) , U 2 [ x ^ , X2 , Xg ) = U 2 ( X1 , X 2 , X3 ) ,

u3(x1,x2,x3) = u3( x1,x2,x3) ,

welche für die von Stokes untersuchte Bewegung Geltung
haben , bestehen bei der neuen Bewegung nicht .

16 4. Eigenschaften der neuen Lösung. Ausblick auf die
Theorie der idealen Flüssigkeiten.

Wir haben gesehen , daß für die neue Lösung eine gewisse Dis¬
symmetrie der Bewegung vor und hinter der Kugel charakteristisch
ist . Um die Art dieser Dissymmetrie festzustellen , bemerken wir , daß
in Bezug auf ein mitbewegtes Koordinatensystem nach der neuen
Lösung in großer Entfernung von der Kugel vor derselben :

3 ei U -1 X-I
u i = 1 -- » 3 ’A 4 a RA

hinter derselben : TT
o ei LJ1

ist . In der Stokesschen Lösung ist dagegen sowohl vor wie hinter
der Kugel in großer Entfernung :

3 aU 1
Ui = — •1 2 R

Wir sehen , daß nach der neuen Lösung die Flüssigkeit hinter der
Kugel eine Tendenz hat , dieser zu folgen , während die Flüssigkeit
vor der Kugel ausweicht .

Die Art des Schwanzes , der sich hinter der Kugel bildet , erkennt
man durch Berechnung des Wirbelvektors . Die Wirbellinien sind
offenbar Kreise , deren Ebenen gegen die a^-Achse senkrecht sind und
deren Mittelpunkte auf dieser Achse liegen . Die Wirbelbewegung in
einem beliebigen Punkte des Baumes ist unter diesen Umständen
durch den Betrag des Wirbelvektors gekennzeichnet . Er ist in einem
mitbewegten Bezugssystem :

a Ux ^X-2- Jg —- (1 + o'R) .

Nach Stokes würde er den Wert :

3 TTVx22+ x3-
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haben . Wir sehen , daß er nach der neuen Lösung in großen Entfer¬
nungen vor der Kugel , wo xx dasselbe Vorzeichen wie a hat und also
der Exponent in unserer Formel den Wert :

— o' (R + | xx|)

hat , sehr viel schneller mit 1/R abnimmt , als es in der Stokesschen
Theorie der Fall ist . Wir sehen ferner , daß hinter der Kugel , wo xx
dasselbe Vorzeichen wie — a hat und wo also der Exponent den
Wert : .. .

— o' (R — lasjl)

hat , zwar in großen Entfernungen von der Kugel im allgemeinen der
Betrag des Wirbelvektors exponentiell und also schneller als nach
der Stokesschen Formel abnimmt , daß aber die Umgebung der vom
Mittelpunkt der Kugel durchlaufenen Bahn eine Ausnahme bildet ,
indem hier :

R - \x 11 1 *»* + *»* .
1 1! + 2 | Xl | +

also annähernd : R = | xx | ist und folglich der Exponent annähernd
den Wert Null hat . In diesem Bereich ist der Betrag des Wirbel¬
vektors annähernd :

2 .

i aUi -RS 3 fl + «'* ) •

Bei großen a' R können wir hierfür einfacher :

laü o^ x * + xi -
2 au i° R 2

schreiben . Hinter der Kugel nimmt also der Betrag des Wirbelvektors
wie 1/R ab , also langsamer als bei der Theorie von Stokes , nach welcher
der Betrag des Wirbelvektors in allen Richtungen wie 1/R2 abnimmt .

Wenn wir zwar R > a , aber doch a’R klein annehmen , können
wir die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickeln und nur die
ersten Glieder berücksichtigen . Man erhält für den Betrag des Wirbel -
vektors : -

I aü 1^ a2+ ^ (1 - oXl(1 + o' R) + ••) ■

Auch in der Nähe der Kugel ist wegen des Gliedes :

— ax t {1 + o' R )

der Wirbelvektor vor der Kugel dem Betrage nach kleiner als hinter
der Kugel . Ein Vergleich mit der Stokesschen Formel zeigt , daß auch
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in diesem Bereich der Wirbelvektor vor der Kugel nach der neuen
Theorie kleiner als nach der alten ist , hinter der Kugel dagegen um¬
gekehrt nach der neuen Theorie größer als nach der alten ist .

Wir wollen , an diesem Punkte angelangt , einen Blick auf die
klassische Green -Dirichletsche Theorie der Bewegung einer Kugel in
einer idealen Flüssigkeit werfen . Nach jener Theorie soll die Bewe¬
gung der Flüssigkeit dieselbe Symmetrie in bezug auf eine durch den
Mittelpunkt der Kugel gehende , gegen die Bewegungsrichtung der¬
selben senkrechte Ebene aufweisen , welche wir in der von Stokes
untersuchten Bewegung fanden . Kann dieses Ergebnis richtig sein ?
Wir haben gesehen , daß selbst bei den kleinsten Geschwindigkeiten ,
wo die Bewegung in so hohem Maße , wie es überhaupt möglich ist ,
von der Reibung beherrscht wird , doch die Trägheit eine Dissym¬
metrie erzeugt . Kann man annehmen , daß in dem entgegengesetzten
Grenzfalle , wo die Reibung keine Rolle mehr spielt , sondern die Träg¬
heit allein das Feld beherrscht , jene Dissymmetrie verschwinden wird ?
Ist es nicht wahrscheinlich , daß die Dissymmetrie auch bei ver¬
schwindender Reibung bestehen bleibt ? Auf diese Frage kommen wir
später zurück .

Auf den Widerstand gegen die Bewegung der Kugel können offen¬
bar nur die Verhältnisse in der Umgebung derselben einen Einfluß
haben . Da unsere Lösung in diesem Gebiete mit der von Stokes ge¬
fundenen übereinstimmt , so erhalten wir in erster Näherung für den
Widerstand den Stokesschen Wert (vgl . S. 111) : Qji/j ,aU v

Es dürfte hier am Platze sein, einige Worte über die Bedeutung
des Stokesschen Widerstandsgesetzes zu sagen . Stokes wurde zu seinen
Untersuchungen über den Widerstand einer Kugel in einer zähen
Flüssigkeit durch seine Pendelstudien geführt . Eine größere Bedeu¬
tung bekam das Gesetz erst , nachdem es in der Kolloidchemie Ver¬
wendung gefunden hatte . Das Gesetz spielt in der Tat eine wichtige
Rolle in Einsteins Theorie der Brownschen Bewegung . Außerdem hat
man das Gesetz dazu benutzt , die Größe der kolloidalen Partikel zu
bestimmen . Durch diese Umstände hat das Gesetz eine sehr große
Bedeutung für die Kolloidchemie gewonnen . Daß das Gesetz für die
Theorie des Regens und damit für die Meteorologie wichtig ist , liegt
auf der Hand . Aber auch bei vielen rein physikalischen Untersuchungen
ist das Gesetz von Bedeutung gewesen . Es genüge , hier auf zwei
Beispiele hinzuweisen . Einstein hat das Gesetz auf die Jonenbeweg -
lichkeit angewandt . Millikan hat es bei seiner Bestimmung der Größe
der Elektronenladung benutzt .
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165 . Teilung der vernachlässigten Glieder zweiter Ordnung
in Glieder mit JJi\ Tj\ \ und in Glieder mit 77i2.

Die oben gegebene Lösung des Problems der Kugel stellt nur eine
Annäherung dar . An zwei Stellen haben wir Glieder vernachlässigt .
In den hydrodynamischen Differentialgleichungen :

. dp TT duj duj

p!=0
OXj

(9 )

haben wir die rechte Seite der ersten Gleichung vernachlässigt . Und
die Randbedingung ux= ü xöxj an der Oberfläche der Kugel wird von
unserer Lösung nicht exakt , sondern nur annähernd erfüllt . Eine
Prüfung der vernachlässigten Glieder zeigt nun , daß sie von verschie¬
dener Art sind . Wenn wir die oben gegebene Lösung unseres Pro¬
blems unter Berücksichtigung der rechten Seite der ersten Gleichung
(9) verbessern wollen , so müssen wir in jenes Glied unsere angenäherte
Lösung (5) einsetzen und aus dem so erhaltenen Systeme :

. , dp ' du 'j du *
^ “ >- 5^ + =

OXj

( 10 )

mit den Nebenbedingungen : für R = a, u'j = 0 ; für R oo, u'j 0
die Korrektionsglieder u’j, p ' berechnen . Nun enthalten die Größen
Uj in (5) den Faktor TJV Die rechte Seite von (10) wird also den
Faktor Ux2 enthalten . Offenbar werden u'j, p ’ mit demselben Faktor
behaftet sein . Betrachten wir dagegen die Glieder in (5), welche wir
bei der Erfüllung der Grenzbedingung u}= Uxdxj für R = a vernach¬
lässigt haben , so sehen wir aus (3) sofort , daß sich unter ihnen Glie¬
der befinden , welche den Faktor Uxo' , also, für reelles Uv den Faktor
27x | Z7j_| enthalten . Denselben Faktor werden offenbar die Korrektions¬
glieder enthalten , welche aus jenen Gliedern in (5) hervorgehen .
Offenbar sind die beiden Arten von Korrektionsgliedern , welche wir
hier unterschieden haben , von ganz verschiedener Natur . So kann in
dem Ausdruck für den Widerstand wohl ein Glied mit dem Faktor
Ux | JJX|, aber kein Glied mit dem Faktor Ux vorkommen , weil die
Kräfte , welche die Flüssigkeit auf die Kugel ausübt , gleichzeitig mit
Ux ihre Vorzeichen wechseln müssen . Es ist ferner ersichtlich , daß ein
Glied mit dem Faktor UX\ UX\ nicht von einem Gliede mit dem Fak -
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tor C/12 aufgehoben werden kann . Es ist deshalb berechtigt , die Auf¬
gabe , die uns jetzt obliegt , in zwei zu zerlegen , indem wir zuerst die
Korrektionsglieder mit dem Faktor U1\ U1\ und dann , näherungs¬
weise, die Korrektionsglieder mit dem Faktor U^ berechnen .

16 6. Berücksichtigung der Glieder mit U\\ Th\.
Genauere Widerstandsformel .

Die erste Aufgabe können wir ohne Schwierigkeit lösen . Wir setzen

statt (5) : Uj ==A uf » - B w/ 2>, p = A p« _ B p®

und bestimmen A und B aus den Bedingungen : für R = a, Uj= U1dl},
51jo ' des Ausdruckes (2) für ufindem wir jetzt auch die Glieder : — ä11a' des Ausdruckes (2) für uf 1'1

berücksichtigen .
Wir erhalten :

B| . xxXji , 3B\
Also :

und :

A (1— aa ' ) + ^ 2j + — a2j —

^ (1 aa ' ) ~ = aU lt ^ - ^ = 0

A = \ aü x(\ + f ao ' ), B = \ as U1(l + fao ' ).

Diese Ausdrücke für A und B unterscheiden sich nur durch den
Faktor 1 -f- f aa ' von den Ausdrücken , welche wir in erster Näherung ,
bei aa ' -* 0, erhielten . Wenn die Geschwindigkeitskomponenten der
Flüssigkeit mit diesem Faktor multipliziert werden , so muß offenbar
auch der Widerstand mit ihm multipliziert werden . Der Widerstand
hat also , in zweiter Näherung , den Wert :

6ji /xaU 1 (l + (11)

Betreffs des Gültigkeitsbereiches dieser Formel darf nicht vergessen
werden , daß sie unter der Voraussetzung abgeleitet worden ist , daß
die Flüssigkeit , von der Kugel abgesehen , den ganzen Raum erfüllt .
Wir werden später in § 19 darauf zurückkommen .

16 7. Berücksichtigung der Glieder mit Th2.
Wir wenden uns zur Bestimmung der Korrektionsglieder , welche

den Faktor t7j2 enthalten . Eine Gruppe dieser Glieder , wir nennen sie
Uj*, p*, rühren von den Nebenbedingungen her , indem wir noch nicht
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auf das Glied — ax 1 der Exponentialfunktion und auf das letzte
ausgeschriebene Glied : — \ oRx 1 der Reihe (3) S. 167 für 0 Rücksicht
genommen haben . Die Funktionen uj*, p* müssen also außerhalb der
Kugel R = a das System (1) befriedigen , für R = a der Bedingung :

v = | °üi\2xidij+ xi(~V—1))j> (12)
und für R ->-co der Bedingung : «,* 0 genügen . Wir setzen :

* n ( * a 90 930 \ n , 93 1

ui c {d1>A dXi dzsdx ) dx *dx , R ’
d2 1

Wir haben für kleine R -Werte :

g C' Xl ö 4- X’ \c il

Wir können deshalb der Bedingung (12) annähernd , d . h . bis auf Glie¬
der der Ordnung a2«2U1, dadurch genügen , daß wir setzen :

C = — lotest 3, C' = — ^aü xah.

Die der Geschwindigkeit u* entsprechende Stokessche Stromfunk¬
tion ist :

3 TT d2& 1 _ d2 1H * = - o TJxa2h ^—Tr + -5 0 Uxahh ^ -=•=4 1 8 1 dx 1dhR
3 rr 3 Ä2

— i U' a W I Q r1,2+l öt/1st5̂ -
(13)

Wir wenden uns dem schwierigsten Teile unserer Aufgabe zu , der
Lösung des Systemes (10) mit den dort angegebenen Nebenbedingungen .
Ihre einfachste Gestalt nimmt diese Aufgabe an , wenn wir durch die
Gleichungen (7) S. 168 die Stokessche Stromfunktion einführen . Man
bestätigt durch eine direkte Rechnung , daß , wenn Uj**, p** dem
System (10) genügen sollen , die diesen Größen entsprechende Strom¬
funktion H ** die partielle Differentialgleichung :

e (dH dDH dH dDH 2 dH
h \dx x dh dh dx 1 h dx x

befriedigen muß , wo :
d2 d2 19

u — 2 +



176 § 16. Das Problem der Kugel

und wo H den in Gleichung (8) angegebenen Wert hat *. Die Schwie¬
rigkeit der Gleichung (14) beruht auf der komplizierten Form der rech¬
ten Seite . Wenn man eine im ganzen Raume gültige Lösung der Glei¬
chung (14) wünscht , läßt sich die rechte Seite nicht vereinfachen . An¬
ders liegt aber die Sache , wenn man nur die Bewegung in der Umge¬
bung der Kugel berechnen will. In diesem Falle kann man H durch
den einfachen Ausdruck : MGH
ersetzen . Man findet in diesem Falle :

QidHdDH dHdDH 2 dH DH 9 2TT2xxh2( a2
h \dx 1 dh dh dx 1 hdx 1
Den Beweis , daß es bei der Berechnung der Bewegung in der Um¬

gebung der Kugel tatsächlich erlaubt ist , in (14) rechts diesen einfachen
Wert zu benutzen , kann man in der Weise führen , daß man mittels der
in §4 S. 30 dargelegten Methode die partielle Differentialgleichung (14)

* Wenn man in (10):
1 dH x2 x3 1 dH ,

“1- ~ ¥öl ’ä T“ 2 T“ 3_ T0x / (ä = 1/*, + *, )
, 1 dH **'- x2 , x3 , 1 dH **

Ul= ~ T ~äV ’ T” 2 + T“ 3 ~ T ~dx^
setzt und die Kotationssymmetrie um die Xj-Achse benutzt, welche sowohl das
Vektorfeld uj wie das Vektorfeld u{ haben muß, so erhält man einerseits:

/ ö 2 0 2 1 d \ sldH **\ dp Tr 1 d 2H**
a » at a , , + , ai T ) "f" a -v. ’s"^ i *dh2 h dhj \ h dh ) ' dxi * 1 h dhdx 1

( 1 dH 1 d *H 1 dH d / 1 0M |1
e \ häh ' häx 1dh h 9xj dh \ h dhjy

andererseits:
/ 02 0 2 1 ÖUl dH **\ Jx t , , xs ,\

^ {w^ + w + TJh ) \ h ~ä ^ ~) - flA [ h Ui + h “3) ~
\ x, , , x„ . , 2 du .' 2a%du / 2xs du /

= ^ (T 2 + ~h 3 ~ ~h ~dx ^ h*~~dh W ~dh
x2u/ + x3u/ \ _ dp’ d / 1 dH **\ 2y d*H**

A:i dh ® 1©x^ ft 0x t ) h dhdx 1
2/4 0 / 1 dH **\ q dH 0 / 1 dH \ q dH
h dh \ h 0Xj j h dh dx \ h dxj h 0x, dh \ h ö

Elimination von p' zwischen diesen beiden Gleichungen gibt die Formel (14)
des Textes. Einfacher kann diese Formel aus den grundlegendenhydrodynamischen
Integralgleichungen in § 1 abgeleitet werden.
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(welche ja einen speziellen Fall der erweiterten Stokesschen Gleichun¬
gen darstellt ) durch ein über den Bereich R > a erstrecktes Integral
integriert und dann aus diesem Integral die Glieder auswählt , welche
in der Umgebung der Kugel R = a die Hauptglieder sind . Man findet
durch dieses Verfahren , auf dessen Einzelheiten wir der Kürze wegen
hier nicht eingehen wollen , daß noch eine Vereinfachung der Gleichung
(14) erlaubt ist , wenn wir nur die Umgebung der Kugel in Betracht
ziehen wollen . Wir können nämlich links in (14) das Glied mit dem
Faktor q U1 vernachlässigen und erhalten so die einfache Gleichung :

Es ist nun leicht , eine Lösung dieser Gleichung zu finden , die sowohl
an der Kugel R = a wie in unendlicher Ferne der Bedingung genügt ,
daß die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten dort ver¬
schwinden . Diese Lösung ist :

tf * * = — 4L a 2
16

_ x, h2s „ 1 \ 3 , TT x, h2 a2\
u ' ° -k r + 3 “ ) + 16 * n ' °

Wir bilden jetzt die Stromfunktion der ganzen Bewegung :

^ U^ 2 + (1 + %ao ' )H + + (15)

Wir führen in (15) für H und II * ihre Werte in der Umgebung
der Kugel ein und erhalten so den folgenden , in der Umgebung der
Kugel gültigen Ausdruck für die Stromfunktion :

I ^(1_ l )2£ |(1+| a0')Ä(2Ä+a)+| aöÄ(2Ä2+aÄ+a2))' (16)
Der Ausdruck (16) wurde , mit Ausnahme der Glieder , welche den Fak¬
tor a' enthalten , zuerst von F . Noether aufgestellt (1911). Er ermöglicht
offenbar ein genaues Studium der Strömung der Flüssigkeit in der
Umgebung der Kugel . Die von der Trägheit bedingte Dissymmetrie
tritt in den mit dem Faktor x1 behafteten Gliedern zu Tage .

§ 17. Das Problem des Kreiszylinders .
17 1. Die Lambsche Lösung .

Wir haben in § 15 ein zweidimensionales Analogon der von Stokes
gegebenen Theorie der Bewegung einer Kugel in einer zähen Flüssig¬
keit gesucht . Wir fanden , daß ein solches Analogon nicht existiert .

12 Os een , Hydrodynamik
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Wir unter suchen jetzt , ob es ein zweidimensionales Analogon der im
vorigen Paragraphen gegebenen Lösung des Problemes der Kugel gibt .
Um diese Frage zu beantworten , geben wir von der am Schluß des
4. Paragraphen gefundenen Grundlösung des Systemes :

— eVi H 'sfr 0, * “ 1’ 2 (1)

aus . Wir setzen in (4, 20) S. 37 = a"2= 0 und schreiben dann statt
a^(0), *.<» , xx und x2. Aus <u , tl2, px erhalten wir in dieserWeise eine
Lösung des Systemes (1), die wir mit M*(1>, p(1>bezeichnen . Wir haben :

u*a >= 2|K0(o' ß )e— ,i 14+ ^ {logÄ + K0(o' R)e- °*

? (1)= 2^ ^ - logÄ , R = ix -f + *22.

Wir haben nach (4, 2) S. 39 für kleine iü-Werte :

(2 )

y = 1,7811.

Eine andere Lösung des Systemes (1) ist :

d2 , „ TT d2
.(2) =

Wir bilden jetzt eine Lösung : uk= A1uk̂ -\- A2uk(-2\ p = A1p(V -f-
-j- A2p(2) des Systemes (1) und versuchen die Konstanten Ax, A2 so
zu bestimmen , daß für R = a die Bedingungen : ux= Ux, u2— 0 er¬
füllt werden . Wir erhalten , wenn a so klein ist , daß wir mit genügen¬
der Annäherung mit dem angenäherten Wert (3) von u rechnen
können :

Ä' ~ ~ , yo'a 1 ’ (4)
1o 8V - 2

In der Nähe des Zylinders haben wir also :

u1= A1
(5)

Die Kräfte , welche die Flüssigkeit auf den Zylinder ausübt , haben
eine Resultierende , welche pro Längeneinheit die Größe :
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J a \ dn \ a dx , adxj
R — a 11

(ds = ^dxx2+ dx22)
hat . Man findet leicht :

-Jp ~ ds = — 27t pA -y, /x ds = — 2jijuA 1,
R = a

(fhph+ %p2)ds=0
\ a ox 1 a ox x)

Ä = o

Die Resultierende , deren Richtung selbstverständlich längs der nega¬
tiven xx-Achse verläuft , hat also den Betrag :

<6>

Die hier entwickelte Theorie für die Bewegung eines Kreiszylinders
in einer zähen Flüssigkeit wurde im Jahre 1911 von Lamb gegeben .

17 2. Magnuseffekt bei kleinen Geschwindigkeiten .

Wenn der Zylinder gleichzeitig mit der oben betrachteten trans¬
latorischen Bewegung mit der konstanten Geschwindigkeit Ux eine
Drehbewegung mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit co ausführt ,
so lagert sich über die oben betrachtete Bewegung der Flüssigkeit
eine andere :

MiW= st2co~ arctg — , p(3->= — q U, a2co • (7)ÖXje xx
Die von dieser Bewegung erzeugten Kräfte der Flüssigkeit auf den
Zylinder haben (vgl . § 1 (3) S. 7) eine Resultierende , deren Betrag pro
Längeneinheit des Zylinders ji q Uxa? co ist und deren Richtung mit
der Richtung des vektoriellen Produktes des Dreh Vektors und der trans¬
latorischen Geschwindigkeit zusammenfällt . Was wir hier gefunden
haben , ist der Magnuseffekt bei kleinen Geschwindigkeiten .

17 3. Methode zur numerischen Berechnung des Widerstandes
bei größeren Werten von a'a bzw . der Reynoldsschen

Zahl 2 a'a .
Das Problem , den Widerstand zu berechnen , den ein Kreiszylinder

erfährt , der sich ohne Drehung mit konstanter , gegen die Achse senk¬
rechter Richtung in einer zähen Flüssigkeit bewegt , wurde kürzlich

12«
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von Prof . Bairstow , Fräulein Cave und Fräulein Lang wieder aufge¬
nommen (1923). Diese Autoren gingen vom System (1) S. 166 aus . Sie
drückten die Gesellwindigkeitskomponenten m1 und u2 durch eine
Lagrangesche Stromfunktion xp aus , indem sie :

dw dw
u, = — , u2= ~ -dx2 dx x

setzten . Die Stromfunktion ip muß dabei , wie aus (1) durch Elimina¬
tion von p hervorgeht , der partiellen Differentialgleichung :

{A + 2a Wi-) A'f = ,> (8 )

genügen . Eine spezielle Lösung dieser Differentialgleichung können wir
aus unserer Lösung (5) der Gleichungen (1) ableiten . Um jene Lösung
in einfachster Weise schreiben zu können , führen wir die Besselschen
Funktionen Kn(x) ein , indem wir sie durch die Gleichungen :

CO

Kn(x) —fe —xcosbwcoshypnsds0

definieren . Zwischen den Funktionen K0(x) und K1(x) bestehen dann
die Beziehungen :

K. + ^ - O, K' +

Wir definieren jetzt eine Funktion L von x1= R cos ■&, x2= R sin &
durch die Gleichung :

L (xt , x2) = RK ^ o' R) e- ' X̂ da — ^ —0

— RKgla ' R)^ e—aRcosa cos ada .0

Man findet durch eine einfache Bechnung , daß

~ K0(a' R )e~axi sin ft, ~ ~ K^ o' R)er- °*i -

^ — K0(a'R)er-axicos # .o K

Folglich nach (2) :

(9 )
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dL _ x1 dL x2 dL _ 1 d
dx x R dR R2 dft adx .2

{logi2 + K0(o' R)e—°xi) = u2a \

+ ^ Kl (o'R)e- °*̂ =

= - 2K 0(o' R)e- °\ — - -£ - {logR + K0(o'R)e- °*t)= - u1<-1\O O %-t

L ist eine eindeutige Funktion von xx und x2.
Aus L können wir eine etwas allgemeinere Lösung der partiellen

Differentialgleichung (8) bilden . Wir setzen rechts in (9) :

Die so erhaltene Funktion L hängt von zwei Punkten x1, x2,
£2(0) ab . Wir schreiben sie deshalb L (xx, x2; x^0>, x^ ). Diese

Funktion haben Bairstow , Cave und Lang ihrer Lösung des Problems
des Kreiszylinders zugrunde gelegt . Sie setzen :

y>(xv x2) = xp{R cosft , R sin # ) = AL (R cos # , R sin # , 0, 0) +

A, Gv G2 . . . sind hier Konstanten , welche zur Verfügung stehen . f (a )
ist eine unbekannte Funktion , von welcher die Autoren doch an¬
nehmen , daß sie in eine Keihe von der Form :

entwickelt werden kann . Wenn eine Lösung dieser Form existiert , so ist
das Problem offenbar auf die Berechnung der Konstanten A , av a2, . .
Gx, G2, . . . zurückgeführt worden . Wenn man in den Reihen eine end¬
liche Zahl von Gliedern behält , kann man mit ihrer Hilfe erreichen ,
daß die Randbedingungen an der Oberfläche des Zylinders in einer
gewissen Annäherung erfüllt sind . In dieser Weise haben die drei
Autoren ihre Koeffizienten bestimmt .

Nach der hier dargelegten Methode haben Bairstow , Cave und
Lang den Widerstand eines Kreiszylinders in dem Bereich von
a' a = 0 bis zu a' a — 5 berechnet . In demjenigen Gebiete , wo experi¬
mentelle Bestimmungen des Widerstandes vorliegen , stimmt der be-

+ L (R cos a , R
o

CO

0
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rechnete Widerstand in bezug auf die Größenordnung mit dem Beob¬
achteten überein , ist aber durchweg größer . Etwas Überraschendes
liegt darin nicht , da die Geschwindigkeiten , welche hier in Betracht
kommen , weit außerhalb des Bereiches hegen , wo die in (1) wegge¬
lassenen Glieder vernachlässigt werden können .

Prof . Bairstow hat mit seinen beiden Mitarbeiterinnen auch den
Widerstand berechnet , den eine ebene Scheibe erfährt , welche sich in
einer mit ihrer eigenen Ebene parallelen Richtung in einer zähen
Flüssigkeit bewegt .

§ 18. Das Problem des Ellipsoides .
181 . Einleitung .

Bei unserer Behandlung des Problems der Kugel sahen wir , daß
in dem Ausdruck für den Widerstand , den eine Kugel erfährt , die
sich in einer sonst den ganzen Raum erfüllenden Flüssigkeit bewegt ,
ein Glied vorkommt , das den Faktor Uxo' enthält und also mit dem
Quadrate der Geschwindigkeit proportional ist . Dieses Ergebnis läßt
sich unmittelbar auf das Ellipsoid übertragen . Zu den von Oberbeck
in schöner Weise berechneten Gliedern des Widerstandes müssen an¬
dere mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportionale Glieder
hinzukommen , deren Größe von der Orientierung des Ellipsoides in
bezug auf die Bewegungsrichtung desselben abhängen muß . Wir wollen
hier jene Glieder berechnen .

Wir wenden dieselben Bezeichnungen wie in § 9 an und setzen

außerdem : U, = Ua ,, 0, 1.

av a2, a3 sind dann die Richtungscosinusse der Bewegungsrichtung
des Ellipsoides in bezug auf die Hauptachsen desselben . Wir schrei¬
ben die Komponenten der Geschwindigkeit der Flüssigkeit in der
Form : — Ua.j -\- u,. Zur Bestimmung der Größen Uj erhalten wir die
Gleichungen : » „ 0

^ vT TT ° u i ° u i r ,

Die Nebenbedingungen sind an der Oberfläche des Ellipsoides
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182. Herstellung dreier spezieller Lösungen des Systemes (1).
Wir können die zur Lösung unserer Aufgabe nötigen Hilfsmittel

dadurch gewinnen , daß wir drei verschiedene Systeme von Lösungen
des Systemes (1) konstruieren . Wir gehen zunächst von dem im §4 S. 34
betrachteten Tensor tjk aus , wohei wir jedoch die Größen Xj und x/ 0)
vertauschen . Die drei Größen tlk, t2k, t3k (k = 1, 2 oder 3) de fin ieren
dann drei Funktionen der Größen xv x2, x3. Diese Funktionen ge¬
nügen den partiellen Differentialgleichungen , welche wir im § 4 die
erweiterten Stokesschen Gleichungen genannt haben und welche wir
durch eine Drehung des Bezugssystemes in das System (1) überführen
können . Indem wir diese Drehung des Bezugssystemes für die drei
Funktionen tlk, t2k, t3k selbst ausführen , erhalten wir eine erste Lö¬
sung des Systemes (1) :

d2& d 1

0 = —
Oi

s = r + dj(xf — */ 0)),

o J a

qV
2/z ’

r2 = (Xj— ck/ 0))2, r > 0 .

k hat in diesen Formeln den Wert 1, 2 oder 3 .
Wir haben im § 11, S. 137 eine durch die Gleichungen :

= ahc fm - <4)

X, “ x3
+ i T̂T-7 + = 1> (I > 0). (5)a2+ X b2+ I c2+ X

W(s) = ^(a2+ s) (b2+ s) (c2+ s)

definierte Potentialfunktion benutzt . Sie nimmt , wie aus (4) ersicht¬
lich ist , auf jedem Ellipsoid X— Konst . einen konstanten Wert an .
Wir betrachten jetzt ein beliebiges Ellipsoid E jener Schar X= Konst .,
welches wir jedoch so wählen , daß es innerhalb des Ellipsoids X= 0
fällt . X soll also auf E einen solchen negativen Wert annehmen , daß
a2+ X, b2-f- X, c2-f- X alle positiv ausfallen . Aus dem Greenschen Satze
folgt , wenn der Punkt xv x2, x3 außerhalb von E hegt :

dSW
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oder , da auf E X(xm) einen konstanten Wert hat und da :

d 1
/ , dSW= o

dw(0) r

ist ,weil der Punkt xv x2, x3nach unserer Annahme außerhalb von E liegt :

dx{x^ ) dS<n
dnW r

Wir können also die Funktion % außerhalb von E durch ein
Integral von der Form :

F (xW)S dSmr
darstellen .

Aus der Funktion 0 bilden wir jetzt eine neue Funktion W von
x1, x2, x3, indem wir setzen :

0 {x) = J F (x^ )0 (x, xm)dS(°\ (6 )

In derselben Weise , wie wir aus der Funktion 0 eine Lösung des
Systems (1) abgeleitet haben , können wir jetzt aus W eiste Lösung
desselben Systemes herleiten . Wir setzen :

<7 >

P*(1) = 2/j. j F (x^ ) o). (8)
E

Für jeden Wert von k (k = 1, 2 oder 3) genügen dann die Funk¬
tionen Mi1], ufl , Mg1], p/ 1) dem System (1).

Ein neues System von Lösungen der Differentialgleichungen (1)
leiten wir aus der Potentialfunktion ü ab , welche wir in § 11 S. 137
benutzten und durch die Gleichung :

Q
J st2 + S 0 2 + S C2 4 - S M (s )a2+ s b2+ s c2+ s )A(s)

definiert haben . Wir setzen :

(2) ö2Qj (o) _rr _ d2Q
”' *= 9VÄ ’ <10>

Ein drittes System von Lösungen erhalten wir durch den Ansatz :
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wo 77 eine beliebige , außerhalb der Fläche (2) reguläre und in
unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion ist .

18 s. Ansatz zur Lösung des Problems .
Aus den gefundenen drei Systemen von Lösungen (7)—(8), (10),

(11) setzen wir eine neue allgemeinere Lösung der Gleichungen (1)

zusammen : ^ = ^ 0) + ^ + „ (s) ,
p = A tn Plp + A tw Ptm + pi3).

Sie enthält sechs willkürhche Konstanten Ak(1\ Afp > und eine will¬
kürliche Potentialfunktion 77. Wir werden zeigen , daß wir , wenn aa ,
bo, ca genügend klein sind , über diese willkürlichen Elemente un¬
serer Lösung so verfügen können , daß die Nebenbedingungen in ge¬
nügender Annäherung erfüllt werden .

Wenn ar eine kleine Größe ist , so haben wir annähernd :

0 = r + a.j {xj — x/ °>) — Jo {r2+ [a, (a:, — z/ 0>)]2}-|----und :
* Ars, d2 & 1 £ , (Xj — (Xu — % (0)) 1 / OÄ ,
öikA0 ~ d ^ ck ~ 7 Öjk + 7 2 a^ ’
Wir haben also :

ufi = dft J dSm+ Xkj :F (̂ 0))(̂ ~-av(0))dS<-°>-
E E

_ J F {3p )} x^ xi ~ ^ (0)) dS m _ 1 q(3fr t _ a, at ) f F (x0) dS <o\
E

s ! *p « m - x

Wir hatten :

und haben in § 11 S. 139 gesehen , daß % für große Werte von R den
Wert 2abc / R annimmt . Da die linke Seite der obigen Gleichung für
große A-Werte den Wert :

IJ F (xW)>Id SWR
E

annimmt , so schließen wir , daß :

fF (x(°))dS (°>= 2abc
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ist , folglich für kleine o' -R-Werte annähernd :

d sx tWF (xW)

Wir setzen jetzt : xk̂ F {x^ )
E

und haben dann für kleine o' / i -Werte :

A^ ufl + w/ 3>= Aj^ x ~ AkVx k - oabc (3AjW - a,at AkW). (12)
ÖXj

Da nun auf der Fläche (2) X= 0, %= x(0) und :

d % _ d % dX̂ öA
ÖXj ÖX dxj ÖXj

so gilt auf der Fläche (2) annähernd :

Aka )ufk+ w/ 3>= Af ^ Xa+ A^ Xj, ^ — oabcßA ^ — a,akAkW). (12)

usw. Wir sehen aus diesen Gleichungen , daß wir , wenn a , b, c so
klein sind , daß wir ö2«2, o252, o2c2 neben 1 vernachlässigen können ,
die Nebenbedingungen in genügender Annäherung dadurch erfüllen
können , daß wir den Konstanten Ak(1\ Ak<2) die folgenden Bedin¬
gungen auferlegen :

Af \ xo+ «2F*i — 3aabc ) -(- oabca 1akAk(V = Ua ^,
A^v>{xQ+ b2P 2— 2>aabc ) -\- aabca 2akAk̂ = Ua 2, (14)
A3(V(xo+ c2̂ 3— ^ aabc ) -f- oabca 3akAk(1'>= Ua 3.

Wir haben dabei der Kürze wegen :

Wir haben andererseits auf derselben Fläche :

(a2+ s) W (s) (b2-f s) W (s)
co
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gesetzt . Die Gleichungen (14) ergeben in erster Näherung, wenn wir
die ö enthaltenden Glieder vernachlässigen :

4 ai _ ^ a i 4 ai _ ^ a 2 a m __ ^ a 3
1 ~ Xo+ a*Pi ’ 2 Xo+ VK 3

In zweiter Näherung erhalten wir :

Ua x

Xo + c2p a

As ):

Zo+ a2P i
üa 0

b2Po

1 + aabc

1 4- aabc

3
- M |bo + a2pi

3 - M
■Xo+ b'ip 2

3
- M j\-Xo+ c2p3

As = +
Xo + «2 Zo + b'2P 2 Xo + c2P ,

184. Berechnung des Widerstandes.
Die Kräfte , welche die Flüssigkeit auf das Ellipsoid ausübt ,

hängen nur von der Bewegung in der Umgebung desselben ab. Ein
Vergleich zwischen den Formeln im § 11, S. 136—139 und den hier
entwickelten Formeln, besonders (12), zeigt , daß, von der veränder¬
ten Bedeutung von A/ P, A/ P abgesehen, die hier betrachteten Ge¬
schwindigkeitskomponenten sich nur durch konstante Glieder von
den dort gefundenen unterscheiden . Da konstante Glieder der Ge¬
schwindigkeitskomponenten bei der Berechnung der auf das Ellip¬
soid ausgeübten Kräfte ohne Belang sind, können wir das S. 139 ge¬
wonnene Ergebnis sofort auf unsere jetzt erhaltene Lösung über¬
tragen. Die Resultierende der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf das
Ellipsoid ausübt , hat die Komponenten :

— 16 jifxabcAf -P (j — 1, 2, 3) .

Die Größen %0 und Pf , welche sowohl in Oberbecks Widerstands¬
formeln wie in unseren Formeln vorkommen, sind Funktionen von
a , b, c , welche durch elliptische Integrale definiert sind . Von beson¬
derem Interesse sind diejenigen Fälle , in denen diese elliptischen
Integrale in einfachere Funktionen von a, b, c entarten . Dies trifft
ein, wenn das Ellipsoid Rotationssymmetrie um eine Achse besitzt .
Wir setzen in diesem Fall a = b und erhalten, wenn a = b < c :
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2a 2c c
*o= pr î lo gb +

c2— a2 (c2— a2)‘/j
2a 2c , I c i / c2 2a 2Q=

3 (c2— st2)’/. l0g \ st + f a2 1

Wir haben dagegen , wenn a = b > c,

2a 2c / l / a2 \
ô= p ^ i arctg( |/ j - 1),

Pi = = T̂ r -^ w. arctgl l/ 'i - 1
(0 2 _ C2)V. \ (/ c 2 ) st2 — C2 ’

2a 2 2a 2c
3 st2 — C2 ( st2 — c 2)*/ . 8

Der Widerstand , den ein Rotationsellipsoid erfährt , das sich parallel
der Symmetrieachse , der c-Achse , bewegt , ist also :

^ 16n /ia 2cU / 2aa 2c
N \ ' N

wo, wenn c > a ist :

2a 2c(2c2— st2) . lc i / c2 ; \ 2a 2c2

ist , und wenn c < a ist :

2a 2c2 2st2c(a2— 2c2) , / iAi 2 7\
N - äW + (s *- „■)•/. Mct e ( [/ ? - V ■•

Für c = a geben beide Formeln 2V= -| «2 und folglich :

W (ü > 0)

was mit dem S. 174 gefundenen Ergebnis übereinstimmt . — Für c = 0
findet man N = nac und folglich :

W= 16fiau (l + ~ ^ ) - (U > 0)

Das Ellipsoid kann in eine ebene Scheibe entarten , ohne daß
a = b ist . Stets können wir aber in diesem Falle e = 0 setzen . Wir
setzen :
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lim X° = *o* :
c —►0 ^

lim — = Pj * .
c — 0 C

Die Resultierende der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf die Scheibe
ausübt , hat dann die Komponenten :

lünfiaba -LU \K1=

k 3=

Xo* + a2P i*

16n /xaba 2U
Xo* + 62P 2*

16jiiuaba 3U

wobei :
M* =

Xo
2

1 - f- aab

1 + aab

1 -f - aab

Xo* + a2P *
M *

+

Xo
3

X°*

+

b2P *

M *

M *

Xo*+ «2P x* Xo* + b2P * Xo

Man sieht aus diesen Formeln , daß der mit U2 proportionale Teil
der Kraft im allgemeinen nicht senkrecht gegen die Scheibe ist . Sein
Betrag und seine Richtung hängen von der Orientierung des Ge¬
schwindigkeitsvektors in bezug auf die Scheibe ab . Die gegen die
Scheibe senkrechte Komponente jener Kraft hat den Betrag :

l6nfiaa 2b2a3U ( 3

Da : Xo Xo
— M *\ .

±P * ~b ^1 - J
r ds f sds b p * _ [ ds fJW(s)“J(a2+ s)W(s)’ a 2 J W(s) J (.b3+ s) W (s) ’

V V» U U

so folgt , daß wenn a > b ist , a2P 1* > b2P 2* ist . Wenn a > b ist , so
ist deshalb M * im Falle a±= 0, a2= cos # größer als im Falle a1=
cos d , a2= 0. Hieraus folgt wiederum , daß die gegen die Scheibe
senkrechte Komponente der mit dem Quadrate der Geschwindigkeit
proportionalen Kraft im „apteroid aspect“ (a2 = 0) größer als im
„pterygoid aspect“ (a1= 0) ist .

Wenn a — b ist , so können wir a , = 0 setzen und erhalten dann :
32 oa

K2= 0 .
oa

K3 = — 16fiaa 3C/ J1 + ~ (7 —a32)

Die gegen die Scheibe senkrechte Komponente der mit dem Qua¬
drate der Geschwindigkeit proportionalen Kraft verschwindet , wenn
a3 = 0 ist , d . h . wenn der Geschwindigkeitsvektor der Scheibe mit
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der Ebene derselben parallel ist . Sie nimmt den größtmöglichen Wert
an , wenn a3 = 1 ist , d . h . wenn der Geschwindigkeitsvektor gegen
die Ebene der Scheibe senkrecht ist .

In einer in mehrerer Hinsicht interessanten und wertvollen Arbeit
hat W. J . Harrison unter anderem auch den Widerstand berechnet ,
den ein elliptischer Zylinder erfährt , wenn er sich mit konstanter
Geschwindigkeit in einer zähen Flüssigkeit bewegt und wenn dabei
entweder die große Achse oder die kleine Achse des Querschnittes
mit der Bewegungsrichtung parallel ist . Er findet für den Widerstand
pro Längeneinheit im ersten Falle :

4jifA.UW,=
a -j- b — log T V°' (a + h)

Dabei ist U die Geschwindigkeit , 2a die große und 2b die kleine
Achse des Querschnittes , y hat den Wert 1,7811.

Wenn die Bewegungsrichtung mit der kleinen Achse des Quer¬
schnittes parallel ist , ist der Widerstand pro Längeneinheit :

4ji /j, U
W 2 =

log Jyo ' (a + b)

Wenn a = b ist , stimmen Wx und W2 mit dem von Lamb berech¬
neten Widerstand eines kreisförmigen Zylinders überein .

§ 19. Eine kleine Kugel und eine ebene Wand .
19 1. Einleitung . Die von der Kugel primär hervorgerufene

Strömung .

Wir sahen in § 12, 2, S. 143 wie man bei den Stokesschen
Gleichungen Probleme behandeln kann , in denen eine ebene Grenz¬
fläche vorkommt . Nach dieser Methode hat , wie in § 12 erwähnt
wurde , Stock eine genaue Berechnung des Widerstandes ausgeführt ,
den eine Kugel erfährt , die in einer von einer ebenen Wand be¬
grenzten zähen Flüssigkeit sich mit konstanter Geschwindigkeit in
einer mit der Wand parallelen Richtung bewegt . Faxen hat dieses
hydrodynamische Problem wieder aufgenommen , aber dabei die er¬
weiterten Stokesschen Gleichungen zugrunde gelegt . Seine Methode
ist die in § 13 dargelegte . Zuerst wird die in § 16, S. 168 gegebene
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Lösung des Problems der Kugel derart umgeformt , daß die Geschwin -
digkeitskomponenten und der Druck durch Doppelintegrale dar¬
gestellt werden , in denen die Koordinaten xv x2, xz des Aufpunktes
nur im Exponenten , und zwar linear , vorkommen . Faxen benutzt ein
Bezugssystem , dessen â -Achse in die Bewegungsrichtung fällt . Er
schreibt die Geschwindigkeitskomponenten der durch die Kugel primär
eingeprägten Strömung in der Form — U<5;1 + u, wo :

Uj = 2otf >1<5,-1-f (# ! + P ) , P = (! )

0y = C + (2>

o fl r)2 ) 1

' - 3 ^ dxy + ^ öx ^ rR- W
P = - c

Hier ist :
aau 1

C = ~2q ~ 1 - faa ' * ( )
Cy ist eine Konstante , deren Betrag ohne Belang ist .

19 2. Integraldarstellung der Funktionen 0 Xund P .
Für die Funktion 1/R haben wir in § 13 die Darstellung gefunden :

+ ®

— — f s e {(a1x1-t-a2z1)—>tlx 1l ^ a l ^ a 2 /g ,R2nJJ x w
— CD

R2 = Xy + x2 + xz , R 0 , x = fa 12 + a22.

Um eine entsprechende Darstellung für die Funktion :
ß—o*R—oxl

R

zu finden , gehen wir von dem Integrale :

J ~^ / / / ajwlo »)00

aus . Da dieses Integral für reelle x, unbedingt konvergent ist , so
haben wir :

, . „2 r r r
J =

2„ 2sJU (a1* + a2) da i da 2da2

i_js’sjê dâ da3_jjj _£n _daidatda^'_ lim
x -»« 2n2

0 < aj 2 < A 2
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Die beiden Glieder innerhalb der Parenthese haben bei A -*■oo be¬
stimmte Grenzwerte . Wir haben in der Tat :

A .-r

sss dalda2daz=2jij daj'e'aBcosa sin ftdft—
0 < a j < A * 0 a = 0 & = 0

(aR )in f sin (c
R J a

da .

2n 2
Integrales ist also

Wir haben ferner :

J JJ ay + !a2dai da2da3 = f j + aa2J e*'“ÄC0S<>sin&d$ =

Der Grenzwert dieses Integrales ist also R

0 < af < A* a = 0 i? = 0
A

in sa sin (aR )
R da .

er +- o

Wir lassen jetzt A ins Unendliche wachsen . Das Integral , welches
wir zuletzt bekommen haben , nähert sich dabei einem endlichen Grenz¬
werte , den wir am einfachsten durch komplexe Integration berechnen .
Wir erhalten so : „ „

R
und haben also schließlich :

1 p — o ' R

J - — R —

Wir können andererseits , wegen der unbedingten Konvergenz des In¬
tegrales J , den Wert desselben in der Weise berechnen , daß wir zu¬
erst die Integration in bezug auf a3 ausführen . Wir können dabei
komplexe Integration anwenden , indem wir , wenn x3> 0 ist , den In¬
tegrationsweg in der komplexen a3-Ebene nach oben schieben , da¬
gegen wenn a;3< 0 ist , nach unten . Wir erhalten so, indem wir be¬
achten , daß der Integrand von J die singulären Punkte :

a3 = + G,/a12 + a22 = + ix , a3 = + i â 2 + a22 + o2 - + iX*
hat : _j_oo

J = fe <(atxi+ a2x2>—*W da i da z —2nJ J x
— oo

+ co

— s fe ' («l *1+ 02*2) —l * l»3l da .l da ? .2nJ J X*
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Da das erste Glied rechts nach (5) den Wert 1/R hat , so folgt
wegen (6) : + ^

e —o' r Iss . . , 1 , da , da 9
-- = I I e *(Ol3'l + «2*2) — - i -

R 2 nJ J X*

Wir sehen aus dieser Formel , daß :

- ±sj *

+ »
ß —o'R —<7*. J ff . dctidoio__ = I ei [(ai + lv )Zi+ “2*2] —** l*3l 1- 2

R 2a J J X* ’

also , wenn wir rechts a t + *'o statt ax als Integrationsvariable be¬
nutzen und diese Variable wieder mit «, bezeichnen :

t- 03

g —a' R —ax l Iss -, , , , i , dcLiddo , r, s- = I I £*(«1̂ 1+ «2̂ —̂ 1̂ 1 ±- * . (7)Ä 2?r c/ «/ 1
Hier ist :

X = iV + a 22 — 2ioet 1.

Mit Hilfe der Beziehungen (5) und (7) können wir 0 , und P
durch Integrale darstellen :

*

0 X= —̂ JJ ~ ei(a'x'+ a2Xi)~ AI*31 dd xdd 2,
CO

+ 00

P — _ s s ^ ê a^ + a^ 2) - x \^ \da *da 99Zn J J x
— CO

wo : ,

gt = cjl — ca 2 • fctj + (— + cj ö2«4 • (i «j )2! ,
2

»2 = — C 1 -- Ost2 • ia x -)- cxo2st4 • (ids )‘o

193 . Berechnung der von der Wand zurückgeworfenen
Strömung .

Der jetzt folgende Teil unserer Untersuchung ist die Berechnung
der von der Wand x3= — f erzeugten , zurückgeworfenen Strömung .
Für diese Strömung kann man den folgenden Ansatz machen :

/ d0 „* \ dl Ö0 „*
V = 20 (0 ^ , + öi3) + ö- (0 / + p * + ^

dP *

i3 Oseen , Hydrodynamik
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+ C0

0 * = J- ff ?4l ay.aÄei(«.*.+*,*,)- a(*,+2f)da, da2,JiTZJ J a— oo
+ 00

p * = $ kf i 2- eHa' xi+ a,x,)~ *(x,+ 20da i da 2’
CO

+ CO

0 * = 2~ sß 9- aj -â e<(o‘*■+ a>*•>- « T*+ 2
00

Die Bedingungen u * = — Uj für xS= —£ ergeben:

(A+ *)2 A(2 + x) , , 3
s, = - 9„

19±iL ) .
■ zoüjX

Wegen des singulären Punktes ctx= 0 sind die Integrale , durch
welche wir die Funktionen P * und 0 , * darstellten , divergent . Wir
definieren P* und 0 2* als die Cauchyschen Hauptwerte der Integrale ,
welche wir zur Darstellung derselben benutzt haben.

19 4. Resultierende Kraft auf die Kugel .
Durch unsere Formeln ist die Berechnung der einmal zurückge¬

worfenen Strömung im mathematischen Sinne erledigt. Um die er¬
haltenen Formeln hydrodynamisch zu verwerten, ist man aber auf
ein eingehendes Studium der Integrale angewiesen, durch welche 0j *,
P * und 0 2* definiert wurden. Wir werden hier nicht auf diese kom¬
plizierten Fragen eingehen. Wir begnügen uns damit , die Ergebnisse
von Faxen mitzuteilen . Wir bemerken, daß Faxen nicht nur die oben
bestimmte , einmal zurückgeworfene Strömung, sondern auch die dop¬
pelt zurückgeworfene Strömung berechnet hat . Er findet für den
Widerstand gegen die Bewegung der Kugel :

w Gn/iiaU
i 3 ; 9 a / a \ s 45 / a \ « 77® ? ’

4 a° 8 2C * (of ) + \2C/ 16 \2c ) \2f )
Hier ist :

, , , 4 23 , 16 , 317 „ 8 _
X ( x ) = l - 3 * + -i6 * 2 - - 9 - * 3 + 864 * 4 + 9 * 5 -

25 i
24

i Yx
log V

(y = 1,781070 ).



194. Resultierende Kraft auf die Kugel

Für %(x) hat Faxen die folgende Tabelle berechnet :

195

X /Ax) X Z(z ) X / (*) X y. (x)
0 1 0,30 0,6978 0,8 0,4277 3 0,0873

0,05 0,9367 0,35 0,6608 0,9 0,3925 4 0,0479
0,10 0,8796 0,40 0,6265 1,0 0,3603 5 0,0262
0,15 0,8276 0,5 0,5660 1,5 0,2390 10 0,004
0,20 0,7804 0,6 0,5137 2,0 0,1692 18 - 0,0016
0,25 0,7370 0,7 0,4680 2,5 0,1195 00 0

Die Widerstandsformel ist gültig , wenn a2a2 und «6/ £6 neben 1
vernachlässigt werden können .

Die Resultierende der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf die Kugel
ausübt , hat auch eine gegen die Wand senkrechte Komponente . Sie
strebt die Entfernung der Kugel von der Wand zu vergrößern und
hat den Betrag : g

27 a '
~ 16 7
137

^ n /xaU ■a' a
1

Hier ist :

t (o' f ) = 1

+ ■■ log

' 3 £3 _

ya ' C

288 0 ' 4f4 _ 8 /5£5 +

Faxen findet ferner , daß die Kugel , wenn sie um ihren Mittelpunkt
frei rotieren kann , die Drehgeschwindigkeit :

3 Z7 a4 / 3a\
W= 32a"C4l 8CJ

hat . Die Drehachse und die Drehrichtung sind dieselben wie in dem
Falle , daß die Kugel die ebene Wand berührt .

Wenn man in der Widerstandsformel o' C und a / £ so klein an¬
nimmt , daß a' C■a ' a und a3/ £3 neben 1 vernachlässigt werden können ,
wird das Glied — -sau ' im Nenner von W durch das zweite Glied der
Entwickelung von %(o' £) aufgehoben , und wir erhalten annähernd :

W — 6nu .aU „ 9 a

1 —

Dies ist die von H . A. Lorentz aufgestellte Widerstandsformel , welche
wir im 12. Paragraphen , S. 142, abgeleitet haben . Sie ist also gültig ,
wenn die Kugel sich in genügender Nähe der Wand befindet und wenn
der Radius und die Geschwindigkeit derselben genügend klein sind .

13*
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§ 20. Eine Kugel in einer Röhre.
20 1. Einleitung.

Integraldarstellungen für die Funktionen , und

Das Problem , den Widerstand zu berechnen , den eine Kugel er¬
fährt , die sich mit konstanter Geschwindigkeit längs der Achse einer
mit einer zähen Flüssigkeit gefüllten Röhre bewegt , hat als erster
Ladenburg in seiner Dissertation in Angriff genommen . Er legte seiner
Berechnung die Stokesschen Differentialgleichungen zugrunde . Faxen
nahm das Problem wieder auf . Er zeigte , daß man durch eine verhält¬
nismäßig geringe Abänderung der von Ladenburg gegebenen Formeln
die den erweiterten Stokesschen Differentialgleichungen entsprechende
Lösung des Problems erhalten kann . Der Ausgangspunkt von Faxen
ist die S. 191 (1)—(3) gegebene Darstellung der Bewegung , welche
eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum erfüllenden Flüssigkeit
erzeugt . Für die Funktion :

benutzt er zunächst die Darstellung (19, 7) S. 193, führt sie jedoch
durch Ausführung der Integration in bezug auf a2 in eine Form über ,
welche die Symmetrie des Problems in bezug auf die Achse des Rohres
zum Ausdruck bringt . Wir setzen :

ix 22 + x32 = r , ix 2 = r sin hyp (ff ), |x3J= r cos hyp (i f ).
Wir setzen ferner :

und geben dabei der Wurzel ein solches Vorzeichen , daß der reelle
Teil derselben positiv ausfällt . Wir erhalten :

+ ®

R

a2 = l'ctj2— 2ioa l sin hypf ,

e « (« ■*■+ <*2*2) — *̂ l % l

- 00

— 00 — 00CD - 00

—j—00 -f- 00

Das zweite Integral in der letzten Formel definiert eine Hankeische
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Zylinderfunktion , und zwar hat man * :
-f »

J e—rVV- aia«, cos hyp«- ,f)dt = — niH ? (— ir fi 12^ 2ioa 1).
— 00

Wir haben also :
+ CD

g — a R — ax x

R = eia>x' H2°(— ir ^a12 — 2iaa 1) da v (1)

Ein spezieller Fall der Beziehung (1) ist die Formel :
+ »

Jt = ~ $ s eiaiX,H2°(—ir \a1\)da 1.
— 00

Man erhält sie aus (1), indem man a = 0 setzt .
Aus den Formeln (1), (2), (3) S. 191 folgt jetzt :

„1=2«01+A (0i+P), ?_a„s+s %=_i _(0i+P)i
dP

r ~ eU di 1’
+ »

(l}i = — jsffi e<ai*,H2°(—ir / a12— 2ioa 1) da1,
— 00

— 00

P = —~ sg 2eia^ H2°(—ir \a1\)da1.

(2 )

(3 )

(4)

g1 und g2 haben die S. 193 angegebenen Bedeutungen .
Umgekehrt kann man sofort verifizieren , daß diese Ausdrücke den

Stokesschen Differentialgleichungen genügen , wenn man nur die Tat¬
sache benutzt , daß die Hankeische Zylinderfunktion / / 2(0)(— ix ) der
linearen Differentialgleichung :

S + = ° <6>
genügt . Hieraus erhellt sofort , daß wir eine neue Lösung der erwei¬
terten Stokesschen Gleichungen in der Weise erhalten können , daß wir
in (2) — (4) H2°(— ix ) durch eine andere Lösung der Gleichung (5) er¬
setzen . Eine solche Lösung ist die Funktion :

x2m
. J° (— ix ) = ^̂ 022m(m !)2

* Vgl. N. Nielsen, Handbuch der Zylinderfunktionen. S. 128.
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20 Ansatz zur Lösung- des Problems.
Wir benutzen diese für alle * -Werte reguläre Lösung von (5) in

unserem Ansatz für die Bewegung , welche durch die Reflexion der
Strömung (3) in der zylindrischen Wand der Röhre erhalten wird .
Wir setzen für die zurückgeworfene Strömung :

wobei wir uns vornehmen , g3 und gl so zu bestimmen , daß die Inte¬
grale konvergieren .

Die Bedingungen «, + w,* = 0, q + q* = 0 an der zylindrischen
Grenzfläche , etwa für r = l, drücken g3 und gt als lineare , homogene
Funktionen von </, und g2 aus . Die so erhaltenen Ausdrücke erfüllen
die oben erwähnte Bedingung . Die Berechnung der von der Wand zu¬
rückgeworfenen Strömung ist damit in mathematischem Sinne erledigt .

Die weitere Aufgabe ist jetzt , aus der gefundenen Lösung den Wider¬
stand gegen die Bewegung der Kugel zu berechnen . Wie oben erwähnt
wurde , hat Ladenburg diese Aufgabe für den Fall a = 0 gelöst und
Faxen für den allgemeinen Fall , wo a einen von Null verschiedenen
Wert hat . Auf die Berechnungen , welche zur Gewinnung der Wider¬
standsformel notwendig sind , wollen wir hier nicht eingehen . Wir be¬
gnügen uns damit , das Ergebnis mitzuteilen .Faxen findet für den Wider¬
stand einer Kugel , die sich mit der Geschwindigkeit U längs der Achse
einer zylindrischen Röhre mit dem inneren Radius l bewegt , unter
Voraussetzung , daß o'2«2, o' a ■a2//2 und aG/le>gegen 1 vernachlässigt
werden können :

— Oc

+ *

20 3. Die Widerstandsformel.

W = Qjcfia U
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2 j« SA[«7°(— i | a j) — J° (— il )f l
aAJ °{— i | a |)<7°(— iX) \ da '

l = — 2ixa ,
A = U° ' (— i | a !),/ «(— il ) - | a jJ° (— i \a \)J° ' (- il ).

Eine Reihenentwickelung der Funktion L (a' l) ergab :

Die Widerstandsformel zeigt , daß das Glied —f aa ' im Nenner für
kleine Werte von a' l vom zweiten Gliede in der Entwickelung von
L (a' l)aufgehoben wird .Eine Prüfung der erweiterten Stokesschen Wider¬
standsformel durch Messung der Fallgeschwindigkeit einer Kugel längs
der Achse einer vertikal gestellten , von einer zähen Flüssigkeit erfüll¬
ten Röhre ist also nur dann möglich , wenn der innere Radius der
Röhre so groß ist , daß es nicht erlaubt ist , die Entwickelung von L (a' l)
nach dem zweiten Gliede abzubrechen . Wie Faxen hervorgehoben hat ,
ist diese Bedingung bei zwei Messungsreihen von Arnold erfüllt , und
bei diesen Messungen ist der Einfluß des Gliedes — feto ' deutlich zu
sehen *.

§ 21. Zwei Kugeln in einer Flüssigkeit .
21 1. Einleitung .

Die Theorie von Snioclmlowski nach § 14 .
Wir haben im 14. Paragraphen eine Untersuchung von Smolu -

chowski kennen gelernt , in welcher er die Kräfte untersucht hat ,
welche zwei Kugeln , welche sich mit derselben konstanten Geschwin¬
digkeit in einer zähen Flüssigkeit bewegen , durch die Vermittlung

* Nach Experimenten , die in Leipzig unter der Leitung von Prof . Schiller
ausgeführt worden sind , stimmt das Widerstandsgesetz (11) in § 16 noch bei a a = 0,25
bis auf ein Prozent mit den Messungen überein . Vgl. Geiger und Scheel , Handbuch
der Physik . Bd. 7, S. 111.

Hier ist :

CO

L (a' l) = 2,104 — fo ' f + • • •

Eine numerische Berechnung ergab :

L (0) = 2,104, L (0,5) = 1,76, L (l ) = l ,48, L (2) = l ,04,
L (5) = 0,46.
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dieser Flüssigkeit auf einander ausüben . Wenn wir die Geschwindig¬
keit der Kugeln J7 nennen und wenn wir die xx-Achse mit der Rich¬
tung derselben parallel legen , so können wir das in § 12 gewonnene
Ergebnis so ausdrücken , daß auf die Kugel 1 mit dem Mittelpunkte
cKjW, x2(l\ xa(X und dem Radius a1 eine Kraft wirkt , deren Kompo¬

nenten : _ 6njuai U {6ki _ {k = i ; 2, 3)

sind , während auf die Kugel 2 mit dem Mittelpunkte sc/ 2), x^2\ x3(i>
und dem Radius a2 die Kraft :

— 6jx{xa 2 V (d kl — UfiiaPV ))
wirkt . Die Größen U(kl , U(fl sind dabei durch die Annahme definiert , daß

u“d pw- nsr ,
wo VjP-'i und vk{2) willkürliche Konstanten sind , Lösungen der Sto-
kesschen Differentialgleichungen sind , welche den Nebenbedingungen :
für rx2= (Xj— XfW)2= (iy : u/X)= vf l\ lim uf x = 0 ;

Ty—y cobzw. :
für r22= (xj — xp >)2= a22 : uf 2'»= v/ 2), lim m/ 2)= 0u -»»
genügen .

Die hier gegebene Lösung des Problems von Smoluchowski ist
nur bis auf Glieder von den Größenordnungen a-f /r2 , a 2/r29(r2 =
(x/ 1) — x/ 2))2) richtig .

21 2. Neue Lösung
auf Grund der erweiterten Stokesschen Gleichungen .
Wenn wir das Problem von Smoluchowski unter Zugrundelegung

der erweiterten Stokesschen Differentialgleichung statt der von Stokes
selbst benutzten Differentialgleichungen lösen wollen , haben wir nur
in der oben gegebenen Vorschrift zur Lösung des Problems die Worte
„ Stokesschen Differentialgleichungen“ mit „erweiterten Stokesschen
Differentialgleichungen“ zu vertauschen .

Die Werte der Größen TJk\ , Ufl können wir jetzt aus (16,5) S. 168
entnehmen . Wir erhalten unter Vernachlässigung von Gliedern von den
Größenordnungen o,2/r22, «2/r2., , o' ax, a’a2:

U$l (XM) = |̂ ri2
3 d 1— e~ a m— *i“’)
4 ttl d xk(-2'> or 12 ’
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Ufi (a*1)) = | - 2 e— '»■- - «<W°- * “ >d lt —
“ r 12

3 Öl — g—or I3—a(x1(" —x,‘1')
~7 Q/n
4 2dx ^ or 12

Auf die Kugel 1 wirkt also eine Kraft mit den Komponenten :

9 0 — ° > , a— « W - *i‘” )

— ön /ua -L Ud + -̂ n /xa ^ U -- ö t i —ri2
9 Tr % (2) — * *(1) 1 — ( 1 + o ' r 12)- - npa ^ U -- --
4 12 12

Die Kraft , welche auf die Kugel 2 wirkt , erhält man durch Ver¬
tauschung von xf x\ xf l ) sowie von ay, a2.

21 3. Diskussion der neuen Lösung .
Wir sehen aus unserer Formel , daß die Kraft , welche eine Kugel

durch Vermittlung der Flüssigkeit auf die andere Kugel ausübt , sich
in zwei Teilkräfte zerlegen läßt . Die erste Teilkraft hat dieselbe Rich¬
tung wie die Geschwindigkeit und kann also als eine Abschwächung
des Widerstandes gegen die Bewegung der Kugel aufgefaßt werden .
Die zweite Teilkraft fällt in die Richtung der Verbindungsgeraden
zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln . Die erste Teilkraft
hat für die Kugel (1) den Betrag :

9 g—n' rla—ctOc,'1’—£,<*>)

und folglich für die Kugel 2 den Betrag :
9 e~ o'm —®Cn<!>—

— 71IX stj « 2 V ---
■“ ' 12

Wenn wir U > 0, x^ > annehmen , so hat der erste dieser beiden
Ausdrücke stets einen kleineren Wert als der zweite . Die Abschwächung
des Widerstandes ist also für die vorangehende Kugel stets kleiner als
für die nachfolgende Kugel . Die vorangehende Kugel hat mit anderen
Worten stets einen größeren Widerstand zu überwinden als die nach¬
folgende Kugel .

Wir gehen zur zweiten Teilkraft über . Längs der Verbindungs¬
geraden zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln , in der Rich¬
tung von der Kugel 2 nach der Kugel 1, wirkt auf die Kugel 1 eine Kraft :

9 TT1 — (1 + o' r12)e~~»'m — Xi“)
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und auf die Kugel 2 eine Kraft :

9 _T1— (1 + o' r, , )e- »'r.*+ «Oia>- V2>)
—- nua , a2U - — !- --

2 or \„

Wir nehmen wieder an , daß U > 0, ^ Xj(2) ist . Da unter diesen
Umständen a > 0 und :

(1 + o' r 12) e~ a' r" < 1, e~ " Cn“’—*i'”) < 1

ist , so hat der erste der beiden Ausdrücke sicher einen positiven Wert .
Wir sehen hieraus , daß die längs der Verb indungsgeraden wirkende
Kraft auf die vorangehende Kugel stets den Charakter einer Abstoßung
von der nachfolgenden Kugel hat .

Der Ausdruck :
1 — (1 + o'r12) e- °'r**+ '’<**‘l’- *.'I>)

’ <̂ T

kann sowohl positive wie negative Werte annehmen . Er ist negativ ,
wenn a > 0 und :

1 + o/r12< e°'r“—®(l i<1>—
positiv , wenn a > 0 und :

1 + a'r12> e°' rii—»f*1“’—

Die längs der Verbindungsgeraden wirkende Kraft auf die nachfolgende
Kugel kann also sowohl den Charakter einer Abstoßung wie den Cha¬
rakter einer Anziehung von der vorangehenden Kugel haben . Wenn
U > 0, > x/ 2\ = x2<2\ x3V = x.f 2\ wenn also die nachfol¬
gende Kugel genau hinter der vorangehenden folgt , so ist die Kraft
eine Anziehung . Wenn dagegen x^ = *1(2)ist , so ist sie eine Abstoßung .

Wenn o' r l2= n U \r12/2fi eine kleine Größe ist , können wir an¬
nähernd :

e—o' r„ + oW ’—*,'*’) = 1; 1 _ {- Ai + »(*r —*i“ ) =

a' rn ± a (aa1(1:)— x / 2))
•

setzen . Wir kommen in dieser Weise zu den in § 14 mitgeteilten , von
Smoluchowski aufgestellten Sätzen zurück . Die Voraussetzung für die
Gültigkeit dieser Sätze ist also , daß a' r12 eine kleine Größe ist .
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§ 22 . Zusammenstellung
der mitgeteilten Widerstandsformeln .

22 1. Stationäre Bewegung. Die Stokesschen Gleichungen.
W = Widerstand , Kj (j = 1, 2, 3) = Komponenten der Resultieren¬

den der Kräfte , welche die Flüssigkeit auf den Körper ausübt .
1. Eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum erfüllenden Flüssig¬

keit . Formel von Stokes . § 9. a = Radius , V = Geschwindigkeit

der Kugel . W =

2. Ruhende Kugel in einer in beliebiger stationärer und regulärer Be¬
wegung begriffenen Flüssigkeit . Formel von Faxen . § 9. = Ge¬
schwindigkeitskomponenten der Flüssigkeit bei Abwesenheit der Ku¬
gel, -p(r'>= der Druck in derselben , a = Radius der Kugel , P (0) der
Mittelpunkt derselben .

Id p(rA
\ dxjji

3. Ein Ellipsoid in einer sonst den ganzen Raum erfüllenden Flüssig¬
keit . Formeln von Oberbeck . § 11. a, b, c = Halbachsen . Uj = Ge¬
schwindigkeitskomponenten des Ellipsoides , U1 längs der a-, U2 der
b-, U3 der c-Achse .

W(s) = )/(«2+ s) (b2+ s) (c2+ s).

f ds f dsy„ = abc ... , , P . = abc . „ , T„ rv usw.M J W s 1 J (a2+ s)lF (s)

„ 1&7i/xabcU l \ %7i[xabcü 2
1= " *o+ a2P l ' «= “ Xo+ b*P 2 ’

j . lGn /uabcU 3
3= - Xo+ c2P

Eine Kugel in einer außerdem von einer ebenen Wand begrenzten
Flüssigkeit . Formeln von H . A. Lorentz . § 12. xxa;2-Achsen in der
Grenzebene . x3 > 0 in der Flüssigkeit . x3m = Entfernung des Mit¬
telpunktes der Kugel von der Grenzebene , a = Radius . Uj = Ge¬
schwindigkeitskomponenten der Kugel .

K, = - Gnjia U, ( l + ^ JL ) , K2= - Snpa U2 ( l + A JL ) ,

K3= - 67i,j,aU 3(l + ? x ®0)
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5 . Eine Kugel zwischen zwei parallelen ebenen Wänden . Die Geschwin¬
digkeit der Kugel den Wänden parallel . Formeln von H . Faxen .
§ 13. a = Radius . U = Geschwindigkeit der Kugel . lv l2 = Entfer¬
nungen des Mittelpunktes der Kugel von den Wänden .
a) 1/2 — — l .

w 6n /uaU'' - - —•

1 - 1,004 j + 0 ,418 ^ - 0 ,169 ^
b) Z2 = 3Zi :

Gn/iaUW

1 - 0 ,6526 y + 0 ,1475 ~ - 0 ,131 ^ - 0 ,0644 ~n h n *i
c) Mittlere Geschwindigkeit einer Kugel , die zwischen zwei senk¬

rechten , parallelen , ebenen Wänden fällt . Siehe S. 155 .

6 . Zwei Kugeln in einer sonst unbegrenzten Flüssigkeit . § 14 . av a2
= Radien , Uv U2 = Geschwindigkeiten der Kugeln , r12= Entfer¬
nung zwischen den Mittelpunkten derselben , § = Winkel zwischen
der gemeinsamen Bewegungsrichtung beider Kugeln und der Ver¬

bindungslinie zwischen den Mittelpunkten derselben (o < {} < j .
a) Formeln von M. Smoluchowski . U1 — U2 = V .

W2= 6 W C/ ( l - | ^ ) .

Außerdem wirkt auf beide Kugeln in der Richtung vom Mittel¬
punkte der hinteren Kugel zum Mittelpunkte der vorderen Kugel
eine Kraft : 9

- n [i ( öj a., — — .
12

b) Formeln von H . Faxen . # = 0 :

Wx — Gn[xa l U1jl
9 a1a2
4 T , 2' 12

1 ( 3 3 , 81 2 2•4n _L n n *

C rr I 3 a2 1 / 1 2 , ^ 2 x 3 \ |
Gnna xU2j ^ 2 «i2«2 + -^ «i «2“ — °s ) +

I ^ ® a S a 2 l ~ ^ 3 a 2 st 3l
7 ^ 5 st l 2 + ^ 12 ' 12

W2 wird aus Wt durch Vertauschen von ar und a2, U1 und U2
erhalten .
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c) Formeln von H . Dahl . ax= a2= a, ft = 0.

W1= 6jtfiaU 1{1 + 9a;2 + 93a;4 + 1197a;6 + 19821a;8 + •••}—
— 6ji (iaU 2{3x + 19a:3 + 387a:5 + 5331a;7 + 76115a:9 + •••}

a
* = 2^ '

W2 wird aus Wx durch Vertauschen von U1 und U2 erhalten .

d) Formeln von M. Stimson und 6 . F . Jeffery . al = «2= a, Ul =
= Z7, = ü , fi = 0 :

W1 = W2 = G7i/iaUl
4 . , w(w+ l ) 4sinh 2(w+ ^)a —(2w + l )2sinh2a
3 “-4i (2n —1)(2» + 3) 2sinh (2w + l ) a + (2w+ l )sinh2a

cosh a = T~ .
2 a

Tabelle für l siehe S. 162.

22 2. Stationäre Bewegung.
Die erweiterten Stokesschen Gleichungen.

Bezeichnungen wie oben . Außerdem :

Uj = Ua.j, Z7i> 0, öy2 = 1, o = qU/2/i .

1. Eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum füllenden Flüssigkeit .
Formel vom Verf . § 16. a = Radius , U = Geschwindigkeit .

W = ßjifiaU \ l -T-ao

2. Ein Ellipsoid in einer sonst den ganzen Raum füllenden Flüssig¬
keit . Formeln vom Verf . § 18. Vgl. oben S. 187—189.

Ki — — 16nfiabcUa 1
Xo+ a2p i

k 2= - IGn/xabc Ua2
Xo+ b2p2

k 3 = — lGnfiabc Uas
Xo+ e2p 2

1 + aabc
Xo+ a2p i

3

+

X0 + b2P 2

3
Xo c2P,

M

M

M
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Spezielle Fälle :
a ) a = b < c.

2st2c l c "i / c2
zo ~ ^ iog ( ä + y a2

p ^ = p , =
(c 2 - a 2) i + jß 3

b ) a = b < c :

2a2c

P , =

/ st2 — I

2 st2

arctg
y£ -

p ' - irctg ( y ? “Ä ’

vf - o-
2st2c

77 — ITT. arctg(st2— c2) 1

3. Ein Kreiszylinder in einer sonst unbegrenzten Flüssigkeit . Formel
von Lamb . § 17. y — 1,7811, a = Radius , Z7= Geschwindigkeit des
Zylinders .

4ji [x VW pro Längeneinheit =
i — log ost)

4. Ein elliptischer Zylinder in einer sonst unbegrenzten Flüssigkeit .
Formeln von Harrison . § 18. a, b = Halbachsen des Querschnittes ,
Z7X, V2 = Geschwindigkeitskomponenten des Zylinders längs der
Hauptachsen .

Kj pro Längeneinheit =

/v2pro Längeneinheit = —

in /x U1

— \ - logst + b

4n

— ya {a + b)

[X L 2

—~~T — logst+ b
1 , J

— ya (a + b)

5. Eine Kugel in einer außerdem von einer ebenen Wand begrenzten
Flüssigkeit . Formeln von H . Faxen . § 19. Geschwindigkeit der
Kugel , U, parallel der Wand . a = Radius , £ = Entfernung des
Mittelpunktes der Kugel von der Wand .
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ftnfiaUIV =
, 3 9 a

4 an8 2C
4 23 16 317 8

z (* ) = 1 _ __ X + _ * 2 _ _ * 3 + _ _ X4 + _ * 5 _

(25 1 yx
I24 ) g 2 '

Tabelle für %(x) siehe S. 195.
Außerdem wirkt auf die Kugel eine Kraft , welche die Entfer¬

nung f von der Wand zu vergrößern strebt . Sie hat den Betrag :

9 t (aC) '
-Q-nflau ■aa - —27 a ’

— 16 J
wo :

/ x , 11 9 8 « 137 . 8 (175 I , / I \
r (x) = 1 _ _ a:2-|- — oj3—— *4 _ *s + [— jlog (—yatj ,

y = 1,781070 .

6. Eine Kugel in einer Röhre . Die Kugel bewegt sich längs der Achse
der Röhre . Formel von Faxen . § 20. a = Radius der Kugel , ^ in¬
nerer Radius des Zylinders , U — Geschwindigkeit der Kugel .

jy _ Gn/uaU

1 — Y aa ~ T L ('al ) + 2,09 F ~ 0,95 °¥

Numerische Werte der Funktion L s. S. 199.

7. Zwei Kugeln in einer sonst unbegrenzten Flüssigkeit . Beide Kugeln
bewegen sich mit der konstanten Geschwindigkeit U in der Rich¬
tung der positiven â -Achse . § 21. Formeln vom Verf . av a2 = Ra¬
dien , ztyd), (j —1, 2, 3) Koordinaten der Mittelpunkte , r12= Ent¬
fernung zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln . Auf die
erste Kugel wirkt in der Richtung der xx-Achse eine Kraft :

K 1<1>= - 6n /aa , U ( l - J ^ ,+ V” - *.">)) .V 4 r12 I

Auf die zweite Kugel wirkt eine gleichgerichtete Kraft :
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Außerdem wirkt auf die erste Kugel eine Kraft , welche dieselbe
Richtung hat wie der Vektor vom Mittelpunkte der zweiten Kugel
zum Mittelpunkte der ersten Kugel und deren Betrag :

^ U {1 - (1 + ar
or 12

ist . Auf die zweite Kugel wirkt eine Kraft , welche die entgegen¬
gesetzte Richtung hat und deren Betrag :

- n /i ^ p U\1 - (1 + or n )<r- Ar„+ *,
orJ2

ist .

22 s. Nicht -stationäre Bewegung ,-.

Eine Kugel bewegt sich in einer sonst unbegrenzten Flüssigkeit .
Die Bewegung ist stetig und fängt bei t — 0 an . Formeln von Boussi -
nesq . § 10. a = Radius , Uj{t) = Geschwindigkeitskomponenten der
Kugel , v = h / q.

a_ f dU f(tM) dm |
jnv J dm ft — m 1’o

2 idUAt ) „
K f = — — jiQ a 3 _ 6 nji a j U f (t ) + j
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Einleitung .
Die Flüssigkeit , welche für uns die weitaus größte Bedeutung hat ,

ist das Wasser . Der Koeffizient der Zähigkeit \i hat für das Wasser
einen kleinen Wert (bei 15° C 0,0113). Unter diesen Umständen hat
die Frage , wie sich eine Flüssigkeit bei verschwindender Zähigkeit
bewegen würde , ein sehr großes Interesse . Es kann scheinen , als ob
man diese Frage sofort und ohne Schwierigkeit beantworten könne .
In der Tat liegt der Gedanke nahe , den Grenzübergang zu verschwin¬
dender Zähigkeit einfach so auszuführen , daß man in den Differen¬
tialgleichungen für die Bewegung einer zähen Flüssigkeit fi = 0 setzt .
Man kommt in dieser Weise zu den Eulerschen Differentialgleichungen
für die Bewegung einer Flüssigkeit :

zurück . Das Studium dieser Gleichungen hat indessen zu Ergebnissen
geführt , die mit den jedermann geläufigen Tatsachen in Widerspruch
stehen . Die auf sie begründete Theorie der idealen Flüssigkeit lehrt ,
daß ein Wirbel niemals in einer Flüssigkeit entstehen kann . Sie lehrt
ferner , daß ein starrer Körper , der sich mit konstanter Geschwindig¬
keit in einer Flüssigkeit bewegt , keinen Widerstand erfährt (das Para¬
doxon von Euler oder von d’Alembert ).

Welcher ist der innere Grund dieses Widerspruches zwischen der
hydrodynamischen Theorie und der Erfahrung ? Kann er nicht in der
Art der Ausführung des Grenzüberganges zu verschwindender Zähig¬
keit liegen ? Es gibt von einem rein mathematischen Gesichtspunkte
aus einen Grund , zu bezweifeln , daß man den Grenzübergang in der
oben geschilderten einfachen Weise ausführen kann .

Bei Differentialgleichungen hängt der analytische Charakter der
Lösungen wesentlich von den Gliedern höchster Differentiationsord¬
nung ab , also bei den Differentialgleichungen für die Bewegung einer

zähen Flüssigkeit von den Gliedern der Form (höchste Ableitung
dv

in bezug auf t), /xA Uj, Es ist unter diesen Umständen mathe -

14»
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matisch nicht ohne weiteres erlaubt , den Grenzübergang in der Weise
auszuführen , daß man einfach die mit /u behafteten Glieder wegläßt .

Wir werden so zu der Aufgabe geführt , den Grenzübergang zu
verschwindender Zähigkeit in exakter Weise auszuführen . Wir schrei¬
ben die hydrodynamischen Differentialgleichungen in der uns wohl -
bekannten Form (vgl . S. 12, P ) :

\ duf (du , du k\ dq du ,-s\w +"‘(wr ^J =- d,+'‘Au<’äiT0'
1 = r + ie «2-

Wir gehen von einem Zustand aus , in welchem die Flüssigkeit
ruht . Anfänglich gibt es also keinen Wirbel in derselben . Wenn die
überlieferte Theorie der idealen Flüssigkeiten der Wahrheit entspricht ,
so würde , wenn [i — 0 wäre , auch fernerhin kein Wirbel in der Flüssig¬
keit entstehen können . Nach dieser Theorie behält in der Tat die
Zirkulation : /.

W Ujdxj

für jede geschlossene , von Partikeln der Flüssigkeit gebildete Kurve
einen konstanten , von der Zeit unabhängigen Wert . Wenn anfangs
die Zirkulation für jede geschlossene Kurve den Wert Null hat , was
insbesondere dann der Fall ist , wenn die Flüssigkeit anfangs ruht ,
so muß also in jedem Momente für jede geschlossene Kurve die Zir¬
kulation verschwinden . Das ist nur ein anderer Ausdruck dafür , daß
die Bewegung wirbellos ist . Wenn jetzt fi nicht Null , aber doch sehr
klein ist , so treten zu den Eulerschen Differentialgleichungen nur die
kleinen Glieder fiA w;-. Wir hätten also zu erwarten , daß die Wirbel¬

komponenten : du1 _ du k
dxk dxj

sehr klein sind und daß sie beim Grenzübergange /jl -*•0 gegen Null
konvergieren . Wenn die Wirbelkomponenten klein sind , so sind auch
die Größen :

OUj ou k\
®Uk\dx k dxj

klein . Wir begehen dann einen kleinen Fehler , wenn wir in unseren
hydrodynamischen Differentialgleichungen jene Glieder vernachlässigen
und dieser Fehler muß gleichzeitig mit /j. gegen Null konvergieren .
Sind unsere Voraussetzungen richtig , so müssen wir durch Lösung
des Systems :

du , _ dq duj , 1
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bei entsprechenden Randbedingungen ein annähernd richtiges Bild
der Bewegung bekommen . Wenn dieses Bild bei /i ^ Omit der Theorie
der idealen Flüssigkeiten übereinstimmt , so erhält diese Theorie da¬
durch eine Bestätigung . Wenn dagegen die gefundene Bewegung bei
[i - »■0 mit irgendeiner der zugrunde gelegten Voraussetzungen nicht
übereinstimmt , dann muß mindestens eine jener Voraussetzungen
falsch sein . Aber unter unseren Voraussetzungen gibt es nur eine ,
an welcher wir füglich zweifeln können , eben die, daß bei verschwin¬
dender Zähigkeit die Theorie der idealen Flüssigkeiten die Wahrheit
trifft . Unsere Methode gibt uns also , soweit dieses theoretisch möglich
ist , ein Mittel , zu entscheiden , ob diese Theorie eine physikalische
Bedeutung hat oder ob sie nur eine mathematische Fiktion ist .

Unsere Methode besitzt aber nicht nur das oben dargelegte nega¬
tive Interesse , sondern auch ein nicht geringeres positives Interesse .
Es gibt keine andere allgemeine Methode , die hydrodynamischen
Differentialgleichungen zu behandeln , als diejenige , welche darin be¬
steht , daß man zunächst die quadratischen Glieder vernachlässigt
und nach Lösung der so erhaltenen linearen Gleichungen durch die
Methode der sukzessiven Näherungen die anfangs vernachlässigten
Glieder berücksichtigt . Auch bei kleinem /i ist dies die einzige bis
jetzt bekannte mathematisch sichere und zuverlässige Methode , die
zu unserer Verfügung steht . Von diesem Gesichtspunkte aus stellt das
durch unseren Grenzübergang erhaltene Ergebnis eine erste Näherung
der erstrebten , vollständigen Lösung dar . Aus den Widerstandsberech¬
nungen von Zeilon geht nun hervor , daß diese erste Näherung viel
mehr ergibt , als man von vornherein erwarten konnte . Die Druck¬
verteilung auf der Vorderseite eines Körpers kommt in den von diesem
Forscher behandelten Fällen schon bei dieser ersten Näherung fast
genau richtig heraus . Und wenn bei dieser ersten Näherung der
Unterdrück auf der Rückseite des Körpers zu groß ausfällt , so kann
man , wie Zeilon an dem Beispiel des Kreiszylinders gezeigt hat , durch
weiteren Ausbau der Theorie in zweiter Näherung auch in diesem
Punkte zu einer fast vollständigen Übereinstimmung mit den Tat¬
sachen gelangen . An dieser Stelle mag schließlich an die schöne
Theorie des Magnuseffektes erinnert werden , die Prof . Zeilon in nahem
Anschluß an die in diesem Teile entwickelten Gedanken und Metho¬
den gegeben hat . Über die zuletzt erwähnten Arbeiten von Zeilon
gibt der Anhang einen Bericht .
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231 . Ansatz zur Lösung des Problems im Anschluß an den

früheren Ansatz bei dem Ellipsoid .
Wir betrachten in diesem Paragraphen einen speziellen Fall . In

einer zähen Flüssigkeit , welche sonst den ganzen Raum einnimmt ,
bewege sich eine unendlich dünne , ebene Scheibe mit konstanter Ge¬
schwindigkeit U in einer gegen die Scheibe senkrechten Richtung .
Wir benutzen ein Bezugssystem , dessen Anfangspunkt auf der Scheibe
liegt und sich mit dieser bewegt , und dessen â -Achse mit der Be¬
wegungsrichtung der Scheibe parallel und gleichgerichtet ist . Wir
wenden in unserer üblichen Weise für die Geschwindigkeitskompo¬
nenten der Flüssigkeit , auf dieses Koordinatensystem bezogen , die
Bezeichnungen : — U -f- uv uv u3 an . Zur Bestimmung der Größen u,
haben wir das System IIP 5 S. 13 :

„ duj dq sdiij du k\

5 = V + ip «2
und die Kontinuitätsgleichung :

= (2)

Wir vernachlässigen die rechten Seiten der Gleichungen (1) und suchen
das so erhaltene System :

rT dui dq _ duj .
fiAuj + Ql 7 — - ^ - = 0 , ^ = 0 (3)

n dem Grenzfall p = 0 zu lösen .
Wir bezeichnen mit | 1= 0, | 2, f3 die Koordinaten der Punkte der

Scheibe . Wir setzen wie üblich gU /Zp = a. Nach unseren Annahmen
ist a > 0. Wir setzen ferner :

r = i xi + (x2— £2)2 + (*3— I3)2 j s = r
OS

i r 1 p — a
f ) = — - — da -aj a
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Die Funktion 0 genügt , wie wir Seite 33 gesehen haben , den par¬
tiellen Differentialgleichungen :

9 p —os

Ax0 = ^ v - , (4)
d0 2

Ax0 + 2a faT = y (5)

Wir bezeichnen mit 9?i ,<p2,9>3 drei Funktionen von f 2,f 3 und versuchen
unser Problem durch den Ansatz (vgl . § 18) :]

(6 )

zu lösen . S ist hier die Oberfläche der einen Seite , etwa der vorderen
Seite der Scheibe . dS $ = d%xd%2 ist ein Element von S .

23 2. Aufstellung von Integro -Differentialgleickungen zur
Bestimmung der Funktionen <pu cp2, q>3.

Unser Ansatz (6) genügt wegen (5) den partiellen Differential¬
gleichungen (3). Die Größen u}- verschwinden in unendlicher Ferne .
Zur Befriedigung der Grenzbedingungen ux= U, u2= u3= 0 an bei¬
den Seiten der Scheibe verfügen wir über die drei Funktionen <pv q>2, (p3.

In der ersten Gleichung (6), die wir wegen (4) auch in der Form :
r e—as d C d&

« , = 2 oj Vi — dS s - w Jo n Wxk dS s (7)£ s

schreiben können , setzen wir zunächst j = 1. Wir setzen der Kürze

wegen b̂emerke hier und im folgenden , daß = —!j :
d0 1 — e ~ as

o ^ - =-- - « Pfc - f ). (8)

Wir bemerken , daß , wenn der Punkt xlt x2, x3 sich in der Umgebung
des Punktes | x= 0, | 2, | 3 befindet , der Ausdruck :

dP os x,
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verhält , und daß für xx= 0, r > 0 :
dP a

= _ p — or ,
ÖX! r0

wo : r0= [r]Xi= 0 = i (x2— | 2)2+ (x3— f 3)2.

Die Gleichung (7) ergibt unter diesen Umständen , für j —1:

/ g— Ö C ^ /*<Pi — &&S J 9>, P « - odS e J i = o^ ^ i •s 0 2s 8 s

Zur Bestimmung von 9o1, <p2, <p3 erhalten wir so eine erste Gleichung :

of <Ple— ~ dS , - ~ s <p2P Xl=0dS £- A f <p3P Xi=0dS s = ü . (9)

Sie muß erfüllt sein, wenn der Punkt x1= 0, x2, x3 im Inneren von
S liegt .

Weitere Gleichungen zur Bestimmung von 9?1; 9?2, (p3 erhalten wir
aus den zwei übrigen Gleichungen (7). Die Grenzbedingungen u2=
m3= 0 an der Scheibe ergeben :

u e-= ?

r e~~arf> d r
2 ° I <p 3 ( ^ 2 > £3 ) - 7 — ss ( — ßZrr

r d&
1o<Pks dx k\

r d&
J a<p* dxk

* i = 0
= 0 ,

dSg = 0,
^1= 0

( 10 )

wenn = 0 ist und wenn der Punkt = 0, x2, x3 im Inneren der
Platte liegt . Wir können die letzten Gleichungen auch in der Form :

Id0 ]
of <Ph(h f.) dx k dS ( = iny )(x2, x3

Xx— 0

2 o | 9Y's
schreiben .

2 o 9?3

( ii )

23 3. Vereinfachung der Integro -Dilferentialgleichungen
bei fi -* 0.

Die Gleichungen (9), (10) — oder (9), (11) — sind leider zu kom¬
pliziert , um eine Lösung in einfacher Form zu gestatten . Zum Glück
vereinfachen sie sich wesentlich in eben dem Falle , der für uns das
größte Interesse besitzt , dem Grenzfalle fi = 0, dies wenigstens dann ,
wenn wir voraussetzen dürfen , daß beim jx-* 0, also bei o -*00 die Funk -
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tionen <px, q>2, <p3, xp gegen endliche , stetige und differenzierbare Funk¬
tionen 99 >3<°), konvergieren , und zwar in solcher Weise , daß :

lim P - = Ä =
f.i —>0U 3'2 *̂ 2 H —►0 ^ *̂ 3 U

Man hat , wenn 9? eine stetige Funktion ist und wenn der Punkt xx= 0,
x2, x3 zur Scheibe gehört :

s e - CT‘
lim o <p(g2, i 3) dS g =

f‘~̂ ° g ro

= lim olj <p (x2 -1- r0 cos $ , x3 -\- r0 sin # )e~ <”'»dr 0d # =
a —> co g

= lim aJJ <p (x2 + r0 cos # , x3 + r0 sin ‘&) e ~ ar' dr 0d & =
a^ a> r0<£

= lim ocp(x2 , x3)f Je ~ ar°dr0 d& +
CT̂ °° r0<c

-(- lim oj J "[95(a:2-|- r0cos ^ , a;3-(- r0sin ^ ) — 9p(a:2,a;3)] e_ (7r«dr0d^ =
<7 - > co r„ < e

= 2jT9?(a:2, a;3).

Dagegen ^ ^ f - 0,j r0

wenn der Punkt = 0, x2, x3 außerhalb von S liegt . Wir haben ferner :

lim f <p (i 2, i 3) P Xj= 0dS £ = f ^ - dS (oJ J r0

lim o L (i t , i 3) W \ dS g = L (S2, | 3) ^ dS g

usw. Wir bekommen also zur Bestimmung von 9̂ °), 992(0), 9?3(0), 9>(0)
die Gleichungen :

952(0) (* 2 . * 3) = 9>8(0) (* 2 . * 3) = ^ - )2 17•‘'s

d dS £ d dS g
at = U ’r0

(12 )

- [ <Pi(0)(£2, £3) ^ = 0.J /0__ 5 u
* Von diesen Voraussetzungen unabhängige Untersuchungen über den Grenz¬

übergang [x -» 0 werden in § 26 mitgeteilt .



218 § 23. Ein spezieller Fall . Eine dünne Platte

23 4. Vereinfachung der Integro -Difterentialgleichungen
für die Funktionen ^i(0) und ip(i)).

Wir wollen annehmen, daß die Funktion am Rande der Scheibe
verschwindet. Wir haben dann :

d- /> «»
— 1

-dy (°) dS s
dxoJ d | 2 »0

— 1
•d v (° ) dSz

dxoJ
3 s T17 r°

Cdtp(0) x 2 - - S2

2 r >
2

3

iS , ,

{ ro

2 % ^ 2

d2
dx22 + ^ t ) sf m(i 2, £, ) log = 27ry>«»(a:2, ^3)>

wenn der Punkt *2, oj3 auf S hegt.
Wir erhalten also zur Bestimmung von <p^ und die Gleichungen:

2n̂ \x2,x.,)_ /^ + * ) fT(0)(l2. f.)
2 3 s 0

27t V»(0) (* 2 . * 3) — f <Pl (0) (l 2> = ° -i ro

(13)

Sie müssen erfüllt sein, wenn der Punkt xx= 0, x2, x3 im Inneren von
S liegt.

235 . Zurückführung der Funktionen 93p0' und
auf eine Potentialfunktion A.

Die Bestimmung der Funktionen 93p0) und y>(°) aus (13) kann als
eine potentialtheoretische Randwertaufgabe aufgefaßt werden. Wir
setzen:

- s <Pi(0)(i 2, i 3) ~ - + ^ ff (0)(£2, i 3) ^ = A(x1,x2, x3). (14)s 1s
Die Funktion A ist eine überall mit Ausnahme der Scheibe regu¬

läre und in unendlicher Ferne verschwindende Lösung der Laplace¬
schen Gleichung. Ihr Verhalten auf der Scheibe geht aus den Glei-
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chungen (13) hervor . Sie zeigen , daß auf derselben *:

lim A = lim (- fe y>«»dS s - f <p^ =zl= —0 Xl= —0{ J r J r

= 27tf ^ (x2, x3) - spS °>(f 2, f , ) ^ = 0,

Ü = Ü+. l/ w ^ ”dS‘ + ai ? T 5!-S 3

= 2* * »><* , *, ) - + j ^ f) J> ><f „ fs) ^ = tr.

Wenn wir A bestimmt haben , so ergeben sich <pS0) un^ y>(0) aus
den Formeln :

= ± (f dA ) _ (ZÄ )<Pl<0)(X2’ x3)
InWdxJ ^ + o \ dx 1)Xl= _ 0,

= 7- ( ü - @r )V \ö »!/*,=_ 0,

y>(-0)(x2,x3)= ^ (AXl= ± 0 AXl= _ 0) = 4̂ A Xi= + o-

(15)

Die Bestimmung der Funktionen pS°\ y(0) ist also auf die Bestim¬
mung der Funktion A zurückgeführt worden .

23 6. Aufstellung einer Greenschen Funktion
zur Bestimmung von A.

Wir wollen annehmen , daß wir eine vierwertige Potentialfunktion
mit den folgenden Eigenschaften finden können .
1. Ihre Werte werden permutiert , wenn der Punkt x um die Rand¬

kurve der Scheibe eine kleine , geschlossene Kurve beschreibt , welche
die Scheibe durchdringt .

2. Sie nimmt auf der Scheibe überall endliche Werte an .
3. Ihre Ableitungen erster Ordnung in bezug auf xl , x2, x3 werden

am Rande höchstens derart unendlich , daß sie über eine beliebige
Fläche integriert einen endlichen Wert geben .

* Der hier benutzte potentialtheoretische Satz wird selbstverständlich , wenn man

bedenkt, daß ——| dS$ , bzw. - )- — dSg der Raumwinkel ist , unter welchem das

Fläehenelement dSi; vom Punkte x 1, x 2, x 3 aus gesehen wird. Vgl. übrigens etwa
Korn, Potentialtheorie I, S, 74.
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4. Sie besitzt einen Zweig, der im Punkte yx, y2, y3 wie :

1

— Vl? + (X2 — Vif + (* 8 — Vs)2

unendlich wird , während die übrigen Zweige dort regulär bleiben .
5. Sie ist , von diesen Ausnahmen abgesehen , überall regulär und ver¬

schwindet in unendlicher Ferne .
F (xx , x 2, x3 , y x, y 2, y 3) sei eine Potentialfunktion mit den in 1 bis

5 aufgezählten Eigenschaften . F x, F 2, F 3, F i seien ihre Zweige, wo¬
bei wir den Übergang von Fj zu *V+ 1 beim Durchgänge des Punktes x
durch die Scheibe geschehen lassen . F x sei derjenige Zweig, der im
Punkte y-y, y2, y3 unendlich ist . Fj + 1 möge endlich aus Fj dadurch
hervorgehen , daß der Punkt xx, x2, x3 eine geschlossene Kurve be¬
schreibt , welche die Scheibe einmal durchdringt und sich ihr dabei
von der Seite der negativen Xj-Achse nähert . Wir haben dann :

Fj (x i = 0 , x 2 , x 3 \ y -y, y 2, y 3) — Fjj rX{x x = -f- 0 , x 2, x 3 \ y x, y 2 , y 3)

li» p . lto « V+ i . (1«)
Xl = —0OXy *, = -1-0 OXy

Wir betrachten jetzt die Funktion :

Fy (xy , x 2 , x 3 ; y x, y 2 , y 3) + F 2(x x , x 2, x 3 ; — y x , y 2, y 3) —

— F 3(x y , x 2 , x 3 ; y y, y 2 , y 3) — F t (Xy, x 2, x 3 ; — y x, y 2 , y 3) =

= G {Xy, x 2 , x 3 ; y x, y 2, y 3) .

Wir bemerken , daß wegen der Symmetrie :

Fy (Xy, x 2, x 3 ; yy , y 2 , y 3) = F x(— x x, x 2, x 3 ; — y x, y 2 , y 3) ,

F 2(x j , x 2, x 3 ; y x, y 2, y 3) = F i {— x x, x 2, x 3 ; — y x, y 2 , y 3) , (17 )

F 3(xy , x 2, x 3 ; yy , y 2 , y 3) = F 3 (— x T, x 2 , x 3 ; — y lt y 2, y 3) .

Wir haben nach (16) und (17) :

lim Fy (xy, x2, x3; yx, y2, y3) = lim F x(—Xy, x2, x3; — yx, y2, y3) =
Zy= —0 Zy= —0

= hm Fy (Xy, x2, x3; — yx, y2, y3) = lim F 4(xx, x2, x3; — yx, y2, y3).
z , = -fO *i = —0

Ferner :

lim F 3(Xy, x2, x3; yx, y2, y3) = lim F 3(—Xy, x2, x3; —yy, y2, y3) =
Xy= 0 Xy= - 0

—lim F 3(xy, x2, x3; — ijy, y2, y3) = lim F 2(xy, x2, x3\ — yx, y2, y3).
Xj = -f- 0 Xy= - 0

Also : lim (7 = 0.
Xy= - 0
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Wir haben ferner nach (16) und (17) :

lim „ F z(x^>x2’ x3> 2/i >2/2>2/3) =
x, = + o 0 *1

Q
= lim 7ür F i (xi ’ x2>x3‘>— yi >y2>y3) =Xy= - 0 V*̂1

lim äTT ■̂,i (a:i >^a’ 2/i >2/2. 2/3) >
*1= + o ox 1

O
lim * 2 . « si — 2/ i > 2/ a > 2/ 3 ) =

*, = + 0 W*1

- lim ä - F 3(x1, x2, x3-, — y1, y2, y3) =Xx= —0 U*̂1

Folglich :

Q
lün * a . x 3 ’ 2/ i . 2/ a > 2/ 3 ) •

£1 = + 0 0 * 1

r dG nlim ^— = 0 «
x 1 = + 0 u * 1

Wenn wir die Scheibe als undurchdringlich auffassen , so ist G
eine im ganzen Raume eindeutige Lösung der Laplaceschen Gleichung ,
welche überall mit Ausnahme des Punktes y regulär ist , während sie
dort wie :

iiPh — 2/i )2+ (x2 — 2/a)2 + (»3 — 2/3)2

unendlich wird . G verschwindet im Unendlichen und genügt an der
Scheibe den Bedingungen :

0 . , — o = 0 , ( | ^ ) = 0 .\ dx 1IXl= + 0

Wir können unter diesen Umständen G als Greensche Funktion
benutzen , um A zu bestimmen und wir erhalten :

U C
A (x1, x2, x3) = ^2>^3’ Xl ’ X2' xz) dSg .

s

Man zeigt mit Hilfe des Greenschen Satzes leicht , daß

G(xv x2, x3; yv y2, y3)

in bezug auf die beiden Punkte x und y symmetrisch ist . Man hat
also auch : u r

A (x1, x2, x3) = j — I G(xi , x2, x3\ 0 , S3) d/Si .
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Da in der Verzweigungskurve F t = F 2 = F 3 = F x ist , so folgt , daß
A und somit f (U) am Rande verschwinden .

Wir wurden zu der Aufgabe geführt , die Funktion F zu bestim¬
men . In einem der interessantesten Fälle ist diese Aufgabe leicht lös¬
bar . Wenn unsere Scheibe kreisförmig ist , kann man die Funktion
F entweder durch ein Sommerfeldscbes Integral darstellen oder F nach
Ringfunktionen entwickeln . Man bestätigt leicht , daß A in diesem
Fall auf der Scheibe überall endlich , im Innern derselben beliebig oft
differenzierbar ist und am Rande verschwindet . In diesem Falle führt
also unsere Methode die Gleichungen (9), (10) — oder (9), (11) — S. 216
bei 0 aufzulösen sicher zum Ziele.

Wir werden später , in § 31 S. 311, einer expliziten Lösung des Pro¬
blems der kreisförmigen Platte begegnen . Jener Paragraph kann un¬
mittelbar nach diesem gelesen werden . Wir haben ihn nur deswegen
an den Schluß gesetzt , um möglichst rasch zu den praktisch wichti¬
geren Fällen zu kommen .

23 7. Untersuchung der Bewegung der Flüssigkeit außerhalb
des von der Scheibe durchschrittenenRaumes.

Wir kehren zu den Gleichungen (6) S. 215 zurück . Wir nehmen
an , daß es gelungen sei, die Funktionen <pv (p2, <p3 aus den Gleichungen
(9) und (10) zu bestimmen und daß diese Funktionen nebst ihren Ab¬
leitungen beim Grenzübergange fi -*■0 im Innern der Scheibe gleich¬
mäßig gegen die Funktionen 9>x(0), 9?2(0), <Ps0) und ihre Ableitungen kon¬
vergieren . Wir nehmen überdies an , daß am Rande ipW= 0 ist . Wir
wollen unter diesen Voraussetzungen , unter Annahme , daß der Punkt x
sich außerhalb der Scheibe befindet , den Grenzübergang fi -*0 aus¬
führen . Wir haben wegen der Gleichungen (6) S. 215, (12) S. 217 und
(14) S. 218 :

lim q = - Qü ( <pkW -J?- - dS g = -/t —*o J Oxt r

J 1 dxxr dtj2 dx2r d£3 dx3 r

dx 1J \ r dx 1 r / ox 1

dS s = (18)

Durch jeden Punkt derRandkurve unserer Scheibe und in
einer der Bewegungsrichtung derselben entgegengesetzten
Richtung ziehen wir eine Gerade . Wir nehmen zuerst an ,
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daß der Punkt x außerhalb des von dieser Geraden erzeug¬
ten Zylinders Z liegt . Wir haben nach (7) S . 215 :

U = 2 aj dS s —s

ÄS« .
(19)

Wenn der Punkt x außerhalb von Z liegt , so haben wir ferner s > 0
und folglich : s os

lim a / 9 f 3) dS s = 0 , (20)
/‘ -* o J r

(21 >
s

Folglich :

OXjJ r dx 20XjJ oij 2

d2 fdyW , JC
dxgdxfj d£ 3 g f

(22 )

- ö f ^ °- fy,(°n og8ds( .dxjJ r dxj \ dx 2 dx 32/ J

Dabei wurde unter Berücksichtigung , daß am Rande verschwin¬
det , partiell integriert .

Die Funktion log s (s > 0) genügt der Laplaceschen Gleichung
log s = 0 . Wir haben folglich nach (14) :

d fl d2 \
lim Uj = — w— I —-- ^—ö log s • 9/ 0) dSs = —

öa :?J l r dxf ° r I

d d 1 ! _ dA
dxjJ I r W dx l r I { ~ dx , '

(23 )

23 8. Untersuchung der Bewegung der Flüssigkeit in dem
von der Scheibe durchschrittenen Raume.

Wenn wir zu dem Falle übergehen wollen , daß der Punkt x
innerhalb vom Zylinder Z liegt , so müssen wir bedenken , daß die
Gleichungen (20) und (21) jetzt nicht mehr erfüllt zu sein brauchen ,.
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weil es jetzt im Integrationsbereiche einen Punkt | 2 = x2, £:s = xs
gibt , in welchem s den Wert Null annimmt . Nur die Umgebung dieses
Punktes kann zu den linken Seiten dieser Gleichungen Beiträge geben ,
die nicht beim Grenzübergange /x -+0 verschwinden . Um den Grenz¬
wert des Integrals :

/
ß—09

a (Pi(^2’ %3) ~

zu bestimmen , führen wir neue Integrationsvariable ein :

£o = x2 + l / 2 | i /r2~[a?ij . '1/ 1a cos ß , = *3 + 1/ — a sm ß .

Wenn e genügend klein ist , so können wir mit genügender Annähe -
. . (x2~ h )2+ (̂ 3—&) ß2

rung r — \xA , s = — 1—V5- — = — setzen .
“ | Xj I o

Wir erhalten so :
i/ g
r 2 | Xi | 2 71

2JadaJ <pi (x2 + a cos ß , x3 -f1 / — asin /sje - “’ dß .o o
Der Grenzübergang /x ->0, d. h . o -*■<x>ergibt :

27icpß°\ x2, x3).
Um das Integral :

TTT I <P*(£v h ) e~ a' dS s
d C _ d logs

bei [x -* 0 zu untersuchen , schreiben wir es in der Form :

Wir haben :
ds _ ds ds _ ds
dx 2 d£ 2 dx 3 ~~ d£ 3

Durch partielle Integrationen können wir deshalb unser Integral
so umformen , daß neben Randintegralen , welche über den Kreis
{£2— x2)2 + (£3— a;3)2 = e2 zu erstrecken sind und also für a -*■<x>
verschwinden , nur Integrale von den folgenden drei Typen vor¬
kommen :
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00

/ ? (f *. dadS s = - } f . ) e~ r dS « >
X 1 s A-

/ ? <#„ #»> •jr * a

K ist hier eine Abkürzung für : (| 2 — *2)2 + (£3— £3)2 < e2. Man zeigt
leicht unter Berücksichtigung der Tatsache , daß r oberhalb einer
positiven Grenze Hegt, daß alle drei Integrale bei /u -* 0 verschwin¬
dende Grenzwerte haben . Wenn der Punkt x innerhalb des Zylinders
Z Hegt, so haben wir also :

/ e—os<Pi(h >£3) dS i = 2n <pf0)(x2, x3) , (20' )
— - s r

Hm A I yt (f a>f , ) e— ^ = 0 . (21')
^ —9. 0 VXj J 0 Xk

Wir haben schließlich unter unserer jetzigen Voraussetzung , daß
der Punkt x innerhalb vom Zylinder Z Hegt, den Grenzwert des
GHedes: ~ „ „ .

rechts in (19) zu bestimmen . Man sieht leicht , daß die Gleichung (22) :

?™ - ikS n {S*’h ) a^ LdS , =

Ä/j «/ / 1/ juf \ ij 4/% ” 3

immer noch gültig ist . Wir haben folglich :

Hm -
/ j dXk

_ d_ r̂ + d̂ _ r (0)dhgs _oxjj r oxjöxiJ dx A' s ' Ls 1

9 /iJ ^ a 2, i3)log sds£=dxj' s

(24 )

15 Os een , Hydrodynamik
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Zur Bestimmung des letzten Gliedes in (24) betrachten wir das Integral :

Y*»(f a, £, )dSt

— l S
)2+ (X2~ A)2+ (X3—f3)2

Wir haben (wenn ]/ (xx— | a)2+ (x2— | 2)2+ (x3 — | 3)2 = i (xk— i kf
gesetzt wird ) :

Alog IHx . - {, )* + *, - ! , )— 1 ^ •

Wir haben demzufolge :

J =. —Jy (°)(| 2) | 3) logsdSj +

+ 3) log {j/ (a?! + Z)2+ (x2— | 2)2+ (x3— I3)2+ *i + ^U ^ =
- A + A -

Nach unseren Annahmen ist eine negative Größe . Wir wählen jetzt
die positive Größe Z so groß , daß Z-j- xx positiv ausfällt . Wir haben
dann :

AXJ 3 — •
Folglich :

■AA = — a xj .

Nun läßt sich J als das Newtonsche Potential von Massen auffassen ,
welche hinter der Scheibe Hegen. Ihre Raumdichte ist y>°(!2,f3). Wir
haben folghch :

AXJ = — inxpW{x2, x3)und also :

Axf l 3) log sdS ^ = AXJ 1 = 47t ^ 0)(x2, x3) . (25)s

Aus (19),(20' ),(21' ), (24)und (25)folgt wegen der ersten Gleichungen (12) :
* dA

lim ux{x1, x2, x3) = in (p^ (x2, x3) -\- -̂ —,ft-+0 OXx
VI \ — dÄ V I \ dA
lim u ŷx i , x2, x§) — ^ , lim u^{x ,̂ x%9x§) — ~

u —>0 o X2 u —►0 Oi

(26)

li —>0 V •*'2 fi —* 0 V

wenn der Punkt x1, x2, x3 sich in dem von der Scheibe durchschrittenen
Bereiche befindet . — Wegen der Beziehungen (15) und wegen

dAdA
A = ^— = -5— = 0 für X, — — 0

ox 2 ox 3

gilt also für die Geschwindigkeit in dem von der Scheibe durchschrit¬
tenen Raume :
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r dA (dA ) T7 ÖA (dA )limM 1== 3 + ü , lim m2= « ä —,,->0 ox, \öxAx,=~o u-*o ox, \dxj..
Um u.

dx x \dxJ Xl= _ o ’ ,, -»<> 2 dx 2 \dxJ Xl= - o ’

_ dA _ (dA )
(27 )

fi —> 0 d *̂ 3 V ^ 3/ = —0

Diese Formeln zeigen sofort , daß die Flüssigkeit auch bei ver¬
schwindender Zähigkeit an der Rückseite der Scheibe haftet .

28 9. Zusammenfassung.
Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen :
In einer zähen Flüssigkeit , welche sonst den ganzen

Raum erfüllt , bewegt sich eine ebene Scheibe mit konstan¬
ter Geschwindigkeit (Komponenten Uv U2, U3) in einer gegen
die Scheibe senkrechten Richtung . Es wird angenommen ,
daß die Bewegung der Flüssigkeit stationär ist und den
Gleichungen :

TT duj da „ dus/lAuf+ eüt—.- —.= 0, _ = 0
gehorcht . Bei /j, - *• 0 erhalten wir unter diesen Umständen
für Uj und q die folgenden Ausdrücke :

In dem von der Scheibe nicht durchschrittenen Bereiche :

dA

Uf ~ dxs
In dem von der Scheibe durchschrittenen Bereiche :

+ Ur_ dA _ (dA )
U/ dxj \dxj )h

(diw bezeichnet bier den Wert , den in demjenigen
Punkte der Rückseite der Scheibe annimmt , in welchem
diese von einer durch den Punkt xv x2, x3 gezogenen , mit der
Geschwindigkeit ( U ) der Scheibe parallelen Geraden getrof¬
fen wird .

A ist eine außerhalb der Scheibe reguläre und in unend¬
licher Ferne verschwindende Lösung der Laplaceschen Glei¬
chung : AA = 0 .

An der Scheibe genügt A den Bedingungen :
an der Vorderseite :
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wenn n die nach außen gezogene Normale der Scheibe ist ;
auf der Rückseite :

A = 0.

Qualitativ können wir diese Ergebnisse in dem folgen¬
den Satze zusammenfassen : Bei dem Grenzübergange /x -* 0
tritt in der Flüssigkeit eineDiskontinuitätsf lache auf . Diese
Fläche ist ein Zylinder , der von der Randkurve der Scheibe
ausgeht und sich in der Richtung erstreckt , welch e der Be¬
wegungsrichtung der Scheibe entgegengesetzt ist . Außer¬
halb dieser Fläche gehorcht die Bewegung den Gesetzen
für die wirbellose Bewegung einer idealen Flüssigkeit . In¬
nerhalb derselben herrschen andere Gesetze . Über die wir¬
bellose Bewegung ist hier eine Wirbelbewegung überla¬

gert , welche von dem Gliede (w—) herrührt . Die Flüssigkeit
\ 0 Xj / fi

gleitet an der Vorderseite der Scheibe , sie haftet an der
Rückseite .

Mit der Theorie der idealen Flüssigkeiten stehen unsere Ergeb¬
nisse in schroffem Widerspruch . Dagegen stimmen sie, wenigstens
qualitativ , gut mit den Tatsachen überein . Wir schließen hieraus , daß
die paradoxen Resultate der Theorie der idealen Flüssigkeiten auf
der unrichtigen Durchführung des Grenzüberganges zu verschwinden¬
der Zähigkeit beruhen .

§ 24. Allgemeinere Untersuchungen .
24 1. Aufgabestellung . Ansatz zur Lösung auf Grund des § 5.

Im vorigen Paragraphen haben wir uns mit einem sehr speziellen
Falle beschäftigt . In diesem Paragraphen wenden wir uns allgemei¬
neren Betrachtungen zu . Wir nehmen an , daß ein Körper sich in
irgendeiner Weise in einer Flüssigkeit bewegt . Wir brauchen nicht
vorauszusetzen , daß der Körper starr ist . Was wir voraussetzen , ist
nur , daß eine Flüssigkeit , die sonst den ganzen Raum erfüllt , nach
innen von einer , im allgemeinen von der Zeit abhängigen Fläche S (t)
begrenzt wird , auf welcher die Geschwindigkeitskomponenten Uj vor¬
geschriebene Werte annehmen sollen . Wir nehmen an , daß das ganze
System für t < t0 ruht . Bei t = t0 fängt die Bewegung an . Wir stellen
uns die Aufgabe , die Bewegung der Flüssigkeit für t > t0 unter Ver¬
nachlässigung der quadratischen Glieder und im Grenzfalle fi -*• 0 zu
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berechnen . Wir müssen dabei , wegen der Unzusammendrückbarkeit
der Flüssigkeit , mit der Möglichkeit rechnen , daß die ganze Flüssig¬
keit bei t — 10 sich auf einmal zu bewegen anfängt . Wir setzen vor¬
aus , daß eine derartige , momentan einsetzende Bewegung wirbellos
ist . Wir stellen uns also die Aufgabe , für t ^ t0 und für fi -»■0 das
System : a a a

duj da , . dujê t=- w,+iiAu>' wr° ()
mit den Nebenbedingungen : auf S (t) : Uj= Vj(S , t) ; in unendlicher

Ferne : «,•= 0 ; für t — ta : = 0 , (j , k = 1, 2, 3) zu lösen.
dx k dxj

Der Behandlung unseres Problems legen wir einige Annahmen be¬
treffs der Fläche S (t) und der Funktionen Vj(S , t) zugrunde . Wir neh¬
men zunächst an , daß S (t) stetige Tangentenebenen besitzt . Wir be¬
trachten jetzt einen beliebigen Punkt Q von S (t). Wir beziehen die
Fläche in der Umgebung von Q auf ein Bezugssystem xk , x2' , x3 >
dessen Anfangspunkt der Punkt Q ist , dessen x3' -Achse längs der
nach außen gezogenen Normale der Fläche im Punkte Q fällt und
dessen xk - und *2'-Achsen zwei gegeneinander senkrechte Tangenten
von S (t) in Q sind . Wir schreiben die Gleichung der Fläche S (t) in
der Form :

x3' = F (x1' , x2' , t)

und wir nehmen an , daß die Funktion F in der Umgebung des Punk¬
tes Q stetige Ableitungen der drei ersten Ordnungen in bezug auf
*/ , x2' , t besitzt . Wir nehmen ferner an , daß die Funktionen Vj(S , t)
sich in der Umgebung von Q als zweimal stetig differenzierbare Funk¬
tionen von ajj' , x2 , t darstellen lassen .

Um unsere Aufgabe zu lösen, gehen wir von den in § 5 gewon¬
nenen Ergebnissen aus . Sie zeigen , daß wir durch den folgenden An¬
satz eine außerhalb von S (t) und für t ~̂ t0 gültige Lösung des Sy¬
stemes (1) erhalten :

ij(P , t) = Jdxj hk(Q, x)ujk{P , Q; t — x)dS Q+ ^ ~ .
t . AM 1

q(P , t) = — inqnJh k(Q, t) JL 1 dS Q— q jf
•9 (0

(2 )

xv x2, x3 sind hier die Koordinaten des Punktes P in einem festen ,
rechtwinkligen Bezugssysteme . Die Koordinaten des Punktes Q im
selben System werden wir mit | 1( | 2, bezeichnen . Wir haben ferner :
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d20
Ujk (P , Q; t — r ) = — djk A0

dxjdx t ’
r

0 = -i -J "E (a , t — r )da ,
q ac

4 p (l — r)

(/<•

(3 )

r2 = (Xf— | ,)2, r 7> 0 ; K.(a , t — r)

1/ ) ist eine Lösung der Laplaceschen Gleichung :

Ay>= 0 .

Unsere Aufgabe ist , die Funktion /;,.((>, r ) und die Potentialfunk¬
tion ip so zu bestimmen , daß bei verschwindendem /x die Grenzbedin¬
gungen erfüllt werden . Wir werden dabei annehmen , daß die Funk¬
tionen hk in bezug auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit dieselben
Eigenschaften haben , welche wir oben für die Funktionen Vj(S , t) an¬
genommen haben .

242 . Vorläufige Zerlegung des Flächenintegrales in zwei
Summanden yf „ und jf }*.

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Element a (r ) der Fläche S (r )
und bilden das Integral :

Jja = fK {Q, r)ujk{P , Q, t — r) dS Q=
»(>)

- fh , (Q, r ) A0dS Q+ f hk dS Q= 7f ? + 5# •
<r(r) o (r) 7 *

Wir haben , da $ nur von r und t — x abhängt :

Wir betrachten einen bestimmten Punkt Q des Flächenelementes ct(t ).
fi , f 2, | 3 seien die Koordinaten desselben im festen Bezugssysteme .
Dem Punkte Q entspricht in der oben dargelegten Weise ein Bezugs¬
system xf , x2 , x3' — und | 1' , £2' , f 3' — dessen x3'~ (oder £3'-)Achse
mit der im Punkte Q nach außen gezogenen Normal der ' Fläche S (r )
zusammenfällt . Die Beziehungen zwischen den Koordinaten xv x2, x3

* Die Abteilungen 242 — 246 behandeln das Verhalten der Flächenintegrale in

(2) bei 0.



243. Definitive Zerlegung des Flächenintegrals in zwei Summanden 231

und den Koordinaten xk , x2' , x3 desselben Punktes mögen durch
die Gleichungen :

X j ——&jk (xk £k)> ®jk Qjl == ^kl

ausgedrückt sein. Wir haben dann ebenso :

g'j = ajk(i k — i t).

Wir haben ferner , wenn wir mit h/ die Komponente des Vektors
hv h2, h3 längs der x/ -Achse bezeichnen :

d & , d <A>
h j —<Xjichfc, hj Qg —h j q^ f ,
d d d

dx,-~ dxt' ~ °ki dSkr

^ = f Wa ^ dim ? dSQ -«Tw

Also :

243 . Definitive Zerlegung - des Flächenintegrales
in zwei Summanden jjV und J$ .

Wir zerlegen in zwei Teile . Einen Teil :

sh3 a3i A0dSQ = fhn cos (nx ,) A fPdS Q
o(r) ct(i>

führen wir mit zusammen und bilden aus diesen beiden Ausdrücken
ein Glied :

Tja — — f[h — K cos {nxj )] A &dSQ. (4)
o(t)

Den übrigen Teil von nennen wir jfJ und haben dann :

Jyi=J Jhrkaij h3'a3jA0jdSQ=
»w

■V

J ihl'a,i + h2'aij dtsdtf +
a (j )

d20 , d20 ( d20 , d2<t >\
0/11 öfj ' öig ' + a 2i d£ 2' d£ 3' ~ Ü3i + W 2>

dS c

(5)
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‘244 . Das Verhalten des Integrales bei kleinem // .
Wir betrachten zuerst das Integral jf „- Wir haben :

er8

Also :
(t — t )s/i

(ii I Q e 4 “ (! — ^
«/ ;■„ = / (Ay — A„ COS (« ! ,) ) ^ -- 17 -

4 (<- *)
Die Funktion : _ ef

4 fz(f — z)

2 i« (< — t )Vj

konvergiert beim Grenzübergange /j, -*■0, wenn r > <5 > 0 ist , gleich¬
mäßig gegen Null . Auch die Funktion :

fi ~ p \ A0 \ ,
wo p irgendeine positive Zahl ist , konvergiert , wenn r > d > 0 ist ,
bei n -* 0 gegen Null . Wenn beim Grenzüb ergange fi -* 0 die Funk¬
tionen hj selbst oder die Produkte dieser Funktionen mit irgendeiner
positiven Potenz von fi endlich bleiben , so konvergiert also das In¬
tegral jfa bei diesem Grenzübergange gegen Null , sofern nicht das
Flächenelement a (r ) den Punkt P enthält .

Wir betrachten jetzt den Fall , daß P in der Nähe von o(r ) liegt .
Wir nehmen an , daß eine Normale von P auf o(r ) dieses Flächen¬
stück in P (0>trifft und daß PP (0) die kürzeste Entfernung von P nach
o(t ) ist . Wir setzen die Entfernung PP® = d, wobei also d eine posi¬
tive Größe ist . Wir benutzen das Bezugssystem , welches nach der
oben dargelegten Begel dem Punkte P (0) entspricht . Die Koordinaten
des Punktes P in diesem Bezugssysteme sind : x/ = 0, x2' = 0, x3' = d
und wir haben folglich :

r2 = (Xj- = (x'f - | / )2 = f / 2+ | 2' 2 + (d - f3' )2

Wenn wir speziell zu x/ - und x2' -Achsen die Tangenten der Krüm¬
mungslinien der Fläche S (r ) im Punkte P (CI) wählen , so haben wir :

h ' = 2P + + 0h ')£/ h ' Zi' ,
,a d3F

0 <i 0 <; 1, j , k, l = 1 oder 2, F m ■■ dSfdüdh ’
Äxj und \R2\ sind die Hauptkrümmungsradien der Fläche S (r ) im

Punkte P®>. Wir nehmen an , daß d < \R1\, d < |P 2| ist . Wir führen
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in unserem Ausdruck für r2 den obigen Wert von f3' ein und be¬
kommen :

r2= l1_ 30 1/ 2+ {l ~ w) ^ 2+ d2+ ls'2 ~4 dFmW *'K-

Wir betrachten jetzt die Funktion :

q e 4/»(*—*) q E (r , t — t )
(t — x)'u ~ 1— v

und bemerken , daß diese Funktion für — r ) -* 0 für alle r wie
eine Exponentialfunktion verschwindet mit Ausnahme von denjenigen ,
welche von der Größenordnung \/fi (t — r ) sind , d . h . genauer ausge¬
drückt in der ganzen f / fg' -Ebene mit Ausnahme von demjenigen Teile ,
in dem f / und | 2' von der Größenordnung

4/i (t — t )

sind .
Wir führen den soeben gefundenen Wert von r2 ein und erhalten :

A _E (r , t - r ) = q_ - {(i - -£ -)«,' • + (i - -J -){.' ■+ *■}_
2/u t — x 2fi (t — r )s/l 6

'11- T̂ h -T) i
= 1 oder 2

Wir haben ferner :

[hj — hn cos (n *,7)]q = [hj — hn cos (nx ,-)]p(o) +
t = 3, 2

dS “= « ■' « • ' (‘ + £ * ^ 4 -
= 1 oder 2

Fj « , gjk sind Funktionen von £/ , | 2' und von r . Wenn wir a (r )
genügend klein wählen , so gibt es für die absoluten Beträge aller dieser
Funktionen endliche Grenzwerte , welche nicht überschritten werden ,
so lange der Punkt P innerhalb von o(r ) bleibt .

Wir kehren zu unserem Integral J $ zurück . Die gefundenen Aus¬
drücke der in jf ), eingehenden Größen zeigen, daß das Hauptglied
(wenn [j, und d klein sind) dieses Integrales in der Form :
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ed‘
e ifi (t — r)

\hj — hn cos (wa;7-)]p(0)

s s— 1 e~^ 9- *>I'(1_*•)f‘*2+ ~F̂ 2'2}df/ d!£2'
J J 2 /i (t — r )
a (r )

geschrieben werden kann . Wenn wir in dem hier auftretenden Inte¬
gral die Integration über die ganze f / f / -Ebene ausdehnen , so be¬
gehen wir einen Fehler , der um so kleiner ist , je kleiner n ist , und
der bei /i -* 0 verschwindet . Wir können also, wenn wir einen bei
H -* 0 verschwindenden Fehler vernachlässigen :

f s £ e~ *̂ =7) (̂*~ *)*•'2+ (1_ «J*2'21dSi'dS2' =

setzen . Für das Hauptglied von ./ 7-JJ) erhalten

o rr i / (l + £(# )) e —r>2jr [A; —h„ cos :— -- 1—:- ---- —.

Dabei ist :
lim e(/i ) = 0.
fi—*0

Wir betrachten jetzt die übrigen Glieder in J $ . Sie enthalten alle
den Faktor # (d, t —r ). Dieser Faktor ist mit einem Integral vom Typus :

f f f G - e~ K1 _ * ) f ,#l + t1 ~ r ) f2'21

multipliziert . Hier ist G eine Funktion von f / , £2' und r , welche als
Faktor eine der Größen :

w g^ l/ 3 g^ 4
1’ 2’ 4,« (( — r ) ’ 4^ ^ — t )

enthält . Da nun für kleine //,- und d -Werte nur die unmittelbare Um¬
gebung des Punktes PC°), d . h . des Punktes = 0, | 2' = 0 einen merk¬
lichen Beitrag zum obigen Integrale gibt , so folgt , wenn wir annehmen
dürfen , daß die übrigen Faktoren von G von derselben Größenordnung
wie \hj — hncos (nxj )]pm sind , daß diejenigen Beiträge zu dem Wert
von jfo , welche wir aus diesen übrigen Gliedern erhalten , neben dem

1_ iWi-41*
Ry \ Rj

wir so den Ausdruck :
gd2

X
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Hauptgliede klein sind und daß der Fehler , den wir durch Vernach¬
lässigung dieser Glieder begehen , bei /x -*■0 verschwindet . Für kleine
d -Werte können wir ferner d/R 1 und d/R 2 neben 1 vernachlässigen .
Wir erhalten so, für kleine jx- und d -Werte , annähernd :

•J(jl = 2 n \hj — hn cos (nxj )] E (d, t — r ). (6 )

Wenn d > 0 ist , so können wir bei /x -»0 stets Jjl = 0 setzen .

245 . Beweis , daß lim J â = 0, wenn bei /x 0 die Funktionen
fi —> 0

hj endlich bleiben .

Wir gehen zu J (fl über . Wir setzen wieder :

dSq = d ^ ' d ^cos (nQxz )

und formen unseren Ausdruck (5) durch partielle Integrationen in be¬
zug auf ij ' und i 2' um . Wir erhalten so eine Summe von einem dop¬
pelten und einem über die Randkurve des Integrationsbereiches er¬
streckten einfachen Integral . Die Integranden dieser Integrale be¬
stehen aus Gliedern , die entweder 0 oder eine Ableitung erster Ordnung
von 0 enthalten . Insbesondere enthalten die Glieder des Doppelinte -

90
grales entweder 0 oder ^ — . Nun haben wir :9 ?3

rVV

Für kleine /x-Werte haben wir also annähernd :

~ij /xn 1 90 lßw 9 1 1 e —T> dr
ri ' f ’ _9A = FT9 ^ r +q r ’ d£j ] Q dgj r r fr _ T d§ }

Wenn Q ein Punkt des Randes ist und P außerhalb von a (r ) liegt
oder ein innerer Punkt von o(r ) ist , so gibt es ein solches d, daß
r > d > 0 ist . Die Funktion 0 und ihre Ableitungen erster Ordnung
konvergieren also bei fx->0 auf der Randkurve gleichmäßig gegen Null .
Aber auch das Doppelintegral hat den Grenzwert Null , wie man so¬
fort sieht , wenn man bedenkt , daß für r — 0 :
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Wir schließen hieraus , daß , wenn heim Grenzühergange >0 die
Funktionen hj endlich bleiben , stets :

lim jfl = 0, (?)
fi —>-0

sei es, daß der Punkt P außerhalb von o(r ) oder auf o(t ) liegt .

246 . Untersuchung des Verhaltens von Jfj ,
wenn bei n -*■0 die Funktionen in hj endlich bleiben.
Es ist für das folgende notwendig zu wissen , wie sich beim

Grenzühergange verhält , wenn (dabei nicht die Funktionen hj seihst ,
wohl aber die Produkte f /x hj endlich bleiben . Es genügt diese Frage
für den Fall zu beantworten , daß der Punkt P nicht auf dem Flächen¬
element ö liegt . Um diese Frage zu beantworten bemerken wir , daß
das Glied : gr*

92 =

bei /x -* 0 neben dem Gliede :

9i -i

dr

it — t w

/ /jl7l d 1
Q d£j ' r

zu vernachlässigen ist . Wir haben in der Tat :

h \ ‘ ± xe- *> x = j / £__gA in ’ rw - t)
9J9 1 hat also für /i > 0 , r = 0 den Wert Null und für r > 0 den Grenz¬
wert 0, wenn n -*■0. Wir können also überall g., neben g1 vernach¬
lässigen . Wenn wir das tun , und wenn wir dann durch neue par¬
tielle Integrationen die früher vorgenommene Umformung von jf ,2
rückgängig machen , was stets erlaubt ist , wenn der Punkt P außer¬
halb von o(r ) liegt , so erhalten wir annähernd :

0 (1)

= i/e i dsa= - i/£* * f» » i
\ qJ t dSfdSt r v \ Q dxjj y

(B)

<x(i ) o (t )

Dieser Ausdruck ist also annähernd gültig , wenn P außerhalb von
o ( t ) liegt .
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24 7. Die Randbedingungen . Ruhendes Flächenelement .
Wir kehren zu unserem Ansatz (2) zurück . Wir setzen :

\ ’ r ( l ) _ TÜ > \ ’ t <2) _ r (2)
v ja " j S 9 v ja — V j 8 yo o

wobei wir links über alle Elemente der Fläche S summieren . Wir
haben dann : t

Uj(P , t) = j \ jfl + jfs )dr + (9)

Die Bedingung :

auf S ergibt :

J*('(«$ »+ Jfijdx + (9a)

dxj

<Xj= Vj(S , t)

wenn P auf S (t) liegt . Wir wollen in dieser Gleichung den Grenzüber¬
gang [x -*0 ausführen und müssen dabei zwei Hauptfälle unterschei¬
den . Wir nehmen zuerst an , daß das Flächenelement aP(t), zu welcher
P gehört , während der Zeit von t0 bis t geruht hat . Für dieses Flächen¬
element haben wir dann in Formel (6) d = 0 zu setzen und wir haben
folglich : j

lim Jjl = 2n \hj — hncos (n Xj)] =
n -*o p ft — r

Für alle übrigen Flächenelemente o haben wir d > 0 und folglich
lim J l̂ — 0. Wir haben ferner nach (7) für alle Flächenelemente a,
fi —►o

auch Op, lim jf ] = 0. Wir erhalten folglich :
' fi - *■0

l

/ dx\hj — hncos (wsc,)] -- —= v\ t — r
dw
w : (10)t — T 7 °Xj

«•0

0 = 1, 2, 3).

Diese Gleichungen müssen zur Bestimmung der drei Funktionen hj im
Punkte P dienen . Multiplikation von (10) mit cos (nx ,) und Summie¬
rung in bezug auf j ergibt :

V’ ~ Wx) cos (nx >) = 0
oder :

= HDan

in P . Dies ist eine Bedingung , welche y im Punkte P erfüllen muß .
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Wenn sie erfüllt ist , so ist eine der Gleichungen (10) eine Folge der
übrigen . Wir können dann den Funktionen Tij im Punkte P noch eine
Bedingung , etwa hn= 0 auferlegen . Wir erhalten dann :

1 (12)s :Ist - T 2̂ V? dxj
Um diese Integralgleichung aufzulösen , multiplizieren wir nach dem

Vorgänge von Abel die beiden Seiten derselben mit (T — 1)~ ^ und
integrieren in bezug auf t zwischen den Grenzen und T . Links
kehren wir die Ordnung der beiden Integrationen um . Wir erhalten so :

Lw *s , * - ~ sU - « ) JLl / rtr- fXl- t) 2”P
Die Substitution :

t = t + \ (T — r ) (1 + sin # )
führt das Integral :

r

Ji dt

in
+

r )

/"
2

über . Sein Wert ist also n . Wir haben folglich :

JMt )dr -jUpjrL*«» <<0)
und also schließlich :

t
dr/ (13)

Wir sehen aus dieser Formel , daß die Größen A,- tatsächlich
beim Grenzübergange /x -* 0 gegen endliche und stetige
Grenzwerte konvergieren .

Wir wollen für einen Augenblick annehmen , daß nicht nur das
Flächenelement aP, sondern die ganze Fläche S in der Zeit von t0bis
t ruht . Wir lassen unter dieser Voraussetzung P einen Punkt im
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Inneren der Flüssigkeit bedeuten und führen in den Formeln (9) den
Grenzübergang aus . Wir erhalten wegen (6) und (7) :

dw
Uj ~ dxj '

Diese Gleichungen nebst der Laplaceschen Gleichung A ip= 0 und
der Gleichung (11) bestimmen die Bewegung der Flüssigkeit . Wenn wir
verlangen , daß bei [x > 0 die Flüssigkeit an der Fläche S haften soll,
müssen wir in dem jetzt behandelten Falle Vj(S,t) = 0 setzen . Die
Gleichung (11) ergibt dann : ^ =0

an

an S . Dieses Ergebnis steht in voller Übereinstimmung mit
der Eulerschen Hydrodynamik . Wenn es in einer Flüssigkeit
nur ruhende Körper gibt , so erhält man bei /t ->■0 aus den
Gleichungen (1) eine Potentialbewegung der Flüssigkeit ,
welche durch die Bedingung festgelegt ist , daß die Flüssig¬
keit an der Oberfläche der Körper gleiten muß .

24 8. Bewegtes Flächenelement. Grundlegende
Voranssetzungen.

Wir gehen zu dem anderen Hauptfalle über . Wir nehmen an , daß
ein beliebiger Punkt im Raume , xx, x2, x3, während der Zeit t0 <, x
< t höchstens in einzelnen Momenten x = tk, x — t2 . . . x = tm(t0<Ltx
< t2 . . . < tm<j t) auf der Fläche S (r ) liegt . Wir nehmen an , daß man
jedem Werte k (k = 1, 2 . . . . m) zwei positive Größen Uk und ak in
solcher Weise zuordnen kann , daß für genügend kleine Werte von
jx — tk | mit genügender Annäherung d = Uk\r — tk\ak gesetzt werden
kann . Wenn ak = 1 ist , so ist Uk die Geschwindigkeit , mit welcher
die Fläche sich im Momente x = tk dem Punkte x nähert oder sich
von ihm entfernt . Wenn ak < 1 wäre , so würde jene Geschwindigkeit
unendlich groß sein . Diesen Fall schließen wir aus und können also
im folgenden stets ak 1 voraussetzen .

t

24 9. Untersuchung des Integrales jjj 'Jdx,
wenn der betrachtete Punkt im betrachteten Zeitmoment

auf dem Flächenelement liegt .
Wir haben nach (6), wenn tm= t und > Z0 ist und wenn wir nur -

die Hauptglieder von jf } berücksichtigen :
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Jjj 'J dr = 2nj \hj — hncos {dm , t — r ) dr +
t —e

tu+ e

+ J IA — cos (w(i)*,-)] £ (rf(i), t — r ) (Zt.
1 (*~ £

Wir haben hier mit ai0>den Punkt bezeichnet , in welchem während
des Intervalles tk— e tk + £ bzw. für k = m, während t — e

r <i t die kürzeste vom Punkte P (mit den Koordinaten xx, x2, x3)
nach der Fläche S gezogene Gerade diese Fläche trifft , e ist eine
Größe , die wir , wenn \x genügend klein ist , sehr klein annehmen kön¬
nen . Wir benutzen diesen Umstand , um unseren Ausdruck zu verein¬
fachen und können , wenn e genügend klein ist , für xfk) den Punkt P
selbst einsetzen . Wir können ferner in :

Noch eine Vereinfachung ist bei unserer angenäherten Berechnung
■der Integrale in der Summe erlaubt , t —r , das im Nenner deslntegran -
den und im Nenner des Exponenten vorkommt , weicht wenig von t —tk

-ab und wir können dafür t — tk sehreiben . Wir setzen dann im ersten
Integrale :

[hj — hncos (%-, Xj)\X'Z

r = tk setzen . Indem wir ferner für d(k) den Wert :

Ut \ T - tt \a*

einsetzen , erhalten wir bei kleinem /i annähernd :

\r~ t\^am 1
dr +

\ t — r

‘k + ‘ oUl \ z - t,. \ 2a km —1 lk+ * g

“f" 2 7Z \Jlj Jln COS (W(^) ly.1

1

und in den Integralen der Summe :
i

Wir erhalten so annähernd :



2410. Entsprechende Resultate in den anderen Fällen 241

t 1 e (m)
s (1) / 4/1\2(2a„j- l) Ce~* ,

J Jjsdr = 2n \ —̂ \ tÄ; _ cos K »)z ,)]*,<I - — d f +
«o 0

m—1 — + «(*)

+ 2 :r ( " " TtV ' ') 8 °* [^ ' — cos (” (*) » /) ]», ,t /— - — [ e - l* l2at di ,

«(» ) = « • ^ TT > £(*) = £ ■

— e (k)
1
ak

4/i y ’ \ i (j,(t—tk)}
Wir gehen in den Integralen der letzten Formel zur Grenze [x - >• 0

über und setzen :
-4*co*2aw- l

/ p—̂ m 1 fdS = Cm,Je - \*\' a* de = Dt .
0 —co

Wir erhalten bei kleinen ^ -Werten annähernd :
t i

JJfldx=2nCm “m'\hi—Koos(n(m)a;,•)]*,,
Jo

,V -iL Df. ( 4:[/, (t — h )\ 2akri ,
75 ~ ( j [ > flnCOSW(i)Xj1]̂ tk.

(14)

24 io. Entsprechende Resultate in den anderen Fällen .

Wir haben oben tm= t, tx > t0 angenommen . Wir betrachten jetzt
den Fall tm < t, tx > t0. Wir erhalten :

t i
f di "sri G* / 4 (<— yWöjfc'

J J j3 dr = 2jtJ > w ^ eC7t2 ) [Äy— K cos («(*>2;/)]^ . (15)
t°
Der Fall G = £0 kann in derselben Weise behandelt werden wie der
Fall tm— t ist . Wir brauchen uns deshalb nicht bei diesem Falle auf¬
zuhalten .

t

24 11. Entsprechende Untersuchung für das Integral fjfodr .
*0

Wir gehen zum Integrale : t

sjfldx

über . Wir sehen aus Formel (8), daß , wenn fi klein ist , annähernd :

16 0 s e en , Hydrodynamik
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Ä / *‘ 5T, 7 äS«' (16>
SW

vorausgesetzt , daß der PunktP nicht auf S (t ) liegt . Wenn dies der
Fall ist , ist Formel (16) nicht gültig . Wir wissen aber , daß auch in
diesem Falle Jfl einen endlichen Wert hat , dessen Hauptglied mit fji
proportional ist . Dies reicht für unsere jetzigen Zwecke aus und wir
sehen , daß annähernd :

J>i <17>
0̂ 0̂ ^ CO

24 12. Ausstellung von Integrodifferentialgleichungen für die
Größen hj bei kleinem // .

Wir sind jetzt imstande , die Gleichungen aufzustellen , welche zur
Bestimmung der Funktionen hj und der Potentialfunktion ip dienen
können . Wir bezeichnen mit P ä einen beliebigen Punkt der Grenz¬
fläche S und erhalten dann aus (9a) wegen (14) und (17) :

i
/ 4« \ 2(2om- i)

Vj(P s ,t ) = 2nC m [hj — hn cos (n *;)] ps,( +
qV „

Dk / 4fi (t — tk) \ 2ak
+ 2n 2j ® fr ^ 7k \ QÜk* ) K cos (na V)K ‘* -

t

‘o SW

(18)

24 13. Nachweis , daß in dem von der Fläche nicht durchschrit¬
tenen Bereiche die Bewegung eine Potentialbewegung ist .

Wenn es gelungen ist , aus den Bedingungen (18) und aus der
außerhalb von S gültigen Gleichung Arp — 0, die hj und ip zu be¬
rechnen , so kann man die Geschwindigkeitskomponenten und den
Druck in einem beliebigen Punkte P der Flüssigkeit berechnen .
Wenn P in demjenigen Bereiche — wir wollen ihn Bv nennen — der
zwischen t0 und t nicht von S(t ) durchschritten worden ist , liegt ,
haben wir , da jetzt d > 0 ist , wegen (9), (15), (17) :
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=fe),r VWfc jU**re7 (19)
f„ $ (t )

Im letzten Gliede rechts in (19) hat nach unserer Voraussetzung
r überall einen positiven , von Null verschiedenen Wert . Wir haben
folglich : ( ,

sdr f fh ~ - dSQ= A [ dz [ h A - dSQ
J ÖXjJ “dg k r y dxfj J dg k r v
«0 « (*) I. S (z)

und also : • t

“ ^ {̂ (*»0~ ]/y f dxs hk Jgkl dS«)‘ (20)
t, S (r)

Die Bewegung ist also in diesem Teile der Flüssigkeit eine Potential¬
bewegung .

2414 . Nachweis , daß die Flüssigkeit an der Vorderseite der
Fläche gleitet .

Über das Verhalten der Flüssigkeit an demjenigen Teile von S (t ),
der an Bv grenzt — wir nennen ihn Sv— gibt Formel (18) Aufschluß .
Wenn wir jene Formel auf einen Punkt P s anwenden , der zum ersten
Male auf S liegt , fällt das zweite Glied rechts , also die Summe , weg
und wir haben :

/ 4n
Uj(P Sv,t) = 2nC m [hj — K cos (nx .j)]pSv —

\ q

L «ß,JLlÄÄ4+(M .
I qJ dxjj dgk r Q \dxj)ps t

h S (r)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit cos {nxj ) und summieren in
bezug auf j (j = 1, 2, 3). Das Ergebnis können wir in der Form :

‘2i >
t0 8(r)

schreiben . Das in (21) links vorkommende Integral kann auch in der
Form :

)¥ /■ d d Jht (g)
S(z)

dx -j jr— I —— dS Qdn ux/cj r

16**
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geschrieben werden . Wenn der Punkt P im Innern des Bereiches Bv
läge , so würden wir dafür auch :

to S (, )

schreiben können . Das Integral , zu welchem wir so geführt worden
sind , kann als das Potential gewisse Massen gedeutet werden , welche in
dem von S in der Zeit t0 bis t durchschrittenen Bereiche — wir nennen
ihn Bh— ausgebreitet sind . Aus der Potentialtheorie ist nun bekannt ,
daß die Ableitungen zweiter Ordnung räumlicher Potentialfunktionen
einen Sprung erleiden , wenn der Aufpunkt eine Unstetigkeit der
Dichte durchschreitet . Insbesondere kann man einem Punkte P der
Oberfläche des Körpers , von welchem das Potential herrührt , im all¬
gemeinen drei verschiedene Werte einer solchen Ableitung zweiter
Ordnung zuordnen . Ein Wert ist der Wert der in P selbst gebildeten
Ableitung . Ein anderer ist der Grenzwert , gegen welchen die Ableitung
konvergiert , wenn der Aufpunkt von Innen sich P nähert . Der dritte
endlich ist der Grenzwert der Ableitung , wenn der Aufpunkt sich von
außen P nähert . Wir behaupten nun , daß , wenn xv x2, x3 die Koordi¬
naten des Punktes P s sind :

«0 S<r) t, S (r)

vorausgesetzt , daß wir der linken Seite die letzte (dritte ) der oben
erwähnten Bedeutungen geben . Zum Beweise genügt es, zu bemerken ,
daß : (

t, SM

t — 8

= lim — \s^ - f dx j - fhk -Sy- — dS Q.ö^ o I e J dn J dl * r
<o SM

Wir können infolgedessen die Gleichung (21) auch in der folgenden
Form schreiben :
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Wenn wir die t>;- als die Komponenten der Geschwindigkeit der
Fläche S auffassen , so ist wegen (20) die Formel (22) die Bedingung
dafür , daß die Flüssigkeit längs der Vorderseite Sv der Fläche S
gleiten soll, d . h . die Bedingung dafür , daß Flüssigkeit und Fläche
gleiche Normalgeschwindigkeit haben .

2415. Untersuchung der Bewegung in dem von der Fläche
durchschrittenen Teilbereiche.

Wir betrachten jetzt einen Punkt P in dem Bereiche Bh, der in der
Zeit von t0 bis t von der Fläche S durchschritten worden ist . Wenn
P eine allgemeine Lage hat , so wird man ak = 1 (Je= 1, 2 . . m)
haben . Man hat dann entsprechend S. 241 Cm= Dk = |/jr und folglich
wegen (9), (15), (17) :

/ t \

Uj(P , t ) = Ilhi — cos (nxj )\p , tk —

j d V>
dxj

(23)

t„ 8 (r)

tv <2. . . tm(t0 <[ tx < t2 . . . < tm t) sind die Momente , in welchen P
auf S gelegen hat . Wir nehmen zunächst an , daß t > tm ist . Wir
lassen dann bei festgehaltenem P t gegen tm abnehmen und erhalten
in dieser Weise aus (23) :

m . . . ^
Uj(P , tm) = Vj(P Sh, tm) = 271 'S ](k) ( - [hj—hncos (nXj)\P,,k—\eu ? )

_

~ yfs dv ixj hk4 7 dSQ+ ^ v{x,tm) •
d_

dxj
•S(r)

Wir ziehen diese Gleichung von (23) ab und erhalten :

'** dl , 7
S (z)

ö I I
{v»(aj, «) — tp(x, tmy

(24)

Wenn wir jetzt bei festgehaltenem t den Punkt P sich der Grenz¬
fläche Sn nähern lassen und wenn dabei tm gegen t konvergiert , was
immer an der Bückseite des Körpers der Fall sein wird , so haben wir :

lim Uj(P , t) = Vj(Ps h„) • (251
P durch Bh -+p s v >
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Wenn wir wieder die v,- als Geschwindigkeitskomponenten der
Fläche S auffassen , so sagt diese Gleichung aus , daß die Flüssigkeit ,
wenn ihre Bewegung dem System (1) gehorcht und wenn sie bei
fx > 0 an S haftet , auch bei verschwindender Zähigkeit /x an der
Rückseite des Körpers haften muß . Den Fall , daß die Fläche eine Ge¬
schwindigkeit hat , die in das Gebiet der schon durch wirb eiten Flüssig¬
keit , das sie hinter sich gelassen hat , hinein gerichtet ist , haben wir
hier nicht untersucht .

2416 . Zusammenfassung .
Es sei die Aufgabe vorgelegt , bei kleinem positivem /x außerhalb

einer geschlossenen , im allgemeinen von der Zeit t abhängigen Fläche
S (t) eine Lösung des Systems :

duj da duj . , . . .
QTt = ~ d ^, + 11 }

zu finden , welche den folgenden Nebenbedingungen genügt : auf S (t ) :
Uj = vorgeschriebenen Funktionen v,-(S , t) ; in unendlicher Ferne :
Uj = 0. Um diese Aufgabe zu lösen , suche man auf der Oberfläche
S (t) drei Funktionen hv h2,h3 und im Raume außerhalb von S (t) eine
reguläre und in unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion
zu bestimmen , welche in den Punkten P s (= x ,̂x2,xs) den Bedingungen :

4 „ \ 2 (2 am— 1)

27iCm( ) [hj —K cos (n Xj)]ps,t +
\ QÜ„

772— 1 J) / i / . / \ \ 2 a k

+ 2»2®wrr ( '“■./ja ) [*#—hncos(nxi)]p,’s ’‘k '

-^ k7“ «+fök „- “>
g (o

genügt . f2, sind hier die Koordinaten eines Punktes Q auf der
Fläche S (r ) ; r ist die Entfernung zwischen den Punkten Ps und Q.
tv t2 . . . tm— 1, tm(t1 < t2 < . . . < < tm) sind die Zeitpunkte ,
in welchen P s auf der Fläche S gelegen hat . In der obigen Gleichung
ist also tm— t. Es wird angenommen , daß die kleinste Entfernung d,
des Punktes P s von der Fläche S (t), wenn ]t — tk \ klein ist , in der
Form :

d = ü k\t — tk \“k
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dargestellt werden kann und es ist :
co

t2a m — 1

dt , Dk = I e I^18 dt .
ft

0 — co

Wenn es gelungen ist , die Funktionen hv h2, h3, y zu bestimmen ,
so hat man in demjenigen Bereiche , der nicht von der Fläche S (t)
durchschritten worden ist :

^ j ~ dS Qj
? •' S (z)

“’ - dxfl * ' ” \ q J J dtk r
? •> S (t )

Dagegen hat man in dem von S (t) durchschrittenen Bereiche :

u, (P , t) = t)y(Pa tm) - l / £” f dr A _ f h ö I dS Q+r q J OXjJ otk r
•m SW

dxj yi(x,t) — f (x,t„

Hier ist tm der Zeitpunkt , in welchem der Punkt P zuletzt auf
S lag . P Sh ist der Punkt auf der Rückseite von S (tm), der geo¬
metrisch mit P zusammenfällt .

Wenn die Größen v, (S ,t) die Komponenten der Geschwindigkeit
sind , welche der betreffende Punkt von S (t) bei der Bewegung dieser
Fläche hat , so lassen sich die erhaltenen Formeln so deuten , daß die
Bewegung der Flüssigkeit in dem von S nicht durchschrittenen Raume
eine Potentialbewegung ist , bei welcher die Flüssigkeit längs der
Vorderseite von S gleitet ; dagegen die Bewegung in dem von S (t)
durchschrittenen Raume eine Wirbelbewegung , bei welcher die Flüssig¬
keit an der Rückseite — vgl . hierzu S. 227 — an S (t) haftet .

§ 25. Translatorische Bewegung .

25 l . Vereinfachungen durch die Annahme , daß der Körper
sich stets in derselben Richtung bewegt .

Wir wenden die im vorigen Paragraphen gefundenen Ergebnisse
auf den Fall an , daß sich ein starrer Körper in einer bestimmten ,
von der Zeit unabhängigen Richtung in einer Flüssigkeit bewegt ,
die sonst den ganzen Raum erfüllt . U(t) sei die Geschwindigkeit
des Körpers , S (t) die Oberfläche desselben , K (() der vom Körper
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erfüllte Bereich des Raumes , B (t) der übrige Teil des Raumes . Der
Einfachheit wegen nehmen wir zunächst an , daß eine mit der Be¬
wegungsrichtung des Körpers parallele Gerade S (t) höchstens in zwei
Punkten schneidet . S (t) zerfällt dann in zwei Teile , einen vorderen
Teil Sv(t) und einen hinteren Teil Sh(t). B (t) zerfällt ebenfalls in
zwei Teile, einen Bh(t), der vom Körper oder von einem Teile des
Körpers durchschritten worden ist , und einen Bk(t) und K (t) um¬
gebenden Teil Bv(t). Wir bezeichnen wie gewöhnlich mit U, (j = 1, 2, 3)
die Komponenten des Vektors U, mit n eine nach außen gezogene
Normale der Fläche S (t) von der Länge 1. Wir setzen :

| Uj(t) cos (nxj ) | = | Uj(t)nj \ = U„(t) .
Das Flächenelement dS durchschreitet dann während der Zeit t bis
t dt einen Raumbereich Un(t)dSdt .

Ein beliebiger Punkt , £v | 2,£s, in Bh(t) ist vor der Zeit t entweder
von der Fläche Sh allein oder sowohl von Sv wie von Sh überstrichen
worden . Wir bezeichnen mit tv und th die Zeiten , zu denen Svbzw. Sh
den Punkt £ enthielt . Mit U(v), Um, Un(h> bezeichnen wir die
den Zeiten t„ und th und dem Punkte £ entsprechenden Werte von
U und Un. l /W und C/W„ sind im Bereiche Bh(t) mit Ausnahme von
K (t0) definiert , und C7„W im ganzen Bereiche Bh(t). Wir nehmen
an , daß Uj(tP) und Uj(th) stetige und stetig differenzierbare Funk¬
tionen der Koordinaten £2, £3 sind .

Unsere Aufgabe ist , das System :
duj da . dujn=- W,+l,Aui- (1)

mit den Nebenbedingungen : in unendlicher Ferne = 0 ;
an S (t) :

Uj = Uj(t) , für t = <o : = 0 (j ,h = 1,2,3)

im Grenzfalle [x = 0 zu lösen .

Wir machen wieder (vgl . S. 229) den Ansatz :

dtp
Uj(P ,t) = Jdr J hk(Q,T)ujk(P ,Q,t — r )dS Q+ ^

U S (r)

q(P ,t) = —ffXQn Jh k(Q,t) ^ y dS Q-

S (t)
dy)
Ji -

S«

(2 )

Aip = 0 .
Wir stellen jetzt die Grenzbedingungen auf und benutzen dabei

die im vorigen Paragraphen gefundenen , bei kleinem ji angenähert
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richtigen Ausdrücke für die in unserem Ansätze vorkommenden In¬
tegrale . Wir haben jetzt a = 1 zu setzen . Wie man sofort sieht , tritt
unter diesen Umständen in unseren angenäherten Ausdrücken hj stets

mit dem Faktor j / ^ multipliziert auf . Wir setzen deshalb :

j/f »,=*».
Der Umstand , daß wir für kj endliche Werte finden , zeigt , daß

die hj, den absoluten Beträgen nach , beim Grenzübergange fj, -* 0 wie
i unendlich werden . Wir bezeichnen mit die Werte der kj

an der Vorderseite von S (t) , Sv(t) , und in derselben Weise mit kf h)(t)
die Werte von kj an der Rückseite , Sh(t) , von S (t). Die Grenzbedin¬
gungen können dann bei kleinem fx in der folgenden Form geschrieben
werden :

auf Sv(t) : 4:7Z
Uj (t) = [ÄV(e) — kJ 1') cos (nXj)]p t, —

t

- l'dr f kJ”) ~ - dS ,J dxjj d£ k r
t0 Sv i

-hU
U svM

d r , ... d 1 dw
k Ws— dSQ+d£ k r * dxj

auf Sh(t) :

üj(t)=47tJjjU[£.(A>_knmcos(nxf)]ptt
* nW COS (wX ;-) ]P )/t>j — Ji

d-jk k<» d UlV , df
«A«

+ u „

U TU hmU ds°+dxj

(4)

25 2. Beginn der Umformung der Gleichung (3).
Verwandlung der Zeit -Oberflächenintegrale in Ableitungen

von Potentialfunktionen .

In § 23 gelang es uns , die Bestimmung der Funktionen cps°), wel¬
chen hier die Funktionen kj entsprechen , auf die Auflösung einer
potentialtheoretischen Randwertaufgabe zurückzuführen . Wir suchen
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hier ein ähnliches Ziel zu erreichen . Es ist zu diesem Zweck not¬
wendig , die in den Gleichungen (3) und (4) vorkommenden Integrale
einer näheren Untersuchung zu unterwerfen . Wir betrachten zunächst
die Gleichung (3). Wir nehmen also an , daß der Punkt P auf Sv(t)
liegt . Wir nehmen überdies an , daß P ein innerer Punkt von Sv(t)
ist und also nicht auf der Grenzkurve zwischen Sv(t) und Sh(t) liegt .
Wir haben dann :

idr ^ - [ lckW^r - dS(i = ^ - fdrsk k̂ ^F - dS<i .J dxj dh r dxj J d $k r
t0 Sh (r ) t0 Sfr (r )

Un̂ dxdSQ ist das Volumenelement dcoQ( = d^ dfjji ; )̂, das während
der Zeit dz vom Flächenelemente dS Qvon Sh(t) durchschritten wird .
Unser Integral kann deshalb in der Form :

d sk kW d 1
d ^ J UnW Ö£k 7 d0JQ

Bh (‘)

geschrieben werden , wo Bh(t) die in 25 i S. 248 angegebene Bedeutung
hat . Um das Integral :

dt°s kt*J OXj Jt 1 a /_\

AI
d£ k rij - I kkMj ~ - dSQ

in ähnlicher Weise umzuformen , führen wir eine Annahme ein, deren
Zulässigkeit wir später nachprüfen werden , die Annahme , daß anS „(<) :

&„<»>= kkw cos (nx k) = 0. (5)

Wir haben , wenn wir innerhalb von K (t0) kk(v)= 0 setzen :
t t — e

[ dr A f J M A I dS Q= lim fdr ~ f **<•>A I dS =J dxj d£ k r y £^ 0J dxJ öf * r
t, 8V(r ) <„ Sv (i )

V / 7V , ^ d* 1 fk kw Ö2 1 ,
= lim dr kkW^ ^ - dS Q= lim I ^ ^ - dcoQ=

J J * dxjd£ k r y £_>0J Z7»w dx , d£ k r
‘o s t>W B h (t — e) + K (t — e)

a . aij .
0 1JU ^ dxjT ^ J d£ k \ UJ vV dxj r \

S ( Bh (t - *) + K (t - t ) ) Bh (t - e) + K (,t - e)

Da = 0 an Sv, brauchen wir das Flächenintegral im letzten Aus¬
drucke nur über die zylindrische Mantelfläche von Bh(t — e) und über
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Sh(t0) zu erstrecken . Wir können deshalb unmittelbar den Grenzüber¬
gang e 0 ausführen und bekommen :

rw ».1 , * _ s » (J& ) « i , «. _
J UnM dXj r y J 0 & VJ7. W/ dx , r
Ü(Bh(t)+ K (t)) Bh(t) + K (t)

d | ft .« dÄQ r d / i tM\ äcoq]
*7nM r J dfAu „(’>J r

S (Bh(t)+ K (t))

d sk tw d 1
0ayj r

£/><«)+ * »

d(üQ.

25 3. Durchführung der Umformung der Gleichung (3).
Darstellung der Größen durch eine Potentialfunktion <p.

Um unter Benutzung der eben gewonnenen Resultate die rechte
Seite der Gleichung (3) in einfacherer Weise schreiben zu können ,
setzen wir :

UJ » ~ v K )

Wir setzen ferner :

fr d 1 , / ***« dl ,

v - J L‘ wrr do,‘‘ - Jw <ät ^ do,° = r(B)
Bh (t) K (t)

Da die Funktion <p ofienbar in Bv(t) ganz andere Eigenschaften als
in Bh(t) hat , so wollen wir statt cp, wenn der Aufpunkt in Bv(t) liegt ,
9?„ und, wenn der Aufpunkt in Bh(t) liegt , cph schreiben. Unsere Glei¬
chung (3) ergibt jetzt wegen (5) :

anÄe (<) : iW Idw \

t/nw \ dxjlsv(t)

Das letzte Glied rechts in (6) kann als der Wert aufgefaßt werden ,

gegen welchen konvergiert , wenn der Aufpunkt von außen , also
U Xj

durch Bv(t), sich der Grenzfläche Sv(t) nähert . Wegen (5) müssen wir
<p die Bedingung :

TT ^ u ‘" ' <° >



252 §25. Translatorische Bewegung

auferlegen . Wenn diese Bedingung erfüllt ist , so haben wir :

(B>
254. Beginn der entsprechenden Umformung der Gleichung (4).

Zurückführung der Zeitflächenintegrale auf Potential¬
funktionen nebst einem Zusatzgliede .

Wir gehen zur Formel (4) über . Wir haben , da im Momente tv die
Vorderseite S„ durch den Punkt x geht , der erst zur Zeit t auf der
Bückseite liegt :

_ö_ 1
d£k r

t
d 1

= lim ] A —dS Q+ f dr Tß- f jfetW “ - dS Qc-̂ oU dxjj d£ k r J dxjj d£ k r
t, Sv (z) tv + e Sv (t )

Wegen der Beziehung (5) können wir die Glieder rechts nach derselben
Methode behandeln , welche wir bei der Formel (3) benutzt haben . Wir
erhalten so :

</ , d « l jn d skP > öl .
Wj k” dJi ~r Q~ d^ / 17. » öj k7 Q' ( }

e, 3 V(J) Bh (f) + K (t)

Mehr Mühe macht uns das letzte Integral in (4). Wir haben :

fdr ~ sh (K>Jr - dS Q= lim fdr J - f k
J dxj J dg k r * £^ 0 J öxjj
<o ShM t0 7 Sh(z)

Z dS Q=. . . . - - d£ k r’̂h (z)

v sw 02 1 *= lim I -fy-sh. 3 r̂z d(x)n =
J Unw dXjd£ k r
Bh(f- o

. . ( ö l . _ sä kkM dl , I

Jr . jj UnWÖXjr dSq J dh er.» dx; r d | '
ö (3 Ä(<- e)) Bh(t- z)

Dabei ist *S(B) die Grenzfläche des Bereiches _ß .

* Wir setzen hier voraus , was durch das Ergebnis unserer Untersuchung be-

stätigt werden wird , daß die Quotienten überall endliche Werte haben .
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Die Grenzfläche S(Bi,(t — e)) des Bereiches Bh(t — s) enthält unter
anderem die Fläche Sh(t — e). Beim Grenzüb ergange e -* 0 wird ein
Element dieser Fläche sich dem Auspunkte x unbegrenzt nähern .
Um den Grenzwert des Teiles des im letzten Ausdrucke vorkommen¬
den Flächenintegrales , das von diesem Flächenelemente , o, herrührt ,
zu bestimmen , führen wir in derselben Weise wie im vorigen Para¬
graphen ein mit a verbundenes Bezugssystem ein, dessen £x' - und
| 2' -Achsen o in dem Anfangspunkte tangieren und dessen | 3' -Achse
also gegen a normal ist . Wir haben dann :

sknw d 1 _ sknrn dlJUnWdXjr bQ~ JUnWd£kr Q~
a (t — e) a (t — e)

-/ XJnW C0S Qgk' r Q'
ct(1— e)

Unser letztes Flächenintegral zerfällt , entsprechend den Werten
k = 1, 2, 3, in drei . Zwei von diesen Integralen , diejenigen , in denen
k = 1 oder 2 ist , können durch partielle Integration in bezug auf
oder £2' umgeformt werden . Man sieht leicht , daß die Grenzwerte dieser
beiden Integrale bei e ->■0 erstens endlich sind und zweitens gegen
Null konvergieren , wenn man den Flächeninhalt des Elementes o gegen
Null konvergieren läßt . Der Grenzwert des dritten Integrales :

, x sk nW d 1 , _lim cos

behält dagegen einen endlichen Wert :
k

~ 2n JjlF ) cos (nx A>

selbst wenn der Flächeninhalt des Elementes o gegen Null konvergiert .
Wir erhalten infolgedessen :

t

fdr Tr“ f kjp —dS Q= — 2n cos (wx?) +
J da a & r jjW

J U™ dXjr1SqJÖ£kjjf>dz,r Wq'
«UW)) Bh(f)

Für das Flächenintegral der rechten Seite soll hier der Wert ge¬
nommen werden , den man erhält , wenn man zuerst den singulären
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Punkt = Xj durch eine um ihn gezogene geschlossene Kurve auf der
Integrationsfläche ausschließt und dann diese Kurve sich von allen
Seiten um den singulären Punkt zusammenziehen läßt .

25 5. Weitere Umformung vermittelst der Sätze der
Potentialtheorie.

Um weiter zu kommen , müssen wir einen Satz aus der Potential¬
theorie heranziehen . Das Flächenintegral :

f ^~ ~dS Q (r2= (Xj — I ,)2, r 0),

wo jF(! ) auf der Integrationsfläche eine stetig differenzierbare Funk¬
tion ist , besitzt partielle Ableitungen erster Ordnung in bezug auf xt ,
x2, x3, dies auch dann , wenn der Punkt P , dessen Koordinaten x1,
x2, x3 sind , auf der Integrationsfläche liegt . Man erhält diese Ablei¬
tungen dadurch , daß man unter dem Integralzeichen deriviert , aber
bei der Berechnung des so entstehenden Integrales zuerst den singu¬
lären Punkt P ausschließt und dann den ausgeschlossenen Bereich
sich um P zusammenziehen läßt .

Aus diesem Satze folgt :

/ ä4ä) d i . _ Cd kf d i
jjW dxj r I di k ü ^ d Xj r d0}Q

S(*h(Q) o

_a _ i sWdSQ _ r d kf da >Q\
Ox/ lJ u [h) r J Ö& 17® r j

HW

d i. a_ s k*
dXj J U„

HW
Wir haben also :
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Wir können dieses Ergebnis auch in einer anderen Form schreiben .
Die rechte Seite ist , wie aus den obigen Rechnungen unmittelbar her¬
vorgeht , der Grenzwert des Ausdruckes :

‘k? d 1 ,
dx, I J7?) dSt r dwQ> Ls!/ l

*h<f>

wenn der Punkt P (mit den Koordinaten x1, x2, x3) von außen , also
durch den Bereich K (t), sich der Grenzfläche Sh(t) des Integrations¬
bereiches nähert . Wir wollen unter :

dxf

den Grenzwert einer Ableitung in bezug auf x, verstehen , den sie an¬
nimmt , wenn der Aufpunkt P (mit den Koordinaten x1, x2, x3) sich
durch die Flüssigkeit , also durch den Bereich B (t), der Grenzfläche
S (t) nähert . Die Berechnung von :

sM! AL
Öxf}J UfH * r °>Q

können wir nach denselben Methoden ausführen , die wir oben
benutzt haben . Man hat nur zu beachten , daß der Punkt P jetzt
innerhalb der Grenzfläche S(Bh(t)) des Integrationsbereiches liegt .
Man findet :

d skf d 1 7 n ifciA) . ,
dwQ= + 2n - jr. cos (nxj ) +

dxf * ! üi h) dt k r v jjW

d Ckf d i
+ dx , rf » dh t dü>Q'

Wir haben also schließlich auch :
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Wir bemerken , daß wir oSenbar unsere Formel (7) auch in der Form :

r, d r,w d i d nv di
‘o 8 v ( r> B h (9

d skp d 1

+ d4 h) J U? df k r °)Q
schreiben können .

(9)

25 6. Durchführung der Umformung .
Darstellung der Größen Ly durch die Potentialfunktion <p.

Wir führen jetzt in (4) die in (8) und (9) gefundenen Werte der
dort vorkommenden Integrale ein. Die Glieder , welche knW enthalten ,
heben sich auf . knM hat nach (5) den Wert Null . Wir erhalten folglich :

Vj {t ) = inL j [t ) + (d̂ \ ■ (10)\ dxj /sho)
Wir haben also :

(d <Ph\Li® — TTM +
k/ v> , tj » _ 1

1 UnW 4n • (11 )
dxjl Sä®

25 7. Vorläufige Formulierung der Bedingungen
für die Potentialfunktion cp.

Mit Hilfe der Gleichung D S. 252 können wir in bekannten
Größen und in cp ausdrücken . Die Gleichung (11) gibt uns dann kf ,c>
in denselben Größen ausgedrückt . Wir sehen , daß das ganze Problem
auf die Bestimmung von cp zurückgeführt worden ist .

Wenn wir in die Definitionsgleichung B für <p die in I) und (11)
gegebenen Werte von kf *) und Lj einsetzen , geht sie in ein System von
zwei Integro -Differentialgleichungen für <pv und cph über . Dazu kommt
die Grenzbedingung C.

25 8. Darstellung der Bewegung im Inneren der Flüssigkeit
vermittelst der Funktion cp.

Wenn es gelungen ist cp zu bestimmen , so ist damit die Bewegung
für pi — 0 bekannt . Die Umformungen unseres ursprünglichen Ansatzes
für die Geschwindigkeitskomponenten , die wir oben gemacht haben ,
können natürlich auch dann gemacht werden , wenn der Aufpunkt P
nicht auf der Oberfläche des Körpers S (t) liegt . Wir gehen wieder vom
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Ansätze (2) aus und verfahren genau wie in 251 . Wir erhalten , wenn
der Punkt P in dem von S (t) nicht durchschrittenen Bereiche liegt :

t

MP , t) = - fdr JLJm » AI dS Q-
‘o s „ <v >

t0 S h(z) '

q(P , t) = — e [ h (Q,
S(0 k

Wir formen die Integrale rechts in der ersten dieser Gleichungen mit
Hilfe der in 25 2 und 25 3 dargelegten Methoden um und erhalten :

Differentiation der Gleichung B in bezug auf t gibt ferner :

* — . & ■ (13)

Wenn dagegen der Punkt P in dem von $ (£) durchschrittenen Bereiche
liegt , so erhalten wir aus (2) zunächst :

1
i(P , t) = 4n u (A)[VA)— cos(»**)3

p < ‘ n

+ (^ V ) — kn V)C0S t J—

- sdrJLf d ±d S<2- fdr ff ,h w £ - — dSQ+ p ^,
J dXjJw dhr J dx,̂ 9& r dxP

q (P , t) = - esi ]t (G, t) 0±dS Q- e ^m k

thund tvsind hier die Zeitpunkte , in welchen der Punkt P auf Shbzw.Svlag.
Die Umformung ergibt jetzt :

•<*- inLiM+ | n , , —
Nach Gleichung (11) können wir dieses Ergebnis auch in der Form :

« , = I7( W + » & _ ( ! & ) , , — (14 )OXj \ (j Xj / Sfoitfr) u *
schreiben .

17 Os een , Hydrodynamik
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Die Bedingung C für 95 zeigt , daß die Flüssigkeit längs der Vorder¬
seite des Körpers gleitet . Die Gleichungen (14) zeigen dagegen , daß
die Flüssigkeit an S fl haftet .

25 9. Definitive Formulierung der Bedingungen für 95.
Verifikation der Kontinuitätsbedingung .

Wir haben oben in 25 7 die Integro -DifEerentialgleichung erwähnt ,
welcher die Funktion 90 genügen muß . Wir wollen jetzt den Inhalt
jener Integro -Differentialgleichung in anderer Form darstellen . Vorab
bemerken wir folgendes : die Größen Lj sind durch die Gleichungen
(11) als Funktionen von t und den Punkten der Fläche Sh definiert .
Wir können sie aber auch als (von der Zeit unabhängige ) Funk¬
tionen der Punkte des Bereiches B h auffassen . Wir können mit ande¬
ren Worten jedem Punkte P in B h einen und zwar nur einen , von der
Zeit unabhängigen Vektor X zuordnen . Zu diesem Zwecke haben wir
nur den Zeitmoment th zu bestimmen , in welchem P auf Sh lag . Wir
ordnen P den Vektor L zu , der im Momente th demjenigen Punkte von
Sh zugehört , der zu eben dieser Zeit mit P zusammenfällt . Wir be¬
trachten im folgenden die Größen Lj als Funktionen von x1, x2, x3.
Die Größen Uj , die wegen der vorausgesetzten Starrheit des Körpers
auf der ganzen Fläche S h die selben Werte haben , können wir ebenso
als Funktionen von xx, x2, x3 auffassen . Aus den Gleichungen B , C,
D schließen wir , daß 95 jetzt den folgenden Bedingungen genügen muß :

1. Im Bereiche Bv{t) muß q>— q>v der Laplaceschen Gleichung :

A%= 0
genügen . <pv muß in Bv regulär sein und im Unendlichen verschwin¬
den .

2 . Auf S„(t) muß :

dn n
sein .

3 . Im Bereiche Bh(t) muß 99= 99* der Poissonschen Gleichung :, dLi
Acph = — in ~

genügen .
4 . Auf der Grenzfläche Z , zwischen Bt und Bh, muß :

% = <Ph
sein .
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5. Auf Z muß ferner :
^ rPl‘ I I T

J - J "T" 4 TTLj n yduz dnz
sein.

6. In jedem Punkte P von Bh muß, wenn th der Zeitmoment ist , in
welchem P auf Sh lag :

Diese sechs Bedingungen enthalten alles , was wir von der Funk¬
tion 9owissen . Sie bilden also einen vollständigen Ersatz für die früher
erwähnte Integro -Differentialgleichung .

Die Frage erhebt sich jetzt , ob die Bedingungen 1—6 die Funk¬
tion cp und den Vektor L eindeutig bestimmen . Es ist leicht zu sehen ,,
daß dies nicht der Fall ist . Wir betrachten die Bewegung eines starren
Körpers während einer bestimmten Zeit , etwa t0 ^ t tx. Für jedes
t , welches in dieses Intervall fällt , sind dann die Größen üj in Bh(t)
bekannte Funktionen von x1, x2, x3. Wir nehmen an , daß es gelungen
ist , eine diesen Werten von Uj entsprechende Lösung cp, Lj der Be¬
dingungen 1—6 zu finden . Wir konstruieren dann in folgender Weise
eine neue Lösung derselben Bedingungen . Wir bezeichnen mit cp ir¬
gendeine von t unabhängige , im Inneren des Bereiches Bh{tp) stetige ;
und zweimal stetig differenzierbare Funktion von x1, x2, x3, welche
auf der Grenzfläche S(Bh(<x)) von Bh(fj) verschwindet . Wir setzen dann :.

Man sieht sofort , daß cp*, Lj* eine neue Lösung der Bedingungen 1—6 ist -
Und ein Blick auf die Gleichungen (12), (13), (14) zeigt , daß die durch
diese Formeln beschriebene Bewegung der Flüssigkeit in keiner Weise
verändert wird , wenn wir cp mit cp* vertauschen .

Wir können die Unbestimmtheit der Funktion cp und der Größen
Lj benutzen , um die Bedingungen 1—6 zu vereinfachen . Wir erreichen
dieses Ziel, indem wir die Funktion cp so wählen , daß in Bh:

ia Bv(t) :

in Bh(t) :
cp* = <pv* = <pv,

(p* = <fh* = n + $

dxj
ausfällt .

17 »
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Wir brauchen dazu nur für cp eine Lösung der Gleichung :

A (p — in = 0
O Xj

wählen , welche in Bh(<t) regulär ist und auf der Grenzfläche dieses Be¬
reiches verschwindet .

Es folgt aus dem oben Gesagten , daß wir vom Anfang an hätten
voraussetzen können , daß in Bh

§f = ° (i5>
ist . Wir führen jetzt diese Voraussetzung ein und wollen die Folge¬
rungen daraus ziehen .

Wir kehren zu der Bedingung (6), S .259 , zurück . Sie ergibtwegen (lö ) :

d Uj dth
dxj \ dxj )ptth dxj^ v dth öxj

Diese Gleichung enthält , wie unmittelbar ersichtlich ist , eine Bedin¬
gung , welche die Funktion <ph an Sh erfüllen muß . In den Fällen , welche
für die Anwendungen Interesse haben , kann man diese Bedingung in
viel einfacherer Weise schreiben . Es ist wohl bekannt , daß die Poten¬
tialfunktionen , mit welchen man sich in der mathematischen Physik
beschäftigt , bei den einfach geformten Körpern , mit denen man am
meisten zu tun hat , nicht nur außerhalb dieser Körper existieren , son¬
dern vielmehr ein Stückchen ins Innere der Körper fortgesetzt werden
können . Wenn wir annehmen , daß dies auch für unser Problem gilt , so
können wir unsere Gleichung in der Form :

d2(ph dth _ düj dt^
dxjdt h dxj dth d ab¬

schreiben . Da :

Zlw = °

ist , und da an Sh t%konstant ist und folglich :

dh / x dth . . dth . .
^ : cos (nxj = ^ : cos (nx 2) = : cos (nx 3)

ist , so folgt :

oder :

an Sh.

d2n , x dv i , ^cos (nhXj) — -kt 1 cos (nhXj)dxjdth dth

d d <fh _ dü n
dn dt dt
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Wir fassen zusammen , was wir unter unseren jetzigen Vorausset¬
zungen über die Funktion 99 aussagen können .

I . Im Bereiche B v(t) ist cp= q>v eine reguläre und im Unendlichen
verschwindende Lösung der Laplaceschen Gleichung :

II . Auf Sv{t) gilt :

p = w .on

III . Im Bereiche B h(t) genügt cp= <ph ebenfalls der Laplaceschen Glei -

chung : ^ = ()
IV . Auf S h(t) gilt :

0 Ocph O LJn
dn dt ~ dt

V . Auf der Grenzfläche Z zwischen Bv und B h gilt :
<Pv = <Ph -

VI . Auf Z gilt ferner :

dtp , _ d <ph (d <ph \
dn z dn z \ dnJ P, ti + }'

Wenn es gelungen ist , eine Funktion cp zu bestimmen , welche diesen
Bedingungen genügt , so ist die Bewegung der Flüssigkeit durch die
einfachen Formeln :

in B„:
d (pv d (pv

Uj — " — ~

in B h:
TT U \ ^ 9 <Pl‘ ( 9 (Ph\ „ 9 <ph“< +sw- fei »,

bestimmt .

In den folgenden Paragraphen 27—31 werden wir uns mit spezi¬
ellen Problemen beschäftigen , in denen es gelungen ist , die Funktion
93 explizit zu bestimmen .

25 10. Befreiung von einschränkenden Voraussetzungen .
Wir haben unserer Analyse des Systemes (3), (4) die Annahme (5) :

kj v">= 0 an *S'„(t) , zugrunde gelegt . Man sieht leicht , daß diese Annahme zu¬
lässig , aber nicht notwendig ist .Aus dem in §2414 bewiesenen Satze folgt ,
daß auch ohne diese Annahme <pv an Sv(t) der Bedingung C genügen
muß . Und man sieht leicht , daß auch die übrige Analyse ohne diese
Annahme ausgeführt werden kann . Unsere Ergebnisse sind also da¬
von unabhängig , ob man die Annahme (5) macht oder nicht .
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Wir haben ferner zur Vereinfachung unseres Problemes angenom¬
men , daß eine mit der Bewegungsrichtung des Körpers parallele Ge¬
rade die Oberfläche desselben höchstens in zwei Punkten schneidet .
Auch von dieser Annahme können wir uns leicht frei machen . Wenn
man sie aufgibt , kann es eintreten , daß die Oberfläche des Körpers
einen zylindrischen Teil hat , dessen Erzeugenden mit der Bewegungs¬
richtung parallel sind . Man zeigt leicht , daß ein solcher Teil der Ober¬
fläche zur Vorderseite zu zählen ist . Es kann ferner eintreten , daß
gewisse Teilbereiche von Bh(t) von mehreren Flächen Svund mehreren
Flächen Sh durchschritten worden sind . In diesen Fällen gibt es meh¬
rere mit der Bewegungsrichtung parallele , zylindrische Flächen , welche
den Körper K (t) umhüllen . Die hinter dem Körper gelegenen Teile
dieser Flächen zerlegen den Bereich Bh(t) in Teilbereiche . In jedem
Teilbereiche gelten die oben gefundenen Gesetze I—VI . Die verschie¬
denen Potentialfunktionen <ph gehen auf den Grenzflächen ihrer Exi¬
stenzbereiche stetig ineinander oder in cpv über .

25 li . Stationärer Fall.
Wenn die Geschwindigkeit des Körpers konstant und die Bewe¬

gung der Flüssigkeit stationär ist , kann cp nur von den Variabelen
Xj — Ujt (j = 1, 2 , 3) abhängen . Wir haben in diesem Falle :

dUf
dt ’ dxj ’ dt

Die Bedingung IV , S. 261, ergibt unter diesen Umständen :
d

dn («* £ ) - 0 ans 5*. (16)

Wenn wir die xx-Achse in die Richtung der Bewegung des Körpers
legen , können wir diese Bedingung einfacher :

l ; ä = 0aofÄ <17>schreiben .
Wir haben also den Satz : Bei stationärer Bewegung ge¬

nügt cp an der Vorderseite der Bedingung :

= U
dn ”

und an der Rückseite der Bedingung :

d dtp= 0
dn dx !
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25 12. Ausführungen über den Begriff der hydrodynamischen
Rückseite.

Wir sind schon mehrmals dem Satze begegnet : bei verschwinden¬
der Zähigkeit gleitet eine Flüssigkeit längs der Vorderseite eines Kör¬
pers , aber haftet an der Rückseite desselben . Wir wollen noch einen
Augenblick bei diesem Satze stehen bleiben . Wir sind bei der Ablei¬
tung desselben von den vereinfachten hydrodynamischen Differential¬
gleichungen (1) ausgegangen . Wenn unser Satz eine physikalische Be¬
deutung haben soll, so muß er auch für die vollständigen hydrodyna¬
mischen Differentialgleichungen gelten . Was ist aber , wenn man von
diesen vollständigen Differentialgleichungen ausgeht , unter „Vorder¬
seite“ und „Rückseite“ eines Körpers zu verstehen ? Daß hier nicht
die geometrischen Verhältnisse , sondern die relative Bewegung des
Körpers und der angrenzenden Flüssigkeitsschicht entscheidend sind ,
liegt im Wesen der Sache . Etwas definitives darüber zusagen wird erst
dannmöglichsein ,wenn es gelungen ist ,bei den vollständigenhydrodyna -
mischen Differentialgleichungen den Grenzübergang n -*0 auszuführen .
Es gibt aber eine Vermutung , die einen so hohen Grad von innerer Wahr¬
scheinlichkeit hat , daß wir sie hier aussprechen wollen . Als Maß der rela¬
tiven Bewegung des Körpers und der angrenzenden Flüssigkeitsschicht
in einem bestimmten Punkte der Oberfläche desKörpers wählen wir die

Gr6ße : <*«■ , , , , » • <

Wir bemerken , daß an einem Teile der Oberfläche eines stationär be¬
wegten Körpers , wo die Flüssigkeit am Körper haftet , wegen der Konti¬
nuitätsbedingung notwendig :

du. _ 0an

ist , und wir stellen das (hypothetische )Gesetz auf : Bei verschwinden -
derZähigkeit darf an der Oberfläche eines stationär bewegten
starren Körpers die Größe :

dun
dn

nirgends einen positiven Wert annehmen .
Werfen wir von dem hier eingenommenen Standpunkte aus einen

Blick auf die Theorie der idealen Flüssigkeiten ! Betrachten wir etwa
die Bewegung einer starren Kugel in einer solchen Flüssigkeit ! U sei
ihre Geschwindigkeit in einem gewissen Momente . Wir legen den An¬
fangspunkt in den Mittelpunkt der Kugel in diesem Momente und die
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â -Achse in die Bewegungsrichtung derselben . Die Bewegung der Flüs¬
sigkeit in diesem Momente ist dann durch die Formel :

1 TT s d x iUf= —i Ua? -5— ~
' 2 dxj R3

gegeben , wo a der Radius der Kugel und R = fa^2+ *22+ x3 ist . Wir
berechnen an der Oberfläche der Kugel und finden :an

du n 3% ?/
dn a2

Nach unseren Annahmen ist U > 0. Wir haben dann

0,dun ^
dn ^

je nachdem x1 ^ 0. Der Fehler der Theorie der idealen Flüssigkeiten
ist nach unserem jetzigen Standpunkte der , daß nach ihr an der Rück¬
seite des Körpers , d . h . für xx < 0, die nicht zulässige Ungleichung

> 0 bestehen soll.dn

§ 26. Neue Methode
zur Behandlung des stationären Falles .

A. Zweidimensionaler Fall .

‘26 1. Der Grenzübergang bei geradliniger Begrenzung .
Die am meisten befriedigende Methode den Grenzübergang zu ver¬

schwindender Zähigkeit auszuführen , würde darin bestehen , zuerst das
Randwertproblem bei endlichem , nicht verschwindendem p zu lösen
und dann den Grenzübergang p -» 0 zu vollziehen . Dieser Weg ist in
dem allgemeinen Falle noch nicht gangbar . Dagegen kann man für
einen Bereich mit einer geradlinigen — bzw. im dreidimensionalen
Falle , ebenen — Begrenzung die Gleichungen :

„ duj da duj

+ öäv

mit vorgeschriebenen Werten der u, an der Grenze , auch wenn p > 0 ist ,
exakt lösen und dann den GrenzübergangyU-*0in dieserLösung ausführen .
Die Resultate , welche man in dieserWeise erhält , stimmen mit den oben
abgeleiteten vollständig überein . Sie gestatten uns aber , wie wir später
sehen werden ,einen Schritt weiter zu gehen ,als unsere bis jetzt erhaltenen
Ergebnisse erlauben . Wir wollen deshalb diese Resultate hier mitteilen .
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Wir betrachten zuerst den zweidimensionalen Fall und wählen
die gerade Grenzlinie zu unserer a;2-Achse . Wir müssen dann die Be¬
wegungsgleichungen der Flüssigkeit in der allgemeinen Form :

~ en ‘ dd7l = - §i l + i‘ Au " (1)

schreiben . Wir suchen eine für x1 > 0 gültige Lösung dieses Systemes .
Die Nebenbedingungen seien für /x > 0 : für x1 — 0: w7-= F?(x2) ; in
unendlicher Ferne : Uj== 0.

Die Lösung dieser Aufgabe und der Grenzübergang /x ->■0 ergibt :
wenn U1> 0 ist :

d<Pv rT dcpv
Ui~ dxj ’ q ~ QVk dx k ’

H-0°

<Pv = Fj ( f ) log rd£ ,
— CO

r2 = x12+ (x2— i )2, r ^ O;

(2 )

wenn U1 < 0 ist :
+ CO

t ü 2
x2 £ js x-x

U2-f- (x2—£) U1

\ tj v (* — \ a - Tr y ( T _ „
2 2 \ 2 TT 1 [ ’Uj2 + u 2r lFl r 2 u 1Xl) + v 2F

2 71 ( U -J + uJ ) / [Fl (l ) u *“ Fa (l ) Ul] {̂ J1

Ux

— £) U2—x1U1

U2
£ U2

X2 £ jj xi

d£ +

U 2+ v 2K Fl (*■ u\ Xk) + u*Fa (**~ u\ Xl)J’
+ CC

»= l / [Fl(f),7*- FI(« z7l]^ dz-

(3 )
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Wenn wir mit einem Strich über einer Funktion von xx, x2 an¬

deuten , daß darin x, mit xx— vertauscht werden soll, können

wir die Gleichungen (3) auch in der Form :

„ + 7 ,
' OXj OXj

TT d (Pht - eu. -g- ,k
+ CD

n =^ ü7)s IVAZ)u2- v2(Z)ux]|utlogr•
2 - - 00

— Uxarctg
schreiben .

(3bis

26 2. Ansatz zur Lösung des allgemeinen Problems.
Die Formeln (2), (3) geben die Lösung der allgemeinen Randwert¬

aufgabe des Systemes (1) bei /<= 0 für den Fall , daß die Grenz¬
kurve S des „Körpers“ eine gerade Linie ist . Wir sehen aus diesen
Formeln , daß in diesem Falle die Uj aus Elementen zusammengesetzt
sind , welche je von einem Elemente der geradlinigen Grenzkurve ab¬
hängen . Es liegt nahe , anzunehmen , daß auch im allgemeinen Falle ,
d . h . wenn die Grenzkurve nicht geradlinig ist , die Uj sich durch
Ausdrücke darstellen lassen , welche aus Elementen zusammengesetzt
sind , welche in derselben Weise von je einem Elemente der Grenz¬
kurve S abhängen . Die Verfolgung dieses Gedankens führt zu dem
folgenden Ansatz zur Lösung des Problemes :

in Bv:

s v

+ -̂ f t* (f ) [ (* i — fiK (l ) — (x 2 — fzKtf )] dy!- >
■h

u^ U m — r^ dSi +
s v

+ ^ ff *(f ) [(®i— fl ) « 1(f ) + (X2— f 2)« 2(f )] Y2~>

(4 )
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in Bh:

Ux=hß(i)XjL^ dSs+

+ v(x2), (5)

+ ^ (f )[(*1- fi )% (f ) + (*. - f 2) (f )3 •

| 1; | 2 sind hier die Koordinaten eines Punktes auf dem Elemente ds %
von S. n (£) ist die im Punkte £lt £2 nach außen gezogene Normale
der Kurve S von der Länge 1. Bv, Bh, Sv, Sh haben dieselbe Bedeu¬
tung wie im vorigen Paragraphen. A(| ), v(£) sind Funktionen
von i 1} i 2, welche aus den Randbedingungen: u„ = U1n1 an Sv; ut
= ü 1, m2= 0 an Sh bestimmt werden müssen, r hat die Bedeutung
Hx1- h )2+ (x2- i2f .

26 3. Zurückführungder Randbedingungenauf eine
Fredholmsclie Integralgleichung.

Die Randbedingungen:
un = U1n1 an Sv, u2= 0 an Sh

ergeben imter Benutzung bekannter Eigenschaften des logarithmischen
Potentiales, wenn der Punkt P ' mit den Koordinaten */ , x2 auf S
liegt : wenn P' auf Sv liegt :

(6)

— (%2 — f 2) I> l {* ') % ( £ ) — w2 (a;, ) w 2 (f ) ] } =
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wenn P ' auf Sh liegt :

Die Gleichungen (6), (7) lassen sich als eine Fredholmsche Inte¬
gralgleichung auffassen . Der Kern derselben ist überall endlich , wenn
die Randkurve eine überall stetige Tangente und eine überall endliche
Krümmung hat . Er ist als Funktion der beiden Punkte x/ , x2' und
£/ , | 2' stetig , so lange diese beiden Punkte nicht die Grenzpunkte
der beiden Bereiche Svund Sh überschreiten . Dagegen macht der Kern
im allgemeinen einen endlichen Sprung , wenn einer der beiden Punkte
durch einen der beiden Grenzpunkte zwischen Sv und Sh passiert . Das
System (6), (7) kann unter diesen Umständen offenbar mittels der
Fredholmschen Methode behandelt werden .

Nachdem ).(£) und /z(£) bestimmt sind , erhält man v(x2) aus der
Bedingung ux— Ul an Sh. Sie ergibt :

Man hat hier rechts xx als Funktion von x2 aufzufassen . Die Be¬
ziehung zwischen ihnen wird durch die Gleichung des Kurvenstückes
Sh gegeben . Man erhält so v in seiner Abhängigkeit von x2 oder all¬
gemeiner von x.2.

26 4. Nachweis, daß die erhaltene Lösung dieselbe Gestalt hat
wie die in den Paragraphen 23 und 25 gewonnene Lösung.

Wir haben im § 23 S. 227 und 228 die Lösung eines speziellen
Falles des hier behandelten Problems in der Form :

P(*') +~ f *(£) 2r/2̂ +

+ ns + (x2 ~ fsW£ )] -ß = 0

in Bv
dA rr dA
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in Bh:
dA (dA \ rT TT dA

lääyj * + Uit q - QÜl d ^ ’
AA = 0

gefunden. In § 25 (12), (13) und (14) haben wir die Lösung eines all¬
gemeineren Problemes, das unsere jetzige Aufgabe als speziellen Fall
enthält , in einer ähnlichen Form dargestellt. Es ist unter diesen Um¬
ständen von Interesse zu sehen, ob die jetzt gefundene Lösung auch
in dieser Form dargestellt werden kann. Man sieht nun leicht, daß
dies in der Tat der Fall ist . Wir definieren durch die Formel:

<p = ~ fz (£) log rdS s +71 J
&v

+ “T/W ) n2(£)!°gr + %(£) arctĝ -- ^ IdSs (9)J Xi — Ci Ish 1

eine Funktion von x±, x2. Sie ist eine außerhalb der Kurve S
überall reguläre Lösung der Laplaceschen Gleichung :

A <p — 0 .

Sie ist nicht eindeutig. Vielmehr wächst der Betrag von <p um:

2s M(g)ni (£)dSe,

wenn der Punkt xx, x2 in positiver Richtung die Kurve S umkreist.
cp verschwindet in unendlicher Ferne nicht, sondern nimmt im allge¬
meinen dort einen dem absoluten Betrage nach unendlich großen Wert

an. Dagegen sind die Ableitungen außerhalb der Kurve S
ox1 ox2

überall endliche, eindeutige und stetige Lösungen der Laplaceschen
Gleichung. Auch verschwinden sie in unendlicher Ferne.

Wir wollen zeigen, daß man die durch (4) und (5) gegebene Lö¬
sung unseres Problemes durch die Funktion ip ausdrücken kann. Mit
Hilfe der Beziehungen:

ö , d x2 A> •Ti
9^ log r " Si , arc,g - r1

A log r _ _ / - arctg ,ox2 öx1 xx—g1 r

sieht man in der Tat sofort, daß die Formeln (4) sich in der Form:
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in Bv:
dcp

Ui = d ^

schreiben lassen . Der zugehörige Wert von q ist :

rr dv

In die erste Gleichung (5) führen wir den Wert (8) von v(x2) ein.
Wir erhalten so :

in Bh:
(~ t ~ / t

dsi +IX1 £l x\ i x
1 r2 r ' 2

sh
xi — h
X* - Io

^ - ft [(% — £iN (£) + (*2 - £2K (I )] -4 -•"2 ^2 '

[ (V — fiK (f ) + (x 2 ~ f 2)% (f )] “72 + u i -

Hier ist x2 — x2. xx , x2' ist der Punkt der Rückseite , Sh, in welcher
diese von einer mit der xx-Achse parallelen , durch den Punkt xv x2 ge¬
zogenen Geraden getroffen wird . Unser Ausdruck für ux läßt sich unter
diesen Umständen auch in der folgenden Form schreiben :

1 \xi ~~ xi dsi -f-
v

+ -̂ -f M( £ ) [ (* 1 — fl ) » 2 ( S ) - (X2 - ^ ) n l ( i ) \ ~ 2 —sh

[ ( X 1 fl ) w 2 ( £ ) ( X2 f 2 ) w l ( £ ) ] ^72 } ^ Sf + ^ 1 •

Wir sehen hieraus , daß in Bh:

Ein Blick auf die zweite Gleichung (5) zeigt , daß in Bh auch :

dcp
s2

Für q erhält man wieder den Wert :
TT d <P

= dz .
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Wir haben also , zusammenfassend :

in Bv:
dw rr dtp

M' = ÖV * = ^ 4 ’ <10>
in Bh:

_ d <p ( dcp\ d <p dtp
Ul Öxx (dx ) k+ Ul ’ U2~ dx 2’ q ~ QÜl dx 1'

Die Randbedingungen , welchen die Funktion cp genügt , sind durch
(6) und (7) S. 267 u. 268 gegeben . Die erste Gleichung drückt aus , daß
auf iSv:

= <“ >

Die Gleichung (7) drückt aus , daß auf Sh:

ft - 0 <llb">
ist . Diese Gleichung können wir aber in einer anderen Form
schreiben .

Wir können die Gleichung (ll bis) als die Gleichung der Kurve Sh
auffassen . Für die Normale dieser Kurve folgt dann :

ö29? d2w
---------- cos nx 2— Tr—~ cos nx x = 0.dx xdx 2 2 dx .2

Wenn nun , wie wir vorausgesetzt haben , auf Sh:

d2<P i d2<p
dx 2 ^ dx 2

ist , so folgt :
d2w d2w

o nn /v* 1 *—~ cos nx x + w— 5-— cos nx „ = 0
öx x2 1 dx xdx 2 2

auf Sh. Also :
d d <p

v = 0 (12)dn dx x
auf Sh.

Die Gleichungen (10), (11), (12) zeigen, daß die in diesem Para¬
graphen gefundenen Ergebnisse vollständig mit den in den Para¬
graphen 23 und 25 gefundenen übereinstimmen . Aber offenbar gehen
die hier gefundenen Resultate über die früher gefundenen hinaus . Wir
sehen aus der Definitionsgleichung (9) von cp und aus den Gleichun¬
gen (10), daß die Unterscheidung zwischen cpv und <ph, welche wir im
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Paragraph 25 machen mußten , im zweidimensionalen Falle überflüssig
ist . Die Definitionsgleichung von cp zeigt ferner , wie sich diese Funk¬
tion in unendlicher Ferne verhält . Auch geht die Vieldeutigkeit der
Funktion cp immittelbar aus dieser Gleichung hervor . Diese Viel¬
deutigkeit hat einen sehr einfachen Sinn . Sie zeigt , daß die Flüssig¬
keit um den Körper zirkulieren muß . Unsere Formeln bestätigen
mit anderen Worten die zuerst von Lanchester aufgestellte Hypo¬
these , daß , wenn ein Körper sich in einer reibungslosen Flüssig¬
keit bewegt , diese im allgemeinen um den Körper zirkulieren muß .
Und schließlich sind wir ja durch die Fredholmsche Theorie im¬
stande , die Funktion cp explizit zu berechnen und also das ganze
Problem definitiv zu lösen .

26 5. Der Grenzübergangbei ebener Begrenzung.
Im dreidimensionalen Falle legen wir zunächst die â â -Ebene in

die Grenzebene . Die Flüssigkeit möge den Halbraum xk > 0 erfüllen .
Unsere Aufgabe ist , das System :

mit den Nebenbedingungen : für xx = 0 : Uj= V, (x2, x3), in unendlicher
Ferne : w, = 0 zu lösen und dann den Grenzübergang pi -* 0 auszu¬
führen . Auch hier müssen wir uns damit begnügen , das Ergebnis dieser
Untersuchung mitzuteilen . Wir setzen , um es in einigermaßen ein¬
facher Form schreiben zu können :

(| x= 0). Ein Strich über einer Funktion von x1, x2, x3 soll bedeuten ,

B. Dreidimensionaler Fall.

d Uj
dxk

() u •
pAuf, -̂ -= 0 (; = 1,2,3) (13)

x, vertauscht werden soll . Wir haben dann
i

für U1 > 0 :

(14)

- 00
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für U1 < 0 :

« • - d (ph
dcph

1 dxj dxj

TT d <P h

!̂R 1
^l<M

II [w3

- äff
• - CO

( dW

Uf 2

VAx. n > 1 1 >

dx9 W,
2 dx , log {r + OjiXj— Sj)}dS2dS3

dW 2 \ , ,

jt , ,oslr a i ( Xj £ , )} d C., d .j .

(15)

Man kann aus den Formeln (14), (15) folgendes ablesen . Wenn U1
> 0 ist , so ist die Bewegung eine reine Potentialbewegung . Von den
Grenzbedingungen Uj —V,- an der Ebene xx = 0 ist nur eine, ux = Vv
erfüllt . Wenn dagegen Ux < 0 ist , so ist die Bewegung aus einer Po¬
tentialbewegung und einer den Gleichungen :

d Ui
Ut dxk

0

genügenden Wirbelbewegung zusammengesetzt . Die Grenzbedingungen
Uj= Vj an der Ebene xx — 0 sind alle erfüllt . Unser Satz , daß eine
Flüssigkeit bei verschwindender Zähigkeit an der Vorderseite eines
Körpers gleitet und an der Rückseite desselben haftet , findet auch
in diesen Ergebnissen eine Bestätigung .

26 6. Ansatz zur Lösung des allgemeinen Problems.
Wir legen die â -Achse zur Geschwindigkeit des Körpers parallel .

Unser System von Differentialgleichungen hat dann die Form :

f % = ° f»' - 1’ 2- 3» <i6 >

Wir stellen uns die Aufgabe , dieses System an der Grenze /x = 0 für
den Fall zu lösen , daß ux, u2, u3 auf einer geschlossenen Fläche S die
Werte Ux, U2 — 0, U3= 0 annehmen und , so lange /x > 0 ist , in un¬
endlicher Ferne verschwinden . Die Formeln (14), (15) legen es nahe ,
die Lösung dieser Aufgabe durch den Ansatz :

in Bv:
d & Tr d<t >

"<= d ^ ' 1

J8 0 s e e n , Hydrodynamik
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in Bh:

1 = e ° ' d̂

0 - +Ä/Ä({)l0g'r'+*>- (17>
S* Ä'A

zu versuchen . Die Funktionen P und N sind dabei aus den Rand¬
bedingungen zu bestimmen .

26 7. Nachweis , daß der Ansatz sich auf die aus § 23 und § 25
bekannte Form zurückführen läßt .

Die Funktion :
log (r + x1— fj )

genügt in dem Bereich , wo r + x1— > 0 ist , der Laplaceschen
Gleichung :

A log (r + x1— | j) = 0.

Die Funktion 0 in (17) ist infolgedessen in Bv eine Lösung der La¬
placeschen Gleichung . Dagegen genügt 0 in Bh, wie wir aus der For¬
mel (25) S. 226 ersehen können , der Gleichung :

= N } * K ) - ( 18 )\ | cos (nx 1) j)h

Die Gleichung (18) zeigt , daß der Ansatz (17) nicht die Form hat ,
welche wir nach den in § 23, Formeln (27) S. 227 und im § 25, For¬
meln (12), (13), (14) S. 257 gewonnenen Ergebnissen für die Lö¬
sung unseres Problems zu erwarten haben . Sie zeigt aber auch , daß
wir unseren Ansatz (17) leicht auf jene Form bringen können . Die
rechte Seite von (18) hängt nur von x2, x3 ab . Wir können infolge¬
dessen eine nur von x2, x3 abhängige Funktion , y>(x2, x3), bilden , die
in Bh der Gleichung :

+ = ( 19 )dxf ^ dxf 1 ’
genügt . Wenn wir dann :

in Bv:
® = <Pv ,

in Bh:
0 — yz = q>h

setzen , so genügen <pv und rph der Laplaceschen Gleichung , und wir
haben :
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in Bv:

(20 )

ir )
\ 0Xj ) h

Die Funktion y>ist durch die Gleichung (20) noch nicht bestimmt .
Wir können noch vorschreiben , daß der Wert von y>am Rande des
Existenzbereiches , d . h. auf der zylindrischen Grenzfläche Z, zwischen
Bv und Bh eine beliebige stetige Funktion von x2, x3 sein soll. Wenn
wir insbesondere vorschreiben , daß am Rande xp— 0 sein soll, so wer¬
den cpv und tph auf Z stetig ineinander übergehen . Dagegen wird im
allgemeinen auf Z die Beziehung :

nicht bestehen . Diese Ergebnisse stimmen mit den in § 25 gefundenen
vollständig überein .

26 8. Die Randbedingungen .
Wir können jetzt die Gleichungen aufstellen , die zur Bestimmung

von P und N in (17) dienen müssen . Die Bedingung , daß die Flüssig¬
keit in der Grenze fi = 0 längs der Vorderseite S„ gleiten soll, ergibt :

Die Kontinuitätsbedingung : p - 0
OXj

auf den Bereich Bh angewandt , ergibt andererseits , wie wir aus § 25
S. 262 sehen können :

dcpv _ d<ph
dnz dn z

auf Sv:
= Un = U1 cos n x±,

also :

auf Sh: d dcph d d&
dn dx 1 dn dxx

18
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also :

(22 )

Die Gleichungen (21) und (22) können als eine lineare Integral¬
gleichung aufgefaßt werden . Singulär ist diese Integralgleichung nicht
nur wegen des Verhaltens der Kerne im Punkte x, = £?-, sondern auch
besonders dadurch , daß , wenn der Punkt xv x2,x3 zu der Randkurve
sh gehört , welche die Grenze zwischen Sv und Sh ist , das Integral :

/ P ®T ~ ls - - d8 tan x öx 1 r

keinen Sinn hat , wenn über P (f ) nichts als Stetigkeit vorausgesetzt
wird . Doch läßt sich die Integralgleichung durch Iteration auf eine
reguläre Form bringen .

26 9. Nachweis , daß die Potentialfunktion <p im rotations -
symmetrischen Falle außerhalb des Körpers regulär ist .

Wir kehren zu den Gleichungen (17) zurück und wenden die
Kontinuitätsbedingung :

Ö Ui
= 0

auf den Bereich Bh an . Wir erhalten :

A0
dxc (— )\dxj

d ld0 \
h d X» \ d Xo/ h

Wir integrieren diese Gleichung über einen gegen die xx-Achse
senkrechten , die Fläche S nicht schneidenden Querschnitt Q des
Bereiches Bh. Wir erhalten :

Q

izx2) +

/ / zKZ>i *sfe , - / [A (jj| ) + A (§| ) dx2dx3 =

(d0
\d *< cos(nz x3) dS .

s ist hier die Randkurve von Q. nz ist die Normale des Zylinders Z.
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Nun ist offenbar :

der Grenzwert , welchem sich die normale Ableitung von 0 auf Sh
nähert , wenn der Aufpunkt sich der Grenzkurve sh nähert . Anderer¬
seits folgt aus dem Ausdruck (17) von 0 , daß die normale Ableitung
von 0 auf S stetig ist . Daraus folgt , daß :

Q

Die Beziehung (23) ist die Bedingung dafür , daß die Gleichung
(19) eine Lösung besitzt , welche am Rande , d. h . auf der zylindri¬
schen Grenzfläche Z zwischen Bv und Bh der Bedingung :

genügt . Statt der Bedingung xp= 0 an Z können wir also der Funk¬
tion xp die Bedingung (24) an Z vorschreiben . Da xp durch diese Be¬
dingung nur bis auf eine Konstante bestimmt ist , so können wir
außerdem vorschreiben , daß xp in einem bestimmten Punkte von Z
verschwindet .

Wir betrachten jetzt den Fall , daß der Körper Rotationssymmetrie
um eine mit der Bewegungsrichtung parallele Gerade hat . Wir setzen
überdies voraus , daß die Fläche Z aus einer einzigen , zylindrischen
Fläche besteht . Wir bestimmen unsere Lösung xp der Gleichung (19)
durch die Bedingung (24) und die Forderung , daß xp in einem gewissen
Punkte von Z verschwinden soll. Aus der Symmetrie des Problems
folgt , daß xp nur von der Entfernung des Aufpunktes von der Sym¬
metrieachse des Körpers abhängen kann . Wenn xp in einem Punkte
von Z verschwindet , muß dann überall auf Z :

den Wert :

haben muß . Folglich :
(23)

xp= 0

sein. In diesem Falle besteht auf Z sowohl die Beziehung :

<Pv = <fh
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wie die Beziehung :
dcpv = dcph
dn% dnz

Nach einem bekannten Satze der Potentialtheorie folgt aus diesen
Beziehungen , daß alle Ableitungen von <pv an der Grenzfläche Z die¬
selben Werte annehmen , wie die entsprechenden Ableitungen von <ph.
cph kann als die Fortsetzung der innerhalb von Bv definierten Funk¬
tion q>v in Bh aufgefaßt werden . <pv und <ph bilden eine einzige
Funktion .

Daß es im zweidimensionalen Falle ebenfalls überflüssig ist , zwi¬
schen den Funktionen <pv und cph zu unterscheiden , haben wir oben
gesehen .

26 10. Vereinfachung der Randbedingungen im rotations¬
symmetrischen Falle .

Die Verwandtschaft zwischen dem zweidimensionalen und dem
rotationssymmetrischen dreidimensionalen Falle tritt auch in anderer
Weise zutage . Wir haben oben gesehen , daß die allgemeine Bedingung
auf Sh:

A ^ = 0
dn dx x

im zweidimensionalen Falle in der einfachen Form :

= o
OX 2

geschrieben werden kann . Prof . Zeilon hat gezeigt , daß , wenn
ix 22 + x3 — R gesetzt wird , im rotationssymmetrischen dreidimen¬
sionalen Falle dieselbe Bedingung in der Form :

^ = 0
dR

geschrieben werden kann . Um diesen Satz zu beweisen , gehen wir
von den Formeln (20) aus . Sie zeigen sofort , daß die Kontinuitäts¬
bedingung im Bereiche Bh in der Form :

\dxJh dx 3 \dxJ h
d_

dx, \ux2/ h vx3

geschrieben werden kann . Nun kann aber <p nur von xx und R ab¬
hängen . Wir haben infolgedessen , wenn auf Sh xx= a (R) ist :
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°=ir (ir )ox 9 \oxJ2

£ | 3B
A

B dB

Folglich :

und also :

+ — I —
:27ä dx 3 \ d x3l h

dR

= JL ( dv )
dx 2 \dxJ Xi_

ÖV

+ ■

+
J*! = ff(Ä)

(ä) öa;3 \dxj Xi-

da (R )

() ./ -jd R )Xi_ q(r) dR

Bl̂ t )
dR Jx , = a (E')

A
dR

R ( dcp\
\ däk = • («).

d <p\ C

dR / h R ’

= 0

(25)

wo C eine Konstante ist . Nach unseren Annahmen muß cp auf Sh
eine stetige und stetig difEerenzierbare Funktion sein . Auf der Kurve ,
welche Sh von Sv scheidet , muß nach unseren obigen Ergebnissen
(vgl . Nr . 9 oben ) :

A = 0
dR

sein . Es folgt hieraus und aus (25) daß überall auf S h:
d (p
dÜ

sein muß .

26 li . Zusammenfassung.
In diesem Paragraphen sind für den stationären Fall die früher

erhaltenen Ergebnisse mittels einer neuen Methode wiedergefunden
worden . Dabei hat es sich gezeigt , daß für das ebene Problem und
für das rotationssymmetrische dreidimensionale Problem die Potential¬
funktion <p, auf deren Bestimmung die Lösung des Problems zurück¬
geführt werden kann , überall außerhalb des Körpers regulär ist , so
daß die Unterscheidung zwischen den Funktionen <pv und <ph über¬
flüssig wird . Die Randbedingungen , welche cp zu erfüllen hat , sind ,
wenn die Bewegung des Körpers in der Richtung der â -Achse ge¬
schieht , im zweidimensionalen Falle :

an Sv:

an iS/, :

dp
J nan

A =0-
dx 2 ’
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im rotationssymmetrischen , dreidimensionalen Falle , wenn die Xp-Achse
die Symmetrieachse ist und wenn f̂ 2 + xs2= R gesetzt wird :

an Sv: ,^ = U
dn Un’

an Sh: ^ =0.
dR

Die Bestimmung von rp ist im zweidimensionalen Falle auf eine regu¬
läre Fredholmsche Integralgleichung zurückgeführt worden . Auch im
allgemeinen dreidimensionalen Falle ist das Problem auf eine Fred¬
holmsche Integralgleichung reduziert worden . Sie ist singulär , kann
aber durch Iterationen in eine reguläre Fredholmsche Integralglei¬
chung übergeführt werden .

§ 27. Lösung der potentialtheoretischen Randwert¬
aufgabe , zu welcher die stationäre Bewegung in der

Ebene Anlaß gibt .
“271. Lösung eines potentialtheoretischen Problems

nach Hilbert .

Nach den Ergebnissen des §26 können wir die potentialtheoretische
Randwertaufgabe , zu welcher die stationäre Bewegung im zweidimen¬
sionalen Falle Anlaß gibt , mit Hilfe der Fredholmschen Determinanten
lösen . Die Lösung , welche wir in dieser Weise erhalten , hat aber eine
so komplizierte Form , daß sie keine Aussagen über die Dinge erlaubt ,
die uns am meisten interessieren , den Widerstand und die Druckver¬
teilung auf den Körper . Wir müssen uns deshalb nach einer einfacheren
Methode zur Lösung unseres Problems umsehen . Zum Glück gibt es
eine solche .

In seinen Grundzügen einer allgemeinen Theorie der linearen In¬
tegralgleichungen löst Hilbert * u . a . das folgende Problem : Eine
innerhalb einer geschlossenen Kurve C mit stetig sich ändernder Tan¬
gente und von der Gesamtbogenlänge l reguläre analytische Funktion
der komplexen Veränderlichen z = x + iy :

f (z) = u {x , y ) + iv {x , y)

* D . Hilbert , Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei¬
chungen , Kap . X , S. 82 . Leipzig 1912 .
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zu finden , deren Real - und Imaginärteil u (s) bzw. v(s) auf C der
linearen Relation :

a (s)u (s) + b(s)v(s) + c(s) = 0

genügen ; dabei sind a (s), b(s), c(s) als stetig differenzierbare Funk¬
tionen der Bogenlänge s mit der Periode l — die ersteren beiden
a (s), b(s) ohne gemeinsame Nullstelle — gegeben .

Hilbert löst dieses Problem in der folgenden Weise . Er bezeichnet
mit, 2nin die Änderung , die log (a (s) + ib (s)) beim positiven Umlauf
längs der geschlossenen Kurve C erfährt . Durch den Imaginärteil
von log (ffl(s) + ib (s)), d . h . durch den Ausdruck :

arctg «̂ (* )

wird dann eine reelle Funktion auf C dargestellt , die von s stetig
abhängt mit Ausnahme eines Punktes , etwa des Punktes s = 0, wo
ein Sprung ihrer Werte um 2nn stattfindet . Mittels der bekannten
Randwertaufgabe in der Theorie des logarithmischen Potentials kann
man nun eine analytische Funktion F (z) bestimmen , die sich inner¬
halb der Kurve C wie eine ganze Funktion verhält und deren Ima¬

ginärteil die Randwerte arctgbesitzt . Wird dann :

G(z) = = U(x, y) + iV (x, y)
gesetzt , während :

U(s) + iV (s)

die Randwerte dieser Funktion G(z) bezeichnen , so erkennen wir auf
der Kurve C die Übereinstimmung der Imaginärteile von :

log ( l7(«) + *F (*)) und log (a (s) + ib (s)),
d. h . es ist auf der Kurve C :

a (s)F (s) — b(s) U(s) = 0.

Endlich konstruieren wir eine analytische Funktion / *(z), die inner¬
halb C den Charakter einer ganzen Funktion hat und deren Realteil
auf C die Randwerte :

c(s) U (s) _ c(s) V(s)
a (s) (U(s)2 + F (s)2) b(s) (U(s)2 + 7 (s)2)

besitzt ; dann ist :
f (z) = G(z)f*(z)

eine analytische Funktion , die das vorgelegte Problem löst .
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Die gefundene Funktion f (z) hat innerhalb C den Charakter einer
ganzen Funktion ; sie besitzt jedoch , wenn n negativ ausfällt , auf C
im Punkte s — 0 einen Pol — 2w-ter Ordnung .

27 2. Unterschied unserer hydrodynamischen Randwert¬
aufgabe von der Hilbertschen .

Unser Problem ist nicht mit dem von Hilbert behandelten iden¬
tisch , es ist aber damit eng verwandt . Um dies einzusehen , bezeich¬
nen wir mit <Z>(z) eine analytische Funktion der komplexen Veränder¬
lichen xx4- ix 2= z, deren Realteil die durch die Gleichung (26, 9)
S. 269 definierte Funktion q>ist . Wir setzen :

und haben dann :

d<p d w
% = V*= W 2

d& (z)
v ' ~ lv * = - dT -

und — v2 sind also Real - und Imaginärteil einer außerhalb der
Kurve S regulären und im unendlich fernen Punkte verschwindenden
analytischen Funktion der komplexen Veränderlichen z = xx -+- ix 2.
Wenn wir die Werte von v1 und v2auf der Kurve S mit %(«) und v2(s)
bezeichnen , so genügen sie nach S. 271 (n ) und (n bis) den Bedingungen :

auf Sv:
^ (s) cos (nXi) + v2(s) cos (nx 2) = U1cos (nxj) ;

auf Sh:
v2 = 0.

Diese Bedingungen können in der Form :

st(s)«i (s) + b(s)v2(s) = c2(s)

geschrieben werden . Dabei ist :
auf Sv:

a (s) = cos (nx x), b(s) = cos (nx 2), c (s) = U1 cos (w£c1) ;

auf <SA: a (s) = 0, 6(s) = l , c(s) = 0.

Der Unterschied von dem Hilbertschen Probleme besteht einmal
darin , daß die Funktion b(s) nicht wie bei Hilbert durchweg stetig
ist . Mindestens in einem der Grenzpunkte zwischen Sv und Sh macht
b(s) einen endlichen Sprung , von — 1 nach + 1. Andererseits ver¬
langen wir von der gesuchten analytischen Funktion vx— iv 2 mehr
als Hilbert , indem in unserem Probleme diese Funktion im unendlich
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fernen Punkte verschwinden muß . Wir werden unten sehen , daß
die Unstetigkeit von b(s) die Anwendung der Hilbertschen Methode
nicht hindert und daß die Bedingung v1— iv2 — 0 im unendlich fer¬
nen Punkte aus den unendlich vielen Lösungen des Hilbertschen Pro¬
blemes eine auswählt , welche allein für die Hydrodynamik Bedeu¬
tung hat .

27 3. Konforme Abbildung des Bereiches auf das Äußere
eines Kreises .

Durch eine konforme Abbildung können wir den Bereich Bv-)- Bh,
das heißt die ganze xxcr2-Ebene mit Ausnahme des von der Kurve S
eingeschlossenen Teiles auf den Bereich | z \ > 1 abbilden . Der Kurve S
wird dann der Kreis \z |= 1 entsprechen . Wenn S eine einzige zusam¬
menhängende Vorderseite Sv besitzt , können wir es so einrichten , daß
die beiden Grenzpunkte zwischen Sv und Sh auf die beiden Punkte
z = ± i abgebildet werden . Durch diese Transformation wird unsere
Aufgabe in die folgende übergeführt . Man soll eine außerhalb des
Kreises | z |= 1 reguläre analytische Funktion W= v1— iv2 bestimmen ,
welche in einem Punkte z0(| z021> 1) verschwindet und welche auf dem
Kreise | z \= 1 den Bedingungen genügt :

für :

- fS ' SS+ T
«(0)^ (0) + b(0)v2(d) = c(0) ,

r h(6) , v 6 (ö)
llm = + 00 » hm Wli = “ 00„ _ n « (0) . _ 7t« (0)

für :

v 2 (6 ) = 0 .

Wir erreichen eine kleine Vereinfachung unserer Formel , wenn wir
statt W(z) die Funktion : WW(z) = iW (z) betrachten . Wir setzen :
TF(1)(z) = x2) -+- iv 2̂ (x±, x2) und erhalten für die Werte von
•y/ 1) und «2(1) auf dem Kreise | z |= 1 : ®1(1>(0), ®2(1>(0) die Bedingung :

o1(0)«1O)(0) _ 61(0)ra<» (0) = c(0). (1)

Dabei ist : <̂ (0) = b(6), ^ (0)= —a (0) und also , wenn ^ <10 5̂£ £

«! = 1, \ = 0, c = 0. (2)
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27 4. Ansatz zur Lösung der Randwertaufgabe für den Kreis
mit Hilfe des Poissonschen Integrales.

Wir betrachten jetzt die auf dem Kreise | z \= 1, kurz dem Kreise C,
erklärte , rein imaginäre Funktion :

1 log M0) + *M0) . (3)
2 g stl(0) - ib ^ d) {' ’

Wir wollen eine außerhalb des Kreises reguläre analytische Funktion
konstruieren , deren imaginärer Teil dieselben Werte wie jene Funktion
annimmt . Wir bestimmen zu diesem Zwecke zunächst eine außerhalb
des Kreises reguläre Potentialfunktion , welche auf der Kreisperipherie
die Werte (3) annimmt . Eine solche Funktion erhält man bekanntlich
durch das Poissonsche Integral * in der Form :

(r2— 1)dd '
1nJ a1(0' ) —inJ «i (ö' ) — ibi (Q' ) f2— cos (0 — 0' ) + 1 ’

wobei
Z = Xy + * * 2 = re <e a ^S0 X1 — T C0S x 2 ~ r s i n 1

gesetzt worden ist . Nun ist , wenn ei6' = z’ gesetzt wird :
1 1 — r2

Y r2— 2r cos (0 — 0') + 1
der reelle Teil von :

s— 1■—W — z 2zv

Also ist , wenn die Integration in positiver Richtung längs des Kreises C
geführt wird :

w(s)= -l ^ ioĝ l±M )LJ Mm (4)
V1 2niJ * ax(0' ) - i \ (6' ) W — z 2z7 K ’

eine außerhalb dieses Kreises reguläre analytische Funktion , deren
imaginärer Teil auf dem Kreise die Werte (3) annimmt .

Der reelle Teil von w(z) nimmt auf dem Kreise C den Wert :

*m~LL CJ,_.-£(£)co4<8'-e)di>' (5)
an . Man hat dabei rechts den Cauchyschen Hauptwert zu nehmen .

* Man vergleiche betreffend das Poissonsche Integral etwa Picard, Traite d’Ana¬
lyse T. II oder Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften, IIC 3 Lichten¬
stein S. 220 ff.
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27 5. Herstellung einer Lösung der Randwertaufgabe
im Falle c = 0 auf dem ganzen Kreise .

Wir bilden jetzt die Funktion :

G(z) = e“<‘\ (6)

Sie ist außerhalb des Kreises C regulär und nimmt auf dem Kreise die
Werte : t

ax(0) + i (6) 1ax(6f + b^ d)2

an . Die Wurzel rechts wird hier positiv genommen . Die Exponential¬
funktion ist reell und positiv . Wenn wir jetzt :

iG (z) = < 0)(u >x2) + iv2«»(xv x2)
setzen , so haben wir auf dem Kreise C :

Vi™(0)=yäHFTw eW(0)’ V2(0)(0)=FmFTmF'
Folglich :

a1(0)V O)(0) - M0K (o)(0) = o. (7)
Wir können diese Tatsache so ausdrücken , daß die Funktion iG (z)
eine Nullösung unseres Problems ist .

pW( &)

27 6. Herstellung einer Lösung der Randwertaufgabe
im Falle c = TJ\a .

In den Anwendungen , mit welchen wir uns später be¬
schäftigen werden , tritt insofern eine Vereinfachung auf ,
als stets c(ß ) = f7xa (ö) ist . In diesem Falle erfüllt , wie man
sofort verifizieren kann , die analytische und im Unend¬
lichen reguläre Funktion = iTJ1 die Randbedingung (1)
S. 283. Ehe wir nun weiter gehen , empfiehlt es sich des all¬
gemeinen Interesses wegen in der folgenden Nummer eine
spezielle Lösung für den allgemeinen Fall herzustellen .

27 7. Herstellung einer Lösung der allgemeinen Randwert¬
aufgabe .

Wir bilden dazu die analytische Funktion / *(z), welche außerhalb
des Kreises C regulär ist und deren Realteil auf C die Werte :

c(0)V O)(0)
M0j (V O)(0)2+ V°>(0)2)
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annimmt . Wir haben :

r 1 4 C(6')V̂ W ) ( 1__ n
v ; niJb ^ O') (V O)(0' )2 + «2(0)(ö' )2) V - z 2z7

ff Cft ') f>- wC8) I( i n
ih i (0' )2 + W \z' — z 2z7

(8 )

Wir setzen jetzt :
_ i /’ r (ß ' ) p — w<-e ') / 1 1 \

TP« = /*(z)<? (z) = -.«■» - r- -- IW . (9)
512 g K (e' )2 + M 0' )2^ — z 2z7

Auf dem Kreise C haben wir dann :

pi ) = üia)(ö) + ^ 2d)(0) =

oi (fl) - ib^ Q) eM(e) / c(6)e~ «(Q + .p \
IV + V [fas + b*

wo P der Cauchysche Hauptwert von :

1 s c(0' )e cot 1 _ ,
27tJja 1(d' f + b1(dir 2

und also eine positive Größe ist . Wir haben also :

Folglich :
Oi(ßfcWß ) - ^ (6)^ (6) = c(0). (10)

Die Funktion JF(1) ist also bis auf die Bedingung ffW (z0)= 0, die im
allgemeinen nicht erfüllt ist , eine Lösung unseres Problems .

27 8. Herstellung der allgemeinen Nullösung.
Untersuchung der singulären Stellen auf dem Kreise C.
Um eine Lösung unseres Problems zu erhalten , haben wir zu TF(1)

eine zweckmäßig gewählte Nullösung , d . h . eine der Annahme c(0)
= 0 entsprechende , aber nicht die Bedingung W^ (z0) — 0 erfüllende
Lösung unseres Problemes hinzuzufügen . Nun haben wir oben gesehen ,

eine solche Nullösung ist . Eine neue Nullösung kann man offenbar in
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der Weise bilden , daß man iG (z) mit einer beliebigen , für \z \ > 1 re¬
gulären , analytischen Funktion von z multipliziert , die auf dem Kreise
C reelle Werte annimmt . Die Größe :

y . z — i
t - ' r + i

nimmt auf dem Kreise C reelle Werte an . Dem Bereiche | z | > 1 ent¬
spricht in der fx £2-Ebene (£ = + i£2) die Halbebene £2 > 0, dem
Kreise j z \ = 1 die reelle fj -Achse . Für unseren Zweck ist also eine
beliebige , in der Halbebene £2 > 0 reguläre , analytische Funktion von
£ verwendbar , die auf der reellen fj -Achse reelle Werte annimmt . Eine
solche Funktion ist aber nach einem bekannten Satze der Funktionen¬
theorie auch in der Halbebene £2 < 0 regulär . Sie kann also nur auf
der reellen ^ -Achse Singularitäten haben . Nun müssen wir aber von
unserer Funktion g(z) verlangen , daß :

g (z)
auf dem Kreise C regulär ist . Die entsprechende Funktion von £ darf
also nur in einem solchen Punkte auf der £1-Achse singulär sein, dem
ein Punkt z auf dem Kreise C entspricht , wo ew(z'>= 0 ist . Wir werden
so zu der Frage geführt , wie sich die Funktion ew(-*'>am Kreise C verhält .

Wir hatten nach (5) S. 284:

w (0) = a : lo 8 ~ /57\- -iT /a» cot — ö— d6 ‘'.imJ a^ O') — ib1(0') 2
_ O_

Da nach (2) S. 283 (0r) = 0, wenn — < 0' <, — ist , so können wir
diese Formel auch in der Form :

w

schreiben . Wir hatten :
sti(0) = 5 (0), 01(0) = — a (0).

Wir haben folglich :

1 logM0') + ^ (0Q= I x aJ6') + ib{6') J_
2 g a1(0') - i0 1(0' ) 2 a (0') — ib (0') 2 gl ;

==iarCtg o (0O ± f {1 + 2w)’

wo arctg —̂ zwischen — ^ und + ~ genommen wird und wo nst(c/ ) L Z
irgendeine nicht -negative , ganze Zahl ist .

( 12 )
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Aus (12) folgt :

V.ax(6') — ibi (6') _ arctĝ ^ + ^ -(1+271)
«i (ö') + ibx(ö' )

= e

a (0/) — ib (6' ) + i^ (i+ 2B)
fa (0Oa + 6 (ö')2

„• «i (öO— ^ i (ö') e+ ^ (i+ 2n)>
)V (0')+ V (0')

Nun haben wir aber oben :

V:a1(0/) — f&1(0') «i (0' ) — i \ (00
«i (00 + *&i (0O j/ctj(0')2 + \ (0')2

gesetzt . Wenn wir die Quadratwurzeln gleicher Größen überall mit
denselben Vorzeichen nehmen wollen , so folgt , daß wir der ganzen
Zahl n die Bedingung :

. + W-U+ 2») ,— ie 2 = 1

auferlegen müssen . Sie ist erfüllt , wenn wir links das untere Vorzeichen
wählen und n eine gerade Zahl ist oder wenn wir das obere Vorzeichen
wählen und dabei n eine ungerade Zahl ist . Wir wählen das untere
Vorzeichen und setzen n = 0. Wir setzen also :

1 . 0, (00 + *6, (0') . . 0 (00 **
2 l0* meo - .AOT = ’ * «W " T ' ’

+ T
und haben also :

» m -(i arctg t® i ) / cot ^ W -+71
~ ~2

+ stetige Funktion von 0.
Wir haben :

d' - O d ( . d' - 0 1\
2 JfF l 8 " ““Ht

Folglich :

w
(8) _ (i arctg 1® - i ) log + stet . Funktion

und also : , b(6) t
- - arctg —7^ 7— tr

ew(.e) - / 8 7l\
G + t )

jz a ( C) 2 _• stet . Funktion .

Der letzte Faktor hat überall auf dem Kreise C einen von Null ver¬
schiedenen Wert .



27 9. Lösung des Problems 289

Unser Ausdruck für ew<-e'> zeigt sofort , daß diese Funktion für 0

= -̂ >arctg — ~̂r einen endlichen , von Null verschiedenen Wert
hat und daß sie für 0 = — arctg in derselben Weise

A CI [y ) A

wie 0 -f- — oder z + i verschwindet .
A

27 9. Lösung des Problems .

Wir kehren zur Funktion g(z) zurück . Wir sahen , daß diese Funk¬
tion nur in solchen Punkten des Kreises C singulär sein darf , wo e"’(e>
verschwindet . Wir wissen jetzt , daß es nur einen solchen Punkt gibt ,
den Punkt z —— i oder f = oo. In diesem Punkt darf g(z), als Funk¬
tion von f aufgefaßt , von erster Ordnung unendlich werden . Wir
schließen hieraus , daß g(z) notwendig die Form :

7 i • / z ~ i
K-y -J- X# 2 i •Z + *

haben muß , wo Jcx und k2 reelle Konstanten sind . Diese Konstanten
müssen so bestimmt werden , daß :

W(1)(z) = F (1)(z) + *«■« (k, + ik2^ 4)V z + iJ
im Punkte z0 verschwindet . Da z0 außerhalb des Kreises C liegt und
nur für Punkte dieses Kreises die Determinante des aus dieser Be¬
ziehung hervorgehenden Gleichungssystems für kr und k2 verschwin¬
det , so sehen wir , daß kx und k2 durch diese Bedingung eindeutig be¬
stimmt sind . Es gibt eine und nur eine Lösung für unser hydrodyna¬
misches Problem .

Gehen wir wieder zur ursprünglichen z-Ebene zurück , so folgt aus
unserer Formel für W$ , daß diese Funktion sich für große z-Werte wie

.TTA — iBiU , - z
verhält , wo A und B reelle , im allgemeinen nicht verschwindende
Größen sind . Die Funktion W = v1[x1, x2) — iv 2(xx, x2) verhält sich
also für große Werte von \x-f + z22= r wie :

TTA — iB TT Ax x— Bx 2— i (Ax 2+ Bx x)(j = u _ . _ .
Z * i + * 2

Wenn wir vx und v2 als die Geschwindigkeitskomponenten einer
Strömung auffassen , so besteht diese Strömung aus einem radialen
Ausfluß vom Körper mit der Geschwindigkeit :

19 Os een , Hydrodynamik
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Aü x
r

und einer Zirkulation in positiver Richtung um den Körper mit der
Geschwindigkeit :

Ui

27 io. Zusammenfassung.
Das Problem , zu welchem die stationäre Bewegung eines Körpers

in einer Flüssigkeit im zweidimensionalen Falle in erster Näherung
und bei \i -►0 führt , wurde im vorigen Paragraphen auf die Be¬
stimmung einer Potentialfunktion , cp, zurückgeführt . Wenn man statt
cp die Ableitungen : „

d^ = Vl’ d 2̂= V2
betrachtet , so kann man das Problem in folgender Weise formulieren .
Man soll zwei außerhalb der Grenzkurve S des Körpers zweimal stetig
differenzierbare und im Unendlichen verschwindende Funktionen vx
und v2, von xx und x2 bestimmen , welche außerhalb von S den Glei¬
chungen : „ „

^ 1= 0, Av2= 0, ä? 2“ = o
und auf S folgenden Bedingungen genügen :

auf der Vorderseite von S , d . h . auf Sv:
cos nx 1' Vl -\- cos n x2•v2= cos nx 1- JJl ;

auf der Rückseite von S , d. h . auf Sh:
v2 - 0.

Um dieses Problem zu lösen, kann man folgendermaßen verfahren .
Man setzt x1-\- ix 2= z und bildet durch die Transformation z = j (z' )
(z' = x/ + ix 2 ) das Äußere der Kurve S auf das Äußere des Kreises
|z' | = 1 konform ab . und v2 befriedigen als Funktionen von x/ ,

x2 die Gleichungen :

und man kann es so einrichten , daß die Randbedingungen , welche
sich auf den Kreis \z' \ = 1 beziehen , die Form :

av1+ bv2 = c = TJxa
7t 7t

annehmen . Dabei soll für —— < B' < —(z' —r' ei8’, r' —1) : a = comx x,£ £
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b = cos nx 2 sein . Dagegen soll für ^ < ö' < : a = 0, b = 1 sein .z z
Die Funktionen v± und v2 müssen überdies in dem Punkte z0' ver¬
schwinden , der dem Punkt z = oo entspricht .

Man bildet nun die Funktion :

“ <*') “ (alctg ipf “ f ) (? = ? “ 2? ) * * (13)
wo die Integration in positiver Richtung längs des Kreises | z* \ = 1

b 7t 7t
geführt werden soll und wo arctg — zwischen — — und + — genom-CI Zu
men wird . Man bildet ferner die Funktion :

W(z' ) = Ux+ e- ^ {kL+ ik 2 •

Man bestimmt \ und k2 so, daß W(z0') — 0 ausfällt . Man kehrt dann
zu den ursprünglichen Veränderlichen zurück und drückt also W als
Funktion von z aus . Wenn man dann z = x1-\- ix 2 setzt und W in

der Form . jf _ Vl{Xl, x2) — iv2(xlt x2)

darstellt , wo v1 und v2 reelle Größen sind , so geben diese Funktionen
v±, v2 die Lösung des Problems .

§ 28. Die Druckverteilung und der Widerstand bei
zweidimensionalen hydrodynamischen Problemen.

28 1. Einleitung . Ist der Druck bei ^ ->• 0 überall stetig ?
Wir haben nach den Formeln (10) im § 26 :

in B -
dcp
dx x

in Bh:

dcp
q = qü ]

dcp
dx l \dxji

(7 = 1,2)

TT d <P
Ult U2~ dx 2’

TI d (p

Unter q haben wir die Größe :
V + \ qu 2

verstanden . Wir haben also :

v = qVi ^ - \ qW + «i*)-
19*
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Da ux beim Passieren der zylindrischen Grenzfläche zwischen Bv
und Bh einen endlichen Sprung macht , so muß ebenfalls p beim Pas¬
sieren dieser Fläche eine Unstetigkeit aufweisen . Dies Ergebnis kann
befremdend erscheinen . Man darf aber nicht vergessen , daß die in der
Theorie der idealen Flüssigkeiten übliche Annahme , daß der Druck
in einer bewegten Flüssigkeit eine stetige Funktion der Baumkoordi¬
naten ist , auf der stillschweigend gemachten Annahme beruht , daß
die Größen p A u, beim Grenzübergange p ->0 überall in der Flüssig¬
keit , also auch in den Diskontinuitätsflächen , gegen Null konvergieren .
Daß es im mathematischen Sinne nicht selbstverständlich ist , daß p
bei p -* 0 überall stetig ausfallen wird , zeigt das System :

(du , duA dp .
e (~dt + u‘ dlil = ~ di , + ß <’

^ =0
dxf ’

das sich nur durch Vertauschen der Indizes j und k an einer Stelle
von dem System der hydrodynamischen Gleichungen unterscheidet .
Dies ist ja gerade das System , für welches wir den Grenzübergang
ausgeführt haben und bei welchem wir bei p -» 0 den Druck unstetig
gefunden haben . Es zeigt , daß bei Differentialgleichungen von
demselben Typus wie die hydrodynamischen Differentialgleichungen
bei dem Grenzübergang zu verschwindendem p im allgemeinen der
Druck unstetig ausfällt und daß also, wenn sich die hydrodynamischen
Differentialgleichungen anders verhalten , es sich dabei , mathematisch
gesprochen , um eine Ausnahme handeln muß .

Übrigens darf natürlich nicht vergessen werden , daß unsere Lö¬
sung nur eine erste Näherung darstellt *.

28 2. Zerlegung des Druckes in zwei Teile.
Wir setzen :

QÜl ^ev2= euivi—̂ e(V+«22)=p'-
Dabei soll, wie im vorigen Paragraphen :

dcp dq>
VlZ= d^ ’ ViZ= W2

* Auch durch die Ausführungen von Prof . Zeilon , welche im Anhange mitge¬
teilt werden , wird die Frage von der Stetigkeit des Druckes bei = 0 nicht in ab¬
strakt mathematischem Sinne entschieden .
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sein . Wir haben dann an Sv: p = p' und an Sh, weil dort u 2= Uj2 ist :

wo :
P" = — %Q(ü i2— vi2— O -

28 3. Berechnung des Widerstandes.
Um die Resultierende der auf den Körper ausgeübten Druckkräfte

zu berechnen , betrachten wir zunächst :

—J p' cos (nx ^ ds = — (j;)p'dx2,s s
wo die Integration im letzten Integral in positiver Richtung um S
herum geführt werden soll . Um das Integral auszuwerten , addieren wir :

—J = —q(j)v1(v1dx2—v2dx1).s

— (J) p'dx2—J = — g (j) U1v1dx2— t̂ )[(t>i2— v2 )dx2— 2vl v2dxi\ .

Wir erhalten :

S SS

Das letzte Glied ist der reelle Teil von :

^Qj >W2dz ,

wo W = v1— iv2 eine außerhalb von S reguläre analytische Funktion
von z = xx-f ix 2 ist , welche in unendlicher Ferne von derselben Ord¬
nung klein wie 1/z ist . Wir sehen hieraus , daß :

(J) W2dz = 0.
Folglich :

— Wp ' dx 2 — — qU 1 wv 1dx 2 + J .
S S

Nun ist , wenn wir :

dx2 = ds cos (nxj) , dxx = — ds cos (nx 2), (ds > 0)
setzen :

J = qJ «x(t>! cos (nx x) + v2 cos {nx 2))ds = gfv 1~ d$.
s m s

An der Vorderseite Svhaben wir : ^ = U1cos (nXj) und an der Rück¬
seite Sh: v2= 0. Also :
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—̂ )p'dx2= —qTJ1Jv1dx2+ qJ'v12dx2.n sh
Wir haben andererseits :

—J p" dx 2 = tef (Ui 2 — V — v22)dz 2 = ief ( u i2 — vi )dx 2.
Sh Sh s h

Folglich :

— fj)pdx 2= — ^)p' dx2—jp " dx2— bcj (ü -s.— Vi)2dx2.
s s sh sh

Auf Sh hat dx 2= ds cos (nx x) einen negativen Wert . Die Kompo¬
nente der Resultierenden der Druckkräfte in der Richtung der Be¬
wegung des Körpers ist also stets negativ . Der Körper hat daher stets
einen Widerstand zu überwinden . Wir setzen diesen Widerstand
= qU 12R1, wo Rl der Widerstandskoeffizient ist , und haben dann :

Widerstand = q Uj2^ — — (£/x— Vj) 2dx2. (1)
s h

Wir können dieser Formel eine anschauliche Deutung geben . Wir
haben in Bh:

! £ _ ( «£ ) „OX1 \OxJh

Nun verschwindet in unendlicher Entfernung vom Körper . Wir
O2/j

haben also in weit entfernten Punkten von Bh:

wo wie früher den Wert von auf der Rückseite des Körpers
\axjh ox 1 r

bedeutet . Wir können unsere Formel deshalb auch in der Form :

qU 12R1 = Iß J u 2dx 2

schreiben , wo die Integration jetzt über einen weit entfernten Quer¬
schnitt des Wirbelschwanzes geführt werden soll und dabei dx2 > 0
angenommen werden soll . Diese Formel sagt aus :

Der Widerstand in der Richtung der Bewegung ist
gleich der kinetischen Energie , welche der Wirbelschwanz
pro Längeneinheit transportiert .
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28 4. Berechnung des Druckes senkrecht zur
Bewegungsrichtung.

Wir berechnen jetzt die zur Bewegungsrichtung senkrechte x2-
Komponente der Resultierenden der Druckkräfte .
Wir setzen :

ßj )v2(v2dx1— v1dx2) =s
und haben dann :

—J p' cos (nx 2)ds + J x= ’̂ )p,dx1 + J x=s s

— gU 1fj)v1dx1— ^ [(^i2— v22)dx1+ 2v1v2dx2] =s s

— QUi tf)v1dx1— ^ g. Realteil von (j) W2dz = q U1tj)v1dx1.
S 8

Wir haben :

Ji = — esv 2d<p
S

und , weil an Sv: — IJ1cos (nx j ), an Sh : v2= 0 :&fl

J1= — gü ^ Vgdx2.
Folglich :

—J *p' cos (nx 2)ds = gU 1tj) (v1dx1 + v2dx 2) = gü ^ dp .
S 8

Statt der Kurve S können wir , wie die letzte Formel zeigt , eine be¬
liebige , S einmal umlaufende , geschlossene Kurve zum Integrations¬
weg benutzen . Wir wählen dazu einen Kreis um den Anfangspunkt
mit sehr großem Radius . Nun kann man , wie wir am Schluß des
letzten Paragraphen gesehen haben , für großes r (= ^x^ -j- x2 ) vx und
v2 durch Ausdrücke von der Form :

■j—r Ax , — Bx 9 , t Ax 9 + Bx ,
*x= u i St + x * • «*= i7i•̂ 1 I *̂ 2 I *̂ 2

darstellen . Wir erhalten demnach :

—J p' cos (nx 2)ds = 2nBqU 2.s
Setzt man also den Druck senkrecht zur Bewegung , d. h . die Trag¬
kraft = g U 2R2, so erhält man also schließlich :
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(2 )
= 2nBgU 12— ^ gs (^ i2— v12)dx 1.

Das erste Glied unseres Ausdruckes für gU12Ä2hängt nur von der Zirku¬
lation der Flüssigkeit um den Körper beider Strömung vv v2ab . Es kann
als ein Zirkulationsglied bezeichnet werden . Das zweite Glied hängt von
dem Unterdrück in der Flüssigkeit hinter dem Körper ab und kann als
eine Saugwirkung des Wirbelschwanzes auf den Körper gedeutet werden .

285 . Zusammenfassung .
Nachdem man mittels der in § 27 dargelegten Methode die Funk¬

tionen v1 und v2 berechnet hat , erhält man aus den Formeln :

den Widerstand pU 12J?1 und die Tragkraft g U 2R2. In diesen For¬
meln soll die Integration in positiver Richtung um den Körper geführt
werden . Im ersten Integral ist also dx 2stets < 0. B hat die angegebene
Bedeutung . B ist also ein Maß der Zirkulation um den Körper .

§ 29. Das Problem des Kreiszylinders .

29 1. Bericht über die Methode von Prof . Burgers .
Prof . Burgers in Delft hat im Jahre 1921 den aus unserer Theorie

hervorgehenden Widerstand gegen einen Zylinder mit kreisförmigem
Querschnitt berechnet , der sich mit konstanter , sehr großer Geschwin¬
digkeit in einer reibungslosen Flüssigkeit bewegt .DieMethode von Prof .
Burgers bestand darin , daß er für die Potentialfunktion den Ansatz :

lieh vielen Koeffizienten A0, Ax, . . ., AN so bestimmte , daß die Rand¬
bedingungen :

gUsR ^ - lgfiü ^ v^ dxz ,

gU 12R2= 2nBgU 2— }gJ (U 2— v 2)dx x

(xt = r cos 0, x2= r sin 0)

machte und mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die end-
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d(p TT „7 U n äll Op,an

ip - = 0 an Shdx2
möglichst genau erfüllt wurden . Obwohl diese Methode ein sehr
großes Interesse besitzt , wollen wir doch , nachdem durch Prof . Zeilon
eine exakte Lösung des Problems gewonnen ist , von einem genaueren
Bericht über die Untersuchung von Prof . Burgers absehen und statt
dessen die in den zwei vorhergehenden Paragraphen dargelegte Me¬
thode benutzen .

29 2. Berechnung der Funktion iv (s).
Wir betrachten einen Kreiszylinder , dessen Radius den Wert R

haben möge . Um die in § 27 (vgl . besonders die Zusammenfassung
S. 290!) entwickelte Methode benutzen zu können , setzen wir :

z' = —, also : r' = ^ , 6' = 0.K K

Wir haben auf Sv: a = cos 0, b = sin 0 (— ~ < 0 < -f- ^ )

" l2’)” “ (s ) ” v / 1

Folglich :

e * = —

Wir berechnen den reellen und den imaginären Teil der Funktion w auf
dem Kreise C, d . h . für r' = l , r = R . Der reelle Teil hat den Wert :
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/ ist hier die durch die Gleichung :
{

f (S) = cot idi (3)
definierte Funktion .

Der imaginäre Teil von w(z' ) nimmt nach der Definition von
w(z) (§ 274 S. 284) auf dem Kreise C den Wert :

_ luÄMl = _ arctg ^
2 g o1(Ö) - i6 1(0) T g a(0) 21

• 71 TL
an . Wir haben also auf dem Kreise C, wenn : — -- < 0 < —2 2

imaginärer Teil von w(z' ) = — f (ö — (4)
n . 3n

wenn : — < 6 <

imaginärer Teil von w(z' ) = 0. (5)
Betreffend die Funktion ew(-̂ >können wir hieraus schließen , daß

sie auf dem Kreise C (| z' | = l , \z \ — R ) die folgenden Werte an¬

nimmt , wenn : — ^ < 0 <

ie ~ ie e « (6) . ( 6 )
JZ 3 7Z

wenn : C 0 < -y :
e»(e>. (7)

293 . Lösung des Problems .
Um unser Problem zu lösen , d . h . um die beiden Funktionen :

dw dcp
V*~ dx 2

zu bestimmen , haben wir nach § 27, Zusammenfassung (S. 290),
in dem Ausdruck :

W(z' ) = w ( *t ) = U1 + + iJc2^ j
die beiden reellen Konstanten kx und k2 so zu bestimmen , daß in
dem Punkte z0' , der dem Punkte z — ao entspricht , W(z' ) = 0 aus¬
fällt . Nun ist offenbar in diesem Falle z0' = oo. Wir haben :

0*= -
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Zur Bestimmung von kx und k2 erhalten wir also die Gleichung :
in

U1 + e 4 (kx + ik 2) = 0 .
Sie ergibt • in

kx -f- ik 2 = — TJxe 4
d . h . ;

ki = — -f^=> k2 — + -j± .
1 ( 2 2 / 2

Wir haben also :

W(t )=WW= Vl\l -.^ [l - i^ (8)
Um vx und v2 zu erhalten , genügt es , W (z' ) in einen reellen und

einen rein imaginären Teil zu zerlegen und dann xx mit , x2 mit
X
~ zu vertauschen . Wir haben mit anderen Worten :
K

«i (*i >xi ) — iv 2(xv x2) = W (z' ).

29 4. Verhalten der Lösung in unendlicher Ferne .

Besonderes Interesse hat , wie wir oben gesehen haben , das Ver¬
halten der Funktion W in unendlicher Ferne . Wir wollen deshalb

dieses Verhalten untersuchen . Wir erhalten aus ( 1) für große |z (-Werte :

+ -T 2

w (z' ) = w ^ (6* — (cos 0* + i sin d*)dd * =
Jl

~ ~2

in 2 R iR
I I •

7tZ Z

Die Formel (8) ergibt unter diesen Umständen für großes | z | :

W (z) -> (7t - 2)^ . (9)nz

Wir sehen aus (9), daß beim Kreiszylinder die S . 289 definierte
Größe 5 = 0 ist und also keine Zirkulation um den Zylinder statt¬
findet . Wegen der Symmetrie war dies von vornherein zu erwarten .
Wir sehen ferner , daß :

4P , - ( l - § ) * C ,

und also , daß der radiale Ausfluß , der nach S.291 denWert 2nA t / jhat ,
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= 2(n —2)R ü x= 2,283R U1
ist . Prof. Burgers fand bei seiner angenäherten Lösung des Problems
für diese Größe den Wert 2,30ß Uv

29 5. Werte von vxund v2auf der Oberfläche des Zylinders .
Auf der Oberfläche des Zylinders haben wir nach (8) und (6),

71 n 71

wenn — < 0 < y :

- ut

cos0 + i sm0 —i
cos0 + i sm0 +

0 71

1 —p==(sin0 + i cos0)e“’ J 1 d j ^sin I—

Wir haben also auf der Oberfläche des Zylinders, wenn

< 0 < + | :

«*(*) = ^ cos0e“Wl - cot ( .

Wir haben dagegen, wenn r = ß , < 0 < ^ ist :

w(s)= E;>|
gtt (0)1 -- 11 cot

also:
M )l-

v1{0) = W ß / 2 V
«, (0) = O.

296 . Numerische Ergebnisse . Vergleich mit der Erfahrung .
Wir geben eine von Prof. Zeilon berechnete Tabelle für die zwei

Funktionen wieder:
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und :

cot M oW( ff) _ . I 6 71

cot 12' + 4

Tabelle I

6 ne )
— / (—©) cot (! + i )

ew(6) 0 / (©)
cot (! + i )

ew(6)

— 180° 0,79 + 9 0,099 2,31
— 162 — 0,92 18 0,198 2,07
— 144 — 1,05 27 0,292 1,79
— 126 — 1,24 36 0,383 1,52
— 117 — 1,35 45 0,465 1,23
— 108 — 1,49 54 0,537 0,948
— 99 — 1,68 63 0,599 0,673
— 90 — 2,00 72 0,648 0,416
— 81 — 2,37 81 0,682 0,187
— 72 — 2,62 90 0,693 0,000
— 63 — 2,80 99 0,679 0,132
— 54 — 2,91 108 0,634 0,236
— 45 — 2,96 117 0,551 0,325
— 36 — 2,98 126 0,423 0,403
— 27 — 2,92 135 0,229 0,477
— 18 — 0,198 2,85 144 — 0,538
— 9 — 0,099 2,71 162 — 0,667

0 0,000 2,53 180 — 0,790

Mit Hilfe der Tabelle I kann man die Werte von und v2 auf dem
Umkreise des Zylinders berechnen . Man erhält dann p. Man hat

auf S. :

V= 6 Ui vi — j 6(vi2 + t>22) =
e (» i — ^ i )2
2 sin20

auf /SA:
P = QÜ 1v1 - \ qU *.

Die Tabelle II ist ebenfalls von Prof . Zeilon berechnet worden .
Sie bringt in der zweiten und dritten Kolumne die theoretisch berech¬
neten Werte von v1/ U1 und p/q f7j2 auf der Oberfläche des Zylinders .
Die in der vierten und fünften Kolumne gegebenen Werte wur¬
den bei Experimenten gefunden , in denen ein Zylinder mit einem
Durchmesser von 7,5 cm einem Luftstrom ausgesetzt wurde , dessen
Geschwindigkeit in einem Experiment 25, in einem anderen 18 Me¬
ter /Sekunde war .* Die Werte sind hier auf absolute Einheiten redu¬
ziert . Man sieht , daß der theoretisch berechnete Druck an der Vorder¬
seite des Zylinders ganz denselben allgemeinen Verlauf wie der ex¬
perimentell bestimmte Druck hat und daß sogar die theoretischen

* Die experimentellen Werte sind aus Jacob , La Resistance de l’Air et l’Ex -
perience , tome 2, Paris 1921, entnommen .
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Tabelle II

Q vliU l PlioU *
pigü *

Exp . U = 25
VtßU?

Exp . U = 18

0° 1,000 -f 0,500 + 0,500 -f- 0,500
9 0,954 0,457 0,45 0,44

18 0,836 0,360 0,32 0,42
27 0,635 0,179 0,24 0,28
31,5 0,512 + 0,060 0,06 0,06
36 0,387 — 0,043 — 0,17 — 0,14
45 0,127 — 0,139 — 0,37 — 0,29
54 — 0,130 — 0,474 — 0,47 — 0,36
63 — 0,344 — 0,635 — 0,59 — 0,40
72 — 0,493 — 0,725 — 0,59 — 0,39
81 — 0,531 — 0,695 — 0,57 — 0,37
90 — 0,416 — 0,503 — 0,53 — 0,36
99 — 0,275 - — 0,47 — 0,31

108 — 0,216 - — 0,40 — 0,27
117 — 0,181 - — 0,33 — 0,26
126 — 0,159 - — —
135 — 0,144 - — 0,27 — 0,24
144 — 0,131 - — —
153 — 0, 126 - — 0,24 — 0,23
162 — 0,120 - — —
180 — 0,117 — — 0,22 — 0,19

Werte numerisch in überraschend guter Übereinstimmung mit den
experimentellen Werten sind . Man sieht auch , daß die theoretischen
Werte am besten mit denjenigen experimentellen Werten überein¬
stimmen , welche der größeren Geschwindigkeit entsprechen . Auch
dies war theoretisch zu erwarten .

In Figur 1 stellt die untere , voll ausgezogene Kurve die theore¬
tische Druckverteilung an der Vorderseite des Zylinders dar . Die ge¬
strichelten Kurven entsprechen den beiden in Tabelle II aufgenomme¬
nen experimentellen Messungsreihen . Offenbar schließt sich die untere
der beiden gestrichelten Kurven , welche der Geschwindigkeit U = 25 m
pro Sekunde entspricht , gut an die theoretische Kurve an . Man be¬
kommt aus der Figur den Eindruck , daß die beiden experimentellen
Kurven Glieder einer unendlichen Schar von Kurven sind , welche
sich bei wachsender Geschwindigkeit immer näher an die theore¬
tische Kurve anschließen .

Die obere voll ausgezogene Kurve stellt graphisch v1/ U1 dar .
Mit Hilfe der Tabelle I können wir auch den Widerstandskoeffi¬

zient R± berechnen . Das Ergebnis ist :
Rt = 1,314.

Für einen Zylinder mit dem Querschnitt 1 ergibt dies :
Rt = 0,657.
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Dieser Widerstandskoeffizient ist zu groß . Die experimentellen Be¬
stimmungen ergeben etwa :

= 0 ,38 .

Da der theoretische Druck an der Vorderseite des Zylinders nahe
mit dem experimentellen übereinstimmt , so müssen wir schließen ,
daß die theoretische Druckerniedrigung in dem Wirbelschwanze zu
groß ausfällt . Eine nähere Untersuchung bestätigt dies . Hier ist
offenbar der Punkt , wo der weitere Ausbau der Theorie einzusetzen
hat . Dies ist auch theoretisch verständlich . Im Wirbelschwanze und
nur dort befriedigt unsere in erster Näherung erhaltene Lösung
nicht die vollständigen Bewegungsgleichungen einer reibungslosen
Flüssigkeit .

Wie Professor Zeilon durch weitere Ausführung der Theorie beim
Kreiszylinder eine fast vollständige Übereinstimmung mit den Tat¬
sachen erreicht hat , wird im Anhange gezeigt .

-o,t

- 0,6

- 0, 8
108 1809126 162

Figur 1
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§ 80. Das Problem einer dünnen Platte .
30 1. Einleitung. Konforme Abbildung.

Wir wählen die Maßeinheiten so, daß die Breite der Platte den
Wert 2 hat . Der Neigungswinkel derselben gegen die Bewegungs¬
richtung sei a . Eine mit der Bewegungsrichtung parallele , gegen die
Platte senkrechte z-Ebene (z = + ix 2) schneide die Platte längs
der geraden Verbindungslinie zwischen den beiden Punkten + eia.
Um unsere allgemeine Methode zur Lösung dieses speziellen Pro¬
blemes anzuwenden , haben wir die längs L zerschnittene z-Ebene
konform auf denjenigen Teil einer z'-Ebene abzubilden , der außer¬
halb des Kreises C, d . h . des Kreises | z' | = 1 liegt . Wenn wir die in
§ 27, Zusammenfassung , S. 290 entwickelten Formeln anwenden
wollen , müssen dabei die Punkte z = + eia den Punkten z' = -f-i ent¬
sprechen . Diese Abbildung wird durch die Formel :

Unsere Aufgabe ist , eine in der zerschnittenen z-Ebene reguläre
und eindeutige , in unendlicher Ferne verschwindende Funktion
W(z) = v1(x1, x2) — iv 2(xi , x2) zu finden , welche an der Vorderseite
der Platte der Bedingung :

genügt . Die entsprechende Aufgabe in der z' -Ebene ist eine außerhalb
des Kreises C reguläre und eindeutige , in unendlicher Ferne ver¬
schwindende Funktion :

( 1 )
bewirkt .

30 2. Formulierung der Aufgabe.
Berechnung der Funktion w(»').

sin a — v2cos a = U1sin a
und an der Rückseite der Bedingung :

« 2 = 0

W(z' ) = «i (V , X%) — X%)
zu finden , welche für :

r ' = 1, — Y < ^ < Y ’ X̂l>= r, (X)S = r>s*n
der Bedingung :

vxsin a — v2cos a = U1sin a ,
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der Bedingung :
u2 = 0

genügt . Wir sehen hieraus , daß beim Problem der Platte :

a (0) = sina , 5(0) = — cos a ; ^ (0) = — cos a , \ (0) = — sin a .

Die Formel (27, 13) S. 291 ergibt unter diesen Umständen :

+ T
r. /. _ a — 71 s ( 1 1 \ j „* (« — n ) 2' — * * (a — n )
(z)- - r̂J (̂ rz - 2z*)dz = —^ - logV+ i 2—w
' ' 71

&*

+
71
~2

Folglich :
, ' . _

G(z' ) = es <W= i e~ ^ (̂ rZTi ) * • (2)

Wir haben in § 27 S. 287 eine komplexe Größe £ eingeführt . Wenn wir
sie auch jetzt benutzen wollen, müssen wir sie durch die Gleichung :

C = i Zr ^ A (3 )z' + t '

definieren. Mit Hilfe dieser Größe £ können wir unser Ergebnis (2)
in der einfachen Form :

— — i
G(z' ) = — e~ ia £ n (4)

schreiben .

30 3. Berechnung der Funktion lV(z). Eigenschaften.
Die Lösung unseres Problems wird nach § 27, Zusammenfassung

S. 290 durch die Funktion :

W(z') = U1+ e- ^ (k1+ ik 2 Ẑ j

gegeben. kx und k2 müssen so bestimmt werden , daß in dem Punkte
z0', der dem Punkt z = oo entspricht , W(z' ) — 0 ausfällt . Jener Punkt
z0' ist offenbar z' = oo. Für z' = oo haben wir :

ia in ia

£ = *', = — e~ ia -e 2 2 — ie 2.

Zur Bestimmung der beiden reellen Größen ^ und k2 erhalten wir
also die Gleichung :ö ta

+ ik 2= i U1e 2.
Sie ergibt :

kx= — U1 sin (*-, k2— U1cos ~ ■£ £

20 O s e e n , Hydrodynamik
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Wir haben also :

JP(z' ) = Z7j
/ . a . a z' — i \ , .

(5 )

Wir haben jetzt W(z' ) als Funktion von z auszudrücken . Zwischen f
und z besteht die Beziehung :

Sie ergibt :

Wir haben folglich :
W(z) = vt — iv2=

= t/Jl - e-

z = e<«^ .1+ C2yeia—z
eia + z ’

cos —a (eia ■
2 \e<st+ z,

sin a e‘
2 \eia + z,

2 JT 2 (6 )

Wir benutzen den Ausdruck (6), um das Verhalten der Funktion
W(z) bei z -»■oo zu untersuchen . Man findet :

A - iB
W(z) -»■U1

wo :
a a , - 2 a 1 / 1 a \A = —cos a + sin2 cosa , (7)n 2 2 \ 2 ns

ß=(i - ä sina- (8)
TC . , 1

Für a = -jr-haben wir nach diesen Formeln A = , B = 0. Für kleine
2i Z

a-Werte werden sowohl A wie B klein . Die Zirkulation hat für kleines a
den Wert n sin a . Dies ist die Hälfte des Wertes , den Kutta aus seiner
Theorie abgeleitet hat .

304 . Berechnung des Widerstandes und der Tragkraft .

Um den Widerstand und die Tragkraft zu berechnen , haben wir
nach den Formeln (28, l S. 294) und (28, 2 S. 296) die beiden Integrale :

—s {ü 1— v1fdx 2, f (U12 — v12)dx 1

auszuwerten . Nun haben wir auf Sh nach (5), weil dort v2= 0 ist :
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(U1— lii)2= (U1— W)2 —

= U12e~ 2ia fcos 2-̂ -f " — 2 sincos -̂ £ 31 ^ sin2-̂ -£ 31 *] •Z Z Z Z

Wir haben auf Sh ferner :
4£d£

dx 2 = sin ae - ' adz = — sin a ^r- •
( 1 -f £2)2

Wir bemerken , daß z* auf Sh im Punkte z = —eia den Wert —i und £
den Wert — oo annimmt . — Wir haben folglich :

sina

J (Ui v1)2dx 2 = J l(U1 v1)2dx 2 = U12(J 1 + J 2 + J 3),
8fr — sina

0 Ü + 1a C 4t n
J x= - sin a cos2- e- 2*“J — s d£ ,(£2+ l )2

—00
0 ^

J 2 = 2 sin a sin cos | e~ 2 J ^ )2 d £,
—0

o ?
7 • ' 2 ö 2i „ f</ 3 = — sm a sin 2— e—2*a I -l J (

o 1

(£2+ l )2

d£ .(£2+ l )2
CD

Um J lt J 2, J 3 zu berechnen , betrachten wir das Integral :
“h 00

— — — d£
(£2-f l )2 ^ ’/ ,

in dem der Integrationsweg in der Umgebung des singulären Punktes
£ = 0 in der komplexen £-Ebene oberhalb des singulären Punktes
gehen soll. Wenn wir zwei Punkte £, — £(£ > 0) des Integrations¬
weges miteinander vergleichen , haben wir dann :

i + — i + —
£ = (— £)<r -»<, £ * = _ «- </*(_ £) * .

Wir können deshalb unser Integral (9) in der Form :
o

1 4£1+ *

schreiben . Wir können andererseits den Wert des Integrales (9) in
der Weise berechnen , daß wir den Integrationsweg unbegrenzt nach

20 »
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oben verschieben . Dabei wird der singuläre Punkt f = + i überschrit¬
ten . Wir erhalten deshalb :

+ °° ft
s 4£1+- Uß

(C2+ l )2
—c

Also :
— 00

0

({• + !)• ^ 1

Mit Hilfe der Formel (10) erhalten wir :

Ji =

Folglich :
J 1= 2acos 2 ^ -, J 2= (n — 2a ) J 3= 2(n — a) sin2^

~ s (U1— v1fdx 2=
cos 2a

7i—(7i— 2a ) cosa u 2.

Wir erhalten in ähnlicher Weise :

f (ü 12—v12)dx 2= 2U 1J (U1— v1)dx 2—f (ü 1— v1)2dx 2=
Sh Sh

— inA Ui2—fi (Ui — ^ fdx 2= - (* - : Uj2.
sh

Nun haben wir an Sh: dx1= cot adx 2. Folglich :

- / (E/i2—V )ri ah= (ti cota — Ui -

Die Formeln (28,ji S. 294), (28, 2 S. 296) ergeben jetzt :

8n,'B, , Of (» - (* - 2a, ^ *)j,

ßü 1aÄ, = 1- 0 UI2 (jicota — (jr — 2a ) '

Die Beziehung :

( 11 )

R2 — R1cot a
drückt die Tatsache aus , daß die Kraft qIJ ^ R1, qU 12R2 die Resul¬
tierende eines überall gegen die Platte senkrechten Druckes ist . Da¬
bei ist zu bemerken , daß qU 12R1 die Komponente dieser Resultie¬
renden in der Richtung der negativen ajj-Achse ist , dagegen q U12R2
die Komponente in der Richtung der positiven a;2-Achse .
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30s. Vergleich mit der Erfahrung.
Die nachfolgende Tabelle enthält in den vier ersten Kolumnen einige

numerische Ergebnisse , die aus den Formeln (11) erhalten worden sind .
R hat die Bedeutung : .__rX2+ ß22-
Alle Resultate sind auf die Plattenbreite 1 reduziert , also die direkt
aus (11) hervorgehenden Werte nachträglich mit 2 dividiert . Die
Kolumne R exp. enthält experimentelle Werte . Sie sind den von Eissel
für eine rechteckige Platte gefundenen Werte proportional , wobei :

Länge : Breite = 9
war . Die Werte von Eiffeljsind aber mit einem gemeinsamen Faktor
multipliziert , der so gewählt ist , daß R für a = 90° den Wert 0,78 be¬
kommt , der nach Jacob * für eine unendlich lange , zur Bewegungs¬
richtung senkrechte Platte der wahrscheinlich richtige Wert ist .

Tabelle I

a Rt R .Rexp . RIR exp. R\R9o§ (R/Rgij, ) exp.

0 » 0 ,000 0 ,500 0 ,500 (0,00) (00) — —

6 » 0 ,064 0 ,610 0 ,614 0 ,35 1,73 0 ,47 0 ,46
10» 0 ,121 0,673 0 ,697 0 ,46 1,52 0 ,54 0 ,60
20 « 0 ,288 0,788 0 ,845 0 ,56 1,52 0 ,66 0 ,60—0 ,73
30 » 0 ,483 0 ,837 0 ,966 0 ,61 1,59 0 ,75 0 ,73- 0 ,80
40 » 0 ,692 0 ,824 1,078 — — 0 ,84 0 ,82
45 » 0 ,785 0 ,785 1,112 — — — —

60 » 1,047 0 ,607 1,212 0 ,73 1,65 0 ,94 0 ,94
70 » 1,177 0 ,172 1,252 — — — —

90 » 1,285 0 ,000 1,285 0 ,78 1,65 1,00 1,00

Wir sehen aus dieser Tabelle , daß die theoretischen R -Werte
durchweg größer als die experimentellen Werte sind . Wir sehen aber ,
daß im Intervalle 6° < a < 90° das Verhältnis zwischen dem theore¬
tischen und dem experimentellen Ä-Wert annähernd konstant ist .
Dies tritt besonders deutlich in den zwei letzten Kolumnen der Ta¬
belle zutage . Besonders hervorzuheben ist die geringe Abhängigkeit
vom Neigungswinkel , welche sowohl der theoretische wie der experi¬
mentelle R -Wert im Intervalle 60° < a < 90° auf weist .

Bei kleinen Neigungswinkeln (a < 6°) steht die Theorie in schrof¬
fem Widerspruch mit den Tatsachen . Es ist nicht schwer , den inneren
Grund hierfür zu finden . Im Grenzfalle a = 0 würden nach denErgeb -

* Jacob, La Resistance de I’Air et l’Experience. T. I, S. 106 u. 110, T. II, Tab, 1.
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nissen , welche wir beim Grenzübergange fi -*■0 gefunden haben , beide
Seiten der Platte zur Vorderseite Sv gehören . Die Flüssigkeit würde
also an beiden Seiten der Platte gleiten und die Platte würde unter
diesen Umständen gar keine Bewegung in der Flüssigkeit hervor¬
rufen . Wir würden also notwendig R = 0 haben . Hier aber , wo wir
zuerst bei a > 0 den Grenzübergang /j, -*■0 und dann den Grenzüber¬
gang a -*■0 ausgeführt haben , bekommen wir eine Bewegung , bei
welcher die Flüssigkeit immer noch an der einen Seite der Scheibe

0,6

0,5

o,

0,3

0,2

0

Figur 2

OM 0,20,61,0 0,8

haftet , während sie an der anderen Seite gleitet . Daß wir unter
solchen Umständen Ergebnisse erhalten , die nicht mit den Tatsachen
übereinstimmen , kann nicht Wunder nehmen . Immerhin stellen diese
Ergebnisse die Theorie vor neue und interessante Aufgaben .

Dr . Zeilon , dem wir die Theorie der Platte verdanken , hat auch
das Moment der Druckkräfte auf die Platte in bezug auf die Mittel¬
linie derselben berechnet . Er hat aus seiner Formel die in der
nachfolgenden Tabelle enthaltenen theoretischen Werte berechnet .
Die experimentellen Werte sind Messungen von Eiffel entnommen .
Sie sind auf die Breite 2 reduziert . Bei diesen Messungen war
Länge : Breite = 6.

Dr . Zeilon hat auch die Druckverteilung auf beiden Seiten der
Platte untersucht . Die Ergebnisse für die Vorderseite der Platte sind
in Fig . 2 dargestellt .
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Tabelle II

311

a = 10° 25° 40° 60° 90°

psds theor. 0,117 0,192 0 ,188 0 ,156 0

(j) psds
exp. 0 ,250 0,204 0 ,192 0 ,150 0

Die voll ausgezogenen Kurven geben bei verschiedenen Neigungs¬
winkeln a die theoretische Druckverteilung . Die gestrichelten Kurven
beziehen sich auf die bekannten Messungen von EifEel. Wenn man
bedenkt , daß die Theorie ja nur eine erste Näherung darstellt und
daß die Messungen von EifEel sich auf Platten von endlicher Länge
beziehen , darf man wohl die Übereinstimmung zwischen Theorie und
Erfahrung als überraschend gut bezeichnen .

Auf der Rückseite ist der Druck in Übereinstimmung mit den
Tatsachen annähernd konstant . Dagegen fällt der Unterdrück dort
zu groß aus . Auf diesem Umstand beruht es, daß die theoretischen
R -Werte zu groß ausfallen .

§31. Die kreisförmige Platte und verwandte Probleme .
31 1. Formulierung des Problems .

Das Problem der kreisförmigen Platte erheischt , wie wir schon
in § 23 gesehen haben , die Bestimmung einer außerhalb von der
Platte regulären und in unendlicher Ferne verschwindenden Poten¬
tialfunktion , A, welche an der Vorderseite der Platte , etwa für xl =
+ 0, R = jx ^ + *32 < a der Bedingung :

d— - U
dx x ~ Ul '

an der Rückseite derselben , d . h . für xx= — 0, R < a, der Bedin¬
gung A = 0 genügt . Wenn wir diese Funktion A bestimmt haben ,
so haben wir :

in Bv:

in Bh:

ftA

dA /dA ) , T7 dA dA
Ul~ dx x U2 dx 2’ Ua dx 3
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Wir können die mathematische Aufgabe , von deren Erledigung
die Lösung des Problems der kreisförmigen Platte abhängt , auch in
etwas anderer Weise formulieren . Wir haben am Schlüsse des ersten
Paragraphen bei der Ableitung der Gleichungen III S. 12, die Geschwin¬
digkeitskomponenten der Flüssigkeit , auf ein Koordinatensystem , in
welchem der Körper ruht , bezogen , mit ü, (j = 1, 2, 3) bezeichnet und
wir haben : wx= u1— U1, m2= u2, ü3= u3 gesetzt . Wenn wir jetzt :

— U1x1+ A = 0
setzen , so ist 0 eine außerhalb der Platte reguläre Potentialfunk¬
tion und wir haben :

in B. : _ d 0
Ui~ dx ) ’

in Bh:
_ _ d0 (d0 \ _ d0
%1 dx 1 \dxJ Xl o’ Ui dx 2’

d0
d x3

( 1)

Die Potentialfunktion 0 muß sich in unendlicher Ferne wie :
Q

— Ul xx+ Konst . + + • • •K

[r = hi 2+ + V )
verhalten . Auf der Platte muß 0 den Bedingungen :

auf S, : qq
^ = ° > <2>

auf Sh'.
0 = 0 (3)

genügen . Wenn es also gelingt , eine Potentialfunktion 0 mit diesen
Eigenschaften zu bestimmen , so ist das Problem der kreisförmigen
Platte gelöst . Daß dieses Problem lösbar ist , haben wir übrigens
schon in § 23 gesehen . Wir haben dort auch das Hilfsmittel kennen¬
gelernt , das zur Lösung des Problems führt : die vierwertigen Poten¬
tialfunktionen , deren Werte bei Umkreisung der Bandkurve der
Platte permutiert werden . Es handelt sich jetzt um die explizite Aus¬
führung des in § 23 angedeuteten Gedankens .

31 2. Einführung von dipolaren Koordinaten .
Wir setzen :

coshyp « + cosn coshyp u -f- cos v

Wir bemerken , daß ein Punkt xv R, für welchen R < a, xt = + 0
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ist , auf der Vorderseite Sv der Platte liegt , ein Punkt für welchen
R < a, xx= — 0 ist , dagegen auf der Rückseite der Platte . — Wir
betrachten jetzt die reziproke Entfernung der Punkte x1} x2, x3 und
atg -| a ,0,0. Es ist :

f{xx— a tg | a)2+ x2 + x3
cos —au

^coshyp u + cos v
^coshyp u —cos (v —a)

(5)

vorausgesetzt , daß die Wurzeln rechts mit solchen Vorzeichen genom¬
men werden , daß sie für reelle Werte von xx, x2, x3, a , d . h . für
0 5S u < oo, 0 <Lv ^ 2ti , — oo< a < + oo, positiv ausfallen . Wir
schließen aus (5), daß die Punktion :

^coshyp u + cos v
^coshyp u —cos (v — a )

für alle a , als Funktion von xx, x2, x3 aufgefaßt , der Laplaceschen
Gleichung genügt .

31a. Einführung einer aus vierwertigen Funktionen auf¬
gebauten Potentialfunktion mit Hilfe der Sommerfeldschen

Methode. Eigenschaften derselben .
Wir betrachten jetzt die Funktion :

(P 1(x x, R )

_ / coshyp u + cos v I C 1 da
(J 1

~fi

ÜTii ]/coshyp u —cos (v — öj • « —(pp,) J r ' ' sin — -
1 dal

l̂ coshyp u —-cos {v + a ) a ~ ^o(
(PF,) H1U 4

_ l̂ coshyp u + cos v s 1 / 1

( PF)

8n i I ^coshyp u —cosa (g-n a —vo+ v

da .
. a —vn—vsin

(6 )

4

Wir wählen den Integrationsweg (W) des letzten Integrals in der
folgenden Weise . Ein Zweig geht etwa vom Punkte a = iu + e -)- ico
(s > 0) aus , umkreist in negativer Richtung den Punkt a = iu und
kehrt ins Unendliche zurück , etwa nach dem Punkte a —iu —e + i 00.
Ein anderer Zweig des Integrationsweges [W) ist das Spiegelbild des
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ersten in bezug auf den Punkt a = 0. Wie die Integrationswege
und (TP2) zu wählen sind , damit die Beziehung (6) besteht , ist leicht
ersichtlich und hat hier keine Bedeutung *.

Wir setzen v0= n und wollen unter dieser Voraussetzung die
Eigenschaften der Funktion 0 1 untersuchen . Wir nehmen an , daß
0 <[ ist . In dem Bereiche des x1x2»3-Raumes , wo u > d
> 0 ist , ist dann offenbar 0 t eine reguläre Lösung der Laplaceschen
Gleichung , welche auf S„ also für v — 0, der Bedingung :

^ 1 = 0
dv ’

und auf Sh, also für v = 2n , der Bedingung :
&! = 0

genügt . Um zu untersuchen , wie sich <I\ verhält , wenn u sich dem
Werte Null nähert , bemerken wir , daß , wenn [n — v | > e > 0 ist , 0 1
auch in der folgenden Weise dargestellt werden kann :

(7)
— e — <00 -)- B t CD

Wir haben hier zur Abkürzung :

1 / 1 ■ 1 \ F (a)
ĉoshyp « — cosa | 0-n Q— a»f| a —vn—v

gesetzt . Die Integrationswege in (7) sollen zwei mit der imaginären
a -Achse parallele Geraden sein . Wir sehen aus dieser Darstellung ,
daß 0 1(x1, ß ) in dem Bereiche des »-Raumes , wo j n — « | > e ist ,
endlich und regulär bleibt , wenn u gegen Null konvergiert . Um
schließlich festzustellen , wie sich 0 1 verhält , wenn u gegen Null
und gleichzeitig v gegen n konvergiert , das heißt , wenn der Punkt
xx, x2, x3 sich ins Unendliche entfernt , bemerken wir , daß , wenn
| 7i— v | < e ist , rechts in (7) noch ein Glied hinzuko mm en muß .
Dieses Glied rührt von dem singulären Punkte a = n — v her , der ,
wenn v den Wert n ± e passiert , den Integrationsweg eines der
beiden Integrale in (7) durchdringt . Das Glied hat den Wert + 1.
Wir haben also, wenn ]n — v | < e ist :

* Die Vierwertigkeit der einzelnen Integrale in (6) rührt vom Nenner ein f*—
. a — 7>0 + t)
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__ _ — e -f- *00 -+-« — i oo
, / =a Vcoshu4- cos« f , f „ , . , )
®i \xi >-ß) = - I F (a )da + I F (a ) da + 1. (8)

— e — i cd

Wir sehen hieraus , daß :
0 X(x1, R) - 1,

wenn :
Ä = fx ^ + R * —►oo.

Man beweist in ähnlicher Weise , daß hei Ä -* oo, d. h . bei « -* jr :

-*•ycoshyp u + cos « =
\ 0«o/ t>. =* \ ö«o rcoshypw —cos (v0—«)/„, _ „

sin« aij
2(coshypm+ cos«) 2a

Bl 4. Lösung des Problems .
Wir schließen aus diesen Ergebnissen , daß der Ausdruck :

= <Z>,[iaV « + J10,
dv o

wo X eine beliebige Konstante ist , eine Potentialfunktion definiert ,
welche außerhalb der Platte regulär ist , sich in unendlicher Ferne von
einer belanglosen Konstante abgesehen wie :

~ ü 1x1 + ^ + . . .

verhält und auf der Platte den Bedingungen :

auf S. : d0 ^
dx t

auf Sy
0 = 0

genügt .

Bis . Das Verhalten der Lösung am Rande der Scheibe .
Wir haben bis jetzt die besonderen Verhältnisse am Rande der

Platte außer acht gelassen . Um die Konstante Xzu bestimmen , ist es
notwendig , auf sie Rücksicht zu nehmen . Xso zu bestimmen , daß die
Geschwindigkeitskomponenten , also die Größen :

d0

dxj
am Rande endlich bleiben , ist unmöglich . Dies ist aber auch nicht
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nötig . Was wir verlangen müssen , ist nur , daß die Resultierende der
Druckkräfte auf die Platte einen endlichen Beitrag hat . Dafür ist
notwendig und , wie wir unten zeigen werden , auch hinreichend , daß :

d<Z>
daq

auf der Rückseite der Platte quadratisch integrierbar ist . Was wir
verlangen müssen , ist also , daß :

!KwJ dx‘dz>'
®A 1

einen endlichen Wert hat . Es läßt sich zeigen , daß durch diese Be¬
dingung X eindeutig bestimmt ist und daß X den Wert \ haben muß .
Man kann ferner zeigen , daß , wenn X diesen Wert hat ,

d4 >

dxx

in der Nähe des Randes wie (a — R) ^ unendlich wird und also tat¬
sächlich auf Sh quadratisch integrierbar ist . Auf den Beweis dieser
Sätze gehen wir nicht ein.

31 6. Berechnung des Widerstandes.
Vergleich mit der Erfahrung. Verwandte Probleme.

Um den Widerstand der Flüssigkeit gegen die kreisförmige Platte
zu berechnen , wenden wir den Impulssatz an . Um die Platte mit der
Geschwindigkeit U1vorwärts zu treiben , muß auf sie eine Kraft wirken ,
welche dem pro Sekunde gewonnenen Zuwachs des Impulses der ganzen
Flüssigkeit gleich ist . Der Zuwachs , den der Impuls der Flüssigkeit
während der Bewegung erfährt , besteht darin , daß der Wirbelschwanz
sich verlängert hat . Offenbar ist der Impuls mit der Bewegungsrich¬
tung der Platte parallel . Der Zuwachs desselben während einer Se¬
kunde ist deshalb :

ejju ^ dx d̂x3,
Q

wo wir mit Q einen Querschnitt des Wirbelschwanzes in großer Ent¬
fernung hinter der Platte bezeichnen . Wir haben deshalb auf Q:
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Wenn wir mit na 2q JJ 2R1 den Widerstand der Flüssigkeit gegen die
Platte bezeichnen , so haben wir folglich :

na2e U1*R1 = ess (̂ -px adxa.

Das Integral , durch welches wir dargestellt haben , ist offen¬
bar ein elliptisches Integral . Auch :

\ dxj h

läßt sich durch elliptische Integrale und zwar durch zwei (im Le¬
gendreschen Sinne ) „vollständige“ elliptische Integrale dritter Art
ausdrücken . Wenn wir nämlich zur Abkürzung :

2 a2 2
coshyp u + 1 = -R2 K2

setzen und wenn wir durch die Beziehungen :
1

u2duhyu (K u -(- 1) (1— w2)o

u3du
= 11,Lju (Ku + l ) (l - u2)

2

zwei Funktionen von K definieren , so haben wir auf Sh:
d0

H1 und H2 sind vollständige elliptische Integrale dritter Art und
können deshalb durch die Legendreschen Integrale E und F aus¬
gedrückt und mit Hilfe der Tabellen über E und F auch numerisch
berechnet werden . Dr . Zeilon hat indessen vorgezogen H1 und H2 neu
zu berechnen . Aus der so erhaltenen Tabelle der Werte von

d &
dx x

auf Sh hat Dr . Zeilon schließlich den Widerstand berechnet . Br findet

na 2gU 12R1= l ,179na 2QU^ ,

Rt = 1,179.

Die Methoden , welche wir in diesem Paragraphen benutzt haben ,
lassen sich auch in einigen anderen Fällen anwenden . So hat Dr . Zeilon
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nach diesen Methoden die Bewegung einer Halbkugel in einer Flüssig¬
keit untersucht . Für den Widerstand fand er :

wenn die krumme Fläche vorangeht :
0 ,611 na ' QUs

wenn die ebene Fläche vorangeht :
0 ,622 ncpQU -f .

Die hier angegebenen Widerstände sind , mit den experimentellen
Werten verglichen , etwa in demselben Maße zu groß wie die Wider¬
stände , welche wir bei den zweidimensionalen Problemen gefunden
haben . Auch bei den Raumproblemen fällt also die Druckemiedrigung
im Wirbelschwanze zu groß aus . Wenn dieser Umstand nachdrück¬
lich daran erinnert , daß unsere Lösung des hydrodynamischen Pro¬
blemes nur eine erste Näherung darstellt , so bleibt es andererseits
sehr bemerkenswert , daß schon die Berücksichtigung der linearen
Glieder der Bewegungsgleichungen ein sowohl bei den kleinsten wie
bei den größten Geschwindigkeiten qualitativ richtiges Bild der Be¬
wegung gibt und daß die daraus berechneten Widerstände in dem
weiten Bereich von den kleinsten zu den größten Geschwindigkeiten
hinsichtlich der Größenordnung richtig sind .



Anhang .

Zwei Vortrage von Prof . N . Zeilon ,

gehalten vor dem zweiten internationalen Kongreß
für technische Mechanik Zürich 1926 .





I .

Ein allgemeines hydrodynamisches
Potentialproblem .

1. Die folgende Fragestellung schließt sich als natürliche Weiter¬
führung der hydrodynamischen Theorie Oseens an . Die von einem
eingetauchten Körper in einer reibungslosen Flüssigkeit hervorgeru¬
fenen Bewegungszustände werden durch Lösung der in geeigneter
Weise linearisierten Differentialgleichungen bei nachfolgendem Grenz¬
übergang n 0 beschrieben . Unter Beschränkung , der Einfachheit
wegen , auf zweidimensionale Bewegung , läßt sich der Grundgedanke
der Oseenschen Theorie folgendermaßen in verallgemeinerter Fassung
aussprechen . Man geht aus von den bekannten Gleichungen der sta¬
tionären Bewegung und nimmt an , daß durch :

die gesamte Geschwindigkeit in eine bekannte „eingeprägte“ Strö¬
mung w0, v0 und eine noch zu bestimmende „Störungsströmung“ auf¬
geteilt sei . Es wird angenommen , daß die quadratischen Stö¬
rungsglieder :

vernachlässigt werden dürfen .
2. Wir beschränken uns hier auf den einfachsten Fall , wo als

Primärströmung eine laminare Bewegung eingeführt worden ist .
Setzen wir also :

so erhalten wir zunächst aus den Grundgleichungen nach Elimina¬
tion von :

u — u0 + u' , V= vQ+ v'

gegenüber den halbquadratischen :
u0w, v0iv

21 Oseen , Hydrodynamik
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die Gleichung :
dw , dw \ . _ dv ' du '

w = "ä ~ä — tdx dy
( 1 )

die , wenn pi = 0 gesetzt wird , sofort

dxp dtp
dx ’

dw
dx ’

dy
dw
dy

- 0 , oder w = f (y>)

ergibt . Wir schließen somit , daß die asymptotische Lösung des linea -
risierten Gleichungssystems außer einer laminaren Strömung noch
eine turbulente Strömung enthalten kann , derart , daß der
Wirbel auf gewissen Stromlinien der eingeprägten Strö¬
mung mit konstanter Intensität verteilt ist .

Die Bestimmung dieser Wirbelverteilung wird dadurch erleich¬
tert , daß die asymptotische Behandlung der Gleichung (1) sich auf
eine schon bekannte Diskussion zurückführen läßt . Setzen wir nämlich

y>— Imaginärteil von (<p + iip ),

so erscheint es natürlich , auf die Koordinaten cp, xp zu transformieren .
Setzen wir , um die Kontinuitätsgleichung zu befriedigen :

de ,v = +
dy ’

dd
dx ’

so läßt sich , nach einer leichten Rechnung , die Gleichung (1) so
schreiben :

{?Qy “b y ^ <p, vj Ax,y® (g + y w — 0.dcp (2 )

3. Die obige Gleichung für w ist , von der Koordinatenwahl ab¬
gesehen , mit derjenigen Gleichung identisch , deren asymptotisches
Verhalten in Oseens Theorie Wirbelbildung und Kielwasser bestimmt .
An der Grenze für [i = 0 kommt betreffs der Randbedingungen prin¬
zipiell dasselbe Resultat heraus . Die Randkurve wird in zwei Be¬
reiche geteilt , einer „hydrodynamischen Vorder -“ bzw . „Rückseite“
entsprechend . An der Vorderseite (<S„) gleitet die Flüssigkeit einfach

* Man vergleiche hierzu : J . Boussinesq , Joum . de Lionville (6) 1 S. 285, 1905;
ferner J . M. Burgers , K . Ak. v. Wet . te Amsterdam , Verslag d. Wis- en Natuurk .
Afdeel. D. XXIX S. 952, 1921.
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in reiner Potentialströmung vorbei , während an der Rückseite (Sh)
die Wirbelverteilung so zu bestimmen ist , daß , wenn möglich , die
Flüssigkeit daselbst am Körper haftet .

Die Herleitung dieses Resultates ist aus den Eigenschaften der
Grundlösung von (2) leicht verständlich . Wenn (<p0, tp0) einen will¬
kürlichen Punkt der Randkurve bezeichnet , so wird die gesuchte
Lösung w mit Hilfe der Funktion :

+ 00+ 00
1 f s vo)+ ß(.v—vo»

Hi J J M a‘ + ß‘) - i ea dadßs -
00 — 00

= e s/ * 'l°>K0(e ; R = 1{<p —nf + (f —%)2>

wo K0eine Hankeische Funktion von imaginärem Argument bedeutet ,
in gewöhnlicher Weise durch die Greensche Formel dargestellt *. Für
y, -* 0 findet man , daß F überall gegen Null konvergiert außer auf
der durch :

V) = V>0’ <P — <Po< °

definierten singulären Kurve , wo F derart unendlich wird , daß
das Greensche Randintegral einen entsprechenden endlichen Betrag
liefert .

Durch jeden Punkt q>0, y>0 hat man also die betreffende Strom¬
linie ip— ip0zu ziehen ; die Gesamtheit aller Punkte der Flüssigkeit ,
für welche <p < <p0 ist , bestimmt die Form und Ausdehnung des der
hydrodynamischen Rückseite angeschlossenen Wirbelbereiches .

Die Art des neuen potentialtheoretischen Problems ist damit auch
festgelegt . Nach dem Gesetz :

dw dA xy 6 . . . ,
~ ’ x'v ~

soll auf den genannten singulären Kurven eine Wirbelbelegung mit
zugehöriger Strömung , d. h . die unbekannte Funktion w und die
damit verbundene Strömungsfunktion 0, so bestimmt werden , daß :

(w0 + u' ) cos (w, x) + (v0-f- v' ) cos (n , y) = 0 an Sp;
u0+ u' = v0+ v' = 0 an SÄ;

u' = v' = 0 im Unendlichen .

4. Nachdem das so formulierte Potentialproblem durch eine kon¬
forme Abbildung zuerst auf den Fall des Kreiszylinders zurück -

* Vgl. hierzu S. 38.

21 *
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geführt worden ist , machen wir für die Lösung folgenden Ansatz .
Der Wirbelbereich wird mit Wirbelfäden von der unbekannten Stärke :

d* r M . dxdy = -d*r ^ d(pdy)dy>2 dip2 x (z)x (z)
belegt , wo

d(<p + iip) d{(p -f- iy>)
d (x + iy ) dz = x (z) = u0 — iv0; x (z) = u0+ iv0.

Dabei setzen wir , was keine wesentliche Beschränkung bedingt ,
voraus , daß im Wirbelbereich das Produkt x (z)x (z)nicht verschwindet
oder jedenfalls zu keiner gefährlichen Singularität Anlaß gibt .
Im Unendlichen sei ferner :

w -*• z.

Wir betrachten zunächst die Stromfunktion :

».=m +^ // (A;- 1)$ iogBdn in,
R = ]/ {x — x 0)2 + (y — ytf ,

die der Bedingung : d2r
w = A Xty = [Uq2 -f- V ) = dtp2

genügt . Der Funktion dt entspricht eine Geschwindigkeit , die aus
Wirbelelementen :

i 1
27t z — z0

aufgebaut ist . Wird ferner eine laminare Bewegung superponiert , in¬
dem die gespiegelte Winkelfunktion :

zx (z) 1
ZnZ

über dem Wirbelgebiet mit der Verteilung :

ind 'f’tidbj - I ? = (*, *„ - ")

integriert wird , so sieht man sogleich , daß die gesamte Bewegung
eine am Kreise | z \ = 1 verschwindende ^ -Komponente der Geschwin¬
digkeit ergibt .

Wird jetzt am Kreise noch die ^ -Komponente Uv berechnet , so
läßt sich die Schwierigkeit des für z = z0 unendlichen Kernes durch
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Isolieren des singulären Bestandteiles beseitigen . Eine Diskussion ,
die ich hier übergehe , zeigt , daß Uv so geschrieben werden kann :

(4 , Hi ) + s K (f ,Vo)f (fo )dVo= ü v,

wo f (f ) außerhalb des Wirbelgebietes (insbesondere an Sa) verschwin¬
det und K einen für ip = ip0 höchstens logarithmisch unendlichen
Kern bedeutet .

Ferner läßt sich ein „gemischtes Potential“ superponieren
derart , daß :

an
d &

b u0cos (w,x) + v0cos (n, y) = — Uv cos (n , cp)O 71

an Sh:

Das Potential 0 , das durch die noch hinzukommende Bedingung
betreffs der Geschwindigkeitsverhältnisse im Unendlichen eindeutig
festgelegt ist , wird an der Rückseite des Kreises eine ^ -Geschwin¬
digkeit ergeben , die ihrerseits das unbekannte TĴ mit einem regu¬
lären Kerne längs jener Rückseite integriert enthält .

Die schließlich übriggebliebene Bedingung , daß die gesamte cp-
Geschwindigkeit an der Rückseite verschwinden soll , führt somit die
Bestimmung der unbekannten Funktion / auf eine Fredholmsche In¬
tegralgleichung zurück , deren Kern sowohl in ip wie quadratisch
integrierbar ist .

Das hier gefundene Resultat läßt sich , wie unmittelbar ersicht¬
lich sein dürfte , noch auf den Fall übertragen , daß die Geschwin¬
digkeit an der Rückseite vorgeschriebene Werte annehmen soll.

5. Beispiel . Der Magnuseffekt . Es ist klar , daß die Wahl
der eingeprägten Strömung ^ gewissermaßen willkürlich ist und selbst¬
verständlich den natürlichen Voraussetzungen des bezüglichen Pro¬
blems gemäß getroffen werden muß . Im Falle des in einem gleich¬
mäßigen Strome stillstehenden Zylinders führte die einfachste natür¬
liche Annahme :

u0 - Konst ., «o= 0
auf die Theorie Oseens. Als ebenso natürlichen Ansatz nimmt man
für den rotierenden Zylinder am einfachsten :

cp ixp= A (x + iy ) + iB log (x + iy )■
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Figur 1

Die Aufgabe , die Gesamtheit der Kurven ip mit (p — <p0 < 0 an¬
zugeben , ist eine rein elementare , deren Ergebnis die beigefügte

Fig . 1 f̂ür = 0 ; 2 ; 3^ illustriert . Man sieht , wie der Wirbel¬
bereich , der in der Oseenschen Theorie des stillstehenden Zylinders
der Strömungsrichtung parallel verläuft und geradlinig begrenzt ist ,
jetzt durch die Rotation deformiert und abgelenkt erscheint .

Insbesondere bemerkt man , daß für große Werte von -j - (> 1)

die untere Begrenzung des Wirbelschwanzes durch jene y -Kurve ge¬
bildet wird , die durch den Doppelpunkt der Primärströmung , x —0,
y = — B , hindurch geht . Die Folge davon ist , daß mit zunehmen¬
der Rotationsgeschwindigkeit der Wirbelschwanz sich immer höher
an der der Translationsströmung zugewandten Vorderseite des
Zylinders hinaufsaugt , und daß er gleichzeitig hinter dem Körper

immer schmäler wird . Schließlich | bei = etwa 3,6j trifft der in
der Figur gestrichelte Grenzfall ein ; der ganze Wirbelschwanz ist
zu einer Art von Korona , die den Zylinder umhüllt , zusammen¬
geschrumpft .
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Figur 4

Die nach zunehmender Rotationsgeschwindigkeit geordneten Auf¬
nahmen , Fig . 2—4, zeigen , daß der theoretische Ansatz jedenfalls
qualitativ sich der Erfahrung sehr gut anpaßt . Es ist wohl kaum
nötig , hervorzuheben , daß die ausgeführte Berechnung nicht nur
einen Auftrieb , sondern gleichzeitig auch einen Widerstand ergeben
würde .
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n.

Zur Berechnung des Kiel Wasserdruckes
in der asymptotischen Widerstandstheorie .
1. Die Lösung des Oseenschen stationären Bewegungsproblems

ergibt z. B . für den Kreiszylinder ein mit der Erfahrung gut über¬
einstimmendes durchschnittliches Strömungsbild . Der Physiker wird
aber an zwei Umständen Anstoß nehmen . Erstens fällt der Wider¬
stand viel zu groß aus , zweitens wird beim Passieren des Wirbel¬
schwanzes der Druck unstetig .

Setzen wir , wie gewöhnlich :
u = u0+ u', v = v\

wo Uq die konstante Strömungsgeschwindigkeit bedeutet , so folgt
aus den Grundgleichungen bei Vernachlässigung der quadratischen
Glieder , für y ->■0, sofort :

q —— Quoswdy ,
während exakt :

q = qJiv (v' dx — («' + w0) dy )

sein sollte . Die Druckbestimmung wird also fehlerhaft sein , sobald
der Ausdruck :

Jw (v'dx — u'dy )
bedeutende Werte annimmt . Nehmen wir besonders die Druckver -
teilung längs der Oberfläche des Zylinders , so ist dort in der Oseen¬
schen Lösung entweder :

w oder v' = 0 .

Eine unrichtige Druckberechnung wird somit hauptsächlich dadurch
entstehen , daß das quadratische Produkt u' w nicht überall ver¬
nachlässigt werden kann . Dieses Produkt nimmt aber in jener Lö¬
sung nahe der Grenze des Wirbelgebietes große Werte an ; insbe¬
sondere wird beim Eintritt in das Wirbelgebiet w derart unendlich ,
daß q mit einem endlichen Betrag diskontinuierlich bis zu jenem
übertriebenen Saugdruck herabfällt , der für den zu großen Wider¬
standskoeffizienten verantwortlich ist . Das fehlerhafte Schlußresul¬
tat ist eben die natürliche Folge davon , daß in einem kritischen
Bereich die Differentialgleichungen in allzu grober Weise verletzt
worden sind .
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2. Ein charakteristisches Ergebnis der Oseenschen Theorie ist
die Einteilung des Körpers in eine „hydrodynamische Vorder -“
und „Rückseite“ . Vieles (z. B. die experimentelle Tatsache des an
der Rückseite eines Körpers nahezu konstanten Druckes ) deutet
darauf hin , daß die damit zusammenhängenden verschiedenartigen
Grenzbedingungen (Gleiten der Flüssigkeit an der Vorderseite , Haf¬
ten an der Rückseite ) der Erfahrung gut entsprechen . Daß über¬
haupt eine „reibungslose“ Flüssigkeit einen Widerstand aufweisen
kann , rührt davon her , daß an der Körperoberfläche die Reibungs¬
kräfte noch bei verschwindender Viskosität eine endliche Arbeit aus¬
führen , die zum Losreißen und Transportieren von Wirbeln von der
Hinterseite nach rückwärts verbraucht wird . Da aber hinter dem
Körper die Geschwindigkeit überall Null sein sollte , wird der eigent¬
liche Wirbeltransport nur in den „kritischen“ Übergangspunkten
zwischen Vorder - und Rückseite stattfinden . Von diesem Gesichts¬
punkte aus erscheint es natürlich , die Druckdiskontinuität dadurch
„aufzulockern“ , daß man jene Punkte als den Grenzfall von sehr
kleinen Gleitungsintervallen betrachtet . Eine derartige Vorstellung
wird im folgenden zu einer eindeutigen Festlegung des Kielwasser¬
druckes benutzt .

3. Nehmen wir nun die Lösung des Oseenschen Problemes als
erste Näherung des Widerstandsproblemes an , so erscheint zunächst
der Druck (oder die Funktion q) als bei der gewählten Vereinfachung
der Bewegungsgleichungen eindeutig bestimmt . InderTatistaber
diese Eindeutigkeit gewissermaßen nur scheinbar .

Denn schreiben wir :

wo Wj außerhalb des Oseenschen Wirbelschwanzes gleich u0 ist und
innerhalb dieses Bereiches in irgendeiner Weise von y stetig abhängt ,
so können wir statt u0 ebensogut ux(y) als eine modifizierte Primär¬
strömung mit überlagerter Störungsströmung u' , v' einführen . Wenn
aber jetzt u' w, v' w als quadratische Glieder vernachlässigt werden ,
so kommt durch Elimination von q aus :

u = ut (y) -f- u' , v = v' ,

0 = - ji , + i*Au

die Gleichung
( 1)
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heraus , die für /j, -*■0 voraussichtlich auf die fundamentale Gleichung
der Oseenschen Theorie :

führen wird . Dementsprechend wird man jetzt die in der Flüssig¬
keit gültige Beziehung :

finden . Damit hat man aber innerhalb des Wirbelgebietes eine ganz
verschiedene Druckbestimmung eingeführt , obschon das Strömungs¬
bild immer durch die Gleichung (2) bestimmt wird und folglich auf
den Oseenschen Typus zurückkommt .

4. Nach der obigen Auseinandersetzung wird man , von der Oseen¬
schen Strömung ausgehend , nur dadurch zu einer bestimmten Druck¬
berechnung gelangen , daß man durch irgendeine ergänzende Hy¬
pothese einen geeigneten Anteil der geradlinigen turbulenten Ge¬
schwindigkeit als „Primärströmung“ absondert . Mit Rücksicht auf
die vollständigen Differentialgleichungen erscheint es für das Wider¬
standsproblem natürlich , die Auswahl so zu treffen , daß in der
Nähe des Körpers diese vollständigen Gleichungen so gut
wie möglich befriedigt werden , d. h ., wir sollten :

setzen , wo die totale Geschwindigkeit an der Körperoberfläche
bedeutet .

Da aber , bei vollständigem Haften an der Rückseite ,

Der absolute Wert des Kielwasserdruckes würde aber immer noch
unbestimmt bleiben , weil in den kritischen Punkten als einzigem
Sitz der Wirbelablösung w — oo und Usp diskontinuierlich ist . Um
bestimmte Druckwerte zu erzielen , muß man die Annahme von den
oben erwähnten , den kritischen Punkten zugeordneten Gleitungs¬
intervallen zu Hilfe nehmen . Dabei wird die Oseensche Strömung
durch eine gewisse naheliegende Strömung ersetzt , bei der der Druck¬
übergang in bestimmter stetiger Weise durch die Gleitungsintervalle
hindurch erfolgt . Läßt man nachher die Ausdehnung des Gleitungs¬
intervalles nach Null konvergieren , so wird es möglich , auf eine der
Oseenströmung entsprechende Druckbestimmung zu schließen .

My)= û y)

ist , so würde folgen :
dq — 0, q = Konst .



II . Zur Berechnung des Kielwasserdruckes 331

5. Gehen wir umgekehrt davon aus , es handle sich darum , eine
möglichst genaue Lösung der vollständigen Gleichungen in der
Nähe des Körpers zu erhalten , so würden wir immer , bei Annahme
von sehr kleinen Gleitintervallen und vollständigem Haften an
der übrigen Rückseite , entweder v' sehr klein oder = 0 haben .
Die vollständige Gleichung :

würde somit , in der unmittelbaren Nähe von Sh mit guter Nähe¬
rung in die Gleichung

übergehen . Aus (3) folgert man aber unter allgemeinen Vorausset¬
zungen , daß die längs der Körperoberfläche exakt gültige Beziehung :

6. Die explizite Durchführung des oben geschilderten Vorganges
kann in wenigen Worten abgefertigt werden . Die besondere Art , Gleit¬
intervalle einzuführen ist mehr oder weniger gleichgültig . Das unten
angeführte Resultat bezieht sich auf folgende Anordnung . Der
Zylinderumfang wird vom vorderen Staupunkte aus in Bogenmaß
von 0 bis 2n gerechnet . Es wird angenommen , daß die Flüssigkeit
zwischen 2n — a und a vorbei gleitet , so daß die Gleitintervalle

die Winkel zwischen 2n — a bis und zwischen ^ und a einneh -Z L

men . Um zu erzielen , daß die Gleitung der Flüssigkeit gegen
die Rückseite hin stetig gegen Null retardiert wird , führen wir
vom Anfang an in die Streifen :

eine geeignete Wirbelverteilung an . Es sei z. B. eine geradlinige Strö¬
mung u°(y) vorhanden derart , daß :

u° = Konst . = — U

außerhalb des Oseenschen Wirbelstreifens , und daß am Zylinder :

Qush(y ) dx = ftAw
dw

( 3 )

wirklich , für /j, -*0, die Formel :

ergibt .

1 > w > sin a ,
* < 0

— 1 < y < - sma ,



332 Anhang

o/ ' q\ o ji ( , cos # \ nuu(sin # ) = us = V — 1+ --------, - < &< ap V cos aj 2
n Q2?r — a < t> < ;

M°(sin ^ ) = = 0, a < & < 2n — u.

Wir lösen jetzt das folgende Potentialproblem . Eine Geschwindig -
keitsfunktion u' — iv ' wird so bestimmt , daß :

u' cos ■&+ v' sin ■&+ u°s cos # = 0, — a < & < a
v' = 0 , a < & < 27c— tt ;
u' = v' = 0 , im Unendlichen .

Um zwischen a und 2n — a Haftung zu erzielen , wird nachher eine
geradlinige turbulente Strömung nach dem Schema Oseens überlagert .

Die Funktion u' — iv ' läßt sich nach bekannten Prinzipien kon¬
struieren und ohne Schwierigkeit berechnen . Die so erhaltene Strö -

7t
mung liegt für a nahe 0 der Oseenschen Strömung sehr nahe , hat
aber überall endlichen Wirbel und ist mit einem stetigen Geschwin -
digkeits - und Druckverlauf hinter dem Zylinder verbunden .

Die beigelegte Figur zeigt das Resultat der durch Integration
über den Gleitungsintervallen mit uSh= uSh+ u' erzielten Druckbe¬
rechnung .

Die Kurven haben folgende Bedeutung :
I . Druckverteilung am Zylinderumfang bei direkter Lösung des

Oseenschen Problemes ;

N

- 0,5

IV

Figur 5
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II . Druckverteilung mit Gleitung , a — 108°;
III . ,, ,, „ , a = 126°;
IV . Experimentelle Druckwerte , nach Eisner *, für hohe Reynolds -

sche Zahl ;
V. Experimentelle Werte , nach Lafay **.

Der Vergleich der Kurve I mit den Kurven II und III zeigt ,
daß die lästige Druckdiskontinuität nunmehr verschwunden ist , und
daß ferner der große Unterdrück der Kurve I durch einen mäßige¬
ren , im Haftungsbereich konstanten und mit zunehmender Ausdeh¬
nung der Gleitintervalle abnehmenden Saugdruck ersetzt wird .

Die Kurven II und III schließen sich , sowohl ihrem allgemeinen
Typus nach wie auch quantitativ , den experimentellen Kurven er¬
sichtlich gut an . Durch Integration der Kurven erhält man sofort
den Widerstandskoeffizienten . Sowohl die theoretischen wie die ex¬
perimentellen Kurven zeigen einen sehr kleinen resultierenden Über¬
druck an der Vorderseite des Zylinders ; der Widerstand hängt
(im Gegensatz zur Helmholz -Dirichletschen Diskontinuitätsflächen¬
theorie ) fast ausschließlich von dem hinteren Saugdruck ab .

Der experimentell gefundene Widerstand ist sowohl nach Eisner
wie nach Lafay zwischen den theoretischen Widerständen nach II
und III enthalten .

Die Verringerung des Widerstandes mit erhöhter Gleitung deutet
auf die Möglichkeit einer zwanglosen Erklärung des mit steigender
Reynoldsscher Zahl abnehmenden Widerstandskoeffizienten . Es mag
in diesem Zusammenhang bemerkt werden , daß der Widerstands¬
koeffizient der reinen Oseenschen Bewegung , mit Haftung an der
ganzen Rückseite , nach den obigen Prinzipien als Grenzfall berech¬
net , sich auf ungefähr 0,5 (in absolutem Maße) erhebt . Dieser Wert
deckt sich etwa mit dem experimentell gefundenen Koeffizienten
unmittelbar vor dem bei einer Reynoldsschen Zahl von der Größen¬
ordnung 105 eintretenden Widerstandsabfall .

* Druckmessungen an umströmten Zylindern . Zeitschr . f. angew. Math . u. Mech.
Bd. 5, 1925.

** Jacob , La Resistance de l’Air et TExperience . Tome II , Tafel XII , bis.
Encycl . Scientif . Octave Doin, Paris 1921.
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