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Einleitung.

In dem groBen Briefe an Oldenburg, in welchem Spinoza diesem
Freund seine Bemerkungen iiber Robert Boyles ,New experiments
touching the spring of the Air‘ mitteilte, kommt der folgende Passus vor:

,Endlich, um auch dies nebenher zu bemerken, geniigt es zum all-
gemeinen Verstiindnis der Natur der Fliissigkeiten, zu wissen, da man
seine Hand in einer Fliissigkeit mit einer ihr proportionierten Bewegung
in allen Richtungen ohne Widerstand bewegen kann; was denen hin-
linglich bekannt, die genau auf jene Begriffe achten, welche die Natur
erkliren, wie sie an sich ist, statt in ihrer Beziehung zur menschlichen
Sinneswahrnehmung. Gleichwohl halte ich diese Beschreibung nicht
fiir wertlos, im Gegenteil wiirde ich eine ebenso genaue und treue Be-
schreibung jeder Fliissigkeit fiir &ulerst niitzlich zum Verstindnis ihrer
Kigenart erachten, was ja als hochst wichtig von allen Philosophen er-
strebt wird. *

Die Eigenschaft der ,idealen* Fliissigkeiten, bei stationirer Be-
wegung keinen Widerstand gegen einen Korper zu leisten, die Spinoza
hier (1662%) erwdhnt, wurde im achtzehnten Jahrhundert mit dem
Namen ,,das Paradoxon von d’Alembert oder ,,das Paradoxon von
Euler* belegt.

Der Beweggrund fiir die Untersuchungen des Verfassers, iiber welche
dieses Buch berichtet, war der Wunsch, durch das Studium der Be-
wegungen der wirklichen, zihen Fliissigkeiten auf dieses Paradoxon Licht
zu werfen. In der Zeit, in welcher diese Untersuchungen angefangen
wurden, war die Theorie der partiellen Differentialgleichungen ein be-
liebter Gegenstand der mathematischen Forschung. Es schien mir eine
verlockende Aufgabe, die Methoden, welche in diesem Teile der reinen
Mathematik gewonnen waren, zur Losung jenes Riitsels anzuwenden.

Um eine Grundlage fiir folgende Untersuchungen zu gewinnen, hatte
ich zuerst die linearen Systeme von partiellen Differentialgleichungen zu

* Ubersetzung von J. Stern.
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untersuchen, welche man aus den Bewegungsgleichungen einer zihen
Flissigkeit durch Weglassen der quadratischen Glieder erhiilt. Ich hatte
die Grundlésungen jener Systeme zu bestimmen. Uber diese Unter-
suchungen berichtet der erste Teil dieses Buches.

Die oben erwihnten linearen Systeme von partiellen Differential-
gleichungen, welche man aus den vollstindigen hydrodynamischen
Differentialgleichungen durch Weglassen der quadratischen Glieder er-
hilt, gelten annihernd fiir langsame Bewegungen einer zihen Fliissig-
keit. Durch die Kolloidchemie hat dieses Gebiet der langsamen Be- -
wegungen wissenschaftliche Bedeutung bekommen. Meine Beschiftigung
mit dem Gegenstand gab mir die Losung eines hydrodynamischen Ritsels
auf diesem Gebiete, des Paradoxons von Whitehead. Lamb zeigte, daB
auch ein anderes hydrodynamisches Riitsel, das Paradoxon von Stokes,
durch meine Methoden seine Losung findet. Faxén hat im AnschluBf an
meine Arbeiten die Theorie der langsamen Fliissigkeitsbewegungen durch
ausgedehnte und wertvolle Untersuchungen geférdert. Ich hoffe, daB die
Zusammenstellung der auf diesem Gebiete in den letzten Jahren ge-
wonnenen Ergebnisse, welche ich im zweiten Teile meines Buches gebe,
fiir die Kolloidchemie willkommen sein wird.

Das Hauptziel meiner Untersuchungen war aber, den Grenziibergang
zu verschwindender Zihigkeit in exakter Weise auszufithren. Dieses Ziel
habe ich noch nicht erreicht. Dagegen konnte ich in den linearen Syste-
men, von welchen ich oben gesprochen habe, den Grenziibergang aus-
fithren. Die Ergebnisse, welche ich dabei erhielt, stehen in schroffem
Widerspruch zu der Theorie der idealen Fliissigkeiten, dagegen in quali-
tativer Ubereinstimmung mit dem Verhalten der wirklichen Fliissig-
keiten. Schon aus diesen Tatsachen schien mir hervorzugehen, daff das
d’Alembertsche Paradoxon auf einem schlecht vollzogenen Grenziiber-
gange zu verschwindender Zihigkeit beruht. Die Untersuchungen von
Zeilon, der auf diesem Gebiete meine Arbeit fortgefiihrt hat, haben ge-
zeigt, daBl mein Grenziibergang weit mehr als dieses negative Resultat
ergibt. In bezug auf den Widerstand gibt er zwar nicht genau, aber doch
der GroBenordnung nach richtige Werte. Und von der Druckverteilung
auf der Vorderseite eines Korpers gibt er ein auch quantitativ fast rich-
tiges Bild. Uber diese Dinge berichtet der dritte Teil des Buches.

Durch Untersuchungen, welche noch nicht verdffentlicht sind, hat
Zeilon gezeigt, dall man durch einen weiteren Ausbau meines Ansatzes
die Ubereinstimmung mit den Tatsachen zu einer fast vollstindigen
machen kann. Auch hat er den Magnuseffekt in sehr schoner Weise
behandelt. Es war mir nicht moglich, diese neuen Ergebnisse in mein
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Buch aufzunehmen. Einen Ersatz ergeben zwei Vortriige von Herrn
Zeilon, welche im Anhange mitgeteilt werden.

Um die Ubersicht zu erleichtern und die Bedeutung der verschiedenen
Methoden und Resultate zu charakterisieren, geben wir im folgenden eine
genauere Ubersicht iiber den Inhalt des Buches, die einige Einzelaus-
sagen bringen wird, die wir im Text nicht wiederholen werden.

Im ersten Paragraphen werden die hydrodynamischen Differential-
gleichungen abgeleitet. Als Ausgangspunkt wird dabei der Impulssatz
der Newtonschen Mechanik benutzt. Dieser Satz wird auf einen beliebig
herausgegriffenen Teil der Fliissigkeit angewandt. Die Beziehungen,
welche so erhalten werden, haben die Form von Integralgleichungen.
In diesen Integralgleichungen kommen die zuniichst unbekannten Kriifte
vor, welche die Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Fliissigkeit
auf jenen Teil ausiibt. Die Annahme, dal} diese Krifte von der Form-
inderung der Fliissigkeit abhiangen, ermoglicht es, einen Ansatz fiir sie
zu gewinnen. Aus den Integralgleichungen, welche keine andere Ab-
leitungen der Geschwindigkeitskomponenten oder des Druckes als die
Ableitungen erster Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten in bezug
auf die Raumkoordinaten enthalten, werden in gewdhnlicher Weise,
unter Voraussetzung, daf die Geschwindigkeitskomponenten stetige Ab-
leitungen erster Ordnung in bezug auf die Zeit, zweiter Ordnung in bezug
auf die Raumkoordinaten haben und daBl der Druck einmal stetig in
bezug auf die Raumkoordinaten differenzierbarist, die hydrodynamischen
Differentialgleichungen abgeleitet. Auller den allgemeinen hydrodynami-
schen Differentialgleichungen werden zwei in speziellen Fillen giiltige
Formen derselben aufgestellt, nimlich die Gleichungen fiir stationiire
Bewegung in bezug auf ein ruhendes Bezugssystem und die Gleichungen
fiir stationiire Bewegung in bezug auf ein mit konstanter Geschwindig-
keit bewegtes Bezugssystem.

Der zweite Paragraph hat den Zweck, die mathematische Methode,
welche spiter verwendet wird, durch ein einfaches Beispiel zu erliu-
tern. Hierzu wird die verallgemeinerte Poissonsche Gleichung benutzt.
Es wird gezeigt, wie das innere Problem fiir diese Gleichung durch
Reihenentwicklung nach Potenzen eines Parameters 1 auf ein unend-
liches System von gewohnlichen Poissonschen Gleichungen zuriickgefiihrt
werden kann. Die Losung der Poissonschen Gleichung mit Hilfe des
Greenschen Satzes, der Grundlésung und der ersten Greenschen Funktion
wird dargelegt. Betrefis des dulleren Problems wird auf eine charak-
teristische Schwierigkeit hingewiesen, welche darin ihre Wurzel hat, dal
die Loésung nicht mehr in der Umgebung von 1= 0 eine analytische
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Funktion des Parameters 1 ist. Die hydrodynamische Bedeutung dieser
Tatsache wird hervorgehoben.

Im dritten Paragraphen wird, nach dem Vorgange von H. A. Lo-
rentz, der verallgemeinerte Greensche Satz fiir das lineare System der
Gleichungen aufgestellt, die man im stationiiren Falle durch Weglassen
der quadratischen Glieder aus den vollstindigen hydrodynamischen
Gleichungen erhilt und die man kurz die Stokesschen Gleichungen
nennen kann. Mit Hilfe von Symmetriebetrachtungen werden die Grund-
losungen (von H. A. Lorentz) wiedergefunden. Mit Hilfe dieser Grund-
losungen werden die vollstindigen hydrodynamischen Differential-
gleichungen fiir stationire Bewegung in ein System von Integrodifferen-
tialgleichungen umgeformt.

Im vierten Paragraphen werden dieselben Aufgaben fiir die ,,er-
weiterten Stokesschen Gleichungen® geldst, d. h. fiir das lineare System
von partiellen Differentialgleichungen, welches man durch Weglassen
der quadratischen Glieder aus dem System erhilt, das fiir stationire
Bewegung in bezug aunf ein mit konstanter Geschwindigkeit bewegtes
Bezugssystem giiltig ist.

Der fiinfte Paragraph gibt die Losung derselben Aufgaben fiir das
lineare System von Differentialgleichungen, das man durch Weglassen
der quadratischen Glieder aus den allgemeinen hydrodynamischen Diffe-
rentialgleichungen erhélt. In diesem Paragraphen wird also das all-
gemeine vollstindige System von hydrodynamischen Differential-
gleichungen in ein System von Integrodifferentialgleichungen umge-
formt. In diesen Gleichungen kommen keine anderen Ableitungen der
Geschwindigkeitskomponenten oder des Druckes vor als die Ableitungen
erster Ordnung von den Geschwindigkeitskomponenten in bezug auf die
Raumkoordinaten.

In den Paragraphen 1—5 sind die Integralgleichungen — oder genauer
Integrodifferentialgleichungen —, welche der unmittelbare Ausdruck
der zugrunde gelegten mechanischen Siitze sind und welche nur die Ab-
leitungen erster Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten in bezug
auf die Raumkoordinaten enthalten, durch Vermittlung der hydro-
dynamischen Differentialgleichungen und ihrer Grundlésungen in ein
neues System von Integrodifferentialgleichungen umgeformt worden,
welche ebenfalls nur die Ableitungen erster Ordnung der Geschwindig-
keitskomponenten in bezug auf die Raumkoordinaten enthalten. Es ist
eine naheliegende Frage, ob man nicht, ohne Vermittlung der Differen-
tialgleichungen, direkt aus den zugrunde gelegten mechanischen Sitzen
zu den schlieBlichen Integrodifferentialgleichungen gelangen kann. Para-
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graph 6 zeigt, daB dies tatséchlich der Fallist. Wie aus diesemBericht iiber
den Inhalt dieses Paragraphen unmittelbar klar sein diirfte, liegt sein In-
teresse wesentlich auf dem mathematischen Gebiete. Die Kenntnis die-
ses Paragraphen ist fiir das Verstindnis des folgenden nicht notwendig.

Paragraph 7 gibt eine erste Anwendung der gefundenen Integro-
differentialgleichungen. Es handelt sich um die Berechnung der Be-
wegung einer zahen, den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit, wenn die
Geeschwindigkeit in einem gewissen Momente, ¢ = T, bekannt ist und
der Kontinuititsgleichung geniigt. Man kann diese Aufgabe mittelst der
im zweiten Paragraphen dargelegten Methode der Reihenentwicklung
nach den Potenzen eines Parameters angreifen. Es war leider bei der
Darstellung dieser Untersuchungen nicht maglich, die Beweise fiir die
mitgeteilten Sitze vollstindig zu geben. Betreffend einiger Integral-
abschitzungen muBte ich auf die Originalabhandlungen verweisen. Als
erstes Resultat ergibt sich der Satz: Wenn die Bewegung einer zihen
Fliissigkeit in einem gewissen Momente ¢ = T' regulir (in einem gewissen
Sinne) ist, dann gibt es stets ein Intervall T <¢ < T+ v (v >0), in
welchem die Bewegung regular bleibt. Dieser Satz gibt zu einer Frage
Anlal}: Kann die Grofle 7 stets beliebig grol genommen werden, oder
gibt es, wenigstens in gewissen Fillen, eine endliche obere Grenze der
GroBe 7, das heiBt der Zeit, wihrend welcher die Bewegung reguliir
bleibt? Der Verfasser hat sich lange bemiiht, durch Verschirfung der
Ungleichungen, welche die Grundlage der Konvergenzbeweise bilden,
den Beweis dafiir zu fiihren, da} die in einem Momente 7' regulire Be-
wegung fiir ¢ > T stets regulir bleibt. Das Ergebnis dieser Bemiithungen
war, dal} es, wenigstens in dieser Weise, nicht méglich ist, einen solchen
Beweis zu fithren. Wir miissen vielmehr damit rechnen, dal} eine in
einem Momente regulire Bewegung in einem spiteren Momente irregulir
werden kann. Es ist unter diesen Umsténden von erheblichem Interesse
zu wissen, welcher Art die Irregularititen sind, die in einer den ganzen
Raum erfiillenden zéihen Fliissigkeit auftreten konnen. Es wird be-
wiesen, daB sie entweder darin bestehen, daBl der Wirbelvektor irgendwo
unendlich grofl wird, oder darin, dafl die Wirbelbewegung sich in solcher
Weise in unendlicher Ferne ausbreitet, dafi die Bewegung nicht mehr
o regular® ist. Es wird auf die Bedeutung dieses Ergebnisses hingewiesen.
Die Hypothese wird (mit allem Vorbehalt) aufgestellt, daB die irreguléaren
Fliissigkeitshewegungen mit den ,,turbulenten* Bewegungen der Hy-
draulik identisch sind.

Der letzte Paragraph des ersten Teiles behandelt die einfachsten
Beispiele von Wirbelbewegung in einer zihen Fliissigkeit. Gegenstand
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der Untersuchung ist einmal der einzelne, geradlinige, rotationssymme-
trische Wirbelfaden, andererseits die Wechselwirkung zwischen zwei sol-
chen Wirbelfiiden. Bei der ersten Aufgabe geben die Integrodifferential-
gleichungen direkt die exakte Losung des Problems. Die Bewegung ist
nur wenig komplizierter als die im Grenzfalle g = 0 auftretende Helm-
holtzsche Bewegung. Bei dem zweiten Probleme wird nur eine an-
genitherte Losung gegeben. Sie wird zur Ableitung eines Satzes iiber die
Wechselwirkung zwischen zwei Wirbeln in einer zihen Fliissigkeit an-
gewandt.

Der zweite Teil des Buches ist, wie schon erwithnt wurde, den hydro-
dynamischen Randwertaufgaben gewidmet. Erist in drei Abschnitte zer-
legt. Im ersten Abschnitte werden einige Fiille behandelt, in denen es még-
lich ist, eine exakte Losung der Randwertaufgabe zu geben. Zuerst wird
in Paragraph 9 das Problem behandelt, eine Losung der linearen Stokes-
schen Gleichungen fiir stationire Bewegung zu finden, bei welchen die
Geschwindigkeitskomponenten #; im Unendlichen verschwinden und auf
der Oberfliche einer Kugel vorgeschriebene Werte annehmen. Lamb hat
dieses Problem durch Reihenentwicklung gelost. Hier wird eine Losung
in geschlossener Form gegeben, indem die verallgemeinerten Greenschen
Funktionen des Problems aufgestellt werden. Die gefundenen Formeln
geben theoretisch die Losung der allgemeinsten hydrodynamischen Rand-
wertaufgabe der Kugel fiir die Stokesschen Gleichungen. Einfache Auf-
gaben 168t man aber bequemer durch spezielle Methoden. So erhilt man
sehr einfach mit Hilfe der Grundlésung der Stokesschen Gleichungen die
Losung der Randwertaufgabe, wenn die vorgeschriebenen Werte auf der
Kugel konstant sind. Man kann mit Hilfe dieser Losung die sogenannte
Stokessche Widerstandsformel ableiten, welche den Widerstand ergibt,
den eine kleine Kugel erfihrt, welche sich mit konstanter Geschwindig-
keit in einer Flissigkeit bewegt. Faxén hat diese Stokessche Formel in
schoner Weise verallgemeinert, indem er gezeigt hat, wie man die Re-
sultierende der Kriifte berechnen kann, welche eine in beliebiger sta-
tiondrer Bewegung begriffene Fliissigkeit auf eine darin versenkte Kugel
ausiibt. Man kann dieses Resultat mit Hilfe der Losung der allgemeinen
Randwertaufgabe gewinnen. Leider sind aber die hierfiir notigen Rech-
nungen so langwierig, dalj ich davon absehen mulite, sie hier zu repro-
duzieren, und mich darauf beschriinken mufite, den Gang des Beweises
anzudeuten. Paragraph 9 gibt endlich die Losung der Randwertaufgabe
der ebenen Wand fiir die Stokesschen Gleichungen.

Paragraph 10 ist derjenigen Randwertaufgabe der Kugel gewidmet,
zu welcher die allgemeinen hydrodynamischen Differentialgleichungen fiir
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nichtstationire Bewegungen Anlafi geben. Verfasser hat vor Jahren
dieses Problem durch Reihenentwicklungen gelost. Spiter gelang es ihm
durch Summieren jener Reihen, das Problem auf bekannte Randwert-
aufgaben fiir die Laplacesche Gleichung und die Wirmeleitungsgleichung
zuriickzufiithren. Hier wird der Versuch gemacht, durch Hervorhebung
der analytischen Tatsache, auf welcher diese Zuriickfithrung beruht, den
Kern des Problems in méglichst helles Licht zu setzen. Der Beweis jener
analytischen Tatsache wird auch hier durch Reihenentwicklungen ge-
geben. Von einer Darlegung der (iibrigens leicht zu fithrenden) Konver-
genzbeweise mulite hier abgesehen werden. Eine einfache Anwendung
der gefundenen Ergebnisse gibt die Losung der Boussinesgschen Auf-
gabe, den Widerstand gegen die nichtstationire Bewegung einer kleinen
Kugel in einer zihen Fliissigkeit zu berechnen.

Paragraph 11 reproduziert, als Vorbereitung zum folgenden, die von
Oberbeck gegebene Theorie fiir die stationiéire Bewegung eines Ellipsoids
in einer zihen Fliissigkeit.

Der zweite Abschnitt des zweiten Teiles bringt angeniiherte Losungen
von Randwertaufgaben bei den Stokesschen Differentialgleichungen fiir
die stationire Bewegung. Hs diirfte hier am Platze sein, den Grund dafiir
anzugeben, daB wir diesen Stokesschen Differentialgleichungen soviel
Raum und Interesse widmen. Schon beim fliichtigen Durchblidttern dieses
zweiten Abschnitts wird es dem Leser sicher auffallen, daBl nirgends Be-
dingungen fiir die Giiltigkeit der mitgeteilten Formeln angegeben werden.
Den Grund hierzu findet er im letzten Paragraphen des Abschnitts, wo
gezeigh wird, dal} die Stokesschen Differentialgleichungen eine nicht zu-
ldssige Annéherung darstellen, indem man, um zu diesen Gleichungen zu
kommen, in den vollstiindigen hydrodynamischen Differentialgleichungen
Glieder vernachlissigen mull, welche nicht nur von derselben Gréfen-
ordnung wie die von Stokes beibehaltenen Glieder sind, sondern sogar,
diesen Gliedern gegeniiber, beliebig groB sein konnen. Der ganze zweite
Abschnitt entbehrt infolge dieses Umstandes einer festen Grundlage. Nun
stimmt aber das Stokessche Widerstandsgesetz mit den Tatsachen gut
iiberein. Der Grund hierzu liegt darin, daB man bei strenger Losung der
hydrodynamischen Differentialgleichungen eine Bewegung bekommt, die
zwar in grofen Entfernungen von der Kugel einen ganz anderen Cha-
rakter als die von Stokes untersuchte Bewegung hat, die aber in der
Nihe der Kugel nahezu mit der Stokesschen Bewegung iibereinstimmt.
In solchen Fillen, wo nur die Bewegung der Fliissigkeit in der Nithe des
bewegten Korpers von Bedeutung ist, kann man also die Bewegung in
erster Niaherung nach der Stokesschen Methode berechnen. Solche Fille
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kommen in der Kolloidchemie in grofier Zahl vor. Dies ist der Grund,
warum wir, obwohl die Stokesschen Gleichungen von theoretischem
Standpunkte aus unrichtig sind, ihnen doch soviel Aufmerksamkeit
widmen.

Paragraph 12 behandelt die stationire Bewegung einer Kugel in
einer von einer ebenen Wand begrenzten zahen Fliissigkeit. Es handelt
sich hier wesentlich um einen Bericht iiber eine Untersuchung von
H. A. Lorentz.

In Paragraph 13 wird die Bewegung einer Kugel zwischen zwei paral-
lelen, ebenen Wiinden untersucht. Es ist die Hoffnung des Verfassers,
* daB seine Darstellung in diesem Paragraphen die schéne, von Faxén
gegebene Losung dieses fiir die Kolloidchemie bedeutsamen Problems
leichter zugiénglich machen wird.

Paragraph 14 gibt einen Bericht iiber die Untersuchungen betreffend
die Wechselwirkungen zwischen zwei Kugeln, die sich in einer zihen
Fliissigkeit bewegen. Die erste, angeniéiherte Losung des Problems riihrt
von Smoluchowski her. Tiefergehende Untersuchungen verdanken wir
Faxén, Dahl und in neuester Zeit Margaret Stimson und G. B. Jeffery.

In Paragraph 15 werden die sogenannten Paradoxien von Stokes und
von Whitehead besprochen. Das erste Paradoxon besagt, dal es un-
moglich ist, eine Losung der hydrodynamischen Differentialgleichungen
zu finden, welche dem Fall entspricht, wo ein Kreiszylinder sich mit
konstanter Geschwindigkeit in einer zéihen Fliissigkeit bewegt. Das Para-
doxon von Whitehead besagt, daB es bei Zugrundelegung der Stokes-
schen Theorie fiir die translatorische Bewegung einer Kugel in einer
zahen Fliissigkeit unmdglich ist, diese Theorie dadurch zu verbessern,
dall man weitere Glieder fiir die Geschwindigkeitskomponenten und fiir
den Druck berechnet. Es wird gezeigt, dall die Wurzel der Schwierigkeiten
in beiden Fillen dieselbe ist und daf} sie einfach darin besteht, daB die
Stokesschen Gleichungen im oben erérterten Sinne eine unzulissige
Niherung darstellen.

Der zweite Abschnitt endet mit dem Nachweis, dafl in den Stokesschen
Differentialgleichungen Glieder vernachlissigt worden sind, welche die-
selbe GroBenordnung wie die beriicksichtigten Glieder haben. Wenn man
jene Glieder schon in erster Naherung in die Differentialgleichungen auf-
nimmt, erhéilt man die Gleichungen, welche ich die erweiterten Stokes-
schen Gleichungen genannt habe. Diesen Gleichungen und den bei ihnen
auftretenden Randwertaufgaben ist der dritte Abschnitt gewidmet. Ein
Beweis, daf} diese Gleichungen eine zuverlissige Grundlage einer exakten
Berechnung der durch die Verschiebung eines Korpers hervorgerufenen
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Bewegung einer zihen Fliissigkeit darstellen, wird hier nicht gegeben.
Als ich mich zuerst mit diesen Gleichungen beschiftigte, konnte ich
diesen Beweis nicht fithren, weil die allgemeine Randwertaufgabe fiir
diese Gleichungen nicht geldst war. Als einen Ersatz fiir den mangelnden
Beweis zeigte ich, dall man, von den erweiterten Stokesschen Gleichungen
ausgehend, durch sukzessive Niherungen in exakter Weise die Bewegung
berechnen kann, welche in einer den ganzen Raum erfiillenden zihen
Fliissigkeit von einem System von Kréften erzeugt wird, deren Angriffs-
punkte sich mit konstanter Geschwindigkeit verschieben, die aber sonst
von der Zeit unabhéingig sind. In der letzten Zeit ist nun die allgemeine
Randwertaufgabe der erweiterten Stokesschen @leichungen in mathe-
matischem Sinne gelost worden. Es wiire also aller Wahrscheinlichkeit
nach jetzt moglich, den Beweis zu fithren, daBl man auf der Grundlage
der erweiterten Stokesschen Gleichungen in exakter Weise diejenige Be-
wegung einer zihen Fliissigkeit berechnen kann, die durch die Ver-
schiebung eines starren Korpers darin hervorgerufen wird. Doch wiirde
ein solcher Beweis notwendig einen sehr abstrakten, rein mathematischen
Charakter haben und wiirde deshalbin diesem Buche kaum am Platze sein.

In Paragraph 16 wird mit der neuen Methode fiir eine zéihe Fliissig-
keit die Bewegung untersucht, welche durch eine kleine Kugel erzeugt
wird, die sich mit konstanter Geschwindigkeit darin bewegt. Es wird
gezeigt, dall schon die Bewegung, die man in erster Niiherung bekommt,
einen ganz anderen Charakter als die Stokessche Bewegung hat. Kurz
kann man den Unterschied so ausdriicken, daf, wiithrend nach Stokes
die Bewegung hinter der Kugel ein Spiegelbild der Bewegung vor der
Kugel ist, in der neuen Theorie eine ausgeprigte Dissymmetrie her-
vortritt, indem hinter der Kugel ein Wirbelschwanz zum Vorschein
kommt. Es wird ferner gezeigt, dall man in zweiter Niherung ein neues,
mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportionales Glied im Aus-
drucke fiir den Widerstand erhélt. Endlich wird die Bewegung in der
Umgebung der Kugel in zweiter Niherung untersucht.

Paragraph 17 behandelt das Problem des Kreiszylinders. Zuerst wird
Lambs fiir kleine Geschwindigkeiten giiltige Losung dieses Problems
wiedergegeben. Es folgt eine Ubersicht iiber die Untersuchungen von
Prof. Bairstow, Mil Cave und Mif} Lang.

In Paragraph 18 wird das Problem des Ellipsoids wieder aufgenom-
men. Fiir die Komponenten der Resultierenden der Kriifte, welche die
Fliissigkeit auf den Kérper ausiibt, erhiilt man in erster Néherung die
Werte von Oberbeck. In zweiter Niherung kommen neue Glieder hinzu,
welche mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional sind. Das
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zweidimensionale Analogon des Problems, die Bewegung eines elliptischen
Zylinders in einer zihen Fliissigkeit, hat Harrison behandelt. Seine Er-
gebnisse werden (ohne Beweis) mitgeteilt.

Paragraph 19 behandelt die stationiire Bewegung einer Kugel in einer
von einer ebenen Wand begrenzten Fliissigkeit. Dieses Problem hat prin-
zipielle Bedeutung, weil der darin untersuchte Fall der einfachste ist,
worin sich eine Kugel in der Niihe einer Wand bewegt. Die Losung des
Problems verdanken wir Faxén. Der Paragraph gibt die Ausdriicke der
Geschwindigkeitskomponenten in Form von Integralen. Dagegen war es
nicht moglich, auf die Auswertung dieser Integrale einzugehen. Ich mufite
mich darauf beschrinken, die Schlufiformeln von Faxén mitzuteilen.
Die Widerstandsformel zeigt, dal die Wand sozusagen den Einflu der
Trigheitsglieder aufhebt. Wenn die Entfernung des Kugelmittelpunktes
von der Wand, {, und die Geschwindigkeit der Kugel, U, so klein sind,
dall oUZ/2u eine kleine GroBe ist, fillt das oben erwithnte, mit dem
Quadrate der Geschwindigkeit proportionale Glied im Ausdrucke fiir den
Widerstand weg. Dagegen kommt es bei grolleren (-Werten, also bei
groBeren Entfernungen der Kugel von der Wand, wieder zum Vorschein.

Paragraph 20 ist mit Paragraph 19 nahe verwandt. Gegenstand der
Untersuchung ist hier die Bewegung einer Kugel lings der Achse einer
Riéhre. Dieses Problem hat praktische Bedeutung, weil Untersuchungen
itber Fallbewegungen von Kugeln meistens in dieser Weise ausgefiihrt
werden. Ladenburg hat als erster dieses Problem behandelt. Er ging,
was damals selbstverstindlich war, von den Stokesschen Gleichungen
aus. Faxén hat dann das Problem unter Zugrundelegung der erweiterten
Stokesschen Gleichungen gelost. Der Paragraph gibt die Theorie von
Faxén.

Paragraph 21 behandelt auf Grundlage der erweiterten Stokesschen
Gleichungen die Wechselwirkung zwischen zwei Kugeln, welche sich mit
derselben konstanten Geschwindigkeit in einer Fliissigkeit bewegen.

Paragraph 22 gibt endlich eine Zusammenstellung der mitgeteilten
Widerstandsformeln.

Der dritte Teil beschiiftigt sich, wie schon oben mitgeteilt wurde, mit
dem Grenziibergang zu verschwindender Zihigkeit. Um diese Aufgabe
in endgiiltiger und vollauf befriedigender Weise auszufiihren, hiitten wir
die Differential- oder Integralgleichungen fiir die Bewegung einer ziithen
Fliissigkeit exakt zu 16sen und dann den Grenziibergang y — 0 in der
erhaltenen Lisung auszufiihren. Es ist wohl kaum notwendig zu sagen,
dal} dieses Problem zur Zeit unlosbar ist. Eine exakte Losung der hydro-
dynamischen Differentialgleichungen kénnen wir bei endlichem g nur in
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der Form von Reihen geben, die bei geniigend groBen u-Werten kon-
vergieren. Aus jenen Reihen miiiten wir Ausdriicke bilden, welche bei
beliebig kleinem p ihren Sinn und Bedeutung behalten, und dann in
diesen Ausdriicken u gegen Null konvergieren lassen. In mathematischem
Sinne mag diese Aufgabe l6sbar sein. Aber ein anderes ist es, ein mecha-
nisches Problem durch eine mathematische Formel zu lésen, ein anderes,
es im mechanischen Sinne zu losen. Von einer Losung des hier vorliegen-
den Problems, welche den Anforderungen der Hydrodynamik geniigt,
sind wir noch weit entfernt.

Die Aufgabe, mit welcher wir uns im dritten Teile des Buches be-
schiftigen, ist eine bescheidenere. Wir fithren in den linearisierten hydro-
dynamischen Differentialgleichungen, also in den erweiterten Stokesschen
Gleichungen, und in den entsprechenden, die zeitlichen Ableitungen der
Geschwindigkeitskomponenten enthaltenden Differentialgleichungen fiir
nichtstationire Bewegung den Grenziibergang y — 0 aus.

In Paragraph 23 untersuchen wir die stationire Bewegung einer
ebenen Scheibe in der gegen die Scheibe senkrechten Richtung. Dies
war der erste Fall, in welchem der Grenziibergang ausgefiihrt wurde.
Das Ergebnis ist, dal die Bewegung der Fliissigkeit in dem nicht von
der Scheibe durchschrittenen Bereiche bei u = 0 eine Potentialbewe-
gung ist, wihrend sie in dem durchschrittenen Bereiche eine Wirbel-
bewegung ist. Die explizite Bestimmung der Bewegung wird auf die
Auffindung einer vierwertigen Potentialfunktion zuriickgefiihrt, deren
Werte permutiert werden, wenn der Aufpunkt eine kleine geschlossene
Kurve um die Randkurve beschreibt und dabei die Platte einmal durch-
dringt, und die einen Zweig hat, der in einem gewissen, iibrigens willkiir-
lichen Punkte wie 1/R unendlich wird, sonst aber iiberall regulir ist
und im Unendlichen verschwindet. In dem Falle, worin die Scheibe
kreisférmig ist, gelingt es leicht, eine solche Potentialfunktion herzu-
stellen. In diesem Falle ist also das Problem explizit 1osbar. Die Behand-
tung dieses speziellen Falles wird indessen erst in Paragraph 31 gegeben.

In Paragraph 24 wird der allgemeinste Fall untersucht. Es wird nur
vorausgesetzt, daB eine im allgemeinen nicht starre Fliche sich in irgend-
einer Weise in einer Fliissigkeit bewegt und dall dabei die Werte der
Geschwindigkeitskomponenten auf jener Fliche vorgeschrieben sind, Die
Ergebnisse bestiitigen die in Paragraph 23 gefundenen Resultate, gehen
aber weit iiber sie hinaus.

In Paragraph 25 werden die in Paragraph 24 gefundenen Ergebnisse
auf den speziellen Fall angewandt, daf} ein starrer Kérper mit veriinder-
licher Geschwindigkeit, aber in einer konstanten Richtung sich in einer
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Fliissigkeit bewegt. Die Losung des Problems wird in diesem Fall auf die
Bestimmung von zwei Potentialfunktionen, ¢, und ¢, zuriickgefiihrt,
von welchen @, in dem vom Ké&rper nicht durchschrittenen Bereiche
existieren soll, g, dagegen in dem vom Kérper durchschrittenen Bereiche.
@, soll auf der Vorderseite des Korpers der Bedingung:

do,
dn Un

geniigen; @, auf der Riickseite des Korpers der Bedingung:

4 00U,
dn 0t _" ot

Auf der Grenze zwischen den beiden Bereichen soll ¢, = ¢, sein. Dagegen
sollen die beiden normalen Ableitungen:

dg, don
In o

sich in bestimmter Weise voneinander unterscheiden.

In Paragraph 26 wird das Problem der stationéiren Bewegung mittelst
einer neuen Methode untersucht. Die frither gefundenen Krgebnisse
werden wiedergefunden. AuBerdem ergeben sich neue Resultate. Es wird
gezeigt, daf in dem zweidimensionalen Probleme und in dem rotations-
symmetrischen dreidimensionalen Probleme die Funktionen g, und ¢,
eine einzige, iiberall aulerhalb des Korpers regulire Potentialfunktion
definieren. Wenn die z,-Achse in der Bewegungsrichtung des Korpers ge-
legt wird, kann die Randbedingung, welcher jene Funktion auf der
Riickseite des Korpers geniigen muf, in der Form:

o¢

S )

0,
geschrieben werden. In dem rotationssymmetrischen dreidimensionalen
Falle kann die entsprechende Bedingung, wenn die z,-Achse die Symme-
“trieachse ist und wenn E die Entfernung eines Punktes von jener Achse
ist, in der Form:

29 _u

oR

geschrieben werden. Die Losung des Problems der stationiren Bewegung
wird in Paragraph 26 allgemein auf die Auflosung gewisser Fredholm-
scher Integralgleichungen zuriickgefiihrt werden.
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In Paragraph 27 wird im Anschlul an Hilbert eine Methode ent-
wickelt, das mathematische Problem, zu welchem die stationire Be-
wegung eines Zylinders (mit beliebigem Querschnitt und in einer gegen
die Erzeugenden des Zylinders senkrechten Richtung) AnlaB gibt, ex-
plizit zu 16sen. Es wird gezeigt, dall, wenn der Querschnitt keine Ecken
oder Spitzen hat, die Losung eindeutig bestimmt ist.

Paragraph 28 schlieBt sich eng an Paragraph 27 an. Er gibt Aus-
driicke fiir den Widerstand gegen die Bewegung des Zylinders und fiir
die Tragkraft der Fliissigkeit.

In Paragraph 29 wird die in Paragraph 27 und Paragraph 28 ent-
wickelte Theorie auf den Fall des Kreiszylinders angewandt.

Paragraph 30 behandelt, ebenfalls nach der in Paragraph 27 und
Paragraph 28 entwickelten Methode, die Bewegung der ebenen Platte.

Paragraph 31 gibt, wie schon oben erwihnt wurde, die explizite
Theorie der kreisformigen Platte. Die elliptischen Funktionen spielen in
dieser Theorie eine wesentliche Rolle. Mit denselben Hilfsmitteln kann
man die Bewegung einer Halbkugel in den beiden rotationssymmetrischen
Fillen behandeln. Doch gibt der Paragraph in bezug auf diese beiden
Fille nur die numerischen Resultate.

IT Oseen, Mydrodynamik
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§ 1. Die hydrodynamischen Differentialgleichungen.
11. Der Impulssatz. Die Kontinuitiitsbedingung.

Wir wollen in diesem Paragraphen die partiellen Differential-
gleichungen aufstellen, denen die Bewegungen einer zihen Fliissig-
keit, soweit wir jetzt wissen, gehorchen. Die allgemeine Form
dieser Differentialgleichungen werden wir dadurch erhalten, daB
wir auf einen beliebigen, zusammenhéingenden Teil einer Fliissigkeit
den Satz der Newtonschen Mechanik anwenden, nach dem man
den Zuwachs des Impulses, den ein materielles System wiihrend
einer gewissen Zeit erfihrt, dadurch finden kann, daff man das Zeit-
integral der Resultierenden der duBeren, auf das System wirkenden
Kriifte fiir diese Zeit berechnet. Um diesen Satz auf die Hydrodyna-
mik anwenden zu konnen, miissen wir die Krifte kennen, welche auf
einen beliebig herausgegriffenen Teil einer Fliissigkeit wirken. Dal}
duBere Krifte, welche jedes Volumenelement angreifen, vorkommen
konnen, ist unmittelbar klar. Eine solche Kraft ist ja die Schwere.
Die Hauptfrage ist aber, was wir von den Kriften aussagen kénnen,
welche die Umgebung des herausgegrifienen Teiles der Fliissigkeit auf
denselben ausiibt. Den mathematischen Ausdruck fiir diese Kraft zu
bestimmen, ist unsere wichtigste Aufgabe in diesem Paragraphen.
An dieser Stelle moge nur vorbereitend gesagt sein, dafl der innere
Grund dieser Kraft die zwischen den Molekeln der Fliissigkeit wir-
kende Molekularkraft ist. Wir wissen, dall die Molekularkraft nur,
wenn die Entfernung zwischen den Molekeln sehr klein ist, eine merk-
liche GroBe hat. Wir schlieBen hieraus, daB die Kriifte, welche die
Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Fliissigkeit auf denselben
ausiibt, nur in der unmittelbaren Nihe der Grenzfliche eine merk-
liche GroBe haben. Wir konnen deshalb die Komponenten der Re-
sultierenden aller dieser Kriifte als iiber die Grenzfliche erstreckte
Flachenintegrale darstellen.

Wir wenden ein rechtwinkliges Bezugssystem an. Wir bezeichnen
mit u; (j =1, 2, 3) die Komponenten der Geschwindigkeit der Fliissig-
keit und fassen ; als Funktionen der Koordinaten z;, z,, z; und der

1*
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Zeit ¢ auf. o sei die Dichte der Fliissigkeit. X; seien die auf die
Masseneinheit der Fliissigkeit bezogenen Komponenten der duBeren,
auf die Fliissigkeit wirkenden Kraft. F; seien endlich die auf die
Flicheneinheit der Grenzfliche, F(¢), bezogenen Komponenten der
Kraft, welche die Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Fliissig-
keit auf die Oberfliche desselben ausiibt. Wir nehmen an, da F(¢)
eine geschlossene Fliche mit einer stiickweise stetigen Tangenten-
ebene ist. Den von F(¢) begrenzten Raumbereich, den der heraus-
gegriffene Teil der Fliissigkeit im Momente ¢ einnimmt, nennen wir
B(t). Der oben erwihnte Satz aus der Newtonschen Mechanik er-
gibt dann, wenn dw = dz,dz,dz; ein Volumenelement und dS ein
Flichenelement bezeichnet:

[lew)do —[(eupede = fdt [eXdo + f:iz [Fds. @)
B@® B ©  B@® ® T

Wir wollen annehmen, da8 unsere Fliissigkeit unzusammendriick-
bar sei, daB also die Dichte p konstant sei. Durch die Grenzfliche
F(t) tritt dann stets ebensoviel Fliissigkeit ein wie aus. Die gesamte
Menge von Fliissigkeit, welche wihrend einer Zeiteinheit durch F (z)
hindurchtritt, ist also Null. Wir bezeichnen mit 7 eine nach aullen ge-
zogene Normale eines Flichenelementes, dS, von F (¢) von der Lénge 1.
Mit n; (j = 1, 2, 3) bezeichnen wir die Richtungskosinusse dieser Nor-
malen. Die gesamte Menge von Fliissigkeit, welche withrend der Zeit-
einheit durch F(¢) hindurchtritt, ist dann:

f 0 Zu.f n;d8S.
o7

Dieses Integral mufl also den Wert Null haben. Wir wollen im
folgenden die von Einstein eingefiihrte Bezeichnung benutzen, wonach ein
Glied, das denselben Index zweimal enthilt, in bezug auf diesen Index sum-
miert werden soll, hier iiber die Werte 1, 2, 3. Wir konnen dann unsere
Gleichung in der einfacheren Form:

[owumds =0 @)
F@
schreiben. (2) ist die Kontinuititsbedingung.

12. Der Deformationstensor.

Wir miissen jetzt untersuchen, wie die GrioBlen F; von der Be-
wegung der Flissigkeit abhingen. Eine erschépfende Antwort auf
diese Frage kann nur die Molekulartheorie geben. Hier wollen wir
uns nicht in diese Theorie vertiefen. Durch eine phéinomenologische
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Betrachtung konnen wir eine Antwort auf unsere Frage erhalten,
die fiir unseren Zweck geniigt. Einen ersten Teil von F; kennen
wir schon aus der Hydrostatik. Auf die Grenzfliche F(f) muB ein
Druck wirken. Nennen wir diesen hydrostatischen Druck p, so er-
halten wir als erstes Glied von F; die GroBe —pn;. Die Annahme,
daB die GroBen F; durch diese ersten Glieder erschopft sind, wiirde
uns zu der Theorie der idealen Fliissigkeiten fithren. Bei den zihen
Fliissigkeiten miissen die F; auch andere Glieder enthalten. Von die-
sen anderen Gliedern miissen wir annehmen, daB sie von den Form-
inderungen, den Deformationen, abhingen, welche die Fliissigkeit
wihrend der Bewegung erleidet. Um unsere Aufgabe zu lsen, miis-
sen wir uns zuerst klarmachen, wie man diese Forménderungen mathe-
matisch beschreiben kann.

Wir betrachten einen beliebigen Punkt, P, mit den Koordinaten z;,
in der Fliissigkeit. u; sei dort die Geschwindigkeit. Ein anderer Punkt,
P’, in der Fliissigkeit habe die Koordinaten #;/ und die Geschwindig-
keit /. Wenn die Grofen w; als Funktionen von z,, z,, z; stetige
Ableitungen erster Ordnung haben und wenn die drei GroBen | z;/ — z; |
geniigend klein sind, so gilt annidhernd:

0 1
pliioy aﬂy‘ 64;*)
+(34. ) (6$}+aﬂ7,

Mit Hilfe dieser Gleichungen untersuchen wir die Bewegung der
Fliissigkeit in der Umgebung von P. Wir halten also diesen Punkt
fest, lassen aber P’ einen beliebigen Punkt der Umgebung von P
sein. Das erste Glied in unserem letzten Ausdrucke fiir u; ist von P’
unabhingig. Es entspricht einer Translation des ganzen, P umgeben-
den Fliissigkeitsvolumens. Das zweite Glied gibt, explizite ausgeschrie-
ben, in den drei Fillen j =1, 2, 3:

0y %) , 1 (éJu2 811.1)

(75" —23) 5 (d:n:saxl (@' —2) 5 dx, 0wy’
Ouy Ouy , 1 (0u ()u)
1)*(671 axg)—‘wa —*’335(@7: 0z

¢ w)—(% aug)—(xf 1)*(%—%)

(7' —22) 5 dzy 0wy dzg 0wy

Diese Geschwindigkeitskomponenten entsprechen einer Drehung
des P. umgebenden Fliissigkeitsvolumens um eine durch P gehende
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l(%_%) l(ﬂu: ai'a)
2 \0z, dz,)’ 2 \0zg; 0z’

l (a——%—?ﬁ) . Die beiden ersten Glieder in unserem Ausdruck fiir
2 \0w, 0wy

u;’ entsprechen also zusammen der allgemeinsten Bewegung, welche
ein fester Korper ausfithren kann. Wir schlielen hieraus, daf das
letzte Glied in unserem Ausdruck fiir u; einer Bewegung entspricht,
bei welcher die Volumenelemente der Fliissigkeit ihre Form #ndern und
also fortwihrend deformiert werden. Wir sehen, dall wir als MaB der
Geschwindigkeit, mit welcher die Deformationen ablaufen, die neun
Grofen: 4 (

Drehachse mit den Komponenten:

g—::-l—%):pu:ﬂrf G, k=1, 2, 3)
verwenden konnen. Wir bezeichnen diese neun GréSen als Kom-
ponenten des Deformationstensors. Der Tensorkomponentencharakter
kommt in unserer Formel fiir u;” darin zum Ausdruck, daf die drei
Grofen (2’ — @) Dy (j = 1, 2, 3) Komponenten eines Vektors sind,
was bekanntlich besagt, daB sie bei Ubergang zu einem anderen recht-
winkligen Bezugssysteme mit demselben Anfangspunkte in derselben
Weise wie die Koordinaten transformiert werden. Dies gilt stets,
wo wir auch den Punkt P’ in der Néhe von P nehmen. Wir sehen
hieraus, dal, wenn v; die Komponenten eines ganz beliebigen Vektors
sind, immer die drei Summen v D;; (j =1, 2, 3) Komponenten eines
Vektors sind. Hieraus folgt ferner, dafl GriBetripeln wie vy Dy;"Dy;
usw. Vektoren sind.*

2

138. Beziehung zwischen Reibungskriiften
und Deformationstensor.

Wir haben angenommen, daB die GroBen F; auBer den Druck-
komponenten andere Glieder enthalten, welche von den Deforma-
tionen der Fliissigkeit wihrend der Bewegung abhiingen. Wir kénnen
jetzt diese Annahme in bestimmterer Form aussprechen. Wir nehmen
an, daf} diese Glieder von den Deformationskomponenten D;; und von
den drei GroBen n;, welche die Orientierung des betrachteten Flichen-
elementes von F(¢) festlegen, abhingen. Wir setzen also:

Fy = —pn; + Dj(ng, Dyp) .

Die drei GroBen @; miissen, wie unsere Formel zeigt, Komponenten
eines Vektors sein.

* Vgl. wegen weiterer Ausfithrungen iiber Tensoren 3 3.



13. Beziehung zwischen Reibungskriften und Deformationstensor 7

Uber die Abhiingigkeit der Funktionen @, von n; gibt unsere Be-
wegungsgleichung (1) Aufschlufl. Wir wenden diese Gleichung auf ein
riumliches Viereck an, das wir in der Weise erhalten, daB wir durch
einen beliebigen Punkt P der Fliissigkeit drei mit den Koordinaten-
achsen parallele Geraden ziehen und diese Geraden mit einer nicht
durch P hindurchgehenden Ebene abschneiden. Wenn wir diese Ebene
sich dem Punkte P nihern lassen, konvergieren sowohl das Volumen
des Vierecks wie die Flacheninhalte seiner Grenzflichen gegen Null,
wobei jedoch das Volumen schneller als die Flicheninhalte gegen
Null geht. Wir bezeichnen mit S; den Flicheninhalt der Seite des
raumlichen Vierecks, die gegen die z;-Achse senkrecht ist, und mit
Ff® den dieser Seite entsprechenden Wert der GroBe F;. S und F;
haben dieselbe Bedeutung fiir die vierte Seite des Vierecks. Die
Gleichung (1) ergibt fiir ein sehr kleines Gebiet annihernd:

SfF,atS:@

und also fiir unser Viereck in den hier eingefiihrten Bezeichnungen:
SF; + Sp Ff® = 0.
Sp = Sng,
Fy = — mpF/®.

Wir sehen hieraus, dall F; eine lineare und homogene Funktion der
GroBen n; ist. Dasselbe gilt offenbar von den GroBen @;.

Unsere Aufgabe ist jetzt, einen von den GréBen sy, D, abhin-
gigen Vektor zu bestimmen, der von den Groen n; linear abhingt.
Es gibt unendlich viele solche Vektoren. Wir konnen fiir @; den Ansatz:

D; = @11y + @t Djp + @gne Dy Dy + . ..

machen, wo ¢, @, ... beliebige Funktionen der skalaren GréBen sind,
die man aus dem Tensor D;; erhalten kann (Dyx, D;i%, Dji Dy Dy usw.).
Das erste Glied in diesem Ansatz gibt ersichtlich nichts Neues. Es hat
genau dieselbe Form wie das Glied: —pn;, das wir aus dem hydro-
statischen Drucke erhielten. Dieses erste (Glied in unserem Ansatze
konnen wir deshalb weglassen. Aber selbst wenn wir dies tun, bleibt
eine unendliche Zahl von Ansitzen fiir @; iibrig, die alle theoretisch
moglich sind. Der einfachste Ansatz, den wir fiir ; machen konnen,
wenn F; iiberhaupt von den Deformationsgroffen abhingen soll, ist:
duy aut)

Fj = —pnj+ 2um D = —Pﬂi‘i-#ﬂk(afxt"l“ )’

Da:
so folgt:

()
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wo u bei konstanter Temperatur und Dichte eine konstante GroBe ist.
Bei langsamen Bewegungen hat sich dieser Ansatz bewéihrt. Ob er auch
bei schnellen Bewegungen geniigt, kann nur der Vergleich zwischen der
auf dieser Annahme aufgebauten Theorie und der Erfahrung lehren.
In diesem Buch werden wir den Ansatz (3) unseren Betrachtungen zu-

grunde legen.

14. Aufstellung der grundlegenden hydrodynamischen
Integralgleichungen.

Wir fithren den Wert (3) von F; in unsere Gleichung (1) ein und
bekommen:

f(em) do — [(eu)ado _fdzfgx,dw +

B
6%}
+fd‘f| ?”’J’”""‘( i 6x);ds'
7

Wir haben angenommen, dafl die Dichte der Fliissigkeit konstant
ist. ¢ hat also in der ganzen Fliissigkeit denselben, von der Zeit un-
abhiingigen Wert. Wir wollen annehmen, daBl mit gentigender An-
niherung dasselbe in bezug auf die Temperatur gilt. Auch die Zahig-
keit # muBl dann in der ganzen Fliissigkeit denselben, von der Zeit un-
abhiingigen Wert haben. Wir kionnen unter diesen Voraussetzungen
unsere Bewegungsgleichung in einfacherer Weise schreiben. Fiir eine
beliebige geschlossene Fliche innerhalb der Fliissigkeit gilt wegen der
Kontinuitétsbedingung (2): y

f um;,dS =10,

Wir verschieben die geschlossene Fliche ein Stiickchen A z; in der Rich-
tung der x;-Achse und stellen ebenfalls fiir die so erhaltene Fliche die
Kontinuitatsbedingung auf. Sie kann in der Form:

i fu,,’m’dS’ =0

geschrieben werden, wo: n/ =mn;, dS' =dS, w' =w + 4 x,—aa%
i

Wir erhalten also durch Subtraktion und Division mit A4;:
Otiy
0:1;,
Unsere Bewegungsgleichung kann also auch in der folgenden Form
geschrieben werden:

ﬂ*ds =0
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gf dw-—gf(m d(u-—gfdth;dw—l-
B(t%) (4)

—i—fdtf( pn,—l—,umg )dS

5 Fo
Wir kénnen den Inhalt der Gleichung (4) auch in anderer Weise
schreiben. Wir betrachten einen unbeweglichen Raumbereich, B,
von dessen Grenzfliche F wir annehmen, daB sie eine stiickweise
stetige Tangentenebene besitzt. Wir nehmen an, da} B wihrend
der Zeit ¢ bis ¢ innerhalb der Fliissigkeit liegt. Wir kénnen den
Impuls, der wihrend derselben Zeit in B erzeugt wird, dadurch
berechnen, daBl wir die Resultierende der Krifte, die auf die Fliis-
sigkeit in B wirken, zwischen ¢° und ¢ integrieren. Ein Teil dieses
Impulses befindet sich noch zur Zeit ¢ in B. Er hat in der Richtung
der z;-Achse die Komponente:

er(w):dw —oft)ado.

Der andere Teil ist, der Fliissigkeit folgend, durch die Grenzfliche F
hinausgestromt. Es ist leicht, die Komponenten dieses Teiles zu
berechnen. Wihrend der Zeit d¢ stromt durch das Flichenelement
d8 eine Fliissigkeitsmenge pu;ndSd¢ hinaus, wenn n; die Richtungs-
cosinusse der nach auBlen gezogenen Normale von dS sind. Gleich-
zeitig stromt ein lings der z;-Achse gerichteter Impuls von dem Be-
trage puyugnedSdi durch dS hinaus. Der gesamte Impuls in der
Richtung der x;-Achse, der wihrend der Zeit ¢° bis ¢ durch # hinaus-
stromt, ist also:

4
@fdtfu,'uk npdsS,
und wir haben: R

]
Qf(“i)tdw —Qf(ﬂ»f):'dw T Qfdtfuj“gﬂgdsz
B B © F

t t
- gfdt X;daw -}—fdtf(—pm +,un.,gﬂ) ds.
B P oF .
Wir erhalten durch direkte Integration:

fﬂi‘jﬁ{z do = u,u,,ngdS.
Bx,,

8
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Folglich ist:
B 0 u; au;)
Ju,ukmds —Bf(ut 32 + W 2 dw.

Die Kontinuitétsbhedingung:
0 | U Mg dS = 0,

welche fiir jede geschlossene Fliche in der Fliissigkeit gilt, zeigt, daB
fiir jeden Bereich innerhalb der Fliissigkeit:

6?&1-

6 Ty .
Daraus folgt als andere Form der Kontinuititsgleichung gu =0,
so dal} auch: .
ad U
f W é‘_w,, dw = 0,
B
folglich:

: a
sfu;ugmds :3 ug(%:dw.

Wir erhalten also endlich unsere Bewegungsgleichung in der fol-
genden Form:

Qf(ui dw—gfu“-dw—gfdtf(X,—u*a )dw-]-
au‘f)
—:{dtj(—pm—!—umm ds.

15. Die hydrodynamischen Differentialgleichungen.

(5)

Uber die Geschwindigkeitskomponenten wu; haben wir}bis]jetzt
nur vorausgesetzt, da sie stetige Ableitungen nach x,, z,, 3 haben.
Wir wollen jetzt unsere Voraussetzungen erweitern. Wir nehmen zu-
nichst an, daB die GréBen w; Ableitungen nach ¢ besitzen, welche in
Raum und Zeit stetig sind. Wir setzen dann in (5) * =¢— é¢, divi-
dieren unsere Gleichung mit 6¢ und fithren den Grenziibergang 6¢ — 0
aus. Wir erhalten:

f(u’dw f( _ukgu’)dw+f(“‘pni+#“kg%:)d8- (6)
r

Die Beschleunigung eines Partikels mit der Geschwindigkeit
wj (y, Ty, %y, t) hat die Komponenten:
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d 0 du;dr, 0 ad
d}“f(xl,xz,xa,t) u’—l-a:: d:ma—:’+ t%u’-
Wir kénnen deshalb unsere Gleichung (6) kiirzer in der folgenden
Form schreiben:

o= efzda (- pm+imz)
det dm—gB X;dw —|~F pﬂ;*{—ftngﬁ as. (7

Wir nehmen jetzt an, daf die GroBen u; stetige Ableitungen zweiter
Ordnung in bezug auf die Koordinaten z; besitzen. AuBerdem neh-
men wir an, daB der Druck p stetige Ableitungen erster Ordnung in
bezug auf dieselben Variabeln besitzt. Wir konnen in diesem Fall
das in Gleichung (6) vorkommende Flichenintegral in ein Volumen-
integral umformen. Wir haben schon oben die Tatsache benutzt, daB,
wenn / eine in einem Bereiche B stetige Funktion ist und wenn die
Grenzfliche F von B eine stiickweise stetige Tangentenebene besitzt:

A o= f frds
ist. Wir setzen in dieser Formel / einerseits = p, andererseits = g;u,

T
und erhalten:
du 0% u;
fpn;dS—f dw,[ fd.s_!@;dwifau,dw,

wenn wir in iiblicher Weise:

Py 0Py | 0Py 5 0% uy
Oxg?

Jot — 9z T g =4y

setzen. Unter den oben gemachten Voraussetzungen kénnen wir also
unsere Bewegungsgleichung in der folgenden Form schreiben:

[{,u Ay — 9——9%?’—1 o(X Up gu’) do = 0.

Diese Gleichung soll erfiillt sein, wie wir auch den Bereich B
innerhalb der Fliissigkeit wihlen. Von allen im Integranden vorkom-
menden GrofBen mit Ausnahme von X; haben wir vorausgesetzt, dal
sie stetige Funktionen von z;, z,, #; sind. Wir nehmen jetzt an, dal
auch die Gréfen X; stetig sind. Der Integrand in unserem Integrale
ist dann eine stetige Funktion von z,, z,, z,. Hat diese Funktion in
irgendeinem Punkte einen nicht verschwindenden Wert, so kénnen
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wir diesen Punkt mit einer geschlossenen Fliche umgeben, inner-
halb welcher der Integrand iiberall dasselbe Vorzeichen hat. Da dies
in Widerspruch mit unserer Gleichung steht, so kénnen wir schlie-
Ben, daf} diese Gleichung unter den zugrunde gelegten Annahmen nur
dann erfiillt sein kann, wenn iiberall in der Fliissigkeit:

dp du; 0 u; Y
Pduiuai%_g'a?—_gxf‘i'Q”kﬁ; 1

du_ (0 _du) 10w

gnion ;- 21 42 2
ax;, 3:1':; 2 ax,- (“k == * " +'M3 ),

. so laBt sich diese Gleichung auch in der Form:

dg Ou; (au,- fJuk)
F‘Auf_ﬁﬁgﬁ—*ij*l“Qut R I
¢g=p+ tow’

schreiben. Im stationéren Falle, d. h. wenn die GréBen w; von ¢ un-
abhéngig sind, gehen diese Gleichungen in die folgenden iiber:

i) ad
Muﬂ-—g%=—exf+9u»a%, 11
dg . (Bu, N G'uk)
Hdufﬁa_x;—"QXiTQut B 072:? I
g=p+ touw’

Wir betrachten schlieBlich den Fall, wo ein Korper sich mit kon-
stanter Geschwindigkeit U in einer Fliissigkeit bewegt. Wir wenden
ein Bezugssystem an, das dem Korper in seiner Bewegung folgt und
das wir so orientieren, dal die 2,-Achse mit der Bewegungsrichtung
des Korpers parallel ist. Wenn #%; die in diesem Bezugssystem gemesse-
nen Geschwindigkeitskomponenten sind, so setzen wir: 4; =— U +u,,
Uy =1y, Ug=1g. Wir erhalten so im stationéiren Falle und auf ein
Koordinatensystem bezogen, das sich mit der Geschwindigkeit  lings
der z,-Achse bewegt:

ou;, 0p 0u, .
#Auf‘}'QUafml“—a-;j——Q-Xf‘]'Q“ka—ﬁ 11T
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d Uy i ‘u-;-)

d 0
yAu;—I—gU;u’——q——ng—i—gu,(ax P

d$ 3@
g=p+ tow’

I

Die Kontinuitatsbedingung hat in allen drei Fillen dieselbe Form:

Ou; _ duy 6u5+6u3
0x; Oz, dz, Oy

§ 2. Die verallgemeinerte Poissonsche Gleichung.

21. Zuriickfiihrung auf Poissonsche Gleichungen fur das
innere Problem.

Zur Vorbereitung unserer Behandlung des hydrodynamischen Pro-
blems werden wir in diesem Paragraphen eine mathematische Auf-
gabe betrachten, die eine weitgehende Ahnlichkeit mit einem wich-
tigen Spezialfalle des hydrodynamischen Problems besitzt, die aber
viel einfacher ist und die man aullerdem als ein klassisches mathe-
matisches Problem bezeichnen kann. Wir betrachten die verall-
gemeinerte Poissonsche Gleichung:

Au= X (2;, %y, z3) + | (mf; u, g_u), (1)
oy

wo wir unter f eine ganze rationale Funktion von » und den partiellen

Ableitungen il verstehen, von welcher wir iibrigens offenbar annehmen

0;

kénnen, dal sie kein von % und g-—::’ unabhingiges Glied besitzt. Wir
stellen uns hinsichtlich dieser Gleichung zwei Fragen. Eine lautet: wie
findet man eine Losung dieser Gleichung, die innerhalb einer gegebenen
geschlossenen Fliche F regulir ist und auf dieser Fliche vorgeschriebene
Werte annimmt ? Die andere lautet: wie findet man eine Losung dieser
Gleichung, die auBerhalb einer gegebenen, geschlossenen Fliche F re-
gulir ist, auf dieser Fliche vorgeschriebene Werte annimmt und in
unendlich fernen Punkten verschwindet?

. Wir betrachten zuerst das innere Problem. Es erweist sich als
zweckmélBig, in die partielle Differentialgleichung einen Parameter 7
einzufithren und sie folgendermafen zu schreiben:
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Au=X(@)+ 4z w 51 @)

Man kann, wenn man will, gleichzeitig den Parameter i in die Werte
einfithren, welche % auf der Grenzfliche F annehmen soll. Wir
schreiben vor, dafl auf F':

%=U® + AUD 4 o« - 0T ... (3)
sein soll, wo U®, UM ., . vorgeschriebene Funktionen sind. Wir ver-
suchen die so abgeénderte Aufgabe durch eine Reihe zu losen, welche
nach Potenzen von 1 fortschreitet:

w(zy; 2) = 4@+ lu® 4 . .. (4)
Zur Bestimmung der Funktionen u®, ¥ . . . erhalten wir die Glei-
chungen:
Au® = X (z;), Au® = f( ; u®, Q{%—)—)
— ()
ou’ du® dul ”)
(n) — f(n) 0 — s y®), ——: ... -, — 1
Au / (:c, u 9z’ B P u® 9,

wo die (lieder rechts durch Einsetzung der Reihe (4) in das rechte
Glied der Gleichung (2) und nachfolgender Entwicklung nach Po-
tenzen von i erhalten werden. Die zugehérigen Nebenbedingungen
sind: auf der Grenzfliche F:y™ = U® (n=10,1,2...). Offenbar
miissen wir bei der Losung des Systems (5) so verfahren, dafl wir
zuerst die erste Gleichung mit der Nebenbedingung «® = U® auf F
losen, dann die gefundene Funktion «® rechts in die zweite Glei-
chung einsetzen, diese Gleichung mit der Nebenbedingung #® = U
auf F auflésen und so fortfahren. Die partiellen Differentialgleichungen
und die Nebenbedingungen, zu welchen wir durch dieses Rekursions-
verfahren gefithrt werden, sind alle von demselben Typus. Die Diffe-
rentialgleichungen sind von der Poissonschen Art:

Au = X(zy), (6)
und die Nebenbedingung ist immer, dal die Funktion » auf der

Grenzfliche F vorgeschricbene Werte U annehmen soll. Mit diesem
Poissonschen Problem miissen wir uns zuerst beschaftigen.

22. Losung der Poissonschen Gleichungen vermittels der
Greenschen Funktion.

Wir erinnern zuniichst daran, wie man mittels der von Green ein-
gefithrten Methoden die Poissonsche Gleichung (6) auf die Laplace-
sche Gleichung:
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Au=0 )

zuriickfithren kann. Wenn V. (£ = 1, 2, 3) die Komponenten eines im
Bereiche B stetigen und in bezug auf ,, z,, z stetig differenzierbaren
Vektors sind, so ist, wie wir oben gesehen haben:

s do = f 2 VidS.
awk
B F

v sel jetzt eine in B stetige und zweimal stetig differenzierbare Funk-

: ; v
tion von z,, x,, 3. Wir setzen V; = u -~ und erhalten:

695;
f(udv—l—% a—ﬂ)dw =f~z,m,, @-d8=fu{lfds,
0wy 0 0z dn
B 7 7
. dv dv , ’ ;
wenn wir 7z -— = -— setzen. Wir erhalten in derselben Weise, wenn
dx, dn

u ebenfalls in B zweimal stetig differenzierbar ist:
Ou av) _f du
Bf(vdu-&— 3 O dw —F v%ds,

f(uAv-ﬁwAu)dw:f( g%—vg%)ds. (8)
B P

z® (j = 1, 2, 3) seien jetzt die Koordinaten eines Punktes P©® inner-
halb von F. Wir verstehen unter B(¢) den Bereich, der innerhalb von
F und auBerhalb einer Kugel mit dem Mittelpunkte in P® und dem
Radius ¢ liegt. Wir withlen ¢ von Anfang an so klein, dafl die in-
nere Grenzfliche ganz im Innern des Gebietes B liegt, und werden
bald & gegen Null konvergieren lassen. Wir nehmen an, daf » inner-
halb von 8 in der Form:

Also:

1
S T

dargestellt werden kann, wo r = J/(2; — 2,®)? die Entfernung zwischen
dem Aufpunkte z; und dem Punkte P® ist und wo w eine stetige
und zweimal stetig differenzierbare Funktion von z; ist, welche der
Differentialgleichung
Aw =0
geniigt. Wenn « eine Lésung der Poissonschen Gleichung (7) ist, so
haben wir dann in B(e):
du=X, 4dv=0.



16 § 2. Die verallgemeinerte Poissonsche Gleichung

Folglich:
Jwdv—vAwio = — [oXdo.

B(e) B
Wir wenden die Gleichung (8) auf die Funktionen % und » und den
Bereich B(e) an. Wir erhalten:

dv du dv du
f(’“d? —vd—n)dS +1_[(uh—vﬁ)ds - —vadw.

e B(e)
Wir haben auf der Kugel r = &:
dv 1  dw
dn~ & dn’
Ferner:
[as = 4ze2.
Folglich: "“
lim (ud—v — v’i—u) dS = 4mu(x;®)
s dn dn 4
und: -

u(z®) = —i vXdow + %f(vj—:—u%)d&
B F

Wir wollen iiber die Funktion » noch eine Annahme machen. Auf
der Fliche F soll v verschwinden. Dann folgt wegen w = U auf F':

u (2,0) = _I%E vXdw — I}z—fvz:ds. ©)
B F

Wenn die Poissonsche Gleichung (6) mit der Nebenbedingung v = U
auf F eine Losung besitzt, welche in B zweimal stetig differenzierbar
ist, so wird sie durch das rechte Glied von (9) dargestellt. Umgekehrt
geniigt die durch (9) definierte Funktion u, wenn X stetig differen-
zierbar ist, im Innern von F stets der Gleichung 4% = X und nimmt,
wenn F stetige Tangentenebenen und stetige Kriimmungen besitzt
und U stetig ist, auf F den Wert U an. In diesem Sinne kann man
sagen, dal durch diese Gleichung das Poissonsche Problem auf eine
spezielle Randwertaufgabe bei der Laplaceschen Gleichung zuriick-
gefithrt worden ist, auf die Aufgabe, eine in B regulire, d. h. stetige
und zweimal stetig differenzierbare Losung w der Laplaceschen Gleichung
zu bestimmen, die an der Grenzfliche F die Werte — 1/r annimmt,
Man sieht, dafl die hiermit gewonnene Reduktion des Poissonschen
Problems ganz und gar auf den Eigenschaften der Funktion 1/r be-
ruht. Dies ist ein Grund, warum man diese Funktion als die Grund-
losung der Laplaceschen Gleichung bezeichnet. Die oben definierte
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Funktion » nennt man die (erste) Greensche Funktion der La-
placeschen Gleichung.

Wie bestimmt man die Funktion w? — In einigen Fillen, wie bei
einer Kugel, kann man mit einfachen Mitteln diese Funktion her-
stellen. Im allgemeinen ist aber die Bestimmung von w ebenso kom-
pliziert wie das Problem, eine in B regulire Lisung, v, der Laplace-
schen Differentialgleichung zu bestimmen, welche auf F' beliebig vor-
geschriebene Werte annimmt. Um » allgemein zu bestimmen, machen
wir unter Benutzung der Grundlésung den Ansatz:

1 d 1
‘U(P(o)): 23[0(;’)‘% ?'dSp.
ry

P©® ist hier ein beliebiger Punkt innerhalb von F, P ein Punkt auf
F. r ist die Entfernung P—P©, S hat die Bedeutung n; i (a
dnp 0z

die Koordinaten von P, z;? die Koordinaten von P®). ¢ ist eine
Funktion, deren Werte auf F aus der Bedingung v = V auf F zu be-
stimmen sind. Diese Bedingung fithrt, wenn man P© auf F riicken
1aft, nach einem bekannten Satze der Potentialtheorie auf die Inte-
gralgleichung vom Fredholmschen Typus*'

o(P) + 5 f (P)— -

Die Auflésung dieser Integralglelchung gibt uns ¢ und damit v.

23. Anwendung auf die verallgemeinerte Poissonsche
Gleichung.

Wir nehmen an, dal es uns gelungen ist, die Funktionen u® zu
bestimmen. Wir konnen jetzt die Reihe Xu®j]» bilden. Wir begegnen
0

hier der Frage, ob diese Reihe konvergiert. Wir werden nicht auf diese
Frage eingehen, sondern erwiihnen nur, dal man unter sehr allgemeinen
Voraussetzungen beweisen kann, daB die Reihe konvergiert, wenn ||
unterhalb einer gewissen Grenze liegt. Die Reihe definiert dann in der
Umgebung von 2=0 eine Funktion w(z;; 1), die in 1 analytisch ist.
Wir konnen unter denselben Voraussetzungen beweisen, da wu(z;; A)
innerhalb von F partielle Ableitungen der zwei ersten Ordnungen in
bezug auf z,, z,, #; besitzt und der partiellen Differentialgleichung:

* Man vergleiche hierzu etwa Courant-Hilbert, Methoden der mathematischen
Physik I, Kap. ITI.

2 Oseen, Hydrodynamik
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Ju
Au=X—i~I{f(:c,, U, t'i:cf)

geniigt. Liegt der Punkt =1 im Konvergenzbereiche der Reihe, so kon-
nen wir in derselben 1= 1 setzen und erhalten dadurch eine Losung un-
seres Problems. Es ist aber wohl zu bemerken, daf} es keineswegs sicher
Ist, dal nur diese Losung existiert. Man kann in der komplexen i-Ebene
iings verschiedener Wege vom Punkte 1 =0 zum Punkte 1 =1 kom-
men. Wenn die Funktion w(z;; 1) eine vieldeutige Funktion von 1 ist,
80 kann man auf diese Weise mehrere Werte dieser Funktion im Punkte
A=1 erhalten. Wir haben erst dann unser Problem vollstindig gelost,
wenn wir das Verhalten der Funktion u(z;; 2) in der ganzen komplexen
A-Ebene kennen. — Wenn der Punkt 4 = 1 auflerhalb des Konver-
genzkreises unserer Reihe liegt, so liegt er doch oft im Existenz-
bereiche der Funktion % (z;; ). Man kann dann den Wert (oder die
Werte) dieser Funktion im Punkte 2=1 aus der Potenzreihe durch
analytische Fortsetzung erhalten oder auch durch eine der Polynom-
reihen, durch welche man, nach dem Vorgange von Mittag-Leffler, die
analytische Fortsetzung ersetzen kann.

2 4. Das iiuBere Problem. Eine charakteristische
Schwierigkeit.

Wir wenden uns zum zweiten Problem, das wir bei der verall-
gemeinerten Poissonschen Gleichung zu betrachten haben, dem &uferen
Probleme. Es liegt nahe, die Losung in derselben Weise wie fiir das
innere Problem zu versuchen. Wir fithren wieder sowohl in die Diffe-
rentialgleichung wie in die Randwerte einen Parameter 1 ein und
erhalten wieder ein System von Poissonschen Gleichungen., Was neu
hinzugekommen ist, ist nur, daB wir jetzt von den Lésungen dieser
Gleichungen nicht nur verlangen miissen, dafl sie auflerhalb von F
regulir sind und auf F vorgeschriebene Werte annehmen, sondern
auch, daB sie im unendlich Fernen verschwinden. Dafl mit dieser Be-
dingung etwas wesentlich Neues hinzugekommen ist, das wird, wie
ich glaube, am einfachsten und besten aus der Behandlung eines
speziellen Beispieles hervorgehen.

Wir stellen uns die Aufgabe, eine Lésung der partiellen Differen-
tialgleichung: du

Au=2i5- (10).

zu bestimmen, welche auBerhalb von der Kugel R? = #,® = a? regulir
ist, im unendlich Fernen verschwindet und auf der Kugel den Wert:
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g g

annimmt. Wir versuchen unser Problem durch eine Potenzreihe:
u(z;, 1) =Zu("3}." zu losen. Wir erhalten zur Bestimmung der Funk-

n
tionen «®™ die Differentialgleichungen:

(] (n—1)
AMW=0,AMU:2@L3”. Auw = 9%
Oy

7 g s

day

Die Grenzbedingungen sind: im unendlich Fernen: u®™ = 0,
n=0,1, 2...; auf der Kugel R=a: u®=1, u® =g,

DY

u™ = %— -+« Wir erhalten sofort: u©® = a/R. Zur Bestimmung von

u® dient die Differentialgleichung:

2awy

Au® = — %

mit den Nebenbedingungen: fiir B = a : ¥ = z,; im unendlich Fer-
nen: @) = 0. Man kann nun leicht unendlich viele auBerhalb von
R = a regulire Losungen dieser Differentialgleichung finden, welche
auf der Kugel R = a den Wert #, annehmen. Eine solche Lésung ist,
wie wir auch die Konstanten 4, B ... wihlen:

ar a adx

7 A= R) )

Aber fiir kein Wertsystem 4, B ... verschwindet dieser Ausdruck im
unendlich Fernen, und eine nihere Untersuchung zeigt, daf es keine
Funktion gibt, welche alle unsere Bedingungen fiir u®) erfiillt. Wir
miissen hieraus schlieffen, daB die oben dargelegte Methode zur Losung
einer partiellen Differentialgleichung in dem hier betrachteten Falle
nicht anwendbar ist.

25. Auflosung der Schwierigkeit.

Es ist nicht schwer, den inneren Grund der oben hervorgehobenen
Schwierigkeit zu finden. Wir kénnen leicht diejenige Lésung der
Gleichung (10) bilden, welche den vorgeschriebenen Grenzbedingungen
gentigt. Wir setzen zu diesem Zweck:

uw= geaf(R)-

2%
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Zur Bestimmung der Funktion f erhalten wir aus (10):

d 2
a1

Diese Differentialgleichung hat zwei partikulire Integrale: ex*#. Fiir
uns kommt nur diejenige Losung der Differentialgleichung in Betracht,
die im unendlich Fernen verschwindet. Wir bezeichnen mit 1’ die-
jenige der beiden Zahlen + 1, deren reeller Teil positiv ist. Die Losung
unseres Problems ist dann:

a
U= L o 1B—a)tiz,,
R

Wenn der reelle Teil von 4 positiv ist, so erhalten wir hieraus:

_"Ci — a—z,) —
w=geien= e (Bt g+

Wenn dagegen der reelle Teil von 1 negativ ist, so erhalten wir:
L TP . VS PRA R
U 7 € & +a 2 +1 7 A+

Wir sehen, da man in beiden Fiillen » in eine nach steigenden Po-
tenzen von A fortschreitende Reihe entwickeln kann. Wir sehen aber,
daB die Koeffizienten u(™ dieser Reihen, wenn n =1 ist, im unend-
lich Fernen nicht verschwinden. Wir sehen schlieflich, daB diese
Koeffizienten in den beiden Fillen verschiedene Werte haben. Die
letzte Tatsache ist die wichtigste. Sie zeigt sofort, dall es keine Po-
tenzreihe in 1 gibt, die in ihrem ganzen Konvergenzbereiche unsere
Losung darstellt. Es ist also nicht méglich, diese Losung durch eine
nach steigenden Potenzen von i fortschreitende Reihe darzustellen.
Der innere Grund der Schwierigkeit, auf welche wir gestoBen sind,
war der unrichtige Ansatz der Losung, von welchem wir ausgegan-
gen sind.

Wir werden im zweiten Teile, Kap. 3, zu einem Problem gefiihrt
werden, das in mathematischer Hinsicht dieselbe Natur wie das
zuletzt behandelte hat, Wir werden dort sehen, dall solche Fragen
wie diejenigen, mit welchen wir uns in diesem Paragraphen beschii-
tigt haben, nicht nur ein mathematisches Interesse besitzen, sondern
daB die Losung der hydrodynamischen Paradoxien auf der richtigen
Beantwortung solcher Fragen beruht.
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§ 3. Die Grundlosungen der hydrodynamischen
Differentialgleichungen von Stokes.

31. Die Stokesschen Gleichungen.

Wenn wir die oben dargelegte Methode zur Lisung der verall-
gemeinerten Poissonschen Gleichung auf das hydrodynamische Pro-
blem anwenden wollen, haben wir zuerst die Grundldsungen der
linearen, homogenen Systeme von partiellen Differentialgleichungen
aufzusuchen, die man aus den verschiedenen Systemen von hydro-
dynamischen Differentialgleichungen erhilt. Diese Losungen haben
fiir jene linearen Gleichungen dieselbe Bedeutung wie die Funktion
1/r fiir die Laplacesche Gleichung. Wir behandeln zuerst den einfach-

sten Fall, den stationiiren. Wir kehren also zu den Systemen II* und

IT* in § 1 zuriick. Durch Vernachlissigung der in w;, %—’ quadrati-
k

schen Glieder und durch die Annahme X;= 0 erhalten wir aus diesen

beiden Systemen dieselben linearen, homogenen Systeme von par-
tiellen Differentialgleichungen:

0}? d U

udu;— Pa, =0, Ty

Wir nennen diese Gleichungen die Stokesschen, weil Stokes eine

Methode zur Herleitung der Differentialgleichungen der Hydrodyna-

mik angegeben hat, und weil er eine wichtige Anwendung der ver-

einfachten Form (1) derselben gemacht hat.

0. (1)

32. Verallgemeinerung der Greenschen Formel.

Wir nehmen an, daB in einem Bereiche B des 2, #,, #5-Raumes
zwei Systeme von Losungen des Systemes (1), u;, p und v;, 7, existieren.
Wir nehmen an, dal u;, v; in B eindeutig, stetig und zweimal stetig
differenzierbar sind, ferner daB p und § eindeutig, stetig und einmal
stetig differenzierbar sind. Wir haben dann in B:

Bp i (}ﬁ_ a'&f,'_ an .
}LA"H’—%—O, ‘EJA‘U,—"(*)“Q-;—O, a—l’q‘—'a—%fo,

7
f v,(yduj—g—:;)—uf(yﬁvf—%z) Idw =0
B

und, wenn wir mit # die Grenzfliche von B und mit n; die Kom-
ponenten einer nach aullfen gezogenen Normale von der Linge 1 be-
zeichnen:

also:
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f vj (#d—“j = P”a‘) — Y (H@ o 15”1)

) ” n

Unsere Aufgabe ist, solche Lésungen v;, p des Systemes (1) zu, finden,
daB wir mit Hilfe von ihnen und der Gleichung (2) die Werte von
%y, Us, Uy In einem beliebigen Punkte #,° von B berechnen konnen, in
dhnlicher Weise wie wir mit Hilfe der Funktion 1/r den Wert einer
Losung der Laplaceschen Differentialgleichung in einem inneren Punkte
bei gegebenen Werten der Losung selbst und ihrer normalen Ableitung
an der Grenzfliche berechnen konnten. Wir brauchen offenbar drei
verschiedene Systeme von Losungen des Systemes (1), um die drei
Komponenten u,, u,, u; in den Randwerten ausdriicken zu konnen.
Klar ist ferner, dal wir dieses System von neun Funktionen v so
withlen konnen, daBl es nur von den beiden Punkten P = z;, @,, z,,
PO = /@ 7,® 2,0 abhingt, und da es dann eine Form haben
mufl, welche von dem speziellen Bezugssysteme, das wir unserer
Untersuchung zugrunde gelegt haben, vollstiindig unabhiingig ist.
Wir haben wieder mit einem Tensor zu tun und wollen deshalb hier
einige Bemerkungen iiber Tensoren einschalten.

s = 0. @)

33. Grundeigenschaften der Tensoren.

Wenn ein bestimmtes, rechtwinkliges Bezugssystem z gegeben
ist, kann man drei beliebige Gréfen v,, v,, v, stets als Komponenten
eines Vektors in diesem Bezugssysteme auffassen. Geht man durch
eine Transformation:

& = a; + Lz (3)
WO: 2 2 2
hi=lp=ly=1, lly(k+l)=0, (4)
zu einem neuen rechtwinkligen Bezugssysteme iiber, so werden die
Komponenten des soeben betrachteten Vektors im neuen Systeme v,/
aus den Formeln:

'Uj’ = l“‘vg (5)
erhalten. In entsprechender Weise kann man stets neun beliebige
GroBen ¢ (7, k = 1, 2, 3), als die Komponenten eines Tensors (vom
Range 2) in einem bestimmten Bezugssysteme auffassen. Geht man
dann durch eine Transformation (3), (4) zu einem neuen Bezugssysteme
iiber, so bekommt der Tensor in diesem Systeme die Komponenten:

tit’ = Limlenlmn * (6)
Wir nehmen jetzt an, dafl drei Funktionen v;(z, ), 2™, . .) gegeben
sind, welche von einem veriinderlichen Punkte P mit den Koordinaten
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Ty, Ts, z3 und aulerdem von festen Punkten P®, P ... mit den
Koordinaten #;®, ;... abhingen mogen. Wenn ein bestimmtes
Bezugssystem vorliegt, ordnen die Funktionen »; jedem Punkte P
einen bestimmten Vektor zu. Sie definieren mit anderen Worten ein
Vektorfeld. Gehen wir durch die Transformation (3), (4) zu einem
anderen Bezugssysteme iiber, so erhalten wir die Komponenten un-
seres Vektorfeldes im neuen Bezugssysteme durch die Formeln (5).
Es kann nun vorkommen, daf3:

’Uj’= ,-kv;, — ‘Uj(ﬂ'i’, .’.t('})', a@ 3w .) ) (7)

wo ;@ ;Y ., . aus #;®, 7;. .. in derselben Weise wie =’ aus z
erhalten werden und also:

=+ vy, Y=g+ ™, n=01... (8)

oder, wie wir wegen (4) diese Gleichungen auch schreiben konnen:
Ty = — Lo + Ly, 1™ = — Lyap + Lyz™.

Wenn die Beziehungen (7) fiir alle Werte von a; und alle mit der Be-
dingung (4) vertriglichen Werte von /;; bestehen, wenn also die
Komponenten des Vektorfeldes dieselben Funktionen der Koordinaten
bleiben, wie man auch das rechtwinklige Bezugssystem wihlt, so
sagen wir, dafl das Vektorfeld gegeniiber der kontinuierlichen Trans-
formationsgruppe (8) invariant ist. Wir sagen in derselben Weise,
dafB ein Tensorfeld ¢; (z, 2, 2. ..) gegeniiber der Transformations-
gruppe (8) invariant ist, wenn:

b’ = bimbintmn (T, @, g)...) = (', @, gy ), (9)
Aus den Beziehungen (9) folgt:

tﬁ’ = ﬂj;‘(ﬂ'}, Sf;(o), .. ') = tﬁ(LE’, :I:(o)', @y | )

Aus jedem gegeniiber den Transformationen (8) invarianten Tensor
vom zweiten Range konnen wir also eine skalare Grofle ¢;; ableiten,
welche dieselbe Funktion der Koordinaten bleibt, welches recht-
winklige Bezugssystem man auch benutzt.

Es ist leicht, Beispiele invarianter Vektorfelder zu bilden. @ () sei
eine beliebige Funktion der Entfernung r zwischen zwei Punkten
P = x,, z,, &g und P® = 2,®, 7,0, 2,©, Wir bilden die drei Funk-
tionen v; = g—f - Wir haben bei einer Transformation (8):

i

= (g — 4O = (af — )2 =7, alsor =1’

, 0D(r) Oz 0P 9D(r)

V=l — == —
d 26 d’.ﬂk 627_.;’ aIg ax,'

und:
= v;(z/, 2).
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Also: vf = v (z, 2@) = v; (2, 2),
wenn:

xj’ = G5 + th Lgy xj(o)' =a; -+ I,g xg(o) (10)

und wenn die /;; der Bedingung (4) geniigen.

Es ist ebenso leicht, Beispiele invarianter Tensorfelder zu bilden.
In einem bestimmten Bezugssystem definieren wir ein Tensorfeld durch
die Beziehungen: t,; = typ =33 = 4, tj;z = 0 (7 + k), wo 4 eine Kon-
stante ist. Die Transformation (6) ergibt fiir ein beliebiges, recht-
winkliges Bezugssystem:

' =ty =t =4, /(G +k)=0.
Folglich: ;
t;k' = ljmlh,.‘fmn =tk (-’L”).

Ein anderes invariantes Tensorfeld ist:

I 4]

= 9x; 02

Wir erhalten in der Tat bei der Transformation (10):
il T 02y 0z, 0*P  FD(r)
IS - _a:l:_f’ Oz 0xy 07y oz 0z

Aus diesem Vektorfelde erhalten wir eine skalare Grofe t/; = 4, D,
welche gegeniiber der Transformation (10) invariant ist. Aus dieser
Invariante kénnen wir ein neues invariantes Tensorfeld bilden, indem
wir setzen: ty; = tyy = tgg = A, P(r), tp(j + k) = 0. Bei der Trans-
formation (10) haben wir dann:

r= P PO — |5 — 5O,

= ti (@', zW).

by =ty =t35' = A, P(r) = A P(r'), tu'(G + k) =0,
also:
tji' — tjk (13', x((l).-)_

Eine Bemerkung iiber die in der Physik auftretenden Vektorfelder
und Tensorfelder moge endlich hier Platz finden. Man kann sie stets
in solcher Form darstellen, daB sie gegeniiber einer Transformations-
gruppe von der Form (8) invariant sind. Dies folgt unmittelbar dar-
aus, dafl man sie immer als Funktionen der realen Dinge darstellen kann,
welche einen Einflul auf die physikalischen Erscheinungen ausiiben.
Wenn wir auf alle diese Dinge Riicksicht genommen haben, kann das
benutzte Bezugssystem keinen Einflul auf die Form des Vektor- oder
‘Tensorfeldes haben. Wir sehen aber, daBl wir in der Transformations-
gruppe (8), gegeniiber welcher ein Feld invariant ist, ein MaB fiir die
Einfachheit des Feldes haben. Je geringer die Zahl der Punkte P™
ist, die wir zu beriicksichtigen haben, um so einfacher ist das Feld.
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8 4. Grundlésungen zur Bestimmung der
Geschwindigkeitskomponenten.

Wir kehren zu unserem Problem, die Grundlésungen der Stokesschen
Differentialgleichungen zu bestimmen, zuriick. Wie gesagt, wollen
wir diese Grundlésungen so wiihlen, daB die darin eingehenden Funk-
tionen » nur von zwei Punkten, P und P, abhingen, und ferner,
daB das System dieser neun Funktionen in ganz derselben Weise von
den Koordinaten abhiingt, wie man auch das rechtwinklige Bezugs-
system withlt. Es liegt nahe, anzunehmen, dal} diese neun Funktionen
die Komponenten eines gegeniiber der Transformation (10) invarianten
Tensors vom Range zwei sind. Wir betrachten, von dieser Uberlegung
geleitet, einen Tensor, der in einem beliebigen rechtwinkligen Bezugs-
system die folgenden Komponenten hat:

2 ?

g%g, P = (G —O2, r>0, (11)
0; ist hier und im folgenden die j k-Komponente eines Tensors, dessen
Diagonalkomponenten (j = k) den Wert 1 und dessen iibrige Kom-
ponenten den Wert 0 haben.

Die drei Funktionen ¢, f,,, 3, geniigen stets, d. h. wenn % den
Wert 1, 2 oder 3 hat, der Gleichung:

tir = (S“f AD(r) —

6!:,-;.
Ot _ o 12
Gt =0 (12)
Wenn wir vorschreiben, daBl @ der Gleichung:
0* d* 0* )*
A, A, D=0 (Aﬁ ax—lﬁ 0722+ dagt (13)
geniigen soll, und wenn wir:
]
—lom A, D=
setzen, so haben wir fiir alle zulissigen j- und k-Werte:
ap;.
Aptip——=—=0. (14)
‘u &%k d :C:';

Fiir jeden k-Wert (1, 2 oder 3) sind also die drei Funktionen ¢y, #,,,
t3; und p; eine Losung der Stokesschen Gleichungen. — Die Differential-
gleichung (13) kann, da @ nur von r abhiingt, nach der bekannten
Transformation von A in Polarkoordinaten, in der Form:

* Bei einer Funktion, die von mehreren Punkten abhingt, ist es zweckmiiBig
und zuweilen notwendig, durch einen Index auf den Punkt hinzuweisen, in bezug
auf welchen man die Operation A auszufithren hat.
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§ g ydrody g
d4 (r d)
drt
geschrieben werden. Ihre allgemeine Losung ist also: @ = ar? 4 br

=0

+ec+ g, wo a, b, ¢, d Konstanten sind. Wir setzen aus Griinden, die
bald deutlich werden, @(r) = ». Wir haben dann:

— %) (3 — )

A@—E Z,';,-—ai—k—]—'(

d 1 x—a, O
M __2‘u3xk r W~

Wir betrachten jetzt einen Bereich B des z; z, z;-Raumes. F sei
seine Grenzfliche. Wir nehmen an, daBl die Stokesschen Differential-
gleichungen eine in B regulire Losung haben. Wir bezeichnen mit
PO = 2,0, 2,0, 2,0 einen beliebigen Punkt im Innern von B. Wir
umgeben P® mit einer Kugel » = ¢ und wiihlen & so klein, daB diese
Kugel innerhalb von F liegt. B(e) sei der Teil von B, der auBerhalb
der Kugel r = ¢ fillt. Wir wenden Formel (2) auf das Gebiet B(e)
an und setzen dabei v; = tjs, p = p;. Die Grenzfliche besteht jetzt
aus zwel Teilen, aus # und der Kugel r = e. Wir haben, weil die
GroBen rt;; iiberall, auch im Punkte P®, stetig sind und weil die Ober-
fliche der Kugel r = & mit &* proportional ist:

lim t,;‘(p(;—?:—pm)d:g:(}.

ea()
Ferner:
) dtj 1 — 2O\ dS
lclino W (,u e *PM;) s = hm #f g + By (27 — ) =~ 2 = =
=g
Wir setzen: w = 4 ©® + rg, wo %@ = u; (P®)

und wo wir mit ¢ eine in der Umgebung von P© endliche Funktion
des Punktes P bezeichnen. Wir haben dann, weil

as 2 — &) (2 — @) dS 45
f‘._§_=4n, (zy i )2(k RJL)?‘T:T;aﬁ;
r=g r=g

. dt;‘k 0)
lim | By — Pemy dS = 8 p u(PO).
g—>0 n

Also: iR

1 du; dt;
u (PO®) = mﬂ%(ﬂ 3;5 — Pﬂ;) u (H» a:: — Pr ”r)! ds. (15)
F
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Wenn man zwolf Funktionen 7; und P; kennt, welche innerhalb
einer geschlossenen Fliche F in der Form Ty = fx + tji, Pr = pr + M
dargestellt werden kénnen, wo 7;, p; fiir jeden k-Wert (k= 1, 2 oder 3)
eine innerhalb von F regulire Losung der Stokesschen Gleichungen
ergeben, so kénnen wir, wie aus der Gewinnung von (15) unmittelbar
folgt, in den Gleichungen (15) ¢;z, p; durch T';, P; ersetzen. Wenn die
neun Funktionen T, alle verschwinden, wenn der Punkt P in die
Grenzfliche F hineinfillt, so erhalten wir:

Q!-k(P(D)) = — §"1£1: {“Hf (|U. —d% = PL' ’n’) dS. (16)
T F

35. Grundlosung zur Bestimmung des Druckes.

Die Gleichungen (15) driicken die GréSen w;(P®) durch andere
Grolen aus, welche sich auf die Grenzfliche F beziehen. Man kann
in dhnlicher Weise p(P®) durch jene Grofien ausdriicken. Wir wen-
den noch einmal die Formel (2) auf den Bereich B(e) an, setzen
aber jetzt: 01

=gy PO
welcher Ansatz ersichtlich dem System (1) geniigt. Wir fiihren dann

wieder den Grenziibergang ¢—0 aus. Wir haben, da auf der Kugel
r=c¢: 0= (50 —a;)/r:

: du; ou; ds
i o g — o) 25 =l [ 52 ovms —9) 5
Wir konnen in der Umgebung des Punktes P©:
du; (Bu )(0) _ =i
o o) TG Pe=prRY
setzen und erhalten wegen der Beziehung:
; s 4m .
'nfﬂk ;2- = -3— (53;;,.
r=g¢
. i du; 4:1: 0u;
{1310 _'v,- (,u T = gm;) dS = —47p® + —— (O_x:) = — 4 7p®,
weil ja: duy

= 0.
dz;
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Wir haben ferner:

; “dv . dsS
f‘fh,f:” o gl = Bl [ ® — )
Wir setzen: P
= @ + ( 3 :) (xr — 2:®) + g

und erhalten: f . 1d8_ % ( Gu,)(‘})
o L dn oz,

Die Formel (2) gibt a.lso.

P = (g (7)- b g —om) = muag Has | o

3 6. Zusammenfassung.
Die hydrodynamischen Integralgleichungen.
Wir wenden unsere Methoden und Ergebnisse auf die vollstéin-

digen hydrodynamischen Differentialgleichungen fiir den stationiiren
Fall, also auf die Gleichungen IT* und II® an. Wir erhalten aus II®:

dt
) = g [ (o G —om) s (0 o — pam) Jas +
+-——f(x e ) d I
8mu P ™ pto,
1 { d (1)( du; ) d 01
0)) = =AY [
p(ED) da) 0a;\r dn PN T Mgy, dzjr *a
e aw)il
+4:rrﬂ (X u’"dx,,. dz; r de

und in derselben Weise aus IIb:
1 du dt
e (PO) = e f [‘n (,“ Ef —61“:‘) — U (”d_:: —pm) ]dS =
F

-+ e f{X, Wm((?u, au’")l,;dw, 114
B

dor, Oz
o, 7 ) —am) - ““fdnax,(l)
du; aum)} '

|Xf‘“m(m— 75
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tjz und p; haben in diesen Formeln die Bedeutungen:

0%r 0 1

bjs= Bpedr — dx @E;, Pi=—2p dx,h*.r.

Die Gleichungen II¢ und II¢ sind fiir jede geschlossene Fliche F' giiltig,
welche eine stiickweise stetige Tangentenebene besitzt und welche
einen inneren Bereich B begrenzt, wo eine regulire Losung des
Systemes II* bzw. II® existiert. Aus II°bzw. II¢ folgt umgekehrt,
3 in bezug auf ,, ,, z, stetig differenzier-
bar sind, die Giiltigkeit von II* bzw. II® sowie der Kontinuitits-
bedingung. Der Inhalt dieser Integro-Differentialgleichungen ist also
unter den angegebenen Voraussetzungen sachlich derselbe wie der
Inhalt der Differentialgleichungen II* und II’ sowie der Kontinuitits-
bedingung.

Wenn die der Fliche F zugehorigen Funktionen T;; und P, be-
kannt sind, kann man offenbar in II° und I1¢¢; und p; mit 7,; und
Py vertauschen und dadurch diese Formeln vereinfachen.

Die Grundlésungen der Stokesschen Differentialgleichungen wur-
den im Jahre 1896 von H. A. Lorentz aufgestellt.

wenn die Groflen Xj, u;,

3 7. Das zweidimensionale Problem.

Wir schlieen diesen Paragraphen mit einigen Worten iiber die
zweidimensionalen Stokesschen Gleichungen ab. Die Differential-

gleichungen sind wieder:
9 _o 94_,

wAYG =55 = 0 Ty
i soll aber jetzt nur die Werte 1 und 2 annehmen. Wir setzen auch jetzt:
02D (r)
= (z;— %, (r=0), tj=0;4D(r)— 2,02

0
Pn=—ﬂﬁ;ﬂ¢(ﬂ-

@(r) soll aber jetzt die Funktion: %rzlog% sein. Wir haben:

T — xk(o)
,'-2

AB(r)=2logL —2, AAB(F)=0, py—2
g, Pe = 2p

1 3 z; — ;) (2 — 2,0
t_“;:é,'k (log?ffz) -} ( 7 7 )1‘(2 d * ).

Wir betrachten jetzt eine Losung der zweidimensionalen Stokesschen
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Gleichungen, die innerhalb einer geschlossenen Kurve K in der z,z,-
Ebene regulir ist. Wir verstehen unter z®),, 2®), die Koordinaten
eines beliebigen Punktes innerhalb von K. Wir legen um diesen Punkt
einen kleinen Kreis r = ¢ und bilden die Gleichung:

fl”‘(f“d ?’”'f) (#f;:—pm,)}dsfo

wo die Integration lings der Kurve K und des Kreises » = ¢ gefiihrt
werden soll und wobei die Normale am Rande des von diesen beiden
Kurven begrenzten Bereiches stets nach aufien gezogen wird. Wir
haben:

e—>0 e
" ; ( )
I_im u; (y %fé—p;,n,-) ds= hmng{uk + 2u;(x; —.:c,(")) }dfs =

= dapu, (PO).
Also:

1 du; dt;
uy (PO) = Qﬁf{&k (,u _d% — ?mf) — (#ﬁ — Pk“ﬁ)]ds (18)
K .

DaBl man diese Gleichung in derselben Weise wie die entsprechende
Formel (16) im dreidimensionalen Falle anwenden kann, ist unmittel-
bar klar.

§ 4. Die Grundlosungen der erweiterten Stokesschen
Gleichungen.

41. Verallgemeinerung der Greenschen Formel.

Wir wenden uns zu den Gleichungen ITI* und ITI® im ersten Para-
graphen. Das lineare, homogene System von Differentialgleichungen,
welches aus diesen Gleichungen erhalten wird, ist:

a“} op _
Ou,
dz; O @)

Wir nennen diese Gleichungen die erweiterten Stokesschen Gleichun-
gen. Sie unterscheiden sich von den Stokesschen Gleichungen durch
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ein Glied in den Gleichungen (1). Unsere Aufgabe ist, die Grund-
losungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen zu bestimmen.
DaB diese Aufgabe weniger einfach als diejenige ist, womit wir uns
im vorigen Paragraphen beschéftigt haben, ist schon daraus deutlich,
daB die Gleichungen (1) nicht mehr gegeniiber einer beliebigen Drehung
des Bezugsystemes invariant sind.

Wir bezeichnen mit v;,  eine Losung des ,,adjungierten‘ Systemes
der Gleichungen (1), (2):

dv; dp
#A'Ua‘—QUB?i*éTi':G, (3)
61},-
=0 (4)

Wir betrachten einen Bereich B, mit der Grenzfliche F, im z, z,z,-
Raume. Wir nehmen an, dal in B eine Losung u;, p des Systemes (1),
(2) und eine Loésung v;, p des Systemes (3), (4) beide regular sind.
Wir behandeln die Gleichungen (1) und (3) in der iiblichen Weise,
multiplizieren also (1) mit »; und (3) mit u;, ziehen dann (3) von (1)
ab und integrieren die so erhaltene Differenz iiber den Bereich B.
Partielle Integration ergibt, wegen (2) und (4):

du; dv; —
f[”f(#a';!—Pﬂi)_“f(ME%*P“ﬁ)"i‘QU“:‘”:‘%]ldS:O- (5)
F

4 2. Die Grundlosungen zur Bestimmung der Geschwindig-
keitskomponenten. Einfiihrung der Funktion 0.

Unsere Aufgabe ist jetzt solche Losungen v;, p des Systemes (3),
(4) zu finden, dafl wir aus (5) die Werte der GroBlen %; in einem be-
liebigen Punkt von B, durch Randwerte ausgedriickt, erhalten kénnen.
Wir betrachten zu diesem Zweck wieder einen Tensor:*

0*®
da;0x;
0 0D

P = _a—M(HACD—QUT%).
Wir schreiben vor, dall @ der partiellen Differentialgleichung:

6@)

geniigen soll. Wir haben dann fiir jeden k-Wert (k = 1, 2, 3):

tjk = (5’1 AD —
und einen Vektor:

* Man vergleiche hierzu die Entwicklungen 8. 22—24.
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%‘_??"_0 %70

"‘At"kﬁevaxl a-a:_,_ odzy

Von der Funktion @ miissen wir verlangen, dal sie iiberall mit Aus-
nahme eines Punktes P® mit den Koordinaten ;( stetig und be-
liebig oft stetig differenzierbar ist. Wir konnen ferner erwarten, da,
wenn der Aufpunkt P in der Umgebung von P© liegt, @ sich in éhn-
licher Weise wie die Funktion » verhalten wird, welche im Grenz-
falle U = 0 uns die Loésung unseres Problems gab. Um nun eine
Funktion mit diesen Eigenschaften zu bilden, gehen wir von der Tat-
sache aus, daf die Laplacesche Gleichung die Losung 1/r besitzt. Wir
sehen aus (6), dall wenn @ der Gleichung:
oD 2

geniigt, wo o = pU/2u ist, @ auch der Gleichung (6) geniigt. Im
Grenzfalle U = o = 0 besitzt die Gleichung (7) die Losung @ = r und
wir konnen erwarten, daB sie auch im allgemeinen Falle eine Losung
besitzen wird, welche sich in der Umgebung des singuliren Punktes P©®
in derselben Weise wie die Funktion r verhalten wird. Nun kénnen
wir aber die Gleichung (6) auch in der Form:

a
@ﬁaomJA¢:o ®)
schreiben. Die Gleichung:
46 —2622_0
oz,

besitzt die Losung:
e—0 r—a(z,0—z,)
D = . (9)
i

o’ ist hier diejenige der beiden GriBen 4- o, deren reeller Teil positiv
ist. Die Funktion (9) verhilt sich in der Umgebung des singuliren
Punktes wie 1/r. Wir schlieflen hieraus, dal wir die Losung unserer
Aufgabe auch in der Weise herstellen konnen, dall wir fiir & eine
geeignete Losung der Gleichung

Qe—0o r—a(z,(N—z,)

Ad = (10)

r
wihlen.
Wir werden durch die obigen Uberlegungen zu der Vermutung
gefiihrt, daB es eine Losung der Gleichung (6) gibt, welche iiberall
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mit Ausnahme vom Punkte P® regulir ist, sich dort wie die Funk-
tion » verhdlt und welche gleichzeitig den beiden Gleichungen (7) und
(10), folglich auch der Gleichung:

0d 1 —eor—o@®—a)

day ar
geniigt.
Es ist jetzt leicht, einen expliziten Ausdruck fiir die gesuchte
Funktion zu bilden. Wir setzen:

o
. r+ = (@ — ;) = s.
Wir haben dann:

‘s
1l —e

1t 1
D (z) = ?f = da = 7 0 (a's), (11)
b

wenn wir mit O (z) die Funktion

z
1 —e"
f da
s [4)
bezeichnen.

Die durch die Formel (11) definierte Funktion @ ist eine in jedem
endlichen Bereiche des z, 7, #;-Raumes endliche, eindeutige und stetige
Funktion des Punktes P mit den Koordinaten z;. Die Ableitungen
beliebiger Ordnung in bezug auf w,, z,, z; sind im ganzen Raume mit
Ausnahme des Anfangspunktes endlich, eindeutig und stetig. Wenn
P sich ins Unendliche entfernt, wiichst @ im allgemeinen ins Unend-
liche. Doch gibt es eine Ausnahme von dieser Regel. Wenn P sich
in einer Richtung entfernt, welche, wenn ¢’ = ¢ ist, mit der positiven
z;-Achse und, wenn ¢’ = — ¢ ist, mit der negativen z,-Achse parallel
ist, so nihert sich @ der Null. Die Ableitungen von @ gehen nach Null,
wenn P sich ins Unendliche entfernt. Wir haben:

ds o s (Os)g_ﬁ %—A _2
e \om v AT
Folglich:

oo >0 33)2_ 2 9 ( aq))_g o
“’_Ta?“”ﬁ?(a?, =T Hn\VE/ ~T "
A@_*Otggx445_20(29:33—::’:4_“2_(1_3—ﬂ’l)=£.

S u Omy dzy 7 r r

Wir sehen hieraus, da @ die Gleichung (6) erfiilll. Wir haben end-
lich, fiir kleine Werte von |o’s|:

8 Oseen, Hydrodynamik
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1
@: 3—2—0’32+ -..=r+%(xl(0)_.xl) S
1 1 (12)
g o'[r* + (2, — ;)% — = or (£, @ — z,) + +--

Wir sehen aus der Formel (12), daB die in diesem Paragraphen ein-
gefithrten Tensorkomponenten #;; in der Umgebung des Punktes P®

in der Form:
2 a*r
tik:éfkT‘—ax;aI; "
geschrieben werden kénnen, wo die nicht ausgeschriebenen Glieder
im Punkte P(® endliche Werte haben, withrend ihre ersten Ableitungen
in bezug auf z,, z,, z; in demselben Punkte hochstens wie 1/r unend-
lich werden. Fiir p; hat man im ganzen Raume den einfachen Ausdruck:

Pe=—2pr——=2p (13)

Wir kehren zur Formel (5) zuriick. Wir setzen in dieser Formel
v; = ik, p = pr und wenden sie auf den in derselben Weise wie oben
_definierten Bereich B(e) an. Wir filhren dann den Grenziibergang
e—0 aus und erhalten:

1 du; dt;
U, (P(‘J)) = 83:;1. f{ Lix (y —d—n’ — pn,—) — U, (.u d:f i Pkn;) +
¥
(14)
+ o Uujtjan, } as.

Hier ist:

0*D d D
— 8. - == — ATTEE
t”; (Sjkdgb (3:1:,:!39:;,.’ P C)I;, (‘-‘.\',AQD Q{ (?.]51)

B ) s J ST gy

G:'QE, o%= g2, o >0

2u
s=r+ — (5, —2z)
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4 3. Grundlisung fiir den Druck.

Um die entsprechende Formel fiir p abzuleiten, setzen wir in (5):

L N L
Uy PT T 0a
und wenden sie dann wieder auf den Bereich B(¢) an. Wir haben an

der Kugel r = ¢:

@ —2 n = # —5,® Un
sz_.{_?‘g‘__?f:.?.‘zi, p=poU 1 ,.31 =—0 -rzl,

folglich: =

olghe pn; + o Unyv; = 0.

Die Glieder:

pumy + e Ungu;v;
in der Formel (5) geben also, sofern es sich um die Kugel » = ¢ han-
delt, keinen Beitrag zum rechten Gliede. Wir kénnen deshalb den
Grenziibergang ganz in derselben Weise wie im vorigen Paragraphen
ausfithren und bekommen:

1 (10 (1 du; d 0 1
0 = — i e s gt
p(PO) 4:'3:1 Iax,- (?‘) ( dn p'n,) BY% Tn dz; r T

d 1 d 1
‘l‘equ(ﬂlé'Eifr' — 1y dﬂ_’,’.l )’ds

(15)

4 4. Zusammenfassung.
Die hydrodynamischen Integralgleichungen.

Mit Hilfe der gefundenen Grundlosung kann man die Differential-
gleichungen I1I* und ITI® nebst der zugehtrigen Kontinuititsbedingung
in Integrodifferentialgleichungen iiberfiilhren. Sie lauten:

dt
) )
+o Uyt ,knlidS—]- f( uma )tﬂ,dw,

1((a
p(P®) = {693 ( )( ) ;mjdn 6:5 = + IIIe

a1
+9qu(n‘6‘_wfr 563: )}dS—i—

&x—ug) - () |
+4n}[( um(')xm da’, dor

3e
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1 du dt;
u (P©®) = m L lt”. (,ud—?: o an) — Y (H d—: - Pk”’i) +
F

0 0ty
+ o Uuyt knlgdS—i— @ ”Xf um(a: 2 )}t,;dm,
B m

1 (|0 (1)( duy ) d 0 1
(1)) QEe— Y [en % - e S
g(P®) 47::_‘!‘ loz; \'r dn M) T Y gy ox; r T I

1

d 0 1
o0 (g g a8 +

e Iy _ %_%)li(i)
+4;13[[Xf “”‘(azm 0x; f@x,- r de

Die GroBen ¢, p; haben hier die Bedeutung:

a’'s
62@ 1 ; 1 1] —e¢
tszafkﬁé—m, Q=E,—0(GS)—?J‘ a—da,
a ]_ 92U2
= == ©) — —_ g2 = g2 = ’
gL + (ml Zy)s Pr 2p ~— P L g i o >0.

Die Glelchungen III° und ITI? sind erfiillt, wie man auch die ge-
schlossene Fliche F innerhalb des Regularititsbereiches einer Losung
des Systems III* bzw. ITI® wihlt. Aus III¢ baw. ITI4 folgt wiederum,
wenn X, u;, g—::
Giiltigkeit von ITI* bzw. ITI* sowie der Kontinuitiitsbedingung. III°
und III? sind sachlich mit III* und III* nebst der Kontinuitits-
bedingung gleichbedeutend.

Die Grundlosungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen wurden
vom Verfasser dieses Buches im Jahre 1910 gefunden.

in bezug auf x;, z,, z, stetig differenzierbar sind, die

4 5. Das zweidimensionale Problem.

Wir losen zum SchluBl das zweidimensionale Problem, das dem
oben behandelten dreidimensionalen Problem entspricht. Wir be-
stimmen also die Grundlésung des Systems (3), (4), wo j jetzt nur die
Werte 1', 2 annimmt. Wir miissen, um dieses Ziel zu erreichen, der
partiellen Diﬁerentialgleichung:

0*u | 0*u du
. 0,2 T D2 2033:1 =9 )

eine kurze Betrachtung widmen. Wir setzen:
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r=V(@ —5®P+ (1, —2,®)%,  u=eE—n{(r),
Zur Bestimmung der Funktion f(r) erhalten wir aus (16):
af  1df
it v dr
Diese Gleichung zeigt, dal f(r) eine Zylinderfunktion 0-ter Ordnung
mit der Verénderlichen ¢o7 ist. Fiir uns kommen nur solche Lo-
sungen in Betracht, die im unendlich Fernen verschwinden. Wir be-
zeichnen wieder mit ¢’ diejenige der beiden Gréflen - g, deren reeller
Teil positiv ist. Wir erhalten dann eine im Unendlichen verschwin-
dende Lésung der Gleichung (17) durch das Integral:

—a?f=0. (17)

f =o' reoshyp & .Gy — -‘_2’-’ Hy® (i0'r)*,

0
wo H,®, die sogenannte Hankelsche Funktion, von einem konstanten
Faktor abgesehen das einzige Integral der Differentialgleichung (17)
ist, das im Unendlichen verschwindet. Um nicht fortwiahrend mit
imaginéren GréBen rechnen zu miissen, benutzen wir fiir das Inte-
gral die Bezeichnung K (o’7). Wirlésen alsodie Differentialgleichung (15)

durch den Ansatz: u = e C—a K, (o).

Das Verhalten von K,(o’r) fiir kleine und fiir grole Werte von o'r
geht aus den bekannten Reihenentwicklungen bzw. asymptotischen
Entwicklungen fiir die Hankelschen Zylinderfunktionen hervor. Wir
haben fiir kleine Werte von o’r:

122 1202
K, (o r)—frﬂf@ﬂshypwdw“—logya r(1 +22TT+...)+°2: +ee (18)
v =1,7811 +..
Fiir grofe Werte von o’r haben wir:
—
PN b —a'r . ,_1._. _—
K, (o'7) “Vzo're (1 s+ ) (19)

Wir definieren jetzt einen Tensor ¢;; und einen Vektor p; durch
die Gleichungen:

o 0D 0P
lyy = 2Ky(0'r)ec@—=) — _aif;[’ = = 6272
0P 1
ta = g D = — (log 7 + Ky(o'r) e}, (20)

d 1
Pk:—2#6—$k1087'

* Man vergleiche hier und im Folgenden: Jahnke-Emde, Funktionentafeln.



38 § 5. Die Grundlésungen der Differentialgleichungen

Wir haben dann fiir 4, k =1, 2:

6t'k dPL at-k
b = s L SRR d SEE ik D,
'uA 1% QU a.’El d:c‘, 0’ 013 O (21)
Wir haben ferner fiir kleine Werte von ¢’r:
1 (zy —x, )2 yo'
tyy = IOg _'.;_ - __1_?-?1__7 —].Og *2* 4oy,
2, — 2,00 (z, — z,©®
big =ty = L : )7.2( . il T s (22)
L (@ — 5,0 7o
‘22:1‘3%?‘%%—1—1% 5 gy

Die Hauptglieder unserer GroBen ¢, p; in der Umgebung von r = 0
sind mit den Hauptgliedern der entsprechenden, ebenso benannten
GroBen des vorigen Paragraphen identisch. Wir konnen infolgedessen
das dort gefundene Ergebnis benutzen und erhalten sofort:

1 du;
u (P©) = 47:—‘14.[ {%‘k (ﬂ gi:i = Pnf) ==
K

dt,’k

(23)

Die GroBen f;; und p; haben hier die in (20) angegebenen Werte.

§ 5. Die Grundlésungen
der allgemeinen, linearen, homogenen
hydrodynamischen Differentialgleichungen.

51. Verallgemeinerung der Greenschen Formel.

Die vollstindigen hydrodynamischen Differentialgleichungen I* und
I geben zu demselben linearen homogenen System:

dp 0u; duy
A A P T T

AnlaB. Wir wollen die Grundlésungen dieses Systemes bestimmen.
Es sei v, p eine Losung des Systems:

0p 0v;
'udv?-—ag—i—o i

0 G=123) (1)

99

05 0 (2)

des sogenannten adjungierten Systems.



52. Ansatz fiir die Grundlésungen der Geschwindigkeitskomponenten 39

Aus (1) und (2) folgt:
ap
p(v; A uy — s A ;) — 1?16 Py 1 5 p Qat(”ivf)—o

Wir betrachten einen Bereich B(t) des x, 2,, 75-Raumes, in welchem
zwei Losungen w;, p; v;, p der Systeme (1) und (2) regulir sind. Wir
nehmen an, dafl die Begrenzung F (f) von B aus einer oder mehreren,
im allgemeinen bewegten Flichen besteht. Wir integrieren unsere zu-
letzt erhaltene Gleichung iiber B(f) und auBlerdem in bezug auf ¢ von
einer beliebigen Anfangszeit T bis ¢®. Wir erhalten, unter Benutzung
der Greenschen Identitit, wenn wir mit U, die Komponente der Ge-
schwindigkeit eines Punktes von F(¢) in Richtung der nach aulen
gezogenen Normalen im selben Punkte bezeichnen und wenn wir be-

achten, daf fa (ujv))dew = 3 fu,v;dw fU ujv;dS:

B() F@
FALL
d _
fdtf{ ( pn}) }(I"" d_f: — P”:)Il dS — gf(u,-v;),,,,dw -
T Fe By
‘(0!
+ QfdthnufodS + gf(ujv,-)i,dw ={.,, (3)
T F@® B(T)

52. Ansatz fiir die Grundlosungen der Geschwindigkeits-
komponenten.

Um drei Losungen der Gleichungen (2) zu finden, welche fiir », p
in (3) eingesetzt uns die Werte von u;(P®©, ¢©®), durch die Werte der
Funktionen #; und ihrer normalen Ableitungen sowie von p an der
Grenzfliche F (¢) ausgedriickt, geben konnen, lassen wir uns von den
im dritten Paragraphen mitgeteilten Betrachtungen leiten. Die ge-
suchten Losungen miissen von zwei Punkten P und P® und aufler-
dem von ¢ und ¢#® abhingen. Wir miissen sie so wiihlen konnen, daB§
sie, von den konstanten Groflen g und u abgesehen, nur von diesen
GroBen abhiingen. Sie miissen in ganz derselben Weise von den Ko-
ordinaten @, &,, «; abhéingen, wie man auch das rechtwinkelige Be-
zugsystem im @, #,, z;-Raume wiihlt. Wir geniigen diesen Bedin-
gungen, indem wir annehmen, dal} die neun GréBen v die Komponenten
eines gegeniiber der Transformation (10) im dritten Paragraphen in-
varianten Tensors vom Range 2 sind und daB die 3 Groflen p die
Komponenten eines bei derselben Transformation invarianten Vektors
sind. Wir haben im dritten Paragraphen gesehen, wie man invariante
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Tensoren und Vektoren bilden kann. Wir setzen in Ubereinstimmung
damit:

t,-k= _— 6,—kd (D(f, t, t(l))) - 7

P 9 0d
505’ "= om (”A¢+th) )

und schreiben vor, daf @ der Bedingung:

A(yd@+9%f)—0 (5)
geniigen soll.
Wir haben dann fiir 5, k =1, 2, 3:
apk at att
At; +o=2=0, =0 6
FAbs— 5 T oz, )

Die Gleichung (5) konnen wir, weil @ die GroBen z;, ;) nur in der
Kombination r enthilt, in der Form:

02 0% (r @)
( oz Te ac) g =0 (7)

schreiben. Diese partielle Differentialgleichung besitzt offenbar unend-
lich viele Losungen. Unter ihnen befindet sich auch diejenige, die wir
brauchen. Wir finden sie in der folgenden Weise. Die Gleichung

2f 0f

Hor: ﬂ’at 0

hat eine aus der Theorie der Wirmeleitungsgleichung wohlbekannte
Losung:

er?

e -l,u.(t"’ —1)
= T E(rt®—y).

Eine andere Losung derselben Differentialgleichung ist folglich:
d 0 e_miv—ﬁﬁ
—Er, 0 —f)= — ————
dr r ) dr o ¢

Wir kénnen also der Gleichung (7) durch den Ansatz

@ — %fE(a, (0 — t)da (8)
geniigen, ’
Aus (8) folgt sofort:
o) _
Ap—_ 2 E(r,t ?)

S t©—7 ©)
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Wir haben andererseits:

r r
a0 1 [a p,faz
s o (0) =—aad ) _ —
3 'rl.fat E(a,t t)da or, aazE'(o:,t t)yda
1 E('r t(")—t)

IO
Also: e
pAd + o 5-=0. (10)
Die Formeln (4) ergeben folglich:
o E(r,t®™—1) 2P B
=y, 2u  1O—¢ dzoz P (1)

Die Funktionen ¢;;, p; sind fiir ¢® —¢ > 0 endlich, stetig und be-
liebig oft stetig differenzierbar. Dagegen sind die Funktionen ¢;; fiir
t=1t©), r =0 singulir. Wenn wir in der Gleichung (3) v;=t;;, pr =0
setzen wollen und wenn, wie wir voraussetzen wollen, der Punkt P©®
im Innern des Bereiches B (1) liegt, so diirfen wir deshalb nicht die
Integration in bezug auf ¢ bis nach ¢ = ¢©® ausdehnen, sondern miissen
als obere Grenze fiir ¢: @ — ¢ anwenden, wo ¢ eine positive Grifle
ist. Wir schreiben die in dieser Weise aus (3) hervorgehende Glei-
chung in der Form:

Qif(uitfk)¢=ym_sdw = Qf(uftfk);= wa +

BEw—e) B(D
19— (12)

dt
-l-fdtﬂ ,k(p —pn;+ U, u,) W d”‘}ds.

Wir wollen in dleser Gleichung den Grenziibergang & — 0 ausfiihren.

63. Der Grenziibergang & -» 0 in der linken Seite von (12).

Wir benutzen den Ausdruck (11) fiir #;. Wenn wir diesen Aus-
druck links in (12) einfithren, bekommen wir:

92 dw 62@
- f wB(r, 10— 5— + Qf I 9% Md
B 0—e) Bw—e)

Wir formen das letzte Glied durch partielle Integration um. Wegen

der Kontinuitétsbedingung L 0 erhalten wir dabei kein neues

d &
Raumintegral, sondern nur ein Flichenintegral. Indem wir gleichzeitig
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in das erste Glied den Wert der Funktion Z einfiithren, erhalten wir:

] - or?
2 due
14 e 0P
& NT() PP B | . (_ ds.
2# Ur (35,, S) sl/' Wz = 0 Uj 1 6‘:6,-,.)!= g
B(t™—e) F(t©—e)

Bei dem Grenziibergange ¢ — 0 konvergiert die Funktion (von z,, z,, #,):
g
e dpe
8’/ 2
iiberall mit Ausnahme von der Umgebung des Punktes z,©®, 2,0, z,©
gleichmiBig gegen Null. Wir haben deshalb, wenn ¢ eine beliebig
kleine positive GroBe ist:

% _grr
i :;)_ o e ftne
]lr% 2”‘ Uy (xf, 1) — E) ‘e‘,r dwx =
&
B(w— )
- er:
2 dpe
o i ) TR L e
= 11_13. oy (25, ¢ €) 7 deo,.
: r<d
Wir setzen:
_er _er
2 dpse 2 dpe
[4 € 4 e
3 | 9@ 0 — &) ———dor = Sown(m®, 1) | ——g—do, +
red r<d
—ert
92 e 4dns
5% 2 { (a5, 0©) — &) — 24 (a,®, 2O} —.f'dwz- (14)
€
red
Wir haben: -
5]/1;
dpe
ert
e N
. e due . 4 2
lim | ———dw, = hm4n(—‘u) ale—"da =
=0 & » £—>0) Q
r<d

0

.}’ o 'f’

= 4?:(#-‘-) faze”“’da = (4:1”) :
o/ | 0

Der Grenzwert des ersten Gliedes von (14) ist also:

47 }‘;’r;l.gu‘_(x,.(o), z(ﬂ)) .
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Das zweite Glied desselben Ausdruckes ist dem absoluten Betrage
nach kleiner als:
47 Vo Max | w(ay, £) — w (2@, tO)].
sl
6 kann beliebig klein gewdhlt werden, e soll nach Null gehen. Wir
konnen iiber 6 und & so verfiigen, dall der letzte Ausdruck beliebig
klein wird. Es folgt, daB3 das zweite Glied in (13) den Grenzwert Null

haben muf. Wir haben also:
”°

0? e dpe =
gg— i (2, t‘“’—E)waz=4nl/n#9m($f(°’, t®). (15)
.B(tm’—l‘)
Wir haben andererseits nach (8):
T ew - s
1 fe %0 U
00y _ — = — _ fﬁd
D,_yo_, ""f . da > 9[«0 dg.

0
Folglich, wenn » > 0 ist

. oo 1 e
hm@,Eyo)_E: lL E&fe—ﬁ'dﬁ =— %'
=0 r Q 0 7 Q

In derselben Weise findet man, immer unter der Voraussetzung r > 0:

o) _ymo1
0Tl i—pw..e | o O3y 7

lim

e—>0 i
Die Konvergenz gegen den Grenzwert ist auf jeder Fliche, welche
nicht durch den Punkt P® geht, sondern von ihm eine endliche Ent-
fernung hat, gleichmifBig. Da diese Bedingung nach unserer Voraus-
setzung fiir die Grenzfliche F(t©®) gilt, so folgt:

m,,c =

—EQS.  (16)

< D —
e—+0 kt=1"—z
F(t—z) F(o)

Wir haben wegen (13), (15), (16):

limgf(uft“),= o fd(l) =45 Vr:"ﬁ[.l Q'u-k(xj(o), t(O)) -
e—+0 BEO—5)

()_
+ywofu,n,”‘ - . 7 (17)

F(e m:)

5 4. Der Grenziibergang ¢ — 0 in der rechten Seite von (12).

Das erste Glied rechts in (12) hiingt nicht von ¢ ab. Im zweiten
Gliede kommt ¢ nur in der oberen Grenze fiir ¢ vor. Wir wissen, dal}



44 § 5. Die Grundlésungen der Differentialgleichungen

fiir positive r-Werte ¢;; und ¥ bei ¢ — t® gegen endliche und stetige

Grenzwerte konvergieren. er konnen deshalb den Grenziibergang
einfach so machen, dall wir ¢©@ statt ¢ — ¢ als obere Grenze fiir ¢
einfithren.

Als Ergebnis unseres Grenziiberganges erhalten wir also die
Gleichung:

4V ppup (PO, (@) = gf(u,-tﬁ)¢=gwdw—
B(T)
t‘(“)

__fdgfl u?dtk ( %—pnjr}-gUﬂuj)}dS—!— (18)

2:;--—' Zk( )

+mp Qf('u;r"f): o——7z—d8.

F (1)

In der Formel (18) treten rechts die Raum- und Zeitflicheninte-
grale auf, welche wir nach (3) zu erwarten hatten. Aber auBerdem
tritt ein itber die Grenzfliche der Fliissigkeit im betrachteten Zeit-
momente ¢ zu erstreckendes Flichenintegral auf. Der innere Grund
dieses Gliedes ist die Unzusammendriickbarkeit der Fliissigkeit, welche
wir vorausgesetzt haben. Wegen dieser Unzusammendriickbarkeit ruft
eine Bewegung der Grenzfliche der Fliissigkeit momentan eine Be-
wegung der ganzen Fliissigkeit hervor. Diese momentan einsetzende
Bewegung ist stets eine Potentialbewegung.

DaB wir, um unser Ergebnis zu erhalten, einen Grenziibergang
auszufithren hatten, wird durch das letzte Glied der rechten Seite
von (18) erklarlich.

b 5. Erweiterung des gefundenen Ergebnisses.
Wir betrachten das System:

dp Ouy _ du;

50 0 gr teXi=0, Fi=0, (19)
das sich nur durch die Glieder p X; von (1) unterscheidet. Wir nehmen
an, daf} diese Glieder stetige Funktionen von z,, @,, z,, ¢ sind. Wir
erhalten statt Gleichung (12):
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Qf(uftfk)g= po —_gdw = Qf(uftfk)(=rdw =
B —g) B
S d d
U; ¢
+fdt f{‘u (M an Pt QUnuy’) — pYy -df}dS + 1 (20)
T )
o
+ Qfdt fthjkdw .
T B@®
Wir haben demnach den Grenzwert:
07 Be

zu berechnen. Zu diesem Zweck miissen wir das Verhalten der Funk-
tionen #;; in der Umgebung des Punktes P® und bei kleinen Werten
von ¢ — ¢ kennen. Wir haben nach (11):

o E(r,t®—1) @

= =i Ttz
Wir haben ferner:
PO _ 10D (5 —5®) @ —n®) (azqr» 1 g«p)
dz;0z,  Fr oOr 2 9 r or)’
oD 1 fiat] 2
S e i ©) bl 7 T ©) )1
= (D —E(r,t )}, 52 ?2{65 E(r,t t)}

e E(r,t™—1t)
T 2u 19—y
Aus diesen Gleichungen folgt:
(&= 5 — 0 B, 10—
o r? O

e |
b= B
. (@1

1 3 (x5 — ;) (zz — ;@ .
_ﬁ(a,-,,~ &= 32( T ))(45—E(r,t(0)-t)). -

Wir wenden die Formel (21) an, um eine obere Grenze fiir |Z;; |
zu berechnen. Wir haben:
z; — ) (2 — xk("_))

(
_lé 2

=1

Ferner: _
|@ —E (r,t® —t)| kleiner als die groBere der Zahlen @ und E (r, t©@ —¢).

Da nun sowohl:
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— T
e 4p(®—D

[ T N
E(r,t t) o

= %fE(a, 10— t)da
0

kleiner als (@ — ¢)—*% ist, so folgt:

D —E(r, 19 —1) | < —— L.
Ye® —¢
Wir haben endlich fiir > 0 : ze—* < e—! und also:
e REL_
0) __ 0 _
0 E(r1®—t) pe ¢ 303 4 . 2
u 1Ot B (O —t) T er2ftO—t " 2Oy
Aus diesen Ungleichungen folgt:
6
| < A (22)
Wir kehren zum Integral:
t'P—g
[* 3

zuriick. Aus (22) folgt, daB dieses Integral auch fiir ¢ =0 einen Sinn
hat und daB:

(o o

]ngfdt [Xitpdo = o[dt [Xjtpndo.

&8 B(@®) T B@

Die Gleichung (20) ergibt unter diesen Umstéinden:

oo

47:?::1:#9%&;,(1-"“) 1) = gf (witi),_ 2o + oj dth tirdo —

B(T) T B

t(ﬂ)

du; p
—-fdtflyuf e t,;(,t ;:: —pn; + gU,lu,-)}dS + | (23)

T F()

— ©
+Pﬂ#9f(uf”f)¢,;ln; Lraii ds.

F (‘(0))

B(t) ist in dieser Formel der von der Fliche F'(t) eingeschlossene
Bereich des z,x,z,-Raumes. #;; ist durch die Gleichung:
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et
2P 1 [ e =0
nd®+ o 02 - 12® ¢

definiert.

56. Grundlosung zur Bestimmung des Druckes.

Wir haben noch eine Formel fiir p(P®, ¢©® abzuleiten. Dies kann:
nun auf vielen verschiedenen Wegen geschehen. Wenn es erlaubt ist,
die Gleichungen (19) in bezug auf z,, z,, z; zu differenzieren, so er-

halt man aus ihnen:
0X;

AP—Q axr

Aus dieser Poissonschen Gleichung kann man mit Hilfe der Green-
schen Formeln einen Ausdruck fiir p(P®), t©) ableiten und dies ist
die einfachste Methode, um zu einem solchen Ausdruck zu gelangen.
Sie ist aber in unserem Falle wenig befriedigend. Einmal macht sie
iiber die Funktionen u;, p, X; Annahmen nétig, die frither nicht not-
wendig waren. Andererseits ist aus jenem Ausdruck nicht ersichtlich,.
daB er zusammen mit dem durch die Formel (23) gegebenen Werte
von ;. (P©®, ¢{®) den Differentialgleichungen (19) gentigt. Wir werden
aus diesen Griinden einen Weg einschlagen, der zwar ein wenig lang
ist, der aber ohne unnitige Annahmen zu eben dem Ausdruck fiir
p(P©, t©) fiihrt, der den Ausdriicken (23) entspricht. — Wir bezeich-
nen wieder mit u;, p eine Losung der Gleichungen (19) und mit v;, p
eine Losung der adjungierten Gleichungen (2). Wir erhalten aus (19),
und (2) in iiblicher Weise:

o

[l = o) 42 s

T F(@)

(24).

o

— gj(uj.v,)lmdm - Qf(u,w,)g‘dw - gfdth ividw = 0.

B T BE

Die Frage ist jetzt, wie wir die Losung v;, p des adjungierten Sy-
stems withlen sollen. In § 3 und § 4 haben wir, um unsere Formel
fiir p(P®) zu erhalten, den Umstand benutzt, daf die adjungierten
Gleichungen der hydrodynamischen Differentialgleichungen Losungen
besitzen, bei welchen v; die partielle Ableitung der Funktion 1/r in
bezug auf z; ist. Auch jetzt wollen wir eine Losung der adjungierten.
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Gleichungen (2) benutzen, bei welcher die GroBen v; mit den par-
tiellen Ableitungen von 1/r proportional sind. Wir setzen aber jetzt:

oV E(r, t9—1) 9 1

VST og

(25)
und kénnen dann:
o*r’ 0 E(r,t® —1)
2r dt 1O —¢

- (26)
setzen. Wir tragen diese Werte von v; und 7 in die Gleichung (24)
ein und wenden diese Formel auf den Bereich B(t, ') an, den man aus
B(t) durch Ausschliefung des Bereiches r < +* erhiilt. Wir setzen da-
bei voraus, daB der Punkt P©® im Innern des Bereiches B(t©®) liegt.
Wir setzen T' = t@ — ¢ und nehmen an, da} die ‘positiven Gréfen
und & so klein sind, daBl die Kugel r =#’ wihrend der Zeit

1O g < t < 1O

im Innern des Bereiches B(t) liegt. Wir schreiben die Gleichung,
welche wir unter diesen Voraussetzungen aus (24) erhalten, in der

Form:
:‘0?

duj dv;
fdt ]l*v, (gz T pn,) — u; (,u a— - pn,)l dS =

19 _p =

,(U\
- gf(u,vf)t(,,dw — Qf(u;v,-)z,,,ﬁsdw — Qfdt fX,-'vfdw —
B, ) B —e, ) ™ B, )
i @7

—fdt f{vj(p%i;f-—pn,--l—gffnu,) Ui ldS—
v —e ()

i
_"f:s_:elg-u,-n,-ds. | |

Wir wollen in dieser Gleichung zuerst den Grenziibergang r* — 0
und dann den Grenziibergang ¢ — 0 ausfiihren.

b57. Ausfiihrung des Grenziiberganges auf der linken Seite
von (27).

Wir haben bei der Ableitung der hydrodynamischen Differential-
gleichungen vom Anfang an angenommen, dafl die GréBen u; und
ihre Ableitungen erster Ordnung in bezug auf z,, z,, z, stetige Funk-
tionen von z,, &,, ¥3, ¢ sind. Wir haben unter dieser Voraussetzung:
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us (P, t) = u; (PO, t) + (g:‘) (e — 2 @) + 18 (r) g,

ot

(Gu,)

dﬂ:k
Hier ist ¢ irgendeine Funktlon von P und P©, von welcher wir nur
zu wissen brauchen, dal sie einen endlichen Wert hat, wenn P in der

Umgebung von P© liegt. 6(r) ist eine Funktion von 7, welche der
Bedingung:

(3] o0

Pro ¢

lim 6(r) = 0

r—0

geniigt. Wir haben ebenfalls, wenn p eine stetige Funktion der
GroBen x,, x,, 4, t ist:

p(P7 t) - P(Pm), 3) + 5(‘.’!’)99.
Wir fithren diese Ausdriicke in die linke Seite von (27) ein und er-

halten, weil: 3 o
Uy T

o (4254 pm)as —

r=r"
E(r, t® —¢) 0w,
=g 297 (1O — fllu’ (aw;)ynf :—— p (PO, t) n; + 0 (r) @ n,dS =
=— g P E(r 60 —) E(r, 1 —1)
= — 2mop (PO, t®) L +#8(r) g T
‘Wir haben:
[ (@ - o
. ' E(r', t© —¢) e 4pt®—0t) B
,1.,1?,10 10 __¢ dt '_,_l,lfi (t(") —t)% dt =

=1f.a-sff e

Wir schlieBen aus diesem Ergebnis, daB, wenn f(tfo)) eine stetige Funk-
tion von ¢ ist:

P

o=
lim im | £(t)- ”(;0)4“' ‘dc_z,/ Feo).

e=+0 =0
¢

4 Oseen, Hydrodynamik
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Wir schliefen ferner aus demselben Ergebnis:

o

; 3 (r)E (', t© —¢)
hmj 3 dt =

r—0
o _ e

Also:

Fad

lim tim [ [0 (,u. Uy pry) dS = — 4z Vg p(PO, 1),

=07 —0
19— r=1¢

Man findet durch dhnliche Rechnungen:

o

ot T dzfuj(ﬂfi;‘li_;—m,)d3= 0.
e=+0 f-»otm_ Y dn

Der Grenzwert der linken Seite von (27) ist also:

— 4dxfmpe p(PO, t©),

58. Ausfiihrung des Grenziiberganges in der rechten Seite
von (27).

Das erste Glied rechts in (27) hat den Wert Null. Im Bereiche
B (1©®, #') konvergieren in der Tat die Funktionen v; bei ¢ — ¢ gleich-
mifig gegen Null.

Wir betrachten sodann das zweite Glied rechts in (27). Durch
eine Kugel 7 = r zerlegen wir den Integrationsbereich B(t® — g, ')
in zwei Teile, indem wir voraussetzen, dal} " < 7 ist. In dem #uBeren
Teile konvergieren unsere Grofen» beim Grenziibergang r” — 0 gleich-
miBig gegen Null. Vom inneren Teile erhalten wir einen Beitrag,
dessen absoluter Betrag kleiner als:

39 y E(r,¢) Max |u| dw O E(,¢) Max |uy]

0<r<y 0<r<r
i=123 ,<_; 7=1,2,3

ist. Auch der von dem inneren Teile herriihrende Beitrag hat also
einen beim Grenziibergang ' — 0 verschwindenden Grenzwert. Wir
haben folglich:

=0 {={"—¢g
Bt —g, 1)

lim f(u,-v,-) o do=0
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und folglich:
lim lim [ (u0;) dw = 0.

g=01r=0 =t"—s
B@™ —e,r)

Wir betrachten sodann das dritte Glied rechts in (27). Auch hier
zerlegen wir den Integrationsbereich im z,,z;-Raume durch die
Kugel r = 7 in zwei Teile. Wir schreiben das dritte Glied in der Form:

P

e
1 re AnE"—p a1
—t | ot | Xy —d>—
79 | @ gy s O
10 _g B(4,7)
I-II]
— o—r’l
1 re =0 Jd 1
i =l X G
2 @ | o gy Frw
(@ —g B(t,r")—B(,T)

Auf den ersten Teil dieses Ausdrucks wenden wir das oben gewonnene
Resultat an, dal, wenn f(¢) eine stetige Funktion von ¢ ist:

!lﬂ)

gry

T rle 4u(®—D
im im | () oo O — oy dt =2 l/ (). (28)

=0 =0

1" —g

Wir erhalten so den Grenzwert:

— d 1
—olrpp fX, To T dw.
B, F)
Betreffs des zweiten Teiles sehen wir sofort, daB es dem absoluten
Betrage nach kleiner ist als:

P

er?

60%F M SN e
TO°T ax BT
e .:"‘-—-:S:_{c"’| ! L (5(0) _t)”'
08r<r A
§=1,2,8 bl

dt <12arpfaue Max |X;|

Wir lassen schlieflich 7 gegen Null abnehmen und erhalten:

iy

lim 1im—ejdzfX;-vfdw——9VWt’f( 10 1) day

T
£—0r—0 10—z B(t, ') B(t™) =

4%
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Den Grenzwert des vierten Gliedes rechts in (27) erhilt man
ohne Schwierigkeit mit Hilfe von (28). Er ist:

d d 1
—lzue F{m‘a% ( —pn+eU, “f) #“f%‘%T}dS
Das letzte Glied in (27), dessen Grenzwert wir zu berechnen haben, ist:
e
= 1 0 E(r,t® —y) as
~ [t [pums =~ e 9 o= ¢ f it
f L 3 F(‘) AL - (l)

Eine partielle Integration fiihrt diesen Ausdruck in den folgenden iiber:

[l

Lo e
o*r’ ds 1 r'e 4p("—0 g ds
’ﬂ'E(T” £) (ujni)‘=z;.»_cT + ?92f—(t(°’ — dt% uny g

F(®—¢) 10— F()
Die Grenziiberginge * — 0, ¢ - 0 ergeben wegen (28):
d as
e "ﬂﬂemf(”j”i)mcm T
F ()

Indem wir unsere Ergebnisse zusammenfassen, erhalten wir die ge-
suchte Formel fiir p (P©), ¢©®):

PO, 1) — ¢ f( ) d
( ) YA 16% (- w +

1010 1( dy ) d a1
+ﬁf|a—x,7(”a;—?’”f+9‘7ﬂ“f Y g oz, 7 1P| (29)
F(™)
as

d
—'1% mf(ufnf):=;m T.
F(to)

b 9. Zusammenfassung.
Die hydrodynamischen Integralgleichungen.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen und wenden sie gleich.
zeitig auf die vollstindigen hydrodynamischen Differentialgleichungen
an. Diese werden dadurch in Integrodifferentialgleichungen umge-
formt. Wir erhalten den Gleichungen I* entsprechend:
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4 Jrpo u (PO,1®) = Qf(uitjk)l= rdo +
B(n)

i o

-|— o fdtf(X, U aa ) t“; dﬂ) —fdtftpu, dt“:

B()
d — 1,0
‘—tfg (E_ —pny + (_)U Uf)} as +Vﬂ#gf(u;ﬂi); smait——j—- dS

F (™)

au) Jd 1
©) g0y — & i
BLESL ) 4;;!(‘(:;"’ Y% 05, 7 0
91 (du ) i 0 1)
Sy # g — P+ eUny #Wg‘;;ﬁj;’]ds_
F@)

o d ds
% i e -

P
Wir erhalten anderseits, I* entsprechend :

4 Vrpo u (PO, t®) = gf(u;tik),= rdw +

B(T)
‘Tw
du;  Dupy
T B@® m ;
j k du;
_fdtfl Uj— fﬁm( *_?"f—I-QU u;)}d.s'_[_
T F@®
— 1, (@)
+Wf(u1nr)t !'W:f x“ s,
F ()
0), $(0) — w10 1
g(P®,t®) Bf! w\Gae — 3ay 193, 7 52+
’ o
4:: {axf r ( 7_Qﬂf+QU “f) MU’EET iij—-
F(‘(ll)
o d s
475 dt(o) (ufﬂ")‘ o ?.
F’(‘(a:)
In diesen Formeln ist: r

oa?
P 1 | e e—d
b= — 8 A0+ 5o @:Tf_ﬁda.

0

53

Ic

Id
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Man zeigt ohne Schwierigkeit, da umgekehrt, wenn Xj, u;, ggl in
e

bezug auf z,, z,, z, stetig differenzierbar sind, I* bzw. I* aus I° bzw.
14 folgt.

510. Das zweidimensionale Problem.

Die Formeln (23) und (29) nebst den aus ihnen abgeleiteten For-
meln I¢ und I¢ enthalten fiir den dreidimensionalen Fall die Losung
der Aufgabe, welche wir uns in diesem Paragraphen gestellt hatten.
Es bleibt noch iibrig die Losung derselben Aufgabe fiir den zwei-
dimensionalen Fall anzugeben, den man z. B. durch die Annahme
ug = Xy = 0 erhilt. Die Methoden, die in diesem zweidimensionalen
Falle zum Ziele fithren, sind denjenigen, welche wir im dreidimen-
sionalen Falle angewandt haben, sehr @hnlich. Wir begniigen uns
deshalb damit, auBer den SchluBformeln die Hilfsfunktionen an-
zugeben, die man zu benutzen hat.

Die partiellen Differentialgleichungen, mit denen wir uns jetzt zu
beschiiftigen haben, sind:

ap au? a-u,- o .
‘uduf~ﬁwff 6t+ eX;=0, a—xj_o’ 1=12. (30)
Das adjungierte System ist:
6;0 0v; dv; :
Ao, — == + ’:0, —4=0. =1,2.
nav; axf 7
Wir befriedigen, fiiJ: k=1 oder 2, dieses System durch den Ansatz:
0?D (e 0 ( dd
o=t (0) = 0 40(e) — 50 pate) = — (o224 pao),

o2 o2
(a= aap + E)

WOo:

-]

I
D(e) Zfe 4™ —0 da ]cngl

r

und wo r die Entfernung zwischen den Punkten P und P©® ist. Die
so erhaltenen beiden Lisungen sind fiir ¢ < ¢© fiir alle Werte von z;
reguliir. Wir wenden diese Losungen in derselben Weise an, wie wir
oben die entsprechenden Lésungen des dreidimensionalen Problems
angewandt haben. Wir erhalten, wenn K(f) die Grenzkurve eines zwei-
dimensionalen Bereiches B(t) ist, in welchem eine Losung u;, p der
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Gleichungen (30) fiir 7' <t <t© regulér ist und wenn P©® (mit den
Koordinaten z;®) innerhalb von K(t®) liegt:

o

2o u (PO, t©) = Qf(u,t,-;,)‘: Ao+ p [-dthft,-;,dw _
B(D F 10)
‘(01 d 1
u.
—fdif H“; d ;k(ﬂd—,;“?m;‘+9Unﬂf)]ds+ &h
A (0)
x — 2, @
+ Qf(ufﬂ?')t=;<0’ k__r_ziﬁds ¥
E@™)
Hier ist: o
N 0o _f ~mE—50a I
tjk—(sﬂ;ﬂ@'"am, @— € :v—log?

r

Die Funktion @ ist, bis auf eine hier belanglose Konstante, mit
der Funktion: »
[

r 4p(™—g)

oa?

1—e -9 lfl —e " 1 ( or® )
uffd“ =2) o« %oy
identisch.

Um die entsprechende Formel fiir p (P, ¢{©®) zu finden, geht man
von der Tatsache aus, dafl das adjungierte System von (30) eine
Losung:

__e8f ___e#
pete 1R § d p2ee (=D

vj(E) = 4#“(0)4‘ t)2 ax logf 5(8) = mmo‘)—';—t)“z— ].Dgf

besitzt. Indem man diese Losung in wohlbekannter Weise anwendet,
findet man:

2p (PO, 10) = o [ (X))

B (gm»)

d d 1 d 1/ du
—}!{““{:‘u;'g;;a—wilog?—a—z’log?(}l?ﬁf—pﬂ’—keUnuf)}ds‘—‘ (32)

0 1
leog?dw—

="

a 1
— 0 Wf(ujnf)g — IOg ',r' ds-
K@)
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§ 6. Die hydrodynamischen Integralgleichungen.*

6 1. Die Aufgabe: Direkte Ableitung der hydrodynamischen
Integralgleichungen aus den grundlegenden mechanischen
Sitzen.

Als wir im ersten Paragraphen die Gesetze fiir die Bewegung
einer zihen Fliissigkeit mathematisch zu formulieren versuchten,
wurden wir zu den Gleichungen (2), (4), (5) gefithrt. Diese Gleichun-
gen stellen Beziehungen zwischen gewissen Integralen dar. Sie sind,
kurz ausgedriickt, Integralgleichungen. Fiir ihre Giiltigkeit ist hin-
reichend (aber nicht notwendig), dal »; und p stetige Funktionen von
Ty, Ty, ¥z und ¢ sind, daB die w; partielle Ableitungen erster Ordnung
in bezug auf die Variablen ; besitzen (Ableitungen, die selbst stetige
Funktionen von 2,, z,, 3 und ¢ sind), endlich da die GréBen X; ihren
absoluten Betrigen nach unterhalb einer endlichen Grenze liegen und
in dem Sinne integrabel sind, daB die aus ihnen gebildeten Raum-
Zeit-Integrale einen bestimmten Sinn haben. Aus den Gleichungen (2),
(4) und (5) leiteten wir partielle Differentialgleichungen fiir %; und
ab. Dabei mullten wir voraussetzen, dafl die GroBlen w; partielle Ab-
leitungen zweiter Ordnung in bezug auf die z-Variablen und erster
Ordnung in bezug auf ¢ besitzen und daB p partielle Ableitungen erster
Ordnung in bezug auf z,, z,, z3 besitzt, endlich, dal alle diese Ab-
leitungen sowie die Groflen X; stetige Funktionen von z,, z,, @, ¢
sind. Unter diesen Voraussetzungen erhielten wir die Grundgleichun-
gen I#, Ib, TI#, II°, ITI®, ITI® in § 1. Aus diesen Differentialgleichun-
gen haben wir in den Paragraphen 3, 4, 5 neue Gleichungen I¢, I? usw.
hergeleitet, welche die Werte von «; und p in einem beliebigen Raum-
Zeit-Punkte durch gewisse Integrale ausdriicken. Wenn diese Inte-
grale von u; und p unabhingig wiren, so hidtten wir hiermit die
Grundgleichungen gelost. Dies ist nicht der Fall. Was wir getan haben,
ist also nur, daB} wir die Gesetze fiir die Bewegung einer Fliissigkeit
in ein neues mathematisches Gewand gekleidet haben, das insofern
demjenigen #hnelt, in welchem jene Gesetze zuerst auftraten, als es
wieder die Form von Integralgleichungen hat. Wenn wir diese Inte-
gralgleichungen betrachten, so werden wir finden, daB, mit einer Aus-
nahme, in ihnen keine anderen Ableitungen der GréBen «; und p vor-
kommen als die partiellen Ableitungen erster Ordnung nach z;, «,, z3
von den GroBen w;. Die Ausnahme bildet die Formel fiir p(P©®, ¢©),

* Wegen der theoretischen Bedeutung dieser Untersuchungen vgl. 6s!
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in welcher rechts eine Ableitung eines Flichenintegrals in bezug auf ¢
vorkommt, welches »;(¢®) enthilt. Wenn man bedenkt, daff wir zur
Grenzfliche die wirkliche Begrenzung der Fliissigkeit wihlen konnen,
so sieht man indessen, daB die Existenz der Ableitungen du;/d¢® im
Innern der Fliissigkeit nicht vorausgesetzt zu werden braucht. Es ist
auch nicht notwendig, die Existenz anderer Ableitungen vorauszu-
setzen, um zu erreichen, dall die in unseren Formeln I¢, I usw. vor-
kommenden Integrale einen Sinn haben. Auch ist es von dem Gesichts-
punkte der Formeln I¢, I usw. aus gleichgiiltig, ob die Funktionen X;
stetig sind. Notwendig ist nur, daf sie integrierbar sind. Die hier her-
vorgehobenen Tatsachen deuten darauf hin, daf die Formeln I°, I? usw.
unter allgemeineren Voraussetzungen giiltig sind, als wir unseren bis
jetzt gegebenen Beweisen zugrunde gelegt haben. Wir werden in die-
sem Paragraphen zeigen, daB es sich tatsichlich so verhalt. Indem
wir uns, der Kiirze wegen, auf die Gleichungen I° und I? beschrinken,
werden wir zeigen, daB sie unter den allgemeineren Voraussetzungen
giiltig sind, die wir im Anfang dieses Paragraphen als fiir die Giiltig-
keit der Grundgleichungen (1,2)*, (1,4) und (1,5) hinreichend (nicht
notwendig) erwithnt haben. Es verhilt sich also so, dafl die Existenz
au, 6%:, ap
0t > dzi 0z’ a_z:,
(1,2), (1,4), (1, 5), noch fiir die Systeme I¢, I4 notwendig ist, sondern
daB wir sie nur des Beweises wegen voraussetzen muliten. Die par-
tiellen Differentialgleichungen I#, I*, welche Beziehungen zwischen
diesen nicht notwendigen Ableitungen enthalten, konnen nicht als
der sinngemifle Ausdruck der allgemeinen’Gesetze fiir die Bewegung
einer zihen Fliissigkeit aufgefaBt werden. Der sinngemife Ausdruck
sind statt dessen die Gleichungen (1,2), (1,4) und (1,5). Man kann
diese Gleichungen als die hydrodynamischen Integralgleichungen be-
zeichnen.

Wir haben zu zeigen, dafl, wenn u; und p den obenerwihnten Be-
dingungen betreffs Stetigkeit und Differenzierbarkeit geniigen und
wenn fiir jeden Teil der Fliissigkeit die Gleichungen (1,2), (1,4) und
also fiir jeden Teil des Raumes die Gleichung (1,5) gilt, diejenigen
Teile der Gleichungen I° und I? wahr sind, welche sich auf die
GroBen u; (PO, t©) beziehen. Wir haben ferner zu zeigen, dall, wenn
wir auBerdem annehmen, daB an der physikalischen Begrenzung der
Fliissigkeit die GroBen u; differenzierbare Funktionen von ¢ sind, dann,

der Ableitungen weder fiir die Grundgleichungen

* (1, 2) hat die Bedeutung: Formel 2 im Paragraphen 1.
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vorausgesetzt, dall wir zur Fliche F(¢) gerade die physikalische Be-
grenzung der Fliissigkeit wihlen, auch der Teil der Gleichungen I¢ und
I9 wahr ist, der sich auf p (P©, {®) bezieht.

6 2. Mathematische Formulierung der Aufgabe.

Wir bemerken zuerst, daBl wir, um diese Sitze zu beweisen, nur
zu zeigen haben, daBl aus (1,4) oder (1,5) folgt:

o . N )
Jae] o (e G — pns - e ns) — (72 — m) a5 —
T F@)
- gf(u?‘vf)lggtm dw -+ Qf(uj‘v”)‘= wa - (1)
B (™) B
: au,-
+ 0 dit Xj—uk-am dw=0,
L T0)) &

wo v, p eine beliebige in B(t), also innerhalb von F(¢), regulire Lo-
sung des adjungierten Systems:

ap 0 vy dv;
Ayl g o ], o
Y 7 e amj

d Tj

ist. Aus der Gleichung (1) (wo wir der Einfachheit wegen anfangs das
letzte Glied vernachlissigten) haben wir néimlich im vorigen Para-
graphen die Systeme I° und I9 abgeleitet. Wir haben bei dieser Ab-
leitung betont, daB wir von unseren damaligen Voraussetzungen be-
treffend die Funktionen u; bei der Berechnung von «;(P®©, %) nur die
Annahme benutzt haben, dal die u; stetige Funktionen von z,, z,, z,, ¢
sind, welche stetige Ableitungen erster Ordnung in bezug auf z,, z,, z,
besitzen. Bei der Berechnung von p(P©, t©) kommt die schon be-
sprochene Bedingung hinzu, dal:

0 (2)

d s
1w e’y
P
einen Sinn haben soll. Wenn man den Paragraphen (5) nachpriift,
wird man finden, daB auch betreffend 'p und X; keine andere An-
nahmen notwendig sind als diejenigen, welche wir hier oben gemacht
haben.

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Zeitintervall T' < ¢ < ¢© und
wiihlen einen Bereich B(t), von dessen Grenzfliche F(¢) wir unsere
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iiblichen Annahmen machen. Sie kénnen in der folgenden Form aus-
gedriickt werden: F () soll aus einer endlichen Zahl von Teilen be-
stehen, derart, dafl fiir jeden Teil die Koordinaten eines Punktes
desselben als stetige und einmal stetig differenzierbare Funktionen
von zwei Parametern s; und s, und von ¢ dargestellt werden konnen.
Wir nehmen an, dal} u,, u,, w; und p innerhalb von B(¢) und fiir
T <t <t® stetige Funktionen von z;, z,, z; und ¢ sind und dal
%y, Uy, %y in demselben Raum-Zeit-Bereich in bezug auf z,, z,, z,
stetig differenzierbar sind. Wir nehmen an, daf} fiir jeden Bereich B
innerhalb von B(t) und fiir jedes Zeitintervall zwischen den Grenzen
T und ¢® die Gleichungen (1,5) bestehen. Wir behaupten, daB dann
die Gleichung (1) giiltig ist, wie man auch die innerhalb von B(¢)
regulire Losung v,, v,, vg, p des adjungierten Systems (2) wihlt.

6 3. Ableitung einer grundlegenden Integralbeziehung.

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zunichst das Zeit-
Intervall = < ¢ < 7 + &¢t. Wir wihlen 6¢ so klein, daB} die Verinde-
rung der Lage der Fliche F(t) wihrend 6¢ sehr klein ist. Durch drei
Scharen von parallelen, dquidistanten, mit den Koordinatenebenen
parallelen Ebenen zerlegen wir dann den #,z,z,-Raum in parallele-
pipedische Teilgebiete. Ihre GroBe wird Az, 4z,4 z, sein, wenn Az;
die Entfernung zweier benachbarter, gegen die z;-Achse senkrechter
Ebenen ist. Wenn wir die Az; geniigend klein wihlen, so wird der Be-
reich B(t) durch jene Scharen von Ebenen in Teilgebiete zerlegt wer-
den, von denen die iiberwiegende Mehrzahl parallelepipedische Ge-
stalt haben, wiihrend eine kleinere Zahl von Teilbereichen, welche
laings der Grenzfliche F'(¢f) liegen, zum Teil von dieser Fliche be-
grenzt werden. Wir numerieren in irgendeiner Weise diese Teilbereiche
und bezeichnen mit B, den kten Bereich. F; sei die Grenzfliche von
B,. Jedem Bereich B, ordnen wir einen bestimmten Punkt P, zu.
Wie wir diesen Punkt innerhalb von B, wiihlen, ist ziemlich gleich-
giiltig, der Einfachheit wegen wollen wir ihn aber bei den parallele-
pipedischen Teilbereichen in den Mittelpunkt derselben verlegen.
Die Funktionen v; nehmen in P;, wenn ¢ = 7 ist, die Werte v;(P;, 7) an.

Wir wenden jetzt die Gleichungen (I, 5) auf das Zeitintervall
T=<t=7t+4 0t und auf den Bereich B; an. Wegen der Kleinheit
von 6t kénnen wir das Ergebnis in der Form:

gf(u, il gf(-u.,) do = géth,’dcu + azfr,,n,ds (3)
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schreiben, wenn wir zur Abkiirzung:

ad Uj 0u;
— e = Xy, —Paﬁ‘l‘!«!a—x: =T;
setzen. Wir multiplizieren die Gleichung (3) mit v;(P;, ) und sum-
mieren hinsichtlich j iiber die Werte 1, 2, 3, hinsichtlich k iiber alle
Teilgebiete von B(z). Wir erhalten:

0 D0 [u;(P,1+0t)0;(Pr,v)dr—e D@ [1y(P,7)vs(Pi)der=
By

By,

X;

. (4)
=pdt > @ | X/ (P,7)v;(Pr,t)dw+0t > ® | Tj(P,t)mu;(Py,7)dS.
20X/ 1 o ,

6 4. Ausfithrung des Grenziiberganges A4x;-0 (j=1,2,3)
in den drei ersten Gliedern der Gleichung (4).

Wir lassen jetzt Awz,, Aw,, Az, gegen Null konvergieren. Gleich-
zeitig wichst die Anzahl der Teilbereiche von B(t) iiber alle Grenzen.
Wir untersuchen, was die Gleichung (4) in der Grenze, bei verschwin-
denden Az, Ax,, 4z, gibt.

Das erste Glied kann in der Form:

gfu,(P, T + 6t)v; (P, T)dw +

B(7)

+ 0 @ [u;(P, 7 + 88){v; (Ps, 7) — vy (P, 1)} de )
By

geschrieben werden. Die v; sind stetige Funktionen von z,, z,, z,.
Wir konnen deshalb eine solche, von A z,, Az,, Az, abhingige Grofe &
bestimmen, daB, wenn P in B, liegt:

|2 (Pi, 7) — 2(P, 7)| <o,
withrend gleichzeitig:
lime = 0.

dz’- —0

=123
Die GroBen u; sind nach unseren Annahmen stetige Funktionen von
Zy, ¥y, ¥3. Es gibt also eine solche positive Groe M, daB in B(z),
T<t<i0:

Folglich:
' ijf:;,(P, T+ 88){v;(Py, 7) — (P, 7)) d o \ < 3eM [do.

B (1)

|u; (P, T + 6t) | < M.
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Das zweite Glied in (5) konvergiert also gleichzeitig mit den Auz;
gegen Null und wir haben

}im UQZ(k)fu;(P, T + 6t) v (P, 1)d o = gf(u,-),_l_d,(v,),dw.
zj— By

i=1,23 =
Die einfache Beweismethode, die wir hier angewandt haben, fiihrt
auch bei den folgenden Gliedern der Gleichung (4) zum Ziele. Um
nicht durch Wiederholungen zu ermiiden, geben wir fiir das zweite
und dritte Glied sofort das Ergebnis des Grenziiberganges 4z; — 0 an.
Wir haben ersichtlich:

lim QZ(k)fuf(P, )0 (P, T)dow = gf(ujvf)tdw,
By

4 2'1—)-0 B(x)

i=1,28

lim ¢ D'w [X{ (P, 1)v;(Py, )de> = ¢ [ (Xv)), do.
jd zj—0 By B(r)

= 1,2,8

6 5. Ausfiihrung des Grenziiberganges da; -0 (=1, 2, 3)
im letzten Gliede der Gleichung (4).

Dem letzten Gliede in (4) miissen wir dagegen eine nihere Unter-
suchung widmen. Wir betrachten die ebenen Grenzflichen, welche wir
im Innern von B(z) durch unsere drei Scharen von Ebenen erhalten
haben. Wir wollen, um einen bestimmten Fall zu haben, einen mit
der z,z;-Ebene parallelen Teil einer Grenzfliche F; betrachten. Dieses
ebene Flichenstiick ist die Grenze zwischen zwei Teilbereichen B;. Es
kommt also in der Summe, aus welcher das letzte Glied in (4) be-
steht, an zwei Stellen vor. Einmal grenzt es in der Richtung der posi-
tiven z,-Achse einen gewissen Bereich, etwa B;__,, ab. Man hat dann
ny = 1, ng=ng= 0. Andererseits ist es die Grenze in der Richtung
der negativen z,-Achse eines anderen Bereiches, etwa B,. Man hat in
diesem Falle n, = — 1, n, = ny= 0. Wenn wir mit &, &,, &; die Ko-
ordinaten des Mittelpunktes des hervorgehobenen Flichenstiickes be-
zeichnen, so erhalten wir also aus dem letzten Gliede in (4), diesem
Flichenstiick entsprechend:

Stida, & +idz,
8tfdmy  [doy Tpy{vy(Es— 1 Amy, &y, &) — vy (61 + 1 Ay, &3, &)

&, —3dz, 5 —44Azx,

Nach unseren Annahmen besitzen die Funktionen v; stetige Ableitun-
gen erster Ordnung in bezug auf z,, z,, ;. Wir haben demnach:
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v (& — A2y, &, &) — (6 + 4 A7y, &, &) =
§+idaz,

_ fa”i(‘l’l»gz,gs) da,

daz,
Wir erhalten also: b —tds

&t+idr,  Htidx, Et+hdm, '
—6tfda:1 fd:cz fTﬂ(El, Ty, Tg) EL:%;;S?’—EQ d z,.
—ddx;,  g—ddm,  E—Ldag !

Unter Vernachlissigung von Grofen, welche bei dem Grenziibergange
Az; - 0(j = 1, 2, 3) verschwinden, laBt sich dies auch in der Form:

3 ‘Df

ﬂd dw

_._azfr,l 2 4o — ot [T,

By —1 B

schreiben. Wenn wir bedenken, daBl jeder parallelepipedische Teil-

bereich zwei mit der », z,-Ebene parallele Grenzebenen besitzt und

daB die mit den z;x,- und z, z,-Ebenen parallelen Grenzebenen ihn-

liche Beitrige ergeben, soscheint aus unserem Resultat hervorzugehen,

daB wir bei dem Grenziibergange Az; — 0 aus den Teilen der Inte-

grationsflichen Fj, welche nicht Teile der &dulleren Grenzfliche F(7)
sind, einen Beitrag:

doj , f(_ 0v; au,av,)
wﬁth, do = 6:() p@wf+ I% B dow=

erhalten. Um zu beweisen, dafl dies tatsichlich der Fall ist, miissen
wir doch auch die besonderen Verhiltnisse in der Nihe der dulleren
Grenzfliche F(7) in Betracht ziehen. Wir behandeln die Integrale,
welche von den ebenen Grenzflichen der an F(r) grenzenden Teil-
gebiete herrithren, in derselben Weise wie wir aus den inneren Teil-
gebieten herrithrende Flichenintegrale behandelt haben. Wir stellen
also den von einem solchen ebenen Flichenstiick herriihrenden Bei-
trag als eine Summe von zwei Raumintegralen dar. Wenn das ebene
Flichenstiick an der einen Seite einen Teilbereich hat, der ganz im
Innern von B(r) liegt, so wird der Integrationsbereich eines dieser
Raumintegrale die Griofle: { Az, Az, Az, haben und also wie oben die
Hiélfte eines inneren Teilbereiches sein. Die Schwierigkeit, welche hier
auftritt, ist die, dal der Integrationsbereich des anderen Raum-
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integrals keine bestimmte Beziehung zu dem an F(7) grenzenden Teil-
bereiche haben wird. Von derselben Art ist die Schwierigkeit, zu
welcher ein ebenes Flachenstiick AnlaB gibt, welches die Grenze zwi-
schen zwei Teilbereichen ist, die beide an F(tr) grenzen. DaB nun
diese Schwierigkeiten jedoch keine wesentliche Bedeutung haben, geht
daraus hervor, dal der Rauminhalt einerseits aller an F(7) gren-
zenden Teilbereiche B, andererseits aller Integrationsbereiche, die
wir bei unserer Umformung aus den ebenen Grenzflichen derselben
Teilbereiche erhalten, bei verschwindenden Az; (j = 1,2, 3) gegen
Null konvergieren. Der oben angegebene Wert ist aus diesem Grunde
wirklich der Grenzwert der Beitrige, die wir im letzten Gliede von
(4) aus den ebenen Grenzflichen erhalten, die im Innern von F(z)
liegen.

Wir berechnen schlieBlich den Beitrag, den die Grenzfliche F(r)
ergibt. Er ist, wie man sofort findet:

6th,-;vfn,dS = 6tf( pn; + pmg ) v;dS.

F(r) F(z)

6 ¢* Das Ergebnis des Grenziiberganges da; - 0 (=1, 2, 3).

Das Ergebnis unserer Untersuchung ist also die Gleichung:

o[ @eros 09 do — o (). doo —
B(7) E(x)
u du; 0v;
:Qa;f(Xj_u,a )v,dw ;cét 6 ’d:d w + (6)
B(7)
Ou
+acf( pny + p )WIS
F(z)

6 7. Der Grenziibergang ¢ — 0,

Um weiter zu kommen, setzen wir in (6) ¢ = (@ — T)/N, wo N
eine ganze Zahl ist. Wir setzen dann nacheinander 7 = T, T + §¢,
T+26¢,... T+ (N —1)6tund addieren die so erhaltenen Gleichungen (6).
Wir lassen dann N ins Unendliche wachsen. Rechts kénnen wir sofort
den Grenziibergang ausfithren. Das Ergebnis ist eine Summe von drei
Raum-Zeit-Integralen. Links miissen wir eine Umformung machen,
um den Grenziibergang ausfithren zu kénnen. Wir schreiben die linke
Seite in der Form:



64 § 6. Die hydrodynamischen Integralgleichungen

o [ (o @080 — o [ (tyedor +

B (1™ —48¢) B(T)

+e Z‘"’ {f(u;)r+(n+1)a: (@)r4nscdw —f(ua‘vf)m w+nando}-
B(T4-ndt) BT+ (n41)820)
Die hier vorkommende Summe kann auch in der Form:
N—2
2 (n){f(u;i)i“+(n+])6t (@) r4nse — W) r+mtnsc do }—

B(T 1)d¢
0 (T+(n+1)d0) S

“Z‘"’f(us)r+(n+ 0ot (V)7 4nse de
0 B(T4 (n+41)8¢t) — B(T+ndt)
geschrieben werden. Die Funktionen »; besitzen nach unseren An-
nahmen stetige Ableitungen in bezug auf /. Wir haben deshalb mit
geniigender Genauigkeit:
0 v;

(05)r4nat — (V) 4(nt1)8e = — OF (at ) .
T+nde

Wir haben ferner, wenn wir mit U; die Komponenten der Geschwindigkeit
des Flichenelementes dS bezeichnen und wenn wir U;n; = U, setzen:

B tmt+non—Batnsg = 5‘fUndS-
F(T+ndt)

Wir haben folglich mit geniigender Genauigkeit:
f(uj)r+(n+1)a:(ﬂf)r+ﬂaz do = Mfﬂg'v; U,dS.
BT+ (n+1)81)—B(T+nd1) F(r4ndo)

Nach diesen Umformungen koénnen wir auch links den Grenziibergang

N - o ausfithren. Wir erhalten:
t(l)

f(u,v,),mdw gf(u, v)rdw — Qfdtfu, LV gw—
B () B(T) @)

:(0.
— gfdtfuf'v;UﬂdS =
T FE (1)

P Lo

- a‘”j) f 0u; vy
= Qfdtf(Xf—ut%; vidw—pu | dt 83: 3% dw -+
rooBE T

o

du
+fd f(—pn,—f—yma )v,ds

TOF@
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Nach unseren Annahmen geniigen die Funktionen v; den Differential-

gleichungen: o0, 0p

TR P ek S ra
Wir fithren in (7) den Wert von %% ein, den wir aus der ersten dieser

Gleichungen erhalten. Eine partielle Integration gibt uns dann, wenn

wir beachten, dal auch nach unsern jetzigen Voraussetzungen aus der

Kontinuititsgleichung (1, 2) die Beziehung %? = 0 folgt:
7

‘(m
du; d —
fdtfl'”i (# an —Pute Un”f) — U (#“d—:f— Pﬂf)] a8 —

& F(t)

o
—gf(u;vj),m dw -+ QJ‘(U@ ’U,')_fr dw -+ Qfdtf(x? —_ U %) 'v..,-dw =),
B BTy T OB@ .

Dies war die Gleichung, welche wir herleiten wollten. Unser Be-
weis ist damit zu Ende gefithrt. Wir haben gesehen, daBl man aus den
Integralgleichungen (1, 2), (1, 4) und (1, 5) direkt, ohne Vermittelung
der hydrodynamischen Differentialgleichungen I#, I und ohne die Exi-
stenz derzin diesen Differentialgleichungen vorkommenden Ableitungen
%, (%, gg vorauszusetzen, zu der Integralgleichung gelangen
kann, welche die Grundlage unserer Formeln I° und I? war. Umge-
kehrt kann man aus I°® bzw. I¢ riickwirts die Gleichung (6, 1) ableiten.

6 8. Die Bedeutung des gefundenen Ergebnisses.

Welche Bedeutung hat der Satz, den wir in diesem Paragraphen
bewiesen haben? Um diese Frage zu beantworten, erinnern wir daran,
daf} es eine unkorrekte Ausdrucksweise ist, wenn man von der Ge-
schwindigkeit einer Fliissigkeit in einem bestimmten Punkte oder von
der Kraft spricht, welche in einem bestimmten Punkte eine Fliissig-
keit angreift. Was man in der Hydrodynamik unter der Geschwindig-
keit einer Flissigkeit versteht, ist der Mittelwert der Geschwindig-
keiten der Molekel innerhalb eines Bereiches, der zwar klein sein soll,
aber doch viele Molekel enthalten mull. Ebenso verstehen wir unter
der Kraft in einem Punkte einer Fliissigkeit den Mittelwert der Krifte
auf die Molekel in einem Bereiche um den Punkt herum. Da also die
grundlegenden Begriffe der Hydrodynamik durch Mittelwerte definiert
sind, also durch Summen, welche wir wegen der groflen Anzahl der Mo-
lekel durch Integrale ausdriicken miissen, so ist verstindlich, dal die

5 Oseen, Hydrodynamik
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Grundgesetze der Hydrodynamik Beziehungen zwischen Integralen sein
miissen. Wenn wir diese urspriinglichen Integralgleichungen statt der,
unter speziellen und keineswegs notwendigen Annahmen, aus ihnen
abgeleiteten Differentialgleichungen zum Ausgangspunkt unserer Theo-
rie wihlen, so bedeutet dies, dall wir die Theorie die Form behalten
lassen, welche am besten dem Wesen der Erscheinungen angepaflt ist.
Man kann, wenn man so will, sagen, dal} dies ein Fortschritt in bezug
auf die Reinheit der Methode ist. — Dieser Fortschritt in bezug’auf
Reinheit ist gleichzeitig ein wesentlicher Fortschritt in bezug auf Ein-
fachheit. Die einzige Methode zur Berechnung der Bewegung einer
zihen Fliissigkeit, welche wir zur Zeit besitzen, ist die Methode der
sukzessiven Anniherungen. Wenn man bei der Anwendung dieser
Methode von den hydrodynamischen Differentialgleichungen ausgeht,
so mufl man bei jedem Schritt der Rechnung nachpriifen, ob die Ab-
leitungen, deren Existenz die hydrodynamischen Differentialgleichungen
voraussetzen, wirklich existieren. Es verhilt sich nun mit diesen Ab-
leitungen so, dafl man sehr leicht und unter sehr allgemeinen Voraus-
setzungen beweisen kann, daf die partiellen Ableitungen erster Ord-
nung von u,, 4y, % in bezug auf z,, z,, z,, deren Existenz ja auch
die Integralgleichungen voraussetzen, wirklich existieren und stetige
Funktionen von z,, 2,, 2, ¢ sind. Dagegen ist die Frage von den not-
wendigen Bedingungen fiir die Existenz der Ableitungen zweiter Ord-
nung derselben GréBen nach ¢ von sehr komplizierter Natur. Dieses
verwickelte Problem fillt weg, wenn wir bei unseren Berechnungen
von den Integralgleichungen anstatt von den Differentialgleichungen
ausgehen. Darin besteht die prinzipielle Vereinfachung, die in dieser
Weise gewonnen wird.

§ 7. Erste Anwendungen der hydrodynamischen
Integralgleichungen. Theorie der Singularitiiten
in der Bewegung einer den ganzen Raum
erfiillenden Fliissigkeit.

71. Das Problem. Definition des Begriffes ,,reguliire
Bewegung* fiir eine den ganzen Raum erfiillende Fliissigkeit.

Die einfachste Aufgabe, die wir uns betreffs der Bewegung einer
zihen Fliissigkeit stellen konnen, ist die folgende. Auf eine den gan-
zen Raum erfiillende Fliissigkeit wirkt ein bekanntes System von



71. Regulire Bewegung einer Flissigkeit 67

Kriften. In einem gewissen Momente, etwa ¢ = T, ist die Geschwindig-
keit iiberall bekannt. Sie geniigt der Kontinuititsbedingung. Man
soll die Bewegung fiir £ > T' berechnen.

Wir legen unserer Behandlung der erwéihnten Aufgabe die Annahme
zugrunde, dal der absolute Betrag der auf die Fliissigkeit pro Massen-
einheit wirkenden Kraft X; (j = 1, 2, 3), einer Bedingung von der Form:

VX2 =YX+ X2+ X2 <(1+5R)1+“ (1)
geniigt. R =}z? soll hier die Entfernung des betrachteten Punktes
von einem festen Punkte sein, den wir zum Anfangspunkte wiihlen
konnen. f ist eine Konstante mit der Dimension einer inversen Liinge.
a und K sind positive Konstanten, von denen a dimensionslos ist,
withrend K die Dimension einer Beschleunigung hat. — Wir nehmen
ferner an, dall die Geschwindigkeit (u;= u;*, 7 =1, 2, 3) der Fliissig-
keit im Momente ¢ = I' sowie der Druck (p = p*) bzw. die Funktion
¢ (= ¢*) Bedingungen von der Form:

e U
Vuf Vula = uz = ua e (1 T ﬁR)“ ,
du; BU —
9| <A FpRyFs G E=123) @
P

ip"|Q|<(T-}_-_ﬂIR)“

geniigen, wo U und P Konstanten gind, von denen U der Dimension
nach eine Geschwindigkeit, P ein Druck ist.

Wenn die Geschwindigkeit und der Druck einer Fliissigkeit Be-
dingungen von der Form (2) geniigen, werden wir im folgenden sagen,
daBl die Bewegung der Fliissigkeit regulir ist.

Wir haben angenommen, da} die Bewegung unserer Fliissigkeit im
Momente ¢ — T' regulir ist. Wir fragen, ob sie auch fiir ¢ > 7' regulir
bleibt und wie man sie unter dieser Voraussetzung berechnen kann.

Wir gehen im folgenden nicht auf alle Einzelheiten ein. Man findet
die hier nicht ausgefiihrten Integralabschitzungen, auf welchen die
Beweise der mitgeteilten Sitze beruhen, in den im Literaturverzeichnis
erwihnten Abhandlungen.*

* Wir verweisen an dieser Stelle besonders auf die letzte dieser Abhandlungen:
Sur la représentation analytique usw.

he
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7 2. Integralgleichungen zur Berechnung der reguliren
Bewegung einer ziihen Fliissigkeit.

Fiir die Bewegung einer zihen Fliissigkeit gelten, wie wir in den
zwei letzten Paragraphen gesehen haben, die Integralgleichungen (oder,
wenn man so will, Integro-Differentialgleichungen) I° und I¢, Wir gehen
hier von I¢ aus. Sie mul} erfiillt sein, wie wir auch die Grenzfliche F
wiihlen. Insbesondere kénnen wir zur Grenzfliche eine Kugel wiihlen,
deren Radius wir dann ins Unendliche wachsen lassen konnen. Die
Flichenintegrale rechts in den Formeln I? konvergieren bei diesem
Grenziibergang wegen der Ungleichungen (2), welche hier giiltig sind,
weil nach unserer Voraussetzung die Bewegung regulir ist, und wegen
der Kontinuititshedingung:

f(uf*n,) d.S =0

F

gegen Null und wir erhalten die einfachen Gleichungen:

dn)mpou (PO, t©) = gf(“f*tik):=f-dw +

1
0u; 61&,,.)]
+9£d!!{X,w%(aIm oz, tndo, (3)

(PO, gco))zz‘-’;rf{xj_um(a?‘i_a;"m)} 01,

07, 0w;/|02;r
7 8. Abschiitzungen der Griofien ;;, %t’

Die Groflen t;; wurden in § 5 (vgl. z. B. 8. 40) durch die Formeln:

r

: s
‘fk:—aszﬂ@—l-ai_ik, D = :.fe___-i#(t =D.3.;

Je® —¢
0
definiert. Man findet (vgl. 8. 45) durch Ausfithrung der Dlﬁerentmtmnen,
wenn wieder: o
e T aua®—p

—— = E(r,t®—¢
o = B =1

gesetst wird:
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Y 69
1 (8 (x; — 2,0 (2 — 2,0
"-,‘k _ F (3 (5"] T 32(27.& T}.—_ﬁ) _ 6,;) ((b e E(f, $10)__ t}) .
(w5 — 2/9) (2 — ;) 5 E(r, t©—3)
2;1. r? T Ty
3 (5 — ;) (2 — 3:,‘(0)) ) ; f -
— ( 2 - T E(a, 19 —t)da|—
Gr—aln—n®)_, By
~ 2 r # e

Die Funktion E(a, t®

— f) geniigt der partiellen Differential-
gleichung:

0E E
TR T A
Wir multiplizieren mit dadf und integrieren zwischen den Gren-
zena=0, a=71; f=—o, =1 <t®). Wir erhalten, da:
lim E(a, t9—p) =0,

’8—>-f -]

r ¢
d
QfE(a’ t(o)..,.t)da - y’f"a'—.rE(‘f, t(o)—ﬁ)dﬁ =
(1] — w0

—pfl(b%ﬁ'(a, w—p))ap =o.

—_— a=0
Da (fiir § < t©):

0
Sy ) =
(o Bt ﬁ))us(?,
so folgt:

fE(a, (°)ft)da——£ K 5B, —p)ip =

(4 t
_ ar. o 27 r r
r |e 4#(““’—,8) e 4nGO—f) d P mfﬁ:@ ap _
il _awd 1.2 -
2 | (go— ;ccr) (t© — p)t ap Ve ©®—p

-_—

er’ ap
TE(T, t(o)— t) + 4—“; fE(?', t(o)_ ﬁ) &“@Tﬁ)ﬂ 2
Mit Hilfe dieser Beziehung konnen wir unseren Ausdruck fiir £
in der folgenden Form schreiben:
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3 (@ — 2;9) (2 — 2, %)

=l ” ‘S")f B~ i l

(=) o—a®) _, \E(r, 19— 1)
2 7 — O

n Two—g

(4)

Wir bezeichnen mit a(n) das Maximum der Funktion
(1 + x2)ﬂ e—:"
fiir 0 < # < 0. Wir haben dann:

E(r, 09— f) < )

/$(0) 972 ]
e Ayl 4u(t® —pB)
Folglich:

t t

d d
fE(T’ S ﬁ - a(%)f(t(m B i Qrz)'h )
P T4

M e (5)

2a(24) .
5 (t(o)_ - Q_ﬁ).ﬁ
dp

E(r,t®—t) _  a(l})
=g = (;(0).._3 + QLZ)"'
dp

Aus (4), (5), (6) folgt, daB man eine solche positive GroBle 4 bestim-
men kann, daB, fir r =0, t@—¢ > 0:

Andererseits:

(6)

A -
(t(")— g Ql.z)'/. (M)
dp

| <

Man beweist in dhnlicher Weise, dall man eine solche positive Grofle B
angeben kann, daB, fiir »r >0, @ —¢ > 0:

B
gy T ®)
r (t<°> t + 4—#)

atﬂ.
Oz
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7 4. Losung der Integralgleichungen durch Reihen.

In den Gleichungen (3) fithren wir einen Parameter i ein und
schreiben sie folgendermalen:

4n ) apou (PO, t®) = E‘f (i), _ pde +
o  yacd

4 gfdz Xinido < lgfdtfum (% - %)z,-,,dw, (9)
i

0%
©), 4©) — Qf = 19 (a"’f a“j)il
aeee ) "oz r d tm 0y Ow;) 0x; rdw

Wir versuchen diese Integra.lgleichungen fiir ; und ¢ durch Reihen
zu losen, welche nach Potenzen von 1 fortschreiten. Wir setzen also:

Uy =;‘(ﬂ)l"w("), q Z%‘(n)lng(")- (10)

Einsetzen dieser Reihen in (9) gibt sofort:

‘W#
4} JI‘uQuk(o)(P(u), t{ﬂ)) - Qf(uf*tjl);__.rdw A Qfdtfxftfkdw ’
T o (11)
O JORTO\ f .
O (PO, t®) = s dw,
‘(01 (0)
O]
477 p o u,® (PO, (©) = — gj dtf w)(au’ — aa ‘)tikdw;
: (12)
du,®  9ul%\ 0 1
Wpo oy — _ € [ 0% OUn) 0 L 4 .
o, 20) 4nfum(6$,,, oy Ba:,zrdw’
‘(.) (0)
du;©®  Ju,
¥ @) (PO 1)) — __ f duj U
dn)mpou® (PO, 1) gfdtflum(amm 69:,)_'_
T @
(0) a'“:'m duf,}))] d
Tt (azm aay )| 4 (13
du;®  Gu?
@) (PO £0) — _ [ wf0u _ Ouy’
du®  duR\| 0 1
(0) 7
+u"‘(8xm 0z )| 0x; 1 o

usw.
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Nach unserer Voraussetzung ist die Bewegung im Momente ¢ = 1'
regulir. Die Ungleichung (7) zeigt unter diesen Umsténden sofort, dafl
das erste Integral rechts in (11) konvergent ist und also einen be-
stimmten Sinn hat. Wegen der Ungleichung (1) haben auch die iibri-
gen Integrale rechts in (11) einen bestimmten Sinn. Man kann ferner
zeigen, daB die durch (11) definierte Stromung «;(®, ¢ fiir ¢ > T' re-
gulir ist. Aus diesen Ergebnissen folgt wiederum, daf die Integrale
rechts in (12) einen bestimmten Sinn haben und da8 die durch (12)
definierte Bewegung u,;1), ¢g®) ebenfalls fiir ¢ > T' reguliir ist. So kann
man fortfahren und zeigen, daB fiir jedes ganzzahlige nicht negative
n die Funktionen u; ™, ¢ existieren und eine regulire Stromung
definieren.

In bezug auf die Konvergenz der Reihen (10) lehren die Integral-
abschitzungen, welche den Beweis der oben mitgeteilten Ergebnisse
ergeben, dafl es eine solche positive GroBe v gibt, daB die beiden
Reihen unbedingt und gleichméfig konvergieren, wenn:

0<pe—T) <
Wenn wir 0 <t — 7 < v annehmen, kénnen wir 1 =1 setzen. Die
Reihen (10) geben uns dann eine Losung unseres Problems. Wir haben
also den Satz gewonnen:

Wenn im Momente 7= T eine regulire Bewegung einer den ganzen
Raum erfiillenden zihen Fliissigkeit vorgeschrieben ist, so gibt es stets
eine in einem Intervall T'<<¢ < T - 7 regulire Bewegung der Fliissig-
keit, welche im Momente £ = T mit der vorgeschriebenen Bewegung
iibereinstimmt.

Man kann zeigen, daB es nur eine regulire Bewegung mit diesen
Eigenschaften geben kann.

Wenn wir das Verhalten der Fliissigkeit in unendlicher Ferne durch
die Vorschrift bestimmen, daf fiir geniigend grofies R stets die Bedin-
gungen (2) erfiillt sein sollen, so kénnen wir unser Ergebnis auch in
der Form aussprechen:

Wenn die Bewegung einer den ganzen Raum erfiillenden zihen
Fliissigkeit in einem Momente ¢ = T' reguliir ist, so gibt es stets ein
Intervall T'<¢ << T 4 7, innerhalb dessen die Bewegung reguliir bleibt.

7 5. Fortfilhrung der Berechnung der reguliiren Bewegung.

Wir gehen von einem Moment ¢ = T' aus und nehmen an, daf in
diesem Moment die Bewegung der Fliissigkeit regulir ist. Es gibt dann
ein Intervall 7' <¢ << T 4 7, innerhalb dessen die Bewegung regulir
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bleibt und fiir welches wir sie berechnen kinnen. Wir kennen also die
Bewegung im Momente 7' + 7. Sie ist regulir. Es gibt dann ein neues
Intervall T + 7, <t < T + 7, + 7,, innerhalb dessen die Bewegung
regulir bleibt und also der Berechnung zuginglich ist. So kionnen wir
fortsetzen. Wir erhalten eine unendliche Reihe von positiven Zahlen
Ty, Ty * + - Zwel Fille sind jetzt moglich. Wenn die Reihe:

Tt T+t (14)
divergiert, dann bleibt die Fliissigkeit fiir ¢ > T' stets regulir und kann
fiir ein beliebiges ¢ (> T') berechnet werden. Wenn dagegen die Reihe
konvergiert, dann gibt es einen Moment:

t=T+1+7%+-
in welchem die Bewegung aufhért regulir zu sein.

Es ist nicht gelungen zu zeigen, dafl die Reihe (14) stets divergent
ist. Wir miissen also damit rechnen, daB sie, wenigstens unter ge-
wissen Umstiinden, konvergent ist. So werden wir zu der Frage ge-
fithrt, was dann geschieht, wenn die Bewegung einer Fliissigkeit auf-
hort regulir zu sein. Wir kénnen unsere Frage auch so formulieren:
welcher Art sind die Singularititen, die in der Bewegung einer zéihen
Fliissigkeit auftreten kénnen?

7 6. Analyse der Singularititen, welche in der Bewegung einer
den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit auftreten kinnen.
Der Hauptsatz.

Im Momente ¢ = T sei die Bewegung der Fliissigkeit reguliir. Es
gibt dann ein Intervall ' <¢ < T, in welchem die Bewegung eben-
falls reguliir ist. Wir nehmen an, daBl 7', die Grenze dieses Intervalls
ist, so daf es kein Intervall T < ¢ < T, + 7 (v > 0) gibt, in welchem
die Bewegung reguliir ist. Wir wollen untersuchen, was sich iiber die
Bewegung der Fliissigkeit im Momente ¢ = 7', aussagen lit und setzen
dabei voraus, daBl die #uflere Kraft stets der Bedingung (1) geniigt.

Die regulire Bewegung ist dadurch gekennzeichnet, daf jedem
Raum-Zeit-Punkte x,, @,, «,, ¢ bestimmte Geschwindigkeitskomponen-
ten #; und ein bestimmter Druck p zugeordnet werden kionnen und
dall diese Geschwindigkeitskomponenten, die Ableitungen derselben
nach z,, ,, #; sowie der Druck (bzw. die Funktion ¢) Ungleichungen
von der Form (2) geniigen. Wenn die Bewegung bei ¢ = T'; aufhért
regulér zu sein, so mull es sich also entweder so verhalten, daf}, wenn
t sich dem Werte 7', nihert, in gewissen Punkten oder vielleicht ge-
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wissen Teilen der Fliissigkeit eine Geschwindigkeitskomponente u; oder
der Druck p nicht gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren, oder
so, dal zwar diese Grenzwerte existieren, aber nicht Ungleichungen
von der Form (2) geniigen.

Von den verschiedenen Arten von Singularititen, welche nach
dem obigen als moglich erscheinen, konnen wir sofort einige aus-
schlieBen. Wenn bei ¢ — T'; die GroBen u; gegen bestimmte, in bezug
auf z,, z,, =, stetig differenzierbare Funktionen konvergieren und wenn
diese Funktionen und ihre Ableitungen den zwei ersten Ungleichungen
(2) geniigen, dann hat nach der letzten Formel (3) die Funktion ¢ —
und somit auch p — in jedem Punkte 2; (j = 1, 2, 3) fiir £= T, einen
bestimmten Wert, und dieser Wert geniigt, wie wir schon oben er-
wihnt haben, und wie sich leicht direkt zeigen 1aBt, einer Ungleichung
von der in (2) vorkommenden Form. Eine Singularitit, welche nur
den Druck betrifft, kann nicht vorkommen. Jede Singularitiit ist auch
eine Singularitit fiir die Geschwindigkeitskomponenten oder fiir ihre
Ableitungen.

Wir wollen jetzt zeigen, dall das Wesen einer Singularitiit — we-
nigstens wenn sie im Endlichen liegt — darin besteht, da der Wirbel-
vektor unendlich gro wird. Wir wollen, priziser ausgedriickt, den
folgenden Satz beweisen:

Wenn im Intervalle T < ¢ < T, der Wirbelvektor w =rotu

einer Ungleichung von der Form:

‘ = w

‘ — Va2 A

|Tot w | =V <(1+ﬁR)1+" (15)
geniigt, wo W und a positive Konstanten sind, so ist die Be-
wegung der Flissigkeit im Momente ¢t = T, regulir.

Dieser Satz ist der Hauptsatz unserer Theorie der Singularitiiten.

7 7. Erster Teil des Beweises des Hauptsatzes.
Ausdruck der Geschwindigkeitskomponenten durch die
Wirbelkomponenten. Abschiitzung derselben.

Um unseren Satz zu beweisen, wollen wir zunichst die Geschwin-
digkeitskomponenten #; durch die Komponenten des Wirbelvektors:

g e O o Ot 0w o On, 0w,
17 Ga, T Oy 2T Oz Oz T Om, Oz,
ausdriicken. Die Gleichungen (16) konnen als ein System von partiellen
Differentialgleichungen fiir u,, u,, u; aufgefallt werden. Aus diesem

System, der Kontinuitiitsbedingung:

(16)
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Ouy . Ouy 4. 04 Jug _

611 0.7;2 ozy

und der Nebenbedingung u; =0 (j =1, 2, 3) in unendlicher Ferne
konnen wir fir 7' <¢ < T, die GroBen u; bestimmen. Wir machen
fiir v den Ansatz:

w = rot F -+ grad ¢. (17)

Wegen der Kontinuitétsbedingung mull dabei:
divgradg = A =0 (18)
sein. Aus (17) folgt andererseits:
rot rot ¥ = grad div ¥ — A F = rot w = .
‘Wir schreiben vor, daB} iiberall:

3 GFI 0F,

div F = + —* % + ax3 =0 (19)
sein soll. Zur Bestimmung von F erhalten wir dann die Gleichung:
AF = —wu.

Wir losen sie durch den Ansatz:
16 = g [w560)(— o) 40 20

7 = (2, — )2, r > 0; RO? = 7,02, RO) > 0;
do® = dz,® dz,©® da,O,

Die rechte Seite von (20) hat einen bestimmten Sinn, wenn die Un-
gleichung (15) erfiillt ist. Dies ist, wegen der Voraussetzung T'<t < T,,
der Fall,

Wir haben jetzt zu priifen, ob die Gleichung (19) erfiillt ist. Um
zu beweisen, daB dies tatsichlich der Fall ist, zeigen wir, daB, wie
klein auch die positive Grofle 6 gewihlt wird, stets:

|div F| < é
ist. Wir haben in der Tat:

div F(z) = — —fu,(a:“) — l dw®.
Denjenigen Teil des Integrals rechts, der sich auf das Innere einer

Kugel R® = R* bezieht, formen wir durch partielle Integration um.
Wir erhalten wegen der Beziehung:
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0w,
0 37?
: 1
Moy — > oy T2 ey
div F(x) i fu,(x )6 d fu, , rR(")
R®> R% RO —
Wir wihlen B* so grof}, dal:
wfﬁ — R2 < R*2.
Im ersten Integral ist dann:
r > R® —R.
Der absolute Betrag des ersten Gliedes rechts in (21) ist also, wegen
(15), kleiner als:

=)
(21)

3 Wf R©2dRO)
) (T F PROYF (RO — R

(22)

Der absolute Betrag des zweiten Gliedes rechts in (21) ist kleiner als:
3 W R*2
(B —R)(1+ PR+
Die Ausdriicke (22) und (23) konvergieren beide bei wachsendem R*
gegen Null. Wir kénnen also R* so grol wihlen, da die Summe von
(22) und (23) kleiner als 6 wird. Damit haben wir die Ungleichung:
|divF|<é

bewiesen. Da diese Ungleichung giiltig ist, wie klein wir auch die po-
sitive GroBle 6 wihlen, so folgt:

(23)

div F = 0. (19)
DaB andererseits:
AF =—u
ist wohl bekannt.
Der Ansatz: ot

gibt uns eine partikulire Losung des Systems (16) sowie der Konti-
nuititsgleichung. Die allgemeine Losung gibt der Ansatz (17) mit der
daraus folgenden (leichung (18). Unsere Aufgabe ist jetzt, die Po-
tentialfunktion ¢ zu bestimmen. Dazu miissen wir die Randbedingungen :
u; = 0 in unendlicher Ferne benutzen.

Wir haben, wenn wir mit 2 den Vektor mit den Komponenten
z; — ;% (j = 1, 2, 3) bezeichnen und wenn wir unter v; X v, das vek-
torielle Produkt der beiden Vektoren v, und w, verstehen:

1 (X w(z® J)d

1'ot}_f"=44:’z g
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‘Wir schliefen hieraus:

3SW do®
| rot F | < f (05 ROy (24)

Wir wollen das in der rechten Seite von (24) vorkommende Integral
abschitzen. Wir zerlegen es zu diesem Zwecke in drei Teile. J; sei
derjenige Teil des Integrals, der dem Inneren der Kugel R® = R/2
entspricht, J, der Teil, der von dem Zwischenraume zwischen den
beiden Kugeln R® = R/2 und R® = 3 R/2 herriihrt, endlich J; der
Teil, den man aus dem Bereiche R > 3 RB/2 erhilt. Wir haben
dann in J,: R

e Wt
T=3

Also:

L1k

R

47RO RO 167 f

= < R®1—a) RO,
3 O)ita 1+a p2

B2) (1+ BRO) PR

Wenn die Ungleichung (15) fiir ein gewisses « erfiillt ist, ist sie es um
so mehr fiir ein kleineres a. Es ist also stets erlaubt anzunehmen,
daBl a < 2 ist. Wir haben unter dieser Voraussetzung:

167 )
22—&(2 S G) ﬁl-l—aRa

In J, besteht die Ungleichung:

Iy <

R
() et
R©® > 3
Folglich:
21+a f4:rr2dfr 21+e.10m
,BR 1+a = pr+aRe :
Wir haben endlich:
—_— g R©2JRO®
2 <) (U5 pROJF (RO — B
=
._ 3R ©®
Fiir -5 = < R® < » gilt die Ungleichung:
R® R
ro_g-'tTro_g=*%
Folglich:
367 . 2¢
Jg <<

3apita. aRe
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Unsere Abschitzungen von J,, J,, J, zeigen, daBl man eine solche
positive Zahl C bestimmen kann, daf:

cw

|rot F | < -7 (BR) (25)

Wir kehren zur Gleichung (17) zuriick. Wenn der Punkt z,, z,, 4
sich ins Unendliche entfernt, so wichst R — Jz2 iiber alle Grenzen.
Nach unserer Annahme konvergiert dabei der Vektor % gegen Null.
Nach (25) konvergiert ebenfalls rot F gegen Null. Wir schlieBen hier-
aus, daB auch grad ¢ gegen Null konvergieren muB. Nun geniigen die
Komponenten dieses Vektors nach (18) der Laplaceschen Gleichung.
Sie konnen also nirgends Maxima oder Minima haben. Wenn sie im

Unendlichen verschwinden, miissen sie deshalb iiberall verschwinden.

‘Wir haben also:
grad p = 0
und folglich: —
,“ﬂmpz_Jiﬁﬁzgjhm_ (26)
4 ) 78

Die Formel (26) driickt die Geschwindigkeitskomponenten durch die
Wirbelkomponenten aus.

Wir betrachten jetzt die Funktion:

(1+ BR)* | rot F|. (27)
Die Ungleichung (25) lehrt, dal diese positive Funktion kleiner als:
ow(1+ﬁR)

ist. Wenn R eine beliebige Linge ist, so haben wir also fiir R > R:
,
1+B8Re |0t | <CW(14 —)-
(0 + Ry rob 1] < CW (14 )

Andererseits ist die Funktion (27) fiir R < R offenbar stetig und hat
also in diesem Bereich einen endlichen gréBten Wert, etwa M (R)- W.
Wenn D die grofiere der beiden Zahlen:

1\ -
C(l+—=) und M(R
(-+ﬂR) (®)
ist, so haben wir also iiberall:

| rot I | <
Also (fir T <t < T):

DW
(1 + BR)

DwW

|ug | < V()2 = | 0t F| < <TFBR;

(28)
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7 8. Durchfiihrung des Beweises des Hauptsatzes.
Die Bedeutung desselben.

Wir haben angenommen, da8 die Bewegung im Intervalle 7' <¢ < T,
regulir ist. Uberdies haben wir angenommen, daf der Wirbelvektor
in diesem Intervalle der Bedingung (15) mit festen Werten von W und
a geniigt. Wir haben gesehen, daf aus dieser Bedingung die Ungleichung
(28) fiir die Geschwindigkeit folgt. Ob die GroBen #; (=1, 2, 3)
beim Grenziibergange ¢ — T'; gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren,
wissen wir nicht. Ebensowenig wissen wir, ob die Geschwindigkeits-
komponenten u; bei demselben Grenziibergange gegen bestimmte Grenz-
werte konvergieren. Wir wissen aber, dafl die Ungleichungen (15) und
(28) mit festen Werten von W, e und D im ganzen Intervalle T <t < T,
erfiillt sind.

Um weiter zu kommen, miissen wir die Integralgleichungen (3) be-
nutzen. Sie sind im Intervalle ' <t < T, giiltig. Wir betrachten die
erste dieser Integralgleichungen und wollen in der rechten Seite jener
Gleichung den Grenziibergang ¢© — T'| ausfithren. Wir behaupten, dal
sie bei diesem Grenziibergang gegen einen bestimmten Grenzwert kon-
vergiert. Dall diese Behauptung fiir die Glieder:

1o

o [(*tp)—rdo und o [dt[Xt;do
@ T -]

zutrifft, bedarf keines besonderen Beweises. Was wir zu beweisen
haben, ist also nur, daBl bei ¢ — T'; die Integrale:

o
' 0u; Gum)
Qldt!ﬂm(ﬁ 6_:1;, ;kdw

gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren. Um diesen Beweis zu
Viihren, geniigt es wiederum, zu zeigen, daf die absoluten Betriige der

Ausdriicke:

7,8
Yl du duy,
gldtJu (6$; D:i:,-) tie(z, t; 29, T, — 8)dw —
T, — (29)
_Qfd;fu (au, a‘;’") b (2, 23 2@, T, — &) dw,
T ® 4

wo & > 0 > 0 ist, gleichzeitig mit ¢ gegen Null konvergieren. Dies ist
aber leicht durchzufithren. Wir schreiben unsere Ausdriicke in der
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folgenden Form, worin wir unter y eine positive Gréfe verstehen, die
grofer als e ist, die wir aber sonst beliebig klein wihlen kénnen:

]
fdcf (au, e )t”(x,r, 2, T, — 8) do —
Ly o
ST
= dtfum(f&—.—u’") tig(z, t; 2O, T, —e)dw +
erf.w 9~ o) ! e (30)

+Qfd5fﬂm(aw a“"*){z,,,(m,t 2, T, — §) —

0T,

— bik (CF, t; ﬂ:(o), T —_F }dw

Das erste Glied ist wegen (7), (15), (28) dem absoluten Betrage nach
kleiner als: 7,—8

60 ADW? S <
+ﬁR)‘+2“ T —é—t+9 )

24 uADW?
S fT _a_:f(1+ﬁR)‘+“r“
Ty—y
2
=48 uADW=)y f(l +ﬁR)1+“r2
In 7,7 haben wir ge_sehen dal3:
dw, D

(I + BR®) 1-|—a,r2 1+ ﬁR)n-
Wir schlieBen hieraus, da B? =2, R©?=g;02, 1? = (z; — z;®)2, daB:
= <@TF
i+t ﬁR)‘+“f"' (1 +pRO)

Da aulerdem }y — 6 < V;Ist, so sehen wir, daBl das erste Glied des
Ausdruckes (30) kleiner als:

RapAD*W? — V7
(T pRO) Y
ist. Der absolute Betrag des zweiten Gliedes in (30) geniigt derselben
Ungleichung. Im letzten Gliede von (30) ist der Faktor:

L, by 2, Ty — 8) — b (, t; 2@, Ty — &)



78. Durchfiithrung des Beweises des Hauptsatzes 81

des Integranden eine im ganzen Integrationsbereiche stetige und be-
liebig oft stetig differenzierbare Funktion aller darin vorkommenden
Verinderlichen. Dieser Faktor konvergiert gegen Null gleichzeitig mit
& — 0. Eine nihere Betrachtung, die sehr einfach ist, die wir aber hier
nicht ausfithren wollen, zeigt, daB bei beliebigen z;, z,, z5, das dritte
Glied des Ausdrucks (30), bei festem y, gleichzeitig mit ¢ —d ver-
schwindet. Wenn nun 6* eine beliebig kleine positive Grofe ist, so
kénnen wir y so klein wihlen, dafl die Summe der absoluten Betrige
der beiden ersten Glieder in (30) kleiner als % 6* ausfillt. Wir kénnen
dann ¢ und 6 (0 < 8 < & < y) so klein wiihlen, dafl das letzte Glied
in (30) dem absolutem Betrage nach é kleiner als § 6* ist. Wie klein
auch 6* ist, wir konnen also ¢ und (0 < 6 < ¢) so klein wiihlen, dafl
der Ausdruck (29) dem absoluten Betrage nach kleiner als 6* ist.
Damit ist bewiesen, dall die GroBen w(P®, t®), welche durch die
erste Gleichung (3) definiert werden, bei @ — T', gegen bestimmte
Grenzwerte konvergieren.
Man beweist in @hnlicher Weise, indem man sich diesmal auf die
Ungleichungen (8) stiitzt, daB die Ableitungen:
0y

5o (k,1=1,2,3)

bei ¢t -~ T, gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren.

Sowohl fiir die Geschwindigkeitskomponenten wie fiir ihre Ab-
leitungen nach x;, z,, ; kann man beweisen — die oben dargelegten
Hilfsmittel reichen hierzu vollkommen aus — dafl die Konvergenz
gegen die Grenzwerte im ganzen Raume gleichmaBig ist. Daraus folgt,
dal} die GroBlen u; bei ¢t = T, stetige und in bezug auf ,, w,, 24 ein-
mal stetig differenzierbare Funktionen sind und daf die Ableitungen
@EliT‘) dieser Funktionen die Grenzwerte sind, gegen welche die

(]

GroBen 63;(—6) bei ¢t — T'; konvergieren.
(]
Aus der ersten Gleichung (3) folgt nun weiter wegen (7), (15) und

(28), daB fiir ¢t = T, w; und g‘;’jjUngleichungen von der in (2) an-
3

gegebenen Form geniigen. Aus der zweiten Gleichung (3) folgt schliel3-
lich, daB ¢ fiir ¢ = T eine stetige Funktion von z,, z,, #5 ist, welche
einer Ungleichung von der in (2) angegebenen Form geniigt.

Unser Hauptsatz ist hiermit bewiesen. Er sagt aus, daB die Sin-
gularitéiten, welche in der Bewegung einer zihen Fliissigkeit auftreten
konnen, wesentlich Singularititen der Wirbel sind. Wenn in einem

6 Oseen, Hydrodynamik
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Momente T, die Bewegung einer zihen, den ganzen Raum erfiillenden
Fliissigkeit aufhort regular zu sein, so heillt das nach unserem Haupt-
satze entweder, dal der Wirbelvektor irgendwo im Momente ¢ = T,
unendlich grof wird, oder dal die Wirbelbewegung sich so ins Un-
endliche ausgebreitet hat, dal, wie klein die positive GréBe a auch
gewihlt wird, doch der grofite Wert der Funktion:

(1 + BR) +4| rot w |

im Raume bei ¢t —+ T, ing Unendliche wichst.

Uber die Bedeutung unseres Hauptsatzes wollen wir an dieser Stelle
folgendes sagen. Nach der klassischen Hydrodynamik, welche von vorn-
herein die Zéhigkeit vernachlissigt, konnen in einer Fliissigkeit niemals
Wirbel entstehen. Andererseits mull auch diese Theorie, um mit den

-Tatsachen einigermaBen in Ubereinstimmung zu kommen, annehmen,
dall Wirbel existieren. Meistens nimmt man an, daf3 der Wirbelvektor
lings einzelner Wirbelfdden unendlich gro ist. Unser Hauptsatz er-
offnet die Aussicht zu einer Theorie der Entstehung solcher Wirbelfiden.

Auch von einem anderen Gesichtspunkte aus scheint es verlohnend,
die Singularitéiten in der Bewegung einer zihen Fliissigkeit einem niiheren
Studium zu unterwerfen. Wenn Singularititen auftreten kénnen, dann
miissen wir offenbar zwei Arten von'Bewegungen einer zihen Fliissig-
keit unterscheiden, die reguliren Bewegungen, d. h. die Bewegungen
ohne Singularititen, und die irreguliren Bewegungen, d. h. die Be-
wegungen mit Singularititen. Nun unterscheidet man andererseits in
der Hydraulik zwei Arten von Bewegungen, die laminaren und die
turbulenten Bewegungen. Es liegt nahe zu vermuten, daB die experi-
mentellen ,,laminaren‘ Bewegungen mit den theoretischen ,,reguliren*,
die experimentellen ,,turbulenten‘ Bewegungen mit den theoretischen
sirreguliren Bewegungen identisch sind. Ob diese Vermutung der
Wahrheit entspricht, kann freilich erst durch weitere Untersuchungen
entschieden werden.

§ 8. Einfachste Beispiele von Wirbelbewegungen
in einer zihen Fliissigkeit.

81. Zirkulation um einen geradlinigen Wirbelfaden.

Wir behandeln das folgende Problem. In einer Fliissigkeit, welche
den ganzen Raum erfiillt, sei in einem gewissen Momente, etwa ¢ = 0,
ug iiberall gleich Null. Ebenso sollen fiir ¢ = 0 iiberall:
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oo Oug  Ouy 0wy o 0wy Ouy _ O
ul_d:r;z_dwa__u:a;a’ 27 0z Oz, Oz
gleich Null sein. Dagegen soll:
_ . Ouy Ouy
= 0wy 0,

im Innern des Zylinders R*= z,® 4 ,>— a® eine stetige und stetig
differenzierbare nirgends verschwindende Funktion von R = Jz,2 + ,2
sein. Fiir R > a soll u;= 0 sein. Die Bewegung der Fliissigkeit ist
also im Anfangsmomente eine Helmholtzsche Wirbelbewegung um einen
zylindrischen Wirbel. Wir wollen untersuchen, welche Bewegung sich
aus diesem Anfangszustande entwickelt.

Wir gehen bei unserer Untersuchung von Formel (31) S. 55 aus.
Sie wurde aus dem System (5,30) abgeleitet. Wenn wir in (5, 30):
XI: — Up gj&: (?’ k= l: 2)
setzen, so geht dieses System in die vollstindigen hydrodynamischen
Differentialgleichungen (jedoch ohne #uflere Kriifte) fiir den zweidimen-
sionalen Fall iiber. Wir kénnen aber dasselbe Ziel auch dadurch er-
reichen, dall wir:

- _ _ duy, Oy

X, =tptiy, Xg=—tiiy, (ua: b_zl — d—x-g)
setzen und gleichzeitig p durch p + Lo(u,® + %) = ¢ ersetzen. Wir
legen also unserer Untersuchung das folgende System zugrunde

(dow=dz,dx,): @
25‘;99.1;(}’(“),1‘“))=gf(u,-t“)‘= A0+ gjdtf(uzt,k—-ultzg)ﬁadm—-
B(T) T B@®

‘“li
dt; du;
mfdtfl,uu, d;: — b (,u d":: — qn; -+ gU,,u,-) ll ds +
T )
T — 2@ (])
o+ Qf(“i”f); ’ e Fds,
- K (o
>o o I
P— — — @ —0 — ey
tp=0pp 4P dzzlzy’ @ Je " o log r
(1, k=1,2)

Wir nehmen an, daf im Intervalle 7' <¢ <¢® die GroBen u; und ihre
Ableitungen den folgenden Ungleichungen geniigen:

B
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;| < l a”r ~BU
=T ﬁR)“' 32’& = (1+BRyF
| e 0.
|p|’ |9|<(1+ﬁR)u a >

Wir wenden das System (1) auf das Innere eines Kreises an,
dessen Radius wir nachtréglich ins Unendliche wachsen lassen. Wegen
(2) konvergieren die Kurvenintegrale in (1) dabei gegen Null und wir
erhalten, indem wir T = 0 setzen:

2

Fa

2 uy (PO, t©) = f (ite), _ Ao + J dt f (ot 12— wibor)Uigdo . (3)
@ 0 @

Hier ist:
T P N}
dz,2’ 1A dx, 02, B Oz
Die Gleichung (3) liBt sich wesentlich vereinfachen. Partielle Inte-
gration ergibt:

[t = (032) _so-[(032)_so

R<a £=0

f(’“ftfz),=odw = —f(iis 6@) dw
du, it
© R<a

Wir haben ferner, wenn wir die Integration zunichst iiber ein end-
liches Gebiet 2 mit der Randkurve K ausdehnen:

N A= (le Oy
f(“z‘u Uy o) Ugdw = f P 33,2) +

0y f?us)[()di J‘
+ u i 5, + u 20% i3 deo + u,,ua-——ds

Wegen der Kontinuititsbedingung miissen wir verlangen, daf3:
Ouy | Ouy

oz, ' O,

und in der Tat folgt diese Beziehung aus (3). Aus Symmetriegriinden
ist ferner ersichtlich, daB die Partikel der Fliissigkeit Kreise um die

z4-Achse beschreiben und daB #%,; auch fiir £ > 0 nur von R abhingen
kann. Wir haben folglich:

=0,

g du
% + Ty =0, :rza —x U%Z"':-.O.
Also: 35 . ’
Y3 i S
ulf);r:l +-u20m2 =10,
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Das Randintegral in (4) konvergiert gegen Null, wenn die Kurve K
ins Unendliche wichst. Wir haben also:

f(“ztu — ) Usd o = 0
und finden in derselbe:la Weise:

f(‘“a‘m — Uylgp) Uyl = 0.
Wir erhalten also schlieBlich aus (3):

(B(D

(PO, ) = o [(755)

) dfcu =
or'\ 5 @ _
gﬁfus(xp Lg,O) 1—e 4:~=)1i?_ﬁdw,
(5)

_em™\ 0 __
Uy (PO, ¢®) = ﬁl':li f g (4, 25,0) (1 —€ “’") ?_1_?:& dw

R<a

r=V(@— 6, OF + (7, — 7P, do =dzdz,.
Fiir die zugehorige Funktion ¢ erhélt man (aus § 5, 32):

= B faly B _Q) L
qﬁznfua(uzaxl ula% log?_dco.

Man sieht sofort, daf u, und %, Ungleichungen von der Form (2)
geniigen. Man bestitigt ferner ohne Schwierigkeit, dall ¢ einer Un-
gleichung von der in (2) angegebenen Form geniigt.

Man erhilt aus (5) die Helmholtzschen Formeln, wenn man das Glied :

o

wegliBt. Dieses Glied verschwindet in der Tat, wenn x gegen Null
konvergiert. Die Helmholtzsche Theorie stellt also tatsichlich die
Grenze dar, gegen welche die Bewegung bei x — 0 konvergiert. Man
sieht aber, daB in diesem Falle die Losung bei Beriicksichtigung der
Zahigkeit nicht wesentlich komplizierter ist als bei Vernachlissigung
der Zahigkeit.

Betrachten wir einen Punkt in der Fliissigkeit, dessen Abstand
vom anfiinglichen Wirbel groB ist, so haben wir annahernd:

r=R,
Wir erhalten mit dieser Naherung:
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ek
Uy (T, Tgp T) = — 2‘%” ;_i (1 _ e 4,u:)’
J T “.‘f_lR:
Uy (.’Bl, x2’ t) = + 2;; R; (1 —e 4—;;!)’ (6)
RP=z?+ 22 J, :f’a—ca (24, @y, 0) dw.
R<a

J, ist das MaB der Intensitdt des Wirbels bei ¢ = 0.

Man sieht aus den Formeln (6), daB die Geschwindigkeit, mit der
die Partikel ihre kreisformigen Bahnen um den anfinglichen Wirbel
beschreiben, in einem gegen den Durchmesser des anfinglichen Wir-
bels groBen Abstande gleich:

J; ( Jg“‘f‘) :
BREL ¢

ist. Die Zeit, nach welcher diese Geschwindigkeit auf die Hilfte ihres
anfinglichen Wertes gesunken ist, wird aus der Gleichung:

o R
1—e #pt— _
2

bestimmt. Sie ergibt sich zu:
P
T 2,12
Sucht man die Punkte zu bestimmen, fiir welche die Geschwindigkeit
nach den Formeln (6) am groBten ist, so bekommt man die Gleichung:

2 e

14 g_};f_t = gtht.
Der Abstand dieser Punkte vom Mittelpunkte des Wirbels ist also
zZu I/%t proportional.
Der Betrag des Wirbelvektors im Abstande R von der Achse ist:

—t
Quy  Ouy | ol dy p et
oz, x| dmpt

Seinen groBten Wert hat dieser Vektor also stets im anfinglichen
Wirbel oder wenigstens in der Umgebung desselben.

Der qualitative Inhalt der Gleichungen (5) kann folgendermafien
zusammengefallt werden: vom Zentrum des anfiinglichen Wirbels breitet
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sich in der Fliissigkeit eine Bewegung aus, deren Rotation iiberall
auBerhalb des anfinglichen Wirbels dasselbe Vorzeichen wie dieser
hat, deren Geschwindigkeit aber der anfiinglichen Geschwindigkeit ent-
gegengesetzt ist.

8 2. Zwei parallele, geradlinige Wirbel in einer ziihen
Fliissigkeit.

Wir haben in dem oben behandelten, exakt losharen Falle des ein-
zelnen geradlinigen Wirbelfadens gesehen, da die Helmholtzsche Theo-
rie die Grenze bildet, gegen welche die Erscheinungen bei x — 0 kon-
vergieren. In dem jetzt vorliegenden Problem gehen wir deshalb von
der Helmholtzschen Theorie als einer ersten Néherung aus. Wir neh-
men also in erster Niherung an, daBl der Wirbelvektor %,® aulerhalb
von den beiden Wirbeln iiberall verschwindet. Im Inneren eines Wirbel-
fadens soll %, nur von der Entfernung von der Achse des Wirbel-
fadens abhiéingen. Die beiden Wirbelachsen bewegen sich bei dieser
Niherung in Kreisen um einen gemeinsamen Mittelpunkt oder, wenn
die Intensititen derselben entgegengesetzt gleich sind, lings zwei pa-
ralleler Gteraden.

Um nun die Annéherung einen Schritt weiter zu treiben, fithren
wir in den Formeln (3) rechts fiir u,, u,, u; die Werte u,©, u,©®, 4,®
ein, welche die Helmholtzsche Theorie fiir diese GroBen gibt. Die so
erhaltenen Ausdriicke:

il
% (PO, 10) = 2n f(uim)tu)t- odw+
’ ; B (M
Ty n detf(“amth — V) usdw

geben uns die in zweiter Naherung giiltigen Werte der Geschwindig-
keitskomponenten.

Um die rechten Seiten der Gleichungen (7) zu vereinfachen, for-
men wir zunichst das erste Glied rechts mittels der in 81 dar-
gelegten Methode um. Wir erhalten:

1 1 f(, r'i@)
. RUOFS dw = — )~ dw -
23!(%’ tae=o 2.11:l Y3 0xy/¢ g '

e L [(5999) i 3
2?1 3 aﬂz t=09 ,
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lf (”72: udw—-——f(ﬂgco) ml)t do —

A (3(0)'“‘6) dw,
2332 0%1/1=¢

(9)

wo die beiden Glieder rechts sich auf die Querschnitte der beiden
Wirbelfiden beziehen.

Wir betrachten dann das zweite Glied rechts in (7). Da u,®
iiberall auBerhalb der Helmholtzchen Wirbelfiden verschwindet, so
zerfillt dieses Glied in zwei Teile, welche den beiden Wirbelfiden ent-
sprechen. %, hat nur in den beiden Wirbeln einen von Null ver-
schiedenen Wert und hingt im Inneren eines Wirbels nur von der Ent-
fernung von der Achse desselben ab. Wir bezeichnen die Koordinaten
der Achse des ersten Wirbels mit z,®), z,8). Fiir den zweiten Wirbel
bezeichnen wir die entsprechenden GroBen mit x,®, z,®. u%,© hingt
also im ersten Wirbel nur von der GrofSle:

V(z, — 2, D) + (2, — x;a))_i
ab, im zweiten nur von der Grofe:
V(xl — 2, ®)? + (2, — 2,®)2.
Wir haben ferner im ersten Wirbel nach dem Taylorschen Lehrsatze:

9,
a T

@ (24, Ty, 1) = w4/ @ (2, @, 7,®, 2) + ( ) (2 — 7 ®).
Hier ist z,*, #,* ein von z,, z, abhingiger Punkt im Inneren des
Wirbels. Wenn der Wirbel diinn ist und wenn die Ableitungen:
0 u;
e
im Inneren des Wirbels nicht dem absoluten Betrage nach sehr groBe

Werte annehmen, so kénnen wir mit geniigender Anndherung im ersten

Wirbel: dag)
1O (15, g, 8) = @ (2, D, 2,®, £) = - c_l?t_'

setzen. Unter entsprechenden Voraussetzungen haben wir im zweiten
Wirbel annihernd:
day®

dt

Wir betrachten jetzt den vom ersten Wirbel herriithrenden Teil des
Ausdruckes:

G, k=1,2)

O (2, Ty, £) =
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o

2'17: fdzf('”zm)tu — 1 Oy,) ;@ dw. (10)
0

Er hat nach dem Obigen anndhernd den Wert:

‘lﬂ
1 PO dey® O dayd ) a0
2&([&‘[(6%3% Sdt +c’ia:” T A (1)

Wir betrachten den Ausdruck:
b _

6# gx" uy® (2 — D, 2y — 2,M) do,
1
wo bei der Differentiation z, und z, konstant gehalten werden sollen
und wo ¢ < ¢©® angenommen wird. Wir erhalten:

ﬁ@_ f( aﬂgb _ a«pa,;un
0) o Bailiiat:
a0 V0= e Wt e
__f[ 62@ _ 0 0P (aus(o) dg;l(l) aua(o)dfr2(1))ld
09:2 dz, dt dz, dt
l 02D 0o dmﬂ) 02D dx,D
dzy 0t axl oz, dt Oz?  dt

at )dw:

13 d .
Der Ausdruck (40) kann mit Hilfe dieses Ergebnisses in der Form:
fd 6; a‘faa ©dw fdt g t—&s(o)dm

geschrieben werden. Ausfithrung der Integration im ersten Gliede und
Einsetzen des Wertes von @:

= LU
®_§
fe H Ogr
ergibt:
! —) : ( @)
“2a, ( o ,‘f‘”*’szl B G o™ T
T

Einen #hnlichen Beltrag erhalten wir vom zweiten Wirbelfaden. Wir
haben also, annihernd:
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o

1 <
= f dt f (@t — 4, ®ty5) U@ d o> =
0 ]
1 ((2® — oy _ ) 1 f( aqb)
—— P2 %) do— — (O] d
2nf( rd 3 ‘w PETAN 024/, ot
142 142

Q .La() “7‘?‘{;):6 = ((])d

Die Formel (7) ergibt ]ebzt, wegen (8), (9), (12):
uy (PO, t®) =
1 (9-2(01_;:-2 ) ) 1 (.1‘ o, )
== = L E— TR = 2 (0) =
2?:1 ) dw 27‘;! T tm‘dw F

Ly

er
0 2, ® — 1y ) 40t 1y _ ©)
== nngdt [(tf")wc)lb u, ™ de +

or®
ry ) _ .'2 TApe® g _
: )
F Snpf f(t(“) t)’ 1@ do.

Wir erhalten in iihnlicher Welse, in derselben Annéherung:
1, (PO, 1) =

1 1Oy 1 = c)_.,-
- () o (50 o
© b
1 B~y ARET—D = 6
85‘!,(1. f(t&') i t)2 Ug do —
© &
9 :’Dl y T _rl 4;;(3‘” n _ 0
" 8ap fdtf(zm) 0’ L
(1]

(12)

(13)

(14)

Wenn wir in den Gleichungen (13}, (14) den Grenziibergang p—o0 aus-
fithren, so konvergieren in beiden Gleichungen die beiden letzten Glieder
rechts gegen Null, wie man sofort sieht, wenn man statt z,, z, durch

die Substutionen

2y — 2O = & Y p(® —8), 2y — 2@ = & p(t® — 1)

neue Veridnderliche, &, &, einfithrt. Die so erhaltenen, im Grenzfalle

u = o giiltigen Formeln:
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0y (PO, 1) =

= () do o [ 0)
By (0) — 2 (0)
2y ( A )% 1

g (PO, 1)

1 (frl(ﬂ) -1y ) 1 f (:z: Oz _ )
i () A s 1 15 0)
2:1 I +2n:2 P I dar

stimmen mit der HeImholtzschen Theorie iiberein.

Lassen wir einen Wirbelfaden, etwa den zweiten, sich unbegrenzt
vom Anfangspunkte und von dem ersten Wirbelfaden entfernen, so
geht der EinfluB jenes Wirbelfadens nach!Null und wir kommen zu
der in § 81 dargelegten exakten Theorie eines einzelnen Wirbelfadens
zuriick.

Nach der Helmholtzschen Theorie bleibt die Entfernung zwischen
den beiden Wirbeln stets dieselbe. Wir benutzen die Formeln (13), (14)
zu einer qualitativen Untersuchung dariiber, wie die Zahigkeit dieses
Gesetz beeinfluBt. Wir untersuchen zu diesem Zweck, wie die Be-
wegung desjenigen Teiles der Fliissigkeit, der in einem gewissen Mo-
ment sich gerade dort befindet, wo nach der Helmholtzschen Theorie
ein Wirbel sein soll, von der Bewegung abweicht, welche jener Wirbel
nach Helmholtz haben soll. Wir haben gesehen, dal die zwei ersten
Glieder rechts in unseren Formeln (13) und (14) mit den von Helm-
holtz gefundenen iibereinstimmen. Die Abweichung riihrt also von den
zwei letzten Gliedern her. Betrachten wir jetzt z. B. den ersten Wirbel-
faden, so ist klar, dal die Integrale, welche von diesem ersten Wirbel-
faden herrithren, im allgemeinen die von dem zweiten Wirbelfaden
herrithrenden iiberwiegen miissen. Der Inhalt jener Integrale kann
folgendermallen ausgedriickt werden: von jedem Punkt der vom
Wirbel zuriickgelegten Bahn breitet sich eine Bewegung aus, deren
Rotation aufBlerhalb der niichsten Umgebung des Punktes dasselbe
Vorzeichen wie der Wirbel selbst hat, deren Geschwindigkeit aber der-
jenigen entgegengesetzt ist, welche nach Helmholtz vom Wirbel selbst
in dem Momente hervorgerufen wurde, wo er sich im betrachteten
Punkt der Bahn befand. Die Geschwindigkeit jener Bewegung nimmt,
wenn g klein ist, mit wachsender Entfernung vom Mittelpunkte schnell
ab. Ebenso nimmt sie schnell mit wachsendem ¢ ab. Es folgt hier-
aus, daB der Teil der Fliissigkeit, der in einem gewissen Momente
sich gerade im Helmholtzschen Wirbel befindet, sich von diesem in
der Richtung entfernen muB, in der sich die Fliissigkeit hinter dem
Helmholtzschen Wirbel bewegt. Wenn man auf dieselbe Weise die von
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dem zweiten Wirbelfaden herriihrenden Integrale untersucht, so findet
man, daBl die Fliissigkeit hinter dem Helmholtzschen Wirbel zuriick-
bleiben muB. Den ersten Teil unseres Resultates kénnen wir im fol-
genden Satze zusammenfassen:

Die Teilchen, welche sich in den Wirbeln befinden, be-
wegen sich so, als wenn die beiden Wirbel durch Vermitte-
lung der Fliissigkeit eine Kraft aufeinander ausiibten, ab-
stoBend, wenn die Wirbel gleichnamig sind, anziehend, wenn
sie ungleichnamig sind.



Zweiter Teil.

Die Randwertaufgaben.






Einleitung.

Mit Hilfe der im ersten Teile entwickelten Formeln ist es maoglich,
die Bewegung einer ziahen unzusammendriickbaren Fliissigkeit zu be-
rechnen, wenn man annehmen darf, dal diese Fliissigkeit den ganzen
Raum ausfiillt und in unendlicher Ferne ruht, und wenn entweder die
Bewegung stationiir, d. h. von der Zeit unabhingig ist oder auch in
einem bestimmten Momente, etwa fiir £ = 0, bekannt ist. Jene Pro-
bleme sind aber nicht diejenigen, zu welchen die wirkliche Bewegung
einer zihen Fliissigkeit Anlafl gibt. Diese Probleme haben einen anderen
Charakter. Eine wirkliche Fliissigkeit hat stets eine Begrenzung, die
iibrigens aus einer oder mehreren, festen oder bewegten Grenzflichen
bestehen kann. Wir nehmen an, dal} die Fliissigkeit an diesen Grenz-
flichen haftet, so dafl die Bewegung der Grenzflichen die Bewegung
der auflersten Schichten der Fliissigkeit bestimmt. Wir bezeichnen mit
U;( = 1, 2, 3) die Komponenten der Geschwindigkeit eines Punktes
einer Grenzfliche. Das mathematische Problem, zu welchem die
wirkliche Bewegung einer zihen Fliissigkeit AnlaB gibt, be-
steht dann darin, eine Losung der hydrodynamischen Glei-
chungen I, IT oder III zu finden, welche an den Grenzflachen
den Bedingungen u;= U;(j = 1, 2, 3) geniigt. Wenn die Bewegung
nicht stationir ist, kommt noch die Bedingung hinzu, daB in einem
gewissen Momente, etwa fiir £ —= 0, die GroBen u; in dem von der
Fliissigkeit erfiillten Bereiche bestimmte, vorgeschriebene Werte an-
nehmen sollen. Jene Werte miissen jedoch der Kontinuititshedingung
geniigen. Die Methode zur Losung dieses Problems, die wir zur Zeit
besitzen, ist wieder die Methode der sukzessiven Anniherungen. Sie
erfordert in erster Linie die Losung des linearen Problems, das man
durch Weglassen der quadratischen Glieder erhilt. So werden wir zu
den Problemen gefiihrt, die man die hydrodynamischen Rand-
wertaufgaben nennen kann. Wir werden uns im folgenden mit
speziellen Fillen beschiftigen, in denen man die hydrodynamische
Randwertaufgabe exakt oder annihernd lésen konnte. Zwar gibt es
auch allgemeine mathematische Untersuchungen iiber die hydrodyna-
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mischen Randwertaufgaben. Sie sind aber noch nicht so weit gefordert,
daB sie Bedeutung fiir die Hydrodynamik gewonnen hitten. Wir gehen
deshalb hier nicht auf diese allgemeinen mathematischen Probleme ein.
Im ersten Kapitel behandeln wir einige Fille, in denen es gelungen
ist, eine exakte Losung der hydrodynamischen Randwertaufgabe zu
finden. Im zweiten Kapitel beschiftigen wir uns mit dem linearen
System, welches aus II* (oder II’) durch Vernachlissigung der qua-
dratischen Glieder hervorgeht, und geben angenéherte Losungen einiger
spezieller Félle der diesem System entsprechenden Randwertaufgabe.
Im dritten Kapitel behandeln wir in #hnlicher Weise die Randwert-
aufgabe des Systems ITI* (oder ITI®).

Es ist aus dem oben Gesagten ersichtlich, dafl die Randwerte, welche
in den hydrodynamischen Problemen vorkommen, im allgemeinen in
sehr einfacher Weise von den Koordinaten der Punkte der Grenzfliche
abhingen. Trotzdem muBl man, um die Methode der sukzessiven An-
niherungen anwenden zu konnen, bei den linearen Systemen, welche
wir hier zu behandeln haben, Randwerte allgemeinster Art betrachten.
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Exakte Liosungen hydrodynamischer Randwert-
aufgaben.

§ 9. Die Stokesschen Gleichungen.

91. Eine Kugel. Randwertaufgabe fiir das innere Problem.

Wir nehmen in diesem Paragraphen an, daf die Bewegung der
Fliissigkeit stationdr ist. In den Gleichungen II* (oder II®) vernach-
liissigen wir die quadratischen Glieder und setzen auBerdem X;= 0.
Wir werden so zu dem System:

ap Qu; 6u1+6u2+du3

oz =0 dz; Oy ' Ozy | O, o

pAu—
gefithrt.

Wir unterscheiden zwei Fille. Bei dem inneren hydrodynamischen
Problem betrachtet man eine Fliissigkeit, die sich im Inneren einer ge-
schlossenen Fléiche befindet und deren Geschwindigkeit: an dieser Fliche
bekannt ist. Bei dem duBeren hydrodynamischen Problem betrachtet
man eine Fliissigkeit, welche den ganzen Raum auBlerhalb einer geschlos-
senen Fliche erfiillt. In diesem Falle mufl man die Geschwindigkeit
sowohl an der inneren Grenzfliche wie in unendlicher Ferne kennen.

Wir losen in diesem Paragraphen die innere und die duflere hydro-
dynamische Randwertaufgabe der Gleichungen (1) fiir eine Kugel. Wir
betrachten zuerst das innere Problem. Die Randbedingungen sind in
diesem Fall: w;= U;(j =1, 2, 3) an der Oberfliche der Kugel. Die
GroBen U; miissen wegen der Kontinuititsbedingung (1, 2) S. 4 der

Beziehung:
[umias =0

geniigen, wo die Integration iiber die Oberfliche der Kugel erstreckt
wird und wo, wie iiblich, »; die Richtungscosinusse der nach aufien
gezogenen Normalen dieser Fliche sind.

7 Oseen, Hydrodynamik
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Wir haben im dritten Paragraphen S. 27 folgendes gesehen,
Wenn man einen Tensor T';; und einen Vektor P; finden kann, die an
einer geschlossenen Fliche S den Bedingungen T';; = 0 geniigen, im
Innern derselben Fliche iiberall mit Ausnahme eines Punktes z;(0(P®)
reguliir sind und den Differentialgleichungen:
0Py —0 0T _
69:,- ? 6131
geniigen, endlich sich in der Umgebung des Punktes z;,®, bis auf
regulire Glieder, wie der Tensor #;; und der Vektor p;:

i (xj— 2, O)(zp — 1, ® T — 2
"n=*:_+(j —3 ), p:.-=2‘u~——r-5k—, r =}a;— 2O

verhalten, dann gilt fiir jede innerhalb derselben Fliche regulire
Losung des Systemes (1):

p AT — 0 (2)

SO

8apu K dn

Um unsere Aufgabe zu losen, bestimmen wir eine Losung 7z, 7
des Systems (2), die innerhalb von S reguldr ist und an S den Be-
dingungen: 7;; = t;; geniigt; dann hat Tj.=t;: — 7ji, Pi= pr—
die verlangten Eigenschaften.

Fiir eine Kugel kann man mit einfachen Mitteln die GroBen z;;
und 7; herstellen. Wir wenden dazu das Spiegelungsverfahren an,
durch welches W. Thomson das elektrostatische Problem der Kugel
loste. Wir legen den Anfangspunkt des Bezugssystems in den Mittel-
punkt unserer Kugel, bezeichnen mit a den Radius derselben und setzen:

af=R, 20R=ROB, R>0, R® =4,
Durch die Formeln:

- P,,nf) ds. (3)

0 — o )
7 R@2%1
definieren wir dann das Spiegelbild P©® des Punktes PO(= z,®, z,®,
z3®). Wir setzen ferner:
T2 = RO2 (g, —ZO)2=72, R®>0, 7=>0.
Um nun 7j; und 7, zu berechnen, verzichten wir zuniichst auf die Er-
fiillung der Kontinuititsbedingung (2b) und stellen uns die Aufgabe,

einen Tensor 7;;* und einen Vektor ;* zu berechnen, die iiberall,
auBler im Punkte P©, reguliir sind und die Differentialgleichungen:

pdz*—

gz ~ " S
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befriedigen und die an der Kugel R = @ den Bedingungen 7;.* = ¢,
geniigen. Wir versuchen diese vorbereitende Aufgabe durch den Ansatz:

*_a,'g Jd 1 d 1 9 (o)il %7
T Ed day 7 7 T %5, 0w; 7 712 4123 oz, 1 he 6x,6x,,
0 1
:T!:k*z 2#8"6-5 F

zu losen, wo a;, b;, ¢, d;; und e Konstanten sind. Dieser Ansatz
erfiillt, wie sofort ersichtlich ist, die Bedingung, dal} 7;;* und p;* iiber-
all mit Ausnahme des Punktes P©® regulir sind. Wir haben ferner:
a2 02 1 oOm*
mefk =pd, T *= z”eazjaxk 5 _—3}?'
Wenn wir die Konstanten so bestimmen konnen, daBl an der Kugel
R = a noch 7;; = t;:(j, k = 1, 2, 3) wird, so ist unsere vorbereitende

Aufgabe gelost. Nun ist fiir B = a:

- - 22,2,  a? a®r?
P =zf— 22;70+ 7P = o (1 — poe T poz) = por’

also: A
R©®

T =

und ferner:
_ 1 — 1. a® 1
x; 70 = 5 (a® + R©?2) — i 7R = (1 + R(")z) =72,

Wir erhalten mit Hilfe dieser Beziehungen fiir R = a:

gl 1l &0-5W) 1 #HER_—a
Y0 T 7 Y JRORF
und folglich:
. RO ROS
j* = — (e + djx + €9s) R e b

— (€TO — by — (eT® — cr); + eFHOT® — b T® — e F® +

+ (12( R(U)?-) }kirs
Die Forderung:

0 (or; — 2/®) (T — 2:®)
Tt =ty =1+ p :
fiir R = a ergibt jetzt:
R® ROB
_“_(aik+dfk+eafk)=aik; . e = 1,
ROB R©)3
g (ez;© — b)) = #,®,  — " (e ® — ¢;) = @,

R(
FHOBO— BEO— 050 +at (1 W) dyu | = 2105, @),

7e
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Wir erhalten schlieBlich:

RV —a - mzo
%= R (1+ R(m)ﬁ R -TO P B A

a a? \ _ a a® \ _
_ % =z _ &y & 0
bf— IT(B_) (1 —_ R(")g) 33,'( ), Cp = R(") (]. R(o)g) mk“ ):

RO®2 _ g2 _ a3
o 0) 7,0 N
dj = RO g3 z® 7@, €=—Ron
und damit:
L B ) (x7 — %) (@ — 7?)
ik = ROF UIE T RO8 =
RO? — a?( 70 50
) 5
R©® a*7 (0)2?3 [/ (2 — @) + (9)
_ _ 2z 7@ _ 9 1
+ 50 (@ — 5O — T a0 -,
§ &
o 2pa® 0 1 (6)
RO® gz, 7

Wir setzen jetzt, um unser anfiingliches Problem zu losen:
0@y
T = Ta* + (R — o) )
o 1% 6:1:,-

so daf also das Zusatzglied fiir R = a also auf der Kugel verschwindet.

Die Funktionen ¢, sollen Liésungen der Laplaceschen Differential-
gleichung sein, die im Innern der Kugel R = a regulir sind. Wir
haben unter dieser Voraussetzung in demselben Bereich:

0 dgr 2a® 0 1
Air= 5|2+ 4m G — 205 5
Wenn wir:

dpr a9 1) ®

=20 pat 20 95 R® 0z 7
setzen, so sind dann 7;;, 7; innerhalb der Kugel R = a regular und ge-
niigen den Differentialgleichungen (4). — Wir bestimmen schlieBlich
die Potentialfunktionen ¢, so, daBl die Kontinuititsbedingung erfiillt
wird. Wir haben:

Br,-,g - a‘rﬂ, 699,,
dz; O + 29 % 5y
at’;,,* L R©2 __ a2{a(a:k i Et(o)) B éﬂ) 70 i i_}_
dz; RO» 7 a 7 dxt

0 55O 20® (1 ) (50 2)1
0) _~ {0) () RS, Fi, (38
Hor e m T e \H a5 \% 5 =
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-

Da:
P gk(maixt _;_ —_ %’ (25— 79) aa:,;? xk_‘;fkm) 2 (Ik;mk(o))
(#6032 (79 33) 7 = o) (03 7 + 20, 743
so konnen wir unseren Ausdruck fiir a; ;: auch in der Form:
RO — @, 2, — 7@  3® 3z,® 9 1
R©0» I B ar a 0z;

3
d Ty — -T’i'(o) 2:8&(0) ( ) ( ® _)
TR Yo T8 T 19%; 0z ?]

schreiben. In der Kontinuitidtsbedingung:

ad Tik 6991» 1 61;,,*

dm, =0 oder Tj 75— 3% 2 2— —6?7
haben auf der rechten Seite einige Glieder unmittelbar die Gestalt
X ; diese geben fiir ¢; den Beitrag:

RO2 _ o2 33?;;(0) a(m;. — Etw}) + 2.7}3(0) 7.0 d
2R® | a7 7 a 0y

6

L
? 3
welcher der Laplaceschen Gleichung geniigt.

Um die noch iibrigen Glieder von ¢, zu bestimmen, miissen wir
eine fiir R < a regulire Losung y; der Differentialgleichung:

a"!’k zk(f a2 T — 7@
i Oz T 78

suchen, welche aulerdem der Laplaceschen Gleichung A,y =0 ge-
niigt. Dies geschieht ohne Schwierigkeit. Wir fiihren statt z,, ,, 2,
Polarkoordinaten ein und driicken also z,, z,, z; durch R und zwei
Winkel aus. Die linke Seite unserer Differentialgleichung bekommt
dadurch die Form:
g Ive,
oR

Die rechte Seite konnen wir in eine nach steigenden Potenzen der Grofle
R/R® fortlaufende Reihe entwickeln. Da die rechte Seite fiir alle R®
eine Losung der Laplaceschen Gleichung A,y = 0 ist, so wird jedes
Glied der Reihe ebenfalls eine Losung der Laplaceschen Gleichung
sein. Da ferner, wie man leicht verifiziert, die rechte Seite fiir R=0
verschwindet, wird die Reihe kein konstantes Glied enthalten. Nicht
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nur die rechte Seite selbst, sondern auch die mit R dividierte rechte
Seite 1aBt sich also in eine Potenzreihe nach R/R? entwickeln. Wenn
wir diese Reihe in bezugauf R zwischen 0 und R gliedweise integrieren,
80 bekommen wir eine neue Reihe, deren Glieder sich nur durch kon-
stante Faktoren von den entsprechenden Gliedern der Entwicklung
der rechten Seite selbst unterscheiden. Sie sind also ebenfalls Losungen
der Laplaceschen Gleichung. Die Summe dieser Glieder ist y;. Es ist
indessen nicht notwendig, y; durch eine Potenzreihe darzustellen. Es
gibt einen ziemlich einfachen, geschlossenen Ausdruck fiir y;. Wir
setzen: x; 7, = R R® cos &, wo also ©# der Winkel zwischen den Vek-
toren z; und ;@ ist, und haben dann unter Benutzung der Formeln

S. 98 (0) 2 = (0) ©) 4 2
E‘k_ a(-"}[--—"ﬂ?k ):x_t_(-z a )+Giﬂk

7 P ~ RO? P
(R — 2 RO cosd) + L.
Also:
Ope 2O (R — 2 RO cos 9) a®x;

OR ~ (R* —2RR® cosd®+ R™)'s ' R(R*— 2 RR® cos® + RO®)":

und:
R

_x(mf (R — 2R® cos®) dR
M) (B 2 REO cosh + RO

R
+a% & oL _1\ L@
f (R2— 2RR®cos® + RO2ys  © \RO 7

R — R® cosd + 7 cosd
RRO2 sin29 .7
Wir haben also:
RO2 _ g232,® g(z— 7©®) 22, =iy a1 3 |
Pr="9R® | a7 B T 97 T e

_RO2_@g*(35,©®  a(x— ) | 25 _ O d 1
2R® |, R0 7 T a " oamr (00

a2z — O - 3; 2,0).
7%

3 R— R cos#) + 7 cos®
a RRO2 gin29 .7

Durch die Gleichungen (5)—(8) S. 100 und (10) sind die GréBen 7
und 7; bestimmt. Wir setzen jetzt:

(@22 — 2, - 27 T,0) } .
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(zrf_k -+ (2 — 2,0 (2 — 2 )

Th=tp —1= pr: — Tjks

o — 2 @
P;,—-pkﬁnk'—Zu —k-——k———ﬂg-.

Die Formel (3) ergibt uns dann den Wert von u, in einem beliebigen
Punkt P©® innerhalb der Kugel.

Um zur vollsténdigen Losung unseres Problems zu gelangen, miissen
wir noch eine Formel fiir » ableiten. Da p durch die Differentialglei-
chungen und Randbedingungen nur bis auf eine additive Konstante
bestimmt ist, so suchen wir die Differenz p (P?)) —p(0) zu berechnen,
wobel wir unter O den Mittelpunkt der Kugel verstehen. Wir gehen
von der Formel (3, 17) 8. 28 aus und bezeichnen mit v;, 7 eine inner-
halb der Kugel R = a regulire Losung der Stokesschen Gleichungen:

pAv; — g:.': =o,%:o, (11)
welche an der Kugel R = a den Bedingungen: v; = c?i(l — %) geniigt.
Wir haben nach (3, 2) S. 22 i

d d -
f{”i(ﬂdi:—sz)_uf (ﬂdl::_?“f)lds =0,
R=a

: ., 1l 1) .
und folglich nach (3, 17), wenn wir dg\r " E —v;=V; setzen:

p(P®) —p(0)=— If ( = +pn;)d5 (12)

Die Schwierigkeit, besteht also nur in der Bestimmung der Grofen
v; und p. Wir gehen, um diese Aufgabe zu l5sen, in #hnlicher Weise
wie oben hervor. Wir setzen!

A o 0
v,:v,—*-l—(Rz—az)a—z, p=p"‘+2y(w+2ha—£)' (13)

Hier soll v;*, * eine innerhalb der Kugel regulire Losung des Systemes:
0p*

sein, welche an der Kugel den Bedingungen v;* = % (l - %) geniigt.

@ soll eine im Innern der Kugel regulire Losung der Laplaceschen
Gleichung sein. — Um v;*, * zu bestimmen, gehen wir von der Tat-
sache aus, daB auf der Kugel R = a:
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1 e
T~ ROF
ist. Wir differenzieren diese Gleichung nach #,( und erhalten fiir R = a:
L1 0.1  ou e 0570 1
T dz; r 0z® ¢ RO3%F T RO 9g® 9z, 7
a @ a 09 1 Jd 1
TR 7 RO gg Tk 0D o T
Wir setzen jetzt:
a z® & 91 2 zwzoed 1
= RO3 7 R332, 7~ aR©® z® z 0z, ?”f- aa’ (14)
p*=0, (15)
und haben dann: A
0
innerhalb der Kugel R=a, und an der Kugel: »;#* KL (l - l)
69:,: r R
Zur Bestimmung der Potentialfunktion ¢ erhalten wir die Gleichung:
dg 1 0u¥ L s ? 1, 1 a1
S 0) 7. (© =
’6:.':, T2 05 2aR® T Gz P O dxzday 7
3 3(1 1 1 ad 0 1)
iy et e o O S Y |~ P | e w__—_—].
9%~ 2a (RUD? a,z) T % R® (x’é‘m,-) (? + 20T
Sie ergibt: 1 9
g= %R@( AR e 1 31p) (16)

w ist hier eine innerhalb der Kugel R = a regulire Losung der La-
placeschen Gleichung, welche auBierdem der Gleichung:

L
; it

a r RO

oy

% 5 dxj

geniigen muB. Aus dieser Gleichung konnen wir 9 in der oben ausein-
andergesetzten Weise entweder durch Reihenentwicklung der rechten
Seite oder durch direkte Integration berechnen. Wir setzen wieder:

z; 7 = RR© cos ¢

und haben dann:

n

®
7’7- = OE (n) P(#) (GOB ﬂ) '}:Z*(m ,

wo die P™ die Kugelfunktionen sind und also P®=1 ist. Wir er-
halten so:

—
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ol R
y= Z P (cosd) - Hmi1

Durch direkte Integration erhalten wir dagegen:

f( ) 1 74+ RO® _— Rcosd
p= =———log - -
R(n) RO 9 RO
Wir haben also schlieBlich:
1 a1 3 7+ RO — Rcosﬂ)
3 () <0 g
$= %a Rw)( T4t dzr, T RO log 9 B ()

Die Formeln (12)—(17) vermitteln die Bestimmung von p(P@®) — p(0).

9 2, Zusammenstellung der Formeln fiir das innere Problem
der Kugel.

Wir fassen unsere bis jetzt gewonnenen Ergebnisse in dem folgen-
den Satze zusammen:
Um eine innerhalb einer Kugel:

R=Vaep=Vzl2+a2+2?=a
regulire Losung der Stokesschen Gleichungen:

ap < du;

j=1,2
95 O o0 U=1L29)

Y J M 4 Uj —
zu konstruieren, welche auf der Kugel den Randbedingungen u;= Uj
geniigt, wo U; vorgeschriebene Funktionen auf der Oberfliche der
Kugel sind, bildet man die Funktionen:

e djx £ (x; — 2{®) (2 — ') a S
ix= e ROF
a3 (_'1;’_ E,(ﬂ)) (xk — Ekw)) R(D)2 — a2 xf(ﬂ) xk(o)
- RO3 i RO ad7

a o - -
— govees [F® (@ — 2®) + 7 (g — 30)] —

25;,(0) E;t(ﬂ) _ (0) d 1 " a%
- aa a_xl 3 (R )

Ty — ka) ad Ty — 3:1-( )

g
Py=2pu P luR((!):! 73 _2“(%‘—'-22:‘3 )
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35 a(m—7@®) 25@_. 9 1
¢ = 2R<0)3(R(0)2 2)‘ R(to) o ?-3% )4 mi(n)c?_m,?-!_
0)
+3R Re cosﬁ+f003‘9( - x;,(")-xfi,-(“))g;

RR®2gin2 9.7

Y= ai,(l_%a)_%ﬁ%m—@%a%%+
aR()m’(o)—(o)a_a;‘}_%—(R?h—gﬂ)%;
5=2#(¢+2xtg_z);
= 2aR(0)[ +250 ai%%—éi@log ?+R(:I;])R°°5 ﬂl,

2
— a - =
RO~ o, EO= b ao,  RO=E0,
= T :z:,( )
r=J(z; — 292, T=)(r;— 202 cosd=

REO
Dann geben die Formeln:
1
Uy (P(ﬂ)) = — %;R Uj (ﬂ

aT
'd—njk—Pkﬂf) dS,

1 a¥V; . -
p(PO) —p () =— o [0;(u Vi1 ) as,
R=a

wo P® der Punkt #,@, 2,®, 2, und O der Mittelpunkt der Kugel
ist, die Losung des Problems.

93. Eine Kugel. Randwertaufgabe fiir das diuflere Problem.

Wir wenden uns zum #uBeren Probleme, also zu der Aufgabe, eine
Losung des Systems (1) zu finden, die auBerhalb der Kugel R =a
reguliir ist und an dieser Kugel der Bedingung u;= U;(j = 1, 2, 3)
geniigt. Eine solche Losung ist nur dann eindeutig bestimmt, wenn
ihr Verhalten in unendlicher Ferne vorgeschrieben ist. Wir schreiben

vor, daB} die GriBen R|w;|, R? gu, R p|l(j,k=1,2,3) fiir R>a

eine endliche obere Grenze haben sollen. Man sieht leicht, daB diese
Bedingung nebst der Grenzbedingung u;= U; fiir R = a geniigt, um
eine fiir R = a regulire Losung des Systems (1) eindeutig festzulegen.
Die Formel (3, 17) gibt in unserem Falle, wenn wir auch jetzt die
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Normale der Kugel R = @ nach aullen ziehen und wenn der Punkt
P© (mit den Koordinaten z;(?) jetzt aulerhalb der Kugel liegt:

w(PO) = 1 ] f (%—-Pkn,)ds (18)

Tjx, Py soll hier eine Losung des Systems (2) sein, die sich in der Um-
gebung des Punktes P® wie die oben eingefithrte Losung #;;, p ver-
hilt, fiir R = a den Bedingungen T, = 0 geniigt und ferner der Be-

aaT:rk| Rz[PlfJ(jl k 1=
1, 2, 3) fiir R > 2R® eine vom Punkte P® unabhiingige, obere Grenze
haben. Um 7';; und P, zu bestimmen, benutzen wir dieselbe Methode
wie beim inneren Problem. Wir setzen wieder T, =1, —Tjx, Pr=Pr— P
Fiir 7;; und p; machen wir wieder die Ansitze (7) und (8). 7;:* hat
dieselbe Bedeutung wie oben. Fiir ¢, erhalten wir wieder den ersten,
in Formel (10) angegebenen Ausdruck. y; soll jedoch eine andere Be-
deutung haben. Zur Bestimmung dieser Funktion erhalten wir die-
selben Gleichungen wie friiher:

dingung geniigt, dal die GroBen R|T;;|, R?

. Oyr _ 2@ R L o 7
Pow; — 7 G

Alpg=0,

‘Wir miissen aber jetzt eine fiir B > a regulire Losung dieser Gleichung
suchen. Um y; zu bestimmen, geniigt es, eine fiir B > a regulire
Losung der Gleichungen:

dy 1

oy~ ¥ (19)

zu bestimmen. Man erhilt sie entweder durch Reihenentwicklung von
1/7 nach Potenzen von 1/R oder durch direkte Integration. Das Kr-
gebnis ist:

IE( 7+ Rcos® — RO
= — (n) _
W ZP ((30819)( TR R( ——log R(1 + cos®) \ )
o L R
Wi beben 4 RO RRO 4 z;7©®
Ir napen danmn:
a 2 9 ROF 7.0 __ ROz
= Oy + a? 65320) _° log r+ 2o . (21)

500y A 7. O 5 =
R 0 T, RRO 4 z;z,®

Man bestiitigt durch elementare Rechnungen, daff die hiermit erhal-
tenen GroBen T';;, P, den oben angegebenen Bedingungen geniigen.
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Aus unserer Voraussetzung, dall R2|p| fiir R > a eine obere Grenze
hat, folgt, daBl  in unendlicher Ferne verschwindet. Unter diesen Um-
stinden ist es moglich, den Wert von p in einem beliebigen Punkte P©
auBerhalb der Kugel durch die Werte U;, welche die GréBen w; auf
der Kugel annehmen, auszudriicken. Wir haben:

1 av, _
p(PO) = — '(ﬂ Tn T Pﬂ:i) s . (22)
Hier ist: >
V;;= d_.ﬂ?, _’f —Vj.

v;und p ist eine fiir B > a regulire Losung des Systems (11), welche
fir R = a der Bedingung V;= 0 geniigt. Wir machen fiir v; und %
wieder den Ansatz (13), setzen aber jetzt:

a Z® @ 91 2 ?

e I S R P (1) B
RO8 7 T RB gy, 7 RO Y Ga, 7

e

P*=0.

Fiir ¢ erhalten wir wieder den Ausdruck (16). v muB} aber jetzt den
Gleichungen (19) geniigen. Fiir ¢ konnen wir also den Ausdruck (20)
benutzen.

9 4. Zusammenstellung der Formeln fiir das éuflere Problem
der Kugel.

Um eine auBerhalb einer Kugel:
= T T et = a
regulire Losung der Stokesschen Gleichungen:

dp
61‘

8uf
dz;
zu konstruieren, welche in unendlicher Ferne der Bedingung w; — 0,
p — 0 und aufj der Kugel der Bedingung u;= U;(j = 1, 2, 3) geniigt,
wo U; vorgeschriebene Funktionen auf der Oberfliiche der Kugel sind,
bildet man die Funktionen:

nAduj— =0, =0 G=123)

T Ojr | (w—aO)(@—z ) 8 s @ (75— ) (@&—n®)
="yt fs ~R©7 %/F Row 7
RO?— ?(FOF0  a
R©® { a®7 ~ RO27 [%® (@ — z©) + z©® (’3? —z0)]—

270 7,©
——2 5

(o)__l ] (R2— az)%‘f:

7
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@ — 1O ad o — 7O )
szzlukrak _2#}3(0)3&';3&' _2H(¢k+2xia_%t);
RO — @ (32,0  a(m—70)  200_, 9 1
%:="gp05 | a7 (xk?*xk gt " oz
ar S 5T
7 70 — Rox
+¥ _3(0) ogR T-L—:L‘,‘.’E, - RO :
RO 0z, RRO | 4;7©
0 1 a ;00 a® 0 1 2 aJ 1
i s . e Wem. .
1= 9t RB® 7 RP oz 7 T aRO T oy
— (R2— a?
(R? “)ax,

= d
P=2ﬂ-(‘P+ 293;-55"_);

1
~ 2aR©®

( + 2%, CO)_a_ i _|_ 3 R('”? + 2 7 — R'(o)z).
0z RR® 4 2;7/®

- a? = = row
RO) — ]/g;,(oxz , 70 = % z©®, RO— Vx 02
r=V(z— 202, F=J(z;—z5")>.

Dann geben die Formeln:
1 dT;;
ws(PO) = f ( . 'n,,-) as,

1 dv; )
0)) = — ;
p(PO) 4,,!:%( Vi 1 png)ds,

wo PO der Punkt #,©®, ,®, 2, ist und wo die Normale der Kugel
(von der Linge 1): n,, ny, ng nach aulen gezogen wird, die Losung des
Problems.

Die beiden Probleme der Kugel kénnen auch mit Hilfe von Reihen-
entwicklungen gelost werden. Solche Reihen wurden von Lamb unter-
sucht.

9 5. Die Stokessche Widerstandsformel.

Wenn wir in Formel (18) S. 107 die GréBen U; konstant annehmen,
erhalten wir die Losung des Stokesschen Problems, eine fiir B > a re-
guliire Losung des Systems (1) zu finden, bei welcher die Grofen u; in
unendlicher Ferne verschwinden und an der Kugel R — a vorgeschrie-
bene, konstante Werte, U;, annehmen. Man kann indessen diese Lo-
sung in viel einfacherer Form darstellen. Es geniigt:
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3 a 92 a? 3 a1
=5 Uig— 4U"a ,az,,(?’RJrR)’ p=—gralig g (23

zu setzen. Stokes wurde zu diesem Problem durch die Aufgabe ge-
fiithrt, den Widerstand zu berechnen, den eine kleine Kugel erfihrt,
wenn sie sich mit konstanter Geschwindigkeit U; in einer zihen Fliissig-
keit bewegt. Er fithrte, um diese Aufgabe zu lisen, ein Bezugssystem
ein, dessen Anfangspunkt sich im Mittelpunkte der Kugel befand und
sich also mit dieser bewegte. Er fiihrte dadurch seine Aufgabe auf
den Fall zuriick, wo eine ruhende, kleine Kugel in eine mit der Ge-
schwindigkeit — U; strémenden Fliissigkeit eingetaucht ist. Indem er
die Groflen U; klein annahm und alle (sei es in U; oder w;) quadra-
tischen Glieder vernachlissigte, erhielt er zur Bestimmung der Be-
wegung der Fliissigkeit das System (1) mit den Nebenbedingungen:
fiir R = a: w;= 0, in unendlicher Ferne: u; = — U;. Durch die Sub-
stitution: w;= — U;+ w; fithrte er dieses Problem auf das oben be-
handelte zuriick. Auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugs-
system bezogen, ist also seine Losung des Problems:

U U 82 a2
w=—Upt 5 Urp— * 92,02 (3R+F)’

3 9 1
p=—gbilig g

(24)

In schroffem Gegensatz zu den bei gewdhnlichen Korpern und ge-
wohnlichen Geschwindigkeiten beobachteten Erscheinungen ist diese
Bewegung in gewissem Sinne symmetrisch in bezug auf eine gegen
die Stromungsrichtung senkrechte, durch den Mittelpunkt der Kugel
gelegte Ebene. In zwei Punkten, welche in bezug auf diese Ebene
Spiegelbilder voneinander sind, haben die Geschwindigkeiten in der
Stromungsrichtung gleiche, die Geschwindigkeiten in einer gegen jene
Richtung senkrechten Richtung entgegengesetzt gleiche Werte. Dall
dieses Ergebnis nicht zum Wesen der Sache gehort, sondern durch die
angewandte Néherungsmethode bedingt wird, werden wir spiter sehen.

Wir berechnen mit Hilfe der Stokesschen Losung die Resultierende
der Kriifte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel ausiibt. Wir haben
im ersten Paragraphen gesehen (vgl. 8. 7), da jene Resultierende
die Komponenten:

[1=pme o (52 525

hat. Aus den Gleichungen (1) folgt leicht, daf die Werte dieser Inte-
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grale von der Integrationsfliche unabhiingig sind, vorausgesetzt, daB
diese eine geschlossene Fliche ist, welche den Anfangspunkt umgibt.
Dies folgt aus der Beziehung:

du 0
f[”f’”ﬂ“””"(am % aii)ldé‘:
; 9 Duy
Hf[”—?)'+# Ui+ W 6:66:.1: do =0,

welche giiltig ist, wenn w,, u,, u3, p in dem von der geschlossenen
Fliche S begrenzten Bereiche (2 eine regulire Losung der Stokesschen
Gleichungen (1) bilden. Wir benutzen die Unabhiingigkeit des Integrals
von der Integrationsfliche in der Weise, dall wir zur Integrations-
fliche eine Kugel um den Anfangspunkt mit sehr grolem Radius R
wihlen. Wir haben auf jener Kugel in geniigender Anniiherung:

du au;,) 73T
3’“’+*“”"(ax t 55 =~ greli g
ferner ist: 4
.’i::;z,, i 4
R = Konst.

Die Resultierende der Krifte, welche die Fliissigkeit auf
die Kugel ausiibt, hat also die Komponenten — 6ézpuaU,. Dies
ist die berithmte Stokessche Widerstandsformel.

Die Stokessche Formel hat eine sehr groBle Bedeutung fiir die
Molekularphysik, die Kolloidchemie und Meteorologie gewonnen. Die
genaueren Bedingungen fiir ihre Giiltigkeit werden wir spiter disku-
tieren. Wir werden dort auch etwas Néheres iiber ihre Anwendungen
sagen.

96. Ein Satz von Faxén.

Dr. H. Faxén hat die Stokessche Widerstandsformel in sehr be-
merkenswerter Weise verallgemeinert. Man kann den Satz von Faxén
mit Hilfe der oben gegebenen, allgemeinen Losung des Problems der
Kugel beweisen. Obwohl wir den Beweis seiner Liinge wegen hier
nicht ausfithren kénnen, wollen wir doch den Gang desselben andeuten.
Wir fragen zunéchst, wie kann man, wenn die Bewegung einer Fliissig-
keit den linearen Stokesschen Gleichungen gehorcht, die Geschwindig-
keitskomponenten u; sowie die Gréflen Aw; in einem Punkte P in
der Fliissigkeit durch die Werte ausdriicken, welche die Gréfen u; auf
einer in der Fliissigkeit gelegenen Kugel annehmen, die ihren Mittel-
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punkt im Punkte P® hat? Die Formel (3) 8. 98 gibt hinsichtlich der
GréBen u; unmittelbar eine Antwort auf diese Frage. Wir verlegen fiir
einen Augenblick den Anfangspunkt unseres Bezugssystems in den
Punkt P®. Es wiire ziemlich mithsam, aus der allgemeinen Formel fiir
die Greenschen Funktionen durch Grenziibergang die Werte von T
und P; zu berechnen. Man bestitigt aber leicht, daB diese GroBen
die folgenden Werte haben:

1  2R* 3 1 1
Tir = Oji (T3+ F*‘E) + T (_R"‘ — Eg) ,
Wpz, 2uxz
f= a3 R’

In der Tat geniigen Tz, Py bei festem % den Stokesschen Gleichungen
und sind im Anfangspunkte in der richtigen Weise singuldr. Die For-
mel (3) ergibt unter diesen Umstéinden nach Ausfithrung der Inte-
grationen und wenn wir wieder den Anfangspunkt in einen beliebigen
Punkt verlegen:
u (PO) = ;;f“: {% (2 — 2©) (2 — 2'Y) — j }fl;? (25)
r = Konst.

Durch éhnliche Rechnungen findet man:

_1(op\ _ 15 3 (zj—2.©) (2, —, )| dS
(e = (52, =g [ - e @6)
r = Konst.

Wir nehmen jetzt an, daB eine Flissigkeit sich in Ubereinstimmung
mit den linearen Stokesschen Gleichungen stationir bewegt. Wir be-
trachten einen Bereich, wo die Bewegung regulir ist. In diesen Be-
reich tauchen wir einen kugelformigen starren Kérper mit dem Radius a
ein und denken uns ihn dort festgehalten. Die Fliissigkeit iibt auf die
Kugel Krifte aus, deren Resultierende wir berechnen wollen. Wir
haben zu diesem Zweck zuerst die von der Kugel hervorgerufene Sti-
rung der Fliissigkeitshewegung zu berechnen. Diese Aufgabe ist durch die
Formel (18) S. 107 gelost. Wir haben hier die mit entgegengesetzten
Vorzeichen genommenen Komponenten der Geschwindigkeit der anfing-
lichen ungestorten Fliissigkeitsbewegung zu nehmen. Die wirkliche Be-
wegung der Fliissigkeit ist aus dieser Bewegung und der von der Kugel
hervorgerufenen Storung zusammengesetzt. Man sieht nun leicht, dall
unsere Resultierende nur von der Stérung abhingt. Wie wir schon
oben hervorgehoben haben, konnen wir in den Integralen, welche die
Komponenten der Resultierenden darstellen, zur Integrationsfliche eine



97. Das Problem der ebenen Wand 113

beliebige, geschlossene Fliche wihlen, welche dieselben Singularititen
der GroBen u; wie unsere Kugel umschlieft. Nun hat die anfingliche,
ungestorte Bewegung der Fliissigkeit nach unserer Annahme im Innern
der Kugel keine Singularititen. Bei der Berechnung der Resultieren-
den der von dieser ungestiorten Bewegung herrithrenden Krifte konnen
wir deshalb die Integrationsfliche zu einem Punkt zusammenziehen.
Das Ergebnis der Integration ist also Null. Betreffs der Stérung kann
man mit Hilfe der Formel (18), allerdings nur durch langwierige Rech-
nungen, die Komponenten der Resultierenden berechnen. Das Ergeb-
nis laBt sich, wenn wir mit %, die Komponenten der Geschwindigkeit
in der anfiinglichen, ungestirten, reguliren Bewegung bezeichnen, in
der einfachen Form:

3 8
i R i (27)

schreiben. Wegen (25) konnen wir diesen Ausdruck der Komponenten
der Resultierenden auch in der integrallosen Form:

&)
6 nlua‘uk(r)(PED)) + naB (%)P(u)- (28)

darstellen. Dies ist der Satz von Faxén. Er erméglicht es unter ganz
allgemeinen Verhiltnissen in sehr einfacher Weise die Kriifte, welche
eine stationdr bewegte, zihe Fliissigkeit auf eine Kugel ausiibt, in
erster Naherung zu berechnen.*

Wenn wir nur den Mittelpunkt der Kugel festhalten, wird die
Kugel sich um diesen Punkt drehen. Fiir die Drehgeschwindigkeit hat
Dr. Faxén einen sehr einfachen Ausdruck berechnet. Man driickt ihn
am einfachsten in der vektoriellen Schreibweise aus. Die Drehgeschwin-
digkeit ist: 4 Tob ),

wenn o der Vektor mit den Komponenten u; ist.

9 7. Das Problem der ebenen Wand.

Das Problem der Kugel enthilt als speziellen Fall das Problem
der Ebene, mit anderen Worten die Aufgabe, eine in einem Halbraume
z; > 0 regulire Losung der Gleichungen (1) zu finden, welche den

* Dr. Faxén hat seinen Satz ohne Beweis in seiner Dissertation mitgeteilt.
Einen Beweis gab er spiter in dem Aufsatze: Der Widerstand gegen die Bewegung
einer starren Kugel in einer zihen Fliissigkeit, die zwischen zwei parallelen, ebenen
Wiinden eingeschlossen ist. Arkiv f. mat., astr. och fysik. Bd. 18, 1924. Ein ein-
facher Beweis wiire sehr erwiinscht.

8 Oseen, Hydrodynamik
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Bedingungen: fiir 2, =0: u;=U;; limw; =0 (j =1, 2, 3) geniigt. Um

Ty—> o
die Losung dieses Problems zu erhalten, hat man nur nétig, in 7',
und P; o, und 2,9 mit 2, + @ und 2, 4 @ zu vertauschen und dann
den Grenziibergang a — « auszufithren. ¢;; und p; bleiben dabei un-
verandert. Man findet: z,® = 2,®, z,® = z,® 7, = — z,® und
folglich: 7 =}(2; — 2, @)% + (2, — 2,®)% + (25 + 2,)%. Man erhilt
ferner:
fir 7 =1,2,3; k=1, 2

(ka (I?' —_— I?'(O)) (371- —_— .Tr}w)) 02 1
P . ] _ 0 -
=3 + 7 s Oxjdx, 7°
20 1 92 1
- 2 e A (© T ="
T K doy 7 pzy dag 0y 7
firj=1,2
o (If . x‘f(o)) (IS . xa(o)) 9 ) 0* 1
Tagi== 7 T 200 0zj0zy 7°
(2 + 2O 2 1
P ——— W
Tas ? ' 7 t2a%%5 a5
d 1 0% 1

= — 1) S s
0 2’”(’).1:3 Fod e Oz 7

Man beweist am einfachsten diese Formeln durch direkte Ausrech-
nung, indem man zeigt, dall die Funktionen 7;;, 7r; den Differential-
gleichungen (2) und den zugehorigen Nebenbedingungen geniigen.

Das Problem der ebenen Wand wurde zuerst von H. A. Lorentz
im Jahre 1896 gelost.

§10. Die nicht-stationiiren Gleichungen. Das Problem
der Kugel. Die Formel von Boussinesq. Das Problem
des Kreiszylinders.

101. Der Ansatz.

In den Gleichungen I* 8.12 setzen wir X; = 0 und vernachliissigen
die quadratischen Glieder. So erhalten wir das System:

du; 1 dp B .
_a_t' a +PAH?, v—E:l (?-—1,2, 3)' (1)
Die Kontinuititsbedmgung ergibt:
d Uj

2

62:;:
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Wir stellen uns die Aufgabe, eine Losung dieses Systems zu finden,
welche den folgenden Bedingungen gentigt. Fiirt=0sollenu; (j=1,2,3)
den Wert Null annehmen. Fiir¢ > 0 sollen w;, p in dem Bereiche 2,
das heil3t hier fiir R = l-"‘:a':T2 I?;:iﬁ > a, nebst den in den Glei-
chungen (1), (2) vorkommenden Ableitungen stetig sein. An der Ku-
gel R = a sollen die Grofen u; vorgeschriebene, im allgemeinen vom
Orte und von ¢ abhiangige Werte U; annehmen. Endlich soll die Be-
dingung lim »; = 0 erfiillt sein.

R—w
Verfasser hat dieses Problem zuerst durch Reihen gelost, welche

nach Kugelfunktionen fortschreiten und wurde spiiter durch Summie-
rung dieser Reihen zu dem folgenden Ansatz gefiihrt. Wir setzen:
_0F; 0 ( BF,;) - 0¥
u?—w‘f‘a—zf IP—T’H- P—"‘QW' (3)
¥ soll dabei eine in £ regulire und im Unendlichen verschwindende

Losung der Laplaceschen Gleichung sein. Die GroBlen F; sollen die
Komponenten eines der Differentialgleichung:

%f —vAF (4)
geniigenden Vektors sein. Dieser Vektor soll fiir £ = 0 verschwinden,
fir ¢ >0 in £ regulir sein und in unendlicher Ferne verschwin-
den. Unser Ansatz (3) befriedigt unter diesen Umstiinden, wie man
sofort sieht, die Systeme (1) und (2).

Wir betrachten jetzt einen beliebigen Punkt der Kugel R = a.
n; sind die Komponenten einer nach aullen gezogenen Normale von
der Linge 1 in diesem Punkte. Mit T; (j = 1, 2, 3) bezeichnen wir
die Komponenten eines beliebigen, zur Normalen senkrechten, also die
Kugel im betrachteten Punkte tangierenden Vektors von der Liinge 1.
Wir haben nach diesen Festsetzungen stets:

n; T = 0. (5)
Die Bedingungen w; = U, fiir R = a ergeben jetzt:
0F; 07 0*F, ) o
(ot G B T O ©)
0¥ ‘ 0*F, ) N
Wir befriedigen die Beziehungen (6) und (7) in der folgenden Weise.
Wir setzen: W b P, (8)

g
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und bestimmen @ durch die Forderung, dal @ eine fiir R > a regu-
lire und in unendlicher Ferne verschwindende Losung der Laplace-
schen Gleichung sein soll, welche auf der Kugel R = a der Bedingung:

dd 09

dn ax ny = U"ﬂ’f U (9)

geniigt. Wir bestimmen sodann die Tangentialkomponenten des Vek-
tors F auf der Kugel R = a durch die Bedingung: fiir R = a:

oF, oD
( T —U; + P ) =0, wenn n; 1 = 0. (10)
Sie ergibt:
t
TiF;= Tff(Uf(r) - 6;1535':)) dt fiir B = a. (11)
7
0

Aus (6) folgt dann:

_(aqs* P F, ) e

1 ax,ax;, = wenn R = a. (12)

Da diese Beziehung fiir jeden zu # senkrechten Vektor gelten soll, so
ist, wie man auch auf der Kugel R = a fortschreitet, die Anderung

von @* — v@ Null, also:

6:5;‘
dF,
D* — vy ;P Konstante, wenn R = a. (13)
k

Wegen (7) mull &* auBerdem der Bedingung:

geniigen.

Wir haben also zwei Potentialfunktionen @ und @* und eine Vektor-
funktion F, welche der Gleichung (4) geniigt, eingefiihrt. @ ist durch
seine Randbedingung vollstindig bestimmt. Von dem Vektor F ken-
nen wir den Wert fiir £ = 0, das Verhalten im Unendlichen, sowie
die Tangentialkomponenten an der Kugel bei beliebigem ¢, so daf} also
der Wert der Normalkomponente von ¥ auf der Kugel noch zur Ver-
fiigung steht. Es entsteht dann die Aufgabe, iiber den Wert dieser,
Normalkomponente von ¥ auf der Kugel so zu verfiigen, daB die bei-
den Randbedingungen (13), (14) fiir @* auf der Kugel so erfiillt wer-
den konnen, dafl @* noch im Unendlichen verschwindet.
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10 2. Einfiihrung eines Hilfsproblems.

Die Losung der komplizierten, durch die Beziehungen (13), (14)
gekennzeichneten Aufgabe, welche wir hier geben werden, beruht auf
einer analytischen Tatsache, welche durch die oben erwiihnten Reihen-
entwicklungen des Verfassers aufgedeckt wurde. Wir behaupten: man
kann die Normalkomponente des Vektors F auf der Kugel so be-
stimmen, dall zwei auBlerhalb der Kugel R = a reguliire und im Un-
endlichen verschwindende Potentialfunktionen P und P* existieren,
welche Ableitungen in bezug auf z,, z,, z, besitzen, P von den zwei
ersten Ordnungen, |P* von der ersten Ordnung, die an der Kugel
R = a endliche und stetige Werte annehmen und in unendlicher Ferne
verschwinden und welche an der Kugel R = a die Bedingungen:

N N dP _ 9P _0F; dF;
P =niFi=F, =d j6‘:1:,. dx; ”'"*ax
—En,-F,-: AwF;
a
P 03, B O, o
_"’6‘,‘ dn’ dn ~ 0x; \R 0z,
i} (37; aFj) 2 T aF aF
— s kamk R 627; ﬂ, R a Ty AH}E

erfiillen.
Wir behaupten ferner: wenn P und P* in dieser Weise bestimmt
worden sind, dann hat der Ausdruck

w(m, aP

*
a@:rj+ P+P)

alle die Eigenschaften, welche wir von der Funktion @* verlangen
miissen, und es ist also:
B* — (:r? opP

*®
e P+P) (16)

Wir beweisen zuerst die Richtigkeit der zweiten Behauptung. Da8
die durch (16) definierte Funktion @* (wenn P und P* existieren)
eine auBerhalb der Kugel R = a reguliire und in unendlicher Ferne
verschwindende Potentialfunktion ist, ist unmittelbar klar. Auf der
Kugel R = a hat man ferner nach (15):

_ (4P 2 *)__a_g,.
o =[Gt o P+P ="z
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Die Bedingung (13) ist also erfiillt. Es ist also nur mehr zu zeigen,
daB an der Kugel R = a die Bedingung (14) erfiillt ist. Nun ist*:

AwF = lim lfF;,—Tj,-(“)ds,
a—0

wo ds das Linienelement einer beliebigen kleinen Kurve auf der

Kugel ist, welche das Flichenelement ¢ umschlieft, und 7', die Kom-

ponenten der die Kugel B = a tangierenden, dulleren Normale (von

* Man definiert in der Vektoranalysis die Divergenz eines vom Orte ab-
hiingigen Vektors als den Grenzwert:

1
lim — | VjnidS.

= | Vinids

w=+0
H

Hier ist § eine beliebige geschlossene Fliche im Raume, n die nach auBen gezogene
Normale von der Linge 1 der Fliche § und o das Volumen des von S eingeschlos-
senen Raumbereiches. Es wird vorausgesetzt, [daB beim Grenziibergange w—0 die
die Fliche § sich um einen bestimmten Punkt zusammenzieht. Wir nehmen jetzt
an, daB ein Vektor ¥ auBerhalb der] Kugel R =a, also im Bereiche {2, definiert
ist. Wir wollen div ¥ in einem Punkte der Kugel R =a berechnen. Wir ziehen zu
diesem Zweck auf der Kugel feine [kleine geschlossene Kurve s und verbinden die
Punkte dieser Kurve mit dem Mittelpunkte der Kugel. Die so definierte konische
Fliche und die beiden Kugeln R=a und R =a + da grenzen einen kleinen Bereich
im Raume ab. Das Volumen dieses Bereiches ist oda, wenn o der Flicheninhalt
des von der Kurve s begrenzten kleineren Teiles der Kugel R = a ist. Wie erhalten,
indem wir bei der Berechnung von div V' diesen Bereich benutzen und indem wir
mit Tf.”) die Komponenten einer die Kugel R =a tangierenden, duBeren Normale
(von der Liinge 1) der Kurve s bezeichnen und bedenken, dal, wenn 4§ ein Flichen-
element einer Kugel mit dem Radius R ist, welches vom Mittelpunkte aus unter
einem bestimmten Raumwinkel gesehen wird, dS/R? konstant ist:

z.dS
; T b i
(dlvP)R-n_odléli_o[ddafi(vfm)ﬂ—a-{-da_ VR“’R-:G "Ry +
L[y g [#%% a8 lim 1 ()
— d —(V,R? m _ T =
-|- Gf .?jl |a‘ 6.1:1( i )R=a+0‘—“00 V.TT' dﬂ
] )
GV 2 |
1 ()
(n’n"a e V’-)R-a-’-al—?on; ViTi " ds.
E ]
Nun haben wir andererseits:
= 6!_”.
divli=——.
. axi

Folglich, nach (15), fir R =a:

av .
AwV = dij—'n.nt__f_injV’. —tim L [y,1 ™,
7"k 9z, a R=a o—00
L
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der Lénge 1) der Kurve s sind. Av ¥ hiingt also nur von den Tan-
gentialkomponenten von F auf der Kugel ab. — Bei Einfiihrung von
Polarkoordinaten ist nun:
B z 0F;  0F;
R Fy=Fx, R oz GR
Wir haben ferner entsprechend der Definition von 4w in (15) auf
der Kugel R = a:

AP 20P

b=AP= dwgradP__aRz-f- RaR+AavgradP

Da nach (15) P aut der betrachteten Kugel gleich Fp ist, so folgt
aus dem in der Anmerkung 8. 18 bewiesenen Satz, dal:

A grad P = Awv grad Fj
ist. Wir haben also:

0*P 2 0P sop
W_{-fa—:—dwgradf'ﬁ, fir R = q,
folglich:
0*P 2 0P 0*Fp , 2 0Fp .. .
BT BE = AFR+6R2+R SR’ fiir R = a.
Die Gleichungen (15) ergeben fiir R = a:
0P _ . O0Fp 2
o8 — "W F—3p — 3 Te
0F% _GinoL 0¥z 3 08,
0R OR O0R* a OR

Aus den letzten drei Gleichungen folgt, immer unter der Voraus-
setzung R = a:

ad (R oP 2 *) oF
aR aﬂR+ P+P dlvE'—AFR—}* d F__ﬁ'_?FR.
Nun ist:
oL . @ (?_‘25)=”_ o'F; . 10F wmoky
OR  0xz;\R 0z, R 0z;0z, R 0uy R 0z

g d1vF+Rd v F— 1 9F5

~OR R OR’
_a(Te)_ 2 0F; 2%z 0F; 2z _
AFR_A(RF,) HAF g o - A,
2 dF, 2

— (AP + 2 divF

R F—gor m'™
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Folglich fiir B = a:

R oP

9
6R(a aR+*

* = 7 __ 7l
Diese Gleichung zeigt, dal, wenn die Funktionen P und P* die hier
vorausgesetzten Higenschaften haben, der Ansatz (16) in der Tat nicht
nur der Bedingung (13), sondern auch der Bedingung (14) gentigt.

103. Ansatz zur Losung durch Reihen nach
Kugelfunktionen.

Wir gehen zum Beweise der Existenz unserer Losung iiber. Es
mull gezeigt werden, daBl die Normalkomponente des Vektors F
an der Kugel R = a so bestimmt werden kann, dafl zwei in 2 re-
gulire und in unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktionen
P und P* existieren, welche an der Kugel R = a den Bedingungen
(15) geniigen. Wir fithren zu diesem Nachweis Polarkoordinaten
ein, indem wir 2z, = R cos ), x,= R sin & cosp, z,= R sin ¥ sin ¢
setzen und entwickeln die Funktionen F; in Reihen von der folgen-
den Form:

Fi= Z(m) Z(n)(cm i cosmp—l—-sm RSinng) Py, . (cosd),

F,= Z‘(m) Z'(u} [(cff).. <= cf,?’,,) cosnp -+

(17)
+ (82, +52,) sinng] P, . (cos ),

Fo= 30 S cosn+

+ (e n— 52 4) sin ng] Py, o (cos B).

Hier sind:
(m ‘ﬂ-)' n dm—l—n (52 1)m
P, .(®)= N i 7= —
N (m+mn)! ... d"‘—“(mz—l)’"
= (_ 1) (2m)| (1_ ) dgm—n

die zugeordneten Kugelfunktionen. Sie sind miteinander durch die
Beziehungen:



104. Berechnung von Fg, 4cvF und nrot F fiir R=a 121

0Py, (cost
== 5;(9—"2 COti‘?Pmn ( n)Pm,n-i—]_:
—ncot® Py nt+ (m+n)Pp n—
dP aP e
—= =—mP, ,, 7 =mcot & Py, m=
— meot P+ 2m Py o

0P,
66*—(2m+1) Pm+l.a (19)

Sinﬁpm,m:Pm-l—]‘m—]-l

(m + 1) cos & Py, » + sin &

verbunden. ¢2 , und s% , sind Funktionen von R und ¢. Wir nehmen

an, daB sie der partiellen Differentialgleichung:

Ofn _  (0%fm | 20fm m(m+1)
rTe (032 T RoR f’")

geniigen, fiir £ =0, R > a verschwinden und bei B — « den Bedin-
gungen: lim ¢2 , =lims? , = 0 geniigen. Die durch die Reihen (17)
definierten drei Vektorkomponenten befriedigen dann fiir ¢ > 0 und

R > a, wenn gliedweise Differentiation erlaubt ist, die Differential-
gleichung: OF

T =vAF.

Wir zeigen jetzt, daBl, wenn wir den Funktionen ¢ und s folgende
neue Bedingungen auferlegen, alle unsere Bedingungen erfiillt sind:
firl<n<m-—1:

(m2—m2) €53+ (m - n) (m + 0+ 1) s —
—(m—n)(m—n+1)cPu_1=0,
(m2—n2) 890, + (m +n) (m +n + 1) 80 n 41—
—(m—n)(m—mn-+1) sm a—1="170,
mcalo+ (m+1) em1=0, dno=0,

1 ) 2 (1) (3)
MR — €y 1=0, 85,=0, 2msL)n—smm—_1=0.

(20)

10 4. Berechnung von ¥, 4¢v F und » rot F fiir R = a.

Wir berechnen unter der Voraussetzung, daB die Beziehungen (20)
bestehen, Fy und A¢v F und berechnen auBerdem die Normalkompo-
nente von rot I auf der Kugel R = a. Wir gehen bei der Berechnung
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von Fp auf die Einzelheiten ein, geben aber betreffs 4w F nur das
Ergebnis der Rechnung. Wir haben:

Fp —Z(m)Z(n) {[ ,.cos:? cos ny + c('j" sin?d cos (n — 1) +

+ 0(3) sin & cos (n+ 1) @] Py n + [sf,f_),, cos ¥ sinng +
+ 8% asin @ sin (n — 1) @ + 8, sin @ sin (n + 1) @] Pr, ol =

—‘Z(m) iZ‘(n) (e n Proyn €08 D + 63 nt 1 P nyy8ind +

4 1P n_15ind]cosng + [sf,f_) 2P ncosd 4
+sm I ,,+1sm19+s(3)ﬂ_1Pm'nﬁlsin15‘]sinnq3}+
—|—c ngcosﬁ+ P,,, 13m19-|—(cm P mcosd 4
—|—c$3)m_1 m, m — 1 810 ) cos m tp—|—cm.,,,P,,,‘,,, sind cos (m + 1) ¢ +
—{—(smm mvmcosa?-}—s,(,;’?m_l m,m — 1510 7) sinme -
+ s(s)m Pp, mosin 9sin (m 4 1) @
Wir formen diesen Ausdruck um, indem wir mit Hilfe von (18) P, .,

und Py, , 4 1 durch P, , und @ ;) 3 ausdriicken. Wenn wir beachten
daB aus (20) folgt:

o)) no @ i o®
c, ¢ —_ =
mn+ m,n+1+m+n m,n— 1
1 %) 1 o
=(m+1) (m'l' cgnn—i_m___nc:?n,)ﬂ—i«l )
n 2 n 3)
8&)n+m_ s£ﬂ3n+l+m+,n 35“‘)1’!—-1:
I 1 o
=(m+l)(m+n mn-—l_m_nsm.n-l—l)
I1=n<<m—1
und auBerdem:
oD _ m+1c(2) @ 1w mtl g
mo 'm,1s 'm,m 2 m,m—1 2m m.m—l’

@ le _mtl g
m,m 2 m,m—l 2m m,m—l

so konnen wir das Ergebnis in der folgenden Form schreiben:
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s (= 1 1 @
Fr= (m)‘ (n)l(———cﬁ?n_l————cf,,f,,+1)cosn¢+
1 ® 1 e
+(‘m_}_ms,,?.,,_l m—nsg’"”"" sin we | (m + 1) Py, , cOs? +
aPmn

P, |
(m + 1) P, ocos? + 315‘ 31m9|—|—

smw?l = —~c§f’1

BTN
+ . {cfg‘)m_lcosmqr-l—sm m_181nmq3,‘(m+l)Pm mCos P +

— 66{} sin# ‘ + 'c(s’mcos(m—]— 1)g+ s, sin (m + l)tp}P,,._,n sin ﬁ]' .
Wir wenden jetzt die Identititen (19) an. Da wegen (20):

(3) 2)
Cm, Cm, 2 3
<2m+1>(m;,; mf;) Garn — Cn-t1+ Cmn—1

Sg)n 1 853’..+1 (1) (@)
2m = : = 8m.n— 8 P
( + )m+n m+n m,n mu+1+ mn 1
_2m+41 e 1 2 2m + 1 @ 1 6
Era)l—cfn)o"" Sﬂ?ls 2 n('n)m—l—c( 3m+cm.m—1»
2m +1 ¢ 1 3)
&® ()m_l_ ssmm_l,

2m ‘ﬂ’i m—1=
kénnen wir das Ergebnis in der einfachen Form:
@

Ty S orBins (21)
schreiben, wo: ¢
m—1 4
Sm+1=2w Pryy, o[ —cn 41+ C52n —1)cos n -+
+(3:(;,)n_3£§,)n 18— y)sinm @] +
+Puyy, o(cm, 0-05:,) )+ Poiim [(CE,})M + Cﬁ)m_]) cosme+
-+ (s,(,},)m “ sf,?{?m_,) sin m qo]
+ Potim+1 [cfn‘ m €08 (m + l)tp+sm sin (m +1) rpl.

Man findet durch éhnliche Rechnungen:
. 0
divF= >m (aR R)Sm+1 (22)
Aus (21) und (22) folgt:

sz 0Fz 2 ) . A
AwF—(dwF— ER__I_?FR REG—HEZ(m)(m+2)Sm+1 (23)
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Wir betrachten schlieBlich :
nrot F— 2 (ﬂ_£)+$a (BF Q_{g) $3(0F aF)
axa a:r 1

Oz, Oz
Die Berechnung geschieht ohne Schwierigkeit und man findet, ohne
die Beziehungen (20) zu benutzen:

dr, 0w,

motF——Zcm,Zm:[(m — 1) 6@ (mAn+1) 21—

—nc,,, ,,]smmp—[(m—n—]—l)sff’, i+ (m+n-+1) sff)n+1—
—nsm ’.] cos n ¢} Py, (cos #) — (m -{—l)s,,,,lP,,,,o-i—

+ [m (c(,f)o+ c(s) o) +(m+2)cff)g—c(,,’.)1] sing P, 1 —
— [m (& 0+ 55 0) + (1 + 2) 85 s — 85)1] €08 ¢ P, 1 —

3 1
"'(cs('n?m—l ()m)smmq’anm

3 1
— (sf,.?,,,_l m ss,.)m) cosm (me‘m=

(24)

10 5. Verifikation der Bedingungen.

Wir konnen leicht zeigen, daB, wenn eine Vektorfunktion K
existiert, welche allen bis jetzt aufgestellten Bedingungen geniigt,
welche also die Differentialgleichung (4) befriedigt, fiir ¢t =0, R > a
und fiir # > 0, R — « verschwindet, an der Kugel R = a Tangential-
komponenten hat, welche der Bedingung (11) geniigen, und endlich
die Bedingungen (20) erfiillt, dal dann tatsichlich die beiden Poten-
tialfunktionen P und P* existieren. Wir haben in der Tat:

am+2 aSm am+2
P= Z("‘)(Sm+l) _BRm+2’ p* 2( )( +1) _aRm+2’

Die Frage, welche wir schliellich zu beantworten haben, ist also die,
ob es eine Vektorfunktion F gibt, die den oben aufgestellten Bedin-
gungen geniigt. Wir kénnen diese Frage auch so formulieren: gibt es
eine Vektorfunktion ¥, welche der Differentialgleichung (4) und den
Bedingungen (20) geniigt und deren Tangentialkomponenten an der
Kugel R = a vorgeschricbene Werte annehmen? Um diese Frage zu
beantworten, bemerken wir zunichst, dall die linken Seiten der Glei-
chungen (20) partiellen Differentialgleichungen vom Typus der Wirme-
leitungsgleichung geniigen und fiir £ =0, R > a sowie fiir £ >0, R »
verschwinden. Wenn die Bedingungen (20) fiir R = a erfiillt sind, so
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miissen sie unter diesen Umstinden auch fiir R > a erfiillt sein.* Wir
bemerken ferner, dafl durch die Beziehungen (20) nur eine der Kom-
ponenten von F bestimmt wird, withrend die iibrigen unbestimmt blei-
ben. Die Bedeutung der Beziehungen (20) ist also, dal eine Kompo-
nente von ¥7 an der Kugel B = a durch die anderen Komponenten aus-
gedriickt wird. Wenn wir zeigen konnen, dafl die Beziehungen sich
insbesondere so deuten lassen, dall sie die Normalkomponente von
F an der Kugel R =a durch die Tangentialkomponenten ausdriicken,
wihrend diese vollstiindig unbestimmt bleiben, so haben wir unseren
Beweis zu Ende gefiihrt.

Um nun zu zeigen, daf die Beziehungen (20) in keiner Weise die
Tangentialkomponenten des Vektors F an der Kugel R = a bestim-
men, betrachten wir fiir B = a die Ausdriicke (23) und (24) fiir 40 F
und 2 rot K. Wir behaupten, daB diese trotz der Beziehungen (20)
frei wihlbar sind. Um dies zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, da8
wir die Grofen cﬁf?,,, sm » (fiir B = a) so bestimmen koénnen, dal} (20)
erfiillt ist und daB gleichzeitig (fiir R = a) die Koeffizienten der Reihen
(23) und (24) vorgeschriebene Funktionen von ¢ sind. Wenn wir uns
der Kiirze wegen auf die Hauptglieder, fiir die 1 <n << m ist, be-
schrinken und ferner nur die GréBen ¢ betrachten, so ergeben diese
Bedingungen:

(m2— n?) €@ n+ (m +n) (m + 1+ 1) iy 1 —
—(m—mn)(m —n +1)cff?,,_1= 0,
Gg)n GS:,)ﬂﬁI'f' Cm n41= Qpy, ﬂ(t)!
—neat (m 4+ 1) 6 u st (m—n+ 1) e 1= fm,x (0),
WO Gy, p (£) und B, . (¢) vorgeschriebene Funktionen von ¢ sind. Die
Determinante dieses linearen Systemes ist:
—2m(m + 1) (2m + 1).

Sie kann also niemals verschwinden. Da auch die ,,pathologischen*
Glieder in (23) und (24), d. h. die Glieder, bei denen in sinng, cos ng
n = 0,1 oder n — m ist, willkiirlich bestimmt werden konnen, so ist
bewiesen, daB die Werte von 4iv ¥ und e rot F auf der Kugel R=a
in keiner Weise durch die Beziehungen (20) bestimmt. sind.

* Es ist eine wohlbekannte Eigenschaft der Wirmeleitungsgleichung:
au 9*u
2: " Hza > 0),

daB eine Losung, welche fiir r >a, t >0 reguliir ist und fir » >a, ¢ =0 und fiir
t>0, r=a und r = o0 verschwindet, fiir r >a, ¢ > 0 identisch gleich Null ist.
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Wir zeigen ferner kurz, dall durch die Werte von A (v Fund n rot F
auf der Kugel R = a die Tangentialkomponenten dieses Vektors ein-
deutig bestimmt sind, préziser ausgedriickt, da wenn eine auf der
Kugel R = a definierte Vektorfunktion dort stetige und stetig diffe-
renzierbare Tangentialkomponenten hat und wenn auf der Kugel so-
wohl A v F= 0 wie » rot F= 0 sind, daB dann die Tangentialkom-
ponenten von F' auf der Kugel verschwinden. Wir haben in der Tat:

n rot F= lim 2 Fidax;,
a—=()
5

wobei die Integration in positiver Richtung um die geschlossene Kurve
s gefithrt wird, welche das Flachenelement ¢ umschliet. Aus 72 rot F
= 0 folgt unmittelbar, dafl

[Fiaz;=o0
8

fiir jede geschlossene Kurve s auf der Kugel. Daraus folgt wiederum,
dafi das Integral: »
[Fyda,
Plﬂ] =

wo P® ein fester und P ein variabler Punkt der Kugel R = a ist, vom
Wege unabhéngig ist und also als eine offenbar stetige und stetig dif-
ferenzierbare Funktion des Punktes P aufgefallt werden kann. Wir
setzen:

P
[Fiiz;= G(P).
P(ﬂ)

Aus der Beziehung:

a—+0

AwF = lim %fF, Tds = 0

folgt andererseits fiir jede geschlossene Kurve s:
[Fmimas=o.

Diese Beziehung liBt sich auch in der Form:

PYe
—— T.in) =
faij,"ds 0

(25)

schreiben, indem fiir jeden die Kugel tangierenden Vektor T' gilt:

a6
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Die Beziehung (25) entspricht der bekannten Gleichung:

0G

in der Theorie des ebenen Potentials und zeigt wie diese Gleichung,
dal} die Funktion & keine Maximum- oder Minimumstelle haben kann.
Da dies auf der ganzen Kugel gilt, muBl G konstant sein und also die
Tangentialkomponenten des Vektors F auf der Kugel R = a ver-
schwinden.

Um nun auf der Kugel R = @ eine Vektorfunktion F zu kon-
struieren, welche vorgeschriebene Tangentialkomponenten hat und
den Bedingungen (20) geniigt, berechnet man zunidchst aus den
Tangentialkomponenten A4 (v F und 7 rot ¥. Man bildet dann, z. B.
durch Reihenentwickelungen, die Vektorfunktion, welche den so ge-
fundenen Werten von A:v F und 2 rot F entspricht und welche
aullerdem den Bedingungen (20) geniigt. Die Tangentialkomponenten
dieser Vektorfunktion auf der Kugel R = a¢ nehmen notwendig die
vorgeschriebenen Werte an. Abgesehen von der Stetigkeit, steti-
gen Differenzierbarkeit usw., welche wir fiir die Tangentialkompo-
nenten des Vektors F zur Sicherung der Existenz von A:v # und
n rot ¥ und der Konvergenz unserer Reihen voraussetzen miissen,
sind also diese Tangentialkomponenten trotz der Beziehungen (20)
frei wihlbar.

Unser Beweis ist hiermit zu Ende gefiihrt.

106. Neune Darstellung von Fx.
Wir zeigen jetzt, wie man, wenn (wie wir jetzt wissen) die Funk-
tionen P und P* existieren, die Normalkomponente des Vektors ¥ an
der Kugel B = a bestimmen kann. Wir haben an dieser Kugel nach (15)

8. 117: iP

a—_— Aww F.

Folglich, wegen (11) 8. 116:
t
L -——fA w{U(t)—grad @(7)}dr.
dn .
Wir bezeichnen mit @ eine in £ regulire und in unendlicher Ferne
verschwindende Potentialfunktion, welche an der Kugel B = a der Be-.
dingung:
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dd

——=AwwlU
dn
geniigt. Da:
o 2d 20D B (6"-’@ 2 0@)
AwgradQ—(dfﬁ—W—EaR) - 332+R0RR .

l ( ) el
ar l R Li =0a

a

setzen. Fiir R = a erha.lten wir hieraus:

Fa=P=[|Uj0m + B(0) + - o] dv. (26)

107. Zusammenfassung.

Wir fassen die gewonnenen KErgebnisse in dem folgenden Satze
Zusammen :

Um eine fiir¢t > 0, R > a reguliire Losung des Systems (1),
(2) zu bestimmen, welche fiir £ =0, R > a und fiir ¢ >0, R >
der Bedingung ;=0 (j =1, 2,3) und an der Kugel R = a der
Bedingung u; = U; geniigt, bestimmt man zunichst zwei
aullerhalb der Kugel reguldre, in unendlich entfernten
Punkten verschwindende Potentialfunktionen @ und @, die
an der Kugel R = a den Bedingungen:

dd dd

% = Un, % = Aw U
geniigen. Die Normale wird hier nach auBen gezogen. Die
Operation AwU ist durch die Gleichung:

aU; ov; 2

——n ) = U
aa:f ’*6 @,

AvU = lim — 1 fT(")U ds =

a0 0

definiert, wo o ein Flichenelement der Kugel R = a, s die
Randkurve von ¢ und 7/ die Komponenten eines die Ku-
gel tangierenden, gegen das Element ds der Kurve s senk-

rechten, von s nach aullen gezogenen Vektors von der Linge
1 ist.



108. Erste Anwendung 129

Nachdem @ und @ bestimmt worden sind, sucht man eine
fiir ¢ > 0, R > a regulére, fiir¢=0,R >aund¢>0, R+ o ver-
schwindende Losung der Gleichung:

OF _ g (_#)
“—aé‘—vdj, v—E

die an der Kugel R = a den Wert:

f[ U(t) —grad @ + n (U,,(t) + @(7) —i—%@(r))}dt

annimmt. Die Tangentialkomponenten dieses Vektors haben

die Werte: 20
T
5 (oo - 220)a

0

was mit (11) iibereinstimmt. Die Normalkomponente hat
wegen (9) den Wert:
t

[+ 8 + Gom) ar,

0
was mit (26) iibereinstimmt.

Man bestimmt schlieBlich eine fiir £ > 0, R > a reguliire,

inunendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion &%,
die an der Kugel R = a den Wert:

BF,
093,

annimmt. Dann ist an derselben Kugel:
d P* 0 F

— gt k_ b
F 0x;0 z; rayd ¥y

und die Losung des Problems ist:

oF; 0 6F-)

A a6 *
az+a(¢+¢ drre (=g

Uy =

Qat

10 8. Erste Anwendung.

Um die Anwendung dieses Satzes zu illustrieren, behandeln wir
zwei spezielle Fille,} von denen der erste trivial ist, wihrend der
zweite hydrodynamisches Interesse besitzt.

9 Oseen, Hydrodynamik
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@ (zj, t) sei eine fiir ¢ > 0, R > a regulire, fir £ =0, R > a und
fiir ¢ > 0, R — o verschwindende Potentialfunktion. Wir setzen in der
in 10, 1 formulierten Aufgabe:

Die Losung des hiermit gegebenen Problems ist

op  _ 4

W= 9%’ P=—@5s

Wir bestiitigen, dall man aus unserer Regel dieses Ergebnis bekommt.
Wir haben:

(1=123).

. 590) " (@L@ 3 399)
U.=(55),_. 2U=—(5FH+z5%),_.
also: R& i
- I i L 3
P=¢, O=—C 3R 4
Folglich:
o 1
(Uj'—-—) =0, \U,+P4+ -0 =0
0%/ p=a @ /R=a
Also:
? F=0, & =0
Also schlieBlich: 3 s
® R
uf__zj’ p Q at

109. Zweite Anwendung.

In unserem zweiten Beispiel nehmen wir an, daf die GroBen Uj(t)
an der Kugel R = a vom Orte unabhingig sind. Wir haben unter
diesen Umstéinden fiir R = a:

dd 1 dod
'd—n'ﬁ—-UnﬁEijj, %=A U:"‘”?E?Uj,
folglich:
1 a? = a*
@"; E%U’E, @_ijjRa
und, fiir R = a:

[
F=%fwﬂh.
0

Wir sind also zu der Aufgabe gefiihrt worden, eine fir ¢ >0, R > a
reguliire, fiir £ = 0, R > @ und fiir £ > 0, R — o verschwindende Lo-
sung der Vektorgleichung (4) zu bestimmen, die an der Kugel R = a
einen nur von der Zeit abhéngigen Wert annimmt. Die Substitution:
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= L f(R.t)
=% %

fiihrt die Differentialgleichung (4) in die einfachere Gleichung:

) L o
ot~ " oR:

iiber. Eine Lésung dieser Gleichung, welche fiir £ > 0, R > a regulir
ist, fiir £ = 0, R > a und fiir ¢ > 0, B — o verschwindet und an der
Kugel R = a den Wert:

3 i
—a| U(r)dr
2 ‘Of

annimmt, ist (vgl. hierzu unsere Ausfiihrungen im fiinften Paragraphen
S. 40ft.):
¢ @

(R a)*
3 o 4y (l—t®)
f= pym aJ(R ) ( —OA — [U('r)dr.

Sie ergibt: : o

_ B—ar
f(R )8 a:zm)f U)d
e T)aT.
PRIV
4]} ay B ( ) y

Wir erhalten hieraus:

0Fy _z0F; 1
dxz; ROR  R*

wa-

o

(B—a)*
31/ axf 0% ¢ =
0

’(m

(R—a)?
3z; a | 0 e 1™
Bt o 2fv Rf a1® (¢ — oy WO f Crkiae =
0

£ (R—a)
1 31;7 a e 4v(¢ t“"}
BT, Ef Ui(e®) G —oyn 4t
0
und fiir R = a:

GF; »_ 31’2
aw’ @ _-QE“‘

fU,( )d-;+r ;:f(i?)d;m)}.

9.
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Folglich

vz U(t(“))
= 2R‘°‘lfU? V— ﬁ_tmdt()l

10 10. Das Problem von Boussinesq.

Das hydrodynamische Problem, das zu der eben gelésten Rand-
wertaufgabe fithrt, ist das folgende. In einer ziihen Fliissigkeit, welche
sonst den ganzen Raum erfiillt, befindet sich ein kugelformiger Kor-
per. Bis zu dem Momente ¢ = 0 ruht die Fliissigkeit und der Korper.
Bei ¢ = 0 fingt der Korper eine translatorische Bewegung an. Man
will die dadurch hervorgerufene Bewegung der Fliissigkeit und den
Widerstand derselben gegen die Bewegung des Kérpers berechnen.

Wir wenden zuniichst ein im Raume festes Bezugssystem an. Fiir
die Bewegung der Fliissigkeit gelten dann die Gleichungen I* 8. 12
(wo jedoch X; = 0 zu setzen ist) und die Kontinuititsbedingung. Die
Nebenbedingungen sind: fiir £ = 0 in der ganzen Fliissigkeit u; = 0
(7 =1, 2, 3); fiir{ > 0 in unendlicher Ferne u;= 0, an der Oberfliche
der Kugel u;= U;, wenn U;(t) die Komponenten der Geschwindigkeit
derselben sind. Wir transformieren jetzt die Koordinaten (aber nicht
die Geschwindigkeitskomponenten), indem wir ein Bezugssystem ein-
fiihren, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt der Kugel ist, wihrend
die Achsen mit den festen Achsen parallel sind. Wir erhalten so die
Gleichungen:

u; a Ou
77 — pdu; = é,—g; o (e 4 Uk) 2,
0 u
oz, s

mit den Nebenbedingungen: fiir ¢ = 0, R = Jz.® + 2,2 + 2,2 > a:
uj=0; fiir £ >0, R—>w: =0, fiir R=a: u;= U;. Wenn wir
nach dem Vorgange von Stokes die quadratischen Glieder vernach-
lissigen, werden die obigen Differentialgleichungen mit unseren Glei-
chungen (1), (2) identisch. Die in unserem zweiten Beispiele ent-
wickelten Formeln geben uns also die Losung unserer Aufgabe, so-
weit sich diese Aufgabe auf die Bewegung der Fliissigkeit bezieht.

Um die Resultante der von der Fliissigkeit auf den Koérper aus-
geiibten Krifte zu berechnen, haben wir die Integrale:

du 0
f( P+ o (5 ﬁa:f))ds

R=a
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auszuwerten. Wegen der Kontinuitiitsbedingung ist das Integral:
0uy
it =
fn,,ax’ s (4 > a)
R=A

von A unabhingig, da fir 4 > B > a:

f g““ds f au,,ds_ ad 6u,,d

6 6 Tp
Da:
]jm 3u;, o
P nka—x’_dS—O,
R=4
so folgt:
fnkgi" d8=0
R=a
und also:
du;  Owu 0 u;
f( pn,—}—,un;,(a +0x:))ds= (pn;-{— ,u-n,,a—xi)ds.
R=a R=a

Wir haben (vgl. 8. 129, 130 und 132):

L@+ P _ .
U, (1) N oy
Eﬁ‘t Vt_g(nadm (Uf— dt)
Da:
6 Uj 5(0)) (i'r U,:(O) Uf’(t(o)) 24
Vt_—t‘“’ _f = f Jt—t®
50 folgt
—j prydsS = — -g— moad U';(t) — 2n,ual U;(t) + i UJCEO) +

U i (t(u)) dt(o)l

i3 Fm) Jt —t®

‘Wir haben ferner:
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ot aa:, Do
. @ —ay
3 a T; T, Ar(E—ER)
- 4}%?(6"*‘ Iz )f sl _“’ —oyn 40t

0
t ol

_ (R—a)
3av 1 37 e (=)
+ — 5 (5,-;, — —L)f(R a) dt“’)fU;, (v)dz +
R? t — tO)%
4)mv 0 ( ) y

t

(R—a)?
74,(3_;(0:)
g Sar 1 (5” Swfwk)fg @ — " g,
0

2}/5'5;) R2 R p' _t(o)
Hieraus:
d (0F; 0 6Fk) - 4 g2 U' (t“’))
F‘fdn(?c"_"éga_“ W= —dpaliity— = m
R=g

Die aus @ und @* hervorgehenden Glieder von u; geben keinen
Beitrag zur Resultante. Die Resultante der Kriifte, welche die Fliissig-
keit auf den Kﬁrper ausiibt, ist also:

—f(pu " )dS_—ﬁﬁgasU’(t) Gn,ua[U(t)+
R=a
3
a (U@ umTo
~— dto | —2a2]/£7C T (0).
+]/u_v Vi —t® } V= ©

Der Betrag der Resultante wird fiir £ = 0 unendlich gro8 ausfallen,
wenn nicht U(0) = 0 ist. Wir sehen hieraus, daf es nicht maoglich ist,
einem Korper in einer zihen Fliissigkeit plétzlich eine endliche Ge-
schwindigkeit zu geben. Wir setzen also U (0) = 0. Die so modifizierte
Formel wurde zuerst von Boussinesq gefunden.

Das Problem der Kugel enthilt als speziellen Fall das Problem der
ebenen Wand. Die Regel, welche wir oben zur Lisung des Problems
der Kugel gegeben haben, kann auch zur Losung des Problems der
ebenen Wand verwendet werden.

1011. Das zweidimensionale Problem.

Mit dem Problem der Kugel eng verwandt ist endlich die entspre-
chende zweidimensionale Aufgabe, also das Problem des Kreiszylinders.
Die Methode, welche uns die Lisung des Problems der Kugel gab, 1Bt
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sich auch zur Losung des Problems des Kreiszylinders benutzen. Die
Rechnungen sind im zweidimensionalen Falle wesentlich einfacher als
im dreidimensionalen. Wir gehen deshalb nicht auf diese Rechnungen
ein, sondern begniigen uns damit, ihr Ergebnis in dem folgenden Satz
zusammenzufassen:
Um das System:
%1;1=_g%+mu,., (%‘: 0 (j=1,2)

fiir r =J,2+ 2,2 >a, t >0 und mit den Nebenbedingungen: fiir
t=0, r>a und fiir{ >0, r - © : u;=0; fiir r = a: w;= Uj, zu
lésen, bestimmt man zuerst zwei fiir r > @ reguldre und in
unendlicher Ferne verschwindende Lésungen @ und @ der
Laplaceschen Gleichung mit zwei Veranderlichen, welche
fiir r = a den Bedingungen:

2x
020 g3 o,
27

dn ar
id 0P
i T [U,,d&

geniigen, wo U, und Uy die durch dieBeziehungen o; =rcos#,
@y=rsind®, U,=U, cos® + U, sind, Us=U,cos— U, sin®d fest-
gelegten Bedeutungen haben. Man bestimmt dann eine fiir
t >0, r>a regulire, fiirt =0, r > a und fiirt >0, r > ver-
schwindende Losung der Vektorgleichung:

df; ;
Uh_vat, (=19

welche fiir r = @ den Bedingungen geniigt:

t 2x s
1 _cosd cosd 0D (r)  sin#® dD (1))
fl_flvl(” o7 fU"(’)d'”" a 90 T a os 1"

fszlU i )__smﬁfU & )d§+mzﬁa§g) co;ﬂclcgg_) de.

Man bestimmt schlieBlich eine fiir » > a regulire, in unend-
licher Ferne verschwindende Loésung @* der Laplaceschen
Gleichung, die auf dem Kreise r=a den Wert »div f an-
nimmt. Dann gilt an demselben Kreise:
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dd* (7 A d® 109
T-“i}:dl\rf—%—;ﬁ

dn
und die Lésung des Problems ist:
2x
_0f;, 0 4 aJ‘ Ofel .5
W= +6_a:,-{¢+¢ +ﬂo U,,(z)dﬂ‘-logr—v%k—}, (G,k=1,2)

2x
=52 * if |
p_—ga{@‘f‘@ + 95 Ua(t)dd-logr|

§ 11. Die Stokesschen (leichungen. Ein Ellipsoid mit
konstanter Geschwindigkeit. Die Formeln von
Oberbeck.

Unter den spezellen hydrodynamischen Randwertaufgaben, deren
Losung bekannt ist, gibt es eine, die ein so grofles Interesse besitzt,
daB wir hier einen Bericht dariiber geben wollen. Es ist die zuerst
von Oberbeck behandelte Aufgabe, eine Losung der Stokesschen Glei-

chungen:

ip ou; e
pAu,—%—’__o, 3_37;_0 (1=123) (1)

zu bilden, welche aullerhalb des Ellipsoids:

2,2 Pt @,
S ®
regulir ist, in unendlicher Ferne den Bedingungen #; = 0 und am EI-

lipsoid den Bedingungen u; = U; geniigt, wo U; Konstanten sind.
Durch die Gleichung:
22

a® -+ 1

&2
b2 41

2
Ty

T cﬁ+l=

+

1 (3)

und die Bedingung A > 0 definieren wir eine Funktion A(z,, z,, ;).
Wir setzen:

z,® Zy? g _
@+ T Eryp TEr D
V(a® 4 2) (6% + 2) (c*+ 2) = W (2), (4)
dlog W) 1¢ 1 1 1 3
3 Blaor e T AW
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Wir erhalten aus (3) durch Differenzieren:

L usw
dz, a*+1 )
Folglich: ” ai a1
y Ty Ty 04
A1z, T B1ri05, T A+105 " > ®)
+oa) + (G
b {(Oml) (()x2 + Oy i_ + (6)
Nochmaliges Differenzieren der Gleichungen (3) ergibt:
0%2 2 4z, 01 [ o®

God = F T @A s @y Tt

C A a1\?
tEr 1)3} (B?) s
Folglich wegen (5) und (6):
9?1 . _,0logW(2)
DW_DA}.—4E(A)_4 VR (7)

Wir betrachten jetzt die beiden Funktionen:

@2 : ds
@y g
Q(:El,nc2,:1,3)_nabcf( +b2 -+ _I)W’

245 + 8 ¢t s
- ds
% (21, Ty, T3) = abe W—M‘
Wir haben: :
a2 z,ds
6_1‘1_ 2nabe F:{_—m SW.
und: ’
7a_ 2nabe f—— 1 =& 4 usw
da? J(@+a)W(s) W) a+40z ‘
Folglich wegen (4) und (5)'
(1 a R
Al = 4ﬂ:abcl 7 a5 8 We)ds W(1)1_0°
Ferner wegen (6) und (7):
o) +(2) + (72 1=
“'X— Tah+ g4 9z,) T\oz;) T \oa, =

4abc

P
“W@D lE® -

a7 —-log W(l)} = 0.
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Wir versuchen unsere Aufgabe durch den Ansatz:

a 020
Uj = AS;I)(ESMZ — Lg P x) + Ai-g) am?aly;

zu 16sen. Dieser Ansatz befriedigt fiir alle konstanten Werte von 45
und A5 die Gleichung g;::" — 0. Wir haben ferner:
i
0?
gl OS%
Au,'— 2A;- Bn:,()‘:r,,
Die Bewegungsgleichungen sind also erfiillt, wenn wir:

i}
wmox
p=—2uA; Tor -+ Konst.

setzen, Auf dem Ellipsoid (2) haben wir i = 0 und:

29 9 abc[f 2y 020 2:;2:261“8
dz2 " (2+3)W(s) a3b00:c1 Oz, 02y b 0my
ax a1
R ALl P

Wir sehen hieraus, daB die Bedingungen: u; = U; am Ellipsoide er-
fiillt sind, wenn wir den Konstanten A% und 45> die Bedingungen:

4@ — a* AD, 4D — b Au) AD — A“’
2n
¢ ds f
(1 (e;
abc[A W( ) @ s)W(s) = U, usw.

auferlegen. Wir setzen :

abcfds = P; usw bfds =Y eo=
J (a2 + s)W(s) § W%e @ co Wﬁ—ximo—xo
und erhalten:

T S . I PR |
Xo+ @ Py X+ 02y O° Xo+ ¢ Ps

Das Problem ist hiermit gelést. Wenn wir iiber die gefundene Bewe-
gung der Fliissigkeit eine translatorische Bewegung mit der konstanten
Geschwindigkeit u; = — Uj iiberlagern, erhalten wir die Bewegung einer
Fliissigkeit, die mit konstanter Geschwindigkeit — U an einem ellip-
soidformigen Korper voriiberstrémt. Um die Resultante der Krifte zu
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berechnen, welche die Flissigkeit auf den Korper ausiibt, benutzen
wir dieselbe Methode wie im 7. Paragraphen. Wir berechnen dasIntegral:

du;  Ou,
[ o+ um (gt + 52)) a5
wo die Integration iiber eine mit dem Ellipsoide konzentrische Kugel

erstreckt wird. Wir haben fiir grole R-Werte:
dmabe . 2abe

3SR ' *T R
und erhalten mit Hilfe dieser Werte leicht:|
_ 6 U; 0 Uy ) . (1)
f(— pn; + pny (Ea - E) d8 = —16zpabed;’.
Die Komponente der Resultante in der Richtung der z,-Achse hat
also den Betrag:

A=R, Q——

16z pabel,
%o + a* P,
Dies ist die Formel von Oberbeck.
Wenn wir @ = b = ¢ setzen, so erhalten wir: P, = %, %o = 2a®. Die

Resultante der von der Fliissigkeit auf den Kérper ausgeiibten Krifte
ist in diesem Falle also: — 6z a U. Wir haben hiermit die Stokessche
Formel wiedergefunden. Mit anderen speziellen Fiillen der Formel von
Oberbeck werden wir uns beschiftigen, nachdem wir die Formel er-
weitert haben.
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Angeniiherte Losungen von Randwertaufgaben
bei den Stokesschen Differentialgleichungen
fiir stationiire Bewegung.

§ 12. Eine kleine Kugel und eine ebene Wand.
12 1. Berechnung des Widerstandes.

Wir nehmen in diesem Paragraphen an, dafl die Fliissigkeit den
Halbraum z; > 0 erfiillt. In dieser Fliissigkeit soll sich ein kugel-
formiger Korper mit konstanter Geschwindigkeit U in beliebiger
Richtung bewegen. Unter der (offenbar im allgemeinen nicht genau
giiltigen) Voraussetzung, daBl die Bewegung der Fliissigkeit als sta-
tiondr aufzufassen ist, wollen wir diese Bewegung und die Resultante
der von der Fliissigkeit auf den Korper ausgeiibten Kriifte berechnen.
Wir benutzen ein Bezugssystem, dessen z,-Achse gegen die ebene
Wand senkrecht ist und den Mittelpunkt der Kugel enthiilt, wiihrend
die 2,z,-Ebene mit der Ebene der Wand zusammenfillt, und die z,-
und z,-Achsen beliebige, aber feste Richtungen haben. In bezug auf
dieses System ist die Bewegung der Fliissigkeit eine Strémung mit
den konstanten, d. h. vom Orte unabhingigen Komponenten — U,,
— U,, 0 und eine dariiber gelagerte Bewegung, deren Komponenten
wir mit %; bezeichnen wollen. Indem wir mit Stokes die in den GroBen
U und w quadratischen Glieder vernachlidssigen, erhalten wir wie in
§ 9,1 5. 97 zur Bestimmung der Grofen u; die Gleichungen:

dp du;

ydu,—=3x—j, e 1)

mit den Nebenbedingungen: fiir z;= 0 und fiir 23 > w: 4;=0; an
der Oberfliche der Kugel r = a: u;= Uj;. Wir haben hier:

V“’12 + z?  (rg— @) 2 =7
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gesetzt, wo 24(® die Entfernung des Mittelpunktes der Kugel von der
festen Wand ist. Wir setzen im folgenden:

Va? + @ + (23 + 2,®) 2 =r.

Wir haben im 9. Paragraphen die Bewegung berechnet, welche
eine stationéir bewegte Kugel in einer den ganzen Raum erfiillenden
Fliissigkeit hervorruft. Fiir die Komponenten jener Fliissigkeitsbewe-
gung erhielten wir S. 110 (23) mit unseren jetzt gebrauchten Bezeich-
nungen: 3 4 " o2 a2
§7UJ'—¥ Uk%a—a:k(gr_i—_) (2)

r

und fiir den Druck: 8 1

p== _2_ a5 Ui dxp 1
Diese Bewegung wird in dem jetzt vorliegenden Falle durch die feste
Wand gestort. Man kann in gewissem Sinne sagen, daB sich iiber diese
Bewegung eine durch Reflexion an der festen Wand erhaltene lagert.
Um die zuriickgeworfene Bewegung zu berechnen, haben wir eine fiir
2y > 0 regulire Losung des Systems (1) zu suchen, die den Rand-
bedingungen:

2. 3 a2
fiir 2, = 0: =g AU,-—I—--- Uka i (3?‘—]— ) (3)
7

fiir 5 - oo: u=0
geniigt. Wie wir jene Losung in der Gestalt von Doppelintegralen
darstellen koénnen, haben wir im 9. Paragraphen 8. 113 gesehen. Es
gibt aber auch eine einfache, integrallose Darstellung dieser Losung.
Wenn wir mit u* die Komponenten der zuriickgeworfenen Stromung
bezeichnen, so haben wir:

fiiry = 1,.2:
3 a a - @ 6z, 2,@
u*=—-"TU + U !37’ ‘-;—+ 3;3 '+
TR T T L, & s T T g
d 1), a 02 o a® bzgz,® J 1
25 bl - (O S o S ot SOOI, . 7 PO
R e o U3ax;ax3l?”’ =" F g}
ferner
9 a a [ P T 4
A . L (4)
% 37 Us 4k§f*6xaaxkl3r+ 7 7
sl 8 A el VAR AL
% T3z, 7 ZkZL‘?‘Omkl 7 * 0, Jr'l_{_
a 02 _ . Da®  Gzyay " 1 d 1
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Fiir den zugehorigen Druck p* gilt:

a2 1
e 9)_____ o R
2‘“:21’2[]* ‘ + 4 a8 6&:32FI+
(5)
a1 02 1
e MR ot Yo (0).._.____ 2 e I
Jr2‘“’0 { S T e P i

Man verifiziert leicht, daf w;* und p* dem System (1) und den Rand-
bedingungen (3) gentigen.

Wenn wir a/z,®, also das Verhiltnis des Kugelradius zum Ab-
stand des Kugelmittelpunktes von der Wand so klein annehmen, daf3
wir Glieder von der Grollenordnung a?/z,? neben 1 vernachlissigen
diirfen, so haben wir im Mittelpunkt der Kugel, also im Punkte
0,0, z,@®, mit geniigender Annéherung:

wF = — 1?5 , o (0) U (k 31 2), wuy*=— _g_ w_:zﬁj Us.
Die Resultante der von der Fliissigkeit infolge der Bewegung (2) auf
die Kugel ausgeiibten Krifte ist nach 9,5 8. 111 — 6apuae U. Die
von der Bewegung (4) abhingigen Krifte haben nach dem Satze von
Faxén 8. 113 die Resultante:

6 pau* (PO) + ma(grad p*)pe,

wenn wir mit P den Mittelpunkt der Kugel bezeichnen. Ein Blick
auf den Ausdruck (5) fiir p* zeigt sofort, daB das letzte Glied des
obigen Ausdruckes neben dem ersten zu vernachlissigen ist. Die Re-
sultante der von #* abhingigen Krifte auf die Kugel hat also die
Komponenten:

27 a? a7 a? 27 a?
_§ny@)U1, ——S—FEME:;@ UE! *"‘Tﬂ#m U3'

Die Fliissigkeit iibt also auf die Kugel Krifte aus, deren Resultante
in der hier angestrebten Niherung die Komponenten:

9 9
—6rpal, (1 + a(o)) -—-6::4(&5;0’2(14-16 ﬁ),

9 a

hat. Dieses Ergebnis rithrt von H. A. Lorentz her.
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12 2. Eine Spiegelungsmethode von H. A. Lorentz.

Wenn man die Anniherung weiter treiben will, so mufl man be-
achten, dafi die aus (2) und (4) zusammengesetzte Bewegung nicht
der Bedingung u;= U; an der Oberfliche der Kugel geniigt. Mit an-
deren Worten: die reflektierte Bewegung «* mul} ihrerseits an der Ober-
fliche der Kugel reflektiert werden. Die so erhaltene, doppelt reflektierte
Bewegung wird wiederum von der Ebene z; = 0 zuriickgeworfen. So
kann man fortfahren. Wir wissen aus § 9, daf die Randwertaufgaben,
zu welchen man durch dieses Verfahren gefithrt wird, mit Hilfe von
Doppelintegralen gelost werden konnen. Die Spiegelung in der Ebene
23 = 0 kann man indessen mit Hilfe eines von H. A. Lorentz gefun-
denen Satzes viel einfacher ausfithren. Nehmen wir an, dal wir eine
Losung u;, p des Systemes (1) kennen. Man bestétigt leicht, dall die
Formeln:

dug  x*dp :

&=y Pt 8. & =

Uj T3 dz + ﬂ dx _’ (? 1:2)
ou. dp

($) — = 3

Uy 2wy a%+ w oz (6)
Bp ou

) — i L 3

P P +2%5 dp o P

eine neue Lisung 9, p® des Systemes (1) definieren. Wenn die GroBen
u;, p einen singuléren Punkt #,® (2,0 > 0) haben, so ist dieser Punkt
offenbar auch fiir %%, p® singuldr. Man kann in diesem Fall, wenn
z;® der einzige singulire Punkt der Funktionen w; p ist, von der
Lésung des Systemes (1) ausgehen, die man aus w;, p durch Fortsetzung
iiber die Grenzebene x; = 0 hinaus und durch Spiegelung (im gewohn-
lichen Sinne des Wortes) der so fiir z, < 0 erhaltenen Bewegung an der
z, z,-Ebene erhilt. Wenn wir fiir einen Augenblick die durch das er-
wihnte Verfahren aus u;, p erhaltene Bewegung mit #%;,  bezeichnen,
so haben wir offenbar auf der Ebene 2, =0: &, = u,, @, = %y, thy=— 1.
Die Liosung 9, p® des Systemes (1), welche wir mit Hilfe der For-
meln (6) aus %;, p herstellen kénnen, erfiillt also auf der Ebene 23 = 0
die Bedingungen %, = — u; (j = 1, 2, 3). Sie ist iiberdies fiir z, >0
regulir. Sie stellt also die von der Ebene z; = 0 zuriickgeworfene
Stromung w;, p dar. — Man bestiitigt leicht, daB die Grofien u*, p*
in dieser Weise aus den Gréfen (2) abgeleitet werden kénnen.

Mit Hilfe der hier dargelegten Methode haben Stock und Faxén
eingehend den Fall untersucht, dafi die Kugel sich parallel zur Wand
bewegt und also U; = 0 ist. Wir werden im folgenden (S. 194) eine
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Formel von Faxén mitteilen, welche in einem Grenzfalle den Wider-
stand gegen die Bewegung der Kugel gibt, den man aus dem Sy-
stem (1) bei Beriicksichtigung von Gliedern von der GréBenordnung
a®[z,®% erhalten wiirde.

§ 13. Eine Kugel oder ein Kreiszylinder
zwischen zwei ebenen Wiinden.

131. Einleitung und Darstellung des Abstandes R
durch Integrale.

Die Aufgabe, den Widerstand zu berechnen, den eine Kugel er-
fahrt, welche sich mit konstanter Geschwindigkeit zwischen zwei pa-
rallelen, ebenen Winden in einer zu den Winden parallelen Richtung
bewegt, hat durch die Kolloidforschung Interesse gewonnen. Eine an-
geniherte Losung dieses Problems erhalten wir durch das in § 12 dar-
gelegte Verfahren. Die von der Kugel zunichst hervorgerufene Bewe-
gung der Fliissigkeit wird von den beiden Grenzebenen zuriickgeworfen.
Wenn wir auf die Kenntnis des weiteren Schicksals dieser zuriickge-
worfenen Bewegungen verzichten und die Berechnung schon an diesem
Punkte abbrechen, erhalten wir fiir die Komponenten der Resultante
der Kriifte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel ausiibt, die Werte:

9a (1 1
1+1€(z+g)’ (1)
wo I, und [, die Entfernungen des Mittelpunktes der Kugel von den
beiden Wénden sind. Um genauere Werte dieser Komponenten zu er-
halten, miissen wir fiir beide reflektierte Bewegungen ihre neue Re-
flexion an der Kugel und an der anderen Wand untersuchen. So kann
man fortfahren. Man erhilt auf diese Weise die gesuchten Grofien durch
unendliche Reihen dargestellt. Die Konvergenz dieser Reihen ist je-
doch schlecht, und deshalb hat der Forscher, dem wir die Losung dieses
Problems verdanken, Faxén, eine andere Methode benutzt, die immer
bei solchen Problemen anwendbar ist, in denen Randbedingungen an
einer Ebene oder an zwei parallelen Ebenen eine Hauptrolle spielen.

Als wir im 9. Paragraphen die Randwertaufgabe der Stokesschen
Gleichungen (fiir stationére Bewegung) fiir die Kugel 16sten, erhielten
wir die (Geschwindigkeitskomponenten und den Druck durch Integrale
iiber die Oberfliiche der Kugel ausgedriickt. In dem einfachen Falle,
daBl die Randwerte U; vom Orte unabhiingig waren, war es maéglich,

—brpal;
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eine einfache integrallose Darstellung der Losung zu finden. In den
meisten Fillen ist eine solche integrallose Losung einer in Integralform
dargestellten weitaus vorzuziehen. Aber in dem Problem, das wir hier
zu behandeln haben, liegen die Verhéltnisse anders. Hier ist es zweck-
mifig, die einfache Losung des Problems der Kugel bei konstanten
Randwerten, die wir im 9. Paragraphen (Gl. 23) erhielten, in Integral-
form darzustellen.
Wir gehen von dem Integral*'

f f o= @

aus. Wegen des Verhaltens des Integranden im Anfangspunkte des
a,aya5-Raumes ist dieses Integral nur bedingt konvergent. Um dem-
selben einen bestimmten Wert zu geben, schliefen wir zuniichst durch
eine kleine Kugel ;> = £ den Anfangspunkt vom Integrationsbereiche
aus. Der Grenzwert des so erhaltenen Integrales bei & — 0 soll der Wert
von (2) sein. Um diesen Wert zu berechnen fithren wir im a-Raum
Polarkoordinaten ein. Wir erhalten, wenn @ der Winkel zwischen den
beiden Vektoren z; und «; ist:

lim 2 f(l T gin 04O = RfaR—sm(aR)}—-—-— CR,

e—rﬂn

wo dieSubstitution: a R = f unmittelbar zeigt, daf} C eine Konstante ist.
Um C zu bestimmen, bemerken wir, daf3:

e dz( GR) 4 2 {aR sm(aR}i‘i gfsm(“R)d 1%

iR iRz
= 3ot tmdate o

Wir haben also:
Wir wollen in dem Integral rechts die Integration in bezug auf a4
ausfithren. Wir betrachten also das Integral:

107 d
il g S IR
] 0= g

* Wir schreiben der Kiirze wegen und in Ubereinstimmung mit dem hier ge-
folgten Brauche statt:

ei(ay @y +ayZa+ @ Ts) wieder: efe;%;,
** Man vgl. z. B. Courant-Hilbert, Methoden der mathematischen Physik. I, S. 55.

10 Oseen, Hydrodynamik
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Wir nehmen zunichst an, dafl a, und a, bestimmte Werte haben,
welche der Ungleichung a,% + a,® > &* > 0 geniigen. a, soll dann alle
reellen Werte zwischen — oo und - o« durchlaufen. Wenn wir eine kom-
plexe a,-Ebene einfithren, konnen wir indessen den Integrationsweg
in dieser Ebene beliebig verschieben, wenn nur dabei die Endpunkte
fest bleiben. Wir benutzen diesen Umstand so, dal wir, wenn 2, > 0
ist, denIntegrationsweginseinenmittleren Teilennachoben
verschieben, dagegen wenn z; < 0 ist, nach unten. Dabei wird
einer der beiden singuldren Punkte:

ag=t+1)a®+ a,® =+ 1k

iiberschritten. Er gibt zu einem Glied:
,;,,, {1 — gtlazy+agzy) — k|7 }(1 - k | g D

Anlall. Dagegen verschwindet das Kurvenintegral bei unbeschrinkter
Verschiebung des Integrationsweges nach oben (wenn z, > 0) oder nach
unten (wenn z; < 0).

Wir zerlegen jetzt unseren Ausdruck (3) fiir R in zwei Teile:

Rz};l?fzf(l_em’:’) dal(i;;daa lfff(l— sy dal(dc?);iaa

= a? L gyt et
it ayt> et —m;u,_(_—{-o:

Der erste Teil 1aBt sich nach dem Obigen, wenn |z, |> 0 ist, in
der Form:

ffl_,e:’(alz.-f-a.z.) Bzl (1 4 k| z5))

“1’+ ul’ >t

dalu‘fa2
ks

schreiben. Den zweiten Teil wollen wir im Grenzfalle ¢ = 0 berechnen.
Wir haben offenbar, wenn § irgend eine positive Gréfe ist:

lim __fff(l £%%) do,dayda;

Y
serolt atag< &t (a )
—wSa;S+4 oo
= hm lszf(l_el'ajzj) dalda::laa —
e—>07T Wl ot et (ai )
—8%ay S8
da,da,da
—hm;fff[——%ﬂjﬂ?f’_ (0!;5137)21 la‘g;g %
e—=>0 L aice

—d%ay24d
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Bei der Berechnung unseres Integrals haben wir nach der obigen
Festsetzung zuerst den Anfangspunkt durch eine kleine Kugel, deren
Mittelpunkt der Anfangspunkt ist, auszuschlieBen. Wir haben unter
diesen Umstédnden:

hm__ff (o5z5)da,dagdag —0

=0 e 012+a22+a r ’

—J<a,<6

da die Elemente des Integrals sich zu je zwei aufheben.
Man findet ferner:

daldazdaa y
e d < m, < 6
weil das Integral unbedingt konvergent ist.

Wir haben folglich, wenn |z;| > 0 ist:

R= hm—ff1_ee(u,z.+a.z.> Haal) (1 + k| g]) d“ldaa.

z—bﬂgﬂ

a,'+ag')£’

Wir kionnen diese Gleichung in der einfacheren Form:

dal daz

ffl_el(a;h-l-ﬂlzﬂ Hz’l}(l“l" k| ISD (4)

schreiben, wenn wir iibereinkommen, daBl bei der Berechnung der
linken Seite der Anfangspunkt zunichst durch einen kleinen Kreis
a,% 4 a,? = &? ausgeschlossen und nachtriglich der Grenziibergang
& —+ 0 vollzogen werden soll.

Man sieht leicht, daB die Gleichung (4), wenn |z | > & > 0 ist, be-
liebig oft in bezug auf z,, z,, #, differenziert werden darf. So z. B.
erhalten wir:

o % ff iy Ty agZg)— K | 25| = 1

R o5, € s (14 k|ag])dayda, (D)
1 da,da

= iy Ty agz)—k|zy| 12

= f I s ®

usw.

10
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Die Formel (6) hat eine sehr grofe Bedeutung. Man kann in
anderer Weise zu dieser Formel gelangen, indem man von dem In-

tegral:
fff et ;‘daldazdas
272 oy + ay® + ay®

ausgeht. Doch ist diese Beweismethode wesentlich komplizierter als
die oben benutzte.

13 2. Einsetzung der so gewonnenen Darstellungen von E usw.
in die Stokessche Formel behufs Gewinnung
allgemeiner Integrale.

Wir kehren zu unserem hydrodynamischen Probleme zuriick. Wir
legen den Anfangspunkt in den Mittelpunkt der Kugel und die z,-Achse
mit der Bewegungsrichtung der Kugel parallel. Die ebenen Wiinde mogen
die Gleichungen z; = + {, und z; = — /, haben. Die Bewegung, welche
die Kugel in einer den ganzen Raum erfiillenden, mit der Geschwin-
digkeit — U, 0, 0 stromenden Fliissigkeit hervorrufen wiirde, ist durch
die Stokessche Formel (24) S. 110 gegeben, wenn wir in dieser Formel
U,= Uy= 0 setzen. Mit Hilfe der oben entwickelten Beziehungen
finden wir leicht die unten angegebenen Ausdriicke fiir %; und p:

+ =
2
Uy = — Ul+ —c—ffe"(ﬂlxl'}‘mfz)—ﬂzal! %_%(1 - kixa':)+

s .- }daldaq,
f f bt B (1 k) + Cgilnda, |
ffg'(’hxl g @) — k| s | ‘— —5— %3 + Eﬂl 3‘ |da1da2,

e ia

‘uffel(dh L aaz) — k|24 —Tlidal dago

In diesen Formeln hat ¢ die Bedeutung }aU,.
Die Losungen der Stokesschen Gleichungen, welche durch die obigen
Formeln definiert werden, sind iiberall mit Ausnahme vom Anfangs-
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punkte reguldr. Selbstverstindlich ist dies nicht die einzige Losung der
Stokesschen Gleichungen, welche diese Eigenschaft hat. Man kann viel-
mehr z. B. durch partielle Differenzierung der schon gefundenen Lo-
sung in bezug auf x;, «, oder z,, eine unbeschriinkte Zahl von solchen
Losungen herstellen. Wir werden im folgenden eine Lésung der Sto-
kesschen Gleichungen von der folgenden Form benutzen:

=_U +_ffe‘(ﬂlz1+“:’-':) |z

a
= 1'c]1(1‘|‘]"|"5a. kags

+ @
1 . .
=§E e'(“nza'l'ﬂsza)—k\::!-i,az

’t (113:3

""al “91
got L —

dayda,,

ta,

g_;:+ 7B 91(1+k|m3|)_

93] da,da,, (8)

f{e‘(ule‘l‘“sxu) klz,|

w:i

+ 73 g3( 1—|—k\xa|)ldaldaa,

— 2 gy — g0y +

IJ:\2

— i(a1z1+a.za—k:z=;?:all_ By
J'l:ffe k gl+ ‘x3|k93 dalda2'
—_

15 G 93 sind hier unbekannte Funktionen von a,, a,, k, von denen
wir nur annehmen, daB sie die Eigenschaften haben, welche nétig sind,
damit unsere Integrale (8) einen Sinn haben und wir sie unter den In-
tegralzeichen (u,, 4,, u; zweimal, p einmal) in bezug auf @, z,, 2,
differenzieren diirfen. Man verifiziert unter diesen Voraussetzungen
umgekehrt leicht, daB w;, p den Stokesschen Gleichungen fiir sta-
tioniéire Bewegung geniigen. Wie aus dem oben Gesagten ersichtlich
ist, kénnen wir den Bedingungen u; = 0 an der Oberfliiche der Kugel
R = a durch den Ansatz:

Gr=0 @gs=—%cig-a* g3=0, c=}al,
geniigen.

Neue Losungen der Stokesschen Gleichungen, welche mit (8) nahe
verwandt sind, sind die folgenden:
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1 (7 ' 2 .
5 10 a
4% = ﬁffgt(aw&n.z.}—h.'_k.l 75+ T Gy — _k% ga(1 + kxg) +
a 2
T “i"mxgs}d%daz:

= _ffg*(’hz:‘i‘d:za) kz, zaz [9‘5 e i’kasl A 14+ kﬂ?s) ==

——k—msga}daldaz, (9

us* — __ffei(alzl-l_alzl)_kzl{ 9 _ % 942:3 +

+ge(l + kzs)}daldaz,

da,da,;

+ o Z
y23 e ra
= ;ffﬂ‘(“lzl‘i' 1 Ty) — k24 -I:-!' {-— g4 -|— kgﬂ

+ =
'“1** o iffg"(ﬂlxrl-ﬂlx:)‘f‘*zl
27
—®

2
== %1? g7 (1 — kay) + zsgs}d%daz:

iay

2
98""‘5‘97"’

1
u**——ffe““n*ﬁwﬁm 0, ‘gg_'_ Fgo(1—kag) —

ta,
T“a%

dada,, (10)

@
1 . 10
-u,a** = ﬁf fe‘(f'l:l‘i"ﬂ:z:)‘i“kzs [gs — TI 47 %5 =

Tay

0,1~ k)| dayday,

+
p* [ J— %ffg‘(ll:31+ﬁzzn)+k% 1’;1 { — 97 _— kgﬂ } daldaz a

Uber die Funktionen g¢,, g, ¢4 ¢+» s> o machen wir dhnliche An-
nahmen wie betreffs der Funktionen ¢, g,, g;. Aus der formalen
Analogie mit (8) folgt unmittelbar, daB sowohl u;*, p* wie w**, p**
den Stokesschen Gleichungen fiir stationiire Bewegung geniigen.
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13 3. Ansatz zur Losung und zur Widerstandsberechnung.

Wir betrachten jetzt eine Fliissigkeitsbewegung mit den Kom-
ponenten w; + u;* + u**. Wir bestimmen die Funktionen ¢ so, daf3
jene Bewegung uns eine angeniiherte Losung unseres Problems ergibt.
Wir fordern zunichst, dafl die Geschwindigkeitskomponenten an den
ebenen Winden z; =1,, 2, = — I, die Werte'— U,, 0, 0 annehmen.
Dieses bewirken wir dadurch, daB wir die Funktionen ¢ der Bedin-
gung unterwerfen, daf fiir z;=-7, und z3=—1, und fiir =1, 2, 3
die Summe der Integranden in unserem Ausdrucke fiir u;+ w* + u;**
verschwinden soll. Wir erhalten hieraus sechs lineare und homogene
Beziehungen zwischen den Funktionen g. Wir setzen e?*h—3s,, e?¥:—s,

und haben dann:
R el U el
9y = 3182_191’ 92 = | 91
iy

Jo+ 95+ 9381 — 24, 2 9281 — Loy (95+ g5+ g¢81) = 0,

. o
— 92— g5+ gs81 + 10y (95 + 96— 998;) + 'k—l (931 9o+ g981) =0, (11)
i_al.

9o+ gs+ 9582 — 21, % 9s8:+ lyia, (93 + g9+ g652) = 0,

. %
g2+ 95— 958+ latay (95 + 99— 9683) + % (951 go + 9682) = 0.

Zur Befriedigung der Bedingung u; =0 an der Oberfliche der
Kugel verfiigen wir iiber drei Funktionen g. Offenbar geniigt diese
Zahl nicht, um die Randbedingungen exakt zu erfiillen. Um eine an-
geniherte Losung unseres Problems zu bekommen, konnen wir so
vorgehen, dal wir den Funktionen ¢,,¢,,9, die S. 149 angegebenen
Werte: ¢, — fcia,a?, 0 geben und dabei ¢ = §aU, setzen. Die Be-
ziehungen (11) geben dann die Werte der Funktionen g,...g,. Wir er-
halten so die Storung, welche unsere ruhende Kugel in einer mit der
Geschwindigkeit — U;,0,0 strémenden, den ganzen Raum erfiillenden
Fliissigkeit hervorrufen wiirde, und dariiber gelagert die Bewegung,
welche durch die Reflexion dieser Stérung von den Wiinden entstehen
wiirde. Mit Hilfe des Satzes von Faxén (§9 S. 113) kénnen wir die
Resultante der Kriifte berechnen, welche die Fliissigkeit unter diesen
Umsténden auf die Kugel ausiibt. Wir kénnen aber auch einen etwas
anderen Weg gehen. Wir konnen die drei Funktionen g, welche zu
unserer Verfiigung stehen, so bestimmen, daB3 die Mittelwerte der
Geschwindigkeitskomponenten u; + u* + #** an der Oberfliche der
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Kugel verschwinden. Wenn wir dann die Geschwindigkeit in zwei Teile:

f('“’ + %**)dS und u, — 41 fu,dS

R=a

u™ -+ uf** nad

zerlegen, so wird nach dem Satze von Faxén (vgl. § 9 (28) S. 113) der
erste Teil keinen Beitrag zu unserer Resultante geben. Die Resultante
rithrt also nur vom zweiten Teile her und zwar vom ersten Gliede
dieses Teiles, weil das zweite Glied eine iiberall, auch im Innern der
Kugel konstante Geschwindigkeit gibt, die keinen Beitrag zur Re-
sultante geben kann.

13 4. Durchfiihrung in speziellen Fiillen.

Wir behandeln im folgenden nur den einfachsten und wichtigsten
Fall, niimlich denjenigen, bei dem die Kugel sich gerade in der Mitte
zwischen den beiden Winden bewegt und also , = [, ist. Wir setzen
in diesem Fall /,=1,=1, s; = s, =s. Wir benutzen die zuletzt er-
wahnte Methode und suchen also ¢y,9,,95 80 zu bestimmen, dafl

[+ w*+uprds=0  (=1,23)
R=a

Aus geometrischen Griinden ist nun unmittelbar klar, dal zwei von
diesen Gleichungen identisch erfiillt sind. Wir kénnen deshalb auch

jetzt: o,
§1=2¢ ga=—%craa, g3=0 (12)

setzen. ¢ soll aber jetzt keineswegs den Wert $aU; haben, sondern
mul} vielmehr aus der Bedingung:

dsS
Joat+w*+ur T =0 (13)

R=a

bestimmt werden. — Der Ansatz (12) gibt nun unmittelbar fiir
B avg = — Uyt %% Aus § 9 (27) und (28) 8. 113 folgt ferner:

1 # % % s * * ok ( ap**)
Ef("ﬁ + % )a = (u* + u**)o+ 6p awl_l_ a,
R=a
Zur Bestimmung von ¢ erhalten wir also die Gleichung:
il 20 s

4c * * %
—Ul+§3+(”1 T )+6y dz, 0z, /y
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Da u*, p*, u,**, p** ¢ als Faktor enthalten, so konnen wir die

letzte Gleichung in der Form:
$al

3
1+ CE (ur® + w**)o+

o @ (d @* + p**))
8uc\  Odw, 0
auflésen.

Wir haben oben gesehen, daB die resultierende Kraft auf die
Kugel nur von den Geschwindigkeitskomponenten u; oder wie wir

auch sagen kénnen, von wu; + U,,u,,u; abhiingt. Wir wissen ferner,

dal} diese GroBen sich nur durch den Faktor 345- von den Groflen

§9 (23) 8. 110 (mit U,= Uy;= 0) unterscheiden. Nun erhielten wir
in § 9 aus der Formel (23) fiir die Komponenten der resultierenden
Kraft auf die Kugel die Werte — 6z pa U;. Wir schliefen hieraus, da
jetzt die Komponenten der Resultierenden — 87 p¢,0,0 sein miissen.
Fiir den Betrag der Kraft auf die Kugel erhalten wir:

Bais— 6rual,
1438 ey T dETiay '
1-{-4?(%1 + % )0+m axl 5
Unsere Aufgabe wird durch die Formel (14) auf die Berechnung
des Nenners auf der rechten Seite dieser Gleichung zuriickgefithrt. Wir
schreiben diesen Nenner:

(14)

EE * o a? 6(p*+p**)]
g c[ul = +@ dz,

und haben nach (9) und (10):

2 a
£ (? - ‘kLa) (9a+92) +§ “E“ (94+97—k95+k99) l dayday.
Die Gleichungen (11) geben in unserem Falle (I, =l, =1, $; = s, =,
93=10):
P 91 g e e — 2skg, .
e s+ 1’ 76 7o vay (s — 4lks — 1)

B 2ls(s — 1)g,
(s*—4lks—1) (s +1)°

pE =l The
o sk—s+1 2lia, “s+1
B=0e = ks —19" "k P—dlks—19"
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Wir haben auBerdem: ¢, = ¢, g, = — % cia,a’
Wir tragen die gefundenen Ausdriicke fiir die Funktionen ¢ in
(15) ein und schreiben das Ergebnis in der Form:

4c 4ca? 4cal
—gdtgp B35 -

4, B, C sind hier Zahlen, welche durch die Gleichungen:

s—1
1 2e? ss—§— 1 ks
s+1 ks —4lks —1

_zsgfjlaf ks —s+1 aff 1
4 J kTS —4lks—1 Kk ls+1
2lks(s — 1) ]
C(E—dlks—1)(s+ 1)

a’sk
f f P vy P o

kE=Val2+ a2, s=et*

da,da,,

da,day,

definiert werden.

Wenn man in der o0, — Ebene Polarkoordinaten einfiihrt, so
kann man, wie unmittelbar ersichtlich ist, die Integration in bezug
auf den Winkel sofort ausfiihren. Fiir die Ausfiihrung der letzten
Integration ist man dagegen auf numerische Rechnung angewiesen.
Faxén findet so: 4 =1,004, B= 0,418, C = 0,169. Eine Kugel, welche
sich in der Mitte zwischen zwei parallelen ebenen Winden in einer
mit den Wiinden parallelen Richtung und mit der Geschwindigkeit U,
bewegt, erfihrt also, wenn @ der Radius der Kugel und 27 die Ent-
fernung zwischen den Winden ist, einen Widerstand:

6rual,

W= a a?
1— 1,004 - + 0,418 5 — 0,169 . ‘z’g

Glieder von der GroBenord.uung 7 smd hier vernachlissigt worden.

Faxén hat diese theoretische Formel mit Messungen von Westgren
verglichen. Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung
war gut.
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Faxén hat auch den Fall /, = 3/, untersucht. Er findet in diesem
Fall, unter Voraussetzung, daB die Kugel sich frei um ihren Mittel-
punkt drehen kann:

W— Bnanl

4
1—0, 6526 — + 0, 1475 0,131;—4—-0,0644 ;'%5
1 1

i

Faxén hat endlich eine Formel fiir die mittlere Geschwindigkeit
berechnet, mit welcher eine Kugel mit der Dichte p und dem Radius
@ in einer Fliissigkeit mit der Zahigkeit 4 und der Dichte op fillt,
wenn die Kugel zwischen zwei vertikalen parallelen Winden mit der
Entfernung 2L eingeschlossen ist. Dabei wurde angenommen, daB die
verschiedenen Lagen der Kugel zwischen den Winden dieselbe Wahr-
scheinlichkeit haben. Faxén fand unter diesen Voraussetzungen fiir
die Geschwindigkeit U:

2 a - a® =
—_ — g2 s PR b I ——
U= aglo—en(1—p A+ s B—-),

= B 9 (1 + H)
d=mrtwa|¢e_—ma—m 1~ O0—H—CH|+R4,
= 5 1 1

B — sima —mF — 6 H — eH@ —Hy T s+ e

o O 8y = 1,20205, C = 0,57722.

L b
R, und Ry sind, wenn H in der Nihe von 1 liegt, kleine Kor-

rektionsglieder. Fiir H = 0,9 findet Faxén R, = 0,0340, Ry = 0,104;
fir H = 0,85: R4 = 0,0352, Ry = 0,108.

13 5. Das zweidimensionale Problem.

Das zweidimensionale Problem, das der hier behandelten Aufgabe
entspricht, ist die Berechnung des Widerstandes einen Kreiszylinders,
der sich zwischen zwei parallelen ebenen Wiinden in einer zihen Fliis-
sigkeit bewegt. Prof. Bairstow, Friulein Cave und Friulein Lang haben
dieses Problem fiir den speziellen Fall gelost, dal der Zylinder sich
in der Mitte zwischen den Wiinden befindet und die Entfernung zwi-
schen diesen fiinfmal groBer als der Durchmesser des Zylinders ist.
Sie finden unter diesen Umstinden fiir den Widerstand pro Lingen-
einheit des Zylinders 2,26z U,. Eine neuere Berechnung von Harri-
son gab fiir dieselbe GroBe den Wert 5,21zu U;. Mit der in diesem
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Paragraphen behandelten Aufgabe ist ferner nahe verwandt die Frage
nach dem Widerstande, den eine Kugel erfihrt, die sich lings der
Achse einer mit Fliissigkeit gefiillten Rchre bewegt. Dieses Problem
hat Ladenburg auf Grundlage der Stokesschen Gleichungen behandelt.
Wir werden im folgenden Kapitel S. 196 auf diese Frage zuriickkommen.

§ 14. Zwei Kugeln in einer Fliissigkeit.

14 1. Einleitung und Satz von Faxén iiber die Wechsel-
wirkung zwischen zwei Kugeln von derselben Grige.

Wenn zwei Kugeln sich in einer zihen Fliissigkeit bewegen, so
wird die Stromung der Fliissigkeit in der Umgebung einer dieser Ku-
geln nicht nur von der Bewegung dieser Kugel, sondern auch von
der Bewegung der anderen Kugel abhiingen. Die Krifte, welche die
Fliissigkeit auf einen dieser Korper ausiibt, wird folglich von der Be-
wegung des anderen Korpers beeinfluit. Die beiden Kugeln iiben mit
anderen Worten durch Vermittelung der Fliissigkeit scheinbare Kriifte
aufeinander aus. Diese Krifte verdienen von mehreren Gesichts-
punkten aus Interesse. Unter anderem haben sie Bedeutung fiir die
Kolloidforschung.

Wir stellen uns zuniichst die Frage: welche Kriifte iibt eine zihe
Fliissigkeit auf zwei gleich grofle, gleich schwere mit derselben kon-
stanten Geschwindigkeit darin fallende Kugeln aus? Um diese Frage
zu beantworten, bemerken wir zuniichst, dafl die Krifte, welche die
Fliissigkeit auf eine Kugel ausiibt, auf eine Resultierende durch den
Mittelpunkt und auf ein Drehmoment um denselben Punkt reduziert
werden konnen. Wenn keine anderen #uBleren Drehmomente auf die
Kugeln wirken, was im allgemeinen der Fall sein wird, wenn der
Schwerpunkt jeder Kugel mit dem Mittelpunkt zusammenfillt, so
kann die Bewegung nur dann stationir sein, wenn jene Drehmomente
verschwinden. Dies wird im allgemeinen bei rein translatorischer Be-
wegung der Kugeln nicht der Fall sein. Jede Kugel mu8 sich infolge-
dessen um eine durch den Mittelpunkt gehende Achse drehen, die
sowohl auf der Translationsrichtung wie auf der Verbindungslinie
zwischen den Mittelpunkten der Kugeln senkrecht steht. Wir be-
zeichnen mit U; die Komponenten der translatorischen Bewegung,
mit K;® und K;® die Komponenten der auf die Kugeln wirkenden
Resultierenden und mit w;® und w,® die Komponenten der Dreh-
geschwindigkeiten.
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Wegen der linearen Form der Stokesschen Gleichungen miissen
KM, K@, ;" und w;® lineare und homogene Funktionen der Grilien
U; sein. Wenn wir die Richtung des Vektors U umkehren, miissen
also K;®, K;®, ;0 und ;® ihre Vorzeichen wechseln. Wir gehen
jetzt von einer stationiiren Bewegung des ganzen Systems aus, kehren
zuniichst den Vektor U/ um und drehen dann das System um 180°
um eine Achse, welche sowohl auf der Bewegungsrichtung der Ku-
geln wie auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte senkrecht steht
und welche jene Verbindungslinie gerade in der Mitte zwischen den
beiden Kugeln schneidet. Die Kugeln bewegen sich nach diesen beiden
Operationen wieder mit der Geschwindigkeit U. Die Resultierende auf
die erste Kugel ist wieder KW, die auf die zweite H®. Andererseits
haben die beiden Kugeln durch die beiden Operationen ihre Plitze
gewechselt. Die Resultierende auf die erste Kugel muf} also den Wert
K®, die Resultierende auf die zweite Kugel den Wert K™ haben.
Daraus folgt, dal K™= K®, also K;® = K/® sein muf3. In derselben
Weise sehen wir, dafl o = — »;® ist. Wir haben damit den von
Faxén gefundenen Satz bewiesen:

Wenn zwei Kugeln von derselben GréBle und mit der-
selben Schwere unter dem Einflull dieser Schwere in einer
den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit steigen oder sin-
ken, so hat die Resultierende der von der Fliissigkeit auf
eine Kugel ausgeiibten Krifte fiir beide Kugeln dieselbe
Richtung und denselben Betrag. Die Entfernung und der
Hohenunterschied zwischen den beiden Kugeln werden also
durch diese Krifte nicht geéindert. Dagegen gerit im allge-
meinen jede Kugelin eine Rotation umeinedurchden Mittel-
punktgehende,gegendie Vertikalebene,welche beide Mittel-
punkte enthilt, senkrechte Achse. Die Drehgeschwindig-
keiten haben denselben Betrag, aber entgegengesetzte Rich-
tungen.

14 2. Erste Niitherung bei Kugeln mit verschiedenen Radien.

Wir wollen jetzt fiir zwei Kugeln mit verschiedenen Radien, a,
und a,, die Resultierenden K® und K® in erster Nitherung berechnen.
x;» und 2, seien die Koordinaten der Mittelpunkte der beiden Ku-
geln. Unsere Aufgabe ist, eine Losung der Stokesschen Gleichungen:

op 0w _

!’-A‘"f={—ﬁ;;: 5‘_3:,--_0 (1)
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zu finden, welche auBerhalb der beiden Kugeln regulir ist und welche
den folgenden Randbedingungen gentigt:

fir r2=(zs—2M)2 =062 4, =U;, u=u;=0,
fir 2= (@i — 22 =a?: uy;=U;, uy=13=0,

fl.l].‘_R2 = 1,2 _"ym' U; — 0.

Eine angeniherte Losung dieser Aufgabe finden wir in der folgenden
Weise. Wir suchen zuerst eine aullerhalb der Kugel r, = a, regulire
Losung w®, p® der Gleichungen (1), welche an dieser Kugel den
Bedingungen «;® = v, (=1, 2, 3) geniigt, wo v,) die Komponenten
eines konstanten Vektors sind. Diese Losungen konnen wir offenbar
in der Form:

D = Uﬁi’ 2@, PO = Py, M (2)

schreiben und wir haben nach § 9 S. 110:

- 3 a a, 0° a? 3 0 1

(Pt Oty g E VL sl oy e
Ui By O 4 dj Oy (3"1 + rl)’ Py 2 ‘”“163;,, ry (3)
Wir suchen ferner eine auBerhalb der Kugel r, = a, regulire Losung
der Gleichungen (1) %®, p®, welche an dieser Kugel den Bedingungen

w® = v;® geniigt, wo v;® ebenfalls Komponenten eines konstanten
Vektors sind. Wir haben:

2 2) (2 2 2) (2
"= U@, p®=PFP . (4)

Uﬁ,) und P haben in diesen Gleichungen leichtverstindliche Be-
deutungen. Wir versuchen jetzt unser Problem durch den Ansatz

uy = uP+ u®, p=p® 4 p®

zu losen. Mit diesem Ansatz den Randbedingungen exakt zu geniigen,
ist offenbar unméglich. Bei unserer angenaherten Behandlung
des Problems wollen wir aber die zweiten und héheren Po-
tenzen der GréBen a,/r,,, ay/ry 5 (11,2 = @ — )%, r,, > 0) ver-
nachlissigen. Unter diesen Umstéinden ist es gar nicht nétig, den
Randbedingungen exakt zu geniigen. Es reicht vielmehr vollkom-
men aus, daBl sie durchschnittlich erfillt sind. Wir legen also den
GroBen v, und »;® die Bedingungen:

7, ® + lf (2)_= U, 04 Mf‘”’ds k=23,

(5)
“’ds =0, k=2 3.

1;1(2) +:1; (1) ‘iS U €2) + S e

ay’?
1= a, "3 =Gy
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auf. Aus (27) und (28) S. 113 folgt nun fiir /=1, m =2 und | = 2,
m=1%k=1,2,3:

1 2n an® (d p¢ ))
O — = D (0™ S (m)_
f (z™) + 3 v B

)3

Wir setzen hier zunéchst ! = 1, m = 2. Einsetzen der Werte (2) von
M, pM) zeigt sofort, dall das zweite Glied der rechten Seite vernach-
lassigt werden kann, Wir haben also annihernd:

1 f (1)_ wu® (2/2). 6)

Wir erhalten in derselben Weise:

1 [TRO) gig = w3 (a,(D). (7)
a,®

=0

n
Zur Bestimmung der Gréf8en »;) und »;® erhalten wir also nach (4)
und (5) die Gleichungen:
o + 0P UR(eD) = U,, o +ovPUPEP) =0, I=1,2,
o +oPURED) =U,, v®+oPUD@P) =0, I=1,2
Die Auflésung dieser Gleichungen in der hier angestrebten Ge-
nauigkeit ergibt:
o = U0, — URGO), o = U,3,, — UR()).
Wir haben also:
4= U,(U — URUREM) + U,(08 — UTRED).  ®
Wir konnen dieses Ergebnis in der folgenden Weise deuten. In der
Umgebung der ersten Kugel sind die Komponenten der von der zwei-

ten Kugel herrithrenden Strémung annihernd konstant und haben

annihernd) die Werte:
( ) U, ngl) (z/™).

In dieser Stromung bewegt sich die erste Kugel mit einer relativen
Geschwindigkeit, deren Komponenten:

Ul (6;-1 — Ui?(xfu)})
sind. Die Resultierende der Krifte, welche die Fliissigkeit auf diese

Kugel ausiibt, kann nur von dieser relativen Bewegung abhdngen.
Sie hat folglich die Komponenten:

— 6npa, Uy (6x — US (/D).
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In derselben Weise wirkt auf die andere Kugel die Kraft:
— 6apay Uy (851 — UL (/).

Aufler dem Stokesschen Widerstande wirkt also auf die erste Kugel
eine Kraft:

9 a, a,
ERar
Die Symmetrie dieses Ausdruckes in bezug auf die beiden Kugeln
zeigt, dall auf die zweite Kugel eine Kraft derselben Grofe und der-
selben Richtung wirkt. Diese Kraft kann als die Resultierende von
zwei Kriften aufgefalt werden, von welchen eine dieselbe Richtung
wie die Bewegung der Kugeln hat und also auf die Kugeln beschleu-
nigend wirkt, wihrend die andere dieselbe Richtung wie eine vom
Mittelpunkte der hinteren Kugel zum Mittelpunkte der vorderen Ku-
gel gezogene Gerade hat. Jene Kraft hat den Betrag:

(3;1(1) == 3;1(2))77(55‘.(1) — x‘k@))

3
712

9
U15“+-2-n,uala2U1

9 a, a
= U 1*2
2“1”’ 1 ?.12

und diese den Betrag:
9 (:L' (€ J— (2))
g o U,a,a, _1_,,_'? —

12

Diese Satze sind von M. Smoluchowski gefunden worden.

14 3. Genauere Formeln.

Fiir den Fall, daBl die Bewegungsrichtung der beiden Kugeln mit
der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte zusammenfillt, hat Faxén eine
genauere Formel fiir den Widerstand berechnet. Er findet fiir den

Widerstand der ersten Kugel:
9a, a

= Say o 90,9
W—ﬁnya1U111m2fm 4 Ir,,? 4

1 /1 27 i
t o3 (5 a;%ay — o 0,05* + 5 %3) G
1 3 81 9]
ot (— —2*;a13a2 - 16 ara,® + = alag"’) —
1 (9 4 ., 248 , . 9 4)

_?25(1“1 a, —E——svz—al ay +Zala2 -+ ]
Den Widerstand der zweiten Kugel erhdlt man einfach durch Ver-
tauschen von @, und a,. Welche von den beiden Kugeln vorangeht,

ist fiir den Widerstand belanglos.
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In dem Fall, daBl die beiden Kugeln sich mit verschiedenen Ge-
schwindigkeiten (aber doch stets in einer zur Verbindungslinie der
Mittelpunkte parallelen Richtung) bewegen, findet Faxén fiir den
Widerstand der ersten Kugel:

W =6apa U, 9a1a2
1 3 9
3 a 1 27 1
—6apa, U, | 2 + rl—z ( —2~a12a2+§ala22—§a23)+
I 9 243 9
+ (4 ada? + o a 2523+Za1a24)+...l.

Den Widerstand der zweiten Kugel erhéilt man durch Vertauschen von
a, und a,, U, und U,.

Eine von H. Dahl ausgefiihrte genauere Berechnung des Falles
a, = a, =a ergab fiir den Widerstand der ersten Kugel den Wert:

W= 6npal, {1 + 92° + 9324 + 119728 + 1982128 1+ - -} —
— 6npal, {3z + 1943 + 38725 + 533127 + 761152° + - - -},

a

r= .
274

Den Widerstand der zweiten Kugel erhélt man durch Vertauschen von
U, und U,.

Die Bewegung zweier Kugeln mit derselben konstanten Geschwin-
digkeit lings der Verbindungslinie der Mittelpunkte derselben ist kiirz-
lich Gegenstand einer Untersuchung von Margaret Stimson und G. B.
Jeffery gewesen. Diese Autoren geben auf der Grundlage der Stokes-
schen Gleichungen eine vollstiindige Losung des Problems durch un-
endliche Reihen. In dem Falle, dafl die beiden Kugeln denselben Ra-
dius (a) haben, finden sie fiir den Widerstand jeder Kugel einen
Ausdruck:

6xpal,i,
wo*:
4 n(n + 1) 4sinh® (n+ §)a—(2n+ 1)2sinh?a
Smh“z(zn—l )@n+3)|"  2sinh (2n+1)a -+ (2n+1)sinh 2a|’

a ist dabei durch die Gleichung:

* In der Formel von Mil Stimson und Dr. Jeffery fehlt infolge eines Druck-
fehlers rechts ein Faktor 2. Ich verdanke Dr. Faxén diese Bemerkung.

11 Oseen, Hydrodynamik
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T12

2a
definiert. Fiir 1 haben die beiden Autoren eine Tabelle berechnet:

cosha =

a r2/2a | i
0,5 1,128 0,663
1,0 1,643 0,702
1,5 2,352 0,768
2,0 3,762 0,836
2,5 6,132 0,892
3,0 10,068 0,931

© ® I 1,00

Dr. Faxén hat zu dieser Tabelle eine neue Zeile hinzugefiigt:
a=0, r,2a=1, i=0645.

§ 15. Die sogenannten Paradoxien von Stokes
und von Whitehead.

151. Das Paradoxon von Stokes.
Wir haben in § 9 das Problem behandelt, eine Losung der Sto-
kesschen Gleichungen:

9 M b =199 (1)

BAM=pr B =
zu finden, bei welcher die GroBen u; auBerhalb der Kugel R = a
regulér sind, an dieser Kugel die konstanten Werte U; annehmen und
in unendlicher Ferne verschwinden. Das entsprechende zweidimensio-
nale Problem ist die Aufgabe, eine Losung der Gleichungen:
;zAu;,:—;%;, g‘iﬁ: 0, (k=1,2) @)
zu finden, welche auflerhalb des Kreises R =}z,? + z,>= a reguldr
ist und den Randbedingungen: fiir B = a, w, = U, = Konst., fiir B
—: u — 0 geniigt. Zu dieser Aufgabe wird man gefiihrt, wenn man
nach der Methode von Stokes die Bewegung untersuchen will, die in
einer den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit durch einen unendlich
langen Kreiszylinder erzeugt wird, der sich mit konstanter Geschwin-
digkeit in einer gegen die Lingsrichtung senkrechten Richtung darin
bewegt. Man kann leicht eine Losung der Gleichungen (2) angeben,
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die formal der von Stokes gefundenen Losung des Problems der Kugel
entspricht. Sie ist:

2
w= A 20, log R — U‘d Y R*(logR—1)+—a210gR]}\

) l (3)

0
p——ZFAUka logR, A= ~Togs

Ein Blick auf diese Losung zeigt sofort, dal sie sich aber bei grofien
R-Werten nicht in der Weise verhiilt, wie wir von der Losung eines hy-
drodynamischen Problems verlangen miissen. Bei wachsendem R kon-
vergieren die Grofien u, nicht gegen Null, sondern wachsen vielmehr,
den absoluten Betrigen nach, iiber alle Grenzen. Wenn man trotzdem
unter Verzicht der Forderung w; — 0 fiir R — « der Losung eine
hydrodynamische Bedeutung zuschreiben wollte, so wiirde man auf
die Schwierigkeit stofen, daB die Randwertaufgabe unendlich viele
Lésungen besitzt. Eine von (3) verschiedene Losung ist z. B. u, = U,
in der ganzen Fliissigkeit. Stokes zog aus diesen Umsténden den
Schlull, daBl das physikalische Problem der stationiren Bewegung
eines Zylinders in einer zihen Fliissigkeit unlosbar ist. Natiirlich ist
die Tatsache, dal die in formaler Analogie gebildete Losung die Rand-
bedingung im Unendlichen nicht erfiillt, an sich kein Beweis fiir die
Nichtexistenz einer solchen Losung. Andererseits diirfte es nicht sehr
schwer sein, diesen Beweis streng zu fithren.

15 2. Das Paradoxon von Whitehead.

In der von Stokes gegebenen Lisung des Problems der stationéren
Bewegung der Kugel (§ 9, (23)) sind %; und p lineare und homogene
Funktionen der GroBlen U,, U,, U,. Es ist naheliegend, die von Stokes
gefundenen Ausdriicke als die ersten Glieder von Reihen aufzufassen,
die nach Potenzen von U,, U,, U, fortschreiten. Im Jahre 1888 machte
Whitehead in Anschlufl an Stokes einen Versuch, die Glieder in u;, p,
welche im U,, U,, U; vom zweiten Grade sind, zu berechnen. Wir
geben einen kurzen Bericht iiber diese Untersuchung von Whitehead.
Wir legen der Einfachheit halber die Koordinatenachsen so, dal die
x,-Achse mit der Bewegungsrichtung parallel wird. Die vollstindigen
hydrodynamischen Differentialgleichungen fiir stationire Bewegung,
auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugssystem bezogen, sind,
wie wir im ersten Teile, S. 12, sahen, wenn wir die Geschwindigkeits-
komponenten = — U, d;, + u; setzen:

11*
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op 6u, Ou; 0wy T
ﬂduj_a_%*‘_ + kaxks R_O‘ (7,1,—-1,2,3) (4")
Die Nebenbedingungen sind: Fiir R2=22=a?, u;="U, d;; fir R— o,
U = 0.

Stokes vernachlissigte in den Gleichungen (4) die rechten Seiten.
Er léste also die Gleichungen:

dp 0 uy
pd u’-_tﬁ_x;_o’ 0z = 0
und zwar durch den Ansatz:
3. a _a 02
8 o0 }7 " (5)
P= 2!‘“ 1 3 R =P

Wir setzen jetzt:
uj= O+ uf® + .-, Pg= PO~ PELA woiy

wo uW, p® die in (5) angegebenen Werte haben sollen und wo ™,

p™ den Faktor U,* enthalten sollen. Zur Bestimmung von u;®, p®

erhalten wir aus (4) die Gleichungen:

ap® D du®d  Ju®
pd; dmy e, dx, +ewu oz’ dx; 0. (6)

Die Nebenbedingungen sind: fiir R = a, %/® = 0; fiir R —» o, 4® - 0.
Wir sehen hier vom letzten Gliede rechts in der ersten Gleichung (6)
ab. Wir beschrinken uns also auf die Aufgabe, eine Losung »;®, p®
der Gleichungen:

ap® du®  Gu®

Au?ﬂ)—a—m’_——g()} ag" 5 =0 (7
zu finden, welche den oben bei (6) erwiihnten Nebenbedingungen ge-
niigt. Das System (7) ist ein lineares, inhomogenes System, es emp-
fiehlt sich daher, diese Aufgabe in zwei zu zerlegen: erstens irgendeine
aullerhalb der Kugel R = a regulire Losung des Systems (7) zu finden,
zweitens eine jene Losung an der Kugel R = @ und in unendlicher
Ferne kompensierende, fiir R > a regulire Losung der Stokesschen
Gleichungen (1) zu finden.

Es ist nicht schwer, die erste Aufgabe zu losen. Eine Losung des
Systems (7) ist:

_ paU?| 3z 1 & az(xl
u,(2)_———;— 4Ré 1'_(3"‘5_2:_1%}33_4 Bpy s

p®=0.

1 R )
202,201
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Um so schwieriger ist aber die zweite Aufgabe. Es gelang in der
Tat Herrn Whitehead nicht, diese Aufgabe zu 16sen. Er zog hieraus
den SchluB, da} das physikalische Problem, das er losen wollte, keine
Losung besitzt. Bei der Bewegung eines Korpers in einer zihen Fliis-
sigkeit sollen nach Whitehead Diskontinuititsflichen auftreten.

15 3. Erklirung dieser Paradoxien.

Dem inneren Grunde der Paradoxien, zu welchen Stokes und White-
head in ihren hier dargelegten Untersuchungen sich gefiihrt sahen,
sind wir schon im 2. Paragraphen, 8. 18, begegnet. Die Annahme,
daB eine Losung der Gleichungen (4), die auBerhalb einer gewissen
Fliche regulir ist, in eine Potenzreihe nach U, entwickelt werden
kann, ist unzulissig. Aber nicht nur diese Annahme, sondern auch
die Stokesschen Gleichungen (1) sind unrichtig. Man sieht das sofort,
wenn man die Glieder dieser Gleichungen hinsichtlich der GréBen-
ordnung mit den in den vollstindigen Gleichungen (4) vorkommenden,
aber in (1) vernachléssigten Gliedern vergleicht. Wir haben z. B.:

3 1 3% g

Gleichzeitig haben wir:

Ju® 3 3::;1) BSU2 & 1
~@larg, —=— 49U1}73( B +4 Uaes®

D@
d.’th |
im Verhiiltnis zu | x 4w, | beliebig groB ist. Schon in erster Niherung
ist es deshalb, wenn man ein iiberall richtiges Bild der Bewegung er-
halten will, notwendig, das erste Glied rechts in der ersten Gleichung (4)
mitzunehmen. Um so mehr ist dies notwendig, wenn man die in erster
Niherung gefundene Liosung zur Grundlage einer genaueren Berechnung
der Bewegung machen will. Zu einer exakten Berechnung des Wider-
standes miissen wir also zuniichst von den erweiterten Stokesschen Glei-
chungen (siehe §. 12) ausgehen.

Wie klein aueh U] ist, es gibt stets Bereiche, in denen lg U
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Angeniiherte Liosungen von Randwertanfgaben
bei den erweiterten Stokesschen Gleichungen.

§ 16. Das Problem der Kugel.*

16 1. Aufstellung spezieller Losungen der erweiterten
Stokesschen Gleichungen.

Wir kehren zu dem Problem zuriick, die Strémung einer sonst den
ganzen Raum erfiillenden, zéhen Fliissigkeit zu berechnen, welche durch
eine kleine Kugel erzeugt wird, die sich darin mit konstanter Geschwin-
digkeit bewegt. Wir benutzen ein Bezugssystem, dessen Anfangspunkt
mit dem Mittelpunkte der Kugel zusammenfillt und dessen @,-Achse
mit der Bewegungsrichtung der Kugel parallel ist. Wir bezeichnen die
auf dieses System bezogenen Geschwindigkeitskomponenten der Fliis-
sigkeit mit — U, + %, %y, 4. Zur Bestimmung von »; und des Druckes
p erhalten wir, wie wir S. 12 sahen, bei Vernachlissigung der in den
Groflen u; quadratischen Glieder:

op Qu;  Qu;
F‘Aul_ 0:::,- =—0 1awlﬁ {%’_ = 0. (1)

Wir haben eine Losung dieses Systems zu suchen, die auBlerhalb
der Kugel R = a regulir ist und welche den Nebenbedingungen: fiir
R=a:u=U;, uy=u3=0; fiir B> c0: u; >0 geniigt.

Wir haben im 4. Paragraphen 8. 32 gesehen, dal das System (1)
die Lisung:

;o d P
ow—_ 7
dz, 0z, T dz, (‘uzfld5+g 169:1)

* Vgl §15, Schlulbemerkung.
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besitzt, wo:

@_7O(r)_1f1-—e“a, 292_0- s=R+£’1~1

szi: REO,

und wo ¢’ diejenige der beiden GroBen + o ist, welche positiv ist. 20’ e,

o| Ui | @/p ist die sogenannte Reynoldssche Zahl. Wir nehmen zu-
ndchst an, dafi sie verglichen mit 1 klein ist, d.h. wir betrachten Fille,
tn denen entweder der Kugelradius oder die Geschwindigkeit verhdlinis-
mdfig klein oder aber der Reibungskoeffizient u grof3 ist. Wir haben:

AP  1— e~ 2
95, - R  A2=ge"
folglich :
U, 00 2
40+ 0o =3
und
2 fialed 2uw
) — —ols __ i 27, 7
W= 01 pe oz 0m; P R (2)

Wir haben in § 4 Formel (12), S. 34, ferner gesehen, daf fiir kleine
Werte von o’ s:

1..; o | 1
@:s—zo 824 -=R+?11—10 (R*+ x12)—§oRsc1+---, (3)

also fiir kleine R annihernd, bei Vernachlassigung der Glieder, welche
o’ oder s als Faktor enthalten:
2 0*R
V=B i
817 R 0%,0%

Eine andere Losung von (1) ist offenbar:

a2 1 02 1
_9U1012R (4)

2) — e
W= edn B F

16 2. Lisungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen,
welche die Randbedingungen angeniihert erfiillen.

Ein Blick auf (9, 24) zeigt sofort, daBl wir aus (2) und (4) eine
angeniherte Losung unseres Problems bilden konnen, welche dem Sy-
stem (1) geniigt, im Unendlichen die Bedingungen #; = 0 und auf der
Kugel, bis auf Glieder von der GréBenordnung ¢’a U, die Bedingungen
uy = U, 4y = uz= 0 erfiillt. Wir setzen:
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3 1 3a
U; = za Ulu,'(n-— Zas Uluf(2)= ER' Ule_"’"’ﬁ;f—
1 02 a?
%4 a 2,0, (M’ +Te)’ ()
a® 3z,2
p=gualigh + 02 o (1 - 21,

‘Wenn wir in (5) den Wert von @ einsetzen, erhalten wir:

3a e 3 0 1—e'* 1 . 0% 1

gt e 1 haar 0
Die gefundene Losung besitzt offenbar Rotationssymmetrie um die

z,-Achse. Wir konnen sie infolgedessen durch die sogenannte Stokes-

sche Stromfunktion ausdriicken. Wir setzen fiir einen Augenblick:

Uj =

aU D -E— a U — =Y
und haben dann:
o
02:1 0 Zj
¥ kann als eine Funktion der beiden Groflen z, und % = J &, + ;2
aufgefaBt werden. Wenn wir:

U; = AW'&U—

ird
— B3

setzen, so haben wir:

0¥ 0*¥Y  10¥ oY 1 0H

A% =+ Gt T % ey kAR

0¥ 2y i Zy

i Lol ey
folglich:

_ 10H % a, _10H

=%’ AT %T 10 (7)

H ist dann die Stokessche Stromfunktion fiir die Bewegung mit den
Geschwindigkeitskomponenten w,, ,, #;. Dagegen ist H - § U, A* die
Stromfunktion fiir die Bewegung, deren Geschwindigkeitskomponenten
— U, + w,, uy, ug sind. Die Gleichung der Stromlinien, d. h. der Bahn-

kurven der Fliissigkeitspartikel, ist in unserem Falle:
H + § U, k* = Konst.

Wir setzen die obigen Werte fiir ¥ und @ ein und erhalten so fiir
die Funktion H den Ausdruck:
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. 1 k2(;2 1_3-0’4’3—-51,)
H__Iavlk_ ‘3_3maq ' (@)

Die Formeln (7) und (8) sind mit den Formeln (5) und (6) gleich-
bedeutend.

16 8. Untersuchung der Giiltigkeit der Losung. Vergleich mit
der Stokesschen Losung.

Wir wollen jetzt priifen, unter welchen Umstéinden unsere For-
meln (5) eine hinreichend genaue Lésung unseres Problems ergeben.
Wir haben vorausgesetzt, daBl es an der Oberfliche der Kugel R = a
erlaubt ist, in der zweiten Reihe (3) nur die zwei ersten Glieder zu
beriicksichtigen. Ein Blick auf (3) zeigt nun sofort, da dies nur dann
gestattet ist, wenn o¢’a eine kleine GroBe ist, die neben 1 vernach-
lissigt werden kann. Wenn dies der Fall ist, haben wir in der Um-
gebung der Kugel R = a annéhernd:

3 a 1 d

u?:_2_ Ul Ra].j'_'IaUla 16?:,(3}3-'_ )

d. h. die Stokessche Losung des Problems der Kugel. Wenn man aus

jener Losung die Glieder guy g%’ der vollstindigen hydrodynamischen
k

Differentialgleichungen berechnet, so findet man, daf sie unter der
Voraussetzung o¢’a klein gegen 1 im Vergleich mit den in (1) mit-
genommenen Gliedern klein sind. In der Umgebung der Kugel ist
also unsere Niaherung erlaubt, wenn ¢’a klein gegen 1 ist. In den von
der Kugel entfernten Teilen der Fliissigkeit ist die aus (6) berechnete
Geschwindigkeit klein neben U;. Wir haben deshalb in diesen Be-
reichen: . "
|

klem gegen U1 6.1;1{
Wenn ¢’a klein gegen 1 ist, so gibt also unsere Losung (6) sowohl
in der Umgebung der Kugel wie in groBer Entfernung davon ein an-
gendhert richtiges Bild der Bewegung.

Ein Vergleich der hier gefundenen Bewegung mit der-
jenigen, zu welcher Stokes gefiithrt wurde, zeigt sofort
einen charakteristischen Unterschied zwischen diesen bei-
den Bewegungen. Die Symmetrie in bezug auf die Ebene
z,=0, welche fiir die von Stokes betrachtete Bewegung
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charakteristisch ist, ist in der neuen Bewegung nicht mehr
vorhanden. Mit anderen Worten, die Beziehungen:

Uy (B, %y Bg) = Uy (— &y, Ty Bg), U (%, T, &) = — Up(— @y, Tp, Ty),
Uy (2, 29, T3) = — tg(— 2y, 29, 25) ,

welche fiir die von Stokes untersuchte Bewegung Geltuna
haben, bestehen bei der neuen Bewegung nicht.

16 4. Eigenschaften der neuen Liosung. Ausblick auf die
Theorie der idealen Fliissigkeiten.

Wir haben gesehen, daB fiir die neue Ldosung eine gewisse Dis-
symmetrie der Bewegung vor und hinter der Kugel charakteristisch
ist. Um die Art dieser Dissymmetrie festzustellen, bemerken wir, daB
in Bezug auf ein mitbewegtes Koordinatensystem nach der neuen
Lésung in grofer Entfernung von der Kugel vor derselben:

_3al, 7y

“MTT 5 RY

3al,
ist. In der Stokesschen Losung ist dagegen sowohl vor wie hinter
der Kugel in groBer Entfernung:

__3al,

=55
Wir sehen, daf nach der neuen Losung die Fliissigkeit hinter der
Kugel eine Tendenz hat, dieser zu folgen, wihrend die Fliissigkeit
vor der Kugel ausweicht.

Die Art des Schwanzes, der sich hinter der Kugel bildet, erkennt
man durch Berechnung des Wirbelvektors. Die Wirbellinien sind
offenbar Kreise, deren Ebenen gegen die z,-Achse senkrecht sind und
deren Mittelpunkte auf dieser Achse liegen. Die Wirbelbewegung in
einem beliebigen Punkte des Raumes ist unter diesen Umstinden
durch den Betrag des Wirbelvektors gekennzeichnet. Er ist in einem
mithewegten Bezugssystem:

3 p Vel ol
21 R
Nach Stokes wiirde er den Wert:

hinter derselben:

(1+o'R)e—E—om,
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haben. Wir sehen, dal er nach der neuen Losung in groBen Entfer-
nungen vor der Kugel, wo z; dasselbe Vorzeichen wie ¢ hat und also
der Exponent in unserer Formel den Wert:

— o' (R + |z,
hat, sehr viel schneller mit 1/R abnimmt, als es in der Stokesschen
Theorie der Fall ist. Wir sehen ferner, dafl hinter der Kugel, wo z,
dasselbe Vorzeichen wie — ¢ hat und wo also der Exponent den
Wert: — o' (R— [z
hat, zwar in grofen Entfernungen von der Kugel im allgemeinen der
Betrag des Wirbelvektors exponentiell und also schneller als nach
der Stokesschen Formel abnimmt, dafl aber die Umgebung der vom
Mittelpunkt der Kugel durchlaufenen Bahn eine Ausnahme bildet,
indem hier:
1 wz + 33 e

| Zy

—| 1‘+

also annéhernd: R = |z, | ist und folghch der Exponent annihernd
den Wert Null hat. In diesem Bereich ist der Betrag des Wirbel-
vektors anndhernd :

ngz + @5°

3
S el

2

1+ o'R).

Bei grofien ¢’R koénnen wir hierfiir einfacher:
Va2 2
Sa 5 R B + %
2 R?
schreiben. Hinter der Kugel nimmt also der Betrag des Wirbelvektors
wie 1/R ab, also langsamer als bei der Theorie von Stokes, nach welcher
der Betrag des Wirbelvektors in allen Richtungen wie 1/R? abnimmt.
Wenn wir zwar R > a, aber doch ¢’R klein annehmen, konnen
wir die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickeln und nur die
ersten Glieder beriicksichtigen. Man erhilt fiir den Betrag des Wirbel-

vektors:
3 V.2 2
5 al, Pl (L oy (14 o'R) +-).
Auch in der Nihe der Kugel ist wegen des Gliedes:
—ox(1 + o'R)

der Wirbelvektor vor der Kugel dem Betrage nach kleiner als hinter
der Kugel. Ein Vergleich mit der Stokesschen Formel zeigt, da auch
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in diesem Bereich der Wirbelvektor vor der Kugel nach der neuen
Theorie kleiner als nach der alten ist, hinter der Kugel dagegen um-
gekehrt nach der neuen Theorie gréBer als nach der alten ist.

Wir wollen, an diesem Punkte angelangt, einen Blick auf die
klassische Green-Dirichletsche Theorie der Bewegung einer Kugel in
einer idealen Fliissigkeit werfen. Nach jener Theorie soll die Bewe-
gung der Fliissigkeit dieselbe Symmetrie in bezug auf eine durch den
Mittelpunkt der Kugel gehende, gegen die Bewegungsrichtung der-
selben senkrechte Ebene aufweisen, welche wir in der von Stokes
untersuchten Bewegung fanden. Kann dieses Ergebnis richtig sein?
Wir haben gesehen, dall selbst bei den kleinsten Geschwindigkeiten,
wo die Bewegung in so hohem Mafe, wie es {iberhaupt maglich ist,
von der Reibung beherrscht wird, doch die Trigheit eine Dissym-
metrie erzeugt. Kann man annehmen, daf in dem entgegengesetzten
Grenzfalle, wo die Reibung keine Rolle mehr spielt, sondern die Trég-
heit allein das Feld beherrscht, jene Dissymmetrie verschwinden wird ?
Ist es nicht wahrscheinlich, daB die Dissymmetrie auch bei ver-
schwindender Reibung bestehen bleibt? Auf diese Frage kommen wir
spiter zuriick.

Auf den Widerstand gegen die Bewegung der Kugel kénnen offen-
bar nur die Verhéltnisse in der Umgebung derselben einen Einflufl
haben. Da unsere Loésung in diesem Gebiete mit der von Stokes ge-
fundenen iibereinstimmt, so erhalten wir in erster Naherung fiir den
Widerstand den Stokesschen Wert (vgl. 8. 111): 6zuaU,.

Es diirfte hier am Platze sein, einige Worte iiber die Bedeutung
des Stokesschen Widerstandsgesetzes zu sagen. Stokes wurde zu seinen
Untersuchungen iiber den Widerstand einer Kugel in einer zéihen
Fliissigkeit durch seine Pendelstudien gefiithrt. Eine groflere Bedeu-
tung bekam das Gesetz erst, nachdem es in der Kolloidchemie Ver-
wendung gefunden hatte. Das Gesetz spielt in der Tat eine wichtige
Rolle in Einsteins Theorie der Brownschen Bewegung. Aullerdem hat
man das Gesetz dazu benutzt, die GroBie der kolloidalen Partikel zu
bestimmen. Durch diese Umstinde hat das Gesetz eine sehr grolle
Bedeutung fiir die Kolloidchemie gewonnen. DaBl das Gesetz fiir die
Theorie des Regens und damit fiir die Meteorologie wichtig ist, liegt
auf der Hand. Aber auch bei vielen rein physikalischen Untersuchungen
ist das Gesetz von Bedeutung gewesen. Es geniige, hier auf zwei
Beispiele hinzuweisen. Einstein hat das Gesetz auf die Jonenbeweg-
lichkeit angewandt. Millikan hat es bei seiner Bestimmung der GroBe
der Elektronenladung benutzt.
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16 5. Teilung der vernachliissigten Glieder zweiter Ordnung
in Glieder mit U;| U, | und in Glieder mit U’

Die oben gegebene Losung des Problems der Kugel stellt nur eine
Anniéherung dar. An zwei Stellen haben wir Glieder vernachlissigt.
In den hydrodynamischen Differentialgleichungen:

Op du; duy ]
i P L P T .
0% _ 4 )
da:,-_

haben wir die rechte Seite der ersten Gleichung vernachliissigt. Und
die Randbedingung u; = U,4,; an der Oberfliche der Kugel wird von
unserer Losung nicht exakt, sondern nur anniihernd erfiillt. Eine
Priifung der vernachlissigten Glieder zeigt nun, daf sie von verschie-
dener Art sind. Wenn wir die oben gegebene Ldsung unseres Pro-
blems unter Beriicksichtigung der rechten Seite der ersten Gleichung
(9) verbessern wollen, so miissen wir in jenes Glied unsere angeniherte
Loésung (5) einsetzen und aus dem so erhaltenen Systeme:

, oy ouy Ju;
PAHJ_BE+QU1ﬁﬁ9u"B_%’
y (10)
u;;_O
6:0,-_

mit den Nebenbedingungen: fiir R = a, u’; = 0; fiir R — o, uj > 0
die Korrektionsglieder w’;, p’ berechnen. Nun enthalten die GroBen
u; in (5) den Faktor U,. Die rechte Seite von (10) wird also den
Faktor U,* enthalten. Offenbar werden «’;, p’ mit demselben Faktor
behaftet sein. Betrachten wir dagegen die Glieder in (5), welche wir
bei der Erfillung der Grenzbedingung w; = U,d,; fiir R = a vernach-
lissigt haben, so sehen wir aus (3) sofort, daB sich unter ihnen Glie-
der befinden, welche den Faktor U,¢’, also, fiir reelles U,, den Faktor
U, | U, | enthalten. Denselben Faktor werden offenbar die Korrektions-
glieder enthalten, welche aus jenen Gliedern in (5) hervorgehen.
Offenbar sind die beiden Arten von Korrektionsgliedern, welche wir
hier unterschieden haben, von ganz verschiedener Natur. So kann in
dem Ausdruck fiir den Widerstand wohl ein Glied mit dem Faktor
U,|U,|, aber kein Glied mit dem Faktor U;* vorkommen, weil die
Krifte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel ausiibt, gleichzeitig mit
U, ihre Vorzeichen wechseln miissen. Es ist ferner ersichtlich, dafl ein
Glied mit dem Faktor U, | U, | nicht von einem (liede mit dem Fak-



174 § 16. Das Problem der Kugel

tor U,? aufgehoben werden kann. Es ist deshalb berechtigt, die Auf-
gabe, die uns jetzt obliegt, in zwei zu zerlegen, indem wir zuerst die
Korrektionsglieder mit dem Faktor U,|U,| und dann, néherungs-
weise, die Korrektionsglieder mit dem Faktor U,* berechnen.

16 6. Beriicksichtigung der Glieder mit U] Ui].
Genauere Widerstandsformel.

Die erste Aufgabe kénnen wir ohne Schwierigkeit losen. Wir setzen
statt (5): w=Adu®—Bu®, p=Ap®_ Bp®

und bestimmen 4 und B aus den Bedingungen: fiir R = a, w; = U, d,,,
indem wir jetzt auch die Glieder: — d,; 6" des Ausdruckes (2) fiir »,®
beriicksichtigen.

Wir erhalten:

814 (1— ac’) +f;} g A% (A _ %?): aU,dy,.
Also:
A(l—ao’)—i—%:a[ﬁ, A—i—f:O
und:

A= 3aU,(l+ }ad’), B=1a*U,(1+4 }ad’).

Diese Ausdriicke fiir 4 und B unterscheiden sich nur durch den
Faktor 1+ $ao’ von den Ausdriicken, welche wir in erster Niherung,
bei ao’ — 0, erhielten. Wenn die Geschwindigkeitskomponenten der
Fliissigkeit mit diesem Faktor multipliziert werden, so mu8 offenbar
auch der Widerstand mit ithm multipliziert werden. Der Widerstand
hat also, in zweiter Naherung, den Wert:

8

Betreffs des Giiltigkeitsbereiches dieser Formel darf nicht vergessen
werden, dall sie unter der Voraussetzung abgeleitet worden ist, daB
die Fliissigkeit, von der Kugel abgesehen, den ganzen Raum erfiillt.
Wir werden spiter in §19 darauf zuriickkommen.

6rpal, (”EMTU”)' (11)

16 7. Beriicksichtigung der Glieder mit Uy’

Wir wenden uns zur Bestimmung der Korrektionsglieder, welche
den Faktor U, enthalten. Eine Gruppe dieser Glieder, wir nennen sie
u;*, p*, rithren von den Nebenbedingungen her, indem wir noch nicht
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auf das Glied — oz, der Exponentialfunktion und auf das letate
ausgeschriebene Glied: — foRx, der Reihe (3) S. 167 fiir @ Riicksicht
genommen haben. Die Funktionen u;*, p* miissen also auBerhalb der
Kugel R = a das System (1) befriedigen, fiir R = a der Bedingung:

u* = — oU |2z15“ - :c,( 1))’ (12)

und fiir B — « der Bedingung: u;* — 0 geniigen. Wir setzen:

dad BD ) a2 1
o e F R A
U, C(alydaml awlzamf ax‘lgax’R’
0% 1
[ —— — .
Pr=—2wCG0
Wir haben fiir kleine E-Werte:
) Ty z; 3z,2 3¢ bz
R

Wir kénnen deshalb der Bedingung (12) annéhernd, d. h. bis auf Glie-
der der Ordnung ¢%a®U,, dadurch geniigen, dal wir setzen:

C=—4}0U,a, ¢'=—1aU,db.

Die der Geschwindigkeit u* entsprechende Stokessche Stromfunk-
tion ist:

— #e 1 @ 1

aU,ak

et gt 3 e e =

3
4
3 (13)

h? 3 x, h?
3 / —o/s g 571 i
4Ua 11— (14 d'R)e +80U1a T

Wir wenden uns dem schwierigsten Teile unserer Aufgabe zu, der
Lésung des Systemes (10) mit den dort angegebenen Nebenbedingungen.
Ihre einfachste Gestalt nimmt diese Aufgabe an, wenn wir durch die
Gleichungen (7) 8. 168 die Stokessche Stromfunktion einfiithren. Man
bestiitigt durch eine direkte Rechnung, daB, wenn u/**, p** dem
System (10) geniigen sollen, die diesen Gréfen entsprechende Strom-
funktion H** die partielle Differentialgleichung:

0\ p rren_ (6H6DH 0HIDH 20H )
(“‘D"’@Ua_)DH =%\0s, 9k 7% 9z, Kag L) (14

befriedigen muBl, wo:
0? 0? a9

1
D=ouz t 3w " hon
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und wo H den in Gleichung (8) angegebenen Wert hat*. Die Schwie-
rigkeit der Gleichung (14) beruht auf der komplizierten Form der rech-
ten Seite. Wenn man eine im ganzen Raume giiltige Losung der Glei-
chung (14) wiinscht, liBt sich die rechte Seite nicht vereinfachen. An-
ders liegt aber die Sache, wenn man nur die Bewegung in der Umge-
bung der Kugel berechnen will. In diesem Falle kann man H durch
den einfachen Ausdruck:

1 h2
—aU1 B (R2 3)

ersetzen. Man findet in diesem Falle:

3 R

DH=—GU1F,
o(PHODH 0HODH 20H I e (a2_ )
il 7% B% 8z, Koot U g (g —3

Den Beweis, daB es bei der Berechnung der Bewegung in der Um-
gebung der Kugel tatsiichlich erlaubt ist, in (14) rechts diesen einfachen
Wert zu benutzen, kann man in der Weise fiihren, dal man mittels der
in § 4 8. 30 dargelegten Methode die partielle Differentialgleichung (14)

* Wenn man in (10):

10H Ty 10H S

e e i —— — 2 2

“WETZ R, h = h 0z, (0= Va2 +2,7)
OB my w1 OH
WETT o A TR T s

setzt und die Rotationssymmetrie um die z,-Achse benutzt, welche sowohl das
Vektorfeld uj wie das Vektorfeld »;' haben muB, so erhilt man einerseits:
0r 0% 1 0\(10HW 0y 10
Mozp T om T 7 on)\% on /T ox, TV W ORO,
il 0H 1 0°*H 10H 0 (1 611)11

T % 0 h 0z, 0k h Oz, Ok s
andererseits:
9* L 0t 1 0\(19E\ (@, @ N
“ozpTam T wan)\% o, J~H\R TR )T
B g g 20w 23 0uy 2@ Buy
_‘“HTA“”L?;A“B h Ox, & Oh  h* Ok
_mu bz 8 8 (19HW\  udrHM
i =1 2" 9x2,\h 0z, )" h onox,

2p 0 (10H o 8H 0 (10 +Q6H o0(10H
— 9\ 0a, ) 9% Du.\p 0wy T 0, 9A\B oz

Elimination von g’ zwischen diesen beiden Gleichungen gibt die Formel (14)
des Textes. Einfacher kann diese Formel aus den grundlegenden hydrodynamischen
Integralgleichungen in § 1 abgeleitet werden.

k Ok
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(welche ja einen speziellen Fall der erweiterten Stokesschen Gleichun-
gen darstellt) durch ein iiber den Bereich R > a erstrecktes Integral
integriert und dann aus diesem Integral die Glieder auswiihlt, welche
in der Umgebung der Kugel R = a die Hauptglieder sind. Man findet
durch dieses Verfahren, auf dessen Einzelheiten wir der Kiirze wegen
hier nicht eingehen wollen, dall noch eine Vereinfachung der Gleichung
(14) erlaubt ist, wenn wir nur die Umgebung der Kugel in Betracht
ziehen wollen. Wir kénnen nédmlich links in (14) das Glied mit dem
Faktor p U, vernachlissigen und erhalten so die einfache Gleichung:
DDH**—-—a*U e (‘;; 3)-

Es ist nun leicht, eine Losung dieser Gleichu.ng zu finden, die sowohl
an der Kugel R = a wie in unendlicher Ferne der Bedingung geniigt,
dall die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten dort ver-
schwinden. Diese Losung ist:

9 z, h? 3 z, h? a®
Y o 2 & _ o
= 16 % U0 T (B3 o) + 15 o Uao T (0 Rﬂ)
Wir bilden jetzt die Stromfunktion der ganzen Bewegung:
JUR + (1+ 2ad’)H 4 H* + H**, (15)

Wir fithren in (15) fiir # und H* ihre Werte in der Umgebung
der Kugel ein und erhalten so den folgenden, in der Umgebung der
Kugel giiltigen Ausdruck fiir die Stromfunktion:

1 ol

: U1(1 R) Rzl(l gt ao)R(2R+a)+ aa§(2R2+aR+a2) (16)
Der Ausdruck (16) wurde, mit Ausnahme der Glieder, welche den Fak-
tor ¢’ enthalten, zuerst von F. Noether aufgestellt (1911). Er erméglicht
offenbar ein genaues Studium der Stréomung der Fliissigkeit in der
Umgebung der Kugel. Die von der Trigheit bedingte Dissymmetrie
tritt in den mit dem Faktor z, behafteten Gliedern zu Tage.

§ 17. Das Problem des Kreiszylinders.

17 1. Die Lambsche Lisung.

Wir haben in § 15 ein zweidimensionales Analogon der von Stokes
gegebenen Theorie der Bewegung einer Kugel in einer zihen Fliissig-
keit gesucht. Wir fanden, dall ein solches Analogon nicht existiert.

12 Oseen, Hydrodynamik
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Wir untersuchen jetzt, ob es ein zweidimensionales Analogon der im
vorigen Paragraphen gegebenen Losung des Problemes der Kugel gibt.
Um diese Frage zu beantworten, gehen wir von der am Schluf} des
4, Paragraphen gefundenen Grundlosung des Systemes:

aug' au;,_

op
pAdu—o"—=—p 192, oz

dﬁk
aus. Wir setzen in (4, 20) 8. 37 2, = z,= 0 und schreiben dann statt
9, 2,@, x, und z,. Aus #,,, t;5, p, erhalten wir in dieser Weise eine
Losung des Systemes (1), die wir mit %), p® bezeichnen. Wir haben:

k=1,2 1)

10
wyWM =K, (0’ R)e—2% 0 + P log R 4 K,(o’R)e—7%},

P o (2)
pO=2p —logR, R =Vz? + zk J
Z3
Wir haben nach (4, 2) 8. 39 fiir kleine R-Werte:
2 T,
w®=0bylog p + s (3)
y = 1,7811.
Eine andere Losung des Systemes (1) ist:

2 2

w® =

9505 log R, p®=pU, Ba—a:lz log R.

Wir bilden jetzt eine Losung: u; = A4,u,M + 4,5,®, p = A,p® +
+ A,p® des Systemes (1) und versuchen die Konstanten 4,, 4, so
zu bestimmen, daB fiir R = a die Bedingungen: u, = U,, u,= 0 er-
fiillt werden. Wir erhalten, wenn a so klein ist, daBl wir mit geniigen-
der Anniherung mit dem angeniherten Wert (3) von «;® rechnen
kénnen:

U, _ 1.
A= Ay gy (4)
log —
2 2
In der Nihe des Zylinders haben wir also:
B 1 L., T 3 O
ul-——AAIIE—lOg(i}’GR) —_— '§(R — a )51? ].Og R
1 0? ©)
—ie 2__ g2
Uy = 2A1(R a )05163:2 log R.

Die Krafte, welche die Fliissigkeit auf den Zylinder ausiibt, haben
eine Resultierende, welche pro Lingeneinheit die Grofe:
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/

R=a

ds

—pBy g (S, (8l ﬁ%)
pa+ﬂ(dn+‘u a dw, a0

(ds =)dz® + di,?)

hat. Man findet leicht:

z du
._fp_alds=—2;mp,Al, #fd_?’:dsz_zn#‘dl’
Fid

R=a

Dl 0,
f(a0m1+ adz, o =0

R=a
Die Resultierende, deren Richtung selbstverstindlich lings der nega-
tiven z,-Achse verlauft, hat also den Betrag:

dap|U,|

dnuAd, = L. 6
A= T gy o) =
Die hier entwickelte Theorie fiir die Bewegung eines Kreiszylinders
in einer zéhen Fliissigkeit wurde im Jahre 1911 von Lamb gegeben.

17 2. Magnuseffekt bei kleinen Geschwindigkeiten.

Wenn der Zylinder gleichzeitig mit der oben betrachteten trans-
latorischen Bewegung mit der konstanten Geschwindigkeit U, eine
Drehbewegung mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit e ausfiihrt,
so lagert sich iiber die oben betrachtete Bewegung der Fliissigkeit
eine andere:

w® = a’w . arctg “2 PP =_—oU,a*w = (7)

0 " 17 R

Die von dieser Bewegung erzeugten Krifte der Fliissigkeit auf den
Zylinder haben (vgl. § 1 (3) S.7) eine Resultierende, deren Betrag pro
Léngeneinheit des Zylinders mpU,a*w ist und deren Richtung mit
der Richtung des vektoriellen Produktes des Drehvektors und der trans-
latorischen Geschwindigkeit zusammenféllt. Was wir hier gefunden
haben, ist der Magnuseffekt bei kleinen Geschwindigkeiten.

17 3. Methode zur numerischen Berechnung des Widerstandes
bei groBeren Werten von o’ bzw. der Reynoldsschen
Zahl 2d'a.

Das Problem, den Widerstand zu berechnen, den ein Kreiszylinder
erfihrt, der sich ohne Drehung mit konstanter, gegen die Achse senk-
rechter Richtung in einer zihen Fliissigkeit bewegt, wurde kiirzlich

12¢



180 § 17. Das Problem des Kreiszylinders

von Prof. Bairstow, Friulein Cave und Friulein Lang wieder aufge-
nommen (1923). Diese Autoren gingen vom System (1) S. 166 aus. Sie
driickten die Geschwindigkeitskomponenten %, und %, durch eine
Lagrangesche Stromfunktion p aus, indem sie:

oy oy

Uy —m — —— Uy =
1 ’ 2
0z, 0z,

setzten. Die Stromfunktion p mufl dabei, wie aus (1) durch Elimina-
tion von p hervorgeht, der partiellen Differentialgleichung:

a
(A+2aa_%)aq;=0 (8)

geniigen. Hine spezielle Losung dieser Differentialgleichung kénnen wir
aus unserer Losung (5) der Gleichungen (1) ableiten. Um jene Lisung
in einfachster Weise schreiben zu konnen, fithren wir die Besselschen
Funktionen K,(z) ein, indem wir sie durch die Gleichungen:

o

K,(z) =fe*‘"°°“¥1" cos hypnsds

0

definieren. Zwischen den Funktionen K,(z) und K,(z) bestehen dann
die Beziehungen:

aly
dz

1 dK
K1+ 0, K0+;Kl+:l£1=0.

Wir definieren jetzt eine Funktion L von z; = R cos #, 2, — Rsin#
durch die Gleichung:
#
’
L(zy, 2)) = RK,(¢'R) %fe—"-’“"”da—-%r l
0
) (9)
— RKﬂ(a’R)fe"""R‘m“ cosada.
0

Man findet durch eine einfache Rechnung, daf3

JdL 10L ¢

7 T K,(0’R)e—°%sin ¥, Rod o K (dR)e 5 —

I o(0’ R)e—"% cos &,

oR
Folglich nach (2):
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0L 0L =z 0L _ 16
dz, ROR R* 09
0L =z,0L :::161}_ %y
do,"ROE TR 90— oR

{logR + K, (0’ R)e—°n} = u, ™),
Kn(a'R)e_”. +
o ’ —o ﬁ =
+-0-K1(6R)e 2 e
1 0
=—2K(0'R)e—%— — ——(log R+K,(¢'R)e— "} =—u,D.
o dz,
L ist eine eindeutige Funktion von z; und ,.

Aus L konnen wir eine etwas allgemeinere Liosung der partiellen
Differentialgleichung (8) bilden. Wir setzen rechts in (9):

— 0 ®
—z,®’

R =V(z, — 2,2 + (z,— 2,®)2, &= arctg

Die so erhaltene Funktion L hingt von zwei Punkten z,, w,,
@, @, 2, ab. Wir schreiben sie deshalb L (z,, #,; 2,¢, 2,). Diese
Funktion haben Bairstow, Cave und Lang ihrer Losung des Problems
des Kreiszylinders zugrunde gelegt. Sie setzen:

p(y, wz)-dp(R cos?, R sind) = AL(R cosd, R sind, 0, 0) +

sin m?

+fL(R cosa, Rsina; a cosa, a sina)f(a)da —|—2G g

n=1

4,G,, G,. .. sind hier Konstanten, welche zur Verfiigung stehen. f(a)
ist eine unbekannte Funktion, von welcher die Autoren doch an-
nehmen, daB sie in eine Reihe von der Form:

@

fa) = e““m“Zag cosga

g=0

entwickelt werden kann. Wenn eine Lisung dieser Form existiert, so ist
das Problem offenbar auf die Berechnung der Konstanten 4, a,, a,, . . .,
@, Gy, . . . zuriickgefiihrt worden. Wenn man in den Reihen eine end-
liche Zahl von Gliedern behilt, kann man mit ihrer Hilfe erreichen,
daB die Randbedingungen an der Oberfliche des Zylinders in einer
gewissen Annéherung erfiillt sind. In dieser Weise haben die drei
Autoren ihre Koeffizienten bestimmt.

Nach der hier dargelegten Methode haben Bairstow, Cave und
Lang den Widerstand eines Kreiszylinders in dem Bereich von
o’a = 0 bis zu ¢’a = 5 berechnet. In demjenigen Gebiete, wo experi-
mentelle Bestimmungen des Widerstandes vorliegen, stimmt der be-
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rechnete Widerstand in bezug auf die Grofenordnung mit dem Beob-
achteten iiberein, ist aber durchweg groBer. Etwas Uberraschendes
liegt darin nicht, da die Geschwindigkeiten, welche hier in Betracht
kommen, weit auflerhalb des Bereiches liegen, wo die in (1) wegge-
lassenen Glieder vernachlissigt werden konnen.

Prof. Bairstow hat mit seinen beiden Mitarbeiterinnen auch den
Widerstand berechnet, den eine ebene Scheibe erfihrt, welche sich in
einer mit ihrer eigenen Ebene parallelen Richtung in einer ziéhen
Fliissigkeit bewegt.

§ 18. Das Problem des Ellipsoides.
181. Einleitung.

Bei unserer Behandlung des Problems der Kugel sahen wir, daf}
in dem Ausdruck fiir den Widerstand, den eine Kugel erfihrt, die
sich in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit bewegt,
ein Glied vorkommt, das den Faktor U,0” enthiilt und also mit dem
Quadrate der Geschwindigkeit proportional ist. Dieses Ergebnis a8t
sich unmittelbar auf das Ellipsoid iibertragen. Zu den von Oberbeck
in schoner Weise berechneten Gliedern des Widerstandes miissen an-
dere mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportionale Glieder
hinzukommen, deren GroBe von der Orientierung des Ellipsoides in
bezug auf die Bewegungsrichtung desselben abhiingen mufl. Wir wollen
hier jene Glieder berechnen.

Wir wenden dieselben Bezeichnungen wie in § 9 an und setzen

auBerdem: Uj=Ug, U0, of=
@, ay, a; sind dann die Richtungscosinusse der Bewegungsrichtung

des Ellipsoides in bezug auf die Hauptachsen desselben. Wir schrei-
ben die Komponenten der Geschwindigkeit der Fliissigkeit in der

Form: — Ua; -+ w;. Zur Bestimmung der Grofen w; erhalten wir die
Gleichungen:
3p . au,- au, .
pdu?éa—%—-ugUak 67.7',.}'.’ 5}"—0. (1)

Die Nebenbedingungen sind an der Oberfliche des Ellipsoides

(2)

fiir R* = 2 - c0: lim u; = 0.
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18 2. Herstellung dreier spezieller Lisungen des Systemes (1).

Wir kénnen die zur Lésung unserer Aufgabe notigen Hilfsmittel
dadurch gewinnen, dal wir drei verschiedene Systeme von Lésungen
des Systemes (1) konstruieren. Wir gehen zunéchst von demim §4 8. 34
betrachteten Tensor #;; aus, wobei wir jedoch die GroBen z; und z(®
vertauschen. Die drei Grolen #,;, o, 3 (K = 1, 2 oder 3) definieren
dann drei Funktionen der GroBen ,, #,, #;. Diese Funktionen ge-
niigen den partiellen Differentialgleichungen, welche wir im § 4 die
erweiterten Stokesschen Gleichungen genannt haben und welche wir
durch eine Drehung des Bezugssystemes in das System (1) iiberfiihren
kénnen. Indem wir diese Drehung des Bezugssystemes fiir die drei
Funktionen &, fsg, 3 selbst ausfithren, erhalten wir eine erste Lo-
sung des Systemes (1):

2D 2 1
@:lfl_e:da,
a a
’ U
s =1+ aj(zy— z®), o= g_‘u'

= (x;— x®)2, r=>0.

k hat in diesen Formeln den Wert 1, 2 oder 3.
Wir haben im § 11, 8. 137 eine durch die Gleichungen:

ds
r— “bcj' W_(Ej’ (4)
2 2 2.2
aritEiitari=h >0 (5)

W(s) =V (a®+ s)(b%+ 8)(c2+ s)

definierte Potentialfunktion benutzt. Sie nimmt, wie aus (4) ersicht-
lich ist, auf jedem Ellipsoid i = Konst. einen konstanten Wert an.
Wir betrachten jetzt ein beliebiges Ellipsoid £ jener Schar 4 = Konst.,
welches wir jedoch so wihlen, daBl es innerhalb des Ellipsoids 1 = 0
fallt. A soll also auf E einen solchen negativen Wert annehmen, dafl
a*+12, b+ 1, ¢*+ A alle positiv ausfallen. Aus dem Greenschen Satze
folgt, wenn der Punkt z,, z,, z, aullerhalb von E liegt:

Ly @ 11 dg )
x“”-a{lﬂ”‘ )Z® 7 7 an® P
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oder, da auf E y(z®) einen konstanten Wert hat und da:

d 1
mﬁdsw_o

ist, weil der Punkt #;, @,, 3 nach unserer Annahme auBerhalb von E Liegt:

1 [ dy(a®) dS®
(@) = Tzl T o

Wir kénnen also die Funktion y auBerhalb von E durch ein

Integral von der Form:
f F(z®) 150
r
E

darstellen.
Aus der Funktion @ bilden wir jetzt eine neue Funktion ¥ von
Z,, Ty, %3, indem wir setzen:

Y (z) =fF(x(°))¢(z,x<°J)dS<°)_ ()

In derselben Weise, wie wir aus der Funktion & eine Losung des
Systems (1) abgeleitet haben, konnen wir jetzt aus ¥ eire Losung
desselben Systemes herleiten. Wir setzen:

k4

ujk =0 AV — m’; (7)

P = 2p f F(z®) > 8)
E

Fiir jeden Wert von k (k=1, 2 oder 3) geniigen dann die Funk-
tionen Y, u$Y, udy, PV dem System (1).

Ein neues System von Losungen der Differentialgleichungen (1)
leiten wir aus der Potentialfunktion (2 ab, welche wir in § 11 S. 137

benutzten und durch die Gleichung:

2
0 — il [ 23 |48

2t
|3+s+bz+s+cz+s~1]4(s) ©)
definiert haben. Wir setzen:
020, g 020
@_ i (2)
"‘”‘_ax,-axk’ £ _QUafda:,az (10)

Ein drittes System von Losungen erhalten wir durch den Ansatz:
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aIr o1
@) = _— 3) = s
Ui awf, P eUalaxls (11)

wo IT eine beliebige, auBlerhalb der Fliche (2) regulire und in
unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion ist.

18 3. Ansatz zur Losung des Problems.

Aus den gefundenen drei Systemen von Losungen (7)—(8), (10),
(11) setzen wir eine neue allgemeinere Losung der Gleichungen (1)

zusammen: 1) (1 2) (2 3
uy= APuD + AP + o,

p = 4 Op,®O + 4,Dp,@ 4 p®,
Sie enthilt sechs willkiirliche Konstanten 4,®, 4,® und eine will-
kiirliche Potentialfunktion /7. Wir werden zeigen, dal wir, wenn ao,
bo, co geniigend klein sind, iiber diese willkiirlichen Elemente un-
serer Losung so verfiigen kénnen, dal die Nebenbedingungen in ge-
niigender Anndherung erfiillt werden.

Wenn or eine kleine Grolle ist, so haben wir annihernd:
@ = r+ gz — ®) — folr*+ [ay(z— GO} + - -

P2e 1 — e —m®) 1
0 AD — 95,05 T i + Lome )rgwk ot 50(3‘5;‘1:“ )

Wir haben also:
0) 0O (. — .(0)
u_‘(‘? = 6"-1]@(18{0)_{_:”“{5‘(% )(':; T )d.sw)-—-
£ E

und:

O (g, — 2.0
- f F (2®) % %) gso % 0(38;: — ajaz) f F(z,) dSO,
E E

Wir hatten:
7
E

und haben in § 11 8. 139 gesehen, daB y fiir groBe Werte von R den
Wert 2abe/R annimmt. Da die linke Seite der obigen Gleichung fiir
grolle B-Werte den Wert:

1
ereh (0) 0)
RlF(m )d S

annimmt, so schliefen wir, dal3:
[F(2©)d8® = 2abe
E



186 §18. Das Problem des Ellipsoides

ist, folglich fiir kleine o’ R-Werte annidhernd:

dx , 0

(0) 0)
u§p =8,y — T #OF (20) dS©® — gabe (30 — ajay).
1

('?zfg T

Wir setzen jetzt:

s Ata)fwdsm)
r
E

und haben dann fiir kleine ¢’ R-Werte:
AOu + u® = 40y — 4Dz, % — oabe(34;0 — aja, 4,), (12)

Da nun auf der Fliche (2) 1 =0, y = % und:
Oy _0z01__ a1
Oz; 04 dz;  Oay
so gilt auf der Fliche (2) annéihernd:
AOuSP+ u® =4Oy + 4,0z, % —oabe(34;,0— a;a; 4,W). (12)
i
Wir haben andererseits auf derselben Fliche:
0202 f
X T =2mabed," @F s)d(s)
B 4,z  A4,®z, As(z)ws) al
2“( & T@ tTa iz,
usw. Wir sehen aus diesen Gleichungen, dall wir, wenn a, b, ¢ so
klein sind, daB wir o®a?, 6%b%, 6%c? neben 1 vernachlissigen kénnen,
die Nebenbedingungen in geniigender Anniherung dadurch erfiillen

konnen, daB wir den Konstanten 4,®, 4, die folgenden Bedin-
gungen auferlegen:

4,®

A(2)=—a—2-A<13 Acz)=ﬁ4(1) Acz):‘iAcl)- (13)
* 2n "1 = 27 ©2 £ 9 "2 ?
A4,D(yo+ a* Py — 3oabe) + gabea, ;. 4,0 = Uaq,,
A D(xo+ V*Py— 3oabe) + oabecaya; ;) = Ua,, (14)
A0 (5o + 2Py — 3oabe) 4 sabeayap 4,V = Ua,.
Wir haben dabei der Kiirze wegen:

o

ds
f (az_|_s)W(s) =P “b"of Bra W — L
ds

abe | —— =P,

J @+ W)



gesetzt. Die Gleichungen (14) ergeben in erster Niherung, wenn wir

184. Berechnung des Widerstandes

die ¢ enthaltenden Glieder vernachlissigen:

Uql

Ua,

= — )~ & @ — i
4 Xo+ a*Py’ : Lo+ P’ 4s Xo+ Py
In zweiter Néherung erhalten wir:
Ua [ 3
Q-1 e
4,4 PR 1+ gabe AT, M]
Ua [ 3
@ . — 2 T
A, Tt BP, 1 4+ oabe Py III]
Ua i 3
By =8 DI R
4, 7ot &P, 14 oabe P M]
W T . S
Xot+ @*Py 3+ 0PP, ' zo+ 2Py

184. Berechnung des Widerstandes.

Die Krifte, welche die Fliissigkeit auf das Ellipsoid ausiibt,
hingen nur von der Bewegung in der Umgebung desselben ab. Ein
Vergleich zwischen den Formeln im § 11, S. 136—139 und den hier
entwickelten Formeln, besonders (12), zeigt, dall, von der verdnder-
ten Bedeutung von A4;M, 4;® abgesehen, die hier betrachteten Ge-
schwindigkeitskomponenten sich nur durch konstante Glieder von
den dort gefundenen unterscheiden. Da konstante Glieder der Ge-
schwindigkeitskomponenten bei der Berechnung der auf das Ellip-
soid ausgeiibten Krifte ohne Belang sind, kénnen wir das 8. 139 ge-
wonnene Krgebnis sofort auf unsere jetzt erhaltene Losung iiber-
tragen. Die Resultierende der Krifte, welche die Fliissigkeit auf das
Ellipsoid ausiibt, hat die Komponenten:

— 16zpabe4;® (G=123).

Die GréBen y, und Pj;, welche sowohl in Oberbecks Widerstands-
formeln wie in unseren Formeln vorkommen, sind Funktionen von
a, b, ¢, welche durch elliptische Integrale definiert sind. Von beson-
derem Interesse sind diejenigen Fille, in denen diese elliptischen
Integrale in einfachere Funktionen von a, b, ¢ entarten. Dies trifft
ein, wenn das Ellipsoid Rotationssymmetrie um eine Achse besitzt.
Wir setzen in diesem Fall @ = b und erhalten, wenn a = b < ¢:
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2a%c 2
xo—'/——log( +ng'”“1 ,
o2
P1=P2=Ez_a2_‘(cz a2)'f ( +l‘ )

2 2
Py= . log(% + /% — l)—“—é

(E— a®)': a? E—a®

Wir haben dagegen, wenn a = b > ¢,

2a%c 7
5= m arctg i Lk
atec a® c?
Py=Py= sy, orctg (’/0_2 =4 ) — a_a

2a? 2a*c ]/az
P= @ — & (gt — yh a.rctg( — 1).

Der Widerstand, den ein Rotationsellipsoid erfihrt, das sich parallel
der Symmetrieachse, der ¢-Achse, bewegt, ist also:

16zpa?c U (1 n 20a2(:) ,

W:

N N

Wo, wenn ¢ > a ist:

2a2¢(2¢2 — a2 (02 Qa2
N=M1og(£+V%_1)__f_i

(cE— a?)'h v —

ist, und wenn ¢ << @ ist:

2,2 2l d 9.0 P
N=_2ac +2a o zc)arctg(]/:—z—l).

a®— c? (a®— ¢%)s

Fiir ¢ = a geben beide Formeln N = §a? und folglich:

W—GmuaU(l—i— 391[]), (U =0

was mit dem 8. 174 gefundenen Ergebnis iibereinstimmt. — Fiir ¢ = 0
findet man N = zac und folglich:

B pal ) .
Wﬂ1sﬁav(1+nﬁ (U > 0)
Das Ellipsoid kann in eine ebene Scheibe entarten, ohne daB

a = b ist. Stets konnen wir aber in diesem Falle ¢ — 0 setzen. Wir
setzen:
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lim x—"v—xo*, lim ¥

c—0 C ¢c—0 C

Die Resultierende der Krifte, welche die Fliissigkeit auf die Scheibe
ausiibt, hat dann die Komponenten:

= Pj*.

16z paba, U 3
TR
- 16:?1:,:1.&;60.2 { 3 ”
Ky=— 2ok + BIP* 14 oab F+bEP* — M*
K,=— 716”;33%07 1+ oab_'[xﬂi* — M*] I,
0

2 2 ag?
a ay

®— -l
M _xo*+aap1*+ *+b2P*+

Man sieht aus diesen Formeln, daBl der mit U? proportionale Teil
der Kraft im allgemeinen nicht senkrecht gegen die Scheibe ist. Sein
~ Betrag und seine Richtung hiingen von der Orientierung des Ge-
schwindigkeitsvektors in bezug auf die Scheibe ab. Die gegen die
Scheibe senkrechte Komponente jener Kraft hat den Betrag:

__16apod®b®a, U (i —M*)

x *
Da: )

a

b

sds b sds
= W(s) f(ag—l—s YW(s)’ a Py® W(s) f(bﬁ-f-s)Wm’

so folgt, daB wenn a > b ist, a?P;* > bzPZ* ist. Wenn a > b ist, so
ist deshalb M* im Falle a, = 0, a,= cos & groBler als im Falle a, =
cos #, ay= 0. Hieraus folgt wiederum, daBl die gegen die Scheibe
senkrechte Komponente der mit dem Quadrate der Geschwindigkeit
proportionalen Kraft im ,apteroid aspect® (a, = 0) groBer als im
»pterygoid aspects (a, = 0) ist.

Wenn a = b ist, so konnen wir a, = 0 setzen und erhalten dann:

1 +§_; (4—%2)],

Kl—_-—%,uaalU

1+%(7—a32)}.

K,=0, K;=—16paa,U

- Die gegen die Scheibe senkrechte Komponente der mit dem Qua-
drate der Geschwindigkeit proportionalen Kraft verschwindet, wenn
a; = 0 ist, d. h. wenn der Geschwindigkeitsvektor der Scheibe mit
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der Ebene derselben parallel ist. Sie nimmt den grotmoglichen Wert
an, wenn a; = 1 ist, d. h. wenn der Geschwindigkeitsvektor gegen
die Ebene der Scheibe senkrecht ist.

In einer in mehrerer Hinsicht interessanten und wertvollen Arbeit
hat W. J. Harrison unter anderem auch den Widerstand berechnet,
den ein elliptischer Zylinder erfihrt, wenn er sich mit konstanter
Geschwindigkeit in einer zdhen Fliissigkeit bewegt und wenn dabei
entweder die grole Achse oder die kleine Achse des Querschnittes
mit der Bewegungsrichtung parallel ist. Er findet fiir den Widerstand
pro Langeneinheit im ersten Falle:

- dmpU )

a :

Dabei ist U die Geschwindigkeit, 2a die grofle und 2b die kleine
Achse des Querschnittes. y hat den Wert 1,7811.

Wenn die Bewegungsrichtung mit der kleinen Achse des Quer-
schnittes parallel ist, ist der Widerstand pro Lingeneinheit:

drpu U .
— log [% yo'(a + b)}

W= 2

at+b

Wenn a = b ist, stimmen W, und W, mit dem von Lamb berech-
neten Widerstand eines kreisférmigen Zylinders iiberein.

§ 19. Eine kleine Kugel und eine ebene Wand.

191. Einleitung. Die von der Kugel primiir hervorgerufene
Stromung,.

Wir sahen in § 12, 2, S. 143 wie man bei den Stokesschen
Gleichungen Probleme behandeln kann, in denen eine ebene Grenz-
flaiche vorkommt. Nach dieser Methode hat, wie in § 12 erwihnt
wurde, Stock eine genaue Berechnung des Widerstandes ausgefiihrt,
den eine Kugel erfihrt, die in einer von einer ebenen Wand be-
grenzten zahen Fliissigkeit sich mit konstanter Geschwindigkeit in
einer mit der Wand parallelen Richtung bewegt. Faxén hat dieses
hydrodynamische Problem wieder aufgenommen, aber dabei die er-
weiterten Stokesschen Gleichungen zugrunde gelegt. Seine Methode
ist die in § 13 dargelegte. Zuerst wird die in § 16, S. 168 gegebene
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Losung des Problems der Kugel derart umgeformt, dafl die Geschwin-
digkeitskomponenten und der Druck durch Doppelintegrale dar-
gestellt werden, in denen die Koordinaten z,, z,, z, des Aufpunktes
nur im Exponenten, und zwar linear, vorkommen. Faxén benutzt ein
Bezugssystem, dessen z,-Achse in die Bewegungsrichtung fillt. Er
schreibt die Geschwindigkeitskomponenten der durch die Kugel primiir
eingeprigten Stromung in der Form — Ud;; + u; wo:

ad apP
Uj=20¢laf1+5;:;(¢1+ B)s p—gU—— (1)
F) 1 ) 92 le—o‘}i—az.
= —GaR = 2q4 =
D, =c|{l —oa 6m1+(6+cloa6wl2} = ; (2)
- 2 20 20 O }1
. .P——Cll—goa a—x"*-ﬂlﬂa W E“ (3)
Hier ist: . Sau 1 .
- 20 1—%aa )

¢, ist eine Konstante, deren Betrag ohne Belang ist.

19 2. Integraldarstellung der Funktionen @, und P.
Fiir die Funktion 1/R haben wir in § 13 die Darstellung gefunden:

+ =
= %ffg“alfl‘f‘“axi)_"‘xﬂ d——aldaz (5)

F
RR=zg? 422422, R>0, x=Je?+ a?.
Um eine entsprechende Darstellung fiir die Funktion:
e—o R—oz,
——
zu finden, gehen wir von dem Integrale:

e‘a]z?
2nszfa,, (@ + %) AR

aus. Da dieses Integral fiir reelle z; unbedingt konvergent ist, so
haben wir:

g e"
Ah_rgc 2nszfak daldazdas

0< ai‘ <A

ell'\‘. eimx
Alilf‘m 27!2lfff ”dald%das_fffaf +’ 5 dadaydag.

O<u,<
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Die beiden Glieder innerhalb der Parenthese haben bei 4 — o be-
stimmte Grenzwerte. Wir haben in der Tat:

E g

A
fa;T;
f f f e dadayda, = 2 f da f glakeosd sin P —

0<aj<A? e a=0 &=0

_4n sm (aR)
a

R da

2

Der Grenzwert dieses Integrales ist also 2% .
Wir haben ferner:

ffjae'l’zdaldazdas_zxf “f‘;zfeinmwsinada=

0<a?cd?
- 4nfa sin (aR)d
 R| &+
) 0
Wir lassen jetzt 4 ins Unendliche wachsen. Das Integral, welches
wir zuletzt bekommen haben, nahert sich dabei einem endlichen Grenz-
werte, den wir am einfachsten durch komplexe Integration berechnen.

Wir erhalten so: .
2m® B
— ¢

und_ haben also schlieflich:
= Sy i (6)

Wir kénnen andererseits, wegen der unbedingten Konvergenz des In-
tegrales J, den Wert desselben in der Weise berechnen, dal wir zu-
erst die Integration in bezug auf a, ausfithren. Wir konnen dabei
komplexe Integration anwenden, indem wir, wenn 23 > 0 ist, den In-
tegrationsweg in der komplexen ayz-Ebene nach oben schieben, da-
gegen wenn 2, < 0 ist, nach unten. Wir erhalten so, indem wir be-
achten, dal der Integrand von J die singuliren Punkte:

ag=+tifa,  +al =+ 1%, a3=+iJa2+ o+ 6*=+i1*

h&t: “+ »
— Lffei(alzl+uz=rz)—x!zai dayday
2 X
— o

-+ @
— iffet(a.z,era—z'lzﬂ da,day
27 A*
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Da das erste Glied rechts nach (5) den Wert 1/R hat, so folgt

wegen (6):
—a' R
e—Iz' [‘fe‘(“l Ty = aazy) — A% |7y da;dao

Wir sehen aus dieser Formel, dal}:

+ =
—ad'R—oaz, "
e 7 R _ 1 [ [ sicsitiomitama—itim| da,da,
R 2 FLI

also, wenn wir rechts a, + io statt «, als Integrationsvariable be-
nutzen und diese Variable wieder mit a, bezeichnen:

—e'R—om

?_.__.im jjei(rqzl ) — A | x| dalda2 (7)
R

Hier ist:

A=Ya? + a2 —2icq,.

Mit Hilfe der Beziechungen (5) und (7) kénnen wir @, und P
durch Integrale darstellen:

17
0 3

-I: ]
! jf gz et (ay oy 4 ) — = Taidaldaz,
A .4

wo:
2|

g = za1+( +cl)a-a" (?,ul)l

9
s =-—c|1 -——%acﬁ ctay + e 0%at - (Tay)¥.

19 3. Berechnung der von der Wand zuriickgeworfenen
Stromung.

Der jetzt folgende Teil unserer Untersuchung ist die Berechnung
der von der Wand 23 = — { erzeugten, zuriickgeworfenen Stromung.
Fiir diese Stromung kann man den folgenden Ansatz machen:
0D,* 0P,* )

a afﬂ)+a (¢*+P*+ ms

us* = 20(@1*6,-1 +

13 Oseen, Hydrodynamik
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“+®
_ Lf {‘gj.(gl_’_a_:?_)ei{u.ru-l—a.z,}4l(2-+25)(Za da,
2/ . A L

“+ o
P* = - 1 gi’)(q'l’ F‘tﬂl eitulfl‘!‘“%ri)_"(:"l‘i’?:) da l‘lan,
2nJ . % E

-—m
(pz — 9 ffgﬂ(al’ 0'.2) el 2+ agzy) — A7+ 2‘]({0'.](10‘.9
b 4

Die Bedingungen u;* = — w; fiir 2, = —( ergeben:

e R Y
Ja=—91» Y5 '—92(2,“)“) — ;- 8] etn—el,

10a,
PR A(d + x)e__ xbtl g /(ftl- %)
® doayx 10wy %

Wegen des singuliren Punktes a,= 0 sind die Integrale, durch
welche wir die Funktionen P* und ®,* darstellten, divergent. Wir
definieren P* und @,* als die Cauchyschen Hauptwerte deilntegtale,
welche wir zur Darstellung derselben benutzt haben.

19 4. Resultierende Kraft auf die Kugel.

Durch unsere Formeln ist die Berechnung der einmal zuriickge-
worfenen Strémung im mathematischen Sinne erledigt. Um die er-
haltenen Formeln hydrodynamisch zu verwerten, ist man aber auf
ein eingehendes Studium der Integrale angewiesen, durch welche @,*,
P* und @,* definiert wurden. Wir werden hier nicht auf diese kom-
plizierten Fragen eingehen. Wir begniigen uns damit, die Ergebnisse
von Faxén mitzuteilen. Wir bemerken, dal Faxén nicht nur die oben
bestimmte, einmal zuriickgeworfene Strémung, sondern auch die dop-
pelt zuriickgeworfene Stromung berechnet hat. Er findet fiir den
Widerstand gegen die Bewegung der Kugel:

W— brpal
“"1__3 ;9 a " (a)" 45(a)4 z(a)"s"
— 1 g e 2+ \gz) —1e\aE) — 2 ez
Hier ist:
4 923 16 317 yT
= — —_— — " 4 . e
) =1= g fqpet =@t ametty g P | ++jlog’g

(y = 1,781070).
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Fiir y(x) hat Faxén die folgende Tabelle berechnet:

z | @ T | @ e | @
o 1 030 | 06978 | 08 | 04277 3 0,0873
0,05 { 09367 | 035 | 06608 | 009 ‘ 0,3925 4 0,0479
0,00 | 08796 | 040 | 0,6265 L0 03603 5 0,0262
0,15 i 0,8276 0,5 0,5660 1,5 | 0,239 10 0004
0,20 0,7804 06 | 05137 2,0 | 0,1692 18 | — 0,0016
0,25 | 071370 | 07 04680 | 25 01195 w | 0

Die Widerstandsformel ist giiltig, wenn a%¢® und a%/(® neben 1
vernachlissigt werden kénnen.

Die Resultierende der Kriifte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel
ausiibt, hat auch eine gegen die Wand senkrechte Komponente. Sie
strebt die Entfernung der Kugel von der Wand zu vergroflern und

hat den Betrag: ’ g

-g—npczU-n’a t(—ﬂ—c;'_) -

8 27T a

Hier ist: 16 ¢

11 8 137 8
Iy — 1 ——afepe g P orapa Y0 aars 15 =5
) =1— G ot gt — gt — ot

175 ,, ., yo'l
-+ 96 ° £+ -log——g— 3

Faxén findet ferner, daBl die Kugel, wenn sie um ihren Mittelpunkt
frei rotieren kann, die Drehgeschwindigkeit:

14 a‘( 3:2)

T 32 O\ 8¢

hat. Die Drehachse und die Drehrichtung sind dieselben wie in dem
Falle, dal die Kugel die ebene Wand beriihrt.

Wenn man in der Widerstandsformel ¢’¢ und @/ so klein an-
nimmt, dall ¢’ - 6”@ und «*/C* neben 1 vernachlassigt werden kénnen,
wird das Glied — §a¢’ im Nenner von W durch das zweite Glied der
Entwickelung von y (¢’() aufgehoben, und wir erhalten anndhernd:

(0]

,  bapal ( 9 a ]
16 ¢

Dies ist die von H. A. Lorentz aufgestellte Widerstandsformel, welche
wir im 12. Paragraphen, 8. 142, abgeleitet haben. Sie ist also giiltig,
wenn die Kugel sich in geniigender Niihe der Wand befindet und wenn
der Radius und die Geschwindigkeit derselben geniigend klein sind,

13+
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§ 20. Eine Kugel in einer Rihre.
20 1. Einleitung.

o' R—owx,

Integraldarstellungen fiir die Funktionen "jlg und e—_——ﬁw

Das Problem, den Widerstand zu berechnen, den eine Kugel er-
fahrt, die sich mit konstanter Geschwindigkeit lings der Achse einer
mit einer zihen Fliissigkeit gefiillten Rohre bewegt, hat als erster
Ladenburg in seiner Dissertation in Angriff genommen. Er legte seiner
Berechnung die Stokesschen Differentialgleichungen zugrunde. Faxén
nahm das Problem wieder auf. Er zeigte, dall man durch eine verhiilt-
nismiiig geringe Abénderung der von Ladenburg gegebenen Formeln
die den erweiterten Stokesschen Differentialgleichungen entsprechende
Losung des Problems erhalten kann. Der Ausgangspunkt von Faxén
ist die 8. 191 (1)—(3) gegebene Darstellung der Bewegung, welche
eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit

erzeugt., Fiir die Funktion:
e— o R—ox

R

benutzt er zuniichst die Darstellung (19, 7) 8. 193, fiihrt sie jedoch
durch Ausfithrung der Integration in bezug auf a, in eine Form iiber,
welche die Symmetrie des Problems in bezug auf die Achse des Rohres
zum Ausdruck bringt. Wir setzen:

Vo2 + @ =1, iz, = rsinhyp (i), |zl =7coshyp (i&).

Wir setzen ferner:
ay = Ja,® — 2¢ 0@, sin hypt,

und geben dabei der Wurzel ein solches Vorzeichen, dal der reelle
Teil derselben positiv ausfillt. Wir erhalten:

+ >
— o' R—
, Nk 08 _l._ffeu‘fu1r,+nzm—z|r31 da,day _
2m A
—®

R
“+x “+ > d
1 . ) X a
= — | eimtidg fg"‘z%—“i’*“z:.—z —
27 : ol
—w —tn
+o +o
— i,feia,z,da fe—r 4 —2ica cos hyp ((—i§)df |
2 )
—® — 00

Das zweite Integral in der letzten Formel definiert eine Hankelsche
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Zylinderfunktion, und zwar hat man*:
+w

f e—rVa—2ioay cos hyp (¢ —if) dt = — J'L’i:H20 (_ ir I,'a12 . 250(11).

Wir haben also:

e— ¢ R—ox

; e '
e =—%fe‘“t"1 HO(—1ir)a® —2i0qa,) da,. (1)

Ein spezieller Fall der Beziehung (1) ist die Formel:
+ >

=— %fe""mHz“(— ir|ay|)day .

Man erhilt sie’ aus (1), indem man s = 0 setzt.

Aus den Formeln (1), (2), (3) 8. 191 folgt jetat:

1
R

i) @ z d
8= 200+ 5 P+ F), g="ty+ g = o (D +P),

(2)

= Uﬁa;l
Py =— zf gt HO(—irfaf—Jioa)da,, ®)
P: —_ ;fgzefﬂlzjﬂzu(—'ifial i)da]_- (4)

g; und g, haben die S. 193 angegebenen Bedeutungen.

Umgekehrt kann man sofort verifizieren, daf diese Ausdriicke den
Stokesschen Differentialgleichungen geniigen, wenn man nur die Tat-
sache benutzt, dal die Hankelsche Zylinderfunktion H,©(— iz) der
linearen Differentialgleichung:

?y 1

da? L
geniigt. Hieraus erhellt sofort, daB wir eine neue Losung der erwei-
terten Stokesschen Gleichungen in der Weise erhalten kénnen, da wir
in (2) — (4) H,*(— i) durch eine andere Losung der Gleichung (5) er-
setzen. Eine solche Losung ist die Funktion:

Pin) =

* Vgl. N. Nielsen, Handbuch der Zylinderfunktionen. S. 128.

dy

e v ol (5)



198 § 20. Eine Kugel in einer Réhre

202, Ansatz zur Losung des Problems,

Wir benutzen diese fiir alle z-Werte regulire Losung von (5) in
unserem Ansatz fiir die Bewegung, welche durch die Reflexion der
Stromung (3) in der zylindrischen Wand der Rohre erhalten wird.
Wir setzen fiir die zuriickgeworfene Strémung:

0(P,* + P* d
¥ = 2a¢1*+-(;};“')’ g= A+ P,
o P*
p=il ox,’

| =

L 4 :
D* = | ggei O —ir)a? — 2ioa,)day,

i
P+ — 2fg4e""l*’-J°(— ir|ay |)day,

wobei wir uns vornehmen, ¢g; und g, so zu bestimmen, daB} die Inte-
grale konvergieren.

Die Bedingungen u, + u,* =0, ¢ 4+ ¢* = 0 an der zylindrischen
Grenzfliche, etwa fiir r = [, driicken g, und ¢, als lineare, homogene
Funktionen von ¢, und g, aus, Die so erhaltenen Ausdriicke erfiillen
die oben erwiihnte Bedingung. Die Berechnung der von der Wand zu-
riickgeworfenen Stromung ist damit in mathematischem Sinne erledigt.

20 3. Die Widerstandsformel.

Die weitere Aufgabe ist jetzt, aus der gefundenen Losung den Wider-
stand gegen die Bewegung der Kugel zu berechnen. Wie oben erwiithnt
wurde, hat Ladenburg diese Aufgabe fiir den Fall 6 = 0 gelést und
Faxén fiir den allgemeinen Fall, wo ¢ einen von Null verschiedenen
Wert hat. Auf die Berechnungen, welche zur Gewinnung der Wider-
standsformel notwendig sind, wollen wir hier nicht eingehen. Wir be-
gniigen uns damit, das Ergebnis mitzuteilen. Faxén findet fiir den Wider-
stand einer Kugel, die sich mit der Geschwindigkeit U lings der Achse
einer zylindrischen Rohre mit dem inneren Radius ¢ bewegt, unter
Voraussetzung, da ¢"2a%, ¢’a-a*/l* und a®/l® gegen 1 vernachliissigt
werden konnen:

W bapall

3 , a P o na @ —_a’
1 — 499~ —J—L(o ) 4 2,09 B 0,95 s
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Hier ist: o
TTOE . |(a—4-i;v)(a—£a;) i
L@ = snal [ a-2ia O iDE
_2|a|A[J%—¢]a]) — S=3D)]
adJo(—i|al)Jo(—ik "

h=Ya?—2iza,
A =10 (— 3| a)JO(—i4) — | a|JO(— 3| a ) JO(— id).
Line Reihenentwickelung der Funktion L (o’l) ergab:
L(o'l) = 2,104 — 3’1+ - -
Eine numerische Berechnung ergab:

L(0) = 2,104, L(0,5)=1,76, L(l)=1,48, L(2)=1,04,
L(5) = 0,46.

Die Widerstandsformel zeigt, dafl das Glied — jao’ im Nenner fiir
kleine Werte von ¢’l vom zweiten Gliede in der Entwickelung von
L (¢’lyaufgehoben wird. Eine Priiffung dererweiterten Stokesschen Wider-
standsformel durch Messung der Fallgeschwindigkeit einer Kugel lings
der Achse einer vertikal gestellten, von einer zihen Fliissigkeit erfiill-
ten Rohre ist also nur dann mdglich, wenn der innere Radius der
Rohre so grof} ist, dal} es nicht erlaubt ist, die Entwickelung von L (a’7)
nach dem zweiten Gliede abzubrechen. Wie Faxén hervorgehoben hat,
ist diese Bedingung bei zwei Messungsreihen von Arnold erfiillt, und
bei diesen Messungen ist der Einflul des Gliedes — §ao’ deutlich zu
sehen*.

§ 21. Zwei Kugeln in einer Fliissigkeit.

211. Einleitung.
Die Theorie von Smochulowski nach § 14.

Wir haben im 14. Paragraphen eine Untersuchung von Smolu-
chowski kennen gelernt, in welcher er die Krifte untersucht hat,
welche zwei Kugeln, welche sich mit derselben konstanten Geschwin-
digkeit in einer zdhen Fliissigkeit bewegen, durch die Vermittlung

* Nach Experimenten, die in Leipzig unter der Leitung von Prof. Schiller
ausgefiihrt worden sind, stimmt das Widerstandsgesetz (11) in § 16 noch bei o’a = 0,25
bis auf ein Prozent mit den Messungen iiberein, Vgl. Geiger und Scheel, Handbuch
der Physik. Bd. 7, S. 111.
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dieser Fliissigkeit auf einander ausiitben. Wenn wir die Geschwindig-
keit der Kugeln U nennen und wenn wir die ,-Achse mit der Rich-
tung derselben parallel legen, so kionnen wir das in § 12 gewonnene
Ergebnis so ausdriicken, dal auf die Kugel 1 mit dem Mittelpunkte
2z, M, 2,™, 2,0 und dem Radius a; eine Kraft wirkt, deren Kompo-
nenten:  _ gnug, UG — U @), (k=1,2 3)
sind, withrend auf die Kugel 2 mit dem Mittelpunkte z,®, #,®), z,®
und dem Radius a, die Kraft:
— 6 pa, U (B — UL (2®))

wirkt. Die GroBen UL, US) sind dabei durch die Annahme definiert, daB

uf = U“;ai”, p®= PP’

u® = UD o, p® = POy,

wo v und v;,® wﬂlkurhche Konstanten sind, Losungen der Sto-
kesschen Differentialgleichungen sind, welche den Nebenbedingungen:

und

fiir r2=(z; — V)%= a? : W= p;®, lim u;M=0;
fL—>w
bzw.: :
fiir 12 = (2j — @)% = a,? : M= v;®, lim u®P=0
i ra—r®
geniigen.

Die hier gegebene Lisung des Problems von Smoluchowski ist
nur bis auf Glieder von den GroBenordnungen a,*/7%,, a,%/r3, (r}, =
(2,0 — 2/®)?) richtig.

21 2. Neue Lisung
auf Grund der erweiterten Stokesschen Gleichungen.

Wenn wir das Problem von Smoluchowski unter Zugrundelegung
der erweiterten Stokesschen Differentialgleichung statt der von Stokes
selbst benutzten Differentialgleichungen losen wollen, haben wir nur
in der oben gegebenen Vorschrift zur Losung des Problems die Worte
,,Stokesschen Differentialgleichungen® mit ,,erweiterten Stokesschen
Differentialgleichungen® zu vertauschen.

Die Werte der GroBen U A U kénnen wir jetzt aus (16,5) S. 168
entnehmen. Wir erhalten unter Vernachlissigung von Gliedern von den
GroBenordnungen a3fr%,, al/rl,, o'y, o’ ay:

UL (a®) = 3 e B Lt LY S
27y

3 0 1 e e—ﬂ'r“-—!‘l("ﬁlu)éﬂlq']

T1M9® a7y ?
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@ (20) = g B st ) §
" T2
3 (’) 1 o e_ G- f.i_o(zl(n_zyalﬁl>

g 2y ——
4 20 O7yo

Auf die Kugel 1 wirkt also eine Kraft mit den Komponenten:

T 9 e— 0 fa—o(@n"—5"%)
— bapa, Udy+ grpay U ———— 851 —
= 12
? a,a, U wk&) - x‘:(l) 11— (1 .5 a’rlz) e o'ru—a(z"’—5¥)
— g G0y - - .

2 719 ors,
Die Kraft, welche auf die Kugel 2 wirkt, erhilt man durch Ver-
tauschung von z;V), z® sowie von a,, a,.

21 3. Diskussion der neuen Lisung.

Wir sehen aus unserer Formel, dal die Kraft, welche eine Kugel
durch Vermittlung der Flissigkeit auf die andere Kugel ausiibt, sich
in zwei Teilkriifte zerlegen laf3t. Die erste Teilkraft hat dieselbe Rich-
tung wie die Geschwindigkeit und kann also als eine Abschwichung
des Widerstandes gegen die Bewegung der Kugel aufgefalit werden.
Die zweite Teilkraft fillt in die Richtung der Verbindungsgeraden
zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln. Die erste Teilkraft
hat fiir die Kugel (1) den Betrag:

9 U e___"! fll_“(zlu‘_ I.“‘)
[, Ty Oy
2 ¥ya

und folglich fiir die Kugel 2 den Betrag:
9 P o' g — o (z, P — 2,
5 Ay dy v-——m —————— .
2 fia

Wenn wir U > 0, 2, > z,® annehmen, so hat der erste dieser beiden
Ausdriicke stets einen kleineren Wert als der zweite. Die Abschwiichung
des Widerstandes ist also fiir die vorangehende Kugel stets kleiner als
fiir die nachfolgende Kugel. Die vorangehende Kugel hat mit anderen
Worten stets einen groleren Widerstand zu iiberwinden als die nach-
folgende Kugel.

Wir gehen zur zweiten Teilkraft iiber. Lings der Verbindungs-
geraden zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln, in der Rich-
tung von der Kugel 2 nach der Kugel 1, wirkt auf die Kugel 1 eine Kraft:
— (L4 o'r)e= 7 st — s

1
wpa,a, U — ort
12

2
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und aunf die Kugel 2 eine Kraft:

1— (1 e = 01‘1'12)6*“"1:1'“0(&,'”—;,‘-")

9
——apaya,U 5
ard,

2
Wir nehmen wieder an, dal U > 0, &, > 2, ist. Da unter diesen
Umstinden ¢ > 0 und:

(14 o'ng)e"m <1, e "@—=m <]

ist, so hat der erste der beiden Ausdriicke sicher einen positiven Wert.
Wir sehen hieraus, daB die lings der Verbindungsgeraden wirkende
Kraft auf die vorangehende Kugel stets den Charakter einer AbstoBung
von der nachfolgenden Kugel hat.
Der Ausdruck:
1— (14 0'rpy) e~ " neton® =)

2
01'12

kann sowohl positive wie negative Werte annehmen. BEr ist negativ,
wenn ¢ > 0 und:

1 + 0!,’.12< ea’rn—o(.-r,'“--n-,"‘),
positiv, wenn ¢ > 0 und:

1 + 0’712 = 6""’1:—0(-’1'“—31‘”).

Die lings der Verbindungsgeraden wirkende Kraft auf die nachfolgende
Kugel kann also sowohl den Charakter einer Abstoung wie den Cha-
rakter einer Anziehung von der vorangehenden Kugel haben. Wenn
U=>0 20> z® 2,0 =23, 2,0=7g,3, wenn also die nachfol-
gende Kugel genau hinter der vorangehenden folgt, so ist die Kraft
eine Anziehung. Wenn dagegen z,V) = z,®ist, soist sie eine AbstoBung.

Wenn o'ry,=0 U|r,/2p eine kleine GroBle ist, konnen wir an-
nithernd :

e— T o@mP—n®) — | 1 — e ruFoEn®—a™) —

]

0'1yp 4 0 (2, — ;@)

setzen. Wir kommen in dieser Weise zu den in § 14 mitgeteilten, von
Smoluchowski aufgestellten Satzen zuriick. Die Voraussetzung fiir die
Giiltigkeit dieser Sitze ist also, daB o’r,, eine kleine GroBe ist.
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§ 22. Zusammenstellung
der mitgeteilten Widerstandsformeln.

221. Stationiire Bewegung. Die Stokesschen Gleichungen.

W = Widerstand, K;(j =1, 2, 3) = Komponenten der Resultieren-

den der Krifte, welche die Fliissigkeit auf den Korper ausiibt.

1

Eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Flissig-
keit. Formel von Stokes. § 9. a = Radius, U = Geschwindigkeit

der Kugel. W=6aual.

2. Ruhende Kugel in einer in beliebiger stationirer und regulirer Be-

wegung begriffenen Fliissigkeit. Formel von Faxén. § 9. % = Ge-
schwindigkeitskomponenten der Fliissigkeit bei Abwesenheit der Ku-
gel, p™ = der Druck in derselben, a = Radius der Kugel, P® der
Mittelpunkt derselben.

o p(r)
K; = 6rpau(PO) + wa® (Jdpxj )Inn. >

. Ein Ellipsoid in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Fliissig-

keit. Formeln von Oberbeck. § 11. a, b, ¢ = Halbachsen. U; = Ge-
schwindigkeitskomponenten des Ellipsoides, U, lings der a-, U, der
b-, U, der e-Achse.

W (s) =V (a®+ s) (B2 + s) (c® + s).

fo= abcu Ws)’ P, = abcu (@ )W) usw.
K — _ 16apabel, Ko 167 pabel,
! Zo-i— a2P1 2 = ;L’O + b2P2 H
- Z() + czpa

. Kine Kugel in einer aullerdem von einer ebenen Wand begrenzten

Fliissigkeit. Formeln von H. A. Lorentz. § 12. z,2,-Achsen in der
Grenzebene. z, > 0 in der Fliissigkeit. 2,0 = Entfernung des Mit-
telpunktes der Kugel von der Grenzebene. @ = Radius. U; = Ge-
schwindigkeitskomponenten der Kugel.

. 9 a
K, =—6rual, (1 + 16 %(—0)

9 a
j 6.»;#:;(;3(1 +3 ia‘"))'

. 9 =
) K= —bmnay (14 5 o).
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5. Eine Kugel zwischen zwei parallelen ebenen Wiinden. Die Geschwin-
digkeit der Kugel den Winden parallel. Formeln von H. Faxén.
§ 13. @ = Radius. U = Geschwindigkeit der Kugel. /;, I, = Entfer-
nungen des Mittelpunktes der Kugel von den Wiinden.
a.) l2 = ll =b;

W— S ?Mq
1_1004€+0418 Olﬁgl
b) l,=31;:
;V__l____ 63:an B )
1 —0,6526 — —{—014:75 — 0,131 ——-—00644“——
I 132 F l5

¢) Mittlere Geschwindigkeit einer Kugel, die zwischen zwei senk-
rechten, parallelen, ebenen Wiinden fillt. Siehe 8. 155.

6. Zwei Kugeln in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit. § 14. q,, a,
= Radien, U, U, = Geschwindigkeiten der Kugeln, r,, = Entfer-
nung zwischen den Mittelpunkten derselben, # = Winkel zwischen
der gemeinsamen Bewegungsrichtung beider Kugeln und der Ver-

bindungslinie swischen den Mittelpunkten derseiben (o <9 g%)
a) Formeln von M. Smoluchowski. U, = U, = U.

W1=6ﬂyﬂ1U( —%-‘E—%), W2=6.‘JZ!.L02U( _Eﬁ)

AT 4 7y

Aullerdem wirkt auf beide Kugeln in der Richtung vom Mittel-

punkte der hinteren Kugel zum Mittelpunkte der vorderen Kugel
cine Kraft: 9 P
5 Ua,a, =

12

b) Formeln von H. Faxén. # = 0:

9_ al

W, = 6rpa, 1{1 % +

| 3 9
+—-(———_—a3a -|—- -a"’-a‘*—{--- aa.“]
_}.]24 9 1 72 16 1 72 4 172 |

3 a 1 27 , 1
— G pa, U, I‘)le+ i ( —2—a12a2—|—-§ala23_ 3 523) L

1 9 8 :43 B_ 4) ,
+,_,.125(4“1“2+32“1“a+ @ ay | + -

W, wird aus W, durch Vertauschen von a, und a,, U, und U,
erhalten.
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¢) Formeln von H. Dahl. @, = a,= a, ¥ = 0.

Wy=6rpalU,(1 + 92% + 932* 4 11972 4 1982128 + .-} —
— 6apal, {3z 4 1923 + 3872% + 533127 + T61152° + .-+
a
e
W, wird aus W, durch Vertauschen von U, und U, erhalten.

d) Formeln von M. Stimson und G. F. Jeftery. a;, = a,=a, U, =
= U2 = U, 4 =0:

e

W,=W,=6auall
o n(n -+ 4sinh®(n + §)a—(2n +1)*sinh’a |
=3 3 s “2(2n_1)(2¢z,+3) ~ 2sinh(2n + 1)a + (2n+ 1)sinh 2a/

7
cosha = 2.

2a
Tabelle fiir 1 siehe S. 162.

22 2, Stationiire Bewegung.
Die erweiterten Stokesschen Gleichungen.

Bezeichnungen wie oben. Aulerdem:
U1=UGJ‘, UEO, (13'2:1, U:QU/Q‘U

1. Eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum fiillenden Fliissigkeit.
Formel vom Verf. § 16. a = Radius, U = Geschwindigkeit.

W= 6::an(1—{-%:10)-

2. Ein Ellipsoid in einer sonst den ganzen Raum fiillenden Fliissig-
keit. Formeln vom Verf. § 18. Vgl. oben S. 187—189.

_ 16zmpabeUay [ 3 M]i
Kl-—— = W 1+GabC x40+(32p1 ’

lﬁnyabc pabcUa, [ 3 ]]

G —— M]|;,

5 Yot 0P, 1+oabcx°+b2P2
_ 16mapabeUa, [ 3 ]I
K3 = —_ 70 -i__?ij); 1 + oabc 0 + CEP M ’
a,? a,? ay?

=In+“2P1+Zn+b2Pa+xo+c2Ps'
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Spezielle Fille:
a)a=0b<ec.

_ate (o /e —])
Xo V;q? 0g E‘r‘l/a.}_ s

2 a2 2 | 2
Py = —9-—‘1— == __2_&__(_:_.__ arctg (V a,;— —_ 1)'
a= — c- (92 _ 02) /a -

3. Ein Kreiszylinder in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit. Formel
von Lamb. § 17. y = 1,7811, a = Radius, U = Geschwindigkeit des
Zylinders.

4ap U
b —log(4y0a)
. Ein elliptischer Zylinder in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit.
Formeln von Harrison. § 18. a, b = Halbachsen des Querschnittes,

U,, U, = Geschwindigkeitskomponenten des Zylinders lings der
Hauptachsen.

W pro Lingeneinheit =

K, pro Lingeneinheit = — dap ;’Jl ,
iy o |y rota+ b

K, pro Lingeneinheit = — = 4auU, .
i [— yo(a + b)}

. Eine Kugel in einer aullerdem von einer ebenen Wand begrenzten
Fliissigkeit. Formeln von H. Faxén. § 19. Geschwindigkeit der
Kugel, U, parallel der Wand. a = Radius, { = Entfernung des
Mittelpunktes der Kugel von der Wand.
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W= e i [N—
I ) B (o) (o)
l—=qao 825"("5“'(2{) 16(2“) “\ag

493 1(, 3 8

(25

T
= Ao .l]og},z_ .
Tabelle fiir y(z) siehe 8. 195.

AuBerdem wirkt auf die Kugel eine Kraft, welche die Entfer-
nung { von der Wand zu vergréBern strebt. Sie hat den Betrag:

gn}uaU-aa—ngg—a_
I—16 &
WO
11 8 137 175 (1 )
_ . 2 Ry i | il T aiva S,
T(z) =1 g t5@ 2881‘4 :1:5 196 &'+ ]log 3 7%,
y = 1,781070.

6. Kine Kugel in einer Rohre. Die Kugel bewegt sich lings der Achse
der Rohre. Formel von Faxén. § 20. a = Radius der Kugel, / = in-
nerer Radius des Zylinders, U = Geschwindigkeit der Kugel.

W— bapal

3  a a? @’
e 2005 095 -
1 00— L(al) 4+ 2,09 P 0,95 =

Numerische Werte der Funktion L s. 8. 199,

7. Zwei Kugeln in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit. Beide Kugeln
bewegen sich mit der konstanten Geschwindigkeit U in der Rich-
tung der positiven z,-Achse. § 21. Formeln vom Verf. a,, @, = Ra-
dien, 2;®, 2, (j =1, 2, 3) Koordinaten der Mittelpunkte, ,, = Ent-
fernung zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln. Auf die
erste Kugel wirkt in der Richtung der z,-Achse eine Kraft:

KW= _—6rua U (1 . e rruta® '”’-"')) "
4 7

Auf die zweite Kugel wirkt eine gleichgerichtete Kraft:

; |
K,®=— 6apa,U (1 - U ot — ))

T12



208 §22. Zusammenstellung der mitgeteilten Widerstandsformeln

AuBerdem wirkt auf die erste Kugel eine Kraft, welche dieselbe
Richtung hat wie der Vektor vom Mittelpunkte der zweiten Kugel
zum Mittelpunkte der ersten Kugel und deren Betrag:

9 a a Gy @r
5 LE2U{1 — (1 + oryp) e "Cuta®—n)
O0Ty9

ist. Auf die zweite Kugel wirkt eine Kraft, welche die entgegen-
gesetzte Richtung hat und deren Betrag:

9 a,a
1%
5

-

U{l e (1 -- ﬁ‘]‘lg)ﬂ*"‘f"u'f'!‘."'—r,“‘)}
12
ist.

22 3. Nicht-stationiire Bewegung.

Eine Kugel bewegt sich in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit.
Die Bewegung ist stetig und fingt bei ¢ = 0 an. Formeln von Boussi-
nesq. § 10. a = Radius, U;(t) = Geschwindigkeitskomponenten der
Kugel, » = u/p.

2 dU;(t)
=

K;=— —mpd®

AUE0) Ao |
3

a
—6apal U; (a‘»)‘i'l )'I dt© l/t o |
0




Dritter Teil.

Der Grenziibergang

zu verschwindender Zihigkeit.

14 Oseen. Hydrodynamik






Einleitung.

Die Fliissigkeit, welche fiir uns die weitaus grofite Bedeutung hat,
ist das Wasser. Der Koeffizient der Zihigkeit u hat fiir das Wasser
einen kleinen Wert (bei 15° C 0,0113). Unter diesen Umstinden hat
die Frage, wie sich eine Fliissigkeit bei verschwindender Zihigkeit
bewegen wiirde, ein sehr grofes Interesse. Es kann scheinen, als ob
man diese Frage sofort und ohne Schwierigkeit beantworten konne.
In der Tat liegt der Gedanke nahe, den Grenziibergang zu verschwin-
dender Zihigkeit einfach so auszufiithren, da man in den Differen-
tialgleichungen fiir die Bewegung einer zihen Fliissigkeit u = 0 setat.
Man kommt in dieser Weise zu den Eulerschen Differentialgleichungen
fiir die Bewegung einer Fliissigkeit:

6u; a-u.; a 6u,-
9(‘55 +”*a"x‘,;)=—a—g’ T
zuriick. Das Studium dieser Gleichungen hat indessen zu Ergebnissen
gefiihrt, die mit den jedermann gelaufigen Tatsachen in Widerspruch
stehen. Die auf sie begriindete Theorie der idealen Fliissigkeit lehrt,
dal ein Wirbel niemals in einer Fliissigkeit entstehen kann. Sie lehrt
ferner, dal} ein starrer Korper, der sich mit konstanter Geschwindig-
keit in einer Fliissigkeit bewegt, keinen Widerstand erfahrt (das Para-
doxon von Euler oder von d’Alembert).

Welcher ist der innere Grund dieses Widerspruches zwischen der
hydrodynamischen Theorie und der Erfahrung? Kann er nicht in der
Art der Ausfilhrung des Grenziiberganges zu verschwindender Zéhig-
keit liegen? Es gibt von einem rein mathematischen Gesichtspunkte
aus einen Grund, zu bezweifeln, daBl man den Grenziibergang in der
oben geschilderten einfachen Weise ausfithren kann.

Bei Differentialgleichungen hiingt der analytische Charakter der
Lésungen wesentlich von den Gliedern héchster Differentiationsord-
nung ab, also bei den Differentialgleichungen fiir die Bewegung einer

zihen Fliissigkeit von den Gliedern der Form % (hochste Ableitung
in bezug auf ¢), u 4w, 2%, Es ist unter diesen Umstinden mathe-

B:c,-

14%
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matisch nicht ohne weiteres erlaubt, den Grenziibergang in der Weise
auszufithren, daf man einfach die mit u behafteten Glieder weglifBt.

Wir werden so zu der Aufgabe gefiihrt, den Grenziibergang zu
verschwindender Zihigkeit in exakter Weise auszufiihren. Wir schrei-
ben die hydrodynamischen Differentialgleichungen in der uns wohl-
bekannten Form (vgl. 8. 12, I®):

c’iu;

duy; au.i) Ouj
ot T *(azk_a_x, = a.«:ﬁ”’ﬁ“’ ok
q =17+ tou.

Wir gehen von einem Zustand aus, in welchem die Flissigkeit
ruht. Anfinglich gibt es also keinen Wirbel in derselben. Wenn die
iiberlieferte Theorie der idealen Fliissigkeiten der Wahrheit entspricht,
so wiirde, wenn u = 0 wiire, auch fernerhin kein Wirbel in der Fliissig-
keit entstehen konnen. Nach dieser Theorie behilt in der Tat die

Zirkulation:
§ ujdw;

fiir jede geschlossene, von Partikeln der Fliissigkeit gebildete Kurve
einen konstanten, von der Zeit unabhiingigen Wert. Wenn anfangs
die Zirkulation fiir jede geschlossene Kurve den Wert Null hat, was
insbesondere dann der Fall ist, wenn die Fliissigkeit anfangs ruht,
so muB also in jedem Momente fiir jede geschlossene Kurve die Zir-
kulation verschwinden. Das ist nur ein anderer Ausdruck dafiir, daf
die Bewegung wirbellos ist. Wenn jetzt g nicht Null, aber doch sehr
klein ist, so treten zu den Eulerschen Differentialgleichungen nur die
kleinen Glieder pA ;. Wir hitten also zu erwarten, dafl die Wirbel-
komponenten: oy, du

0z, 0z
sehr klein sind und dal sie beim Grenziibergange u — 0 gegen Null
konvergieren. Wenn die Wirbelkomponenten klein sind, so sind auch

die Grofen: (6 i 314,,)
£t OI;- E

klein. Wir begehen dann einen kleinen Fehler, wenn wir in unseren
hydrodynamischen Differentialgleichungen jene Glieder vernachlissigen
und dieser Fehler muBl gleichzeitig mit g gegen Null konvergieren.
Sind unsere Voraussetzungen richtig, so miissen wir durch Losung
des Systems:

61.5, dq Ou; 3
a‘ am +JH‘A Uj » E—Os 9—-13+ Qu
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bei entsprechenden Randbedingungen ein anniihernd richtiges Bild
der Bewegung bekommen. Wenn dieses Bild bei u — 0 mit der Theorie
der idealen Fliissigkeiten iibereinstimmt, so erhiilt diese Theorie da-
durch eine Bestitigung. Wenn dagegen die gefundene Bewegung bei
pu—0 mit irgendeiner der zugrunde gelegten Voraussetzungen nicht
iibereinstimmt, dann muf mindestens eine jener Voraussetzungen
falsch sein. Aber unter unseren Voraussetzungen gibt es nur eine,
an welcher wir fiiglich zweifeln konnen, eben die, da8 bei verschwin-
dender Zahigkeit die Theorie der idealen Fliissigkeiten die Wahrheit
trifit. Unsere Methode gibt uns also, soweit dieses theoretisch méglich
ist, ein Mittel, zu entscheiden, ob diese Theorie eine physikalische
Bedeutung hat oder ob sie nur eine mathematische Fiktion ist.

Unsere Methode besitzt aber nicht nur das oben dargelegte nega-
tive Interesse, sondern auch ein nicht geringeres positives Interesse.
Es gibt keine andere allgemeine Methode, die hydrodynamischen
Differentialgleichungen zu behandeln, als diejenige, welche darin be-
steht, dal man zunichst die quadratischen Glieder vernachlissigt
und nach Losung der so erhaltenen linearen Gleichungen durch die
Methode der sukzessiven Niherungen die anfangs vernachlassigten
Glieder beriicksichtigt. Auch bei kleinem pu ist dies die einzige bis
jetzt bekannte mathematisch sichere und zuverlissige Methode, die
zu unserer Verfiigung steht. Von diesem Gesichtspunkte aus stellt das
durch unseren Grenziibergang erhaltene Ergebnis eine erste Niherung
der erstrebten, vollstandigen Losung dar. Aus den Widerstandsberech-
nungen von Zeilon geht nun hervor, dall diese erste Niherung viel
mehr ergibt, als man von vornherein erwarten konnte. Die Druck-
verteilung auf der Vorderseite eines Korpers kommt in den von diesem
Forscher behandelten Fillen schon bei dieser ersten Niaherung fast
genau richtig heraus. Und wenn bei dieser ersten Naherung der
Unterdruck auf der Riickseite des Korpers zu grofl ausfillt, so kann
man, wie Zeilon an dem Beispiel des Kreiszylinders gezeigt hat, durch
weiteren Ausbau der Theorie in zweiter Niherung auch in diesem
Punkte zu einer fast vollstindigen Ubereinstimmung mit den Tat-
sachen gelangen. An dieser Stelle mag schlieBlich an die schéne
Theorie des Magnuseffektes erinnert werden, die Prof. Zeilon in nahem
AnschluB an die in diesem Teile entwickelten Gedanken und Metho-
den gegeben hat. Uber die zuletzt erwihnten Arbeiten von Zeilon
gibt der Anhang einen Bericht.



§ 23. Ein spezieller Fall. Eine diinne Platte.

231. Ansatz zur Lisung des Problems im Anschlufi an den
fritheren Ansatz bei dem Ellipsoid.

Wir betrachten in diesem Paragraphen einen speziellen Fall. In
einer ziahen Fliissigkeit, welche sonst den ganzen Raum einnimmt,
bewege sich eine unendlich diinne, ebene Scheibe mit konstanter Ge-
schwindigkeit U in einer gegen die Scheibe senkrechten Richtung.
Wir benutzen ein Bezugssystem, dessen Anfangspunkt auf der Scheibe
liegt und sich mit dieser bewegt, und dessen z,-Achse mit der Be-
wegungsrichtung der Scheibe parallel und gleichgerichtet ist. Wir
wenden in unserer iiblichen Weise fiir die Geschwindigkeitskompo-
nenten der Fliissigkeit, auf dieses Koordinatensystem bezogen, die

Bezeichnungen: — U + 4y, u,, 43 an. Zur Bestimmung der Groflen u;
haben wir das System IIT® S. 13:
du; Ogq (6@4,- Ou,,)
p.{]u}+QU67m1_67x}—“Q“.l ﬂ_ﬁ’ (1)
¢ =p+ tev’
und die Kontinuitétsgleichung:
d Ui
52, = °" (2)

‘Wir vernachlissigen die rechten Seiten der Gleichungen (1) und suchen
das so erhaltene System:
yﬁu,——&—gvg—z—%zo, g—:;:
n dem Grenzfall u = 0 zu l5sen.
Wir bezeichnen mit & = 0, §,, &; die Koordinaten der Punkte der
Scheibe. Wir setzen wie iiblich o U/2u = 0. Nach unseren Annahmen

ist 6 > 0. Wir setzen ferner:

r=Va2+ (@ — &P + (@— &)?, s=1+7

0 (3)

e'—“
da-

a

11
Dz — &) = Ef—
[1]
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Die Funktion @ geniigt, wie wir Seite 33 gesehen haben, den par-
tiellen Differentialgleichungen:

a0 =2", (4)
0d 2

Wir bezeichnen mit ¢,,@,,¢; drei Funktionen von §,,&, und versuchen
unser Problem durch den Ansatz (vgl. § 18)]

. 0*
Uj=20 (éikdar o ka)f¢k¢(x - E)dsf H
(6)
- ——Qquﬂk'— '——dSt

zu losen. S ist hier die Oberfliche der einen Seite, etwa der vorderen
Seite der Scheibe. dS: = d&,d&, ist ein Element von S.

23 2. Aufstellung von Integro-Differentialgleichungen zur
Bestimmung der Funktionen ¢,, ¢,, @s.

Unser Ansatz (6) geniigt wegen (5) den partiellen Differential-
gleichungen (3). Die GroBen w; verschwinden in unendlicher Ferne.
Zur Befriedigung der Grenzbedingungen u, = U, u,= u;= 0 an bei-
den Seiten der Scheibe verfiigen wir fiber die drei Funktionen ¢,, p,, @;.

In der ersten Gleichung (6), die wir wegen (4) auch in der Form:

—0 a
uf=2afqoje—r— facp,,awds (7

S
schreiben konnen, setzen wir zuniichst j = 1. Wir setzen der Kiirze
wegen (bemerke hier und im folgenden, dafl ;j—xs = %!):

1
6@ l—e—*°
Oy = = Plm— ) ®)

Wir bemerken, daB, wenn der Punkt «,, #,, #,; sich in der Umgebung
des Punktes & = 0, &,, &; befindet, der Ausdruck:

0P s s T s
o oo, e ¢ T e
sich wie: i oz . (_1 Ej)
0z, T \r
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verhdlt, und daB fiir z,=0, r > 0:
dP o

LA
wo: ro= [l =0=V(2— &)* + (23— &)
Die Gleichung (7) ergibt unter diesen Umsténden, fiir j =1:
e ad
(tg)z, 0= Gf% — d8; — F P f%Pz.=odSe—a f‘?’stFodSe
5 5

Zur Bestimmung von ¢,, @,, ¢; erhalten wir so eine erste Gleichung:

a( —E'dsé—a f‘Pz :r;=0dSE__f‘P3 P, _odS;=T. (9)
8

Sie mufl erfiillt sein, wenn der Punkt x;, = 0, #,, x3 im Inneren von
S liegt.

Weitere Gleichungen zur Bestimmung von ¢,, ¢,, ¢, erhalten wir
aus den zwei iibrigen Gleichungen (7). Die Grenzbedingungen u, =
ug = 0 an der Scheibe ergeben:

e d il
20 | y(&3; &) N A '—a—%fﬁtpk[—a?k] dS; = 0,
8 S =0
7
6%

(10)

] 3=ty

=0

%g [‘Pa(fz £3) i 88; — (0%
. ’ 7o o0z
S 8
wenn z; = 0 ist und wenn der Punkt ;= 0, ,, z; im Inneren der
Platte liegt. Wir kénnen die letzten Gleichungen auch in der Form:

quv’k(fgs &) [0_@] dS; = 4y (x,, 23),
5 =0
oy [

6:.33

20 f%
3

schreiben.

e—9% - 61,0.
T dS; = 4x 9y’ 20 { Qg -

23 3. Vereinfachung der Integro-Differentialgleichungen
bei - 0.

Die Gleichungen (9), (10) — oder (9), (11) — sind leider zu kom-
pliziert, um eine Losung in einfacher Form zu gestatten. Zum Gliick
vereinfachen sie sich wesentlich in eben dem Falle, der fiir uns das
groBte Interesse besitzt, dem Grenzfalle u = 0, dies wenigstens dann,
wenn wir voraussetzen diirfen, dall beim p — 0, also bei g — o« die Funk-
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tionen ¢;, @,, 3, ¥ gegen endliche, stetige und differenzierbare Funk-
tionen ¢, @, g, 3@, p©@ konvergieren, und zwar in solcher Weise, dal:
tim 2% dy _ 0y@ i 2P dy _ 09®
“_*002:2 Oxy’ w—00Ty 0Ty
Man hat, wenn ¢ eine stetige Funktion ist und wenn der Punkt z, = 0,
,, x3 zur Scheibe gehiirt'

lim oftp(Eg, 53) —_— dS; =

=0

= lim offtp(wz—l— 7 CO8 B, T3+ rosinP)e—ondrydd =

= lim offsv(zz+ 7o CO8 B, Ty + 1o 8inP) e Todr dd =

FEA Pk E

= hm op(z,, xs)ffe—‘"‘-dr dd +

To<e

—]— hm off[vp(a:2+rocost9 Zg+1sind) — @ (2,,25)] e~ ndrydd =

ra<e
= 2n@(2,, 3).

Dagegen ist: hm o f e 53) d 8 =0,

wenn der Punkt z, = 0, z,, #; auBerhalb von S liegt. Wir haben ferner:
tim (&, &) ParmodS; =[ £ a5,
= OS

52

: P

im o[ (6s &0 [z ] ase=[tes &) 5 as
p—0 K] mg Ti=0

usw. Wir bekommen also zur Bestimmung von cpl("), 2.9, @@, p©

die Gleichungen:
dyp©® dp©
O(ay, #5) = ) O (zy, 25) = ,
P\ Ty T3 2, P3O (@, 74 d,

d [dyp®dS; @ [0p©® dS,
9 ) —_—— | —_—— — =
ﬁq;ll (3}2, :CS) axz 652 ru a 653 Tg ]

— © g, —
L &) — %(_ x_z_r; P bRr= 06';;3 %m = e

(12)

o f‘}?;m)(fz, &3) - dSE =0.

* Von diesen Voraussetzungen unabhingige Untersuchungen iiber den Grenz-
iibergang u - 0 werden in § 26 mitgeteilt.
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23 4. Vereinfachung der Integro-Differentialgleichungen
fiir die Funktionen @@ und »®,

Wir wollen annehmen, dal die Funktion 3@ am Rande der Scheibe
verschwindet. Wir haben dann:

9 [oy® dS; 0 f 01 . & [po
90, 95, 1, 4 Eﬁ’fs)ae“”’s&*fmf‘—dss’

0 [0y©dS; & [y®

— | =5 ds:,
amas 0& 1 6m3 4 T &

0y® z,— &, Op® gz — &

LA as; + 2348, =
J 08 rf g 853 ro

0 fiw 0 [0yp® N
_6z2 & log r,d S +6 653 logr,dS; =

52 92 »
(am 2 g v 09: )J'Pm(éz’ ‘fa) log i"od’s-:“ = 27‘"‘/’(0)(52s Z3),

wenn der Punkt z,, z; auf S liegt.
Wir erhalten also zur Bestimmung von ¢, @ und »© die Gleichungen:

0 02 dS:
27, (2, 3) — (m + m) f’l’m (&, &) T‘; =U,

s (13)
278 9O (z,, z5) —f¢1(°)(§2, 53) —£—o0.

Sie miissen erfiillt sein, wenn der Punkt z, = 0, z,, z, im Inneren von

S liegt.

23 5. Zuriickfiihrung der Funktionen ¢:@® und %@
auf eine Potentialfunktion A.

Die Bestimmung der Funktionen ¢, und %© aus (13) kann als
eine potentialtheoretische Randwertaufgabe aufgefalit werden. Wir
setzen:

L
8§

( (0)(5‘”

% - Ay 03). (10

Die Funktion 4 ist eine iiberall mit Ausnahme der Scheibe regu-
lire und in unendlicher Ferne verschwindende Lésung der Laplace-
schen Gleichung. Ihr Verhalten auf der Scheibe geht aus den Glei-
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chungen (13) hervor. Sie zeigen, da auf derselben*:

lim A = lim {_f% p©dS; —f%("’ d§5}=
8

T =—0 z,=—0

)dSE 0,

= 29 (zy, 73) — f POy &

(3 ds
lim —_l f f(n) sl _
2,=+00@ xla+o[ P

0?2 ds.
= 27, (2, 25) — (W + gm—sg) f%”(o) (&2, &) 703 =U.

Wenn wir 4 bestimmt haben, so ergeben sich ¢, und 9@ aus
den Formeln:

e (5 M (e N
%(U—(g—;’}),g_o) a5
WOy ) == o (nm o= dupm) = — g Aum b0

Die Bestimmung der Funktionen ¢,®, 9@© ist also auf die Bestim-
mung der Funktion 4 zuriickgefiithrt worden.

23 6. Aufstellung einer Greenschen Funktion
zur Bestimmung von A4.

Wir wollen annehmen, daB wir eine vierwertige Potentialfunktion
mit den folgenden Eigenschaften finden kénnen.

1. Thre Werte werden permutiert, wenn der Punkt z um die Rand-
kurve der Scheibe eine kleine, geschlossene Kurve beschreibt, welche
die Scheibe durchdringt.

2. Sie nimmt auf der Scheibe iiberall endliche Werte an.

3. Thre Ableitungen erster Ordnung in bezug auf z,, z,, z; werden
am Rande héchstens derart unendlich, daB sie iiber eine beliebige
Fliche integriert einen endlichen Wert geben.

* Der hier benutzte potentialtheoretische Satz wird selbstverstindlich, wenn man

x
bedenkt, daf — i‘; dSs, bzw. 4 =; dS¢ der Raumwinkel ist, unter welchem das
r r

Flichenelement d8z vom Punkte x,, X,, o; aus gesehen wird. Vgl. iibrigens etwa
Korn, Potentialtheorie I, S. 74,
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4. Sie besitzt einen Zweig, der im Punkte y,, y,, y; wie:
1
V(@ — y1)* + (22— 92)* + (25— y5)?

unendlich wird, wahrend die iibrigen Zweige dort regulir bleiben.
B. Sie ist, von diesen Ausnahmen abgesehen, iiberall regulir und ver-

schwindet in unendlicher Ferne.

F(2y, o, %33 Y1, Y, Y3) sel eine Potentialfunktion mit den in 1 bis
5 aufgeziihlten Eigenschaften. F,, F,, Fg, F, seien ihre Zweige, wo-
bei wir den Ubergang von F; zu F; , beim Durchgange des Punktes z
durch die Scheibe geschehen lassen. F,; sei derjenige Zweig, der im
Punkte y,, y,, y; unendlich ist. F;;, moge endlich aus F; dadurch
hervorgehen, dafl der Punkt z,, #,, z, eine geschlossene Kurve be-
schreibt, welche die Scheibe einmal durchdringt und sich ihr dabei
von der Seite der negativen z,-Achse nihert. Wir haben dann:

Fi(xy=—0, 2y, &35 Y15 Ya» Y3) = Fip1(@1 =+ 0, T3, T35 41, Y32, Y3)
tim 2% _ i 9+, (16)
n=—00% g-to 0%

Wir betrachten jetzt die Funktion:
Fy(@y, @y, T35 Y15 Yos Y3) + Fa@y, Ta5 T35 — Y15 Yos Y3) —
— Fy(2q, Tas T35 Y15 Ya» Ya) — Fa (@1, Ty T35 — Y15 Ya» Ya) =
=, G(xlr Loy Tzs Y1: Yas ?!a)-
Wir bemerken, daBl wegen der Symmetrie:
Fy(2y, @a, T35 Y15 Yo Y3) = F1(— 245 T, T3 — Y15 Yas Ya)s ]
Fo(@y, @3, 235 Y15 Ya» Y3) = Fa(— @1, %, &35 — Y15 Yo ¥3)s {(17)
Fy(xy, 2y, 235 Y15 Yo, Ys) = Fa(— Ty, T9, T35 — Y15 Yas Ya)-

Wir haben nach (16) und (17):
lim Fy(zy, 23, %53 Y15 Y2 Ys) #hm F1(—$1s Ty, T35 — Y1 Ya» Ya) =

n=—0

=1lm Fy (@, 25,231 — Y15 Y Y3) = hmF4(m1, Tys T35 — Y15 Yg» Ya)-

n=-+0 Zy=—0
Ferner:
]“il Fy(@y, @p5 735 Y15 Y2» Y3) —Ilim Fy(— 2y, 2, T35 — Y1, Y25 Ya) =
—]_l[_'[}OFa(lls Toy Tg3 — Y15 Yo Ys) —Thn_lF (2y, @5 T35 — Y15 Yg» Ys)-

Aleo: lim G =0.

=—0
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Wir haben ferner nach (16) und (17):

)
lim —— Fy(2y, @y, T35 — Y1» Yoo Y3) =

I, = +°a 1
= lim 2 F,(2g, 2, @ =
_z,=—oa$1 13 Los T35 — Yy Yor Ys) =
. d
— lim 0 F, (@, T35 T35 Y15 Y2 Ya) »
=40
6‘
hm a—Fg.(ﬂipﬂz,%,—ypyz,yg)—
. a
=,]mioﬂ Fy(zy, @y, @33 — Y15 Ya» Y3) =
a
_zlﬂoa Fy(2y, %oy Tg: Y1s Yas Ya) -
Folglich: ‘ o
Iim —=0-
z,=—|—0621

Wenn wir die Scheibe als undurchdringlich auffassen, so ist G
eine im ganzen Raume eindeutige Lésung der Laplaceschen Gleichung,
welche iiberall mit Ausnahme des Punktes y regulir ist, wihrend sie
dort wie:

1 —_—
Vo, — 1)+ (22 — 92)? + (@3 — ¥3)?
unendlich wird. & verschwindet im Unendlichen und geniigt an der
Scheibe den Bedingungen:

G21=—-O=0) (

G

el =10.
axl)zl =40

Wir konnen unter diesen Umstiinden & als Greensche Funktion
benutzen, um A4 zu bestimmen und wir erhalten:

U
A(xli Za» 953) == H G(O: 52: Es; Ty, Ty, xa) dS; .
8

Man zeigt mit Hilfe des Greenschen Satzes leicht, daB

G (2, 3, T35 Y1 Yo» Ys)

in bezug auf die beiden Punkte z und y symmetrisch ist. Man hat
also auch:

U
A2y, Ty 25) = — EfG’(xl, Ty, Z3; 0, &y, &5)dS;
3
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Da in der Verzweigungskurve F, = F, = F, = F, ist, so folgt, daB
A und somit @ am Rande verschwinden,

Wir wurden zu der Aufgabe gefiihrt, die Funktion F' zu bestim-
men. In einem der interessantesten Fille ist diese Aufgabe leicht 16s-
bar. Wenn unsere Scheibe kreisformig ist, kann man die Funktion
F entweder durch ein Sommerfeldsches Integral darstellen oder F nach
Ringfunktionen entwickeln. Man bestatigt leicht, dall 4 in diesem
Fall auf der Scheibe iiberall endlich, im Innern derselben beliebig oft
differenzierbar ist und am Rande verschwindet. In diesem Falle fiihrt
also unsere Methode die Gleichungen (9), (10) — oder (9), (11) — 8. 216
bei p — 0 aufzulosen sicher zum Ziele.

Wir werden spiiter, in § 31 8. 311, einer expliziten Lésung des Pro-
blems der kreisformigen Platte begegnen. Jener Paragraph kann un-
mittelbar nach diesem gelesen werden. Wir haben ihn nur deswegen
an den Schlul} gesetzt, um moglichst rasch zu den praktisch wichti-
geren Fillen zu kommen.

23 7. Untersuchung der Bewegung der Fliissigkeit auierhalb
des von der Scheibe durchschrittenen Ranmes.

Wir kehren zu den Gleichungen (6) S. 215 zuriick. Wir nehmen
an, da es gelungen sei, die Funktionen ¢,, ¢,, ¢; aus den Gleichungen
(9) und (10) zu bestimmen und dal} diese Funktionen nebst ihren Ab-
leitungen beim Grenziibergange g — 0 im Innern der Scheibe gleich-
miBig gegen die Funktionen ¢,©®, ,©®, , und ihre Ableitungen kon-
vergieren. Wir nehmen iiberdies an, daB am Rande y© = 0 ist. Wir
wollen unter diesen Voraussetzungen, unter Annahme, daB der Punkt
sich aullerhalb der Scheibe befindet, den Grenziibergang p— 0 aus-
fithren. Wir haben wegen der Gleichungen (6) 8. 215, (12) 8. 217 und
(14) 8. 218:

. a1
= — 5L A p—

Jim g =~ o0 Mﬂ,dss

L0 9 1, 0y 0 1
— ©) _
‘?Uﬂ‘?’l g, 7 T 05 dm 7 T 9E o5 79— (19)
o [(7?”_ 0 0 1) 04

Uaa:1 ( —p 6‘_1—dSE_QU61

Durch jeden Punkt derRandkurve unserer Scheibe und in
einer der Bewegungsrichtung derselben entgegengesetzten
Richtung ziehen wir eine Gerade. Wir nehmen zuerst an,
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daB der Punkt 2 auBerhalb des von dieser Geraden erzeug-
ten Zylinders Z liegt. Wir haben nach (7) 8. 215:

=20 | 1 t)°

— a8
— 48—

(19)
dsf

—'__‘f‘PL 52:‘53 1_3 oa)

Wenn der Punkt @ auBerhalb von Z hegt so haben wir ferner s > 0
und folglich:

lim of(p, (&5 53) a’,Sk =0, (20)
=0
lim f% (& &) al°g3e—w d8; = 0. (1)
pu—0
Folglich:
. dl
s —f POy &) o A8 =
le—')
9 [¢® _‘j‘_ﬂ. Dy _
—5‘35,73 dS; axzaz,-s 3, log sd S
(22)
02 dp©® B
_63;309:,-8 ac, logsdS: =
a ‘P:‘o) ad (62 0* ) f .
—b-x; ¥ dSe—a'—xj W"l"msw logsdsé-.

Dabei wurde unter Beriicksichtigung, dal $©® am Rande verschwin-
det, partiell integriert.

Die Funktion log s (s > 0) geniigt der Laplaceschen Gleichung
A, log s = 0. Wir haben folglich nach (14):

© 2
limu Uy = — Bx- 1%7_39_ logs - y,(ﬂ)ldSE—ﬁ
B JS
O (9 _ 0 1 8S; _ 94 5
—ax,ué r Y ey 0z

23 8. Untersuchung der Bewegung der Fliissigkeit in dem
von der Scheibe durchschrittenen Raume.

Wenn wir zu dem Falle iibergehen wollen, dafl der Punkt z
innerhalb vom Zylinder Z liegt, so miissen wir bedenken, dafl die
Gleichungen (20) und (21) jetzt nicht mehr erfiillt zu sein brauchen,
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weil es jetzt im Integrationsbereiche einen Punkt &, = x,, &; = a,
gibt, in welchem s den Wert Null annimmt. Nur die Umgebung dieses
Punktes kann zu den linken Seiten dieser Gleichungen Beitriige geben,
die nicht beim Grenziibergange x — 0 verschwinden. Um den Grenz-
wert des Integrals:

f 0@y (ar ) S S,
(§a—my)* +(~a—‘3:)‘<5

zu bestimmen, fithren wir neue Integrationsvariable ein:

52:::24-'/@:10033, Ea=:c3—{—lf@asi.uﬂ-.

Wenn ¢ geniigend klein ist, so kénnen wir mit geniigender Anniihe-

- _ (m—= &)+ (2 — 32) a?
rung r= |z |, §= 3| 5 setzen.

Wir erhalten so:

2fadafqp,(:cz VTacosﬁ z4 + Wusmﬁ)e—“’dﬁ

Der Grenziibergang p — 0, d. h. ¢ — o ergibt:
270 (xy, 5).

Um das Integral:

dlogs
e

a —os
i, Pi(8e Ea) e LE

bei g — 0 zu untersuchen, schreiben wir es in der Form:

== 61!%(5” £5) 3%;‘[67 dadsS; .
Wir haben:
ds  ds ds  0s
T 0% Om— 0%

Durch partielle Integrationen konnen wir deshalb unser Integral
so umformen, daBl neben Randintegralen, welche iiber den Kreis
(&, — 2,)* + (£3 — 23)* = &* zu erstrecken sind und also fir 6 -
verschwinden, nur Integrale von den folgenden drei Typen vor-
kommen:

" dads;
@

[#ene0 f =
K s
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[7eesn 5 f e dadS,=— e &) 7 dS:.

[#entn 12 f Ta dadsi=— [t g O as.
K

K ist hier eine Abkiirzung fiir: (&, — 2,)? + (& — 2,)* < €% Man zeigt
leicht unter Beriicksichtigung der Tatsache, dall » oberhalb einer
positiven Grenze liegt, dal} alle drei Integrale bei u — 0 verschwin-
dende Grenzwerte haben. Wenn der Punkt z innerhalb des Zylinders
Z liegt, so haben wir also:

lim ¢ [‘P? (&5, 53 dS = 2@ (2y, 73) , (20)
w—+0 5

_,,0logs -
Jﬂa—ﬁ’* A (21)

Wir haben schlieflich unter unserer jetzigen Voraussetzung, dafl
der Punkt z innerhalb vom Zylinder Z liegt, den Grenzwert des

Gliedes: P logs

f‘Pk(Ee! &)

rechts in (19) zu bestimmen. Man sieht leicht, dal die Gleichung (22):

. d dlogs
lim ma—xi!an(fg,g) 9z dS; =

o [oO 9 (o
~ o) o sy — am( 2+a )f“"o”"g“‘d‘s*

immer noch giiltig ist. Wir haben folglich:

i, — g 60 £0 52"

#—=0
_9 [ f(o)alogs _
day) v 15T Oa:,-axls v s,

ad logs a8 —

9 (24)
- 0_1; A”'r!‘w(o)(szs Eg) logé'dss =

_ 04 -0 f o h
- a_x; a_xi AIS "P (Egs 53) log Sds; .

15 Oseen, Hydrodynamik
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Zur Bestimmung des letzten Gliedes in (24) betrachten wir das Integral :

! V( n— &) + (552 52)2—[—( — &)

Wir haben (Weﬂn V (9«‘1 — &P+ (23— &)+ (25— &a)2 = V(2 — &)
gesetzt wird):

0 ’ﬁ S S
0751 log {V(m: — &) + 2y —&, )= m &) .
Wir haben demzufolge:
J=— f YOE,, &) logsds; +

*f PO (Ey,85) log [ (21 + 1) + (3 — &) + (55— &3)* + 2+ 2} dS; =
-

Nach unseren Annahmen ist #, eine negative Grofle. Wir wihlen jetzt
die positive Grofe I so groB, daBl ! + =z, positiv ausfillt. Wir haben

dann: Wi,
Folglich:
Apdy=— A, J.

Nun laBt sich J als das Newtonsche Potential von Massen auffassen,
welche hinter der Scheibe liegen. Thre Raumdichte ist 99(,,&;). Wir

haben folglich:
4,0 = — 4@y, )
und also:

A, [pO(Ey, &) logsdS; = 4,0, = 4ay®(ay, z5) . (25)
S

Aus (19),(207),(217),(24) und (25) folgt wegen der ersten Gleichungen (12):
g4
hm Uy (2, Tg, X3) = 47, O (2, 75) B g’

26)
A . a4 (
hm u2(r’11 Lo, ma) ’ hm us(xl, Lo, {.l!a) = ﬂ .
n—0 '3

p=>0 Ty
wenn der Punkt z,, z,, #, sich in dem von der Scheibe durchschrittenen
Bereiche befindet. — Wegen der Beziehungen (15) und wegen

04 04 2
A__— 'a“-é;—a—mamﬂ fiir 331—'—'0
gilt also fiir die Gteschwindigkeit in dem von der Scheibe durchschrit-

tenen Raume:
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. 04 (Qé) : 04 (GA)
;}Enoulﬁﬁ da, :1=—0+ ol Jinouz_-a?z-— 02y 2, —o’ 27)
et [P ‘
w=>0 3_6'.33 axa Zy=—0

Diese Formeln zeigen sofort, dal die Fliissigkeit auch bei ver-
schwindender Zihigkeit an der Riickseite der Scheibe haftet.

23 9. Zusammenfassung.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:

In einer zidhen Fliissigkeit, welche sonst den ganzen
Raum erfiillt, bewegt sich eine ebene Scheibe mit konstan-
ter Geschwindigkeit (Komponenten U,, U,, U,) in einer gegen
die Scheibe senkrechten Richtung. Es wird angenommen,
daB die Bewegung der Fliissigkeit stationdr ist und den
Gleichungen:

iy . 0, du; dg du,

oz 0z, 0" Oz
gehorcht. Bei g — 0 erhalten wir unter diesen Umstinden
fiir u; und ¢ die folgenden Ausdriicke:

In dem von der Scheibe nicht durchschrittenen Bereiche:

04 )
Uy = a—%
In dem von der Scheibe durchschrittenen Bereiche:
a4 04
“i=3?f—(a—$,_)h+ U;-

(%;i_)h benetchuet Kler don Wers, don gfwi in demjenigen
Punkte der Riickseite der Scheibe annimmt, in welchem
diese von einer durch den Punkt z,, #,, 2, gezogenen, mit der
Geschwindigkeit (U) der Scheibe parallelen Geraden getrof-
fen wird.

4 ist eine auBlerhalb der Scheibe regulire und in unend-

licher Ferne verschwindende Losung der Laplaceschen Glei-
chung: Ad =0,

An der Scheibe geniigt 4 den Bedingungen:

an der Vorderseite:
dA4

dn ~

U.,

15*
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wenn 7 die nach aullen gezogene Normale der Scheibe ist;
auf der Riickseite:

4 =0.

Qualitativ konnen wir diese Ergebnisse in dem folgen-
den Satze zusammenfassen: Bei dem Grenziibergange u — 0
tritt in der Fliissigkeit eine Diskontinuititsflicheauf, Diese
Fliche ist ein Zylinder, der von der Randkurve der Scheibe
ausgeht und sich in der Richtung erstreckt, welche der Be-
wegungsrichtung der Scheibe entgegengesetzt ist. AuBer-
halb dieser Fliache gehorcht die Bewegung den Gesetzen
fiir die wirbellose Bewegung einer idealen Fliissigkeit. In-
nerhalb derselben herrschen andere Gesetze. Uber die wir-
bellose Bewegung ist hier eine Wirbelbewegung iiberla-
gert, welche von dem Gliede (g%) herrithrt. Die Flussigkeit
gleitet an der Vorderseite der Scheibe, sie haftet an der
Riickseite.

Mit der Theorie der idealen Fliissigkeiten stehen unsere Ergeb-
nisse in schroffem Widerspruch. Dagegen stimmen sie, wenigstens
qualitativ, gut mit den Tatsachen iiberein. Wir schlieBen hieraus, daf
die paradoxen Resultate der Theorie der idealen Fliissigkeiten auf
der unrichtigen Durchfiihrung des Grenziiberganges zu verschwinden-

der Zihigkeit beruhen.

§ 24. Allgemeinere Untersuchungen.
24 1. Aufgabestellung. Ansatz zur Losung auf Grund des § 5.

Im vorigen Paragraphen haben wir uns mit einem sehr speziellen
Falle beschiftigt. In diesem Paragraphen wenden wir uns allgemei-
neren Betrachtungen zu. Wir nehmen an, daB ein Kérper sich in
irgendeiner Weise in einer Fliissigkeit bewegt. Wir brauchen nicht
vorauszusetzen, dafl der Korper starr ist. Was wir voraussetzen, ist
nur, da eine Fliissigkeit, die sonst den ganzen Raum erfiillt, nach
innen von einer, im allgemeinen von der Zeit abhiingigen Fliche S(¢)
begrenzt wird, auf welcher die Geschwindigkeitskomponenten u; vor-
geschriebene Werte annehmen sollen. Wir nehmen an, dall das ganze
System fiir ¢ < ¢, ruht. Bei ¢ = ¢, fingt die Bewegung an. Wir stellen
uns die Aufgabe, die Bewegung der Fliissigkeit fiir ¢ > ¢, unter Ver-
nachlissigung der quadratischen Glieder und im Grenzfalle 4 — 0 zu
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berechnen. Wir miissen dabei, wegen der Unzusammendriickbarkeit
der Fliissigkeit, mit der Moglichkeit rechnen, daB die ganze Fliissig-
keit bei ¢ = ¢, sich auf einmal zu bewegen anfingt. Wir setzen vor-
aus, daf} eine derartige, momentan einsetzende Bewegung wirbellos
ist. Wir stellen uns also die Aufgabe, fiir ¢ > ¢, und fiir 4 — 0 das

System:
0u; dq Ou;
ko) (R it 5 —i = 1
09t = "o, THAY 55 =" )
mit den Nebenbedingungen: auf S(f) : u;= v;(S,¢); in unendlicher
= T aﬂ; Ouy . . g ”
Ferne: u; =0; fiir £ =¢,: T O 0, (,k=1,2,3) zu losen.

Der Behandlung unseres Problems legen wir einige Annahmen be-
treffs der Fliche S(¢) und der Funktionen v;(S, ¢) zugrunde. Wir neh-
men zunichst an, daBl S(¢) stetige Tangentenebenen besitzt. Wir be-
trachten jetzt einen beliebigen Punkt @ von S(t). Wir beziehen die
Fliche in der Umgebung von @ auf ein Bezugssystem z,/, )/, 25’
dessen Anfangspunkt der Punkt ¢ ist, dessen z,’-Achse lings der
nach aullen gezogenen Normale der Fliche im Punkte @ fillt und
dessen ,- und x,’-Achsen zwei gegeneinander senkrechte Tangenten
von S(t) in @ sind. Wir schreiben die Gleichung der Fliche S(¢) in

der Form: , .,
xy' = F(z,, 2/, 1)

und wir nehmen an, daf die Funktion F in der Umgebung des Punk-
tes @ stetige Ableitungen der drei ersten Ordnungen in bezug auf
@', @,’, t besitzt. Wir nehmen ferner an, dall die Funktionen v;(8, ¢)
sich in der Umgebung von @ als zweimal stetig differenzierbare Funk-
tionen von z,’, z,/, ¢ darstellen lassen.

Um unsere Aufgabe zu losen, gehen wir von den in § 5 gewon-
nenen Ergebnissen aus. Sie zeigen, daBl wir durch den folgenden An-
satz eine aullerhalb von S(f) und fiir ¢ > ¢, giiltige Losung des Sy-

stemes (1) erhalten:
t

d
e S0

= d 1 Bl
9(P,7) z_l‘fﬂgﬂfhk(Qs t) E?dstz—\?%'

3

(2)

Zy, &y, ¥ sind hier die Koordinaten des Punktes P in einem festen,
rechtwinkligen Bezugssysteme. Die Koordinaten des Punktes @ im
selben System werden wir mit &, &,, & bezeichnen. Wir haben ferner:
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0*P
j (P, Q;t—7)=—06j; AD + Tom

1 r
¢=—;—JE(a,t—r)da, (3)

e-_ 4pult — 1)
7'2 = (xj I=te Ei)zs r g 0: E-(a’ 14 —T) =

lft —7
y ist eine Losung der Laplaceschen Gleichung:
Ay =0,

Unsere Aufgabe ist, die Funktion %,(Q, 7) und die Potentialfunk-
tion y so zu bestimmen, daB bei verschwindendem u die Grenzbedin-
gungen erfiillt werden. Wir werden dabei annehmen, daB die Funk-
tionen %; in bezug auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit dieselben
Eigenschaften haben, welche wir oben fiir die Funktionen v;(S, ¢) an-
genommen haben.

24 2. Vorliiufige Zerlegung des Fliichenintegrales in zwei
Summanden %5y und ¥5*.

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Element o(7) der Fliche S(r)
und bilden das Integral:

Jio =[h(Q, D)usu(P, @, ¢ — 7)dSq =
a(r)
o L 2)
— | (@, T) AD dSq + kgm——dsq=};-‘a 4+ 219,
a(r) a(z) e Le

Wir haben, da @ nur von r und £ — 7 abhiingt:
7 ad

! O il .

» =5 f( b 5, D45

Wir betrachten einen bestimmten Punkt Q des Flichenelementes ¢ (7).
&, &, E, seien die Koordinaten desselben im festen Bezugssysteme.
Dem Punkte Q entspricht in der oben dargelegten Weise ein Bezugs-
system z,’, z,’, z,’ — und &/, &', &’ — dessen x,’- (oder &;/-)Achse
mit der im Punkte @ nach auBlen gezogenen Normal der Fliche S(z)
zusammenfillt. Die Beziehungen zwischen den Koordinaten ,, ,, ,

* Die Abteilungen 242—246 behandeln das Verhalten der Flichenintegrale in
(2) bei p—0.
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und den Koordinaten ', z,’, 5’ desselben Punktes mégen durch
die Gleichungen: - '
33’;' = G (o — é':k)s Qi @y = O

ausgedriickt sein. Wir haben dann ebenso:
g = ap(& — &)

Wir haben ferner, wenn wir mit %/ die Komponente des Vektors
hys by, hy lings der z/-Achse bezeichnen:

JD ad
h'i-—'a‘ikkk: hiagj kiaf”
o o 0
amj—aua 1'1'651

Also:

lv/]
@ =fk'a. PP gy
i E Uy 7 7 Q-
o 0&/0¢&

24 3. Definitive Zerlegung des Flichenintegrales
in zwei Summanden .J}» und .J,>.

Wir zerlegen 72 in zwei Teile. Einen Teil:

[hy'ay; ADASq = [hy cos (nay) ADdS,
a(r) a(z)

fithren wir mit {5 zusammen und bilden aus diesen beiden Ausdriicken
ein Glied:
= f [hj — by cos (nz;)] A BdAS,,. (4)
a(r)

) (2)

nennen wir J;, und haben dann:

0D
ia’”a& '65’

Den iibrigen Teil von

m=(
a(z)
0?P

_(ly.,, _0?® Vo
—fﬂlk‘ “ gEzaE T ggyar T )

fiale/ 0*P 2e 2P
alfa§Ia§f+a’i6£2 651 a37(a§112+a§:2]IdSQ'

I3

ﬁalaajA@ldSQ =

+ by
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24 4. Das Verhalten des Integrales J;. bei kleinem p.
Wir betrachten zuerst das Integral J§,. Wir haben:

e s
o e 4plt — 1)
A ¢ _— e— e—— 77,, .
2# t—r1)"
Also: .
, du(t — 1)
J? =f(k-% h, cos (nx)) iei',’,f as..
, o(r) ' ! 21”‘ (t — T) /2 E
Die Funktion: -
40| L8 D
| ==

2 (G—)"
konvergiert beim Grenziibergange u — 0, wenn r > é > 0 ist, gleich-
mafig gegen Null. Auch die Funktion:

w=r| 40,

wo p irgendeine positive Zahl ist, konvergiert, wenn » > & > 0 ist,
bei # — 0 gegen Null. Wenn beim Grenziibergange u — 0 die Funk-
tionen k; selbst oder die Produkte dieser Funktionen mit irgendeiner
positiven Potenz von p endlich bleiben, so konvergiert also das In-
tegral J{, bei diesem Grenziibergange gegen Null, sofern nicht das
Flichenelement o(z) den Punkt P enthiilt.

Wir betrachten jetzt den Fall, daB P in der Nihe von o(7) liegt.
Wir nehmen an, dal eine Normale von P auf ¢(z) dieses Flichen-
stiick in P© trifit und daB PP die kiirzeste Entfernung von P nach
a(t) ist. Wir setzen die Entfernung P P©® = d, wobei also d eine posi-
tive GroBe ist. Wir benutzen das Bezugssystem, welches nach der
oben dargelegten Regel dem Punkte P© entspricht. Die Koordinaten
des Punktes P in diesem Bezugssysteme sind: z,/= 0, 2, = 0, y’ =d
und wir haben folglich:

rP=(g— &) =@ — &P ="+ & + (@ — &)
Wenn wir speziell zu z,’- und #,’-Achsen die Tangenten der Kriim-
mungslinien der Flache S(z) im Punkte P© wihlen, so haben wir:

o_ &Yy 6

3 = 3R L 2—Rz -+ %%ij:('@f{, O8N E ESE,
o R R NN R .

- e ’ 0&70&/0&
'R,| und |R,| sind die Hauptkrimmungsradien der Fliche S(z) im
Punkte P®, Wir nehmen an, daB d < |R,|, d < |R,| ist. Wir fithren

&
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in unserem Ausdruck fiir 7> den obigen Wert von &;’ ein und be-
kommen:

d d 1
= (1 — R1) &%+ (1 — _R;) &2+ d* 4 &2 —5 dF;uéf &'E .

Wir betrachten jetzt die Funktion:

er

0 e_‘i:i":ﬂ_iE(?’,t—t)

20 (t—nt 2x t—

und bemerken, daB diese Funktion fiir u(t — 7) — 0 fiir alle » wie
eine Exponentialfunktion verschwindet mit Ausnahme von denjenigen,

welche von der GroBenordnung Ju (t — 7) sind, d. h. genauer ausge-
driickt in der ganzen &,’&,’- Ebene mit Ausnahme von demjenigen Teile,
in dem &’ und &, von der GroBenordnung

V dp(t—1)
[
sind.

Wir fiihren den soeben gefundenen Wert von 72 ein und erhalten:

PR YR I (B M )
ap = & 2uit—1)"
_Jfﬁ ’e__ i z L T ]
s 6 1S Bty 88+ |

= 1 oder 2
Wir haben ferner:

[k, —— hu cOos (W; ﬂ';,';)]Q == [k? — k,, cos ('R«Z'T)] P(©) +Zk"m)l§k’,

- =12
_ 454 ., o
@7 cos (ﬂqxﬁ o dEl dfz (1 +;g;k$1 E}.-)
= 1 oder 2

Fiw, hf®, g;; sind Funktionen von &/, &’ und von 7. Wenn wir o(7)
geniigend klein wihlen, so gibt es fiir die absoluten Betriige aller dieser
Funktionen endliche Grenzwerte, welche nicht iiberschritten werden,
so lange der Punkt P innerhalb von o(7) bleibt.

Wir kehren zu unserem Integral J{, zuriick. Die gefundenen Aus-

driicke der in J§7 eingehenden GroBen zeigen, daB das Hauptglied
(wenn w und d klein sind) dieses Integrales in der Form:
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gff'
g dult — 1)

(s — hy cos (na))]pey ————— s

[t P D

o(®)
geschrieben werden kann. Wenn wir in dem hier auftretenden Inte-
gral die Integration iiber die ganze £,"&,’-Ebene ausdehnen, so be-
gehen wir einen Fehler, der um so kleiner ist, je kleiner x ist, und
der bei g — 0 verschwindet. Wir konnen also, wenn wir einen bei
p — 0 verschwindenden Fehler vernachlissigen:

ff2 (c‘—e g =il ‘Rit]*'"“f(“g*‘f’}dél’dfg’:
i

(-2 (-5)

erhalten wir so den Ausdruck:

setzen. Fiir das Hauptglied von J

pa?

Lte@e €=
¥ IV
12 _M)
(t — 1) (1 Rl) (1 .

lime(pu) = 0.

n—=0

Wir betrachten jetzt die iibrigen Glieder in J'5. Sie enthalten alle
den Faktor E (d, t — 7). Dieser Faktor ist mit einem Integral vom Typus:

et = &t e R e L PP I
u(t—r) 2

multipliziert. Hier ist ¢ eine Funktion von &/, &, und 7, welche als
Faktor eine der Grofen:

51'! Eafs

25 [hj — hy cos (n2;)]pc

Dabei ist:

ed&’ o't
du(t—7) 7 dpt—n)

enthilt. Da nun fiir kleine y- und d-Werte nur die unmittelbare Um-
gebung des Punktes P, d. h. des Punktes &’ = 0, &/ = 0 einen merk-
lichen Beitrag zum obigen Integrale gibt, so folgt, wenn wir annehmen
diirfen, daB die iibrigen Faktoren von ' von derselben GroBenordnung
wie [hj — h, cos (nz;)]p> sind, daB diejenigen Beitrige zu dem Wert
von J%, welche wir aus diesen iibrigen Gliedern erhalten, neben dem
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Hauptgliede klein sind und daB der Fehler, den wir durch Vernach-
lissigung dieser Glieder begehen, bei u — 0 verschwindet. Fiir kleine
d-Werte konnen wir ferner d/R, und d/R, neben 1 vernachlissigen.
Wir erhalten so, fiir kleine u- und d-Werte, annithernd:

J4) = 2a[h; — h, cos (nz;)]E(d, t — 7). (6)
Wenn d > 0 ist, so konnen wir bei u — 0 stets J‘,-lg = 0 setzen.

245. Beweis, daf lim J2 = 0, wenn bei x — 0 die Funktionen
' h; endlich bleiben.
Wir gehen zu J(ﬁz iiber. Wir setzen wieder:

dglag/

27 cos (ngxy)

und formen unseren Ausdruck (5) durch partielle Integrationen in be-
zug auf &’ und &, um. Wir erhalten so eine Summe von einem dop-
pelten und einem iiber die Randkurve des Integrationsbereiches er-
streckten einfachen Integral. Die Integranden dieser Integrale be-

stehen aus Gliedern, die entweder @ oder eine Ableitung erster Ordnung
von @ enthalten. Insbesondere enthalten die Glieder des Doppelinte-

grales entweder @ oder @ Nun haben wir:

aE;
Ve

2V u(t—r)

D= ?ZV—;--fe—“’da.

e
i

Fiir kleine p-Werte haben wir also annihernd:

g-JIEL I TR LA el
o r’ 0 e 0&r "1 fi—g 0§
Wenn @ ein Punkt des Randes ist und P auBerhalb von o(7) liegt
oder ein innerer Punkt von o(z) ist, so gibt es ein solches ¢, da
r >0 > 0 ist. Die Funktion @ und ihre Ableitungen erster Ordnung
konvergieren also bei u — 0 auf der Randkurve gleichmiiBig gegen Null.
Aber auch das Doppelintegral hat den Grenzwert Null, wie man so-
fort sieht, wenn man bedenkt, daf} fiir » = 0:

d 1 d 1 dr

rradaal-r- O bl
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Wir schlieBen hieraus, daB, wenn beim Grenziibergange u— 0 die
Funktionen A; endlich bleiben, stets:
lim J =0, ()
p—>0

sei es, dafl der Punkt P auBlerhalb von o(7) oder auf o(7) liegt.

24 6. Untersuchung des Verhaltens von J5.,
wenn bei z - 0 die Funktionen Jx &; endlich bleiben.
Es ist fiir das folgende notwendig zu wissen, wie sich J§) beim
Grenziibergange verhilt, wenn |dabei nicht die Funktionen %; selbst,

wohl aber die Produkte Ju k; endlich bleiben. Es geniigt diese Frage
fiir den Fall zu beantworten, daBl der Punkt P nicht auf dem Flachen-
element ¢ liegt. Um diese Frage zu beantworten bemerken wir, daf}

das Glied: ort
le 4-"(‘ ® 61‘
g2 = T 1 Vt —w a
bei g — 0 neben dem Gliede:
RZEE
gl == 9 a&}f r
zu vernachldssigen ist. Wir haben in der Tat:
igIZ { ' ‘) zi V 9
= = e =YY 7—7"="
9| Y fule—1)

¢2/g, hat also fiir p > 0, r = 0 den Wert Null und fiir » > 0 den Grenz-
wert 0, wenn p — 0. Wir konnen also iiberall g, neben g, vernach-
lissigen. Wenn wir das tun, und wenn wir dann durch neue par-
tielle Integrationen die friiher vorgenommene Umformung von J¢,
riickgiingig machen, was stets erlaubt ist, wenn der Punkt P auBer-
halb von o(7) liegt, so erhalten wir annithernd:

()} I,i fkb a‘_? dE aé-’ — —

a(zr)

_Yem (1 __]/@ LAY
_I/kaka&ﬂh rdSQf X kkd& dSq.

a(z) a(r)

(8)

Dieser Ausdruck ist also anniihernd giiltig, wenn P auflerhalb von

o(z) liegt.
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24 7. Die Randbedingungen. Ruhendes Fliichenelement.

Wir kehren zu unserem Ansatz (2) zuriick. Wir setzen:
JO = g9 2) (2)
Z ;S: Z']ﬁo == J;n. ’
a

wobei wir links iiber alle Elemente der Fliche S summieren. Wir
haben dann:

0
wi (P, t) AJ JR)dr +az . *
Die Bedingung: e D
auf S ergibt: A
f( Ji3 + Jf d:-;-a . — vy(8,0), (9a)

wenn P auf S(¢) liegt. Wir wollen in dieser Gleichung den Grenziiber-
gang u — 0 ausfithren und miissen dabei zwei Hauptfille unterschei-
den. Wir nehmen zuerst an, dafl das Flichenelement op(t), zu welcher
P gehort, withrend der Zeit von £, bis ¢ geruht hat. Fiir dieses Fliachen-
element haben wir dann in Formel (6) d = 0 zu setzen und wir haben
folglich:

lim JE,-”_ = 27[h; — hy, cos (nz;)] 5 1,,, ;
=0 Ve —<
Fiir alle iibrigen Flachenelemente ¢ haben wir d > 0 und folglich

lim J{) = 0. Wir haben ferner nach (7) fiir alle Flichenelemente o,
©—0

auch agp, lim JE-? = (0. Wir erhalten folglich:
=0

oy
2‘1[[&, — hy, cos (n;c,)] : = = v — ﬂw? (10)
(7 == 1: 2! 3)'
Diese Gleichungen miissen zur Bestimmung der drei Funktionen %; im
Punkte P dienen. Multiplikation von (10) mit cos (nz;) und Summie-
rung in bezug auf j ergibt:
(’Uf a—g) cos (nx;) =0
oder:
Q'U
el S 11
a ’U“ ( )

in P. Dies ist eine Bedingung, welche y im Punkte P erfiillen muB.
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Wenn sie erfiillt ist, so ist eine der Gleichungen (10) eine Folge der
iibrigen. Wir kénnen dann den Funktionen %; im Punkte P noch eine
Bedingung, etwa h, = 0 auferlegen. Wir erhalten dann:

k,(t)dt 1 (v,- 31,0) (12)

‘m” —_z 27 Jdx;

Um diese Integralgleichung aufzuldsen, multiplizieren wir nach dem

Vorgange von Abel die beiden Seiten derselben mit (I' — t)_‘} und
integrieren in bezug auf ¢ zwischen den Grenzen {® und 7. Links
kehren wir die Ordnung der beiden Integrationen um. Wir erhalten so:

(v, O — aw(z)) dt

l" - f e o) T—=

Die Substitution:
t=1+4+(T —1)(1+sind)

fithrt das Integral:

T

dt
fcf—c>(z—r)
+5
[as

itber. Sein Wert ist also #. Wir haben folglich:

in

r

7
fk,- (r)dr = %f(v,-(t)_—- 8_;)%) —TL_t.—t

o o

und also schlieflich:

O = oo f [ R A

Wir sehen aus dieser Formel, dafl die Grollen %; tatsidchlich
beim Grenziibergange p — 0 gegen endliche und stetige
Grenzwerte konvergieren.

Wir wollen fiir einen Augenblick annehmen, dafl nicht nur das
Flichenelement op, sondern die ganze Fliche S in der Zeit von ¢, bis
¢t rubht. Wir lassen unter dieser Voraussetzung P einen Punkt im
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Inneren der Fliissigkeit bedeuten und fithren in den Formeln (9) den
Grenziibergang u — 0 aus. Wir erhalten wegen (6) und (7):

dy

oz,

Diese Gleichungen nebst der Laplaceschen Gleichung 4y = 0 und
der Gleichung (11) bestimmen die Bewegung der Fliissigkeit. Wenn wir
verlangen, dafl bei x > 0 die Fliissigkeit an der Fliche 8 haften soll,
miissen wir in dem jetzt behandelten Falle v;(S,f) = 0 setzen. Die
Gleichung (11) ergibt dann: b

o
an S. Dieses Ergebnis steht in voller Ubereinstimmung mit
der Eulerschen Hydrodynamik. Wenn es in einer Fliissigkeit
nur ruhende Kérper gibt, so erhilt man bei ¢ -0 aus den
Gleichungen (1) eine Potentialbewegung der Fliissigkeit,

welche durch die Bedingung festgelegt ist, daB die Fliissig-
keit an der Oberfliche der Kérper gleiten muB.

Uy =

0

24 3. Bewegtes Flichenelement. Grundlegende
Voraussetzangen.

Wir gehen zu dem anderen Hauptfalle iiber. Wir nehmen an, dal
ein beliebiger Punkt im Raume, 2,, #,, #;, wihrend der Zeit {, < 7
< t hochstens in einzelnen Momenten v = #;, T =1, .. .7 = In(lg =1,
<ty ...<ty<t)auf der Fliche S(z) liegt. Wir nehmen an, daBl man
jedem Werte k(k=1,2....m) zwei positive Groflen U; und ¢ in
solcher Weise zuordnen kann, dalBl fiir geniigend kleine Werte von

7 — ;| mit geniigender Anniherung d = U, |t — t;|“ gesetzt werden
kann. Wenn a; =1 ist, so ist U, die Geschwindigkeit, mit welcher
die Flache sich im Momente 7 = ¢; dem Punkte x nihert oder sich
von ihm entfernt. Wenn a; < 1 wiire, so wiirde jene Geschwindigkeit
unendlich groBl sein. Diesen Fall schlieBen wir aus und kénnen also
im folgenden stets a; > 1 voraussetzen.

t
24 9. Untersuchung des Integrales f Jipdr,
&
wenn der betrachtete Punkt im betrachteten Zeitmoment
auf dem Flichenelement liegt.

Wir haben nach (6), wenn ¢,, = ¢ und ¢, > ¢, ist und wenn wir nur
die Hauptglieder von J§. beriicksichtigen:
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t

t
[788 dv = 25 [ [h — hn 008 (e 2) 2@ E (demy ¢ — 7) d7 +

Lim)
& t—e
m—1 L+E
5 2”2 © Ty — hu 008 (1 210 B (dey  — 7) .
ik—c

Wir haben hier mit z” den Punkt bezeichnet, in welchem wiihrend
des Intervalles ¢, — e < v <{; + ¢ bzw. fiir k = m, wihrend ¢t — ¢
= 7 < t die kiirzeste vom Punkte P (mit den Koordinaten x,, z,, ;)
nach der Fliche S gezogene Gerade diese Fliche trifft. & ist eine
GroBe, die wir, wenn yu geniigend klein ist, sehr klein annehmen kén-
nen. Wir benutzen diesen Umstand, um unseren Ausdruck zu verein-
fachen und kénnen, wenn & geniigend klein ist, fiir {3 den Punkt P
selbst einsetzen. Wir konnen ferner in:

[fj — Ry coS (ng, )]s, -
7 = t; setzen. Indem wir ferner fiir dy, den Wert:
Uk ! T tk !ak

einsetzen, erhalten wir bei kleinem g annéhernd:

¢ .2 Y A
(1) _le—ll'“'"m
Vdv = 221 ks — hy cos (ngmy @], , " dr+
. & t—e t —%
at2 003 r—g®

m—1 . SO
+ 2 D 6 [hy — by €08 (ngey2) s 1 ?__L_M‘:L Je
1

]ft—-r

Noch eine Vereinfachung ist bei unserer angenéiherten Berechnung
-der Integrale in der Summe erlaubt. £ — 7, dasim Nenner des Integran-
den und im Nenner des Exponenten vorkommt, weicht wenig von¢—t¢,
.ab und wir kénnen dafiir £ — ¢; sehreiben. Wir setzen dann im ersten
Integrale:

t.—¢

‘und in den Integralen der Summe:

1
4#(t—tg)ﬁ.5.

T=tk+( gUfc2

“Wir erhalten so annihernd:
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¢ 1 &(m)

4 \2@a,—1 e—8m—1
J%dr=2n s "™ [hy — hy, €08 (Nemy ) ]2 d& +
f (QU; [ 7 ( (m) ?)] i VE
+ 2 nSI( (Mc(t tk))zik [; — h, cos ( )] 1__ :E(T)c"g“k dé&
7 D> w | —ms— i — by €08 (N 27) ) 1, —— [ € 1€ L
1 QU.E ! = Jk t—tkf
—e(k)
i U =3
_ 0 2ay, —I. _ Ui 2 az
elm) = (m)  cll)=c (w—m) '

Wir gehen in den Integralen der letzten Formel zur Grenze u — 0
iiber und setzen:
+ @

ey —1 _
fidf_ fe‘lfz“*d‘E:Dk.
) V& J

Wir erhalten bei kleinen p-Werten anniihernd:

t 1
fJ§‘.% dr = 2xC, (%)2(2 2 _1)[7;3; — hip €08 (Mgmy %)z, +
" ! (14)
— )

+ 2= Z‘(k)}/_-g ( U ) [j— hy cO8 Ny 27) 1z, 0,

24 10. Entsprechende Resultate in den anderen Fiillen.

Wir haben oben ¢,, = ¢, ¢, > t, angenommen. Wir betrachten jetzt
den Fall ¢, < ¢, t, >t,. Wir erhalten:

i Dy [4p(t—t)\iw
fJ;.; dr = 23’52( F) T '/t — t ( 0 Uk ) [k,’ —_ hn CcOo8 (n(k)m,-)]z‘!k. (15}

Der Fall ¢, = ¢, kann in derselben Weise behandelt werden wie der
Fall ¢,, =t ist. Wir brauchen uns deshalb nicht bei diesem Falle auf-
zuhalten.

2411. Entsprechende Untersuchung fiir das Integral f Jiodz.

Wir gehen zum Integrale:
fJ(’) dt
&
iiber. Wir sehen aus Formel (8), daB, wenn x klein ist, annéihernd:

16 Oseen, Hydrodynamik
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J — lm

8(z)
vorausgesetzt, dal der Punkt P nicht auf S(r) liegt. Wenn dies der
Fall ist, ist Formel (16) nicht giiltig. Wir wissen aber, dall auch in
diesem Falle J{% einen endlichen Wert hat, dessen Hauptglied mit | x
proportional ist. Dies reicht fiir unsere jetzigen Zwecke aus und wir
sehen, dall annihernd:

2 - ﬂ«?l'.
f()dr |/ j am,ffag,, (17)

24 12. Aufstellung von Integrodifferentialgleichungen fiir die
Grofien 7; bei kleinem p.

Wir sind jetzt imstande, die Gleichungen aufzustellen, welche zur
Bestimmung der Funktionen %; und der Potentialfunktion % dienen
konnen. Wir bezeichnen mit P, einen belichigen Punkt der Grenz-
fliche S und erhalten dann aus (9a) wegen (14) und (17):

1

4y \PCan—D
vj(Ps,t) = 2::0-,,,( = ) (A — b cos (n@;)] gy +

]
oUm

1

Di (4p(t—t)\™
+ 2% Z(x) ek ol [hj— Iy cos (na)]pg,q, — ( (18)

/e g, 0 ay
l/ 0 de Gm,-fkk &, dSQ +(()a:,)93:
o S

24 13. Nachweis, dafl in dem von der Fliche nicht durchschrit-
tenen Bereiche die Bewegung eine Potentialbewegung ist.

Wenn es gelungen ist, aus den Bedingungen (18) und aus der
auBlerhalb von S giiltigen Gleichung Ay = 0, die %; und y zu be-
rechnen, so kann man die Geschwindigkeitskomponenten und den
Druck in einem beliebigen Punkte P der Fliissigkeit berechnen.
Wenn P in demjenigen Bereiche — wir wollen ihn B, nennen — der
~zwischen ¢, und ¢ nicht von S(¢) durchschritten worden ist, liegt,
haben wir, da jetzt d > 0 ist, wegen (9), (15), (17):
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dy un
w; (P, 1) = (dx?)m ]/ f fhtas Se.  (19)

Im letzten Gliede rechts in (19) hat na.ch unserer Voraussetzung
r iiberall einen positiven, von Null verschiedenen Wert. Wir haben
folglich:

t

fdr fkka& fﬁkdﬁ

und also:
w(:ct)—l/# fd ka dSQ’ (20)

Die Bewegung ist also in diesem Teile der Flu331gke1t eine Potential-
bewegung.

(Pt)——

24 14. Nachweis, dal die Fliissigkeit an der Vorderseite der
Fliiche gleitet.

Uber das Verhalten der Fliissigkeit an demjenigen Teile von S(t),
der an B, grenzt — wir nennen ihn S, — gibt Formel (18) Aufschluf.
Wenn wir jene Formel auf einen Punkt Py anwenden, der zum ersten
Male auf S liegt, fillt das zweite Glied rechts, also die Summe, weg

und wir haben: "

4 2(2ay —1)
w(Ps,t) = 2C (--L’;—z) [y — hy cos (nz)ps, , —

Ly f 3 f b (gi«%)w

Wir multiplizieren diese Glelc}mng mit cos (na;) und summieren in
bezug auf § (j = 1, 2, 3). Das Ergebnis konnen wir in der Form:

i
dy /um d[ o1
(dn)s - ?,f " ony f G5y Wa=loles,,  (21)

schreiben. Das in (21) links vorkommende Integral kann auch in der
Form:

16¢
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geschrieben werden. Wenn der Punkt P im Innern des Bereiches B,
lige, so wiirden wir dafiir auch:

it LAG) d _ 0
iy ﬂxg]/ f f dSq (E; = cos(nx;? 6‘:1:,-)

schreiben kénnen. Das Integral, zu welchem wir so gefithrt worden
sind, kann als das Potential gewisse Massen gedeutet werden, welche in
dem von S in der Zeit ¢, bis ¢ durchschrittenen Bereiche — wir nennen
ihn B, — ausgebreitet sind. Aus der Potentialtheorie ist nun bekannt,
daB die Ableitungen zweiter Ordnung raumlicher Potentialfunktionen
einen Sprung erleiden, wenn der Aufpunkt eine Unstetigkeit der
Dichte durchschreitet. Insbesondere kann man einem Punkte P der
Oberfliiche des Kérpers, von welchem das Potential herriihrt, im all-
gemeinen drei verschiedene Werte einer solchen Ableitung zweiter
Ordnung zuordnen. Ein Wert ist der Wert der in P selbst gebildeten
Ableitung. Ein anderer ist der Grenzwert, gegen welchen die Ableitung
konvergiert, wenn der Aufpunkt von Innen sich P nihert. Der dritte
endlich ist der Grenzwert der Ableitung, wenn der Aufpunkt sich von
aulen P nihert. Wir behaupten nun, daB, wenn 2, z,, z, die Koordi-
naten des Punktes Py sind:

t
]/w ¢(€) 18y = — ]fﬂj LB
dn Oz f f 0 f‘“ an ) v gE 5 s
1y S()

vorausgesetzt, daB wir der linken Seite die letzte (dritte) der oben
erwilhnten Bedeutungen geben. Zum Beweise geniigt es, zu bemerken,

daB: o
p e @ 5. 0 1 40
_Ve fdrfﬁfh"ﬁfk y #8e=
to S(z)

t—3
T _]/d‘i‘ d [, 91
o efdtdnfhkafkrdsq'
1y S()

Wir kénnen infolgedessen die Gleichung (21) auch in der folgenden
Form schreiben:

: o s
Pdurchl?i.—rf’_s €08 (ﬂFSmJ) 63 lw ¥ d ‘S (22)

S(r)

= (vn)Ps, t-
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Wenn wir die v; als die Komponenten der Geschwindigkeit der
Flache S auffassen, so ist wegen {20) die Formel (22) die Bedingung
dafiir, daf die Fliissigkeit lings der Vorderseite S, der Fliche S
gleiten soll, d. h. die Bedingung dafir, dal Fliissigkeit und Fliche
gleiche Normalgeschwindigkeit haben.

2415. Untersuchung der Bewegung in dem von der Fliiche
durchschrittenen Teilbereiche.

Wir betrachten jetzt einen Punkt P in dem Bereiche By, der in der
Zeit von £, bis ¢ von der Fliche S durchschritten worden ist. Wenn
P eine allgemeine Lage hat, so wird man o, =1 (k=1,2..m)
haben. Man hat dann entsprechend 8. 241 C,, = D;, = } = und folglich
wegen (9), (15), (17):

w(P,1) = 2n Z ® (g gfz) [hj — hn cos (na))]p, o, —

1T
i e o s

bty ol (g =8 <tgoo <ty _;g t) sind die Momente, in welchen P
auf S gelegen hat. Wir nehmen zunichst an, daB ¢ > ¢, ist. Wir
lassen dann bei festgehaltenem P ¢ gegen t,, abnehmen und erhalten
in dieser Weise aus (23):

i (P, tm) = vi(Pg, ,tn) = 2752@ ( ) [hj— hy cos (n;)]p,, —

#T
_V fd dx}jk,,a& dSq+ TR

§(z)

(23)

Wir ziehen diese Glelchung von (23) ab und erhalten:

(P,0) = 0Py t) — /25 [ax 2 [ 2L
u; (P,1) = v;(Psy tw) ]/ 3 fdraxf e gz~ @S0 +
6 I [} 8(z) (24)
+ E-}:;jl#’{%‘) = 'P(xstml'
Wenn wir jetzt bei festgehaltenem ¢ den Punkt P sich der Grenz-

fliche S, nihern lassen und wenn dabei ¢, gegen ¢ konvergiert, was
immer an der Riickseite des Korpers der Fall sein wird, so haben wir:

lim UQ(P,t) == ’vJ'(PSh:l) . (25}

P durch By —“PS;,
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Wenn wir wieder die v; als Geschwindigkeitskomponenten der
Fliche S auffassen, so sagt diese Gleichung aus, daB die Fliissigkeit,
wenn ihre Bewegung dem System (1) gehorcht und wenn sie bei
# >0 an S haftet, auch bei verschwindender Zihigkeit p an der
Riickseite des Kérpers haften muB. Den Fall, daB die Fliche eine Ge-
schwindigkeit hat, die in das Gebiet der schon durchwirbelten Fliissig-
keit, das sie hinter sich gelassen hat, hinein gerichtet ist, haben wir
hier nicht untersucht.

24 16. Zusammenfassung.

Es sei die Aufgabe vorgelegt, bel kleinem positivem . auBerhalb
einer geschlossenen, im allgemeinen von der Zeit ¢ abhiingigen Fliche
S(t) eine Losung des Systems:

au,- .
9-6_[_—6—%-1—#11%;, a‘a—-{);(7—11273)

zu finden, welche den folgenden Nebenbedingungen geniigt: auf S(¢):
u; = vorgeschriebenen Funktionen wv; (S, ?); in unendlicher Ferne:
#j = 0. Um diese Aufgabe zu lésen, suche man auf der Oberfliche
S(t) drei Funktionen %y,hy,k; und im Raume auBerhalb von S(t) eine
reguliire und in unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion
zu bestimmen, welche in den Punkten Pg (= #,,2,, ;) den Bedingungen:

4 22 a,—1)
27C,, (_g‘ﬁ) (h; — hy, cos (‘nxj)]PS,C +
oUm
1

m=4 D, 4du(t—t Ang
tam o=y (—'ué?"‘l [hy = B 008 (n)]egun

t
_]/ﬂ_ﬂ : Lt
[ :Jd fh‘ 051 dSQ+ (0933)}’3 t Y (PSH)

geniigt. &, &, & sind hier die Koordinaten eines Punktes @ auf der
Fliache S(7); r ist die Entfernung zwischen den Punkten Pg und Q.
byl oo bp—], b (b <l <ovo <lp—y < ly) sind die Zeitpunkte,
in welchen Pg auf der Fliche S gelegen hat. In der obigen Gleichung
ist also ¢, = ¢. Es wird angenommen, dall die kleinste Entfernung d,
des Punktes Pg von der Fliche S(¢), wenn |¢ — #;| klein ist, in der
Form:

d= Ukitﬁtk?ak
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dargestellt werden kann und es ist:
] + @

e,_Egum—l 4
Co= [ " dg, D= [e-101%%ds.
Vé '
0

— @

Wenn es gelungen ist, die Funktionen %, k,, ks, 9 zu bestimmen,
so hat man in demjenigen Bereiche, der nicht von der Fliche S(¢)
durchschritten worden ist:

o | p— 01, |
‘u? = (}:i,:‘,'lw(x,t) —V:Q‘fdffhb 67& V-‘,I'- dSQI-

1oy S(7)

Dagegen hat man in dem von S(f) durchschrittenen Bereiche:

P,t) = v;(Ps,, tw) — I/F”‘f f_a_l_
u;(P,t) = vi(Pg, P k,,a&?dsg—}-

S0
pah — w(z,zm)l-

Hier ist t, der Zeitpunkt, in welchem der Punkt P zuletzt auf
S lag. Pg, ist der Punkt auf der Riickseite von S(t,), der geo-
metrisch mit P zusammenfillt.

Wenn die GroBen v; (S,¢) die Komponenten der Geschwindigkeit
sind, welche der betreffende Punkt von S(¢) bei der Bewegung dieser
Fliche hat, so lassen sich die erhaltenen Formeln so deuten, daf} die
Bewegung der Fliissigkeit in dem von S nicht durchschrittenen Raume
eine Potentialbewegung ist, bei welcher die Fliissigkeit lings der
Vorderseite von S gleitet; dagegen die Bewegung in dem von S(¢)
durchschrittenen Raume eine Wirbelbewegung, bei welcher die Fliissig-
keit an der Riickseite — vgl. hierzu 8. 227 — an S(¢) haftet.

a
g

§ 25. Translatorische Bewegung.

25 1. Vereinfachungen durch die Annahme, da§ der Kiorper
sich stets in derselben Richtung bewegt.

Wir wenden die im vorigen Paragraphen gefundenen Ergebnisse
auf den Fall an, daB sich ein starrer Korper in einer bestimmten,
von der Zeit unabhingigen Richtung in einer Fliissigkeit bewegt,
die sonst den ganzen Raum erfiillt. U(f) sei die Geschwindigkeit
des Korpers, S(¢) die Oberfliche desselben, K(f) der vom Korper
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erfiillte Bereich des Raumes, B(¢) der iibrige Teil des Raumes. Der
Einfachheit wegen nehmen wir zunéchst an, dall eine mit der Be-
wegungsrichtung des Korpers parallele Gerade S(¢) hochstens in zwei
Punkten schneidet. S(¢) zerfillt dann in zwei Teile, einen vorderen
Teil S,(f) und einen hinteren Teil S,(¢). B(t) zerfillt ebenfalls in
zwei Teile, einen By(t), der vom Korper oder von einem Teile des
Korpers durchschritten worden ist, und einen B,(f) und K(f) um-
gebenden Teil B, (¢). Wir bezeichnen wie gew6hnlich mit U; (=1,2,3)
die Komponenten des Vektors U, mit » eine nach aullen gezogene
Normale der Fliche S(f) von der Linge 1. Wir setzen:
| Uj(#) cos (nay) | = | Uj()n; | = Un(t) -

Das Flichenelement @S durchschreitet dann wihrend der Zeit ¢ bis
t -+ dt einen Raumbereich U,(¢)dSdt.

Ein beliebiger Punkt, &,,&,,&,, in B;(t) ist vor der Zeit ¢ entweder
von der Fliche 8, allein oder sowohl von S, wie von S, iiberstrichen
worden. Wir bezeichnen mit ¢, und ¢, die Zeiten, zu denen S, bzw. S;
den Punkt & enthielt. Mit U™, UM, U,®, U, ™ bezeichnen wir die
den Zeiten ¢, und #, und dem Punkte & entsprechenden Werte von
Uund U,. U® und U®, sind im Bereiche B, (f) mit Ausnahme von
K (t,) definiert, U™ und U, im ganzen Bereiche B,(¢). Wir nehmen
an, daB U;(t,) und U;(¢) stetige und stetig differenzierbare Funk-
tionen der Koordinaten &, &, & sind.

Unsere Aufgabe ist, das System:
01:-,- . 6g auj .

g = oz TR 55, =0 (1)
mit den Nebenbedingungen: in unendlicher Ferne u; = 0;
an S(f):

. du;  Ouy .
U; = U:(t), furt_to.a—xk—dx;—O(?,k= 1,2,3)

im Grenzfalle = 0 zu ldsen.

Wir machen wieder (vgl. 8. 229) den Ansatz:
t
d
w(Pyt) = (47 [ @) uss(P.@t — D)+ 52,
rf

ty S(T)
@ (2)

d 1
q(P.t) = ~Vpenfhkce,z)a@?dsr9£,
S

Ay =0.
Wir stellen jetzt die Grenzbedingungen auf und benutzen dabei
die im vorigen Paragraphen gefundenen, bei kleinem p angenihert
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richtigen Ausdriicke fiir die in unserem Ansatze vorkommenden In-
tegrale. Wir haben jetzt a = 1 zu setzen. Wie man sofort sieht, tritt
unter diesen Umstinden in unseren angeniherten Ausdriicken %; stets

mit dem }I'a.ktu:’r]/‘u?Tr multipliziert auf. Wir setzen deshalb:

]//f‘_g_"ﬁ,:k,.

Der Umstand, daB wir fiir £; endliche Werte finden, zeigt, dal
die k;, den absoluten Betrigen nach, beim Grenziibergange u — 0 wie
p~% unendlich werden. Wir bezeichnen mit k,®)(t) die Werte der k;
an der Vorderseite von S(t), S,(¢), und in derselben Weise mit k% (7)
die Werte von %; an der Riickseite, S;(t), von S(f). Die Grenzbedin-
gungen konnen dann bei kleinem p in der folgenden Form geschrieben
werden:

auf S, (t): 4
Ust) = 75 (6 — B cos (na)l, —
— o) _— —
Jd’a fk” 08 7 ;95 (3)
_Jie Z (1w 2 - o]
fd fkk dSQ + dﬂ'ij
Sp(@
auf S(t):
U}'(ﬂ) =4nx Ul(h) []Cj(h) — kﬂ(b) cos (nx,-)]y_, -+
1
+ g O~ cos (nz)le. f drg f b 8o )
Sy (z)
—[dt —fk,,(") A — dSQ—r o7,
e
Sp(@

25 2. Beginn der Umformung der Gleichung (3).
Verwandlung der Zeit-Oberfliichenintegrale in Ableitungen
von Potentialfunktionen.

In § 23 gelang es uns, die Bestimmung der Funktionen ¢;®, wel-
chen hier die Funktionen %; entsprechen, auf die Auflésung einer
potentialtheoretischen Randwertaufgabe zuriickzufiihren. Wir suchen
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hier ein #hnliches Ziel zu erreichen. Es ist zu diesem Zweck not-
wendig, die in den Gleichungen (3) und (4) vorkommenden Integrale
einer niheren Untersuchung zu unterwerfen. Wir betrachten zunichst
die Gleichung (3). Wir nehmen also an, dal der Punkt P auf S,(¢)
liegt. Wir nehmen iiberdies an, daBl P ein innerer Punkt von S, (¢)
ist und also nicht auf der Grenzkurve zwischen S,(¢) und S,(¢) liegt.
Wir haben dann:

fdr _fk,cm__dsq_ i fd fkg("‘——dSQ

Sp(®) iy Sp(2)

U,"d7d8 ist das Volumenelement dwq (= dé&,d&,dE,), das wihrend
der Zeit dr vom Fliichenelemente d S, von 8, (¢) durchschritten wird.
Unser Integral kann deshalb in der Form:

¢ Th® o 1,
Iz f U,® a8 1"
B

geschrieben werden, wo B, (f) die in 251 S. 248 angegebene Bedeutung ‘
hat. Um das Integral'

f f kll*) 2 2 a8,
Sy ()

in dhnlicher Weise umzuformen, fithren wir eine Annahme ein, deren
Zulissigkeit wir spiter nachpriifen werden, die Annahme, daf an S, (f):

k= k@ cos (nay) = 0. (9)

Wir haben, wenn wir innerhalb von K (to) k= 0 setzen:

f dro— f k,,tv: 1 38q=lim [dz 5 f kﬂ"i dSQ=
BE;;

z—a—ﬂ

. 1.: o Loty
e—0) e m_é"é;? =, 0] U0 0508, ¢
By(t—e)+K(t—e)

TR d (k,,tv)) 1 4.1
—,‘i";‘lf —U,.wa—mﬁds‘z—f 05 \0,0) "z v
S(Bpt—e)+K(t—e))  Bpt—e)+K(t—e)

dwq=

Da k,® = 0 an S,, brauchen wir das Flichenintegral im letzten Aus-
drucke nur iiber die zylindrische Mantelfliche von B, (¢ — &) und iiber
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Su(t,) zu erstrecken. Wir kénnen deshalb unmittelbar den Grenziiber-
gang ¢ — 0 ausfiihren und bekommen:

k@ a9 1 0 (k;.(”)) Jd 1
T 3g r 20— | 55 \U®) 55 7 P0e=
S(Bx(+ K (1) By() + K (1)

2| (5008 [0 (M) Aug
“a_le U® v | o \UM r

S(By0+K ®)

0 (k@ 81
T0 | U,0aE 1 O
Br)+E()

25 3. Durchfiihrung der Umformung der Gleichung (3).
Darstellung der Griofen %, durch eine Potentialfunktion g.

Um unter Benutzung der eben gewonnenen Resultate die rechte
Seite der Gleichung (3) in einfacherer Weise schreiben zu konnen,
setzen wir:

P YOI X0 '
Tt o=l (4)
Wir setzen ferner:
a1 ™ 0 1
"’_fL"a—ﬂ?d“’Qwaagkrde”‘P' ()

By (0 £ 40
Da die Funktion ¢ offenbar in B,(f) ganz andere Eigenschaften als
in B, () hat, so wollen wir statt ¢, wenn der Aufpunkt in B, (¢) liegt,
@, und, wenn der Aufpunkt in B, (¢) liegt, ¢, schreiben. Unsere Glei-
chung (3) ergibt jetzt wegen (5):
an S, (t):

e da R (5%) .
U? ) =4n U, + dz; S (6)

Das letzte Glied rechts in (6) kann als der Wert aufgefaBt werden,
dg

gegen welchen oz konvergiert, wenn der Aufpunkt von aullen, also
7
durch B, (#), sich der Grenzfliche S, () nihert. Wegen (5) miissen wir

@ die Bedingung:

a(pv = (v)
an Un (©)
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auferlegen. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so haben wir:

o0 = 50 (0,9 - 0. o)

254. Beginn der entsprechenden Umformung der Gleichung (4).
Zuriickfiihrung der Zeitflichenintegrale auf Potential-
funktionen nebst einem Zusatzgliede.

Wir gehen zur Formel (4) iiber. Wir haben, da im Momente ¢, die
Vorderseite S, durch den Punkt @ geht, der erst zur Zeit ¢ auf der

Riickseite liegt:
fd —fk,}")—— 238, =
ty—#

ol 1fdr L n--fkk(“) LA dSQ +fdr—u—fk,,(")— Lig).
e—>0

Wegen der Beziehung (5) kénnen wir die Glieder rechts nach derselben
Methode behandeln, welche wir bei der Formel (3) benutzt haben. Wir

erhalten so:
i

d a1 a (ko 01
A L) T ot A
fdr 73 ki T 8, am,-'[U“@, S dwq. M

ta Sp(r) Br)+K©®

Mehr Miihe macht uns das letzte Integral in (4). Wir haben:

f 5 f by (mﬂ . dSQ_ lim [d7 " f k,;f-)_ 1 dSQ
Sp(z)

t—rﬂ

. k@ g2 1
=0 ] Uy )02?,'653'."
Bh(!—a')

i E® a1 ad k® a1 |
—}‘_’?Olfumax, dsa—fa—&ﬁ,:aﬂsa—x,:?d“’ﬂ'

S(Bp—e) Byt—e)

Dabei ist S(B) die Grenzfliche des Bereiches B.

* Wir setzen hier voraus, was durch das Ergebnis unserer Untersuchung be-
e
stitigt werden wird, dall die Quotienten % iiberall endliche Werte haben.
10
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Die Grenzfliche S(B,, (t — ¢)) des Bereiches B, (t — &) enthilt unter
anderem die Fliche S, (t — &). Beim Grenziibergange ¢ — 0 wird ein
Element dieser Fliche sich dem Aufpunkte # unbegrenzt nahern.
Um den Grenzwert des Teiles des im letzten Ausdrucke vorkommen-
den Flichenintegrales, das von diesem Flidchenelemente, o, herriihrt,
zu bestimmen, fithren wir in derselben Weise wie im vorigen Para-
graphen ein mit o verbundenes Bezugssystem ein, dessen &’- und
&y’-Achsen ¢ in dem Anfangspunkte tangieren und dessen &;’-Achse
also gegen ¢ normal ist. Wir haben dann:

() ()
kﬂ_ﬁl,j;sq:_,fk"_ild,gq:

UDdx; r U®Ma& r
a(t—e) o(t—e)
k) 9 1
Uwcas( &/ ;) 3 dSq.

o(t—e)

Unser letztes Flachenintegral zerfillt, entsprechend den Werten
k=1,2,3, in drei. Zwei von diesen Integralen, diejenigen, in denen
k =1 oder 2 ist, kénnen durch partielle Integration in bezug auf &’
oder &,” umgeformt werden. Man sieht leicht, dal die Grenzwerte dieser
beiden Integrale bei ¢ — 0 erstens endlich sind und zweitens gegen
Null konvergieren, wenn man den Flicheninhalt des Elementes o gegen
Null konvergieren liBt. Der Grenzwert des dritten Integrales:

i kD d 1
,,I_IR)COS (nxa) U (B dn ,.,. Q
behdlt dagegen einen endlichen Wert:
I XQ)

— 2z o cos (nay),

selbst wenn der Flicheninhalt des Elementes o gegen Null konvergiert.
Wir erhalten infolgedessen:
a kP
fd —fkk’ i dSQ_ — 27 ™ cos(nz;) +
0 & r U ")
K 81 o K o1
O = — | 5= == 7——dwg.
T v aa v 4= 5E U® da r "
S (BR®) By (©)
Fiir das Flichenintegral der rechten Seite soll hier der Wert ge-
nommen werden, den man erhiilt, wenn man zuerst den singuliren
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Punkt & = 2; durch eine um ihn gezogene geschlossene Kurve auf der
Integrationsfliche ausschlieBt und dann diese Kurve sich von allen
Seiten um den singuléiren Punkt zusammenziehen laB3t.

25 5. Weitere Umformung vermittelst der Siitze der
Potentialtheorie.

Um weiter zu kommen, miissen wir einen Satz aus der Potential-
theorie heranziehen. Das Flichenintegral:

[F9as, (=i, rzo,

wo F (&) auf der Integrationsfliche eine stetig differenzierbare Funk-
tion ist, besitzt partielle Ableitungen erster Ordnung in bezug auf ,,
Ty, Ty, dies auch dann, wenn der Punkt P, dessen Koordinaten z;,
@y, Ty sind, auf der Integrationsfliche liegt. Man erhilt diese Ablei-
tungen dadurch, dall man unter dem Integralzeichen deriviert, aber
bei der Berechnung des so entstehenden Integrales zuerst den singu-
liren Punkt P ausschlieBt und dann den ausgeschlossenen Bereich
sich um P zusammenziehen laBt.

Aus diesem Satze folgt:

o o K a1
= —dSg— | v = m— —dwg=
U oz r 0& y® oz r

S(Bh(tn By (1)

kP d8, 0 K dag)
) JU@)T*IE U_ngﬁ
S(B,®) By (0
a (EP a8 1 .
Tz | pP0E T OC
By (6)
‘Wir haben also:

¢

ﬂ ad 1 P
f f]?(:m 5E 7 i B = cos (na;) +
« n
a (K 81
+ dz; | y® & r daq-

By ()
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Wir konnen dieses Ergebnis auch in einer anderen Form schreiben.
Die rechte Seite ist, wie aus den obigen Rechnungen unmittelbar her-
vorgeht, der Grenzwert des Ausdruckes:

o [K” o 1,
oz | p® o0& r e
By(6)

wenn der Punkt P (mit den Koordinaten z,, z,, #3) von auflen, also
durch den Bereich K (), sich der Grenzfliche S,(t) des Integrations-
bereiches niihert. Wir wollen unter:

0
Y
i
den Grenzwert einer Ableitung in bezug auf z; verstehen, den sie an-
nimmt, wenn der Aufpunkt P (mit den Koordinaten z,, #,, z,) sich

durch die Fliissigkeit, also durch den Bereich B(t), der Grenzfliche
S(t) nihert. Die Berechnung von:

0 (K 91,
9" | UM g T
By(t)

konnen wir nach denselben Methoden ausfithren, die wir oben
benutzt haben. Man hat nur zu beachten, dall der Punkt P jetazt
innerhalb der Grenzfliche S(Bs(t)) des Integrationsbereiches liegt.
Man findet:

o [k o 1 KD
1 n n
By (t)
a K a1
By (1)

Wir haben also schlieilich auch:

i
9 f w0 1 i
fdz_-. W9 ag——ta ™ cos(nz)+
: % Bo 0T g

ad Koo 1 (®)

L) 5 Y
3P | uPag T 4
By (1)

+
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Wir bemerken, dal wir offenbar unsere Formel (7) auch in der Form:

t

0 (0 01, 0 [K a1
fd’ﬁlé;ﬁ" 08 7 1507 5 | g ag, v 10T

& Sy(n) By (1) (9)

o (K a1
“5ap | opan 1%

(1)

schreiben kénnen.

25 6. Durchfiihrung der Umformung.
Darstellung der GrioBen L; durch die Potentialfunktion ¢.
Wir fithren jetzt in (4) die in (8) und (9) gefundenen Werte der
dort vorkommenden Integrale ein. Die Glieder, welche &, enthalten,
heben sich auf. k,( hat nach (5) den Wert Null. Wir erhalten folglich:

30s
Uyt = 4Ly 0) + ( aif,-)s,,m' (10)
Wir haben also:
ke B® 1 O |
Lo - go+ ge—1m 00— G2), |- o

257. Vorliufige Formulierung der Bedingungen
fiir die Potentialfunktion ¢.

Mit Hilfe der Gleichung D 8. 252 kénnen wir £, in bekannten
GroBen und in ¢ ausdriicken. Die Gleichung (11) gibt uns dann k,®
in denselben GréBen ansgedriickt. Wir sehen, dafl das ganze Problem
auf die Bestimmung von ¢ zuriickgefithrt worden ist.

Wenn wir in die Definitionsgleichung B fiir ¢ die in D und (11)
gegebenen Werte von k/® und L; einsetzen, geht sie in ein System von
zwel Integro-Differentialgleichungen fiir ¢, und ¢, iiber. Dazu kommt
die Grenzbedingung C.

25 8. Darstellung der Bewegung im Inneren der Fliissigkeit
vermittelst der Funktion ¢.

Wenn es gelungen ist ¢ zu bestimmen, so ist damit die Bewegung
fiir 4 = 0 bekannt. Die Umformungen unseres urspriinglichen Ansatzes
fiir die Geschwindigkeitskomponenten, die wir oben gemacht haben,
konnen natiirlich auch dann gemacht werden, wenn der Aufpunkt P
nicht anf der Oberfliche des Korpers S(¢) liegt. Wir gehen wieder vom
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Ansatze (2) aus und verfahren genau wie in 251. Wir erhalten, wenn
der Punkt P in dem von S(f) nicht durchschrittenen Bereiche liegt:

S —— vy —
u; (P, t) fdr f(kﬁ TET dSQ
—fclz fkw —dS N a"’
A&, e

0
2(P,0) = —efwz)ﬁ——dsq e X
"(l)

Wir formen die Integrale rechts in der ersten dieser Gleichungen mit
Hilfe der in 252 und 253 dargelegten Methoden um und erhalten:

_ 09y
= (12)
Differentiation der Gleichung B in bezug auf ¢ gibt ferner:
0@,
g=—o" (13)

Wenn dagegen der Punkt P in dem von S (£) durchschrittenen Bereiche
liegt, so erhalten wir aus (2) zunichst:

1
u,‘(P, t) = 43’![ (W [kj(m = ku(h) cos (.nw?)])P +

*n

1
+ (U—(, [k — £, cos (mo,-)]) ol

61,0
pu— =I o S i .= .. =
fdt fkg 7] Et fd! fkk a Ek dSQ - a

1
q(Pt)——gfk}(Qz)as aSa—0 oY

K 10)
tpund ¢,sind hier die Zeitpunkte,in welchen der Punkt Pauf S; bzw. S, lag.
Die Umformung ergibt jetzt:

. 0 0
ﬂi=4ﬂ'L,’(th) + a% q:—g_g;_h..
Nach Gleichung (11) kénnen wir dieses Ergebnis auch in der Form:
8% (aep,,) 699;.
= U,(t = = 14
Uj = ( h) b i K] x; »3‘,11(’},) q at ( )

schreiben.

17 Oseen, Hydrodynamik
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Die Bedingung C fiir ¢ zeigt, daB die Fliissigkeit lings der Vorder-
seite des Korpers gleitet. Die Gleichungen (14) zeigen dagegen, dafl
die Fliissigkeit an S; haftet.

25 9. Definitive Formulierung der Bedingungen fiir ¢.
Verifikation der Kontinuititsbedingung.

Wir haben oben in 257 die Integro-Differentialgleichung erwihnt,
welcher die Funktion ¢ geniigen mull. Wir wollen jetzt den Inhalt
jener Integro-Differentialgleichung in anderer Form darstellen. Vorab
bemerken wir folgendes: die Grofen L; sind durch die Gleichungen
(11) als Funktionen von ¢ und den Punkten der Fliche S, definiert.
Wir konnen sie aber auch als (von der Zeit unabhingige) Funk-
tionen der Punkte des Bereiches B, auffassen. Wir kénnen mit ande-
ren Worten jedem Punkte P in B; einen und zwar nur einen, von der
Zeit unabhéngigen Vektor I zuordnen. Zu diesem Zwecke haben wir
nur den Zeitmoment ¢, zu bestimmen, in welchem P auf S, lag. Wir
ordnen P den Vektor L zu, der im Momente ¢, demjenigen Punkte von
Sy zugehiort, der zu eben dieser Zeit mit P zusammenfillt. Wir be-
trachten im folgenden die GréBen L; als Funktionen von z,, z,, z,.
Die Gréfen Uj, die wegen der vorausgesetzten Starrheit des Korpers
auf der ganzen Fliche S, die selben Werte haben, kiénnen wir ebenso
als Funktionen von z,, «,, x; auffassen. Aus den Gleichungen B, C,
D schlieflen wir, dall ¢ jetzt den folgenden Bedingungen geniigen muf3:

1. Im Bereiche B,(t) mul ¢ = ¢, der Laplaceschen Gleichung:
Ap, =0
geniigen. ¢, mul} in B, regulir sein und im Unendlichen verschwin-
den.

2. Auf S, (f) muB:
dqu = Un(v)

: n
sein.

3. Im Bereiche B,(t) mull ¢ = ¢, der Poissonschen Gleichung:
JdL;
dop=—4n %
geniigen.
4. Auf der Grenzfliche Z, zwischen B, und B;, mubB:

. Qo = @n
seln.
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5. Auf Z muB ferner:
dg. _ Ao
dny; dny

+ 4nl,,
sein.

6. In jedem Punkte P von B, mul}, wenn ¢, der Zeitmoment ist, in
welchem P auf S, lag:

Diese sechs Bedingungen enthalten alles, was wir von der Funk-
tion ¢ wissen. Sie hilden also einen vollstindigen Ersatz fiir die friiher
erwihnte Integro-Differentialgleichung.

Die Frage erhebt sich jetzt, ob die Bedingungen 1—6 die Funk-
tion ¢ und den Vektor L eindeutig bestimmen. Es ist leicht zu sehen,
daB dies nicht der Fall ist. Wir betrachten die Bewegung eines starren
Korpers wihrend einer bestimmten Zeit, etwa ¢, <t <¢,. Fiir jedes.
t, welches in dieses Intervall fillt, sind dann die GréBen U; in B,(¢)
bekannte Funktionen von &, #,, ¥;. Wir nehmen an, daf} es gelungen
ist, eine diesen Werten von U; entsprechende Losung ¢, L; der Be-
dingungen 1—6 zu finden. Wir konstruieren dann in folgender Weise
eine neue Losung derselben Bedingungen. Wir bezeichnen mit ¢ ir-
gendeine von ¢ unabhéingige, im Inneren des Bereiches Bj(t;) stetige:
und zweimal stetig differenzierbare Funktion von #,, w,, z5, welche
auf der Grenzfliche S (B,, (al)) von By (t,) verschwindet. Wir setzen dann:

in B,(t):

) Q*ZQJB*.:‘PM
- =g =+ @,
1 09
oo P B
L* =1 dm 0y

Man sieht sofort, dall ¢*, L;* eine neue Losung der Bedingungen 1—6 ist.
Und ein Blick auf die Gleichungen (12), (13), (14) zeigt, daf die durch
diese Formeln beschriebene Bewegung der Fliissigkeit in keiner Weise
verindert wird, wenn wir ¢ mit ¢* vertauschen.
Wir konnen die Unbestimmtheit der Funktion ¢ und der Grofen

L; benutzen, um die Bedingungen 1—6 zu vereinfachen. Wir erreichen
dieses Ziel, indem wir die Funktion ¢ so wihlen, daB in B;:

0 L*

dasj -

ausfallt.

17*
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Wir brauchen dazu nur fiir ¢ eine Losung der Gleichung:

A —4n g—i 0
wiihlen, welche in By (t,) regulir ist und auf der Grenzfliiche dieses Be-
reiches verschwindet.
Es folgt aus dem oben Gesagten, daB wir vom Anfang an hiitten
voraussetzen konnen, dal} in B,
oL,

b (15)

ist. Wir fithren jetzt diese Voraussetzung ein und wollen die Folge-
rungen daraus ziehen.
Wir kehren zu der Bedingung (6), 8.259, zuriick. Sie ergibt wegen(15):

i(aﬂ) _0U; _0U; 0ty
0z \0x;/)p,, 0m; 0ty 0z;

Diese Gleichung enthilt, wie unmittelbar ersichtlich ist, eine Bedin-
gung, welche die Funktion ¢, an S erfiillen muB. In den Fillen, welche
fiir die Anwendungen Interesse haben, kann man diese Bedingung in
viel einfacherer Weise schreiben. Es ist wohl bekannt, daB die Poten-
tialfunktionen, mit welchen man sich in der mathematischen Physik
beschiftigt, bei den einfach geformten Kérpern, mit denen man am
meisten zu tun hat, nicht nur auBerhalb dieser Kérper existieren, son-
dern vielmehr ein Stiickchen ins Innere der Korper fortgesetzt werden
konnen. Wenn wir annehmen, da8 dies auch fiir unser Problem gilt, so
kénnen wir unsere Gleichung in der Form:

02 (p;, 66;1 an 6‘!,3

A9+ 500t 07, — 06 9z,
schreiben. Da:

ist, und da an S, ¢, konstant ist und folglich:

0ty 0ty oty
o 1 cos (nwy) = T 1 cos (nxy) = P cos (n;)

ist, so folgt:
P S )= a7, 7 cos (n
Ga08, OO @) = - cos (mz;)

oder:
0 dpn 0U,

dn 0t ot

an S;.
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Wir fassen zusammen, was wir unter unseren jetzigen Vorausset-
zungen iiber die Funktion ¢ aussagen konnen.
I. Im Bereiche B, (t) ist ¢ = ¢, eine regulire und im Unendlichen
verschwindende Lésung der Laplaceschen Gleichung:

II. Auf S,(t) gilt:

ITI. Im Bereiche B, (t) geniigt ¢ = ¢ ebenfalls der Laplaceschen Glei-
chung: ' Ay =0,
IV. Auf 8,(t) gilt: . %
don Ot at
V. Auf der Grenzfliche Z zwischen B, und B; gilt:
Fo = Ps-

VI. Auf Z gilt ferner:
0% T (O8] g

anz dﬂz aﬂz Pty

Wenn es gelungen ist, eine Funktion ¢ zu bestimmen, welche diesen
Bedingungen geniigt, so ist die Bewegung der Fliissigkeit durch die
einfachen Formeln:

in Bl,: " __atpu o aqgﬂ
=9z 177 %%
in Bp,l
a J a
» bR
bestimmt.

In den folgenden Paragraphen 27—31 werden wir uns mit spezi-
ellen Problemen beschiiftigen, in denen es gelungen ist, die Funktion
@ explizit zu bestimmen.

2510. Befreiung von einschriinkenden Voraussetzungen.

Wir haben unserer Analyse des Systemes (3), (4) die Annahme (5):
k. M=0an8,(f), zugrunde gelegt. Mansiehtleicht, daB diese Annahme zu-
lissig, aber nicht notwendig ist. Aus dem in §24 14 bewiesenenSatze folgt,
dall auch ohne diese Annahme ¢, an S, (t) der Bedingung C' geniigen
mufl. Und man sieht leicht, daB auch die iibrige Analyse ohne diese
Annahme ausgefiihrt werden kann. Unsere Ergebnisse sind also da-
von unabhingig, ob man die Annahme (5) macht oder nicht.
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Wir haben ferner zur Vereinfachung unseres Problemes angenom-
men, daf eine mit der Bewegungsrichtung des Korpers parallele Ge-
rade die Oberfliche desselben hochstens in zwei Punkten schneidet.
Auch von dieser Annahme konnen wir uns leicht frei machen. Wenn
man sie aufgibt, kann es eintreten, dal die Oberfliche des Korpers
einen zylindrischen Teil hat, dessen Erzeugenden mit der Bewegungs-
richtung parallel sind. Man zeigt leicht, daB ein solcher Teil der Ober-
fliche zur Vorderseite zu zdhlen ist. Es kann ferner eintreten, daf}
gewisse Teilbereiche von By (f) von mehreren Flichen S, und mehreren
Flichen 8, durchschritten worden sind. In diesen Fillen gibt es meh-
rere mit der Bewegungsrichtung parallele, zylindrische Flichen, welche
den Karper K (¢) umbhiillen. Die hinter dem Kérper gelegenen Teile
dieser Flichen zerlegen den Bereich B, () in Teilbereiche. In jedem
Teilbereiche gelten die oben gefundenen Gesetze I—VI. Die verschie-
denen Potentialfunktionen ¢, gehen auf den Grenzflichen ihrer Exi-
stenzbereiche stetig ineinander oder in ¢, iiber.

2511. Stationdrer Fall.

Wenn die Geschwindigkeit des Korpers konstant und die Bewe-
gung der Flissigkeit stationiir ist, kann ¢ nur von den Variabelen
z;— Ut (f =1, 2, 3) abhiingen. Wir haben in diesem Falle:

O _ _p o 00y

o= Uae e =
Die Bedingung IV, S. 261, ergibt unter diesen Umstiinden:
d ; atp;.) o
E‘; (U; "a?’ =0 auf S),. (16)

Wenn wir die z,-Achse in die Richtung der Bewegung des Korpers
legen, konnen wir diese Bedingung einfacher:

. ;—-n % =0 auf S, (17)
schreiben. :
Wir haben also den Satz: Bei stationirer Bewegung ge-
niigt ¢ an der Vorderseite der Bedingung:
deo
dn — Un
und an der Riickseite der Bedingung:
d de
dn dz,

=0.
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2512. Ausfiihrungen iiber den Begriff der hydrodynamischen
Riickseite.

Wir sind schon mehrmals dem Satze begegnet: bei verschwinden-
der Zihigkeit gleitet eine Fliissigkeit lings der Vorderseite eines Kor-
pers, aber haftet an der Riickseite desselben. Wir wollen noch einen
Augenblick bei diesem Satze stehen bleiben. Wir sind bei der Ablei-
tung desselben von den vereinfachten hydrodynamischen Differential-
gleichungen (1) ausgegangen. Wenn unser Satz eine physikalische Be-
deutung haben soll, so mul} er auch fiir die vollsténdigen hydrodyna-
mischen Differentialgleichungen gelten. Was ist aber, wenn man von
diesen vollstindigen Differentialgleichungen ausgeht, unter ,,Vorder-
seite’* und ,,Riickseite’ eines Korpers zu verstehen? Dal} hier nicht
die geometrischen Verhiltnisse, sondern die relative Bewegung des
Korpers und der angrenzenden Fliissigkeitsschicht entscheidend sind,
liegt im Wesen der Sache. Etwas definitives dariiber zu sagen wird erst
dannmdoglichsein, wenn es gelungen ist, bei den vollstindigenhydrodyna-
mischen Differentialgleichungen den Grenziibergang pu — 0 auszufiihren.
Es gibt aber eine Vermutung, die einen so hohen Grad von innerer Wahr-
scheinlichkeit hat, dal wir sie hier aussprechen wollen. Als MaB der rela-
tiven Bewegung des Korpers und der angrenzenden Fliissigkeitsschicht
in einem bestimmten Punkte der Oberfliche desKérpers withlen wir die
Grobe: d

Uy 0 u;
r i cos (nx;) cos (n ;) i

Wir bemerken, daB3 an einem Teile der Oberfliche eines stationir be-
wegten Korpers, wo die Fliissigkeit am Kérper haftet, wegen der Konti-

nuititsbedingung notwendig:
uﬂ

dn

ist, und wir stellen das (hypothetische) Gesetz auf: Bei verschwinden-
derZiahigkeit darf an derOberflicheeinesstationirbewegten
starren Korpers die GroBe:

du,

dn
nirgends einen positiven Wert annehmen.

Werfen wir von dem hier eingenommenen Standpunkte aus einen
Blick auf die Theorie der idealen Fliissigkeiten! Betrachten wir etwa
die Bewegung einer starren Kugel in einer solchen Fliissigkeit! U sei
ihre Geschwindigkeit in einem gewissen Momente. Wir legen den An-
fangspunkt in den Mittelpunkt der Kugel in diesem Momente und die

0
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#,-Achse in die Bewegungsrichtung derselben. Die Bewegung der Fliis-
sigkeit in diesem Momente ist dann durch die Formel:

gegeben, wo a der Radius der Kugel und R = |z,2 + w,2 + w52 ist. Wir
% an der Oberfliche der Kugel und finden:
i SR LU
dn a?

Nach unseren Annahmen ist U > 0. Wir haben dann:
ds,
dn

je nachdem z; = 0. Der Fehler der Theorie der idealen Fliissigkeiten

ist nach unserem jetzigen Standpunkte der, daB nach ihr an der Riick-
seite des Korpers, d. h. fiir #; < 0, die nicht zulissige Ungleichung
duy,

—— > 0 bestehen soll.
dn

berechnen

S0,

§ 26. Neue Methode
zur Behandlung des stationiren Falles,

A. Zweidimensionaler Fall.

26 1. Der Grenziibergang bei geradliniger Begrenzung.

Die am meisten befriedigende Methode den Grenziibergang zu ver-
schwindender Zihigkeit auszufiihren, wiirde darin bestehen, zuerst das
Randwertproblem bei endlichem, nicht verschwindendem p zu lésen
und dann den Grenziibergang x — 0 zu vollziehen. Dieser Weg ist in
dem allgemeinen Falle noch nicht gangbar. Dagegen kann man fiir
einen Bereich mit einer geradlinigen — bzw. im dreidimensionalen
Falle, ebenen — Begrenzung die Gleichungen:
mit vorgeschriebenen Werten der u; an der Grenze, auch wenn p > 0ist,
exaktlésen und dann den Grenziibergang u—0in dieserLosung ausfiihren.
Die Resultate, welche man in dieser Weise erhilt, stimmen mit den oben
abgeleiteten vollstindig {iberein. Sie gestatten uns aber, wie wir spiter
sehen werden, einenSchritt weiter zu gehen, als unsere bis jetzt erhaltenen
Ergebnisse erlauben. Wir wollen deshalb diese Resultate hier mitteilen.
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Wir betrachten zuerst den zweidimensionalen Fall und wihlen
die gerade Grenzlinie zu unserer z,-Achse. Wir miissen dann die Be-
wegungsgleichungen der Fliissigkeit in der allgemeinen Form:

au, __Oq du; g

schreiben. Wir suchen eine fiir #; > 0 giiltige Losung dieses Systemes.
Die Nebenbedingungen seien fiir x> 0: fiir 2; = 0: u; = V;(z,); in
unendlicher Ferne: u; = 0.

Die Losung dieser Aufgabe und der Grenziibergang p — 0 ergibt:

wenn U; > 0 ist:

a(pv _ a(p
- dz;’ g=10U; 0z’
Po = %fvl (&) logrdé, (2)
1'2=$12+(_1;2-—§)2’ Tzo;
wenn U1 < 0 ist:
: I Us+ (2 — U
T =
ul:;(ﬁ;ZTT]ﬁI[Vﬂf)Ug—Vz(g)Ul] 1Us+ .rzz Uy
U
"—"_‘I—U—ld§+
—&— 2
U,
U U 7
bl oG
g 0 ( §U U
“me CAGIAR AT A bl e LA E
U
— 2 7 dE4
Ty — _ﬁ:%
U U "

+W Uity ( L_':xl)J"Usz(xz_"ﬁfw:l),

=2 f [V, () Uy— V(&) U,] ‘%}é de.
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Wenn wir mit einem Strich iiber einer Funktion von z,, «, an-

deuten, dall darin z; mit z; — g x, vertauscht werden soll, kénnen
1
wir die Gleichungen (3) auch in der Form:
_0m_Op g
0 T ox; d
6%
g=0U; Fro

(3"

+ =
1
LT/ ffﬁ_fivl(é) U2_Va(§)U1]]| U, log r —
£ i

— U, arctg Esz dé

1

schreiben.

26 2. Ansatz zur Liosung des allgemeinen Problems.

Die Formeln (2), (3) geben die Losung der allgemeinen Randwert-
aufgabe des Systemes (1) bei p =0 fiir den Fall, daB} die Grenz-
kurve S des ,,Korpers*“ eine gerade Linie ist. Wir sehen aus diesen
Formeln, dal in diesem Falle die %; aus Elementen zusammengesetzt
sind, welche je von einem Elemente der geradlinigen Grenzkurve ab-
héngen. Es liegt nahe, anzunehmen, dafl auch im allgemeinen Falle,
d. h. wenn die Grenzkurve nicht geradlinig ist, die w; sich durch
Ausdriicke darstellen lassen, welche aus Elementen zusammengesetzt
sind, welche in derselben Weise von je einem Elemente der Grenz-
kurve S abhingen. Die Verfolgung dieses Gedankens fithrt zu dem
folgenden Ansatz zur Losung des Problemes:

in B,:

fz Ha= £ 4s, +

d
+ f RO — Ema(®) — (@ — E)m ()] %5,

Sp

B ¢ (4)
fﬁ(£ 5o ds; +

+— f w (&) (@, — &) ny (&) + (@ — &y)ns(8)] %Sf—;
Sh
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in Bﬂ:
-1 f HGE ds —
d
e f (6 D=3 [ — Em(8) + (o — Sy (8] S5 +
-‘*'1"(3:2): (5)

- fz(s — g4, +

ds-
4 ;Sf (&) — E)my(8) + @ — EJmy (5] 5
h

&,, &, sind hier die Koordinaten eines Punktes auf dem Elemente ds:
von §. n(§) ist die im Punkte &, &, nach auBen gezogene Normale
der Kurve S von der Linge 1. B,, B;, S,, S, haben dieselbe Bedeu-
tung wie im vorigen Paragraphen. i(£), u(£), »(£) sind Funktionen
von &, &, welche aus den Randbedingungen: u, = U;n; an S,; %,
= U,, u, =0 an S, bestimmt werden miissen. » hat die Bedeutung

V(xx — 5+ (g —

26 3. Zuriickfiihrung der Randbedingungen auf eine
Fredholmsche Integralgleichung.

Die Randbedingungen:
u,=U;n, an 8,, u, =0 an 8,

ergeben unter Benutzung bekannter Eigenschaften des logarithmischen
Potentiales, wenn der Punkt P’ mit den Koordinaten z,”, z,” auf S
liegt: wenn P’ auf S, liegt:

)+ L (1@ e — tam@) + @ — Eoma@n S+
S‘,

+ f p (&) (@) — &) [m () mg (&) + ma(@)m ()] — ©)

— (@) — &) [y (@) ny (&) — my( ’)"2(5)]} =Uyn,
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wenn P’ auf S; liegt:
52

p@) + f W% Bran

+o fu@)[ — Eam® + @ — EamE] S0 [ O

r —l(v"" — &P+ (= — &),

Die Gleichungen (6), (7) lassen sich als eine Fredholmsche Inte-
gralgleichung auffassen. Der Kern derselben ist iiberall endlich, wenn
die Randkurve eine iiberall stetige Tangente und eine iiberall endliche
Kriimmung hat. Er ist als Funktion der beiden Punkte z,’, z,’ und
&/, &' stetig, so lange diese beiden Punkte nicht die Grenzpunkte
der beiden Bereiche S, und S, iiberschreiten. Dagegen macht der Kern
im allgemeinen einen endlichen Sprung, wenn einer der beiden Punkte
durch einen der beiden Grenzpunkte zwischen S, und S, passiert. Das
System (6), (7) kann unter diesen Umstéinden offenbar mittels der
Fredholmschen Methode behandelt werden.

Nachdem (&) und g (&) bestimmt sind, erhilt man »(z,) aus der
Bedingung u, = U, an 8,. Sie ergibt:

dSE =

v(z,)=U —ufi E)
(8)

o d
L _?: [(ar’ — ) (6) + (@ — &)y (6)]

Man hat hier rechts #,” als Funktion von ,” aufzufassen. Die Be-
ziehung zwischen ihnen wird durch die Gleichung des Kurvenstiickes
Sy gegeben. Man erhiilt so » in seiner Abhingigkeit von z,’ oder all-
gemeiner von z,.

26 4. Nachweis, dafl die erhaltene Lisung dieselbe Gestalt hat
wie die in den Paragraphen 23 und 25 gewonnene Losung.

Wir haben im §23 8. 227 und 228 die Losung eines speziellen
Falles des hier behandelten Problems in der Form:
in B,:
_od g0
“’_ax,-’ g9=0 19z,
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in B;:
04 (GA) . 04
1= 9 55;}“}“3;': 9—9U15;1a
44 =0

gefunden. In § 25 (12), (13) und (14) haben wir die Losung eines all-
gemeineren Problemes, das unsere jetzige Aufgabe als speziellen Fall
enthiilt, in einer ihnlichen Form dargestellt. Es ist unter diesen Um-
stinden von Interesse zu sehen, ob die jetzt gefundene Lésung auch
in dieser Form dargestellt werden kann. Man sieht nun leicht, daB
dies in der Tat der Fall ist. Wir definieren durch die Formel:

1
9=~ [1(8) log ras, +
Sﬂ'

—ﬁu(a

eine Funktion von 2, z,. Sie ist eine auBerhalb der Kurve S
iiberall regulire Losung der Laplaceschen Gleichung:

A =0.

Sie ist nicht eindeutig. Vielmehr wiichst der Betrag von ¢ um:

2 [ w(@m (S,
Sh

)1 no(&) log » + n, (&) arctg —m—?- ds: (9)

wenn der Punkt #,, #, in positiver Richtung die Kurve S umkreist.
@ verschwindet in unendlicher Ferne nicht, sondern nimmt im allge-
meinen dort einen dem absoluten Betrage nach unendlich groBen Wert
an. Dagegen sind die Ableitungen g—f, g;i auberhalb der Kurve 8
1 2

iiberall endliche, eindeutige und stetige Losungen der Laplaceschen
Gleichung. Auch verschwinden sie in unendlicher Ferne.

Wir wollen zeigen, da man die durch (4) und (5) gegebene Lo-
sung unseres Problemes durch die Funktion ¢ ausdriicken kann. Mit
Hilfe der Beziehungen:

0. 9 —&H_m—&
7z, log r = T arctg — ka

d _ 0 ﬂ’z—fzﬂw2“§2
05 8 T T 0 T T A

sieht man in der Tat sofort, daB die Formeln (4) sich in der Form:
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in B,:

° i

L= axf

schreiben lassen. Der zugehdrige Wert von ¢ ist:

09
g=eliqzn
In die erste Gleichung (5) fithren wir den Wert (8) von »(z,) ein.
Wir erhalten so:
in Bf, :

Eds—l—

1 f (s){"’l T (o — Em() + (5 — Ena(] o —

— B8 [y — &Iy (8) + (@ — EImy @) |dse + Uy
wr. — 52 r

Hier ist @’ = z,. @, z,’ ist der Punkt der Riickseite, S, in welcher

diese von einer mit der z,-Achse parallelen, durch den Punkt «,, z, ge-

zogenen (eraden getroffen wird. Unser Ausdruck fiir %, 1iBt sich unter

diesen Umstiinden auch in der folgenden Form schreiben:

E

dss +

S5 f k(8 { (e — malE) — (@ — Eama (8)] 5 —
Sh

— [(&y" — &)y (8) — (2" — &) ny(8)] ,}:}'z} ds; + U,.

Wir sehen hieraus, dafl in B,:

_de (0¢) :
dm, day +4
Ein Blick auf die zweite Gleichung (5) zeigt, daBl in B, auch:
99
e 63:2

Fiir ¢ erhilt man wieder den Wert:

g=0U, 3
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Wir haben also, zusammenfassend :

in B,: '
_J¢ de
u;p—d_xiy q= U1 ‘a‘z_l: (10)
in B},f
B BE (8(;)) _de B de
=g T g'xzh'i‘ Uy, Y2 = 9, 9—‘9U13‘a3;'

Die Randbedingungen, welchen die Funktion ¢ geniigt, sind durch
(6) und (7) S. 267 u. 268 gegeben. Die erste Gleichung driickt aus, dal
auf S,:

do
=% =U,. (11)

Die Gleichung (7) driickt aus, daB auf S,:

O
= ] Jhie
iy 0 (11%%)
ist. Diese Gleichung kénnen wir aber in einer anderen Form
schreiben.
Wir konnen die Gleichung (11%#) als die Gleichung der Kurve S,
auffassen. Fiir die Normale dieser Kurve folgt dann:
P g
P T COS NTy — P cos nax, = 0.
Wenn nun, wie wir vorausgesetzt haben, auf S,:

#o Py _,
dz,® ' 0x,®

ist, so folgt:
2 2
e 8
dz,2 C° "0 " da, 0z,

auf S;. Also:

cos nxy, =0

gt R (12)

auf S,.

Die Gleichungen (10), (11), (12) zeigen, daBl die in diesem Para-
graphen gefundenen Ergebnisse vollstindig mit den in den Para-
graphen 23 und 25 gefundenen iibereinstimmen. Aber offenbar gehen
die hier gefundenen Resultate iiber die frither gefundenen hinaus. Wir
sehen aus der Definitionsgleichung (9) von ¢ und aus den Gleichun-
gen (10), daB die Unterscheidung zwischen ¢, und g¢;, welche wir im
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Paragraph 25 machen muBten, im zweidimensionalen Falle iiberfliissig
ist. Die Definitionsgleichung von ¢ zeigt ferner, wie sich diese Funk-
tion in unendlicher Ferne verhilt. Auch geht die Vieldeutigkeit der
Funktion ¢ unmittelbar aus dieser Gleichung hervor. Diese Viel-
deutigkeit hat einen sehr einfachen Sinn. Sie zeigt, daB die Fliissig-
keit um den Kérper zirkulieren mufBl. Unsere Formeln bestitigen
mit anderen Worten die zuerst von Lanchester aufgestellte Hypo-
these, daBl, wenn ein Korper sich in einer reibungslosen Fliissig-
keit bewegt, diese im allgemeinen um den Korper zirkulieren muB.
Und schlieBlich sind wir ja durch die Fredholmsche Theorie im-
stande, die Funktion ¢ explizit zu berechnen und also das ganze
Problem definitiv zu losen.

B. Dreidimensionaler Fall.

26 5. Der Grenziibergang bei ebener Begrenzung.

Im dreidimensionalen Falle legen wir zuniichst die z,z3-Ebene in
die Grenzebene. Die Fliissigkeit mége den Halbraum z, > 0 erfiillen.
Unsere Aufgabe ist, das System:

duy du; "
_QUka =—pdy, "aE;T=° (G=1,23) (13)

mit den Nebenbedingungen: fiir #;, = 0: w; = V;(w,, z5), in unendlicher
Ferne: u; = 0 zu losen und dann den Grenziibergang x — 0 auszu-
fithren. Auch hier miissen wir uns damit begniigen, das Ergebnis dieser
Untersuchung mitzuteilen. Wir setzen, um es in einigermaflen ein-
facher Form schreiben zu konnen:

Ud=0% (U=0); U;=eqU; oV,— V=W,
qVy—a, V=W =22+ (5,— &) + (25— &) = (75— &)
(&, = 0). Ein Strich iiber einer Funktion von #,, «,, z, soll bedeuten,

daB z; darin mit z; — %wl vertauscht werden soll. Wir haben dann:

fiir U; > 0:

1 d&,dé (14
ffmz,sa Ptk
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fir U, < 0:

_ 9% _ O ( as)

i—a? B—wf+v’ 2 —1“71: xa*azlv
ad

(15)

log {r + aj(2; — &)} d&;d¢;

ff[ =i,

ff(agz aalgs)l"g{”ra;( — &) d&,dE;.

Man kann aus den Formeln (14), (15) folgendes ablesen. Wenn U,
> 0 ist, so ist die Bewegung eine reine Potentialbewegung. Von den
Grenzbedingungen u; = ¥V, an der Ebene ; = 0 ist nur eine, U = Vi
erfilllt. Wenn dagegen U, < 0 ist, so ist die Bewegung aus einer Po-
tentialbewegung und einer den Gleichungen:

d u;

a:!';‘]g

U, =0

geniigenden Wirbelbewegung zusammengesetzt. Die Grenzbedingungen
=V; an der Ebene 2, = 0 sind alle erfiillt. Unser Satz, daf} eine

Fliissigkeit bei verschwindender Zihigkeit an der Vorderseite eines

Korpers gleitet und an der Riickseite desselben haftet, findet auch

in diesen Ergebnissen eine Bestiitigung.

26 6. Ansatz zur Losung des allgemeinen Problems.

Wir legen die z;-Achse zur Geschwindigkeit des Korpers parallel.

Unser System von Differentialgleichungen hat dann die Form:
Ou; aq du; §

Wir stellen uns die Aufgabe, dieses System an der Grenze p = 0 fiir
den Fall zu losen, daB u,, u,, u, auf einer geschlossenen Fliche S die
Werte U, U, =0, U; = 0 annehmen und, so lange u > 0 ist, in un-
endlicher Ferne verschwinden. Die Formeln (14), (15) legen es nahe,
die Loésung dieser Aufgabe durch den Ansatz:

in B,:

-—QU

oD 0D

ui:c'Tx;" g=0U, 92,

18 Oseen, Hydrodynamik
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in B;:
00 (a@) Id
R dz;  \dz, +0Ui g=el dx,’
B 1 P(E)dSE (17)

—fN(é) log (r + 2, — &) dS,

zu versuchen. Die Funktionen P und N sind dabei aus den Rand-
bedingungen zu bestimmen.

26 7. Nachweis, dal der Ansatz sich auf die aus § 23 und § 25
bekannte Form zuriickfiihren lift.

Die Funktion:
log (r + 2, — &)
geniigt in dem Bereich, wo r 4 z; — & > 0 ist, der Laplaceschen

Gleichung:
dlog(r+z —§&)=0.

Die Funktion @ in (17) ist infolgedessen in B, eine Losung der La-
placeschen Gleichung. Dagegen geniigt @ in B, wie wir aus der For-
mel (25) S. 226 ersehen konnen, der Gleichung:

N(z)
49 =3 ezl a

Die Gleichung (18) zeigt, daB der Ansatz (17) nicht die Form hat,
welche wir nach den in § 23, Formeln (27) 8. 227 und im § 25, For-
meln (12), (13), (14) 8. 257 gewonnenen Ergebnissen fiir die Lo-
sung unseres Problems zu erwarten haben. Sie zeigt aber auch, da8
wir unseren Ansatz (17) leicht auf jene Form bringen kénnen. Die
rechte Seite von (18) héngt nur von z,, =, ab. Wir kénnen infolge-
dessen eine nur von z,, z, abhingige Funktion, y(z,, z;), bilden, die
in B; der Gleichung:

Py Py
dnt T omE = AP (19)
geniigt. Wenn wir dann:
in B,:
D= Pos
in Bh:
P—yp=qn

setzen, so geniigen ¢, und ¢, der Laplaceschen Gleichung, und wir
haben:
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in B,: ]
@, 0@,
U= q)_, g=0U, 7
dz; Oz (20)
in By: 5 5 .
. P : 29
6:.':, (62:1);1—’_ U'“ 7= UI 6.-"'.;

Die Funktion y ist durch die Gleichung (20) noch nicht bestimmt.
Wir kénnen noch vorschreiben, daB der Wert von » am Rande des
Existenzbereiches, d. h. auf der zylindrischen Grenzfliche Z, zwischen
B, und B, eine beliebige stetige Funktion von z,, , sein soll. Wenn
wir inshesondere vorschreiben, dafl am Rande v = 0 sein soll, so wer-
den @, und ¢, auf Z stetig ineinander iibergehen. Dagegen wird im

allgemeinen auf Z die Beziehung:

dg, _ don
dﬂz dﬂz

nicht bestehen. Diese Krgebnisse stimmen mit den in § 25 gefundenen
vollstindig iiberein.

26 8. Die Randbedingungen.

Wir kénnen jetzt die Gleichungen aufstellen, die zur Bestimmung
von P und N in (17) dienen miissen. Die Bedingung, dafi die Fliissig-
keit in der Grenze g = 0 lings der Vorderseite S, gleiten soll, ergibt:

auf S,:

dd
e U,=U,cosnz,,
also:

P(“H"—fP(f)d — a8 +
1 d
+ ﬂ([N(&)d—mlog (r + 2 — &)d8: = U,. (21)
“h

Die Kontinuititsbedingung:

9w _

Bw,- o
auf den Bereich B, angewandt, ergibt andererseits, wie wir aus § 25
S. 262 sehen konnen:

auf Sy d gy d dd

In 90, dn dm

18*
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also: i i @ i
N(w)+ﬁf ©) g 3, 7 95+

S
: (22)

+3 fN(s)— ZdS;=0.

Die Gleichungen (21) und (22) kénnen als eine lineare Integral-
gleichung aufgefalit werden. Singulér ist diese Integralgleichung nicht
nur wegen des Verhaltens der Kerne im Punkte z; = &;, sondern auch
besonders dadurch, dall, wenn der Punkt =z, #,,z; zu der Randkurve
8y gehort, welche die Grenze zwischen S, und S, ist, das Integral:

d 0 1
fP adﬂzaml Ol

keinen Sinn hat, wenn iiber P (&) nichts als Stetigkeit vorausgesetzt
wird. Doch liBt sich die Integralgleichung durch Iteration auf eine
regulire Form bringen.

26 9. Nachweis, daB die Potentialfunktion ¢ im rotations-
symmetrischen Falle aulerhalb des Korpers reguliir ist.

Wir kehren zu den Gleichungen (17) zuriick und wenden die
Kontinuititsbedingung:
Oy
ox; -

auf den Bereich B; an. Wir erhalten:

im0 208

0$2 63’;‘2 6$3 aw3 h

Wir integrieren diese Gleichung iiber einen gegen die z,-Achse
senkrechten, die Fliche S nicht schneidenden Querschnitt @ des
Bereiches B;. Wir erhalten:

3 (00
f f ABdz,dz, = Qf [a% (a%);r - 6% Jdmzdzs

f[(a_%) cos (ny@,) + (gz) cos(nzws)| ds :f (g%)hd,g.

s ist hier die Randkurve von Q. n; ist die Normale des Zylinders Z.
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(5n.),

der Grenzwert, welchem sich die normale Ableitung von @ auf S,
néhert, wenn der Aufpunkt sich der Grenzkurve s, nihert. Anderer-
seits folgt aus dem Ausdruck (17) von @, daB die normale Ableitung
von @ auf S stetig ist. Daraus folgt, daB:

&
dﬂz h
do

haben muB. Folglich:

Nun ist offenbar:

den Wert:

ffA Ddzydz, = 0 (23)
Q
Die Bezichung (23) ist die Bedingung dafiir, da die Gleichung
(19) eine Losung besitzt, welche am Rande, d. h. auf der zylindri-
schen Grenzfliche Z zwischen B, und B;, der Bedingung:

dy

; 0 (24)
geniigt. Statt der Bedingung y = 0 an Z konnen wir also der Funk-
tion ¢ die Bedingung (24) an Z vorschreiben. Da y durch diese Be-
dingung nur bis auf eine Konstante bestimmt ist, so kdnnen wir
auBerdem vorschreiben, daB y in einem bestimmten Punkte von Z
verschwindet.

Wir betrachten jetzt den Fall, dall der Kérper Rotationssymmetrie
um eine mit der Bewegungsrichtung parallele Gerade hat. Wir setzen
iiberdies voraus, daf die Fliche Z aus einer einzigen, zylindrischen
Fliche besteht. Wir bestimmen unsere Losung y der Gleichung (19)
durch die Bedingung (24) und die Forderung, daB y in einem gewissen
Punkte von Z verschwinden soll. Aus der Symmetrie des Problems
folgt, dal 9 nur von der Entfernung des Aufpunktes von der Sym-
metrieachse des Korpers abhiingen kann. Wenn ¢ in einem Punkte
von Z verschwindet, mufl dann iiberall auf Z:

Ilfj — 0
sein. In diesem Falle besteht auf Z sowohl die Beziehung:

Pe = Pn
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wie die Beziehung:

dp, _

dny dng
Nach einem bekannten Satze der Potentialtheorie folgt aus diesen
Beziehungen, dafl alle Ableitungen von ¢, an der Grenzfliche Z die-
selben Werte annehmen, wie die entsprechenden Ableitungen von g.
¢n kann als die Fortsetzung der innerhalb von B, definierten Funk-
tion ¢, in B, aufgefat werden. ¢, und ¢, bilden eine einzige
Funktion.

Dall es im zweidimensionalen Falle ebenfalls iiberfliissig ist, zwi-

schen den Funktionen ¢, und @; zu unterscheiden, haben wir oben
gesehen.

2610. Vereinfachung der Randbedingungen im rotations-
symmetrischen Falle.

Die Verwandtschaft zwischen dem zweidimensionalen und dem
rotationssymmetrischen dreidimensionalen Falle tritt auch in anderer
Weise zutage. Wir haben oben gesehen, daf die allgemeine Bedingung

auf S;: i g
=0

dn 0z,

im zweidimensionalen Falle in der einfachen Form:

o9

oz, "
geschrieben werden kann. Prof. Zeilon hat gezeigt, daB, wenn
Va2 + z.2 = R gesetzt wird, im rotationssymmetrischen dreidimen-
sionalen Falle dieselbe Bedingung in der Form:

L

oR
geschrieben werden kann. Um diesen Satz zu beweisen, gehen wir

von den Formeln (20) aus. Sie zeigen sofort, daB die Kontinuitits-
bedingung im Bereiche Bj in der Form:

0 (09) , 2 (0%) _
dz, 0_2:2,,4_63:3 0, ;._0
geschrieben werden kann. Nun kann aber ¢ nur von z; und R ab-
hiingen. Wir haben infolgedessen, wenn auf S, z; = o(R) ist:
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0 ) @ d (de d (0¢
;— (3?5_) + 0z, (aw;,) - dz, (3?2)% =o(®) 13 S (3_“33):; =o(®) -
1[0 [5 09 do(R) _
E ﬁ[ ﬁ] L = a(R) (axl OR )r. = a(R) dR
1 d de
. &l
Folglich: d iy
dR [R (6‘R)x,5a(m] =1
und also:

de C
(6%) 7 @)

wo C eine Konstante ist. Nach unseren Annahmen mul} ¢ auf S,

eine stetige und stetig differenzierbare Funktion sein. Auf der Kurve,

welche S, von 8, scheidet, muB nach unseren obigen Ergebnissen

(vgl. Nr. 9 oben):

9% _ o

R

sein. Es folgt hieraus und aus (25) daB iiberall auf Sj:
a_'f —0

oR

sein muB.

26 11. Zusammenfassung.

In diesem Paragraphen sind fiir den stationdren Fall die friiher
erhaltenen Ergebnisse mittels einer neuen Methode wiedergefunden
worden. Dabei hat es sich gezeigt, daB fiir das ebene Problem und
fiir das rotationssymmetrische dreidimensionale Problem die Potential-
funktion ¢, auf deren Bestimmung die Losung des Problems zuriick-
gefithrt werden kann, iiberall auflerhalb des Korpers regulir ist, so
dall die Unterscheidung zwischen den Funktionen ¢, und g, iiber-
flissig wird. Die Randbedingungen, welche ¢ zu erfiillen hat, sind,
wenn die Bewegung des Korpers in der Richtung der z;-Achse ge-
schieht, im zweidimensionalen Falle:

an S,: do
ﬂ: Uﬂ:
an Sh: aq)

0.
dz, :
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im rotationssymmetrischen, dreidimensionalen Falle, wenn die ;-Achse

die Symmetrieachse ist und wenn Jz,2 + @,2 = R gesetzt wird:
an S,:

an S,v;:

Die Bestimmung von ¢ ist im zweidimensionalen Falle auf eine regu-
lire Fredholmsche Integralgleichung zuriickgefiihrt worden. Auch im
allgemeinen dreidimensionalen Falle ist das Problem auf eine Fred-
holmsche Integralgleichung reduziert worden. Sie ist singuldr, kann
aber durch Iterationen in eine regulire Fredholmsche Integralglei-
chung iibergefithrt werden.

§ 27. Losung der potentialtheoretischen Randwert-
aufgabe, zu welcher die stationiire Bewegung in der
Ebene Anlafl gibt.

271. Lisung eines potentialtheoretischen Problems
nach Hilbert.

Nach den Ergebnissen des § 26 konnen wir die potentialtheoretische
Randwertaufgabe, zu welcher die stationire Bewegung im zweidimen-
sionalen Falle Anlaf} gibt, mit Hilfe der Fredholmschen Determinanten
lésen. Die Losung, welche wir in dieser Weise erhalten, hat aber eine
so komplizierte Form, daf sie keine Aussagen iiber die Dinge erlaubt,
die uns am meisten interessieren, den Widerstand und die Druckver-
teilung auf den Kérper. Wir miissen uns deshalb nach einer einfacheren
Methode zur Lésung unseres Problems umsehen. Zum Gliick gibt es
eine solche.

In seinen Grundziigen einer allgemeinen Theorie der linearen In-
tegralgleichungen 16st Hilbert* u. a. das folgende Problem: Eine
innerhalb einer geschlossenen Kurve C mit stetig sich #indernder Tan-
gente und von der Gesamtbogenlinge / reguliire analytische Funktion
der komplexen Verinderlichen z = = + 1y:

H2) = u(z, y) + iv(z, y)

* D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei-
chungen, Kap. X, 8. 82. Leipzig 1912.
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zu finden, deren Real- und Imaginérteil w(s) bzw. v(s) auf C der
linearen Relation:
a(s)u(s) + b(s)v(s) +e(s) =0

geniigen; dabei sind a(s), b(s), c(s) als stetig differenzierbare Funk-
tionen der Bogenlinge s mit der Periode ! — die ersteren beiden
a(s), b(s) ohne gemeinsame Nullstelle — gegeben.

Hilbert 16st dieses Problem in der folgenden Weise. Er bezeichnet
mit 2niz die Anderung, die log (a(s) 4 ¢b(s)) beim positiven Umlauf
lings der geschlossenen Kurve C erfihrt. Durch den Imaginirteil
von log (a(s) + ¢b(s), d. h. durch den Ausdruck:

b(s)

arctg a00)
wird dann eine reelle Funktion auf C' dargestellt, die von s stetig
abhingt mit Ausnahme eines Punktes, etwa des Punktes s = 0, wo
ein Sprung ihrer Werte um 2nx stattfindet. Mittels der bekannten
Randwertaufgabe in der Theorie des logarithmischen Potentials kann
man nun eine analytische Funktion F(z) bestimmen, die sich inner-
halb der Kurve C' wie eine ganze Funktion verhilt und deren Ima-
giniirteil die Randwerte arctg z—((% besitzt. Wird dann:

G(2) =" = Uz, y) + iV (=, y)
gesetzt, wihrend: .
U(s) + 1V (s)

die Randwerte dieser Funktion G(z) bezeichnen, so erkennen wir auf
der Kurve C die Ubereinstimmung der Imaginirteile von:

log (U(s) +tV(s)) und log (a(s) + ib(s)),
d. h. es ist auf der Kurve C:
a(s)V(s) —b(s)U(s) = 0.
Endlich konstruieren wir eine analytische Funktion f*(z), die inner-

halb €' den Charakter einer ganzen Funktion hat und deren Realteil
auf C die Randwerte:

e(s)U(s) e(s)V (s)

Ta@)(Us?E VR b(s)(Us?E+ VisP)

besitzt; dann ist:

1(z) = G(2)/*(2)

eine analytische Funktion, die das vorgelegte Problem lést.
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Die gefundene Funktion f(z) hat innerhalb C den Charakter einer
ganzen Funktion; sie besitzt jedoch, wenn n negativ ausfillt, auf C
im Punkte s = 0 einen Pol — 2n-ter Ordnung.

27 2. Unterschied unserer hydrodynamischen Randwert-
aufgabe von der Hilbertschen.

Unser Problem ist nicht mit dem von Hilbert behandelten iden-
tisch, es ist aber damit eng verwandt. Um dies einzusehen, bezeich-
nen wir mit @(z) eine analytische Funktion der komplexen Verinder-
lichen z; 4 iw, =z, deren Realteil die durch die Gleichung (26, 9)
S. 269 definierte Funktion ¢ ist. Wir setzen:

dg g

"= oz, %= 0z,
und haben dann:
d®(z)
Tdz
v; und — o, sind also Real- und Imaginiirteil einer auBerhalb der
Kurve S reguliren und im unendlich fernen Punkte verschwindenden
analytischen Funktion der komplexen Verinderlichen z = &, + iz,.
Wenn wir die Werte von v, und », auf der Kurve S mit v, (s) und v,(s)
bezeichnen, so geniigen sie nach 8. 271 (11) und (11%) den Bedingungen:

auf S,:

Uy — 0y =

v;(8) cos (n@,) + v,(8) cos (nz,) = U, cos (nz,);

auf Sy: 0o — 0
2'_‘ .

Diese Bedingungen konnen in der Form:

a(s)vy(8) + b(8)vy(s) = cy(s)
geschrieben werden. Dabei ist:
auf S,:
a(s) = cos (nz,), b(s) = cos(nx,), ¢(s)= U, cos(nz,);
put £y a(s) =0, b(s)=1, c(s)=0.

Der Unterschied von dem Hilbertschen Probleme besteht einmal
darin, da} die Funktion b(s) nicht wie bei Hilbert durchweg stetig
ist. Mindestens in einem der Grenzpunkte zwischen S, und S, macht
b(s) einen endlichen Sprung, von — 1 nach + 1. Andererseits ver-
langen wir von der gesuchten analytischen Funktion v, — i, mehr
als Hilbert, indem in unserem Probleme diese Funktion im unendlich



273. Konforme Abbildung des Bereiches auf dasAuBere einesKreises 283

fernen Punkte verschwinden muB. Wir werden unten sehen, daB
die Unstetigkeit von b(s) die Anwendung der Hilbertschen Methode
nicht hindert und daB die Bedingung »; — ¢v, = 0 im unendlich fer-
nen Punkte aus den unendlich vielen Losungen des Hilbertschen Pro-
blemes eine auswihlt, welche allein fiir die Hydrodynamik Bedeu-
tung hat.

273. Konforme Abbildung des Bereiches anf das AuBere
eines Kreises.

Durch eine konforme Abbildung konnen wir den Bereich B, + B;,
das heillt die ganze @, x,-Ebene mit Ausnahme des von der Kurve S
eingeschlossenen Teiles auf den Bereich |z | > 1 abbilden. Der Kurve S
wird dann der Kreis |2 |=1 entsprechen. Wenn S eine einzige zusam-
menhéngende Vorderseite S, besitzt, kénnen wir es so einrichten, daB
die beiden Grenzpunkte zwischen S, und S, auf die beiden Punkte
z= - 1 abgebildet werden. Durch diese Transformation wird unsere
Aufgabe in die folgende iibergefiihrt. Man soll eine auBerhalb des
Kreises | z|= 1 regulire analytische Funktion W = v, — 4v, bestimmen,
welche in einem Punkte z,(| z,2 | > 1) verschwindet und welche auf dem
Kreise|z|=1 den Bedingungen geniigt:

fiir:
2 <6 +—, (6=arctgi:-j-):
a(0)v;(8) + b(0)vy(0) = ¢(0),
A E1 4 3z
g s0=s3
vy(6) = 0.

Wir erreichen eine kleine Vereinfachung unserer Formel, wenn wir
statt W (z) die Funktion: W®(z) = ¢ W (z) betrachten. Wir setzen:
WD(2) = 0, (x,, 2,) + 10,0 (z,, x,) und erhalten fiir die Werte von
0, und v,® auf dem Kreise |z |=1: »,0)(0), v,(6) die Bedingung:

a,(0)v,®(6) — b, (0) 2, (6) = ¢(6). (1)
Dabei ist: a,(6) = b(6), b, (6)=—a(f) und also, wenn § <0< —3;

=1 b =0 ¢=0. (2)
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27 4. Ansatz zur Losung der Randwertaufgabe fiir den Kreis
mit Hilfe des Poissonschen Integrales.

Wir betrachten jetzt die auf dem Kreise |2 |= 1, kurz dem Kreise C,
erklirte, rein imaginire Funktion:

1 a(0)+ib,(0)
log & (8) —iby (6) (3)

Wir wollen eine aullerhalb des Kreises regulire analytische Funktion
konstruieren, deren imaginirer Teil dieselben Werte wie jene Funktion
annimmt, Wir bestimmen zu diesem Zwecke zunéchst eine auBlerhalb
des Kreises regulire Potentialfunktion, welche auf der Kreisperipherie
die Werte (3) annimmt. Eine solche Funktion erhilt man bekanntlich
durch das Poissonsche Integral* in der Form:

1 f]'; G0+ i) (2= 1)dy
8 a,(0') — ib,(0) ©F— 27 cos (0 — 0) + 1°

wobei . . .
z2=2, +igy=1ré%alsoy, =rcos b, z,=reind

gesetzt worden ist. Nun ist, wenn e'% =2’ gesetzt wird:

a4 1—1r2
2 —2rcos(§—0")+1

der reelle Teil von:
o ( 1 1 )
et(;l P | £,
#—z 22

Also ist, wenn die Integration in positiver Richtung lings des Kreises C
gefithrt wird:

3 a (6%) +iby(0") [ 1 1
w(z) Eﬁ a; 6%) — iby(6") (z’ —z Zz) i (4)

eine aullerhalb dieses Kreises regulire analytische Funktion, deren
imaginiirer Teil auf dem Kreise die Werte (3) annimmt.

Der reelle Teil von w(z) nimmt auf dem Kreise C' den Wert:

1 @ (@) +iby@) 1, ,
w () = fl B @ g O — 08 (5)

an. Man hat dabei rechts den Cauchyschen Hauptwert zu nehmen.
* Man vergleiche betreffend das Poissonsche Integral etwa Picard, Traité d’Ana-

lyse T. IT oder Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften, II C 3 Lichten-
stein S. 220 ff.
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27 5. Herstellung einer Lisung der Randwertaufgabe
im Falle ¢ = 0 auf dem ganzen Kreise.

Wir bilden jetzt die Funktion:
G (2) = v, (6)

Sie ist auBerhalb des Kreises C regulir und nimmt auf dem Kreise die

Werte: )
]/al(e) —5,0) ) _ a,(0) —15,(0) @
a,(6) + 1b,(6) Va0 + by (6)
an. Die Wurzel rechts wird hier positiv genommen. Die Exponential-
funktion ist reell und positiv. Wenn wir jetat:
16 (2) = 0,Q (@, 7y) + 10, (24, Tp)
setzen, so haben wir auf dem Kreise (':
b
- %6) e®,  p,0(0) = —L e (0)
Va, 0)? + b, (6) Vay (6)* + b (6)*
a;(0)0,(0) — b, ()2, (0) = 0. (M

Wir konnen diese Tatsache so ausdriicken, dall die Funktion G (2)
eine Nullésung unseres Problems ist.

v, (6)

Folglich:

27 6. Herstellung einer Lisung der Randwertaufgabe
im Falle ¢ = Ua.

Inden Anwendungen, mit welchen wir uns spiter be-
schiftigen werden, tritt insofern eine Vereinfachung auf,
als stets ¢(0) = U,a(f) ist. In diesem Falle erfiillt, wie man
sofort verifizieren kann, die analytische und im Unend-
lichen regulire Funktion W® =4¢U; die Randbedingung (1)
S.283. Ehe wir nun weiter gehen, empfiehlt es sich des all-
gemeinen Interesses wegen in der folgenden Nummer eine
spezielle Losung fiir den allgemeinen Fall herzustellen.

27 7. Herstellung einer Losung der allgemeinen Randwert-
aufgabe.
Wir bilden dazu die analytische Funktion f*(z), welche auBerhalb
des Kreises C regulir ist und deren Realteil auf C' die Werte:
c(0)v, @ (6)
by (0) (v,9(6)* + v,9(0))
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annimmt. Wir haben:

1 ¢(6")9,@(6") 1 1 )
* — T —_— o
MO ==z J by (0) 0@ OF + 0, Q0 P) e —z 22 -
_— i 76(6’)__ ____ g—w(6) 1 _ _1_) dzl (8)
1) 3 Val (3’)2 + bl(ﬁ’)z I 22’

Wir setzen jetzt:

= e(6")e—w@ 11
W0 A (0] = ewmj 1(2' : Vag (6 + b, (0')2 \&' — 2 27
Auf dem Kreise C haben wir dann:
WO —=5,0(0) + iv,0(6) =
a,(0) — by (6) £0(6) (c(ﬁ)e—wcm ¥ z'P),
Va2 + b2 Ya,? + b2

wo P der Cauchysche Hauptwert von:

c(@)e—w® 1
cot (0" — 6)de’
fl/ﬂq @ + b,(6° 3! )

)dz’. 9)

und also eine positive Grofe ist. Wir haben also:
a,(0)c(6) b, (0) P

a* + b Yo + b2
by(@)e®) , a(O)P
a® +b,® Ya.2 + b,
ay (0)9,®(6) — by (0)%,(6) = ¢ (0). (10)

Die Funktion W® ist also bis auf die Bedingung W@ (z,)= 0, die im
allgemeinen nicht erfiillt ist, eine Losung unseres Problems.

5J.u) 0) =

ev (&)’

5,0 (0) = — ev(0),

Folglich:

27 8. Herstellung der allgemeinen Nullosung.
Untersuchung der singuliiren Stellen auf dem Kreise C.

Um eine Lésung unseres Problems zu erhalten, haben wir zu W®
eine zweckmifig gewiihlte Nullosung, d. h. eine der Annahme c(6)
= 0 entsprechende, aber nicht die Bedingung W®(z;) = 0 erfiillende
Losung unseres Problemes hinzuzufiigen. Nun haben wir oben gesehen,

_— iG(z) = iev(®

eine solche Nullosung ist. Eine neue Nullosung kann man offenbar in
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der Weise bilden, daBl man ¢G(z) mit einer beliebigen, fiir 2| > 1 re-
guliren, analytischen Funktion von z multipliziert, die auf dem Kreise
C reelle Werte annimmt. Die GroBe:

nimmt auf dem Kreise C reelle Werte an. Dem Bereiche |z|>1 ent-
spricht in der {; {,-Ebene ({ = {; + i{,) die Halbebene ¢, > 0, dem
Kreise |z | =1 die reelle {;-Achse. Fiir unseren Zweck ist also eine
beliebige, in der Halbebene {, > 0 reguléire, analytische Funktion von
¢ verwendbar, die auf der reellen {,-Achse reelle Werte annimmt. Eine
solche Funktion ist aber nach einem bekannten Satze der Funktionen-
theorie auch in der Halbebene {, < 0 regulir. Sie kann also nur auf
der reellen {,-Achse Singularititen haben. Nun miissen wir aber von
unserer Funktion g (z) verlangen, dal:

g(z)er®
auf dem Kreise C' regulir ist. Die entsprechende Funktion von ¢ darf
also nur in einem solchen Punkte auf der {,-Achse singulir sein, dem
ein Punkt z auf dem Kreise C entspricht, wo e*@ = ( ist. Wir werden
so zu der Frage gefiihrt, wie sich die Funktion () am Kreise C verhilt.

Wir hatten nach (5) S. 284:
1 [ a(0) +iby)  0—6

w(f) = ———%0 log — ay (6) — 15, () cot — 2— ag’.

Da nach (2) S. 283 b,(6") = 0, wenn 2= oz ist, so konnen wir

diese Formel auch in der Form: L
+&
_ 1 a (9’) + %bl () "

|y

schreiben. Wir hatten:
a,(0) =b(0), b,(0) =— a(0).
Wir haben folglich:

1 a(0) +ib@) _ 1, a@) +ib®) _
2 18, @) — b, @) — 2 Ba(@) — ab(ﬁ y T o 5 log (—1) = -
b(o ’)

=1 arctg (6‘) - (1 + 2n),
wo arctg b(0') zwischen — = und + % genommen wird und wo n
a(0") 2 2

irgendeine nicht-negative, ganze Zahl ist,
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Aus (12) folgt:

]/?_1_(_6.’)_:?}’1@ L T
a, (0) + b, (0) :
_ a(0) — ib(0") e?%"(wsn)
a(6°)% + b (6")?
el ay (6") — 25, (6") "%(14-2:1)
Val 0) +b,2 (6"
Nun haben wir aber oben:
Val (0) — iby(6") _ a,(6") — by (6")
ay(0) + b, (0)  Ya, (0) + b, (6)2
gesetzt. Wenn wir die Quadratwurzeln gleicher Groflen iiberall mit

denselben Vorzeichen nehmen wollen, so folgt, dal wir der ganzen

Zahl n die Bedingung:

—in
Fgatem_
auferlegen miissen. Sie ist erfiillt, wenn wir links das untere Vorzeichen
wiihlen und # eine gerade Zahl ist oder wenn wir das obere Vorzeichen
wiihlen und dabei n eine ungerade Zahl ist. Wir withlen das untere
Vorzeichen und setzen n = 0. Wir setzen also:

a, (6") + iby (07) b (6’) i

1
— lop Xt 1IN S bl bis
5 18, @ — b, @) T ®a@) 2 (12%)

und haben also:

w(f) = (1 arct b_(l.'?_)_*)

a(f)
+ stetige Funktion von 6‘.
Wir haben:
cotef_ﬁ— 4 (21 i 6’_6‘)
9 e 'E'B—, 0g | sin -—'—2—-—- .
Folglich:
L b(6) 1) (9 n)} .
w(f) = (f arctg (6) 5 log | cot 5 + T -+ stet. Funktion
und also: 3 St i
6 m\="® @ = .
e*®) = | cot (*2— + I)I - stet. Funktion.

Der letzte Faktor hat iiberall auf dem Kreise C' einen von Null ver-
schiedenen Wert.
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Unser Ausdruck fiir e*@ zeigt sofort, dall diese Funktion fiir #

g, arctg 6((6)) = g einen endlichen, von Null verschiedenen Wert
hat und daB sie fir 6 = — ir-, arctg —— 0 . % in derselben Weise

2
wie 0 4 §~ oder z 4+ ¢ verschwindet.

ad) ~ 2

27 9. Losung des Problems.

Wir kehren zur Funktion ¢(z) zuriick. Wir sahen, dafl diese Funk-
tion nur in solchen Punkten des Kreises C' singulér sein darf, wo e“(®
verschwindet. Wir wissen jetzt, dal} es nur einen solchen Punkt gibt,
den Punkt z = — ¢ oder { = w. In diesem Punkt darf ¢(2), als Funk-
tion von { aufgefallt, von erster Ordnung unendlich werden. Wir
schlieen hieraus, daf ¢(z) notwendig die Form:

z—1
241
haben muli, wo %k, und k, reelle Konstanten sind. Diese Konstanten
miissen so bestimmt werden, dal}:

WO(2) = WOE) 4 e (k, +iky = :)
im Punkte z, verschwindet. Da z, aullerhalb des Kreises C liegt und
nur fiir Punkte dieses Kreises die Determinante des aus dieser Be-
ziehung hervorgehenden Gleichungssystems fiir &, und %k, verschwin-
det, so sehen wir, dafl %; und %, durch diese Bedingung eindeutig be-
stimmt sind. Es gibt eine und nur eine Losung fiir unser hydrodyna-
misches Problem.

Gehen wir wieder zur urspriinglichen z-Ebene zuriick, so folgt aus
unserer Formel fiir W(}), daB diese Funktion sich fiir groe z-Werte wie

iU, é_:_”f
4

kl + ":k2

verhiilt, wo 4 und B reelle, im allgemeinen nicht verschwindende
Grofen sind. Die Funktion W = v, (2, 2,) — iv,(z,, @,) verhilt sich

also fiir groe Werte von V22 + 2,2 = r wie:

U, 4—1iB _ UlAml-—— BmE;— i(dzy+ Bay)
2 z,2 4+ z,°
Wenn wir »; und v, als die Geschwindigkeitskomponenten einer
Stromung auffassen, so besteht diese Stromung aus einem radialen

Ausflu vom Korper mit der Geschwindigkeit:

19 Oseen, Hydrodynamik



290 §27. Losung der potentialtheoretischen Randwertaufgabe

AU,

=3
und einer Zirkulation in positiver Richtung um den Kérper mit der
Geschwindigkeit: BU,

T

27 10. Zusammenfassung.

Das Problem, zu welchem die stationiire Bewegung eines Korpers
in einer Fliissigkeit im zweidimensionalen Falle in erster Niaherung
und bei u — 0 fithrt, wurde im vorigen Paragraphen auf die Be-
stimmung einer Potentialfunktion, ¢, zuriickgefithrt. Wenn man statt
@ die Ableitungen: b by
b Ul
betrachtet, so kann man das Problem in folgender Weise formulieren.
Man soll zwei aullerhalb der Grenzkurve S des Korpers zweimal stetig
differenzierbare und im Unendlichen verschwindende Funktionen v,
und v,, von x; und @, bestimmen, welche auBerhalb von S den Glei-
chungen: .

Av, =0, Av,= 0, L

Uy

a% _ 0%,
oz, Oz
und auf S folgenden Bedingungen geniigen:
auf der Vorderseite von S, d. h. auf S,:
COS M Ty * ¥y + COSN Ty + ¥y = COSNTy - Uy
auf der Riickseite von S, d. h. auf S;:
v, = 0.

0

Um dieses Problem zu lésen, kann man folgendermaBen verfahren.
Man setzt =, + 12, = z und bildet durch die Transformation z = f(2’)
(2’ = x,’ + i2,’) das AuBere der Kurve S auf das AuBere des Kreises
|z| =1 konform ab. »; und v, befriedigen als Funktionen von z,’,

z,’ die Gleichungen:

doywil, Jms=t, 0% _ g

dz,' 0z
und man kann es so einrichten, daBl die Randbedingungen, welche
sich auf den Kreis |2’| =1 bezichen, die Form:

av, + bvy, = ¢ = U, a

. @ n ’
annehmen. Dabei soll fiir — 7< 0’ < —2—(z’ =¢'el?, 1" =1):a = cosnz,,
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b = cosnz, sein. Dagegen soll fiir g Sl L 32_:: ta=0,b=1 gein.

Die Funktionen »;, und v, miissen iiberdies in dem Punkte z, ver-
schwinden, der dem Punkt z = « entspricht.

Man bildet nun die Funktion:
[
w(z') = = %(arctg a6~ dz*, (13)

wo die Integration in positiver Richtung lings des Kreises |z*| =1

gefiihrt werden soll und wo arctg — zwischen — g— und + genom-

men wird. Man bildet ferner die Fuuktlon

(&) = Uy + ek, + ik, e e

Man bestimmt k; und %, so, dall W (z,’) = 0 ausfillt. Man kehrt dann
zu den urspriinglichen Verinderlichen zuriick und driickt also W als
Funktion von z aus. Wenn man dann z = z, + 12, setzt und W in

der Form: .
W = (2, @) — 1v,(2;, )

darstellt, wo »; und v, reelle GroBen sind, so geben diese Funktionen
v;, ¥, die Losung des Problems.

§ 28. Die Druckverteilung und der Widerstand bei
zweidimensionalen hydrodynamischen Problemen.
281. Einleitung. Ist der Druck bei p — 0 iiberall stetig?

Wir haben nach den Formeln (10) im § 26:
in B,:

_Op 09? o
%= 52, ¢=eU,7z - (1=12)
in B;,I
_9¢ (aw) ; _O¢
u1-6$1 0z, + e “2”3?2’
I
g =elig
Unter ¢ haben wir die GroBe:

P+ o
verstanden. Wir haben also:

d 1
p=0U, 5’% =g o (uy® + uy?).
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Da u, beim Passieren der zylindrischen Grenzfliche zwischen B,
und B, einen endlichen Sprung macht, so mull ebenfalls p beim Pas-
sieren dieser Fliche eine Unstetigkeit aufweisen. Dies Ergebnis kann
befremdend erscheinen. Man darf aber nicht vergessen, daf} die in der
Theorie der idealen Fliissigkeiten iibliche Annahme, daf der Druck
in einer bewegten Fliissigkeit eine stetige Funktion der Raumkoordi-
naten ist, auf der stillschweigend gemachten Annahme beruht, daf3
die Groflen u A wu; beim Grenziibergange p — 0 iiberall in der Fliissig-
keit, also auch in den Diskontinuitétsflichen, gegen Null konvergieren.
DaB es im mathematischen Sinne nicht selbstversténdlich ist, daB p
bei u — 0 iiberall stetig ausfallen wird, zeigt das System:

0u; au)A dp
Q(W“L“"a_z, =~ g + nduy,
duj
oz~

das sich nur durch Vertauschen der Indizes § und % an einer Stelle
von dem System der hydrodynamischen Gleichungen unterscheidet.
Dies ist ja gerade das System, fiir welches wir den Grenziibergang
ausgefiihrt haben und bei welchem wir bei g — 0 den Druck unstetig
gefunden haben. Es zeigt, daB bei Differentialgleichungen von
demselben Typus wie die hydrodynamischen Differentialgleichungen
bei dem Grenziibergang zu verschwindendem x im allgemeinen der
Druck unstetig ausfillt und daB} also, wenn sich die hydrodynamischen
Differentialgleichungen anders verhalten, es sich dabei, mathematisch
gesprochen, um eine Ausnahme handeln muf.

Ubrigens darf natiirlich nicht vergessen werden, daB unsere Lo-
sung nur eine erste Niaherung darstellt*.

28 2. Zerlegung des Druckes in zwei Teile.

Wir setzen:
dp 1 1
U, -+ — = pv? = p U v, — = p(v,2 4+ v,%) = p".
1331 9@ g et )Y) =p

Dabei soll, wie im vorigen Paragraphen:
_ 99 _O¢

vl —A E] @2 S

dx, dz,

* Auch durch die Ausfithrungen von Prof. Zeilon, welche im Anhange mitge-
teilt werden, wird die Frage von der Stetigkeit des Druckes bei g =0 nicht in ab-
strakt mathematischem Sinne entschieden.



283. Berechnung des Widerstandes 293

sein. Wir haben dann an S,: p =’ und an S, weil dort u;> = U,? ist:

atp 1 A | "
P—9U1a—xl—'2—9U1 =p'+p”,

WO
P’ = — }o(Us2— v, —v,?).

28 2. Berechnung des Widerstandes.

Um die Resultierende der auf den Korper ausgeiibten Druckkrifte
zu berechnen, betrachten wir zunichst:

—fp'cos (nz,)ds = — ép'dxz,
8 8

wo die Integration im letzten Integral in positiver Richtung um S
herum gefithrt werden soll. Um das Integral auszuwerten, addieren wir:

—J=—0p 9501(1:11513:2 — vydzy).
Wir erhalten: ;
— é?”dmz —J=—p § Uyv,dz,— 4o 95[(”12_ 0,%)dzy — 20, v,d ],
§ 5 8

Das letzte Glied ist der reelle Teil von:

g 2
59‘4; W2dz,
S
wo W = v, — iv, eine aullerhalb von 8 reguliire analytische Funktion

von z = ¥, + 1%, ist, welche in unendlicher Ferne von derselben Ord-
nung klein wie 1/z ist. Wir sehen hieraus, daB:

lo % W2dz = 0.
Folglich: ’

Nun ist, wenn wir:
dz, = ds cos (nz,), dz, =— ds cos(nz,), (ds > 0)
setzen:
J = gfvl(vl COS (&) + vy CO8 (nTy))ds = gfvl g—%ds.
§ . &
An der Vorderseite S, haben wir: %g = U, cos (nz,) und an der Riick-
seite S;: v, = 0. Also:
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- #;p’da;2 =— gUlfvlda:2 + o | v,2dz,.
S 3]‘

Sh

Wir haben andererseits:
"f’r””d% - %Qf(Uf — 02 — v?)dzy, = Mﬂ U2 — v,?)dz,.
Sy Sy Sy

Folglich:
= f’pd% = #510'6% =t f pidmy = te f (Uy— vy)*day.
8 8 Sy Sy

Auf 8; hat dz, = ds cos (nz,) einen negativen Wert. Die Kompo-
nente der Resultierenden der Druckkrifte in der Richtung der Be-
wegung des Korpers ist also stets negativ. Der Korper hat daher stets
einen Widerstand zu iiberwinden. Wir setzen diesen Widerstand
=poU*R,, wo R, der Widerstandskoeffizient ist, und haben dann:

Widerstand = o Uy?R, = — 40 [(U; — v,)*da. (1)
Sh
Wir konnen dieser Formel eine anschauliche Deutung geben. Wir
haben in B;: 9 9
o A
U= 0z, (3x1),.+ “n
Nun verschwindet g—: in unendlicher Entfernung vom Korper. Wir
haben also in weit enltfernten Punkten von B;:
3?0) _
U= (o), =
de\ . .. de w . 5
wo (| wie frither den Wert von " auf der Riickseite des Kérpers
aﬂ?] h 03;1

bedeutet. Wir kénnen unsere Formel deshalb auch in der Form:
eU,*R, = %‘9f“12dx2

schreiben, wo die Integration jetzt iiber einen weit entfernten Quer-
schnitt des Wirbelschwanzes gefiihrt werden soll und dabei dz, > 0
angenommen werden soll. Diese Formel sagt aus:

Der Widerstand in der Richtung der Bewegung ist
gleich der kinetischen Energie, welche der Wirbelschwanz
pro Lingeneinheit transportiert.
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28 4. Berechnung des Druckes senkrecht zur
Bewegungsrichtung.

Wir berechnen jetzt die zur Bewegungsrichtung senkrechte z,-
Komponente der Resultierenden der Druckkrifte.
Wir setzen:

e %”z(”zdml — 0,d2,) = J,
S
und haben dann:

—f’p’ cos (ny)ds + J; = ?p’dml +J,=
8 S
=oU, §”1d$1 — 4o §[(‘U12"‘ 0%)dz) + 20,0,d7,] =
S 8

=oU, §U1d$1 — 0. Realteil von éwadz =oU, §91d951-
& 5

Wir haben: i
Jy=— Qf”za%ds
8

. d
und, weil an S,: R_% = U, cos (nz,), an S,: v, = 0:

T U15£v2dx2.
S

Folglich:
—fp’cos (nw,)ds = 9U19§(v1dx1 + vodx,) =0 Ulﬁdgo.
8 8

Statt der Kurve S konnen wir, wie die letzte Formel zeigt, eine be-
liebige, S einmal umlaufende, geschlossene Kurve zum Integrations-
weg benutzen. Wir wihlen dazu einen Kreis um den Anfangspunkt
mit sehr groBem Radius. Nun kann man, wie wir am Schlufl des
letzten Paragraphen gesehen haben, fiir groBes r (= Jz,% + z,2) v, und
v, durch Ausdriicke von der Form:
Az, — Baz,
mlz N :1;22 ?
darstellen. Wir erhalten demnach:

—fp’cos (nzy)ds = 2xBo U2
§

Az, + Bz,
xli e 9322

v, =U, v,= U,

Setzt man also den Druck senkrecht zur Bewegung, d. h. die Trag-
kraft = p U;2R,, so erhilt man also schlieBlich:
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oU32R,= —ffpcos(nma) ds =—fp’cos(ﬂ z,)ds —fp”cos(n:cz) ds=
& § Sp
2 2 2 (2)
=2nBoU*— %QI(DH — v daz,.
Sh

Das erste Glied unseres Ausdruckes fiir pU,2R, hiingt nur von der Zirku-
lation der Fliissigkeit um den Kérper beider Stromung v,, v, ab. Es kann
als ein Zirkulationsglied bezeichnet werden. Das zweite Glied hingt von
dem Unterdruck in der Fliissigkeit hinter dem Korper ab und kann als
eine Saugwirkung des Wirbelschwanzes auf den Korper gedeutet werden.

28 5. Zusammenfassung.

Nachdem man mittels der in § 27 dargelegten Methode die Funk-
tionen », und v, berechnet hat, erhilt man aus den Formeln:

QU R, =— 4o [(U,— v,)da,
Sh
U Ry = 2aBoU*— 4o [(Uy— v?)da,
Sp

den Widerstand o U,?R; und die Tragkraft pU,®R,. In diesen For-
meln soll die Integration in positiver Richtung um den Kérper gefiihrt
werden. Im ersten Integral ist also dx, stets < 0. B hat die angegebene
Bedeutung. B ist also ein MaB der Zirkulation um den Kérper.

§ 29. Das Problem des Kreiszylinders.

291. Bericht iiber die Methode von Prof. Burgers.
Prof. Burgers in Delft hat im Jahre 1921 den aus unserer Theorie
hervorgehenden Widerstand gegen einen Zylinder mit kreisférmigem
Querschnitt berechnet, der sich mit konstanter, sehr grofer Geschwin-
digkeit in einer reibungslosen Fliissigkeit bewegt. DieMethode von Prof.
Burgers bestand darin, daf} er fiir die Potentialfunktion den Ansatz:

=

A, cos nb

= 4,1 — E s =
@ 0 ng - nrt

z, =rcosfl, x,=—7rsinf
1 2

machte und mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die end-
lich vielen Koeffizienten 4., 4,,..., 4y so bestimmte, da die Rand-
bedingungen:
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dp

%-—ﬁ Un anS,,
42
62:2 =0 anSA

moglichst genau erfiillt wurden. Obwohl diese Methode ein sehr
groBes Interesse besitzt, wollen wir doch, nachdem durch Prof. Zeilon
eine exakte Losung des Problems gewonnen ist, von einem genaueren
Bericht iiber die Untersuchung von Prof. Burgers absehen und statt
dessen die in den zwei vorhergehenden Paragraphen dargelegte Me-
thode benutzen.

292. Berechnung der Funktion w (2).

Wir betrachten einen Kreiszylinder, dessen Radius den Wert R
haben mége. Um die in § 27 (vgl. besonders die Zusammenfassung
8. 290!) entwickelte Methode benutzen zu konnen, setzen wir:

g = 0= 6.

also: »’

2
R 2

R"
Wir haben auf S,: @ = cos 0, b = sin 9( <0<+ ) Folglich:

mm:wgpg.@f;)*l? %OM* g

Wir berechnen den reellen und den imaginiiren Teil der Funktion w auf
dem Kreise C, d. h. fiir ' = 1, r = R. Der reelle Teil hat den Wert:

1%
w(b) = 5 (e* -2~)cot%(a*_e)da*=
_’; 3
16 1\ .1
e T SR (% __ %
_ 2(3 2)f:ot2(a 6)d6* + 2
e @)
+_.

1 1
- —nf(a*— 6) cot (6% — 0) d0* =

- (e )aleos(g+ )|+ 1G4 5) +1(5 - 3)
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{ ist hier die durch die Gleichung:

£
(&) = %f&cot §d¢ (3)

definierte Funktion.
Der imaginére Teil von w(z’) nimmt nach der Definition von

w(z) (§ 274 8. 284) auf dem Kreise C' den Wert:

1. ay(8)+ iby(0) 6) =
— g8 By — w0 = (a'“"tg (e) E)

an. Wir haben also auf dem Kreise ¢, wenn: — E <0< g:
imaginarer Teil von w(z’) = — ¢ (6 - %), (4)
wenn: — < 0 L
imaginérer Teil von w(z’)= 0. (5)

Betreffend die Funktion e kénnen wir hieraus schlielen, daB
sie auf dem Kreise C(|2’| =1, |z| = R) die folgenden Werte an-

nimmt, wenn: — g <0< E:
te—10 ¢ (9 (6)
wenn: =~ <0 <3:z -
‘g g
ev(6), (7)

293. Liosung des Problems.

Um unser Problem zu lésen, d. h. um die beiden Funktionen:
dg _dg

0z’ i 0z,

zu bestimmen, haben wir nach § 27, Zusammenfassung (S. 290),
in dem Ausdruck:

e fp) 27 Ve w(z’)( )
W (') W(R) U,+e k+zkz+z

die beiden reellen Konstanten k, und %, so zu bestimmen, daB in
dem Punkte z,’, der dem Punkte z = o entspricht, W(z’) = 0 aus-
fallt. Nun ist offenbar in diesem Falle zo" = . Wir haben:

+3

- 1 o )dz*_ 2 ( ) .7
wiw)=— g [ ("= 5) S = — ga (" F) a0 = L.
?

T
o= .
¢ 2

"=

lvlrl
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Zur Bestimmung von &, und k, erhalten wir also die Gleichung:
i

U+ e ® (b + iky)=0.

Sie ergibt: i

ky+iky=—"Use ¢

Ui U
Ve Ve

Wir haben also:

W(H) WE)=U { e;(_ﬂ(l—i::—'_'__:)] (8)

Um v, und v, zu erhalten, geniigt es, W(z’) in einen reellen und

d. h.:
ky=+

einen rein imagindren Teil zu zerlegen und dann z,’ mlti , &y mib

%— zu vertauschen. Wir haben mit anderen Worten:

vy (24, @) — 109(2y, 3) = W(2').

29 4. Verhalten der Losung in unendlicher Ferne.

Besonderes Interesse hat, wie wir oben gesehen haben, das Ver-
halten der Funktion W in unendlicher Ferne. Wir wollen deshalb
dieses Verhalten untersuchen. Wir erhalten aus (1) fiir groBe |z|-Werte:

i
w(z’) = w(}z—z) L. - R (6*-— —) (cos 6% + isin 0%)dO* =

4 Tz

Die Formel (8) ergibt unter diesen Umsténden fiir grofles |z |:

(x — 2)RU,
nz ’

W(z) - (9)

Wir sehen aus (9), daB beim Kreiszylinder die S. 289 definierte
GroBe B = 0 ist und also keine Zirkulation um den Zylinder statt-
findet. Wegen der Symmetrie war dies von vornherein zu erwarten.
Wir sehen ferner, daB:

2
und also, daB der radiale AusfluB, der nach S.291 den Wert 274 U, hat,
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= 2(m— 2)RU, = 2,283RU,

ist. Prof. Burgers fand bei seiner angeniherten Losung des Problems
fiir diese GroBe den Wert 2,30RU,.

295. Werte von v, und v, auf der Oberfliche des Zylinders.
Auf der Oberfliche des Zylinders haben wir nach (8) und (6),

gr<f?<ﬂ-
W’eIlIl—2 2.

z i : .cosﬂ+isin8—@)
2 s — 2 _e@—ie [1 _ 425 _
W(R) U1!1 |/§e (1 1cosﬁ+'£sin6+'i ;
] sin (ﬁ— — E)
= U, l——l_;(sinﬂ—!—icosﬁ)e“ﬂ") 1+_2__4_ :
L m@+ﬂ
2 4 I
Wir haben also auf der Oberfliche des Zylinders, wenn
7 %

v, (0) = UI{I — %]32;?8"(9) (1 — cot (9— + f‘_))

3

2 4

v,(0) = %‘cos e ® (1 — cot (g— - 34‘))}

Wir haben dagegen, wenn r = R, % <6 < ?%ist:

W(;_e)z Ulil—%(l_cot(%—i- ’Z))}

0y(0) = W(%): U1=1—%2(1 —cot(%-—l—%))},

v,(6) = 0.

also:

29 6. Numerische Ergebnisse. Vergleich mit der Erfahrung.

Wir geben eine von Prof. Zeilon berechnete Tabelle fiir die zwei
Funktionen wieder:

[}
1(6) = %fﬂ* cot 0*d6*
0
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und:
2 + = ('t [} ) (1 8 )
0 :vr) . (G n) I | T Rald s
e el (6) — el il . 4 ' 2 4 2
cot (2 -+ 4 e cot 9 —+ i e .
Tabelle I
(@) 6 =x | @ = i
2] (=) cot(2+ 4) ew(6) e (@) Icot(2 +4) ew(6)
— 180" — 0,79 +9 0,099 2,31
— 162 —_ 0,92 18 0,198 2,07
—144 e 1,05 27 0,292 1,79
— 126 — 1,24 36 0,383 1,52
— 117 — 1,35 45 0,465 1,23
— 108 — 1,49 54 | 0,537 0,948
— 99 — 1,68 63 0,599 0,673
— 9% - 2,00 72 0,648 0,416
o~ 81 = 2,37 81 0,682 0,187
— 72 = 2,62 90 0,693 0,000
— 63 — 2,80 99 0,679 0,132
— b4 — 2,91 108 0,634 0,236
— 45 - 2,96 117 0,551 0,325
— 36 — 2,98 126 0,423 0,403
— 27 — 2,02 135 0,229 0,477
— 18 —0,198 2,85 144 — 0,538
— 9 — 0,099 2,71 162 —_ 0,667
0 0,000 2,53 180 — 0,790

Mit Hilfe der Tabelle I kann man die Werte von », und v, auf dem
Umkreise des Zylinders berechnen. Man erhilt dann p. Man hat

auf S,:
= 1 p (v, — U2 )
p=eUin—geln’+of) = — 5 =amg=+ 5 U

auf S,:
p=0Uv; — }oU

Die Tabelle II ist ebenfalls von Prof. Zeilon berechnet worden.
Sie bringt in der zweiten und dritten Kolumne die theoretisch berech-
neten Werte von »,/U; und p/p U,? auf der Oberfliche des Zylinders.
Die in der vierten und fiinften Kolumne gegebenen Werte wur-
den bei Experimenten gefunden, in denen ein Zylinder mit einem
Durchmesser von 7,5 cm einem Luftstrom ausgesetzt wurde, dessen
Geschwindigkeit in einem Experiment 25, in einem anderen 18 Me-
ter/Sekunde war.* Die Werte sind hier auf absolute Einheiten redu-
ziert. Man sieht, dall der theoretisch berechnete Druck an der Vorder-
seite des Zylinders ganz denselben allgemeinen Verlauf wie der ex-
perimentell bestimmte Druck hat und dall sogar die theoretischen

* Die experimentellen Werte sind aus Jacob, La Résistance de I'Air et I'Ex-
périence, tome 2, Paris 1921, entnommen.
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Tabelle 1T
2 ploU,? I ploU,*?
= /Uy Ple Uy Exp. U =25 { Eaxp. U =18
00 1,000 0,500 40500 | 40500
9 0,954 | 0,457 0,45 i 0,44
18 0,836 0,360 032 | 0,42
27 0,635 0,179 024 0,28
31,5 0,512 + 0,060 0,06 | 0,06
36 0,387 — 0,043 —017 | —o0,4
45 0127 | —0139 —037 | —0.20
54 —0130 | —047 —047 | —0,38
63 —0,344 — 0,635 —059 | —040
72 —0403 |  —072 —059 | —039
81 — 0,531 [ —0,605 —0,57 | —037
90 —0,416 — 0,503 —058 | —036
99 —0.275 — —047 | —o031
108 —0,216 s —0,40 —0,27
117 —0,181 — —0,33 —0,26
126 —0,159 = — =
135 — 0,144 - —021 | —o24
144 —0,131 — - | .
153 —0,126 = —024 | —o023
162 —0,120 = = i =
180 —0,117 - —022 | —o019

Werte numerisch in iiberraschend guter Ubereinstimmung mit den
experimentellen Werten sind. Man sieht auch, da8 die theoretischen
Werte am besten mit denjenigen experimentellen Werten iiberein-
stimmen, welche der groBeren Geschwindigkeit entsprechen. Auch
dies war theoretisch zu erwarten.

In Figur 1 stellt die untere, voll ausgezogene Kurve die theore-
tische Druckverteilung an der Vorderseite des Zylinders dar. Die ge-
strichelten Kurven entsprechen den beiden in Tabelle IT aufgenomme-
nen experimentellen Messungsreihen. Offenbar schlieBt sich die untere
der beiden gestrichelten Kurven, welche der Geschwindigkeit U =25m
pro Sekunde entspricht, gut an die theoretische Kurve an. Man be-
kommt aus der Figur den Eindruck, daf die beiden experimentellen
Kurven Glieder einer unendlichen Schar von Kurven sind, welche
sich bei wachsender Geschwindigkeit immer niher an die theore-
tische Kurve anschlieBen.

Die obere voll ausgezogene Kurve stellt graphisch o,/U, dar.

Mit Hilfe der Tabelle I konnen wir auch den Widerstandskoeffi-
zient R, berechnen. Das Ergebnis ist:

R, = 1,314.

Fiir einen Zylinder mit dem Querschnitt 1 ergibt dies:
R, = 0,657.
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Dieser Widerstandskoeffizient ist zu grof. Die experimentellen Be-

stimmungen ergeben etwa:
R, = 0,38.

Da der theoretische Druck an der Vorderseite des Zylinders nahe
mit dem experimentellen iibereinstimmt, so miissen wir schlieBen,
dall die theoretische Druckerniedrigung in dem Wirbelschwanze zu
groB ausfillt. Hine nihere Untersuchung bestitigt dies. Hier ist
offenbar der Punkt, wo der weitere Ausbau der Theorie einzusetzen
hat. Dies ist auch theoretisch verstindlich. Im Wirbelschwanze und
nur dort befriedigt unsere in erster Niaherung erhaltene Losung
nicht die vollstindigen Bewegungsgleichungen einer reibungslosen
Fliissigkeit.

Wie Professor Zeilon durch weitere Ausfithrung der Theorie beim
Kreiszylinder eine fast vollstindige Ubereinstimmung mit den Tat-
sachen erreicht hat, wird im Anhange gezeigt.

70
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18 36 54 72 90 708 126 44 762 780°
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§ 30. Das Problem einer diinnen Platte.

30 1. Einleitung. Konforme Abbildung.

Wir wihlen die MaBeinheiten so, dall die Breite der Platte den
Wert 2 hat. Der Neigungswinkel derselben gegen die Bewegungs-
richtung sei a. Eine mit der Bewegungsrichtung parallele, gegen die
Platte senkrechte z-Ebene (z = z; + iz,) schneide die Platte lings
der geraden Verbindungslinie zwischen den beiden Punkten 4 e«
Um unsere allgemeine Methode zur Losung dieses speziellen Pro-
blemes anzuwenden, haben wir die lings L zerschnittene z-Ebene
konform auf denjenigen Teil einer z’-Ebene abzubilden, der auBer-
halb des Kreises C, d. h. des Kreises |2’ | =1 liegt. Wenn wir die in
§ 27, Zusammenfassung, S. 290 entwickelten Formeln anwenden
wollen, miissen dabei die Punkte z = - ¢'* den Punkten 2’ = 44 ent-
sprechen. Diese Abbildung wird durch die Formel:

z
bewirkt.

30 2. Formulierung der Aufgabe.
Berechnung der Funktion ¢ (2').

Unsere Aufgabe ist, eine in der zerschnittenen z-Ebene regulire
und eindeutige, in unendlicher Ferne verschwindende Funktion
W (2) = vy (@, T) — 10,(2;, ,) zu finden, welche an der Vorderseite
der Platte der Bedingung:

v, 8ina — v,cosa = U;sina

und an der Riickseite der Bedingung:

v, =0
geniigt. Die entsprechende Aufgabe in der z’-Ebene ist eine aulerhalb
des Kreises C regulire und eindeutige, in unendlicher Ferne ver-
schwindende Funktion:

W(2') = vy(2y, 2’) — 10y(7y, @)

zu finden, welche fiir:

7 7
r=1—_<0<—

5 g (z," = r’cos 0, z,’ = r'sin ),

der Bedingung: . .
vy sina — vy, cosa = U, sing,

i1 % 3=
fiir: ¥ =1, 2<9< 3
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der Bedingung:
vi=0

geniigt. Wir sehen hieraus, dal bein; Problem der Platte:
a(@)=sna, b()=—cosa; a()=—cosa, b (0)=—sina.

Die Formel (27, 13) 8. 291 ergibt unter diesen Umstéinden:

-
n_a—xn 1 1 __(a—m) 2 —1i i(a—mn)
o /2 f(z—*ji;—_ﬂ?)dz*ﬁ .n_logz’—l—i_ 2 '
-3
Folglich:
ta ;g X .
G(z’)=e"("):z'e—i(:,i_:;) " )

Wir haben in § 27 8. 287 eine komplexe GroBe ¢ eingefiihrt. Wenn wir
sie auch jetzt benutzen wollen, miissen wir sie durch die Gleichung:
2 —1
definieren. Mit Hilfe dieser GroBe { konnen wir unser Ergebnis (2)
in der einfachen Form:
1

G(z’) = 18 C%_ (4)

schreiben.

30 3. Berechnung der Funktion 7(z). Eigenschaften.

Die Lésung unseres Problems wird nach § 27, Zusammenfassung
S. 290 durch die Funktion:

W@q=£ﬁ+w«%@+¢@%§g

gegeben. %, und %, miissen so bestimmt werden, daf in dem Punkte
zy', der dem Punkt z = o entspricht, W (2’) = 0 ausfillt. Jener Punkt
7y’ ist offenbar 2’ = . Fiir 2’ = o haben wir:

ta ixm ia

=1, e =_¢g—ta.g2 2 —g4e 2,

Zur Bestimmung der beiden reellen GroBen %, und %, erhalten wir
also die Gleichung:

fa
k,+iky=1U, €.
Sie ergibt:
a

5 k="U, cos 2.

ky = — U, sin :

20 Osgeen, Hydrodynamik
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Wir haben also:

’—
W(z') = Ul‘l — (s'm%-—icos% -:’+:)ew(t’)l =

= UI{I—e—‘“(coa;g'jr _gi_n;c;_]),. (5)

Wir haben jetzt W (z’) als Funktion von z auszudriicken. Zwischen {
und z besteht die Beziehung:

l'u]' _'Cz

Ty

Sie ergibt: o
= Ve‘“—z

= V@

Wir haben folglich:
W(z) =v,—iv,=

@ a 1

B 1' EAEY 2 \ef«+ 2z

Wir benutzen den Ausdruck (6), um das Verhalten der Funktion
W (z) bei z - o« zu untersuchen. Man findet:

W(z)—’ U]A:%B.o

Wo: i g
= 2 _-_(2_¢
A= 5 cosatsint o =3 (2 ﬂ:)cos.a, (7)
1 aY.
B_(E—;)sma. (8)

Fiir a = %haben wir nach diesen Formeln 4 = %, B = 0. Fiir kleine

a-Werte werden sowohl 4 wie B klein. Die Zirkulation hat fiir kleines a
den Wert srsin a. Dies ist die Hilfte des Wertes, den Kutta aus seiner
Theorie abgeleitet hat.

30 4. Berechnung des Widerstandes und der Tragkraft.

Um den Widerstand und die Tragkraft zu berechnen, haben wir
nach den Formeln (28,1 8. 294) und (28, 2 8. 296) die beiden Integrale:

— [0y —vifday,  [(U2—vp)da,

Sy Sp

auszuwerten. Nun haben wir auf S, nach (5), weil dort v,=0 ist:
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(Uy— )= (U, — W)2 =

2a 2a
= U,2¢—21a cos? = E" 2sin£cosﬂc7_1+ sinzﬂg?—* .
2 2 9
Wir haben auf S; ferner:
. 3 4td¢
dz, = sinae—*dz = —sina———— -
: (T+ 222

Wir bemerken, dal z* auf S; im Punkte z = —ei* den Wert — ¢ und ¢
den Wert — « annimmt. — Wir haben folglich:
sina

_f(U — v,)2da, -f(U — v dzy = U2(Jy + Iy + J3),
—sina
wo: 0 fa
J, = — sin a cos? — ¢—2ia ﬂd{
‘ 2 Er
= y
R . a & H*
JQAQSmaamEcosa-e 2 mdi,
0 3_“___1
J3 = — sin a sin? 26—3‘“ (’:E Iy 5 4.
Um J,, J,, Jg zu berechnen, betrachten wir das Integral:
e e
4L " e (9)
(€410

in dem der Integrationsweg in der Umgebung des singuléren Punktes
{=0 in der komplexen -Ebene oberhalb des singuléiren Punktes
gehen soll. Wenn wir zwei Punkte {, — {({ > 0) des Integrations-
weges miteinander vergleichen, haben wir dann:
1+£ 1+2
{=(—{)e ™, C "=—ﬂ_“‘3(—5)

Wir kinnen deshalb unser Integral (9) in der Form:

(1'—3_‘ )f(cg_i_ 1)’

schreiben. Wir konnen andererseits den Wert des Integrales (9) in
der Weise berechnen, daBl wir den Integrationsweg unbegrenzt nach

20
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oben verschieben. Dabei wird der singulire Punkt { =+ 4 iiberschrit-
ten. Wir erhalten deshalb:

e
4 I . l‘ﬁ
(Cf+ T df=—2pie? ",
Also: -
B
1+£
Tk pett
- S . 10
f(ﬁ‘“-i— 1) a sinﬁ a
Y 2
Mit Hilfe der Formel (10) erhalten wir:
in®
J,= 2a cos? %, Jy= (7w — 2a) ZIOI;:, Jy3=2(n — a) Bin"%
Folglich:
B T | cos 2(11 =
Sf(U, v, )*dz, [n (7 — 2a) i Uzt
h

Wir erhalten in #hnlicher Weise:

f(Ulz—vl2)dxz=2UIf(U1_ vl)dxz—f(Ul—vl)ﬂd%:
Sp Sp

Sp

w—2
—4nd Ul"-»«f(Ul— v,)2dz,=— (u— cosaa) Ut

Nun haben wir an S;: d:z:1 cot a dz,. Folglich:

—f(Ulz— v%)dz, = (:u:cota— — 2“) Uz
n

sina

Die Formeln (28,ji S 294), (28,3 S. 296) ergeben jetzt:

oU*R, = _i 9U1 (ﬂ—(ﬂ—2 )00382:)“
(11)
cos2a
oU, Rz—ngz(fwota—(:rzn—Q a) sma)

Die Beziehung:
R, = R, cota
driickt die Tatsache aus, daB die Kraft pU,2R,, oU,2R, die Resul-
tierende eines iiberall gegen die Platte senkrechten Druckes ist. Da-
bei ist zu bemerken, daB o U,2R, die Komponente dieser Resultie-
renden in der Richtung der negativen z,-Achse ist, dagegen o U,2R,
die Komponente in der Richtung der positiven z,-Achse.
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305. Vergleich mit der Erfahrung.

Die nachfolgende Tabelle enthélt in den vier ersten Kolumnen einige
numerische KErgebnisse, die aus den Formeln (11) erhalten worden sind.
R hat die Bedeutung: P

VR + R2.
Alle Resultate sind auf die Plattenbreite 1 reduziert, also die direkt
aus (11) hervorgehenden Werte nachtriglich mit 2 dividiert. Die
Kolumne R exp. enthilt experimentelle Werte. Sie sind den von Eiffel
fiir eine rechteckige Platte gefundenenWerte proportional, wobei:
Linge : Breite= 9

war. Die Werte von Eiffel’sind aber mit einem gemeinsamen Faktor
multipliziert, der so gewihlt ist, daB R fiir @ = 90° den Wert 0,78 be-
kommt, der nach Jacob* fiir eine unendlich lange, zur Bewegungs-
richtung senkrechte Platte der wahrscheinlich richtige Wert ist.

Tabelle I
a R, R, ] R Rexp. | R/Rexp.| R/R,, | (R/R,y,)exp.
00 0,000 0,500 0,500 (0,00) (o) — —
60 0,064 0,610 0,614 0,35 1,73 0,47 0,46
100 0,121 0,673 0,697 0,46 1,62 0,54 0,60

208 | 0,288 0,788 0,845 | 0,56 1,52 0,66 | 0,60-0,73
300 | 0,483 0,837 0,966 | 0,81 1,59 0,75 | 0,73—0,80

400 | 0,602 | 0,824 1,078 — s 0,84 0,82
450 | 0,785 | 0,785 1,112 - e =
60° | 1,047 | 0,607 1,212 | 0,73 1,66 | 0,04 0,94
700 | 1,177 | 0,172 1,252 — — - -
90° | 1,285 | 0,000 1,285 | 0,78 1,65 1,00 1,00

Wir sehen aus dieser Tabelle, daB die theoretischen R-Werte
durchweg grioBer als die experimentellen Werte sind. Wir sehen aber,
daB im Intervalle 6° < a < 90° das Verhiltnis zwischen dem theore-
tischen und dem experimentellen B-Wert annéhernd konstant ist.
Dies tritt besonders deutlich in den zwei letzten Kolumnen der Ta-
belle zutage. Besonders hervorzuheben ist die geringe Abhingigkeit
vom Neigungswinkel, welche sowohl der theoretische wie der experi-
mentelle R-Wert im Intervalle 60° < a < 90° aufweist.

Bei kleinen Neigungswinkeln (a < 6°) steht die Theorie in schrof-
fem Widerspruch mit den Tatsachen. Es ist nicht schwer, den inneren
Grund hierfiir zu finden. Im Grenzfalle a =0 wiirden nach den Ergeb-

* Jacob, La Résistance de I’Air et I’Expérience. T. I, S. 106 u. 110, T. II, Tab. 1.
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nissen, welche wir beim Grenziibergange u — 0 gefunden haben, beide
Seiten der Platte zur Vorderseite S, gehoren. Die Fliissigkeit wiirde
also an beiden Seiten der Platte gleiten und die Platte wiirde unter
diesen Umstdnden gar keine Bewegung in der Fliissigkeit hervor-
rufen. Wir wiirden also notwendig R = 0 haben. Hier aber, wo wir
zuerst bei @ > 0 den Grenziibergang y — 0 und dann den Grenziiber-
gang a — 0 ausgefiihrt haben, bekommen wir eine Bewegung, bei
welcher die Fliissigkeit immer noch an der einen Seite der Scheibe
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haftet, wiihrend sie an der anderen Seite gleitet. Dal wir unter
solchen Umstiinden Ergebnisse erhalten, die nicht mit den Tatsachen
iibereinstimmen, kann nicht Wunder nehmen. Immerhin stellen diese
Ergebnisse die Theorie vor neue und interessante Aufgaben.

Dr. Zeilon, dem wir die Theorie der Platte verdanken, hat auch
das Moment der Druckkriifte auf die Platte in bezug auf die Mittel-
linie derselben berechnet. Er hat aus seiner Formel die in der
nachfolgenden Tabelle enthaltenen theoretischen Werte berechnet.
Die experimentellen Werte sind Messungen von Eiffel entnommen.
Sie sind auf die Breite 2 reduziert. Bei diesen Messungen war
Linge : Breite = 6.

Dr. Zeilon hat auch die Druckverteilung auf beiden Seiten der
Platte untersucht. Die Ergebnisse fiir die Vorderseite der Platte sind
in Fig. 2 dargestellt.
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Tabelle IT
a= 10° 25° 40° 60° 90°
[§ 'pads] theor. 0,117 0,192 | 0,188 0,156 0
|:§ psda] exp. 0,250 0,204 0,192 0,150 0

Die voll ausgezogenen Kurven geben bei verschiedenen Neigungs-
winkeln a die theoretische Druckverteilung. Die gestrichelten Kurven
beziehen sich auf die bekannten Messungen von Eiffel. Wenn man
bedenkt, dal die Theorie ja nur eine erste Niaherung darstellt und
daf die Messungen von Eiffel sich auf Platten von endlicher Linge
beziehen, darf man wohl die Ubereinstimmung zwischen Theorie und
Erfahrung als iiberraschend gut bezeichnen.

Auf der Riickseite ist der Druck in Ubereinstimmung mit den
Tatsachen anndhernd konstant. Dagegen fillt der Unterdruck dort
zu grol} aus. Auf diesem Umstand beruht es, dal} die theoretischen
R-Werte zu grol3 ausfallen.

§31. Die kreisformige Platte und verwandte Probleme.

311. Formulierung des Problems.

Das Problem der kreisformigen Platte erheischt, wie wir schon
in § 23 gesehen haben, die Bestimmung einer auBlerhalb von der
Platte reguliren und in unendlicher Ferne verschwindenden Poten-
tialfunktion, 4, welche an der Vorderseite der Platte, etwa fiir z, =
+ 0, R=Jz2 + z,® < a der Bedingung:

04

9z, ~ U

an der Riickseite derselben, d. h. fiir #; = — 0, R < a, der Bedin-
gung A = 0 geniigt. Wenn wir diese Funktion 4 bestimmt haben,
8o haben wir:
in B,:
Up== 3 (1=1,2,3)
in By:
=%“(3_zi) £+ u=67A u=@,£.
M= gs, T 0z )ee o, Y T 02 T By
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Wir kénnen die mathematische Aufgabe, von deren Erledigung
die Losung des Problems der kreisférmigen Platte abhingt, auch in
etwas anderer Weise formulieren. Wir haben am Schlusse des ersten
Paragraphen bei der Ableitung der Gleichungen III 8. 12, die Geschwin-
digkeitskomponenten der Fliissigkeit, auf ein Koordinatensystem, in
welchem der Korper ruht, bezogen, mit #; (j =1, 2, 3) bezeichnet und
wir haben: %, = u; — U, %, = Uy, Ug= uy gesetzt. Wenn wir jetzt:

— Uz, +4=9
setzen, so ist @ eine auBerhalb der Platte regulire Potentialfunk-
tion und wir haben:

illB,: a_aqi

A " 0y’

. Id (30 00 0D (1)
= e 05) =02 B=da

Die Potentialfunktion @ muB sich in unendlicher Ferne wie:

#Ula:,_+Konst.+%+u-

(R =V, + 2, + -'”"32)

verhalten. Auf der Platte mu @ den Bedingungen:

auf S,: P
auf S:
D=0 (3)

geniigen. Wenn es also gelingt, eine Potentialfunktion @ mit diesen
Eigenschaften zu bestimmen, so ist das Problem der kreisformigen
Platte gelost. DaB dieses Problem l6sbar ist, haben wir iibrigens
schon in § 23 gesehen. Wir haben dort auch das Hilfsmittel kennen-
gelernt, das zur Losung des Problems fiihrt: die vierwertigen Poten-
tialfunktionen, deren Werte bei Umkreisung der Randkurve der
Platte permutiert werden. Es handelt sich jetzt um die explizite Aus-
fithrung des in § 23 angedeuteten Geedankens.

31 2. Einfiihrung von dipolaren Koordinaten.

Wir setzen:
asinv = - asinhyp u

— . auny Vo2 I e
P17 Goshyp u+ cosv’ B=}zt+5 coshyp u + cosv )

Wir bemerken, daB ein Punkt z,, R, fiir welchen R < a, =40
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ist, auf der Vorderseite S, der Platte liegt, ein Punkt fiir welchen
R <a, ©,= —0 ist, dagegen auf der Riickseite der Platte. — Wir
betrachten jetzt die reziproke Entfernung der Punkte z,, 2,, 2, und
atgda,0,0. Es ist:
1

V(z,— atg ta)® + 22 + "732 g
vorausgesetzt, daB die Wurzeln rechts mit solchen Vorzeichen genom-
men werden, daB sie fiir reelle Werte von z,, z,, z,, a, d. h. fiir
0<u<w, 0<v< 2, —0<a<+ o, positiv ausfallen. Wir
schlieBen aus (5), daB die Funktion:

Jcoshyp u + coswv

Ycoshyp %+ coswv
I/coéhyp % —cos (v —a)

®)

r 1
COS —

Jcoshyp u— cos (v — a)
fir alle a, als Funktion von z,, z,, z; aufgefaBt, der Laplaceschen
Gleichung geniigt.

313. Einfiihrung einer aus vierwertigen Funktionen auf-
gebauten Potentialfunktion mit Hilfe der Sommerfeldschen
Methode. Eigenschaften derselben.

Wir betrachten jetzt die Funktion:

¢1(-"*'1’ E)

~ Yeoshyp u+ cosv{f 1 da i
) }/coshyp u

8ms —cos (v —a) 4 ¢ %

1 da _;

fl/coshyp u—cos(v + a) —%
o sin & i (6)

. Jeoshyp u + cos v 1

1
8mi f]/coahyp %—cosa (sin a—v+v

() 4
1
g —m—_) da.

+

. @—Vy—

sin —2—

Wir wihlen den Integrationsweg (W) des letzten Integrals in der
folgenden Weise. Ein Zweig geht etwa vom Punkte a ={u -+ &+ icw
(¢ > 0) aus, umkreist in negativer Richtung den Punkt a = su und
kehrt ins Unendliche zuriick, etwa nach dem Punkte a =tu — & + ic0.
Ein anderer Zweig des Integrationsweges (W) ist das Spiegelbild des




314 § 31. Die kreisférmige Platte und verwandte Probleme

ersten in bezug auf den Punkt @ = 0. Wie die Integrationswege (W,)
und (W,) zu wihlen sind, damit die Beziehung (6) besteht, ist leicht
ersichtlich und hat hier keine Bedeutung*.

Wir setzen vy= 7 und wollen unter dieser Voraussetzung die
Eigenschaften der Funktion ®; untersuchen. Wir nehmen an, da8
0<v=<2n ist. In dem Bereiche des z, , z;-Raumes, wo u > 4
> 0 ist, ist dann offenbar @, eine regulire Losung der Laplaceschen
Gleichung, welche auf S,, also fiir v = 0, der Bedingung:

00, _
0 O

und auf 8;, also fiir v= 2z, der Bedingung:
Ql = 0

geniigt. Um zu untersuchen, wie sich @, verhélt, wenn u sich dem
Werte Null nihert, bemerken wir, daB, wenn |7 —v|> & > 0 ist, @,
auch in der folgenden Weise dargestellt werden kann:

—e+im +e—im
@, (z,,B)= V""”h“;:{"‘ ‘“’”[ f F(a)da+ f F(a)dal- ()
' —e—i® +etim

Wir haben hier zur Abkiirzung:

1 1 1
— = F
Yeoshyp u— cosa(sin a—’;o-i- ot sin & t;o— v) (a)

gesetzt. Die Integrationswege in (7) sollen zwei mit der imaginiren
a-Achse parallele Geraden sein. Wir sehen aus dieser Darstellung,
daB @,(z,,R) in dem Bereiche des z-Raumes, wo |7 —v|> & ist,
endlich und regulir bleibt, wenn u gegen Null konvergiert. Um
schlieflich festzustellen, wie sich @, verhilt, wenn % gegen Null
und gleichzeitig v gegen m konvergiert, das heifit, wenn der Punkt
Ty, Ty, %3 sich ins Unendliche entfernt, bemerken wir, da8, wenn
|m—wv | < e ist, rechts in (7) noch ein Glied hinzukommen muB.
Dieses Glied rithrt von dem singuliren Punkte a = m — v her, der,
wenn v den Wert = L ¢ passiert, den Integrationsweg eines der
beiden Integrale in (7) durchdringt. Das Glied hat den Wert -+ 1.
Wir haben also, wenn |7z — v | < ¢ ist:

a—v,

* Die Vierwertigkeit der einzelnen Integrale in (6) rithrt vom Nenner sin 4

— vy v n 2= P —Y
L
4 4

. a
bzw. sin her.
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—ettm +e—im
= Jeosh
ml(zl,R]=%g;’;°°”f Fla)da+ | F(a)da+1. (8)
—e—1i +e+41i

Wir sehen hieraus, daB:
(151(..":1, l_i’) -1,
wenn:
R= 12 - RE — 0o,

Man beweist in dhnlicher Weise, dal bei R — o, d. h. bei v — z:

dD, G 1 _
(aTo)v.-,? YeRhTe S ache (W Yeoshyp u —cos(ve—v)).,.-,, =

sinv zy

~ 2(coshypu + cosv) 2a

314. Liosung des Problems.
Wir schlieBen aus diesen Ergebnissen, dal der Ausdruck:

[(MUH,;Zo +1) qjl]., =9

wo A eine beliebige Konstante ist, eine Potentialfunktion definiert,
welche auBerhalb der Platte regulir ist, sich in unendlicher Ferne von
einer belanglosen Konstante abgesehen wie:

¢
C— U 124 + F + it
verhélt und auf der Platte den Bedingungen:
auf S,: @ i
dz,
auf S;:
D=0
. geniigt.

315. Das Verhalten der Losung am Rande der Scheibe.

Wir haben bis jetzt die besonderen Verhiltnisse am Rande der
Platte auBler acht gelassen. Um die Konstante 4 zu bestimmen, ist es
notwendig, auf sie Riicksicht zu nehmen. 4 so zu bestimmen, daf} die
Geschwindigkeitskomponenten, also die GréBen:

oD
7%
am Rande endlich bleiben, ist unmoglich. Dies ist aber auch nicht
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notig. Was wir verlangen miissen, ist nur, daB die Resultierende der
Druckkrifte auf die Platte einen endlichen Beitrag hat. Dafiir ist
notwendig und, wie wir unten zeigen werden, auch hinreichend, daf:

00
0z,

auf der Riickseite der Platte quadratisch integrierbar ist. Was wir

verlangen miissen, ist also, daB:

sfh f (g%)zdxzdzsg

einen endlichen Wert hat. Es 1aBt sich zeigen, daBl durch diese Be-
dingung A eindeutig bestimmt ist und daB 1 den Wert } haben muB.
Man kann ferner zeigen, dall, wenn 1 diesen Wert hat,

oD
92,
in der Nihe des Randes wie (a— I_E)_i unendlich wird und also tat-

gichlich auf S, quadratisch integrierbar ist. Auf den Beweis dieser
Siitze gehen wir nicht ein.

31 6. Berechnung des Widerstandes.
Vergleich mit der Erfahrung. Verwandte Probleme.

Um den Widerstand der Fliissigkeit gegen die kreisformige Platte
zu berechnen, wenden wir den Impulssatz an. Um die Platte mit der
Geschwindigkeit U, vorwirts zu treiben, muB auf sie eine Kraft wirken,
welche dem pro Sekunde gewonnenen Zuwachs des Impulses der ganzen
Fliissigkeit gleich ist. Der Zuwachs, den der Impuls der Flissigkeit
wihrend der Bewegung erfihrt, besteht darin, dal der Wirbelschwanz
sich verlingert hat. Offenbar ist der Impuls mit der Bewegungsrich-
tung der Platte parallel. Der Zuwachs desselben wihrend einer Se-
kunde ist deshalb:

eqffufdwzdxa,

wo wir mit @ einen Querschnitt des Wirbelschwanzes in grofer Ent-
fernung hinter der Platte bezeichnen. Wir haben deshalb auf @:

3 BA) B (aqb)
w== (gt t=(5z),
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Wenn wir mit wa?p U;2R; den Widerstand der Flusmgkelt gegen die
Platte bezeichnen, so haben wir folglich:

ﬂ.aﬁe Ulle = e!f(a—%)hdxzdﬁac
h

Das Integral, durch welches wir @, dargestellt haben, ist offen-
bar ein elliptisches Integral. Auch:

6=

liBt sich durch elliptische Integrale und zwar durch zwei (im Le-
gendreschen Sinne) ,,vollstiindige* elliptische Integrale dritter Art
ausdriicken. Wenn wir namlich zur Abkiirzung:

2a? 2

setzen und wenn wir durch die Beziehungen:

wdu _H
IWW:&”') Y
(1]

uwdu _
Vu(Ku+1) (1 — u?)

2

zwel Funktionen von K definieren, so haben wir auf S;:

o6 2 (3 % } )
a—xl—;‘;(IK H, +K*H,)-
H, und H, sind vollstindige elliptische Integrale dritter Art und
konnen deshalb durch die Legendreschen Integrale E und F aus-
gedriickt und mit Hilfe der Tabellen iiber E und F auch numerisch
berechnet werden, Dr. Zeilon hat indessen vorgezogen H, und H, neu
zu berechnen. Aus der so erhaltenen Tabelle der Werte von

00

oz,
auf S, hat Dr. Zeilon schlieBlich den Widerstand berechnet. Er findet

natoU R, = 1,179ma?o U2,
also:
R;=1,179.
Die Methoden, welche wir in diesem Paragraphen benutzt haben,

lassen sich auch in einigen anderen Fillen anwenden. So hat Dr. Zeilon
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nach diesen Methoden die Bewegung einer Halbkugel in einer Fliissig-
keit untersucht. Fiir den Widerstand fand er:

wenn die krumme Fliche vorangeht:
0,611 =a%o U,

wenn die ebene Fliche vorangeht:
0,622 wa?p U,

Die hier angegebenen Widerstinde sind, mit den experimentellen
Werten verglichen, etwa in demselben Mafle zu groB wie die Wider-
stinde, welche wir bei den zweidimensionalen Problemen gefunden
haben. Auch bei den Raumproblemen fallt also die Druckerniedrigung
im Wirbelschwanze zu groB aus. Wenn dieser Umstand nachdriick-
lich daran erinnert, daf unsere Losung des hydrodynamischen Pro-
blemes nur eine erste Niiherung darstellt, so bleibt es andererseits
sehr bemerkenswert, daB schon die Beriicksichtigung der linearen
Glieder der Bewegungsgleichungen ein sowohl bei den kleinsten wie
bei den groBten Geschwindigkeiten qualitativ richtiges Bild der Be-
wegung gibt und daB die daraus berechneten Widerstinde in dem
weiten Bereich von den kleinsten zu den groBten Geschwindigkeiten
hinsichtlich der Gré8enordnung richtig sind.



Anhang.

Zwei Vortrige von Prof. N. Zeilon,

gehalten vor dem zweiten internationalen KongreB
fiir technische Mechanik Ziirich 1926.
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Ein allgemeines hydrodynamisches
Potentialproblem.

1. Die folgende Fragestellung schlieBt sich als natiirliche Weiter-
fithrung der hydrodynamischen Theorie Oseens an. Die von einem
eingetauchten Korper in einer reibungslosen Fliissigkeit hervorgeru-
fenen Bewegungszustinde werden durch Losung der in geeigneter
Weise linearisierten Differentialgleichungen bei nachfolgendem Grenz-
iibergang g — 0 beschrieben. Unter Beschrinkung, der Einfachheit
wegen, auf zweidimensionale Bewegung, 1d8t sich der Grundgedanke
der Oseenschen Theorie folgendermalfien in verallgemeinerter Fassung
aussprechen. Man geht aus von den bekannten Gleichungen der sta-
tionéren Bewegung und nimmt an, dal durch:

U= Uy + w, v =10+ v

die gesamte Gteschwindigkeit in eine bekannte ,eingeprigte’ Stro-
mung ¥,, v, und eine noch zu bestimmende ,,Stérungsstromung* auf-
geteilt sei. Is wird angenommen, dall die quadratischen Std-

rungsglieder:
w'w, v'w (?3 o DU 6_%;’)
: 0z Oy
gegeniiber den halbquadratischen:
U, VW
vernachlissigt werden diirfen.
2. Wir beschrinken uns hier auf den einfachsten Fall, wo als

Primirstromung eine laminare Bewegung eingefiihrt worden ist.
Setzen wir also:

0y _ 0y -
uﬂ__aiyl U_“+%: A?P_'O:
so erhalten wir zunichst aus den Grundgleichungen nach Elimina-
tion von:

21 Oseen, Hydrodynamik
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g=p+ 5+ 0¥
die Gleichung:

0w 0w _ _  0v o
Q(Woﬁ‘F”oBf?}):FA’ws w=ﬁ—?3?’ (1)
die, wenn u = 0 gesetzt wird, sofort
dy dy
76" Ty
0 og| =% oder = 1y)
7" By

ergibt. Wir schlieBen somit, daf die asymptotische Losung des linea-
risierten Gleichungssystems aufler einer laminaren Stromung noch
eine turbulente Stromung enthalten kann, derart, dafl der
Wirbel auf gewissen Stromlinien der eingeprigten Stro-
mung mit konstanter Intensitét verteilt ist.

Die Bestimmung dieser Wirbelverteilung wird dadurch erleich-
tert, dal die asymptotische Behandlung der Gleichung (1) sich auf
eine schon bekannte Diskussion zuriickfithren 1aBt. Setzen wir nimlich

y = Imaginiirteil von (¢ + ip),
so erscheint es natiirlich, auf die Koordinaten @, v zu transformieren.
Setzen wir, um die Kontinuitatsgleichung zu befriedigen:

,_ 06 80
= @ ] v = + B"i ]
so ldBt sich, nach einer leichten Rechnung, die Gleichung (1) so

schreiben:
*

d i) _
(93¢+#4w.w)dz.y9: (93¢+#Aw.w)'w=0- (2)

3. Die obige Gleichung fiir w ist, von der Koordinatenwahl ab-
gesehen, mit derjenigen Gleichung identisch, deren asymptotisches
Verhalten in Oseens Theorie Wirbelbildung und Kielwasser bestimmt.
An der Grenze fiir g =0 kommt betreffs der Randbedingungen prin-
zipiell dasselbe Resultat heraus. Die Randkurve wird in zwei Be-
reiche geteilt, einer ,hydrodynamischen Vorder-¢ bzw. , Riickseite
entsprechend. An der Vorderseite (S,) gleitet die Fliissigkeit einfach

* Man vergleiche hierzu: J. Boussinesq, Journ. de Lionville (6) 1 S. 285, 1905;
ferner J. M. Burgers, K. Ak. v. Wet. te Amsterdam, Verslag d. Wis- en Natuurk.
Afdeel. D. XXIX 8. 952, 1921.
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in reiner Potentialstromung vorbei, wihrend an der Riickseite (iS;)
die Wirbelverteilung so zu bestimmen ist, daB, wenn méglich, die
Fliissigkeit daselbst am Korper haftet.

Die Herleitung dieses Resultates ist aus den Eigenschaften der
Grundlsung von (2) leicht verstéindlich. Wenn (g, v,) einen will-
kiirlichen Punkt der Randkurve bezeichnet, so wird die gesuchte
Losung w mit Hilfe der Funktion:

gc(u(w v+ flw—wa)
F(p, v, oy o) = 4512] f ula® + B2 — dadf =

— B
=¢ %7 ™EK, (e@); R=Y(g — o* + (¥ — vo)’,

wo K, eine Hankelsche Funktion von imaginéirem Argument bedeutet,
in gewohnlicher Weise durch die Greensche Formel dargestellt*. Fiir
p# — 0 findet man, daB F iiberall gegen Null konvergiert auler auf
der durch:
Y=Yo ¢— <0

definierten singuliren Kurve, wo F derart unendlich wird, dal
das Greensche Randintegral einen entsprechenden endlichen Betrag
liefert.

Durch jeden Punkt ¢, y, hat man also die betreffende Strom-
linie p = y, zu ziehen; die Gesamtheit aller Punkte der Fliissigkeit,
fiir welche ¢ < @, ist, bestimmt die Form und Ausdehnung des der
hydrodynamischen Riickseite angeschlossenen Wirbelbereiches.

Die Art des neuen potentialtheoretischen Problems ist damit auch
festgelegt. Nach dem Gesetz:

dw _d4,,0 _
B = 0; 4,,,0 = f(v),

soll auf den genannten singuliren Kurven eine Wirbelbelegung mit
zugehoriger Stréomung, d. h. die unbekannte Funktion # und die
damit verbundene Stromungsfunktion 6, so bestimmt werden, daB:

(uy + w’)cos(n, ) + (vy+ v")cos (n,y) =0 an S,;

g+ % =10v,+2 =0 an Sy;

wW=v=0 im Unendlichen.

4. Nachdem das so formulierte Potentialproblem durch eine kon-
forme Abbildung zuerst auf den Fall des Kreiszylinders zuriick-

* Vgl hierzu 8. 38.

21¢



324 Anhang

gefithrt worden ist, machen wir fiir die Losung folgenden Ansatz.
Der Wirbelbereich wird mit Wirbelfiiden von der unbekannten Stérke:

@ery) , o _ @I'(y) dedy
dy? dy?* x(2)x(z)
belegt, wo
dlg+iy) _ dlgt+iy) . _ ot %(3) — :
A Fiy) P = #(2) = Uy — Wy; %(2) = Uy + tv,.

Dabei setzen wir, was keine wesentliche Beschriinkung bedingt,
voraus, daf} im Wirbelbereich das Produkt »(z)%(z) nicht verschwindet
oder jedenfalls zu keiner gefihrlichen Singularitit AnlaB gibt.

Im Unendlichen sei ferner:
w - 2.

Wir betrachten zunichst die Stromfunktion:

dzr
0, = I'(y) "r ff("-’o"o ) 5 log Rd e, dy,,

R= V(x~mu) +(y — o),
a2l
1= d—wg
geniigt. Der Funktion 6, entspricht eine Geschwindigkeit, die aus
Wirbelelementen :

die der Bedingung:
W= A;y0; = (42 + v 4,,, 0

i 1

2m 2z — 1z,

aufgebaut ist. Wird ferner eine laminare Bewegung superponiert, in-
dem die gespiegelte Winkelfunktion:

2%(2) 1
(315

iiber dem Wirbelgebiet mit der Verteilung:
1 ) aer ( 1
#(29)%( Zg) dyy?
integriert wird, so sieht man sogleich, daf die gesamte Bewegung
eine am Kreise |z | =1 verschwindende y-Komponente der Geschwin-
digkeit ergibt.
Wird jetzt am Kreise noch die g-Komponente U% berechnet, so
liBt sich die Schwierigkeit des fiir z = z, unendlichen Kernes durch

1) afyo)dgy

Ky %o

dgydy, (
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Isolieren des singuliren Bestandteiles beseitigen. Eine Diskussion,
die ich hier iibergehe, zeigt, dall U, so geschrieben werden kann:

(:5), 1)+ [Konwttw vy = T,

K
wo f(y) auBerhalb des Wirbelgebietes (insbesondere an S,) verschwin-
det und K einen fiir = y, hochstens logarithmisch unendlichen
Kern bedeutet.
Ferner lalt sich ein ,,gemischtes Potential“ superponieren
derart, daB:

an S,:

%% -+ g cos (n,) + v, cos (n, y) = — Uy cos (n,p)
an Sy:

od

-5;1_ =)

Das Potential @, das durch die noch hinzukommende Bedingung
betreffs der Geschwindigkeitsverhiltnisse im Unendlichen eindeutig
festgelegt ist, wird an der Riickseite des Kreises eine ¢-Geschwin-
digkeit ergeben, die ihrerseits das unbekannte U, mit einem regu-
liren Kerne lings jener Riickseite integriert enthilt.

Die schlieBlich iibriggebliebene Bedingung, daB} die gesamte -
Geschwindigkeit an der Riickseite verschwinden soll, fiihrt somit die
Bestimmung der unbekannten Funktion f auf eine Fredholmsche In-
tegralgleichung zuriick, deren Kern sowohl in y wie g, quadratisch
integrierbar ist.

Das hier gefundene Resultat 1iBt sich, wie unmittelbar ersicht-
lich sein diirfte, noch auf den Fall iibertragen, dall die Geschwin-
digkeit an der Riickseite vorgeschriebene Werte annehmen soll.

5. Beispiel. Der Magnuseffekt. Es ist klar, daB die Wahl
der eingeprigten Stromung y gewissermalen willkiirlich ist und selbst-
verstindlich den natiirlichen Voraussetzungen des beziiglichen Pro-
blems gemif getroffen werden muB. Im Falle des in einem gleich-
miBigen Strome stillstehenden Zylinders fiihrte die einfachste natiir-
liche Annahme:

uy= Konst., »,=0
auf die Theorie Oseens. Als ebenso natiirlichen Ansatz nimmt man
fiir den rotierenden Zylinder am einfachsten:

9+ iy = d(a +iy) + iBlog(z + iy).



326 Anhang

Figur 1

Die Aufgabe, die Gesamtheit der Kurven p mit ¢ — ¢, < 0 an-
zugeben, ist eine rein elementare, deren Ergebnis die beigefiigte
Fig. 1 (fiir g =032 3) illustriert. Man sieht, wie der Wirbel-
bereich, der in der Oseenschen Theorie des stillstehenden Zylinders
der Strémungsrichtung parallel verliuft und geradlinig begrenzt ist,
jetzt durch die Rotation deformiert und abgelenkt erscheint.

Insbesondere bemerkt man, dal fiir groe Werte von % (=1

die untere Begrenzung des Wirbelschwanzes durch jene y-Kurve ge-
bildet wird, die durch den Doppelpunkt der Primiirstrémung, z = 0,
y = — B, hindurch geht. Die Folge davon ist, dal mit zunehmen-
der Rotationsgeschwindigkeit der Wirbelschwanz sich immer hoher
an der der Translationsstréomung zugewandten Vorderseite des
Zylinders hinaufsaugt, und daB er gleichzeitig hinter dem Kéorper
immer schmiler wird. SchlieBlich (bei g = etwa 3,6) trifft der in
der Figur gestrichelte Grenzfall ein; der ganze Wirbelschwanz ist
zu einer Art von Korona, die den Zylinder umbhiillt, zusammen-
geschrumpft.
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Figur 2

Figur 3

Figur 4

Die nach zunehmender Rotationsgeschwindigkeit geordneten Auf-
nahmen, Fig. 2—4, zeigen, dall der theoretische Ansatz jedenfalls
qualitativ sich der Erfahrung sehr gut anpalt. Es ist wohl kaum
notig, hervorzuheben, dall die ausgefithrte Berechnung nicht nur
einen Auftrieb, sondern gleichzeitig auch einen Widerstand ergeben
wiirde.
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I

Zur Berechnung des Kielwasserdruckes
in der asymptotischen Widerstandstheorie.

1. Die Losung des Oseenschen stationiren Bewegungsproblems
ergibt z. B. fiir den Kreiszylinder ein mit der Erfahrung gut iiber-
einstimmendes durchschnittliches Stromungsbild. Der Physiker wird
aber an zwei Umstinden Anstoll nehmen. Erstens fillt der Wider-
stand viel zu grol} aus, zweitens wird beim Passieren des Wirbel-
schwanzes der Druck unstetig.

Setzen wir, wie gewéhnlich:
u=u,+ v, v=1",

wo u, die konstante Stromungsgeschwindigkeit bedeutet, so folgt
aus den Grundgleichungen bei Vernachlissigung der quadratischen
Glieder, fiir u — 0, sofort:

f}=—euof@d?f,

withrend exakt:
g = efﬁ(v’dx — (W + u,) dy)

sein sollte. Die Druckbestimmung wird also fehlerhaft sein, sobald
der Ausdruck: .
j'e?) (vdo — w'dy)

bedeutende Werte annimmt. Nehmen wir besonders die Druckver-
teilung lings der Oberfliche des Zylinders, so ist dort in der Oseen-
schen Lésung entweder:

w oder o =0,

Eine unrichtige Druckberechnung wird somit hauptsiichlich dadurch
entstehen, dall das quadratische Produkt «'@ nicht iiberall ver-
nachlissigt werden kann. Dieses Produkt nimmt aber in jener L&-
sung nahe der Grenze des Wirbelgebietes grolle Werte an; insbe-
sondere wird beim Eintritt in das Wirbelgebiet w derart unendlich,
dall ¢ mit einem endlichen Betrag diskontinuierlich bis zu jenem
iibertriebenen Saugdruck herabfillt, der fiir den zu groBen Wider-
standskoeffizienten verantwortlich ist. Das fehlerhafte Schlufiresul-
tat ist eben die natiirliche Folge davon, dafl in einem kritischen
Bereich die Differentialgleichungen in allzu grober Weise verletzt
worden sind.
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2. Ein charakteristisches Ergebnis der Oseenschen Theorie ist
die Hinteilung des Kérpers in eine ,hydrodynamische Vorder-«
und ,,Riickseite“. Vieles (z. B. die experimentelle Tatsache des an
der Riickseite eines Korpers nahezu konstanten Druckes) deutet
darauf hin, daB die damit zusammenhéingenden verschiedenartigen
Grenzbedingungen (Gleiten der Fliissigkeit an der Vorderseite, Haf-
ten an der Riickseite) der Erfahrung gut entsprechen. Dal iiber-
haupt eine ,,reibungslose‘* Fliissigkeit einen Widerstand aufweisen
kann, rithrt davon her, dall an der Korperoberfliche die Reibungs-
kriifte noch bei verschwindender Viskositit eine endliche Arbeit aus-
fithren, die zum Losreilen und Transportieren von Wirbeln von der
Hinterseite nach riickwirts verbraucht wird. Da aber hinter dem
Korper die Geschwindigkeit iiberall Null sein sollte, wird der eigent-
liche Wirbeltransport nur in den ,kritischen** Ubergangspunkten
zwischen Vorder- und Riickseite stattfinden. Von diesem Gesichts-
punkte aus erscheint es natiirlich, die Druckdiskontinuitit dadurch
saufzulockern®, dal man jene Punkte als den Grenzfall von sehr
kleinen Gleitungsintervallen betrachtet. Eine derartige Vorstellung
wird im folgenden zu einer eindeutigen Festlegung des Kielwasser-
druckes benutzt.

3. Nehmen wir nun die Losung des Oseenschen Problemes als
erste Niherung des Widerstandsproblemes an, so erscheint zuniichst
der Druck (oder die Funktion ¢) als bei der gewiihlten Vereinfachung
der Bewegungsgleichungen eindeutig bestimmt. ITn der Tat ist aber
diese Bindeutigkeit gewissermallen nur scheinbar.

Denn schreiben wir:

w=1u(y) + o, v=1,
wo u, aullerhalb des Oseenschen Wirbelschwanzes gleich #, ist und
innerhalb dieses Bereiches in irgendeiner Weise von y stetig abhingt,
so konnen wir statt u, ebensogut u,(y) als eine modifizierte Primér-
stromung mit iiberlagerter Storungsstromung «, v einfithren. Wenn
aber jetzt uw'w, v’w als quadratische Glieder vernachlissigt werden,
so kommt durch Elimination von ¢ aus:

__ 99
ﬂ—-‘—axJ'}‘fl-A'u

- 0
ouy (y)w = ——ag +udo,
die Gleichung

d _
e (y) 5o = ndi (1)
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heraus, die fiir g — 0 voraussichtlich auf die fundamentale Gleichung
der Oseenschen Theorie:
ow
4y =
fithren wird. Dementsprechend wird man jetzt die in der Fliissig-
keit giiltige Beziehung:

= fog .
9+—efm(y)wdy, %ﬁo

0 (2)

finden. Damit hat man aber innerhalb des Wirbelgebietes eine ganz
verschiedene Druckbestimmung eingefiihrt, obschon das Stromungs-
bild immer durch die Gleichung (2) bestimmt wird und folglich auf
den Oseenschen Typus zuriickkommt.

4. Nach der obigen Auseinandersetzung wird man, von der Oseen-
schen Stromung ausgehend, nur dadurch zu einer bestimmten Druck-
berechnung gelangen, daBl man durch irgendeine erginzende Hy-
pothese einen geeigneten Anteil der geradlinigen turbulenten Ge-
schwindigkeit als ,,Primdrstromung® absondert. Mit Riicksicht auf
die vollstindigen Differentialgleichungen erscheint es fiir das Wider-
standsproblem natiirlich, die Auswahl so zu treffen, dall in der
Nihe des Korpers diese vollstindigen Gleichungen so gut
wie mdglich befriedigt werden, d. h., wir sollten:

Uy () = us,(¥)
setzen, wo ug, die totale Geschwindigkeit an der Korperoberfliche
bedeutet.

Da aber, bei vollstindigem Haften an der Riickseite,

Msh = ()
ist, so wiirde folgen:
dq =0, ¢ = Konst.

Der absolute Wert des Kielwasserdruckes wiirde aber immer noch
unbestimmt bleiben, weil in den kritischen Punkten als einzigem
Sitz der Wirbelablosung % = o und wg diskontinuierlich ist. Um
bestimmte Druckwerte zu erzielen, mufl man die Annahme von den
oben erwihnten, den kritischen Punkten zugeordneten Gleitungs-
intervallen zu Hilfe nehmen. Dabei wird die Oseensche Strémung
durch eine gewisse naheliegende Stromung ersetzt, bei der der Druck-
iibergang in bestimmter stetiger Weise durch die Gleitungsintervalle
hindurch erfolgt. Lalt man nachher die Ausdehnung des Gleitungs-
intervalles nach Null konvergieren, so wird es maglich, auf eine der
Oseenstromung entsprechende Druckbestimmung zu schlieflen.
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5. Gehen wir umgekehrt davon aus, es handle sich darum, eine
moglichst genaue Loésung der vollstindigen Gleichungen in der
Nihe des Korpers zu erhalten, so wiirden wir immer, bei Annahme
von sehr kleinen Gleitintervallen und vollstindigem Haften an
der iibrigen Riickseite, entweder o’ sehr klein oder = 0 haben.
Die vollstiindige Gleichung:

dw 0w _
g(u 5z + v '(3‘31'): nAw
wiirde somit, in der unmittelbaren Nihe von S, mit guter Nihe-
rung in die Gleichung

d - P
0 ts, (y) a::) =pdw (3)

iibergehen. Aus (3) folgert man aber unter allzemeinen Vorausset-

zungen, dal die lings der Korperoberfliche exakt giiltige Beziehung:
q= —yf(duda:—!— Avdy)

wirklich, fiir u — 0, die Formel:

_ g=— gjuﬁ,‘(;f/)'cﬁdy
ergibt.

6. Die explizite Durchfithrung des oben geschilderten Vorganges
kann in wenigen Worten abgefertigt werden. Die besondere Art, Gleit-
intervalle einzufiihren ist mehr oder weniger gleichgiiltig. Das unten
angefithrte Resultat bezieht sich auf folgende Anordnung. Der
Zylinderumfang wird vom vorderen Staupunkte aus in Bogenmal}

von 0 bis 27 gerechnet. Es wird angenommen, daf die Flissigkeit
zwischen 2w — a und a vorbei gleitet, so dal} die Gleitintervalle

; ; : .. B ; T .
die Winkel zwischen 2z — a bis 5 und zwischen 5 und a einneh-

men. Um zu erzielen, dall die Gleitung der Fliissigkeit gegen
die Riickseite hin stetig gegen Null retardiert wird, fithren wir
vom Anfang an in die Streifen:
1>y >sina,

- z<0,

—1<y<—sina,
eine geeignete Wirbelverteilung an. Es sei z. B. eine geradlinige Stro-
mung u%(y) vorhanden derart, daf:

u? = Konst. = — U

aullerhalb des Oseenschen Wirbelstreifens, und dafl am Zylinder:
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u(sin ) = ugp =[] (— 14 cos 1}), :; <P <a
2

cos a
3m
T—a<P< 5
u“(sinz‘)‘):ui-h =0 a <t <2m—a.

Wir losen jetzt das folgende Potentialproblem. Eine Geschwindig-
keitsfunktion w — v’ wird so bestimmt, dal3:

u’cosﬂ-}-v’sinﬁ—}-uﬂﬁcosﬁ:(), —a<d <a
=0 ; a<?<2n—a;
w=v=0 . im Unendlichen.

Um zwischen a und 27 — « Haftung zu erzielen, wird nachher eine
geradlinige turbulente Stromung nach dem Schema Oseens iiberlagert.
Die Funktion u’— 4v” laBlt sich nach bekannten Prinzipien kon-

struieren und ohne Schwierigkeit berechnen. Die so erhaltene Stro-
7

2
aber iiberall endlichen Wirbel und ist mit einem stetigen Geschwin-

digkeits- und Druckverlauf hinter dem Zylinder verbunden.

Die beigelegte Figur zeigt das Resultat der durch Integration
iiber den Gleitungsintervallen mit Ug, = ugh -+ ' erzielten Druckbe-
rechnung.

Die Kurven haben folgende Bedeutung:

I. Druckverteilung am Zylinderumfang bei direkter Losung des
Oseenschen Problemes;

mung liegt fiir « nahe - der Oseenschen Stromung sehr nahe, hat

a L&) 90 135 180°

0.5

=
=

-05

.‘_‘
. S
\.

—

Figur 5
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II. Druckverteilung mit Gleitung, « = 1087;
I11. " T » s a=1269;
IV. Experimentelle Druckwerte, nach Eisner*, fiir hohe Reynolds-
sche Zahl;
V. Experimentelle Werte, nach Lafay**.

Der Vergleich der Kurve I mit den Kurven II und IIT zeigt,
dal} die listige Druckdiskontinuitit nunmehr verschwunden ist, und
dal ferner der grolle Unterdruck der Kurve I durch einen mifige-
ren, im Haftungsbereich konstanten und mit zunehmender Ausdeh-
nung der Gleitintervalle abnehmenden Saugdruck ersetzt wird.

Die Kurven IT und IIT schlieflen sich, sowohl ihrem allgemeinen
Typus nach wie auch quantitativ, den experimentellen Kurven er-
sichtlich gut an. Durch Integration der Kurven erhilt man sofort
den Widerstandskoeffizienten. Sowohl die theoretischen wie die ex-
perimentellen Kurven zeigen einen sehr kleinen resultierenden Uber-
druck an der Vorderseite des Zylinders; der Widerstand hiingt
(im Gegensatz zur Helmholz-Dirichletschen Diskontinuititsflichen-
theorie) fast ausschliefflich von dem hinteren Saugdruck ab.

Der experimentell gefundene Widerstand ist sowohl nach Kisner
wie nach Lafay zwischen den theoretischen Widerstinden nach II
und IIT enthalten.

Die Verringerung des Widerstandes mit erhohter Gleitung deutet
auf die Moglichkeit einer zwanglosen Erklirung des mit steigender
Reynoldsscher Zahl abnehmenden Widerstandskoeffizienten. s mag
in diesem Zusammenhang bemerkt werden, daB der Widerstands-
koeffizient der reinen Oseenschen Bewegung, mit Haftung an der
ganzen Riickseite, nach den obigen Prinzipien als Grenzfall berech-
net, sich auf ungefihr 0,5 (in absolutem Mafie) erhebt. Dieser Wert
deckt sich etwa mit dem experimentell gefundenen Koeffizienten
unmittelbar vor dem bei einer Reynoldsschen Zahl von der Grofien-
ordnung 10° eintretenden Widerstandsabfall.

* Druckmessungen an umstromten Zylindern, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech,
Bd. 5, 1925.

** Jacob, La Résistance de I'Air et I'Expérience. Tome II, Tafel XII, bis.
Encyel. Scientif. Octave Doin, Paris 1921.
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