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2. Kapitel, Oneraticnen mit Relationén,

Basis eines Mengensystems,

2.1 Definition

Seien A,B € XxX Relationen auf der Menge X = {1,.,.,n},

[aij),(bij) € {o0,1} Jie zugehdrigen o-1-Adjazenz-

(n,n)

matrizen.

Operation auf P (XxX) entsprechende Operation auf

{0'1}(n,n) mit Frgebnis (cij)

1. Komplement A = XxX~\A 4 = Eij entsprechendé
2, Vereinigqung AUB Cijy T aijvbij boole'sche

3. Durchschnitt A N B Ciy = aijhbij Operation

4. Umkehrung oder Ti :nsnosition

AT = Ux,y) lty,x) € A} €y5 = A4y (transponierte M,)

5. Produkt oder Hintereinanderausfiihrung

1 3 ke€X:
0] sonst

3 Py~

A oOoB :=

. Ci.={
((x,y) |3 z€x: (x,z)an(y,z}EB;J ]
Um das Ergebnis einer Multiplikation wvon (aij) und (bij)
iiber den ganzen Zahlen verwenden zu k&nnen, definieren wir
noch das folgende

6. (m)-Produkt (m=0..n)

A (m) B :

{(x,y) |m=|{z€X | (x,2z)€EA A(z,V)EB}]|}
' - { 1 m=|{kEX]aikAij=1]|
cij =

0o sonst
f(m=| {(x€X aikabkj=1}|
=+(jetzt aij'bij € 2)
m= X a,, b .1
xex 1k k3

Bemerkung Die Einheit beziiglich des Produktes 2.2.5 heiBt
Diagonale: A := {(x,Xx) |x€X} € XxX , V K © XxX: KoA=AoK=K ;

ihre Adjazenzmatrix ist die Einheitsmatrix.



2.2 Satz

Zwischen den soehen definierten Operationen celten folgende

Beziehungen: (A,B < XxX)

1. De-Morgan-Regeln, Distributivitit von N und U,

2. (E17 = (a"), @aup) T =aT usT una (anm7T =aT a8t .
3. Ao BlT =BT 0 AT unda (A (m) 81T = BT (m) AT .

n
4, A o B = U A[j)B .

j=1

5. A(A)B N A(J)B # @ = i=3 .

Seien zusdtzlich B

6. A (m) [31 u Bz]

1,B < XxX und B n B =@ .

A{m ) B I _n(mzjnz]-.

o<m, ,m_<m

1772

m, +my=m

]

7. [B1 U BEI (m) A

B(m)h]ﬂ B,(m,)A; .
STy L] 1 [ P2 Ml B

l'I'l1 +I'I12=1Tl

Beweis
—-_"——H"—I

1. bis 3., bekannt, bkzw, Einsetzen der Definitionen.
4. 3 zeX: (x,z)€A A (z,y)€EB o=
1 < |{z€X] (x,2)€ER A {?,V)EE]$ IXI =n
5. (x,y) € [A(i)B] n [A(j)B] >
|{zex| (x,2)€A A (z,¥)EB}] = 3§ .

6. Clx,y) := {zex|(x,z)€r A (z,y) € B, U B,}

D(x,y] 1= {z€x|(x,z)€EA A (z,v)EB1}

E(x,y) := {z€x|(x,z)en A (z,vy)€B,}
Es gilt dann: C(x,y) = D(x,v) U E(x,y), D(x,vy) n E(x,y) # ¢,

also IC(x,y)! = ID(x,y)| + IE(x,y) ]| (*).



S (x,v) € ﬂ(m)[B1U52] - IC(x,y)] = m -
(myz=1D0x,y) Lymyr= EGev) 1 myemy (i) 1= m )=

= 3dm,,m Ogmvngmfm+ﬂfwr(mv]EAmHW1A

2° 1

i A (x,y) E A(mZ)BZ =
(x,v) rechte Ceite.

=
2: (x,y) € A(m1}B1 A (x,v) € A(mzjaz ’ m1+m2:m >

*
m, = ID(x,v) | A my = IE(x,v) | IC(X;V)|[=}m1+m2.iJE

= (x,y) € A(m][B1UB2] .

T
2]

transnonieren(Regeln 2. und 3.).

7.: 6. auf AT(m)[B? UB anwenden und die Gleichung

2.3 Folgerung

Seien A,B < XxX, A = U Ai, B= U B,
_ iEIA 1EIB
(B;) ¢y disjunkt und (By)jer disjunkt.
A B
Dann gilt:
A(m)B = L_J I | Ag (m_ 1By
o (mg,) €T (S,t)ET,xTy
IaxIg) -
mit I := {(mst) € {0..m} B” Bl m = = m_,

(s,tjeIAxIB
Beweis:

-
-

Bus 2.2.6 erhdilt man durch Induktion nach [IB

a) A(m)B = l J I. | A(mt]Bt,
(mt) € I1 tEIB

11 = {(mtl-E {Ontm}IB| m = T m }

und aus 2.2.7 durch Induktion nach [T,

b} A{mt}Bt =L J l lAB (mst]Bt '
‘ {mst}EIz

sEIA

o .
I. := {(m )€ {o. .m}®| m= I m }
2 st t SETp st

Die Behauptung folgt nun durch Einsetzen von b) in a) und
Anwendung des Distributivgesetzes flr N und U,



1o

Peweis(2.5)

v (x,y)€xxx: (Xo¥) €A o= (s(x),sly)) €2

(x,y) € B <= (s(x),s(y)) € B* .

A AY
F\T hl'T

Dag dann (x,y) € , , p < (sx),sly)) € ,4 y g
ANB A' n B!

ist leicht zu sehen.

(x,y) € A(M)B += m = |{z€x| (x,z)€A A (z,y)€B}| =
= |{z€X]| (s(x),s(z))EA" A (s(7),s(y))EB'}| =
=(s bijektiv) |s({z€X|(s(x),s(z)EA'A (s(z),s(y))€EB'})|=
= |(s(z)€X| (s(x),s(2z)EA'A (s(z),s(y))€B'}| =m o=
<= (s(x),s(y)) € A'(m)B' .

(x,v) € A 0o B e» (s(x),s(y)) € A' o B' gilt dann wegen
212l4 -

2.6 Definition

Seien Yf und B Mengensvsteme,

B heiBt Basis von M, falls gilt:

VMEM 3B «eB: M= U B und @ € B.
BER'!

Eine Basis heifit disjunkt, falls V¥ B,C € B: BNC#@ = B=C .

2.7 Satz
Falls fiir eine Basis B von M zusHtzlich gilt:

Be M und B disjunkt, so ist diese disjunkte Basis B eindeutig.

Beweis
Sei C ¢ M eine weitere disiunkte Basis von M.

Sei B€ B:3C' «C:B= U C=(YC€EC' 3R, <B:C= U B)
° cec! BEB

' - F—
B U B = VYV CEC' V BEBC. BDnB # @ = B BD

= u
[s] 1
CecC BEB

¥ CeC': Bc = [Bd},c = Bo € C, also B «¢ C und durch Vertauschen

von B und C C < B,
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Fiir vorgegebene Relationen wird jetzt eine "Hiille"

bezliglich der Operationen von 2.1 definiert:

2.4 Definition
Seien G1""Gk < XxX Relationen auf der Menge X = {1,..,n}l,

A die Diagonale von X,
Dann hezeichne H(A,G1,..,Gk) die Menge aller aus

A, G1,..,G mittels der Operationen von 2.1

k
ahleitharen Relationen auf X.

Formal: (Hi} sei eine Folge von Teilmengen von XxX,

i€y
definiert durch: HO = {h,G1,..,Gk}

- = =Ty = T ]
Hi+1 1= Hi.U {GeXxX [3 hEHi, G=N v G=A v

[a A,BEH,, G=AUB v G=ANB v ]
\d

v( 3 m, o<mgn: G=A(m)B )
(V iCGN: Hy = ?(Xxx} = U H; < P(XxX) )
i€ew

H(ﬂ,Gj,..,G t= U Hi endlich,

k)

Bemerkung: Auf Grund von 2.2.4 ist H(ﬁ,G1...,Gk) auch

gegeniilber "o" abgeschlossen,

Die soehen definierte Menge ermdglicht es, aus einer
gegebenen Isomorphismus-Invarianten weitere abzuleiten:
Jede Invariante eines K € H(Q,G1,..,Gk] ist auch eine
Invariante der Gi' denn es gilt der Satz:

2.5 Satz

Seien A,B,A',B' < XxX Relationen auf X = {1,..,n}.

Ein Isomorphismus s:X -— X von A nach A' und von B nach B'
ist dann auch ein Isomorphismus

von A nach A',
" AT L] A'IT'
" aup " A'UB',

" ANnpB " A'NB',
" apoB " A'oB' und

von A(m)B nach A'(m)B' (m=0..n) .
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