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Vorwort

Um einen Isomorphismus zwischen zwei endlichen Graphen
zu finden, werden ﬂblicherweise verschiedene isomorphismus-
invariante Eigenschaften des Graphen berechnet, durch
die die Anzahl der in Frage kommenden Abbildungen
eingeschrankt wird,

Das in dieser Arbeit beschriebene Verfahren berechnet
systematisch alle Eigenschaften aus ciner bestimmten
Klasse von isomorphismus-invarianten Eigenschaften,
und zwar der Klasse der Grade der Knoten bezliglich aller
Graphen, die aus den gegebenen Graphen mit Hilfe
der Operaticnen Transposition (=Umkehrung), Vereinigung,
Durchschnitt, Komplement und Produkt (Hintereinanderaus-
fiihrung) gebildet werden kdnnen, Dies stellt eine
Verbesserung dar gegeniiber der willklirlichen Auswahl
von Invarianten aus der genannten Klasse, wie sie in
den meisten Verfahren vorgenommen wird, soweit diese
Verfahren nicht Eigenschaften verwenden, die nicht in

dieser Klasse enthalten sind.

Weiters wird ein Computer-Programm zu diesem
Verfahren angegeben, Damit konnte an den Beispielen 4,12
und 4.13(Siehe auch Seite 61) auch eine praktische

Verbesserung beobachtet werden.
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1. Kapitel. Einfiihrung

1.1 Definition

Ein endlicher Granh ist ein Paar (X,K) einer nichtleeren
endlichen Menge X und einer endlichen Menge K < XxX-N,
wobei gilt: V (x,y,i) € K V i, 1<j<i: (x,vy,i) € K .

Die Klemente von X heifien Knoten, diejenigen

Fir eine Kante (x,y,j) € K heist

X Ausagangsknoten,

y Endknoten und |

j fortTau snde z#hlung der Kanten von x nach y.

Eine Kante (x,x,j) heiBt Schleife,

Ein Graph (X,K) heift symmetrisch oder ungerichtet,
falls gilt: Vv (x,v,j) € K: (y,x,j) € K.

In dieser Arbeit werden nur endliche Granhen behandelt.

1.2 Definition

Fin Graph (X,K) heint einfach, falls gilt:

vV (x,v,j) € K: j=1 ("Von x nach y héchstens eine Kante").
Ublicherweise wird fiir einfache Graphen die Menge

K' := {(x,y) € XxX| (x,v,1) € K} als Kantenmenge definiert.
K' ist eine Relation auf X und ist durch K eindeutig fest-
gelegt, ebhenso K durch K'.

Ein einfacher Graph (X,K) heift vollstdndig, falls

V x,y € X, x#y : (x,v,1) € K.~

1.3 Definition _
Ein benannter Graph ist ein Graph (X,K) zusammen mit einer

Benennungsfunktion 1: K U X —— L , L Menge.

Die Angabe der Kantenmenge K erfolgt durch Aufzdhlung der
Elermente oder durch die Adjazenzmatrix (auch Inzidenzm.)

(a;5) mit a5 :=|{(x,v,3) € KI x=xi,y=yj}1,falls X={xy 0002}

Fir einen einfachen Graphen (X,K) sind das die Werte der

charakteristischen Funktion von K': aij = XK'(xi'xi)'



Die Frage, um die es in dieser Pfrheit geht, ist folgcnde:
Wie kann man anhané zweier gegehener Granmhen feststellen,
ob diese isomorph sind, d.h. sich nur durch die Bezeichnung
der Knoten untersclteiden, oder oh sie wesentlich ver-

schieden sind? |

b

Diese Frage stellt sich hei den verschiedensten
Struktur-Vergleichens:

In der RAutomatenthcorie wird die Funktion eines Mutomaten
durch den "Zustands-{berfiithrungs-Graphen" beschriebhen,
welcher den jeweils niichsten Zustand des Automaten angibt
(Siehe [61).

Eine chemische Formel ist ein benannter Gravnh:

Die Atcme (=Knoten) haben Namen, die Bindungen(=Kanten)
Wertigkeitéen., Bei einer gegebenen Formel stellt sich

die Frage, ob diese bereits in einer Ribliothek worhanden
iet oder nicht. ([8])

Puch elektrische Schaltungen kdnnen als benannte Granhen
betrachtet werden. Das Problem. des Vergleichs einer
"neuen" Schaltung mit den bereits hekannten, in einer
Bibliothek gespeicherten Schaltungen stellt sich hier
etwa im Patentamt.

Fbenso lassen sich Strukfuren in formalen Snrachen

durch Graphen heschreiben.

1.4 Definition

Seien (X,K1), {Y,Kz) zwei Graphen, miglicherweise mit den
Benennungen 11 und lé.-

Eine bijektive Abbildung s: X —> Y (= 1XI=1Y])

heiBt Isomorphismus von (X,K1) nach (Y,Kz}. falls gilt:

¥V o(x,y,3) € XxXxN: (x,y,3) € K, == (s(x),s(y),3) € K,-
Falls die Graphen bhenannt sind, muB zusitzlich gelten:
¥V x€X: 11(x) = lz(s{x)) und V (x,v,]j) € K: 11(x,v,j] =

= 1,(s(x),s(y),3)



Ein TIsomorphismus von (X,K) nach (X,K) heigt
Automorphismus von (X,K).

Die Partition von X, welche durch die Aguivalenzklassen

der Aquivalenzrelation
X ~y = eSS gibt einen Automormhismus s von (X,¥)
mit y2s(x) .

erzeugt wird, heift Automornhismennartition. (bheziiglich K)

Da wir es nur mit endlichen Grarhen zu tun haben, kann man
zu jedem Graphen (X,K) mit |Xl= n

Graphen (X',K) fincden mit X' = {1,..,n} < N.

Fiir das Tsomorphicmenproblem geniigt es also, Granhen

mit einer Knotenmenge X = {1,..,n} zu betrachten.

einen dazu isomorphen

Das Tsomorphismennroblem ist theoretisch immer l1dsbar:

da X endlich ist, ist auch die Menge aller Anordnungen

(Permutationen) von X endlich, und es brauchen nur alle
diese Anordnungen durchprohiert zu werdenj;

da die M3chtigkeit dieser Menge aber gleich n! ist,
bedeutet "endlich" bereits fiir n=15 "einige Jahrzehnte".
iMan wird also die Pnordnungen nicht wahllos durchprobieren,
sondern ihre Anzahl einschrinken durch die Berechnung

verschiedener Isomornhismus~invarianter Eigenschaften

der Knoten, Kanten etc,: Durch diese Invarianten wird

eine Partition der Knotenmenge X (der Menge XxX)
erzeugt, sodaf dann nur noch EKnoten (Kanten) der ent-
sprechenden Partitionsmengen einaander zugeordnet werden
k&nnen, Falls eine Partitionsmenge des einen Graphen

beim anderen keine entsprechende hat, so schlieBt dies
einen Isomorphismus bereits aus.

Alle bisher bekannten Verfahren arbeiten nach diesem

Prinzip, sie unterscheiden sich nur durch die gewZhlten
Invarianten.,

In giinstigen Fdllen erreicht man auf diese Art die
jeweilige Automorphismenpartition, die aber selher erst

eine relativ grobe Beschreibung der Automorphismengruppe ist.



Gesucht widre ein vollstindiges Svstem von Invarianten,
d.h, ein System von Tnvarianten, aus deren Gleichheit
fiir zwei Graphen die Fxistenz eines Isomorphismus folgt.
Es ist nicht einmal ein Svstem von Invarianten bekannt,

die sicher zur Rutomorphismenpartition filhren.

hus der Algebra ist die Menge der Invariantenteiler als
vollstidndiges System fiir die Ahnlichkeit zweier Matrizen

iiker 2 hekannt: Falls zwel 'fatrizen A,B € Z(n n) dieselben
r

Invariantcnteiler besitzen, so gibt es eine n,n-Matrix P
mit det(P) = 1, soda B = pan” 1 st

Zweil einfache Graphen (X,G1), (X,Gz} mit den Adjazenz-
matrizen A und B sind genau dann isomorph, falls es
eine Pernutationsmatrix P (in jeder Zeile und Sralte
genau eine 1) gibt, sodaR B = PAP_1 ist.

"det(P) = 1" ist jedoch leider nicht hinreichend dafiir,
daB P eine Permutationsmatrix ist.

In [6] werden Zusarmenhinge zwischen den Invarianten-

teilern der Adjazenzmatrix und den Eigenschaften des
Graphen untersucht,

Die Tnvariantenteiler der Adjazenzmatrix liefern zwar

eine notwendige Bedingung fiir die ¥xistenz eines Iéomornhismﬁs,
jedoch keine Information dariiher, welche Knoten einander
zugeordnet werden k&nnen im Fall,daB die Invariantenteiler
einen Isomorphismus nicht ausschliefen. Da ihre Berechnung
einen betridchtlichen Rechenaufwand erfordert, wird

diese invariante EFigenschaft nur selten verwendet,

Die am leichtesten zu bestimmende invariante Knoteneigenschaft
ist die folgende:

1. 5Definition (X,G) Granh.
Ng: X —- {0,..,]%]|}

x +—-|{z€x|3j€N: (x,2z,3) € G}| bzw. fiir einfache Graphen:

| {zex] (x,z) € G}|, die Anzahl der Nachfolger von ¥,

heipt Pusgangsgrad oder Grad wvon x beziiglich G.




1.6 Folgerung
Seien (X,A), (X,B) zwei einfache Graphen mit A,B < XxX und
ANB=0@.

Dann ist ¥ x€X: NﬂUB(x)

Nh(x} + NB(X) .

[2€X] (x,2)EA} U {z€X|(x,z)€B} .

i

Beweis {z€X] (x,z)CArUR}

Der folgende Satz zeiqt, daB man sich fir das Isomorphismen=
problem auf k-Tupel einfacher Graphen beschr®nken kann:

1.7 Satz
Se‘en {X,G1) und (X,G2] zwel Granhren mit den Benennungen
l1= XU G1 -——+ N und 123 X u G2 —= N .

Eine Bijektion s:X —> X 1ist ein Isomorphismus von

(X.G1) nach (X,Gz} genau dann, ﬁenn gilt:

v (a,b,c) € {1,...max{j|(x,v,j}€G1}} x 1,(Gy) x 1,(X)¢

s ist ein Isororphismus der einfachen Graphen

1
{X,Habc) und (X,H wobei

2 )
ahec'’

i
Hoy o 3= {(x,y) €Xxx| (x,vy,a) € Gy A 1, (xyv,a)=b A liix}=9}-
Brweis
2:  (x,y) € H;hc b (x,v,a)EG1 A 11(x,y,a]=b A 11{x]=c

( [X,V,a)EG1 == (5{3{),5(}’};3)562; 11 (X;Y;a)=12(S{X);5(Y),a)ﬁb)
1) = 1,(s(x)) = ¢

e (s(x),s(y)) € B2 _

=1 (x,¥,3) € Gy, b = 1,(x,v,3), c3=1,(x). &=

1 2

(x,y) € Hy o e (s(x),s(y)) € Hy

== (s(x),s(y),3) € G,, 1,(s(x),s(y),j)=1,(x,y,3)=b

12(s(x}) = 11(x) =c .,

Wir werden uns also jetzt auf k-Tupel einfacher Graphen
[(x,G1),...,(X,Gk)) beschrfnken, falls die zugehdrige
Knotenmenge X auBer Zweifel steht, sogar auf die k-Tupel

(G1,..,Gk) der jeweiligen Kantenmengen oder Relationen(1.2!).



Tinhofer hat in [9] gezeigt, daB die Grade heziiglich aller

s ist Automorphismus von (G1""Gk} - }
» s ist Automorphismus von K

Graphen aus E := {KCX*X

ausreichen, die RAutomorrphismenpartition der Knotenmenge X
zu bestimmen. Diese Menge ist gegeniiber den Dperatioﬁen
von Definition 2,1 (Durchschnitt, Produkt ete.) nach

Satz 2.5 ahgeschlossen,

In meiner Arbeit habe ich die Menge H{A,G1,..,Gk) (Def 2.4)
der mit den Operationen von 2.1 von G1,..,Gk,a ableitbaren
Relationen untersucht. Durch die Grade beziiglich der
Relationen aus H{a,G1,..,GkJ kommt man jedoch nur in
bestimmten Fallen (Satz 4.11) zur Automorphismenpartition.
DaB dies nicht allogemein der Fall ist, zeigt der symmetrische
Graph der Ordnung 26 aus [31, siehe 4.15. '

ITn Kanitel 4 wird ein Verfahren zur Konstruktion einer
disjunkten Basis von H(&,G1,..,Gk) angegeben., Diese Basis
enthdlt eine Partition der Diagonale A, durch die wiederum
eine Partition der Knotenmenge X = {1,..,n} erzeugt wird, die
nach Satz 4,8 durch keinen Grad bheziiglich irgendeinex
Relation K € H(A,G1,..,Gk] mehr verfeinert werden kann.

Die disjunkte Basis ermSglicht also die systematische Ver-
wendung der Grade beziiglich aller Relationen K € H(ﬁ,G1..Gk},
wihrend die bisher bekannten Verfahren als TInvarianten
hauptsichlich die Grade bheziiglich willkiirlich aus H(A,G
ausgewdhlter Relationen verwenden und mit diesen die

1--Gk)

Knotenpartition verfeinern, Auch die Berechnung der Knoten-
Quotienten-Grarhen nach Corneil([1]1,[2]) fiihrt nicht aus
H(ﬁ,G1

wird. Zum Unterschied von dem in [5] beschriebenen Verfahren

..Gk) hinaus, wie in der Bemerkung nach 412 angedeutet

wird bei der Konstruktion der Basis ganz XxX aufgeteilt und
nicht nur, wie dort, die Kantenmenge. AuBerdem ist durch Satz
4.4 gesichert, daB keine Eigenschaften mehr senarat berechnet
werden miissen, dies geschieht schon durch die fortschreitende
Partition von XxX .



2. Kapitel, Oneraticnen mit Relationén,

Basis eines Mengensystems,

2.1 Definition

Seien A,B € XxX Relationen auf der Menge X = {1,.,.,n},

[aij),(bij) € {o0,1} Jie zugehdrigen o-1-Adjazenz-

(n,n)

matrizen.

Operation auf P (XxX) entsprechende Operation auf

{0'1}(n,n) mit Frgebnis (cij)

1. Komplement A = XxX~\A 4 = Eij entsprechendé
2, Vereinigqung AUB Cijy T aijvbij boole'sche

3. Durchschnitt A N B Ciy = aijhbij Operation

4. Umkehrung oder Ti :nsnosition

AT = Ux,y) lty,x) € A} €y5 = A4y (transponierte M,)

5. Produkt oder Hintereinanderausfiihrung

1 3 ke€X:
0] sonst

3 Py~

A oOoB :=

. Ci.={
((x,y) |3 z€x: (x,z)an(y,z}EB;J ]
Um das Ergebnis einer Multiplikation wvon (aij) und (bij)
iiber den ganzen Zahlen verwenden zu k&nnen, definieren wir
noch das folgende

6. (m)-Produkt (m=0..n)

A (m) B :

{(x,y) |m=|{z€X | (x,2z)€EA A(z,V)EB}]|}
' - { 1 m=|{kEX]aikAij=1]|
cij =

0o sonst
f(m=| {(x€X aikabkj=1}|
=+(jetzt aij'bij € 2)
m= X a,, b .1
xex 1k k3

Bemerkung Die Einheit beziiglich des Produktes 2.2.5 heiBt
Diagonale: A := {(x,Xx) |x€X} € XxX , V K © XxX: KoA=AoK=K ;

ihre Adjazenzmatrix ist die Einheitsmatrix.



2.2 Satz

Zwischen den soehen definierten Operationen celten folgende

Beziehungen: (A,B < XxX)

1. De-Morgan-Regeln, Distributivitit von N und U,

2. (E17 = (a"), @aup) T =aT usT una (anm7T =aT a8t .
3. Ao BlT =BT 0 AT unda (A (m) 81T = BT (m) AT .

n
4, A o B = U A[j)B .

j=1

5. A(A)B N A(J)B # @ = i=3 .

Seien zusdtzlich B

6. A (m) [31 u Bz]

1,B < XxX und B n B =@ .

A{m ) B I _n(mzjnz]-.

o<m, ,m_<m

1772

m, +my=m

]

7. [B1 U BEI (m) A

B(m)h]ﬂ B,(m,)A; .
STy L] 1 [ P2 Ml B

l'I'l1 +I'I12=1Tl

Beweis
—-_"——H"—I

1. bis 3., bekannt, bkzw, Einsetzen der Definitionen.
4. 3 zeX: (x,z)€A A (z,y)€EB o=
1 < |{z€X] (x,2)€ER A {?,V)EE]$ IXI =n
5. (x,y) € [A(i)B] n [A(j)B] >
|{zex| (x,2)€A A (z,¥)EB}] = 3§ .

6. Clx,y) := {zex|(x,z)€r A (z,y) € B, U B,}

D(x,y] 1= {z€x|(x,z)€EA A (z,v)EB1}

E(x,y) := {z€x|(x,z)en A (z,vy)€B,}
Es gilt dann: C(x,y) = D(x,v) U E(x,y), D(x,vy) n E(x,y) # ¢,

also IC(x,y)! = ID(x,y)| + IE(x,y) ]| (*).



S (x,v) € ﬂ(m)[B1U52] - IC(x,y)] = m -
(myz=1D0x,y) Lymyr= EGev) 1 myemy (i) 1= m )=

= 3dm,,m Ogmvngmfm+ﬂfwr(mv]EAmHW1A

2° 1

i A (x,y) E A(mZ)BZ =
(x,v) rechte Ceite.

=
2: (x,y) € A(m1}B1 A (x,v) € A(mzjaz ’ m1+m2:m >

*
m, = ID(x,v) | A my = IE(x,v) | IC(X;V)|[=}m1+m2.iJE

= (x,y) € A(m][B1UB2] .

T
2]

transnonieren(Regeln 2. und 3.).

7.: 6. auf AT(m)[B? UB anwenden und die Gleichung

2.3 Folgerung

Seien A,B < XxX, A = U Ai, B= U B,
_ iEIA 1EIB
(B;) ¢y disjunkt und (By)jer disjunkt.
A B
Dann gilt:
A(m)B = L_J I | Ag (m_ 1By
o (mg,) €T (S,t)ET,xTy
IaxIg) -
mit I := {(mst) € {0..m} B” Bl m = = m_,

(s,tjeIAxIB
Beweis:

-
-

Bus 2.2.6 erhdilt man durch Induktion nach [IB

a) A(m)B = l J I. | A(mt]Bt,
(mt) € I1 tEIB

11 = {(mtl-E {Ontm}IB| m = T m }

und aus 2.2.7 durch Induktion nach [T,

b} A{mt}Bt =L J l lAB (mst]Bt '
‘ {mst}EIz

sEIA

o .
I. := {(m )€ {o. .m}®| m= I m }
2 st t SETp st

Die Behauptung folgt nun durch Einsetzen von b) in a) und
Anwendung des Distributivgesetzes flr N und U,



1o

Peweis(2.5)

v (x,y)€xxx: (Xo¥) €A o= (s(x),sly)) €2

(x,y) € B <= (s(x),s(y)) € B* .

A AY
F\T hl'T

Dag dann (x,y) € , , p < (sx),sly)) € ,4 y g
ANB A' n B!

ist leicht zu sehen.

(x,y) € A(M)B += m = |{z€x| (x,z)€A A (z,y)€B}| =
= |{z€X]| (s(x),s(z))EA" A (s(7),s(y))EB'}| =
=(s bijektiv) |s({z€X|(s(x),s(z)EA'A (s(z),s(y))€EB'})|=
= |(s(z)€X| (s(x),s(2z)EA'A (s(z),s(y))€B'}| =m o=
<= (s(x),s(y)) € A'(m)B' .

(x,v) € A 0o B e» (s(x),s(y)) € A' o B' gilt dann wegen
212l4 -

2.6 Definition

Seien Yf und B Mengensvsteme,

B heiBt Basis von M, falls gilt:

VMEM 3B «eB: M= U B und @ € B.
BER'!

Eine Basis heifit disjunkt, falls V¥ B,C € B: BNC#@ = B=C .

2.7 Satz
Falls fiir eine Basis B von M zusHtzlich gilt:

Be M und B disjunkt, so ist diese disjunkte Basis B eindeutig.

Beweis
Sei C ¢ M eine weitere disiunkte Basis von M.

Sei B€ B:3C' «C:B= U C=(YC€EC' 3R, <B:C= U B)
° cec! BEB

' - F—
B U B = VYV CEC' V BEBC. BDnB # @ = B BD

= u
[s] 1
CecC BEB

¥ CeC': Bc = [Bd},c = Bo € C, also B «¢ C und durch Vertauschen

von B und C C < B,



1

Fiir vorgegebene Relationen wird jetzt eine "Hiille"

bezliglich der Operationen von 2.1 definiert:

2.4 Definition
Seien G1""Gk < XxX Relationen auf der Menge X = {1,..,n}l,

A die Diagonale von X,
Dann hezeichne H(A,G1,..,Gk) die Menge aller aus

A, G1,..,G mittels der Operationen von 2.1

k
ahleitharen Relationen auf X.

Formal: (Hi} sei eine Folge von Teilmengen von XxX,

i€y
definiert durch: HO = {h,G1,..,Gk}

- = =Ty = T ]
Hi+1 1= Hi.U {GeXxX [3 hEHi, G=N v G=A v

[a A,BEH,, G=AUB v G=ANB v ]
\d

v( 3 m, o<mgn: G=A(m)B )
(V iCGN: Hy = ?(Xxx} = U H; < P(XxX) )
i€ew

H(ﬂ,Gj,..,G t= U Hi endlich,

k)

Bemerkung: Auf Grund von 2.2.4 ist H(ﬁ,G1...,Gk) auch

gegeniilber "o" abgeschlossen,

Die soehen definierte Menge ermdglicht es, aus einer
gegebenen Isomorphismus-Invarianten weitere abzuleiten:
Jede Invariante eines K € H(Q,G1,..,Gk] ist auch eine
Invariante der Gi' denn es gilt der Satz:

2.5 Satz

Seien A,B,A',B' < XxX Relationen auf X = {1,..,n}.

Ein Isomorphismus s:X -— X von A nach A' und von B nach B'
ist dann auch ein Isomorphismus

von A nach A',
" AT L] A'IT'
" aup " A'UB',

" ANnpB " A'NB',
" apoB " A'oB' und

von A(m)B nach A'(m)B' (m=0..n) .
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3. Kapitel,. Einiges ilber Partitionen

3.1 Definition
Ein System P < P (X) von Teilmengen einer Menge X

heiBt Partition von X, falls gilt:

1) urer==Xx.
PEFP

2) v p EP : P1nP2#Q = P1=P2 .

1772

3) P ¢P .

3.2 Definition
Sei P =

(Pilier

Die Funktion f:X — I
X — i, falls xEPi

c P(X) eine indizierte Partition,

heiBt Indikatorfunktion von P (beziliglich dieser Indizierung).

Bemerkung Jede Funktion f:X -—— I erzeugt eine Partition
von X auf natiirliche Weise:

{f"1(i}| i € Im f} ,die Kgquivalenzklassen bezliglich der
Aguivalenzrelation {(x,y)]|fx)=f(y)} .

3.3 Definition

Seien P1 und P2

P1 heiRt feiner als P2 {P1 < PZJ,_falls gilt:

VPEP, 3Q€P,: P c O.

Seien f1:X - I, fz:x —— J zwei Abbildungen.

f1 heist feiner als f2 (f1 < fz}, falls gilt:

? X,YEX: fltx}=f1{y) = fz{x)=f2{y) R

zwel Partitionen von X.



3.4 Satz
Diese beiden Begriffe (von 3.3) sind dquivalent, d.h.

flir zwei Partitionen P1, P2 der Menge X mit den
Indizier: :gen P1 = {Pi}iEI und PZ = {Qj}jEJ und die
dazugchdrigen Indikatorfunktionen f1, £, gilt:

P, <P - £ < f

1 2 1 2 °
Beweis
=: x,y € X mit f1(xJ=f2(y) =: i = x,y € P, = f"1{i} =
= HOj € PysPy g Oy XyY € Qj = £ (x)=j=f,(y) .

“: P, E€EP, P, # @3 ac€P, ji=f,(a)=;
sei x € P, = £, (x)=i=f,(a) = f,(x)=f,(a)=:] =

= X € ﬂj, also Pi c Oj .

3.5 Satz und Definition

Seien f1=x —_ I, fzzx ———+ J zwei Funktionen,
P1 und PZ die von ihnen erzeugten Partitionen von X.
Folgende Behauptungen sind dquivalent:

1 .
) £, =<f, und f, < f,

2) ¥V x,y €X: £ (x)=f,(y) == £,(x)=f,(y) .

3) P1 = P2 .

4) Es existiert eine Bijektion g: Im f, — Im f,,

soda8 f, = gof, ist.

2 1
Falls 1) bis 4) erfiillt sind, heiBen die beiden Funktionen

ft-und fz dguivalent: f1 = f2 .

13
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Bevels

1) e+ 2) nach Definition 3.3

2) = 3) Da nach 2) f1 und f2 dieselbe Aquivalenzrelation
(siehe Bemerkung nach 3.2) definieren, sind auch die

Kaguivalenzklassen gleich.
3) = 4) Definiere g folgendermaﬁen: P, €P

i € Im f1. =R Qj € P2= Pi=ﬁj. g(i):=

3
4) = 2) gof1(x) = gnf1(y) e f1(x) = f1(y], da g Bijektion,

3.6 Bemerkung Da wir es in dieser Arbeit mit endlichen

Mengen zu tun haben, k&nnen wir zu jeder Funktion f:X —— I,
X endliche Menge, eine iquivalente Funktion f' finden,
welche surjektiv ist und ein Inte:vall von natiirlichen
Zahlen als Bildmenge hat: f':X — {1,..,|Im £|}, indem
wir Im f irgendwie anordnen ("durchnumerieren").

Eine solche Anordnung ist dann eine Bijektion

é: mmf — {1,..,]Im £/} von 3.5.4 und f£f' := gof = £

die gewilinschte Funktion.

3.7 Satz
Seien Pl = {Pi}iEI ’ P2 = {Oj}jEJ zwel Paftitionen

von X mit P, £ P,. Dann gilts: 1P1| > |P2| .

BeQeis

Pi p— Qj falls Pic{)j ist eine surjektive Abbildung:

o
m

j Py Oj F@P: xE Oj,a P, € P1, x €pP, =

3' mit Py € 050y X €05 NO5, = 0, =0y,

$
Ly

(Def 3.1),

Oj = g(Pi) -
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3.8 Folgerung

Fiir jede Partition P einer endlichen Menge X = {xl,..,xn}
gilt: 1 <|P| < n .
Beweis Es gilt natiirlich: {{xl}....{xn}} < P < fX}-
mit 3.7 folgt die Pehauntung,

3.9 Folgerung
Seien P1 und P2 zwel Partitionen einer endlichen Menge X.

P, < P, und |P1| - |p2| - P, =P, .

Beweis g vom Beweis von 3.7 ist surjektiv und, da P

: 1
endlich sind, wegen |P |P2{ auch bijektiv.

und Pz

1=

3.10 Satz

Sei (Pi}iEH eine Folge von Partitionen der Menge

1 < Pi .
Es gibt ein Ny EN: v k > n P = Pk.(Die Folge wird stationdr)

0 I"IO

X = {xi,..,xn}, fur die gilt: VieN: P,

Beweis indirekt
Annahme Vm € N 3 k > m Pm # Pk.

Wir definieren nun eine Folge folgendermagen:

(M) 5 ey
m, ==_m1n{keu| k > 1, P #P } -

m,q = min(keN| k > m, P’“i £ P} .

Nach 3.7 gilt View: |P_ | < |P | und aus P_.. # P

| |mi E ™y +1 | 'lmi | M3+
folgt nach 3.9 |P_ |# |P also: |P >|P + 1,

my Mier M3 +1 My
‘durch Induktion: |[P_ | 2 |P.. | +1i > 1+ 4i (3.8),
m, = " ==
i+1 1
insbesondere liefert: IPm | > nt1 einen Widerspruch zu 3.8 .
n+1 '

3.11 Folgerung

Voraussetzungen wie 3,10, dazu: Pi = Pi+1 = VY KEN: P1=Pi+k'

Dann gilt filr das n, von 3.10: n_ < |X| £ n .
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Beweis(3,11)

n, = min{m|V k > m: Pm ﬁPk} =(nach Vorauss.)

min{m| P_ =P },

g
3
-+

= ¥ m < mo Pm_# P 17 und wie im Beweis von 3.10 gilt:

m

Vm>m: |P Pl + 12 [Pl +m2z1+m,

v

m+1|

al = - H >
so (m m, 1) n > leL 2 My .

3.12 Folgerung

Sei Fi= {f|fix—> {1,..,mf} surjektiv } ,
A:F — F eine Abbildung, fiir die gilt:
VEEF: A(f) <f und V £, € F: £ a g = A(f) = A(g)
und f1 €E F eine weitere Abbildung, Die Funktionenfolge
(£) ey Sei definiert durch £, . := hi(f1}.

Dann gibt es ein n < |Xl, sodaB V k > n: £, = fn0 .

Die Folge wird stationdr.

Eewe{g

Pi bezeichne die wvon fi erzeugte Partition., Nach 3.4

ist Py . < P, V1i€N. |

101 T4 fygq = fy ¢ £y = Al ) = AL =1y,
durch Induktion: Vv k > i: fk & fi = ¥V k > i Pk = Pi'
Die Voraussetzungen fiir 3.10, 3.11 sind also erfilllt:

3 ng kK IXl: Vk > ng: P =P e £ == £ {3.5}.

o o
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4, RKapitel. Konstruktion einer disjunkten Basis

von H{ﬂ'G1'..'Gk'}—.'

In diesem Kapitel wird ein iteratives Verfahren zur
Konstruktion einer disjunkten Basis von H{;,G1,..,Gk]
(Def. 2,4) angegeben, ausgehend von den Relationen auf
einer Paarmenge XxX (oBdA X={1,..,n}).

Zundchst wird ein Iterationsschritt definiert:

4.1 Definition

F sei die Menge der surjektiven Indikatorfunktionen
auf XxX mit einem Intervall von natilirlichen Zahlen als
Bildmenge: F := {f|f:X*X — {1,..,mf}surjektiv }.

Fiir eine Indikatorfunktion f € F sei f£ 1<s,tzme

st’
folgende Abbildung:

£t XxX —= (0,1,..,n}
C(x,y) | {zex| f(x,2z)=s A f(y,z)=t }]|,

das ist die Indikatorfunktion der Partition

{[f-1(511 (3) [f'1(t)]T} ~ {@l

j=o0..n

£..) <

""f12' 11

9 bezeichne eine Anordnung von Im(f,f
MgMe

2
cnMme) T+ e in 3.6)

Die Abbildung

A F —_— F

heift dann "Verfahrensschritt A",

A verfeinert die Fuﬁktion f bzw., die jeweils erzeugte Partition:

4.2.1 Satz V f €EF: A(f) £ f .
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4,2.,2 Satz

vi,geF: £ <g = A(f) <A(g) , d.h, A ist
bezliglich "feiner" relationstreu.
Beweis
1) A(f) (k,) = A(f) (k,) =
=gg 0 (f""fst"')(k1) = dgg O (f,..,fst,..l{kzi. Ie bijektiv:

2) £ <g. A(f)(x,v) = A(f)(a,b) =

= gf o (f¢-¢;fst:a-]{pr} gf o (f,..,fst;..}fa;b} =

vV s,t 1;;,t;mf: fst(x,yj = fst(a,b] .

Zeige zundchst: L := {zex|g{x,z)=p A g(y,z)=q} =

J [zEXf f(x,z)=s A f(y,z)=t} =:R {( p,q i_mgl

l Ll
ts,t)E.Jp

L

J = {(s,t)]| 3 X19¥qrXyr¥y € X 2 g(x1,y1)=p A g(xz,y2}=q A }

P:q
A f(x1!Y1J=5 A f(xer2}=t
c: z € L: g(x,2z)=p, gly,z)=qg = (f(x,z),f(y,z)) € JP q =
) ’

=> zZ €E R,
o: z € Ry f(x,z)=s, fly,z)=t, 3 XqeYqeX5,Y, € X
£(xy,yy)=s=E(x,2) =(9zf) g(x,2)=9(x,,y,)=p
und  £(x,,y,)=t=f(y,z) =  gly,z)=g(x,,y,)=q

also z € L.

Es gilt also V p,q ¢;p.q;m

g P Ip,qXey) =EIT—— £ (x,y)=

s,t)ed
(s,t) oq

(s,t)eq ) st P

und  f(x,y) = f(a,b) = g(x,y) = g(a,b)

A(g) (x,y) = gg o fq;---gpq,--)(x.yi = gg o (gn-..gpq...}{a,b]=
A(g) (a,b) -
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Der Iterationsschritt A braucht hdchstens nz—mal durch-
gefilhrt zu werden (|X|=n):

4.3 Folgerung

vEeF an, <n®Vko>n_ :a%f) =2 .
Beweils
Mit £f =g e f <g und g < f (3.5)
=(4,2.2) A(f) < A(g) und A(g) < A(f) <= A(f) = A(g)

und 4.2.1 sind die Voraussetzungen von 3.12 erfiillt (n2=lxxx]].

Im nidchsten Satz wird gezeigt, daB dieses Iterationsverfahren,
ausgehend von einer speziellen Indikatorfunktion f(ol € ?,

tatsdchlich zu einer disjunkten Basis von H(A,G ...le fiihrt,

1!

4.4 Satz
Es seien X ={1,..,n} eine Menge,
G1""Gk k Relationen auf X=X,

H{ﬁ,G1,..,Gk) < P(XxX) die Menge der aus 4 (der Diagonale von
T
mittels der Operationen U, N, (j), —,

X*X)y GqpesesG

17 k
abgeleiteten Relationen (Def 2.4) und f(O} die folgender-

maBen definierte Indikatorfunktion:
f(O)

9, © (xh,xGIixé?,..,xG ,XGE),_wobei Xa die charak-

k
teristische Funktion einer Menge A bezeichnet und g, eine
Anordnung von Im{x&,..,xGi,xGE,..] wie in 3.6 .

Eehauptung:

2
Die durch die Indikatorfunktion f£ := (a)™ (£°))
(n2-malige Anwendung des Verfahrensschrittes A auf f(o}}

erzeugte Partition P von XxX : P = {f“1(j)| j € Im f}

ist eine disjunkte Basis von H(&,G1,..,Gk) ‘.
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Beweis

Bezeichnungen: pt .= {s] 3IciImf : 8= l_)ff1(ij },
(i) i (o) 1€1 (o)

f := (A7) (£ o ) ... i-malige Anwendung von A auf £ R

mi ;= [ Im f:{l)l; d.h. f{i): Xx¥ — [1,..,mi} I

i ) _ .
m:= |Im £] , M§13 i= [f{i)] T(5) fur j € m£3),

M. := £ '(§) fir j € Im £,

]
(1) __ { (i)}
S G T £ S PP

M := {M. }._ ... die von f erzeugte Partition.
j 3_1;I ]m )

. die von f{l) erzeugte Partition,

Zu zeigén ist: pt = H{A,G1,..,Gk3
1) Pt cHM,G G,)
r 1‘90' k -
Induktionsbeginn: “MéoJ € H{ ,G1,..,Gk)" fir i=1,.,mD
. (o) = X iz b
S, T xG? (a,b). (i=1,..,k)
i
Dann gilt: +): MEO} = ‘ . } R., wobei:
j=0,..,2k 7
R. .= { g;- falls,sj = 0
J S s. =1 ' Sg =885y 4=6; und
] J
SZi 1= GT - Zeige +):

(o)

(x,y) € Méo} - fto)(x,y} = £ (a,b) s

(xso,..,xs_ ) (x,¥) = (S seeuSy) =V i=1,..,2k xsi[x,y)=si

2k _
e vV i=1,..,2k (x,y) € Ri .
(o)
Si' Rj € H(ﬁ,G1(..,Gk] = Mt € H(A,G1,..,Gk) .
4,5 Hilfssatz
sei M{i+1’ e M, (a,p) e mMY,
(i) (1) (1)
(r,r easX. ) = (£ £ .., fF ) (a,b).
' mimi' 11 ' mm, ° 11 !

(141)  _ o (4) (1) (i) It

Dann ist Ml_ | Mr n r—- ﬂ‘ Ms (rst) [Mt .

s,t=1,..,m1
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Beveis (4.5)

{i+1} - 1= gD ¢ (1+1)

(x,y) € M (x,y) = (a,b) <=

= f(i){x,y) =r und V s,t=1,..,mi: féi’(x,yi =r,

(x,y) € Méi] und V¥ s,t=1,..,m :(x,y) € Mél’ (r.,) [Mél}}T.

also: M) < yea,e iGy) = n(+1) H(A,G,,.-.G)),

1'
die M§1+1) lassen sich als Durchschnitt, Transposition und

(m) —Produkt wvon Mél} anschreiben.

InduktionsschluB: V i€EN: M‘ll c H(A,G1,..,Gk).

2
Insbesondere ist M(n ) und somit auch

+
P < H(A,G

=P < H{er1r°-;Gk]
1"-'Gk)-

Hiemit ist I) gezeigt.

+
I1) H(ﬂ,G1,..,Gk) < P

Dazu ist nach Definition 2.4 zu zeigen:

1. 4,6,,..,6, € P"
2. A,BEP s 2.1 aAuBep
2. AanBE P
A€ ph
2.4 aTe pt
2.5 A(m)B € P+ fiir m=o,..,n = [XI].

1. G := A.
- o

Es gilt: Vv i=o0,..,k Gi = 1 J M, .
- jef@e)
(x,y) € G, = j0 = f(x,y) € f{Gi) =» (x,y) € Mjo
j € £{Gi]' (xJY) € Mj = 3 (a,b) € Gir f{afb)=j=f(le)

2
(nach Satz 4.2.1 ist f = f(rl ) < f{o) ) =
- f{oiia.b) = f(O)(x,y) (Indizierung bijektiv) =

= V i=o,..,k xGi(x,y) = xGi(a,b} =1 = (xy) €6

Nach Definition wvon P+ ist also G, € P+.{i=o,..,k}

i
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= M.,
2. A,BEP =13 IA'IB c{1,..,m} A S 3
B=_ /M. . A
j€L. I
B +
2.1 AUB = My € P
JEI UL
{ +
2.2 'AnB= My € P
jeInty

Im. . xxx=\____JnM., aa

jo€ {1, ,mINT, J j=1..m
P Partition)

[y ]
w
]|
Il
>
M
-]
/
[
il
r‘-

4.6 Hilfssatz

. {i)]T
- ' . =
v j—‘l,..,mi 3 j H [Mj J M
Bewels

i
= seien die Indizierungen zur Berechnung von f( ).

(igo: £ P a(e 1)y, siehe 3.6, 4.1).

Induktionsbeginn: i=0, M;DJ (o),

EM
) := g—1tj] wie in Teil I) dieses Beweises.

) .

(SqrSqr--rSyy
PN R
Zeige: ] 9o SorSprSq ¢S rSqreiSyy Sy g

(o) |T (o) ; -
(x,y) € [M. .1_ e (y,x) € Mj = (xb,xGT,--;XEE)(Y,X}

= (3 ,-5 ..'Szk) L= ‘KQ'XG r'.'xGlf) (x;y} = (50;52l51!"!52k_1}

1
= (x,y) € M;?}

Induktionsannahme: Vv j=1,..,mi 3 j' {M;i)]T = M(l}.

jl
i -1,.
MF1+1) € M(1+1}: (r,rm m --;r tl'qrrl 2,r1 1] :=(gi+1) (JJ
iy _
u;i+1) = u{V n(Fs . ;*)M(i) (£ [Méi)}T .{H;i+1)]T _

(Satz 2.2.2 und 2.2.3)
= Tl

(i) (1) (1) It |
nrts h.”m}ms (ryg) Lt ] . Setze:

'\ M(i] (r,) [Méi]]T = (s,t vertauschen)

. - .
‘r ;rm o,rts;cn;r2,1;r1r1) -

. 1
L M;‘} - [M;il]T .

InduktionsschluB: Vi€N V j=1,..,m
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2
2.4 Insbesondere gilt fiir i=n2 (P = M(n )]
- ) - T
YV j=1,..,m 3 j' = Mj = Mj‘
2T = U oMY = UM, = (o= {30 dET) ) =
— h J . ] A
jEI jET
A N A
= W M., € p" .
jer:
2.5
A(§)B = [L_) Mi] (5) [ U M.] = (satz 2.3) =
i€ T i€T,
1 A B .
= L__ AJ (F ] M_(j_. )M
i — IaxI s “st’ 't
(Jge) € {o,.., 31278 (s,t) € T xI,
z 3 = j
st
(s,t) € IthB
Es geniligt daher zu zeigen:
. +
V slt=1l1-'m' V j=0;-.rn H MS(J}Mt E P -
i 3 T +
Wegen Hilfssatz 4.6 ist dies dquivalent zu: .%. M_(jIM " € P
; . iy T
Zeige: M_(§) M,T = (J M, , I := £(M_(3)M ") .
s t , i s t
i€l
a)
M M T =g = UM,
\ i€

b) MS(j)MtT 40 .
T

Ms(j)Mt

c L_)Mi : (x,y) €M (j)MtT : f(x,y)=:1 €I = {x,y)EMi .
) ieT : s
M M T 5 UM, 2 €I, (x,y) € M
iex

1 fix,y) = 1 =

=»

T _ - -5 4.1).
3 (a,b) € M_(3)M " f(a,b)=i, f_, (a,b) j (siehe 4.1)

2 .
f{n +1) = f{n2) = (frfmm;--pfstr"rf-l'.‘}r ftle,:i:f(a'b} -

=

am T
£ (x,y) = £ (a,b) =3 = (x,y) € MM .

Ende des Beweises 4.4 .
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4.7 Folgerung

Voraussetzungen wie in 4.4, f definiert wie in 4.4-,

vs,t € (1,..,m}: £ < fst

Beweis

ach Folgerung 4.3 ist f = A(f) = g o (f,..,fqt,..) =
= ‘ffllffstfql),' 3130 f(x"!) = f{a,b) = fst(x;Y]=fst(a]b)!
4.8 Folgerung

Voraussetzungen wie 4.4, f definiert wie in 4.4 .

Abbildung f£*: X — f(A)
X b f(x,x) .

Dann gilt: V¥V K € H(ﬁ,G1,..,Gk)= f*< NK

Beweis Sei f£¥(x) = f*(y) .

K = ng L Ny (x) = =z€X (x,z)eM; = fii(x,x} =
J.EIK i .

f(x,x) = £*(x) = £*(y) = f(v,v) =(4.7)
( VAE Teem oz £ (x,x) = £, (v,y) )

= f, . (vy,v) =N, (y), also N.(x) = S N, (x) = S N, (y) =
i17ne My K ier, My 3 My

= NK(y) .

4,9 Satz

Seien'G1,...Gk,G;,.,,Gé c XxX je k Relationen auf X = {1..n}.

f und {Mj}, f' und {Mé} seien die jeweiligen parallel

berechneten Ergebnisse von 4.4, d.h. die Bedingungen:

. - 2, (1) | _ (1)
V 1:21".']{: lGi' = IG;_I : V i‘*o‘o-;n - IMj fl*— IM%I -i
v i=o,..,n2: 9; = gi, d.h. insbesondere Im(f{l),..,fé;,}!)
' i i
meer (oo (D

Seien erfiillt.
Dann ist filr jeden Isomorphismus von (G1,..,Gk} nach

(G;,..,G!} (d.h, Vv 1=1,.,k: s ist Isom. von G, nach G} )

k .
und V (x,y) € XxX: f(x,v) = £'(s(x),s(y)).
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Beweis (4.9)

1) v i €{1..m} "M} kann mit Hilfe derselben Formel (0, (m))
daus a,G; pea pG}'{

Mi aus A,G1,..,Gk "

ahgeleitet werden wie

Induktionsbeginn:
Sei Méol € Mfo): die Formel im Beweis von 4.4, Teil 1),
ist durch (so,..,szk} festgelegt. Nach Voraussetzung

ist g-M(e) = 937 (E) = (S_s.vi5y) -

Induktionsannahme:

Sei fiir j=1,..,m

Ma(i} mit derselben Formel ableitbar wie

i
Héll Setze diese Formeln ein in die jeweilige Formel

von Hilfssatz 4.5, die durch (r,..,rqt,..) festgelegt ist.

Nach Voraussetzung ist auch g;l1{1) = gizl

i1 Mi(l+1) mit derselben Formel

(1) = {r,..,rstfoo}r

also ist auch fiir 1=1,..,m
dakleithar wié M{1+1).
InduktionsschluB: Behauntung gilt fiir alle natiirlichen Zahlen i,

insbesondere fiir i=n2.

2) Sei s ein gemeinsamer Isomorphismus von (61,-.,Gk) nach
(G;,..,Gi}. Nach Satz 2.5 ist s dann auch ein Isomorphismus

von M, nach Mﬁ fiir j=1..m: V x,vEX: {x,y)EMj = (s(x],é(y)}Eﬂé

» V x,y € X: f(x,y) = £'(s(x),s(y))

4.10 Hilfssatz

Voraussetzungen wie in 4,9, dazu: XorXqeXo Vg € X mit
f(xorxc,) = f.{YO!yO}F t € {1l--rm]-

(1) [{x|E(x,x)=t}]| = [{y|£' (v ,¥)=t}]
(ii) Sei zusitzlich a € X mit f(xo,x)=t = x=a, (e ftt(xorxol=1l
Dann gibt es genau ein h € X mit £'(y_,b) = t.

(iii) Vorauss. wie (ii): f{go,x1}:f'{yo,x2} - f{x1,a}=f‘(x2,b}
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Beweis (4.10)

(i) |[xff{xo,x}=t}| foe (Xg0%g)
Hyl£' (yoy)=t)]| =  £1 (v sv,)
f(xo,xol=f'{yo,yo} = (Folgerung 4.7)= ftt(xo,x0}=fét{y0,y0)
(1) £ (x %)) =1 = £1 (v ,vy) = [{y[£' vy ,v)=tl],
d.h. die Menge fyif'(yo,v)=t} hat genau ein Element, das
wir mit b hezeictnen: f'(vo,vl=t = y=b .
(i1i) i := f(x&,a)

fti{xo,x1] ﬂI{ZEX|f(x0?i};:a? f(x1,z)=i}| = |{a}| =1

=(Folgerung 4.7)= féi(yo,xzi = |[Z|f'(V0:Z)=t A f'(x2,2}=i]] =
(ii)= z=b

= |{b}|, also f'{xz,b) =i = f(x,,a) .

4,11 Satz

Seien G1""Gk'G{""G£ c XxX je k Relationen auf X={1,.n}
€ X mit:

f,f'" wie in Satz 4.9 definiert , X
YV x,y € X: f(xo,x) = f(xo,y} = X =Y,
Dann ist . . _el
s - { | pyo.x —» X 3y, € X: f(xo;xo}"f(yo'yo)}
- Pyo x — y,falls f{xo,x)=f(yo,yj

‘die Gruppe aller gemeinsamen Isomorphismen von(G1,..,le nach

G‘ & & G‘ L ]
Beweis ( 1recr k)

Die Definition von S ist sinnvoll:
p, wohldefiniert: Nach Hilfssatz 4,109ibt es genau
_ © ein b (=:y) zu x, sodaB £lx ,x) = nyo,b} ist,

] : = = =' =
pyo,bijektiv. pyo(x1]—pyo(xz) y = f{xQ,x1} f{Yon) f(xo,xzj
=(Voraussetzung) Xy = Xy

L]

S: Sei s ein Isombrphismps von {G1,..,Gk) nach (G;,..,Gk).

Nach satz 4.9 gilt dann:

V x,vy € X: £(x,y) = f(s(x),s(y)).
Yo #= s(x)) ¢ fix_,x)) = fly,,y,) wund

Y x € X: f(xo,x) = fTYorYI: also s =p € S,



—_—

C: Sei y, € X, py _s€S. Nach Hilfssatz 4,109ilt

o

mit der Umbenennung x1,x2pafh -+ a,s(x),y,sly) :

vV x,y € X:

v j=1;--;1‘n :

= (v i=1,.
Vi:1}tl'k

S ist ein

£(x,y) = f(s(x),s(y)) =
(x,y) € Mj - {5(x},s{y)} € M

]

kK 3 Ji = [1,..,1’11] Gi = L_J Mjr Gjl_ = U M;l

jETy j€d,
(x,y) € Gy = (s(x),s(y))€ Gy,

Tsomorphismus von{G1,..,Gk) nach (Gi"T'GQ)’

27
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4.12 Beispiel
einfacher, symmetrischer Graph der Ordnung 18 :

(k=1, G1=G$ < XxX, X = {1,..,18})

(1,0,0) fir x=y

(o), = { (0,1,1) x ) €
Berechnung von £' ': (xﬂpr1rxG$}{le) {o:o:o; sgiééx'y} G,

Anordnung von Im(xﬂ'xG1'xGT)=

3 fir x=y
{2 X#Y, fK,Y]EG,l

(1,0,0) 3 (o) _
_ - t £ (x,¥) =
g ( ) - 2s soml ' 1 sonst

(0,1,1)
(0,0,0) 1

£ 2. £0)0(1,2)) = [{zeXI£(x,2)52 A £ly,2)=1}] =
= !{4;5;6;?}' = 4 etc"



Tabelle der Funktionswerte von f, nach 4.1 ung 4

berechnet (lexikographische Anordnung von Im(f (i)
beginnt allerdings bei o anstatt bei 1) :

£l
]

P e
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e 2% s e 8 9 10 11 12 45 L 15 36 17 18
é: [E;' 1 95 57 5B b7 55 57 58 18 16 16 .. o o 10 s
3 el by fe 33 14 3 37 77T H1 Hyp 15 9] 13 4 10 & b5 47
¢ Y el leslo? 30 26 44 26 30 49 eb o8 49 23 6 g 23 24
5, 0% 33 velevler 77 37 3 14 13 51 75 oo 25 «0 10 4 &2
6y 6; le 43 te | bR |be 43 172 47 9 39 53 44 $B 53 39 9 36
1o L2 2. MUoRllerliz 33 14 4 10 40 g5 g 75 5 13 4p
By oo 29 44 E6 30 eTlEsler 30 23 6 6 o3 .9 5 eg 49 24
5 62 17 30 3 14 33 T2[E9]181 65 40 10 & 13 S1 75 80 4p
10y o3 2 3 le 47 oae ex B2 LBU1TH 53 39 g g 39 53 78 36
Ny or JY o2e d1 B2 34 04 TOLETL T4 38 3. .0 3; 35 73 61
lgy 8 1 6Y 4& 2 5 T 2R 50 TOLEB6]66 15 a0 45 5. 29 o
13 £3 48 Ly floseoew o 7 5 22 27 66 [86] 70 o9 21 45 zo 60
lgg o} 11 22 7976 k4 34 2 B 32 38 T4 [Hy]73 35 31 46 6)
15 - 1 2 24 w4 76 79 52 11 8 46 31 35 “F3THET] 74 38 32 61
iy 25 & 15 22 48 b9 71 50 29 21 45 5 57 EplRa] 70 60
18, 41 64 34 z E 11 52 19 7 73 35 31 66 32 38 T4l 671 M1

G 19 15 iy 17 19 15 19 17 56 54 54 g 56 54 54 56 °il

in Zeile 2 stehen lauter wverschiedene Werte:

x, = 2 erfiillt die Voraussetzungen von 4.11 (G1=G;}.
Fir y_mit fly_,y,)=89=f(x_,x ) kann jetzt 2, 4, 6 oder 8

genommen werden. Durch

P, bestimmt: z,B.
Y

£(2,4) = £(4,2) =
f(2!1] - f[4:1} =
£(2,3) = £(4,3) =
£(2,5) = £(4,9) =
£(2,6) = £(4,8) =
ete,

b4
33
62
72
14
3

-

die Wahl von

1= 4,

'p4(2)

P, (4)
p4{1)
P4 (3)
pq(S)
Py (6)

Y, ist ein Automorphismus

=

=

]

W W W = N

Die Automorphismengruppe dieses Graphen besteht also aus

den Abbildungen Pyr Pyr Pg und pB{Diese Bezeichnung ist
abhdngig von der Wahl von X, = 2; dieselben Abbildungen

ergeben sich auch bei der Wahl von Xq € ffi{BTJ oder

x, E‘f_1(36}, wobei ebenfalls die Voraussetzungen von 4.11

erfiillt sind,.
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Bemerkung
Sei f* wie in Folgerung 4.8 definiert. Bezeichne

h: X = {1,..,1} die Indikatorfunktion der Partition von X,
die durch die Knoten-Quotientengraphen nach Corneil ([1])

*
erzeugt wird. Dann gilt auch £ < h:

In den Begriffen von 4,1 und 4.4 1HBt sich das Verfahren("B")
von Corneil zur Berechnung der Knotengquotientengraphen
folgendermafien beschreiben:
die Abbildungen fst von 4.1 sind dort fol?ﬁ?dermaﬁen

(y,z)=t} I '

" Die Anordnung g von Im{f',..,f;t,..}

definiert: f! (x,y) := [{z€XIf(x,2)=s A f

fét - reffméo))fs:‘
erfolgt auBerdem nicht fiir ganz XxX auf einmal, sondern
zeilenweise. g ist dann nicht mehr notwendig bijektiv,
Es gilt A(f) < B(£) und auch A" (£) ;_an{f).
(durch Induktion: Ai(f) < Bi{f] »(4,2,2)= Ai+1
- a@ie) < ).

Die Berechnung der Knotenquotientengraphen flihrt also nicht

aus H(A,G

(f)

1,..,Gk) hinaus. Es gilt jedoch nicht allgemein

h < Bn(f(c}), wie das Beispiel 4.12 zeigt: mit den
Knoten-Quotientengraphen kénnen Knoten 1 und 18 nicht unterschie-
den werden, . wdhrend £(1,1) = 84 # £(18,18) = 83,

Auch beim folgenden Beispiel k&nnen mit den KnotenQuotienten-
Graphen die Knoten 12 und 13 nicht von den Knoten 9,10,11,

14,15 und 16 unterschieden werden.

4.13 Beispiel
einfacher symmetrischer

Graph der Ordnung 16
aus [12].

Hier sind die Voraussetz.
von 4.11 fiir kein x€X
erfiillt; durch Ausprobieren
kann man jedoch zeigen,

dag die von f erzeugte
Kantenpartition die Auto-
morphismenpartition ist.



Tabelle von f, fiir den Granhen 4.13 nach 4.4 berechnet:

(Anordnung beginnt ehenfalls bei o anstatt bei 1)

] 2 3 4 5 ) 7 B 9 lv 11 12 13 14 15 1le
bl 16 10 gv 6 6 & 14 l4 14 13 4 3 3 3
11 L1 2 & 6 Ju0 10 10 14 14 14 4 13 3 3 3
10 6 i 1106 10 11 6 6 14 3 3 13 4 14 14 3
10 6 1uv |le f1lo e 11 6 3 14 3 13 4 14 3 14
10 6 1L 1u |1lb 6 6 11 3 3 14 13 4 3 14 14
6 10 11 6 6 15 J1o 10 14 3 3 4 13 14 14 3
6 J0O o6 11 & 1) f1s Jin 3 l4a. 3 4 13 14 3 14
6 10 & e 11 1v 1o j1AR 3 3 14 4 13 3 14 14
15 1lu 1hu £ 2 15 7 2 117 G 9 8 8 9 g 1
15 1ib 2 15 7 2 15 7 ¢ 11y 9 H b g 1 q
15 15 Z 2 15 é 2 15 5 9 {17 8 & 1 9 L
12 5 12 1z g 9 5 5 1 1 e 0 7 7 7
5 12 ) 5 5 12 17 12 7 7 7 o Lo 7 7 7
¢ g I5 1% 2 15 15 2 S 9 1 8 ) 7 9 g
2 g 15 z 1% 1% 2 15 9 1 9 B 2 9117 g
2 2 e 1v 15 2 15 15 1 Y 9 8 =) 9 S 117 |

4.14 Beispiel
Zwei nicht isomorphe Graphen der Ordnung 32, symmetrisch,
nach Grace [11]. Hier kann nicht nur die Nicht-Isomorvhie

der beiden Graphen durch die Berechnung von £, f'(wie in
4,9 beschrieben)gezeigt werden, flir jeden einzeln erhilt
man durch die Berechnung von f nach 4.4 die Automorphismen-
gruppe nach Satz 4.11:

Fiir den Graphen a) wird sie z.B. durch Xo = 2 _
folgendermaBen angegeben:,[pz,p3,p5,n6,pzﬁ,pza,pBO,paz}:
fiir b) durch Xo = 2 = {pz'pfi'pﬁ'p?'péﬁ'pZB’P3o'p321'

Die beiden Funktionen fa und fb unterscheiden sich auch noch,
ohne daB sie parallel berechnet worden wiren:

£,(2,2)=143=f (2,2), aber f_(2,27) = 67, wihrend dieser
Wert in der zweiten Zeile von fb nicht vorkommt.

<
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4.15 Beispiel

Einfacher, symmetrischer Graph der Ordnung 26 aus [3].
Der Graph besteht aus zwei gleichen Untergraphen der
Ordnung 13, die nach dem rechtsstehenden Schema mit-
einander verbunden sind(es sind nur die Nachfolger von
1 eingezeichneﬁ, das Schema ist fir 2,..,13 zyklisch

fortzusetzen):

Dieser Graph ist "2-strongly regular®([13]), d.h. er erfiillt
die Bedingung: ' ' ' '

fir (x,y) € G bzw. GM sind die die £
g0y _ g0

(o)
st
also muB A( sein, und die disjunkte Basis von

H(A,G) besteht nur aus den Mengen A,G und GNA

(x,y) konstant,

Die Automorphismenpartition der Knoten dieses Graphen
1 ={1,..,13} und
M, = {14,..,26}, was durch Grade von Graphen aus H(A,G)

2
nicht festgestellt werden kann,

besteht jedoch aus den beiden Mengen M

Die Bestimmung der maximalen vollstdndigen Untergraphen
([4]) zeigt, daBs die Knoten 1 bis 13 in je 6 max. vollst.
Untergraphen der Ordnung 5 enthalten sind, die Knoten

14 bis 26 jedoch-ih je 9. Von Corneil ([1]), [2]) werden
.die beiden Mengén-durch die Berechnung der 2-Knoten-

Quotientengraphen unterschieden.
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5. Kapitel., Programmierung des Verfahrens zur Konstruktion

der disjunkten Basis von H(ﬂ,G1,..,leL

Zeitabschidtzung.

zundchst werden einice Abinderungen des Verfahrensschrittes

A (Definition 4.1) durchgefiihrt, die zwar das FErgebnis

(die Konstruktion der disjunkten Basis) nicht heeintrdchtigen,
in manchen Fillen das Verfahren jedoch beschleunigen.

5.1 Definition

Verfahrensschritt A' bezeichne die Abbildungsvorschrift,

die aus dem Verfahrensschritt A von 4,1 dadurch entsteht,

daB dort die Abbildungen f_,  durch die Abbildungen

£ (f (x,y) == | {z€X|f(z,2)=r A f(x,z)=s A f£(y,z)=t}]|
rst rst ! filr r€f(A), s,t€Im f

ersetzt werden:

A'(f) := g o (f,..,frst,..}, g Anordnung von Im(f..f ).

rst”’
5.2 Hilfssatz
Sei f € F (von 4.1), s,t € Im f.
Dann gilt:
£ STf . -
st Ter(my TC
Beweis Mst(x,v) 1= {z€X|f(x,2)=s A f(y,z)=t}
Mpst (Xr¥) 1= {zexf(x,2)=s A f(y,z)=t A f(z,z)=r}.

M (x,y) = W_JM__, (x,y) filr x,y € Xz
st ref(a) st

klar.
ref(a) = Mrst{x,y] c Mst(xfy) r

z € M_, (x,¥), ry = f(z,2) = 2 € Mrost{xryi.

Fir r,,r, € £(a) gilt: Mr15t<xay} n Mrzsttx.y) 79 =

= _'f:1 = f(z,z) = rz, also Mrst{x,y} ﬁiSjunkt filr festes s,t,
- f__(x =M (x,y) ) = M ey =

ot ¢ 'Y) st (XeY) AT rst
- o

ref (4a)
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5.3 Folgerung

v £ € F(siehe 4.1): A"(f) < A(f) < f,

Beweis

A'(f) (x,y) = A'(f) (a,b) =

vs,teImf, vref(a: f . (x,v) = £ e fa/b), fix,y)=f(a,b)
frst{x'Y} =

= Vs,t €Imf: £ (x,v) =

ref(A)
= f =

f(x,v) = £(a,b),

also A(f) (x,v) = A(f) (a,b).

A(f) < f nach 4.2.1 .

5.4 Hilfssatz

r € £f(A), s,t € Im £, § €N, ozjn=1X].

- , -1 - -
pann gite: £, = [0 M o | o [e e ]

Beweis

B(x,z) := {z'e€x|[f(x,z)=s A f(z,2"')=r}.

Es gilt: z' € B(x,z) = f(z,2') =r =(ref(8),fex,)= 2=z',
also B(x,z) = @ oder B(x,z) = {(z},

frst(fo) = j L j =I{z xlf(zfz}=r A f(x'z]';*s A f(y,z):t}‘.__.

( f(z,2z)=raf(x,z)=s « B(x,z)={z} & |B(x,z)]|=1 )

R—1

1

| {z€X| IB(x,2) | = 1 A £(¥,2) = t}|

sy 1 £y )

( |B(x,2)| =1 &= (x,2) € £

<= (x,Vy) € rechte Seite.

Der Verfahrensschritt A' wird jetzt in zwei Schritte(AT,Az)

untertgilt(h'=hzoﬂj),pﬁmlich in die Berechnung von
(fi;?ffrst"', fiir die Elemente (x,x) der Diagonale, A1,

und fiir die iibrigen Flemente Fx,v) mit x#y, Pz:
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(f,..,frst,..)(x,v) fiir x=vy

fi(x,vy) X7y
A (f) =49, 0 h1: wokei g, Anordnung von Im h,.

e

fii =
T i ey
(Fyeerf _pres) 06,V) XAy

Aztf) =g, 0 hz, 9, Anordnung von Im h2'

AT entsnricht der Anwendung von "extended features”
bei Unger [10] und Levi [5] , dem "Algoritmo di
affinamento" bei Sirovich [7].

Bei vielen "unregelmdBigen" Granhen genligt bereits

die iterierte Anwendung wvon A1 auf die durch den Grad des
gegebhenen Graphen erzeugte Partition der Diagonale.

Zur Pestimmung der Automorrhismenpartition der Knoten.
Fiir spezielle Graphen, nidmlich fiir Arboreszenzen und
zusammenhingende funktionale Graphen hat Tinhofer in
[9] bewiesen, daB dadurch die Automorphismenpartition
erhalten wird.

Da A1 aufierdem nur n Berechnungen von Funktionswerten
{f,..,frst,..)(x,x) erfordert geqgeniiher n. (n-1) hei Az,
definieren wir den folgenden Verfahrensschritt A":

5.5 Definition
"Verfahrensschritt A"" bezeichne die Abbildung: A" := hzoh?,
d.h. zuerst wird A1 sooft durchgefilhrt, bis die Diagonale
nicht mehr weiter verfeinert wird( nach Satz 3.11 ist dies

nach spdtestens n-mal der Fall), und dann Az.

Der "Verfahrensschritt A" fiihrt ehenfalls zur disjunkten

Basis von H(Q,G1,..,Gk):

5.6 Satz 2
Voraussetzungen wie 4,4 ,

Dann gilt: fi.=.L .
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Bewels

£' < f: durch Induktion. )
-— _ _ (5.3
an (9 = A20A10A? Y@y S ar e A? Ty <
A o A?_1(f(0]). 5.3 gilt auch fir A,: A1{f) < f:
Aol l(g(©)) (4-2:2) pelody,

Sei jetzt (A“)i(fio)] < Ai(f(ol)_
(5.3)
<

-

(An)i+1(f(0)} - a' o A?_1 ° {h")iifto)}

o (am i)y

(5.3) (T.R.)
7o ante®) T anta) T ateh ]

n-1

Ao A1

A

< Ai+1(f{o))_

£f < f':

PR

vos= {M! M
Sei M : {M"I}jEIm ftl j

Z-Eige: M' < H(.ﬂ,G.]p-t;Gk)o

genau wie in Teil I des Beweises von 4.4: M(®) bleibt gleich;

i i
in Hilfssatz 4,5 ist (r,rm m ,..,ri‘} 1= {f(l),..,f( ),.){a,b)
ii :

zu ersetzen durch ‘mo""mrst"')'

(i)T
t

£ (i}

e (1)
=(f r**7 rst

r-.) (@a,b),

(1) durch:
weiters Ms (rst}M urch:

(i) (1)
[Ms (1) Mr ] (m

rst} [M(i}]T, wobei jetzt der Durchschnitt

.
$
iber die ref(a), s,t € Im £' (%)

Héi] durch Méij su ersetzen. (Siehe auch Hilfssatz 5.4).
o |

Die Aufteilung von A' in A, und A, dndert hier nichts, die

zu nehmen ist, und

Formel gilt dann eben nur fiir die 1 € f'(1+1}(53

(bzw. £' 31 (x.x<A) ), Fir die Ubrigen 1 haben sich die

(i) (i+1)

M{I*?) nicht gedndert, d.h. es gibt ein 1, mit ST

InduktionsschluB wie in Teil I). des Beweises 4,4:

M' H(ﬂ,G1,..,Gk} .
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also M' c H(8,G14..,G)):

VieEImE 31, eme: M = M.
J J s€ET

Seien x,v,a,b € X, j:=f'(x,v):

f(x,y) = fla,b) =1 s =» s € Ii, (a,b) € MS c M!

= f'(a,b) = ] = f'(x,v),

also f < f' und somit f = f°',

5.7 HilfsquE
Hilfssatz 4.6 gilt auch fiir A, und A,
falls f'{1+1} = h1{f'{i}} und falls f°!

, d.h.

(i+1) _ AZ(E.{i}).

Beweis - fiir Az wie bei 4.6 .

(1) (1 (1) JT (i) (1) -
[MS (1) ’] (m) [Mtl ] - [Mt ) My ] (m) [uélJ]T,

leicht zu sehen mit FPilfssatz 5.4 .

fir A1 durch Induktion:

ftc] wie in 4.6. Pehauptung gelte fir i:

filir
M{i+1]’ 1€ f{if1){¢): M{i+1) - ﬁ'-M{i+1)T _ M_{i+1)-
Le e @y a1 em ey i) o347 nach 1.2,
o 1 ,
oder weil £ aa (¢ 1y e m ™M wH T o M)
| . : 1 1

. . (i+1) . (1) _ ,(i+1) _
1oa= gy ap e s @ myy) =t -
()T
=M o

Als Anordnung 9 in 4.1 und 90 in 4,4 wird folgende Vorschrift

verwendet:
X g (1) (1)
Zuerst wird Im( ""frst"') lexikographisch angeordnet.

(im Programm Zeile 642-658 filir ﬁi, 507-526 filr A})_
(1) (i)

dann werden diejenigen Tuvel (f ,..,frst,..}{x,v}, welche
lexikographisch gr8ger sind als (f{i},..,fiii,--}(YrXJp

unmittelbar hinter (f{i),;.,fiéir.,}(y,x) eingefiigt.,

(Zeile 746-751). Nach Hilfssatz 5.6 ist diese zweite Vor-
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schrift unabhidngig von der Wahl von (x,y). Falls

”;1)T 4 M;i) ist, gilt dann aufgrund dieser Pnordnung:

(1T _ (1) .
Mj = j+1- HllfSSat.;Z 5-6{4-5} Erspart dann einige
- Berechnungen von (f(l),,,,f;;i,..](y,x}:
Falls Mgl} aufgeteilt wurde auf M;i+1’,_.'méi+1)' so
1 r
wird auch M;i) aufgeteilt auf Méf+1},,.'mgf+11}
1 ]r
. (i)T (i) i
fir die (x,y) € My braucht also (£ ""fisi"‘}(x'yj

nicht mehr berechnet zu werden. (Zeile 708-723, bzw.
680-692 fir r=1).

Eine Einsparung von Berechnungen von fé;i(x,y} bringt auch

folgende Tatsache:

Falls fir ein r € £071)(a) und fiir s,t € 1m £33 giq¢,

(i+1 i i
e ml Yoy ) Mél+1)=mé%]

3 ey, s evem £ mi !

und Mél+1)=M(i) (M‘ll; H;t} und M{l) wurden durch Schritt

t' r' t!
i+1 nicht aufgeteilt),
so ist flir x,y € X: féi:1}{x,y} = fé%;.t.(x,y)
und wegen g (1+1) < fé%;'t' braucht fé;:1) nicht berechnet
zu werden.
Fiir M;i+1) wird die .Eigenschaft: 3 j'€Im f(i): M;i+1)=M;%)

im Attribut "ALT" der Partitionsmenge festgehalten. (Zeile 167)
("GANZ ALT" gibt an, ob die Partitions-menge McA seit der

letzten Anwendung von A, einmal aufgeteilt wurde)
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5.8 Abschdtzung dexr vom Verfahren bendtigten Rechenzeit

1) Zeitaufwand zur Berechnung von
(f""frst"')(xfy} fiilr ein (x,y) € XxX:
Fiir héchstens n Tripel {rj,sj,tj} {rjEf(ﬁ},s,tEImjf)

ist m. ¢, = £, . . (x,y) von Null verschieden, denn
J 33 173173

-2 f (x,y) = IX] = n,
rEf(BA) ,,S,t€Im £ ISt

ff""frstf'*}(erl wird daher als Liste von lexikografisch

absteigend angeordneten Quadrupeln (rj,sj,tj;mr s.t )
37373
wobei mrjsjtj 7 0 ist, abgespeichert.

Die Berechnung der mr # o geschieht nach folgender

.S.t,
33173
Methode:
integer x,y,z,r,s,t;

for z := 1 step 1 until n do

begin r := f(z,z); s 1= f(x,2); t := f(y,z);
[*] if ("z&hler (r,s,t,mrst) in der Quadrupelliste
vorhanden") then m t= m + 1
—rst rst
else ("Fiige neuen Zdhler (r,s,t,1) an der
richtigen Stelle in die Cuadrupel-
liste ein");

end;

Diese Berechnung der m oot fiir ein (x,y) erfolgt innerhalb

der procedure G(K), die zur class GRAPH gehOrt. (Zeile 220)

Bei z = j muB r,s,t mit den héchstens j r',s',t' der

bereits vorhandenen Quadrupel verglichen werden:

die Berechnung von (f,..,frst...){X,YJ erfordert hdchstens

n 2
£ Jj =n__Schritte.
=1 D-_REDLiZLE

2) Zeitaufwand zur Anordnung der m Listen (f,..,frst,..](x,y}
Im f
Fiir das Einordnen der j-ten Liste sind héchstens j Vergleiche
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mit bereits errechneten Listen nétig, ein solcher Vergleich

erfordert den Vergleich von héchstens n Quadrupeln:

Die Anordnung von Im{f,..,frst,..] erfordert héchstens

¥ j«n Schritte,

Daraus ergibt sich der

3) Zeitaufwand filir einen Schritt A1{Partiticn von X):
3

n Berechnungen von {f,..,frst,..)(x,y) of n
j-n =~ n

Anordnung von hdchstens n Listen:
1

[ =]

j
mit -E =t E=sS===seSape
und der

4) Zeitaufwand flir einen Schritt'AZCEartition von XxX):

w-nz Berechnungen von (f,.,,f pee) (X,¥): =~ n
rst n¥

Z j*n =~ n

Anordnung von hochstens nz Listen
j=1

mit t, proportional n_.

=t

ist hbéchstens gleich n

(3.11) . Fiir A2 ist dieselbe Abschdtzung nach (3.11) nz;

Die Anzahl der Durchfiihrungen von A1

in den praktisch berechneten Beispielen mit n zwischen

1o und 20 brauchte A2 jedoch hdchstens fiinfmal durch-.

gefiihrt zu werden,

Die Rechenzeit des Verfahrens ist somit theoretisch
maximal der siebten Potenz von n proportional; die praktiéch

erprobten Werte liegen jedoch deutlich darunter,

Die am hdufigsten durchlaufenen Unterprogramme wurden in

Assembler~Sprache programmiert:
INCM1 (Zeile 142) fiihrt die Anweisung [*] durch,
COMPARE (139) vergleicht zwei Listen von ganzen Zahlen,

COMPR(gliste,L) (145) speichert die OQuadrupelliste qliste

als Liste von ganzen Zahlen in einen externen Speicher-

bereich (auBerhalb des SIMULA~Programms) von L.I1 bis 1,12
ab, und SETLU(I) (148) ermdglicht es, derartigen Speicher-

bereich wieder freizugeben.



14

5.9 Programm
Da ein Programm fiir eine spezielle Anwendung natiirlich

auf die dort vorkommenden Graphen ausgerichtet sein muB,
wurde hier versucht, mehr Wert auf Ubersichtlichkeit zu
legen. Daher wurde auch die Sprache SIMULA verwendet,
die durch das Klassenkonzept die Mdglichkeit bietet,
Objekte mit Attributen und spozifischen Anweisungen zu

definieren:
z.B. class partitionsmenge; ...eine Partitionsmenge M;i)

(Zeile 166). .
begin boolean alt, ganz alt;..bereits erwdhnte logische

Variable,
ref (iliste) liste; .....Verweis auf die Liste
...1 .

ref (head) klistel,kliste2;,...ListenkSpfe der Liste
der (x,y),die Elemente dieser

P.menge sind, beziiglich Graphi
bzw. Graph2,

inteser INDEX;utooololl TNDEX = jt
boolean procedure complete; dieses Unternrogramm priift,

(fiir eine Partitionsmenge < A ), ob der durch die
Knoten 3z, fiir die (z,z) Element dieser Partitions-

mgnge' ist, bestimmte Untergranh"vollstdndig"ist,
d.h., alle Kanten (x,y) mit x#y aus derselben

Partitionsmenge sind.
die Anweisungen dieser Klasse filhren eine Vorbesetzung

der Attribute durch,
end PARTITIONSMENGE;

Weiters wird z.B. der Verfahrensschritt A1 von den Anweisungen
der Class KNOTENPARTITION durchgefiihrt (Zeile 500 = 582),
der Verfahrensschritt Az jedoch von den Anweisungen der

Class KANTENPARTITION (Zeile 632 - 752).
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Das Programm fiihrt fiir zwel gegebene Graphen die parallele

Berechnung von f und f' durch, wobhei die Bedingungen von

4.9 bei jedem Schritt {iberprift werden.

Es sind folgende Ausgdnge mdglich:

- bei der Uberpriifung der Bedingungen von 4.9
werden Unterschiede festgestellt, die'eine Isomorphie
ausschlieBen, |

- die Knoten beider Graphen werden eindeutig angeordnet:
ein einziger Isomorphismus existiert,

- die Voraussetzungen von 4.11 sind fiir ein Xy mit
f(xo,xo) =:j. Es sind dann IMjI Isomorphismen mdéglich,

- falls keine der obicen Bedingungen erfiillt ist, wird
versucht, die Graphen parallel in unabhdngige Unter-
graphen zu zerlegen, fiir die dann einzeln die Voraussetzungen

von 4,11 gepriift werden.

Die beiden Graphen k&nnen auf folgende Arten gegeben sein:

= durch Einlesen der Nachfolgerliste fiir jeden Knoten

(procedure EINLESENG, Zeile 107).

= durch Besetzung der 2Adjazenzmatrix nach einer Zufalls-

funktion (procedure ZUFALLSGRAPH, Zeile -29).

= durch Erzeugung eines "starred polygon" ([14]) -

(procedure STARRED POLYGON, Zeile 49): _
das ist ein Graph, dessen Knoten derart angeordnet werden

kdnnen( X = {x1,..,xn}. dag gilt:
(xi,xj) EG e V k=1,..,n-1: (xi+k'xj+k) € G.

(i+k,j+k modulo n gerechnet)
Ein solcher Graph ist gegeben durch sein "Symbol"
S := {sl(xq,x1+5} € G}. (Der bei 4.15 links abgebildete
Untergraph ist ein "starred polygon" und hat das Symbol
{(1,3,4,9,10,12} )

Der zweite Graph kann auBerdem durch eine Zufallspermutation-
(ErOcedureZUFALLSPERMUTATION, Zeile 81) aus dem ersten
erzeugt werden (procedure PERMUTIERE , Zeile 99).
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FhbGl? #HEALZE ZEITLIMLITS

+ INTEOERT oL}
FHLALZE K3 FU00LE AN STYTMMFTRISCHs EINMLESENs SCHLEIFEMs AUSH

ZETTLIMLT 3= 1000«IMINTS

IMAGE = BLANKS(TO)

L:iIF 4

OUTIMAGES  EJECT (LINE+3) 3

OUT) mAGE 3 UU[TEA]{;;-n_ﬂ-%-ﬁ-ﬂ—%-ﬂ-u-ﬂﬂﬁ#u#ﬂ-ﬁ_ﬂ-ﬂ-u—ﬁ-#-;#);g

UTIHAGE§

o= ININTS X i= [NiRFALS
SYHMETRISCH = W < 04 EINMLESEN t= X = 0.03%
SCHLELFEN 3= X < U3
IFF SYMMETHISCH FTHENZ N 1= =N}
OUTTEXT (22 = ##)§F UUTIANT(Me2) 3
FIFE SYwrETh]ISCH »TrHENZ QUTTEAT(Z# SYMMETRISCHER#ZZ)S
+IJF# SChLEIFEN 2THEN# X 1= =X}
FIFF EINLESEN #FTHew# VUTTEXT(#2 GRAPHs EINGELFSEN:D #%)
FELSEZ QUYTEXT (7% ZUFALLSGRAPHEZ) Y
F1F# SCHLEIN LN #THENy QUTTEAT( 2% MIT SCHLEIFENZZ)
U & = CLUCK«SUB(T+2) sGETINT®#241] 3
FIFE =~ EINLESEN #ThtiF
FEEGIN# OUUTTEAT (37 nA TENHAEUFTOGREIT=77) 3
UUTFIA(Rsls)
FEMNL#F THEMS
¥Ib# ENDIMAGE #FTHEN® #ELSE# #ZINSPECT# SYSIN #D0#
FHEGINE AUS = IMAGE.SUs(POSe3) = #FRAUSEFS

fFIF# AUS FTHENE SETPUS(PUS+3) 1 FEND#Y
SIMSET#BEGING
#FRrOCELUVES# ZUFALLSGRAPH(FeN sKANTENHAEUFIGKFIT e SYHMETR]
SCH»
SCHLEIFEN) ¥
FINTLOERFFARKRAYFF T #INTEGERZN ¥ #REALZKANTENHAEUFIGKEITS
RUULEAN#SYMMETRISCH, SCHLEIFENS

FEEGINE 7 INTEGERY Toedsh My

#FIF# = ENDIMAGE #THEW# U 1= ININTS
DUTIEXT (£2y U=##) 1
QUTINRT(UPYI%) S
I- 1= NHRIN=L)¥KANTENHAEUF JGKELITS
FIFY SYMHLTRISCH #THEN# m i= mzs2f
FFOR#F K 8= 1 #51Er# 1 #UNTILE M #DO#
FBEGINE I 1= RanDINT (1ebel)) J = RANDINT(leNsuy) 3
FEIoJd = 1 #1F# SYMMETRISCH #THEN# FILJseI)1=13
#END# FOR K}
#1F# SCHLEIFEN #THEN# #FLSE#
#IF# AUS #THEN# AUSDR (F yWN) 3§
#FOR# T i= 1 #STEP# 1 #2UNTIL# N #D0# F[IsI1] =03
#END# ZUF ALLSGRAPHS

#PROCEDURE# STARRED POLYGUN(FsNsSYMMETRISCH) §

xlmTtGEﬁr FAKRAY# F3 #INTEGER# N§ #BOQOLEAN# SYMMETRISCH}
¥BEGINE FINTEGER#F I+J {
SYSINSETPOSISYSINLPOS+1)
UUTTEAT(##2 STARRED POLYGONs SYMBOL=(#%)}§
FWHILE#Z = ENDImAGE #DO0O#
FBEGInNE J 3= ININTY QUTINT(Js2)¥ OUTCHAR(S+%)3
J = U=l '
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#FOR? | i3 )] £STEF2z 1 #UNTILZ N #DUF
FilstI+ ) gpnnzenN « 11 3= 14
Jish - J - P
ZIF#F ~ SYInETRISCH 2THENZ zELSE#
#FORE | i= 1] #STEP# 1 #UNTIL# N #D0#
FLIsUI*J)#MODEN + 1] 1= 13
#ENL#F WHILE =ENDIMAGF §
SETRPUS(PUS-1)3 UUTCHAR(®) %)% QUTIMAGES
FEND# STLRREL FULYGUp: '

7PROCEDURE# AUSUR(Fawn)

FINTEGEKF #uhrAY® Fi #]INTEGERZE Nj
FREGINE FINTEGER® TeJi
QUTIFAGE §
TFORF 1 3= ] #S1EF? 1 #UNTILE N #DO%#
TEEGINE QUTLIRT(Is2)8  QUTCHAR(S: D)5
FFORF J 4= 1 #STEP# 1 #UNTIL#E N #DQ#
#1F3 F(I+J]l = 1 «THENZ
FEEGIN® OUTINT(Ja2)3 OUTCHAR(%9s%) ¥ ZENDZ;
SETPOSIPUS=1)3 GUTCHARI($%%)S] SETPOS(PUS+2)}
~Eml¥ FCR I
FEFE auUSUKE

#PRULELUFE# AUFELLSPERMYTATION (PERMUT N3
FINIEGERF FARRAYE PERMUTSY #INTEGERZE IN§
ZBEGINZ #INTEGER#E IvJerKeMo s

FFOR#E K 1= 1 #STEP# 1 #UNTIL# N #D0# PERMUTIK] i= K3}
OQUTIMAGES OQUITEAT{##ZUFALLSPERMUTATTIONY Us##)1
QUTINT U TRUNK (LN () fLCL0L,0)) + 1 )% OUTIMAGE$

fi 3= RaNDINT(LsNsU)
FFOR#F K 1= ] #5TEP# 1 2UNTIL#Z M #DO#
PEGIn# 1 = KRARUOINT(lepaU) s J i= RANDINT(lensu) g
L 1= PERMUTITI: PERMUTII] = PERMUTLJI
PERMUTLJ] = 23
#ENUDE FOR Ki )
FFURE K 1= ] #STEp# 1 #UNTIL# N #D0z CUTINT(Ke+3)§ OUTIMAGE]}
FFOR# K 3= 1 #STEP# 1 #=UNTILZ N #DO# OUTINTAPERMUTIKI3)3 ouT]
MAGE S
FEWD¥F ZUFALLSPERMUTATIONS
#PROCEDURE® PERMUTIERE (F1ePeF2aN) 3§

#INTEGER# #AKRAY# F19F2+P§ #INTEGER® Nj

FBEGINE #FINTEGEKE 19J}
FFURZLI=1#STEPZL#UNTIL#NFNO##FOR#JI=12STEP#1#UNTIL#NZDOZ

FE2LPLI)yPIJI) 3= F10IsJ33
FEMD#FPERFUTIERE §

#PRLOCENULEZ EINLESENG (FeNeaSYMMETRIGCH) §

#INTEGER#F #ARRAY# F§ #INTEGER# N§ #BOOLEAN# SYMMETRISCH}

FEBEGIN? #INTEGER# IsJahid

INIMAGES = OUTTEXT(##>>>>>5%4#)
FWRILE# SYSINGJIMAVE.SUB(194) #NE# £#ENDEZ# #DOZ
FBEGIN?

OUTTEXT (SYSINe IMAGE .SUB(LT0) ) IOUTIYAGES SYSINSETPOS(T1) S
SYSINGIMLGE «SKIPBLANKRSY #IF# SYSIN,pOS < 81 #THEN# #BEGIN#
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116 CUTTEAT(SYSIReIFAGE<SUB(TLIs1N) )8 QUTLIHAGES #EMDES SYSINGSETPCS

(1)5%

117 Frhilbe? ~ EnDImaGE #00#

116 FhHoGlheg 1 1= ININTS

119 FWHILC# INCHAR #nNE# 3#% #DC¥

120 FREGINE J = ININTH FLIsJ) i=1}

121 2I1F® SYMMETRISCH #THENZ FLJy111=13

122 #ENMDg wHILE NE # §

123 FEMDF  WHILE < K3

124 | IMIwaGES

12% TEWD#F wnlLE NE ENOED SYSINJSETPOS(79)3 OUTIMAGES

126 #EmMD#? BEIvLESEWT ’

127

128 1L1nK sCLASS#  uUALKLPELS

129 #REGLNE FlWlbobkhZzresDs T 3 FENDES

130

131 HEAU #CLASS?E  WUALRUPELLISTE?®

132 #BEGINF FREFF(HEAD)KESERVUIKS

133 #INTLGER® 13

134 RESERVOUIK = #FhEws HFADE

135 FFORF 1 1= 1 =STEP+ 1 #INTILF N FDO#

136 FHEW#F QWUAUDRUFEL «INTQ(RESERVOIR) 3

137 #EnLs# CUADKUKELLISTES

138

139 Z2E2TERGALE #UUMPASSE #INTELUER® ZPRUCEDURE# COMPARE(L1lwL
2)3

140 #REFF(ILLISTL) Llisl2%4

141

l4e Z2EATERpALE ZUUMPASSE 2FROCEDURE S INCMI(QLISTEsFReFSHp
T)§

143 #InTEGER® PRsPSH»PTS  #KEFZ (HEAD) QLTSTESS

144

145 #EATERINAL#E #CUNMPASS®  #PROCEDUREZ COMPR(OLISTE L) 3

146 YKLFZ(HEAD) GLISTEY FREFE(ILISTE) LY

147 -

146 #E7TeiRnAL# #CupPLSSE FHROCEDURE#® SETLU(T) §

149 #IMTELGER® 133

150

151 #CLASS® ILI1ISTES

152 #BEGIN® #IWTEGER#E Il4123%

153 FINTEGER® ZPHOCEDURE# LAENGES LAENGE 1= 12 = 11 + 1%

1564 #zEND# ILISTES

155 '

156

157

158 LIk FCLASS# KKI

159 zBEGINg zREF# (PAKTIT)IONSMENGE) PME ZENDZ§

160 KK yCLASS# KNOUTEN(X)3 *INTEGER#® X3

lel 7BEGINE FENL?E FNOTEMS _

162 KK #CLASS: KANTE(XsY) 1§ FINMTEGERZ XaY1

163 #obkGlNF FREF#(RANIE) T $3 2END# I

164 -

165

166 LINnk 7CLASS®E  PARTITIONSMENGE $

laf FHEGINFE FUUOULEANF ALTe GANZ ALTH

lod FREFZ(ILISTE) LISTES

169 ' ¥REF# (HEAD) KLTSTEl+KLISTEZS

170 FINTEGER® IMDEX}

171 ' '

172 #hGOLEAN® #PROCEDUREZ COMPLETES
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173 71F# KFL1ISTELSFIRSTWSLC = = KLISTELS| AST #Tneh# COMPLETE = #IR
UF£7El SE#

174 #rEGLNe

175 +REFF (RUTEN) R FINMTEGLR#X§

176 FREF#F(PARKTITIONSMENGE )PV

177 Re=nL ISTELLF ST Ki=Ka X1}

178 hE=KaeSUCH PV = GRAPHLWKFIXyKeX]ePM}§

179 FFURE Ri= K.5UC EWHILFZ K =/= #NONE# 2DO0?

180 tlF# PV =/7 GRAFHLJKFLXeK.X]oFM #THENZ #6070+ E COhPLETEi

181 COMPLETE = #1FUETS

18z € COMPLETEs«e § #END¥ CUMFLETE ELSES

183 LISTE += ZNFW# 1LISTES

184 RLISTEL 3= #NEVE HFEADSI

185 R LSTFE = #nEW#E EEADS

1806 gLk PARTITIULSMENGF S

187

188 #PFUCERUKRE# ASEARE (H) 3§ FREF# (HEAD) H}

189

190 #6061+ #REF#Z (PARTITIONSMEILGF) PM§ #hEF# (KNOTFiN) K}

191 I'M t= HabFIRSTS OUTIMDGF}

loeg rUHILE#E F =/ ENONEZ zDOF  #INSFECTZ PM #D0O#

193 ybLOGI#E  #FURZE K t= KLISTElL.FINSTe KLISTEZ.FIRST #LCo%

194 FHEOLTNE  OQUTCHAR(ETD®) §

195 tUHTLE®: K =/= #NONE# #£D0#

196 FHEGINE  OHTINT(K.Xe2)3 OUTCHAK($%94)

197 K o= K.SUCH

198 #END#® WHILE K3

199 SETPOS(POS=113 OUTCHAR($IH) §

200 QUICHAR(S:®) §

201 FEMUE FOK Ki= KLISTEL 3

202 SETPOSIFUS=1)F QUTCHAR(S§%) 3 SETPUS(PUS+2) 3

203 PM t= PM.S5UCSH

204 FEWNLFE WHILE b

205 #END# AUSGAEE §

206

207

208

209

210

211

212

213 #PEF# (GRapPH) GRAFH1y GRAPHZ)

214

219 #CLASS? GRAFH (Fslv)§

216 +*INTEGEHE ZARRAY# F3 #INTEGER# Ny

217

218 #PEGINF #REFZE (KK) #FAPRAYZ KF [laesnelas,NT ¢

219

220 FREF# (1LISTE) #PRUCENURE=R G(K)#$ REF#(KK) Kkj

221 #HEGINME  #REF# (PARTLITJUNSHENGE) FR+FSsP1} #REF# (KNOTEN)KZ}

222 FINTEGERZ XeYsZsRi FROOLEAN# ALTH

223 ¥REF#(HEADIKLISTES

224

225 #IF# h #I5# KNOTEN #THENZ #GOTQ# KN}

2ee A 1= KFQUAZKANTF « X3 : Y t= K#ZQUA#KANTE.Y}

ee7 PR t= KNOTP.LASTS

2cB FWHILE# PR =/= #NONE# #ULo#

229 FHEGIN -

230 ALT := PR.GANZ ALT:

231 R 1= PR,INDEX} KLISTE!=#1F*¥#TH]IS#GRAPH==GRAFH]
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FIne i FRLKLISTE] #ELSEZ FP.KLISTEZS
RZ 3= KRLISTE.F1RSTH
FeHILF# W7 =/= #LUNFZ DO
FBEGINE 2 = KZ.X}3
FS t= kF [ XaZlePNMi
FT t= KF [YeZ] _ PM}
#1F¥ ALT #THEN#
FHEGINZE 2IF# PSALT A PT.ALT
ZTHENZ #GQTO# E14
zEMD#E THENMD

INCM1 (GLISTE9RypSe INDEX9yET, INDEX) §

El,., K7 1= kz,5UCH
FEND#Z VRILE KZ =/= MOMES
FR = FR.PREDS
FENL#F “hHILE PR =/= NONEY
2GOTOF# E
Elda e A 1T KEQUAFKNOTEN.X]
PR i= KNOTPLLETZTE ALTS
ALT 3= PRLALTS #1F® ALT A -~KN]1 #THENg #GOTC#
E33
R = FlheloDEXS KLISTE:=#]F##TH]IS#GFRAFH==GRAFF]

#THEN# FR.KLTISTE) #ELSF# PR.KLISTEZ}
K7 i= KLISTE.FTRSTH
FWHlLE® RZ =/= #NONE# #DO#
FHEOGINE L = KZeX}
FS t= KF [XyZ]+PM]
F1F# (2IFEALTAKNI#THEN#PS.ALT#ELSE# #FALSE#)
FTHFENF #GOTO#® E23%

INCML (G 1ISTEsRePSINDEXsPS, INDEX) §

KZ 1= RZ.SUCH
2ENUE WHILE ®Z =/= nNONES
PR t= PR.FPRED}
£]F# PR =/= #NONE# ?THEN# #GOTO# E}

3
COMPRIQLISTESL) S - LY
JENUF GIK)S

2REF# (HEAD) F} #IMNTEGEKZ I9JeFleF2eMAXS
#REF# (PARTITIONSMENGE) #PRCCEDURE# WO (1)3
#ZINTEGER¥ I}
+BEGInE # REFRF (PARTITIONSMENGE) PMi
Pv t= PFIRSTYH
#FyR]LEE PM =/= #NONE# #D0Z
sBEGINE  #IFF I < PMJINUEX ¥THEN#E #GOTO# KLEINERS
#1F# 1 = FmeINDEX #THEN# 2GOTO# GLEICH)
" PM 1= PM,SUCH
FENLF AHILE PMY
PM = #NEw® PARTITIONSMENGE? PM.INDEX 1= 13
PMe INTO(F) S
#G0TOx GLEICHY
#NERF PARTITIONSMENGE «PRECECE (PM) §
EM t= PM.PRED3 PM« INDEX = I3
WO §=- PMI}
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£91 Fewo# w0

£92

293

294 #REF7 (rn) Roh13

. RE .

ggz FREF# (ILISTE) L3 Li= ¥NEWE ILTSTES

297 FFURFLIZ1#STEF212UNTILEN O v 13 e

T e e
G 2k ¥ ¥  F : .

330 Fkk TR +li;:1 < 0 #THEN# BEORT (##LAKFL NEGATIV¥?Z)3

301

302 pot= KihgTF

303 2FCRz T 3= 1 #STEFz 1 3UNT

304 BECINE h = FREWY KI'J:"TI';I\;{ET'N #Uoy

305 KaPh 3= vCO(F(TeI1)3

30e KFLIel) i= Kj

307 #END® FOR 13

3us '

309 F i= KANTPG

Jlo FFUR?L3=1#STEPFLFUNTIL*N2DOF#F O .= . )

311 tLEGINE Ki= ENEWF apNTt{I-B}: Lp¥d'x%+!tsligzi¥ETT]F¢N#UU*

312 REGUAFEANTEST = KTH KT#QUA#KA {:Thlf’IJ’

313 F1ot= FL1,J03 te 1o Fractny

iia e z;t;UlilﬁMAK PR RT.RN =—.w0th;£i;+F11;

3ls R tJ) i K ' ’

316 JERD? FOR Dods ‘ RFLJ9Id 5= N1

317

318 ¥1ff U?:;?1 =i= #hOME# 2THEN# #GGTOZ M23

319 FFCR¥FL:= EF#13UNTILINADCF#FOR#JI=]1#STEPZ1YUN .

3 2 INSFECT® KFLIWJ) 20 I } UNTILFEN#DC#

32? L 6uToF Ed D0#% INTO(PMKLISTEL)

322 W2 sFURZFI=12STEF#12UNTILZNEDC##F OR# U3 =1 2STEP#1#UNTILFNZD

. . O#

323 #INSFECT# KFLIsJ]) 2D0% INTO(PMa

324 Eao ; ' (PreKLISTER)S

325 #EnD?# CRuPH}

3ce

327

328 #REF# (NEFD) SINGLESSH

329

1330

331

33z FREF#(HEAD) uul b *LFE(SURGRAPH) SG3

333 LINK +CLASS? SURCKAPHI

334 FBEGIN? 7REF7 (PARTITION) Pi

335 #PROCEDURE# ISOTESTZz3

336 #BEGIN#

337 2REF# (PARTITIONSMFNGE ) PMyPNy PV}

338 FREF# (PARTITION) SAVPS ZINTEGER# N13

339 FREFF(RNOTENIKL K2 K34

340 SAVPi=KNOTPS

341 PJLETZTE ALT = P.LAST}

342 KNOTP &= P3

343 i Es 4#P«CAKDY

344 SETLU(0) )

345

346 PM 3= KNOTP FIRSTS

347 :

348 #wHILE# FM =/= #NONE# #DO¥F

#BEGINF
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FLEF GhubrloGUEM gKLISTEFILFIRSTEGUAFRNOTEN) JLAENGE = ]
#THE# 760010 15023%
FM t= PM,SUCH
TERD¥ v HILE b
YETISS MICHT.,
OUTIMAGES QUTIEXT(#7KEINE AUSSAGE UFBER 1SOMORPHISMUS2#) 4
OUTITHMAGEY  OUTTEAT(##RESULTIERENUE KNOTENPARTITION! ##)
AUSGALE (RNUTH) §
FGUTUE E 1SOTESTR2:
!szii
OUTLIMAGES OUTINT(FPerlL1STEL.CARPLINALYE) S
OUITEXT (##  ISGNUKPHISFEN YOFGLTCH: EINER DAVOME 2704
K1 2= PMiKLISIFELLFIRSTE K2 = pM.KLISTE2.FIRSTH
X1 1= ml.x% K2 3= KPent
Fii 1= KNOTPWFIRSTS FWHILE® FN =/= #NONE# #D0# .
FHEGIN® n] b= PNeKLISTELl.FIKSTS K2 1= PN KLISTER.FIRSTS
FWHILE® K] =/= #NONE# #D0# .
TBEGIN®E PV i= GHRAFPHL JKFI[XAlaK1l.X]ePM;j K3 1= K23}

FRHILE# GRAPHZ «KFLX29K3.X) . PM=/=PY 2D0% K3 1= K3.SUC}H
*[F# K3 == K2 #THEN# K2 1= K2,5UC
FELSE# K3.PRECEDE(KZ)
K] 1= Kl«SUC}
FENUF LRILE KL
FN = FheSUCH
FEMD# WHILE Fuwi

AUSGABE (KNUTF) §

E TSUTESI2.. KNOTP = SAVP3
FENUF ISOTESTZS
P oi= #hEwz PARTITIGNS

ZEND# SUBGRAFHI

#FPRUCEDYRE# DECOMFOSE (FNOTFIINTO LIST OF COMFONENTS: (L) §

YREF#(PARTITION)RNOTFY FRFF£ (HEAD) Ly

FEHEGINF -

#REF# (KNOTEN) Ki# FREF#(PARTITIONSMENGE) Pl9P24F33%

#REF# (SUBGRAFH) SG} #INTEGERZE X3
ZFOR¥® Fl = ANUTPWFIRST #WHILE# Pl =/= #NONE# #DO#
FEEGINZ

SG i= ZNEW# SUEGRAPHI SG,INTO(L)E  Pl.INTO(SG,P)}
#wHILEZ Pl =/= #NUNEZ #DO#
tEEGINE K b= PLoKLISTE].FIRSTS Xi=K. X}
P2 1= KNOTP,FIRSTI #WHILE# P2 =/= #NONEZ# #DO#
#3EGINE K = P2.KLISTELl.FIRST}
F3 t= GRAPH) JKFIXsKoX1.PN}
#FORZK =K, SUCEWHILE#K=/=#NONE# #0032
21F# P3 =/= GRAPHI +KF[XyK,X],PM
#THENZ ZEFGEINZ P3 = P2.5UCH
P2.INTO(SELP)E P2 3= P33
FCOTO# EL13
FENDZETHENS
P2 1= P2.SUCH
El., § ®END# WHILE P2}
Pl 3- P1.SUCH
#EnD# WHILE K14
#END# FOR P13}
#END# DECOMPOSES
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410

411 #REF#( PARTITICK) ®EUTFskENTPY

412 HEAUFCLASSE FARTITIUKS

T3 FreGInF FRLF# (FARTIVTIURSMENGE) LETZTE ELTS

414 FBOULEANFE wEUy nON TSOMORPHY

415 #INTEGER# #FRUCEDPUKEZ CARDI

416 FHEGIN#® #REF#Z (PARTITICNSMENGE)PME ZINTEGEF# (3

417 : Fv 3= FIKSTH

418 FahlLE#Pr=/=2n0ONE#F FC0# #EBEGINZ (i= C + FM, RLISTE]
419 CERUEINBL ¢ PM $= FM,.SUCY #END2Y CLRD = (3
420 FENUF CARDINEL;

421 FENURFAKTIITIONS

4

473 Per11T110N #CLASS# KNCIENPARTTITIONS

44 FHEOLN? FHEF#(HEAD) HESERVES

425 FREFZ(FAKTITIONSMELGE) sFRUCEDURER NEUKNOTENPM (L) §

426 FREF# (ILISTE) L3

427

428 FEEGIN® FREFF(PARTITIONSMENGE) FMY

4729 Fr §= #1F# RESERVELEMFTY #THENT #FMEWZ PARTIVIONSMENCGE
430 FELSEF RESERVE«FIFSTS

431 FINSRECT? pPM #DO%

432 1BEGINE 21F g == yNOCNEx #THENg 2G0TOz KNG3
433 LISTESIL &= L,713 LISTE.IZ2 = LaI2%

436 0w s KLY 3= GANZ BLT 1= #FALSE#} FEND#E INSPECT FMj
435 MEURRGIENPM 1= PMI

436 #EMUs NEURNUTEREMS

437

438 #FPRUCELURE® ENTFERNE (PN) S

439 FHEF# (PAKTITIONSMENGE) PN3

440 '

441 #BEGIN® FREF# (FARTITIONSHMENGE) FVi #KEF#(KNOTEN) KlsKZ3
442 FINTEGERE Alex2%

443 #FINSPECT# PN #00%

P #BEGIN® INTO(SINGLES) S

445 Kl i= KLISTE1,FIRST}

446 k2 i= KLISTEZ2.FIRSTS

448 FELSE# INDEX 3= PRED#QUA#PARTITIONS
469 MENGE « INDEX + 1 3§

450 #EMDg INSPECT PNt

451 XY '= Kl.X% K2 1= KZeX}§ PV i= FIEKST}
452 EZes #1F# py == #NOURNEZ2 #THENZ #GOTO# EZ23
453 Kl te PV.KLISTEl,FIRST}

455 FWHILF# K] =/= #MNONE# #2DO0O#

456 FREEGINZE  #INSFECT# GRAPH1 #DO#

457 FHEGIN®  #INSPECT# KF [X19K1oXI2WHEN#KANTE#DO#
456 rEFGINE  OUTS PM 1= #zNONE# #END#$
459 FINSPECT# KF [K)oXsX11#WHEN#KANTE#DC#
46l #*EEGINZ QUTS PM t= ZNONE# #END#3
46l KF [XlekleX] $= #NONE#3

462 KF [Kl.XeX1] t= #NONE#}

463 #END#Y

4b4 #FIMNSPECT® GRAPHZ #D0#

465 $BEGINF FINSPECT# KF [A29K2+X)#WHENZKANTE#DO#
406 THEGINE OUTSE PM e #MONE# #END®J
467 F*INSFECT# kF [K2eX9X2)2WHENFKANTE#DO#
468 *BEGINgE OUTH PM 1~ ENONEz #END#3

469

KF [K2.X9X2] = #NONE#}



470
471
47¢
473
aT4
475
476
477
4TH
479
4pu
481
4He
4b3
4w
485
486
457
488
4849
490
491
497
493
494
495
496
497
498
499
50U
501
502
503
504
505
06
507
508
509
510
511
512
513

514,

515
516
517
518
519
520
521
“Z2
523
524
525
526
527
528
529

SIWNGLES

HESEKVE
_ LeTACAHS
H-E]-Il'_f'\l-l

WEITbhae .
QUTUHAK(®%b) 3§

t= KANTP LaST#QUAFPARTITIONSMENGE « INDEX S
LETZTE ALT - LASTS
PA 3= FLKSTH

54
FFE [reekPer] i= zhONESS

Ferbwd
Fl 1= Kl.SUCH Ke = hes SUCH
FELDE VHILE k1 =/= NOMEW

FV 1= FV.5UCH #GOT10% HZ21

FEMb# ENTFLERES

FREFZ(FARTITIORSIE NG ) PAyFNePVLETZTE NEUR
FREFF (LL1ISTEY L3
sINTEGERZE [9liclis FREF# (KNOTEN) Klyek23

zHEAL®E ZEITH

1= FIkEwdE FERDG
t= FhEbhg REpDg

1= #FTHUE#G
t= ELLAMPSEUS
LETZTE ALT - LASTS
i= FIRST
7ablLEZ PA =/= #ZNUNE# #NQ# #£IMSPECT# PA #NO#
#hEG1Ine

CALT i= GANZ ALTS
GAMZ ALT = #1EQYE#?
A 1= 3UCH

FENLZE VPHILE A =/= nORER

K1 $= PAKLISTEL.FIRSTS
i= PAKLISTEZ.FIRSTS
LETZTE NEU i= LASTH
SETLU(O)

ZWHILF#Z K1 =/= #NONE# #DO#
#HEGIN# L = GRAPH1.G(K1)}
PN &= LETZTE NEU 3§
#FOR% PN t= PN.SUC #WHILE#
PN =s= #NONE# #0D0%#
#¥BEGINE  JND = COMPARE (LsPNL.LISTE)}

#IF#2 IND > 0 #THENZ
#GOTO# MAGGICRE}
#IF# IND = 0 2THENZ
ZBEGINE SETLU(L.11=1)3§ #GOTO# UGUALES #END#}
#ENMD# FOR PN i~ PN.SUC}
PN !~ NEUKNOTENPMI(L)$
PNy INTO(#ZTHIS#KNOTENPARTITICON) 3
#G0TO# UGUALES

MAGGIUHE o o NEUKNOTENPM (L) « PRECEDE (PN) §
PN = PN,PRED}
UGUALE o o KlePM i= PN}

K1 1= Kl.SUCH
ZEMDZ WHILE K1 =/= NONE}

#WHILE#Z K2 =/= #NONE# #DO#
#BEGIN# L := GRAPH2.G(K2)}



b3u

531

b3e
533
534
535
536
537

536

539
540
541
L4
543
bag
545
L4606
541
548
L4y
550
551
by
553
554
555
bboe
557
Lo8
559
560
56l
S6e
563
564
565
566
Se?
Se8
569
57U
571
572
L73
574
575
“Te
577
578
L79
580
581
s82
583
SE4
565
586
587
588

55
Pk 1~ LETZTE nNELIF
FFOR#E PN 1= PN.SUC #WFILE? PN =/=
zhUNE#E #0002
FUEGINE IND 3= COMPARE(LsPHNLLISTE)}

#IFz IND > 0 #TRENZ
zGOTO# NICHT I1SOMORPHS
| #IF# IND = 0 *#THFEN#

FREEGINE SETLUIL.I1=-)1)5 #GUTO# IGUAL § #END#3

FE D2 FUR PNE=FNSUCT #GOTO#MNICHTISOMOKPHG
Kg 1= K24SUC$
FEND# VHIILE K2 =/= NONES
#1F# LETZTE NEU.SUC == LAST #THENZ

FHEGINg 2INSPECT?» LASTzQUBAzPARTITIONSMENGE
fDO# #EEGTIN# ALT = #TRUE#}
GANZ ALT = PAL,GRANZ ALTH

FEND#Y FEND# THEN 3§

PN t= LETZTE NEUS

FFORF PN i= PN.SUC #WHILE# PN =/= #NONE# #D0%#
FINSPFCT# PN 2DO#
FBEGIN® INDEK i= 1 t= I+1}

FEND# INSPECT PN

#1F#PL=/=LETZTE ALT#THEN: #BFGIN#PAI=-PA,SUCH #GOTO#BIl#END#}

H3se

FA &= Flh5T}

k2 i= PALKLISTEZ.FIRSTS

FwHILE# K1 =/= *NUNE# #DQ#

$BEOGINE TINSPECTF K1 #D0# INTO(PM.KLISTEL})S
FINSFECT# K2 #N0# INTO(PMKLISTERZ) §
Kl $= PALKLISTF1.FIRSTS
k2 1= PALKLTSTFZ4FIRSTY

FENDF WHILE k1l =/= KONED

FALINTO(KESEFVE) Y

+IF# PA =,= LETZTE ALT tTHENF ZGUTOz B3}y

NEU 8= $FALSEZS
FN ¥= FIRSTH '
FWHILEZ PN =/= #NOKEZ zDO0%
+INSFECT® PN #D0OZ
2IF# KLISTEL.CARDINAL #£hE# KLISTEZ2.CARDINAL.
#THEN® #60TU# KICHT T1SOMORPH
+ELSE® $REGINE PN 1= SUCS
#1F# =ALT *THEN# NEU 1= #TRUE#
2ELSEz #[F# KLISTE1.FIRST== KLISTEl«LAST
2THENZENTFERNE (#THIS#PARTITIUNSMENGE) §
FENLE ELSE}

#1F# ZE1TLIMIT < E LAPSED #THEN# ABGRTI##ZEITLIMITiill

kN1 = #FALSE¥#}

#1F2 NEU A =EMFTY #THEN® #6G0TO0# WEITERYS

ZEIT 3=(ELAPSED-ZELIT)/100.,0%

UUTFHRC{ZEITil1#IF#ZEIT<10 0#THEN#3#ELSE2TRUNK (LN(ZEIT
J/LN(10.0)
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545G IEFAR)

59( LETZTE ALT = Las1j
591 DETACHS

59¢

593

594 FEUTLUs vELTERLG

595

596 NICHT 1SUMURFit.s

597 MUN 1SUMURPH i= 2THUE#;
59R ZEND? FNOTEGWFARKTITLIOMN
599

600

601 PARTITION #CLASSF KARTLAPRRTITIONS

tblUe #EbELINF

603

EU4 *REF# (HFEAD)RESLWVE§ :

eub FREF#F (PARTITIONSHENGE) 2PROCEDUKEZ KEUKANTENPM (L) 3§
bie FREFF(ILISTE) L3}

07

butb FEEOIwE  FREFZ(PARTITIONSMENGE) PM3

69 Pit i= #]F% RESERVE FMFTY #THEN2 #NEw# PARTITIONSMENGE
6lu FFLSEF RESERVE.FIKSTS

6l1 ZIMSHECT# PM zDO#

6le FHEGINE #IF# | == #NONE# 2THENZ? 2G0OT0# NOJ
613 LISTE«1l &= L,T13 LISTE.I2 1= L1123

6lé WO ® ALT = #FALSE#3 £IF# KLIST E1 == #NUNE#
615 ’ ETHEN# FREGIN# KLISTEl !~#¥NEW#HEAD}S
616 N KLISTE2 $=-#NEWZHEAD}
617 #END# THENH

b18 FENU#E INSPECT PMmi

619 HEURAR TEHPM = PM)

620 FENVE NEL KANTENPIME

621 #BOOLEANFE SYMJ

622 ¥REF#(PAERTITIONSHMENGE) PAsPNyPVILETZTE NEUY

623 FREF#F (KANTE) Klek2id

624 FREF#(ILISTE) L# #INTEGER? 14 IND3

625 FREAL# ZEITH

bzt

627

62b KESERYE 1= #nEWwE hEADS

629 LETACHS

630 WEITER o

631 ZE1T = ELAPSED}

€37 1 = FIRST#QUA#PARTITIONSMENGE, INDEX = 1}

633 NEU §= FFALSE#

634 LETZTE ALT 3= LASTS

635 FA t= FIRSTS

636

637 Blas LETZTE NEU $-= LASTH

638 SETLULO0)

©39 #IF* PACKLISIEL.EMPTY #THEN# #2G0TO# Ely

640 Kkl = PAJKLISTE].FIRSTS

b4] SYM = KleT.PM == PA i

642 #FOR# K] i= PALKRLISTE) «FIRST #WHILE# Kl =/= #NONE# #0002
643 ¥BEGIN# L i= GRAPH1,G(K1)3$

644 PN i= LETZTE NEU}#

645 - FFOK# PN 3= PN.SUC #WHILE# PN =/= #NONE# #DQ%
646 #ZBEGINZ IND 3= COMPARE(LsPN,LISTE)}
47 #IF# IND > 0 #THEN#

648 #GOTO# MAGGIORES



049
650
651
652
653
654
655
656
657
58
(ki
c6U
61l
t6e
663
664
t6b
bbb
b6
e6d
66
YA
671
672
673
674
675
676
77
076
679
6k
681
.Y
683
6B&
6HS
b86
687
686
689
690
691
692
693
694
695
696
697
698
699
700
701
702
703
TU4
705
706
707
708

57

#1Fz IND = 0 #THEN
FHEGINZ SETLU(LWI1-1)4 #GOT0z UGUALES FENDFS
#FERLZ FOR PN .= PN.SUCH
FHN o t= WNEUKANTENPMIL) S
PN« INTU(#THTSz KANTENPARTITION) &
FGUTUE UGUARILES
MAGGIUNE o o WEUKANTENFR (L) « FRECEDE (Pr) §
PN i= PNsPKFD;
UGUALE s« KlelWNTU(FNJKLISTELYS

#EHD#* FOR KL

#FORE K2 = PALELISTE?,FTKST #uHILE2 K2 =/= #NONEZ2 #DO#
FHEGIWE L = GHAPRZ.G(KZ)}
Piv i= LETZTE NEUES
FFUR# FN i~ PNaSUC #WHILE# PN =/= #MNONE# #DC#
#BFGINZ IND = COMPARE (L PN,LISTE)}
#IFz2 IND > 0 #THEN#
#G0TO# NICHT ISOMORPHS}
#IF2 IND = 0 #THEN#
*HEGINZ SETLU(L«I1=1)3 #GOTO0# IGUAL § #END#j
FEMDE FOR PN 1= PM,.SUCH
£00TUF NICHT [SOMURPH3
K2e INTU(FNKFLISTEZ) 3

#EnLE FOF kel

Fiy HE] LQSTi

31{.’* FN == LETLTE NELIL,SUC

#THENE  #PEGIR®  #INSPECT# PN #DO#
FBFEGINZE  ALT 1= #TRUE#}

FEND# INSPECT PN}
#1F# SYM #THEN? #GOTO# SYM1}$

PN = NEUKANTENPM({ENONE#) S

PNgINTO(#THIS: KANTENPARTITION)

FA t= PA.SUCH

FCOMMENT? DsHe DIE ZUGEHOERIGE s TRANSPONIERTE

PARTITIONSMENGE®

#INSPECT# PN 2D0O2

2BEGIN# KLISTEl i= PALKLISTEL}
KLISTEZ i= PA.KLISTEZ1}

ALT 1= #TRUE#}
FEND# INSPECT PN}
2INSPECT# PA #D0% KLISTELl:!=KLISTEZ!~-#NONE#}
; #ENU# THEN '

zELSE# FHBEGINE NWEU = #TRUE#}

#1F# ZELTLIMIT < E LAPSED #THEN# ABORT(¥#ZEITLIMIT##)3

Py t= LETZTE NEU3 |
2FOK# PV 1= PV.SUC #WHILE# PV =/= #NONE# #DO#
#INSPECT# PV #DO# '
#IF# KLISTEl.CARDINAL = KLISTE2.CARDINAL
#THEN# _
#ELSE#  #GOTO% NICHT ISOMORPH}
#IF# SYM #THEN# #GOTO# SYM2)

PA t= PA,suCH
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709

710 FV = LETZTE NEU}

711 +tFOR#z PV = PV,SUC #WHILE# PV =/= #NONE# 2DC#

712 #INSPECT# WEURANTENPM (2NONE?) #D0#

713 #REGINZ

714 Kl 1= PV.KLISTE1.FIRSTH

;ig K2 1= PV.KLISTE?Z.FIRSTH

FWHILE# K1 =/= ‘

717 #REGINF Rl T«INTO(KLISTEY)S L b oT/m TNoNER FRos

71 reeTeINJUIKLISTEZ) S

719 hl &= KlesUCH kK2 1= KZaSUCj3

720 #¥ENUL¥# bHILE K1 =/= NWONES

T2l FOLLCW(PV)}

122 FV 3= #THIS# PARTITIONSMENGES

723 #END# INSPECT NEUKANTENPM3

T4 SYME e ] FENLF ELSE}

725 :

726 Fles #1F¥ PA =/= LETZTE ALT

127 #THEN# #BEGIN# PA I~ PA.SUCI #GUTOZ B) #END¥3

724

729 b2.s  PA i= FIKSTH

730 Fa, INTO(KESERVE) §

731 21F# PA =/= LETZTE ALT #THEN# #GOTO# B2y

732 .

733 Py §= FIRSTH

734 sWHILEE PN =/= #NONE# 2D0O7F

735 FREGINE K1 i= PNJKLISTEl1«FIRSTI

736 k2 i~ PhN«KLISTEZ2.FIRSTSH

737 #+WhILE® K1 =/= #NONE# 2D0#

738 ZHEGINE  KloPM i= PN3 Kl 8= KleSUCH

740 FEND# WHILE K1 =/= NONE}

741 PN = PNe.SUCH

742 FEND® WHILE PN =/= NONE}

743

T44 PN $= FIRSTS #WHILE# PN =/= #NONE# #DO#

745 #BEGINE PNsINDEX $= I t= Iel}

7646 PV 1= PNeKLISTE]l 4FIRST#QUAZKANTE«T+PM}

247 #1F# PV =/= PN #THEN?

248 #BEGIN# #IF# PV =/= PN,SUC #THEN# PV.FOLLOW(PN) 3§

749 PVeINDEX t= I 1= I+1}

750 PN i~ PV}

781 #END# THEN}

7152 PN 1= PN«S UCH

753 FEND# WHILE PN}

754 ZE1T $=(ELAPSED~ZEIT)/100,013 OUTCHAR(®/%) 3

755 QUTFRAC(ZEITylp#IF#ZEIT<10,0#THEN#3#ELSE#TRUNK(LN(ZETT
) /LN(1040)

756 12103

57 DETACH}

758 #6070# WELTEKS

759

760. NJICHT ISOMORPH. .

761 NON 1SOMORPH 1= #TRUE#}

762 #END?# KANTENPARTITIONS

763

764

765 |

766 #REF# (PARTITIONSMENGE) PMsPNsPVi - ¥REF# (KNOTEN] K1,

Vi K2sK31



767
766
769
770
771
172
773
174
175
176
777

176
79
780

781
782
783
184
785
786

187
788
789
790

791
792

793
794

795
796
797
798
799
sou
601
802
803
804
B05S
806
80T
808

809
810
811
8lz
813
8l4
815
8le
817
818
819

59
FINTEGERE X19A291sNl i
FEOOLEANF KN13
FINTEGER® #ARRAY# FELDLSFELD201.oNsleaiN)}
FINTEGEE# #¥ARRAY# PERMIlaeN)}
FREF#(HFAD) QL1STES
QLISTE t= #zNEW# QUADRUPELLISTE}

zIF# =~ ENDIMAGE #THENZ #BEGIN# #INSPECT# SYSIN #DO#
#IF# IMAGE«SUB(POSs1) JGETCHAR = $%#§ #THEN#
STRHRED FULYGUNI(FELDl ¢NsSYMMETRISCH)
ZELSE# ZUFALLSGRAPH(FELUDYLvlve  XeSYMMETRISCHySCHLEIFEN) § *END¥

#ELSE#
#IF# EINLESEN #THEN# EINLESENG(FELD19NySYMMETRISCH) ]
THIMAGES  #IF# SYSINSIMAGE.SUB(1+2) = ##10D##
FTHEWF #BEGIN# ZUFALLSPERMUTATICN(PERMsN) PERMUTIERE(FELD1
PERMy

FELD2sN) F#FEND®
FELSE#
F1F# = ENDIMAGE #THEN# #BEGINZ 2INSPECT# SYSIN #Do#
#1F2 IMACE+SUB(PUSyl) «GETCHAR = $#% #THEN#
STAKRED POLYGUN(FELD2yNeSYMMETRISCH)
#ELSE# ZUFALLSGRAPH(FELD2+Ny XeSYMMETRISCHeSCHLEIFEN)$ #END#

¥ELSE#

21F2 EINLESEN #THEN# EINLESENG(FELDZsNs SYMMETRISCH) i

SYSIN.SETPUS(B0)}§

KNOTF = #NEW# KNOTENPARTITIONS KANTP 1= #NEW# KANTENPARTIT
TONG

GRAPH] =~ #¥NEw#? GRAPH(FELUL#N)3} GRAPHZ2 i~ #NEW# GRAPHIFELD?2
tN) 3§

ZFOUR#¥ PM i= KNWOTPFIKSTy KRANTP,FIRST #DO#ZwWHILEZ#PM=/=NONE#2DQ

: #

#IF# PM.KLISTEl,CARDINAL #NE# PM.KLISTEZ2.CARDINAL
#THENZ #G0OTO® NICHT 1S5S0
ZELSE# PM 1= PM.SUCH

PM 3= KANTPWFIRSTS

FWHILE# PM =/= ¥NONE# #DO#

7BEGIN® PN 3= PMoKLISTEL,FIRSTZQUAZKANTEJT,PM}
#1F# PN =/= PM #THEN# PN.FOLLOW(PM)}
FM i~ PN.SUCH

FEND#® WHILE PM}

I ¢= 0j :
¥FOR# PM i= KANTP.FIRSTy KNOTP.FIRST#DO##WHILE#PM=/=#NONE# #DO
¢
ZINSPECT# PM 2DO#
#BEGIN#
INDEX $t= 1 ¥= I+1%
PM 1= SUCH
#END# INSPECT PM}
#COMMENT#

“H#a®  START KNOTENPARTITION #a### : }



bau
621
822
be3

B24.

Beos
626
k27
B2R
e29
830
831
H3g

b33
B34
835
836
b37
636
B39
B40

b4l
B4g
B43
b4
ka5
B4e
b47
848
B4 9
850
851
8%2
853
854
B55
B56
8L 7
858
b59
860

g6l
boe
863
864
665
Bo6b6

6o
Wee CALL(RNOTP) W
#F1F# KNOTP.NUN ISOMURPH #THEN# #GOT0# NICHT 1S0%
#IF# pNOTPLCARDINAL + SINGLES.CARDINAL = N #THENZ #GOTO# 1S013%

FCOMMENT#

HhEEE  STAR1 DER RANTENPARTITION  #e#us j

CALLIKANTP) S
#IF# KANTPJNON ISUMORFH #THEN# 2GOT0O# NICHT ISO04
#1F# KANIP «NEU #THENZ 2GUTO0# Wi

#FUR#® PM i= KNOTP.FIKSTs RANTP,FIRSY #DO##WHILE# PM =/= #NONE#
. #D0#
#1MSEFECT# PM #UO#
FREGINE GANZ ALT $= ALY $= #FALSE#3 PM 1= SUC #ENDZY

UGL = #NEw® HEADS

DECUNMPUSE (RNOTPUGL) §

#1F# UGL.CARDINAL = 1 #THEN# #GO0TO# NZERLI

QUTIMAGES QUITEAT (£2ZERLEGUNG IN UNABHENGIGE UNTERGRAPHEN! #%)
L

NZLHLOC

SG = UGL«FIKSTS FuHILE# SG =/= #NONE# 2DO0#

#IF#% (FIF#SGeP«FILST.SUC == FNONE# #THEN# SG,P.FIRST#GUA#
PARTITIOLSMENGF 4COMPLETE ZELSE# #FALSE# ) #THEN#
FBEGIN#  OUTIMAGEF OUTIMAGES
CUTTERT (#22VOLLSTAENDIGI##) 1 AUSGABE (5G.P) 3§
FENDFTHEN FELSE?
#BEGIN#
VUTIMAGES OQUTIMAGLS
5G,ISQTESTZ4 SG 1= SG.SUCH
FEND# WHILE SGi)

#IF# SINGLES.EMPTY #THEN# 2GNTO# ENDES
QUTIMAGEY OUTTEAT(##F IAPUNKTES ##) 1} AUSGARE (SINGLES) }
#GUTU® ENDES

1SUl e
OUTIMAGE S OUTTEAT(##EINZIGER 1SOMORPHISMUST ##)}
AUSGABE (SINGLES) § AUSGABE (KMOTP) §
2G0T0% ENDES ) .
NICHT ISU,.UUTIMAGESQUTTEXT (£#DTE BEIDEN GRAPHEN SIND NICHT IS
: OMORPHz#) §
OUTIMAGES
EHDE « & H
FEMND#Y
#1F# =~ LASTITEM #THEME #GUTO# ANF3
FEND#S
FINIS



61

Beispiele, die mit diesem Programm gerechnet wurden,

In der jeweils mittleren Zeile steht ein Stern fiir
eine Durchfihrung von A1, ein Schrdgstrich fiir eine
Durchfiihrung von AZ. Dazwischen stehen die ben&tigten
Rechenzeiten in Sekunden.

Man sieht, daf bei "unregelmiBigen" Graphen gewdhnlich

die Anwendung von A1 ausreicht,
Die Knotenpartition, die durch f erzeugt wird, ist in
der Form M.:Mﬁ; ausgedruckt,

Die Schreibweise [11,12,15,16] : [12,18,16,15] flr einen

Isomorphismus p ist folgendermaBen zu lesen:
p(11)=12, p(12)=18 und so weiter der Reihe nach,

Graph von Beispiel 4.12:

N= 18 SYMMETRISCHER GRAPHs EINGELESEN? >>>>>>

13 2931495469 T9Hy9% 2% 34849910911912917% 31 457910911 912,13%

43 Seb6sllyldal3rlet 5 61991124139 144]15% 61- Tsl3s144]15016%

T1 Bylds1Se]16elil# Bi Q1109154169174 91 10911916e1 7%

108 1lel4a9el7sl8% 114 12415y 18% 127 13916916% 131 14917
16% '

14% 15,18%  15% 16918%  16F 17.18% 17: 18%

ZUFALLSPERMUTATIONs U=105 .
1 2 3 44 5 6 17 8 91011 12 13 14 15 16 17 18
17 914 411 & 313 2 bl 1z 8 11516 10 7
B0W4/BeH4H2] 45/Be1%005/505

4 JTSOMURPHISMEN MOEGLICH3 EINER DAVONG

1191291591603 0129189169¢1513% [ 3y 713014 313 ( 5y 931( 29111%
13914917030 By Se109 138 [ 29 49 69 Bli0 4y 94139 61%
FIXPUNKTE
L 13:017)% tL1BY:( 713

Graph von Beispiel 4.13:
Hier ist ein Graph K € H(ﬁ,G1;--,Gk!. dessen Grad die
Knoten 12 und 13 auszeichnen soll, nicht leicht zu finden.

Auch die Knoten=Quotientengraphen von [1}{2] kﬁnnen die
Knoten 12, 13 nicht von den Knoten 9,10,11,14,15,16

unterscheiden.

[10y
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_*_“_*_ﬁ-ﬂ_q-#_*-#_ﬂ-ﬁhﬂ_ﬁ_ﬁ‘n_*_ﬂ_q-
N= 36  SYPMETKISCHEF Cheple b IprELFSER S >3555s

13941041 19)2%235 0011 0] 0e5i03)0, 1431564310317 ,14e16852]1 91015164

E1Ge13¢140l5%T 100139 )03 6801 ]1],13910y)6%

ZUFALLSFERKMUTATICNY UL=rR3

1 2 3 4 5 6 1T B wgt gy g5 33 34 95 6
5 2 3 114« o6 [ & 1c 4711 ]n Jr 1315 b
#0,3/6,(%%0  6/0r®%0,b674 6380,5,3,]
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