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Vorwort

Um einen Isomorphismus zwischen zwei endlichen Graphen
I

zu finden , werden üblicherweise verschiedene isomorphismus¬
invariante Eigenschaften des Graphen berechnet , durch
die die Anzahl der in Frage kommenden Abbildungen
eingeschränkt wird.

Das in dieser Arbeit beschriebene Verfahren berechnet

systematisch alle Eigenschaften aus einer bestimmten
Klasse von isomorphismus - invarianten Eigenschaften,
und zwar der Klasse der Grade der Knoten bezüglich aller
Graphen , die aus den gegebenen Graphen mit Hilfe
der Operationen Transposition (^Umkehrung ) , Vereinigung,
Durchschnitt , Komplement und Produkt (Hintereinanderaus¬
führung ) gebildet werden können . Dies stellt eine
Verbesserung dar gegenüber der willkürlichen Auswahl
von Invarianten aus der genannten Klasse , wie sie in
den meisten Verfahren vorgenommen wird , soweit diese
Verfahren nicht Eigenschaften verwenden , die nicht in
dieser Klasse enthalten sind.

Weiters wird ein Computer - Programm zu diesem
Verfahren angegeben . Damit konnte an den Beispielen 4 . 12
und 4 . 13 (Siehe auch Seite 61 ) auch eine praktische
Verbesserung beobachtet werden.
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1 . Kapitel . Einführung

1 . 1 Definition
Ein endlicher Graoh  ist ein Paar (X,K ) einer nichtleeren
endlichen Menge X und einer endlichen Menge K Xxx ^N,
wobei gilt : V (x,y,i ) € K V j , 1lj <i : (x,y,j ) € K .
Die Elemente von X heißen Knoten , diejenigen
von K ' nton.

Für oii .e Kante (x,y,j ) € K heißt
x Ausgangsknoten,
y Endknoten und
j Tortlau ' ende Zählung der Kanten von x nach y.
Eine Kante (x,x,j ) heißt Schle ife .
Bin Graph (X,K ) heißt symmetrisch oder unger ichtet ,
falls gilt : V (x,y,j ) € K: (y,x,j ) € K.

In dieser Arbeit werden nur endliche Graphen behandelt.

1 . 2 Definition

Ein Graph (X,K ) heißt einfach , falls gilt:
V (x,y,j ) € K: j =1 ("Von x nach y höchstens eine Kante " ) .
Üblicherweise wird für einfache Graphen die Menge

K' : = { (x,y ) 6 XxX] (x,v,1 ) € K) als Kantenmenge definiert.
K' ist eine Relation auf X und ist durch K eindeutig fest¬
gelegt , ebenso K durch K' .
Ein einfacher Graph (X,K ) heißt vol lstä ndig , falls
V x,y € X, x^ y : (x,y,1 ) € K.

1 . 3 Definition
Ein benann te r Graph  ist ein Graph (X,K ) zusammen mit einer
Bene nnung sfunktion 1 : K U X -- * L , L Menge.

Die Angabe der Kantenmenge K erfolgt durch Aufzählung der
Elemente oder durch die Adjazenzmatrix (auch Inzidenzm . )

(a ^ j ) mit a^ j : = ] ( (x,y,j ) € Kt x=x ^ ,y =y .̂ } ] ,falls X= {x ^ , . . ,x ^ } .
Für einen einfachen Graphen (X,K ) sind das die Werte der
charakteristischen Funktion von K' : a . . = Xv<(x . ,x . ) *11 K 1 i
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Die Frage , um die cs in dieser Arbeit geht , ist folgende:
Wie kann man anhand zweier gegebener Granhen feststellen,
ob diese isomorph sind , d . h . sich nur durch die Bezeichnung
der Knoten unterscheiden , oder ob sie wesentlich ver¬
schieden sind ? i

Diese Frage stellt sich bei den verschiedensten
Struktur - Vergleichen:
In der Automatentheorie wird die Funktion eines Automaten

durch den "Zustands - Überführungs - Graphen " beschrieben,
welcher den jeweils nächsten Zustand des Automaten angibt
(Siehe [ 6 ] ) .
Eine chemische Formel ist ein benannter Graoh:

Die Atome (=Knoten ) haben Namen , die Bindungen (=Kanten)
Wertigkeiten . Bei einer gegebenen Formel stellt sich
die Frage , ob diese bereits in einer Bibliothek vorhanden
ist oder nicht . ( [ 8 ] )
Auch elektrische Schaltungen können als benannte Graphen
betrachtet werden . Das Problem , des Vergleichs einer
"neuen " Schaltung mit den bereits bekannten , in einer
Bibliothek gespeicherten Schaltungen stellt sich hier
etwa im Patentamt.
Ebenso lassen sich Strukturen in formalen Sprachen
durch Graphen beschreiben.

1 .4  D efi ni tion

Seien (X,K ^) , (Y,Kg ) zwei Graphen , möglicherweise mit den

Benennungen 1 ^ und lg.

Eine bijektive Abbildung s : X -- * Y (=> ]X[= [Y[ )

heißt Isomorphismus  von (X,K ^) nach (Y,Kg ) , falls gilt:

V (x,y,j ) € XxX*N: (x,y,j ) 6 > (s (x ) ,s (y ) ,j ) € Kg-
Falls die Graphen benannt sind , muß zusätzlich gelten:

V x€X: l ^ (x ) = lg (s (x ) ) und V (x,v,j ) € K: l ^ (x,v,j ) =

= lg (s (x ) ,s (y ) ,j)
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Ein Isomorphismus von (X,K ) nach (X,K ) heißt
Automorphi smus  von (X,K ) .
Die Partition von X, welche durch die Äquivalenzklassen
der Äquivalenzrelation
x ^ y : <=*- es gibt einen Automorohismus s von (X,K)

mit y - s (x ) .
erzeugt wird , heißt Automornhismennartition . (bezüglich K)

Da wir es nur mit endlichen Granhcn zu tun haben , kann man

zu jedem Graphen (X,K ) mit iX ]- n einen dazu isomorphen
Graphen (X' ,K) finden mit X' = { 1, . . ,n } crU.
Für das Isomorphirrnenproblem genügt es also , Graohen
mit einer Knotenmenge X = { 1, . . ,n } ,zu betrachten.

Das Tsomorphisrnenproblem Ist theoretisch immer lösbar:
da X endlich ist , ist auch die Menge aller Anordnungen
(Permutationen ) von X endlich , und es brauchen nur alle
diese Anordnungen durchprobiert zu werden?
da die Mächtigkeit dieser Menge aber gleich n ! ist,
bedeutet "endlich " bereits für n= 15 "einige Jahrzehnte ".
Man wird also die Anordnungen nicht wahllos durchprobieren,
sondern ihre Anzahl einschränken durch die Berechnung
verschiedener Isomornhismus - invarianter Eigenschaften
der Knoten , Kanton etc . : Durch diese Invarianten wird
eine Partition der Knotenmenge X (der Menge XxX)
erzeugt , sodaß dann nur noch Knoten (Kanten ) der ent¬
sprechenden Partitionsmengen einander zugeordnet werden
können . Falls eine Partitionsmenge des einen Graphen
beim anderen keine entsprechende hat , so schließt dies
einen Isomorphismus bereits aus.
Alle bisher bekannten Verfahren arbeiten nach diesem

Prinzip , sie unterscheiden sich nur durch die gewählten
Invarianten.
In günstigen Fällen erreicht man auf diese Art die
jeweilige Automorphismenpartition , die aber selber erst
eine relativ grobe Beschreibung der Automorphismengruope ist.
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Gesucht wäre ein Vollständiges System von Invarianten,
d . h . ein System von Invarianten , aus deren Gleichheit
für zwei Graphen die Existenz eines Isomorphismus folgt.
Es ist nicht einmal ein System von Invarianten bekannt,
die sicher zur Automorphismenpartition führen.

Aus der Algebra ist die Menge der Invariantenteiler als
vollständiges System für die Ähnlichkeit zweier Matrizen
über Z bekannt : Falls zwei Matrizen A,B € . dieselben(n,n)
Invariantcnteiler besitzen , so gibt es eine n,n - Matrix P

-1
mit det (P) = 1 , sodaß B = PAP ist.

Zwei einfache Graphen (X,G ^) , (X,G ^) mit den Adjazenz-
matrizen A und B sind genau dann isomorph , falls es
eine Permutationsmatrix P ( in jeder Zeile und Spalte
genau eine 1) gibt , sodaß B = PAP ist.

"det (P) = 1" ist jedoch leider nicht hinreichend dafür,
daß P eine Permutationsmatrix ist.
In [ 6 ] werden Zusammenhänge zwischen den Invarianten¬
teilern der Adjazenzmatrix und den Eigenschaften des
Graphen untersucht.

Die Invariantenteiler der Adjazenzmatrix liefern zwar
eine notwendige Bedingung für die Existenz eines Isomorphismus,
jedoch keine Information darüber , welche Knoten einander
zugeordnet werden können im Fall,daß die Invariantenteiler
einen Isomorphismus nicht ausschließen . Da ihre Berechnung
einen beträchtlichen Rechenaufwand erfordert , wird
diese invariante Eigenschaft nur selten verwendet.

Die am leichtesten zu bestimmende invariante Knoteneigenschaft
ist die folgende:

1 . 5 Defin it ion (X,G ) Graph.
N_ : X -- * {o, . . , }x ] }

x )— -+] { z €x ] 3j €N: (x,z,j ) € G) j bzw . für einfache Graphen:
] { z €x } (x,z ) € G} ) , die Anzahl der Nachfolger von x,

heißt Ausgangsgrad  oder Grad  von x bezüglich G.
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1 . 6 Folgerung

Seien (X,A ) , (X,B ) zwei einfache Graphen mit A,B <c XxX und

A fl B = 0.

Dann ist V x € X : N^ ^^ (x ) = N^ (x ) + N^ (x ) .

Beweis { z € X ] (x,z ) CAtJB} = { z €X ) (x,ä ) € A} Ü { z € X ) (x,z ) €B } .

Der folgende Satz zeigt , daß man sich für das Isomorphismen-
problom auf k - Tupel einfacher Graphen beschränken kann:

1 . 7 Satz

Se ^en (X,G ^ ) und (X^ g ) zwei Graphen mit den Benennungen

1 ^ : X U G^ -- * N und lg ! X U G2 -— * N .

Eine Bijektion s : X — ^ X ist ein Isomorphismus von

(X,G ^ ) nach (X,Gg ) genau dann , wenn gilt:

V (a,b,c ) € { 1, . . ,max { j [ (x,y,j ) 6G^ } } x l ^ (G^) x 1 ^ (X) :

s ist ein Isomorphismus der einfachen Graphen

Habe { (x ; y ) €Xxx ) (x,y,a ) € G^ A l ^ (x,y,a ) =b A l ^ (x ) = c} .

Br weis

(
(x,y ) 6 ^ (x,y,a ) 6G^ A l ^ (x,y,a ) =b A l ^ (x ) = c

(x,y,a ) 6G^ ( s (x ) ,s (y ) ,a ) €G2 , I ^ (x,y,a ) = l 2 (s (x ) ,s (y ) ,a ) =b

l ^ (x ) = lgtstx ) ) = c

(s (x ) ,s (y ) ) €

(x,y,j ) € G^ , b : = l ^ (x,y,j ) , c : = l ^ (x ) .

(x,y ) € ^ ( s (x ) ,s (y ) ) €

(s (x ) ,s (y ) ,j ) € Ĝ , l 2 (s (x ) ,s (y ) ,j ) = l ^ (x,y,j ) =b

l 2 (s (x ) ) = l ^ fx ) = c .

Wir werden uns also jetzt auf k - Tupel einfacher Graphen

( (X,G ^ (X,G ^ ) ) beschränken , falls die zugehörige
Knotenmenge X außer Zweifel steht , sogar auf die k - Tupel

(Gh, . . ,G . ) der jeweiligen Kantenmengen oder Belationen ( 1 . 2 ! ) .1 K



Tinhofer hat in [ 9 ] gezeigt , daß die Grade bezüglich aller

Graphen aus E == { ntX ' xl " ist Autom. rphisjnu , von <G^ . . ,Gp^ ^ t =* s ist Automorphismus von K
ausreichen , die Automorohismenpartition der Knotenmenge X
zu bestimmen . Diese Menge ist gegenüber den Operationen
von Definition 2 . 1 (Durchschnitt , Produkt etc . ) nach
Satz 2 . 5 abgeschlossen.

In meiner Arbeit habe ich die Menge H(A,G ^, . . ,G^) (Def 2 . 4)
der mit den Operationen von 2 . 1 von G^, . . ,Gk,A ableitbaren
Relationen untersucht . Durch die Grade bezüglich der

Relationen aus H(A,G ^, . . ,G^ ) kommt man jedoch nur in
bestimmten Fällen (Satz 4 . 11 ) zur Automorphismenpartition.
Daß dies nicht allgemein der Fall ist , zeigt der svmmetrische
Graph der Ordnung 26 aus [ 3 ] , siehe 415.

In Kapitel 4 wird ein Verfahren zur Konstruktion einer

disjunkten Basis von H(A,G ^, . . ,G^) angegeben . Diese Basis
enthält eine Partition der Diagonale A, durch die wiederum
eine Partition der Knotenmenge X = ( 1, . . ,n ) erzeugt wird , dje
nach Satz 4 . 8 durch keinen Grad bezüglich irgendeiner

Relation K € H(A,G ^, . . ,G^) mehr verfeinert werden kann.
Die disjunkte Basis ermöglicht also die systematische Ver¬

wendung der Grade bezüglich aller Relationen K € H(A,G ^. . Ĝ ) ,
während die bisher bekannten Verfahren als Invarianten

hauptsächlich die Grade bezüglich willkürlich aus H(2),G^. . Ĝ )
ausgewählter Relationen verwenden und mit diesen die
Knotenpartition verfeinern . Auch die Berechnung der Knoten-
Quotienten - Granhen nach Corneil ( [ l ) , [ 2 ] ) führt nicht aus

H(A,G ^. . Ĝ ) hinaus , wie in der Bemerkung nach 442 angedeutet
wird . Zum Unterschied von dem in [ 5 ] beschriebenen Verfahren
wird bei der Konstruktion der Basis ganz XxX aufgeteilt und
nicht nur , wie dort , die Kantenmenge . Außerdem ist durch Satz
4 . 4 gesichert , daß keine Eigenschaften mehr separat berechnet
werden müssen , dies geschieht schon durch die fortschreitende
Partition von XxX .



2 . Kap itol . Operationen mit Relationen ,
Basis eines Mengensystems.

2. 1 Definition

Seien A,B c x *X Relationen auf der Menge X - { 1, . . ,n } ,
(a . . ) , (b . . ) € { o,1 } , . die zugehörigen o - 1- Adjazenz-i ] ' (n,n)

matrixen.

Operation auf P (X*X) entsprechende Operation auf

{o,1 } , . mit Ergebnis (c . . )' (n,n ) ^ 13 '

1 . Komplement A = XxX^A

2 . Vereinigung  A U B
3 . Durchschnitt A fl B

c . . = a . . entsprechende
il il

c . . = a . . vb . . boole ' sche
il il il

c . . = a . . Ab . . Operationil il il

4 . Umkehrung oder Tj msoosition

A : = {(x,y ) }(y,x ) € A }

5 . Produkt oder Hintereinanderausführung

c\ j = a ^ (transponierte M. )

A o B : =

{ (x,y ) [3 z € X: (x,z ) fAA (y,z ) € B^' j

' o
3 k € X: a . ,Ab . = 1lk lk
sonst

Um das Ergebnis einer Multiplikation von (a ^^) und (b ^j)

über den ganzen Zahlen verwenden zu können , definieren wir
noch das folgende

6 . (m) - Produkt (m =0 . . n)

A (m) B : =

{ (x,y ) ]m= ] {z €X ] (x,z ) €A A( z,v ) €B } ] }

c . .
il

m= [ {k€ X ]a . ,Abi . = 1}' ' rk kj

[m= ] {k€X ai ^Ab̂ j = 1 } ]

<=̂ ( jetzt a ^j,bj . j € %)
m = X a . , -b, . }

k €X ik kj

Bemerkung  Die Einheit bezüglich des Produktes 2 . 2 . 5 heißt

Diagonale : A : = { (x,x ) ]x €X } c XxX , V K cx *X:  KoA = AoK=K ;

ihre Adjazenzmatrix ist die Einheitsmatrix.
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2 . 2 Satz

Zwischen den soeben definierten Operationen gelten folgende

Beziehungen : (A,B c XxX)

1 . De- Morgan - Regeln , Distributivität von fl und U.

2 . [ A] ^ = [ A ] , (A U B) = A^ U B und (A fl B) = AT fl B <

3 . [ A o B]T = o A^ und [A (m) B]*̂ = B̂ .
n

4 . A o B = U A ( j ) B .
1= 1

5 . A (i ) B fl A(j ) B 0 0 ^ i = j .

Seien zusätzlich B^ Bg <= XxX und B^ fl B2 = 0

6 . A (m) U Bgj = L J
o<mi,m2<m

A (m^ ) B^ n Â(m2) B2] .

. U B2 (m ) A = ^ _ _J [ ß (m ) A,1 flm <*m t* -*

Mi+m2=m

B- fm^lA 1
2 "̂'2 " ' J *

Beweis

1 . bis 3 . bekannt , bzw . Einsetzen der Definitionen.

4 . 3 zEX : (x,z ) €A A (z,y ) EB

1 <, ] {z €X) (x,z ) EA A (z,y ) €B} ] <, ]X) = n

5 . (x,y ) € [ A(i ) B] n [ A( j ) B] ^

i = ^ ( z €X) (x,z ) €A A (z,y ) €B) } '= j .

6 . C (x,y ) : = {z €X ] (x,z ) 6A A (z,y ) E B^ U B2 )

D(x,y ) : = {zEX ] (x,z ) €A A (z,y ) €B^ )

E (x,y ) : = {z €X [ (x,z ) 6A A (z,y ) EB2 )

Es gilt dann : C (x,y ) = D(x,v ) U E (x,y ) , D(x,y ) fl E (x,y ) yf 0,

also [C (x,y ) t = [D(x,y ) ( + [E (x,y ) [ (* ) .
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(x,y ) e A (m) [BiUB2 ] => ]C (x,y )t = m =>
( *i

(nii : - !D (x,y ) ) ,ni2 : = tE (x,y ) ) m^+m2 )C (x,y ) ] = m ) =>

3 mi,ri2 : o < m^ , ^ 2 d, *" ' ^ 1^ 2"^ ' (x,y ) € A (m^) B^ A

j A (x,y ) € A (m2 ) B2 =>
(x,y ) rechte Seite.

^ (x,y ) € A (m^) B^ A (x,y ) € ^ (^ 2 ) 82 , M^+m2- m ^
/ *)

m^ - [D (x,y ) t A ni2 = [E (x,y ) t ]C (x,v ) ] - m ^+m2 - M

=* (x,y ) € A (m) [BiUB2l .

7 . : 6 . auf A^ (m) [B^ u B^ ] anwenden und die Gleichung

transonnieren (Regeln 2 . und 3 . ) .

2 . 3 Folgerung

Seien A,B c XxX , A = U A . , B = U B . ,
iSI ^ ' i ' Is

(A . ) . -̂_ disjunkt und ( B . ) . ^^ disjunkt.
1 iGI ^ 1 i €Ig

Dann gilt:

A (m) B =(_ j r 1
<" st ' ' I (s,t ) € l ^ xlg

As ""st ' Bt

mit I : = ( (Mg^ ) € m = 1
(s,t ) € l ^ xlg

%t >

Beweis:

Aus 2 . 2 . 6 erhält man durch Induktion nach ] lgl:

a ) A (m) B = J ^ A (m^ ) B^ ,
(m _̂) € 1^

It : = { (m̂ ) e {o . . m}lB [ m = X m }
' ^ t € I

und aus 2 . 2 . 7 durch Induktion nach ] l ^ ] :

b ) A (mL) B^ = !<_ J f ^ A^ (m_ ^ ) B,

B

t t s ' st ' t '

I - : = ( (m . ) € { o . . m} lR [ m^= X Mg^ )sEIi

Die Behauptung folgt nun durch Einsetzen von b ) in a ) und
Anwendung des Distributivgesetzes für (1 und U.
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Beweis ( 2 . 5)

V (x,y ) EX*X: (x,y ) € A
(x,y ) € B

(s (x ) ,s (y ) ) € A'
(s (x ) ,s (y ) ) € B'

Daß dann

A
A?

<* ' Y) 6 ^ ^ g
A n B

(s (x ) ,s (jy) ) e

A'

A 'T
A ' U B'

A ' n B'

ist leicht zu sehen.

(x,y ) € A (m) B m = } fz6x ] (x,z ) EA A (z,y ) CB} [ =

= } { zEX ] ( s (x ) ,s ( z ) ) EA' A ( s ( z ) ,s (y ) ) EB ' } ] =

= ( s bijektiv ) ] s ( { zEX ] ( s (x ) ,s ( z ) EA' A ( s ( z ) ,s (y ) ) € B ' ) ) }=

= [ ( s ( z ) € Xl ( s (x ) ,s ( z ) €A ' A ( s ( z ) ,s (y ) ) € B ' ) ] = m <= >
(s (x ) ,s (y ) ) € A ' (m) B ' .

(x,y ) e A o B <=> ( s (x ) ,s (y ) ) € A ' o B ' gilt dann wegen
2 . 2 . 4 .

2 . 6 Definition

Seien M und 8 Mengensvsteme.

B heißt Basis von M, falls gilt:

V M E M 38 ' <= 8 : M = Ü B und 0 6 B.
BE8'

Eine Basis heißt disjunkt , falls V B,C € 8 : BDĈ 0 => B=C .

2 . 7 Satz

Falls für eine Basis 8 von M zusätzlich gilt:

B c M und 8 disjunkt , so ist diese disjunkte Basis 8 eindeutig.

Beweis

Sei C c M eine weitere disjunkte Basis von M.

Sei B E 6 : 3 C' c C: B = U C = (V C € C ' 3 8 c 8 : C= U B )
^ °    CEC ' ^ BEBc

B = u u B V CEC' V BEB^ : B^ flB ^ 0 => B=B^
° cec' BeSc c ° °

V CEC' : 8 ^ = fB } ,C = B E C, also B c C und durch VertauschenC o ' o ' -

von 8 und C C c 6.



Für vorgegebene Relationen wird jetzt eine "Hülle"
bezüglich der Operationen von 2 . 1 definiert:

2 . 4 Definition
Seien c XxX Relationen auf der Menge X = { 1, . . ,n } ,
A die Diagonale von X.

Dann bezeichne H(A,G ^, . . ,G^ ) die Menge aller aus
A, G,, . . ,G. mittels der Operationen von 2 . 11k
ableitbaren Relationen auf X.

Formal : sei eine Folge von Teilmengen von XxX,

definiert durch : H

H. ^ , : = H. U ( GcXxX1 + 1 i

: { A,G^, . . ,G^ }
3 AEH. , G- A v G- A

l'

T

(V iCN : c P (XxX)

3 A,BEH . , G- AUB v G- AflB v
v ( 3 m, ojim^n : G=A (m) B )

- U H. c P (XxX) )
i €N ^

H(A,G , . . ,G. ) : = U H. endlich.
T * iON ^

Bemerkung : Auf Grund von 2 . 2 . 4 ist H(A,G ^, . . ,G^) auch
gegenüber "o " abgeschlossen.

Die soeben definierte Menge ermöglicht es , aus einer
gegebenen Isomorphismus - Invarianten weitere abzuleiten:

Jede Invariante eines K € H(A,G ^, . . ,G .̂) ist auch eine
Invariante der G^, denn es gilt der Satz:

2 . 5 Satz

Seien A,B,A ' ,B ' c XxX Relationen auf X = { 1, . . ,n } .
Ein Isomorphismus s :X —* X von A nach A' und von B nach B
ist dann auch ein Isomorphismus

von A nach A' ,
rp m

" AT " A' ,
A U B A' U B' ,
A n B !) A' n B' ,
A o B W A' o B' und

A {m) B nach A' (m) B' (m=o . . n ) .von
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3 .__ Kapitel . Einiges über Partitionen

3 . 1 Definition

Ein System Pc . P ( X)  von Teilmengen einer Menge X
heißt Partition von X, falls  gilt:

1 ) U P = X .
P €P

2 ) V Pi ' Pg ^ * Pi " P2 ^ 0 ^ ^ 1^ 2 *

3 ) 0 € P .

3 . 2 Definition

Sei P = {P . } . ^ _ cP (X)  eine indizierte Partition.^ 1 i € I

Die Funktion f : X - * I
x f- * i , falls x € P^

heißt Indi ka torfunk tio n von P (bezüglich dieser Indizierung ) .

Bemerkung  Jede Funktion f : X -- * I erzeugt eine Partition
von X auf natürliche Weise:

—1
{f (i ) ] i 6 Im f) ,die Aquivalenzklassen bezüglich der
Aquivalenzrelation { (x,y ) jf (x ) = f (y ) } .

3 . 3 Definition

Seien P ^ und Pg zwei Partitionen von X.

P ^ heißt feiner  als P 2 (P ^ <, ^ 2 ^ ' falls gilt:

VPCP ^ 3Q€Pg : P c Q.

Seien f ^ : X - * I , f 2 :X - * J zwei Abbildungen.

f . heißt feiner als f - ( f . < f - ) , falls gilt:1 - 2 1 = 2

V x,y € X: f ^ (x ) = f ^ (y ) =* f 2 (x ) = f 2 (y ) -
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3 . 4 Satz
Diese beiden Begriffe (von 3 . 3 ) sind äquivalent,

für zwei Partitionen P^, Pg der Menge X mit den

Indizier ĝen P^ = {P^} j ^ und Pg =

dazugehörigen Indikatorfunktionen f ^ , fg gilt:

d . h.

die

Beweis

x,y € X mit f ^ (x ) = fg (y ) = : i

^ 30 . € P- : P . ci 0 . , x,y € Q.J ^ J J

P^ € Pg , P^ 0 0 : 3 a 6 P^ ,

Sei x € P^ ^ f ^ (x ) =i =f ^ (a)
=s- x € 0 . , also P . cQ.

1 i = 1

=> x,y € P^ = f ^ ( i ) ^

=? fg (x ) =j =fg (y ) .

j :=fg (a ) = ;

=> fg (x ) =fg (a ) = : j ^

3 . 5 Satz und Definition

Seien f ^: X - > I , fg : X - * J zwei Funktionen,

P^ und Pg die von ihnen erzeugten Partitionen von X.

Folgende Behauptungen sind äquivalent:

1) f ^ < fg und fg < fi .

2 ) V x,y € X: f ^ (x ) =f ^ (y ) fg (x ) =fg (y ) .

3 ) ^1 = ^2  *

4 ) Es existiert eine Bijektion g : Im f ^ * Im fg,

sodaß fg = gof ^ ist.

Falls 1 ) bis 4 ) erfüllt sind , heißen die beiden Funktionen

und fg äquivalent : f ^ s fg .
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Beweis
1 ) *=* 2 ) nach Definition 3 . 3 .

2 ) => 3 ) Da nach 2 ) und f 2 dieselbe Rquivalenzrelation

(siehe Bemerkung nach 3 . 2 ) definieren , sind auch die

Kquivalenzklassen gleich.

3) =* 4) Definiere g folgendermaßen : € P ^ ,

i € Im f ^ . 3 ! QK € P^ : P ^=Oj . g ( i ) : = j .

4 ) => 2 ) gof ^ (x ) = gof ^ (y ) <=* f ^ (x ) = f ^ (y ) , da g Bijektion.

3 . 6 Bemerkung  Da wir es in dieser Arbeit mit endlichen

Mengen zu tun haben , können wir zu jeder Funktion f : X ——+ I,

X endliche Menge , eine äquivalente Funktion f ' finden,

welche surjektiv ist und ein Intervall von natürlichen

Zahlen als Bildmenge hat : f ' : X -- * { 1, . . , ) lm ft ) , indem

wir Im f irgendwie anordnen ("durchnumerieren " ) .

Eine solche Anordnung ist dann eine Bijektion

g : Im f - * {1, . . ,tlm f ) ) von 3 . 5 . 4 und f ' : = gof s f

die gewünschte Funktion.

3 . 7 Satz

Seien P ^ = {P^ ) ^^ .̂ ' ^ 2 ^ ^ j ^ j €J Partitionen

von X mit P ^ <=? 2 * Dann gilt : ]P ^ [ >, ]P 2 ) .

Beweis

g : ? 1 — * ^2

Qj falls P ^ cOj
ist eine surjektive Abbildung:

Oj 6 p, , Oj ^ 0 : x 6 0 ^ ,3 Pb € P ^ , x € P . ^l

3 j ' mit Pi <= Qj . , x € 0^ flQj , =+ Oj = Oj , (Def 3 . 1 ) ,

Oj - 9 (P^
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3 . 8 Folgerung

Für jede Partition P einer endlichen Menge X = ( x ^, . . ,x ^ )
gilt : 1 <JP ] <, n

Beweis  Es gilt natürlich : ( { x ^) , . . , { x^} } ^ P 4 ( x} *
mit 3 . 7 folgt die Behauptung.

3 . 9 Folgeru ng

Seien P ^ und P^ zwei Partitionen einer endlichen Menge X.
? ! < ^ i ^ i ! = )P2t ^ ^ 1 = ^2 * .

Beweis  g vom Beweis von 3 . 7 ist surjektiv und , da P^ und P^
endlich sind , wegen [P^j = ^uch bijektiv.

3 . 1o Satz

Sei eine Folge von Partitionen der Menge

X = { Xi, . . ,x ^ } , für die gilt : ViEM: P^+i 4 P^ *

Es gibt ein EM: V k ^ P^ = P^. (Die Folge wird stationär)

Beweis  indirekt

Annahme V m € N 3 k > m P ^ P, .

Wir definieren nun eine Folge folgendermaBen:

:= min ( kEN) k > 1 , P^ P^ }

^i +1 := min {k€N ) k > m̂ , P^ ^ P^ } .
Nach 3 . 7 gilt Vi €N: [P t < ]P [ und aus P . ^ P

folgt nach 3 . 9 )P [P [ , also : ]P ] > ]P ) + 1,
i "*i +1 *"i + 1

durch Induktion : ]P j ^ ]P^ . ] + i ^ 1 + i (3 . 8 ) ,i + 1 1 ^

insbesondere liefert : ]P ] >,n + 1 einen Widerspruch zu 3 . 8 .
"n +1

3 . 11 Folgerung

Voraussetzungen wie 3 . 1o , dazu : P^ = p^^^ =* V kEN: p ^=p . ^^ .
Dann gilt für das n von 3 . 1o : n < tx ! < n .o o
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Beweis ( 3 . 11)

n : = min ( m]V k > m: P =P . } = (nach Vorauss . )
o ' m k

= min ( m) P - P . , ) .' m m+ 1

=* V m < m P ^ P und wie im Beweis von 3 . 1o gilt:o m m+ 1 ^

V m > m : ]P . ] > [P ] + 1 > ]P . ] + m 1 + m,o ' m+ 1 ' = ' m ' = ' 1 ' —

also (m=m - 1 ) : n > ]P ] > m .
o

3 . 12 Folgerung

Sei F : = { f ] f : X-— * (1, . . ,m ^ ) surjektiv } ,

A : F - * F eine Abbildung , für die gilt:

V f 6 F : A ( f ) ^ f und V f,g 6 F : f n g ^ A ( f ) * A (g)

und f ^ € F eine weitere Abbildung . Die Funktionenfolge

^i ^ i € N sei definiert durch f ^ + i = A"̂ ( f ^ ) .

Dann gibt es ein n < [Xi , sodaß V k > n : f . s fo — o k n o
Die Folge wird stationär.

Beweis

P ^ bezeichne die von f ^ erzeugte Partition . Nach 3 . 4

ist P ^ + i ^ P ^ V i € N.

i + 1 *i +1 * * ' t +2 = * A' fi ' *

durch Induktion : V k > i : =* V k > i : P^ = P ^ .

Die Voraussetzungen für 3 . 1o , 3 . 11 sind also erfüllt:

3 n° & !XI , V k > n° : = P^ — ^ - f. (3 . 5)
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4 . Kapitel . Konstruktion einer disjunkten Basis

von H( A,G^, . . ,G^ ).

In diesem Kapitel wird ein iteratives Verfahren zur

Konstruktion einer disjunkten Basis von H( A,G^, . . ,G^)

(Def . 2 . 4 ) angegeben , ausgehend von den Relationen auf

einer Paarmenge X*X (oBdA X= ( 1, . . ,nl ) .

Zunächst wird ein Iterationsschritt definiert:

4 . 1 Definition

F sei die Menge der surjektiven Indikatorfunktionen

auf XxX mit einem Intervall von natürlichen Zahlen als

Bildmenge : F := { f ]f : X*X — - * { 1, . . ,m^ ) surjektiv ) .
Für eine Indikatorfunktion f r F sei f 1 <s,t <m^

folgende Abbildung:

fg ^ : XxX - ( 0,1, . . ,n)
(x,y ) h—*] {z €X[ f (x,z ) =s A f (y,z ) =t ) } ,

das ist die Indikatorfunktion der Partition

(tf "1 (s ) ] (j ) [f - T(t ) ]Tj ^ {01
^ -*j - o . . n

g ^ bezeichne eine Anordnung von Im (f,f ^ ^ ' ** ' ^12 *^ 11 ) ^
^g (mf ) 2+ i . in 3 . 6)

Die Abbildung

A: F - * F

f ^ g ^o (f,f ^ , . . ,f ^ ,f ^ )
t 1

heißt dann "Verfahrensschritt A".

A verfeinert die Funktion f bzw . die jeweils erzeugte Partition

4 . 2 . 1 Satz  V f € F ; A(f ) < f .
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4 . 2 . 2 Satz

V f,g € F : f <, g =* A (f ) ^ A (g ) , d . h . A ist

bezüglich "feiner " relationstreu.

Beweis

1 ) A (f ) (k ^) = A (f ) ()<2 ) =

** 9 ^ o ** g r̂ o (f ? . . ?fg ^ f . . ) (k2 )f 9 ^ bigektiv:

=> f (k ^) = f (k2 ) .

2 ) f ^ g . A (f ) (x,y ) = A (f ) (a,b ) =

" 9 ^ ^ = g ^ o =>

V s,t 1 <s,t <m̂ : fg ^ (x,y ) = fg ^ (a,b ) .

Zeige zunächst : L := { z€X]g (x,z ) =p A g (y,z ) =q } =

= t_ *_ J fz €X[ f (x,z ) =s A f (y,z ) =t } = : R ^ p,q < m )
(s,t ) € .J ^ = 9p *q

Jp <q *" { (s,t ) ] 3 x ^,yi,x 2 ,y 2 6 X : g (x ^,y ^) =p A g (x 2 ^ 2 ) =q *
A f (x ^,y ^) =s A f (X2,y2 ) =t J

c : z € L: g (x,z ) =p , g (y,z ) =q => (f (x,z ) ,f (y,z ) ) 6 J ^P ?9
=* z € R .

z 6 R : f (x,z ) =s , f (y,z ) =t , 3 x ^,y ^,X 2 ,Y 2 € X

f (x ^ y ^) =s =f (x,z ) ^ (9 <f) g (x,z ) =g (x ^ ,y ^) =p

und f (x 2 ,y 2 ) =t =f (y *z ) =* 9 (y,z ) =g (x 2 ,y 2 ) =q
also z € L.

Es gilt also V p,q t ^p ;q <m 9p.q'="Y' (s,t ) EJ ^st '* ' Y' =

= 21
(s,t ) €J fst 'a . b ) = 9pq <a -b ' -

pq

p ?q

und f (x,y ) = f (a,b ) ^ g (x,y ) = g (a,b)

A(g ) (x,y ) = g^ o !? " - . 9pq . - - ' <x,y ) = g^ O (g, . . ,g , . . ) (a,b)
A(g ) (a,b)
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2Der Iterationsschritt A braucht höchstens n - mal durch¬

geführt zu werden ( ]xj =n ) :

4 . 3 Folgerung

V f € F 3 n ^ iL V k > n^ : Â (f ) s Â ° (f ) .
Beweis

Mit f = g <==> f <; g und g <, f ( 3 . 5)

= *(4 . 2 . 2 ) A(f ) ^ A(g ) und A (g ) ^ A(f ) <=* A(f ) 3 A (g)
2

und 4 . 2 . 1 sind die Voraussetzungen von 3 . 12 erfüllt (n = !Xxx [ ) .

Im nächsten Satz wird gezeigt , daß dieses Iterationsverfahren,

ausgehend von einer speziellen Indikatorfunktion f ^ ) ^ F,

tatsächlich zu einer disjunkten Basis von H(A,G ^ , . . ,G .̂) führt.

4 . 4 Satz

Es seien X = {1, . . ,n } eine Menge,

G^ , . . ,Gk k Relationen auf X*X,

H(A,GL, . . ,GL ) c P (xxX ) die Menge der aus A(der Diagonale von
^ - T

Xxx ) , G^ , . . . ,G ^ mittels der Operationen U, D, ( j ) , ,

abgeleiteten Relationen (Def 2 . 4 ) und die folgender¬

maßen definierte Indikatorfunktion:

: = 9^ o (XAyXĝ *X̂ T ' ** ' XĜ ' XGT) ; wobei 3ie charak¬
teristische Funktion einer Menge A bezeichnet und g^ eine

Anordnung von Im (x^ f . . ,Xg ^XgT <" *) wie in 3 . 6 .
Behauptung:

Die durch die Indikatorfunktion f : = (A) ^ (f °̂ ) )
(n ^- malige Anwendung des Verfahrensschrittes A auf f °̂ ) )

erzeugte Partition P von Xxx : P = ( f * ^ ( j ) ] j € Im f)

ist eine disjunkte Basis  von W( A,G ^ , . . ,G^ ) .
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Beweis

Bezeichnungen : P : = ( S ) 3 I c im f : S = LJf ( i ) } ,
i € I

: = (A^ ) (f (° ) ) . . . i - malige Anwendung von A auf f ^° ^ ,

m. : = ! lm f1
(i) , d . h. (i ) .: X*X {1, . . ,m ^ } ,

(j ) für j € Im f (i)i ( i)
m : = [ Im f [ , M_j ' : -

Mj : = f ^ ( j ) für j € Im f,
: = . . . . die von f ^ ^ erzeugte Partition,L 3    J3 = 1, . . ,mu

M : = <M. , . . . die von f erzeugte Partition,t 3 J3 = 1, . . ,m ^

Zu zeigen ist: R (A,G ^, . . ,G^)

I ) P <= H(A,G ^, . . ,G .̂) .

Induktionsbeginn : € H ( , G^ , . . ,G ^ ) " für i = 1, . ,m^

Sei (a,b ) € s ^ : = ^ A (a,b ) , s ^ ^ : = Xg (&' &) ,

§ 2 ^ * X^ T (a,b ) . ( i " 1, . . ,k)^i

R

S2i==°
(x,y ) € M

(Xe ' '

^ j = o,

s.
3

^3

falls .s . = <3
3

s . = 1 '
3

T
i ' Zeige + ) :

f ( ° ) (x,y)

) (x,y ) = ( s ^ ,.

1 R,' wobei

2i - 1 und

(o)

'2k/

<=> V i = 1, . . ,2k (x,y ) € .

Sj. , R . € H(A,G ^, . . ,G .̂) => M̂ ° ) € H(A,G ^, . . ,G .̂) .

4 . 5 Hilfssatz

Sei ( a,b ) € + D,

(r,r _ _ , . . ,r,, ) : = " " ^ 11^m. m.

Dann ist M

11

(i + 1)

l r

= M(i) "r
s,t = 1, . . ,m

!̂ "s" Tst' ["t*']T
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Beweis (4 . 5)

(x,y ) € 1 = f ^ +D (x,y ) = f ^ ^ ^ (a,b ) <=>

f (^) (x,y ) = r und V s,t = 1, . . ,m^ : fg ^ (x,y ) = ig^

(x,y ) E und V s,t = 1, . . ,m^ : (x,y ) E (r ^ _̂)

also; M^ ) c H(A,G ^ , . . ,G ^ ) => c H(A,G ^ , . . ,G ^ ) ,

die lassen sich als Durchschnitt , Transposition und
(i)(m) - Produkt von M_ anschreiben.

(i)
*— h (A,G ^ , . . ,G^ )Induktionsschluß : V iEN : M

,_ 2
Insbesondere ist Mt' ' = P c: H(A,G ^, . . ,G .̂) und somit auch

P+ c H(A,G ^, . . ,G .̂) .

Hiemit ist I ) gezeigt.

II ) H (A,G ^, . . ,G ^ ) c pT

Dazu ist nach Definition 2 . 4 zu zeigen:

1. A,G -] , . . ,G]̂ E P+

2. A,B E P+ => 2 . 1 A U B E P+
2 . 2 A n B E p+

2 . 3 Ä E P+
2 . 4 A/ E P
2 . 5 A (m) B E p ***

1^ G A.o
Es gilt : V i =o f * * ,k G.l = !_ J M

j € f (G^)
(x,y ) E G^ => 3o := f (x,y ) E ffG.

j € f (Ĝ ) , (x, y ) E M. => 3 (a,b)

für m=o, . . ,n = ]X{ .

= f (n2 ) ^ ^ (o ) , ^
(Indizierung bijektiv ) =*

V i =o, . . ,k Xg (x,y ) = Xg (a,b ) = 1 => (x,y ) € G^

(nach Satz 4 . 2 . 1 ist f
=> f <° * (a,b ) = f (° ) (x,y)

+ +
Nach Definition von P ist also G^ € P . ( i =o, . . ,k)
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,B E P+ =3- 3 lA/Ig A = L J M_. ,2 . A,

2 . 1 A U B -

B = k - J M. .
jEI B

36lA " In

M. € P
3

+

2 . 2 Â n B = l _̂ J M € P+ .
jei ^niB

2 . 3 Ä = XxX ^ A =

jei

j € { 1, . . ,m }^ I ^ ^

A

. (XxX = _ JM . , da
j = 1 . . m ^

P Partition)

4 . 6 Hilfssatz

V j = 1, . . ,m ^ 3 j
Beweis

3 ] 3

(i)
seien die Indizierungen zur Berechnung von f

(i ^ o : A ( f ^ 1 ^ ) , siehe 3 . 6 , 4 . 1 ) .

Induktionsbeginn : i =0 , Mj° ^ €
—1

(s ^ fS ^ . ^ Sg^ ) : = ( j ) wie in Teil I ) dieses Beweises.

Zeige : j ' = g . ^ ^ ,S 2 ,s ^ s ^ s ^ . . ,S 2^,S 2^ _ ^ ) .

(x,y ) €

= ( s ^ ,Si, . . ,S2 ^ )

<= > (x,y ) €I_ 1

Induktionsannahme : V j = 1, . . ,m^ 3 j ' s
., ( i + 1) ^ .̂ (i + 1 ) ,M; E M' (r,r ,

3 m -m^ '

<= > (y,x ) E M<° ) 4=* ( x . ' Xr , - - ' X&T ) (y,x ) =3 A

* (XA ' Xg , . . ;XgT ) (x,y ) = ( So,S2 ' S ^ , . . ,S2 ^ _ i)1 k

T =
3 '

-1,.
*f ^ sti ; : ^ 1,2 ^ 1,1 ^ * ^ i + 1 ^ ( 3)

(i + 1 ) jT
(i) M!

3Mji+1) , M̂i) nf ^ )M- ' (fĝ )** s,t = 1, . . ,m^
(Satz 2 . 2 . 2 und 2 . 2 . 3)

= ^ t^stl " (s,t vertauschen)

M(i ) nf ' j ^ <fts't,s = 1, . . ,mK [4 " ? - Setze

3 ' * 9i + i ( r ' ,r ^ ^ , . . ,r ^ g, . . ,r2 ^ ) .i i *
(i)

Induktionsschluß : VIEN V j = 1, . . ,m . 3 j ' : M; ,t 3 = [M<
(i)
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2 . 4 Insbesondere gilt für i =n'

V j = 1, . . ,m 3 j ' : MjT = M̂ , .
= LJ M '

3^1^
LJ M. € P^

--

LJ M. , =
jEIa ^

(P = ) ) :

(1 ^ := )

2 . 5

A ( j ) B = [ LJ Mt] ( j ) [ LJ M. 1 = (Satz 2Lieî J i€Ig
.3 ) =

L
(ist ) ^ to, . . ,j}

i .. r
lA *Iß

1
(S,t ) e I ^' I.

(s . t ) € I^ Ig
'st = 3

"s <3st ' "t

Es genügt daher zu zeigen:
*̂*

V s,t = 1, . . ,m , V j =o, . . ,n : Mg( j ) M̂ € P .
T +

Wegen Hilfssatz 4 . 6 ist dies äquivalent zu : Mg(j ) M̂_ € P .
T T.

Zeige : M̂ fj ) = LJ , I := f (Mg(j ) M̂_ ) .i € I
a)

M. (j ) M,T = % = M.s t i

b ) ^ % .

: (x,y ) 6 M (j ) M̂ : f (x,y ) = : i € I =* (x,y ) € MLi € I s

Ms (j ) M̂ T =, (_ JML : iei , (x,y ) € M̂ , f (x,y ) = ii € I

** 3 (a,b ) 6 Mg( j ) M̂ T; f (a,b ) =i , fg ^ (a,b ) = j (siehe 4 . 1 ) .

^ (n^+ i ) ^ ^ (n2 ) ^ (f,f i ) , f (x,y ) =i =f (a,b ) ^mm st ) ,!

fgt <* ' y ) = fst <̂ ' b ) = 3 -* (* ' YJ 6 Mg( j ) M^
T

Ende des Beweises 4 . 4 .
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4 . 7 Folgerung

Voraussetzungen wie in 4 . 4 , f definiert wie in 4 . 4 - .

Vs,t  E f <

Beweis

Nach Folgerung 4 . 3 ist f s A ( f ) = g o ( f, . . ,fg .̂ , . . ) =

s also f (x,y ) = f (a,b ) => fg .̂ (x,y ) = fg .̂ ( a,b)

4 . 8 Folgerung

Voraussetzungen wie 4 . 4 , f definiert wie in 4 . 4 .

Abbildung f * : X —— * f ( A)
X )-- * f (x,x ) .

Dann gilt : V K 6 H (A,GL, . . ,G . ) : f * < N .1k ' = K
Beweis  Sei f * (x ) = f * (y ) .

K = LJ M . N (x ) = z € X (x,z ) 6M = f . . (x,x ) =
i € lR i.     ^

/ f (x,x ) = f * (x ) = f * (y ) = f (v,v ) =f ( 4 . 7 ) ^
\ V i € 1 . . m : f ^ (x,x ) =

= f . . (y,v ) = N (y ) , also N (x ) = ^ N (x ) = HI N (y ) =
i - i € I „ i i € I ^ i- — K

= Ng(y) .

4 . 9 Satz

Seien Gi, . . ,G ^ ,Gj, . ,,Gk c XxX je k Relationen auf X = ( 1 . . n ) .

f und {M.j , f ' und {Mi } seien die jeweiligen parallel

berechneten Ergebnisse von 4 . 4 , d . h . die Bedingungen:

V i = 1, . . ,k : [G^ [ = [ Gl ! ? V i =o, . . ,n ^ :

V i =o, . . ,n ^: g ^ = g^, d . h . insbesondere Im(f=
Im ( f

(i)

, ( i) f ( i ) .
" " ' ^ st " * '

seien erfüllt.

Dann ist für jeden Isomorphismus von (G^ , . . ,G ^ ) nach

(G^ , . . ,G ^ ) (d . h . V i = 1, . ,k : s ist Isom . von Ĝ nach G^ )

und V (x,y ) € XxX : f (x,v ) = f ' ( s (x ) ,s (y ) ) .
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Beweis (4 . 9)

1) V i € ( 1 . . m} "M̂ kann mit Hilfe derselben Formel (fl , (m) )
aus A,G ]j, . . ,G^ abgeleitet werden wie
ML aus Ä,G ^ , . . ,G^ "

Induktionsbeginn:
Sei die Formel im Beweis von 4 . 4 , Teil I ) ,t
ist durch (s ^ , . . ,S 2^,) festgelegt . Nach Voraussetzung
ist g " 1 (t ) = 9^ - 1 (t ) = (So <. . ' S2k ) .
Induktionsannahme:
Sei für j = 1, . . ,m . mit derselben Formel ableitbar wier j

Setze diese Formeln ein in die jeweilige Formel

Von Hilfssatz 4 . 5 , die durch (r, . . ,r ^^ , . . ) festgelegt ist.

Nach Voraussetzung ist auch 9i +-) ( l ) = * (r, . . ,r ^ _̂, . . ) ,

also ist auch für 1= 1, . . ,m^ ^ mit derselben Formel
ableitbar wie

Induktionsschluß : Behauptung gilt für alle natürlichen Zahlen i,
. 2insbesondere für i =n .

2) Sei s ein gemeinsamer Isomorphismus von (G^ , . . ,G^ ) nach

(GJj, . . ,G^ ) . Nach Satz 2 . 5 ist s dann auch ein Isomorphismus

Von ML nach M! für j =1 . . m: V x,y € X: (x,y ) €ML <$==* (s (x ) ,s (v ) ) €M!

V x,y € X: f (x,y ) = f ' (s (x ) ,s (y ) )

4. 1o Hilfssatz

Voraussetzungen wie in 4 . 9 , dazu : x^ ,x ^ ,X 2 ,v ^ € X mit
f (x^ ,x ^ ) = f ' (y^ ,y ^ ) , t €

(i ) ] {x )f (x^ ,x ) =t ) ] = }{y )f ' (y^ ,y ) =t } ]

(ii ) Sei zusätzlich a € X mit f (x^ ,x ) =t => x=a . (<=>

Dann gibt es genau ein b € X mit f ' (y^ ,b ) = t.

(iii ) Vorauss . wie (ii ) : f (x^ ,x ^ ) =f ' (y^ ,X 2 ) =* f (x ^ ,a ) =f ' (x 2 ,b)
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Beweis (4 . 1o)

(i ) [ ( x ] f (x ^ ,x ) = t } j =

)tylf ' (Yo,y ) =t } ! = ftt ^ o ' ^o)

f (* o ' * o ) = f ' (yo ' Yo ) - (Folgerung 4 . ? ) - ftt ^ o ^ o ^ ^tt ^ o ^ o^

(ii ) " 1 = ^tt ^ o ' Vo) " ! ( y ) f ' (yo ' Y) =t } ) ,

d . h . die Menge ( y [ f ' (y ^ fV ) =t ) hat genau ein Element , das

wir mit b bezeichnen : f ' (y^ ,y ) = t =? y =b .

(iii ) i : = f (x ^ ,a)

f +. i (x ^ ,Xi ) = } { z €X ] f (x ^ ,z ) =t A f (x , z ) = i } [ = l ( a } [ = 1
° ' ° (=* z =a ) '

= (Folgerung 4 . 7 ) = fti (yo ' * 2 ) " ] { z [ f ' (y ^ ,z ) = t A f ' (x 2 ,z ) = i } [
(ii ) =* z - b

= ] { b } j , also f ' fXgfb ) = i = f (x ^ ,a ) .

4 . 11 Satz

Seien G^ , . . ,G ^ ,G ^ , . . ,G^ c X*X je k Relationen auf X= { 1 . . n)
f,f ' wie in Satz 4 . 9 definiert , x ^ € X mit:

V x,y € X: f (x ^ ,x ) = f (x ^ ,y ) - x = y .
Dann ist o : Xy^

X 3 y ^ € X: f (x ^ ,x <, ) = f '(y ^ ,y ^ ) ^x - - y,falls f (x ^ ,x ) = f '(y ^ ,y)

die Gruppe aller gemeinsamen Isomorphismen von (G^, . . ,G ^ ) nach

Beweis (Gj, . . ,G ^ ) .

Die Definition von S ist sinnvoll:

Py wohldefiniert : Nach Hilfssatz 4 . logibt es genau
° ein b (= : y ) zu x , sodaß f (x ^ tx ) = f '(y ^ b̂ ) ist.

Py bijektiv : (x ^) =Py <* 2 ) =y - f (Xo,Xi ) = f '(y ^ ,y ) = f (x ^ ,x 2 )

^ (Voraussetzung ) = X2 *

3!  Sei s ein Isomorphismus von (G^, . . ,G ^ ) nach (G^ , . . ,G ^ ) .

Nach Satz 4 . 9 gilt dann:

V x,y € X : f (x,y ) = f '(s (x ) ,s (y ) ) .

Po ' = ^ (Xo ) : f <Xo,x <, ) = f ^ o ^ o ) und

V x € X: f (x ^ ,x ) = f '(y ^ ,y ) , also s =
Py 6 S,
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c : Sei y € X, p =s €S . Nach Hilfssatx 4 . 1o gilt
— ^ Yo

mit der Umbenennung -t a,s (x ) ,y,s (y)

V x,y € X: f (x,y ) = f (s (x ) ,s (y ) ) ^
V : (x,y ) € Mk (s (x ) ,s (y ) ) € Mj

^ (V i = 1, . . ,k 3 c { 1,.

V i = l, . . ,k : (x,y ) e <=

,m} G = LJ M , G'
^ jeJi 3 *

(s (x ) ,s (y ) ) € G^ ,

LJ M' )
j (EJi 3

s ist ein Isomorphismus von (G^ . . ,G^) nach (G^, <Ĝ ) .
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4 . 12 Beispiel
einfacher , symmetrischer Graph der Ordnung 18 :

(k= 1 , G^=Ĝ * c X*X, X = 18 } )

, . r ( ' *o,o ) für x=y
Berechnung von f ° : (XA' Xg *X̂ T) (x,y ) = -s (o, 1 , 1) x^y, (x,y ) €G.

A ( (o,o,o ) sonst 1

Anordnung von Im ( x^ *Xg *X̂ T) :

/ {1,o,o ) \ 3 (o ) f ^
9n = 2 ' somit f '° ' (x,y ) = { 2

'fn n rtl ' 1 1

3 für x=y
2 x^y , (x,y ) €G

sonst

fg ° * : z . B. f ^° * ( ( 1,2 ) ) = }{ z €X[ f (x,z ) =2 A f (y,z ) = 1 } [ =
' = ] { 4,5,6,7 ) ] = 4 etc.
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1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
n
12
13
14
18
lb
17
16

4 . 4Tabelle der Funktionswerte von f , nach 4 . 1 und
berechnet ( lexikographische Anordnung von Im ( f ( i)
beginnt allerdings bei o anstatt bei 1 ) :

(i)
st'

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

En 5 7 55 57 58 57 55 57 58 18 16 1 6
62! 72 33 14 3 37 77 81 80 75 31
39 ti7 bb 6 7 30 26 44 26 30 49 6b 6b
62 33 69 bl 77 37 3 14 13 51 75
63 12 4 J 62 bb b2 43 1? 47 9 39 33
62 js^ 7 7 bl 65 7 ? , 33 14 4 10 40
39 26 44 k ö 30 67 85 67 30 23 6 6
62 77 3' 3 14 33 '? 89 81 65 40 10
63 6 2 43 12 4? 12 <*3 8? 88 78 53 39
4] 7 9 52 1 1 b 2 34 64 76 87 74 38
25 71 h9 4b 22 3 7 28 50 70 86 66
25 4b 59 71 5o 2b 7 5 22 27 66 86
41 11 52 79 76 6 4 34 2 8 32 38 74
41 2 34 64 76 79 5? 11 8 46 31 35
25 5 7 2b 30 71 69 48 22 20 45 21
?5 26 / 5 22 4d 69 71 30 29 21 45
41 64 34 2 8 11 32 79 76 73 35 31

C 19 15 19 17 19 15 19 17 56 54 54

13 14 15 16 17 18

lb 18 16 16 18 1
13 4 10 40 65 4?
49 23 6 6 23 24
80 65 40 10 4 4?
7b 78 53 39 9 36
65 80 75 51 13 4?
23 49 68 68 49 24

4 13 51 75 80 4?
9 9 39 53 78 36

32 46 31 35 73 61
27 20 45 21 29 60

.1$ 29 21 45 20 60
87I 73 35 31 46 6]
73 87 74. 38 32 61
29 70 86 66 27 60
20 27 66 86 70 60
46 32 38 74 87 61
36 56 54 54 56 b3

in Zeile 2 stehen lauter verschiedene Werte:

x^ = 2 erfüllt die Voraussetzungen von 4 . 11 (G^=c ' ) .
Für mit f (y ^ yŶ ) =89 =f (x ^ yX̂ ) kann jetzt 2 , 4 , 5 oder 8
genommen werden . Durch die Wahl von y ^ ist ein Automorphismus

Py bestimmt : z,B. y . == P4O) 4

f (9,4 ) = f (4,2 ) = 33 : P4 <4)
= 2

f (2,1 ) = f ( 4,1 ) = 62 : P4 <1) 1

f (2,3 ) = f (4y3 ) = 72 : P4 <3) = 3

f (2,5 ) = f ( 4,9 ) = 14 : P4 <S)
= 9

f (2,6 ) = f ( 4,8 ) = 3 : P4 <6)
= 8

etc.

Die Automorphismengruppe dieses Graphen besteht also aus

den Abbildungen p^ y p ^ y p ^ und Pg (Diese Bezeichnung ist
abhängig von der Wahl von x^ = 2 ; dieselben Abbildungen
ergeben sich auch bei der Wahl von x € f ^ (87 ) oder

-1  °
Xp € f (86 ) , wobei ebenfalls die Voraussetzungen von 4 . 11
erfüllt sind.
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Bemerkung
Sei f * wie in Folgerung 4 . 8 definiert . Bezeichne
h : X —? { 1, . . ,1 } die Indikatorfunktion der Partition von X,
die durch die Knoten - Quotientengraphen nach Corneil ( [ 1 ] )

*
erzeugt wird . Dann gilt auch f j< h :

In den Begriffen von 4 . 1 und 4 . 4 läßt sich das Verfahren ( "B")
von Corneil zur Berechnung der Knotenquotientengraphen
folgendermaßen beschreiben:

die Abbildungen f ^ von 4 . 1 sind dort folgendermaßen
definiert : f ^ (x,y ) := ] { z6X ) f (x,z ) =s A f °̂ ^ (y,z ) =t } [ ,

f ' = , . f . Die Anordnung g von Im (f ' , . . ,f ' , . . )
r € f (M̂ ° ' ) si sc

erfolgt außerdem nicht für ganz X*X auf einmal , sondern
zeilenweise , g ist dann nicht mehr notwendig bijektiv.
Es gilt A ( f ) j_ B (f ) und auch A^ ( f ) <, B^ (f ) .
(durch Induktion : A^ (f ) <,B ^ (f ) <+ (4 . 2 . 2 )=* A^+ 1 (f)

=* A (B* (f ) ) < B^+1 (f ) ) .
Die Berechnung der Knotenquotientengraphen führt also nicht

aus H(A,G ^, . . ,G^) hinaus . Es gilt jedoch nicht allgemein

h ^ B^ ( f (° ) ) , wie das Beispiel 4 . 12 zeigt : mit den
Knoten - Quotientengraphen können Knoten 1 und 18 nicht unterschie¬
den werden , . während f ( 1,1 ) = 84 ^ f (18,18 ) = 83.
Auch beim folgenden Beispiel können mit den KnotenQuotienten-
Graphen die Knoten 12 und 13 nicht von den Knoten 9,1o,11,
14,15 und 16 unterschieden werden.

4 . 13 Beispiel
einfacher symmetrischer
Graph der Ordnung 16
aus ( 12 ) .

Hier sind die Voraussetz,
von 4 . 11 für kein x€X
erfüllt ; durch Ausprobieren
kann man jedoch zeigen,
daß die von f erzeugte
Kantenpartition die Auto¬
morphismenpartition ist.
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Tabelle von f , für den Graphen 4 . 13 nach 4 . 4 berechnet:
(Anordnung beginnt ebenfalls bei o anstatt bei 1)

1 2 3 4 5 o 7 B 9 lo 11 12 13 14 15 16

i: )lB 1 1 10 30 10 b 6 6 14 14 14 33 4 3 3 3
2: 1 1 ] 6 b b b 1 0 10 1 0 14 14 14 4 13 3 3 3
3: lü b 16 10 10 1 1 6 6 14 3 3 13 4 14 14 3
4: 10 6 10 16 10 b ii 6 3 14 3 13 4 14 3 14
5; 10 6 10 10 lb b b 11 3 3 14 13 4 3 14 14
6: 6 ! 0 11 b b 1'7 10 10 14 3 3 4 13 14 14 3
7: 6 1 0 b 1 1 b 1 1 lb 1o 3 14 3 4 13 14 3 14
8: 6 10 b b 11 10 lo 18  ' 3 3 14 4 13 3 14 14
9: 15 lb 15 2 2 l 5 2 2 1 7' 9 9 8 8 9 9 1

10: 15 15 2 15 2 2 15 2 o 17 9 8 8 9 1 9
11: 15 ] 5 2 2 15 2 2 15 9 9 17 8 8 1 9 9
12: 12 5 12 12 12 5 5 5 7 7 7 lb 0 7 7 7
13: 5 12 5 5 5 12 12 1? 7 7 7 0 1b 7 7 7
14; 2 2 15 15 2 15 15 2 9 9 1 8 8 17 9 9
15: 2 2 15 2 15 )5 2 15 Q 1 9 8 8 9 17 9
16: 2 2 15 15 2 15 15 1 9 9 8 8 9 9 17

4 . 14 Beispiel
Zwei nicht isomorphe Graphen der Ordnung 32 , symmetrisch/
nach Grace [ 111 . Hier kann nicht nur die Nicht - Isomorphie
der beiden Graphen durch die Berechnung von f , f ' (wie in
4 . 9 beschrieben ) gezeigt werden , für jeden einzeln erhält
man durch die Berechnung von f nach 4 . 4 die Automorphismen¬
gruppe nach Satz 4 . 11:
Für den Graphen a ) wird sie z . B. durch = 2

folgendermaßen angegeben : , {p ^ ,p ^ ,p ^ ,Og,p ^ g,p ^ g,p ^^ ,p ^ ^ ) y
für b ) durch x^ = 2 : {P2 ' P3 ' Pg ' P7 ' P26 ' P28 ' P3o ' P32 ^ *
Die beiden Funktionen f und f , unterscheiden sich auch noch,a b
ohne daß sie parallel berechnet worden wären:
f ( 2,2 ) = 143 =f , (2,2 ) , aber f (2,27 ) = 67 , während dieserAD A
Wert in der zweiten Zeile von f . nicht vorkommt.
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-- * — ^* ****' *"*

4 4 4 3 4 4 4 3 P t 3 3 3. 3. r. 3 ^ ^ g (̂ ur 3  a 3 kd r
C er 3. 3 4 ^ 4 3 3 3  er cf jL r - oC er er* P*- ' ^ ****

3 <- 3 c f- h 3 U* 4 3 3 Cf 'S 3 P 3 3 3 P G t cr P !
3, c 3. < 3. cf- *4 3 U U 4 3 - (̂ k- r- h r k <- ar pk- j—' —- ^ *"*=

3. P 3 ^k. if- 3* Ul 3' 3 -t 3 Ul 31 G P t 3 \ P Ul ' t -r sc sc O' r-
3k O 3. 3^ 3. U* 3 Cf 4 U< 3 -k cr ^ c\ ^ fkk^ r — G CL— —' #- *- r*

r< -4 3 3 3 3: 3 O a a. P 3 C ^ 3 !̂ 3 G — u t h er ŷ w 3-
4 3. n 3 4 3. 3 3 31 3) Lf! G- 3 G U 3! 3 -t 3 t 3 4 t 4 t . t 4*-" *- * — JT* *-"-

4. 4. \ 4, 4 5c 3^ 31 3; ^ 3^ 3 C P G31 ^ -̂k *—- 3 ) <— 3 ) #— ct 31 *3 #n T A < A,
f* 4 P P 4 3 4. t U< 3 f--s ^ et ^3 4 : r- tE*- * -* ^ "*

r- 4 3 ^ kd 3) kf: 3 <r 3 3 U G <r J * P 3 3 t Cr 4 G r^ — r- 3 ' 4 g
3. 3 4' 4 4 -T 3 — 3 ^ 3 ) — f ^ -3̂ rk 4 r-* fk- 3 3

"" ^

3 n J 1 G. 3f ^3 J* <f 3! 41 "1 ^ Ul 3 3 3 P Ul t G 3' t - 3 h - —) r- - > 4 4 4 P
3 . 31 r— k_ is . j t f U' . 3 t f . .- . 3j .- - 3t .-̂ ' 3 *- 33 r^ 4 fk- 3 - 3-

— -* "* ****
f

***

[- 31 3 3^ 3 a et P 3 31 3 a 4 . ^̂ n C G T— G 31 r k u r- t Cf t fk er[-3r !\ 3 4 3 y. 3 3 G U 31 3i 3 f G 3 ^ 3 3 t s - 4 4 . 4 4Ld *— k- !

^33 . tcr . 40 ^ 0. 0 G .- . 3 3 ) t u , 4  gj o G ^ 3  37 t u 4  h - a. p c ^-

!p

4.14.b) TabellederFunktionswertevon
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4 . 15 Beispiel
Einfacher , symmetrischer Graph der Ordnung 26 aus [ 3 ] .
Der Graph besteht aus zwei gleichen Untergraphen der
Ordnung 13 , die nach dem rechtsstehenden Schema mit¬
einander verbunden sind (es sind
1 eingezeichnet , das Sdhema ist
fortzusetzen ) :

2 (21 ) 13(20)

nur die Nachfolger von
für 2, . . ,13 zyklisch

Dieser Graph ist "2 - strongly regulär " ( [ 13 ] ) , d . h . er erfüllt
die Bedingung:

für (x,y ) € G bzw . G'-A sind die die fg ° ^ (x,y ) konstant,
also muB A ( f ^ ) s sein , und die disjunkte Basis von
H(A,G ) besteht nur aus den Mengen A,G und Ĝ A .

Die Automorphismenpartition der Knoten dieses Graphen

besteht jedoch aus den beiden Mengen M̂ = { 1, . . ,13 ) und
Mg = ( 14, . . ,26 ) , was durch Grade von Graphen aus H(A,G)
nicht festgestellt werden kann.
Die Bestimmung der maximalen vollständigen Untergraphen
( [ 4 ] ) zeigt , daß die Knoten 1 bis 13 in je 6 max . vollst.
Untergraphen der Ordnung 5 enthalten sind , die Knoten
14 bis 26 jedoch in je 9 . Von Corneil ( [ 1 ] , [ 2 ] ) werden
die beiden Mengen durch die Berechnung der 2-*Knoten-
Quotientengraphen unterschieden.
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f = von 4 . 15:

* * * * * *
f . P*
tt3 . * . 79 ( 0^
7 ) 4 . 7.
7 t 5 . ' .
4t * . 6. !h . U
^t .7 . ] f . ! 1 ' 1
* ] 7 . ) 1
7 ) ° . t?
"tl ' . l T,M"
lntt7. 14 . ) '
17 t 14 . l ^ iJ7
14 ) 14.
)Ptl3.
75 ' ? * *

1 ! ? ^
2) n i
3t i <
4 t 0
5t r- <
6 t ! <
7 t
Rt i
St i

10 t
11t 0 '
12t i <
13t n
14 t n
15t o <
16t i <
17t
18 t 1 <
ist !
20 t
211 :
22 t i
?3t 0
2 * t T '
25 t 1
26 t 1

t2. ]*. ]6. 1s.Pf!.Pt .2?.2'' . P6. P6*

I2t ]f' . l6 . t '- ' 1S. 21' ^P. ?3- ' '' ' ?-̂ *

-,,t *. iK. ]i . 7r.. 73. '-'=. 2'=- '3" t . ;*. )<7
ln . l <y. 2r . . 27 . ; 3 . 2 <. - ) 3 [ t '=. ' 7 . ^ . ' S.

tS ! 2Ht ? ? " ' 3 ° 7 <n2i ' ? 3 ' ? '" ' ? l ' 2 ' ' ' 2 ^ '

7f . 71. 2<. ,26*
]7. i*. tS, ? t . ?? . P3. 2**
7r . ?( . 73. 24. pr.*
is . pr . p5 . ? 6 " t7t ] 0 . 2r, ? i.
7 ' -" 2 ? i73,7 '3,26 ° 73 [ 24 . 76'

2 '*24<?5*

1 0 0 1
0 ! 0 <*
2 0t"
0 2    o i
1 0 2 °
0 1 0 2
0 0 1"
I 0 0 I
110 0
1 I 1 0
l l i i
o l i i
0 o i i
1 1 0 1
1110
o l i i
0 o i i
1 o o ioioo
1 0 ! 0
i l o i
1110
i l i :
l i i :
0 i i i
1 o l *

10 1! ! ? 13 I " 15 16 17 ia iS ? n 21 22

1 1 1 0
1 1 1 1
Olli
0 o 1 1
1 o o 1
0 1 0 0
y " 1 0
0 ? " 1.020
^ 1 0 2
0 0 1 0
] 0 0 !
1 1 0 0
1 1 1 1
1 1 1 1
Olli
i n l l
i i o 1
l l l o
o ' i }0 o 1 1
1 ft 0 !
0 1 0 o
1 0 1 01 1 0 1
1 1 1 0

1111
'1110 111
10 11
"10 1
0 0 10
1 0 0 1
110 0
1 1 1 0
0 111
10 11
110!
1110
0 0 0    o
10 0 0
110 0
0 1 1 0
10 11
2 10 1
12 10
0 12 1
10 12
llni
0 110
0 0 11
o 0 0 l

3 2 * 25 26

"111
1    0 1 l
1 1 0 1
1 1 1 0
*111
1111
Olli
1 0 1 1
"10  1
" 0 1 0
1 0 0 l
*10  0
1 1 1 o
1 1 0 1
o 1 1 0
0 0 ) 1
0 0 0 1" 0 0 o
1 0 0 o
1 1 0 0
0 1 1 0
'011
? 1 0 1
12 10
"12 1
1 0 ! 2

Berechnung

Mg dadurch
Schleifen

tition der

von f,nachdem die Unterscheidung von M^ und

vorgegeben wurde , daß die Knoten 1 bis 13 mit

versehen wurden : ergibt die Automorphismenpar-

Kanten (überprüft durch Ausprobieren ) .

i 2 3 4 5 6
!, 19 ^ 17 4 5 )'
j. .5 19 4 17 ' 4 5
t. =16. 5 19 4 17 - 4
5 5 16 3 IS 4 17

4 5 16 5 19 4
i, 16 4 5 16 5 iS
5 '6 16 4. 3 16 5
s, 17 16 16 4 3 16
^t 17 17 16 16 4 '5
'h 5 17 17 16 16 4

4 5 1? 17 16 16
'3t 17 4 5 17 17 )6
k, 4 17 4 5 17 17
<M 3 1? 10 12 0 10
it). 0 3 12 10 12 0
1, 11 0 3 12 10 ' 2
h 0 11 0 3 12 10

1? 0 11 0 3 12
31 12 0 11 0 3
n 11 12 0 11 0

)'?! !p 11 11 12 0 11
)'3i 10 '0 11 1! 12 0
ht 0 10 10 11 11 12

12 0 10 10 11 11
lt 12 0 10 10 . 11
12. 10 12 0 10 10

9 io ii

17 lP
17 1?

1?<
4

!?
4

1?
5

16
8
4

1^n

s-
4

17
4

10
5

16.
5
4

16
16
10
10 19
"

0
11

ft
12
11
n

16

t7
17
5
4

17
4

]9
5

I6
5
4

II
11

10 19
12 0 10
10 !? - °
12 1" ?2
3 1? JP

3 . 12
0 ' 3

!1 0
0 11,

1? :' 0
11 13

4
16
16

' 5
4i

14
i '5.

17 16
17 17
5
4

17
4-

19
5

16 ;5
-5 . 16
12- 0
11  12,
n 11
io n,
10 io
4)7 )0 -,

12;.* . o*
10 12
13 10
3 13-

-0 3
11 . C;

"O ll

16 .
16

17 17
5 17

-4 6
1?
'4
1?

4
17
4

19
5

J!
' o,
12
1!
11
10

i?
10
13

- 3 -
; 0<

.' 13 14 15 16 17 18 19 2 0 21 2? 2? 24 S5 26

5 7 6 * 14. 6 15 14 . 14 13 1.3 6 ,15. 13 15
'i6' 33 ' 7 6; *14 6 15 14 . 1* 13. ' 3 ' 6 15 13
"* ' 5 IS¬ - 15 ;7 6 1* ' 6 15 14 14 t3 13 5 15

4' IS ' 13 15 7 6 14 6 15 14 *14 13 13 6
l 6 - 6 IS 13 15 7 6 14 6 15 t 4 14 13 13

. 16 13 6 15 l 3 15 7 6 14 6 iS 14 . 14 13
17. 13 13 6 15 13 15 7 6 ,14 6 15 14 14

." ' 7. 14 13 13 6 15 13 15* 7 6 14 & 15 14
5 14 14 13 13 6 . 15 13 15 7 6 14 ' 6 15
4 15 14' 14' ' 13 13 6 15 - 13 15 7 6 14 *6

17 6 15 14 14 13 13 6 '? 13 '5 7 6 14
4 14 6 15 14 14 13 13 6 IS l 3 15 7 6

19
0

6
ia

11 - H
0 2

12
11
11
10
10

0
12 -
101
! 2 .'3 *

14
9

18
8

: 2
a

- 9
2
2

' 1
1
a

, 9
. . 1

6
1
9

ia
e
?
e
9
2
3
1
1
e

-. 9

l s
9
1
9

)8
a
3
6
9
2
2
1
1

. 8 ",

14
a
9
' '
9

18
.8

*? .
3
0
?
?
!
1

1.4
1
8

' 9
!
9

18
F

' 2 '
8
9
?
3
1

13
1
1
8
9
1
9

18
a
3
8
9
3
3

'3
2
1
1
8
9
1
9

18
8
?
8
9
3

&
2
2
!
1
8
9
1
9

'8
p
2

, 8
9*

l 5
9

. ' 2
2
1
!
8
9
)
9

t8
8
3
8

13
8
9

' 2
2
1
1
8
9
!
9

18
6
.2

15
2
8
9
3
2
1
1

. a
9
1
9

18
a

7
8
2
8
9
2
2
1
1
8
c
1
9

18
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5 . Kapitel . Programmierung des Verfahrens zur Konstruktion

der disjunkten Basis von H(A,G ^ , . . ,G^ ) .
Zeitabschätzung.

Zunächst werden einige Abänderungen des Verfahrensschrittes
A (Definition 4 . 1) durchgeführt , die zwar das Ergebnis
(die Konstruktion der disjunkten Basis ) nicht beeinträchtigen,
in manchen Fällen das Verfahren jedoch beschleunigen.

5 . 1 Definition
Verfahrensschritt A'  bezeichne die Abbildungsvorschrift,
die aus dem Verfahrensschritt A von 4 . 1 dadurch entsteht,

daß dort die Abbildungen durch die Abbildungen

f ^ (f t. (x,y ) : = ! {z €X )f (z,z ) =r A f (x,z ) =s A f (y,z ) =t } ] \
rst rst rEf (A) , s,t € Im f J

ersetzt werden:

A' (f ) : = g o (f, . . ,f ^ s ^ ' . . ) t g Anordnung von Im (f . . f ^ ^^ . . ) .

5 . 2 Hilfssatz
Sei f € F (von 4 . 1) , s,t € Im f.

Dann gilt : ^ -- f^st r €f (A)
L , *rst

Beweis  M ^ ^ (x,y ) : = {z €Xtf (x,z ) s A f (y,z ) t)

M̂ g^ (x,y ) := {zextf (x,z ) =s A f (y,z ) =t A f (z,z ) =r } .

M (x,y ) = )_ <M (x . y ) * - y 6 X:
rEf (A)

r €f (A) => klar,

z € Mgt_(x,y ) , r ^ : = f (z,z ) ^ z E M̂ g^ (x,y ) .

Für r ^ ,r ^ € f (A) gilt : " ^ r ^st ^ ' Y) ^ 0 ^

=> r ^ = f (z,z ) = r ^ , also M̂ ^ .̂ (x,y ) disjunkt für festes s,t.

=*2L- I^"rst"='Y" '
r € f (A) ^
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5 . 3 Folgerung

V f 6 F ( siehe 4 . 1 ) : A ' ( f ) < A ( f ) ^ f.
Beweis

A ' (f ) (x,y ) = A ' ( f ) (a,b ) =>

V s,t € Im f , V r € f ( A) :

=> V s,t € Im f : f ^̂ . (x,y)
hst '* ' " ' hst 'a -b'

ref (A)
^rst X̂'Y) =

f (x,y ) =f (a ;b)

f (x,v)

^-
ref (A) *rst (a,b)

f (a,b ) ,

also A ( f ) (x,y ) = A ( f ) (a,b ) .

A ( f ) < f nach 4 . 2 . 1 .

5 . 4 Hilfssatz

Sei f € F mit f <, XA' f (x ) y ) = f (a,b ) => ^x =y <=> a =b1,
r € f (A) , s,t 6 Im f , j o <j <n= )X ( .

Dann gilt : f .̂g ^ (j ) = [ f ^ s ) ( 1 ) f \ r ) j ( j ) ^f ""^ ( t ) j ^ .

Beweis

B (x,z ) : = (z ' €Xjf (x,z ) = s A f ( z,z ' ) = r } .

Es gilt : z ' € B (x,z ) =* f ( z,z ' ) = r =̂ (r € f ( A) ,f <̂x^ ) ^ z = z ' ,
also B (x,z ) = 0 oder B (x,z ) = { z } .

fpst (x,y ) = j <=* 9 = [ ( z Xlf (z,z ) =r A f (x,z ) = s A f (y,z ) =t } ]=

( f ( z,z ) = rAf (x,z ) = s ^ B (x,z ) = fz } ** )B (x,z ) [= 1 )

= j { z €X [ [B (x,z ) [ = 1 A f (y,z ) = t ) j <=>

( [B (x,z ) [ = 1 <=3- (x,z ) € f ^ ( s ) ( 1 ) f " 1 (r ) )

<=* (x,y ) e rechte Seite.

Der Verfahrensschritt A ' wird jetzt in zwei Schritte (A^ ,A ^ )
unterteilt (A ' =A^oA ^) ,nämlich in die Berechnung von

(f, . . für  die Elemente (x,x ) der Diagonale , A^ ,
und für die übrigen Elemente (x,v ) mit x ^y , A^ :
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h ^ (x,y ) : =

A^ ( f ) : = 9^

hg (x,y ) : =

*2 <f ' ==

f ( f, . . ,f ^s ^ , . . ) (x,v ) für x =y
^ f (x,y ) x ^y

o h ^ , wobei g ^ Anordnung von Im

f f (x,y ) für x - y

^ ( f, . . ,f ^^^ , . . ) (x,v ) x ^y

o hg , g 2 Anordnung von Im hg.

h 1 *

A^ entspricht der Anwendung von "cxtended features"
bei Unger [ 1o ] und Levi [ 5 ] , dem "Algoritmo di
affinamento " bei Sirovich [ 7 ] .

Bei vielen "unregelmäßigen " Granhen genügt bereits

die iterierte Anwendung von A^ auf die durch den Grad des
gegebenen Graphen erzeugte Partition der Diagonale,
zur Bestimmung der Automorphismenpartition . der Knoten.

Für spezielle Graphen , nämlich für Arboreszenzen und

zusammenhängende funktionale Graphen hat Tinhofer in
[9 ] bewiesen , daß dadurch die Automorphismenpartition
erhalten wird.

Da A^ außerdem nur n Berechnungen von Funktionswerten

(f, . . ,f _̂̂ ^ , . . ) (x,x ) erfordert gegenüber n . (n - 1 ) bei Ag,
definieren wir den folgenden Verfahrensschritt A" :

5 . 5 Definition

"Verfahrensschritt A"" bezeichne die Abbildung : A" : = AgOA^ ,
d . h . zuerst wird A^ sooft durchgeführt , bis die Diagonale
nicht mehr weiter verfeinert wird ( nach Satz 3 . 11 ist dies

nach spätestens n- mal der Fall ) , und dann Ag.

Der "Verfahrensschritt A" führt ebenfalls zur disjunkten

Basis von H(A,G ^ , . . Ĝ^ ) :

5 . 6 Satz

Voraussetzungen wie 4 . 4 .

Dann gilt : fj __ s _ f .

f ' : = (A")
n
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Beweis

f ' f : durch Induktion.

= A ' o A.,' ' ( f
(o).n - 1

(5 . 3)
) <

A o A1 (   f ^ ' ) . 5 . 3 gilt auch für A^: A^ (f ) < f:

A o Ai " 1 ( f (° ) ) ( 4 . ^ . 2)

Sei jetzt (A") ^ (f °̂ h <, A^ ( f (° ) ) .

(A") i + 1 ( f <° ) ) = A ' o A^" 1 o (A") * ( f ^ ^)
(5 . 3)

A o A^ o (A") ( f )
r i - , t ( 5 . 3)

^A" 1 o (A") ^ ( f (° b <

< Ai+ 1 (f <° >) .

(A") ^ ( f °̂ ) )
(I . A. )

A^(ft ° b

' .

Sei M' : = Lüi.
L 1J3jeim f

M!' *= f ' " l ( j ) .

Zeige : M' c H(A,G ^ , . . ,G^ ) .
(o)

genau wie in Teil I des Beweises von 4 . 4 : bleibt gleich?
) :=

, ( i)

in Hilfssatz 4 . 5 ist (r,r ^ ^ ' * ' ' ^ 11i i
) := (f <i ) , . . ,f ^ ) , . ) (a,b)

zu ersetzen durch (m^ , . . ,m^ ^ _̂, . . ) : = ( f

weiters (r . ) M̂ ^ durch:s st t

" " ^ rst ^ " ' ) ^ ' *) ) ,

(1 ) M
(i)

<' 1 <Mfst) ["t"
über die r € f (A) , s,t € Im f

, wobei jetzt der Durchschnitt

zu nehmen ist , und

durch zu ersetzen . ( Siehe auch Hilfssatz 5 . 4 ) .m

Die Aufteilung von A ' in A^ und A^ ändert hier nichts , die

Formel gilt dann eben nur für die 1 € f ' ^ ^ ^ (A)

(bzw . f ' ( i + 1 ) (XxX^A) ) , für die übrigen 1 haben sich die

M(i + 1) (i ) - M( i + 1)
nicht geändert , d . h . es gibt ein 1 ^ mit

Induktionsschluß wie in Teil I ) des Beweises 4 . 4:

M' c H (A,G ^ , . . ,G^ ) .
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also M' c H(A,G ^ , . . ,G ^ ) :

V j € Im f ' 3 i . e Im f : M! - LJM3 3 sGI ^

Seien x,y,a,b E X, j : = f ' (x,y ) :

f (^ ,y ) = f (a,b ) = : s ^ s € I . , ^ /b ) € M er M!3 -- ^ — I
*3. f ' (a,b ) = j = f ' (x,v ) ,

also f <. f ' und somit f s f.

5 . 7 Hilfssatz

Hilfssatz 4 . 6 gilt auch für A. und A^ , d . h.
falls f ' ti + 1 ) = A, ( f ' ^ h und falls f ' ( i + D = A_ (f ' <i ) ) .

Beweis

( 1 )
Ls r

für Ag wie bei 4 . 6 .

(m) T ( 1 )t r (m)

leicht zu sehen mit Filfssatz 5 . 4
du

(o)
für Â durch Induktion:
für wie in 4 . 6 . Behauptung gelte für i:

M(i + 1) l e f (i + 1) (A) : M̂ i +1) ^ = yji +1)

1 t f ( ^ D (A) : 3 1 ^ € Im f ^ ^

oder weil H € Im f ^ ^ :

1 ' := g ^ ap 6 f ^ +^ tA) :
(i + 1 ) T

f̂ a ) = ,̂ ( i + 1 ). " ach I . A.

M<I' ? = M<F
1^

= Mi n

Als Anordnung  g ^ in 4 . 1 und g^ in 4 . 4 wird folgende Vorschrift
verwendet:

Zuerst wird Im ( f ^ ) , . . ,f ^gj . , . . ) lexikographisch angeordnet,

(im Programm Zeile 642 - 658 für Ag , 5o7 - 526 für A^) ,
dann werden diejenigen Tupel ( f ^ ) , . . ,f ^ j. , . . ) (x,v ) , welche

lexikographisch größer sind als ( f ( i ) , . . ,frg ^ , . . ) (y,x ) ,

unmittelbar hinter ( f ^ ^ / . . ,fjgj . , . . ) (y,x ) eingefügt.

(Zeile 746 —751 ) . Nach Hilfssatz 5 . 6 ist diese zweite Vor—
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schrift unabhängig von der Wahl von (x,y ) . Falls
(i ) T ( i)

Mj ^ Mj ist , gilt dann aufgrund dieser Anordnung:
(i ) T ( i)

ML = Mj+ ^ . Hilfssatz 5 . 6 ( 4 . 6 ) erspart dann einige

Berechnungen von ( f ^ , . . ,f ^ j. , . . ) (y,x ) :

Falls aufgeteilt wurde auf soJ

wird auch aufgeteilt auf
3 3l

für die (x,y ) 6 braucht also f ^ j. , . . ) (x,y)

nicht mehr berechnet zu werden . ( Zeile 7o8 - 723 , bzw.
68o - 692 für r = 1 ) .

Eine Einsparung von Berechnungen von bringt auch

folgende Tatsache:

Falls für ein r € f ^ *̂ ^ (A) und für s,t € im gilt:

3 r ' Ef ^ ) (A) , s ' ,t ' EIm f ^ ^ mit' T" Y* ' ^ e rs!

und (M^ ^, M ,t t ' ' r * ' s'
(i) und M wurden durch Schritt

i + 1 nicht aufgeteilt ) ,

so ist für x,y E X: f ^st ^ ^ ' Y) = ^r ^s ' t ' ^ ' Y)

und wegen f ( i + 1 ) ^ fj ^ g . ^ t braucht f ^ ^ ^ nicht berechnet
zu werden.

Für wird die . Eigenschaft : 3 j ' Elm f ^ ^: Mj^"**̂ =Mj^

im Attribut "ALT" der Partitionsmenge festgehalten . ( Zeile 167)
( "GANZ ALT" gibt an , ob die Partitions - menge McA seit der

letzten Anwendung von A^ einmal aufgeteilt wurde)
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5 . 8 Abschätzung der vom Verfahren benötigten Rechenzeit

1 ) Zeitaufwand zur Berechnung von

für ein (x,y ) € X* X:

Für höchstens n Tripel ( r ^ s ^ t ^ ) ( rjEf (A) ,s,t € lmif)

ist m : = f (x,y ) von Null verschieden , denn
3 3 3 133

.fyst ^X' Y) " *xt = nr6f (A) ,s,t € Im f

wird daher als Liste von lexikografisch

absteigend angeordneten Quadrupeln (r . ,s . ,t . ,m ^ ^ ) ;

wobei ^ ^ ^ o ist , abgespeichert.
13 3

Die Berechnung der m ^ ^ ^ o geschieht nach folgender
^3 ^ 3 3

Methode:

integer  x,y,z,r,s,t;
for  z : = 1 Step  1 until  n do

begin     r : = f (z,z ) y s : = f (x,z ) ;

[ * ] i _f ( " Zähler ( r,s,t,m _̂̂ ^ ) in der Quadrupelliste
vorhanden " ) then mrst ' mrst

t : = f (y,z ) ;
adr

+ 1

eise ( "Füge neuen Zähler ( r,s,t,1 ) an der

richtigen Stelle in die Quadrupel¬
liste ein " ) ;

end ;

Diese Berechnung der mrst für ein (x,y ) erfolgt innerhalb

der procedure  G (K) , die zur dass  GRAPH gehört . ( Zeile 22o)

Bei z = j mu3 r,s,t mit den höchstens j r ' ,s ' ,t ' der

bereits vorhandenen Quadrupel verglichen werden:

die Berechnung von ( f, . . ,f ^ ^ ^ , . . ) (x,y ) erfordert höchstens
^ . 2
E j cxn __ Schritte.

3 = 1

2 ) Zeitaufwand zur Anordnung der m Listen ( f, . . ,f ^ g .̂ , . . ) (x,y)
Im f

Für das Einordnen der j - ten Liste sind höchstens j Vergleiche



43

mit bereits errechneten Listen nötig , ein solcher Vergleich
erfordert den Vergleich von höchstens n Quadrupeln:

Die Anordnung von Im (f, . . ,f ^ ^ _̂, . . ) erfordert höchstensm
I j -n Schritte.

nni ==============

Daraus ergibt sich der
3 ) Zeitaufwand für einen Schritt A. (Partition von X) :

' 3
n Berechnungen von ( f, . . ,f .̂^^ , . . ) (x,y ) <=* n

n 3
Anordnung von höchstens n Listen : X j -n ^ n

3= 1
3

mit ti - BH9g§gtiona ^ _g_
und der

4 ) Zeitaufwand für einen Schritt A^ (Partition von XxX) :
2 4

^ n Berechnungen von (f, . . ,f . , . . ) (x,y ) : ^ nrst 2
2 5

Anordnung von höchstens n Listen X j *n =x n
3 = 1

5mit

Die Anzahl der Durchführungen von A^ ist höchstens gleich n
2

(3 . 11 ) . Für A^ ist dieselbe Abschätzung nach (3 . 11 ) n ;

in den praktisch berechneten Beispielen mit n zwischen

1o und 2o brauchte A^ jedoch höchstens fünfmal durch - ,
geführt zu werden.

Die Rechenzeit des Verfahrens ist somit theoretisch

maximal der siebten Potenz von n proportional ; die praktisch
erprobten Werte liegen jedoch deutlich darunter.

Die am häufigsten durchlaufenen Unterprogramme wurden in
Assembler - Sprache programmiert:
INCM1 (Zeile 142 ) führt die Anweisung [ * ] durch,
COMPARE ( 139 ) vergleicht zwei Listen von ganzen Zahlen,
COMPR(qliste,L ) ( 145 ) speichert die Quadrupelliste qliste
als Liste von ganzen Zahlen in einen externen Speicher¬
bereich (außerhalb des SIMULA- Programms ) von L. I1 bis L. I2
ab , und SETLU (I ) ( 148 ) ermöglicht es , derartigen Speicher¬
bereich wieder freizugeben.
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(i)

5 . 9 Programm

Da ein Programm für eine spezielle Anwendung natürlich

auf die dort vorkommenden Graphen ausgerichtet sein muß,

wurde hier versucht , mehr Wert auf Übersichtlichkeit zu

legen . Daher wurde auch die Sprache SIMULA verwendet,

die durch das Klassenkonzept die Möglichkeit bietet,
Objekte mit Attributen und spezifischen Anweisungen zu
definieren:

z . B . class  partitionsmenge ; . . . eine Partitionsmenge ^
(Zeile 166 ) .

begin boolean  alt , ganz alt ; . . bereits erwähnte logische
Variable.

ref ( iliste ) liste ; ..... Verweis auf die Liste

g7 ^ ( j ) .
ref (head ) kliste1,kliste2 ; . . . Listenköpfe der Liste

der (x,y ) ,die Elemente dieser

P . menge sind , bezüglich Graphl

bzw . Graph2.
integer  INDEX ; ......... INDEX = j.

boolean procedure  complete ; dieses Unterprogramm prüft,

(für eine Partitionsmenge CA ) ? ob der durch die

Knoten 3 , für die ( z,z ) Element dieser Partitions¬

menge ist , bestimmte Untergraph " vollständig " ist,

d . h . alle Kanten (x,y ) mit x ^ y aus derselben
Partitionsmenge sind.

die Anweisungen dieser Klasse führen eine Vorbesetzung
der Attribute durch.

end  PARTITIONSMENGE;

Weiters wird z . B . der Verfahrensschritt A^ von den Anweisungen
der Class  KNOTENPARTITION durchgeführt ( Zeile 5oo - 582 ) ,

der Verfahrensschritt A^ jedoch von den Anweisungen der
Class KANTENPARTITION ( Zeile 632 - 752 ) .
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Das Programm führt für zwei gegebene Graphen die parallele
Berechnung von f und f ' durch , wobei die Bedingungen von
4 . 9 bei jedem Schritt überprüft werden.
Es sind folgende Ausgänge möglich:
- bei der Überprüfung der Bedingungen von 4 . 9

werden Unterschiede festgestellt , die êine Isomorphie
ausschließen.

- die Knoten beider Graphen werden eindeutig angeordnet:
ein einziger Isomorphismus existiert.

- die Voraussetzungen von 4 . 11 sind für ein mit

f (x ^ ,x ^ ) = : j . Es sind dann [Mj ] Isomorphismen möglich.
- falls keine der obigen Bedingungen erfüllt ist , wird

versucht , die Graphen parallel in unabhängige Unter¬
graphen zu zerlegen , für die dann einzeln die Voraussetzungen
von 4 . 11 geprüft werden.

Die beiden Graphen können auf folgende Arten gegeben sein:

- durch Einlesen der Nachfolgerliste für jeden Knoten
(procedure  EINLESENG , Zeile 1o7 ) .

- durch Besetzung der Adjazenzmatrix nach einer Zufalls¬
funktion (procedure  ZUFALLSGRAPH, Zeile -29 ) .

- durch Erzeugung eines "starred polygon " ( [ 14 ] )
(procedure  STARRED POLYGON, Zeile 49 ) :
das ist ein Graph , dessen Knoten derart angeordnet werden
können ( X = ( x . , . . ,x } , daß gilt:l n
(x . ,x . ) € G <- * V k= 1, . . ,n - 1 : (x . ,,,x . , . ) € G.

1  g ' ' ' i + k ' j + k
(i +k,j +k modulo n gerechnet)

Ein solcher Graph ist gegeben durch sein "Symbol"

S : = ( s ) (x ^,Xi +g ) € G) . (Der bei 4 . 15 links abgebildete
Untergraph ist ein "starred polygon " und hat das Symbol
(1,3,4,9,10,12 ) )

Der zweite Graph kann außerdem durch eine Zufallspermutationr
(procedure ZUFALLSPERMUTATION, Zeile 81 ) aus dem ersten
erzeugt werden (procedure  PERMUTIERE , Zeile 99 ) .
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0 PbLGlN* XREAL* ZElTLH-ilT!
1
2 ^INTEGER* N,U!
3 *REAL* x ; PUÜULERN* SYMMETRISCH, EINLESEN, SCHLEIFEN, AUS;
4 / EI1HMIT : = IJOO'UNlNi;
5 IMAGE : - BLAhKS( 70 ) ,
6 AUF. .
7 OUTlNAUE, EJEC7 (LINE+3 ) ;
b UUTlMAGE; oHITEAT ( %7 - ^- ^- ^- R- "- ^- * - R- ^- * - * - K- P- K- R- K- 3 - # - ^y ) ; 0

UTIMAGE!
9 N ININT! X : = INRFAL!

10 SYMMETRISCH: = N < 0! EINLESEN : = X = 0 . 0!
11 SCHLEIFEN : = X < o;
12 7jF * SYMMETRISCH *rHEN* N : = - N!
13 LUltEA1 (7* !-t= ** ) ; OUTINT(N,2 ) !
14 * IF * SYMMETRISCĤ THEN* OUTTEXT(** SYMMETRISCHER** ) !
15 ;-iE ^ SCHLEIFEN *THEN* X : = - X;
16 * ) FP EINLESEN p'THEN* UUTTEXK** GRAPH, Elf -'GELFSEN: * * )
17 *FLSE* oulTEXTt ?^ AUFAELSGRApH** ) ;
18 * IF * SCHLUtEw ? 1HEN* GUKEAK ** MIT SCHLEIFEN* ? ) !
19 U : = CLOCK. sub (7,2 ) . GETIN'T*2 +l!
20 * IF * -< EINLESEN pTHH-p
21 TbEGlN* uUT!E*1 (*^ , RA,.TEt\ HAEUFTGKEIT=** ) ;
22 uUTFlx (X,l,3 ) !
23 *ENU* TUEN;
24 * IH* END1MAGE* THEN* *ELSE* * 1NSPECT* SYS1N *DO*
25 *BEGIN* aUS : = IMAGE. SUG(POS,3 ) = **RUS** !
26 * IE* ALS *TnEN* SETPUS(MOS+3 ) ! *ENO* !
27 SIHSET*bE6IN*
28
29 *PROCEUULE* ZUFAEESGRAPH(F,N , KANTENHAEUFlGKFn,SYMMETRI

SCH,
30 SCHLEIFEN) !
31 * INTECER**AHRAY*F! * lNTECEP*N ! *REAL*KÂ TENHAEUFIGKFIT!
32 *HULLEAN?-S7MNETHISCH,SCHLEIFEN!
33
34 *GEG1N* ? INTEGER? I *J,N,M!
35 * IF* - ENOIMAGF* THEN* U : - ININT!
36 U'jTIExH ** , U=** ) !
37 OUTiNT(U,14 ) ;
38 L : = N̂ (N- 1) *KANTENHAEUFIGKE1T!
39 ? IF* SYMMETRISCH* THFN* M : = M//2?
40 *FOR* K ! = I ? STEE* 1 *UNTIE* M *00*
41 *bEGIN* I : = RANUIN-T( 1,N . U) ! J : = RANPINT( 1,N,U ) !
42 FH,J3 : = 1 ! * IF * SYMMETRISCH*THEN* ffj,13 : =l;
43 *ENÖ* FOR K!
44 * IF* SCHLEIFEN *THEN* *FLSE*
45 * IF* AUS * THEN* AUSOR (F , N) !
4b *FOR* I : = 1 *STEP* 1 *'JNTIL* N *00*  Fd,n : =o;
47 *END* ZUFALLSGRAPH!
48
49 7-PKOCEQuRE* STARRED POLYGON (F,N, 5YMMEiRISCH) !
50 * 1NTEGER* *ARRAY* F! * INTEGER* N! *BOOLEAN* SYMMETRISCH!
51 *BEG1N* PINTEOER* I,J !
52 SYSlN . SETPOStSYSlN . PoS +l ) !
53 LUTTEAK** STARREO POLYGON, SYMBOL= ( ** ) !
54 PWHILE* 1 END1MAGE *00*
55 ?   BEOIw * J : = ININT ! OUTINT(J,2 ) ! OUTCHAR($ , $ ) !
56 J : = j - 1!
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5b
59
60
bi
b2
b3
64
65
6b
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
8b
87
88
89
90
91
92
93
94
95

96
97
98
99

100
101
102
103
104

47
?EOh * i i ^ STEP/ 1 / UNTIL* N *^ 0*

F ( i,tl +.J) /Mup/N + l ) : = l;
j : = f, - j - p:
7if * SYffifThTSCH / THEN* / ELSE*
*FOP* i : = i / STEP* 1 ^ UNTIL* N *P0/

FLI, ( i +j ) ? MÔ ? N + 11 : = 1!
*ENÔ EhU .E --EN0IM4GE!
SETPOS (POS- 1) ; OUTCHAR(a ) s ) i OUTIM/AGE!

*EUO* ST/-RRLO POLYeOj'j;
?PhOCEPUhE % PUSUH(F *.M) !
*INlLGER * * nhMAY% F ! / INTEGER * N!
TPEGlN * / I )\iTEGER/ I *Jf

UUT1EAGE!
7FOR* 1 : - 1 / STEP* 1 / UNTlL * N / OU*
?8EGlN * OUTlt ;T ( i,2 ) ! UUTCHAR( $ : * ) !

*Foh * j : = 1 / STEP * 1 *UNTIL* N *PQ*
*1F / FtltJ] = 1 / THEN*

*EEGIN* Ot.JTIN'T ( J . 2 ) ! OUTCH4R( * t ? ) t *EN07;
SEIPOS (poS - l ) ; OUTCHAR(HH ) ; SETPOS (POS+2 ) ;

/LNO/ ECR Ii
*Lh;p* ,'UĴ UF!

/PROUEOUEL* ^UF^LLSPERM'JTATIOU (PERMUT,N) !
/INtLOER / *ARR4V* PEPMUT; / INTEGER* N!

/8EG1N * / INTEGER* I,J,K,M,Z;
/FÜR * K : = 1 / STEP* 1 / UNTlL/ N *DO* PERMUTtKl : = h;

OUTIMAGE! OUT TEXT(**ZUEALLSPERMUTATION, U=** ) !
OUTINT(U,TRUNK(LN CJ) /LN ( 10 . 0 ) ) + 1 ) ! OUTIMAGE!

U : - R^NDlNT ( itN *U) ;
/FÜR * K : = 1 / STEP* 1 *UNTlL* M 700*

78EGIN7- I ! = RAt,Ol^ T( l,rj,u ) ! J : = RANDINT( ltKi . U) ;
Z : = PERMUirii : PERMUTH1 : = PERMUTtji;
PER^UTtJl : = Z;

/ENU/ FCH K!
/FOR * K : = 1 *STEp* 1 *UNTIL* N 700 * OUT INT (K,3 ) ! PUTIMAGE!
/FOR / K : = 1 / STEP* 1 / UNTlL* N *00 / OUTiNT (PERMUTCKl,3 ) ! OUTi

MAGE!
*EuD* ZUFALLSPERMUTATIUN!

/PROLEOURE* PERMUTIERE
F1 . F2 . P!

(Fl,PtF2 *N) !
*INTE6ER * N!/INTEGER / *ARHAY*

*8EG1N* / INTEGER* 1,U!
7FoR * i : =l *STEP* 17UNTlL *N^ OO**FOR*j : =I * STEP* l *UNTlL*N*DO*

F2LPHl,PfJH : = Flti,j ] !
*EN0^ PERt-iUTlE8E!

105
106
107 *pROCEOUhE* EINLEsENG (F,N,s ^MMETRlsCH) !
108 / INTEGER* *ARRAY* F ! * INTEGER* N! *BOOLEAN* SYMMETRISCH!
109
110 *8EG1N* / INTEGER* I,J,K!
111 INIMAGE! OUTTEXT(** >>>>>>** ) !
112 / WhlLE* SYSIN . IMAGE. SUB( 1,4 ) *N'E* **EN0E** *00*
113 yßEGlN*
114 OUTTEXT( 5YSlN . lMAGE. SUG( l,70 ) ) ! OUTlMAGE! SYSlN . SETPOS ( 71 ) !
115 SYSIN . IM/GE . SKIPbLANKS! * IF * SYSIN . POS < 81 *THEN* *BEGIN*
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11b

117
116
119
120
121
122
123
124
125
126
127
126
129
130

uUlTLXt (EYSlN . J !- ^ GE. SUb ( 71tl0 ) ) ; oUTlfAOE ! FENP^ ! SYS1N. SETPCS
( 1 )!

ŷ tHiLh ^ "* ENPlMAGE 71*07
pPIolt -.y l :=  iNiNl;

INCHAR *NL* 7PC7
ybEGlNy J : = ININT ! FLI,J ] : =1!

^ipy SYMMETRISCH*THEN? RUtll : =1!
^ENp ^ PHILE NE * !

7ENDA WH1LE < K!
jlNIt "AGE!

?-Ei-<0* ^nlLE NE ENDE! SYSIN . SETPOS (7P ) ! OUT IMAGE!
YEND7 EIcLESEn!

t. IoK ^CLA $ S% QUAOhUREL!
YRRGlNy yiwlE ^ERFRtbtltH ; ^ENU? t

131 HEAD ?CLASSp NUALRUPELLISTE:
132 ^hEGlN* yREEF(HEAU) RESt-. nVulR:
133 ^INTEGER* I!
134 RESERVOIR : - 7NEw?- HFAD'
135 ?FUR?- I : = 1 nSTER̂ 1 ^UNTIL̂ N ?Do%
13b y-NE'<7: QUADRUPEL. INTO( RESER̂ OIR) !
137 *ENDP oURDPUPbLLlSlE!
136
139 *E; TERNaL* *CoRPASŜ flNTLGER* yPRUCEPUREY_ CQMPAREILI. L

140 ^PEFA( ILISTL ) Li ' L2! ;
2 ) !

141
142 *EXTERNA.UF 7LOMPASS* 7PR0CE0UKE7 INCM3(0LISTE,PR.

143 PINTEGER7 PH' PS ' PT! yREF7 (HEADL QLTSTEÜ
T) !

144
145 yEAiERKAL# y-COPPASSP yPROCEDUpE* COMPp(oLIStE,U!
146 ?RLF* (PEAO) GEISTE! 7REFy ( lLISTE ) LÜ
147
146 7E7TERNALy PCunPASSP ypRocEouREy SETLU( I ) !
149 9INTE6ER* ü!
150
151 YCLASSP IL1STE!
152 #6EG1N7 ^INTEGER* Iltl2!
153 ^INTEGER* FPROCEDURE* LAENGE! LAENGE: = 12 - 11 + l;
154 *EN0^ IEIS1E!
155
15b
157
156 LINK PCLAss^ KK!
1&9 nHEGlNyt yHEFyHPARTlT10NSMEN6E) PM! ?-ENDy!
160  KK
lbl
162 KK

yCEASS* KNOTER( X) :
7ENL7 KNOTEN!
KANTEtX,Y) !

ybEGlNP ^KEI ^ ( KANIE ) T

7BEG1NP
^CLASSP

PAhTITIONSMENGE!

163
164
165
166 LINK ?CLASS*
Tbl ?MEOlN^
168
169
170
171
172 7POOLEAN7 yPROCEPUPEyCOMPLETE!

! !

*INTEGER%

^INTEGER*
7ENO# !

PHOULEAN* ALT* GANZ ALT!
?REP* ( ILISTE ) LISTE!
*REF7 (HEAD) KLISTEI ' KLISTE2!
^INTEGER? INDEX!

x;

X,Y!
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173 * ] E* KLiSlEi . HMSt . SOC = = KLISIE1 . ( 4ST *ToEM* COMPLETE: = * ( R

ur * 7EiSE?
174 7t- HGü,.-
175 ,.REEy(KMCTE.N) K! ^IK'TEGERFX!
176 ?REE* (MARTITIO;\ SMENGF) PV!
177 r̂ : - t\ Ll5TEi . H (<5H * : =n . x;
178 h ! - K. SUC; MV : - GRÂ Ml . KFt/,K . XI . PM;
179 7FOR? K: - K. SUC *UMILE* K =/ = *NONE* *00*
180 * IF* PV =/ = ORA't- Hl . KMLXtK. Xl . PM * TMEN* *GOTO* E COMPLETE!
181 C0NMEE1E : = 7 1EUE* ! '
182 E CORiMLE'tE . . ! *ENO* CUMMLETE ELSE*
183 US IE *NFW* 1LISTE!
184 KciSlEi : - *NEU* MFAD!
18b K(. 1S ! F2 : - * NE'A* READ!
186 * EN0* MA8ll7I (JESMEi\ GF!
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205

7PPOUEOUME* AuSC-AhE ( M) ; *REF* (HEAO) H!

*h [ 01N* yREE* (PARTlTIONSMEt,GE) PM! *REFHKNOTEN) K!
MM: - H. UPSl ! OUTIEAGE!

MH"/ = *N0NE* *00 * * INSMECT* PM *DO*yWMlLE*
yMEGl )̂ * *FOM* K : - KL1STE1. FIRST * KEISTE2. FIRST *Do*

*ME.Ulu * OUTCHARHF * ) !
*UMILE* K =/ = *NONE* *00*

*BEGIN* Ot'TlNT (K. X, ? ) { OUTCHAR(S *S ) ;
!< K. SUC!

*EMD* UHILE K!
SETPOStPOS- 1 ) !

0U ! CHAR(S : S ) !
7EijU* FOK K: - KLISTE1 !

SETMOS(Mus- i ) ; OM'TCHAR($ ! $ ) ?
PM MM. SUC!

yENE* EMILE MM!
*EN0* AUSGAEE!

OUTCMAR( MS)

SETPOS(POS+2)

206
207
208
209
210
211
212
213 *PEf * (6R4PH) GRAMM1. GRAPM2!
214
215 *CLA $s * GRAMM(F,N ) !
1Tb y-IN ' EuER* *AMR/AY* F! * INTEGER* N;
217
218 *   PhGiN ? *REf * (KK) *APRAY* KF tl . . N*l . . Nl !
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231

*REF* ( 1LISTE ) ?MpUCEf) UPE*_ G(K) t *REF * (KK) K;
*ME6lM* *REF* tPARTlTIUNShENGE) FR*MS*PT! *REF* (KNOTEN) KZ;

*IN7EGER* X,Y *Z*R! *BOOLEAN* ALT!
*REF* (MEA0) KL1STE!

*IF * K * IS * KNOTEN*THEN* *GOyO* KN!
X : = K*QUA*KAN7f. X! Y : = K*OUA*KANTE. Y;

PR KNOTP. LAST!
*'wMILE* PR =/ = *NQNE* *Oo*
*HE6IN*

ALT : = PP. GANZ ALT!
R : = PH. INDEX! KLISTE: - * IF **THIS*GRAPM==CRAPR1
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232
233
234
235
23b
237
238
239
240
241
242
243
244
245
24b
247
246
249
250
251
252
253
254 8,

7-1HEN7 PH . KLI87F1 7ELSE7 PP . KL1STE2;
KZ KL1STE . FIRST!

K? - / = 7RONF7 70 ^ 7
7DEGIN7 Z : = KZ . X!
PS : - hF tXtZl . PM!
PT KF ( Y. Z3 . PM!

71F7 ALT 7THEN7
78EGIN7 7IF7 PS . ALT A PT . ALT

7THEN * 78010 * El!
7END7 THEN!

INLMl ( oLlSTE,R,pS . INDEX,Fl . INDEX ) !

Li . . Kz : - nz . suc;
*6ND7 PhTLE K? = / = POPE!
PP FR . PPFD!

7ENL * -8ILE PR = / = KONE!
760707 E!

X : = K7QOA7KNOTEN . X!
pp KNOTP . LETZTE ALT!
ALT : = PR . ALT ! 71F7 ALT ^ -<KM 7THEN7 7G0TC7

E3!

255
25b
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
28b
287
288
289
290

E2 . .

E3 . .

E . .

KLEINER. .

GLEICH. .

p : = PP . INDEX ! KLISTE : - ? IF ? 7THIS7GPAPH = = GRAP81
7THFN7 PR . KLISTEl 7ELSF7 PP . KLIS7E2!

KZ KLISTE . FIRST!
7b ' HlLE * KZ = / = 7N0NE7 7007
78EGIN7 Z ! = * Z . X!

RS KF CXtZl . PM!
71F7 ( 7lf7ALT * KN17THEN7PS . ALT7ELSE7 7FALSE7)

7THFN7 * 60107 E2!

INL ^ UNLlSTEtR,PS . INDEX,PS . INDEX ) !

*Z KZ . $ UC!
7END7 RHlLE KZ =/ = NONE!
PH PR . PREO;
7IP7 PH = / = 7N0NE * 77HEN7 7 &OT07 B!
!
C0MPR ( GLIS7E,L ) ! 6 : - L!

?EN07 G ( K) !

^HEF7tHEAD ) P ! 7INTEGER7 I,J,F1 . F2,MAX!
yREF ? ( PARTITIONSMENGE ) 7PR0CEDURE7 _ - . h' Q ( I ) !

7IN7E6ER7 I!
78E6IN7 7 REF7 ( PARTlTlONSMpNGE ) PM!

PM P . FIRST!
77HILE * PM - Z= 7-N0NE7 * D07

7bEGlN7 7lF ? I < PM . INDEX 7THEN7 7G070 * KLEINER,
*IF7 I = FM. INDEX 77HEN7 7G0T0 * GLEICH!

PM ! - PM. SUC!
7END7 YHlLE PM!
PM ! - * NEn,7 PAPTITJONSMENGE ! PM . INDEX : = I!
PM. IN70 ( FH
7G0T07 GLEICH!
7NE * ? PARTITIONSMENGE . PRECEOE ( PM ) !
PM ! - PM. PPEO ! PM . INDEX ! - I!
^0 ! *" PM!
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291
292
293
294
295
29b
297
298
299
300
301
302
303
304
305
30b
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322

323
324
325

^E ^'O* / O!

yREr ? ( KK ) MM!
?9EfKlLISTh ) L ! L : -* * RE * * ILI5TE!

^PQRyl {= l7STEF7l ? ONllL * N? no * * FOR* j : = l * STFP * l * URTIL * N* OC*
7IF * FAX < HitJl *TREN* FAX : = Ftl . J]

XELSE * * IFF UltJ) < 0 7THEP * ABORT ( ? * LARFL NEOAllvX ? ) ;
:AX : = FAX + 10!

p : - KK^ TR!
?FOR ? I ! = 1 ASTEFd 1 ?-OR7IL * N yOO*
yBEOlK * R ! " 7 ^ Ev.y KNoTENt ! ) !

K. PF : - yotFtiiil ) ;
KFH ' U : - K!

?EN0 * FOR 1!

p : - KAMP!
7FLiR ? H - l ^ STEP * l * ORTlL * R* DO* * FO.p * J : = l + i * STEP * l * ONTlL * N* DO*

ybEGli ' * K : - * RER ^ KpNTbdtJ ) !
f\ * LOA7 FANTE, ! : - KT!

Fl : = F11,J3!
n . pF : - / u ( Fi * FAX * F2 ) !

KFUtjJ K!
?ERL)? FoR  l ' O!

KT : - * NEFJ* KANTE ( Jd ) !
KT* OUA* KANlE . T : - M

F2 : = FCJtlli
KT . PM ^ 0 ( F2 <tpAX + Fl ) }

KPCjtll : - Kl!

?1F * uRAFHl = / = 7KOPE * * THEN* * GOTO* M2!
7FCR * d = I ^ SlEB7l * ON! ) L* N* nC * * FOR* j : = l * STEP * l * UNTILyN * DC*

y. IN5FELT * KUItJ ) * 00 * INTO ( RN. KLlSTFl ) !
7GoTU * E!
7EoR ? i : = l ^ STEp7l * UFliL7R * DG* 7FOR * J : = l * STEP * l * UNTIL ? h * D

0*
*IKSPECT * KFtl . Jl * 00 * IM0 ( PF . KL1STF2 ) !

E . .
A&RO*

:
GRAPH!

32b
327
328
329
330
331
332
333

^PEFMOEAO ) SINGLES!

334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
34b
347
348
349

*pFF * ( FEAD ) OOL! 7RLF * ( SUB6RAPH ) SG!
,INK .-r,ASS * SURGRAPH ! ^
WEMN * , REF * tRAR ' l ' iON ;- pl%PR0CEDURE* ISOTEST2 !

#eEGlN*
*REF* (PARTIT10NSPFNGF) PM,PN,PO!

*REF * ( PARTITION ) SAOP ! * INTEGFR * Nl!
*REF* (RNOTEN) Kl ' K2' K3!

SAVp: - KNOTP!
p . LETZTE ALT P. LAST!
KNOIP P!

M : = 4 * P . CAR0!
SETEO ( O) !

PM ! ** KNOTP * FIRST!

* ^ HILE * RM =/ = * RONE* * 00*
*BE6IN*



350
351
352
353
354
355
355
357
356
359
360
361
362
363
364
365
366
367
368
369
37C
371
372
373
374
375
376
377
378
379
380
381
382
383
384
385
386
367
386
389
390
391
392
393
394
395
396
397
39Q
399
400
401
402
403
404
405
406
407
408
409
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T=- lh ? ORaPHl . G( MM. KLlSTFl . FIRSTyU,'UA? KNO! F. N) . LAENGE

^THtijy ?6010 ?- 1502 !
FM PM. SUC!

"HILF. FM!

= KI

FEjSS NICHT. .
OUTIMAGE; tjUTlEAT ( ? ? K61NE AUSSAGE UEHER ISOMORPHISMUŜ ) !
OUT IMAGE! UUTTEXT( ^ RESULTIERENDE KNOTENPARTITION ! ^ ) !

AUSGABE(HNUTF) ;
?GOfO % E ISOTEST2!

ISo2 . .
ouTiMAGE;

OUiTE*T( 7*
OUTlM (pri. KLlsrn . c.4ROINAL.2 )!

15GMUHPniSi - EN ' OFGElOU ! EINER DAVON! %* ) !

*1 ! - PM. KGISIEl . FIRST ! K2 ! - pM. KL] STE2 . FIRST!
*1 Ei . xt x2 : = t\ ? . \ !
FU ! - FNOTP. FIRST ! FRHILE ^ PN =/ = FNONF# * D0*
FHFG1N7 r . l PN. KLISTEI . FIRST ! K2 ! - PN. KLISTE ? . FIRST!

HWHlLE* Kl =/ = ? NONE# ^DO*
? 6 FGlN ?t pv GRAPHl . KFtXI . Kl . XI . PM; K3 : - K2!

F^HILE * GRAPH2- KftX2 ' K3 . XI . FM=/ =PV ? 00 * K3 ! - K3 . SUC!
*IF * K3 == F2 * THEp* K? K2 . SUC
3ELSE * K3 . PRECFDE( K2 ) !
Kl K1. SUC;

EEN'J ? CHILE Kl!
RN FN. SuC!

IENOA '.-.hILE F'\t!

AUSGABE( KNOTP) !
E I5UTES12 . . KNOTP SAVP;

*Ei\tÔ 1SUTFST2!
p PARTITION!

*ENO* SUBGRAPH!

?PRUGEOuRL% OECOMPOSF( fNOTF ) lNTO LIST Of CCMPONENTS: ( L) !
FREE^ (PARTITION ) KNOTE! ? RFF* (HEAp) L!
* 6 EGIN*

?REF * (KNOTEN) K! ^REF^ ( PARTITIONSMENGE) PltP2tP3!
*REf ? ( SUBGRAPH) SG! ^ INTEGER# X!
?F0R ? PI KNUTP. FIRST * hHILE * PI =/ = # NONE# ? DO*
?BE 6 IN%
SG ?NEh ^ SUBGRApH! SG. INTo ( L) !
^hHlLE * PI =/ = ? NONE* yPO*
-FBEGIN# K !** PI . KLISTEI . FIRST!

P2 ! - KNOTP. FIRST ! # '̂HILE # P2 =/ = * N0NE* ? DO*
*3EGIN * K P2 . KLISTE1 . FIRST!

F3 ! - 6 RAPHl . KFtXtK . XI . PM!
#FOR? K! - K,SUC * WHlLE* K=/ =# NONE* * DO*
* 1F? P3 =/ = GRAPHl . KFCXtK. XI . PM
?THEN* 7REGIN * P3 ! - P2 . SUC!

P2 . INT0 ( SC . P ) ! P2 P3 ,
?GOTO? El!

FEN'DUHEN!
P2 ! - P2 . SUC!

El . . ! * ENÖ* hHlLE P2!
PI Pl . SUC!

*EN0 ? hhlLE Fl!
*END% FOR PI!

?END? OECOMPOSE!

Pl . INTO( SG. p ) !

X! =K. X!
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41 ü
411 7RER7 ( PARTITION)
412 HE4U7GLASS7 RARTITIOR!
413
414
415
416
417
418
419
420
421
4 22
423
424
425
426
427
42b
429

7trE01N * 7REE7 ( PARIlllOhSRENGE ) LET/TE
7 &Q0LEAN * i,EUt NON IS0MP8PH!
7INTEGER * * RR0CEDURE * CARD!
RbEGlN*

PN : - FIRST!
*RhlLE * P(. = / = 7f\ 0NE*

.CARDINAL *
7END * CARDINAL;

?EN07P4R1I110N!

ALT

*RFE7 ( PARTITIONSMENGE ) PR ! 7 INTEGER* * C!

*CO * * BEGlN * p : = C + RR . RLISTH
PM ! - PM. SUC ; * END* ! CARD : = c;

PART 1 11QN * CLASS * FREIE NP '-RiniCN;
7bEGlN * ? REf * ( hEAD ) RESERVE!

?REE * tpARTIT10NSREE6E ) ypROCEDURE*
*REEy ( IL1STF)

NEUf. NPTTNPMtE)
L!

7bE6lN ?- 7PEF * ( PAR11TI0RSMEN ('E ) PM!
PR. * 1F * RESERVE . EFPTY * ThEN * ? NEN* PARTITIONSMENGE

430
431
432
433
434
435
436
437
438
439
440
441
442
443
444
445
446
447
448
449
450
451
452 P2 * *
453
454
455
456
457
456
459
460
461
462
463
464
465
466
467
468
469

*ELSE* RESERVE. EIEST!
7INSRECT? pp 700*
7 BEGIP 7 ylF * L = = yNC -NE ? yTFEN * * G0T07 NO!
LI5TE . il : = L. I1 ! LISTE . 12 : = L. I2!

NO. . ALT ! = GANZ ALI : = *FALSE* ! *FND* 1NSPECT PR!
R' EOFNOTERFM pRi!

7-ENO7  PEORNOlElPR!

7PROCECLRF * ENTFERNE ( RN ) !
7R'EF * ( PARTITIONSMENGE ) PN!

*BECIN* ?REF* (PARTITIONSRENGE) PV! *REF* (KNOTEN) K1*K2!
*INTEGER* M,X2!

*INSPECT* PN *007
*BEGIN* INTO(SINGLES) !

Kl KLISTE1. FIRST!
K2 KHSTE2 . FIRST;

*IF * PRED == 7NONE* * THEN* INDEX : = 1
7ELSE? INDEX : = PRED*0UA*PARTIT10NS

MENGE. INDEX + 1 !
7EN0? INSPECT PN!

XI : = m . X; X2 : = K2. X! PV FIRST;
*IF * PV == 7NONE* * THEN* *GOTO* E2!
NI PV. KLISTE1. FIRST!
N2 PV. KLISTE2. FIRST!
*y-'HlLF* Kl =/ = *N0NE* *00*
*RE6IN* * 1NSPECT* GPAPHl *D0*

7EE01N* * 1NSPECT* KF IXltKl,X3 *KR!EN*KANTE*D0*
*bFGIN* OOT! PM *NONE* * END* !

UNSPECT * KF tKl . XtX13 *WHEN*KANTE*DC*
75E6IN * OUT! PM ! - *NONE* * END* !

KF IXliKl . X] ! - 7NONE* !
KF CFl . XtXll ! - *NONE* !

*END* !
7INSPFCT# GRAPH2*00*

*BE01N* * INSPECT* KF tA2 *K2. X3* hHEN* KANTE*DC*
*bEGIN* OUT! PM : - *NONE* * ENO* !

UNSE'ECT* KF tK2 . XyX? 3* HHENyKANTE*PC*
*BE6IN * OUT! PM *N0NE* *END* !

KF [ K2. X*X23 *N0NE* !
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47 0
471
472
473
474
475 E2 . .
47b
477
478
479
460
481
482
4b3
484
485
486 vfrJTLM
487
488
489
490
491
492
493
494
495
496
497 WEITER*
498
499
500
501
502
503 H) ,.
504
505
50b
507
508
509
51 0
511
512
513
514
5 ] 5
51b
517
518
519
520
521
522
523
524
525
52b
527
528
529

8F [ /2i ^2 ' X] ! * yNONE^ !
^EtL?? :

Kl Ki . suc ; K? : ** 82 . SUC;
?E !.'[7y: (- HJLE * ! "/ = N(j ! E!
PV PV. SUC! ? PC10 * 82!

;
?ENUy ENlTLPAE!

?REF7 (pARTlTlOPSPUxer ) PA^PN. PV. LETZTE NEU;
yhEbf ( 1L1STE ) Li
yINTEGERE ItlNp ; 9REF^ (KNOTEN) K1. K2!
^REAL̂ ZEIT!

SIN6LE5 ? NER* PFAU;
RESERVE : - # NEE? READ!
uETACrt!

KN] : = yTHOEE;
ZEIT : = ELAPSEU!
LETZ 12 ALT *" LAST;
PA : - FIRST!
y ^hlLE * PA =/ = ^NÜNE* yOO* ^INSPECT̂ PA *DO*
y-SEGlw ?- ALl ! - GANZ ALT!

GANZ ALT : = * 1RUE* !
PA SUC!

?ENL^ t' NiLE RA =/ = NONE!

OUTLEA8(*^ t ) '
1 : = KANTE. L^Sl ^QUÂ PARTITIONSMENGE. INDEX!
LETZTE ALT : - LAST!
PA : - EIEST!

Kl ! - PA. KLISTE1. FIRST!
K2 ! - PA. KLISTE2. EIRST!
LETZTE NEU ! - LAST!
SETLU( O) !

^UHILP* Kl =/ = *NONE? *DO#
#8E61N ? L ! - GRAPHl. G(Kl ) !

PN : - LETZTE NEU !
*F0R* PN PN. SUC * HHILE*

PN =/ = # NONE* * DO*
*8EGIN* IND : = COMPARE(L*PN. LISTE ) !

*IF ? INO > 0 * TREN*
*GOTO* MAGGIORE!

*IF # INO = 0 * THEN%
?UEG1N* SETLU(L. ll - l ) ! *GOTO? UGE'ALE! *END* !

*END* FOP PN PN. SUC!
PN : - NEUKNOTENPM(L) !

PN. lNTO(*TUIS*KNOTENPARTITICN) !
%GOTO* UGUALE!

NAGGlbEE. . NEUKNOTENPM(L) . PRECEOE(PN) ;
PN PN. PRED!

UGUALE. . Kl . PM ! - PN!
Kl ! - Kl . SUC!

*END# WEILE Kl =/ = NONE!

*WHILE% K2 =/ " * NONE* * DO*
*BEGIN* L 6RAPH2. G(K2) !
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53 U
531
532
533
534
535
536
537
536
539
54 0
541
542
543
544
545
546
547
548
549

PN LETZTE NE.n;
*FOR* PN PN. SUC ?WPIL.E? PN =/=

yNONE* *I'0*
y^FGI^* INO : = COMPAREfL̂PN. LISTE ) !

*IF * INO > 0 *THER*
yOOTO* NICHT ISOMORPH!
j * IF * INO = 0 UPEN*

y-btbl -J# SETLU(L. II - l ) ; *6070 * IGUAL ! * ERD* !
*Ei^O* roo PN : - PN. SUC! yCOlOyNlCHTlSOMORPH!
I 6U4L. . *2 .PM PN!

R2 : - R 2 .SUC!
*ENO* PHILE *2 =   / = NONE!

* 1F* LETZTE NEO. SUC == LAST *THEN*
yBEGIN* * INSPECIM LASTyOUAyPARTiTiONSMENOE

*00 * *EEGIN? ALT : = *TRUE* !
GANZ ALT : = PA. GANZ ALT!

*ENO* ! *ENO* TWEN!
550
551
552
553
554
555
556
557
558
559
566
561
562
563
564
565
566
567
568
569
570
571
572
573
574
575
576
577
578
579
580
581
582
563
584
585
586
587
588

PN LETZTE NEU!
*FOR? PN PN. SUC *WHILE* PN =/ = *NONE* *D0*

*INSPFCT* PN *00 *
*BEG1N* INDEX : = I : = 1+1!

B3

?LND* INsPECT PN!
?iP ^P^=/ =LETZTE ALT* ThEN* *BFGIN*PA: - PA. SUC!
, PA FIRST!

Rl PA. KLlSTEl . FIRST!
R2    PA . KL1STE2 .FIRST!
**-HiLE* RI =/ = y-NONE* *00 *

*GOTO*ei *END* !

?BE6 IN* ylNSPECT? RI *00 * INTOtPM. KLISTEl ) !
*lNSPECT% R2 *Oo * INTOIPM. KLISTER) !
RI PA. RLISIF 1.FIRST!
Rg PA. KLISTF2 .FIRST!

?ENO* PHILE Ri =/ = NONE!
pA. lNTO(RESEFVE) !
?-IF * PA =/ = LETZTE ALI *IHEN* *GOTO* B3 !

yiE*

NEU : = *FALSE* !
PN FIRST!
yP'HlLE* PN =/ = *NONE* *00 P
ylNSPECT* PN *00 *
*IF * RL3STE1.CARDINAL*NE* KLISTE2 .CARDINAL
yTHEN* *GOTO* NICHT ISOMORPH
yELSE* *BE6 IN* PN SUC!

*IF * - ALI yTHEN* NEU : = * TRUE*
*ELSE* * IF * RLISTE1.FIRST == KLlSTEl . LAST

*THEN*ENTFERNE(*THIS*PARTITIONSMENGE) !
yEND* ELSE!

ZEITLIMIT < E LAPSED *THEN* ABORH**ZEHLIMlT ** ) !
RN1 != yFALSE * !
*lh * NEU A -.EMPTY*THEN* *GOTO* WEITER!
ZEIT : = !ELAPSED- ZE1T) / 100 . 0!
OUIFRAC(2ElT . l ' * If *ZEIT< 10 . 0*THEN*3*EL5E*TRUNR(LN(ZEIT

)/LN ( lO . O)
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589 7* * 2 ) !
590 LETZTE A
591 NE ! ALB!
592
593
594 TGbtNA
595
596 NIChl ISOMORPH . .
597 bON 150F
596 *ENO? FNOIENF/)
599
600
601 PARTlT ION yCLASb
bU2 * bEblW ?-
603
6 04
605
b06
607
bOb
609
610
b ] 1
612
613
614
615
61b
617
618
619
620
621
622
623
624
625

*REF ?=(REAi3) RESERVE!
?REF ^ (PARTITIGNSbENGE ) ^PhGCEDURÊ NENKANTEN'PM (L ) !
?-PhF * ( lL15TE ) Li

^BEGlN # * PE.E? ! PAHTITIoNSfiEf .!GF) PMi
PH : - RESERVE. FMPTY ^ TWENF *NÊ * PARTITIONSMENGE

^F'LSE? RESERVE. FIRST!
^INSPECT ? PM
^t 'Eblpy ?-IF ^ L == *NONE* *THEp# *GOTO% NO!
L1STE . 11 : = L. I1 ! LISTE . 12 ! = L. I2!

NO. . ALT : = HF' ALSE^ i * IF * «LIST El == ^NONE#
*THEN* ^ PEGIN# KLISTEl ! - %NEW? HEAU!

KLISTE2 : - ^ NEh^ hEAO!
%END% TUEN!

^ENU# 1NSPECT PM!
NEUFAFlENPM: - Pp;

yENO? REO KANlENPb!
?BOOLEANF SYb!
?REE* (PAMlT10bSHENGE ) PA*PP,PV *LETZTE NEU!
i-PEF? (KANTE) Kl ' K^ !
^REF ^ ( ILISTE ) L! * INTEGER% I , INO;
?REAL^ ZEIT!

626
627
62b
b29
630 REITER
631
632
633
634
635
636
637 Bl . .
638
639
640
641
642
643
644
645
646
647
648

RESERVE : - #NER# READ!
OETACti!

*ZE1T ! = ELAPSED!
1 : = FIRST *QUA%PARTITIONSMENGE. INDEX - 1!
NEU ! = #FALSE^ !
LETZTE ALI ! - LAST!
PA ! ** FIRST!

LETZTE NEU ! - LAST!
SETLU( O) !
^IF * PA. KLISTEl . ENPTY * TWEN# %GOTO* El!
Kl ! - PA. KLISTEl . FIRST!
SYM ! = Kl . T. Pb == PA !

?POR? Kl PA. KLISTEl . FIRST ytwHILÊ Kl =/ = *NONÊ ? 00*
yBEGlw * *L ! - GRAPBl . G(Kl ) !

PN : - LETZTE NEU!
PFORit PN ! - PN. SUC *WHILE* PN =/ = *NONE* #00*

*8EGIN * INO ; = COMPARE(L,PN . LISTE ) !
*IF * INO > o UTREN*

?GOTO* MAGGIORE!
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649
650
651
652
653
654
655
65b
657
658
659
66 t)
661
662
663
664
665
666
667
668
669
67 t)
671
672
673
674
675
676
677
678
679
660
681
682
683
684
685
b86
687
688
689

*1F ? JNL' = 0 * THER*
7BEGIN * SETLU ( L . Il - l ) ! * COTO? U6' 'ALE ! * ERO? !

M4GG10PE. .

UGUALE. .
FOP Ri!

*F0R7 K2
7HLGIN*

IGUAL . .
?ENL<̂ FOP R2!

PN LAST!
%1F*% PR == LETZTE NEU,SUC
%TPER? PPEGIR7 ? INSPECT * PN * 007

^BFGIN * ALT : = * TRUE* !

*END* iNSPECy PR!
*IF * SYM * THEN* * GOTO* SYMI!

PN : - NEUKANTENPM( * NONE%) !
PR . IRTO ( ? THISy KANTENPARTITION ) !
PA PA . SUC!

*COMMENT* O. H. DIE ZUGEHOERIGE . TRANSPONIERTE
PARTITIONSMENGE!

*INSPECT * PN * 00*
*BEGIN * KLI5TE1 PA . KLISTEl!

KLISTE2 PA . KLISTE2!

*Et ^ J* POP PN . - PN . SUCt
PN REURARTENPM( L ) !
PN . lNTUt ^ THIS * KANTE^ PAPTITION ) !
*GOTO* UGUALE!
NEUKRN ! EwPh ( L ) . P* LCEDb ( PN ) !
PN ! ** PN . PRF.O!
M . lNTO ( PN . KLISIEl ) !

: - PA . FLISILP . FIRST * '-.H] LE? K2 =/ = * R0NE * * D0*
L ! - GhAPh ? . G ( K2 ) !
PR LETZTE NEU!
yFOR * FN PR . SUC * FHiLE * PN =/ = * N0NE* * Dc*

*BFGIN * IND : = COMPARE( L,PN . LISTE ) !
*IF * INO > 0 * THER*

*GOTO* NICHT ISOMORPH!
*IF ?) INO = 0 * THEN*

*BFG1N * SETLU ( L . Il - I ) ! * 60T0 * IGL'AL ; * ERO* !
*ERO * FOR PN PN . SUC!
*GOTU* NICHT ISOMORPH!
K2 . 1RTO ( FN . FLISTE2 ) !

690
691
692
693
694 SYM) . .

ALT }= * TRUE* !
*ERD * IRSPECT PN!

*INSPECT * PA * DO* KLISTE1 : - KLISTE2 : - * N0RE * !
*EN0 * THEN '

695
696
697 * IF*
698
699
700
701
702
703
704
705
706
707
708

*ELSE*
ZEITLIMIT

*8EGIN * NEU ! = * TRUE* !
E LAPSEO * THEN* ABORT{* * ZEITLIMIT * * ) !

PV LETZTE REU!
*FOR * PV PV . SUC * WHILE* PV =/ = * NONE* * 00*

*IRSPECT * PV * 00*
*IF * KLISTEI . CARDINAL = KLISTE2 . CARDINAL

*THEN*
*ELSE * * GOTO* NICHT ISOMORPH!
*IF * SYM * THEN* * GOTO* SYM2!

PA : - PA . suC!
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709
710
711
712
713
714
715
716
717 ? nh61N7
716
719
720 *END^
721
722
723
724 SYM2. .
725
726 El *.
727
728
729 62 . .
730
731
732
733
734
735
736
737
738
739
740
741
742
743
744
745
746
747
748
749
750
751
752
753
754
755

PV LETZTE NEU!
#fOK# PV PV. SUC #KHILE# PV =/ = yNONE# #DC#

7INSPECT # NEUKANTENPM(#NONE# ) #00#
#BEGIN#

Kl PV. KLISTEl . FIRST!
K2 PV. KLISTE ? . FIRST!
?KHILE # Kl =/ = ? NONE% ^ 00#

M . T. IMO (KLISTEl ) !
K2 . 1 . 1N)ü (KLlSTE2 ) !
Kl Kl . SUC! K2 K2. SUC!
PHILE Kl =/ = NONE!

FOLLOh(PV) !
PV #TH1S# PARTITIONSMEKGE!

#END# INSPECT NEUKANTENPM!
; ? ENL* ELSE!

#1F # PA =/ = LETZTE ALT
#THEN# 75EGIN # PA : - PA. SUC! #GOTO# Bl #FND# !

PA ! - FIRST!
PA. INTO(RESERVE) !
^1F # PA =/ = LETZTE ALT # THEN̂ #GOTO# B2!

PN : ** EIRST!
^Li-iILE # PN =/ = #NONE# #DO#
^BEGIW* Kl PN. KLISTE1 . FIRST!

K2 ! - PN. KLISTE2 . FIRST!
^UhlLE ? Kl =/ = #NONE# 700#
#BEGIN# Kl . PM PN! Kl : - Kl . SUC!

K2. PM PN! K2 ! - K2. SUC!
#ENO# UHILE Kl =/ = NONE!
PN PN. SUC!

#FNO# WHILE PN =/ = NONE!

3N FIRST * # hH! LE* PN =/ = #NONE# #00#
pBEÖIN* PN. INDEX : = I : = 1+1!

PV ( - PN. KLISTE1 . FIRST #QUA#KANTE. T. PM!
#IF # PV =/ = PN # THEN%

#6E6IN * 7IF * PV =/ = PN. SUC %THEN# PV. FOLEOW(PN) !
PV. INDEX : = I ! = 1+1!
PN PV!

#END# TUEN!
PN ! - PN. S UC!

tENO# WHILE PN! ^ „
ZEIT : = (ELAPSED- ZEIT ) /100 . 0 ! OUTCHAR( $/ $ ) !
jUTFRAC(ZEIT *1 *# IF #ZEIT <10 . 0*THEN̂ 3#ELSE#TRUNK(LN(ZEIT

756
757
758
759
760 NICHT
761
762 #END#
763
764
765
766 #REF*

)+ 2 );
OETACH!
#OOTO# hElTER!

ISOMORPH. .
NON ISOMORPH ! = # TRUE# !
KANTENPARTITION!

(PARTITIONSMENGE) PMtPNtPV! #REF* (KNOTEN) Kl,
K2*K3!
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767 ^ INTEGER* Al,A2,I,Nl !
766 7B00LEAN? KM!
769 7INTEGER7 7ARRAŶ FEL01,FEL02Il . . N,l . . Nl!
770 7INIEGER7 7ÄRRAY7 PERMH . . N3!
771 7REFF (HEAD) OL1STE!
772 QL1S7E : - 7NEW7 QUADRUPELLISTE!
773
774 7IF7 -- ENOIMAGE 7THEN7 %BEG; N% 91NSPECT * SYSIN #D0*
775 IMAGE. SUb (POS, D . GETCHAR = 5* 3 * THEN*
776 STARHEB POLYGON(FEL01,N *SYMMETRISCH)
777 ^ ELSE* ZUFALLSGRAPH(FELOI *N* X^SYMMETRISCH,SCHLEIFEN) ! 7ENU#

*ELSE*
776 * IF * EINLESEN %THEN* EINLESENS (FEL01 *N,SYMMETRISCH) !
779 INIMAGE! # IF7 SYSIN . IMAGE. SUB( It2 ) =
780 *THEN* 76EGIN7 ZUFALLSPERMUTATION(PERM,N) ! PERMUTIEPE (FELD1,

PERM,
781 FELU2 *N) 7END7
782 %ELSE?
783 # IF7 - ENtHMAGE * THEN* *8E6lN * 7INSPECT # SYSIN *DO*
784 %IF * IMAGE. SUb (POS, D . GETCHAR = * THEN*
785 STARREM POLYGON(FELD2 ' N' SYMMETRISCH)
786 *ELSE* ZUFALLSGRAPH(FEL02 *N* X' SYMMETRISCH,SCHLEIFEN) ! * END*

#ELSE*
787 ^ IF ? EINLESEN 7THEN# EINLESENG (FELD2 *NfSYMMETRISCH) !
788 SYSIN,SEIPUS (80 ) !
789
790 KNOTP KNO-TENPARTll ' ION! KANTP ! - *NEW* KANTENPARTIT

ION!
791
792 GRAPH1 #NEw? GRAPH(FEL01,N ) ! GRAPH2 ! - ? NEW* GRAPH(FEL02

,N ) !
793
794 7F0R ? PN KNOTP. FIRST * KANTP,FIRST ? D0* 4^ HILE *PM=/ =? N0NE**00

#
795 # IF ? PM. KL1STE1 . CARDINAL #NEy PM. KLISTE2 . CARDINAL
796 # THEN* ? GOTo* NICHT ISO
797 *ELSE* PM ! - PM. SUC!
798
799 PM ! - KANTP. FIRST!
800 7WHILE# PM =/ = ? NONE* FOO?
801 7BEGIN* PN ! - PM. KLISTE1 . FIRST7QUA#KANTE. T. PM!
802 ? IF ? PN =/ = PM %THEN* PN' . FOLLOW(PM) !
803 FM PN. SUC!
804 # EN07 RH1LE PM!
805
806
807 I : = 0!
808 7FOR7 PM ! - KANTP. FIRST , KNOTP. FlRST ^ DO#* RHILE? PM=/ =*NONE* * DO

#
609 71NSPECT* PM 7DO*
610 7BEGIN*
811 INDEX ! = I ! = 1+1!
812 PM SUC!
813 7ENO* INSPECT PM!
814
815
"16 ytCOMMENT*
817
818 int *** START KNOTENPARTITION ***** !
819
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820 W. . LALL(NNOTP) !
821 # IF # NN01P . N0N ISOMORPH #THEN# #GOTO# NICHT ISO!
822 # IF # pNOTP. CARDINAL + SINGLES . CARDINAL = N # THEN# #GOTO# ISOl!
823
824 #C0MMENT#
825
626 " *** e STaRl DLR NANTENPARTITION ;
827
828 CALL(NANIP) !
829 # IF # NANTP. NON ISOMORPH ^ THLN# #GOTO# NICHT ISO!
830 # IF # KAN1P . NEU * THEN# PGU10* W!
831
832 #FOR̂ PM : - KNOiP . FIRST * NANTP. FIRSi #DO##MHILE# PH =/ = #N0NE#

#DO#
b33 T1NSPECT# PM #PO#
834 #REGIN# GANZ ALT : = ALT : = #FALSE# ! PM : - SUC #END# !
835
836
837 U6L y-NEv.# HEAD!
836 DECONPuSE(NNüTPtUGL) !
839 # IF ^ UGL. CARDINAL = 1 # THEN# #GOTO# NZERL!
840 oUlInAtjE ; OUtlLMt ^^ ' LRLEGDNG IN UNABHENGIGE UNTERGRAPHEN: ## )

!
641 NZERL. .
842 SG : - UGL. FIRSl ! PuHILE ^ SG =/ = #NONE# #DO#
843 y=IF # (HF #SG. P . FIRST . SUC == #NONE# # THEN# S6 . P . FIRST #GUA#
844 pARHTIONSMENGF . COMPLF.TE #ELSE # # FALSE# ) #THEN#
845 #HEGIN# OUTIMAGE! OUTIMAGE!
846 CUTTEXT(##VOLLSTAENPIG: ## ) ! AUSGABE(SG. P ) ;
847 *END# 7HEN #ELSE#
848 #BEGIN#
849 UUTIMAGE! OUTIMAGE!
850 SG. I30TEST2 ! SG SG. SUC!
851 ^ENU# UHILE SG!
852 # IF # SINGLES . EMP1Y #THEN# #GOTO# ENpE!
853 OUTIMAGE! OUTTEXT(##FIXPUNNTE: ## M AUSGABE(SINGLES ) !
854 %GUtO# ENPE!
855
856 ISUl . .
857 OUTIMAGE! OUTTEXT(##EINZlGER ISOMORPHISMUS; ## ) !
858 AUSGABE(SINGLES ) ! AUSGABE(KNOTP) !
859 #GOlo # ENDE!
860 MCHT ISO . . UUTIMAGE! OUTTEXT(##DIE BEIDEN GRAPHEN SIND NICHT IS

OMORPH? # ) !
861 OUTIMAGE!
862 ENDE. . !
663 #END# !
864 %IF # LASTITEM # THEN# #GOTO# ANF!
665 ? END* !
866 F1NIS
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Beispiele , die mit diesem Programm gerechnet wurden.

In der jeweils mittleren Zeile steht ein Stern für

eine Durchführung von A^, ein Schrägstrich für eine
Durchführung von A^. Dazwischen stehen die benötigten
Rechenzeiten in Sekunden.
Man sieht , daß bei "unregelmäßigen " Graphen gewöhnlich

die Anwendung von A^ ausreicht.

Die Knotenpartition , die durch f erzeugt wird , ist in

der Form ML:Mj; ausgedruckt.
Die Schreibweise [ 11,12,15,16 ] : [ 12,18,16,15 ] für einen

Isomorphismus p ist folgendermaßen zu lesen:
p ( 11 ) = 12 , p ( 12 ) = 18 und so weiter der Reihe nach.

Graph von Beispiel 4 . 12:

N= 18 SYMMETRISCHER
l ! 2,3 *4,5,6 *7,8,9*
4: 5,6,11,12* 13* 14 * 5:
7 : e!,14,15,16, 1 ' * 8:
10! 11 *14,17, 18* 11 !
18*
14! 15 *18* 15! 16 *18*

ZUFALLSPERMUTATION* U=105
1 2 3 4 5 6 7 8 9

17 9 14 4 11 6 3 13 2
*0 . 4/8 . 5*** 1 . 5/8. 1*0 . 5/5 . 5

4 ISOMORPHISMEN MOEGLICH!
tu. 12 *lS *l6l: 112 ,18,16,151'
13 *14,171 : t 8, 5, io * ii ; f
FIXPUNKTE:
t 11 : [ 17H ii 81: t 7i;

Graph von Bei spiel 4 . 13

GRAPH* EIN6 &LESEN: >>>>>>
2 : 3 . 8 *9,10,11 . 12 *17*

6 *9,12,13,14,15*
9 . 10,15 *16 *17*

12 !

16!

12,15,18*

17 *18*

3 ! 4,7 . 10 *11 *12,13*
6 ! 7,13,14,15,16*
9 ! 10 *11 *16 *17*
13,16 *16 * 13 ! 14 *17*

17 : 18*

10
5

11
18

12
12

13 14
1

15
15

16
16

17
10

18
7

EINER DAVON:
t 3 , 7 ] : ti4,

2 * 4 . 6 , 81 : [
31 ; t

4 . 9,13,
5 * 91 : t

61!
2 * 111 ; tio,

Hier ist ein Graph K 6 H(A,G ^, . . ,G^ ) , dessen Grad die
Knoten 12 und 13 auszeichnen soll , nicht leicht zu finden.
Auch die Knoten - Quotientengraphen von [1̂ 2] können die
Knoten 12 , 13 nicht von den Knoten 9,10,11,14,15,16
unterscheiden.
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—W—̂ —#—̂ — — —̂ —̂ —
N= ] 6 SY^ M̂ TklSLhLP G^ /p ) , If ^ nELEbEN : >>>>>>

l: 9 ,in,il,] 2*2 : 9 ,J 6 ,ll . ] 3*j: 9 ,ip,i 4 ,i 5 *4 :i (),ip , ] 4
6 : 9 . l3,i4,lb * 7 : i ( , ] 3,l4,ib * o : il . i3,ib, ) 6*

16 *5 : 11 , 12 , 15 , 16 *

ZUFALLSPEREUlAlIiN , L=p3
1 2 3    4 5 b 7 2 A ] A ^ jp pi ^4 .6
5 2 3 1 14 b 7 b l (r 4 ii ] d jp 33 ^5 ^

*0,3/6, (, * * 0,6/6 . 2 * * 0 . 6/4. 6 *C . 3/3 . i

REIE'E AUSSAGF UEEER JSPi ' PPbhlh ' tic
RES"L.7 IE4E<''0E Ki\'bTEKb;.PT] TJON:
112,33i : ilb, ] 23 ! [ 1t 2t 3 * 4t <̂ . 6 , 7 . B] : [ 1 , p.
t 9,H ),ll,14,lb, ] b ] : ( 4 , 9,11 * i3 . 1b, ] bi; 3 , b . 6 t 7 t 8 *14 ]

Der folgende Graph besteht aus den beiden getrennten
Komponenten 1 bis 8 und 9 bis 16.

N= ib SYb'METRlSCtER Gb^ b' ' iJ ' ^ ELESft : >>>>>>
l : 3t4t6t7 * 2 : 4,bt6t733 : 5t6tb * 4 : 7,n4h : 7tr * b : bK9 : ] i,i ? . i4,i ^ajQ ; i ? , ] 3,ic ;,16*
11 : 13,14,16 * 12 : 14,15,15 * 13 : 15,16 *1^ : 16*

ZUFAtLSPER ^ UlATlbN , U=71
1 2 3 4 b b 7 6 b 16 ] l ] p 13  14 15  16
5 10 7 6 1 11     3 8 4    2 ] A jp 13 4 ib 16

*0 . 3/6,3 *** 1 . 1/7 . u* 0 . 4/4 . b
ZERLEGUNG IN UNARHENGIGE urrERGP/sPHFN:

4 ISOMuHPHlSbEN MOEGLlGu! EINER DAVON:
[ 2 , 4 , 6 , 8i : [ 6 , 10 , 8,1111  t l , ? ] : c 1 , 53 ; [ 3 . 7 ) : c 7 , 33 ;

KEINE AUSSAGE UEHER ISOMOf-bnlS '- UF
RESULTIERENDE RNOIENRARTmUN:
t 9,10,11,12,13,3 4 , 1b . 163 ' t 2 , 4 . t . 12 . 13. 14 , 15 , 161 ;



63, a - *- a - a- a- a^a- a- a- a - a - a - a. a - a- *)^a^a^
M= 7 . SYMMETRISCHER GRAPH* ElMGELESEu : >>>>>>

1 : ? *A,7 * 2 : i *6 *7 * 3 : 4 *5,7 * 4 : 3 ' 5 *7äs : 3,4 *7 * 6 : ! ,2 *7 * 7n *2 *3 *4 *s *6*

?UPA}'L5PERMUTATICNt U= 1
1 2 3 4 5 6 7
7 2 3 1 5 4 6

* * 0 . 3/0,5

KEIME AUSSAGE UE6ER ISOMORPHISMUS
PES )'i. TTEREMDF KNCTEMPAPHTION!
f ! . ? . 3 * 4 , 5 . 6 ] ! [ 1 . 2.  3 * 4, 5.  71!
FIXPUÜMTE: .
f 71 : 1 63!

^a- *- *- *- * - *- * - *- * - *- *- * - *- ***- *- *- * -
K!= 7 SYMMFTPISCHER GRAPH* ElÜGELESEM ! >>>>>>

I6 . 7 * 2 ! 1 *6 *7 * 3 ! 4, 5 *734 : 3 *5 *73 ^: 3 .4 *7 * 6 ! 1,2t7 * 7; 1 t2 ) 3 *4,K,6*

> > > > > >
! : ? . 6,7 * 2 : ! *3 *7 * 34,7 *4 : 3,5 *7a5 ; 4 . 6 *7 * 6 : 1,5,7 * 7 ; i,2 *3 *4 *s,6*

* *0 . 2
OIE PETPEM GRAPHEN SIND EICHT moMpoPH

—3 - 3 - 3 - 3 - a - # ^ # - ^ _ M- 3 - 3 —M- 3 - 3 - 3 - 3 - 3 —3-

N= 9 Gt-.APn*  EINGELESEN : >>>>>>
l : 3 *6,9,7 * 2 : ] *3,4 *7 * 3 : 4 *5 *S *9 * 4 : 2 *3,5 *7 * 5:
8 : 4 *5 *6 *9 * 9 : ) *2 *5 *7*

I *3,6 *6 * G; i,p,4 *8 * 7 : 2 *6 *P *9*

> > > > > >
l : 2 . 5 . 6 *9 * ? : i,e,7,933 : 2
8 : l *5 *7,9 * 9 : j *3 *4 *H*

334 : 1 . 2

*0 . ?/ ] . b** C,p
EIN7I6ER ISOMORPHISMUS:
t 61 : [ 4j ; t 13 : [ 53 :
t 43 : [ 23 ; 1 33 : 1 63!

[ ? 3 : t 93 ! [ 23 ! [ 13 !
t 53 : 1 73! C R3 ! t 33 ! t 9 ] : t 83!

- * - * - 3 - 3 - 3 - 3 - 3 - 3 - 3 - 3 - a - 3 - 3 - 3 - 3 - # , # - # _

N= 13  GRAPH * EINGELESEN : STARprO POLYGON,
S1ARRED POLYGON* SYMHOL= ( 4 * 10,12)

*0 . 2/2 . 8* 0 . 2/1 . 7
SYMHC) = ( p * 5 * 6)

^EINE AUSSAGE UEPER ISOMORPHISMUS
RESULTIERENDE NNOTENPARTITION:

lo ! ll *12 ^ 133 ! 1 * 2 ' 3 , 4 * 5 * 6 * 7 , 8 * 9 ,
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N= 17 GRAPH* EINGELESEN ; STARRED POLYGON* SYMBOL= ( 1 * 3)
STARRED POLYGON, SYMHOL= ( 2 , 6)

*0 . 3/6 . 830 . 3/6 . 1* 0 - 4/4 . 2

17 ISOMORPHISMEN MOEGLICH! EINER DAVON:
1 1 , 2 , 3 * 4 , 5 * 6 , 7 , 8 , 9,lu . 11 * 12,13,14,15,16,173 : 1 1 * 3 * 5 , 7 , 9,
11 * 13,15,17 , 2 , 4 , 6 , 8,10,12 * 14,163!

N= 33 / OF '̂LLSGRAPH* KANTELHAEUFIGKFIT= 0 . 5 , U= llll
ZUFALLSPLM**U1A1IC )\", U=46 ( 5995

12 3 4 5 6 7 6 9 10 13 1? 13
12 2 9 1 5 b 11 7 10 3 33 4 8

*3 * 3 . 6
EIM/lCEp 1$0 ;- OhPHlsMOS!
1 61 : 1 6j! 1 83 : t 73! 1103 : 1 31! 1131 : 1 83! 1 93 : 1103 ! 1 3 ) ; [ 93!
t 71 : 1113!
1 21 : [ 23!

1 53 : i 531 1 9j : i 11 * t 11 : 1123! 1113 : 1133 ! 112 ] : t 43!

N= 13 7uFALLSGRAPH * KANTENHAEUFIGKEIT=0 . 5 , U=
ZL'FAGLSPLPMUTATION, 0 = 1778361

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1? 13
1 2 3 4 5 6 10 8 9 12 11 7 13

3 * 1 . 1
EI ^? IGLP ISOMORPHISMUS:
t 33 : 1 33 ! t 53 : i 53 ; I 93 : 1 93 ! 1113 : ( 113;
t 43 : f 4i ; t 63 : 1 63 ; t 73 : 1303 ! 1133 : 1133;
t 11 : l 3i;

N= 13 ? uFALLSGRAPH* MANTEf\ HAEOFlGKFIT = 0 . 5 * L'= 5555
ZUFALLSPLRMUIATICN * U- 7339335

1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 1 ! 1? 13
1 2 6 11 5 6 13 3 9 10 4 1? 7

* * * ! . 1
EINZIGER ISOMORPHISMUS:
1111 : 1 4j ; [ 51 : 1 53 ! t 73 : 1331 ! 1 13 : t 13 ! 1301 : 1303 ! [ 63 : i 63!
t 31 : t 83 ! t 91 : i 93 ! 1123 : 1121 ! 1 41 ! 1113 ; H3H1 71 ! [ 2i : [ 21!
t 81 : i 31!

3333

1123 : 1 73 ! 1 23 : 1 23!
1303 : 1323 ! 1 8 ] : [ 83!
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N= 18 ZoFALLSGRAPH* KANlEt- HAEUFlĜ EIT =0 . 3 * 0= 4565
H 2t 5t 6,10 t IR* 2 : 2t 3 , 5 , 9t13 * 3 : 2t 5t 8,14 *16 * 4 : i5tl6t

18 * 5 ! lt 5t b* 6 ! 5t 7t Rt 9,10,11,14,18 * 7 : 10,11,15 * 8 : 2 , 6
t 8,16 * 9 ; 7 , 9,12,15 * 10 : 13 * li : 2 , 3,10,11,12,13,17,16 * 12 ; 2t

3 , 7 , 8,14 * 13 ; 5 , 6,11,12,13,15 . 17 * 14 : 5,16 * 15 : 1 , 2 ' 6 * 16 : 4
, 8,17 * 17 : 2,10,13,17 * 18 * 18 : 2 , 6 , 7 * 8,17*
ZuFALLSPLHMoTATlCN , 0 = 1123u69

1 2 3 4 5 6 ' 7 6 9 10 1 ! 1? 13 14 15 16 17 18
5 2 3 4 1 6 18 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 7

***2 . 4
EINZIGER ISOMORPHISMUS!
t 63 : 1 63! 1133 : [ 133! [183 : L 71! 1173 : [ ] 73: [ 83 : [ 8 ] ; [I63 : [ 163!
t 53 : i 1 3; [113 : [ 113! [ 33 : [ 31! [ 13 : [ 53: [ 23 : [ 23! f 43 : [ 43!
1123 : 1123! [ 93 : [ 93! [143 : T141! [103 : f103! [ 73 : [ 183! [153 : [ 153!

- #- #- #- a- *- #- #- *- #- *- *- *- M- *- *- *- *- *-
N= 18 SYMMETRISCHER ZUFaLLSGRAPH* KANTEM!HAHJFIGKFIT=0 . 5 * U=

4565
U 2 * 5,10,15,18 * 2 ! 1* 3 , 5 . 8 , 9,11,12,15,17 * 3 : 2 * 5 , 8,11,14,

16 * 4 : 15,16,18 * 5 ! 1 * 2 * 3 , 5 , 6,13,14 * 6 ; 5 , 7 , 8 , 9 *10,11,13*
15 *18 * 7 : 6 *10,12 *15,18 * R: 2 * 3 , 6 , 8,16,18 * 9 : 2 , 6 * 9,12,15*
10 : 1 * 6 , 7,11,13,17 * 11 : 2 , 3 , 6,10 *11,12,13,17 . 18 * 12 : 2 , 7 , 9,11*
13,14 * 13 : 5 , 6,10 *11,12 *13,15,17 * 14 : 3 , 5,12 * 15 : 1 , 2 * 4 , 6 , 7,

9,13 * 16 : 3 , 4 , 8,17 * 1? : 2, 10 , 11 ,13,16,17, 18 * 18 : l , 4 * 6 , 7 , 8,
11 *17*
ZuFAELSPERMuiATlON* 0=7463069

1 2 3 4 5 6 7 8
11 6 3 4 12 7 2 8

** **2 . 1
EINZIGER ISOMORPHISMOS:

9 10 11 12 13 14 15
16 10 1 18 13 14 15

16 17 18
9 17 5

[113 : [ 13! [ 23 : [ 63 ! [ 63 : [ 73! [153 ! [ 153! [18 ] : [ 53! [13 ] : [ 133!
t 33 : t 33! [123 : 1183 ! 1 53 : 1121! [173 : ti73! 1103 : 1103! [ 8 ] : [ 83!
[163 : t 93* [ 93 : [ 163 ! 1

- # - # - # - #- # - #- #-

4 ] : [ 43 ! [ 14 ] : [ 14 ] ; [ 13 ! [ 113! [ 73 ! [ 23!

N= 18 SYMMETRISCHER ZUFALLSORAPH* KANTENHAE(jFIGKElT =0 . 3 , u=
4565

1 ! 2 * 5,10,15 * 2t 1 , 3 , 5 , 8 , 9, ] 5,17 * 3 : 2 , 8,11,16 * 4 : 16,18*
5 : 1 , 2 , 5 , 6 , 13 * 6 ! 5 , 8,10,11,18 * 7: 10 ,15,18 * 8 ; 2 * 3 , 6 , 8,

16,18 * 9 : 2,15 * IO! 1 * 6 , 7,11,13,17 * 11 : 3 , 6,10,11,12 *13 * 12 : 11
,13 * 13 : 5,10,11,12 * 14 * 15 : l , 2 , 7 , 9* 16 ! 3 , 4 , 8,17 * 17 : 2,10
,16,18 * 18 : 4 , 6 , 7 , 8,17*
ZuFALLSPERMuTATION, 0=3511241

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
1 15 3 6 12 9 18     8 2 13 5    7 10 4 17 16  14 11

EINZIGER ISOMORPHISMUS!
t 23 : [ 15 ] ! [ 103 : [ 133 ! I 73 : 1183 ! [ 14 ] : [ 43 ; tl8 ] ! [ ll3 ! tllJtt  53!
[ 83 : 1 83 ! t 63 : t 93 ! 1153 : t173 ! 1163 : 1163 ! tl33 : tlO ) !. t 53 : 1123!
I 13 : 1 13 ! 1 33 : t 33 ! 1173 : 1143 ! 1 93 : t 23 ! 1123M  73 ! 1 43 : [ 63!
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