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Zur Lehre von der Theilbarkeit der ganzen Zahlen,

Yon demselben.

Das Verfahren, nabh welchem hier die bekannten Regeln fiir die Theil-
barkeit dekadischer Zahlen abgeleitet werden, weicht von dem sonst iiblichen
in einigen Punkten ab und scheint demselben in manchen Fillen vorzuziehen
zu sein. Vor allem sind die abgeleiteten Regeln insoferne allgemeiner, als
sie fiir alle ganzen, einem beliebigen Zahlensysteme angehirigen Zahlen gel-
ten, ohne dass sich durch diesen Umstand der Gang der Rechnung irgend-
wie complicierter gestaltet. Ferner ist es bei dem hier befolgten Vorgange
unmittelbar ersichtlich, in Bezug auf welche Theiler einfache und daher
brauchbare Theilbarkeitsregeln iiberhaupt zu erwarten sind. Endlich tritt
auch hiebei der Grund, warum beziiglich einiger Theiler gleichlautende Theil-
barkeéitsregeln bestehen, miglichst klar zum Vorschein.

Alle Beweise stiitzen sich auf ganz elementire Lehrsatze der Algebra;
sie werden jedoch auch auf einem zweiten, meist kiirzeren Wege gefithit,
wobei aus der Zahlentheorie die Definition der Congruenzen, sowie die Sitze
tiber die Addition und Multiplication derselben als bekannt vorausgeset/t
werden

Die Sitze, auf welche wir uns in der Folge vorzugsweise berufen wer-
~den und deren Begriindung wir an dieser Stelle dbergehen konnen, lauten:

1) Geben zwei Zahlen bei der Division durch eine dritte denselben
Rest, so ist ihre Differenz durch die dritte Zall theilbar und umgekehrt.

1*) Folgesatz: Ist die Differenz zweier Zahlen und eine derselben durch
eine dritte theilbar, so ist es auch die zweite.

2) Zwei Zahlen a und b heissen in Bezug auf eine dritfe m (den
Modulus) congruent, wenn dieselben durch m dividiert den gleichen Rest lie-
fern. In Zeichen: a = b (mod. m), wenn 2 = mq -+ r und b =— mq’ 4 v ist.

3) Gelten die Congruenzen a="b, e=d, e =1f,... alle in Bezug
auf den Modulus m, so besteht auch die Congruenz

at+c+e+....=b4+d4f+.. (mod m) -

oder allgemeiner
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ad + Be 4 e 4+ ..=ab | pd + 4f + .. (mod. m).

4) Unter derselben Voraussetzung hat man auch
ace ...= bdf. .. (mod. m)
4*) Folgesatz: Aus a =1 (mod. m) folgt
an = bo (mod. m).
(S. z. B. Lejeune-Dirichlet’'s , Vorlesungen iiber Zahlentheorie* pag.
32—34).

Ist'b die Basis eines Zahlensystems so erscheint 1rgend eine diesem
System angehorige ganze Zahl in der Form
N=a, +ab 4 a;b2 ... -} anbn,
worin jede Zahl a kleiner als b ist.
1. Es sei vor allem m ein Theiler von b, also b = hm. Dann ist
N —=a, + m (a,h 4 a,h?m 4 ... 4 aphnmn—1),
somit N — a, theilbar durch m. Daraus folgt nach 1*) der Sata:

Eine Zahl ist durch einen Theiler ihrer Grundzahl theilbar, wenn es
die an niedrigster Stelle stehende Ziffer ist und umgekehrt.

Ist b= 10, so sind darin die Theilbarkeitsregeln fiir die Theiler 2, 5,
10 enthalten.

[Aus der Gleichung N = a, 4 m (a,h - .. - anhomn—1) folgt nach
1) und 2) N = a, (mod.m), wenn b = o (mod. m)).

2. Ist wieder b — hm, so kann N auch in der folgenden Weise ge-
schrieben werden

N =a, + a,b + m?(@,h? 4 ... + aghome—2),
woraus hervorgeht, dass die Differenz
N — (2 + a,b)
durch m? theilbar ist.

Eine Zahl ist also durch das Quadrat eines Theilers ihrer Grundzahl
theilbar, wenn dies von der Zahl gilt, welche durch die an den zwei nied-
rigsten Stellen befindlichen Ziffern in demselben Zahlensysteme gebildet wird.

Fiir b = 10 erhdlt man die hekannten Theilbarkeitsregeln beziiglich
der Zahlen 4, 25, 100.

[Aus der Gleichung N = a, + a,b + m?2 (a,h? 4 .. + aghnmn—2)
erhilt man nach 1) und 2) N = a, + a,;b (mod. m2), wenn b = o(mod.m)].

3. Fir b= hm erhilt man auf dhnliche Weise

N=a, 4- a,b 4 a,b? 4 m3(azh34 ... + aghomo—%),

Eine Zahl ist somit durch den Cubus eines Theilers ihrer Grundzahl
theilbar, wenn dies von der Zahl gilt, welche von den an den drei niedrig-
sten Stellen stehenden Ziffern in demselben Zahlensysteme gebildet wird.

Hieraus folgen fir b — 10 die Theﬂbarkeltsregeln beziiglich der Thei-
ler 8, 125, 1000,
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[Aus N =a; + a,b 4 a,b2 -+ m¥azh3+4 ... 4 anhomn—8)

ergibt sich nach 1) und 2)
N =4, 4 a,b + a,h2(mod m?), wenn b = o (mod. m).]

Auf demselben Wege konnen offenbar die Theilbarkeitsregeln bezfig-
lich m*, m? ... abgeleitet werden, wenn m einen Theiler von b bedeutet.

Auch ist zu bemerken, dass man die Zahl b selbst als einen Theiler
von b auffassen kann und dass somit, entsprechend den vorausgegangenen
Sitzen, eine Zahl durch die erste, zweite, dritte, ... Potenz ihrer Grundzahl
theilbar ist, wenn sie von der niedrigsten Stelle an gerechnet eine, zwei,
drei . . . aufeinanderfolgende Nullen enthilt.

4. Nun sei m ein Theiler von b — 1, also b— 1 =hm und
b=hm -+ 1. Hieraus folgt weiter

b2 = (h; m+4-2h;) m 4+ 1 =hym 4 1, >
b? = (hym+1) (hym-+1) = hym--1,

worin die Grossen hy, hg, ... zur Abkiirzung fiir leicht auffindbare ganzzah-
lige Ausdriicke gesetzt sind. Es ist dann
N =a, + a,(hym+1) 4 a,(hym+1) + .. 4 an(ham+-1),
N=(a+a,+4 ... + an) 4+ m (ajh; 4-a,h, - ... 4 achn).
Eine Zahl im Systeme mit der Grundzahl b ist also durch einen Thei-
ler von b — 1 theilbar, wenn es ihre Ziffernsumme ist und umgekehrt.
Fir b = 10 erhilt man die Theilbarkeitsregeln beziiglich der Zahlen
3 und 9.
[Ist b =1 (mod.m), so folgt b2=1,b3=1,... (mod. m),
ferner a, = a,, a,b = a,, a,b2 = a,, . .. anbn = an, (mod. m),
somit N=a, 4+ a, 4 ... + an (mod. m), wenn b = 1 (mod. m)].
Bemerkung. Haben zwei Zahlen gleiche Ziffernsummen, so ist ihve
Differenz .durch jeden Theiler von b — 1 theilbar, (oder anders ausgedriickt:
gie sind congruent in Bezug auf jeden Theiler von b — 1). Hieraus ergibt
gsich durch Specialisierung der bekannte Satz: Verindert man in einer deka-
dischen Zahl die Aufeinanderfolge der Ziffern und subtrahirt die so erhal-
tene Zahl von der urspriinglichen, so ist die Differenz durch 9 theilbar.
5. Ist nun m ein Theiler von. b - 1, also b 4 1 = h;m und

= hym— 1,
so folgt
b2= (hy2m 2h)m 4 1 =h,m -} 1,
b3 = (hym+1) (b;m—1) = hym —1,
b4 = (hym—1) (hym—1) = hy,m + 1,
Daher ist

N=a, + a,(hym—1) 4 ay(hym+41) + az(hym —1) 4. ..
=8 —a + 2 —a.. . +m@ahJaht..)
= (p+a,+a,+...) — (+as+a,-+..) + m (a b Fahy4-..).
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Eine Zahl im Systeme mit der Grundzahl b ist durch einen Theiler
von b 4 1 theilbar, wenn dies von der Differenz der Summen der an gera-
den und der an ungeraden Stellen stehenden Ziffern gilt und umgekehrt.

Fir b= 10 ist m = 11.

[Aus b= —1 folgt b2=+ 1, b¥=—1, b4-"-—|- 1 etc. (mod.m)
ferner ay = ay, ;b = — a;, b2 =2, 33b3 = — a5... (mod. m),
daher N =a, —a, + a, — a3 ... (mod. m), wenn b = — 1 (mod. m)].
6. Ist m ein Theiler von b2 — 1, also b2 — 1 = h,m,
b? = hym + 1,

so erhdlt man hler aus auf dhnlichem Wege, wie unter 4)'
bt=hm -+ 1, b6 =h;m + 1,
Also ist
= (3+a,b) + (22+20D) (ym+-1) + (a,+ash) (hym-1) 4.
= (a+a,b) + (8 +a3b) + (a,+a;b) +.. + m[(a;+asb) by
+ (3.+2;b) by 4. ].
Theilt man also eine dem Zahlensysteme mit der Basis b angehdrige
Zahl von der niedrigsten Stelle an in lauter zweiziffrige demselben System
angehdrige Zahlen, so ist stets die Summe derselben gleichzeitig mit der
gegebenen Zahl durch einen Theiler von b2 — 1 theilbar. Da b2 —1
= (b+1) (b—1) ist, so sind die unter 4. und 5. betrachteten Fille in dem
vorliegenden als specielle Fille enthalten.
Fir b = 10 kann man m = 3, 9, 11 33, 99 setzen.
[Aus b2 =1 folgt b*= 1, bé == 1,.... (mod. m),
ferner
8 + a,b =1y + a,b, (a,42;3b) b* = 2, + a3b, (a,+a5b) b* =a,+asb
. (mod. m), daher auch
N = (a,+a,b) 4 (ag-+azb) 4 (ay4-a;b) 4 ... (mod. m) firb?=1 (mod. m)].
7. Ist hingegen m ein Theiler von b2 - 1, also
*~  b=h,m — 1,
so ist weiter
bt = (hym—1). (hym—I1) = hym + 1,
bé = (hym--1) (hym—1) = hym — 1,

N =2 + &b + (2;+8b) (hym—1) + (a,4ab) (hym+1) +....

= (a+a,b) — (8;+a3b) + (a,+ash) —... 4 m [(a,4-a3b) b,

+ (a,+asb) by +-..].

Theilt man somit eine dem System mit der Grundzahl b angehdrige Zahl
von der niedrigsten Stelle an in zweiziffrige Zahlen desselben Systems (wie
unter 6.) und subtrahiert die Summe der an zweiter, vierter,... Stelle stehen-
den Zahlen von der Summe der an ungeraden Stellen befindlichen, so ist die
erhaltene Differenz gleichzeitig mit der gegebenen Zahl durch jeden Theiler
von b2 4 1 theilbar,
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Fir b = 10 ist m = 101.
[Aus b2 = — 1 (mod.m) erhilt man weiter
b*=1,b% = —1,b8 = 1,... (mod m),
% + ab = ay + ab, (3;-+a3b) b? = — (a,}-a;b), (a,-}-a;b) b*=a,+-a5b,
N = (a,-}a,b) — (a;4a3b) 4 (a,+a;b) —... (mod. m)

.wenn b? = — 1 (mod.m)].
8. Nehmen wir nun m als einen Theiler von b3 — 1 an, so ist
b3 = hym + 1,
b6 =h;m + 1,

N = 2 + b + a,b? + (a3+34b+3 bz) (hym+-1) 4.
= (848, b4-2,0%) 4 (a5 +a,b4-2;0%) 4. 4 m. [(33+a4b+35h2)h3 +..]

Theilt man also eine dem System b angehorige Zahl von der niedrig-
sten Stelle an in dreiziffrige Zahlen desselben Systems, so ist die Summe
derselben gleichzeitic mit der gegebenen Zahl durch jeden Theiler vonh3 — 1
theilbar.

Fir b = 10 ist b® — 1 =999 = 3%.37, daher m =3, 9, 27, 37,
111, 333, 999.

[Ist b3 = 1 (mod. m), so ist weiter b® = I, b? = 1,.

ao+a'1b+32b2 =g 1, b+ a,b?% (a3 +a,b4a;b2) bi=a, +34b+3' b2,
— (1o F-axb+a,b8) + (ay-Fah-La,b%) + (agarb-agh) +.. (mod. m)
fﬁr b3 =1 (mod. m)].
9. Bs sei endlich m ein Theiler von b3 4+ 1. Dann ist
- b3®=hym — 1,b¢® =h;m -+ 1, b? ==hym — 1, -
= & + a,b 4 a;,b? 4 (a5 4-a,b+-a;b2) (hym—1) + (2;-+a;b+a,b?)
(hm--1) .
= (89-+a,b+8,b%) — (33 +asb+a;b*?) + (a+a;b+agh?) ..
-+ m [(ag+-ab-+a;b%) hy +-...].

Theilt man die gegebene Zahl ebenso, wie unter 8), in dreiziffrige
Zahlen und ist di¢ Differenz aus den Summeén der an ungeraden und der
an geraden Stellen befindlichen Zahlen durch einen Theiler von b® 4- {
theilbar, so ist es auch die gegebene Zahl und umgekehrt.

Fir b =10 ist b® 4 1 = 1001 = 7. 11. 13. Man kann somitm — 7,
11, 13, 77, 91, 143, 1001 sefzen.

[Aus b® = ~- 1 (mod.m) erhdlt man hé=1,b%= - 1,...,,

3 + ab + ab?=ay 4 a;b + a,b®
(a3 +a,b+a;b%) b? = — (a;+-a,b+a;b?)
(ag-+2;b4-8;b2) b® = ag + a,b + 232

N = (a,+a,b+2a;b?) — (a; +34L+a552) + (3'6“}‘3’11)‘!‘35})2) ... (mod. m),

wenn b3 = — 1 (mod. m).]
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