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Ueber dag Combinieren zu einer bestimmten Summe.

. Von Dr. Framz Hotevar, k. k. Gymnasiallehrer.

Zur Losung einiger specieller Probleme der Combinations- und der Wahr-
scheinlichkeitslehve, ferner zur Auflosung gewisser diophantischer Gleichungen
ersten Grades u. s. f. ist es manchmal erforderlich, alle Combinationen irgend
einer Classe zu bilden, fiir welche die Summen aller Stellenzeiger oder, wenn
man diese selbst als Klemente verwendet, die Summen der Elemente einen
gegebenen Wert besitzen. Man nennt das Verfahren, wornach die Combina-
tionen von der angefiihrten Eigenschaft in einer gesetzmilssigen Aufeinander-~
folge gebildet werden, ,das Combinieren zur bestimmten Summe* und findet
die Regelu fiir jenes Verfahren u. a. in den Werken: ,Die combinatorische
‘Analysis* von Ettingshausen, ,Lehrbuch der Arithmetik und Algebra“ von
Salomon, ,Lehrbuch der A. und A.“ von Haberl u. s. f Die naheliegende
TFrage nach der Anzahl jener Combinationen ist nun, so weit ich mich iber-
zeugen konnte, nur in dem zuerst genannten Werke u. zw. nur theilweise
beantwortet worden. Ettingshausen leitet nimlich a. a. 0. pag. 57 eine
Formel ab, welche bis auf die Bezeichnung mit der Gleichung (23) in die-
sem Aufsatze identisch ist und die recurrierende Bestimmung der Anzahl von
Combinationen mit Wiederholungen zu einer bestimmten Summe gestattet.
Er berechnet ferner mit Hilfe jener Formel eine Tafel, welche, etwas erwei-
tert, am Schlusse dieser Arbeit wiedergegeben ist. Eine zweite in dem ci-
tierten Werke vorkommende Formel ist nur ein specieller Fall der unten
abgeleiteten Gleichung (23).

In der vorliegenden Arbeit werden nun sowohl fir Combinationen mit, -
als auch ohne Wiederholung je drei Recursionsformeln, deren jede zur Be-
antwortung gewisser Fragen eine hesondere Eignung besitzt, und ausserdem
indepedente Formeln fiir die vier niedrigsten Classen abgeleitet. Ferner
gelangt der allgemeinste und wohl auch schwierigste Fall zur Betrachtung,
dass die Anzahl der Elemente, aus welchen die Combinationen gebildet wer-
den sollen, im vorhinein bestimmt, beziehungsweise beschrinkt erscheint.
Einzelne den theoretischen Erwidgungen eingefiigte Beispiele zeigen endlich,
von welcher Art die speciellen Anwendungen der erhaltenen Resultate allen-
falls sein kinnen. :

1=E<



L. Combinationen ohne Wiederholung zu einer hestimmten Summe bei einer
unbesehréinkten Anzahl von Elementen.

Die Anzahl aller méglichen Combinationen ohne Wiederholung von der
Classe r und zur Summe s soll mit Cr(s) bezeichnet werden.
Die niedrigste Combination rter Classe hat offenbar zur Summe

1+2434+... +r= (f+1)

daraus folgt -
Ce) =0, s< Hz-l) .

_ (1.
Ci(s) = 1, 8= (I'ng)

Eine Recursionsformel fiir Cr(s) erhdlt man-durch folgende Ueberlegung:

Wird in allen Combinationen zur Summe s, welche die Einheit als
Element enthalten, ein jedes Element um die Einheit erniedrigt und iberdies
die in jeder Combination erhaltene Null weggelassen, so erhilt man alle
Combinationen ohne Wiederholung von der Classe r—1 und zur Summe
s—r. Denn wiirde sich irgend eine Combination wiederholt, oder gar nicht
ergeben, so miisste die entsprechende Combination rter Classe, welche man
durch den entgegengesetzten Vorgang stets wieder ableiten kann, ebenfalls
wiederholt, resp. gar nicht vorhanden sein, was gegen unsere Voraussetzung
ist. Also ist Cr—1(s—r) die Anzahl der die Einheit als Element enthal-
tenden Combinationen.

Erniedrigt man ferner in allen Combmahonen zur Summe s, in denen
das Element 2 als niedrigstes vorkommt, ein jedes Element um zwei Ein-
heiten, so ergeben sich alle Combinationen (r—1)ter Classe zur Summe s—2r,
wovon man sich durch eine analoge Ueberlegung, wie oben, iiberzeugt. Die
Anzahl dieser Combinationen und daher auch jene der Combinationen rter
Classe, welche die Zahl 2 als niedrigstes Element enthalten, ist also
Cr—1(s—2r).

~ Durch Fortsetzung dieser Betrachtung erhilt man daher die Gleichung

Ci(s) = Cr—1(s—r1) + Cr—1(3—2r) + ... + Cr—1(s—qr) . (2),

worin q die grosste ganze Zahl bedeutet, welche der Bedingung

> (1)
geniigt. Mit dem entsprechenden Gliede muss die in (2) enthaltene Reihe

mit Ricksicht auf die Relationen (1) abgebrochen werden.

Aus der Gleichung (2) erhdlt man noch zwei Formeln, welche sich
ebenfalls zur recurrierenden Bestimmung von Cr(s) verwenden lassen. Sub-
stituiert man ndmlich fir s der Reihe nach s + 1, s 4+ 2,... s 4 r und
addiert alle so erhaltenen Gleichungen, so folgt



C(s+1) + C(s42) + - .. + Cfsn) = DC—1(s) - - (3)

B (9)

Ersetzt man ferner in der Glelchung (2) s durch s 4 r, so erhdlt man

Cr(s+1) = Cr—1(8) + Cr—1(5—1) + ...+ G- 1(s—a0)

und daraus
Cr(s4-r) = Cx(s) + Cr-—l(s) R () 8
- Diese Formel erscheint zur Berechnung der Grdssen Cr(s) besonders
goeignet, wenn die Grossen Cr—i(s) bereits bekannt sind. Fir die r auf-
einander folgenden Werte von s :

(T r : T — (141
(2), (2)"‘ by oo (2)“""*1 _(t )"

ist namlich Cx(s) = 0, ‘also Cr(s-}-r) = Cr- 1(s). Sind so die r ersten Werte
gewonnen, so liefert die Gleichung (4) alle ibrigen.

Wie in der Einleitung erwdhnt wurde, soll die Grosse Ci(s) firr=1,
2, 3, 4 auch in independenter Weise berechnet werden. Fiir grossere r
wird der Gang der Rechnung bereits sehr verwickelt, nur so viel darf aus
den weiter unten gewonnenen Resultaten geschlossen werden, dass zur Be-
1echnung von Cr(s) mehrere ganze algebraische Functionen (r—1)ten Grades
von zwei Variablen u und v dienen, durch welche sich s linear darstellen 1asst.

Vor allem ergibt sich von selbst die Gleichung

C( =1 . .. ()

Setzen wir ferner in (2) r=2, s = u+2 und in (3) r=2,

8 = 2u, so folgt
Ce(2u+2) =C,(2u) + C,(2u—2) 4 .... 4+ C(2)=n,

§ = 2u
GutD) + G@ut?) = >C,(s) = 2u.
Es ist also =t
C,(2ut1) = C(2u42)=u . . . (6)

Um Cj(s) indepedent darzustellen, addieren wir die folgenden, durch’
wiederholte Specialisierung von (4) gebildeten Gleichungen
Ca(v43) = (M) + C,(3),
Cy(v+6) = C5(v+3) + Cy(v+3),
Cy(v+3) = Cy(v+1) + 1

Cs(v+6) = Cy(v) + Co(v) + Cy(v-+1) 4 1.
Aus (3) ergibt sich ferner

und finden

§=v—1

Co(v) + Co(v+1) = D0y(s) = v—1.

s==1

Diese Ableitung gilt fir v > 2, weil fir v=0 und v=1 das
Summenzeichen jede Bedeutung verliert. Ersetzt man jedoch die Summe
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durch v — 1, so zeigt sich wegen C,(1) =0, C,(2)=0 auch der Wert
v =1 als zulissig, so dass nur der Wert v = 0 ausgeschlossen bleibt.
Man hat somit die Gleichungen
Cy(v+6) = G3(v) + v,
C3(v412) = Cy(v+6) + v + 6,

C (v-l—ﬁu) = C (v-}—ﬁu——‘l) —}— v + 6(u—1),
deren Summlerung die folgende liefert
Cy(6u4-v) = C;(v) + 3u(u—1) 4 uv.
Nun ist C3(v) == 0 fiir v = 1, 2, 3, 4, 5, daher auch -
Cy(6utv) = 3u(u—1) +uv . o (D.
v=12234,5 '
Fir v = 6 erhalten wir, da nach (1) C 1(6) =1 1st
C;(6u~4-6) = Bu(u—1) 4 Gu + 1,
oder, wenn u durch u — 1 ersetzt wird _
' Cy(6u) = Bu(u—1) 4 1 _ . . . (8).
Dle Glemhungen (7 und (8) liefern also, wie man sieht, die Werte von
C, (S) in independenter Form.
Um C,(s) zu erhalten, summieren wir die folgenden durch Speclallsw—
rung von (4) sich ergebenden Gleichungen
Cy(v+4) = Cy(v) + Cs(v),
Cy(v+-8) = Cy(v+4) 4 Cy(v4-4),
Cs(v+12) = Cy(v+8) 4 C,(v+8), .
Cs(V+4) = Cy(v+1) + Cy(v+1),
Cs(v48) = Cy(v+5) + C,(v+5),
Cy(v-+5) = Cy(v+2) -+ Cy(v+-2),
und finden nach einigen Reductionen
Cy(v+12) = Cy(v) 4 Cy(v) + Cy(v4-1) 4- G, (v+2) + Cy(v41)
+O042) + CGaFD) L)
Indem wir vor allem v als gerade voraussetzen, erhalten wir mittelst
der Gleichungen (3) und (6) '

s=v—I1

GO + GO+ + G+2) = S0

s= 1

N [ R () R B e

Wird nun von der Summe z abgesehen, so bléibt nur der Wert
v = 0 ausgeschlossen, da fiir v — 2 die Ausdriicke C;(v), C3(¥-+1). C;(v+42),
(%-— 1)2 sﬁmmtlicﬁ verschwinden.

Ferner ist nach (3) s=v

GOHIM GO+ = SGE =7



und nach (6)
‘ Ca(v-45) — g + 2.
Die Gleichung (9) geht sonach iber in
. 12 11
Cur+12) = G + () 4 &
Hlem addieren wir noch die folgenden daraus abgeleltaten Gleichungen

v-l—l_{_“) +11 .

" Gy (vu12) — G, (vu—T1.12) + (f'lff—‘+ ao 6) + 1

und finden

Z==u—1

Cy(12u4-v) = Cy(v) + z(‘jﬁ},.'_ . ) 4 u 1111

lz=0
Die in dieser (leichung enthaltene authmetwche Relhe 7we1te1 Ord-
nung lisst sich' nun nach der Formel

z==u-—1

z(a—l—bt. =u.at 4 (2)()3,_{_1,)], + ( )sz
summieren und man erhidlt schliesslich nach einigen Reductlonen

Cy(12u4-v) = C,(v) —|— 12u® 4 3(v 5)112+"(L%——‘.u (10)
. v= 24,0, 8, 10.
Darm ist ubmgens nach (1) Cy(v) -= 0O fiir die vier ersten Werte von
v und Cy(10) = 1, so dass die Gleichung (10) die independente Berech-
nung von C,(s) ﬁ'ir alle geraden, nicht durch 2 theilbaren Werte von s gestattet.
Um den noch ausgeschlossenen Fall zu erledigen, setzen wir in (10)
v 12, u — 1 fiir v wd C,(12) = Cy(8) = C,(5) — 2, worauf sich die
Gleichung ergibt ,
C,(120) = 12u% — 15u2 4+ Gu—1 . .  (11).
Ist jedoch v ungerade, so wird die Gleichung (9) in der nachfol-
genden Weise transformiert. Es ist. nach (3)

s=v—1

GO) + GEHD + GO+2) = 26GE
v-—) (v—l v—-3)

—2(1+24...
Dieses Resultat ist, wie man sich nachtriglich uberzeugt, auch noch
fir v~ 1 und v =- 3, somit fir alle ungeraden v giltig. KFerner hat man
Cy(v41) + C(v+2) =,
v4-3
Cy(v4H) = +

- ]
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also verwandelt sich die Gleichung (9) in

v}132
Cr+12) = 6o + (L) +2
Addiert man dazu alle Gleichungen, welche sich daraus durch Ersetzung
von v durch v+ 12, v 4- 2.12,... v 4+ u—1.12 ergeben, so erhdlt man

z =u—1

Ca(12047) = C,(v) + z("““ +6z) + 20,

=0

oder

2

C(120 + v) = Cy(v) + 1203 4 3(v—B)u? + [(Vf) —1]u(i2)

v=13,5719 11 :

Hierin ist Cy(v)= o fiir die fiinf ersten Werte von v und C,(11)= Cy(7)
=Cy(4) = 1. Somit ermoglicht die Gleichung (12) die independente Be-
stimmung von C,(s) fir alle ungeraden Werte von s.

Beispiele: Es ist die Anzahl N aller aus den ganzen Zahlen gebildeten
Amben zu berechnen, deren Elementensummen die Zahl 50 nicht iber-
gchreiten. '

Man findet mit Hilfe der Gleichungen (3) und (7)

§ =50

N = Gy(s) = Cy(51) + Ca(52) + C:(53)

s=3
= 192 + 200 4 208 = 600
Es ist ferner die Anzahl N’ aller aus den ganzen Zahlen gebildeten
Ternen zu berechnen, deren Elementensummen die Zahl 100 nicht iber-
schreiten. Man erhilt aus (3)
s =100
= 2Ca(s) = C,(101) + C(102) + C,(103) + Cy(109)
s=6
und aus den Gleichungen (10) und (12) fir v=25,6, 7, 8
Cy(12u+45) =12u3 —u
C,(12u+46) = 1203 4 3u?
Cy(12u+17) = 12u® + 6u?
Cy(12u4-8) = 12u® + 9u? |- 2u.

Also ist
5= 120} 4
DCy(s) = 48u® 4 18u2+u
s§=— =6
und fir u =8
8 = 100

DCy(s) = N = 25736.

s=2~6



Il Combinationen ohne Wiederholung zu einer hestimmton Summe hei einer gegehenen,
beschriinkten Anzahl von Elementen.

Als Elemente der Combinationen wollen wir wieder die Glieder der

n
natiirlichen Zahlenreihe verwenden und mit Ci()s) die Anzah! der Combina-
tionen rter Classe zur Summe s bezeichnen, welche sich aus den Elementen
1,2,3,..n hilden lassen. ] .
Die hochste Combination aus den Zahlen 1,2, 3,...n hat zur Ele-
mentensumme '

n @) 4o+ k) = — (3)

Ist diese Summe kleiner als s, also
T
n <l 14__(9),
T
80 ist

Cr(s) =0, n < + (2) .. . (13),

d. h. die Bildung von Combinationen mit den verlangten Eigenschaften un-
moglich.

Das hichste Element, welches beim Combinieren zur Summe s noch
verwendet wird, ist dasjenige, welches zu den r — 1 niedrigsten addiert die
Summe s liefert, somit

=5 = (14248, r—1) =5 — (2)
Daraus folgt

c(r'f)s);cr(s), 1>s-(3)—1 . . ()

Es bleibt somit noch dbrig, den Wert der Grﬁsse Gr(S) fir das
Intervall

Htlencs-() - . .

iy

zu untersuchen. Um spater die Ableitung .von Recursionsformeln nicht unter-
brechen zu miissen, wollen wir vorerst zwei Eigenschaften jener Grosse nach-
weisen, welche fir die folgenden Betrachtungen von Wichtigkeit sind.

Bildet man simmtliche Combinationen rter Classe zur Summe s aus n
Elementen und ersetzt hierauf iiberall das Element 1 durch n, 2 durch n—1
u. 8. f, iberhaupt e durch n 4+ 1 — e, so erhdlt man Combinationen rter
Classe zu einer leicht zu berechnenden Summe s. Da n3mlich jedes Ele-
ment zu dem an seine Stelle tretenden addiert die Summe n - 1 liefert, so

»



10

ist s + ¢ = (n+1)r, also &' = (u+ Ji—s.  Feiner ergibt sich durch eine
einfache: .Ueber]egung, dass die oben beschriebene - Vertanschung von Elemen-
ten alle Combinationen rter Classe zur. Summe " liefert, die sich aus den
Elementen 1,2, 3, ... n iberhaupt bilden lassen u. zw. jede Combination
nur einmal. Denn so wie man nach dem angegebenen Verfahren aus jeder
Combination zur Summe s eine w.zw. nur eine zur Summe s’ erhalt,
filhrt die letztere bei mochmaliger Anwendung desselben Verfahrens zur e1ste-
ren wieder zuriick. Iis lassen sich somit aus n Elementen, wo n der Be-
dingung (15) entspricht, ehensoviele Combinationen rter Classe zu einer
Summe s, als zur Summe s = (n-]-l)r—-s hilden, oder es ist

- C]'(S) == Cr(m I'—S) L. . (‘6)
Sondert man von den aus den Elementen 1,2, 3,... n gebildeten
Combinationen rter Classe zur Summe s jene ah, welche das Element n ent-
halten und lisst hierauf dasselbe weg, so verbleiben alle Combinationen
(r—1)ter Classe zur Summe s—mn, welche sich aus den Elementen 1,2, %
n—1 bilden lassen. s bhesteht somit die Gleichung
(m) (n—1) (n—1)
Ci(8) = C (s) -+ Cr-1(s  n),
n)
welche offenbar zur recurrierenden Bestimmung. von G(r(S) verwendbar ist.
Von grasserer Wichtigkeit, jedoch schwieriger abzuleiten und anzuwen-
den, ist eine zweite Recursionsformel, welche durch folgende Betrachtung ge-
wonnen wird. Man hilde alle Cr(s) Combinationen rter Classe zur Summe s
und scheide hierauf jene aus, in welchen die Llemente n 4- 1, n + 2, ..

s — (;) vorkommen, Die auszuscheidenden Combinationen vertheile man derart
in Gruppen, dass in allen Combinationen der ersten das Elementn -+ 1,in jenen der
zweiten das Element n - 2 w.s.f, endlich in jenen der letzten Gruppe das Element
8 G) als das hichste auftritt. Doch kann die zweite Gruppe aunch n -1,

die dritte n 4 1 und n - 2 enthalten u s f. TUnterdriicken wir nun in
der ersten Gruppe das Iilement n - 1, ¢o bleihen Combinationen (r— I)ter
Classe zur Summe s n — 1 dbrig u. zw. so viele, als sich solche aus

(n)
0 Llementen bilden lassen. Diese Anzahl ist daher mit Cr 1(s—n—1) zu
bezeichnen. Lassen wir in der zweiten Gruppe das Element n + 2 weg, so
erhalten wir alle Combinationen (r - I)ter Classe zur Summe s —n—2 aus

: (n+4-1)
den Elementen 1,2, 3,... n 4 1, somit in der Anzahl Cr-1(s-—n—2)

u. s. w Daher ist
ln 1)

Ui-?s) = (r(s) — [d:l1(swn—1) + br_l(s -n—2) 4 .

A (o)1}
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oder compendlﬁser geschrieben -
A el b (2) —! ‘ o
C:(s) — Ci(s) — Zcr_l(s_.vl.—u UL

vy =n .
H1eraus folgen weiter dle Gleichungen

Vg = gy — (r 1) -1
(1)

Cr—1(o;) = (11_1(01) ‘—ECI.— (cl--ag—l) - (1Tl,hj,

Ya =Yy .
Vg == 5y — (r—g'.')—l .
(). ' : () T B
. .cr_e(o,) —Cr o(a) — zclus(af,—ug—r) . (170),
o Vg ==V, :
W S, W, worin v, v,,. Operatmusza.hlen und die Giréssen s, ao, durch
die Gleichungen - _ :
5[ = § — Vl _ l . }
52 =G, — '.‘2 —_— 1 l

T ('8)
Ok —1==0k -2 — vk—1 -~ 1 J
definiert sind, '

(n)
~ Hat man alle Grﬁssen Cr-—l(S) bereits gefunden, so genﬁgt die Glei-

m) -
chung (17,a) zur recurrierenden Berechnung von Ci(s). Sonst ist man dem

ersten Anscheine nach gezwungen, simmtliche r — 1 Gleichungen des Sy-

stems (17) (von r =1 his r = 2) zu beniitzen und die Girossen C (-,) dnect
zu berechnen. .

Bei genauerer Untersuchung zeigt sich Jedoch "dass man die eben an-
gedeuntete, fir grossere r allerdings sehr complicierte Rechnung mittelst der
Gleichung (1G) bedeutend abkirzen kamn, so zwar, dass im unginstigsten

Falle nur %— Glaichungen des Systems (17) zu beniitzen sind, wenn 1 eine

5 1-, wenn r eine ungeradé Zahl bedeutet.

Um diese Behauptung zu begriinden, nehmen wir an, dass in der kten
Gleichung des Systems (17) die Summe wegfillt, so dass man einfach hat
(Vk—1)
Ce—x41(ok—1) = Cr—x ;-1(01\—1)
Soll diese Gleichung stattfinden, so muss, wie ans (14) hervorgeht, die
Bedingung

gerade, und T+

Vk—1 > Gk—l—(1.-§+l —1 . . (19)

erfillt sein. Zu derselben Bedingung gelangt man auch, wenn man in der
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kten Gleichung des Systems (17) vorliufig die Summe anschreibt, die Gren-
zen derselben nach dem in (17,a), (17,b), ... ausgesprochenen Gesetze bildet
und, um die Summe zum Verschwinden zu bringen, die untere Grenze als
grésser annimmt, als die obere.

Durch Addition der Gleichungen (18) erhalten wir ferner

Cook—1=38— (v Fv+... +wk-1) —k + 1,

so dass die Bedingung (19) auch in der folgenden Weise geschriehen wer-
den kann ‘

W s B > 8 — =)k

Diese Relation muss nun fir alle Werte hestehan welche den Opera-
tionszahlen v beigelegt werden konnen, und dies ist der Fall, wenn sie auch
dann noch giltig bleibt, sobald fir jene Zahlen gleichzeitig ihre kleinsten
Werte eingesetzt werden. Der kleinste Werth nun, den v, annehmen kann,
ist n, wie aus den Grenzen der Summe in (17,a) ersichtlich ist. Die Glei-
chung (17,b) zeigt ferner, dass der kleinste Wert von v, mit jenem von v;
zusammenfallt, also ebenfalls n ist u. s. f Es muss also

kn << 3 — (I_kj—l) — k

C fr—k1 :
>0
k
sein, damit dle Summe in der kten Gleichung des Systems (17) wegfallt.

Mit Ricksicht auf die Gleichung (16) ist es ferner stets erlaubt, von

oder

(n)
den beiden Summen s und s’ = (n41) r — 8, fiir welche die Grdsse Cr(s)
gleiche Werte annimmt, die kleinere zu wﬂhlen, also

(n+1)r oder n > — . . . (21)

vorauszusetzen. Aus dleser stets erfilllbaren Bedmgung ergibt sich nun die
* Relation (20) als unmittelbare Folge, wenn wir k so wihlen, dass

B_y5 ()
= . k

ist. Dazu reicht es hin, =% 7u setzen, demn durch diese Substitution

verwandelt sich die letzte Bedingung in die einfachere r > 2, welche man
fiir alle dberhaupt in Betracht kommenden Fille als erfiilltYansehen kann.

Substituirt man hingegen k= {——_—;—-—1- wie es fir ungerade r erforderlich ist,

s0 wird der Zahler des Bruches

s — ()

k
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Kkleiner und der Nenner griisser,' als fir k= %, gomit auch der Bruch selbst
Kkleiner, als ?rj — 1.

Damit ist bewiesen, dass im ungiinstigsten Falle %, resp. r__-2[-_l_ Glei-
(n)
chungen des Systems (17) zur Berechnung von Cr(s) heranzuziehen sind.
Nun sollen die erhaltenen allgemeinen Resultate auf die speciellen Fille
angewendet werden, die sich fir r =1, 2, 3, 4 ergeben.
Fiir r = 1 erhilt man aus (13) und (14) unmittelbar

C(,u(ls) =0, n< 8

(n)
Ci(®)=0C(s)=1,n>s.
Fir r=2 ist k=1, d. h. es reicht stets die erste Gleichung des

(m)
Systems (17) zur Berechnung von C,(s) hin. Man findet somit in Ueber-
einstimmung mit der Gleichung (14)

(n)
Cy(8) = Cy(s),n ; s — 1.
Ist hingegen n <7 s — 1, so folgt aus der Gleichung (16)

o
Cols) = Cy(@n-t2—8) yn < 5 — 1.

Als Beispiel diene die Aufgabe, die Anzahl der Amben zur Summe 60
zu berechnen, welche sich aus den Elementen 1 bis 40 bilden lassen. Hier '
ist n = 40, s = 60, also n <Ts — 1. Daraus folgt mit Beniitzung der
Gleichungen (6)

(40)
C,(60) = C,(22) = 10.

Fir r =3 ist k= _gl = 2, d. h. man kann es stets so einrichten,
dass die Summe bereits in der zweiten Gleichung des Systems (17) weg-
fallt. Man hat dann

Yy =s — 4
(n) o)
Cy(5) = Co(8) — D Cals—w, - 1),
(1) '
Cﬂ (S) = 02(3)1
oder yy=—s—4
(n)
Ca(s) = Cy(8) — >.Ca(s—w—1)
¥y =n

G =s5—mn-—1

=Gy — >Ci(a)

g5 =18
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= Cs(s) — [C3(s—n) + Gy(s --n+1) + Cy(s—n+2)] . (22)
. (S. Glemhung (3).) Hier muss n > — - 1 vorausgesetzt werden,

wie sich aus (21) fiir r =3 ergibt. _
~ Ist hingegen n < %—S — 1, also s > 3(11;_1), so erhdlt man mit
Hilfe der Gleichung (16) _
Co(s) — Cy(3nt—8) — [Cy(2n-+3 —s) + Cy(2nd—s)
+ C(2n+45—s8)] . . . . (28).

Man soll z. B. die Anzahl N der Ternen zur Summe GO berechnen,
wenn nur die Elemente 1 bis 40 combiniert werden diirfen. Hier ist n== 40,

" 8 =60, also n > ?3—5—— 1. Somit erhdlt man mit Beniitzung von (22), (7)
und (-)

N = 6 (00) - C3(60) — {03(20) -+ C 3(21) — C4(22)] -
_ = 271 — (244-274-30) = 190.
Schwieriger gestaltet sich die Aufgabe, die Wahrscheinlichkeit w zu

berechnen, dass aus einem Gefisse mit den Nummern | bis n drei gezogen

: o
werden, deren Summe die Zahl s nicht idbersteigt. TIst n > :E — 1, so0

findet man

S =S8

( ) W= .ZUHEG) = 2b3(0)

=0

G =S

— D [Cy(o-1) + Cy(s—n-1) + Cy(s—nt2)]
=0

Nun ist

s=35

> Cy(0) = Ca(s+1) + Cy(s4+2) +0,(s43) + Cy(s+4),
=26

T=—8—1n

cs (6—n) = D Cy(x),

T=2=6

t=s—n-1

20 (6—n41)== > Cy(x),

s =26 ’IG

ii i Mii

s=s S t=s—n+e

D 0y(s -n4-2)= > Cy(x).

c==6 tT=26

Durch Addition der letzten drei Gleichungen ergiht sich



2 [C;:, (6 -nj + C3(6—n+1) + C3(6—n+2)1 =
g==6

_s. 203(1:) + 2Cy(s ~n+41) + Cy(s - n2).
t=26
. 28
Es ist also fiir n > 5 — 1

2

(3)-7 ~ CulsHD) + Cu(s+2) + C5+8) +Culs+)

—3[Cy(s—u+1) + C,(s-n+2) 4 C(s—n+3) + Cy(s—n+14)]
—2 C(s-nt1) — Cy(s—n-+2). '

hg

Ist hingegen n ( =~ — 1, oder also q> 5 (n4-1), so schlagt man
am Besten den folgenden Weg gin. Man hat

a=3s ..a-—ll"—u c=dn — 3

[ (m) (n}
(3 w._zm(c) - 2(1 (@) = DGy(a),
=8 -} 1
worin 3n — 3 als die E.iementensnmme dBl hochsten Terne anfzufassen ist,
Mit Hilfe der Gileichung (16) erhdlt man daraus fiir gerade n

on

= ; 1

J=13n 4 2
lll)

({];) W= 2 ZLHEG) - E{J (s")

3

und fiir ungerade n

- on- |-1
d=5n 4 2 —s
im n) .
(5). zgf (0= S0+ )

Da nun in diesen beiden Glelchungen alle Werte, welche den Grdssen
6 und o’ ertheilt werden, < 5_(11_-!—2 _sind, so kann der Ausdruck (“)w mit

Hilfe der Gleichung, (22) meder durch mehrere Grﬁsseu C, wnd G, darge-
stellt werden

s sei speciell n = 90, s == 100, also n> & — 1, dann.ist:

(%) -7 — C.(101) + €,(102) + €,(103) + C,(104)
— 3G 4 €,12) 4 ¢,(13) + C,(14)]
— 2.6 (11) — G3(12) = 25736 — 3 (14-24-34-5) — 10— 17,
w=20686: 117480 =0-2186.. .. :
Somit hat man die Wahrscheinlichkeit 0-2136 .. mit den Naherungs-
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1 1 2 5 1

werten T 5 9 a3 g - Aus 00 Nummern drei ‘zu ziehen, deren

Summe < 100 ist.
Fir r = 4 endlich ist k = 2, d. h. wihlt man von -beiden Summen s

(n)
und s’, denen nach (16) gleiche Grossen C, entsprechen, die kleinere, so
fallt die Summe in der zweiten Gleichung des Systems (17) weg. Dann
ist also

vyy=s5—1
(m) ™)
Cy(s) = Cy(s) — >.Ca(s—v—1),
(v} T
Gy (01) = 03(51)1 4
oder
vy =8 -1
Ate) = G — Sy (= —1)
Ypy=n

g =s8—n—1
= Cy(s) — Z(:a (o1,
aléo schliesslich T
(9 = Cu(9) = [u(s) + Cus—tb1) - Cuo—n2) - Cua 181

Diese Gleichung gilt fiir n> 5 — 1. Ist hingegen n < , 80
erhdlt man

n n
Ciés) = Ci 8411-{—4 -8)
~ C,(4n+4—s) — [C,(3n+4—s) + C,(30+5—s) 4 C,(3n+6—3) +
+ Ci(30+7—s)].
Es sei z. B. die Anzahl der Quaternen zu berechnen, welche sich aus
den Elementen 1, 2,... 29 zur Summe 100 bilden lassen. Hier istn =29,

s =100, n <§ — 1, daher
(29) -
04(100) 04(20) C4(20) = 23.
Die verlangten Quaternen bildet man am Besten, indem man jene zur
Summe 20 anschreibt und hierauf ein jedes Element durch dasjenige ersetzt,
welches es auf 30 erginzt, wie folgt:

1 2 3 14 29 28 27 16
1 2 4 13 29 28 2 17
1 2 5 12 20 28 25 18
1 2 6 11 29 28 24 19

) 12 17 10 29°28 23 20
1 2 8

9 20 28 22 21



13 4 12 29 27 26 18
13 5 11 29 27 25 19
13 6 10 20 27 24 20
137 9 20 27 23 31
1 45 10 2 26 2 20
146 9 20 26 24 21
1 47 8 20 26 23 22
156 8 20 25 24 22
2 3 4 11 28 27 26 19
2 35 10 28 27 25 20
2 36 9 28 27 24 21
2 37 8 28 27 23 22
2 45 9 28 26 25 21
2 46 8 28 26 24 22
25 6 1 28 2 24 23
3 45 8 21 26 25 22
3 46 1 21 26 24 23

HI. Combinationen mit Wiederholung zu einer bestimmten Summe.

Es sei Gi(s) die Anzahl der Combinationen mit Wiederholung.von' der
Classe r und zur Summe,s, wenn die Anzahl der Elemente eine unbeschrinkte

n
ist und habe (S(r(s) dieselbe Bedeutung, jedoch mit der Beschrinkung, dass
nur die Elemente 1, 2, 3, ... n beim Combinieren zu verwenden sind.
Bildet man alle Combinationen mit Wiederholung zur Summe s und
erhoht hierauf die an erster, zweiter, ... rter Stelle befindlichen Elemente
beziehungsweise um 0, 1, ... r — 1, so erhdlt man alle Combinationen ohne

Wiederholung zur Summe s +1 +4+24... +r—1=3s 4 (g) Da-

von iiberzeugt man sich leicht durch folgende Betrachtung.
Vor allem ist es klar, dass die Elementensumme der neuen Combina-

tionen wirklich s + (g) betrigt und dass man nach dem beschriebenen

Verfahren Combinationen rter Classe ohne Wiederholung gewonnen hat.
Da ndmlich in einer geordneten Combination mit Wiederholung auf irgend
ein Element nie ein niedrigeres folgt und alle folgenden Elemente um 1, 2,
3 ... mehr erhtht worden sind, als das betrachtete, so missen nun alle
Elemente einer Combination von einander verschieden sein. Man erhalt fer-
ner alle moglichen Combinationen ohne Wiederholung von der Classe r und

zur Summe s -} (;) u. zw. eine jede nur einmal. Denn wirde eine der-

selben fehlen, oder sich wiederholen, so misste dasselbe mit der entspre-
2
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chenden Combination zur Summe s dev Fall sein, da man ja diese aus der
ersteren u. zw. nur aus derselben erhalten kann, indem man die an erster,
zweiter, . .. rter Stelle befindlichen Elemente um 0, 1,... r — 1 erniedrigt.

Es ist also

6(s) = G [s + ()] | L e

o =6 [s— ()]

Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen konnen die im Art. I fiir die
Grosse Cr(s) gewonnenen Resultate ohneweiters auf die Grosse Cr(s) iber-
tragen werden. Man iiberzeugt sich leicht, dass den Gleichungen (1) bis (4)
die folgenden Relationen entsprechen:

Ci(s) =o0,s<r
G(s)—=1,s—=r
Gr(s) = Cr—1(8—1) + Cr—1(s—r—1) + ... + Cr—1(s—qr—1),
worin q die grosste ganze Zahl bedeutet, welche der Bedingung s — qr >r

entspricht; ferner
s=s4r—1

Cr(s4-1) 4 Ce(s4+2) + ... + C(st1) = > 6i1(a); -

s=r—1

@r(ﬂ) = @r(S—-—-I‘) -]-< @r;l(s-—l) . . (25).
Die letzte Gleichung ist bereits von Ettingshausen 1. ¢. durch folgende
Betrachtung direct gefunden worden: .Sondert man von allen Combinationen
der rten Classe, die mit dem ersten Element anfangen, dieses Element ab,
so bleiben alle Combinationen der (r—1)ten Classe zur Summe s — 1 zuriick;
vermindert man ferner in allen Complexionen mit einem hoheren Anfangs-
element jedes Element um die Einheit, so erhilt man simmtliche Combina-

tionen der rten Classe zur Summe s —r u. s. ¢

(m
Auch die Untersuchung der Grossen G:(s) lasst sich in dhnlicher Weise

n
durchfiihren, wie jene der Grissen 0(1'()5) im Art. IL
Die hochste Combination rter Classe, welche man mit Wiet’erhohmgen
aus n Elementen bilden kann, hat zur Elementensumme n 4-n 4 ...
+ n=nor. Es ist also

(x) s
Gr(s) =0, n << -
Das hochste Element, welches bei den hier hetrachteten Combinationen

noch verwendet wird, ist dasjenige, welches mit der (r—1)mal genommenen
Einheit die Summe s liefert, d. i. s — r 4- 1. Daraus folgt: ‘

(E(rn()s) =G(s), n>s—r1 .. (26).
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(n)
Ersetzt man forner in allen €:x(s) Combinationen das Element 1 durch

n, 2 durch n — 1,.. e durch n -- 1 — e, so erhdlt man alle Combinatio-
derselben Art, jedoch zur Summe s’ = (n-1) r —s. Also ist

&) = Glat—s] . . . (@)

Erniedrigt man ferner in allen (Sr()s) Combinationen ein jedes Element
um die Einheit und ldsst die erhaltenen Nullen weg, so erhiilt man alle
Combinationen der ersten r Classen, welche sich mit Wiederholung aus den
Elementen 1, 2,... n— 1 zur Summe s — r bilden lassen. Also bestehen
die Gleichungen

I=r

ol = S,
g=1

n n--1) .
> (S(:Es) — @r({s—?:r) .- . (29)
c=1
(n)
Fiir n >>s —r + 1 gehen die Grossen @r in die Grdssen Gr dber
und in diesem Falle stimmt die Gleichung (28) mit der von Ettingshausen
pag. 59 gefundenen iiberein.

Die Recursionsformel
(n) (n—-1)  (a—1
Gr(S) == @r(ﬂ) + (Sr—-l(ﬂﬂ-—ﬂ) .
lasst sich in ganz gleicher Weise, wie die analoge fiir die Combinationen
ohne Wiederholung, ableiten und begriinden.

Von grosserer Wichtigkeit sind die dem Systeme (17) entsprechenden
Recursionsformeln, welche man durch folgenden Vorgang gewinnen kann.
Man bilde zuerst alle G:(s) Combinationen und lasse dann diejenigen weg,
welche die Elemente n 4~ 1, n 4+ 2,... s —r - 1 enthalten. Die zu eli-
minierenden Complexionen vertheile man hierauf derart in Gruppen, dass in
der ersten n -}~ 1, in der zweiten n } 2,... in der letzten s — r 4 1 als
hochstes Element auftritt. Doch kann in einigen Combinationen der ersten-
Gruppe n + 1 wiederholt vorkoramen, ehenso in jenen der zweiten n - 2
u, s. f Lisst man endlich in allen Combinationen der ersten Gruppe je ein
(n4-1), in jenen der zweiten je ein (n+42) u. s. f. weg, so bleiben bezieh-

n+42
ungsweise alle (Eri_l(s—n—l) (S(ri1zs~n_2) . Combinationen. Also
erhilt man die Gleichungen
Yy =8§—r + 1

(n)

Ge(s) — Gx(s) —zgr_l(s—vl) .. (299),
vy =mn 4 1
1 + ge
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Vp =0 —r~ 2

() ’ (ve)
Cr—1(5)) = Cr—1(5y) — 2(5,:—2(01—-—\;2) . (29,b),

vog = v 1

Vg =0y —r1 3
(va) (vs) _ :

Cros(a) = Crs(s;) — DCr—s(—v) .  (290),

: vg =y + 1
u, 8. W, wenn zur Abktrzung
Gl =8 — vl

= gy — ¥
RTATR o (30)

Ok—1 = 0k—2 — Yk—1
gesetzt wird. .
Auch hier ldsst sich in ganz #hnlicher Weise, wie im Art. I fir die
(n) (n)
Grossen Cr(s), der Beweis fiihren, dass zur Berechnung von G:(s) im ungiin-

stigsten Fal!e% Gleichungen des Systems (29) erforderlich sind, wenn r eine

gerade,, und szll’- wenn r eine ungerade Zahl bedeutet.

Damit nimlich die Summe in der kten Gleichung des Systems (29)
wegfalle, muss mit Ricksicht auf (26) festgesetzt werden, dass die Be-
dingung

vk—1 > agk—1 —r-4+k—1 . . . (31)
stets erfilllt sei. Nun erhilt man durch Addition der Gleichungen (30)
ok—1 =8 — (vyFvo+ ... + v—1).

Die Relation (31) kann somit auch auf die folgende Form gebracht

werden
vw+ve+... Fvk—2 421 >8—r1r+k—1.

Diese Bedingung soll fiir alle mdoglichen Werte der Operationszahlen v
bestehen und dies ist der Fall, wenn sie fiir die kleinsten Werte derselben
erfilllt ist, Nun hat v, den kleinsten Wert n -}~ I, fiir v, fillt derselbe mit
dem kleinsten Werte von vy, + 1 zusammen, ist also =n + 2 u. 8. w, -
fir wk—1 ist er = n 4+ k — 1. Es muss also

kn + (1424 .. +k—1) +k —1>s —1 + k—1,

oder
n> f."f%@ N .0
gein. Die Gleichung (27) gestattet uns ferner, |
n> 2?5 —1

vorauszusetzen und daher ist die Bedingung (32) erfillt, wenn durch pas-
sende Wahl der Grosse k
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23 §—T—
T 1z )

gemacht wird. Damit dieser Bedingung durch die Annahme k =—;~ Geniige
r41
2

geleistet wird, braucht nur r => o vorausgesetzt zu werden. Fir k=

verwandelt sich dieselbe Bedingung in

r(r+5) (1—1)
> =,

was stets erfillt ist, da fir r = 1 der rechtsstehende Ausdruck negativ wird.
Dadurch ist die oben aufgestellte Behauptung erwiesen.
Mit Hilfe der vorausgeschickten Betrachtungen kann man nun die

n .
Grosse (5(1-()3) fir r =1, 2, 3, 4 sehr einfach durch die Grossen G:(s), oder
auch Cr(s) ausdriicken.
Der Fall r = 1 ldsst sich durch die Bemerkung erledigen, dass bei
den Combinationen erster Classe keine Wiederholung der Elemente vor-
kommen kann. Somit ist

(n) (n)
G =C) =3 oSS
Fir r= 2 ist k = 1, also -
(n)
€o(s) = (S) =G(+1),n >s—1

@m(s) = (2n+2—-—s) = §,;(2n4-2—s) = C (2n+3—s) n<s—1

Fiir r =3 ist k = 2. Nimmt man somitn > §" — 1 an, so ist

vy =5 — 2
n) ()
Gals) = 6y(6) — S (-,
[v) vy =n+ 1
- C;(01) = &3(a1)-
Daraus folgt
V, =5 — 2
Gale) = Gy (6) — D6, (5—)
V‘ =n + 1
gg=s—n—1
i = Gy(8) — D6y (a1).
o =2

Gols) = Gs(s) — [6y(s—n—2) + Gy (s—n—1) - Gs(s—)]
— Cy(548) — [Cy(s—n-+1) 1 Cy(s—1-+2) + Cy(s—nt-3)]

Fir n < -2:; — 1 findet man dagegen mit Hilfe von (27)
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@3(5) @glédn—l—:-}—us) :
= &4 (3n-4-3—s) — [C3(2n41—s) + C4(2n-4-2—s) + €3(2n43—s)]
= Cy(3046—s) — [C3(2n+4—s) + C;(2n+4+5—s) + C3(2n-+6—s)).

Fir r = 4 ist auch k= 2. Unter der Annahme n > ES — 1findet

man -also
yy=s—3
(m) : (vy)
64(8) = 64(s) — D8 (s—w)
w=n-}1 .

(vq)
€s(01) = Cs(an).
Daraus folgt weiter

vy =8— 3 gg=s-—mn—1
@@gaw—ZM%M—%@*E%m
vyy=n-+41 g =3

= G,4(5) — [64(s—n—3) + B,(s—n—2) + 6,(s—n—1) + C,(s—)]
= 4(s+6)——[04(s—n+3)+ C,(s—n+4) + C,(s—n+5) + C,(s—n-}6)].

Wenn jedoch n< — — 1 ist, so hat man

(n)
Gy(s) = @4(411—{-4-——3) =
= §,(4n-+}-4—s) — [C4(3n+1—s) + €,(3n{-2—s) 4 (54(511—}-3—3)
| + 6, (30+4—3)]
—= Cy(4n+10—s) — [C,(80+T—s) + C,(3n+48—s) + C,(3n+9—s)
+ C,(8n410—s)].

Schliesslich wollen wir noch mit Hilfe der vorausgehenden und einiger
neu anzustellenden Betrachtungen eine hie und da erwdhnte Aufgabe auf-
losen, welche folgendermassen lautet:

Es ist die Anzahl der ganzzahligen Auflssungen der diophantischen
-Gleichung .

1, +2x +... +nxn= . . (33)
zu berechnen. ‘ ’

Man findet bekanntlich jene Auflosungen, indem man alle méglichen
Combinationen mit Wiederholung aus den Elementen 1,2,.. n zur Summe
s bildet. Jede Combination liefert eine Auflésung, indem fiir jedes x jeme
Zahl gesetzt wird, welche anzeigt, wie oft der Coefficient jenes x in der Glei-
chung (33) als Element in der betrachteten Combination vorkommt. (8S.
z. B. Frischauf, Lehrbuch der allg. Arithmetik, pag. 115).

Die gesuchte Anzahl ist somit durch

g=8&6

(n) (n+-1)

D6s(s) = 6s(25)

c=1
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gegeben, wie man aus der Gleichung (28) fiir r = s findet. Doch lisst
sich dieser Ausdruck fiir grossere s mittelst der vorausgehenden Formeln
nur jusserst mithsam berechnen und es erscheint wiinschenswert, denselben
durch einen einfacheren, oder doch leichter berechenbaren zu ersetzen. Zu
diesem Ziele gelangen wir durch die nachfolgenden Betrachtungen.

Es seien alle Combinationen rter Classe zur Summe s gegeben und
man leite aus einer jeden Combination eine neue nach einem Verfahren ab,
das sich am besten an einem speciellen Falle erldutern lisst. Ist z. B. die
Combination

1134560 . . (A)
gegeber, so zerlege man ein jedes Element in die darin enthaltenen Ein-
heiten und schreibe die den einzelnen Elementen angehérenden Einheiten in
je einer Verticalreihe unter einander. Man erhilt im vorliegenden Falle

111
1
1

e
Pt bt ek
Pk gt e el e

1
1
1
1
1

11
Nun summiere man, von unten angefangen, die in den einzelnen Hori-
. zontalreihen befindlichen Einheiten und bilde aus den erhaltenen Partlal-
summen eine neue Complexion. Diese lautet
284557 . . . . (B

Die Summe der Elemente in (B) ist natiirlich 26, wie in (A). Die
Combination (B) ist von der sechsten Classe, weil 6 das grosste in (A) vor-
kommende Element ist und das grosste Element in (B) ist 7, weil (A) von
der siebenten Classe ist. Transformiert man (B) in gleicher Weise, wie
vorhin (A), so erhilt man offenbar wieder (A).

Verfahren wir in gleicher Weise mit allen Combinationen rter Classe
zur Summe s, deren Gesammtheit wir ebenfalls kurz mit (A) hezeichnen
wollen, so ergeben sich ebensoviele Combinationen (B), welche auch die Ele-
mentensumme s besitzen und alle das Element r u. zw. als hdchstes ent-
halten. Das héchste Element in irgend einer der Combinationen (A) gibt
die Classe der entsprechenden daraus abgeleiteten an und eine nochmalige
Anwendung desselben Verfahrens auf das System (B) liefert das System (A)
in der urspriinglichen Anordnung. Hieraus folgt auch, dass es keine Combi-
nation geben kann, welche alle hier genannten.Eigenschaften der Combina-
tionen (B) besitzen und sich nach dem oben auseinandergesetzten Verfahren
ans (A) nicht ergeben wiirde. Es milsste in diesem Falle eine entsprechende
Combination rter Classe zur Summe s geben, welche in (A) nicht enthalten
ist. Daher sind die Combinationen (A) und (B) stets in gleicher Anzahl
vorhanden. Der analytische Ausdrvack fir diese Gleichheit, welchen wir all-
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sogleich ableiten wollen, spricht nun eine bemerkenswerte Eigenschaft der in
dieser Arbeit betrachteten Grdssen aus und liefert ausserdem eine einfache
Losung des oben gestellten Problems.

Die Anzahl der Combinationen (A) ist Gr(s). TUm jene der Combina-
tionen (B) zu erhalten, lassen wir in jeder das Element r einmal weg, wor-
auf alle mdglichen Combinationen zur Summe s — r aus den Elementen 1,

2, 3,.. r verbleiben. Das System (B) besteht somit aus
) () () (r+1)
€ (s—r) + Cy(s—r1) +... 4 Cs—r(s—1) = Cs—r(25—2r)
Complexionen. (8. Gleichung (28)). Daraus folgt
(t+1) °
Cs—r(23—2r) = Gi(s),

oder wenn s — r durch s und r durch n ersetzt wird,

n-4-1
@{s(_‘ES)) = Gn(S—l—n) . . . . (34).
Demnach hat die Gleichung (33) Gn(s+n) verschiedene Auflésungen
und es ist dieser Ausdruck fir kleinere Werte von n und s aus der beige-
schlossenen Tabelle zu entnehmen und auch sobst bedeutend leichter bere-

n+41 n
chenbar, als der Ausdruck EE;(%-S)) nach den fir die Grissen @[r()s) aufgestell-
ten Reductionsformeln.
So hat z. B. die Gleichung
Ix, + 2% +.... + 105, = 20
€,0(30) = 530 verschiedene Auflésungen.
Die zur Ableitung der Relation (34) angestellten Betrachtungen liefern

-

. .
unmittelbar eine Eigenschaft der Grossen @‘1'()3), welche auch noch angefithrt
werden soll.

Fassen wir aus den Combinationen rter Classe zur Summe s diejenigen
heraus, welche alle das Element p, jedoch kein hoheres enthalten, so ist die

Anzahl derselben durch (5.3&:)—1(3—-;;) bestimmt. Werden nun diese Qoinbina-
tionen nach dem zur Ableitung der Gleichung (34) beniitzten Verfahren
transformiert, so ergeben sich alle Combinationen pter Classe zur Summe s,
welche alle das Element r u. zw. als hochstes enthalten. Hieraus folgt

(r) (p) '
Cp—1(s—1) = Cr—1(s—p),
eine durch die symmetrische Stellung von r und p ausgezeichnete Gleichung.
Die nachfolgende Tafel gibt Werte der Grossen Gx(s), d. h. die Anzahl
der Combinationen rtér Classe zur Summe s mit Wiederholung an und ist
mittelst der Gleichung (25) berechnet worden. Auch die Grdssen Ci(s), d. i
die Anzahl der Combinationen rter Classe zur Summe s ohne Wiederholung
kann man mit Hilfe dieser Tafel und der Gleichungen (24) auffinden. Die
directe Herstellung einer Tafel auch fiir diese Grossen erscheint wegen der
wenig compendiosen Form, die dieselbe annehmen misste, als unzweckmassig.
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