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I. Kapitel.

Die Horizontalsonnenuhr oder die Bazithah (Basita).

Uber ihre Herstellung erfahren wir zum ersten Mal Niheres bei Al-Battani In seinem schon
erwithnten Werke lehrt er die Konstruktion zweier Horizontaluhren (fiir die Breiten von 36° und 38° da
sein Beobachtungsort Raqqa unter dem 36 Grad n. Br. lag): ,Man nehme eine Marmor- oder Kupferplatte
von rechteckiger Gestalt, so daB die Breite ?/y der Liinge ist; in der halben Breite und 2/; der Linge mar-
kiere man den Mittelpunkt eines Kreises, den man wm denselben mit beliebigem Iladius beschreibt. Darauf
teile man durch 2 senkrecht aufeinander stehende Durchmesser den Umfang in Quadranten von 90° oder,
sofern es geeignet erscheint, von 2° zu 2° oder 3° zu 3% verzeichne hierauf die Schatten des Stabes, wann
die Sonne im Krebs und Steinbock liuft, fiir jede der 6 ungleichen Stunden, desgleichen die Schatten des
Widders. (Ost-Westlinie). Darauf nehme man ein Lineal, welches zum wenigsten dem liingsten Schatten
des Steinbocks gleichkommt und markiere damit auf dem Zifferblatt das Ende des Schattens in der mittels
des geteilten Kreises bestimmten Richtung. Besorgt man dies fiir jede Stunde, so wird man den Taghogen
des ganzen Steinbocks haben. Ist dieselbe Operation auch fiir den Wendekreis des Krebses durchgefiihrt,
so gibt die Verbindung je zweier entsprechenden Punkte dieser (Tages-) Kurven durch Gerade die Stunden-
linien“. Noch zwei andere Vorschriften teilt Albategnius mit, die aber weniger exakt sind als diese.
Man findet sie, wie auch die obige, bei Delambre (a. a. 0. pag. 56 und 57).

Zur niheren Erliuterung der vorstehenden Konstruktion, die im wesentlichen bei allen arabischen
Astronomen dieselbe blieb, sei auf Fig. 1 verwiesen. Es fiel der FuBpunkt des Gnomons, dessen Hihe 12
Einheiten (Finger) des Mafistabs betrug, mit dem Mittelpunkt des erwiihnten Kreises zusammen. Diese Hihe
sei fiir ein und alle Mal mit ¢ bezeichnet. Zuniichst mufite nun fiir eine gegebene Breite die Dauer des
kiirzesten und lingsten Tages, wo die Sonne im Anfang des Steinbocks, bezw. Krebses steht, festgestellt
werden, welche Aufgabe Al-Battini, sich ganz an Ptolemaeus anschliefiend, mit Hilfe der Funda-
mentalformeln fiir das rechtwinklige sphiirische Dreieck liste'), wobei er allerdings die halben Sehnen der
Griechen durch den Sinus der Inder ersetzt. Der zu einem dieser halben Tage gehorige Stundenwinkel s,
findet sich einfach dadurch, daf man im sphiirischen Dreieck Zenit-Pol-Bonne den Kosinussatz:

cos (90°—h) = cos (90°—g) . cos (90°—¢) + sin (90°—q) . sin (90°—) . cos &
d. i sinh = sth g .sine + cosg.cose.coss

anschreibt und nach dem zum Auf- oder Untergang der Sonne (h = 0) gehirigen Stundenwinkel s, auflist,

wodurch man erhilt:
Cog & = — tang ¢ . lang &,

wo ¢, die Ekliptikschiefe, fiir das Wintersolstitium durch —& zu ersetzen ist. Der gefundene Tagbogen
wurde in beiden Fillen in 12 gleiche Teile geteilt; die Zeitdauer, welche die Sonne brauchte, um den Bogen
zwischen 2 aequidistanten Teilpunkten zu durchlaufen, nannte man eine temporire Stunde. Sie war
also im Sommer linger als im Winter. (Vgl. Kapitel I1I). Die temporiire Stunde beherrschte die Astronomie
auch withrend der ganzen arabischen Zeit, erst Abul Hassan gebrauchte neben den frilheren aunch die
gleichen oder Aequinoktialstunden, die einem Stundenwinkel von 15° entsprechen. Zur Bestimmung
der Schattenlinge m fiir die einzelnen Stunden war erst die Kenntnis der Sonnenhéhe h nitig, womit sich

dann sofort ergab
m = q.cotgh

Da aufier der Breite ¢ und der Deklination d (¢) aber durch die temporiire Stunde auch der Stundenwinkel
s gegeben war, so lieB sich h ans dem oben bereits angeschriebenen Kosinussatz berechnen. In dieser Ge-
stalt kannten ihn aber weder Al-Battini, noch spitere arabische Astronomen, vielmehr zerlegten sie

Y Vgl A. von Braunmihl, Vorlesungen iiber Geschichte der Trigonometrie, Leipzig, 1900—1903, 2 Binde, T Bd., pag. 25.
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ein schiefwinkliges sphiirisches Dreieck stets in 2 rechtwinklige; dagegen war ihnen der Sinussatz geliiufig.’)
War L auf diese Weise gefunden, so mufiten die Schattenlingen m = q. cofg i vom Fulipunkt des Gnomons
unter gewissen Winkeln zur Nord-Siidlinie mittels des schon erwiihnten Lineals abgetragen werden. Diese
Winkel sind aber mit den Azimuten der Sonne zu den einzelnen Stunden des Tages identisch. Zu ihrer
Berechnung aus ¢, ¢ und h gibt Al-Battani (ohne Beweis) die Regel:
(r sin (90°—d) _ sinl . sin qp) 2

. o _\ sin ['?JO —:_;} T sin {qﬂ =)

sin (90°—g) =" sin (90°—h)
welche fiir » = 1 und Einfithrung der Kosinusse sofort in den Kosinussatz der sphirischen Trigonometrie
iibergeht. Zur konstruktiven Festlegung der Azimute diente der eingeteilte Kreis. (Fig. 1).

Da also ein und dieselbe Rechenvorschrift oftmals auszufiithen war, so lag der Gedanke, eine Kotan-
gententabelle zu erstellen, sehr nahe. Battini hat auch eine solche besessen; sie 1st im III. Teil
des Opus astronomicum abgedruckt. Auch Ibn Jidnis hatte eine solche Kotangententabelle, allein er
vermied die Rechnung mit Tangenten stets auf das Sorgfiltigste. Ks diirfte vom rein historischen Stand-
punkt aus nicht ohne Interesse sein, hier anzufiihren, wie Battdini, Ibn Jinis und Abul Hassan
jeweils die Sonnenhidhe rechnerisch ermittelten: Der erste der 3 Astronomen, den man oft auch
den Ptolemaeus der Araber nennt, geht aus von der uns schon geliufigen Formel

cos 8y = — tang ¢ . tang d
Nun wird Gokia ¥
sinverss, = 1—coss, = 1+ tangcp tang & P
_ cosq.cosd + sin g . sm I:T 08 (p—d) .=
o cos ¢ . cos d ~ cosgp.cosd ) .
gebildet. Also ist auch A, o
. . sinl . cos (p— e, Kot
sin . sinverss, = — --M o « A
cos g . cos d
. . Forallsl/aes | Wigders
oder sinli.sinverssy _ sinh _
cos (p—d) cos g . cos & Vo=
Beachtet man, daB aus 1 s Vet \
sinh = sind.sing + cosd.cosg.coss Gars! \
os (p —d) —sin
1—rcoss = sinverss — cos (9 — 0}
cos g . cos & L N
= $in verss L i
® T tosg.cosd Fig. 1.
folgt, so kann man weiterhin schreiben
. . sinh . gin h L
SN Vers 8y — §in vers s . Eﬁ-——ﬁ}- = sinvers & | |l — ———————= | = s Vs 8,

sin lﬁo"f(q:-w&)]
woraus dann folgt:

811 vers sy . Sinh
Sin vers 8 = SiN vers gy —— —————

sin [00°—(p-0)]
und dies ist die Regel zur Berechnung von h, wie sie sich bei Battani findet.
Ganz eigenartig ging zur Bestimmung derselben Grifie Ibn Jinis zu Werke,
winkligen Dreieck verbleiben zu kimnen, fithrt er folgende 2 Begriffe ein:

Der Baad ist die Distanz der Sonne oder des Sterns vom Westpunkt des
Horizontes; derInhirafist der Winkel dieserDistanz mit dem ersten Vertikal.

Um ganz im recht-

) Dies folgt ans vielen Stellen arabischer Handschriften; vgl. anch den Nachweis von H. Suter: ,Zur Trigonometrie
der Araber* (Bibl, math. (3) 10, pag. 156—160, 1910), wonach ihn sicherlich schon der Lehrer Al-Bérdnis, nimlich Abi
Nasrben Jraq (4 ca, 1000—1020) gekannt hat.

% Vgl hierzu: Opus astron, Cap. XTI und v. Braunmihl a. a. 0., pag. 33,
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In Fig. 2 ist dureh den Stern oder die Sonne & und den Westpunkt ¢ des Horizonts ein GroBkreis-
bogen gelegt, der in p auf dem Meridian senkrecht steht, ebenso durch das Zenit Z und § ein Hihen-
kreis. Dann hat man die 2 rechtwinkligen Dreiecke 8 p Z und § p P; in diesem ist <" p PS8 =3, < p Z S
= a; Z8=90° —h; p 8§ = 90° —8 Q = 90° —baad, ferner, weil p @ = Q@ Z = 90° ist, < p @ Z = Seite
p Z = inhiraf. Man hat demnach successive

cos (90°—p 8) = sin PS . sing p PS
simpS = cosd.sins

cos Z8 = ginh = cospS.cospZ,
sinh = sinQS.cos<LSQZ,
= gin baad . cos inliraf;
sin baad . sin inhivaf
oS & = . ke

cos i
womit IIéhe und Azimut aus rechtwinkligen Dreiecken bestimmt sind.
Abul Hassan nennt das Produkt cos ¢ .cos d assl'). Es ist ein Bestandteil der Formel
sinl = sind.sin g + cosd.cosg . coss.
Im Meridian (obere Kulmination) ist & = 0, und h = H (Mittagshihe).

Dann hat man sin H = sind.sing + cosd.cos g

Und da fiir den Sechsstundenkreis sin d.sin ¢ = sin Iy ist, so folgt weiter:
sin H = sin g + assl

und endlich sinh = simhg + assl. coss

== gin H—assl + assl. cos s,
welche Formel ebenfalls sehr bemerkenswert ist.

Dall die Araber auch den Kurven, welche das Ende des Schattens eines lotrechten Stiibehens wiihrend
eines Tages anf der Horizontalebene beschreibt, schon selr frithe ihre Aufmerksamkeit zuwandten, ist uns
aus der Einleitung bekannt. Abul Hassan, der auch ein Buch iiber dic Kegelschnitte verfaft
hat, das aber verloren gegangen ist, gibt in seinem schon erwiihnten Hauptwerk sowohl im Text als auch
auf sehr kostbaren Tafeln, eine durchaus richtige Darstellung der Schattenlinien fiir jeden einzelnen Fall.
Es sind bekanntlich Kegelschnitte als Zentralprojektionen der Parallelkreise, welche die Sonne am Himmel
tiiglich durchwandert, auf die Uhrfliche als Projektionsebene und mit der Stabspitze als I'rojektionszentrum.
Wir wollen die Gleichung der Kegelschnittskurve fiir die Horizontalebene hier entwickeln, da sie auch
fernerhin in unseren Untersuchungen eine Rolle spielt: Sei (Fig. 3) & die Stabspitze, welche der Sonnen-
strahl 8 X durchsetzt, so ist F' X der Schlagschatten des Stabes und
X ein Punkt der Schattenkurve, deren Hauptachse die Nord-Siidlinie
ist, weil sich aunf derselben der Scheitel A der Kurve befindet, der-dem
Augenblick der Sonnenkulmination entspricht, die stets im Siidpunkt
statifindet. Die rechtwinklizen Koordinaten von 3, bezogen auf ge-

i

nannte Achse und den Fufipunkt # des Gnomons als Koordinaten- w / o
anfang seien = und % Da die Schattenrichtung vom Azimut der f ¥
Sonne bedingt wird, so ist <f B ¥ ¥ = . Aus dem bei B rechtwink- /"

ligen Dreieck F B X liest man ab:
y = FI.sine,
und aus dem bei F rechtwinkligen Triangel X FS:

Fx = q.cotgh, o ,
wobei h die dem Schattenpunkt 2 entsprechende Sonnenhihe ist. Fig. 3
Damit wird Yy=oq.colgh.sMa ......c..coiciiiitiiiiit ciinen I)

1) assl = Wurzel, Anfang. Solche Termini finden sich bei Abul Hassan sehr hiufig,
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Nach dem Sinussatz hat man im Zemt-Pol-Sonnedreieck:

cosd ., sins

BIM@ == —— . ceeios iiiiieis el 1I)
und nach dem Kosinnssatz:
sinh = sind . sing 4+ cosd.cosq.coss................ ... . Il
Durch Einsetzen des Wertes von sin & aus 1I) in I) wird
o cos d . sins
Y =9 """gnn
und wenn man jetzt noch sin-h durch den Ausdruck IIl) ersetzt:
cos d . 8in s .
Y= T Gnd sing +oosd.eosy.ooss a
Ferner ist
X
ﬁ —= fﬂtg’ L
o - _ cosd.sins.coty a B ,
# =y ecolge =g ‘smd.smg +cosd.cosqp.coss - 1Va)
Der Kotangentensatz auf das besagte Dreieck angewandt, gibt
ootg o = S8 HNe—cosy. tang
sin g
Setzt man diesen Wert von cofg « in IVa) ein, so ergibt sich
2 =g coss.sing.cosd—cosg.sind W

"5in 0. sing + cosd.cosy. 0088

Eliminiert man aus IV) und V) die Variable s, so hat man die fiir jede Zeit des ganzen Tages
giiltige Gleichung in = und y:

y* . sint d—at cos (p—d) . cos (p +d) 2. q.sin2 g—q* . sin (g—d) . sin (p+d) = 0 ..... VI)
Um zu entscheiden, welcher Art der durch V1) definierte Kegelschnitt ist, bedenke man, dafi eine auf-
und untergehende Sonne 2 unendlich lange Schatten, also 2 unendlich ferne Punkte erzeugt, mithin
die Schattenkurve cine Hyperbel ist, dall eine um Mitternacht den Horizont gerade be-
riithrende Sonne einen unendlich fernen Punkt, d. h. eine Parabel erzengt, dafl endlich bei
Mitternachtssonne jeder Schattenpunkt im Endlichen liegt, d. h. die Kurve ein geschlossener
Kegelschnitt wird. Wie aber aus einer einfachen Projektion der Himmelskugel auf die Meridian-
ebene ersichtlich ist,
mufl im ersten Fall ¢ + d§ < 90°
. welten , ¢ + d=90°

und im dritten , g + d= 90° sein.

Und welche Gestalt haben die Verbindungslinien ,aequihoriirer® Punkte der einzelnen Tageskurven?
Wir stehen damit vor der Frage nach der Natur der Stundenlinien. Sie ist fiir gleiche oder
aequinoktiale Stunden sehrleicht zu beantworten, ungeléist noch fiir die tem p o riiren Stunden. Doch
wird Kapitel 1II Aufschlufl iiber diese intercssante Frage geben, soweit eine mathemathische Behandlung
tunlich ist. Hier sei vorliinfig nur erwihnt, dafi die temporiiren Stundenlinien durchaus keine Geraden sind,
wie die Araber irrtiimlich annahmen. Iiir gleiche Stunden jedoch ist der fragliche Ort auf der Sphire
ein Meridian, der von Pol zu Pol zieht. Auf ihm befindet sich die Sonne das ganze Jahr -beim Stunden-
winkel &, gleichviel, welches ihre Deklination sei. Der Durchschnitt eines GroBkreises mit einer Ebene ist
stets eine gerade Linie, und eine solche mufi also der zu erwartende geometrische Ort in der Ebene sein.
Da er fiir das ganze Jahr giiltig ist, so mufl die Gleichung desselben von dsr Sonnendeklination unabhiingig
sein; man findet die fragliche Gleichung also durch Elimination von & aus IV) und V). Dazn dividiert
man in beiden Zihler und Nenner rechter Hand durch cos d, wodurch nur noch fang d vorkommt. Rechunet
man dies aus IV) herauns, so hat man
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tang § — L SME"Y Cog . 0SS
.S

und dieser Ausdruck in V) eingesetzt lifit dieselbe iibergehen in

Y= x. dangs—g.cos g fang ..o i VII),

welches offenbar die Gleichung einer geraden Linie ist. Setzt man fiir & der Reihe nach 0%, 15° 30° usw.,
so erhiilt man der Reihe nach die verschiedenen Stundenlinien, die sich fiir gleiche Stunden in einem
Punkte der X-Achse schueiden. (Projektion des Pols.) Fiir diese ist ¥ = 0; der Schnittpunkt hat also
die Abscisse

@ = q.co8qy ,

ist mithin nicht indentisch mit dem FuBpunkt des Gnomons.

Il. Kapitel.
Der Hﬁﬁr und Halaziin.

Zn ihrem Verstindnis miissen wir noch einmal auf die im 1. Kapitel gelehrte Héhenbestimmung
guriickkommen, wie sie von den einzelnen arabischen Astronomen vorgenommen wurde. Natiirlich hesaf}
auch Abul Hassan ausgedehnte Tabellen, aus denen er die Sonnenhéhen fiir jede Stunde jedes Tages
entnechmen konnte. Aber der Marokkanische Astronom ging noch weiter. Um sich ganz von der Rechnung
freizumachen, — der 2. Band seines astronomischen Werkes handelt ja auschlieBlich von den Konstruktionen
— lehrt er uns ein rein graphisches Verfahren, wie man die Schattenliinge fiiv jeden Tag des Jahres
und zu jeder Stunde des Tages an einem gegebenen Orte mit einem Zirkel abgreifen kinne: Die Konstruktion
des Hafir.") Sie ist die folgende: Man beschreibe einen Kreis, dessen Radins mindestens dem liingsten
Schatten der 5. Nachmittagsstunde zur Zeit der Wintersonnenwende gleichkommt und teile seine Peripherie
in 36 gleiche Teile. Der Kreis selbst stellt die Ekliptik vor, Dann entfallen anf jedes Zeichen des Tier-
kreises 3 Teile. Simtliche Teilpunkte der Peripherie verbinde man mit dem Kreismittelpunkt. Aus den
Kotangententabellen entnehme man alsdann die Liingen der Schatten fiir den wahren Mittag jener Jahres-
tage, welche einer Linge der Somne (in der Ekliptik) von 0°, 10°, 20° 30° . . . 360° entsprechen. kEbenso
entnehme man den Tabellen die Schattenlingen fiir dieselben Jahrestage der ersten, zweiten, dritten, vierten
und fiinften?) Nachmittagsstunde und trage sie auf den entsprechenden Kreisradien ab. Wenn man zum
Schluff die Endpunkte, welche der wahre Mittag, die erste, zweite Stunde usw. auf den 30 Linien, die unter
gleichen Winkeln vom Mittelpunkt des Kreises ausstrahlen, liefern, durch einen stetigen Linienzug verbindet,
so erhiilt man in ihnen die oben genannten Hafirkurven. Ein beliebiger Tag des Jahres definiert dann eine
ganz bestimmte Linge ! der Sonne in der Ekliptik, und ein Strahl, unter diesem Winkel vom Mittelpunkte
an die Peripherie des Kreises gezogen, wird auf den einzelnen Hafirkurven die Schattenlingen eines gegebenen
Gnomons, fir welchen natiirlich der ganze Cadran konstruiert wird, fiir die verschiedenen Stunden des Tages
ininterpolatorischer Weise ausschneiden. Fiir nicht allzugroBe Anspriiche an Genauigkeit ist also
der Nutzen solcher Hifire einleuchtend.

Es diirfte nicht ohne Interesse sein, diese merkwiirdigen Gebilde arabischer Gnomonik, die sich vor
AbulHassan anscheinend nirgends finden, einer Diskussion zu unterwerfen, soweit dies bei der Kompliziert-
heit der mathematischen Ausdriicke, die dabei auftreten, angiingig ist. Der Kreismittelpunkt oder Fupunkt
des Gnomons sei der Koordinatenanfang. Dann ist die Liinge ¢ des Schattens eine Funktion des Ortes der
Sonne in der Ekliptik. Wir nehmen die astronomische Liinge derselben als Polarwinkel; es ist also OV die
X-Achse; sie definiert die Linge Null, und 150°, wiihrend die Y-Achse die Liinge I==90° und 270° aus-

Y Das Wort Hafir bedeatet in buchstiiblichem Sinne: Huf, Klaune (franzis. sabot) und es scheint sich direkt anf
die im allgemeinen ovale Gestalt der Kuorven zu beziehen, um die es sich hier handelt,
?) Abul Hassan denkt alse an temporire Stunden, wo bei der 6. Nachmittagsstunde die Sonne stets unter-

geht. Im deutschen Mittelalter und spiiter, biz gegen 1880, sprach man von ,Judenstunden* oder fihrte sie auch anf baby-
lunisches und griechisches Vorbild zurick,



	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12

