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Vierter Abschnitt.

Netze:

Das Involutions-Netz (Polarsystem) und das Kegelschnitt-Netz.

§. 6. Erkldrung und Construction des Polarsystems.

Die in den §§. 29 und 30 auseinandergesetzten Polar-Eigenschaften
des Kegelschnitts haben eine eigenthiimliche Beziehung von simmt-
lichen Punkten der Ebene zu siimmtlichen Geraden in ihr und eine
paarweise Verkettung der Punkte einer Geraden zu einem Punktsystem,
sowie der Strahlen durch einen Punkt zu einem Strahlsystem ans
Licht gebracht, nimlich: Jeder Punkt in der Ebene eines Kegelschnitts
wird durch denselben in ein bestimmtes Strahlsystem, jede Gerade in
ein bestimmtes Punktsystem verwandelt, dessen Construction aus der
projectivischen Erzeugung des Kegelschnitts hervorgeht. Dreht man
eine Gerade um einen festen Punkt, so veriindert sich das Punktsystem
auf ihr; die zu dem festen Punkt conjugirten Punkte fiir jedes dieser
Punktsysteme liegen auf einer Geraden (Polare des festen Punktes);
nehmen wir auf dieser Geraden verschiedene Punkte und fassen
die ihnen zugehirigen Strahlsysteme auf, so laufen die zu der Ge-
raden in jedem Stralilsystem conjugirten Strahlen durch einen festen
Punkt (Pol der Geraden), der mit dem zuerst angenommenen Punkte zu-
sammentfiillt. Diese Zusammengehorigkeit der Punkte und Geraden einer
Ebene lisst sich nun auch unabhiingig vom Kegelschnitt herstellen
und fithrt zu dem Begriff des Involutions-Netzes oder Polarsystems.

Simmtliche Punkte und Gerade in einer KEbene sollen derartig
mit einander in ein Nelz¥) verflochten werden, dass auf jeder Geraden
die Punkte sich paarweise zu einem bestimmten Punktsystem und zu-
gleich die durch jeden Punkt gehenden Strahlen sich paarweise zu
einem bestimmten Strahlsystem ordnen; je zwel conjugirte Punkte
und Strahlen eines solchen Punkt- und Strahlsystems sollen conju-
* girte Punkte und conjugirte Strahlen des Netzes heissen. Ferner sollen
fiir alle durch einen Punkt B gehende Strahlen diejenigen Punkte,

¥ Wir wollen zur Abktirzung das Wort ,,Netz® statt des lingeren ,Polar-

system* beibehalten, verstehen aber darunter eben nur ein solches Involutionsnets
von Punkten und Strahlen in der Ebene, wie es beschrieben wird.
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welche dem B conjugirt sind, riicksichtlich der auf diesen Strahlen
befindlichen Punktsysteme auf einer und derselben Geraden U liegen
und zugleich alle diejenigen Strahlen, welche dem Strahl 2 conjugirt
sind, in denjenigen Strahlsystemen, deren Mittelpunkte auf 2 liegen,
durch einen und denselben Punkt und zwar durch den vorgenannten
Punkt B gehen. Der Punkt B und die Gerade 2 sollen Pol und
Polare des Netzes heissen. Dass eine solche Verflechtung der Punkte
und Geraden einer Ebene miglich ist, wird die sogleich anzugebende
Construction lehren; zavirderst bemerken wir, dass aus der gegebenen
Erklirung unmittelbar folgt: Jedes einem Pumkie B zugehirige Strahl-
system liegt mit dem seiner Polare A zugehirigen Punktsystem per-
spectivisch; denn seien @ und e« irgend ein Paar conjugirter Punkte
des Punktsystems auf dem Triger 2, und B der Pol desselben (Fig. 87),
Fig, 81. so sind B und a auf dem Strahl Bea, ein
\ Paar conjugirter Punkte, weil gleichzeitig
A die Polare von B ist nach dem Obigen;
)f zweitens sind auch « und @ conjugirte
b Punkte, folglich ist Be die Polare von a
und ebenso Ba die Polare von «; wenn
o %  aber @ der Pol von Be ist, so miissen
Baund Be conjugirte Strahlen sein; denn
alle zu Ba conjugirten Strahlen miissen durch a gehen; also liefert
das beliebig angenommene Paar conjugirter Punkte ae auf dem Triger
A, mit B verbunden, ein Paar conjugirter Strahlen Be und Ba des
Strahlsystems, welches dem Punkte B zugehort, und es liegen daher
Punktsystem und Strahlsystem perspectivisch.

Die drei Punkte aaB sind in der Weise mit einander verkniipft, dass
je zwei von ihnen conjugirte Punkte des Netzes sind, oder jeder der Pol des
Verbindungsstrahles der beiden andern ist; sowie auch das von den Verbin-
dungslinien solcher drei Punkte gebildete Dreiseit die Eigenschaft besitzt,
dass je zwei Seiten conjugirte Strahlen des Netzes sind, oder jede Seite die
Polare des Schnittpunktes der beiden iibrigen ist; solche drei Punkte sollen
ein Tripel conjugirter Punkie und ihre drei Verbindungslinien ein Tripel con-
jugirter Strahlen des Netzes, oder auch Polardreieck und Polardreiseit heissen.
Wir kinnen die vorige Eigenschaft auch umkehren: Sind & und § irgend
zwei conjugirte Strahlen, die sich in B treffen, und sind aunf diesen als Tri-
gern von Punktsystemen die dem Punkte B conjugirten Punkte resp. @ und -
a,s0 ist & der Pol von fund @ der Pol von b, also aaB ein Tripel conjugirter
Punkte und 682 ein Tripel conjugirter Strahlen. Ferner folgt aus dem Obi-
gen: Die Polaren b von simmitlichen Punkten a eincr Geraden 2 laufen durch
einen und denselben Punlt B, den Pol der Geraden U wnd beschreiben ein
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Strahlbiischel, welches mit der von a durchlaufenen Punktreihe projectivisch
ist (weil der Punkt a und der Schnittpunkt « seiner Polare b mit
dem Triiger U das diesem zugehorige Punktsystem bilden), und um-
gekehrt: Die Pole e simmtlicher durch eimen Punkt B gehenden Strahlen
\B liegen auf ciner Geraden U, der Polare des Punktes B, und beschreiben
eine mit dem wvon B beschricbenen Strallbiischel projectivische Pumbkireihe.
Das Polarsystem oder Netz kann auf folgende Art construirt werden:
Wenn zwei eonjugirte Strahlen des Netzes und auf jedem das ihm zu-
gehorige Punktsystem, oder wenn zwei conjugirle Punkte des Netzes und
in jedem das ihm zugehirige Strahlsystem gegeben sind, so ist das Netz
vollstindig bestimmt. Seien U und A, zwei beliebige Gerade, welche
conjugirte Strahlen des Netzes sein sollen, und sei auf jeder derselben
ein Punktsystem durch zwei Paare conjugirter Punkte gegeben, so
wird dem Schnittpunkt B, der Geraden A, in der ersten Geraden
A ein bestimmter Punkt B, und in der zweiten 9, ein bestimmter
Punkt B fiir jedes der beiden Punktsysteme conjugirt sein (Fig. 88);
die Verbindungslinie BB, — %, wird die Polare von B,, und die
Punkte B und B, werden
die Pole von U und A, sein.
Um zu einer beliebigen Ge-
raden 9, den Pol B, zu fin-
den,suchen wir zu den Schnitt-
punkten a und a,, in welchen
A, die Geraden A und A
trifft, die conjugirten Punkte
« und «, auf; dann sind Be
und B,«, die Polaren von
a und @, folglich der Schnitt-
punkt (Be, B,«,) = B, der
gesuchte Pol von 9j; es ist
klar, dass derselbe hierdurch
unzweideutig bestimmt wird, und riickwirts findet man durch dieselbe
Construction zu jedem beliebigen Punkte B, die Polare ;. Diese
Construction zeigt ferner, dass, wenn wir einen veriinderlichen Punkt
B, auf U, bewegen, seine Polare ¥, bestiindig durch B, liuft; denn BB,
und B, B, treffen U und U, in den Punkten b und b, und da jene
zwei perspeectivische Strahlbiischel beschreiben, so sind auch die von
b und b; durchlaufenen Punktreihen projectivisch; die zu b und b, con-
jugirten Punkte g und j,, deren Verbindungslinie die gesuchte Polare -
A, ist, beschreiben also auch zwei projectivische Punktreihen, weil
im Punktsystem b und g, b, und B, projectivische Punktreihen be-

Fig. 88.
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schreiben; die ven # und B, beschriebenen Punktreihen liegen aber
perspectivisch, weil, wenn B, in den Schnittpunkt (2, ,) fillt, &
nach B, und b, nach B gelangt und die zu ihnen conjngirten § und
B, in B, zusammenfallen; die Polare ¥, liuft also durch einen festen
Punkt, und dass dieser B, ist, erhellt unmittelbar; denn gelangt B,
nach a, so ist seine Polare Be, und gelangt B, nach @, so ist seine
Polare B e, also der Schnittpunkt beider, d. h. B, ist der feste
Punkt, durch welchen die veriinderliche Polare 2, liuft. Hs ist zu-
gleich ersichtlich, dass die von B, durchlaufene Punktreihe mit dem
von ¥, beschriebenen Strahlbiischel projectivisch ist, denn jene liegt
perspectivisch mit der Punktreihe b, und diese ist perspectivisch mit
der Punktreihe §; & und f sind aber conjugirte Punkte eines Punkt-
systems, also in sich projectivisch (8. 52);-folglich ist auch die von
B, beschriebene Punktreihe mit dem von 2, beschriebenen Strahl- .
biischel projectivisch, oder wenn wir mit B, den Schnittpunkt der
Polare 9, mit der von B, durchlaufenen Geraden %(; bezeichnen, so
durchlaufen B, und B, auf einander liegende projectivische Punkt-
reihen; es erhellt ferner, dass diese ein Punktsystem erzeugen,
denn die Polare von B, muss, wie wir eben bewiesen haben, durch
den Pol von U, gehen, dieser ist aber B, nach der oben angegebenen
Construction; folglich fallen bei den beiden auf einander liegenden
projectivischen Punktreihen entsprechende gleiche Strecken verkehrt
auf einander; wir haben also ein Punktsystem auf ¥, (S. 49), dessen
conjugirte Punkte B, und B, sind; auf gleiche Weise erhalten wir
ein Strahlsystem in B;, welches mit diesem Punktsystem perspectivisch
liegt. Jede Gerade ; wird also durch die angegebene Construction
in ein Punktsystem, jeder Punkt B, in ein Strahlsystem verwandelt,
und beide Systeme liegen perspectivisch, wenn B, und 2, Pol und
Polare sind; hierdurch werden alle fiir das Netz geforderten Bedingungen
erfillt und die obige Construction leistet in der That dasjenige, was
wir vom Polarsystem forderten. Wir kinnen auch kiirzer sagen: Im
Polarsystem haben allemal eine gerade Punktreihe (Us) wnd das von den
Polaren ihrer Punkte gebildete Strahlbiischel (B,) involutorische Lage;
chenso haben ein belichiges Strahlbiischel (By) und dic von den Polen seiner
Strahlen gebildete gerade Punktreihe (U,) involutorische Lage (Seite 65).

Nur fiir eine einzige Lage der Geraden ; wird die vorige Construction
illusorisch. Wemn ni#mlich ; mit 9, zusammenfillt, also @ nach
B, und @, nach B kommt, mithin &« und ¢, in B, zusammenliegen,
so ergiebt sich zwar B, -als der Pol von 9, aber das Punktsystem
auf 2, und das Strahlsystem in B, werden nicht unmittelbar durch
die obige Construction erhalten, Bedenken wir indessen, dass, wenn
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fiir irgend eine andere Gerade 9, <der Pol B, construirt ist, auch fiir
den Schnittpunkt (2,, ;) die Polare die Verbindungslinie B, B, sein
muss, so sehen wir, wie zu jedem Punkte der Geraden 9, der conju-
girte in dem ihr zugehdrigen Punktsystem construirt werden kann,
also auch wie das ganze Punktsystem anf 2, und das mit ihm per-
spectivische Strahlsystem in B, erhalten wird; hieraus lisst sich fol-
gende Construction ableiten:

Um zu einem beliebigen Punktc a, der Geraden U, den conjugirten
e, zu erhalten, ziche man durch a, wrgend eimen Strahl, welcher in a
wund a, die Trager W und A, trifft; sind e und a; dic conjugirten Punlte
zu a und a, auf diesen, so suche man den Schwitlpunkt von e e, mit A,
und nelme den ihm zugeordneten vierten harmonischen Punkt o, indem
B und B, das andere Paor zugeordneter Punkte bilden; dann ist e, der ge-
suchte conjugirte Punlt zu a,. Diese Construction lehrt zugleich zu
irgend einem durch B, gehenden Strahl ; den Pol B, zu construiren,
welcher auf U, liegen muss; sobald ndmlich das dem Punkte B, zu-
gehorige Strahlsystem ermittelt ist, wird der gesuchte Pol B, der
Schnittpunkt des zu 2; conjugirten Strahls in diesem Strahlsystem
mit der Geéraden 9, sein.

Wir erhalten nach dem Vorigen das einem beliebigen Strahle
des Netzes zugehorige Punktsystem sehr einfach dadorch, dass wir
die den Schnittpunkten (2, ;) =« und (A, A;) = a; conjugirten Punkte
@ und @, aufsuchen und @B, « B, zichen, welche Strahlen ¥, be-
ziechungsweise in a und a, treffen mogen; dann sind @ und a, @ und
a, zwei Paare conjugirter Punkte des gesuchten Punktsystems auf 2,
und Be, B, e, schneiden sich in dem Pole B,; da nun @ und a, e
und a, die Schnittpunkte von zwei Paar Gegenseiten des vollstindigen
Vierecks BB, B, B, sind, so muss jeder durch diese vier Punkte ge-
legte Kegelschnitt die Transversale A, in einem Paar conjugirter
Punkte ihres durch die genannten beiden Paare bestimmten Punkt-
systems treffen, oder umgekehrt irgend ein Paar conjugirter Punkte
auf dem Strahl U; liegt mit den vier Punkten BB, B,B; auf einem
Kegelschnitt. Es sind aber By und irgend ein Paar conjugirter Punlte
B, und B, (auf ;) ein Tripel conjugirter Punkte des Netzes, und die
drei Punkte BB, B, sind auch ein Tripel des Netzes, welches zwar
zur Construction desselben verwendet ist, aber durchaus nichts vor
jedem andern Tripel hinsichtlich der Eigenschaften des Netzes voraus
hat; wir schliessen daher den Satz:

Irgend zwei Tripel- conjugirter Punkte des Netzes liegen allemal auf
einem Kegelschnitt, wnd die Seiten dieser bezden Dreiecke beriilren zu-
gleich einen andem Kegelschnitt.
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Das Letztere ist bekanntlich .eine unmittelbare Folge des Erste-
ren (5. 129); es ergiebt sich aber auch hier aus der Bemerkung,
dass die sechs Seiten dieser beiden Dreiecke die Polaren ihrer Kcken
sind. Denn wir wissen, dass die Polaren einer geraden Punktreihe
ein Strahlbiischel bilden, welches mit jener projectivisch ist, und um-
gekehrt; nehmen wir zwei projectivische gerade Punktreihen, deren
Erzeugniss ein Kegelschnitt ist, so werden die beiden Strahlbiischel
ihrer Polaren auch projectivisch sein, also einen neuen Kegelschnitt
erzeugen; dieser ist der Ort der Pole von den Tangenten des ersteren,
und der Reprocitiit wegen sind seine Tangenten zugleich die Polaren
von den Punkten des ersteren, also:

Von allen Punkten des Netzes, welche auf einem Kegelschnitt liegen,
umbiillen die Polaren einen meuen Kegelschwilt, und die Punkte des letz-
teren sind zugleich die Pole von den Tangenten des ersteren; solche zwel
Kegelschnitte sind (reciproke) Polarfiguren von einander in Bezug auf
das Netz. Ein Kegelschnitt K@, der durch zwei Tripel des Netzes
geht, hat daher zu seiner Polarfigur einen neuen Kegelschnitt &),
welcher von den sechs Seiten der beiden Polardreiecke beriihrt wird.
Ein solcher Kegelschnitt K@ enthéilt unendlich viele Tripel des Wetzes; denn
nehmen wir von irgend einem Punkte p desselben die Polare des
Netzes, so muss sie eine Tangente von &® sein, und schneidet sie
den ersten Kegelschnitt K® in den Punkten s und 6, so muss die
Polare des Punktes s einmal durch p gehen und andererseits eine
Tangente von $® sein, und ebenso muss die Polare von ¢ eine der
beiden von p an den Kegelschnitt £® gelegten Tangenten seinj der
durch das erste Tripel und die beiden Punkte p und s gehende Kegel-
schnitt K@ muss auch den dritten Tripelpunkt zu p und s enthalten,
also ist po die Polare von s und ebenso ps die Polare von g; der
Kegelschnitt £ ist also dem Dreiseit pse einbeschrieben, sowie der
Kegelschnitt K@ diesem Tripel umschrieben ist; diberhaupt schneidet
jede Tangente des Kegelschnitts 8@ den K® in zwer conjugirten Punkten
des Netzes, und jedes Tangentenpaar aus einem Punkte von K® an §@
st ein Pam conjugirter Strahlen des Netzes. Diese Higenschaft gilt
in noch allgemeinerer Weise, indem auf einem beliebigen Kegel-
schnitt in der Ebene eines Netzes im Allgemeinen unendlich-viele
Paare conjugirter Punkte liegen, deren Verbindungsstrahlen einen
andern Kegelschnitt umhiillen, und andererseits untér den Tangenten
eines beliebigen Kegelschnitts in der Ebene eines Netzes unendlich-
viele Paare conjugiiter Strahlen desselben vorkommen, deren Schnitt-
punkte auf einem neuen Kegelschnitt liegen.

Denken wir uns einen beliebigen Kegelschnitt K® in der Ebene
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des Netzes und nehmen irgend einen Punkt B desselben, so wird
die Polare A von B den K® im Allgemeinen in zwei Punkten b und
b treffen von solcher Beschaffenheit, dass sowohl B und & als auch
B und ¥ je ein Paar conjugirter Punkte des Netzes sind, welche auf
dem gegebenen Kegelschnitte K® liegen; veriindern wir B auf dem
Kegelschnitt K®, so erhalten wir unendlich-viele solcher Strahlen-
paare Bb und BY, deren Umhiillungscurve ermittelt werden soll. Zu-
niichst zeigt sich, dass, wenn wir drei solcher Paare (B und A, B,
und 2,, B, und 2, seien Pole und Polaren des Netzes, und U treffe
K® in b und &, %; in b, und b/, A, in b, und b,") beliebig heraus-
nehmen, diese sechs Geraden Bb, BU, B,b,, B,b’, B,b,, B,b, einen
Kegelschnitt umhiillen; das Dreieck B B, B, liegt niimlich nfit dem von den
Polaren A, A, gebildeten Dreieck perspectivisch, wie aus den Polareigen-
schaften des Kegelschnitts (S. 155).bekannt ist und in gleicher Weise fiir
das Netz nachgewiesen werden kann (§. 58), so dass die Schnittpunkte:
(BB, M=« (B,B,¥)—a, (BB,¥L)=—a

auf einer Geraden liegen; nun ist frither bei anderer Gelegenheit (8. 315)
der Satz gefunden worden: ° £

»lst einem Kegelschnitt K® ein Dreieck BB, B, einbeschrieben,
und werden die Seiten desselben B, B,, B, B, BB, von einer beliebigen
Geraden in den Punkten @e;e, getroffen, wird endlich durch jeden
dieser Punkte ein beliebiger Strahl gezogen, der den Kegelschnitt K®
beziehlich in dem Punktpaar b%'; 6, b,"; b,b," trifft, so beriihren die sechs
Strahlen Bb, Bb'; B.b,, B,b'; B,b,, B,b, einen neuen Kegelchnitt.”

Nachdem hierdurch bewiesen ist, dass irgend drei Strahlenpaare
von der beschriebenen Art denselben Kegelschnitt beriihren, denken
wir uns zum Punkte b die Polare des Netzes construirt, welche durch
B gehen muss und ausserdem in ¢ den K@ treffe; nach dem eben
bewiesenen Satze werden dann auch

bB  DB,b, B,b, ) sechs Tangenten eines Kegel-
be Bb' B,b/| schnitts sein, wie vorhin:
b By Bk |

Bk Bt Bubd o)

Diese beiden Kegelschnitte haben aber fiinf Tangenten gemein:
B,b,, B;b/, B,b,, B,b, und Bb, welches identisch ist mit bB; folglich
sind die Kegelschnitte selbst identisch, und alle sieben Geraden:
Bb, BY, be, B/b, Bb/, Byb,, B,b, berithren einen und denselben
Kegelschnitt. Nehmen wir endlich an Stelle des willkiirlich gewiihlten
Paares Byb, und B,b,” irgend ein anderes Paar, so gelteﬁ dieselben
Schliisse, und der vorhin erhaltene Kegelschnitt tritt wieder hervor,

weil er durch die fiinf tibrigen Tangenten schon bestimmt ist; also
Steiner, Vorlesungen II. 2, Aufl. 27
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beriihren alle moglichen Strahlenpaare B,b,, Byb, einen und denselben
Kegelschnitt, d. h.: Simmitliche Geraden Bb, welche je zwei conjugivte
Punlite des Netzes, die auf einem gegebenen Kegelschnitt K@ liegen, ver-
binden, wmhiillen einen andern Kegelschnitt 8. Nehmen wir fiir das
Netz das bekannte Polarsystem in Bezug auf einen Kegelschnitt C®, so
sind Bb harmonisch gelegen zu den Schnittpunkten der Geraden B0 mit
dem Kegelschnitt C®, und der vorige Satz lisst sich so aussprechen:

Sind zwei beliebige Kegelschnitte in der Ebene gegeben, so kinnen
im Allgemeinen unendlich-vicle Gerade von solcher Beschaffenheit gefunden
werden, dass thre zwei Paar Schnittpunkte mit den beiden Kegelschnitten
harmonisch licgen und je zwei Schnittpunkte desselben Kegelschnitts su-
geordnel sind; alle diese Geraden wmbiillen einen und denselben neuen Kegel-
schwitt, welcher insbesondere auch die-acht Tangenten in den vier gemein-
schaftlichen. Punkten der beiden gegebepen Kegelschnitte beriihrt (8. 126).

Die angegebene Construction des Netzes lisst alle wesentlichen
Eigenschaften, welche wir als Polareigenschaften eines Kegelschnitts
kennen gelernt haben, unabhingig von diesemi Kegelschnitt selbst
hervortreten; es moge hier noch eine hiufiger benutzte angefiihrt
werden. Die obige Construction fiir ein beheb1ges Paar von Pol
(B;) und Polare (;) liefert fiir den Schmttpunkt A, Uy) = die
Polare (B,, B,) = X, und das dieser Geraden X zugehorige Punkt-
system wird durch zwei Paare conjugirter Punkte bestimmt, indem den
Punkten B, und B, die Schnittpunkte von X mit %, und ¥, conju-
girt sind (Fig. 88); -zu emem beliebigen Punkt p auf X wird sich
also der conjugirte = folgendermassen finden lassen: Man ziehe pB,
welches ¥, in g treffe, ¢B,, welches BB, in r trefle, und x», welches
durch m gehen muss; denn in dem vollstindigen Viereck Bgrx treffen
zwei Seitenpaare: Bx und g», Br und zg die Transversale B, B, in
zwel Paaren conjugirter Punkte des obigen Punktsystems; folglich trifft
auch-das dritte Seitenpaar Bg und rz dieselbe in einem Paar conju-
girter Punkte desselben Punktsystems; es ist daher rz die Polare von
p, weil sie durch z, den Pol von X, und den conjugirten Punkt =
geht; hieraus folgt, dass auch p und » conjugirte Punkte des Netzes
sind. Nun sind aber die Punkte p und » so auszudriicken:

(B‘I; Bz-Bs) =D (Bﬂ% BBS) )

und da B auf der Polare von B,, ¢ auf der Polare von B; liegt, so
sind B und B,, ebenso wie g und B, zwei Paare conjugirter Punkte
des Netzes; diese beiden Paare conjugirter Punkte sind iibrigens ganz
unabhiingig von einander, und jede zwei anderen Paare konnen will-
kiirlich an ihre Stelle gesetzt werden, daher schliessen wir den Satz:
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Hat man irgend zwei Paare conjugirter Pumkte des Nelzes a und

e, b und B, so bilden allemal dic Schnittpunkte:

(ab, af) =c  (ap, ab) =7
ein drittes Paar conjugirter Punkte, und diese drei Paare sind die sechs
Ecken eines vollstandigen Vierseits. (Hesse's Satz.)

Die der auseinandergesetzten 'Construction des Netzes gleich-
laufende, welche von zwei beliebigen Strahlsystemen, deren Mittel-
punkte B und B, als conjugirte Punkte angenommen werden, aus-
geht, bedarf keiner niheren Auseinandersetzung.

Anmerkung. Wir machen noch auf eine Betrachtung aunfmerksam,
welche zwar nicht in den systematischen Gang unserer Untersuchung
passt, weil sie das Operationsfeld der Ebene verlisst und auf die
Kugeloberfliche iibergeht, aber besonders geeignet erscheint, das
Wesen des Netzes an einem sehr einfachen Falle anschauen und aus
diesem aunf die Eigenschaften des ebenen Netzes schliessen zu lassen.
Wir nennen. auf der Kugelfliche je zwei solche Punkte conjugirt,
welche einen Abstand von 90° von einander haben; zu einem beliebigen
Punkte z der Kugelfliche gehéren also unendlich-viele conjugirte, die
auf einem grossten Kreise X, dem Aequator zu dem Pole x, liegen;
auf diesem grossten Kreise bilden sodann solche Punktpaare, die um
90° von einander abstehen, ein (elliptisches) Punktsystem; ein Tripel
conjugirter Punkte bilden solche drei, welche die Ecken eines Kugel-
octanten sind; je zwel grisste Kreise, deren Ebenen rechtwinklig zu
einander stehen, heissen conjugirt; zu einem grissten Kreise giebl es
daher, unendlich-viele conjugirte, welche alle durch dieselben beiden
diametral gegeniiber liegenden Punkte der Kugelfliche (Pole) hindurch-
gehen; alle Paare rechtwinkliger Ebenen, die durch denselben Durch-
messergehen, bilden eininvolutorisches Ebenensystem und ihre Schnitte mit
der Kugelfliiche ein Strahlsystem grésster Kreise; ein Tripel conjugirter
Strahlen begrenzt einen Octanten der Kugelfliche; zu einem Pol z ge-
hort eine bestimmte Polare X, der zugehorige Aequator, zu diesem
aber Pol und Gegenpol, die Endpunkte des auf der Ebene des Aequators
senkrechten Kugeldurchmessers. Projiciren wir vom Mittelpunkte der
Kugel das Netz der Kugelfiiche auf eine beliebige Ebene, so erhalten
wir ein Involutions-Netz (besonderer Art); Pol und Polare werden be-
stimmt durch einen Durchmesser und die darauf senkrechte Diametral-
ebene der Kugel, und hieraus finden die Eigenschaften des Involutions-
Netzes unmittelbar ihre Bestiitigung. Nehmen wir inshesondere fiir die
Projectionsebene die unendlich-entfernte Ebene (E_), so erhalten wir ein
Polarsystem von besonderer Wichtigkeit: das unendlich-entfernte circulare
Polarsystem; jeder Strahl im Raume und die darauf senkrechte Ebene

g
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. schneiden E_ in einem Punkt und einer Geraden, einem Paar von Pol
und Polare dieses besonderen circularen Polarsystems. Je drei un-
endlich-entfernte Punkte, die in drei zu einander rechtwinkligen Rich-
tungen liegen, bilden ein Tripel conjugirter Punkte desselben; seine
Kerncurve (§ 57) ist der imaginire unendlich-entfernte Kreis, durch
welchen alle Kugeln des Raumes gehen.

§. 57. Der Kern-Kegelschnitt; hyperbolisches und elliptisches Netz.

Es ist von besonderem Interesse, vermittelst der im vorigen Para-
graphen angegebenen Construction des Netzes soleche Punkte in der
Ebene desselben, deren Polaren durch sie selbst gehen, oder solche
Strahlen, deren Pole auf ihnen selbst liegen, sowie den Ort dieser
und jener zu ermitteln. Wir treffen jeden Punkt der Ebene, indem
wir eine doppelte Bewegung ausfithren, einmal auf einer beliebigen
Geraden & einen verinderlichen Punkt bewegen und dann diese Ge-
rade um einen beliebigen in ihr festgehaltenen Punkt herumdrehen.
Wenn nun der Punkt B auf der Geraden ® sich bewegt, so beschreibt
seine Polare  ein Strahlbiischel, welches im veriinderlichen Punkte
B die Gerade & trifftt. Die Punkte B und B bilden ein Punktsystem,
und wenn dasselbe hyperbolisch ist, so sind seine Asymptotenpunlkte
von der verlangten Beschaffenheit, dass ihre Polaren durch sie selbst
hindurchgehen. Ist ein solcher Asymptotenpunkt s gefunden, so wird
fir jede durch ihn gehende Gerade hinsichtlich desjenigen Punkt-
systems auf ihr, welches dem Netze zugehort, dieser Punkt s allemal
ein Asymptotenpunkt sein, und indem wir die Gerade & um_ den
Punkt s drehen, haben wir nur den Ort des andern Asymptotenpunktes
aufzusuchen, um simmtliche Punkte in der Ebene des Netzes zu er-
halten, deren Polaren durch sie hindurchgehen.

Seien s und ¢ die beiden Asymptotenpunkte auf der zuerst ange-
nommenen Geraden & (Fig.89); sei p ein beliebiger Punkt derselben, und
treffe seine Polare € die Gerade ® in ¢, dann sind p und g conjugirte
Punkte des Netzes, liegen also harmonisch zu den Asymptotenpunkten
s und ¢; ziehen wir eine beliebige andere Gerade durch s, welche in
a der & begegnen mag, und sei pe die Polare von @, d. h. & der
conjugirte Punkt zu @ in dem der Geraden £ zugehorigen Punkt-
system des Netzes, so wird der Schnittpunkt von sa und pe der con-
jugirte Punkt zu @ in dem auf sa befindlichen Punktsystem sein; also
der vierte harmonische, dem s zugeordnete Punkt 2 muss der andere
Asymptotenpunkt dieses Punktsystems sein, von dem s einer ist; um
den vierten harmonischen Punkt # zu finden, hrauchen wir nur at zu
ziehen; denn da pgst harmonisch liegen und se von «p und eg in
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einem Paar zugeordneter Punkte getroffen wird, s aber der Schnitt-
punkt von pg und sa ist, so wird der vierte harmonische, dem s zu-
geordnete Punkt der Schnittpunkt (sa, fe) sein; drehen wir jetzt den
Strahl s¢ um den festen Punkt s, so ergiebt sich leicht der Ort des

Fig. 89,

e S AEPEE A, —

o AT

Punktes ; denn ¢ und « sind conjugirte Punkte des auf € befind-
lichen Punktsystems im Netze, beschreiben also zwei auf einander
liegende projectivische Punktreihen, sa und #e hbeschreiben mithin
zwei projectivische Strahlbiischel, und der Ort des Punktes z = (sa, {e)
ist daher ein Kegelschnitt K.

Die Tangenten dieses Kegelschnitts in den Punkten s und # er-
halten wir, indem wir in den beiden ihn erzeugenden projectivischen
Strahlbiischeln diejenigen Strahlen aufsuchen, welche den in der Ver-
bindungslinie der Mittelpunkte s# zusammenliegenden Stralilen ent-
sprechen; wir suchen also den Punkt » in £ auf, welcher dem ¢ con-
jugirt ist, oder den Pol von pq im Netze, dann sind rs und r¢ die
Tangenten des Kegelschnitts K®; dies sind offenbar die Polaren der
Punkte s und ¢ in dem Netze, welche durch s und ¢ selbst hindurch-
gehen miissen; folglich ist pgr ein Tripel conjugirter Punkte nicht
nur fiir das Netz, sondern auch fiir den Kegelschnitt K®; auch ist
pe die Polare von a und pa die Polare von a fiir den Kegelschnitt
K®, wie fiir das Netz; hieraus folgt, dass, wenn wir den Schnitt-
punkt (sr, pe) mit = verbinden, diese Verbindungslinie die Tangente
im Punkte 2 fiir den Kegelschnitt K'® sein muss, auf “derselben Linie
also auch der Schnittpunkt (¢r, pa) liegen muss; der Punkt (sr, pe)
hat im Netze zu seiner Polare sa, und der Punkt (¢, pe) hat im Netze zu
seiner Polare e, und da sich sa und fe in z treffen, so ist die Verbindungs-
linie der Schnittpunkte (s#, pe) und (¢r, pa) die Polare des Punktes z im
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Netze, welche nothwendig durch & selbst hindurchgehen muss und, wie
wir eben gesehen haben, die Tangente in # am Kegelschnitt K@ ist.
Hieraus ersehen wir, dass fiir simmtliche Punkte z des gefundenen Kegel-
schnitts K® die Polare im Netze allemal ‘die Tangente dieses Punktes
2 an K@ ist, und hiernach kénnen wir folgendes Resultat aussprechen:

Der Ort solcher Punkte des Netzes, deren Polaren durch sie selbst
gehen, ist im Allgemeinen ein bestimmier Kegelschwitt, und alle solche
Strahlen in der Ebene des Nefzes, deren Pole auf ihnen selbst liegen,
umiiillen. denselben Kegelschnitt, indem ein Punlkt und die zugehirige
Tangente dieses Kegelschnitts Pol und Polare des Netzes von der verlangten
Art sind. Dieser Kegelschnitt enthalt die Asymptotenpunkte aller Punlkt-
systeme, welche auf simmtlichen Geraden in der Ebene des Netzes vor-
kommen, und die Tangenten dieses Kegelschnitts sind zugleich die Asymptoten
simmitlicher Strahlsysteme des Netzes. Er heisst der Kern des Netzes,
und letzteres ist nichts anderes, als das gesammte Polarsystem fiir den Kern-
Kegelschwitt, d. h. Pol und Polare des Kegelschnitts sind allemal Pol und
Polare fiir das Netz.

Die vorige Untersuchung ging von der Voraussetzung aus, dass
das auf der willkiirlich angenommenen Geraden & befindliche Punkt-
system ein hyperbolisches sei mit den Asymptotenpunkten s und ¢;
wenn dies Punktsystem aber elliptisch ist, so fillt die Untersuchung,
welche sich wesentlich auf die Realitiit der Asymptotenpunkte stiitzte;
wir werden also, um den Kernkegelschnitt zu finden, iiberhaupt eine
solche Gerade & in der Ebene aufzusuchen haben, deren Punktsystem
im Netze ein hyperbolisches ist; wenn nur eine solche existirt, so
giebt es unendlich viele, und der Ort ihrer Asymptotenpunkte ist der
Kernkegelschnitt, welcher auf die angegebene Art construirt werden
kann. Ob es aber immer eine solche Gerade geben muss, oder ob
unter Umstinden ‘gar kein hyperbolisches Punktsystem im Netze vor-
kommt, werden wir aus den zur Construction des Netzes erforderlichen
Daten erkennen kénnen (8. 413).

Sind die auf den Trigern A und A, welche conjugirte Strahlen
des Netzes sein sollen, angenommenen Punktsysteme beide hyper-
bolisch oder auch nur eines von ihnen, so hat nach dem Vorigen das
Netz einen reellen Kern; wenn dagegen beide gegebenen Punktsysteme
elliptisch sind, so ist die Frage zu entscheiden, ob sonst in dem
Netze hyperbolische Punktsysteme vorkommen, oder nicht. Sei der
Construction des Netzes gemiss B, der Schnittpunkt der beiden Triger
AA,, und seien die beiden ihm conjugirten Punkte in den gegebenen
Punktsystemen: B auf 2, und B, auf U, also (BB,) = U, die Polare
von B,, so wird, wenn diec gegebenen heiden Punktsysteme elliptisch
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sind, auch das dem Strahle ¥, zugehorige Punktsystem des Netzes
elliptisch sein. Um dasselbe zu bestimmen, nehmen wir auf % eimen be-
liebigen Punkt @ zwischen B, B, und auf %, einen beliebigen Punkt
a, zwischen B, B, so dass die Verbindungslinie aa, also nothwendig
in einem Punkte a, ausserhalb BB, den Strahl 2, trifft (Fig. 90);
die conjugirten Punkte « und ¢, zu @ und @, auf den Trigern A, der
beiden gegebenen Punktsysteme miissen, da diese elliptisch sind, ausser-
halb B,B, und ausserhalb B, liegen; ihre Verbindungslinie muss
also auch die dritte Dreiecksseite BB, in einem Punkte ausserhalb
BB, treffen, und der vierte harmo-

Fig. 90.
nische, welcher o, ist, liegt daher
zwischen B und -B,; da nun BB,, /By
ein Paar conjugirter Punkte, ge- . i
) . ; A I8
trennt wird durch a,e,, ein zweites <
Paar conjugirter Punkte des auf 9, . /K
befindlichen Punktsystems, so ist das ™~ aA
B1 "E\‘ i

\
letztere elliptisch; in gleicher Weise o
wiirden wir gesehen haben, dass, €A %
wenn beide gegebenen Punktsysteme :
auf A und A, hyperbolisch sind, das

dritte Punktsystem auf 9, elliptisch “sein muss, wenn dagegen eines
von beiden gegebenen Punktsystemen auf 2 oder A, hyperbolisch,
das andere elliptisch ist, alsdann das dritte auf 2, hyperbolisch sein
muss. Wir schliessen hieraus:

Von den drei auf einem Tripel conjugirter Strahlen des Netzes be-
findlichen Punltsystemen miissen entweder olle drei elliptisch, oder eines
elliptisch und die beiden andern hyperbolisch sein; und daher auch: Von
den drei einem Tripel conjugirter Pumlte zugehiorigen Strahisystemen
miissen entweder alle drei elliptisch, oder eines elliptisch und die beiden
andern hyperbolisch sein.

In dem zu untersuchenden Falle, wo alle drei den Tripel-
strahlen 2 A, zugehvrigen Punktsysteme elliptisch sind, zeigt sich
nun, dass auf jeder Geraden in der Ebene des Netzes das ihr
zugehirige Punktsystem elliptisch sein muss, also fiberhaupt kein
reeller Punkt des Kernkegelschnitts existirt. Wir konnen von dem
Tripeldreieck B, B, B, dessen drei Seiten die drei elliptischen Punkt-
systeme enthalten, irgend zwei der letzteren mit ihren Punktsystemen
als zur Construction des Netzes gegeben ansehen; irgend eine Gerade
%, in der Ebene kann alsdann nur zwei wesentlich verschiedene Lagen
zu deni Dreieck B, B, B haben; nimlich 1) sie schneidet zwei Dreiecks-
seiten zwischen den Eckpunkten, die dritte in der Verlingerung, oder |
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2) sie schneidet alle drei Seiten in ihren Verlingerungen. Untersuchen
wir zunichst den ersten Fall und nehmen an, %, treffe B,B, in a
und B,B in a, zwischen den Eckpunkten des Dreiecks (Fig. 91); das
Punktsystem des Netzes auf ¥, wird dadurch bestimmt, dass wir zu
@ und @, die conjugirten Punkte & und @, nehmen und die Schnitt-
punkte der Verbindungslinien «B mit %, (den Punkt a) und e« B,
mit ¥, (den Punkt a,) aufsuchen; die beiden Paare a, a und a,, a,
sind conjugirte Punkte des Punktsystems auf ;. Da nun « noth-
wendig ausserhalb der Strecke B, B, liegen muss, weil das auf %
gegebene Punktsystem elliptisch ist, so kann Ba die Gerade 2; nur
in der endlichen Strecke zwischen @, und a, treffen (a, ist der
Schnittpunkt von 9, und %), und da ebenso «, ausserhalb B, B

Fig. 91,

liegt, so kann B, e, die Gerade U, nur ausserhalb' der Strecke aa,
treffen; das Stiick zwischen a@a, bleibt beidemal verschont, und die
Punkte aa,ae, liegen so, dass das eine Paar conjugirter Punkte
aa durch das andere @, getrennt wird; das Punktsystem auf 2, ist
also elliptisch. Dasselbe Raisonnement bleibt bestehen, wenn 2, eine
solche Lage hat, dass sie zwei andere Seiten des Tripeldreiecks B, B, B
zwischen den Ecken und die dritte in der Verlingerung trifft. Im
zweiten Falle, wenn die Punkte o und @, ausserhalb B, B, und
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B,B liegen, miissen o und ¢, zwischen B, B, und B,B liegen; der
Strahl Be kann also 2; nur ausserhalb der Strecke a,a, treffen
und B,e, nur innerhalb der Strecke a,a; der Theil aa, bleibt also
wiederum verschont, und die Schnittpunkte a und a, liegen, wie
frither; so, dass das eine Paar conjugirter Punkte @a durch das andere
Paar a,a, getrennt wird; das Punktsystem auf 9, ist also wieder
elliptisch; da aber die Gerade ,, wie sie auch in der Ebene liegen
mag, nothwendig eine der beiden untersuchten Lagen haben muss, so
folgt, dass alle Punktsysteme, die im Netze vorkommen, elliptisch
sind und also auch alle Strahlsysteme. :

Wir unterscheiden hiernach zwei wesentlich verschiedene Arten
des Netzes:

a) Das elliptische Netz enthiilt nur elliptische Punktsysteme auf
allen Geraden und daher auch nur elliptische Strahlsysteme in allen
Punkten der Ebene (da jedes Strahlsystem mit dem ihm zugehdrigen
Punktsystem auf der Polare perspectivisch liegt, daher gleichartig ist).

b) Das hyperbolische Netz enthilt theils elliptische, theils hyper-
bolische Punktsysteme und ebenso Strahlsysteme; bei einem Tripel
conjugirter Strahlen und Punkte sind immer zwei Systeme hyper-
bolisch und das dritte elliptisch; die Asymptotenpunkte aller Punkt-
systeme liegen auf dem Kernkegelschnitt, und die Asymptoten aller
Strahlsysteme berithren denselben Kernkegelschnitt; das Netz ist das
bekannte Polarsystem fiir diesen Kegelschnitt.

_Ein Punktsystem hat, wenn es hyperbolisch ist, zwei reelle
Asymptotenpunkte, welche dasselbe vollkommen bestimmen, und um-
gekehrt zwei reelle Punkte einer Geraden, als die Asymptotenpunkte -
eines hyperbolischen Punktsystems aufgefasst, werden durch dieses
Punktsystem vertreten; wenn dagegen das Punktsystem elliptisch ist,
hat es keine reellen Asymptotenpunkte und ist nichtsdestoweniger ein
vollig reelles, in ganz gleicher Weise construirbares Gebilde, von
dem wir der Uebereinstimmung wegen sagen, dass es zwei imaginiire
Asymptotenpunkte hat; durch das elliptische Punktsystem wird also
ein imaginidres Punktpaar vertreten. Analogerweise haben wir in
dem Involutionsnetz ein vollig reelles, immer in derselben Art con-
struirbares Gebilde, welches, wenn es hyperbolisch ist, einen reellen
Kegelschnitt, seinen Kern, vertritt, und von dem wir wiederum der
Uebereinstimmung wegen, wenn es elliptisch ist, sagen, es habe einen
imaginiren Kern, so dass das elliptische Netz einen imagindren Kegel-
schwitt vertritt. Wir verstehen hiernach unter einem imaginiiren Kegel-
schnitt den Kern eines elliptischen Netzes und operiren mit dem Netze,
dessen wesentliche Eigenschaften bestehen bleiben unabhiingig davon,
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ob der Kern reell oder imaginir ist. Hs ist ersichtlich, dass es fiir
die synthetische Behandlung geometrischer Probleme von grosser Be-
deutung ist, ein vollig reelles Gebilde zu besitzen, welches an Stelle
eines imaginiiren Kegelschnitts zu setzen ist.

Nehmen wir zur Bestimmung eines Netzes zwei hyperbolische
Punktsysteme auf den Trigern A%;, die conjugirte Strahlen des
Netzes sein sollen, und sei dem Schnittpunkt z der Triiger auf dem
ersten der Punkt y, auf dem andern der Punkt z conjugirt; seien
ferner die Asymptotenpunkte des ersten Punktsystems ae, die des
zweiten bf, so kann man zwel neue Punktsysteme aus denselben
Punkten bilden, die elliptisch sind, indem man einmal z und ¥, @ und
«, das andere Mal 2z und #, b und f als Paare conjugirter Punkte
anffasst, die jedesmal ein elliptisches Punktsystem erzeugen, weil sie
harmonisch gelegen sind. Dadurch hat man auf jedem der Triiger
zwei Punktsysteme, ein hyperbolisches und ein elliptisches, und indem
man zwei auf verschiedenen Trigern befindliche zur Bildung eines
Netzes verwendet, was auf vier Arten geschehen kann, erhiilt man
vier verschiedene Netze, die in eigenthiimlicher Verbindung mit einander
stehen; ihre Kernkegelschnitte sind nimlich vier harmonisch-zugeordnete
Kegelschnitte (§. 55), von demen drei reell, der vierte imaginir ist.
Wenn wir demgemiiss die Punktsysteme auf den beiden Trigern durch
(k) (e) (hy) (e,) bezeichnen und die vier Verbindungen:

WOy, Be), ©O0), ©@)
auf den conjugirten Trigern AW, zur Erzeugung der Netze verwenden,
so werden die drei ersten Netze hyperbolisch, das letzte elliptisch.

Die Richtigkeit der obigen Behauptung folgt unmittelbar aus der
Construction der vier Mittelpunkte dieser Netze; denn da zyz ein ge-
meinschaftliches Tripel fiir alle ist, so sind sie vollkommen bestimmt,
sobald man noch den Mittelpunkt kennt; seien w und g, die Mittel-
punkte von (%) und (hy), so ergiebt sich (nach 8. 59), dass der Mittel-
punkt v des Systems (¢) der vierte harmonische zu zyg, dem u zu-
geordnete und ebenso der Mittelpunkt », des Systems (e¢,) der vierte
harmonische zu zzp,, dem w, zugeordnete Punkt ist; folglich haben wir:

(rp, yu,) =M (2w, yv,) =W

(v, yu) =D (av, yr,) — D"
als Mittelpunkte dieser vier Netze. Dies ist aber nach 8. 389 (Fig. 85)
genau die Lage der vier Mittelpunkte von vier harmonisch-zugeord-.
neten Kegelschnitten, welche das Tripel xyz gemeinschaftlich haben.

Wir miissen jetzt noch einige besondere Fiille erwéihnen: Beim hyper-
bolischen Netz wird die doppelt-unendliche Schaar von Geraden in der
Ebene, welche theils elliptische, theils hyperbolische Punktsysteme
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enthalten, in diese beiden Gattungen getrennt durch eine einfach-
unendliche Reihe von solchen Geraden, welche parabolische Punkt-
systeme enthalten; wir haben ein parabolisches Punktsystem einen
solchen besonderen Fall des hyperbolischen genannt, bei welchem die
beiden Asymptotenpunkte zusammenfallen; es hat die Eigenthiimlich-
keit, dass zu diesem Doppelpunkte jeder beliebige andere Punkt der
Geraden als conjugirter und wiederum zu jedem beliebigen Punkt der
Geraden der Doppelpunkt als conjugirter anzusehen ist; fiir alle die-
jenigen Geraden, welche Tangenten des Kernkegelschnitts sind, ist also
das zugehorige Punktsystem ein parabolisches, und sie bilden die ge-
nannte Grenze. Andererseits giebt es unter den doppelt unendlich-
vielen Punkten der Ebene, deren Strahlsysteme theils elliptisch, theils
hyperbolisch sind, eine einfach-unendliche Reihe solcher Punkte, deren
Strahlsysteme parabolisch werden; dies sind die Punkte des Kernkegel-
schnitts, und sie bilden die Grenze zwischen dem einen und dem
andern Gebiet; in jeder Tangente des Kegelschnitts, welche ein para-
bolisches Punktsystem des Netzes enthilt, ist der Beriihrungspunkt
der Doppelpunkt des Systems, und fir jeden Punkt des Kernkegel-
schnitts, welcher ein parabolisches Strahlsystem enthilt, ist die Tangente
der Doppelstrahl desselben. .

In besonderer Weise vereinfacht sich das hyperbolische Netz,
wenn wir von den beiden erzeugenden Punktsystemen eines parabolisch
annehmen; sei das Punktsystem auf 9 parabolisth, so ist B, der
Doppelpunkt desselben (Fig. 92), weil er zu jedem beliebigen Punkte
der conjugirte ist, mithin auch zu B,,

dem Schnittpunkte (U, 2A;); die Polare Fig. 92,

A, von B,, welche B, B verbindet, wird \ /1;

alsdann nach der Construction des Netzes /"-\ &
4

ein Punktsystem enthalten, welches eben- \\ foe N
falls parabolisch ist und seinen Doppel- v / ,»/"‘f\
punkt in B, hat; um den Kern eines //}}1\ _3\
solchen besonderen Netzes zu finden, flt/ \\\ \
kommt es darauf an, zu wissen, ob das i
zweite auf 9, gegebene Punktsystem \\ \
i

e __m.z

hyperbolisch oder elliptisch ist; wenn
es hyperbolisch ist mit den Asymptoten- \
punkten s und £, so zeigt die friihere X
Construction des Kernkegelschnitts, dass ™
derselbe in das Linienpaar B;s und :
Bt zerfillt; von jeder beliebigen Geraden in der Ebene wird der
Pol der feste Punkt B, und von jedem beliebigen Punkte in der Ebene
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geht die Polare durch B,; das Strahlsystem, welches in B, seinen
Mittelpunkt hat und mit dem auf A, gegebenen Punktsystem per-
spectivisch liegt, schneidet daher simmtliche Geraden in der Ebene
in denjenigen Punktsystemen, welche ihnen im Netze zugehoren;
wenn dagegen zweiténs das auf U, gegebene Punktsystem elliptisch
ist, so reducirt sich der Kernkegelschnitt auf den einzigen Punkt B,;
alle Punktsysteme sind elliptisch mit Ausnahme derjenigen, welche
auf den durch B, laufenden Strahlen liegen, und diese sind siimmtlich
parabolisch; wir konnen auch sagen, dass sich in diesem Falle der
Kernkegelschnitt auf ein imaginires Linienpaar reducirt, dessen reeller
‘Doppelpunkt B, ist, indem dieses Linienpaar von den imaginiiren
Asymptoten des in B, befindlichen elliptischen Strahlsystems gebildet
wird. In dem Falle, wo der Kernkegelschnitt des Netzes sich auf ein
reelles Linienpaar oder einen Punkt (Schnittpunkt eines imaginiiren Linien-
paares) reducirt, heisst das Netz ein parabolisches. Das parabolische Netz
besteht also eigentlich aus nichts anderem, als einem gew6hnlichen ebenen
Strahlsystem.

‘Werden beide erzeugenden Punktsysteme parabolisch angenommen
mit den Doppelpunkten B, B, so zieht sich der Kernkegelschnitt anstatt
auf ein Linienpaar auf eine einzige doppelt zu zihlende Gerade B B, .
zusammen; nehmen wir an, dass von den beiden erzeugenden Punkt-
systemen eines parabolisch mit dem Doppelpunkt B;, das andere hyper-
bolisch sei und einen Asymptotenpunkt in B, habe, dieser also der
Schnittpunkt der beiden Triger wird, so ist das Netz unbestimmt
und verlangt zu seiner volligen Bestimmung noch ein weiteres Datum.
Gehen wir von der Bestimmung des Netzes durch zwei Strahlsysteme
aus, deren Mittelpunkte zugeordnete Punkte sein sollen, so ergeben
sich analoge besondere Fiille, wenn wir eines derselben parabolisch
wiihlen. Der Kernkegelschnitt reducirt sich auf ein reelles oder imagi-
niires Punktpaar, dessen Triger immer reell ist, oder wenn beide
Strahlsysteme parabolisch sind, auf einen einzigen doppelt zu zithlenden
Punkt. Wir kehren nach' diesen besonderen Fillen wieder zu dem all-
gemeinen Involutionsnetz zurtick.

§. 58. Verschiedene Bestimmungs-Arten des Netzes.

Wenn wir als bestimmende Elemente des Netzes annehmen: 1) ein
Paar conjugirter Punkte oder Strahlen, 2) ein Punktsystem, welches
zwel Paare conjugirter Punkte vertritt, oder ein Strahlsystem, 3) ein
Paar von Pol und Polare, welches ebenfalls zwei Paare conjugirter Punkte
oder Strahlen vertritt, endlich 4) ein Tripel conjugirter Punkte oder
Strahlen, welches drei Paare conjugirter Punkte oder Strahlen ver-
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tritt, so lassen sich diese Elemente in mannigfacher Weise zur Be-
stimmung des Netzes zusammenstellen; von diesen Bestimmungsarten
wollen wir einige hier anfilhren, und zwar nur solche, die das Netz
eindeutig bestimmen.

Die auf S. 413 zur Construction des Netzes angenommenen Be-
stimmungsstiicke waren: - g

1) zwei conjugirte Strahlen des Nelzes (U und A,) und auf jedem
das Punlitsystem, welches dem Netze zugehiren soll, oder auch zwei con-
jugirte Punkte und in jedem das zugehdrige Strahlsystem des Netzes.
Hieraus ergiebt sich sofort eine zweite Bestimmungsart durch

2) ein Tripel conjugirter Punkte BB, B, des Netzes und eine be-
licbige Gerade W, mit dem ihr zugehirigen Punktsystem; denn die drei
Verbindungslinien (B, B,) =¥, (B, B) = U, (BB,) = U, mdgen die
Gerade 2, beziehlich in den Punkten aa, a, treffen; seien die drei con-
jugirten Punkte zu diesen in dem auf 2, gegebenen Punktsystem
aeyay, so treffen sich aB, ¢, B, ,B, in einem Punkte B;, dem Pol
von ;, und zugleich treffen sie AW, U, in solchen Punkten aaq,a,,
welche auf diesen drei Geraden conjugirt sind den Punkten aa,a,; da
nun je zwel Tripelpunkte ausserdem ein zweites Paar conjugirter
Punkte sind, so kennen wir die Punktsysteme auf zwei conjugirten
Strahlen des Netzes, also nach 1) das ganze Netz. In analoger Weise
ist das Netz bestimmt durch ein Tripel conjugirter Strahlen und ein
beliebiges Strahlsystem B;, welches dem Netze zugehoren soll. Ferner
ergiebt sich, dass es auch bestimmt wird durch

3) ein Tripel conjugirter Punkie BB, B, und ein beliebiges Paar von
Pol und Polare: B, und U;; denn mdge ; die beiden Verbindungs-
linien B, 5, wnd B,B in ¢ und @, treffen, und seien die Schnittpunkte
(BB,, ByB)) =ea, (B,B;, B,B)=«,, so sind ¢ und «, sowie q,
und «, conjugirte Punkte des Netzes, und da auch zwei Tripelpunkte
immer conjugirt sind, so kennen wir die Punktsysteme auf zwei con-
jugirten Strahlen des Netzes, mithin nach 1) das ganze Netz. Um-
stindlicher wird die Bestimmung des Netzes durch

4) ein Tripel conjugirter Punkte BB, B, und zwei beliebige Paare
p und m, p, und w,, welche conjugirte Punlkie sein sollen. Hier kionnen
wir so verfahren, dass wir durch = eine beliebige Gerade ziehen, die-
selbe als Polare von p auffassen, wodurch dann nach 3) das Netz be-
stimmt ist, und fiir das so bestimmte Netz die Polare zu p, con-
struiren; veriindern wir dann die durch = angenommene Gerade, so
veriindert sich auch die zuletzt construirte Polare; sobald es vor-
kommt, dass sie durch den gegebeénen Punki =, geht, ist das Netz
den gegebenen Bedingungen gemiiss bestimmt. Die dabei eintretende
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Veréinderung liisst sich aber leicht iberschauen, wenn wir folgende Be-
merkung vorausschicken: Das Punktsystem auf einer Geraden ist durch
zwei Paare conjugirter Punkte ¢ und «, b und $ bestimmt, und zu
einem dritten Punkte ¢ kann der conjugirte y nach S. 66 so gefunden
werden (Fig. 93): durch ¢ ziehe man eine beliebige Gerade, nehme

Fig. 98.
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auf ihr zwei Punkte P und @ an, suche die Schnittpunkte:
(Pa, @Qb) =R  (PB, Q) =158

dann geht RS durch p, wegen der Higenschaft des vollstindigen
Vierecks PQRS, dessen Seiten eine Transversale in sechs Punkten
einer Involution schneiden. Wenn wir nun von den vier zur Be-
stimmung des Punktsystems erforderlichen Punkten aabf drei aa
und b festhalten, den vierten B aber veriindern, so variirt das
Punktsystem, und zu dem festen Punkt ¢ gehort jedesmal ein an-
deres p; aus der Construction geht aber hervor, dass bei der Be-
wegung von f(, wihrend die Punkte aabcP@) festgehalten werden,
auch R fest bleibt, S dagegen sich veriindert, indem es auf Qo eine
mit B perspectivisch liegende Punktreihe durchliuft; ¢ durchlauft
wiederum eine mit S perspectivische Punktreihe, also beschreiben auch
B und y zwei aufeinanderliegende projectivische Punktreihen, deren
Doppelelemente ¢ und « werden.

Dies vorausgeschickt, sei nun BB, B, das gegebene Tnpel also
(ByB;) = U und (B,B) = ¥, sind conjugirte Strahlen; A werde von
pB und p, B in @ und b getroffen, A, dagegen von pBl und p, B, in
a, und b;; wenn wir durch = eine beliebige Gerade & ziehen, welche
A und U in ¢ und e trifft, und auf A das durch die Paare
B,B, und a«, dagegen auf ¥, das durch die Paare B, B und ¢, «,
bestimmte Punktsystem auffassen und in dem ersten zu b demn con-
jugirten Punkt , in dem andern zu b, den conjugirten Punkt B, be-
stimmen, so ist 8B, die Polare von p,; indem wir nunmehr die Gerade
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€ um den Punkt m drehen, verindern sich « und & und mit jhnen
B und B,; aus der - vorausgeschickten Hiilfsbetrachtung geht hervor,
dass B und & projectivische Punktreihen beschreiben, deren Doppel-
elemente B, und B, sind; ebenso beschreiben §, und e, projectivische
Punktreihen mit den Doppelpunkten B, und Bj; & und «; durchlaufen
aber perspectivische Punktreihen, deren Projectionspunkt = ist, folg-
lich beschreiben auch g und B, projectivische Punktreihen auf den
Trigern ¥ und ,, und dieselben liegen perspectivisch; denn sobald
a nach B, kommt, geht auch e, dahin, nach dem Vorigen aber auch
B und B,, mithin fallen in den Schnittpunkt der Triiger entsprechende
Punkte der projectivischen Punktreihen, diese liegen daher perspecti-
visch, also 8, liuft durch einen festen Punkt o, der durch zwei be-
liebig gewiihlte Lagen fiir & leicht zu construiren ist. Auch sehen wir,
dass diese Polare 8, = &, des Punktes p, ein Strahlbiischel beschreibt,.
welches projectivisch ist mit dem von £ beschriebenen. Durch den
letzten gegebenen Punkt z, giebt es also nur eine einzige Gerade £,,
niimlich die Verbindungslinie m 0 (es miisste denn der besondere Fall
eintreten, dass m, mit o zusammenfiele, dann wiire das Netz unbestimmt);
ziehen wir nach der Construction des Punktes o den Strahl =, 0 und
nehmen diese Gferade als Polare von p,, so ist das Netz durch dieses
Paar von Pol und Polare und durch das Tripel BB, B, nach 3) vollig
bestimmt und gentigt offenbar den verlangten Bedingungen; das Netz
ist also im Allgemeinen vollkommen und eindeutig bestimmt durch
die gegebenen Bestimmungsstiicke und die Construction desselben aus
der vorigen Betrachtung, wenn auch etwas umstéindlich, doch allein
mittelst des Lineals ausfithrbar. Am einfachsten gestaltet sich diese
Construction, wenn wir fiir die eine Lage von £ die Gerade zB
und fiir die andere Lage w B, nehmen; dann fillt das eine Mal e
nach B, folglich anch §, nach B, das andere Mal « nach B, und
auch § nach B, und der Punkt o wird auf folgende Art gefunden:
Sind das Tripel B, B, B und das Paar conjugirter Punkte p, =
gegeben, so ziehe man BB,, BB, und Bp, Bz, wodurch man zwei
Paar Strahlen erhiilt, welche ein Strahlsystem bestimmen, und suche
den zu Bp, conjugirten Strahl dieses Strahlsystems; zweitens ziehe
man B, B,, B, B und B,p, Bz, wodurch man zwei Strahlenpaare
eines andern Strahlsystems erhilt, in welchem man den dem Strahle
B, p, conjugirten aufsuche; dieser und der vorige in dem Strahlsystem
(B) schneiden sich im gesuchten Punkt 0; man erhiilt auch ein drittes
Strahlsystem in B, durch die Strahlenpaare B, B, B, B, und B,p, By,
und der zu B;p, conjugirte Strahl des letzten Strahlsystems muss eben-
falls durch o gehen. Hieraus ergiebt sich der Satz: Fiir alle Netze, welche
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ein Tripel BB, B, und ein Paar conjugirter Punlite p, m gemeinschaftlich
haben, laufen die Polaren eines und desselben Punktes (p,) durch einen
festen Punkt (o) (§. 62).

Eine einfachere Construction dieser Aufgabe ergiebt sich aus
der Bemerkung, dass die sechs Fcken zweier Polardreiecke eines
Polarsystems allemal auf einem Kegelschnitt liegen und gleichzeitig
die sechs Seiten dieser beiden Dreiecke einen Kegelschnitt beriihren
(8. 415). Sind demnach das Polardreieck BB, B, und zwei Paare con-
jugirter Punkte px und p, =, gegeben, so legen wir durch BB, B,pn
einen Kegelschnitt K® wund durch BB, B,p,x einen Kegel-
schnitt A®; dieselben haben noch -einen vierten gemeinschaftlichen
Punkt «, welcher linear zu construiren ist (Seite 238). Alle Kegel-
schnitte §®, welche dem Dreiseit BB, B, einbeschrieben sind und
‘gleichzeitig die Verbindungslinie pmx beriihren, bilden eine Kegel-
schnittschaar S(®) von vier gemeinschaftlichen Tangenten und die
Tangentenpaare aus dem Punkte 2 an die Kegelschnitte dieser Schaar
bilden ein Strahlsystem (Seite 280), dessen Strahlenpaare den Kegel-
schnitt K® in Punktpaaren durchbohren; die Durchbohrungssehnen
derselben laufen durch einen festen Punkt (Sehnenpol) o (Seite 151).
In gleicher Weise werden alle Kegelschnitte 82, welche dem Dreiseit
BB, B, einbeschrieben sind, und zugleich die Verbindungslinie p, =,
beriihren, eine Kegelschnittschaar S(R{)) von vier gemeinschaftlichen
Tangenten bilden, und die Tangentenpaare aus dem Punkte z an die
Kegelschnitte dieser Schaar werden ebenfalls ein Strahlsystem bilden,
dessen Strahlenpaare den Kegelschnitt K® in . Punktpaaren durch-
bohren; diese Durchbohrungssehnen laufen gleichfalls durch einen festen
Punkt (Sehnenpol) o,. Die Verbindungslinie oo, = X ist alsdann die
Polare von # in dem durch die gegebenen Stiicke bestimmten Polar-
systeme und dieses ist daher vollstindig bekannt, da man ein Tripel
BB, B, und ein Paar von Pol und Polare desselben kennt,” nach der
Construction 3). Man kann noch die dritten Tripelpunkte.zu px und
Py, finden, indem man den besonderen Kegelschnitt construirt, welcher
die Seiten des Dreiecks B B, B, und die Geraden pm und X beriihrt;
die Tangenten aus p und = an diesen Kegelschnitt treffen sich in dem
dritten Tripelpunkt zu pm. In dhnlicher Weise findet man den dritten
Tripelpunkt zu p, 7.

b) Zwei Tm]ﬁ’ael conjugirter Punkte BB, B, und B*B,* B,* enthalten
mehr Elemente, als zur Bestimmung des Netzes erforderlich und aus-
reichend sind; wenn diese sechs Punkte aber der Bedingung geniigen,
dass sie auf einem Kegelschnitt liegen (8. 415),. so ist wiederum das
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Netz vollkommen und eindeutig durch sie bestimmt; es geniigt alsdann,
zu seiner Construction das Tripel BB, B, und das Paar von Pol und
Polare: B' und B,'B,' zu wihlen, wodurch nach 3) das Netz be-
stimmt wird, dann miissen B,' und B,' von selbst ein Paar conjugir-
ter Punkte sein. i

An die in 1) enthaltene Entstehungsweise des Netzes durch zwei
Punktsysteme, deren Triiger, oder zwei Strahlsysteme, deren Mittel-
punkte conjugirte Elemente sind, kniipft sich noch eine neue Bestim-
mungsart durch ein Punktsystem und ein Strahlsystem, welche per-
spectivisch liegen und Pol und Polare des Netzes liefern; hierdurch
allein ist aber das Netz noch nicht vollig bestimmt; zu seiner Be-
stimmung ist noch erforderlich ein Paar conjugirter Punkte oder
Strahlen; also:

6) ein Strahisystem wit dem Mittelpunkt B, das auf einer beliebigen
Geraden W durch das Strahlsystem ausgesehmittene Punlktsystem, die Be-
dingung, dass B und A Pol wund Polare des Nelzes seien mil den thnen
zugehorigen  Systemen, und endlich noch ein belicbiges Paar  conjugirter
Punlite p, = bestimmen das Netz vollstindig; treffe nimlich pz die
Gerade % in s, und sei ¢ der conjugirte Punkt in dem auf 2 gegebe-
nen Punktsystem, so wird Bo die Polare von s sein, also pw in einem
solchen Punkte ¢" treffen, dass pmw, s¢’ zwei Paare conjugirter Punkte
sind, welche das dem Netze zugehorige Punktsystem auf dieser Ge-
raden bestimmen; nehmen wir daher irgend ein Paar conjugirter
Punkte B, B, des auf U gegebenen Punktsystems, so haben wir ein
Tripel BB; B, und ausserdem ein Punktsystem auf pm, wodurch das
Netz nach 2) bestimmt ist. In gleicher Weise ist das Netz bestimmt,
sobald Pol und Polare mit ihren Systemen und ein beliebiges Paar
conjugirter Strahlen gegeben sind.

1) Zwei belicbige Paare von Pol und Polare: B und A, B, und U,
wnd ein Paar conjugirter Punlte p, m bestimmen das Netz ebenfalls
eindeutig; sei der Schnittpunkt (2, A,) = B, und die Verbindungslinie
(BB,) = U,, so sind auch B, und %, ein Paar von Pol und Polare;
bezeichnen wir die Schnittpunkte (€AA,) ==B und (A, A,) = B,, so
haben wir auf 2, zwei Paare conjugirter Punkte BB und B, B,, also
das ganze dem Netze zugehirige Punkfsystem und zugleich das mit
ihm perspectivische Strahlsystem in B,, welches dem Netze zngehont,
weil B, der Pol von 2, ist; wir haben nun ausserdem noch ein Paar
conjugirter Punkte pw, wodurch nach dem vorigen Falle 6) das Netz
vollstindig und eindeutig bestimmt wird.

8) Drei beliebige Paare von Pol und Polave: B und A, B, und A,

B, und A, enthalten mehr Elemente, als zur Bestimmung des Netzes
Steiner, Vorlesungen II. 2, Aufl. 28
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erforderlich sind; wir konnen indessen die Abhingigkeit ermitteln,

in welcher diese sechs Stiicke zu einander stehen miissen, damit

sie das Netz bestimmen. Nehmen wir B wnd A, B, und %

und den Punkt B, willkiirlich an (Fig. 94), so ist die Verbin-

dungslinie (BB,) = U, die Polare des Schnittpunktes (U, A,) = By;

das Punktsystem auf 2, ist bestimmt durch zwei Paare conjugirter
Fig. 94.
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Punkte: B und den Schnittpunkt 8 = (¥, %;), B, und den Schnittpunkt
B, = (A, Ay); ziehen wir B, B;, so muss der Pol dieser Geraden auf
9, liegen und der conjugirte Punkt ¢ zu dem Schnittpunkte s sein,
in welchem B, B, die U, trifft; es sind also B, und ¢ conjugirte Punkte,
d. h. die Polare von B, muss -durch ¢ gehen; sie ist mithin nicht
mehr vollkommen frei, sondern muss durch einen bestimmben, von
den beiden andern Paaren: B und %, B, und %, und dem Punkt B,
abhiingigen festen Punkt ¢ gehen; ziehen wir durch ¢ eine beliebige
Gerade 2, als Polare von B,, so ist jetzt das Netz bestimmt, und die
Abhingigkeit der drei Punkte BB, B, und ihrer Polaren % 2, von
einander stellt sich in folgender Weise heraus: sei der Schnittpunkt
(U, A,) = B,, der Schnittpunkt (A,, A;) =  und (BB, B,f,) = 0, dam
gehen in dem vollstiindigen Viereck fof, B, zwei Seitenpaare durch die
Punkte B8 und B, B, des auf U, befindlichen Punktsystems, vom dritten
Seitenpaar geht ein Theil 8, durch 6, folglich der andere B,o0 durch den
conjugirten Punkt s, d. h. Bg, B,f,, B, B, schneiden sich in einem
Punkte o; nun sind aber BB, B, die Ecken eines Dreiecks und B8,
die Ecken des von den drei Polaren AU, A, gebildeten Dreiseits; diese
beiden Dreiecke liegen also perspectivisch (8. 155), und es cr:llt der
Satz: Hat man in eimem Netze drei beliebige Punkte B B, B, und deren
drei Polaren AN, A, welche sich paarweise in den Punkten (U, A;) = B,,
(A, A,) =B, (A, A) =B, schneiden, so liegen die beiden Dreiecke BB, B,
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und BB, B, perspectivisch, d. h. BB, B,B,, B,B, schneiden sich in einem
Punkte. Hieraus folgt die gleichbedeutende Bedingung, dass die Schnitt-
punkte: (A, B B,), (A,, B,B) und (A,, BB,) drei Punkte in gerader
Linie sein miissen. - Um dann zu irgend einem Punkte P in der Ebene
die Polare £ zu construiren, kann man, wie leicht nachzuweisen ist,
in folgender Weise verfahren: Man ziehe PB, welches ¥, inf, treffe,
und PB,, welches U in 8 treffe, dann wird ($p,, BB,) = z ein Punkt der

Polare ¥ sein; bestimmt man in gleicher Weise die Schnittpunkte:
(PB,, %) (PBy, U,),

so trifft ihre Verbindungslinie B, B, in ¥, einem zweiten Punkte der
gesuchten Polare {; diese ist also schon bekannt; man kann noch
einen dritten Punkt z von ihr finden, indem man die Schnittpunkte:
(PBy, %)  (PB, Ay)

verbindet und diese Verbindungslinie bis zum Schnittpunkte mit BB,
verlingert, welcher z ist. Dies liefert einen Satz, welcher nnabhiingig
vom Netze gilt. Nun kionnen wir auch riickwiirts schliessen: Wenn die
zur Bestimmung des Netzes gegebenen drei Paare B und %, B, und
A, B, und A, der Bedingung "geniigen, dass die beiden Dreiecke
BB, B, und AW A, beziehlich perspectivisch liegen, dann ist ein
Netz durch sie vollstindig und eindeutig bestimmt.

9) Zuwei belicbige Punktsysteme auf den Trigern A und A, welche
nicht conjugirte Strahlen sein sollen, und irgend ein Paar comjugirter
Punkte p, = bestimmen das Netz. Sei B, der Schnittpunkt der beiden
Geraden A, dann ist die Verbindungslinie derjenigen beiden Punkte
der Triiger, welche ihrem Schnittpunkte in den gegebenen Punktsystemen
conjugirt sind, die Polare von B,; auf der Verbindungslinie p=
kennen wir nur dies eine Paar conjugirter Punkte; wiire uns das ganze
Punktsystem auf dieser Geraden bekannt, und bezeichnen wir ihren
Schnittpunkt mit A durch B,, mit A, durch B, so hitten wir auch
die Polaren von B und B,, indem wir die ihnen conjugirten Punkte
in den beiden Paaren von Punktsystemen verbinden, deren Triger
sich einmal in B, das andere Mal in B, treffen; wir hiitten dann also
drei Paare von Polen und Polaren, welche der in 8) gefundenen Bedingung
Geniige leisten. Sei niimlich (Fig. 95) in dem auf A gegebenen Punkt-
system dem B, conjugirt f(,, dem B, conjugirt &, in dem auf U,
gegebenen Punktsystem dem B, conjugirt b,, dem B conjugirt g und
endlich in dem auf der Verbindungslinie (B B,) = ¥, angenommenen
Punktsystem dem B conjugirt b, dem B, conjugirt g,, dann sind b,
b, 8., byB, beziehlich die Polaren von BB, B,; es miissen nun die Seiten

dieses Polardreiseits die entsprechenden Seiten des Dreiecks BB, B, in
28%
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drei Punkten einer Geraden treffen, niimlich (by8,, BB,) = o,, (b, B, B,)
=0, (b,f;, B, B) =o0,; von diesen

- { drei auf einer Geraden liegenden
: /% Punkten 0,00, ist einer, niimlich
y / / 0y, gegeben als der Schnittpunkt
\% / der durch die beiden Punkt-
- systeme auf AW, bekannten Po-

lare von B, mit der Verbindungs-

: e 2
N&/ T : linie pmw. Wir kinnen also durch

den bekannten Punkt o, eine ver-

€% AT “:fé‘\f : V ~ #nderliche Gerade £ ziehen, durch
o, 4 $ \,; 0 welche dann das Netz villig be-
A ‘“\\ l stimmt wird, und fiir dieses so

~ o~ bestimmte Netz zu dem gegebenen
festen Punkte p den conjugirten
mi Punkt auf 2, bestimmen; mit
" der Veriinderung von £ veriindert
sich auch der zuletzt construirte
Punkt, und es w1rd nur einmal vorkommen, dass er mit dem gegebe-
nen Punkte z zusammenfillt; durch diese besondere Lage der Geraden
¢ ist alsdann das Netz allen Bedingungen der Aufgabe gemiiss bestimmt.
Es ist leicht in der Figur zu verfolgen, wie sich mit der
Drehung von € um o, das durch sie bestimmte Punktsystem auf
A,, also auch der dem festen Punkt p jedesmal conjugirte Punkt
p veriindert. TIn der That o und o, beschreiben zwei perspecti-
vische Punktreihen auf A und 2, also b,0, und bo zwei projectivische
Strahlbiischel, die Punkte 8, und b zwei projectivische Punktreihen
auf A, der Art, dass, wenn B, nach B gelangt, b nach B, kommt
und zugleich, wenn 8, nach B, kommt, b nach B gelangt; also f,
und b erzeugen bei der Bewegung selbst ein neues Punktsystem, von
dem B und B, ein Paar conjugirter Punkte bilden. Nun bestimmen die
beiden Paare Bb und B,f, dasjenige Punktsystem aunf 2, fiir welches
der dem festen Punkt p conjugirte p bestimmt werden muss; nach der
bekannten, schon 6fters angewendeten Construction eines sechsten Punktes
der Involution ziehen wir durch p irgend eine (terade, nehmen zwei
beliebige Punkte P und @ derselben, bestimmen die Schmttpunkte
(PB, QB)— R; (PB,, @b) =5
dann trifft RS die Gerade ¥, in dem gesuchten Punkte p.  Bei der
auszufithrenden Bewegung wird IR fest bleiben und S einen Kegel-
schnitt beschyeiben, weil & und g, projectivische Punktreihen durch-
laufen; dieser Kegelschnitt geht durch P und @, aber auch durch R,
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weil, wenn f, nach B gelangt, b nach B, kommt; folglich beschreibt
RS ein Strahlbiischel, welches mit PS projectivisch ist, also auch
mit der Punktreihe 8, und b, daher mit o,, 0 und schliesslich mit dem
von der Geraden £ erzeugten Strahlbiischel; der Schnittpunkt p der
Geraden RS mit A, beschreibt daher eine Punktreihe, welche mit dem
durch die Bewegung von £ hervorgerufenen Strahlbiischel projectivisch
ist. Nachdem diese projectivische Beziehung erkannt und durch eine
einfache Construction, zu welcher man nur des Lineals bedarf, her-
gestellt ist, leuchtet es ein, dass nur fiir eine einzige bestimmte Lage
von & der veriinderliche Punkt p mit dem gegebenen m zusammen-
fallen kann, und diese Lage von £ ist durch die bekannte projectivi-
sche Beziehung allein mittelst des Lineals zu ermitteln, indem man
zu dem gegebenen Punkte =, als der Punktrethe (p) angehirig, den
entsprechenden Strahl des Strahlbuschels () aufsucht. Hierdurch
wird nun die letzte gegehene Bedingung erfiillt, dass p und = conju-
girte Punkte des Netzes seien; das Netz ist also vollstindig und ein-
deutig durch die oben angegebenen Stiicke bestimmt. Die Construction
wird zwar in vollstindiger Ausfihrung etwas umstindlich, aber ohne
Schwierigkeit und ist allein mittelst des Lineals ‘zu bewerkstelligen.

In analoger Weise ist das Netz durch zwei beliebige Strahl-
systeme (B) und (B,), deren Mittelpunkte nicht conjugirte Punkte
sein sollen, und ein beliebiges Paar conjugirter Strahlen I, 1 voll-
stindig und eindeutig bestimmt.

Eine einfachere und weit iibersichtlichere, wenn auch nicht mehr
lineare Construction ldsst sich auf folgende Weise ableiten:

Sei xf ein veriinderliches Punktpaar des auf dem Triiger 2 ge-
gebenen Punktsystems, a2,& ein solches auf dem Triger U, und p=m
das einzeln gegebene Paar conjugirter Punkte; denken wir uns den
ersten Punkt p mit den Paaren xzE und 2, durch Strahlenpaare ver-
bunden, so erhalten wir in p zwei auf einander liegende Strahlsysteme,
weleche im Allgemeinen ein gemeinschaftliches Strahlenpaar haben.
(8. 58 und 158). Dieses kann nur dann imaginidr werden, wenn beide
Punktsysteme (z£) und (z,E ) hyperbolisch sind; ein Fall, den wir
nachtréglich erledigen wollen. Ist das gemeinschaftliche Strahlenpaar
durch p ermittelt und trifft es A und A, in den Punktpaaren xrgz,
zPEP, so dass also

(arap, E28) =p ist,
dann bestimmen wir den Punkt:
(xpgp gpncp) = !

und erhalten, da p und z' nach Hesse's Satz (8. 419) conjugirte -
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Punkte des Netzes sein miissen, die Verbindungslinie w#! als Polare
von p.

In gleicher Weise operiren wir, indem wir den Punkt = an Stelle
von p setzen d. h. die beiden durch m mit den gegebenen Punkt-
systemen (z£) und (z,£) perspectivisch liegenden Strahlsysteme und
deren gemeinschaftliches Strahlenpaar ermitteln, welches ¥ und ¥, in
den Punktpaaren z7£7, #7E7 trifft, so dass

(mﬂxf: ') ==
und ' (@7E®, Eal) =p' wird;
dann ist pp' die Polare von =z; der Schnittpunkt:

(mx', pp') =P
ist also der Pol der Verbindungslinie px und wir haben ein Tripel
pmd und ausserdem eines der beiden Punktsysteme U (z£) oder ¥, (z,)),
wodurch das Netz nach 2) vollstindig bestimmt ist.

Nur in dem Falle, dass beide Punktsysteme 9 (z£) und ¥, (2,£)
hyperbolisch sind, kann die Construction wegen imaginirer Elemente
illusorisch werden; dies ist aber gerade der einfachste Fall; dann
muss némlich das Netz hyperbolisch sein und der Kernkegelschnitt
(8. 422) durch die vier Asymptotenpunkte der beiden gegebenen hy-
perbolischen Punktsysteme ae, @,e, hindurchgehen. Betrachten wir
ausserdem pm als die Asymptotenpunkte eines hyperbolischen Punlt-
systems auf der Verbindungslinie pr — £, so koonen wir durch
drei Punkte aca, und je zwei conjugirte Punkte dieses hyperbolischen
Punktsystems auf £ Kegelschnitte legen, welche nothwendig durch
einen vierten festen Punkt s laufen miissen (8. 235); ist s ermittelt,
so wird der durch ae a;e; und s gelegte Kegelschnitt der Kernkegel-
schnitt des Netzes, also dieses vollstiindig bestimmt sein.

10) Drei beliebige Punktsysteme auf den Trigern AU, A, enthalten
mehr Elemente, als zur Bestimmung des Netzes ausreichend sind;
wir knnen indessen aus dem Vorigen die Bedingung ermitteln, welche
erfilllt werden muss, damit das Netz durch dieselben bestimmt wird
und die Bestimmungsstiicke keinen Widerspruch enthalten. Es ist
namlich schon in 9) angegeben, dass, wenn fiir den Schnittpunkt
(2, %,) die beiden conjugirten Punkte auf diesen Triigern b und §,
fiir den Schnittpunkt (,, ) die conjugirten Punkte b, und f§,, endlich
fiir den Schnittpunkt (U, ;) die conjugirten Punkte b, und g, sind, die
drei Verbindungslinien b, b,$,, b, die Polaren jener drei Schnitt-
punkte sein werden und daher die drei Punkte:

(bg, A) (0B, Uy) (e85, %)

" in einer Gerallen liegen miissen. Ist diese Bedingung fiir die Lage
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der drei Punktsysteme erfiillt, so bestimmen sie ein Netz, dessen
Construction aus 8) sich ergiebt.

11) FEin Punkisystem auf dem Triger U, ein Paar von Pol und Polare:
B, und U, und cin Paar conjugirter Punkte p und m bestimmen das
Netz. Sei nimlich der Schnittpunkt (A%, ) = s und ¢ sein conjugirter
Punkt in dem auf %A gegebenen Punktsystem, so wird B¢ die Po-
lare von s sein und 9, in einem solchen Punkte ¢ treffen, dass B, st
ein Tripel conjugirter Punkte ist; nehmen wir auf ¥ irgend ein Paar
conjugirter Punkte =, p, des gegebenen Punktsystems, so haben wir
zur Construction des Netzes ein Tripel und zwei Paare conjugirter Punkte,
wodurch also das Netz bestimmt wird und nach 4) zu construiren ist;
dass dabei die Punkte p,#; mit einem Tripelpunkte (s) in gerader
Linie liegen, iindert im Wesentlichen nichts in der Construction.

In analoger Weise wird das Netz bestimmt durch ein Paar von Pol
und Polare, ein Strahlsystem und ein beliebiges Paar conjugirter
Strahlen.

Wir, kbnnen auch in folgender Weise construiren:

Ist 2% ein veriinderliches Paar conjugirter Punkte des auf A ge-
gebenen Punktsystems, so sind die Schnittpunkte:

(pz, 3175) =y und (pg, mx) =7

ebenfalls conjugirte Punkte nach dem Hesse¢'schen Satze (S. 419) und
beschreiben hei der Verinderung von z£ einen Kegelschnitt K,
withrend die Verbindungslinie y# durch einen festen Punkt o der Ge-
raden px liuft, den vierten harmonischen, dem Schnittpunkte (U, px)
zugeordneten Punkt. Ist der Kegelschnitt K® ermittelt, so wird die
Verbindungslinie 0 B; ihn in einem besonderen Punktpaar 3" treffen;
diese Glerade oB, trifft ferner 2, in einem Punkte b, und die beiden
Punktpaare 4°n° und B;b, bestimmen ein Punktsystem, welches dem
Netze zugehort. Wir haben also zwei Gerade mit den ihnen zugehd-
rigen Punktsystemen im Netze, und ausserdem ein Paar von Pol und
Polare, wodurch das Netz mehr als bestimmt ist und auf verschiedene
Arten leicht hergestellt werden kann.

12) Ein Punktisystem auf dem Triger N und drei beliebige Paare
conjugirter Punkite p und m, p, wnd m, p, und 7, bestimmen das Netz.
Um es zu construiren, kbnnen wir in folgender Weise verfahren: Nach
dem oben (Seite 419) bewiesenen Satze sind, wenn p, = und z, §
irgend zwei Paare conjugirter Punkte sind, allemal die Schnittpunkte:

(pz, m€) =y (0§, @2) =1
ein drittes Paar conjugirter Punkte, und in dem vollstiindigen Viereck
prxE geht die Verbindungslinie yn durch die beiden vierten harmoni-
schen Punkte, welche zu dem Schnittpunkte der beiden Geraden pm
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und z£ zugeordnet harmonisch liegen, indem das zweite Paar zuge-
ordneter Punkte einmal pm, das andere Mal z§ ist; wihlen wir nun
fiir pm das erste gegebene Paar conjugirter Punkte und fir £ ein
beliebiges Paar conjugirter Punkte des auf dem Triger % gegebenen
Punktsystems, so werden, indem wir das letztere Paar veriindern, sich
auch die Punkte y und 7 veriindern, ihre Verbindungslinie aber wird durch
einen festen Punkt o auf pm, den vierten harmonischen, dem Schnitt-
punkte mit U zugeordneten Punkt gehen. Die Punkte y und 7 be-
schreiben, wie leicht zu sehen ist, einen und denselben hestimmten
Kegelschnitt 8@, weil pz und =f projectivische Strahlbiischel be-
schreiben und in ihnen auch p& und =z entsprechende Strahlen sind;
jeder durch o gehende Strahl trifft daher diesen vollstindig bestimmten
und leicht herzustellenden Kegelschnitt §® in einem Paare conjugir-
ter Punkte des zu construirenden Netzes. Setzen wir an Stelle des’
Punktpaares pm das zweite gegebene Punktpaar p,z, und operiren
wir mit ihm in ganz derselben Weise, so erhalten wir einen zweiten
Kegelschnitt £» und einen Punkt o, auf p,m, von solcher Beschaffen-
heit, dass jeder durch o, gehende Strahl den Kegelschnitt §® in
einem Paare conjugirter Punkte des Netzes trifft. Ziehen wir nun
die Verbindungslinie 0o,, und mbge sie den Kegelschnitt R in s und
6, den 8® in s, und g, treffen, so haben wir auf oo, zwei Paare
conjugirter Punkte des Netzes, welche auf dieser Geraden das ganze
dem Netze zugehorige Punktsystem bestimmen; da ausserdem die
Gerade ¥ mit dem ihr zugehdrigen Punktsysteme gegeben ist, so
haben wir nunmehr zwei bekannte Punktsysteme auf den Trigern A
und oo0,, ausserdem noch ein Paar conjugirter Punkte pym,, und durch
diese Stiicke ist das Netz nach 9) vollkommen bestimmt.

Es ist hierbei noch der Fall zu beriicksichtigen, dass eines oder
beide Punktpaare se, s,6;, welche zur Bestimmung des Punktsystems
auf oo, dienen, imaginir werden; in diesem Falle werden sie vertreten
durch die elliptischen Punktsysteme, welche dem Triiger oo, in Bezug
auf die bekannten Kegelschnitte @ und &{* zugehdren; auch in dem
reellen Falle konnen die Punktpaare s6, 5,6, durch die hyperbolischen
Punktsysteme vertreten werden, welche dem Triiger oo, in Bezug auf
die beiden Kegelschnitte £® und §® zugehodren; diese beiden Punkt-
paare haben nun im Allgemeinen ein gemeinschaftliches Paar conju-
girter Punkte, welches sowohl zu s¢, als auch zu s;6, harmonisch
liegen muss, also die Asymptotenpunkte des neuen Punktsystems
liefert, dessen Bestimmung durch die Paare so und 5,0, gegeben wird.
Wir schliessen daher: Wenn die beiden Punktsysteme auf dem Triger
00, — oder auch nur eines — elliptisch sind, so suchen wir ihr ge-
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meinschaftliches Paar conjugirter Punkte (S. 58 und 158); dieses ist
nothwendig reell, sobald eines oder beide Punktsysteme elliptisch
sind; wir nehmen dieses Paar zu den Asymptotenpunkten eines dritten
hyperbolischen Punktsystems, welches auf dem Triiger oo, dem zu
bestimmenden Netze zugehort, und haben daher in jedem Falle eine
vollig reelle Construction des Netzes.

In analoger Weise wird das Netz bestimmt durch ein Strahl-
system und drei beliebig liegende Paare conjugirter Strahlen.

13) Ein Paar von Pol und Polare: B und U, und ausserdem drei beliebige
Paare conjugirter Punkte p wnd m, p, wnd =, p, und m, bestimmen
das Netz. Um es zu construiren, bemerken wir, dass zu dem Punkte
B jeder beliebige Punkt der Polare ¥ als conjugirter zu betrachten
ist; nehmen wir daher einen beliebigen Punkt p auf der Geraden I
und bestimmen die Schnittpunkte (Bp,xp) =z, (B=,pp)=2E§, so
sind nach dem oben angezogenen Satze auch x und £ conjugirte
Punkte des Netzes, und wenn wir p auf der Geraden U verindern,
so erhalten wir unendlich-viele Paare conjugirter Punkte # und &, von
denen der eine eine Punktreihe auf Bp, der andere auf Bm durch-
lduft, und beide Punktreihen sind offenbar projectivisch, weil sie beide
mit der von p beschriebenen Punktreihe perspectivisch liegen. Die
Verbindungslinie #f umhillt daher einen Kegelschnitt £®, welcher,
wie leicht zu sehen ist, die Geraden Bp und B in denjenigen Punkten
berithrt, in welchen sie von 9 getroffen werden; da der Kegelschnitt
K@ aunsserdem pm beriihrt, so ist er durch diese Bedingungen voll-
stindig bestimmt. Wir komnen ihn umgekehrt benutzen, um den
Verlauf des veriinderlichen Paares conjugirter Punkte z& des gesuchten
Netzes besser zu iibersehen. Verbinden wir irgend einen Punkt o der
Berithrungssehne A, welche die Berithrungspunkte auf den Trigern
der erzeugenden Punktreihen Bp und Bm verbindet, mit einem Paar
entsprechender Punkte 2§, so erhalten wir nach 8. 136 durch o Strahlen-
paare, die ein Strahlsystem bilden und zwar dasjenige, welches dem
Punkte o in Bezug auf den Kegelschnitt £® zugehort. Es wird also
jedes Strahlenpaar dieses bekannten Strahlsystems Bp und Bz jn je
zwei conjugirten Punkten des gesuchten Netzes treffen. Dies Strahl-
system in (o) wird hyperbolisch oder elliptisch sein je nach der Lage
des Punktes o auf der Beriihrungssehne . Wir konnen aber, da
die Beriithrungspunkte reell sind, o immer so wihlen, dass es ellip-
tisch wird.

Wenn wir nun das zweite gegebene Paar p,w; nehmen und in
ganz derselben Weise verfahrven, wie eben mit dem Paare pm, so er-
halten wir einen zweiten Kegelschnitt 8, welcher p,m, zur Tangente
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hat und Bp, und Bx, in denjenigen beiden Punkten beriihrt, in wel-
chen sie von U getroffen werden. Jedem Punkte o der Beriihrungs-
sehne 2 gehort ein bestimmtes Strahlsystem in Bezog anf den Kegel-
schnitt ®® zu, und wenn man ein beliebiges Strahlenpaar dieses
Strahlsystems nimmt, *so trifft der eine Strahl desselben Bp, in
der andere Ba, in £, so dass x £ ein Paar conjugirter Punkte des
gesuchten Netzes sein miissen. .

Die beiden Strahlsysteme, welche demselben Punkte o auf 9 in
Bezug auf beide Kegelschnitte 82 und K® zugehbren, haben aber
im Allgemeinen ein gemeinschaftliches Strahlenpaar (8. 58 und 158),
und es ist-leicht, 0 so zu wihlen, dass dieses reell wird, indem man
nur nothig hat ein solches o zu nehmen, fiir welches ein Strahlsystem
elliptisch wird, was nach dem Obigen immer moglich ist. Haben
wir aber dies gemeinschaftliche Strahlenpaar gefunden, und trifft der
eine Strahl desselben Bp und Bp, in z und z,, der andere in Bx
und B, in & und £, so liegt der Schnittpunkt: ‘

(xl”u ggl) =

auf A, und da zE und & zwei Paare conjugirter Punkte des ge-
suchten Netzes sind, so sind auch o und der Schnittpunkt

i (JUEI, Ewi) ST r5
conjugirte Punkte nach dem Hesse'schen Satze; folglich da B und %
Pol und Polare sind, so werden auch ¢ und B Pol und Polare sein.
Wir kénnen also fiir verschiedene Lagen von o das ganze Punkt-
system auf ¥ und das Strahlsystem in B herstellen, welches dem ge-
suchten Netze zugehort, und da wir ausserdem noch ein drittes bisher
nicht benutztes Paar conjugirter Punkte p,m, zur Bestimmung des
Netzes gegeben haben, so ist dasselbe nach 6) bekannt und leicht
zu construiren, )

Es bleibt uns jetzt noch die allgemeinste Aufgabe zu losen iibrig, wenn

14) fiinf belicbige Paare conjugivter Punkte zur Bestimmung des
Netzes gegeben sind, Um das Netz aus diesen gegebenen Bestimmungs-
stiicken auf eindeutige Weise zu construiren, wiederholen wir noch
einmal die Fille 7) und 13), welche die Construction vorbereiten,
und bedienen uns dabei einer etwas abgeiinderten, mehr symmetrischen
Bezeichnung :

a) Zur Bestimmung des Netzes sind gegeben: Zwei Punkte B
und B,, ihre resp. Polaren U und A, und ein Paar conjugirter Punkte
B, und b,; die Polare 2, von B, soll also durch b, gehen; betrach-
ten wir das Dreieck BB, B, und das von den drei Polaren A%, %,
dieser Punkte gebildete Dreiseit, so miissen bekanntlich diese beiden
Figuren perspeectivisch liegen, d. h. die drei Schnittpunkte:
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(B By, %)  (B,B, ¥) (BB, A)
liegen auf einer Geraden (3. 434). Durch die beiden ersten Punkte ist
diese Gerade schon bestimmt; der Punkt, in welchem sie BB, trifft,
muss auf 2, liegen, also seine Verbindungslinie mit b, die Polare 2, sein.
Haben wir sonach drei Paare von Polen und Polaren: BU; B, ,; B,,,
so komnen wir zu einem beliebigen. Punkte B, die Polare 2(; nach
demselben Princip construiren, indem wir uns das Dreieck BB, B,
und sein Polardreiseit, ferner B B, B; und sein Polardreiseit, endlich
noch B, B, B, und sein Polardreiseit in der nothwendigen perspectivi-
schen Lage denken und dadurch fiir U, drei Punkte finden, von denen
zwei schon zur Bestimmung dieser Geraden ausreichen. Die Con-
struction Ildsst sich also folgendermassen hinschreiben:

Gegeben: B und A, B, und A, B, und b,;
Bestimme:

(By By, A) = 51 (By B, Ay) = 83 (BB, 51555) = Sy
(by501) = U,

(By By, U ) =353 (B3 B, UA) = 830 (B By, 813 85) = 6y

(By By, A ) = sy (By B, Wy) = 63 (B By, 55303) = 6y

(By By, ;) = 043 (ByBy, W) = 05, (B, By, 0330y) = 6y,
dann liegen die drei Punkte 6,,06,,6,, auf der Geraden %,, der Polare
des Punktes B, fiir das oben hestimmte Netz. Da durch zwei dieser
Punkte die Gerade U; schon bestimmt wird, so liegt hierin ein geo-
metrischer Satz, den wir nicht weiter hervorheben wollen.

Wir denken uns jetzt von den zur Bestimmung des Netzes ge-
gebenen Stiicken die Gerade U, um einen festen Punkt b, gedreht, so
dass fiir jede Lage von A, ein anderes Netz entsteht, und ermitteln
nach der vorigen Construction fiir jedes derselben die dem Puukte
B, zugehirige Polare 9;; es wird sich zeigen, dass alsdann auch U,
um einen festen Punkt p; sich dreht und ein Strahlbiischel beschreibt,
welches mit dem von 9, beschriebenen projectivisch ist. In der That,
bei der Bewegung von 2, um den festen Punkt b, bleiben die Punkte
8138135, fest, der Punkt s,, durchliuft eine gerade Punkfreihe auf dem
Triger B, B, ebenso s, auf dem Triger BB,, die Gerade A, be-
schreibt also ein Strahlbiischel um b,, welches mit dem von %, be-
schriebenen projectivisch ist; s,, und 6, durchlaufen daher auf dem
Triger By B Punktreihen, die gleichfalls mit dem Strahlbiischel (%)
projectivisch sind, und die Punkte 6,,6,, durchlaufen endlich auf den
Triigern B, B und B, B projectivische Punktreihen; diese beiden Punkt-
reihen liegen aber perspectivisch, weil in den Schnittpunkt B ihrer
Triger ein Paar entsprechende Punkte hineinfallen. Nehmen wir
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niimlich insbesondere an, dass die hewegliche Gerade 9, durch B
geht, so gelangt unter dieser Annahme sy, nach B, ebenso auch s,
und s, also geht auch A, durch B, mithin kommen in diesem Falle
auch &, 6,, und 6, nach B; es fallen daher zwei entsprechende
Lagen der Punkte ¢, und 6, nach B, und die von 6,6, durch-
laufenen Punktreihen liegen daher perspectivisch; die Verbindungs-
linie entsprechender Punkte, d. h. die Gerade 2, Liuft folglich durch
einen festen Punkt p, und beschreibt ein mit () projectivisches
Strahlbiischel. Fiigen wir jetzt zur Bestimmung des Netzes noch die
neue Bedingung hinzu, dass die Polare von B, durch einen gegebenen
Punkt b, gehen soll d. h. By und b, conjugirte Punkte seien, so giebt
es unter den unziihlig vielen Netzen nur ein einziges, welches den
Bedingungen geniigt, dass

3 [ B und A Pol und Polare,
1‘B1 und b,, B, und b,, B; und b, conjugirte Punkte des Netzes

seien, und wir gelangen zur Bestimmung dieses Netzes, mmdem wir
den vorhin ermittelten Punkt p, mit b, verbinden und (pyb;) = U, als
Polare von B, annehmen, so dass alsdann das Netz auf die vorige
Art durch die Bestimmungsstiicke B und 2, B, und %, B, und b,
(oder auch B, und b;) construirt wird. Es bleibt nun tibrig, fiir das
durch die gegebenen Stiicke bestimmte Netz zu einem gegebenen
Punkte B, die Polare 2, zu construiren, und hierzu ist es erforderlich,
den Punkt p, zu kennen, welchen wir so ermitteln, dass wir zwei
beliebige Lagen von A, durch den Punkt b, annehmen und vermége
der obigen Construction die zugehorigen Lagen von ; bestimmen,
deren gemeinschaftlicher Punkt p, sein wird. Diese Construction wird
allerdings etwas weitliufig, aber ohne alle Schwierigkeit, und wir
werden uns die Miihe nicht ersparen konnen, sie hinzuschreiben:

. Gegeben B und A, B, und b, B, und by, By und by; es soll zu

B, die Polare QI construirt werden; wir ziehen durch &, zwei be-
liebige Gerade 2" und 2", und bestlmmen folgende Schulttpunkte
und Verbindungslinien:

(B By, A ) =38, (ByB, U ) =3, (351:31232u)—°01$

‘ (s, ) = %
(BB, A )=38, (BB, %[)=S20 (B By, 515 850) = 5013
(by807) = U,

(ByBy, U )=3,; (ByB,«A,)=35;, (B Busms:;u)—ﬁurt}
(BEBSJm ) =3, (ByB,, ¥, )‘*631 (B By, 55305,) =6,
(001614) = .
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(ByB;, A )=s,3 (ByB, A)) = 33”n (B By, 813854) = 6 }
(By By, A ) = 8,5 (By Bu Ay) = 64, (B, By,8,5647)= 061,

(Gﬂl ll) = ’?:

(A, Ay) =py (bypy) = Uy

(ByBy, A ) =35y (B By, Ay ) =35 (ByB, 83350 ) = sy
(b 330) e 919

(By B.ug[ )=¢84 (BB ,¥%)=s, (B By, 334540):503}
(ByBy, A ) =3,y (BB, A, )= ‘704 (BB, 5450644 ) = 0y
(6036(! ’) ==

Dies ist d1e Construction der desuehten Geraden 9, moglichst
kurz ausvedruckt und mit Aufgabe vollkommener Symmetrie, indem
von den Geraden U, A% A, nur je zwei zu ihrer Bestimmung erforder-
liche Punkte ermittelt sind, der dritte, leicht angebbare, aber fort-
gelassen ist.

Wir denken uns jetzt diese Figur einer neuen, letzten Veriinde-
rung unterworfen, indem wir die Gerade 9 um einen festen Punkt b
drehen, und untersuchen die von dieser Bewegung abhiingige Ver-
inderung der Geraden A,; es wird sich dabei zeigen, dass 2, um
einen festen Punkt p, sich dreht und ein Strahlbiischel beschreibt,
welches mit dem von ¥ beschriebenen projectivisch ist. Hieraus wird
dann folgen, dass, wenn zur vollstiindigen Bestimmung des Netzes
noch die neue Bedingung hinzutritt: 2, solle durch einen gegebenen
Punkt b, gehen, das Netz, wie oben angegeben, durch fiinf Paare
conjugirter Punkte: B und b, B, und b,, B, und b,, B; und b,, B,
und b, vollig bestimmt ist und in eindeutiger Weise hergestellt werden
kann. Das Verfolgen der Bewegung von U in.der zuletzt ausgefiihrten
Construction ist ohne Schwierigkeit, wenn auch etwas umstindlich,
was in der Natur der Sache liegt. Aus dem obigen Schema erkennen
wir zuniichst, dass s, s, und s,; gerade Punktreihen durchlaufen,
welche mit dem von der Geraden ¥ beschriebenen Strahlbiischel pro-
jectivisch sind; die Punkte s, , S50, S50, S50, S2g und 8,5 bleiben fest;
daher werden s;,, s, projectivische Punktreihen auf BB,, also U,
und A, projectivische Strahlbiischel beschreiben, die mit dem Strahl-
biischel (A) projectivisch sind; hiernach durchlaufen auch ¢;, und
G,, projectivische Punktreihen auf den Trigern BB, und B, B,; in
den Schnittpunkt B, dieser Triger fallen aber zwei entsprechende
Punkte hinein; denn sobald der veriinderliche Strahl 2 durch B, geht,
fallen o¢,, und ¢,, ebenfalls in B, hinein; die Verbindungslinie
G,,6,, oder A, liuft also durch einen festen Punkt x, und in ganz
gleicher Weise die Gerade 2”; durch einen festen Punkt x7;, und
beide beschreiben Strahlbiischel, welche mit dem urspriinglichen Strahl-
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biischel (%(), also auch unter einander projectivisch sind. Es zéigt sich
aber noch weiter, dass dieselben perspectivisch liegen; demn sobald
insbesondere 9 durch B, geht, fallen, wie wir gesehen haben, U
und U, zusammen in die Gerade b, B;; A, und A miissen auch
durch B, gehen; ausserdem. kimnen wir von der Geraden 2, moch
einen dritten Punkt ¢, bestimmen, nimlich: .

(B, B;, A) =06, (B; B, mz’) == 6:;0 (BB, 62’3 6:;0) = 60’2
und von der Geraden U, den Punkt o,:

(ByBy, A) =654 (BB, A)) =0y, (BB, 6;,04,) = Gy

Da nun in dem Falle, dass 9 durch B, geht, die Geraden %,
und A, zusammenfallen, so werden die Punkte 6., und ¢, offenbar
auch zusammenfallen und hiernach auch ¢;, und 6,; da die Geraden
A, und A; in dem genannten Falle schon den Punkt B, gemein
haben und ausserdem noch diesen leicht zu construivenden Punkt o,
welchen wir so erhalten:

(B.B;, bB,) =06,5 (ByB, b,B))=06,, (BB,, 6,,0;5,)=0,,
so fallen sie ganz zusammen, und es liegen daher die beiden Strahl-
biischel (%) und (AY) perspectivisch, weil zwei entsprechende Strahlen
auf einander fallen; die Punkte =, und =] miissen daher in gerader
Linie liegen mit B,, und das Erzeugniss der beiden von A, und A
beschriebenen Strahlbiischel d. h. der Ort des Punktes p, wird eine
gerade Linie oder der Triger einer geraden Punktreihe, welche
mit dem urspriinglichen Strahlbiischel () projectivisch ist. (Wir
kinnen das vorige Resultat auch aus der Bemerkung schliessen, dass
das Netz in dem Falle parabolisch wird, wenn wir ¥ durch B, legen,
also der Pol jeder nicht durch B, gehenden Geraden sich in B, be-
findet, wihrend die Polare jedes Punktes der Hbene durch B, geht
u. 8. f) Da hiernach UA; = (b,p;) ein mit (A) projectivisches Strahl-
biischel beschreibt, so durchlaufen s,; und s, projectivische Punkt-
reihen anf den Trigern B,B; und BDB,; die Verbindungslinie $,,5,,
umhiillt daher einen Kegelschnitt, welcher B, B; und BB, beriihrt;
dieser Kegelschnitt beriihrt gleichzeitig BB,; denn sobald U durch
B, geht, muss A, durch B gehen; dies folgt sowohl aus der Grund-
eigenschaft des Involutionsnetzes, als auch aus dem obigen Con-
structionsschema, weil in dem Falle, dass U durch B; geht, die
Punkte @, und ¢, nach B gelangen, also zwei entsprechende [
und A, sich in B treffen, p, nach B gelangt und A; durch B geht.
Der Kegelschnitt, welchen die Verbindungslinie s,,s,, umhiillt, ist
also dem Dreieck B, B; B einbeschrieben, und die Tangente B, B wird
von der veriinderlichen Tangente s,ys, in einem Punkte s, getroffen,
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welcher eine gerade Punktreihe durchliuft, die mit der von s, oder
8,; durchlaufenen Punktreihe projectivisch ist (S. 88). Hieraus folgt,
dass auch U, ein mit (A) projectivisches Strahlbiischel beschreibt;
endlich ergiebt sich' in gleicher Weise, dass s,, und s, und auch
Gyys Siz, Ogy und Gy, projectivische Punktreihen durchlaufen; die beiden
von 6, und Gy, auf den Trigern BB, und BB, durchlaufenen Punkt-
reihen liegen aber perspectivisch, weil in den Schnittpunkt B der
Triiger zwei entsprechende Punkte der beiden Punktfreihen hineinfallen,
. denn sobald ¥ durch B, geht, gelangen sowohl g, als auch ¢, nach
B, fallen also in diesem Punkte zusammen; hieraus schliessen wir,
dass die Verbindungslinie (6,,6,,) = %, durch einen festen Punkt p,
liuft und ein Strahlbiischel beschreibt, welches mit dem von U be-
schriebenen projectivisch ist. Dieses Resultat lisst sich als Satz so
aussprechen: .

Es giebt unendlich-viele Netze von der Beschaffenheit, dass wvier ge-
gebene Punlitpaare B-wund b, B, und b, B, wnd b,, B, und b, conju-
girte Punkte derselben sind. Wenn man zu irgend einem [festen Punkte
B, fiir jedes Netz die Polare N, construirt, so laufen diese simmtlichen
Geraden N, durch einen festen Punkt p, und bilden ein Strahlbiischel;
wgend zwei  solcher Strahlbiischel sind  allemal projectivisch und ent-
sprechende Strahlen derselben je zwei Polaren in Besug auf dasselbe Netz.
Eine solche Gruppe von Netzen besitzt also dieselbe Eigenschaft, wie
ein Kegelschnittbiischel mit vier Grundpunkten (8. 299), und in der That
bilden die Kernkegelschnitte dieser Netze ein solches Biischel (vgl.
§. 62). Fiigen wir nun noch die fiinfte Bedingung hinzu, dass die
Polare des gegebenen Punktes B, durch einen gegebenen Punkt b,
gehen soll, so giebt es nur ein einziges Netz, welches diesen fiinf
Bedingungen gleichzeitig geniigt, dass ¢) B und b, B, und by, B, und b,,
By und by, B, und b, finf Paare conjugirter Punlte eines Netzes seien.
Die Construction dieses Netzes geschieht auf reellem und eindeutigem
Wege durch Ermittelung des Punktes p,, und derselbe wird gefunden,
indem wir die vorhin angegebene Construction zweimal ausfithren fiir
zwei beliebige durch den Punkt b gezogene Gerade 2’ und %", zwei
besondere Lagen von U; wir erhalten dadurch zwei bestimmte Gerade
A, und A, welche sich in dem gesuchten Punkte p, schneiden; die
Verbindungslinie (b, p,) = %, ist dann die Polare des Punktes B, in
dem zu bestimmenden Netze, und indem wir die vorige Comstruction
noch einmal anwenden unter Annahme der Bestimmungsstiicke: B,
und A,, B, und by, B, und b,, B, und b, (oder B und b), sind wir
im Stande, zn jedem beliebigen Punkte der Ebene B, die riicksichtlich
des Netzes zugehorige Polare ; zu construiren, also das ganze Netz
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herzustellen. Die Ausfithrung dieser Construetion wird zwar sehr
weitliufig, ist aber ohne theoretische Schwierigkeit, und wir glauben
sie iibergehen zu diirfen, weil der Verlauf derselben aus dem oben
angegebenen, nur dreimal zu wiederholenden Constructionsschema sich
ergiebt. Uebrigens wiirde sich die Construction durch eine passender
gewiihlte Bezeichnung wohl symmetrischer machen und vereinfachen
lassen, was wir als eine zweckmissige Uebung dem Leser empfehlen.

§. 59. Durchmesser und Mittelpunkt, System der conjugirten Durch-.
messer und die Axen des Netzes.

Es giebt einige besondere Elemente des Netzes, welche dieselbe
Bedeutung haben, wie die gleichnamigen besonderen Elemente des
Kegelschnitts. Da der Mittelpunkt eines Punktsystems derjenige ist,
dessen conjugirter der unendlich-entfernte ist, so wird jeder Punkt m
in der Kbene eines Netzes als der Mittelpunkt einer, aber im Allge-
meinen nur einer einzigen Geraden 9 riicksichtlich des auf ihr befind-
lichen Punktsystems auftreten, niimlich derjenigen, welche mit der
Polare des Punktes m im Netze parallel durch m gezogen wird.
Gibe es insbesondere einen solchen Punkt M in der Ebene des Netzes,
welcher Mittelpunkt fir die Punktsysteme zweier durch ihn gehenden
Gteraden wiire, so miisste seine Polare durch die beiden unendlich-
entfernten Punkte jener beiden Geraden gehen, mithin ganz im Un-
endlichen liegen d. h. &, sein; dann wiirde M zugleich der Mittel-
punkt simmtlicher durch ihn gehenden Geraden riicksichtlich der auf
ihnen befindlichen Punktsysteme sein; und umgekehrt, der Pol der
unendlich-entfernten Geraden &_ ist Mittelpunkt fiir alle Punktsysteme
der durch ihn gehenden Geraden (wofern er nicht selbst unendlich-
entfernt liegt). Um den so beschaffenen Punkt M zu finden, sei m
der Mittelpunkt einer bestimmten durch s gehenden Geraden ¥, und
A der conjugirte Strahl fiir das dem Punkte m zugehirige Strahl-
system des Netzes, dann wird 4 durch den Mittelpunkt derjenigen
Geraden I gehen, welche die Polare von m ist, und zugleich die
Polare desjenigen unendlich-entfernten Punktes sein, nach welchem
die parallelen Geraden U und IM gerichtet sind; sucht man nun' den
Mittelpunkt M der Geraden A, so wird dieser die verlangte Eigen-
schaft besitzen, zugleich Mittelpunkt der Geraden zu sein, welche
durch ihn parallel zu U (oder M) gezogen wird; er wird also der
Mittelpunkt fiir jede durch ihn gehende Gerade sein. _

Dieser Punkt M soll Mittelpunkt des Netzes genannt werden; dass
es nur einen solchen Punkt geben kann, ist klar; denn giibe es zwei,
so miisste die Gerade, welche beide verbiinde, jeden dieser Punkte
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zum Mittelpunkt, also zwei Mittelpunkte haben, was dem Wesen des
Punktsystems widerstreitet. Ferner sollen siimmtliche Gerade, welche
durch den Mittelpunkt M gehen, Durchmesser des Netzes, die conju-
girten Strahlen des dem Punkte M riicksichtlich des Netzes zuge-
horigen Strahlsystems conjugirte Durchmesser und die Axen dieses Strahl-
systems die Awxen des Netzes genannt werden. Hiernach ist die Con-
struction des Mittelpunktes M und des ihm zugehirigen Strahlsystems
durch folgende Eigenschaft gegeben:

Wenn man in einer beliebigen Richtung zwei oder mehrere parallele
Gerade in der Ebene eines Nelzes zieht, so liegen die Mittelpunkte der
ihnen  augehiorigen Punltsysteme allemal auf einem Durchmesser des
Netzes; veriindert man die angenommene Richtung, so laufen alle Durch-
messer dwrch einen festen Punkt, den Mittelpunkt des Netzes, und je
zwei Durchmesser, von denen einer der angenommenen Richtung parallel
ist, der anmdere die Mittelpunkte aller zu dieser Richtung parallelen Ge-
raden enthilt, sind ein Paar conjugirter Strahlen eines Strahlsystems
oder conjugivte Dwrchmesser, indem auch umgekehrt die dem letzteren
parallelen Geraden ihre Mittelpunkte siimmilich auf dem ersteren haben.

Dies lisst sich mit anderen Worten auch so aussprechen: Der
Mittelpunkt M des Netzes ist der Pol der wunendlich-entfernten Ge-
raden ©_, das conjugirte Durchmesser-System das diesem Punkle zu-
gehirige Strahlsystem des Netzes. Fillt insbesondere der Mittelpunkt
M des Netzes selbst ins Unendliche, so liegt er auf seiner Polare
und ist also ein Punkt des Kerns vom Netze; das Netz ist also ein
hyperbolisches und der Kernkegelschnitt offenbar eine Parabel. Liegt
dagegen der Mittelpunkt M des Netzes nicht im Unendlichen, so wird
das ithm zugehirige Strahlsystem entweder ein hyperbolisches oder
ein elliptisches sein; ist es ein hyperbolisches, so enthiilt jede der
beiden Asymptoten zwei zusammenfallende conjugirte Strahlen, und
da der unendlich-entfernte Punkt des einen Strahls der Pol des con-
Jjugirten Strahls ist, so liegt der unendlich-entfernte Punkt der Asymptote
zugleich auf seiner Polare, ist daher ein Punkt des Kerns vom Netze;
das Netz ist also ein hyperbolisches und der Kernkegelschnitt eine
Hyperbel. Ist das Strahlsystem des Mittelpunktes M dagegen ein
elliptisches, so konnen zwei Fiille eintreten: Entweder ist das Netz
ein hyperbolisches und der Kernkegelschnitt eine Ellipse, oder das
Netz ist ein elliptisches und der Kernkegelschnitt imaginir; der erste
Fall tritt ein, sobald das auf irgend einem Durchmesser befindliche
Punktsystem des Netzes ein hyperbolisches, der letzte Fall, sobald es
ein elliptisches ist; alsdann sind auch die Punktsysteme simmtlicher

Durchmesser im ersten Fall hyperbolisch, im letzten elliptisch.
Steiner, Vorlesungen IL 2. Aufl, 29
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Wir bemerken noch, dass das einem beliebigen Punkte B in der
Ebene des Netzes zugehorige Strahlsystem immer ein Paar conju-
girter Strahlen besitzt, welche einem Paar conjugirter Durchmesser
parallel laufen, und dass sogar der eine jener Strahlen wit dem einen
dieser Durchmesser zusammenfillt; denn ziehen wir BM, so linft der
conjugirte Durchmesser parallel mit dem zu B conjugirten Strahle
des Strahlsystems (B); hieraus folgt, dass alle Strahlsysteme, deren
Mittelpunkte auf einem und demselben Durchmesser liegen, ein System
‘paralleler conjugirter Strahlen haben, von denen die eine Hilfte auf
diesen Durchmesser fiillt.

Zwischen den verschiedenen Punktsystemen auf simmtlichen Durch-
messern des Netzes bestehen ganz analoge Beziehungen, wie zwischen
den conjugirten Durchmessern des Kegelschnitts (S. 169). Dieselben
lassen sich auf analogem Wege aus der Construction der Axen ab-
leiten; nehmen wir zu diesem Zweck ein Paar conjugirter Durch-
messer mit den auf ihmen befindlichen Punktsystemen als gegeben an;
diese sind bekanntlich zur Bestimmung des Netzes erforderlich und
ausreichend; stellen wir uns dann die Aufgabe, die Axen mit den auf
ihnen befindlichen Punktsystemen zu construiren. Durch den Mittel-
punkt und den unendlich-entfernten Punkt ist auf jedem Durchmesser
bereits ein Paar conjugirter Punkte gegeben; durch ein zweites
Paar wird also das Punktsystem vollstindig bestimmt. Seien (Fig. 96)

Fig. 96.

A und B die sich in M schneidenden gegebenen conjugirten Durch-
messer, auf dem ersteren das Paar conjugirter Purkte @ und &, auf
dem letzteren b und f gegeben, und setzen wir den Fall eines elliptischen
Netzes voraus, weil dieser in dem Iriiheren nicht enthalten ist; dann
miissen @ und « und ebenso b und B auf entgegengesetaten Seiten
von M liegen; das Product Ma . Ma heisst die Potenz des auf dem
Durchmesser 9 befindlichen Punktsystems und ist eine negative Grisse,
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weil Ma und Ma entgegengesetzte Richtung haben (der Gang der
Untersuchung bleibt im Wesentlichen ungeiindert fiir jede andere An-
nahme hinsichtlich der Lage der Punkte ae«, bf). Wir bezeichnen
die Potenz des auf dem Durchmesser U befindlichen Punktsystems
durch Py = Ma . M« und ebenso die auf® durch Py = Mb. Mp. Wiire
das Punktsystem auf 9 hyperbolisch, so wire die Potenz Py positiv
und gleich dem Quadrat-des halben Abstandes der beiden Asymptoten-
punkte von einander, also gleich dem Halbmesser des Kernkegelschnitts
auf dem Durchmesser 2.

Um die Axen des Netzes zu finden, miissen wir das dem Mittel-
punkte M zugehorige Strahlsystem des Netzes, von dem wir bis jetzt
nur ein Paar conjugirter Strahlen haben, vollstindig kennen und seine
Axen ermitteln, welche die gesuchten Axen des Netzes sind. Die
Polare des Punktes a ist nun die durch « zn B gezogene Parallele
und die Polare von b die durch g zu U gezogene Parallele, der
Schnittpunkt s dieser beiden Parallelen also der Pol von ab; der un-
endlich-entfernte Punkt von @b hat zu seiner Polare offenbar Ms;
zichen wir also durch M eine Parallele zu @b, nennen dieselbe %,
withrend Ms = " ist, so sind A" und B ein neues Paar conjugirter Durch-
messer, d. h. ein zweites Paar conjugirter Strahlen des Strahlsystems
(M), und dieses ist hierdurch vollstindig bestimmt; wir konnen noch
ein drittes Paar copjugirter Duchntesser erhalten, indem wir durch a
und b ein Paar Parallelen zu B und U ziehen, die sich in ¢ treffen,
dann sind Mo (= A”) und die dorch M zu ap gezogene Parallele B”
ein drittes Paar conjugirter Durchmesser des Nefzes. Um die Axen
des Strahlsystems (M) zu finden, lassen wir dasselbe von einer Ge-
raden (Transversale) schneiden, welche durch a parallel zu B gezogen
ist; auf dieser Transversale wird durch das Strahlsystem (M) ein
Punktsystem ausgeschnitten, dessen Mittelpunkt offenbar @ ist. Die
Kreise, welche iiber den Strecken zwischen je zwei conjugirten Punkten
dieses Punktsystems als Durchmesser beschrieben werden kénnen, bilden
ein Kreisbiischel mit zwei reellen gemeinschaftlichen Punkten oder
einer ideellen gemeinschaftlichen Secante, und es giebt einen einzigen,
leicht construirbaren Kreis dieses Biischels, welcher durch M geht;
dieser Kreis schneidet die Transversale offenbar in zwei solchen conju-
girten Punkten ihres Punktsystems, welche mit M verbunden zwei conju-
girte Strahlen des Strahlsystems (M) liefern, und da diese Strahlen einen
Peripherie-Winkel iiber einem Halbkreise einschliessen, also zu einander
rechtwinklig sind, so sind sie die gesuchten Axen @ und b des Netzes.
Seien Mz und M§E die so construirten Axen, # und § ihre Schnitt-
punkte mit der Transversale durch @, so ist zu bemerken, dass wegen

29%
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der constanten Potenz az .af gleich ist dem analogen Producte fiir
irgend zwel andere conjugirte Puhkte des Punktsystems auf der Trans-
versale, also auch fiir ihre beiden Schnittpunkte mit A” und B”, d. h.
= a6 .ac’; nun ist aber a6 = Mbund wegen der Parallelitit ver-
hilt sich:
ad _ Mp
Ma alM’

ma.ai:.Mb.Mﬁ.ﬂMT:-,

also

eine Relation, von welcher wir sogleich Gebrauch machen werden.
Es bleibt jetzt iibrig, machdem die Axen des Netzes gefunden sind,
die auf ihnen befindlichen Punktsysteme zu ermitteln. Dies kann auf
folgende Art geschehen: Die Polare von x muss parallel laufen zu
Mg (Fig. 97), also senkrecht stelien auf Mz, ferner muss sie durch
den Punkt « gehen, weil z auf der Polare von « liegt, niimlich auf der

Fig. 97. durch @ parallel zu B gezoge-
nen Geraden; folglich wird das
aus « auf Mx gefillte Perpen-
dikel die Polare von z .sein
und Mz in dem Punkte 2
treffen, welcher der conjugirte
von z ist fiir das auf der
a-Axe befindliche Punktsystem
des Netzes; ebenso trifft das
aus ¢ auf die b-Axe herabge-
lassene Perpendikel dieselbe in
&, dem conjugirten Punkte zu
£ in dem der b-Axe zugehvrigen Punktsystem. Da wir ausserdem
den Mittelpunkt M fiir diese beiden Punktsysteme kennen, so ist uns
ihre Potenz:

Mx. Mo — P, und ME.ME =P,

bekannt und hierdurch auch jedes der beiden Punktsysteme selbst.
Zugleich ergeben sich die erwithnten Beziehungen zwischen den Grissen
Py Py P, P, wie folgt: .

Wir haben bereits auf S, 176 auf zwei elementare Hiilfssiitze iiber
das rechtwinklige Dreieck aufmerksam gemacht, welche so lanten: Wenn
das rechtwinklige Dreieck # Mg in M den rechten Winkel hat und a
irgend ein Punkt seiner Hypotenuse ist, die Perpendikel, aus a auf
Mz und ME gefillt, die Katheten in y und 5 treffen, so ist allemal:

I. Mz. My . ME. My = za .af Ma*sin® (Ma, af)

1. Mx.My+ ME. My = Ma® + za.af

&z&lr'e
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Der ganz elementare Beweis dieser Sitze kann hier unterdriickt
werden; der zweite Satz ist die Verallgemeinerung eimes bekannten
Satzes fiir den besonderen Fall, dass @ in der Mitte der Hypo-
tenuse liegt. : .

Die Strecken My und Mw kiénnen wir nun, indem wir diese
Siitze auf unsere Figur anwenden, ersetzen durch Ma' und ME, denn
die Parallelitiit liefert folgende Verhiltnisse:

: el S
Tl fo My s My e e
dies in die vorigen Relationen substituirt giebt:
Mz . Mx' . ME. ME = za.ak. Mo . sin® (U, B)

Mo. Ma + ME. ME = Ma. Me + za.ak. 3%,

oder, wenn nach dem Obigen fiir za.a§= Mb.Mp. % gesetzt

wird, und die Producte durch die eingefiihrte Bezeichnung der Potenz
ersetzt werden:
. Py.Pg.sin?(A,B)=2F,.F
4 I. Py+Ps=P,+ P, dh

) ,Das Product aus den Potenzen der auf einem Paar conjugirter
Durchmesser des Netzes befindlichen Punktsysteme wmultiplicirt mit dem
Quadrat des sinus des cingeschlossenen Winkels ist constant.

11) ,,Die Summe der Potenzen der auf einem Paar conjugirter Durch-
messer des Nelzes befindlichen Punlisysteme ist constant.”

Diese Siitze sind gleichlautend mit den bekannten Eigenschaften
der conjugirten Durchmesser des Kegelschnitts; sie bleiben bestehen
fiir das Netz, auch wenn dasselbe elliptisch ist, also keinen reellen
Kernkegelschnitt besitzt, wofern wir nur an die Stelle™er Durch-
messer den allgemeineren Begriff der Potenz des zugehorigen Punkt-
systems setzen. In dem Falle eines elliptischen Netzes sind allemal
beide Werthe Py und Py negativ, in dem Falle eines hyperbolischen
Netzes entweder beide positiv (Kernkegelschnitt = Ellipse) oder einer
positiv, der andere negativ (Kernkegelschnitt = Hyperbel). Fiir zwei
conjugirte Hyperbeln, welche dasselbe Strahlsystem der conjugirten
Durchmesser haben (8. 165), findet allemal ein derartiges Verhalten
statt, dass, wenn bei der-einen Py positiv und Py negativ, bei der
andern umgekehrt Py megativ und Py positiv ist, iibrigens aber die
absoluten Werthe dieser Potenzen beziehlich dieselben sind. In diesem
Sinne kionnen wir uns auch zu der Ellipse den conjugirten Kegelschnitt,
der vollstéindig imaginiir ist, denken, indem wir ihm dasselbe Strahl-
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system der conjugirten Durchmesser zuweisen, aber auf jedem Paar
conjugirter Durchmesser die Potenzen der zugehirigen Punktsysteme
gleich und entgegengesetzt annehmen, also die hyperbolischen Punkt-
systeme in gleichwerthige elliptische verwandeln. Solche vier Netze
(Kegelschnitte), welchen die Werthe:
£ Pojal =B P
+P|—P|+P|—P

zukommen, sind vier larmonisch - zugeordnete Netze Wle auf Seite 426
nachgewiesen ist.

Sind inshesondere die Werthe von P, und Pb einander gleich, so
lisst die obige Construction erkennen, dass, wenn beide positiv oder
beide negativ sind, das dem Mittelpunkte M zugehorige Strahlsystem des
Netzes (das System der conjugirten Durchmesser) ein circulares Strahl-
system wird, also je zwei conjugirte Durchmesser auf einander recht-
winklig sind, woraus denn folgt, dass der Kernkegelschnitt des Netzes
ein reeller oder imaginirer Kreis wird. Hieraus folgt die bekannte
Eigenschaft eines solchen besonderen Netzes, dass die Polare irgend
eines Punktes p semkrecht steht auf der Verbindungslinie (p M) des-
selben mit dem Mittelpunkte des Netzes, und zwar in demjenigen
Punkte = dieses Durchmessers p M, fiir welchen Mp . M= gleich ist dem
festen (positiven oder negativen) Werthe der Potenz P, (= P,). Sind
dagegen die Werthe von P, und P, gleich und entgegengesetzt, so
ist das Netz hyperbolisch und der Kernkegelschnitt eine gleichseitige
Hyperbel, indem das dem Mittelpunkte M zugehorige Strahlsystem
des Netzes ein gleichseitig-hyperbolisches wird.

& 60. Die Brennpunkte des Netzes.

Es biéfet sich uns als ndichste Aufgabe dar, solche Punkte in
der Ebene des Netzes aufzusuchen, deren zugehorige Strahlsysteme
circulare werden; ein circulares Strahlsystem ist ein besonderes ellip-
tisches Strahlsystem, welches nicht nur e¢in Paar, sondern unend-
lich - viele Paare von Axen hat d. h. bei welchem je zwei conjugirte
Strahlen zu einander rechtwinklig sind; dies ist der Fall, sobald es
zwei Paare zw einander rechtwinkliger conjugirter Strahlen giebt, durch
welche das Strahlsystem bestimmt wird., Es ist nun leicht einzusechen,
dass, wenn es iiberhaupt Punkte in der Ebene des Netzes giebt, deren
zugehorige Strahlsysteme circulare sind, diese mothwendig auf den
Axen des Netzes liegen miissen. Denn wire B irgend ein nicht auf
einer Axe liegender Punkt und M der Mittelpunkt des Netzes, so
wiirde dem Durchmesser BM ein conjugirter Durchmesser zugehoren,
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welcher nicht senkrecht auf thm stiinde; zigen wir niimlich durch B eine
Parallele zu letzterem, so hiitten wir den conjugirten Strahl zu BM
in dem Strahlsystem (B); wir hiitten also zwei conjugirte Strahlen
dieses Strahlsystems, welche nicht rechtwinklig zu einander wiiren;
das Strahlsystem (B) wiire also augenscheinlich kein circulares. Hier-
von macht allerdings der Fall eine Ausnahme, wenn das dem Punkte
(M) zugehbrige Strahlsystem selbst ein circulares ist; in diesem Falle
ist es indessen leicht einzusehen, dass das so construirte Paar das
einzige Paar rechtwinkliger conjugirter Strahlen des Strahlsystems (B)
ist; denn ziehen wir durch B einen beliebigen zweiten Strahl, so
wird dessen Pol auf der aus M auf ihn herabgelassenen Senkrechten
liegen und im Allgemeinen nicht im Unendlichen; verbinden wir ihn
mit B, so haben wir also wieder ein Paar conjugirter Strahlen des
Strahlsystems (B), die nicht zu einander rechtwinklig sind, und das
Strahlsystem (B) ist also kein circulares.

Wir haben demnach die Punkte von der verlangten Eigenschaft nur
auf den Axen des Netzes zu suchen; wir nehmen einen beliebigen
Punkt z auf einer Axe (Fig. 98), ermitteln seine Polare X, welche in
# senkrecht auf dieser Axe steht, dann sind 2’ und X die Axen

des dem Punkte «” zugehorigen Strahl- Fig. 98.

systems, ebenso #M und die Senk- %

rechte in z die Axen des dem i ~X
Punkte x zugehorigen Strahlsystems; z/
andere Paare conjugirter Strah- L =
len des letzteren konnen wir da- e \\ /l L~
durch finden, dass wir das Punkt- — < ¢ o
system auf X ermitteln, welches /j\ yi %\\'

mit dem Strahlsystem (z) perspec- z

tivisch liegt. Ziehen wir durch z \\\

éinen beliebigen Strahl Y, welcher &

in 2 die Polare X trifft, und be- Y
stimmen den Pol y von Y, welcher : \l’\z

auf X liegen muss, so ist (zy) = 2

die Polare von 2z; y und 2z sind ein Paar conjugirter Punkte des dem
Netze zugehorigen Punktsystems auf X, und Z und Y sind ein Paar
conjugirter Strahlen des dem Punkte # zugehorigen Strahlsystems im
Netze. Die beiden Strahlen Y und Z werden aber im Allgemeinen
nicht rechtwinklig auf einander stehen, und das Strahlsystem (z) wird
also im Allgemeinen kein circulares sein; verdindern wir indessen den
Punkt # auf der Axe, so kann es sich ereignen, dass diese Perpen-
dicularitiit eintritt, und ein solcher Punkt z, fiir welchen dies der
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Fall ist, muss die Eigenschaft besitzen, dass sein Strahlsystem ein
circulares wird. Bei der Bewegung von 2 kidnnen wir noch die Rich-
tung der durch ihn gehenden Geraden ¥ ganz willkiirlich annehmen,
es wird aber fiir die Betrachtung zweckmiissig sein, fiir Y eine
(iibrigens beliehige) Richtung unverindert beizubehalten und also ¥
nur parallel mit sich zu verschieben; die Allgemeinheit der Betrach-
tung wird dadurch nicht beeintrichtigt; in dem Punktsystem auf X
von welchem y und 2z ein Paar conjugirter Punkte sind, ist offenbar:
" der Mittelpunkt, und wegen der Eigenschaft der constanten Potenz
eines Punktsystems hahen wir:
x'Y .« 2 = const,

In dem Dreieck zyz ist 22" eine Hohe, die beiden andern Hohen
yy und zZ schneiden sich also in einem Punkte £ der ersteren, d. h.
der in Betracht gezogenen Axe des Netzes. Die Aehnlichkeit der
Dreiecke giebt ferner:

LY, L a—rr.bx ~— conak,

Wenn wir also den Punkt x festhalten und das Paar conjugirter
Punkte y, z auf seiner Polare X beliebig veriindern, d. h. das ganze
Punktsystem durchlaufen lassen, so bleibt der Hohenpunkt & des
Tripeldreiecks zyz immer derselbe feste Punkt.

Die Fusspunkte y und 2 der aus y und z auf die Seiten des
Tripeldreiecks xyz gefillten Perpendikel besitzen die Eigenschaft, dass
oy und y'z, ebenso 5’y und 7'z je zwei conjugirte Strahlen des Netzes
sind und, da diese auf einander senkrecht stehen, die Axen der den
Punkten 3" und 2 zugehorigen Strahlsysteme des Netzes. Bei der
Veriinderung von y und 2 beschreiben nun 3 und 2 einen Kreis,
dessen Durchmesser z& ist. Jeder Punkt dieses Kreises mit # und £
verbunden liefert die Axen des ihm zugehorigen Strahlsystems im Netze.

Um die Verinderung zu verfolgen, welche mit der Bewegung des
Punktes x eintritt, miissen wir ermitteln, wie der Punkt § mit x sich’
verindert; mit # veriindert sich zunichst X, indem es sich bestindig
parallel bleibt und

Mz . Mz’ = const.
ist; die durch z gezogene Gerade Y soll anch, wie oben bestimmt ist,
in ihrer Richtung festgehalten werden, der Pol y wird also auf dem
zu dieser Richtung conjugirten Durchmesser My sich bewegen; das
Perpendikel yy bleibt bestiindig sich parallel, und es bleiben daher
die Verhiltnisse constant:
% = const. , _'M% = const. ,

und hieraus auch:
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Diese Relation mit der obigen verbunden giebt:
Mz . ME = const. ,
und hieraus schliessen wir, dass die Punkte # und & conjugirte Punkte
eines bestimmten newen auf der Axe befindlichen Punktsystems sind,
welches denselben Mittelpunkt M hat. [Wollten wir die kleine Rech-
nung vermeiden, so wire ebenso leicht zu zeigen, dass bei der Be-
wegung von z der Punkt £ eine mit ihm projectivische Punktreihe
durchliuft, uwnd dass entsprechende gleiche Strecken der beiden pro-
jectivischen Punktreihen verkehrt auf einander fallen, d. h. wenn §
nach z gelangt, # nach § kommt, woraus dann ebenfalls die involu-
torische Eigenschaft des Punktpaares (z, £) erhellt.]
Nachdem diese Abhingigkeit der Punkte # und £ von einander
ermittelt ist, wird die urspriinglich vorgelegte Frage leicht zu beant-
worten sein. Soll ndmlich das dem Punkte z zugehorige Strahl-
- system ein circulares werden, so muss das Tripeldreieck zyz bei
x rechtwinklig sein, d. h. der Hohenpunkt & dieses Dreiecks -muss
mit der Ecke x zusammenfallen, und umgekehrt: Wenn der Hohen-
punkt £ mit z zusammenfillt, nur dann werden Y und Z recht-
winklig zu einander sein. Da nun z und & conjugirte Punkte eines
bestimmten und ans dem Obigen leicht zu ermittelnden Punktsystems
sind, so kommt es darauf an, die Asymptotenpunkte dieses Punkt-
systems zu finden. Diese sind nur reell, wenn das Punktsystem hyper-
bolisch ist, im andern Falle werden sie durch dieses hestimmte
(elliptische) Punktsystem vertreten. Es kann also auf jeder Axe des
Netzes hichstens zwei Punkte von solcher Beschaffenheit geben, dass
die ihnen zugehirigen Strahlsysteme des Netzes circulare werden,
Um zu erfahren, ob diese Punkte reell sind, miissen wir das oben
ermittelte Punktsystem (z, £) auf jeder Axe genauer zu bestimmen -
suchen. Da die Punkte x, £ auf der in Betracht gezogenen Axe des
Netzes ein Punktsystem -bilden, so werden siimmtliche iiber den
Strecken x§ als Durchmesser beschriebenen Kreise ein Kreishiischel
bilden und zwar mit einer reellen gemeinschaftlichen Secante, wenn
das Punktsystem (z, &) elliptisch ist, dagegen mit einer ideellen ge-
meinschaftlichen Secante, wenn das Punktsystem (z, &) hyperbolisch
ist, indem die beiden Asymptotenpunkte desselben die Grenzpunkte
(Null-Kreise) des Kreisbiischels werden. Welcher Art aber auch
dieses Kreisbiischel sei, immer giebt es durch einen Punkt B der
Ebene nur einen einzigen, stets reellen Kreis, welcher dem Biischel
angehort, oder mit andern Worten, das Kreisbiischel erfiillt die ganze

-
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unendliche Ebene. Wir haben oben gesehen, dass jeder Punkt B eines
solchen Kreises, welcher iiber z& als Durchmesser beschrieben ist,
mit % und § verbunden zwei rechtwinklige Strahlen liefert, welche
die Axen des Strahlsystems fiir B im Netze sind. Da aber jedem Punkte
B in der Ebene des Netzes nur ein bestimmtes Strahlsystem zugehort
und auch durch jeden Punkt B nur ein bestimmter Kreis des Kreis-
biischels hindurchgeht, so konnen wir umgekehrt schliessen:

Denkt man sich in simmitlichen Punkten B der Ebene eines Netzes
die Azen der ihmen im Netze zugehorigen Strahlsysteme ermittelt, und trifft
ein solches Axenpaar eine (oder die andere) Axe des Nefzes in dem
Punktpaar x, &, so bildet die Gesammtheit dieser Paare x, & ein be-
stimmtes Punktsystem auf der Axze des Netees, d. h. x, & sind allemal ein
Paar conjugirter Punkte eines und desselben Punktsystems, wo auch der

Punlt B in der Ebene angenommen werden mag. .

Hierdurch wird das Punktsystem (z, £) auf eine zweite, sehr ein-
fache Weise bestimmt und zwar fiir jede der Axen des Netzes in
gleichartiger Weise, denn die eine der Betrachtung zu Grunde ge-
legte Axe hat vor der anderen nichts voraus, und durch einen be-
stimmten Punkt B giebt es nur ein einziges Paar Axen desjenigen
Strahlsystems, welches dem Punkte B im Netze zugehort. Denken
wir uns also einen beliebigen Punkt B in der Ebene und die Axen
seines Strahlsystems, welche in # und £ die eine, in y und 5 die
andere Axe des Netzes treffen mégen, so bestimmen x, £ und der
Mittelpunkt M das eine, y, 7 und der Mittelpunkt. M das andere
Punktsystem auf den Axen des Netzes, und es ist jetzt leicht ersicht-
lich, dass von diesen beiden Punktsystemen nothwendig eines hyper-
bolisch und das andere. elliptisch

s sein muss; denn sobald # und & auf

y derselben Seite von M gelegen sind,

S miissen y und % auf entgegengesetz-

\7\’5 ten Seiten von M liegen und umge-

; Y y;'-‘.-\v\-‘-“‘-‘"\ kehrt (_Fig. 99) . Die vier Pu'nkte

ope xz&yn liegen niimlich so, dass jeder

—‘{7 gt ‘% von ihnen der Héhenpunkt des von

// den drei andern gebildeten Dreiecks

74 ist, und es findet demzufolge die Be-
3 ¥, dingung statt:

Mz . Mg+ My . My = 0;

das eine dieser beiden Producte ist also gleich, aber entgegengesetzt
dem andern, d. h. wenn das eine positiv ist, muss das andere negativ
sein und umgekehrt. Von den beiden auf den Axen des Netzes her-

A
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vorgerufenen Punktsystemen ist also eines nothwendig hyperbolisch,
das andere elliptisch. Die Asymptotenpunkte des hyperbolischen
Punktsystems, ' und F}, sind die einzigen reellen Punkte in der Ebene
des Netzes, fiir welche das zugehorige Strahlsystem ein ecirculares
wird; sie heissen die Bremnpunkic des Netzes; auf der andern Axe
giebt es ein bestimmtes elliptisches Punktsystem, dessen Potenz den
gleichen aber entgegengesetzten Werth hat, und dessen imaginiire Asym-
ptotenpunkte als das zweite Paar Brennpunkte des Netzes aufgefasst
werden konnen. Wollen wir noch die unendlich-entfernte Gerade &
als dritte Axe des Netzes gelten lassen, insofern sie der dritte Tripel-
strahl zu den beiden endlichen Axen des Netzes ist und gewisser-
massen als auf jeder Geraden in der Ebene senkrecht stehend ange-
nommen werden kann, so wird anf dieser dritten Axe ebenfalls ein
Punktsystem (g, £) durch die Axen eines jeden Strahlsystems im Netze
bestimmt werden, und dieses Punktsystem ist ein fiir allemal dasselbe
(circulare), indem es von je zwei unendlich-entfernten Punkten in
zwei zu einander rechtwinkligen Richtungen erzeugt wird. Die imagi-
niren Asymptotenpunkte desselben sind die imaginiren Kreispunkte
der unendlich-entfernten Geraden (8. 78) und konnen allemal als ein
Paar imaginire Brennpunkte fiir jedes Netz angesehen werden.

Es bleibt jetzt noch iibrig, die Potenz des Punktsystems (z, £),
welche gleich und entgegengesetzt der des andern Punktsystems (y, )
ist, zu bestimmen oder, was dasselbe ist, den Abstand jedes der
Brennpunkte I'F| von dem Mittelpunkte M des Netzes zu-ermitteln;
dieser ist leicht auszudriicken «durch die Potenzen P, und P, der-
jenigen beiden Punktsysteme, welche den Axen des Netzes zugehoren.
~ Nehmen wir von den heiden Axen des dem Punkte B zugehdrigen
Strahlsystems eine, welche in z und y die Axen des Netzes treffen
moge, so wird ihr Pol P auf der andern liegen miissen (Fig. 99),
also in der durch B auf ihr gezogenen Senkrechten, welche in § und
n die Axen des Netzes trifft; die Polare von z muss nun durch P
gehen und senkrecht stehen auf Mz, also, wenn das aus P auf Mz
herabgelassene Perpendikel diese Gerade in 2’ trifft, so ist Mz . Mz'=P,
und ebenso My . My = P,, wo 3 den Fusspunkt des aus P anf My
herabgelassenen Perpendikels, d. h. der Polare von y bedeutet. Aus
der Aehnlichkeit der Dreiecke folgt aber:

b8 8 D M= 2y
ME P ey in My ?
und setzen wir dies Verhiiltniss in die oben«gefundene Relation:
Mx. ME+ My . Mnyp=0

ein, so folgt:
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Mz .Mz — My. My =— My.My= Mz . M§
{ Mgz . Mg =P, — P,
My .My=P, — P,. -

Die Potenz desjenigen Punktsystems, dessen Asymptotenpunkte
die Brennpunkte des Netzes sind, ist hiernach gefunden, also auch
die Entfernung der Brennpunkte ' F, vom Mittelpunkte, deren Quadrat
gleich dem absoluten Werthe von (P, — P,) ist.

Bs ist vorhin erw#hnt worden, dass die Kreise, welche iiber je
einer Strecke zf zwischen zwei conjugirten Punkten des Punktsystems
(2, £) als Durchmesser beschrieben- werden, ein Kreisbiischel hilden,
dessen Grenzpunkte (Nullkreise) die Brennpunkte des Netzes sind.
Wir erhalten hiernach fiir die beiden endlichen Axen des Netzes
zwei Kreisbiischel, deren eines zur ideellen, das andere zur reellen ge-
meinschaftlichen Secante die eine und die andere Axe des Netzes und
zur Centrale die jedesmalige zweite Axe hat; da die Potenz des
Punktes M in Bezug auf die Kreise des einen Biischels gleich aber
entgegengesetzt der Potenz desselben Punktes in Bezug auf die Kreise
des andern Biischels ist, so schneidét jeder Kreis des einen jeden des
andern Biischels rechtwinklig, und die Kreise fiber z£& und y% als
Durchmesser stehen daher in der bekannten Beziehung zu einander,
dass sie zwel conjugirte Kreisbiischel bilden. Wir konnen dies als Satz
folgendermassen aussprechen:

Dic beiden DBrenmpunkte auf der einen Axe des Nelzes und die
Schnittpunkte der andern mit wrgend einem Axenpaar des Strahlsystems,
welches einem belichigen Punkte in der “Ebene des Netzes augehort, liegen
allemal auf einem Kreise.

Das dritte zu den beiden conjugirten Kreishiischeln zugehirige
Kegelschnittbiischel, welches aus simmtlichen gleichseitigen Hyperbeln
besteht, die M zum Mittelpunkt haben und durch die Brennpunkte
~ I'F, gehen (8. 339), tritt bei dieser Betrachtung ebenfalls hervor, wenn
man @& als dritte Axe des Netzes hinzunimmt. Wenn man die Axen
des einem beliebigen Punkte P in Bezug auf das Netz zugehorigen
Strahlsystems hat und durch M Parallele zu denselben zieht, so giebt
es eine gleichseitige Hyperbel, welche diese beiden Parallelen zu
Asymptoten hat und durch P geht; alle diese Hyperbeln bilden ein
Biischel gleichseitiger Hyperbeln mit zwei reellen (FF)) und zwei
imaginiren Grundpunkten. Wir erhalten eine solche gleichseitige Hy-
perbel, wenn wir (Fig. 98) bei dem obigen Tripel #yz die Bewegung ein-
treten lassen, dass wir ¥ parallel mit sich verschieben und aus dem jedes-
" maligen Pole 4y von Y das Perpendikel auf Y fiillen, dessen Fusspunkt
y die gleichseitige Hyperbel beschreibt.

oder:
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§. 61. Einige Eigenschaften der Axen simmtlicher Strahlsysteme, welche
den Punkten in der Ebene eines Netzes zugehoren.

Wir haben oben (8.422) das Gesetz aufgesucht, welchem die Asymptoten
simmtlicher Strahlsysteme, die den Punkten in der Ebene eines Netzes
zugehiren, unterworfen sind, sowie den Ort siimmtlicher Asymptoten-
punkte auf allen Geraden in der Ebene des Netzes; letzterer war der
Kern des Netzes und siimmtliche Asymptoten Tangenten dieses Kern-
kegelschnitts. Hs bietet sich jetzt die Frage dar, welchem Gesetze
die Axen simmtlicher Strahlsysteme im Netze unterworfen sind? Jede
Gerade 9 in der Ebene ist Axe eines bestimmten Strahlsystems; denn
treffe sie eine Axe X des Netzes in z und sei § der conjugirte Punkt
in demjenigen Punktsystem (z, £) auf dieser Axe (8. 458), dessen
Asymptotenpunkte die reellen (oder imaginiiren) Brennpunkte des
Netzes sind, so wird das Perpendikel aus & auf die Gerade 3 dieselbe
in demjenigen Punkte p treffen,” fiir welchen die Gerade 2 und die
darauf Senkrechte die Axen des dem Punkte p zugehorigen Strahl-
systems im Netze sind. Durch einen beliebigen Punkt P in der
Ebene gehen also unendlich-viele Gerade ¥, welche als Axen fiir be-
stimmte dem Netze zugehorige Strahlsysteme auftreten; suchen wir
den Ort der zugehorigen zweiten Axe B zu bestimmen. Das von der
Geraden ¥ beschriebene Strahlbiischel (P) trifft die Axe X des Netzes
in der Punktreihe () und die unendlich-entfernte Gerade &, in einer
Punktreihe, die mit der Punktreihe (x) perspectivisch liegt; denken
wir uns das Strahlbiischel (P) um 90° gedreht, so trifft es die &, in
einer neuen Punktreihe, welche ebenfalls mit dem Strahlbiischel (P)
projectivisch ist; der dem 2 conjugirte Punkt & beschreibt bei der
Bewegung von « eine Punktreihe (§), welche wegen der projectivischen
Natur des Punktsystems (S. 52) ebenfalls mit der Punktreihe (z) pro-
jectiviseh ist, und die Perpendikel aus & auf den jedesmaligen Strahl
9 sind nichts anderes, als Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte
zweier projectivischer Punktreihen auf den Triigern X und &, , indem
letztere von dem um 90° gedrehten Strahlbiischel (P) auf &, ausge-
-schnitten wird. Die der Axe ¥ zugehorige zweite Axe B umbhiillt
daher einen Kegelschnitt und zwar eine Parabel, weil & eine Tangente
desselben ist; diese Parabel berithrt die beiden endlichen Axen X und
Y des Netzes, und der Mittelpunkt M des Netzes ist daher ein Punkt
der Leitlinie dieser Parabel, weil durch ihn zwei rechtwinklige
Tangenten an dieselbe gehen.. Da ferner dem festen Punkte P selbst
ein bestimmtes Strahlsystem im Netz zugehort, dessen Axen ein be-
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sonderes Axenpaar U, B sind, so liegt auch P in der Leitlinie, und
PM ist daher die Leitlinie der Parabel. Wir kinnen auch leicht den
Brennpunkt dieser Parabel ermitteln; die Axen des dem Punkte P zu-
gehorigen Strahlsystems mogen X in #& und Y in y,y, treffen
(Fig. 100), dann gehoren die beiden iiber z,&, amd .y, als Durch-
messer beschriebenen Kreise
den beiden vorhin (8. 460) er-
. wihnten conjugirten Kreis-
biischeln an; diese beiden
Kreise haben aber ausser dem
Punkte P noch einen zweiten
(reellen) Punkt @ gemein, und -
@ ist der Brennpunkt unserer
Parabel; denn da der Brenn-
punkt einer Parabel, welche
einem Dreiseit einbeschrieben
ist, allemal auf dem dem
Dreigeit umschriebenen Kreise
liegt (S. 280) und wir hier
zwei der Parabel umschriebene
Dreiecke Pz, und .Py,y,
haben, so muss der gemein-
schaftliche Punkt der ihnen
umschriebenen Kreise der gesuchte Brennpunkt der Parabel sein; da
aber P dieser Punkt offenbar nicht sein kann, so ist @ der Brenn-
punkt der Parabel. Ks ist ferner leicht zu sehen, dass @ = (zy,, y,£,)
der Schuittpunkt der beiden Geraden x,%, und y,&, ist, und dass die-
selben auf einander senkrecht stehen, oder dass @ der dritte Diagonal-
punkt des vollstindigen Vierecks a,y,E,%, ist, dessen beide andern P
und M sind. Die Gerade, welche die Fusspunkte der aus @ auf die
Axen XY gefilllen Perpendikel verbindet, ist also nach bekannten
_ Eigenschaften der Parabel die Tangente am Scheitel derselben und
liuft parallel der Leitlinie PM. Die hier auftretende Parabel ist uns
also jetzt durch Leitlinie und Brennpunkt vollstindig bekannt, und
wir konnen das Ergebniss der vorigen Untersuchung folgendermassen
zusammenfassen:

Jede Gerade A in der Fbene eines Netzes ist eine Axe eines be-
stimmten dem Netze zugehorigen Strahlsystems; die andere Aze B wird
gefunden, indem man den Schwittpunkt = der Geraden U mit einer Axe
X des Nelzes aufsucht, den conjugivten Punkt & desjenigen Punktsystems
bestimmt, welches die (reellen oder imagindren) Brennpunkte des Netzes

Fig. 100.
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auf dieser Axe zu Asymptotenpunkten hat, und aus & ein Perpendikel
auf W herabliisst; dieses Perpendikel ist die andere Aze B und der
Schnittpunkt (A, B) = p derjenige Punkt von A, dessen Strahlsystem im -
Netze W und B zu Axen hat. Bewegt man die Gerade N um einen
beliebigen festen Punkt P, so verindert sich auch B und wmhiillt eine
Parabel P®. Diese Parabel hat PM, die Verbindungslinie des festen
Punlites P it dem Mittelpunkte M des Netzes, zur Leitlinie und beriilurt
sowohl die beiden Azen des Netzes, als auch die beiden Axen des beson-
deren Strahlsystems, welches dem Punkte P im Netze zugehint. Jedem
Punkte P in der Ebene entspricht also eine bestimmte Parabel B®); be-
wegt sich P auf einer Geraden U, so dwrchliuft B eine Parabelschaar
von wvier festen Tangenten; dies sind die wunendlich-entfernte Gerade &,
die beiden Axen XY des Netzes und diejenige Gerade B, welche zur
anderen Axe W, hat; die Leitlinien dieser Parabelschaar laufen duwrch
den festen Punkt M (8. 279) u. s. f.

. Halten wir den Punkt P fest und suchen den Zusammenhang
der Parabel P mit den beiden conjugirten Kreishiischeln zu erkennen,
denen wir noch das dritte conjugirte Biischel gleichseitiger Hyperbeln
hinzufiigen, so zeigen sich die in §. 51 allgemein gefundenen HEigen-
schaften dreier conjugirten Kegelschnitthiischel fiir diesen besonderen
Fall vollstindig bestitigt. Ein Kegelschnitt, welchem die beiden Punkt-
systeme (z, £) und (y, %) anf den Axen X und Y des Netzes zuge-
horen, ist allemal eine gleichseitige Hyperbel, welche M zum Mittel-
punkte hat; denn nach der auf 8. 150 angegebenen Construction geht
durch einen gegebenen Punkt P nur ein einziger bestimmter Kegel-
schnitt, welcher die Punktsysteme (z, &) und (y, ) zu zugehorigen
hat, und dieser Kegelschnitt wird gefunden, indem man das einzige
Strahlenpaar durch P aufsucht, welches gleichzeitig sowohl das eine,
wie das andere Punktsystem in einem Paare conjugirter Punkte trifft.
In upserm Falle ist nun dieses Strahlenpaar immer reell, nimlich das
Axenpaar des dem Punkte P im Netze zugehorigen Strahlsystems,
welches in &, die Axe X und in g7, die Axe Y trifft, Die Punkte,
in welchen diese beiden Strahlen die Polare des Schnittpunkts (X, 1)
= M, d. h. ®_ treffen, also die unendlich-entfernten Punkte jener
beiden rechtwinkligen, durch P gehenden Strahlen sind Punkte des
gesuchten Kegelschnitts, und dieser ist also eine gleichseitige Hy-
perbel, weil er zwei unendlich-entfernte Punkte in zwei zu einander
rechtwinkligen Richtungen hat. Diese beiden Punkte, die Brennpunkte
FF, des Netzes, und der Punkt P bestimmen vollstindig den Kegel-
schnitt. Nennen wir zur Abkiirzung die beiden Kreise, welche &,
und y,7, zu Durchmessern haben, &;*' und &,*', die gleichseitige Hyper-
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bel H@ (Fig. 100), so hat H® mit jedem der beiden Kreise noch einen
reellen gemeinschaftlichen Punkt ausser P, und diese Punkte HH,
- sind leicht zu finden; &, sind niimlich ein Paar conjugirter Punkte
fiir die Hyperbel ® und P ein Punkt derselben; die Strahlen Px, und
Pg, treffen die Hyperbel £® in den beiden unendlich-entfernten Punkten,
deren Verbindungslinie (&_) den Pol von #,§, in Bezug auf die Hy-
perbel enthiilt, weil z,&, durch M geht; folglich miissen (8. 149) die
durch z, und §, parallel zu PE, und Pz, gezogenen Geraden sich in
einem Punkte H der Hyperbel H® treffen; dieser liegt gleichzeitig auf
dem Kreise &', denn er ist der diametral gegeniiberliegende Punkt zu
P auf diesem Kreise oder, was dasselbe bedeutet, der zweite Schnitt-
punkt der Tangente in P am Kreise &, mit dem Kreise '; in gleicher
Weise trifft die Tangente in P am Kreise ;" den Kreis &,*' in einem
Punkte H, der Hyperbel $@®; die beiden Punkte H und H, liegen in
gerader Linie mit @, dem zweiten Schnittpunkte der Kreise 8;” und
!, , denn die Mittelpunkte dieser beiden Kreise sind die Mitten der
Strecken PH und PH,, und die Centrale halbirt die gemeinschaftliche
Secante P@; da sie zugleich auf ihr senkrecht steht, so ist auch die
Gerade, in welcher die Punkte HH, @ liegen, zur Geraden P@® recht-
winklig. Ferner zeigt sich, dass P® die Tangente im Punkte P an
der Hyperbel H® ist, denn da z,&, ein Paar conjugirter Punkte sind in
Bezug auf 2 und y,7, ein zweites Paar, so ist (S. 153) das Paar
(4o, Egmy) = P und (zym,, EY,) = @ ein drittes Paar conjugirter
Punkte fiir die Hyperbel §®; und da P selbst auf ihr liegt, so ist
P® Tangente in P. Die Gerade HH, @ ist die Polare des Punktes
P in Bezug auf die ihm entsprechende Parabel B, denn P liegt in
der Leitlinie dieser Parabel, deren Pol der Brennpunkt @ derselben
ist; ferner steht HH, senkrecht auf P®; folglich ist nach bekannten
Eigenschaften der Parabel HH, die Polare von P in Bezug auf die
Parabel ) die Schnittpunkte von HH, mit den beiden durch P
gehenden rechtwinkligen Strahlen Pz, und PE; sind daher deren Be-
rithrungspunkte mit der Parabel ®, und hieraus folgt, dass H und
H, die Pole der durch P zu X und Y gezogenen Parallelen in Bezug
auf die Parabel $@ sind, ebenso wie ‘@ der Pol von PM ist. Wir
ktnnen hiernach folgendes Krgebniss zusammenstellen:

Die auf den Geraden X, Y, Z (= @®_) des Netzes befindlichen
Punktsysteme (z, §) (y, n) (2, £), welche von den Azenpaaren sinvmi-
licher Strahlsysteme im Netze ausgeschmitten werden, bestimmen paarweise
zusammengefasst drei  conjugirte Kegelschnittbiischel, sodass die Kegel-
schnitte eines Biischels je zwei von den Punkisystemen zu zugehirigen
haben ; diese drei Biischel bestehen aus zwei conjugivten Kreisbiischeln,
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welche iiber z& und yy als Durchmesser beschrieben sind, und eimem
Biischel gleichseitiger Hyperbeln, welche durch je zwei unendlich-entfernte
Punkte z, §, die in rechtwinkligen Richtungen zu einander liegen, sowie
durch die beiden reellen Brenmpunkte des Netzes FI', gehen wund den
Mittelpunkt M des Nelzes zu ilwem gemeinschaftlichen Mittelpunlte haben.
Durch einen beliebigen Punkt P des Netzes gehen drei bestimmte Kegel-
schnitte dieser Biischel: zwei Kreise K'Y und eine gleichseitige Hyperbel
DO; treflen nitmlich die dem Punkte P im Netze zugehirigen Awen in
2, &, die Aze X, in yym, die Y, in 2,8, die Aze Z (), so ist K der
iiber x,&, als Durchmesser beschricbene Kreis, S der iiber y,m, als
- Durchmesser beschriebene Kreis und ¥ die durch z, &, F'F, und P ge-
leglte gleichseitige Hyperbel. Die drei Kegelschnitte 87 8 $® haben zu je
zweien noch einen vierten reellen Punkt gemein, néimlich 8 und &2 den
Punkt @, 8 und @ den Punkt H, &' und H® den Punkt H,. Die drei
Punkte HH, ® liegen in einer Gmadm, welche die Polare des Punktes
P in Bezug auf dic oben betrachtete Parabel B ist, wund die drei
Strahlen PH, PH,, P® sind die Tangenten der beiden Kreise ;" &, und
der gleichseitigen Hyperbel P in dem gemeinschaftlichen Punkte P. Die
Punkte HH, ® sind auch die Pole der drei Strahlen, welche von P nach
den Schnittpunkten der Seiten des Dreiseits X YZ kmgd;m m  Bezug
auf die Parabel P.

Da jede Gerade A in der Ebene des Netzes eine Axe fiir ein
bestimmtes dem Netze zugehiriges Strahlsystem ist und der Punkt p,
welchem dieses Strahlsystem zugehort, nach dem Obigen leicht ge-
funden wird als Schnittpunkt der zweiten Axe B mit U, so bietet
sich die Frage dar, welches der Ort des Punktes p ist, wenn wir die
Gerade U um einen festen Punkt P drehen. Da die Gerade B bei
dieser Bewegung eine bestimmte Parabel B® beschreibt, wie wir ge-
sehen haben, so ist der Ort des Punktes p der Ort der Fusspunkte
von allen Perpendikeln, welche aus P auf die Tangenten dieser Para-
bel herabgelassen werden kiomnen, d. h. die Fusspunktscurve fiir die
Parabel in Bezug auf den Punkt P. Diese ist eine Curve dritten
Grades C'®), welche in P einen Doppelpunkt hat, denn sie ist das Er-
zeugniss zweier projectivischer Gebilde: eines Strahlbiischels () und
eines krummen Tangentenbiischels (der Parabel)¥*); wir kionnen, aber
auch direct nachweisen, dass sie vom dritten Grade ist, indem wir
zeigen, dass es auf jeder beliebigen Geraden in der Ebene im Allgemeinen
und hichstens drei Punkte des gesuchten Ortes giebt. Lassen wir auf

#) Riehe Crelle-Borchardt'sches Journal fiir Mathematik Bd, LIV, Seite 31 ff.;
»Ueber die Erzeugnisse krummer projectivischer Gebilde** von H, Schriter,
Steiner, Vorlesungén II, 2. Aufl, 30
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einer beliebigen Geraden € einen veréinderlichen Punkt r sich bewegen,
ziechen Py und die darauf Senmkrechte in r, so umhiillt die letztere
offenbar eine zweite Parabel P®, welche P zum Brennpunkte und £
zur Tangente am Scheitel hat; die beiden Parabeln B und P haben
in der unendlich-entfernten Geraden &_ bereits eine gemeinschaftliche
Tangente, mithin im Allgemeinen und hiochstens noch drei andere; die
Schnittpunkte derselben mit der Geraden & sind offenbar Punkte des
gesuchten Ortes, dieser ist also vom dritten Grade. Denken wir uns
continuirlich den Strahl % um den festen Punkt P gedreht, so trifft
ihn die jedesmal zu seiner Richtung senkrechte (einzige) Tangente
der Parabel B® in dem Punkte p, welcher continuitlich die ganze
Curve C® bhesclireibt; anf jedem durch P gehenden Strahl U giebt es
also nur einen solchen Punkt p des Ortes C®); insbesondere aber ge-
langt der Strahl % bei seiner contindirlichen Drehung nothwendig
einmal in die Lage ¥, einer der beiden Axen des Strahlsystems, wel-
ches dem Punkte P in Bezug auf das Netz zugehort; die andere Axe
B, trifft ihn dann in P selbst, und P ist daher auch ein Punkt des
Ortes; zweitens gelangt aber auch der veriinderliche Strahl 9 in die
Lage von 9B, und der veriinderliche Punkt p fillt also zum zweiten
Mal nach P; hieraus erkennen wir, dass der Punkt P ein Doppelpunikt
der Curve ('@ ist; die Verbindungslinie Pp ist immer Sehne der
Curve C® und geht also bei der continuirlichen Drehung um P, so-
bald % in die Lage von ¥, oder B, kommt, in die Tangente an C'®
fiir den Doppelpunkt P iiber, weil in jedem dieser Iille P mit p zu-
sammenfiillt. Die beiden Tangenten in dem Doppelpunkte der Curve
C'® stehen daher auf einander senkrecht.

Es ist leicht, einige besondere Punkte der Curve C'® anzugeben ; offen-
bar geht sie durch die Brennpunkte F'F, des Netzes, denn die Geerade PF und
die darauf Senkrechte in I sind auch ein Paar Axen des dem Punkte F'zuge-
horigen Strahlsystems, weil dieses ein circulares ist. (Hieraus schliessen
wir, dass sie in gleicher Weise durch die beiden imaginiiren Brenn-
punkte auf der zweiten Axe und die beiden unendlich-entfernten ima-
ginidren Kreispunkte auf der dritten Axe & _ geht.) Ferner geht C®
durch die Fusspunkte der beiden Perpendikel, welche von P aus auf
die beiden endlichen Axen X1 des Netzes herabgelassen werden, weil
die Parabel B® die Axen XY zu Tangenten hat; sodann geht C®
durch den unendlich-entfernten Punkt der Leithinie der Parabel B@®),
weil &_ als die einzige Tangente der Parabel, welche auf dieser
senkrecht steht, anzusehen ist. Endlich sind noch zwei Punkte
der Curve C® in dem Falle anzugeben, dass das Netz ein hyperboli-
sches ist. Dann kann es niimlich zwei reelle Tangenten aus P an den
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Kernkegelschnitt des Netzes geben, deren Berithrungspunkte offenbar
der C'® angehbren, weil Tangente und Normale allemal als ein Axen-
paar eines dem Kegelschnitt zugehorigen Strahlsystems anzusehen
sind. Der Polare von P im Netze gehort also ein Punktsystem zu,
dessen Asymptotenpunkte auf der Curve C©® liegen.

Noch zu erwiihnen sind einige besondere Fille, in denen die be-
trachtete Curve C'® zerfillt. Wenn niimlich P inshesondere auf einer
Axe des Nefzes angenommen wird, z B. auf X, und wir nennen z
diese besondere Lage des Punktes P, so treffen alle durch x gehenden
Strahlen A die Axe X in demselben Punkte x, und die Perpendikel
aus dem conjugirten Punkte § des Punktsystems (z, £) schneiden jene
Strahlen ¥ in solchen Punkten p, welche aunf einem Kreise liegen,
der & zum Durchmesser hat; dieser Kreis £ ist ein Theil der Curve
C®, und der andere ist die Axe X selbst, denn fiir jeden ihrer Punkte
ist die- Axe X und die darauf Senkrechte ein Axenpaar des dem
‘Netze zugehorigen Strahlsystems und X geht bestindig durch den an-
genommenen Punkt z. Die Curve dritten Grades zerfillt also in
diesem Falle in einen Kreis R, und eine Gerade X; die Parabel P@
zieht sich dabei auf zwei Punkte, den Punkt £ und den unendlich-ent-
fernten Punkt von I, oder auf deren doppelt zu zihlende Verbindungs-
linie zusammen. In ganz analoger Weise zerfillt ('® in einen Kreis
§,” und eine Gerade Y, falls der angenommene Punkt P anf der Axe
Y des Netzes liegt. Wird endlich P insbesondere auf der unendlich-
entfernten Geraden &, (der dritten Axe Z des Netzes) angenommen,
so zerfillt die Curve C'® in diese Gerade selbst und eine gleichseitige
Hyperbel ', denn sobald P im Unendlichen liegt, werden simmtliche
durch ihn gehende Strahlen parallel; suchen wir zu jedem Schnittpunkt
@ der Geraden 9 mit X den conjugirten Punkt £ des Punktsystems
(z, &) und fillen aus ihm ein Perpendikel auf 2, so bleiben auch
diese Perpendikel ¥ sich bestiindig parallel, und da z, £ ein Punkt-
system bilden, also projeetivische Punktreihen durchlaufen, so be-
schreiben A und B zwei projectivische Strahlbiischel, deren Mittel-
punkte im Unendlichen in zwei zu einander rechtwinkligen Richtungen
liegen. Ihr Erzeugniss ist daher eine gleichseitige Hyperbel £®, und
KPP H* gehvren den oben erwihnten drei conjugirten Biischeln an;
denn es ist ersichtlich, dass die Hyperbel $® durch die Brennpunkte
des Netzes I'F, geht und die Tangenten in ihren unendlich-entfernten
Punkten sich in M, dem Mittelpunkte des Netzes, schneiden, dieser
also zugleich Mittelpunkt von $® ist. Wir kinnen die gewonmnenen
Resultate folgendermassen zusammenfassen: :

Jede Gerade U in der Ebene des Netzes ist Awe fiir ein bestimmies.
Z 80*
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dem Netze zugehoriges Strahlsystem ; der Mittelpunkt p desselben beschreibt,
wihrend A sich wm eimen festen Punkt P dreht, eine bestimmte Curve
dritten Grades C®) welche P zum Doppelpunkt und in diesem zwei 2w
einander vechtwinklige Tangenten hat, ndamlich die Azen desjenigen Strahl-
systems, welches dem Punkte P im Netze zugehirt; dic Curve O® geht
durch die Brennpunkte des Netzes, durch die Fusspunkie der aus P auf
die beiden endlichen Axen des Netzes herabgelassenen Pevpendilkel, dwrch
den  wnendlich-entfernten Punkt der Verbindungslinie PM des festen -
Punltes P wit dem Mittelpunkte M des Netzes, durch die beiden unend-
lich-entfernten imagindren. Kreispunkte und durch die beiden Asymptoten-
punkte desjenigen Punktsystems, welches der Polare des Punktes P im
Netze zugehiort.  Insbesondere zerfillt die Curve C'®, sobald der Punkt P
auf eimer der drei Azen des Netzes X, Y, Z (= © ) angenommen wird,
und zwar in die jedesmalige Axe und einen Kegelschnitt, welcher fiir die
Axen X und Y je ein Kreis & und &', fiir die Ave 7 (= @) eine
gleichseitige Hyperbel ® wird. Die drei Kegelschnitte ' K, §*' gehiren
drei conjugirten Kegelschnittbiischeln an (§. 51).

Schliesslich wollen wir noch die Frage beantworten, welchen
Ort die Axen der dem Netze zugehorigen Strahlsysteme aller solchen
Punkte umhiillen, welche auf einer beliebigen Geraden & liegen; wir
brauchen, um die Klasse dieses Ortes zu bestimmen, nur zu unter-
suchen, wie viele solcher Axen durch einen beliebigen Punkt P des
Netzes gehen. Denken wir uns zu diesem Zweck die vorhin betrach-
tete Curve O, welche dem Punkte P entspricht, construirt, so schneidet
dieselbe die Gerade & im Allgemeinen und hochstens in drei Punkten,
welche offenbar die verlangte Eigenschaft besitzen, dass ihre Verbin-
dungslinien mit P drei Axen solcher Strahlsysteme sind, welche ihnen
im Netze zugehbren. Da durch den beliebig angenommenen Punkt P
drei Axen der verlangten Art gehen, so ist der gesuchte Ort eine
Curve dritter Klasse K®; dieselbe beriihrt die angenommene Gerade
& selbst und zwar in demjenigen Punkte p, in welchem sie von der
zweiten Axe des Strahlsystems getroffen wird, welches die Gerade ©
zu einer Axe hat; denn da & Axe eines einzigen bestimmten Strahl-
systems im Netze ist, so berithrt sie K@, und durch jeden Punkt von
® gehen also drei Tangenten, von denen die eine @& fest bleibt; be-
wegt sich nun ein veriinderlicher Punkt auf &, so fallen, wenn er
nach p gelangt, zwei unendlich-nahe Tangenten zusammen, und es ist
also p der Beriihrungspunkt von ©& mit K®. Tangenten von K®)
sind ferner die beiden endlichen Axen X, Y des Netzes und die in
den Schnittpunkten derselben mit & zu den Axen gezogenen Parallelen;
auch die unendlich-entfernte Gerade &, berithrt K®, Insbesondere
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zerfillt diese Curve, wenn die angenommene Gerade & durch einen
der beiden Brennpunkte des Netzes, z. B. I, hindurchgeht. In diesem
Falle ist n#unlich jedes durch F gehende Paar zu einander recht-
winkliger Strahlen ein Axenpaar des Netzes, weil das Strahlsystem
fiir den Brennpunkt F ein circulares ist; die Curve K@ zerfillt daher
in einen Punkt F und einen Kegelschnitt, nimlich eine Parabel, welche
den andern Brennpunkt des Netzes I, zu ihrem Bremnpunkt und die
Gerade & zur Leitlinie hat.

In der That zeigt sich dies in folgender ganz elementaren Weise:
Sei P ein beliebiger Punkt der durch F' gehenden Geraden & (Fig. 101),
so finden wir die Axen des dem Punkte P im Netze zugehorigen

Fig. 101.

Strahlsystems dadurch, dass wir durch PFF, einen Kreis legen; der-
selbe treffe die andere Axe X des Netzes, welche die Brennpunkte
nicht enthélt, in den Punkten x und £; dann sind Px und PE die
Axen des Strahlsystems fiir P, deren Ort, withrend P sich auf & be-
wegt, gesucht wird. Da nun X in der Mitte M zwischen F'F, senk-
“recht darauf steht, so sind in dem Kreise die Winkel L F Pz und
L x PF, einander gleich; ziehen wir durch M eine Parallele zu &,
welche Pz und PE in s und 6, PF, in gy treffe, so wird also
L FPx =L Psy =L sPy; folglich ws = u P und, weil das Dreieck
sP¢ bei P rechtwinklig ist, su = uP = po; ferner ist, weil M die
Mitte von F'Fy, auch p die Mitte von F, P, und hieraus folgt, dass
F,s und F,6 senkrecht stehen auf Pz und P& und auch auf einander;
um nun zu erkennen, wie die Geraden Pz und PE (oder nur eine
von ihmen) sich verindern, wenn P auf der Geraden © fortriickt,
brauchen wir nur zu bemerken, dass s und ¢ auf der festen Geraden,
welche durch I parallel zu & gezogen ist, sich bewegen und die auf
F,s und F, o errichteten Perpendikel in s und ¢ eben jene Strahlen
Pz und Pt sind. Hieraus erkennen wir, dass dieselben emne' Parabel
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umhiillen, welche ¥, zum Brennpunkt und & zur Leitlinie hat,
auch die Axe X des Netzes berithrt (Seite 197). Veriindern wir die
Gerade ®, indem wir sie um den Punkt F' drehen, so veriindert sich
auch die entsprechende Parabel, behiilt aber immer denselben Brenn-
punkt F, und die Tangente X; ihre Tangenten am Scheitel gehen
durch den festen Punkt M, und die Scheitel liegen auf einem Kreise,
welcher MF, zum Durchmesser hat.

Das Ergebniss der letzten Betrachtung lidsst sich demgemiiss
so zusammenfassen:

Die Azen der Strahlsysteme tm Netze fiir alle solche Punkte, welche
auf einer belichigen Geraden & liegen, wmbhiillen eine Curve dritter Klasse
K®, welche die Gerade & selbst in demjenigen Punkte beriihrt, fiir wel-
chen & eine Aze des ithm zugehirigen Strahlsystems wm Netze ist; die
Curve KO beriihrt auch die drei Azen X, Y und Z (= @) des Netzes.
Sie zerfillt allemal, sobald & durch einen der beiden Brennpunkte des
Netzes, z. B. F, geht, in diesen Punkt F' und eine Parabel, welche den
andern Brenwpnkt F, zu ilwem Brennpunkt und die Gerade & zu ihrer
Leitlinie hat. :

Wir bemerken noch, dass die ganze Betrachtung dieses Para-
graphen allein abhingt von den drei Axen des Netzes X, ¥ und
Z (= ®_) und den auf ihnen befindlichen Punktsystemen (z, &) (y, n)
(2, &), deren Asymptotenpunkte die Brennpunkte des Netzes sind.
Von diesen drei Punktsystemen ist das eine (2, {) auf &  ein fiir
allemal bekannt, seine Asymptotenpunkte die imaginiiren unendlich-
entfernten Kreispunkte, die beiden andern auf den beiden endlichen
Axen des Netzes haben gleiche, aber-entgegengesetzte Potenz, und
nur eines von ihnen ist also hyperbolisch und hat zu seinen Asym-
ptotenpunkten die reellen Bremnpunkte F' und F, des Netzes. Durch
diese Stiicke ist aber das Netz nicht vollkommen bestimmt, sondern
es giebt unendlich-viele Netze, welchen dieselben zugehoren; diese
bilden eine Schaar von confocalen Netzen. Das Netz ist erst vollig
bestimmt, sobald wir noch eine Gerade £ senkrecht auf derjenigen
Axe des Netzes X, welche die reellen Brennpunkte F'F, enthilt, will-
kiirlich als die Polare eines Brennpunktes F' annchmen (die Leitlinie
fiir den Brennpunkt 7). Die Gerade £ kann dabei noch parallel mit sich
willkiirlich verschoben werden; der Mittelpunkt des Netzes M theilt die
Axe X in zwei unendliche Hiilften; trifft die Gerade ¥ diejenige
Hiilfte, welche nicht den Brennpunkt F' enthiilt, so ist das Netz alle-
mal elliptisch, trifft sie die andere Hiilfte, so ist es hyperbolisch, und
zwar ist alsdann der Kernkegelschnitt Hyperbel, sobald & die Axe X
zwischen M und F trifft, dagegen Ellipse, sobald £ diese Hilfte der
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Axe ausserhalb MF trifft. In der Schaar von confocalen Netzen ist
also ausser der Schaar confocaler Kegelschnitte (Kernkegelschnitte),
welche sich in eine Gruppe Ellipsen und eine Gruppe Hyperbeln
trennen (S. 352), noch eine Unendlichkeit von elliptischen Netzen
(imaginiren Kegelschnitten) enthalten. In der ganzen Schaar von
confocalen Netzen ist nun nach der obigen Untersuchung fiir einen
beliebigen Punkt P das Axenpaar des Stralilsystems, welches ihm in
jedem der Netze zugehort, allemal dasselbe, und es bleiben ebenso die
conjugirten Kreisbiischel (8", (®)") und das conjugirte Biischel gleich-
seitiger Hyperbeln (@) ungetindert, sowie auch siimmtliche Parabeln
P>, welche den Punkten P entsprechen, und die Curven C® und K®,
Hieraus folgt u. A. nach den oben gefundenen Resultaten der Sata:

Die Beriihrungspunkte siammtlicher Tangentenpaare aus cinem festen
Punlte P an die Kegelschnitte einer comfocalen Kegelschnittschaar liegen
auf’ emer Curve dritten Grades C®, welche P zum  Doppelpunkt und
i diesem zwer zu einander rechtwinklige Tangenten hat.

§. 62. Zwei Netze in der Ebene. Netzhiischel und Netzschaar.

Nehmen wir zwei Involutionsnetze (Polarsysteme) in derselben
Ebene gelegen an, so entsprechen jedem Punkte P in der Ebene zwei
Polaren fiir das eine und das andere Netz; mégen sich diese beiden
Polaren in dem Punkte ¢ schneiden, dann miissen offenbar auch die
Polaren von ¢ fiir heide Netze sich in dem Punkte P schneiden;
P und ¢ heissen daher conjugirte Punkte und sind auch in dem friihe-
ren Sinne conjugirte Punkte fiir beide Netze gleichzeitig; zu jedem
Punkte P der Ebene gehort demgemiiss ein bestimmter conjugirter
Punkt ¢ und umgekehrt zu @ der conjugirte Punkt P. Bewegen
wir den Punkt P auf einer beliebigen Geraden &, so durchliuft
der conjugirte Punkt ¢ einen bestimmten Kegelschnitt £, und
jedem Punkte der Geraden & ist ein bestimmter Punkt dieses
Kegelschnitts & conjugirt. Denn die Polaren der Punkte P auf der
Geraden & in Bezug auf das erste Netz laufen durch einen festen
Punkt = und beschreiben ein Strahlbiischel, welches mit der Punkt-
reithe, die P durchlduft, projectivisch ist. KEbenso beschreiben die
Polaren der Punktreihe (P) in Bezug auf das zweite Netz ein Strahl-
biischel (), welches mit der Punktreihe (I’) projectivisch ist. Die
Strahlbiischel (x) und (w;) sind daher unter sich projectivisch, und je
zwei entsprechende Strahlen schneiden sich in demjenigen Punkte ),
welcher dem jedesmaligen I conjugirt ist. Der Ort simmtlicher con-
jugirten Punkte ¢ zu den auf der Geraden ® liegenden Punkten I
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ist daher das Erzeugniss zweier projectivischen Strahlbiischel, d. h. ein
Kegelschnitt 8, der durch die Pole = und =, der Geraden @ riick-
sichtlich beider gegebenen Netze hindurchgeht. Jeder Geraden & in
der Kbene gehort hiernach ein bestimmter Kegelschnitt 8 zu, der
diejenigen Punkte ¢ enthiilt, welche den Punkten P der Geraden &
riicksichtlich beider gegebenen Netze conjugirt sind. Nehmen wir
zwei beliebige Gerade & und ®, an, welche sich in dem Punkte P,
schneiden mdgen, so gehdren ihnen beziehungsweise zwei bestimmte
Kegelschnitte 8 und & zu, welche die conjugirten Punkte von den
Punkten jener Geraden enthalten. Die Kegelschnitte ®® und &£{®
miissen nothwendig einen reellen, leicht angebbaren Punkt ¢), gemein-
schaftlich haben, nimlich denjenigen, welcher dem gemeinschaftlichen
Punkte P, = (®, ®,) conjugirt ist. Sie haben daher noch einen
zweiten reellen Punkt x, oder noch drei reelle Punkte zyz gemein-
schaftlich. Diese besitzen eine hesondere Eigenschaft in Bezug auf
die beiden gegebenen Netze.

Weil néimlich der Punkt 2 auf dem Kegelschnitte 8@ liegt, so
miissen seine beiden Polaren riicksichtlich der heiden gegehenen Netze
sich in einem Punkte der Geraden & treffen; weil er gleichzeitig auf
dem Kegelschnitte 8® liegt, so miissen seine beiden Polaren sich auch
in einem Punkte der Geraden &, treffen; in dem Punkte P,, dem ein-
zigen, der & und ®, gemeinschaftlich ist, treffen sie sich aber nicht,
denn -z ist verschieden von ¢),, folglich miissen die beiden Polaren
von z fiir beide Netze zusammenfallen, denn zwei Gerade, die zwei
verschiedene Schnittpunkte haben, fallen zusammen. Folglich besitzt der
Punkt z (und ebenso auch y und 2, wenn sie reell sind) die Eigenschaft,
dass seine Polare in Bezug auf beide Netze dieselbe Gerade ist. Diese
drei Punkte xyz und ihre fiir bheide Netze zusammenfallenden Polaren
X YZ hiingen nun in gewisser leicht zu erkennender Weise mit ein-
ander zusammen. Sie machen eine besondere Ausnahme von allen
iibrigen Punkten der Ebene; wihrend niimlich im Allgemeinen jedem
Punkte P der Ebene nur ein einziger bestimmter Punkt ¢ riicksicht-
lich beider Netze conjugirt ist, darf dem Punkte z jeder Punkt von
X als conjugirt angesehen werden, weil seine Polaren fiir beide Netze
auf X zusammenfallen und mithin jeder Punkt der heiden zusammen-
fallenden Geraden als ihr Schnittpunkt gelten kann. Mehr Punkte
von solcher Beschaffenheit, als die gefundenen drei: zyz, von denen
nothwendig einer reell sein muss, kann es iiberhaupt in der
ganzen Ibene nicht geben; denn gibe es noch einen vierten Punkt u,
dessen Polare U fiir beide Netze dieselbe Gerade wire, so miisste
diese & und @&, in zwei solchen Punkten treffen, deren conjugirte in
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u zusammenfielen, also beiden Kegelschnitten 8@ und &® gemein-
schaftlich wiiren; die Kegelschnitte £® und £ haben aber ausser dem
schon beriicksichtigten Punkte ), keine anderen Punkte gemeinschaft-
lich als #y#, wenn sie nicht ganz zusammenfallen. HEs giebt daher
im Allgemeinen keine Punkte weiter in der Ebene, als xyz, von der
Beschaffenheit, dass ihre Polaren XYZ in beiden Netzen dieselben
Geraden sind.

Dies festgestellt, nehmen wir den einen immer reellen Punkt
x und seine reelle Polare X fiir beide Netze; der Geraden X gehoren
dann in den beiden Netzen zwei (im Allgemeinen verschiedene) Punkt-
systeme zu, welche ein (reelles oder imaginires) gemeinschaftliches
Paar conjugirter Punkte besitzen; ist dasselbe reell, so ist es mit den
Punkten y und z identisch, denn dem Punkt y gehort dann in beiden
Netzen sowohl der Punkt z als auch der Punkt x zu, und zz ist also
die Polare Y von y fiir beide Netze; ebenso (zy) = Z die Polare von
z fiir beide Netze; die Punkte y und z besitzen also die obige Be-
schaffenheit und miissen mit den noch einzig moglichen der Arf iden-
tisch sein. s folgt hieraus, dass die drei Punkte zyz ein Tripel
bilden, welches beiden Netzen gemeinschaftlich ist, und dass ihre
Polaren die gegeniiberliegenden Seiten des von ihnen gebildeten Drei-
ecks sind:
o) =X; z0)=Y; (ay)=2; (Y, Z)=uz; (Z,X)=y; (X, Y)==.
Umgekehrt sind die Geraden X Y'Z, von denén nothwendig eine reell sein
muss, die einzigen Geraden in der Ebene von solcher Beschaffenheit, dass
ihre Pole fiir beide gegebenen Netze zusammenfallen, und sie hilden
ein Tripel conjugirter Strahlen, welches beiden Netzen gemeinschaft-
lich ist. Dass zwei beliebig gegebene Netze ausser einem Tripel con-
jgugirter Punlife und Strahlen nicht noch ein Paar von Pol und Polare ge-
meinschaftlich haben kénuven, geht auch daraus hervor, dass das Netz
vollstindig und eindeutig bestimmt ist.durch ein Tripel und ein
beliebiges Paar von Pol und Polare, (S. 429) und dass zwei Netze,
welche diese Stiicke gemeinschaftlich haben, identisch sein miissen.

Was die Realitit des gemeinschaftlichen Tripels zweier Netze
betrifft, so ist, wie wir gesehen haben, einer seiner drei Punkte x
und dessen Polare X, die Gerade, auf welcher die beiden andern
liegen, allemal reell; diese selbst y und # sind stets reell, sobald eines
oder beide gegebenen Netze elliptisch sind, weil einer jeden Geraden
in Bezug auf ein elliptisches Netz ein elliptisches Punktsystem zuge-
hort und zwei anf einander liegende Punktsysteme allemal ein reelles
gemeinschaftliches Paar conjugirter Punkte haben, wenn - wenigstens
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eines von beiden Systemen elliptisch ist; wenn dagegen heide Netze
hyperbolisch sind, so konnen y und 2 imaginiir werden; dies ist aber
der Fall zweier reellen Kegelschnitte, welcher in §. 54 genau discutirt
ist. Zwei imaginive Kegelschnitte haben daher immer éin reelles gemein-
schaftliches Tripel.

Aus der ausgezeichneten den Punkten 2 yz allein zukommenden Eigen-
schaft folgt, dass die Kegelschnitte £, welche simmtlichen Geraden
® in der Ebene der beiden Netze entsprechen, durch die drei festen
Punkte xyz gehen miissen; denn weil irgend eine Gerade & die X in
einem Punkte trifft, dessen conjugirter riicksichtlich beider Netze z
ist, muss der Kegelschnitt 8@ durch # gehen u. s. f. Auch umge-
kehrt wird irgend ein durch die Punkte xyz gelegter Kegelschnitt
die” Eigenschaft besitzen, dass alle Punkte der Ebene, welche seinen
Punkten conjugirt sind, auf einer Geraden ® liegen (eigentlich auf
einer Curve vierten Grades, welche sich in vier Gerade auflést, von
denen drei allemal X Y72 sind). Dies lisst sich sehr einfach umge-
kehrt nachweisen: Nehmen wir zwei beliebige Punkte @' ()" eines dem
Dreieck xyz umschriebenen Kegelschnitts &), und seien deren con-
jugirte Punkte P’ und P, so hat die Verbindungslinie P'P”, als
Gerade & aufgefasst, simmtliche Punkte ¢}, welche ihren Punkten P
conjugirt sind, auf dem durch die fiinf Punkte @ Q"xzyz eindeutig be-
stimmten Kegelschnitt 8@, und es liegen also auch umgekehrt diejeni-
gen Punkte, welche den Punkten des Kegelschnitts 8 conjugirt sind,
auf der Geraden .

Durch die beiden in der Ebene gegebenen Netze ist nicht allein
das eben angedeutete Beziehungssystem hergestellt, wonach jedem
Punkte P ein bestimmter Punkt ¢ conjugirt ist und jeder Geraden &
in der Ebene ein durch drei feste Punkte zyz gehender Kegelschnitt
S® entspricht, sondern auch zugleich das polare Verhalten, wonach
jeder Geraden eine Gerade und jedem Punkte ein dem festen Dreiseit
XYZ einbeschriebener Kegelschnitt entspricht, denn eine beliebige
Gerade ® hat zu Polen in den beiden Netzen zwei Punkte = und =,
deren Verbindungslinie § die Eigenschaft besitzt, dass ihre Pole fiir
beide Netze wiederum auf @ liegen; & und $ heissen daher conjugirte
Strahlen, und wenn & sich um einen festen Punkt P dreht, so
umhiillt § einen Kegelschnitt €®, welcher dem festen Dreiseit X Y2
einbeschrieben ist. Das Ergebniss der bisherigen Untersuchung kann
daher folgendermassen zusammengefasst werden:

Sind zwei Netze in der Ebene gegeben, so schuneiden sich dic Polaren
eines beliebigen Punktes P in Bezug ouf beide Netze in dem conjugirten-
Punkte @, dessen Polaren sich wiederum in P treflfen. Bewegt sich der
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Punkt P auf einer beliebigen Geraden &, so durchliuft der conjugirte
Punkt ¢) cinen bestimmien Kegelschmitt K.  Séimmtliche Kegelschnitte
K@ laufen durcl drei feste Punkte xyz. Diese bilden das beiden Netzen
gemeimschaftliche Tripel conjugirter Punkite; thre Polaven sind:

X = (y2); Y=(ew); Z= (ay).

Die Punkte wyz sind die eimzigen in der Ebene von solcher Beschaffen-
heit, dass fiir sie die Polaren riicksichtlich beider Netze zusammengallen.
Die drei Punkte xyz sind allemal reell, sobald beide oder eines der beiden
gegebenen Netze elliptisch ist; sind beide Netze hyperbolisch, so kinnen
zawes Tripelpunkte yz imagindr sein, wilrend der dritte xz und seine
Polare X immer reell ist; die der Geraden X riicksichtlich beider
Netze zugehirigen Punkisysteme haben als gemeinschaftliches Paar con-
Jugirter Punkle y und z. Andererseits gehiren einer beliebigen Geraden &
m der Ebene riicksichtlich beider Netze zwei Pole zu, deren Verbindungs-
linie § der conjugirte Strahl zu & heisst, und zur Verbindungslinie ikrer
Pole wiederum & hat.  Dreht sich & wm cinen festen Punkt P, so wm-
- haillt D einen bestimmten Kegelschnitt €®.  Sammitliche Kegelschnitte €@
beriihren drei feste Gerade X Y Z, welche das beiden Netzen gemeinschaft-
tiche Tripel conjugirter Strahlen bilden wnd die einzigen Geraden von
solcher Beschaffenheit sind, dass ihre Pole viicksichtlich beider Netze zu-
sammenfallen. Das Tripel XY Z coincidirt mit dem Tripel xyz.

Es ist nicht ohne Interesse, insbesondere solche Lagen der Ge-
raden & aufzusuchen, fiir welche der zugehérige Kegelschnitt 8@ eine
Parabel, gleichseifige Hyperbel, ein Kreis oder Linienpaar wird.
Geht die Gerade & in die Unendlichkeit, wird sie also ®&_, so geht
der Kegelschnitt ®® in einen besonderen Kegelschnitt M@ iiber,
welcher die Mittelpunkte mm, beider Netze und das gemeinschaftliche
Tripel xyz enthilt und durch diese finf Punkte vollstindig bestimmt
ist. Der Kegelschnitt M@ enthilt diejenigen Punkte, welche siimmt-
lichen unendlich-entfernten Punkten riicksichtlich beider Netze con-
jugirt sind, und umgekehrt liegen die den Punkten des Kegelschnitts
M conjugirten Punkte im Unendlichen; er entscheidet also iiber die
Natur des Kegelschnitts ®®. Jeder Geraden &, welche den Kegel-
schnitt 3¢ in zwei reellen Punkten trifft, entspricht als Kegelschnitt
R® eine Hyperbel, jeder Geraden &, welche MM ® nicht trifft, eine
Ellipse und allen Geraden ®, welche IM® berithren, Parabeln; den
simmtlichen Tangenten des Kegelschnitts IN® entsprechen also Kegel-
schnitte 8, welche simmtlich Parabeln sind, und auch umgekehrt
simmtlichen Parabeln, die dem Dreieck xyz umschrieben sind, Ge-
rade ®, welche den Kegelschnitt I® umbhiillen.
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Um zweitens eine solche Gerade @ zu finden, deren entsprechen-
der Kegelschnitt §® eine gleichseitige Hyperbel wird, nehmen wir
auf &_ zwei solche Punkte z und §, die in zwei zu einander senkrech-
ten Richtungen liegen; alle solche Punktpaare bilden auf @&, das
bekannte Punktsystem, dessen Asymptotenpunkte die beiden imagini-
ren unendlich-entfernten Kreispunkte sind. Das Punktpaar z, { hat
zu Polaren im ersten Netz zwei bestimmte durch den Mittelpunkt m
gehende Strahlen, welche bei der Veriinderung von z, { ein bestimm-
tes Strahlsystem beschreiben; in der That, da z und { conjugirte
Punkte eines Punktsystems sind, so beschreiben ihre Polaren projecti-
vische Strahlbiischel, die auf einander liegen und bei denen, wie leicht
zu sehen ist, entsprechende gleiche Winkel verkehrt auf einander fallen
(8. 59); sie constituiren also ein Strahlsystem. Je zwel conjugirte
Strahlen desselben treffen den Kegelschnitt M@ in zwei solchen
Punkten, deren Verbindungslinie durch einen festen Punkt P, liuft
(8. 151), derselbe Punkt wiirde natiirlich resultiren, wenn wir die
Polaren von z, ¢ in Bezug auf das zweite Netz zu Hiilfe nehmen.
Hiernach lisst sich der Punkt P, in leichter Weise finden: Die Axen
des ersten Netzes durchbohren den Kegelschnitt M® nur noch in zwei
Punkten, deren Verbindungslinie bestimmt wird; ebenso liefern die
Axen des zweiten Netzes eine Durchbohrungssehne m IR®, und der
Schnittpunkt dieser beiden Durchbohrungssehnen ist der gesuchte
Punkt Py; jede durch P, gehende Gerade trifft den Kegelschnitt M ®
in zwei solchen Punkten, deren conjugirte im Unendlichen in zwei zu
einander rechtwinkligen Richtungen liegen; einer solchen Geraden ent-
spricht allemal eine gleichseitige Hyperbel als Kegelschnitt 8®., Es
giebt daher unendlich-viele Gerade &, deren entsprechende Kegel-
schnitte R gleichseitige Hyperbeln werden; dieselben gehen durch
einen festen Punkt P, dessen Construction oben angegeben ist. Der
conjugirte Punkt €, zu P, muss der Hohenpunkt des Dreiecks zyz
sein, weil alle gleichseitigen Hyperbeln, welche einem Dreieck um-
schrieben sind, zugleich durch den Hohenpunkt desselben gehen
(8. 232), woraus eine neue einfache Construction von P, sich ergiebt.

Hiernach wird es auch moglich, eine solche Gerade & zu finden,
deren entsprechender Kegelschnitt 8® ein Kreis wird. Seien nimlich
t und 7 zwel solche Punkte auf dem Kegelschnitt IR®@, deren con-
jugirte # und § unendlich-entfernt in zwei zu einander rechtwinkligen
Richtungen liegen, oder ¢z irgend eine durch P, gehende Sehne des
Kegelschnitts 8@, so entsprechen den beiden Tangenten in ¢ und =
am Kegelschnitt I ® zwei Parabeln, deren unendlich-entfernte Punkte
in zwel rechtwinkligen Richtungen liegen: Diese beiden Parabeln,
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welche durch zyz gehen, haben als vierten gemeinschaftlichen Punkt
einen solchen, der nothwendig mit 2y auf einem Kreise liegt (8. 229),
und der conjugirte Punkt zu diesem riicksichtlich der beiden Netze
ist der Schnittpunkt der beiden Tangenten in ¢ und v am Kegel-
schnitte 9™, Dieser liegt auf der Polare des Punktes P,, und jeder
Punkt dieser Polare &, des Punktes P, in Bezug auf den Kegelschnitt
M® besitzt umgekehrt die Bigenschaft, dass sein conjugirter auf dem
dem Dreieck zyz umschriebenen Kreise liegt. Ks giebt also nur eine
einzige bestimmte Gerade &, in der Ebene von solcher Beschaffenheit,
dass der ihr entsprechende Kegelschnitt §® ein Kreis wird, und diese
besondere Gerade &, ist die Polare des vorhin ermittelten Punktes P,
in Bezug auf den Kegelschnitt M@, -

Suchen wir endlich solche Gerade @& in der Ebene auf, deren
entsprechende Kegelschunitte 8 in Linienpaare zerfallen. Den Punkten
einer derartigen Geraden miissen in den beiden gegebenen Netzen
zwei Strahlbiischel von Polaren (z) und (m,) zugehdren, welche pef-
spectivisch liegen, also in der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte
zwei entsprechende Strahlen vereinigt haben; eine derartige Gerade &
muss aber nothwendig einen solchen Punkt enthalten, dessen Polaren
im Netze zusammenfallen; es giebt in der ganzen Ebene nur drei
Punkte der Art zyz; der Kegelschnitt §® kann mithin nur dann in ein
Linienpaar zerfallen, wenn die Gerade & durch einen der drei Eck-
punkte des gemeinschaftlichen Tripels hindurchgeht, und umgekehrt:
Sobald die Gerade & durch einen Punkt des gemeinschaftlichen
Tripels, z. B. # hindurchgeht, zerfillt der entsprechende Kegelschnitt
8 in ein Linienpaar, dessen einer Theil die Gerade X ist. Suchen
wir den andern Theil desselben auf; dieser muss eine Gerade g sein,
welche durch # geht; denn demjenigen Punkte von &, welcher zu-
gleich in X liegt, entspricht als conjugirter Punkt . Die Gerade g
ist also bestimmt, sobald wir nur irgend einen Punkt der durch «
gehenden Geraden & kennen, indem sein conjugirter mit z verbunden
den Strahl g liefert.” Wenn wir die Gerade & um x drehen, so ver-
dndert sich auch g, indem.es sich um 2 dreht; es ist leicht zu er-
kennen, dass & und g conjugirte Strahlen eines bestimmten neuen
Strahlsystems sind, dessen Mittelpunkt « ist, d. h.: Wenn wir einen
beliebigen Punkt P und seinen conjugirten Punkt ¢ mit « verbinden,
so sind allemal 2P —= @& und 2Q = g zwei conjugirte Strahlen eines
bestimmten Strahlsystems (x); in der That, wir haben nur nothig, P
auf einer beliebigen Geraden § so zu bewegen, dass @ den ihr
entsprechenden Kegelschnitt 2 durchliuft, welcher durch z (y und 2)
geht und von zwei projectivischen Strahlbiischeln (x) und (=) er-
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zeugt wird, die zugleich mit der von P durchlaufenen Punktreihe pro-
jectivisch sind; da x auf dem Kegelschnitte ® liegt, so beschreibt
auch 2@ ein mit #Q oder m @, also auch mit 2P projectivisches
Strahlbiischel; es beschreiben also P und 2@ zwei auf einander
liegende projectivische Strahlbiischel; dieselben erzeugen nun ein -
Strahlsystem, weil sowohl @ der conjugirte Punkt zu P ist, als auch
P der conjugirte Punkt zu @ (8. 59). Dieses bestimmte Strahlsystem
(x), welches von dem Strahlenpaar ®, g erzeugt wird, hat auch die
durch » gehenden beiden Geraden Y und Z zu einem_ Paar conju-
girter Strahlen, denn sobald fiir P irgend ein Punkt auf ¥ genommen
wird, ist sein conjugirter allemal y, mithin sind ¥ und (zy) = Z ein Paar
conjugirter Strahlen des Strahlsystems (x). In ganz gleicher Weise
erhalten wir zwei Strahlsysteme (y) und (z), deren Mittelpunkte y
und #z sind, und fiir welche wir immer zwei conjugirte Strahlen er-
halten, indem wir ihren Mittelpunkt mit irgend einem Paare conjugirter
Punkte P und ¢ in der Ebene verbinden.

Die drei Strahlsysteme (z) (y) (2) hiingen in der Weise von ein-
ander ab, dass durech zwei von ilnen das dritte mitbestimmt ist;
denn sobald das gemeinschaftliche Tripel zyz beider gegebenen Netze
und irgend ein Paar conjugirter Punkte P und @ fiir dieselben be-
kannt sind, sind auch die drei Strahlsysteme () (y) (2) vollstiindig
bekannt, weil je zwei Seiten des Tripeldreiecks und die von einer
Ecke nach P und @ hingehenden Strahlen allemal zwei Paare conju-
girter Strahlen eines solchen Strahlsystems sind, welches durch diese
beiden Paare vollstindig bestimmt wird. Sobald wir nun in zweien
dieser Strahlsysteme, z B. (2) und (y), ausser den selbstverstiind-
lichen Paaren Y, Z und Z, X noch je ein Paar conjugirter Strahlen
kennen, & und ¢ in (x), & und ¢ in (y), dann sind die Schnitt-
punkte (@, @) =P und (g, ¢') = @ allemal conjugirte Punkte und
geben mit z verbunden zwei conjugirte Strahlen des dritten Strahl-
systems (z), welches dadurch vollstindig bestimmt wird; [auch die
Schnittpunkte (&, g') = P und (@&, g) = ¢ sind natiirlich conju-
girte Punkte, und wir erhalten daher zugleich ein zweites Paar con-
jugirter Strahlen des Strahlsystems (z)]. Wir konnen den gegen-
seitigen Zusammenhang der drei Strahlsysteme () (y) (2) auch so
aussprechen: Wenn wir irgend drei Strahlen dieser drei Systeme () (y) (2)
durch eimen Punkt P zichen, so treffen sich die conjugirten Strahlen zu
thnen allemal wieder in einem Punkte @, welcher der conjugirte Pumkt
~zu P st in Bezug auf die beiden gegebenen Netze. Hieraus konnen
wir auf die besondere Natur dieser drei Strahlsysteme schliessen und
erkennen, dass, sobald das gemeinschaftliche Tripel zyz reell ist, von
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den drei Systemen entweder 1) alle hyperbolisch oder 2) eines hyper-
bolisch und die beiden andern elliptisch sein miissen. Die Seiten
XYZ des Tripeldreiecks theilen niimlich die ganze unendliche Ebene
in sieben Riiume (Fig. 102), von denen, wie schon friiher bemerkt
(S. 230), einer, der endliche Dreiecksraum (¢), und- die drei den Seiten
anliegenden unendlichen Riume (¢,) (e,) (e;) die elliptischen, die drei
an die Ecken anstossenden unendlichen Riaume (k) (h,) (h;) aber die
hyperbolischen Riume genannt wer-

Fig. 102.
den; je nachdem nun das eine Paar Yg g (
conjugirter Punkte P und @, wel- 5 hs) o Y
ches zur Bestimmung der drei (e2) \e o
Strahlsysteme (x) (y) (#) ausreicht, ) s

in diesen Riiumen gelegen ist, wird ~— % —— P 4
sich nach dem bekannten Kriterium (h’_)/ (es) \\ (hs)

(8. 61) sofort entscheiden lassen, 5

ob die Strahlsysteme hyperbolisch oder elliptisch sind, und hiernach
ergiebt sich folgende Tabelle, welche alle mioglichen Fille enthilt:
Bedeuten niimlich e = elliptisch und § = hyperbolisch, und drei neben
einander gestellte Buchstaben, z. B. efe, den Charakter der drei Strahl-
systeme (2) (y) (#) in dieser Reihenfolge, so haben wir:

Liegt P in dem Raume:

O @ @ @ G G G
() | 969 | hee | ehe | e | hee | efe | eeh
. (e) | hee | Hhh "'f.ef; | ehe [ DHE | eeh { ehe

Liegt @ in | (&) | ehe IEE, hh5 P rieii. eeh [ 9 | Hee
dem Raume: { () | eeh | efie | hee | 95 | ehe | hee | HGY
(hy) | Bee | 59 | eeh | ehe | HYh | eeh | epe
(hy) | ehe | ech | HHY i hee | eeh | Hhh ; hee

(hg) | eeb | ebe | hee | 9B | ehe | hee | HHh

Es treten also iiberhaupt nur zwei verschiedene Fille ein: ent-
weder sind alle drei Strahlsysteme hyperbolisch oder eines Iyperbolisch
und die beiden andern elliptisch, und zwar tritt der letzte Fall ungefihr
dreimal so oft ein, als der erste (strenge in dem Verhiltniss von -
36:13). Ferner erkennen wir aus dem obigen Schema, dass der Fall
dreier hyperbolischer Strahlsysteme () (y) (#) nur dann eintritt,
wenn die beiden conjugirten Punkte P, ¢ entweder beide in dem-
selben Raume von jenen sieben®oder gleichzeitig in einem Paar von
Réumen: e, und A, | e, und A, | ¢, und hy | enthalten sind; fiir jede
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andere Lage tritt der zweite Fall ein, dass eines der drei Strahl-
systeme hyperbolisch, die beiden andern elliptisch sind. Hieraus folgt
ferner, dass, wenn eines oder beide gegebenen Netze elliptisch sind
(der Kernkegelschnitt imaginiir), allemal nur der zweite Fall eintreten
kann, indem von den Strahlsystemen (z) (y) (z) eines hyperbolisch,
die beiden andern elliptisch werden. Wir erkennen dies niimlich
sofort, wenn wir uns des Kriteriums fiir das elliptische Netz er-
innern (8. 423): Sobald auf zwei conjugirten Strahlen die beiden dem
Netze zugehérigen Punktsysteme elliptisch sind, ist das Netz elliptisch.
Wir haben nun das den beiden Netzen gemeinschaftliche Tripel zye,
dessen Seiten conjugirte Strahlen sind, und welches in dem Falle
“reéll ist, wo eines oder beide Netze elliptisch sind. Die Ebene wird
durch die Seiten XYZ des Tripeldreiecks in sicben Regionen ee, e,¢,h, i hi,
getheilt; nehmen wir in dem Raume (e) einen beliebigen Punkt P, so
treffen Py und Pz resp. die Geraden Y und Z zwischen den Punkten
zz mnd zy; soll das Netz elliptisch sein, so muss also die Polare von
P die Seiten zz und zy in ihren Verlingerungen treffen, d. h. sie
darf in die Region (¢) nicht eintreten; wo also auch der Punkt @ auf
dieser Polare angenommen werden mag, er kamn nicht in (¢) liegen,
also kann nach dem obigen Schema der Fall [ nicht eintreten.
Nehmen wir zweitens P in der Region (¢) an, so muss seine Polare,
wenn das Netz elliptisch sein soll, xz und 2y zwischen diesen Eck-
punkten des Tripels treffen; sie darf also in die Regionen (¢,) und (k)
nicht eintreten, und es kann daher wiederum nach unserm Schema der
Fall Hbh nicht stattfinden; dasselbe gilt, wenn P in der Region (%)
angenommen wird, und in gleicher Weise erkennen wir es fiir die
Regionen (&,) und (hy), (e;) und (hy). Es ist also klar, dass, wofern
wenigstens emes der beiden gegebenen Netze elliptisch ist, allemal von den
drei Strahlsystemen (x) (y) (#) eines hyperbolisch und die beiden andern
elliptisch sein miissen.

Wenn beide Netze hyperbolisch sind und von dem gemeinschaft-
lichen Tripel nur ein Eckpunkt z reell, die beiden andern y und z
(auf X) imaginiir sind, so lisst sich erkennen, dass das Strahlsystem
() nothwendig hyperbolisch sein muss. Lassen wir niimlich einen
verinderlichen Punkt P eine beliebige Gerade & durchlaufen und ver-
folgen den conjugirten Punkt @ auf dem entsprechenden Kegelschnitt
K@ welcher durch x geht, so beschreiben 2P und z@ das Strahl-
system (x), und je zwei conjugirte Strahlen desselben durchbohren den
Kegelschnitt 82 in Punktpaaren, deren Verbindungslinie durch einen
festen Punkt £ laufen muss (S. 1561)¥ trifft nun «P den Kegelschnitt
K® zum andern Male in ¢, so ist Q@ eine solche Durchbohrungs-
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sehne; andererseits hat aber der Punkt @' zu seinem conjugirten einen
Punkt P, welcher nothwendig anf & liegen muss (weil @ auf ®®
liegt) und zugleich auf dem zu 2@ = P conjugirten Strahl des
Systems (), d. h. auf z@; also ist P’ der Schnittpunkt von & mit
2Q; wir haben daher zwei Paare conjugirter Punkte riicksichtlich
beider Netze: P und @, P und ¢, und finden vermittelst derselben
unmittelbar ein drittes Paar: (PP, Q@) und (P, P'Q) (S. 419); es
ist aber (PQ', P'Q) nichts anderes als der Punkt z, folglich muss
sein conjugirter (PP, Q@) auf X liegen und, da PP'= & ist, der
Schnittpunkt (¢, X) sein; dieser Punkt bleibt fest, wihrend P und ¢
- sich auf & und §® veriindern; es liuft also die Durchhohrungssehne
Q¢ durch den festen Punkt § = (&, X), woraus sich na¢htriiglich eine
Bestiitigung dafiir ergiebt, dass P und ¢ das Strahlsystem .erzeugen.
Wenn nun die Punkte y und 2, d. h. die Schnittpunkte der Geraden
X mit dem Kegelschnitt &2, imaginéir sind, so muss X ausserhalb
des Kegelschnitts £® (ganz in dem von seinen Tangenten er-
filllten Gebiete) gelegen sein, d. h. durch jeden Punkt von X miissen
zwei reelle Tangenten an 8 moglich sein, mithin auch durch den
Punkt &; das Strahlsystem (z) ist daher hyperbolisch, indem seine
Asymptoten die aus z nach den Berithrungspunkten gezogenen Strahlen
sind, in welchen die Tangenten aus £ den Kegelschnitt &2 beriihren.
Die Strahlsysteme (z) (y) (¢) haben eine gaunz besondere Bedeutung

fir die beiden in der Ebene gegebenen Netze. Da nimlich irgend
zwei conjugirte Strahlen & und g des Strahlsystems () nach dem
Obigen von solcher Beschaffenheit sind, dass zu den Punkten P des
einen die conjugirten Punkte ¢ auf dem andern liegen und P, @
immer conjugirte Punkte riicksichtlich beider gegebenen Netze sind,
so folgt, dass, wenn das Strahlsystem () hyperbolisch ist, jede seiner
Asymptoten s, ¢ die Eigenschaft besitzen muss, dass ihr riicksichtlich
beider Netze dasselbe Punktsystem zugehﬁrt,‘ oder mit andern Worten,
dass sie eine gemeinschaftliche Secante fiir die Kernkegelschnitte
beider Netze ist; denn eine solche Asymptote enthilt zwei zusammen-
fallende conjugirte Strahlen @, g, und die Punkte P der einen haben
ihre conjugirten ¢ riicksichtlich beider Netze auf der andern; also
P, @ bilden auf dieser Asymptote ein Punktsystem, welches beiden
Netzen zugehtrt. Nehmen wir den Fall an, dass zwei Strahlsysteme
(#) und (y) hyperbolisch seien und das erste die Asymptoten s, ¢
" das zweite die Asymptoten s, £, habe, dann wird der Schnittpunkt
S zweier Asymptoten, z. B. s und s,, seinen conjugirten riicksichtlich
beider Netze sowohl in s haben, als auch in s;; folglich muss dieser

S selbst sein; es fallen also in S zwei conjugirte Punkte P, @ zu-
Steiner, Vorlesungen IL 2, Aufl, 31
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sammen, und es muss daher auch zS eine Asymptote des Strahl-
systems (z) sein, was mit der vorhin gemachten Bemerkung iiberein-
stimmt, dass die drei Punktsysteme (x) (%) (2) entweder simmtlich
hyperbolisch sein miissen, oder nur eines hyperbolisch und die beiden
andern elliptisch. Schneiden sich # und ¢, in dem Punkte S;, so
ist 28, die zweite Asymptote des Strahlsystems (2); da aber ein Strahl-
system nur zwei Asymptoten haben kann, so miissen in diesen auch
die Schnittpunkte:

(Sr t]) 0 Sz und (:Sn t) i Ss

liegen, d. h.: die sechs Asymptoten der drei Strahlsysteme (z) (¥) (2)
schneiden sith, wenn sie reell sind, zu je dreien in vier Punkten
S8, 8,8,, deren jeder die Eigenschaft hesitzt, dass er mit seinem con-
jugirten riicksichtlich beider Netze zusammenfiillt. Diese vier Punkte
sind offenbar zngleich die Asymptotenpunkte der Punktsysteme aunf
denjenigen sechs Geraden, welche von den Asymptoten der drei Strahl-
systeme (2) (y) (2) gebildet werden und deren zugehirige Punktsysteme
riicksichtlich beider Netze identisch sind. Die Punkte SS,S,S; sind
daher den Kernkegelschnitten beider Netze gemeinschaftlich d. h. deren
Schnittpunkte, und das Diagonaldreieck des vollstéindigen Vierecks
88, 8,8, ist das gemeinschaftliche Tripel xyz Dies stimmt mit der
oben gemachten Bemerkung iiberein, dass sie nur reell sein kinnen,
wenn heide Netze hyperbolisch sind, weil nur in diesem Falle drei
hyperbolische Strahlsysteme () (y) (2) eintreten konnen; aber nicht
fir jede zwei hyperbolischen Netze (reelle Kegelschnitte) miissen die
Strahlsysteme (z) (y) (2) alle drei hyperbolisch sein; die Untersuchung
dieses reellen Falles ist in § D4 durchgefithrt worden. Hier "zeigt
sich indessen der bemerkenswerthe Umstand, dass auch zwei elliptische
Netze (imaginiive Kegelschnitte) allemal ein reelles Paar gemeinschaft-
licher Secanten, d. h. zwyei solche sich in x schneidende Gerade [die
Asymptoten s, ¢ des Strahlsystems ()] besitzen, deren zugehidrige
Punktsysteme fiir die Netze identisch sind. Diese beiden Punktsysteme
miissen immer elliptisch sein, sobald eines oder beide gegebenen Netze
elliptisch sind, sie konnen aber auch beide elliptisch sein, sobald
beide Netze hyperbolisch sind; im letzteren Fall kann indessen auch
eines elliptisch und das andere hyperbolisch, oder beide hyperbolisch
-sein, d. h. die Kernkegelschnitte konnen keinen, zwei oder vier Punkte
gemein haben (S. 365).

Gehen wir von einem stets reellen Tripelpunkte 2 aus, dessen
Strahlsystem (x) hyperbolisch ist und die Asymptoten s, ¢ hat, so
kénnen wir aus der Annahme, dass von den Punkftsystemen auf s und
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¢t 1) beide elliptisch, 2) eines elliptisch und das andere hyperholisch,
3) beide hyperbolisch sind, auf die Realitit der beiden iibrigen Tripel-
punkte y, # auf X schliessen; nehmen wir nimlich von dem beiden
Netzen gleichzeitig zugehorigen Punktsysteme auf s irgend ein Paar
conjugirter Punkte P ¢ und auf der andern Asymptote ¢ irgend ein
Paar P,@, (Fig. 103), so kinnen wir die Verbindungslinie PP, als ®
auffassen, deren entsprechender Kegelschnitt £ durch zQ@), gehen
muss ind zuom Schnittpunkte der Tangenten in ¢ und ¢, den Punkt

Fig. 103.
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¢ haben wird, in welchem PP, — & der Polare X hegegnet, wie aus
dem Obigen erhellt; X trifft also PP, in dem Pol der Geraden @,
riicksichtlich des Kegelschnitts &, oder PP, und @@, treffen X in
zwei conjugirten Punkten desjenigen Punktsystems, welches der Ge-
vaden X in Bezug auf den Kegelschnitt ®® zugehort; dies ist nunm,
wie wir wissen, fiir alle méglichen Kegelschnitte &% immer ein und
dasselbe; seine Asymptotenpunkte sind die beiden iibrigen Tripelpunkte
y und z; ein zweites Paar conjugirter Punkte dieses Punktsystems er-
halten wir in ganz gleicher Weise, indem wir die Schnittpunkte von
P@, und QP, mit X bestimmen, und hieraus folgt denn auch ein
drittes Paar nach der bekannten Eigenschaft des vollstiindigen Vierecks
(S. 66), niimlich die Schnittpunkte von P@ und P, @, mit X. Die
drei Seitenpaare des vollstindigen Vierecks P@QP @, treffen demnach
die Gerade X in drei Paaren conjugirter Punkfe desjenigen Punkt-
systems, dessen Asymptotenpunkte y, # sind, und dies ist immer das-
selbe, wie iibrigens die Paare P @ und P, @, auf den Asymptoten s
und ¢ gewiihlt werden.

Um zu entscheiden, ob das Punktsystem auf X hyperbolisch oder
elliptisch wird, haben wir das bekannte Kriterium (Seite 67) anzu-
wenden, wonach das von den Seitenpaaren eines vollstiindigen Vierecks
auf einer Transversale X bestimmte Punktsystem hyperbolisch ist,

31%
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sobald eine gerade Anzahl, elliptisch, sobald eine ungerade Anzahl
von Kcken zu beiden Seiten der Transversale liegt, oder umgekehrt,
je nachdem die vier Kcken so liegen, dass jede ausserhalb des von
den drei andern gebildeten Dreiecks sich befindet, oder eine innerhalb
des von den andern gebildeten Dreiecks gelegen ist. Die beiden Punkt-
systeme auf den Geraden s und ¢ werden nun durch je zwei Paare
conjugirter Punkte bestimmt, von denen P@ das eine auf s, P,@Q,
auf ¢, das andere aber der gemeinschaftliche Punkt 2 und der je-
weilige Schniftpunkt mit X ist; beim elliptischen Punktsystem muss
von zwei Paaren conjugirter Punkte das eine durch das andere ge-
trennt werden, beim hyperbolischen schliesst das eine Paar das andere
ein oder aus, je nachdem beide Paare denselben oder verschiedene
Asymptotenpunkte zwischen sich enthalten. Der Punkt z ist ein
Diagonalpunkt des vollstiindigen Vierecks PQ P, @, , niimlich der Schnitt-
punkt des Seitenpaars PQ und P, @,; sollen also die genannten Punkt-
systeme beide elliptisch sein, so lehrt die unmittelbare Anschaunung,
dass von den vier Punkten PQP, @, eine gerade oder ungerade Anzahl
auf beiden Seiten von X liegen muss, je nach der Lage derselben;
es konnen niimlich hinsichtlich der Lage der vier Punkte PQP, @, zu
« drei Fille eintreten: entweder a) liegt z innerhalb beider Strecken
P¢ und P, ¢, oder b) zwischen der einen und ausserhalb der andern,
oder ¢) ausserhalb beider (Fig. 104). In dem Falle a) wird, damit

Fig. 104,
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heide Punktsysteme anf s und ¢ elliptisch seien, X ausserhalb Pg@
und ausserhalb P, @), die Geraden s und ¢ treffen miissen, also noth-
wendig alle vier Punkte PQP, ¢, auf der einen und keinen auf der
andern Seite von sich haben; in dem Falle b), wemn z zwischen P¢)
und ausserhalb P, @), angenommen wird, muss, damit beide Punkt-
systeme elliptisch seien, X die Strecke P ausserhalb und P, @, innerhalb
treffen, also eine ungerade Anzahl von Punkten zu beiden Seiten von
sich haben; dann ist aber das Punktsystem auf X wiederum hyper-
bolisch, weil PQP, ¢, so liegen, dass eimer innerhalb des von den
drei andern gebildeten Dreiecks sich befindet; in dem Falle ¢) endlich,
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wo x ausserhalb beider Strecken P und P, ¢, hegt, also die vier
Punkte so gelegen sind, dass jeder ausserhalb des von den andern
gebildeten Dreiecks sich befindet, muss, damit beide Punktsysteme ellip-
tisch seien, X sowohl P, als auch P, ¢, zwischen diesen Punkten
treffen, also zwei Punkte auf der einen und zwei auf der andern Seite
von sich haben; das Punktsystem auf X ist daher wiederum hyper-
bolisch, und wir erkennen daraus, dass es allemal hyperbolisch wird,
sobald die Punktsysteme auf s und ¢ beide elliptisch sind. Die Punkte
y und z sind also in diesem Falle reell.

In #hnlicher Weise konnen wir leicht einsehen, dass, wenn die
Punktsysteme auf s und ¢ beide hyperbolisch sind, ebenfalls fiir alle
drei Lagen a), b), ¢) das Punktsystem auf X hyperbolisch wird, also
y und 2z ebenfalls reell sind, was auch von vorn herein klar ist, weil
dann alle vier Punkte SS,S,8, reell sind und xyz zum Diagonaldreieck
haben. Wenn dagegen drittens von den Punktsystemen auf s und ¢
eines hyperbolisch, das andere elliptisch ist, so wird fiir alle drei
Lagen a), b), c¢) das Punktsystem auf X elliptisch, also y und z
imaginiir, wie die unmittelbare Anschauung lehrt, wihrend von den
vier Punkten S§85,85,S, nur zwei reell, die beiden andern imaginir
sind. Die eben ausgefiihrte Betrachtung kommt auch mit der auf 8. 253
bei einer andern Veranlassung angestellten iiberein. Die erlangten
Resultate lassen sich nunmehr in folgender Weise zusammenfassen:

Unter den simmilichen Kegelschnitten &%), welche den Geraden &
i der Ebene riicksichtlich, beider gegebenen Netze enlsprechen, gicht es
Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln. Denken wir “uns denjenigen Kegel-
schitt M®  construdrt, welcher der unendlich-entfernten Geraden ®_ ent-
spricht und durch das gemeinschaftliche Tripel xyz und die Mittelpunkie
mmy beider Netze bestimmt wird, so entsprechen sdmmtlichen Tangenten
dieses Kegelschnitts IR® Parabeln, solchen Geraden &, welche MNP in
zwer reellen Punkten schneiden, Hyperbeln wnd solchen Geraden &, welche
MME nicht schneiden, Ellipsen. Unter den Hyperbeln giebt es unendlich-
viele gleichseitige; sie entsprechen allen solchen Geraden &, welche durch
einen  bestimmien Punkt P, gehen; dies st der Durchschwittspunkt der
beiden. Duwrchbohrungs-Sehnen des Kegelschnitts MNP durch die Axenpaare
der "gegebenen beiden Netze; sein conjugirter Punlt @, durch welchen alle
gleichseitigen. Hyperbeln ausserdem gehen, ist der Hohenpunkt des Dreiecks
xyz. Unter den Ellipsen giebt es einen einzigen Kreis; er entspricht der-
Jenigen Geraden ®,, welche dic Polare des Punktes P, in Bezug auf den
Kegelschnitt M® st ;

Geht die verdnderliche Gerade ® insbesondere durch einen der Punkte
des gemeinschaftlichen Tripels, z. B. durch x, so zerfillt der entsprechende
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Kegelschwitt 82 in ein Linienpaar, dessen einer Theil jedesmal die Polare
X dieses Tripelpunktes und dessen anderer Theil cine bestimmte Gerade §
ist, welche cbenfalls dwrch x geht. Diejenigen Punkte €, welche den
Punliten P ciner solchen dwrch x gchenden Geraden & conjugirt sind,
liegen auf der Geraden g und wmgekehrt. Drehen wir die Gerade & um
den festen Pumkt x, so dreht sich auch g um denselben, und &, g sind
conjugirte Strahlen eines bestimmiten Strahlsystems (x). Zwei conjugirte
Strahlen eines solchen Strahlsystems erhalten wir auch, indem wir »
mit irgend einem Paare conjugirter Punkte P, @ in der Ebene verbinden;
insbesondere sind die beiden durch x gehenden Tripelstrahlen ein Poar
conjugirter Strahlen des Systems (x). Wir erhalten auf diese Weise,
wenn die Tripelpunkte xzyz alle drei reell sind,s drei bestimmte Strahl-
systeme (x) (y) (2), welche entweder alle drei hyperbolisch oder von denen
nur eines hyperbolisch und dic beiden andern elliptisch sind.  Wenn von
den Tripelpunkten nur einer, x, reell ist, so ist das Strahlsystem () alle-
mal hiyperbolisch.

Dic beiden Asymptoten s, t eines solchen Strahlsystems sind allemal
solche Gerade wn der Ebene, fiir welche die den beiden Netzen zugehirigen
Punlitsysteme identisch werden; es giebt also nur zwer oder sechs solcher
Geraden. . In dem letzteren Falle schneiden sich die sechs Asymptoten
st, sit,, s,t, der drei hyperbolischen Strahlsysteme (x) (y) (2) zu je
dreien in vier Pumkten SS,S,S;, die mithin em vollstindiges Viereck
bilden, dessen Diagonaldreieck xzyz ist. Die Punkte SS,S,S; sind dic
eimzigen i der IFbene von solcher Beschaffenheit, dass jeder von ihnen
mit seinem conjugirten ®iicksichtlich beider Nelze zusammenfillt; sie sind
zugleich die Asymptotenpunlite derjenigen Punltsysteme, welche den Asym-
ptoten st . .. riicksichtlich des einen (oder anderen) Netzes zugehiren (da
sie fiir beide identisch sind). Von diesen vier ausgezeichneten Punlten
S8,8,8; sind entweder alle vier oder wur zwei oder keiner reell.

Gehen wir von eimem allemal reellen Tripelpunkte x aus, dessen
Strahlsystem (x) hyperbolisch ist und dic Asymptoten s, t hat, so kinnen
die beiden Punkitsysteme auf s und { entweder beide elliptisch sein, dann
sind alle vier Punkle SS,8,S, imagindr, aber die beiden iibrigen Tripel-
punkte y und z reell; oder von jenen beiden Punkisystemen auf s und t
st eines hyperbolisch und das andere elliptisch, dann sind zwei Punkte
S8, reell, die beiden andern S,S; imagindr und die beiden ibrigen Tripel-
punkte y und z auch imagindgr; oder drittens beide Punktsysteme auf s
und t sind hyperbolisch, dann sind alle vier Punkte SS,8,S; reell und
auch die iibrigen Tripelpunlte y, 2. Wenn dic beiden Netze hyperbolisch
sind, so sind die Punkte SS,8,S; dic Durchschmittspunlite ihrer Kern-
kegelschnitte, xyz ihr gememschaftliches Tripel wund dic Asymptolen
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st, s,t,, Sty der drei Strahlsysteme (x) (y) (2) die sechs gemeinschaft-
lichen Secanten beider Kegelschnitte; aber auch wenn eines oder beide
Netze elliptisch  sind, ist das gemeimschaftliche Tripel xyz immer reell
und von den drei Strahlsystemen (x) (y) (2) eines hyperbolisch, die beiden
andern elliptisch, also ein Paar gemeinschaftlicher Secanten st immer
reell, d. h. in diesem Falle zwei solche Gerade, fiir deren jede die den
Netzen zugehirigen beiden Punktsysteme identisch sind.

Es ist noch zu bemerken, dass aus der vorigen Betrachtung auch
das umgekehrte Resultat sich ergiebt: Wenn von dem beiden Netzen
gemeinschaftiichen Tripel allein z und X reell (y und 2z imaginir)
sind, ein Fall, der nur bei zwei hyperbolischen Netzen eintreten kann
und zur Folge hat, dass immer das Strahlsystem () hyperbolisch ist,
also die reellen Asymptoten s und ¢ hat, so muss von den beiden
Punktsystemen auf s und ¢, welche den Netzen gemeinschaftlich zu-
wehoren, das eine hyperbolisch, das andere elliptisch sein, denn wiire
dies nicht, so miissten y und 2 reell sein. Also die beiden Kern-
kegelschnitte der Netze miissen, damit y und 2z imaginir seien, zwei
reelle und zwel imaginire Schnittpunkte haben.

Vermoge der dem Netze innewohnenden Polaritit lisst sich eine
der vorigen gleichlanfende Betrachtung anstellen, indem man die
Paare conjugirter Geraden &, £ in Bezug auf beide Netze auffasst
und die Kegelschnitte E® untersucht, welche allen Punkten P in
der Ebene entsprechen und siimmtlich dem Dreiseit XYZ einbe-
schrieben sind. Diese Betrachtung ist der obigen nach dem bekannten
Uebertragungsprincip so gleichformig nachzubilden, dass es geniigt,
die Resultate hervorzuheben und nur die abweichenden Punkte etwas
niher zu beleuchten.

Die Pole einer beliebigen Geraden & in Bezug auf die beiden ge-
gebenen Netze bestimmen die conjugirte Gerade $, und wenn & sich
um einen festen Punkt P dreht, so umhiillt § einen bestimmten Kegel-
schnitt €®. Insbesondere ist der unendlich-entfernten Geraden &,
diejenige Gerade M, conjugirt, welche die Mittelpunkte beider Netze
verbindet, und allen Punkten P dieser Geraden I, entsprechen daher
Kegelschnitte €®, welche Parabeln sind. Einem: solchen Punkte P,
welcher auf einem Strahle des gemeinschattlichen Tripels liegt, z. B.
auf X, entspricht jedesmal ein Kegelschnitt €@, welcher sich in ein
Punktpaar auflost, dessen einer Theil immer derselbe Punkt z, der
Pol der Geraden X, und dessen anderer Theil ein gewisser Punkt p
ist, welcher auf X liegt. Verindern wir den Punkt P auf der Ge-
raden X, so veriindert sich auch p auf derselben, und es erzeugt das
Punktpaar P, p ein bestimmtes Punktsystem (X). Irgend zwei con-
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jugirte Gerade &, 9 treffen einen Tripelstrahl X immer in einem
solchen Paar conjugirter Punkte P, p des Punktsystems (X), und die
Gerade I, trifft daher die X in dem Mittelpunkt m desselben. Hieraus
folgt, dass, wenn die drei Strahlen des gemeinschaftlichen Tripels
XYZ simmtlich reell sind, von den drei Punktsystemen (X) (Y) (Z)
nothwendig entweder alle drei hyperbolisch, oder eins hyperbolisch
und die beiden andern elliptisch sein miissen; denn auf jedem Tripel-
strahl, z. B. X, sind immer die beiden Eckpunkte y, # des gemein-
schaftlichen Tripels ein Paar conjugirter Punkte des Punktsystems.
(P, p), und die Gerade I, kann die Seiten des Dreiecks xyz immer
pur in drei solchen Punkten mm,m, treffen, welche entweder alle
drei auf den Verlingerungen der Dreiecksseiten, oder von demen nur
einer auf der Verlingerung und die beiden andern auf den Dreiecks-
seiten selbst liegen; da nun mm,m, die Mittelpunkte der drei Punkt-
systeme (X) (Y) (Z) und y, 2; 2, #; x, y je ein Paar conjugirter
Punkte derselben sind, so miissen von den drei Punktsystemen ent-
weder alle oder nur eins hyperbolisch sein.

In dem Falle, dass von den drei Tripelstrahlen nur einer X und der
Schnittpunkt x der beiden andern, der Pol von X, reell ist, lisst sich
leicht zeigen, dass das Punktsystem (X)) hyperbolisch sein muss. Denken
wir uns néamlich einen beliebigen Punkt P und den entsprechenden Kegel-
schnitt €@ hergestellt, so wird in dem Falle, dass ¥, Z imaginir sind, ihr
Schnittpunkt # innerhalb des Kegelschnitts €® liegen miissen, weil das
Tangentenpaar aus « an den Kegelschnitt €® imaginir ist. Ziehen
wir nun durch P irgend eine Gerade & und construiren die conju-
girte Gerade §, Tangente des Kegelschnitts €®, so bestimmen &,
ein Paar conjugirte Punkte des Punktsystems (X). Bezeichnen wir
dieselben fiir den Augenblick: (&, X) =35 und (H, X) =0, so wird
durch s eine zweite Tangente " an €® gehen, deren conjugirte Ge-
vade & — P sein muss. Wir haben also zwei Paare conjugirter
Geraden &, § und &, ', finden aus ihnen ein drittes Paar (G, HH)
und (G, PE'), und da von diesen beiden Geraden die erstere durch
P=(®, @) geht, so muss die letztere (B, HG') den Kegelschnitt
€® berithren. In der That ist (&, ") nichts anderes als s und (H, &)
nichts anderes als ¢, folglich (8%, @) = s¢ = X, und die conju-
girte Gerade muss daher durch x gehen, d. h. (9, §') auf der Ver-
bindungslinie Pz liegen. Diese Gerade Pz bleibt nun fest, wihrend
wir die Gerade ®, also auch O, @ und £ veriindern; wenn wir aus
den Punkten der Geraden Pz die Tangentenpaare D an den Kegel-
schnitt €® legen, so treffen dieselben die feste Tangente X dieses
Kegelschnitts in Punktpaaren s, ¢ des vorhin gefundenen Punktsystems
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(X) (S. 152). Wir wissen aber im Allgemeinen, dass dieses von der
Geraden Pz abhingende Punktsystem ein elliptisches ist, wenn die
Gerade Pz den Kegelschnitt €® nicht schneidet, ein hyperbolisches,
wenn sie denselben in zwei reellen Punkten trifft, weil im letzteren
Falle zweimal je ein Tangentenpaar zusammenfillt. Da nach dem.
Friitheren der Punkt 2 in unserem Falle innerhalb des Kegelschnitts
G® liegt, so muss Pz denselben in zwei reellen Punkten schneiden,
also das Punktsystem (X) hyperbolisch sein, w. z b. w.

Wenn  wir sammtliche Punkte P in der Ebene auffassen und
schnell entscheiden wollen, ob der entsprechende Kegelschnitt €@
Ellipse oder Hyperbel wird, so brauchen wir jetzt nur diejenigen
Punkte P in der Ebene zu verfolgen, fiir welche der entsprechende
‘Kegelschnitt €® in einen jener beiden Grenziibergiinge zwischen
Ellipse und Hyperbel: eine Parabel oder ein Punktpaar ausartet; diese
Orte kennen wir aber aus dem Vorigen, ndmlich die Gerade M,
deren Punkten P lauter Parabeln als Kegelschnitte €® entsprechen,
und die drei Tripelstrahlen X YZ (wenn sie simmtlich reell sind),
deren Punkten P Kegelschnitte €® entsprechen, welche in Punktpaare
ausarten. Die vier Geraden X YZI, theilen das ganze unendliche
Gebiet der Ebene in elf Regionen, welche durch jene von einander
getrennt werden, und den Punkten P innerhalb derselben Region ent-
sprechen immer Kegelschnitte derselben Art; wir haben aber zu unter-
suchen, welchen Regionen Hyperbeln und welchen Ellipsen entsprechen.
Hieriiber erhalten wir unter der Annahme, dass alle drei Tripelstrahlen
XYZ reell sind, Auskunft, indem wir die Punktsysteme (X) (Y).(Z)
ins Auge fassen, welche bestimmt sind durch je ein Paar conjugirter
Punkte: y, 2; 2z, z; #, y und die Mittelpunkte: mm,m,, nimlich die
Schnittpunkte von 2, mit XYZ (Fig. 105). Denken wir uns um

Fig. 105.

(k)
emen beliehigen Punkt P eine Gerade & gedreht, weleche XY Z in
den Punkten abe, treffe, und scien ¢y die conjugirten Punkte in den
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drei Systemen (X) (Y) (Z), so liegen afy auf der Geraden ), welche
den Kegelschnitt €® umhiillt. Wir konnen denselben awch als das
Erzeugniss zweier projectivischer Punktreihen, z. B. auf den Triigern
Y und Z auffassen, indem wir die Punkte f und y verfolgen; um
dann den Beriihrungspunkt des Kegelschnitts €® mit der Geraden Y
zu erhalten, ziehen wir Py, welches Y in ¢ treffe, und nehmen den
w7 conjugirten Punkt ¢ des Punktsystems (Y), welches der gesuchte
Beriihrungspunkt sein wird. Um denjenigen Punkt 8 zu finden, welcher
dem unendlich-entfernten auf Z entspricht, ziehen wir Pm,, welches
in b die Gerade Y treffe, und bestimmen den conjugirten f zu b des
 Punktsystems (Y). Jetzt konnen wir das auf 8. 117 angegebene Kri-
terium in Anwendung bringen: Liegt nimlich ¢ zwischen 2, so ist
der Kegelschnitt €® Ellipse, liegt ¢ ausserhalb 28, so ist er Hyperbel.
Durchmustern wir mit Hiilfe dieses Kriteriums die ganze Ebene, indem
wir den Punkt P dieselbe durchwandern lassen, so erkennen wir leicht,
dass von den elf Regionen, in welche sie durch die Geraden XVYZIR,
zertheilt wird, fiinf den hyperbolischen (%) und die iibrigen sechs den
elliptischen Charakter (¢) haben, indem der dem Punkte P ent-
sprechende Kegelschnitt €® allemal Hyperbel wird, sobald P in
einem der Riume (k) liegt, dagegen Ellipse, sobald P in einem der
Riéume (e) liegt; die Réume (k) sind aber diejenigen, in welche die
drei Diagonalen des von den Geraden X YZIM, gebildeten vollstéindigen
Vierseits ganz hineinfallen, wihrend die Riume (¢) von den Diago-
nalen nicht getroffen werden; um jeden KEeckpunkt des vollstindigen
Viergeits gruppiren sich immer zwei Scheitelrdume elliptischen und
die beiden Neben-Scheitelriiume hyperbolischen Charakters (Fig. 105).
Wir unterlassen der Kiirze wegen die Untersuchung des Falles, in
welchem von den drei Tripelstrahlen nur einer X und der Schnitt-
punkt der x beiden andern reell ist; die beiden Geraden X und i,
theilen dann das ganze Gebiet der Ebene nur in vier unendliche
"Réiume, zwei Paar Scheitelriiume; dasjenige Paar Scheitelriiume, in
deren einem x liegt, enthilt alle solehe Punkte P, deren entsprechende
Kegelschnitte € Hyperbeln werden, das andere Paar Scheitelriume
diejenigen Punkte P, deren entsprechende Kegelsehnitte €® Ellipsen
sind. Auch mége dem Leser die Aufsuchung derjenigen besonderen
Punkte P i{iberlassen bleiben, deren entsprechende Kegelschnitte €@
Kreise oder gleichseitige Hyperbeln werden.

Die drei Punktsysteme (X) (Y) (Z), von dengn entweder eines
oder alle drei hyperbolisch sein miissen, haben zu Asymptotenpunkten:
3, t; 8,, t;; 8, t,, Punkte von besonderer Kigenthiimlichkeit in Bezug
auf ‘die beiden gegebenen Netze; das Strahlsystem, welches einem

Rl
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dieser sechs Punkte in Bezug auf die beiden Netze zugehort, ist -
nimlich ein und dasselbe; wenn es hyperbolisch ist, so sind seine
beiden Asymptoten sowohl Tangenten des einen als auch des andern
Kernkegelschnitts, d. h. gemeinschaftliche Tangenten. Von den sechs
Punkten 3t 8t 3,t, sind entweder zwei oder alle scehs reell; im
letzteren Falle liegen sie zu je dreien auf vier geraden Linien, welche
die vier gemeinschaftlichen Tangenten der Kernkegelschnitte beider
Netze sind; das von denselben gebildete vollstindige Vierseit hat X Y2
zu seinen drei Diagonalen. Wenn dagegen nur zwei Punkte & und t
reell sind auf X, so miissen die ihnen zugehdrigen Strahlsysteme,
welche riicksichtlich beider Netze dieselben sind, entweder beide
elliptisch sein, und dann sind auch Y und Z reell, oder eines ellip-
tisch und das andere hyperbolisch sein, dann sind ¥ und Z imaginiir. Im
ersteren Fall sind entweder beide oder ein Netz elliptisch, oder falls
heide Netze hyperbolisch sind, haben ihre Kernkegelschnitte keine
reelle gemeinschaftliche Tangente; im letzteren Fall, der nur eintreten
kann, wenn beide Netze hyperbolisch sind, haben die Kernkegelschnitte
zwel reelle und zwei imaginiire gemeinschaftliche Tangenten, jedes
Paar aber einen reellen Schnittpunkt & und t auf dem Tripelstrahl X,
Sobzld also umgekehrt von dem gemeinschaftlichen Tripel nur ein
Strahl X und der Schnittpunkt x der beiden ‘andern reell, diese selbst
aber imaginiir sind, miissen beide Netze hyperbolisch sein und ihre
Kerrkegelschnitte nur zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten haben.
Haltan wir dies mit dem analogen friiher gefundenen Resultat zu-
sammen, so folgt aus der ldentitit und zusammengehbrigen Realitit
des Tripeldreiecks #yz mit dem Tripeldreiseit X Y7, dass, wenn zwei
Kegelsehnitte wur zwei reelle Schnittpunkte haben, sie auch nothwendig
zwer reelle gemeimschaftliche Tangenten wnd nur zwei solche haben miissen™
und wmgekehrt. (8. 370.)

Das in dem Vorstehenden betrachtete doppelte Beziehungssystem,
welches durch die beiden in der Ebene gegebenen Netze hergestellt
wird — indem einerseits jedem Punkte P in der Ebene ein bestimmter
Punkt ¢ conjugirt ist und den Punkten P einer Geraden & Punlkte
@ eines Kegelschnitts R entsprechen, welcher durch drei unver-
inderliche Punkte wyz geht, andererseits jeder Geraden & eine be-
stimmte Gerade § conjugirt ist und simmtlichen durch einen Punkt
P gehenden Geraden & Gerade §) entsprechen, die einen Kegelschnitt
E® umbhiillen, welcher demselben festen Dreiseit X YZ einbeschrieben
ist - erfordert zu seiner Bestimmung nicht die vollstandige Kenntniss
der beiden Netze, sondern nur des gemeinschaftlichen Tripels ayz
oder XY Z und einerseits irgend eines Paares conjugirter Punkte P, ¢
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" oder andererseits conjugirter Strahlen &, § in Bezug auf beide Netze.
In der That nehmen wir zuerst das Tripel zyz und irgend ein Paar
conjugirter Punkte P, @ als gegeben an, so ist das Beziehungssystem
der ersten Art vollstiindig bestimmt; indem wir némlich P und ¢ mit
xzyz und diese Punkte unter sich verbinden, erhalten wir durch jeden
von ihnen zwei Strahlenpaare, welche ein Strahlsystem bestimmen,
z B. in x werden die Strahlen zP und z@, zy und zz als zwei
Paare conjugirter Strahlen des Strahlsystems (z) aufgefasst, welches
dadurch vollstindig bestimmt ist; haben wir auf diese Weise die drei
Strahlsysteme (#) (y) (2) hergestellt, so finden wir zu jedem andern
Punkte P in der Ebene den conjugirten ¢, indem wir 2P und yP
ziehen und in den Strahlsystemen (x) und (y) die beiden conjugirten
Strahlen zu jenen aufsuchen, welche sich in dem gesuchten Punkte
treffen. Hierdurch ist nun auch zu jeder Geraden & der entsprechende
Kegelschnitt &® leicht herzustellen.

Andererseits ist durch das Tripel X YZ und irgend ein Paar con-
jugirter Strahlen &, $ das Beziehungssystem der zweiten Art voll-
stindig bestimmt; die Schnittpunktpaare von X einmal mit ¥, Z und
zweitens mit @, § bestimmen das Punktsystem (X), und in gleicher
Weise erhalten wir die Punktsysteme (Y) und (Z); sind diese er-
mittelt, so erhalten wir zu jeder andern Geraden & die conjugirte §,
indem wir die Schnittpunkte der ersteren mit X, Y (oder Z) auf-
suchen und die zu denselben conjugirten Punkte in den Punktsystemen
(X) (Y) (oder Z) mit einander verbinden, welche die Gerade § be-
stimmen. Zu jedem beliebigen Punkte P kionnen wir dann in be-
kannter Weise den entsprechenden Kegelschnitt -€® herstellen, indem
wir zu allen durch P gehenden Strahlen ® die conjugirten § con-
‘struiren. Als ein besonderes Paar conjugirter Strahlen, welches neben
dem Tripel XYZ zur Bestimmung dieses Beziehungssystems dient,
empfiehlt sich &, und M;; die drei Schnittpunkte von X, ¥, Z mit
M, sind dann die drei Mittelpunkte der Punktsysteme (X) (Y) (2).

Wir miissen noch den andern moglichen Fall in Betracht ziehen,
dass von dem Tripel nur ein Eckpunkt » und die gegeniiberliegende
Seite X (Polare von x), auf dieser aber ein elliptisches Punktsystem
gegeben ist, dessen Asymptotenpunkte y, z imaginiir sind; fiigen wir
dann noch ein Paar conjugirter Punkte P, ¢ hinzu, so ist das Be-
ziehufigssystem der ersten Art wiederum vollstiindig bestimmt, aber
die vorhin angegebene Construction beliebig vieler anderer Paare con-
jugirter Punkte P, @ ist nicht mehr in Anwendung zu bringen, weil
die Punkte y, z selbst nicht reell existiven. Wir werden uns in
diesem Falle zundchst das Strahlsystem (z) herzustellen haben, yon



Das Involutions-Netz (Polarsystem) und das Kegelschnitt-Netz. §. 62. 493

welchem unmittelbar nur das einzige Paar conjugirter Strahlen zP
und z¢) gegeben ist; die Asymptoten s, ¢ dieses Strahlsystems (x)
miissen sowohl harmonisch liegen mit 2P und 2@, als auch mit zy
und xz, falls die letzteren beiden reell sind; dies liisst sich aber
auch unabhiingig von ihrer Realitit so aussprechen: Die Asymptoten
s und ¢ sind das gemeinschaftliche Paar conjugirter Strahlen fiir zwei
concentrisch liegende Strahlsysteme in z, deren éines hyperbolisch ist
und 2P, 2¢Q zu Asymptoten hat, wiithrend das andere die Strahlen
#y und zz zu Asymptoten hat; wenn nun y und z imaginiir sind, so
wird das zweite Strahlsystem erhalten, mdem wir durch z ein Strahl-
system perspectivisch mit dem auf X gegebenen Punktsystem legen,
welches elliptisch ist und die imaginiiren Punkte y, # zu Asymptoten-
punkten hat. Die beiden concentrischen Strahlsysteme in z sind also
bekannt, und sie miissen ein reelles Paar conjugirter Strahlen gemein-
schaftlich haben, weil eines von ihnen elliptisch ist (8. 58). Dieses
‘Paar s, ¢ bildet die Asymptoten des Strahlsystems (z), welches, wie
wir auch von frither wissen, nothwendig hyperbolisch sein muss. :

Ist das Strahlsystem (x) also ermittelt, so lisst sich jetzt zu
jeder durch den gegebenen Punkt P gehenden Geraden & der ent-
sprechende Kegelschnitt &® herstellen; dieser muss niimlich durch «
und ¢ gehen, das anf X gegebene elliptische Punktsystem zu seinem
zugehorigen haben und endlich von dem Strahlsystem (x) in solchen
Punktpaaren durchbohrt werden, deren Verbindungssehne durch den
Schnittpunkt (&, X) liuft; verbinden wir daher z mit diesem Schnitt-
punkte (&, X) und suchen den conjugirten Strahl in dem Strahl-
system (x) auf, so muss derselbe den Kegelschnitt 2 in x berithren;
wir kennen daher jetzt fiinf Punkte des Kegelschnitts §£®, wodurch
derselbe vollstindig bestimmt wird, nimlich den Punkt @, die beiden
in z zusammenfallenden Punkte, d. h. die Tangente in # und das wu-
gehorige Punktsystem auf- X, d. h. die beiden imaginiiren Punkte y
und z. Die Construction des durch diese Bestimmungsstiicke gegebenen
Kegelschnitts ist auf S. 150 ausgefiihrt. Wir sind demnach im Stande,
zu jeder durch P gezogenen Geraden & den entsprechenden Kegel-
schnitt & herzustellen und ebenso zu jeder durch @ gehenden Ge-
raden &, den entsprechenden Kegelschnitt &* zu finden; jeder be-
liebige Punkt in der Ebene kann nun als der Schnittpunkt zweier
solcher Geraden ®, ®, angesehen werden; die beiden entsprechenden
Kegelschnitte 8P R® haben dann zu ihrem vierten gemeinschaftlichen
Punkte ausser zyz denjenigen, welcher dem Schnittpunkte (&, &,)
conjugirt ist. Wie. der vierte gemeinschaftliche Punkt der beiden
Kegelschnitte 2 &Y gefunden wird, ist auf 8. 238 angegeben worden.
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Wir sind nunmehr im Stande, zu jedem Punkte der FEbene den con-
jugirten Punkt zu' comstruiren, mithin auch zu jeder beliehigen Ge-
raden & den entsprechenden Kegelschnitt £®; wir haben also das
ganze Beziehungssystem der ersten Art auch fiir den angenommenen
Fall herzustellen gelehrt. In ganz analoger Weise wird das Be-
ziehungssystem der zweiten Art hergestellt, wenn zur Bestimmung
desselben neben einem beliebigen Paar conjugirter Strahlen &, $ von
dem Tripel allein ein veeller Strahl X und der Schnittpunkt z der
beiden andern mit dem elliptischen Strahlsystem gegeben ist, dessen
imaginire Asymptoten ¥ und Z sind.

Erwiigen wir, dass durch ein Paar conjugirter Punkte P, ¢ und
ein Tripel zyz das Netz nicht vollkommen bestimmt wird, sondern
dass es unendlich-viele Netze giebt, welche diese Stiicke gemein haben,
so steht es uns frei, anstatt der beiden als gegeben angesehenen
Netze, von welchen wir ausgingen, andere zn setzen, fiir welche P, g
conjugirte Punkte und @yz ein Tripel ist; durch je zwei solche Netze
wird immer dasselbe Beziehungssystem der ersten Art bestimmt, und
fiir diese Netze gelten daher genan dieselben Eigenschaften, wie fiir
die beiden -ursprﬁnglich angenommenen. Wir kinnen uns simmtliche
Netze der Art auf die Weise hergestellt denken, dass wir um ¢ eine
Glerade € drehen und zuy Bestimmung des Netzes immer das Tripel
conjugirter Punkte xyz und das Paar Pol und Polare P und &
nehmen, wodurch das Netz jedesmal vollstindig und eindeutig be-
stimmt wird. Die Gesammtheit dieser Netze nemmen wir ein Nefz-
Biischel; die Michtigkeit desselben ist gleich gross mit der eines Strahl-
biischels, denn es giebt so viel Netze im Netzbiischel, als Strahlen £
durch einen Punkt . TIrgend ein Paar conjugirter Punkte P, @, des
Beziehungssystems, welches durch xyz und P, ¢ bestimmt wird, muss
nun auch ein Paar conjugirter Punkte sein fiir irgend zwei andere
Netze des Biischels, welche wir beliebig herausnehmen konnen, oder
mit andern Worten: Die Polaren ecines beliebigen Punktes in Bezug auf
siimmtliche Netze eines Netz- Biischels laufen durch einen festen (conju-
girten) Punkt, welcher Satz bereits oben (8. 447) auf directem Wege nach-
gewiesen ist. Da wir irgend zwei Netze des Biischels zur Hervor-
bringung des Beziehungssystems wihlen kénnen, so folgt ferner: Denken
wir uns von zwei beliebigen Punkten P, und P, die Polaren in Bezug
auf irgend ein Netz des Biischels ermittelt, so geht die erste durch
den conjugirten Punkt @, die zweite durch @,, und sie schneiden sich
in einem Punkte ¢),, dessen Polare in Bezug auf das gewihlte Netz
die Verbindungslinie P, P, ist; der conjugirte Punkt P, zu @, muss
also auf P, P, liegen. Verindern wir das aus dem Biischel gewihlte
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Netz, so veriindert sich @, und beschreibt denjenigen Ort, welcher
‘alle Punkte enthilt, die den Punkten der Geraden P, P, = & conjugirt
sind, d. h. den Kegelschnitt §@.

Hieraus folgt: Die Pole einer Geraden & in Bezug auf simmiliche
Netze eines Biischels liegen auf einem Kegelschnitt ), welcher: dem ge-
meinschaftlichen Tripel zyz wmschrieben ist. Dies lisst sich anch so
aussprechen: Die Polaren zweier beliebigen Punkle Py wnd 13_2 m Bezug
anf simmiliche Netze eines Biischels beschreiben allemal zwei projectivische
Strahlbiischel (Q,) und (Q,), welche zu je zwei entsprechenden Strahlen
die Polaren in Bezug auf dasselbe Nelz haben. Nehmen wir fiir @ ins-
besondere die unendlich-entfernte Gerade &_, so enthilt der ent-
sprechende Kegelschnitt £® die Mittelpunkte aller Netze des Biischels,
also: Die Mittelpunkte simmilicher Netze eines Biischels liegen auf emem
bestimmten Kegelschnitt MNP, welcher dem Tripel xyz umschrieben ist.
Dieser Kegelschnitt @ entscheidet zugleich iiber die Natur der in
dem Biischel enthaltenen Netze, d. h. ob dieselben hyperbolisch oder
elliptisch sind. Zuvirderst ist niimlich klar, dass, wenn die vorhin
ermittelten ausgezeichneten Punkte S S, S,S,, in deren jeden zwei
conjugirte Punkte P, ¢ zusammenfallen, entweder alle vier reell sind
oder, wenn auch nur zwei von ihmen reell sind, offenbar alle Netze
des Biischels hyperbolisch sein miissen und ihre Kernkegelschnitte
nichts anderes, als ein gewihnliches Kegelschnittbiischel mit vier oder
zwei reellen Grundpunkten bilden. Sobald daher von dem gemein-
schaftlichen Tripel nur # und X reell sind, y und # imaginir, sind
alle Netze des Biischels hyperboliseh, und die Kernkegelschnitte haben
zwei reelle und zwei imaginire gemeinschaftliche Grundpunkte. Wenn
dagegen das Tripel xyz villig veell ist, so kinnen entweder die ohen
bestimmten Strahlsysteme (2) () (z) alle drei hyperbolisch, oder nur
eines hyperbolisch und die beiden anderen elliptisch sein; im ersteren
Falle enthilt das Netz-Biischel wiederum lauter hyperbolische Netze,
deren Kernkegelschnitte ein gewohnliches Kegelschnitthiischel mit vier
reellen Grundpunkten S S, S, S; bilden; im letzteren Ialle wird das
Biischel theils hyperbolische, theils elliptische Netze enthalten; die
Kernkegelschnitte der hyperbolischen Netze bilden ein Kegelschnitt-
biischel mit vier imaginiren Grundpunkten; dies ist aber, wie wir
jetzt sehen, nur ein unvollstéindiges Gebilde, zu dessen Krginzung
noch die imaginiren Kegelschnitte hinzutreten miissen, welche den
elliptischen Netzen eines solchen Netzbiischels entsprechen.

Wir sehen die Richtigkeit der letzten Behauptung leicht ein,
wenn wir fiir den I"all des reellen Tripels und, falls von den Strahl-
systemen () (y) (#) eines hyperbolisch und die beiden andern ellip-
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tisch sind, genauer untersuchen, in welcher Weise die conjugirten
Punkte P, @ die verschiedenen Gebiete der Ebene bedecken. Die
ganze unendliche Ebene wird niimlich,
wie wir wissen, durch die Seiten des
Dreiecks xyz in die sieben Regionen e,
e, hy, e hy, e, hy (Fig. 106) getheilt;
__X nehmen wir an, es sei das Strahlsystem
/ % :\1’\ ’;7 (x) hyperbolisch, dagegen (y) und (z)
elliptisch, dann ist mit Beriicksichtigung

des bekannten Kriteriims fiir das ellip-
tische und hyperbohsche Strahlsystem (8. 61) ersichtlich, dass,

wenn P in der Region (¢) liegt, der conjugirte Punkt @ in den
Regionen (g,) oder (%) liegen muss;

wenn P in den Regionen (¢,) oder (h,) liegt, der conjugirte Punkt
@ in der Region (e) liegen muss;

wenn P in den Regionen (e,) oder (hy) liegt, der conjugirte Punkt
@ in den Regionen (¢;) oder (hy) liegen muss;

wenn P in den Regionen (¢;) oder (h;) liegt, der conjugirte Punkt
¢ in den Regionen (¢,) oder (h,) liegen muss.

Fig. 106.

hJ.Z

Obgleich es zuniichst nicht weiter benutzt wird, bemerken wir
noch, dass in dem andern Fall, wenn (z) (y) (2) alle drei hyperbo-
lische Strahlsysteme sind, die Vertheilung in folgender Weise statt-

- findet:

wenn P in der Region (¢) liegt, so muss auch der conjugirte
Punkt ¢ in der Region (e) liegen;

wenn P in den Regionen (¢,) oder (k) liegt, so muss auch der
conjugirte Punkt ¢ in den Regionen (e,) oder (k) liegen;

wenn P im den Regionen (e,) oder (h,) liegt, so muss auch der
conjugirte Punkt ¢ in den Regionen (e,) oder (h,) liegen; und

wenn P in den Regionen (¢,) oder (hy) liegt, so muss auch der
conjugirte Punkt € in den Regionen (e;,) oder (hy) liegen.

Ferner wissen wir, dass den unendlich-entfernten Punkten P der
Ebene die Punkte @ des Kegelschnitts IMM® conjugirt sind. Jeder

- Punkt m dieses Kegelschnitts ist der Mittelpunkt eines Netzes vom
Biischel, und dieses Netz ist vollstindig bestimmt durch das Tripel
xye und den Mittelpunkt o, dessen Polare & bekannt ist. Die An-
schauung lehrt ferner, dass, wenn m in der Region () liegt, das Netz
nothwendig elliptisch sein muss, weil die drei dem Netze zugehbrigen
Punktsysteme anf den Tripelstrahlen X YZ alle drei elliptisch werden,
wie dies bereits auf 8. 288 gelegentlich bemerkt worden ist; wenn da-
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gegen m in einer der andern Regionen liegt, muss das Netz allemal
hyperbolisch sein, weil von jenen drei Punktsystemen immer zwei
hyperbolisch werden und das dritte elliptisch '(S. 423), und zwar zeigt
sich, indem wir das dem Punkte m zugehérige Strahlsystem . des
Netzes ermitteln, dass, wenn m in einem der drei Riume ¢ e,¢; liegt,
der Kernkegelschnitt des hyperbolischen Netzes eine Hyperbel, wenn
dagegen m in einem der drei Riume &,k liegt, derselbe eine Ellipse
ist, weil sein Strahlsystem (System der conjugirten Durchmesser) in dem
ersten Falle hyperbolisch, in dem zweiten elliptisch wird. Halten wir
dies fest und bedenken, dass die unendlich-entfernten Punkte nur in
den Regionen e, h, e,h,e,h; vorkommen, so werden die ihnen conjugirten,
welche auf dem Kegelschnitt I liegen, unter der gemachten An-
nahme, dass das Strahlsystem (z) hyperbolisch, (y) und () elliptisch
sind, nur in den Regionen ¢ ¢, hy ¢; h, vorkommen konnen und
miissen, d. h. der Kegelschnitt IN®, welcher dem Dreieck xyz
umschrieben ist, trifft die Regionen eeye,h,h, (dagegen nicht e, und
hy). Hieraus folgt zuniichst, dass der Kegelschnitt IM® in diesem
Falle Hyperbel sein muss, weil er Punkte hat, die in dem Raume e,
d. h. innerhalb des Dreieck zyz liegen (8. 231), ferner, dass diejenigen
seiner Punkte m, welche in den Raum (¢) hineinfallen, die Mittel-
punkte der elliptischen Netze des Biischels, die ilbrigen die
Mittelpunkte der hyperbolischen Netze desselben sind, welche selbst
wieder in zwei Kategorien zerfallen: Diejenigen, welche in den Riumen
¢, und e, enthalten sind, werden die Mittelpunkte von hyperbolischen
Netzen sein, deren Kernkegelschnitte Hyperbeln sind,. wiihrend die in
den Riumen %, und %, enthaltenen Punkte der Hyperbel IM® die
Mittelpunkte von hyperbolischen Netzen des Biischels sind, deren
Kernkegelschnitte Ellipsen sind. Wenn aber vier Punkte zyzm einer
Hyperbel IMM® so liegen, dass einer m innerhalb des von den drei
andern zyz gebildeten Dreiecks sich befindet, so miissen immer drei
von diesen Punkten auf einem Zweige der Hyperbel und einer auf
dem andern Zweige derselben liegen; da nun der Zweig der Mittel-
punktshyperbel M@, welcher durch = geht, den Raum %, nicht treffen
darf, so kann er auch den Raum e nicht treffen, sondern muss ganz
in den Riumen e, und e, enthalten sein, wihrend der andere Zweig
durch die Punkte y und z geht und die Riume eh,h; durchstreift.
Der eine Zweig der Hyperbel IM® enthilt also die Mittelpunkte
simmtlicher hyperbolischen Netze des Biischels, deren Kernkegel-
schnitte Hyperbeln sind, der andere Zweig derselben wird durch die
Punkte y und z in drei Stiicke getheilt: Das endliche Stiick zwischen y
und 2z enthiilt die Mittelpunkte der elliptischen Netze (imaginiiren Kegel-

Steiner, Vorlesungen II. 2. Aufl. 32
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schnitte), die beiden iibrigen unendlichen Stiicke die Mittelpunkte der
hyperbolischen Netze des Biischels, deren Kernkegelschnitte Ellipsen sind.

Hierbei tritt der bemerkenswerthe Uebergang von einem reellen
Kegelschnitte (einer Ellipse) zum imaginiiren Kegelschnitt durch einen
Punkt, d. h. Nullkegelschnitt (jeden der Punkte y und z) auf. End-
lich sind die beiden unendlich-entfernten Punkte der Hyperbel @
die Mittelpunkte zweier hyperbolischen Netze des Biischels, deren
Kernkegelschnitte zwei Parabeln sind (8. 267). Hierdurch ist also die
obige Behauptung gerechtfertigt.

Auch fiir den andern Fall, dass die drei Strahlsysteme (z) (y)
(2) hyperbolisch sind, zeigt die letzte Betrachtung eine vollkommene
Uebereinstimmung mit dem bei der Untersuchung des Kegelschnitt-
biischels Gefundenen. Der Mittelpunktskegelschnitt M ® darf nimlich
in diesem Fall den Raum (¢) nicht treffen und kann sowohl Ellipse,
als auch Hyperbel sein; ist er Ellipse, so trifft er nur die Riiume
e 6,¢5; die Kernkegelschnitte aller Netze des Biischels sind also Hy-
perbeln; ist er Hyperbel, so muss er die Riume e ¢,¢, treffen, welche
den einen ganzen Zweig der Hyperbel enthalten, wiihrend der andere
Zweig ganz in einem der Rdume A, oder h, oder A, enthalten ist; die
Kernkegelschnitte zerfallen also in eine Gruppe Ellipsen, welche ihre
Mittelpunkte auf einem Zweige der Hyperbel MM ® haben, und in eine
Gruppe Hyperbeln, welche ime Mittelpunkte auf dem andern Zweige
der Hyperbel IM® haben, und beide Gruppen werden durch zwei Pa-
rabeln von einander getrennt, deren Mittelpunkte die unendlich-ent-
fernten Punkte von IMM® sind, wie wir es frither von anderer Seite
her (S. 267) erkannt haben. :

Die Ausfihrung der gegeniiberstehenden Betrachtung ist ohne
weitere Schwierigkeit; durch ein Tripel conjugirter Strahlen X Y7
und ein beliebiges Paar &, § ist nicht nur ein, sondern es sind un-
endlich-viele Netze bestimmt, welche eine Nefz-Schaar bilden, deren
Miichtigkeit gleich gross ist mit der einer geraden Punktreihe. Die
Pole einer beliebigen Geraden in Bezug auf simmtliche Netze der
Schaar liegen auf einer andern (conjugirten) Geraden; daher liegen
insbesondere die Mittelpunkte simmtlicher Netze der Schaar-auf einer
~ Geraden M, welche der unendlich-entfernten Geraden ®, conjugirt
ist. Die Polaren eines Punktes in Bezug aul simmtliche Netze éiner
Schaar umhiillen einen Kegelschnitt €®), welcher dem gemeinschaft-
lichen Tripel XY Z einbeschrieben ist. Die Netze einer Schaar sind
simmtlich hyperbolisch, sobald a) von dem gemeinschaftlichen Tripel .
allein ein Strahl X und der Schnittpunkt 2 der beiden andern Y, Z
reell, diese selbst aber imaginiir sind; die Kernkegelsehnitte bilden
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eine Kegelschnittschaar mit zwei reellen und zwei imaginiiren gemein-
schaftlichen Tangenten; b) sobald das Tripel XY Z vollig reell und
die oben ermittelten Punktsysteme (X) (Y) (Z) auf ihnen alle drei
hyperbolisch sind; die Kernkegelschnitte bilden eine Kegelschnittschaar
mit vier reellen gemeinschaftlichen Tangenten; wenn dagegen c¢) das
Tripel XY Z vollig reell und von den Punktsystemen (X) (YY) (Z)
nur eines hyperbolisch (X), die beiden andern elliptisch sind, so be-
steht die Netzschaar theils aus hyperbolischen, theils aus elliptischen
Netzen; die Kernkegelschnitte der hyperbolischen Netze bilden eine
Schaar mit vier imaginiiren gemeinschaftlichen Tangenten; dieses Cie-
bilde wird aber erst zu einem vollstindigen durch Hinzuftigung der ima-
giniren Kegelschnitte, welche durch die elliptischen Netze einer solchen
Schaar vertreten werden. Nach dem Obigen muss in diesem Falle ¢) die Ge-
rade I, die Seiten des von den Geraden X YZ gebildeten Dreiecks
so treffen, dass von den Schnittpunkten zwei in den Seiten selbst
und nur einer in der Verlingerung einer Dreiecksseite liegt, also ein
Stiick der Geraden M, in den endlichen Dreiecksraum (¢) hineinfillt,
Dieses Stiick enthélt die Mittelpunkte der elliptischen Netze der Schaar,
withrend diejenigen Stiicke von IM,, welche in ¢ e,e; enthalten sind,
die Mittelpunkte von hyperbolischen Netzen mit Hyperbeln als Kern-
kegelschnitten und die Stiicke, welche in die Réume 7, A/, fallen, die
Mittelpunkte von hyperbohschen Netzen mit Ellipsen als Kernkegel-
schnitten enthalten.

Schliesslich ermitteln wir noch, in welcher Weise bei diesem
durch die Netzschaar hervorgerufenen Beziehungssystem der zweiten
Art die conjugirten Geraden &, § im Allgemeinen die Ebene erfiillen,
wenn wir das gemeinschaftliche Tripel XY Z als vollstindig reell an-
nehmen; jede Gerade in der Ebene kann dabei iiberhaupt nur zwei
wesentlich verschiedene Lagen haben: entweder trifft sie alle drei
Seiten des von den Geraden X YZ gebildeten Dreiecks in ihren Ver-
lingerungen; in diesem Falle wollen wir sie durch einen einfachen
Accent (") bezeichnen; oder sie trifft eine Dreiecksseite in der Ver-
lingerung und die beiden andern zwischen den HEcken des Dreiecks;
in diesem Falle soll sie einen doppelten Accent erhalten (”); unter-
scheiden wir nun die beiden moglichen Fille:

1) Die drei Punktsysteme (X) (Y) (%) sind alle hyperbo-
lisch; dann wird einer Geraden & nothwendig eine Gerade $  con-
jugirt sein und einer Geraden &” eine Gerade £”.

2) Von den drei Punktsystemen (X) (Y) (Z) ist eines hyper-
bolisch und die beiden andern elliptisch, und zwar nennen wir das
hyperbolische (X), die beiden elliptischen (Y) und (Z); dann ist

32%
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jeder Geraden @& nothwendig eine Gerade $” conjugirt, aber einer
Geraden ®” nur damm eine Gerade $’', wenn sie X ausserhalb der
Dreiecksseite, ¥ und Z innerhalb trifft; dagegen, wenn sie X inner-
halb, Y innerhalb und Z ausserhalb trifft, eine Gerade £”, welche X
innerhalb, ¥ ausserhalb und Z innerhalb trifft; endlich, wenn &” X
innerhalb, ¥ ausserhalb, Z innerhalb trifft, muss die conJuglrte 9"
X 1nnerha,lb Y innerhalb und Z ausserhalb treffen. —

Das Netzbiischel und die Netzschaar oder das damit zusammen-
hingende Beziehungssystem der ersten und zweiten Art kann auch
anstatt durch das gemeinschaftliche Tripel und ein beliebiges Paar
conjugirter Punkte oder Strahlen allgemeiner definirt werden, einerseits
durch vier Paare conjugirter Punkte P, ¢ und andererseits durch vier
Paare conjugirter Strahlen ®, $. Fassen wir nur die erste Art ins
Ange, so zeigt die in §. 58 ausgefiihrte Untersuchung, dass sich zwei
Netze herstellen lassen, welche ‘vier beliebig gegebene Paare conju-
girter Punkte P, ¢ gemeinschaftlich haben; solche zwei Netze be-
stimmen ein Netzbiischel, und jedes Paar conjugirter Punkte P, @ fiir
jene beiden Netze ist zugleich ein Paar fiir jedes beliebige Netz des
Biischels, wie wir es oben (S. 447) direct nachgewiesen haben; folg-
lich miissen umgekehrt alle Netze, welche jene vier Paare conjugirter
Punkte gemeinschaftlich haben, demselben Biischel angehdren; ebenso
bildep alle Netze, welche vier Paare conjugirter Strahlen ®,  ge-
meinschaftlich haben, eine Netzschaar; fhnliche Gruppen von Netzen
erhalten wir, indem wir vier Paare theils conjugirter Punkte, theils
conjugirter Strahlen zur Bestimmung eines solchen Gebildes von ein-
facher Unendlichkeit auswiihlen; die niihere Untersuchung derartiger
{Gebilde bleibe aber dem Leser tiberlassen.

§. 63. Drei Netze in der Ebene. Die Tripelcurve. Das Kegelschnittnetz. *)

‘Nehmen wir drei beliebige Netze in der Ebene an, so gehért zu
einem Punkte P in Bezug auf jedes derselben eine Polare, und diese
drei Polaren werden sich im Allgemeinen nicht in einem Punkte
schneiden; es ist aber von Interesse, den Ort solcher besonderen
Punkte P in der Ebene aufzusuchen, fiir welche die Polaren durch
einen und denselben Punkt @ laufen. Suchen wir, um den Grad dieses
Ortes zu bestimmen, auf einer beliebigen Geraden @ die Punkte P
von der verlangten Beschaffenheit zu ermitteln. Bezeichnen wir zu

¥ Vergl. ,,Ueber die Steiner'sche Fliche vierten Grades“ von I. Schroter.
Monatsbericht der Berliner Academie vom 26. November 1863.
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diesem Zwecke die drei gegebenen Netze durch (4) (B) (C) oder
auch, falls die Netze hyperbolisch sind, "die Kernkegelschnitte der-
selben durch diese Buchstaben, so werden wenn wir einen verdinder-
lichen Punkt die Gerade & durchlaufen lassen, seine Polaren abe¢ in
den drei Netzen (A4) (B) (C) drei projectivische Strahlbiischel um
die Mittelpunkte «fy beschreiben; die von @« und b beschriebenen
Strahlbtischel («) und (f) erzeugen also einen Kegelschnitt 8@, wel-
cher durch ¢f und das gemeinschaftliche Tripel der Netze (A) und,
(B) hindurchgeht und durch diese fiinf Punkte vollig bestimmt ist.
Die Strahlen & und ¢ erzengen in gleicher Weise einen Kegelschnitt
K, welcher durch 7 und das gemeinschaftliche Tripel von (B) und
(0) hmdurchgeht Die beiden Kegelschnitte 8 und £* haben nun
im Allgemeinen ausser dem gemeinschaftlithen Punkte f noch drei
Punkte Q@ Q" zu Schnittpunkten, und weil ein solcher Punkt @ auf
beiden Kegelschnitten &® und ®® zugleich liegt, miissen a @), 8@,
7@ die drei Polaren eines und desselben Punktes P der Geraden & sein,
d. h. P und ¢ werden ein solches besonderes Paar von Punkten sein,
welche gleichzeitig fiir alle drei gegebenen Netze conjugirt sind. Da
nun die Kegelschnitte 8 und £ ausser dem Punkte f hochstens
noch drei Punkte Q@'Q” gemein haben (von denen auch zwei imagi-
niir sein konnen), so giebt es im Allgemeinen drei Punkte PP’ P”
auf der willkiirlich gewihlten Geraden &, welche dem gesuchten Orte
angehoren; dieser ist also eine Curve dritten Grades.

Die drei Punkte Q@'@Q” stehen, wenn sie alle drei reell sind, mit
ihren conjugirten Punkten PP P” in einem sehr einfachen Zusammen-
hange, vermdge dessen sie aus jenen unmittelbar gefunden werden
konnen. Fassen wir n#imlich nur zwei Paare von ihnen P und P'¢’
auf, so miissen (S. 419) die Schnittpunkte (PP’, Q@) und (P, QP")
ein drittes Paar conjugirter Punkte fiir alle drei gegebenen Netze
sein; da der erste Punkt auf der Geraden & liegt und es nur noch
einen solchen P” giebt, so muss dieser mit ihm identisch sein und
daher der andere mit @”, also:

(PP, Q@)=P" (P¢,QP)=¢",
d. h. die Purkte P, P’, P” sind die drei Schnittpunkte der Dreleckb-
seiten @ @, Q'Q, Q@ mit der Geraden &, oder die sechs Punkte
PP P'QQ Q" liecgen zu je dreien auf wvier geraden Linien, welche ein
vollstindages * Vierseit bilden.

Es ist klar, dass die gefundene Ortscurve dritten Grades durch
die drei gemeinschaftlichen Tripel je zweier der gegebenen Netze
(B) und (C), (C) und (4), (4) und (B) hindurchgehen muss und
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durch diese neun Punkte vollstindig bestimmt wird. "In der That,
sei zys das gemeinschaftliche Tripel von (B) und (C), so ist die
Polare von z fiir beide Netze (B) und (C) dieselbe Gerade (yz) = X,
also schneiden sich die Polaren von z fiir alle drei gegebenen Netze
(B), (C) und (4) in einem Punkte, und z ist also ein Punkt des
gesuchten Ortes; sein conjugirter ist der Schnittpunkt von X mit der
Polare von # in Bezug auf (A4); dasselbe gilt fiir ¥y und #; da aber
Jbekanntlich die Polaren der Ecken eines Dreiecks xyz in Bezug auf
ein Netz (A4) die Gegenseiten desselben resp. yz, 2z, xy in drei
Punkten treffen, welche auf einer Geraden liegen, so miissen auch die
conjugirten Punkte zu den Punkten xyz eines gemeinschaftlichen
Tripels von je zwei Netzen auf derselben Geraden sich befinden.
[Durch diese neun Punkte der drei gemeinschaftlichen Mripel ist
unsere Ortscurve vollstiindig bestimmt, d. h. es giebt keine
zwei Curven dritten Grades, welche gleichzeitigz durch diese neun
Punkte hindurchgehen; denn wiire dies der Fall, so miisste ein ganzes
Biischel von Curven dritten Grades durch dieselben neun Grundpunkte
gehen, und da zwei Tripel desselben Netzes allemal auf einem Kegel-
" schnitt liegen, so wiirden hesondere Curven jenes Biischels zerfallen
in Kegelschnitte und Gerade, d. h. die drei Tripelpunkte des dritten
Tripels miissten auf einer Geraden liegen. Die Punkte eines Tripels
kionnen aber im Allgemeinen nie auf einer Geraden liegen, folglich
geht durch jene neun Punkte nur eine éinzige Curve dritten Grades.]

Durch die drei als gegeben angenommenen Netze (4) (B) (C)
sind zugleich drei Biischel von Netzen gegeben,.da je zwei derselben
ein Biischel bestimmen; hezeichnen wir diese drei Biischel durch (B, C)
(C, A) (A, B) und bemerken, dass ein Paar conjugirter Punkte P, ¢
fiir zwei Kegelschnitte (oder Netze) eines Biischels zugleich fiir simmt-
liche Kegelschnitte (oder Netze)*) desselben conjugirt sind, so folgt,
dass, wenn wir aus den drei Biischeln (B, C) (C, 4) (4, B) irgend
drei nene Kegelschnitte resp. A" B'C’ herausnehmen und dieselben an
Stelle der urspriinglichen A BC setzen, fiir den Ort solcher Paare con-
jugirter Punkte P, @, welche in Bezug auf diese drei gleichzeitig
conjugirt sind, nothwendig dieselbe vorhin gefundene Ortscurve resul-
tirt; diese Curve enthiilt daher auch die gemeinschaftlichen Tripel der
neuen Kegelschnittpaare B'C, (" A’, A'B’, und diese bestimmen drei
neue Biischel, aus denen wir wiederum je einen beliebigen A" B"C”

*) Wir werden uns im Folgenden der Einfachheit wegen nur des Ausdrucks
,» Kegelschnitt* statt des allgemeineren , Netz* bedienen, indem wir unter jenem
auch den imaginiiren Kegelschnitt, welcher durch das elliptische Netz vertreten
wird, mitverstehen.
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herausnehmen konnen u. s. £ Wir erhalten dadurch einen netzartigen
Fortgang bis ins Unendliche, immer neue Biischel von Kegelschnitten
und neue Tripel zyz. Alle diese Tripel liegen auf einer und derselben
Ortscurve dritten Grades, welche die Tripelcurve genannt werden soll;
simmtliche Kegelschnitte (oder Netze) von doppelt-unendlicher Miichtig-
keit, welche allen jenen Biischeln angehbren, bilden ein Kegelschniti-
netz von der Beschaffenheit, dass je zwei Punkte P, ¢, welche in- Be-
“zug auf irgend drei Kegelschnitte des Netzes gleichzeitig conjugirt
sind, auf der Tripeleurve liegen; solche zwei Punkte sollen conjugirte
Punlite der Tripelewrve heissen und sind in Bezug auf séimmtliche
Kegelschnitte des Netzes conjugirt; auch soll irgend ein Tripel zye,
welches zweien Kegelschnitten des Netzes gemeinschaftlich ist und
daher auf der Tripeleurve liegt, ein Tripel der Tripelcurve genannt
werden. Die Tripeleurve kann daher doppelt aufgefasst werden, erstens
als der Ort solcher Punkte P, deren Polaren in Bezung auf die drei
gegebenen Kegelschnitte (4) (B) (C) sich in einem Punkte @ treffen,
welcher ebenfalls auf der Tripeleurve liegt, und zweitens als der Ort
aller gemeinschaftlichen Tripel xzys irgend zweier Kegelschnitte aus
den drei Biischeln (B, C) (C, 4) (4, B).

Fassen wir irgend einen Punkt P der Tripelcurve auf, welcher
nicht gerade ein Eckpunkt eines gemeinschaftlichen Tripels zyz der
Biischel (B, C) (C, 4) (A, B) ist, so werden die Polaren von P in
Bezug auf alle Kegelschnitte des Biischels (B, €) durch den conju-
girten Punkt ¢ laufen und ein Strahlbiischel beschreiben dergestalt,
dass jedem Kegelschnitt des Biischels eine und nur eine bestimmte
Gerade durch @ entspricht und auch umgekehrt fiir jede durch @ ge-
zogene Gerade nur ein einziger Kegelschnitt aus dem Biischel (B, C)
existirt, in Bezug auf welchen sie die Polare von P ist; dasselbe gilt
fiir das zweite Biischel (C, 4); ziehen wir also durch ¢ eine beliebige
Gerade @, so giebt es einen bestimmten Kegelschnitt A" aus dem Biischel
(B, C) und einen bestimmten Kegelschnitt B" aus dem Biischel (C, 4)
dergestalt, dass jene Gerade & und der Punkt P Polare und Pol
fir beide Kegelschnitte A" und B’ gleichzeitig sind. Wenn aber zwei
Kegelschnitte ein Paar von Pol und Polare gemeinschaftlich haben, so
gehort dies ihrem gemeinsamen Tripel an; folglich ist jeder Punkt P
der Tripeleurve zugleich als Eckpunkt eines Tripels anzusehen, wel-
ches zweien Kegelschnitten des Netzes gemeinsam ist, d. h. die Tripel-
curve ist der Ort aller gemeinsamen Tripel irgend zweier Kegelschnitte
des Netzes.

Halten wir die vorhin durch ¢ willkiirlich gezogene Gerade &
fest und denken uns die beiden Kegelschnitte 4" und B’ resp. aus
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den Biischeln (B, C) und (C, 4) ermittelt, fiir welche P ein Eck-
punkt des gemeinschaftlichen Tripels ist, so lassen sich auch die beiden
andern Tripelpunkte desselben leicht ermitteln; sie liegen natiirlich
auf & und-auf der Tripelcurve selbst, miissen daher die beiden iibrigen
Schnittpunkte der Geraden & mit der Tripeleurve sein, denn der Punkt
@ ist im Allgemeinen kein Punkt des gemeinschaftlichen Tripels von
A" und B'; die Gerade © ist ndmlich ganz willkiirlich durch @ ge-
zogen; verindern wir sie, so erkennen wir, dass nur ein einziges Mal -
P und @ Tripelpunkte des gemeinschaftlichen Tripels zweier Kegel-
schnitte A" und B’ werden kionnen, weil durch diese beiden auch der
dritte Tripelpunkt unzweideutig mithestimmt ist; kiime es also zwei-
mal vor, so miisste auch der dritte Tripelpunkt derselbe sein und
doch auf zwei verschiedenen durch ¢ gehenden Geraden liegen, was
ein Widerspruch ist; folglich sind die beiden iibrigen Schnittpunkte
der Geraden & mit der Tripelcurve die Tripelpunkte des gemein-
samen Tripels von 4’ und B, dessen erster P ist; nur einmal, wenn
die Gerade & Tangente an der Tripeleurve im Punkte @ wird, fillt
einer jenerbeiden Tripelpunkte nach ¢; hieraus schliessen wir fol-
gende Eigenschaft der Tripelcurve:

* Jeder belicbige Punkt P der Tripelcurve kann als ein Tripelpunkt
von einfach unendlich-vielen Tripeln des Kegelschnittnetzes angesehen werden;
die Verbindungslinie der jedesmaligen andern beiden Tripelpunlte liuft
durch einen festen Punkt @ der Tripelewrve, den conjugirten Punlt von
P. Ferner, wenn ein Paar conjugirter Punkte P, ¢ der Tripelcurve
zugleich zwei Punkte eines Tripels vom Kegelschnittnetze sein
sollen, so muss der dritte auf der Tangente in ¢) an der Tripelcurve
und daher auch auf der Tangente in P an derselben gelegen sein, d. h.:

. Die Tangenten in zwei conjugirten Punlten P, @ der Dripelcurve
schneiden  sich i einem dritten Punkte I derselben, und PQR bilden
das gemeinschaftliche Tripel eines in dem Kegelschnitinetze vorkommesden
DBiischels. Hierin liegt eine charakteristische Eigenschaft eines Paares
* conjugirter Punkte auf der Tripelcurve. Eine Tangente in einem be-
liebigen Punkte der Tripelecurve dritten Grades schneidet nothwendig
- dieselbe noch in einem dritten Punkte, weil von ihren drei Schnittpunkten

zwei in dem Beriithrungspunkte zusammenfallen; nennt man diesen dritten
Schuittpunkt der Tangente den Tangentialpunkt, welcher dem Beriihrungs-
punkte zugehdrt, so erscheinen zwei conjugirte Punkte P Q) der Tripelcurve
als solche Punkte derselben, welche denselben Tangentialpunkt haben.
Nehmen wir zwei beliebige Punkte der Tripelcurve @ und ¢,
welche nicht conjugirte Punkte derselben sein sollen, so ist es
immer erlaubt, diese als zwei Tripelpunkte eines Tripels anzusehen,
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welches i dem Kegelschnittnetze als gemeinschaftliches Tripel eines
Biischels auftritt; denn um den dritten Tripelpunkt @” zu finden,
haben wir nur nothig, die conjugirten Punkte P und P" zu ¢ und ¢’
aufzusuchen, dann muss @ P durch @” gehen und ebenso auch @F,
also der Schnittpunkt (@ P, @ P) = " sein; der conjugirte Punkt von
¢’ muss nun bekanntlich der Schnittpunkt (PP, Q@)= P” sein,
weil die beiden Paare P, @ und P, ¢ das dritte Paar conjugirter
Punkte P” Q" mithestimmen.

Um zu den beiden willkiirlich auf der Tripelcurve angenommenen
Punkten Q@ den dritten Tripelpunkt @ zu finden, haben wir also
nur ndthig, den dritten Schnittpunkt der Verbindungslinie @@ mit
der Tripelcurve, den Punkt P”, zu bestimmen .und seinen conjugirten
Punkt @ zu ermitteln. Dieses Ergebniss lisst sich auch so ausdriicken:

Verbindet man ein beliebiges Paar conjugirter Punkte P, ¢ der
Tripelewrve mit irgend einem dritten Punkte @ derselben, so treffen diese
beiden Strahlen die Tripelewrve zum dritten Male in zwei newen Punkien,
welche wieder ein Paar conjugirter Punkte " P der Tripelewrve sind.

Solche drei Paare conjugirter Punkte der Tripeleurve PQ, P’ ¢/, P" §”
sind also die sechs Ecken eines vollstindigen Vierseits, und je drei
nicht in einer Geraden liegende Ecken desselben allemal ein Tripel
xyz in dem Kegelschnittnetze. Wir schliessen hieraus folgenden Satu:

Die Seiten eines auf der Tripeleurve liegenden Tripeldreiecks, welches
das gemeinschaftliche Tripel xyz eines in dem Kegelschnittnetze auftretenden
Biischels ist, schneiden die Tripelawrve immer in drei neuen Punkien,
welche auf ciner Geraden liegen, und die dres Schnittpunkte sind zu-
gleich die conjugirten Punkte der Tripelewrve zu den drei Eckpunkten des
Tripels, indem je eine Ecke und der dritte Schwittpunkt der gegeniiber-
liegenden Seite des Tripeldreiecks mit der Tripelcurve einander conjugirt
sind. Wir konnen auch umgekehrt sagen:

Wenn irgend eine Gerade der Tripeleurve in den drei Punkten PP P”
begegnet, so bilden dic zu ihmen conjugirten Punkte QQ Q" allemal ein
Tripel, welches cinem in dem Kegelschwittnetze auftretenden Biischel gemein-
schaftlich ist.

Um die vorige Betrachtung noch zu vervollstindigen, denken wir
uns ein beliebiges Paar conjugirter Punkte P, @ der Tripelcurve und
durch P eine Gerade & gezogen; dann giebt es in dem Biischel
(B, C) einen einzigen bestimmten Kegelschnitt 4', welcher @ und ®
zu Pol und Polare hat, in dem Biischel (C, A) einen einzigen be-
stimmten Kegelschnitt B, welcher ebenfalls @ und & zu Pol und
Polare hat, und endlich auch in dem Biischel (4, B) einen solchen
Kegelschnitt . «Die Gerade & schneidet die Tripelcurve ausser
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in P noch in zwei Punkten ¢ und @” von solcher Beschaffenheit,
dass @ @ das gemeinschaftliche Tripel der Kegelschnitte A" und B
ist; aus gleichem Grunde muss aber auch Q¢ Q" das gemeinschatt-
liche Tripel der Kegelschnitte B und ', sowie (" und A’ sein; hierans
folgt, dass A'B'C’ einem und demselben Biischel angehdren miissen; denn
gehorte ¢ nicht dem Biischel (4', B') an, so hiitten ¢ und A4’ noch
ein zweites von @@ verschiedenes gemeinschaftliches Tripel; es ist
aber mnicht moglich, dass zwei verschiedene Kegelschnitte mehr als
ein gemeinschaftliches Tripel haben (wofern sie sich nicht doppelt
berithren), folglich gehiren die drei Kegelschnitte A'B'C/ zu dem-
selben Biischel. Dieses Resultat lisst sich auch unabhiingig von den
Eigenschaften des Kegelschnittnetzes als Satz aussprechen:

Hat man drei Kegelschwitte CB A" eines Biischels und ACB' eines
aweiten DBiischels, welches mit dem ersten den Kegelschnitt C gemein-
schaftlich hat, so bestimmen auch die Kegelschnittpaare A, B und A'B
zwei Biischel, welche einen Kegelschnitt & gemeinschaftlich haben, d. h.
die acht Grundpunkte der beiden Biischel (A, B) und (4', B') liegen
auf emem und demselben Kegelschwitte. Oder mit andern Worten:

Wenn man drei belichige  Kegelschnitte ABC hat wnd legt einmal
durch die Schwittpunkte von B und C einen beliebigen Kegelschnitt A',
dann dwrch die Schmittpunkte von C und A einen belichigen Kegelschwitt
B, so liegen die vier Schnittpunkte von A" und B mit den vier Schnitt-
punkten wvon A wnd B auf cinem und demselben Kegelschnitt.  Dies
ligst sich auch folgendermassen aussprechen:

Wenn man drei belicbige Kegelschwitte ABC hat wnd legt durch
irgend einen Punkt P der Ebene drei newe Kegelschmitte, welche ausser-
dem durch die vier Schwittpunkte je zweier der gegebenen B, C; C, A; A, B
lindurchgehen, so treffen sich diese neuen Kegelschmitte ausser in P noch .
in denselben drei Punkten. A

Diese Sitze sind ihrer Allgemeinheit wegen bemerkenswerth und
enthalten viele besondere Fille in sich, welche anzufithren hier unter-
bleiben muss. Tiir den gegenwiirtigen Zweck giebt uns der obige
Satz das Mittel an die Hand, zun einem beliebigen Tripel der Tripel-
curve Q') dasjenige Biischel des Kegelschnittnetzes zu finden, dessen
gemeinschaftliches Tripel das gegebene Q@ Q" ist; denn zur Be-
stimmung dieses Biischels haben wir nach dem Obigen nur néthig,
die beiden Kegelschnitte A" und B’ zu ermitteln, durch welche dies
Biischel bestimmt wird. Dass simmtliche Kegelschnitte des Netzes,
welche ein Tripel der Tripelcurve Q@ @ gemein haben, umgekehrt
ein Biischel bilden miissen, ist von vorn herein klar, weil sie ausser-
dem noch ein beliebiges anderes Paar conjugirter Punkte der Tripel-



Das Involutions-Netz (Polarsystem) und das Kegelschnitt-Netz. §. 63. 50T

curve P, @, gemein haben und daher einem Biischel angehoren (8. 447).
Zu jedem Tripel Q@ Q" der Tripelcurve gehort daher ein bestimmtes
Biischel des Kegelschnittnetzes. Nehmen wir zwei beliebige Tripel
der Tripelourve @¢'Q" und @, @, @,”, so lassen sich die zugehorigen
Biischel des Kegelschnittnetzes so ermitteln, dass wir denjenigen Kegel-
« schnitt 4" aus dem Biischel (B, (), fiir welchen @ und ¢ ¢” Pol und
Polare sind, und denjenigen Kegelschnitt B° aus dem Biischel (C, 4),
fiir welchen ebenfalls ¢ und @' Q” Pol und Polare sind, aufsuchen; die
beiden Kegelschnitte A" B’ bestimmen das Biischel des Kegelschnitt-
netzes, fir welches Q@' ¢ das gemeinschaftliche Tripel ist; in ganz
analoger Weise werden zwei Kegelschnitte 4," B,) gefunden, deren ge-
meinschaftliches Tripel das gegebene @, @,'@Q,” ist. Nun haben wir
aber drei Kegelschnitte CA"A4,’, welche einem Biischel (B, C) ange-
hiren, und drei Kegelschnitte CB’B,’, welche einem zweiten Biischel
(C, A) angehoren; jene beiden Biischel haben den Kegelschnitt C ge-
mein, folglich miissen nach unserm obigen Satze auch die beiden
durch die Kegelschnittpaare (4’ B’) und (4, B,") bestimmten Biischel
einen Kegelschnitt € gemein haben; fiir diesen sind daher die gemein-
schaftlichen Tripel jemer beiden Biischel, d. h. QQ'¢" und Q,Q,'Q,”
ehentalls Tripel conjugirter Punkte, und da bekanntlich zwei Tripel -
conjugirter Punkte in Bezug auf einen und denselben Kegelschnitt
immer sechs Punkte eines neuen Kegelschnitts sind (8. 415), so
schliessen wir folgenden Doppel-Satz:

Irgend zwei Biischel des Kegelschnittnelzes haben allemal einen Kegel-
schnitt gemeinschaftlich, und

Irgend zwei Tripel der Tripelcurve liegen allemal auf einem Kegelschnilt.

Dieser Satz lisst sich auch umkehren: Legt man durch irgend
ein Tripel der Tripelcurve einen beliebigen Kegelschnitt, so schneidet
derselbe die Curve im Allgemeinen in drei neuen Punkten, welche
wieder ein Tripel bilden; denn da zwei Eckpunkte eines Tripels
der Tripeleurve willkiirlich gewihlt werden diirfen und durch das
erste Tripel und zwei Punkte der Tripelcurve ein Kegelschnitt be-
stimmt wird, so muss der dem zweiten Tripel angehorige einzige
dritte Tripelpunkt sowohl auf dem Kegelschnitt als auch auf der
Tripelcurve liegen, d. h. der sechste Schrnittpunkt beider sein. Hieraus
folgt mit Beriicksichtigung der oben gefundenen Eigenschaft der Tripel-
curve der Satz: _ :

Wenn man “durch drei Punlte eimes Tripels der Tripelcwrve und
cinen beliebigen Punkt @ derselben ein Biischel von Kegelschwitten legt,
so trifft jeder Kegelschwitt desselben dic Tripelcurve im Allgemeinen noch
wn zwer newen Punkten, deren Verbindungslinie durch einen festen Punlit
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P der Tripelewrve liuft, welcher der dem Punkte @ conjugirte ist. Dieser
Satz gilt auch allgemein, unabhiingig von den Eigenschaften der Tripel,
und filhrt zu einer Erzeugung der Curve dritten Grades durch ein
Kegelschnittbiischel und ein Strahlbiischel, welche in projectivische
Beziehung zu einander gesetzt werden.®) :

Hieran kniipft sich eine weitere bemerkenswerthe Eigenschaft der
Tripeleurve; seien RR R” die Punkte des ersten Tripels, und das
Biischel von Kegelschnitten mit den vier Grundpunkten [@RI'R”]
schneide die Tripelcurve in der veriinderlichen Sehne ¢'Q”, welche
durch den festen Punkt P liuft, so wird der vierte harmonische zu
P zugeordnete Punkt, indem '@’ das andere Paar zugeordneter
Punkte bilden, derjenige Punkt sein, in welchem die Polare von P
in Bezug auf den Kegelschnitt des Biischels [Q RE R"], welcher durch
Q'Q" geht, den Strahl P Q" trifft. Die Polaren von P in Bezug
auf siimmtliche Kegelschnitte des Biischels [Q RR R”]| laufen aber be-
kanntlich durch einen festen Punkt 77 und beschreiben ein Strahl-
biischel, welches projectivisch ist mit dem Kegelschnittbiischel und
auch mit dem Strahlbiischel, welches der veriinderliche Strahl ¢ Q" P
beschreibt; das Erzeugniss der beiden projectivischen Strahlbiischel ist
ein Kegelschnitt, und wir erhalten folgenden Satz:

Zieht man dwch irgend einen Punkt P der Tripelcwrve Strahlen,
welche. dicselbe ausserdem in Punktpaaren ) Q" treffen, und construirt
man den 2u P zugeordneten vierten harmowischen Punkt, so ist der Ort
desselben ein besttmmter Kegelschwitt, welcher in P die Tripelcurve beriihrt
und durch die  Beriihrungspunlte
deriibrigen (vier) aus P an die Tripel-
curve zu legenden Tamgenten geht.

Wir vervollstindigen noch die
Figur, indem wir zu @ und " die
conjugirten Punkte P und P” be-
stimmen, welche mit P auf einer
- Geraden liegen miissen und zwar
so, dass PQ P'¢f P"Q" die drei
Paar Gegenecken eines vollstindi-
gen Vierseits sind; dann wissen wir,
dass von dem obigen Kegelschnitt-
biischel [Q RR R"] ein Kegelschnitt
durch @'¢"und ein anderer durch P P”

geht. Die vierten harmonischen zu P zugeordneten Punkte auf

Fig. 107.

*) Chasles, Comptes rendus t. XLI, 1853.
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allen durch P gezogenen Sehnen liegen, wie wir gesehen haben,
auf einem bestimmten Kegelschnitt P®, den wir den Polarkegelschnitt
des Punktes P nennen wollen. Auf diesem liegen daher auch p und ¢
(Fig. 107), welche mit Hiilfe des vollstiindigen Vierseits PQP'Q P’ ¢’
leicht construirt werden; bezeichnet man niimlich den Schnittpunkt:
(P'Q, P'Q') ==,
und zieht die Gerade @z, so begegnet dieselbe den Strahlen PP’ P”
und PQ Q" in den beiden Punkten p und q.

Lassen wir nun den durch die vier Grundpunkte QRR R" ge-
legten Kegelschnitt des Biischels sich veriindern, so veriindern sich
auch @ Q" P’ P”, wiihrend P fest bleibt; die Punkte p und ¢ bewegen
sich auf dem Polarkegelschnitt P®, und die Sehne pg liuft durch den
festen Punkt @; folglich beschreibt das Strahlenpaar PP’ P” und
und PQ'Q" ein Strahlsystem (P), und wir erhalten den Satz:

Wenn man einen beliebigen Punkt P der Tripeleurve mit allen mig-
lichen Paaren conjugirter Punkte P'Q) derselben verbindet, so bilden diese
Strahlenpaare ein Strahlsystem, welches dem Punkte P zugehirt.

Ebenso erhilt man ein bestimmtes dem Punkte @ zugehoriges
Strahlsystem. Die Strahlsysteme (P) und () zweier conjugirter
Punkte stehen aber in eigenthiimlicher Verbindung mit einander. Der
Punkt & = (P'¢/, P" ") liegt niimlich auf der Polare von ¢ in Bezug
auf den Polarkegelschnitt P®, und da diese Polare ungeindert bleibt
bei der Verinderung des Biischelkegelschnitts, so ist der Ort von z
eine gerade Linie. Beiliiufig erkennen wir den Satz:

Die Polare des Punktes ¢ in Beaug auf den Polarkegelschnitt P®
st identisch wmit der Polare des Punktes P in Bezug auf den Polar-
kegelschnitt Q.

Durch die gerade Punktreihe 2z werden die beiden Strahlsysteme
(P) und (@) eindeutig auf einander bezogen; z ist niimlich der Ort
des Schnittpunktes zweier vierten harmonischen der Verbindungs-
linie PQ zugeordneten Strahlen, die von P und € ausgehen, indem je
ein Strahlenpaar des Strahlsystems (P) und das entsprechende Strahlen-
paar des Strahlsystems (@) die andern Paare zugeordnet-harmonischer
Strahlen bilden, d. h. es sind:

P(QzP @) und @Q(PzP Q)
je vier harmonische Strahlen. Durch die Annahme des Punktes z auf
der Geraden, welche # durchliiuft, werden die entsprechenden Strahlen-
paare der Strahlsysteme (P) und (§) vollstiindig bestimmt. Hierauf
griindet sich eine Krzeugung der 'Tripeleurve und einfache Con-
structionen derselben durch zwei in projectivische Beziehung gesetzte
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Strahlsysteme, die in eigenthiimlicher Verbindung mit einander stehen®*).
Aus der obigen Bemerkung, dass zwei Tripel der Tripelcurve
allemal auf einem Kegelschnitt liegen, folgt eine charakteristische
Figenschaft eines solchen Tripels in Riicksicht auf die Tripelcurve
selbst. Denken wir uns niimlich durch das Tripel Q@ Q" der Tripel-
curve insbesondere einen solchen Kegelschnitt gelegt, welcher in @
und ¢ dieselben Tangenten mit der Tripelcurve hat, so hat er bereits
finf Punkte mit der Tripelcurve gemein, welche ihn zugleich be-
stimmen; sein sechster Schnittpunkt mit der Tripelcurve muss daher
der dritte Tripelpunkt zu @ und @ sein, d. h. @”; es miissen daher
auch in @ zwei Punkte des Kegelschnitts und der Tripeleurve zu-
sammenfallen oder dieser Punkt muss ein Berithrungspunkt beider
Curven sein; wir schliessen also:

Die drei Punkte eines Tripels der Tripelcurve liegen allemal so, dass
ein Kegelschnitt die Tripeleurve in denselben beriihren kann.

Da zwei Hckpunkte eines Tripels der Tripelcurve willkiirlich auf
derselben angenommen werden diirfen, der dritte Tripelpunkt dann
aber vollstiindig und eindeutig bestimmt ist, so konnen wir, wenn
ein Tripel Q@' Q" als bekannt angesehen wird, nach dem obigen Satze
die Totalitit der ilbrigen Tripel leicht iiberschauen, indem wir alle
moglichen Kegelschnitte durch die drei Punkte Q@' @" legen, von
denen jeder durch seine drei iibrigen Schnittpunkte mit der Tripel-
curve immer ein neues Tripel derselben bestimmt. Kennen wir daher
“zwei Tripel der Tripeleurve Q@' Q" und @,Q,"@,” und wollen zu zwei
auf der Tripeleurve willkiirlich angenommenen Punkten SS° als zwei
Eckpunkten eines Tripels derselben den dritten Kckpunkt S finden,
so haben wir nur nithig, zwei Kegelschnitte durch die resp. fiinf Punkte
QY Q'SS und @, Q,Q,”SS zu legen, welche sich in dem gesuchten
Punkte S” auf der Tripelcurve schneiden miissen. Nach dem Friiheren
sind nun, wenn .wir zwei beliebige Paare conjugirter Punkte auf der
Tripeleurve P, @ und P, @ haben, die Schnittpunkte:

(PQ, PQ)=0¢" = (PP, Q¢)~=~P"
ein drittes Paar conjugirter Punkte, und diese sechs Ecken des von
den vier Geraden:

P P’ Pfl
B¢ g
£ g Q
B Qi

gebildeten vollstindigen Vierseits, welches der Tripelcurve einbeschrieben

_fT) Vgil.iUeber Curven dritter Ordnung von H. Sehrdter, Math, Annalen von
Clebsch und Newmanmn. Bd. V. 8. 50, Bd. VL. 8. 85,
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ist, haben zu ihren conjugirten Punkten beziehungsweise:

@ i e

2 N AN vier Tripel der
e s Tripeleurve.
(AT 2 o

Um jetzt zu zwei willkiirlich anf der Tripeleurve gewiihlten
Punkten S8 als Eckpunkten eines Tripels der Tripelcurve den dritten
Tripelpunkt S§” zu finden, haben wir nur durch die resp. fiinf Punkte
QY Q'SS und QP P’SS ecinen Kegelschnitt zu legen; der vierte
Schnittpunkt dieser beiden Kegelschnitte muss der gesuchte Punkt S”
der Tripelcurve sein. Wir haben hierdurch beiliufiz folgenden Satz
gefunden: : ¢

Wenn man ein vollstindiges Vierseit hat, dessen sechs Ecken zu je
dreien auf vier Geraden liegen, so kann man auf vier Arten je drei der-
selben herausnehmen, welche ein Dreieck bilden, wilwend die drei iibrigen
auf’ einer Geraden liegen. Umschreibt man diesen wier Dreiecken wvier
Kegelschnitte, welche ausserdem durch zwei beliebig gegebene feste Punkte
gehen, so laufen alle vier Kegelschmitte durch einen und denselben meuwen
Punkt. FEin besonderer Fall dieses Satzes ist aus den Klementen be-
kannt, niimlich, dass die den vier Dreiecken, welche sich aus den
sechs Ecken eines vollstéindigen Vierseits bilden lassen, umschriebenen
Kreise durch einen und denselben Punkt gehen (den Bremnpunkt der
Parabel, welche dem Vierseit einbeschrieben werden kann).

Wir konnen auch sehr einfach den vorigen Satz direct beweisen.
Seien” nimlich die drei Paar Gegenecken des vollstiindigen Vierseits
PQ, P'Q, P'Q’, so dass die vier Geraden je drei Punkte: PP P,
PQQ’, PQ'Q, P"QQ enthalten und ausserdem zwei beliebige Punkte
88" gegeben, so werden die beiden durch je fiinf Punkte Q@ @SS
und PP Q'S8 gelegten Kegelschnitte einen vierten Punkt S” gemein
haben; da nun bekanntlich die Seiten zweier Dreiecke, welche eineni
Kegelschnitt einbeschrieben sind, selbst einen andern Kegelschnitt be-
rithren (8. 129), so miissen die Seiten der beiden Dreiecke Q@ Q" und
S85’S” einen Kegelschnitt berithren und ebenso die Seiten der beiden
Dreiecke PP'Q)" und SS'S”; diese beiden Kegelschnitte sind aber
identisch, weil sie fiinf Tangenten gemein haben, die drei Seiten des
Dreiecks SS'S” und die Geraden @"QP und Q@ P; folglich be-
rithren auch Q@ P” und PP'P” diesen Kegelschnitt, d. h. derselbe
beriihrt alle vier Seiten des vollstindigen Vierseits und die drei
Seiten des Dreiecks SS'S”; da aber die Seiten der beiden Dreiecke
QP P’ und SS'S” einen Kegelschnitt berithren, so liegen auch die
sechs Ecken derselben auf einem andern Kegelschnitt (S. 129), d. h.
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der durch QP PSS gelegte Kegelschuitt geht durch S” und endlich
ans demselben Grunde der durch @ P”"PSS gelegte Kegelschnitt;
also laufen die vier angegebenen Kegelschnitte durch einen und den-
selben Punkt, w. z. b. w. ‘
Der Kegelschnitt, welcher die vier Seiten des vollstiindigen Vier-
seits und die drei Seiten des Dreiecks §5'S” berithrt, kann auch als
bestimmt angesehen werden durch zwei beliebige Tripel Q@ @” und
85'S”, deren sechs Seiten ihn beriihren; da nun die Gerade, welche
die drei zu Q@' @" conjugirten Punkte P P’ P" enthiilt, denselben Kegel-
schnitt beriihrt, so muss auch diejenige Gerade, welche die zu SS'S”
conjugirten Punkte RE'R” enthiilt, ihn berithren, und wir erkennen
also, dass die acht Seiten zweier solcher vollstindigen Vierseite einen
und denselben Kegelschnitt berithren. Dies giebt folgenden Satz:
Die Seiten zweier Tripel der Tripeleurve beriihren einen Kegelschnil,
der auch diejenigen beiden Geraden zu Tangenten hat, welche die den Fek-
punkiten der Tripel conjugirten Punkte der Tripelewrve enthalten, so dass
also die Seiten zweier solcher wvollstindigen Vierseite, wie oben cines
(PQP' Q' P'Q") in Betracht gekommen ist, allemal acht Tangenten eines
und desselben Kegelschnitls sind. -
Von besonderem Interesse fiir_die vorliegende Betrachtung ist es,
~ die beiden willkiirlichen Punkte SS' auf zwei Diagonalen des voll-
stindigen Vierseits anzunehmen: S auf der Diagonale PQ und S auf
der Diagonale P'¢)’, dann muss auch der dritte Punkt S” auf der Dia-
gonale P”Q" liegen. In der That, durch die vier Seiten des voll-
stiindigen Vierseits und die Gerade SS" als Tangenten ist derjenige
Kegelschnitt 8® bestimmt, welcher zugleich SS8” und S°S” beriihrt.
Das Diagonaldreieck des einem Kegelschnitt umschriebenen voll-
stindigen Vierseits ist immer ein Tripel in Bezug auf diesen Kegel-
schuitt (S. 147); folglich bilden die drei Geraden P@Q, P'Q, P"Q" ein
Tripel conjugirter Strahlen in Bezug auf den Kegelschnitt §2; da nun
88 eine Tangente desselben ist, welche PQ in S trifft, so wird die
andere durch S gehende Tangente der vierte harmonische dem SS zu-
geordnete Strahl sein, withrend SP und der von S nach dem Schnitt-
punkte (P'¢/, P”Q") hingehende Strahl das andere Paar zugeordneter
Strahlen ist; in gleicher Weise construiren wir die zweite durch S
gehende Tangente des Kegelschnitts ®); diese Tangente, sowie die
vorige miissen durch den vierten harmonischen Punkt auf P” @
gehen, welcher dem Schnittpunkte mit SS° zugeordnet ist, wihrend
die beiden andern zugeordneten die Punkte (PQ, P”Q"”) und (P'Q, P" Q")
sind; also ist dieser vierte harmonische Punkt der Schnittpunkt jener
beiden Tangenten, d. h. der Punkt §”. Wir haben mithin gesehen,
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dass, wenn vonr den beiden willkiirlich anzunehmenden Punkten S5
der eine S auf der Diagonale PQ und der andere S" auf P’ @’ liegt,
dann der dritte S auf der dritten Diagonale P” Q" des vollstindigen
Vierseits liegen muss.

Wiihlen wir nun, indem wir zu unserer Tripeleurve zuriickkehren,
anf welcher das vollstindige Vierseit liegt, dessen drei Paar Gegen-
ecken PQ, P'Q, P"Q" drei Paare conjugirter Punkte der Tripeleurve
sind, die beiden Punkte S und S so, dass S der dritte Schnittpunkt
der Geraden P¢ mit der Tripelcurve und gleichzeitig S° der dritte
Schnittpunkt von P’Q)" mit derselben wird, dann muss S” auf der
Geraden P”" liegen -und zugleich auf der Tripelcurve, weil SS'S”
ein Tripel der Tripeleurve bilden, folglich ist S” der dritte Schnitt-
punkt der Geraden P”@" mit der Tripelcurve; wir erhalten hieraus
folgenden Satz:

Wenn man ein belichiges Tripel der Tripelewrve Q@ Q" hat, so
treffen die Seiten desselben Q'Q", Q7 Q, Q€ dic Curve zum dritten Male
“in drei neuen Punlten PP'P”, welche die conjugirten Punkte der Tripel-
curve zu den ersteren sind und in gerader Limie liegen; die drei Ver-
bindungslinien PQ, P'¢f, P” Q" treffen aber die Tripelcurve in drei meuen
Punkten SS'S”, welche ein meues Tripel der Tripeleurve bilden.

Da wir ferner wissen, dass die Tangenten in zwei conjugirten
Punkten P@ an der Tripelcurve sich in einem dritten Punkte R
derselben (dem Tangentialpunkte) treffen und die drei Punkte PQR
ein Tripel der Tripelcurve bilden, so muss der conjugirte Punkt zu R
der dritte Schnittpunkt S der Geraden PQ mit der Tripelcurve sein;
die dritten Schnittpunkte der Tangenten in PP'P” oder in Q@' ¢
mit der Tripeleurve sind also die drei Punkte RR' R” und conjugirte
Punkte zu den obigen Punkten SS'S”; da diese ein Tripel bilden,
so milssen jene auf einer geraden Linie liegen; d. h.:

Die drei Tangenten der Tripelcwrve in den drei Tckpunkten eines
Tripels derselben treffen sie in drei neuen Punkten, welche auf einer Ge-
raden liegen.

Schneidet eine beliebige Gerade die Tripeleurve in drei Punlten, und
man zieht die Tangenten in denselben, so treffen sie die Tripelewrve in
drei neuen Punkten, welche wieder auf einer Geraden liegen.

Diese Siitze gestatten ein eigenthiimliches Fortschreiten in einem
Cyklus, indem man einerseits von einer Geraden PP P” zu einer folgenden
RR' R’ u. 8. {. oder andererseits von einem Tripel Q@ Q" zu einem fol-

genden SS'S” und so weiter geht; die Frage, ob ein solcher Cyklus sich
Steiner, Vorlesungen II. 2. Aufl. 83
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schliesst oder bis ins Unendliche fortliuft, ist dabei von hohem
Interesse, erfordert jedoch tiefer gehende Untersuchungen®).

Nehmen wir zwei beliebige Tripel der Tripelcurve Q@' Q", Q, @, @,
und ihre conjugirten Punkte PP'P”, P, P, P, so haben wir zwei
vollstéindige Vierseite, die der Tripeleurve einbeschrieben sind, und
deren acht Seiten, wie wir gesehen haben, einen und denselben Kegel-
schnitt beriihren; bezeichnen wir diese acht Geraden:

’ ¢qP = QP =1,
Rr =19 Q¢ P, =%,
Q¢ P=GC 00,7 =5
PP P P, PP =R,

Zugleich haben wir acht Tripel der Tripeleurve, niimlich:

Vil il und B OE O
PP g P.P,Q, -
PP ' P B
Q¢ ¢ Q@ ¢ -

Da irgend zwei Tripel der Tripeleurve immer sechs Punkte eines
Kegelschnitts sind, also auch die Seiten zweier Tripeldreiecke immer
sechs Tangenten eines Kegelschnitts sind, so haben wir ein Brianchon'-
sches Sechsseit:

ADBUA D, B, ,
dessen Hauptdiagonalen sich in einem Punkte schne.iden; diese sind:
PP PP, (UAB,, BY,).
Der Schnittpunkt:

- (PP, P'P)
liegt also in der Geraden (AB,, BA ); andererseits haben wir das
Brianchow'sche Sechsseit: i

BOADB,C, ¥, ,
dessen Hauptdiagonalen:

e, €@, (AB, BA)
sich ebenfalls in einem Punkte treffen, also liegt anch der Schnitt-

punkt:
(QQ,, @@, in der Geraden (AB , BIUA);

folglich ist die Verbindungslinie:

(PP, P'P), (@Q,, ¢e)]
identisch mit der Geraden (AB , BA).

#) Vergl. Steiner, geometrische Lehrsiitze, Crelle’s Journal Bd, XXXII, 8. 182
und 300.
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In gleicher Weise zeigen die beiden Brianchow'schen Sechsseite:
BOEB, D, €, und CABE,AB,,
dass die Verbindungslinie:
(PP, P'P), @¢, ¢ Q)]
identisch mit der Geraden (BE,, €B)) ist, und endlich die beiden
Brianchon'schen Sechsseite:

COAC, D, A, und ABCYUAB,E,,
dass die Verbindungslinie:

[((P"P;, PP,), (@'€, Q)]
identisch mit der Geraden (€, E,) ist. Aus dem DBrianchon'-
schen Sechsseit:

AB, CABE,
folgt aber, dass die drei Hauptdiagonalen:
(AB,, BA) (BE,, €B,) (€A, AC,)

sich in einem Punkte treffen, also auch die mit ihnen identischen
durch die PP’ P” und Q@ @’ ausgedriickten Geraden; sehen wir die
letzteren an, so erkennen wir, dass es die Verbindungslinien cor-
respondirender Ecken zweier Dreiseite sind, gebildet von den Geraden
einerseits P PR = PP

und andererseits QQ, QQ, Q9 ;

folglich miissen die correspondirenden Seiten selbst sich in drei Punkten
treffen, die auf einer Gteraden liegen (8. 26), d. h. die drei Schnitt-

punkte:
(PP, Q@) (PP,€Q) (PP, Q)
liegen auf einer Geraden; diese drei Punkte:

‘ P, P, P,
sind nach dem Fritheren nichts anderes, als die dritten Schnittpunkte
der Geraden PP, , P'P|, P"P; mit der Tripeleurve; also haben wir
den Satz:

Schneidet irgend eime Gerade die Tripelewrve in den drei Punkten
PP'P” und eine zweite Gerade in P, P, P, so treffen die drei Geraden
PP,, P'P,, P'P, die Tripeleurve in drei neuen Punkten P, P, P,, welche
wiederum auf einer Geraden liegen. (Die Zuordnung ist dabei ganz
willkiirlich und giebt zu weiteren Betrachtungen Anlass.) :

Oder:

Hat man irgend zwei Tripel der Tripelewre Q@ Q7 wund Q,Q, @,
(die allemal auf einem Kegelschnitt licgen), so treffen die drei Verbindungs-
linien QQ,, @ Q,, Q' Q. die Tripelewrve in drei neuen Punkten, die alle-

83*
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mal auf einer Geraden liegen. (Die Zuordnung ist dabei ganz gleich-
gultlg) Da die drei Punkte:

P2=(PP1’QQ1) P (PI)”QQ) 1)__(1J PUQQ)
auf einer Geraden liegen, so miissen ihre conjugirten:
Q= (PQ,QP) Q,=F¢Q,¢P) @ —=F",¢P)

ein Tripel bilden, also: _

Hat mon irgend ein Tripel QQ Q" der Tripelcurve und eine be-
liebige Gerade, welche derselben in den Punkten P P P, begegnet, so
treffen die drei Verbindungslinien QP,, @ P, Q' P, die Tripeleurve in
drei newen Punkten Q,Q,Q,, welche allemal ein Tripel der Tmpelcume
bilden. (Die Znordnung ist dabei ganz gleichgiiltig.)

Aus den verschiedenen Zuordnungen, welche hierbei miglich sind,
werden sich neue Beziehungen ergeben, deren Aufsuchung hier zu weit
fithren wiirde. Der vorige Satz lisst aber noch einige andere Folge—
rungen zu, die wir kurz hervorheben wollen,

Da von den Schnittpunkten zweier Geraden PP'P” und P, P g ik
mit der Tripelcurve die Verbindungslinien PP, P'P, und P” P der
Curve in drei neuen Punkten P, P, P, begegnen, welche Wieder auf
einer Geraden liegen, so werden auch die Verbindungslinien PP,
PP, und P’ P/ in drei Punkten R, R, P, der Tripelcurve begegnen,
die auf einer Geraden liegen, oder anders ausgesprochen:

Durch vier Punkte PP'P, P, einer Tripeleurve lassen sich drei
Livienpaare legen; jedes derselben begegnet der Curve in einem neuen
Punletpaar, dessen Sehne man ziche; diese drei Sehnen laufen durch einen
und denselben. Punkt P, der Tripelewrve. Wir konnen die drei Linien-
paare, welche durch vier beliebig auf der Tripelcurve gewiihlte Punkte
gelegt sind, als drei Individuen eines Kegelschnittbiischels [ PP P, P
auffassen und die drei zugehdrigen Durchbohrungssehnen als drei
Individuen eines Strahlbiischels [P, ]; die Elemente dieser beiden Ge-
bilde kénnen wir eindeutig auf einander beziehen, wozu die drei be-
kannten Paare entsprechender Elemente ausreichend und erforderlich
sind. Dann wird sich zu jedem Kegelschnitt des Biischels ein be-
stimmter entsprechender Strahl des Strahlbiischels construiren lassen
(8. 225) und umgekehrt, und der Ort der Schnittpunkte entsprechender
Elemente dieser heiden Gebilde ist eine' allgemeine Curve dritten
Grades. Da dieselbe mit der Tripelcurve bereits 11 Punkte gemein-
schaftlich hat, so fiillt sie ganz mit ihr zusammen. Umgekehrt
schliessen wir hieraus den Satz:

Jeder durch vier Punkte PP P, P, einer Tripelowrve gelegte Keyel-
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schnitt begegnet derselben im Allgemeinen in zwei neuen Punkten, deren
Selne durch einen und denselben festen Punkt P, der Curve hindurchgeht.

Oder: : '

Liegen irgend sechs Punkte PP P, P, P,P, ciner Curve dritten
Grades auf einem Kegelschnitt, so schneiden drei sie verbindende Sehmen
PP, PP, P,P, dieselbe in drei neuen Punlten einer Geraden. (Die
Zuordnung ist dabei ganz gleichgiiltig.) Oder auch umgekehrt:

Zieht man durch jeden von drei in einer Geraden befindlichen Punkten
einer Tripelewrve je einen Strahl, welcher derselben in zwei neuen Punlten
begegnet, so liegen diese sechs neuen Punlkte auf einem Kegelschwitt.

Da endlich der durch die vier Punkte PP’ P, P, der Tripelcurve ge-
legte Kegelschnitt eine Sehne P, P, auf ihr ausschneidet, welche
immer durch denselben festen Punkt P, liuft, und da die zu P, und P,
conjugirten Punkte ,¢), nach dem Obigen auch eine Sehne @, ¢,
geben, welche durch P, liuft, so liegen auch PP'P P, Q,Q, auf
einem Kegelschnitt; aus demselben Grunde aber auch PP @, @, @, @, und
endlich auch Q@'Q, @, @,Q,; wir erhalten also folgenden Satz:

Liegen irgend sechs Pumkte der Tripelcurve auf einem Kegelschnitt,
so liegen auch die sechs conjugirten Punkte auf einem Kegelschnitt..

Wir kehren jetzt zur Betrachtung des Kegelschnitt-Netzes zuriick.

Um die Totalitit simmtlicher Kegelschnitte, welche in einem
Netze enthalten sind und sich zu Biischeln ordnen, in anschaulicher
Weise zu iibersehen, denken wir uns, indem wir von den drei will-
kiirlich angenommenen Kegelschnitten ABC, welche nicht einem
Biischel angehoren, ausgehen, zuniichst ein Biischel (B, ) aus den
beiden Kegelschnitten B und ' hergestellt und verfolgen einen ver-
inderlichen Kegelschnitt 2, welcher das ganze Biischel (B, C) durch-
liuft; der dritte feste Kegelschnitt 4 und der veriinderliche 9 con-
stituiren nun ein veriinderliches Biischel (4, ), und alle Kegelschnitte
desselben bilden die Geesammtheit der Kegelschnitte des Netzes, d. h.
wenn wir an Stelle von ABC drei beliebige andere Kegelschnitte des
Netzes, welche nicht demselben Biischel angehéren, in der angegebenen
Weise zur Bildung des Netzes verwenden, so treten keine neuen Kegel-
schnitte mehr auf, sondern nur die fritheren, aber in anderer Anord-
nung zuw Biischeln vereinigf. Nehmen wir niimlich zuniichst aus dem
Biischel (C, A) einen beliebigen Kegelschnitt B und bilden das ver-
iinderliche Biischel (B, ¥B), so, wird jeder Kegelschnitt X desselben
gleichzeitig in einem der vorigen Biischel (A, 9) enthalten sein und
umgekehrt; denn weil BBX einem Biischel angehtren und OB A
einem andern, so wird nach dem oben (S. 506) bewiesenen Satze ein
Kegelschnitt 2 existiren miissen, welcher gleichzeitig dem Biischel (B, C')
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und dem Biischel (4, X) angehort, d. h. die Grundpunkte dieser
beiden -Biischel miissen auf einem und demselben Kegelschnitte U
liegen; folglich gehort X einem Biischel (A, A) an, bei welchem U
aus dem Biischel (B, C) genommen ist; also jeder Kegelschnitt aus
dem veriinderlichen Biischel (B, %) ist gleichzeitig unter den aus
dem verinderlichen Biischel (4, A) hervorgehenden Kegelschnitten
enthalten und umgekehrt. Es gehen daher dieselben Kegelschnitte
des Netzes hervor, ob wir (B, C) und A4, oder (C, 4) und B, oder
endlich auch (A4, B) und C' in der angegebenen Weise zur Bildung
des Netzes verwenden. Nehmen wir ferner einen beliebigen Kegel-
schnitt D aus einem der unendlich-vielen Biischel (A4, A) heraus, z. B.
aus dem Biischel (4, %,), so liegen einmal DA, in einem Biischel,
zweitens BUYU, in einem Biischel, folglich haben die Biischel (D, B)
und (4, A) einen Kegelschnitt gemein; dieser bestimmt mit 4 das
veriinderliche Biischel (4, %) und kann also jedesmal auch aus dem
Biischel (B, D) genommen werden, d. h. verwenden wir (B, D) und
A zur Bildung des Netzes, so erhalten wir dieselben Kegelschnitte,
als wenn wir (B, C) und 4 in gleicher Weise dazu verwenden;
hieraus folgt weiter, dass auch (B, A) und D dieselben Kegelschnitte
des Netzes liefern, folglich auch (B, E) und D und endlich auch
(D, IZ) und I", wenn DFT irgend drei nicht demselben Biischel an-
gehorige Kegelschnitte bezeichnen, welche aus der Gesammtheit (4, )
entnommen sind. Aus dem Vorigen ergiebt sich unmittelbar, dass
durch einen willkiirlich angenommenen Punlt p der Ebene unendlich-viele
Kegelschnitte des Nelzes gehen, welche ein Biischel bilden, denn man
braucht nur durch p den einzigen bestimmten Kegelschnitt A, zu
legen, welcher dem Biischel (B, ') angehirt, und den einzigen be-
stimmten Kegelschnitt B,, welcher dem Biischel (€, 4) angehdrt; die
beiden Kegelschnitte 2B, bestimmen ein Biischel, welches simmt-
liche Kegelschnitte des Netzes enthéilt, die durch p gehen. Bestimmen
wir noch den Kegelschnitt €,, welcher durch p geht und dem Biischel
(A4, B) angehort, so gehort er, wie wir oben gesehen haben, gleich-
zeitig dem Biischel (%,, B,) an. Ferner folgt hieraus, dass dwrch
zwei willkiirlich in der Ebene angenommene Punkte p und p, nur ein
cinziger bestimmter Kegelschnitt des Netges lindurchgeht, denn es giebt
in dem vorhin bestimmten Biischel (2, B,) nur einen einzigen be-
stimmten Kegelschnitt, welcher durch den gegebenen Punkt p, geht.
-Das Kegelschnittnetz ist also ein Gebilde von doppelter Mannigfaltig-
keit, weil jeder Kegelschnitt desselben zwei Willkiirlichkeiten enthilt.

Die vorige Bemerkung giebt zugleich Aufschluss iiber die be-
sondere Natur der in einem Netze enthaltenen Kegelschnitte. Es
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giebt niimlich wnendlich-viele gleichseitige Hyperbeln in dem Netze, welche
ein besonderes Biischel des Netzes bilden; nehmen wir die beiden
obigen Punkte pp, im Unendlichen in zwei zu einander rechtwinkligen
Richtungen an, so geht durch sie eine bestimmte gleichseitige Hy-
perbel des Netzes; nehmen wir ein zweites Paar unendlich-entfernter
Punkte pp, in zwei rechtwinkligen Richtungen an, so bestimmt das-
selbe eine zweite gleichseitige Hyperbel; diese beiden bestimmen ein
ganzes Biischel von gleichseitigen Hyperbeln (S. 232), welche dem
Netze angehoren; weiter giebt es im Allgemeinen keine gleichseitige
Hyperbel in dem Netze; denn kiime noch eine dritte vor, welche nicht
dem vorigen Biischel angehorte, so wiirde sie mit jeder der fritheren
ein neues Biischel von lauter gleichseitigen Hyperbeln erzeugen und
es miissten daher alle Kegelschnitte des Netzes gleichseitige Hyperbeln
sein; sind daher die Kegelschnitte 4 BC, welche wir als gegeben an-
sehen, nicht alle drei gleichseitige Hyperbeln, so giebt es in dem
Netze nur ein einziges bestimmtes Biischel gleichseitiger Hyperbeln;
wenn aber die drei gegebenen Kegelschnitte A BC selbst gleichseitige
Hyperbeln sind, so besteht das Netz aus lauter gleichseitigen Hiperbeln
und hat daher einen speciellen Charakter. Unter den Kegelschnitten
des Netzes giebt es ferner im Allgemeinen unendlich-viele Parabeln;
lassen wir némlich die willkiirlich anzunehmenden Punkte pp, in einen
Punkt der unendlich-entfernten Geraden &, zusammenfallen, so wird
der durch jene bestimmte Kegelschnitt des Netzes eine Parabel, weil
er &, berithrt. Jeder Punkt von &, ist also der Mittelpunkt einer
bestimmten dem Netze angehorigen Parabel, welche nach dem Obigen
leicht herzustellen ist. Denken wir uns zwei solche Parabeln des
Netzes construirt, deren unendlich-entfernte Punkte p, « in zwei zu
einander rechtwinkligen Richtungen liegen, so bestimmen dieselben ein
Biischel des Netzes, in welchem nothwendig ein Kreis Vorkommen
muss, d. h. die vier Schnittpunkte dieser beiden Parabeln liegen auf
einem Kreise (8. 229); dies ist im Allgemeinen der einzige Kreis unter
* den Kegelschnitten des Netzes; denn construiren wir ein anderes Paar
Parabeln, deren unendlich-entfernte Punkte »" und z" ebenfalls in zwei
zu einander rechtwinkligen Richtungen liegen, so miissen ihre Schnitt-
punkte aunf demselben Kreise liegen; seien niimlich P und II die
beiden ersten, P" und II' die beiden andern Parabeln, so konnen wir
PIP fir die drei urspriinglichen das Netz erzeugenden Kegelschnitte
ABC setzen; in dem Biischel (P, IT) ist der Kreis & enthalten; &
und P’ bestimmen ein zweites Biischel des Netzes, in welchem noth-
wendig noch eine Parabel ausser P’ enthalten sein muss, welche
ihren unendlich-entfernten Punkt in einer rechtwinkligen Richtung zu
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derjenigen des unendlich-entfernten Punktes von P’ hat; ist p° der
letztere und =" der erstere, so giebt es durch z’ nur eine éinzige Pa-
rabel des Netzes II’, welche die eben genannte ist; daher haben auch
umgekehrt die beiden Parabeln P'I1° ihre Schnittpunkte auf dem
Kreise &, d. h. & ist gemeinschaftlich den beiden Biischeln (P, IT)
und (P, )

Endlich kommen unter den Kegelschnitten des Netzes auch Linien-
paare in unendlicher Menge vor; jedes Biischel enthilt im Allgempeinen
drei Linienpaare, von denen eines immer reell ist. Der von allen
“diesen Geraden umbhiillte Ort ist eine bestimmte Curve dritter Klasse
K, welche mit der Tripelecurve in innigem Zusammenhange steht.
Da nimlich durch einen beliebigen Punkt p der Ebene nur einfach
unendlich-viele Kegelschnitte des Netzes gehen, welche ein Biischel
(UA,B,) bilden, so gehen, durch den Punkt p im Allgemeinen nur drei
gerade Linien, welche Theile von Linienpaaren sind, die, als Kegel-
schnitte betrachtet, dem Netze angehiren; also ist der Ort von diesen
Geraden eine Curve dritter Klasse 8®®. Vermige der obigen Er-
zeugung des Netzes konnen wir die Curve 8 in der Weise con-
struiren, dass wir einen veriinderlichen Kegelschnitt 9 das Biischel
(B, C) durchlaufen lassen und fiir die beiden Kegelschnitte 4 und U
jedesmal die sechs gemeinschaftlichen Secanten ermitteln, welche den
gesuchten Ort &) umbhiillen.

Dieses Resultat lisst sich in Form eines Satzes aussprechen, der
zu vielen interessanten speciellen Fillen Veranlassung bietet:

Drei beliebige Kegelschwitte haben zu zweien zusammengefasst drei-
mal je sechs gemeimschaftliche Secomten; diese achlzehn Geraden sind
Tangenten einer und derselben Curve dritter Klasse.

Zu der Tripeleurve hat die gefundene Curve K® eine hesondere
leicht erkennbare Beziehung; eine gemeinschaftliche Secante zweier
Kegelschnitte des Netzes hat niimlich die Eigenschaft, dass die beiden
Punktsysteme, welche ihr in Bezug auf beide Kegelschnitte zugehoren,
identisch sind (8. 480); nehmen wir nun irgend einen dritten Kegel- °
schnitt des Netzes, welcher nicht mit den beiden vorigen demselben
Biischel angehort, so gehort in Bezug auf ihn jener Geraden ein
zweites Punktsystem zu, und die beiden auf einander liegenden Punkt-
systeme haben im Allgemeinen ein gemeinschaftliches Paar conjugirter
Punkte P, . Da dies conjugirte Punkte fiir drei Kegelschnitte des
Netzes sind, welche nicht demselben Biischel angehdren, so sind es
conjugirte Punkte fiir simmtliche Kegelschnitte des Netzes, also ein -
Paar conjugirter Punkte der Tripelcurve; eine gemeinschaftliche Se-
cante zweler Kegelschnitte des Netzes ist mithin allemal die Verbin-
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dungslinie zweier conjugirten Punkte P, @ der Tripeleurve und auch
umgekehrt; denn ziehen wir die Verbindungslinie irgend eines Paares
conjugirter Punkte der Tripeleurve P, ¢) und nehmen einen beliebigen
Punkt p derselben, so geht durch p ein einziger bestimmter Kegel-
schnitt A aus dem Biischel (B, C) und ein einziger bestimmter Kegel-
schnitt B aus dem Biischel (C, 4); die beiden Kegelschnitte B und
U miissen P ausser in p in einem und demselben Punkte z treffen,
welcher der vierte harmonische, dem p zugeordnete ist, wihrend P
und @ die beiden andern zugeordneten Punkte sind; folglich ist P@
eine gemeinschaftliche Sec;mte der beiden Kegelschultte A und B des
Netzes. Wir haben also folgenden Satz:

Die Verbindungslinien simmitlicher Paare r:onjugirtcr Punlite P¢)
der Tripelewrve wmbiillen eine .Curve dritter Klasse, welche identisch st
mit derjenigen, die von sdémmtlichen Linienpaaren, welche unter den
Kegelschnitten des Netzes auftreten, beriihrt wird.

Aus dieser Construction der durch den beliebig gewiihlten Punkt
p gehenden drei Strahlen, welche Paare conjugirter Punkte P@ ver-
binden oder der drei Tangenten aus p an die Curve &, folgt noch
ein anderer Satz: Die beiden durch p gelegten Kegelschnitte A und
B des Netzes bestimmen ein ganzes Kegelschnittbiischel, welches dem
Netze angehort, und die drei Linienpaare desselben, von denen drei
Gerade durch p gehen, kreuzen sich in einem Tripel des Biischels,
welches auch ein Tripel der Tripelecarve ist. Also:

Solche drei Verbindungsstrahlen conjugirter Punkte PQ, welche durch
einen  gegebenen Punkt p der Ebene gehen, d. h. die drei aus p an die
Curve 8 gelegten Tangenten, treffen die Tripelcwrve noch in drei neuen
Punkten, welche ein Tripel derselben bilden.

Die Verbindungslinie P¢) zweier conjugirter Punkte der Tripel-
curve schneidet im Allgemeinen jeden Kegelschnitt des Netzes in
zwei Punkten, welche harmonisch liegen mit P, € und zugeordnet
sind, also immer in Punktpaaren eines und desselben Punktsystems,
dessen Asymptotenpunkte P@ sind. Wir konnen daher folgenden
Satz aussprechen:

Eine Gerade von solcher Beschaffenheit, dass sie drei beliebig in der
Lbene gegebene Kegelschmitte ABC in drei Punktpaaren eines Punkt-
systems (sechs Punkten einer Involution) trifft, wmhiillt eine Curve dritter-
Klasse &, welche zugleich die achtzehm gemeinschaftlichen Secanten je
zweier der gegebenen drei Kegelschwitte beriihrt.  Die Asymptotenpunlite
der Punktsysteme auf allen solchen Geraden liegen auf einer Curve dritten
Grades (der Tripeleurve von den drei Kegelschnitten 4 BC).



H22 ; Vierter Abschnitt.

Es ist leicht, den Beriihrungspunkt einer Geraden P mit der
von ihr eingehiillten Curve 8¢ zu ermitteln; denken wir uns ein der
Tripelcurve einbeschriebenes vollstiindiges Vierseit, wie es frither in
Betracht gezogen ist: PQP @ P”Q’, dessen drei Paar Gegenecken
aus drei Paaren conjugirter Punkte der Tripeleurve bestehen, in der
Weise veriindert, dass wir ein Paar P festhalten und das zweite
Paar P'Q’ ihm allmihlich nihern, indem wir zuletzt P’ mit P und
also auch @ mit ¢ zusammenfallen lassen, dann geht P” in den
Schnittpunkt der beiden Tangenten an der Tripelcurve in P und ¢,
und @ also in den dritten Schnittpunkt der Verbindungslinie P@
mit der Tripeleurve iiber; es ist aber @ = (P¢’, P @Q); um nun
den Schnittpunkt (P@, P'¢)) fiir den Grenzfall des Zusammenfallens
von P, @ mit P’Q° zu ermitteln, haben wir nur die harmonische
Eigenschaft des vollstiindigen Vierecks zu beriicksichtigen und er-
kennen, dass der gesuchte Berithrungspunkt der vierte harmonische,
dem dritten Schnittpunkt ¢” zugeordnete Punkt sein wird; also: Die
verdinderliche Verbindungslinie P zweier conjugirter Punkle der Tripel-
curve beriihrt die von ihr emgehiillte Curve dritter Klasse in dem vierfen
harmonischen Punkt, welcher dem dritten. Schnitipunkt von PQ wit der
Tripeleurve zugeordnet ist, wihrend P und @ das andere Paar harmo-
nisch- zugeordneter Punlte sind. :

Dieser dritte Schnittpunkt @ der Verbindungslinie P mit der
Tripelcurve hat zu seinem conjugirten Punkte P” den gemeinschaft-
lichen Tangentialpunkt fiir die beiden conjugirten Punkte P und ¢);
~ hieraus folgt die Construction der Tangente in einem beliebigen
Punkte P. der Tripelcurve: Man suche zu P den conjugirten Punkt
@), ferner den dritten Schnittpunkt ¢ der Verbindungslinie P¢) mit
der Tripelcurve, endlich den conjugirten Punkt P” zu ", dann ist
PP” die gesuchte Tangente.

Schneidet die Verbindungslinie P¢) zweier conjugirten Punkte der
Tripelcurve dieselbe in ", so gehen durch @” ausser der Tangente
P@Q noch zwei andere Tangenten an die Curve £ d. h. Strahlen,
welche C® in je einem Paare conjugirter Punkte - treffen. Werden
diese vier Punkte mit P” verbunden, so erhalten wir die Tangenten in
ihnen an C®. Da nun jedes dieser Punktpaare mit P” zusammen
ein Tripel der Tripeleurve bilden und zwei Tripel allemal auf einem
Kegelschnitt liegen, so folgt der Satz:

Aus cinem Punkte (P") der Tripelewrve lassen sich- ausser der
Tangente in ihm selbst im Allgemeinen noch wvier andere Tangenten an
dieselbe legen; die vier Beriihrungspunkle liegen mit dem wrspriinglichen
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Punkte auf einem Kegelschnitt, welcher die Tripelcurve in dem letzleren
beriihurt.

Dies ist nur ein Theil des oben (8. 508) allgemein ausgesplochenen
Satzes iiber den Polarkegelschnitt.

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass die Tripeleurve C® wnd die |
Curve &P sich in denjenigen Punkten, in welchen sie sich treffen, auch
beviihren, d. h. dieselben Tangenten haben, oder anders ausgedriickt, dass
die siimmtlichen Schnittpunkte beider Curven paarweise zusammen-
fallen. Denn sei ¢ ein gemeinschaftlicher Punkt der beiden Curven
0® und 8, und denken wir uns die Tangente in @ an der Curve
K® gezogen, so muss von ihren heiden iibrigen Schnittpunkten mit
der Tripelcurve, die P und P’ heissen mbgen, einer der conjugirte
Punkt P zu @ sein, weil 8@ der von simmtlichen Verbindungslinien
P@ umbhiillte Ort ist, und der andere P’ muss mit ¢ zusammenfallen,
weil @ der Beriihrungspunkt mit 8@ ist, also der vierte harmonische
Punkt zu PQP’; da nun dieser mit ¢ zusammenfillt, so muss auch
P’ in @ hineinfallen (8. 14); der iibrigens noch denkbare Fall, dass
P und P’ conjugirte Punkte der Tripelcurve sein konnten, zeigt sich
als unzuliissig; denn da @ der Beriihrungspunkt mit & ist, so
miisste sein zugeordneter vierter harmonischer Punkt zu PP’ der
dritte Schnittpunkt mit der Tripeleurve sein, also wiederum €; wenn
aber von vier harmonischen Punkten zwei zugeordnete zusammenfallen,
so muss auch von dem andern Paare zugeordneter Punkte einer hinein-
fallen; fiele der vierte harmonische Punkt aber nicht auf @, so hitte
die Gerade vier Schnittpunkte mit der Tripelcurve, was unméglich
ist; folglich muss P oder P’ mit @ zusammenfallen, wie oben be-
hauptet ist. Ein solcher Schnittpunkt ¢, der beiden Curven C® und
/O besitzt also die Eigenthiimlichkeit, dass die Tangente in ihm fiir
beide Curven dieselbe ist; diese Tangente schneidet die Tripelcurve
(% zum dritten Mal in dem Punkte P,, welcher der conjugirte zu
@, ist. Nun ist frither bewiesen worden, dass die Tangente in P,
die Tripelcurve C'*®) zum dritten Male in demjenigen Punkte schneidet,
der conjugirt ist dem dritten Schnittpunkte von P @, mit C®; da
dieser aber ¢), selbst ist, so ist sein conjugirter wieder P, d. h. die
Tangente in I, schneidet die Tripelcurve U® in drei zusammenfallen-
den Punkten; sie ist daher eine Wendetangente und ihr Beriithrungspunkt
P, ein Wendepunkt der Tripelcurve. Die weitere Ausfilhrung dieser
Betrachtung lisst die Anzahl und gegenseitige La,ge der Wendepunkte
einer Curve dritten Grades C®) erkennen:

Ist @, ein Schnittpunkt der Curven C® und £®), in welchem
sich dieselben, wie wir gesehen haben, beriihren, so trifft die Tangente
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in ¢, die Curve C® zum dritten Mal in P,, dem conjugirten Punkte
2 )y, und P, ist ein Wendepunkt der Curve C®; sei ferner @ ein
zweiter Schnittpunkt beider Curven und sein conjugirter P, ein
zweiter Wendepunkt, dann folgt aus den beiden Paaren conjugirter
Punkte P,Q, P,Q, ein drittes Paar:

(0.9;, P,PY=P, (QP;, P,¢)) =6, ,
wund P, @, liegen auf der Curve C®, wiihrend ihre Verbindungslinie
die Curve 8@ beriihrt. Ferner wissen wir, dass @,@;, ein Tripel
der Tripeleurve bilden und die Tangenten in diesen Punkten der
Curve C® in drei neuen Punkten begegnen miissen, welche auf einer
Geraden liegen; da aber die Tangente in ¢, die C® in P; und die
Tangente in @, die C® in P, trifft, und da P, P P, in einer Ge-
raden liegen, so muss auch die Tangente in @, der C® in P, be-
gegnen. Von den drei Schnittpunkten der Verbindungslinie P, ¢, mit
der Curve C® fallen also zwei in @, zusammen; der Berithrungspunkt
des Strahles P, ¢, mit der Curve 8® muss daher auch nach @ fallen,
oder @, muss ein dritter Schnittpunkt der beiden Curven C® und §®
sein, folglich P, ein dritter Wendepunkt der Curve C®; wir haben
daher folgende beiden Siitze:

Die Verbindungslinic zweier Wendepunkte der Tripelcurve trifft die-
selbe allemal in einem dritten Wendepunkt, oder: Die Wendepunkte einer
Curve dritten Grades liegen 2w je dreien auf geraden ILinien; und
zweitens: }

Aus zwei Schwittpunkten der beiden Curven C® und &P Lann man
allemal einen dritten ableiten, indem man sie als Eckpunkte cines Tripels
ansieht und den zugehirigen dritten Tripelpunkt construirt, wie oben
angegeben ist.

Die Anzahl der Wendepunkte ist gleich der Anzahl der gemein-
schaftlichen Punkte der beiden Curven C'® und £®; da letztere von
der dritten Klasse ist, so ist sie allgemein vom sechsten Grade,
schneidet also ¥ in 6.3 = 18 Punkten, die paarweise zusammen-
fallen. Die Curve dritten Grades hat also neun Wendepunlte.

Die Lage der Wendepunkte tritt am klarsten hervor aus einer
Bemerkung von Clebsch™): Da die Wendepunkte zu je dreien auf ge-
raden Linien liegen, so wird, wenn wir einen Wendepunkt heraus-
nehmen und ihn mit vier anderen verbinden, jede dieser Verbindungs-
linien noch einen der iibrigen vier Wendepunkte enthalten miissen,
d. h.: Durch jeden Wendepunkt gehen vier gerade Linien, deren jede dred
Wendepunkte enthdilt. Hiernach scheint es, als ob sich 9.4 = 36

*) Crelle- Borchardt’s Journal Bd. LXIII 8. 120. A. Clebsch: ,,U'eber einen Satz
von Steiner und einige Punkte der Theorie der Curven dritter Ordnung.‘
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Gerade durch je drei der Wendepunkte legen liessen. Diese redu-
ciren sich aber auf zwolf, weil jede solche Gerade dreimal auftritt,
je nachdem man von einem ihrer drei Wendepunkte ausgeht. Also
die neun. Wendepunkte liegen 2w je dreien auf zwilf geraden Linien.

Nehmen wir nun drei Wendepunkte, welche in gerader Linie
liegen, heraus, so gehen von den zwdlf Geraden, die tiberhaupt vor-
handen sind, durch die Wendepunkte der ersten Geraden nur zehn,
niimlich durch jeden derselben die erste Gerade selbst und noch drei
andere, d. h. 1 ++ 8.3 = 10; es bleiben also noch 2 Gerade iibrig,
die durch keinen der drei ersten Wendepunkte gehen. Nehmen wir
von den letzteren eine, so gehen durch ihre drei Wendepunkte und
die drei. Wendepunkte der ersten Geraden nur elf von den simmtlichen
zwolf; néimlich ausser den beiden Geraden selbst nur die neun Ver-
bindungslinien je eines Wendepunktes der ersten mit einem Wende-
punkte der zweiten Geraden; es bleibt mithin als zwblfte Gerade noch
eine solche iibrig, welche die drei letzten Wendepunkte enthiilt, die
auf keiner der beiden ersten Geraden liegen. So erhalten wir ein
Wendepunlitsdreiseit, von dem jede Seite drei verschiedene, also die
drei Seiten siimmtliche neun Wendepunkte enthalten. Solcher Wende-
punktsdreiseite giebt es wier, und sie werden erhalten, indem man der
Reihe nach mit denjenigen vier Gieraden beginnt, die sich in einem
Wendepunkte treffen. Bezeichnen wir die drei Wendepunkte auf der
ersten Geraden

al & al,

auf der zweiten

3

1 2 3
a’z a2 aa 7

so liegen die drei iibrigen Wendepunkte auf der dritten
@,
ziehen wir jetzt a!lal, so geht diese Verbindungslinie durch einen der

drei letzten Wendepunkte, den wir mit a} bezeichnen, so dass

2 3 .
a'.'t a':i 3

a a, a
auf einer (feraden liegen; ziehen wir ferner ala?, so geht .diese Ver-
bindungslinie durch einen der beiden iibrigen Wendepunkte auf der
dritten Geraden; bezeichnen wir denselben mit ¢}, dann kann die
Verbindungslinie @!a} nur noch durch a? gehen. Jetzt ziehen wir
a*al, welche Gerade durch einen der drei letzten Wendepunkte gehen
muss; dies kann aber nur a) sein, denn wire es einer der beiden
andern, so ligen vier Wendepunkte in einer Geraden, was unmoglich
ist; fahren wir so fort, so ergeben sich die zwdlf Geraden, auf wel-

chen die neun Wendepunkte liegen, folgendermassen:



Vierter Abschnitt.

526
1 2 3 1 1 1 1 2 3 1 3 2
al a'l g’l a’l a‘Z a’:{ a‘i aﬂ aﬂ a‘l a? a’ﬂ
1 2 5! 2 2 2 2 3 1 2 1 3
a, @ a; @} a; a al a; o} a; a, o
1 2 3 3 3 3 3 1 2 3 2 1
fﬁ3 a.’{ a3 al a2 a:! al a’Z aJ al a? a’S
Dies sind zugleich die zwGlf Geraden, auf denen die neun Wende-

punkte liegen und die vier Wendepunktsdreiseite, deren jedes auf
seinen Seiten simmtliche neun Wendepunkte enthiilt.

Diese Lagenverhiiltnisse fithren auf den Zusammenhang der
Wendepunkte einer Curve 3. Ordnung mit #quianharmonischen Syste-
men und geben dadurch Aufschluss iiber die Realitiit der Wende-
punkte. Denken wir uns von dem ersten der vier Wendepunktsdrei-
seite die Seite, welche die drei Wendepunkte a}a}a? und die beiden
Ecken A4,,A4,; des Dreiseits enthiilt, dessen dritte Fcke A, sei, sue-
cessive von den Punkten a), a}, @} aus, welche auf der zweiten
Dreiecksseite liegen, perspectivisch projicirt auf die dritte Dreiecksseite
A3 A4,;, so erhalten wir nach dem obigen Schema:

1, - . 1 3 2
von a, aus die Punkte: a3 aﬂ alod 4, ,
S sl - @ ala . A .,
a3 | - s £ a; at al 4,, 4

132

und hieraus folgt dags auf der Seite Azafim des ‘W endepunktsdrei-
seits die fiinf Punkte ajajaid ,4,, ein dquianharmonisches System
bilden, von dem die drei Wendepunkte die cykhsch vertauschbaren,
die beiden KEcken des Dreiseits die Doppelelemente sind. Da dies
offenbar fiir jede Seite jedes der vier Wendepunktsdreiseite gilt, so
haben wir den Satz:

Auf jeder Seite eines Wendepunlitsdreiseits bilden die drei Wende-
punkte und die beiden Eclen des Dreiseits ein dquianharmonisches System,
von welchem die drei Wendepunkte die cyllisch-vertauschbaren, die beiden
Ecken des Dreiseits die Doppelelemente sind.

Um nun iiber die Realitit der Wendepunkte Aufschluss zu er-
langen ist die genauere Kenntniss des Hquianharmonischen Systems
erforderlich, wie sie 8. 63 und in den ,Aufgaben und Siitzen” zum ersten
Abschnitt (Nr. 17) angedeutet ist. Bemerken wir zuniichst, dass einer
der Wendepunkte nothwendig reell sein muss, weil ihre Anzahl eine
ungerade ist, und sei ! dieser reelle Wendepunkt, von dem wir aus-
gehen, dann kénnen wir uns a| als den Mittelpunkt eines Biischels
von fiinf dquianharmonischen Strahlen denken, von denen einer der
Doppelstrahlen eine durch a! gehende Wendepunktslinie, die cyklisch-
vertauschbaren die drei iibrigen Wendepunktslinien durch @} sind und
der zweite Doppelstrahl der Verbindungsstrahl von @ mit der
Gegenecke des Wendepunktsdreiseits ist, dessen eine Seite der erste
Doppelstrahl war. Da von den drei cyklisch - vertauschbaren Ele-
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menten eines fquianharmonischen Systems nothwendig eines reell sein
muss, so muss wenigstens eine der Wendepunktslinien durch a] reell
sein. Diese ‘sei ala’al, wobei die Realitit der Punkte a}a] noch
dehingestellt bleibt. Wiihlen wir aber diese reelle Gerade als eine
Seite eines Wendepunktsdreiseits, so tritt sie in dem von @) aus-
gehenden Biischel als ein reeller Doppelstrahl des von a) ausgehen-
den Hquianharmonischen Systems auf, folglich muss auch der andere
Doppelstrahl a! 4,, reell sein und ausserdem eines der drei cyklisch-
vertauschbaren Elemente; dies sei a}alal, wihrend die beiden andern
Strahlen a!a’a?! und alaia’ nothwendig conjugirt-imagindr sein
miissen; also won den wvier durch eimen reellen Wendepunkt gehenden
Wendepunktslinien miissen zwei veell und zwei conjugirt-imagindr sein.

Da der imaginiire Strahl a}a]a? bereits einen reellen Punkt a)
enthilt, so miissen die beiden andern ! und @} conjugirt-imaginir
sein; ebenso miissen @ und @] conjugirt-imagindr sein. Wir haben
also vier imaginire Wendepunkte a}alalal; fassen wir diese als die
imaginiiren Durchschnittspunkte zweier reellen oder imaginiren Kegel-
schnitte auf, welche ein Biischel bestimmen, so muss, wie wir aus dem
Fritheren (8.473) wissen, das gemeinschaftliche Tripel desselben reell sein,
d. h. die drei Diagonalpunkte des vollstiindigen Vierecks, dessen Ecken
die vier imaginiren Punkte sind, miissen reell sein, und von den
drei Seitenpaaren des vollstiindigen Vierecks muss eines reell, die
beiden andern imaginir sein. Ks ist also der Schnittpunkt: ;

(‘33“3 ? Gi“i) A Azr\

reell und ebenso

R Soomn Lo
(ﬂ2a’31 a’zas) "“Auu:

den wir mit 4, bezeichnen wollen; der dritte Diagonalpunkt ist
(alal, adal) =l .

Es konnen nun zwei Fille eintreten: entweder ist das erste
Linienpaar, dessen reeller Durchschnittspunkt A4,; ist, reell, dann
muss das zweite Linienpaar, dessen reeller Durchschnittspunkt 4,, ist,
conjugirt - imaginiir sein, oder umgekehrt. Beide Fille haben aber
hinsichtlich der Realitit der Wendepunkte denselben Effect. Ist das
erste Linienpaar reell, so sind A, 4, reell, folglich a’al conjugirt-
imaginir und aja} zwei reelle Wendepunkte, als die Durchschnitts-
punkte der reellen Geraden «}aja) mit den beiden Geraden 4,4,
und A3 A4,;. Ist dagegen das zweite Linienpaar reell, so sind umge-
kehrt a?a? reell als die Durchschnittspunkte desselben mit der reellen-
Geraden a}a}al; dagegen A, A, und A3 4,, conjugirt-imaginir, und
da sie bereits einen reellen Punkt A4,; haben, so miissen ihre iibrigen
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Punkte imaginiir sein, also sind a) und a; conjugirt-imaginir. In
beiden Fillen haben wir also dasselbe Ergebniss:

Von den neun Wendepunkten einer C® sind drei in gerader Linie
liegende reell, die iibrigen sechs paarweise conjugirt-imagindir; diese sechs
imaginiiren Wendepunktc liegen zu je dreien auf zwei imaginiren Ge-
raden, deren Durchschnittspunkt (Ay,) allemal reell ist.  Von den swdlf
Wendepunkitslinien sind vier veell und acht imaginir, ndmlich reell: die
Gerade, auf welcher die drei reellen Wendepunkte liegen, und die drei
Seiten eines der vier Wendepunkisdreiseite ( Ay A3 Ayy), deven jede eimen
reellen und awei conjugirt-imagindre Wendepunkte enthilt.

Die gemeinschaftlichen Punkte der Curven C'® und 8@, in wel-
chen sich dieselben berithren, fithren in derselben Weisé, wie zu
den Wendepunkten der Curve C®, so auch zu den Riicklehrtangenten
der Curve 8®. Wir haben oben (Seite 509) bewiesen, dass alle
Strahlenpaare, welche einen beliebigen Punkt o der Tripeleurve mit
Paaren conjugirter.Punkte P, @ verbinden, ein Strahlsystem bilden,
welches dem Punkte (o) zugehort. Die Asymptoten dieses Strahl-
systems miissen zwei Tangenten von & sein, welche durch o gehen;
die dritte wird die Verbindungslinie des Punktes ¢ mit seinem conjugirten
Punkte sein; diese Verbindungslinie und die Tangente in 0 an C® werden
ein besonderes Strahlenpaar desselben Strahlsystems sein, also har-
monisch getrennt werden durch die beiden Asymptoten. Die Asym-
ptoten des Strahlsystems wollen wir zwel conjugirte Tangenten der
Curve 8@ nennen; sie besitzen niimlich die Eigenschaft, dass ihre
Berithrungssehne auch eine Tangente von §® ist. Sind niimlich P'¢’
und P”@" die Paare conjugirter Punkte, welche auf den Asymptoten
des Strahlsystems (o) liegen, so werden die Schnittpunkte (P’ Q", P"¢)
und (P'P”, @ Q") ebenfalls conjugirte Punkte des C® sein, und ihre
Verbindungslinie geht durch die beiden vierten harmonischen Punkte
auf-den Strahlen o P'Q" und oP”Q"; da diese die Beriihrungspunkte
mit £ sind, so ist die Beriihrungssehne zweier conjugirter Tangenten
von 8&® selbst eine Tangente von &©). Ebenso wie die Punkte der
Curve C® sich in Paare conjugirter Punkte ordnen, deren Tangenten
sich auf C® selbst schneiden, ordnen sich auch die Tangenten .der
Curve £@©@ in Paare conjugirter Tangenten, deren DBeriihrungssehne
selbst eine dritte Tangente ist. Wenn nun insbhesondere Py und ), ein
solches Paar conjugirter Punkte der C® mit dem gemeinschaftlichen
Tangentialpunkte It sind, dass die Tangente in ¢, durch P, geht, dann
fillt auch R, nach P,, und P, ist ein Wendepunkt der C® und die
Tangente in ihm eine Wendetangente, weil sie drei zusammenfallende
Punkte der Curve enthilt. Wenn andererseits bei zwei conjugirten
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Tangenten der 8@ die Beriihrungssehne mit einer derselben zusammen-
filllt, dann ist diese eine Riickkehrtangente der & und ihr Beriih-
rungspunkt ein Riickkehrpunkt, weil fiir ihn drei Tangenten der @
zusammenfallen. Wenn nun ¢, ein gemeinschaftlicher Punkt der
Curven C® und K@ ist und wir ziehen in demselben die Tangente
an 8@, in welche von den drei im Allgemeinen aus @, an &® zu
legenden Tangenten zwei hineinfallen, so giebt es nur noch eine dritte
Tangente durch @, an 8@; diese sei T; sie enthiilt ein Paar conju-
girter Punkte P’¢/, und der vierte harmonische, zu @, zugeordnete sei
7y, ihr Beriihrungspunkt mit 8®. Da nun @, auch auf C® liegt, so
wird, wenn F, sein conjugirter Punkt ist, F,¢), eine Tangente an
K sein; es giebt aber nur zwei Tangenten aus @, an @, die eine
ist Ty; sie kann P, nicht enthalten, denn sonst hiitte sie vier Punkte
mit (® gemein, was unmiglich ist. Die andere ist die Tangente in
@, an K¢ folglich muss diese P, enthalten; da ¢, P, die Tangente
an 8 in @, ist, so erhalten wir ihren dritten Schnittpunkt mit €@,
indem wir den vierten harmonischen Punkt aufsuchen, der dem Be-
rithrungspunkt zugeordnet ist. Da letzterer aber nach @, fiillt, so
fillt anch der vierte harmonische Punkt in ), hinein; der dritte Schnitt-
© punkt von P,@Q, mit C® fillt also selbst nach @,, d. h. P,@, beriihrt
C® in @, Die Curven C® und 8@ haben also in ¢, dieselbe
Tangente ¢, F,, wie es bereits oben gefunden ist. Da aber die
Tangente in ¢, an C® durch P, geht, so ist P, ein Wendepunkt der
7@, Da ferner die Tangente in ¢, an C*® und der Strahl @, P, zu-
sammenfallen, so bilden sie eine Asymptote des Strahlsystems, wel-
ches dem Punkte @, in Bezug auf die Curve C'® zugehort; die andere
Asymptote ist T, Diese beiden Asymptoten sind conjugirte Tangenten
der ®@; ihre Beriihrungssehne ist @7y, d. h. &, selbst, folglich ist
Z, eine Riickkehrtangente der £®). Wir haben also folgendes Re-
sultat:

Dic beiden Curven C® und K haben in ihren gemeinschaftlichen
Punliten dieselben Tangenten. Eine solche Tangente trifft C® nur noch
i einem dritten Punkte, welcher ein Wendepunkt der C® ist, und es
liisst sich aus jenen gemeinschaftlichen Beriihrungspunkten beider Curven
nwr noch je eine dritte Tangente an K® legen, welche eine Riickhehr-
tangente derselben ist.

Wir brechen hier die allgemeine Betrachtung des Kegelschnitt-
netzes ab, da eine weitere Ausfiihrung die dem Buche gesteckten
Grenzen iiberschreiten und zu einer Theorie der Curven dritten Grades
fithren wiirde, hinsichtlich deren wir auf L. Cremona’s Introduzione

ad una teoria geometrica delle curve piane, Bologna 1862 und auf
Steiner, Vorlesungen II. 2. Aufl, 34



530 Vierter Abschnitt.

die neuerdings publicirte Schrift von H. Durége: Die ebenen Curven
dritter Ordnung, Leipzig 1871, verweisen, wo auch die den Gegen-
stand betreffende Literatur in vollstiindigster Weise angefithrt ist.
Wir wollen nur noch auf einen hesonderen Fall des Kegelschnittnetzes
hinweisen, welcher zu vielen Beziehungen zwischen Kegelschnitten
und, noch weiter specialisirt, zu bekannten Resultaten aus der Kreis-
theorie filhrt. Wenn niimlich die drei zur Bestimmung des Netzes
erforderlichen Kegelschnitte ABC die besondere Lage haben, dass
zwei (reelle oder imaginiire) Punkte ihnen gemeinschaftlich sind, d. h.
wenn eine gemeinschaftliche Secante aller drei Kegelschnitte existirt, dann
muss die Tripelcurve zerfallen in diese Gerade und einen Kegelschuitt;
denn da der gemeinschaftlichen Secante dasselbe Punktsystem riick-
sichtlich aller drei Kegelschnitte zugehort, so ist jedes Paar conju-
girter Punkte desselben ein Paar conjugirter Punkte P, ¢ der Tripel-
curve; dieser gehort also die ganze Gerade an, und der {ibrige Theil
kann nur noch ein Kegelschnitt sein; letzterer geht auch durch die
beiden gemeinschaftlichen Punkte der drei Kegelschnitte ABC, d. h.
hat dasselbe Punktsystem auf-der gemeinschaftlichen Secante von
ABC = seinem zugehorigen, weil die Asymptotenpunkte desselben
als ein besonderes zusammenfallendes Paar conjugirter Punkte P, @ -
der Tripelcurve anzusehen, also die beiden Doppelpunkte derselben
sind. Jeder dieser Punkte ist zugleich als ein Theil der Curve dritter
Klasse §® anzusehen, welche von allen Verbindungsstrahlen P@ um-
hiillt wird. Diese Curve zerfillt daher in drei Punkte; der dritte
Punkt ist der Schnittpunkt derjenigen drei gemeinschaftlichen Secan-
ten “der Kegelschnittpaare B, C; C, 4; A, B, welche den iibrigen
Theil des Linienpaares im Biischel bilden, zu dem die eine ge-
meinschaftliche Secante aller drei Kegelschnitte 4B C gehort (S. 239).
Die Verbindungslinien aller Paare conjugirter Punkte P@ auf dem
Kegelschnitt, welcher von der Tripeleurve iibrig bleibt, laufen daher
simmtlich durch einen Punkt. Wir kinnen also folgenden Satz aus-
sprechen:

Wenn drei Kegelschnitte ABC eine (reelle oder ideelle) gemeinschaft-
liche Secante s haben, so haben je zwer derselben B wnd C, C und A,
A und B noch eine gemeinschaftliche Secante tt't”, den ibrigen Theil
des Linienpaares, welches in je einem der drei Biischel (B, ') (C, A)
(A, B) vorkommt, und von welchem s ein Theil ist. Die drei Geraden
tt't" schneiden sich in emem Punkte O. Von den drei gemeinschaftlichen
Tripeln der drei Biischel liegen drei Lckpumkte auf s, die sechs iibrigen
auf eimem Kegelschnitt S, welcher die Eigenschaft besitzt, dass von
jedem Punkte P desselben die drei Polaren in Besug auf ABC sich
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wieder in einem Punkie ) dieses Kegelschmitts @ freffen; die Ver-
bindungslinie PQ liuft durch den festen Punkt O, der zugleich der Pol
der Geraden s in Bezug auf den Kegelschnitt 8@ ist.

Zu ganz bekannten Resultaten werden wir gefithrt durch weitere
Specialisirung der allgemeinen Betrachtung; nehmen wir niimlich ins-
besondere fiir die drei beliebig zu wihlenden Kegelschnitte 4 B C dvei
Kreise an, so haben dieselben die unendlich-entfernte Gerade zu einer
gemeinschaftlichen (ideellen) Secante s; der Punkt O wird der Punkt
der gleichen Potenzen der drei Kreise ABC, der Kegelschnitt ® der
die drei angenommenen Kreise rechtwinklig schneidende Kreis und O
sein Mittelpunkt. Das Kegelschnittnetz besteht in diesem Falle aus
lauter Kreisen, was mit dem oben gefundenen Resultat, dass in dem
allgemeinen Kegelschnittnetz nur ein Kreis vorkommt, in keinem
Widerspruch steht.

Die Durchfiihrung der polar-gegeniiberstehenden Betrachtung,
welche, gleichfalls von drei beliebigen Kegelschnitten 4 BC ausgehend,
die drei Schaaren (B, C) (C, 4) (4, B) und die durch sie bestimmte
Tripelcurve dritter Klasse ins Auge fasst, darf dem Leser iiberlassen
bleiben, da sie in allen wesentlichen Punkten der in diesem *Para-
graphen durchgefiihrten Untersuchung nachgebildet werden kann.
Diese besondere Betrachtung ist aber iiberfliissig, weil sie schon von
selbst in die vorige sich hineinverwebt. Die dort anftretende Curve 8
ist selbst Tripelstrahlencurve fiir ein Kegelschnitt-Grewebe, welches mit
dem urspriinglichen Kegelschnittnetze in niichstem Zusammenhang steht,
so dass also die beiden polar-gegeniiberstehenden Figuren mit einander
vereinigh anftreten. Wir miissen aber hinsichtlich der weiteren Aus-
fithrung dieser Untersuchung auf die schon oben angefithrten Ab-
handlungen in den Mathematischen Annalen Bd. V und VI verweisen.

Wenn wir die Betrachtung des Kegelschnittnetzes, welche von
drei beliebig in der Ebene gegebenen Kegelschnitten ausging, in der
Weise fortfiihren, dass wir vier beliebige Kegelschnitte KK KOK?),
die nicht demselben Netze angehtren, annehmen, so lisst sich auch
dann noch nach solchen Punkten Pfragen, deren vier Polaren in Bezug auf
KOKOKOK® sich in einem und demselben Punkte ¢ schneiden?
Construirt man die Tripeleurve C8), fiir das durch die Kegelschnitte
KOK®K® bestimmte Netz und die Tripeleurve C¥), fiir die Kegel-
schnitte K® KO K® so miissen wegen der Eigenschaft der Tripel-
curve die gemeinschaftlichen Punkte der Curve C®), und Cf), die
verlangte Figenschaft besitzen. Diese beiden Curven haben aber das
gemeinschaftliche Tripel der Kegelschnitte K® und K(*' gemein, und

diese drei Punkte besitzen offenbar nicht diese Eigenschaft, folglich
34%
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bleiben im Allgemeinen nur noch sechs Punkte iibrig, die der gestell-
ten Forderung geniigen. Diese zerfallen offenbar in drei Paare con-
jugirter Punkte, denn sobald P die Beschaffenheit hat, dass seine
* Polaren in Bezug auf KO KOPK@K® sich in @ treffen, wird auch ¢
dieselbe haben, also wenn P zu jenen sechs Schnittpunkten gehirt,
muss auch ¢ dazu gehiren; gehort ferner P, dazu, so gehort auch
sein conjugirter Punkt @, dazu; sind aber diese beiden Paare bekannt,
so erhalten wir durch die Verbindung derselben:
(PP, Q@) =P, wd (PQ, QP)=¢,

ein drittes Paar, welches ebenfalls zu jenen sechs Durchschnittspunkten
gehoren muss; da es aber nur sechs giebt, so erhalten wir den Satz:

Hat man irgend vier Kegelschnitte KO KO KD KD, diec nicht dem-
selben Netze angehdren, und construirt zu je dreien derselben dic zugehirigen
Tripeleurven CP,CR), C® CA . so laufen diese vier Curven dritten
Grades durch dieselben sechs Punkte, welche zu je dreien auf vier geraden
Linien liegen wund die sechs Iicken eines vollstindigen Vierseits bilden,
dessen drei Paar Gegenccken gleichzeitig drei Paare conjugirter Punlte in
Bezug auf alle vier gegebenen Kegelschmitte sind.

Die sechs Durchschnittspunkte dieser vier Tripeleurven oder das
vollstiindige Vierseit, als dessen drei Paar Gegenecken dieselben auf-
treten, lassen sich sehr einfach vermittelst der gegebenen vier Kegel-
schnitte K® KO KD K® construiren, wenn man die oben bewiesene
Eigenschaft der Tripelecurve zu Hiilfe nimmt (Seite 512), wonach die
acht Seiten zweier der Tripeleurve -einbeschriebenen vollstiindigen
Vierseite, fiir welche jedes Paar Gegenecken ein Paar conjugirter
Punkte der Tripeleurve ist, allemal einen und denselben Kegelschnitt
berithren®). Durch die drei Kegelschnitte K® K K® werde die
Tripeleurve C®), und durch die drei Kegelschnitte KOKPHK® die
Tripeleurve O, bestimmt. Die beiden Tripelcurven haben offenbar
als gemeinschaftliche Punkte das gemeinsame Tripel der beiden Kegel-
schnitte KX® und K@, welches wir 8,8, bezeichnen wollen; die
iibrigen sechs gemeinschaftlichen Punkte bilden als drei Paar Gegen-
ecken das gesuchte Vierseit und liegen, wenn wir sie mit I’Q), P, @,
P, ), bezeichnen, derart, dass

(-P_Pu Q@) =P, wd (PQ, QP) =0,
wird. Bezeichnen wir die zu den Punkten des Tripels 0L, D, con-

*) Vergl. Siebeck: De triangulo, cujus latera continent polos respectu quatuor
gectionum conicarum conjugatos, Annali di Matematica da F'. Brioschi e L. Cremona.
Ser, IT, Tom. IL p. 65.
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jugirten Punkte der Tripeleurve C®), durch P, P, und die der Tripel-
curve C®  durch PP, P, so liegen bekanntlich sowohl PP, B,, als
auch PP, B, auf je einer Geraden. Nach dem oben angezogenen
Satze miissen nun sowohl die acht Seiten der beiden Vierseite,
deren Gegenecken PQ P @, P,¢, und PP, L P, L, sind, als auch
die acht Seiten der beiden Vierseite, deren Gegenecken PQP, Q, P,Q,
und PRAP,Q, P, 0, sind, je einen Kegelschnitt beriihren. Es leuchtet
aber ein, dass diese beiden Kegelschnitte identisch sind, denn beide be-
rithren die Seiten der beiden Dreiecke Q@,@, und Q2,8,, wodurch
jeder Kegelschnitt schon mehr als bestimmt ist. Nennen wir diesen
Kegelschnitt @), so kénnen wir ihn dadurch ermittelt denken, dass
wir die Seiten des gemeinsamen Tripels der beiden Kegelschnitte K(®
und K® und ausserdem die beiden Geraden, in welchen PP, B, und
PR, B, liegen, als fiinf Tangenten zur Bestimmung von £ auf-
fassen.

Gehen wir in gleicher Weise von den beiden Kegelschnitten K(®
und K® aus, ermitteln das gemeinschaftliche Tripel derselben und
die heiden Geraden, welche die conjugirten Punkte dieses Tripels auf
den beiden Tripeleurven C®), und C¢), enthalten, so bestimmen diese
finf Geraden als Tangenten einen neuen Kegelschnitt 8®. Die heiden
gefundenen Kegelschnitte £® und R£® haben im Allgemeinen vier
gemeinschaftliche Tangenten, welche ein vollstiindiges Vierseit bilden,
und die drei Paar Gegenecken desselben sind die gesuchten sechs
gemeinschaftlichen Punkte aller vier Tripelcurven.

Aus der bekannten Rigenschaft des einer Tripelcurve einbeschrie-
benen vollstiindigen Vierseits, dessen drei Paar Gegenecken Paare con-
jugirter Punkte der Tripelcurve sind, ergiebt sich nunmehr folgende
Construction der gesuchten sechs Durchschmttspunkte

Man ermittele das gemeinschaftliche Tripel der beiden Kegclsckmztc
K® und K®; dic Polaren der Ecken dieses Dreiecks in Bezug auf den
(lmttm Kegelschnitt K& treffen dic Gegenseiten desselben in drei Punkten
einer Geraden &; die Polaren der Ecken desselben Dreiecks in Bezug auf’
den vierten Kegelschnitt K® treffen dic Gegensciten desselben in drei
Punkten einer Geraden L. Man beschreibe ecinen Kegelschnitt K@, wel-
cher die Seiten des ersten Tripeldreiccks wnd die beiden Geraden & wund
& beriihrt, wodurch dieser gerade bestimmt wird. In gleicher Weise er-
mittele man zweitens das gemeinschaftliche Tripel der beiden Kegelschnitlc
K® und KP; dic Polaren der Ecken desselben in Bezug auf K® treffen
die Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden L; die Polaren der Ecken
n Bezug auf K® treffen die Gegenseiten in drei Punkien einer Geraden
8, Man beschreibe einen Kegelschnitt R, welcher die Seiten dieses
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aweiten. Tripeldreiecks und die beiden Geraden £, und £ beriihrt, wo-
durch dieser ebenfalls vollstindig bestimmt ist. Die beiden Kegelschnitte
KE und RS haben im Allgemeinen vier gemeinschaftliche Tangenten, die
ein vollstindiges Vierseit bilden. Die drei Paar Gegenecken sind die ge-
suchten sechs Durchschwittspunkte PQP,Q, P,Q, der wvier Tripelevrven
€, 9,08, 08, ‘

Durch andere Combination der gegebenen vier Kegelschnitte kann
man anstatt 8 und KO andere Kegelschnitte ecrhalten; fiir alle
miglichen sechs Verbindungen erhilt man im Ganzen sechs solche
Kegelschnitte, welche nothwendig einer und derselben Schaar von vier
gemeinschaftlichen Tangenten angehoren. Zu dieser Schaar gelangt
man von allgemeinerem Gesichtspunkte aus folgendermassen:

Wenn man ein Kegelschnittnetz hat und auf der durch dasselbe
hervorgerufenen Tripeleurve irgend ein Tripel @ @, ¢, nimmt, so liegen
die drei conjugirten Punkte PP, P, bekanntlich auf einer Geraden, und
man kann eine Schaar von Kegelschnitten herstellen, welche diese
Gerade und die Seiten des ersten Tripels beriihrt. Solcher Kegel-
schnittschaaren enthilt man unendlich-viele, wenn man das erste
Tripel @@, @, auf der Tripelcurve veriindert; alle Kegelschnitte dieser
simmtlichen Schaaren bilden ein Kegelschnitt-Gewebe, ein Gebilde von
gleicher Michtigkeit mit dem Kegelschnittnetz und nach dem Prineip
der Polaritit aus diesem hervorgegangen. Irgend zwei Schaaren des
Gewebes haben allemal einen Kegelschnitt gemeinschaftlich, und das Gewebe
ist daher darch drei seiner Kegelschnitte, welche nicht derselben
Schaar angehoren, vollstindig bestimmt, indem man aus der Verbin-
dung je zweier immer neue Schaaren des Gewebes bildet. Alle Kegel-
schnitte des Gewebes, welche in Punktpaare zerfallen, liefern als Ver-
bindungslinien derselben diejenigen Geraden, welche die Curve §®
umhiillen, und die Punktpaare selbst erfiillen die Tripelcurve C®. Das
Kegelschnitt-Gewebe steht daher mit dem zn ihm gehorigen Kegel-
schnittnetz in innigstem Zusammenhange, und die Kegelschnitte des
Gewebes kimnen aus denen des Netzes, wie auch umgekehrt, unmittel-
bar abgeleitet werden.

Gehen wir nun von vier Kegelschnitten aus, so bestimmen die-
selben zu je dreien verbunden vier Kegelschnittnetze, zu deren jedem
ein bestimmtes Gewebe gehirt. Diese vier Gewebe haben eine Kegel-
schwittschaar gemeinschaftlich, welche mit der oben ermittelten zusammen-
“fillt. Wir konnen aber noch unendlich-viele andere Kegelschnitt-
Netze und zugehorige Gewebe bilden, indem wir aus jenen ersten
vier Netzen irgend drei Kegelschnitte herausnehmen, welche nicht
demselben Netze angehoren, und sie zur Bildung eines neuen Netzes
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verwenden. Die Tripelcurven fiir alle diese Netze laufen durch die-
selben sechs oben ermittelten Punkte, und die siimmtlichen zugehdrigen
Kegelschnittgewebe haben eine Schaar gemeinschaftlich. Nehmen wir
zu den vier gegebenen Kegelschnitten K®K®K®K® noch einen fiinften
K® hinzu, so erhalten wir zunichst fiinf solcher Kegelschnittschaaren,
wie oben, indem wir die fiinf gegebenen Kegelschnitte in Gruppen zu
vieren zusammenfassen. Diese fiinf Schaaren miissen aber einen Kegel-
schnitt gemeinschaftlich haben, der dann auch gleichzeitig allen mog-
lichen Geweben gemeinschaftlich ist, welche vermittelst der gegebenen
fiinf Kegelschnitte sich herstellen lassen.
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