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Vierter Abschnitt.

Netze :

Das Involutions-Netz (Polarsystem) und das Kegelschnitt-Netz.
•

§. 56. Erklärung und Construction des Polarsystems.

Die in den §§. 29 und 30 auseinandergesetzten Polar -Eigenschaften
des Kegelschnitts haben eine eigentümliche Beziehung von säramt -
lichen Punkten der Ebene zu sämmtlichen Geraden in ihr und eine
paarweise Verkettung der Punkte einer Geraden zu einem Punktsystem ,
sowie der Strahlen durch, einen Punkt zu einem Strahlsystem ans
Licht gebracht , nämlich : Jeder Punkt in der Ebene eines Kegelschnitts
wird durch denselben in ein bestimmtes Strahlsystem , jede Gerade in
ein bestimmtes Punktsystem verwandelt , dessen Construction aus der
projectivischen Erzeugung des Kegelschnitts hervorgeht . Dreht man
eine Gerade um einen festen Punkt , so verändert sich das Punktsystem
auf ihr ; die zu dem festen Punkt conjugirten Punkte für jedes dieser
Punktsysteme liegen auf einer Geraden (Polare des festen Punktes ) ;
nehmen wir auf dieser Geraden verschiedene Punkte und fassen
die ihnen zugehörigen Strahlsysteme auf , so laufen die zu der Ge¬
raden in jedem Stralllsystem conjugirten Strahlen durch einen festen
Punkt (Pol der Geraden ), der mit dem zuerst angenommenen Punkte zu¬
sammenfällt . Diese Zusammengehörigkeit der Punkte und Geraden einer
Ebene lässt sich nun auch unabhängig vom Kegelschnitt herstellen
und führt zu dem Begriff des Involutions -Netzes oder Polarsystems .

Sämmtliche Punkte und Gerade in einer Ebene sollen derartig
mit einander in ein Netz *) verflochten werden , dass auf jeder Geraden
die Punkte sich paarweise zu einem bestimmten Punktsystem und zu¬
gleich die durch jeden Punkt gehenden Strahlen sich paarweise zu
einem bestimmten Strahlsystem ordnen ; je zwei conjugirte Punkte
und Strahlen eines solchen Punkt - und Strahlsystems sollen conju¬
girte Punkte und conjugirte Strahlen des Netzes heissen . Ferner sollen
für alle durch einen Punkt B gehende Strahlen diejenigen Punkte ,

*) Wir wollen zur Abkürzung das Wort „Netz“ statt des längeren „Polar¬
system“ beibelialten , verstehen aber darunter eben nur ein solches Involutionsnet ?
von Punkten und Strahlen in der Ebene , wie es beschrieben wird.
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welche dem B conjugirt sind , rücksichtlich der auf diesen Strahlen
befindlichen Punktsysteme auf einer und derselben Geraden 21 liegen
und zugleich alle diejenigen Strahlen , welche dem Strahl 21 conjugirt
sind , in denjenigen Strahlsystemen , deren Mittelpunkte auf 2t liegen ,
durch einen und denselben Punkt und zwar durch den vorgenannten
Punkt B gehen . Der Punkt B und die Gerade 21 sollen Pol und
Polare des Netzes heissen . Dass eine solche Verflechtung der Punkte
und Geraden einer Ebene möglich ist , wird die sogleich anzugebende
Construction lehren ; znvorderst bemerken wir , dass aus der gegebenen
Erklärung unmittelbar folgt : Jedes einem Punkte B zugehörige Strahl¬
system liegt mit dem seiner Polare 2t zugehörigen Punktsystem per -
spectivisch; denn seien a und a irgend ein Paar conjugirter Punkte
des Punktsystems auf dem Träger 21, und B der Pol desselben (Fig . 87),

so sind B und a auf dem Strahl Ba , ein
Paar conjugirter Punkte , weil gleichzeitig
21 die Polare von B ist nach dem Obigen ;
zweitens sind auch a und a conjugirte
Punkte , folglich ist Ba die Polare von a
und ebenso Ba die Polare von a ; wenn
aber a der Pol von Ba ist , so müssen
Ba und Ba conjugirte Strahlen sein ; denn

alle zu Ba conjugirten Strahlen müssen durch a gehen ; also liefert
das beliebig angenommene Paar conjugirter Punkte aa auf dem Träger
2t, mit B verbunden , ein Paar conjugirter Strahlen Ba und Ba des
Strahlsystems , welches dem Punkte B zugehört , und es liegen daher
Punktsystem und Strahlsystem perspectivisch .

Die drei Punkte aaB sind in der Weise mit einander verknüpft , dass
je zwei von ihnen conjugirte Punkte des Netzes sind, oder jeder der Pol des
Verbindungsstrahles der beiden ändern ist ; sowie auch das von den Verbin¬
dungslinien solcher drei Punkte gebildete Dreiseit die Eigenschaft besitzt ,
dass je zwei Seiten conjugirte Strahlen des Netzes sind, oder jede Seite die
Polare des Schnittpunktes der beiden übrigen ist ; solche drei Punkte sollen
tin Tripel conjugirter Punkte und ihre drei Verbindungslinien ein Tripel con¬
jugirter Strahlen des Netzes, oder auch Polardreieck und Polardreiseit heissen .
Wir können die vorige Eigenschaft auch umkehren : Sind b und ß irgend
zwei conjugirte Strahlen , die sich in B treffen, und sind auf diesen als Trä¬
gern von Punktsystemen die dem Punkte B conjugirten Punkte resp . a und
a, so ist a der Pol von ß und a der Pol von b, also aaB ein Tripel conjugirter
Punkte und bß 2t ein Tripel conjugirter Strahlen . Ferner folgt aus dem Obi¬
gen : Die Polaren b von sämmtlichen Punkten a einer Geraden 21 laufen durch
einen und denselben Punkt B , den Pol der Geraden 2t und beschreiben ein
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Strahlbüschel, welches mit der von a durchlaufenenPunktreihe projectivisch
ist (weil der Punkt a und der Schnittpunkt a seiner Polare b mit
dem Träger 21 das diesem zugehörige Punktsystem bilden ) , und um¬
gekehrt : Die Pole a sämmtlicher durch einen Punkt B gehenden Strahlen
'jS liegen auf einer Geraden 21, der Polare des Punktes B , und beschreiben
eine mit dem von ß beschriebenen Strahlbüschel projectivische Punktreihe.

Das Polarsystem oder Netz kann auf folgende Art construirt werden :
Wenn zwei conjugirte Strahlen des Netzes und auf jedem das ihm zu¬

gehörige Punktsystem, oder wenn zwei conjugirte Punkte des Netzes und
in jedem das ihm zugehörige Strahlsystem gegeben sind, so ist das Netz
vollständig bestimmt. Seien 2t und 2̂ zwei beliebige Gerade, welche
conjugirte Strahlen des Netzes sein sollen , und sei auf jeder derselben
ein Punktsystem durch zwei Paare conjugirter Punkte gegeben , so
wird dem Schnittpunkt B 2 der Geraden 2l2tx in der ersten Geraden
21 ein bestimmter Punkt B lf und in der zweiten 2t! ein bestimmter
Punkt B für jedes der beiden Punktsysteme conjugirt sein (Fig . 88) ;
die Verbindungslinie BB 1 — 2t2 wird die Polare von B 2} und die
Punkte B und B x werden rig_88
die Pole von 2t und 2tx sein .
Um zu einer beliebigen Ge¬
raden 2t3 den Pol B 3 zu fin¬
den,suchen wir zu den Schnitt¬
punkten a und ax, in welchen
2t3 die Geraden 2t und 2tx
trifft , die conjugirten Punkte
a und al auf-, dann sind Ba
und B xax die Polaren von
a und av folglich der Schnitt¬
punkt (Ba , Sx ai) ===-®3 ^er
gesuchte Pol von 2t3; es ist
klar , dass derselbe hierdurch
unzweideutig bestimmt wird , und rückwärts findet man durch dieselbe
Construction zu jedem beliebigen Punkte B .d die Polare 2t3. Diese
Oonstruction zeigt ferner , dass , wenn wir einen veränderlichen Punkt
jB4 auf 2l3 bewegen, seine Polare 2t4 beständig durch B z läuft ; denn BB±
und B 1B i treffen 2t und 2tx in den Punkten b und bL, und da jene
zwei perspectivische Strahlbüschel beschreiben , so sind auch die von
b und b1 durchlaufenen Punktreihen projectivisch ; die zu b und b1 con¬
jugirten Punkte ß und ßx, deren Verbindungslinie die gesuchte Polare .
2t4 ist , beschreiben also auch zwei projectivische Punktreihen , weil
im Punktsystem b und ß, \ und ßt projectivische Punktreihen be-

Jc
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schreiben ; die von ß und ßt beschriebenen Punktreihen liegen aber
perspectivisch , weil , wenn B 4 in den Schnittpunkt (St2, Sl3) fällt , b
nach B x und bt nach B gelangt und die zu ihnen conjugirten ß und
ßt in B 2 zusammenfallen ; die Polare läuft also durch einen festen
Punkt , und dass dieser B ., ist , erhellt unmittelbar ; denn gelangt B A
nach a , so ist seine Polare Ba , und gelangt B A nach al } so ist seine
Polare B Lcc1, also der Schnittpunkt beider , d. h. B 3, ist der feste
Punkt , durch welchen die veränderliche Polare SC, läuft . Es ist zu¬
gleich ersichtlich , dass die von B± durchlaufene Punktreihe mit dem
von $C4 beschriebenen Strahlbüschel projectivisch ist , denn jene liegt
perspektivisch mit der Punktreihe b, und diese ist perspectivisch mit
der Punktreihe ß ; b und ß sind aber conjugirte Punkte eines Punkt¬
systems , also in sich projectivisch (S. 52) ; ■folglich ist auch die von
B x beschriebene Punktreihe mit dem von 3I4 beschriebenen Strahl - .
büschel projectivisch , oder wenn wir mit B A den Schnittpunkt der
Polare Sl4 mit der von J54 durchlaufenen Geraden $ 3 bezeichnen , so
durchlaufen B± und B \ auf einander liegende projectivische Punkt¬
reihen ; es erhellt ferner , dass diese ein Punktsystem erzeugen ,
denn die Polare von B 4 muss , wie wir eben bewiesen haben , durch
den Pol von gehen , dieser ist aber B± nach der oben angegebenen
Construction ; folglich fallen bei den beiden auf einander liegenden
projectivischen Punktreihen entsprechende gleiche Strecken verkehrt
auf einander ; wir haben also ein Punktsystem auf §(3 (S. 49), dessen
conjugirte Punkte B 4 und B \ sind ; auf gleiche Weise erhalten wir
ein Strahlsystem in B .d, welches mit diesem Punktsystem perspectivisch
liegt . Jede Gerade 91., wird also durch die angegebene Construction
in ein Punktsystem , jeder Punkt B ä in ein Strahlsystem verwandelt ,
und beide Systeme liegen perspectivisch , wenn B 3 und §l3 Pol und
Polare sind ; hierdurch werden alle für das Netz geforderten Bedingungen
erfüllt und die obige Construction leistet in der That dasjenige , was
wir vom Polarsystem forderten . Wir können auch kürzer sagen : Im
Polarsystem haben allemal eine gerade\ Punktreihe ($I3) und das von den
Polaren ihrer Punkte gebildete Strahlbüschel (B ä) involutorische Lage ;
ebenso haben ein beliebiges Strahlbüschel (B 3) und die von den Polen seiner
Strahlen gebildete gerade Punktreihe (St3) involutorische Lage (Seite 65).

Nur für eine einzige Lage der Geraden wird die vorige Construction
illusorisch . Wenn nämlich $t3 mit Sl2 zusammenfällt , also a nach
B t und av nach B kommt , mithin a und in B 2 zusammenliegen ,
so ergiebt sich zwar B 2 als der Pol von 5l2, aber das Punktsystem
auf und das Strahlsystem in B 2 werden nicht unmittelbar durch
die obige Construction erhalten . Bedenken wir indessen , dass , wenn
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für irgend eine andere Gerade St3 der Pol J53 construirt ist , auch für
den Schnittpunkt (§l2, Sl3) die Polare die Verbindungslinie B 2B d sein
muss , so sehen wir , wie zu jedem Punkte der Geraden Sl2 der conju-
girte . in dem ihr zugehörigen Punktsystem construirt werden kann ,
also auch wie das ganze Punktsystem auf 31, und das mit ihm per -
speetivische Strahlsystem in B 2 erhalten wird ; hieraus lässt sich fol¬
gende Construction ableiten :

Um zu einem beliebigen Punkte a2 der Geraden %2 den conjugirten
a2 zu erhalten , ziehe man durch a2 irgend einen Strahl , welcher in a
und a1 die Träger 3t und 2̂ trifft ; sind a und ai die conjugirten Punkte
zu a und aL auf diesen, so suche man den Schnittpunkt von aa t mit ?l2
und nehme den ihm zugeordneten vierten harmonischen Punkt a2, indem
B und B x das andere Paar zugeordneter Punkte bilden; dann ist a2 der ge¬
suchte eonjugirte Punkt zu a2. Diese Construction lehrt zugleich zu
irgend einem durch B 2 gehenden Strahl 9t3 den Pol B ., zu construiren ,
welcher auf §l2 liegen muss ; sobald nämlich das dem Punkte B 2 zu¬
gehörige Strahlsystem ermittelt ist , wird der gesuchte Pol B a der
Schnittpunkt des zu 2l3 conjugirten Strahls in diesem Strahlsystem
mit der Ge*raden 3t2 sein.

Wir erhalten nach dem Vorigen das einem beliebigen Strahle §l3
des Netzes zugehörige Punktsystem sehr einfach dadurch , dass wir
die den Schnittpunkten (St, St3) = a und (St 17$l3) = a{ conjugirten Punkte
a und ax aufsuchen und uB , a1B 1 ziehen , welche Strahlen St3 be¬
ziehungsweise in o und ax treffen mögen ; dann sind a und a, a1 und

zwei Paare conjugirter Punkte des gesuchten Punktsystems auf Sl3,
und Ba , B 1al schneiden sich in dem Pole J?3; da nun a und a, ax
und aA die Schnittpunkte von zwei Paar Gegenseiten des vollständigen
Vierecks BB 1B 2B 3 sind , so muss jeder durch diese vier Punkte ge¬
legte Kegelschnitt die Transversale St3 in einem Paar conjugirter
Punkte ihres durch die genannten beiden Paare bestimmten Punkt¬
systems treffen , oder umgekehrt irgend ein Paar conjugirter Punkte
auf dem Strahl §t3 liegt mit den vier Punkten BB 1B 2B 3 auf einem
Kegelschnitt . Es sind aber B .d und irgend ein Paar conjugirter Punkte
B x und B x (auf St3) ein Tripel conjugirter Punkte des Netzes , und die
drei Punkte BB t B 2 sind auch ein Tripel des Netzes , welches zwar
zur Construction desselben verwendet ist , aber durchaus nichts vor
jedem ändern Tripel hinsichtlich der Eigenschaften des Netzes voraus
hat ; wir schliessen daher den Satz :

■ Irgend zwei Tripel conjugirter Punkte des Netzes liegen allemal auf
einem Kegelschnitt, und die Seiten dieser beiden Breiecke berühren zu¬
gleich einen ändern Kegelschnitt.
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Das Letztere ist bekanntlich -eine unmittelbare Folge des Erste -
ren (S. 129) ; es ergiebt sich aber auch hier aus der Bemerkung ,
dass die sechs Seiten dieser beiden Dreiecke die Polaren ihrer Ecken
sind . Denn wir wissen , dass die Polaren einer geraden Punktreihe
ein Strahlbüschel bilden , welches mit jener projectivisch ist , und um¬
gekehrt ; nehmen wir zwei projectivische gerade Punktreihen , deren
Erzeugniss ein Kegelschnitt ist , so werden die beiden Strahlbüschel
ihrer Polaren auch projectivisch sein , also einen neuen Kegelschnitt
erzeugen ; dieser ist der Ort der Pole von den Tangenten des ersteren ,
und der Reprocität wegen sind seine Tangenten zugleich die Polaren
von den Punkten des ersteren , also :

Von allen Punkten des Netzes, welche auf einem Kegelschnitt liegen,
umhüllen die Polaren einen neuen Kegelschnitt, und die Punhte des letz¬
teren sind zugleich die Pole von den Tangenten des ersteren; solche zwei
Kegelschnitte sind (reciproke ) Polarfiguren von einander in Bezug auf
das Netz . Ein Kegelschnitt K ^>, der durch zwei Tripel des Netzes
geht , hat daher zu seiner Polarfigur einen neuen Kegelschnitt $ (2),
welcher von den sechs Seiten der beiden Polardreiecke berührt wird .
Ein solcher Kegelschnitt j5T(2) enthält unendlich viele Tripel des Netzes; denn
nehmen wir von irgend einem Punkte p desselben die Polare des
Netzes , so muss sie eine Tangente von $ (2) sein , und schneidet sie
den ersten Kegelschnitt K (2) in den Punkten s und 6, so muss die
Polare des Punktes s einmal durch p gehen und andererseits eine
Tangente von ®(2) sein , und ebenso muss die Polare von .<? eine der
beiden von p an den Kegelschnitt $ (2) gelegten Tangenten sein ; der
durch das erste Tripel und die beiden Punkte p und s gehende Kegel¬
schnitt K (2) muss auch den dritten Tripelpunkt zu p und s enthalten ,
also ist pa die Polare von s und ebenso ps die Polare von tf; der
Kegelschnitt ^!(2) ist also dem Dreiseit psö einbeschrieben , sowie der
Kegelschnitt K (2) diesem Tripel umschrieben ist ; überhaupt schneidet
jede Tangente des Kegelschnitts &,(2) den K {2) in zwei conjugirten Punkten
des Netzes, und jedes Tangentenpaar aus einem PunJite von K (-2) an
ist ein Paar conjugirter Strahlen des Netzes. Diese Eigenschaft gilt
in noch allgemeinerer Weise , indem auf einem beliebigen Kegel¬
schnitt in der Ebene eines Netzes im Allgemeinen unendlich -viele
Paare conjugirter Punkte liegen , deren Yerbindungsstrahlen einen
ändern Kegelschnitt umhüllen , und andererseits unter den Tangenten
eines beliebigen Kegelschnitts in der Ebene eines Netzes unendlich -
viele Paare conjugirter Strahlen desselben Vorkommen , deren Schnitt¬
punkte auf einem neuen Kegelschnitt liegen .

Denken wir uns einen beliebigen Kegelschnitt K (2) in der Ebene
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des Netzes und nehmen irgend einen Punkt B desselben, so wird
die Polare 5t von B den K (2) im Allgemeinen in zwei Punkten b und
V treffen von solcher Beschaffenheit, dass sowohl B und b als auch
B und V je ein Paar conjugirter Punkte des Netzes sind, welche auf
dem gegebenen Kegelschnitte K (2) liegen; verändern wir B auf dem
Kegelschnitt K ^ , so erhalten wir unendlich-viele solcher Strahlen¬
paare Bb und Bb deren Umhüllungscurve ermittelt werden soll. Zu¬
nächst zeigt sich, dass, wenn wir drei solcher Paare (B und $C, B1
und Sl1; B2 und %2 seien Pole und Polaren des Netzes, und treffe
KW in b und b', in bx und bx} %2 in b2 und b2) beliebig heraus¬
nehmen, diese sechs Geraden Bb , Bb', Bxbx, Bxbx, B2b2, B2b2 einen
Kegelschnitt umhüllen; das Dreieck BB tB2liegt nämlich nfit dem von den
Polaren gebildeten Dreieck perspectivisch, wie aus den Polareigen¬
schaften des Kegelschnitts (S. 155) -bekannt ist und in gleicher Weise für
das Netz nachgewiesen werden kann (§. 58), so dass die Schnittpunkte:

(BxB2, %) = a {B2B , %x) = ax (BB 1}%) = «2
auf einer Geraden liegen; nun ist früher bei anderer Gelegenheit(S. 315)
der Satz gefunden worden: ’

„Ist einem Kegelschnitt K(2) ein Dreieck BB tB2 einbeschrieben,
und werden die Seiten desselben B1B2, B2B , BB Xvon einer beliebigen
Geraden in den Punkten uaxa2 getroffen, wird endlich durch jeden
dieser Punkte ein beliebiger Strahl gezogen, der den Kegelschnitt K (2)
beziehlich in dem Punktpaar bb' ; bxbx , b2b2 trifft, so berühren die sechs
Strahlen Bb , BbB 1b1, B1bx \ B2b2, B2b2 einen neuen Kegelchnitt.“

Nachdem hierdurch bewiesen ist , dass irgend drei Strahlenpaare
von der beschriebenen Art denselben Kegelschnitt berühren, denken
wir uns zum Punkte b die Polare des Netzes construirt, welche durch
B gehen muss und ausserdem in c den K (2) treffe; nach dem eben
bewiesenen Satze werden dann auch

bB Bxbx B2b2 | sechs Tangenten eines Kegel-
bc Bxbx B2b2 j schnitts sein, wie vorhin:
Bb B\ bx B2b2 )
Bb' BX B2b2 \

Diese beiden Kegelschnitte haben aber fünf Tangenten gemein:
Bxbx, Bxbx, B2b2, B2b2 und Bb , welches identisch ist mit &j5; folglich
sind die Kegelschnitte selbst identisch, und alle sieben Geraden:
Bb , Bb', bc, Bxbx, Bxbx, B2b2, B2b2 berühren einen und denselben
Kegelschnitt. Nehmen wir endlich an Stelle des willkürlich gewählten
Paares B2b2 und B2b2 irgend ein anderes Paar , so gelten dieselben
Schlüsse, und der vorhin erhaltene Kegelschnitt tritt wieder hervor,
weil er durch die fünf übrigen Tangenten schon bestimmt ist ; also

Steinei , Vorlesungen II . 2. Aufl. 27
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berühren alle möglichen Strahlenpaare B 2b2, B 2b2 einen und denselben
Kegelschnitt , d. h,: Sämmtliche Geraden Bb , welche je zwei conjugirte
Punkte des Netzes, die auf einem gegebenen Kegelschnitt K (2) liegen, ver¬
binden, umhüllen einen ändern Kegelschnitt &(2). Nehmen wir für das
Netz das bekannte Polarsystem in Bezug auf einen Kegelschnitt 0 (2), so
sind Bb harmonisch gelegen zu den Schnittpunkten der Geraden B b mit
dem Kegelschnitt 0 (2), und der vorige Satz lässt sich so aussprechen :

Sind zwei beliebige Kegelschnitte in der Ebene gegeben, so können
im Allgemeinen unendlich-viele Gerade von solcher Beschaffenheit gefunden
iverden, dass ihre zwei Paar Schnittpunkte mit den beiden Kegelschnitten
harmonisch liegen und je zwei Schnittpunkte desselben Kegelschnitts zu¬
geordnet sind ; alle diese Geraden umhüllen einen und denselben neuen Kegel¬
schnitt , welcher insbesondere auch die acht Tangenten in den vier gemein¬
schaftlichen Punkten der beiden gegebenen Kegelschnitte berührt (S. 126).

Die angegebene Construction des Netzes lässt alle wesentlichen
Eigenschaften , welche wir als Polareigenschaften eines Kegelschnitts
kennen gelernt haben , unabhängig von“ diesem Kegelschnitt selbst
hervortreten ; es möge hier noch eine häufiger benutzte angeführt
werden . Die obige Construction für ein beliebiges Paar von Pol
(jß3) und Polare (St3) liefert für den Schnittpunkt (3t2, 5I3) == x die
Polare (jE?2, B s) = X , und das dieser Geraden X zugehörige Punkt¬
system wird durch zwei Paare conjugirter Punkte bestimmt , indem den
Punkten B 2 und B 3 die Schnittpunkte von X mit §l2 und $l3 conju-
girt sind (Fig . 88) ; zu einem beliebigen Punkt p auf X wird sich
also der conjugirte 7t folgendermassen finden lassen : Man ziehe pB ,
welches 2(3 in q treffe , qB 2, welches BB 3 in r treffe , und xr , welches
durch n gehen muss ; denn in dem vollständigen Viereck Bqrx treffen
zwei Seitenpaare : Bx und qr , Br und xq die Transversale B 2B3 in
zwei Paaren conjugirter Punkte des obigen Punktsystems ; folglich trifft
auch das dritte Seitenpaar Bq und rx dieselbe in einem Paar conju¬
girter Punkte desselben Punktsystems ; es ist daher rx die Polare von
p , weil sie durch x , den Pol von X, und den conjugirten Punkt %
geht ; hieraus folgt , dass auch p und r conjugirte Punkte des Netzes
sind . Nun sind aber die Punkte p und r so auszudrücken :

( Bq , B 2B 3) = p (B 2q, BB 3) = r ,

und da B auf der Polare von B %, q auf der Polare von B 3 liegt , so
sind B und B 2, ebenso wie q und B ä zwei Paare conjugirter Punkte
des Netzes ; diese beiden Paare conjugirter Punkte sind übrigens ganz
unabhängig von einander , und jede zwei anderen Paare können will¬
kürlich an ihre Stelle gesetzt werden , daher schliessen wir den Satz :
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Hat man irgend zwei Paare conjugirter Punkte des Netzes a und
a , b und ß , so bilden allemal die Schnittpunkte :

(ab , aß ) — c (aß , ab) — y
ein drittes Paar conjugirter Punkte , und diese drei Paare sind die sechs
Ecken eines vollständigen Vierseits. (Hesse’s Satz .)

Die der anseinandergesetzten ‘Construction des Netzes gleich¬
laufende , welche von zwei beliebigen Strahlsystemen , deren Mittel¬
punkte B und P x als conjugirte Punkte angenommen werden , aus¬
geht , bedarf keiner näheren Auseinandersetzung .

Anmerkung . Wir machen noch auf eine Betrachtung aufmerksam ,
welche zwar nicht in den systematischen Gang unserer Untersuchung
passt , weil sie das Operationsfeld der Ebene verlässt und auf die
Kugeloberfläche übergeht , aber besonders geeignet erscheint , das
Wesen des Netzes an einem sehr einfachen Falle anschauen und aus
diesem auf die Eigenschaften des ebenen Netzes schliessen zu lassen .
Wir nennen auf der Kugelfläche je zwei solche Punkte conjugirt ,
welche einen Abstand von 90° von einander haben ; zu einem beliebigen
Punkte x der Kugelfläche gehören also unendlich -viele conjugirte , die
auf einem grössten Kreise X , dem Aequator zu dem Pole x, liegen ;
auf diesem grössten Kreise bilden sodann solche Punktpaare , die um
90° von einander abstehen , ein (elliptisches ) Punktsystem ; ein Tripel
conjugirter Punkte bilden solche drei , welche die Ecken eines Kugel -
octanten sind ; je zwei grösste Kreise , deren Ebenen rechtwinklig zu
einander stehen , heissen conjugirt ; zu einem grössten Kreise giebt es
daher, unendlich -viele conjugirte , welche alle durch dieselben beiden
diametral gegenüber liegenden Punkte der Kugelfläche (Pole ) hindurch -
gehen ; alle Paare rechtwinkliger Ebenen , die durch denselben Durch¬
messer gehen , bilden ein involutorisches Ebenensystem und ihre Schnitte mit
der Kugelfläche ein Strahlsystem grösster Kreise ; ein Tripel conjugirter
Strahlen begrenzt einen Octanten der Kugelfläche ; zu einem Pol x ge¬
hört eine bestimmte Polare X , der zugehörige Aequator , zu diesem
aber Pol und Gegenpol , die Endpunkte des auf der Ebene des Aequators
senkrechten Kugeldurchmessers . Projiciren wir vom Mittelpunkte der
Kugel das Netz der Kugelfläche auf eine beliebige Ebene , so erhalten
wir ein Involutions -Netz (besonderer Art ) ; Pol und Polare werden be¬
stimmt durch einen Durchmesser und die darauf senkrechte Diametral¬
ebene der Kugel , und hieraus finden die Eigenschaften des Involutions -
Netzes unmittelbar ihre Bestätigung . Nehmen wir insbesondere für die
Projectionsebene die unendlich -entfernte Ebene (E ^ ), so erhalten wir ein
Polarsystem von besonderer Wichtigkeit : das unendlich-entfernte circulare
Polarsystem ; jeder Strahl im Raume und die darauf senkrechte Ebene
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schneiden E x in einem Punkt und einer Geraden , einem Paar von Pol
und Polare dieses besonderen circularen Polarsystems . Je drei un¬
endlich -entfernte Punkte , die in drei zu einander rechtwinkligen Rich¬
tungen liegen , bilden ein Tripel conjugirter Punkte desselben ; seine
Kerncurve (§ 57) ist der imaginäre unendlich -entfernte Kreis , durch
welchen alle Kugeln des Raumes gehen .

§. 57. Der Kern-Kegelschnitt ; hyperbolisches und elliptisches Netz.

Es ist von besonderem Interesse , vermittelst der im vorigen Para¬
graphen angegebenen Construction des Netzes solche Punkte in der
Ebene desselben , deren Polaren durch sie selbst gehen , oder solche
Strahlen , deren Pole auf ihnen selbst liegen , sowie den Ort dieser
und jener zu ermitteln . Wir treffen jeden Punkt der Ebene , indem
wir eine doppelte Bewegung ausführen , einmal auf einer beliebigen
Geraden ($ einen veränderlichen Punkt bewegen .und dann diese Ge¬
rade um einen beliebigen in ihr festgehaltenen Punkt herumdrehen .
Wenn nun der Punkt JB auf der Geraden @ sich bewegt , so beschreibt
seine Polare 5t ein Strahlbüschel , welches im veränderlichen Punkte
B die Gerade @ trifft . Die Punkte JB und B bilden ein Punktsystem ,
und wenn dasselbe hyperbolisch ist , so sind seine Asymptotenpunkte
von der verlangten Beschaffenheit , dass ihre Polaren durch sie selbst
hindurchgehen . Ist ein solcher Asymptotenpunkt s gefunden , so wird
für jede durch ihn gehende Gerade hinsichtlich desjenigen Punkt¬
systems auf ihr , welches dem Netze zugehört , dieser Punkt 5 allemal
ein Asymptotenpunkt sein , und indem wir die Gerade @ uni den
Punkt s drehen , haben wir nur den Ort des ändern Asymptotenpunktes
aufzusuchen , um sämmtliche Punkte in der Ebene des Netzes zu er¬
halten , deren Polaren durch sie hindurchgehen .

Seien s und t die beiden Asymptotenpunkte auf der zuerst ange¬
nommenen Geraden ($ (Fig . 89) ; sei p ein beliebiger Punkt derselben , und
treffe seine Polare & die Gerade © in q, dann sind p und q conjugirte
Punkte des Netzes , liegen also harmonisch zu den Asymptotenpunkten
s und t ; ziehen wir eine beliebige andere Gerade durch sf welche in
a der S begegnen mag , und sei pa die Polare von a , d. h. a der
conjugirte Punkt zu a in dem der Geraden £ zugehörigen Punkt¬
system des Netzes , so wird der Schnittpunkt von sa und pa der con¬
jugirte Punkt zu a in dem auf sa befindlichen Punktsystem sein ; also
der vierte harmonische , dem s zugeordnete Punkt x muss der andere
Asymptotenpunkt dieses Punktsystems sein , von dem s einer ist ; um
den vierten harmonischen Punkt x zu finden, brauchen wir nur at zu
ziehen ; denn da pqst harmonisch liegen und sa von ap und aq in
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einem Paar zugeordneter Punkte getroffen wird , s aber der Schnitt¬
punkt von pq und sa ist , so wird der vierte harmonische , dem s zu¬
geordnete Punkt der Schnittpunkt (sa , ta ) sein ; drehen wir jetzt den
Strahl sa um den festen Punkt s , so ergiebt sich leicht der Ort des

Fig . 89 .

Punktes X] denn a und a sind conjugirte Punkte des auf 2 befind¬
lichen Punktsystems im Netze , beschreiben also zwei auf einander
liegende projectivische Punktreihen , sa und ta beschreiben mithin
zwei projectivische Strahlbüschel , und der Ort des Punktes x — (sa , ta )
ist daher ein Kegelschnitt

Die Tangenten dieses Kegelschnitts in den Punkten s und t er¬
halten wir , indem wir in den beiden ihn erzeugenden projectivischen
Strahlbüscheln diejenigen Strahlen aufsuchen , welche den in der Ver¬
bindungslinie der Mittelpunkte st zusammenliegenden Strahlen ent¬
sprechen ; wir suchen also den Punkt / in ü auf , welcher dem q con-
jugirt ist , oder den Pol von pq im Netze , dann sind rs und rt die
Tangenten des Kegelschnitts ^ (2); dies sind offenbar die Polaren der
Punkte s und t in dem Netze , welche durch s und t selbst hindurch¬
gehen müssen ; folglich ist pqr ein Tripel conjugirter Punkte nicht
nur für das Netz , sondern auch für den Kegelschnitt K {2); auch ist
pa die Polare von a und pa die Polare von a für den Kegelschnitt
_&T(2), wie für das Netz ; hieraus folgt , dass , wenn wir den Schnitt¬
punkt (sr , pa ) mit x verbinden , diese Verbindungslinie die Tangente
im Punkte x für den Kegelschnitt K (2) sein muss , auf 'derselben Linie
also auch der Schnittpunkt ( tr , pa ) liegen muss ; der Punkt (sr , pa )
hat im Netze zu seiner Polare .sa , und der Punkt (tr , pa ) hat im Netze zu
seiner Polare ta , und da sichsa und ta iux treffen, so ist die Verbindungs¬
linie der Schnittpunkte (sr , pa ) und ( tr , pa ) die Polare des Punktes x im
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Netze , welche nothwendig durch x selbst hindurchgehen muss und , wie
wir eben gesehen haben , die Tangente in x am Kegelschnitt ÜT(2) ist .
Hieraus ersehen wir , dass für sämmtliche Punkte x des gefundenen Kegel¬
schnitts die Polare im Netze allemal die Tangente dieses Punktes
x an K i2) ist , und hiernach können wir folgendes Resultat aussprechen :

Der Ort solcher Funkte des Netzes, deren Polaren durch sie selbst
gehen, ist im Allgemeinen ein bestimmter Kegelschnitt, und alle solche
Strahlen in der Ebene des Netzes, deren Pole auf ihnen selbst liegen,
umhüllen denselben Kegelschnitt, indem ein Punkt und die zugehörige
Tangente dieses Kegelschnitts Pol und Polare des Netzes von der verlangten
Art sind. Dieser Kegelschnitt enthält die Asymptotenpunkte aller Punkt¬
systeme, welche auf sämmtlichen Geraden in der Ebene des Netzes Vor¬
kommen, und die Tangenten dieses Kegelschnitts sind zugleich die Asymptoten
sämmtlicher Strahlsysteme des Netzes. Er heisst der Kern des Netzes,
und letzteres ist nichts anderes, als das gesammte Polarsystem für den Kern -
Kegelschnitt, d. h. Pol und Polare des Kegelschnitts sind allemal Pol und
Polare für das Netz.

Die vorige Untersuchung ging von der Voraussetzung aus , dass
das auf der willkürlich angenommenen Geraden @ befindliche Punkt¬
system ein hyperbolisches sei mit den Asymptotenpunkten s und £;
wenn dies Punktsystem aber elliptisch ist , so fällt die Untersuchung ,
welche sich wesentlich auf die Realität der Asymptotenpunk£e stützte ;
wir werden also , um den Kernkegelschnitt zu finden , überhaupt eine
solche Gerade $ in der Ebene aufzusuchen haben , deren Punktsystem
im Netze ein hyperbolisches ist ; wenn nur eine solche existirt , so
giebt es unendlich viele, und der Ort ihrer Asymptotenpunkte ist der
Kernkegelschnitt , welcher auf die angegebene Art construirt werden
kann . Ob es aber immer eine solche Gerade geben muss , oder ob
unter Umständen gar kein hyperbolisches Punktsystem im Netze vor¬
kommt , werden wir aus den zur Construction des Netzes erforderlichen
Daten erkennen können (S. 413 ).

Sind die auf den Trägern 21 und 2l1? welche conjugirte Strahlen
des Netzes sein sollen , angenommenen Punktsysteme beide hyper¬
bolisch oder auch nur eines von ihnen , so hat nach dem Vorigen das
Netz einen reellen Kern ; wenn dagegen beide gegebenen Punktsysteme
elliptisch sind , so ist die Frage zu entscheiden , ob sonst in dem
Netze hyperbolische Punktsysteme Vorkommen, oder nicht . Sei der
Construction des Netzes gemäss B 2 der Schnittpunkt der beiden Träger
%%1} und seien die beiden ihm conjugirten Punkte in den gegebenen
Punktsystemen : B auf und B 1 auf 31, also (BB )̂ = die Polare
von B %, so wird , wenn die gegebenen beiden Punktsysteme elliptisch
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sind , auch das dem Strahle 3t2 zugehörige Punktsystem des Netzes
elliptisch sein. Um dasselbe zu bestimmen , nehmen wir auf 21 einen be¬
liebigen Punkt a zwischen B 2B l und auf einen beliebigen Punkt
% zwischen B 2B , so dass die Verbindungslinie aa t also nothwendig
in einem Punkte a2 ausserhalb BB l den Strahl %2 trifft (Fig . 90);
die conjugirten Punkte a und zu a und a1 auf den Trägern 313̂ der
beiden gegebenen Punktsysteme müssen , da diese elliptisch sind, ausser¬
halb B 2B X und ausserhalb B 2B liegen ; ihre Verbindungslinie muss
also auch die dritte Dreiecksseite BB t in einem Punkte ausserhalb
BB 1 treffen, und der vierte harmo-

1 " Fig . 00 .
nische , welcher a2 ist , liegt daher
zwischen B und -B t ' da nun BB l }
ein Paar conjugirter Punkte , ge¬
trennt wird durch a2a2, ein zweites
Paar conjugirter Punkte des auf Sl2
befindlichen Punktsystems , so ist das
letztere elliptisch ; in gleicher Weise
würden wir gesehen haben , dass,
wenn beide gegebenen Punktsysteme
auf 31 und hyperbolisch sind , das
dritte Punktsystem auf %2 elliptisch ' sein muss , wenn dagegen eines
von beiden gegebenen Punktsystemen auf 31 oder 3lx hyperbolisch ,
das andere elliptisch ist , alsdann das dritte auf 3l2 hyperbolisch sein
muss . Wir schliessen hieraus :

Von den drei auf einem Tripel conjugirter Strahlen des Netzes be¬
findlichen Punktsystemen müssen entweder alle drei elliptisch, oder eines
elliptisch und die beiden ändern hyperbolisch sein; und daher auch: Von
den drei einem Tripel conjugirter Punkte zugehörigen Strahlsystemen
müssen entweder alle drei elliptisch, oder eines elliptisch und die beiden
ändern hyperbolisch sein.

In dem zu untersuchenden I*alle , wo alle drei den Tripel¬
strahlen 3l3l13l2 zugehörigen Punktsysteme elliptisch sind , zeigt sich
nun , dass auf jeder Geraden in der Ebene des Netzes das ihr
zugehörige Punktsystem elliptisch sein muss , also überhaupt kein
reeller Punkt des Kernkegelschnitts existirt . Wir können von dem
Tripeldreieck B 2B 1B , dessen drei Seiten die drei elliptischen Punkt¬
systeme enthalten , irgend zwei der letzteren mit ihren Punktsystemen
als zur Construction des Netzes gegeben ansehen ; irgend eine Gerade
3l3 in der Ebene kann alsdann nur zwei wesentlich verschiedene Lagen
zu deni Dreieck B 2B ±B haben ; nämlich 1) sie schneidet zwei Dreiecks¬
seiten zwischen den Eckpunkten , die dritte in der Verlängerung , oder

d
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2) sie schneidet alle drei Seiten in ihren Verlängerungen. Untersuchen
wir zunächst den ersten Fall und nehmen an, $ 3 treffe B2BX in a
und B2B in ax zwischen den Eckpunkten des Dreiecks (Fig. 91); das
Punktsystem des Netzes auf St3 wird dadurch bestimmt, dass wir zu
a und ax die conjugirten Punkte a und ax nehmen und die Schnitt¬
punkte der Verbindungslinien aB mit $l3 (den Punkt a) und alB1
mit 2t3 (den Punkt ax) aufsuchen; die beiden Paare a , a und ax, ax
sind conjug’irte Punkte des Punktsystems auf $I3. Da nun a noth-
wendig ausserhalb der Strecke B2BX liegen muss, weil das auf 21
gegebene Punktsystem elliptisch ist , so kann Ba die Gerade $t3 nur
in der endlichen Strecke zwischen ax und a.2 treffen (a2 ist der
Schnittpunkt von und $3), und da ebenso ax ausserhalb B2B

Fig . 91 .

liegt , so kann Bxax die Gerade St3 nur ausserhalb' der Strecke aa2
treffen; das Stück zwischen aa x bleibt beidemal verschont, und die
Punkte &axaa x liegen so, dass das eine Paar conjugirter Punkte
aa durch das andere axax getrennt wird; das Punktsystem auf 2l3 ist
also elliptisch. Dasselbe Raisonnement bleibt bestehen, wenn $(3 eine
solche Lage hat , dass sie zwei andere Seiten des TripeldreiecksB2BXB
zwischen den Ecken und die dritte in der Verlängerung trifft. Im
zweiten Falle , wenn die Punkte a und ax ausserhalb B2BX und
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B2B liegen , müssen a und ax zwischen B 2B 1 und B 2B liegen ; der
Strahl Ba kann also §t3 mir ausserhalb der Strecke a1a2 treffen
und B 1ccl nur innerhalb der Strecke a2a ; der Theil aa 1 bleibt also
wiederum verschont , und die Schnittpunkte a und a* liegen , wie
früher ; so, dass das eine Paar conjugirter Punkte « a durch das andere
Paar a1fl1 getrennt wird ; das Punktsystem auf §(3 ist also wieder
elliptisch ; da aber die Gerade St3, wie sie auch in der Ebene liegen
mag , nothwendig eine der beiden untersuchten Lagen haben muss, so
folgt , dass alle Punktsysteme , die im Netze Vorkommen , elliptisch
sind und also auch alle Strahlsysteme .

Wir unterscheiden hiernach zwei wesentlich verschiedene Arten
des Netzes :

d) Das elliptische Nets enthält nur elliptische Punktsysteme auf
allen Geraden und daher auch nur elliptische Strahlsysteme in allen
Punkten der Ebene (da jedes Strahlsystem mit dem ihm zugehörigen
Punktsystem auf der Polare perspectivisch liegt , daher gleichartig ist ).

b) Bas hyperbolische Nets enthält theils elliptische , theils hyper¬
bolische Punktsysteme und ebenso Strahlsysteme ; bei einem Tripel
conjugirter Strahlen und Punkte sind immer zwei Systeme hyper¬
bolisch und das dritte elliptisch ; die Asymptotenpunkte aller Punkt¬
systeme liegen auf dem Kernkegelschnitt , und die Asymptoten aller
Strahlsysteme berühren denselben Kernkegelschnitt ; das Netz ist das
bekannte Polarsystem für diesen Kegelschnitt .

Ein Punktsystem hat , wenn es hyperbolisch ist , zwei reelle
Asymptotenpunkte , welche dasselbe vollkommen bestimmen , und um¬
gekehrt zwei reelle Punkte einer Geraden , als die Asymptotenpunkte
eines hyperbolischen Punktsystems aufgefasst , werden durch dieses
Punktsystem vertreten ; wenn dagegen das Punktsystem elliptisch ist ,
hat es keine reellen Asymptotenpunkte und ist nichtsdestoweniger ein
völlig reelles , in ganz gleicher Weise construirbares Gebilde , von
dem wir der Uebereinstimmung wegen sagen , dass es zwei imaginäre
Asymptotenpunkte hat ; durch das elliptische Punktsystem wird also
ein imaginäres Punktpaar vertreten . Analogerweise haben wir in
dem Involutionsnetz ein völlig reelles , immer in derselben Art con¬
struirbares Gebilde , welches , wenn es hyperbolisch ist , einen reellen
Kegelschnitt , seinen Kern , vertritt , und von dem wir wiederum der
Uebereinstimmung wegen , wenn es elliptisch ist , sagen , es Jiabe einen
imaginären Kern , so dass das elliptische Netz einen imaginären Kegel¬
schnitt vertritt . Wir verstehen hiernach unter einem imaginären Kegel¬
schnitt den Kern eines elliptischen Netzes und operiren mit dem Netze ,
dessen wesentliche Eigenschaften bestehen bleiben unabhängig davon,
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ob der Kern reell oder imaginär ist . Es ist ersichtlich , dass es für
die synthetische Behandlung geometrischer Probleme von grösser Be¬
deutung ist , ein völlig reelles Gebilde zu besitzen , welches an Stelle
eines imaginären Kegelschnitts zu setzen ist .

Nehmen wir zur Bestimmung eines Netzes zwei hyperbolische
Punktsysteme auf den Trägern 519̂ , die conjugirte Strahlen des
Netzes sein sollen , und sei dem Schnittpunkt z der Träger auf dem
ersten der Punkt y , auf dem ändern der Punkt x conjugirt ; seien
ferner die Asymptotenpunkte des ersten Punktsystems « a , die des
zweiten bß , so kann man zwei neue Punktsysteme aus denselben
Punkten bilden , die elliptisch sind , indem man einmal s und y, a und
cc, das andere Mal z und x , 1) und ß als Paare conjugirter Punkte
auffasst , die jedesmal ein elliptisches Punktsystem erzeugen , weil sie
harmonisch gelegen sind . Dadurch hat man auf jedem der Träger
zwei Punktsysteme , ein hyperbolisches und ein elliptisches , und indem
man zwei auf verschiedenen Trägern befindliche zur Bildung eines
Netzes verwendet , was auf vier Arten geschehen kann , erhält man
vier verschiedene Netze , die in eigenthümlicher Verbindung mit einander
stehen ; ihre Kernkegelschnitte sind nämlich vier harmonisch-zugeordnete
Kegelschnitte (§. 55) , von denen drei reell , der vierte imaginär ist .
Wenn wir demgemäss die Punktsysteme auf den beiden Trägern durch
(h) (e) (/<1) (et) bezeichnen und die vier Verbindungen :

(ä) (äj) , (ä) (0 , 0) Oi) , 0) 0i)
auf den conjugirten Trägern 515̂ zur Erzeugung der Netze verwenden ,
so werden die drei ersten Netze hyperbolisch , das letzte elliptisch .

Die Richtigkeit der obigen Behauptung folgt unmittelbar aus der
Construction der vier Mittelpunkte dieser Netze ; denn da xyz ein ge¬
meinschaftliches Tripel für alle ist , so sind sie vollkommen bestimmt ,
sobald man noch den Mittelpunkt kennt ; seien ft und die Mittel¬
punkte von (h) und (hx) , so ergiebt sich (nach S. 59) , dass der Mittel¬
punkt v des Systems (e) der vierte harmonische zu zyfi , dem ft zu¬
geordnete und ebenso der Mittelpunkt vx des Systems (ex) der vierte
harmonische zu ZX[i1} dem axzugeordnete Punkt ist ; folglich haben wir :

(a?ft, y (ix) == (xfi } yvx) —
(xv , yftx) == 99?" (xv , yv t) — W "

als Mittelpunkte dieser vier Netze . Dies iat aber nach S. 389 (Fig . 85)
genau die Lage der vier Mittelpunkte von vier harmonisch -zugeord¬
neten Kegelschnitten , welche das Tripel xyz gemeinschaftlich haben .

Wir müssen jetzt noch einige besondere Fälle erwähnen : Beim hyper¬
bolischen Netz wird die doppelt -unendliche Schaar von Geraden in der
Ebene , welche theils elliptische , theils hyperbolische Punktsysteme
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enthalten , in diese beiden Gattungen getrennt durch eine einfach¬
unendliche Reihe von solchen Geraden, welche parabolische Punkt¬
systeme enthalten; wir haben ein parabolisches Punktsystem einen
solchen besonderen Fall des hyperbolischen genannt, bei welchem die
beiden Asymptotenpunkte zusammenfallen; es hat die Eigenthümlich-
keit , dass zu diesem Doppelpunkte jeder beliebige andere Punkt der
Geraden als conjugirter und wiederum zu jedem beliebigen Punkt der
Geraden der Doppelpunkt als conjugirter anzusehen ist ; für alle die¬
jenigen Geraden, welche Tangenten des Kernkegelschnitts sind, ist also
das zugehörige Punktsystem ein parabolisches, und sie bilden die ge¬
nannte Grenze. Andererseits giebt es unter den doppelt unendlich-
vielen Punkten der Ebene, deren Strahlsysteme theils elliptisch, theils
hyperbolisch sind, eine einfach-unendliche Reihe solcher Punkte, deren
Strahlsysteme parabolisch werden; dies' sind die Punkte des Kernkegel¬
schnitts, und sie bilden die Grenze zwischen dem einen und dem
ändern Gebiet; in jeder Tangente des Kegelschnitts, welche ein para¬
bolisches Punktsystem des Netzes enthält , ist der Berührungspunkt
der Doppelpunkt des Systems, und für jeden Punkt des Kernkegel¬
schnitts, welcher ein parabolisches Strahlsystem enthält, ist die Tangente
der Doppelstrahl desselben.

In besonderer Weise vereinfacht sich das hyperbolische Netz,
wenn wir von den beiden erzeugenden Punktsystemen eines parabolisch
annehmen; sei das Punktsystem auf parabolisch, so ist JB1 der
Doppelpunkt desselben (Fig. 92), weil er zu jedem beliebigen Punkte
der conjugirte ist , mithin auch zu B2,
dem Schnittpunkte ($ , Slx) ; die Polare

von JS2, welche BXB verbindet, wird
alsdann nach der Construction des Netzes
ein Punktsystem enthalten, welches eben¬
falls parabolisch ist und seinen Doppel¬
punkt in B1 hat ; um den Kern eines
solchen besonderen Netzes zu finden,
kommt es darauf an, zu wissen, ob das
zweite auf SIj gegebene Punktsystem
hyperbolisch oder elliptisch ist ; wenn
es hyperbolisch ist mit den Asymptoten¬
punkten s und t, so zeigt die frühere
Construction des Kernkegelschnitts, dass
derselbe in das Linienpaar Bi s und
Bxt zerfällt ; von jeder beliebigen Geraden in der Ebene wird der
Pol der feste Punkt B± und von jedem beliebigen Punkte in der Ebene

Fig . 92 .
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geht die Polare durch das Strahlsystem, welches in Bx seinen
Mittelpunkt hat und mit dem auf gegebenen Punktsystem per-
spectivisch liegt , schneidet daher sämmtliche Geraden in der Ebene
in denjenigen Punktsystemen, welche ihnen im Netze zugehören;
wenn dagegen zweitens das auf gegebene Punktsystem elliptisch
ist , so reducirt sich der Kernkegelschnitt auf den einzigen Punkt Bi ;
alle Punktsysteme sind elliptisch mit Ausnahme derjenigen, welche
auf den durch Bt laufenden Strahlen liegen, und diese sind sämmtlich
parabolisch; wir können auch sagen, dass sich in diesem Falle der
Kernkegelschnitt auf ein imaginäres Linienpaar reducirt , dessen reeller

' Doppelpunkt Bx ist, indem dieses Linienpaar von den imaginären
Asymptoten des in Bx befindlichen elliptischen Strahlsystems gebildet
wird. In dem Falle, wo der Kernkegelschnitt des Netzes sich auf ein
reelles Linienpaar oder einen Punkt (Schnittpunkt eines imaginären Linien¬
paares) reducirt, heisst das Netz ein parabolisches. Das parabolische Netz
besteht also eigentlich aus nichts anderem, als einem gewöhnlichen ebenen
Strahlsystem.

Werden beide erzeugenden Punktsysteme parabolisch angenommen
mit den Doppelpunkten Bt B , so zieht sich der Kernkegelschnitt anstatt
auf ein Linienpaar auf eine einzige doppelt zu zählende Gerade B BL
zusammen; nehmen wir an, dass von den beiden erzeugenden Punkt¬
systemen eines parabolisch mit dem Doppelpunkt Bu das andere hyper¬
bolisch sei und einen Asymptotenpunkt in Bx habe, dieser also der
Schnittpunkt der beiden Träger wird, so ist das Netz unbestimmt
und verlangt zu seiner völligen Bestimmung noch ein weiteres Datum.
Gehen wir von der Bestimmung des Netzes durch zwei Strahlsysteme
aus, deren Mittelpunkte zugeordnete Punkte sein sollen, so ergeben
sich analoge besondere Fälle, wenn wir eines derselben parabolisch
wählen. Der Kernkegelschnitt reducirt sich auf ein reelles oder imagi¬
näres Punktpaar , dessen Träger immer reell ist , oder wenn beide
Strahlsysteme parabolisch sind, auf einen einzigen doppelt zu zählenden
Punkt. Wir kehren nach diesen besonderen Fällen wieder zu dem all¬
gemeinen Involutionsnetz zurück.

§. 58. Verschiedene Bestimmungs-Arten des Netzes.

Wenn wir als bestimmende Elemente des Netzes annehmen: 1) ein
Paar conjugirter Punkte oder Strahlen, 2) ein Punktsystem, welches
zwei Paare conjugirter Punkte vertritt , oder ein Strahlsystem, 3) ein
Paar von Pol und Polare , welches ebenfalls zwei Paare conjugirter Punkte
oder Strahlen vertritt , endlich 4) ein Tripel conjugirter Punkte oder
Strahlen, welches drei Paare conjugirter Punkte oder Strahlen ver-
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tritt , so lassen sich diese Elemente in mannigfacher Weise zur Be¬
stimmung des Netzes zusammenstellen ; von diesen Bestimmungsarten
wollen wir einige hier anführen , und zwar nur solche , die das Netz
eindeutig bestimmen .

Die auf S. 413 ' zur Construction des Netzes angenommenen Be¬
stimmungsstücke waren : ■

1) zwei conjugirte Strahlen des Netzes (51 und Stx) und auf jedem
das Punktsystem, welches dem Netze zugehören soll, oder auch zwei con¬
jugirte Punkte und in jedem das zugehörige Strahlsystem des Netzes .
Hieraus ergiebt sich sofort eine zweite Bestimmungsart durch

2) ein Tripel conjugirter Punkte B B xB 2 des Netzes und eine be¬
liebige Gerade 5I3 mit dem ihr zugehörigen Punktsystem ; denn die drei
Verbindungslinien (B XB 2) — %, (B 2B ) = (BB X) = mögen die
Gerade Sl3 beziehlich in den Punkten aa xa2 treffen ; seien die drei con-
jugirten Punkte zu diesen in dem auf gegebenen Punktsystem
aa xa2, so treffen sich uB , axB x, a2B 2 in einem Punkte _Z?3, dem Pol
von §C3, und zugleich treffen sie %%x%2 in solchen Punkten aĉ dc,,
welche auf diesen drei Geraden conjugirt sind den Punkten aa xa2\ da
nun je zwei Tripelpunkte ausserdem ein zweites Paar conjugirter
Punkte sind , so kennen wir die Punktsysteme auf zwei conjugirten
Strahlen des Netzes , also nach 1) das ganze Netz . Tn analoger Weise
ist das Netz bestimmt durch ein Tripel conjugirter Strahlen und ein
beliebiges Strahlsystem B 3, welches dem Netze zugehören soll. Ferner
ergiebt sich , dass es auch bestimmt wird durch

3) ein Tripel conjugirter Punkte BB XB 2 und ein beliebiges Paar von
Pol und Polare : B :, und 91.,; denn möge 2(3 die beiden VerbindungS '
linien B .>B x und B 2B in a und ax treffen , und seien die Schnittpunkte
(BB ’3, B 2B x) = a , (B XB S, B 2B ) — ux, so sind a und a , sowie ax
und ax conjugirte Punkte des Netzes , und da auch zwei Tripelpunkte
immer conjugirt sind , so kennen wir die Punktsysteme auf zwei con¬
jugirten Strahlen des Netzes , mithin nach 1) das ganze Netz . Um¬
ständlicher wird die Bestimmung des Netzes durch

4) ein Tripel conjugirter Punkte BB XB 2 und zwei beliebige Paare
p und 7i, px und nx, welche conjugirte Punkte sein sollen. Hier können
wir so verfahren , dass wir durch n eine beliebige Gerade ziehen , die¬
selbe als Polare von p auffassen , wodurch dann nach 3) das Netz be¬
stimmt ist , und für das so bestimmte Netz die Polare zu p x con-
struiren ; verändern wir dann die durch tc angenommene Gerade , so
verändert sich auch die zuletzt construirte Polare ; sobald es vor¬
kommt , dass sie durch den gegebenen Punk£ nx geht , ist das Netz
den gegebenen Bedingungen gemäss bestimmt . Die dabei eintretende
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Veränderung lässt sich aber leicht überschauen , wenn wir folgende Be¬
merkung vorausschicken : Das Punktsystem auf einer Geraden ist durch
zwei Paare conjugirter Punkte a und a , b und ß bestimmt , und zu
einem dritten Punkte c kann der conjugirte y nach S. 66 so gefunden
werden (Fig . 93) : durch c ziehe man eine beliebige Gerade , nehme

Fig . 93.

CC

auf ihr zwei Punkte P und Q an , suche die Schnittpunkte :
(Pa , Qb) = B (Pß , Qu) = S ,

dann geht US durch y , wegen der Eigenschaft des vollständigen
Vierecks PQRS , dessen Seiten eine Transversale in sechs Punkten
einer Involution schneiden . Wenn wir nun von den vier zur Be¬
stimmung des Punktsystems erforderlichen Punkten aabß drei au
und b f'esthalten , den vierten ß aber verändern , so variirt das
Punktsystem , und zu dem festen Punkt c gehört jedesmal ein an¬
deres y \ aus der Construction geht aber hervor , dass bei der Be¬
wegung von ß , während die Punkte aubcPQ festgehalten werden ,
auch jR fest bleibt , S dagegen sich verändert , indem es auf Qu eine
mit ß perspectivisch liegende Punktreihe durchläuft ; y durchläuft
wiederum eine mit S perspectivische Punktreihe , also beschreiben auch
ß und y zwei aufeinanderliegende projectivische Punktreihen , deren
Doppelelemente a und u werden .

Dies vorausgeschickt , sei nun das gegebene Tripel , also
( B 2B X) — 51 und (B 2B ) ■■= sind conjugirte Strahlen ; 31 werde von
pB und p xB in a und b getroffen , dagegen von pB 1 und p 1B 1 in
ax und wenn wir durch % eine beliebige Gerade £ ziehen , welche
% und in u und ccl trifft , und auf 21 das durch die Paare
B 2B x und au , dagegen auf %x das durch die Paare B 2B und a1u1
bestimmte Punktsystem auffassen und in dem ersten zu b den con-
jugirten Punkt ß , in dem ändern zu bx den conjugirten Punkt ß± be¬
stimmen , so ist ßß x die Polare von px\ indem wir nunmehr die Gerade
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£ um den Punkt tc drehen , verändern sich a und aL und mit ihnen
ß und ßx- aus der ■vorausgeschiekten Hülfsbetrachtung geht hervor ,
dass ß und a projectivische Punktreihen beschreiben , deren Doppel¬
elemente B 2 und B x sind ; ebenso beschreiben ß1 und ccx projectivische
Punktreihen mit den Doppelpunkten B 2 und B ; a und ax durchlaufen
aber perspectivische Punktreihen , deren Projectionspunkt tc ist , folg¬
lich beschreiben auch ß und ßx projectivische Punktreihen auf den
Trägern % und $t1} und dieselben liegen perspectivisch ; denn sobald
ß nach B 2 kommt , geht auch ax dahin , nach dem Vorigen aber auch
ß und ß1} mithin fallen in den Schnittpunkt der Träger entsprechende
Punkte der projectivischen Punktreihen , diese liegen daher perspecti¬
visch , also ßß x läuft durch einen festen Punkt o, der durch zwei be¬
liebig gewählte Lagen für £ leicht zu construiren ist . Auch sehen wir,
dass diese Polare ßß x = £x des Punktes p x ein Strahlbüschel beschreibt ,,
welches projeetivisch ist mit dem von £ beschriebenen . Durch den
letzten gegebenen Punkt tcx giebt es also nur eine einzige Gerade £x,
nämlich die Verbindungslinie tcxo (es müsste denn der besondere Fall
eintreten , dass tcx mit o zusammenfiele , dann wäre das Netz unbestimmt ) ;
ziehen wir nach der Construction des Punktes o den Strahl 7txo und
nehmen diese Gerade als Polare von p x, so ist das Netz durch dieses
Paar von Pol und Polare und durch das Tripel BB XB 2 nach 3) völlig
bestimmt und genügt offenbar den verlangten Bedingungen ; das Netz
ist also im Allgemeinen vollkommen und eindeutig bestimmt durch
die gegebenen Bestimmungsstücke und die Construction desselben aus
der vorigen Betrachtung , wenn aucK etwas umständlich , doch allein
mittelst des Lineals ausführbar . Am einfachsten gestaltet sich diese
Construction , wenn wir für die eine Lage von £ die Gerade tcB
und für die andere Lage icBx nehmen ; dann fällt das eine Mal ax
nach B , folglich auch ßx nach B , das andere Mal a nach B x und
auch ß nach B X} und der Punkt o wird auf folgende Art gefunden :

Sind das Tripel B 2B XB und das Paar conjugirter Punkte p , tc
gegeben , so ziehe man BB 2, BB Xund Bp , B %, wodurch man zwei
Paar Strahlen erhält , welche ein Strahlsystem bestimmen , .und suche
den zu Bp x conjugirten Strahl dieses Strahlsystems ; zweitens ziehe
man B XB 2, BXB und B xp , B xn , wodurch man zwei Strahlenpaare
eines ändern Strahlsystems erhält , in welchem man den dem Strahle
B xpx conjugirten aufsuche ; dieser und der vorige in dem Strahlsystem
(B ) schneiden sich im gesuchten Punkt o; man erhält auch ein drittes
Strahlsystem in B 2 durch die Strahlenpaare B 2B , B 2B Xund B 2p, B 2tc,
und der zu B 2p x conjugirte Strahl des letzten Strahlsystems muss eben¬
falls durch o gehen . Hieraus ergiebt sich der Satz : Für alle Netze, welche
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ein Tripel BB XB 2 und ein Paar conjugirter Punkte p , % gemeinschaftlich
haben, laufen die Polaren eines und desselben Punktes (p x) durch einen
festen Punkt ( o) (§. 62).

Eine einfachere Construction dieser Aufgabe ergiebt sich aus
der Bemerkung , dass die sechs Ecken zweier Polardreiecke eines
Polarsystems allemal auf einem Kegelschnitt liegen und gleichzeitig
die sechs Seiten dieser beiden Dreiecke einen Kegelschnitt berühren
(S. 415). Sind demnach das Polardreieck BB XB 2 und zwei Paare con¬
jugirter Punkte prc und p x3tx gegeben , so legen wir durch BB xB 2pn
einen Kegelschnitt K (2) und durch B B xB 2p x7tx einen Kegel¬
schnitt dieselben haben noch einen vierten gemeinschaftlichen
Punkt x , welcher linear zu construiren ist (Seite 238). Alle Kegel¬
schnitte ®(2), welche dem Dreiseit BB XB 2 einbeschrieben sind und
gleichzeitig die Verbindungslinie pn berühren , bilden eine Kegel¬
schnittschaar S (ß !(2)) von vier gemeinschaftlichen Tangenten und die
Tangentenpaare aus dem Punkte x an die Kegelschnitte dieser Schaar
bilden ein Strahlsjstem (Seite 280) , dessen Strahlenpaare den Kegel¬
schnitt K (2) in Punktpaaren durchbohren ; die Durchbohrung ,ssehnen
derselben laufen durch einen festen Punkt (Sehnenpol ) o (Seite 151).
In gleicher Weise werden alle Kegelschnitte welche dem Dreiseit
BB XB 2 einbeschrieben sind , und zugleich die Verbindungslinie p l 7tl
berühren , eine Kegelschnittschaar von vier gemeinschaftlichen
Tangenten bilden , und die Tangentenpaare aus dem Punkte x an die
Kegelschnitte dieser Schaar werden ebenfalls ein Strahlsystem bilden ,
dessen Strahlenpaare den Kegelschnitt K [2) in Punktpaaren durch¬
bohren ;. diese Durchbohrungssehnen laufen gleichfalls durch einen festen
Punkt (Sehnenpol ) ov Die Verbindungslinie oo1 — X ist alsdann die
Polare von x in dem durch die gegebenen Stücke bestimmten Polar¬
systeme und dieses ist daher vollständig bekannt , da man ein Tripel
BB XB 2 und ein Paar von Pol und Polare desselben kennt , nach der
Construction 3). Man kann noch die dritten Tripelpunkte zu piz und
Px7ty finden , indem man den besonderen Kegelschnitt construirt , welcher
die Seiten des Dreiecks BB XB 2 und die Geraden pn und X berührt ;
die Tangenten aus p und % an diesen Kegelschnitt treffen sich in dem
dritten Tripelpunkt zu pit . In ähnlicher Weise findet man den dritten
Tripelpunkt zu pxnv

5) Zwei Tripel conjugirter Punkte B B xB 2 und B 1B x1B 2l enthalten
mehr Elemente , als zur Bestimmung des Netzes erforderlich und aus¬
reichend sind ; wenn diese sechs Punkte aber der Bedingung genügen ,
dass sie auf einem Kegelschnitt liegen (S. 415) , so ist wiederum das
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Netz vollkommen und eindeutig durch sie bestimmt ; es genügt alsdann ,
zu seiner Construction das Tripel B B l B 2 und das Paar von Pol und
Polare : B l und B 11B 21 zu wählen , wodurch nach 3) das Netz be¬
stimmt wird , dann müssen B xx und B <21 von selbst ein Paar conjugir -
ter Punkte sein.

An die in 1) enthaltene Entstelnmgsweise des Netzes durch zwei
Punktsysteme , deren Träger , oder zwei Strahlsysteme , deren Mittel¬
punkte conjugirte Elemente sind , knüpft sich noch eine neue Bestim¬
mungsart durch ein Punktsystem und ein ►Strahlsystem, welche per -
spectivisch liegen und Pol und Polare des Netzes liefern ; hierdurch
allein ist aber das Netz noch nicht völlig bestimmt ; zu seiner Be¬
stimmung ist noch erforderlich ein Paar conjugirter Punkte oder
Strahlen ; also :

6) ein Strahlsystem mit dem Mittelpunkt B , das auf einer beliebigen
Geraden 21 durch das Strahlsystem ausgeschnittene Punktsystem, die Be¬
dingung, dass B und 91 Pol und Polare des Netzes seien mit den ihnen
zugehörigen Systemen, und endlich noch ein beliebiges Paar conjugirter
Punkte p , 7t bestimmen das Netz vollständig ; treffe nämlich pn die
Gerade 21 in s, und sei a der conjugirte Punkt in dem auf 2t gegebe¬
nen Punktsystem , so wird Bö die Polare von s sein , also pn in einem
solchen Punkte 6 treffen , dass pn , so ' zwei Paare conjugirter Punkte
sind , welche das dem Netze zugehörige Punktsystem auf dieser Ge¬
raden bestimmen ; nehmen wir daher irgend ein Paar conjugirter
Punkte JBXB 2 des auf 2t gegebenen Punktsystems , so haben wir ein
Tripel BB 1B 2 und ausserdem ein Punktsystem auf pn , wodurch das
Netz nach 2) bestimmt ist . In gleicher Weise ist das Netz bestimmt ,
sobald Pol lind Polare mit ihren Systemen und ein beliebiges Paar
conjugirter Strahlen gegeben sind .

7) Zwei beliebige Paare von Pol und Polare : B und 21, B 1 und 2t1;
und ein Paar conjugirter Punkte p , n bestimmen das Netz ebenfalls
eindeutig ; sei der Schnittpunkt (2t, 2tx) — B 2 und die Verbindungslinie
(BB t) = 2t2, so sind auch B 2 und 2l2 ein Paar von Pol und Polare ;
bezeichnen wir die Schnittpunkte ( 2t2l2) — B und ( , so
haben wir auf 2t2 zwei Paare conjugirter Punkte B B und jB1B1, also
das ganze dem Netze zugehörige Punktsystem und zugleich das mit
ihm perspectivische Strahlsystem in B 2, welches dem Netze zugehört ,
weil B ., der Pol von 212 ist ; wir haben nun ausserdem noch ein Paar
conjugirter Punkte pn , wodurch nach dem vorigen Palle G) das Netz
vollständig und eindeutig bestimmt wird .

8) Brei beliebige Paare von Pol und Polare : B und 2t, B t und 2t1?
B , lind 2t2 enthalten mehr Elemente , als zur Bestimmung des Netzes

Steiner , Vorlesungen II . 2. Aufl . 28
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erforderlich sind; wir können indessen die Abhängigkeit ermitteln,
in welcher diese sechs Stücke zu einander stehen müssen, damit
sie das Netz bestimmen. Nehmen wir B und 3t, Bx und 51!
und den Punkt B2 willkürlich an (Fig. 94) , so ist die Verbin¬
dungslinie {BBj) = %l3 die Polare des Schnittpunktes (5t, 3tx) — B.ä]
das Punktsystem auf 3ts ist bestimmt durch zwei Paare conjugirter

Fig . 94 .

/

Punkte : B und den Schnittpunkt 33= (3t, 3tg), B1und den Schnittpunkt
= (3t1? 3t3); ziehen wir B2B3, so muss der Pol dieser Geraden auf

3t3 liegen und der conjugirte Punkt 6 zu dem Schnittpunkte s sein,
in welchemB2B3 die 3t3 trifft ; es sind also B2 und 6 conjugirte Punkte,
d. h. die Polare von B2 muss durch 6 gehen; sie ist mithin nicht
mehr vollkommen frei, sondern muss durch einen bestimmten, von
den beiden ändern Paaren : B und 31, Bt und 3tx und dem Punkt B2
abhängigen festen Punkt gehen; ziehen wir durch e eine beliebige
Gerade St2 als Polare von B2, so ist jetzt das Netz bestimmt, und die
Abhängigkeit der drei Punkte BB LB2 und ihrer Polaren 3t3tx3t2 von
einander stellt sich in folgender Weise heraus: sei der Schnittpunkt
(3t, 3t2) = ß1}der Schnittpunkt (3tx, 3t2) = ß und (Bß , B1ßJ — o, dann
gehen in dem vollständigen Viereck ßoßtB3 zwei Seitenpaare durch die
Punkte B $8 und Bl des auf 3t3befindlichen Punktsystems, vom dritten
Seitenpaar geht ein Theil ßßt durch 6, folglich der andere B3o durch den
conjugirten Punkt s , d. h. Bß , B1ßt , B2B?j schneiden sich in einem
Punkte o; nun sind aber BB XB2 die Ecken eines Dreiecks und Bsßßt
die Ecken des von den drei Polaren 3t3t13t2 gebildeten Dreiseits; diese
beiden Dreiecke liegen also perspectiviscli (S. 155), und es gilt der
Satz: Hat man in einem Netze drei beliebige Punkte BB XB2 und deren
drei Polaren 3t3t13tg; welche sich paarweise in den Punkten (3t, 3lx) — B2,
(3t1, 3t,) = B, (3t2, 3t) = B] schneiden, so liegen die beiden Dreiecke BB XB2
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und BB,B2 perspectivisch, d. Ji. BB , BXBX, B2B2 schneiden sich in einem
Punkte. Hieraus folgt die gleichbedeutende Bedingung, dass die Schnitt¬
punkte: (21, BXB2), ($lj, B2B) und (%2, BB X) drei Punkte in gerader
Linie sein müssen, üm dann zu irgend einem Punkte P in der Ebene
die Polare & zu construiren, kann man, wie leicht nachzuweisen ist,
in folgender Weise verfahren: Man ziehe PB , welches 2̂ in ßt treffe,
und PB l, welches 5t in ß treffe, dann wird {ßßl ,BB 1) = x ein Punkt der
Polare £ sein; bestimmt man in gleicher Weise die Schnittpunkte:

(PB lf « , ) (PB „ * , ) ,
so trifft ihre Verbindungslinie BxB2 in y, einem zweiten Punkte der
gesuchten Polare £ ; diese ist also schon bekannt; man kann noch
einen dritten Punkt z von ihr linden, indem man die Schnittpunkte:

{PB , , 21) (PB , 2l2)
verbindet und diese Verbindungslinie bis zum Schnittpunkte mit BB ,
verlängert, welcher z ist . Dies liefert einen Satz, welcher unabhängig
vom Netze gilt. Nun können wir auch rückwärts schliessen: Wenn die
zur Bestimmung des Netzes gegebenen drei Paare B und %, Bl und
211; B., und ?12 der Bedingung genügen, dass die beiden Dreiecke
BB XB2 und 212̂ 212 beziehlich perspectivisch liegen, dann ist ein
Netz durch sie vollständig und eindeutig bestimmt,

9) Zwei beliebige Punktsysteme auf den Trägern 2t und 2tu welche
nicht conjugirte Strahlen sein sollen, und irgend ein Paar conjugirter
Punkte p , n bestimmen das Netz. Sei B2 der Schnittpunkt der beiden
Geraden 212̂ , dann ist die Verbindungslinie derjenigen beiden Punkte
der Träger, welche ihrem Schnittpunkte in den gegebenen Punktsystemen
conjugirt sind,, die Polare von B2\ auf der Verbindungslinie pn
kennen wir nur dies eine Paar conjugirter Punkte; wäre uns das ganze
Punktsystem auf dieser Geraden bekannt, und bezeichnen wir ihren
Schnittpunkt mit 21 durch Bt, mit 2lx durch B , so hätten wir auch
die Polaren von B und Bx, indem wir die ihnen conjugirten Punkte
in den beiden Paaren von Punktsystemen verbinden, deren Träger
sich einmal in B , das andere Mal in Bx treffen; wir hätten dann also
drei Paare von Polen und Polaren, welche der in 8) gefundenen Bedingung
Genüge leisten. Sei nämlich (Fig. 95) in dem auf 31 gegebenen Punkt¬
system dem B2 conjugirt ß2, dem Bx conjugirt b1} in dem auf
gegebenen Punktsystem dem B2 conjugirt b2, dem B conjugirt ß und
endlich in dem auf der Verbindungslinie (BB {) = 21, angenommenen
Punktsystem dem B conjugirt b, dem Bx conjugirt ßl} dann sind bß,
blß1, b2ß2 beziehlich die Polaren von BB XB2\ es müssen nun die Seiten
dieses Polardreiseits die entsprechenden Seiten des Dreiecks BB xBt in

28 *
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drei Punkten einer Geraden treffen , nämlich (b2ß2, BB y) — o2, (bß, B LB 2)
— o, (\ ß1}B 2B ) — von diesen
drei auf einer Geraden liegenden
Punkten o2oo1 ist einer , nämlich
°2> gegeben als der Schnittpunkt
der durch die beiden Punkt¬
systeme auf 212IX bekannten Po¬
lare von B 2 mit der Yerbindungs -
linie p %. Wir können also durch
den bekannten Punkt o2 eine ver¬
änderliche Gerade S ziehen, durch
welche dann das Netz völlig be¬
stimmt wird , und für dieses so
bestimmte Netz zu dem gegebenen
festen Punkte p den conjugirten
Punkt auf 2t, bestimmen ; mit
der Veränderung von 2 verändert
sich auch der zuletzt construirte

Punkt , und es wird nur einmal Vorkommen, dass er mit dem gegebe¬
nen Punkte n zusammenfällt *, durch diese besondere Lage der Geraden
ß ist alsdann das Netz allen Bedingungen der Aufgabe gemäss bestimmt .

Es ist leicht in der Figur zu verfolgen , wie sich mit der
Drehung von £ um o2 das durch sie bestimmte Punktsystem auf
2l2, also auch der dem festen Punkt p jedesmal conjugirte Punkt
p verändert . In der That o und ot beschreiben zwei perspecti -
vische Punktreihen auf 21 und 2lx, also bl o1 und bo zwei projectivische
Strahlbüschel , die Punkte ßx und b zwei projectivische Punktreihen
auf 2l2 der Art , dass , wenn ßx nach B gelangt , b nach B x kommt
und zugleich , wenn ßx nach B x kommt , b nach B gelangt ; also ßx
und b erzeugen bei der Bewegung selbst ein neues Punktsystem , von
dem B und B x ein Paar conjugirter Punkte bilden . Nun bestimmen die
beiden Paare Bb und B xßx dasjenige Punktsystem auf %2, für welches
der dem festen Punkt p conjugirte p bestimmt werden muss ; nach der
bekannten , schon öfters ange wendeten Construction eines sechsten Punktes
der Involution ziehen wir durch p irgend eine Gerade , nehmen zwei
beliebige Punkte P und Q derselben , bestimmen die Schnittpunkte :

{PB , QB X) = B ; (Pfc , Qb) = 8 ,
dann trifft US die Gerade 2L, in dem gesuchten Punkte p. Bei der
auszuführenden Bewegung wird R fest bleiben und S einen Kegel¬
schnitt beschreiben , weil b und ßx projectivische Punktreihen durch¬
laufen ; dieser Kegelschnitt geht durch P und Q, aber auch durch P ,

Fig . 95.
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weil , wenn ßx nach B gelangt , b nach B t kommt ; folglich beschreibt
ES ein Strahlbüschel , welches mit PS projectivisch ist , also auch
mit der Punktreihe ßx und b, daher mit o1} o und schliesslich mit dem
von der Geraden £ erzeugten Strahlbüschel ; der Schnittpunkt p der
Geraden US mit %2 beschreibt daher eine Punktreihe , welche mit dem
durch die Bewegung von £ hervorgerufenen Strahlbüschel projectivisch
ist . Nachdem diese projectivische Beziehung erkannt und durch eine
einfache Construction , zu welcher man nur des Lineals bedarf , her¬
gestellt ist , leuchtet es ein , dass nur für eine einzige bestimmte Lage
von £ der veränderliche Punkt p mit dem gegebenen n zusammen¬
fallen kann , und diese Lage von 2 ist durch die bekannte projectivi¬
sche Beziehung allein mittelst des Lineals zu ermitteln , indem man
zu dem gegebenen Punkte n , als der Punktreihe (p) angehörig , den
entsprechenden Strahl des Strahlbüschels (£ ) aufsucht . Hierdurch
wird nun die letzte gegebene Bedingung erfüllt , dass p und 7t conju-
girte Punkte des Netzes seien ; das Netz ist also vollständig und ein¬
deutig durch die oben angegebenen Stücke bestimmt . Die Construction
wird zwar in vollständiger Ausführung etwas umständlich , aber ohne
Schwierigkeit und ist allein mittelst des Lineals ' zu bewerkstelligen .

In analoger Weise ist das Netz durch zwei beliebige Strahl¬
systeme (_£>) und (-BJ , deren Mittelpunkte nicht conjugirte Punkte
sein sollen , und ein beliebiges Paar conjugirter Strahlen l, X voll¬
ständig und eindeutig bestimmt .

Eine einfachere und weit übersichtlichere , wenn auch nicht mehr
lineare Construction lässt sich auf folgende Weise ableiten :

Sei x %, ein veränderliches Punktpaar des auf dem Träger 31 ge¬
gebenen Punktsystems , xx ein solches auf dem Trägen und p %
das einzeln gegebene Paar conjugirter Punkte ; denken wir uns den
ersten Punkt p mit den Paaren x %und x1%1 durch Strahlenpaare ver¬
bunden , so erhalten wir in p zwei auf einander liegende Strahlsysteme ,
welche im Allgemeinen ein gemeinschaftliches Strahlenpaar haben .
(S. 58 und 158). Dieses kann nur dann imaginär werden , wenn beide
Punktsysteme (# §) und (x1̂ ) hyperbolisch sind ; ein Fall , den wir
nachträglich erledigen wollen . Ist das gemeinschaftliche Strahlenpaar
durch p ermittelt und trifft es 31 und in den Punktpaaren xp '£,p,
x\ 7 so dass also

§*j;f ) = p ist ,
dann bestimmen wir den Punkt :

Olf , = 7t1
und erhalten , da p und 7c1 nach Hesse’s Satz (S. 419) conjugirte
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Punkte des Netzes sein müssen , clie Verbindungslinie tcti1 als Polare
von p .

In gleicher Weise operiren wir , indem wir den Punkt 7t an Stelle
von p setzen d. h. die beiden durch n mit den gegebenen Punkt¬
systemen (# £) und (x^ i ) perspectivisch liegenden Strahlsysteme und
deren gemeinschaftliches Strahlenpaar ermitteln , welches 51 und in
den Punktpaaren gQ7t trifft , so dass

(x^x*, ) = n
und î x’l ) — p 1 wird ;

dann ist pp 1 die Polare von ä ; der Schnittpunkt :
Ojc 1, pp 1) = p

ist also der Pol der Verbindungslinie pjt und wir haben ein Tripel
jojEp und ausserdem eines der beiden Punktsysteme (# £) oder 3̂ (â ),
wodurch das Netz nach 2) vollständig bestimmt ist .

Nur in dem Falle , dass beide Punktsysteme 31(x£ ) und {x^ ^
hyperbolisch sind , kann die Construction wegen imaginärer Elemente
illusorisch werden ; dies ist aber gerade der einfachste Fall ; dann
muss nämlich das Netz hyperbolisch sein und der Kernkegelschnitt
(S. 422 ) durch die vier Asymptotenpunkte der beiden gegebenen hy¬
perbolischen Punktsysteme aa , a1a1 hindurchgehen . Betrachten wir
ausserdem pit als die Asymptotenpunkte eines hyperbolischen Punkt¬
systems auf der Verbindungslinie pn — £ , so können wir durch
drei Punkte aaa x und je zwei conjugirte Punkte dieses hyperbolischen
Punktsystems auf 2 Kegelschnitte legen , welche nothwendig durch
einen vierten festen Punkt s laufen müssen (S. 235) ; ist s ermittelt ,
so wird der durch aa a1a1 und s gelegte Kegelschnitt der Kernkegel¬
schnitt des Netzes , also dieses vollständig bestimmt sein.

10) Drei beliebige Punktsysteme auf den Trägern St2 enthalten
mehr Elemente , als zur Bestimmung des Netzes ausreichend sind ;
wir können indessen aus dem Vorigen die Bedingung ermitteln , welche
erfüllt werden muss , damit das Netz durch dieselben bestimmt wird
und die Bestimmungsstücke keinen Widerspruch enthalten . Es ist
nämlich schon in 9) angegeben , dass , wenn für den Schnittpunkt
( 3̂ , $l2) die beiden conjugirten Punkte auf diesen Trägern b und ß,
für den Schnittpunkt (3l2, W) die conjugirten Punkte bx und ßlf endlich
für den Schnittpunkt (51, 5IX) die conjugirten Punkte b2 und ß2 sind, die
drei Verbindungslinien bß , b1ß1, b2ß2 die Polaren jener drei Schnitt¬
punkte sein werden und daher die drei Punkte :

(iß, st) (Mi, «i) (Ms, %)
in einer Geraden liegen müssen . Ist diese Bedingung für die Lage
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der drei Punktsysteme erfüllt , so bestimmen sie ein Netz, dessen
Construction aus 8) sieh ergiebt.

11) Ein Punktsystem auf dem Träger St, ein Paar von Pol uncl Polare:
Bt und 31* und ein Paar conjugirter Punkte p und % bestimmen das
Netz. Sei nämlich der Schnittpunkt ( StStx) = s und <? sein conjugirter
Punkt in dem auf St gegebenen Punktsystem, so wird Bt (j die Po¬
lare von s sein und Ŝ in einem solchen Punkte t treffen, dass Bxst
ein Tripel conjugirter Punkte ist ; nehmen wir auf St irgend ein Paar
conjugirter Punkte it1pl des gegebenen Punktsystems, so haben wir
zur Construction des Netzes ein Tripel und zwei Paare conjugirter Punkte,
wodurch also das Netz bestimmt wird und nach 4) zu construiren ist ;
dass dabei die Punkte p17tl mit einem Tripelpunkte (s) in gerader
Linie liegen, ändert im Wesentlichen nichts in der Construction.

In analoger Weise wird das Netz bestimmt durch ein Paar von Pol
und Polare , ein Strahlsystem und ein beliebiges Paar conjugirter
Strahlen.

Wir , können auch in folgender Weise construiren:
Ist ein veränderliches Paar conjugirter Punkte des auf St ge¬

gebenen Punktsystems , so sind die Schnittpunkte:
(px , ä£ ) = y und (p£,, nx ) — r]

ebenfalls conjugirte Punkte nach dem .Hessischen Satze (S. 419) und
beschreiben bei der Veränderung von x% einen Kegelschnitt ül(2),
während die Verbindungslinie yr\ durch einen festen Punkt o der Ge¬
raden pit läuft, den vierten harmonischen, dem Schnittpunkte (St, pn )
zugeordneten Punkt. Ist der Kegelschnitt K (2) ermittelt , so wird die
Verbindungslinie oBx ihn in einem besonderen Punktpaar if rf treffen;
diese Gerade oBt trifft ferner St± in einem Punkte bx und die beiden
Punktpaare ifyf und Bt bx bestimmen ein Punktsystem, welches dem
Netze zugehört. Wir haben also zwei Gerade mit den ihnen zugehö¬
rigen Punktsystemen im Netze, und ausserdem ein Paar von Pol und
Polare, wodurch das Netz mehr als bestimmt ist und auf verschiedene
Arten leicht hergestellt werden kann.

12) Ein Punktsystem auf dem Träger St und drei beliebige Paare
conjugirter Punkte p und 7t, px und itl ) p2 und ti2 bestimmen das Netz.
Um es zu construiren, können wir in folgender Weise verfahren: Nach
dem oben (Seite 419) bewiesenen Satze sind, wenn p, % und x, £
irgend zwei Paare conjugirter Punkte sind, allemal die Schnittpunkte:

{px , it%) = y (jp%, 7tx) = r}
ein drittes Paar conjugirter Punkte, und in dem vollständigen Viereck
pitxi geht die Verbindungslinie yrj durch die beiden vierten harmoni¬
schen Punkte, welche zu dem Schnittpunkte der beiden Geraden p %
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und x % zugeordnet harmonisch liegen , indem das zweite Paar zuge¬
ordneter Punkte einmal pn , das andere Mal x \ ist ; wählen wir nun
für pn das erste gegebene Paar conjugirter Punkte und für ein
beliebiges Paar conjugirter Punkte des auf dem Träger 51 gegebenen
Punktsystems , so werden, indem wir das letztere Paar verändern , sich
auch die Punkte y und rj verändern , ihre Verbindungslinie aber wird durch
einen festen Punkt o auf pn , den vierten harmonischen , dem Schnitt¬
punkte mit 21 zugeordneten Punkt gehen . Die Punkte y und be¬
schreiben , wie leicht zu sehen ist , einen und denselben bestimmten
Kegelschnitt $ (2), weil px und ic% projectivische Strahlbüschel be¬
schreiben und in ihnen auch p %und nx entsprechende Strahlen sind ;
jeder durch o gehende Strahl trifft daher diesen vollständig bestimmten
und leicht herzustellenden Kegelschnitt $ (2) in einem Paare conjugir¬
ter Punkte des zu construirenden Netzes . Setzen wir an Stelle des
Punktpaares pn das zweite gegebene Punktpaar p xnx und operiren
wir mit ihm in ganz derselben Weise , so erhalten wir einen zweiten
Kegelschnitt und einen Punkt ox auf p xtcx von solcher Beschaffen¬
heit , dass jeder durch ox gehende Strahl den Kegelschnitt in
einem Paare conjugirter Punkte des Netzes trifft . Ziehen wir nun
die Verbindungslinie oox, und möge sie den Kegelschnitt $ (2) in s und
6, den ®j2) in sx und ox treffen , so haben wir auf oox zwei Paare
conjugirter Punkte des Netzes , welche auf dieser Geraden das ganze
dem Netze zugehörige Punktsystem bestimmen ; da ausserdem die
Gerade 21 mit dem ihr zugehörigen Punktsysteme gegeben ist , so
haben wir nunmehr zwei bekannte Punktsysteme auf den Trägern 21
und oox, ausserdem noch ein Paar conjugirter Punkte p27f2, und durch
diese Stücke ist das Netz nach 9) vollkommen bestimmt .

Es ist hierbei noch der Fall zu berücksichtigen , dass eines oder
beide Punktpaare S0} sx6lf welche zur Bestimmung des Punktsystems
auf oox dienen , imaginär werden ; in diesem Palle werden sie vertreten
durch die elliptischen Punktsysteme , welche dem Träger oox in Bezug
auf die bekannten Kegelschnitte $ (2) und ^ |2) zugehören ; auch in dem
reellen Falle können die Punktpaare sä , Sj6Xdurch die hyperbolischen
Punktsysteme vertreten werden , welche dem Träger oox in Bezug auf
die beiden Kegelschnitte $ (2) und zugehören ; diese beiden Punkt¬
paare haben nun im Allgemeinen ein gemeinschaftliches Paar conju¬
girter Punkte , welches sowohl zu sd , als auch zu sl 6i harmonisch
liegen muss , also die Asymptotenpunkte des neuen Punktsystems
liefert , dessen Bestimmung durch die Paare sö und sx(jx gegeben wird .
Wir schliessen daher : Wenn die beiden Punktsysteme auf dem Träger
oox — oder auch nur eines — elliptisch sind , so suchen wir ihr ge-
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meinschaftliches Paar conjugirter Punkte (S. 58 und 158) ; dieses ist
nothwendig reell , sobald eines oder beide Punktsysteme elliptisch
sind ; wir nehmen dieses Paar zu den Asymptoten punkten eines dritten
hyperbolischen Punktsystems , welches auf dem Träger oot dem zu
bestimmenden Netze zugehört , und haben daher in jedem Falle eine
völlig reelle Construction des Netzes .

In analoger Weise wird das Netz bestimmt durch ein Strahl -
system und*drei beliebig liegende Paare conjugirter Strahlen .

13) Ein Paar von Pol und Polare : P und 51, und ausser dem drei beliebige
Paare conjugirter Punkte p und 7t, p t und 7t1} p2 und tc2 bestimmen
das Netz . Um es zu construiren , bemerken wir , dass zu dem Punkte
P jeder beliebige Punkt der Polare 51 als conjugirter zu betrachten
ist ; nehmen wir daher einen beliebigen Punkt p auf der Geraden 51
und bestimmen die Schnittpunkte (Pp , np ) — x, (Bit , pp ) — £, so
sind nach dem oben angezogenen Satze auch x und | conjugirte
Punkte des Netzes , und wenn wir p auf der Geraden 31 verändern ,
so erhalten wir unendlich -viele Paare conjugirter Punkte x und £, von
denen der eine eine Punktreihe auf ßp , der andere auf Bit durch¬
läuft , und beide Punktreihen sind offenbar projectivisch , weil sie beide
mit der von p beschriebenen Punktreihe perspectivisch liegen . Die
Verbindungslinie x '% umhüllt daher einen Kegelschnitt Sl(2), welcher ,
wie leicht zu sehen ist , die Geraden Pp und Bit in denjenigen Punkten
berührt , in welchen sie von 51 getroffen werden ; da der Kegelschnitt
$ (2) ausserdem pit berührt , so ist er durch diese Bedingungen voll¬
ständig bestimmt . Wir können ihn umgekehrt benutzen , um den
Verlauf des veränderlichen Paares conjugirter Punkte x£ des gesuchten
Netzes besser zu übersehen . Verbinden wir irgend einen Punkt o der
Berührungssehne 51, welche die Berührungspunkte auf den Trägern
der erzeugenden Punktreihen Pp und Pit verbindet , mit einem Paar
entsprechender Punkte x \ , so erhalten wir nach S. 136 durch o Strahlen¬
paare , die ein Strahlsystem bilden und zwar dasjenige , welches dem
Punkte o in Bezug auf den Kegelschnitt $ '(2) zugehört . Es wird also
jedes Strahlenpaar dieses bekannten Strahlsystems Pp und Pit in je
zwei conjugirten Punkten des gesuchten Netzes treffen . Dies Strahl -
system in (o) wird hyperbolisch oder elliptisch sein je nach der Lage
des Punktes o auf der Berührungssehne 51. Wir können aber , da
die Berührungspunkte reell sind , o immer so wählen , dass es ellip¬
tisch wird .

Wenn wir nun das zweite gegebene Paar p13ü1 nehmen und in
ganz derselben Weise verfahren , wie eben mit dem Paare pit , so er¬
halten wir einen zweiten Kegelschnitt $ [2), welcher p x7tx zur Tangente
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hat imcl Bp t und Bn x in denjenigen beiden Punkten berührt , in wel¬
chen sie von getroffen werden . Jedem Punkte o der Berührungs¬
sehne 21 gehört ein bestimmtes Strahlsystem in Bezug auf den Kegel¬
schnitt zu, und wenn man ein beliebiges Strahlenpaar dieses
Strahlsystems nimmt , so trifft der eine Strahl desselben Bp 1 in x1}
der andere Bit l in %if so dass xy ein Paar conjugirter Punkte des
gesuchten Netzes sein müssen .

Die beiden Strahlsysteme , welche demselben Punkte o auf 2t in
Bezug auf beide Kegelschnitte ^ (2) und ®(2) zugehören , haben aber
im Allgemeinen ein gemeinschaftliches Strahlenpaar (S. 58 und 158),
und es ist leicht , o so zu wählen , dass dieses reell wird , indem man
nur nöthig hat ein solches o zu nehmen , für welches ein Strahlsystem
elliptisch wird , was nach dem Obigen immer möglich ist . Haben
wir aber dies gemeinschaftliche Strahlenpaar gefunden , und trifft der
eine Strahl desselben Bp und Bp t in x und x1} der andere in Bit
und Btt x in £ und , so liegt der Schnittpunkt :

(jcx u Ui ) = o
auf 21, und da x£, und xt ^ zwei Paare conjugirter Punkte des ge¬
suchten Netzes sind , so sind auch o und der Schnittpunkt

Oii , = c5
conjugirte Punkte nach dem Hesse’sehen Satze ; folglich da B und 2t
Pol und Polare sind , so werden auch o und Ba Pol und Polare sein.
Wir können also für verschiedene Lagen von o das ganze Punkt¬
system auf 21 und das Strahlsystem in B hersteilen , welches dem ge¬
suchten Netze zugehört , und da wir ausserdem noch ein drittes bisher
nicht benutztes Paar conjugirter Punkte p 2it2 zur Bestimmung des
Netzes gegeben haben , so ist dasselbe nach 6) bekannt und leicht
zu construiren .

Es bleibt uns jetzt noch die allgemeinste Aufgabe zu lösen übrig , wenn
14) fünf beliebige Paare conjugirter Punkte zur Bestimmung des

Netzes gegeben sind. Um das Netz aus diesen gegebenen Bestimmungs¬
stücken auf eindeutige Weise zu construiren , wiederholen wir noch
einmal die Fälle 7) und 13) , welche die Construetion vorbereiten ,
und bedienen uns dabei einer etwas abgeänderten , mehr symmetrischen
Bezeichnung :

a) Zur Bestimmung des Netzes sind gegeben : Zwei Punkte B
und B 1} ihre resp . Polaren 2X und und ein Paar conjugirter Punkte
B2 und &2; die Polare 2l2 von B .2 soll also durch &2 gehen ; betrach¬
ten wir das Dreieck BB t B 2 und das von den drei Polaren 2(2l12l2
dieser Punkte gebildete Dreiseit , so müssen bekanntlich diese beiden
Figuren perspectivisch liegen , d. h. die drei Schnittpunkte :
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(BXB%, Sl) (B2B , % ) (BB lf 2t, )
liegen auf einer Geraden (S. 434). Durch die beiden ersten Punkte ist
diese Gerade schon bestimmt; der Punkt , in welchem sie BB t trifft,
muss auf %2liegen, also seine Verbindungsliniemit b2 die Polare 2t2sein.
Haben wir sonach drei Paare von Polen und Polaren: B %t ; JE?X ; B2%2,
so können wir zu einem beliebigen Punkte B3 die Polare 2l3 nach
demselben Princip construiren, indem wir uns das Dreieck BB tB3
und sein Polardreiseit, ferner B B2B3 und sein Polardreiseit , endlich
noch B1B2B3 und sein Polardreiseit in der nothwendigen perspectivi-
schen Lage denken und dadurch für Sl3 drei Punkte finden, von denen
zwei schon zur Bestimmung dieser Geraden ausreichen. Die Con-
struction lässt sich also folgendermassen hin schreiben:

Gegeben: B und 21, Bt und 2̂ , B2 und &2;
Bestimme:

(Bi B2, 21) = s12(B2B , 2tx) — s20(BB 1}s12s20) = s01
( 2̂%) “ ^ 2

(BXB3, 21) — s13(B3B , 2C1) = s30(B B1}s13s30) = 0ol
(B2B3, 21) = s23{B3B , 2t2) = (?30(B B2, s23ö30) = <s02
(■B2B3, 2lx) = <j23(B3B1, %) = (?31(BxB2, ö'23<?31) = <?12,

dann liegen die drei Punkte O0lö02612 auf der Geraden 2L, der Polare
des Punktes B3 für das oben bestimmte Netz. Da durch zwei dieser
Punkte die Gerade 2l3 schon bestimmt wird, so liegt hierin ein geo¬
metrischer Satz, den wir nicht Aveiter hervorheben wollen.

Wir denken uns jetzt von den zur Bestimmung des Netzes ge¬
gebenen Stücken die Gerade 2CXum einen festen Punkt bL gedreht, so
dass für jede Lage von 2tx ein anderes Netz entsteht , und ermitteln
nach der vorigen Cohstruction für jedes derselben die dem Punkte
B3 .zugehörige Polare 2l3; es wird sich zeigen, dass alsdann auch 2t3
um einen festen Punkt p3 sich dreht und ein Strahlbüschel beschreibt,
Avelches mit dem von 2IXbeschriebenen projectivisch ist. In der Thät,
bei der Bewegung von 2lj um den festen Punkt bleiben die Punkte
% % sa:i fest, der Punkt s20 durchläuft eine gerade Punktreihe auf dem
Träger B2B , ebenso s01 auf dem Träger BB 17 die Gerade 2(2 be¬
schreibt also ein Strahlbüschel um b2, welches mit dem von 2lx be¬
schriebenen projectivisch ist ; s30 und <?30 durchlaufen daher auf dem
Träger B3B Punktreihen , die gleichfalls mit dem Strahlbüschel (2̂ )
projectivisch sind, und die Punkte ö'(Uö'02 durchlaufen endlich auf den
Trägern B1B und B2B projectivische Punktreihen; diese beiden Punkt¬
reihen liegen aber perspectivisch, weil in den Schnittpunkt B ihrer
Träger ein Paar entsprechende Punkte hineinfallen. Nehmen wir
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nämlich insbesondere an, dass die bewegliche Gerade 2tx durch B
geht , so gelangt unter dieser Annahme s30 nach B , ebenso auch s20
und s01; also geht auch 2t2 durch B , mithin kommen in diesem Falle
auch ö01, <?30 und ö02 nach B ; es fallen daher zwei entsprechende
Lagen der Punkte ö01 und <?02 nach B , und die von tf01<702 durch¬
laufenen Punktreihen liegen daher perspectivisch ; die Verbindungs¬
linie entsprechender Punkte, d. h. die Gerade 2t3, läuft folglich durch
einen festen Punkt p3 und beschreibt ein mit (2tJ projectivisches
Strahlbüschel. Fügen wir jetzt zur Bestimmung des Netzes noch die
neue Bedingung hinzu , dass die Polare von B z durch einen gegebenen
Punkt b3 gehen soll d. h. B 3 und b3 conjugirte Punkte seien, so giebt
es unter den unzählig vielen Netzen nur ein einziges , welches den
Bedingungen genügt , dass

( B und 21 Pol und Polare,
l B l und b17B 2 und b2, B z und b3 conjugirte Punkte des Netzes

seien , und wir gelangen zur Bestimmung dieses Netzes , indem wir
den vorhin ermittelten Punkt p3 mit b3 verbinden und (j J3b3) — 2t3 als
Polare von B 3 annehmen, so dass alsdann das Netz auf die vorige
Art durch die Bestimmungsstücke B und 21, B 3 und 2t3, B 2 und b2
(oder auch B x und &x) construirt wird. Es bleibt nun übrig, für das
durch die gegebenen Stücke bestimmte Netz zu einem gegebenen
Tunkte B { die Polare 2t4 zu construiren, und hierzu ist es erforderlich,
den Punkt p3 zu kennen, welchen wir so ermitteln , dass wir zwei
beliebige Lagen von 2t! durch den Punkt \ annehmen und vermöge
der obigen Construction die zugehörigen Lagen von 2l3 bestimmen,
deren gemeinschaftlicher Punkt p3 sein wird. Diese Construction wird
allerdings etwas weitläufig , aber ohne alle Schwierigkeit , und wir
werden uns die Mühe nicht ersparen können, sie hinzuschreiben:

. Gegeben B und 2t, B x und B 2 und b2, B 3 und b3\ es soll zu
B± die Polare 2l4 construirt werden; wir ziehen durch bt zwei be¬
liebige Gerade 21/ und 2t/ ', und bestimmen folgende Schnittpunkte
und Verbindungslinien:

(BXB2, 21 ) ‘= s12 (B2B , Sti ) = s '0 (B B\ , s12s 'u) = s0'1 ;
(Mo'i ) = ^ 2

(B±B2, 2t ) = s12 (B2B , 2t;') = s "0 (B Bl } s12s "0) = s0" ;
(b2s '\ ) = w;

(.B1B 3, 2t ) — s13 (B 3B , 21-l ) = s30 (B B x, s13s30) — tf 01
{B2B3, 2tt ) = s23 (BSB1, 2t2) = <?3j {BtB2,

(ö'oi ^i 2) = ^ 3
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(.B{B„ St ) = sls (BtB , « ") = s," (B B1, s„ s," ) = ff," 1
(■»,£,,«v)= (b,b1; ap = «r, 10*o1̂ 12)= ^3

(513, 513) = 2h (hP ;\) = ^ 3
(B2B3, 51 ) = S23 (B B.2, 5I3 ) = s02 (.BaB , s2Z Sq̂ ) = S30

( Mso ) = Ä*
(B, B„ 51 ) = sS4 (B, B , 5t3 ) = s40 (5 J53, s34s40) = <?031
{BaB2, % ) «= s42 (Ji 1?4, 5t2 ) = ö04 (J92i ? , s42aM) = <>02I

(^03̂ 02) ~ •
Dies ist die Construction der gesuchten Geraden 5t4, möglichst

kurz ausgedrückt und mit Aufgabe vollkommener Symmetrie, indem
von den Geraden 5t35l35X4 nur je zwei zu ihrer Bestimmung erforder¬
liche Punkte ermittelt sind, der dritte , leicht angebbare, aber fort¬
gelassen ist.

Wir denken uns jetzt diese Figur einer neuen, letzten Verände¬
rung unterworfen, indem wir die Gerade 51 um einen festen Punkt b
drehen, und untersuchen die von dieser Bewegung abhängige Ver¬
änderung der Geraden 5t4; es wird sich dabei zeigen, dass 5l4 um
einen festen Punkt p4 sich dreht und ein Strahlbüschel beschreibt,
welches mit dem von 51 beschriebenen projectivisch ist. Hieraus wird
dann folgen, dass, wenn zur vollständigen Bestimmung des Netzes
noch die neue Bedingung hinzutritt : 5l4 solle durch einen gegebenen
Punkt &4 gehen, das Netz, wie oben angegeben, durch fünf Paare
conjugirter Punkte : ß und b, Bx und b1: B2 und b.,y Bz und b.A, B±
und ?>4 völlig bestimmt ist und in eindeutiger Weise hergestellt werden
kann. Das Verfolgen der Bewegung von 5t in, der zuletzt ausgeführten
Construction ist ohne Schwierigkeit, wenn auch etwas umständlich,
was in der Natur der Sache liegt. Aus dem obigen Schema erkennen
wir zunächst, dass s12, s13 und s23 gerade Punktreihen durchlaufen,
welche mit dem von der Geraden 5t beschriebenen Strahlbüschel pro¬
jectivisch sind; die Punkte s20, s2"0, s30, s3"0, s23 und s2"3 bleiben fest;
daher werden s0' 1? s \̂ projectivische Punktreihen auf BB 1} also 51'2
und 512 projectivische Strahlbüschel beschreiben, die mit dem Strahl¬
büschel (51) projectivisch sind; hiernach durchlaufen auch und

projectivische Punktreihen auf den Trägern BB 1 und B{B2; in
den Schnittpunkt JBt dieser Träger fallen aber zwei entsprechende
Punkte hinein; denn sobald der veränderliche Strahl 51 durch Bt geht,
fallen aj 1 und <X12 ebenfalls in Bx hinein; die Verbindungslinie
< i < 2 oder 513 läuft also durch einen festen Punkt 7t'3 und in ganz
gleicher Weise die Gerade 5T'3 durch einen festen Punkt 7t"3, und
beide beschreiben Strahlbüschel, welche mit dem ursprünglichen Strahl-
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büschel (9t) , also auch unter einander projectivisch sind. Es zeigt sich
aber noch weiter, dass dieselben perspectivisch liegen; denn sobald
insbesondere 91 durch Bl geht , fallen, wie wir gesehen haben, 9t2
und 9t2 zusammen in die Gerade b2B1] 9t3 und 9t3 müssen auch
durch Bl gehen; ausserdem können wir von der Geraden 9T3 noch
einen dritten Punkt <?0' 2 bestimmen, nämlich: .

(S .2Bs, 81) = < s (3 , S , SQ = < 0 (BB , , < , <?' „) = e„'2
und von der Geraden 9t3 den Punkt <j0"2:

(B2B5, 9t) == <?j[3 (# 3^ ; % ) = <*30 C# ^ 2; < 3630) = < 2-
Da nun in dem Falle, dass 9t durch Bt geht, die Geraden 9f2

und 9t2 zusammenfallen, so werden die Punkte tf 30 und tf3"0 offenbar
auch zusammenfallen und hiernach auch <?0' 2 und <J0'2; da die Geraden
913 und 9t3 in dem genannten Falle schon den Punkt B{ gemein
haben und ausserdem noch diesen leicht zu construirenden Punkt <?0' 2,
welchen wir so erhalten :

(B2B3, bB1) = ö23 (B.äB , &2i ?1) = <j 30 (I?l ?2, (?23ö3o) = <*02>
so fallen sie ganz zusammen, und es liegen daher die beiden Strahl¬
büschel (9T3) und (9t3) perspectivisch, weil zwei entsprechende Strahlen
auf einander fallen; die Punkte jr3 und jr3 müssen daher in gerader
Linie liegen mit Bt, und das Erzeugniss der beiden von 9t3 und 9t3
beschriebenen Strahlbüschel d. h. der Ort des Punktes wird eine
gerade Linie oder der Träger einer geraden Punktreihe , welche
mit dem ursprünglichen Strahlbüschel (9t) projectivisch ist. (Wir
können das vorige Resultat auch aus der Bemerkung schliessen, dass
das Netz in dem Falle parabolisch wird, wenn wir 9t durch Bx legeu,
also der Pol jeder nicht durch Bl gehenden Geraden sich in Bx be¬
findet, während die Polare jedes Punktes der Ebene durch B1 geht
u. s. f.) Da hiernach 9l3 = (&3JP3) ßin mit (9t) projectivisches Strahl¬
büschel beschreibt, so durchlaufen % und s02 projectivische Punkt¬
reihen auf den Trägern B2B3 und BB 2\ die Verbindungslinie s23s02
umhüllt daher einen Kegelschnitt, welcher B2B3 und BB 2 berührt ;
dieser Kegelschnitt berührt gleichzeitig BB 3; denn sobald 9t durch
B3 geht, muss 9t3 durch B gehen; dies folgt sowohl aus der Grund-
eigenschaft des Involutionsnetzes, als auch aus dem obigen C011-
structionsschema, weil in dem Falle , dass 9t durch B3 geht , die
Punkte (3')t und nach B gelangen, also zwei entsprechende 9t3
und 9t3 sich in B treffen, p?j nach B gelangt und 9t3 durch B geht.
Der Kegelschnitt, welchen die Verbindungslinie s23s02 umhüllt , ist
also dem Dreieck B2B3B einbeschrieben, und die Tangente B3B wird
von der veränderlichen Tangente s23s02 in einem Punkte s30 getroffen,
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welcher eine gerade Punktreihe durchläuft , die mit der von s23 oder
S02 durchlaufenen Punktreihe projectivisch ist ( S . 88 ) . Hieraus folgt ;
dass auch %2 ein mit ( $1) projectivisches Strahlbüschel beschreibt ;
endlich ergiebt sich in gleicher Weise , dass s34 und s40 und auch
Gm ? s 42} tf o4 und tf 02 projectivisclie Punktreihen durchlaufen ; die beiden

von tf 03 und ö02 auf den Trägem B B ?t und B B 2 durchlaufenen Punkt¬
reihen liegen aber perspectivisch , weil in den Schnittpunkt B der
Träger zwei entsprechende Punkte der beiden Punktreihen hineinfallen ,
denn sobald % durch B 4 gellt , gelangen sowohl <?03 als auch (?og nach
B , fallen also in diesem Punkte zusammen ; hieraus schliessen wir,
dass die Verbindungslinie (<703öQ2) — Sl4 durch einen festen Punkt p4
läuft und ein Strahlbüschel beschreibt , welches mit dem von Sl be¬
schriebenen projectivisch ist . Dieses Resultat lässt sich als Satz so
aussprechen :

Es giebt unendlich-viele Netze von der Beschaffenheit, dass vier ge¬
gebene Punktpaare B und b, B { und b1} B 2 und b2, B ., und b3 conju-
girte Punkte derselben sind. Wenn man zu irgend einem festen Punkte
ß 4 für jedes Netz die Polare %4 construirt , so laufen diese sämmtlichen
Geraden $l4 durch einen festen Punkt p 4 und bilden ein StraJübüschel;
irgend zwei solcher Strahlbüschel sind allemal projectivisch und ent¬
sprechende Strahlen derselben je zwei Polaren in Bezug auf dasselbe Netz.
Eine solche Gruppe von Netzen besitzt also dieselbe Eigenschaft , wie
ein Kegelschnittbüschel mit vier Grundpunkten (S. 299) , und in der That
bilden die Kernkegelschnitte dieser Netze ein solches Büschel (vgl.
§. 62). Fügen wir nun noch die fünfte Bedingung hinzu , dass die
Polare des gegebenen Punktes B 4 durch einen gegebenen Punkt b4
gehen soll , so giebt es nur ein einziges Netz , welches diesen fünf
Bedingungen gleichzeitig genügt , dass c) B und b, B x und bu B 2 und b2,
B , und bs , B 4 und b4 fünf Paare conjugirter Punkte eines Netzes seien.
Die Construction dieses Netzes geschieht auf reellem und eindeutigem
Wege durch Ermittelung des Punktes p4} und derselbe wird gefunden ,
indem wir die vorhin angegebene Construction zweimal ausführen für
zwei beliebige durch den Punkt b gezogene Gerade W und Sl", zwei
besondere Lagen von St; wir erhalten dadurch zwei bestimmte Gerade

und W4, welche sich in dem gesuchten Punkte p4 schneiden ; die
Verbindungslinie (b4 p 4) = %4 ist dann die Polare des Punktes B 4 in
dem zu bestimmenden Netze , und indem wir die vorige Construction
noch einmal an wenden unter Annahme der Bestimmungsstücke : B4
und % , B ., und b3, B 2 und b2, B x und bx (oder B und b), sind wir
im Stande , zu jedem beliebigen Punkte der Ebene die rücksichtlich
des Netzes zugehörige Polare zu construiren , also das ganze Netz
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herzustellen . Die Ausführung dieser Construction wird zwar sehr
weitläufig , ist aber ohne theoretische Schwierigkeit , und wir glauben
sie übergehen zu dürfen , weil der Verlauf derselben aus dem oben
angegebenen , nur dreimal zu wiederholenden Constructionsscliema sich
ergiebt . Uebrigens würde sich die Construction durch eine passender
gewählte Bezeichnung wohl symmetrischer machen und vereinfachen
lassen , was wir als eine zweckmässige Uebung dem Leser empfehlen .

§. 59. Durchmesser und Mittelpunkt, System der conjugirten Durch¬
messer und die Axen des Netzes.

Es giebt einige besondere Elemente des Netzes , welche dieselbe
Bedeutung haben , wie die gleichnamigen besonderen Elemente des
Kegelschnitts . Da der Mittelpunkt eines Punktsystems derjenige ist ,
dessen eonjugirter der unendlich -entfernte ist , so wird jeder Punkt m
in der Ebene eines Netzes als der Mittelpunkt einer , aber im Allge¬
meinen nur einer einzigen Geraden rücksichtlich des auf ihr befind¬
lichen Punktsystems auftreten , nämlich derjenigen , welche mit der
Polare des Punktes m im Netze parallel durch m gezogen wird .
Gäbe es insbesondere einen solchen Punkt M in der Ebene des Netzes ,
welcher Mittelpunkt für die Punktsysteme zweier durch ihn gehenden
Geraden wäre , so müsste seine Polare durch die beiden unendlich¬
entfernten Punkte jener beiden Geraden gehen , mithin ganz im Un¬
endlichen liegen d. h. (55w sein ; dann würde M zugleich der Mittel¬
punkt sämmtlicher durch ihn gehenden Geraden rücksichtlich der auf
ihnen befindlichen Punktsysteme sein ; und umgekehrt , der Pol der
unendlich -entfernten Geraden ist Mittelpunkt für alle Punktsysteme
der durch ihn gehenden Geraden (wofern er nicht selbst unendlich -
entfernt liegt ). Um den so beschaffenen Punkt M zu finden , sei m
der Mittelpunkt einer bestimmten durch m gehenden Geraden 51, und
A der conjugirte Strahl für das dem Punkte m zugehörige Strahl¬
system des Netzes , dann wird A durch den Mittelpunkt derjenigen
Geraden gehen , welche die Polare von m ist , und zugleich die
Polare desjenigen unendlich - entfernten Punktes sein , nach welchem
die parallelen Geraden 51 und äft gerichtet sind ; sucht man nun den
Mittelpunkt M der Geraden A , so wird dieser die verlangte Eigen¬
schaft besitzen ', zugleich Mittelpunkt der Geraden zu sein , welche
durch ihn parallel zu % (oder 3J2) gezogen wird ; er wird also der
Mittelpunkt für jede durch ihn gehende Gerade sein.

Dieser Punkt M soll Mittelpunkt des Netzes genannt werden ; dass
es nur einen solchen Punkt geben kann , ist klar ; denn gäbe es zwei,
so müsste die Gerade , welche beide verbände , jeden dieser Punkte
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zum Mittelpunkt , also zwei Mittelpunkte haben , was dem Wesen des
Punktsystems widerstreitet . Ferner sollen sämmtliche Gerade , welche
durch den Mittelpunkt M gehen , Durchmesser des Netzes, die conju-
girten Strahlen des dem Punkte M rücksichtlich des Netzes zuge¬
hörigen Strahlsystems conjugirte Durchmesser und die Axen dieses Strahl¬
systems die Axen des Netzes genannt werden . Hiernach ist die Con-
struction des Mittelpunktes M und des ihm zugehörigen Strahlsystems
durch folgende Eigenschaft gegeben :

Wenn man in einer beliebigen Richtung zwei oder mehrere parallele
Gerade in der Ebene eines Netzes zieht, so liegen die Mittelpunkte der
ihnen zugehörigen Punktsysteme allemal auf einem Durchmesser des
Netzes; verändert man die angenommene Richtung , so laufen alle Durch¬
messer durch einen festen Funkt , den Mittelpunkt des Netzes, und je
zwei Durchmesser , von denen einer der angenommenen Richtung parallel
ist , der andere die Mittelpunkte aller zu dieser Richtung parallelen Ge¬
raden enthält , sind ein Paar conjugirter Strahlen eines Strahlsystems
oder conjugirte Durchmesser, indem auch umgekehrt die dem letzteren
parallelen Geraden ihre Mittelpunkte sämmtlich auf dem ersteren haben.

Dies lässt sich mit anderen Worten auch so aussprechen : Der*'
Mittelpunkt M des Netzes ist der Pol der unendlich-entfernten Ge¬
raden %rr, das conjugirte Durchmesser-System das diesem Punkte zu¬
gehörige Strahlsystem des Netzes. Fällt insbesondere der Mittelpunkt
M des Netzes selbst ins Unendliche , so liegt er auf seiner Polare
und ist also ein Punkt des Kerns vom Netze ; das Netz ist also ein
hyperbolisches und der Kernkegelschnitt offenbar eine Parabel . Liegt
dagegen der Mittelpunkt M des Netzes nicht im Unendlichen , so wird
das ihm zugehörige Strahlsystem entweder ein hyperbolisches oder
ein elliptisches sein ; ist es ein hyperbolisches , so enthält jede der
beiden Asymptoten zwei zusammenfallende conjugirte Strahlen , und
da der unendlich -entfernte Punkt des einen Strahls der Pol des eon-
jugirten Strahls ist , so liegt der unendlich -entfernte Punkt der Asymptote
zugleich auf seiner Polare , ist daher ein Punkt des Kerns vom Netze ;
das Netz ist also ein hyperbolisches und der Kernkegelschnitt eine
Hyperbel . Ist das Strahlsystem des Mittelpunktes M dagegen ein
elliptisches , so können zwei Fälle eintreten : Entweder ist das Netz
ein hyperbolisches und der .Kernkegelschnitt eine Ellipse , oder das
Netz ist ein elliptisches una der Kernkegelschnitt imaginär ; der erste
Fall tritt ein , sobald das auf irgiend einem Durchmesser befindliche
Punktsystem des Netzes ein hyperbolisches , der letzte Fall , sobald es
ein elliptisches ist ; alsdann sind auch die Punktsysteme sämmtlicher
Durchmesser im ersten Fall hyperbolisch , im letzten elliptisch .

Steiner , Vorlesungen II . 2. Aufl. 29
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Wir bemerken noch , dass das einem beliebigen Punkte B in der
Ebene des Netzes zugehörige Strahlsystem immer ein Paar conju-
girter Strahlen besitzt , welche einem Paar conjugirter Durchmesser
parallel laufen , und dass sogar der eine jener Strahlen mit dem einen
dieser Durchmesser zusammenfällt ; denn ziehen wir BM , so läuft der
conjugirte Durchmesser parallel mit dem zu BM conjugirten Strahle
des Strahlsystems (B ); hieraus folgt , dass alle Strahlsysteme , deren
Mittelpunkte auf einem und demselben Durchmesser liegen , ein System
paralleler conjugirter Strahlen haben , von denen die eine Hälfte auf
diesen Durchmesser fällt .

Zwischen den verschiedenen Punktsystemen auf sämmtlichen Durch¬
messern des Netzes bestehen ganz analoge Beziehungen , wie zwischen
den conjugirten Durchmessern des Kegelschnitts (S. 169). Dieselben
lassen sich auf analogem Wege aus der Construction der Axen ab¬
leiten ; nehmen wir zu diesem Zweck ein Paar conjugirter Durch¬
messer mit den auf ihnen befindlichen Punktsystemen als gegeben an ;
diese sind bekanntlich zur Bestimmung des Netzes erforderlich und
ausreichend ; stellen wir uns dann die Aufgabe , die Axen mit den auf
ihnen befindlichen Punktsystemen zu construiren . Durch den Mittel¬
punkt und den unendlich -entfernten Punkt ist auf jedem Durchmesser
bereits ein Paar conjugirter Punkte gegeben ; durch ein zweites
Paar wird also das Punktsystem vollständig bestimmt . Seien (Fig . 96)

Fig . 96 .

91 und 93 die sich in M schneidenden gegebenen conjugirten Durch¬
messer , auf dem ersteren das Paar conjugirter Punkte a und a , auf
dem letzteren b und ß gegeben , und setzen wir den Fall eines elliptischen
Netzes voraus , weil dieser in dem Früheren nicht enthalten ist ; dann
müssen a und a und ebenso b und ß auf entgegengesetzten Seiten
von M liegen ; das Product Ma . Ma heisst die Potenz des auf dem
Durchmesser 51 befindlichen Punktsystems und ist eine negative Grösse,
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weil Ma und Ma entgegengesetzte Richtung haben (der Gang der
Untersuchung bleibt im Wesentlichen ungeändert für jede andere An¬
nahme hinsichtlich der Lage der Punkte aa , bß). Wir bezeichnen
die Potenz des auf dem Durchmesser $1 befindlichen Punktsystems
durch Pgi = Ma . Ma und ebenso die auf 93 durch Psg= Mb . 31ß. Wäre
das Punktsystem auf $t hyperbolisch , so wäre die Potenz P ?i positiv
und gleich dem Quadrat des halben Abstandes der beiden Asymptoten¬
punkte von einander , also gleich dem Halbmesser des Kernkegelschnitts
auf dem Durchmesser St.

Um die Axen des Netzes zu finden , müssen wir das dem Mittel¬
punkte M zugehörige Strahlsystem des Netzes , von dem wir bis jetzt
nur ein Paar conjugirter Strahlen haben , vollständig kennen und seine
Axen ermitteln , welche die gesuchten Axen des Netzes sind. Die
Polare des Punktes a ist nun die durch a zu 58 gezogene Parallele
und die Polare von b die durch ß zu 5t gezogene Parallele , der
Schnittpunkt s dieser beiden Parallelen also der Pol von ab ; der un¬
endlich -entfernte Punkt von ab hat zu seiner Polare offenbar Ms -,
ziehen wir also durch M eine Parallele zu ab , nennen dieselbe 93',
während Ms = W ist , so sind W und 33' ein neues Paar conjugirter Durch¬
messer , d. h. ein zweites Paar conjugirter Strahlen des Strahlsystems
(M ), und dieses ist hierdurch vollständig bestimmt ; wir können noch
ein drittes Paar conjugirter Duchnfesser erhalten , indem wir durch a
und b ein Paar Parallelen zu £3 und §t ziehen , die sich in <J treffen ,
dann sind Mti (= 51' ) und die durch M zu aß gezogene Parallele S3"
ein drittes Paar conjugirter Durchmesser des Netzes . Um die Axen
des Strahlsystems (M ) zu finden , lassen wir dasselbe von einer Ge¬
raden (Transversale ) schneiden , welche durch a parallel zu 58 gezogen
ist ; auf dieser Transversale wird durch das Strahlsystem (ifcf) ein
Punktsystem ausgeschnitten , dessen Mittelpunkt offenbar a ist . Die
Kreise , welche über den Strecken zwischen je zwei conjugirten Punkten
dieses Punktsystems als Durchmesser beschrieben werden können , bilden
ein Kreisbüschel mit zwei reellen gemeinschaftlichen Punkten oder
einer ideellen gemeinschaftlichen Secante , und es giebt einen einzigen ,
leicht construirbaren Kreis dieses Büschels , welcher durch M geht ;
dieser Kreis schneidet die Transversale offenbar in zwei solchen eonju-
girten Punkten ihres Punktsystems , welche mit M verbunden zwei conju-
girte Strahlen des Strahlsystems (M ) liefern , und da diese Strahlen einen
Peripherie -Winkel über einem Halbkreise einschliessen , also zu einander
rechtwinklig sind , so sind sie die gesuchten Axen a und b des Netzes .
Seien Mx und M % die so construirten Axen , x und £ ihre Schnitt¬
punkte mit der Transversale durch a , so ist zu bemerken , dass wegen
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der constanten Potenz ax . a \ gleich ist dem analogen Producte für
irgend zwei andere conjugirte Punkte des Punktsystems auf der Trans¬
versale , also auch für ihre beiden Schnittpunkte mit %" und ÜB”, d. li.
— a <s . aö \ nun ist aber aa — Mb und wegen der Parallelität ver¬
hält sich :

aa Mß
TTä— ÜM’

xa . al = Ub . Uß . 1S~ ,

eine Relation , von welcher wir sogleich Gebrauch machen werden .
Es bleibt jetzt übrig , nachdem die Axen des Netzes gefunden sind,
die auf ihnen befindlichen Punktsysteme zu ermitteln . Dies kann auf
folgende Art geschehen : Die Polare von x muss parallel laufen zu

(Fig . 97) , also senkrecht stehen auf Mx , ferner muss sie durch
den Punkt a gehen , weil x auf der Polare von a liegt , nämlich auf der

durch a parallel zu 33 gezoge¬
nen Geraden ; folglich wird das
aus a auf Mx gefällte Perpen¬
dikel die Polare von x sein
und Mx in dem Punkte x
treffen , welcher der conjugirte
von x ist für das auf der
a -Axe befindliche Punktsystem
des Netzes ; ebenso trifft das
aus a auf die b-Axe herabge¬
lassene Perpendikel dieselbe in
£', dem conjugirten Punkte zu

£ in dem der b-Axe zugehörigen Punktsystem . Da wir ausserdem
den Mittelpunkt M für diese beiden Punktsysteme keimen , so ist uns
ihre Potenz :

Mx . Mx = P a und . Mg = P b

bekannt und hierdurch auch jedes der beiden Punktsysteme selbst .
Zugleich ergeben sich die erwähnten Beziehungen zwischen den Grössen
PxPißPaPb , wie folgt :

Wir haben bereits auf S. 176 auf zwei elementare Hülfssätze über
das rechtwinklige Dreieck aufmerksam gemacht , welche so lauten : Wenn
das rechtwinklige Dreieck xM $ in M den rechten Winkel hat und a
irgend ein Punkt seiner Hypotenuse ist , die Perpendikel , aus a auf
Mx und M % gefällt , die Katheten in y und i] treffen , so ist allemal :

I . Mx . My . M \ . Mrj — xa . Ma? sin"2(Ma , a£ )
II . Mx . My -f- Mt , . Mr\ — Ma 2 -f- xa . « £

Fig . 97 .
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Der ganz elementare Beweis dieser Sätze kann liier unterdrückt
werden ; der zweite Satz ist die Verallgemeinerung eines bekannten
Satzes für den besonderen Fall , dass a in der Mitte der Hypo¬
tenuse liegt .

Die Strecken My und Mrj können wir nun , indem wir diese
Sätze auf unsere Figur anwenden , ersetzen durch Mx und M %, denn
die Parallelität liefert folgende Verhältnisse :

My Ma Mr /
Mä? Wf 5

dies in die vorigen Relationen substituirt giebt :

Mx . Mx' . M%. — xa . a \ . Ma 2 . sin2 (21, 93)

Mx . Mx + . M %= Ma . Ma + xa . a %. ^ ,

oder , wenn nach dem Obigen für xa . at , ~ Mb . Mß . gesetzt
wird, und die Producte durch die eingeführte Bezeichnung der Potenz
ersetzt werden :

I . P 1 . jRB. sin s, (« , ©) '= P fl . P 6
II . \P* + P * .= Pa + P b, d. h.

I) „Das Product aus den Potenzen der auf einem Paar conjugirter
Durchmesser des Netzes befindlichen Punktsysteme multiplicirt mit dem
Quadrat des sinus des eingeschlossenenWinkels ist constant.“

II ) „Die Summe der Potenzen der auf einem Paar conjugirter Durch¬
messer des Netzes befindlichen Punktsysteme ist constant.“

Diese Sätze sind gleichlautend mit den bekannten Eigenschaften
der conjugirten Durchmesser des Kegelschnitts ; sie bleiben bestehen
für das Netz , auch wenn dasselbe elliptisch ist , also keinen reellen
Kernkegelschnitt besitzt , wofern wir nur an die Stelle ^ ler Durch¬
messer den allgemeineren Begriff der Potenz des zugehörigen Punkt¬
systems setzen. In dem Falle eines elliptischen Netzes sind allemal
beide Werthe P % und Psg negativ , in dem Falle eines hyperbolischen
Netzes entweder beide positiv (Kernkegelschnitt — Ellipse ) oder einer
positiv , der andere negativ (Kernkegelschnitt = Hyperbel ). Für zwei
conjugirte Hyperbeln , welche dasselbe Strahlsystem der- conjugirten
Durchmesser haben (S. 165) , findet allemal ein derartiges Verhalten
statt , dass , wenn bei der -einen P® positiv und P© negativ , bei der
ändern umgekehrt P % negativ und P <g positiv ist , übrigens aber die
absoluten Werthe dieser Potenzen beziehlich dieselben sind. In diesem
Sinne können wir uns auch zu der Ellipse den conjugirten Kegelschnitt,
der vollständig imaginär ist , denken , indem wir ihm dasselbe Strahl -
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system der conjugirten Durchmesser zuweisen , aber auf jedem Paar
conjugirter Durchmesser die Potenzen der zugehörigen Punktsysteme
gleich und entgegengesetzt annehmen , also die hyperbolischen Punkt¬
systeme in gleichwerthige elliptische verwandeln . Solche vier Netze
(Kegelschnitte ) , welchen die Werthe :

“{“ Pa + Pa
+ P b - Pö + Pft

zukommen , sind vier harmonisch -zugeordnete Netze, wie auf Seite 426
nachgewiesen ist .

Sind insbesondere die Werthe von P a und P b einander gleich , so
lässt die obige Construction erkennen , dass , wenn beide positiv oder
beide negativ sind, das dem Mittelpunkte M zugehörige Strahlsystem des
Netzes (das System der conjugirten Durchmesser ) ein circulares Strahl *
system wird , also je zwei conjugirte Durchmesser auf einander recht¬
winklig sind , woraus denn folgt , dass der Kernkegelschnitt des Netzes
ein reeller oder imaginärer Kreis wird . Hieraus folgt die bekannte
Eigenschaft eines solchen besonderen Netzes , dass die Polare irgend
eines Punktes p senkrecht steht auf der Verbindungslinie (jpM ) des¬
selben mit dem Mittelpunkte des Netzes , und zwar in demjenigen
Punkte 7t dieses Durchmessers pM , für welchen Mp . Mit gleich ist dem
festen (positiven oder negativen ) Werthe der Potenz P a (= Pb). Sind
dagegen die Werthe von P a und P b gleich und entgegengesetzt , so
ist das Netz hyperbolisch und der Kernkegelschnitt eine gleichseitige
Hyperbel , indem das dem Mittelpunkte M zugehörige Strahlsystem
des Netzes ein gleichseitig -hyperbolisches wird .

§. 60. Die Brennpunkte des Netzes.

Es biefet sich uns als nächste Aufgabe dar , solche Punkte in
der Ebene des Netzes aufzusuchen , deren zugehörige Strahlsysteme
circulare werden ; ein circulares Strahlsystem ist ein besonderes ellip¬
tisches Strahlsystem , welches nicht nur ein Paar , sondern unend¬
lich - viele Paare von Axen hat d. h. bei welchem je zwei conjugirte
Strahlen zu einander rechtwinklig sind ; dies ist der Fall , sobald es
zwei Paare zu»einander rechtwinkliger conjugirter Strahlen giebt , durch
welche das Strahlsystem bestimmt wird . Es ist nun leicht einzusehen ,
dass, wenn es überhaupt Punkte in der Ebene des Netzes giebt , deren
zugehörige Strahlsysteme circulare sind , diese nothwendig auf den
Axen des Netzes liegen müssen . Denn wäre B irgend ein nicht auf
einer Axe liegender Punkt und M der Mittelpunkt des Netzes , so
würde dem Durchmesser BM ein conjugirter Durchmesser zugehören ,
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welcher nicht senkrecht auf ihm stände; zögen wir nämlich durch B eine
Parallele zu letzterem, so hätten wir den conjugirten Strahl zu BM
in dem Strahlsystem (B), wir hätten also zwei conjugirte Strahlen
dieses Strahlsystems, welche nicht rechtwinklig zu einander wären;
das Strahlsystem (B) wäre also augenscheinlich kein circulares. Hier¬
von macht allerdings der Fall eine Ausnahme, wenn das dem Punkte
(M) zugehörige Strahlsystem selbst ein circulares ist ; in diesem Falle
ist es indessen leicht einzusehen, dass das so construirte Paar das
einzige Paar rechtwinkliger conjugirter Strahlen des Strahlsystems (B)
ist ; denn ziehen wir durch B einen beliebigen zweiten Strahl , so
wird dessen Pol auf der aus M auf ihn herabgelassenen Senkrechten
liegen und im Allgemeinen nicht im Unendlichen; verbinden wir ihn
mit B , so haben wir also wieder ein Paar conjugirter Strahlen des
Strahlsystems ( B ), die nicht zu einander rechtwinklig sind, und das
Strahlsystem (B) ist also kein circulares.

Wir haben demnach die Punkte von der verlangten Eigenschaft nur
auf den Axen des Netzes zu suchen; wir nehmen einen beliebigen
Punkt x auf einer Axe (Fig. 98), ermitteln seine Polare X, welche in
x senkrecht auf dieser Axe steht , dann sind x M und X die Axen
des dem Punkte x zugehörigen Strahl¬
systems, ebenso xM und die Senk¬
rechte in x die Axen des dem
Punkte x zugehörigen Strahlsystems;
andere Paare conjugirter Strah¬
len des letzteren können wir da¬
durch finden, dass wir das Punkt¬
system auf X ermitteln, welches
mit dem Strahlsystem (x) perspec-
tivisch liegt. Ziehen wir durch x
einen beliebigen Strahl Y, welcher
in £ die Polare X trifft, und be¬
stimmen den Pol y von Y, welcher
auf X liegen muss, so ist (xy) — Z
die Polare von #; y und z sind ein Paar conjugirter Punkte des dem
Netze zugehörigen Punktsystems auf X , und Z und Y sind ein Paar
conjugirter Strahlen des dem Punkte x zugehörigen Strahlsystems im
Netze. Die beiden Strahlen Y und Z werden aber im Allgemeinen
nicht rechtwinklig auf einander stehen, und das Strahlsystem (x) wird
also im Allgemeinen kein circulares sein; verändern wir indessen den
Punkt x auf der Axe, so kann es sich ereignen, dass diese Perpen-
dicularität eintritt , und ein solcher Punkt x, für welchen dies der

Fig . 98 .



456 Vierter Abschnitt .

Fall ist , muss die Eigenschaft besitzen , dass sein Strahlsystem ein
circulares wird . Bei der Bewegung von x können wir noch die Rich¬
tung der durch ihn gehenden Geraden Y ganz willkürlich annehmen ,
es wird aber für die Betrachtung zweckmässig sein , für Y eine
(übrigens beliebige ) Richtung unverändert beizubehalten und also Y
nur parallel mit sich zu verschieben ; die Allgemeinheit der Betrach¬
tung wird dadurch nicht beeinträchtigt *, in dem Punktsystem auf X,
von welchem y und z ein Paar conjugirter Punkte sind , ist offenbar *
x der Mittelpunkt, und wegen der Eigenschaft der constanten Potenz
eines Punktsystems haben wir :

x y . x 2 — const.
In dem Dreieck xyz ist xx eine Höhe , die beiden ändern Höhen

yy und zz schneiden sich also in einem Punkte | der ersteren , d. h .
der. in Betracht gezogenen Axe des Netzes . Die Aelmlichkeit der
Dreiecke giebt ferner :

x y . x z — xx . \ x' = const .

Wenn wir also den Punkt x festhalten und das Paar conjugirter
Punkte y, z auf seiner Polare X beliebig verändern , d. h. das ganze
Punktsystem durchlaufen lassen , so bleibt der Höhenpunkt £ des
Tripeldreiecks xyz immer derselbe feste Punkt .

Die Fusspunkte y und z der aus y und z auf die Seiten des
Tripeldreiecks xyz gefällten Perpendikel besitzen die Eigenschaft , dass
yy und y z , ebenso z y und z Z je zwei conjugirte Strahlen des Netzes
sind und , da diese auf einander senkrecht stehen , die Axen der den
Punkten y und z zugehörigen Strahlsysteme des Netzes . Bei der
Veränderung von y und z beschreiben nun y und z einen Kreis ,
dessen Durchmesser ist . Jeder Punkt dieses Kreises mit x und g
verbunden liefert die Axen des ihm zugehörigen Strahlsystems im Netze .

Um die Veränderung zu verfolgen , welche mit der Bewegung des
Punktes x eintritt , müssen wir ermitteln , wie der Punkt | mit x sich
verändert ; mit x verändert sich zunächst X , indem es sich beständig
parallel bleibt und

Mx . Mx — const .

ist ; die durch x gezogene Gerade Y soll auch , wie oben bestimmt ist ,
111 ihrer Richtung festgehalten werden , der Pol y wird also auf dem
zu dieser Richtung conjugirten Durchmesser My sich bewegen ; das
Perpendikel yy bleibt beständig sich parallel , und es bleiben daher
die Verhältnisse constant :

jir/}/ jvr'Y*fm=C0üst-’ w =consi*
und hieraus auch :
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'Mx
^ c0 “ st -

Diese Relation mit der obigen verbunden giebt:
Mx . — const. ,

und hieraus schliessen wir, dass die Punkte x und | conjugirte Funkte
eines bestimmten neuen auf der Axe befindlichen Punktsystems sind,
welches denselben Mittelpunkt M hat. [Wollten wir die kleine Rech¬
nung vermeiden, so wäre ebenso leicht zu zeigen, dass bei der Be¬
wegung von x der Punkt £ eine mit ihm projectivische Punktreihe
durchläuft, und dass entsprechende gleiche Strecken der beiden pro-
jectivischen Punktreihen verkehrt auf einander fallen, d. h. wenn £
nach x gelangt, x nach £ kommt, woraus dann ebenfalls die involu-
torische Eigenschaft des Punktpaares (x, £) erhellt.]

Nachdem diese Abhängigkeit der Punkte x und £ von einander
ermittelt ist , wird die ursprünglich vorgelegte Frage leicht zu beant¬
worten sein. Soll nämlich das dem Punkte x zugehörige Strahl¬
system ein circulares werden, so muss das Tripeldreieck xyz bei
x rechtwinklig sein, d. h. der Höhenpunkt £ dieses Dreiecks muss
mit der Ecke x zusammenfallen, und umgekehrt: Wenn der Ilöhen-
punkt £ mit x zusammenfällt, nur dann werden Y und Z recht¬
winklig zu einander sein. Da nun x und £ conjugirte Punkte eines
bestimmten und aus dem Obigen leicht zu ermittelnden Punktsystems

Ä sind, so kommt es darauf an, die Asymptotenpunkte dieses Punkt¬
systems zu finden. Diese sind nur reell , wenn das Punktsystem hyper¬
bolisch ist , im ändern Palle werden sie durch dieses bestimmte
(elliptische) Punktsystem vertreten. Es kann also auf jeder Axe des
Netzes höchstens zwei Punkte von solcher Beschaffenheit geben, dass
die ihnen zugehörigen Strahlsysteme des Netzes circulare werden.
Um zu erfahren, ob diese Punkte reell sind, müssen wir das oben
ermittelte Punktsystem (x, £) auf jeder Axe genauer zu bestimmen
suchen. Da die Punkte x, £ auf der in Betracht gezogenen Axe des
Netzes ein Punktsystem bilden, so werden sämmtliche über den
Strecken x£ als Durchmesser beschriebenen Kreise ein Kreisbüschel
bilden und zwar mit einer reellen gemeinschaftlichen Secante, wenn
das Punktsystem (x, £) elliptisch ist , dagegen mit einer ideellen ge¬
meinschaftlichen Secante, wenn das Punktsystem (x, £) hyperbolisch
ist , indem die beiden Asymptotenpunkte desselben die Grenzpunkte
(Null-Kreise) des Kreisbüschels werden. Welcher Art aber auch
dieses Kreisbüsche] sei, immer giebt es durch einen Punkt B der
Ebene nur einen einzigen, stets reellen Kreis, welcher dem Büschel
angehört , oder mit ändern Worten, das Kreisbüschel erfüllt die ganze
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unendliche Ebene . Wir haben oben gesehen , dass jeder Punkt B eines
solchen Kreises , welcher über x \ als Durchmesser beschrieben ist ,
mit 'X und | verbunden zwei rechtwinklige Strahlen liefert , welche
die Axen des Strahlsystems für B im Netze sind. Da aber jedem Punkte
B in der Ebene des Netzes nur ein bestimmtes Strahlsystem zugehört
und auch durch jeden Punkt B nur ein bestimmter Kreis des Kreis¬
büschels liindurchgeht , so können wir umgekehrt schliessen :

Denkt man sich in sämmtlichen Punkten B der Ebene eines Netzes
die Axen der ihnen im Netze zugehörigen Strahlsysteme ermittelt, und trifft
ein solches Axenpaar eine (oder die andere) Axe des Netzes in dem
Punktpaar x , £, so bildet die Gesammtheit dieser Paare x , | ein be¬
stimmtes Punktsystem auf der Axe des Netzes, d. h. x, £ sind allemal ein
Paar conjugirter Punkte eines und desselben Punktsystems , ivo auch der
Punkt B in der Ebene angenommen werden mag.

Hierdurch wird das Punktsystem {%, £) auf eine zweite , sehr ein¬
fache Weise bestimmt und zwar für jede der Axen des Netzes in
gleichartiger Weise , denn die eine der Betrachtung zu Grunde ge¬
legte Axe hat vor der anderen nichts voraus , und durch einen be¬
stimmten Punkt B giebt es nur ein einziges Paar Axen desjenigen
Strahlsystems , welches dem Punkte B im Netze zugehört . Denken
wir uns also einen beliebigen Punkt B in der Ebene und die Axen
seines Strahlsystems , welche in x und £ die eine , in y und r] die
andere Axe des Netzes treffen mögen , so bestimmen x, | und der ^
Mittelpunkt M das eine , y , tj und der Mittelpunkt . M das andere
Punktsystem auf den Axen des Netzes , und es ist jetzt leicht ersicht¬
lich , dass von diesen beiden Punktsystemen nothwendig eines hyper¬

bolisch und das andere elliptisch
sein muss ; denn sobald x und £ auf
derselben Seite von M gelegen sind ,
müssen y und r\ auf entgegengesetz¬
ten Seiten von M liegen und umge¬
kehrt (Fig . 99). Die vier Punkte
x %yr) liegen nämlich so, dass jeder
von ihnen der Höhenpunkt des von
den drei ändern gebildeten Dreiecks
ist , und es findet demzufolge die Be¬
dingung statt :

Mx . M %-{- My . Mr] — 0 ;
das eine dieser beiden Producte ist also gleich , aber entgegengesetzt
dem ändern , d. h. wenn das eine positiv ist , muss das andere negativ
sein und umgekehrt . Yon den beiden auf den Axen des Netzes her -

Mg . 99 .

*
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vorgerufenen Punktsystemen ist also eines nothwendig hyperbolisch ,
das andere elliptisch . Die Asymptotenpunkte des hyperbolischen
Punktsystems , F und F t , sind die einzigen reellen Punkte in der Ebene
des Netzes , für welche das zugehörige Strahlsystem ein circulares
wird ; sie heissen die JBrennjnmhte des Netzes; auf der ändern Axe
giebt es ein bestimmtes elliptisches Punktsystem , dessen Potenz den
gleichen aber entgegengesetzten Werth hat , und dessen imaginäre Asyim
ptotenpunkte als das zweite Paar Brennpunkte des Netzes aufgefasst
werden können . Wollen wir noch die unendlich -entfernte Gerade @co

als dritte Axe des Netzes gelten lassen , insofern sie der dritte Tripel¬
strahl zu den beiden endlichen Axen des Netzes ist und gewisser -
massen als auf jeder Geraden in der Ebene senkrecht stehend ange¬
nommen werden kann , so wird auf dieser dritten Axe ebenfalls ein
Punktsystem (5, £) durch die Axen eines jeden Strahlsystems im Netze
bestimmt werden , und dieses Punktsystem ist ein für allemal dasselbe
(circulare ) , indem es von je zwei unendlich - entfernten Punkten in
zwei zu einander rechtwinkligen Richtungen erzeugt wird . Die imagi¬
nären Asymptotenpunkte desselben sind die imaginären Kreispunkte
der unendlich -entfernten Geraden (S. 78) und können allemal als ein
Paar imaginäre Brennpunkte für jedes Netz angesehen werden .

Es bleibt jetzt noch übrig , die Potenz des Punktsystems O , §),
welche gleich und entgegengesetzt der des ändern Punktsystems (y, rj)
ist , zu bestimmen oder , was dasselbe ist , den Abstand jedes der
Brennpunkte FF Xvon dem Mittelpunkte M des Netzes zu ' ermitteln ;
dieser ist leicht auszudrücken *durch die Potenzen P« und P b der¬
jenigen beiden Punktsysteme , welche den Axen des Netzes zugehören .
Nehmen wir von den beiden Axen des dem Punkte JB zugehörigen
Strahlsystems eine, welche in x und y die Axen des Netzes treffen
möge , so wird ihr Pol P auf der ändern liegen müssen (Fig . 99),
also in der durch JB auf ihr gezogenen Senkrechten , welche in £ und
?7' die Axen des Netzes trifft ; die Polare von x muss nun durch P
gehen und senkrecht stehen auf Mx , also , wenn das aus P auf Mx
herabgelassene Perpendikel diese Gerade in x trifft , so ist Mx . Mx '— P a
und ebenso My . My — Pb, wo tj den Fusspunkt des aus P auf My
herabgelassenen Perpendikels , d. h. der Polare von y bedeutet . Aus
der Aehnlichkeit der Dreiecke folgt aber :

Mrj y Tj y rj Mrj — My
M | y P Mx Mx ’

und setzen wir dies Verhältniss in die oben gefundene Relation :
Mx . Mh, -f- My . Mr] = 0

ein , so folgt :
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Mx . Mx — My . My = — My . Mrj = Mx . M %
oder : f Mx . Ml = P a — Pb

\ My . Mn = P b - Pa .
Die Potenz desjenigen Punktsystems , dessen Asymptotenpunkte

die Brennpunkte des Netzes sind , ist hiernach gefunden , also auch
die Entfernung der Brennpunkte FF x vom Mittelpunkte , deren Quadrat
gleich dem absoluten Werthe von (P a — P b) ist .

Es ist vorhin erwähnt worden , dass die Kreise , welche über je
einer Strecke zwischen zwei conjugirten Punkten des Punktsystems
(x , §) als Durchmesser beschrieben werden, ein Kreisbüschel bilden,
dessen Grenzpunkte (Nullkreise ) die Brennpunkte des Netzes sind.
Wir erhalten hiernach für die beiden endlichen Axen des Netzes
zwei Kreisbüschel , deren eines zur ideellen , das andere zur reellen ge¬
meinschaftlichen Secante die eine und die andere Axe des Netzes und
zur Centrale die jedesmalige zweite Axe hat ; da die Potenz des
Punktes M in Bezug auf die Kreise des einen Büschels gleich aber
entgegengesetzt der Potenz desselben Punktes in Bezug auf die Kreise
des ändern Büschels ist , so schneidet jeder Kreis des einen jeden des
ändern Büschels rechtwinklig , und die Kreise über x % und yr\ als
Durchmesser stehen daher in der bekannten Beziehung zu einander ,
dass sie zwei conjugirte Kreisbüschel bilden . Wir können dies als Satz
folgendermassen aussprechen :

Die beiden Brennpunkte auf der einen Axe des Netzes und die
Schnittpunkte der ändern mit irgend einem Axenpaar des Strahlsystems,
welches einem beliebigen Punkte in der Ebene des Netzes zugehört, liegen
allemal auf einem Kreise.

Das dritte zu den beiden conjugirten Kreisbüscheln zugehörige
Kegelschnittbüschel , welches aus sämmtlichen gleichseitigen Hyperbeln
besteht , die M zum Mittelpunkt haben und durch die Brennpunkte
FF t gehen (S. 339), tritt bei dieser Betrachtung ebenfalls hervor, wenn
man ($5̂ als dritte Axe des Netzes hinzunimmt . Wenn man die Axen
des einem beliebigen Puukte P in Bezug auf das Netz zugehörigen
Strahlsystems hat und durch M Parallele zu denselben zieht , so giebt
es eine gleichseitige Hyperbel , welche diese beiden Parallelen zu
Asymptoten hat und durch P geht ; alle diese Hyperbeln bilden ein
Büschel gleichseitiger Hyperbeln mit zwei reellen (FF t) und zwei
imaginären Grundpunkten . Wir erhalten eine solche gleichseitige Hy¬
perbel , wenn wir (Fig . 98) bei dem obigen Tripel xyz die Bewegung ein-
treten lassen , dass wir Y parallel mit sich verschieben und aus dein jedes¬
maligen Pole y von Y das Perpendikel auf Y fällen , dessen Fusspunkt
y' die gleichseitige Hyperbel beschreibt.
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§. 61. Einige Eigenschaften der Axen sämmtlicher Strahlsysteme, welche
den Punkten in der Ebene eines Netzes zugehören.

Wir haben oben (.S.422) das Gesetz aufgesucht , welchem die Asymptoten
sämmtlicher Strahlsysteme , die den Punkten in der Ebene eines Netzes
zugehören , unterworfen sind , sowie den Ort sämmtlicher Asymptoten¬
punkte auf allen Geraden in der Ebene des Netzes ; letzterer war der
Kern des Netzes und sämmtliche Asymptoten Tangenten dieses Kern¬
kegelschnitts . Es bietet sich jetzt die Frage dar , welchem Gesetze
die Axen sämmtlicher Strahlsysteme im Netze unterworfen sind ? Jede
Gerade 31 in der Ebene ist Axe eines bestimmten Strahlsystems ; denn
treffe sie eine Axe X des Netzes in x und sei | der conjugirte Punkt
in demjenigen Punktsystem (x i | ) auf dieser Axe (S. 458) , dessen
Asymptotenpunkte die reellen (oder imaginären ) Brennpunkte des
Netzes sind , so wird das Perpendikel aus | auf die Gerade 21 dieselbe
in demjenigen Punkte p treffenfür welchen die Gerade 31 und die
darauf Senkrechte die Axen des dem Punkte p zugehörigen Strahl¬
systems im Netze sind. Durch einen beliebigen Punkt P in der
Ebene gehen also unendlich -viele Gerade 3t, welche als Axen für be¬
stimmte dem Netze zugehörige Strahlsysteme auftreten ; suchen wir
den Ort der zugehörigen zweiten Axe 35 zu bestimmen . Das von der
Geraden 31 beschriebene Strahlbüschel (P ) trifft die Axe X des Netzes
in der Punktreihe (x) und die unendlich -entfernte Gerade in einer
Punktreihe , die mit der Punktreihe (x) perspectivisch liegt ; denken
wir uns das Strahlbüschel (P ) um 90° gedreht , so trifft es die 6^ in
einer neuen Punktreihe , welche ebenfalls mit dem Strahlbüschel (P )
projectivisch ist ; der dem x conjugirte Punkt £ beschreibt bei der
Bewegung von x eine Punktreihe (| ), welche wegen der projectivischen
Natur des Punktsystems (S. 52) ebenfalls mit der Punktreihe (x) pro¬
jectivisch ist , und die Perpendikel aus £ auf den jedesmaligen Strahl
3t sind nichts anderes , als Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte
zweier projectivi scher Punktreihen auf den Trägern X und , indem
letztere von dem um 90° gedrehten Strahlbüschel (P ) auf ausge¬
schnitten wird . Die der Axe 3t zugehörige zweite Axe 33 umhüllt
daher einen Kegelschnitt und zwar eine Parabel , weil eine Tangente
desselben ist ; diese Parabel berührt die beiden endlichen Axen X und
Y des Netzes , und der Mittelpunkt M des Netzes ist daher ein Punkt
der Leitlinie dieser Parabel , weil durch ihn zwei rechtwinklige
Tangenten an dieselbe gehen . Da ferner dem festen Punkte P selbst
ein bestimmtes Strahlsystem im Netz zugehört , dessen Axen ein be-
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Fig . 100 .

sonderes Axenpaar 21, 33 sind , so liegt auch P in der Leitlinie , und
PM ist daher die Leitlinie der Parabel . Wir können auch leicht den
Brennpunkt dieser Parabel ermitteln ; die Axen des dem Punkte P zu¬
gehörigen Strahlsystems mögen X in x0| 0 und Y in y0rj0 treffen
(Fig . 100) , dann gehören die beiden über x0%Q und y0rj0 als Durch¬

messer beschriebenen Kreise
den beiden vorhin *(S. 460) er¬
wähnten eonjugirten Kreis -
büscheln an ; diese beiden
Kreise haben aber ausser dem
Punkte P noch einen zweiten
(reellen ) Punkt 0 gemein , und
0 ist der Brennpunkt unserer
Parabel ; denn da der Brenn¬
punkt einer Parabel , welche
einem Dreiseit einbeschrieben
ist , allemal auf dem dem
Dreiseit umschriebenen Kreise
liegt (S. 280) und wir hier
zwei der Parabel umschriebene
Dreiecke P #0| 0 und .Py 0rj0
haben , so muss der gemein¬
schaftliche Punkt der ihnen

umschriebenen Kreise der gesuchte Brennpunkt der Parabel sein ; da
aber P dieser Punkt offenbar nicht sein kann , so ist 0 der Brenn¬
punkt der Parabel . Es ist ferner leicht zu sehen, dass 0 — (a0t]0, i/0£0)
der Schnittpunkt der beiden Geraden x0i]0 und y(j | 0 ist , und dass die¬
selben auf einander senkrecht stehen , oder dass 0 der dritte Diagonal¬
punkt des vollständigen Vierecks x0y0^0r]0 ist , dessen beide ändern P
und M sind . Die Gerade , welche die Fusspunkte der aus 0 auf die
Axen XY gefällten Perpendikel verbindet , ist also nach bekannten
Eigenschaften der Parabel die Tangente am Scheitel derselben und
läuft parallel der Leitlinie PM . Die hier auftretende Parabel ist uns
also jetzt durch Leitlinie und Brennpunkt vollständig bekannt , und
wir können das Ergebniss der vorigen Untersuchung folgendermassen
zusammenfassen :

Jede Gerade in der Ebene eines Netzes ist eine Axe eines be¬
stimmten dem Netze zugehörigen Strahlsystems ; die andere Axe 33 wird
gefunden , indem man den Schnittpunkt x der Geraden mit einer Axe
X des Netzes aufsucht , den eonjugirten Punkt | desjenigen Punktsystems
bestimmt, welches die (reellen oder imaginären) Brennpunkte des Netzes

Y ' / ;/ /

/ / /
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auf dieser Axe zu Asymptotenpunkten hat , und aus % ein Perpendikel
auf $t herablässt ; dieses Perpendikel ist die andere Axe 33 und der
Schnittpunkt (5t, 33) — p derjenige Punkt von 2t, dessen Strahlsystem im
Netze St und 93 m Axen hat . JBeivegt man die Gerade 5t um einen
beliebigen festen Punkt P , so verändert sich auch 93 und umhüllt eine
Parabel Biese Parabel hat PM , die Verbindungslinie des festen
Punktes P mit dem Mittelpunkte M des Netzes, zur Leitlinie und berührt
sowohl die beiden Axen des Netzes, als auch die beiden Axen des beson¬
deren Strahlsystems, welches dem Punkte P im Netze zugehört. Jedem
Punkte P in der Ebene entspricht also eine bestimmte Parabel (2); be-
ivegt sich P auf einer Geraden 3t0, so durchläuft ŝß (2) eine Parabelschaar
von vier festen Tangenten ; dies sind die unendlich-entfernte Gerade (3̂ ,
die beiden Axen XY des Netzes und diejenige Gerade 930? welche zur
anderen Axe 5t0 hat ; die Leitlinien dieser Parabelschaar laufen durch
den festen Punkt M (S. 279) u. s. f.

Halten wir den Punkt P fest und suchen den Zusammenhang
der Parabel ß̂(2) mit den beiden conjugirten Kreisbüscheln zu erkennen ,
denen wir noch das dritte conjugirte Büschel gleichseitiger Hyperbeln
hinzufügen , so zeigen sich die in §. 51 allgemein gefundenen Eigen¬
schaften dreier conjugirten Kegelschnittbüschel für diesen besonderen
Pall vollständig bestätigt . Ein Kegelschnitt , welchem die beiden Punkt¬
systeme (x , | ) und (y , rf) auf den Axen X und Y des Netzes zuge¬
hören , ist allemal eine gleichseitige Hyperbel , welche M zum Mittel¬
punkte hat ; denn nach der auf S. 150 angegebenen Construction geht
durch einen gegebenen Punkt P nur ein einziger bestimmter Kegel¬
schnitt , welcher die Punktsysteme (x , §) und (y, vf) zu zugehörigen
hat , und dieser Kegelschnitt wird gefunden , indem man das einzige
Strahlenpaar durch P aufsucht , welches gleichzeitig sowohl das eine,
wie das andere Punktsystem in einem Paare conjugirter Punkte trifft .
In unserm Falle ist nun dieses Strahlenpaar immer reell , nämlich das
Axenpaar des dem Punkte P im Netze zugehörigen Strahlsystems ,
welches in x0%0 die Axe X und in y0rjQdie Axe Y trifft . Die Punkte ,
in welchen diese beiden Strahlen die Polare des Schnittpunkts (X, Ir)
= M , d. h. treffen , also die unendlich -entfernten Punkte jener
beiden rechtwinkligen , durch P gehenden Strahlen sind Punkte des
gesuchten Kegelschnitts , und dieser ist also eine gleichseitige Hy¬
perbel , weil er zwei unendlich -entfernte Punkte in zwei zu einander
rechtwinkligen Richtungen hat . Diese beiden Punkte , die Brennpunkte
FF t des Netzes , und der Punkt P bestimmen vollständig den Kegel¬
schnitt . Nennen wir zur Abkürzung die beiden Kreise , welche #0£0
und y07]0 zu Durchmessern haben , und $ j,21, die gleichseitige Hyper -
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bei § (2) (Fig . 100) , so hat§ (2) mit jedem der beiden Kreise noch einen
reellen gemeinschaftlichen Punkt ausser P , und diese Punkte
sind leicht zu finden ; #0£0 sind nämlich ein Paar conjugirter Punkte
für die Hyperbel § (2) und P ein Punkt derselben ; die Strahlen Px 0 und
P | 0 treffen die Hyperbel § (2) in den beiden unendlich -entfernten Punkten ,
deren Verbindungslinie (($ „ ) den Pol von a?0| 0 in Bezug auf die Hy¬
perbel enthält , weil x0§0 durch M geht ; folglich müssen (S. 149) die
durch x0 und £0 parallel zu P£ 0 und Px 0 gezogenen Geraden sich in
einem Punkte H der Hyperbel § (2) treffen ; dieser liegt gleichzeitig auf
dem Kreise &̂ 21, denn er ist der diametral gegenüberliegende Punkt zu
P auf diesem Kreise oder, was dasselbe bedeutet , der zweite Schnitt¬
punkt der Tangente in P am Kreise £̂ 2), mit dem Kreise ; in gleicher
Weise trifft die Tangente in P am Kreise $ i2’ den Kreis $^2) in einem
Punkte H x der Hyperbel § (2); die beiden Punkte H und H l liegen in
gerader Linie mit <P, dem zweiten Schnittpunkte der Kreise $ i21 und
Wy2) , denn die Mittelpunkte dieser beiden Kreise sind die Mitten der
Strecken PH und PH l } und die Centrale halbirt die gemeinschaftliche
Secante PO ] da sie zugleich auf ihr senkrecht steht , so ist auch die
Gerade , in welcher die Punkte liegen , zur Geraden PO recht¬
winklig . Ferner zeigt sich , dass P $ die Tangente im Punkte P an
der Hyperbel § (2) ist , denn da x(>|j0 ein Paar conjugirter Punkte sind in
Bezug auf § <2) und y0rj0 ein zweites Paar , so ist (S. 153) das Paar
(x0y{), lo^o) “ -P und (^ô o? %oVo) = ® e n̂ drittes Paar conjugirter
Punkte für die Hyperbel § (2); und da P selbst auf ihr liegt , so ist
P $ Tangente in P . Die Gerade HH 10 ist die Polare des Punktes
P in Bezug auf die ihm entsprechende Parabel s$ (2), denn P liegt in
der Leitlinie dieser Parabel , deren Pol der Brennpunkt & derselben
ist ; ferner steht HJI l senkrecht auf P <X»; folglich ist nach bekannten
Eigenschaften der Parabel HH l die Polare von P in Bezug auf die
Parabel $ß (2); die Schnittpunkte von HH X mit den beiden durch P
gehenden rechtwinkligen Strahlen Px 0 und P | 0 sind daher deren Be¬
rührungspunkte mit der Parabel $ß (2), und hieraus folgt , dass H und
H j die Pole der durch P zu X und gezogenen Parallelen in Bezug
auf die Parabel $ß (2) sind , ebenso wie & der Pol von PM ist . Wir
können hiernach folgendes Ergebniss zusammenstellen :

Die auf den Geraden X , Y , Z (= ©,Ä) des Netzes befindlichen
Punktsysteme (x , | ) (y, rj) (z, £) , welche von dm Axenpaaren sämmt-
Ucher Strahlsysteme im Netze ausgeschnitten iverden, bestimmen paarweise
zusammengefasst drei conjugirte Kegelschnittbüschel, soclass die Kegel¬
schnitte eines Büschels je zwei von den Punktsystemen zu zugehörigen
haben; diese drei Büschel bestehen aus zwei conjugirten Kreisbüscheln,
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welche Hier x \ und yt\ als Durchmesser beschrieben sind , und einem
Büschel gleichseitiger Hyperbeln , welche durch je zwei unendlich-entfernte
Punkte z, £, die in rechtwinkligen Richtungen m einander liegen, sowie
durch die beiden reellen Brennpunkte des Netzes FF X gehen und den
Mittelpunkt M des Netzes zu ihrem gemeinschaftlichen Mittelpunkte haben.
Durch einen beliebigen Punkt P des Netzes gehen drei bestimmte Kegel¬
schnitte dieser Büschel : zwei Kreise £t’i21Ŝ 2) und eine gleichseitige Hyperbel
§ (2); treffen nämlich die dem Punkte P im Netze zugehörigen Axen in
x0| 0 die Axe X , in y0rj0 die Y, in z^ l^ die Axe Z (©„ ), so ist der
über x^ als Durchmesser beschriebene Kreis , ^ 2> der über y0ir}0 als
Durchmesser beschriebene Kreis und § (2) die durch zrXî FF Xund P ge¬
legte gleichseitige Hyperbel. Die drei Kegelschnitte ^ 2)§ (2) haben zu je
zweien noch einen vierten reellen Punkt gemein , nämlich $ i2*und ^ 2) den
Punkt d>, Äi21 und § (2) den Punkt II , und § (2) den Punkt H v Die drei,
Punkte Ulf <t> liegen in einer Geraden , welche die Polare des Punktes
P in Bezug auf die oben betrachtete Parabel ^5(2) ist , und die drei
Strahlen PH , PH X, P <&sind die Tangenten der beiden Kreise $ ',2)Ä̂ 2) und
der gleichseitigen Hyperbel § (2) in dem gemeinschaftlichen Punkte P . Die
Punkte HIf sind auch die Pole der drei Strahlen , welche von P nach
den Schnittpunkten der Seiten des Dreiseits XYZ hingehen, in Bezug
auf die Parabel ^3(2).

Da jede Gerade 2t in der Ebene des Netzes eine Axe für ein
bestimmtes dem Netze zugehöriges Strahlsystem ist und der Punkt p ,
welchem dieses Strahlsystem zugehört , nach dem Obigen leicht ge¬
funden wird als Schnittpunkt der zweiten Axe 33 mit 31, so bietet
sich die Frage dar , welches der Ort des Punktes p ist , wenn wir die
Gerade 31 um einen festen Punkt P drehen . Da die Gerade 33 bei
dieser Bewegung eine bestimmte Parabel Sß(2) beschreibt , wie wir ge¬
sehen haben , so ist der Ort des Punktes p der Ort der Fusspunkte
von allen Perpendikeln , welche aus P auf die Tangenten dieser Para¬
bel herabgelassen werden können , d. h. die Fusspunktscurve für die
Parabel in Bezug auf den Punkt P . Diese ist eine Curve dritten
Grades (7(3), welche in P einen Doppelpunkt hat , denn sie ist das Er -
zeugniss zweier projectivischer Gebilde : eines Strahlbüschels (P ) und
eines krummen Tangentenbüschels (der Parabel )*) ; wir können aber
auch direct nachweisen , dass sie vom dritten Grade ist , indem wir
zeigen, dass es auf jeder beliebigen Geraden in der Ebene im Allgemeinen
und höchstens drei Punkte des gesuchten Ortes giebt . Lassen wir auf

*) Siebe Crelle-Borchardt 'scbes Journal für Mathematik Bd . LIV , Seite 31 ft’. :
„ Ueber die Erzeugnisse krummer projectivischer Gebilde“ von H . Schröter.

Steiner , Vorlesungen II . 2. Aufl. 30
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einer beliebigen Geraden 2 einen veränderlichen Punkt £ sieb bewegen ,
ziehen Pg und die darauf Senkrechte in j , so umhüllt die letztere
offenbar eine zweite Parabel ^ [2), welche P zum Brennpunkte und 2
zur Tangente am Scheitel hat ; die beiden Parabeln und ^ haben
in der unendlich -entfernten Geraden bereits eine gemeinschaftliche
Tangente , mithin im Allgemeinen und höchstens noch drei andere ; die
Schnittpunkte derselben mit der Geraden £ sind offenbar Punkte des
gesuchten Ortes , dieser ist also vom dritten Grade . Denken wir unsO 7

continuirlich den Strahl 91 um den festen Punkt P gedreht , so trifft
ihn die jedesmal zu seiner Richtung senkrechte (einzige) Tangente
der Parabel $ß (2) in dem Punkte p , welcher continuirlich die ganze
Curve C(3) beschreibt ; auf jedem durch P gehenden Strahl 51 giebt es
also nur einen solchen Punkt p des Ortes (7(3); insbesondere aber ge¬
langt der Strahl 51 bei seiner continuirlichen Drehung nothwendig
einmal in die Lage 5t0 einer der beiden Axen des Strahlsystems , wel¬
ches dem Punkte P in Bezug auf das Netz zugehört ; die andere Axe
830 trifft ihn dann in P selbst , und P ist daher auch ein Punkt des
Ortes ; zweitens gelangt aber auch der veränderliche Strahl 5t in die
Lage von $ö0, und der veränderliche Punkt p fällt also zum zweiten
Mal nach P ; hieraus erkennen wir , dass der Punkt P ein Doppelpunkt
der Curve C(3) ist ; die Verbindungslinie Pp ist immer Sehne der
Curve C{?,) und geht also bei der continuirlichen Drehung um P , so¬
bald 31 in die Lage von 5l0 oder Ü80 kommt , in die Tangente an (7(3)
für den Doppelpunkt P über , weil in jedem dieser Fälle P mit p zu¬
sammenfällt . Die beiden Tangenten in dem Doppelpunkte der Curve
0 (3) stehen daher auf einander senkrecht .

Es ist leicht , einige besondere Punkte der Curve Cr(3) anzugeben ; offen¬
bar geht sie durch die Brennpunkte FF Xdes Netzes , denn die Gerade PP und
die darauf Senkrechte in F sind auch ein Paar Axen des dem Punkte F zuge¬
hörigen Strahlsystems , weil dieses ein circulares ist . (Hieraus schliessen
wir , dass sie in gleicher Weise durch die beiden imaginären Brenn¬
punkte auf der zweiten Axe und die beiden unendlich -entfernten ima¬
ginären Kreispunkte auf der dritten Axe geht .) Ferner geht (7(3)
durch die Fusspunkte der beiden Perpendikel , welche von P aus auf
die beiden endlichen Axen XI r des Netzes herabgelassen werden , weil
die Parabel 3̂(2) die Axen XY zu Tangenten hat ; sodann geht C(3)
durch den unendlich -entfernten Punkt der Leitlinie der Parabel (2),
weil als die einzige Tangente der Parabel , welche auf dieser
senkrecht steht , anzusehen ist . Endlich sind noch zwei Punkte
der Curve C{3) in dem Falle anzugeben , dass das Netz ein hyperboli¬
sches ist . Dann kann es nämlich zwei reelle Tangenten aus P an den
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Kernkegelschnitt des Netzes geben , deren Berührungspunkte offenbar
der C(3) angehören , weil Tangente und Normale allemal als ein Axen-
paar eines dem Kegelschnitt zugehörigen Strahlsystems anzusehen
sind. Der Polare von P im Netze gehört also ein Punktsystem zu,
dessen Asymptotenpunkte auf der Curve (7(3) liegen .

Noch zu erwähnen sind einige besondere Fälle , in denen die be¬
trachtete Curve 0 (3) zerfällt . Wenn nämlich P insbesondere auf einer
Axe des Netzes angenommen wird , z. B. auf X , und wir nennen x
diese besondere Lage des Punktes P , so treffen alle durch x gehenden
Strahlen 51 die Axe X in demselben Punkte x , und die Perpendikel
aus dem conjugirten Punkte | des Punktsystems {x , §) schneiden jene
Strahlen 5t in solchen Punkten p , welche auf einem Kreise liegen ,
der x \ zum Durchmesser hat ; dieser Kreis ^ ist ein Theil der Curve
(7(3), und der andere ist die Axe X selbst , denn für jeden ihrer Punkte
ist die Axe X und die darauf Senkrechte ein Axenpaar des dem
Netze zugehörigen Strahlsystems und X geht beständig durch den an¬
genommenen Punkt x. Die Curve dritten Grades zerfällt also in
diesem Falle in einen Kreis und eine Gerade X ; die Parabel
zieht sich dabei auf zwei Punkte , den Punkt £ und den unendlich -ent¬
fernten Punkt von Y, oder auf deren doppelt zu zählende Verbindungs¬
linie zusammen . In ganz analoger Weise zerfällt (7(3) in einen Kreis
Äj/ 1 und eine Gerade Y} falls der angenommene Punkt P auf der Axe
Y des Netzes liegt . Wird endlich P insbesondere auf der unendlich¬
entfernten Geraden (der dritten Axe Z des Netzes ) angenommen ,
so zerfällt die Curve C(3> in diese Gerade selbst und eine gleichseitige
Hyperbel ,§ (2\ denn sobald P im Unendlichen liegt , werden sämmtliche
durch ihn gehende Strahlen parallel ; suchen wir zu jedem Schnittpunkt
x der Geraden 21 mit X den conjugirten Punkt £ des Punktsystems
(x , | ) und fällen aus ihm ein Perpendikel auf 2t, so bleiben auch
diese Perpendikel 23 sich beständig parallel , und da x , £ ein Punkt¬
system bilden , also projectivische Punktreihen durchlaufen , so be¬
schreiben 5t und 93 zwei projectivische Strahlbüschel , deren Mittel¬
punkte im Unendlichen in zwei zu einander rechtwinkligen Richtungen
liegen . Ihr Erzeugniss ist daher eine gleichseitige Hyperbel und

gehören den oben erwähnten drei conjugirten Büscheln an ;
denn es ist ersichtlich , dass die Hyperbel § (2) durch die Brennpunkte
des Netzes FF l geht und die Tangenten in ihren unendlich -entfernten
Punkten sich in M , dem Mittelpunkte des Netzes , schneiden , dieser
also zugleich Mittelpunkt von ist . Wir können die gewonnenen
Resultate folgendermassen zusammenfassen :

Jede Gerade 51 in der Ebene des Netzes ist Axe für ein bestimmtes
30 *
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dem Netze zugehöriges Strahlsystem ; der Mittelpunkt p desselben beschreibt,
während 9( sich um einen festen Punkt P dreht , eine bestimmte Curve
dritten Grades G7(3), welche P mm Doppelpunkt und in diesem zwei zu
einander rechtwinklige Tangenten hat , nämlich die Axen desjenigen Strahl -
systems, welches dem Punkte P im Netze zugehört; die Curve 6y(3) geht
durch die Brennpunkte des Netzes, durch die Fusspunkte der aus P auf
die beiden endlichen Axen des Netzes herabgelassenen Perpendikel , durch
den unendlich - entfernten Punkt der Verbindungslinie PM des festen
Punktes P mit dem Mittelpunkte M des Netzes, durch die beiden unend¬
lich-entfernten imaginären Kreispunkte und durch die beiden Asymptoten-
punkte desjenigen Punktsystems , welches der Polare des Punktes P im
Netze zugehört. Insbesondere zerfällt die Curve C 3\ sobald der Punkt P
auf einer der drei Axen des Netzes X , Y, Z (— (3 ^ ) angenommen ivird,
und zivar in die jedesmalige Axe und einen Kegelschnitt, tvelcher für die
Axen X und Y je ein Kreis Ä'!f>und $ J,2>, für die Axe Z (= eine
gleichseitige Hyperbel § (2) wird . Die drei Kegelschnitte ' Ä,/ ' § '2i gehören
drei conjugirten Kegelschnittbüscheln an (§. 51).

Schliesslich wollen wir noch die Frage beantworten , welchen
Ort die Axen der dem Netze zugehörigen Strahlsysteme aller solchen
Punkte umhüllen , welche auf einer beliebigen Geraden ($ liegen ; wir
brauchen , um die Klasse dieses Ortes zu bestimmen , nur zu unter¬
suchen , wie viele solcher Axen durch einen beliebigen Punkt P des
Netzes gehen . Denken wir uns zu diesem Zweck die vorhin betrach¬
tete Curve 6/(3), welche dem Punkte P entspricht , construirt , so schneidet
dieselbe die Gerade ($ im Allgemeinen und höchstens in drei Punkten ,
welche offenbar die verlangte Eigenschaft besitzen , dass ihre Verbin¬
dungslinien mit P drei Axen solcher Strahlsysteme sind, welche ihnen
im Netze zugehören . Da durch den beliebig angenommenen Punkt P
drei Axen der verlangten Art gehen , so ist der gesuchte Ort eine
Curve dritter Klasse ÜT(3); dieselbe berührt die angenommene Gerade
$ selbst und zwar in demjenigen Punkte p , in welchem sie von der
zweiten Axe des Strahlsystems getroffen wird , welches die Gerade @
zu einer Axe hat ; denn da © Axe eines einzigen bestimmten Strahl¬
systems im Netze ist , so berührt sie Ül(3), und durch jeden Punkt von
($ gehen also drei Tangenten , von denen die eine ($ fest bleibt ; be¬
wegt sich nun ein veränderlicher Punkt auf ($ , so fallen , wenn er
nach p gelangt , zwei unendlich -nahe Tangenten zusammen , und es ist
also p der Berührungspunkt von © mit K ^K Tangenten von K (5)
sind ferner die beiden endlichen Axen X , Y des Netzes und die in
den Schnittpunkten derselben mit @5 zu den Axen gezogenen Parallelen ;
auch die unendlich -entfernte Gerade berührt K Z). Insbesondere
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zerfällt diese Curve, wenn die angenommene Gerade ($ durch einen
der beiden Brennpunkte des Netzes, z. B. F , hindurchgeht. In diesem
Falle ist nämlich jedes durch F gehende Paar zu einander recht¬
winkliger Strahlen ein Axenpaar des Netzes, weil das Strahlsystem
für den Brennpunkt F ein circulares ist ; die Curve zerfällt daher
in einen Punkt F und einen Kegelschnitt, nämlich eine Parcihel, welche
den ändern Brennpunkt des Netzes F x zu ihrem Brennpunkt und die
Gerade @ zur Leitlinie hat.

In der That zeigt sich dies in folgender ganz elementaren Weise;
Sei P ein beliebiger Punkt der durch F gehenden Geraden ($ (Fig. 101),
so finden wir die Axen des dem Punkte P im Netze zugehörigen

Fig . 101 .

Strahlsystems dadurch, dass wir durch PFF Xeinen Kreis legen; der¬
selbe treffe die andere Axe X des Netzes, welche die Brennpunkte
nicht enthält , in den Punkten x und | ; dann sind Fx und P£ die
Axen des Strahlsystems für P , deren Ort, während P sich auf @ be-
wegt, gesucht Avird. Da nun X in der Mitte M zwischen FF Xsenk¬
recht darauf steht , so sind in dem Kreise die Winkel LFPx und
L xPF x einander gleich; ziehen wir durch M eine Parallele zu ($ ,
welche Px und P£ in s und ö, PF X in ft treffe, so wird also
L FPx — L Psp = L sP ^ folglich [is — (iP und, weil das Dreieck
sPö bei P rechtwinklig ist , S[i — [iP = fit?; ferner ist , weil M die
Mitte von FF X, auch fi die Mitte von F XP , und hieraus folgt, dass
Fxs und F x<i senkrecht stehen auf Px und P£ und auch auf einander;
um nun zu erkennen, wie die Geraden Px und P£ (oder nur eine
von ihnen) sich verändern, wenn P auf der Geraden © fortrückt,
brauchen wir nur zu bemerken, dass s und a auf der festen Geraden,
welche durch M parallel zu ® gezogen ist , sich bewegen und die auf
F xs und F xö errichteten Perpendikel in s und <1 eben jene Strahlen
Px und P£ sind. Hieraus erkennen wir, dass dieselben eine-Parabel
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umhüllen , welche F x zum Brennpunkt und $ zur Leitlinie hat ,
auch die Axe X des Netzes berührt (Seite 197). Verändern wir die
Gerade ($ , indem wir sie um den Punkt F drehen , so verändert sich
auch die entsprechende Parabel , behält aber immer denselben Brenn¬
punkt F x und die Tangente X ; ihre Tangenten am Scheitel gehen
durch den festen Punkt M , und die Scheitel liegen auf einem Kreise ,
welcher MF 1 zum Durchmesser hat .

Das Ergebniss der letzten Betrachtung lässt sich demgemäss
so zusammenfassen :

Die Axen der Strahlsystemeim Netze für alle solche Punkte, welche
auf einer beliebigen Geraden (3 liegen, umhüllen eine Curve dritter Klasse
ÜT(3), welche die Gerade @ selbst in demjenigen Punkte berührt , für wel¬
chen © eine Axe des ihm zugehörigen Strahlsystems im Netze ist ; die
Curve K (?j) berührt auch die drei Axen X , Y und Z ( = ^ Q0) des Netzes.
Sie zerfällt allemal, sobald (3 durch einen der beiden Brennpunkte des
Netzes, z. B . F , geht, in diesen Punkt F und eine Parabel, ivelche den
ändern Brennpunkt F x zu ihrem Brennpunkt und die Gerade($ zu ihrer
Leitlinie hat.

Wir bemerken noch , dass die ganze Betrachtung dieses Para¬
graphen allein abhängt von den drei Axen des Netzes X , Y und
Z (5̂ ) und den auf ihnen befindlichen Punktsystemen (x , £) (y, rj)
(z , £) , deren Asymptotenpunkte die Brennpunkte des Netzes sind.
Yon diesen drei Punktsystemen ist das eine (z, £) auf ein für
allemal bekannt , seine Asymptotenpunkte die imaginären unendlich -
entfernten Kreispunkte , die beiden ändern auf den beiden endlichen
Axen des Netzes haben gleiche , aber -entgegengesetzte Potenz , und
nur eines von ihnen ist also hyperbolisch und hat zu seinen Asym-
ptotenpunkten die reellen Brennpunkte F und F t des Netzes . Durch
diese Stücke ist aber das Netz nicht vollkommen bestimmt , sondern
es giebt unendlich -viele Netze , welchen dieselben zugehören ; diese
bilden eine Schaar von confocalen Netzen. Das Netz ist erst völlig
bestimmt , sobald wir noch eine Gerade 2 senkrecht auf derjenigen
Axe des Netzes X , welche die reellen Brennpunkte FF 1 enthält , will¬
kürlich als die Polare eines Brennpunktes F annehmen (die Leitlinie
für den Brennpunkt F ). Die Gerade £ kann dabei noch parallel mit sich
willkürlich verschoben werden ; der Mittelpunkt des Netzes M theilt die
Axe X in zwei unendliche Hälften ; trifft die Gerade 2 diejenige
Hälfte , welche nicht den Brennpunkt F enthält , so ist das Netz alle¬
mal elliptisch , trifft sie die andere Hälfte , so ist es hyperbolisch , und
zwar ist alsdann der Kernkegelschnitt Hyperbel , sobald & die Axe X
zwischen M und F trifft , dagegen Ellipse , sobald 2 diese Hälfte der
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Axe ausserhalb MF trifft . In der Schaar von confocalen Netzen ist
also ausser der Schaar confocaler Kegelschnitte (Kernkegelschnitte ),
welche sich in eine Gruppe Ellipsen und eine Gruppe Hyperbeln
trennen (S. 352) , noch eine Unendlichkeit von elliptischen Netzen
(imaginären Kegelschnitten ) enthalten . In der ganzen Schaar von
confocalen Netzen ist nun nach der obigen Untersuchung für einen
beliebigen Punkt P das Axenpaar des Strahlsystems , welches ihm in
jedem der Netze zugehört , allemal dasselbe , und es bleiben ebenso die
conjugirten Kreisbüschel ($ i2)) , (^ y*1) und das conjugirte Büschel gleich¬
seitiger Hyperbeln (§ (2)) ungeändert , sowie auch sämmtliche Parabeln

welche den Punkten P entsprechen , und die Curven C^ und
Hieraus folgt u. A. nach den oben gefundenen Resultaten der Satz :

Die Berührungspunkte sämmtlicher Tangentenpaare aus einem festen
Punkte P an die Kegelschnitte einer confocalen Kegelschnittschaar liegen
auf einer Curve dritten Grades C(3), welche P zum Doppelpunkt und
in diesem zwei m einander rechtwinklige Tangenten hat .

§. 62. Zwei Netze in der Ebene. Netzbiischel und Netzschaar.

Nehmen wir zwei Involutionsnetze (Polarsysteme ) in derselben
Ebene gelegen au , so entsprechen jedem Punkte P in der Ebene zwei
Polaren für das eine und das andere Netz ; mögen sich diese beiden
Polaren in dem Punkte Q schneiden , dann müssen offenbar auch die
Polaren von Q für beide Netze sich in dem Punkte P schneiden ;
P und Q heissen daher conjugirte Punkte und sind auch in dem frühe¬
ren Sinne conjugirte Punkte für beide Netze gleichzeitig ; zu jedem
Punkte P der Ebene gehört demgemäss ein bestimmter conjugirter
Punkt Q und umgekehrt zu Q der conjugirte Punkt P . Bewegen
wir den Punkt P auf einer beliebigen Geraden so durchläuft
der conjugirte Punkt Q einen bestimmten Kegelschnitt H(2), und
jedem Punkte der Geraden ($ ist ein bestimmter Punkt dieses
Kegelschnitts conjugirt . Denn die Polaren der Punkte P auf der
Geraden © in Bezug auf das erste Netz laufen durch einen festen
Punkt 7t und beschreiben ein Strahlbüschel , Avelches mit der Punkt '
reihe , die P durchläuft , projectivisch ist . Ebenso beschreiben die
Polaren der Punktreihe (P ) in Bezug auf das zweite Netz ein Strahl¬
büschel (jtj) , welches mit der Punktreihe (P ) projectivisch ist . Die
Strahlbüschel (n) und (%) sind daher unter sich projectivisch , und je
zwei entsprechende Strahlen schneiden sich in demjenigen Punkte Q,
welcher dem jedesmaligen P conjugirt ist . Der Ort sämmtlicher con¬
jugirten Punkte Q zu den auf der Geraden ($ liegenden Punkten P
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ist daher das Erzeugniss zweier project .ivischen Strahlbüschel , d. h. ein
Kegelschnitt $ (2), der durch die Pole n und jtl der Geraden ® rück¬
sichtlich beider gegebenen Netze hindurchgeht . Jeder Geraden $ in
der Ebene gehört hiernach ein bestimmter Kegelschnitt $ (2> zu, der
diejenigen Punkte Q enthält , welche den Punkten P der Geraden ©
rücksichtlich beider gegebenen Netze conjugirt sind. Nehmen wir
zwei beliebige Gerade ($ und an , welche sich in dem Punkte P 0
schneiden mögen , so gehören ihnen beziehungsweise zwei bestimmte
Kegelschnitte $K2) und $ [2) zu, welche die conjugirten Punkte von den
Punkten jener Geraden enthalten . Die Kegelschnitte $ (2) und $ [2)
müssen nothwendig einen reellen , leicht angebbaren Punkt Q0 gemein¬
schaftlich haben , nämlich denjenigen , welcher dem gemeinschaftlichen
Punkte P0 == ( ($}, conjugirt ist . Sie haben daher noch einen
zweiten reellen Punkt x , oder noch drei reelle Punkte xys gemein¬
schaftlich . Diese besitzen eine besondere Eigenschaft in Bezug auf
die beiden gegebenen Netze .

Weil nämlich der Punkt x auf dem Kegelschnitte $ (2) liegt , so
müssen seine beiden Polaren rücksichtlich der beiden gegebenen Netze
sich in einem Punkte der Geraden $ treffen ; weil er gleichzeitig auf
dem Kegelschnitte ^ [2) liegt , so müssen seine beiden Polaren sich auch
in einem Punkte der Geraden treffen ; in dem Punkte P 0, dem ein¬
zigen , der ($5 und gemeinschaftlich ist , treffen sie sich aber nicht ,
denn x ist verschieden von Q0, folglich müssen die beiden Polaren
von x für beide Netze zusammenfallen , denn zwei Gerade , die zwei
verschiedene Schnittpunkte haben , fallen zusammen . Folglich besitzt der
Punkt x (und ebenso auch y und 8, wenn sie reell sind) die Eigenschaft ,
dass seine Polare in Bezug auf beide Netze dieselbe Gerade ist . Diese
drei Punkte xyz und ihre für beide Netze zusammenfallenden Polaren
XYZ hängen nun in gewisser leicht zu erkennender Weise mit ein¬
ander zusammen . Sie machen eine besondere Ausnahme von allen
übrigen Punkten der Ebene ; während nämlich im Allgemeinen jedem
Punkte P der Ebene nur ein einziger bestimmter Punkt Q rücksicht¬
lich beider Netze conjugirt ist , darf dem Punkte x jeder Punkt von
X als conjugirt angesehen werden, weil seine Polaren für beide Netze
auf X zusammenfallen und mithin jeder Punkt der beiden zusammen¬
fallenden Geraden als ihr Schnittpunkt gelten kann . Mehr Punkte
von solcher Beschaffenheit , als die gefundenen drei : xyz , von denen
nothwendig einer reell sein muss , kann es überhaupt in der
ganzen Ebene nicht geben ; denn gäbe es noch einen vierten Punkt u,
dessen Polare U für beide Netze dieselbe Gerade wäre , so müsste
diese und (S5Xin zwei solchen Punkten treffen , deren conjugirte in
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u zusammenfielen , also beiden Kegelschnitten &(2) und gemein -
scliaftlieh wären ; die Kegelschnitte $ (2) und ^ j2) haben aber ausser dem
schon berücksichtigten Punkte Q0 keine anderen Punkte gemeinschaft¬
lich als xyz , wenn sie nicht ganz zusammenfallen . Es giebt daher
im Allgemeinen keine Punkte weiter in der Ebene , als xyz , von der
Beschaffenheit ., dass ihre Polaren XYZ in beiden Netzen dieselben
Geraden sind .

Dies festgestellt , nehmen wir den einen immer reellen Punkt
x und seine reelle Polare X für beide Netze ; der Geraden X gehören
dann in den beiden Netzen zwei (im Allgemeinen verschiedene ) Punkt¬
systeme zu , welche ein (reelles oder imaginäres ) gemeinschaftliches
Paar conjugirter Punkte besitzen ; ist dasselbe reell , so ist es mit den
Punkten y und z identisch , denn dem Punkt y gehört dann in beiden
Netzen sowohl der Punkt z als auch der Punkt x zu, und zx ist also
die Polare Y von y für beide Netze ; ebenso (xy ) — Z die Polare von
z für beide Netze ; die Punkte y und z besitzen also die obige Be¬
schaffenheit und müssen mit den noch einzig möglichen der Art iden¬
tisch sein. Es folgt hieraus , dass die drei Punkte xyz ein Tripel
bilden , welches beiden Netzen gemeinschaftlich ist , und dass ihre
Polaren die gegenüberliegenden Seiten des von ihnen gebildeten Drei¬
ecks sind :

(**) - = F ; (xy) ~*Z -, ( Y, Z ) = x -, {Z , X ) = y ; (X , Y) = a .
Umgekehrt sind die Geraden XYZ , von denen nothwendig eine reell sein
muss , die einzigen Geraden in der Ebene von solcher Beschaffenheit , dass
ihre Pole für beide gegebenen Netze zusammenfallen , und sie bilden
ein Tripel conjugirter Strahlen , Avelches beiden Netzen gemeinschaft¬
lich ist . Dass zwei beliebig gegebene Netze ausser einem Tripel con¬
jugirter Punkte und Strahlen nicht noch ein Paar von Pol und Polare ge¬
meinschaftlich haben können , geht auch daraus hervor , dass das Netz
vollständig und eindeutig bestimmt ist . durch ein Tripel und ein
beliebiges Paar von Pol und Polare , (S. 429) und dass zwei Netze ,
welche diese Stücke gemeinschaftlich haben , identisch sein müssen .

Was die Realität des gemeinschaftlichen Tripels zweier Netze
betrifft , so ist , wie wir gesehen haben , einer seiner drei Punkte x
und dessen Polare X , die Gerade , auf welcher die beiden ändern
liegen , allemal reell ; diese selbst y und z sind stets reell , sobald eines
oder beide gegebenen Netze elliptisch sind , weil einer jeden Geraden
in Bezug auf ein elliptisches Netz ein elliptisches Punktsystem zuge¬
hört und zwei auf einander liegende Punktsysteme allemal ein reelles
gemeinschaftliches Paar conjugirter Punkte haben , wenn wenigstens
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eines von beiden Systemen elliptisch ist ; wenn dagegen beide Netze
hyperbolisch sind , so können y und g imaginär werden ; dies ist aber
der Fall zweier reellen Kegelschnitte , welcher in §. 54 genau discutirt
ist . Zwei imaginäre Kegelschnitte haben daher immer ein reelles gemein¬
schaftliches Tripel.

Aus der ausgezeichneten den Punkten xys allein zukommenden Eigen¬
schaft folgt , dass die Kegelschnitte ®(2), welche sämmtlichen Geraden
@ in der Ebene der beiden Netze entsprechen , durch die drei festen
Punkte xyz gehen müssen ; denn weil irgend eine Gerade ($ die X in
einem Punkte trifft , dessen conjugirter rücksichtlich beider Netze x
ist , muss der Kegelschnitt ®(2) durch x gehen u. s. f. Auch umge¬
kehrt wird irgend ein durch die Punkte xyz gelegter Kegelschnitt $ (2)
die Eigenschaft besitzen , dass alle Punkte der Ebene , welche seinen
Punkten conjugirt sind , auf einer Geraden @ liegen (eigentlich auf
einer Curve vierten Grades , welche sich in vier Gerade auflöst , von
denen drei allemal XYZ sind). Dies lässt sich sehr einfach umge¬
kehrt nachweisen : Nehmen wir zwei beliebige Punkte Q' Q" eines dem
Dreieck xys umschriebenen Kegelschnitts $ (2), und seien deren con-
jugirte Punkte P ' und P ", so hat die Verbindungslinie P ' P " , als
Gerade $ aufgefasst , sämmtliche Punkte Q, welche ihren Punkten P
conjugirt sind , auf dem durch die fünf Punkte Q' Q" xyz eindeutig be¬
stimmten Kegelschnitt $ (2), und es liegen also auch umgekehrt diejeni¬
gen Punkte , welche den Punkten des Kegelschnitts $ (2) conjugirt sind,
auf der Geraden $ .

Durch die beiden in der Ebene gegebenen Netze ist nicht allein
das eben angedeutete Beziehungssystem hergestellt , wonach jedem
Punkte P ein bestimmter Punkt Q conjugirt ist und jeder Geraden @
in der Ebene ein durch drei feste Punkte xyg gehender Kegelschnitt
$ (2) entspricht , sondern auch zugleich das polare Verhalten , wonach
jeder Geraden eine Gerade und jedem Punkte ein dem festen Dreiseit
XYZ einbeschriebener Kegelschnitt entspricht , denn eine beliebige
Gerade © hat zu Polen in den beiden Netzen zwei Punkte % und jc1}
deren Verbindungslinie § die Eigenschaft besitzt , dass ihre Pole für
beide Netze wiederum auf ($ liegen ; © und § heissen daher conjugirte
Strahlen , und wenn © sich um einen festen Punkt P dreht , so
umhüllt § einen Kegelschnitt (E(2), welcher dem festen Dreiseit XYZ
einbeschrieben ist . Das Ergebniss der bisherigen Untersuchung kann
daher folgendermassen zusammengefasst werden :

Sind zwei Netze in der Ebene gegeben, so schneiden sich die Polaren
eines beliebigen Punktes P in Bezug auf beide Netze in dem conjugirten
Punkte Q, dessen Polaren sich wiederum in P treffen. Bewegt sich der
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Punkt P auf einer beliebigen Geraden @, so durchläuft der conjugirte
Punkt Q einen bestimmten Kegelschnitt &(2). Sämmtliche Kegelschnitte
&l(2) laufen durch■ drei feste Punkte xyz . Diese bilden das beiden Netzen
gemeinschaftliche Tripel conjugirter Punkte ; ihre Polaren sind :

X = (y*) ; Y = (zx ) 5 Z — (xy ) .
Pie Punkte xyz sind die einzigen in der Ebene von solcher Beschaffen¬
heit , dass für sie die Polaren rücksichtlich beider Netze zusammenfallen.
Die drei Punkte xyz sind allemal reell , sobald beide oder eines der beiden
gegebenen Netze elliptisch ist; sind beide Netze hyperbolisch, so können
zwei Tripelpunkte yz imaginär sein, während der dritte x und seine
Polare X immer reell ist ; die der Geraden X rücksichtlich beider
Netze zugehörigen Punktsysteme haben als gemeinschaftliches Paar con¬
jugirter Punkte y und z. Andererseits gehören einer beliebigen Geraden ($
in der Ebene rücksichtlich beider Netze zivei Pole zu , deren Verbindungs¬
linie § der conjugirte Strahl zu @ heisst, und zur Verbindungslinie ihrer
Pole wiederum @ hat. Dreht sich ($ um einen festen Punkt P , so um¬
hüllt -t ) einen bestimmten Kegelschnitt GS(2). Sämmtliche Kegelschnitte &(2)
berühren drei feste Gerade XYZ , welche das beiden Netzen gemeinschaft¬
liche Tripel conjugirter Strahlen bilden und die einzigen Geraden von
solcher Beschaffenheit sind , dass ihre Pole rücksichtlich beider Netze zu¬
sammenfallen. Das Tripel XYZ coincidirt mit dem Tripel xyz .

Es ist nicht ohne Interesse , insbesondere solche Lagen der Ge¬
raden ($ aufzusuchen, für welche der zugehörige Kegelschnitt $ (2) eine
Parabel , gleichseitige Hyperbel , ein Kreis oder Linienpaar wird.
Geht die Gerade @ in die Unendlichkeit , wird sie also so geht
der Kegelschnitt $ (2) in einen besonderen Kegelschnitt 90l'(2) über,
welcher die Mittelpunkte mm1 beider Netze und das gemeinschaftliche
Tripel xyz enthält und durch diese fünf Punkte vollständig bestimmt
ist . Der Kegelschnitt enthält diejenigen Punkte , welche sämmt-
lichen unendlich-entfernten Punkten rücksichtlich beider Netze con-
jugirt sind, und umgekehrt liegen die den Punkten des Kegelschnitts
3ft(2) conjugirten Punkte im Unendlichen ; er entscheidet also über die
Natur des Kegelschnitts $ (2). Jeder Geraden 65, welche den Kegel¬
schnitt 9K in zwei reellen Punkten trifft, entspricht als Kegelschnitt
Jl(2) eine Hyperbel, jeder Geraden ($ ; welche 9W(2) nicht trifft , eine
Ellipse und allen Geraden welche 9)£<4i) berühren , Parabeln ; den
sämmtlichen Tangenten des Kegelschnitts 9K(2) entsprechen also Kegel¬
schnitte &(2); welche sämmtlieh Parabeln sind , und auch umgekehrt
sämmtlichen Parabeln, die dem Dreieck xyz umschrieben sind, Ge¬
rade welche den Kegelschnitt 3Ji(2) umhüllen.
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Um zweitens eine solche Gerade ® zu finden , deren entsprechen¬
der Kegelschnitt $ (2) eine gleichseitige Hyperbel wird , nehmen wir
auf zwei solche Punkte 0 und g, die in zwei zu einander senkrech¬
ten Richtungen liegen ; alle solche Punktpaare bilden auf das
bekannte Punktsystem , dessen Asymptotenpunkte die beiden imaginä¬
ren unendlich -entfernten Kreispunkte sind. Das Punktpaar z, g hat
zu Polaren im ersten Netz zwei bestimmte durch den Mittelpunkt m
gehende Strahlen , welche bei der Veränderung von 0, g ein bestimm¬
tes Strahlsystem beschreiben ; in der That , da g und g conjugirte
Punkte eines Punktsystems sind , so beschreiben ihre Polaren projecti -
vische Strahlbüschel , die auf einander liegen und bei denen, wie leicht
zu sehen ist , entsprechende gleiche Winkel verkehrt auf einander fallen
(S. 59) ; sie constituiren also ein Strahlsystem . Je zwei conjugirte
Strahlen desselben treffen den Kegelschnitt 90£(2) in zwei solchen
Punkten , deren Verbindungslinie durch einen festen Punkt P 0 läuft
(S. 151) , derselbe Punkt würde natürlich resultiren , wenn wir die
Polaren von 0, g in Bezug auf das zweite Netz zu Hülfe nehmen .
Hiernach lässt sich der Punkt P 0 in leichter Weise finden : Die Axen
des ersten Netzes durchbohren den Kegelschnitt 3Jl(2) nur noch in zwei
Punkten , deren Verbindungslinie bestimmt wird ; ebenso liefern die
Axen des zweiten Netzes eine Durchbohrungssehne in 9Ji(2), und der
Schnittpunkt dieser beiden Durchbohrungssehnen ist der gesuchte
Punkt P0; jede durch P 0 gehende Gerade trifft den Kegelschnitt 50i(2)
in zwei solchen Punkten , deren conjugirte im Unendlichen in zwei zu
einander rechtwinkligen Richtungen liegen ; einer solchen Geraden ent¬
spricht allemal eine gleichseitige Hyperbel als Kegelschnitt $ (2)„ Es
giebt daher unendlich -viele Gerade deren entsprechende Kegel¬
schnitte St('2} gleichseitige Hyperbeln werden ; dieselben gehen durch
einen festen Punkt P 0, dessen Construction oben angegeben ist . Der
conjugirte Punkt Q0 zu P 0 muss der Höhenpunkt des Dreiecks xyg
sein , weil alle gleichseitigen Hyperbeln , welche einem Dreieck um¬
schrieben sind , zugleich durch den Höhenpunkt desselben gehen
(S. 232), woraus eine neue einfache Construction von P 0 sich ergiebt .

Hiernach wird es auch möglich , eine solche Gerade ($ zu finden,
deren entsprechender Kegelschnitt &lf2) ein Kreis wird . Seien nämlich
t und t zwei solche Punkte auf dem Kegelschnitt $0?(2>, deren con¬
jugirte 0 und g unendlich -entfernt in zwei zu einander rechtwinkligen
Richtungen liegen , oder tr irgend eine durch P0 gehende Sehne des
Kegelschnitts 9J?(2), so entsprechen den beiden Tangenten in t und t
am Kegelschnitt SD?(2) zwei Parabeln , deren unendlich -entfernte Punkte
in zwei rechtwinkligen Richtungen liegen ; Diese beiden Parabeln ,
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welche durch xyz gehen , haben als vierten gemeinschaftlichen Punkt
einen solchen , der nothwendig mit xyz auf einem Kreise liegt (S. 229),
und der conjugirte Punkt zu diesem rücksichtlich der beiden Netze
ist der Schnittpunkt der beiden Tangenten in t und r am Kegel¬
schnitte Dieser liegt auf der Polare des Punktes P 0, und jeder
Punkt dieser Polare ©0 des Punktes P 0 in Bezug auf den Kegelschnitt
9Ji(2) besitzt umgekehrt die Eigenschaft , dass sein conjugirter auf dem
dem Dreieck xyz umschriebenen Kreise liegt . Es giebt also nur eine
einzige bestimmte Gerade ($0 in der Ebene von solcher Beschaffenheit ,
dass der ihr entsprechende Kegelschnitt &(2) ein Kreis wird , und diese
besondere Gerade ($50 ist die Polare des vorhin ermittelten Punktes P0
in Bezug auf den Kegelschnitt

Suchen wir endlich solche Gerade © in der Ebene auf , deren
entsprechende Kegelschnitte St:(2) in Linienpaare zerfallen . Den Punkten
einer derartigen Geraden müssen in den beiden gegebenen Netzen
zwei Strahlbüschel von Polaren (%) und (tti ) zugehören , welche per -
spectivisch liegen , also in der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte
zwei entsprechende Strahlen vereinigt haben ; eine derartige Gerade &
muss aber nothwendig einen solchen Punkt enthalten , dessen Polaren
im Netze zusammenfallen ; es giebt in der ganzen Ebene nur drei
Punkte der Art xyz \ der Kegelschnitt &(2) kann mithin nur dann in ein
Linienpaar zerfallen , wenn die Gerade ($ durch einen der drei Eck¬
punkte des gemeinschaftlichen Tripels hindurchgeht , und umgekehrt :
Sobald die Gerade $ durch einen Punkt des gemeinschaftlichen
Tripels , z. B. x hindurchgeht , zerfällt der entsprechende Kegelschnitt
$ (2) in ein Linienpaar , dessen einer Theil die Gerade X ist . Suchen
wir den ändern Theil desselben auf ; dieser muss eine Gerade g sein,
welche durch x geht ; denn demjenigen Punkte von welcher zu¬
gleich in X liegt , entspricht als conjugirter Punkt x. Die Gerade g
ist also bestimmt , sobald wir nur irgend einen Punkt der durch x
gehenden Geraden @ kennen , indem sein conjugirter mit x verbunden
den Strahl g liefert . Wenn wir die Gerade & um x drehen , so ver¬
ändert sich auch g, indem es sich um x dreht ; es ist leicht zu er¬
kennen , dass @ und g conjugirte Strahlen eines bestimmten neuen
Strahlsystems sind , dessen Mittelpunkt x ist , d. h.: Wenn wir einen
beliebigen Punkt P und seinen conjugirten Punkt Q mit x verbinden ,
so sind allemal xP — ($ und xQ — g zwei conjugirte Strahlen eines
bestimmten Strahlsystems (#) ; in der That , wir haben nur nöthig , P
auf einer beliebigen Geraden § so zu bewegen , dass Q den ihr
entsprechenden Kegelschnitt &,(2) durchläuft , welcher durch x (y und z)
geht und von zwei projectivischen Strahlbüscheln (%) und (arj er-
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zeugt wird ;, die zugleich mit der von P durchlaufenen Punktreihe pro -
jectivisch sind ; da x auf dem Kegelschnitte liegt , so beschreibt
auch xQ ein mit %Q oder also auch mit xP projectivisches
Strahlbüschel ; es beschreiben also xP und xQ zwei auf einander
liegende projectivische Strahlbüschel ; dieselben erzeugen nun ein
Strahlsystem , weil sowohl Q der conjugirte Punkt zu P ist , als auch
P der conjugirte Punkt zu Q (S. 59). Dieses bestimmte Strahlsystem
(x) , welches von dem Strahlenpaar ($ , g erzeugt wird , hat auch die
durch x gehenden beiden Geraden Y und Z zu einem Paar conju-
girter Strahlen , denn sobald für P irgend ein Punkt auf Y genommen
wird, ist sein conjugirter allemal y, mithin sind Y und (xy ) = Z ein Paar
conjugirter Strahlen des Strahlsystems (x ). In ganz gleicher Weise
erhalten wir zwei Strahlsysteme (y ) und (z ) , deren Mittelpunkte y
und z sind, und für welche wir immer zwei conjugirte Strahlen er¬
halten , indem wir ihren Mittelpunkt mit irgend einem Paare conjugirter
Punkte P und Q in der Ebene verbinden .

Die drei Strahlsysteme (pc) (y) (0) hängen in der Weise von ein¬
ander ab , dass durch zwei von ihnen das dritte mitbestimmt ist ;
denn sobald das gemeinschaftliche Tripel xyz beider gegebenen Netze
und irgend ein Paar conjugirter Punkte P und Q für dieselben be¬
kannt sind , sind auch die drei Strahlsysteme (x ) (y) (z) vollständig
bekannt , weil je zwei Seiten des Tripeldreiecks und die von einer
Ecke nach P und Q hingehenden Strahlen allemal zwei Paare conju¬
girter Strahlen eines solchen Strahlsystems sind , welches durch diese
beiden Paare vollständig bestimmt wird . Sobald wir nun in zweien
dieser Strahlsysteme , z. B. (x ) und (?/) , ausser den selbstverständ¬
lichen Paaren } , Z und Z ; X noch je ein Paar conjugirter Strahlen
kennen , ($J und g in (x ) , (U' und g' in (y) , dann sind die Schnitt¬
punkte ( ©, ©' ) == P und (g, g' ) = Q allemal conjugirte Punkte und
geben mit z verbunden zwei conjugirte Strahlen des dritten Strahl¬
systems (#) , welches dadurch vollständig bestimmt wird ; [auch die
Schnittpunkte ( ($ , g' ) = P ' und ( $ ', g) = Q' sind natürlich conju¬
girte Punkte , und wir erhalten daher zugleich ein zweites Paar con¬
jugirter Strahlen des Strahlsystems (#)]. Wir können den gegen¬
seitigen Zusammenhang der drei Strahlsysteme (x ) (y) ( 0) auch so
aussprechen : Wenn tvir irgend drei Strahlen dieser drei Systeme (x) (y) (0)
durch einen Punkt P ziehen, so treffen sich die conjugirten Strahlen zu
ihnen allemal wieder in einem Punkte Q, welcher der conjugirte Punkt
zu P ist in Bezug auf die beiden gegebenen Netze. Hieraus können
wir auf die besondere Natur dieser drei Strahlsysteme schliessen und
erkennen , dass , sobald das gemeinschaftliche Tripel xyz reell ist , von
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den drei Systemen entweder 1) alle hyperbolisch oder 2) eines hyper¬
bolisch und die beiden ändern elliptisch sein müssen . Die Seiten
XYZ des Tripeldreiecks theilen nämlich die ganze unendliche Ebene
in sieben Räume (Fig . 102) , von denen , wie schon früher bemerkt
(S. 230) , einer , der endliche Dreiecksraum (e) , und die drei den Seiten
anliegenden unendlichen Räume (ej (e2) (e3) die elliptischen , die drei
an die Ecken anstossenden unendlichen Räume (h±) (h2) (h3) aber die
hyperbolischen Räume genannt wer¬
den ; je nachdem nun das eine Paar
conjugirter Punkte P und Q, wel¬
ches zur Bestimmung der drei
Strahlsysteme (x) (y) (z) ausreicht ,
in diesen Räumen gelegen ist , wird
sich nach dem bekannten Kriterium
(S. 61) sofort entscheiden lassen ,
ob die Strahlsysteme hyperbolisch oder elliptisch sind , und hiernach
ergiebt sich folgende Tabelle , welche alle möglichen Fälle enthält :
Bedeuten nämlich e = elliptisch und f) — hyperbolisch , und drei neben
einander gestellte Buchstaben , z. B. ef) e, den Charakter der drei Strahl¬
systeme (x) (y) (z) in dieser Reihenfolge , so haben wir :

Liegt P in dem Raume :

Fig . 102

Liegt Q in
dem Raume :

00 (ei) («a) W) (*i) (Jh) (Jh )
(«) w t)ee elje eelj Ijee efye eet)
(fil) t)ee 1)1)1) eef) efje W eet) et)e
fe ) e^e eet) w ee eef» m t)ee
(*■) eefy el)e ^ee w efye t)ee
&) Ijee m eet) et>e w eef> elje
Qh) el)c eet) t)ee eet) W f)ee
Qh) eef) e^e t)ee W efye t)ee

Es treten also überhaupt nur zwei verschiedene Fälle ein : ent¬
weder sind alle drei Strahlsysteme hyperbolisch oder eines hyperbolisch
und die beiden ändern elliptisch, und zwar tritt der letzte Fall ungefähr
dreimal so oft ein , als der erste (strenge in dem Verhältniss von
36 : 13). Ferner erkennen wir aus dem obigen Schema , dass der Fall
dreier hyperbolischer Strahlsysteme (%) («/) (z) nur dann eintritt ,
wenn die beiden eonjugirten Punkte P , Q entweder beide in dem¬
selben Raume von jenen sieben“ oder gleichzeitig in einem Paar von

eä und h3 j enthalten sind ; für jedeRäumen : eA und hl e2 und h2
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andere Lage tritt der zweite Fall ein , dass eines der drei Strahl -
systeme hyperbolisch , die beiden ändern elliptisch sind . Hieraus folgt
ferner , dass , wenn eines oder beide gegebenen Netze elliptisch sind
(der Kernkegelschnitt imaginär ) , allemal nur der zweite Fall eintreten
kann , indem von den Strahlsystemen (x ) (y ) (z) eines hyperbolisch ,
die beiden ändern elliptisch werden . Wir erkennen dies nämlich
sofort , wenn wir uns des Kriteriums für das elliptische Netz er¬
innern (S. 423) : Sobald auf zwei conjugirten Strahlen die beiden dem
Netze zugehörigen Punktsysteme elliptisch sind , ist das Netz elliptisch .
Wir haben nun das den beiden Netzen gemeinschaftliche Tripel xyz ,
dessen Seiten conjugirte Strahlen sind , und welches in dem Falle

’reell ist , wo eines oder beide Netze elliptisch sind . Die Ebene wird
durch die Seiten XYZ des Tripeldreiecks in sieben Regionen ee1e2e3Ä1Ä2A3
getheilt ; nehmen wir in dem Raume (e) einen beliebigen Punkt P , so
treffen Py und Pz resp . die Geraden Y und Z zwischen den Punkten
xz und xy :; soll das Netz elliptisch sein , so muss also die Polare von
P die Seiten xz und xy in ihren Verlängerungen treffen , d. h. sie
darf in die Region (e) nicht eintreten ; wo also auch der Punkt Q auf
dieser Polare angenommen werden mag , er kann nicht in (e) liegen ,
also kann nach dem obigen Schema der Fall nicht eintreten .
Nehmen wir zweitens P in der Region (ex) an 7 so muss seine Polare ,
wenn das Netz elliptisch sein soll , xz und xy zwischen diesen Eck¬
punkten des Tripels treffen ; sie darf also in die Regionen (el) und (7̂ )
nicht eintreten , und es kann daher wiederum nach unserm Schema der
Fall Ijt)!) nicht stattfinden ; dasselbe gilt , wenn P in der Region (Jit)
angenommen wird , und in gleicher Weise erkennen wir es für die
Regionen (e2) und (h )̂ , (e3) und (h3). Es ist also klar , dass , wofern
wenigstens eines der beiden gegebenen Netze elliptisch ist , allemal von den
drei Strahlsystemen (x ) (y) (z) eitles hyperbolisch und die beiden ändern
elliptisch sein müssen .

Wenn beide Netze hyperbolisch sind und von dem gemeinschaft¬
lichen Tripel nur ein Eckpunkt x reell , die beiden ändern y und z
(auf X) imaginär sind , so lässt sich erkennen , dass das Strahlsystem
(x) nothwendig hyperbolisch sein muss . Lassen wir nämlich einen
veränderlichen Punkt P eine beliebige Gerade ($ durchlaufen und ver¬
folgen den conjugirten Punkt Q auf dem entsprechenden Kegelschnitt
$ (2), welcher durch x geht , so beschreiben xP und xQ das Strahl¬
system (x\ und je zwei conjugirte Strahlen desselben durchbohren den
Kegelschnitt $,(2) in Punktpaaren , deren Verbindungslinie durch einen
festen Punkt £ laufen muss (S. 151)’ trifft nun xP den Kegelschnitt
®(2> zum ändern Male in Q', so ist QQ' eine solche Durchbolirungs -
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sehne ; andererseits hat aber der Punkt Q' zu seinem conjugirten einen
Punkt P ', welcher nothwendig auf ($ liegen muss (weil Q' auf $ (2)
liegt ) und zugleich auf ■dem zu xQ ' = xP conjugirten Strahl des
Systems (x ) , d. h. auf xQ ; also ist P ' der Schnittpunkt yon ® mit
xQ \ wir haben daher zwei Paare conjugirter Punkte rücksichtlich
beider Netze : P und Q, P ' und Q', und finden vermittelst derselben
unmittelbar ein drittes Paar : (PP , QQ') und (PQ \ P ' Q) (S. 419) ; es
ist aber (PQ ' , P ' Q) nichts anderes als der Punkt x , folglich muss
sein conjugirter (PP ', QQ') auf X liegen und , da PP ' — @5 ist , der
Schnittpunkt (($ , X) sein ; dieser Punkt bleibt fest , während P und Q
sich auf © und verändern : es läuft also die Durchbohrungssehne
QQ' durch den festen Punkt £ = (@, X ), woraus sich nachträglich eine
Bestätigung dafür ergiebt , dass xP und xQ das Strahlsystem erzeugen .
Wenn nun die Punkte y und z , d. h. die Schnittpunkte der Geraden
X mit dem Kegelschnitt &(2), imaginär sind , so muss X ausserhalb
des Kegelschnitts ist{2) (ganz in dem von seinen Tangenten er¬
füllten Gebiete) gelegen sein , d. h . durch jeden Punkt von X müssen
zwei reelle Tangenten an &l(2) möglich sein , mithin auch durch den
Punkt £; das Strahlsystem (x) ist daher hyperbolisch , indem seine
Asymptoten die aus x nach den Berührungspunkten gezogenen Strahlen
sind , in welchen die Tangenten aus £ den Kegelschnitt $ (2) berühren .

Die Strahlsysteme (x) («/) (?) haben eine ganz besondere Bedeutung
für die beiden in der Ebene gegebenen Netze . Da nämlich irgend
zwei conjugirte Strahlen ($ und cj des Strahlsystems (x) nach dem
Obigen von solcher Beschaffenheit sind , dass zu den Punkten P des
einen die conjugirten Punkte Q auf dem ändern liegen und P , Q
immer conjugirte Punkte rücksichtlich beider gegebenen Netze sind,
so folgt , dass , wenn das Strahlsystem (x) hyperbolisch ist , jede seiner
Asymptoten s, t die Eigenschaft besitzen muss , dass ihr rücksichtlich
beider ' Netze dasselbe Punktsystem zugehört , oder mit ändern Worten ,
dass sie eine gemeinschaftliche Secante für die Kernkegelschnitte
beider Netze ist ; denn eine solche Asymptote enthält zwei zusammen¬
fallende conjugirte Strahlen ($ , cj, und die Punkte P der einen haben
ihre conjugirten Q rücksichtlich beider Netze auf der ändern ; also
P , Q bilden auf dieser Asymptote ein Punktsystem , welches beiden
Netzen zugehört . Nehmen wir den Pall an , dass zwei Strahlsysteme
'(#) und (y) hyperbolisch seien und das erste die Asymptoten s, t,
das zweite die Asymptoten s17 t{ habe , dann wird der Schnittpunkt
S zweier Asymptoten , z. B. s und seinen conjugirten rücksichtlich
beider Netze sowohl in s haben , als auch in st ; folglich muss dieser
S selbst sein ; es fallen also in S zwei conjugirte Punkte P , Q zu¬

stein er , Vorlesungen II . 2. Aufl. 31
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sammen, und es muss daher auch zS eine Asymptote des Strahl¬
systems (z) sein, was mit der vorhin gemachten Bemerkung überein¬
stimmt, dass die drei Punktsysteme (x) (y) (z) entweder sämmtlich
hyperbolisch sein müssen, oder nur eines hyperbolisch und die beiden
ändern elliptisch. Schneiden sich t und tx in dem Punkte S1} so
ist #Sl die zweite Asymptote des Strahlsystems (0); da aber ein Strahl¬
system nur zwei Asymptoten haben kann, so müssen in diesen auch
die Schnittpunkte:

(s, tt) = S2 und (su t) = Sz

liegen, d. h.: die sechs Asymptoten der drei Strahlsysteme (x) (y) (ß)
schneiden sich, wenn sie reell sind, zu je dreien in vier Punkten
SStS%S3, deren jeder die Eigenschaft besitzt, dass er mit seinem con-
jugirten rücksichtlich beider Netze zusammenfällt. Diese vier Punkte
sind offenbar zugleich die Asymptotenpunkte der Punktsysteme auf
denjenigen sechs Geraden, welche von den Asymptoten der drei Strahl¬
systeme (x) (y) (ß) gebildet werden und deren zugehörige Punktsysteme
rücksichtlich beider Netze identisch sind. Die Punkte SS1S2S3 sind
daher den Kernkegelschnitten beider Netze gemeinschaftlich d. li. deren
Schnittpunkte, und das Diagonaldreieck des vollständigen Vierecks
SS1S2Sa ist das gemeinschaftliche Tripel xyz . Dies stimmt mit der
oben gemachten Bemerkung überein, dass sie nur reell sein können,
wenn beide Netze hyperbolisch sind, weil nur in diesem Falle drei
hyperbolische Strahlsysteme (#) {y) (z) eintreten können; aber nicht
für jede zwei hyperbolischen Netze (reelle Kegelschnitte) müssen die
Strahlsysteme (x) (y) (>) alle drei hyperbolisch sein; die Untersuchung
dieses reellen Falles ist in §. 54 durchgeführt worden. Hier zeigt
sich indessen der bemerkenswerthe Umstand, dass auch zwei elliptische
Netze (imaginäre Kegelschnitte) allemal ein reelles Paar gemeinschaft¬
licher Secanten, d. h. z\^ei solche sich in x schneidende Gerade [die
Asymptoten s, t des Strahlsystems (#)] besitzen, deren zugehörige
Punktsysteme für die Netze identisch sind. Diese beiden Punktsysteme
müssen immer elliptisch sein, sobald eines oder beide gegebenen Netze
elliptisch sind, sie können aber auch beide elliptisch sein, sobald
beide Netze hyperbolisch sind; im letzteren Fall kann indessen auch
eines elliptisch und das andere hyperbolisch, oder beide hyperbolisch
sein, d. li. die Kernkegelschnitte können keinen, zwei oder vier Punkte
gemein haben (S. 365).

Gehen wir von einem stets reellen Tripelpunkte x aus, dessen
Strahlsystem (x) hyperbolisch ist und die Asymptoten s, t hat , so
können wir aus der Annahme, dass von den Punktsystemen auf s und
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t 1) Leide elliptisch , 2) eines elliptisch und das andere hyperbolisch ,
3) beide hyperbolisch sind , auf die Realität der beiden übrigen Tripel¬
punkte y, z auf X schliessen ; nehmen wir nämlich von dem beiden
Netzen gleichzeitig zugehörigen Punktsysteme auf s irgend ein Paar
conjugirter Punkte P Q und auf der ändern Asymptote t irgend ein
Paar P 1Q1 (Fig . 103), so können wir die Verbindungslinie PP , als @
auffassen , deren entsprechender Kegelschnitt Ä'(2) durch ccQQ1 gehen
muss und zum Schnittpunkte der Tangenten in Q und den Punkt

Fig . 103 .

%haben wird , in welchem PP t = @ der Polare X begegnet , wie aus
dem Obigen erhellt ; X trifft also PP l in dem Pol der Geraden QQX
rücksichtlich des Kegelschnitts $ (2), oder PP X und QQt treffen X in
zwei conjugirten Punkten desjenigen Punktsystems , welches der Ge¬
raden X in Bezug auf den Kegelschnitt $ {2) zugehört ; dies ist nun,
wie wir wissen , für alle möglichen Kegelschnitte immer ein und
dasselbe ; seine Asymptotenpunkte sind die beiden übrigen Tripelpunkte
y und z\ ein zweites Paar conjugirter Punkte dieses Punktsystems er¬
halten wir in ganz gleicher Weise , indem wir die Schnittpunkte von
PQ X und QP 1 mit X bestimmen , und hieraus folgt denn auch ein
drittes Paar nach der bekannten Eigenschaft des vollständigen Vierecks
(S. 66) , nämlich die Schnittpunkte von PQ und P xQx mit X. Die
drei Seitenpaare des vollständigen Vierecks PQP XQl treffen demnach
die Gerade X in drei Paaren conjugirter Punkte desjenigen Punkt¬
systems , dessen Asymptotenpunkte y, z sind , und dies ist immer das¬
selbe , wie übrigens die Paare P Q und Pj auf den Asymptoten s
und t gewählt werden .

Um zu entscheiden , ob das Punktsystem auf X hyperbolisch oder
elliptisch wird , haben wir das bekannte Kriterium (Seite 67) anzu¬
wenden , wonach das von den Seitenpaaren eines vollständigen Vierecks
auf einer Transversale X bestimmte Punktsystem hyperbolisch ist ,
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sobald eine gerade Anzahl , elliptisch , sobald eine ungerade Anzahl
von Ecken zu beiden Seiten der Transversale liegt , oder umgekehrt ,
je nachdem die vier Ecken so liegen , dass jede ausserhalb des von
den drei ändern gebildeten Dreiecks sich befindet , oder eine innerhalb
des von den ändern gebildeten Dreiecks gelegen ist . Die beiden Punkt¬
systeme auf den Geraden s und t werden nun durch je zwei Paare
conjugirter Punkte bestimmt , von denen PQ das eine auf s , P l Ql
auf t , das andere aber der gemeinschaftliche Punkt x und der je¬
weilige Schnittpunkt mit X ist ; beim elliptischen Punktsystem muss
von zwei Paaren conjugirter Punkte das eine durch das andere ge¬
trennt werden , beim hyperbolischen schliesst das eine Paar das andere
ein oder aus , je nachdem beide Paare denselben oder verschiedene
Asymptotenpunkte zwischen sich enthalten . Der Punkt x ist ein
Diagonalpunkt des vollständigen Vierecks PQP l Ql}nämlich der Schnitt¬
punkt des Seitenpaars PQ und P , Ql ; sollen also die genannten Punkt¬
systeme beide elliptisch sein , so lehrt die unmittelbare Anschauung ,
dass von den vier Punkten PQP X eine gerade oder ungerade Anzahl
auf beiden Seiten von X liegen muss , je nach der Lage derselben ;
es können nämlich hinsichtlich der Lage der vier Punkte PQP 1Q1 zu
x drei Fälle eintreten : entweder a) liegt x innerhalb beider Strecken
PQ und P t Qt , oder b) zwischen der einen und ausserhalb der ändern ,
oder c) ausserhalb beider (Fig . 104). In dem Falle a) wird , damit

Fig . 104,

beide Punktsysteme auf s und t elliptisch seien , X ausserhalb PQ
und ausserhalb P 1Q1 die Geraden s und t treffen müssen , also noth -
wendig alle vier Punkte PQP XQt auf der einen und keinen auf der
ändern Seite von sich haben ; in dem Falle b) , wenn x zwischen PQ
und ausserhalb P 1Qx angenommen wird , muss , damit beide Punkt¬
systeme elliptisch seien , X die Strecke PQ ausserhalb und P t Qt innerhalb
treffen , also eine ungerade Anzahl von Punkten zu beiden Seiten von
sich haben ; dann ist aber das Punktsystem auf X wiederum hyper¬
bolisch , weil PQP 1Q1 so liegen , dass einer innerhalb des von den
drei ändern gebildeten Dreiecks sich befindet ; in dem Falle c) endlich ,
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wo x ausserhalb beider Strecken PQ und P xQt liegt , also die vier
Punkte so gelegen sind , dass jeder ausserhalb des von den ändern
gebildeten Dreiecks sich befindet , muss , damit beide Punktsysteme ellip¬
tisch seien , X sowohl PQ , als auch P 1Q1 zwischen diesen Punkten
treffen , also zwei Punkte auf der einen und zwei auf der ändern Seite
von sich haben ; das Punktsystem auf X ist daher wiederum hyper¬
bolisch , und wir erkennen daraus , dass es allemal hyperbolisch wird,
sobald die Punktsysteme auf s und t beide elliptisch sind. Die Punkte
y und z sind also in diesem Falle reell .

In ähnlicher Weise können wir leicht einsehen , dass , wenn die
Punktsysteme auf s und t beide hyperbolisch sind , ebenfalls für alle
drei Lagen a) , b) , c) das Punktsystem auf X hyperbolisch wird , also
y und z ebenfalls reell sind , was auch von vorn herein klar ist , weil
dann alle vier Punkte S3 reell sind und xyz zum Diagonaldreieck
haben . Wenn dagegen drittens von den Punktsystemen auf s und t
eines hyperbolisch , das andere elliptisch ist , so wird für alle drei
Lagen a) , b) , c) das Punktsystem auf X elliptisch , also y und z
imaginär , wie die unmittelbare Anschauung lehrt , während von den
vier Punkten SS 1S2S.A nur zwei reell , die beiden ändern imaginär
sind. Die eben ausgeführte Betrachtung kommt auch mit der auf S. 253
bei einer ändern Veranlassung angestellten überein . Die erlangten
Resultate lassen sich nunmehr in folgender Weise zusammenfassen :

Unter den sämmttichen Kegelschnitten ^ (2), ivelche den Geraden %
in der Ebene rücksichtlich beider gegebenen Netze entsprechen, giebt es
Ellipsen , Parabeln und Hyperbeln. Denken wir *uns denjenigen Kegel¬
schnitt H)?(2) construirt , welcher der unendlich-entfernten Geraden ent¬
spricht und durch das gemeinschaftliche Tripel xyz und die .Mittelpunkte
mmt beider Netze bestimmt wird , so entsprechen sämmttichen Tangenten
dieses Kegelschnitts 9ft(2) Parabeln , solchen Geraden <&, ivelche 9J£(2) in
zwei reellen Punkten schneiden, Hyperbeln und solchen Geraden ($, welche
9ft(2) nicht schneiden, Ellipsen . Unter den Hyperbeln giebt es unendlich-
viele gleichseitige; sie entsprechen allen solchen Geraden ©, ivelche durch
einen bestimmten Punkt P 0 gehen; dies ist der Durchschnittspunkt der
beiden Durchbohrungs-Sehnen des Kegelschnitts 5Dl(2) durch die Axenpaare
der 'gegebenen beiden Netze; sein conjugirter Punkt Q0, durch welchen alle
gleichseitigen Hyperbeln ausserdem gehen, ist der Höhenpunkt des Dreiecks
xyz . Unter den Ellipsen giebt es einen einzigen Kreis ; er entspricht der¬
jenigen Geraden @0, ivelche die Polare des Punktes P 0 in Bezug auf den
Kegelschnitt £0Zf2J ist.

Geht die veränderliche Gerade @5 insbesondere durch einen der Punkte
des gemeinschaftlichen Tripels , z, B , durch x , so zerfällt der entsprechende
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Kegelschnitt ®(3) in ein Linienpaar , dessen einer Theil jedesmal die Polare
X dieses Tripelpunktes und dessen anderer Theil eine bestimmte Gerade g
ist, ■welche ebenfalls durch x geht. Diejenigen Punkte Q, welche den
Punkten P einer solchen durch x gehenden Geraden © conjugirt sind,
liegen auf der Geraden g und umgekehrt Drehen wir die Gerade ® um
den festen Punkt x , so dreht sich auch g um denselben, und g sind
conjugirte Strahlen eines bestimmten Strahlsystems (x ). Zwei conjugirte
Strahlen eines solchen Strahlsystems erhalten wir auch, indem wir x
mit irgend einem Paare conjugirter Punkte P , Q in der Ebene verbinden;
insbesondere sind die beiden durch x gehenden Tripelstrahlen ein Paar
conjugirter Strahlen des Systems (x ). Wir erhalten auf diese Weise,
wenn die Tripelpunkte xyz alle drei reell sind ,» drei bestimmte Strahl¬
systeme (x) (y) (z), welche entweder alle drei hyperbolisch oder von denen
nur eines hyperbolisch und die beiden ändern elliptisch sind. Wenn von
den Tripelpunkten nur einer, x, reell ist , so ist das Strahlsystem (x) alle¬
mal hyperbolisch.

Die beiden Asymptoten s , t eines solchen Strahlsystems sind allemal
solche Gerade in der Ebene , für welche die den beiden Neben zugehörigen
Punktsysteme identisch werden; es giebt also nur zwei oder sechs solcher
Geraden. In dem letzteren Falle schneiden sich die sechs Asymptoten
st , st t1} s2t2 der drei hyperbolischen Strahlsysteme (x ) (y) ( s ) zu je
dreien in vier Punkten SS 1S2S3, die mithin ein vollständiges Viereck
bilden, dessen Diagonaldreieck xyz ist. Die Punkte $ S1S2Ss sind die
einzigen in der Ebene von solcher Beschaffenheit, dass jeder von ihnen
mit seinem conjugirten ^ ücksichtlich beider Netze zusammenfällt ; sie sind
zugleich die Asymptotenpunkte derjenigen Punktsysteme, welche den Asym¬
ptoten st . . . rücksichtlich des einen (oder anderen) Netzes zugehören (da
sie für beide identisch sind) . Von diesen vier ausgezeichneten Punkten
SS XS2S3 sind entweder alle vier oder nur zwei oder keiner reell.

Gehen wir von einem allemal reellen Tripelpunkte x aus , dessen
Strahlsystem {x) hyperbolisch ist und die Asymptoten s, t hat , so können
die beiden Punktsysteme auf s und t entweder beide elliptisch sein, dann
sind alle vier Punkte SS 1S2S3 imaginär , aber die beiden übrigen Tripel¬
punkte y lind z reell; oder von jenen beiden Punktsystemen auf s und t
ist eines hyperbolisch und das andere elliptisch, dann sind zwei Punkte
SS 1 reell, die beiden ändern S2S3 imaginär und die beiden übrigen Tripel-
punkte y und z auch imaginär ; oder drittens beide Punktsysteme auf s
und t sind hyperbolisch, dann sind alle vier Punkte SS 1S2S3 reell und
auch die übrigen Tripelpunkte y, z. Wenn die beiden Netze hyperbolisch
sind , so sind die Punkte SS 1S2S3 die Durchschnittspunkte ihrer Kern¬
kegelschnitte, xyz ihr gemeinschaftliches Tripel und die Asymptoten
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st , s1t1, s2t2 der drei Strahlsysteme (£ ) (y) (-z) die sechs gemeinschaft¬
lichen Secanten beider Kegelschnitte; aber auch wenn eines oder beide
Netze elliptisch sind , ist das gemeinschaftliche Tripel xys immer reell
und von den drei Strahlsystemen (x) (y) (z) eines hyperbolisch, die beiden
ändern elliptisch, also ein Paar gemeinschaftlicher Secanten st immer
reell, d. h. in diesem Falle zwei solche Gerade, für deren jede die den
Netzen zugehörigen beiden Punktsysteme identisch sind.

Es ist noch zu bemerken , dass aus der vorigen Betrachtung auch
das umgekehrte Resultat sich ergiebt : Wenn von dem beiden Netzen
gemeinschaftlichen Tripel allein x und X reell (y und z imaginär )
sind , ein Fall , der nur bei zwei hyperbolischen Netzen eintreten kann
und zur Folge hat , dass immer das Strahlsystem O ) hyperbolisch ist ,
also die reellen Asymptoten s und t hat , so muss von den beiden
Punktsystemen auf s und t, welche den Netzen gemeinschaftlich zu¬
gehören , das eine hyperbolisch , das andere elliptisch sein , denn wäre
dies nicht , so müssten y und z reell sein. Also die beiden Kern¬
kegelschnitte der Netze müssen , damit y und z imaginär seien , zwei
reelle und zwei imaginäre Schnittpunkte haben .

Vermöge der dem Netze innewohnenden Polarität lässt sich eine
der vorigen gleichlaufende Betrachtung anstellen , indem man die
Paare conjugirter Geraden ($ , § in Bezug auf beide Netze auffasst
und die Kegelschnitte (S(2) untersucht , welche allen Punkten P in
der Ebene entsprechen und sämmtlich dem Dreiseit XYZ einbe¬
schrieben sind . Diese Betrachtung ist der obigen nach dem bekannten
Uebertragungsprincip so gleichförmig nachzubilden , dass es genügt ,
die Resultate hervorzuheben und nur die abweichenden Punkte etwas
näher zu beleuchten .

Die Pole einer beliebigen Geraden @ in Bezug auf die beiden ge¬
gebenen Netze bestimmen die conjugirte Gerade und wenn © sich
um einen festen Punkt P dreht , so umhüllt einen bestimmten Kegel¬
schnitt Insbesondere ist der unendlich -entfernten Geraden ($ ,*,
diejenige Gerade Ü0io conjugirt , welche die Mittelpunkte beider Netze
verbindet , und allen Punkten P dieser Geraden 9K0 entsprechen daher
Kegelschnitte welche Parahein sind. Einem solchen Punkte P ,
welcher auf einem Strahle des gemeinschaftlichen Tripels liegt , z. B.
auf X , entspricht jedesmal ein Kegelschnitt ©(2), welcher sich in ein
Punktpaar auflöst , dessen einer Theil immer derselbe Punkt x , der
Pol der Geraden X , und dessen anderer Theil ein gewisser Punkt p
ist , welcher auf X liegt . Verändern wir den Punkt P auf der Ge¬
raden X , so verändert sich auch p auf derselben , und es erzeugt das
Punktpaar P , p ein bestimmtes Punktsystem (X). Irgend zwei con-
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jugirte Gerade £) treffen einen Tripelstrahl X immer , in einem
solchen Paar conjugirter Punkte P , p des Punktsystems (X ), und die
Gerade trifft daher die X in dem Mittelpunkt m desselben . Hieraus
folgt , dass , wenn die drei Strahlen des gemeinschaftlichen Tripels
XYZ sämmtlich reell sind , von den drei Punktsystemen (X ) ( Y) (Z )
nothwendig entweder alle drei hyperbolisch , oder eins hyperbolisch
und die beiden ändern elliptisch sein müssen ; denn auf jedem Tripel¬
strahl , z. B. X , sind immer die beiden Eckpunkte y , 2 des gemein¬
schaftlichen Tripels ein Paar conjugirter Punkte des Punktsystems
(P , p) , und die Gerade Ü0JO kann die Seiten des Dreiecks xyz immer
nur in drei solchen Punkten mn^ rr̂ treffen , welche entweder alle
drei auf den Verlängerungen der Dreiecksseiten , oder von denen nur
einer auf der Verlängerung und die beiden ändern auf den Dreiecks¬
seiten selbst liegen ; da nun rntt̂ m2 die Mittelpunkte der drei Punkt¬
systeme ( X ) ( Z ) (Z ) und y, 3, x \ x , y je ein Paar conjugirter
Punkte derselben sind , so müssen von den drei Punktsystemen ent¬
weder alle oder nur eins hyperbolisch sein.

In dem Falle , dass von den drei Tripelstrahlen nur einer X und der
Schnittpunkt x der beiden ändern , der Pol von X , reell ist , lässt sich
leicht zeigen , dass das Punktsystem (X) hyperbolisch sein muss . Denken
wir uns nämlich einen beliebigen Punkt P und den entsprechenden Kegel¬
schnitt hergestellt , so wird in dem Falle , dass Y}Z imaginär sind, ihr
Schnittpunkt x innerhalb des Kegelschnitts (£(2) liegen müssen , weil das
Tangentenpaar aus x an den Kegelschnitt (S(2) imaginär ist . Ziehen
wir nun durch P irgend eine Gerade ($ und construiren die conju -
girte Gerade § , Tangente des Kegelschnitts <5(2), so bestimmen §
ein Paar conjugirte Punkte des Punktsystems ( X ). Bezeichnen wir
dieselben für den Augenblick : (©, X ) = s und (§ , X ) = 6, so wird
durch s eine zweite Tangente an &(2) gehen , deren conjugirte Ge¬
rade ($T = Pö sein muss . Wir haben also zwei Paare conjugirter
Geraden § und ($', finden aus ihnen ein drittes Paar (($©',
und (@^),? D©' ), und da von diesen beiden Geraden die erstere durch
P = (($ , %') geht , so muss die letztere (@§ ', §© ') den Kegelschnitt
(E(2) berühren . In der That ist ($ , § ') nichts anderes als s und (| ), ©')
nichts anderes als 6, folglich = sö = X , und die conju¬
girte Gerade muss daher durch x gehen , d. h. (§ , § ') auf der Ver¬
bindungslinie Px liegen . Diese Gerade Px bleibt nun fest , während
wir die Gerade also auch § , und § ' verändern ; wenn wir aus
den Punkten der Geraden Px die Tangentenpaare an den Kegel¬
schnitt (E(2) legen , so treffen dieselben die feste Tangente X dieses
Kegelschnitts in Punktpaaren s, <? des vorhin gefundenen Punktsystems
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(X) (S. 152). Wir wissen aber im Allgemeinen, dass dieses von der
Geraden Px abhängende Punktsystem ein elliptisches ist , wenn die
Gerade Px den Kegelschnitt ß(2) nicht schneidet, ein hyperbolisches,
wenn sie denselben in zwei reellen Punkten trifft , weil im letzteren
Falle zweimal je ein Tangentenpaar zusammenfällt. Da nach dem .
Früheren der Punkt x in unserem Falle innerhalb des Kegelschnitts
(£<2) liegt, so muss Px denselben in zwei reellen Punkten schneiden,
also das Punktsystem (X) hyperbolisch sein, w. z. b. w.

Wenn wir sämmtliche Punkte P in der Ebene auft'assen und
schnell entscheiden wollen, ob der entsprechende Kegelschnitt ß (2)
Ellipse oder Hyperbel wird, so brauchen wir jetzt nur diejenigen
Punkte P in der Ebene zu verfolgen, für welche der entsprechende
Kegelschnitt ß(2;> in einen jener beiden Grenzübergänge zwischen
Ellipse und Hyperbel: eine Parabel oder ein Punktpaar ausartet ; diese
Orte kennen wir aber aus dem Vorigen, nämlich die Gerade M0,
deren Punkten P lauter Parabeln als Kegelschnitte (S(2) entsprechen,
und die drei Tripelstrahlen XYZ (wenn sie sämmtlich reell sind),
deren Punkten P Kegelschnitte (E(2) entsprechen, welche in Punktpaare
ausarten. Die vier Geraden X YZ$ l0 theilen das ganze unendliche
Gebiet der Ebene in elf Regionen, welche durch jene von einander
getrennt werden, und den Punkten P innerhalb derselben Region ent¬
sprechen immer Kegelschnitte derselben Art ; wir haben aber zu unter¬
suchen, welchen Regionen Hyperbeln und welchen Ellipsen entsprechen.
Hierüber erhalten wir unter der Annahme, dass alle drei Tripelstrahlen
XYZ reell sind, Auskunft, indem wir die Punktsysteme (X) (Y) {Z)
ins Auge fassen, welche bestimmt sind durch je ein Paar conjugirter
Punkte: y , #; z, x\ oo, y und die Mittelpunkte: mttt 2, nämlich die
Schnittpunkte von 3J£0 mit XYZ (Fig. 105). Denken wir uns um

Fig . 105.

(h) ■v

einen beliebigen Punkt P eine Gerade @ gedreht, welche XYZ in
den Punkten abc, treffe, und seien ccßy die conjugirten Punkte in den
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drei Systemen (X ) ( Y) ( Z ) , so liegen aßy auf der Geraden § , welche
den Kegelschnitt (S(2) umhüllt . Wir können denselben auch als das
Erzeugniss zweier projectivischer Punktreihen ; z. B. auf den Trägern
Y und Z auffassen ,,, indem wir die Punkte ß und y verfolgen ; um

.dann den Berührungspunkt des Kegelschnitts (£(2) mit der Geraden Y
zu erhalten , ziehen wir Py , welches Y in x treffe , und nehmen den
zu x conjugirten Punkt t des Punktsystems (Y), welches der gesuchte
Berührungspunkt sein wird . Um denjenigen Punkt ß zu finden, welcher
dem unendlich - entfernten auf Z entspricht , ziehen wir P m2, welches
in b die Gerade Y treffe , und bestimmen den conjugirten ß zu b des
Punktsystems ( Y). Jetzt können wir das auf S. 117 angegebene Kri¬
terium in Anwendung bringen : Liegt nämlich t zwischen xß , so ist
der Kegelschnitt (5(2) Ellipse , liegt t ausserhalb xß , so ist er Hyperbel .
Durchmustern wir mit Hülfe dieses Kriteriums die ganze Ebene , indem
wir den Punkt P dieselbe durchwandern lassen , so erkennen wir leicht ,
dass von den elf Regionen , in welche sie durch die Geraden XYZ9,
zertheilt wird , fünf den hyperbolischen Qi) und die übrigen sechs den
elliptischen Charakter (e) haben , indem der dem Punkte P ent¬
sprechende Kegelschnitt &(2) allemal Hyperbel wird , sobald P in
einem der Räume (h) liegt , dagegen Ellipse , sobald P in einem der
Räume (e) liegt ; die Räume (h) sind aber diejenigen , in welche die
drei Diagonalen des von den Geraden XYZW 0 gebildeten vollständigen
Vierseits ganz hinein fallen , während die Räume (e) von den Diago¬
nalen nicht getroffen werden ; um jeden Eckpunkt des vollständigen
Vierseits gruppiren sich immer zwei Scheitelräume elliptischen und
die beiden Neben -Scheitelräume hyperbolischen Charakters (Fig . 105).
Wir unterlassen der Kürze wegen die Untersuchung des Falles , in
welchem von den drei Tripelstrahlen nur einer X und der Schnitt¬
punkt der x beiden ändern reell ist ; die beiden Geraden X und 9)i0
theilen dann das ganze Gebiet der Ebene nur in vier unendliche
Räume , zwei Paar Scheitelräume ; dasjenige Paar î pheitelräume , in
deren einem x liegt , enthält alle solche Punkte P , deren entsprechende
Kegelschnitte (£(2) Hyperbeln werden , das andere Paar Scheitelräume
diejenigen Punkte P , deren entsprechende Kegelschnitte (£(2) Ellipsen
sind. Auch möge dem Leser die Aufsuchung derjenigen besonderen
Punkte P überlassen bleiben , deren entsprechende Kegelschnitte ß (2)
Kreise oder gleichseitige Hyperbeln werden .

Die drei Punktsysteme (X ) ( Y) (Z ), von den^n entweder eines
oder alle drei hyperbolisch sein müssen , haben zu Asymptotenpunkten :

t ; tj ; t2, Punkte von besonderer Eigenthümlichkeit in Bezug
auf die beiden gegebenen Netze ; das Strahlsystem , welches einem
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dieser sechs Punkte in Bezug auf die beiden Netze zugeliört , ist
nämlich ein und dasselbe ; wenn es hyperbolisch ist , so sind seine
beiden Asymptoten sowohl Tangenten des einen als auch des ändern
Kernkegelschnitts , d. h. gemeinschaftliche Tangenten . Von den sechs
Punkten §t §2t2 sind entweder zwei oder alle sechs reell ; im
letzteren Falle liegen sie zu je dreien auf vier geraden Linien , welche
die vier gemeinschaftlichen Tangenten der Kernkegelschnitte beider
Netze sind ; das von denselben gebildete vollständige Vierseit hat XYZ
zu seinen drei Diagonalen . Wenn dagegen nur zwei Punkte g und t
reell sind auf X , so müssen die ihnen zugehörigen Strahlsysteme ,
welche rücksichtlich beider Netze dieselben sind , entweder beide
elliptisch sein , und dann sind auch Y und Z reell , oder eines ellip¬
tisch und das andere hyperbolisch sein , dann sind Y und Z imaginär . Im
ersteren Fall sind entweder beide oder ein Netz elliptisch , oder falls
beide Netze hyperbolisch sind , haben ihre Kernkegelschnitte keine
reelle gemeinschaftliche Tangente ; im letzteren Fall ? der nur eintreten
kann , wenn beide Netze hyperbolisch sind , haben die Kernkegelschnitte
zwei reelle und zwei imaginäre gemeinschaftliche Tangenten , jedes
Paar aber einen reellen Schnittpunkt § und t auf dem Tripelstrahl X.
Sobald also umgekehrt von dem gemeinschaftlichen Tripel nur ein
Strahl X und der Schnittpunkt x der beiden 'ändern reell , diese selbst
aber imaginär sind , müssen beide Netze hyperbolisch sein und ihre
Kernkegelschnitte nur zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten haben .
Halten wir dies mit dem analogen früher gefundenen Resultat zu¬
sammen , so folgt aus der Identität und zusammengehörigen Realität
des Tripeldreiecks xyz mit dem Tripeldreiseit XYZ 1 dass , wenn zwei
Kegelschnitte nur zivei reelle Schnittpunkte haben, sie auch nothwendig
zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten und nur zivei solche haben müssen*
und umgekehrt. (S. ,370.)

Das in dem Vorstehenden betrachtete doppelte Beziehungssystem ,
welches durch die beiden in der Ebene gegebenen Netze hergestellt
wird — indem einerseits jedem Punkte P in der Ebene ein bestimmter
Punkt Q conjugirt ist und den Punkten P einer Geraden © Punkte
Q eines Kegelschnitts Ä(2) entsprechen , welcher durch drei unver¬
änderliche Punkte xyz geht , andererseits jeder Geraden @ eine be¬
stimmte Gerade conjugirt ist und sämmtlichen durch einen Punkt
P gebenden Geraden ($ Gerade § entsprechen , die einen Kegelschnitt
(£(3) umhüllen , welcher demselben festen Dreiseit XYZ einbeschrieben
ist — erfordert zu seiner Bestimmung nicht die vollständige Kenntniss
der beiden Netze , sondern nur des gemeinschaftlichen Tripels xyz
oder XYZ und einerseits irgend eines Paares conjugirter Punkte P ,
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oder andererseits conjugirter Strahlen ($ , in Bezug auf beide Netze.
In der That nehmen wir zuerst das Tripel xyz und irgend ein Paar
eonjngirter Punkte P , Q als gegeben an, so ist das Beziehungssystem
der ersten Art vollständig bestimmt; indem wir nämlich P und Q mit
xyz und diese Punkte unter sich verbinden, erhalten wir durch jeden
von ihnen zwei Strahlenpaare , welche ein Strahlsystem bestimmen,
z. B. in x werden die Strahlen xP und xQ, xy und xz als zwei
Paare conjugirter Strahlen des Strahlsystems (x) aufgefasst, welches
dadurch vollständig bestimmt ist -, haben wir auf diese Weise die drei
Strahlsysteme (#) (y) {z) hergestellt , so finden wir zu jedem ändern
Punkte P in der Ebene den conjugirten Q, indem wir xP und yP
ziehen und in den Strahlsystemen (#) und (</) die beiden conjugirten
Strahlen zu jenen aufsuchen, welche sich in dem gesuchten Punkte Q
treffen. Hierdurch ist nun auch zu jeder Geraden ® der entsprechende
Kegelschnitt leicht herzustellen.

Andererseits ist durch das Tripel XYZ und irgend ein Paar con-
jugirter Strahlen § das Beziehungssystem der zweiten Art voll¬
ständig bestimmt; die Schnittpunktpaare von X einmal mit Y, Z und
zweitens mit ÜQ bestimmen das Punktsystem (X), und in gleicher
Weise erhalten wir die Punktsysteme ( Y) und (Z); sind diese er¬
mittelt , so erhalten wir zu jeder ändern Geraden ($} die conjugirte
indem wir die Schnittpunkte der ersteren mit X, Y (oder Z) auf¬
suchen und die zu denselben conjugirten Punkte in den Punktsystemen
(X ) ( Y) (oder Z) mit einander verbinden, welche die Gerade be¬
stimmen. Zu jedem beliebigen Punkte P können wir dann in be¬
kannter Weise den entsprechenden Kegelschnitt <S(2) herstellen, indem
wir zu allen durch P gehenden Strahlen © die conjugirten § con-
struiren. Als ein besonderes Paar conjugirter Strahlen, welches neben
dem Tripel XYZ zur Bestimmung dieses Beziehungssystems dient,
empfiehlt sich und 9J?0; die drei Schnittpunkte von X, Y, Z mit

sind dann die drei Mittelpunkte der Punktsysteme (X ) ( Y) (Z).
Wir müssen noch den ändern möglichen Pall in Betracht ziehen,

dass von dem Tripel nur ein Eckpunkt x und die gegenüberliegende
Seite X (Polare von x), auf dieser aber ein elliptisches Punktsystem
gegeben ist , dessen Asymptotenpunkte y, z imaginär sind; fügen wir
dann noch ein Paar conjugirter Punkte P , Q hinzu, so ist das Be-
ziehufigssystem der ersten Art wiederum vollständig bestimmt, aber
die vorhin angegebene Construction beliebig vieler anderer Paare con¬
jugirter Punkte P , Q ist nicht mehr in Anwendung zu bringen , weil
die Punkte y, z selbst nicht reell existiren. Wir werden uns in
diesem Falle zunächst das Strahlsystem (#) herzustellen haben, von



Das Involutions -Netz (Polarsystem ) und das Kegelschnitt -Netz . §. 62. 493

welchem unmittelbar nur das einzige Paar conjugirter Strahlen xP
uncl xQ gegeben ist ; die Asymptoten s, t dieses Strahlsystems (x)
müssen sowohl harmonisch liegen mit xP und xQ , als auch mit xy
und xg , falls die letzteren beiden reell sind ; dies lässt sich aber
auch unabhängig von ihrer Realität so aussprechen : Die Asymptoten
s und t sind das gemeinschaftliche Paar conjugirter Strahlen für zwei
concentrisch liegende Strahlsysteme in x , deren eines hyperbolisch ist
und ObjPj OCQ zu Asymptoten hat , während das andere die Strahlen
xy und xg zu Asymptoten hat ; wenn nun y und g imaginär sind , so
wird das zweite Strahlsystem erhalten , indem wir durch x ein Strahl¬
system perspectivisch mit dem auf X gegebenen Punktsystem legen,
welches elliptisch ist und die imaginären Punkte y, g zu Asymptoten¬
punkten hat . Die beiden concentrisehen Strahlsysteme in x sind also
bekannt , und sie müssen ein reelles Paar conjugirter Strahlen gemein¬
schaftlich haben , weil eines von ihnen elliptisch ist (S. 58). Dieses
Paar s , t bildet die Asymptoten des Strahlsystems (x ) , welches , wie
wir auch von früher wissen , nothwendig hyperbolisch sein muss .

Ist das Strahlsystem (x) also ermittelt , so lässt sich jetzt zu
jeder durch den gegebenen Punkt P gehenden Geraden © der ent¬
sprechende Kegelschnitt $ (2) hersteilen ; dieser muss nämlich durch x
und Q gehen , das auf X gegebene elliptische Punktsystem zu seinem
zugehörigen haben und endlich von dem Strahlsystem (x) in solchen
Punktpaaren durchbohrt werden , deren Verbindungssehne durch den
Schnittpunkt (($ , X) lauft ; verbinden wir daher x mit diesem Schnitt¬
punkte (ß , X ) und suchen den conjugirten Strahl in dem Strahl¬
system (x) auf , so muss derselbe den Kegelschnitt $ (2) in x berühren ;
wir kennen daher jetzt fünf Punkte des Kegelschnitts £ (2), wodurch
derselbe vollständig bestimmt wird , nämlich den Punkt Q, die beiden
in x zusammenfallenden Punkte , d. h. die Tangente in x und das zu¬
gehörige Punktsystem auf X , d. h. die beiden imaginären Punkte y
und g. Die Construction des durch diese Bestimmungsstücke gegebenen
Kegelschnitts ist auf S. 150 ausgeführt . Wir sind demnach im Stande ,
zu jeder durch P gezogenen Geraden @ den entsprechenden Kegel¬
schnitt $ ,(2) herzustellen und ebenso zu jeder durch Q gehenden Ge¬
raden ($ ! den entsprechenden Kegelschnitt $ (2) zu finden ; jeder be¬
liebige Punkt in der Ebene kann nun als der Schnittpunkt zweier
solcher Geraden ©, angesehen werden ; die beiden entsprechenden
Kegelschnitte ^ (2)®(2) haben dann zu ihrem vierten gemeinschaftlichen
Punkte ausser xyg denjenigen , welcher dem Schnittpunkte (©, @1)
conjugirt ist . Wie der vierte gemeinschaftliche Punkt der beiden
Kegelschnitte gefunden wird , ist auf S. 238 angegeben worden .
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Wir sind nunmehr im Stande , zu jedem Punkte der Ebene den con-
jugirten Punkt zu construiren , mithin auch zu jeder beliebigen Ge¬
raden ($) den entsprechenden Kegelschnitt Sl(2); wir haben also das
ganze Beziehungssystem der ersten Art auch für den angenommenen
Fall herzustellen gelehrt . In ganz analoger Weise wird das Be¬
ziehungssystem der zweiten Art hergestellt , wenn zur Bestimmung
desselben neben einem beliebigen Paar conjugirter Strahlen ($}, £) von
dem Tripel allein ein reeller Strahl X und der Schnittpunkt x der
beiden ändern mit dem elliptischen Strahlsystem gegeben ist , dessen
imaginäre Asymptoten Y und Z sind .

Erwägen wir , dass durch ein Paar conjugirter Punkte P , Q und
ein Tripel xyz das Netz nicht vollkommen bestimmt wird , sondern
dass es unendlich -viele Netze giebt , welche diese Stücke gemein haben ,
so steht es uns frei , anstatt der beiden als gegeben angesehenen
Netze , von welchen wir ausgingen , andere zu setzen , für welche P , Q
conjugirte Punkte und xyz ein Tripel ist ; durch je zwei solche Netze
wird immer dasselbe Beziehungssystem der ersten Art bestimmt , und
für diese Netze gelten daher genau dieselben Eigenschaften , wie für
die beiden ursprünglich angenommenen . Wir können uns sämmtliche
Netze der Art auf die Weise hergestellt denken , dass wir um Q eine
Gerade S drehen und zur Bestimmung des Netzes immer das Tripel
conjugirter Punkte xyz und das Paar Pol und Polare P und 2
nehmen , wodurch das Netz jedesmal vollständig und eindeutig be¬
stimmt wird . Die Gesammtheit dieser Netze nennen wir ein Netz-
Büschel ] die Mächtigkeit desselben ist gleich gross mit der eines Strahl¬
büschels , denn es giebt so viel Netze im Netzbüschel , als Strahlen 2
durch einen Punkt Q. Irgend ein Paar conjugirter Punkte P , Q1 des
Beziehungssystems , welches durch xyz und P , Q bestimmt wird , muss
nun auch ein Paar conjugirter Punkte sein für irgend zwei andere
Netze des Büschels , welche wir beliebig herausnehmen können , oder
mit ändern Worten : Die Polaren eines beliebigen Punktes in Bezug auf
sämmtliche Netze eines Netz-Büschels laufen durch einen festen (conju-
girten) Punkt , welcher Satz bereits oben (S. 447) auf directem Wege nach-
o'ewiesen ist . Da wir irgend zwei Netze des Büschels zur Hervor -Ö °

bringung des Beziehungssystems wählen können , so folgt ferner : Denken
wir uns von zwei beliebigen Punkten P l und P 2 die Polaren in Bezug
auf irgend ein Netz des Büschels ermittelt , so geht die erste durch
den conjugirten Punkt Q17 die zweite durch Q2, und sie schneiden sich
in einem Punkte Q3, dessen Polare in Bezug auf das gewählte Netz
die Verbindungslinie P1P , ist ;- der conjugirte Punkt P3 zu Q3 muss
also auf P t P 2 liegen . Verändern wir das aus dem Büschel gewählte
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Netz , so verändert sich und beschreibt denjenigen Ort , welcher
alle Punkte enthält , die den Punkten der Geraden P XP 2 = @ conjugirt
sind , d. h. den Kegelschnitt $ ,(2).

Hieraus folgt : Die Pole einer Geraden © in Bezug auf sämmtliche
Netze eines Büschels liegen auf einem Kegelschnitt &' (2), welcher, dem ge¬
meinschaftlichen Tripel xyz umschrieben ist. Dies lässt sich auch so
aussprechen : Die Polaren zweier beliebigen Punkte P , und P >in Bezug
auf sämmtliche Netze eines Büschels beschreiben allemal zwei projectivische
Strahlbüschel (Q^ und (Q2) , welche zu je zivei_ entsprechenden Strahlen
die Polaren in Bezug auf dasselbe Netz haben. Nehmen wir für & ins¬
besondere die unendlich -entfernte Gerade (35̂ , so enthält der ent¬
sprechende Kegelschnitt $ (2) die Mittelpunkte aller Netze des Büschels ,
also : Die Mittelpunkte sämmtUcher Netze eines Büschels liegen auf einem
bestimmten Kegelschnitt 9Jf(2), welcher dem Tripel xyz umschrieben ist.
Dieser Kegelschnitt 9K(2) entscheidet zugleich über die Natur der in
dem Büschel enthaltenen Netze , d. h . ob dieselben hyperbolisch oder
elliptisch sind. Zuvörderst ist nämlich klar , dass , wenn die vorhin
ermittelten ausgezeichneten Punkte S S1 S2 S3 , in deren jeden zwei
conjugirte Punkte P , Q zusammenfallen , entweder alle vier reell sind
oder , wenn auch nur zwei von ihnen reell sind , offenbar alle Netze
des Büschels hyperbolisch sein müssen und ihre Kernkegelschnitte
nichts anderes , als ein gewöhnliches Kegelschnittbüsche ] mit vier oder
zwei reellen Grundpunkten bilden . Sobald daher von dem gemein¬
schaftlichen Tripel nur x und X reell sind , y und z imaginär , sind
alle Netze des Büschels hyperbolisch , und die Kernkegelschnitte haben
zwei reelle und zwei imaginäre gemeinschaftliche Grundpunkte . Wenn
dagegen das Tripel xyz völlig reell ist , so können entweder die oben
bestimmten Strahlsysteme (x ) (y) (z) alle drei hyperbolisch , oder nur
eines hyperbolisch und die beiden anderen elliptisch sein ; im ersteren
Falle enthält das Netz -Büschel wiederum lauter hyperbolische Netze ,
deren Kernkegelschnitte ein gewöhnliches Kegelschnittbüschel mit vier
reellen Grundpunkten S Sx S2 S3 bilden ; im letzteren Falle wird das
Büschel theils hyperbolische , theils elliptische Netze enthalten ; die
Kernkegelschnitte der hyperbolischen Netze bilden ein Kegelschnitt -
büschel mit vier imaginären Grundpunkten ; dies ist aber , wie wir
jetzt sehen , nur ein unvollständiges Gebilde , zu dessen Ergänzung
noch die imaginären Kegelschnitte hinzutreten müssen , welche den
elliptischen Netzen eines solchen Netzbüschels entsprechen .

Wir sehen die Richtigkeit der letzten Behauptung leicht ein,
wenn wir für den Fall des reellen Tripels und , falls von den Strahl¬
systemen (#) (y) (z) eines hyperbolisch und die beiden ändern ellip -
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tisch sind , genauer untersuchen , in welcher Weise die conjugirten
Punkte P , Q die verschiedenen Gebiete der Ebene bedecken . Die

ganze unendliche Ebene wird nämlich ,
wie wir wissen , durch die Seiten des
Dreiecks xyz in die sieben Regionen e,
ex hu e2 h2, e3 hs (Fig . 106) getheilt ;
nehmen wir an , es sei das Strahlsystem
(x ) hyperbolisch , dagegen (y) und (#)
elliptisch , dann ist mit Berücksichtigung
des bekannten Kriteriums für das ellip¬

tische und hyperbolische Strahlsystem (S. 61) ersichtlich , dass,
wenn P in der Region (e) liegt , der conjugirte Punkt Q in den

Regionen (ex) oder (Äx) liegen muss ;
wenn P in den Regionen (Cj) oder (Jix) liegt , der conjugirte Punkt

Q in der Region (e) liegen muss ;
wenn P in den Regionen (e2) oder (h2) liegt , der conjugirte Punkt

Q in den Regionen (<%) oder Qia) liegen muss ;
wenn P in den Regionen (e3) oder (7j3) liegt , der conjugirte Punkt

Q in den Regionen (e2) oder (1i2) liegen muss .
Obgleich es zunächst nicht weiter benutzt wird , bemerken wir

noch , dass in dem ändern Fall , wenn (x ) (y) (#) alle drei hyperbo¬
lische Strahlsysteme sind , die Vertheilung in folgender Weise statt¬
findet :

wenn P in der Region (e) liegt , so muss auch der conjugirte
Punkt Q in der Region (e) liegen ;

wenn P in den Regionen (ex) oder (fex) liegt , so muss auch der
conjugirte Punkt Q in den Regionen {el) oder Qix) liegen ;

wenn P m den Regionen (e2) oder (h2) liegt , so muss auch der
conjugirte Punkt Q in den Regionen (e2) oder (h2) liegen ; und

wenn P in den Regionen (e3) oder (h3) liegt , so muss auch der
conjugirte Punkt Q in den Regionen (e3) oder (h.,) liegen .

Ferner wissen wir , dass den unendlich -entfernten Punkten P der
Ebene die Punkte Q des Kegelschnitts 9)£(2) conjugirt sind. Jeder
Punkt m dieses Kegelschnitts ist der Mittelpunkt eines Netzes vom
Büschel , und dieses Netz ist vollständig bestimmt durch das Tripel
xyz und den Mittelpunkt m, dessen Polare bekannt ist . Die An¬
schauung lehrt ferner , dass , wenn m in der Region (e) liegt , das Netz
nothwendig elliptisch sein muss , weil die drei dem Netze zugehörigen
Punktsysteme auf den Tripelstrahlen XYZ alle drei elliptisch werden ,
wie dies bereits auf S. 288 gelegentlich bemerkt worden ist ; wenn da-
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gegen m in einer der ändern Regionen liegt , muss das Netz allemal
hyperbolisch sein , weil von jenen drei Punktsystemen immer zwei
hyperbolisch werden und das dritte elliptisch '(S. 423 ) , und zwar zeigt
sich , indem wir das dem Punkte m zugehörige Strahlsystem , des
Netzes ermitteln , dass , wenn m in einem der drei Räume ete2e3 liegt ,
der Kernkegelschnitt des hyperbolischen Netzes eine Hyperbel , wenn
dagegen m in einem der drei Räume \ h2h3 liegt , derselbe eine Ellipse
ist , weil sein Strahlsystem (System der conjugirten Durchmesser ) in dem
ersten Falle hyperbolisch , in dem zweiten elliptisch wird . Halten wir
dies fest und bedenken , dass die unendlich -entfernten Punkte nur in
den Regionen e1lil e2h2e31i3 Vorkommen, so werden die ihnen conjugirten ,
welche auf dem Kegelschnitt liegen , unter der gemachten An¬
nahme , dass das Strahlsystem (x) hyperbolisch , (y) und (z) elliptisch
sind , nur in den Regionen e e2 K e3 h3 Vorkommen können und
müssen , d. h. der Kegelschnitt welcher dem Dreieck xyz
umschrieben ist , trifft die Regionen ee2e3h.2h3 (dagegen nicht eYund
hx). Hieraus folgt zunächst , dass der Kegelschnitt 9Jl(2) in diesem
Falle Hyperbel sein muss , weil er Punkte hat , die in dem Raume e,
d. h. innerhalb des Dreieck xyz liegen (S. 231) , ferner , dass diejenigen
seiner Punkte m, welche in den Raum (e) hineinfallen , die Mittel¬
punkte der elliptischen Netze des Büschels , die übrigen die
Mittelpunkte der hyperbolischen Netze desselben sind , welche selbst
wieder in zwei Kategorien zerfallen : Diejenigen , welche in den Räumen
e2 und e3 enthalten sind , werden die Mittelpunkte von hyperbolischen
Netzen sein , deren Kernkegelschnitte Hyperbeln sind ,, während die in
den Räumen h2 und h3 enthaltenen Punkte der Hyperbel 3# (2) die
Mittelpunkte von hyperbolischen Netzen des Büschels sind , deren
Kernkegelschnitte Ellipsen sind. Wenn aber vier Punkte xyzm einer
Hyperbel 9Jl(2) so liegen , , dass einer m innerhalb des von den drei
ändern xyz gebildeten Dreiecks sich befindet , so müssen immer drei
von diesen Punkten auf einem Zweige der Hyperbel und einer auf
dem ändern Zweige derselben liegen ; da nun der Zweig der Mittel¬
punktshyperbel (2), welcher durch x geht , den Raum \ nicht treffen
darf , so kann er auch den Raum e nicht treffen , sondern muss ganz
in den Räumen e2 und e., enthalten sein , während der andere Zweig
durch die Punkte y und z geht und die Räume eh2h3 durchstreift .
Der eine Zweig der Hyperbel enthält also die Mittelpunkte
sämmtlicher hyperbolischen Netze des Büschels , deren Kernkegel¬
schnitte Hyperbeln sind , der andere Zweig derselben wird durch die
Punkte y und z in drei Stücke getheilt : Das endliche Stück zwischen y
und z enthält die Mittelpunkte der elliptischen Netze (imaginären Kegel¬

st einer , Vorlesungen II . 2 . Anfl . 32
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schnitte ) , die beiden übrigen unendlichen Stücke die Mittelpunkte der
hyperbolischen Netze des Büschels , deren Kernkegelschnitte Ellipsen sind.

Hierbei tritt der bemerkenswerthe Uebergang von einem reellen
Kegelschnitte (einer Ellipse ) zum imaginären Kegelschnitt durch einen
Punkt , d. h. Nullkegelschnitt (jeden der Punkte y und 0) auf. End¬
lich sind die beiden unendlich -entfernten Punkte der Hyperbel
die Mittelpunkte zweier hyperbolischen Netze des Büschels , deren
Kernkegelschnitte zwei Parabeln sind (S. 267). Hierdurch ist also die
obige Behauptung gerechtfertigt .

Auch für den ändern Fall , dass die drei Strahlsysteme (x ) (y )
(2) hyperbolisch sind , zeigt die letzte Betrachtung eine vollkommene
Uebereinstimmung mit dem bei der Untersuchung des Kegelschnitt¬
büschels Gefundenen . Der Mittelpunktskegelschnitt ('2) darf nämlich
in diesem Pall den Raum (e) nicht treffen und kann sowohl Ellipse ,
als auch Hyperbel ' sein ; ist er Ellipse , so trifft er nur die Räume
e1e.2e3- die Kernkegelschnitte aller Netze des Büschels sind also Hy¬
perbeln ; ist er Hyperbel , so muss er die Räume e1e2e3 treffen , welche
den einen ganzen Zweig der Hyperbel enthalten , während der andere
Zweig ganz in einem der Räume ht oder h.2 oder enthalten ist ; die
Kernkegelschnitte zerfallen also in eine Gruppe Ellipsen , welche ihre
Mittelpunkte auf einem Zweige der Hyperbel 9)1^ haben , und in eine
Gruppe Hyperbeln , welche ihie Mittelpunkte auf dem ändern Zweige
der Hyperbel 9)1(2) haben , und beide Gruppen werden durch zwei Pa¬
rabeln von einander getrennt , deren Mittelpunkte die unendlich -ent¬
fernten Punkte von sind , wie wir es früher von anderer Seite
her (S. 267) erkannt haben .

Die Ausführung der gegenüberstehenden Betrachtung ist ohne
weitere Schwierigkeit ; durch ein Tripel conjugirter Strahlen XYZ
und ein beliebiges Paar @, § ist nicht nur ein , sondern es sind un-
endlieh -viele Netze bestimmt , welche eine Netz-Schaar bilden , deren
Mächtigkeit gleich gross ist mit der einer geraden Punktreihe . Die
Pole einer beliebigen Geraden in Bezug auf sämmtliche Netze der
Schaar liegen auf einer ändern (conjugirten ) Geraden ; daher liegen
insbesondere die Mittelpunkte sämmtlicher Netze der Schaar ‘auf einer
Geraden 9J£0, welche der unendlich -entfernten Geraden conjugirt
ist . Die Polaren eines Punktes in Bezug auf sämmtliche Netze einer
Schaar umhüllen einen Kegelschnitt (S(2), welcher dem gemeinschaft¬
lichen Tripel XYZ einbeschrieben ist . Die Netze einer Schaar sind
sämmtlich hyperbolisch , sobald a) von dem gemeinschaftlichen Tripel
allein ein Strahl X und der Schnittpunkt x der beiden ändern Y, Z
reell , diese selbst aber imaginär sind ; die Kernkegelschnitte bilden
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eine Kegelschnittschaar mit zwei reellen und zwei imaginären gemein¬
schaftlichen Tangenten; b) sobald das Tripel XYZ völlig reell und
die oben ermittelten Punktsysteme (X) ( Y) ( Z) auf ihnen alle drei
hyperbolisch sind; die Kernkegelschnitte bilden eine Kegelschnittschaar
mit vier reellen gemeinschaftlichen Tangenten; wenn dagegen c) das
Tripel XYZ völlig reell und von den Punktsystemen (X) ( Y) (Z )
nur eines hyperbolisch (X) , die beiden ändern elliptisch sind, so be¬
steht die Netzschaar theils aus hyperbolischen, theils aus elliptischen
Netzen; die Kernkegelschnitte der hyperbolischen Netze bilden eine
Schaar mit vier imaginären gemeinschaftlichen Tangenten; dieses Ge¬
bilde wird aber erst zu einem vollständigen durch Hinzufügung der ima¬
ginären Kegelschnitte, welche durch die elliptischen Netze einer solchen
Schaar vertreten werden. Nach dem Obigen muss in diesem Falle c) die Ge¬
rade die Seiten des von den Geraden XYZ gebildeten Dreiecks
so treffen, dass von den Schnittpunkten zwei in den Seiten selbst
und nur einer in der Verlängerung einer Dreiecksseite liegt , also ein
Stück der Geraden 9K0 in den endlichen Dreiecksraum (e) hineinfällt.
Dieses Stück enthält die Mittelpunkte der elliptischen Netze der Schaar,
während diejenigen Stücke von 3J?0, welche in e1e2e3 enthalten sind,
die Mittelpunkte von hyperbolischen Netzen mit Hyperbeln als Kern¬
kegelschnitten und die Stücke, welche in die Räume hth2hs fallen, die
Mittelpunkte von hyperbolischen Netzen mit Ellipsen als Kernkegel¬
schnitten enthalten.

Schliesslich ermitteln wir noch, in welcher Weise bei diesem
durch die Netzschaar hervorgerufenen Beziehungssystem der zweiten
Art die conjugirten Geraden ©, § im Allgemeinen die Ebene erfüllen,
wenn wir das gemeinschaftliche Tripel XYZ als vollständig reell an¬
nehmen; jede Gerade in der Ebene kann dabei überhaupt nur zwei
wesentlich verschiedene Lagen haben : entweder trifft sie alle drei
Seiten des von den Geraden XYZ gebildeten Dreiecks in ihren Ver¬
längerungen; in diesem Falle wollen wir sie durch einen einfachen
Accent (' ) bezeichnen; oder sie trifft eine Dreiecksseite in der Ver¬
längerung und die beiden ändern zwischen den Ecken des Dreiecks;
in diesem Falle soll sie einen doppelten Accent erhalten ("); unter¬
scheiden wir nun die beiden möglichen Fälle :

1) Die drei Punktsysteme (X) ( Y) (Z ) sind alle hyperbo¬
lisch; dann wird einer Geraden ($' nothwendig eine Gerade § ' con-
jugirt sein und einer Geraden eine Gerade

2) Von den drei Punktsystemen (X ) ( Y) (Z) ist eines hyper¬
bolisch und die beiden ändern elliptisch, und zwar nennen wir das
hyperbolische (X) , die beiden elliptischen ( Y) und (Z); dann ist

32 *
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jeder Geraden ($' nothwendig eine Gerade § " conjugirt, aber einer
Geraden @5" nur dann eine Gerade wenn sie X ausserhalb der
Dreiecksseite, Y und Z innerhalb trifft ; dagegen, wenn sie X inner¬
halb , Y innerhalb und Z ausserhalb trifft, eine Gerade welche X
innerhalb, Y ausserhalb und Z innerhalb trifft ; endlich, wenn ($" X
innerhalb, Y ausserhalb, Z innerhalb trifft , muss die conjugirte
X innerhalb , Y innerhalb und Z ausserhalb treffen. —

Das Netzbüschel und die Netzschaar oder das damit zusammen¬
hängende Beziehungssystem der ersten und zweiten Art kann auch
anstatt durch das gemeinschaftliche Tripel und ein beliebiges Paar
conjugirter Punkte oder Strahlen allgemeiner defmirt werden, einerseits
durch vier Paare conjugirter Punkte P , Q und andererseits durch vier
Paare conjugirter Strahlen @, § . Fassen wir nur die erste Art ins
Auge, so zeigt die in §. 58 ausgeführte Untersuchung, dass sich zwei
Netze hersteilen lassen, welche vier beliebig gegebene Paare conju¬
girter Punkte P , Q gemeinschaftlich haben; solche zwei Netze be¬
stimmen ein Netzbüschel, und jedes Paar conjugirter Punkte P , Q für
jene beiden Netze ist zugleich ein Paar für jedes beliebige Netz des
Büschels, wie wir es oben (S. 447) direct nachgewiesen haben; folg¬
lich müssen umgekehrt alle Netze, welche jene vier Paare conjugirter
Punkte gemeinschaftlich haben , demselben Büschel angehören; ebenso
bilden alle Netze, welche vier Paare conjugirter Strahlen @, § ge¬
meinschaftlich haben, eine Netzschaar; ähnliche Gruppen von Netzen
erhalten wir, indem wir vier Paare theils conjugirter Punkte , theils
conjugirter Strahlen zur Bestimmung eines solchen Gebildes von ein¬
facher Unendlichkeit auswählenj die nähere Untersuchung derartiger
.Gebilde bleibe aber dem Leser überlassen.

§. 63. Drei Netze in der Ebene. Die Tripelcurve. Das Kegelschnittnetz.*)

Nehmen wir drei beliebige Netze in der Ebene an, so gehört zu
einem Punkte P in Bezug auf jedes derselben eine Polare, und diese
drei Polaren werden sich im Allgemeinen nicht in einem Punkte
schneiden; es ist aber von Interesse, den Ort solcher besonderen
Punkte P in der Ebene aufzusuchen, für welche die Polaren durch
einen und denselben Punkt Q laufen. Suchen wir, um den Grad dieses
Ortes zu bestimmen, auf einer beliebigen Geraden ($ die Punkte P
von der verlangten Beschaffenheit zu ermitteln. Bezeichnen wir zu

*) Vergl. „ lieber die Steiner sehe Fläche vierten Grades“ von II . Schröter.
Monatsbericht der Berliner Academie vom 26. November 1863.
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diesem Zwecke die drei gegebenen Netze durch ( A ) (B ) (C) oder
aucli , falls die Netze hyperbolisch sind , die Kernkegelschnitte der¬
selben durch diese Buchstaben , so werden , wenn wir einen veränder¬
lichen Punkt die Gerade @ durchlaufen lassen , seine Polaren abc in
den drei Netzen (A ) (B ) (C) drei projectivische Strahlbüschel um
die Mittelpunkte aßy beschreiben ; die von a und b beschriebenen
Strahlbüschel ( a ) und (ß ) erzeugen also einen Kegelschnitt Ä(2), wel¬
cher durch aß und das gemeinschaftliche Tripel der Netze (A ) und,
(B ) hindurchgeht und durch diese fünf Punkte völlig bestimmt ist .
Die Strahlen b und c erzeugen in gleicher Weise einen Kegelschnitt
J^ 2), welcher durch ßy und das gemeinschaftliche Tripel von (JE?) und
( C) hindurchgeht . Die beiden Kegelschnitte $ (2) und ®[2) haben nun
im Allgemeinen ausser dem gemeinschaftlichen Punkte ß noch drei
Punkte QQ' Q'' zu Schnittpunkten , und weil ein solcher Punkt Q auf
beiden Kegelschnitten ^!(2) und zugleich liegt , müssen uQ , ßQ ,
yQ die drei Polaren eines und desselben Punktes P der Geraden ($ sein ,
d. h. P und Q werden ein solches besonderes Paar von Punkten sein,
welche gleichzeitig für alle drei gegebenen Netze conjugirt sind. Da
nun die Kegelschnitte $ (2) und $ [2) ausser dem Punkte ß höchstens
noch drei Punkte QQ' Q" gemein haben (von denen auch zwei imagi¬
när sein können ) , so giebt es im Allgemeinen drei Punkte PP ' P "
auf der willkürlich gewählten Geraden ($ , welche dem gesuchten Orte
angehören ; dieser ist also eine Curve dritten Grades.

Die drei Punkte QQ' Q ' stehen , wenn sie alle drei reell sind, mit
ihren conjugirten Punkten PP ' P " in einem sehr einfachen Zusammen¬
hänge , vermöge dessen sie aus jenen unmittelbar gefunden werden
können . Passen wir nämlich nur zwei Paare von ihnen PQ und P ' Q'
auf, so müssen (S. 419) die Schnittpunkte {PP ' , QQ' ) und ( PQ ' , QP ')
ein drittes Paar conjugirter Punkte für alle drei gegebenen Netze
sein ; da der erste Punkt auf der Geraden © liegt und es nur noch
einen solchen P " giebt , so muss dieser mit ihm identisch sein und
daher der andere mit Q" , also :

(PP ' , QQ' ) = P " (PQ ' , QP ' ) = Q" ,
d. h. die Punkte P , P ' , P” sind die drei Schnittpunkte der Dreiecks¬
seiten Q' Q" , Q" Q, QQ' mit der Geraden @, oder die sechs Punkte
pp ' p " qq ' Q" Hegen zu je dreien auf vier geraden Linien , welche ein
vollständiges ■Vierseit bilden.

Es ist klar , dass die gefundene Ortscurve dritten Grades durch
die drei gemeinschaftlichen Tripel je zweier der gegebenen Netze
(B ) und (G), ( G) und ( A ), (A ) und (B ) hindurchgehen muss und
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durch diese neun Punkte vollständig bestimmt wird. In der That,
sei xijz das gemeinschaftliche Tripel von (B ) und (0 ) , so ist die
Polare von x für beide Netze (B) und (G) dieselbe Gerade (yg) — X)
also schneiden sich die Polaren von x für alle drei gegebenen Netze
(B ), (C) und (A ) in einem Punkte, und x ist also ein Punkt des
gesuchten Ortes; sein conjugirter ist der Schnittpunkt von X mit der
Polare von x in Bezug auf (^L) ; dasselbe gilt für y und g\ da aber
.bekanntlich die Polaren der Ecken eineg Dreiecks xyg in Bezug.auf
ein Netz (A) die Gegenseiten desselben resp. yg, gx, xy in drei
Punkten treffen, welche auf einer Geraden liegen, so müssen auch die
conjugirten Punkte zu den Punkten xyg eines gemeinschaftlichen
Tripels von je zwei Netzen auf derselben Geraden sich befinden.
[Durch diese neun Punkte der drei gemeinschaftlichen Tripel ist
unsere Ortscurve vollständig bestimmt, d. h. es giebt keine
zwei Curven dritten Grades, welche gleichzeitig durch diese neun
Punkte hindurchgehen; denn wäre dies der Fall , so müsste ein ganzes
Büschel von Curven dritten Grades durch dieselben neun Grundpunkte
gehen, und da zwei Tripel desselben Netzes allemal auf einem Kegel¬
schnitt liegen, so würden besondere Curven jenes Büschels zerfallen
in Kegelschnitte und Gerade, d. h. die drei Tripelpunkte des dritten
Tripels müssten auf einer Geraden liegen. Die Punkte eines Tripels
können aber im Allgemeinen nie auf einer Geraden liegen, folglich
geht durch jene neun Punkte nur eine einzige Curve dritten Grades.]

Durch die drei als gegeben angenommenen Netze (J .) (B ) (0 )
sind zugleich drei Büschel von Netzen gegeben, , da je zwei derselben
ein Büschel bestimmen; bezeichnen wir diese drei Büschel durch (B, C)
(0 , A) (A , B ) und bemerken, dass ein Paar conjugirter Punkte P, Q
für zwei Kegelschnitte (oder Netze) eines Büschels zugleich für sämmt-
liche Kegelschnitte (oder Netze)*) desselben conjugirt sind, so folgt,
dass, wenn wir aus den drei Büscheln (B , C) (C, A) (A, B ) irgend
drei neue Kegelschnitte resp. A'B' C' herausnehmen und dieselben an
Stelle der ursprünglichen ABC setzen, für den Ort solcher Paare con¬
jugirter Punkte P , Q, welche in Bezug auf diese drei gleichzeitig
conjugirt sind, nothwendig dieselbe vorhin gefundene Ortscurve resul-
tirt ; diese Curve enthält daher auch die gemeinschaftlichen Tripel der
neuen Kegelschnittpaare B' C , C' A' , Ä B' , und diese bestimmen drei
neue Büschel, aus denen wir wiederum je einen beliebigen A"B"C"

*) Wir werden uns im Folgenden der Einfachheit wegen nur des Ausdrucks
„ Kegelschnitt“ statt des allgemeineren „ Netz“ bedienen , indem wir unter jenem
auch den imaginären Kegelschnitt ,, welcher durch das elliptische Netz vertreten
wird , mitverstehen .
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herausnehmen können u. s. f. Wir erhalten dadurch einen netzartigen
Fortgang bis ins Unendliche , immer neue Büschel von Kegelschnitten
und neue Tripel xyä . Alle diese Tripel liegen auf einer und derselben
Ortscurve dritten Grades , welche die Tripelcurve genannt werden soll ;
sämmtliche Kegelschnitte (oder Netze ) von doppelt -unendlicher Mächtig¬
keit , welche allen jenen Büscheln angehören , bilden ein Kegelschnitt-
netz von der Beschaffenheit , dass je zwei Punkte P , Q, welche in Be¬
zug auf irgend drei Kegelschnitte des Netzes gleichzeitig conjugirt
sind , auf der Tripelcurve liegen ; solche zwei Punkte sollen conjugirte
Punkte der Tripelcurve heissen und sind in Bezug auf sämmtliche
Kegelschnitte des Netzes conjugirt ; auch soll irgend ein Tripel xyz ,
welches zweien Kegelschnitten des Netzes gemeinschaftlich ist und
daher auf der Tripelcurve liegt , ein Tripel der Tripelcurve genannt
werden . Die Tripelcurve kann daher doppelt aufgefasst werden , erstens
als der Ort solcher Punkte P , deren Polaren in Bezug auf die drei
gegebenen Kegelschnitte (Ä ) (P ) (0 ) sich in einem Punkte Q treffen,
welcher ebenfalls auf der Tripelcurve liegt , und zweitens als der Ort
aller gemeinschaftlichen Tripel xyz irgend zweier Kegelschnitte aus
den drei Büscheln (P , C) (C, A ) (A , B ).

Fassen wir irgend einen Punkt P der Tripelcurve auf , welcher
nicht gerade ein Eckpunkt eines gemeinschaftlichen Tripels xyz der
Büschel ( P , C) (C, A ) (A , P ) ist , so werden die Polaren von P in
Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels ( B , C) durch den conju-
girten Punkt Q laufen und ein Strahlbüschel beschreiben dergestalt ,
dass jedem Kegelschnitt des Büschels eine und nur eine bestimmte
Gerade dureh Q entspricht und auch umgekehrt für jede durch Q ge¬
zogene Gerade nur ein einziger Kegelschnitt aus dem Büschel (P , C)
existirt , in Bezug auf welchen sie die Polare von P ist ; dasselbe gilt
für das zweite Büschel ( O, A ) ‘ ziehen wir also durch Q eine beliebige
Gerade &, so giebt es einen bestimmten Kegelschnitt Ä aus dem Büschel
(P , C) und einen bestimmten Kegelschnitt B ' aus dem Büschel ( 0 , A)
dergestalt , dass jene Gerade ($ und der Punkt P Polare und Pol
für beide Kegelschnitte Ä und B ' gleichzeitig sind. Wenn aber zwei
Kegelschnitte ein Paar von Pol und Polare gemeinschaftlich haben , so
gehört dies ihrem gemeinsamen Tripel an ; folglich ist jeder Punkt P
der Tripelcurve zugleich als Eckpunkt eines Tripels anzusehen , wel¬
ches zweien Kegelschnitten des Netzes gemeinsam ist , d. h . die Tripel¬
curve ist der Ort aller gemeinsamen Tripel irgend zweier Kegelschnitte
des Netzes .

Halten wir die vorhin durch Q willkürlich gezogene Gerade $
fest und denken uns die beiden Kegelschnitte Ä und B ' resp . aus
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den Büscheln (B , C) und (C, Ä) ermittelt , für welche P ein Eck¬
punkt des gemeinschaftlichen Tripels ist , so lassen sich auch die beiden
ändern Tripelpunkte desselben leicht ermitteln ; sie liegen natürlich
auf 05 und auf der Tripelcurve selbst , müssen daher die beiden übrigen
Schnittpunkte der Geraden @ mit der Tripelcurve sein , denn der Punkt
Q ist im Allgemeinen kein Punkt des gemeinschaftlichen Tripels von
Ä und li ; die Gerade @ ist nämlich ganz willkürlich durch Q ge¬
zogen ; verändern wir sie, so erkennen wir , dass nur ein einziges Mal
P und Q Tripelpunkte des gemeinschaftlichen Tripels zweier Kegel¬
schnitte Ä und B ' werden können , weil durch diese beiden auch der
dritte Tripelpunkt unzweideutig mitbestimmt ist ; käme es also zwei¬
mal vor , so . müsste auch der dritte Tripelpunkt derselbe sein und
doch auf zwei verschiedenen durch Q gehenden Geraden liegen , was
ein Widerspruch ist ; folglich sind die beiden übrigen Schnittpunkte
der Geraden @ mit der Tripelcurve die Tripelpunkte des gemein¬
samen Tripels von Ä und B ', dessen erster P ist ; nur einmal , wenn
die Gerade ® Tangente an der Tripelcurve im Punkte Q wird , fällt
einer jener beiden Tripelpunkte nach Q; hieraus schliessen wir fol¬
gende Eigenschaft der Tripelcurve :

Jeder beliebige Funkt P der Tripelcurve kann als ein Tripelpunkt
von einfach unendlich-vielen Tripeln des Kegelschnittnetzesangesehen werden;
die Verbindungslinie der jedesmaligen ändern beiden Tripelpunkte läuft
durch einen festen Punkt Q der Tripelcurve, den conjugirten Punkt von
P . Ferner , wenn ein Paar conjugirter Punkte P , Q der Tripelcurve
zugleich zwei Punkte eines Tripels vom Kegelschnittnetze sein
sollen , so muss der dritte auf der Tangente in Q an der Tripelcurve
und daher auch auf der Tangente in P an derselben gelegen sein, d. h.:

. Die Tangenten in zwei conjugirten Punkten P , Q der Tripelcurve
schneiden sich in einem dritten Punkte B derselben, und PQB bilden
das gemeinschaftliche Tripel eines in dem Kegelschnittnetze vorkommenden
Büschels. Hierin liegt eine charakteristische Eigenschaft eines Paares
conjugirter Punkte auf der Tripelcurve . Eine Tangente in einem be¬
liebigen Punkte der Tripelcurve dritten Grades schneidet nothwendig
dieselbe noch in einem dritten Punkte , weil von ihren drei Schnittpunkten
zwei in dem Berührungspunkte zusammenfallen ; nennt man diesen dritten
Schnittpunkt der Tangente den Tangentialpunkt , welcher dem Berührungs¬
punkte zugeliört , so erscheinen zwei conjugirte Punkte PQ der Tripelcurve
als solche Punkte derselben, welche denselben Tangentialpunkt haben.

Nehmen wir zwei beliebige Punkte der Tripelcurve Q und Q',
welche nicht conjugirte Punkte derselben sein sollen , so ist es
immer erlaubt , diese als zwei Tripelpunkte eines Tripels anzusehen ,



Das Involutions -Netz (Polarsystem) und das Kegclsclinitt -Netz. §. 63. 505

welches itf dem Kegelschnittnetze als gemeinschaftliches Tripel eines
Büschels auftritt ; denn um den dritten Tripelpunkt Q" zu finden,
haben wir nur nöthig , die conjugirten Punkte P und P ' zu Q und Q'
aufzusuchen , dann muss Q' P durch Q" gehen und ebenso auch QP '}
also der Schnittpunkt (QP ', Q' P ) = Q" sein ; der conjugirte Punkt von
Q" muss nun bekanntlich der Schnittpunkt {PP ', QQ') — P " sein,
weil die beiden Paare P , Q und P ', Q' das dritte Paar conjugirter
Punkte P " Q" mitbestimmen .

Um zu den beiden willkürlich auf der Tripelcurve angenommenen
Punkten QQ' den dritten Tripelpunkt Q" zu finden , haben wir also
nur nöthig , den dritten Schnittpunkt der Verbindungslinie QQ' mit
der Tripelcurve , den Punkt P \ zu bestimmen und seinen conjugirten
Punkt Q" zu ermitteln . Dieses Ergebniss lässt sich auch so ausdrücken :

Verbindet man ein beliebiges Paar conjugirter Punkte P , Q der
Tripelcurve mit irgend einem dritten Punkte Q' derselben, so treffen diese
beiden Strahlen die Tripelcurve zum dritten Male in zwei neuen Punkten ,
welche iviedcr ein Paar conjugirter Punkte Q ' P " der Tripelcurve sind.

Solche drei Paare conjugirter Punkte der Tripelcurve PQ , P ' Q', P "Q"
sind also die sechs Ecken eines vollständigen Yierseits , und je drei
nicht in einer Geraden liegende Ecken desselben allemal ein Tripel
xijz in dem Kegelschnittnetze . Wir schliessen hieraus folgenden Satz :

Die Seiten eines auf der Tripelcurve liegenden Tripeldreiecks, ivelches
das gemeinschaftliche Tripel xyz eines in dem Kegelschnittnetzeauftretenden
Büschels ist , schneiden die Tripelcurve immer in drei neuen Punkten ,
welche auf einer Geraden liegen, und die drei Schnittpunkte sind zu¬
gleich die conjugirten Punkte der Tripelcurve zu den drei Eckpunkten des
Tripels , indem je eine Ecke und der dritte Schnittpunkt der gegenüber¬
liegenden Seite des Tripeldreiecks mit der Tripelcurve einander conjugirt
sind. Wir können auch umgekehrt sagen :

Wenn irgend eine Gerade der Tripelcurve in den drei Punkten PP P '
begegnet, so bilden die zu ihnen conjugirten Punkte QQ' Q" allemal ein
Tripel, welches einem in dem Kegelschnittnetze auftretenden Büschel gemein¬
schaftlich ist.

Um die vorige Betrachtung noch zu vervollständigen , denken wir
uns ein beliebiges Paar conjugirter Punkte P , Q der Tripelcurve und
durch P eine Gerade @5 gezogen ; dann giebt es in dem Büschel
(B , G) einen einzigen bestimmten Kegelschnitt Ä , welcher Q und ($
zu Pol und Polare hat , in dem Büschel ( C, Ä ) einen einzigen be¬
stimmten Kegelschnitt B ' , welcher ebenfalls Q und © zu Pol und
Polare hat , und endlich auch in dem Büschel (A , B ) einen solchen
Kegelschnitt C’. Die Gerade ® schneidet die Tripelcurve ausser
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in P noch in zwei Punkten Q' und Q" von solcher Beschaffenheit ,
dass Q(/ Q" das gemeinschaftliche Tripel der Kegelschnitte Ä und B '
ist ; aus gleichem Grunde muss aber auch QQ’Q" das gemeinschaft¬
liche Tripel der Kegelschnitte B ' und C', sowie G und Ä sein ; hieraus
folgt , dass A'B 'C' einem und demselben Büschel angehören müssen ; denn
gehörte C' nicht dem Büschel (A', B ') an , so hätten G und Ä noch
ein zweites von QQ' Q" verschiedenes gemeinschaftliches Tripel ; es ist
aber nicht möglich , dass zwei verschiedene Kegelschnitte mehr als
ein gemeinschaftliches Tripel haben (wofern sie sich nicht doppelt
berühren ) , folglich gehören die drei Kegelschnitte Ä B ' G zu dem¬
selben Büschel . Dieses Resultat lässt sich auch unabhängig von den
Eigenschaften des Kegelschnittnetzes als Satz aussprechen :

Hat man drei Kegelschnitte CBÄ eines Büschels und ACB ' eines
zweiten Büschels, welches mit dem ersten den Kegelschnitt C gemein¬
schaftlich hat , so bestimmen auch die Kegelschnittpaare A , B und A'B '
zwei Büschel, ivelche einen Kegelschnitt (£ gemeinschaftlich haben, d. h.
die acht Grundpunkte der beiden Büschel (A , B ) und (Ä , B ') liegen
auf einem und demselben Kegelschnitte. Oder mit ändern Worten :

Wenn man drei beliebige Kegelschnitte ABC hat und legt einmal
durch die Schnittpunkte von B und C einen beliebigen Kegelschnitt Ä ,
dann durch die Schnittpunkte von C und A einen beliebigen Kegelschnitt

so liegen die vier Schnittpunkte von Ä und B ' mit den vier Schnitt¬
punkten von A und B auf einem und demselben Kegelschnitt. Dies
lässt sich auch folgendermassen aussprechen :

Wenn man drei beliebige Kegelschnitte ABC hat und legt durch
irgend einen Punkt P der Ebene drei neue Kegelschnitte, welche ausser-
dem durch die vier Schnittpunkte je zweier der gegebenenB }C] C, A - A , B
hindurchgehen, so treffen sich diese neuen Kegelschnitte ausser in P noch
in denselben drei Punkten .

Diese Sätze sind ihrer Allgemeinheit wegen bemerkenswertli und
enthalten viele besondere Fälle in sich , welche anzuführen hier unter¬
bleiben muss . Fiir den gegenwärtigen Zweck giebt uns der obige
Satz das Mittel an die Hand , zu einem beliebigen Tripel der Tripel -
cur ve QQ' Q" dasjenige Büschel des Kegelschnittnetzes zu finden, dessen
gemeinschaftliches Tripel das gegebene QQ' Q ' ist ; denn zur Be¬
stimmung dieses Büsdiels haben wir nach dem Obigen nur nöthig ,
die beiden Kegelschnitte Ä und B ' zu ermitteln , durch welche dies
Büschel bestimmt wird . Dass sämmtliche Kegelschnitte des Netzes ,
welche ein Tripel der Tripelcurve QQ' Q" gemein haben , umgekehrt
ein Büschel bilden müssen , ist von vorn herein klar , weil sie ausser -
dem noch ein beliebiges anderes Paar conjugirter Punkte der Tripel -
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curve P t Qt gemein haben und daher einem Büschel angehören (S. 447).
Zu jedem Tripel QQ' Q' ' der Tripelcurve gehört daher ein bestimmtes
Büschel des Kegelschnittnetzes . Nehmen wir zwei beliebige Tripel
der Tripelcurve QQ' Q" und Q1Ql' Qx" , so lassen sich die zugehörigen
Büschel des Kegelschnittnetzes so ermitteln , dass wir denjenigen Kegel¬
schnitt Ä aus dem Büschel (B , C) , für welchen Q und Q' Q" Pol und
Polare sind, und denjenigen Kegelschnitt B ' aus dem Büschel (C, A),
für welchen ebenfalls Q und Q' Q" Pol und Polare sind , aufsuchen ; die
beiden Kegelschnitte Ä B ' bestimmen das Büschel des Kegelschnitt¬
netzes , für welches QQ’Q" das gemeinschaftliche Tripel ist ; in ganz
analoger Weise werden zwei Kegelschnitte At' B L' gefunden , deren ge¬
meinschaftliches Tripel das gegebene QXQXQx ist . Nun haben wir
aber drei Kegelschnitte CÄ A/ , welche einem Büschel (B , C) ange¬
hören , und drei Kegelschnitte CB ' B / , welche einem zweiten Büschel
(C, Ä) angehören ; jene beiden Büschel haben den Kegelschnitt C ge¬
mein , folglich müssen nach unserm obigen Satze auch die beiden
durch die Kegelschnittpaare (A' B ') und (Af B ^) bestimmten Büschel
einen Kegelschnitt (£ gemein haben ; für diesen sind daher die gemein¬
schaftlichen Tripel jener beiden Büschel , d. h. QQ' Q" und Qt QxQ "
ebenfalls Tripel conjugirter Punkte , und da bekanntlich zwei Tripel
conjugirter Punkte in Bezug auf einen und denselben Kegelschnitt
immer sechs Punkte eines neuen Kegelschnitts sind (S. 415), so
schliessen wir folgenden Doppel -Satz :

Irgend zwei Büschel des Kegelschnittnetzes haben allemal einen Kegel¬
schnitt gemeinschaftlich, und

Irgend zwei Tripel der Tripelcurve liegen allemal auf einem Kegelschnitt
Dieser Satz lässt sich auch umkehren : Legt man durch irgend

ein Tripel der Tripelcurve einen beliebigen Kegelschnitt , so schneidet
derselbe die Curve im Allgemeinen in drei neuen Punkten , welche
wieder ein Tripel bilden ; denn da zwei Eckpunkte eines Tripels
der Tripelcurve willkürlich gewählt werden dürfen und durch das
erste Tripel und zwei Punkte der Tripelcurve ein Kegelschnitt be¬
stimmt wird , so muss der dem zweiten Tripel angehörige einzige
dritte Tripelpunkt sowohl auf dem Kegelschnitt als auch auf der
Tripelcurve liegen , d. h. der sechste Schnittpunkt beider sein. Hieraus
folgt mit Berücksichtigung der oben gefundenen Eigenschaft der Tripel¬
curve der Satz :

Wenn man durch drei Punkte eines Tripels der Tripelcurve und
einen beliebigen Punkt Q derselben ein Büschel von Kegelschnitten legt,
so trifft jeder Kegelschnitt desselben die Tripelcurve im Allgemeinen noch
in zwei neuen Punkten , deren Verbindungslinie durch einen festen Punkt
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P der Tripelcurve läuft, welcher der dem Punkte Q conjugirte ist. Dieser
Satz gilt auch allgemein, unabhängig von den Eigenschaften der Tripel,
und führt zu einer Erzeugung der Curve dritten Grades durch ein
Kegelschnittbüsehel und ein Strahlbüschel, welche in projectivische
Beziehung zu einander gesetzt werden.*)

Hieran knüpft sich eine weitere bemerkenswerthe Eigenschaft der *
Tripelcurve; seien RR ' R" die Punkte des ersten Tripels , und das
Büschel von Kegelschnitten mit den vier Grundpunkten [QRR' R"]
schneide die Tripelcurve in der veränderlichen Sehne Q' Q", welche
durch den festen Punkt P läuft, so wird der vierte harmonische zu
P zugeordnete Punkt , indem Q' Q" das andere Paar zugeordneter
Punkte bilden, derjenige Punkt sein, in welchem die Polare von P
in Bezug auf den Kegelschnitt des Büschels [QRR R"] , welcher durch
Q' Q" geht , den Strahl PQ ' Q" trifft . Die Polaren von P in Bezug
auf sämmtliche Kegelschnitte des Büschels [QRR'R" \ laufen aber be¬
kanntlich durch einen festen Punkt 77 und beschreiben ein Strahl¬
büschel, welches projectivisch ist mit dem Kegelschnittbüscliel und
auch mit dem Strahlbüschel, welches der veränderliche Strahl Q' Q"P
beschreibt; das Erzeugniss der beiden projectivischen Strahlbüschel ist
ein Kegelschnitt, und wir erhalten folgenden Satz:

Zieht man durch irgend einen Punkt P der Tripelcurve Strahlen,
welche• dieselbe ausserdem in Punktpaaren Q' Q" treffen, und construirt
man den m P zugeordneten vierten harmonischen Punkt, so ist der Ort
desselben ein bestimmter Kegelschnitt, welcher in P die Tripelcurve berührt

und durch die Berührungspunkte
der übrigen(vier) aus P an die Tripel¬
curve zu legenden Tangenten geht.

Wir vervollständigen noch die
Figur, indem wir zu Q' und Q" die
conjugirten Punkte P ' und P " be¬
stimmen, welche mit P auf einer
Geraden liegen müssen und zwar
so, dass PQ P ' Q' P”Q " die drei
Paar Gegenecken eines vollständi¬
gen Yierseits sind; dann wissen wir,
dass von dem obigen Kegelschnitt¬
büschel [QR R' R"] ein Kegelschnitt
durch$'$"und ein anderer durch P P ''

geht. Die vierten harmonischen zu P zugeordneten Punkte auf

Fig . 107.

*) Chaslesj Comptes rendus t . XLI , 1853 .
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allen durch P gezogenen Sehnen liegen , wie wir gesehen haben ,
auf einem bestimmten Kegelschnitt P (2), den wir den Polarkegelschnitt
des Punktes P nennen wollen . Auf diesem liegen daher auch p und q
(Fig . 107) , welche mit Hülfe des vollständigen Vierseits PQP ' Q' P " Q"
leicht construirt werden ; bezeichnet man nämlich den Schnittpunkt :

(p ' «', p"«") *= *,
und zieht die Gerade Qx , so begegnet dieselbe den Strahlen PP ' P”
und PQ ' Q" in den beiden Punkten p und q.

Lassen wir nun den durch die vier Grundpunkte QRB ' R" ge¬
legten Kegelschnitt des Büschels sich verändern , so verändern sich
auch QQ " P ' P ", während P fest bleibt ; die Punkte ^ und q bewegen
sich auf dem Polarkegelschnitt P (2), und die Sehne pq läuft durch den
festen Punkt Q; folglich beschreibt das Strahlenpaar PP ' P " und
und PQ ' Q" ein Strahlsystem (P ) , und wir erhalten den Satz :

Wenn man einen beliebigen Punkt P der Tripelcurve mit allen mög¬
lichen Paaren conjugirter Punkte P 'Q' derselben verbindet, so bilden diese
Strahlenpaare ein Strahlsystem , tvelches dem Punlde P zugehört.

Ebenso erhält man ein bestimmtes dem Punkte Q zugehöriges
Strahlsystem . Die Strahlsysteme ( P ) und ( Q) zweier conjugirter
Punkte stehen aber in eigenthümlicher Verbindung mit einander . Der
Punkt x = (P ' Q', P " Q" ) liegt nämlich auf der Polare von Q in Bezug
auf den Polarkegelschnitt P (8>, und da diese Polare ungeändert bleibt
bei der Veränderung des Büschelkegelschnitts , so ist der Ort von x
eine gerade Linie . Beiläufig erkennen wir den Satz :

Die Polare des Punktes Q in Bemg auf den Polarkegelschnitt P (2)
ist identisch mit der Polare des Punktes P in Bezug auf den Polar¬
kegelschnitt Q(2>.

Durch die gerade Punktreihe x werden die beiden Strahlsysteme
(P ) und (Q) eindeutig auf einander bezogen ; x ist nämlich der Ort
des Schnittpunktes zweier vierten harmonischen 3er Verbindungs¬
linie PQ zugeordneten Strahlen , die von P und Q ausgehen , indem je
ein Strahlenpaar des Strahlsystems (P ) und das entsprechende Strahlen¬
paar des Strahlsystems (Q) die ändern Paare zugeordnet -harmonischer
Strahlen bilden , d. h. es sind :

P ( QxP ' Q' ) und Q(PxP ' Q' )
je vier harmonische Strahlen . Durch die Annahme des Punktes x auf
der Geraden , welche x durchläuft , werden die entsprechenden Strahlen¬
paare der Strahlsysteme (P ) und (Q) vollständig bestimmt . Hierauf
gründet sich eine Erzeugung der Tripelcurve und einfache Con-
structionen derselben durch zwei in projectivische Beziehung gesetzte
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Strahlsysteme , die in eigentümlicher Verbindung mit einander stehen *).
Aus der obigen Bemerkung , dass zwei Tripel der Tripelcurve
allemal auf einem Kegelschnitt liegen , folgt eine charakteristische
Eigenschaft eines solchen Tripels in Rücksicht auf die Tripelcurve
selbst . Denken wir uns nämlich durch das Tripel QQ' Q" der Tripel¬
curve insbesondere einen solchen Kegelschnitt gelegt , welcher in Q
und Q' dieselben Tangenten mit der Tripelcurve hat , so hat er bereits
fünf Punkte mit der Tripelcurve gemein , welche ihn zugleich be¬
stimmen ; sein sechster Schnittpunkt mit der Tripelcurve muss daher
der dritte Tripelpunkt zu Q und Q' sein , d. h . Q" - es müssen daher
auch in Q" zwei Punkte des Kegelschnitts und der Tripelcurve zu¬
sammenfallen oder dieser Punkt muss ein Berührungspunkt beider
Curven sein ; wir schliessen also :

Die drei Punkte eines Tripels der Tripelcurve liegen allemal so, dass
ein Kegelschnitt die Tripelcurve in denselben berühren kann .

Da zwei Eckpunkte eines Tripels der Tripelcurve willkürlich auf
derselben angenommen werden dürfen , der dritte Tripelpunkt dann
aber vollständig und eindeutig bestimmt ist , so können wir , wenn
ein Tripel QQ' Q” als bekannt angesehen wird , nach dem obigen Satze
die Totalität der übrigen Tripel leicht überschauen , indem wir alle
möglichen Kegelschnitte durch die drei Punkte QQ' Q" legen , von
denen jeder durch seine drei übrigen Schnittpunkte mit der Tripel¬
curve immer ein neues Tripel derselben bestimmt . Kennen wir daher
zwei Tripel der Tripelcurve QQ' Q" und Q1Q1' Q1" und wollen zu zwei
auf der Tripelcurve willkürlich angenommenen Punkten SS ' als zwei
Eckpunkten eines Tripels derselben den dritten Eckpunkt S" finden,
so haben wir nur nöthig , zwei Kegelschnitte durch die resp . fünf Punkte
QQ' Q" SS ' und QxQxQ”SS ' zu legen , welche sich in dem gesuchten
Punkte S" auf der Tripelcurve schneiden müssen . Nach dem Früheren
sind nun , wenn wir zwei beliebige Paare conjugirter Punkte auf der
Tripelcurve P , Q und P ', Q' haben , die Schnittpunkte :

(PQ r, P ' Q) = Q" (PP ', QQ' ) = P "
ein drittes Paar conjugirter Punkte , und diese sechs Ecken des von
den vier Geraden :

p r p”
P Qr Q"
P ' Q" Q
P " Q Q'

gebildeten vollständigen Vierseits , welches der Tripelcurve einbeschrieben
*) Vgl. Ueber Curven dritter Ordnung von H . Schröter , Math. Aunalen von

Clebsch und Neumann . Bd. V. S. 50. Bd. VI. S. 85.
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ist , haben zu ihren conjugirten Punkten beziehungsweise :
Q <t
Q P ' P " vier Tripel der
Q' P " P Tripelcurve .
Q" P P '

Um jetzt zu zwei willkürlich auf der Tripelcurve gewählten
Punkten SS ' als Eckpunkten eines Tripels der Tripelcurve den dritten
Tripelpunkt S" zu finden, haben wir nur durch die resp . fünf Punkte
QQ' Q" SS ' und QP ' P " SS ' einen Kegelschnitt zu legen ; der vierte
Schnittpunkt dieser beiden Kegelschnitte muss der gesuchte Punkt S"
der Tripelcurve sein. Wir haben hierdurch beiläufig folgenden Satz
gefunden :

Wenn man ein vollständiges Vierseit hat , dessen sechs Ecken m je
dreien auf vier Geraden liegen, so kann man auf vier Arten je drei der¬
selben herausnehmen , welche ein Dreieck bilden, während die drei übrigen
auf einer Geraden liegen. Umschreibt man diesen vier Dreiecken vier
Kegelschnitte, welche ausser dem durch zwei beliebig gegebene feste Punkte
gehen, so laufen alle vier Kegelschnitte durch einen und denselben neuen
Punkt . Ein besonderer Pall dieses Satzes ist aus den Elementen be¬
kannt , nämlich , dass die den vier Dreiecken , welche sich aus den
sechs Ecken eines vollständigen Yierseits bilden lassen , umschriebenen
Kreise durch einen und denselben Punkt gehen (den Brennpunkt der
Parabel , welche dem Yierseit einbeschrieben werden kann ).

Wir können auch sehr einfach den vorigen Satz direct beweisen .
Seien nämlich die drei Paar Gegenecken des vollständigen Vierseits
PQ , P ' Q' , P ' Q", so dass die vier Geraden je drei Punkte : PP P ",
PQ ' Q", P ' Q' Q, P " QQ' enthalten und ausserdem zwei beliebige Punkte
SS ' gegeben , so werden die beiden durch je fünf Punkte QQ' Q" SS '
und PP ' Q" SS ' gelegten Kegelschnitte einen vierten Punkt S" gemein
haben ; da nun bekanntlich die Seiten zweier Dreiecke , welche einem
Kegelschnitt einbeschrieben sind , selbst einen ändern Kegelschnitt be¬
rühren (S. 129), so müssen die Seiten der beiden Dreiecke QQ' Q" und
SS 'S" einen Kegelschnitt berühren und ebenso die Seiten der beiden
Dreiecke PP ' Q" und SS ' S" ] diese beiden Kegelschnitte sind aber
identisch , weil sie fünf Tangenten gemein haben , die drei Seiten des
Dreiecks SS ' S" und die Geraden Q ' QP ' und Q" Q' P ; folglich be¬
rühren auch QQ' P " und PP ' P " diesen Kegelschnitt , d. h. derselbe
berührt alle vier Seiten des vollständigen Yierseits und die drei
Seiten des Dreiecks SS ' S" ] da aber die Seiten der beiden Dreiecke
QP ' P " und SS ' S" einen Kegelschnitt berühren , so liegen auch die
sechs Ecken derselben auf einem ändern Kegelschnitt (S. 129) , d. h.
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der durch QP ' P " SS ' gelegte Kegelschnitt geht durch S" und endlich
aus demselben Grunde der durch Q' P " PSS ' gelegte Kegelschnitt -,
also laufen die vier angegebenen Kegelschnitte durch einen und den¬
selben Punkt , w. z. b. w.

Der Kegelschnitt , welcher die vier Seiten des vollständigen Yier -
seits und die drei Seiten des Dreiecks SS ' S" berührt , kann auch als
bestimmt angesehen werden durch zwei beliebige Tripel QQ' Q" und
SS ' S", deren sechs Seiten ihn berühren ; da nun die Gerade , welche
die drei zu QQ' Q" conjugirten Punkte PP ’P " enthält , denselben Kegel¬
schnitt berührt , so muss auch diejenige Gerade , welche die zu SS ' S"
conjugirten Punkte EKB '" enthält , ihn berühren , und wir erkennen
also , dass die acht Seiten zweier solcher vollständigen Vierseite einen
und denselben Kegelschnitt berühren . Dies giebt folgenden Satz :

Die Seiten zweier Tripel der Tripelcurve berühren einen Kegelschnitt,
der auch diejenigen beiden Geraden m Tangenten hat , welche die den Eck¬
punkten der Tripel conjugirten Punkte der Tripelcurve enthalten , so dass
also die Seiten mveier solcher vollständigen Vierseite, wie oben eines
(PQP ' Q' P " Q" ) in Betracht gekommen ist , allemal acht Ta’ngenten eines
und desselben Kegelschnitts sind.

Von besonderem Interesse für ^die vorliegende Betrachtung ist es,
die beiden willkürlichen Punkte SS ' auf zwei Diagonalen des voll¬
ständigen Vierseits anzunehmen : S auf der Diagonale PQ und S' auf
der Diagonale P ' Q', dann muss auch der dritte Punkt S" auf der Dia¬
gonale P " Q" liegen . In der That , durch die vier Seiten des voll¬
ständigen Yierseits und die Gerade SS ' als Tangenten ist derjenige
Kegelschnitt bestimmt , welcher zugleich SS " und S' S" berührt .
Das Diagonaldreieck des einem Kegelschnitt umschriebenen voll¬
ständigen Yierseits ist immer ein Tripel in Bezug auf diesen Kegel¬
schnitt (S. 147) ; folglich bilden die drei Geraden PQ , P ' Q', P " Q" ein
Tripel conjugirter Strahlen in Bezug auf den Kegelschnitt ®(2); da nun
SS ' eine Tangente desselben ist , welche PQ in $ trifft , so wird die
andere durch S gehende Tangente der vierte harmonische dem SS ' zu¬
geordnete Strahl sein , während SP und der von $ nach dem Schnitt¬
punkte ( P ' Q', P " Q") hingehende Strahl das andere Paar zugeordneter
Strahlen ist ; in gleicher Weise construiren wir die zweite durch S'
gehende Tangente des Kegelschnitts diese Tangente , sowie die
vorige müssen durch den vierten harmonischen Punkt auf P " Q"
gehen , welcher dem Schnittpunkte mit SS ' zugeordnet ist , während
die beiden ändern zugeordneten die Punkte (PQ , P 'Q ") und (P ' Q', P " Q")
sind ; also ist dieser vierte harmonische Punkt der Schnittpunkt jener
beiden Tangenten , d. h. der Punkt S Wir haben mithin gesehen ,
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dass , wenn von den beiden willkürlich anzunehmenden Punkten SS '
der eine S auf der Diagonale PQ und der andere S' auf P ' Q' liegt ,
dann der dritte S" auf der dritten Diagonale P " Q" des vollständigen
Vierseits liegen muss .

Wahlen wir nun , indem wir zu unserer Tripelcurve zurückkehren ,
auf welcher das vollständige Yierseit liegt , dessen drei Paar Gegen¬
ecken PQ , P ' Q', P " Q" drei Paare conjugirter Punkte der Tripelcurve
sind , die beiden Punkte S und S' so , dass S der dritte Schnittpunkt
der Geraden PQ mit der Tripelcurve und gleichzeitig S' der dritte
Schnittpunkt von P ' Q' mit derselben wird , dann muss S" auf der
Geraden P " Q" liegen und zugleich auf der Tripelcurve , weil SS ' S"
ein Tripel .der Tripelcurve bilden , folglich ist S" der dritte Schnitt¬
punkt der Geraden P ' Q" mit der Tripelcurve ; wir erhalten hieraus
folgenden Satz :

Wenn man ein beliebiges Tripel der Tripelcurve QQ'Q" hat, so
treffen die Seiten desselbenQ'Q", Q'Q, QQ' die Curve mm dritten Male
in drei neuen Punkten PP 'P ", welche die conjugirten Punkte der Tripel¬
curve m den ersteren sind und in gerader Linie liegen; die drei Ver¬
bindungslinien PQ , P 'Q', P "Q" treffen aber die Tripelcurve in drei neuen
Punkten SS 'S", welche ein neues Tripel der Tripelcurve bilden.

Da wir ferner wissen , dass die Tangenten in zwei conjugirten
Punkten PQ an der Tripelcurve sich in einem dritten Punkte R
derselben (dem Tangentialpunkte ) treffen und die drei Punkte PQR
ein Tripel der Tripelcurve bilden , so muss der conjugirte Punkt zu R
der dritte Schnittpunkt S der Geraden PQ mit der Tripelcurve sein ;
die dritten Schnittpunkte der Tangenten in PP ’P " oder in QQ' Q"
mit der Tripelcurve sind also die drei Punkte RR ' R" und conjugirte
Punkte zu den obigen Punkten SS ' S da diese ein Tripel bilden ,
so müssen jene auf einer geraden Linie liegen ; d. h.:

Die drei Tangenten der Tripelcurve in den drei Eckpunkten eines
Tripels derselben treffen sie in drei neuen Punkten, welche auf einer Ge¬
raden liegen.

Schneidet eine beliebige Gerade die Tripelcurve in drei Punkten, und
man sieht die Tangenten in denselben, so treffen sie die Tripelcurve in
drei neuen Punkten, welche ivieder auf einer Geraden liegen.

Diese Sätze gestatten ein eigenthümliches Fortschreiten in einem
Cyklus , indem man einerseits von einer Geraden PP ' P " zu einer folgenden
RR 'K ' u. s. f. oder andererseits von einem Tripel QQ' Q" zu einem fol¬
genden SS ' S" und so weiter geht ; die Frage , ob ein solcher Cyklus sich

Steiner , Vorlesungen IX. 2. Aufl. 33
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schliesst oder bis ins Unendliche fort läuft , ist dabei von hohem
Interesse, erfordert jedoch tiefer gehende Untersuchungen*).

Nehmen wir zwei beliebige Tripel der Tripelcurve QQ' Q", QxQ\ Q '
und ihre conjugirten Punkte PP ' P ", P1P i P '', so haben wir zwei
vollständige Yierseite, die der Tripelcurve einbeschrieben sind, und
deren acht Seiten, wie wir gesehen haben, einen und denselben Kegel¬
schnitt berühren; bezeichnen wir diese acht Geraden:

Q' Q' P — 31 Q\ QiPx =
Q" QP ' = 93 Q[Q, P \ = 93,
QQ ' P " = & Q, Q\ F ; = g ,

= S P, P \F [ = ®, .
Zugleich haben wir acht Tripel der Tripelcurve, nämlich:

p ' p " q und p ; p ;’^
r ' pq P "j \ Q\
pp ' Q" p xp \ q :
Q Q' Q" Qx Ql .

Da irgend zwei Tripel der Tripelcurve immer sechs Punkte eines
Kegelschnitts sind, also auch die Seiten zweier Tripeldreiecke immer
sechs Tangenten eines Kegelschnitts sind, so haben wir ein Brianchon’-
sches Sechsseit:

dessen Hauptdiagonalen sich in einem Punkte schneiden; diese sind:
pp t p ' p ; (« » j , sssy .

Der Schnittpunkt:
(PP 1? P ' P \ )

liegt also in der Geraden (31931? 933̂ ); andererseits haben wir das
Brianchon’sehe Sechsseit:

93̂ 3̂ ,
dessen Hauptdiagonalen:

QQ1 Q' Q\ ( 3I93 17 93 3lt )
sich ebenfalls in einem Punkte treffen, also liegt auch der Schnitt¬
punkt :

(QQxt QfQ\) in der Geraden (StSB1, S8 St1)5
folglich ist die Verbindungslinie:

[(PP , , P ' P \) , (QQn Q' Q\) ]
identisch mit der Geraden (3(93, , 933(t).

*) Vergl. Steiner , geometrische Lehrsätze , Grelle'?, Journal Bd. XXXIT. S. 182
und 300.
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In gleicher Weise zeigen die beiden Brianchori sehen "Sechsseite :
» sxs » ! und

dass die Verbindungslinie :
[ (P ' P ; , P " P [) , (Q' Q„ Q ' Q'l) ]

identisch mit der Geraden (33®u ®33x) ist , und endlich die beiden
Brianchori sehen Sechsseite :

esst® !®! « ! und ra® ^ ®! ,
dass die Verbindungslinie :

[(P " P ; , PPJ , (ff ’Ql QQJ ]
identisch mit der Geraden (®Sl1? 5t®!) ist . Aus dem Brianchori -
sehen Sechs seit :

folgt aber , dass die drei Hauptdiagonalen :
(93®1; m ,) (m u st®,)

sich in einem Punkte treffen , also auch die mit ihnen identischen
durch die PP ' P " und QQ' Q" ausgedrückten Geraden ; sehen wir die
letzteren an , so erkennen wir , dass es die Verbindungslinien cor-
respondirender Ecken zweier Dreiseite sind , gebildet von den Geraden
einerseits PP i P ' P \ ■ P " P [
und andererseits Q Qx Q' Q\ Q" Q'[ ;

folglich müssen die correspondirenden Seiten selbst sich in drei Punkten
treffen , die auf einer Geraden liegen (S. 26) , d. h . die drei Schnitt¬
punkte :

(PP X, QQt) (P 'P \ , Q'Q[) (P - Pl , Q"Q[)
liegen auf einer Geraden ; diese drei Punkte :

P P P "
X 2 M 2 m 2

sind nach dem Früheren nichts anderes , als die dritten Schnittpunkte
der Geraden PP , , P P \ , P ' P” mit der Tripelcurve ; also haben wil¬
den Satz :

Schneidet irgend eine Gerade die Tripelcurve in den drei Punkten
PP ' P " und eine zweite Gerade in P 1P \ P [ , so treffen die drei Geraden
PP 1? P 'P , , P " P [ die Tripelcurve in drei neuen Punkten P 2P ., P” , ivelche
iviederum auf einer Geraden liegen. (Die Zuordnung ist dabei ganz
willkürlich und giebt zu Weiteren Betrachtungen Anlass .)

Oder :
Hat man irgend zwei Tripel der Tripelcure QQ'Q" und Ql Q\ Q[

(die allemal auf einem Kegelschnitt liegen) , so treffen die drei Verbindungs¬
linien QQS, Q'Q\ , Q"Qi die Tripelcurve in drei neuen Punkten, die alle¬

ss *
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mal auf einer Geraden liegen. (Die Zuordnung ist dabei ganz gleich¬
gültig .) Da die drei Punkte :

p 2 = (PP 1?qq ,} ' P a - (P ' P [, Q' Q\) p ; « = (p " p ; , q " q ;)

auf einer Geraden liegen , so müssen ihre conjugirten :

q2 = (p « , , « p ,) & = (P ' <?; , <? p ;) q ; = (p " c"p ;-)

ein Tripel bilden , also :
Hat man irgend ein Tripel QQ' Q" der Tripelcurve und eine be¬

liebige Gerade, ivelche derselben in den Punkten P xP \ P [ begegnet, so
treffen die drei Verbindungslinien QJ \ , Q' P \ > Q" P , die Tripelcurve in
drei neuen Punkten Q2Q2Q2, welche allemal ein Tripel der Tripelcurve
bilden. (Die Zuordnung ist dabei ganz gleichgültig .)

Aus den verschiedenen Zuordnungen , welche hierbei möglich sind,
werden sich neue Beziehungen ergeben , deren Aufsuchung hier zu weit
führen würde . Der vorige Satz lässt aber noch einige andere Folge¬
rungen zu, die wir kurz hervorheben wollen .

Da von den Schnittpunkten zweier Geraden PP ' P " und P , P ' P [
mit der Tripelcurve die Verbindungslinien PP lf P ' P , und P " P [ der
Curve in drei neuen Punkten P 2P 2P ' begegnen , welche wieder auf
einer Geraden liegen , so werden auch die Verbindungslinien PP \ ,
P ' P l und P " P ” in drei Punkten II 2P 2P 2 der Tripelcurve begegnen ,
die auf einer Geraden liegen , oder anders ausgesprochen :

Durch vier Punkte PP ' P i P \ einer Tripelcurve lassen sich drei
Linienpaare legen; jedes derselben begegnet der Curve in einem neuen
Punktpaar , dessen Sehne man ziehe; diese drei Sehnen laufen durch einen
und denselben Punkt P 2 der Tripelcurve. Wir können die drei Linien¬
paare , welche durch vier beliebig auf der Tripelcurve gewählte Punkte
gelegt sind , als drei Individuen eines Kegelschnittbüschels [PP ' PjP 'J
auffassen und die drei zugehörigen Durchbohrungssehnen als drei
Individuen eines Strahlbüschels [P” ] ; die Elemente dieser beiden Ge¬
bilde können wir eindeutig auf einander beziehen , wozu die drei be¬
kannten Paare entsprechender Elemente ausreichend und erforderlich
sind . Dann wird sich zu jedem Kegelschnitt des Büschels ein be¬
stimmter entsprechender Strahl des Strahlbüschels construiren lassen
(S. 225) und umgekehrt , und der Ort der Schnittpunkte entsprechender
Elemente dieser beiden Gebilde ist eine ' allgemeine Curve dritten
Grades . Da dieselbe mit der Tripelcurve bereits 11 Punkte gemein¬
schaftlich hat , so fällt sie ganz mit ihr zusammen . Umgekehrt
schliessen wir hieraus den Satz :

Jeder durch vier Punkte PP ' P i P \ einer Tripelcurve gelegte Kegel-
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schnitt begegnet derselben im Allgemeinen in zwei neuen Punkten , deren
Sehne durch einen und denselben festen Punkt P 2 der Curve hindurchgeht.

Oder :
Liegen irgend sechs Punkte PP ' P XP \ P 2P 2 einer Curve dritten

Grades auf einem Kegelschnitt, so schneiden drei sie verbindende Sehnen
PP ', Pj P \ , P 2P 2 dieselbe in drei neuen Punkten einer Geraden. (Die
Zuordnung ist dabei ganz gleichgültig .) Oder auch umgekehrt :

Zieht man durch jeden von drei in einer Geraden befindlichen Punkten
einer Tripelcurve je einen Strahl , welcher derselben in zwei neuen Punkten
begegnet, so liegen diese sechs neuen Punkte auf einem Kegelschnitt.

Da endlich der durch die vier Punkte PP ' P xP \ der Tripelcurve ge¬
legte Kegelschnitt eine Sehne P 2P \ auf ihr ausschneidet , welche
immer durch denselben festen Punkt P 2 läuft , und da die zu P 2 und P 2
conjugirten Punkte Q2Q\ nach dem Obigen auch eine Sehne Q2Q\
geben , welche durch P” läuft , so liegen auch PP ' P XP \ Q2Q'2 auf
einem Kegelschnitt ; aus demselben Grunde aber auch PP ' Qi Q\ Q2Q2und
endlich auch QQ' QXQ\ Q2Q2; wir erhalten also folgenden Satz :

Liegen irgend sechs Punkte der Tripelcurve auf einem Kegelschnitt,
so liegen auch die sechs conjugirten Punkte auf einem Kegelschnitt.

Wir kehren jetzt zur Betrachtung des Kegelschnitt -Netzes zurück .
Um die Totalität sämmtlicher Kegelschnitte , welche in einem

Netze enthalten sind und sich zu Büscheln ordnen , in anschaulicher
Weise zu übersehen , denken wir uns , indem wir von den drei will¬
kürlich angenommenen Kegelschnitten ABC , welche nicht einem
Büschel angehören , ausgehen , zunächst ein Büschel (P , C) aus den
beiden Kegelschnitten P und C hergestellt und verfolgen einen ver¬
änderlichen Kegelschnitt 51, welcher das ganze Büschel (P , C) durch¬
läuft ; der dritte feste Kegelschnitt A und der veränderliche 2t con-
stituiren nun ein veränderliches Büschel (J ., 21), und alle Kegelschnitte
desselben bilden die Gesammtheit der Kegelschnitte des Netzes , d. h.
wenn wir an Stelle von ABC drei beliebige andere*Kegelschnitte des
Netzes , welche nicht demselben Büschel angehören , in der angegebenen
Weise zur Bildung des Netzes verwenden , so treten keine neuen Kegel¬
schnitte mehr auf , sondern nur die früheren , aber in anderer Anord¬
nung m Büscheln vereinigt. Nehmen wir nämlich zunächst aus dem
Büschel (C, A ) einen beliebigen Kegelschnitt 93 und bilden das ver¬
änderliche Büschel (P , 33) , so wird jeder Kegelschnitt X desselben
gleichzeitig in einem der vorigen Büschel ( A , 2X) enthalten sein und
umgekehrt ;- denn weil PS3X einem Büschel angehören und C$8A
einem ändern , so wird nach dem oben (S. 506) bewiesenen Satze ein
Kegelschnitt existiren müssen , welcher gleichzeitig dem Büschel (P , C)
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und dem Büschel {A , X) angehört , d. h . die Grundpimkte dieser
beiden -Büschel müssen auf einem und demselben Kegelschnitte 31
liegen ; folglich gehört X einem Büschel (J ., %) an , bei welchem 31
aus dem Büschel (B , C) genommen ist ; also jeder Kegelschnitt aus
dem veränderlichen Büschel (JB, 58) ist gleichzeitig unter den aus
dem veränderlichen Büschel (A, 31) hervorgehenden Kegelschnitten
enthalten und umgekehrt . Es gehen daher dieselben Kegelschnitte
des Netzes hervor , ob wir (B , C) und A , oder (C, A) und B , oder
endlich auch (A , B ) und C in der angegebenen Weise zur Bildung
des Netzes verwenden . Nehmen wir ferner einen beliebigen Kegel¬
schnitt B aus einem der unendlich -vielen Büschel (A , 51) heraus , z. B.
aus dem Büschel (A , 3l0) , so liegen einmal BA $l0 in einem Büschel ,
zweitens B %%Q in einem Büschel , folglich haben die Büschel (D , B )
und (A , 31) einen Kegelschnitt gemein ; dieser bestimmt mit A das
veränderliche Büschel (A , 31) und kann also jedesmal auch aus dem
Büschel (B , TJ) genommen werden , d. h. verwenden wir (B , B ) und
A zur Bildung des Netzes , so erhalten wir dieselben Kegelschnitte ,
als wenn wir (B , C) -und A in gleicher Weise dazu verwenden ;
hieraus folgt weiter , dass auch (B , A) und D dieselben Kegelschnitte
des Netzes liefern , folglich auch (B , E ) und D und endlich auch
(D , E ) und F , wenn BEF irgend drei nicht demselben Büschel an-
gehörige Kegelschnitte bezeichnen , welche aus der Gesammtheit (A , 31)
entnommen sind. Aus dem Vorigen ergiebt sich unmittelbar , dass
durch einen willkürlich angenommenen Punkt p der Ebene unendlich-viele
Kegelschnitte des Netzes gehen, welche ein Büschel bilden, denn man
braucht nur durch p den einzigen bestimmten Kegelschnitt 3l0 zu
legen , welcher dem Büschel (B , C) angehört , und den einzigen be¬
stimmten Kegelschnitt 580, welcher dem Büschel (C, A) angehört ; die
beiden Kegelschnitte 3t0580 bestimmen ein Büschel , welches sämmt -
liche Kegelschnitte des Netzes enthält , die durch p gehen . Bestimmen
wir noch den Kegelschnitt fö0, welcher durch p geht und dem Büschel
(A , B ) angehört , so gehört er , wie wir oben gesehen haben , gleich¬
zeitig dem Büschel (3l0, 230) an. Ferner folgt hieraus , dass durch
zwei willkürlich in der Ebene angenommene Punkte p und p L nur ein
einziger bestimmter Kegelschnitt des Netzes hindurchgeht, denn es giebt
in dem vorhin bestimmten Büschel (3l0, 580) nur einen einzigen be¬
stimmten Kegelschnitt , welcher durch den gegebenen Punkt p x geht .
Das Kegelschnittnetz ist also ein Gebilde von doppelter Mannigfaltig¬
keit , weil jeder Kegelschnitt desselben zwei Willkürlichkeiten enthält .

Die vorige Bemerkung giebt zugleich Aufschluss über die be¬
sondere Natur der in einem Netze enthaltenen Kegelschnitte . Es
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giebt nämlich unendlich-viele gleichseitige Hyperbeln in dem Netze , welche
ein besonderes Büschel des Netzes bilden ; nehmen wir die beiden
obigen Punkte pp t im Unendlichen in zwei zu einander rechtwinkligen
Richtungen an , so geht durch sie eine bestimmte gleichseitige Hy¬
perbel des Netzes ; nehmen wir ein zweites Paar unendlich -entfernter
Punkte pp 1 in zwei rechtwinkligen Richtungen an , so bestimmt das¬
selbe eine zweite gleichseitige Hyperbel ; diese beiden bestimmen ein
ganzeŝ Büschel von gleichseitigen Hyperbeln (S. 232) , welche dem
Netze angehören ; weiter giebt es im Allgemeinen keine gleichseitige
Hyperbel in dem Netze ; denn käme noch eine dritte vor , welche nicht
dem vorigen Büschel angehörte , so würde sie mit jeder der früheren
ein neues Büschel von lauter gleichseitigen Hyperbeln erzeugen und
es müssten daher alle Kegelschnitte des Netzes gleichseitige Hyperbeln
sein ; sind daher die Kegelschnitte ABC , welche wir als gegeben an-
sehen , nicht alle drei gleichseitige Hyperbeln , so giebt es in dem
Netze nur ein einziges bestimmtes Büschel gleichseitiger Hyperbeln ;
wenn aber die drei gegebenen Kegelschnitte ABC selbst gleichseitige
Hyperbeln sind , so besteht das Netz aus lauter gleichseitigen Hyperbeln
und hat daher einen speciellen Charakter . Unter den Kegelschnitten
des Netzes giebt es ferner im Allgemeinen unendlich -viele Parabeln ;
lassen wir nämlich die willkürlich anzunehmenden Punkte pp l in einen
Punkt der unendlich -entfernten Geraden zusammenfallen , so wird
der durch jene bestimmte Kegelschnitt des Netzes eine Parabel , weil
er berührt . Jeder Punkt von ist also der Mittelpunkt einer
bestimmten dem Netze angehörigen Parabel , welche nach dem Obigen
leicht herzustellen ist . Denken wir uns zwei solche Parabeln des
Netzes construirt , deren unendlich -entfernte Punkte p , % in zwei zu
einander rechtwinkligen Richtungen liegen , so bestimmen dieselben ein
Büschel des Netzes , in welchem nothwendig ein Kreis Vorkommen
muss , d. h . die vier Schnittpunkte dieser beiden Parabeln liegen auf
einem Kreise (S. 229) ; dies ist im Allgemeinen der einzige Kreis unter
den Kegelschnitten des Netzes ; denn construiren wir ein anderes Paar
Parabeln , deren unendlich -entfernte Punkte p und % ebenfalls in zwei
zu einander rechtwinkligen Richtungen liegen , so müssen ihre Schnitt¬
punkte auf demselben Kreise liegen ; seien nämlich P und H die
beiden ersten , P ' und TL' die beiden ändern Parabeln , so können wir
PHP ' für die drei ursprünglichen das Netz erzeugenden Kegelschnitte
ABC setzen ; in dem Büschel (P , TL) ist der Kreis ® enthalten ; $
und P ' bestimmen ein zweites Büschel des Netzes , in welchem noth¬
wendig noch eine Parabel ausser P ' enthalten sein muss , welche
ihren unendlich -entfernten Punkt in einer rechtwinkligen Richtung zu
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derjenigen des unendlich -entfernten Punktes von ly hat ; ist p der
letztere und % der erstere , so giebt es durch % nur eine einzige Pa¬
rabel des Netzes II ', welche die eben genannte ist ; daher haben auch
umgekehrt die beiden Parabeln P ' ZZ' ihre Schnittpunkte auf dem
Kreise d. h . ® ist gemeinschaftlich den beiden Büscheln (P , II )
und (P r, U ' )-

Endlich kommen unter den Kegelschnitten des Netzes auch Linien¬
paare in unendlicher Menge vor ; jedes Büschel enthält im Allgemeinen
drei Linienpaare , von denen eines immer reell ist . Der von allen
diesen Geraden umhüllte Ort ist eine bestimmte Curve dritter Klasse
$ (3); welche mit der Tripel curve in innigem Zusammenhange steht .
Da nämlich durch einen beliebigen Punkt p der Ebene nur einfach
unendlich -viele Kegelschnitte des Netzes gehen , welche ein Büschel
( 5I0S30) bilden , so gehen , durch den Punkt p im Allgemeinen nur drei
gerade Linien , welche Theile von Linienpaaren sind , die , als Kegel¬
schnitte betrachtet , dem Netze angehören ; also ist der Ort von diesen
Geraden eine Curve dritter Klasse f£(3). Vermöge der obigen Er¬
zeugung des Netzes können wir die Curve ®(3;i in der Weise con-
struiren , dass wir einen veränderlichen Kegelschnitt 51 das Büschel
{13, C) durchlaufen lassen und für die beiden Kegelschnitte A und
jedesmal die sechs gemeinschaftlichen Secanteii ermitteln , welche den
gesuchten Ort umhüllen .

Dieses Resultat lässt sich in Form eines Satzes aussprechen , der
zu vielen interessanten speciellen Fällen Veranlassung bietet :

Drei beliebige Kegelschnitte haben zu zweien zusammengefasst drei¬
mal je sechs gemeinschaftliche Secanten ; diese achtzehn Geraden sind
Tangenten einer und derselben Curve dritter Klasse .

Zu der Tripelcurve hat die gefundene Curve $ (3:) eine besondere
leicht erkennbare Beziehung ; eine gemeinschaftliche Secante zweier
Kegelschnitte des Netzes hat nämlich die Eigenschaft , dass die beiden
Punktsysteme , welche ihr in Bezug auf beide Kegelschnitte zugehören ,
identisch sind (S. 480) ; nehmen wir nun irgend einen dritten Kegel¬
schnitt des Netzes , welcher nicht mit den beiden vorigen demselben
Büschel angehört , so gehört in Bezug auf ihn jener Geraden ein
zweites Punktsystem zu, und die beiden auf einander liegenden Punkt¬
systeme haben im Allgemeinen ein gemeinschaftliches Paar conjugirter
Punkte P , Q. Da dies conjugirte Punkte für drei Kegelschnitte des
Netzes sind, welche nicht demselben Büschel angehören , so sind es
conjugirte Punkte für sämmtliche Kegelschnitte des Netzes , also ein
Paar conjugirter Punkte der Tripelcurve ; eine gemeinschaftliche Se¬
cante zweier Kegelschnitte des Netzes ist mithin allemal die Verbin -
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dungslinie zweier conjugirten Punkte P , Q der Tripelcurve und auch
umgekehrt ; denn ziehen wir die Verbindungslinie irgend eines Paares
conjugirter Punkte der Tripelcurve P , Q und nehmen einen beliebigen
Punkt p derselben , so geht durch p ein einziger bestimmter Kegel¬
schnitt 21 aus dem Büschel (B , C) und ein einziger bestimmter Kegel¬
schnitt 33 aus dem Büschel (C, yl ) ; die beiden Kegelschnitte 33 und
21 müssen PQ ausser in p in einem und demselben Punkte % treffen,
welcher der vierte harmonische , dem p zugeordnete ist , während P
und Q die beiden ändern zugeordneten Punkte sind ; folglich ist PQ
eine gemeinschaftliche Secante der beiden Kegelschnitte 21 und 33 des
Netzes . Wir haben also folgenden Satz :

Die Verbindungslinien sämmtlicher Paare conjugirter Punkte PQ
der Tripelcurve umhüllen eine .Gurve dritter Klasse , welche identisch ist
mit derjenigen, die von sämmtlichen Linienpaaren , welche unter den
Kegelschnitten des Netzes auf treten, berührt wird .

Aus dieser Construction der durch den beliebig gewählten Punkt
p gehenden drei Strahlen , welche Paare conjugirter Punkte PQ ver¬
binden oder der drei Tangenten aus p an die Curve $ (3), folgt noch
ein anderer Satz : Die beiden durch p gelegten Kegelschnitte 2t und
33 des Netzes bestimmen ein ganzes Kegelschnittbüschel , welches dem
Netze angehört , und die drei Linienpaare desselben , von denen drei
Gerade durch p gehen , kreuzen sich in einem Tripel des Büschels ,
welches auch ein Tripel der Tripelcurve ist . Also :

Solche drei Verbindungsstrahlen conjugirter Punkte PQ , welche durch
einen gegebenen Punkt p der Ebene gehen, d. h. die drei aus p an die
Curve Äl(3) gelegten Tangenten , treffen die Tripelcurve noch in drei neuen
Punkten , welche ein Tripel derselben bilden.

Die Verbindungslinie PQ zweier conjugirter Punkte der Tripel¬
curve schneidet im Allgemeinen jeden Kegelschnitt des Netzes in
zwei Punkten , welche harmonisch liegen mit P , Q und zugeordnet
sind , also immer in Punktpaaren eines und desselben Punktsystems ,
dessen Asymptotenpunkte PQ sind. Wir können daher folgenden
Satz aus sprechen :

Eine Gerade von solcher Beschaffenheit, dass sie drei beliebig in der
Ebene gegebene Kegelschnitte ABC in drei Punktpaaren eines Punkt¬
systems (sechs Punkten einer Involution) trifft , umhüllt eine Curve dritter ’
Klasse welche zugleich die achtzehn gemeinschaftlichen Secanten je
zweier der gegebenen drei Kegelschnitte berührt . Die Asymptotenpunkte
der Punktsysteme auf edlen solchen Geraden liegen auf einer Curve dritten
Grades (der Tripelcurve von den drei Kegelschnitten ABC ).
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Es ist leicht , den Berührungspunkt einer Geraden PQ mit der
von ihr eingelitillten Curve zu ermitteln ; denken wir uns ein der
Tripeleurve einbeschriebenes vollständiges Vierseit , wie es früher in
Betracht gezogen ist : PQP ' Q' P "Q ", dessen drei Paar Gegenecken
aus drei Paaren conjugirter Punkte der Tripeleurve bestehen , in der
Weise verändert , dass wir ein Paar PQ festlialten und das zweite
Paar P ' (/ ihm allmählich nähern , indem wir zuletzt P ' mit P und
also auch Q' mit Q zusammenfallen lassen , dann geht P " in den
Schnittpunkt der beiden Tangenten an der Tripeleurve in P und Q,
und Q” also in den dritten Schnittpunkt der Verbindungslinie PQ
mit der Tr-ipeleurve über ; es ist aber Q" = (PQ ' , P ' Q) ] um nun
den Schnittpunkt (PQ , P ' Q' ) für den Grenzfall des Zusammenfallens
von P , Q mit P ' Q' zu ermitteln , haben wir nur die harmonische
Eigenschaft des vollständigen Vierecks zu berücksichtigen und er¬
kennen , dass der gesuchte Berührungspunkt der vierte harmonische ,
dem dritten Schnittpunkt Q" zugeordnete Punkt sein wird ; also : Die
veränderliche Verbindungslinie PQ zweier conjugirter Punkte der Tripel-
curve berührt die von ihr eingehüllte Curve dritter Klasse in dem vierten
harmonischen Punkt , welcher dem dritten Schnittpunkt von PQ mit der
Tripeleurve ungeordnet ist , während P und Q das andere Paar harmo¬
nisch-zugeordneter Punkte sind.

Dieser dritte Schnittpunkt Q" der Verbindungslinie PQ mit der
Tripeleurve hat zu seinem conjugirten Punkte P " den gemeinschaft¬
lichen Tangentialpunkt für die beiden conjugirten Punkte P und Q\
hieraus folgt die Construction der Tangente in einem beliebigen
Punkte P der Tripeleurve : Man suche zu P den conjugirten Punkt
Q, ferner den dritten Schnittpunkt Q" der Verbindungslinie PQ mit
der Tripeleurve , endlich den conjugirten Punkt P " zu Q", dann ist
PP '' die gesuchte Tangente .

Schneidet die Verbindungslinie PQ zweier conjugirten Punkte der
Tripeleurve dieselbe in Q", so gehen durch Q" ausser der Tangente
PQ noch zwei andere Tangenten an die Curve St{3'> d. h . Strahlen ,
welche C(3) in je einem Paare conjugirter Punkte treffen . Werden
diese vier Punkte mit P " verbunden , so erhalten wir die Tangenten in
ihnen an (7(3). Da nun jedes dieser Punktpaare mit P " zusammen
ein Tripel der Tripeleurve bilden und zwei Tripel allemal auf einem
Kegelschnitt liegen , so folgt der Satz :

Aus einem Punkte ( P " ) der Tripeleurve lassen sich ausser der
Tangente in ihm selbst im Allgemeinen noch vier andere Tangenten an
dieselbe legen; die vier Berührungspunkte liegerb mit dem ursprünglichen
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Tunkte auf einem Kegelschnitt, welcher die Tripelcurve in dem letzteren
berührt.

Dies ist nur ein Theil des oben (S. 508) allgemein ausgesprochenen
Satzes über den Polarkegelschnitt .

Aus dem Vorhergehenden folgt ; dass die Tripelcurve GY(3) und die
Curve sich in denjenigen Punkten , in welchen sie sich treffen, auch
berühren, d. h. dieselben Tangenten haben, oder anders ausgedrückt , dass
die sämmtlichen Schnittpunkte beider Curven paarweise zusammen¬
fallen . Denn sei Q ein gemeinschaftlicher Punkt der beiden Curven
C(3) und ®(3); und denken wir uns die Tangente in Q an der Curve
$ (3> gezogen , so muss von ihren beiden übrigen Schnittpunkten mit
der Tripelcurve , die P und P ' heissen mögen , einer der conjugirte
Punkt P zu Q sein , weil St(3) der von sämmtlichen Verbindungslinien
PQ umhüllte Ort ist , und der andere P ' muss mit Q zusammenfallen ,
weil Q der Berührungspunkt mit ®(3) ist , also der vierte harmonische
Punkt zu PQP ' \ da nun dieser mit Q zusammenfällt , so muss auch
P ' in Q hineinfallen (S. 14) ; der übrigens noch denkbare Fall , dass
P und P ' conjugirte Punkte der Tripelcurve sein könnten , zeigt sich
als unzulässig ; denn da Q der Berührungspunkt mit $ (3) ist , so
müsste sein zugeordneter vierter harmonischer Punkt zu PP ' der
dritte Schnittpunkt mit der Tripelcurve sein, also wiederum Q; wenn
aber von vier harmonischen Punkten zwei zugeordnete zusammenfallen ,
so muss auch von dem ändern Paare zugeordneter Punkte einer hinein¬
fallen ; fiele der vierte harmonische Punkt aber nicht auf Q, so hätte
die Gerade vier Schnittpunkte mit der Tripelcurve , was unmöglich
ist ; folglich muss P oder P ' mit Q zusammenfallen , wie oben be¬
hauptet ist . Ein solcher Schnittpunkt Q() der beiden Curven 0 (3) und
®(3) besitzt also die Eigentümlichkeit , dass die Tangente in ihm für
beide Curven dieselbe ist ; diese Tangente schneidet die Tripelcurve
C{3) zum dritten Mal in dem Punkte P 0, welcher der Conjugirte zu
Q0 ist . Nun ist früher bewiesen worden , dass die Tangente in P 0
die Tripelcurve C(3) zum dritten Male in demjenigen Punkte schneidet ,
der conjugirt ist dem dritten Schnittpunkte von P 0Q0 mit C'(3); da
dieser aber Q0 selbst ist , so ist sein conjugirter wieder P 0, d. h. die
Tangente in P 0 schneidet die Tripelcurve C{3) in drei zusammenfallen¬
den Punkten ; sie ist daher eine Wendetangente und ihr Berührungspunkt
P 0 ein Wendepunkt der Tripelcurve . Die weitere Ausführung dieser
Betrachtung lässt die Anzahl und gegenseitige Lage der Wendepunkte
einer Curve dritten Grades 0 (3) erkennen :

Ist Q0 ein Schnittpunkt der Curven Gr(3) und &’(3), in welchem
sich dieselben , wie wir gesehen haben , berühren , so trifft die Tangente
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in Q0 die Curve 0 (3) zum dritten Mal in P0; dem conjugirten Punkte
zu Q0, und P0 ist ein Wendepunkt der Curve 0 (3); sei ferner Ql ein
zweiter Schnittpunkt beider Curven und sein conjugirter P ' , ein
zweiter Wendepunkt, dann folgt aus den beiden Paaren conjugirter
Punkte P0Q0 P 0Q0 ein drittes Paar :

(QoQo> ~ (QoPo, PM = Qo,
und P 'qQ'q liegen auf der Curve (7(3), während ihre Verbindungslinie
die Curve $t (3) berührt. Ferner wissen wir, dass Q0Q'0Q'l ein Tripel
der Tripelcurve bilden und die Tangenten in diesen Punkten der
Curve 0 (3) in drei neuen Punkten begegnen müssen, welche auf einer
Geraden liegen; da aber die Tangente in Q0 die C(3) in P0 und die
Tangente in Q'0 die (7(3) in P '0 trifft , und da P 0P 0P” in einer Ge¬
raden liegen, so muss auch die Tangente in Q” der (7(3) in P” be¬
gegnen. Von den drei Schnittpunkten der Yerbindungslinie P” Ql mit
der Curve 6y(3) fallen also zwei in Q0 zusammen; der Berührungspunkt
des Strahles P 'lQ 'l mit der Curve $ (3) muss daher auch nach Ql fallen,
oder Ql muss ein dritter Schnittpunkt der beiden Curven 0 (3) und $ (3)
sein, folglich P " ein dritter Wendepunkt der Curve C(S); wir haben
daher folgende beiden Sätze:

Die Verbindungslinie zweier Wendepunkte der Tripelcurve trifft die¬
selbe allemal in einem dritten Wendepunkt, oder: Die Wendepunkte einer
Curve dritten Grades liegen m je dreien auf geraden Linien; und
zweitens:

Aus zwei Schnittpunkten der beiden Curven 0 <3) und ®(3) kann man
allemal einen dritten ableiten, indem man sie als Eckpunkte eines Tripels
ansieht und den zugehörigen dritten Tripelpunkt construirt, wie oben
angegeben ist.

Die Anzahl der Wendepunkte ist gleich der Anzahl der gemein¬
schaftlichen Punkte der beiden Curven GY(3) und $ (3); da letztere von
der dritten Klasse ist , so ist sie allgemein vom sechsten Grade,
schneidet also C^ in 6 . 3 = 18 Punkten , die paarweise zusammen¬
fallen. Die Curve dritten Grades hat also neun Wendepunkte.

Die Lage der Wendepunkte tritt am klarsten hervor aus einer
Bemerkung von Clebsch*) : Da die Wendepunkte zu je dreien auf ge¬
raden Linien liegen, so wird, wenn wir einen Wendepunkt heraus¬
nehmen und ihn mit vier anderen verbinden, jede dieser Verbindungs¬
linien noch einen der übrigen vier Wendepunkte enthalten müssen,
d. h.: Durch jeden Wendepunkt gehen vier gerade Linien, deren jede drei
Wendepunkte enthält. Hiernach scheint , es, als ob sich 9 . 4 = 36

*) Grelle-Borchardt ’'S, Journal Bd. LXIII S. 120. A. Clebsch: „Ueber einen Satz
von Steiner und einige Punkte der Theorie der Curven dritter Ordnung.“
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Gerade durch je drei der Wendepunkte , legen Hessen. Diese redu -
ciren sich aber auf zwölf , weil jede solche Gerade dreimal auftritt ,
je nachdem man von einem ihrer drei Wendepunkte ausgeht . Also
die neun Wendepunkte liegen zu je dreien auf zwölf geraden Linien .

Nehmen wir nun drei Wendepunkte , welche in gerader Linie
liegen , heraus , so gehen von den zwölf Geraden , die überhaupt vor¬
handen sind , durch die Wendepunkte der ersten Geraden nur zehn,
nämlich durch jeden derselben die erste Gerade selbst und noch drei
andere , d. h. 1 —f- 3 . 3 == 10 ; es bleiben also noch 2 Gerade übrig ,
die durch keinen der drei ersten Wendepunkte gehen . Nehmen wir
von den letzteren eine , so gehen durch ihre drei Wendepunkte und
die drei Wendepunkte der ersten Geraden nur elf von den sämmtlichen
zwölf ; nämlich ausser den beiden Geraden selbst nur die neun Ver¬
bindungslinien je eines Wendepunktes der ersten mit einem Wende¬
punkte der zweiten Geraden ; es bleibt mithin als zwölfte Gerade noch
eine solche übrig , welche die drei letzten Wendepunkte enthält , die
auf keiner der beiden ersten Geraden liegen . So erhalten wir ein
WendepunJäsdreiseit, von dem jede Seite drei verschiedene , also die
drei Seiten sämmtliche neun Wendepunkte enthalten . Solcher Wende¬
punktsdreiseite giebt es vier, und sie werden erhalten , indem man der
Reihe nach mit denjenigen vier Geraden beginnt , die sich in einem
Wendepunkte treffen . Bezeichnen wir die drei Wendepunkte auf der
ersten Geraden

a \ a \ a \ ,
auf der zweiten

a \ al a \ ,
so liegen die drei übrigen Wendepunkte auf der dritten

a \ a 23 a 33 ;
ziehen wir jetzt a \ a \ , so geht diese Verbindungslinie durch einen der
drei letzten Wendepunkte , den wir mit a \ bezeichnen , so dass

a \ a \ a \
auf einer Geraden liegen ; ziehen wir ferner a \ a \ , so geht ,diese Ver¬
bindungslinie durch einen der beiden übrigen Wendepunkte auf der
dritten Geraden ; bezeichnen wir denselben mit a \ , dann kann die
Verbindungslinie a \ a \ nur noch durch a \ gehen . Jetzt ziehen wir
a \ a \ , welche Gerade durch einen der drei letzten Wendepunkte gehen
muss ; dies kann aber nur a \ sein , denn wäre es einer der beiden
ändern , so lägen vier Wendepunkte in einer Geraden , was unmöglich
ist ; fahren wir so fort , so ergeben sich die zwölf Geraden , auf wel¬
chen die neun Wendepunkte liegen , folgendermassen :
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a\ a\ a2
a\ al o\

a) ai a

a , ai a
a : a~ a
a ) al a'3 a \ a\ aö3

a\ a\ a\
a\ a \ a\

a\ a2 a\
a\ a\ a\
a\ a\ a\

Dies sind zugleich die zwölf Geraden, auf denen die neun Wende¬
punkte liegen und die vier Wendepunktsdreiseite, deren jedes auf
seinen Seiten sämmtliche neun Wendepunkte enthält.

Diese Lagenverhältnisse führen auf den Zusammenhang der
Wendepunkte einer Curye 3. Ordnung mit äquianharmonischen Syste¬
men und geben dadurch Aufschluss über die Realität der Wende¬
punkte. Denken wir uns von dem ersten der vier Wendepunktsdrei¬
seite die Seite, welche die drei Wendepunkte a \a\ a\ und die beiden
Ecken AViA1?j des Dreiseits enthält , dessen dritte Ecke A23.sei, suc-
cessive von den Punkten a\ , a\ , a\ aus, welche auf der zweiten
Dreiecksseite liegen, perspectivisch projicirt auf die dritte Dreiecksseite
An A23} so erhalten wir nach dem obigen Schema:

von a\' aus die Punkte : a\ a\ a\ A23 A13,
a2 - - a3 a3 a3 A23 A13,
a2 - - as a3 a3 A23 Ai3 ,

und hieraus folgt , dass auf der Seite A23A13 des Wendepunktsdrei-
seits die fünf Punkte a\ a\ a\ Ai3A23 ein äquianharmonisches System
bilden, von dem die drei Wendepunkte die cyklisch-vertauschbaren,
die beiden Ecken des Dreiseits die Doppelelemente sind. Da dies
offenbar für jede Seite jedes der vier Wendepunktsdreiseite gilt , so
haben wir den Satz:

Auf jeder Seite eines WmdepimJäsäreiseits bilden die drei Wende¬
punkte und die beiden Ecken des Dreiseits ein äquianharmonisches System,
von welchem die drei Wendepunkte die cylüisch-vertauschbaren, die beiden
Ecken des Dreiseits die Doppelelemente sind.

Um nun über die Realität der Wendepunkte Aufschluss zu er¬
langen ist die genauere Kenntniss des äquianharmonischen Systems
erforderlich, wie sie S. 63 und in den „Aufgaben und,Sätzen“ zum ersten
Abschnitt (Nr. 17) angedeutet ist. Bemerken wir zunächst, dass einer
der Wendepunkte nothwendig reell sein muss, weil ihre Anzahl eine
ungerade is‘t, und sei a \ dieser reelle Wendepunkt, von dem wir aus¬
gehen, dann können wir uns a \ als den Mittelpunkt eines Büschels
von fünf äquianharmonischen Strahlen denken, von denen einer der
Doppelstrahlen eine durch a\ gehende Wendepunktslinie, die cyklisch-
vertauschbaren die drei übrigen Wendepunktslinien durch a\ sind und
der zweite Doppelstrahl der Yerbindungsstrahl von a \ mit der
Gegenecke des Wendepunktsdreiseits ist , dessen eine Seite der erste
Doppelstrahl war. Da von den drei cyklisch- vertauschbaren Eie-
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menten eines äquianharmonischen Systems nothwendig eines reell sein
muss , so muss wenigstens eine der Wendepunktslinien durch a \ reell
sein . Diese sei a \ a \ a \ , wobei die Realität der Punkte a \ a \ noch
dahingestellt bleibt . Wählen wir aber diese reelle Gerade als eine
Seite eines Wendepunktsdreiseits , so tritt sie in dem von a \ aus¬
gehenden Büschel als ein reeller Doppelstrahl des von a \ ausgehen¬
den äquianharmonischen Systems auf , folglich muss auch der andere
Doppelstrahl a \ A li reell sein und ausserdem eines der drei cyklisch -
yertauschbaren Elemente ; dies sei a \ a \ a \ , während die beiden ändern
Strahlen a \ a \ a \ und a \ a \ a \ nothwendig conjugirt - imaginär sein
müssen ; also von den vier durch einen reellen Wendepunkt gehenden
Wendepunktslinien müssen zwei reell und zwei conjugirt-imaginär sein.

Da der imaginäre Strahl a \ a \ a \ bereits einen reellen Punkt a \
enthält , so müssen die beiden ändern a \ und a \ conjugirt - imaginär
sein ; ebenso müssen a \ und a \ conjugirt -imaginär sein. Wir haben
also vier imaginäre Wendepunkte a \ a \ a \ a \ ; fassen wir diese als die
imaginären Durchschnittspunkte zweier reellen oder imaginären Kegel¬
schnitte auf, welche ein Büschel bestimmen , so muss, wie wir aus dem
Früheren (S.473) wissen, das gemeinschaftliche Tripel desselben reell sein,
d. h. die drei Diagonalpunkte des vollständigen Vierecks , dessen Ecken
die vier imaginären Punkte sind , müssen reell sein , und von den
drei Seitenpaaren des vollständigen Vierecks muss eines reell , die
beiden ändern imaginär sein. Es ist also der Schnittpunkt :

(a \ a \ , a \ a \ ) — A 2S
reell und ebenso

(a \ a \ , a 32a 3s) == A 00,
den wir mit A00 bezeichnen wollen ; der dritte Diagonalpunkt ist

(a \ a \ , a \ a \ ) = a \ .
Es können nun zwei Fälle eintreten : entweder ist das erste

Linienpaar , dessen reeller Durchschnittspunkt A23 ist , reell , dann
muss das zweite Linienpaar , dessen reeller Durchschnittspunkt A00 ist ,
conjugirt - imaginär sein , oder umgekehrt . Beide Fälle haben aber
hinsichtlich der Realität der Wendepunkte denselben Effect . Ist das
erste Linienpaar reell , so sind A12A13 reell , folglich a \ a \ conjugirt -
imaginär und a \ a \ zwei reelle Wendepunkte , als die Durchschnitts¬
punkte der reellen ©eraden a \ a \ a\ mit den beiden Geraden A12A23
und A13A23. Ist dagegen das zweite Linienpaar reell , so sind umge¬
kehrt a \ a \ reell als die Durchschnittspunkte desselben mit der reellen -
Geraden a \ a \ a \ \ dagegen A12Ä23 und A13A23 conjugirt -imaginär , und
da sie bereits einen reellen Punkt A23 haben , so müssen ihre übrigen
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Punkte imaginär sein , also sind a \ und a \ conjugirt -imaginär . In
beiden Fällen haben wir also dasselbe Ergebniss :

Von den neun Wendepunkten einer 0 (3) sind drei in gerader Linie
liegende reell, die übrigen sechs paarweise conjugirt-imaginär ; diese sechs
imaginären Wendepunkte liegen zu je dreien auf zwei imaginären Ge¬
raden , deren Durchschnittspunkt (A ,o) allemal reell ist. Von den zwölf
Wendepunktslinien sind vier reell und acht imaginär , nämlich reell: die
Gerade, auf welcher die drei reellen Wendepunkte liegen, und die drei
Seiten eines der vier Wendepunktsdreiseite ( A12A13Ä23) , deren jede einen
reellen und zwei conjugirt-imaginäre Wendepunkte enthält .

Die gemeinschaftlichen Punkte der Curven 0 (3) und ®(3), in wel¬
chen sich dieselben berühren , führen in derselben Weise , wie zu
den Wendepunkten der Curve C{3), so auch zu den Rückkehrtangenten
der Curve $ (3). Wir haben oben (Seite 509) bewiesen , dass alle
Strahlenpaare , welche einen beliebigen Punkt o der Tripelcurve mit
Paaren conjugirter Punkte P , Q verbinden , ein Strahlsystem bilden ,
welches dem Punkte (o) zugehört . Die Asymptoten dieses Strahl¬
systems müssen zwei Tangenten von $ (3) sein , welche durch o gehen ;
die dritte wird die Verbindungslinie des Punktes o mit seinem conjugirten
Punkte sein ; diese Verbindungslinie und die Tangente in o an werden
ein besonderes Strahlenpaar desselben Strahlsystems sein, also har¬
monisch getrennt werden durch die beiden Asymptoten . Die Asym¬
ptoten des Strahlsystems wollen wir zwei conjugirte Tangenten der
Curve $ (3) nennen ; sie besitzen nämlich die Eigenschaft , dass ihre
Berührungssehne auch eine Tangente von &(3) ist . Sind nämlich P ' Q'
und P " Q" die Paare conjugirter Punkte , welche auf den Asymptoten
des Strahlsystems (o) liegen , so werden die Schnittpunkte (P ' Q", P " Q')
und (P ' P ", Q' Q" ) ebenfalls conjugirte Punkte des 6f(3) sein, und ihre
Verbindungslinie geht durch die beiden vierten harmonischen Punkte
auf den Strahlen oP ' Q' und oP " Q" ; da diese die Berührungspunkte
mit $ (3) sind , so ist die Berührungssehne zweier conjugirter Tangenten
von $ (3) selbst eine Tangente von Ebenso wie die Punkte der
Curve sich in Paare conjugirter Punkte ordnen , deren Tangenten
sich auf C(3) selbst schneiden , ordnen sich auch die Tangenten der
Curve in Paare conjugirter Tangenten , deren Berührungssehne
selbst eine dritte Tangente ist . Wenn nun insbesondere P 0 und Q0 ein
solches Paar conjugirter Punkte der 0 (3) mit dem gemeinschaftlichen
Tangentialpunkte R0 sind , dass die Tangente in Q0 durch P 0 geht , dann
fällt auch Il Q nach P 0, und P 0 ist ein Wendepunkt der ü (3) und die
Tangente in ihm eine Wendetangente , weil sie drei zusammenfallende
Punkte der Curve enthält . Wenn andererseits bei zwei conjugirten
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Tangenten der ®(3>die Berührungssehne mit einer derselben zusammen -
fällt , dann ist diese eine Rückkehrtangente der $ (3) und ihr Berüh¬
rungspunkt ein Rückkehrpunkt , weil für ihn drei Tangenten der $ (3)
zusammenfallen . Wenn nun Qü ein gemeinschaftlicher Punkt der
Curven (7(3) und $ (3) ist und wir ziehen in demselben die Tangente
an $ (3), in welche von den drei im Allgemeinen aus Q0 an ®(3) zu
legenden Tangenten zwei hineinfallen , so giebt es nur noch eine dritte
Tangente durch Q0 an &(3); diese sei £ 0; sie enthält ein Paar conju-
girter Punkte P ' Q', und der vierte harmonische , zu Q0 zugeordnete sei
r0, ihr Berührungspunkt mit ^)(3). Da nun Q0 auch auf C(3) liegt , so
wird , wenn P 0 sein conjugirter Punkt ist , P 0Q0 eine Tangente an
$ (3) sein ; es giebt aber nur zwei Tangenten aus Q0 an $ (3), die eine
ist £ 0; sie kann P 0 nicht enthalten , denn sonst hätte sie vier Punkte
mit (7(3) gemein , was unmöglich ist . Die andere ist die Tangente in
Q0 an ^ (3); folglich muss diese P 0 enthalten ; da Q0P 0 die Tangente
an &t (3) in Q0 ist , so erhalten wir ihren dritten Schnittpunkt mit 0 (3),
indem wir den vierten harmonischen Punkt aufsuchen , der dem Be¬
rührungspunkt zugeordnet ist . Da letzterer aber nach Q0 fällt , so
fällt auch der vierte harmonische Punkt in Q0 hinein ; der dritte Schnitt¬
punkt von P0Q0 mit (7(3) fällt also selbst nach $0, d. h . P 0Q0 berührt
(7(3) in Q0. Die Curven 0 (3) und $ (3> haben also in Q0 dieselbe
Tangente Q0P 0, wie es bereits oben gefunden ist . Da aber die
Tangente in Q0 an (7(3) durch P 0 geht , so ist P 0 ein Wendepunkt der
0 (3). Da ferner die Tangente in Q0 an C(3) und der Strahl Q0P0 zu¬
sammenfallen , so bilden sie eine Asymptote des Strahlsystems , wel¬
ches dem Punkte Q0 in Bezug auf die Curve C^ zugehört ; die andere
Asymptote ist 5£0. Diese beiden Asymptoten sind conjugirte Tangenten
der St(3); ihre Berührungssehne ist Q0r0, d. h. X0 selbst , folglich ist
X0 eine Rückkehrtangente der ®(3). Wir haben also folgendes Re¬
sultat :

Die beiden Curven 0 (3) und haben in ihren gemeinschaftlichen
Punkten dieselben Tangenten. Eine solche Tangente trifft C{̂ nur noch
in einem dritten Punkte , welcher ein Wendepunkt der 0 (3) ist , und es
lässt sich aus jenen gemeinschaftlichen Berührungspunkten beider Curven
nur noch je eine dritte Tangente an &(3) legen, welche eine Uückkehr-
tangente derselben ist.

Wir brechen hier die allgemeine Betrachtung des Kegelschnitt¬
netzes ab , da eine weitere Ausführung die dem Buche gesteckten
Grenzen überschreiten und zu einer Theorie der Curven dritten Grades
führen würde , hinsichtlich deren wir auf L . Cremona’s Introduzione
ad una teoria geometrica delle curve piane , Bologna 1862 und auf

Steiner , Vorlesungen II . 2. Aufl. 34
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die neuerdings publicirte Schrift von H . Durege : Die ebenen Curven
dritter Ordnung , Leipzig 1871 , verweisen , wo auch, die den Gegen¬
stand betreffende Literatur in vollständigster Weise angeführt ist .
Wir wollen nur noch auf einen besonderen Fall des Kegelschnittnetzes
hin weisen , welcher zu vielen Beziehungen zwischen Kegelschnitten
und , noch weiter specialisirt , zu bekannten Resultaten aus der Kreis¬
theorie führt . Wenn nämlich die drei zur Bestimmung des Netzes
erforderlichen Kegelschnitte ABC die besondere Lage haben , dass
zwei (reelle oder imaginäre ) Punkte ihnen gemeinschaftlich sind, d. h .
wenn eine gemeinschaftliche Secante aller drei Kegelschnitte existirt , dann
muss die Tripelcurve zerfallen in diese Gerade und einen Kegelschnitt ;
denn da der gemeinschaftlichen Secante dasselbe Punktsystem rück¬
sichtlich aller drei Kegelschnitte zugehört , so ist jedes Paar conju -
girter Punkte desselben ein Paar conjugirter Punkte P , Q der Tripel¬
curve ; dieser gehört also die ganze Gerade an , und der übrige Theil
kann nur noch ein Kegelschnitt sein ; letzterer geht auch durch die
beiden gemeinschaftlichen Punkte der drei Kegelschnitte ABC , d. h.
hat dasselbe Punktsystem auf der gemeinschaftlichen Secante von
ABC zu seinem zugehörigen, weil die Asymptotenpunkte desselben
als ein besonderes zusammenfallendes Paar conjugirter Punkte P , Q
der Tripelcurve anzusehen , also die beiden Doppelpunkte derselben
sind. Jeder dieser Punkte ist zugleich als ein Theil der Curve dritter
Klasse anzusehen , welche von allen Verbin dungsstrahlen PQ um¬
hüllt wird . Diese Curve zerfällt daher in drei Punkte ; der dritte
Punkt ist der Schnittpunkt derjenigen drei gemeinschaftlichen Secan-
ten der Kegelschnittpaare B , (7; C, A ; A , B , welche den übrigen
Theil des Linienpaares im Büschel bilden , zu dem die eine ge¬
meinschaftliche Secante aller drei Kegelschnitte ABC gehört (S. 239) .
Die Verbindungslinien aller Paare conjugirter Punkte PQ auf dem
Kegelschnitt , welcher von der Tripelcurve übrig bleibt , laufen daher
sämmtlich durch einen Punkt . Wir können also folgenden Satz aus¬
sprechen :

Wenn drei Kegelschnitte ABC eine (reelle oder ideelle) gemeinschaft¬
liche Secante s haben, so haben je sivei derselbenB und C, C und A,
A und B noch eine gemeinschaftliche Secante tt' t", den übrigen Theil
des Linienpaares, welches in je einem der drei Büschel (B , C) ( C, A )
(A , B ) vorkommt, und von welchems ein Theil ist. Die drei Geraden
tt't" schneiden sich in einem Punkte 0 . Von den drei gemeinschaftlichen
Tripeln der drei Büschel liegen drei Eckpunkte auf s, die sechs übrigen
auf einem Kegelschnitt &(2), welcher die Eigenschaft besitzt, dass von
jedem Punkte P desselben die drei Polaren in Bezug auf ABC sich
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wieder in einem Punkte Q dieses Kegelschnitts treffen; die Ver¬
bindungslinie PQ läuft durch den festen Punkt 0 , der zugleich der Pol
der Geraden s in Bezug auf den Kegelschnitt ®(2j ist.

Zu ganz bekannten Resultaten werden wir geführt durch weitere
Specialisirung der allgemeinen Betrachtung ; nehmen wir nämlich ins¬
besondere für die drei beliebig zu wählenden Kegelschnitte ABC drei
Kreise an , so haben dieselben die unendlich -entfernte Gerade zu einer
gemeinschaftlichen (ideellen ) Secante s ; der Punkt 0 wird der Punkt
der gleichen Potenzen der drei Kreise ABC , der Kegelschnitt der
die drei angenommenen Kreise rechtwinklig schneidende Kreis und 0
sein Mittelpunkt . Das Kegelschnittnetz besteht in diesem Falle aus
lauter Kreisen , was mit dem oben gefundenen Resultat , dass in dem
allgemeinen Kegelschnittnetz nur ein Kreis vorkommt , in keinem
Widerspruch steht .

Die Durchführung der polar -gegen überstehenden Betrachtung ,
welche , gleichfalls von drei beliebigen Kegelschnitten ABC ausgehend ,
die drei Schaaren (_B, C) ( C, A ') ( A , B ) und die durch sie bestimmte
Tripelcurve dritter Klasse ins Auge fasst , darf dem Leser überlassen
bleiben , da sie in allen wesentlichen Punkten der in diesem “Para¬
graphen durchgeführten Untersuchung nachgebildet werden kann .
Diese besondere Betrachtung ist aber überflüssig , weil sie schon von
selbst in die vorige sich hineinverwebt . Die dort auftretende Curve ®(3)
ist selbst Tripelstrahlencurve für ein Kegelschnitt-Gewebe, welches mit
dem ursprünglichen Kegelschnittnetze in nächstem Zusammenhang steht
so dass also die beiden polar -gegenüberstehenden Figuren mit einander
vereinigt aaftreten . Wir müssen aber hinsichtlich der weiteren Aus¬
führung dieser Untersuchung auf die schon oben angeführten Ab¬
handlungen in den Mathematischen Annalen Bd. V und VI verweisen .

Wenn wir die Betrachtung des Kegelschnittnetzes , welche von
drei beliebig in der Ebene gegebenen Kegelschnitten ausging , in der
Weise fortführen , dass wir vier beliebige Kegelschnitte K ^ K ^ K ^ Kf ,̂
die nicht demselben Netze angehören , annehmen , so lässt sich auch
dann noch nach solchen Punkten P fragen , deren vier Polaren in Bezug auf
Kf '1K ^ Kf K̂f '* sich in einem und demselben Punkte Q schneiden ?
Construirt man die Tripelcurve Cf$3 für das durch die Kegelschnitte
Kf K̂ ^ Kp bestimmte Netz und die Tripelcurve C^ 4 für die Kegel¬
schnitte KpKp Kf \ so müssen wegen der Eigenschaft der Tripel¬
curve die gemeinschaftlichen Punkte der Curve C^ 3 und C[3)4 die
verlangte Eigenschaft besitzen . Diese beiden Curven haben aber das
gemeinschaftliche Tripel der Kegelschnitte Kp und K (p gemein, und
diese drei Punkte besitzen offenbar nicht diese Eigenschaft , folglich

34 *
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bleiben im Allgemeinen nur noch, sechs Punkte übrig , die der gestell¬
ten Forcierung genügen . Diese zerfallen offenbar in drei Paare con-
jugirter Punkte , denn sobald P die Beschaffenheit hat , dass seine
Polaren in Bezug auf Kf K̂f K̂f * sich in Q treffen , wird auch Q
dieselbe haben , also wenn P zu jenen sechs Schnittpunkten gehört ,
muss auch Q dazu gehören ; gehört ferner P t dazu , so gehört auch
sein conjugirter Punkt Q1 dazu ; sind aber diese beiden Paare bekannt ,
so erhalten wir durch die Verbindung derselben :

(PP 1} QQX) = P 2 und (PQ lf QP X) = Q2
ein drittes Paar , welches ebenfalls zu jenen sechs Durchschnittspunkten
gehören muss ; da es aber nur sechs giebt , so erhalten wir den Satz :

Hat man irgend vier Kegelschnitte Kf ] Kf \ die nicht dem¬
selben Netze angehören, und construirt m je dreien derselben die zugehörigen
Tripelcurven Cfl 4 Cfl x, so laufen diese vier Curven dritten
Grades durch dieselben sechs Punkte , welche zu je dreien auf vier geraden
Linien liegen und die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits bilden,
dessen drei Paar Gegenecken gleichzeitig drei Paare conjugirter Punkte in
Bezug auf alle vier gegebenen Kegelschnitte sind.

Die sechs Durchschnittspunkte dieser vier Tripelcurven oder das
vollständige Yierseit , als dessen drei Paar Gegenecken dieselben auf-
treten , lassen sich sehr einfach vermittelst der gegebenen vier Kegel¬
schnitte K |2)K (pK 'pK (-p construiren , wenn man die oben bewiesene
Eigenschaft der Tripelcurve zu Hülfe nimmt (Seite 512) , wonach die
acht Seiten zweier der Tripelcurve einbeschriebenen vollständigen
Vierseite , für welche jedes Paar Gegenecken ein Paar conjugirter
Punkte der Tripelcurve ist , allemal einen und denselben Kegelschnitt
berühren *). Durch die drei Kegelschnitte K ^]K ^ Kp werde die
Tripelcurve und durch die drei Kegelschnitte Kf )KpKf ] die
Tripelcurve bestimmt . Die beiden Tripelcurven haben offenbar
als gemeinschaftliche Punkte das gemeinsame Tripel der beiden Kegel¬
schnitte K [2) und Kf \ welches wir 0 2 bezeichnen wollen ; die
übrigen sechs gemeinschaftlichen Punkte bilden als drei Paar Gegen¬
ecken das gesuchte Vierseit und liegen , wenn wir sie mit PQ , P XQX
P 2Q2 bezeichnen , derart , dass

(PP 1, QQ1) = P , und (PQ ly QPJ .- Q,
wird . Bezeichnen wir die zu den Punkten des Tripels Dö 10 2 con-

*) Vergl. Siebeclc: De triangulo, cujus latera continent polos respectu quatuor
sectionum conicarum conjugatos, Annali di Matematica da F . Brioschi e L. Cremona.
Ser. II, Tom. II. p. 65.



Das Involutions-Netz (Polarsystem) und das Kegelschnitt-Netz. §. 63. 533

jugirten Punkte der Tripelcurve C^ 3 durch und die der Tripel¬
curve C[3̂ l durch ^ ^ '2, so liegen bekanntlich sowohl als
auch auf je einer Geraden . Nach dem oben angezogenen
Satze müssen nun sowohl die acht Seiten der beiden Vierseite ,
deren Gegenecken PQ P JQ1P 2Q2 und sind , als auch
die acht Seiten der beiden Yierseite , deren Gegenecken PQP 1Q1P 2Q2
und sind , je einen Kegelschnitt berühren . Es leuchtet
aber ein, dass diese beiden Kegelschnitte identisch sind , denn beide be¬
rühren die Seiten der beiden Dreiecke QQ±Q2 und DD 1£l2? wodurch
jeder Kegelschnitt schon mehr als bestimmt ist . Nennen wir diesen
Kegelschnitt $ (2), so können wir ihn dadurch ermittelt denken , dass
wir die Seiten des gemeinsamen Tripels der beiden Kegelschnitte K t(2)
und und ausserdem die beiden Geraden , in welchen $P ^ j S$ 2 und
^5' ^ 1^ 2 liegen , als fünf Tangenten zur Bestimmung von &(2) auf¬
fassen .

Gehen wir in gleicher Weise von den beiden Kegelschnitten Kf '1
und Kf > aus , ermitteln das gemeinschaftliche Tripel derselben und
die beiden Geraden , welche die conjugirten Punkte dieses Tripels auf
den beiden Tripelcurven und enthalten , so bestimmen diese
fünf Geraden als Tangenten einen neuen Kegelschnitt $̂ 2). Die beiden
gefundenen Kegelschnitte $ (2) und $ [2) haben im Allgemeinen vier
gemeinschaftliche Tangenten , welche ein vollständiges Vierseit bilden ,
und die drei Paar Gegenecken desselben sind die gesuchten sechs
gemeinschaftlichen Punkte aller vier Tripelcurven .

Aus der bekannten Eigenschaft des einer Tripelcurve einbeschrie¬
benen vollständigen Vierseits , dessen drei Paar Gegenecken Paare con-
jugirter Punkte der Tripelcurve sind , ergiebt sich nunmehr folgende
Construction der gesuchten sechs Durchschnittspunkte :

Man ermittele das gemeinschaftliche Tripel der beiden Kegelschnitte
und K '22); die Polaren der Ecken dieses Dreiecks in Bezug auf den

dritten Kegelschnitt Kf ^ treffen die Gegenseiten desselben in drei Punkten
einer Geraden 2 ; die Polaren der Ecken desselben Dreiecks in Bezug auf
den vierten Kegelschnitt Kf > treffen die Gegenseiten desselben in drei
Punkten einer Geraden ß'. Man beschreibe einen Kegelschnitt it (2), wel¬
cher die Seiten des ersten Tripeldreiecks und die beiden Geraden S und
ß ' berührt , wodurch dieser gerade bestimmt wird . In gleicher Weise er¬
mittele man zweitens das gemeinschaftliche Tripel der beiden Kegelschnitte
K [2) und Kip ; die Polaren der Ecken desselben in Bezug auf treffen
die Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden ; die Polaren der Ecken
in Bezug auf Kf * treffen die Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden
ß ^. Man beschreibe einen Kegelschnitt $ [2), welcher die Seiten dieses
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zweiten Tripeldreiecks uncl die leiden Geraden S, und berührt , ivo-
durch dieser ebenfalls vollständig bestimmt ist. Die beiden Kegelschnitte
$ (2) und haben im Allgemeinen vier gemeinschaftliche Tangenten, die
ein vollständiges Vierseit bilden. Die drei Paar Gegenecken sind die ge¬
suchten sechs DurchschnittspunMe PQP 1Q1P2Q2 der vier Tripelcurven
cm <7(3) /70) /70)

123 124134234 '

Durch andere Combination der gegebenen vier Kegelschnitte kann
man anstatt ®(2) und andere Kegelschnitte erhalten ; für alle
möglichen sechs Verbindungen erhält man im Ganzen sechs solche
Kegelschnitte , welche nothwendig einer und derselben Schaar von vier
gemeinschaftlichen Tangenten angehören . Zu dieser Schaar gelangt
man von allgemeinerem Gesichtspunkte aus folgendermassen :

Wenn man ein Kegelschnittnetz hat und auf der durch dasselbe
hervorgerufenen Tripelcurve irgend ein Tripel QQt Q2 nimmt , so liegen
die drei conjugirten Punkte PP XP 2 bekanntlich auf einer Geraden , und
man kann eine Schaar von Kegelschnitten herstellen , welche diese
Gerade und die Seiten des ersten Tripels berührt . Solcher Kegel -
schnittschaaren enthält man unendlich -viele, wenn man das erste
Tripel QQt Q2 auf der Tripelcurve verändert ; alle Kegelschnitte dieser
sämmtlichen Schaaren bilden ein Kegelschnitt-Gewebe, ein Gebilde von
gleicher Mächtigkeit mit dem Kegelschnittnetz und nach dem Princip
der Polarität aus diesem hervorgegangen . Irgend zivei Schaaren des
Gewebes haben allemal einen Kegelschnitt gemeinschaftlich, und das Gewebe
ist daher durch drei seiner Kegelschnitte , welche nicht derselben
Schaar angehören , vollständig bestimmt , indem man aus der Verbin¬
dung je zweier immer neue Schaaren des Gewebes bildet . Alle Kegel¬
schnitte des Gewebes, welche in Punktpaare zerfallen , liefern als Ver¬
bindungslinien derselben diejenigen Geraden , welche die Curve
umhüllen , und die Punktpaare selbst erfüllen die Tripelcurve (7(3). Das
Kegelschnitt -Gewebe steht daher mit dem zu ihm gehörigen Kegel¬
schnittnetz in innigstem Zusammenhange , und die Kegelschnitte des
Gewebes können aus denen des Netzes , wie auch umgekehrt , unmittel¬
bar abgeleitet werden .

Gehen wir nun von vier Kegelschnitten aus , so bestimmen die¬
selben zu je dreien verbunden vier Kegelschnittnetze , zu deren jedem
ein bestimmtes Gewebe gehört . Diese vier Gewebe haben eine Kegel¬
schnittschaar gemeinschaftlich, welche mit der oben ermittelten zusammen¬
fällt . Wir können aber noch unendlich -viele andere Kegelschnitt -
Netze und zugehörige Gewebe bilden , indem wir aus jenen ersten
vier Netzen irgend drei Kegelschnitte herausnehmen , welche nicht
demselben Netze angehören , und sie zur Bildung eines neuen Netzes
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verwenden. Die Tripelcurven für alle diese Netze laufen durch die¬
selben sechs oben ermittelten Punkte, und die sämmtlichen zugehörigen
Kegelschnittgewebe haben eine Schaar gemeinschaftlich. Nehmen wir
zu den vier gegebenen Kegelschnitten K {?nvf )Kf }Kf }noch einen fünften
KiP hinzu, so erhalten wir zunächst fünf solcher Kegelsehnittschaaren,
wie oben, indem wir die fünf gegebenen Kegelschnitte in Gruppen zu
vieren zusammenfassen. Diese fünf Schaaren müssen aber einen Kegel¬
schnitt gemeinschaftlich haben, der dann auch gleichzeitig allen mög¬
lichen Geweben gemeinschaftlich ist, welche vermittelst der gegebenen
fünf Kegelschnitte sich hersteilen lassen.
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